N

N

Modélisation et évaluation de l’efficacité de la
maintenance des systémes réparables

Laurent Doyen

» To cite this version:

Laurent Doyen. Modélisation et évaluation de l'efficacité de la maintenance des systémes réparables.
Mathématiques [math]. Institut National Polytechnique de Grenoble - INPG, 2004. Frangais. NNT:
. tel-00007722

HAL Id: tel-00007722
https://theses.hal.science/tel-00007722
Submitted on 13 Dec 2004

HAL is a multi-disciplinary open access L’archive ouverte pluridisciplinaire HAL, est
archive for the deposit and dissemination of sci- destinée au dépot et a la diffusion de documents
entific research documents, whether they are pub- scientifiques de niveau recherche, publiés ou non,
lished or not. The documents may come from émanant des établissements d’enseignement et de
teaching and research institutions in France or recherche francais ou étrangers, des laboratoires
abroad, or from public or private research centers. publics ou privés.


https://theses.hal.science/tel-00007722
https://hal.archives-ouvertes.fr

INSTITUT NATIONAL POLYTECHNIQUE DE GRENOBLE

N attribué par la bibliotheque

THESE

pour obtenir le grade de
DOCTEUR DE L’INPG
Spécialité: “mathématiques appliquées”

préparée au laboratoire de modélisation et calcul (LMC)
dans le cadre de ’Ecole Doctorale “mathématiques, sciences et technologie de
I’information, informatique”

présentée et soutenue publiquement

par
Laurent DOYEN
le 22 novembre 2004

Modélisation et évaluation de ’efficacité de la maintenance

des systemes réparables

Directeur de theése: Olivier GAUDOIN

JURY
M. Gérard GREGOIRE , Président
Mme. Christiane COCOZZA-THIVENT | Rapporteur
M. Nikolaos I.LIMNIOS , Rapporteur
M. Olivier GAUDOIN , Directeur de these
M. Gilles CELEUX , Examinateur
M. André LANNOY , Examinateur






Remerciements

Je tiens tout d’abord a remercier mon directeur de these Olivier (Gaudoin, et je vous incite,
vous lecteur téméraire de ce manuscrit, a le remercier également. C’est grace a lui que votre
lecture sera plus agréable et moins constellée de fautes d’orthographes, méme si inexorablement
(telle une malédiction qui me frappe depuis ma plus tendre enfance et mes premiers zéros en
dictée) il en restera toujours. Je tiens a te remercier, Olivier (j’arrive maintenant a te tutoyer
meéme par écrit!), non seulement pour tes patientes relectures, mais pour ta disponibité durant
ces trois années. Grace a toi j’ai découvert non seulement le monde de la recherche, mais aussi
la Norvege, Saint-Petersbourg, le Nouveau Mexique, Bourges, le Mont Saint-Michel, Chamonix.

Je remercie Christiane Cocozza-Thivent et Nikolaos Limnios d’avoir accépté de rapporter ma
these. Leur relecture et leurs remarques pertinentes ont contribuées a améliorer ce manuscrit.

Je remercie tous les autres membres du jury : Gérard Grégoire, président, qui m’a ouvert les
yeux, par ses questions, sur de nouvelles perspectives de recherches (j’espere que j’aurai le temps
d’y regarder de plus pres), Gilles Celleux, examinateur, qui aura contribué a I'introduction du
bayésien dans les modeles ART et ARA| si j'ai (o0 quelqu’un d’autre) un jour le courage de
m’atteler a la tache.

Parmi les membres du jury, je tiens particulierement a adresser mes remerciements a André
Lannoy. Je les lui doit a plus d’un titre. Merci pour votre collaboration en tant qu’ingénieur a
EDFE. Merci pour votre relecture plus qu’attentive de mon manuscrit. Merci pour I'enthousiasme
que vous avez manifesté pour mes travaux. Merci d’avoir essayé de me reclasser apres ma these.
Et merci tout simplement pour votre sympathie.

Parmi les interlocuteurs que nous avons eu a EDF, et qui ont contribué a I'application de mes
résultats a des données réelles (et qui, accessoirement, par les financements qu’ils ont accordés,
m’ont permis de beaucoup voyager), je tiens a remercier: Sébastien Lacombe, Marie-Agnes
Garnéro, Célia Domecq, et nouvellement Emmanuel Remy.

Mes remerciements vont également a tous les membres du laboratoire LMC qui ont contribués
a rendre ces trois années agréables et fructueuses. Je remercie également les autres chercheurs
que j’ai eu le plaisir de cotoyer, comme Bo Lindqvist pour n’en citer qu’un.

Merci a ceux aupres de qui j'ai eu le plaisir d’enseigner a I'TUP Commerce et Vente et main-
tenant a 'TUT 2.

Je remercie particulierement la bande de joyeux thésards sympathiques qui ont agrémenté
ces journées de travail parfois trop longues et ces week-end toujours trop courts. Merci pour la
corde (d’escalade), j'en testerai la fiabilité.

Merci a ma famille, toujours 1a pour me soutenir, jusqu’a ma soutenance et apres encore.
Sans eux et sans ma mere qui me faisait travailler quand j’étais petit, je n’aurai pas écrit ces

remerciements aujourd’hui.

Et pour toujours, merci a toi Aude.






Table des matiéres

Table des matieres

Introduction

Abréviations et Notations

1

|

2

Introduction a la modélisation stochastique du processus des défaillances
Modélisation et évaluation des effets des maintenances correctives seules

Les modéles de maintenance corrective
2.1 Tesmodelesde base . . . . . . . L Lo
2.1.1 Le modele de maintenance minimale . . . . . ... ... . 0L,
2.1.2  Le modele de maintenance parfaite . . . . . . . .. ... 0oL,
2.1.3  Nécessité des modeles de maintenance imparfaite . . . . .. . .. ... ..
2.2 Les modeles de Brown-Proschan et Block-Borges-Savits . . . . . . ... .. ...
2.2.1 Le modele de Brown-Proschan . . . . . .. . ... ..o 0oL,
2.2.2  Le modele de Block-Borges-Savits . . . . . .. ... 00000
2.3 Les modeles d’age virtuel . . . . . oL
2.3.1  Construction des modeles d’age virtuel . . . . . .. ..o o000
2.3.2 lLes modelesde Kijima . . . . . . . .. . oo
2.3.3  Analyse statistique des modeles d’age virtuel . . . .. . .. .00 .
2.4 TLe modele de Chan-Shaw . . . . . .. . .. . Lo
2.5  Le modele de quasi-renouvellement . . . . . . .. ..o L0000
2.6 Le modele de Dorado-Hollander-Sethuraman . . . . . .. . .. .. ... .. ...
2.7 Autres modeles de réparation imparfaite . . . .. ... oL o000

Les modeéles ARI et ARA

3.1 Les modeles a réduction arithmétique de I'age et de IMintensité . . . . . . .. ...

3.2 Intensité d’usure minimale et maximale . . . .. ... ... L0000 L.

3.3 Compléments sur la théorie des processus ponctuels . . . . .. .. ... ... ..

3.4 Comportement asymptotique du processus des défaillances . . . . . . . . ... ..
3.4.1 Réécriture de 'intensité de défaillance . . . . . . . ... .. ... L.

11

13

17

21

3.4.2  Développement asymptotique au premier ordre de I"intensité de défaillance 40

3.4.3  Développement asymptotique au second ordre de I'intensité de défaillance

cumulée . . .o e
3.4.4 Modele ARL,, . . . . . . . . .
3.4.5 Modele ARA,, . . . . . . . .

3.4.6  Commentaires sur les résultats asymptotiques . . . . . . .. ... ... ..

43



4 TABLE DES MATIERES
4 FEstimation dans les modéles ARI et ARA 51
4.1 Estimation quand l'intensité initiale est connue . . . . . . .. ... oL L. 51
4.1.1  Estimateurs de maximum de vraisemblance . . . . ... .. ... ... .. 51
4.1.1.1  Critere de convergence pour les estimateurs de maximum de vrai-
semblance . . . .. L Lo oo 51
4.1.1.2 Modele ARI,, . . . . . .. 56
4.1.1.3 Modele ARA,, . . . . . .. o 57
4.1.2 FEstimateurs explicites . . . . . .. . Lo 59
4.1.3 Intervalles de confiance asymptotiques . . . . . .. ... .. ... ... .. 60
4.1.4 Taux de recouvrement des intervalles de confiance asymptotiques . . . . . 61
4.1.5  Peut-on estimer un parametre d’efficacité de maintenance et un parametre
d’échelle? . . . . L 65
4.2 Estimation conjointe de l'intensité initiale et de I'efficacité de maintenance . . . . 65
5 Le modéle de Brown-Proschan 69
5.1 Comportement du processus des défaillances . . . . . . .. . .. .. ... ... 69
5.1.1  Tes ages virtuels . . . . 0 . 0oL 69
5.1.2  lLes durées inter-défaillances . . . . . . . . . . .. L. 72
5.1.3 Influence du passé du processus . . . . . . . . ... 75
5.2  Estimation dans un modele BP . . . . . .. o000 Lo Lo 76
5.2.1 Identifiabilité de I'efficacité de réparation quand I'effet des réparations est
INCONMU . . L o o o e e s s e e e e it e e e e e e e 76
5.2.2  Théoreme d’innovation et intensité propre . . . . . . . . .. L L. L. 78
5.2.3  Vraisemblance propre . . . . . . ..o oo 82
Conclusion de la premiére partie 85

IT Modélisation et évaluation des effets conjoints des maintenances préventives

et correctives 87
6 Maintenances préventives planifiées 89
6.1 Planification de la maintenance préventive . . . . . . . .. . .. ... .. 89
6.2 Propriétés du processus des MP et MC . . . 00 .00 000000 L 90
6.3 Modélisation de I'effet des maintenances sur le processus des défaillances . . . . . 93
6.3.1 Modele d’age virtuel généralisé . . . . . . ... .o Lo 93
6.3.2 Modeles basiques . . . . .. L oo 94
6.3.3  Différentes généralisations du modele ARA, . . .. ... ..o 0. 94
6.3.4 lLemodelede Jack . . . . . . .. Lo 96
6.3.0 MPet MCARA, . . . . . . oo 97
6.3.6  Autres modeles pour les MP et MC . . . 0 . 0000000000 98

6.4 1efficacité de maintenance dépend de variables externes . . . . . . ... ... .. 98
6.4.1 Modele d’age virtuel généralisé . . . . . . . ... oL 98
6.4.2 Modele de Brown-Proschan généralisé . . . . . .. ... ... . ... 99
6.4.3 Lien avec le modele de last et Szekli . . . . . . . . ..o oo 103

6.5  Quelques politiques de maintenances préventives classiques . . . . . . . ... .. 103
6.5.1 MPadatefixée. . . . . . . . oo 104
6.5.2 MP adgefixé. . . . . . e 106

6.5.3 MP aintensité fixée. . . . . . . . L L. 106



TABLE DES MATIERES 5

7 Maintenances préventives conditionnelles 109
7.1 Caractérisation du processus des MP et MC . . . . . . .. . .. ... 109
7.2 Lien avec 'approche risques concurrents . . . . . .. . ... Lo 112
7.2.1 L’approche risques concurrents . . . . . . . . ... 112

7.2.2 (3énéralisation de 'approche risques concurrents . . . . .. ... ... .. 114

7.3 Modele avec effets de maintenance symétriques sur les processus de risques 118
7.3.1 Modele d’age virtuel généralisé . . . . . . ... oL 118

7.3.2 MP et MC parfaites . . . . . . . . . e 120

7.3.3 MP et MC minimales . . . . . . . .. L oo 120

7.3.4 MPet MCARA( . . . . . o oo 121

7.3.5 MPet MCARAL . . . . o e 121

7.3.6  Modeles identifiables de dépendance entre les risques . . . . . .. ... .. 121

7.3.6.1 Modele avec risques indépendants . . .. ... .00 122

7.3.6.2 Le modele de Langseth et Lindqvist . . . .. .. ... ... ... 122

7.3.6.3  Une autre généralisation du modele de signe aléatoire . . . . . . 123

7.4 FEffets de maintenance non symétriques sur les processus de risques . . . . . . .. 123
7.5 T1efficacité de maintenance dépend de variables externes . . . . . . .. . ... .. 125

8 Etude d’un jeu de données EDF 131
8.1 Tesdonnées . . . . . . . L e 131
8.2 FEtudedes données . . . . . . . 131
8.2.1 Prise en compte de I’échantillon complet . . . . . . ... .. ... . 131

8.2.2 Suppression de la période de jeunesse . . . . ..., 135

8.3 Conclusion et perspectives de I’étude des données . . . . . . .. .. ... ... 138
Conclusion de la deuxiéme partie 141
Perspectives 143
Bibliographie 145






Introduction

Tout au long de leur vie opérationnelle, les systemes industriels complexes (centrales nucléai-
res, avions, trains, ...) sont soumis a des opérations de maintenance préventive et corrective afin
de les conserver en état de marche, tout en justifiant d’un certain nombre de contraintes de
stireté de fonctionnement.

e Une maintenance corrective (MC) regroupe I'ensemble des actions exécutées apres
détection d’une panne et destinées & remettre un bien dans un état dans lequel il peut
accomplir une fonction requise [1].

e Une maintenance préventive (MP) regroupe I’ensemble des actions exécutées a des
intervalles de temps prédéterminés ou selon des criteres prescrits et destinées a réduire la
probabilité de défaillance ou la dégradation du fonctionnement d’un bien [1].

[La siireté de fonctionnement de ces systemes dépend naturellement, étroitement de efficacité
de ces opérations de maintenance. Classiquement, on suppose soit que la maintenance est neutre
ou inefficace, soit qu’elle remet les matériels a neuf. L.a premiere hypothese est certainement
trop pessimiste. La deuxieme hypothese est valide pour les composants défaillants remplacés
par des neufs, mais ce n’est plus le cas pour les systemes constitués de plusieurs composants:
le remplacement d’un composant entraine un rajeunissement du systeme global mais pas une
remise a neuf.

Une gestion efficace des politiques de maintenance nécessite une modélisation réaliste de leurs
effets. 1l est donc important de construire des modeles des effets des maintenances des systemes
réparables complexes et de développer des méthodes permettant d’évaluer leur efficacité.

Mathématiquement, les dates de maintenance corrective d’un systeme réparable sont des
variables aléatoires. En effet, les défaillances se produisent évidemment a des instants qu’il n’a
pas été possible de prévoir parfaitement a I’avance, autrement dit & des instants aléatoires. les
maintenances correctives qui en découlent s’effectuent donc elles aussi a des instants aléatoires.

En revanche, les dates des maintenances préventives sont généralement fixées avant la mise
en route du systeme, et sont donc déterministes. On dit, dans ce cas, que les maintenances
préventives sont systématiques. Mais il peut arriver que les instants auxquels elles se produisent
n’aient pas été completement planifiés. Cest le cas par exemple de la maintenance préventive
conditionnelle. Celle-ci a lieu si, suite a une surveillance du fonctionnement du systeme, un état
de dégradation avancé est détecté. La dégradation n’étant pas parfaitement prévisible, la main-
tenance préventive résultante se fera a un instant qui n’avait pas été prévu au départ. Cela peut
étre aussi le cas des maintenances préventives planifiées. Fn général, le programme de mainte-
nance préventive initial prévoit des maintenances selon une certaine période. Une réactualisation
de P'optimisation de la maintenance par la fiabilité (OMF [36]) peut amener a réduire (ou au
contraire a augmenter) la périodicité des maintenances et mettre en place une nouvelle planifica-
tion des dates de MP. Dans ce cas, méme si les nouveaux instants de maintenance préventive sont
toujours déterministes et périodiques au moment de la modification du plan de maintenance,
on doit les considérer comme aléatoires dans la mesure ou cette réduction de périodicité n’avait
pas été prévue au départ. Enfin, si on profite de I’arrét d’un premier systeme pour maintenir
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préventivement un deuxieme systeme, alors la maintenance préventive effectuée sur ce deuxieme
systeme est également faite & un instant aléatoire.

Par ailleurs, les effets des deux types de maintenance ne sont pas forcément connus et peuvent
étre aléatoires. lls peuvent étre liés, par exemple, a 'influence imprévisible de parametres envi-
ronnementaux et de facteurs humains.

l.es exemples ci-dessus mettent également en évidence la dépendance entre les instants des
maintenances préventives et correctives. Dans le cas des maintenances conditionnelles, 1la MP
dépend de I'état de dégradation du systeme. Les défaillances, et donc les instants de MC,
dépendent bien sir également de cette dégradation. Par conséquent, maintenances préventives
et correctives sont dépendantes a travers leur lien avec le processus de dégradation. Dans le cas
des maintenances systématiques, il est possible que le changement de périodicité soit le résultat
de 'occurrence de défaillances trop nombreuses, auquel cas cela implique encore une dépendance
des instants des maintenances préventives et correctives.

Par conséquent, la modélisation de I'occurrence et des effets des maintenances s’effectue a
I'aide d’outils probabilistes, et I’évaluation de leur efficacité nécessite des méthodes statistiques.

Quelques modeles d’efficacité de maintenance ont été proposés (voir par exemple la revue bi-
bliographique faite par Pham et Wang [60]). Mais tres peu d’entre eux ont fait 'objet d"une étude
statistique, surtout en ce qui concerne I’évaluation de I'efficacité des opérations de maintenance.
ILa plupart des modeles, connus sous le nom de modeles de réparation imparfaite, ne considerent
que Peffet des maintenances correctives. 1)’autres ne considerent que 'effet des maintenances
préventives. Dans les deux cas, les mémes types d’hypotheses sont faites, et donc les mémes
modeles peuvent étre utilisés. Quelques auteurs ont proposé des modeles ol les deux effets de
maintenance coexistent. Pour simplifier les choses, ils ont pour la plupart considéré que les MP
étaient systématiques. Cependant, a notre connaissance, seul Jack [35] a estimé des efficacités
de maintenance préventive et corrective dans ce cadre. Last et Szekli [47] ont proposé un modele
permettant de prendre en compte des maintenances imparfaites et des dates de MP planifiées
a des instants aléatoires. Personne n’a utilisé, jusqu’a présent, ce modele a des fins statistiques.
Enfin, des approches basées sur les risques concurrents ont été utilisées pour modéliser des MP
conditionnelles [7]. Cependant, ce type d’approche ne permet de prendre en compte que des
maintenances parfaites, c’est a dire renouvelant a chaque fois le systeme. Seul un tres récent
travail de T.angseth et Lindqvist [45] propose une méthode pour utiliser les travaux déja publiés
sur les risques concurrents afin d’estimer des efficacités de maintenance préventives et correctives
imparfaites.

Ce manuscrit, propose donc des modeles stochastiques permettant de prendre en compte des
maintenances préventives et correctives imparfaites, c¢’est a dire moins bonnes que parfaites et
meilleures qu’inefficaces. Ces modeles sont capables de prendre en compte ’ensemble des types de
MP existant dans la réalité industrielle : MP systématiques, MP planifiées, MP conditionnelles.
Ils permettent également d’intégrer la possibilité d’une dépendance entre les instants de MP et
de MC. L.e but de I’ensemble de ce travail de modélisation est d’évaluer 'efficacité des opérations
de maintenance.

Nous ne nous intéresserons qu’a des systemes monolithiques ou pouvant étre considérés
comme tels. Autrement dit, la structure du systeme ne sera pas prise en compte. On s’intéressera
donce, soit au fonctionnement d’un composant précis d’un systeme (par exemple une pompe),
indépendamment des autres composants de ce systeme, soit au fonctionnement d’un systeme glo-
bal (par exemple un systeme de refroidissement). Dans ce dernier cas, méme si un seul composant
d’un systéeme est maintenu, on ne s’intéressera pas a 'effet de la maintenance sur le composant,
mais a I'impact de cette maintenance sur le fonctionnement du systeme global. En effet, il serait
mathématiquement trop complexe de différencier I'effet des maintenances sur chaque composant



Introduction 9

et d’agglomérer les résultats au niveau systeme.

Par ailleurs, ce travail utilisera des méthodes d’estimation fréquentistes: on ne cherchera pas
a introduire d’information a priori sur le comportement des systemes étudiés ou Pefficacité des
opérations de maintenance.

Apres un premier chapitre d’introduction des objets mathématiques étudiés et du formalisme
nécessaire a leur modélisation, le document se scindera en deux parties.

Dans une premiere partie, on étudiera des systéemes uniquement, soumis a un seul type de
maintenance. On supposera que ce sont des maintenances correctives, mais on pourrait de
la. méme facon supposer que ce sont des maintenances préventives. Dans ce cadre, on intro-
duira dans le chapitre 2 les différents modeles d’efficacité de maintenance déja proposés dans
la littérature. Généralement ces modeles sont définis a I'aide de la loi conditionnelle des temps
inter-défaillances. Cependant, dans un souci de comparaison et dans le but d’une analyse sta-
tistique nous pensons, comme Lindqvist [54], qu’il est plus pratique de définir les modeles a
I'aide de P’intensité de défaillance d’un processus aléatoire ponctuel. Ainsi, les différents effets
envisagés des maintenances seront caractérisés par les changements induits sur I'intensité de
défaillance. Dans le chapitre 3, on proposera deux nouvelles classes de modeles appelées modeles
a Réduction Arithmétique de I'Age (ARA) et a Réduction Arithmétique de I'Intensité (ARI),
ou 'efficacité de maintenance est caractérisée par un unique parametre. On étudiera le compor-
tement asymptotique du processus des défaillances de ces modeles et on prouvera que la plupart
d’entre eux correspondent a des systemes dont 'efficacité de la maintenance ne permet pas de
stabiliser I'usure. Enfin on montrera qu’il existe, a 'intérieur de ces deux classes, des modeles
équivalents en terme d’usure asymptotique. I.’étude statistique des modeles ARA et ARI sera
faite dans le chapitre 4. Afin d’obtenir des propriétés théoriques sur les estimateurs de Peffica-
cité de maintenance, on s’intéressera tout d’abord au cas plus simple ot 'usure du systeme en
I’absence de maintenance est connue. On prouvera alors la convergence presque sire et la nor-
malité asymptotique de Pestimateur de maximum de vraisemblance et d’estimateurs explicites
de Tefficacité de maintenance. On en déduira des intervalles de confiance asymptotiques pour
le parametre d’efficacité de maintenance. Dans le cas ot on cherche a estimer 'ensemble des
parametres du modele, on proposera des résultats, uniquement empiriques, sur le comportement
des estimateurs. Enfin, dans le chapitre 5, on s’intéressera au modele dit de Brown-Proschan
(BP). Ce modele, contrairement aux modeles ARI et ARA, possede une efficacité de mainte-
nance aléatoire dont 'effet tend, comme nous le montrerons, a stabiliser 'usure du systeme. On
adaptera la procédure classique d’estimation des parametres par maximum de vraisemblance au
cas d’efficacités de maintenance aléatoires comme celle du modele BP.

Dans la deuxieme partie, on expliquera comment généraliser I’ensemble de ces modeles afin
de prendre en compte 'effet des deux types de maintenance. l.e chapitre 6 se focalisera sur
la modélisation des MP planifiées et le cas particulier des MP a date fixée. On étudiera alors
la loi conditionnelle des temps inter-maintenances et on calculera la fonction de vraisemblance
permettant d’estimer les parametres. On fera le lien entre le modele que nous proposons et celui
de Last et Szekli [47]. On retrouvera également comme cas particulier les politiques classiques de
MP utilisées dans le cadre de 'optimisation des dates de maintenance pour en réduire les coiits.
Dans le chapitre 7, on développera un modele adapté au cas de MP conditionnelles et basé sur
les processus ponctuels bivariés ou colorés. Cette approche généralise celle classiquement utilisée
et passant par les risques concurrents [7], et présente I'intérét de pouvoir prendre en compte des
efficacités de maintenance imparfaites. e modele proposé par Langseth et Tindqvist [45] est un
cas particulier de notre modélisation générale avec des efficacités de maintenance de type BP.
Enfin, dans le chapitre 8, on appliquera les modeles précédemment développés et on estimera
I'efficacité des maintenances pour un composant d’une unité de production électrique EDF.
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Quelques uns des résultats présentés dans ce manuscrit ont déja fait 'objet de publications
[25, 24, 23]. Une revue bibliographique étendue, ainsi que I’étude des données EDF présentée
dans le chapitre 8, constitue I'essentiel d’un contrat de collaboration effectué dans le cadre de
ce travail entre EDF et le LMC [26].



Abréviations et Notations

ABAO
AGAN
ARA
ARA,,
ARI
ARI,
BBS
BMS
BP
Cs
DHS
EE
EMV
EQM
HPP
ICA
KMS
MC
MP
MST
NHPP
OMF
PAR
PLP
QR
RC
TR
VA

aussi mauvais que vieux (As Bad As Old)

aussi bon que neuf (As Good As New)

modele a réduction arithmétique de "age (Arithmetic Reduction of Age)
modele a réduction arithmétique de "age de mémoire m

modele a réduction arithmétique de I'intensité (Arithmetic Reduction of Intensity)
modele a réduction arithmétique de l'intensité de mémoire m

modele de Block-Borges-Savits

modele de Brown-Mahoney-Sivazlian

modele de Brown-Proschan

modele de Chan-Shaw

modele de Dorado-Hollander-Sethuraman

estimateur explicite

estimateur de maximum de vraisemblance

erreur quadratique moyenne

processus de Poisson homogene (Homogeneous Poisson Process)
intervalle de confiance asymptotique

modele de Kijima-Morimura-Suzuki

maintenance corrective

maintenance préventive

date de mise en fonctionnement d’un systeme

processus de Poisson non homogene (Non Homogeneous Poisson Process)
optimisation de la maintenance par la fiabilité

modele de Malik (Proportional Age Reduction)

modele de Duane (Power Law Process)

modele de quasi-renouvellement

risques concurrents

taux de recouvrement

(modele d")age virtuel (Virtual Age)

lLes variables aléatoires (exception faite de celles portant une lettre greque) seront notées

avec une lettre majuscule et leur réalisation avec la méme lettre minuscule.

lal
alb
aVb
t,

partie entiere de a
minimum de a et b
maximum de a et b
” . , -
pour n'importe quelle suite {t;};,>1, représente le vecteur des n premieres compo-
santes, (f1,...,1,)
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tin pour n’importe quelle suite {£;};>1, représente le vecteur des composantes entre la
jeme of la ptme (i eestn)

M4 fonction indicatrice de 'ensemble A

O fonction Dirac prise en «a

cad-lag  continue a droite avec une limite & gauche

cag-lad continue a gauche avec une limite a droite

p-s. presque siurement

A <4 B lavariable aléatoire A est stochastiquement inférieure & B, c’est a dire que pour tout
t >0, Fa(x) > Fg(x), ot F et Fg sont respectivement les fonctions de répartition

de A et B.

LN converge presque stirement,

N converge en loi

2, converge en probabilité

e égal presque surement

® produit de convolution

f®k k produits de convolution de la fonction f

N,— limite a gauche du processus N

Nt limite a droite du processus N;

H,- o-algebre engendrée par 'ensemble des g-algebres d’indice strictement plus petit
que t, UsesHy

Z?:a quand b < a, on posera que la somme vaut zéro

Fx(x) fonction de répartition de la variable aléatoire X en =z

Sx (=) fonction de survie de la variable aléatoire X en z

Ixpy(z)  densité de la loi conditionnelle de X sachant Y, en

Enfin, on dira qu'une fonction A(t) diverge quand elle tend vers I'infini en Uinfini : lims_ o A(t) =

“+00.



Chapitre 1 _

Introduction a la modélisation
stochastique du processus des
défaillances

l.es hypotheses suivantes sont effectuées.

1. Une réparation ou maintenance corrective est effectuée apres chaque défaillance.
2. Les durées de maintenance sont supposées négligeables ou non comptabilisées.

3. Le systeme étudié commence a fonctionner ou a étre observé a I'instant 0.

Ces hypotheses ont pour conséquence directe que les instants des MC sont en fait égaux aux
instants de défaillance correspondants.

l.es observations sont ainsi constituées de trois processus ponctuels (non nécessairement
aléatoires) pour lesquels les notations suivantes sont adoptées.

e Pour le processus des maintenances (MP et MC):
{U;}i>1 le processus des indicateurs des types de maintenance: U; = 0 si la ™M
maintenance est corrective et UJ; = 1 si elle est préventive;
{Ki}+>0 le processus de comptage des maintenances ;

{C;};>1 les instants de maintenance, (; = min{t € R¥T|K; = i}. Pour simplifier
certaines ecritures, on note également Cy = 0;

{W.}i>1 les durées inter-maintenances W, = C; — C;_4.

e Pour le processus des défaillances ou des MC :
{Ni}i>0 le processus de comptage des MC;
{T;}i>1 les instants de MC, T; = min{t € RY|N; =i}, et To =03
{Xi}i>1 les durées inter-MC, X; =7T; — T,_y.

e Enfin, pour le processus des MP:
{Mi}+>0 le processus de comptage des MP ;
{Ti}i>1 les instants de MP, 7, = min{t € RT|M; =i}, et 1o =0;
{Xi}i>1 les durées inter-MP, y; =7 — 7,_4.

l.a figure 1.1 propose un exemple de trajectoire du processus des MP et MC avec les notations
correspondantes.

Dans 'espace probabilisé (€2, A, P) correspondant a nos observations, I’évolution du proces-
sus des pannes apres l'instant £ > 0 est supposée dépendre du passé du processus des MP et
MC, et de facteurs externes. On choisit de représenter 'effet de ces facteurs externes par des
variables aléatoires B = {B,;};>1 que 'on appellera variables (aléatoires) externes. Les variables
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MP MC MC
1 1 1 1 >
I T T T >
7y =1 7y =0 73 =0
A
Ky
4+ S —
3
4 e (
2 - -
1 1 1 >
T T T >
[e2) o g
Wi Wo Ws Wy
A
Ny
5 =+
4+ S —
2
-4 Py (
1 - |-
1 1 >
T T >
T To
X1 Xa X3
A
My
5 =+
5 =+
4+ e
1
1 >
1 >
m
X1 X2

Fia. 1.1 Observations du processus des MP et MC' et notations correspondantes

externes sont supposées mutuellement indépendantes et indépendantes des (i — 1) premieres
maintenances. La i®™¢ variable externe B;, représente la partie aléatoire de I'efficacité de la 1¢™M¢
maintenance. Cet aléa peut étre du par exemple a I'influence aléatoire des facteurs humains ou
environnementaux. Le processus des variables externes, B = {B;};>1, est supposé caché au sens
ou 'on suppose que la valeur de ces variables n’est pas observée. En effet, méme si les facteurs
humains ou environnementaux sont connus, on ne sait pas pour autant quel est leur effet exact
sur I'efficacité de maintenance.

I.e processus des MP et MC peut étre modélisé de deux facons différentes. D’une part, il
peut étre vu comme un processus bivarié, c¢’est a dire un processus de comptage des MP et un

processus de comptage des M, entre lesquels il peut exister un lien quelconque.

{NS7M9}0SSSf:{Nf7Mf7TNt7TMt} (]])

D’autre part, il peut étre vu comme un processus coloré, c’est a dire qu'une couleur ou une
marque est associée a chaque événement du processus des maintenances. Cette marque (U;)
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spécifie si chacune des maintenances est préventive ou corrective.

{I(sv (]Ry,q}ﬂgsgt = {[(757 Wf\"m Uf\"t} (] 2)

les deux représentations sont strictement équivalentes :

K K
Ne=D (1) et My=> T
=1 1=1
Ki=N;+ M; et Uy = Mg, — Me,_, (1.3)

Mais selon les cas, une des deux peut s’avérer plus commode.

Te processus des MC, N = {N;};>1, représente le processus des défaillances, il est donc
nécessairement aléatoire. Le processus des MP, M = {M,};~q, n’est quant & lui pas forcément,
aléatoire. Il peut étre déterministe, par exemple, quand les dates de MP sont déterminées avant
la. mise en route du systeme.

[’espace probabilisé est muni d’une filtration H; (c’est a dire une famille croissante et conti-
nue a droite de sous g-algebres de A) générée par le passé a I'instant ¢ des processus N et M et
des variables externes B.

My = o({Ns, My, BNy, Yo<s<t) = 0 ({ K5, Urc,, Br, Jo<s<t) (1.4)

H; est aussi appelée histoire du processus des maintenances. l.e processus des défaillances peut
étre caractérisé par son intensité de défaillance, définie [3] comme I'unique (a I'indistinguabilité
pres) fonction cag-lad (continue a gauche avec une limite a droite) qui vérifie:

Vi >0, AN(N,M,B)= lim LP(NHN — N, = 1|H,) (1.5)
At—0 At

ol N;— est la limite a gauche de Ny, et H,— = UgyH, est la o-algebre engendrée par le passé

du processus des maintenances juste avant 'instant . T.a méme intensité de défaillance pourra

aussi s’écrire /\7{\7([(, U, B) si pour des raisons pratiques on préfere privilégier la vision processus

coloré plutot que processus bivarié.

Un cas plus simple consiste a supposer que le futur du processus des défaillances ne peut
dépendre que de son propre passé, H; = o({ N} o<s<t). Le processus des défaillances est alors un
processus ponctuel auto-excité [68]. Son intensité de défaillance & Iinstant ¢ ne dépend plus que
de t, du nombre de défaillances observées et des dates auxquelles ces défaillances ont eu lieu :

AN(NY = Alir_nmép(/\fwm ~ Ne= =1|N—, Ty,_) (1.6)
Quand il n’y a pas d’ambiguité, on note cette intensité de défaillance simplement A;. Elle ca-
ractérise 'usure du systeme étudié. On appellera donc vitesse d’usure la pente de l'intensité
de défaillance. I.’intégrale de l'intensité de défaillance, A; = fg A;ds, est appelée intensité
de défaillance cumulée ou compensateur de N [16, 3]. T.e compensateur représente la partie
prévisible du processus des défaillances au sens ou, pour tout £ > 0, N, — A; est une martingale
qui représente uniquement un “bruit”, c’est a dire un processus aléatoire cad-lag (continu a
droite avec une limite a gauche), adapté et intégrable vérifiant :

Va 2 07 Vi 2 07 E[Nf+T — AH-T | Hf] = Nt — At (]7)
Avec I'hypothese (supposée étre vérifiée, sauf mention contraire) :

P(Niyar — Ni= > 2|H;-) = o(At) (1.8)
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qui signifie qu’on ne peut pas observer simultanément plus d’une défaillance, la loi de probabilité
conditionnelle du prochain temps inter-défaillance est donnée par [16]:

Tht+x
Yo >0, P(Xp31 >2|T,) =exp < / A du) (1.9)
JTy

Cela signifie que la seule donnée de 'intensité de défaillance caractérise complétement la loi du
processus des défaillances.

Dans le cadre d’une approche paramétrique, l'intensité de défaillance est supposée étre
spécifiée par un parametre, noté 6y, a valeurs dans un espace noté J,. Les valeurs de I’in-
tensité de défaillance dépendent dans ce cas du parametre 3. On notera alors, selon qu’il y
a ou non ambiguité, I'intensité de défaillance de 1"une des trois facons suivantes: Ay, A;(6p) ou
/\7{\7(00; N). I’estimation de ce parametre 6y peut étre faite a I'aide de la méthode du maximum
de vraisemblance. Pour une observation du processus des défaillances sur un intervalle de temps
[0,7] (ou ¢ peut étre soit un instant de défaillance, soit un réel strictement positif) la fonction
de vraisemblance évaluée en une valeur § € 7, du parametre vaut [16]:

Nt
I4(9) = [H /\Ti(ﬂ)] exp (— A (0)) (1.10)

Et donc la log-vraisemblance peut s’écrire pour une observation du processus des défaillances
sur [0,7]:

[:t(f))—ln(ﬁt(f)))—./ In(\s(8)) AN, — / (1.11)

Dans cette écriture, I'intégrale stochastique, .[0, In(As(0)) dNg, n’est rien d’autre que la somme

des valeurs prises par In(Ag(f)) aux instants de défaillance, fg In(As(0)) dN = ZN’ In(Ar,(6)).
[’estimateur de maximum de vraisemblance (EMV), 97{\/”‘, est défini comme la valeur de 75 qui

maximise la log-vraisemblance.

oM T — 1.12
; argmax L:(0) (1.12)

Quand la loi des instants de défaillance dépend du processus des MP, M, et de variables
externes, B, l'intensité de défaillance /\7]5\7(/\77 M, B) n’est pas suffisante pour caractériser com-
plétement le processus des défaillances. En effet, le théoreme d’innovation [3] et 1’équation (1.9)
permettent d’écrire:

Tn4x
P(Xpp1 >2|T,) =exp < / I [/\7])7(/\77 M,B)|N, = n,Tn] du) (1.13)
. Tn,

Il manque donc des informations sur la loi jointe des processus N, M et des variables externes
B, pour pouvoir complétement caractériser la loi des durées inter-défaillances. Plus précisément,
on doit connaitre entre T,, et T,, + x la loi jointe de M et B connaissant le passé du processus

N.



Premiere partie

Modélisation et évaluation des effets
des maintenances correctives seuls

Pour modéliser le processus des maintenances préventives et correctives, il faut étre capable
de modéliser, dune part, I'effet des maintenances sur le processus des défaillances, et d’autre
part, la facon dont les dates de maintenance préventive sont choisies. Dans cette premiere partie,
on s’intéresse uniquement a la modélisation des seuls effets des maintenances correctives, ou
réparations, sur le processus des défaillances en supposant que le systeme ne subit pas de MP.

Dans le deuxieme chapitre on propose une synthese des différents modeles de réparation
imparfaite existant dans la littérature. Cette synthese est originale car les modeles sont classés
a 'aide de leur intensité de défaillance, ce qui permet d’établir des liens encore jamais mis en
évidence entre les différents modeles.

e troisieme chapitre s’intéresse a deux nouveaux modeles de réparation imparfaite que nous
avons proposés et appelés modeles a Réduction Arithmétique de I’Age (ARA) ou de I'Intensité
(ART). Pour ces modeles, on étudie le comportement, principalement asymptotique, du processus
des défaillances.

Dans le chapitre quatre, on établit la convergence presque siire et la normalité asymptotique
d’un certain nombre d’estimateurs (dont celui de maximum de vraisemblance) de I'efficacité
de réparation, dans le cas oul on connait les parametres du processus d’usure en Pabsence de
réparation. Dans ce chapitre, on présente également les résultats d’une étude, empirique cette
fois, des propriétés des estimateurs de 'ensemble des parametres des modeles ARI et ARA.

Enfin, dans le cinquieme chapitre, on démontrera des résultats nouveaux pour un modele
de réparation imparfaite tres classique appelé modele de Brown-Proschan (BP). Contrairement,
aux modeles ARI et ARA, l'intensité de défaillance du modele BP dépend de variables externes
cachées. Cela rend, comme nous le montrerons, la procédure d’estimation des parametres plus
complexe. On étudiera également le comportement du processus des défaillances du modele BP
et on mettra en évidence ses différences avec les modeles ARI et ARA de mémoire finie.






Chapitre 2 __

Les modeéles de maintenance
corrective

Dans toute cette partie on suppose que le systeme n’est pas sujet a des maintenances
préventives. On a donc un unique processus de comptage, N. Pour simplifier les formules et
puisqu’il n’y a pas de confusion possible entre plusieurs processus de comptage, on note simple-
ment 'intensité de défaillance, A; ou A¢(N, B) selon que celle ¢i dépend ou non d’un processus
externe. En outre, on fait I’hypothese qu’avant la premiere défaillance, I"intensité de défaillance
du systeme est une fonction croissante (car on suppose que le systeme s’use), non identiquement,
nulle, cag-lad (puisque c’est une intensité) et déterministe. Nous I"appellerons intensité initiale
et la noterons A(t). Cette intensité traduit la qualité intrinseque du systeme avant la premiere
défaillance. Notons que A(f) n’est autre que le taux de hasard de la loi de la durée d’attente de
A(t)

la premiere défaillance Xy = T'. La fonction de répartition de cette loi est FI(t) =1 — e " on

At) = fg Alu) du.

2.1 Les modeles de base

2.1.1 Le modeéle de maintenance minimale

I.e modele de maintenance minimale suppose que I'effet de la. maintenance est de remettre le
systeme en fonctionnement dans I’état exact ou il était juste avant la défaillance. Cela caractérise
un effet de maintenance neutre (n’améliore pas et ne dégrade pas le systeme). Le systeme apres
maintenance est dit aussi mauvais que vieux ou en anglais As Bad As Old (ABAO).

I7intensité de défaillance est alors toujours égale a 'intensité initiale et ne dépend donc pas
du passé du processus:

VE> 0, A= A1) (2.1)

Fia. 2.1 Intensité de défaillance dans le cas ABAQO
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la figure 2.1 illustre cette propriété et représente I'intensité de défaillance d’un systeme
pour des maintenances ABAQ. les étoiles sur I'axe des abscisses symbolisent les instants de

défaillance.
[Le processus aléatoire N est un Processus de Poisson Non Homogene (NHPP). Les propriétés

des NHPP sont détaillées par exemple dans [62].
l.e NHPP le plus simple est le processus de Poisson Homogene (HPP) dont I'intensité de

défaillance est constante:
vt > 0, Aty =X (2.2)
Dans ce cas, les durées inter-défaillances X; sont indépendantes et de méme loi exponentielle de

parametre A, caractérisant 'absence de vieillissement du systeme.
Un autre cas particulier tres utilisé est le modele de Duane [27] ou Power Law Process (PLP)

[62], pour lequel "intensité est une puissance du temps:
A =aBt’ ' a>0 8>1 (2.3)
Ce modele est aux systemes réparables ce que la loi de Weibull est aux systemes non réparables.
l.e parametre de forme § caractérise "'usure du systeme:
e > 1:usure ou vieillissement, ;
e 3 < 1:amélioration ou rajeunissement ;
e [ = 1: stabilité.

I.e parametre « est analogue a un parametre d’échelle.

2.1.2 Le modele de maintenance parfaite

I.e modele de maintenance parfaite considere que chaque maintenance remet le systeme a
neuf. Le systeme apres maintenance est donc aussi bon que neuf ou en anglais As (Good As New
(AGAN). Les durées inter-défaillances, et donc inter-maintenances, sont alors indépendantes et
de méme loi. On montre facilement que cela implique que 'intensité de défaillance s’écrit [54]:

A=At —Tn, ) (2.4)

la figure 2.2 représente une trajectoire de I'intensité de défaillance d’un systeme pour des
maintenances AGAN. Les instants de défaillance sont les instants de saut de I'intensité. Apres
une maintenance, l'intensité repart de zéro parallelement a la courbe d’intensité initiale.

6

25

Fia. 2.2 Intensité de défaillance dans le cas AGAN

e processus aléatoire correspondant est un Processus de Renouvellement (RP). I.e HPP est
a la fois un NHPP et un RP. Un systeme dont le processus des défaillances est un HPP est
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donc a la fois ABAO et AGAN. Cela dénote une situation de fiabilité stable, ol le systeme ne
vieillit pas et ou la maintenance se contente de le remettre en état de marche. 1l est possible
que le systeme soit AGAN et que le processus des défaillances ne soit pas un HPP: dans ce
cas, les durées inter-défaillances sont indépendantes et de méme loi, mais cette loi n’est pas
exponentielle.

2.1.3 Nécessité des modeles de maintenance imparfaite

l.a situation As Bad As Old signifie que Pefficacité de la maintenance est minimale et la
situation As (Good As New qu’elle est maximale. Kn pratique, on est entre ces deux cas extrémes.
En effet, il est raisonnable de penser que la maintenance a un effet plus que minimal, c’est-a-
dire que le systeme apres maintenance est meilleur que vieux ou Better than Old. Pour autant,
pour des systemes industriels importants, il est peu vraisemblable que la. maintenance remette
le systeme a neuf. Le systeme apres maintenance est donc moins bon que neuf ou Worse than
New. Ces deux situations se retrouvent parfois dans la littérature sous le nom de réparation
meilleure que minimale (Better than Minimal Repair) ou plus largement maintenance imparfaite
(Tmperfect Maintenance).

D’un point de vue mathématique, il s’agit de construire des processus ponctuels qui soient
intermédiaires entre les processus de Poisson non homogenes et les processus de renouvellement.
ILa suite de ce chapitre présente une revue des principaux modeles proposés. Quelques auteurs
ont déja tenté de répertorier et de classifier ces modeles (Pham-Wang [60] et Rehmert [61]). Mais
le probleme a rarement été formulé en termes de processus ponctuels et I'intensité de défaillance
n’a, pour la plupart de ces modeles, jamais été exprimée. Notre présentation de cette synthese
est donc originale et permet de mettre en évidence un certain nombre de liens entre les différents
modeles.

Dans la plupart des modeles, lefficacité de la maintenance est représentée par un parametre.
Evaluer cette efficacité revient alors a estimer ce parametre. Cela peut se faire par des méthodes
d’estimation fréquentistes (basées uniquement sur le retour d’expérience) ou bayésiennes (utili-
sant des avis d’experts). On verra qu’il y a en fait trés peu de travaux concernant I’estimation de
I'efficacité de la maintenance et que la quasi-totalité d’entre eux sont de nature fréquentiste. La
plupart des articles publiés sur les modeles de maintenances imparfaites supposent 'ensemble
des parametres des modeles connus et cherchent a optimiser sous contraintes la politique de
maintenance.

Toutes les représentations graphiques de I'intensité de défaillance dans cette premiere partie,
vy compris les figures 2.1 et 2.2, ont été effectuées en prenant comme intensité initiale celle
d’une fonction puissance de parametres @ = 1 et 8 = 3: A(t) = 3t2. Cette intensité initiale est
représentée en pointillés sur ces figures.

2.2 Les modeles de Brown-Proschan et Block-Borges-Savits

2.2.1 Le modele de Brown-Proschan

Un des premiers modeles de maintenance imparfaite est celui proposé par Brown et Pro-
schan (BP) en 1983 [11]. Ce modele vérifie les hypotheses suivantes :

1. Tes effets des maintenances sont indépendants des instants auxquels elles sont réalisées et
sont indépendants les uns des autres.

2. Le systeme apres maintenance est AGAN avec une probabilité p et ABAO avec une pro-
babilité 1 — p.
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Ainsi, l'efficacité de la i°™° maintenance est représentée par une variable aléatoire B; telle
que:
1 si la maintenance est AGAN (2.5)
R

B, = . .
! 0 sila maintenance est ABAQO

l.es B; sont des variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Bernoulli de parametre
p. Le processus aléatoire B est un processus externe. On peut montrer qu’a l'instant ¢, la durée
écoulée depuis la derniere maintenance parfaite peut s’exprimer sous la forme: ¢ — T +

N, _ N, _ . ep s o N ;. .
27;1 y (1 — Bg)| X;. Lintensité de défaillance du modele BP s’écrit donc par analogie

avec les processus de renouvellement :

=1 | k=3

N, |'Nt, ]
MNBy=A|1-Ty_+) [H(] - Bk)J X; (2.6)

l.a figure 2.3 représente une trajectoire de cette intensité de défaillance pour p = 0.5. L.es ins-
tants des maintenances AGAN et ABAQ sont respectivement représentés sur ’axe des abscisses

par des étoiles et des cercles.

Fia. 2.3 Intensité de défaillance dans le modéle de Brown-Proschan

Pour p = 1, tous les B; sont égaux a 1 et on retrouve le modele de maintenance parfaite.
Pour p = 0, tous les B; sont égaux a 0 et on retrouve le modele de maintenance minimale.
I’efficacité globale de la maintenance est exprimée par la valeur du parametre p: plus celui-ci
est proche de 1 et meilleure est la maintenance, et inversement, plus celui-ci est proche de 0 et
moins bonne est la maintenance. Ainsi, évaluer 'efficacité de la maintenance dans le modele BP
revient a estimer le parametre p. On peut remarquer que ce modele ne permet pas d’avoir un
effet de maintenance nuisible ou meilleur que neuf pour le systeme: au pire la maintenance n’a
pas d’effet, au mieux elle renouvelle le systeme en le remplacant par un systeme neuf identique.

En admettant que les effets des maintenances sont connus, c’est-a-dire que 'on sait si une
maintenance a été AGAN ou ABAQ, les B; sont observées. Donc on peut écrire la vraisemblance
a I'aide de I"équation (1.10) et estimer les parametres du modele, a savoir p et les parametres de
A. 1l est facile de voir que I'estimateur de maximum de vraisemblance de p est le pourcentage de
maintenances AGAN parmi toutes les maintenances effectuées, ce qui est parfaitement logique.
Whitaker et Samaniego [73] ont, de leur c¢oté, estimé A (ou plutot F) de fagon non paramétrique
en utilisant une méthode du type Kaplan-Meier.

Dans la pratique, il est douteux que 'on puisse connalitre avec certitude les effets des mainte-
nances. Les variables aléatoires B; sont alors des variables cachées. Whitaker et Samaniego [73]
ont mis en évidence un probleme d’identifiabilité pour p dans le cas on la durée d’attente de
la. premiere défaillance est de loi exponentielle: la loi des durées entre défaillances ne dépend
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pas de p dans ce cas. Cest logique dans la mesure ou les maintenances sont inutiles quand le
systeme ne vieillit pas. Dans ce cas, les modeles ABAQO et AGAN sont les mémes. Dans le cas
ou cette premiere durée est supposée de loi non exponentielle, ce probleme ne se pose pas et
on peut donc a priori estimer p et les autres parametres du modele, sans connaitre la valeur
des variables externes B. Pour ce faire, il est possible d’utiliser I"algorithme EM, comme I’a fait
Lim [52]. Comme nous le verrons par la suite dans le chapitre 5, Langseth et Lindqvist [45] ont
proposé une autre méthode d’estimation, mais leur résultat s’avere faux. Enfin, Lim, T.u et Park
[51] ont effectué une analyse bayésienne du modele BP en donnant au parametre p une loi a
priori de type béta.

2.2.2 Le modele de Block-Borges-Savits

Block, Borges et Savits (BBS) [8] ont proposé une généralisation du modele BP dans laquelle
la. probabilité de maintenance parfaite dépend de I'instant auquel est effectuée la maintenance
corrective. Conditionnellement aux instants de défaillance Tj, les efficacités des maintenances
sont alors des variables aléatoires B; indépendantes et de lois de Bernoulli de parametres res-
pectifs p(T}).

I.7intensité de défaillance du modele BBS a donc la méme expression que celle du modele BP,
seule la loi des B; n’est pas la méme. Cela confirme que, quand un processus externe intervient,
la. donnée de I'intensité de défaillance n’est pas suffisante pour définir completement le processus
de défaillances.

Hollander, Presnell et Sethuraman [33], puis Kvam, Singh et Whitaker [43] se sont intéressés
a Pestimation non paramétrique de la loi du premier instant de défaillance quand les efficacités
des maintenances B; sont supposées connues. Dans le méme contexte, Agustin et Pena [2] ont
proposé un test d’adéquation pour cette loi. Kvam, Singh et Whitaker ont appliqué leur méthode
a des données de défaillance de générateurs diesel d’urgence et de motopompes pour des centrales
nucléaires américaines.

Quand les efficacités des maintenances ne sont pas supposées connues il parait difficile d’es-
timer la fonction p(f) sans faire d’hypotheéses particulieres sur sa forme.

2.3 Les modeles d’age virtuel

2.3.1 Construction des modeles d’age virtuel

On trouve I'idée des modeles d’age virtuel des 1979 dans Malik [57], mais leur définition
mathématique n’a été proposée qu’en 1988 par Kijima, Morimura et Suzuki (KMS) [41].

Un modele d’age virtuel (VA) est caractérisé par la donnée d’une suite de variables aléatoires
positives A = {A;};50, appelées ages effectifs et telles que Ay = 0. Intuitivement, ces modeéles

e

sont basés sur ’hypothese suivante: apres la :°™M¢ maintenance, le systeme se comporte comme

un systeme neuf qui aurait fonctionné une durée A; sans tomber en panne. A; peut donc étre
considéré comme I’dge virtuel du systeme apres la i#Me maintenance.

Pour traduire mathématiquement cette hypothese, on considere une variable aléatoire Y de
meéme loi que le premier instant de défaillance Ty = X (donc de fonction de répartition F) et

indépendante des durées inter-défaillances {X;};>1. Alors I'hypothese effectuée revient a écrire:
Vi >0, Yo >0, P(X7j+1 >.77|/47j,X7j): P(Y > /47j+.77|Y> Ai,Ai) (2.7)

ce qui entraine que:

]7]7(/47;—#.7,‘)

Viz 0, ¥ 20, P(Xigy >l Xi) = 5o

(2.8)
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Il est alors facile d’en déduire que I'intensité de défaillance du modele s’écrit:
M(N,A)= At —Tn,_ + AN, ) (2.9)

On peut comprendre ce modele en disant que la maintenance rajeunit le systeme de sorte que
I'intensité de défaillance a I'instant £ est égale a I'intensité initiale a I'instant tf(Tfo fAfo) < t.
t est I'age réel du systeme a linstant ¢ et

Vt:ffTNt7 ‘I‘ANt, (2.]0)

est son age virtuel, du fait des maintenances. Entre deux maintenances, I’dge virtuel varie comme
I’age réel.

la figure 2.4 donne un exemple d’évolution de ’age virtuel du systeme au cours du temps et
la figure 2.5 représente 'intensité de défaillance correspondante. On peut remarquer qu’a tout
instant, lintensité de défaillance est parallele horizontalement a I'intensité initiale.
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Fia. 2.4 Age virtuel Fia. 2.5  Intensité dans un modéle d’age virtuel
1l reste a définir la suite des ages effectifs A = {A;};>0 pour caractériser 'efficacité des

maintenances. On remarque immédiatement que les modeles de base sont des cas particuliers de
modeles d’age virtuel :

e modele de maintenance minimale (ABAQ): Vi > 0, A, =T,.
e modele de maintenance parfaite (AGAN): Vi > 0, A, = 0.

En effet, dans le cas ABAQ, le systeme apres maintenance est aussi mauvais que vieux, donc
son age virtuel est égal a son age réel, et dans le cas AGAN, le systeme apres maintenance est
comme neuf, donc son age virtuel est nul.

2.3.2 Les modeles de Kijima

Kijima, Morimura et Suzuki [41] ont défini un premier modele d’age virtuel en supposant,
que 'effet de la i®Me maintenance est de réduire I’age virtuel juste avant défaillance, A; 1 + X},
d’une quantité proportionnelle a la durée écoulée depuis la maintenance précédente B; X, avec
B; € [0,1]. Autrement dit, A, = A, + (1 — B;) X,.

En 1989, Kijima [40] a repris cette idée, en supposant que la réduction d’age due a la
maintenance est proportionnelle non pas au temps passé depuis la derniere maintenance, mais
a I'age virtuel lui-méme, ce qui signifie que la réduction est de la forme B;(A;_1 + X}).

Au bout du compte, Kijima a défini deux classes de modeles d’ages virtuels, connus depuis
sous le nom de modeles de Kijima de type I et IT:

e Modele de Kijima de type 1: Vi >0, A, = A,y + (1 — B)X,.
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e Modele de Kijima de type 1T: Vi > 0, A; = (1 — B;)(A;,—1 + X;).

Il est facile de montrer que les ages effectifs vérifient, pour un modele de type I: A; =

2221(1 — B;) X, et pour un modele de type I1: A; = 22:1 {H;;:j(] - Bk)] X;. En utilisant

I’équation (2.9) on obtient alors que les intensités de défaillance de ces modeéles sont:

N,_

Modele de Kijima de type T: X\(N,B) =X [t —Tn_ + > (1 - Bj)X; (2.11)
j=1
N,_ [N,_

Modele de Kijima de type T1: M(N, By =X [t Ty_+>_|J]0 -~ By | X; |(2.12)
J=1 [ k=3

Les B; sont des variables aléatoires a valeurs dans [0, 1] représentant I'efficacité des mainte-
nances successives. On remarque pour le modele de type I que B; = 1 implique A; = 0, donc
la ™€ maintenance est AGAN, et B; = 0 implique A, = A;_1 + X, donc la i®M€ maintenance
est ABAQ. Par conséquent, quand les B; sont indépendants et de lois de Bernoulli, on retrouve
les modeles de Brown-Proschan et Block, Borges et Savits. Cela est confirmé par le fait que les
intensités (2.6) et (2.12) sont identiques. Cependant, le modele de Kijima de type IT est bien
plus général que les modeles BP et BBS car les B; ne sont pas forcément égaux a (0 ou 1 et ne
sont pas forcément aléatoires. On peut méme autoriser les B; a étre négatifs et on modélise ainsi
des effets de maintenance nuisibles.

Implicitement, Kijima a supposé que les B; étaient indépendants. Stadje et Zuckerman [69]
ont étudié le cas on les B; dépendent du passé du processus. Enfin, Last et Szekli [46, 47] ont
reformulé les hypotheses de Kijima pour englober sous une seule écriture les modeles de type |
et 11, ainsi que les modeles de Stadje et Zuckerman et de Baxter, Kijima et Tortorella [5].

l.es modeles de Kijima les plus simples sont obtenus en supposant que les efficacités des
maintenances sont déterministes et constantes: Vi > 1, B; = p. (Cest ce qu’ont proposé Kijima,
Morimura et Suzuki [41] pour le modele de type T, et il s’avere que c’est équivalent a 'idée qu’avait,
eu Malik [57]. T.e modele de Malik est souvent appelé modele a réduction proportionnelle de I’age
(Proportional Age Reduction - PAR) et le parametre p est souvent désigné sous le nom de facteur
d’amélioration (improvement factor).

Remarquons que, quand les B; ne sont pas aléatoires, il n’y a pas de raison de considérer qu’ils
forment un processus externe. e processus des défaillances est alors simplement un processus
ponctuel auto-excité et son intensité se notera simplement ;. [intensité de défaillance du
modele PAR ou KMS a une forme tres simple:

No= At —pTn, ) (2.13)

Cette écriture permet de retrouver immédiatement les situations AGAN et ABAO comme
cas particuliers :

e p=1:la maintenance est parfaite (AGAN);

p €]0,1[: la maintenance est efficace ;
e p=0:la maintenance est minimale (ABAQ);

e p < 0:la maintenance est nuisible.

Dans ce modele, évaluer 'efficacité de la maintenance revient a estimer le parametre p.
Quand on suppose que les efficacités des maintenances sont déterministes et constantes dans
le modele de Kijima de type I1, on retrouve une idée proposée par Brown, Mahoney et Sivazlian

(BMS) [10] et on obtient comme intensité de défaillance :
N,_—1

=

M=Alt—p > (1-p)Tn__; (2.14)

J=0
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Dans ce modele le parametre p a la méme interprétation en terme d’efficacité de maintenance
que dans le modele PAR.

Une variante intéressante a été récemment proposée par Gasmi, Love et Kahle [31], permet-
tant de prendre en compte trois effets possibles de maintenance:

A =&i&i(Ai + X5) (2.15)

avec:
e &, = 1,&,; = 1: maintenance minimale (ABAOQO)
e &, = &,&; = 1: maintenance mineure

o &, = &,&; = & maintenance majeure

l.es auteurs ne donnent pas de précisions sur ce qu’ils entendent par maintenance “mineure” et
“majeure”.

Enfin, le principe de réduction d’age a également été utilisé par Clarotti et al [15], mais avec
une présentation bien différente: les maintenances concernées sont les maintenances préventives,
on s’intéresse a la loi de I'instant de la premiere défaillance, les réductions d’age sont aléatoires
et on effectue un traitement bayésien. Dans cette approche, I'efficacité de la. maintenance n’est
pas caractérisée simplement par un parametre, mais par des caractéristiques du systeme (com-
plexité, accessibilité,...) et de la tache de maintenance (complexité, environnement de travail,
qualification du personnel de maintenance,...).

2.3.3 Analyse statistique des modeles d’age virtuel

A part les travaux déja évoqués sur les modeles BP et BRS, il n’existe pas de travaux
théoriques sur 'estimation des parametres des modeles d’age virtuel. En revanche, Shin, I.im
et Lie [66] et Kaminskiy et Krivtsov [38] ont tenté de montrer, a I’aide de simulations, ’effet
de la taille de I’échantillon (c’est-a-dire du nombre de défaillances observées) sur la qualité des
estimations des parametres du modele PAR. Gasmi et Kahle [30] ont explicité la fonction de
vraisemblance dans le modele de Last-Szekli (qui généralise a la fois les modeles de Kijima de
type I et IT) pour plusieurs formes de I'intensité initiale : PLP, log-linéaire et Pareto.

I’application de ces modeles a des données réelles a été effectuée dans les articles suivants:

e Shin, Lim et Lie [66] ont estimé les parametres du modele PAR pour le “systeme de
refroidissement” d’une centrale nucléaire (Korean Atomic Energy Research Institute). Les
données sont issues de relevés quotidiens de 1989 a 1994. 11 s’agit visiblement d’un systeme
de sauvegarde puisqu’en 5 ans il ne fonctionne que 612 jours soit 28% du temps. Ta
véracité de cette remarque est renforcée par le nombre important de défaillances, 15, et de
remplacements, 3, que subit le systeme compte tenu de sa criticité et du faible nombre de
jours de fonctionnement. I.’intensité initiale est supposée du type PLP. e parametre de
forme 3 est estimé a 1.41, reflétant la vitesse d’usure du systeme. e facteur d’amélioration
p est estimé a (.77, ce qui dénote une bonne efficacité de maintenance.

e Kaminskiy et Krivtsov [38] ont utilisé exactement les mémes hypotheses que Shin, Lim et
Lie dans le secteur automobile (Ford Motor Company). Pour des raisons de confidentialité,
les données ne sont ni fournies ni décrites. 5 et p sont respectivement estimés a 1.8 et ().7.

e Yanez, Joglar et Modarres [74] ont estimé les parametres du modele PAR, avec une intensité
initiale de type PLP, sur deux jeux de données réelles. I.e premier est issu de I'observation
sur un peu moins de trois ans d’un compresseur. Il comprend 24 défaillances. T.e parametre
de forme 3 est estimé a 1.62 et le parametre d’efficacité de réparation p est estimé a 0.3,
ce qui dénote une maintenance pas tres efficace. D’un autre coté, le systeme ne s’use pas
beaucoup. I.e deuxieme jeu de données, tres connu, est extrait du livre de Asher et Feingold
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[4] et provient de I'étude du moteur de propulsion du sous-marin USS Halfbeak No. 3. 3
v est estimé a 2.02, et p a 0.86, ce qui correspond a une maintenance efficace.

e Gasmi, TLove et Kahle [31] ont estimé les parametres de leur propre modele pour des tur-
bines hydro-électriques (B.C. Hydro Power system). Les données, relevées tout au long
de 'année 1977, comprennent 142 maintenances correctives suite a défaillances, et 148
maintenances préventives, considérées comme des instants de censure du processus des
défaillances. 5 est estimé a 1.212, & a 1.0002 et & a 0.5457. ’estimation de & prati-
quement égale a 1 signifie que les maintenances mineures peuvent étre assimilées a des
maintenances minimales.

e Clarotti et al [15] ont utilisé leur modele pour estimer la fiabilité de matériels mécaniques,
électriques et électromécaniques (robinets du systéeme de contréle volumétrique et chimique
RCV, stator et rotor de I'alternateur, ...) en prenant en compte le rajeunissement induit
par la maintenance.

2.4 Le modeéle de Chan-Shaw

Chan et Shaw [14] ont proposé un modele pour lequel 1'effet de la maintenance est de réduire
I'intensité de défaillance d’une quantité dépendant du passé du processus des défaillances:

A= A1) = S(N,: T, ) (2.16)

lLes sauts de I'intensité dus a Peffet de la maintenance sont supposés proportionnels a la valeur
de I'intensité juste avant la défaillance:

Apt = Ap- = pAp- (2.17)

[’intensité de défaillance du modele de Chan-Shaw (CS) est de la forme:

N,——1

M= —p 3 (- pVA(Tw,_ ) (2.18)

J=0

[.’équation (2.18) se démontre par récurrence sur le nombre de défaillances observées. Elle est
vraie pour Ny = 0: A\ = A(#). Supposons qu’elle soit vraie pour £ < T;1y, on a alors:

241

Arg = (0 =pAp = (1 pM(ﬂ:)ﬂZU — PV TIA(Ti)

= AT - p 300 PV AT ) (2.19)

J=0

[’équation (2.18) est alors vérifiée pour Tiypy < t < Tipq, grace a 'hypothese exprimée par
(2.16).

l.e principe de construction de ce modele est manifestement similaire a celui du modele
BMS : 1a réduction proportionnelle porte sur I'intensité au lieu de porter sur ’dge. La figure 2.6
représente l'intensité d’un modele de CS. Comme pour les modeles d’age virtuel, a tout instant
I'intensité de défaillance est parallele a I'intensité initiale, mais cette fois le parallélisme n’est
plus horizontal mais vertical.

Comme pour les modeles PAR ou BMS, I'efficacité de la maintenance est représentée par la
valeur du parametre p, donc évaluer I'efficacité de la maintenance revient a estimer p:

e p=1:la maintenance est optimale (mais pas parfaite, donc pas AGAN);
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Fic. 2.6

e p €]0,1[: la maintenance

Intensité de défaillance dans un modele CS

est efficace;

e p=0:la maintenance est minimale (ABAQ);

e p < 0:la maintenance est nuisible.

A notre connaissance, aucune étude statistique n’a été faite sur ce modele.

2.5 Le modele de quasi-renouvellement

Wang et Pham, dans deux articles de 1996 [72, 71], ont construit un modele reposant sur I’hy-
pothese suivante. Si {Y;},>1 est une suite de variables aléatoires de méme loi, et indépendantes
I'une de Pautre et du processus des défaillances, alors les durées inter-défaillances sont définies

par:

Vi>1, X;=a Y,

o « est un parametre réel strictement positif.

(2.20)

I’intensité de défaillance de ce modele, dont une trajectoire est représentée dans la figure 2.7
b . b

1 t—Tn
A = A £

est :

30+

25-

20-

.
L L ‘ //\/‘/\
05 1 15 2 25

Fia. 2.7

35 )

(2.21)

Intensité de défaillance dans un modele de quasi renouvellement (0 < o < 1)

En effet, 'équation (1.9) peut étre rééerite en: Ay = f%ln (P (XfoH >1—Tn,_ |TN¢7>>7
et donc, en utilisant les hypotheses faites sur les temps inter-défaillances, on obtient 'expression
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de I'intensité de défaillance :

d t=Tn_ d (t—Tn_ 1 t=Tn_
At = *%ln <P <YNt+1 > 7(]47\@; )) = %/\ < (]/,Nt*’ ) = N A < (]/,Nt*’ ) (2.22)

I’efficacité de la maintenance dépend ici du parametre o au sens otl, selon la valeur prise par o,

les durées inter-défaillances seront (stochastiquement > [16]) de plus en plus grandes, de plus
en plus petites ou de méme loi:

e o« > 1:la maintenance est plus que parfaite au sens ol le systeme apres maintenance
est meilleur que neuf (X;31 >4 X;). Clest ce qui arrive par exemple quand on remplace
des composants usagés par des composants neufs issus d’une nouvelle technologie plus
performante. Dans ce cas, la fiabilité du systeme croit.

e o = 1:la maintenance est parfaite (AGAN).

e o €]0,1[: les X; sont stochastiquement de plus en plus petits, donc la fiabilité du systeme
décroit ; on sait simplement que 'efficacité de la maintenance est moins bonne que dans
le cas AGAN, mais on ne peut pas distinguer le cas ou la maintenance est nuisible du cas
ou elle n’est pas suffisamment efficace pour contrecarrer le vieillissement.

Ce modele a été appelé par ses auteurs modele de quasi-renouvellement. Plus généralement,
le processus des défaillances est un processus de quasi-renouvellement (QR) si les durées
inter-défaillances sont indépendantes, mais pas de méme loi.

Dans ce cas, 'intensité de défaillance ne dépend que du temps écoulé depuis la derniere

maintenance et du nombre de maintenances observées:

No=h(t =Ty, N, ) (2.23)

On retrouve parmi ceux-ci certains modeles fameux de fiabilité des logiciels comme ceux de
Schick-Wolverton [63]:
Ap=®(N = N )(t = Tn ) (2.24)
et Littlewood-Verral [56]:
o
A =
B+ (N + )P+t - TN,

ainsi qu'un modele construit spécifiquement pour des maintenances préventives par Nakagawa [58,

(2.25)

59], dont la forme la plus simple dans le contexte de cette premiere partie serait :
N, _
Ar=a At — TNF) (2.26)

Dans ces modeles, lefficacité de la maintenance est caractérisée par le changement de loi de
probabilité de X; a X,;11. Toutes les formes possibles sont envisageables.

Lin, Zuo et Yam [53] ont défini un modele dont la forme la plus simple peut étre vue comme
un mélange des modeles de Nakagawa et PAR, dont I'intensité est :

A=a oAt pTy,) (2.27)

2.6 Le modeéle de Dorado-Hollander-Sethuraman

Un modele tres général, et permettant de prendre en compte un grand nombre d’effets de
maintenance variés, a été développé par Dorado, Hollander et Sethuraman (DHS) en 1997 [22].

T.e modele est caractérisé par la donnée de deux suites de variables aléatoires A = {A;},>¢ et
O = {0, }i>0 quantifiant effet des différentes maintenances. Les A; sont appelées dges effectifs
et les ©; sﬁppléments d’age. Ces variables aléatoires doivent vérifier:

/40:07 (“)0:]
Yi>1, A, >0, ;>0
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I.e principe de ce modele est de généraliser les modeles d’age virtuel en supposant non

seulement qu’apres la M€

maintenance, le systeme se comporte comme un systeme neuf qui
aurait fonctionné pendant une durée A; sans tomber en panne, mais aussi que la vitesse d’usure

apres la i“M¢ maintenance est pondérée par un facteur 0,. Ainsi, ©; > 1 (resp. 0; < 1) a

pour conséquence que le temps s’écoule plus (resp. moins) vite pour le systeme apres la i“™M°¢

maintenance que pour un systéme neuf.
Alors, les lois conditionnelles des durées inter-défaillances sont données par:

1 - F((“L T—I—A7)
T F(A)

Vi >0, YV >0, P(XH_1 > .77|/47j,(“)7j, D CT Xi) = (2.28)

Un calcul similaire a celui fait pour les modeles QR permet. de montrer que 'intensité de
défaillance du modele DHS s’écrit :

AV(N,A,0)=0On_ MAn,_ +On _[t—Tn,_]) (2.29)

I.e modele DHS est le plus général des modeles existant considérant un seul type de mainte-
nance. Il englobe bon nombre de modeles en adoptant des formes particulieres pour les processus

Aet O:

e O; = 1: modeles d’age virtuel,
e A;=0,0;=1: AGAN,
e A, =T;, ©;=1: ABAO,

e A; =0: modeles de quasi-renouvellement,

1
A; =0, ©; = —: modele de Wang-Pham [72].

ot

e A, =0, 0, =+/1—1i/n:modele de Schick-Wolverton [63].

Dorado, Hollander et Sethuraman ont construit un estimateur non paramétrique de F, quand
on connait les séries des ages effectifs A; et des suppléments d’age ©;. Ils ont démontré un certain
nombre de propriétés de convergence de cet estimateur. Cependant, jamais en pratique on ne
connait les valeurs des A; et ©;.

2.7 Autres modeles de réparation imparfaite

Lindqvist, Elvebakk et Heggland [55] sont partis de la propriété qui dit que si le processus de
défaillance est un NHPP d’intensité A(#), alors le processus dont les instants d’occurrence sont les
AT = fOT’ A(u)du est un processus de Poisson homogene d’intensité 1. Il ont alors eu 'idée de
construire un processus plus général en considérant que les A(T;) sont les instants d’occurrence
d’un processus de renouvellement quelconque, de loi générique de fonction de répartition 7, de
taux de hasard z et d’espérance 1. Le processus ainsi défini a une intensité de défaillance égale

a:
Ar =z (A(t) — A(Twn,)) A1) (2.30)
En prenant G(t) =1 — e " on a z(t) = 1, donc le processus de défaillance est un NHPP
d’intensité A(f), qui correspond au modele de maintenance minimale. En prenant A(t) = ¢

constant, on a une intensité de défaillance égale a Ay = ¢ z(¢ [t — Th,]), et on est donc dans le
cas du modele de maintenance parfaite. Ce modele peut donc prendre en compte a la fois les
processus de renouvellement et les processus présentant une tendance comme les NHPP, d’on
son nom de modele de tendance-renouvellement (trend-renewal process).

Du fait de la double influence de A et z, il n’est pas facile de caractériser 'effet de la
maintenance dans ce modele. En fait, ce modele a surtout été élaboré pour faire des tests
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de tendance, mais pas pour modéliser I'efficacité de la maintenance. Par ailleurs, ce modele est
construit sur des hypotheses purement mathématiques et n’a pas d’interprétation physique.

D’autres modeles ont été développés dans la méme optique comme par exemple celui de
Lawless et Thiagarajah [48], dont I'intensité est :

At =expla+ pt+ vyt —Tn,)) (2.31)

Bien que présentant des analogies avec le modele de Cox, ce modele n’a pas non plus d’in-
terprétation physique.

Les modeles de choc [42] et modeéles shot-noise [49], méme g’ils permettent eux aussi de
modéliser des maintenances imparfaites, sont construits a partir d’hypotheses totalement différen-
tes de celles proposées ici.

Enfin, tous les modeles basés sur des diagrammes d’influence ou des évaluations a priori de
I'efficacité de maintenance, comme Clarotti et al. [15], ne rentrent pas dans le cadre de cette
étude qui a pour but d’évaluer de facon fréquentiste Pefficacité de maintenance.






Chapitre 3 __

Les modéles ARI et ARA

Dans ce chapitre et le suivant, 'intensité initiale, A, est toujours supposée étre une fonc-
tion déterministe, croissante, non identiquement nulle et cag-lad. Ces hypotheses ont pour
conséquence immédiate que limy_ 4 A(t) = +oo.

Nous allons proposer deux nouvelles classes de modeles de réparation imparfaite, appelées
modeles a réduction arithmétique de I’age ou de l'intensité, et étudier quelques propriétés du
processus des défaillances de ces modeles.

3.1 Les modeles a réduction arithmétique de I’age et de I'inten-
sité

On appelle modele a Réduction Arithmétique de I’Age (ARA) I'ensemble des modeles d’age
virtuel pour lesquels 'effet de la réparation est de réduire arithmétiquement 1’dge virtuel, V;
(défini par I’équation (2.10)), d'une quantité dépendant de I’histoire du processus des défaillan-
ces: VT,T =V — — (T,) ou T, représente le vecteur des n premiers instants de défaillance
(Th, ..., T,) et a, est une fonction déterministe de ces instants de défaillance. Comme V; = ¢ pour
t < T, on remarque que I'age virtuel peut se réécrire V; =1 — sy (TNF) ou, pour tout k > 1,
sk une fonction déterministe. Ainsi l'intensité de défaillance d’un modele ARA vérifie:

M= At —sn_(Tn, ) (3.1)

e modele PAR a une intensité de défaillance qui vaut Ay = A(t — pTfo). (est. donce un

modele ARA. L.e modele BMS a une intensité de défaillance qui vaut A, = A(t —p Z;\;tgi] (1—
p)jTNF _;). C’est donc également un modele ARA.

De plus, le modele PAR peut étre considéré comme une simplification du modele BMS au
sens ou 'effet de la maintenance porte seulement sur I'instant de la derniere défaillance, et pas
sur tous les instants des défaillances précédentes. On peut alors imaginer que cet effet porte
sur plusieurs instants de défaillance précédents. On construit ainsi les modeles que nous avons
appelés a Réduction Arithmétique de I’Age de mémoire m.

DEFINITION 3.1.1.
Un modeéle a Réduction Arithmétique de I’Age de mémoire m (ARA,,) est défini par son
intensité de défaillance :

Min(m—1,N,_—1)

IV —

Ad=A|t—p > (1= p)'Tn, - (3-2)
=0 N

I.a mémoire m reflete une propriété markovienne: c’est le nombre maximal d’instants de
défaillance précédents qui peuvent influencer lintensité de défaillance. T.e modele PAR peut
donc étre considéré comme un modele ARA; et le modele BMS comme un modele ARA .

Dans le chapitre précédent on a déja souligné la grande similarité entre le principe de
construction des modeles CS et BMS: I'effet de la réparation est le méme mais dans les modeles
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CS au lieu de réduire I’age virtuel, il réduit 'intensité de défaillance. La similitude est également,
frappante sur 'expression de I'intensité de défaillance.

Partant de ce principe on peut donc définir, par analogie avec les modeles ARA, les modeles
a Réduction Arithmétique de I'Intensité (ARI). Dans un modele ARI I'effet de la maintenance
est de réduire arithmétiquement I'intensité de défaillance d’une quantité dépendant de I’histoire
du processus des défaillances :

Ay = /\(f) — SN, (TNt,) (33)

ou les fonctions s, sont toujours supposées déterministes. I.e modele CS, dont l'intensité de
N,_—1 .
o ey B . Y 4 X
défaillance vérifie: Ay = A(t) —p>_. L5 (1 — p)?M(Tn,_—;), est donc un modele ARI.
Avec le méme principe, on peut construire un modele analogue au modele PAR, pour lequel
I'effet de la maintenance est de réduire non pas l'intensité de défaillance mais son accroissement
depuis la derniere maintenance:

AT{,+ = /\Tf — p[/\T; — /\T;;] (3.4)

Par analogie avec 'effet des maintenances sur I’dge virtuel dans le modele PAR, on trouve que
I'intensité de défaillance de ce nouveau modele est de la forme:

A= A1) — pA(T, ) (3.5)

Puis, par analogie avec les modeles ARA,,, on définit les modeles 4 Réduction Arithmétique
de I'Intensité de mémoire m.

DEFINITION 3.1.2.
Un modéle a Réduction Arithmétique de I'Intensité de mémoire m (ARI,, ) est défini par son
intensité de défaillance :

Min(m—1,N,_—1)

M= ST (- pVA(TN,_ ) (3.6)
J=0 [l

L.e modele CS peut donc étre considéré comme un modele AR, et le modele défini par (3.5)
comme un modele ARI;.

Dans les modeles ARA , et ARI,, l'efficacité de la maintenance est représentée par la valeur
du parametre p, donc évaluer Iefficacité de la maintenance revient a estimer p:

e p = 1: la maintenance est optimale (elle n’est parfaite, et donc AGAN, que pour les

modeles ARA,,) ;
e p €]0,1[: la maintenance est efficace;
e p=0:la maintenance est minimale (ABAQ);

e p < 0:la maintenance est nuisible.

Dans un modele ARI,,, l'effet de la réparation ne modifie pas la pente de l'intensité de
défaillance qui continue a varier comme avant la défaillance. Si la réparation était parfaite, la
pente de l'intensité de défaillance devrait étre la méme que celle d’un systeme neuf. Or cela ne
peut pas étre le cas pour les modeles AR, . C’est pourquoi, pour un modele ARI,, 1a réparation
ne peut jamais étre AGAN.

Pour les modeles ARI,,, p ne peut pas étre supérieur a 1 car sinon l'intensité de défaillance
peut devenir négative. Pour les modeles ARA,,, le cas p > 1 est possible et correspondrait a des
réparations plus que parfaites, mais nécessiterait de définir 'intensité initiale pour des valeurs
négatives.
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l.es modeles ARI,, sont construits sur un principe similaire aux modeles ARA,,, mais sont
mathématiquement plus simples & manipuler.

On peut remarquer que les modeles ARA; et ARI; ont une intensité qui n’est fonction que
de I'instant présent t et de I'instant de la derniere défaillance TNﬁ :

A= h(t,Tn,_) (3.7)

(Test en fait une caractéristique des modeles pour lesquels le processus {T;};>1 est markovien.

Comme tout modele d’age virtuel, les modeles ARA,, ont une intensité de défaillance pa-
rallele horizontalement a l'intensité initiale. Comme le modele CS, les modeles ARI,, ont une
intensité de défaillance parallele verticalement a I'intensité initiale.

3.2 Intensité d’usure minimale et maximale

On remarque que les modeles ARIL,, et ARA,, ont une propriété intéressante. Il possedent
ce que nous appellerons une intensité d’usure minimale.

DEFINITION 3.2.1 (Intensité d’usure minimale).
Pour un modéle d’intensité de défaillance \;, I'intensité d’usure minimale est, si elle existe,
la fonction déterministe X, (t) vérifiant:

Vi e RT, At > Xpin(t) (p-s.) (3.
Ye>0,Vte RT, P <Apim(t)+6)>0 (3.

Dans cette définition il faut démontrer le fait que 'intensité d’usure minimale est unique. Imagi-
nons que ce ne soit pas le cas, alors il existe deux intensités d’usure minimale X, (1) et Ay (1),
telles qu’il existe tg > 0 ou les deux fonctions ont des valeurs différentes:

Alors, I'équation (3.8) et I’équation précédente impliquent que:

Aty > Amin(to) + 1 (p-s.) (3.11)

En prenant € = n/2, on en déduit que:

P(Ayy < Amin(to) +6) =0 (3.12)
Amin(t) ne vérifie donc pas I'équation (3.9), ce qui contredit le fait qu’elle soit une intensité
d’usure minimale.

I7intensité d’usure minimale est donc une fonction déterministe inférieure a l'intensité de
défaillance, et pouvant étre aussi proche que 'on veut de I'intensité de défaillance: c’est une
borne inférieure maximale pour l'intensité de défaillance. Cela signifie que quelles que soient les
dates de réparation le systeme s’use plus vite qu’un systeme d’intensité de défaillance A, (7).

PROPRIETE 3.2.1 :
Pour un modéle ARI,,, si A(t) > 0 pour tout t > 0, I'intensité d’usure minimale vérifie:

(T—p)"A(t) pour0<p<1

Amin(t) = { 1) ponr p <0 (3.13)

O]
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Démonstration :
Dans le cas ou p <0, il est trivial de démontrer que ’équation (3.8) est vérifiée. Pour montrer
que (3.9) est également vérifiée il suffit de remarquer que :

P(Ar < Amin(t) +€) > P(As = A(1)) = P(N; = 0) = eap(—A(1)) > 0 (3.14)

Pour le cas 0 < p < 1, l’équation (3.8) se démontre simplement en utilisant le fait que A(t)
. m m—1 ;
est croissante et que (1 —p)™ =1—p> 775 (1 — p) :

N> M) = p 30 A = (1 )" A (3.15)

Pour prouver que [’équation (3.9) est aussi vérifiée, lidée est de démontrer qu’a tout instant
t € RY, lintensité de défaillance est trés proche de l'intensité d’usure minimale si il y a eu m
défaillances entre t — i et t, pour 1 > 0 suffisamment petit.

Py <A(W) = (1= (1= p)")A( = 1))
Min(m—1,N,_—1) m—1
( (1= p) AT, ) > > (1 p) At 1)

> (1= p)YMTn,_—j) > 2(1 —p)A(t — n)} N [Ny > m]
> [TN, > ST >0 0 [Ny > )
> P(N, - N,H7 - m) >0 (3.16)

Pour finir la démonstration, on utilise 'hypothése faite que X(t) est continue o gauche done :

Ve e Ry, Fp e RL, Vpe[0,u,  A#) - A —n) <¢ (3.17)
Done, AM(t)— (1= (1 =p)™MA{t—n) <AE)— (1= (1=p)™)(A(t) =€), et la propriété est prouvée
en prenant e = (1 — (1 — p)™)e. |

Dans la démonstration, on a montré pour des modeles ARI,, et dans le cas de maintenances
efficaces, que I'intensité de défaillance est tres proche de IMintensité d’usure minimale si il vient
d’y avoir m défaillances dans un petit laps de temps. En fait, on peut méme démontrer la
réciproque de cette propriété et donc intensité de défaillance et intensité d’usure minimale sont
tres proches si et seulement si il vient d’y avoir m défaillances dans un petit laps de temps. En
particulier, pour un modele de mémoire 1, juste apres une défaillance, intensité d’usure minimale
et de défaillance sont égales. Ces remarques restent vraies pour des modeles ARA,,.
I’analogue de la propriété 3.2.1 est vraie pour les modeles ARA,, :

PROPRIETE 3.2.2 :
Pour un modéle ARA,,, si A(t) > 0 pour tout t > 0, I'intensité d’usure minimale vérifie:

' AT =p)™t) pour 0 < p <1
Amin (t) = { A(t) pour p <0 (3']2

Par analogie avec I"intensité d’usure minimale on peut également définir I"intensité d’usure
maximale, qui est donc une borne supérieure minimale pour I'intensité de défaillance.
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DEFINITION 3.2.2 (Intensité d’usure maximale).
Pour un modéle d’intensité de défaillance A, Iintensité d’usure maximale est, si elle existe,

la fonction déterministe A, (t) vérifiant:

Vie RY, A < Apan(t) (ps.) (3.19)
Ye>0,Vt € RT, P(A> Xpanl(t) —€) >0 (3.20)
O

Toujours de la méme facon, on prouve que les modeles ARI, et ARA,, ont une intensité d’usure

maximale.

PROPRIETE 3.2.3 :

Pour les modeéles ARI,,, si A(t) > 0 pour tout t > 0, I'intensité d’usure maximale vérifie:

_ A(t) pour0<p<1
Amaz(t) = { (1= p)™ (1) pour p < 0 (3.21)

Et sous la méme condition, pour les modéles ARA,, on a:
_ A(t) pour0<p<1
Hmaslt) = { A((1=p)™t) pourp<0 (3'225)

I.es modeles de mémoire infinie sont donc tres différents des autres, car leur intensité d’usure
minimale est nulle pour des maintenances efficaces, et leur intensité d’usure maximale est infinie

pour des maintenances nuisibles. Ainsi, comme l'illustre la figure 3.1, dans le cadre de main-
tenances efficaces (qui est a priori celui qui nous intéresse le plus pour modéliser des systemes

réels), les modeles de mémoire infinie peuvent avoir une vitesse d’usure globalement constante:
I'effet de la maintenance peut arriver a stabiliser le phénomene d’usure.

Sur les représentations graphiques I'intensité initiale vaut toujours A(t) = 3t2. TLa figure 3.2
représente 'intensité de défaillance d’un modele ARA{| pour des maintenances efficaces (p =
0.75) et la figure 3.3 représente celle d’un modele ARI5 (p = 0.6). Les points-pointillés représentent,
les intensités d’usure minimale et les pointillés les intensités d’usure maximale. La figure 3.4
représente 'intensité de défaillance d’un modele ARI3 pour des maintenances nuisibles (p =

—0.4).

9 T T T T
I

8 I
10

Fic. 3.1 ARA. Fic. 3.2 ARA,

Au vu de ces graphiques, il semble, pour des maintenances efficaces, que la différence entre
I'intensité d’usure minimale et I'intensité de défaillance n’augmente pas trop. Pour des mainte-
nances nuisibles, la méme propriété semble étre vérifiée mais pour I'intensité d’usure maximale.
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Fi1a. 3.3 ARI; (maintenances efficaces) Fia. 3.4 ARI; (maintenances nuisibles)

Pour les modeles ARI,, et ARA,,, on définit donc I'intensité asymptotique, notée A,,, comme
étant 'intensité d’usure minimale quand les maintenances sont efficaces et l'intensité d’usure

maximale quand les maintenances sont nuisibles. Ainsi,

DEFINITION 3.2.3.
Pour les modeéles ARI,,, I'intensité asymptotique est la fonction : A (t) = (1 — p)" A(t). Pour
les modéles ARA,,, elle vaut: A (t) = A((1 — p)™t). O

On va prouver que 'intensité de défaillance et 'intensité asymptotique ont le méme com-
portement asymptotique. Mais pour ce faire on a besoin de théorémes supplémentaires sur
I'intégration stochastique et le comportement asymptotique des processus ponctuels.

3.3 Compléments sur la théorie des processus ponctuels

Dans cette premiere partie, comme il ne peut pas y avoir de confusion avec le processus des
MP, on adoptera la notation classique M; pour la martingale N; — A;.

Tout d’abord introduisons deux définitions et notations. On dit que la martingale M est
locale si Mia7, est une martingale pour tout £ > 0 et n > 0. On appelle processus croissant, et
on note (M), le compensateur associé & M2. De plus, on note (M), ., sa limite & I'infini dans
R: (M)yoo =1limipoo (M)

l.e théoreme 3.3.1 est une version faible du théoreme classique sur l'intégration stochas-
tique [3].

THEOREME 3.3.1 (Intégration stochastique).

Soit un processus de comptage N et un processus prévisible 7 = {Z;};>q tel que fg Z2dA,

soit fini pour tout t > 0 (ce qui est antomatiquement vérifié si 7, et \; sont bornés sur [0,1]).

Alors, fg 7o dM est une martingale locale de carré intégrable et son processus croissant est :

1 1
</ Z,,,d/\/ls> = / 72dA, (3.23)
J0 + J0 |

Les théoremes 3.3.2 [19] et 3.3.3 (voir par exemple [16]) donnent deux résultats de conver-

gence, le premier issu de la loi des grands nombres et le second du théoreme central limite.

THEOREME 3.3.2 (Loi des grands nombres).
Soit M une martingale locale.
Pour {{M) ., < +oo}, M; converge presque siirement, vers une variable aléatoire finie

quand t tend vers Pinfini.
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Pour {{M) ., = 40}, et pour tout € >0 on a:

Mt p.5.
(M)JHe tooo

> 0 (3.24)

THEOREME 3.3.3 (Central limite).
Soit N un processus de comptage d’intensité de défaillance Ay, et // un processus prévisible
localement borné. Alors sous les conditions suivantes :

e il existe ¢; > 0 et 0 > 0 tels que:

1 1

— | Z2ads —L— o (3.25)
ci Jo ’ t—=+o00
e pour tout § > 0,
1 t P
— | 72 Agds ——— 0 3.26
p /0 s 170550 As ds = (3.26)

(ce qui est automatiquement vérifié si 7, est fini presque siirement et ¢; diverge)

la variable aléatoire: [0 ZsdMg/ec; converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne

centrée d’écart type o. ]
En particulier, si il existe une fonction A, positive, croissante et divergente telle que A; e

Ao (1) + 0(A (1)), alors, A; est elle aussi divergente. Le théoreme 3.3.2 implique donc que:
M = o({MY) = o AP ) = 0(A4) = oA (1)) (p.s.) (3.27)

De plus, en appliquant le théoreme 3.3.3 avec 7; = 1 et ¢; = /Ao (t), on obtient que M;/+/A (1)

converge en loi vers une variable aléatoire gaussienne centrée réduite.

COROLLAIRE 3.3.1. :
Soit N un processus de comptage d’intensité de défaillance A;. Si il existe une fonction positive,
croissante et divergente, A, (t) telle que I'intensité de défaillance cumulée vérifie :

A A (1) 4+ o(Aso (1)) (3.28)
alors pour tout ¢ > 0:
My = 0 (Ao (1)) (3.29)
M.
L5 N(0,1) (3.30)
Ao (1) O]

3.4 Comportement asymptotique du processus des défaillances

3.4.1 Réécriture de I'intensité de défaillance

Tous les résultats asymptotiques de ce chapitre, pour les modeles ARI,, et ARA,,, sont basés
sur une réécriture de 'intensité de défaillance qui est uniquement vérifiée par des modeles de
mémoire finie. Grace au fait que pZ?‘Z? (T —p) =1~ (1~ p)”, l'intensité de défaillance d’un
modele ARIT,, se réécrit pourt > 1T, :

M= (A0 4 (0 PO - AT ) (331)
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En identifiant l'intensité asymptotique dans la formule précédente on obtient donc:

A= Alt) 0 S0 ) AT ) (3.32)
D’ou _
M= Al 40 D20 )T l) AT, ) (3.33)

Et comme I'intensité initiale est supposée croissante, A, I'est aussi. On peut donc minorer, dans
la formule précédente, /\oo(TNt, ) PAT Ao (TNFme ), et on obtient que:

.

= A <o | S0 =) | () = A (T )| (3.34)

j=1

De la méme facon que pour les modeles ARI,, on a, pour un modele ARA,, avect > T, :

m—1
M= =p)" 4 (1 =p) (TN, ) (3.35)
J=0
ot
A= Ao f—l—pZ]—p (t=TN,_—mt;) (3.36)
Si p > 0, comme A, est croissante,
| A= Moo 1< Ao [ F4 10l [ D (1= )7 | (= TN, ) | — Ao(D) (3.37)
g=1

Si p < 0, toujours grace a la croissance de A,

[ At = Ao (1) [< A (F) = t—1pl Z (1=p) 7| (t=TN,_ my1) (3.38)
7=1
Donc,
A= Ao () 1< Proclt) = Ao [0 [ S50 =p) 7 | (4= T i) (3.39)
i=1

Donc lintensité de défaillance des modeles ARI,, et ARA,, vérifie:

At = Ao (1) = O (Ao (t) = A (t+ O (t — TNt:m+1))) (3.40)

3.4.2 Développement asymptotique au premier ordre de I'intensité de défail-
lance

Nous allons utiliser la réécriture précédente de 'intensité pour montrer que l'intensité de
défaillance et I'intensité asymptotique des modeles ARI,, et ARA,, de mémoire finie ont le
méme comportement asymptotique (propriété 3.4.1 ci-dessous). Mais ce résultat n’est valable
que si les maintenances ne sont pas parfaites:

e Al:p <1,
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I'intensité initiale des modeles ARA,, est une fonction puissance croissante:
o AO: \t)=apt’ ', a>0,8>1,

et I'intensité initiale des modeles ARI,, est une fonction a variations régulieres croissante [39]:

. A t)
e A2: 48 € IRy, VY > 0, t]l>r(r)]o N0 = 27,

ILes fonctions a variations régulieres avec un indice 5 nul sont les fonctions dites a variations
lentes. Tes fonctions logarithmes (A(1) = aB(In(1 +1)°~", a > 0, 8 > 1) et les fonctions
constantes (A(t) = a, @ > 0) sont des fonctions a variations lentes. Tes fonctions puissances
croissantes (A(t) = aBt5~1, a > 0 B > 1) ne sont pas des fonctions & variations lentes mais sont
des fonctions a variations régulieres. Il existe cependant des fonctions qui ne sont pas a variations
régulieres. Ces fonctions ont alors, dans le cadre de nos hypotheses, une divergence rapide, comme
par exemple : A(t) = e’ avec 5 > 0. Des intensités initiales n’étant pas a variations régulieres
sont peu réalistes pour des systemes industriels fiables (ils tomberaient en panne trop souvent).
I.’hypothese A2 n’est donc pas trop contraignante. l.a seule hypothese qui peut étre embétante
pour des modeles ARI,, est Al. En effet, elle nous interdit de considérer des systemes pour
lesquels la réparation est parfaite. Dans le cas des modeles ARA,, la propriété est beaucoup
moins générale: on ne considere que des fonctions puissances pour I'intensité initiale.

Pour pouvoir démontrer la propriété on a besoin du lemme suivant.

Lemme 3.4.1 : Soit N un processus de comptage d’intensité de défaillance A;. Si il existe une
fonction A, croissante et non identiquement nulle vérifiant pour tout t > 0: Ay > Apin (1),
alors pour tout 7 > 0 on a:

t—Tn__j=o(t) (ps.) (3.41)
]

Démonstration :
Comme \,,;, est croissante et non identiqguement nulle on a:

IC >0, Ug>0, VE>lo,  Amin(t) >C (3.42)

Les hypothéses impliquent que Ay diverge presque stirement. D’aprés Brémaud [9], cela implique
que N; diverge presque surement. Ainsi, comme tout processus de comptage est non explosif

. p-S. . ~
(hmn_>0O T, = oo), Twn, diverge presque stirement, et donc:

Hﬁ > 07 Vi 2 f], TNti —j 2 fo (p?) (343)

Fn utilisant la forme différentielle de 'écriture martingale de N, on a ainsi presque surement
pour toul t > 14 :

! 1 ! 1 ! 1
t—Tn _; = —dA, = — dNg — — d M, (3.44)
= A A A
. TNt* — 5 . TNt* — 5 . TNt,7,7 5
1 [ £ TN, =i 1
s TNt* —; Jig s Jtg s
J+1 < /f 1 /TNt -1 )
< + 2 max — dMy|, — dM, 3.45
o C J1g As J1g As ( )
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t )2 /f 1 t—to
— | dA, = —ds < 3.46
./to <A9 J1ig As C ( )

donc d’apreés le théoréme 3.5.1, f; ;— dMg est une martingale locale de carré intégrable et son

s

Or pour tout t > ty,

. t . .
processus croissant est /;‘0 ;—ds. De deuzx choses l'une. Soit ce processus est divergent et le

s

théoreme 3.3.2 implique que :

Soit il ne diverge pas et le méme théoreme 3.3.2 implique que :

[ ML= 0() = o) (s (3.48)

St

Ainsi, f;; ;— dM, ™= o(t), on en déduit donc également :

M ns- _
T IMs =0 (Tn,_ ) = o(t) (3.49)
t s )

St

Done, en utilisant ces deux résultats dans ’équation (3.45) on obtient que :

t—Tn,_—;=0(1)+o(t) =o(t) (p.s.) (3.50)

PROPRIETE 3.4.1 :

Pour un modeéle ARI,, de mémoire finie et sous les hypotheéses Al et A2, ou pour un modele
ARA,, de mémoire finie et sous les hypotheéses A() et A1, l'intensité de défaillance est asymp-
totiquement équivalente & l'intensité asymptotique: Ay = Ao (1) + o( Ao (1)). O

Démonstration :
Comme A, est croissante, ['équation (3.40) implique qu’il existe Cy, Cy et My strictement
positives telles que pour tout t > My :

A Ao < O max Poolt) = Aolt 4 Co (1 T, (3.51)

Or d’apres le résultat du lemme 3.4.1 on a:

Ve > 0, My > 0, Vi > M27 f— TNtffm-H <e (p?) (352)
Done,
[Ar — Ao (B)] < C4 er?a,1X1} [Aoo(t) = Aac (1 +u Cqy e)t)| (p.s.) (3.53)

Or comme lintensité initiale est une fonction a variation réguliere on a également :

A(T4+uCq e)t)
A(1)

VFQ > 07 HMq > 07 Vi 2 ]\/[37 ‘ — (] —+ u CQ F])B‘ S €9 (354)

Ce qui, pour des modeles ARA,, sous 'hypothése AQ, ou pour des modeéles ARI,, sous aucune
hypothése supplémentaire, est équivalent a :

‘/\m((] +u Cy €)t)
Aoo(t)

— (14 u Cy (1)6‘ < € (3.55)
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En utilisant ce résultat dans I'équation (3.53) on obtient que :

A — Ao (B)] < € max |/\00(f)7(]—|—?l,(72€1)6A00(f)|

71,6{71,1}
44 er?f$<1}|Am((] +uCye)t)— (1+uly (1)6/\00(t)| (p.s.)
< < rPa,X }|1 — (14 u Cy (1)6| —I—Fg) Ao (t) (p.s.) (3.56)
weE{—1,1

Done pour tout € > 0, en prenant e tel que max, ey 1|1 — (1 +u Cy a)?| < €/(2Ch),
€2 = €¢/(2C) et M = max(My, My, M3) on a pour tout t > M :

At~ Ao ()] < Aao(t) (pos.) (3.57)
|

3.4.3 Développement asymptotique au second ordre de ’intensité de défail-
lance cumulée

On a donc démontré que les intensités de défaillance et asymptotique avaient le méme com-
portement asymptotique comme on avait pu le remarquer sur les figures 3.2, 3.3 et 3.4. On peut
aller plus loin et exprimer la différence asymptotique entre les intensités de défaillance cumulée
et asymptotique cumulée. Soit, u(t) = A(t), h(t) = 1 et A (F) = fg Aso(8) ds. Alors, en prenant
T; =0 pour 7 <0, I'intensité de défaillance cumulée des modeles ARI,, s’écrit:

m—1 +
A =Ao(®)+p Y (1-p) / (u(s) — u(Tn___;))h(s) ds (3.58)
=0 0
Une forme équivalente peut étre trouvée pour les modeles ARA,,. A Paide d’un développement

de Taylor de I'équation (3.35), on montre que l'intensité de défaillance d’un modele ARA,,

vérifie :
m—1

M= Al o | ST p) (=T 3) | N1 = p)™ )+ 7 (3.59)

J=0

ol r; est un reste dont lintégrale sur [0,1], Ry, peut étre controlée sous des hypotheses que
nous développerons ultérieurement dans la propriété 3.4.4. En intégrant ’équation précédente
on obtient donc que lintensité de défaillance cumulée d’un modele ARA,, de mémoire finie

s’écrit :
m—1

At — Aoo(f) +p Z (] _ p).7 ./Ot(u(s) - ?I,(TN'qi,j))h(S) ds | + Rt (360)

J=0

ounu(t) =tet h(t) = N((1—p)™t). La propriété 3.4.2 ci-dessous donne I’équivalence asymptotique
des grosses sommes des équations (3.58) et (3.60) avec un logarithme. Ce résultat n’est pas
uniquement vrai pour des modeles ARI,, et ARA,,, mais pour tous les modeles vérifiant les
hypotheses suivantes:

e A’1: 1l existe une fonction croissante, positive, et non identiquement nulle, A,,;,, vérifiant
pour tout t > 0: A, (1) < As

e A’2: u est une fonction croissante, positive, non identiquement nulle et telle que, pour
tout j € IN, U] = (u(t) — u(Tn,_—;))/u(t) converge presque siirement vers zéro.
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e A’3:limy o u(t) =400

e A’4: 1l existe une fonction croissante, positive, et non identiquement nulle, A, vérifiant:

A Ao () + oA ().

e A’5: I est une fonction positive, telle que u(t) h(t)/ Ao () converge vers une constante ¢
positive.

PROPRIETE 3.4.2 :
Soient N un processus de comptage d’intensité de défaillance X\, et u et h deux fonctions

vérifiant les hypothéses A’1 a4 A’5. On pose: 71 = (u(s) —u(Tn__—;))h(s). Alors le processis

aléatoire prévisible {71} ;5o vérifie:

Vi e N, /t Z1ds = e(j + Din(u(t)) + o(In(u(t))) (ps.) (3.61)
Jo ]

Démonstration :

Il existe forcément un réel t, positif, non nul, fini presque sirement et tel que X,;., Ao €1 U
sotent non nulles pour t > tg et Ny, > 7. Fn utilisant écriture martingale du processus de
comptage N, Uintensité de défaillance vérifie pour tout s > to: ds = dNy/As — dMs/Xs. Do,

1 ) 10 ) 1 Z? 1 Z?
/ 7 ds = / 7} ds + / ~dN, — / =AM, (3.62)
J0O ' JO ’ + A + A

J 1o S J 1 5

Puisque | 7 |< u(s) h(s), le premier terme de ['équation précédente vérifie : /‘(;‘0 7hds =
O(1). En utilisant les résultats des lemmes 3.4.2 et 3./.3 ci-dessous dans cette méme équation,

et le fait que o(In(u(t)))+ O1) = o(In(u(t))), on obtient:

| 7o ( [ 7 d) = i+ DIn(u(t)) + oln(u(t))) (p-s.) (39

Lemme 3.4.2 : Soit N un processus de comptage d’intensité de défaillance A;. Alors avec les
notations de la propriété 3.4.2, et sous les hypothéses A’l a A’5, le processus des défaillances
vérifie :

Vi €N, /7€ fz dNs = c(j+ Din(u(t)) + o(In(u(t))) (p-s.) (3.64)
Jtg As 0

Démonstration :
Grace aux hypothéses A’ et A’5, le processus des défaillances vérifie :

= o) i = (o)) e o)) = (e oD)UF (p)  (365)
De plus, ( )
NN il 0 P i1 4o
In <T> —In(1— U "2 03 (1 + o(1)) (3.66)
Done,

fz =cln (%) +o (f:) (p.s.) (3.67)
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Ft ainsi,

77 . t . & . fZ_Z 9
/ A / " (u(m,qj)) e (/ n st) +00) (ps.) (3.68)

Finalement, comme T, est fini presque stirement pour tout n > 0 :

[l = 3n(ine)

7

=G In(ud)+ ) (1= U)+0(1) = G+ 1) In(u(®)) +O(1)  (3.69)
i=0 u

Lemme 3.4.3 : Soit N un processus de comptage d’intensité de défaillance \;. Alors avec
les notations de la propriété 3.4.2, et sous les hypotheses A’l, A’2, A’4 et A’5, le processus
des défaillances vérifie :

77 t )
VjeN, / 3 =0 </ VA ds) +O(1) (ps.) (3.70)
Jig 5 Jtg

ou M est la martingale associée a N. O

Démonstration :
Tout d’abord, on a pour tout tg < s <t:

(Z)? _ (u(t) maxiy<oci h(s)’
Ay Amin (to)

< 400 (3.71)

Done, on peut appliquer le théoreme 3.3.1 et ff 77//\ dMg est une martingale locale de carré

intégrable dont le processus croissant est ff 712 /N, ds. Mais,
(Zg)Q y ,
" (e o(UIZE = ol 7 (ps) (3.7

Ainsi de deuz choses ['une. Soit le processus croissant défini précédemment diverge et le théoreme
3.53.2 implique que :

/,Lf iy =0 <<./t: i )Y “*) — 0 </; o(Z;Z)ds> =0 </; Z;g'ds> +0(1) (p.s.) (3.73)

car pour toute fonction f, positive, on a:

./Ot(,(f(s)) ds=o0 </0f f(s) (13) +O(1) (3.74)

Soit il ne diverge pas et le méme théoreme 3.3.2 implique également que :

| / 0 f (1) (p-5.) (3.75)



46 Modélisation et évaluation des effets des MC seules

3.4.4 Modele ARI,,
Pour les modeles ARI,,, on a posé A (t) = (1 — p)"A(t), u(t) = A(t) et h(t) = 1. La

propriété précédente peut directement étre appliquée aux modeles ARI,,. .a seule hypothese
supplémentaire par rapport a la propriété 3.4.1 est que I'intensité initiale est divergente:

e A3:limiL o A1) = co.
Onac=1/(1— p)™ et donc la propriété 3.4.2 implique que:

J+1
(1=p)

Ainsi, grace a la réécriture (3.58) de I'intensité de défaillance cumulée d’un modele ARI,, et le
fait que:

JRECERY In(A(®) + o(In(AD)) (p-5.) (3.76)

ﬁ Z(.H N —p) | == (];(r]mp;g; p)" (3.77)

la. propriété suivante est directement vérifiée.

PROPRIETE 3.4.3 :
Pour un modele ARI, de mémoire finie et sous les hypotheses Al a A3, lintensité de
défaillance cumulée vérifie :

Ne= o) I I ) 4 oltnA) () (378)
]

3.4.5 Modele ARA,,

En appliquant la propriété 3.4.2 aux modeles ARA,, on obtient le développement asympto-
tique au second ordre de 'intensité de défaillance cumulée de ces modeles.

PROPRIETE 3.4.4 :
Pour un modéle ARA,, de mémoire finie et sous les hypotheses Al) et Al [l'intensité de
défaillance cumulée vérifie :

B-1) 1-(O4+mp)(1-p)"
(1—p)" p

In(t) + o(In(t)) (p-s.) (3.79)
]

Démonstration :
Notons, It = [(1 A (T — p)™)t, (1V (1 — p)m) t]. Tout d’abord on remarque que tout nombre com-

pris entre (1 —p)™t et (1 —p)"t+p3 07, ( p) (t— Tn, ;) est dans I;. Done en utilisant un
développement de Taylor-Lagrange au 9?(’()77(] ordre de lequm‘mn (3.35) en (1 —p)™t, on obtient
presque surement pour tout t > 0 :

(I VZ\;} (t T, >}A'<<1p>mt>

{pmz:] (1—p) (t— Tn,_ )} max | A(s) | (3.80)
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On note Moo (1) = A((1 = p)"t), u(t) =t et h(t) = N ((1 — p)™t). Comme lintensité initiale est
supposée étre une fonction puissance et p est supposé étre non nul, on a:

max | M(s) [= O(N'(1)) = O(X'(s)/1) = O(h(1) /u(t)) (3.81)

sel:

De plus, d’apres le lemme 3.4.1, U;j = (f*TNT, _;)/t converge vers zéro presque sirement. Ainsi,
Iéquation (3.80) se rééerit :

A= A(l) — p rz (1= ) (ult) — (T, s >>h<t>}

S

— Oty (T, A1) ™2 o((ult) — u(Tn, s ))h())  (3.82)

FEn intégrant cette équation et en utilisant la notation précédente ZZ = (u(t) —u(Tn,_—;))h(t),
on a:

Ar=As(t) +p rz](] —p) ./7s 71 (13} + o0 </(: 7 ds) +O(1) (p.s.) (3.83)

=0 0

Etant donné que M\(t) = aBt°~", on a:

m MDA )_ B (3.84)
Ainsi, en appliquant la propriété 3.4.2 on obtient :

v 41 —1

/ zids = YED B =10 o0 1 on@) (ps.) (3.85)
Jo (1—p)m

En injectant ce résultat dans 'équation (3.83) et en utilisant [’égalité (3.77) on prouve la pro-

priété. |

3.4.6 Commentaires sur les résultats asymptotiques

Pour les modeles ARI,,, avec une fonction puissance pour l'intensité initiale, le résultat
de la propriété 3.4.3 est le méme que pour les modeles ARA,,, c’est-a-dire équation (3.79).
Mais, selon le modele, I"intensité cumulée asymptotique sera différente: pour un modele ARI,,
Ao (t) = (1 — p)™t8, et pour un modele ARA,, A (1) = a(1 — p)m(*@*])tﬁ.

l.es propriétés 3.4.3 et 3.4.4 nous renseignent sur le comportement asymptotique du processus
des défaillances des modeles ARI,, et ARA,,.

COROLLAIRE 3.4.1. :
Soit Ny le processus de comptage d’un modeéle ARI,, (resp. ARA,,) de mémoire finie et
vérifiant les hypothéses A1 a A3 (resp. A0 et Al). Alors,

Ny s, N, — Ao (t
Pr of ' ()imf(o,]) (3.86)

o VAL 0

Ce corollaire est une application directe du corollaire 3.3.1. 1l signifie que le comportement
asymptotique du processus des défaillances d’un modele ARI,, ou ARA,, de mémoire finie (avec
une fonction puissance pour I'intensité initiale) est globalement le méme que celui d’un processus
de Poisson non homogene d’intensité A, .

Pour les modeles de mémoire infinie, on ne sait pas prouver cette similitude avec un NHPP
d’intensité de défaillance divergente. Cela est di au fait que, dans le cas d’une réparation efficace,
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ces modeles ne possedent pas une intensité d’usure minimale divergente qui pousse le systeme
a s’user de plus en plus. A fortiori, il semble que, dans le cas de réparation efficace, les modeles
ARA, ressemblent beaucoup a des processus de renouvellement. Pour les modeles ARI,,, il
semble qu’il y ait, au fil du temps, une certaine dérive de l'intensité de défaillance (quand
I'intensité initiale est une fonction puissance, cette dérive pourrait étre proportionnelle a un
logarithme). Mais tout ceci n’est encore pour I'instant que des conjectures.

3.5 Modeles a vitesse d’usure comparable

l.es modeles AR, et ARA,, sont construits sous des hypotheses similaires: la maintenance
réduit de la méme facon soit I'intensité soit I’age virtuel. De plus dans les deux modeles Pefficacité
de réparation est caractérisée par le méme parametre p. Pourtant ce parametre n’a pas la méme
signification en terme d’efficacité de réparation dans les deux modeéles.

PROPRIETE 3.5.1 :

Pour des modeéles de mémoire finie, si A(t) est convexe (resp. concave), pour le méme pa-
rametre p € [0, 1], l'intensité d’usure asymptotique du modeéle ARI,, est plus grande (resp.
plus petite) que celle du modéle ARA,,. ]

l.a figure 3.5 illustre cette propriété dont la démonstration est tres facile. [.a propriété n’en
demeure pas moins importante. Kn effet, d’apres le corollaire 3.4.1, des modeles ARI,, et ARA,,
avec des intensités asymptotiques ayant des comportements asymptotiques différents sont si-
milaires a des NHPP avec des intensités de défaillances différentes. Ainsi, des modeles ARI,,
et ARA,, avec les mémes parametres ne sont pas comparables car ils ont des vitesses d’usure
tres différentes. Néanmoins on peut trouver dans le cas ou I'intensité initiale est une fonction
puissance, des valeurs des parametres d’efficacité de réparation telles que les modeles soient
comparables.

20 T T T T T T T T 4

0

i L L L L L L L L L L L
0 05 1 15 2 25 3 35 4 45 0 2 4 6 8 10 12

Fia. 3.5  Trait fin: ARIL, trait gras: ARAy, p = 0.5 et a gauche =3, a droite 5 =1.5

PROPRIETE 3.5.2 :
Pour des modéles de mémoire finie avec des intensités initiales de type puissance (A(t) =
aBtP=1), il existe des valeurs des paramétres py et py telles que le modéle ARI,, de pa-

rametres («, 3, pr) et le modéle ARA,, de paramétres («, 3, pa) aient les mémes intensités
asymptotiques :

pr=1-(1-pa)°" (3.87)
[l

Pour prouver cette propriété il suffit de comparer les intensités asymptotiques des modeles
ARIT,, et ARA,,. En utilisant le développement au second ordre des intensités cumulées, on
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peut également comparer les vitesses d’usures de modeles ARI,, et ARA,, de méme intensité
asymptotique.

PROPRIETE 3.5.3 :

Pour les modéles de la propriété 3.5.2, si les réparations sont efficaces (pr €]0,1] et p4 €]0,1])
et l'intensité initiale est convexe (resp. concave), alors I'intensité de défaillance cumulée du
modeéle ARI,, est asymptotiquement supérieure (resp. inférieure) a celle du modéle ARA,,.0]

Démonstration :
Grace aux propriétés 3.4.3 et 3.4.4, la différence entre les intensités cumulées de défaillance et
asymptotique est la méme pour des modeéles ARI,, ou ARA,, :

A — A(t) = ((fp])q)n - —I—T);p)(] O 1) + o(in (1)) (pos.) (3.88)

Or,

P <((5 11— (14 mp)(1 ,o)m> _ - +(m+Dp+ (1 —p)"*" (3.89)

dp \(1—p)™ p p2(1 — p)mt

Ainsi, la différence asymptotique entre les deux intensités cumulées augmente avec p. La pro-
priété est donc prouvée car si l'intensité initiale est convexe (resp. concave) on a p;r > pa (resp.

pr<pa). |

Ainsi, dans le cas de maintenances efficaces et pour des modeles de méme intensité asympto-
tique, si I'intensité initiale est convexe (resp. concave) la vitesse d’usure des modeles ARI,, est
supérieure (resp. inférieure) a celle des modeles ARA,, (voir figure 3.6). On aurait également pu
expliquer cette propriété par le fait que dans les modeles ARI I'intensité de défaillance est verti-
calement parallele a I'intensité initiale alors que dans les modeles ARA elle est horizontalement
parallele. Malgré tout, la différence entre les vitesses d’usure des modeles ARIL,, et ARA,, de
meéme intensité asymptotique reste faible comparativement a leur propre vitesse d’usure: cette
différence est asymptotiquement équivalente & un logarithme, avec une fonction puissance stric-
tement croissante pour 'intensité asymptotique. On peut donc a priori sans probleme comparer
des modeles ARI,, et ARA,, ayant la méme intensité asymptotique.

12 T T T ‘74 T T 3
10 o5
8 oL
5 15
ar 1
2 05
% E— - T 75 2 25 3 % 05 1 I 2 25 3 35 4 45
B=3, pr1 = 0.75, pay = 0.5 B=15 pn =029 psr =05

Fia. 3.6 Trait fin: AR trait gras: ARA,

On peut faire des comparaisons du méme type pour des modeles ARI (ou ARA) de mémoires
différentes mais finies. Tout d’abord il est trivial de montrer que, dans le cas de maintenances
efficaces, plus la mémoire est importante et plus I'intensité asymptotique est petite, et donc la
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vitesse d’usure est elle aussi petite. On peut également trouver des valeurs des parametres telles
que des modeles de mémoires différentes aient des vitesses d’usure comparables.

PROPRIETE 3.5.4 :

Pour des modéles de mémoire finie avec des intensités initiales de type puissance (A(t) =

0/5#371), il existe des valeurs des parameétres p,,, et p,, telles que le modéle ARI,,, (resp.

ARA,,, ) de paramétres (o, B, p.,,) et le modéle ARI,, (resp. ARA,,, ) de paramétres (a, B, ppm,)
aient les mémes intensités asymptotiques:

mo

Pmy = = (] - pmz)m (3()0)
]

Dans la propriété précédente, la différence entre la vitesse d’usure du modele de mémoire
my et celle du modele de mémoire mo est encore une fois asymptotiquement, équivalente a
un logarithme, donc les deux modeles sont comparables en terme de vitesse d’usure comme
I'illustrent les figures 3.7 et 3.8.

Fia. 3.7 Trait fin: ARI, Fia. 3.8  Trait fin: ARA,
trait gras: ARI, trait gras: ARA,
avec B =3, prp = 0.5, pry = 0.29 avec 8 =3, pa1 = 0.5, paa = 0.16

En conclusion, pour une méme intensité initiale, le parametre d’efficacité de réparation p
n’a pas la méme signification, en terme d’échelle de grandeur, selon le modele ARI,, ou ARA,,
considéré. Tl faut donc étre prudent lors de la comparaison des différents modeles.



Chapitre § __

Estimation dans les modéeles ARI et
ARA

Quelques auteurs ont étudié le probleme d’estimation dans des modeles de maintenance
imparfaite. Kn général peu d’entre eux se sont intéressés a 'estimation de Pefficacité de main-
tenance, souvent supposée connue. Comme nous 'avons vu dans le chapitre 2, tous les travaux
existants ne proposent que des résultats numériques. I.)idée de ce chapitre est donc de développer
des résultats théoriques dans le cas plus simple (et jamais encore étudié), ot I'on estime I'effica-
cité de maintenance quand 'intensité initiale est connue. On s’intéressera ensuite a 'estimation
de I'ensemble des parametres dans les modeles ARI,, et ARA,, pour une intensité initiale de
type fonction puissance. Les résultats seront, comme toujours dans ce cas complexe, uniquement
numériques.

4.1 Estimation quand DP’intensité initiale est connue

I.e but de cette section est d’étudier quelques estimateurs de lefficacité de maintenance dans
le cas ol I'intensité initiale est connue, c’est-a-dire que le comportement du systéeme en "absence
de maintenance est connu. I)intensité de défaillance dépend alors d’un unique parametre p € 7,
on la notera X¢(p). La vraie valeur de ce parametre est alors notée pg. Dans un premier temps
on s’intéressera aux propriétés de 'estimateur de maximum de vraisemblance (EMV), puis
on introduira des estimateurs explicites (EE). Tous les résultats proposés sont basés sur les
développements asymptotiques de 'intensité de défaillance cumulée des propriétés 3.4.3 et 3.4.4.
Ils ne s’appliquent donc qu’a des modeles de mémoire finie.

4.1.1 Estimateurs de maximum de vraisemblance
4.1.1.1 Critére de convergence pour les estimateurs de maximum de vraisemblance

I.a démonstration de la convergence presque siire et de la normalité asymptotique des EMV
de Pefficacité de maintenance est quasiment la méme pour des modeles ARI,, ou ARA,,. Cest
pourquoi nous proposons un théoreme général incluant le cas des modeles ARI,, et ARA,,. A
priori, nous ne connaissons pas d’autres modeles susceptibles de vérifier les hypotheses de ce
théoreme:

e A”1: On connait un compact Jy = [p1,p2] de R, inclus dans Vintérieur de J et tel
que p; < pg < p2 (PEMV est alors la valeur du parametre p de Jy qui maximise la
log-vraisemblance).

e A”2: Iintensité de défaillance est dérivable par rapport a p, on note Aj(p) cette dérivée.
Il existe deux fonctions, A, €t Ayar, croissantes et strictement positives (sauf en zéro),
et une constante d telles que:

Vp €T, VI >0, Awmin(t) < M(p) < Aman(t) | Ailp) | d Appin (1) (4.1)
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e A”3: 1l existe une constante m, une fonction, u, croissante, positive et non identiquement
nulle et une fonction h positive telles que, pour tout p de 7y, on peut trouver une fonction,
Aoo,py CTOissante, positive et non identiquement nulle vérifiant:

920, s () A (1] = O ((000) 0Ty i )B) (42

e A”4: Pour tout p € Jy il existe une constante (', telle que, les constantes (', soient toutes
positives ou toutes négatives et :

920, sup [X(p) €y deopl)] = O ((0l0) — (T, (D) (43)

da >0, b >0, Vp € Ty, a <

u(t) — “(TNt,fm,—F]) ps.
u(t) t—+40c0

Cy

<b (4.4)

o A”5: U =

e AV6: limy . u(t) =00
e A”7: 1l existe une constante ¢ > 0 telle que:
(1) h(t
lim M =c (4.5)

t—oo inf A t
- /)]€n.70 Oo’p( )

e A”8: Il existe une constante cq > 0 telle que:

lim ——~ = ¢ (4.6)

e A”9: In(u(t)) = of in§ /\OO’/)(lﬁ)O‘S)7 avec Ao, (1) = fg Aoo.p(s) ds
pEJ ’

e A”10: Pour toutt > 0 et p € Jo, A ,(t) est strictement croissante en p si les constantes
(', sont positives, et strictement décroissante si les constantes (', sont négatives.
P ) P

© A”11:3e0 >0, Yp € Jo\{po},  Mocipg ()70 = O(Aopn (1) — Ao (1))

Comme nous le montrerons par la suite, ces hypotheses sont vérifiées par les modeles ARI,,
et ARA,, sous des hypotheses pratiquement identiques a celles des propriétés 3.4.3 et 3.4.4.
A”1 est une hypothese classique quand on fait de I'estimation par maximum de vraisemblance.
Elle suppose que la maximisation de la log-vraisemblance est faite sur un intervalle fermé borné
contenant la vraie valeur du parametre. En effet, le comportement de la log-vraisemblance pour-
rait, étre tres irrégulier en dehors de cet intervalle. I.’hypothese A”2 est relativement forte mais
nécessaire. En particulier, elle assure, pour tout ¢t > 0, I'existence de la dérivée partielle par
rapport a p de la log-vraisemblance dans I'intérieur de 7. Etant donné que la log-vraisemblance
est donnée par I"équation (1.11), sa dérivée en p vaudra:

et = | igzi AN~ [ Xilp s (4.7)

Enfin, grace ala propriété 3.4.2, les hypotheses A”2 a A” 7 impliquent que I'intensité de défaillance
cumulée et sa dérivée par rapport a p ont le méme comportement asymptotique respectivement
que Ao ,(t) et C,Ay ,(f). Les autres hypotheses n'ont d’autre justification que le fait d’ap-
paraitre naturellement et de facon incontournable dans la démonstration.

PROPRIETE 4.1.1 :
Soit 7 un intervalle de R d’intérieur non vide. Considérons le processus de comptage d’in-
tensité de défaillance Ai(po) définie pour tout py € J et telle que pour tout t > 0, X(pg)
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est continue, différentiable (par rapport a pg) avec une dérivée continue en py pour tout
po € J. Alors sous les hypotheses A”1 a A”11 et pour une unique observation du processus
des défaillances sur [0,t], P"EMV, pM" de py vérifie :

AOO,/)() (f) o Aoo,/}y" (f) p.s.

ve>0, /\oo,po (f)0'5+F f—)oo\ 0 (4'8)
/\OO’ (f) — /\0O SMT, (f)

“ Lt C N0, 1) (4.9)

A o,p0 (1) fmeo [

Pour démontrer cette propriété on utilise deux lemmes. e premier donne 'équivalence
asymptotique de la dérivée de la log-vraisemblance avec une combinaison linéaire du processus
de comptage et de I'intensité asymptotique cumulée. Cette réécriture équivalente est beaucoup
plus simple a traiter que I'équation (4.7). Le second lemme prouve que, sous certaines conditions
dont il reste a démontrer qu’elles sont bel et bien vérifiées, le maximum de la vraisemblance dans
Jo est atteint pour une valeur de p qui annule la dérivée de la log-vraisemblance (c’est-a-dire
qui n’est pas sur les bords de Jy).

Lemme 4.1.1 : Soit N un processus de comptage d’intensité de défaillance Xi(p) définie
pour tout p € Jo. Alors sous les hypothéses A”2 a A”8, on a:

sup | £4(p) — Co(Ni— A (D)) = O(In(u(1))) (p.s. (4.10)
pEJo 0

Démonstration :
Etant donné que la dérivée de la log-vraisemblance est donnée par I'équation (4.7), on en déduit
que :

sup | Li(p) — Co(N: — A, (1)) | = sup

/Ot [/\2(,0) - (jp] AN, — ./Ot[,\;(p) L Che(9)] ds

PET pET |. As(p)
b [Ale) ' :
< / sup |~ —C,| dN; + / sup |/\S(p) - Cp/\oo’p(s)| ds
JOo peJo Ag(p) JO peJy
t t t t
= / Y, dN, + / o7 Nds = / Y, dN, +0(/ 77 Vds) 4+ O(1) (4.11)
Jo Jo Jo Jo

avec Yy = sup,e 7 | ilgz; —C, | et 771 = (u(s) — ?I,(TN(,mH))h(s). Grace aux hypothéses

A72, A”3, A75, A6 et A78, on peut appliquer la propriété 3.4.2 et : fg 7™ Vs = O(In(u(t))).
De plus,

Ai(p) 1 1
Y, < sup |2 — Oyl + sup [N (p) -
pE€EJo Moo, (5) g rETo As(P) Anop(s)
) As(p)
sup | Ay(p) — Cp’\OO,p(S) | 4+ sup h\ sup | As(p) ’\00,/)(3) |
< pEJo pE€Jo S(p) pPETo (4 ]2)
- inf Ao () ’
pPETo

Or d’aprés A77, u(s)h(s)/inf,eq Ao p(s) = O(1) et d'aprés A72, sup e 7 |No(p)/Xs(p)| < d,
donc en substituant ces deux résultats dans I'équation (4.12), et en utilisant les hypotheses A”3
et A74, on obtient :

v o <u(s) — ?I,(TN(,mH)

) o) (4.13)
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Donc, en utilisant la version différentielle de ’écriture martingale de N on a:

1 1 1 1
[voan, = o ( [ st) +o(1) = 0 ( [ urrangon + [ vp dm)
J0O J0 JO J0O

- 0 </(: U ' Xs(po) ds) +0 </(: ur d/m) +O(1) (p.s.) (4.14)

Tout d’abord, d’aprés A”3: Xs(po) — Aeopo (5) = O((u(s) — "(TNS,fm,H)h(S)) = O™,

S

done, comme U7 o o(1), on obtient que :

1 1 1 1
/ U " X(po) ds — / U "N py (8) ds = / o7 NYds=o (/ 7! ds) +0(1) (p.s.)
J0 J0 J0 J0

(4.15)
Or d’aprés A”8 on a également :
/t Um "N oo () d /t 7 Aooupo (4) d /t0(7m‘)d O </f 7N ) +O(1)
s 00, S S = 7 g — Y (S = 7 g S = 7 g S
Jo & Jo u(s)h(s) Jo Jo
(4.16)

D’ou . .
/ UZ”’*]/\S(,OO) ds =0 </ A ds) +O(1) (p.s.) (4.17)
Jo Jo

Kt finalement comme fg 71 ds "= O(In(u(t))). On en déduit que :

| /0 U A (o) ds = O(In(u(t))) (p.s.) (4.18)

Fnsuite on applique le théoréme 3.3.1. Comme | UM~ |< 1 on obtient que fg Ur='dM, est
une martingale locale de processus croissant:

t t t
[ o as™ [ @ (s s+ [ @ oz s
0 0 J0
13

t ,
o N ) s+ [ otz ds
Jo -

2, </(: U X (5) ds) +0 </(: 7m ds) +0(1) = o(In(u(t))) (4.19)

St ce processus croissant diverge, le théoréeme 3.5.2 implique :

el .AUT‘MLEﬁWWWWWW“U—WMMm) (4.20)

St le processus croissant ne diverge pas le méme théoréeme 3.3.2 implique également I’équation
(4.20), puisque In(u(t)) est divergent par hypothese. Le lemme est donc démontré. |

Lemme 4.1.2 : Soit N un processus de comptage d’intensité de défaillance \i(p) pour p €
Jo- On suppose que L}(p) vérifie:

Ve> 0, sup | £4(p) = CplMoon(t) = AoouplD) I 0((Ro e (1)) (4.21)
P 0

Alors sous les hypotheses A”1, A”10 et A”11, il existe T' > 0 tel que pour tout t > T :

Lip1) >0 et Li(p2) <0 (ps.) (4.22)
]
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Démonstration :
I ’hypothese A7 11 implique que :

Ja >0, I >0, V> T, Ay (DP7T0 < | Aoy () — Aoy, (1) | (4.23)
L’équation (4.21) implique que presque sirement :
VU >0, 3 >0, vi > Tllv | [:;(p1) B C/h (AOO7PO (f) o AOO,/M (f)) |§ 77/\00,/)0 (t)0.5+m (4'24)

Mais en raison de Uhypothése A710, Cp (Moo 5o (1) — Moo oy (£)) est positif. Done, si on suppose
que L} (p1) est négatif, on aura également :

L) > 1 Coy 1 Mooy (1) = Aoy (1) | =0 o (174
> (@ = 00) [ Moo po (1) = Ao (1) | (po5.) (4.25)

Sin < a/a, on obtient que L}(p1) est nécessairement strictement positif pour tout t > max (T, T"),

ce qui contredit ’hypothese effectuée. Donc la premiére partie de I'équation (4.22) est démontrée
en prenant T = max(T', T"). La deuzieme partie se démontre de facon similaire. |

Démonstration (Propriété 4.1.1) :
Grace aux hypothéses A”2, A73, A7, A6 et A8, la propriété 3.4.2 peut étre appliquée en pq
el :

/0 77" ds = O(In(u(t))) (p-s.) (4.26)

Or d’aprés Uhypothése A73, on également Mi(po) — Moo po (1) = O(Z7" "), et done:

Mlpa) ~ A = [ 002 s =0 ([ 70 as) +00) 2 Ottty (120

De plus, comme A, ,,(t) diverge, le corollaire 3.3.1 implique pour tout € > 0 que M, el
()(/\Oop0 (f)0'5+‘). En utilisant ces deur résultats dans l'écriture martingale de N, on obtient
que N = AOO’l)O(t)—I—o(/\OOpO( VOS5 L O(In(u(t))). Or, d’aprés Uhypothése A”9, O(In(u(t))) <

0(A o p (1)), donc on a finalement :
Ny = Ao po (1) + 0(Aeo o (1)°°F) (p.s.) (4.28)

Fn substituant ce résultat dans celui du lemme 4.1.1, on prouve toujours grace a [’hypothése
A79 que 'équation (4.21) est vérifiée. On peut donc appliquer le lemme 4.1.2. Or, en utilisant
la propriété de continuité de 'intégrale de Lebesque (qui est vérifiée grace a 'hypothese A72),
on prouve que pour tout t > 0, la log-vraisemblance et sa dérivée par rapport a p sont continues
en p pour p € Jy. Ainsi, pour t > T, la dérivée de la log-vraisemblance s’annule au moins une

fois entre py et pa, et Uestimateur de mazimum de vraisemblance vérifie done: L} (p Mr) .
En utilisant ce résultat dans ['équation (4.21) on obtient :
Ve s 0 Aoy (1)~ A (1) " 0( A (007 (4.29)
Le premier résultat de la propriété est donc démontreé.
De plus, le lemme 4.1.1 implique que pour tout p € Jo on a:
[:I
A0) Ny N l0) 4 O (1) (5. (4:30)
p
Done,
[ L ~AMT,
o) EUPEZ) g ir () Do 1)+ Ol (1)) (p5) (4.31)

=N,
Cp Cﬁz\/f‘ W

0
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Comme lestimateur de mazimum de vraisemblance annule la dérivée de la log-vraisemblance, le
méme lemme 4.1.1 implique aussi que :

L3 (po) 754(:57{\/”) _ L3 (po) p.s.
C, (ij]Z\/IL C

N A (O (1)) = My As(p0) — Ao (1) +O (I (u(1)))

0 Po

=M+ O(In(u(1))) = /oo, (1) <7AMt o +0 (M)) (4.33)

0,00 AOO,/JO (t)

D’aprés A79, In(u(t))/\/Noo.po (1) < 0(1), done en utilisant les équations ({.31) et (4.33), on a:
Ao s (1) = Ao o (F)

M,
Yz o> B vy s I

. . C .o .
Enfin, en appliquant le corollaire 3.3.1 on a: My/\/Ao 4o (1) — N(0,1). Le deuxieme résultat
de la propriété est ainsi démonitré, puisque une convergence presque sure implique une conver-

o) (p.s.) (4.34)

gence en loi. |

4.1.1.2 Modéle ARI,,

Comme nous le montrerons un peu plus loin, quand on applique la propriété 4.1.1 aux
modeles ARI,, et ARA,,, les hypotheses A”2 a A”11 sont vérifiées avec les mémes hypotheses
que pour les propriétés 3.4.3 et 3.4.4.

Ainsi pour appliquer la propriété 4.1.1 seule I’hypothese A” 1 impose une condition plus forte:

e A1: On connait un intervalle [p1, p2], dans lequel on recherche 'EMV, et tel que —oo <
P1 < po < pg < 0C.

Comme on le verra dans la section suivante, il semble, qu’en pratique, la log-vraisemblance soit
suffisamment réguliere pour qu’on puisse la maximiser sur la totalité de I'intervalle | — oo, 1],
afin de trouver I'estimateur de maximum de vraisemblance. c¢’est-a-dire, qu’en pratique, pour
des modeles ARI,, et ARA,,, il semble qu’on n’ait pas & se soucier de I’hypotheése A1, mais on
ne sait pas prouver pourquoi.

PROPRIETE 4.1.2 :

Pour des modéles ARI,, de mémoire finie et sous les hypotheses A1, A2 et A3, TEMYV de
Pefficacité de maintenance vérifie pour une unique observation de processus des défaillances
sur [0,1] :

ML 0.5—¢ P-5:
A(t) M c
— (1= po)™ — (1= pMIym = 1 4.
g [ = (1 ] T N (150

Démonstration :
L’ hypothese A1 implique que l'on connait deux constantes py < 1 et py < 1 telles que py <

po < pa. Soit, Rl = p; —1, R2 = 28 ;= (1 — R V1, my = (1 - R2)" A1 el
m—1

M=004+m(OVIRI)[(O-R2) "+ Z(] — RV ). On applique la propriété §.1.1 avec :
=

J = [R]vRQ]’ '-70 - [php?]a /\min(t) = m/QA(t)’ /\mﬂﬂ”(f) = 77?/1/\(75), d = mMQ, /\oo,p(t) = (] -
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-m m m 1
mA(), u(t) = A(t), h(t)=1,C, = , 0= , b= ,c= ,
PP ) = A BO =1, € = = b T e
= —"—.
Y (=)

L hypothese A71 est vérifiée puisque pg € Jo C J. Les intensités d’usure minimale et maxi-
male Xin (1) €t Mpaw o(t) vérifient Xpin o (1) < Ae(p) < Apawp(f), done A (t) < A(p) <
Amax(t). De plus, la dérivée de l'intensité de défaillance par rapport a p est:

mAN, - —1

Mp)= D (T=p e G+ 1) MT,_—)) (4.37)

J=0
L’ hypothese A”2 est donc vérifiée grace a la majoration suivante vraie pour tout p € 7 :

m—1

Sla-p) e+ <M (4.38)

J=0

En utilisant [’équation (3.32) et le fait que | p | ;”’:?)1 (1 —p) < 14my on prouve facilement
que Uhypothése A3 est vérifice. Fn utilisant le fait que Z?:o](] o)V M G 1) =

—m (1—-p)" " ona :
[Ni(p) +m (1= p)" " A(B)] < Z [(1=p)" o G+ 1) = DIAE) = AT, )
,7:0M

——(u(t) - ?L(TNT7,WI+1 ))h(t) (4.39)
(1=p)" '

avec toujours T; = 0 pour j < 0. A7} est donc vérifice. A75 est vérifiée grace a la propriété 5.4.1.
Le théoréme de Karamata [28] prouve ’équivalence asymptotique suivante pour les fonctions a
variations réquliéres avec § > —1:

A(t) ~ (B+ 1) MA@ (4.40)

Ainsi, A(t) = o(A(1)), et Uhypothese A”9 est donc vérifiée. Fnfin, il est trivial de démontrer que
les hypotheses A”6 a A8 et A”10, A”11 sont vérifiées.

La propriété 4.1.1 prouve la convergence en loi de (1 — pg)™ — (1 — pM ™)™ vers une variable
aléatoire gaussienne centrée avec l'écart type voulu. Cette propriété implique également :

0.5—¢ (] B pﬂ)m - (] - pAi\/fL)m, D.S.
(1 — pg)m (0-5+0) =400

Ye>0, A(t) . 0 (4.41)

Done, (1 — pMIy™ — (1 — po)™ 4+ o(A(£)7O2F) et le premier résultat de la propriété peut étre
facilement déduit de cette égalité a aide d’un développement asymptotique. |

4.1.1.83 Modele ARA,,

PROPRIETE 4.1.3 :
Pour les modéles ARA,, de mémoire finie et sous les hypotheéses Al et A4, "EMYV de efficacité
de maintenance vérifie pour une unique observation du processus des défaillances sur [0,t]:

Ve 0, po- s 0 2
f—=>+00
a1 ] o) )
(1= poyran [P0 Pr toroo’ N

O]
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Démonstration :
I hypothese A1 est vérifiée, on peut donc définir py, pa, R1, B2, M, my et my comme dans la
démonstration de la propriété 4.1.2. On applique la propriété J.1.1 avec: J = [R1, R2], Jo =

p-2., -2
(01, p2)s Amin(t) = A(mat), Aman(t) = X(mat), d = M — 2 AL (t) = M — p)m),

m; V' m
B—1
2
—m (8 -1) B —1 81 B—1
— a=m ,b=m , 0= ——————,
1—p 1—p 1= py (1 — po)™B=1)

u(t) = t, h(t) = (), C, =

5—1
(T )" A (1~ 1)
On démontre que Uhypothese A7 1 est vérifice de la méme maniére que pour la propriété 4. 1.2.

Soit my = mAN,— — 1. La dérivée par rapport a p de Uintensité de défaillance est donec égale a :
M)y =Y (=) pl+1) = )TN N [ (1 =p)"t4p> (1 =p)(t—Tn,_ ;)| (4.44)
7=0 7=0

En utilisant la majoration (4.38), on montre que cette dérivée vérifie pour tout p € J :
| X(p) < M (48 v X (mat) (4.45)

1l est alors facile de prouver que hypothese A”2 est vérifiée.
Avec une technique similaire a celle avec laquelle on a obtenu (3.80), on a, en utilisant
Uinégalité de Taylor-Lagrange, pour tout p € Jy :

m—1
M)~ A1) 1 (L X)) 1| Y (1= (e T, ) (4.46)
s€T(p ,

7=0
avec Ii(p) = [(1 A (1 — R2)™)t, (1 V (1 — R1)™)t]. Or, comme X est une fonction puissance,
X est aussi une fonction puissance, ainsi comme R1 et R2 sont strictement positives, on a

maxer, () A (s) = O(N(1)). Ainsi,

M) Do) 1< 1o 10 gVl Ty, i) ON()
<m0 T O = O T g) N0 (447

I ’hypothese A”3 est donc vérifiée.
Comme 27;01 (1=p) " p (j4+1)—1)=m (1—p)™", et en utilisant I'inégalité de Taylor-
Lagrange, on a pour tout p € Jy:

| X(p) — Codeo,n () | = | Xylp) +m (1= p)" 1 N (1 p)™1) |

< i [0=p) (e G+ 1)~ 1) | {(f =T ) | X (0= p)") [ +TN,_—;

J=0

J=0

N1 =p)t) =N | (1 =p)"t+p 2(1 —p)(t=Tn,_ ) }

< M| (mPE Vv CTIY N @) (- T, ) + 11l
S0 = Y= T ) (1Nt} 1V X (ot >}
< O((—Tw mn) V(1) (1.43)
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Donc Uhypothese A7 est vérifiée. Grace a la propriété 3.4.4, Uhypothése A”5 est vérifiée. Fnfin
il est trivial de montrer que les hypotheses A76 a A711 sont vérifiées. On peut donc appli-
quer la propriété 4.1.1 et finir la démonstration de facon similaire a ce qui a €té fait pour la
propriété 4.1.2. |

4.1.2 Estimateurs explicites

Comme cela a été vu dans la section précédente, on ne sait pas prouver que 'EMV est
convergent quand on maximise la log-vraisemblance sur | — oo, 1]. En effet, 'EMV doit étre
recherché dans un compact de | —oo, 1] contenant la vraie valeur pg de I'efficacité de maintenance.
Mais on peut trouver des estimateurs explicites (EE) qui n’ont pas ce probleme. Ces estimateurs
sont basés sur le fait que 'intensité de défaillance cumulée vérifie: A; e Ao (1) + O(In(u(t))).

Dans cette section, on reprend les notations plus simples A, = Xi(pg) et Ay, (1) = Ao ().

PROPRIETE 4.1.4 :
Pour des modéles ARI,, de mémoire finie et sous les hypothéses A1 a A3, pour une unique
observation du processus des défaillances sur [0,t], 'EFE:

pr=1- <A]¥;)>1/m (4.49)

vérifie les mémes propriétés asymptotiques que 'EMYV de la propriété 4.1.2. ]

Démonstration :

La propriété 3.4.3 est vérifiée, done Ay ™= (T—po)™ AB)+O(In(X(1))). De plus grice a l’'équation
(4-40) on a pour tout € > 0 : In(A(t))/A ()" = o(1). Done, en se servant de ces deuzx résultats
dans ’écriture martingale de N, on prouve, pour tout € > 0, que :

M, Ne = (1= p)"A(t) + O(In(A(1))) ns. 05— [ Ni m
ol NOZEE A (1) <A(t) — (1= po) ) +o(1)
AT =) = (1= p0) ™) + (1) (4.50)

.5,

On a également, Ay ™= (1= po)”A(t) + o(A(t)). Le corollaire 3.3.1 implique donc que M;/((1 —
po)™ A (1)) F converge presque sirement vers zéro pour tout ¢ > 0, et converge en loi vers une
variable aléatoire gaussienne centrée réduite pour ¢ = (. En utilisant ces deuxr résultats dans
Uéquation précédente, la propriété est démontrée. |

I.e méme type d’EE peut étre trouvé pour des modeles ARA,, de mémoire finie et avec une
fonction puissance pour I'intensité initiale.

PROPRIETE 4.1.5 :
Pour des modéles ARA,, de mémoire finie et sous les hypothéses Al et A4, pour une unique
observation du processus des défaillances sur [0,t], 'EFE:

1

N, \ 7611
ﬁf—]( ’*) (4.51)

ath

vérifie les mémes propriétés asymptotiques que 'EMYV de la propriété 4.1.3. ]

Pour construire les EE précédents on a remplacé, dans 'écriture martingale de N, 'intensité
de défaillance cumulée par son développement asymptotique. De ce développement asymptotique
on a utilisé la valeur du premier terme, (c’est-a-dire I'intensité asymptotique cumulée) et le fait
que erreur commise est alors proportionnelle & un logarithme. Dans le cas des modeles ARy,
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en raison de la forme tres simple de l'intensité de défaillance, il existe un estimateur explicite
construit a partir de la vraie valeur de I'intensité de défaillance. Ce nouvel EE a les mémes
propriétés asymptotiques que les autres estimateurs. Mais, comme il tient compte de la vraie
valeur de I'intensité de défaillance cumulée (et pas de son développement asymptotique) on
espere que cet estimateur convergera plus vite (par exemple en terme de taux de recouvrement
de l'intervalle de confiance asymptotique) que les autres estimateurs.

PROPRIETE 4.1.6 :

Pourle modéle ARI et sous les hypothéses Al a A3, pour une unique observation du processus

des défaillances sur [0,1], 'EE:
N A(t) — Ny
prr = DR (4.5
.[0 ’\(TN() ds
vérifie les mémes propriétés asymptotiques que 'EMYV de la propriété 4.1.2 avec m = 1. [
Démonstration :
Lintensité de défaillance d’un modele AR vérifie : Ny = Mt) —poA(Tn,_). I ’écriture martingale
du processus N pour un modele AR implique donc que :
Ny — A(t M,
Mo M (4.53)
.[0, ’\(TN() ds

Jo AT ) ds
Grace au lemme 3.4.1 et a Uhypothese A3, on a:

/0 AMTn) ds = A1) — ./0/[/\(3) S MTw )] ds = A(f) + /0 o(A\(8)) ds = A() + o(A(t)) (4.54)

Donc Iy Iy
~F2 1 1

- = 4.55

i = 3+ () 159

Et la propriété est encore une fois prouvée en appliquant le corollaire 3.3.1. |

4.1.3 Intervalles de confiance asymptotiques

Grace a la normalité asymptotique de I'ensemble des estimateurs précédents, on peut trouver
des Intervalles de Confiance Asymptotiques (ICA). Etant donné que pour un méme modele les
EMYV et les EE vérifient les méme propriétés, ils définissent les mémes TCA.

COROLLAIRE 4.1.1. :

Pour un modéle ARI,, de mémoire finie et sous les hypothéses A1, A2 et A3 pour les EMV

et Al a A3 pour les EE un ICA pour (1 — pg)™ de nivean n est:

?I%*\/K o 1137+\/Z

(1-p)"+ G (1-p)"+ NG (4.56)

ot u, est le 1 — 2 quantile de la loi normale centrée réduite, p est PTEMV oun I'EE et A =
uZ[AN(t) (1 — p)™ 4 ur]. O

Démonstration :

Soit U une variable aléatoire de loi normale centrée réduite. u, est défini par: P(|U| < u,) =
1—1. Les propriétés 4.1.2, 4.1.4 et 4.1.6 montrent que la probabilité suivante converge vers 1 —n
quand n diverge :

P <%((1 =) = (1= pa)")? oy < 0)

1~ po)
ugf\/Z 11,727+\/Z)

= P ((1 -p"+ EIOR <(T=po)™ <(1=p)"+ BN (4.57)



Estimation dans les modéles ART et ARA 61

Par analogie, on trouve des intervalles similaires pour les modeles ARA,,.

COROLLAIRE 4.1.2. :
Pour un modéle ARA,, de mémoire finie et sous les hypotheéses Al et A4 pour les EMYV et
Al et A4 pour les EE un ICA pour (1 — pg)™ de niveaun n est :

uz — VA

_ am(B—1) n
(1—p) + 55

11,727+\/Z

_ 5ym(B-1)

(4.58)

ot A = u2[4atf(1 - p)" A 4 u?]. O

4.1.4 Taux de recouvrement des intervalles de confiance asymptotiques

Sur un jeu de simulations d’un méme modele et pour un intervalle de confiance asymptotique
donné, on définit le Taux de Recouvrement (TR) comme étant la proportion de simulations
pour lesquelles la vraie valeur du parametre est dans l'intervalle. Si le nombre de simulations
est suffisamment important, le TR est un bon estimateur de la probabilité que la vraie valeur
du parametre soit dans I'intervalle de confiance. I.e TR devrait converger, quand on augmente
le nombre de défaillances observées, vers 1 — 5, ot 7 est le seuil de Iintervalle de I'lCA. Te
TR est ici un bon indicateur pour comparer les différents estimateurs. Kn effet, comme nous
I'avons déja fait remarquer, pour un méme modele les estimateurs explicites et de maximum
de vraisemblance définissent les mémes ICA. La proximité du TR de sa valeur limite est donc
uniquement fonction de la qualité de 'estimateur utilisé pour calculer 'TCA. C’est pourquoi nous
avons choisi ici de comparer les estimateurs a ’aide du TR, plutét qu’avec 'erreur quadratique
moyenne classique.

On a estimé (sur 10000 simulations et avec une fonction puissance pour I'intensité initiale
A(t) = aBtP=1) le TR des TCA de nivean 95% pour m € {1,2.,3}, 0 € {1, 10}, B € {1.5, 2, 3},
pe{-1, -04, —0.2,0, 0.2, 0.4, 0.6, 0.8} et n € {5, 10, 20, 40, 60, 80, 100}.

lLes figures utilisent les notations suivantes:

EMV 1 ARy + ARA;
---EE o] ARTQ X ARAQ
. _FEE2 A ARI; x ARA3

Quand la valeur d’un TR ne peut pas étre lue sur un graphique c’est qu’elle est trop mauvaise,
c’est-a~dire trop petite.

Comme c’est souvent, le cas lors de I’étude de modeles basés sur des processus puissance, le
parametre d’échelle, o, semble ne pas avoir d’influence sur la valeur du TR. Les graphiques sont
donc les mémes pour @ =1 ou a = 10.

les figures 4.1 et 4.2 représentent le TR des estimateurs en fonction du nombre n de
défaillances simulées, pour 6 de nos modeles. On remarque que le TR semble effectivement
converger vers sa valeur limite de 0.95, quand le nombre de défaillances tend vers I'infini (ce qui
est équivalent au fait que la date de fin d’observation diverge). Pour certains EE (ceux dont le
TR n’apparait pas sur les graphiques) la vitesse de convergence est, pour certaines valeurs des
parametres, vraiment tres lente.

Pourles EMV, dans le cas ou 'intensité initiale est convexe (resp. concave), le TR des modeles
ARA,, (resp. ARI,,) converge plus vite que celui des modeles ARI,, (resp. ARA,,), comme cela
est illustré par la figure 4.1 (resp. 4.2). On peut expliquer ce phénomene. 1)’apres la propriété
3.5.1, quand l'intensité initiale est convexe, pour la méme valeur des parametres o, G, p, les
modeles ARI,, correspondent a des systemes qui s’usent plus vite que pour les modeles ARA,,.
Donc pour un méme nombre de défaillances observées, on aura tendance a faire fonctionner le
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05
0l
0ssl
0l
o7 e T T Sl
Fia. 41 TR fet. n, =3, p=04 Fia. 42 TR fet.n, 8=1.5,p=04

systeme suivant un modele ARA,, plus longtemps que celui suivant un modele ARIL,,. On aura
donc plus d’information sur le modele ARA, afin d’estimer son efficacité de maintenance.

Pour les EE, la propriété semble s’inverser: quand l'intensité initiale est convexe (resp.
concave), le TR des modeles ARI,, (resp. ARA,,) converge plus vite que celui des modeles
ARA,, (resp. ARI,,). Cela semble contredire 'explication donnée pour les EMV. En fait, dans
le cas des EE, un autre phénomene intervient. Les EE sont construits en approchant I'intensité
de défaillance cumulée par 'intensité asymptotique cumulée. Donc, plus les deux intensités sont
proches et meilleur est 'EE. Tl faut ajouter a cela que, dans le cas de maintenances efficaces et
comme cela a déja été utilisé dans le cadre de la démonstration de la propriété 3.2.1, plus un
systeme tombe en panne souvent et plus proches seront les intensités cumulées de défaillance et
asymptotique. A la limite, si le systeme était quasiment tout le temps en panne elles seraient
presque identiques. Donc comme le modele ARI,, correspond a un systeme qui s’use plus vite
que pour le modele ARA,,, ces intensités cumulées de défaillance et asymptotique sont plus
proches, et du méme coup I'EE converge plus vite.

l.a figure 4.3 représente le TR en fonction de la valeur du parametre d’efficacité de mainte-
nance. On constate que le TR dépend fortement de la valeur de p. Quand p est trop proche de un
ou trop petit, le TR converge beaucoup moins vite (figure 4.3). Pour une part, cela est di au fait
que les propriétés de normalité asymptotique, utilisées pour construire les ICA, sont fondées sur
la convergence du processus des défaillances vers un processus de Poisson homogene d’intensité
Aso(t). Plus p est proche de un et plus cette convergence est lente. En effet, la différence entre les
intensités cumulées de défaillance et asymptotique est équivalente au terme du second ordre du
développement asymptotique de I'intensité de défaillance cumulée. 1)’apres les propriétés 3.4.3
et 3.4.4 ce terme vaut:

(B-1) 1= +mp)(1 —p)"
(1—p)" p

Or pour t donné, quand p tend vers 1 par valeurs inférieures, la quantité ci-dessus diverge.

In(t) (4.59)

Donc le processus des défaillances s’éloigne de son processus de Poisson équivalent. 1)autre
part, quand 'efficacité de maintenance se dégrade et devient de plus en plus nuisible, 'intensité
asymptotique cumulée augmente, et sa différence avec I"intensité de défaillance cumulée tend a
devenir constante (pour  fixé, quand p tend vers —oo la quantité (4.59) tend vers m(8 — 1)).
Donc I'intensité de défaillance cumulée augmente et le systeme s’use de plus en plus vite. Pour un
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nombre de défaillances observées constant, on observe de moins en moins longtemps le systeme
et on a donc moins d’information pour estimer son efficacité de maintenance.

Fia. 4.3 TR fet. p pour 5 =3 et n = 40.

Comparer les TR selon I'estimateur pour un méme modele (comme cela est fait dans le
dernier paragraphe) a, en pratique, un sens. Par contre, comparer pour un méme estimateur
les TR pour des modeles différents avec les mémes parametres (comme cela est fait dans les
autres paragraphes) n’est pas forcément tres judicieux. En effet, on compare alors des ICA de
largeurs tres différentes et, qui plus est, correspondent a des modeles ayant des vitesses d’usure
incomparables (cf propriété 3.5.1). 1l vaudrait mieux, pour comparer les vitesses de convergence
des TR utiliser des modeles ayant la méme intensité asymptotique. Ainsi les processus ponctuels
correspondants auraient des vitesses d’usure comparables et, en plus, on pourrait s’attendre a
avoir des ICA de méme largeur. Pour trouver des modeles avec la méme intensité asymptotique
on utilise les propriétés 3.5.3 et 3.5.4

On compare les TR dans les cas suivants:

e Cas 1:lafigure 4.4 représente les TR pour des modeles avec une vitesse d’usure croissante :
A(t) = 3t%, et une méme intensité asymptotique correspondant & une bonne efficacité de
maintenance: A (t) = 0.3t2.

e Cas 2:lafigure 4.5 représente les TR pour des modeles avec une vitesse d’usure croissante :
A(t) = 3t%, et une plus mauvaise efficacité de maintenance: A\ (t) = 2.432.

e Cas 3: la figure 4.6 est similaire au cas 1 mais pour une vitesse d’usure décroissante:
At) = 1.5V et Ao (1) = 0.4744/1.

e Cas 4: la figure 4.7 est similaire au cas 2 mais pour une vitesse d’usure décroissante:
At) = 1.5V et Ao (1) = 1.35/1.

Les valeurs correspondantes pour le parametre d’efficacité de maintenance sont données dans
la table 4.1.

Tout d’abord on remarque que, quand le TR ne converge pas trop lentement (c’est-a-dire
pas pour des EE quand la maintenance est efficace), la mémoire n’a pas une influence trop
importante sur la valeur du TR. Pour des maintenances efficaces et quand la vitesse d’usure est
croissante, les KMV dans les modeles ARA,, fournissent les TCA dont le TR converge largement
le plus vite. Pour des maintenances efficaces et quand la vitesse d’usure est décroissante, les
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Cas 1
Cas 2
Cas 3
Cas 4

0.9 0.684 0.536  0.684 0.438  0.319
0.19 0.1 0.068 0.1 0.051  0.035
0.684 0.438 0.319 0.9 0.684  0.536

0.1 0.051 0.035 0.19 0.1 0.068

TaB. 4.1 Valeurs de p dans les cas 1 a 4
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EMYV des modeles AR, fournissent les meilleurs ITCA. Enfin quand 'effet de la maintenance se
rapproche du cas ABAQ, les ICA calculés a I"aide des EE sont recommandés.

4.1.5 Peut-on estimer un parametre d’efficacité de maintenance et un pa-
rametre d’échelle?

Dans cette premiere section on a étudié les propriétés asymptotiques de 'estimateur du pa-
rametre d’efficacité de réparation quand I'intensité initiale est connue. En fait, grace a la conver-
gence de l'intensité de défaillance vers 'intensité asymptotique, estimation de ce parametre
ressemble a Pestimation d’un parametre d’échelle dans un PL.P. Dans le cas ou l'intensité ini-
tiale est une fonction puissance, comme nous le développerons juste apres, il parait difficile
d’obtenir des propriétés théoriques quand on estime simultanément 'ensemble des parametres
du modele. Généraliser les résultats de convergence au cas on on estime simultanément le pa-
rametre d’efficacité de réparation et le parametre de forme (quand le parametre d’échelle est
connu) ne devrait pas poser trop de problemes. La démonstration devrait ressembler a celle faite
pour Pestimation des parametres d’un PLP, ou le parametre d’efficacité de réparation serait
I’analogue du parametre d’echelle du PL.P. Par contre, il devrait étre beaucoup plus difficile
d’étendre les résultats de convergence au cas ou on estime a la fois un parametre d’efficacité
de maintenance et un parametre d’échelle (pour un parametre de forme connu). Ces deux pa-
rametres ne sont pas identifiables a I'aide de I'intensité asymptotique. 1l faut donc se servir du
développement au second ordre de I'intensité de défaillance cumulée. Mais le terme du second
ordre a une croissance logarithmique alors que la martingale a elle une croissance proportionnelle
a une fonction puissance. Le bruit a donc des chances de cacher le terme du second ordre. Une
facon de faire serait d’utiliser un lissage sur I’ensemble de la période d’observation afin de rendre
le terme du second ordre prépondérant sur le terme de bruit. Or il semble que quelle que soit
la fonction de lissage le bruit reste prépondérant sur le terme du second ordre. On peut alors
se demander si les estimateurs simultanés des parametres d’échelle et d’efficacité de réparation
sont a variance nulle en I'infini? Une étude par simulation, qui n’a pas encore pu étre réalisée,
pourrait peut-étre apporter un début de réponse a ce probleme.

4.2 Estimation conjointe de 'intensité initiale et de D’efficacité
de maintenance

Comme cela a été dit au début de ce chapitre, peu de travaux se sont intéressés a I'estimation
paramétrique de 'efficacité de maintenance. Cette faible quantité de publications est sans doute
due a la complexité de la fonction de vraisemblance. Une étude théorique des propriétés des
estimateurs parait donc difficile dans le cas général ou on estime simultanément les parametres
de I'intensité initiale et de Pefficacité de maintenance. C’est pourquoi nous nous contenterons ici
d’une étude empirique de ces propriétés.

On a estimé, sur 5000 simulations du processus des défaillances, la moyenne et la variance
des estimateurs de maximum de vraisemblance, a,, Bn, Pn, pour des modeéles de mémoire
m € {1,2,3,00} et d’intensité initiale de type puissance avec o = 1, 8 € {2,3}. Pour chaque
simulation les estimateurs a,,, Bn et p, sont obtenus en maximisant numériquement la vrai-
semblance a 'aide d’une méthode de gradient. Comme dans le cadre de cette section on ne
possede pas d’intervalle de confiance asymptotique, on évalue la qualité d’un estimateur ﬁn pour
6 € {a, B, p} al'aide de I'Erreur Quadratique Moyenne empirique (EQM), définie par:

EQM(8,) = 52 + (mz, — 6)° (4.60)

ol mz représente la moyenne empirique de I'estimateur 6, et s% sa variance empirique sur
7 n,

les 5000 simulations. Pour chaque valeur des parametres «, § et p, pour évaluer la qualité
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de 'estimation on doit contréler trois parametres (les EQM de chacun des estimateurs). Cest,
pourquoi, dans cette section et contrairement a la précédente, nous avons limité le nombre de
cas, en particulier en n’étudiant que des maintenances efficaces et des intensités initiales convexes
(qui sont les cas les plus fréquents en pratique). I.’ensemble des graphiques de cette section sont
faits avec 5 = 3.

35

15

Fia. 4.8 Cas 1: EQM(a,) fet. n Fia. 4.9  Cas 2: EQM (@) fct. n

Fra. 410 Cas 1: F]Q/\/[(Bn) fet. n Fra. 411 Cas 2: F]Q/\/[(Bn) fet. n

les figures 4.8 4 4.13 représentent les EQM des estimateurs pour des modeles de méme in-
tensité asymptotique dans les cas 1 et 2 définis dans la section 4.1.4. On remarque que pour
des maintenances efficaces, les estimateurs des parametres de I'intensité initiale sont claire-
ment meilleurs pour les modeles ARIL,, que pour les modeles ARA,,. Pour un petit nombre de
défaillances observées, ces estimateurs sont vraiment mauvais dans le cas des modeles ARA,,.
I’effet de la mémoire sur la qualité des estimateurs de I'intensité initiale ne semble étre signifi-
catif que pour les modeles ARA,,. En ce qui concerne I'estimation du parametre d’efficacité de
maintenance, on peut dire que les modeles ARI; et ARA; fournissent des estimateurs bien plus
mauvais que les autres modeles. Dans les cas 1 et 2, le meilleur estimateur est celui du modele
ARAj;. Enfin, pour tous les modeles et tous les parametres estimés, il est clair que 'estimation
est meilleure dans le cas 1 que dans le cas 2, c’est-a-dire quand la maintenance est la plus efficace.
En conséquence, d’un point de vue statistique, dans le cas de maintenances efficaces, les modeles
ARI,, sont plus intéressants que les modeles ARA,,, et les modeles de mémoire un sont plus
mauvais que les autres. Ainsi, si on prend en compte le fait que plus la mémoire est importante
plus les intensités de défaillance sont complexes, on peut dire que les modeles ARI; ou ARI3
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sont les meilleurs en ce qui concerne leurs propriétés statistiques.

Qui plus est, il est difficile de comparer les modeles de mémoire infinie avec les autres. En
effet dans le cas de maintenance efficace, ces modeles ont une intensité d’usure minimale nulle
et on ne connait pas leur intensité asymptotique. Ils ont donc, comme cela a déja été souligné,
a priori un comportement tres différent des autres modeles. Tout ce qu’on peut faire est alors
de comparer les modeles pour les mémes valeurs des parametres, comme cela est fait sur les
figures 4.14 4 4.16. On remarque que le modele ARI,, semble fournir les meilleurs estimateurs,
mais cela est peut étre du au fait que les vitesses d’usure des modeles sont totalement différentes.

4 T T T ARI 1 —H— 3 T T ARI 1 —H—
ARI2 —O— ARI2 —O—
ARI 3 —&— ARI 3 —&—
35 ARI inf —— o ARI inf ——
ARA1 —— 25 ARA1 —— |
ARA 2 —X— ARA 2 —X—
ARA 3 —K— ARA 3 —K—
3k ARA inf —e— | ARA inf
2L
25
2+ 15
15
b
b
0.5
0.5
o o]
(o] (o]
Fia. 4.14  FEQM (a,,) fet. n, p=0.5 Fra. 4.15  FEQM(B,) fet. n, p=10.5

Pour montrer I'influence du parametre p sur la qualité des estimateurs, on a tracé les fi-
gures 4.17 2 4.19, qui représentent pour un modele ARI, les EQM des estimateurs des parametres
en fonction de l'efficacité de maintenance. Les graphiques sont similaires pour des modeles ARI,,
ou ARA,,. On remarque que plus la maintenance est efficace, meilleurs sont les estimateurs de
B et p. Pour une efficacité de maintenance presque parfaite, la légere augmentation de 'EQM
de p,, est sans nul doute un effet de bord di au fait que p est nécessairement plus petit que 1.
Enfin, la valeur de p ne semble pas réellement influencer la qualité de I'estimation de a.
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Chapitre 5 __

Le modeéele de Brown-Proschan

Dans ce chapitre on va développer de nouveaux résultats sur le modele de Brown-Proschan.
On rappelle que le processus des défaillances d’un modele BP est excité par une suite de va-
riables aléatoires externes B = {B;};>1, indépendantes et de loi de Bernoulli de parametre p. B;

e

représente efficacité de la M€ réparation:

B — 1 si la maintenance est AGAN
"1 0 sila maintenance est ABAO

I’intensité de défaillance du modele vérifie alors:

M(N,B) = At — Tn, + ANF) avec Ag=0et A, = z”: {ﬁ(] — Bk)} X, pour n > 1

=1 |k=j

oil la variable X, représente la 7¢me durée inter-défaillances. On va dans un premier temps étudier
le comportement du processus des défaillances. Puis on va développer une méthode permettant
d’estimer les parametres du modele quand on ne connait pas la valeur des variables aléatoires
externes B.

5.1 Comportement du processus des défaillances

Last et Szekli [46] ont prouvé que le processus des défaillances d’une généralisation du modele
de Kijima 1T (dont le modele BP fait partie) avait, sous certaines conditions, tendance a se
stabiliser. En particulier, pour un modele BP et a condition que le taux de défaillance soit
monotone, la suite des ages effectifs, la suite des ages juste avant maintenance, et la suite des
durées d’attente entre deux défaillances convergent en loi vers une limite raisonnable. En utilisant
des techniques mathématiques totalement différentes, nous allons pousser un peu plus loin ces
résultats et pour les mémes suites de variables aléatoires nous allons non seulement expliciter les
lois limites, mais aussi les lois non asymptotiques, ce que Last et Szekli n’ont pas fait. De plus,
dans ce chapitre on suppose uniquement que I'intensité initiale a une primitive A(t) = fg A(s) ds
qui est divergente, mais I'intensité initiale peut, entre autres, ne plus étre croissante.

5.1.1 Les ages virtuels

l.a propriété suivante donne la loi de I’age virtuel juste apres maintenance ou age effectif,
dans un modele BP. C’est la base de ’ensemble des résultats de cette section.

PROPRIETE 5.1.1 :

Pour un modéle de Brown-Proschan, I’age virtuel du systéme juste aprés la n®m¢

maintenance,
A,, a pour fonction de répartition :

— 1

Fan () =1 — (1= p) erp(—A(2)) LZU S )] (53)

=0 [l
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Démonstration :
La démonstration de ce résultat est un peu calculatoire et se fait par récurrence. Il est trivial de
démontrer que (5.3) est vraie pour n = 1. Supposons maintenant qu’elle soit vraie au rang n.

AR (2 AR (2
1+Z1*?’ < k(!)(k(l)D]

— (1 PA) erp(- A@)) [(1 P ‘A” L+ Z )] (5.4)

On a alors:

d

TFa, () = (1 pean(-

On remarque de plus que Fa,(0) = p, donc la distribution posséde un atome de masse p en 0.
Fn notant 8q la mesure de Dirac prise en 0, on a donc:

n— n—2 A
dF4, = pdog + (1 — p)Aexp(—A) [(] — ;U)”‘*1 h + pZ(] — p)k%] dzx (5.5)
! — -1

On en déduit que :

FAn+1 () = p+ (] - P) P(XW-H + A, < '77|Bn+1 = 0)
— (1) / 1 erp(— M) + A@)] dFa, (v)

= p+p(1—p)(1 —exp(—A(x)))+ (1 — p)?

” =1 (y 2 k(y
[ [(1 e R ol A el A b
70 ' ’ k=0 -

= p+p(1—p)(1 —eaxp(~A@)+ (1 —p)" (s — v, +pz p) (g — o) (5.6)

x E=T1(, k(2
avec vy = 6-777)(/\('77))./0 Alv )/(\k ()) v = Ak(! !

exp(—A(x)) pour k> 1 et

T k—1 v
up = /0 /\(7))6977)(/\(7)))%(17)
_ (k (])397“7)(/\(7“)) +up_y = —vp_q1 +Fup_y pourk >1
1 —exp(—A(x)) pour k=1

(5.7)

FEnfin, et a nouveau par récurrence sur m, on prouve que:

k
(1—p)" "(u, —v, —I—pz k “MNup—vg) = 1—exp(— (1 + Z (1— p -1 ('T)) (5.8)
I ’équation précédente est vérifiée pour n — 1 :

wp — vy =1 —exp(—A(x)) (1 + Ax)) (5.9)

Supposons que 'équation (5.8) soit vérifiée au rang n. On a alors :

(1—=p)" (tUng1 — V1) + PZU — p)k(uk — vg)
k=1

n—1

= —(1T—=p)"vpp1 + (1 — p)n*1 (thy, — vy) + pZ(] — p)k(uk — )
k=1
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S=pq e M)
=1 eap(-A@@) [ 1+ _(1-p)F n (5.10)
k=1 )

En identifiant le résultat de I'équation (5.8) dans I’équation (5.6) on démontre la propriété. M

[.a premiere conséquence évidente de cette propriété est que, si les maintenances ne sont pas
toujours ABAQ, la suite des ages effectifs converge en loi vers une limite connue.

COROLLAIRE 5.1.1. :
Pour un modeéle BP, si p > 0, la suite des ages effectifs {An}n21 converge en loi vers une
variable aléatoire A de fonction de répartition :

Fa(z) =1—(1—p)exp(—pA(r)) (5.11)
m

On peut également déduire tres facilement de la propriété précédente la loi et la loi limite
des ages virtuels juste avant maintenance.

COROLLAIRE 5.1.2. :

Pour un modéle BP, age virtuel juste avant la n®"m¢

maintenance:

A, = Ap X, =X, + i {ﬁm - Bk)} X; (5.12)

a pour fonction de répartition :

S N @)
Fac(r) =1 emp(-A(@) Y0 ) (5.13)
k=0 h
et converge en loi vers une variable aléatoire A~ de taux de défaillance pA(z), sip>0. O
Démonstration :
Pour démontrer ce corollaire, il suffit de remarquer que :
Fa, () = pP(A, <2|B,=1)4+(1-p) P(A, <z|B,=0)
= p+(-pPA, <2) = p+(1-p)F,-(7) (5.14)
|

Brown et Proschan [11] ont démontré que le temps d’attente entre deux maintenances par-
faites suit une loi ayant pour taux de défaillance pA(x). De plus, a tout instant, I’"dge virtuel est
égal au temps écoulé depuis la derniere maintenance parfaite. On a donc le résultat surprenant

était parfaite.

Last et Szekli ont démontré d’autres criteres de stabilité pour les modeles d’dge virtuel
qu’ils ont étudiés. Parmi ces criteres il y a la convergence de la suite des espérances des ages
virtuels juste avant ou juste apres maintenance et la convergence des espérances des durées
inter-maintenances. Dans le cadre du modele BP, on peut justement, grace a la propriété 5.1.1
et aux corollaires 5.1.1 et 5.1.2, calculer ces espérances et démontrer leur convergence vers une
limite connue.

COROLLAIRE 5.1.3. :
Pour un modéle BP, si il existe € > 0 tel que: x'* exp(—A(z)) = o(1), alors:

too 1 By
pas) = 1= [T ) [Zm - p)Ak—(,)] o (5.15)

k=0
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Et si, en plus, p > 0 alors:

+o00
WETOO KA ] = /0 exp(—pA(x)) dx (5.16)
+o00
Jim B4 = (0= p) [ en(phia) da (5.17)

Démonstration :

Tout d’abord, on a: dFy, = pdo + (1 — p)dF,—. Done, E[A,]= F[A,]/(1— p).

A Daide d’une intégration par parties on prodve que espérance de A existe et est éqale a la
quantité ci dessous si cette quantité est finie :

n—1 t + n—1 k "
flle —zexp(— Z ) —I—/ exp(—A(x)) [Z(] p)k/\k('”)] dr  (5.18)
k=0 g 70 k=0 -

Done léquation (5.15) est vérifice si, pour tout k > 0, xA*(x)exp(—A(x)) tend vers 0 el est
intégrable sur Ry . Cela est vérifié sous Uhypothése qu’il existe € > 0 tel que : 2' T exp(—A(x)) =
o(1). En effet, A(t) est alors une fonction croissante divergente et donc :

mAk(m)emp(f/\(m)) = T/\k(T) exp <] _]l_(/\(m) 7 j_(/\(r))

- (m1+femp(A(m)))1]+e <]jé>k<]ié/\(m)>kemp <1j_(/\(m)> = 0(1)(5.19)

Sous cette méme condition et quand p > 0, on prouve avec la méme technique et en utilisant
les fonctions de répartition de A et A~ que les équations (5.16) et (5.17) sont bien vérifiées. B

5.1.2 Les durées inter-défaillances

Toujours griace a la propriété 5.1.1, on peut étudier la loi de chacune des durées inter-
défaillances en calculant sa fonction de répartition. On retrouve ainsi un autre résultat de last
et, Szekli : la convergence en loi et la convergence des espérances des durées inter-défaillances.

COROLLAIRE 5.1.4. :
Dans un modeéle BP, les durées inter-défaillances, pour n > 2, ont pour fonction de survie:

+oo n— 2
Sxa (@) = (1=p) /A(v) exp(—A(z+0)) |(1—p)™ 2A Z ) dv
Jo ! -

tperp(—A()) (5.20)

Si, de plus p > 0 et exp(—A(2)) = o(1), alors elles convergent en loi vers une variable aléatoire
X de fonction de survie:

Sx(z)=1p /+0o Ao+ v)exp(—Ax4+v)+ (1 — p) A(v)) do (5.21)
Jo O
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Démonstration :
La premiére partie de la propriété est trés facile a démontrer, il suffit juste de faire un condi-
tionnement par rapport a A, et d’utiliser I'équation (5.4). Reste a prouver la convergence.

Joo
‘an(m) —pexp(—A(x)) — p(1 — p) /0 A(w)exp(—A(z+v)+ (1 —p) A(v)) dv

400

= (1-p) /0 A(v) exp(—A(x+ v))

(1—p)" 2 A" 2(v) T _‘ii (1— p)k/\k(v)] dv (5.22)

_ ! !
D (n —2)! Pt k!
Or, d’une part, comme A est croissante et positive,

A™(v)

n!

+oo n(y 400
/0 A(v) A (' )emp(f/\(m + v))dv < /0 A(v) exp(—A(w))dv=1 (5.23)

n.

Ft d’autre part, grace au théoréeme de convergence monotone on a également :

oo = AR (v)
/0 A(v) emp(f/\(m—l—v))ZU fp)dev

k=n
S o AR (v
= kz_;(] - P)k./o A(v) exp(—A(x+v)) k(! )(17)
- % (5.24)

Fn utilisant ces deux résultats dans la premiére équation de la démonstration on obtient que les
durées inter-défaillances convergent en loi vers X de fonction de survie:

Sx(z) = pexp(—A(2))+ p(1 — p) /0+°° A(w)exp(—A(z+v)+ (1 — p) A(v)) dv (5.25)

A Daide d’une intégration par parties, on en déduit :

Sxle) = Jim_erp(-Alr o)+ (1= pAW)
+p /04'0O Ao+ v)exp(—Ax4+v)+ (1 — p) A(v)) do (5.26)

Or, comme A est croissante et grace aux hypothéses, on a :
exp(— Az +v)+ (1 — p)A(v)) < exp(—pA(v)) = o(1) (5.27)

D’ou le résultat. [ |

COROLLAIRE 5.1.5. :
Dans un modéle BP, si il existe ¢ > 0 tel que: 2' T exp(—A(z)) = o(1), alors I'espérance de
la durée moyenne d’attente de la prochaine défaillance vérifie:

+00 n—1(, n—2 k(o
Pl = [ A [<1p>”‘A—ﬂ‘)3+p;mp>“k()!) dr (5.28)

(- (

et si, en plus p > 0, alors la suite de ces espérances converge vers:

+o00
lim F[X,]=p /0 exp(—pA(x)) dx (5.29)

n—+oo
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Démonstration :
Pour démontrer ce corollaire il suffit de remarquer que :

FIX,) = F[A; — Ay 1] = F[A7] = F[A, 4] (5.30)
[ |

e résultat le plus intéressant de cette section est sans doute le corollaire 5.1.4 qui donne
les lois marginales des durées inter-défaillances successives. La figure 5.1 représente les taux de
hasard de ces durées inter-défaillances pour une intensité initiale convexe (A(t) = 3t?) et une
efficacité de réparation p = 0.3. On remarque qu’apres une réparation le taux de défaillance
de la prochaine durée inter-défaillances a une forme en baignoire. .a croissance en n de la
valeur initiale de ce taux de défaillance est due au fait que I'on ne sait pas quel est 'effet de
cette réparation sur le systeme: peut-étre est-elle AGAN, peut-étre est-elle ABAQO. En d’autres
termes, juste apres une réparation, le systeme a plus tendance a tomber en panne car on ne
sait pas si la réparation a été efficace ou non. Si le systeme survit suffisamment longtemps apres
avoir été réparé, il y a de grandes chances que cette derniere réparation ait été parfaite, et le
taux de défaillance a donc alors une valeur pratiquement identique a l'intensité initiale. Pour des
systemes industriels importants, on s’attend a observer le méme genre d’effet de la réparation.

O 1 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 12

Fia. 5.1 Taux de hasard des durées inter-défaillances successives dans un modele BP.

lLa figure 5.2 montre l'effet du parametre d’efficacité de réparation p sur la forme du taux
de défaillance asymptotique des durées inter-défaillances (c’est-a-dire sur la forme du taux de
défaillance associé a la variable X définie dans le corollaire 5.1.4). [’effet de la réparation est
d’augmenter la valeur initiale de ce taux de défaillance par rapport au taux de défaillance de
I'intensité initiale. Cette augmentation est d’autant plus importante que p est petit. En effet, plus
p est petit et plus on a de chance que la réparation soit ABAQ. Cependant on peut remarquer
que dans le cas d’intensité initiale concave, cet effet de la réparation n’est pas forcément suffisant
pour inverser la convexité de la courbe. Les taux de hasard des durées inter-défaillances n’ont
alors pas une forme en baignoire.
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12 3
10f]
— p=1
8 — p:OQ
—— p=0.5
6r —r— p:OS
—— p=0.1
i 1 —p=l 4
2 0.5 —— p=05
—— p=0.3
—— p=0.1
O I I I O I I I T
0 05 1 15 2 0 0.5 1 15 2 25

Fia. 5.2 Influence de p sur le tauz de hasard de X dans un modeéele BP, pour une intensité
initiale : @ gauche A(t) = 3t%, a droite A(t) = 1.5\/1.

5.1.3 Influence du passé du processus

En pratique on a généralement déja observé le systeme pendant un certain nombre 2 de
défaillances et réparations. On va maintenant voir quelles sont les conséquences des résultats
précédents quand on conditionne par rapport a ce passé.

PROPRIETE 5.1.2 :

Pour un modéle BP, ot H; représente I'histoire du systéme jusqu’a linstant de la i€
défaillance (cette histoire peut inclure oun non les i — 1 premiers effets de maintenance),
on a pour toutn > 1:

sup |P(Vigw > 2[Hs) — P(Va > )] < (1 p)" (5.31)
x>0
avec V qui peut étre remplacé soit par X, soit par A, soit par A~ . ]

Démonstration :
On note R, ; = U}LZ’*] {Byr = 1}, c’est-a-dire le fait que le systeme se renouvelle entre le 17™°
et le (i+n) eme instant de défaillance. On a tout d’abord que :
P(R,;)=1— PO "Bp=0)=1-(1-p)" (5.32)
Ft done,
P(‘/H—n 2 T|H1) =P (‘/H—n 2 '77|H7H Rn,i) P (Rn,i) + P (‘/H—n 2 '77|Hi7 Rn,i P (Rn,i>
— P(‘/H—w 2 '77|H7H Rn,i) + (] - P)w [P (‘/H—n 2 '7;|Hi7 Rn,i) - P(‘/7+TI 2 '7;|Hi7 Rn,i)] (533)

Or,
|P (Vign > 2|Hi, Roi) — P(Vign > 2|Hi, Ry )| <1 (5-34)

Apres une maintenance AGAN, le systeme oublie le passé du processus des défaillances donc :
PVign > z|H;, R, ;) = P(Vig,, > 2| R, ;) (5.35)

et son comportement est similaire a celui d’un systeme neuf, donc:
PWVign > z|R,;) = P(V, > 2|R, ) = P(V,, > 2) (5.36)

D’ou le résultat. [ |
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PROPRIETE 5.1.3 :
Pour un modeéle BP, si l'intensité initiale est croissante et qu'il existe € > () tel que:
2T exp(—A(x)) = o(1), alors avec les mémes notations que la propriété 5.1.2, on a:

Vn > 1, E[X M = EIX]+ 01— p)") (5.37)
[l

Démonstration :
Le théoréme de Fubini pour des fonctions positives nous permet d’écrire :

Pl = [ Sy (o) ds (5.39)
J0O

Ft en utilisant les résultats de la démonstration de la propriété 5.1.2, on a:
FIXoon|Hi] — FIX.] = (1— p)” [/ P (Xisn > a|Hi Bog) do — / P(X, > 2)de| (5.39)
Jo Jo

Or,comme intensité initiale est croissante on a pour tout x > () :

Sx, (%) < Sx,B, ,=1(7) = Sx,(¥) = exp(—A(z)) (5.40)

De plus, pour tout x>0 on a:

Sl Frs () < X B =1 () = Sx, () (5.41)
On démontre la propriété car F[X,] = O(1). [ |

l.es comportements des processus des défaillances d’un modele de Brown-Proschan et d’un
modele ARI,, ou ARA,, de mémoire finie sont donc completement différents. T.es modeles ARI,,
et ARA,, de mémoire finie, malgré I'effet des maintenances correctives, correspondent a des
systemes qui s’usent, puisque l'intensité de défaillance est toujours supérieure a I'intensité d’usure
minimale. Alors que le modele de Brown-Proschan a tendance a s’apparenter asymptotiquement
a un processus de renouvellement : I'effet des maintenances tend a stabiliser 'usure du systeme.
Pour autant 'effet des maintenances ne tend pas a étre AGAN. En effet, d’une part, la loi
asymptotique des temps inter-défaillances n’est pas la méme que celle du systeme a I’état neuf.
D’autre part, le passé immédiat du processus des défaillances semble toujours pouvoir influencer
de fagon significative la probabilité de défaillance (propriété 5.1.2).

5.2 Estimation dans un modele BP

5.2.1 Identifiabilité de I’efficacité de réparation quand ’effet des réparations
est inconnu

Comme nous I'avons déja fait remarquer, la plupart des travaux d’estimation dans les modeles
de maintenance imparfaite supposent que 'efficacité de maintenance est connue. Dans le cas BP,
cela signifie que les valeurs des variables externes B sont connues et donc que I'on sait quelle
maintenance est parfaite et quelle maintenance est minimale. Tl ne reste alors plus a estimer que
les parametres de I"intensité initiale c’est-a-dire de la loi du premier instant de défaillance. Or,
dans la pratique il est douteux que I'on puisse connaitre avec certitude les effets des maintenances.
l.es variables aléatoires B sont donc des variables cachées.

e fait que peu d’auteurs se soient intéressés au probleme d’estimation quand les variables
B sont cachées, est sans doute lié a I'article de Whitaker et Samaniego [73]. Dans ce tout
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premier article publié sur les méthodes d’estimation dans le modele BP, les auteurs ont mis
en évidence un probleme d’identifiabilité pour p dans le cas ol les variables B sont cachées et
la durée d’attente de la premiere défaillance est de loi exponentielle. Comme nous I'avons déja
souligné, cela est logique en raison de 'absence de mémoire de la loi exponentielle. Si I'on omet
ce cas pathologique, le parametre d’efficacité de réparation est, comme nous allons le montrer,
parfaitement identifiable, méme pour des variables B cachées.

Tout d’abord, I'intensité initiale est identifiable puisqu’elle correspond au taux de hasard du
premier instant de défaillance T;. Pour prouver que p est lui aussi identifiable on calcule la densité
jointe des deux premieres durées inter-défaillances. On note fx|y—,(#) la densité conditionelle
de X sachant Y =y : lima,—0 1/Az Pl < X <24 Az|Y =y).

Ixixo(z,22) = pfx, xo =11, 22) + (1= p) fx, x,1B=0(1, 72)
= pfx,mi=1(22) fx, (@1) + (1= p) fx,1B=0,%, =, (2) [x, (1)

Or,
fxo1pi=1(72) = fx,(22) = Mw2) exp(—A(r2)) (5.42)
Fit,
fxo1Bi=0, %=, (£2) = (w2 4+ 21) €xp(=A(z2 + 21) — A(a1)) (5.43)
Donc

Ixix, (@ e2) = Ma)A @+ 22) exp(— A7 + 22))
+pA(x)[A(ae) exp(—A(xr) — A(xg)) — Aoy + 22) exp(— A2 + 22))] (5.44)

Ainsi, p n’est pas identifiable si et seulement si, pour tout zy > 0 et 25 > 0,

Aag) exp(—A(xy) — A(22)) = Aoy 4 22) exp(— Az + 22))

En prenant la primitive par rapport a x5 des deux membres de cette équation, on prouve donc
que p n’est, pas identifiable si et seulement si, pour tout 21 > 0 et 29 > 0,

Az) + A(ze) = Aoy + 29) (5.46)

Donc, si la premiere durée inter-défaillances est supposée de loi non exponentielle, le parametre
d’efficacité de réparation est identifiable.

En pratique on peut considérer que les systemes en 'absence de maintenances s’usent. I.)in-
tensité initiale ne peut donc pas correspondre a une loi exponentielle et le probleme d’identifiabi-
lité n’a pas lieu d’étre. Dans un cadre paramétrique, on peut donc alors s’intéresser a I’estimation
des parametres de I'intensité initiale et d’efficacité de réparation dans le cas o les variables B
sont cachées.

Uneidée proposée par Lim [52] est d’utiliser I"algorithme EM spécialement concu pour faire de
I’estimation dans des modeles dépendants de variables cachées. Tim, Tu et Park [51] ont proposé
une autre méthode, basée sur 'analyse bayésienne, et qui consiste a donner au parametre p
d’efficacité de maintenance une loi a priori de type béta.

Nous proposons une autre approche qui consiste a calculer une caractérisation du modele
ne faisant pas intervenir les valeurs des variables externes B. Langseth et Lindqvist [45] se
sont intéressés a une méthode similaire mais se sont trompés dans le calcul de la vraisemblance
du modele. Cette nouvelle approche, contrairement a la méthode proposée par I.im, présente
I"avantage de pouvoir étre généralisée, au moins d’un point de vue théorique, au cas d’autres
modeles pour lesquels le processus des défaillances dépend aussi de variables externes. Elle
permet, de plus, le calcul de la loi conditionnelle des temps inter-défaillances. Cette loi, plus
complexe a étudier que celle de la section précédente, a néanmoins "avantage de nous renseigner
sur la dépendance existant entre les différentes durées inter-défaillances.
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5.2.2 Théoreme d’innovation et intensité propre

I.’idée de cette section est donc de proposer une méthode permettant d’estimer les parametres
d’un modele de maintenance imparfaite pour lequel le processus des défaillances dépend de
variables aléatoires externes dont on ne connait pas les valeurs. Fn fait, méme quand des variables
externes B influencent le processus des défaillances, celui-ci peut malgré tout étre vu comme un
processus ponctuel auto-excité. Le lien entre les intensités de défaillance :

. 1
M(N, B) = lim = P(Neyar = Niw = 1[N, Ty, By, )

et,

. 1
M(N) = lim = P(Nivar = Niw = 1[N, Ty, )

aussi notée plus simplement A, = A;(N), est fait grace au théoréeme d’innovation [3].

THEOREME 5.2.1 (Théoréme d’innovation).

Soient H} et H? deux filtrations telles que pour tout t > 0, H? C H]. Soit N un processus
de comptage d’intensité de défaillance M\(H') par rapport & la plus large des deux filtra-
tions. Alors, N posséde une intensité de défaillance A\ (H?), par rapport a la plus petite des
filtrations, et elle vérifie :

\(H?) = F (2. (5.7
ot Hi = U, H2. O

Dans le cas d’un modele de maintenance imparfaite, influencé par des variables aléatoires
externes, comme le modele BP, on a ainsi:

Ar = FM(N, B)lo({Nsto<s<t)] (5.48)

Ar est lintensité de défaillance du processus ponctuel auto-excité. On peut rajouter, pour éviter
les confusions, le qualificatif d’intensité de défaillance propre pour A;, par opposition a I’in-
tensité que I'on qualifiera de relative (au processus externe) qu’est A;(N, B). Le processus des
défaillances peut donc étre considéré comme un processus ponctuel auto-excité d’intensité de
défaillance A;. On peut lui appliquer tous les résultats connus sur ce type de processus. En
particulier, dans le cadre d’une approche paramétrique, on peut faire de 'estimation grace a la
fonction de log-vraisemblance de I"équation (1.11).

Comme le montre la propriété suivante, 'intensité de défaillance propre se calcule de facon
récursive en fonction des valeurs de I'intensité et de I'intensité cumulée de défaillance aux instants
de maintenance précédents. Pourtant, dans I’équation ci-dessous, d’un point de vue complexité

b b
de calcul, c’est plus le produit a I'intérieur de la somme, que le caractere récursif du calcul qui
b b
pose probleme.

PROPRIETE 5.2.1 :
I’intensité de défaillance propre d’un modéle BP vérifie:

N, N,
—d ~ >0 N | M T
A= — |In EOP L2031 — )N 'Hﬂ T7 exp (=A(t=Tj) = Ar,)
= i=j '

Démonstration :
Par convention on note By = 1. L’idée de la démonstration est de conditionner le calcul par rap-
port a l'instant de la derniere maintenance parfaite. On note donc By ;, pour k < j, I'événement :
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-éme

la j maintenance est parfaite et les suivantes, jusqu’a la k¢ comprise, sont minimales :

Bk"j ={B; =1}, {B;i = 0}jciciy }- Le théoreme d’innovation implique que :

At — E[Af(N, B) | Nt77 TNt*]
N,
= Y FE(N,B)|Bn,_ N, Tn, 1 P(Bn,_ ;| Ny, Tn,_) (5.50)
J=0
Langseth et Lindqvist n’ont pas utilisé le théoréeme d’innovation, mais leur erreur a €té de
considérer que pour Ny- > j, P(Bn,_ ;| Ny, TN, ) = p >0y (1 — p)New =7 | clest-a-dire que lef-

ficacité de la i°™¢ maintenance, B;, et Uinstant de la j¢™¢

maintenance, T sont indépendants
pour j > 1. Fn effet, B; et T; sont indépendants, mais uniquement pour j < i: l'effet aléatoire
de la maintenance dans un modéle BP est indépendant de [’histoire du processus des défaillances
mais uniquement jusqu’a l'instant de la maintenance considérée.

Par définition de By ; le temps écoulé a l'instant t depuis la derniére maintenance parfaite
est i — T]‘, donc F][/\t(N, B) | B]\7t77'7‘7 N, TNt,] = /\(f — T7)

Pour N,— = 0 il est trivial de montrer que la propriété 5.2.1 est vérifice. Pour N,— > 1 et
N,— > 7, on utilise la formule de Bayes pour sortir du conditionnement N,— dans P(BNF,]‘ | N,
TNF)' Pour ce faire il faut néanmoins passer d’un conditionnement par rapport a la variable
aléatoire N,— a un conditionnement par rapport a l'événement N,— = n, avecn > 1 et n > j.

En remarquant que cet événement Ny— = n est le méme que T,11 > t, on obtient donc :

P(Tn—H 2 t| Tnv Bn,j)

P(Boj| Niw=n, Ta) = P(Bnj| Tn) P(T,q1 >t| T,)

(5.51)

Or, d’apres les considérations précédentes, B,, et T, sont indépendants. Donc, en notant py ; =
P(Bk = ﬂ{y:k}) — p"{J:k}(] — p)"{]‘r"k}, on a:

P(Bo;| T0) = Puy [P(Boi | T)]' >0 (5.52)

De plus, il est bien connu que pour un processus ponctuel auto-excité la fonction de survie vérifie :

+

P(Toy1 > t| T,) = exp(— / As ds) (5.53)

n

Cette formule se généralise simplement au cas d’un processus excité par un processus externe:

i
P(Ty41 >t| Ty, B, ;) = exp(— / As(N, B) ds) (5.54)
. Tn
Ce qui implique, compte-tenu de la signification de B, 1,
i
P(Tpy1 > t| Ty, B, j) = exp(— / As—T;)ds) (5.55)
. Tn

Finalement, en injectant ces résultats dans équation (5.51) on obtient en repassant a un condi-
tionnement par rapport a la variable aléatoire N, :

cap(— [r, Als = Tj) ds)
exp(— [77:7\7 ) As ds)

P(B,

_ 1
I N T Y =pn_ ;i [P(Bn,_ 1| Tn, )] et (5.56)

Pour k > 2 etk > jona:

SrmeBy, (Te)
ka+1 | Ty, (Tk-H )

P(By;| Try1) = P(By,;| Tr) (5.57)
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Des formules (5.53) et (5.54) on déduit tres simplement que :

Trt1

~ka+1|Tk (Tea1) = ATy exp(— / As ds) (5.58)
. Tk
Tr41

ka+1 |TI<7BI<,‘7 (Tk+1) = ATk+1 (]\77 B) erp(f /T AS(]V7 B) (13) (559)

SR

Awvec la méme méthode que précédemment on a donc:
. MTewr = Ty) eap(— [/ As = Ty) ds)

P(By; | Tir) = i [P(Bi | Tp)'>n (5.60)

’\Tk+1 emp(f .[T:+1 ’\S (13)

A Daide des équations (5.56) et (5.60) on obtient donc récursivement que :

N, _
.. XT, T
P(BNF,]‘ | N,-, TNF) _ p1l{,7>0}(] _ p)NF*J H [%] exp (—/\(t — T7) + A — AT,)
i=j+1
(5.6])

En injectant ce résultat dans [’équation (5.50) on obtient que Uintensité de défaillance propre
vérifie :

Nt7 Nt7 . .
— ;pﬂ{»o}(] )N - I [A(TA*TTU] cap (“A(E— T+ A —Ar) (5.62)

1=7+1 :

Mais cette formule n’est pas satisfaisante car Ay s’exprime a aide de A;. 1l faut donc la réécrire.
Pour cela, on remarque, en notant,

R T, — T
qﬂ = 1]{7>0} (‘l p)n*] H M exrp (7/\7‘ ) (563)
L AT, !
=j+1 !
que :
Arexp ( Z At = Ti)exp (=Nt —T;)) Sn,_ (5.64)
Fn intégrant I’équation précédente entre Ty __ et t, et en remarquant que N, = Ni— pour

Tn,_ < s <t, on obtient:

exp(—Ay) —exp (7ATNt7) Z SN,_j lexp (—A(t —Tj)) — exp (*/\(TNF ~-T))]  (5.65)

Or, en évaluant I'équation (5.64) ent = Tn _ et en remarquant que No— = N,— —1, on obtient
t Nt* g
également :
N,_—1
i ATy _ —Tj)
exp (—ATN 7) = A—7 exp (—MTn_ —T,)) Sn,_—1, (5.66)
t — TN . .
7=0 t—
Mais,
Sn,i AT, —T3)
L — L —SN_ 1 5.67
1— p AT Nt, 1,7 ( )
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Donec
erp (7ATNt7) = — Z SNFJ erp (*A(TNF - T?)) (5.68)

Ft en additionnant et soustrayant dans le membre de droite de 'équation précédente le terme :

1 p
— xp(—A(Tn =T =
1 — P Ntvat*PTp( ( Nt* Nr,*)) 1 — »

emp(f/\TNF) (5.69)

on obtient:

N,
exp (7ATNt7) = ]]—p {; SN, jexp (*/\(TNF — Tﬂ)} 7 P exp (7ATNt,) (5.70)

- P
On en déduit que :
N,
exp (*ATNf,) =Y Sngerp (AT, —T))) (5.71)
' 7=0
Et en utilisant ce résultat dans I'équation (5.65) on obtient que :
N,
cap (~A) =3 S, senp (<A(—T)) (5.72)
7=0

Finalement la propriété est prouvée en prenant le logarithme et en dérivant ’équation ci dessus.l

Il est également tres facile de déduire de I"équation (5.72) et de (1.13) la loi des temps
inter-défaillances, connaissant I’histoire propre du processus des défaillances.

COROLLAIRE 5.2.1. :
Pour un modéle BP, le processus des défaillances vérifie :

- = [N(T:— T,
P(Xn—H > T|Tw) = Z p"{.7>0}(] — p)n*] H |: ( /\ 7):|
=0 i=j+1 T
exp (~A(x+ Ty = Tj) + A, — A1) (5.73)

O]

les résultats des corollaires 5.1.4 et 5.2.1 sont tres différents. L.e corollaire 5.1.4 donnait
la loi marginale des durées inter-défaillances successives. Cela nous a permis, simplement, de
mieux comprendre ’évolution du processus des défaillances. Le corollaire précédent donne, lui,
la loi conditionnelle des durées inter-défaillances successives. Ces lois définissent completement
le processus des défaillances mais sont beaucoup plus complexes a étudier.

La figure 5.3 représente, pour un modele BP d’intensité initiale A(t) = 3t et de parametre
p = 0.5, en pointillés I'intensité de défaillance relative, A;(N, B), et en trait plein 'intensité de
défaillance propre, A;. Les instants de maintenance minimale sont symbolisés par des cercles et
ceux de maintenance parfaite par des étoiles. Apres une réparation, 'intensité de défaillance
propre semble avoir une forme en baignoire (comme le taux de défaillance des durées inter-
défaillances). Si le temps écoulé depuis la précédente réparation est suffisamment long, I'intensité
de défaillance propre est égale a I'intensité initiale a I'instant £ — Ty _. Apres une réparation, la
forme de Iintensité de défaillance propre durant la période que 'on pourrait qualifier de jeunesse
dépend des instants de défaillance précédents. Ainsi, si la durée inter-défaillances précédente est
suffisamment importante, la longueur de la période de jeunesse semble étre moins importante.
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Fia. 5.3 Intensité de défaillance propre et relative d’un modéle BP.

5.2.3 Vraisemblance propre

Grace a cette intensité de défaillance propre, on peut avoir acces a la fonction de vraisem-
blance associée a I'observation des instants de maintenance sans supposer connus leurs effets.
On qualifiera également cette vraisemblance de vraisemblance propre.

PROPRIETE 5.2.2 :

Dans un modéle BP, la fonction de vraisemblance associée a une unique observation du
processus des défaillances sur [0, {] vérifie:

i -
L) = (1-p~ LHA J te= TNf}emp(/\(t))—l—pL;(]p)th

T AT~ )| A 7575 cap( A G~ T3)) 0, 8) (5.74)
=741

ot 8 représente les parameéetres a estimer, c’est-a-dire p et les paramétres de l'intensité initiale,

Al O]

Démonstration :

N, N,
M=y,
L(0) = [H /\Tz] exp(—Ay) = H/\Tf? A N exp (—Ay) (5.75)
=1 =1

Sit ="Ty,, on remplace dans 'expression précédente Xy exp (—Ay) par sa valeur dans [’équation
(5.64). Sinon, on remplace exp (—A;) par sa valeur dans 'équation (5.72). On obtient ainsi:
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(6 Zp“{»w T T enp (A T))
] Ny— 7
(1 =pN | T M=) H/\T,:] exp (A7)
1=7+1 i=1
-
AN e (CAW) (1 ) D
=1 J
+Zw (1= )" p (A T)
I
(1= p)Ne=— H AT, = T)) HAT,;] exp (—A1;) (5.76)
L? 7+1 J i=1
Ft la propriété est démontrée du fait que : Lt (0) = [ 521 At | exp (,/\T]). u

Contrairement a ce qu’on observe sur beaucoup de modeles, le fait de prendre la log-

vraisemblance ne simplifie pas du tout les choses dans le cas BP. Pour autant on peut malgré

tout calculer la valeur des dérivées partielles de la vraisemblance, comme le montre le corollaire

suivant. Ce calcul reste itératif.

COROLLAIRE 5.2.2. :

Dans un modéle BP, les dérivées partielles de la vraisemblance par rapport au parametre p

d’efficacité de maintenance et aux parametres 6; (pour 1 <i < g — 1), de I'intensité initiale,

(5.77)

vérifient :

oL(8) _ (1—p)Ne—! W_IA -|A M=) exp(— A (1)
a0 J R

N, N,

+y (1 —p)Ne ! { I1 /\(Tf'TJ‘)} A= T) 1T eap(— A (= 7))

pr i=j+1
[(1 — (N = j+ 1)p) Ly, (8) + p(1 — p)ar%;(e)]

PYAT. S
afe() = (1 -pN- Pfo+pz_;1p . 7(13”7, (¥)

N [T A7 - TJ Mt~ T ™0 cap(- A (1 T))

K 7
L::.m J

09;

oL, (6)

(5.78)
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avec
r N,
v | XGRS
P - Z i=j+1 IXTy = T;)

N,
+ <w — At - T¢)2> { IT Ami- Ty‘)} exp (—A(t = T;))(5.79)

i=j+1 ]

On peut montrer que le calcul de la vraisemblance et de ces dérivées partielles a (en le
programmant efficacement) une complexité en O(n?). La méthode proposée par Lim et basée
sur I"algorithme EM a elle aussi une complexité en O(n?) (si Pon ne tient pas compte du nombre
d’itérations nécessaires aux maximisations des parametres). [’estimateur trouvé a 'aide de la
méthode EM doit converger (sous certaines conditions dont Lim n’a pas prouvé qu’elles étaient
vérifiées dans le cas du modele BP) vers I'estimateur de maximum de vraisemblance. En un
certain sens, la méthode de Lim peut donc étre comprise comme un algorithme asymptotique
de maximisation de notre vraisemblance propre. Connaissant la vraisemblance propre on peut
imaginer d’autres méthodes de calcul des estimateurs de maximum de vraisemblance, comme
une méthode de Newton ou tout simplement en calculant toutes les valeurs de la vraisemblance
propre sur une grille.



Conclusion de la premiere partie

Dans cette premiere partie, nous avons proposé deux nouvelles classes de modeles de répara-
tion imparfaite: les modeles a réduction arithmétique de 1’age (ARA) ou de I'intensité (ARI)
de mémoire m. Les modeles ARI,, et ARA,, englobent des modeles déja existant comme ceux
de Malik, de Brown-Mahoney-Silvazlian et de Chan-Shaw, et en proposent de nouveaux. La
mémoire reflete une propriété markovienne des modeles: c’est le nombre maximal d’instants
de défaillance précédents qui peuvent influencer I'intensité de défaillance. On a démontré que
des mémoires finies correspondent a des systemes dont la maintenance n’est pas suffisante pour
stabiliser 'usure. En effet, asymptotiquement leur intensité de défaillance est équivalente a
celle d’'un processus de Poisson non homogene d’intensité croissante. Pour des modeles ARI et
ARA de mémoire finie, on a proposé des estimateurs explicites pour le parametre d’efficacité
de réparation. Pour la premiere fois, on a démontré des résultats statistiques théoriques sur
I'estimation de Defficacité de la maintenance. Ainsi, on a prouvé que, dans le cas ou 'usure
du systeme en I’absence de maintenance est connue, nos estimateurs explicites ainsi que les
estimateurs de maximum de vraisemblance corespondants convergeaient presque siirement vers
la vraie valeur du parametre d’efficacité de maintenance et étaient asymptotiquement normales.
On a ainsi pu en déduire des intervalles de confiance asymptotiques pour le parametre d’efficacité
de réparation. L.es hypotheses faites pour obtenir ces résultats sont moins contraignantes dans le
cas des modeles ARI,, que dans le cas des modeles ARA,,, restreints a des fonctions puissances
croissantes pour l'intensité initiale. Une perspective envisageable de ce travail serait 'étude
théorique de 'estimation conjointe d’un parametre d’échelle et d’un parametre d’efficacité de
maintenance dans le cas ou l'intensité initiale est une fonction puissance. I.’étude théorique de
I'estimation conjointe de 'ensemble des parametres ne semble en effet pas réaliste.

Nous avons donné de nouveaux résultats sur le modele de Brown-Proschan (BP). 1l a été
prouvé que ce modele correspond a des systemes pour lesquels efficacité de la maintenance
permet de contenir ou de stabiliser I'usure. Ce modele differe également des modeles ARI et
ARA car il a une intensité de défaillance excitée par un processus externe. Cela nous a permis
d’introduire le théoreme d’innovation qui permet de traiter notre modele général d’efficacité de
maintenance incluant des variables externes cachées, de facon similaire & un processus ponctuel
auto-excité. On peut ainsi, pour ce modele général, calculer une intensité de défaillance dite
propre et une fonction de vraisemblance propre, toutes deux associées a la seule observation des
instants de défaillance. Dans le cadre du modele de BP, cette intensité de défaillance et cette
vraisemblance propre sont complexes et doivent étre calculées récursivement. Toujours pour le
modele BP, des simulations ont montré que I'intensité de défaillance propre, apres une MC, avait
une forme en baignoire. De plus, malgré la complexité de la fonction de vraisemblance propre,
on a montré qu’il était possible de calculer ses dérivées partielles et donc de la maximiser par
des méthodes numériques.

Il nous faut maintenant généraliser ces modeles et ces méthodes d’estimation afin de pou-
voir prendre en compte a la fois I'effet des maintenances correctives et celui des maintenances
préventives.






Deuxieme partie

Modélisation et évaluation
des effets des maintenances
préventives et correctives

l.es modeles présentés jusqu’a maintenant ne prennent en compte qu’un seul type de main-
tenance. Mais, méme si ils ont été introduits pour des maintenances uniquement, correctives, on
peut également les utiliser pour des maintenances uniquement préventives. Naturellement dans
la réalité industrielle les deux types de maintenances coexistent. I.’apparition des défaillances, et
donc des maintenances correctives, est retardée par la mise en place de maintenances préventives.
Pour des systemes critiques, a haut niveau de fiabilité, les défaillances sont souvent tres rares,
on observe donc beaucoup plus de maintenances préventives que de correctives. Il est donc
nécessaire d’inclure 'effet des maintenances préventives dans la modélisation du processus des
défaillances de la premiere partie. Il faut également étre capable d’intégrer le fait que I'efficacité
des actions de maintenance préventive, souvent planifiées longtemps a I'avance, est en général
bien supérieure a celle des actions de maintenance corrective, réalisées dans I'urgence.

Un autre probleme se pose. L.e théoreme d’innovation a pour conséquence immédiate que
pour définir la loi conditionnelle des temps inter-défaillances (1.13), il faut connaitre la loi
conditionnelle des dates de MP sachant le passé du processus des défaillances. En termes plus
simples il faut savoir comment les instants de MP sont choisis. Sont-ils déterministes, sont-ils
aléatoires, dépendent-ils des instants de défaillance précédents?

Dans le chapitre six, on 8’intéressera au cas de MP planifiées dont les dates sont déterminées
en fonction des instants de maintenance déja observés. l.es MP a dates fixées sont un cas par-
ticulier de MP planifiées, ol les instants de MP sont totalement définis a la mise en route du
systeme. Le processus des MP et des M( sera caractérisé a 'aide de l'intensité de défaillance
et de la politique de MP, c’est-a-dire la facon de choisir les dates de MP. Nous généraliserons le
modele d’age virtuel afin de prendre en compte 'effet des maintenances préventives et correctives
sur le processus des défaillances. e théoreme d’innovation permettra de transposer les résultats
obtenus au cas oll un processus aléatoire externe vient influencer lefficacité des maintenances.
Enfin, nous donnerons les principales politiques de MP existant dans la littérature, c’est-a-dire
quelles sont les facons classiques de planifier les MP.

Dans le chapitre sept, on s’intéressera au cas des MP conditionnelles. Cela correspond a des
MP non planifiées, dont les dates dépendent d’une surveillance d’indicateurs caractéristiques du
fonctionnement et de la dégradation du systeme. L.e modele que nous proposons est alors basé
sur la définition de deux intensités correspondant respectivement au processus des MP et des
MC. 1l généralise les récents travaux déja publiés, basés sur les risques concurrents, et ouvre de
nouvelles perspectives prometteuses.
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Enfin dans le chapitre huit, on propose une application des modeles étudiés a un jeu de
données provenant de 'analyse de dix-sept matériels identiques faisant partie d’unités de pro-
duction électrique d’EDF.



Chapitre 6 __

Maintenances préventives planifiées

l.es dates de maintenance préventive ne sont pas nécessairement entierement connues a la
mise en route du systeme: les MP peuvent étre faites a des instants aléatoires. Qualifier I'instant
de maintenance préventive d’aléatoire peut choquer les exploitants des systemes industriels. Tl
faut donc bien en clarifier la signification : est dit aléatoire tout ce qui n’a pas été prévu avec
certitude a la mise en route du systeme.

Dans ce chapitre, nous nous intéressons au cas des maintenances préventives a dates pla-
nifiées. Ce type de MP peut aussi bien correspondre a des MP a dates déterministes qu’a des MP
a dates aléatoires. Aprés avoir caractérisé mathématiquement ce qu’est une MP planifiée, nous
donnerons les propriétés correspondantes du processus des MP et MC. Dans un premier temps,
nous supposerons qu’aticun processus externe ne vient influencer 'efficacité des maintenances.
Avant de généraliser le modele pour prendre en compte le processus externe, nous proposerons
des modeles d’efficacité de maintenance basés sur la notion d’age virtuel. Nous ferons le lien entre
notre modele général et le modele proposé par Last et Szekli, et nous concluerons ce chapitre en
donnant les principales politiques de MP utilisées dans la littérature.

6.1 Planification de la maintenance préventive

Une confusion est souvent faite entre les termes planifié et & dates fixées: mathématique-
ment ce n’est pas parce que quelque chose est planifié qu’il est nécessairement, déterministe. Par
exemple, on peut planifier la date de la prochaine MP en fonction des instants de défaillance
précédents. Ces instants de défaillance étant nécessairement aléatoires, la date de la prochaine
MP le sera aussi. Cela est aussi le cas des MP dont la périodicité a été réduite suite a une
réactualisation de “I'optimisation de la maintenance par la fiabilité” (OMF). En effet, des études
de fiabilité, menées au cours de la vie opérationnelle d’un systeme, peuvent démontrer que celui-ci
n’est, pas assez flable. I.’exploitant est alors amené a modifier le calendrier des MP fixé a la mise
en route du systeme. Dans ce cas, méme si les nouveaux instants de maintenance préventive
sont toujours périodiques, on doit les considérer comme aléatoires dans la mesure ol cette
modification de la périodicité n’avait pas été prévue au départ.

On dira donc qu’une MP est planifiée si et seulement si, a tout instant ¢ > 0, la date prévue
de la prochaine MP est une fonction déterministe du passé du processus des MP et M(C:

Uk, mi=1=1my 11 =Cg_ +hx, (Wg,_,Ug, ) (6.1)

ou, pour tout k > 0, hi(.) est une fonction déterministe. On appelle politique ou plan de main-
tenance préventive une regle permettant de fixer les dates des MP ultérieures en fonction de
toutes les informations disponibles a l'instant de la derniere maintenance. Mathématiquement,
la politique de MP correspond a I’ensemble des fonctions h(.) pour tout k > 0.

I.a prochaine MP planifiée n’aura pas lieu a la date prévue si une défaillance et donc une
MC survient avant :

Wi g1 =min (Tn_41 — Cie_ hi, (Wi, _Ug,_)) (6.2)
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(]th*+1 = ‘"{Wf\"f7+1 :hf\"f7 (Wf\"f7 7U7\"f, )} (63)

Cependant, le plan de maintenance préventive doit toujours étre respecté. Il faut donc s’assurer
que les équations (6.2) et (6.3) sont bien vérifiées, c’est-a-dire que le processus des MP et MC
respecte pour tout k& > 1 la contrainte: (W, Uy) € Iy, avec:

k
Ik = (wlm Uk) € [Ri X {07 ]}W H (11{71;,;<h,;,1 (11),;,1,11,,;,1)}>17“1: (11{71;,;:h,;,1 (11),;,1,11,,;,1)}>

=1

U

=1

Cela est supposé étre vérifié dans la suite de ce chapitre. On n’aura donc pas a écrire des
indicatrices dans toutes les formules.

ILe cas basique des MP a dates fixées (a la mise en route du systeme) est un exemple de MP
planifiées. Les instants de MP {71 }1>1 et le processus des MP {m;};~q sont alors déterministes.
[La politique de MP est déterminée par:

Wk >, hp(Wi, Up) = 7 41— O (6.5)

Comme nous le verrons dans la cinquieme section de ce chapitre il existe d’autres politiques de
MP correspondant a des instants de MP aléatoires: MP a dge fixé, MP a intensité fixée.

6.2 Propriétés du processus des MP et MC

Iinstant prévu de la prochaine MP est caractérisé par le plan de MP. l.e processus des M(C,
ou processus des défaillances est quant a lui toujours caractérisé par son intensité de défaillance.
Pour simplifier les choses, on suppose dans un premier temps que Pefficacité de maintenance ne
dépend pas de variables aléatoires externes. I.intensité de défaillance sera alors naturellement
définie en fonction de I'histoire du processus des MP et M(C:

My = 0({Ns, Ms}o<s<i) = 0({ Ky, Uk, Yo<s<t) (6.6)

Or, grace aux équations (6.2) et (6.3), le processus des MP et des MC est entierement défini par
le processus des MC et la politique de MP. I.’histoire du processus des MP et MC n’est ainsi rien
d’autre que I’histoire du processus des défaillances : H; = o({N;}o<s<t). Et le processus des MC
est donc un processus ponctuel auto-excité. Son intensité de défaillance peut s’écrire de facon
indifférenciée sous les formes AN (K, U) = AN(N, M) = AN(N). Comme nous le verrons dans la,
section suivante, I"histoire naturelle pour écrire I'intensité de défaillance est celle du processus
des MP et MC, I'intensité de défaillance apparait donc naturellement sous la forme /\i,v(/\f7 M).
Néanmoins, la vision processus ponctuel auto-excité présente I'avantage de permettre I"utilisation
de I'ensemble de la théorie existant sur ce type de processus. En particulier, comme cela a déja
été rappelé dans le chapitre 1, la fonction de survie conditionnelle des durées inter-défaillances
s’écrit sous la forme:

P(Xper > 2| T,) = eap < /:M AN(N) ds) (6.7)

e passage de la vision processus bivarié ou coloré a la vision processus auto-excité (ou
vice-versa) n’est pas évident et peut énormément complexifier les formules. En effet les écritures
AN(K,U) ou AN(N) sont tres elliptiques et cachent une partie du probleme. (Cest pourquoi,
pour préciser les choses, il nous arrivera dans ce chapitre de préférer écrire ces intensités sous les
formes /\i,v(k7 Wi, Uy) ou /\i,v(n7 T,) quand K=k et Ny = n. En terme de processus bivarié ou
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coloré, I'équation (6.7) se réécrit de la fagon suivante, en mettant en évidence les MP survenues
entre T, et T, + a:

RTW‘FT
P(Xpp1 > 2| Wgy Uk, ) = exp|— Z / ANG, WS, U ) ds

1=K,

Tn4x
- / AY (KTn+mWr«'Tn+wUKT,,,+,T)’13) (6.8)
. O’\"T,,,+m

avec pour tout j € {Kp, +1,..., Kp 4.}, C; =T, + 27_,‘ " hi(W;,U;) et U; = 1.

Dans I’équation précédente7 comme dans "équation (6.7), on s’intéresse a la durée inter-
défaillance quand on connait le passé du processus des MP et MC au moment de la derniere
défaillance. La propriété suivante généralise cette formule au cas ou on connait le passé du
processus des MP et MC au moment de la derniere maintenance. Pour avoir une écriture de la
propriété plus simple, on ne s’interesse plus a la durée inter-défaillance mais a 'instant de la
prochaine défaillance, ce qui est équivalent.

PROPRIETE 6.2.1 :

1 sit <y
P(Tng, +1 > W, Uy) = erp (7 [;k AN(K,U) (13) sinon

Démonstration :

La propriété est triviale pour t < C'p. Si U = 0, TNp = (', donc Uhistoire du processus des
MP et MC en C n'est rien d’autre que 'ensemble de@ N, premiers instants de défaillance.
Ainsi, pour tout t > Cy, on a:

t
P(Tch‘H > f| W, Uk) = P(TNCk+1 > f| TNCk) = exrp < / /\LV(N) (]9)
' ' ' JCY

— ep < /; AN(K,U) (13) (6.10)

SiU, =1, TNp <} et TNp 1> C'y., done Uhistoire du processus des MP et MC en ()},
correspond a leneemble des N¢, premiers instants de défaillance et le fait que TNp > Clr.
C'r nest alors qu’une fonction déterministe des MC' déja observées : Tn, - Ainsi, pour t > C},

P(TNe, 41 > Wi, Up) = P(Tng, 41 > U TNe, s Te, 41> Cr)
. P( k) . P(Tch-H > t|Tch)
P(Tne, 1T, ) P(Tne, )
i
con (- fi, AV as) t
= * = exp < / /\LV(N) ds)

C
erp < '[Ti\l;ck AN(N) ds)

— eap < /; AN (K, 1) ds) (6-”.)

Dans la propriété précédente, on peut comme on I’a fait dans I"équation (6.8) expliciter ce

. i . .
que représente [(Vk /\LV(K ,U) ds, en mettant en évidence les MP survenues entre T, et T, 4 x.
Cette propriété montre que I'on peut interpréter la derniere MP observée comme une censure
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a gauche déterministe du processus des défaillances. Enfin, on peut en déduire également la
propriété suivante, qui caractérise la loi conditionnelle des types de maintenances et durées
inter-maintenances connaissant le passé du processus des MP et MC.

PROPRIETE 6.2.2 :

0 siw>hg(Wy,Uyg)
P0Viey > 0. = 1IW U0 = | ROVDNC L (1w,,0,)d5) snon

(6.12)

0 siw>h (W, Uyg)

P(Wit > w,Upsr = O|W 4, Upy) = ew(* Jo/ A s (b, Wi Uy) ,13),
emp(ffohk(wk’U’“)/\gk+s (k,Wi,Uyg) ds) sinon
(6.13)
]

Démonstration :
Siw > hy(Wy, Uy) Uéquation (6.12) est évidente. Pour w < hy( Wy, Uy), il suffit d’appliquer
la propriété 6.2.1 apres avoir remarqué que :

P(Wk_H > w, (]k+1 = ]|VVk7 Uk) e P(Tch+1 > Ck + hk(Wk, ljk)“/[/vk7 Uk) (6.]4)

Pour w > hp( Wy, Uy) 'équation (6.13) est elle aussi évidente. Pour w < hyp( Wy, Uy), il suffit
de remarquer que :

P(Wk—H > w, Uy = 0|Wk,Uk) = P(Ck +w < TNCk+1 <ChL+ hk(Wk, Uk)|Wk,Uk) (6]5)
|

On en déduit tres facilement 'expression des lois marginales conditionnelles des durées inter-
maintenances et types de maintenance.

COROLLAIRE 6.2.1. :

0 siw>h (Wi, Uyg)

P(Wk—{—] > | Wk7 Uk) = exp (7 . 071) A(V]}fk+g(k7 Wk7 Uk) (13) sinon (6]6)
hi (W, Up) N

P((]k+1 = ]|Wk,Uk) = exrp | — / /\Ck-l—s(kvwkak) ds (6]7)

J0 0

Démonstration :
On obtient le premier résultat du corollaire en utilisant les équations (6.12) et (6.13) dans
équation ci-dessous :

P(Wk—H > ?1)|Wk,Uk) = P(Wk—H > 7177(]k+1 =1 |Wk,Uk)
+P(Wk+1 >, Uk—H =0 | Wk, Uk) (6.]8)

Le deuxieme résultat du corollaire n'est rien d’autre qu’une conséquence directe de ['équation

(6.12). |
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La vraisemblance d’un processus ponctuel auto-excité est donnée par I'équation (1.10). Dans
une vision processus bivarié ou coloré cela se réécrit sous la forme donnée dans la propriété
suivante.

PROPRIETE 6.2.3 :
La fonction de vraisemblance associée a une unique observation du processus des MP et MC
sur [0, 1] vérifie:

K f\t,—l—] 87
Li(6 HAF — 1L, Wi 1,U7;1)"”] exp | — > / MG =1 W, 0, U; 1) ds
- JO,—
7=1 -1
(6.19)
en notant par convention (77\/'#74_1 =1i. |

Dans cette écriture on remarque que les instants de MP ont en fait le méme effet que des
censures a droite déterministes.

6.3 Modélisation de D'effet des maintenances sur le processus
des défaillances

6.3.1 Modele d’age virtuel généralisé

Dans le but de modéliser 'effet des maintenances sur le processus des défaillances, on propose
de généraliser le modele d’age virtuel pour inclure I'effet des MP et des MC. On suppose qu’en
I’absence de MP le systeme neuf a une durée de vie Y de taux de défaillance A(#), pour tout
t > 0. Alors,

Yw < hg, PW, <w)=PY <w) (6.20)

Ieffet de la E°™M¢ maintenance est alors que, jusqu’a sa prochaine MP, le systeme est équivalent a
un systeme neuf (et non maintenu préventivement) ayant déja fonctionné un temps A, (K, U) =
ar(Wp, Ug) sans tomber en panne, ot ag(.) est une fonction déterministe et ag = 0:

P(Wig1 > w|Ag(K,U), W, Up) = P(Y > Ag(K,U)+ w|Y > A (K, U), Ay(K,U))  (6.21)

pour tout w < hy(Wyg, Ug). Ainsi, d’apres I'équation (6.16), 'intensité de défaillance du modele
s’écrit:

4 [P(Y >t Cr  + Au(K,U)| AWK, U
W) = L (2 e ALK, D) AR, 1))
’ dt P(Y>Ak([( (])|Ak(l(,(]))
tCr,_ KU
J erp( Jo AR )/\(s) ds)
= — —In
dt emp( [0 (K1) (s ds)
AN (KUY =Xt — O, + Ax,_(K,T)) (6.22)

Par analogie avec les modeles d’age virtuel du chapitre 2, on appellera Ax (K, U) I'age effectif
et t —Cx,_ +Ax,_ (K,U) I'dage virtuel a I'instant £. [.’age effectif représente donc toujours I’age
virtuel du systeme juste apres la derniere maintenance. La plupart des hypotheses basiques sur
I'efficacité des MP et des MC peuvent étre exprimées par des formes particulieres de I’age effectif.
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6.3.2 Modeles basiques

MP ABAO, MC ABAO. Cela revient a supposer que les effets des deux types de maintenance
sont minimaux. Apres n'importe quelle maintenance, le systeme est dans le méme état qu’avant.
Les ages effectifs sont donc égaux aux instants de la derniere maintenance, Ay (K, U) = C}, pour
tout k& > 1. I’intensité de défaillance est donc simplement une fonction du temps et le processus
des défaillances est un NHPP:

AN = X(1) (6.23)

MP ABAO, MC AGAN. La MP est minimale et la MC remet le systeme a neuf. [.’age
effectif du systeme est donc égal au temps écoulé entre la derniere maintenance et la derniere
maintenance parfaite, Ap(K,U) = C} — TN%. Donc tout se passe comme s’il n’y avait pas de
MP pour des MC AGAN. L.e processus des défaillances est donc un processus de renouvellement
et son intensité est :

AN(NY = At —Tn,) (6.24)

MP ABAO et MC quelconque: Cela revient a supposer que les MP sont minimales, c’est a
dire n’ont aucun effet sur le systeme. [.’age effectif est donc égal a 'dge effectif au moment de
la derniere MC plus le temps écoulé depuis cette MC, A (K, U) = C}, — TNe, + Ak (K,U).

Ck
Récursivement on montre donc que l'intensité de défaillance ne dépend alors plus que du pro-

cessus des défaillances. La politique de MP n’a pas d’effet :
AN(N) = A <t ~ TN, A+ Agr, (N)) (6.25)

Méme si cette hypothese n’est absolument pas réaliste pour des systemes industriels, elle a
I"avantage de donner des modeles pour lesquels le processus des défaillances est équivalent a
ceux de la premiere partie.

MP AGAN, MC AGAN: Chaque maintenance remet le systeme a neuf. les dges effectifs
du systeme sont nuls, Ax(K,U) = 0, pour tout k > 1. L’intensité de défaillance du modele est
donc:

AN (K)y=X(t—Ck_) (6.26)

On remarque que le processus des défaillances n’est pas un processus de renouvellement, puisque
son intensité n’est pas de la forme A(t — Ty ).

MP AGAN, MC ABAO: [.a MC est minimale et la MP remet le systeme a neuf. Cest la

situation duale de la précédente. I.’age effectif vaut donc: Ap (K, U) = C} — T™e, et intensité

est
AV(M) = At — ) (6.27)
6.3.3 Différentes généralisations du modele ARA;

Dans le cas ou MP et MC ont le méme parametre d’efficacité de maintenance p, on calcule
I’dge effectif correspondant a un modele ARA; en écrivant que 'effet de la maintenance est de
réduire ’age virtuel du systeme d’une quantité proportionnelle a la valeur du supplément d’age
accumulé depuis la derniere maintenance:

At (K, U) = Ap(K, U+ (1 — p)(Copr — C) (6.28)
Récursivement on trouve donc: Apy (K, U) = (1 — p)Ciyy. Et intensité de défaillance vaut :

AN(KYy=X(t—pCk,_) (6.29)
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I.a facon la plus intuitive de généraliser ce modele au cas ou MP et MC n’ont pas la méme
efficacité de maintenance est de supposer que 'effet des MP est de réduire I'age virtuel de p,
fois le supplément d’age accumulé depuis la derniere maintenance, et 'effet des MC est similaire
mais avec un facteur différent p,.:

. Ac(K, U+ (1 = pp)Wiyy 8t Uggy =1
A K, U)= ! P ) 6.30
k+1( ) { Ak(l(,(])—l—(] 7pc)Wk+1 S (]If+1 =0 ( )
Ce qui implique des ages effectifs de la forme
At (K, U) = AU+ (1= p) Vv (1= p )=V
k k
= D0 ) (1 p) T Wi = G = Yl W (631)
2=0 2=0
I’intensité de défaillance 8’écrit alors:
K,
MK UY =X [t o+ pe " Wiy (6.32)
=0

En prenant p, = p. = p on retrouve (6.29), donc ce modeéle est bien une généralisation du modele
ARA;. Par contre, contrairement au cas de maintenances uniquement correctives, en prenant
p. = 1 dans ’équation (6.31) on se rend compte qu’on ne retrouve pas le cas de MC AGAN. En
effet, dans ce cas la MC ne remet pas le systeme a neuf mais le remet dans I’état ol il était apres
la, précédente MP. On a un résultat symétrique pour p, = 1. p. = 0 et p, = 0 correspondent,
respectivement a des MC ABAO et des MP ABAQO, comme on s’en rend compte dans I’équation
(6.30).

On peut proposer d’autres hypotheses qui aboutissent aussi a une généralisation du modele
ARA4, mais ou l'intensité de défaillance est beaucoup plus simple. I.’age effectif apres une MP
est supposé étre égal a I’age effectif juste apres la précédente MP augmenté de (1 — p,) fois le
temps écoulé entre ces deux MP. [ effet des MC reste le méme que pour le modele précédent.
I.’age effectif vérifie alors:

B ae i T TN
Si Upyq = 1, on obtient récursivement que:
Apr (K, U) = (1 = pp)Clroya (6.34)
Si Upyy = 0, toujours récursivement, on prouve que:
Apt (KUY = (1 = p)[Clrgr — T]\/[Ck+1] + AKTMckJr] (K,U) (6.35)

Les deux équations précédentes impliquent que pour n’importe quelle valeur de Ugyq, I'age
effectif peut s’écrire:

Apr (K U) = (1 = po)[Crgr = mare,, 1+ (1= pp)7an, (6.36)

Et 'intensite de défaillance vérifie:

AR UY =Xt = po(Cr,_ — v, ) — ppTar,_) (6.37)
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Dans ce modele, 'effet des MC est donc beaucoup moins important que celui des MP puisque
de toute facon il n’affecte I'intensité de défaillance (et donc la probabilité de panne) que jusqu’a
la prochaine MP. En prenant p, = p. = p dans (6.37) on retrouve (6.29), donc ce modele est
également une généralisation du modele ARA,. En remplacant p. par 1 dans I"équation (6.36),
on prouve que le cas p. = 1 ne correspond toujours pas a des MC parfaites. Par contre, en
utilisant ’équation (6.34), on trouve que le cas p, = 1 correspond bien & des MP AGAN. Enfin,
grace a I’équation (6.33), on montre que p. = 0 correspond bien a des MC ABAQ, mais que
pp = 0 ne signifie pas que les MP sont ABAO.

6.3.4 Le modele de Jack

Jack [35] a proposé d’autres hypotheses qui ressemblent beaucoup a celles du modele précé-
dent, mais qui n’aboutissent pas a une généralisation du modele ARA . I.’age effectif apres une
MP est supposé étre égal a I’age effectif juste apres la précédente MP plus (1 —p,) fois (non plus
le temps écoulé, mais) I’age virtuel accumulé entre ces deux MP. I’effet des MC reste encore
une fois le méme. Si Ciyq est une MP, I"dge virtuel accumulé depuis la précédente MP vaut:
Wigr + A (K, U) — AKTM%H » (K, U). 1.’age effectif vérifie donc:

(1= pe)Wip1 + A (K, U) st Uy =0

A1 (K, U) = { (1= pp) Wi + Ap(K,U) — A, (K, U)]+ Ak,

Cr41 Cr41

(K,U) sinon
(6.38)

[’effet des MC est le méme que pour le modele précédent. I.’équation (6.35) reste donc vraie

—1

pour Upiq = 0. On remarque qu’elle est aussi vérifiée pour Uiy = 1. De plus, la deuxieme
équation de (6.38) peut se réécrire:

Ak, (K\U) = (1= p)lme — Cro 1+ Ar, (K U) = Ak, (K, U)+ Ax, (K,U) (6.39)
Or, en utilisant (6.35) on a:

A[(Tk,1 (KY, (]) = (] — pc) [(j](rk,1 — TMc,, 71] + AK"M (KY, (]) (640)
: : -

Cl\",—k —1

Mais, TMe,, n’est en fait rien d’autre que 75,_1, donc,
Ker,

Ay, (K, 0) = (1= p)mi = (1= pp)peCics, 1 — (1= pp)(1 = p)mis + A, (K, U) - (6.41)

Récursivement, on obtient que:

Bl

—1
At (K U) = (1= pp)mie = (1= pp)pe S |Cresy o1 = 1) (6.42)
7

Il
=}

Finalement, en utilisant cette équation et (6.38) on trouve la valeur de 'dge effectif dans le
modele de Jack:

M(;k+1 —1

App1 (K U) = (1= p)Crpr + (0 — pp)maie,, — (1= ppoe Y [Cr«;m 1 T]} (6.43)
7=0

Et 'intensite de défaillance vérifie:

Mcf\"f7 71

MK U) =X peCr, -+ (pe = p)mvae,. — (1= pp)pe [Cr«;m -1 T]} (6.44)
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En prenant p. = p, = p on ne retrouve pas I"équation (6.29), donc ce modele n’est pas une
généralisation du modele ARA . I’effet des MC étant le méme que dans le modele précédent, le
cas p. = 1 ne correspond pas a des MC AGAN. Par contre, comme le montre I’équation (6.42),
pp = 1 correspond bien a des MP AGAN. Enfin, I’équation (6.38) permet de se rendre compte
que p. = 0 et p, = () signifient respectivement que les MC sont ABAQO et les MP sont ABAOQO.

6.3.5 MP et MC ARA

Dans le cas ou MP et MC ont le méme parametre d’efficacité de maintenance p, on calcule
I’dge effectif correspondant a un modele ARA ., en écrivant que l'effet de la maintenance est de
réduire I’age virtuel du systeme d’une quantité proportionnelle a sa valeur :

At (K, U) = (1 = p)[Wigr + AR(K, U)] (6.45)

Par analogie avec les modeles de maintenances uniquement correctives on trouve donc que
I'intensité de défaillance vaut :

K,——1

ME)Y=Xt=p Y (1-p)Cr,_ (6.46)

J=0

Pour généraliser ce modele au cas ot MP et MC n’ont pas la méme efficacité de maintenance
il suffit de supposer qu’on a deux facteurs de proportionnalité différents selon le type de la
maintenance:

Apr (KUY = (1= p) 010 (1 = p ) U [Wigy 4+ Ap(K, U] (6.47)

Donc, a Iinstant £, le supplément d’age correspondant a la k™ durée inter-maintenances (pour
1 <k < K,-) aété réduit par M,— — Mg, MP et N, — N, MC. Il n"augmente donc plus

le (M,-)®™¢ age effectif que d’une quantité :
(1= )" Mo (1= )Mo (6.48)

Ainsi I'age effectif vaut :

K,_

A (K =3 (0= )" M (0 p) g (6.49)

j=1

Et 'intensité de défaillance vérifie donc:
K —
AWK UYy =Mt Cre 3 (10— pp)M Mo (- p )M ey, (6.50)
7=1

En prenant p, = p. = p dans "équation (6.47) on obtient I"équation (6.45), donc ce modele
est bien une généralisation du modele ARA.. Fn prenant p. = 1 et p, = 1 dans cette méme
équation (6.47) on obtient des effets de maintenance AGAN respectivement sur les MC et les
MP. Et en prenant p. = 0 et p, = 0 on obtient respectivement des MC ABAQO et des MP ABAQ.
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6.3.6 Autres modeles pour les MP et MC

Dans le cas ou MP et MC ont le méme facteur d’efficacité de maintenance p, on peut
facilement généraliser le modele ARA,, en prenant une intensité de défaillance de la forme:

Min(m—1,K,_—1)
M(K)y=A|t-p > (1=p)Cr,_—; (6.51)

J=0

Quand les efficacités de MP et de MC ne sont plus les mémes, il y a plusieurs facons de généraliser
les hypotheses du modele ARA,,, comme cela a été fait sur les modeles ARA;.

On peut définir encore beaucoup d’autres modeles correspondant a des modeles d’age vir-
tuel généralisés: soit en prenant des modeles différents pour les MP et les MC, soit encore en
généralisant d’une facon ou d’une autre les modeles a mémoire finie. Par contre, les modeles ARI
ne peuvent pas, quant a eux, étre obtenus par des formes particulieres de I’age effectif, car ce
ne sont pas des modeles d’age virtuel. On peut malgré tout les construire tres simplement par
analogie avec les modeles ARA. Ainsi, 'intensité de défaillance, pour un modele avec un effet
ARIy sur les MP et les MC, analogue a celui de ’équation (6.37), a une intensité de défaillance
qui est :

V(KUY = A1) — pMCK,_) — Mmw, )] = pod(mur,_) (6.52)

De facon tres générale, 'intensité de défaillance d’un modele a réduction arithmétique de I’in-
tensité s’écrit alors:

AN(K,U) = Mt) — SL(K,U) (6.53)

avec Sip(K,U) = s, (W, Uy) ou les fonctions s sont déterministes.

6.4 L’efficacité de maintenance dépend de variables externes

6.4.1 Modele d’age virtuel généralisé

Comme nous I’avons vu précédemment les variables aléatoires externes sont, dans les cas qui
nous intéressent, a priori, des variables aléatoires cachées. 1l parait donc logique, que I'instant
de la prochaine MP ne puisse pas étre planifié en fonction des B;, variables dont les exploitants
du systeme ne connaissent pas les valeurs. c’est-a-dire que, dans le cas de MP planifiée, et qu’il
v ait ou non des variables aléatoires externes, on suppose que l'instant de la prochaine MP, si il
n’y a pas de corrective avant, est entierement spécifié par les variables aléatoires déja observées,
c’est-a-dire le passé du processus des MP et MC. Les équations (6.2) et (6.3) caractérisent donc
des MP planifiées méme quand des variables externes influencent le processus des MP et MC.
ILa seule différence sera que I'intensité de défaillance sera naturellement définie comme étant
relative aux variables externes:

1
AN(K,U,B) = lim —P(Nyga; — Ny- = 1|K,-,Wg _,Ug_,Bg ) (6.54)
’ Arso Al ' ' '

I.e théoreme d’innovation 5.2.1 permet alors de calculer une intensité de défaillance relative
au seul processus des MP et MC:

A(K,U) = EPN(K, U B) | Ke, Wi Ug,_] (6.55)

Avec cette intensité, on est alors ramené a un modele tout a fait similaire a celui de la section 6.2.
Tous les résultats déja obtenus dans cette section peuvent donc étre appliqués. En particulier
cette intensité relative au processus des MP et MC est en fait I'intensité de défaillance d’un
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processus ponctuel auto-excité: /\iv(f(, U) = AN Tes durées inter-défaillances vérifient alors:
P(Xp41 > 2|T,) = exp(— 7;"+'T' AN(N) du). On peut remplacer dans I’équation précédente
AN(N) par E[AN(N, M, B)|N,, = n,T,], et grace & I'équivalence entre I’histoire du processus
des MP et MC et I"histoire du processus auto-excité des défaillances, on obtient que I'équation
(1.13) est vérifiée dans le cas de MP planifiées.

e modele d’age virtuel défini par ’équation (6.22) peut tres simplement étre généralisé. TI
suffit de supposer que le eme age effectif peut étre influencé par la valeur des k premieres
variables externes:

Ap(K. U, B) = ap(Wy, Uy, By) (6.56)

ou ag(.) est toujours une fonction déterministe et ag = 0. I.’expression de I'intensité de défaillance
du modele reste la méme:

AN(K,U,B)=X(t —Cg,_ + Ax,_(K,U,B)) (6.57)

6.4.2 Modele de Brown-Proschan généralisé

Avec ce modele il est facile de généraliser le modele BP (et par 12 méme le modele BRS)
afin d’inclure Peffet des MP et des MC. l.e processus externe permet toujours de caractériser
I'efficacité des maintenances: B, — 1 si la i°™® maintenance est parfaite et B, = 0 si elle est

minimale. 1.’age effectif est égal au temps écoulé entre la derniere maintenance et la derniere
maintenance parfaite, Ax(K,U, B) = Zk [Hk (1 - Bi)] W;. Llintensité de défaillance vaut

=1 =3
donc:

AV(K,UB)y=X|t—Ck,_ + TZ ﬁl[m —~ B,)} W; (6.58)

J=1 | i=j

I.a M€ variable aléatoire externe, B;, est supposée indépendante des précédentes et indépendante
du processus des MP et MC jusqu’a l'instant (; (non inclus). Selon la loi conditionnelle de B;
sachant 'instant et le type de la derniere maintenance, on trouve différents modeles:

e P(B, =1]C,U;) =p: MP et MC suivent un modele BP de méme efficacité de mainte-
nance p.
e P(B, =1|C,U;) = p;]"'pl*U"' : MP et MC suivent un modele BP avec pour efficacité de

MP p, et pour efficacité de MC p..

e P(B;, =1

Ci, Uy) = p(Cy,Us) : MP et MC sont supposées suivre un modele BBS.

I.a propriété suivante donne l'intensité de défaillance relative au processus des MP et MC
(qui est la méme que I'intensité propre) pour un modele BP. Comme dans le cas de maintenances
uniquement correctives, on ne connait pas la forme explicite de cette intensité: on a uniquement
une équation récursive.

PROPRIETE 6.4.1 :

Dans le cas de MP planifiées, et pour un effet de maintenance de type BP d’efficacité p, pour

les MP et p. pour les MC, I'intensité de défaillance propre vérifie:

P ST e - o]

} ) 1 g — Log

AN(NY = AN(K,U) = T Lln P [ II (=) [,\N(K U])] J
22 7:0 7:7+1 C, b

exp (—/\(t — ) - AN(K, U)) } (6.59)
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o1l Py, est la probabilité que la i°™° maintenance soit parfaite sachant si elle est préventive
: . i o1y
ou corrective: p,, = py'p. " O

Démonstration :

La démonstration est une généralisation de celle faite pour la propriété 5.2.1. On retrouve les
mémes étapes de calcul et on garde les mémes notations. Le théoréme d’innovation implique
que :

K,
AR, U) =Y " E\Y(K,U,B)| Bg,_ ;. K;-.Cx,_ .Uk, 1 P(Bk,_ ;| K-, Ck,_ Uk, )
J=0
(6.60)
Tout d’abord, en raison de la signification de By ; :
EDNY(K, U B)|Bk,_j,Ki—,Ck,_ Uk 1=t~ Cj) (6.61)
Pour K,— = 0 il est trivial de montrer que la propriété 6.4.1 est vérifice. Pour K,— > 1 et
K, > j, on obtient de la méme facon que pour (5.56):
. Mg
P(Br, j| K Cx,_,Ux, ) = pr,_;[P(Bx,_1,;|Ck,_,Uk,_)] ">
cap(— [, Ms—Cj)ds)
= (6.62)

exp(— [(7:7\ B AN(K,U) ds)

avec pr; = P(Br = ) = P;]]{;:k}(] - P[Jk)"“#”. Pour k > 2 et k > j, on va calculer
P(By ;| Cry1,Ugs1), comme dans la propriété 5.2.1, en sortant du conditionnement Chiq,
Ukyq. Cependant, on doit distinguer les cas Ugyy = 0 et Upqy = 1. ST Upyy = 1, Cryq est
nécessairement éqgal a instant planifié de MP. Si Ugyy = 0, Craq a une distribution continue,
on notera alors pour n’importe quelle variable aléatoire H :

. 1
T Uy =0 (7) = A]JEOEP('T < Cppr <24+ Az, Uy =0|H) (6.63)

On aura alors:

P(Upyr = 1| By ;,Cy,Uy) Vet
P(Byi| Crs1,Upr) = P(B’”'C'“’Uk)( P(Upr =1 Iék Us)

1 U
(.fok+1 U1 =01Cy. Uy, By, ; (Clin ))

SO Uipr=01Cr, 0, (Crp)

MChyr = C3) =Vt eap(— [+ (s = Cj) ds)

— &
= pii [P(By1 | Cp, UL >0 £ 6.64
i P(Bij ) AN, (K, 0)) Ukt eap(— ST AN (K, 1) ds)( )
Donc, Uintensité de défaillance propre vérifie :
il Nt —Ci)enp (—A(E— ) ¥ e ren)
. 1 F—C)exp (—A(t— C U=
(0= Y G DL oo ] e
= ewp (—/\ﬁ(l(, U)+ AN (K, U)) it c, (K, U)
i M -]
1 . o — Loy
Ft en notant, Sy ; = pU{]‘DO}emp (7/\](}:7 (K, U)) H (1 —pw,) [W] , on a donc:
i=j+1
K,
AV, UY eap (AN (K, U)) = Y A= C) exp (—A(t— C5)) Sk, (6.66)

J=0
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Fn intégrant ['équation précédente entre C'x et t, on obtient :

exp (7/\7{\7([(, U)) — exp (f/\gh, (K, U))
Z Sk, lewp (“A(t = Cj)) — eap (- A (Ck,_ — Cj))] (6.67)
Or, d’une part, en évaluant 'équation (6.66) ent = Cryy on a si Uppy =0

k
) AMCrpr — C
erp (*An]/v,w (K, U) ) > Mew(*A(Cl«H =) Sk,

: /\(Vwr1 (K,U)
1 k
= > Sir eap (A (Chpr — C)
1= po,
- kii Sk, €0p (= MClpa (“))-| - herp (7/\7\7 (K U))
= pu,, L g T ' 7 J 1= pu,,, Crgr V1
D’ou
k+1
emp( Agkw (K, U ) Z Skt €xp (AN (Crpr — C})) (6.68)

D’autre part, en évaluant 'équation (6.67) ent = Ciryy on a si Uppy =1
exp (f/\(v]};+1 (K, U)) = exp (—/\%(K, U))
+Y Skjleap (=AM (Crpr — Cj)) — exp (~MCy — )]

= exp (—/\%(K, U))

o ' PUkp

k .
+ {Z Ly (A Ciy ) Sngean (MG C) | (6.69)

Or Spi1 k41 = PUL,, emp(f/\gkw (K, U)), donc en multipliant les deux membres de ’équation

ci-dessus par (1 — pUk+1) et en leur ajoutant Siy g1, on obtient:

k+1
emp( Ag,, (KU ) Z Skt1,5 €xp (A (Crpr — C5))

+(1 = poyy,) Lemp( AY (K, T)) Z@,”eq«p (“k(“))J (6.70)

Des équations (6.70) et (6.68) on déduit, par une petite récurrence, que quelle que soit la valeur
de UKff on a:

exp (7/\(&(t (K, U ) Z Sk, 7?7“7) (CKF — (77)) (6.71)
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En utilisant ce résultat dans I'équation (6.67) on obtient que :

exp (7/\ K,U)) Z Sk, jerp(—A{l — ) (6.72)

Finalement la propriété est prouvée en prenant le logarithme et en dérivant ’équation ci dessus.l

Grace a cette intensité de défaillance propre, on peut calculer, en utilisant la propriété 6.2.3,
une fonction de vraisemblance correspondant a I'observation du processus des MP et MC sans
supposer connus les {B;};,>1. Cette vraisemblance est appelée également vraisemblance propre.

PROPRIETE 6.4.2 :
Pour des effets de maintenance de type BP, la vraisemblance associée a une uniqiie ohservation
du processus des MP et MC sur [0,1] s’écrit :

K,
L@ = |TL0 — por@)' =7 | a7 =t cap (<A 1))
e |
ZPU H (1= pu)AC; — C))'
L L J+1
At — (jj)(1*1]f\'t)1‘{fch\'t} exp (— At —C})) Le, (0)} (6.73)

ol § représente les parametres a estimer, c’est-a-dire p,, p. et les parameétres de I'intensité
initiale, A. ]

Démonstration :
D’apres la propriété 6.2.3 on a:

,\t
L.(8) = [HAQULW“,U“)‘U&] exp (~AN(K,- Wk Uk, )

- 1-Ug — -
MK Wi Uy U= o (CAN(K - Wi Uk, ) (6.74)

En utilisant 'équation précédente et ’équation (6.66) sit = C'x, ou équation (6.72) sinon, on
obtient :

Lf Z "{7>0}A ‘o p )(1*[]7\'})“%:07\'}} { H (] o PU,;)/\(Ci - (jj)]U}

7

exp (—A(f — C))) H/\n]/v,;(iLWv:uUmin PTP( AY (G — 1,W,74,1,Uj,1))
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K,
Li(0) = {Hm - PU;,)/VQ)1U;| AN (A (1))

=1
K, K, '|
+3 g ept N o A - o) | T o) MC - o)t
=1 Lejﬂ
i
[H A](Yv’ (7 - ]7 Wi,1 7 U7j71 )1[]1:] erp (7/\](?7 (] — ], W'7‘,1 s U]‘,] )) (675)
=1
Bt Lo, (6) = { LN G 1, W, U ) Y eap (ng G 1,W,_i, UH)). m

Comme dans le cas du modele BP pour des maintenances uniquement correctives, prendre
le logarithme de la vraisemblance ne simplifie pas les équations. Cependant, on reste malgré
tout capable de calculer les dérivées partielles de cette vraisemblance et donc de rechercher les
estimateurs de maximum de vraisemblance avec une méthode numérique comme celle de Newton.
e calcul de la vraisemblance et de ces dérivées partielles est itératif et, de facon similaire au
cas de maintenances uniquement correctives, a une complexité théorique en O(k?), ol k est le
nombre total de maintenances observées.

6.4.3 Lien avec le modéle de Last et Szekli

Last et Szekli [47] ont proposé un modele qui peut étre vu comme une généralisation du
modele de maintenances préventives planifiées que nous proposons. Pour eux la politique de
maintenance préventive dépend des variables aléatoires externes:

Ug, v1=1=1y_4+1=Ck,_ +hx,_(Wg,_,Ugk,_,Bg ) (6.76)
FEt les durées inter-maintenances et types de maintenances vérifient donc:

Wk,_g1 =min (Tn,_41 — Cr,_,hx,_(Wrk,_,Uk,_,Bx,_)) (6.77)

t

Uk, 41 = Wowye _yi=hie (Wi _Ux_ B _)) (6.78)

I’effet, des maintenances sur le processus des défaillances est supposé du type Kijima I1:
AN(K, U, B) = Xt — Cx,_ + Ax,_(K,U, B)) (6.79)

avec pour tout k> 0: Apyy (K, U, B) = (1 — Bpp)[Ar(K, U, B) + Wii4].

lLast et Szekli ont introduit ce modele et se sont intéressés aux propriétés de stationnarité
du processus des maintenances, ainsi qu’a la comparaison de différentes politiques de mainte-
nance par des méthodes de couplage, mais ils n’ont jamais cherché a estimer Defficacité des
maintenances.

6.5 Quelques politiques de maintenances préventives classiques

Dans quelques articles on retrouve des cas particuliers du modele de maintenances préventives
planifiées que nous proposons ici. La quasi-totalité de ces articles (excepté quelques uns sur les
MP a date fixée) ne s’intéressent pas a 'estimation de I'efficacité de la maintenance dans ces
modeles. Mais, pour des parametres du modele donnés, ils comparent 'effet des différentes
politiques de maintenance sur le processus des défaillances. Ou, dans une grande majorité des
cas, ils essayent d’optimiser une fonction de coiit. I.’optimisation de la politique de maintenance
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dépendra alors de la capacité du personnel de maintenance a tenir compte du passé du processus
des maintenances pour fixer les dates de MP futures, c’est-a-dire pour déterminer les fonctions
h;. Pham et Wang [60] ont effectué une revue tres complete des différentes politiques de MP
proposées.

6.5.1 MP a date fixée

Comme on I’a expliqué précédemment, 'idée la plus simple est de considérer que les MP
ont, lieu a des instants déterministes 7, pour &k > 1. La politique de maintenance préventive
consiste alors a effectuer la MP des que 'on arrive a cette date fixée préalablement. En notant
m = {m;};>0 le processus déterministe des MP cela s’écrit :

Vk > 07 hk(Wk, Uk) = Tmck‘H - Ck (680)

l.es maintenances correctives, effectuées suite a des défaillances, sont souvent faites dans I'ur-
gence en ayant uniquement pour but de remettre le systeme en état de marche. Par conséquent,
il est raisonnable de proposer des modeles oli toutes les maintenances correctives sont mini-
males. Au contraire, des maintenances préventives soigneusement préparées peuvent améliorer
significativement 1’état du systeme. Il est d’ailleurs admis dans la pratique que les maintenances
qui augmentent le plus la durée de vie du systeme sont les maintenances préventives. Dans ce
cas, il est facile de voir que l'intensité de défaillance est déterministe, ce qui implique que le
processus des défaillances est un NHPP. I.’expression de I'intensité de ce processus est obtenue
en remplagant, dans I'expression de 'intensité des modeles de la premiere partie, (T;, N;) par
(1:, m+). Par exemple, si I'efficacité des MP est supposée du type ARA;, I'intensité de défaillance
est de la forme:

A=At~ pTm, ) (6.81)

Et si Pefficacité des MP est supposée du type ARA.,, elle est de la forme:

1
M=At-p > (0 p)Tm,_ i (6.82)
7=0

1l s’avere que ce modele a déja été proposé par Yun et Choung [75] dans un article o ils ont
expérimenté, sur des données simulées, la méthode d’estimation des parametres de ce modele
par maximum de vraisemblance. Te fait que le processus des défaillances soit un NHPP simplifie
grandement les choses: dans les formules de la section 6.2 les lois des types de maintenance,
des durées inter-maintenances et inter-défaillances ne sont plus, dans ce cas, conditionnelles, et
I'intensité de défaillance est alors une fonction déterministe beaucoup plus simple a intégrer.

e modele proposé par Canfield [13] en 1986 fait une hypothese sur les maintenances préventi-
ves qui ne rentre pas dans le cadre des modeles vus précédemment. En effet, les hypotheses de
ce modele sont :

e les maintenances correctives sont minimales (ABAOQO).
e [.es maintenances préventives sont déterministes et périodiques, de période At.
o [.intensité de défaillance est continue.

e Apresla £ MP, Iintensité de défaillance croit comme celle d’un systeme d’age t — ks.
I’efficacité de la maintenance est représentée par la durée s, qui doit étre inférieure a la
période At.

[’intensité de défaillance est une fonction continue. I efficacité de la maintenance ne se traduit
donc pas par un rajeunissement du systeme, mais par une modification de la pente de I'intensité
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de défaillance apres une MP, c’est a dire une variation de la vitesse d’usure du systeme. On
b .

peut le voir sur la figure 6.1, tracée pour At = 1.5 et s = 1. Dans cette figure et la suivante,

les instants des MP et des MC sont respectivement représentés par des carrés et des cercles sur

I'axe des abscisses.

30

251

20

15+

35 4 45

Fia. 6.1  Intensité de défaillance du modele de Canfield

IL.a forme générale de 'intensité de défaillance dans le modele de Canfield est :

|27 ]

A=At Lép) + 3 AG(AL — 5) +5) — AG(AE — 5))] (6.83)

=1

Ce modele se généralise facilement a des MP déterministes non périodiques :

At = At — smy) + Z A1 — (i — 1)s) — A(m — is)] (6.84)

=1

Quelques auteurs, dont Nakagawa [59], Chan et Shaw [14], Wang et Pham [72], se sont
intéressés aux modeles d’efficacité de maintenance pour des MP a date fixée, mais dans le but
d’optimiser des coiits de maintenance. Tres peu ont cherché a estimer les parametres de leurs
modeles. Canfield [13] a estimé les parametres de son modele dans le cas particulier ou s = Af.
Cela revient a fixer l'efficacité de la maintenance et a estimer seulement les parametres de
I'intensité initiale, ce qui n’est pas pertinent pour notre étude.

Jack [34] a effectué une étude statistique dans le cas on les MP sont déterministes et
périodiques avec des effets ARA; ou ARA,,, et les MC minimales. I.intensité initiale est sup-
posée étre une fonction puissance. Le jeu de données réelles étudié est constitué des instants de
maintenances de 9 systemes d’équipement médical (syringe driver infusion pumps) identiques. Tl
comprend au total 80 MC et 30 MP. Pour le modele ARA4, le parametre de forme de I'intensité
initiale, 3, est estimé a 2.71 et p a 0.488. Pour le modele ARA.,, 5 est estimé a 2.48 et p a 0.211.
Il semble donc qu’il y ait sur ces matériels une usure forte et une maintenance relativement peu
efficace.

Dans un autre papier [35], Jack a analysé les mémes données pour des MP et MC suivant,
le modele de la section 6.3.4 et pour des MP et MC ARA., correspondant a (6.50). Dans les
deux cas, la vraisemblance est maximale pour p. = 0, ce qui fait que les estimations des autres
parametres sont exactement les mémes que sous 'hypothese de MC minimales. Selon Jack, ces
résultats confirment, pour ces données, la validité de I’hypothese MC minimale. En fait, il est
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possible que p. soit négatif, c’est-a-dire que la maintenance corrective soit nuisible, mais Jack
n’a pas pris en compte cette possibilité.

6.5.2 MP a age fixé.

Cette politique de MP n’existe que pour des modeles pour lesquels 'effet des maintenances
suit un modele d’age virtuel. Elle consiste a effectuer une MP des que I’dge virtuel du systeme,
t— (j]{fﬁ + A""ﬁ’ atteint ou dépasse un certain seuil fixé ag,

vk >0, hk(Wk, Uk) = ap — Ak([(, (]) (685)

Par exemple, on peut supposer que le seuil est constant et égal a a et que 'effet des main-
tenances sur le processus des défaillances est AGAN. Les MP ayant lien entre T; et T;1¢ se font
alors a tous les instants de la forme T; + ka on k est un entier tel que T; +ka < T;4q. L'intensité
de défaillance s’écrit, alors:

ANIN, M) =X = A <t ~Tn_ {iJ a,> (6.86)

a

I.e processus des défaillances est dans ce cas un processus de renouvellement, auquel Shaked et
Szekli [64] se sont intéressés. On retrouve par exemple ce type de politique de MP & age fixé dans
Brown, Mahoney et Sivazlian [10], Dagpunar et Jack [20], et Lin, Zuo et Yam [53]. Une forme
généralisée de ce type de politique de MP est souvent associée a des effets de maintenance de
type BP (comme dans Fontenot et Proschan [29]) ou BBS (comme dans Sheu, Kuo et Nakagawa
[65]). Pour ce faire, ces auteurs considerent que la MP a lieu des que I'age relatif (aux variables
externes) du systeme atteint un certain seuil. Notre modele ne permet pas de modéliser une telle
politique, mais celui de Last et Szekli le permet.

25 q

15+ q

05 q

Fia. 6.2 Politique de maintenance préventive a age ou intensité fizé, cas AGAN

6.5.3 MP a intensité fixée.

I.a MP a lieu des que I'intensité de défaillance du systeme, /\iv(f(, U), dépasse un certain
seuil fixé, b[(fi. Pour un modele d’age virtuel les fonctions hy vérifient alors:

V>0, hp(W,Ug) =X "(by) — Ap(K,U) (6.87)
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oit A7'(.) est I'inverse de la fonction A(.). Si on suppose que le seuil est constant et égal a b,
et que les effets des MP et des MC sont AGAN, on retrouve le méme modele que (6.86), avec
b = X(a). La figure 6.2 présente une trajectoire de I'intensité de défaillance dans ce cas pour
a =1 ou b= 3 et une intensité initiale toujours égale & A(t) = 312

Si les effets des MP et MC ne sont pas du type AGAN, la politique de MP a intensité
fixée n’est pas équivalente a la politique de MP a age fixé. On trouve ce type de politique de
maintenance dans Lie et Chun [50], Jayabalan et Chaudhuri [37], et Lin, Zuo et Yam [53].

On pourrait également imaginer cette politique de MP avec des modeles a réduction de
Iintensité : AN (K, U) = A(t) — S,(K,U). Les fonctions hy, vérifieraient alors :

V>0,  ha(Wi,Ug) =X (by + Sp(K,U)) (6.88)






Chapitre 7 __

Maintenances préventives
conditionnelles

Dans la pratique la maintenance préventive n’est pas forcément completement planifiée.
Certaines MP peuvent avoir lieu en fonction d’une surveillance du systeme. Si celui ¢i montre,
par exemple, un état de dégradation avancé, une perte de performance notable, une sortie
des conditions standards de fonctionnement,..., il est maintenu préventivement. CC’est ce qui
est appelé maintenance (préventive) conditionnelle. T.e but de ce type de maintenance est de
minimiser les cotits d’entretien, en surveillant le systeme pour effectuer les MP en fonction de
I’état de dégradation. I.)idéal serait de réaliser la MP juste avant la défaillance. .a dégradation
du systeme n’étant pas parfaitement prévisible, la MP conditionnelle qui en découle se fait a un
instant qui n’avait pas été prévu au départ, donc aléatoire. De plus, étant donné que les instants
de défaillance sont bien entendu eux aussi liés a I’état de dégradation du systeme, les instants
de MC et les instants de MP ne sont pas indépendants.

Dans un premier temps nous nous intéresserons au cas ol l'efficacité de maintenance ne
dépend pas de variables externes. Nous caractériserons le processus des MC et MP conditionnelles
a I'aide de deux intensités: une pour le processus des MC et une pour le processsus des MP.
Nous ferons le lien entre ce modele général et le modele de risques concurrents. Nous définirons
un premier modele d’age virtuel généralisé dont nous étudierons les cas particuliers. Puis, nous
élargirons cette classe de modeles afin de définir un modele d’age virtuel encore plus général.
Enfin, nous nous intéresserons au cas ol des variables aléatoires externes influencent le processus
des défaillances.

7.1 Caractérisation du processus des MP et MC

Dans un premier temps on considere qu’aucune variable externe n’influence le processus
des défaillances. Pour modéliser des MP conditionnelles, il suffit de considérer les MP et les
MC sur le méme plan, comme deux processus ponctuels aléatoires pouvant interagir et ayant
chacun une intensité. De la méme facon, on définira alors également une troisieme intensité pour
le processus des maintenances globales, K. Ces trois intensités, en 'absence d’effets aléatoires
externes, seront naturellement définies en fonction de I’histoire complete du processus des MP et
MC. c’est-a-dire, de facon équivalente selon qu’on adopte la vision processus bivarié ou coloré:

My = 0({Ns, Ms}o<s<i) = 0({ Ky, Uk, Yo<s<t) (7.1)

Dans la suite on ne fait aucune hypothese quant aux liens qui peuvent exister entre les deux
processus N et M. On fait uniquement les hypotheses suivantes:

e On ne peut pas avoir deux maintenances simultanées:

Vt 2 07 VAt > 07 P(Krt_l_At - [(t > ‘1|K7t7 W[(“ U[(t) = ()(At) (72)
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e [Une méme maintenance ne peut pas étre a la fois préventive et corrective, c¢’est-a-dire que
les processus M et N n’ont pas de saut commun:

Vi >Cyy, T, # mam, (p-s.) (7.3)

DEFINITION 7.1.1.
Intensité de M(C':

AN(K =1l —PN N, - W Uk 4
( U) A:‘r—nmA ( t+AE T Vg K, I\t,) (7 )
Intensité de MP :
MK =1l —P/\/[ M. - Wg Ug Ry
( U) A:‘r—nmA ( t+Ar — iy K, I\t,) (7 5)
Intensité de maintenance (globale) :
1
ANK,U)= lim —P(Kipar — Wk Uk ) (7.6)
At—0 At ’ ’ .

En fait, on n’a pas besoin de définir ces trois intensités. Les intensités de MP et de MC
suffisent puisque les valeurs de l'intensité de maintenance globale se déduisent de ces deux
derniéres comme le montre la propriété suivante, démontrée dans [3] (page 74).

PROPRIETE 7.1.1 :

Vi>0, MK, U)=AY(K,U)+ M (K, U) (7.7)
0

l.es intensités ainsi définies permettent de caractériser la loi du processus des MP et MC
en déterminant les lois conditionnelles des durées inter-maintenances et types de maintenances
données par les formules de Jacod [3].

PROPRIETE 7.1.2 :

+o00
PWigr > w, Uppy = 0|W 1, U}) = / AN (b, Wi, Ug) PWiyy > ulW i, Uy) du (7.8)

S

+o00
P(Wk_H > 7177(]k+1 = ]|Wk,Uk) = / /\CA{Q_I_“(IC,W]{,U]{) P(Wk—H > ?I,|Wk,Uk) du (7())

U

P(Wk_H > ?I)|Wk,Uk) =exrp < / /\(Vk+g(k7Wk7Uk) (]9) (7]0)
J0O
A (kW Uy
Upgr = Wiyt = w, W, Uy, el 7.11
( " " ) A?Vk-l—u;(k? Wk? Uk) ( |:)|

COROLLAIRE 7.1.1.:

400
P((]k+1 = ]|Wk,Uk) = / Ac%+ql,(kywk7Uk) P(Wk—H > ?I,|Wk,Uk) du (7.]2)
J0
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l.es formules de Jacod ont pour conséquence que les intensités de MP et de MC définissent
completement la loi jointe des observations. De plus, on se rend bien compte que le cas des
maintenances préventives planifiées n’est pas un cas particulier de ce modele. En effet, on a ici,
conditionnellement au passé des observations, une distribution continue pour le temps d’attente
jusqu’a la prochaine date possible de MP, si il n’y a pas de M(C avant. Cette distribution continue
ne permet pas de modéliser des événements déterministes conditionnellement aux observations
passées, donc des MP planifiées. Par contre, cette distribution continue nous permet de définir
des densités conditionnelles.

DEFINITION 7.1.2.
Pour v = {0, 1}, on note pour tout k > 0:

) 1
TWyir Ui =W U, (W) = A]q]urio MP(?U < Wipr <w+ Aw,Upypy = u|Wyi,Ug)  (7.13)
]

lL.es expressions de ces densités sont obtenues a I’aide de la propriété 7.1.2.

COROLLAIRE 7.1.2. :

N wu ,/,
fWk+1 U1 =0[W o U (w) = /\Oﬁ_w(k7 Wi, Ug) exp < /0 /\(}H_S (k,Wi,Uyg) ds) (7.14)

fWk+1 U1 =1|Wi U (w) = /\CA{Q_‘_W(k, Wi, Ug) exp < /0 /\g]{_l_s (k,Wi,Uyg) ds) (7.15)
' [l

Pour des MP conditionnelles, dans le cas général, il n’y a pas de formule simple pour la date
de la prochaine défaillance sachant les MP et les MC déja observées. Pour simplifier un tant soit
peu la formule et sa démonstration, on utilisera exceptionnellement des conditionnements par
rapport a des évenements, par exemple [W} = wy], et non des variables aléatoires, W.

PROPRIETE 7.1.3 :

+o00
P(Tch—l—] >Ck+m|Wk:wk7Uk:Uk) = Z/ H AM (l{?—l—?:*‘l,wk_l_?j,],’LLk_Fi,])
j=0"

5i<T 1< e
Wits B
emp( — Z / /\2+,;71+s(k +i— 1, w1, Upyi1)ds
1<i<; 0
T8y .
_ /0 ,\£‘1’4+]+S(k + J Wiy, Ukt s) ds) dwpgq... dwgy; (7.16)
avec Wy = (Uqy .oyt 1,y 1), 001 les u; € {0, 1} pour tout 1 < i < k. O

Démonstration :
Le principe de la démonstration est d’utiliser une formule des probabilités totales sur le systéme
d’événements complet {M¢, 1., — M¢, = .7},7’20.

P(Tn, +1 > s+ 2| Wy =w, Ui = uy))
= P(TN%—H >Ck+m7Mck+m* Mck :j|Wk:wk7Uk:uk)) (7]7)
7=0
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Or, on a:
P(TN%“ >cp+a, Moy pn — M., =7+ 1| Wi =w, Ui =uy)
= /OT P(TN%H >epta,Meyqr— M, = JI Wiyt = wipr, Upyr = upgq)
TWiir U =1 W= Uy =y (W) A0 (7.18)
Récursivement on obtient donc que:

P(TN, +1 > ek + 2, Moy — Moy = jI| Wy = wy, Uy, = uy)

= / P(Tn, 41> s+ 2, Meyyo — Moy =0 Wiy = wiyj, Upyj = upyj)
Js; <z ’ ’

SySw

H fWk+1‘,7Uk+i:1 IWipici=wipi 1, Upyi1=tpq; (wk‘H) dw 41 “'dwk-l-.i (7']9)
1<i<y
Ft
P(TN%—H > cp+x, Mck-l—m*Mck =10 | W, = wr, U, = ”LLk) e P(Wk-H > | W, = wr, U, = ”LLk)
(7.20)
D’ou le résultat. |

Enfin dans le cadre d’une approche paramétrique, on peut estimer les parametres des inten-
sités de MP et MC a P'aide de la fonction de vraisemblance donnée par la propriété suivante,
extraite de [3] (page 102).

PROPRIETE 7.1.4 :
Ia fonction de vraisemblance associée a une unique observation du processus des PM et CM
sur [0, 1] vérifie:

K
Li(0) = [H AG G = LW U)Wy, UH)”"’]
=1
K-+ Cy .
exp | — Z / ARG =1, W, 1, U;_1)ds (7.21)
=1 7 0
Grace a la propriété 7.1.1, la vraisemblance précédente peut étre réécrite sous la forme:
|7Mr, K,—+1 o,
Li(0) = [H A (K =1, Wi, U,(T]])J eap [~ D / AMG -1, W, U; ) ds
| . : . / Jooo
j=1 =1 J=1
N, K,—+1 o,
[H MUKy =1, Wk, 1, Um”)] exp = D / ANG =1, W, U; ) ds | (7.22)
: ; Joy
=1 7=1 -1

Ainsi, il y a dans la vraisemblance un terme multiplicatif supplémentaire par rapport au cas de
MP planifiées. Ce terme correspond a 'aléa existant sur la date de la prochaine MP.

7.2 Lien avec ’approche risques concurrents

7.2.1 L’approche risques concurrents

En 2000, Bedford et Mesina [7] ont proposé de modéliser la dépendance entre mainte-
nances préventives et correctives par la méthode des risques concurrents (RC). Le principe
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est le suivant. Au moment oll on remet en fonctionnement un systeme, apres une maintenance,
on ne sait pas si la prochaine défaillance surviendra avant ou apres la prochaine maintenance
préventive. Autrement dit, on ne sait pas si la prochaine maintenance sera préventive ou cor-
rective. Mathématiquement, aprés la (i — 1)*° maintenance, on peut considérer qu’il existe
deux variables aléatoires fictives Y; et 7;, appelées variables de risques, ou Y; représente la durée
d’attente de la prochaine MP si une MC ne survient pas avant, et 7; la durée d’attente de
la prochaine MC si une MP ne survient pas avant. L.a prochaine maintenance véritablement
observée est celle qui se produira la premiere, au bout d’une durée

W, = min(Y;, 7;) (7.23)
IL.a nature de cette prochaine maintenance, préventive ou corrective, est déterminée par:

1 i la maintenance est préventive
Ui=yiczy = 0 (7.24)

si la maintenance est corrective
la figure 7.1 illustre le principe de construction des modeles de RC.

Y- Y’% Y4
i =W, 2

A 4

Za = W3
T T T>

Fia. 7.1 Principe des risques concurrents

Dans un modele de risques concurrents, on suppose en plus que les Y; sont indépendants
et de méme loi, et les 7; sont indépendants et de méme loi. Par contre, Y; et 7; peuvent étre
dépendants. Cela revient a dire que les effets des MP et des MC sont AGAN : apres chaque
maintenance, le systeme est remis a neuf. L.e processus global des maintenances est alors un
processus de renouvellement, mais le processus des MP ou celui des MC eux n’en sont pas.

I.a dépendance entre les deux types de maintenance est exprimée par la loi de probabilité
conjointe du couple (Y, 7), caractérisée par la fonction de survie bidimensionnelle :

Yy >0, V2>0, S(y,z)=PY >y, 7 >2) (7.25)

La politique de maintenance idéale consisterait a effectuer la maintenance préventive juste avant
la défaillance, ce qui se produit quand Y = 7 — ¢, avec ¢ petit. Si les Y; sont nettement plus
petits que les 7;, on n’observe pas de défaillance, mais on fait les MP trop tot, donc a un coiit
trop élevé. Enfin, la pire politique serait celle ol on n’observe que des défaillances, ce qui arrive
pour Y; > 7, pour tout 7 > 1.

Cooke et Bedford [18] ont classé les principaux modeles de risques concurrents, parmi lesquels
on distingue:

e Modeéle a risques indépendants : C’est le cas on Y et 7 sont indépendants. Le modele
est alors completement défini par les lois marginales de YV et 7.

e Modeéle a risques conditionnellement indépendants: Y = A+ C et 7 = B4 (),
o A, B et (' sont mutuellement indépendantes [32]. V et 7 sont donc dépendantes par
I'intermédiaire de (U et indépendantes conditionnellement a (.
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e Modéle a signe aléatoire: (aussi appelé modele a censure dépendant de age dans
[17]) T consiste simplement a supposer que le signe de Y — 7 est indépendant de 7. 1
est équivalent de dire que U et 7 sont indépendantes. Kn clair, la nature de la prochaine
maintenance ne dépend pas de la durée théorique d’attente de la prochaine MC. Pour
définir completement le modele, la loi conjointe de (Y, 7) doit étre précisée.

Dans la mesure ol les effets des MP et MC sont supposés AGAN, le probleme d’évaluation
de Pefficacité de la maintenance ne se pose pas dans les modeles de risques concurrents. les
travaux consacrés a ces modeles s’intéressent essentiellement & la. comparaison de modeles et
a Pestimation des lois de Y et 7. Pour ce dernier point, la difficulté est que les V; et 7; ne
sont pas observées, seules les W; et U; le sont. Dans le modele a risques indépendants, les lois
de Y et 7 peuvent étre estimées au vu des W; et U; par une méthode de type Kaplan-Meier
[44]. Mais quand les risques ne sont pas indépendants, il s’avere qu’on ne peut pas estimer ces
lois, a cause d’un probleme d’identifiabilité. En effet il a été prouvé que, quelle que soit la loi
conjointe de (Y, 7), il existe toujours un couple de variables aléatoires indépendantes (37, ﬁ), qui
fournissent la méme loi que (Y, 7) pour (W, U) [70]. On ne peut en fait estimer que les fonctions
de sous-survie:

Sy(y)=PY >y, Y <Z)=PW >y, U=1) (7.26)
Sy(z) = P(Z> 2,7 <Y)=P(W > 2, U =0) (7.27)

Pour illustrer ce probleme, considérons un exemple, inspiré de Bedford et Mesina [7].

e Modele 1: W et UU sont indépendants, W a pour fonction de survie Sy, U est de loi de
Bernoulli de parametre p. Y et 7 sont définis par Y = W+ (1 - U)A et 7 =W+ UA, ou
A est une variable aléatoire positive quelconque.

e Modéle 2: Y et 7 sont indépendantes et de fonctions de survie respectives Sy (y) =

[Sw ()] et Sz(2) = [Sw(=)]" .

On montre que ces deux modeles ont les mémes fonctions de sous-survie: Sy (y) = pSw(y)
et 5% (2) = (1 — p)Sw(z). Par conséquent, il est impossible de reconstituer la loi de (Y, 7) au vu
de 'observation de (W, U). L.e premier modele suppose une dépendance forte entre MP et MC
potentielles alors que le deuxieme modele suppose qu’elles sont indépendantes. Bedford, associé
a Mesina [7] et Bunea [12] a cherché a mesurer 'impact de ces incertitudes sur le probleme
d’optimisation de la maintenance.

7.2.2 Généralisation de ’approche risques concurrents

On propose ici de généraliser 'approche risques concurrents au cas d’effets de maintenance
quelconques. Pour ceci, on doit caractériser la loi jointe des variables de risques, Y; et 7;, condi-
tionnellement aux observations déja réalisées, afin de pouvoir exprimer 'effet de la (i — 1)°™¢

maintenance sur la loi du couple (V;, 7;).

DEFINITION 7.2.1.
Pour un processus de MP et MC on définit la loi jointe des risques conditionnellement au
passé du processus des MP et M(C par la fonction de survie:

VE>0, Sy, zs Wi, Up) = P(Yer >y, Zigr > 2|Wy Uy (7.28)
]



Maintenances préventives conditionnelles 115

De la méme facon, on généralise la notion de fonction de sous-survie en les conditionnant par
rapport au passé du processus des MP et MC.

DEFINITION 7.2.2.

Pour un processus de MP et MC' on définit les fonctions de sous-survie (généralisées) comme

étant :
vk >0, ST W Up) = P(Zyqq > 4, Zggr < Vi | Wi, Uy) (7.29)
SV W, Ug) = P(Yipr > 1, Vgt < Zgg [ Wi, Uy) (7.30)
O
Si on suppose, comme nous le ferons a partir de maintenant, que les dérivées partielles de la

(()Sk+1 82qk+1
: 1
s Whzee Dyd= (

et sont continues, le lien entre les fonctions de sous-survie et la fonc‘non de survie jointe des

: oL . a5
fonction de survie jointe des risques, ;+1 (y, z; "), Y, z;...), existent

risques est fait par la propriété suivante.
PROPRIETE 7.2.1 :

+oo d
SYk+1 (U7 kaUk) = / |: (7 qk—H (U,Z Wk,Uk):|( ) ds (73])
Yy 5,8
+oo d
S’}k“ (2, Wi, Uy) = / [ pp Sk (y, 2 W, Uk)] o ds (7.32)
Jz 5,8 n

Démonstration :

d
—— 55 W, Up) = | —P Y < Ay, Y, <7 W, U
Vi (y, Wi, Uyp) = Ao Ay (y <Vipr <y+ Ay, Vi < Zpq [Wy, Uy)

= i —P Y, < A Ay < 7 W, U
ALTmAy (Y <VYigr <y+Ay,y+ Ay < Zpp [ Wy, Uy)

) 1
+ lim —— Py < Vipr <y+ Ay, YVigr < Zppr <y+ Ay| Wi, Uy) (7.33)
Ay—0 Alj

Or,

Ply < Yigr <y+ Ay, Yipr < Zppr <y+ Ay| Wy, Uy)
< Py < Vigr <y+Ay,y < T <y+Ay|W, Uy)
= Py <Vig1 <y+ Ay, Zpp >y | Wi, Uy)
—P(y < Vg1 <y+ Ay, Zpp > y+ Ay Wy, Uy)
=[Skt (v, y; Wi, Ug) — Sia (y + Ay, y; Wi, Uy )]
Sk (y,y + Ay Wi, Ur) — Sepi (y + Ay, y + Ay; Wi, U L)

0 0
= [ [8—Sk+1 (y, 23 W, Uk)] + [(‘)_SH] (y,2; Wy, Uk)] Ay + O(Ay?)
Y (y:y) Y (v.y+dy)
82
= [ Sk (y, z; Wi, Uk)] Ay? +0(AyY) = O(Ay?) (7.34)
dy 0z (.0

Ft
Ply < Yipr <y+ Ay, Zpp > y+ Ay | Wi, Uy)
= Sip (L y+ Ay Wi Ur) — Sei(y+ Ay, y + Ay; Wi, Uy)

0
= - [8—Sk+1 (y, 23 Wi, Uk)] Ay+O0(Ay?) (7.35)
Y (y.y+Ay)
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En utilisant les équations (7.33), (7.34) et (7.35), puis en intégrant, on obtient (7.31). (7.52)
se démontre de la méme facon. |

[L.a propriété suivante donne le lien évident existant entre les approches risques concurrents
et processus bivariés ou colorés.

PROPRIETE 7.2.2 :

Sk—H (f,f; Wk,Uk) = P(Wk_H > f|Wk,Uk) (736)
S}km (f; Wk,Uk) = P(Wk_H >t Upyr = 0|Wk,Uk) (7.37)
S;;k+1 (f; Wk,Uk) = P(Wk_H > 1, (]k+1 = ]|Wk,Uk) (738)

[l

COROLLAIRE 7.2.1. :
1 .
Sk (f, Wy, Uk) =exp < / /\ék-l-ﬁ‘ (k, W, Uk) (]9) (73())
J0

o0 v
S’}MH (t; Wi, U) = / /\(V]Yk+“(k, Wi, Ug) exp < / /\éﬁ_s (k,Wi,Uyg) ds) dv  (7.40)
Jt Jo

U

+oo .
SS*@M (t; W, Up) = / A%+7}(k,Wk,Uk) exp < / /\ék_l_s(k,Wk,Uk) ds) dv  (7.41)
Jt Jo

COROLLAIRE 7.2.2. :

S d
At,‘ ([( fi; kat* f U,‘/yt*) = 7% [177/ (S’R't7+1 (t - (ijt* 3 t - C,‘/yt*; W,(t* 3 U,(t* ))] (742)

J
[(()_SR}H (.Uv 23 WR'F ) UR'F )]
AN (KW Uk ) - e 07 )
AP K_,Uk _)= : : e
k k "t "t SR'F-H (f - Ci«"t, = CR}J WR'F s UR'F)

0
[a_sr(,ﬂ (W, U, )]
; , 7 " (tf(j,\,,fi,tfol\"f,)

MKWy Ug )= 7.44
o (K Ko Ur) Sk, 41t = Cr,_st = Cg, ;Wgk,_Ug,_) ( D)

Démonstration :
L équation (7.42) est une conséquence directe de (7.39). Le corollaire 7.2.1 a pour conséquence
que :

d *
*%SZ,M (t = Cp; Wi, Uy)
erp (* Jo AL, 1 (s W, U ) dS)

Et on obtient 'équation (7.43) en utilisant le résultat des équations (7.32) et (7.39) dans
Iéquation précédente. De facon similaire on démontre I'équation (7.44). |

AN (k, Wy, Uy) =

(7.45)
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I.e corollaire 7.2.2 met en évidence le probleme d’identifiabilité des modeles de risques concur-
rents, dont on a déja parlé. En effet, on a montré avec la propriété 7.1.2 que les intensités de MP
et de M( caractérisaient completement la loi des observations. Or, ces intensités ne dépendent
que des valeurs que prend la loi jointe des risques au voisinage de la premiere diagonale. La
majeure partie de la loi jointe des risques n’a donc aucun impact sur la loi des observations
et n’est par conséquent pas identifiable. Pour expliquer ce phénomene on définit la notion de
risques conditionnellement indépendants.

DEFINITION 7.2.3.
Des variables de risques {(Y;, 7;) }i>1 sont dites avoir des risques indépendants conditionnel-
lement an passé du processus des MP et MC, ou plus simplement, des risques conditionnel-
lement indépendants si:

vk >1, Vy,z>0,
Sk—H (y, z; Wk, Uk) = P(Yk_H > l/| Wk, Uk) P(Zk_H > Z| Wk, Uk) (7.46)
[l

Pour tout modele de risques concurrents généralisés, on montre alors qu’il existe toujours un
modele avec risques conditionnellement indépendants qui a la méme loi des observations.

PROPRIETE 7.2.3 :

Pour n’importe quelles variables de risques {(Y;, Z;) }i>1, il existe une unique série de variables
de risques {(3777 Z;)}?;N avec les mémes intensités de MP et MC, et des risques conditionnel-
lement indépenda,nts.i ]

Démonstration :
Soit {Y;}is1 et {Z;}i>1 des variables de risques conditionnellement indépendantes, c’est-a-dire
vérifiant ['équation (7.46). On note,

S%{H (v Wk’ ﬁk) = P({;k-H > y|ﬁ7k7 ﬁk) (7.47)
Si,w (23 Wy, Uy) = P(Zsr > YWy, Uy) (7.48)
Le corollaire 7.2.2 implique que :
7 *%Siw o (t— Cix”t,; W[(F , UKF)
A (KW Uy )= 1= 7 49
t ( 1 AT AT ) S’i[\" o (t — (ijt* : WRyt* s UR}*) ( )
Done,
TN
S%H (z; Wi, Up) = exp < /0 ’\0k+v(k? Wi, Uy) d?)) (7.50)

Ainsi, si on choisit des variables avec risques conditionnellement indépendants telles que,

S@H(Z; Wi, Uy) = exp < /0 /\(V]Yk+q,(k§wk7Uk) d?)) (7.51)
y
Sﬂw (y; Wi, Up) = exp < /0 /\(%4.7;(]“% Wi, Ug) d?)) (7.52)

leurs intensités de MC et MP seront AN = AN et AM = M, u
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Enfin, dans le cadre d’une approche paramétrique et méme si la loi jointe des variables de
risques n’est pas totalement identifiable, on peut, en utilisant les résultats de la propriété 7.1.4
et du corollaire 7.2.2, calculer la fonction de vraisemblance en fonction de cette loi jointe des
risques. On remarque, bien entendu, que seules les valeurs de cette loi jointe au voisinage de la

COROLLAIRE 7.2.3. :

Ky P U, 9 1-1;
L4(0) = H [_Si(% Wi, U7:1)] |:—Si(y7 Wi, U7:1)]
i Loy (Wi, W) z (Wi W)
Six"t,-H (f - Ci«"t, = CR}J WR'F ) UR'F) (7-53)

O]

7.3 Modele avec effets de maintenance symétriques sur les pro-
cessus de risques

A notre connaissance, seuls Langseth et Lindqvist [45] se sont intéressés a la généralisation
des modeles de maintenance imparfaite pour des politiques de MP conditionnelle. T.eur modele
suppose implicitement. que les effets des maintenances sur les processus de risques {V;};>1 et
{7;}i>1 sont symétriques. Cela ne veut pas dire que MP et MC ont la méme efficacité, mais
que les maintenances ont le méme effet sur les deux variables de risque: c’est-a-dire qu’elles
modifient leur loi jointe de la méme facon.

7.3.1 Modele d’age virtuel généralisé

Sous cette hypothese d’un effet symétrique des maintenances sur les deux processus de
risques, on peut proposer un modele d’age virtuel généralisé au cas de MP conditionnelles.
On se sert de approche risques concurrents, et on suppose que, avant la premiere maintenance,
les dates possibles de MP et de MC sont deux variables aléatoires couplées, notées respective-
ment Yy et 7y, de fonction de survie jointe S(y,z) = P(Y1 > y, 71 > z). On observera alors
la. premiere de ces deux maintenances qui se produira a Uinstant Wy = min(Yy, 7). 1'effet
de cette maintenance est alors que les nouvelles variables de risques Y5 et 75 auront le méme
comportement que celles du systeme neuf (et vierge de maintenance) qui aurait déja fonctionné
un temps Ay (K,U) = ay (Wi, Uy) sans tomber en panne. Et ainsi de suite pour les maintenances
suivantes. Les hypotheses se traduisent alors mathématiquement par ’équation :

Yk >0, Yy,z>0, P(Yk_q_] >y, Ayt > Z|Ak([(, (]),Wk,Uk)
— P(Yy > Ap(K,U) 4y, 71 > Ap(K,U) + =
Vi > AWK, U) 71> AWK, U) AWK, T)) (7.54)

on Ap(K,U) = ap(Wyg,U}) avec ag(.) une fonction déterministe. On dit ici que effet des
maintenances est symétrique sur les variables de risque, car la méme variable aléatoire A (K, U)
influe sur les deux risques Y et 7. En reprenant les notations de la section précédente, on a:

S(y+ AR(K,U), z+ A(K,U))
S(AL(K,U), Au(K,U))

Sk—H (y7 Z; Wk,Uk) = (755)

On remarque que, en prenant y = z = w, dans I’équation précédente on obtient.:

P(Wig1 > w|Ap(K,U), Wy, Up) = P(Wy > w+ A(K, U)Wy > Ap(K,U), A(K,U)) (7.56)
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Ainsi, ce modele est un modele d’age virtuel généralisé au méme sens que cela avait été défini
pour les MP planifiées (6.21).
d ! d l
Notons pour tout t > 0, S(t) = Si(t,1), S'(t) = £S5 (t,t), S3'(y) = 757 (y) et S3'(2) =
%S% (z). Remarquons que, d’apres la propriété 7.2.1, ces dérivées des fonctions initiales de sous

survie peuvent également étre définies par: S5/ (y) = {9\9—1/51 (v, Z)L ) et S3/(2) = [%51 (Y, Z)](f 1
- it
Et, dans une vision processus bivarié ou coloré, elles peuvent étre définies par: Sy/'(y) =

Sy n=1(y) et S%'(2) = fw, 1,=0(2). Notons également :

A représente le taux de défaillance de la premiere date de maintenance qu’elle soit préventive ou

(7.57)

corrective. A, et A, représentent respectivement les taux de défaillance des premieres variables

de risques de MC, Z, et MP, Y7, pour le modele équivalent avec risques conditionnellement
indépendants.

En appliquant la propriété 7.31 et le corollaire 7.2.2 on a alors:

AN(K,U) = At — Cg,_ + A, (K, U)) (7.58)

A(K, Uy =X, (t = Ok, + A, (K, U)) (7.59)

MK, U)= At — Ck,_ + Ak, (K, TU)) (7.60)

S (0, Wi, Uy) = /+m Ao(s+ Ag,_(K,U))ds (7.61)
: y+m

S5 (2 Wi, Up) = / Ao(s+ Ag, (K, U))ds (7.62)

Tout d’abord, si I'effet des MP et des MC est supposé identique, I’age effectif ne dépendra
pas du type de la maintenance: Ay (K,U) = AL(K), pour tout k > 0. [.’équation (7.60) s’écrit
alors:

AV (K) =Mt — Cx,_ + Ak, (K)) (7.63)

Ainsi, le processus des maintenances, K, suit dans ce cas un modele d’age virtuel identique a
celui de la premiere partie.

l.es équations précédentes impliquent également que la loi des observations est entierement
caractérisée par la donnée de A., A, et de la suite des effets de maintenance {a;(.) }x>1. La loi des
observations ne dépend donc de la loi jointe des risques qu’a travers S(#), Sy (f) et S%/(f). On
retrouve donc ici le méme probleme que pour I'approche traditionnelle des risques concurrents:
seule la partie de la loi jointe des risques au voisinage de la premiere diagonale (c’est-a-dire la
fonction de survie jointe évaluée en la premiere diagonale et les deux dérivées partielles elles
aussi évaluées en la premiere diagonale) est identifiable et donc potentiellement estimable.

Quand on applique le corollaire 7.2.3, et qu’on calcule la fonction de vraisemblance associée
aux observations d’une unique version du processus des MP et M, on trouve donc, bien entendu,
que celle-ci ne dépend elle aussi que de S(t), Sy/(t), S%/(t) et des fonctions ay(.):

K ‘ ‘
i £ S«*I m 4 Aif [(7 U U; Sf*/ m 4 Aif KY, U 1-U;
Li0) =St — Cr, + Ak, (K, U)) H [ST( 1( g‘)()]([[( 7(]()) 1( )]
=1 - g ?

(7.64)
Grace aux variables aléatoires AL (K,U), que 'on appellera dges effectifs (comme pour les
modeles d’age virtuel portant sur des maintenances uniquement correctives), on peut généraliser
bon nombre de modeles classiques de maintenance imparfaite. Nous proposons ici quatre exem-
ples, tres loin d’étre exhaustifs.
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7.3.2 MP et MC parfaites

En prenant des ages effectifs tous égaux a zéro, A, (K,U) = 0, pour tout k > 1, on trouve
le cas de maintenances préventives et correctives parfaites ou AGAN. Cela correspond a 'ap-
proche classique des risques concurrents utilisée par exemple par Bedford et Mesina [7] et plus
récemment par Bedford et Cooke [18]. Les intensités de MP et MC vérifient alors:

A(K) =M (t = Ck,) et AM(K)= At — Ck,_) (7.65)

I.7intensité de maintenance globale est donc: /\tK = At — Cf(ﬁ). I.e processus des maintenances
globales est, dans ce cas, un processus ponctuel auto-excité, et, plus particulierement, comme nous
I'avons déja fait remarquer, un processus de renouvellement. La loi des temps inter-défaillances
s’écrit alors:

+o00
P(Tno 11> Cit o | Wi, U) = {s o3 (-nisy” ] () (7.66)
7=0

13
ol & dénote le produit de convolution et S’S*/'&) correspond a k produits de convolution de
la fonction S3’. On peut démontrer 1’équation précédente en appliquant la propriété 7.1.3.
Plus simplement, on peut également 'obtenir en utilisant une formule des probabilités totales

sur le systeme d’événements complet {M¢, 1., — Mo, = j}ti>o et le fait que les durées inter-

13
maintenances sont dans ce cas des variables aléatoires indépendantes et de méme loi.

Enfin la vraisemblance s’écrit:

K+
Li(#) = S(t = Cr,) TTEST Wn™ (57 (wi))' =" (7.67)

7.3.3 MP et MC minimales

En prenant des ages effectifs tous égaux a I'instant de la derniere maintenance, A, (K,U) =
C'r, pour tout k > 1, on obtient des effets de maintenance minimaux ou ABAQ. Les intensités
de MP et MC vérifient alors:

AV =2t et AM=x,(1) (7.68)

l.es intensités de MP et MC sont deux fonctions déterministes du temps. l.e processus des
MP et celui des MC sont donc deux NHPP. On peut montrer péniblement que le résultat de
la propriété 7.1.3 peut étre simplifié, et que, la fonction de survie conditionnelle de la date
de la prochaine défaillance est celle d’'un NHPP censuré a gauche par le dernier instant de

maintenance:
400 N +oo
P(Tneg,+1 > Cr + 2 [Wy, Uy) = exp < / ACyts d-*) = exp < / A(Cr + 5) ’13>
o o (7.69)
En effet, le processus des défaillances est, indépendamment du processus des MP, un NHPP.

kM€ maintenance nous apprend donc uniquement que

I.’histoire des observations jusqu’a la
) s L
Tch+1 > (Y}, d’ou la formule précédente.

Enfin la fonction de vraisemblance s’écrit :

K (oo N5 (%7 ()=
1.(0) = S() H (S5 (07))51(((;1)7 (Cy)) (7.70)

j=1

Cette vraisemblance n’est pas simplement celle de deux NHPP quelconques évoluant séparément.
En effet, méme si le processus des MP et celui des MC sont bel et bien deux NHPP indépendants,
les intensités de ces NHPP peuvent avoir des parametres communs.
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7.3.4 MP et MC ARA,

Par analogie avec les résultats du chapitre 6, on peut définir des effets de maintenance
ARA;. En adoptant la premiere généralisation du modele ARA| que nous proposons, et qui
consiste a supposer que ’effet des maintenances est de réduire I’age virtuel proportionnellement
au supplément d’age accumulé depuis la derniere maintenance (préventive ou corrective), on
obtient des intensités de MP et MC qui vérifient :

K,—

MK U =200 [t ool g, (7.71)
=0
K,_

MEUY =2 [ =3 ™ ot Wi (7.72)
=0

En prenant p, = p. = p, MP et MC ont la méme efficacité. L.e processus des maintenances K a
alors pour intensité: AN (K) = A(t — p(jf(ﬁ). Il s’agit donc d’un modele ARA; identique a ceux
proposés dans le premiere partie. On aurait pu s’en rendre compte directement compte tenu des
remarques faites sur le modele d’age virtuel général. Comme dans le chapitre 6, les cas p, = 1
et p. = 1 ne correspondent pas a des MP AGAN ou des MC AGAN. Par contre, les cas p, =0
et p. = 0 correspondent bien respectivement a des MP ABAQO et des MC ABAQO. Cependant,
dans ces deux cas, aucun des processus M, N ou K ne sont des NHPP.

7.3.5 MP et MC ARA_

Par analogie avec les résultats du chapitre 6, les intensités de MP et de MC, pour un effet
de maintenance ARA ., d’efficacité p, pour les préventives et p. pour les correctives, vérifient:

K,—

AN =X [ 1= Cre 4> (0= p) M (1= p) Ny (7.73)
=1
K,—

MK = 2 [ 1= Cr, > (0= pp) M0 (1= p) VN owy (7.74)

On s’apercoit que les formules deviennent vite tres volumineuses et donc complexes. Comme
dans le chapitre 6, les cas p, =1, p. =1, p, = 0 et p. = 0 correspondent respectivement a des
MP AGAN, des MC AGAN, des MP ABAO et des MC ABAQ. Cependant, pour des MP ou des
MC AGAN aucun des processus N, M ou K n’est un processus de renouvellement, de méme
pour des MP ou des MC ABAQ, aucun de ces processus n’est un NHPP.

7.3.6 Modeles identifiables de dépendance entre les risques

En adoptant une approche processus bivarié ou coloré, pour définir completement un modele
de MC et MP conditionnelles, il faut choisir deux effets de maintenance, préventive et correc-
tive, et deux intensités initiales, A.(¢) et A,(f). Dans la section précédente, nous avons pro-
posé des modeles pour les effets de maintenance. Dans cette section, nous allons proposer des
modeles pour les intensités initiales. Pour ce faire, nous allons nous servir de 'approche issue
de la généralisation des risques concurrents. En effet, méme si les modeles issus de cette ap-
proche souffrent d’un probleme d’identifiabilité de la loi jointe des risques, ils sont malgré tout
intéressants et permettent, en durcissant les hypotheses, de définir des intensités initiales de MP
et MC réalistes et avec des parametres identifiables et en nombre limité.
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7.3.6.1 Modele avec risques indépendants

I.e modele le plus basique consiste a supposer que les risques de MP et de MC sont condi-
tionnellement indépendants. On doit alors spécifier une forme paramétrique pour le taux de
défaillance de 7y, par exemple une fonction puissance, A.(t) = a.. S. =1 avec a, > 0 et 5. > 1,
et une forme paramétrique pour le taux de défaillance de Y;, par exemple une autre fonction
puissance, A, (t) = o, 8,177 avec a, > 0 et B, > 1. Ftant donné que A, (resp. A,) est le taux de
défaillance de la date de la premiere maintenance quand celle-ci est corrective (resp. préventive),
on se rend compte que les parametres du modele ainsi défini sont identifiables. Cependant, un
tel modele n’est pas réaliste, au sens o, comme nous 'avons déja fait remarquer, la date d’une
MP conditionnelle est choisie en fonction d’une surveillance d’indicateurs de ’état du systeme.
Ainsi, a moins que les indicateurs choisis soient indépendants de "usure du systeme, I’hypothese
d’indépendance des risques n’est absolument pas réaliste.

7.3.6.2 Le modéle de Langseth et Lindqvist

1idée proposée par Langseth et Lindqvist [45] est de supposer que les hypotheses du modele
de signe aléatoire sont vérifiées par Y; et 71, et que la loi marginale de 7 a un taux de défaillance
Az(t) pour t > 0. Ce taux de défaillance caractérise le temps d’attente jusqu’a la défaillance en
I’absence de MP. On peut adopter nimporte quelle forme paramétrique usuelle de durée de vie
pour ce temps d’attente, comme par exemple un modele de Weibull : A (t) = a S5~ avec a > 0
et 5 > 1. Ces hypotheses n’étant pas suffisantes pour modéliser completement la loi jointe des
risques, ils ont donc également supposé que la loi conditionnelle du temps d’attente jusqu’a la
premiere maintenance sachant que, cette maintenance est préventive, et que le systeme devrait
tomber en panne a l'instant z > 0 si il n’est pas maintenu avant, vérifie:

Az (y)

POV <yl = 21 < 7) = 275

(7.75)

Cette hypothese rend peu probable la possibilité de MP trop précoce par rapport a la date ot le
systeme est susceptible de tomber en panne. Dans leur article, Langseth et Lindqvist ont associé
ce modele a un effet de maintenance de type BP que nous définirons et étudierons dans la section
5 de ce chapitre. lls ont démontré que les parametres des intensités initiales ainsi définies étaient
identifiables.

Avec nos notations, Langseth et Lindqvist ont également démontré que:

S5'(1) = (1~ q) Az(t) exp (- Az(1)) (7.76)

Sy () = q Az (t) Te(Az(t)) (7.77)

ong=PU, =1),Az(t) = fg Az(s)dset Te(t) = ffoo op(=9) 15 Un caleul simple montre alors

S

que:

S(1) = SE(5) + S5(1) = exp (— Az (1)) — gAs(t) Te (eap (— Az (1)) (7.78)
Et donc,
(-0 erp (A1)
cop (A7) —q Ao (D) Te(A 2 0)
B 0 A1) Te(Ar (1)
MO = S TR 0) A ) Te(A )

Sur ce modele, on remarque que I'intensité initiale de défaillance en "absence de MP, A, est

(7.79)

(7.80)

tres différente de l'intensité initiale de MC, et cela a cause de la dépendance existant entre
les variables de risques. Cela met en évidence le fait qu’il est difficile de choisir une forme
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paramétrique réaliste pour les intensités initiales de MP et MC quand on ne sait rien sur la
dépendance existant entre les processus de risque. En effet, en pratique, I'intensité initiale de
MC en P’absence de MP reflete le comportement d’un processus d’usure. 1l est alors usuel de
choisir un modele tel que celui de Weibull. Par contre, la forme des intensités initiales de MP et
de MC est liée a la dépendance existant entre les risques, c’est-a-dire a la capacité de I'équipe
de maintenance a anticiper les défaillances. T.e deuxieme intérét de ce modele d’intensité initiale
est de limiter le nombre de parametres a estimer. Contrairement a I’approche précédente qui
oblige a estimer 4 parametres, on a avec ce modele a estimer, en comparaison, un parametre de

moins.

7.3.6.3 Une autre généralisation du modéle de signe aléatoire

Une autre facon d’utiliser le modele de signe aléatoire pour construire des intensités ini-
tiales de MP et MC, consiste, comme nous le proposons, a supposer une certaine forme pour
Iintensité initiale, Aw (1), du processus de maintenance globale. Ce processus de maintenance
global est un processus ponctuel auto-excité classique pour lequel il est donc naturel de choi-
sir un modele classique tel que celui de Weibull. Ces hypotheses n’étant pas suffisantes pour
définir completement la loi jointe des risques, on suppose, en plus de "hypothese du modele
de signe aléatoire, que {Y; < 71} est indépendant de Y;. Cest & dire que finalement I'instant
de la premiere maintenance, Wy, et le type de maintenance, Uy, sont indépendants. En notant
toujours ¢ = P(Uy = 1), on a:

Sy(y) = PWy >y, Y1 < 7Z1) = ¢ S(y) (7.81)

De la méme facon, on a également :

57(2) = (1 =q) S(y) (7.82)

Ainsi, les intensités initiales de MP et de MC vérifient :
Ao(t) = (1 = q)A(t) (7.83)
Ap(1) = g A() (7.84)

Ces intensités initiales sont beaucoup plus simples que celles découlant du modele proposé par
langseth et lindqvist, et ont avec des formes paramétriques semblables le méme nombre de
parametres a estimer. Il est évident que ces intensités initiales sont identifiables : A(#) est le taux
de défaillance du premier instant de maintenance et ¢ est la probabilité que cette maintenance
soit préventive.

7.4 Effets de maintenance non symeétriques sur les processus de
risques

Jusqu’a présent nous avons supposé que 'effet des maintenances était le méme sur les deux

processus de risque, mais on peut tres bien imaginer un modele ol ces effets soient différents.
Avec un modele de type age virtuel on aurait de facon tres générale:

Yk >0, Yy, z >0, P(Yigr >y, 71 > 2| ALK, U), ALK, U)Wy, Uy)
=Py > AUK, U)+y, 7 > ALK, U)+ =
Y1 > ALK, U), 7y > ALK, U), ALK U), ALK, U)) (7.85)

ot AUK,U) = al,(Wy,Uy) et ALK, U) = ai(Wy,Uy) avec aj(.) et aj(.) des fonctions
déterministes.
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En prenant y — z = w dans I’équation précédente on obtient pas une équation similaire a
(6.21). Donc, ce modele n’est pas une généralisation du modele d’age virtuel défini pour les MP
planifiées. Par contre, en prenant des effets de MP et de M(C identiques entre eux et identiques
sur les deux processus de risques, AL (K,U) = A{(K,U) = A,(K), pour tout k > 0, on trouve
que le processus K suit un modele d’age virtuel au sens défini dans la premiere partie.

En notant toujours S(y, z) la fonction de survie jointe des premiers risques (Y, 7), on a
alors des intensités de MP et MC qui vérifient :

[ Z8(y— Ok, + Ay (K U), 2= Cr, + Aje_(K,0))]

AN (K, U = () 7.86
- (K.U) S(—Cr_+ A% (K, 0),i—Cr_+ A (K, 0)) (7.86)
. | Z8(y— Ok, + A% (R,0), 2= O+ A (K, 0)] »

AM (K, U) = 7.87
(1) S(—Cr_+ A% (K, 0),1—Cr_+ A5 (K, 0)) (7.87)
d 4 - c -

! LGt~ O+ AL (K UYL~ Cre + A5 (K,U))
ARy = 2 ALY oL R (7.88)

S(t—Crx, + A% (K, U),t=Cr, + Ay (K, 1))

Au vu de ces intensités, et comme f — Cr _ + A?\,ﬁ (K, U) n’est pas forcément égal a t — Cr,_ +
’4?\",7 (K,U), il ne semble pas vain d’espérer que dans ce cadre général, et sous certaines condi-
tions, la fonction de survie conjointe des risques puisse étre identifiable, et donc potentiellement
estimable, pas seulement au voisinage de la premiere diagonale, mais peut-étre sur [R'?l— tout
entier. Cela n’est pas contradictoire avec le résultat de la propriété 7.2.3. Dans cette propriété,
on démontre que le fait qu’il y ait indépendance conditionnelle ou non n’est pas identifiable.
Ce qui se passe ici, c’est qu’en raison de 'effet particulier de la maintenance, la loi jointe des
premieres variables de risque semble pouvoir étre identifiable au vu de 'ensemble des instants
de maintenance.

Dans un autre contexte que la modélisation d’un systeme soumis a des MP et des MC,
Bedford et Lindqvist [6] ont proposé un modele pouvant étre vu comme un cas particulier du
modele tres général que nous venons de présenter. Leur idée est équivalente & dire que chaque
maintenance va renouveler son propre processus de risque et va laisser dans I’état le processus
de risque correspondant & autre type de maintenance. c’est-a-dire que chaque maintenance a
un effet AGAN sur sa propre variable de risque et ABAQO sur la variable de risque correspondant
a l'autre effet de maintenance. Les intensités de MP et de MC correspondantes vérifient alors:

[%S(y TN, 2 TMF)}

S(f — TNt,yt — TMt*)

AN (K, U) = (¢4) (7.89)

[%S(U - TNt,7 zZ — TMt*)](
S(f — TNt,yt — TMt*)

t,1)

AM(K,U) =

(7.90)

Bedford et Lindqvist ont démontré dans leur article que, sous certaines conditions, la loi jointe des
risques était identifiable. I.7idée est de prouver qu’au fil du temps le couple (# — TN _,t— TMF)
peut avec une probabilité non nulle parcourir [R'?l— tout entier. Ainsi, la loi des observations
(caractérisée ici par les intensités de MP et de MC) va dépendre des valeurs de la fonction de
survie jointe S(y, z) sur [R'?l— tout entier, et non plus seulement, sur sa premiere diagonale, comme
cela était le cas pour des effets de maintenance symétriques.

Ces modeles, jamais encore étudiés dans le cadre de la modélisation de MP conditionnelles,
offrent des perspectives nouvelles. Cependant ils sont tres complexes et le risque est d’aboutir a
des hypotheses sur Iefficacité des MP et MC n’ayant plus aucun sens pratique.
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7.5 L’efficacité de maintenance dépend de variables externes

Dansle cadre de notre modélisation générale, ’efficacité de la i®M€ maintenance peut dépendre
d’une variable aléatoire externe, B;, indépendante du passé des observations du processus des
MP et MC et des autres variables aléatoires externes. Les intensités de MP, de MC et de main-
tenance globale sont donc, dans leur forme générale, relatives au processus externe.

DEFINITION 7.5.1.
Intensité relative de M(C':

1
AN(K,U,B) = lim —P(Nyga; — N, = 1|K,- W, _,Ug_,Br_) (7.91)
’ Ats0 Al ' ' '

Intensité relative de MP:

1
AM(K,U B)= lim —P(Myyar — My =1|K,- Wy Ui . Br_ )  (7.92)
: Ats0 At ' ' '

Intensité relative de maintenance (globale) :

. 1
AN(K, U B)= lim —P(Kyyar — K;- =1|Kim,\ Wy Uk, By ) (7.93)
: At0 At ' ' ' -

.a technique est alors toujours la méme. On utilise le théoreme d’innovation 5.2.1 pour cal-
culer des intensités que 'on appellera par opposition aux intensités relatives, intensités propres:

A(K,U)=F [\ (K, U B)| K-, Wg,_ Ug,_| (7.94)
MK, U)y=FE[MY(K,UB)| K-, Wk _ Uk _] (7.95)
A(K,U)=FE[AY(K,UB) | K-, Wi, _,Ug,_] (7.96)

I’ensemble des résultats obtenus dans le chapitre précédent sont alors vérifiés en utilisant pour
intensité de MP, de MC ou de maintenance globale, les intensités propres correspondantes.

Pour un modele de Brown-Proschan, avec un effet symétrique des maintenances sur les
variables de risques et des efficacités de MP p, et de MC p. , les intensités relatives de MP et
MC vérifient :

K, K,—

MK, UB) =X [ 1= Cr o+ Y. (1 By)W, (7.97)

=1 k=j

K,_ K,_

MK, U By =X [ 1 Cr, o )0 (1 B)Wa (7.98)
7=1 k=j
o B; est une variable aléatoire indépendante de W, et {W,, U; B'7}1§'7'<7; et conditionnellement,

79
1-U;

(&

a U; de loi de Bernoulli de parametre py, = p;]"' P

Langseth et Lindqvist [45] ont montré que, en prenant les intensités initiales de MP et de MC
issues de leur généralisation du modele de signe aléatoire (7.79) et (7.80), et avec notamment un
taux de défaillance Az (.) de type fonction puissance, le modele BP ainsi défini était identifiable
au vu de la seule observation du processus des MP et MC. Par contre leur tentative de fournir
une fonction de vraisemblance pour le modele ainsi défini est un échec, car ils ont considéré a

tort que la ¢“™M¢

variable aléatoire externe était indépendante de W, pour j > 2. Par contre, en
utilisant la méthode que nous proposons basée sur le théoreme d’innovation, on peut calculer
des intensités propres et en déduire une vraisemblance propre associée a la seule observation du

processus des MP et MC.
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PROPRIETE 7.5.1 :
Dans le cas de MP conditionnelles, pour un effet de maintenance symétrique sur les processius
de risques et de type BP d’efficacité p, pour les MP et p. pour les MC, les intensités propres

vérifient :
p K,
NI U) = - = | S Wi erp (—/\K(t —Cj) - AR (K, U)) (7.99)
- 7=0
Al Mt C))eap (“Aw(t— C)))
ARy =N ppeer 2l ) PRI T (7.100)
= e (CARR )+ AE (],0)) '
K,
/\M([( (]) _ p"{.7>0} /\P(ti(j]‘) erp (7/\7\"(757(?,7))
t ' - U

: / Wik, (7.101)
= e (CAR(R )+ AE (],0))

Lk U; 1-U;

{ A ((77; B p) /\c((jvi B p) -| N U, 1-U;

avec W, = H(] — ;) /\pM K. U7 (I U7 et ol py, = p,’ pl=Vi est Ia
=73 01, 01,

probabilité que la jeme mainf@nanr@ soit parfaite sachant si elle est préventive ou corrective,

[0 s)ds et Ay( [0 s) ds sont respectivement les intensités initiales cumulées
d@ MP et M@ ef Ar(t) = /\ o[t )—I—/\ () est 'intensité initiale cumulée de maintenance globale.
On en déduit que la vraisemblance associée a une unique observation du processus des MP
et MC sur [0,1] s’écrit de maniére récursive :

" { 1 O ] D5 5

=741

K,—
{Z P, { H (1= pu)Xp(Ci = CHT A(C: — (7,7‘)”]}

ot — 7t )15 (e ) 1y 8)] (1100

| o

Démonstration :

La démonstration de cette propriété ressemble beaucoup a celles faites dans le cas de MP pla-
nifies (propriétés 6.4.1 et 6.4.2). Les notations sont donc similaires et nous ne referons pas ici
tous les calculs. Pour ne pas récrire les mémes résultats pour chacune des intensités on notera

AP intensité de MP (D = M ), ou de MC (D = N ), ou de maintenance globale (D = K ). Tout
d’abord, le théoréeme d’innovation implique :

K,—
AP(K,U) = SO B (K, UL B) | B, . Ko Cr Ux, 1 P(Br, ;| K, Cre, U, )
J=0
(7.103)
Fn notant d = p quand D = M, d = ¢ quand D = N et d = K quand D = K, on a tout
naturellement :

E\(K,U,B)|Bx,_;, K,-,Cx,_ Uk, _]= X\t — C)) (7.104)
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Fnsuite, en adaptant la démonstration faite dans le cas de MP planifiées, on a pour K,— > 1 et
K->

P(fo"t,,j | Ktﬂ CR'F s UR'F)
- cap(— [ Arls = Cj)ds)

1]{ K >4t —
PK, [P(Br(t,q,j | Cr\"t,yUKti)] K, >j p—e [g K0 43 (7.105)
SOk, 5 3

De la méme facon on prouve, pour k > 2 et k > j, que:
P(Bij|Crp1, Uppr) = pij [P(Bioaj| Gy, Uy 0>
_ &
Ap(Crgr — (“7)[ M A(Chgr — (7,7‘)1 Ut exp(— .[O:H Ar(s — C) ds)
- _ & T
(/\g”k+1 (K, U))Vt (,\p’/Vk+1 (K, UN' Ukt eap(— [, MK (K, U) ds)

(7.106)

Ainsi, en utilisant ces différents résultats dans (7.103), on prouve que les intensités propres
vérifient :

K,_
: Aa(t — Cj)exp (—Ar(t — C
/\P([(,(]) — p;I]{.7>0} f]( )PTP( 7\( 7))

= e (CAK(RU) +AE (,0))

K, U; 1-U;
’ Ap(Cy = C) A(C5 = C)
(1—ruv,) [ G [ ——— (7.107)
7:_'111 Ag{(k ) AQ(R L)
Les équations (7. 700) et (7. l()l) sont donc vérifiées en prenant D = N et D = M.
On note, S ; = pU{DO} ex /\,‘ (K U)) i+1.k- L'€quation précédente se réécrit alors pour
Uintensité de maintenance globale.
AR, U) exp (AN (K, U)) ZA,‘ (t—Cy)exp (A (t — C))) Sk, (7.108)
Fn intégrant cette équation entre t et C'c_, on obtient :
exp (7/\7{(([(, U)) — exp (f/\g[\, (K, U))
Z Sk, lexp (ARt~ C})) —exp (- A (Cr,. — C}))] (7.109)

Or, en évaluant I'équation (7.107) ent = Cryq on a:

k
A(Cropr — C5)
K - A\ k41 7 : B ) .
exrp ( A(Vk+1 (k ’ (])) — E /\gk+1 ([(7 (]) erp (7/\7\’ (Ck-H C?)) Sk,.?

J=0

E (ot — ] DGy — ]

k1 — O Ak — O

=2 [W] lm] wp (= Aw(Crnr = C4)) S
9 P 9

7
= Z Sit1iexp (A (Crer — C5))
~PUk (5

k+1
= > Skprgeap (- Ax(Cipr — C5)) (7.110)



128 Modélisation et évaluation des effets conjoints des MP et MC

En utilisant ce résultat et 'équation (7.109) on obtient que 'intensité propre de maintenance
globale vérifie :

f\t,
exp (A (K, U)) =D Sk, _jeap(—Ar(t —C))) (7.111)
7=0

En prenant le logarithme et en dérivant [’équation ci dessus, on trouve I’équation (7.99).
Enfin, en utilisant le résultat de la propriété 7.1.4, et les équations (7.107) et (7.111), on
obtient que la vraisemblance propre vérifie :

Ky
Li(0) = [H AN (K, U) VAM (K, U)U"l exp (AN (K, U))
=1

K,
= {H AN (KUY A M (K, U)U}[/\iv(l(, oy Uk AV (R 1)U MmOy (AR (R T)

=1
K.
< Ti>o01 (U 1—Up “{f:Cr\",}
= ZPU, {’\p(t*(j.i) ALt ) ‘t} Cexp (AR (t—CY))

=0

[ K, '|
IT = podro(Ci = Cp)Vina(cs — o'

=+
M
H Y (KT (K, U)1U’l exp (—/\57 (K, U)) (7.112)
Li=1

Fnfin comme pour la démonstration faite pour des MP planifiées, on obtient la forme vou-
lue de la wvraisemblance en isolant le premier terme de la somme, et en reconnaissant les
termes correspondant a la valeur de la fonction de vraisemblance en un instant de maintenance,

Loy (0) = [THZy AR UV (K, 0) 5 enp (AR (K, 1)) m

On peut appliquer la propriété précédente en prenant pour intensité initiale de MP et MC celle
des équations (7.79) et (7.80), ou (7.83) et (7.84), avec une fonction de type puissance pour le taux
de défaillance de 7 ou de W. On obtient ainsi la vraisemblance associée a la seule observation

meéme si elles sont alors données par des formules récursives. e calcul de la vraisemblance et
de ces dérivées partielles a comme précédemment une complexité théorique en O(k?), ot k est
le nombre total de maintenances observées. GGrace aux valeurs de la vraisemblance et de ces
dérivées partielles il est possible, par une méthode numérique, de trouver les estimateurs de
maximum de vraisemblance des parametres du modele. Cependant, 1a loi jointe des risques reste
non identifiable et donc non estimable.

Une piste intéressante, qu’il reste a explorer, est alors d’étudier I'identifiabilité et le probleme
d’estimation dans un modele de Brown-Proschan avec des effets non symétriques sur les variables
de risques. Ce modele aurait alors des intensités relatives de MP et MC vérifiant :

{%S(U - (jKt* + A?\"t, ([(7 va B)7 Z = CT\’}, + A%’ﬁf (KY, Uv, B))}

(1)

AN(K,U,B) = (7.113)

S(t—Cx,_+ A% (K,U,B),t - Cx_ + Ay (K, U, B))

[%S(y S Cr, A+ A (KUB) 2 O+ A (KLU, B))} »

MK U, B)= : -
i (KU B) S(t—Ck,_+ A (K, UB),t—Ck_ + A5 (K,U,B))

(7.114)
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avee Ah (KU, B) = S0 00 (1 BYWiet A5 (K, U, B) = S0 2,100 (1 BY) Wi, oi
B} et Bj sont deux variables aléatoires externes indiquant si la k™ maintenance a un effet
AGAN (la variable vaut 1) ou ABAO (la variable vaut 0) respectivement sur le processus de
risque de MP, Y, ou de risque de MC, 7. On supposera alors que B} et Bf sont indépendantes
de Wy et {W,, U, B.7}1S,i<k et conditionnellement a Uy ont une loi de Bernoulli. On peut méme
imaginer un modéle avec une dépendance entre B] et Bj. Cette dépendance caractériserait la
capacité de I'équipe de maintenance a évaluer lefficacité de leurs opérations de maintenance.
A la limite en prenant B] = B pour tout k& > 1 on retrouve le modeéle précédent. Au vu des
résultats de Bedford et Lindqvist [6], et Langseth et Lindqvist [45], il y a tout lieu d’espérer que,
sous certaines conditions a déterminer, le modele soit identifiable, y compris en ce qui concerne

la. dépendance entre les variables de risques, c’est a dire la fonction S(.,.).






Chapitre 8 __

Ftude d’un jeu de données EDF

Nous avons eu 'occasion de tester les modeles du chapitre 6 sur des données réelles provenant
d’un composant d’une unité de production éléctrique sensé étre maintenu préventivement a des
instants déterministes. Cette étude, accompagnée d’une analyse bibliographique des modeles
d’efficacité de maintenance [26], fait partie d’un contrat de collaboration réalisé dans le cadre
de cette these entre EDF et le LMC.

8.1 Les données

I.a base de données du systeme étudié contient, pour 17 unités, les informations suivantes:

e [.a date de mise en fonctionnement
o [.es dates des maintenances effectuées

e type de ces maintenances (MP ou MC)

e [.es actions effectuées sur le systeme

En accord avec EDF, deux hypotheses ont été faites sur ces données afin de pouvoir les

analyser:

e [.a date de fin d’observation correspond a une date de censure a droite pour chaque unité.

e les processus de défaillance et maintenance des 17 unités sont supposés indépendants et
de méme loi.

On a donc en tout 28 maintenances, 16 préventives et 12 correctives. L.es données se présentent
sous la forme du tableau 8.1. l.es durées sont mesurées en jours a partir de la date de mise en
fonctionnement. Elles ont été analysées et validées dans le cadre de la démarche OMF.

8.2 Etude des données

8.2.1 Prise en compte de ’échantillon complet

Dans un premier temps nous avons considéré le modele le plus simple permettant de prendre
en compte des effets de MP et M(C:

e [intensité initiale est une fonction puissance de parametres o et B: A(f) = aft?=1. Cela
signifie que le vieillissement intrinseque du systeme en I’absence de maintenance est de
type Weibull.

e [.es maintenances correctives sont As Bad As Old : on ne fait que remettre le systeme en
état de marche apres une défaillance.

e [.es maintenances préventives sont du type ARA, avec un facteur d’efficacité p.
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UNITE 1 | 2145 4582
MP | Censure
UNITE 2 | 853 4368
MP | Censure
UNITE 3 158 1942 5009
MC MP Censure
UNITE 4 | 311 3273
MP | Censure
UNITE 5 | 4120 5040
MC | Censure
UNITE 6 | 2689 4643
MP | Censure
UNITE 7 | 4394 5739
MP | Censure
UNITE 8 | 2602 5130
MC | Censure

UNITE 9 | 1462 2259 5040
MP MC Censure
UNITE 10 | 1667 2073 3607
MC MP Censure
UNITE 11 | 788 1090 1207 1705 2483
MP MC MC MP Censure
UNITE 12 | 82 2921 4454 4703
MC MP MC Censure
UNITE 13 | 3011 3559 4248

MC MP Censure
UNITE 14 | 3528 5433
MP | Censure
UNITE 15 | 201 298 2008 2968
MP MP MC Censure
UNITE 16 | 321 H344
MC | Censure
UNITE 17 | 742 6348
MP | Censure

TaB. 8.1 Données initiales.
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[’intensité de défaillance du systéeme est alors donnée par (6.81) et la vraisemblance associée
a un unique systeme peut étre calculée a 'aide de la propriété 6.2.3 avec une politique de MP a
dates fixées (6.80). Puisque les différentes unités sont supposées indépendantes, la vraisemblance
globale est obtenue en multipliant les vraisemblances associées a chacune des 17 unités. En
maximisant cette vraisemblance on obtient comme estimations des parametres:

& =0.0018, B=0.7013, /= 0.5683 (8.1)

I’estimation de [ est inférieure a 1. Or une valeur de 3 inférieure a 1 signifie que l'inten-
sité de défaillance initiale est décroissante, donc que le systeme a tendance a s’améliorer au
cours du temps, méme en 'absence de maintenance! Dans ces conditions, il faut reconsidérer
I'interprétation de la valeur de p en terme d’efficacité de maintenance, car le modele avait été
construit sous I’hypothese d’une intensité de défaillance initiale croissante. Quand l'intensité
initiale est décroissante, on peut montrer que 'on a:

e () < p < 1: maintenance nuisible, le systeme s’use plus vite que juste avant la défaillance,
e p = 0:maintenance minimale (ABAQ), I'usure est la méme que juste avant la maintenance,

e p < 0: maintenance plus que parfaite, le systeme est meilleur que neuf, son intensité de
défaillance est plus faible que juste avant la maintenance.

lL.a figure 8.1 représente une trajectoire simulée de I'intensité de défaillance d’un modele
ARA/ avec comme parametres les valeurs estimées en (8.1). [’effet de la maintenance préventive
est donc bien considéré comme nuisible.

0 1000 2000 3000 4000 5000 6000 7000 8000

Fia. 8.1  Intensité dans un modele ARAy avec B <1 et 0 < p < 1

Pour confirmer le fait que S est inférieur a 1, nous avons analysé pour chaque unité uni-
quement la durée jusqu’a la premiere maintenance. Ce devrait étre, au vu des hypotheses, un
échantillon de variables aléatoires indépendantes et de méme loi de Weibull de parametres «
et 8, puisque p n’intervient pas tant que la premiere maintenance n’est pas effectuée. Quand
la. maintenance est corrective, la donnée est observée. Quand elle est préventive, la donnée est
censurée. Les dates de censure sont déterministes puisque les instants de MP sont supposés
déterministes. On obtient ainsi 7 durées de bon fonctionnement avant défaillance:

158, 4120, 2602, 1667, 82, 3011, 321
et 10 durées de bon fonctionnement censurées :

2145, 853, 311, 2689, 4394, 1462, 788, 3528, 201, 742
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l.es estimations de maximum de vraisemblance des parametres de la loi de Weibull sont
alors:
a = 0.0004, 5 =10.93 (R.2)

Il est logique de trouver des valeurs différentes des précédentes car on a supprimé une bonne
partie des données. L.e point important est de trouver une valeur de 5 inférieure a 1.

On peut encore le vérifier en tracant pour ces données un graphe de Weibull (test d’adéquation
graphique a la loi de Weibull, figure 8.2). On rappelle que la loi de Weibull peut étre considérée
comme un modele adéquat si les points de ce graphique sont approximativement alignés. I.’equa-
tion de la droite fournit des estimations graphiques de « et 5.

Fia. 8.2  Graphe de Weibull pour les premiers instants de maintenance

.es points ne sont pas suffisamment alignés pour qu’on puisse avoir une forte confiance dans
le fait que les données sont de loi de Weibull. T.es estimations graphiques sont:

a=0.0022, 3=0.71 (8.3)

[L.a encore, Pestimation du parametre de forme est inférieure a 1.

Des modeles plus élaborés donnent les résultats suivants:

e Les MC sont ABAO et les MP sont ARA,, (I'intensité de défaillance est donnée par
I’équation (6.82)). On trouve:

& =0.0018, B = 0.7038, p = 0.5351 (8.4)

Ce sont pratiquement les mémes valeurs que pour le modele précédent. (Cest qu’on a tres
peu de MP sur une méme unité, donc tous les modeles ARA,, donneront en fait le méme
résultat quel que soit m.

o [.es MC sont ARA, et les MP sont ARA., avec des facteurs d’efficacité de maintenance
différents p, et p.. La forme de I'intensité de défaillance (équation (6.50)) est complexe et
donc la vraisemblance 1'est encore plus. De fait, la maximisation de cette vraisemblance
pose probleme car il existe des maxima locaux. Les estimations trouvées sont:

a&=0.0012, §=0.776, p.=—366, p, =08 (8.5)

De telles valeurs des parametres conduisent a des intensités de défaillance similaires aux
figures 8.3, obtenues par simulations. Dans la premiere de ces deux figures, le systeme subit
d’abord une MP puis une MC. Dans la deuxieme c’est I'inverse.
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Fia. 8.3  Intensité de défaillance pour un modele ARA,, sur les MP et les M

Sur ces courbes on remarque que les MP diminuent la fiabilité du systeme, alors que les
MC Paugmentent et rendent le systeme meilleur que neuf. De plus, a cause de la valeur
tres fortement négative de p., I'intensité devient pratiquement constante apres la premiere
MC. Ces résultats sont vraiment contraires a I'intuition.

Cette premiere partie de I'étude sur I'ensemble des données aboutit donc a la conclusion
que lintensité de défaillance initiale est décroissante et que I'effet des premieres maintenances
correctives est de rendre le systeme meilleur que neuf. Ce comportement est caractéristique de la
période de jeunesse (ou rodage, déverminage) du systeme. Des fautes de conception provoquent
des défaillances précoces du systeme, la correction de ces défauts rend le systeme meilleur que
neuf et sa fiabilité augmente.

En regardant les données, on se rend compte qu’il est vraisemblable que I'on soit dans ce cas.
Par exemple, pour les unités 3, 12 et 17, on a des défaillances tres précoces suivies de longues
périodes sans problemes. De plus, le graphe de Weibull des premiers instants de maintenance
(figure 8.2) tend a confirmer cette hypothese. Sur celui-ci, on distingue nettement deux popula-
tions: une constituée des trois premieres défaillances (qui correspondent aux trois défaillances
précoces, survenues dans les 400 premiers jours de fonctionnement) et une autre constituée des
4 dernieres défaillances (qui ont toutes lien au dela du millieme jour de fonctionnement).

8.2.2 Suppression de la période de jeunesse

I’expert EDF a confirmé Pexistence d’une période de jeunesse du systeme. Pour éliminer
I'effet perturbateur de la période de jeunesse, il nous a conseillé de supprimer de "analyse toutes
les maintenances ayant eu lien avant le millieme jour de fonctionnement, tout en conservant
I'origine des temps a la mise en route du systeme. En effet, les maintenances effectuées pendant
le déverminage ont normalement pour effet d’éliminer de facon localisée les défauts de jeunesse
sans changer le niveau global d’usure du systeme. Les données résultantes sont présentées dans
le tableau 8.2. 1l ne reste plus que 19 maintenances, 10 préventives et 9 correctives.

Sur ce nouveau jeu de données, nous avons dans un premier temps vérifié que I'intensité
initiale était bien croissante. Comme cela a été expliqué précédemment, on analyse d’abord les
durées jusqu’a la premiere maintenance. Les estimations de maximum de vraisemblance des
parametres de la loi de Weibull sont maintenant :

a=210"7, =177 (8.6)

I estimation de est supérieure a 1. ce qui confirme qu’apres la période de jeunesse, le
b . b
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UNITE 1 2145 4582
MP Censure
UNITE 2 4368
Censure
UNITE 3 1942 5009
MP Censure
UNITE 4 3273
Censure
UNITE 5 4120 5040
MC Censure
UNITE 6 2689 4643
MP Censure
UNITE 7 4394 5739
MP Censure
UNITE 8 2602 5130
MC Censure
UNITE 9 1462 2259 5040
MP MC Censure
UNITE 10 1667 2073 3607
MC MP Censure
UNITE 11 1090 1207 1705 2483
MC MC MP Censure
UNITE 12 2921 4454 4703
MP MC Censure
UNITE 13 3011 3559 4248
MC MP Censure
UNITE 14 3528 5433
MP Censure
UNITE 15 2008 2968
MC Censure
UNITE 16 H344
Censure
UNITE 17 6348
Censure

TaB. 8.2 Données sans les maintenances de la période de jeunesse.
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systeme s’use bien. I.’estimation de o a elle aussi été fortement modifiée puisqu’on est passé de
4107421077,

En tracant le graphe de Weibull (figure 8.4) correspondant, on constate que les points sont
maintenant bien mieux alignés. I.”hypothese que 'intensité initiale soit une fonction puissance
semble donc bien adaptée. L.es estimations graphiques des parametres sont:

G=2610"% [=205 (8.7)

Fia. 84  Graphe de Weibull pour les premiers instants de maintenance sans la période de

jeunesse

En ayant éliminé la période de jeunesse, on retombe bien sur une intensité de défaillance
initiale croissante. On se retrouve alors dans le cadre de modélisation étudié dans ce rapport et
on peut utiliser correctement les modeles présentés sur 'ensemble des données du tableau 8.2.

Nous avons considéré plusieurs modeles :

e lLes MC sont ABAQO et les MP ARA,,. Ftant donné qu’on n’observe jamais plus de deux
MP sur le méme systeme, les modeles ARA pour les MP sont tous équivalents quelle que
soit la mémoire. On obtient comme estimations de maximum de vraisemblance :

a=3510"° B=143 p=1 (8.8)

Dans ce modele, la maintenance préventive est estimée parfaite. En fait, les modeles ARA,,
ne permettent pas de modéliser des maintenances plus que parfaites, c’est-a-dire rendant
le systeme meilleur que neuf (excepté, on I'a vu, quand 8 < 1, ce qui n’est pas le cas ici).
Or la forme de la vraisemblance (figure 8.5) laisse supposer qu’elle pourrait étre maximale
pour une valeur de p supérieure a 1.

Pour savoir si la maintenance est “simplement” parfaite ou bien si elle est plus que parfaite,
il serait intéressant de modéliser 'effet des MP avec un modele permettant ce type d’hy-
pothese. (Pest le cas des modeles de Quasi-Renouvellement. De plus, on pourrait prendre
en compte des intensités initiales avec des périodes de jeunesse (courbe en baignoire pour
I'intensité initiale). I'inconvénient des modeles QR est, comme nous I"avons déja souligné,
que leur interprétation est moins évidente que les modeles d’age virtuel. C’est pourquoi ils
n’ont pas été choisis dans le cadre de cette étude.

o [.es MC et les MP sont AR A avec le méme facteur d’efficacité de maintenance. On obtient :

A=4.1610"% B=1.40, p=0.56 (8.9)
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Fia. 8.5  Log-vraisemblance avec des MP ARA,, et des MC ABAQ, pour les données du tableau
8.2

On estime donc que les maintenances, qu’elles soient préventives ou correctives, ont pour
effet de réduire approximativement de 50% le supplément d’age accumulé depuis la derniere
maintenance.

o Les MC et les MP sont ARA, avec des facteurs d’efficacité de maintenance différents p,
et p.. Les estimations trouvées sont :

Aa=32410"°% f=1.44, p,=0.16, p,=1 (8.10)

[.a maintenance préventive est estimée parfaite (comme précédemment, elle est peut-étre
plus que parfaite, mais le modeéle ne permet pas de s’en rendre compte), et la maintenance
corrective semble n’avoir que peu d’effet sur le systeme en réduisant simplement ’age
virtuel global de 16%. On n’est pas loin de considérer que les maintenances correctives
sont minimales. Ce résultat semble cohérent avec ce qu’on s’attend a observer.

lLes intensités de défaillance avec les parametres estimés sont semblables aux figures 8.6,
obtenues par simulation. Dans la premiere de ces deux figures, le systeme subit d’abord
une MP puis une MC. Dans la deuxieme c’est 'inverse.

Pour tous ces derniers modeles, les estimations de « et § sont du méme ordre, ce qui signifie
qu’on peut avoir une bonne confiance dans ces valeurs. On constate que I'estimation de 5 est
comprise entre 1 et 2, ce qui signifie que I'intensité initiale est concave, comme on peut le voir
sur les figures 8.6. Cela signifie qu’indépendamment des maintenances, le systeme s’use, mais
s’use de moins en moins vite. Ce phénomene, bien que surprenant, est fréquemment rencontré
dans la pratique [67], par exemple dans les phénomenes de fatigue.

Quand on a supposé que les effets des MC et des MP étaient les mémes, p a été estimé a
0.56. En fait cette valeur est une sorte de moyenne entre les valeurs 0.16 et (plus grand que) 1
trouvées dans le cas suivant.

8.3 Conclusion et perspectives de I’étude des données

I’analyse des données a tout d’abord mis en évidence I'existence d’une période de jeunesse
pour le systeme. Les modeles sur lesquels a porté notre étude font 1’hypothese d’une intensité
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de défaillance initiale croissante, donc ils ne peuvent pas prendre en compte le déverminage. Par
conséquent, il serait intéressant de construire des modeles adaptés a cette situation, par exemple
avec une intensité initiale en forme de baignoire.

Si on élimine la période de jeunesse, on a montré que la loi de Weibull semble bien adaptée
pour intensité initiale. e parametre de forme est de 'ordre de 1.4. e parametre d’échelle est de
I’ordre de 3 1079, LLes maintenances préventives sont jugées parfaites, voire plus que parfaites. l.es
maintenances correctives sont jugées un peu meilleures que minimales. Ces valeurs numériques
sont en accord avec I'intuition et peuvent étre utilisées pour réactualiser PTOMF, en particulier
pour sélectionner les taches de maintenance et leur périodicité.

I.’hypothese que les maintenances préventives ont été effectuées a des instants déterministes
semble douteuse. FEn effet, au vu des données, on a plutot 'impression que ces maintenances
sont faites a des instants aléatoires. Malgré tout, les résultats de l'analyse effectuée semblent
cohérents avec l'intuition. Peut-é&tre est ce dii au fait que les MP sont en fait planifiées. En effet,
on a montré que la vraisemblance et la loi des observations avaient la méme expression dans
les deux cas. I.’unique différence est que 'on doit normalement s’assurer dans le cadre de MP
planifiées que le plan de MP est bien respecté.

I.’étude de ces données a I’aide des modeles de maintenance imparfaite a été poursuivie par
Yann Dijoux, dans le cadre d’un stage de DEA [21]. Tl s’est principalement intéressé aux modeles
de MP conditionnelles. Fort de la constation qu’il était peu vraisemblable que les MP soient faites
a des instants déterministes, il a supposé que les données suivaient un modele bivarié avec des
effets de maintenance de type ARAy, dont les intensités sont données par les équations (7.71)
et (7.72). 11 a pris pour intensités initiales celles issues des hypotheses proposées par Langseth
et Lindqvist (7.79) et (7.80), avec une fonction puissance pour le taux de défaillance de Ay.
I.a fonction de vraisemblance est alors donnée par la propriété 7.1.4. Dans ces conditions, les
estimateurs de maximum de vraisemblance pour les données sans la période de jeunesse sont :

a=510""7, =170, p,=0.03, p, =099, §=047 (8.11)

On constate qu’on obtient les méme ordres de grandeur pour &, B, pe et p, qu’avec les hypotheses
précédemment faites de MP a dates fixées. En fait, dans les deux cas, o et 8 ont la méme
signification : ils représentent les parametres du taux de défaillance du systeme en ’absence de
maintenance. Par contre la structure de dépendance entre les dates possibles de MP et de MC
n’est, pas du tout la méme selon le type de MP, c’est pourquoi il est étonnant d’obtenir des valeurs
comparables. Quand a ¢, il représente la probabilité qu’une maintenance soit préventive plutot
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que corrective, ¢’est-a-dire plus ou moins la proportion de maintenances préventives par rapport
au nombre total de maintenances. Pour continuer I’étude de ce jeu de données, on peut envisager
entre autres de mettre en ccuvre des méthodes numériques permettant d’estimer, a 'aide de la
vraisemblance (7.102), les parametres d’un modele bivarié avec des effets de maintenance de
type BP.



Conclusion de la deuxieme partie

Dans cette deuxieme partie on a tout d’abord généralisé les modeles de réparation imparfaite
au cas de systemes soumis a des maintenances correctives et préventives. On a, de plus, étudié
I’ensemble des types de maintenances préventives auquel on peut étre confronté: MP planifiées,
et conditionnelles.

Dans le cas de MP planifiées, on a déterminé la loi du processus des MP et MC, la loi des
temps inter-défaillances et la fonction de vraisemblance. On a ainsi prouvé que, dans ce cas, la
date planifiée de MP g’apparentait a un instant de censure a droite déterministe du processus
des défaillances. T.’ensemble des résultats et remarques faits dans le cas de MP planifiées se
généralisent au cas ou un processus externe aléatoire influence Iefficacité des maintenances, et
cela grace au théoreme d’innovation. Dans le cas d’effets de maintenances de type BP, on a
ainsi pu calculer les valeurs de l'intensité de défaillance propre et de la vraisemblance propre
associées cette fois a la seule observation du processus des MP et MC. La forme de cette intensité
et de cette vraisemblance est encore une fois récursive. Enfin on a expliqué le lien entre notre
modélisation des MP planifiées et le modele proposé par Last et Szekli. On a par [a méme montré
comment notre modele pouvait intégrer les politiques de MP classiques : a dates fixées, a age
fixé et a intensité fixée.

Dans le cas de MP conditionnelles, on a proposé une modélisation basée sur les processus
bivariés ou colorés. On a montré que cette approche généralise celle basée sur les risques concur-
rents. Contrairement, aux risques concurrents, les processus bivariés ou colorés permettent de
prendre en compte a la fois des effets de maintenance et des dépendances entre les instants pos-
sibles de MP et MC. L.e modele récemment proposé par Langseth et Lindqvist est lui aussi un
cas particulier de notre modélisation avec des effets de maintenance de type BP. Pour ce modele,
et encore une fois grace au théoreme d’innovation, on a pu calculer les intensités propres et la
vraisemblance propre correspondant a la seule observation du processus des MP et MC. Dans
le cas d’effets symétriques des maintenances sur les dates possibles de MP et de MC, on a
démontré que, comme pour les risques concurrents, le fait qu’il y ait indépendance ou non entre
les variables de risques de MP et de M(C n’était pas identifiable. Pour répondre a ce probleme
deux solutions ont été envisagées. L.a premiere consiste a faire des hypotheses plus strictes sur
la. dépendance entre les variables de risques, afin d’avoir un modele identifiable. I.a deuxieme
solution consisterait a construire un modele dans lequel Ieffet des maintenances sur les variables
de risques ne soit pas symétrique.

Enfin, I'application des modeles aux données EDF a mis en évidence la nécessité de modeles
prenant en compte des MP a instants aléatoires. Pour le systeme étudié, les dates de MP semblent
aléatoires alors qu’elles sont considérées comme déterministes par Pexploitant. T.’analyse faite
du jeu de données a également mis en évidence la nécessité de modeles pouvant prendre en
compte des taux de défaillance en 'absence de maintenance décroissants, voire mieux encore, en
forme de baignoire. Enfin, "homogénéité des résultats trouvés avec des hypotheses totalement
différentes sur les MP a mis en évidence la nécessité de pousser plus loin 1’étude afin de mieux
comprendre la notion de dépendance entre les instants possibles de la prochaine MP et de la
prochaine MC.






Perspectives

Ce travail constitue une contribution a la fois théorique et pratique des mathématiques
appliquées au domaine de la fiabilité des systemes. 1l porte sur la modélisation du processus des
défaillances de systemes réparables soumis a des maintenances correctives et préventives, dans
le but d’estimer "impact de ces actions sur la durée de vie.

Fort de la constatation que peu de travaux se sont intéressés a I’évaluation de 'efficacité des
maintenances, nous avons développé des modeles généraux permettant d’estimer cette efficacité
pour ensemble des types de MP rencontrées en pratique: MP planifiées et MP conditionnelles.

Ces modeles permettent également de prendre en compte une dépendance entre les instants
possibles de MP et de MC.

lLes principaux résultats développés dans chacune des deux parties de ce document ouvrent
la voie a de nouvelles investigations.

Tout d’abord, en ce qui concerne la modélisation de systemes soumis a des maintenances
uniquement correctives, on a introduit deux classes de modeles, ARI et ARA, et étudié quelques
estimateurs de Pefficacité de réparation quand 'usure du systeme en "absence de maintenance
était connue. Pour un comportement du systeme en 'absence de maintenance de type Weibull,
il faudrait maintenant s’intéresser aux propriétés des estimateurs simultanés des parametres
d’efficacité de réparation et d’échelle, quand le parametre de forme de la loi de Weibull est
connu. De plus les résultats de convergence développés ne concernent jusqu’a présent que les
modeles de mémoire finie. 1l serait intéressant d’étudier ce qui se passe pour des modeles de
mémoire infinie.

Pour les modeles de réparation imparfaite de type BP, on a développé une méthode, basée
sur le théoreme d’innovation, permettant d’estimer les parametres du modele sans connaitre
a priori Peffet des maintenances. 1l faudrait mettre en ccuvre cette méthode et comparer ces
performances avec celle proposée par Lim [52]. Toujours pour le modele BP, on a trouvé un
certain nombre de résultats basés sur la loi des ages effectifs et démontrant que dans un modele
BP la maintenance avait tendance a stabiliser I'usure du systeme. Une perspective intéressante
consisterait a appliquer ces résultats au cas de systemes soumis également a des maintenances
préventives.

Ensuite, en ce qui concerne la modélisation de systéeme soumis a des maintenances préventives
et correctives, on a introduit un cadre de modélisation pour les MP planifiées. Dans ce cadre on
a spécifié la fonction de vraisemblance pour des modeles dont I'efficacité de maintenance dépend
ou non d’une variable aléatoire externe. On s’est intéressé en particulier au cas du modele BP.
Il faudrait maintenant mettre en ceuvre cette méthode d’estimation sur des cas pratiques. On
a également mis en évidence le lien existant entre notre modélisation et celle proposée par Last
et Szekli [47]. Par contre, nous n’avons pas étudié quelles sont les modifications induites sur la
loi des observations et sur les procédures d’estimation par le passage de notre modele au cas
plus général de celui de Last et Szekli. 1l serait également intéressant d’étudier comment les
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propriétés statistiques asymptotiques développées pour les modeles ARI et ARA, dans le cadre
de maintenances uniquement correctives, se généralisent au cas de MP planifiées.

Enfin on a introduit un dernier modele général correspondant au cas de MP conditionnelles.
Pour ce modele, on a caractérisé la loi des observations et calculé la fonction de vraisemblance, y
compris pour le cas des modeles BP. [.’étape suivante est bien entendu de mettre en ceuvre cette
procédure d’estimation, devenue complexe dans le cas des modeles BP. T.e lien que nous avons
fait avec les modeles de risques concurrents a mis en évidence un probleme d’identifiabilité
sur le fait qu’il y ait indépendance ou non entre les risques de MP et de M(C. Deux pistes
sont a creuser pour répondre a ce probleme. D’abord, mieux comprendre la signification de
cette dépendance et proposer des hypotheses réalistes permettant de construire des modeles de
dépendance identifiables. Ensuite, construire et étudier un nouveau type de modeles dans lequel
I'effet des maintenances sur la loi des dates de chacun des types de maintenance ne soit pas
le méme. Enfin, comme pour les MP planifiées, il faudrait s’intéresser a la généralisation des
propriétés statistiques asymptotiques des modeles ARI et ARA.

I’application faites sur les données fournies par EDF a elle aussi fait naitre de nouvelles
pistes de recherche. Tout d’abord, il semble intéressant de proposer de nouveaux modeles, ou
d’adapter des modeles existants, afin de pouvoir prendre en compte des taux de défaillance du
systeme en 'absence de maintenance, en forme de baignoire, c’est a dire intégrant une période
de jeunesse. Ensuite, cette application, par ses résultats, stimule d’autant plus notre intérét pour
une meilleure compréhension des phénomenes de dépendance entre les dates possibles de MP
et MC. Enfin, suite aux discussions avec nos partenaires d’EDF, il semblerait intéressant de
pouvoir modéliser des systemes soumis a des inspections. En pratique, de nombreux systéemes
sont inspectés a des dates quasiment périodiques. Selon ’état de dégradation constaté lors de
cette visite, I'équipe de maintenance décide ou non d’intervenir. Notre modélisation ne per-
met pas, dans sa forme actuelle, d’intégrer I'information contenue dans I’état de dégradation
constaté et le fait que l'inspection aboutisse ou pas a une intervention. Des modeles pouvant
prendre en compte ce type d’inspection permettraient sans doute de mieux estimer 'efficacité
des maintenances.
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Résumé: Ce travail porte sur la modélisation stochastique et I'estimation paramétrique
de Pefficacité des opérations de maintenance corrective et préventive des systemes réparables
complexes.

Dans une premiere partie, les modeles de réparation imparfaite sont classés a 1’aide de 'in-
tensité de défaillance d’un processus ponctuel. Cette revue regroupe les modeles existants et en
propose de nouveaux. [.’étude se focalise ensuite sur les modeles dits a réduction arithmétique de
I’dge et de I'intensité, et sur le modele de Brown-Proschan. Des résultats probabilistes originaux
permettent de comprendre le comportement du processus des défaillances de ces modeles et de
développer des méthodes statistiques d’estimation de leurs parametres.

Dans une deuxieme partie, deux cadres de modélisation sont proposés et étudiés, afin de
généraliser ces modeles au cas des différents types de maintenances préventives existants dans
la réalité industrielle : maintenances préventives systématiques, planifiées ou conditionnelles.
l.es modeles généraux proposés permettent d’intégrer la possibilité d’une dépendance entre les
instants de maintenance préventive et corrective. Enfin une méthode d’évaluation de 'efficacité
globale des différentes opérations de maintenance est développée et illustrée sur un exemple réel
issu de I'industrie.

Mots clés: fiabilité, statistique, probabilités appliquées, processus aléatoires ponctuels,
modélisation stochastique, maintenance imparfaite, réparation imparfaite.

Abstract : This work deals with stochastic modeling and parametric estimation of preventive
and corrective maintenance efficiency for complex repairable systems.

In the first part, imperfect repair models are classified using the failure intensity of a random
point process. This classification includes existing models and proposes new ones. Then, the work
focuses on models called arithmetic reduction of age and intensity and on the Brown-Proschan
model. New probabilistic results are proposed in order to better understand the behaviour of
the failure process of these models and to develop statistical methods for parameters estimation.

In the second part, two modeling frameworks are proposed and studied in order to generalize
these models to the various types of preventive maintenances existing in the industrial context:
systematic, planned or conditional preventive maintenances. The general models proposed allow
to include a possible dependency between preventive and corrective maintenance times. Finally, a
method for assessing both global preventive and corrective maintenance efficiency is developped
and illustrated on a realistic example issued from the industry.

Keywords: reliability, statistics, applied probability, random point processes, stochastic
modelling, imperfect maintenance, imperfect repair.



