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IntrodutionTout au long de leur vie op�erationnelle, les syst�emes industriels omplexes (entrales nul�eai-res, avions, trains, ...) sont soumis �a des op�erations de maintenane pr�eventive et orretive a�nde les onserver en �etat de marhe, tout en justi�ant d'un ertain nombre de ontraintes desûret�e de fontionnement.� Une maintenane orretive (MC) regroupe l'ensemble des ations ex�eut�ees apr�esd�etetion d'une panne et destin�ees �a remettre un bien dans un �etat dans lequel il peutaomplir une fontion requise [1℄.� Une maintenane pr�eventive (MP) regroupe l'ensemble des ations ex�eut�ees �a desintervalles de temps pr�ed�etermin�es ou selon des rit�eres presrits et destin�ees �a r�eduire laprobabilit�e de d�efaillane ou la d�egradation du fontionnement d'un bien [1℄.La sûret�e de fontionnement de es syst�emes d�epend naturellement �etroitement de l'eÆait�ede es op�erations de maintenane. Classiquement, on suppose soit que la maintenane est neutreou ineÆae, soit qu'elle remet les mat�eriels �a neuf. La premi�ere hypoth�ese est ertainementtrop pessimiste. La deuxi�eme hypoth�ese est valide pour les omposants d�efaillants rempla�espar des neufs, mais e n'est plus le as pour les syst�emes onstitu�es de plusieurs omposants :le remplaement d'un omposant entrâ�ne un rajeunissement du syst�eme global mais pas uneremise �a neuf.Une gestion eÆae des politiques de maintenane n�eessite une mod�elisation r�ealiste de leurse�ets. Il est don important de onstruire des mod�eles des e�ets des maintenanes des syst�emesr�eparables omplexes et de d�evelopper des m�ethodes permettant d'�evaluer leur eÆait�e.Math�ematiquement, les dates de maintenane orretive d'un syst�eme r�eparable sont desvariables al�eatoires. En e�et, les d�efaillanes se produisent �evidemment �a des instants qu'il n'apas �et�e possible de pr�evoir parfaitement �a l'avane, autrement dit �a des instants al�eatoires. Lesmaintenanes orretives qui en d�eoulent s'e�etuent don elles aussi �a des instants al�eatoires.En revanhe, les dates des maintenanes pr�eventives sont g�en�eralement �x�ees avant la miseen route du syst�eme, et sont don d�eterministes. On dit, dans e as, que les maintenanespr�eventives sont syst�ematiques. Mais il peut arriver que les instants auxquels elles se produisentn'aient pas �et�e ompl�etement plani��es. C'est le as par exemple de la maintenane pr�eventiveonditionnelle. Celle-i a lieu si, suite �a une surveillane du fontionnement du syst�eme, un �etatde d�egradation avan�e est d�etet�e. La d�egradation n'�etant pas parfaitement pr�evisible, la main-tenane pr�eventive r�esultante se fera �a un instant qui n'avait pas �et�e pr�evu au d�epart. Cela peutêtre aussi le as des maintenanes pr�eventives plani��ees. En g�en�eral, le programme de mainte-nane pr�eventive initial pr�evoit des maintenanes selon une ertaine p�eriode. Une r�eatualisationde l'optimisation de la maintenane par la �abilit�e (OMF [36℄) peut amener �a r�eduire (ou auontraire �a augmenter) la p�eriodiit�e des maintenanes et mettre en plae une nouvelle plani�a-tion des dates de MP. Dans e as, même si les nouveaux instants de maintenane pr�eventive sonttoujours d�eterministes et p�eriodiques au moment de la modi�ation du plan de maintenane,on doit les onsid�erer omme al�eatoires dans la mesure o�u ette r�edution de p�eriodiit�e n'avaitpas �et�e pr�evue au d�epart. En�n, si on pro�te de l'arrêt d'un premier syst�eme pour maintenir



8 Introdutionpr�eventivement un deuxi�eme syst�eme, alors la maintenane pr�eventive e�etu�ee sur e deuxi�emesyst�eme est �egalement faite �a un instant al�eatoire.Par ailleurs, les e�ets des deux types de maintenane ne sont pas for�ement onnus et peuventêtre al�eatoires. Ils peuvent être li�es, par exemple, �a l'inuene impr�evisible de param�etres envi-ronnementaux et de fateurs humains.Les exemples i-dessus mettent �egalement en �evidene la d�ependane entre les instants desmaintenanes pr�eventives et orretives. Dans le as des maintenanes onditionnelles, la MPd�epend de l'�etat de d�egradation du syst�eme. Les d�efaillanes, et don les instants de MC,d�ependent bien sûr �egalement de ette d�egradation. Par ons�equent, maintenanes pr�eventiveset orretives sont d�ependantes �a travers leur lien ave le proessus de d�egradation. Dans le asdes maintenanes syst�ematiques, il est possible que le hangement de p�eriodiit�e soit le r�esultatde l'ourrene de d�efaillanes trop nombreuses, auquel as ela implique enore une d�ependanedes instants des maintenanes pr�eventives et orretives.Par ons�equent, la mod�elisation de l'ourrene et des e�ets des maintenanes s'e�etue �al'aide d'outils probabilistes, et l'�evaluation de leur eÆait�e n�eessite des m�ethodes statistiques.Quelques mod�eles d'eÆait�e de maintenane ont �et�e propos�es (voir par exemple la revue bi-bliographique faite par Pham et Wang [60℄). Mais tr�es peu d'entre eux ont fait l'objet d'une �etudestatistique, surtout en e qui onerne l'�evaluation de l'eÆait�e des op�erations de maintenane.La plupart des mod�eles, onnus sous le nom de mod�eles de r�eparation imparfaite, ne onsid�erentque l'e�et des maintenanes orretives. D'autres ne onsid�erent que l'e�et des maintenanespr�eventives. Dans les deux as, les mêmes types d'hypoth�eses sont faites, et don les mêmesmod�eles peuvent être utilis�es. Quelques auteurs ont propos�e des mod�eles o�u les deux e�ets demaintenane oexistent. Pour simpli�er les hoses, ils ont pour la plupart onsid�er�e que les MP�etaient syst�ematiques. Cependant, �a notre onnaissane, seul Jak [35℄ a estim�e des eÆait�esde maintenane pr�eventive et orretive dans e adre. Last et Szekli [47℄ ont propos�e un mod�elepermettant de prendre en ompte des maintenanes imparfaites et des dates de MP plani��ees�a des instants al�eatoires. Personne n'a utilis�e, jusqu'�a pr�esent, e mod�ele �a des �ns statistiques.En�n, des approhes bas�ees sur les risques onurrents ont �et�e utilis�ees pour mod�eliser des MPonditionnelles [7℄. Cependant, e type d'approhe ne permet de prendre en ompte que desmaintenanes parfaites, 'est �a dire renouvelant �a haque fois le syst�eme. Seul un tr�es r�eenttravail de Langseth et Lindqvist [45℄ propose une m�ethode pour utiliser les travaux d�ej�a publi�essur les risques onurrents a�n d'estimer des eÆait�es de maintenane pr�eventives et orretivesimparfaites.Ce manusrit propose don des mod�eles stohastiques permettant de prendre en ompte desmaintenanes pr�eventives et orretives imparfaites, 'est �a dire moins bonnes que parfaites etmeilleures qu'ineÆaes. Ces mod�eles sont apables de prendre en ompte l'ensemble des types deMP existant dans la r�ealit�e industrielle : MP syst�ematiques, MP plani��ees, MP onditionnelles.Ils permettent �egalement d'int�egrer la possibilit�e d'une d�ependane entre les instants de MP etde MC. Le but de l'ensemble de e travail de mod�elisation est d'�evaluer l'eÆait�e des op�erationsde maintenane.Nous ne nous int�eresserons qu'�a des syst�emes monolithiques ou pouvant être onsid�er�esomme tels. Autrement dit, la struture du syst�eme ne sera pas prise en ompte. On s'int�eresseradon, soit au fontionnement d'un omposant pr�eis d'un syst�eme (par exemple une pompe),ind�ependamment des autres omposants de e syst�eme, soit au fontionnement d'un syst�eme glo-bal (par exemple un syst�eme de refroidissement). Dans e dernier as, même si un seul omposantd'un syst�eme est maintenu, on ne s'int�eressera pas �a l'e�et de la maintenane sur le omposant,mais �a l'impat de ette maintenane sur le fontionnement du syst�eme global. En e�et, il seraitmath�ematiquement trop omplexe de di��erenier l'e�et des maintenanes sur haque omposant



Introdution 9et d'agglom�erer les r�esultats au niveau syst�eme.Par ailleurs, e travail utilisera des m�ethodes d'estimation fr�equentistes : on ne herhera pas�a introduire d'information a priori sur le omportement des syst�emes �etudi�es ou l'eÆait�e desop�erations de maintenane.Apr�es un premier hapitre d'introdution des objets math�ematiques �etudi�es et du formalismen�eessaire �a leur mod�elisation, le doument se sindera en deux parties.Dans une premi�ere partie, on �etudiera des syst�emes uniquement soumis �a un seul type demaintenane. On supposera que e sont des maintenanes orretives, mais on pourrait dela même fa�on supposer que e sont des maintenanes pr�eventives. Dans e adre, on intro-duira dans le hapitre 2 les di��erents mod�eles d'eÆait�e de maintenane d�ej�a propos�es dansla litt�erature. G�en�eralement es mod�eles sont d�e�nis �a l'aide de la loi onditionnelle des tempsinter-d�efaillanes. Cependant, dans un soui de omparaison et dans le but d'une analyse sta-tistique nous pensons, omme Lindqvist [54℄, qu'il est plus pratique de d�e�nir les mod�eles �al'aide de l'intensit�e de d�efaillane d'un proessus al�eatoire pontuel. Ainsi, les di��erents e�etsenvisag�es des maintenanes seront arat�eris�es par les hangements induits sur l'intensit�e ded�efaillane. Dans le hapitre 3, on proposera deux nouvelles lasses de mod�eles appel�ees mod�eles�a R�edution Arithm�etique de l'Age (ARA) et �a R�edution Arithm�etique de l'Intensit�e (ARI),o�u l'eÆait�e de maintenane est arat�eris�ee par un unique param�etre. On �etudiera le ompor-tement asymptotique du proessus des d�efaillanes de es mod�eles et on prouvera que la plupartd'entre eux orrespondent �a des syst�emes dont l'eÆait�e de la maintenane ne permet pas destabiliser l'usure. En�n on montrera qu'il existe, �a l'int�erieur de es deux lasses, des mod�eles�equivalents en terme d'usure asymptotique. L'�etude statistique des mod�eles ARA et ARI serafaite dans le hapitre 4. A�n d'obtenir des propri�et�es th�eoriques sur les estimateurs de l'eÆa-it�e de maintenane, on s'int�eressera tout d'abord au as plus simple o�u l'usure du syst�eme enl'absene de maintenane est onnue. On prouvera alors la onvergene presque sûre et la nor-malit�e asymptotique de l'estimateur de maximum de vraisemblane et d'estimateurs expliitesde l'eÆait�e de maintenane. On en d�eduira des intervalles de on�ane asymptotiques pourle param�etre d'eÆait�e de maintenane. Dans le as o�u on herhe �a estimer l'ensemble desparam�etres du mod�ele, on proposera des r�esultats, uniquement empiriques, sur le omportementdes estimateurs. En�n, dans le hapitre 5, on s'int�eressera au mod�ele dit de Brown-Proshan(BP). Ce mod�ele, ontrairement aux mod�eles ARI et ARA, poss�ede une eÆait�e de mainte-nane al�eatoire dont l'e�et tend, omme nous le montrerons, �a stabiliser l'usure du syst�eme. Onadaptera la pro�edure lassique d'estimation des param�etres par maximum de vraisemblane auas d'eÆait�es de maintenane al�eatoires omme elle du mod�ele BP.Dans la deuxi�eme partie, on expliquera omment g�en�eraliser l'ensemble de es mod�eles a�nde prendre en ompte l'e�et des deux types de maintenane. Le hapitre 6 se foalisera surla mod�elisation des MP plani��ees et le as partiulier des MP �a date �x�ee. On �etudiera alorsla loi onditionnelle des temps inter-maintenanes et on alulera la fontion de vraisemblanepermettant d'estimer les param�etres. On fera le lien entre le mod�ele que nous proposons et eluide Last et Szekli [47℄. On retrouvera �egalement omme as partiulier les politiques lassiques deMP utilis�ees dans le adre de l'optimisation des dates de maintenane pour en r�eduire les oûts.Dans le hapitre 7, on d�eveloppera un mod�ele adapt�e au as de MP onditionnelles et bas�e surles proessus pontuels bivari�es ou olor�es. Cette approhe g�en�eralise elle lassiquement utilis�eeet passant par les risques onurrents [7℄, et pr�esente l'int�erêt de pouvoir prendre en ompte deseÆait�es de maintenane imparfaites. Le mod�ele propos�e par Langseth et Lindqvist [45℄ est unas partiulier de notre mod�elisation g�en�erale ave des eÆait�es de maintenane de type BP.En�n, dans le hapitre 8, on appliquera les mod�eles pr�e�edemment d�evelopp�es et on estimeral'eÆait�e des maintenanes pour un omposant d'une unit�e de prodution �eletrique EDF.



10 IntrodutionQuelques uns des r�esultats pr�esent�es dans e manusrit ont d�ej�a fait l'objet de publiations[25, 24, 23℄. Une revue bibliographique �etendue, ainsi que l'�etude des donn�ees EDF pr�esent�eedans le hapitre 8, onstitue l'essentiel d'un ontrat de ollaboration e�etu�e dans le adre dee travail entre EDF et le LMC [26℄.



Abr�eviations et NotationsABAO aussi mauvais que vieux (As Bad As Old)AGAN aussi bon que neuf (As Good As New)ARA mod�ele �a r�edution arithm�etique de l'âge (Arithmeti Redution of Age)ARAm mod�ele �a r�edution arithm�etique de l'âge de m�emoire mARI mod�ele �a r�edution arithm�etique de l'intensit�e (Arithmeti Redution of Intensity)ARIm mod�ele �a r�edution arithm�etique de l'intensit�e de m�emoire mBBS mod�ele de Blok-Borges-SavitsBMS mod�ele de Brown-Mahoney-SivazlianBP mod�ele de Brown-ProshanCS mod�ele de Chan-ShawDHS mod�ele de Dorado-Hollander-SethuramanEE estimateur expliiteEMV estimateur de maximum de vraisemblaneEQM erreur quadratique moyenneHPP proessus de Poisson homog�ene (Homogeneous Poisson Proess)ICA intervalle de on�ane asymptotiqueKMS mod�ele de Kijima-Morimura-SuzukiMC maintenane orretiveMP maintenane pr�eventiveMSI date de mise en fontionnement d'un syst�emeNHPP proessus de Poisson non homog�ene (Non Homogeneous Poisson Proess)OMF optimisation de la maintenane par la �abilit�ePAR mod�ele de Malik (Proportional Age Redution)PLP mod�ele de Duane (Power Law Proess)QR mod�ele de quasi-renouvellementRC risques onurrentsTR taux de reouvrementVA (mod�ele d')âge virtuel (Virtual Age)Les variables al�eatoires (exeption faite de elles portant une lettre greque) seront not�eesave une lettre majusule et leur r�ealisation ave la même lettre minusule.ba partie enti�ere de aa ^ b minimum de a et ba _ b maximum de a et btn pour n'importe quelle suite ftigi�1, repr�esente le veteur des n premi�eres ompo-santes, (t1; :::; tn)



12 Abr�eviations et Notationstj;n pour n'importe quelle suite ftigi�1, repr�esente le veteur des omposantes entre laj�eme et la n�eme , (tj ; :::; tn)1lA fontion indiatrie de l'ensemble AÆa fontion Dira prise en a�ad-l�ag ontinue �a droite ave une limite �a gauhe�ag-l�ad ontinue �a gauhe ave une limite �a droitep.s. presque sûrementA �st B la variable al�eatoire A est stohastiquement inf�erieure �a B, 'est �a dire que pour toutt � 0, FA(x) � FB(x), o�u FA et FB sont respetivement les fontions de r�epartitionde A et B.p:s:��! onverge presque sûrementL�! onverge en loiP�! onverge en probabilit�ep:s:= �egal presque sûrement
 produit de onvolutionf
k k produits de onvolution de la fontion fNt� limite �a gauhe du proessus NtNt+ limite �a droite du proessus NtHt� �-alg�ebre engendr�ee par l'ensemble des �-alg�ebres d'indie stritement plus petitque t, [s<tHsPbi=a quand b < a, on posera que la somme vaut z�eroFX(x) fontion de r�epartition de la variable al�eatoire X en xSX(x) fontion de survie de la variable al�eatoire X en xfXjY (x) densit�e de la loi onditionnelle de X sahant Y , en xEn�n, on dira qu'une fontion �(t) diverge quand elle tend vers l'in�ni en l'in�ni : limt!+1 �(t) =+1.



Chapitre 1Introdution �a la mod�elisationstohastique du proessus desd�efaillanesLes hypoth�eses suivantes sont e�etu�ees.1. Une r�eparation ou maintenane orretive est e�etu�ee apr�es haque d�efaillane.2. Les dur�ees de maintenane sont suppos�ees n�egligeables ou non omptabilis�ees.3. Le syst�eme �etudi�e ommene a fontionner ou �a être observ�e �a l'instant 0.Ces hypoth�eses ont pour ons�equene direte que les instants des MC sont en fait �egaux auxinstants de d�efaillane orrespondants.Les observations sont ainsi onstitu�ees de trois proessus pontuels (non n�eessairemental�eatoires) pour lesquels les notations suivantes sont adopt�ees.� Pour le proessus des maintenanes (MP et MC) :{ fUigi�1 le proessus des indiateurs des types de maintenane: Ui = 0 si la i�ememaintenane est orretive et Ui = 1 si elle est pr�eventive ;{ fKtgt�0 le proessus de omptage des maintenanes ;{ fCigi�1 les instants de maintenane, Ci = minft 2 IR+jKt = ig. Pour simpli�erertaines eritures, on note �egalement C0 = 0 ;{ fWigi�1 les dur�ees inter-maintenanes Wi = Ci � Ci�1.� Pour le proessus des d�efaillanes ou des MC :{ fNtgt�0 le proessus de omptage des MC ;{ fTigi�1 les instants de MC, Ti = minft 2 IR+jNt = ig, et T0 = 0 ;{ fXigi�1 les dur�ees inter-MC, Xi = Ti � Ti�1.� En�n, pour le proessus des MP :{ fMtgt�0 le proessus de omptage des MP ;{ f�igi�1 les instants de MP, �i = minft 2 IR+jMt = ig, et �0 = 0 ;{ f�igi�1 les dur�ees inter-MP, �i = �i � �i�1.La �gure 1.1 propose un exemple de trajetoire du proessus des MP et MC ave les notationsorrespondantes.Dans l'espae probabilis�e (
;A; P ) orrespondant �a nos observations, l'�evolution du proes-sus des pannes apr�es l'instant t � 0 est suppos�ee d�ependre du pass�e du proessus des MP etMC, et de fateurs externes. On hoisit de repr�esenter l'e�et de es fateurs externes par desvariables al�eatoires B = fBigi�1 que l'on appellera variables (al�eatoires) externes. Les variables



14 Introdution �a la mod�elisation stohastique du proessus des d�efaillanes
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Fig. 1.1 { Observations du proessus des MP et MC et notations orrespondantesexternes sont suppos�ees mutuellement ind�ependantes et ind�ependantes des (i � 1) premi�eresmaintenanes. La i�eme variable externe Bi, repr�esente la partie al�eatoire de l'eÆait�e de la i�ememaintenane. Cet al�ea peut être dû par exemple �a l'inuene al�eatoire des fateurs humains ouenvironnementaux. Le proessus des variables externes, B = fBigi�1, est suppos�e ah�e au senso�u l'on suppose que la valeur de es variables n'est pas observ�ee. En e�et, même si les fateurshumains ou environnementaux sont onnus, on ne sait pas pour autant quel est leur e�et exatsur l'eÆait�e de maintenane.Le proessus des MP et MC peut être mod�elis�e de deux fa�ons di��erentes. D'une part, ilpeut être vu omme un proessus bivari�e, 'est �a dire un proessus de omptage des MP et unproessus de omptage des MC, entre lesquels il peut exister un lien quelonque.fNs;Msg0�s�t = fNt;Mt;TNt ; �Mtg (1.1)D'autre part, il peut être vu omme un proessus olor�e, 'est �a dire qu'une ouleur ou unemarque est assoi�ee �a haque �ev�enement du proessus des maintenanes. Cette marque (Ui)



Introdution �a la mod�elisation stohastique du proessus des d�efaillanes 15sp�ei�e si haune des maintenanes est pr�eventive ou orretive.fKs; UKsg0�s�t = fKt;WKt;UKtg (1.2)Les deux repr�esentations sont stritement �equivalentes :Nt = KtXi=1(1� Ui) et Mt = KtXi=1 UiKt = Nt +Mt et Uk = MCk �MCk�1 (1.3)Mais selon les as, une des deux peut s'av�erer plus ommode.Le proessus des MC, N = fNtgt�1, repr�esente le proessus des d�efaillanes, il est donn�eessairement al�eatoire. Le proessus des MP, M = fMtgt�1, n'est quant �a lui pas for�emental�eatoire. Il peut être d�eterministe, par exemple, quand les dates de MP sont d�etermin�ees avantla mise en route du syst�eme.L'espae probabilis�e est muni d'une �ltration Ht ('est �a dire une famille roissante et onti-nue �a droite de sous �-alg�ebres de A) g�en�er�ee par le pass�e �a l'instant t des proessus N et M etdes variables externes B.Ht = �(fNs;Ms; BNs+Msg0�s�t) = �(fKs; UKs; BKsg0�s�t) (1.4)Ht est aussi appel�ee histoire du proessus des maintenanes. Le proessus des d�efaillanes peutêtre arat�eris�e par son intensit�e de d�efaillane, d�e�nie [3℄ omme l'unique (�a l'indistinguabilit�epr�es) fontion �ag-l�ad (ontinue �a gauhe ave une limite �a droite) qui v�eri�e :8t � 0; �Nt (N;M;B) = lim�t!0 1�tP (Nt+�t �Nt� = 1jHt�) (1.5)o�u Nt� est la limite �a gauhe de Nt, et Ht� = [s<tHs est la �-alg�ebre engendr�ee par le pass�edu proessus des maintenanes juste avant l'instant t. La même intensit�e de d�efaillane pourraaussi s'�erire �Nt (K;U;B) si pour des raisons pratiques on pr�ef�ere privil�egier la vision proessusolor�e plutôt que proessus bivari�e.Un as plus simple onsiste �a supposer que le futur du proessus des d�efaillanes ne peutd�ependre que de son propre pass�e,Ht = �(fNsg0�s�t). Le proessus des d�efaillanes est alors unproessus pontuel auto-exit�e [68℄. Son intensit�e de d�efaillane �a l'instant t ne d�epend plus quede t, du nombre de d�efaillanes observ�ees et des dates auxquelles es d�efaillanes ont eu lieu :�Nt (N) = lim�t!0 1�tP (Nt+�t �Nt� = 1jNt�;TNt� ) (1.6)Quand il n'y a pas d'ambigu��t�e, on note ette intensit�e de d�efaillane simplement �t. Elle a-rat�erise l'usure du syst�eme �etudi�e. On appellera don vitesse d'usure la pente de l'intensit�ede d�efaillane. L'int�egrale de l'intensit�e de d�efaillane, �t = R t0 �s ds, est appel�ee intensit�ede d�efaillane umul�ee ou ompensateur de N [16, 3℄. Le ompensateur repr�esente la partiepr�evisible du proessus des d�efaillanes au sens o�u, pour tout t � 0, Nt ��t est une martingalequi repr�esente uniquement un \bruit", 'est �a dire un proessus al�eatoire �ad-l�ag (ontinu �adroite ave une limite �a gauhe), adapt�e et int�egrable v�eri�ant :8x � 0; 8t � 0; E[Nt+x � �t+x j Ht℄ = Nt � �t (1.7)Ave l'hypoth�ese (suppos�ee être v�eri��ee, sauf mention ontraire) :P (Nt+�t �Nt� � 2jHt�) = o(�t) (1.8)



16 Introdution �a la mod�elisation stohastique du proessus des d�efaillanesqui signi�e qu'on ne peut pas observer simultan�ement plus d'une d�efaillane, la loi de probabilit�eonditionnelle du prohain temps inter-d�efaillane est donn�ee par [16℄ :8x � 0; P (Xn+1 > x jTn) = exp�� Z Tn+xTn �u du� (1.9)Cela signi�e que la seule donn�ee de l'intensit�e de d�efaillane arat�erise ompl�etement la loi duproessus des d�efaillanes.Dans le adre d'une approhe param�etrique, l'intensit�e de d�efaillane est suppos�ee êtresp�ei��ee par un param�etre, not�e �0, �a valeurs dans un espae not�e J0. Les valeurs de l'in-tensit�e de d�efaillane d�ependent dans e as du param�etre �0. On notera alors, selon qu'il ya ou non ambigu��t�e, l'intensit�e de d�efaillane de l'une des trois fa�ons suivantes : �t, �t(�0) ou�Nt (�0;N). L'estimation de e param�etre �0 peut être faite �a l'aide de la m�ethode du maximumde vraisemblane. Pour une observation du proessus des d�efaillanes sur un intervalle de temps[0; t℄ (o�u t peut être soit un instant de d�efaillane, soit un r�eel stritement positif) la fontionde vraisemblane �evalu�ee en une valeur � 2 J0 du param�etre vaut [16℄ :Lt(�) = "NtYi=1�Ti(�)# exp (��t(�)) (1.10)Et don la log-vraisemblane peut s'�erire pour une observation du proessus des d�efaillanessur [0; t℄ : Lt(�) = ln(Lt(�)) = Z t0 ln(�s(�)) dNs � Z t0 �s(�) ds (1.11)Dans ette �eriture, l'int�egrale stohastique, R t0 ln(�s(�)) dNs, n'est rien d'autre que la sommedes valeurs prises par ln(�s(�)) aux instants de d�efaillane, R t0 ln(�s(�)) dNs =PNti=1 ln(�Ti(�)).L'estimateur de maximum de vraisemblane (EMV), �̂MLt , est d�e�ni omme la valeur de J0 quimaximise la log-vraisemblane. �̂MLt = argmax�2J0 Lt(�) (1.12)Quand la loi des instants de d�efaillane d�epend du proessus des MP, M , et de variablesexternes, B, l'intensit�e de d�efaillane �Nt (N;M;B) n'est pas suÆsante pour arat�eriser om-pl�etement le proessus des d�efaillanes. En e�et, le th�eor�eme d'innovation [3℄ et l'�equation (1.9)permettent d'�erire :P (Xn+1 > x j Tn) = exp�� Z Tn+xTn E ��Nu (N;M;B) j Nu = n;Tn� du� (1.13)Il manque don des informations sur la loi jointe des proessus N , M et des variables externesB, pour pouvoir ompl�etement arat�eriser la loi des dur�ees inter-d�efaillanes. Plus pr�eis�ement,on doit onnâ�tre entre Tn et Tn + x la loi jointe de M et B onnaissant le pass�e du proessusN .



Premi�ere partieMod�elisation et �evaluation des e�etsdes maintenanes orretives seuls
Pour mod�eliser le proessus des maintenanes pr�eventives et orretives, il faut être apablede mod�eliser, d'une part, l'e�et des maintenanes sur le proessus des d�efaillanes, et d'autrepart, la fa�on dont les dates de maintenane pr�eventive sont hoisies. Dans ette premi�ere partie,on s'int�eresse uniquement �a la mod�elisation des seuls e�ets des maintenanes orretives, our�eparations, sur le proessus des d�efaillanes en supposant que le syst�eme ne subit pas de MP.Dans le deuxi�eme hapitre on propose une synth�ese des di��erents mod�eles de r�eparationimparfaite existant dans la litt�erature. Cette synth�ese est originale ar les mod�eles sont lass�es�a l'aide de leur intensit�e de d�efaillane, e qui permet d'�etablir des liens enore jamais mis en�evidene entre les di��erents mod�eles.Le troisi�eme hapitre s'int�eresse �a deux nouveaux mod�eles de r�eparation imparfaite que nousavons propos�es et appel�es mod�eles �a R�edution Arithm�etique de l'Age (ARA) ou de l'Intensit�e(ARI). Pour es mod�eles, on �etudie le omportement, prinipalement asymptotique, du proessusdes d�efaillanes.Dans le hapitre quatre, on �etablit la onvergene presque sûre et la normalit�e asymptotiqued'un ertain nombre d'estimateurs (dont elui de maximum de vraisemblane) de l'eÆait�ede r�eparation, dans le as o�u on onnâ�t les param�etres du proessus d'usure en l'absene der�eparation. Dans e hapitre, on pr�esente �egalement les r�esultats d'une �etude, empirique ettefois, des propri�et�es des estimateurs de l'ensemble des param�etres des mod�eles ARI et ARA.En�n, dans le inqui�eme hapitre, on d�emontrera des r�esultats nouveaux pour un mod�elede r�eparation imparfaite tr�es lassique appel�e mod�ele de Brown-Proshan (BP). Contrairementaux mod�eles ARI et ARA, l'intensit�e de d�efaillane du mod�ele BP d�epend de variables externesah�ees. Cela rend, omme nous le montrerons, la pro�edure d'estimation des param�etres plusomplexe. On �etudiera �egalement le omportement du proessus des d�efaillanes du mod�ele BPet on mettra en �evidene ses di��erenes ave les mod�eles ARI et ARA de m�emoire �nie.





Chapitre 2Les mod�eles de maintenaneorretiveDans toute ette partie on suppose que le syst�eme n'est pas sujet �a des maintenanespr�eventives. On a don un unique proessus de omptage, N . Pour simpli�er les formules etpuisqu'il n'y a pas de onfusion possible entre plusieurs proessus de omptage, on note simple-ment l'intensit�e de d�efaillane, �t ou �t(N;B) selon que elle i d�epend ou non d'un proessusexterne. En outre, on fait l'hypoth�ese qu'avant la premi�ere d�efaillane, l'intensit�e de d�efaillanedu syst�eme est une fontion roissante (ar on suppose que le syst�eme s'use), non identiquementnulle, �ag-l�ad (puisque 'est une intensit�e) et d�eterministe. Nous l'appellerons intensit�e initialeet la noterons �(t). Cette intensit�e traduit la qualit�e intrins�eque du syst�eme avant la premi�ered�efaillane. Notons que �(t) n'est autre que le taux de hasard de la loi de la dur�ee d'attente dela premi�ere d�efaillane X1 = T1. La fontion de r�epartition de ette loi est F (t) = 1� e��(t), o�u�(t) = R t0 �(u) du.2.1 Les mod�eles de base2.1.1 Le mod�ele de maintenane minimaleLe mod�ele de maintenane minimale suppose que l'e�et de la maintenane est de remettre lesyst�eme en fontionnement dans l'�etat exat o�u il �etait juste avant la d�efaillane. Cela arat�eriseun e�et de maintenane neutre (n'am�eliore pas et ne d�egrade pas le syst�eme). Le syst�eme apr�esmaintenane est dit aussi mauvais que vieux ou en anglais As Bad As Old (ABAO).L'intensit�e de d�efaillane est alors toujours �egale �a l'intensit�e initiale et ne d�epend don pasdu pass�e du proessus : 8t � 0; �t = �(t) (2.1)
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Fig. 2.1 { Intensit�e de d�efaillane dans le as ABAO



20 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesLa �gure 2.1 illustre ette propri�et�e et repr�esente l'intensit�e de d�efaillane d'un syst�emepour des maintenanes ABAO. Les �etoiles sur l'axe des absisses symbolisent les instants ded�efaillane.Le proessus al�eatoireN est un Proessus de Poisson Non Homog�ene (NHPP). Les propri�et�esdes NHPP sont d�etaill�ees par exemple dans [62℄.Le NHPP le plus simple est le proessus de Poisson Homog�ene (HPP) dont l'intensit�e ded�efaillane est onstante : 8t � 0; �(t) = � (2.2)Dans e as, les dur�ees inter-d�efaillanes Xi sont ind�ependantes et de même loi exponentielle deparam�etre �, arat�erisant l'absene de vieillissement du syst�eme.Un autre as partiulier tr�es utilis�e est le mod�ele de Duane [27℄ ou Power Law Proess (PLP)[62℄, pour lequel l'intensit�e est une puissane du temps :�(t) = ��t��1; � > 0 � > 1 (2.3)Ce mod�ele est aux syst�emes r�eparables e que la loi de Weibull est aux syst�emes non r�eparables.Le param�etre de forme � arat�erise l'usure du syst�eme :� � > 1 : usure ou vieillissement ;� � < 1 : am�elioration ou rajeunissement ;� � = 1 : stabilit�e.Le param�etre � est analogue �a un param�etre d'�ehelle.2.1.2 Le mod�ele de maintenane parfaiteLe mod�ele de maintenane parfaite onsid�ere que haque maintenane remet le syst�eme �aneuf. Le syst�eme apr�es maintenane est don aussi bon que neuf ou en anglais As Good As New(AGAN). Les dur�ees inter-d�efaillanes, et don inter-maintenanes, sont alors ind�ependantes etde même loi. On montre failement que ela implique que l'intensit�e de d�efaillane s'�erit [54℄ :�t = �(t� TNt�) (2.4)La �gure 2.2 repr�esente une trajetoire de l'intensit�e de d�efaillane d'un syst�eme pour desmaintenanes AGAN. Les instants de d�efaillane sont les instants de saut de l'intensit�e. Apr�esune maintenane, l'intensit�e repart de z�ero parall�element �a la ourbe d'intensit�e initiale.
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Fig. 2.2 { Intensit�e de d�efaillane dans le as AGANLe proessus al�eatoire orrespondant est un Proessus de Renouvellement (RP). Le HPP est�a la fois un NHPP et un RP. Un syst�eme dont le proessus des d�efaillanes est un HPP est



Les mod�eles de maintenane orretive 21don �a la fois ABAO et AGAN. Cela d�enote une situation de �abilit�e stable, o�u le syst�eme nevieillit pas et o�u la maintenane se ontente de le remettre en �etat de marhe. Il est possibleque le syst�eme soit AGAN et que le proessus des d�efaillanes ne soit pas un HPP : dans eas, les dur�ees inter-d�efaillanes sont ind�ependantes et de même loi, mais ette loi n'est pasexponentielle.2.1.3 N�eessit�e des mod�eles de maintenane imparfaiteLa situation As Bad As Old signi�e que l'eÆait�e de la maintenane est minimale et lasituation As Good As New qu'elle est maximale. En pratique, on est entre es deux as extrêmes.En e�et, il est raisonnable de penser que la maintenane a un e�et plus que minimal, 'est-�a-dire que le syst�eme apr�es maintenane est meilleur que vieux ou Better than Old. Pour autant,pour des syst�emes industriels importants, il est peu vraisemblable que la maintenane remettele syst�eme �a neuf. Le syst�eme apr�es maintenane est don moins bon que neuf ou Worse thanNew. Ces deux situations se retrouvent parfois dans la litt�erature sous le nom de r�eparationmeilleure que minimale (Better than Minimal Repair) ou plus largement maintenane imparfaite(Imperfet Maintenane).D'un point de vue math�ematique, il s'agit de onstruire des proessus pontuels qui soientinterm�ediaires entre les proessus de Poisson non homog�enes et les proessus de renouvellement.La suite de e hapitre pr�esente une revue des prinipaux mod�eles propos�es. Quelques auteursont d�ej�a tent�e de r�epertorier et de lassi�er es mod�eles (Pham-Wang [60℄ et Rehmert [61℄). Maisle probl�eme a rarement �et�e formul�e en termes de proessus pontuels et l'intensit�e de d�efaillanen'a, pour la plupart de es mod�eles, jamais �et�e exprim�ee. Notre pr�esentation de ette synth�eseest don originale et permet de mettre en �evidene un ertain nombre de liens entre les di��erentsmod�eles.Dans la plupart des mod�eles, l'eÆait�e de la maintenane est repr�esent�ee par un param�etre.Evaluer ette eÆait�e revient alors �a estimer e param�etre. Cela peut se faire par des m�ethodesd'estimation fr�equentistes (bas�ees uniquement sur le retour d'exp�eriene) ou bay�esiennes (utili-sant des avis d'experts). On verra qu'il y a en fait tr�es peu de travaux onernant l'estimation del'eÆait�e de la maintenane et que la quasi-totalit�e d'entre eux sont de nature fr�equentiste. Laplupart des artiles publi�es sur les mod�eles de maintenanes imparfaites supposent l'ensembledes param�etres des mod�eles onnus et herhent �a optimiser sous ontraintes la politique demaintenane.Toutes les repr�esentations graphiques de l'intensit�e de d�efaillane dans ette premi�ere partie,y ompris les �gures 2.1 et 2.2, ont �et�e e�etu�ees en prenant omme intensit�e initiale elled'une fontion puissane de param�etres � = 1 et � = 3 : �(t) = 3t2. Cette intensit�e initiale estrepr�esent�ee en pointill�es sur es �gures.2.2 Les mod�eles de Brown-Proshan et Blok-Borges-Savits2.2.1 Le mod�ele de Brown-ProshanUn des premiers mod�eles de maintenane imparfaite est elui propos�e par Brown et Pro-shan (BP) en 1983 [11℄. Ce mod�ele v�eri�e les hypoth�eses suivantes :1. Les e�ets des maintenanes sont ind�ependants des instants auxquels elles sont r�ealis�ees etsont ind�ependants les uns des autres.2. Le syst�eme apr�es maintenane est AGAN ave une probabilit�e p et ABAO ave une pro-babilit�e 1� p.



22 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesAinsi, l'eÆait�e de la i�eme maintenane est repr�esent�ee par une variable al�eatoire Bi telleque : Bi = � 1 si la maintenane est AGAN0 si la maintenane est ABAO (2.5)Les Bi sont des variables al�eatoires ind�ependantes et de même loi de Bernoulli de param�etrep. Le proessus al�eatoire B est un proessus externe. On peut montrer qu'�a l'instant t, la dur�ee�eoul�ee depuis la derni�ere maintenane parfaite peut s'exprimer sous la forme : t � TNt� +PNt�j=1 hQNt�k=j (1�Bk)iXj . L'intensit�e de d�efaillane du mod�ele BP s'�erit don par analogieave les proessus de renouvellement :�t(N;B) = �0�t� TNt� + Nt�Xj=1 24Nt�Yk=j(1� Bk)35Xj1A (2.6)La �gure 2.3 repr�esente une trajetoire de ette intensit�e de d�efaillane pour p = 0:5. Les ins-tants des maintenanes AGAN et ABAO sont respetivement repr�esent�es sur l'axe des absissespar des �etoiles et des erles.
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Fig. 2.3 { Intensit�e de d�efaillane dans le mod�ele de Brown-ProshanPour p = 1, tous les Bi sont �egaux �a 1 et on retrouve le mod�ele de maintenane parfaite.Pour p = 0, tous les Bi sont �egaux �a 0 et on retrouve le mod�ele de maintenane minimale.L'eÆait�e globale de la maintenane est exprim�ee par la valeur du param�etre p : plus elui-iest prohe de 1 et meilleure est la maintenane, et inversement, plus elui-i est prohe de 0 etmoins bonne est la maintenane. Ainsi, �evaluer l'eÆait�e de la maintenane dans le mod�ele BPrevient �a estimer le param�etre p. On peut remarquer que e mod�ele ne permet pas d'avoir une�et de maintenane nuisible ou meilleur que neuf pour le syst�eme : au pire la maintenane n'apas d'e�et, au mieux elle renouvelle le syst�eme en le rempla�ant par un syst�eme neuf identique.En admettant que les e�ets des maintenanes sont onnus, 'est-�a-dire que l'on sait si unemaintenane a �et�e AGAN ou ABAO, les Bi sont observ�ees. Don on peut �erire la vraisemblane�a l'aide de l'�equation (1.10) et estimer les param�etres du mod�ele, �a savoir p et les param�etres de�. Il est faile de voir que l'estimateur de maximum de vraisemblane de p est le pourentage demaintenanes AGAN parmi toutes les maintenanes e�etu�ees, e qui est parfaitement logique.Whitaker et Samaniego [73℄ ont, de leur ôt�e, estim�e � (ou plutôt F ) de fa�on non param�etriqueen utilisant une m�ethode du type Kaplan-Meier.Dans la pratique, il est douteux que l'on puisse onnâ�tre ave ertitude les e�ets des mainte-nanes. Les variables al�eatoires Bi sont alors des variables ah�ees. Whitaker et Samaniego [73℄ont mis en �evidene un probl�eme d'identi�abilit�e pour p dans le as o�u la dur�ee d'attente dela premi�ere d�efaillane est de loi exponentielle : la loi des dur�ees entre d�efaillanes ne d�epend



Les mod�eles de maintenane orretive 23pas de p dans e as. C'est logique dans la mesure o�u les maintenanes sont inutiles quand lesyst�eme ne vieillit pas. Dans e as, les mod�eles ABAO et AGAN sont les mêmes. Dans le aso�u ette premi�ere dur�ee est suppos�ee de loi non exponentielle, e probl�eme ne se pose pas eton peut don a priori estimer p et les autres param�etres du mod�ele, sans onnâ�tre la valeurdes variables externes B. Pour e faire, il est possible d'utiliser l'algorithme EM, omme l'a faitLim [52℄. Comme nous le verrons par la suite dans le hapitre 5, Langseth et Lindqvist [45℄ ontpropos�e une autre m�ethode d'estimation, mais leur r�esultat s'av�ere faux. En�n, Lim, Lu et Park[51℄ ont e�etu�e une analyse bay�esienne du mod�ele BP en donnant au param�etre p une loi apriori de type b�eta.2.2.2 Le mod�ele de Blok-Borges-SavitsBlok, Borges et Savits (BBS) [8℄ ont propos�e une g�en�eralisation du mod�ele BP dans laquellela probabilit�e de maintenane parfaite d�epend de l'instant auquel est e�etu�ee la maintenaneorretive. Conditionnellement aux instants de d�efaillane Ti, les eÆait�es des maintenanessont alors des variables al�eatoires Bi ind�ependantes et de lois de Bernoulli de param�etres res-petifs p(Ti).L'intensit�e de d�efaillane du mod�ele BBS a don la même expression que elle du mod�ele BP,seule la loi des Bi n'est pas la même. Cela on�rme que, quand un proessus externe intervient,la donn�ee de l'intensit�e de d�efaillane n'est pas suÆsante pour d�e�nir ompl�etement le proessusde d�efaillanes.Hollander, Presnell et Sethuraman [33℄, puis Kvam, Singh et Whitaker [43℄ se sont int�eress�es�a l'estimation non param�etrique de la loi du premier instant de d�efaillane quand les eÆait�esdes maintenanes Bi sont suppos�ees onnues. Dans le même ontexte, Agustin et Pen̂a [2℄ ontpropos�e un test d'ad�equation pour ette loi. Kvam, Singh et Whitaker ont appliqu�e leur m�ethode�a des donn�ees de d�efaillane de g�en�erateurs diesel d'urgene et de motopompes pour des entralesnul�eaires am�eriaines.Quand les eÆait�es des maintenanes ne sont pas suppos�ees onnues il parâ�t diÆile d'es-timer la fontion p(t) sans faire d'hypoth�eses partiuli�eres sur sa forme.2.3 Les mod�eles d'âge virtuel2.3.1 Constrution des mod�eles d'âge virtuelOn trouve l'id�ee des mod�eles d'âge virtuel d�es 1979 dans Malik [57℄, mais leur d�e�nitionmath�ematique n'a �et�e propos�ee qu'en 1988 par Kijima, Morimura et Suzuki (KMS) [41℄.Un mod�ele d'âge virtuel (VA) est arat�eris�e par la donn�ee d'une suite de variables al�eatoirespositives A = fAigi�0, appel�ees âges e�etifs et telles que A0 = 0. Intuitivement, es mod�elessont bas�es sur l'hypoth�ese suivante : apr�es la i�eme maintenane, le syst�eme se omporte ommeun syst�eme neuf qui aurait fontionn�e une dur�ee Ai sans tomber en panne. Ai peut don êtreonsid�er�e omme l'âge virtuel du syst�eme apr�es la i�eme maintenane.Pour traduire math�ematiquement ette hypoth�ese, on onsid�ere une variable al�eatoire Y demême loi que le premier instant de d�efaillane T1 = X1 (don de fontion de r�epartition F ) etind�ependante des dur�ees inter-d�efaillanes fXigi�1. Alors l'hypoth�ese e�etu�ee revient �a �erire :8i � 0; 8x � 0; P (Xi+1 > xjAi;Xi) = P (Y > Ai + xjY > Ai; Ai) (2.7)e qui entrâ�ne que :8i � 0; 8x � 0; P (Xi+1 > xjAi;Xi) = 1� F (Ai + x)1� F (Ai) (2.8)



24 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesIl est alors faile d'en d�eduire que l'intensit�e de d�efaillane du mod�ele s'�erit :�t(N;A) = �(t� TNt� +ANt� ) (2.9)On peut omprendre e mod�ele en disant que la maintenane rajeunit le syst�eme de sorte quel'intensit�e de d�efaillane �a l'instant t est �egale �a l'intensit�e initiale �a l'instant t�(TNt��ANt� ) < t.t est l'âge r�eel du syst�eme �a l'instant t etVt = t� TNt� + ANt� (2.10)est son âge virtuel, du fait des maintenanes. Entre deux maintenanes, l'âge virtuel varie ommel'âge r�eel.La �gure 2.4 donne un exemple d'�evolution de l'âge virtuel du syst�eme au ours du temps etla �gure 2.5 repr�esente l'intensit�e de d�efaillane orrespondante. On peut remarquer qu'�a toutinstant, l'intensit�e de d�efaillane est parall�ele horizontalement �a l'intensit�e initiale.
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Fig. 2.5 { Intensit�e dans un mod�ele d'âge virtuelIl reste �a d�e�nir la suite des âges e�etifs A = fAigi�0 pour arat�eriser l'eÆait�e desmaintenanes. On remarque imm�ediatement que les mod�eles de base sont des as partiuliers demod�eles d'âge virtuel :� mod�ele de maintenane minimale (ABAO) : 8i � 0; Ai = Ti.� mod�ele de maintenane parfaite (AGAN) : 8i � 0; Ai = 0.En e�et, dans le as ABAO, le syst�eme apr�es maintenane est aussi mauvais que vieux, donson âge virtuel est �egal �a son âge r�eel, et dans le as AGAN, le syst�eme apr�es maintenane estomme neuf, don son âge virtuel est nul.2.3.2 Les mod�eles de KijimaKijima, Morimura et Suzuki [41℄ ont d�e�ni un premier mod�ele d'âge virtuel en supposantque l'e�et de la i�eme maintenane est de r�eduire l'âge virtuel juste avant d�efaillane, Ai�1 +Xi,d'une quantit�e proportionnelle �a la dur�ee �eoul�ee depuis la maintenane pr�e�edente BiXi, aveBi 2 [0; 1℄. Autrement dit, Ai = Ai�1 + (1� Bi)Xi.En 1989, Kijima [40℄ a repris ette id�ee, en supposant que la r�edution d'âge due �a lamaintenane est proportionnelle non pas au temps pass�e depuis la derni�ere maintenane, mais�a l'âge virtuel lui-même, e qui signi�e que la r�edution est de la forme Bi(Ai�1 +Xi).Au bout du ompte, Kijima a d�e�ni deux lasses de mod�eles d'âges virtuels, onnus depuissous le nom de mod�eles de Kijima de type I et II :� Mod�ele de Kijima de type I : 8i � 0; Ai = Ai�1 + (1� Bi)Xi.



Les mod�eles de maintenane orretive 25� Mod�ele de Kijima de type II : 8i � 0; Ai = (1� Bi)(Ai�1 +Xi).Il est fa�ile de montrer que les âges e�etifs v�eri�ent, pour un mod�ele de type I : Ai =Pij=1(1 � Bj)Xj, et pour un mod�ele de type II : Ai = Pij=1 hQik=j(1�Bk)iXj . En utilisantl'�equation (2.9) on obtient alors que les intensit�es de d�efaillane de es mod�eles sont :Mod�ele de Kijima de type I : �t(N;B) = �0�t � TNt� + Nt�Xj=1(1�Bj)Xj1A (2.11)Mod�ele de Kijima de type II : �t(N;B) = �0�t � TNt� + Nt�Xj=1 24Nt�Yk=j(1�Bk)35Xj1A(2.12)Les Bi sont des variables al�eatoires �a valeurs dans [0; 1℄ repr�esentant l'eÆait�e des mainte-nanes suessives. On remarque pour le mod�ele de type II que Bi = 1 implique Ai = 0, donla i�eme maintenane est AGAN, et Bi = 0 implique Ai = Ai�1 +Xi, don la i�eme maintenaneest ABAO. Par ons�equent, quand les Bi sont ind�ependants et de lois de Bernoulli, on retrouveles mod�eles de Brown-Proshan et Blok, Borges et Savits. Cela est on�rm�e par le fait que lesintensit�es (2.6) et (2.12) sont identiques. Cependant, le mod�ele de Kijima de type II est bienplus g�en�eral que les mod�eles BP et BBS ar les Bi ne sont pas for�ement �egaux �a 0 ou 1 et nesont pas for�ement al�eatoires. On peut même autoriser les Bi �a être n�egatifs et on mod�elise ainsides e�ets de maintenane nuisibles.Impliitement, Kijima a suppos�e que les Bi �etaient ind�ependants. Stadje et Zukerman [69℄ont �etudi�e le as o�u les Bi d�ependent du pass�e du proessus. En�n, Last et Szekli [46, 47℄ ontreformul�e les hypoth�eses de Kijima pour englober sous une seule �eriture les mod�eles de type Iet II, ainsi que les mod�eles de Stadje et Zukerman et de Baxter, Kijima et Tortorella [5℄.Les mod�eles de Kijima les plus simples sont obtenus en supposant que les eÆait�es desmaintenanes sont d�eterministes et onstantes : 8i � 1; Bi = �. C'est e qu'ont propos�e Kijima,Morimura et Suzuki [41℄ pour le mod�ele de type I, et il s'av�ere que 'est �equivalent �a l'id�ee qu'avaiteu Malik [57℄. Le mod�ele de Malik est souvent appel�e mod�ele �a r�edution proportionnelle de l'âge(Proportional Age Redution - PAR) et le param�etre � est souvent d�esign�e sous le nom de fateurd'am�elioration (improvement fator).Remarquons que, quand les Bi ne sont pas al�eatoires, il n'y a pas de raison de onsid�erer qu'ilsforment un proessus externe. Le proessus des d�efaillanes est alors simplement un proessuspontuel auto-exit�e et son intensit�e se notera simplement �t. L'intensit�e de d�efaillane dumod�ele PAR ou KMS a une forme tr�es simple :�t = �(t� �TNt�) (2.13)Cette �eriture permet de retrouver imm�ediatement les situations AGAN et ABAO ommeas partiuliers :� � = 1 : la maintenane est parfaite (AGAN) ;� � 2℄0; 1[ : la maintenane est eÆae ;� � = 0 : la maintenane est minimale (ABAO) ;� � < 0 : la maintenane est nuisible.Dans e mod�ele, �evaluer l'eÆait�e de la maintenane revient �a estimer le param�etre �.Quand on suppose que les eÆait�es des maintenanes sont d�eterministes et onstantes dansle mod�ele de Kijima de type II, on retrouve une id�ee propos�ee par Brown, Mahoney et Sivazlian(BMS) [10℄ et on obtient omme intensit�e de d�efaillane :�t = �0�t� �Nt��1Xj=0 (1� �)jTNt��j1A (2.14)



26 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesDans e mod�ele le param�etre � a la même interpr�etation en terme d'eÆait�e de maintenaneque dans le mod�ele PAR.Une variante int�eressante a �et�e r�eemment propos�ee par Gasmi, Love et Kahle [31℄, permet-tant de prendre en ompte trois e�ets possibles de maintenane :Ai = �1i�2i(Ai�1 +Xi) (2.15)ave :� �1i = 1; �2i = 1 : maintenane minimale (ABAO)� �1i = �1; �2i = 1 : maintenane mineure� �1i = �1; �2i = �2 : maintenane majeureLes auteurs ne donnent pas de pr�eisions sur e qu'ils entendent par maintenane \mineure" et\majeure".En�n, le prinipe de r�edution d'âge a �egalement �et�e utilis�e par Clarotti et al [15℄, mais aveune pr�esentation bien di��erente : les maintenanes onern�ees sont les maintenanes pr�eventives,on s'int�eresse �a la loi de l'instant de la premi�ere d�efaillane, les r�edutions d'âge sont al�eatoireset on e�etue un traitement bay�esien. Dans ette approhe, l'eÆait�e de la maintenane n'estpas arat�eris�ee simplement par un param�etre, mais par des arat�eristiques du syst�eme (om-plexit�e, aessibilit�e,...) et de la tâhe de maintenane (omplexit�e, environnement de travail,quali�ation du personnel de maintenane,...).2.3.3 Analyse statistique des mod�eles d'âge virtuelA part les travaux d�ej�a �evoqu�es sur les mod�eles BP et BBS, il n'existe pas de travauxth�eoriques sur l'estimation des param�etres des mod�eles d'âge virtuel. En revanhe, Shin, Limet Lie [66℄ et Kaminskiy et Krivtsov [38℄ ont tent�e de montrer, �a l'aide de simulations, l'e�etde la taille de l'�ehantillon ('est-�a-dire du nombre de d�efaillanes observ�ees) sur la qualit�e desestimations des param�etres du mod�ele PAR. Gasmi et Kahle [30℄ ont expliit�e la fontion devraisemblane dans le mod�ele de Last-Szekli (qui g�en�eralise �a la fois les mod�eles de Kijima detype I et II) pour plusieurs formes de l'intensit�e initiale : PLP, log-lin�eaire et Pareto.L'appliation de es mod�eles �a des donn�ees r�eelles a �et�e e�etu�ee dans les artiles suivants :� Shin, Lim et Lie [66℄ ont estim�e les param�etres du mod�ele PAR pour le \syst�eme derefroidissement" d'une entrale nul�eaire (Korean Atomi Energy Researh Institute). Lesdonn�ees sont issues de relev�es quotidiens de 1989 �a 1994. Il s'agit visiblement d'un syst�emede sauvegarde puisqu'en 5 ans il ne fontionne que 612 jours soit 28% du temps. Lav�erait�e de ette remarque est renfor�ee par le nombre important de d�efaillanes, 15, et deremplaements, 3, que subit le syst�eme ompte tenu de sa ritiit�e et du faible nombre dejours de fontionnement. L'intensit�e initiale est suppos�ee du type PLP. Le param�etre deforme � est estim�e �a 1.41, re�etant la vitesse d'usure du syst�eme. Le fateur d'am�elioration� est estim�e �a 0.77, e qui d�enote une bonne eÆait�e de maintenane.� Kaminskiy et Krivtsov [38℄ ont utilis�e exatement les mêmes hypoth�eses que Shin, Lim etLie dans le seteur automobile (Ford Motor Company). Pour des raisons de on�dentialit�e,les donn�ees ne sont ni fournies ni d�erites. � et � sont respetivement estim�es �a 1.8 et 0.7.� Yanez, Joglar et Modarres [74℄ ont estim�e les param�etres du mod�ele PAR, ave une intensit�einitiale de type PLP, sur deux jeux de donn�ees r�eelles. Le premier est issu de l'observationsur un peu moins de trois ans d'un ompresseur. Il omprend 24 d�efaillanes. Le param�etrede forme � est estim�e �a 1.62 et le param�etre d'eÆait�e de r�eparation � est estim�e �a 0.3,e qui d�enote une maintenane pas tr�es eÆae. D'un autre ôt�e, le syst�eme ne s'use pasbeauoup. Le deuxi�eme jeu de donn�ees, tr�es onnu, est extrait du livre de Asher et Feingold



Les mod�eles de maintenane orretive 27[4℄ et provient de l'�etude du moteur de propulsion du sous-marin USS Halfbeak No. 3. �y est estim�e �a 2.02, et � �a 0.86, e qui orrespond �a une maintenane eÆae.� Gasmi, Love et Kahle [31℄ ont estim�e les param�etres de leur propre mod�ele pour des tur-bines hydro-�eletriques (B.C. Hydro Power system). Les donn�ees, relev�ees tout au longde l'ann�ee 1977, omprennent 142 maintenanes orretives suite �a d�efaillanes, et 148maintenanes pr�eventives, onsid�er�ees omme des instants de ensure du proessus desd�efaillanes. � est estim�e �a 1.212, �1 �a 1.0002 et �2 �a 0.5457. L'estimation de �1 prati-quement �egale �a 1 signi�e que les maintenanes mineures peuvent être assimil�ees �a desmaintenanes minimales.� Clarotti et al [15℄ ont utilis�e leur mod�ele pour estimer la �abilit�e de mat�eriels m�eaniques,�eletriques et �eletrom�eaniques (robinets du syst�eme de ontrôle volum�etrique et himiqueRCV, stator et rotor de l'alternateur, ...) en prenant en ompte le rajeunissement induitpar la maintenane.2.4 Le mod�ele de Chan-ShawChan et Shaw [14℄ ont propos�e un mod�ele pour lequel l'e�et de la maintenane est de r�eduirel'intensit�e de d�efaillane d'une quantit�e d�ependant du pass�e du proessus des d�efaillanes:�t = �(t)� S(Nt�;TNt� ) (2.16)Les sauts de l'intensit�e dus �a l'e�et de la maintenane sont suppos�es proportionnels �a la valeurde l'intensit�e juste avant la d�efaillane :�T+i = �T�i � ��T�i (2.17)L'intensit�e de d�efaillane du mod�ele de Chan-Shaw (CS) est de la forme :�t = �(t)� �Nt��1Xj=0 (1� �)j�(TNt��j) (2.18)L'�equation (2.18) se d�emontre par r�eurrene sur le nombre de d�efaillanes observ�ees. Elle estvraie pour Nt = 0 : �t = �(t). Supposons qu'elle soit vraie pour t < Ti+1, on a alors :�T+i+1 = (1� �)�T�i+1 = (1� �)�(Ti)� � i�1Xj=0(1� �)j+1�(Ti�j)= �(Ti+1)� � iXj=0(1� �)j�(Ti+1�j) (2.19)L'�equation (2.18) est alors v�eri��ee pour Ti+1 � t < Ti+2, grâe �a l'hypoth�ese exprim�ee par(2.16).Le prinipe de onstrution de e mod�ele est manifestement similaire �a elui du mod�eleBMS : la r�edution proportionnelle porte sur l'intensit�e au lieu de porter sur l'âge. La �gure 2.6repr�esente l'intensit�e d'un mod�ele de CS. Comme pour les mod�eles d'âge virtuel, �a tout instantl'intensit�e de d�efaillane est parall�ele �a l'intensit�e initiale, mais ette fois le parall�elisme n'estplus horizontal mais vertial.Comme pour les mod�eles PAR ou BMS, l'eÆait�e de la maintenane est repr�esent�ee par lavaleur du param�etre �, don �evaluer l'eÆait�e de la maintenane revient �a estimer � :� � = 1 : la maintenane est optimale (mais pas parfaite, don pas AGAN) ;
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Fig. 2.6 { Intensit�e de d�efaillane dans un mod�ele CS� � 2℄0; 1[ : la maintenane est eÆae ;� � = 0 : la maintenane est minimale (ABAO) ;� � < 0 : la maintenane est nuisible.A notre onnaissane, auune �etude statistique n'a �et�e faite sur e mod�ele.2.5 Le mod�ele de quasi-renouvellementWang et Pham, dans deux artiles de 1996 [72, 71℄, ont onstruit un mod�ele reposant sur l'hy-poth�ese suivante. Si fYigi�1 est une suite de variables al�eatoires de même loi, et ind�ependantesl'une de l'autre et du proessus des d�efaillanes, alors les dur�ees inter-d�efaillanes sont d�e�niespar : 8i � 1; Xi = �i�1Yi (2.20)o�u � est un param�etre r�eel stritement positif.L'intensit�e de d�efaillane de e mod�ele, dont une trajetoire est repr�esent�ee dans la �gure 2.7,est : �t = 1�Nt� ��t � TNt��Nt� � (2.21)
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Fig. 2.7 { Intensit�e de d�efaillane dans un mod�ele de quasi renouvellement (0 < � < 1)En e�et, l'�equation (1.9) peut être r�e�erite en : �t = � ddt ln �P �XNt�+1 > t� TNt� jTNt���,et don, en utilisant les hypoth�eses faites sur les temps inter-d�efaillanes, on obtient l'expression



Les mod�eles de maintenane orretive 29de l'intensit�e de d�efaillane :�t = � ddt ln�P �YNt�+1 > t � TNt��Nt� �� = ddt�� t� TNt��Nt� � = 1�Nt� ��t � TNt��Nt� � (2.22)L'eÆait�e de la maintenane d�epend ii du param�etre � au sens o�u, selon la valeur prise par �,les dur�ees inter-d�efaillanes seront (stohastiquement >st [16℄) de plus en plus grandes, de plusen plus petites ou de même loi :� � > 1 : la maintenane est plus que parfaite au sens o�u le syst�eme apr�es maintenaneest meilleur que neuf (Xi+1 >st Xi). C'est e qui arrive par exemple quand on remplaedes omposants usag�es par des omposants neufs issus d'une nouvelle tehnologie plusperformante. Dans e as, la �abilit�e du syst�eme rô�t.� � = 1 : la maintenane est parfaite (AGAN).� � 2℄0; 1[ : les Xi sont stohastiquement de plus en plus petits, don la �abilit�e du syst�emed�erô�t ; on sait simplement que l'eÆait�e de la maintenane est moins bonne que dansle as AGAN, mais on ne peut pas distinguer le as o�u la maintenane est nuisible du aso�u elle n'est pas suÆsamment eÆae pour ontrearrer le vieillissement.Ce mod�ele a �et�e appel�e par ses auteurs mod�ele de quasi-renouvellement. Plus g�en�eralement,le proessus des d�efaillanes est un proessus de quasi-renouvellement (QR) si les dur�eesinter-d�efaillanes sont ind�ependantes, mais pas de même loi.Dans e as, l'intensit�e de d�efaillane ne d�epend que du temps �eoul�e depuis la derni�eremaintenane et du nombre de maintenanes observ�ees :�t = h(t� TNt� ; Nt�) (2.23)On retrouve parmi eux-i ertains mod�eles fameux de �abilit�e des logiiels omme eux deShik-Wolverton [63℄ : �t = �(N �Nt�)(t� TNt�) (2.24)et Littlewood-Verral [56℄ : �t = ��1 + (Nt� + 1)�2 + t � TNt� (2.25)ainsi qu'un mod�ele onstruit sp�ei�quement pour des maintenanes pr�eventives par Nakagawa [58,59℄, dont la forme la plus simple dans le ontexte de ette premi�ere partie serait :�t = aNt��(t� TNt�) (2.26)Dans es mod�eles, l'eÆait�e de la maintenane est arat�eris�ee par le hangement de loi deprobabilit�e de Xi �a Xi+1. Toutes les formes possibles sont envisageables.Lin, Zuo et Yam [53℄ ont d�e�ni un mod�ele dont la forme la plus simple peut être vue ommeun m�elange des mod�eles de Nakagawa et PAR, dont l'intensit�e est :�t = aNt��(t� �TNt�) (2.27)2.6 Le mod�ele de Dorado-Hollander-SethuramanUn mod�ele tr�es g�en�eral, et permettant de prendre en ompte un grand nombre d'e�ets demaintenane vari�es, a �et�e d�evelopp�e par Dorado, Hollander et Sethuraman (DHS) en 1997 [22℄.Le mod�ele est arat�eris�e par la donn�ee de deux suites de variables al�eatoires A = fAigi�0 et� = f�igi�0 quanti�ant l'e�et des di��erentes maintenanes. Les Ai sont appel�ees âges e�etifset les �i suppl�ements d'âge. Ces variables al�eatoires doivent v�eri�er :A0 = 0; �0 = 18i � 1; Ai � 0; �i � 0



30 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesLe prinipe de e mod�ele est de g�en�eraliser les mod�eles d'âge virtuel en supposant nonseulement qu'apr�es la i�eme maintenane, le syst�eme se omporte omme un syst�eme neuf quiaurait fontionn�e pendant une dur�ee Ai sans tomber en panne, mais aussi que la vitesse d'usureapr�es la i�eme maintenane est pond�er�ee par un fateur �i. Ainsi, �i > 1 (resp. �i < 1) apour ons�equene que le temps s'�eoule plus (resp. moins) vite pour le syst�eme apr�es la i�ememaintenane que pour un syst�eme neuf.Alors, les lois onditionnelles des dur�ees inter-d�efaillanes sont donn�ees par :8i � 0; 8x � 0; P (Xi+1 > xjAi;�i; X1; :::; Xi) = 1� F (�i x+Ai)1� F (Ai) (2.28)Un alul similaire �a elui fait pour les mod�eles QR permet de montrer que l'intensit�e ded�efaillane du mod�ele DHS s'�erit :�Nt (N;A;�) = �Nt� �(ANt� + �Nt� [t� TNt� ℄) (2.29)Le mod�ele DHS est le plus g�en�eral des mod�eles existant onsid�erant un seul type de mainte-nane. Il englobe bon nombre de mod�eles en adoptant des formes partiuli�eres pour les proessusA et � :� �i = 1 : mod�eles d'âge virtuel,� Ai = 0; �i = 1 : AGAN,� Ai = Ti; �i = 1 : ABAO,� Ai = 0 : mod�eles de quasi-renouvellement,� Ai = 0; �i = 1�i : mod�ele de Wang-Pham [72℄.� Ai = 0; �i =p1� i=n : mod�ele de Shik-Wolverton [63℄.Dorado, Hollander et Sethuraman ont onstruit un estimateur non param�etrique de F , quandon onnait les s�eries des âges e�etifs Ai et des suppl�ements d'âge �i. Ils ont d�emontr�e un ertainnombre de propri�et�es de onvergene de et estimateur. Cependant, jamais en pratique on neonnait les valeurs des Ai et �i.2.7 Autres mod�eles de r�eparation imparfaiteLindqvist, Elvebakk et Heggland [55℄ sont partis de la propri�et�e qui dit que si le proessus ded�efaillane est un NHPP d'intensit�e �(t), alors le proessus dont les instants d'ourrene sont les�(Ti) = R Ti0 �(u)du est un proessus de Poisson homog�ene d'intensit�e 1. Il ont alors eu l'id�ee deonstruire un proessus plus g�en�eral en onsid�erant que les �(Ti) sont les instants d'ourrened'un proessus de renouvellement quelonque, de loi g�en�erique de fontion de r�epartition G, detaux de hasard z et d'esp�erane 1. Le proessus ainsi d�e�ni a une intensit�e de d�efaillane �egale�a : �t = z (�(t)� �(TNt)) �(t) (2.30)En prenant G(t) = 1 � e�t on a z(t) = 1, don le proessus de d�efaillane est un NHPPd'intensit�e �(t), qui orrespond au mod�ele de maintenane minimale. En prenant �(t) = onstant, on a une intensit�e de d�efaillane �egale �a �t =  z( [t � TNt℄), et on est don dans leas du mod�ele de maintenane parfaite. Ce mod�ele peut don prendre en ompte �a la fois lesproessus de renouvellement et les proessus pr�esentant une tendane omme les NHPP, d'o�uson nom de mod�ele de tendane-renouvellement (trend-renewal proess).Du fait de la double inuene de � et z, il n'est pas faile de arat�eriser l'e�et de lamaintenane dans e mod�ele. En fait, e mod�ele a surtout �et�e �elabor�e pour faire des tests



Les mod�eles de maintenane orretive 31de tendane, mais pas pour mod�eliser l'eÆait�e de la maintenane. Par ailleurs, e mod�ele estonstruit sur des hypoth�eses purement math�ematiques et n'a pas d'interpr�etation physique.D'autres mod�eles ont �et�e d�evelopp�es dans la même optique omme par exemple elui deLawless et Thiagarajah [48℄, dont l'intensit�e est :�t = exp(�+ �t + (t� TNt)) (2.31)Bien que pr�esentant des analogies ave le mod�ele de Cox, e mod�ele n'a pas non plus d'in-terpr�etation physique.Les mod�eles de ho [42℄ et mod�eles shot-noise [49℄, même s'ils permettent eux aussi demod�eliser des maintenanes imparfaites, sont onstruits �a partir d'hypoth�eses totalement di��eren-tes de elles propos�ees ii.En�n, tous les mod�eles bas�es sur des diagrammes d'inuene ou des �evaluations a priori del'eÆait�e de maintenane, omme Clarotti et al. [15℄, ne rentrent pas dans le adre de ette�etude qui a pour but d'�evaluer de fa�on fr�equentiste l'eÆait�e de maintenane.





Chapitre 3Les mod�eles ARI et ARADans e hapitre et le suivant, l'intensit�e initiale, �, est toujours suppos�ee être une fon-tion d�eterministe, roissante, non identiquement nulle et �ag-l�ad. Ces hypoth�eses ont pourons�equene imm�ediate que limt!+1 �(t) = +1.Nous allons proposer deux nouvelles lasses de mod�eles de r�eparation imparfaite, appel�eesmod�eles �a r�edution arithm�etique de l'âge ou de l'intensit�e, et �etudier quelques propri�et�es duproessus des d�efaillanes de es mod�eles.3.1 Les mod�eles �a r�edution arithm�etique de l'âge et de l'inten-sit�eOn appelle mod�ele �a R�edution Arithm�etique de l'Age (ARA) l'ensemble des mod�eles d'âgevirtuel pour lesquels l'e�et de la r�eparation est de r�eduire arithm�etiquement l'âge virtuel, Vt(d�e�ni par l'�equation (2.10)), d'une quantit�e d�ependant de l'histoire du proessus des d�efaillan-es : VT+n = VT�n � an(T n) o�u T n repr�esente le veteur des n premiers instants de d�efaillane(T1; :::; Tn) et an est une fontion d�eterministe de es instants de d�efaillane. Comme Vt = t pourt � T1, on remarque que l'âge virtuel peut se r�e�erire Vt = t� sNt� (TNt� ) o�u, pour tout k � 1,sk une fontion d�eterministe. Ainsi l'intensit�e de d�efaillane d'un mod�ele ARA v�eri�e :�t = �(t� sNt� (TNt� )) (3.1)Le mod�ele PAR a une intensit�e de d�efaillane qui vaut �t = �(t � �TNt�). C'est don unmod�ele ARA. Le mod�ele BMS a une intensit�e de d�efaillane qui vaut �t = �(t� � PNt��1j=0 (1��)jTNt��j). C'est don �egalement un mod�ele ARA.De plus, le mod�ele PAR peut être onsid�er�e omme une simpli�ation du mod�ele BMS ausens o�u l'e�et de la maintenane porte seulement sur l'instant de la derni�ere d�efaillane, et passur tous les instants des d�efaillanes pr�e�edentes. On peut alors imaginer que et e�et portesur plusieurs instants de d�efaillane pr�e�edents. On onstruit ainsi les mod�eles que nous avonsappel�es �a R�edution Arithm�etique de l'Age de m�emoire m.DEFINITION 3.1.1.Un mod�ele �a R�edution Arithm�etique de l'Age de m�emoire m (ARAm) est d�e�ni par sonintensit�e de d�efaillane :�t = �0�t� � Min(m�1;Nt��1)Xj=0 (1� �)jTNt��j1A (3.2)�La m�emoire m re�ete une propri�et�e markovienne : 'est le nombre maximal d'instants ded�efaillane pr�e�edents qui peuvent inuener l'intensit�e de d�efaillane. Le mod�ele PAR peutdon être onsid�er�e omme un mod�ele ARA1 et le mod�ele BMS omme un mod�ele ARA1.Dans le hapitre pr�e�edent on a d�ej�a soulign�e la grande similarit�e entre le prinipe deonstrution des mod�eles CS et BMS: l'e�et de la r�eparation est le même mais dans les mod�eles



34 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesCS au lieu de r�eduire l'âge virtuel, il r�eduit l'intensit�e de d�efaillane. La similitude est �egalementfrappante sur l'expression de l'intensit�e de d�efaillane.Partant de e prinipe on peut don d�e�nir, par analogie ave les mod�eles ARA, les mod�eles�a R�edution Arithm�etique de l'Intensit�e (ARI). Dans un mod�ele ARI l'e�et de la maintenaneest de r�eduire arithm�etiquement l'intensit�e de d�efaillane d'une quantit�e d�ependant de l'histoiredu proessus des d�efaillanes : �t = �(t)� sNt� (TNt� ) (3.3)o�u les fontions sk sont toujours suppos�ees d�eterministes. Le mod�ele CS, dont l'intensit�e ded�efaillane v�eri�e : �t = �(t)� �PNt��1j=0 (1� �)j�(TNt��j), est don un mod�ele ARI.Ave le même prinipe, on peut onstruire un mod�ele analogue au mod�ele PAR, pour lequell'e�et de la maintenane est de r�eduire non pas l'intensit�e de d�efaillane mais son aroissementdepuis la derni�ere maintenane : �T+i = �T�i � �[�T�i � �T+i�1℄ (3.4)Par analogie ave l'e�et des maintenanes sur l'âge virtuel dans le mod�ele PAR, on trouve quel'intensit�e de d�efaillane de e nouveau mod�ele est de la forme :�t = �(t)� ��(TNt�) (3.5)Puis, par analogie ave les mod�eles ARAm, on d�e�nit les mod�eles �a R�edution Arithm�etiquede l'Intensit�e de m�emoire m.DEFINITION 3.1.2.Un mod�ele �a R�edution Arithm�etique de l'Intensit�e de m�emoire m (ARIm) est d�e�ni par sonintensit�e de d�efaillane :�t = �(t)� �Min(m�1;Nt��1)Xj=0 (1� �)j�(TNt��j) (3.6)�Le mod�ele CS peut don être onsid�er�e omme un mod�ele ARI1 et le mod�ele d�e�ni par (3.5)omme un mod�ele ARI1.Dans les mod�eles ARAm et ARIm, l'eÆait�e de la maintenane est repr�esent�ee par la valeurdu param�etre �, don �evaluer l'eÆait�e de la maintenane revient �a estimer � :� � = 1 : la maintenane est optimale (elle n'est parfaite, et don AGAN, que pour lesmod�eles ARAm) ;� � 2℄0; 1[ : la maintenane est eÆae ;� � = 0 : la maintenane est minimale (ABAO) ;� � < 0 : la maintenane est nuisible.Dans un mod�ele ARIm , l'e�et de la r�eparation ne modi�e pas la pente de l'intensit�e ded�efaillane qui ontinue �a varier omme avant la d�efaillane. Si la r�eparation �etait parfaite, lapente de l'intensit�e de d�efaillane devrait être la même que elle d'un syst�eme neuf. Or ela nepeut pas être le as pour les mod�eles ARIm . C'est pourquoi, pour un mod�ele ARIm la r�eparationne peut jamais être AGAN.Pour les mod�eles ARIm, � ne peut pas être sup�erieur �a 1 ar sinon l'intensit�e de d�efaillanepeut devenir n�egative. Pour les mod�eles ARAm, le as � > 1 est possible et orrespondrait �a desr�eparations plus que parfaites, mais n�eessiterait de d�e�nir l'intensit�e initiale pour des valeursn�egatives.



Les mod�eles ARI et ARA 35Les mod�eles ARIm sont onstruits sur un prinipe similaire aux mod�eles ARAm, mais sontmath�ematiquement plus simples �a manipuler.On peut remarquer que les mod�eles ARA1 et ARI1 ont une intensit�e qui n'est fontion quede l'instant pr�esent t et de l'instant de la derni�ere d�efaillane TNt� :�t = h(t; TNt� ) (3.7)C'est en fait une arat�eristique des mod�eles pour lesquels le proessus fTigi�1 est markovien.Comme tout mod�ele d'âge virtuel, les mod�eles ARAm ont une intensit�e de d�efaillane pa-rall�ele horizontalement �a l'intensit�e initiale. Comme le mod�ele CS, les mod�eles ARIm ont uneintensit�e de d�efaillane parall�ele vertialement �a l'intensit�e initiale.3.2 Intensit�e d'usure minimale et maximaleOn remarque que les mod�eles ARIm et ARAm ont une propri�et�e int�eressante. Il poss�edente que nous appellerons une intensit�e d'usure minimale.DEFINITION 3.2.1 (Intensit�e d'usure minimale).Pour un mod�ele d'intensit�e de d�efaillane �t, l'intensit�e d'usure minimale est, si elle existe,la fontion d�eterministe �min(t) v�eri�ant :8t 2 IR+; �t � �min(t) (p.s.) (3.8)8� > 0; 8t 2 IR+; P (�t � �min(t) + �) > 0 (3.9)�Dans ette d�e�nition il faut d�emontrer le fait que l'intensit�e d'usure minimale est unique. Imagi-nons que e ne soit pas le as, alors il existe deux intensit�es d'usure minimale �min(t) et℄�min(t),telles qu'il existe t0 � 0 o�u les deux fontions ont des valeurs di��erentes :9� > 0; �min(t0) �℄�min(t0) + � (3.10)Alors, l'�equation (3.8) et l'�equation pr�e�edente impliquent que :�t0 �℄�min(t0) + � (p.s.) (3.11)En prenant � = �=2, on en d�eduit que :P (�t0 �℄�min(t0) + �) = 0 (3.12)℄�min(t) ne v�eri�e don pas l'�equation (3.9), e qui ontredit le fait qu'elle soit une intensit�ed'usure minimale.L'intensit�e d'usure minimale est don une fontion d�eterministe inf�erieure �a l'intensit�e ded�efaillane, et pouvant être aussi prohe que l'on veut de l'intensit�e de d�efaillane : 'est uneborne inf�erieure maximale pour l'intensit�e de d�efaillane. Cela signi�e que quelles que soient lesdates de r�eparation le syst�eme s'use plus vite qu'un syst�eme d'intensit�e de d�efaillane �min(t).PROPRIETE 3.2.1 :Pour un mod�ele ARIm, si �(t) > 0 pour tout t > 0, l'intensit�e d'usure minimale v�eri�e:�min(t) = � (1� �)m�(t) pour 0 � � � 1�(t) pour � � 0 (3.13)�



36 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesD�emonstration :Dans le as o�u � � 0, il est trivial de d�emontrer que l'�equation (3.8) est v�eri��ee. Pour montrerque (3.9) est �egalement v�eri��ee il suÆt de remarquer que :P (�t � �min(t) + �) � P (�t = �(t)) = P (Nt = 0) = exp(��(t)) > 0 (3.14)Pour le as 0 � � � 1, l'�equation (3.8) se d�emontre simplement en utilisant le fait que �(t)est roissante et que (1� �)m = 1� �Pm�1j=0 (1� �)j :�t � �(t)� �m�1Xj=0 (1� �)j�(t) = (1� �)m�(t) (3.15)Pour prouver que l'�equation (3.9) est aussi v�eri��ee, l'id�ee est de d�emontrer qu'�a tout instantt 2 IR�+, l'intensit�e de d�efaillane est tr�es prohe de l'intensit�e d'usure minimale si il y a eu md�efaillanes entre t� � et t, pour � > 0 suÆsamment petit.P (�t � �(t)� (1� (1� �)m)�(t� �))= P 0�Min(m�1;Nt��1)Xj=0 (1� �)j�(TNt��j) � m�1Xj=0 (1� �)j�(t� �)1A� P 0�24m�1Xj=0 (1� �)j�(TNt��j) � m�1Xj=0 (1� �)j�(t� �)35 \ [Nt� � m℄1A� P ([TNt� � ::: � TNt��m+1 � t� �℄ \ [Nt� � m℄)� P (Nt� �Nt�� = m) > 0 (3.16)Pour �nir la d�emonstration, on utilise l'hypoth�ese faite que �(t) est ontinue �a gauhe don :8�0 2 IR�+; 9� 2 IR�+; 8� 2 [0; �[; �(t)� �(t� �) � �0 (3.17)Don, �(t)� (1� (1� �)m)�(t� �) � �(t)� (1� (1� �)m)(�(t)� �0), et la propri�et�e est prouv�eeen prenant � = (1� (1� �)m)�0. �Dans la d�emonstration, on a montr�e pour des mod�eles ARIm et dans le as de maintenaneseÆaes, que l'intensit�e de d�efaillane est tr�es prohe de l'intensit�e d'usure minimale si il vientd'y avoir m d�efaillanes dans un petit laps de temps. En fait, on peut même d�emontrer lar�eiproque de ette propri�et�e et don intensit�e de d�efaillane et intensit�e d'usure minimale sonttr�es prohes si et seulement si il vient d'y avoir m d�efaillanes dans un petit laps de temps. Enpartiulier, pour un mod�ele de m�emoire 1, juste apr�es une d�efaillane, intensit�e d'usure minimaleet de d�efaillane sont �egales. Ces remarques restent vraies pour des mod�eles ARAm.L'analogue de la propri�et�e 3.2.1 est vraie pour les mod�eles ARAm :PROPRIETE 3.2.2 :Pour un mod�ele ARAm, si �(t) > 0 pour tout t > 0, l'intensit�e d'usure minimale v�eri�e:�min(t) = � �((1� �)mt) pour 0 � � � 1�(t) pour � � 0 (3.18)�Par analogie ave l'intensit�e d'usure minimale on peut �egalement d�e�nir l'intensit�e d'usuremaximale, qui est don une borne sup�erieure minimale pour l'intensit�e de d�efaillane.



Les mod�eles ARI et ARA 37DEFINITION 3.2.2 (Intensit�e d'usure maximale).Pour un mod�ele d'intensit�e de d�efaillane �t, l'intensit�e d'usure maximale est, si elle existe,la fontion d�eterministe �max(t) v�eri�ant :8t 2 IR+; �t � �max(t) (p.s.) (3.19)8� > 0; 8t 2 IR+; P (�t � �max(t)� �) > 0 (3.20)�Toujours de la même fa�on, on prouve que les mod�eles ARIm et ARAm ont une intensit�e d'usuremaximale.PROPRIETE 3.2.3 :Pour les mod�eles ARIm, si �(t) > 0 pour tout t > 0, l'intensit�e d'usure maximale v�eri�e :�max(t) = � �(t) pour 0 � � � 1(1� �)m�(t) pour � � 0 (3.21)Et sous la même ondition, pour les mod�eles ARAm on a :�max(t) = � �(t) pour 0 � � � 1�((1� �)mt) pour � � 0 (3.22)�Les mod�eles de m�emoire in�nie sont don tr�es di��erents des autres, ar leur intensit�e d'usureminimale est nulle pour des maintenanes eÆaes, et leur intensit�e d'usure maximale est in�niepour des maintenanes nuisibles. Ainsi, omme l'illustre la �gure 3.1, dans le adre de main-tenanes eÆaes (qui est a priori elui qui nous int�eresse le plus pour mod�eliser des syst�emesr�eels), les mod�eles de m�emoire in�nie peuvent avoir une vitesse d'usure globalement onstante :l'e�et de la maintenane peut arriver �a stabiliser le ph�enom�ene d'usure.Sur les repr�esentations graphiques l'intensit�e initiale vaut toujours �(t) = 3t2. La �gure 3.2repr�esente l'intensit�e de d�efaillane d'un mod�ele ARA1 pour des maintenanes eÆaes (� =0:75) et la �gure 3.3 repr�esente elle d'un mod�ele ARI3 (� = 0:6). Les points-pointill�es repr�esententles intensit�es d'usure minimale et les pointill�es les intensit�es d'usure maximale. La �gure 3.4repr�esente l'intensit�e de d�efaillane d'un mod�ele ARI3 pour des maintenanes nuisibles (� =�0:4).
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Fig. 3.2 { ARA1Au vu de es graphiques, il semble, pour des maintenanes eÆaes, que la di��erene entrel'intensit�e d'usure minimale et l'intensit�e de d�efaillane n'augmente pas trop. Pour des mainte-nanes nuisibles, la même propri�et�e semble être v�eri��ee mais pour l'intensit�e d'usure maximale.



38 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seules
0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10

0

5

10

15

20

25

30

Fig. 3.3 { ARI3 (maintenanes eÆaes) 0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

5

10

15

20

25

30

35

40

45

50

Fig. 3.4 { ARI3 (maintenanes nuisibles)Pour les mod�eles ARIm et ARAm, on d�e�nit don l'intensit�e asymptotique, not�ee �1, omme�etant l'intensit�e d'usure minimale quand les maintenanes sont eÆaes et l'intensit�e d'usuremaximale quand les maintenanes sont nuisibles. Ainsi,DEFINITION 3.2.3.Pour les mod�eles ARIm , l'intensit�e asymptotique est la fontion : �1(t) = (1��)m�(t). Pourles mod�eles ARAm, elle vaut : �1(t) = �((1� �)mt). �On va prouver que l'intensit�e de d�efaillane et l'intensit�e asymptotique ont le même om-portement asymptotique. Mais pour e faire on a besoin de th�eor�emes suppl�ementaires surl'int�egration stohastique et le omportement asymptotique des proessus pontuels.3.3 Compl�ements sur la th�eorie des proessus pontuelsDans ette premi�ere partie, omme il ne peut pas y avoir de onfusion ave le proessus desMP, on adoptera la notation lassique Mt pour la martingale Nt � �t.Tout d'abord introduisons deux d�e�nitions et notations. On dit que la martingale M estloale si Mt^Tn est une martingale pour tout t � 0 et n � 0. On appelle proessus roissant, eton note hMi, le ompensateur assoi�e �a M2. De plus, on note hMi+1 sa limite �a l'in�ni dansIR : hMi+1 = limt!+1hMit.Le th�eor�eme 3.3.1 est une version faible du th�eor�eme lassique sur l'int�egration stohas-tique [3℄.THEOREME 3.3.1 (Int�egration stohastique).Soit un proessus de omptage N et un proessus pr�evisible Z = fZtgt�0 tel que R t0 Z2s d�ssoit �ni pour tout t � 0 (e qui est automatiquement v�eri��e si Zs et �s sont born�es sur [0; t℄).Alors, R t0 Zs dMs est une martingale loale de arr�e int�egrable et son proessus roissant est :�Z t0 Zs dMs�t = Z t0 Z2s d�s (3.23)�Les th�eor�emes 3.3.2 [19℄ et 3.3.3 (voir par exemple [16℄) donnent deux r�esultats de onver-gene, le premier issu de la loi des grands nombres et le seond du th�eor�eme entral limite.THEOREME 3.3.2 (Loi des grands nombres).Soit M une martingale loale.{ Pour fhMi+1 < +1g, Mt onverge presque sûrement vers une variable al�eatoire �niequand t tend vers l'in�ni.



Les mod�eles ARI et ARA 39{ Pour fhMi+1 = +1g, et pour tout � > 0 on a :MthMi0:5+�t p:s:����!t!+1 0 (3.24)�THEOREME 3.3.3 (Central limite).Soit N un proessus de omptage d'intensit�e de d�efaillane �t, et Z un proessus pr�evisibleloalement born�e. Alors sous les onditions suivantes :� il existe t > 0 et � > 0 tels que :12t Z t0 Z2s�s ds P����!t!+1 �2 (3.25)� pour tout Æ > 0, 12t Z t0 Z2s 1lfjZsj>Ætg�s ds P����!t!+1 0 (3.26)(e qui est automatiquement v�eri��e si Zt est �ni presque sûrement et t diverge)la variable al�eatoire : R t0 Zs dMs=t onverge en loi vers une variable al�eatoire gaussienneentr�ee d'�eart type �. �En partiulier, si il existe une fontion �1 positive, roissante et divergente telle que �t p:s:=�1(t) + o(�1(t)), alors, �t est elle aussi divergente. Le th�eor�eme 3.3.2 implique don que :Mt = o(hMi0:5+�t ) = o(�0:5+�t ) = o(�t) = o(�1(t)) (p.s.) (3.27)De plus, en appliquant le th�eor�eme 3.3.3 ave Zt = 1 et t =p�1(t), on obtient queMt=p�1(t)onverge en loi vers une variable al�eatoire gaussienne entr�ee r�eduite.COROLLAIRE 3.3.1. :SoitN un proessus de omptage d'intensit�e de d�efaillane �t. Si il existe une fontion positive,roissante et divergente, �1(t) telle que l'intensit�e de d�efaillane umul�ee v�eri�e :�t p:s:= �1(t) + o(�1(t)) (3.28)alors pour tout � > 0 : Mt p:s:= o ��1(t)0:5+�� (3.29)Mtp�1(t) L�! N (0; 1) (3.30)�3.4 Comportement asymptotique du proessus des d�efaillanes3.4.1 R�e�eriture de l'intensit�e de d�efaillaneTous les r�esultats asymptotiques de e hapitre, pour les mod�eles ARIm et ARAm, sont bas�essur une r�e�eriture de l'intensit�e de d�efaillane qui est uniquement v�eri��ee par des mod�eles dem�emoire �nie. Grâe au fait que �Pm�1j=0 (1� �)j = 1� (1� �)m, l'intensit�e de d�efaillane d'unmod�ele ARIm se r�e�erit pour t � Tm :�t = (1� �)m�(t) + �m�1Xj=0 (1� �)j(�(t)� �(TNt��j)) (3.31)



40 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesEn identi�ant l'intensit�e asymptotique dans la formule pr�e�edente on obtient don :�t = �1(t) + �m�1Xj=0 (1� �)j(�(t)� �(TNt��j)) (3.32)D'o�u �t = �1(t) + � mXj=1(1� �)�j(�1(t)� �1(TNt��m+j)) (3.33)Et omme l'intensit�e initiale est suppos�ee roissante, �1 l'est aussi. On peut don minorer, dansla formule pr�e�edente, �1(TNt��m+j) par �1(TNt��m+1), et on obtient que :j �t � �1(t) j�j � j 0� mXj=1(1� �)�j1A���1(t)� �1 �TNt��m+1��� (3.34)De la même fa�on que pour les mod�eles ARIm on a, pour un mod�ele ARAm ave t � Tm :�t = �0�(1� �)mt+ �m�1Xj=0 (1� �)j(t� TNt��j)1A (3.35)D'o�u �t = �10�t+ � mXj=1(1� �)�j(t� TNt��m+j )1A (3.36)Si � � 0, omme �1 est roissante,j �t � �1(t) j� �10�t+ j�j0� mXj=1(1� �)�j1A (t� TNt��m+1)1A� �1(t) (3.37)Si � < 0, toujours grâe �a la roissane de �1,j �t � �1(t) j� �1(t)� �10�t� j�j0� mXj=1(1� �)�j1A (t� TNt��m+1)1A (3.38)Don, j �t � �1(t) j� �������1(t)� �10�t+ �0� mXj=1(1� �)�j1A (t� TNt��m+1)1A������ (3.39)Don l'intensit�e de d�efaillane des mod�eles ARIm et ARAm v�eri�e :�t � �1(t) = O ��1(t)� �1 �t+ O �t � TNt��m+1��� (3.40)3.4.2 D�eveloppement asymptotique au premier ordre de l'intensit�e de d�efail-laneNous allons utiliser la r�e�eriture pr�e�edente de l'intensit�e pour montrer que l'intensit�e ded�efaillane et l'intensit�e asymptotique des mod�eles ARIm et ARAm de m�emoire �nie ont lemême omportement asymptotique (propri�et�e 3.4.1 i-dessous). Mais e r�esultat n'est valableque si les maintenanes ne sont pas parfaites :� A1: � < 1 ,



Les mod�eles ARI et ARA 41l'intensit�e initiale des mod�eles ARAm est une fontion puissane roissante :� A0: �(t) = ��t��1; � > 0; � > 1,et l'intensit�e initiale des mod�eles ARIm est une fontion �a variations r�eguli�eres roissante [39℄ :� A2: 9� 2 IR+; 8x > 0; limt!1 �(x t)�(t) = x� ,Les fontions �a variations r�eguli�eres ave un indie � nul sont les fontions dites �a variationslentes. Les fontions logarithmes (�(t) = ��(ln(1 + t))��1, � > 0, � > 1) et les fontionsonstantes (�(t) = �, � > 0) sont des fontions �a variations lentes. Les fontions puissanesroissantes (�(t) = ��t��1, � > 0 � > 1) ne sont pas des fontions �a variations lentes mais sontdes fontions �a variations r�eguli�eres. Il existe ependant des fontions qui ne sont pas �a variationsr�eguli�eres. Ces fontions ont alors, dans le adre de nos hypoth�eses, une divergene rapide, ommepar exemple : �(t) = et� ave � > 0. Des intensit�es initiales n'�etant pas �a variations r�eguli�eressont peu r�ealistes pour des syst�emes industriels �ables (ils tomberaient en panne trop souvent).L'hypoth�ese A2 n'est don pas trop ontraignante. La seule hypoth�ese qui peut être embêtantepour des mod�eles ARIm est A1. En e�et, elle nous interdit de onsid�erer des syst�emes pourlesquels la r�eparation est parfaite. Dans le as des mod�eles ARAm la propri�et�e est beauoupmoins g�en�erale : on ne onsid�ere que des fontions puissanes pour l'intensit�e initiale.Pour pouvoir d�emontrer la propri�et�e on a besoin du lemme suivant.Lemme 3.4.1 : SoitN un proessus de omptage d'intensit�e de d�efaillane �t. Si il existe unefontion �min, roissante et non identiquement nulle v�eri�ant pour tout t � 0 : �t � �min(t),alors pour tout j � 0 on a : t � TNt��j = o(t) (p.s.) (3.41)�D�emonstration :Comme �min est roissante et non identiquement nulle on a :9C > 0; 9t0 > 0; 8t � t0; �min(t) � C (3.42)Les hypoth�eses impliquent que �t diverge presque sûrement. D'apr�es Br�emaud [9℄, ela impliqueque Nt diverge presque sûrement. Ainsi, omme tout proessus de omptage est non explosif(limn!1 Tn p:s:= 1), TNt diverge presque sûrement, et don :9t1 > 0; 8t � t1; TNt��j � t0 (p.s.) (3.43)En utilisant la forme di��erentielle de l'�eriture martingale de N , on a ainsi presque sûrementpour tout t � t1 :t� TNt��j = Z tTNt��j 1�s d�s = Z tTNt��j 1�s dNs � Z tTNt��j 1�s dMs (3.44)t � TNt��j � 1C Z tTNt��j dNs � Z tt0 1�s dMs + Z TNt��jt0 1�s dMs� j + 1C + 2 max�����Z tt0 1�s dMs���� ; ����Z TNt��jt0 1�s dMs����� (3.45)



42 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesOr pour tout t � t0, Z tt0 � 1�s�2 d�s = Z tt0 1�s ds � t � t0C (3.46)don d'apr�es le th�eor�eme 3.3.1, R tt0 1�s dMs est une martingale loale de arr�e int�egrable et sonproessus roissant est R tt0 1�s ds. De deux hoses l'une. Soit e proessus est divergent et leth�eor�eme 3.3.2 implique que :Z tt0 1�s dMs = o �Z tt0 1�s ds�0:5+�! = o�Z tt0 1�s ds� = o� t� t0C � = o(t) (p.s.) (3.47)Soit il ne diverge pas et le même th�eor�eme 3.3.2 implique que :Z tt0 1�s dMs = O(1) = o(t) (p.s.) (3.48)Ainsi, R tt0 1�s dMs p:s:= o(t), on en d�eduit don �egalement :Z TNt��jt0 1�s dMs p:s:= o �TNt��j� = o(t) (3.49)Don, en utilisant es deux r�esultats dans l'�equation (3.45) on obtient que :t� TNt��j = O(1) + o(t) = o(t) (p.s.) (3.50)�PROPRIETE 3.4.1 :Pour un mod�ele ARIm de m�emoire �nie et sous les hypoth�eses A1 et A2, ou pour un mod�eleARAm de m�emoire �nie et sous les hypoth�eses A0 et A1, l'intensit�e de d�efaillane est asymp-totiquement �equivalente �a l'intensit�e asymptotique : �t p:s:= �1(t) + o(�1(t)). �D�emonstration :Comme �1 est roissante, l'�equation (3.40) implique qu'il existe C1, C2 et M1 stritementpositives telles que pour tout t �M1 :j�t � �1(t)j � C1 maxu2f�1;1g j�1(t)� �1(t+ u C2 (t� TNt��m+1))j (3.51)Or d'apr�es le r�esultat du lemme 3.4.1 on a :8�1 > 0; 9M2 > 0; 8t �M2; t� TNt��m+1 � �1 t (p.s.) (3.52)Don, j�t � �1(t)j � C1 maxu2f�1;1g j�1(t)� �1((1 + u C2 �1)t)j (p.s.) (3.53)Or omme l'intensit�e initiale est une fontion �a variation r�eguli�ere on a �egalement :8�2 > 0; 9M3 > 0; 8t �M3; �����((1 + u C2 �1)t)�(t) � (1 + u C2 �1)����� � �2 (3.54)Ce qui, pour des mod�eles ARAm sous l'hypoth�ese A0, ou pour des mod�eles ARIm sous auunehypoth�ese suppl�ementaire, est �equivalent �a :�����1((1 + u C2 �1)t)�1(t) � (1 + u C2 �1)����� � �2 (3.55)



Les mod�eles ARI et ARA 43En utilisant e r�esultat dans l'�equation (3.53) on obtient que :j�t � �1(t)j � C1 maxu2f�1;1g j�1(t)� (1 + u C2 �1)��1(t)j+C1 maxu2f�1;1g j�1((1 + u C2 �1)t)� (1 + u C2 �1)��1(t)j (p.s.)� C1� maxu2f�1;1g j1� (1 + u C2 �1)�j+ �2��1(t) (p.s.) (3.56)Don pour tout � > 0, en prenant �1 tel que maxu2f�1;1g j1 � (1 + u C2 �1)�j � �=(2C1),�2 = �=(2C1) et M = max(M1;M2;M3) on a pour tout t �M :j�t � �1(t)j � ��1(t) (p.s.) (3.57)�3.4.3 D�eveloppement asymptotique au seond ordre de l'intensit�e de d�efail-lane umul�eeOn a don d�emontr�e que les intensit�es de d�efaillane et asymptotique avaient le même om-portement asymptotique omme on avait pu le remarquer sur les �gures 3.2, 3.3 et 3.4. On peutaller plus loin et exprimer la di��erene asymptotique entre les intensit�es de d�efaillane umul�eeet asymptotique umul�ee. Soit, u(t) = �(t), h(t) = 1 et �1(t) = R t0 �1(s) ds. Alors, en prenantTj = 0 pour j � 0, l'intensit�e de d�efaillane umul�ee des mod�eles ARIm s'�erit :�t = �1(t) + �m�1Xj=0 (1� �)j Z t0 (u(s)� u(TNs��j))h(s) ds (3.58)Une forme �equivalente peut être trouv�ee pour les mod�eles ARAm. A l'aide d'un d�eveloppementde Taylor de l'�equation (3.35), on montre que l'intensit�e de d�efaillane d'un mod�ele ARAmv�eri�e : �t = �1(t) + �0�m�1Xj=0 (1� �)j(t� TNt��j)1A�0((1� �)mt) + rt (3.59)o�u rt est un reste dont l'int�egrale sur [0; t℄, Rt, peut être ontrôl�ee sous des hypoth�eses quenous d�evelopperons ult�erieurement dans la propri�et�e 3.4.4. En int�egrant l'�equation pr�e�edenteon obtient don que l'intensit�e de d�efaillane umul�ee d'un mod�ele ARAm de m�emoire �nies'�erit : �t = �1(t) + �0�m�1Xj=0 (1� �)j Z t0 (u(s)� u(TNs��j))h(s) ds1A+Rt (3.60)o�u u(t) = t et h(t) = �0((1��)mt). La propri�et�e 3.4.2 i-dessous donne l'�equivalene asymptotiquedes grosses sommes des �equations (3.58) et (3.60) ave un logarithme. Ce r�esultat n'est pasuniquement vrai pour des mod�eles ARIm et ARAm, mais pour tous les mod�eles v�eri�ant leshypoth�eses suivantes:� A'1: Il existe une fontion roissante, positive, et non identiquement nulle, �min, v�eri�antpour tout t � 0 : �min(t) � �t.� A'2: u est une fontion roissante, positive, non identiquement nulle et telle que, pourtout j 2 IN, U jt = (u(t)� u(TNt��j))=u(t) onverge presque sûrement vers z�ero.



44 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seules� A'3: limt!1 u(t) = +1� A'4: Il existe une fontion roissante, positive, et non identiquement nulle, �1, v�eri�ant :�t p:s:= �1(t) + o(�1(t)).� A'5: h est une fontion positive, telle que u(t) h(t)=�1(t) onverge vers une onstante positive.PROPRIETE 3.4.2 :Soient N un proessus de omptage d'intensit�e de d�efaillane �t, et u et h deux fontionsv�eri�ant les hypoth�eses A'1 �a A'5. On pose : Zjs = (u(s)�u(TNs��j))h(s). Alors le proessusal�eatoire pr�evisible fZjsgs�0 v�eri�e :8j 2 IN; Z t0 Zjs ds = (j + 1)ln(u(t)) + o(ln(u(t))) (p.s.) (3.61)�D�emonstration :Il existe for�ement un r�eel to positif, non nul, �ni presque sûrement et tel que �min, �1 et usoient non nulles pour t � t0 et Nt0 > j. En utilisant l'�eriture martingale du proessus deomptage N , l'intensit�e de d�efaillane v�eri�e pour tout s � t0: ds = dNs=�s � dMs=�s. D'o�u,Z t0 Zjs ds = Z t00 Zjs ds+ Z tt0 Zjs�s dNs � Z tt0 Zjs�s dMs (3.62)Puisque j Zjs j� u(s) h(s), le premier terme de l'�equation pr�e�edente v�eri�e : R t00 Zjs ds =O(1). En utilisant les r�esultats des lemmes 3.4.2 et 3.4.3 i-dessous dans ette même �equation,et le fait que o(ln(u(t))) + O(1) = o(ln(u(t))), on obtient :Z t0 Zjs ds+ o�Z t0 Zjs ds� = (j + 1)ln(u(t)) + o(ln(u(t))) (p.s.) (3.63)�Lemme 3.4.2 : Soit N un proessus de omptage d'intensit�e de d�efaillane �t. Alors ave lesnotations de la propri�et�e 3.4.2, et sous les hypoth�eses A'1 �a A'5, le proessus des d�efaillanesv�eri�e : 8j 2 IN; Z tt0 Zjs�s dNs = (j + 1)ln(u(t)) + o(ln(u(t))) (p.s.) (3.64)�D�emonstration :Grâe aux hypoth�eses A'4 et A'5, le proessus des d�efaillanes v�eri�e :Zjs�s = (1 + o(1)) Zjs�1(s) = (1 + o(1))(+ o(1))U js = (+ o(1))U js (p.s.) (3.65)De plus, ln�u(TNs��j)u(s) � = ln(1� U js ) p:s:= U js (�1 + o(1)) (3.66)Don, Zjs�s =  ln u(s)u(TNs��j)!+ o Zjs�s! (p.s.) (3.67)



Les mod�eles ARI et ARA 45Et ainsi,Z tt0 Zjs�s dNs =  Z tt0 ln u(s)u(TNs��j)! dNs + o Z tt0 Zjs�s dNs!+O(1) (p.s.) (3.68)Finalement, omme Tn est �ni presque sûrement pour tout n � 0 :Z tt0 ln� u(s)u(TNs��j)� dNs = jXi=0 ln�u(TNt��i)u(TNt�0 �i)�p:s:= (j + 1) ln(u(t)) + jXi=0 ln(1� U it ) +O(1) p:s:= (j + 1) ln(u(t)) +O(1) (3.69)�Lemme 3.4.3 : Soit N un proessus de omptage d'intensit�e de d�efaillane �t. Alors aveles notations de la propri�et�e 3.4.2, et sous les hypoth�eses A'1, A'2, A'4 et A'5, le proessusdes d�efaillanes v�eri�e :8j 2 IN; Z tt0 Zjs�s dMs = o�Z tt0 Zjs ds� +O(1) (p.s.) (3.70)o�u M est la martingale assoi�ee �a N . �D�emonstration :Tout d'abord, on a pour tout t0 � s � t :(Zjs)2�s � (u(t) maxt0�s�t h(s))2�min(t0) < +1 (3.71)Don, on peut appliquer le th�eor�eme 3.3.1 et R tt0 Zjs=�s dMs est une martingale loale de arr�eint�egrable dont le proessus roissant est R tt0(Zjs)2=�s ds. Mais,(Zjs)2�s = (+ o(1))U jsZjs = o(Zjs) (p.s.) (3.72)Ainsi de deux hoses l'une. Soit le proessus roissant d�e�ni pr�e�edemment diverge et le th�eor�eme3.3.2 implique que :Z tt0 Zjs�s dMs = o hZ tt0 Zjs�s dMsi0:5+�t ! = o�Z tt0 o(Zjs)ds� = o�Z tt0 Zjsds� +O(1) (p.s.) (3.73)ar pour toute fontion f , positive, on a :Z t0 o(f(s)) ds = o�Z t0 f(s) ds�+O(1) (3.74)Soit il ne diverge pas et le même th�eor�eme 3.3.2 implique �egalement que :Z tt0 Zjs�s dMs = O(1) (p.s.) (3.75)�



46 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seules3.4.4 Mod�ele ARImPour les mod�eles ARIm, on a pos�e �1(t) = (1 � �)m�(t), u(t) = �(t) et h(t) = 1. Lapropri�et�e pr�e�edente peut diretement être appliqu�ee aux mod�eles ARIm. La seule hypoth�esesuppl�ementaire par rapport �a la propri�et�e 3.4.1 est que l'intensit�e initiale est divergente :� A3: limt!1 �(t) =1.On a  = 1=(1� �)m et don la propri�et�e 3.4.2 implique que :Z t0 ��(s)� �(TNs��j)� ds = j + 1(1� �)m ln(�(t)) + o(ln(�(t))) (p.s.) (3.76)Ainsi, grâe �a la r�e�eriture (3.58) de l'intensit�e de d�efaillane umul�ee d'un mod�ele ARIm et lefait que : �(1� �)m 0�m�1Xj=0 (j + 1)(1� �)j1A = 1� (1 +m�)(1� �)m�(1� �)m (3.77)la propri�et�e suivante est diretement v�eri��ee.PROPRIETE 3.4.3 :Pour un mod�ele ARIm de m�emoire �nie et sous les hypoth�eses A1 �a A3, l'intensit�e ded�efaillane umul�ee v�eri�e :�t = �1(t) + 1� (1 +m�)(1� �)m�(1� �)m ln(�(t)) + o(ln(�(t))) (p.s.) (3.78)�3.4.5 Mod�ele ARAmEn appliquant la propri�et�e 3.4.2 aux mod�eles ARAm on obtient le d�eveloppement asympto-tique au seond ordre de l'intensit�e de d�efaillane umul�ee de es mod�eles.PROPRIETE 3.4.4 :Pour un mod�ele ARAm de m�emoire �nie et sous les hypoth�eses A0 et A1 l'intensit�e ded�efaillane umul�ee v�eri�e :�t = �1(t) + (� � 1)(1� �)m 1� (1 +m�)(1� �)m� ln(t) + o(ln(t)) (p.s.) (3.79)�D�emonstration :Notons, It = [(1 ^ (1� �)m)t; (1_ (1� �)m)t℄. Tout d'abord on remarque que tout nombre om-pris entre (1��)mt et (1��)mt+�Pm�1j=0 (1��)j(t�TNt��j) est dans It. Don en utilisant und�eveloppement de Taylor-Lagrange au seond ordre de l'�equation (3.35) en (1��)mt, on obtientpresque sûrement pour tout t � 0 :�������t � �((1� �)mt)� 24�m�1Xj=0 (1� �)j(t� TNt��j)35�0((1� �)mt)������� 24�m�1Xj=0 (1� �)j(t� TNt��j)352maxs2It j �00(s) j (3.80)



Les mod�eles ARI et ARA 47On note �1(t) = �((1� �)mt), u(t) = t et h(t) = �0((1� �)mt). Comme l'intensit�e initiale estsuppos�ee être une fontion puissane et � est suppos�e être non nul, on a :maxs2It j �00(s) j= O(�00(t)) = O(�0(s)=t) = O(h(t)=u(t)) (3.81)De plus, d'apr�es le lemme 3.4.1, U jt = (t�TNt��j)=t onverge vers z�ero presque sûrement. Ainsi,l'�equation (3.80) se r�e�erit :�t � �1(t)� �24m�1Xj=0 (1� �)j(u(t)� u(TNt��m+1))h(t)35= O(U jt (u(t)� u(TNt��j))h(t)) p:s:= o((u(t)� u(TNt��m+1))h(t)) (3.82)En int�egrant ette �equation et en utilisant la notation pr�e�edente Zjt = (u(t)� u(TNt��j))h(t),on a : �t = �1(t) + �24m�1Xj=0 (1� �)j Z t0 Zjs ds35+ o�Z t0 Zjs ds�+ O(1) (p.s.) (3.83)Etant donn�e que �(t) = ��t��1, on a :limt!1 u(t)h(t)�1(t) = limt!1 t�0((1� �)mt)�((1� �)mt) = (� � 1)(1� �)m (3.84)Ainsi, en appliquant la propri�et�e 3.4.2 on obtient :Z t0 Zjs ds = (j + 1) (� � 1)(1� �)m ln(t) + o(ln(t)) (p.s.) (3.85)En injetant e r�esultat dans l'�equation (3.83) et en utilisant l'�egalit�e (3.77) on prouve la pro-pri�et�e. �3.4.6 Commentaires sur les r�esultats asymptotiquesPour les mod�eles ARIm , ave une fontion puissane pour l'intensit�e initiale, le r�esultatde la propri�et�e 3.4.3 est le même que pour les mod�eles ARAm, 'est-�a-dire l'�equation (3.79).Mais, selon le mod�ele, l'intensit�e umul�ee asymptotique sera di��erente: pour un mod�ele ARIm�1(t) = �(1� �)mt� , et pour un mod�ele ARAm �1(t) = �(1� �)m(��1)t� .Les propri�et�es 3.4.3 et 3.4.4 nous renseignent sur le omportement asymptotique du proessusdes d�efaillanes des mod�eles ARIm et ARAm.COROLLAIRE 3.4.1. :Soit Nt le proessus de omptage d'un mod�ele ARIm (resp. ARAm) de m�emoire �nie etv�eri�ant les hypoth�eses A1 �a A3 (resp. A0 et A1). Alors,Nt�1(t) p:s:�! 1 et Nt � �1(t)p�1(t) L�! N (0; 1) (3.86)�Ce orollaire est une appliation direte du orollaire 3.3.1. Il signi�e que le omportementasymptotique du proessus des d�efaillanes d'un mod�ele ARIm ou ARAm de m�emoire �nie (aveune fontion puissane pour l'intensit�e initiale) est globalement le même que elui d'un proessusde Poisson non homog�ene d'intensit�e �1.Pour les mod�eles de m�emoire in�nie, on ne sait pas prouver ette similitude ave un NHPPd'intensit�e de d�efaillane divergente. Cela est dû au fait que, dans le as d'une r�eparation eÆae,



48 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seuleses mod�eles ne poss�edent pas une intensit�e d'usure minimale divergente qui pousse le syst�eme�a s'user de plus en plus. A fortiori, il semble que, dans le as de r�eparation eÆae, les mod�elesARA1 ressemblent beauoup �a des proessus de renouvellement. Pour les mod�eles ARI1, ilsemble qu'il y ait, au �l du temps, une ertaine d�erive de l'intensit�e de d�efaillane (quandl'intensit�e initiale est une fontion puissane, ette d�erive pourrait être proportionnelle �a unlogarithme). Mais tout ei n'est enore pour l'instant que des onjetures.3.5 Mod�eles �a vitesse d'usure omparableLes mod�eles ARIm et ARAm sont onstruits sous des hypoth�eses similaires: la maintenaner�eduit de la même fa�on soit l'intensit�e soit l'âge virtuel. De plus dans les deux mod�eles l'eÆait�ede r�eparation est arat�eris�ee par le même param�etre �. Pourtant e param�etre n'a pas la mêmesigni�ation en terme d'eÆait�e de r�eparation dans les deux mod�eles.PROPRIETE 3.5.1 :Pour des mod�eles de m�emoire �nie, si �(t) est onvexe (resp. onave), pour le même pa-ram�etre � 2 [0; 1℄, l'intensit�e d'usure asymptotique du mod�ele ARIm est plus grande (resp.plus petite) que elle du mod�ele ARAm. �La �gure 3.5 illustre ette propri�et�e dont la d�emonstration est tr�es faile. La propri�et�e n'endemeure pas moins importante. En e�et, d'apr�es le orollaire 3.4.1, des mod�eles ARIm et ARAmave des intensit�es asymptotiques ayant des omportements asymptotiques di��erents sont si-milaires �a des NHPP ave des intensit�es de d�efaillanes di��erentes. Ainsi, des mod�eles ARImet ARAm ave les mêmes param�etres ne sont pas omparables ar ils ont des vitesses d'usuretr�es di��erentes. N�eanmoins on peut trouver dans le as o�u l'intensit�e initiale est une fontionpuissane, des valeurs des param�etres d'eÆait�e de r�eparation telles que les mod�eles soientomparables.
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Fig. 3.5 { Trait �n : ARI1, trait gras : ARA1, � = 0:5 et �a gauhe � = 3, �a droite � = 1:5PROPRIETE 3.5.2 :Pour des mod�eles de m�emoire �nie ave des intensit�es initiales de type puissane (�(t) =��t��1), il existe des valeurs des param�etres �I et �A telles que le mod�ele ARIm de pa-ram�etres (�; �; �I) et le mod�ele ARAm de param�etres (�; �; �A) aient les mêmes intensit�esasymptotiques : �I = 1� (1� �A)��1 (3.87)�Pour prouver ette propri�et�e il suÆt de omparer les intensit�es asymptotiques des mod�elesARIm et ARAm. En utilisant le d�eveloppement au seond ordre des intensit�es umul�ees, on



Les mod�eles ARI et ARA 49peut �egalement omparer les vitesses d'usures de mod�eles ARIm et ARAm de même intensit�easymptotique.PROPRIETE 3.5.3 :Pour les mod�eles de la propri�et�e 3.5.2, si les r�eparations sont eÆaes (�I 2℄0; 1℄ et �A 2℄0; 1℄)et l'intensit�e initiale est onvexe (resp. onave), alors l'intensit�e de d�efaillane umul�ee dumod�ele ARIm est asymptotiquement sup�erieure (resp. inf�erieure) �a elle du mod�ele ARAm.�D�emonstration :Grâe aux propri�et�es 3.4.3 et 3.4.4, la di��erene entre les intensit�es umul�ees de d�efaillane etasymptotique est la même pour des mod�eles ARIm ou ARAm :�t � �1(t) = (� � 1)(1� �)m 1� (1 +m�)(1� �)m� ln(t) + o(ln(t)) (p.s.) (3.88)Or, ��� � (� � 1)(1� �)m 1� (1 +m�)(1� �)m� � = (� � 1) �1 + (m+ 1)�+ (1� �)m+1�2(1� �)m+1 > 0 (3.89)Ainsi, la di��erene asymptotique entre les deux intensit�es umul�ees augmente ave �. La pro-pri�et�e est don prouv�ee ar si l'intensit�e initiale est onvexe (resp. onave) on a �I > �A (resp.�I < �A). �Ainsi, dans le as de maintenanes eÆaes et pour des mod�eles de même intensit�e asympto-tique, si l'intensit�e initiale est onvexe (resp. onave) la vitesse d'usure des mod�eles ARIm estsup�erieure (resp. inf�erieure) �a elle des mod�eles ARAm (voir �gure 3.6). On aurait �egalement puexpliquer ette propri�et�e par le fait que dans les mod�eles ARI l'intensit�e de d�efaillane est verti-alement parall�ele �a l'intensit�e initiale alors que dans les mod�eles ARA elle est horizontalementparall�ele. Malgr�e tout, la di��erene entre les vitesses d'usure des mod�eles ARIm et ARAm demême intensit�e asymptotique reste faible omparativement �a leur propre vitesse d'usure : ettedi��erene est asymptotiquement �equivalente �a un logarithme, ave une fontion puissane stri-tement roissante pour l'intensit�e asymptotique. On peut don a priori sans probl�eme omparerdes mod�eles ARIm et ARAm ayant la même intensit�e asymptotique.
� = 3; �I1 = 0:75; �A1 = 0:5 � = 1:5; �I1 = 0:29; �A1 = 0:5Fig. 3.6 { Trait �n : ARI1 trait gras : ARA1On peut faire des omparaisons du même type pour des mod�eles ARI (ou ARA) de m�emoiresdi��erentes mais �nies. Tout d'abord il est trivial de montrer que, dans le as de maintenaneseÆaes, plus la m�emoire est importante et plus l'intensit�e asymptotique est petite, et don la



50 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesvitesse d'usure est elle aussi petite. On peut �egalement trouver des valeurs des param�etres tellesque des mod�eles de m�emoires di��erentes aient des vitesses d'usure omparables.PROPRIETE 3.5.4 :Pour des mod�eles de m�emoire �nie ave des intensit�es initiales de type puissane (�(t) =��t��1), il existe des valeurs des param�etres �m1 et �m2 telles que le mod�ele ARIm1 (resp.ARAm1) de param�etres (�; �; �m1) et le mod�ele ARIm2 (resp. ARAm2) de param�etres (�; �; �m2)aient les mêmes intensit�es asymptotiques :�m1 = 1� (1� �m2)m2m1 (3.90)�Dans la propri�et�e pr�e�edente, la di��erene entre la vitesse d'usure du mod�ele de m�emoirem1 et elle du mod�ele de m�emoire m2 est enore une fois asymptotiquement �equivalente �aun logarithme, don les deux mod�eles sont omparables en terme de vitesse d'usure ommel'illustrent les �gures 3.7 et 3.8.
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Fig. 3.8 { Trait �n : ARA4trait gras : ARA1ave � = 3; �A1 = 0:5; �A4 = 0:16En onlusion, pour une même intensit�e initiale, le param�etre d'eÆait�e de r�eparation �n'a pas la même signi�ation, en terme d'�ehelle de grandeur, selon le mod�ele ARIm ou ARAmonsid�er�e. Il faut don être prudent lors de la omparaison des di��erents mod�eles.



Chapitre 4Estimation dans les mod�eles ARI etARAQuelques auteurs ont �etudi�e le probl�eme d'estimation dans des mod�eles de maintenaneimparfaite. En g�en�eral peu d'entre eux se sont int�eress�es �a l'estimation de l'eÆait�e de main-tenane, souvent suppos�ee onnue. Comme nous l'avons vu dans le hapitre 2, tous les travauxexistants ne proposent que des r�esultats num�eriques. L'id�ee de e hapitre est don de d�evelopperdes r�esultats th�eoriques dans le as plus simple (et jamais enore �etudi�e), o�u l'on estime l'eÆa-it�e de maintenane quand l'intensit�e initiale est onnue. On s'int�eressera ensuite �a l'estimationde l'ensemble des param�etres dans les mod�eles ARIm et ARAm pour une intensit�e initiale detype fontion puissane. Les r�esultats seront, omme toujours dans e as omplexe, uniquementnum�eriques.4.1 Estimation quand l'intensit�e initiale est onnueLe but de ette setion est d'�etudier quelques estimateurs de l'eÆait�e de maintenane dansle as o�u l'intensit�e initiale est onnue, 'est-�a-dire que le omportement du syst�eme en l'absenede maintenane est onnu. L'intensit�e de d�efaillane d�epend alors d'un unique param�etre � 2 J ,on la notera �t(�). La vraie valeur de e param�etre est alors not�ee �0. Dans un premier tempson s'int�eressera aux propri�et�es de l'estimateur de maximum de vraisemblane (EMV), puison introduira des estimateurs expliites (EE). Tous les r�esultats propos�es sont bas�es sur lesd�eveloppements asymptotiques de l'intensit�e de d�efaillane umul�ee des propri�et�es 3.4.3 et 3.4.4.Ils ne s'appliquent don qu'�a des mod�eles de m�emoire �nie.4.1.1 Estimateurs de maximum de vraisemblane4.1.1.1 Crit�ere de onvergene pour les estimateurs de maximum de vraisemblaneLa d�emonstration de la onvergene presque sûre et de la normalit�e asymptotique des EMVde l'eÆait�e de maintenane est quasiment la même pour des mod�eles ARIm ou ARAm. C'estpourquoi nous proposons un th�eor�eme g�en�eral inluant le as des mod�eles ARIm et ARAm. Apriori, nous ne onnaissons pas d'autres mod�eles suseptibles de v�eri�er les hypoth�eses de eth�eor�eme :� A"1 : On onnâ�t un ompat J0 = [�1; �2℄ de IR, inlus dans l'int�erieur de J et telque �1 < �0 < �2 (l'EMV est alors la valeur du param�etre � de J0 qui maximise lalog-vraisemblane).� A"2 : L'intensit�e de d�efaillane est d�erivable par rapport �a �, on note �0t(�) ette d�eriv�ee.Il existe deux fontions, �min et �max, roissantes et stritement positives (sauf en z�ero),et une onstante d telles que :8� 2 J ; 8t � 0; �min(t) � �t(�) � �max(t) j �0t(�) j� d �min(t) (4.1)



52 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seules� A"3 : Il existe une onstante m, une fontion, u, roissante, positive et non identiquementnulle et une fontion h positive telles que, pour tout � de J0, on peut trouver une fontion,�1;�, roissante, positive et non identiquement nulle v�eri�ant :8t � 0; sup�2J0 j�t(�)� �1;�(t)j = O �(u(t)� u(TNt��m+1))h(t)� (4.2)� A"4 : Pour tout � 2 J0 il existe une onstante C� telle que, les onstantes C� soient toutespositives ou toutes n�egatives et :8t � 0; sup�2J0 ���0t(�)� C� �1;�(t)�� = O �(u(t)� u(TNt��m+1)) h(t)� (4.3)9a > 0; 9b > 0; 8� 2 J0; a � jC�j � b (4.4)� A"5 : Um�1t = u(t)� u(TNt��m+1)u(t) p:s:����!t!+1 0� A"6 : limt!1 u(t) = 1� A"7 : Il existe une onstante  > 0 telle que :limt!1 u(t) h(t)inf�2J0 �1;�(t) =  (4.5)� A"8 : Il existe une onstante 0 > 0 telle que :limt!1 u(t) h(t)�1;�0(t) = 0 (4.6)� A"9 : ln(u(t)) = o( inf�2J0�1;�(t)0:5), ave �1;�(t) = R t0 �1;�(s) ds� A"10 : Pour tout t � 0 et � 2 J0, �1;�(t) est stritement roissante en � si les onstantesC� sont positives, et stritement d�eroissante si les onstantes C� sont n�egatives.� A"11 : 9�0 > 0; 8� 2 J0 n f�0g; �1;�0(t)0:5+�0 = O(�1;�0(t)� �1;�(t))Comme nous le montrerons par la suite, es hypoth�eses sont v�eri��ees par les mod�eles ARImet ARAm sous des hypoth�eses pratiquement identiques �a elles des propri�et�es 3.4.3 et 3.4.4.A"1 est une hypoth�ese lassique quand on fait de l'estimation par maximum de vraisemblane.Elle suppose que la maximisation de la log-vraisemblane est faite sur un intervalle ferm�e born�eontenant la vraie valeur du param�etre. En e�et, le omportement de la log-vraisemblane pour-rait être tr�es irr�egulier en dehors de et intervalle. L'hypoth�ese A"2 est relativement forte maisn�eessaire. En partiulier, elle assure, pour tout t � 0, l'existene de la d�eriv�ee partielle parrapport �a � de la log-vraisemblane dans l'int�erieur de J . Etant donn�e que la log-vraisemblaneest donn�ee par l'�equation (1.11), sa d�eriv�ee en � vaudra :L0t(�) = Z t0 �0s(�)�s(�) dNs � Z t0 �0s(�) ds (4.7)En�n, grâe �a la propri�et�e 3.4.2, les hypoth�eses A"2 �a A"7 impliquent que l'intensit�e de d�efaillaneumul�ee et sa d�eriv�ee par rapport �a � ont le même omportement asymptotique respetivementque �1;�(t) et C��1;�(t). Les autres hypoth�eses n'ont d'autre justi�ation que le fait d'ap-parâ�tre naturellement et de fa�on inontournable dans la d�emonstration.PROPRIETE 4.1.1 :Soit J un intervalle de IR d'int�erieur non vide. Consid�erons le proessus de omptage d'in-tensit�e de d�efaillane �t(�0) d�e�nie pour tout �0 2 J et telle que pour tout t � 0, �t(�0)



Estimation dans les mod�eles ARI et ARA 53est ontinue, di��erentiable (par rapport �a �0) ave une d�eriv�ee ontinue en �0 pour tout�0 2 J . Alors sous les hypoth�eses A"1 �a A"11 et pour une unique observation du proessusdes d�efaillanes sur [0; t℄, l'EMV, �̂MLt , de �0 v�eri�e :8� > 0; �1;�0(t)� �1;�̂MLt (t)�1;�0(t)0:5+� p:s:���!t!1 0 (4.8)�1;�0(t)� �1;�̂MLt (t)p�1;�0(t) L���!t!1 N (0; 1) (4.9)�Pour d�emontrer ette propri�et�e on utilise deux lemmes. Le premier donne l'�equivaleneasymptotique de la d�eriv�ee de la log-vraisemblane ave une ombinaison lin�eaire du proessusde omptage et de l'intensit�e asymptotique umul�ee. Cette r�e�eriture �equivalente est beauoupplus simple �a traiter que l'�equation (4.7). Le seond lemme prouve que, sous ertaines onditionsdont il reste �a d�emontrer qu'elles sont bel et bien v�eri��ees, le maximum de la vraisemblane dansJ0 est atteint pour une valeur de � qui annule la d�eriv�ee de la log-vraisemblane ('est-�a-direqui n'est pas sur les bords de J0).Lemme 4.1.1 : Soit N un proessus de omptage d'intensit�e de d�efaillane �t(�) d�e�niepour tout � 2 J0. Alors sous les hypoth�eses A"2 �a A"8, on a :sup�2J0 j L0t(�)� C�(Nt � �1;�(t)) j= O(ln(u(t))) (p.s.) (4.10)�D�emonstration :Etant donn�e que la d�eriv�ee de la log-vraisemblane est donn�ee par l'�equation (4.7), on en d�eduitque :sup�2J0 j L0t(�)� C�(Nt � �1;�(t)) j = sup�2J0 ����Z t0 ��0s(�)�s(�) � C�� dNs � Z t0 [�0s(�)� C��1;�(s)℄ ds����� Z t0 sup�2J0 �����0s(�)�s(�) � C����� dNs + Z t0 sup�2J0 ���0s(�)� C��1;�(s)�� ds= Z t0 Ys dNs + Z t0 O(Zm�1s )ds = Z t0 Ys dNs +O(Z t0 Zm�1s ds) +O(1) (4.11)ave Ys = sup�2J0 j �0s(�)�s(�) � C� j et Zm�1s = (u(s) � u(TNs��m+1))h(s). Grâe aux hypoth�esesA"2, A"3, A"5, A"6 et A"8, on peut appliquer la propri�et�e 3.4.2 et : R t0 Zm�1s ds = O(ln(u(t))).De plus, Ys � sup�2J0 ���� �0s(�)�1;�(s) � C����� + sup�2J0 �����0s(�)� 1�s(�) � 1�1;�(s)������ sup�2J0 j �0s(�)� C��1;�(s) j + sup�2J0 �����0s(�)�s(�)���� sup�2J0 j �s(�)� �1;�(s) jinf�2J0 �1;�(s) (4.12)Or d'apr�es A"7, u(s)h(s)= inf�2J0 �1;�(s) = O(1) et d'apr�es A"2, sup�2J0 j�0s(�)=�s(�)j � d,don en substituant es deux r�esultats dans l'�equation (4.12), et en utilisant les hypoth�eses A"3et A"4, on obtient : Ys p:s:= O�u(s)� u(TNs��m+1)u(s) � p:s:= O(Um�1s ) (4.13)



54 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesDon, en utilisant la version di��erentielle de l'�eriture martingale de N on a :Z t0 Ys dNs = O�Z t0 Um�1s dNs� +O(1) = O�Z t0 Um�1s d�s(�0) + Z t0 Um�1s dMs�= O�Z t0 Um�1s �s(�0) ds�+ O�Z t0 Um�1s dMs�+ O(1) (p.s.) (4.14)Tout d'abord, d'apr�es A"3 : �s(�0) � �1;�0(s) = O((u(s) � u(TNs��m+1)h(s)) = O(Zm�1s ),don, omme Um�1s p:s:= o(1), on obtient que :Z t0 Um�1s �s(�0) ds� Z t0 Um�1s �1;�0(s) ds = Z t0 o(Zm�1s ) ds = o�Z t0 Zm�1s ds� +O(1) (p.s.)(4.15)Or d'apr�es A"8 on a �egalement :Z t0 Um�1s �1;�0(s) ds = Z t0 Zm�1s �1;�0(s)u(s)h(s) ds = Z t0 O(Zm�1s ) ds = O�Z t0 Zm�1s ds� +O(1)(4.16)D'o�u Z t0 Um�1s �s(�0) ds = O�Z t0 Zm�1s ds�+ O(1) (p.s.) (4.17)Et �nalement omme R t0 Zjs ds p:s:= O(ln(u(t))). On en d�eduit que :Z t0 Um�1s �s(�0) ds = O(ln(u(t))) (p.s.) (4.18)Ensuite on applique le th�eor�eme 3.3.1. Comme j Um�1s j� 1 on obtient que R t0 Um�1s dMs estune martingale loale de proessus roissant :Z t0 (Um�1s )2�s(�0) ds p:s:= Z t0 (Um�1s )2�1;�0(s) ds+ Z t0 (Um�1s )2O(Zm�1s ) dsp:s:= Z t0 o(Um�1s �1;�0(s)) ds+ Z t0 o(Zm�1s ) dsp:s:= o�Z t0 Um�1s �1;�0(s) ds�+ o�Z t0 Zm�1s ds� +O(1) p:s:= o(ln(u(t))) (4.19)Si e proessus roissant diverge, le th�eor�eme 3.3.2 implique :8� > 0; Z t0 Um�1s dMs p:s:= o((o(ln(u(t))))0:5+�) = o(ln(u(t))) (4.20)Si le proessus roissant ne diverge pas le même th�eor�eme 3.3.2 implique �egalement l'�equation(4.20), puisque ln(u(t)) est divergent par hypoth�ese. Le lemme est don d�emontr�e. �Lemme 4.1.2 : Soit N un proessus de omptage d'intensit�e de d�efaillane �t(�) pour � 2J0. On suppose que L0t(�) v�eri�e:8� > 0; sup�2J0 j L0t(�)� C�(�1;�0(t)� �1;�(t)) jp:s:= o((�1;�0(t))0:5+�) (4.21)Alors sous les hypoth�eses A"1, A"10 et A"11, il existe T > 0 tel que pour tout t � T :L0t(�1) > 0 et L0t(�2) < 0 (p.s.) (4.22)�



Estimation dans les mod�eles ARI et ARA 55D�emonstration :L'hypoth�ese A"11 implique que :9� > 0; 9T 0 > 0; 8t � T 0; �1;�0(t)0:5+�0 � � j �1;�0(t)� �1;�1(t) j (4.23)L'�equation (4.21) implique que presque sûrement :8� > 0; 9T 00 > 0; 8t � T 00; j L0t(�1)� C�1(�1;�0(t)� �1;�1(t)) j� ��1;�0(t)0:5+�0 (4.24)Mais en raison de l'hypoth�ese A"10, C�1 (�1;�0(t)� �1;�1(t)) est positif. Don, si on supposeque L0t(�1) est n�egatif, on aura �egalement :L0t(�1) � j C�1 j j �1;�0(t)� �1;�1(t) j ���1;�0(t)0:5+�0� (a� ��) j �1;�0(t)� �1;�1(t) j (p.s.) (4.25)Si � < a=�, on obtient que L0t(�1) est n�eessairement stritement positif pour tout t � max(T 0; T 00),e qui ontredit l'hypoth�ese e�etu�ee. Don la premi�ere partie de l'�equation (4.22) est d�emontr�eeen prenant T = max(T 0; T 00). La deuxi�eme partie se d�emontre de fa�on similaire. �D�emonstration (Propri�et�e 4.1.1) :Grâe aux hypoth�eses A"2, A"3, A"5, A"6 et A"8, la propri�et�e 3.4.2 peut être appliqu�ee en �0et : Z t0 Zm�1j ds = O(ln(u(t))) (p.s.) (4.26)Or d'apr�es l'hypoth�ese A"3, on �egalement �t(�0)� �1;�0(t) = O(Zm�1t ), et don :�t(�0)� �1;�0(t) = Z t0 O(Zm�1s ) ds = O�Z t0 Zm�1s ds�+ O(1) p:s:= O(ln(u(t))) (4.27)De plus, omme �1;�0(t) diverge, le orollaire 3.3.1 implique pour tout � > 0 que Mt p:s:=o(�1;�0(t)0:5+�). En utilisant es deux r�esultats dans l'�eriture martingale de N , on obtientque Nt p:s:= �1;�0(t)+o(�1;�0(t)0:5+�)+O(ln(u(t))). Or, d'apr�es l'hypoth�ese A"9, O(ln(u(t)))�o(�1;�0(t)0:5), don on a �nalement :Nt = �1;�0(t) + o(�1;�0(t)0:5+�) (p.s.) (4.28)En substituant e r�esultat dans elui du lemme 4.1.1, on prouve toujours grâe �a l'hypoth�eseA"9 que l'�equation (4.21) est v�eri��ee. On peut don appliquer le lemme 4.1.2. Or, en utilisantla propri�et�e de ontinuit�e de l'int�egrale de Lebesgue (qui est v�eri��ee grâe �a l'hypoth�ese A"2),on prouve que pour tout t � 0, la log-vraisemblane et sa d�eriv�ee par rapport �a � sont ontinuesen � pour � 2 J0. Ainsi, pour t � T , la d�eriv�ee de la log-vraisemblane s'annule au moins unefois entre �1 et �2, et l'estimateur de maximum de vraisemblane v�eri�e don : L0t(�̂MLt ) a:s:= 0.En utilisant e r�esultat dans l'�equation (4.21) on obtient :8� > 0; �1;�0(t)� �1;�̂MLt (t) p:s:= o(�1;�0(t)0:5+�) (4.29)Le premier r�esultat de la propri�et�e est don d�emontr�e.De plus, le lemme 4.1.1 implique que pour tout � 2 J0 on a :L0t(�)C� = Nt � �1;�(t) +O(ln(u(t))) (p.s.) (4.30)Don, L0t(�0)C�0 � L0t(�̂MLt )C�̂MLt = �1;�̂MLt (t)� �1;�0(t) + O(ln(u(t))) (p.s.) (4.31)



56 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesComme l'estimateur de maximum de vraisemblane annule la d�eriv�ee de la log-vraisemblane, lemême lemme 4.1.1 implique aussi que :L0t(�0)C�0 �L0t(�̂MLt )C�̂MLt = L0t(�0)C�0 p:s:= Nt��1;�0(t)+O(ln(u(t))) = Mt+�t(�0)��1;�0(t)+O(ln(u(t)))p:s:= Mt + O(ln(u(t))) =q�1;�0(t) Mtp�1;�0(t) +O ln(u(t))p�1;�0(t)!! (4.33)D'apr�es A"9, ln(u(t))=p�1;�0(t) � o(1), don en utilisant les �equations (4.31) et (4.33), on a :�1;�̂MLt (t)� �1;�0(t)p�1;�0(t) = Mtp�1;�0(t) + o(1) (p.s.) (4.34)En�n, en appliquant le orollaire 3.3.1 on a : Mt=p�1;�0(t) L�! N (0; 1). Le deuxi�eme r�esultatde la propri�et�e est ainsi d�emontr�e, puisque une onvergene presque sûre implique une onver-gene en loi. �4.1.1.2 Mod�ele ARImComme nous le montrerons un peu plus loin, quand on applique la propri�et�e 4.1.1 auxmod�eles ARIm et ARAm, les hypoth�eses A"2 �a A"11 sont v�eri��ees ave les mêmes hypoth�esesque pour les propri�et�es 3.4.3 et 3.4.4.Ainsi pour appliquer la propri�et�e 4.1.1 seule l'hypoth�ese A"1 impose une ondition plus forte :� ~A1 : On onnâ�t un intervalle [�1; �2℄, dans lequel on reherhe l'EMV, et tel que �1 <�1 < �0 < �2 <1.Comme on le verra dans la setion suivante, il semble, qu'en pratique, la log-vraisemblane soitsuÆsamment r�eguli�ere pour qu'on puisse la maximiser sur la totalit�e de l'intervalle ℄ � 1; 1℄,a�n de trouver l'estimateur de maximum de vraisemblane. 'est-�a-dire, qu'en pratique, pourdes mod�eles ARIm et ARAm, il semble qu'on n'ait pas �a se souier de l'hypoth�ese ~A1, mais onne sait pas prouver pourquoi.PROPRIETE 4.1.2 :Pour des mod�eles ARIm de m�emoire �nie et sous les hypoth�eses ~A1, A2 et A3, l'EMV del'eÆait�e de maintenane v�eri�e pour une unique observation de proessus des d�efaillanessur [0; t℄ : 8� > 0; j �0 � �̂MLt j �(t)0:5�� p:s:����!t!+1 0 (4.35)s �(t)(1� �0)m �(1� �0)m � (1� �̂MLt )m� L����!t!+1 N (0; 1) (4.36)�D�emonstration :L'hypoth�ese ~A1 implique que l'on onnâ�t deux onstantes �1 < 1 et �2 < 1 telles que �1 <�0 < �2. Soit, R1 = �1 � 1, R2 = �2+12 , m1 = (1 � R1)m _ 1, m2 = (1 � R2)m ^ 1 etM = (1 +m (1_ jR1j))0�(1�R2)�1 + m�1Xj=1 (1�R1)j�11A. On applique la propri�et�e 4.1.1 ave :J = [R1; R2℄, J0 = [�1; �2℄, �min(t) = m2�(t), �max(t) = m1�(t), d = Mm2 , �1;�(t) = (1 �



Estimation dans les mod�eles ARI et ARA 57�)m�(t), u(t) = �(t), h(t) = 1, C� = �m1� �, a = m1� �1 , b = m1� �2 ,  = 1(1� �1)m ^ (1� �2)m ,0 = 1(1� �0)m .L'hypoth�ese A"1 est v�eri��ee puisque �0 2 J0 � J . Les intensit�es d'usure minimale et maxi-male �min;�(t) et �max;�(t) v�eri�ent �min;�(t) � �t(�) � �max;�(t), don �min(t) � �t(�) ��max(t). De plus, la d�eriv�ee de l'intensit�e de d�efaillane par rapport �a � est :�0t(�) = m^Nt��1Xj=0 (1� �)j�1(� (j + 1)� 1) �(TNt��j) (4.37)L'hypoth�ese A"2 est don v�eri��ee grâe �a la majoration suivante vraie pour tout � 2 J :m�1Xj=0 ��(1� �)j�1(� (j + 1)� 1)�� �M (4.38)En utilisant l'�equation (3.32) et le fait que j � jPm�1j=0 (1��)j � 1+m1 on prouve failementque l'hypoth�ese A"3 est v�eri��ee. En utilisant le fait que Pm�1j=0 (1 � �)j�1(� (j + 1) � 1) =�m (1� �)m�1 on a :j�0t(�) +m (1� �)m�1�(t)j � m�1Xj=0 j(1� �)j�1(� (j + 1)� 1)j�(t)� �(TNt��j)j� M(1� �)m (u(t)� u(TNt��m+1))h(t) (4.39)ave toujours Tj = 0 pour j � 0. A"4 est don v�eri��ee. A"5 est v�eri��ee grâe �a la propri�et�e 3.4.1.Le th�eor�eme de Karamata [28℄ prouve l'�equivalene asymptotique suivante pour les fontions �avariations r�eguli�eres ave � > �1 : �(t) � (� + 1)�1t�(t) (4.40)Ainsi, �(t) = o(�(t)), et l'hypoth�ese A"9 est don v�eri��ee. En�n, il est trivial de d�emontrer queles hypoth�eses A"6 �a A"8 et A"10, A"11 sont v�eri��ees.La propri�et�e 4.1.1 prouve la onvergene en loi de (1� �0)m� (1� �̂MLt )m vers une variableal�eatoire gaussienne entr�ee ave l'�eart type voulu. Cette propri�et�e implique �egalement :8� > 0; �(t)0:5�� (1� �0)m � (1� �̂MLt )m(1� �0)m (0:5+�) p:s:����!t!+1 0 (4.41)Don, (1 � �̂MLt )m = (1 � �0)m + o(�(t)�0:5+�) et le premier r�esultat de la propri�et�e peut êtrefailement d�eduit de ette �egalit�e �a l'aide d'un d�eveloppement asymptotique. �4.1.1.3 Mod�ele ARAmPROPRIETE 4.1.3 :Pour les mod�eles ARAm de m�emoire �nie et sous les hypoth�eses ~A1 et A4, l'EMV de l'eÆait�ede maintenane v�eri�e pour une unique observation du proessus des d�efaillanes sur [0; t℄ :8� > 0; j �0 � �̂MLt j t�2�� p:s:����!t!+1 0 (4.42)s �t�(1� �0)m(��1) h(1� �0)m(��1) � (1� �̂MLt )m(��1)i L����!t!+1 N (0; 1) (4.43)�



58 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesD�emonstration :L'hypoth�ese ~A1 est v�eri��ee, on peut don d�e�nir �1, �2, R1, R2, M , m1 et m2 omme dans lad�emonstration de la propri�et�e 4.1.2. On applique la propri�et�e 4.1.1 ave : J = [R1; R2℄, J0 =[�1; �2℄, �min(t) = �(m2t), �max(t) = �(m1t), d = Mm��21 _m��22m��12 , �1;�(t) = �((1 � �)mt),u(t) = t, h(t) = �0(t), C� = �m (� � 1)1� � , a = m � � 11� �1 , b = m � � 11� �2 , 0 = � � 1(1� �0)m(��1) , = � � 1(1� �1)m(��1) ^ (1� �2)m(��1) .On d�emontre que l'hypoth�ese A"1 est v�eri��ee de la même mani�ere que pour la propri�et�e 4.1.2.Soit mt = m^Nt� � 1. La d�eriv�ee par rapport �a � de l'intensit�e de d�efaillane est don �egale �a :�0t(�) = mtXj=0(1� �)j�1(�(j + 1)� 1)TNt��j �00�(1� �)mt+ � mtXj=0(1� �)j(t� TNt��j)1A (4.44)En utilisant la majoration (4.38), on montre que ette d�eriv�ee v�eri�e pour tout � 2 J :j �0t(�) j�Mt(�0(m1t) _ �0(m2t)) (4.45)Il est alors faile de prouver que l'hypoth�ese A"2 est v�eri��ee.Ave une tehnique similaire �a elle ave laquelle on a obtenu (3.80), on a, en utilisantl'in�egalit�e de Taylor-Lagrange, pour tout � 2 J0 :j �t(�)� �1;�(t) j� � maxs2It(�)�0(s)� j � j m�1Xj=0 (1� �)j(t � TNt��j) (4.46)ave It(�) = [(1 ^ (1 � R2)m)t; (1 _ (1 � R1)m)t℄. Or, omme � est une fontion puissane,�0 est aussi une fontion puissane, ainsi omme R1 et R2 sont stritement positives, on amaxs2It(�) �0(s) = O(�0(t)). Ainsi,j �t(�)� �1;�(t) j � j � j m�1Xj=0 (1� �)j(t � TNt��m+1)O(�0(t))� (1 +m1)O((t� TNt�m+1) �0(t)) = O((t� TNt�m+1) �0(t)) (4.47)L'hypoth�ese A"3 est don v�eri��ee.Comme Pm�1j=0 (1� �)j�1(� (j+1)� 1) = m (1� �)m�1, et en utilisant l'in�egalit�e de Taylor-Lagrange, on a pour tout � 2 J0 :j �0t(�)� C��1;�(t) j = j �0t(�) +m (1� �)m�1t �0((1� �)mt) j� m�1Xj=0 j (1� �)j�1(� (j + 1)� 1) j 24(t� TNt��j) j �0((1� �)mt) j +TNt��j�������0((1� �)mt)� �00�(1� �)mt + �m�1Xj=0 (1� �)j(t� TNt��j)1A������ 35� M 24�mm(��1)1 _mm(��1)2 ��0(t)(t� TNt��m+1) + t j�jm�1Xj=0 (1� �)j(t� TNt��m+1) �j �00(m1t) j _ j �00(m2t) j�35� O �(t� TNt��m+1)�0(t)� (4.48)



Estimation dans les mod�eles ARI et ARA 59Don l'hypoth�ese A"4 est v�eri��ee. Grâe �a la propri�et�e 3.4.4, l'hypoth�ese A"5 est v�eri��ee. En�nil est trivial de montrer que les hypoth�eses A"6 �a A"11 sont v�eri��ees. On peut don appli-quer la propri�et�e 4.1.1 et �nir la d�emonstration de fa�on similaire �a e qui a �et�e fait pour lapropri�et�e 4.1.2. �4.1.2 Estimateurs expliitesComme ela a �et�e vu dans la setion pr�e�edente, on ne sait pas prouver que l'EMV estonvergent quand on maximise la log-vraisemblane sur ℄ � 1; 1℄. En e�et, l'EMV doit êtrereherh�e dans un ompat de ℄�1; 1℄ ontenant la vraie valeur �0 de l'eÆait�e de maintenane.Mais on peut trouver des estimateurs expliites (EE) qui n'ont pas e probl�eme. Ces estimateurssont bas�es sur le fait que l'intensit�e de d�efaillane umul�ee v�eri�e : �t p:s:= �1(t) + O(ln(u(t))).Dans ette setion, on reprend les notations plus simples �t = �t(�0) et �1;�0(t) = �1(t).PROPRIETE 4.1.4 :Pour des mod�eles ARIm de m�emoire �nie et sous les hypoth�eses A1 �a A3, pour une uniqueobservation du proessus des d�efaillanes sur [0; t℄, l'EE :�̂Et = 1� � Nt�(t)�1=m (4.49)v�eri�e les mêmes propri�et�es asymptotiques que l'EMV de la propri�et�e 4.1.2. �D�emonstration :La propri�et�e 3.4.3 est v�eri��ee, don �t p:s:= (1��0)m�(t)+O(ln(�(t))). De plus grâe �a l'�equation(4.40) on a pour tout � > 0 : ln(�(t))=�(t)0:5+� = o(1). Don, en se servant de es deux r�esultatsdans l'�eriture martingale de N , on prouve, pour tout � > 0, que :Mt�(t)0:5+� = Nt � (1� �)m�(t) + O(ln(�(t)))�(t)0:5+� p:s:= �(t)0:5��� Nt�(t) � (1� �0)m�+ o(1)p:s:= �(t)0:5�� �(1� �̂Et )m � (1� �0)m�+ o(1) (4.50)On a �egalement, �t p:s:= (1� �0)m�(t) + o(�(t)). Le orollaire 3.3.1 implique don que Mt=((1��0)m�(t))0:5+� onverge presque sûrement vers z�ero pour tout � > 0, et onverge en loi vers unevariable al�eatoire gaussienne entr�ee r�eduite pour � = 0. En utilisant es deux r�esultats dansl'�equation pr�e�edente, la propri�et�e est d�emontr�ee. �Le même type d'EE peut être trouv�e pour des mod�eles ARAm de m�emoire �nie et ave unefontion puissane pour l'intensit�e initiale.PROPRIETE 4.1.5 :Pour des mod�eles ARAm de m�emoire �nie et sous les hypoth�eses A1 et A4, pour une uniqueobservation du proessus des d�efaillanes sur [0; t℄, l'EE :�̂Et = 1� � Nt�t� � 1m(��1) (4.51)v�eri�e les mêmes propri�et�es asymptotiques que l'EMV de la propri�et�e 4.1.3. �Pour onstruire les EE pr�e�edents on a rempla�e, dans l'�eriture martingale de N , l'intensit�ede d�efaillane umul�ee par son d�eveloppement asymptotique. De e d�eveloppement asymptotiqueon a utilis�e la valeur du premier terme, ('est-�a-dire l'intensit�e asymptotique umul�ee) et le faitque l'erreur ommise est alors proportionnelle �a un logarithme. Dans le as des mod�eles ARI1,



60 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesen raison de la forme tr�es simple de l'intensit�e de d�efaillane, il existe un estimateur expliiteonstruit �a partir de la vraie valeur de l'intensit�e de d�efaillane. Ce nouvel EE a les mêmespropri�et�es asymptotiques que les autres estimateurs. Mais, omme il tient ompte de la vraievaleur de l'intensit�e de d�efaillane umul�ee (et pas de son d�eveloppement asymptotique) onesp�ere que et estimateur onvergera plus vite (par exemple en terme de taux de reouvrementde l'intervalle de on�ane asymptotique) que les autres estimateurs.PROPRIETE 4.1.6 :Pour le mod�ele ARI1 et sous les hypoth�eses A1 �a A3, pour une unique observation du proessusdes d�efaillanes sur [0; t℄, l'EE : �̂E2t = �(t)�NtR t0 �(TNs�) ds (4.52)v�eri�e les mêmes propri�et�es asymptotiques que l'EMV de la propri�et�e 4.1.2 ave m = 1. �D�emonstration :L'intensit�e de d�efaillane d'un mod�ele ARI1 v�eri�e : �t = �(t)��0�(TNt�). L'�eriture martingaledu proessus N pour un mod�ele ARI1 implique don que :Nt � �(t)R t0 �(TNs�) ds + �0 = MtR t0 �(TNs�) ds (4.53)Grâe au lemme 3.4.1 et �a l'hypoth�ese A3, on a :Z t0 �(TNs) ds = �(t)� Z t0 [�(s)� �(TNs�)℄ ds = �(t) + Z t0 o(�(s)) ds = �(t) + o(�(t)) (4.54)Don �0 � �̂E2t = Mt�(t) + o� Mt�(t)� (4.55)Et la propri�et�e est enore une fois prouv�ee en appliquant le orollaire 3.3.1. �4.1.3 Intervalles de on�ane asymptotiquesGrâe �a la normalit�e asymptotique de l'ensemble des estimateurs pr�e�edents, on peut trouverdes Intervalles de Con�ane Asymptotiques (ICA). Etant donn�e que pour un même mod�ele lesEMV et les EE v�eri�ent les même propri�et�es, ils d�e�nissent les mêmes ICA.COROLLAIRE 4.1.1. :Pour un mod�ele ARIm de m�emoire �nie et sous les hypoth�eses ~A1, A2 et A3 pour les EMVet A1 �a A3 pour les EE un ICA pour (1� �0)m de niveau � est :"(1� �̂)m + u2� � p�2�(t) ; (1� �̂)m + u2� +p�2�(t) # (4.56)o�u u� est le 1 � �2 quantile de la loi normale entr�ee r�eduite, �̂ est l'EMV ou l'EE et � =u2�[4�(t)(1� �̂)m + u2�℄. �D�emonstration :Soit U une variable al�eatoire de loi normale entr�ee r�eduite. u� est d�e�ni par : P (jU j � u�) =1��. Les propri�et�es 4.1.2, 4.1.4 et 4.1.6 montrent que la probabilit�e suivante onverge vers 1��quand n diverge :P � �(t)(1� �0)m ((1� �̂)m � (1� �0)m)2 � u2� � 0�= P  (1� �̂)m + u2� �p�2�(t) � (1� �0)m � (1� �̂)m + u2� +p�2�(t) ! (4.57)�



Estimation dans les mod�eles ARI et ARA 61Par analogie, on trouve des intervalles similaires pour les mod�eles ARAm.COROLLAIRE 4.1.2. :Pour un mod�ele ARAm de m�emoire �nie et sous les hypoth�eses ~A1 et A4 pour les EMV etA1 et A4 pour les EE un ICA pour (1� �0)m de niveau � est :"(1� �̂)m(��1) + u2� � p�2�t� ; (1� �̂)m(��1) + u2� +p�2�t� # (4.58)o�u � = u2�[4�t�(1� �̂)m(��1) + u2�℄. �4.1.4 Taux de reouvrement des intervalles de on�ane asymptotiquesSur un jeu de simulations d'un même mod�ele et pour un intervalle de on�ane asymptotiquedonn�e, on d�e�nit le Taux de Reouvrement (TR) omme �etant la proportion de simulationspour lesquelles la vraie valeur du param�etre est dans l'intervalle. Si le nombre de simulationsest suÆsamment important, le TR est un bon estimateur de la probabilit�e que la vraie valeurdu param�etre soit dans l'intervalle de on�ane. Le TR devrait onverger, quand on augmentele nombre de d�efaillanes observ�ees, vers 1 � �, o�u � est le seuil de l'intervalle de l'ICA. LeTR est ii un bon indiateur pour omparer les di��erents estimateurs. En e�et, omme nousl'avons d�ej�a fait remarquer, pour un même mod�ele les estimateurs expliites et de maximumde vraisemblane d�e�nissent les mêmes ICA. La proximit�e du TR de sa valeur limite est donuniquement fontion de la qualit�e de l'estimateur utilis�e pour aluler l'ICA. C'est pourquoi nousavons hoisi ii de omparer les estimateurs �a l'aide du TR plutôt qu'ave l'erreur quadratiquemoyenne lassique.On a estim�e (sur 10000 simulations et ave une fontion puissane pour l'intensit�e initiale�(t) = ��t��1) le TR des ICA de niveau 95% pour m 2 f1 ; 2 ; 3g, � 2 f1; 10g, � 2 f1:5; 2; 3g,� 2 f�1; �0:4; �0:2; 0; 0:2; 0:4; 0:6; 0:8g et n 2 f5; 10; 20; 40; 60; 80; 100g.Les �gures utilisent les notations suivantes :|{ EMV � ARI1 + ARA1- - - EE Æ ARI2 � ARA2. EE2 4 ARI3 � ARA3Quand la valeur d'un TR ne peut pas être lue sur un graphique 'est qu'elle est trop mauvaise,'est-�a-dire trop petite.Comme 'est souvent le as lors de l'�etude de mod�eles bas�es sur des proessus puissane, leparam�etre d'�ehelle, �, semble ne pas avoir d'inuene sur la valeur du TR. Les graphiques sontdon les mêmes pour � = 1 ou � = 10.Les �gures 4.1 et 4.2 repr�esentent le TR des estimateurs en fontion du nombre n ded�efaillanes simul�ees, pour 6 de nos mod�eles. On remarque que le TR semble e�etivementonverger vers sa valeur limite de 0:95, quand le nombre de d�efaillanes tend vers l'in�ni (e quiest �equivalent au fait que la date de �n d'observation diverge). Pour ertains EE (eux dont leTR n'apparâ�t pas sur les graphiques) la vitesse de onvergene est, pour ertaines valeurs desparam�etres, vraiment tr�es lente.Pour les EMV, dans le as o�u l'intensit�e initiale est onvexe (resp. onave), le TR des mod�elesARAm (resp. ARIm) onverge plus vite que elui des mod�eles ARIm (resp. ARAm), omme elaest illustr�e par la �gure 4.1 (resp. 4.2). On peut expliquer e ph�enom�ene. D'apr�es la propri�et�e3.5.1, quand l'intensit�e initiale est onvexe, pour la même valeur des param�etres �, �, �, lesmod�eles ARIm orrespondent �a des syst�emes qui s'usent plus vite que pour les mod�eles ARAm.Don pour un même nombre de d�efaillanes observ�ees, on aura tendane �a faire fontionner le
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Fig. 4.2 { TR ft. n, � = 1:5, � = 0:4syst�eme suivant un mod�ele ARAm plus longtemps que elui suivant un mod�ele ARIm. On auradon plus d'information sur le mod�ele ARAm a�n d'estimer son eÆait�e de maintenane.Pour les EE, la propri�et�e semble s'inverser : quand l'intensit�e initiale est onvexe (resp.onave), le TR des mod�eles ARIm (resp. ARAm) onverge plus vite que elui des mod�elesARAm (resp. ARIm). Cela semble ontredire l'expliation donn�ee pour les EMV. En fait, dansle as des EE, un autre ph�enom�ene intervient. Les EE sont onstruits en approhant l'intensit�ede d�efaillane umul�ee par l'intensit�e asymptotique umul�ee. Don, plus les deux intensit�es sontprohes et meilleur est l'EE. Il faut ajouter �a ela que, dans le as de maintenanes eÆaes etomme ela a d�eja �et�e utilis�e dans le adre de la d�emonstration de la propri�et�e 3.2.1, plus unsyst�eme tombe en panne souvent et plus prohes seront les intensit�es umul�ees de d�efaillane etasymptotique. A la limite, si le syst�eme �etait quasiment tout le temps en panne elles seraientpresque identiques. Don omme le mod�ele ARIm orrespond �a un syst�eme qui s'use plus viteque pour le mod�ele ARAm, es intensit�es umul�ees de d�efaillane et asymptotique sont plusprohes, et du même oup l'EE onverge plus vite.La �gure 4.3 repr�esente le TR en fontion de la valeur du param�etre d'eÆait�e de mainte-nane. On onstate que le TR d�epend fortement de la valeur de �. Quand � est trop prohe de unou trop petit, le TR onverge beauoup moins vite (�gure 4.3). Pour une part, ela est dû au faitque les propri�et�es de normalit�e asymptotique, utilis�ees pour onstruire les ICA, sont fond�ees surla onvergene du proessus des d�efaillanes vers un proessus de Poisson homog�ene d'intensit�e�1(t). Plus � est prohe de un et plus ette onvergene est lente. En e�et, la di��erene entre lesintensit�es umul�ees de d�efaillane et asymptotique est �equivalente au terme du seond ordre dud�eveloppement asymptotique de l'intensit�e de d�efaillane umul�ee. D'apr�es les propri�et�es 3.4.3et 3.4.4 e terme vaut: (� � 1)(1� �)m 1� (1 +m�)(1� �)m� ln(t) (4.59)Or pour t donn�e, quand � tend vers 1 par valeurs inf�erieures, la quantit�e i-dessus diverge.Don le proessus des d�efaillanes s'�eloigne de son proessus de Poisson �equivalent. D'autrepart, quand l'eÆait�e de maintenane se d�egrade et devient de plus en plus nuisible, l'intensit�easymptotique umul�ee augmente, et sa di��erene ave l'intensit�e de d�efaillane umul�ee tend �adevenir onstante (pour t �x�e, quand � tend vers �1 la quantit�e (4.59) tend vers m(� � 1)).Don l'intensit�e de d�efaillane umul�ee augmente et le syst�eme s'use de plus en plus vite. Pour un



Estimation dans les mod�eles ARI et ARA 63nombre de d�efaillanes observ�ees onstant, on observe de moins en moins longtemps le syst�emeet on a don moins d'information pour estimer son eÆait�e de maintenane.
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Fig. 4.3 { TR ft. � pour � = 3 et n = 40.Comparer les TR selon l'estimateur pour un même mod�ele (omme ela est fait dans ledernier paragraphe) a, en pratique, un sens. Par ontre, omparer pour un même estimateurles TR pour des mod�eles di��erents ave les mêmes param�etres (omme ela est fait dans lesautres paragraphes) n'est pas for�ement tr�es judiieux. En e�et, on ompare alors des ICA delargeurs tr�es di��erentes et, qui plus est, orrespondent �a des mod�eles ayant des vitesses d'usureinomparables (f propri�et�e 3.5.1). Il vaudrait mieux, pour omparer les vitesses de onvergenedes TR utiliser des mod�eles ayant la même intensit�e asymptotique. Ainsi les proessus pontuelsorrespondants auraient des vitesses d'usure omparables et, en plus, on pourrait s'attendre �aavoir des ICA de même largeur. Pour trouver des mod�eles ave la même intensit�e asymptotiqueon utilise les propri�et�es 3.5.3 et 3.5.4On ompare les TR dans les as suivants:� Cas 1 : la �gure 4.4 repr�esente les TR pour des mod�eles ave une vitesse d'usure roissante :�(t) = 3t2, et une même intensit�e asymptotique orrespondant �a une bonne eÆait�e demaintenane : �1(t) = 0:3t2.� Cas 2 : la �gure 4.5 repr�esente les TR pour des mod�eles ave une vitesse d'usure roissante :�(t) = 3t2, et une plus mauvaise eÆait�e de maintenane : �1(t) = 2:43t2.� Cas 3 : la �gure 4.6 est similaire au as 1 mais pour une vitesse d'usure d�eroissante :�(t) = 1:5pt et �1(t) = 0:474pt.� Cas 4 : la �gure 4.7 est similaire au as 2 mais pour une vitesse d'usure d�eroissante :�(t) = 1:5pt et �1(t) = 1:35pt.Les valeurs orrespondantes pour le param�etre d'eÆait�e de maintenane sont donn�ees dansla table 4.1.Tout d'abord on remarque que, quand le TR ne onverge pas trop lentement ('est-�a-direpas pour des EE quand la maintenane est eÆae), la m�emoire n'a pas une inuene tropimportante sur la valeur du TR. Pour des maintenanes eÆaes et quand la vitesse d'usure estroissante, les EMV dans les mod�eles ARAm fournissent les ICA dont le TR onverge largementle plus vite. Pour des maintenanes eÆaes et quand la vitesse d'usure est d�eroissante, les



64 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesARI1 ARI2 ARI3 ARA1 ARA2 ARA3Cas 1 0:9 0:684 0:536 0:684 0:438 0:319Cas 2 0:19 0:1 0:068 0:1 0:051 0:035Cas 3 0:684 0:438 0:319 0:9 0:684 0:536Cas 4 0:1 0:051 0:035 0:19 0:1 0:068Tab. 4.1 { Valeurs de � dans les as 1 �a 4
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Fig. 4.5 { TR ft. n dans le as 2
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Fig. 4.7 { TR ft. n dans le as 4



Estimation dans les mod�eles ARI et ARA 65EMV des mod�eles ARIm fournissent les meilleurs ICA. En�n quand l'e�et de la maintenane serapprohe du as ABAO, les ICA alul�es �a l'aide des EE sont reommand�es.4.1.5 Peut-on estimer un param�etre d'eÆait�e de maintenane et un pa-ram�etre d'�ehelle?Dans ette premi�ere setion on a �etudi�e les propri�et�es asymptotiques de l'estimateur du pa-ram�etre d'eÆait�e de r�eparation quand l'intensit�e initiale est onnue. En fait, grâe �a la onver-gene de l'intensit�e de d�efaillane vers l'intensit�e asymptotique, l'estimation de e param�etreressemble �a l'estimation d'un param�etre d'�ehelle dans un PLP. Dans le as o�u l'intensit�e ini-tiale est une fontion puissane, omme nous le d�evelopperons juste apr�es, il parait diÆiled'obtenir des propri�et�es th�eoriques quand on estime simultan�ement l'ensemble des param�etresdu mod�ele. G�en�eraliser les r�esultats de onvergene au as o�u on estime simultan�ement le pa-ram�etre d'eÆait�e de r�eparation et le param�etre de forme (quand le param�etre d'�ehelle estonnu) ne devrait pas poser trop de probl�emes. La d�emonstration devrait ressembler �a elle faitepour l'estimation des param�etres d'un PLP, o�u le param�etre d'eÆait�e de r�eparation seraitl'analogue du param�etre d'ehelle du PLP. Par ontre, il devrait être beauoup plus diÆiled'�etendre les r�esultats de onvergene au as o�u on estime �a la fois un param�etre d'eÆait�ede maintenane et un param�etre d'�ehelle (pour un param�etre de forme onnu). Ces deux pa-ram�etres ne sont pas identi�ables �a l'aide de l'intensit�e asymptotique. Il faut don se servir dud�eveloppement au seond ordre de l'intensit�e de d�efaillane umul�ee. Mais le terme du seondordre a une roissane logarithmique alors que la martingale a elle une roissane proportionnelle�a une fontion puissane. Le bruit a don des hanes de aher le terme du seond ordre. Unefa�on de faire serait d'utiliser un lissage sur l'ensemble de la p�eriode d'observation a�n de rendrele terme du seond ordre pr�epond�erant sur le terme de bruit. Or il semble que quelle que soitla fontion de lissage le bruit reste pr�epond�erant sur le terme du seond ordre. On peut alorsse demander si les estimateurs simultan�es des param�etres d'�ehelle et d'eÆait�e de r�eparationsont �a variane nulle en l'in�ni? Une �etude par simulation, qui n'a pas enore pu être r�ealis�ee,pourrait peut-être apporter un d�ebut de r�eponse a e probl�eme.4.2 Estimation onjointe de l'intensit�e initiale et de l'eÆait�ede maintenaneComme ela a �et�e dit au d�ebut de e hapitre, peu de travaux se sont int�eress�es �a l'estimationparam�etrique de l'eÆait�e de maintenane. Cette faible quantit�e de publiations est sans doutedue �a la omplexit�e de la fontion de vraisemblane. Une �etude th�eorique des propri�et�es desestimateurs parait don diÆile dans le as g�en�eral o�u on estime simultan�ement les param�etresde l'intensit�e initiale et de l'eÆait�e de maintenane. C'est pourquoi nous nous ontenterons iid'une �etude empirique de es propri�et�es.On a estim�e, sur 5000 simulations du proessus des d�efaillanes, la moyenne et la varianedes estimateurs de maximum de vraisemblane, b�n, b�n, b�n, pour des mod�eles de m�emoirem 2 f1; 2; 3;1g et d'intensit�e initiale de type puissane ave � = 1, � 2 f2; 3g. Pour haquesimulation les estimateurs b�n, b�n et b�n sont obtenus en maximisant num�eriquement la vrai-semblane �a l'aide d'une m�ethode de gradient. Comme dans le adre de ette setion on neposs�ede pas d'intervalle de on�ane asymptotique, on �evalue la qualit�e d'un estimateur b�n pour� 2 f�; �; �g �a l'aide de l'Erreur Quadratique Moyenne empirique (EQM), d�e�nie par :EQM(b�n) = s2b�n + (mb�n � �)2 (4.60)o�u mb�n repr�esente la moyenne empirique de l'estimateur b�n et s2b�n sa variane empirique surles 5000 simulations. Pour haque valeur des param�etres �, � et �, pour �evaluer la qualit�e



66 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesde l'estimation on doit ontrôler trois param�etres (les EQM de haun des estimateurs). C'estpourquoi, dans ette setion et ontrairement �a la pr�e�edente, nous avons limit�e le nombre deas, en partiulier en n'�etudiant que des maintenanes eÆaes et des intensit�es initiales onvexes(qui sont les as les plus fr�equents en pratique). L'ensemble des graphiques de ette setion sontfaits ave � = 3.
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Fig. 4.11 { Cas 2 : EQM(b�n) ft. nLes �gures 4.8 �a 4.13 repr�esentent les EQM des estimateurs pour des mod�eles de même in-tensit�e asymptotique dans les as 1 et 2 d�e�nis dans la setion 4.1.4. On remarque que pourdes maintenanes eÆaes, les estimateurs des param�etres de l'intensit�e initiale sont laire-ment meilleurs pour les mod�eles ARIm que pour les mod�eles ARAm. Pour un petit nombre ded�efaillanes observ�ees, es estimateurs sont vraiment mauvais dans le as des mod�eles ARAm.L'e�et de la m�emoire sur la qualit�e des estimateurs de l'intensit�e initiale ne semble être signi�-atif que pour les mod�eles ARAm. En e qui onerne l'estimation du param�etre d'eÆait�e demaintenane, on peut dire que les mod�eles ARI1 et ARA1 fournissent des estimateurs bien plusmauvais que les autres mod�eles. Dans les as 1 et 2, le meilleur estimateur est elui du mod�eleARA3. En�n, pour tous les mod�eles et tous les param�etres estim�es, il est lair que l'estimationest meilleure dans le as 1 que dans le as 2, 'est-�a-dire quand la maintenane est la plus eÆae.En ons�equene, d'un point de vue statistique, dans le as de maintenanes eÆaes, les mod�elesARIm sont plus int�eressants que les mod�eles ARAm, et les mod�eles de m�emoire un sont plusmauvais que les autres. Ainsi, si on prend en ompte le fait que plus la m�emoire est importanteplus les intensit�es de d�efaillane sont omplexes, on peut dire que les mod�eles ARI2 ou ARI3
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0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

0 20 40 60 80 100

ARI 1
ARI 2
ARI 3

ARI inf
ARA 1
ARA 2
ARA 3

ARA inf

Fig. 4.14 { EQM(b�n) ft. n, � = 0:5 0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

0 20 40 60 80 100

ARI 1
ARI 2
ARI 3

ARI inf
ARA 1
ARA 2
ARA 3

ARA inf

Fig. 4.15 { EQM(b�n) ft. n, � = 0:5Pour montrer l'inuene du param�etre � sur la qualit�e des estimateurs, on a tra�e les �-gures 4.17 �a 4.19, qui repr�esentent pour un mod�ele ARI2 les EQM des estimateurs des param�etresen fontion de l'eÆait�e de maintenane. Les graphiques sont similaires pour des mod�eles ARImou ARAm. On remarque que plus la maintenane est eÆae, meilleurs sont les estimateurs de� et �. Pour une eÆait�e de maintenane presque parfaite, la l�eg�ere augmentation de l'EQMde b�m est sans nul doute un e�et de bord dû au fait que � est n�eessairement plus petit que 1.En�n, la valeur de � ne semble pas r�eellement inuener la qualit�e de l'estimation de �.
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Chapitre 5Le mod�ele de Brown-ProshanDans e hapitre on va d�evelopper de nouveaux r�esultats sur le mod�ele de Brown-Proshan.On rappelle que le proessus des d�efaillanes d'un mod�ele BP est exit�e par une suite de va-riables al�eatoires externes B = fBigi�1, ind�ependantes et de loi de Bernoulli de param�etre p. Birepr�esente l'eÆait�e de la i�eme r�eparation :Bi = � 1 si la maintenane est AGAN0 si la maintenane est ABAOL'intensit�e de d�efaillane du mod�ele v�eri�e alors :�t(N;B) = �(t� TNt� +ANt� ) ave A0 = 0 et An = nXj=1 24 nYk=j(1� Bk)35Xj pour n � 1o�u la variable Xj repr�esente la j�eme dur�ee inter-d�efaillanes. On va dans un premier temps �etudierle omportement du proessus des d�efaillanes. Puis on va d�evelopper une m�ethode permettantd'estimer les param�etres du mod�ele quand on ne onnâ�t pas la valeur des variables al�eatoiresexternes B.5.1 Comportement du proessus des d�efaillanesLast et Szekli [46℄ ont prouv�e que le proessus des d�efaillanes d'une g�en�eralisation du mod�elede Kijima II (dont le mod�ele BP fait partie) avait, sous ertaines onditions, tendane �a sestabiliser. En partiulier, pour un mod�ele BP et �a ondition que le taux de d�efaillane soitmonotone, la suite des âges e�etifs, la suite des âges juste avant maintenane, et la suite desdur�ees d'attente entre deux d�efaillanes onvergent en loi vers une limite raisonnable. En utilisantdes tehniques math�ematiques totalement di��erentes, nous allons pousser un peu plus loin esr�esultats et pour les mêmes suites de variables al�eatoires nous allons non seulement expliiter leslois limites, mais aussi les lois non asymptotiques, e que Last et Szekli n'ont pas fait. De plus,dans e hapitre on suppose uniquement que l'intensit�e initiale a une primitive �(t) = R t0 �(s) dsqui est divergente, mais l'intensit�e initiale peut, entre autres, ne plus être roissante.5.1.1 Les âges virtuelsLa propri�et�e suivante donne la loi de l'âge virtuel juste apr�es maintenane ou âge e�etif,dans un mod�ele BP. C'est la base de l'ensemble des r�esultats de ette setion.PROPRIETE 5.1.1 :Pour un mod�ele de Brown-Proshan, l'âge virtuel du syst�eme juste apr�es la n�eme maintenane,An, a pour fontion de r�epartition :FAn(x) = 1� (1� p) exp(��(x))"n�1Xk=0(1� p)k�k(x)k! # (5.3)�



70 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesD�emonstration :La d�emonstration de e r�esultat est un peu alulatoire et se fait par r�eurrene. Il est trivial ded�emontrer que (5.3) est vraie pour n = 1. Supposons maintenant qu'elle soit vraie au rang n.On a alors :ddxFAn(x) = (1� p)exp(��(x))"1 + n�1Xk=1(1� p)k�(x)��k(x)k! � �k�1(x)(k� 1)!�#= (1� p)�(x) exp(��(x))"(1� p)n�1�n�1(x)(n� 1)! + p n�2Xk=0(1� p)k�k(x)k! # (5.4)On remarque de plus que FAn(0) = p, don la distribution poss�ede un atome de masse p en 0.En notant Æ0 la mesure de Dira prise en 0, on a don :dFAn = pÆ0 + (1� p)� exp(��)"(1� p)n�1 �n�1(n � 1)! + p n�2Xk=0(1� p)k�kk! #dx (5.5)On en d�eduit que :FAn+1(x) = p+ (1� p)P (Xn+1 + An � xjBn+1 = 0)= p+ (1� p) Z x0 [1� exp(��(x) + �(v))℄ dFAn(v)= p+ p(1� p)(1� exp(��(x))) + (1� p)2Z x0 �(v)"(1� p)n�1�n�1(v)(n� 1)! + p n�2Xk=0(1� p)k�k(v)k! # (exp(��(v))� exp(��(x))) dv= p+ p(1� p)(1� exp(��(x))) + (1� p)n+1(un � vn) + p n�1Xk=1(1� p)k+1(uk � vk) (5.6)ave vk = exp(��(x)) Z x0 �(v)�k�1(v)(k� 1)! dv = �k(x)k! exp(��(x)) pour k � 1 etuk = Z x0 �(v)exp(��(v))�k�1(v)(k� 1)! dv= 8<: ��k�1(x)(k � 1)! exp(��(x)) + uk�1 = �vk�1 + uk�1 pour k > 11� exp(��(x)) pour k = 1 (5.7)En�n, et �a nouveau par r�eurrene sur n, on prouve que :(1�p)n�1(un�vn)+p n�1Xk=1(1�p)k�1(uk�vk) = 1�exp(��(x)) 1 + nXk=1(1� p)k�1�k(x)k! ! (5.8)L'�equation pr�e�edente est v�eri��ee pour n = 1 :u1 � v1 = 1� exp(��(x)) (1 + �(x)) (5.9)Supposons que l'�equation (5.8) soit v�eri��ee au rang n. On a alors :(1� p)n(un+1 � vn+1) + p nXk=1(1� p)k(uk � vk)= �(1� p)nvn+1 + (1� p)n�1(un � vn) + p n�1Xk=1(1� p)k(uk � vk)



Le mod�ele de Brown-Proshan 71= 1� exp(��(x)) 1 + n+1Xk=1(1� p)k�1�k(x)k! ! (5.10)En identi�ant le r�esultat de l'�equation (5.8) dans l'�equation (5.6) on d�emontre la propri�et�e. �La premi�ere ons�equene �evidente de ette propri�et�e est que, si les maintenanes ne sont pastoujours ABAO, la suite des âges e�etifs onverge en loi vers une limite onnue.COROLLAIRE 5.1.1. :Pour un mod�ele BP, si p > 0, la suite des âges e�etifs fAngn�1 onverge en loi vers unevariable al�eatoire A de fontion de r�epartition :FA(x) = 1� (1� p) exp(�p�(x)) (5.11)�On peut �egalement d�eduire tr�es failement de la propri�et�e pr�e�edente la loi et la loi limitedes âges virtuels juste avant maintenane.COROLLAIRE 5.1.2. :Pour un mod�ele BP, l'âge virtuel juste avant la n�eme maintenane :A�n = An�1 +Xn = Xn + n�1Xj=1 24n�1Yk=j(1� Bk)35Xj (5.12)a pour fontion de r�epartition :FA�n (x) = 1� exp(��(x))"n�1Xk=0(1� p)k�k(x)k! # (5.13)et onverge en loi vers une variable al�eatoire A� de taux de d�efaillane p�(x), si p > 0. �D�emonstration :Pour d�emontrer e orollaire, il suÆt de remarquer que :FAn(x) = p P (An � xjBn = 1) + (1� p)P (An � xjBn = 0)= p+ (1� p)P (A�n � x) = p+ (1� p)FA�n (x) (5.14)�Brown et Proshan [11℄ ont d�emontr�e que le temps d'attente entre deux maintenanes par-faites suit une loi ayant pour taux de d�efaillane p�(x). De plus, �a tout instant, l'âge virtuel est�egal au temps �eoul�e depuis la derni�ere maintenane parfaite. On a don le r�esultat surprenantque la loi limite des âges virtuels juste avant maintenane est la même que si ette maintenane�etait parfaite.Last et Szekli ont d�emontr�e d'autres rit�eres de stabilit�e pour les mod�eles d'âge virtuelqu'ils ont �etudi�es. Parmi es rit�eres il y a la onvergene de la suite des esp�eranes des âgesvirtuels juste avant ou juste apr�es maintenane et la onvergene des esp�eranes des dur�eesinter-maintenanes. Dans le adre du mod�ele BP, on peut justement, grâe �a la propri�et�e 5.1.1et aux orollaires 5.1.1 et 5.1.2, aluler es esp�eranes et d�emontrer leur onvergene vers unelimite onnue.COROLLAIRE 5.1.3. :Pour un mod�ele BP, si il existe � > 0 tel que : x1+� exp(��(x)) = o(1), alors :E[A�n ℄ = E[An℄1� p = Z +10 exp(��(x))"n�1Xk=0(1� p)k�k(x)k! # dx (5.15)



72 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesEt si, en plus, p > 0 alors : limn!+1E[A�n ℄ = Z +10 exp(�p�(x)) dx (5.16)limn!+1E[An℄ = (1� p) Z +10 exp(�p�(x)) dx (5.17)�D�emonstration :Tout d'abord, on a : dFAn = pÆ0 + (1� p)dFA�n . Don, E[A�n ℄ = E[An℄=(1� p).A l'aide d'une int�egration par parties on prouve que l'esp�erane de A�n existe et est �egale �a laquantit�e i dessous si ette quantit�e est �nie :limt!+1 "�x exp(��(x)) n�1Xk=0(1� p)k�k(x)k! #t0 + Z t0 exp(��(x))"n�1Xk=0(1� p)k�k(x)k! # dx (5.18)Don l'�equation (5.15) est v�eri��ee si, pour tout k � 0, x�k(x)exp(��(x)) tend vers 0 et estint�egrable sur IR+. Cela est v�eri��e sous l'hypoth�ese qu'il existe � > 0 tel que : x1+� exp(��(x)) =o(1). En e�et, �(t) est alors une fontion roissante divergente et don :x�k(x)exp(��(x)) = x�k(x) exp�� 11 + ��(x)� �1 + ��(x)�= �x1+� exp(��(x))� 11 + � �1 + �� �k � �1 + ��(x)�k exp�� �1 + ��(x)� = o(1)(5.19)Sous ette même ondition et quand p > 0, on prouve ave la même tehnique et en utilisantles fontions de r�epartition de A et A� que les �equations (5.16) et (5.17) sont bien v�eri��ees.�5.1.2 Les dur�ees inter-d�efaillanesToujours grâe �a la propri�et�e 5.1.1, on peut �etudier la loi de haune des dur�ees inter-d�efaillanes en alulant sa fontion de r�epartition. On retrouve ainsi un autre r�esultat de Lastet Szekli : la onvergene en loi et la onvergene des esp�eranes des dur�ees inter-d�efaillanes.COROLLAIRE 5.1.4. :Dans un mod�ele BP, les dur�ees inter-d�efaillanes, pour n � 2, ont pour fontion de survie :SXn(x) = (1� p) Z +10 �(v) exp(��(x+ v))"(1� p)n�2�n�2(v)(n� 2)! + p n�3Xk=0(1� p)k�k(v)k! # dv+p exp(��(x)) (5.20)Si, de plus p > 0 et exp(��(x)) = o(1), alors elles onvergent en loi vers une variable al�eatoireX de fontion de survie :SX(x) = p Z +10 �(x+ v) exp(��(x+ v) + (1� p) �(v)) dv (5.21)�



Le mod�ele de Brown-Proshan 73D�emonstration :La premi�ere partie de la propri�et�e est tr�es faile �a d�emontrer, il suÆt juste de faire un ondi-tionnement par rapport �a An et d'utiliser l'�equation (5.4). Reste �a prouver la onvergene.����SXn(x)� p exp(��(x))� p(1� p) Z +10 �(v) exp(��(x+ v) + (1� p) �(v)) dv����= (1� p) Z +10 �(v) exp(��(x+ v))"(1� p)n�2p �n�2(v)(n� 2)! + p +1Xk=n�2(1� p)k�k(v)k! # dv (5.22)Or, d'une part, omme � est roissante et positive,Z +10 �(v)�n(v)n! exp(��(x+ v)) dv � Z +10 �(v)�n(v)n! exp(��(v)) dv = 1 (5.23)Et d'autre part, grâe au th�eor�eme de onvergene monotone on a �egalement :Z +10 �(v) exp(��(x+ v)) +1Xk=n(1� p)k�k(v)k! dv= +1Xk=n(1� p)k Z +10 �(v) exp(��(x+ v))�k(v)k! dv� (1� p)np (5.24)En utilisant es deux r�esultats dans la premi�ere �equation de la d�emonstration on obtient que lesdur�ees inter-d�efaillanes onvergent en loi vers X de fontion de survie :SX(x) = p exp(��(x)) + p(1� p) Z +10 �(v) exp(��(x+ v) + (1� p) �(v)) dv (5.25)A l'aide d'une int�egration par parties, on en d�eduit :SX(x) = limv!+1 exp(��(x+ v) + (1� p)�(v))+p Z +10 �(x+ v) exp(��(x+ v) + (1� p) �(v)) dv (5.26)Or, omme � est roissante et grâe aux hypoth�eses, on a :exp(��(x+ v) + (1� p)�(v))� exp(�p�(v)) = o(1) (5.27)D'o�u le r�esultat. �COROLLAIRE 5.1.5. :Dans un mod�ele BP, si il existe � > 0 tel que : x1+� exp(��(x)) = o(1), alors l'esp�erane dela dur�ee moyenne d'attente de la prohaine d�efaillane v�eri�e :E[Xn℄ = Z +10 exp(��(x))"(1� p)n�1�n�1(x)(n� 1)! + p n�2Xk=0(1� p)k�k(x)(k)! # dx (5.28)et si, en plus p > 0, alors la suite de es esp�eranes onverge vers :limn!+1E[Xn℄ = p Z +10 exp(�p�(x)) dx (5.29)�



74 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesD�emonstration :Pour d�emontrer e orollaire il suÆt de remarquer que :E[Xn℄ = E[A�n �An�1℄ = E[A�n ℄� E[An�1℄ (5.30)�Le r�esultat le plus int�eressant de ette setion est sans doute le orollaire 5.1.4 qui donneles lois marginales des dur�ees inter-d�efaillanes suessives. La �gure 5.1 repr�esente les taux dehasard de es dur�ees inter-d�efaillanes pour une intensit�e initiale onvexe (�(t) = 3t2) et uneeÆait�e de r�eparation p = 0:3. On remarque qu'apr�es une r�eparation le taux de d�efaillanede la prohaine dur�ee inter-d�efaillanes a une forme en baignoire. La roissane en n de lavaleur initiale de e taux de d�efaillane est due au fait que l'on ne sait pas quel est l'e�et deette r�eparation sur le syst�eme : peut-être est-elle AGAN, peut-être est-elle ABAO. En d'autrestermes, juste apr�es une r�eparation, le syst�eme a plus tendane �a tomber en panne ar on nesait pas si la r�eparation a �et�e eÆae ou non. Si le syst�eme survit suÆsamment longtemps apr�esavoir �et�e r�epar�e, il y a de grandes hanes que ette derni�ere r�eparation ait �et�e parfaite, et letaux de d�efaillane a don alors une valeur pratiquement identique �a l'intensit�e initiale. Pour dessyst�emes industriels importants, on s'attend �a observer le même genre d'e�et de la r�eparation.
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

X
1

X
2

X
3

X
4

XFig. 5.1 { Taux de hasard des dur�ees inter-d�efaillanes suessives dans un mod�ele BP.La �gure 5.2 montre l'e�et du param�etre d'eÆait�e de r�eparation p sur la forme du tauxde d�efaillane asymptotique des dur�ees inter-d�efaillanes ('est-�a-dire sur la forme du taux ded�efaillane assoi�e �a la variable X d�e�nie dans le orollaire 5.1.4). L'e�et de la r�eparation estd'augmenter la valeur initiale de e taux de d�efaillane par rapport au taux de d�efaillane del'intensit�e initiale. Cette augmentation est d'autant plus importante que p est petit. En e�et, plusp est petit et plus on a de hane que la r�eparation soit ABAO. Cependant on peut remarquerque dans le as d'intensit�e initiale onave, et e�et de la r�eparation n'est pas for�ement suÆsantpour inverser la onvexit�e de la ourbe. Les taux de hasard des dur�ees inter-d�efaillanes n'ontalors pas une forme en baignoire.



Le mod�ele de Brown-Proshan 75
0 0.5 1 1.5 2

0

2

4

6

8

10

12

p=1
p=0.9
p=0.7
p=0.5
p=0.3
p=0.1

0 0.5 1 1.5 2 2.5
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

p=1
p=0.9
p=0.7
p=0.5
p=0.3
p=0.1Fig. 5.2 { Inuene de p sur le taux de hasard de X dans un mod�ele BP, pour une intensit�einitiale : �a gauhe �(t) = 3t2, �a droite �(t) = 1:5pt.5.1.3 Inuene du pass�e du proessusEn pratique on a g�en�eralement d�ej�a observ�e le syst�eme pendant un ertain nombre i ded�efaillanes et r�eparations. On va maintenant voir quelles sont les ons�equenes des r�esultatspr�e�edents quand on onditionne par rapport �a e pass�e.PROPRIETE 5.1.2 :Pour un mod�ele BP, o�u Hi repr�esente l'histoire du syst�eme jusqu'�a l'instant de la i�emed�efaillane (ette histoire peut inlure ou non les i � 1 premiers e�ets de maintenane),on a pour tout n � 1 : supx�0 jP (Vi+n � xjHi)� P (Vn � x)j � (1� p)n (5.31)ave V qui peut être rempla�e soit par X , soit par A, soit par A�. �D�emonstration :On note Rn;i = [i+n�1k=i fBk = 1g, 'est-�a-dire le fait que le syst�eme se renouvelle entre le i�emeet le (i+ n)�eme instant de d�efaillane. On a tout d'abord que :P (Rn;i) = 1� P (\i+n�1k=i Bk = 0) = 1� (1� p)n (5.32)Et don,P (Vi+n � xjHi) = P (Vi+n � xjHi;Rn;i)P (Rn;i) + P �Vi+n � xjHi;Rn;i�P �Rn;i�= P (Vi+n � xjHi;Rn;i) + (1� p)n �P �Vi+n � xjHi;Rn;i�� P (Vi+n � xjHi;Rn;i)� (5.33)Or, ��P �Vi+n � xjHi;Rn;i�� P (Vi+n � xjHi;Rn;i)�� � 1 (5.34)Apr�es une maintenane AGAN, le syst�eme oublie le pass�e du proessus des d�efaillanes don :P (Vi+n � xjHi;Rn;i) = P (Vi+n � xjRn;i) (5.35)et son omportement est similaire �a elui d'un syst�eme neuf, don :P (Vi+n � xjRn;i) = P (Vn � xjRn;0) = P (Vn � x) (5.36)D'o�u le r�esultat. �



76 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesPROPRIETE 5.1.3 :Pour un mod�ele BP, si l'intensit�e initiale est roissante et qu'il existe � > 0 tel que :x1+� exp(��(x)) = o(1), alors ave les mêmes notations que la propri�et�e 5.1.2, on a :8n � 1; E[Xi+njHi℄ = E[Xn℄ + O((1� p)n) (5.37)�D�emonstration :Le th�eor�eme de Fubini pour des fontions positives nous permet d'�erire :E[Xi+njHi℄ = Z 10 SXi+njHi(x) dx (5.38)Et en utilisant les r�esultats de la d�emonstration de la propri�et�e 5.1.2, on a :E[Xi+njHi℄� E[Xn℄ = (1� p)n �Z 10 P �Xi+n > xjHi;Rn;i� dx� Z 10 P (Xn > x) dx� (5.39)Or,omme l'intensit�e initiale est roissante on a pour tout x � 0 :SXn(x) � SXnjBn�1=1(x) = SX1(x) = exp(��(x)) (5.40)De plus, pour tout x � 0 on a :SXi+njHi;Rn;i(x) � SXi+n jBi+n�1=1(x) = SX1(x) (5.41)On d�emontre la propri�et�e ar E[X1℄ = O(1). �Les omportements des proessus des d�efaillanes d'un mod�ele de Brown-Proshan et d'unmod�ele ARIm ou ARAm de m�emoire �nie sont don ompl�etement di��erents. Les mod�eles ARImet ARAm de m�emoire �nie, malgr�e l'e�et des maintenanes orretives, orrespondent �a dessyst�emes qui s'usent, puisque l'intensit�e de d�efaillane est toujours sup�erieure �a l'intensit�e d'usureminimale. Alors que le mod�ele de Brown-Proshan a tendane �a s'apparenter asymptotiquement�a un proessus de renouvellement : l'e�et des maintenanes tend �a stabiliser l'usure du syst�eme.Pour autant l'e�et des maintenanes ne tend pas �a être AGAN. En e�et, d'une part, la loiasymptotique des temps inter-d�efaillanes n'est pas la même que elle du syst�eme �a l'�etat neuf.D'autre part, le pass�e imm�ediat du proessus des d�efaillanes semble toujours pouvoir inuenerde fa�on signi�ative la probabilit�e de d�efaillane (propri�et�e 5.1.2).5.2 Estimation dans un mod�ele BP5.2.1 Identi�abilit�e de l'eÆait�e de r�eparation quand l'e�et des r�eparationsest inonnuComme nous l'avons d�ej�a fait remarquer, la plupart des travaux d'estimation dans les mod�elesde maintenane imparfaite supposent que l'eÆait�e de maintenane est onnue. Dans le as BP,ela signi�e que les valeurs des variables externes B sont onnues et don que l'on sait quellemaintenane est parfaite et quelle maintenane est minimale. Il ne reste alors plus �a estimer queles param�etres de l'intensit�e initiale 'est-�a-dire de la loi du premier instant de d�efaillane. Or,dans la pratique il est douteux que l'on puisse onnâ�tre ave ertitude les e�ets des maintenanes.Les variables al�eatoires B sont don des variables ah�ees.Le fait que peu d'auteurs se soient int�eress�es au probl�eme d'estimation quand les variablesB sont ah�ees, est sans doute li�e �a l'artile de Whitaker et Samaniego [73℄. Dans e tout



Le mod�ele de Brown-Proshan 77premier artile publi�e sur les m�ethodes d'estimation dans le mod�ele BP, les auteurs ont misen �evidene un probl�eme d'identi�abilit�e pour p dans le as o�u les variables B sont ah�ees etla dur�ee d'attente de la premi�ere d�efaillane est de loi exponentielle. Comme nous l'avons d�ej�asoulign�e, ela est logique en raison de l'absene de m�emoire de la loi exponentielle. Si l'on omete as pathologique, le param�etre d'eÆait�e de r�eparation est, omme nous allons le montrer,parfaitement identi�able, même pour des variables B ah�ees.Tout d'abord, l'intensit�e initiale est identi�able puisqu'elle orrespond au taux de hasard dupremier instant de d�efaillane T1. Pour prouver que p est lui aussi identi�able on alule la densit�ejointe des deux premi�eres dur�ees inter-d�efaillanes. On note fXjY=y(x) la densit�e onditionellede X sahant Y = y : lim�x!0 1=�x P (x < X � x+ �xjY = y).fX1;X2(x1; x2) = p fX1;X2jB1=1(x1; x2) + (1� p) fX1;X2jB1=0(x1; x2)= p fX2jB1=1(x2) fX1(x1) + (1� p) fX2jB1=0;X1=x1(x2) fX1(x1)Or, fX2 jB1=1(x2) = fX1(x2) = �(x2) exp(��(x2)) (5.42)Et, fX2 jB1=0;X1=x1(x2) = �(x2 + x1) exp(��(x2 + x1)� �(x1)) (5.43)Don fX1;X2(x1; x2) = �(x1)�(x1+ x2) exp(��(x1+ x2))+p�(x1)[�(x2) exp(��(x1)� �(x2))� �(x1 + x2) exp(��(x1+ x2))℄ (5.44)Ainsi, p n'est pas identi�able si et seulement si, pour tout x1 � 0 et x2 � 0,�(x2) exp(��(x1)� �(x2)) = �(x1 + x2) exp(��(x1+ x2))En prenant la primitive par rapport �a x2 des deux membres de ette �equation, on prouve donque p n'est pas identi�able si et seulement si, pour tout x1 � 0 et x2 � 0,�(x1) + �(x2) = �(x1 + x2) (5.46)Don, si la premi�ere dur�ee inter-d�efaillanes est suppos�ee de loi non exponentielle, le param�etred'eÆait�e de r�eparation est identi�able.En pratique on peut onsid�erer que les syst�emes en l'absene de maintenanes s'usent. L'in-tensit�e initiale ne peut don pas orrespondre �a une loi exponentielle et le probl�eme d'identi�abi-lit�e n'a pas lieu d'être. Dans un adre param�etrique, on peut don alors s'int�eresser �a l'estimationdes param�etres de l'intensit�e initiale et d'eÆait�e de r�eparation dans le as o�u les variables Bsont ah�ees.Une id�ee propos�ee par Lim [52℄ est d'utiliser l'algorithme EM sp�eialement on�u pour faire del'estimation dans des mod�eles d�ependants de variables ah�ees. Lim, Lu et Park [51℄ ont propos�eune autre m�ethode, bas�ee sur l'analyse bay�esienne, et qui onsiste �a donner au param�etre pd'eÆait�e de maintenane une loi a priori de type b�eta.Nous proposons une autre approhe qui onsiste �a aluler une arat�erisation du mod�elene faisant pas intervenir les valeurs des variables externes B. Langseth et Lindqvist [45℄ sesont int�eress�es �a une m�ethode similaire mais se sont tromp�es dans le alul de la vraisemblanedu mod�ele. Cette nouvelle approhe, ontrairement �a la m�ethode propos�ee par Lim, pr�esentel'avantage de pouvoir être g�en�eralis�ee, au moins d'un point de vue th�eorique, au as d'autresmod�eles pour lesquels le proessus des d�efaillanes d�epend aussi de variables externes. Ellepermet, de plus, le alul de la loi onditionnelle des temps inter-d�efaillanes. Cette loi, plusomplexe �a �etudier que elle de la setion pr�e�edente, a n�eanmoins l'avantage de nous renseignersur la d�ependane existant entre les di��erentes dur�ees inter-d�efaillanes.



78 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seules5.2.2 Th�eor�eme d'innovation et intensit�e propreL'id�ee de ette setion est don de proposer une m�ethode permettant d'estimer les param�etresd'un mod�ele de maintenane imparfaite pour lequel le proessus des d�efaillanes d�epend devariables al�eatoires externes dont on ne onnâ�t pas les valeurs. En fait, même quand des variablesexternes B inuenent le proessus des d�efaillanes, elui-i peut malgr�e tout être vu omme unproessus pontuel auto-exit�e. Le lien entre les intensit�es de d�efaillane :�t(N;B) = lim�t!0 1�tP (Nt+�t �Nt� = 1jNt�;TNt� ;BNt� )et �t(N) = lim�t!0 1�tP (Nt+�t �Nt� = 1jNt�;TNt� )aussi not�ee plus simplement �t = �t(N), est fait grâe au th�eor�eme d'innovation [3℄.THEOREME 5.2.1 (Th�eor�eme d'innovation).Soient H1t et H2t deux �ltrations telles que pour tout t � 0, H2t � H1t . Soit N un proessusde omptage d'intensit�e de d�efaillane �t(H1) par rapport �a la plus large des deux �ltra-tions. Alors, N poss�ede une intensit�e de d�efaillane �t(H2), par rapport �a la plus petite des�ltrations, et elle v�eri�e : �t(H2) = E ��t(H1)jH2t�� (5.47)o�u H2t� = Ss<tH2s . �Dans le as d'un mod�ele de maintenane imparfaite, inuen�e par des variables al�eatoiresexternes, omme le mod�ele BP, on a ainsi :�t = E [�t(N;B)j�(fNsg0�s<t)℄ (5.48)�t est l'intensit�e de d�efaillane du proessus pontuel auto-exit�e. On peut rajouter, pour �eviterles onfusions, le quali�atif d'intensit�e de d�efaillane propre pour �t, par opposition �a l'in-tensit�e que l'on quali�era de relative (au proessus externe) qu'est �t(N;B). Le proessus desd�efaillanes peut don être onsid�er�e omme un proessus pontuel auto-exit�e d'intensit�e ded�efaillane �t. On peut lui appliquer tous les r�esultats onnus sur e type de proessus. Enpartiulier, dans le adre d'une approhe param�etrique, on peut faire de l'estimation grâe �a lafontion de log-vraisemblane de l'�equation (1.11).Comme le montre la propri�et�e suivante, l'intensit�e de d�efaillane propre se alule de fa�onr�eursive en fontion des valeurs de l'intensit�e et de l'intensit�e umul�ee de d�efaillane aux instantsde maintenane pr�e�edents. Pourtant, dans l'�equation i-dessous, d'un point de vue omplexit�ede alul, 'est plus le produit �a l'int�erieur de la somme, que le arat�ere r�eursif du alul quipose probl�eme.PROPRIETE 5.2.1 :L'intensit�e de d�efaillane propre d'un mod�ele BP v�eri�e :�t = �ddt 24ln0�Nt�Xj=0 p1lfj>0g(1� p)Nt��j 24 Nt�Yi=j+1 �(Ti � Tj)�Ti 35 exp ���(t� Tj)� �Tj�1A35(5.49)�D�emonstration :Par onvention on note B0 = 1. L'id�ee de la d�emonstration est de onditionner le alul par rap-port �a l'instant de la derni�ere maintenane parfaite. On note don Bk;j, pour k � j, l'�ev�enement :



Le mod�ele de Brown-Proshan 79la j�eme maintenane est parfaite et les suivantes, jusqu'�a la k�eme omprise, sont minimales :Bk;j = ffBj = 1g; fBi = 0gfj<i�kgg. Le th�eor�eme d'innovation implique que :�t = E[�t(N;B) jNt�;TNt� ℄= Nt�Xj=0 E[�t(N;B) jBNt� ;j ; Nt�;TNt� ℄P (BNt� ;j jNt�;TNt� ) (5.50)Langseth et Lindqvist n'ont pas utilis�e le th�eor�eme d'innovation, mais leur erreur a �et�e deonsid�erer que pour Nt� � j, P (BNt� ;j jNt�;TNt� ) = p1lfj>0g(1� p)Nt��j , 'est-�a-dire que l'ef-�ait�e de la i�eme maintenane, Bi, et l'instant de la j�eme maintenane, Tj sont ind�ependantspour j > i. En e�et, Bi et Tj sont ind�ependants, mais uniquement pour j � i : l'e�et al�eatoirede la maintenane dans un mod�ele BP est ind�ependant de l'histoire du proessus des d�efaillanesmais uniquement jusqu'�a l'instant de la maintenane onsid�er�ee.Par d�e�nition de Bk;j le temps �eoul�e �a l'instant t depuis la derni�ere maintenane parfaiteest t� Tj, don E[�t(N;B) jBNt� ;j ; Nt�;TNt� ℄ = �(t� Tj).Pour Nt� = 0 il est trivial de montrer que la propri�et�e 5.2.1 est v�eri��ee. Pour Nt� � 1 etNt� � j, on utilise la formule de Bayes pour sortir du onditionnementNt� dans P (BNt� ;j jNt�;TNt� ). Pour e faire il faut n�eanmoins passer d'un onditionnement par rapport �a la variableal�eatoire Nt� �a un onditionnement par rapport �a l'�ev�enement Nt� = n, ave n � 1 et n � j.En remarquant que et �ev�enement Nt� = n est le même que Tn+1 � t, on obtient don :P (Bn;j jNt� = n;Tn) = P (Bn;j jTn)P (Tn+1 � t jTn;Bn;j)P (Tn+1 � t jTn) (5.51)Or, d'apr�es les onsid�erations pr�e�edentes, Bn et Tn sont ind�ependants. Don, en notant gpk;j =P (Bk = 1lfj=kg) = p1lfj=kg(1� p)1lfj 6=kg , on a :P (Bn;j jTn) = gpn;j [P (Bn�1;j jTn)℄1lfn>jg (5.52)De plus, il est bien onnu que pour un proessus pontuel auto-exit�e la fontion de survie v�eri�e :P (Tn+1 � t jTn) = exp(� Z tTn �s ds) (5.53)Cette formule se g�en�eralise simplement au as d'un proessus exit�e par un proessus externe :P (Tn+1 � t jTn;Bn;j) = exp(� Z tTn �s(N;B) ds) (5.54)Ce qui implique, ompte-tenu de la signi�ation de Bn;k,P (Tn+1 � t jTn;Bn;j) = exp(� Z tTn �(s� Tj) ds) (5.55)Finalement, en injetant es r�esultats dans l'�equation (5.51) on obtient en repassant �a un ondi-tionnement par rapport �a la variable al�eatoire Nt� :P (BNt� ;j jNt�;TNt� ) = p̂Nt� ;j �P (BNt��1;j jTNt� )�1lfNt�>jg exp(� R tTNt� �(s� Tj) ds)exp(� R tTNt� �s ds) (5.56)Pour k � 2 et k � j on a :P (Bk;j jTk+1) = P (Bk;j jTk)fTk+1jTk;Bk;j (Tk+1)fTk+1jTk(Tk+1) (5.57)



80 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesDes formules (5.53) et (5.54) on d�eduit tr�es simplement que :fTk+1jTk(Tk+1) = �Tk+1 exp(� Z Tk+1Tk �s ds) (5.58)fTk+1jTk ;Bk;j (Tk+1) = �Tk+1(N;B) exp(� Z Tk+1Tk �s(N;B) ds) (5.59)Ave la même m�ethode que pr�e�edemment on a don :P (Bk;j jTk+1) = gpk;j [P (Bk�1;j jTk)℄1lfk>jg �(Tk+1 � Tj) exp(� R Tk+1Tk �(s� Tj) ds)�Tk+1 exp(� R Tk+1Tk �s ds) (5.60)A l'aide des �equations (5.56) et (5.60) on obtient don r�eursivement que :P (BNt� ;j jNt�;TNt� ) = p1lfj>0g(1� p)Nt��j Nt�Yi=j+1 ��(Ti � Tj)�Ti � exp ���(t� Tj) + �t � �Tj�(5.61)En injetant e r�esultat dans l'�equation (5.50) on obtient que l'intensit�e de d�efaillane proprev�eri�e :�t = Nt�Xj=0 p1lfj>0g(1� p)Nt��j�(t� Tj) Nt�Yi=j+1 ��(Ti � Tj)�Ti � exp ���(t� Tj) + �t � �Tj� (5.62)Mais ette formule n'est pas satisfaisante ar �t s'exprime �a l'aide de �t. Il faut don la r�e�erire.Pour ela, on remarque, en notant,Sn;j = p1lfj>0g(1� p)n�j nYi=j+1 ��(Ti � Tj)�Ti � exp ���Tj� (5.63)que : �t exp (��t) = Nt�Xj=0 �(t� Tj) exp (��(t � Tj))SNt� ;j (5.64)En int�egrant l'�equation pr�e�edente entre TNt� et t, et en remarquant que Ns� = Nt� pourTNt� < s < t, on obtient :exp (��t)� exp���TNt�� = Nt�Xj=0 SNt� ;j �exp (��(t� Tj))� exp ���(TNt� � Tj)�� (5.65)Or, en �evaluant l'�equation (5.64) en t = TNt� et en remarquant que NT�Nt� = Nt��1, on obtient�egalement : exp���TNt�� = Nt��1Xj=0 �(TNt� � Tj)�TNt� exp ���(TNt� � Tj)�SNt��1;j (5.66)Mais, SNt� ;j1� p = �(TNt� � Tj)�TNt� SNt��1;j (5.67)



Le mod�ele de Brown-Proshan 81Don exp���TNt�� = 11� p Nt��1Xj=0 SNt� ;j exp ���(TNt� � Tj)� (5.68)Et en additionnant et soustrayant dans le membre de droite de l'�equation pr�e�edente le terme :11� pSNt� ;Nt�exp(��(TNt� � TNt� )) = p1� pexp(��TNt� ) (5.69)on obtient:exp���TNt�� = 11� p 24Nt�Xj=0 SNt� ;j exp ���(TNt� � Tj)�35� p1� pexp���TNt�� (5.70)On en d�eduit que : exp���TNt�� = Nt�Xj=0 SNt� ;j exp ���(TNt� � Tj)� (5.71)Et en utilisant e r�esultat dans l'�equation (5.65) on obtient que :exp (��t) = Nt�Xj=0 SNt� ;jexp (��(t� Tj)) (5.72)Finalement la propri�et�e est prouv�ee en prenant le logarithme et en d�erivant l'�equation i dessus.�Il est �egalement tr�es faile de d�eduire de l'�equation (5.72) et de (1.13) la loi des tempsinter-d�efaillanes, onnaissant l'histoire propre du proessus des d�efaillanes.COROLLAIRE 5.2.1. :Pour un mod�ele BP, le proessus des d�efaillanes v�eri�e :P (Xn+1 > x jTn) = nXj=0 p1lfj>0g(1� p)n�j nYi=j+1 ��(Ti� Tj)�Ti �exp ���(x+ Tn � Tj) + �Tn � �Tj� (5.73)�Les r�esultats des orollaires 5.1.4 et 5.2.1 sont tr�es di��erents. Le orollaire 5.1.4 donnaitla loi marginale des dur�ees inter-d�efaillanes suessives. Cela nous a permis, simplement, demieux omprendre l'�evolution du proessus des d�efaillanes. Le orollaire pr�e�edent donne, lui,la loi onditionnelle des dur�ees inter-d�efaillanes suessives. Ces lois d�e�nissent ompl�etementle proessus des d�efaillanes mais sont beauoup plus omplexes �a �etudier.La �gure 5.3 repr�esente, pour un mod�ele BP d'intensit�e initiale �(t) = 3t2 et de param�etrep = 0:5, en pointill�es l'intensit�e de d�efaillane relative, �t(N;B), et en trait plein l'intensit�e ded�efaillane propre, �t. Les instants de maintenane minimale sont symbolis�es par des erles eteux de maintenane parfaite par des �etoiles. Apr�es une r�eparation, l'intensit�e de d�efaillanepropre semble avoir une forme en baignoire (omme le taux de d�efaillane des dur�ees inter-d�efaillanes). Si le temps �eoul�e depuis la pr�e�edente r�eparation est suÆsamment long, l'intensit�ede d�efaillane propre est �egale �a l'intensit�e initiale �a l'instant t�TNt� . Apr�es une r�eparation, laforme de l'intensit�e de d�efaillane propre durant la p�eriode que l'on pourrait quali�er de jeunessed�epend des instants de d�efaillane pr�e�edents. Ainsi, si la dur�ee inter-d�efaillanes pr�e�edente estsuÆsamment importante, la longueur de la p�eriode de jeunesse semble être moins importante.
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Fig. 5.3 { Intensit�e de d�efaillane propre et relative d'un mod�ele BP.5.2.3 Vraisemblane propreGrâe �a ette intensit�e de d�efaillane propre, on peut avoir a�es �a la fontion de vraisem-blane assoi�ee �a l'observation des instants de maintenane sans supposer onnus leurs e�ets.On quali�era �egalement ette vraisemblane de vraisemblane propre.PROPRIETE 5.2.2 :Dans un mod�ele BP, la fontion de vraisemblane assoi�ee �a une unique observation duproessus des d�efaillanes sur [0; t[ v�eri�e :Lt(�) = (1� p)Nt� 24Nt�Yi=1 �(Ti)35�(t)1lft=TNtg exp(��(t)) + p24Nt�Xj=1(1� p)Nt��j24 Nt�Yi=j+1�(Ti � Tj)35�(t� Tj)1lft=TNt g exp(��(t� Tj))LTj(�)35 (5.74)o�u � repr�esente les param�etres �a estimer, 'est-�a-dire p et les param�etres de l'intensit�e initiale,�. �D�emonstration :Lt(�) = "NtYi=1 �Ti# exp (��t) = 24Nt�Yi=1 �Ti35�1lft=TNtgt exp (��t) (5.75)Si t = TNt, on remplae dans l'expression pr�e�edente �t exp (��t) par sa valeur dans l'�equation(5.64). Sinon, on remplae exp (��t) par sa valeur dans l'�equation (5.72). On obtient ainsi :



Le mod�ele de Brown-Proshan 83Lt(�) = Nt�Xj=0 p1lfj>0g�(t� Tj)1lft=TNtg exp (��(t� Tj))(1� p)Nt��j 24 Nt�Yi=j+1�(Ti � Tj)35" jYi=1�Ti# exp ���Tj�= �(t)1lft=TNtg exp (��(t)) (1� p)Nt� 24Nt�Yi=1 �(t� Tj)35+Nt�Xj=1 p�(t� Tj)1lft=TNtg exp (��(t� Tj))(1� p)Nt��j 24 Nt�Yi=j+1�(Ti � Tj)35" jYi=1�Ti# exp ���Tj� (5.76)Et la propri�et�e est d�emontr�ee du fait que : LTj(�) = hQji=1 �Tii exp ���Tj�. �Contrairement �a e qu'on observe sur beauoup de mod�eles, le fait de prendre la log-vraisemblane ne simpli�e pas du tout les hoses dans le as BP. Pour autant on peut malgr�etout aluler la valeur des d�eriv�ees partielles de la vraisemblane, omme le montre le orollairesuivant. Ce alul reste it�eratif.COROLLAIRE 5.2.2. :Dans un mod�ele BP, les d�eriv�ees partielles de la vraisemblane par rapport au param�etre pd'eÆait�e de maintenane et aux param�etres �i (pour 1 � i � q � 1), de l'intensit�e initiale,v�eri�ent :�Lt(�)�p = �Nt�(1� p)Nt��1 24Nt�Yi=1 �(Ti)35�(t)1lft=TNtg exp(��(t))+Nt�Xj=1(1� p)Nt��j�1 24 Nt�Yi=j+1�(Ti � Tj)35�(t� Tj)1lft=TNtgexp(��(t� Tj))�(1� (Nt� � j + 1)p)LTj(�) + p(1� p)�LTj(�)�p � (5.77)�Lt(�)��i = �(1� p)Nt�Pt;0 + pNt�Xj=1(1� p)Nt��j  Pt;j LTj(�)+24 Nt�Yi=j+1�(Ti � Tj)35�(t� Tj)1lft=TNt g exp(��(t� Tj))�LTj(�)��i 1A (5.78)



84 Mod�elisation et �evaluation des e�ets des MC seulesave Pt;j = 26666664 Nt�Xk=j+1 Nt�Yi=j+1 �(Ti � Tj)�(Tk � Tj) ��(Tk � Tj)��i+ ���(t� Tj)��i � �(t� Tj)2�24 Nt�Yi=j+1�(Ti � Tj)353777775 exp (��(t� Tj))(5.79)�On peut montrer que le alul de la vraisemblane et de es d�eriv�ees partielles a (en leprogrammant eÆaement) une omplexit�e en O(n2). La m�ethode propos�ee par Lim et bas�eesur l'algorithme EM a elle aussi une omplexit�e en O(n2) (si l'on ne tient pas ompte du nombred'it�erations n�eessaires aux maximisations des param�etres). L'estimateur trouv�e �a l'aide de lam�ethode EM doit onverger (sous ertaines onditions dont Lim n'a pas prouv�e qu'elles �etaientv�eri��ees dans le as du mod�ele BP) vers l'estimateur de maximum de vraisemblane. En unertain sens, la m�ethode de Lim peut don être omprise omme un algorithme asymptotiquede maximisation de notre vraisemblane propre. Connaissant la vraisemblane propre on peutimaginer d'autres m�ethodes de alul des estimateurs de maximum de vraisemblane, ommeune m�ethode de Newton ou tout simplement en alulant toutes les valeurs de la vraisemblanepropre sur une grille.



Conlusion de la premi�ere partieDans ette premi�ere partie, nous avons propos�e deux nouvelles lasses de mod�eles de r�epara-tion imparfaite : les mod�eles �a r�edution arithm�etique de l'âge (ARA) ou de l'intensit�e (ARI)de m�emoire m. Les mod�eles ARIm et ARAm englobent des mod�eles d�eja existant omme euxde Malik, de Brown-Mahoney-Silvazlian et de Chan-Shaw, et en proposent de nouveaux. Lam�emoire re�ete une propri�et�e markovienne des mod�eles : 'est le nombre maximal d'instantsde d�efaillane pr�e�edents qui peuvent inuener l'intensit�e de d�efaillane. On a d�emontr�e quedes m�emoires �nies orrespondent �a des syst�emes dont la maintenane n'est pas suÆsante pourstabiliser l'usure. En e�et, asymptotiquement leur intensit�e de d�efaillane est �equivalente �aelle d'un proessus de Poisson non homog�ene d'intensit�e roissante. Pour des mod�eles ARI etARA de m�emoire �nie, on a propos�e des estimateurs expliites pour le param�etre d'eÆait�ede r�eparation. Pour la premi�ere fois, on a d�emontr�e des r�esultats statistiques th�eoriques surl'estimation de l'eÆait�e de la maintenane. Ainsi, on a prouv�e que, dans le as o�u l'usuredu syst�eme en l'absene de maintenane est onnue, nos estimateurs expliites ainsi que lesestimateurs de maximum de vraisemblane orespondants onvergeaient presque sûrement versla vraie valeur du param�etre d'eÆait�e de maintenane et �etaient asymptotiquement normales.On a ainsi pu en d�eduire des intervalles de on�ane asymptotiques pour le param�etre d'eÆait�ede r�eparation. Les hypoth�eses faites pour obtenir es r�esultats sont moins ontraignantes dans leas des mod�eles ARIm que dans le as des mod�eles ARAm, restreints �a des fontions puissanesroissantes pour l'intensit�e initiale. Une perspetive envisageable de e travail serait l'�etudeth�eorique de l'estimation onjointe d'un param�etre d'�ehelle et d'un param�etre d'eÆait�e demaintenane dans le as o�u l'intensit�e initiale est une fontion puissane. L'�etude th�eorique del'estimation onjointe de l'ensemble des param�etres ne semble en e�et pas r�ealiste.Nous avons donn�e de nouveaux r�esultats sur le mod�ele de Brown-Proshan (BP). Il a �et�eprouv�e que e mod�ele orrespond �a des syst�emes pour lesquels l'eÆait�e de la maintenanepermet de ontenir ou de stabiliser l'usure. Ce mod�ele di��ere �egalement des mod�eles ARI etARA ar il a une intensit�e de d�efaillane exit�ee par un proessus externe. Cela nous a permisd'introduire le th�eor�eme d'innovation qui permet de traiter notre mod�ele g�en�eral d'eÆait�e demaintenane inluant des variables externes ah�ees, de fa�on similaire �a un proessus pontuelauto-exit�e. On peut ainsi, pour e mod�ele g�en�eral, aluler une intensit�e de d�efaillane ditepropre et une fontion de vraisemblane propre, toutes deux assoi�ees �a la seule observation desinstants de d�efaillane. Dans le adre du mod�ele de BP, ette intensit�e de d�efaillane et ettevraisemblane propre sont omplexes et doivent être alul�ees r�eursivement. Toujours pour lemod�ele BP, des simulations ont montr�e que l'intensit�e de d�efaillane propre, apr�es une MC, avaitune forme en baignoire. De plus, malgr�e la omplexit�e de la fontion de vraisemblane propre,on a montr�e qu'il �etait possible de aluler ses d�eriv�ees partielles et don de la maximiser pardes m�ethodes num�eriques.Il nous faut maintenant g�en�eraliser es mod�eles et es m�ethodes d'estimation a�n de pou-voir prendre en ompte �a la fois l'e�et des maintenanes orretives et elui des maintenanespr�eventives.





Deuxi�eme partieMod�elisation et �evaluationdes e�ets des maintenanespr�eventives et orretivesLes mod�eles pr�esent�es jusqu'�a maintenant ne prennent en ompte qu'un seul type de main-tenane. Mais, même si ils ont �et�e introduits pour des maintenanes uniquement orretives, onpeut �egalement les utiliser pour des maintenanes uniquement pr�eventives. Naturellement dansla r�ealit�e industrielle les deux types de maintenanes oexistent. L'apparition des d�efaillanes, etdon des maintenanes orretives, est retard�ee par la mise en plae de maintenanes pr�eventives.Pour des syst�emes ritiques, �a haut niveau de �abilit�e, les d�efaillanes sont souvent tr�es rares,on observe don beauoup plus de maintenanes pr�eventives que de orretives. Il est donn�eessaire d'inlure l'e�et des maintenanes pr�eventives dans la mod�elisation du proessus desd�efaillanes de la premi�ere partie. Il faut �egalement être apable d'int�egrer le fait que l'eÆait�edes ations de maintenane pr�eventive, souvent plani��ees longtemps �a l'avane, est en g�en�eralbien sup�erieure �a elle des ations de maintenane orretive, r�ealis�ees dans l'urgene.Un autre probl�eme se pose. Le th�eor�eme d'innovation a pour ons�equene imm�ediate quepour d�e�nir la loi onditionnelle des temps inter-d�efaillanes (1.13), il faut onnâ�tre la loionditionnelle des dates de MP sahant le pass�e du proessus des d�efaillanes. En termes plussimples il faut savoir omment les instants de MP sont hoisis. Sont-ils d�eterministes, sont-ilsal�eatoires, d�ependent-ils des instants de d�efaillane pr�e�edents?Dans le hapitre six, on s'int�eressera au as de MP plani��ees dont les dates sont d�etermin�eesen fontion des instants de maintenane d�ej�a observ�es. Les MP �a dates �x�ees sont un as par-tiulier de MP plani��ees, o�u les instants de MP sont totalement d�e�nis �a la mise en route dusyst�eme. Le proessus des MP et des MC sera arat�eris�e �a l'aide de l'intensit�e de d�efaillaneet de la politique de MP, 'est-�a-dire la fa�on de hoisir les dates de MP. Nous g�en�eraliserons lemod�ele d'âge virtuel a�n de prendre en ompte l'e�et des maintenanes pr�eventives et orretivessur le proessus des d�efaillanes. Le th�eor�eme d'innovation permettra de transposer les r�esultatsobtenus au as o�u un proessus al�eatoire externe vient inuener l'eÆait�e des maintenanes.En�n, nous donnerons les prinipales politiques de MP existant dans la litt�erature, 'est-�a-direquelles sont les fa�ons lassiques de plani�er les MP.Dans le hapitre sept, on s'int�eressera au as des MP onditionnelles. Cela orrespond �a desMP non plani��ees, dont les dates d�ependent d'une surveillane d'indiateurs arat�eristiques dufontionnement et de la d�egradation du syst�eme. Le mod�ele que nous proposons est alors bas�esur la d�e�nition de deux intensit�es orrespondant respetivement au proessus des MP et desMC. Il g�en�eralise les r�eents travaux d�ej�a publi�es, bas�es sur les risques onurrents, et ouvre denouvelles perspetives prometteuses.



88 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MCEn�n dans le hapitre huit, on propose une appliation des mod�eles �etudi�es �a un jeu dedonn�ees provenant de l'analyse de dix-sept mat�eriels identiques faisant partie d'unit�es de pro-dution �eletrique d'EDF.



Chapitre 6Maintenanes pr�eventives plani��eesLes dates de maintenane pr�eventive ne sont pas n�eessairement enti�erement onnues �a lamise en route du syst�eme : les MP peuvent être faites �a des instants al�eatoires. Quali�er l'instantde maintenane pr�eventive d'al�eatoire peut hoquer les exploitants des syst�emes industriels. Ilfaut don bien en lari�er la signi�ation : est dit al�eatoire tout e qui n'a pas �et�e pr�evu aveertitude �a la mise en route du syst�eme.Dans e hapitre, nous nous int�eressons au as des maintenanes pr�eventives �a dates pla-ni��ees. Ce type de MP peut aussi bien orrespondre �a des MP �a dates d�eterministes qu'�a des MP�a dates al�eatoires. Apr�es avoir arat�eris�e math�ematiquement e qu'est une MP plani��ee, nousdonnerons les propri�et�es orrespondantes du proessus des MP et MC. Dans un premier temps,nous supposerons qu'auun proessus externe ne vient inuener l'eÆait�e des maintenanes.Avant de g�en�eraliser le mod�ele pour prendre en ompte le proessus externe, nous proposeronsdes mod�eles d'eÆait�e de maintenane bas�es sur la notion d'âge virtuel. Nous ferons le lien entrenotre mod�ele g�en�eral et le mod�ele propos�e par Last et Szekli, et nous onluerons e hapitre endonnant les prinipales politiques de MP utilis�ees dans la litt�erature.6.1 Plani�ation de la maintenane pr�eventiveUne onfusion est souvent faite entre les termes plani��e et �a dates �x�ees : math�ematique-ment e n'est pas pare que quelque hose est plani��e qu'il est n�eessairement d�eterministe. Parexemple, on peut plani�er la date de la prohaine MP en fontion des instants de d�efaillanepr�e�edents. Ces instants de d�efaillane �etant n�eessairement al�eatoires, la date de la prohaineMP le sera aussi. Cela est aussi le as des MP dont la p�eriodiit�e a �et�e r�eduite suite �a uner�eatualisation de \l'optimisation de la maintenane par la �abilit�e" (OMF). En e�et, des �etudesde �abilit�e, men�ees au ours de la vie op�erationnelle d'un syst�eme, peuvent d�emontrer que elui-in'est pas assez �able. L'exploitant est alors amen�e �a modi�er le alendrier des MP �x�e �a la miseen route du syst�eme. Dans e as, même si les nouveaux instants de maintenane pr�eventivesont toujours p�eriodiques, on doit les onsid�erer omme al�eatoires dans la mesure o�u ettemodi�ation de la p�eriodiit�e n'avait pas �et�e pr�evue au d�epart.On dira don qu'une MP est plani��ee si et seulement si, �a tout instant t � 0, la date pr�evuede la prohaine MP est une fontion d�eterministe du pass�e du proessus des MP et MC :UKt�+1 = 1) �Mt�+1 = CKt� + hKt� (WKt� ;UKt� ) (6.1)o�u, pour tout k � 0, hk(:) est une fontion d�eterministe. On appelle politique ou plan de main-tenane pr�eventive une r�egle permettant de �xer les dates des MP ult�erieures en fontion detoutes les informations disponibles �a l'instant de la derni�ere maintenane. Math�ematiquement,la politique de MP orrespond �a l'ensemble des fontions hk(:) pour tout k � 0.La prohaine MP plani��ee n'aura pas lieu �a la date pr�evue si une d�efaillane et don uneMC survient avant : WKt�+1 = min �TNt�+1 � CKt� ; hKt�(WKt� ;UKt� )� (6.2)



90 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MCUKt�+1 = 1lfWKt�+1=hKt� (WKt� ;UKt� )g (6.3)Cependant, le plan de maintenane pr�eventive doit toujours être respet�e. Il faut don s'assurerque les �equations (6.2) et (6.3) sont bien v�eri��ees, 'est-�a-dire que le proessus des MP et MCrespete pour tout k � 1 la ontrainte : (W k;Uk) 2 Ik, ave :Ik = ((wk ;uk) 2 IRn+ � f0; 1gn ����� kYi=1 �1lfwi<hi�1(wi�1;ui�1)g�1�ui �1lfwi=hi�1(wi�1;ui�1)g�ui = 1)Cela est suppos�e être v�eri��e dans la suite de e hapitre. On n'aura don pas �a �erire desindiatries dans toutes les formules.Le as basique des MP �a dates �x�ees (�a la mise en route du syst�eme) est un exemple de MPplani��ees. Les instants de MP f�kgk�1 et le proessus des MP fmtgt�0 sont alors d�eterministes.La politique de MP est d�etermin�ee par :8k � 1; hk(Wk ;Uk) = �mCk+1 � Ck (6.5)Comme nous le verrons dans la inqui�eme setion de e hapitre il existe d'autres politiques deMP orrespondant �a des instants de MP al�eatoires : MP �a âge �x�e, MP �a intensit�e �x�ee.6.2 Propri�et�es du proessus des MP et MCL'instant pr�evu de la prohaine MP est arat�eris�e par le plan de MP. Le proessus des MC,ou proessus des d�efaillanes est quant �a lui toujours arat�eris�e par son intensit�e de d�efaillane.Pour simpli�er les hoses, on suppose dans un premier temps que l'eÆait�e de maintenane ned�epend pas de variables al�eatoires externes. L'intensit�e de d�efaillane sera alors naturellementd�e�nie en fontion de l'histoire du proessus des MP et MC :Ht = �(fNs;Msg0�s�t) = �(fKs; UKsg0�s�t) (6.6)Or, grâe aux �equations (6.2) et (6.3), le proessus des MP et des MC est enti�erement d�e�ni parle proessus des MC et la politique de MP. L'histoire du proessus des MP et MC n'est ainsi riend'autre que l'histoire du proessus des d�efaillanes : Ht = �(fNsg0�s�t). Et le proessus des MCest don un proessus pontuel auto-exit�e. Son intensit�e de d�efaillane peut s'�erire de fa�onindi��ereni�ee sous les formes �Ns (K;U) = �Ns (N;M) = �Ns (N). Comme nous le verrons dans lasetion suivante, l'histoire naturelle pour �erire l'intensit�e de d�efaillane est elle du proessusdes MP et MC, l'intensit�e de d�efaillane apparâ�t don naturellement sous la forme �Ns (N;M).N�eanmoins, la vision proessus pontuel auto-exit�e pr�esente l'avantage de permettre l'utilisationde l'ensemble de la th�eorie existant sur e type de proessus. En partiulier, omme ela a d�ej�a�et�e rappel�e dans le hapitre 1, la fontion de survie onditionnelle des dur�ees inter-d�efaillaness'�erit sous la forme : P (Xn+1 > x jTn) = exp�� Z Tn+xTn �Ns (N) ds� (6.7)Le passage de la vision proessus bivari�e ou olor�e �a la vision proessus auto-exit�e (ouvie-versa) n'est pas �evident et peut �enorm�ement omplexi�er les formules. En e�et les �eritures�Ns (K;U) ou �Ns (N) sont tr�es elliptiques et ahent une partie du probl�eme. C'est pourquoi,pour pr�eiser les hoses, il nous arrivera dans e hapitre de pr�ef�erer �erire es intensit�es sous lesformes �Ns (k;Wk;Uk) ou �Ns (n;Tn) quand Ks = k et Ns = n. En terme de proessus bivari�e ou



Maintenanes pr�eventives plani��ees 91olor�e, l'�equation (6.7) se r�e�erit de la fa�on suivante, en mettant en �evidene les MP survenuesentre Tn et Tn + x :P (Xn+1 > x jWKTn ;UKTn ) = exp0��KTn+x�1Xj=KTn Z Cj+1Cj �Ns (j;Wj ;Uj) ds� Z Tn+xCKTn+x �Ns (KTn+x;WKTn+x ;UKTn+x) ds! (6.8)ave pour tout j 2 fKTn + 1; :::; KTn+xg, Cj = Tn +Pj�1i=KTn hi(Wi;Ui) et Uj = 1.Dans l'�equation pr�e�edente, omme dans l'�equation (6.7), on s'int�eresse �a la dur�ee inter-d�efaillane quand on onnait le pass�e du proessus des MP et MC au moment de la derni�ered�efaillane. La propri�et�e suivante g�en�eralise ette formule au as o�u on onnait le pass�e duproessus des MP et MC au moment de la derni�ere maintenane. Pour avoir une �eriture de lapropri�et�e plus simple, on ne s'interesse plus �a la dur�ee inter-d�efaillane mais �a l'instant de laprohaine d�efaillane, e qui est �equivalent.PROPRIETE 6.2.1 :P (TNCk+1 > tjW k;Uk) = ( 1 si t < Ckexp�� R tCk �Ns (K;U) ds� sinon (6.9)�D�emonstration :La propri�et�e est triviale pour t < Ck. Si Uk = 0, TNCk = Ck, don l'histoire du proessus desMP et MC en Ck n'est rien d'autre que l'ensemble des NCk premiers instants de d�efaillane.Ainsi, pour tout t � Ck, on a :P (TNCk+1 > tjWk ;Uk) = P (TNCk+1 > tjTNCk ) = exp�� Z tCk �Ns (N) ds�= exp�� Z tCk �Ns (K;U) ds� (6.10)Si Uk = 1, TNCk < Ck et TNCk+1 > Ck, don l'histoire du proessus des MP et MC en Ckorrespond �a l'ensemble des NCk premiers instants de d�efaillane et le fait que TNCk+1 > Ck.Ck n'est alors qu'une fontion d�eterministe des MC d�ej�a observ�ees : TNCk . Ainsi, pour t � Ck,P (TNCk+1 > tjWk;Uk) = P (TNCk+1 > tjTNCk ; TNCk+1 > Ck)= P (TNCk+1 > t \ TNCk+1 > CkjTNCk )P (TNCk+1 > CkjTNCk ) = P (TNCk+1 > tjTNCk )P (TNCk+1 > CkjTNCk )= exp�� R tTNCk �Ns (N) ds�exp�� R CkTNCk �Ns (N) ds� = exp�� Z tCk �Ns (N) ds�= exp�� Z tCk �Ns (K;U) ds� (6.11)�Dans la propri�et�e pr�e�edente, on peut omme on l'a fait dans l'�equation (6.8) expliiter eque repr�esente R tCk �Ns (K;U) ds, en mettant en �evidene les MP survenues entre Tn et Tn + x.Cette propri�et�e montre que l'on peut interpr�eter la derni�ere MP observ�ee omme une ensure



92 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MC�a gauhe d�eterministe du proessus des d�efaillanes. En�n, on peut en d�eduire �egalement lapropri�et�e suivante, qui arat�erise la loi onditionnelle des types de maintenanes et dur�eesinter-maintenanes onnaissant le pass�e du proessus des MP et MC.PROPRIETE 6.2.2 :P (Wk+1 > w;Uk+1 = 1jW k ;Uk) = ( 0 si w � hk(W k ;Uk)exp��R hk(W k;Uk)0 �NCk+s(k;Wk ;Uk) ds� sinon(6.12)P (Wk+1 > w;Uk+1 = 0jW k;Uk) = 8>><>>: 0 si w � hk(W k;Uk)exp�� R w0 �NCk+s(k;W k;Uk) ds��exp��R hk(W k;Uk)0 �NCk+s(k;W k;Uk) ds� sinon(6.13)�D�emonstration :Si w � hk(Wk;Uk) l'�equation (6.12) est �evidente. Pour w < hk(Wk;Uk), il suÆt d'appliquerla propri�et�e 6.2.1 apr�es avoir remarqu�e que :P (Wk+1 > w;Uk+1 = 1jW k;Uk) = P (TNCk+1 > Ck + hk(Wk;Uk)jW k;Uk) (6.14)Pour w � hk(Wk;Uk) l'�equation (6.13) est elle aussi �evidente. Pour w < hk(Wk;Uk), il suÆtde remarquer que :P (Wk+1 > w;Uk+1 = 0jW k ;Uk) = P (Ck + w < TNCk+1 � Ck + hk(Wk;Uk)jW k;Uk) (6.15)�On en d�eduit tr�es failement l'expression des lois marginales onditionnelles des dur�ees inter-maintenanes et types de maintenane.COROLLAIRE 6.2.1. :P (Wk+1 > w jW k;Uk) = ( 0 si w � hk(W k;Uk)exp�� R w0 �NCk+s(k;W k ;Uk) ds� sinon (6.16)P (Uk+1 = 1jW k;Uk) = exp � Z hk(Wk;Uk)0 �NCk+s(k;W k;Uk) ds! (6.17)�D�emonstration :On obtient le premier r�esultat du orollaire en utilisant les �equations (6.12) et (6.13) dansl'�equation i-dessous :P (Wk+1 > w jW k ;Uk) = P (Wk+1 > w;Uk+1 = 1 jWk ;Uk)+P (Wk+1 > w;Uk+1 = 0 jW k;Uk) (6.18)Le deuxi�eme r�esultat du orollaire n'est rien d'autre qu'une ons�equene direte de l'�equation(6.12). �



Maintenanes pr�eventives plani��ees 93La vraisemblane d'un proessus pontuel auto-exit�e est donn�ee par l'�equation (1.10). Dansune vision proessus bivari�e ou olor�e ela se r�e�erit sous la forme donn�ee dans la propri�et�esuivante.PROPRIETE 6.2.3 :La fontion de vraisemblane assoi�ee �a une unique observation du proessus des MP et MCsur [0; t[ v�eri�e :Lt(�) = "KtYi=1�NCi(i� 1;W i�1;U i�1)1�Ui# exp0��Kt�+1Xj=1 Z CjCj�1 �Ns (j � 1;W j�1;U j�1) ds1A(6.19)en notant par onvention CKt�+1 = t. �Dans ette �eriture on remarque que les instants de MP ont en fait le même e�et que desensures �a droite d�eterministes.6.3 Mod�elisation de l'e�et des maintenanes sur le proessusdes d�efaillanes6.3.1 Mod�ele d'âge virtuel g�en�eralis�eDans le but de mod�eliser l'e�et des maintenanes sur le proessus des d�efaillanes, on proposede g�en�eraliser le mod�ele d'âge virtuel pour inlure l'e�et des MP et des MC. On suppose qu'enl'absene de MP le syst�eme neuf a une dur�ee de vie Y de taux de d�efaillane �(t), pour toutt � 0. Alors, 8w < h0; P (W1 � w) = P (Y � w) (6.20)L'e�et de la k�eme maintenane est alors que, jusqu'�a sa prohaine MP, le syst�eme est �equivalent �aun syst�eme neuf (et non maintenu pr�eventivement) ayant d�ej�a fontionn�e un temps Ak(K;U) =ak(Wk;Uk) sans tomber en panne, o�u ak(:) est une fontion d�eterministe et a0 = 0 :P (Wk+1 > wjAk(K;U);Wk;Uk) = P (Y > Ak(K;U) + wjY > Ak(K;U); Ak(K;U)) (6.21)pour tout w � hk(Wk;Uk). Ainsi, d'apr�es l'�equation (6.16), l'intensit�e de d�efaillane du mod�eles'�erit: �Nt (K;U) = � ddtln�P (Y > t � CKt� +Ak(K;U)jAk(K;U))P (Y > Ak(K;U)jAk(K;U)) �= � ddtln0BB�exp�� R t�CKt�+Ak(K;U)0 �(s) ds�exp�� R Ak(K;U)0 �(s) ds� 1CCA�Nt (K;U) = � �t � CKt� +AKt� (K;U)� (6.22)Par analogie ave les mod�eles d'âge virtuel du hapitre 2, on appellera AKt� (K;U) l'âge e�etifet t�CKt� +AKt� (K;U) l'âge virtuel �a l'instant t. L'âge e�etif repr�esente don toujours l'âgevirtuel du syst�eme juste apr�es la derni�ere maintenane. La plupart des hypoth�eses basiques surl'eÆait�e des MP et des MC peuvent être exprim�ees par des formes partiuli�eres de l'âge e�etif.



94 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MC6.3.2 Mod�eles basiquesMP ABAO, MC ABAO. Cela revient �a supposer que les e�ets des deux types de maintenanesont minimaux. Apr�es n'importe quelle maintenane, le syst�eme est dans le même �etat qu'avant.Les âges e�etifs sont don �egaux aux instants de la derni�ere maintenane, Ak(K;U) = Ck, pourtout k � 1. L'intensit�e de d�efaillane est don simplement une fontion du temps et le proessusdes d�efaillanes est un NHPP : �Nt = �(t) (6.23)MP ABAO, MC AGAN. La MP est minimale et la MC remet le syst�eme �a neuf. L'âgee�etif du syst�eme est don �egal au temps �eoul�e entre la derni�ere maintenane et la derni�eremaintenane parfaite, Ak(K;U) = Ck � TNCk . Don tout se passe omme s'il n'y avait pas deMP pour des MC AGAN. Le proessus des d�efaillanes est don un proessus de renouvellementet son intensit�e est : �Nt (N) = �(t� TNt�) (6.24)MP ABAO et MC quelonque: Cela revient �a supposer que les MP sont minimales, 'est �adire n'ont auun e�et sur le syst�eme. L'âge e�etif est don �egal �a l'âge e�etif au moment dela derni�ere MC plus le temps �eoul�e depuis ette MC, Ak(K;U) = Ck � TNCk + AKTNCk(K;U).R�eursivement on montre don que l'intensit�e de d�efaillane ne d�epend alors plus que du pro-essus des d�efaillanes. La politique de MP n'a pas d'e�et :�Nt (N) = ��t � TNt� +AKTNt� (N)� (6.25)Même si ette hypoth�ese n'est absolument pas r�ealiste pour des syst�emes industriels, elle al'avantage de donner des mod�eles pour lesquels le proessus des d�efaillanes est �equivalent �aeux de la premi�ere partie.MP AGAN, MC AGAN: Chaque maintenane remet le syst�eme �a neuf. Les âges e�etifsdu syst�eme sont nuls, Ak(K;U) = 0, pour tout k � 1. L'intensit�e de d�efaillane du mod�ele estdon : �Nt (K) = � �t� CKt�� (6.26)On remarque que le proessus des d�efaillanes n'est pas un proessus de renouvellement puisqueson intensit�e n'est pas de la forme �(t� TNt� ).MP AGAN, MC ABAO: La MC est minimale et la MP remet le syst�eme �a neuf. C'est lasituation duale de la pr�e�edente. L'âge e�etif vaut don : Ak(K;U) = Ck � �MCk et l'intensit�eest : �Nt (M) = �(t� �Mt� ) (6.27)6.3.3 Di��erentes g�en�eralisations du mod�ele ARA1Dans le as o�u MP et MC ont le même param�etre d'eÆait�e de maintenane �, on alulel'âge e�etif orrespondant �a un mod�ele ARA1 en �erivant que l'e�et de la maintenane est der�eduire l'âge virtuel du syst�eme d'une quantit�e proportionnelle �a la valeur du suppl�ement d'âgeaumul�e depuis la derni�ere maintenane :Ak+1(K;U) = Ak(K;U) + (1� �)(Ck+1 � Ck) (6.28)R�eursivement on trouve don : Ak+1(K;U) = (1� �)Ck+1. Et l'intensit�e de d�efaillane vaut :�Nt (K) = � �t � �CKt�� (6.29)



Maintenanes pr�eventives plani��ees 95La fa�on la plus intuitive de g�en�eraliser e mod�ele au as o�u MP et MC n'ont pas la mêmeeÆait�e de maintenane est de supposer que l'e�et des MP est de r�eduire l'âge virtuel de �pfois le suppl�ement d'âge aumul�e depuis la derni�ere maintenane, et l'e�et des MC est similairemais ave un fateur di��erent � :Ak+1(K;U) = � Ak(K;U) + (1� �p)Wk+1 si Uk+1 = 1Ak(K;U) + (1� �)Wk+1 si Uk+1 = 0 (6.30)Ce qui implique des âges e�etifs de la formeAk+1(K;U) = Ak(K;U) + (1� �p)Uk+1(1� �)1�Uk+1Wk+1= kXi=0(1� �p)Ui+1(1� �)1�Ui+1Wi+1 = Ck+1 � kXi=0 �Ui+1p �1�Ui+1 Wi+1 (6.31)L'intensit�e de d�efaillane s'�erit alors :�Nt (K;U) = �0�t � Kt�Xi=0 �Ui+1p �1�Ui+1 Wi+11A (6.32)En prenant �p = � = � on retrouve (6.29), don e mod�ele est bien une g�en�eralisation du mod�eleARA1. Par ontre, ontrairement au as de maintenanes uniquement orretives, en prenant� = 1 dans l'�equation (6.31) on se rend ompte qu'on ne retrouve pas le as de MC AGAN. Ene�et, dans e as la MC ne remet pas le syst�eme �a neuf mais le remet dans l'�etat o�u il �etait apr�esla pr�e�edente MP. On a un r�esultat sym�etrique pour �p = 1. � = 0 et �p = 0 orrespondentrespetivement �a des MC ABAO et des MP ABAO, omme on s'en rend ompte dans l'�equation(6.30).On peut proposer d'autres hypoth�eses qui aboutissent aussi �a une g�en�eralisation du mod�eleARA1, mais o�u l'intensit�e de d�efaillane est beauoup plus simple. L'âge e�etif apr�es une MPest suppos�e être �egal �a l'âge e�etif juste apr�es la pr�e�edente MP augment�e de (1� �p) fois letemps �eoul�e entre es deux MP. L'e�et des MC reste le même que pour le mod�ele pr�e�edent.L'âge e�etif v�eri�e alors :Ak+1(K;U) = ( (1� �)Wk+1 +Ak(K;U) si Uk+1 = 0(1� �p)�MCk+1 + AK�MCk+1�1 (K;U) si Uk+1 = 1 (6.33)Si Uk+1 = 1, on obtient r�eursivement que :Ak+1(K;U) = (1� �p)Ck+1 (6.34)Si Uk+1 = 0, toujours r�eursivement on prouve que :Ak+1(K;U) = (1� �)[Ck+1 � �MCk+1 ℄ +AK�MCk+1 (K;U) (6.35)Les deux �equations pr�e�edentes impliquent que pour n'importe quelle valeur de Uk+1, l'âgee�etif peut s'�erire :Ak+1(K;U) = (1� �)[Ck+1 � �MCk+1 ℄ + (1� �p)�MCk+1 (6.36)Et l'intensit�e de d�efaillane v�eri�e :�Nt (K;U) = � �t � �(CKt� � �Mt� )� �p�Mt�� (6.37)



96 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MCDans e mod�ele, l'e�et des MC est don beauoup moins important que elui des MP puisquede toute fa�on il n'a�ete l'intensit�e de d�efaillane (et don la probabilit�e de panne) que jusqu'�ala prohaine MP. En prenant �p = � = � dans (6.37) on retrouve (6.29), don e mod�ele est�egalement une g�en�eralisation du mod�ele ARA1. En rempla�ant � par 1 dans l'�equation (6.36),on prouve que le as � = 1 ne orrespond toujours pas �a des MC parfaites. Par ontre, enutilisant l'�equation (6.34), on trouve que le as �p = 1 orrespond bien �a des MP AGAN. En�n,grâe �a l'�equation (6.33), on montre que � = 0 orrespond bien �a des MC ABAO, mais que�p = 0 ne signi�e pas que les MP sont ABAO.6.3.4 Le mod�ele de JakJak [35℄ a propos�e d'autres hypoth�eses qui ressemblent beauoup �a elles du mod�ele pr�e�e-dent, mais qui n'aboutissent pas �a une g�en�eralisation du mod�ele ARA1. L'âge e�etif apr�es uneMP est suppos�e être �egal �a l'âge e�etif juste apr�es la pr�e�edente MP plus (1��p) fois (non plusle temps �eoul�e, mais) l'âge virtuel aumul�e entre es deux MP. L'e�et des MC reste enoreune fois le même. Si Ck+1 est une MP, l'âge virtuel aumul�e depuis la pr�e�edente MP vaut :Wk+1 + Ak(K;U)� AK�MCk+1�1 (K;U). L'âge e�etif v�eri�e don :Ak+1(K;U) = ( (1� �)Wk+1 + Ak(K;U) si Uk+1 = 0(1� �p)[Wk+1 + Ak(K;U)� AK�MCk+1�1 (K;U)℄ +AK�MCk+1�1 (K;U) sinon(6.38)L'e�et des MC est le même que pour le mod�ele pr�e�edent. L'�equation (6.35) reste don vraiepour Uk+1 = 0. On remarque qu'elle est aussi v�eri��ee pour Uk+1 = 1. De plus, la deuxi�eme�equation de (6.38) peut se r�e�erire :AK�k (K;U) = (1� �p)[�k � CK�k�1 + AK�k�1(K;U)� AK�k�1 (K;U)℄ +AK�k�1 (K;U) (6.39)Or, en utilisant (6.35) on a :AK�k�1(K;U) = (1� �)[CK�k�1 � �MCK�k�1 ℄ + AK�MCK�k�1 (K;U) (6.40)Mais, �MCK�k�1 n'est en fait rien d'autre que �k�1, don,AK�k (K;U) = (1� �p)�k � (1� �p)�CK�k�1 � (1� �p)(1� �)�k�1 +AK�k�1 (K;U) (6.41)R�eursivement, on obtient que :AK�k (K;U) = (1� �p)�k � (1� �p)� k�1Xj=0 hCK�j+1�1 � �ji (6.42)Finalement, en utilisant ette �equation et (6.38) on trouve la valeur de l'âge e�etif dans lemod�ele de Jak :Ak+1(K;U) = (1� �)Ck+1 + (� � �p)�MCk+1 � (1� �p)� MCk+1�1Xj=0 hCK�j+1�1 � �ji (6.43)Et l'intensit�e de d�efaillane v�eri�e :�Nt (K;U) = �0B�t� �CKt� + (� � �p)�MCKt� � (1� �p)� MCKt��1Xj=0 hCK�j+1�1 � �ji1CA (6.44)



Maintenanes pr�eventives plani��ees 97En prenant � = �p = � on ne retrouve pas l'�equation (6.29), don e mod�ele n'est pas uneg�en�eralisation du mod�ele ARA1. L'e�et des MC �etant le même que dans le mod�ele pr�e�edent, leas � = 1 ne orrespond pas �a des MC AGAN. Par ontre, omme le montre l'�equation (6.42),�p = 1 orrespond bien �a des MP AGAN. En�n, l'�equation (6.38) permet de se rendre ompteque � = 0 et �p = 0 signi�ent respetivement que les MC sont ABAO et les MP sont ABAO.6.3.5 MP et MC ARA1Dans le as o�u MP et MC ont le même param�etre d'eÆait�e de maintenane �, on alulel'âge e�etif orrespondant �a un mod�ele ARA1 en �erivant que l'e�et de la maintenane est der�eduire l'âge virtuel du syst�eme d'une quantit�e proportionnelle �a sa valeur :Ak+1(K;U) = (1� �)[Wk+1 + Ak(K;U)℄ (6.45)Par analogie ave les mod�eles de maintenanes uniquement orretives on trouve don quel'intensit�e de d�efaillane vaut :�Nt (K) = �0�t � �Kt��1Xj=0 (1� �)jCKt��j1A (6.46)Pour g�en�eraliser e mod�ele au as o�u MP et MC n'ont pas la même eÆait�e de maintenaneil suÆt de supposer qu'on a deux fateurs de proportionnalit�e di��erents selon le type de lamaintenane : Ak+1(K;U) = (1� �p)Uk+1(1� �)1�Uk+1 [Wk+1 +Ak(K;U)℄ (6.47)Don, �a l'instant t, le suppl�ement d'âge orrespondant �a la k�eme dur�ee inter-maintenanes (pour1 � k � Kt�) a �et�e r�eduit par Mt� �MCk�1 MP et Nt� �NCk�1 MC. Il n'augmente don plusle (Mt�)�eme âge e�etif que d'une quantit�e :(1� �p)Mt�MCk�1 (1� �)Nt�NCk�1Wk (6.48)Ainsi l'âge e�etif vaut :AKt� (K;U) = Kt�Xj=1(1� �p)Mt�MCj�1 (1� �)Nt�NCj�1Wj (6.49)Et l'intensit�e de d�efaillane v�eri�e don :�Nt (K;U) = �0�t� CKt� + Kt�Xj=1(1� �p)Mt�MCj�1 (1� �)Nt�NCj�1Wj1A (6.50)En prenant �p = � = � dans l'�equation (6.47) on obtient l'�equation (6.45), don e mod�eleest bien une g�en�eralisation du mod�ele ARA1. En prenant � = 1 et �p = 1 dans ette même�equation (6.47) on obtient des e�ets de maintenane AGAN respetivement sur les MC et lesMP. Et en prenant � = 0 et �p = 0 on obtient respetivement des MC ABAO et des MP ABAO.



98 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MC6.3.6 Autres mod�eles pour les MP et MCDans le as o�u MP et MC ont le même fateur d'eÆait�e de maintenane �, on peutfailement g�en�eraliser le mod�ele ARAm en prenant une intensit�e de d�efaillane de la forme :�Nt (K) = �0�t � �Min(m�1;Kt��1)Xj=0 (1� �)jCKt��j1A (6.51)Quand les eÆait�es de MP et de MC ne sont plus les mêmes, il y a plusieurs fa�ons de g�en�eraliserles hypoth�eses du mod�ele ARAm, omme ela a �et�e fait sur les mod�eles ARA1.On peut d�e�nir enore beauoup d'autres mod�eles orrespondant �a des mod�eles d'âge vir-tuel g�en�eralis�es : soit en prenant des mod�eles di��erents pour les MP et les MC, soit enore eng�en�eralisant d'une fa�on ou d'une autre les mod�eles �a m�emoire �nie. Par ontre, les mod�eles ARIne peuvent pas, quant �a eux, être obtenus par des formes partiuli�eres de l'âge e�etif, ar ene sont pas des mod�eles d'âge virtuel. On peut malgr�e tout les onstruire tr�es simplement paranalogie ave les mod�eles ARA. Ainsi, l'intensit�e de d�efaillane, pour un mod�ele ave un e�etARI1 sur les MP et les MC, analogue �a elui de l'�equation (6.37), a une intensit�e de d�efaillanequi est : �Nt (K;U) = �(t)� �[�(CKt�)� �(�Mt�)℄� �p�(�Mt�) (6.52)De fa�on tr�es g�en�erale, l'intensit�e de d�efaillane d'un mod�ele �a r�edution arithm�etique de l'in-tensit�e s'�erit alors : �Nt (K;U) = �(t)� Sk(K;U) (6.53)ave Sk(K;U) = sk(W k;Uk) o�u les fontions sk sont d�eterministes.6.4 L'eÆait�e de maintenane d�epend de variables externes6.4.1 Mod�ele d'âge virtuel g�en�eralis�eComme nous l'avons vu pr�e�edemment les variables al�eatoires externes sont, dans les as quinous int�eressent, a priori, des variables al�eatoires ah�ees. Il parâ�t don logique, que l'instantde la prohaine MP ne puisse pas être plani��e en fontion des Bi, variables dont les exploitantsdu syst�eme ne onnaissent pas les valeurs. 'est-�a-dire que, dans le as de MP plani��ee, et qu'ily ait ou non des variables al�eatoires externes, on suppose que l'instant de la prohaine MP, si iln'y a pas de orretive avant, est enti�erement sp�ei��e par les variables al�eatoires d�ej�a observ�ees,'est-�a-dire le pass�e du proessus des MP et MC. Les �equations (6.2) et (6.3) arat�erisent dondes MP plani��ees même quand des variables externes inuenent le proessus des MP et MC.La seule di��erene sera que l'intensit�e de d�efaillane sera naturellement d�e�nie omme �etantrelative aux variables externes :�Nt (K;U;B) = lim�t!0 1�tP (Nt+�t �Nt� = 1jKt�;WKt� ;UKt� ;BKt� ) (6.54)Le th�eor�eme d'innovation 5.2.1 permet alors de aluler une intensit�e de d�efaillane relativeau seul proessus des MP et MC :�Nt (K;U) = E[�Nt (K;U;B) jKt�;WKt� ;UKt� ℄ (6.55)Ave ette intensit�e, on est alors ramen�e �a un mod�ele tout �a fait similaire �a elui de la setion 6.2.Tous les r�esultats d�ej�a obtenus dans ette setion peuvent don être appliqu�es. En partiulierette intensit�e relative au proessus des MP et MC est en fait l'intensit�e de d�efaillane d'un



Maintenanes pr�eventives plani��ees 99proessus pontuel auto-exit�e : �Nt (K;U) = �Nt . Les dur�ees inter-d�efaillanes v�eri�ent alors :P (Xn+1 > xjTn) = exp(� R Tn+xTn �Nu (N) du). On peut remplaer dans l'�equation pr�e�edente�Nu (N) par E[�Nu (N;M;B)jNu = n;Tn℄, et grâe �a l'�equivalene entre l'histoire du proessusdes MP et MC et l'histoire du proessus auto-exit�e des d�efaillanes, on obtient que l'�equation(1.13) est v�eri��ee dans le as de MP plani��ees.Le mod�ele d'âge virtuel d�e�ni par l'�equation (6.22) peut tr�es simplement être g�en�eralis�e. IlsuÆt de supposer que le k�eme âge e�etif peut être inuen�e par la valeur des k premi�eresvariables externes : Ak(K;U;B) = ak(Wk;Uk;Bk) (6.56)o�u ak(:) est toujours une fontion d�eterministe et a0 = 0. L'expression de l'intensit�e de d�efaillanedu mod�ele reste la même :�Nt (K;U;B) = � �t � CKt� +AKt� (K;U;B)� (6.57)6.4.2 Mod�ele de Brown-Proshan g�en�eralis�eAve e mod�ele il est faile de g�en�eraliser le mod�ele BP (et par l�a même le mod�ele BBS)a�n d'inlure l'e�et des MP et des MC. Le proessus externe permet toujours de arat�eriserl'eÆait�e des maintenanes : Bi = 1 si la i�eme maintenane est parfaite et Bi = 0 si elle estminimale. L'âge e�etif est �egal au temps �eoul�e entre la derni�ere maintenane et la derni�eremaintenane parfaite, Ak(K;U;B) = Pkj=1 hQki=j(1�Bi)iWj . L'intensit�e de d�efaillane vautdon : �Nt (K;U;B) = �0�t � CKt� + Kt�Xj=1 24Kt�Yi=j (1� Bi)35Wj1A (6.58)La i�eme variable al�eatoire externe,Bi, est suppos�ee ind�ependante des pr�e�edentes et ind�ependantedu proessus des MP et MC jusqu'�a l'instant Ci (non inlus). Selon la loi onditionnelle de Bisahant l'instant et le type de la derni�ere maintenane, on trouve di��erents mod�eles :� P (Bi = 1 jCi; Ui) = p : MP et MC suivent un mod�ele BP de même eÆait�e de mainte-nane p.� P (Bi = 1 jCi; Ui) = pUip p1�Ui : MP et MC suivent un mod�ele BP ave pour eÆait�e deMP pp et pour eÆait�e de MC p.� P (Bi = 1 jCi; Ui) = p(Ci; Ui) : MP et MC sont suppos�ees suivre un mod�ele BBS.La propri�et�e suivante donne l'intensit�e de d�efaillane relative au proessus des MP et MC(qui est la même que l'intensit�e propre) pour un mod�ele BP. Comme dans le as de maintenanesuniquement orretives, on ne onnâ�t pas la forme expliite de ette intensit�e : on a uniquementune �equation r�eursive.PROPRIETE 6.4.1 :Dans le as de MP plani��ees, et pour un e�et de maintenane de type BP d'eÆait�e pp pourles MP et p pour les MC, l'intensit�e de d�efaillane propre v�eri�e :�Nt (N) = �Nt (K;U) = � ddt 24ln0�Kt�Xj=0 p1lfj>0gUj 24 Kt�Yi=j+1(1� pUi)"�(Ci � Cj)�NCi(K;U) #1�Ui35exp���(t� Cj)� �NCj(K;U)�1A35 (6.59)



100 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MCo�u pui est la probabilit�e que la i�eme maintenane soit parfaite sahant si elle est pr�eventiveou orretive : pui = puip p1�ui . �D�emonstration :La d�emonstration est une g�en�eralisation de elle faite pour la propri�et�e 5.2.1. On retrouve lesmêmes �etapes de alul et on garde les mêmes notations. Le th�eor�eme d'innovation impliqueque :�Nt (K;U) = Kt�Xj=0 E[�Nt (K;U;B) jBKt� ;j ; Kt�;CKt� ;UKt� ℄P (BKt� ;j jKt�;CKt� ;UKt� )(6.60)Tout d'abord, en raison de la signi�ation de Bk;j :E[�Nt (K;U;B) jBKt� ;j ; Kt�;CKt� ;UKt� ℄ = �(t� Cj) (6.61)Pour Kt� = 0 il est trivial de montrer que la propri�et�e 6.4.1 est v�eri��ee. Pour Kt� � 1 etKt� � j, on obtient de la même fa�on que pour (5.56) :P (BKt� ;j jKt�;CKt� ;UKt� ) = p̂Kt� ;j �P (BKt��1;j jCKt� ;UKt� )�1lfKt�>jgexp(� R tCKt� �(s� Cj) ds)exp(� R tCKt� �Ns (K;U) ds) (6.62)ave gpk;j = P (Bk = 1lfj=kg) = p1lfj=kgUk (1 � pUk)1lfj 6=kg . Pour k � 2 et k � j, on va alulerP (Bk;j jCk+1;Uk+1), omme dans la propri�et�e 5.2.1, en sortant du onditionnement Ck+1,Uk+1. Cependant, on doit distinguer les as Uk+1 = 0 et Uk+1 = 1. Si Uk+1 = 1, Ck+1 estn�eessairement �egal �a l'instant plani��e de MP. Si Uk+1 = 0, Ck+1 a une distribution ontinue,on notera alors pour n'importe quelle variable al�eatoire H :fCk+1 ;Uk+1=0jH(x) = lim�x!0 1�xP (x < Ck+1 � x+�x; Uk+1 = 0jH) (6.63)On aura alors :P (Bk;j jCk+1;Uk+1) = P (Bk;j jCk ;Uk)�P (Uk+1 = 1 jBk;j ;Ck ;Uk)P (Uk+1 = 1 jCk;Uk) �Uk+1 fCk+1;Uk+1=0jCk;Uk;Bk;j (Ck+1)fCk+1 ;Uk+1=0jCk;Uk(Ck+1) !1�Uk+1= gpk;j [P (Bk�1;j jCk;Uk)℄1lfk>jg �(Ck+1 � Cj)1�Uk+1 exp(� R Ck+1Ck �(s� Cj) ds)(�NCk+1(K;U))1�Uk+1 exp(� R Ck+1Ck �Ns (K;U) ds)(6.64)Don, l'intensit�e de d�efaillane propre v�eri�e :�Nt (K;U) = Kt�Xj=0 p1lfj>0gUj �(t� Cj) exp (��(t� Cj))exp���Nt (K;U) + �NCj(K;U)� Kt�Yi=j+1(1�pUi)"�(Ci � Cj)�NCi(K;U) #1�Ui (6.65)Et en notant, Sk;j = p1lfj>0gUj exp���NCj (K;U)� kYi=j+1(1� pUi)"�(Ci � Cj)�NCi(K;U) #1�Ui, on a don :�Nt (K;U) exp ���Nt (K;U)�= Kt�Xj=0 �(t� Cj) exp (��(t� Cj))SKt� ;j (6.66)



Maintenanes pr�eventives plani��ees 101En int�egrant l'�equation pr�e�edente entre CKt� et t, on obtient :exp ���Nt (K;U)�� exp���NCKt� (K;U)�= Kt�Xj=0 SKt�;j �exp (��(t� Cj))� exp ���(CKt� � Cj)�� (6.67)Or, d'une part, en �evaluant l'�equation (6.66) en t = Ck+1 on a si Uk+1 = 0 :exp���NCk+1(K;U)� = kXj=0 �(Ck+1 � Cj)�NCk+1(K;U) exp (��(Ck+1 � Cj))Sk;j= 11� pUk+1 kXj=0 Sk+1;j exp (��(Ck+1 � Cj))= 11� pUk+1 24k+1Xj=0 Sk+1;j exp (��(Ck+1 � Cj))35� pUk+11� pUk+1 exp���NCk+1(K;U)�D'o�u exp���NCk+1(K;U)� = k+1Xj=0 Sk+1;j exp (��(Ck+1 � Cj)) (6.68)D'autre part, en �evaluant l'�equation (6.67) en t = Ck+1 on a si Uk+1 = 1 :exp���NCk+1(K;U)� = exp ���NCk(K;U)�+ kXj=0 Sk;j [exp (��(Ck+1 � Cj))� exp (��(Ck � Cj))℄= exp ���NCk(K;U)�+24 kXj=0 Sk+1;j1� pUk+1 exp (��(Ck+1 � Cj))� Sk;j exp (��(Ck � Cj))35 (6.69)Or Sk+1;k+1 = pUk+1 exp(��NCk+1(K;U)), don en multipliant les deux membres de l'�equationi-dessus par (1� pUk+1) et en leur ajoutant Sk+1;k+1, on obtient :exp���NCk+1(K;U)� = k+1Xj=0 Sk+1;j exp (��(Ck+1 � Cj))+(1� pUk+1)24exp ���NCk (K;U)�� kXj=0 Sk;j exp (��(Ck � Cj))35 (6.70)Des �equations (6.70) et (6.68) on d�eduit, par une petite r�eurrene, que quelle que soit la valeurde UKt� on a : exp���NCKt� (K;U)� = Kt�Xj=0 SKt� ;j exp ���(CKt� � Cj)� (6.71)



102 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MCEn utilisant e r�esultat dans l'�equation (6.67) on obtient que :exp ���Nt (K;U)�= Kt�Xj=0 SKt� ;j exp (��(t� Cj)) (6.72)Finalement la propri�et�e est prouv�ee en prenant le logarithme et en d�erivant l'�equation i dessus.�Grâe �a ette intensit�e de d�efaillane propre, on peut aluler, en utilisant la propri�et�e 6.2.3,une fontion de vraisemblane orrespondant �a l'observation du proessus des MP et MC sanssupposer onnus les fBigi�1. Cette vraisemblane est appel�ee �egalement vraisemblane propre.PROPRIETE 6.4.2 :Pour des e�ets de maintenane de type BP, la vraisemblane assoi�ee �a une unique observationdu proessus des MP et MC sur [0; t℄ s'�erit :Lt(�) = 24Kt�Yi=1 (1� pUi)�(Ci)1�Ui35�(t)(1�UKt)1lft=CKtg exp (��(t))+24Kt�Xj=1 pUj 24 Kt�Yi=j+1(1� pUi)�(Ci � Cj)1�Ui35�(t� Cj)(1�UKt)1lft=CKtg exp (��(t� Cj))LCj(�)35 (6.73)o�u � repr�esente les param�etres �a estimer, 'est-�a-dire pp, p et les param�etres de l'intensit�einitiale, �. �D�emonstration :D'apr�es la propri�et�e 6.2.3 on a :Lt(�) = "KtYi=1 �NCi(i� 1;W i�1;U i�1)1�Ui# exp ���Nt (Kt�;WKt� ;UKt� )�= 24Kt�Yi=1 �NCi(i� 1;W i�1;U i�1)1�Ui35�Nt (Kt� ;WKt� ;UKt� )(1�UKt)1lft=CKtg exp ���Nt (Kt�;WKt� ;UKt�)� (6.74)En utilisant l'�equation pr�e�edente et l'�equation (6.66) si t = CKt ou l'�equation (6.72) sinon, onobtient :Lt(�) = Kt�Xj=0 p1lfj>0gUj �(t� Cj)(1�UKt)1lft=CKtg 24 Kt�Yi=j+1(1� pUi)�(Ci� Cj)1�Ui35exp (��(t� Cj))" jYi=1�NCi(i� 1;W i�1;U i�1)1�Ui# exp���NCj(j � 1;W j�1;U j�1)�



Maintenanes pr�eventives plani��ees 103Lt(�) = 24Kt�Yi=1 (1� pUi)�(Ci)1�Ui35�(t)(1�UKt)1lft=CKtg exp (��(t))+Kt�Xj=1 pUj�(t� Cj)(1�UKt)1lft=CKtg exp (��(t� Cj))24 Kt�Yi=j+1(1� pUi)�(Ci � Cj)1�Ui35" jYi=1�NCi(i� 1;W i�1;U i�1)1�Ui# exp���NCj(j � 1;W j�1;U j�1)� (6.75)Et, LCj (�) = hQji=1 �NCi(i� 1;W i�1;U i�1)1�Uii exp���NCj(j � 1;W j�1;U j�1)�. �Comme dans le as du mod�ele BP pour des maintenanes uniquement orretives, prendrele logarithme de la vraisemblane ne simpli�e pas les �equations. Cependant, on reste malgr�etout apable de aluler les d�eriv�ees partielles de ette vraisemblane et don de reherher lesestimateurs de maximum de vraisemblane ave une m�ethode num�erique omme elle de Newton.Le alul de la vraisemblane et de es d�eriv�ees partielles est it�eratif et, de fa�on similaire auas de maintenanes uniquement orretives, a une omplexit�e th�eorique en O(k2), o�u k est lenombre total de maintenanes observ�ees.6.4.3 Lien ave le mod�ele de Last et SzekliLast et Szekli [47℄ ont propos�e un mod�ele qui peut être vu omme une g�en�eralisation dumod�ele de maintenanes pr�eventives plani��ees que nous proposons. Pour eux la politique demaintenane pr�eventive d�epend des variables al�eatoires externes :UKt�+1 = 1) �Mt�+1 = CKt� + hKt� (WKt� ;UKt� ;BKt� ) (6.76)Et les dur�ees inter-maintenanes et types de maintenanes v�eri�ent don :WKt�+1 = min �TNt�+1 � CKt� ; hKt�(WKt� ;UKt� ;BKt� )� (6.77)UKt�+1 = 1lfWKt�+1=hKt� (WKt� ;UKt� ;BKt� )g (6.78)L'e�et des maintenanes sur le proessus des d�efaillanes est suppos�e du type Kijima II :�Nt (K;U;B) = �(t� CKt� +AKt� (K;U;B)) (6.79)ave pour tout k � 0 : Ak+1(K;U;B) = (1�Bk+1)[Ak(K;U;B) +Wk+1℄.Last et Szekli ont introduit e mod�ele et se sont int�eress�es aux propri�et�es de stationnarit�edu proessus des maintenanes, ainsi qu'�a la omparaison de di��erentes politiques de mainte-nane par des m�ethodes de ouplage, mais ils n'ont jamais herh�e �a estimer l'eÆait�e desmaintenanes.6.5 Quelques politiques de maintenanes pr�eventives lassiquesDans quelques artiles on retrouve des as partiuliers du mod�ele de maintenanes pr�eventivesplani��ees que nous proposons ii. La quasi-totalit�e de es artiles (exept�e quelques uns sur lesMP �a date �x�ee) ne s'int�eressent pas �a l'estimation de l'eÆait�e de la maintenane dans esmod�eles. Mais, pour des param�etres du mod�ele donn�es, ils omparent l'e�et des di��erentespolitiques de maintenane sur le proessus des d�efaillanes. Ou, dans une grande majorit�e desas, ils essayent d'optimiser une fontion de oût. L'optimisation de la politique de maintenane



104 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MCd�ependra alors de la apait�e du personnel de maintenane �a tenir ompte du pass�e du proessusdes maintenanes pour �xer les dates de MP futures, 'est-�a-dire pour d�eterminer les fontionshi. Pham et Wang [60℄ ont e�etu�e une revue tr�es ompl�ete des di��erentes politiques de MPpropos�ees.6.5.1 MP �a date �x�eeComme on l'a expliqu�e pr�e�edemment, l'id�ee la plus simple est de onsid�erer que les MPont lieu �a des instants d�eterministes �k, pour k � 1. La politique de maintenane pr�eventiveonsiste alors �a e�etuer la MP d�es que l'on arrive �a ette date �x�ee pr�ealablement. En notantm = fmtgt�0 le proessus d�eterministe des MP ela s'�erit :8k � 0; hk(W k;Uk) = �mCk+1 � Ck (6.80)Les maintenanes orretives, e�etu�ees suite �a des d�efaillanes, sont souvent faites dans l'ur-gene en ayant uniquement pour but de remettre le syst�eme en �etat de marhe. Par ons�equent,il est raisonnable de proposer des mod�eles o�u toutes les maintenanes orretives sont mini-males. Au ontraire, des maintenanes pr�eventives soigneusement pr�epar�ees peuvent am�eliorersigni�ativement l'�etat du syst�eme. Il est d'ailleurs admis dans la pratique que les maintenanesqui augmentent le plus la dur�ee de vie du syst�eme sont les maintenanes pr�eventives. Dans eas, il est faile de voir que l'intensit�e de d�efaillane est d�eterministe, e qui implique que leproessus des d�efaillanes est un NHPP. L'expression de l'intensit�e de e proessus est obtenueen rempla�ant, dans l'expression de l'intensit�e des mod�eles de la premi�ere partie, (Ti; Nt) par(�i; mt). Par exemple, si l'eÆait�e des MP est suppos�ee du type ARA1, l'intensit�e de d�efaillaneest de la forme : �t = �(t� ��mt�) (6.81)Et si l'eÆait�e des MP est suppos�ee du type ARA1, elle est de la forme :�t = �0�t � �mt��1Xj=0 (1� �)j�mt��j1A (6.82)Il s'av�ere que e mod�ele a d�ej�a �et�e propos�e par Yun et Choung [75℄ dans un artile o�u ils ontexp�eriment�e, sur des donn�ees simul�ees, la m�ethode d'estimation des param�etres de e mod�elepar maximum de vraisemblane. Le fait que le proessus des d�efaillanes soit un NHPP simpli�egrandement les hoses : dans les formules de la setion 6.2 les lois des types de maintenane,des dur�ees inter-maintenanes et inter-d�efaillanes ne sont plus, dans e as, onditionnelles, etl'intensit�e de d�efaillane est alors une fontion d�eterministe beauoup plus simple �a int�egrer.Le mod�ele propos�e par Can�eld [13℄ en 1986 fait une hypoth�ese sur les maintenanes pr�eventi-ves qui ne rentre pas dans le adre des mod�eles vus pr�e�edemment. En e�et, les hypoth�eses dee mod�ele sont :� Les maintenanes orretives sont minimales (ABAO).� Les maintenanes pr�eventives sont d�eterministes et p�eriodiques, de p�eriode �t.� L'intensit�e de d�efaillane est ontinue.� Apr�es la k�eme MP, l'intensit�e de d�efaillane rô�t omme elle d'un syst�eme d'âge t � ks.L'eÆait�e de la maintenane est repr�esent�ee par la dur�ee s, qui doit être inf�erieure �a lap�eriode �t.L'intensit�e de d�efaillane est une fontion ontinue. L'eÆait�e de la maintenane ne se traduitdon pas par un rajeunissement du syst�eme, mais par une modi�ation de la pente de l'intensit�e



Maintenanes pr�eventives plani��ees 105de d�efaillane apr�es une MP, 'est �a dire une variation de la vitesse d'usure du syst�eme. Onpeut le voir sur la �gure 6.1, tra�ee pour �t = 1:5 et s = 1. Dans ette �gure et la suivante,les instants des MP et des MC sont respetivement repr�esent�es par des arr�es et des erles surl'axe des absisses.
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Fig. 6.1 { Intensit�e de d�efaillane du mod�ele de Can�eldLa forme g�en�erale de l'intensit�e de d�efaillane dans le mod�ele de Can�eld est :�t = �(t� b t�ts) + b t�t Xi=1 [�(i(�t� s) + s)� �(i(�t� s))℄ (6.83)Ce mod�ele se g�en�eralise failement �a des MP d�eterministes non p�eriodiques :�t = �(t� smt) + mtXi=1 [�(�i � (i� 1)s)� �(�i � is)℄ (6.84)Quelques auteurs, dont Nakagawa [59℄, Chan et Shaw [14℄, Wang et Pham [72℄, se sontint�eress�es aux mod�eles d'eÆait�e de maintenane pour des MP �a date �x�ee, mais dans le butd'optimiser des oûts de maintenane. Tr�es peu ont herh�e �a estimer les param�etres de leursmod�eles. Can�eld [13℄ a estim�e les param�etres de son mod�ele dans le as partiulier o�u s = �t.Cela revient �a �xer l'eÆait�e de la maintenane et �a estimer seulement les param�etres del'intensit�e initiale, e qui n'est pas pertinent pour notre �etude.Jak [34℄ a e�etu�e une �etude statistique dans le as o�u les MP sont d�eterministes etp�eriodiques ave des e�ets ARA1 ou ARA1, et les MC minimales. L'intensit�e initiale est sup-pos�ee être une fontion puissane. Le jeu de donn�ees r�eelles �etudi�e est onstitu�e des instants demaintenanes de 9 syst�emes d'�equipement m�edial (syringe driver infusion pumps) identiques. Ilomprend au total 80 MC et 30 MP. Pour le mod�ele ARA1, le param�etre de forme de l'intensit�einitiale, �, est estim�e �a 2.71 et � �a 0.488. Pour le mod�ele ARA1, � est estim�e �a 2.48 et � �a 0.211.Il semble don qu'il y ait sur es mat�eriels une usure forte et une maintenane relativement peueÆae.Dans un autre papier [35℄, Jak a analys�e les mêmes donn�ees pour des MP et MC suivantle mod�ele de la setion 6.3.4 et pour des MP et MC ARA1 orrespondant �a (6.50). Dans lesdeux as, la vraisemblane est maximale pour � = 0, e qui fait que les estimations des autresparam�etres sont exatement les mêmes que sous l'hypoth�ese de MC minimales. Selon Jak, esr�esultats on�rment, pour es donn�ees, la validit�e de l'hypoth�ese MC minimale. En fait, il est



106 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MCpossible que � soit n�egatif, 'est-�a-dire que la maintenane orretive soit nuisible, mais Jakn'a pas pris en ompte ette possibilit�e.6.5.2 MP �a âge �x�e.Cette politique de MP n'existe que pour des mod�eles pour lesquels l'e�et des maintenanessuit un mod�ele d'âge virtuel. Elle onsiste �a e�etuer une MP d�es que l'âge virtuel du syst�eme,t � CKt� + AKt� , atteint ou d�epasse un ertain seuil �x�e aKt� :8k � 0; hk(W k;Uk) = ak �Ak(K;U) (6.85)Par exemple, on peut supposer que le seuil est onstant et �egal �a a et que l'e�et des main-tenanes sur le proessus des d�efaillanes est AGAN. Les MP ayant lieu entre Ti et Ti+1 se fontalors �a tous les instants de la forme Ti+ka o�u k est un entier tel que Ti+ka < Ti+1. L'intensit�ede d�efaillane s'�erit alors :�Nt (N;M) = �t = ��t � TNt� � �t � TNt�a �a� (6.86)Le proessus des d�efaillanes est dans e as un proessus de renouvellement, auquel Shaked etSzekli [64℄ se sont int�eress�es. On retrouve par exemple e type de politique de MP �a âge �x�e dansBrown, Mahoney et Sivazlian [10℄, Dagpunar et Jak [20℄, et Lin, Zuo et Yam [53℄. Une formeg�en�eralis�ee de e type de politique de MP est souvent assoi�ee �a des e�ets de maintenane detype BP (omme dans Fontenot et Proshan [29℄) ou BBS (omme dans Sheu, Kuo et Nakagawa[65℄). Pour e faire, es auteurs onsid�erent que la MP a lieu d�es que l'âge relatif (aux variablesexternes) du syst�eme atteint un ertain seuil. Notre mod�ele ne permet pas de mod�eliser une tellepolitique, mais elui de Last et Szekli le permet.
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Fig. 6.2 { Politique de maintenane pr�eventive �a âge ou intensit�e �x�e, as AGAN6.5.3 MP �a intensit�e �x�ee.La MP a lieu d�es que l'intensit�e de d�efaillane du syst�eme, �Nt (K;U), d�epasse un ertainseuil �x�e, bKt� . Pour un mod�ele d'âge virtuel les fontions hk v�eri�ent alors :8k � 0; hk(W k;Uk) = ��1(bk)� Ak(K;U) (6.87)



Maintenanes pr�eventives plani��ees 107o�u ��1(:) est l'inverse de la fontion �(:). Si on suppose que le seuil est onstant et �egal �a b,et que les e�ets des MP et des MC sont AGAN, on retrouve le même mod�ele que (6.86), aveb = �(a). La �gure 6.2 pr�esente une trajetoire de l'intensit�e de d�efaillane dans e as poura = 1 ou b = 3 et une intensit�e initiale toujours �egale �a �(t) = 3 t2.Si les e�ets des MP et MC ne sont pas du type AGAN, la politique de MP �a intensit�e�x�ee n'est pas �equivalente �a la politique de MP �a âge �x�e. On trouve e type de politique demaintenane dans Lie et Chun [50℄, Jayabalan et Chaudhuri [37℄, et Lin, Zuo et Yam [53℄.On pourrait �egalement imaginer ette politique de MP ave des mod�eles �a r�edution del'intensit�e : �Nt (K;U) = �(t)� Sk(K;U). Les fontions hk v�eri�eraient alors :8k � 0; hk(W k;Uk) = ��1(bk + Sk(K;U)) (6.88)





Chapitre 7Maintenanes pr�eventivesonditionnellesDans la pratique la maintenane pr�eventive n'est pas for�ement ompl�etement plani��ee.Certaines MP peuvent avoir lieu en fontion d'une surveillane du syst�eme. Si elui i montre,par exemple, un �etat de d�egradation avan�e, une perte de performane notable, une sortiedes onditions standards de fontionnement,..., il est maintenu pr�eventivement. C'est e quiest appel�e maintenane (pr�eventive) onditionnelle. Le but de e type de maintenane est deminimiser les oûts d'entretien, en surveillant le syst�eme pour e�etuer les MP en fontion del'�etat de d�egradation. L'id�eal serait de r�ealiser la MP juste avant la d�efaillane. La d�egradationdu syst�eme n'�etant pas parfaitement pr�evisible, la MP onditionnelle qui en d�eoule se fait �a uninstant qui n'avait pas �et�e pr�evu au d�epart, don al�eatoire. De plus, �etant donn�e que les instantsde d�efaillane sont bien entendu eux aussi li�es �a l'�etat de d�egradation du syst�eme, les instantsde MC et les instants de MP ne sont pas ind�ependants.Dans un premier temps nous nous int�eresserons au as o�u l'eÆait�e de maintenane ned�epend pas de variables externes. Nous arat�eriserons le proessus des MC et MP onditionnelles�a l'aide de deux intensit�es : une pour le proessus des MC et une pour le proesssus des MP.Nous ferons le lien entre e mod�ele g�en�eral et le mod�ele de risques onurrents. Nous d�e�nironsun premier mod�ele d'âge virtuel g�en�eralis�e dont nous �etudierons les as partiuliers. Puis, nous�elargirons ette lasse de mod�eles a�n de d�e�nir un mod�ele d'âge virtuel enore plus g�en�eral.En�n, nous nous int�eresserons au as o�u des variables al�eatoires externes inuenent le proessusdes d�efaillanes.7.1 Carat�erisation du proessus des MP et MCDans un premier temps on onsid�ere qu'auune variable externe n'inuene le proessusdes d�efaillanes. Pour mod�eliser des MP onditionnelles, il suÆt de onsid�erer les MP et lesMC sur le même plan, omme deux proessus pontuels al�eatoires pouvant interagir et ayanthaun une intensit�e. De la même fa�on, on d�e�nira alors �egalement une troisi�eme intensit�e pourle proessus des maintenanes globales, K. Ces trois intensit�es, en l'absene d'e�ets al�eatoiresexternes, seront naturellement d�e�nies en fontion de l'histoire ompl�ete du proessus des MP etMC. 'est-�a-dire, de fa�on �equivalente selon qu'on adopte la vision proessus bivari�e ou olor�e :Ht = �(fNs;Msg0�s�t) = �(fKs; UKsg0�s�t) (7.1)Dans la suite on ne fait auune hypoth�ese quant aux liens qui peuvent exister entre les deuxproessus N et M . On fait uniquement les hypoth�eses suivantes :� On ne peut pas avoir deux maintenanes simultan�ees :8t � 0; 8�t > 0; P (Kt+�t �Kt > 1jKt;WKt;UKt) = o(�t) (7.2)



110 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MC� Une même maintenane ne peut pas être �a la fois pr�eventive et orretive, 'est-�a-dire queles proessus M et N n'ont pas de saut ommun :8t � C1; TNt 6= �Mt (p.s.) (7.3)DEFINITION 7.1.1.{ Intensit�e de MC :�Nt (K;U) = lim�t!0 1�tP (Nt+�t �Nt� = 1jKt�;WKt� ;UKt� ) (7.4){ Intensit�e de MP :�Mt (K;U) = lim�t!0 1�tP (Mt+�t �Mt� = 1jKt�;WKt� ;UKt� ) (7.5){ Intensit�e de maintenane (globale) :�Kt (K;U) = lim�t!0 1�tP (Kt+�t �Kt� = 1jKt�;WKt� ;UKt� ) (7.6)�En fait, on n'a pas besoin de d�e�nir es trois intensit�es. Les intensit�es de MP et de MCsuÆsent puisque les valeurs de l'intensit�e de maintenane globale se d�eduisent de es deuxderni�eres omme le montre la propri�et�e suivante, d�emontr�ee dans [3℄ (page 74).PROPRIETE 7.1.1 :8t � 0; �Kt (K;U) = �Nt (K;U) + �Mt (K;U) (7.7)�Les intensit�es ainsi d�e�nies permettent de arat�eriser la loi du proessus des MP et MCen d�eterminant les lois onditionnelles des dur�ees inter-maintenanes et types de maintenanesdonn�ees par les formules de Jaod [3℄.PROPRIETE 7.1.2 :P (Wk+1 > w;Uk+1 = 0jW k;Uk) = Z +1w �NCk+u(k;Wk ;Uk)P (Wk+1 > ujW k;Uk) du (7.8)P (Wk+1 > w;Uk+1 = 1jW k;Uk) = Z +1w �MCk+u(k;Wk ;Uk)P (Wk+1 > ujW k;Uk) du (7.9)P (Wk+1 > wjW k ;Uk) = exp�� Z w0 �KCk+s(k;W k;Uk) ds� (7.10)P (Uk+1 = 1jWk+1 = w;W k;Uk) = �MCk+w(k;W k;Uk)�KCk+w(k;W k;Uk) (7.11)�COROLLAIRE 7.1.1. :P (Uk+1 = 1jW k ;Uk) = Z +10 �MCk+u(k;W k;Uk)P (Wk+1 > ujW k;Uk) du (7.12)�



Maintenanes pr�eventives onditionnelles 111Les formules de Jaod ont pour ons�equene que les intensit�es de MP et de MC d�e�nissentompl�etement la loi jointe des observations. De plus, on se rend bien ompte que le as desmaintenanes pr�eventives plani��ees n'est pas un as partiulier de e mod�ele. En e�et, on a ii,onditionnellement au pass�e des observations, une distribution ontinue pour le temps d'attentejusqu'�a la prohaine date possible de MP, si il n'y a pas de MC avant. Cette distribution ontinuene permet pas de mod�eliser des �ev�enements d�eterministes onditionnellement aux observationspass�ees, don des MP plani��ees. Par ontre, ette distribution ontinue nous permet de d�e�nirdes densit�es onditionnelles.DEFINITION 7.1.2.Pour u = f0; 1g, on note pour tout k � 0 :fWk+1 ;Uk+1=ujW k;Uk(w) = lim�w!0 1�wP (w < Wk+1 � w + �w;Uk+1 = ujW k;Uk) (7.13)�Les expressions de es densit�es sont obtenues �a l'aide de la propri�et�e 7.1.2.COROLLAIRE 7.1.2. :fWk+1;Uk+1=0jW k;Uk(w) = �NCk+w(k;W k;Uk) exp�� Z w0 �KCk+s(k;W k;Uk) ds� (7.14)fWk+1 ;Uk+1=1jW k;Uk(w) = �MCk+w(k;W k;Uk) exp�� Z w0 �KCk+s(k;W k;Uk) ds� (7.15)�Pour des MP onditionnelles, dans le as g�en�eral, il n'y a pas de formule simple pour la datede la prohaine d�efaillane sahant les MP et les MC d�ej�a observ�ees. Pour simpli�er un tant soitpeu la formule et sa d�emonstration, on utilisera exeptionnellement des onditionnements parrapport �a des �ev�enements, par exemple [Wk = wk℄, et non des variables al�eatoires, Wk .PROPRIETE 7.1.3 :P (TNk+1 > k + x jW k = wk;Uk = uk) = +1Xj=0 Zsj�x Y1�i�j �Mk+i(k+ i� 1;wk+i�1;uk+i�1)exp � X1�i�j Z wk+i0 �Kk+i�1+s(k + i� 1;wk+i�1;uk+i�1) ds� Z x�sj0 �Kk+j+s(k + j;wk+j ;uk+j) ds!dwk+1::: dwk+j (7.16)ave uk+j = (u1; :::; uk; 1; :::; 1), o�u les ui 2 f0; 1g pour tout 1 � i � k. �D�emonstration :Le prinipe de la d�emonstration est d'utiliser une formule des probabilit�es totales sur le syst�emed'�ev�enements omplet fMCk+x �MCk = jgj�0.P (TNk+1 > k + x jW k = wk;Uk = uk))= 1Xj=0 P (TNk+1 > k + x;Mk+x �Mk = j jW k = wk;Uk = uk)) (7.17)



112 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MCOr, on a :P (TNk+1 > k + x;Mk+x �Mk = j + 1 jWk = wk ;Uk = uk)= Z x0 P (TNk+1 > k + x;Mk+x �Mk+1 = j jW k+1 = wk+1;Uk+1 = uk+1)fWk+1 ;Uk+1=1jW k=wk;Uk=uk(wk+1) dwk+1 (7.18)R�eursivement on obtient don que :P (TNk+1 > k + x;Mk+x �Mk = j jW k = wk;Uk = uk)= Zsj�x P (TNk+1 > k + x;Mk+x �Mk+j = 0 jW k+j = wk+j ;Uk+j = uk+j)Y1�i�j fWk+i ;Uk+i=1jW k+i�1=wk+i�1 ;Uk+i�1=uk+i�1(wk+i) dwk+1:::dwk+j (7.19)EtP (TNk+1 > k+x;Mk+x�Mk = 0 jW k = wk;Uk = uk) = P (Wk+1 > x jWk = wk ;Uk = uk)(7.20)D'o�u le r�esultat. �En�n dans le adre d'une approhe param�etrique, on peut estimer les param�etres des inten-sit�es de MP et MC �a l'aide de la fontion de vraisemblane donn�ee par la propri�et�e suivante,extraite de [3℄ (page 102).PROPRIETE 7.1.4 :La fontion de vraisemblane assoi�ee �a une unique observation du proessus des PM et CMsur [0; t℄ v�eri�e :Lt(�) = "KtYi=1�NCi(i� 1;W i�1;U i�1)1�Ui �MCi(i� 1;W i�1;U i�1)Ui#exp0��Kt�+1Xj=1 Z CjCj�1 �Ks (j � 1;W j�1;Uj�1) ds1A (7.21)�Grâe �a la propri�et�e 7.1.1, la vraisemblane pr�e�edente peut être r�e�erite sous la forme :Lt(�) = 24MtYj=1�M�j (K�j � 1;WK�j�1;UK�j�1)35 exp0��Kt�+1Xj=1 Z CjCj�1 �Ms (j � 1;W j�1;U j�1) ds1A"NtYi=1�NTi(Kti � 1;WKti�1;UKti�1)# exp0��Kt�+1Xj=1 Z CjCj�1 �Ns (j � 1;W j�1;U j�1) ds1A (7.22)Ainsi, il y a dans la vraisemblane un terme multipliatif suppl�ementaire par rapport au as deMP plani��ees. Ce terme orrespond �a l'al�ea existant sur la date de la prohaine MP.7.2 Lien ave l'approhe risques onurrents7.2.1 L'approhe risques onurrentsEn 2000, Bedford et Mesina [7℄ ont propos�e de mod�eliser la d�ependane entre mainte-nanes pr�eventives et orretives par la m�ethode des risques onurrents (RC). Le prinipe



Maintenanes pr�eventives onditionnelles 113est le suivant. Au moment o�u on remet en fontionnement un syst�eme, apr�es une maintenane,on ne sait pas si la prohaine d�efaillane surviendra avant ou apr�es la prohaine maintenanepr�eventive. Autrement dit, on ne sait pas si la prohaine maintenane sera pr�eventive ou or-retive. Math�ematiquement, apr�es la (i � 1)�eme maintenane, on peut onsid�erer qu'il existedeux variables al�eatoires �tives Yi et Zi, appel�ees variables de risques, o�u Yi repr�esente la dur�eed'attente de la prohaine MP si une MC ne survient pas avant, et Zi la dur�ee d'attente dela prohaine MC si une MP ne survient pas avant. La prohaine maintenane v�eritablementobserv�ee est elle qui se produira la premi�ere, au bout d'une dur�eeWi = min(Yi; Zi) (7.23)La nature de ette prohaine maintenane, pr�eventive ou orretive, est d�etermin�ee par :Ui = 1lfYi�Zig = � 1 si la maintenane est pr�eventive0 si la maintenane est orretive (7.24)La �gure 7.1 illustre le prinipe de onstrution des mod�eles de RC. -- - ----........................ .......................... ............................Z1 Z4Z2 = W2 Z3 = W3T1 T2�1Y1 = W1 Y2 Y3 Y4Fig. 7.1 { Prinipe des risques onurrentsDans un mod�ele de risques onurrents, on suppose en plus que les Yi sont ind�ependantset de même loi, et les Zi sont ind�ependants et de même loi. Par ontre, Yi et Zi peuvent êtred�ependants. Cela revient �a dire que les e�ets des MP et des MC sont AGAN : apr�es haquemaintenane, le syst�eme est remis �a neuf. Le proessus global des maintenanes est alors unproessus de renouvellement, mais le proessus des MP ou elui des MC eux n'en sont pas.La d�ependane entre les deux types de maintenane est exprim�ee par la loi de probabilit�eonjointe du ouple (Y; Z), arat�eris�ee par la fontion de survie bidimensionnelle :8y � 0; 8z � 0; S(y; z) = P (Y > y; Z > z) (7.25)La politique de maintenane id�eale onsisterait �a e�etuer la maintenane pr�eventive juste avantla d�efaillane, e qui se produit quand Y = Z � �, ave � petit. Si les Yi sont nettement pluspetits que les Zi, on n'observe pas de d�efaillane, mais on fait les MP trop tôt, don �a un oûttrop �elev�e. En�n, la pire politique serait elle o�u on n'observe que des d�efaillanes, e qui arrivepour Yi > Zi, pour tout i � 1.Cooke et Bedford [18℄ ont lass�e les prinipaux mod�eles de risques onurrents, parmi lesquelson distingue :� Mod�ele �a risques ind�ependants : C'est le as o�u Y et Z sont ind�ependants. Le mod�eleest alors ompl�etement d�e�ni par les lois marginales de Y et Z.� Mod�ele �a risques onditionnellement ind�ependants : Y = A + C et Z = B + C,o�u A;B et C sont mutuellement ind�ependantes [32℄. Y et Z sont don d�ependantes parl'interm�ediaire de C et ind�ependantes onditionnellement �a C.



114 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MC� Mod�ele �a signe al�eatoire : (aussi appel�e mod�ele �a ensure d�ependant de l'âge dans[17℄) Il onsiste simplement �a supposer que le signe de Y � Z est ind�ependant de Z. Ilest �equivalent de dire que U et Z sont ind�ependantes. En lair, la nature de la prohainemaintenane ne d�epend pas de la dur�ee th�eorique d'attente de la prohaine MC. Pourd�e�nir ompl�etement le mod�ele, la loi onjointe de (Y; Z) doit être pr�eis�ee.Dans la mesure o�u les e�ets des MP et MC sont suppos�es AGAN, le probl�eme d'�evaluationde l'eÆait�e de la maintenane ne se pose pas dans les mod�eles de risques onurrents. Lestravaux onsar�es �a es mod�eles s'int�eressent essentiellement �a la omparaison de mod�eles et�a l'estimation des lois de Y et Z. Pour e dernier point, la diÆult�e est que les Yi et Zi nesont pas observ�ees, seules les Wi et Ui le sont. Dans le mod�ele �a risques ind�ependants, les loisde Y et Z peuvent être estim�ees au vu des Wi et Ui par une m�ethode de type Kaplan-Meier[44℄. Mais quand les risques ne sont pas ind�ependants, il s'av�ere qu'on ne peut pas estimer eslois, �a ause d'un probl�eme d'identi�abilit�e. En e�et il a �et�e prouv�e que, quelle que soit la loionjointe de (Y; Z), il existe toujours un ouple de variables al�eatoires ind�ependantes (eY ; eZ), quifournissent la même loi que (Y; Z) pour (W;U) [70℄. On ne peut en fait estimer que les fontionsde sous-survie : S�Y (y) = P (Y > y; Y � Z) = P (W > y; U = 1) (7.26)S�Z(z) = P (Z > z; Z < Y ) = P (W > z; U = 0) (7.27)Pour illustrer e probl�eme, onsid�erons un exemple, inspir�e de Bedford et Mesina [7℄.� Mod�ele 1 : W et U sont ind�ependants, W a pour fontion de survie SW , U est de loi deBernoulli de param�etre p. Y et Z sont d�e�nis par Y = W + (1�U)A et Z = W +UA, o�uA est une variable al�eatoire positive quelonque.� Mod�ele 2 : Y et Z sont ind�ependantes et de fontions de survie respetives SY (y) =[SW (y)℄p et SZ(z) = [SW (z)℄(1�p).On montre que es deux mod�eles ont les mêmes fontions de sous-survie : S�Y (y) = pSW (y)et S�Z(z) = (1� p)SW (z). Par ons�equent, il est impossible de reonstituer la loi de (Y; Z) au vude l'observation de (W;U). Le premier mod�ele suppose une d�ependane forte entre MP et MCpotentielles alors que le deuxi�eme mod�ele suppose qu'elles sont ind�ependantes. Bedford, assoi�e�a Mesina [7℄ et Bunea [12℄ a herh�e �a mesurer l'impat de es inertitudes sur le probl�emed'optimisation de la maintenane.7.2.2 G�en�eralisation de l'approhe risques onurrentsOn propose ii de g�en�eraliser l'approhe risques onurrents au as d'e�ets de maintenanequelonques. Pour ei, on doit arat�eriser la loi jointe des variables de risques, Yi et Zi, ondi-tionnellement aux observations d�ej�a r�ealis�ees, a�n de pouvoir exprimer l'e�et de la (i � 1)�ememaintenane sur la loi du ouple (Yi; Zi).DEFINITION 7.2.1.Pour un proessus de MP et MC on d�e�nit la loi jointe des risques onditionnellement aupass�e du proessus des MP et MC par la fontion de survie :8k � 0; Sk+1(y; z;Wk ;Uk) = P (Yk+1 > y; Zk+1 > zjW k ;Uk) (7.28)�



Maintenanes pr�eventives onditionnelles 115De la même fa�on, on g�en�eralise la notion de fontion de sous-survie en les onditionnant parrapport au pass�e du proessus des MP et MC.DEFINITION 7.2.2.Pour un proessus de MP et MC on d�e�nit les fontions de sous-survie (g�en�eralis�ees) omme�etant : 8k � 0; S�Zk+1(t;W k;Uk) = P (Zk+1 > t; Zk+1 < Yk+1 jW k;Uk) (7.29)S�Yk+1(t;W k;Uk) = P (Yk+1 > t; Yk+1 � Zk+1 jW k;Uk) (7.30)�Si on suppose, omme nous le ferons �a partir de maintenant, que les d�eriv�ees partielles de lafontion de survie jointe des risques, �Sk+1�y (y; z; :::), �Sk+1�z (y; z; :::) et �2Sk+1�y�z (y; z; :::), existentet sont ontinues, le lien entre les fontions de sous-survie et la fontion de survie jointe desrisques est fait par la propri�et�e suivante.PROPRIETE 7.2.1 :S�Yk+1(y;Wk ;Uk) = Z +1y �� ��ySk+1(y; z;Wk;Uk)�(s;s) ds (7.31)S�Zk+1(z;W k;Uk) = Z +1z �� ��zSk+1(y; z;Wk;Uk)�(s;s) ds (7.32)�D�emonstration :� ddyS�Yk+1(y;W k;Uk) = lim�y!0 1�yP (y < Yk+1 � y +�y; Yk+1 � Zk+1 jW k;Uk)= lim�y!0 1�yP (y < Yk+1 � y +�y; y + �y � Zk+1 jW k ;Uk)+ lim�y!0 1�yP (y < Yk+1 � y +�y; Yk+1 � Zk+1 � y +�y jW k;Uk) (7.33)Or,P (y < Yk+1 � y + �y; Yk+1 � Zk+1 � y + �y jW k;Uk)� P (y < Yk+1 � y +�y; y < Zk+1 � y +�y jW k;Uk)= P (y < Yk+1 � y +�y; Zk+1 > y jW k;Uk)�P (y < Yk+1 � y +�y; Zk+1 > y + �y jW k ;Uk)= [Sk+1(y; y;Wk ;Uk)� Sk+1(y +�y; y;Wk ;Uk)℄�[Sk+1(y; y +�y;W k;Uk)� Sk+1(y +�y; y +�y;W k ;Uk)℄= "� � ��ySk+1(y; z;Wk;Uk)�(y;y) + � ��ySk+1(y; z;Wk;Uk)�(y;y+dy)# �y + O(�y2)= � �2�y �zSk+1(y; z;Wk;Uk)�(y;y) �y2 + O(�y2) = O(�y2) (7.34)Et, P (y < Yk+1 � y +�y; Zk+1 > y + �y jW k ;Uk)= Sk+1(y; y + �y;W k;Uk)� Sk+1(y + �y; y +�y;W k;Uk)= � � ��ySk+1(y; z;Wk;Uk)�(y;y+�y) �y + O(�y2) (7.35)



116 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MCEn utilisant les �equations (7.33), (7.34) et (7.35), puis en int�egrant, on obtient (7.31). (7.32)se d�emontre de la même fa�on. �La propri�et�e suivante donne le lien �evident existant entre les approhes risques onurrentset proessus bivari�es ou olor�es.PROPRIETE 7.2.2 :Sk+1(t; t;W k;Uk) = P (Wk+1 > tjW k;Uk) (7.36)S�Zk+1(t;W k;Uk) = P (Wk+1 > t; Uk+1 = 0jW k;Uk) (7.37)S�Yk+1(t;W k;Uk) = P (Wk+1 > t; Uk+1 = 1jW k;Uk) (7.38)�COROLLAIRE 7.2.1. :Sk+1(t; t;W k;Uk) = exp�� Z t0 �KCk+s(k;W k;Uk) ds� (7.39)S�Zk+1(t;W k;Uk) = Z +1t �NCk+v(k;W k;Uk) exp�� Z v0 �KCk+s(k;W k;Uk) ds� dv (7.40)S�Yk+1(t;W k ;Uk) = Z +1t �MCk+v(k;W k ;Uk) exp�� Z v0 �KCk+s(k;W k;Uk) ds� dv (7.41)�COROLLAIRE 7.2.2. :�Kt (Kt�;WKt� ;UKt� ) = � ddt �ln �SKt�+1(t� CKt� ; t� CKt� ;WKt� ;UKt� )�� (7.42)�Nt (Kt�;WKt� ;UKt� ) = �� ��zSKt�+1(y; z;WKt� ;UKt� )�(t�CKt� ;t�CKt� )SKt�+1(t � CKt� ; t� CKt� ;WKt� ;UKt� ) (7.43)�Mt (Kt�;WKt� ;UKt� ) = �� ��ySKt�+1(y; z;WKt� ;UKt� )�(t�CKt� ;t�CKt� )SKt�+1(t � CKt� ; t� CKt� ;WKt� ;UKt�) (7.44)�D�emonstration :L'�equation (7.42) est une ons�equene direte de (7.39). Le orollaire 7.2.1 a pour ons�equeneque : �Nt (k;W k ;Uk) = � ddtS�Zk+1(t � Ck;W k;Uk)exp�� R t0 �KCk+s(k;W k;Uk) ds� (7.45)Et on obtient l'�equation (7.43) en utilisant le r�esultat des �equations (7.32) et (7.39) dansl'�equation pr�e�edente. De fa�on similaire on d�emontre l'�equation (7.44). �



Maintenanes pr�eventives onditionnelles 117Le orollaire 7.2.2 met en �evidene le probl�eme d'identi�abilit�e des mod�eles de risques onur-rents, dont on a d�ej�a parl�e. En e�et, on a montr�e ave la propri�et�e 7.1.2 que les intensit�es de MPet de MC arat�erisaient ompl�etement la loi des observations. Or, es intensit�es ne d�ependentque des valeurs que prend la loi jointe des risques au voisinage de la premi�ere diagonale. Lamajeure partie de la loi jointe des risques n'a don auun impat sur la loi des observationset n'est par ons�equent pas identi�able. Pour expliquer e ph�enom�ene on d�e�nit la notion derisques onditionnellement ind�ependants.DEFINITION 7.2.3.Des variables de risques f(Yi; Zi)gi�1 sont dites avoir des risques ind�ependants onditionnel-lement au pass�e du proessus des MP et MC, ou plus simplement, des risques onditionnel-lement ind�ependants si :8k � 1; 8y; z � 0;Sk+1(y; z;Wk;Uk) = P (Yk+1 > y jW k;Uk) P (Zk+1 > z jW k ;Uk) (7.46)�Pour tout mod�ele de risques onurrents g�en�eralis�es, on montre alors qu'il existe toujours unmod�ele ave risques onditionnellement ind�ependants qui a la même loi des observations.PROPRIETE 7.2.3 :Pour n'importe quelles variables de risques f(Yi; Zi)gi�1, il existe une unique s�erie de variablesde risques f(eYi; eZi)gi�1 ave les mêmes intensit�es de MP et MC, et des risques onditionnel-lement ind�ependants. �D�emonstration :Soit f eY igi�1 et feZigi�1 des variables de risques onditionnellement ind�ependantes, 'est-�a-direv�eri�ant l'�equation (7.46). On note,SeYk+1(y;fW k; eUk) = P (eYk+1 > yjfW k; eUk) (7.47)SeZk+1(z;fW k; eUk) = P ( eZk+1 > yjfW k ; eUk) (7.48)Le orollaire 7.2.2 implique que :� eNt (Kt�;WKt� ;UKt�) = � ddtSeZKt�+1(t� CKt� ;WKt� ;UKt� )SeZKt�+1(t� CKt� ;WKt� ;UKt�) (7.49)Don, SeZk+1(z;W k ;Uk) = exp�� Z z0 � eNCk+v(k;W k ;Uk) dv� (7.50)Ainsi, si on hoisit des variables ave risques onditionnellement ind�ependants telles que,SeZk+1(z;W k ;Uk) = exp�� Z z0 �NCk+v(k;W k ;Uk) dv� (7.51)SeYk+1(y;W k;Uk) = exp�� Z y0 �MCk+v(k;Wk ;Uk) dv� (7.52)leurs intensit�es de MC et MP seront � eNt = �Nt et �fMt = �Mt . �



118 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MCEn�n, dans le adre d'une approhe param�etrique et même si la loi jointe des variables derisques n'est pas totalement identi�able, on peut, en utilisant les r�esultats de la propri�et�e 7.1.4et du orollaire 7.2.2, aluler la fontion de vraisemblane en fontion de ette loi jointe desrisques. On remarque, bien entendu, que seules les valeurs de ette loi jointe au voisinage de lapremi�ere diagonale rentrent en ompte dans ette vraisemblane.COROLLAIRE 7.2.3. :Lt(�) = "KtYi=1 �� ��ySi(y; z;W i�1;U i�1)�Ui(Wi;Wi) �� ��zSi(y; z;W i�1;U i�1)�1�Ui(Wi;Wi)#SKt�+1(t� CKt� ; t� CKt� ;WKt� ;UKt� ) (7.53)�7.3 Mod�ele ave e�ets de maintenane sym�etriques sur les pro-essus de risquesA notre onnaissane, seuls Langseth et Lindqvist [45℄ se sont int�eress�es �a la g�en�eralisationdes mod�eles de maintenane imparfaite pour des politiques de MP onditionnelle. Leur mod�elesuppose impliitement que les e�ets des maintenanes sur les proessus de risques fYigi�1 etfZigi�1 sont sym�etriques. Cela ne veut pas dire que MP et MC ont la même eÆait�e, maisque les maintenanes ont le même e�et sur les deux variables de risque : 'est-�a-dire qu'ellesmodi�ent leur loi jointe de la même fa�on.7.3.1 Mod�ele d'âge virtuel g�en�eralis�eSous ette hypoth�ese d'un e�et sym�etrique des maintenanes sur les deux proessus derisques, on peut proposer un mod�ele d'âge virtuel g�en�eralis�e au as de MP onditionnelles.On se sert de l'approhe risques onurrents, et on suppose que, avant la premi�ere maintenane,les dates possibles de MP et de MC sont deux variables al�eatoires oupl�ees, not�ees respetive-ment Y1 et Z1, de fontion de survie jointe S(y; z) = P (Y1 > y; Z1 > z). On observera alorsla premi�ere de es deux maintenanes qui se produira �a l'instant W1 = min(Y1; Z1). L'e�etde ette maintenane est alors que les nouvelles variables de risques Y2 et Z2 auront le mêmeomportement que elles du syst�eme neuf (et vierge de maintenane) qui aurait d�ej�a fontionn�eun temps A1(K;U) = a1(W1; U1) sans tomber en panne. Et ainsi de suite pour les maintenanessuivantes. Les hypoth�eses se traduisent alors math�ematiquement par l'�equation :8k � 0; 8y; z � 0; P (Yk+1 > y; Zk+1 > z jAk(K;U);Wk;Uk)= P (Y1 > Ak(K;U) + y; Z1 > Ak(K;U) + zj Y1 > Ak(K;U); Z1 > Ak(K;U); Ak(K;U)) (7.54)o�u Ak(K;U) = ak(W k ;Uk) ave ak(:) une fontion d�eterministe. On dit ii que l'e�et desmaintenanes est sym�etrique sur les variables de risque, ar la même variable al�eatoire Ak(K;U)inue sur les deux risques Y et Z. En reprenant les notations de la setion pr�e�edente, on a :Sk+1(y; z;Wk ;Uk) = S(y + Ak(K;U); z+ Ak(K;U))S(Ak(K;U); Ak(K;U)) (7.55)On remarque que, en prenant y = z = w, dans l'�equation pr�e�edente on obtient :P (Wk+1 > wjAk(K;U);Wk;Uk) = P (W1 > w +Ak(K;U)jW1 > Ak(K;U); Ak(K;U)) (7.56)



Maintenanes pr�eventives onditionnelles 119Ainsi, e mod�ele est un mod�ele d'âge virtuel g�en�eralis�e au même sens que ela avait �et�e d�e�nipour les MP plani��ees (6.21).Notons pour tout t � 0, S(t) = S1(t; t), S 0(t) = ddtS1(t; t), S�Y 0(y) = ddyS�Y1(y) et S�Z 0(z) =ddzS�Z1(z). Remarquons que, d'apr�es la propri�et�e 7.2.1, es d�eriv�ees des fontions initiales de soussurvie peuvent �egalement être d�e�nies par : S�Y 0(y) = h ��yS1(y; z)i(t;t) et S�Z 0(z) = � ��zS1(y; z)�(t;t).Et, dans une vision proessus bivari�e ou olor�e, elles peuvent être d�e�nies par : S�Y 0(y) =fW1;U1=1(y) et S�Z 0(z) = fW1;U1=0(z). Notons �egalement :8x � 0; �(x) = �S�Z 0(x)S(x) ; �p(x) = �S�Y 0(x)S(x) ; �(x) = �S0(x)S(x) (7.57)� repr�esente le taux de d�efaillane de la premi�ere date de maintenane qu'elle soit pr�eventive ouorretive. � et �p repr�esentent respetivement les taux de d�efaillane des premi�eres variablesde risques de MC, eZ1, et MP, eY1, pour le mod�ele �equivalent ave risques onditionnellementind�ependants.En appliquant la propri�et�e 7.31 et le orollaire 7.2.2 on a alors :�Nt (K;U) = �(t� CKt� +AKt� (K;U)) (7.58)�Mt (K;U) = �p(t� CKt� +AKt� (K;U)) (7.59)�Kt (K;U) = �(t� CKt� + AKt� (K;U)) (7.60)S�Yk+1(y;W k;Uk) = Z +1y �p(s+AKt� (K;U)) ds (7.61)S�Zk+1(z;W k;Uk) = Z +1z �(s+ AKt�(K;U)) ds (7.62)Tout d'abord, si l'e�et des MP et des MC est suppos�e identique, l'âge e�etif ne d�ependrapas du type de la maintenane : Ak(K;U) = Ak(K), pour tout k � 0. L'�equation (7.60) s'�eritalors : �Kt (K) = �(t� CKt� + AKt� (K)) (7.63)Ainsi, le proessus des maintenanes, K, suit dans e as un mod�ele d'âge virtuel identique �aelui de la premi�ere partie.Les �equations pr�e�edentes impliquent �egalement que la loi des observations est enti�erementarat�eris�ee par la donn�ee de �, �p et de la suite des e�ets de maintenane fak(:)gk�1. La loi desobservations ne d�epend don de la loi jointe des risques qu'�a travers S(t), S�Y 0(t) et S�Z 0(t). Onretrouve don ii le même probl�eme que pour l'approhe traditionnelle des risques onurrents :seule la partie de la loi jointe des risques au voisinage de la premi�ere diagonale ('est-�a-dire lafontion de survie jointe �evalu�ee en la premi�ere diagonale et les deux d�eriv�ees partielles ellesaussi �evalu�ees en la premi�ere diagonale) est identi�able et don potentiellement estimable.Quand on applique le orollaire 7.2.3, et qu'on alule la fontion de vraisemblane assoi�eeaux observations d'une unique version du proessus des MP et MC, on trouve don, bien entendu,que elle-i ne d�epend elle aussi que de S(t), S�Y 0(t), S�Z 0(t) et des fontions ak(:) :Lt(�) = S(t� CKt + AKt(K;U))"KtYi=1 �[S�Y 0(Wi +Ai�1(K;U))℄Ui [S�Z 0(Wi +Ai�1(K;U))℄1�UiS(Ai(K;U)) #(7.64)Grâe aux variables al�eatoires Ak(K;U), que l'on appellera âges e�etifs (omme pour lesmod�eles d'âge virtuel portant sur des maintenanes uniquement orretives), on peut g�en�eraliserbon nombre de mod�eles lassiques de maintenane imparfaite. Nous proposons ii quatre exem-ples, tr�es loin d'être exhaustifs.



120 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MC7.3.2 MP et MC parfaitesEn prenant des âges e�etifs tous �egaux �a z�ero, Ak(K;U) = 0, pour tout k � 1, on trouvele as de maintenanes pr�eventives et orretives parfaites ou AGAN. Cela orrespond �a l'ap-prohe lassique des risques onurrents utilis�ee par exemple par Bedford et Mesina [7℄ et plusr�eemment par Bedford et Cooke [18℄. Les intensit�es de MP et MC v�eri�ent alors :�Nt (K) = �(t� CKt�) et �Mt (K) = �p(t� CKt� ) (7.65)L'intensit�e de maintenane globale est don : �Kt = �(t�CKt� ). Le proessus des maintenanesglobales est, dans e as, un proessus pontuel auto-exit�e, et plus partiuli�erement, omme nousl'avons d�ej�a fait remarquer, un proessus de renouvellement. La loi des temps inter-d�efaillaness'�erit alors : P (TNCk+1 > Ck + x jWk ;Uk) = 24S 
 +1Xj=0(�1)j S�Y 0 
j35 (x) (7.66)o�u 
 d�enote le produit de onvolution et S�Y 0
k orrespond �a k produits de onvolution dela fontion S�Y 0. On peut d�emontrer l'�equation pr�e�edente en appliquant la propri�et�e 7.1.3.Plus simplement, on peut �egalement l'obtenir en utilisant une formule des probabilit�es totalessur le syst�eme d'�ev�enements omplet fMCk+x �MCk = jgj�0 et le fait que les dur�ees inter-maintenanes sont dans e as des variables al�eatoires ind�ependantes et de même loi.En�n la vraisemblane s'�erit :Lt(�) = S(t� CKt) KtYj=1(S�Y 0(Wj))Uj (S�Z 0(Wj))1�Uj (7.67)7.3.3 MP et MC minimalesEn prenant des âges e�etifs tous �egaux �a l'instant de la derni�ere maintenane, Ak(K;U) =Ck, pour tout k � 1, on obtient des e�ets de maintenane minimaux ou ABAO. Les intensit�esde MP et MC v�eri�ent alors : �Nt = �(t) et �Mt = �p(t) (7.68)Les intensit�es de MP et MC sont deux fontions d�eterministes du temps. Le proessus desMP et elui des MC sont don deux NHPP. On peut montrer p�eniblement que le r�esultat dela propri�et�e 7.1.3 peut être simpli��e, et que, la fontion de survie onditionnelle de la datede la prohaine d�efaillane est elle d'un NHPP ensur�e �a gauhe par le dernier instant demaintenane :P (TNCk+1 > Ck + x jW k;Uk) = exp�� Z +1x �NCk+s ds� = exp�� Z +1x �(Ck + s) ds�(7.69)En e�et, le proessus des d�efaillanes est, ind�ependamment du proessus des MP, un NHPP.L'histoire des observations jusqu'�a la k�eme maintenane nous apprend don uniquement queTNCk+1 > Ck, d'o�u la formule pr�e�edente.En�n la fontion de vraisemblane s'�erit :Lt(�) = S(t) KtYj=1 �(S�Y 0(Cj))Uj(S�Z 0(Cj))1�UjS(Cj) (7.70)Cette vraisemblane n'est pas simplement elle de deux NHPP quelonques �evoluant s�epar�ement.En e�et, même si le proessus des MP et elui des MC sont bel et bien deux NHPP ind�ependants,les intensit�es de es NHPP peuvent avoir des param�etres ommuns.



Maintenanes pr�eventives onditionnelles 1217.3.4 MP et MC ARA1Par analogie ave les r�esultats du hapitre 6, on peut d�e�nir des e�ets de maintenaneARA1. En adoptant la premi�ere g�en�eralisation du mod�ele ARA1 que nous proposons, et quionsiste �a supposer que l'e�et des maintenanes est de r�eduire l'âge virtuel proportionnellementau suppl�ement d'âge aumul�e depuis la derni�ere maintenane (pr�eventive ou orretive), onobtient des intensit�es de MP et MC qui v�eri�ent :�Nt (K;U) = �0�t � Kt�Xi=0 �Ui+1p �1�Ui+1 Wi+11A (7.71)�Mt (K;U) = �p0�t � Kt�Xi=0 �Ui+1p �1�Ui+1 Wi+11A (7.72)En prenant �p = � = �, MP et MC ont la même eÆait�e. Le proessus des maintenanes K aalors pour intensit�e : �Kt (K) = �(t� �CKt�). Il s'agit don d'un mod�ele ARA1 identique �a euxpropos�es dans le premi�ere partie. On aurait pu s'en rendre ompte diretement ompte tenu desremarques faites sur le mod�ele d'âge virtuel g�en�eral. Comme dans le hapitre 6, les as �p = 1et � = 1 ne orrespondent pas �a des MP AGAN ou des MC AGAN. Par ontre, les as �p = 0et � = 0 orrespondent bien respetivement �a des MP ABAO et des MC ABAO. Cependant,dans es deux as, auun des proessus M , N ou K ne sont des NHPP.7.3.5 MP et MC ARA1Par analogie ave les r�esultats du hapitre 6, les intensit�es de MP et de MC, pour un e�etde maintenane ARA1, d'eÆait�e �p pour les pr�eventives et � pour les orretives, v�eri�ent :�Nt (K;U) = �0�t � CKt� + Kt�Xj=1(1� �p)Mt�MCj�1 (1� �)Nt�NCj�1Wj1A (7.73)�Mt (K;U) = �p0�t � CKt� + Kt�Xj=1(1� �p)Mt�MCj�1 (1� �)Nt�NCj�1Wj1A (7.74)On s'aper�oit que les formules deviennent vite tr�es volumineuses et don omplexes. Commedans le hapitre 6, les as �p = 1, � = 1, �p = 0 et � = 0 orrespondent respetivement �a desMP AGAN, des MC AGAN, des MP ABAO et des MC ABAO. Cependant, pour des MP ou desMC AGAN auun des proessus N , M ou K n'est un proessus de renouvellement, de mêmepour des MP ou des MC ABAO, auun de es proessus n'est un NHPP.7.3.6 Mod�eles identi�ables de d�ependane entre les risquesEn adoptant une approhe proessus bivari�e ou olor�e, pour d�e�nir ompl�etement un mod�elede MC et MP onditionnelles, il faut hoisir deux e�ets de maintenane, pr�eventive et orre-tive, et deux intensit�es initiales, �(t) et �p(t). Dans la setion pr�e�edente, nous avons pro-pos�e des mod�eles pour les e�ets de maintenane. Dans ette setion, nous allons proposer desmod�eles pour les intensit�es initiales. Pour e faire, nous allons nous servir de l'approhe issuede la g�en�eralisation des risques onurrents. En e�et, même si les mod�eles issus de ette ap-prohe sou�rent d'un probl�eme d'identi�abilit�e de la loi jointe des risques, ils sont malgr�e toutint�eressants et permettent, en durissant les hypoth�eses, de d�e�nir des intensit�es initiales de MPet MC r�ealistes et ave des param�etres identi�ables et en nombre limit�e.



122 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MC7.3.6.1 Mod�ele ave risques ind�ependantsLe mod�ele le plus basique onsiste �a supposer que les risques de MP et de MC sont ondi-tionnellement ind�ependants. On doit alors sp�ei�er une forme param�etrique pour le taux ded�efaillane de Z1, par exemple une fontion puissane, �(t) = � � t��1 ave � > 0 et � � 1,et une forme param�etrique pour le taux de d�efaillane de Y1, par exemple une autre fontionpuissane, �p(t) = �p �p t�p�1 ave �p > 0 et �p � 1. Etant donn�e que � (resp. �p) est le taux ded�efaillane de la date de la premi�ere maintenane quand elle-i est orretive (resp. pr�eventive),on se rend ompte que les param�etres du mod�ele ainsi d�e�ni sont identi�ables. Cependant, untel mod�ele n'est pas r�ealiste, au sens o�u, omme nous l'avons d�ej�a fait remarquer, la date d'uneMP onditionnelle est hoisie en fontion d'une surveillane d'indiateurs de l'�etat du syst�eme.Ainsi, �a moins que les indiateurs hoisis soient ind�ependants de l'usure du syst�eme, l'hypoth�esed'ind�ependane des risques n'est absolument pas r�ealiste.7.3.6.2 Le mod�ele de Langseth et LindqvistL'id�ee propos�ee par Langseth et Lindqvist [45℄ est de supposer que les hypoth�eses du mod�elede signe al�eatoire sont v�eri��ees par Y1 et Z1, et que la loi marginale de Z1 a un taux de d�efaillane�Z(t) pour t � 0. Ce taux de d�efaillane arat�erise le temps d'attente jusqu'�a la d�efaillane enl'absene de MP. On peut adopter n'importe quelle forme param�etrique usuelle de dur�ee de viepour e temps d'attente, omme par exemple un mod�ele de Weibull : �Z(t) = �� t��1 ave � > 0et � � 1. Ces hypoth�eses n'�etant pas suÆsantes pour mod�eliser ompl�etement la loi jointe desrisques, ils ont don �egalement suppos�e que la loi onditionnelle du temps d'attente jusqu'�a lapremi�ere maintenane sahant que, ette maintenane est pr�eventive, et que le syst�eme devraittomber en panne �a l'instant z � 0 si il n'est pas maintenu avant, v�eri�e :P (Y1 � yjZ1 = z; Y1 < Z1) = �Z(y)�Z(z) (7.75)Cette hypoth�ese rend peu probable la possibilit�e de MP trop pr�eoe par rapport �a la date o�u lesyst�eme est suseptible de tomber en panne. Dans leur artile, Langseth et Lindqvist ont assoi�ee mod�ele �a un e�et de maintenane de type BP que nous d�e�nirons et �etudierons dans la setion5 de e hapitre. Ils ont d�emontr�e que les param�etres des intensit�es initiales ainsi d�e�nies �etaientidenti�ables.Ave nos notations, Langseth et Lindqvist ont �egalement d�emontr�e que :S�Z 0(t) = (1� q) �Z(t) exp (��Z(t)) (7.76)S�Y 0(t) = q �Z(t) Ie(�Z(t)) (7.77)o�u q = P (U1 = 1), �Z(t) = R t0 �Z(s) ds et Ie(t) = R +1t exp(�s)s ds. Un alul simple montre alorsque : S(t) = S�Y (t) + S�Z(t) = exp (��Z(t))� q�Z(t) Ie (exp (��Z(t))) (7.78)Et don, �(t) = (1� q) �Z(t) exp (��Z(t))exp (��Z(t))� q �Z(t) Ie(�Z(t)) (7.79)�p(t) = q �Z(t) Ie(�Z(t))exp (��Z(t))� q �Z(t) Ie(�Z(t)) (7.80)Sur e mod�ele, on remarque que l'intensit�e initiale de d�efaillane en l'absene de MP, �Z, esttr�es di��erente de l'intensit�e initiale de MC, et ela �a ause de la d�ependane existant entreles variables de risques. Cela met en �evidene le fait qu'il est diÆile de hoisir une forme



Maintenanes pr�eventives onditionnelles 123param�etrique r�ealiste pour les intensit�es initiales de MP et MC quand on ne sait rien sur lad�ependane existant entre les proessus de risque. En e�et, en pratique, l'intensit�e initiale deMC en l'absene de MP re�ete le omportement d'un proessus d'usure. Il est alors usuel dehoisir un mod�ele tel que elui de Weibull. Par ontre, la forme des intensit�es initiales de MP etde MC est li�ee �a la d�ependane existant entre les risques, 'est-�a-dire �a la apait�e de l'�equipede maintenane �a antiiper les d�efaillanes. Le deuxi�eme int�erêt de e mod�ele d'intensit�e initialeest de limiter le nombre de param�etres �a estimer. Contrairement �a l'approhe pr�e�edente quioblige �a estimer 4 param�etres, on a ave e mod�ele �a estimer, en omparaison, un param�etre demoins.7.3.6.3 Une autre g�en�eralisation du mod�ele de signe al�eatoireUne autre fa�on d'utiliser le mod�ele de signe al�eatoire pour onstruire des intensit�es ini-tiales de MP et MC, onsiste, omme nous le proposons, �a supposer une ertaine forme pourl'intensit�e initiale, �W (t), du proessus de maintenane globale. Ce proessus de maintenaneglobal est un proessus pontuel auto-exit�e lassique pour lequel il est don naturel de hoi-sir un mod�ele lassique tel que elui de Weibull. Ces hypoth�eses n'�etant pas suÆsantes pourd�e�nir ompl�etement la loi jointe des risques, on suppose, en plus de l'hypoth�ese du mod�elede signe al�eatoire, que fY1 � Z1g est ind�ependant de Y1. C'est �a dire que �nalement l'instantde la premi�ere maintenane, W1, et le type de maintenane, U1, sont ind�ependants. En notanttoujours q = P (U1 = 1), on a :S�Y (y) = P (W1 > y; Y1 � Z1) = q S(y) (7.81)De la même fa�on, on a �egalement : S�Z(z) = (1� q)S(y) (7.82)Ainsi, les intensit�es initiales de MP et de MC v�eri�ent :�(t) = (1� q)�(t) (7.83)�p(t) = q �(t) (7.84)Ces intensit�es initiales sont beauoup plus simples que elles d�eoulant du mod�ele propos�e parLangseth et Lindqvist, et ont ave des formes param�etriques semblables le même nombre deparam�etres �a estimer. Il est �evident que es intensit�es initiales sont identi�ables : �(t) est le tauxde d�efaillane du premier instant de maintenane et q est la probabilit�e que ette maintenanesoit pr�eventive.7.4 E�ets de maintenane non sym�etriques sur les proessus derisquesJusqu'�a pr�esent nous avons suppos�e que l'e�et des maintenanes �etait le même sur les deuxproessus de risque, mais on peut tr�es bien imaginer un mod�ele o�u es e�ets soient di��erents.Ave un mod�ele de type âge virtuel on aurait de fa�on tr�es g�en�erale :8k � 0; 8y; z � 0; P (Yk+1 > y; Zk+1 > z jApk(K;U); Ak(K;U);Wk;Uk)= P (Y1 > Apk(K;U) + y; Z1 > Ak(K;U) + zj Y1 > Apk(K;U); Z1 > Ak(K;U); Apk(K;U); Ak(K;U)) (7.85)o�u Apk(K;U) = apk(W k ;Uk) et Ak(K;U) = ak(W k;Uk) ave apk(:) et ak(:) des fontionsd�eterministes.



124 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MCEn prenant y = z = w dans l'�equation pr�e�edente on obtient pas une �equation similaire �a(6.21). Don, e mod�ele n'est pas une g�en�eralisation du mod�ele d'âge virtuel d�e�ni pour les MPplani��ees. Par ontre, en prenant des e�ets de MP et de MC identiques entre eux et identiquessur les deux proessus de risques, Apk(K;U) = Ak(K;U) = Ak(K), pour tout k � 0, on trouveque le proessus K suit un mod�ele d'âge virtuel au sens d�e�ni dans la premi�ere partie.En notant toujours S(y; z) la fontion de survie jointe des premiers risques (Y1; Z1), on aalors des intensit�es de MP et MC qui v�eri�ent :�Nt (K;U) = h ��yS(y � CKt� + ApKt�(K;U); z� CKt� +AKt� (K;U))i(t;t)S(t� CKt� + ApKt� (K;U); t� CKt� + AKt� (K;U)) (7.86)�Mt (K;U) = h ��zS(y � CKt� +ApKt� (K;U); z� CKt� + AKt� (K;U))i(t;t)S(t� CKt� + ApKt� (K;U); t� CKt� + AKt� (K;U)) (7.87)�Kt (K;U) = ddtS(t� CKt� + ApKt� (K;U); t� CKt� + AKt� (K;U))S(t� CKt� +ApKt� (K;U); t� CKt� +AKt� (K;U)) (7.88)Au vu de es intensit�es, et omme t�CKt� +ApKt� (K;U) n'est pas for�ement �egal �a t�CKt� +AKt� (K;U), il ne semble pas vain d'esp�erer que dans e adre g�en�eral, et sous ertaines ondi-tions, la fontion de survie onjointe des risques puisse être identi�able, et don potentiellementestimable, pas seulement au voisinage de la premi�ere diagonale, mais peut-être sur IR2+ toutentier. Cela n'est pas ontraditoire ave le r�esultat de la propri�et�e 7.2.3. Dans ette propri�et�e,on d�emontre que le fait qu'il y ait ind�ependane onditionnelle ou non n'est pas identi�able.Ce qui se passe ii, 'est qu'en raison de l'e�et partiulier de la maintenane, la loi jointe despremi�eres variables de risque semble pouvoir être identi�able au vu de l'ensemble des instantsde maintenane.Dans un autre ontexte que la mod�elisation d'un syst�eme soumis �a des MP et des MC,Bedford et Lindqvist [6℄ ont propos�e un mod�ele pouvant être vu omme un as partiulier dumod�ele tr�es g�en�eral que nous venons de pr�esenter. Leur id�ee est �equivalente �a dire que haquemaintenane va renouveler son propre proessus de risque et va laisser dans l'�etat le proessusde risque orrespondant �a l'autre type de maintenane. 'est-�a-dire que haque maintenane aun e�et AGAN sur sa propre variable de risque et ABAO sur la variable de risque orrespondant�a l'autre e�et de maintenane. Les intensit�es de MP et de MC orrespondantes v�eri�ent alors :�Nt (K;U) = h ��yS(y � TNt� ; z � �Mt� )i(t;t)S(t� TNt� ; t� �Mt� ) (7.89)�Mt (K;U) = � ��zS(y � TNt� ; z � �Mt� )�(t;t)S(t� TNt� ; t� �Mt� ) (7.90)Bedford et Lindqvist ont d�emontr�e dans leur artile que, sous ertaines onditions, la loi jointe desrisques �etait identi�able. L'id�ee est de prouver qu'au �l du temps le ouple (t� TNt� ; t� �Mt� )peut ave une probabilit�e non nulle parourir IR2+ tout entier. Ainsi, la loi des observations(arat�eris�ee ii par les intensit�es de MP et de MC) va d�ependre des valeurs de la fontion desurvie jointe S(y; z) sur IR2+ tout entier, et non plus seulement sur sa premi�ere diagonale, ommeela �etait le as pour des e�ets de maintenane sym�etriques.Ces mod�eles, jamais enore �etudi�es dans le adre de la mod�elisation de MP onditionnelles,o�rent des perspetives nouvelles. Cependant ils sont tr�es omplexes et le risque est d'aboutir �ades hypoth�eses sur l'eÆait�e des MP et MC n'ayant plus auun sens pratique.



Maintenanes pr�eventives onditionnelles 1257.5 L'eÆait�e de maintenane d�epend de variables externesDans le adre de notre mod�elisation g�en�erale, l'eÆait�e de la i�eme maintenane peut d�ependred'une variable al�eatoire externe, Bi, ind�ependante du pass�e des observations du proessus desMP et MC et des autres variables al�eatoires externes. Les intensit�es de MP, de MC et de main-tenane globale sont don, dans leur forme g�en�erale, relatives au proessus externe.DEFINITION 7.5.1.{ Intensit�e relative de MC :�Nt (K;U;B) = lim�t!0 1�tP (Nt+�t �Nt� = 1jKt�;WKt� ;UKt� ;BKt� ) (7.91){ Intensit�e relative de MP :�Mt (K;U;B) = lim�t!0 1�tP (Mt+�t �Mt� = 1jKt�;WKt� ;UKt� ;BKt�) (7.92){ Intensit�e relative de maintenane (globale) :�Kt (K;U;B) = lim�t!0 1�tP (Kt+�t �Kt� = 1jKt�;WKt� ;UKt� ;BKt� ) (7.93)�La tehnique est alors toujours la même. On utilise le th�eor�eme d'innovation 5.2.1 pour al-uler des intensit�es que l'on appellera par opposition aux intensit�es relatives, intensit�es propres :�Nt (K;U) = E ��Nt (K;U;B) jKt�;WKt� ;UKt� � (7.94)�Mt (K;U) = E ��Mt (K;U;B) jKt�;WKt� ;UKt� � (7.95)�Kt (K;U) = E ��Kt (K;U;B) jKt�;WKt� ;UKt� � (7.96)L'ensemble des r�esultats obtenus dans le hapitre pr�e�edent sont alors v�eri��es en utilisant pourintensit�e de MP, de MC ou de maintenane globale, les intensit�es propres orrespondantes.Pour un mod�ele de Brown-Proshan, ave un e�et sym�etrique des maintenanes sur lesvariables de risques et des eÆait�es de MP pp et de MC p , les intensit�es relatives de MP etMC v�eri�ent : �Nt (K;U;B) = �0�t � CKt� + Kt�Xj=1 Kt�Xk=j (1�Bk)Wk1A (7.97)�Mt (K;U;B) = �p0�t � CKt� + Kt�Xj=1 Kt�Xk=j (1�Bk)Wk1A (7.98)o�u Bi est une variable al�eatoire ind�ependante de Wi et fWj ; Uj ; Bjg1�j<i et onditionnellement�a Ui de loi de Bernoulli de param�etre pUi = pUip p1�Ui .Langseth et Lindqvist [45℄ ont montr�e que, en prenant les intensit�es initiales de MP et de MCissues de leur g�en�eralisation du mod�ele de signe al�eatoire (7.79) et (7.80), et ave notamment untaux de d�efaillane �Z(:) de type fontion puissane, le mod�ele BP ainsi d�e�ni �etait identi�ableau vu de la seule observation du proessus des MP et MC. Par ontre leur tentative de fournirune fontion de vraisemblane pour le mod�ele ainsi d�e�ni est un �ehe, ar ils ont onsid�er�e �atort que la i�eme variable al�eatoire externe �etait ind�ependante de Wj pour j > i. Par ontre, enutilisant la m�ethode que nous proposons bas�ee sur le th�eor�eme d'innovation, on peut alulerdes intensit�es propres et en d�eduire une vraisemblane propre assoi�ee �a la seule observation duproessus des MP et MC.



126 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MCPROPRIETE 7.5.1 :Dans le as de MP onditionnelles, pour un e�et de maintenane sym�etrique sur les proessusde risques et de type BP d'eÆait�e pp pour les MP et p pour les MC, les intensit�es propresv�eri�ent :�Kt (K;U) = � ddt 24ln0�Kt�Xj=0 p1lfj>0gUj 	j+1;Kt� exp���K(t� Cj)� �KCj(K;U)�1A35 (7.99)�Nt (K;U) = Kt�Xj=0 p1lfj>0gUj �(t � Cj) exp (��K(t � Cj))exp���Kt (K;U) + �KCj(K;U)� 	j+1;Kt� (7.100)�Mt (K;U) = Kt�Xj=0 p1lfj>0gUj �p(t� Cj) exp (��K(t� Cj))exp���Kt (K;U) + �KCj(K;U)� 	j+1;Kt� (7.101)ave 	j;k = 24 kYi=j(1� pUi)"�p(Ci � Cj)�MCi(K;U) #Ui "�(Ci � Cj)�NCi(K;U) #1�Ui35 et o�u pUi = pUip p1�Ui est laprobabilit�e que la i�eme maintenane soit parfaite sahant si elle est pr�eventive ou orretive,�(t) = R t0 �(s) ds et �p(t) = R t0 �p(s) ds sont respetivement les intensit�es initiales umul�eesde MP et MC, et �K(t) = �(t)+�p(t) est l'intensit�e initiale umul�ee de maintenane globale.On en d�eduit que la vraisemblane assoi�ee �a une unique observation du proessus des MPet MC sur [0; t℄ s'�erit de mani�ere r�eursive :Lt(�) = 24Kt�Yi=1 (1� pUi)�p(Ci)Ui �(Ci)1�Ui35 ��p(t)UKt �(t)1�UKt�1lft=CKtg exp (��K(t))+24Kt�Xj=1 pUj 24 Kt�Yi=j+1(1� pUi)�p(Ci � Cj)Ui �(Ci � Cj)1�Ui35��p(t� Cj)UKt�(t� Cj)1�UKt�1lft=CKtg exp (��K(t� Cj))LCj(�)35 (7.102)�D�emonstration :La d�emonstration de ette propri�et�e ressemble beauoup �a elles faites dans le as de MP pla-ni��ees (propri�et�es 6.4.1 et 6.4.2). Les notations sont don similaires et nous ne referons pas iitous les aluls. Pour ne pas r�erire les mêmes r�esultats pour haune des intensit�es on notera�Dt l'intensit�e de MP (D = M), ou de MC (D = N), ou de maintenane globale (D = K). Toutd'abord, le th�eor�eme d'innovation implique :�Dt (K;U) = Kt�Xj=0 E[�Dt (K;U;B) jBKt�;j ; Kt�;CKt� ;UKt� ℄P (BKt� ;j jKt�;CKt� ;UKt� )(7.103)En notant d = p quand D = M , d =  quand D = N et d = K quand D = K, on a toutnaturellement : E[�Dt (K;U;B) jBKt� ;j ; Kt�;CKt� ;UKt� ℄ = �d(t� Cj) (7.104)



Maintenanes pr�eventives onditionnelles 127Ensuite, en adaptant la d�emonstration faite dans le as de MP plani��ees, on a pour Kt� > 1 etKt� � j :P (BKt� ;j jKt�;CKt� ;UKt� )= p̂Kt� ;j �P (BKt��1;j jCKt� ;UKt� )�1lfKt�>jg exp(� R tCKt� �K(s� Cj) ds)exp(� R tCKt� �Ks (K;U) ds) (7.105)De la même fa�on on prouve, pour k � 2 et k � j, que :P (Bk;j jCk+1;Uk+1) = gpk;j [P (Bk�1;j jCk ;Uk)℄1lfk>jg�p(Ck+1 � Cj)Uk+1 �(Ck+1 � Cj)1�Uk+1 exp(� R Ck+1Ck �K(s� Cj) ds)(�MCk+1(K;U))Uk+1 (�NCk+1(K;U))1�Uk+1 exp(� R Ck+1Ck �Ks (K;U) ds) (7.106)Ainsi, en utilisant es di��erents r�esultats dans (7.103), on prouve que les intensit�es propresv�eri�ent : �Dt (K;U) = Kt�Xj=0 p1lfj>0gUj �d(t� Cj) exp (��K(t� Cj))exp���Kt (K;U) + �KCj(K;U)�24 Kt�Yi=j+1(1� pUi)"�p(Ci � Cj)�MCi(K;U) #Ui "�(Ci � Cj)�NCi(K;U) #1�Ui35 (7.107)Les �equations (7.100) et (7.101) sont don v�eri��ees en prenant D = N et D = M .On note, Sk;j = p1lfj>0gUj exp���KCj (K;U)�	j+1;k. L'�equation pr�e�edente se r�e�erit alors pourl'intensit�e de maintenane globale :�Kt (K;U) exp ���Kt (K;U)�= Kt�Xj=0 �K(t � Cj) exp (��K(t � Cj))SKt�;j (7.108)En int�egrant ette �equation entre t et CKt� , on obtient :exp ���Kt (K;U)�� exp���KCKt� (K;U)�= Kt�Xj=0 SKt� ;j �exp (��K(t� Cj))� exp ���K(CKt� � Cj)�� (7.109)Or, en �evaluant l'�equation (7.107) en t = Ck+1 on a :exp���KCk+1(K;U)� = kXj=0 �d(Ck+1 � Cj)�DCk+1(K;U) exp (��K(Ck+1 � Cj))Sk;j= kXj=0 "�p(Ck+1 � Cj)�MCk+1(K;U) #Uk+1 "�(Ck+1 � Cj)�NCk+1(K;U) #1�Uk+1 exp (��K(Ck+1 � Cj))Sk;j= 11� pUk+1 kXj=0 Sk+1;j exp (��K(Ck+1 � Cj))= k+1Xj=0 Sk+1;j exp (��K(Ck+1 � Cj)) (7.110)



128 Mod�elisation et �evaluation des e�ets onjoints des MP et MCEn utilisant e r�esultat et l'�equation (7.109) on obtient que l'intensit�e propre de maintenaneglobale v�eri�e : exp ���Kt (K;U)�= Kt�Xj=0 SKt�;j exp (��K(t � Cj)) (7.111)En prenant le logarithme et en d�erivant l'�equation i dessus, on trouve l'�equation (7.99).En�n, en utilisant le r�esultat de la propri�et�e 7.1.4, et les �equations (7.107) et (7.111), onobtient que la vraisemblane propre v�eri�e :Lt(�) = "KtYi=1�NCi(K;U)1�Ui �MCi(K;U)Ui# exp ���Kt (K;U)�= 24Kt�Yi=1 �NCi(K;U)1�Ui �MCi(K;U)Ui35��Nt (K;U)1�UKt �Mt (K;U)UKt�1lft=CKtgexp ���Kt (K;U)�= Kt�Xj=0 p1lfj>0gUj h�p(t� Cj)(UKt �(t� Cj)1�UKti1lft=CKtg exp (��K(t� Cj))24 Kt�Yi=j+1(1� pUi)�p(Ci � Cj)Ui�(Ci � Cj)1�Ui35" jYi=1�MCi(K;U)Ui�NCi(K;U)1�Ui# exp���KCj (K;U)� (7.112)En�n omme pour la d�emonstration faite pour des MP plani��ees, on obtient la forme vou-lue de la vraisemblane en isolant le premier terme de la somme, et en reonnaissant lestermes orrespondant �a la valeur de la fontion de vraisemblane en un instant de maintenane,LCj(�) = hQji=1 �MCi(K;U)Ui�NCi(K;U)1�Uii exp���KCj(K;U)� �On peut appliquer la propri�et�e pr�e�edente en prenant pour intensit�e initiale de MP et MC elledes �equations (7.79) et (7.80), ou (7.83) et (7.84), ave une fontion de type puissane pour le tauxde d�efaillane de Z ou de W . On obtient ainsi la vraisemblane assoi�ee �a la seule observationdu proessus des MP et MC. On peut aluler les d�eriv�ees partielles de ette vraisemblanemême si elles sont alors donn�ees par des formules r�eursives. Le alul de la vraisemblane etde es d�eriv�ees partielles a omme pr�e�edemment une omplexit�e th�eorique en O(k2), o�u k estle nombre total de maintenanes observ�ees. Grâe aux valeurs de la vraisemblane et de esd�eriv�ees partielles il est possible, par une m�ethode num�erique, de trouver les estimateurs demaximum de vraisemblane des param�etres du mod�ele. Cependant, la loi jointe des risques restenon identi�able et don non estimable.Une piste int�eressante, qu'il reste �a explorer, est alors d'�etudier l'identi�abilit�e et le probl�emed'estimation dans un mod�ele de Brown-Proshan ave des e�ets non sym�etriques sur les variablesde risques. Ce mod�ele aurait alors des intensit�es relatives de MP et MC v�eri�ant :�Nt (K;U;B) = h ��yS(y � CKt� +ApKt� (K;U;B); z� CKt� + AKt� (K;U;B))i(t;t)S(t� CKt� + ApKt� (K;U;B); t� CKt� +AKt� (K;U;B)) (7.113)�Mt (K;U;B) = h ��zS(y � CKt� + ApKt� (K;U;B); z� CKt� +AKt� (K;U;B))i(t;t)S(t� CKt� + ApKt�(K;U;B); t� CKt� +AKt� (K;U;B)) (7.114)



Maintenanes pr�eventives onditionnelles 129ave ApKt� (K;U;B) =PKt�j=1 PKt�k=j (1�Bpk)Wk et AKt� (K;U;B) =PKt�j=1 PKt�k=j (1�Bk)Wk, o�uBpk et Bk sont deux variables al�eatoires externes indiquant si la k�eme maintenane a un e�etAGAN (la variable vaut 1) ou ABAO (la variable vaut 0) respetivement sur le proessus derisque de MP, Y , ou de risque de MC, Z. On supposera alors que Bpk et Bk sont ind�ependantesde Wk et fWj ; Uj; Bjg1�j<k et onditionnellement �a Uk ont une loi de Bernoulli. On peut mêmeimaginer un mod�ele ave une d�ependane entre Bpk et Bk . Cette d�ependane arat�eriserait laapait�e de l'�equipe de maintenane �a �evaluer l'eÆait�e de leurs op�erations de maintenane.A la limite en prenant Bpk = Bk pour tout k � 1 on retrouve le mod�ele pr�e�edent. Au vu desr�esultats de Bedford et Lindqvist [6℄, et Langseth et Lindqvist [45℄, il y a tout lieu d'esp�erer que,sous ertaines onditions �a d�eterminer, le mod�ele soit identi�able, y ompris en e qui onernela d�ependane entre les variables de risques, 'est �a dire la fontion S(:; :).





Chapitre 8Etude d'un jeu de donn�ees EDFNous avons eu l'oasion de tester les mod�eles du hapitre 6 sur des donn�ees r�eelles provenantd'un omposant d'une unit�e de prodution �el�etrique sens�e être maintenu pr�eventivement �a desinstants d�eterministes. Cette �etude, aompagn�ee d'une analyse bibliographique des mod�elesd'eÆait�e de maintenane [26℄, fait partie d'un ontrat de ollaboration r�ealis�e dans le adrede ette th�ese entre EDF et le LMC.8.1 Les donn�eesLa base de donn�ees du syst�eme �etudi�e ontient, pour 17 unit�es, les informations suivantes :� La date de mise en fontionnement� Les dates des maintenanes e�etu�ees� Le type de es maintenanes (MP ou MC)� Les ations e�etu�ees sur le syst�emeEn aord ave EDF, deux hypoth�eses ont �et�e faites sur es donn�ees a�n de pouvoir lesanalyser :� La date de �n d'observation orrespond �a une date de ensure �a droite pour haque unit�e.� Les proessus de d�efaillane et maintenane des 17 unit�es sont suppos�es ind�ependants etde même loi.On a don en tout 28maintenanes, 16 pr�eventives et 12 orretives. Les donn�ees se pr�esententsous la forme du tableau 8.1. Les dur�ees sont mesur�ees en jours �a partir de la date de mise enfontionnement. Elles ont �et�e analys�ees et valid�ees dans le adre de la d�emarhe OMF.8.2 Etude des donn�ees8.2.1 Prise en ompte de l'�ehantillon ompletDans un premier temps nous avons onsid�er�e le mod�ele le plus simple permettant de prendreen ompte des e�ets de MP et MC :� L'intensit�e initiale est une fontion puissane de param�etres � et � : �(t) = ��t��1. Celasigni�e que le vieillissement intrins�eque du syst�eme en l'absene de maintenane est detype Weibull.� Les maintenanes orretives sont As Bad As Old : on ne fait que remettre le syst�eme en�etat de marhe apr�es une d�efaillane.� Les maintenanes pr�eventives sont du type ARA1, ave un fateur d'eÆait�e �.



132 Etude d'un jeu de donn�ees EDF
UNITE 1 2145 4582MP CensureUNITE 2 853 4368MP CensureUNITE 3 158 1942 5009MC MP CensureUNITE 4 311 3273MP CensureUNITE 5 4120 5040MC CensureUNITE 6 2689 4643MP CensureUNITE 7 4394 5739MP CensureUNITE 8 2602 5130MC CensureUNITE 9 1462 2259 5040MP MC CensureUNITE 10 1667 2073 3607MC MP CensureUNITE 11 788 1090 1207 1705 2483MP MC MC MP CensureUNITE 12 82 2921 4454 4703MC MP MC CensureUNITE 13 3011 3559 4248MC MP CensureUNITE 14 3528 5433MP CensureUNITE 15 201 298 2008 2968MP MP MC CensureUNITE 16 321 5344MC CensureUNITE 17 742 6348MP CensureTab. 8.1 { Donn�ees initiales.



Etude d'un jeu de donn�ees EDF 133L'intensit�e de d�efaillane du syst�eme est alors donn�ee par (6.81) et la vraisemblane assoi�ee�a un unique syst�eme peut être alul�ee �a l'aide de la propri�et�e 6.2.3 ave une politique de MP �adates �x�ees (6.80). Puisque les di��erentes unit�es sont suppos�ees ind�ependantes, la vraisemblaneglobale est obtenue en multipliant les vraisemblanes assoi�ees �a haune des 17 unit�es. Enmaximisant ette vraisemblane on obtient omme estimations des param�etres :�̂ = 0:0018; �̂ = 0:7013; �̂ = 0:5683 (8.1)L'estimation de � est inf�erieure �a 1. Or une valeur de � inf�erieure �a 1 signi�e que l'inten-sit�e de d�efaillane initiale est d�eroissante, don que le syst�eme a tendane �a s'am�eliorer auours du temps, même en l'absene de maintenane ! Dans es onditions, il faut reonsid�ererl'interpr�etation de la valeur de � en terme d'eÆait�e de maintenane, ar le mod�ele avait �et�eonstruit sous l'hypoth�ese d'une intensit�e de d�efaillane initiale roissante. Quand l'intensit�einitiale est d�eroissante, on peut montrer que l'on a :� 0 � � � 1 : maintenane nuisible, le syst�eme s'use plus vite que juste avant la d�efaillane,� � = 0 : maintenane minimale (ABAO), l'usure est la même que juste avant la maintenane,� � < 0 : maintenane plus que parfaite, le syst�eme est meilleur que neuf, son intensit�e ded�efaillane est plus faible que juste avant la maintenane.La �gure 8.1 repr�esente une trajetoire simul�ee de l'intensit�e de d�efaillane d'un mod�eleARA1 ave omme param�etres les valeurs estim�ees en (8.1). L'e�et de la maintenane pr�eventiveest don bien onsid�er�e omme nuisible.
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Fig. 8.1 { Intensit�e dans un mod�ele ARA1 ave � < 1 et 0 < � < 1Pour on�rmer le fait que � est inf�erieur �a 1, nous avons analys�e pour haque unit�e uni-quement la dur�ee jusqu'�a la premi�ere maintenane. Ce devrait être, au vu des hypoth�eses, un�ehantillon de variables al�eatoires ind�ependantes et de même loi de Weibull de param�etres �et �, puisque � n'intervient pas tant que la premi�ere maintenane n'est pas e�etu�ee. Quandla maintenane est orretive, la donn�ee est observ�ee. Quand elle est pr�eventive, la donn�ee estensur�ee. Les dates de ensure sont d�eterministes puisque les instants de MP sont suppos�esd�eterministes. On obtient ainsi 7 dur�ees de bon fontionnement avant d�efaillane :158; 4120; 2602; 1667; 82; 3011; 321et 10 dur�ees de bon fontionnement ensur�ees :2145; 853; 311; 2689; 4394; 1462; 788; 3528; 201; 742



134 Etude d'un jeu de donn�ees EDFLes estimations de maximum de vraisemblane des param�etres de la loi de Weibull sontalors : �̂ = 0:0004; �̂ = 0:93 (8.2)Il est logique de trouver des valeurs di��erentes des pr�e�edentes ar on a supprim�e une bonnepartie des donn�ees. Le point important est de trouver une valeur de � inf�erieure �a 1.On peut enore le v�eri�er en tra�ant pour es donn�ees un graphe de Weibull (test d'ad�equationgraphique �a la loi de Weibull, �gure 8.2). On rappelle que la loi de Weibull peut être onsid�er�eeomme un mod�ele ad�equat si les points de e graphique sont approximativement align�es. L'equa-tion de la droite fournit des estimations graphiques de � et �.
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Fig. 8.2 { Graphe de Weibull pour les premiers instants de maintenaneLes points ne sont pas suÆsamment align�es pour qu'on puisse avoir une forte on�ane dansle fait que les donn�ees sont de loi de Weibull. Les estimations graphiques sont:e� = 0:0022; e� = 0:71 (8.3)L�a enore, l'estimation du param�etre de forme est inf�erieure �a 1.Des mod�eles plus �elabor�es donnent les r�esultats suivants :� Les MC sont ABAO et les MP sont ARA1 (l'intensit�e de d�efaillane est donn�ee parl'�equation (6.82)). On trouve :�̂ = 0:0018; �̂ = 0:7038; �̂ = 0:5351 (8.4)Ce sont pratiquement les mêmes valeurs que pour le mod�ele pr�e�edent. C'est qu'on a tr�espeu de MP sur une même unit�e, don tous les mod�eles ARAm donneront en fait le mêmer�esultat quel que soit m.� Les MC sont ARA1 et les MP sont ARA1 ave des fateurs d'eÆait�e de maintenanedi��erents �p et �. La forme de l'intensit�e de d�efaillane (�equation (6.50)) est omplexe etdon la vraisemblane l'est enore plus. De fait, la maximisation de ette vraisemblanepose probl�eme ar il existe des maxima loaux. Les estimations trouv�ees sont :�̂ = 0:0012; �̂ = 0:776; �̂ = �366; �̂p = 0:8 (8.5)De telles valeurs des param�etres onduisent �a des intensit�es de d�efaillane similaires aux�gures 8.3, obtenues par simulations. Dans la premi�ere de es deux �gures, le syst�eme subitd'abord une MP puis une MC. Dans la deuxi�eme 'est l'inverse.
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Fig. 8.3 { Intensit�e de d�efaillane pour un mod�ele ARA1 sur les MP et les MCSur es ourbes on remarque que les MP diminuent la �abilit�e du syst�eme, alors que lesMC l'augmentent et rendent le syst�eme meilleur que neuf. De plus, �a ause de la valeurtr�es fortement n�egative de �, l'intensit�e devient pratiquement onstante apr�es la premi�ereMC. Ces r�esultats sont vraiment ontraires �a l'intuition.Cette premi�ere partie de l'�etude sur l'ensemble des donn�ees aboutit don �a la onlusionque l'intensit�e de d�efaillane initiale est d�eroissante et que l'e�et des premi�eres maintenanesorretives est de rendre le syst�eme meilleur que neuf. Ce omportement est arat�eristique de lap�eriode de jeunesse (ou rodage, d�everminage) du syst�eme. Des fautes de oneption provoquentdes d�efaillanes pr�eoes du syst�eme, la orretion de es d�efauts rend le syst�eme meilleur queneuf et sa �abilit�e augmente.En regardant les donn�ees, on se rend ompte qu'il est vraisemblable que l'on soit dans e as.Par exemple, pour les unit�es 3, 12 et 17, on a des d�efaillanes tr�es pr�eoes suivies de longuesp�eriodes sans probl�emes. De plus, le graphe de Weibull des premiers instants de maintenane(�gure 8.2) tend �a on�rmer ette hypoth�ese. Sur elui-i, on distingue nettement deux popula-tions : une onstitu�ee des trois premi�eres d�efaillanes (qui orrespondent aux trois d�efaillanespr�eoes, survenues dans les 400 premiers jours de fontionnement) et une autre onstitu�ee des4 derni�eres d�efaillanes (qui ont toutes lieu au del�a du milli�eme jour de fontionnement).8.2.2 Suppression de la p�eriode de jeunesseL'expert EDF a on�rm�e l'existene d'une p�eriode de jeunesse du syst�eme. Pour �eliminerl'e�et perturbateur de la p�eriode de jeunesse, il nous a onseill�e de supprimer de l'analyse toutesles maintenanes ayant eu lieu avant le milli�eme jour de fontionnement, tout en onservantl'origine des temps �a la mise en route du syst�eme. En e�et, les maintenanes e�etu�ees pendantle d�everminage ont normalement pour e�et d'�eliminer de fa�on loalis�ee les d�efauts de jeunessesans hanger le niveau global d'usure du syst�eme. Les donn�ees r�esultantes sont pr�esent�ees dansle tableau 8.2. Il ne reste plus que 19 maintenanes, 10 pr�eventives et 9 orretives.Sur e nouveau jeu de donn�ees, nous avons dans un premier temps v�eri��e que l'intensit�einitiale �etait bien roissante. Comme ela a �et�e expliqu�e pr�e�edemment, on analyse d'abord lesdur�ees jusqu'�a la premi�ere maintenane. Les estimations de maximum de vraisemblane desparam�etres de la loi de Weibull sont maintenant :�̂ = 2 10�7; �̂ = 1:77 (8.6)L'estimation de � est sup�erieure �a 1, e qui on�rme qu'apr�es la p�eriode de jeunesse, le
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UNITE 1 2145 4582MP CensureUNITE 2 4368CensureUNITE 3 1942 5009MP CensureUNITE 4 3273CensureUNITE 5 4120 5040MC CensureUNITE 6 2689 4643MP CensureUNITE 7 4394 5739MP CensureUNITE 8 2602 5130MC CensureUNITE 9 1462 2259 5040MP MC CensureUNITE 10 1667 2073 3607MC MP CensureUNITE 11 1090 1207 1705 2483MC MC MP CensureUNITE 12 2921 4454 4703MP MC CensureUNITE 13 3011 3559 4248MC MP CensureUNITE 14 3528 5433MP CensureUNITE 15 2008 2968MC CensureUNITE 16 5344CensureUNITE 17 6348CensureTab. 8.2 { Donn�ees sans les maintenanes de la p�eriode de jeunesse.



Etude d'un jeu de donn�ees EDF 137syst�eme s'use bien. L'estimation de � a elle aussi �et�e fortement modi��ee puisqu'on est pass�e de4 10�4 �a 2 10�7.En tra�ant le graphe de Weibull (�gure 8.4) orrespondant, on onstate que les points sontmaintenant bien mieux align�es. L'hypoth�ese que l'intensit�e initiale soit une fontion puissanesemble don bien adapt�ee. Les estimations graphiques des param�etres sont:�̂ = 2:6 10�8; �̂ = 2:05 (8.7)
6.8 7 7.2 7.4 7.6 7.8 8 8.2 8.4

−3.5

−3

−2.5

−2

−1.5

−1

−0.5

0

Fig. 8.4 { Graphe de Weibull pour les premiers instants de maintenane sans la p�eriode dejeunesseEn ayant �elimin�e la p�eriode de jeunesse, on retombe bien sur une intensit�e de d�efaillaneinitiale roissante. On se retrouve alors dans le adre de mod�elisation �etudi�e dans e rapport eton peut utiliser orretement les mod�eles pr�esent�es sur l'ensemble des donn�ees du tableau 8.2.Nous avons onsid�er�e plusieurs mod�eles :� Les MC sont ABAO et les MP ARAm. Etant donn�e qu'on n'observe jamais plus de deuxMP sur le même syst�eme, les mod�eles ARA pour les MP sont tous �equivalents quelle quesoit la m�emoire. On obtient omme estimations de maximum de vraisemblane :�̂ = 3:5 10�6; �̂ = 1:43; �̂ = 1 (8.8)Dans e mod�ele, la maintenane pr�eventive est estim�ee parfaite. En fait, les mod�eles ARAmne permettent pas de mod�eliser des maintenanes plus que parfaites, 'est-�a-dire rendantle syst�eme meilleur que neuf (exept�e, on l'a vu, quand � < 1, e qui n'est pas le as ii).Or la forme de la vraisemblane (�gure 8.5) laisse supposer qu'elle pourrait être maximalepour une valeur de � sup�erieure �a 1.Pour savoir si la maintenane est \simplement" parfaite ou bien si elle est plus que parfaite,il serait int�eressant de mod�eliser l'e�et des MP ave un mod�ele permettant e type d'hy-poth�ese. C'est le as des mod�eles de Quasi-Renouvellement. De plus, on pourrait prendreen ompte des intensit�es initiales ave des p�eriodes de jeunesse (ourbe en baignoire pourl'intensit�e initiale). L'inonv�enient des mod�eles QR est, omme nous l'avons d�eja soulign�e,que leur interpr�etation est moins �evidente que les mod�eles d'âge virtuel. C'est pourquoi ilsn'ont pas �et�e hoisis dans le adre de ette �etude.� Les MC et les MP sontARA1 ave le même fateur d'eÆait�e de maintenane. On obtient :�̂ = 4:16 10�6; �̂ = 1:40; �̂ = 0:56 (8.9)



138 Etude d'un jeu de donn�ees EDF
0.8

0.85

0.9

0.95

1

1.2

1.4

1.6

1.8
−90.2

−90.15

−90.1

−90.05

−90

−89.95

−89.9

ρβFig. 8.5 { Log-vraisemblane ave des MP ARAm et des MC ABAO, pour les donn�ees du tableau8.2 On estime don que les maintenanes, qu'elles soient pr�eventives ou orretives, ont poure�et de r�eduire approximativement de 50% le suppl�ement d'age aumul�e depuis la derni�eremaintenane.� Les MC et les MP sont ARA1 ave des fateurs d'eÆait�e de maintenane di��erents �pet �. Les estimations trouv�ees sont :�̂ = 3:24 10�6; �̂ = 1:44; �̂ = 0:16; �̂p = 1 (8.10)La maintenane pr�eventive est estim�ee parfaite (omme pr�e�edemment, elle est peut-êtreplus que parfaite, mais le mod�ele ne permet pas de s'en rendre ompte), et la maintenaneorretive semble n'avoir que peu d'e�et sur le syst�eme en r�eduisant simplement l'âgevirtuel global de 16%. On n'est pas loin de onsid�erer que les maintenanes orretivessont minimales. Ce r�esultat semble oh�erent ave e qu'on s'attend �a observer.Les intensit�es de d�efaillane ave les param�etres estim�es sont semblables aux �gures 8.6,obtenues par simulation. Dans la premi�ere de es deux �gures, le syst�eme subit d'abordune MP puis une MC. Dans la deuxi�eme 'est l'inverse.Pour tous es derniers mod�eles, les estimations de � et � sont du même ordre, e qui signi�equ'on peut avoir une bonne on�ane dans es valeurs. On onstate que l'estimation de � estomprise entre 1 et 2, e qui signi�e que l'intensit�e initiale est onave, omme on peut le voirsur les �gures 8.6. Cela signi�e qu'ind�ependamment des maintenanes, le syst�eme s'use, maiss'use de moins en moins vite. Ce ph�enom�ene, bien que surprenant, est fr�equemment renontr�edans la pratique [67℄, par exemple dans les ph�enom�enes de fatigue.Quand on a suppos�e que les e�ets des MC et des MP �etaient les mêmes, � a �et�e estim�e �a0.56. En fait ette valeur est une sorte de moyenne entre les valeurs 0.16 et (plus grand que) 1trouv�ees dans le as suivant.8.3 Conlusion et perspetives de l'�etude des donn�eesL'analyse des donn�ees a tout d'abord mis en �evidene l'existene d'une p�eriode de jeunessepour le syst�eme. Les mod�eles sur lesquels a port�e notre �etude font l'hypoth�ese d'une intensit�e
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Fig. 8.6 { Intensit�e de d�efaillane pour un mod�ele ARA1 sur les MP et les MC, sans la p�eriodede jeunessede d�efaillane initiale roissante, don ils ne peuvent pas prendre en ompte le d�everminage. Parons�equent, il serait int�eressant de onstruire des mod�eles adapt�es �a ette situation, par exempleave une intensit�e initiale en forme de baignoire.Si on �elimine la p�eriode de jeunesse, on a montr�e que la loi de Weibull semble bien adapt�eepour l'intensit�e initiale. Le param�etre de forme est de l'ordre de 1.4. Le param�etre d'�ehelle est del'ordre de 3 10�6. Les maintenanes pr�eventives sont jug�ees parfaites, voire plus que parfaites. Lesmaintenanes orretives sont jug�ees un peu meilleures que minimales. Ces valeurs num�eriquessont en aord ave l'intuition et peuvent être utilis�ees pour r�eatualiser l'OMF, en partiulierpour s�eletionner les tâhes de maintenane et leur p�eriodiit�e.L'hypoth�ese que les maintenanes pr�eventives ont �et�e e�etu�ees �a des instants d�eterministessemble douteuse. En e�et, au vu des donn�ees, on a plutôt l'impression que es maintenanessont faites �a des instants al�eatoires. Malgr�e tout, les r�esultats de l'analyse e�etu�ee semblentoh�erents ave l'intuition. Peut-être est e dû au fait que les MP sont en fait plani��ees. En e�et,on a montr�e que la vraisemblane et la loi des observations avaient la même expression dansles deux as. L'unique di��erene est que l'on doit normalement s'assurer dans le adre de MPplani��ees que le plan de MP est bien respet�e.L'�etude de es donn�ees �a l'aide des mod�eles de maintenane imparfaite a �et�e poursuivie parYann Dijoux, dans le adre d'un stage de DEA [21℄. Il s'est prinipalement int�eress�e aux mod�elesde MP onditionnelles. Fort de la onstation qu'il �etait peu vraisemblable que les MP soient faites�a des instants d�eterministes, il a suppos�e que les donn�ees suivaient un mod�ele bivari�e ave dese�ets de maintenane de type ARA1, dont les intensit�es sont donn�ees par les �equations (7.71)et (7.72). Il a pris pour intensit�es initiales elles issues des hypoth�eses propos�ees par Langsethet Lindqvist (7.79) et (7.80), ave une fontion puissane pour le taux de d�efaillane de �Z .La fontion de vraisemblane est alors donn�ee par la propri�et�e 7.1.4. Dans es onditions, lesestimateurs de maximum de vraisemblane pour les donn�ees sans la p�eriode de jeunesse sont :�̂ = 5 10�7; �̂ = 1:70; �̂ = 0:03; �̂p = 0:99; q̂ = 0:47 (8.11)On onstate qu'on obtient les même ordres de grandeur pour �̂, �̂, �̂ et �̂p qu'ave les hypoth�esespr�e�edemment faites de MP �a dates �x�ees. En fait, dans les deux as, � et � ont la mêmesigni�ation : ils repr�esentent les param�etres du taux de d�efaillane du syst�eme en l'absene demaintenane. Par ontre la struture de d�ependane entre les dates possibles de MP et de MCn'est pas du tout la même selon le type de MP, 'est pourquoi il est �etonnant d'obtenir des valeursomparables. Quand �a q̂, il repr�esente la probabilit�e qu'une maintenane soit pr�eventive plutôt



140 Etude d'un jeu de donn�ees EDFque orretive, 'est-�a-dire plus ou moins la proportion de maintenanes pr�eventives par rapportau nombre total de maintenanes. Pour ontinuer l'�etude de e jeu de donn�ees, on peut envisagerentre autres de mettre en �uvre des m�ethodes num�eriques permettant d'estimer, �a l'aide de lavraisemblane (7.102), les param�etres d'un mod�ele bivari�e ave des e�ets de maintenane detype BP.



Conlusion de la deuxi�eme partieDans ette deuxi�eme partie on a tout d'abord g�en�eralis�e les mod�eles de r�eparation imparfaiteau as de syst�emes soumis �a des maintenanes orretives et pr�eventives. On a, de plus, �etudi�el'ensemble des types de maintenanes pr�eventives auquel on peut être onfront�e : MP plani��ees,et onditionnelles.Dans le as de MP plani��ees, on a d�etermin�e la loi du proessus des MP et MC, la loi destemps inter-d�efaillanes et la fontion de vraisemblane. On a ainsi prouv�e que, dans e as, ladate plani��ee de MP s'apparentait �a un instant de ensure �a droite d�eterministe du proessusdes d�efaillanes. L'ensemble des r�esultats et remarques faits dans le as de MP plani��ees seg�en�eralisent au as o�u un proessus externe al�eatoire inuene l'eÆait�e des maintenanes, etela grâe au th�eor�eme d'innovation. Dans le as d'e�ets de maintenanes de type BP, on aainsi pu aluler les valeurs de l'intensit�e de d�efaillane propre et de la vraisemblane propreassoi�ees ette fois �a la seule observation du proessus des MP et MC. La forme de ette intensit�eet de ette vraisemblane est enore une fois r�eursive. En�n on a expliqu�e le lien entre notremod�elisation des MP plani��ees et le mod�ele propos�e par Last et Szekli. On a par l�a même montr�eomment notre mod�ele pouvait int�egrer les politiques de MP lassiques : �a dates �x�ees, �a âge�x�e et �a intensit�e �x�ee.Dans le as de MP onditionnelles, on a propos�e une mod�elisation bas�ee sur les proessusbivari�es ou olor�es. On a montr�e que ette approhe g�en�eralise elle bas�ee sur les risques onur-rents. Contrairement aux risques onurrents, les proessus bivari�es ou olor�es permettent deprendre en ompte �a la fois des e�ets de maintenane et des d�ependanes entre les instants pos-sibles de MP et MC. Le mod�ele r�eemment propos�e par Langseth et Lindqvist est lui aussi unas partiulier de notre mod�elisation ave des e�ets de maintenane de type BP. Pour e mod�ele,et enore une fois grâe au th�eor�eme d'innovation, on a pu aluler les intensit�es propres et lavraisemblane propre orrespondant �a la seule observation du proessus des MP et MC. Dansle as d'e�ets sym�etriques des maintenanes sur les dates possibles de MP et de MC, on ad�emontr�e que, omme pour les risques onurrents, le fait qu'il y ait ind�ependane ou non entreles variables de risques de MP et de MC n'�etait pas identi�able. Pour r�epondre �a e probl�emedeux solutions ont �et�e envisag�ees. La premi�ere onsiste �a faire des hypoth�eses plus strites surla d�ependane entre les variables de risques, a�n d'avoir un mod�ele identi�able. La deuxi�emesolution onsisterait �a onstruire un mod�ele dans lequel l'e�et des maintenanes sur les variablesde risques ne soit pas sym�etrique.En�n, l'appliation des mod�eles aux donn�ees EDF a mis en �evidene la n�eessit�e de mod�elesprenant en ompte des MP �a instants al�eatoires. Pour le syst�eme �etudi�e, les dates de MP semblental�eatoires alors qu'elles sont onsid�er�ees omme d�eterministes par l'exploitant. L'analyse faitedu jeu de donn�ees �a �egalement mis en �evidene la n�eessit�e de mod�eles pouvant prendre enompte des taux de d�efaillane en l'absene de maintenane d�eroissants, voire mieux enore, enforme de baignoire. En�n, l'homog�en�eit�e des r�esultats trouv�es ave des hypoth�eses totalementdi��erentes sur les MP a mis en �evidene la n�eessit�e de pousser plus loin l'�etude a�n de mieuxomprendre la notion de d�ependane entre les instants possibles de la prohaine MP et de laprohaine MC.





PerspetivesCe travail onstitue une ontribution �a la fois th�eorique et pratique des math�ematiquesappliqu�ees au domaine de la �abilit�e des syst�emes. Il porte sur la mod�elisation du proessus desd�efaillanes de syst�emes r�eparables soumis �a des maintenanes orretives et pr�eventives, dansle but d'estimer l'impat de es ations sur la dur�ee de vie.Fort de la onstatation que peu de travaux se sont int�eress�es �a l'�evaluation de l'eÆait�e desmaintenanes, nous avons d�evelopp�e des mod�eles g�en�eraux permettant d'estimer ette eÆait�epour l'ensemble des types de MP renontr�ees en pratique : MP plani��ees et MP onditionnelles.Ces mod�eles permettent �egalement de prendre en ompte une d�ependane entre les instantspossibles de MP et de MC.Les prinipaux r�esultats d�evelopp�es dans haune des deux parties de e doument ouvrentla voie �a de nouvelles investigations.Tout d'abord, en e qui onerne la mod�elisation de syst�emes soumis �a des maintenanesuniquement orretives, on a introduit deux lasses de mod�eles, ARI et ARA, et �etudi�e quelquesestimateurs de l'eÆait�e de r�eparation quand l'usure du syst�eme en l'absene de maintenane�etait onnue. Pour un omportement du syst�eme en l'absene de maintenane de type Weibull,il faudrait maintenant s'int�eresser aux propri�et�es des estimateurs simultan�es des param�etresd'eÆait�e de r�eparation et d'�ehelle, quand le param�etre de forme de la loi de Weibull estonnu. De plus les r�esultats de onvergene d�evelopp�es ne onernent jusqu'�a pr�esent que lesmod�eles de m�emoire �nie. Il serait int�eressant d'�etudier e qui se passe pour des mod�eles dem�emoire in�nie.Pour les mod�eles de r�eparation imparfaite de type BP, on a d�evelopp�e une m�ethode, bas�eesur le th�eor�eme d'innovation, permettant d'estimer les param�etres du mod�ele sans onnâ�trea priori l'e�et des maintenanes. Il faudrait mettre en �uvre ette m�ethode et omparer esperformanes ave elle propos�ee par Lim [52℄. Toujours pour le mod�ele BP, on a trouv�e unertain nombre de r�esultats bas�es sur la loi des âges e�etifs et d�emontrant que dans un mod�eleBP la maintenane avait tendane �a stabiliser l'usure du syst�eme. Une perspetive int�eressanteonsisterait �a appliquer es r�esultats au as de syst�emes soumis �egalement �a des maintenanespr�eventives.Ensuite, en e qui onerne la mod�elisation de syst�eme soumis �a des maintenanes pr�eventiveset orretives, on a introduit un adre de mod�elisation pour les MP plani��ees. Dans e adre ona sp�ei��e la fontion de vraisemblane pour des mod�eles dont l'eÆait�e de maintenane d�ependou non d'une variable al�eatoire externe. On s'est int�eress�e en partiulier au as du mod�ele BP.Il faudrait maintenant mettre en �uvre ette m�ethode d'estimation sur des as pratiques. Ona �egalement mis en �evidene le lien existant entre notre mod�elisation et elle propos�ee par Lastet Szekli [47℄. Par ontre, nous n'avons pas �etudi�e quelles sont les modi�ations induites sur laloi des observations et sur les pro�edures d'estimation par le passage de notre mod�ele au asplus g�en�eral de elui de Last et Szekli. Il serait �egalement int�eressant d'�etudier omment les



144 Perspetivespropri�et�es statistiques asymptotiques d�evelopp�ees pour les mod�eles ARI et ARA, dans le adrede maintenanes uniquement orretives, se g�en�eralisent au as de MP plani��ees.En�n on a introduit un dernier mod�ele g�en�eral orrespondant au as de MP onditionnelles.Pour e mod�ele, on a arat�eris�e la loi des observations et alul�e la fontion de vraisemblane, yompris pour le as des mod�eles BP. L'�etape suivante est bien entendu de mettre en �uvre ettepro�edure d'estimation, devenue omplexe dans le as des mod�eles BP. Le lien que nous avonsfait ave les mod�eles de risques onurrents a mis en �evidene un probl�eme d'identi�abilit�esur le fait qu'il y ait ind�ependane ou non entre les risques de MP et de MC. Deux pistessont �a reuser pour r�epondre �a e probl�eme. D'abord, mieux omprendre la signi�ation deette d�ependane et proposer des hypoth�eses r�ealistes permettant de onstruire des mod�eles ded�ependane identi�ables. Ensuite, onstruire et �etudier un nouveau type de mod�eles dans lequell'e�et des maintenanes sur la loi des dates de haun des types de maintenane ne soit pasle même. En�n, omme pour les MP plani��ees, il faudrait s'int�eresser �a la g�en�eralisation despropri�et�es statistiques asymptotiques des mod�eles ARI et ARA.L'appliation faites sur les donn�ees fournies par EDF a elle aussi fait nâ�tre de nouvellespistes de reherhe. Tout d'abord, il semble int�eressant de proposer de nouveaux mod�eles, oud'adapter des mod�eles existants, a�n de pouvoir prendre en ompte des taux de d�efaillane dusyst�eme en l'absene de maintenane, en forme de baignoire, 'est �a dire int�egrant une p�eriodede jeunesse. Ensuite, ette appliation, par ses r�esultats, stimule d'autant plus notre int�erêt pourune meilleure ompr�ehension des ph�enom�enes de d�ependane entre les dates possibles de MPet MC. En�n, suite aux disussions ave nos partenaires d'EDF, il semblerait int�eressant depouvoir mod�eliser des syst�emes soumis �a des inspetions. En pratique, de nombreux syst�emessont inspet�es �a des dates quasiment p�eriodiques. Selon l'�etat de d�egradation onstat�e lors deette visite, l'�equipe de maintenane d�eide ou non d'intervenir. Notre mod�elisation ne per-met pas, dans sa forme atuelle, d'int�egrer l'information ontenue dans l'�etat de d�egradationonstat�e et le fait que l'inspetion aboutisse ou pas �a une intervention. Des mod�eles pouvantprendre en ompte e type d'inspetion permettraient sans doute de mieux estimer l'eÆait�edes maintenanes.
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R�esum�e : Ce travail porte sur la mod�elisation stohastique et l'estimation param�etriquede l'eÆait�e des op�erations de maintenane orretive et pr�eventive des syst�emes r�eparablesomplexes.Dans une premi�ere partie, les mod�eles de r�eparation imparfaite sont lass�es �a l'aide de l'in-tensit�e de d�efaillane d'un proessus pontuel. Cette revue regroupe les mod�eles existants et enpropose de nouveaux. L'�etude se foalise ensuite sur les mod�eles dits a r�edution arithm�etique del'âge et de l'intensit�e, et sur le mod�ele de Brown-Proshan. Des r�esultats probabilistes originauxpermettent de omprendre le omportement du proessus des d�efaillanes de es mod�eles et ded�evelopper des m�ethodes statistiques d'estimation de leurs param�etres.Dans une deuxi�eme partie, deux adres de mod�elisation sont propos�es et �etudi�es, a�n deg�en�eraliser es mod�eles au as des di��erents types de maintenanes pr�eventives existants dansla r�ealit�e industrielle : maintenanes pr�eventives syst�ematiques, plani��ees ou onditionnelles.Les mod�eles g�en�eraux propos�es permettent d'int�egrer la possibilit�e d'une d�ependane entre lesinstants de maintenane pr�eventive et orretive. En�n une m�ethode d'�evaluation de l'eÆait�eglobale des di��erentes op�erations de maintenane est d�evelopp�ee et illustr�ee sur un exemple r�eelissu de l'industrie.Mots l�es : �abilit�e, statistique, probabilit�es appliqu�ees, proessus al�eatoires pontuels,mod�elisation stohastique, maintenane imparfaite, r�eparation imparfaite.Abstrat : This work deals with stohasti modeling and parametri estimation of preventiveand orretive maintenane eÆieny for omplex repairable systems.In the �rst part, imperfet repair models are lassi�ed using the failure intensity of a randompoint proess. This lassi�ation inludes existing models and proposes new ones. Then, the workfouses on models alled arithmeti redution of age and intensity and on the Brown-Proshanmodel. New probabilisti results are proposed in order to better understand the behaviour ofthe failure proess of these models and to develop statistial methods for parameters estimation.In the seond part, two modeling frameworks are proposed and studied in order to generalizethese models to the various types of preventive maintenanes existing in the industrial ontext:systemati, planned or onditional preventive maintenanes. The general models proposed allowto inlude a possible dependeny between preventive and orretive maintenane times. Finally, amethod for assessing both global preventive and orretive maintenane eÆieny is developpedand illustrated on a realisti example issued from the industry.Keywords : reliability, statistis, applied probability, random point proesses, stohastimodelling, imperfet maintenane, imperfet repair.


