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Introdu
tionDanielewski [11℄ a montré que les hypersurfa
es S1 et S2 de A3
C = Spe
 (C [x, y, z])dé�nies respe
tivement par les équations

xz − y (y + 1) = 0 et x2z − y (y + 1) = 0
onstituent un 
ontre-exemple au problème de simpli�
ation de Zariski. Cela signi�eque les 
ylindres S1 × A1
C et S2 × A1

C de bases S1 et S2 respe
tivement sont iso-morphes mais que S1 et S2 ne le sont pas. Pour montrer que les deux 
ylindres sontisomorphes, Danielewski observe que les morphismes πi : Si → X = Spe
 (C [x])induits par les restri
tions de la proje
tion prx : A3
C → X se fa
torisent via la droitea�ne à deux origines δ : X (2) → X . Considérées 
omme des X (2)-s
hémas, S1 et

S1 possèdent 
ha
une une stru
ture de �bré prin
ipal homogène sous le groupe ad-ditif Ga,X(2) = Spec
(
OX(2) [T ]

) au sens de [43℄. Cela signi�e que Ga,X(2) agit sur
S1 et S2, et qu'il existe un re
ouvrement ouvert U = (Uj)j∈J de X (2) tel que pourtout j ∈ J , Si |Uj est isomorphe à Ga,Uj agissant sur lui-même par translations.Via les proje
tions p1 et p2, S1 ×X(2) S2 est un �bré prin
ipal homogène sous lesgroupes additifs Ga,S1 et Ga,S2 respe
tivement.

S1 ×X(2) S2

p1

yytttttttttt
p2

%%J
JJJJJJJJJ

S1

ρ1 %%J
JJJJJJJJJ

π1

!!

S2

ρ2yytttttttttt

π2

~~

X (2)

δ

��
X = A1

COr, puisque S1 et S2 sont a�nes, 
es �brés sont tous deux triviaux. On a par 
onsé-quent des isomorphismes S1 × A1
C ≃ S1 ×X(2) S2 ≃ S2 × A1

C.S'inspirant de 
ette observation, Fieseler [17℄ a montré que si S est surfa
ea�ne normale 
omplexe munie d'une a
tion du groupe additif C+ = Ga,C, de quo-tient π : S → Z = S//C+, où Z est une 
ourbe a�ne non singulière, alors pourtout point fermé x0 de X tel que la �bre s
hématique π−1 (x0) soit réduite et pos-sède n ≥ 1 
omposantes 
onnexes, il existe un voisinage ouvert X ⊂ Z de x0 telque S devienne une �bration lo
alement triviale ρ : S → X (n) au dessus d'uns
héma en général non séparé X (n), obtenu à partir de X en remplaçant x0 par npoints fermés x1 (n) , . . . , xn (n). Plus pré
isément, on peut trouver une paire (X, f)
onstituée d'un voisinage a�ne X = Spe
 (A) de x0 et d'un générateur f de l'idéalmaximal mx0 ⊂ OX,x0 , un multi-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn≥0, et une 
olle
-tion de fon
tions de transition g̃ = {g̃ij ∈ Af}i,j=1,...,n satisfaisant les relations de7




o
y
le {
g̃ji = −fµj−µi g̃ij
g̃ik = g̃ij + fµi−µj g̃jktels que S soit X-isomorphe au s
héma quotient n⊔

i=1

A1
Xi
/ ∼ obtenu en re
ollant

n-
opies A1
Xi

= Spe
 (A [Ti]) de la droite a�ne relative A1
X le long des ouverts

A1
Xi,∗

= Spe
 (Af [Ti]) par l'intermédiaire des isomorphismes de Af -algèbres
τij : Af [Ti] → Af [Tj] , Ti 7→ g̃ij + fµi−µjTj , i 6= j, i, j = 1, . . . , n.L'a
tion du groupe C+ sur S est alors induite par l'a
tion du groupe additif Ga,X(n)dont les restri
tions tfµi : Ga,Xi ×Xi A1

Xi
→ A1

Xi
aux ouverts S |Xi= A1

Xi
de S sontles translations tordues dé�nies via les homomorphismes de 
o-a
tion

A [Ti] → A [Ti, T ] ≃ A [Ti] ⊗A A [T ] , Ti 7→ Ti + fµiT, i = 1, . . . , n.Par exemple, les données 
orrespondant aux surfa
es S1 et S2 munies des res-tri
tions des a
tions de C+ = Ga,C sur A3
C dé�nies respe
tivement par

t ⋆ (x, y, z) =
(
x, y + txi, z + (2y + 1) t+ xit2

)
, i = 1, 2,ou en
ore, 
e qui revient au même, par les C [x]-dérivations lo
alement nilpotentes

∂i = xi
∂

∂y
+ (2y + 1)

∂

∂z
, sont

{
(X = Spe
 (C [x]) , f = x) , [µ]1 = (0, 0) , g̃1 =

{
−x−1, x−1

}

(X = Spe
 (C [x]) , f = x) , [µ]2 = (0, 0) , g̃2 =
{
−x−2, x−2

}Ainsi, les morphismes quotients πi : Si → X ≃ Si//C+ se fa
torisent via les �-brations lo
alement triviales ρi : Si → X (2), où X (2) est isomorphe à la droitea�ne à deux origines, obtenue en remplaçant l'origine x0 de X ≃ A1
C par deuxpoints fermés x1 (2) et x2 (2). On observe alors que Si est un �bré prin
ipal ho-mogène sous Ga,X(2) dont la restri
tion au-dessus de 
ha
un des deux ouverts

Xj (2) = (X \ {x0}) ∪ xj (2) ≃ X , j = 1, 2, est isomorphe à Ga,Xj(2) agissantsur lui-même par translations. De la même manière,
(X = Spe
 (k [x]) , f = x) , [µ] = (0, 1) , et g̃ =

{
−x−2, x−1

}
.sont les données 
orrespondant à la surfa
e S3 ⊂ A4

C = Spe
 (C [x, y, z, u]) dé�niepar les équations
xz − y (y + 1) = 0, yu− z2 = 0 , xu− (y + 1) z = 0,et munie de la restri
tion de l'a
tion C+ sur A4

C asso
iée à la C [x]-dérivation trian-gulaire
∂ = x2 ∂

∂y
+ x (2y + 1)

∂

∂z
+ ((y + 1) (2y + 1) + xz)

∂

∂uDans 
e 
as, la �bration lo
alement triviale ρ3 : S3 → X (2) fa
torisant le morphismequotient π3 : S3 → X ≃ S3//C+ n'admet plus de stru
ture de �bré prin
ipal ho-mogène sous Ga,X(2). En e�et, l'a
tion Ga,X(2) dé�nie 
i-dessus a des points �xesle long de la 
ourbe ρ−1
3 (x2 (2)) puisque µ2 = 1.Un des obje
tifs de 
ette thèse est d'interpréter les analogies et les di�éren
esmises à jours 
i-dessus entre les surfa
es S1, S2 et S3, a�n de dégager, plus géné-ralement, un formalisme uni�é 
onduisant à une 
lassi�
ation des surfa
es a�nesobtenues en re
ollant plusieurs 
opies du plan a�ne A2

C le long du 
omplémen-taire d'un axe de 
oordonnées suivant le pro
édé de 
onstru
tion exposé pré
édem-ment. Il apparaît très rapidement qu'une ré-interprétation adéquate des pro
édésde 
onstru
tion par re
ollements du type pré
édent permet de 
onsidérer 
es sur-fa
es, que nous appelons dans 
ette thèse surfa
es de Danielewski, 
omme un 
as8



parti
ulier d'une 
lasse plus générale de s
hémas, que nous appelons s
hémas deDanielewski-Fieseler, obtenus en re
ollant plusieurs 
opies d'un �bré en droites
p : L→ X sur un s
héma de base X quel
onque, le long du 
omplétaire du supportd'un diviseur de Cartier e�e
tif D sur X .Ainsi, 
ette thèse est 
onsa
rée prin
ipalement à l'étude des propriétés des s
hé-mas de Danielewski-Fieseler, le 
as parti
ulier des surfa
es ne 
onstituant alors plusqu'un exemple d'appli
ation des méthodes générales que nous développons tout aulong de 
e travail.Philosophie générale. L'idée dire
tri
e de l'étude que nous menons dans
ette thèse est la suivante : lorsque l'on s'intéresse uniquement à l'étude des va-riétés a�nes 
omplexes admettant des a
tions du groupe additif C+ = Ga,C, ilest judi
ieux de 
onsidérer le problème plus général 
onsistant à étudier, étantdonné un s
héma de base X quel
onque, les a
tions du s
héma en groupes1 addi-tifs Ga,X = Spec (OX [T ]) sur des X-s
hémas π : V → X . Cet élargissement dupoint de vue est entre autre motivé par le fait que toute a
tion du groupe additif
C+ sur une variété a�ne V = Spe
 (B) admet un quotient π : V → X = V//C+,où X = Spe
 (A) est simplement le spe
tre de l'algèbre A = BC+ des fon
tionsinvariantes sur V . Dans 
es 
onditions, le groupe additif C+ agit alors sur V par
X-automorphismes, 
e qui 
onduit à interpréter 
ette a
tion 
omme une a
tion dus
héma en groupes additifs Ga,X = Spe
 (A [T ]) sur V . Ré
iproquement, à partird'un morphisme p : V → Y , où Y est 
ette fois un C-s
héma quel
onque, et d'unea
tion non triviale de Ga,Y = Ga,C ×Spe
(C) Y sur V , on fabrique une a
tion de C+sur V dont le quotient π : V → X fa
torise le morphisme p : V → Y .Une fois que l'on se pla
e dans 
e 
adre relatif, il est intéressant de 
onsidérerla 
lasse plus générale des s
hémas π : V → X admettant une a
tion d'un �bré endroites p : L→ X . En e�et, un tel �bré est 
anoniquement muni d'une stru
ture de
X-s
héma en groupes, dont la loi 
orrespond simplement à l'addition des se
tions.Formellement, les s
hémas ave
 a
tion de Ga,X peuvent être 
onsidérés 
ommeune version lo
ale sur la base de la 
lasse des s
hémas ave
 a
tion de �brés endroites L. En e�et, tout s
héma π : V → X muni d'une a
tion de L devient aprèsun 
hangement de base adéquat, par exemple sur un re
ouvrement f : Y → Xtrivialisant L, un s
héma πY : VY → Y muni d'une a
tion du groupe additif Ga,Y .Ainsi, le passage de Ga,X à un �bré en droites L quel
onque ne provoque pas de
hangements signi�
atifs, mais présente au �nal l'avantage de fournir un point devue à la fois plus général et uni�é.Même si 
e simple 
hangement de formalisme apporte un é
lairage nouveau sur
ertains phénomènes 
onnus, il ne faut pas s'attendre à 
e qu'il su�se à résoudreles problèmes posés par l'étude des a
tions de groupe additif sur les variétés a�nes.Ce formalisme n'en demeure pas moins bien adapté à l'étude d'un grand nombre de
es problèmes, et mériterait par 
onséquen
e un traitement plus systématique.Objets 
onsidérés dans 
ette thèse. Dans le 
adre de l'étude générale dess
hémas ave
 a
tion d'un �bré en droites, les objets les plus agréables que l'onpuisse 
onsidérer sont les �brés prin
ipaux homogènes sous un �bré de 
e type.Rappelons, de manière générale, qu'un X-s
héma π : V → X muni d'une a
tion(à droite) d'un X-s
héma en groupes G est appelé un G-�bré prin
ipal homogène1Rappelons qu'un X-s
héma en groupes est un s
héma G/X muni de trois X-morphismes
µ : G ×X G → G, s : G → G et e : X → G satisfaisant formellement aux axiomes de la loi de
omposition, de l'appli
ation inverse et de l'élément neutre d'un groupe.9



lo
alement trivial (on dit aussi que X est un G-torseur Zariski-lo
alement trivial2)s'il existe un re
ouvrement ouvert U = (Xi)i∈I de X tel que pour tout i ∈ I, V |Xiest isomorphe à G |Xi agissant sur lui-même par translation. Pour l'essentiel, lesobjets que nous étudions dans 
ette thèse sont 
onstruits à partir de torseur. Pluspré
isément, nous 
onsidérons des s
hémas π : V → X , a�nes et de type �nis sur
X , munis d'une a
tion d'un �bré en droites p : L → X , pour lesquels il existe un
X-s
héma δ : Y → X , une fa
torisation

V

π
  @

@@
@@

@@
@

ρ // Y

δ~~~~
~~

~~
~

Xet une a
tion d'un �bré en droites q : L′ → Y sur V satisfaisant les propriétéssuivantes :a) ρ : V → Y est un torseur sous L′, lo
alement trivial pour la topologie deZariski,b) l'a
tion induite de δ∗L = L ×X Y sur V se fa
torise via un morphisme des
hémas en groupes φ : δ∗L→ L′.La 
lasse de s
hémas ainsi dé�nie 
ontient les torseurs sous un �bré en droites
p : L → X , qui 
orrespondent au 
as parti
ulier Y = X , L′ = L et φ = IdL. Unautre 
as intéressant est 
elui où Y = X et où φ : L→ L′ est induit par une se
tion
s ∈ HomX (L′,L), L et L′ désignant les fais
eaux de germes de se
tions de L et L′respe
tivement. Par exemple, toute a
tion du groupe additif C+ sur A2

C 
orrespondà une donnée de 
e type. En e�et, étant donnée une a
tion µ de C+ sur A2
C, il existe,d'après un résultat de Rents
hler [40℄, des 
oordonnées x et u sur A2

C dans lesquelles
µ s'identi�e à la translation tordue tf dé�nie par t ⋆ (x, u) = (x, u + tf (x)) pour un
ertain polyn�me f ∈ C [x]. Posons alors X = Y = Spe
 (k [x]), L = Ga,X et

q : L′ = Spec


⊕

n≥0

OX (−nD)


→ X,où D = div (f). Dans 
es 
onditions, A2

C ≃ A1
X ≃ L′ est alors un L′-torseur trivial etl'a
tion µ de C+ s'obtient grâ
e au morphisme φ : Ga,X → L′ induit par la se
tion
anonique sD ∈ Γ (X,OX (D)) ≃ HomX (OX (−D) ,OX).Les surfa
es S1, S2 et S3 sont des exemples de la situation dans laquelle Y 6= X .En e�et, S1 et S2 équipées de leurs morphismes quotients πi : Si → X = Spe
 (C [x])respe
tifs 
orrespondent à la fa
torisation

πi : Si
ρi−→ Y = X (2)

δ→ X,où δ est induit par l'isomorphisme Γ
(
X (2) ,OX(2)

)
≃ C [x], et à la donnée d'unisomorphisme φ : δ∗Ga,X

∼→ L′ = Ga,X(2). Le 
as de S3 munie de la fa
torisation
π3 : S3

ρ3−→ Y = X (2)
δ→ Xde son morphisme quotient est un rien plus subtil. En e�et, ρ3 : S3 → X (2) est untorseur sous le �bré en droites

q : L′ = Lx2(2) = Spec


⊕

n≥0

OX(2) (−nx2 (2))


→ X (2)2Une dé�nition plus générale (
f. SGA 1 XI.4.1) 
onsiste à dire qu'un G-torseur est un G-�bré

π : V → X lo
alement trivial pour une topologie de Grothendie
k �xée, par exemple la topologief.p.p.f. Cela signi�e que V devient trivial après un 
hangement de base �dèlement plat et deprésentation �nie. Le re
ours à 
ette dé�nition est i
i inutile, un argument standard de des
entemontrant en e�et que les notions de trivialité f.p.p.f et Zariski sont équivalentes lorsque G est un�bré en droites. 10



dé�ni par le OX(2)-module inversible OX(2) (−x2 (2)) asso
ié au diviseur de Cartier
−x2 (2) ∈ Div+ (X (2)). Le morphisme φ : δ∗Ga,X ≃ Ga,X(2) → L′ 
onvenant estalors 
elui induit par la se
tion 
anonique sx2(2) ∈ Γ

(
X (2) ,OX(2) (x2 (2))

). Plusgénéralement, les modèles lo
aux obtenus par un pro
édé de re
ollement �à la Fie-seler� se prêtent à une interprétation analogue.Le 
ontexte général étant dé�ni, 
ette thèse s'arti
ule selon trois grandes parties,
omplétées par plusieurs annexes spé
i�ques, dont les grandes lignes sont les sui-vantes : la première partie établit les notations qui seront utilisées ensuite, ainsi que
ertains pro
édés te
hniques servant de préliminaire aux 
onstru
tions des partiessuivantes. La se
onde partie est 
onsa
rée à l'étude des s
hémas de Danielewski-Fieseler dans le 
ontexte le plus général possible. En�n, la troisième et dernièrepartie traite le 
as parti
ulier des surfa
es de Danielewski, et présente, entre autres,diverses 
onstru
tions 
ombinatoires équivalentes de 
es surfa
es. Cha
une de 
esparties se dé
ompose à son tour de la manière suivante :Première partie. Après un 
hapitre rappelant brièvement la notion de �bréve
toriel p : V (E) = Spec (S (E)) → X asso
ié à un OX -module lo
alement libre
E suivant EGA II.1.7, le 
hapitre 2 passe en revue 
ertaines propriétés des �bréslinéaires a�nes, que nous dé�nissons i
i de la manière suivante :Définition. Un �bré linéaire a�ne atta
hé à un �bré ve
toriel E = V (E) estla donnée d'un E-torseur ρ : W → X . Si E est un OX -module inversible, on dit que
ρ : W → X est un �bré en droites a�nes, ou en
ore, un torseur en droites.Les �brés linéaires a�nes ne 
onstituant par dé�nition qu'un 
as parti
ulier de lanotion générale de torseur sous un s
héma en groupes, nous tirons des résultatsgénéraux 
on
ernant 
es derniers, les propriétés adaptées à nos besoins, 
omme parexemple le résultat suivant :Théorème. (
f. [35, Proposition 4.6 p.123℄) Le groupe des 
lasses d'isomor-phisme de torseurs sous un �bré ve
toriel E = V (E) asso
ié à un OX-modulelo
alement libre E est isomorphe au groupe de 
ohomologie H1 (X, E∨).On observe en parti
ulier que lorsque X est a�ne, le re
ours aux torseurs sous les�brés ve
toriels ne présente guère d'intérêt, puisque tous 
eux-
i sont isomorphesau torseur trivial, 
'est-à-dire à l'espa
e total du �bré ve
toriel 
orrespondant. Celajusti�e en partie le re
ours à des bases non séparées 
omme la droite a�ne à deuxorigines X (2). Par exemple, les surfa
es S1 et S2 sont des torseurs non triviauxsous Ga,X(2) dont les 
lasses d'isomorphismes c (Si) ∈ H1

(
X (2) ,OX(2)

) sont 
ellesdes 1-
o
y
les de �e
h gi = −xi ∈ C1
(
U ,OX(2)

), i = 1, 2, où U = (X1 (2) , X2 (2))désigne le re
ouvrement 
anonique de X (2). De même, S3 est un torseur non trivialsous Lx2(2), dont la 
lasse d'isomorphisme c (S3) ∈ H1
(
X (2) ,OX(2) (x2 (2))

) est
elle du 1-
o
y
le −x−2 ∈ C1
(
U ,OX(2) (x2 (2))

).Nous introduisons aussi la notion de morphisme linéaire a�ne entre deux tor-seurs sous un �bré ve
toriel, qui 
onstitue au �nal une simple transposition de lanotion d'appli
ation a�ne entre deux espa
es a�nes atta
hés à un espa
e ve
toriel.Définition. Soit ρ : W → X (resp. ρ′ : W ′ → X) un V (E)-torseur (resp.un V (E ′)-torseur). Un morphisme linéaire a�ne β : W ′ → W est la donnée d'unepaire (u, o) 
onstituée :a) d'un morphisme de s
hémas en groupes u : V (E ′) → V (E) induit par unhomomorphisme de OX -modules u : E → E ′ ;b) d'un X-morphisme u-équivariant o : W ′ →W .Et nous donnons ensuite une 
ara
térisation 
ohomologique de l'existen
e de 
esmorphismes, sous la forme suivante : 11



Proposition. (Proposition 2.3.2 page 32) Pour qu'il existe un morphisme li-néaire a�ne β : W ′ → W entre deux torseurs ρ : W → X et ρ′ : W ′ → Xsous des �brés ve
toriels respe
tifs E = V (E) et E′ = V (E ′), il faut et il suf-�t qu'il existe un homomorphisme de OX-modules u : E → E ′ tel que la 
lassed'isomorphisme c (W ) ∈ H1 (X, E∨) de W soit l'image de la 
lasse d'isomorphisme
c (W ′) ∈ H1

(
X, (E ′)∨

) par l'homomorphisme de groupes
tu∗ : H1

(
X, (E ′)

∨
)
→ H1 (X, E∨)induit par l'homomorphisme de OX-modules tu : (E ′)

∨ → E∨ dual de u.Par exemple, puisque le diviseur δ∗x0 = x1 (2) + x2 (2) ∈ Div+ (X (2)), où δ :
X (2) → X , est prin
ipal, on peut 
onsidérer le Ga,X-torseur ρ1 : S1 → X (2) 
ommeun torseur sous le �bré en droites Lx1(2)+x2(2) = V

(
OX(2) (−x1 (2) − x2 (2))

) dontla 
lasse d'isomorphisme
[g1] =

[
−x−2

]
∈ H1

(
X (2) ,OX(2) (x1 (2) + x2 (2))

)
≃ H1

(
X (2) ,OX(2)

)est l'image de la 
lasse d'isomorphisme [−x−2
]
∈ H1

(
X (2) ,OX(2) (x2 (2))

) du
Lx2(2)-torseur ρ3 : S3 → X (2) par l'inje
tion

tu : OX(2) (x2 (2)) → OX(2) (x1 (2) + x2 (2)) .Le morphisme linéaire a�ne β : S3 → S1 
orrespondant à 
es données s'identi�ealors à la restri
tion de la proje
tion
A4

C = Spe
 (C [x, y, z, u])
px,y,z // A3

C = Spe
 (C [x, y, z])

S3

?�

OO

β // S1

?�

OODe même, l'inje
tion tu : OX(2) → OX(2) (x1 (2) + x2 (2)) 
orrespond au morphismelinéaire a�ne β : S2 → S1 dé�ni par la restri
tion du X-morphisme
A3

C = Spe
 (C [x, y, z]) → A3
C = Spe
 (C [x, y, z]) , (x, y, z) 7→ (x, y, xz) ,tandis que l'inje
tion tu : OX(2) → OX(2) (x2 (2)) 
orrespond au morphisme linéairea�ne β : S2 → S3 dé�ni par la restri
tion du X-morphisme

A3
C = Spe
 (C [x, y, x]) → A4

C = Spe
 (C [x, y, z, u]) , (x, y, z) 7→ (x, y, xz, (y + 1) z) .Le 
hapitre 3 introduit le 
on
ept de quasi-torseur sous un �bré en droites. Ils'agit essentiellement de mettre en pla
e un formalisme permettant d'interpéteragréablement la notion d'a
tion d'un �bré en droites L = V (L) sur lui-mêmepar une translation tordue tf dé�nie via l'homomorphisme 
o-a
tion induit parl'homomorphisme de OX -modulesId⊗ 1 + f ⊗ Id : L → S (L) ⊗OX S (L) , f ∈ Γ (X,OX ∩ K∗
X)généralisant le 
as des a
tions de 
e type du groupe additif Ga,X sur lui-mêmedéjà ren
ontrées 
i-dessus. Les quasi-torseurs sont à la fois dé�nis et 
ara
tériséspar les résultats suivants (
f. Dé�nition 3.1.2 page 38, Proposition 3.1.6 page 39 etProposition 3.3.3 page 41).Définition. Soit L = V (L) un �bré en droites dé�ni par un OX -moduleinversible L. Un L-quasi-torseur (ou en
ore, un �bré prin
ipal quasi-homogène sous

L) est un X-s
héma ρ : W → X satisfaisant l'une des propriétés équivalentessuivantes :a) il existe un �bré en droites L′ = V (L′) tel que W soit un L′-torseur, et unhomomorphisme régulier de OX -modules u : L′ → L.b) il existe un diviseur de Cartier e�e
tif D ∈ Div+ (X) tel que W soit untorseur sous le �bré en droites dé�ni par le OX -module inversible L⊗OX (−D).12




) W est muni d'une a
tion de L pour laquelle il existe un re
ouvrement ouvert
U = (Xi)i∈I de X et des éléments réguliers fi ∈ Γ (Xi,OX) tels que pour tout i ∈ I,
W |Xi est isomorphe à L |Xi agissant sur lui-même par la translation tordue tfi .Par exemple, la surfa
e S2 munie de son morphisme ρ2 (2) : S2 → X (2) est unquasi-torseur sous Ga,X(2) 
orrespondant à la donnée de L′ = OX(2) (−x2 (2)) et del'homomorphisme u ∈ HomX(2)

(
L′,OX(2)

)
≃ Γ

(
X (2) ,OX(2) (x2 (2))

) dé�ni parla se
tion 
anonique sx2(2) de diviseur x2 (2). Il n'y a pas uni
ité des stru
tures dequasi-torseurs sur un s
héma π : W → X donné. Par exemple, la surfa
e ρ1 (2) :
S1 → X (2) peut aussi être équipée d'une stru
ture de torseur sous le �bré en droites
Lx1(2)+x2(2). L'homomorphisme
u ∈ HomX(2)

(
OX(2) (−x1 (2) − x2 (2)) ,OX(2)

)
≃ Γ

(
X (2) ,OX(2) (x1 (2) + x2 (2))

)
orrespondant à la se
tion 
anonique sx1(2)+x2(2) permet alors de munir S1 d'unestru
ture de Ga,X(2)-quasi-torseur pour laquelle l'a
tion de Ga,X(2) 
orrespondanteadmet des points �xes le long des 
ourbes ρ−1
1 (2) (xj (2)) ⊂ S1, j = 1, 2.Le 
hapitre 4 introduit une généralisation naturelle de la notion de modi�
a-tion a�ne de Kaliman et Zaidenberg [32℄, permettant de transférer une 
onstru
tiontypique de la géométrie a�ne dans un 
adre relatif. Plus pré
isément, étant donnéun s
héma de base X quel
onque, nous 
onsidérons une 
lasse de X-morphismesa�nes birationnels σ : X ′ → X , obtenus en prenant le 
omplémentaire dans l'é
la-tement σ̄ : X̄ ′ → X d'un sous s
héma fermé Y de X de la transformée propred'un diviseur de Cartier e�e
tif D ∈ Div+ (X) dont le support 
ontient le supportde Y . Nous dé�nissons ensuite la notion de modi�
ation a�ne équivariante d'unquasi-torseur π : W → X sous un �bré en droites L donné. On obtient ainsi uneméthode générale permettant de 
onstruire des s
hémas π′ : W ′ → X ave
 a
tionsde L, et munis d'un X-morphisme a�ne birationnel équivariant σ : W ′ → W . Parexemple, le morphisme ψ : S1 → A1

X = Spe
 (C [x] [y]) induit par la restri
tion de laproje
tion prx,y : A2
X = Spe
 (C [x] [y, z]) → A1

X s'interprète en 
es termes 
ommela modi�
ation a�ne Ga,X-équivariante du Ga,X-quasi-torseur A1
X muni de l'a
tionpar la translation tordue tx dé�nie par t ⋆ (x, y) = (x, y + tx).Dans le 
hapitre 5, nous passons en revue quelques propriétés générales dess
hémas π : V → X a�ne et de type �ni sur X admettant une a
tion d'un �bréen droite p : L → X . Lorsque X , et par 
onséquent V , sont dé�nis sur un 
orps kde 
ara
téristique nulle, nous mettons à jour une analogie ave
 la 
orrespondan
ebije
tive qui existe entre les a
tions du groupe additif Ga,k sur un s
héma a�neSpe
 (B) et les k-dérivations lo
alement nilpotentes ∂ : B → B. Nous montrons ene�et (Proposition 5.1.10 page 53) que sous les 
onditions 
i-dessus, une a
tion du�bré en droites L = V (L) sur V est uniquement déterminée par la donnée d'une

OX -dérivation
∂ : B = π∗OV → B ⊗OX Llo
alement nilpotente, au sens que pour toute se
tion lo
ale b de B il existe un entier

n = n (b) tel que la 
omposition
(
∂ ⊗ Id⊗(n−1)

)
◦ · · · ◦ (∂ ⊗ Id) ◦ ∂ : B → B ⊗ Sn (L)soit nulle. Le noyau A = Ker (∂) de la dérivation ∂ s'identi�e alors à la sous-OX-algèbre de B dont les éléments sont les se
tions lo
ales invariantes de B, et l'onobtient ainsi une notion de quotient q : V ≃ Spec (B) → V//L = Spec (A) quigénéralise agréablement la situation 
onnue pour le groupe additif.En�n, dans le 
hapitre 6 , qui 
l�t 
ette première partie, nous dé
rivons unpro
édé lo
al permettant de 
onstruire des s
hémas ave
 a
tions de Ga,X à partir dedonnées 
ombinatoires. De manière plus pré
ise, un 
orps k de 
ara
téristique nulle,une k-algèbre intègre A et un élément non nul et non inversible f ∈ A étant �xés,nous 
onsidérons des arbres A [t]-pondérés g = (Γ, w), 
'est-à-dire des arbres �nis13



orientés Γ, munis d'une fon
tion de poids w : E (Γ) → A [t] de l'ensemble des arêtesde Γ à valeurs dans l'anneau de polyn�mes A [t], où t est une variable. A 
haquearbre de 
e type, nous asso
ions un sous-s
héma fermé Vg ⊂ ANX = Spe
 (A [Γ])d'un espa
e a�ne de base X = Spe
 (A) dont la dimension dépend uniquement del'arbre sous-ja
ent Γ de g. Les générateurs de l'idéal Ig de Vg sont expli
itementdé�nis à partir des mineurs 2 × 2 d'une matri
e Mg déterminée par la fon
tionde poids w. Les s
hémas Vg ainsi obtenus sont 
anoniquement munis d'une a
tiondu groupe additif Ga,X induite par la restri
tion d'une a
tion sur l'espa
e a�neambiant ANX , elle-même dé�nie par une A-dérivation lo
alement nilpotente expli
itede l'algèbre de polyn�mes A [Γ]. Lorsque A = C [x] et f = x, les surfa
es S1, S2 et
S3 font partie de la 
lasse des s
hémas 
onstruits par 
e pro
édé ; elles 
orrespondentrespe
tivement aux arbres C [x] [t]-pondérés g1, g2 et g3 suivants.

t+ 1

t

g1

t+ 1

t
t

g3

t+ 1
t

t
t

g2Se
onde partie. Cette partie est 
onsa
rée aux s
hémas de Danielewski-Fieseleret s'arti
ule selon le plan suivant. Le 
hapitre 7 
onstitue une introdu
tion à lathéorie générale de 
es s
hémas. L'observation prin
ipale 
onduisant à la dé�nitiondes s
hémas de Danielewski-Fieseler est une ré-interprétation des pro
édés de re-
ollement �à la Fieseler�, 
'est-à-dire, dans un 
ontexte plus général, la te
hnique
onsistant, étant donnée une paire (X = Spe
 (A) , f ∈ A), où f ∈ A est un élémentrégulier non inversible, un multi-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn≥0 et des fon
tionsde transition g̃ = {g̃ij ∈ Af}i,j=1,...,n, à former un X-s
héma π : W → X en re-
ollant plusieurs 
opies A1
Xi(n) = Spe
 (A [Ti]) de la droite a�ne de base X parl'intermédiaire d'isomorphismes de Af -algèbre

τij : Af [Ti]
∼→ Af [Tj] , Ti 7→ g̃ij + fµi−µjTi.Nous expliquons en détail dans 
e 
hapitre 
omment un s
héma π : W → X s'in-terprète, en introduisant le X-s
héma δ : X (n) → X obtenu à partir de X enremplaçant le support de D = div (f) par n 
opies de 
e même support, 
ommeun torseur sous un �bré en droites p : Ln → X (n). Sans entrer dans les détails,disons que 
e �bré en droites Ln = V (Ln) est dé�ni par les fon
tions de tran-sition fij = fµi−µj ∈ A∗

f , et que la stru
ture de Ln-torseur sur W provient dufait que la 
olle
tion des éléments gij = f−µi g̃ij ∈ Af s'identi�e à un 1-
o
y
le de�e
h à valeurs dans L∨
n pour le re
ouvrement 
anonique de X (n) par les ouverts

Xi (n), i = 1, . . . , n. Même si le passage aux torseurs n'est pas essentiel lorsque l'ontravaille sur des bases a�nes, 
e point de vue 
omporte plusieurs avantages. Toutd'abord l'introdu
tion du �bré en droites Ln et du 
o
y
le g = {gij}i,j=1,...,n permetd'intégrer les fon
tions fij = fµi−µj dans la donnée d'un diagramme 
ommutatif
Af [Ti]

τij //

≀

��

Af [Tj]

≀

��
S (Ln) |Xij(n)

S(gij ,Id)// S (Ln) |Xij(n)14



où Xij (n) = Xi (n)∩Xj (n) ≃ X∗ = X \ Supp (D) et où S (gij , Id) désigne l'homo-morphisme de OX∗ -algèbres induit par l'homomorphisme de OX∗ -modules
gij ⊕ IdL : Ln |X∗→ OX∗ ⊕ Ln |X∗ →֒ S (L) |X∗ .On obtient ainsi une théorie uni�ée des re
ollements 
i-dessus. D'autre part, 
epoint de vue donne a

ès aux 
lasses d'isomorphismes des s
hémas obtenus, quis'interprètent alors par l'intermédiaire du groupe de 
ohomologie H1 (X (n) ,L∨

n)des 
lasses d'isomorphismes de Ln-torseurs sur X (n).En�n, la possibilité d'intégrer les fon
tions fij = fµi−µj dans la donnée du�bré en droites p : Ln → X (n) ouvre la voie à une généralisation naturelle de
es re
ollements, dans laquelle on rempla
e le s
héma de base a�ne X = Spe
 (A)par un s
héma quel
onque, et le diviseur prin
ipal D = div (f) par un diviseurde Cartier e�e
tif D ∈ Div+ (X). L'étape suivante 
onsiste à remarquer que l'onpeut rempla
er le �bré en droites trivial A1
X → X dont on re
olle des 
opies parn'importe quel torseur ρ : V → X sous un �bré en droites L→ X donné. On arriveainsi à la notion de s
héma de Danielewski-Fieseler introduite dans le 
hapitre 8,dont une des dé�nitions équivalentes est la suivante (Dé�nition 8.2.3 page 79) :Définition. Soit (X,D,L, V ) un quadruplet 
onstitué d'un s
héma X , d'undiviseur e�e
tif D ∈ Div+ (X), d'un OX -module inversible L et d'un torseur ρ :

V → X sous le �bré en droites L = V (L) dé�ni par L. Notons X∗ = X \Supp (D),
δ : X (D,n) → X le X-s
héma obtenu à partir de X en remplaçant D par n-
opies
Di (n) de D, et U = (Xi (n))i=1,...,n le re
ouvrement 
anonique de X (D,n) par lesouverts Xi (n) = X∗ ∪Di (n) ≃ X . Pour un multi-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn≥0donné, nous notons

Ln [−µ] = δ∗L⊗OX(n)
OX(n)

(
−

n∑

i=1

µiDi (n)

)
, etLn [−µ] = V (Ln [−µ]) ,et nous désignons par (θµi)∗ : H1 (X,L∨) → H1 (X,L∨ ⊗OX (µiD)) l'homomor-phisme de groupes induit par l'homomorphisme de OX -modules

θµi ∈ HomX (L∨,L∨ ⊗OX (µiD)) ∈ Γ (X,OX (µiD))
orrespondant à la se
tion 
anonique sµiD ∈ Γ (X,OX (µiD)).Dans 
es 
onditions , on appelle s
héma de Danielewski-Fieseler de type (n, [µ]),de base (X,D), atta
hé au L-torseur ρ : V → X un X-s
héma
π : W = W (n,[µ]) ρ(n)−→ X (n) = X (D,n)

δ→ Xoù ρ (n) : W → X (D,n) est Ln [−µ]-torseur tel que pour tout i = 1, . . . , n, la
lasse d'isomorphisme ci ∈ H1
(
Xi (n) ,Ln [−µ]

∨ |Xi(n)

)
≃ H1 (X,L∨ ⊗OX (µiD))du L [−µ] |Xi(n)-torseur W |Xi(n) soit égale à l'image de la 
lasse d'isomorphisme

c [V ] du L-torseur ρ : V → X par l'homomorphisme (θµi)∗.Par exemple, les surfa
es πi : Si
ρi→ X (2)

δ→ X, i = 1, 2, 3, 
onsidérées plus hautsont des s
hémas de Danielewski-Fieseler de base (X = Spe
 (C [x]) , D = div (x)),atta
hés au Ga,X-torseur trivial A1
X , de types (2, (0, 0)), (2, (0, 0)) et (2, (0, 1)) res-pe
tivement. Plus généralement, tous les s
hémas obtenus par un pro
édé de re
ol-lement �à la Fieseler� 
onstituent des exemples de s
hémas de Danielewski-Fieseleratta
hés au Ga,X-torseur trivial.Un fait remarquable est que tout s
héma de Danielewski-Fieseler π : W → Xatta
hé à un L-torseur ρ : V → X est 
anoniquement muni d'une a
tion du �bréen droites L, induite par la stru
ture de δ∗L-quasi-torseur sur ρ (n) : W → X (n)
orrespondant à l'homomorphisme

u ∈ HomX(n) (Ln [−µ] , δ∗L) ∈ Γ

(
X (n) ,OX(n)

(
n∑

i=1

µiDi (n)

))15



dé�ni par la se
tion 
anonique s[µ] ∈ Γ

(
X (n) ,OX(n)

(
n∑

i=1

µiDi (n)

)). On re-trouve dans 
e 
ontexte les propriétés déjà observées sur les surfa
es S1, S2 et
S3. Toujours dans le 
hapitre 8, nous introduisons les morphismes de s
hémas deDanielewski-Fieseler β : W ′ → W (Dé�nition 8.3.2 page 81), qui 
onstituent unesous-
lasse des morphismes L-équivariants pour les a
tions 
anoniques sur W et
W ′ respe
tivement. Cela permet de dé�nir une 
atégorie D

(L,V )
/(X,D) des s
hémas deDanielewski-Fieseler atta
hés à un L-torseur ρ : V → X donné.Le 
hapitre 9 est 
onsa
ré à une étude plus détaillée des s
hémas de Danielewski-Fieseler π : W → X atta
hés à un �bré en droites p : L = V (L) → X 
onsidéré
omme un L-torseur trivial. Les s
hémas de 
e type 
onstituent des modèles lo-
aux des s
hémas de Danielewski-Fieseler généraux. Ils ont la propriété d'être uni-quement déterminés, à isomorphisme près, par la donnée d'un 1-
o
yle de �e
h

g = {gij}i,j=1,...,n ∈ C1
(
U ,Ln [−µ]

∨) à valeurs dans Ln [−µ]
∨ pour le re
ouvre-ment 
anonique U = (Xi (n))i=1,...,n de X (n). En e�et, suivant un pro
édé de
onstru
tion standard (
f. [35, Remarque 4.4 p. 121℄), un tel 
o
y
le permet de dé-�nir, en re
ollant les OXi(n)-algèbres symétriques S

(
Ln [−µ] |Xi(n)

) au-dessus desinterse
tions Xij (n) via les isomorphismes OXij(n)-algèbres
S (gij , Id) : S

(
Ln [−µ] |Xij(n)

) ∼→ S
(
Ln [−µ] |XYij(n)

)
, i 6= j, i, j = 1, . . . , n,une OX(n)-algèbre quasi-
ohérente B dont le spe
tre

ρ (n) : W (U ,Ln [−µ] , g) = Spec (B) → X (n)est 
anoniquement muni d'une stru
ture de Ln [−µ]-torseur. En vertu de la 
or-respondan
e bije
tive entre les 
lasses d'isomorphismes de Ln [−µ]-torseurs et leséléments du groupe H1
(
X (n) ,Ln [−µ]

∨), on voit que tout s
héma de Danielewski-Fieseler de type (n, [µ]), atta
hé au L-torseur trivial est X (n)-isomorphe à uns
héma 
onstruit par 
e pro
édé. Parmi les représentants d'une 
lasse d'isomor-phisme donnée, nous nous intéressons aux 
o
y
les
g(λ,σ) = {gij}i,j=1,...,n ∈ C1

(
U ,Ln [−µ]

∨)satisfaisant une égalité de la forme
θ[µ],λ

(
g(λ,σ)

)
= ∂ (σ) ∈ C1 (U , δ∗ (L∨ ⊗OX (λD)))où (λ, σ) est une paire 
onstituée d'un entier λ ≥ max

i=1,...,n
(µi) et d'une 0-
o
haînede �e
h σ ∈ C0 (U , δ∗ (L∨ ⊗OX (λD))) ≃

n⊕

i=1

Γ (X,OX (λD)), et où l'homomor-phisme θ[µ],λ ∈ HomX(n)

(
Ln [−µ]

∨
, δ∗ (L∨) ⊗OX (λD)

) 
orrespond à la se
tion
anonique
sλ−[µ] ∈ Γ

(
X (n) ,OX(n)

(
n∑

i=1

(λ− µi)Di (n)

))
.Autrement dit, les se
tions gij ∈ Γ

(
Xi (n) ∩Xj (n) ,Ln [−µ]

∨) sont dé�nies par leségalités
θ[µ],λ (gij) = σj |Xi(n) −σi |Xj(n), i 6= j, i, j = 1, . . . , n.Nous montrons en parti
ulier le résultat suivant (Théorème 9.1.8 page 86).Théorème. Tout s
héma de Danielewski-Fieseler π : W → X de type (n, [µ]),de base (X,D), atta
hé à la paire (L, L), est isomorphe à un s
héma
π : W

(n,[µ])
(λ,σ) = W

(
U ,Ln [−µ] , g(λ,σ)

) ρ(n)−→ X (n)
δ→ X16



dé�ni par une paire (λ, σ). De plus, un tel isomorphisme W ≃W
(n,[µ])
(λ,σ) est unique-ment déterminé par la donnée d'un morphisme de s
hémas de Danielewski-Fieseler

β : W → V (L ⊗OX (−λD)).Par exemple, la surfa
e S3 munie du morphisme de s
hémas de Danielewski-Fieseler
β : S3 → A1

X = Spe
 (C [x] [y]) ≃ V (OX (−div (x)))induit par la restri
tion de la proje
tion pry : A3
X = Spe
 (C [x] [y, z, u]) → A1

X
orrespond à la paire
(λ, σ) =

(
2,
{
σ1 = 0, σ2 = −x−2

})
∈ Z≥0 × Γ (X,OX (2x0))

2qui satisfait e�e
tivement l'égalité
θ(0,1),2 (g12) = (σ2 − σ1) ∈ C1

(
U ,OX(2) (2 (x1 (2) + x2 (2)))

)
.Le reste du 
hapitre est 
onsa
ré à l'étude des 
lasses d'isomorphismes des s
hémasde Danielewski-Fieseler de la forme W (n,[µ])

(λ,σ) ainsi qu'à la des
ription d'un pro
édéde 
onstru
tion expli
ite de morphismes de s
hémas de Danielewski-Fieseler entredeux s
hémas de 
e type.Un des problèmes qui se posent lorsque l'on 
onstruit des s
hémas par re
olle-ment est 
elui de la séparation. En e�et, si l'on ne respe
te pas 
ertaines 
onditionssur les isomorphismes de re
ollement, on obtient en général des s
hémas non sé-parés, 
omme par exemple la droite a�ne à deux origines. Pour les s
hémas deDanielewski-Fieseler π : W → X le problème ne se pose pas exa
tement en 
estermes, puisque, dans notre appro
he, le s
héma de base X n'est pas né
essaire-ment séparé. Il s'agit don
 de déterminer des 
onditions garantissant que le mor-phisme stru
tural π : W → X est séparé. Cette question est traitée au 
hapitre 10,où nous obtenons la 
ara
térisation suivante (Proposition 10.1.2 page 96 et Théo-rème 10.2.1 page 98) qui généralise un résultat de Fieseler [17, Proposition 1.4℄valable pour les s
hémas de Danielewski-Fieseler de base (X = Spe
 (A) , h), où Aest un anneau de Dedekind et h est un générateur d'un idéal maximal m de A.Théorème. Soit π : W → X un s
héma de Danielewski-Fieseler de base
(X,D), atta
hé à un torseur ρ : V → X sous un �bré en droites p : L = V (L) → X.Si X est lo
alement fa
toriel, alors les assertions suivantes sont équivalentes :a) π : W → X est un morphisme séparé,b) π : W → X est un morphisme a�ne,
) il existe un re
ouvrement de X par des ouverts a�nes Uα = Spe
 (Aα) etdes éléments réguliers non inversibles fα ∈ Aα tels que pour tout α, W |Uα estisomorphe à un s
héma de Danielewski-Fieseler de base (Uα, fα) dé�ni par une
olle
tion de fon
tions de transition g̃α =

{
g̃α,ij ∈ (Aα)fα

}
i,j=1,...,n

pour lesquellesles sous Aα-algèbres Aα [g̃α,ij ] et Aα [g̃α,ji] de (Aα)fα
engendrées respe
tivement par

g̃α,ij et g̃α,ji sont égales à (Aα)fα
.Comme 
onséquen
e de la démonstration du théorème 
i-dessus, on obtient la des-
ription suivante (Théorème 10.2.7 page 101) qui généralise la situation déjà obser-vée 
i-dessus pour les surfa
es Si, i = 1, 2, 3.Théorème. Un s
héma de Danielewski-Fieseler π : W → X de base (X,D),atta
hé au torseur trivial ρ : L→ X sous un �bré en droites L = V (L) tel que π esta�ne, est isomorphe à une modi�
ation a�ne L-équivariante du L-quasi-torseur

L (−λ) = V (L ⊗OX (−λD)) pour un 
ertain entier λ ≥ 1.Dans le 
hapitre 11 qui termine la se
onde partie, nous revenons sur les s
hé-mas a�nes π : Vg → X = Spe
 (A) dé�nis par des arbres A [t]-pondérés g = (Γ, w)pour montrer le résultat suivant (Théorème 11.2.1 page 106) :17



Théorème. Soit k un 
orps de 
ara
téristique nulle et soit (A, f) une paire
onstituée d'une k-algèbre intègre et d'un élément f ∈ A non nul et non inversible.Soit g = (Γ, w) un arbre A [t]-pondéré dont la fon
tion de poids w : E (Γ) → A [t]satisfait les hypothèses suivantes :a) pour toute arête −→
ee′ de Γ il existe aee′ ∈ A tel que w (−→ee′) = aee′ + t ⊂ A [t],b) pour tout 
ouple e1, e2 de �ls 3 d'un même sommet e′ de Γ, les 
oe�
ients

ae1,e′ et ae2,e′ engendrent l'idéal unité de A et l'image de ae1e′ − ae2e′ dans A/fAest un élément inversible,Alors le s
héma Vg est un s
héma de Danielewski-Fieseler de base (X, div (f)),asso
ié au Ga,X-torseur trivial A1
X .Troisième partie. La troisième et dernière partie de 
ette thèse est 
onsa-
rée aux surfa
es de Danielewski. Selon [1℄, [7℄, ou en
ore [1, 7, 19℄, 
e termedésigne habituellement une surfa
e isomorphe à une hypersurfa
e de l'espa
e a�ne

A3
k = Spe
 (k [x, y, z]) dé�nie par une équation de la forme xnz − P (y) = 0. Cer-tains auteurs réservent parfois 
ette terminologie aux seules surfa
es lisses. Nousintroduisons dans 
ette thèse la dé�nition suivante, plus 
onforme à l'esprit initialde l'arti
le de Danielewski :Définition. Une k-surfa
e de Danielewski est un s
héma a�ne isomorphe àun s
héma de Danielewski-Fieseler de base (X = Spe
 (k [x]) , x0 = div (x)) atta
héau Ga,X -torseur trivial p : A1

X → X .Les surfa
es S1 et S2 sont des surfa
es de Danielewski au sens 
i-dessus, et ilen est plus généralement de même de toutes les hypersurfa
es xnz − P (y) = 0, où
P ∈ k [y] est un polyn�me non 
onstant, s
indé, à ra
ines simples dans k. La surfa
e
S3 est aussi une surfa
e de Danielewski mais n'est pas isomorphe à une hypersurfa
ede A3

C du type pré
édent. On peut en e�et véri�er que le module 
anonique ωS3 de
S3 n'est pas trivial. Ainsi la notion de surfa
e de Danielewski introduite dans 
ettethèse généralise substantiellement 
elle pré
édemment en vigueur.Dans le 
hapitre 12, nous donnons une 
lassi�
ation 
ombinatoire des surfa
esde Danielewski. Pour 
ela, nous introduisons la 
lasse des arbres �nis orientés k-pondérés γ, 
'est-à dire, des arbres Γ munis d'une fon
tion de poids w : E (Γ) → kqui asso
ie un élément w (−→ee′) ∈ k à toute arête −→

ee′. Nous montrons que si γ =

(Γ, w) est �nement pondéré, 
e qui signi�e que w (−→e1e) 6= w (−→e2e) pour tout 
ouple
e1, e2 de �ls d'un même sommet e de Γ, alors il est possible d'asso
ier à γ une
k-surfa
e de Danielewski S (γ) sous la forme d'un s
héma de Danielewski-Fieseler

π : S (γ) = W
(n,[µ(γ)])
(h(Γ),σ̃(γ))

ρ(n)→ X (n)
δ→ X,où h (Γ) et n désignent respe
tivement la hauteur et le nombre de feuilles de l'arbre

Γ, où le multi-indi
e [µ (γ)] dépend de h (Γ) et de la longueur des sous-
haînesmaximales de Γ, et où la 0-
o
haîne σ = {σi ∈ Γ (X,OX (h (Γ)x0))}i=1,...,n estdé�nie à partir de la fon
tion de poids w. Par exemple, la surfa
e de Danielewski
S3 est obtenu à partir de l'arbre �nement k-pondéré γ3 = (Γ3, w3) suivant :

γ3 =
−1

0
03C'est-à-dire de des
endants dire
ts du sommet e′ de Γ.18



en posant tout d'abord µi = h (Γ) − l (↓ ei) =

{
0 si i = 1
1 si i = 2

, où l (↓ ei) désigne lalongueur du plus 
ourt 
hemin joignant ei à la ra
ine e0 de Γ3 puis
σ1 = x−2 (w (−−−→e0,1e0) + w (−−−→e1e0,1)x) = 0, et σ2 = x−2w (−−→e1e0) = −x−2.Les surfa
es de Danielewski S1 et S2 sont obtenues selon le même pro
édé à partirdes arbres �nement k-pondérés γ1 = (Γ1, w1) et γ2 = (Γ2, w2) suivants :
γ1 =

−1

0
γ2 =

−1
0

0
0Plus généralement, nous établissons le résultat suivant (Théorème 12.2.7 page 123) :Théorème. Toute surfa
e de Danielewski est X-isomorphe à une surfa
e π :

S (γ) → X dé�nie par un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w).Nous montrons ensuite que les 
lasses d'isomorphismes de surfa
es de Danielewskipeuvent être déterminées à partir de la 
ombinatoire des arbres �nement k-pondérés
γ. Pour 
ela, nous introduisons la notion d'équivalen
e d'arbres �nement k-pondéréssuivante (Dé�nition 12.3.2 page 125) :Définition. Deux arbres �nement k-pondérés γ = (Γ, w) et γ′ = (Γ′, w′) sontdit équivalents, s'il existe un isomorphisme d'arbres η : Es (Γ)

∼→ Es (Γ′) entre lessous-arbres maximaux de Γ et Γ′ enra
inés en le premier an
être 
ommun des feuillesde Γ et Γ′ respe
tivement, un élément a ∈ k∗ et une 
olle
tion b̃ = {bi ∈ k}i=0,...,h−1,où h = h (Es (Γ)) désigne la hauteur de l'arbre Es (Γ) tels que
w′
(−−−−−−−−−→
η (ei+1) η (ei)

)
= aw (−−−→ei+1ei) + bi, i = 0, . . . , h− 1pour tout arête −−−→ei+1ei de Es (Γ) joignant deux sommets ei+1 et ei aux niveaux i+1et i respe
tivement.Nous établissons le 
ritère d'isomorphie suivant (Théorème 12.3.4 page 125) :Théorème. Pour que deux surfa
es de Danielewski S (γ) et S (γ′), dé�nies pardes arbres �nement k-pondérés γ = (Γ, w) et γ′ = (Γ′, w′) respe
tivement, soientdes X-s
hémas isomorphes, il faut et il su�t que γ et γ′ soient équivalents.Les arbres γ1, γ2 et γ3 n'étant pas deux à deux équivalents, on déduit par exemplede 
e résultat que les surfa
es de Danielewski S1, S2 et S3 sont des X-s
hémas nonisomorphes4.Le 
hapitre 13 est 
onsa
ré à l'étude des morphismes de surfa
es de Da-nielewski (Dé�nition 13.1.1 page 133), 
'est à dire des X-morphismes birationnels

β : S′ → S dont la restri
tion au-dessus de X∗ = X \ {x0} est un X∗-isomorphisme.Nous montrons que tout morphisme β : S (γ′) → S (γ) de 
e type entre deuxsurfa
es de Danielewski dé�nies par des arbres �nement k-pondérés γ′ et γ est uni-quement déterminé par la donnée d'un morphisme d'arbres �nement k-pondérés
τ : γ′ → γ. Un tel morphisme est dé�ni 
omme la 
ontra
tion d'un sous-arbre de
γ′ sur un sommet de γ, de manière 
ompatible ave
 les fon
tions de poids de γ et
γ′ respe
tivement. Par exemple le morphisme β : S3 → S1 induit par la restri
tionde la proje
tion prx,y,z : A4

C → A3
C 
orrespond au morphisme d'arbres �nement

k-pondérés τ : γ3 → γ1 suivant :4Cela n'empê
he 
ependant pas, a priori, que S1 et S2 soient isomorphes 
omme s
hémasabstraits. 19



γ2

e0

0

0

-1
γ1

e0

0 -1
Nous déduisons de 
ette des
ription le résultat suivant, qui permet de ramenerl'étude des surfa
es de Danielewski à 
elle de la 
ombinatoire des arbres �nement
k-pondérés (Théorème 13.2.9 page 138) :Théorème. La 
atégorie relative −→

Ds dont les objets sont les morphismes desurfa
es de Danielewski S =
(
ψ : S → A1

X

) et dont les morphismes b : S′ → Ssont les morphismes de surfa
es de Danielewski β : S′ → S tels que ψ′ = ψ ◦ β, estéquivalente à la 
atégorie T k
w,f des arbres �nement k-pondérés.Nous mettons �nalement à pro�t la 
orrespondan
e obtenue entre les morphismesde surfa
es de Danielewski et les 
ontra
tions de sous-arbres pour donner un pro
édéde 
onstru
tion de 
omplétions relatives équivariantes d'une surfa
e de Danielewski(Théorème 13.4.6 page 145).Théorème. Pour toute surfa
e de Danielewski π : S = S (γ) → X dé�nie parun arbre �nement k -pondéré γ = (Γ, w), il existe un X-s
héma proje
tif régulier

π̄ : S̄ → X et une immersion ouverte i : S →֒ S̄ satisfaisant les propriétés suivantes :a) la restri
tion de S̄ au dessus de X∗ est isomorphe au �bré trivial P1
X∗

,b) la �bre s
hématique F̄ = π̄−1 (x0) ⊂ S̄ est un diviseur réduit, à 
roisementsnormaux simples dont toutes les 
omposantes irrédu
tibles sont isomorphes à P1
k etdont le graphe dual Γ

(
F̄
) est isomorphe à l'arbre Γ.
) le support du diviseur S̄\i (S) est la réunion d'une se
tion Y0 de π̄ : S̄ → X etd'un sous-ensemble de 
omposantes irrédu
tibles C̄ de F̄ dont le graphe dual Γ

(
C̄
)est isomorphe au sous-arbre Γ \ Fe (Γ) de Γ, 
'est à dire au sous-arbre de Γ dontles sommets sont les sommets de Γ qui ne sont pas des feuilles de Γ.De plus, pour tout Ga,X-a
tion sur S, il existe une Ga,X-a
tion sur S̄ rendantl'immersion ouverte i : S →֒ S̄ équivariante.Au 
hapitre 14, nous 
omparons les deux te
hniques de 
onstru
tion de sur-fa
es de Danielewski à partir d'arbres pondérés. En e�et, outre les surfa
es de Danie-lewski S (γ) dé�nies à partir d'arbres �nement k-pondérés γ = (Γ, w), les résultatsdes 
hapitres 6 et 11 montrent que 
ertains arbres k [x] [t]-pondérés g = (Γ, w̃)
orrespondent à des surfa
es de Danielewski Vg plongées dans un espa
e a�ne

ANX au-dessus de X . Nous montrons dans 
e 
hapitre que toute surfa
e de Da-nielewski S (γ) admet un plongement dans ANX , où N dépend de γ, sous la formed'un s
héma Vg. Cela 
onduit en parti
ulier au théorème de 
omparaison suivant(Théorème 14.1.8 page 150) :Théorème. Pour toute surfa
e de Danielewski π : S → X, il existe un arbre
Γ muni de fon
tions de poids w : E (Γ) → k et w̃ : E (Γ) → A [t], et des X-isomorphismes S (γ) ≃ S ≃ Vg.En 
omparant ensuite la stru
ture des a
tions du groupe additif Ga,X sur les surfa
esde Danielewski S (γ) et Vg, nous obtenons le résultat suivant (Théorème 14.2.18 page 158)qui assure que toute surfa
e de Danielewski S admet un plongement dans un espa
ea�ne ANX de telle sorte que toute a
tion du X-groupe additif Ga,X sur S proviennede la restri
tion d'une a
tion sur ANX . 20



Théorème. Pour toute surfa
e de Danielewski π : S → X non isomorphe à
A1
X , il existe un entier N = N (S) ≥ 2 et un plongement fermé φ : S →֒ ANX , telsque pour toute Ga,X-a
tion sur S, il existe une Ga,X-a
tion sur ANX faisant de φun plongement équivariant.Le 
hapitre 15 traite des surfa
es de Danielewski dont l'invariant de Makar-Limanov est trivial. Rappelons que 
et invariant, introduit par Makar-Limanov [31℄,est dé�ni, pour une k-variété a�ne V = Spe
 (B), 
omme la sous-algèbre ML (V )de B dont les éléments sont les fon
tions invariantes par toutes les a
tions du groupeadditif Ga,k sur V . Lorsque k est de 
ara
téristique nulle, ML (V ) s'identi�e à l'in-terse
tion dans B des noyaux des k-dérivations lo
alement nilpotentes de B. Si V estune surfa
e, on sait que l'invariant de Makar-LimanovML (V ) est trivial si et seule-ment si V admet deux Ga,k-a
tions indépendantes, 
'est-à-dire deux a
tions dont lesorbites générales sont distin
tes. Lorsque le 
orps de base est algébriquement 
los,de 
ara
téristique nulle, nous avons établi dans [13℄ la 
ara
térisation géométriquesuivante, qui généralise des résultats antérieurs de Bandman et Makar-Limanov [1℄,Bertin [2℄ et Gizatullin [20℄ valables pour des surfa
es non singulières.Théorème. Une surfa
e a�ne normale S/k, dé�nie sur un 
orps algébrique-ment 
los k = k̄ de 
ara
téristique nulle et non isomorphe à (A1

k

)
∗
× A1

k, où(
A1
k

)
∗

= Spe
 (k [x, x−1
]), a un invariant de Makar-Limanov trivial si et seule-ment si S admet une 
omplétion S̄ telle que le diviseur de bord B = S̄ \ S soit une
haîne de 
ourbes rationnelles lisses. Si 
ela est le 
as, alors, pour toute 
omplétionminimale S̄′ de S, le bord B′ = S̄′ \ S possède 
ette propriété.Ce 
ritère géométrique nous permet d'obtenir une 
ara
térisation 
ombinatoire des

k-surfa
es de Danielewski dont l'invariant de Makar-Limanov est trivial. Nous in-troduisons pour 
ela la 
lasse parti
ulière des arbres Γ dont le sous-arbre Γ \Fe (Γ)
onstitué des sommets de Γ qui ne sont pas des feuilles est une 
haîne. Un arbre de
e type est appelé un peigne.
• • • • • •

•
•
•

•
•

•
•
•

•

e0 Un peigne enra
iné en e0.Nous établissons la 
ara
térisation suivante ( 15.1.1 page 162) :Théorème. Soit k un 
orps quel
onque de 
ara
téristique nulle. Alors l'inva-riant de Makar-Limanov d'une k-surfa
e de Danielewski π : S → X est trivial siet seulement si S est isomorphe à une surfa
e de Danielewski S (γ) dé�nie par unpeigne �nement k-pondéré γ = (Γ, w).Par exemple, les surfa
es S1 et S3 ont un invariant de Makar-Limanov trivial, puis-qu'elles 
orrespondent respe
tivement aux peignes γ1 et γ3 
i-dessus. Par 
ontre,l'invariant de Makar-Limanov de S2 n'est pas trivial. Par 
onséquent S1 n'est pasisomorphe à S2. Comme 
as parti
ulier de 
e théorème, on retrouve le résultat deMakar-Limanov [34℄ qui dit qu'une surfa
e de Danielewski SP,n ⊂ A3
C de la forme

xnz − P (y) = 0 a un invariant de Makar-Limanov trivial si et seulement si n = 1.Dans [8℄, Daigle montre que toutes les Ga,k-a
tions sur une surfa
e de Danie-lewski SP de la forme xz − P (y) = 0, où P ∈ k [y] est un polyn�me non 
onstant,s
indé, à ra
ines simples dans k, sont 
onjuguées, au sens que pour tout 
ouple de
Ga,k-a
tion ξi : Ga,k × S → S, i = 1, 2, il existe un automorphisme φ : S

∼→ S telsque les orbites générales des a
tions ξ1 et φ ◦ ξ2 
oïn
ident. Nous établissons dans
ette thèse le résultat suivant (Théorème 15.2.3 page 167), qui montre que 
ette21



propriété très spé
iale su�t à 
ara
tériser les surfa
es de Danielewski de la forme
SP . Théorème. Toute k-surfa
e de Danielewski d'invariant de Makar-Limanov tri-vial et non isomorphe à une surfa
e SP admet deux Ga,k-a
tions indépendantes non
onjuguées.Sous 
ertaines hypothèses supplémentaires portant sur les peignes �nement k-pondéré γ (
f. 15.1.10 page 165), nous montrons le résultat suivant ( 2.1.4 page 29) :Théorème. Une surfa
e de Danielewski π : S (γ) → X dé�nie par un peigne�nement k-pondéré γ = (Γ, w) non essentiellement auto-similaire admet trois Ga,k-a
tions indépendantes non 
onjuguées deux à deux.Dans le 
hapitre 16, qui 
l�t 
ette thèse, nous étudions une 
lasse parti
ulièrede surfa
es de Danielewski d'invariant de Makar-Limanov trivial, dé�nie par les pro-priétés équivalentes suivantes (Proposition 16.1.1 page 173 , Théorème 16.1.3 page 174et Lemme 16.2.4 page 176).Théorème. Pour une surfa
e de Danielewski S dé�nie sur un 
orps k, algébri-quement 
los et de 
ara
téristique nulle, les propriétés suivantes sont équivalentes :a) L'invariant de Makar-Limanov ML (S) est trivial et le groupe de Pi
ardPi
 (S) est égal à Z,b) S est isomorphe à une surfa
e de Danielewski S (γ) dé�nie par un peigne�nement k-pondéré γ = (Γ, w) possédant exa
tement deux feuilles,
) S est isomorphe au 
omplémentaire d'une se
tion d'une surfa
e de Hirzebru
h
Fn = P (OP1 ⊕OP1 (−n)) → P1,d) S est isomorphe à une surfa
e S (h) ⊂ A4

k = Spe
 (k [x, y, z, u]), où h ∈ Z>0,dé�nie par les équations
xz − y (y − 1) = 0, yh−1u− zh = 0, xh−1u− (y − 1)

h−1
z = 0.Par exemple, les surfa
es de Danielewski S1 et S3, qui sont respe
tivement iso-morphes aux surfa
es S (1) et S (2), se réalisent respe
tivement 
omme les 
omplé-mentaires de la diagonale ∆ ⊂ F0 ≃ P1 × P1 et d'une se
tion D̄ de F1, d'auto-interse
tion (D̄2

)
= 3.On doit à Russell d'avoir remarqué, à partir de la des
ription des surfa
es
omplétables par une 
ourbe irrédu
tible due à Danilov-Gizatullin [22℄, qu'une sur-fa
e a�ne S ≃ Fn \ C obtenue 
omme le 
omplémentaire d'une se
tion C d'auto-interse
tion (C2
)

= c + 1, a la propriété d'admettre c a
tions indépendantes non
onjuguées du groupe additif Ga,k. Or, puisque toute surfa
e S = Fn\C est une sur-fa
e de Danielewski pour le morphisme quotient π : S → S//Ga,k asso
ié à l'une de
es a
tions, on obtient le résultat suivant, dont nous donnons une nouvelle preuve.(Théorème 16.2.1 page 176).Théorème. (Russel) Toute surfa
e de Danielewski S (h), où h ≥ 2, admet ha
tions deux à deux non 
onjuguées du groupe additif Ga,k.
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Première partieA
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hémas





CHAPITRE 1Rappels sur les �brés ve
toriels et proje
tifsDans 
e premier 
hapitre nous rappelons brièvement les notions de �brés ve
to-riels et proje
tifs au-dessus d'un s
hémaX . Cela nous permet de �xer les 
onventionsde notation utilisées dans la suite. Dans toute 
ette thèse, nous privilégions l'ap-pro
he algébrique des �brés ve
toriels, en termes de OX -modules lo
alement libres,qui s'avère mieux adaptée à notre démar
he que le point de vue géométrique.Il existe deux manières duales d'asso
ier à un OX -module 
ohérent lo
alementlibre E un �bré ve
toriel géométrique p : E → X au-dessus de X . La première
onsiste à dé�nir E 
omme le spe
tre de la OX -algèbre symétrique du dual E∨ de
E . On dit alors, dans la terminologie usuelle, que E est l'espa
e total du OX -module
E . La se
onde 
onsiste évidemment à dé�nir E 
omme le spe
tre de la OX -algèbresymétrique de E . On dit alors, suivant EGA II.1.7.8, que E est le �bré ve
torieldé�ni par E .Dans la première 
onstru
tion, le OX -module E , ou plut�t son bidual E∨∨ ≃ E ,s'identi�e 
anoniquement aux fais
eaux de germes de X-se
tions de E, tandis quedans la se
onde, 
'est évidemment le dual E∨ de E qui joue 
e r�le.Fa
e à 
e 
hoix de 
onvention qui nous est o�ert, nous privilégions dans 
ettethèse la se
onde appro
he qui rend plus naturelles 
ertaines des 
onstru
tions à basede �brés ve
toriels introduites par la suite . En faisant 
e 
hoix, nous allons biensûr à l'en
ontre du point de vue géométrique usuel. Le le
teur habitué à la première
onstru
tion prendra don
 garde au fait que toutes les assertions dé
oulant du 
hoixde 
ette se
onde 
onvention sont duales de 
elles qui lui sont familières1.L'obje
tif poursuivi dans 
ette thèse nous 
onduit à 
onsidérer les �brés ve
to-riels p : E → X non seulement 
omme de simples s
hémas mais en
ore 
omme des
X-s
hémas en groupes 
ommutatifs. Nous renvoyons le le
teur peu familier ave
 
esnotions à l'annexe A, dans laquelle nous avons rassemblé l'essentiel des résultats enla matière auxquels nous aurons re
ours par la suite.1.1. Fibré ve
toriel asso
ié à un fais
eau de modulesÉtant donné un s
héma X et un OX -module 
ohérent E lo
alement libre,nous rappelons 
i-dessous 
omment 
onstruire un �bré ve
toriel V (E), au sens deEGA II.1.7, dont le fais
eau des germes de X-se
tions s'identi�e au dual E∨ =
Hom (E ,OX) de E .1.1.1. Rappelons tout d'abord, que pour tout OX -modules E , l'algèbre symé-trique

S (E) =
⊕

n≥0

SnEde E est la OX -algèbre quotient de l'algèbre tensorielle T (E) par l'idéal bilatèreengendré par les éléments x⊗ y − y ⊗ x, x, y par
ourant E . La 
omposition des ap-pli
ations 
anoniques E → T (E) et T (E) → S (E) dé�nit une appli
ation 
anoniquenotée σ : E → S (E).1En parti
ulier, n'en déplaise à 
ertains ( !), le �bré en droites dé�ni par le OPn -moduleinversible OPn (1) sur Pn n'a pas de se
tion non nulle puisqu'il s'identi�e au �bré en droitestautologique espa
e total du OPn -module OPn (−1).25



Pour toute OX -algèbre B, il y a alors 
orrespondan
e biunivoque entre homo-morphismes de OX -modules E → B et homomorphismes de OX -algèbres S (E) → B.Notation 1.1.2. Étant donnés une OX -algèbre B et un homomorphisme de
OX -modules u : E → B, nous noterons l'homomorphisme de OX -algèbres 
orres-pondant par S (u) : S (E) → B. Si B = S (F) est elle-même l'algèbre symétriqued'un 
ertain OX -module F , alors u : E → S (F) =

⊕

n≥0

SnF est donné par une
olle
tion �nie d'homomorphismes de OX -modules uni : E → SniF , i = 1, . . . , k.Nous noterons alors
S (u) = S (un1 , . . . , unk

) : S (E) → S (F)l'homomorphisme de OX -algèbres 
orrespondant.Définition 1.1.3. (EGA II.1.7.8) Soit E un OX -module 
ohérent lo
alementlibre. On appelle �bré ve
toriel sur X dé�ni par E , le X-s
héma a�ne
p : E = V (E) = Spec (S (E)) → X.Lorsque E est un OX -module inversible, nous dirons en
ore que L = V (L) est le�bré en droites dé�ni par E .Définition 1.1.4. Étant donnés un �bré ve
toriel p : E = V (E) → X et unmorphisme de s
hémas f : X ′ → X , on appelle image inverse f∗E de E par f le�bré ve
toriel

p′ : f∗E = V (f∗E) → X ′On a bien sûr un isomorphisme f∗E ≃ E ×X X ′ qui identi�e p′ ave
 la se
ondeproje
tion.1.1.5. Par 
onstru
tion, le �bré ve
toriel p : E = V (E) → X représente lefon
teur 
ontravariant en groupes 
ommutatifs
GE :

(S
h/X)◦ → (Grp) ,
(
Y

f→ X
)
7→ GE (Y ) = HomY (f∗E ,OY ) .Un �bré ve
toriel E est don
 un X-s
héma en groupes 
ommutatifs, noté par la suite

E+ou V (E)+. Nous utiliserons les notations spé
i�ques A1
X = V (OX) pour désignerle �bré en droites trivial au-dessus de X , et Ga,X = V (OX)+ pour le groupeadditif de base X . Pour être 
ohérent ave
 la notation additive, nous appelleronsrespe
tivement 
o-addition, 
o-opposé et 
o-neutre les trois homomorphismes de

OX -algèbres ∆, s et ε, dé�nissant la stru
ture de X-groupe sur E+. Rappelons que
es trois homomorphismes sont induits respe
tivement par les homomorphismes de
OX -modules suivant





Id⊗ 1 + 1 ⊗ Id : E → S (E) ⊗OX S (E)
−Id : E → E

0 : E → OXNotation 1.1.6. A�n de ne pas alourdir inutilement les énon
és, nous emploie-rons en général la formule 
ompa
te �soit p : E → X un �bré ve
toriel� en lieu etpla
e de la formulation 
omplète � soit p : E = V (E) → X le �bré ve
toriel dé�nipar un OX -module 
ohérent lo
alement libre E�. Dans le premier 
as, la donnée de
E sera toujours impli
ite, et en général 
laire en fon
tion du 
ontexte d'utilisation.1.1.7. Pour tout homomorphisme u : E → F entre deux OX -modules 
ohérentslo
alement libres E et F , le X- morphisme u : F+ → E+ induit par l'homomor-phisme de OX -algèbres S (u) : S (E) → S (F) est un morphisme de X-groupes. Si Xest dé�ni sur un 
orps k de 
ara
téristique nulle, alors il y a une 
orrespondan
e bi-univoque entre les morphismes de X-groupes u : F+ → E+ et les homomorphismesde OX -modules u : E → F . 26



Remarque 1.1.8. Si la 
ara
téristique de k est stri
tement positive, les mor-phismes de X-groupes de la forme u : F+ → E+ ne 
onstituent en général qu'unesous-
lasse stri
te de la 
lasse des morphismes deX-groupes F+ → E+. Par exemple,tout homomorphisme de F2-algèbres F2 [T ] → F2 [T ] , T 7→ aT +P
(
T 2
), où a ∈ F2et P est un polyn�me à 
oe�
ients dans F2 sans terme 
onstant, dé�nit un mor-phisme de groupes de Ga,F2 dans lui-même, alors que les seuls morphismes de laforme u sont le �morphisme nul� et le morphisme identique, selon que a = 0 ou 1.1.2. Complétion proje
tive d'un �bré ve
torielSuivant EGA II.8.3, nous rappelons 
i-dessous 
omment plonger un �bré ve
-toriel E = V (E) dans un �bré proje
tif p̄ : P (F) → X admettant une E+-a
tionprolongeant 
elle de E+ sur lui-même par translations.Définition 1.2.1. Étant donné un OX -module 
ohérent lo
alement libre F ,on appelle �bré proje
tif asso
ié à F le X-s
héma

p̄ : P (F) = Proj (S (F)) → Xspe
tre homogène de la OX -algèbre quasi-
ohérente graduée S (F) =
⊕

n≥0

SnF .1.2.2. Par 
onstru
tion, le X-s
héma P (F) représente le fon
teur 
ontravariantHypF :
(
Sch/X

)◦ → (Ens)

(f : Y → X) 7→
{ sous OY −modules G de f∗Ftels que f∗F/G soit inversible }où, pour tout X-morphisme φ : Y ′ → Y , et tout sous OY -module G de f∗F tel que

f∗F/G soit inversible, HypF (φ) (G) = φ∗G.Pour tout OX -module 
ohérent lo
alement libre E , tout s
héma Y f→ X , et tout
θ ∈ GE (Y ) = HomX (f∗E ,OY ) le noyau de l'homomorphisme

θ + Id : f∗E ⊕ OY → OYest un élément de HypE⊕OX
(Y ) isomorphe à f∗E . En posant F = E⊕OX , on obtientainsi un homomorphisme de fon
teurs i : GE → HypF , dont le X-morphisme i :

E = V (E) →֒ P (F) 
orrespondant n'est autre que l'immersion ouverte dé�nie parl'isomorphisme 
anonique S (F) / (T − 1)S (F) ≃ S (E) où S (F) ≃ S (E)⊗OX [T ].L'hyperplan à l'in�ni 
omplémentaire de i (E) dans P (F) s'identi�e 
anonique-ment à P (E) via l'immersion fermée de P (E) dans P (F) induite par la surje
tion
p1 : F = E ⊕ OX → E .

V (F)

E

T = 1

T = 0

X

P (F)

P (E)

X

p̄Fig. 1.2.1. Complétion proje
tive d'un �bré ve
toriel E = V (E).27



1.2.3. Nous allons véri�er que l'a
tion de E+ sur lui-même par translationss'étend en une a
tion de E+ sur P (F). Pour 
ela, étant donné un s
héma Y f→ Xet un sous OY -module G de f∗F tel que L = f∗F/G soit inversible, nous 
onsi-dérons l'homomorphisme quotient (π1, π2) : f∗F = f∗E ⊕ OY → L. Pour touthomomorphisme θ : f∗E → OY , le noyau µY (θ,G) de l'homomorphisme surje
tif
(π1 + π2 ◦ θ, π2) : f∗E ⊕ OY → L est en
ore un élément de HypF (Y ). On obtientainsi une a
tion

GE (Y ) ×HypF (Y ) → HypF (Y ) , (θ,G) 7→ µY (θ,G)du groupe GE (Y ) sur l'ensemble HypF (Y ) qui prolonge, via l'appli
ation 
ano-nique i (Y ) : GE (Y ) →֒ HypF (Y ) de (1.2.2), l'a
tion de GE (Y ) sur lui-même partranslations. Puisque pour tout X-morphisme φ : Y ′ → Y , on a
µY ′ (φ∗ (θ) , φ∗G) = φ∗µY (θ,G) ,on 
on
lut que l'homomorphisme de fon
teurs µ : GE × HypF → HypF 
orres-pond à une a
tion de E+ sur P (F) prolongeant l'a
tion de E+ sur lui-même partranslations. Autrement dit, P (F) est une 
omplétion E+-équivariante 
anoniquede E.Plus expli
itement, 
ette a
tion µ est induite par l'a
tion de E+ sur V (F)dont la 
o-a
tion Ξ : S (F) → S (F) ⊗ S (E) se déduit de l'homomorphisme de

OX -modulesId⊗ 1 + T ⊗ p1 : F → S (F) ⊗ S (E) ≃ (S (E) ⊗OX [T ]) ⊗ S (E) .
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CHAPITRE 2Fibrés linéaires a�nesLes �brés linéaires a�nes sont les analogues en géométrie algébrique de la notiond'espa
e a�ne atta
hé à un espa
e ve
toriel. Plus pré
isément, un �bré linéaire a�neatta
hé à un �bré ve
toriel p : E → X est un X-s
héma ρ : W → X lo
alementisomorphe à E agissant sur lui même par translations. Cela revient à dire que West un espa
e prin
ipal homogène sous l'a
tion du X-groupe E+, autrement dit, untorseur sous E+.Bien que 
es �brés soient des objets 
lassiques en géométrie algébrique, la biblio-graphie les 
on
ernant est, à notre 
onnaissan
e, assez maigre. Bien sûr, l'essentieldes propriétés de 
es �brés se déduit aisément des résultats de la théorie généraledes torseurs sous un s
héma en groupes, telle qu'exposée, par exemple, dans SGA1 XI.4, [43℄, ou en
ore [35℄, et dont l'annexe A 
ontient, si né
essaire, un aperçuadapté à la le
ture de 
e qui suit.Les �brés linéaires a�nes 
onstituant une base pour l'essentiel des 
onstru
tionsque nous développons dans la suite de 
ette thèse, nous jugeons utile de 
onsa
rer leprésent 
hapitre à un exposé détaillé du sujet. Nous insistons plus parti
ulièrementsur les pro
édés 
onstru
tifs, par l'intermédiaire de 
o
y
les ou d'extensions de�brés ve
toriels, ainsi que sur l'interprétation 
ohomologique 
lassique des 
lassesd'isomorphismes de �brés linéaires a�nes qui s'en déduit. Nous donnons égalementune série de 
ara
térisations géométriques alternatives de 
es �brés qui s'avèrentfort utiles en pratique.2.1. Torseurs sous un �bré ve
torielD'après le 
hapitre pré
édent, le �bré ve
toriel p : E = V (E) → X dé�ni parun OX -module 
ohérent lo
alement libre E est un s
héma en groupes E+au dessusde X . Cela justi�e par 
onséquent la dé�nition suivante.Définition 2.1.1. Un �bré linéaire a�ne atta
hé à un �bré ve
torielE = V (E)est la donnée d'un E+-torseur ρ : W → X . Si E est un OX -module inversible, nousdirons que ρ : W → X est un �bré en droites a�nes , ou en
ore, un torseur endroites.Définition 2.1.2. Étant donnés un E+-torseur ρ : W → X et un morphismede s
hémas f : X ′ → X , on appelle image inverse f∗W de W par f le f∗E+-torseur
p2 : W ×X X ′ → X ′.2.1.3. Nous notons t : E+×XW →W l'a
tion de E+ sur un torseur ρ : W → X .Nous prolongeons 
ette analogie ave
 l'a
tion d'un espa
e ve
toriel sur un espa
ea�ne par translations en introduisant la dé�nition suivante, qui se veut l'analoguede la notion d'appli
ation linéaire a�ne entre deux espa
es a�nes.Définition 2.1.4. Soit ρ : W → X (resp. ρ′ : W ′ → X) un E+-torseur (resp.un E′

+-torseur). Un morphisme linéaire a�ne β : W ′ → W est la donnée d'unepaire (u, o) 
onsituée :a) d'un morphisme de X-groupes u : E′
+ = V (E ′)+ → E+ = V (E)+ induit parun homomorphisme de OX -modules u : E → E ′ ;b) d'un X-morphisme u-équivariant o : W ′ →W .29



Remarque 2.1.5. On notera que du fait de la 
ondition a), la 
lasse des mor-phismes linéaires a�nes β : W ′ → W est en général une sous-
lasse stri
te de la
lasse des morphismes équivariants φ : W ′ →W . Rappelons 
ependant que d'aprèsla remarque (1.1.8), 
es deux 
lasses 
oïn
ident dès lors que X est dé�ni sur un
orps k de 
ara
téristique nulle.2.2. Classes d'isomorphismes de torseursDans 
e paragraphe, nous redonnons la 
onstru
tion 
lassique 
onduisant à uneinterprétation 
ohomologique du groupe PH (E+/X) des 
lasses d'isomorphismesde torseurs sous un �bré vertoriel E+ = V (E)+.2.2.1. Torseur dé�ni par un 
o
y
le de �e
h. Soit {U , g} une paire
onstituée d'un re
ouvrement ouvert U = (Xi)i∈I de X et d'un 1-
o
y
le de �e
h
{gij}i,j∈I ∈ C1 (U , E∨).2.2.1. Désignons par B la OX -algèbre quasi-
ohérente obtenue en re
ollant les
OX -algèbres symétriques S (E |Xi), i ∈ I, au dessus des interse
tions Xij = Xi∩Xj ,via les isomorphismes

S (gij , Id) : S
(
E |Xij

)
→ S

(
E |Xij

)
,où gij et Id 
orrespondent respe
tivement aux homomorphismes de OXij -modules

gij : E |Xij→ OXij et Id : E |Xij→ E |Xij .Il est 
lair qu'il existe une unique 
o-a
tion θ : B → B ⊗OX S (E) de S (E) sur Binduisant les 
o-a
tions
∆ |Xi : S (E |Xi) −→ S (E |Xi) ⊗OXi

S (E |Xi) i ∈ I
orrespondant à l'a
tion de E+ sur lui-même par translations. On en déduit que le
X-s
héma a�ne

ρ : W = W
(
U , E , {gij}i,j∈I

)
→ Xspe
tre de la OX -algèbre quasi-
ohérente B est un E+-torseur.2.2.2. Par 
onstru
tion, le X-s
héma ρ : W → X ainsi 
onstruit représente lesous-fon
teur WU ,E,g ⊂ C0 (U , GE) dé�ni par

WU ,E,g

(
Y

f→ X
)

=
{
(σi)i∈I ∈ C0 (U , GE ) (Y ) , ∂ (σi) = f∗g

}
,où ∂ désigne l'homomorphisme de fon
teurs en groupes

∂ : C0 (U , GE) =
∏

i∈I

GE|Xi
→ C1 (U , GE) =

∏

i,j∈I

GE|Xi∩Xj

(σi)i∈I 7→
(
σj |Xi −σi |Xj

)
i,j∈I

,et g = {gij}i,j∈I ∈ C1 (U , GE) (X) = C1 (U , E∨). Par 
onséquent, W satisfait lapropriété universelle suivante.Proposition 2.2.3. Un morphisme f : Y → X se fa
torise par W (U , E , g) siet seulement si le 
o
y
le f∗g ∈ C1
(
f−1U , (f∗E)

∨) est un 
obord.2.2.4. Pour toute paire de 
o
y
les de �e
h g1 et g2 à valeurs dans E∨ pour lemême re
ouvrement ouvert U de X , nous pouvons former l'espa
e �bré asso
ié
W ′ = W (U , E , g1) ∨E+ W (U , E , g2)au sens de la dé�nition (A.4). Il s'agit de nouveau d'un torseur sous le X-groupe

E+, devenant lui aussi trivial sur le re
ouvrement U . On véri�e alors immédiatementqueW est isomorphe au torseur W (U , E , g1 + g2) 
orrespondant au 
o
y
le de �e
h
g1 + g2 somme des 
o
y
les g1 et g2. 30



2.2.2. Groupe des 
lasses d'isomorphismes de torseurs. De manière gé-nérale, l'appli
ation qui à toute paire de E+-torseursW etW ′ asso
ie le E+-torseur
W ∨E+ W ′ induit une stru
ture de groupe abélien sur l'ensemble PH (E+/X) des
lasses d'isomorphismes de E+-torseurs. La 
onstru
tion pré
édente 
onduit alorsau résultat 
lassique suivant (
f., par exemple [35, Proposition 4.6 p. 123℄).Proposition 2.2.5. Il existe un isomorphisme de groupes

c :
(PH (E+/X) , · ∨E+ ·

) ∼−→ H1 (X, E∨) .Démonstration. Tout E+-torseur ρ : W → X admet un re
ouvrement ouvert
U = (Xi)i∈I trivialisant, i.e. tel qu'il existe des isomorphismes équivariants

φi : W |Xi≃ E |Xi≃ Spec (S (E |Xi)) , i ∈ Ipour l'a
tion de E+ sur lui-même par translations. Les automorphismes φi ◦φ−1
j de

E |Xij sont alors né
essairement induits par des isomorphismes de OXij -algèbres dela forme
S (gij , Id) : S

(
E |Xij

)
→ S

(
E |Xij

)
,où gij ∈ HomXij

(
E |Xij ,Oxij

) et Id ∈ HomXij

(
E |Xij , E |Xij

). On obtient ainsi un
1-
o
y
le de �e
h g = {gij}i,j∈I ∈ C1 (U , E∨) et un isomorphisme de E+-torseurs
W ≃ W (U , E , g).Il est 
lair que si l'on 
hoisit une autre 
olle
tion (φ′i)i∈I d'isomorphismes équi-variants, alors {gij}i,j∈I est rempla
é par un 
o
y
le 
ohomologue de sorte que l'onpeut ainsi asso
ier à tout E+-torseur ρ : W → X devenant trivial sur U une 
lassede 
ohomologie de �e
h ḡ ∈ Ȟ1 (U , E∨), qui reste évidemment in
hangée si l'onrempla
e W par un torseur isomorphe. On en déduit, par passage à la limite sur lesre
ouvrements ouverts U de X , une appli
ation

c : PH (E+/X) → Ȟ1 (X, E∨) = lim
→
Ȟ1 (U , E∨) ,dont la ré
iproque est donnée par l'appli
ation qui à une 
lasse [g] ∈ Ȟ1 (X, E∨)asso
ie la 
lasse d'isomorphisme du E+-torseur W (U , E , g) dé�ni par un représen-tant g = {gij}i,j∈I de [g] sur un re
ouvrement ouvert U de X . Finalement, (2.2.4)implique que l'appli
ation c ainsi 
onstruite est un isomorphisme de groupes, le pas-sage de Ȟ1 (X, E∨) au groupe de 
ohomologie �fon
teurs dérivés� H1 (X, E∨) étantimmédiat puisque 
es deux groupes sont toujours isomorphes. �Remarque 2.2.6. On notera que la proposition (2.2.5) 
i-dessus implique enparti
ulier que tout E+-torseur ρ : W → X au dessus d'un s
héma a�ne X =Spe
 (A) est isomorphe au E+-torseur trivial p : E → X .2.3. Cara
térisation 
ohomologique des morphismes linéaires a�nesNous sommes maintenant en mesure de donner des 
onditions assurant de l'exis-ten
e d'un morphisme linéaire a�ne β : W ′ → W (2.1.4) entre deux torseurs

ρ : W → X et ρ′ : W ′ → X sous des �brés ve
toriels respe
tifs E = V (E) et
E′ = V (E ′).2.3.1. Pour 
ela, nous pouvons bien sûr supposer dès le départ que W et W ′deviennent triviaux sur un re
ouvrement ouvert 
ommun U = (Xi)i∈I de X , et
hoisir des représentants

g = {gij}i,j∈I ∈ C1 (U , E∨) et g′ =
{
g′ij
}
i,j∈I

∈ C1
(
U , (E ′)

∨
)de leurs 
lasses d'isomorphismes respe
tives

c (W ) = [g] ∈ H1 (X, E∨) et c (W ′) = [g′] ∈ H1
(
X, (E ′)

∨
)
.31



Par dé�nition, un morphisme linéaire a�ne β : W ′ → W 
orrespond à la donnéed'un homomorphisme de OX -modules u : E → E ′ et d'un X-morphisme o : W ′ →Wéquivariant pour le morphisme de X-groupes u : E′
+ → E+ induit par u. Une fois
e morphisme u �xé, un X-morphisme o : W ′ →W 
onvenant est alors uniquementdéterminé par ses restri
tions oi au-dessus des ouverts trivialisants Xi, i ∈ I. Puis-qu'elles sont équivariantes, 
es restri
tions oi : W ′ |Xi→W |Xi sont né
essairementinduites par des homomorphismes de OXi -algèbres

S (σi, u |Xi) : ρ∗OW |Xi≃ S (E |Xi) → ρ′∗OW ′ |Xi≃ S (E ′ |Xi) i ∈ Ioù σi ∈ HomXi (E |Xi ,OXi).Les X-morphismes lo
aux oi ainsi dé�nis se re
ollent en unX-morphisme global
o : W ′ → W si et seulement si la 0-
o
haine σ = {σi}i∈I ∈ C0 (U , E∨) satisfaitl'identité tu (g′) = g′ ◦ u = g + ∂ (σ) dans C1 (U , E∨). Cela 
onduit don
 à la
ara
térisation suivante :Proposition 2.3.2. Pour qu'il existe un morphisme linéaire a�ne β : W ′ →Wentre deux torseurs ρ : W → X et ρ′ : W ′ → X sous des �brés ve
toriels respe
tifs
E = V (E) et E′ = V (E ′), il faut et il su�t qu'il existe un homomorphisme de OX-modules u : E → E ′ tel que la 
lasse d'isomorphisme c (W ) ∈ H1 (X, E∨) de W soitl'image de la 
lasse d'isomorphisme c (W ′) ∈ H1

(
X, (E ′)

∨) par l'homomorphismede groupes
tu∗ : H1

(
X, (E ′)

∨
)
→ H1 (X, E∨)induit par l'homomorphisme de OX-modules tu : (E ′)∨ → E∨ dual de u.2.3.3. En parti
ulier, pour tout E′

+-torseur ρ′ : W ′ = W (U , E ′, g) → X ettout homomorphisme de OX -modules u : E → E ′, le 
o
y
le tu (g′) ∈ C1 (U , E∨)dé�nit un E+-torseur ρ : W = W (U , E , tu (g′)) → X 
anoniquement équipé d'un
X-morphisme linéaire a�ne β : W ′ →W .Définition 2.3.4. Soit u : E → E ′ un homomorphisme de OX -modules 
ohé-rents lo
alement libres, et soit ρ′ : W ′ → X un E′

+-torseur. On dit qu'un E+-torseur
ρ : W → X est une image dire
te de W ′ par u si la 
lasse d'isomorphisme c (W ) ∈
H1 (X, E∨) de W est l'image de la 
lasse d'isomorphisme c (W ′) ∈ H1

(
X, (E ′)

∨) de
W ′ par l'homomorphisme de groupes tu∗ : H1

(
X, (E ′)∨

)
→ H1 (X, E∨) .2.4. Torseur asso
ié à une extensionDans 
e paragraphe, nous donnons une interprétation alternative desE+-torseurs

ρ : W → X en termes d'extensions du OX -module E par OX . Cela 
onduit en par-ti
ulier à un pro
édé de 
onstru
tion très simple de 
es torseurs.2.4.1. Rappelons tout d'abord que l'on note Ext1X (E ,OX) le groupe des 
lassesd'isomorphismes d'extensions de E par OX , deux extensions de 
e type étant ditesisomorphes s'il existe un isomorphisme de suites exa
tes induisant l'identité sur Eet OX , autrement dit un diagramme 
ommutatif
0 // OX

// F

��

// E // 0

0 // OX
// F ′ // E // 0

.Rappelons aussi que pour tout OX -module quasi-
ohérent E , il existe un homomor-phisme 
anonique ext : H1 (X, E∨) → Ext1X (E ,OX)qui asso
ie à une 
lasse [g] ∈ H1 (X, E∨) représentée par un re
ouvrement ouvert
U = (Xi)i∈I de X et un 1-
o
yle de �e
h g = {gij} ∈ C1 (U , E∨), la 
lasse de32



l'extension 0 → OX → F → E → 0 obtenue en re
ollant les extensions triviales
OXi⊕E |Xi , i ∈ I, au-dessus des interse
tionsXij via les isomorphismes d'extensions

( Id gij
0 Id )

: OXij ⊕ E |Xij

∼−→ OXij ⊕ E |Xij .Lorsque E est lo
alement libre, l'homomorphisme ext est un isomorphisme dontl'isomorphisme ré
iproque est obtenu en asso
iant à toute extension F de E par
OX , l'image ∂ (1) ∈ H1 (X, E∨) de 1 ∈ H0 (X,OX) via la suite exa
te longue de
ohomologie asso
iée à l'extension duale 0 → E∨ → F∨ → OX → 0.2.4.2. Soit maintenant ρ : W → X un E+-torseur, de 
lasse d'isomorphisme
c (W ) = [g] ∈ H1 (X, E∨), et soit 0 → OX → F → E → 0, une extension dont la
lasse d'isomorphisme [e] ∈ Ext1X (E ,OX) s'identi�e à [g] via l'isomorphisme ext.La surje
tion F → E induit alors une immersion fermée de P (E) dans P (F), dontl'ouvert 
omplémentaire ρ : P (F) \ P (E) → X est X-isomorphe à W .

V (F)

V (E)

X

P (F)

P (E)

X

ρ

Fig. 2.4.1. Torseur asso
ié à une extension.2.4.3. L'extension 
i-dessus devenant, par 
onstru
tion, triviale sur le re
ou-vrement U , le �bré proje
tif P (F) s'identi�e 
anoniquement à l'espa
e �bré asso
ié
W ∨E+ P (E ⊕ OX). Par ailleurs, l'isomorphisme de E+-torseursW ∨E+E+ ≃W in-duit, via l'immersion ouverte 
anonique i : E →֒ P (E ⊕ OX) (1.2.2), une immersionouverte E+-équivariante

iW : W →֒W ×E+ P (E ⊕ OX) ≃ P (F)faisant du X-s
héma P (F) une 
omplétion E+-équivariante de WRemarque 2.4.4. Selon la situation, on peut aussi 
onsidérer des extensions
0 → L → F → E → 0de E par un fais
eau inversible L quel
onque, puisque pour toute extension de 
etype représentant une 
lasse [e] ∈ Ext1X (E ,L), l'extension

0 → OX → F ⊗OX L∨ → E ⊗OX L∨ → 0déduite de 
ette dernière représente alors la 
lasse [̃e] ∈ Ext1X (E ⊗ L∨,OX), imagede [c] par l'isomorphisme 
anonique Ext1X (E ,L) ≃ Ext1X (E ⊗ L∨,OX).Exemple 2.4.5. Tout torseur en droites a�nes ρ : W → X est dé�ni par uneextension 0 → L2 → F → L1 → 0 d'un OX -module inversible L1 par un se
ond
OX -module inversible L2, don
 est isomorphe au 
omplémentaire d'une se
tion d'un�bré en P1 ρ̄ : W̄ = P (F) → X . 33



En parti
ulier, si X = P1
k, où k est un 
orps algébriquement 
los, alors W̄ estisomorphe à une surfa
e de Hirzebru
h

ρ̄ : Fe = P (OP1 ⊕OP1 (−e)) → X, e ≥ 0,et toute se
tion de ρ̄ est induite par une surje
tion
OP1 ⊕OP1 (−e) ։ OP1 (n− e) , n = 0 ou n ≥ e,de noyau isomorphe à OP1 (−n). Si n = 0, alors le �bré linéaire a�ne 
orres-pondant est isomorphe au 
omplémentaire dans Fe de l'unique se
tion C0 d'auto-interse
tion (C2

0

)
= −e, don
 est isomorphe à V (OP1 (−e)). Par 
ontre, pour tout

n ≥ max (e, 1), il existe des �brés linéaires a�nes non triviaux puisqueExt1P1 (OP1 (n− e) ,OP1 (−n)) ≃ H0
(
P1,OP1 (2 (n− 1) − e)

)n'est pas réduit à {0}.Si la se
tion C de ρ̄ est le support d'un diviseur ample sur Fe, 
e qui est le
as lorsque n > e, alors l'espa
e total du �bré linéaire a�ne ρ : Fe \ C → P1
orrespondant est une surfa
e a�ne. On obtient ainsi des surfa
es a�nes lissesmunies d'une stru
ture de torseur sous un �bré en droites sur P1. Un exemplereprésentatif bien 
onnu de 
ette situation est fourni par la surfa
e de Danielewski
S ⊂ A3

k = Spe
 (k [x, y, z]) d'équation xz−y (y − 1) = 0, qui se réalise, suivant [11℄,
omme le 
omplémentaire de la diagonale ∆ de F0 = P1
k × P1

k via le plongement
φ : S

∼→ P1
k × P1

k \ ∆, (x, y, z) 7→ ([x : y] , [y : z]) = ([y + 1 : z] , [x : y + 1])et qui est don
 un V (OP1 (2))+-torseur.2.5. Fibrés linéaires a�nes géométriquesDans l'appro
he géométrique, un �bré ve
toriel p : E → X de rang n sur Xs'obtient en re
ollant des �brés triviaux Ei = AnXi
sur un re
ouvrement ouvert U =

(Xi)i∈I par l'intermédiaire d'isomorphismes de transition φij : Ej |Xij

∼→ Ei |Xij in-duits par des OXij -automorphismesMij ∈ AutXij

(
On
Xij

). En 
hangeant le groupedes automorphismes de re
ollement, on obtient une des
ription géométrique ana-logue des �brés linéaires a�nes.Définition 2.5.1. Un �bré linéaire a�ne géométrique de rang n au dessusd'un s
héma X est la donnée d'un morphisme de s
hémas ρ : W → X , d'un re-
ouvrement ouvert U = (Xi)i∈I de X et d'isomorphismes τi : ρ−1 (Xi)
∼→ AnXitels que pour tout 
ouple d'indi
e i 6= j, l'automorphisme τi ◦ τ−1

j de AnXij
=

Spec
(
OXij [x1, . . . , xn]

) soit induit par un automorphisme deOXij -algèbres linéairea�ne τ∗ de OXij [x1, . . . , xn]. Cela signi�e qu'il existe
Mij = (mkl)1≤i,j≤n ∈ GLn (On

Xij

) et Tij = (t1, . . . , tn) ∈
n⊕

i=1

Γ (Xij ,OX)tels que τ∗ (xl) =

m∑

k=1

mklxk + tl pour tout l = 1, . . . , n.Définition 2.5.2. Un isomorphisme de �brés linéaires a�nes géométriques derang n
φ :
(
w′, ρ′,U ′, {τ ′i}i∈I′

)
→
(
W,ρ,U , {τi}i∈I

)est un isomorphisme de s
hémas φ : W ′ ∼→W tel que ρ′ = ρ◦φ et tel que ρ′ : W ′ →
X soit un �bré linéaire a�ne géométrique pour le re
ouvrement formé des ouvertsde U et de U ′, et les trivialisations {τ ′i}i∈I′ et {τi ◦ φ}i∈I .34



2.5.3. Tout torseur ρ : W → X sous un �bré ve
toriel E+ = V (E)+ de rang
n est évidemment un �bré linéaire a�ne géométrique de rang n sur X au sens dela dé�nition (2.5.1). Ré
iproquement, pour tout �bré linéaire a�ne géométrique
ρ : W → X devenant trivial sur un re
ouvrement U = (Xi)i∈I de X , et tout tripletd'indi
es i, j et k les identités

{
Mik = MjkMij

Tik = Mjk · Tij + Tjksont satisfaites dans GLn (On
Xijk

) et Γ (Xijk,OX) respe
tivement. La première de
es identités signi�e que les matri
es de transition Mij , i, j ∈ I, dé�nissent unfais
eau de OX -modules E lo
alement libre de rang n, devenant trivial sur U ave
isomorphismes φi : E ∼→ On
Xi
, i ∈ I, tels que φj = Mij ◦ φi au-dessus de Xij . Lase
onde garantit quant à elle que la 
olle
tion des se
tions

gij = Tij ◦ φi |U∈ HomU (E ,OX , ) i 6= j i, j ∈ I,est un 1-
o
yle de �e
h à valeurs dans E∨ pour le re
ouvrement U . Ainsi ρ∗Ws'identi�e à la OX -algèbre quasi-
ohérente obtenue en re
ollant les OXi -algèbressymétriques S (E |Xi) au-dessus des interse
tions Xij par l'intermédiaire des iso-morphismes
S (gij , Id) : S

(
E |Xij

) ∼→ S
(
E |Xij

)
i 6= j, i, j ∈ I.Par 
onséquent, le �bré linéaire a�ne ρ : W → X est isomorphe au X-s
héma

W (U , E , g) (2.2.1). Bien que la donnée d'une a
tion du �bré ve
toriel V (E)+ nefasse pas expli
itement partie de la dé�nition de ρ : W → X , on obtient néanmoinsune 
orrespondan
e biunivoque entre �brés linéaires a�nes géométriques et torseurssous un �bré ve
toriel. Cela 
onduit à l'abus suivant, 
onsistant à appeler torseursous un �bré ve
toriel tout s
héma ρ : W → X pour lequel il existe un �bré ve
toriel
p : E → X et une a
tion de E+ sur W faisant de ρ : W → X un E+-torseur.2.5.4. Ainsi dé�nis, les �brés linéaires a�nes géométriques de rang n 
onsti-tuent une sous-
lasse, en générale stri
te, de la 
lasse des �brés a�nes de rang n,i.e. des �brés ρ : V → X lo
alement isomorphes à AnX . Ces deux 
lasses ne 
oïn-
ident que si le groupe AutX (AnX) des X-automorphismes de AnX 
oïn
ide ave
 sonsous-groupe des automorphismes linéaires a�nes. Cela 
onduit à la 
ara
térisationpratique suivante des torseurs en droites au-dessus d'un s
héma intègre.Proposition 2.5.5. Soit X un s
héma intègre. Pour qu'un s
héma ρ : W → Xsoit un torseur en droites, il faut et il su�t qu'il existe un re
ouvrement ouvert
U = (Xi)i∈I de X tel que W |Xi≃ A1

Xi
pour tout i ∈ I.Démonstration. La 
ondition est évidemment né
essaire. Ré
iproquement, ilsu�t de remarquer que si A est un anneau intègre, alors tout A-automorphisme del'algèbre A [T ] est linéaire a�ne, i.e. de la forme T 7→ b+aT où b ∈ A et a ∈ A∗. �2.5.6. Donnons pour terminer un résultat qui s'avère utile en pratique lorsqu'ils'agit de déterminer si un s
héma muni d'une a
tion d'un �bré ve
toriel E+ est untorseur. Rappelons au préalable qu'un s
héma ρ : W → X est dit formellementprin
ipal homogène sous une a
tion t : E+ ×X W → W de E+ si le morphisme

E ×X W →W ×X W de 
omposantes t et ρ est un isomorphisme.Proposition 2.5.7. Soit E un OX-module 
ohérent lo
alement libre et ρ : W →
X un X-s
héma �dèlement plat et quasi-
ompa
t sur lequel E+ = V (E)+ agit. Alors
W est un E+-torseur si et seulement s'il est formellement prin
ipal homogène.Démonstration. La 
ondition est bien sûr né
essaire. On notera d'ailleurs quetout E+-torseur ρ : W → X est �dèlement plat et quasi-
ompa
t sur X puisque
E l'est. Ré
iproquement, 
onsidérons le 
hangement de base ρ : W → X . Si W35



est formellement prin
ipal homogène sous E+, alors W ×X W est formellementprin
ipal homogène sous E ×X W , don
 est isomorphe au torseur trivial puisqu'iladmet une se
tion, en l'o

urren
e le morphisme diagonal W → W ×X W . Ainsi
ρW : W ×X W →W est isomorphe au torseur dé�ni par l'extension triviale

0 → OW → OW ⊕ ρ∗E → ρ∗E → 0.Les morphismes �dèlement plats et quasi-
ompa
ts étant des morphismes de des-
ente e�e
tive dans la 
atégorie �brée des fais
eaux lo
alement libres de rang n, et,par 
onséquent, dans la 
atégorie des extensions lo
alement triviales de tels fais
eaux(SGA 1 VIII.1), nous 
on
luons qu'il existe un re
ouvrement ouvert U = (Xi)i∈Ide X tel que pour tout i ∈ I, W |Xi soit isomorphe au E |Xi -torseur dé�ni parl'extension triviale OXi ⊕ E |Xi . �
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CHAPITRE 3Quasi-torseurs sous un �bré en droitesLe présent 
hapitre est 
onsa
ré à l'étude d'une 
lasse de s
hémas ρ : W → Xmunis d'une a
tion d'un �bré en droites p : L+ → X sur X , qui ne sont pas destorseurs pour 
ette a
tion, mais qui le deviennent pour 
ertaines a
tions d'autres�brés en droites p′ : L′
+ → X se déduisant de L.De telles situations se ren
ontrent fréquemment en pratique, 
omme le montrel'exemple bien 
onnu suivant. On sait d'après [40℄ que toute a
tion non triviale dugroupe additif C+ = Ga,C sur le plan a�ne 
omplexe A2

C = Spe
 (C [x] [y]) est 
onju-guée à une a
tion par �translation tordue� de la forme t ⋆ (x, y) 7→ (x, y + tf (x))pour un 
ertain polyn�me non nul f ∈ A = C [x]. Via la proje
tion pr : A2
C →

X = Spe
 (A), nous pouvons 
onsidérer une telle a
tion 
omme une a
tion tf de
Ga,X = Spe
 (A [t]) sur A1

X = Spe
 (A [y]), dont la 
o-a
tion est donnée par l'homo-morphisme de A-algèbres
A [y] → A [y] ⊗A A [t] , y 7→ y ⊗ 1 + f ⊗ t.Ainsi A2

C ≃ A1
X muni de 
ette a
tion est un Ga,X-torseur si et seulement si f = 1Supposons justement que f 6= 1. Alors la sous A-algèbre A [ft] ⊂ A [t] s'identi�e àl'algèbre symétrique du A-module inversibleM = fA et l'in
lusion 
i-dessus dé�nitun morphisme de X-groupes u : Ga,X → V

(
M̃
)

= Spe
 (A [ft]) . D'autre part,puisque A [ft] ≃ A [y], A1
X est un V

(
M̃
)

+
-torseur pour l'a
tion t de V

(
M̃
)

+dé�nie via la 
o-a
tion
A [y] 7→ A [y] ⊗A A [ft] , y 7→ y ⊗ 1 + 1 ⊗ ft,et l'a
tion tf de Ga,X sur A1

X se fa
torise par t via le morphisme u.On notera que si f n'est pas inversible, alors l'a
tion tf de Ga;X n'est pas librepuisque tout sous-s
héma fermé 
ontenu dans la préimage par pr : A1
X → X dela sous-variété fermée V (f) est �xé par 
ette a
tion, tandis que, par 
onstru
tion,l'a
tion t de V

(
M̃
)

+
est libre. En général, on est plus à l'aise lorsqu'un groupeagit librement sur un ensemble.La tendan
e naturelle 
onsisterait don
, dans l'exemple 
i-dessus, à privilégierl'a
tion de V

(
M̃
)

+
par rapport à l'a
tion de Ga,X qui s'en déduit via le morphisme

u. Il est 
ependant beau
oup plus intéressant de pouvoir 
onstruire des a
tions nonlibres d'un �bré en droites sur l'espa
e total d'un torseur. En e�et, sans dévoilerplus avant le 
ontenu du pro
hain 
hapitre, disons que 
ette 
onstru
tion est un pré-liminaire né
essaire à la dé�nition de la notion de modi�
ation a�ne équivariante.Pour faire sentir au le
teur l'intérêt pour nous que représente l'existen
e de points�xes, rappelons qu'étant données une variété algébrique X munie d'une a
tion d'ungroupe algébrique G, et une sous-variété fermée Z de X invariante par G, l'a
tionde G sur X se relève en une G-a
tion sur la variété X̃ obtenue à partir de X ené
latant Z.Revenant à la situation relative où ρ : W → X est un torseur sous un �bré endroites L+, on 
onstate que les sous-s
hémas fermés invariants deW sont les imagesinverses des sous-s
hémas fermés de X . L'ensemble des sous-s
hémas fermés Z de37



W sus
eptibles de se voir appliquer une 
onstru
tion du type pré
édent est don
relativement limité. Par 
ontre, dès lors que l'on sait munirW d'une a
tion à la foisnon libre et non triviale d'un �bré en droites L′
+, il devient possible de 
onstruirepar 
ette méthode de nombreux s
hémas ρ̃ : W̃ → X admettant une L′

+-a
tion nontriviale. 3.1. Quasi-torseurs en droites et diviseurs e�e
tifsDans 
e paragraphe nous introduisons la notion de quasi-torseur ρ : W → Xsous un �bré en droites. Nous donnons ensuite une interprétation de 
ette nouvellestru
ture en termes de diviseurs (de Cartier) e�e
tifs sur X .3.1.1. Dé�nitions. Rappelons que lorsque l'on travaille sur un s
héma X nonné
essairement intègre, le fais
eau 
onstant KX des fon
tions rationnelles sur Xn'est pas dé�ni, et doit être rempla
é par le fais
eau MX = OX

[
S−1

] des germesde fon
tions méromorphes sur X , obtenu en inversant la partie multipli
ative S de
OX 
onstituée, pour tout ouvert U , de l'ensemble des éléments réguliers, i.e. nondiviseurs de zéro, de l'anneau Γ (U,OX). On appelle alors fon
tion méromorpherégulière sur X toute se
tion globale du fais
eau de groupes multipli
atifs M∗

X deséléments inversibles de MX .Plus généralement, on appelle se
tion méromorphe régulière (resp. holomorpherégulière) d'un OX -module inversible L toute se
tion de MX (L) = L ⊗OX MX
orrespondant, pour tout ouvert U tel que L |U≃ OU , à un élément de Γ (U,M∗
X)(resp. à un élément de Γ (U,M∗

X ∩ OX)). Cela 
onduit à la dé�nition suivante.Définition 3.1.1. Soient X un s
héma, L et L′ deux OX -modules inversibles.On dit qu'un homomorphisme de OX -modules u : L′ → L est régulier s'il 
orres-pond à une se
tion holomorphe régulière s ∈ Γ
(
X, (L′)

∨ ⊗ L
) via l'isomorphismeHomX (L′,L) ≃ Γ

(
X, (L′)

∨ ⊗ L
).Nous en arrivons à la dé�nition de la notion de quasi-torseur sous un �bré endroites.Définition 3.1.2. Soient X un s
héma, L et L′ deux �brés en droites sur X ,dé�nis respe
tivement par des OX -modules inversibles L et L′, et soit ρ : W → Xun L′

+-torseur. On appelle stru
ture de quasi-torseur sous L+ surW la donnée d'unhomomorphisme régulier u : L′ → L.3.1.3. Cette étrange dé�nition se révèle en observant qu'en 
omposant l'a
tion
t : L′

+×XW →W de L′
+ sur W ave
 le morphisme X-groupes u : L+ → L′

+ induitpar l'homomorphisme de OX -algèbres S (u) : S (L′) → S (L), on obtient, puisque
f est un homomorphisme régulier, don
 en parti
ulier un homomorphisme non nul,une a
tion non triviale

tu = t ◦ (u× Id) : L+ ×X W →Wde L+ sur W . Nous dirons alors que W est un quasi-torseur sous L+, ou en
ore un
L+-quasi-torseur.Exemple 3.1.4. Tout L+-torseur ρ : W → X est bien sûr un quasi-torseurpuisqu'il su�t de prendre f = Id : L → L dans la dé�nition (3.1.2). Plus générale-ment, pour tout élément régulier a ∈ Γ (X,OX), la multipli
ation par a dé�nit unhomomorphisme régulier f = ×a : L → L, don
 une stru
ture de L+-quasi-torseursur W .3.1.5. Soit maintenant ρ′ : W ′ → X un L′

+-torseur image dire
te du L+-torseur ρ : W → X par l'homomorphisme régulier u : L′ → L. Rappelons (2.3.3)que 
ela signi�e que la 
lasse d'isomorphisme c (W ′) ∈ H1
(
X, (L′)

∨) est l'imagede la 
lasse d'isomorphisme c (W ) ∈ H1 (X,L∨) par l'homomorphisme de groupe38



induit par l'homomorphisme de OX -modules tu : L∨ → (L′)
∨ dual de u. On saitalors qu'il existe un morphisme a�ne linéaire β : W →W ′ qui est équivariant pourle morphisme de X-groupes u : L+ → L′

+ déduit de u. Ce morphisme β devientdon
 L+-équivariant lorsque l'on munit W ′ de sa stru
ture de quasi-torseur sous
L+ 
orrespondant à l'homomorphisme u : L′ → L.3.1.2. Quasi-torseur asso
ié à un diviseur e�e
tif. Par dé�nition, unhomomorphisme régulier u : L′ → L 
orrespond à une se
tion régulière s ∈
Γ
(
X, (L′)

∨ ⊗ L
), de sorte que la paire ((L′)

∨ ⊗ L, s
) 
orrespondante est isomorpheà la paire (OX (D) , sD) dé�nie par le diviseur e�e
tif D = div (s) ∈ Div+ (X).Autrement dit, L′ ≃ L ⊗ JX (D), où JX (D) = (OX (D))∨, et u s'identi�e à l'ho-momorphisme Id⊗t sD : L′ ≃ L⊗ JX (D) −→ L⊗OX ≃ Linduit par la se
tion 
anonique sD ∈ Γ (X,OX (D)) ≃ HomX (JX (D) ,OX). On endéduit don
 la 
ara
térisation alternative suivante des quasi-torseurs sous un �bréen droites.Proposition 3.1.6. Il y a une 
orrespondan
e biunivoque entre les quasi-torseurssous V (L)+ et les V (L⊗ JX (D))+-torseurs, où D ∈ Div+ (X).Corollaire 3.1.7. Soient X un s
héma, L un OX-module inversible et ρ :

W → X un V (L)+-torseur. Alors, pour tout diviseur e�e
tif D ∈ Div+ (X), W estmuni d'une stru
ture de quasi-torseur sous V (L ⊗OX (D))+.Démonstration. Il su�t en e�et d'appliquer la proposition (3.1.6) au OX -module inversible L′ = L ⊗OX (D). �3.1.8. Comme on vient de le voir, se donner une stru
ture de V (L)+-quasi-torseur sur un V (L′)+-torseur ρ : W → X , 
'est se donner un isomorphisme L′ ≃
L⊗ JX (D) pour un 
ertain diviseur e�e
tif D ∈ Div+ (X). En parti
ulier, il n'y apas uni
ité d'une telle stru
ture. A

ordons-nous 
ependant de dire qu'un s
héma
ρ : W → X , a priori sans a
tion de V (L)+, est un quasi-torseur sous V (L)+ s'ilexiste un diviseur e�e
tif D ∈ Div+ (X) et une a
tion de V (L ⊗ JX (D))+ sur
W faisant de W un V (L ⊗ JX (D))+-torseur. L'ensemble des stru
tures possiblesde quasi-torseur sous L+ sur le X-s
héma W est alors dé
rit par la propositionsuivante.Proposition 3.1.9. Soit ρ : W → X un quasi-torseur sous L+, dé�ni par undiviseur e�e
tif D ∈ Div+ (X). Il y a une 
orrespondan
e biunivoque entre les stru
-tures de quasi-torseur sous L+ sur W et les éléments du système linéaire 
omplet
|D| des diviseurs e�e
tifs linéairement équivalents à D.Démonstration. Par hypothèse, W est un V (L ⊗ JX (D))+-torseur dontla stru
ture de L+-quasi-torseur est dé�nie par l'homomorphisme régulier L ⊗
JX (D) → L induit par la se
tion 
anonique sD ∈ Γ (X,OX (D)). Toute autrestru
ture de L+-quasi-torseur surW est alors donnée par un homomorphisme régu-lier L⊗JX (D) → L, don
 par une se
tion régulière méromorphe s ∈ Γ (X,OX (D)).La proposition s'en déduit puisque l'ensemble de 
es se
tions est en bije
tion ave
 lesystème linéaire 
omplet |D| des diviseurs e�e
tifs linéairement équivalents à D. �3.2. Fibrés prin
ipaux quasihomogènesPar dé�nition, un s
héma ρ : W → X muni d'une a
tion d'un �bré en droites
L+ = V (L)+ est un torseur s'il est lo
alement isomorphe à L agissant sur lui-mêmepar translations. Dans 
e paragraphe, nous montrons que les quasi-torseurs sous L+sont 
ara
térisés par une 
ondition lo
ale analogue.39



Définition 3.2.1. Soient X un s
héma, L un �bré en droites dé�ni par un OX -modules inversible L, et f ∈ Γ (X,OX) un élément régulier. On appelle translationtordue par f l'a
tion tf de L+ sur L induite par l'homomorphisme de OX -modulesId⊗ 1 + f ⊗ Id : L → S (L) ⊗OX S (L) .Remarque 3.2.2. En toute généralité, il n'est pas né
essaire de supposer que
f soit régulier. Néanmoins, on s'expose alors à 
ertaines situations 
ontraires àl'intuition géométrique où une a
tion tf non triviale induit une a
tion triviale surtoutes les �bres du morphisme stru
tural p : L → X . C'est le 
as, par exemple, del'a
tion tε au dessus de X = Spe
 (k [ε]).Définition 3.2.3. Soient X un s
héma et L un �bré en droites dé�ni par un
OX -module inversible L. Un s
héma ρ : W → X muni d'une L+-a
tion est appeléun �bré prin
ipal quasi-homogène de groupe L+ s'il existe un re
ouvrement ouvert
U = (Xi)i∈I de X et des éléments réguliers fi ∈ Γ (Xi,OX) tels que pour tout i ∈ I,
W |Xi soit isomorphe à L |Xi agissant sur lui-même par la translation tordue tfi .3.2.4. Tout L+-quasi-torseur ρ : W → X est un �bré prin
ipal quasi-homogènede groupe L+. En e�et, d'après la proposition (3.1.6), il existe un diviseur e�e
tif
D ∈ Div+ (X) tel que W soit un V (L⊗ JX (D))+-torseur et tel que l'a
tion de
L+ s'identi�e à l'a
tion tsD 
omposée de l'a
tion t de V (L ⊗ JX (D))+ sur Wet du morphisme de X-groupes u : L+ → V (L⊗ JX (D))+ induit par la se
tion
anonique sD ∈ Γ (X,OX (D)). Soient alors {(Xi, fi)i∈I

} des donnée lo
ales pour
D. Pour tout i ∈ I, la restri
tion de u au dessus de l'ouvert Xi s'identi�e, vial'isomorphisme

L ⊗ JX (D) |Xi≃ L |Xi ⊗fiOXi ≃ L |Xi ,au X-morphisme induit par l'homomorphisme régulier fiId : L |Xi→ L |Xi . Quitteà restreindre les ouvertsXi, nous pouvons supposer que le V (L ⊗ JX (D))+-torseur
W devient trivial sur le re
ouvrement U = (Xi)i∈I . On obtient ainsi des isomor-phismes supplémentaires

ψi : L |Xi

∼→ V (L⊗ JX (D) |Xi)
∼→ W |Xi , i ∈ I.Le diagramme suivant étant alors 
ommutatif,

L |Xi ×XiL |Xi

tfi //

u|Xi
×ψi

��

L |Xi

ψi

��
V (L⊗ JX (D)) |Xi ×XiW |Xi

t // W |Xinous 
on
luons que la restri
tion au-dessus de Xi de l'a
tion tsD de L+ sur Ws'identi�e à la translation tordue tfi induite par l'homomorphisme de OXi -modulesId⊗ 1 + fi ⊗ Id : L |Xi→ S (L |Xi) ⊗ S (L |Xi) .Ainsi tout quasi-torseur ρ : W → X sous L+ dé�nit un �bré prin
ipal quasi-homogène sous L+ au sens de la dé�nition (3.2.3). On en déduit la nouvelle 
ara
-térisation suivante des quasi-torseurs.Proposition 3.2.5. Pour un X-s
héma ρ : W → X muni d'une a
tion d'un�bré en droites p : L+ → X, les assertions suivantes sont équivalentes :1) W est un L+-quasi-torseur.2) W est un �bré prin
ipal quasi-homogène sous L+.Démonstration. Il su�t de montrer que 2) implique 1). Par hypothèseW estmuni d'une a
tion de L+ telle qu'il existe un re
ouvrement ouvert U = (Xi)i∈I de
X , des se
tions régulières fi ∈ Γ (Xi,OX) et des isomorphismes L+ |Xi -équivariants

τi : ρ∗OE |Xi

∼→ S (L |Xi) , i ∈ I,40



pour l'a
tion de L+ |Xi sur lui-même par la translation tordue tfi . Pour tout i 6= j,
i, j ∈ I, l'isomorphisme équivariant τij = τj |Xi ◦τ−1

i |Xj est alors né
essairementinduit par un homomorphisme de OXij -algèbres
S (hij , fij) : S

(
L |Xij

)
→ S

(
L |Xij

)
,où hij ∈ Γ (Xij ,L∨), et où fij ∈ IsomXij (L,L) ≃ Γ (Xij ,O∗

X) satisfait l'identité
fi |Xj = fijfj |Xi . On obtient de plus, pour tout triplet d'indi
es i, j, k, les relations

{
fik = fjkfij
hik = hij + fijhjkau-dessus deXi∩Xj∩Xk. On en déduit queW est isomorphe au un V (L⊗ JX (D))+-torseur

ρ̃ : W
(
U ,L ⊗ JX (D) , {gij}i,j=1,...,n

)
→ X,oùD ∈ Div+ (X) désigne le diviseur de données lo
ales {(Xi, fi)}i∈I , et où {gij}i,j∈I ∈

C1 (U ,L∨ ⊗OX (D)) est le 1-
o
yle de �e
h dé�ni par les se
tions
gij = hij ⊗ f−1

i ∈ Γ (Xij ,L∨ ⊗OX (D)) , i 6= j, i, j ∈ I.

�3.3. Points �xes d'un quasi-torseurL'a
tion d'un �bré en droites L+ sur un quasi-torseur ρ : W → X n'est engénéral pas libre. Dans 
e paragraphe, nous introduisons di�érentes notions liées àl'étude des points �xes d'une telle a
tion, relativement à la base X .3.3.1. D'après la proposition (3.1.6), la donnée d'une stru
ture de quasi-torseursous L+ sur un s
héma ρ : W → X équivaut à la donnée d'un diviseur e�e
tif
D ∈ Div+ (X) tel que W soit un V (L ⊗ JX (D))+-torseur. L'a
tion de L+ sur Ws'identi�e alors à l'a
tion tsD 
omposée de l'a
tion t de V (L ⊗ JX (D))+ sur Wet du morphisme de X-groupes u : L+ → V (L⊗ JX (D))+ induit par la se
tion
anonique sD ∈ Γ (X,OX (D)). Si D = 0, autrement dit si D admet des donnéeslo
ales {(Xi, fi)i∈I

} telles que fi ∈ Γ (Xi,O∗
X) pour tout i ∈ I, alors l'a
tion de L+sur W est libre.Par 
ontre, si D 6= 0, la restri
tion à l'ouvert Xi de l'a
tion tsD s'identi�e àl'a
tion de L+ |Xi sur W |Xi≃ L |Xi par la translation tordue tfi . Ainsi, pour toutpoint x ∈ Supp (D) l'a
tion induite de Lx ≃ Ga,k(x) sur la �bre ρ−1 (x) ≃ A1

k(x) esttriviale. Cela 
onduit à la dé�nition suivante :Définition 3.3.2. Soit ρ : W → X un quasi-torseur sous L+ dé�ni par undiviseur e�e
tif D ∈ Div+ (X). On appelle s
héma des points �xes de L+ sur W lesous-s
héma fermé de X dé�ni par D.Puisqu'à tout diviseur e�e
tif D ∈ Div+ (X) 
orrespond un 1-
y
le à 
oe�
ientspositifs ou nuls 
y
 (D), nous pouvons de même dé�nir la notion de 
y
le des points�xes d'un L+-torseur.Définition 3.3.3. Soit ρ : W → X un quasi-torseur sous L+ dé�ni par diviseure�e
tif D ∈ Div+ (X). On appelle 
y
le des points �xes de L+ sur W le 1-
y
le
y
 (D) asso
ié à D . Pour tout 1-
y
le premier x ∈ X(1), l'entier�xx (W,L, D) := multx (D)est appelé l'ordre de point �xe de L+ sur W en x.Exemple 3.3.4. Considérons de nouveau l'a
tion C+ = Ga,C sur le plan 
om-plexe A2
X = Spe
 (C [x] [y]), où X = Spe
 (C [x]), par la translation tordue t ⋆

(x, y) 7→ (x, y + tf (x)) pour un 
ertain polyn�me non nul f ∈ C [x]. Rappelons quenous 
onsidérons 
ette a
tion 
omme une Ga,X via la proje
tion pr : A2
C → X . Le41




y
le des points �xes de Ga,X sur A1
X est alors simplement le 
y
le des zéros de f ,i.e.le 
y
le
y
 (f) =

∑

x∈X\η

ordx (f) · {x} =
∑

x∈X\η

long (OX,x/fxOX,x) · {x},où η désigne le point générique de X . Autrement dit, l'ordre de point �xe au-dessusde x est simplement l'ordre d'annulation de la fon
tion f au point x.3.3.5. Cette dé�nition de la notion de point �xe de L+ sur W relativement àla base X , nous permet de déterminer les sous-s
hémas fermés de E invariant parl'a
tion de L+. En e�et, 
omme nous l'avons déjà remarqué 
i-dessus, si ρ : W → Xun V (L ⊗ JX (D))-torseur pour un 
ertain D ∈ Div+ (X), alors pour tout x ∈Supp (D), la restri
tion de l'a
tion tsD de L+ sur W à la �bre s
hématique Wx esttriviale. Plus généralement, on a le résultat suivant :Proposition 3.3.6. Ave
 les notations pré
édentes, tout sous-s
héma fermé
Z de W 
ontenu dans le support du diviseur ρ∗D ∈ Div+ (W ) est invariant sousl'a
tion tsD de L+ sur W , et la restri
tion de 
ette a
tion à Z est triviale.Démonstration. Soient i : Z →֒ W l'immersion fermée d'un sous-s
hémafermé Z de W , d'idéal I ⊂ OW , et φ = ρ ◦ i : Z → X le morphisme stru
tural de
Z. Notons

t̃sD : ρ∗OW → ρ∗OW ⊗ S (L)la 
o-a
tion 
orrespondant à l'a
tion tsD de L+ sur W . Ave
 
es notations, le sous-s
héma fermé Z ⊂ W est invariant si et seulement si l'homomorphisme de OX -algèbres
ρ∗OW

t̃sD→ ρ∗OW ⊗ S (L)
i♯⊗Id−→ φ∗OZ ⊗ S (L)se fa
torise via φ∗OZ . Comme il su�t de le véri�er lo
alement, nous pouvons sup-poser que X = Spe
 (A), L = OX , D = div (f), où f ∈ A est régulier, W = A1

X . La
o-a
tion t̃sD s'identi�e alors à l'homomorphisme de OX -algèbres
t̃f : A [T ] → A [T ] ⊗A [T ] , T 7→ T ⊗ 1 + f ⊗ T.Puisque Z est 
ontenu dans le support de ρ∗D, son idéal I ⊂ A [T ] 
ontient f . Soit

π : A [T ] → Γ (Z,OZ) = A [T ]/I l'homomorphisme quotient. Le diagramme suivantétant alors 
lairement 
ommutatif
A [T ]

π

��

t̃f // A [T ] ⊗A [T ]

π⊗Id
��

A [T ] /I
Id⊗1 // A [T ] /I ⊗A [T ]nous 
on
luons que Z est bien invariant, et que l'a
tion de L+ induite sur Z esttriviale. �
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CHAPITRE 4Modi�
ations a�nes équivariantesConsidérons la surfa
e S ⊂ A3
X = Spe
 (C [x] [y, z]) d'équation xz − y2 = 0.L'a
tion du groupe additif Ga,X sur A2

X via
t ⋆ (x, y, z) 7→

(
x, y + tx, z + 2yt+ xt2

)induit une a
tion libre de Ga,X sur S. La restri
tion de la proje
tion prx : S → Xau-dessus de X∗ = X \ {0} ≃ Spe
 (C [x, x−1
]) est isomorphe au �bré trivial. Par
ontre, la �bre pr−1

x (0) est isomorphe à la droite a�ne double Spe
 (C [y, z] /
(
y2
)).Ainsi, S munie de 
ette Ga,X -a
tion n'est pas un torseur. Nous observons 
epen-dant que la proje
tion prx,y : S → A1

X , (x, y, z) 7→ (x, y) se restreint en un isomor-phisme au dessus de X∗ tandis que l'image de la �bre pr−1
x (0) ⊂ S par prx,y est unsous-s
héma fermé propre de la �bre pr−1

x (0) ⊂ A1
X . Via prx,y, nous obtenons unisomorphisme

Γ (S,OS) ≃ C
[
x, y, x−1y2

]
⊂ C

[
x, x−1, y

]
.On dit alors, suivant [32℄, que prx,y : S → A1

X est la modi�
ation a�ne de
entre I =
(
x, y2

) et de diviseur x. Par 
onstru
tion, prx,y est équivariant lorsquel'on munit A1
X de la Ga,X-a
tion par translation tordue t ⋆ (x, y) 7→ (x, y + tx),l'idéal I étant alors invariant. Ainsi S s'identi�e à une modi�
ation a�ne du Ga,X-quasi-torseur A1
X .Les modi�
ations a�nes au sens de [32℄ sont essentiellement des 
onstru
tionsd'algèbre 
ommutative permettant de dé
rire la géométrie birationnelle des variétésa�nes. Dans le présent 
hapitre, nous introduisons une généralisation naturelle de
ette notion à des s
hémas X quel
onques. Cela nous permet ensuite de 
onstruire,à partir de quasi-torseurs ρ : W → X sous un �bré en droites p : L → X , desnouveaux X-s
hémas admettant une L+-a
tion, mais qui ne sont en général pas destorseurs. 4.1. Modi�
ations a�nes selon Kaliman et ZaidenbergNous rappelons dans 
e paragraphe la notion de modi�
ation a�ne d'un s
hémaa�ne X = Spe
 (A) introduite par Kaliman et Zaidenberg [32℄. Il s'agit prin
ipale-ment de transposer les notions relatives à l'étude de la géométrie birationnelle dess
hémas a�nes dans le langage équivalent de l'algèbre 
ommutative. Cela justi�epleinement la dé�nition générale suivante.Définition 4.1.1. On appelle modi�
ation a�ne de X = Spe
 (A), tout X-s
héma a�ne de type �ni π : Y → X spe
tre d'une sous-A-algèbre de type �ni del'anneau total des fra
tions KA de A.4.1.2. Lorsque X est intègre, KA s'identi�e au 
orps des fra
tions Fra
 (A), desorte que toute sous-A-algèbre de type �ni B ⊂ Fra
 (A) dé�nit un s
héma a�ne

π : Y = Spe
 (B) → X birationnel à X .De manière générale, toute sous-A-algèbre de type �ni de B ⊂ KA est engendréepar un nombre �ni d'éléments de la forme bi/fi, où bi ∈ A et fi ∈ K∗
A∩A. Autrementdit, on a un isomorphisme de A-algèbres

B ≃ A [b1/f1, . . . , br/fr] ≃ A [a1/f, . . . , ar/f ] ⊂ Af ⊂ KA,43



où f = f1 · · · fr ∈ K∗
A ∩A. En notant I = (f, a1, . . . , ar) ⊂ A l'idéal de A engendrépar f, a1, . . . , ar, on voit que B s'identi�e à la A-algèbre

A [I/f ] = A [a1/f, . . . , ar/f ] =
{
ak/fk | ak ∈ Ik, k = 1, . . .

}
,quotient de la A-algèbre de Rees A [It] =

⊕
n≥0 I

ntn ⊂ A [t] par l'idéal prin
ipalengendré par 1 − ft. On retrouve ainsi la dé�nition d'une modi�
ation a�ne selon[32℄. Dans 
es 
onditions, nous adopterons la terminologie plus pré
ise suivante.Définition 4.1.3. On dit que
σI/f : XI,f = Spe
 (A [I/f ]) → X = Spe
 (A)est la modi�
ation a�ne de X de 
entre I et de diviseur D = div (f), ou, plussimplement, de 
entre (I, f).4.1.4. Puisque A [I/f ] ≃ A [It] / (1 − ft), l'immersion ouverte 
anonique
j : XI/f = Spe
 (A [I/f ]) →֒ X̃ = ProjA (A [It])réalise XI,f 
omme l'ouvert prin
ipal X̃f de X̃ où f ne s'annule pas. En 
onsé-quen
e, le morphisme σ : XI/f → X se fa
torise, via j, par l'é
latement BlI :

X̃ → X de X de 
entre I. Suivant [32℄, nous dirons que le sous-s
héma fermé
Dpr
f ≃ ProjA (A [It] /ft), 
omplémentaire dans X̃ de j (XI,f) ≃ X̃f est la transfor-mée propre de D.Exemple 4.1.5. Soient k un 
orps, A = k [x, y], I = (x, y) et f = x2 ∈ I. Latransformée propre du diviseur div (f) dansProjAA [xt, yt] ≃ ProjAA [u, v] / (xv − yu)est donnée par l'équation {xu = 0}. Elle est don
 
onstituée de la réunion dela transformée stri
te de la droite V (f) = {x = 0} et du diviseur ex
eptionnel

{x = y = 0} de l'é
latement BlI : ProjAA [xt, yt] → Spe
 (A).4.1.6. Comme le montre l'exemple pré
édent, la transformée propre Dpr
f esten général dis
tin
te de la transformée stri
te D′

f de D = div (f), qui est dé�nie,rappelons-le, 
omme l'adhéren
e dans X̃ de l'image inverse de D \ V (I) par l'é
la-tement BlI : X̃ → X . Il existe 
ependant des 
as où 
es deux notions 
oïn
ident,
omme le montre la proposition suivante :Proposition 4.1.7. Si l'idéal I ⊂ A est engendré par une suite régulière a0 =
f, a1, . . . , ar, alors la transformée propre de D = div (f) 
oïn
ide ave
 sa transforméestri
te.Démonstration. Puisque la suite a0, . . . , ar est régulière, l'algèbre de Rees
A [It] s'identi�e, via l'homomorphisme Xi 7→ ait, i = 0, . . . , r, à la A-algèbre B,quotient de A [X0, . . . , Xr] par l'idéal J engendré par les mineurs 2×2 de la matri
e

(
a0 · · · ar
X0 · · · Xr

)
.Ainsi la transformée propre Dpr

f et la transformée stri
te D′
f 
oïn
ident puisqu'ellessont toutes deux données par l'équation {X0 = 0} dans ProjAB. �4.1.8. Il est utile pour la suite de donner la 
onstru
tion alternative suivantede la modi�
ation a�ne σI/f : XI,f → X de X de 
entre (I, f). Étant donné unidéal I = (a1, . . . , ar) de A et un élément régulier f ∈ I, nous observons que 1 ∈ Afest un élément de l'idéal f−1I = (a1/f, . . . , ar/f) ∈ Af de Af ⊂ KA. On a alors unisomorphisme de A-algèbres

A [I/f ] = A [It] / (1 − ft) ≃ A
[(
f−1I

)
t
]
/ (1 − t) ,44



où A [(f−1I
)
t
] désigne la A-algèbre de Rees de l'idéal (f−1I

) de Af . Ainsi, quitteà rempla
er l'idéal I de A par l'idéal f−1I de KA qui 
ontient 1, nous pouvons faireformellement disparaître f de la dé�nition de l'algèbre A [I/f ]. Cette interprétation,qui n'apporte évidemment rien de nouveau lorsque l'on travaille sur un s
héma debase a�ne, va 
ependant nous permettre de généraliser la notion de modi�
ationa�ne à des s
hémas de base X quel
onques.4.2. Modi�
ations a�nes généralesLa notion 
entrale dans l'étude de la géométrie birationnelle des s
hémas af-�nes sur un s
héma X donné est 
elle d'OX -algèbre fra
tionnaire, que nous rap-pelons 
i-dessous. Parmi 
es algèbres, nous étudions ensuite une sous-
lasse par-ti
ulière qui 
onstitue généralisation naturelle de la notion de modi�
ation a�ne
σI,f : Spe
 (A [I/f ]) → Spe
 (A) de Spe
 (A), de 
entre (I, f).4.2.1. Algèbres fra
tionnaires. Les algèbres fra
tionnaires, introduites 
i-dessous, sont les analogues naturelles, pour les s
hémas X quel
onques, des sous-
A-algèbres de type �ni B ⊂ KA pour les s
héma a�nes X = Spe
 (A).Définition 4.2.1. Soit X un s
héma. On appelle OX -algèbre fra
tionnairetoute OX -algèbre isomorphe à une sous OX -algèbre quasi-
ohérente de type �nidu fais
eau des germes de fon
tions méromorphes KX de X .4.2.2. Une OX -algèbre fra
tionnaire B ⊂ KX dé�nit un X-s
héma a�ne detype �ni σ : Y = Spec (B) → X. Par 
onstru
tion, l'homomorphisme OX → B estinje
tif et induit un isomorphisme KX ∼→ σ∗KY . En parti
ulier, si X est intègre,alors Y l'est aussi et σ est birationnel.Ré
iproquement, si σ : Y → X un morphisme a�ne de type �ni tel quel'homomorphisme σ♯ : OX → σ∗OY induise un isomorphisme σ̃ : KX ∼→ σ∗KYalors σ♯ est inje
tif puisque les homomorphismes 
anoniques iX : OX → KXet σ∗ (iY ) : σ∗OY → σ∗KY le sont. Ainsi, puisque Y est de type �ni sur X ,
B = σ̃−1 (σ∗OY ) ⊂ KX est une OX -algèbre fra
tionnaire isomorphe à σ∗OY . Onobtient don
 la 
ara
térisation suivante :Proposition 4.2.3. Il y une 
orrespondan
e biunivoque entre les OX-algèbresfra
tionnaires et les morphismes a�nes de type �ni π : Y → X induisant un iso-morphisme entre les fais
eaux des germes de fon
tions méromorphes sur X et Yrespe
tivement.Exemple 4.2.4. Soient X un s
héma intègre, I ⊂ OX un idéal de type �ni, etsoit BlI : X̃ = Proj (S) → X l'é
latement de X de 
entre I, où S =

⊕
In. Pourtoute se
tion f ∈ Γ (X, I), B = S/ (1 − f)S est alors une OX -algèbre fra
tionnaire.Le X-s
héma a�ne 
orrespondant est 
anoniquement isomorphe à l'ouvert prin
ipal

X̃f de X̃ où f ne s'annule pas, i.e. l'unique ouvert de X̃ tel que pour tout ouverta�ne U ⊂ X̃ , X̃f ∩ σ−1 (U) = D+ (f |U ) dans σ−1 (U) ≃ Proj (Γ (U,S)) (EGAII.3.1.4).Définition 4.2.5. Un morphisme a�ne de type �ni π : Y → X 
omme 
i-dessus sera appelé une pseudo-modi�
ation a�ne.4.2.6. Une OX -algèbre fra
tionnaire B ⊂ KX étant par dé�nition de type �ni,elle est engendrée par un idéal fra
tionnaire J , 
'est à dire un sous OX -modulede type �ni de KX (EGA II.8.2.1). En général, il n'est pas possible de trouver un�dénominateur 
ommun� aux éléments de J 
omme 
ela était le 
as dans la situationa�ne (4.1.2) . Plus formellement, 
e
i signi�e que le fais
eau D des dénominateursde J , i.e. le fais
eau dé�ni lo
alement par {a ∈ OX | a · J ⊂ OX} n'admet pasné
essairement de se
tion globale. A supposer qu'une telle se
tion existe, 
e qui estle 
as dès lors que X est quasi-proje
tif sur un 
orps k (
f. 4.2.7 
i-dessous), on ne45



peut toutefois pas garantir que Y = Spec (B) soit isomorphe à un ouvert prin
ipald'un s
héma é
laté BlI : X̃ → X 
omme 
i-dessus.Cependant, lorsque X est intègre, la proposition suivante montre qu'il est pos-sible de réaliser Y 
omme ouvert d'un X-s
héma proje
tif BlJ : X̃ → X obtenu ené
latant un idéal fra
tionnaire J ⊂ KX .Proposition 4.2.7. Soient X un s
héma intègre et B ⊂ KX une OX-algèbrefra
tionnaire. Alors il existe un idéal fra
tionnaire J ⊂ KX et une immersionouverte de X-s
hémas
j : Y = Spec (B) →֒ Proj


⊕

n≥0

J n


 .Si de plus X est quasi-proje
tif sur un 
orps k, alors on peut supposer que J ⊂ OX .Démonstration. PuisqueX est intègre,KX n'est autre que le fais
eau 
onstant

RX des fon
tions rationnelles de X . Par hypothèse, Y est dé�ni par une sous OX -algèbre de RX , don
 est aussi intègre . Puisque Y est a�ne, de type �ni sur X , ilexiste un X-s
héma proje
tif intègre π : X̃ = Proj (S) → X, où S est une OX -algèbre quasi-
ohérente graduée de type �ni, engendrée par S1, et une immersionouverte de X-s
hémas i : Y →֒ X̃ . De plus, le morphisme stru
tural σ : Y → Xétant birationnel, nous 
on
luons que π l'est aussi.D'après EGA III.2.3.5, il existe alors un idéal fra
tionnaire J ⊂ KX tel que
X̃ ≃ Proj


⊕

n≥0

J n


, d'où la première assertion. Si de plus X est quasi-proje
tifsur k, alors il existe un OX -module inversible ample sur X , et la se
onde assertionrésulte alors de EGA III.2.3.6, ou dire
tement de [29, Théorème II.7.17,p166℄. �4.2.2. Modi�
ation a�ne d'un s
héma le long d'un diviseur. Dans
e paragraphe, nous introduisons une sous-
lasse d'algèbres fra
tionnaires dont lastru
ture est formellement la même que 
elle des A-algèbres A [I/f ] au-dessus d'uns
héma a�ne X = Spe
 (A).4.2.8. Si X est un s
héma n÷thérien, alors toute OX -algèbre fra
tionnaire

B ⊂ KX est limite indu
tive de ses sous OX -modules quasi-
ohérents de type �ni,don
 limite indu
tive d'un système d'idéaux fra
tionnaires. D'autre part, B étantune OX -algèbre de type �ni, nous pouvons 
hoisir un système indu
tif {Jn}n≥0d'idéaux fra
tionnaires 
ontenus dans B de telle sorte que J0 = OX , que J1 en-gendre B 
omme OX -algèbre et que, pour tout m ≥ n, Jn ⊂ Jm et JnJm ⊂ Jm+n.Par 
onstru
tion, le OX -module B = lim
→

Jn est alors 
anoniquement isomorphe auquotient de la OX -algèbre quasi-
ohérente graduée
A =

⊕

n≥0

Jm ⊂ KXpar le sous-OX-module G image de l'homomorphisme de OX -modulesId−
⊕

n≥0

gn+1
n : A → A,où gmn : Jn →֒ Jm, m ≥ n ≥ 0 désigne l'in
lusion de Jn dans Jm. Par 
onstru
tion,

G s'identi�e à l'idéal de A lo
alement engendré par les éléments de la forme an −
gmn (an), où an désigne une se
tion lo
ale de Jn ⊂ A, de sorte que l'on obtient unisomorphisme de OX -algèbres B ≃ A/G.4.2.9. En parti
ulier, tout idéal fra
tionnaire I ⊂ KX dé�nit un système indu
-tif {Jn = In}n≥0 
omme 
i-dessus, don
 une OX -algèbre fra
tionnaire BI = lim

→
In.Les algèbres obtenues par 
e pro
édé sont 
lairement les équivalents globaux des46



A-algèbres fra
tionnaires A [a1/f1, . . . , ar/fr] au-dessus d'un s
héma a�ne X =Spe
 (A). Une fois de plus, sans hypothèses supplémentaires sur X , on ne peutespérer �réduire au même dénominateur� les éléments de I (
f 4.2.6).4.2.10. Nous allons maintenant 
onstruire des OX -algèbres fra
tionnaires B,équivalents globaux des A-algèbres A [I/f ]. La généralisation naturelle qui vientimmédiatement à l'esprit 
onsiste à 
onsidérer un idéal de type �ni I ⊂ OX , unese
tion régulière f ∈ Γ (X, I) et à former la OX -algèbre fra
tionnaire OX [I/f ],quotient de la OX -algèbre de Rees
OX [It] =

⊕

n≥0

Intnpar l'idéal prin
ipal engendré par (1 − ft). Ce faisant, on dé�nit un X-s
héma a�ne
σ : XI,f = Spec (OX [I/f ]) → Xpour lequel σ est un isomorphisme hors du diviseur prin
ipal D = div (f). Ona naturellement envie de rempla
er 
e diviseur prin
ipal par un diviseur e�e
tifquel
onque. L'observation (4.1.8) fournit la 
lef d'une telle généralisation, sous laforme suivante :4.2.11. Considérons un triplet (X, I, D) 
onstitué d'un s
hémaX , d'un diviseure�e
tif D ∈ Div+ (X) et d'un idéal de type �ni I ⊂ OX 
ontenant l'idéal JX (D) =

OX (D)
∨. Se donner un tel triplet (X, I, D) revient évidemment à se donner undiviseur e�e
tif D ∈ Div+ (X) et un sous-s
héma fermé Z ⊂ X 
ontenu dans D.Les hypothèses impliquent que l'idéal fra
tionnaire

J = I ⊗OX OX (D) ≃ I · OX (D)
ontient OX , don
 la se
tion 
onstante 1 ∈ Γ (X,OX).Définition 4.2.12. Étant donné un triplet (X, I, D) 
omme 
i-dessus, on ap-pelle modi�
ation a�ne de X de 
entre (I, D) le X-s
héma a�ne
σI,D : XI,D = Spec (OX [I/D]) → Xspe
tre de la OX -algèbre fra
tionnaireOX [I/D], quotient de la OX -algèbre de Rees

OX [J t] =
⊕

n≥0

J ntn ⊂ KX [t]par l'idéal prin
ipal engendré par (1 − t).Remarque 4.2.13. Puisque par dé�nition JX (D) ⊂ I, la OX -algèbre fra
tion-naire OX [I/D] s'identi�e à la limite indu
tive du système (Jn, gmn ) où
Jn = In ⊗OX OX (nD) ≃ In · OX (nD) ≃ J n

1 ⊂ KXet où les homomorphismes gmn : Jn → Jm sont induits par les identi�
ations 
ano-niques
Jn = In ⊗OX (nD) ≃ (In · JX ((m− n)D)) ⊗OX (mD) ⊂ Jm, m ≥ n.4.2.14. Pour des données lo
ales {(Xi, fi)i∈I

} de D, OX (D) |Xi est isomorpheau sous OXi -module de KXi engendré par f−1
i . La OXi -algèbre OX [I/D] |Xi estalors isomorphe au quotient de la OXi -algèbre de Rees de l'idéal Ii = I |Xi de OXipar l'idéal prin
ipal engendré par (1 − fit), et le s
héma XI,D |Xi 
orrespondants'identi�e, via l'immersion ouverte 
anonique

ji : XI,D |Xi≃ Spec (OXi [Iit] / (1 − fit)) →֒ X̃i = Proj (OXi [Iit]) ,à l'ouvert prin
ipal (X̃i

)
fi

de X̃i. 47



Exemple 4.2.15. (Complémentaire d'un diviseur). Pour tout diviseur e�e
tif
D ∈ Div+ (X) non nul, la modi�
ation σ1,D : X1,D → X de 
entre (I = 1 · OX , D)s'identi�e à l'immersion ouverte du s
héma XsDde Proj (S (OX (D))) ≃ X où lase
tion 
anonique sD ∈ Γ (X,OX (D)) ne s'annule pas, 
'est à dire au 
omplémen-taire du support de D dans X .4.2.16. Comme le montre l'exemple (4.2.15) 
i-dessus, si I est l'idéal unitéde OX , alors pour tout diviseur D ∈ Div+ (X), la modi�
ation a�ne de 
entre
(I, D) est isomorphe au 
omplémentaire XsD de D dans X . Même si I est un idéalpropre de OX 
ontenant JX (D), il peut tout de même en
ore arriver que XI,Dsoit isomorphe à XsD . Dans 
ette situation, nous dirons que σI,D : XI,D → X estune modi�
ation divisorielle. Ces modi�
ations parti
ulières sont 
ara
térisées parla propriété suivante :Lemme 4.2.17. Une modi�
ation a�ne σI,D : XI,D → X de 
entre (I, D) estdivisorielle si et seulement si il existe k ≥ 1 tel que JX (kD) ⊂ Ik+1.Démonstration. Le problème étant lo
al, nous pouvons supposer que X =Spe
 (A), I = Ĩ pour un idéal de type �ni I ⊂ A et que D = div (f) pour un 
ertainélément régulier f ∈ A. On a alors XI,D = Spe
 (A [I/f ]). Dans 
es 
onditions,
σI,D est divisorielle si et seulement si les A-algèbres A [I/f ] et Af = A [1/f ] sontisomorphes. C'est le 
as si et seulement si il existe a ∈ Ik tel que 1/f = a/fkdans Af , 
e qui revient à dire, puisque f est régulier, qu'il existe k ≥ 2 tel que
fk−1 ∈ Ik. �Corollaire 4.2.18. Soit σI,D : XI,D → X une modi�
ation a�ne de 
entre
(I, D) non divisorielle. Si D est non nul, alors σ−1

I,D (Supp (D)) est le support d'undiviseur e�e
tif non nul sur XI,D.Démonstration. Nous pouvons de nouveau nous ramener à la situation lo
ale
X = Spe
 (A), I = Ĩ etD = div (f). Sous 
es hypothèses,XI,D ≃ Spe
 (A [It] / (1 − ft))est isomorphe au 
omplémentaire dans σ : ProjA (A [It]) → X de la transforméepropre Dpr

f du sous-s
héma fermé V (f) ⊂ X . Puisque σI,D n'est pas divisorielle, latransformée totale σ−1 (V (f)) de V (f) n'est pas entièrement 
ontenue dans Dpr
f .Ainsi σ−1 (V (f)) ∩XI,D ≃ σ−1

I,D (V (f)) est bien un diviseur sur XI,D. �4.3. Modi�
ations équivariantes de quasi-torseursDans 
e paragraphe, nous appliquons les te
hniques de modi�
ation a�ne pour
onstruire de nouveaux s
hémas q : W → X ave
 a
tions de �brés en droites
p : L→ X .4.3.1. Dans 
e qui suit, nous 
onsidérons des quadruplets (X,L, D,W ) 
onsti-tués d'un s
héma X , d'un OX -module inversible L sur X , d'un diviseur e�e
tif
D ∈ Div+ (X) et d'un torseur ρ : W → X sous le X-groupe V (L ⊗ JX (D))+. Nousmunissons W de sa stru
ture 
anonique de quasi-torseur (3.1.8) sous L+ = V (L)+
orrespondant à la se
tion 
anonique sD ∈ Γ (X,OX (D)).4.3.2. Soit (X,L, D,W ) un tel quadruplet. PuisqueW est lo
alement isomorpheà V (L ⊗ JX (D)), l'image inverse DW = ρ∗D de D est un diviseur e�e
tif non nulbien dé�ni sur W .Étant donné un idéal quasi-
ohérent de type �ni I ⊂ OW 
ontenant JW (DW ),
onsidérons la modi�
ation a�ne σI,DW : WI,DW → W de W de 
entre (I, DW ).Puisque ρ et σI,DW sont tous deux des morphismes a�nes de type �ni, nous
on
luons que

ρI,DW = ρ ◦ σI,DW : WI,DW → Xl'est aussi. D'autre part, la restri
tion de σI,DW au-dessus de l'ouvert 
omplémen-taire U du support de D dans X induit un isomorphisme WI,DW |U ∼→W|U .48



4.3.3. Supposons de plus que D, et don
 DW soient non nuls. D'après la propo-sition (3.3.6), l'a
tion tsD de L+ sur W n'est pas libre, et tout sous-s
héma fermédu support de DW est �xé par 
ette a
tion. C'est don
, en parti
ulier, le 
as dusous-s
héma fermé V (I) ⊂ DW .Proposition 4.3.4. L'a
tion tsD de L+ sur W se relève 
anoniquement enune a
tion tI,sD sur WI,DW pour laquelle le X-morphisme σI,DW : WI,DW → West L+-équivariant.Démonstration. Il su�t de le véri�er lo
alement au-dessus de X . Pour toutouvert a�ne U = Spe
 (A) de X tel que L |U≃ OU , D |U= div (f) et W |U≃
V (L⊗ JX (D)) |U , W |U est isomorphe à A1

X = Spe
 (A [y]), muni de l'a
tion de
L+ |U≃ Spe
 (A [t]) par la translation tordue 
orrespondant à la 
o-a
tion

A [y] 7→ A [y] ⊗A A [t] , y 7→ y ⊗ 1 + f ⊗ t.D'autre part, DW |ρ−1(U)= div (f), où nous 
onsidérons f 
omme un élément de
A [y] via l'inje
tion A →֒ A [y]. De même, I |ρ−1(U) est de la forme Ĩ pour un
ertain idéal de type �ni I = (a1 (y) , . . . , ar (y)) ⊂ A [y] 
ontenant f . On obtientainsi un U -isomorphisme WI,DW |U≃ Spe
 (A [y] [I/f ]) , et l'a
tion re
her
hée estalors simplement dé�nie par la 
o-a
tion

A [y] [I/f ] → A [y] [I/f ] [t] ≃ A [y] [I/f ]⊗A A [t]{
y

ai (y) /f
7→

{
y + tf

ai (y + tf) /f, 1 ≤ i ≤ r

�Exemple 4.3.5. (La 
ubique de Russel [42℄) Soient A = C [x, z], f = −x2 et
B = A [t]. Nous munissons A1

X = Spe
 (A [t]) de l'a
tion de Ga,X par la translationtordue tx2 
orrespondant à la A-dérivation lo
alement nilpotente ∂ = f
∂

∂t
. Soit Il'idéal de B engendré par f et g = x+ z2 + t3 ∈ B. Puisque ∂g = 3ft2 ∈ I, le sous-s
héma V (I) ⊂ A1

X est invariant, don
 �xé 
ar 
ontenu dans A1
D = Spe
 (A [t] / (f)).Soit don


σI,f : Y = Spe
 (B [g/f ]) → A1
Xla modi�
ation a�ne équivariante de A1

X , de 
entre (I, f). Il est 
lair que Y est iso-morphe à la 
ubique de Russel, i.e l'hypersurfa
e de A2
X = Spe
 (A [t, y]) d'équation

x + x2y + z2 + t3 = 0. L'a
tion de Ga,X sur Y relevant 
elle de Ga,X sur A1
X estalors induite par la A-dérivation lo
alement nilpotente ∂̃ = 3t

∂

∂y
+ f

∂

∂t
de A [t, y].On remarquera que puisque z et t jouent des r�les 
omparables dans l'équationde la 
ubique de Russel, il est aussi possible de la 
onstruire 
omme la modi�
ationa�ne équivariante de B′ = A′ [z], où A′ = C [x, t], de 
entre (I, f). Les Ga,X′-a
tions
orrespondantes étant alors données par les A′-dérivations lo
alement nilpotentes

∂′ = f
∂

∂z
et ∂̃′ = 3z

∂

∂y
+ f

∂

∂z
respe
tivement.4.3.6. Dans la situation de (4.3.3), supposons de plus que la restri
tion W |Dde W au sous-s
héma fermé D de X soit isomorphe au V (L⊗ JX (D))+ |D-torseur trivial, 
e qui revient à dire que l'image de la 
lasse d'isomorphisme [g] ∈

H1 (X,L∨ ⊗OX (D)) deW dans H1 (D,L∨ ⊗OD (D)) est nulle. Dans 
e 
asW |Dadmet une se
tion s : D →W |D≃ DW . L'image de toute se
tion s de 
e type dé�nitdon
 un sous-s
héma fermé Zs de DW .Proposition 4.3.7. Soient Is ⊂ OW l'idéal de Zs et σI,DW : WI,DW → Wla modi�
ation a�ne 
orrespondante. Alors WI,DW est isomorphe à W , et est un
L+-torseur pour l'a
tion tI,sD de L+ relevée de l'a
tion tsD sur W .49



Démonstration. Il s'agit de nouveau d'un problème lo
al. Nous pouvons don
supposer que X = Spe
 (A), D = div (f) pour un 
ertain élément régulier f ∈ A,
W = Spe
 (A [y]) et I = Ĩ où I = (y − a, f) pour un 
ertain élément a ∈ A. Sous
es hypothèses
WI,DW ≃ Spe
(A [y]

[
y − a

f

])
≃ Spe
 (A [y, z] / (fz − y + a)) ≃ Spe
 (A [z])est isomorphe à W , et l'a
tion de L+ = Spe
 (A [t]) sur WI,DW relevant 
elle sur

W 
oïn
ide ave
 l'a
tion par translations dé�nie par la 
o-a
tion
A

[
y − a

f

]
→ A

[
y − a

f

]
[t] ,

y − a

f
7→ y + ft− a

f
=
y − a

f
+ t,d'où le résultat. Bien queWI,DW soit isomorphe àW , on notera que la modi�
ationa�ne σI,DW n'est pas un isomorphisme, puisqu'elle est donnée, dans les 
oordonnéesintroduites 
i-dessus, par l'homomorphisme de A-algèbres A [y] → A [z] , y 7→ fz +

a. �
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CHAPITRE 5Compléments sur les a
tions de �brés en droitesLes s
hémas π : Y → X admettant une a
tion non triviale d'un �bré en droites
p : L → X 
onstituent une généralisation naturelle des s
hémas admettant unea
tion du groupe additif Ga,X . D'autre part, toute a
tion de L sur Y 
orrespond, àun 
hangement de base φ : X ′ → X près, à une a
tion de Ga,X′ sur Y ′ = Y ×X X ′.Il su�t, par exemple, de 
onsidérer le s
héma X ′ formé de la réunion disjointe dela 
olle
tion des ouverts d'un re
ouvrement trivialisant le �bré L.Il est don
 tout à fait normal que les a
tions de �brés en droites possèdentles mêmes propriétés formelles que 
elles du groupe additif. Dans 
e 
hapitre, nousdonnons deux exemples de 
onstru
tions illustrant 
e fait. La première 
onsiste enune 
ara
térisation di�érentielle des a
tions d'un �bré en droites p : L→ X sur un
X-s
héma a�ne π : Y → X en terme de dérivations lo
alement nilpotentes, en unsens généralisé. La se
onde 
on
erne la 
onstru
tion de quotients q : Y → Y/L+pour 
es a
tions.Dans les deux 
as, nous ne donnons que quelques résultats et exemples simples.En parti
ulier, nous n'abordons ni le problème 
on
ernant la génération �nie desnoyaux de dérivations lo
alement nilpotentes, ni les questions ayant trait à la sur-je
tivité ou à la platitude des quotients q : Y → Y/L+, qui mériteraient à eux seulsune étude approfondie débordant largement du 
adre de 
ette thèse.5.1. Cara
térisation di�érentielleDans tout 
e paragraphe, nous 
onsidérons des s
héma dé�nis sur un 
orps kde 
ara
téristique nulle.5.1.1. Sous 
es hypothèses, il est bien 
onnu que pour tout s
héma a�ne X =Spe
 (A) et tout X-s
héma Y = Spe
 (B), il existe une 
orrespondan
e biunivoqueentre les a
tions de Ga,X sur Y et les A-dérivations lo
alement nilpotentes ∂ : B →
B, 
'est à dire les dérivations ∂ ∈ DerA (B,B) telles que pour tout b ∈ B il existe
n = n (b) ∈ Z≥0 satisfaisant ∂nb = 0.5.1.2. Rappelons que 
ette 
orrespondan
e est obtenue en asso
iant à toutea
tion de Ga,X = Spe
 (A [T ]) sur Y la A-dérivation

∂ =
∂

∂T
|T=0 ◦φ ∈ DerA (B,B)déduite de la 
o-a
tion φ : B → B [T ] ≃ B ⊗A A [T ].Ré
iproquement, toute A-dérivation lo
alement nilpotente ∂ ∈ DerA (B,B) per-met de dé�nir, puisque k est de 
ara
téristique nulle, un homomorphisme

eT∂ : B → B [T ] , b 7→
∞∑

i=0

∂ib

n!
T i =

n(b)∑

i=0

∂ib

n!
T isatisfaisant les axiomes d'une 
o-a
tion de Ga,X sur Y .5.1.3. Il est possible d'obtenir une des
ription analogue des a
tions d'un �bréen droites p : L → X sur un X-s
héma a�ne π : Y → X en terme d'une 
ertaine
lasse de dérivations ∂ : π∗OY → π∗OY ⊗ L. Rappelons tout d'abord la dé�nitionsuivante : 51



Définition 5.1.4. Soit π : Y → X un morphisme de s
héma. Pour tout OY -module F , on appelleX-dérivation de OY dans F tout homomorphisme de fais
eauxde groupes additifsD : OY → F qui soitOX -linéaire et satisfasse la règle de Leibniz ;autrement dit, véri�ant les 
onditions suivantes pour tout ouvert V de Y :a) Pour tout 
ouple de se
tions (t1, t2) de OY au dessus de V , on a D (t1t2) =
t1D (t2) +D (t1) t2 ;b) Pour toute se
tion t de OY au-dessus de V et toute se
tion s de OX audessus d'un ouvert U de X tel que V ⊂ p−1 (U), on a D ((s |V ) t) = (s |V )D (t).On note DerX (OY ,F) le Γ (Y,OY )-module des X-dérivations de OY dans F .5.1.5. Dans la situation pré
édente, on a, pour tout OY -module F , un isomor-phisme de Γ (Y,OY )-modulesHomY

(
Ω1
Y/X ,F

)
∼→ DerX (OY ,F) , φ 7→ φ ◦ dY/X ,où dY/X : OY → Ω1

Y/X désigne la di�érentielle 
anonique.5.1.6. Lorsque Y est le �bré en droites p : L = Spec (S (L)) → X dé�ni par un
OX -module inversible L, la 
omposition de l'homomorphisme p∗σ : p∗L → OV(L),déduit de l'homomorphisme 
anonique σ : L → S (L) et de la di�érentielle 
anonique
dL/X : OL → Ω1

L/X induit un isomorphisme de OL-modules p∗L ∼→ Ω1
L/X , don
 unisomorphisme de OX -modules p∗Ω1

L/X ≃ p∗p
∗L ≃ L ⊗ S (L).Notons alors ε : S (L) → OX l'homomorphisme d'augmentation, de noyaux

S+ (L) =
⊕

n>0

Ln et posons
π0 : S (L)

p∗dL/X−→ p∗Ω
1
L/X ≃ L⊗ S (L)

Id⊗ε−→ L⊗OX ≃ L.5.1.7. Soit maintenant π : Y → X un X-s
héma a�ne, dé�ni par une OX -algèbre quasi-
ohérente B = π∗OY . Nous supposons Y munit d'une L+-a
tion,dont la 
o-a
tion 
orrespondante est donnée par un homomorphisme de OX -algèbres
φ : B → B ⊗ S (L). L'homomorphisme de OX -modules

∂ = (Id⊗ π0) ◦ φ : B → B ⊗ Lest alors une X-dérivation de B dans B⊗L qui s'identi�e lo
alement au-dessus d'unre
ouvrement de X par des ouverts a�ne Ui = Spe
 (Ai) trivialisant le �bré endroites L à la Ai-dérivation ∂

∂T
|T=0 ◦φ de (5.1.2).5.1.8. On ne peut évidemment plus dire qu'une X-dérivation ∂ : B → B ⊗ L
omme 
i-dessus est lo
alement nilpotente au sens pré
édemment introduit. Cepen-dant, pour tout n ≥ 1, on obtient, par ré
urren
e, une 
olle
tion d'homomorphismesde OX -modules

∂n = ∂ ◦ ∂n−1 : B ∂n−1

→ B ⊗Ln−1 ∂⊗Id−→ (B ⊗ L) ⊗ Ln−1 ≃ B ⊗ Ln.Nous dirons alors qu'une X-dérivation ∂ : B → B ⊗ L est lo
alement nilpotentesi, pour tout ouvert U de X et toute se
tion b ∈ Γ (U,B), il existe n ≥ 0 tel que
∂n (b) = 0. Cela revient bien sûr à dire que pour tout ouvert a�ne U = Spe
 (A) de
X tel que L |U≃ OU la A-dérivation Γ (∂) : Γ (U,B) → Γ (U,B) induite par ∂ estlo
alement nilpotente au sens de (5.1.1).5.1.9. La dis
ussion pré
édente montre que toute dérivation ∂ : B → B ⊗ Ldéduite d'une a
tion de L+ sur π : Y = Spec (B) → X est lo
alement nilpotente.Ré
iproquement, toute X-dérivation lo
alement nilpotente ∂ de 
e type permet dedé�nir un homomorphisme de OX -algèbres

φ∂ =
⊕

n≥0

∂n

n!
: B →

⊕

n≥0

B ⊗ Ln ≃ B ⊗ S (L)52



qui satisfait 
lairement aux axiomes d'une 
o-a
tion de L+ sur Y . On obtient ainsila généralisation suivante de la 
ara
térisation des a
tions du groupe additif.Proposition 5.1.10. Il y a une 
orrespondan
e biunivoque entre les a
tionsd'un �bré en droites p : L = V (L) → X sur un X-s
héma a�ne π : Y → X et les
X-dérivations lo
alement nilpotentes ∂ : π∗OY → π∗OY ⊗ L.5.2. S
hémas quotientsNous nous intéressons dans 
e paragraphe à l'étude des quotients pour l'a
tiond'un �bré en droites p : L→ X sur un X-s
héma a�ne π : Y → X .Rappelons tout d'abord qu'il existe de nombreuses variantes de la notion dequotient (
f. par exemple [38℄) . La plus naturelle a priori est 
elle de quotient 
a-tégorique qui 
onsiste à demander que le morphisme q : Y → Y/L+ soit 
onstantle long des orbites et universel pour 
ette propriété. Le 
omportement en généralpathologique de 
es quotients 
onduit à introduire une notion plus pro
he de l'in-tuition géométrique, en demandant que le s
héma quotient Y/L+ paramétrise lesorbites de l'a
tion de L+. On arrive ainsi à la notion de quotient géométrique.Définition 5.2.1. Soient X un s
héma, G un X-s
hémas en groupes et π :
Y → X un X-s
héma muni d'une a
tion µ : G×X Y → Y de G. Un X-morphisme
q : Y → Z est appelé un quotient géométrique s'il satisfait les 
onditions suivantes :a) q est surje
tif et l'image du morphisme (µ, p2) : G×X Y → Y ×X Y est égaleà Y ×Z Y .b) q est submersif, i.e. un sous-ensemble U ⊂ Z est ouvert si et seulement si
q−1 (U) l'est.
) OZ = q∗OG

Y , i.e. OZ ⊂ q∗OY est le sous-fais
eau des fon
tions G-invariantes.Dans la situation où G est un �bré en droites L+ agissant sur un X-s
hémaa�ne π : Y → X , nous rappelons 
i-dessous 
omment 
onstruire un quotient q :
Y → Y/L+ satisfaisant automatiquement la 
ondition 
) 
i-dessus, mais qui n'est,en général, ni un quotient 
atégorique, ni un quotient géométrique.5.2.1. Constru
tion de s
hémas quotients. Pour tout s
héma a�ne X =Spe
 (A) et toute a
tion du groupe additif Ga,X sur un X-s
héma a�ne Y =Spe
 (B), nous pouvons dé�nir un X-s
héma quotient naturel q : Y → Y/Ga,Xde la manière suivante :5.2.2. Puisque X et Y sont tous deux a�nes, l'a
tion de Ga,X sur Y est dé�niepar sa 
o-a
tion φ : B → B ⊗A A [T ]. L'idéal B′ = Ker (φ− Id⊗ 1) est alors une
A-algèbre 
ar pour tout 
ouple d'éléments b et b′ de B′, l'identité

φ (bb′) − bb′ = (φ (b) − b) b′ − (φ (b′) − b′)φ (b)dans B [T ] ≃ B ⊗A A [T ] implique que le produit bb′ est dans B′. Ainsi B′ est lasous-A-algèbre de B 
onstituée des fon
tions Ga,X-invariantes sur Y = Spe
 (B), etl'in
lusion B′ →֒ B induit un morphisme de X-s
hémas
q : Y → Y/Ga,X := Spe
 (B′) .Lorsque X et Y sont dé�nis sur un 
orps k de 
ara
téristique nulle, l'a
tion de Ga,X
onsidérée est déterminée par la dérivation lo
alement nilpotente
∂ =

∂

∂T
|T=0 ◦φ : B → B,et l'on observe alors que B′ s'identi�e au noyau de 
ette dérivation.5.2.3. Plus généralement, pour tout s
héma X et tout X-s
héma a�ne π :

Y → X muni d'une a
tion d'un �bré en droites p : L→ X , il est en
ore possible dedé�nir un quotient Y/L+ sous la forme d'un X-s
héma a�ne. En e�et, puisque Ys'identi�e au spe
tre de la OX -algèbre quasi-
ohérente B = π∗OY , l'a
tion de L+53



sur Y est déterminée par un homomorphisme de OX -algèbres φ : B → B ⊗ S (L)satisfaisant aux axiomes d'une 
o-a
tion. On en déduit 
omme pré
édemment quele sous OX -module B′ = Ker (φ− Id⊗ 1) de B est une OX -algèbre quasi-
ohérente,de sorte que l'in
lusion B′ → B induit un X-morphisme
q : Y ≃ Spec (B) → Y/L+ := Spec (B′)que nous appellerons en
ore morphisme quotient. Lorsque X est dé�ni sur un 
orps

k de 
ara
téristique nulle, la OX -algèbre B′ s'identi�e de nouveau au noyau de ladérivation lo
alement nilpotente ∂ : B → B⊗L 
orrespondant à l'a
tion de L+ sur
Y . Puisque par 
onstru
tion B′ = q∗BL+ , le quotient q : Y → Y/L+ ainsi dé�nivéri�e l'axiome 
) de la dé�nition d'un quotient géométrique.5.2.2. Propriétés des s
hémas quotients. Si π : Y → X est un torseur sousle �bré en droites L+, alors le quotient q : Y/L+ → X 
onstruit 
i-dessus s'identi�eau morphisme stru
tural q = π : Y → X , don
 est un quotient géométrique.5.2.4. Par 
ontre, si π : Y → X est seulement un quasi-torseur sous L+, alorsbien qu'étant une �bration lo
alement triviale, q : Y → Y/L+ n'est en général plusun quotient géométrique. En e�et, dans 
e 
as, le quotient q : Y → Y/L+ s'identi�ede nouveau à π : Y → X puisque par dé�nition Y est un torseur sous un �bré endroites de la forme V (L ⊗ JX (D)) pour un 
ertain diviseur e�e
tif D ∈ Div+ (X),tandis que l'a
tion de L+ s'identi�e à l'a
tion par translation tordue tsD induitepar la se
tion 
anonique sD ∈ Γ (X,OX (D)) (3.1.6). Or, si D est non nul, toutpoint y ∈ Y 
ontenu dans π−1 (Supp (D)) est �xé par l'a
tion tsD (3.3.6). Ainsi, les�bres géométriques du morphisme π : Y → X ne 
oïn
ident plus ave
 les orbitesdes points géométriques de Y , 
e qui met en défaut l'axiome a) de la dé�nition dequotient géométrique.Un exemple typique de 
ette situation est fourni par l'a
tion de Ga,k = Spe
 (k [t])sur Y = A2

k = Spe
 (k [x, y]) par la translation tordue t ⋆ (x, y) 7→ (x, y + tx), pourlaquelle le s
héma quotient Y/Ga,k s'identi�e à A1
k = Spe
 (k [x]) alors que la �bre

p−1
x (0) de la proje
tion px : A2

k → A1
k est entièrement 
onstituée de points �xes del'a
tion de Ga,k.5.2.5. Même si l'on se limite à ne 
onsidérer que des a
tions libres de L+ sur

π : Y → X , le quotient q : Y → Y/L+ n'est en général ni un quotient 
atégorique,ni un quotient géométrique. Une illustration de 
e fait est fournie par la surfa
e deDanielewski S ⊂ A2
X = Spe
 (k [x] [y, z]) d'équation xz − y2 + 1 = 0, où k est un
orps de 
ara
téristique nulle et X = Spe
 (k [x]). En e�et S est munie de l'a
tionlibre de Ga,X induite par l'a
tion
t ⋆ (x, y, z) =

(
x, y + tx, z +

(y + tx)
2 − y2

x

)sur A2
X . Le quotient q : S → S/Ga,X 
oïn
ide alors ave
 la restri
tion sur S dela proje
tion prX : A2

X → X . La restri
tion de q = prX |S au-dessus de l'ouvert
X∗ = X \ {0} de X identi�e q−1 (X∗) au Ga,X∗-torseur trivial, tandis que la �bre
q−1 (0) est 
onstituée de la réunion disjointe de deux 
ourbes isomorphes à la droitea�ne A1

k. Ainsi, bien que l'a
tion de Ga,X sur S soit libre, l'axiome a) de la dé�nitiond'un quotient géométrique est de nouveau mis en défaut.En introduisant le X-s
héma δ : X̃ → X isomorphe à la droite a�ne à deuxorigines, obtenu à partir de X en remplaçant le point 0 par deux points fermés x1et x2, on obtient une fa
torisation q : Y
ρ→ X̃

δ→ X , où ρ : Y → X̃ est 
ette foisun torseur sous le groupe additif Ga,X̃ . En parti
ulier, ρ est à la fois surje
tif et
onstant sur les orbites de l'a
tion de Ga,X . Comme il n'existe pas de morphisme
φ : X → X̃ tel que ρ = φ ◦ q, on 
on
lut que X = S/Ga,X n'est pas un quotient
atégorique. 54



Remarque 5.2.6. De manière générale, la question de l'existen
e d'un quotientgéométrique pour une a
tion libre de Ga,X sur unX-s
héma a�ne π : Y → X admetune réponse négative, Finston et Deveney [12℄ ayant 
onstruit un exemple d'a
tionlibre de Ga,k sur A5
k n'admettant pas de quotient de 
e type.5.2.7. Si π : Y → X est un quasi-torseur sous L+, ou plus généralement unemodi�
ation a�ne équivariante d'un quasi-torseur (4.3.3), alors il existe un ouvert Ude X tel que la restri
tion π |U : V = π−1 (U) → U soit un torseur sous la restri
tion

L+ |U . La restri
tion du s
héma quotient Y/L+ au-dessus de 
et ouvert U est alorsisomorphe à U lui-même, et q |V : V → Y/L+ |U est un quotient géométrique. Plusgénéralement, si X est un s
héma intègre dé�ni sur un 
orps k de 
ara
téristiquenulle, alors, pour tout X-s
héma a�ne π : Y → X intègre muni d'une a
tion d'un�bré en droites p : L→ X , il existe un ouvert U du s
héma quotient Y/L+ tel quela restri
tion du morphisme quotient q : Y → Y/L+ au-dessus de U identi�e Y |Uà un torseur sous un �bré en droites sur U . Cela dé
oule en e�et du résultat bien
onnu suivant :Proposition 5.2.8. ([45℄ Proposition 2.1) Soient B une algèbre intègre surun 
orps k de 
ara
téristique nulle et ∂ ∈ Derk (B,B) une dérivation lo
alementnilpotente non nulle. Alors pour tout s ∈ Ker∂2\Ker∂, B∂s = B′
∂s [s], où B′ = Ker∂et s est algébriquement indépendant sur B′. De plus, la dérivation ∂s : B∂s → B∂sinduite par ∂ 
oïn
ide alors ave
 la dérivation ∂

∂s
de B′

∂s [s].Remarque 5.2.9. Dans la situation de la proposition pré
édente, on obtient,en posant f = ∂s, un homomorphisme de B′
f -algèbres surje
tif

πf : B → B′
f , b 7→

∑

n≥0

(−1)n

n!

∂nb

fn
sn,qui joue, en un 
ertain sens, le r�le de l'opérateur Reynolds pour les groupes rédu
-tifs.
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CHAPITRE 6Exemples de s
hémas a�nes ave
 a
tions du groupeadditifÉtant donné un s
héma a�ne X = Spe
 (A), où A est une algèbre de type�ni sur un 
orps de 
ara
téristique nulle, nous présentons dans 
e 
hapitre uneméthode de 
onstru
tion de s
hémas a�nes π : V → X admettant des a
tions dugroupe additif Ga,X . Ces s
hémas sont obtenus à partir d'une donnée 
ombinatoire
onsistant en un arbre pondéré g = (Γ, w), où w : E (Γ) → A [t] est une fon
tion quiasso
ie à 
haque arête de Γ un polyn�me en la variable t, à 
oe�
ients dans A. Pluspré
isément, nous dé�nissons à partir de 
es données une sous-variété irrédu
tible
Vg d'un 
ertain espa
e a�ne relatif A

d(Γ)+1
X , où l'entier d (Γ) dépend de la stru
turede l'arbre Γ. Nous montrons ensuite que les s
hémas Vg ainsi obtenus admettentdes a
tions du groupe additif Ga,X , 
onstruites 
omme les restri
tions d'a
tions de

Ga,X sur l'espa
e a�ne ambiant A
d(Γ)+1
X , elles-mêmes dé�nies par des dérivationslo
alement nilpotentes expli
ites.La 
lasse des s
hémas Vg obtenus par 
e pro
édé à partir d'arbres pondérés gest su�samment grande pour 
ontenir, entre autres, la 
ubique de Russell [42℄ et lafamille des hypersurfa
es de A3

k = Spe
 (C [x, y, z]) d'équations xnz − P (x, y) = 0,où n ≥ 1 et où P ∈ k [x, y] est un polyn�me quel
onque.Notation 6.0.10. Dans tout 
e qui suit, k est un 
orps de 
ara
téristique nulle,
A une k-algèbre de type �ni intègre et f ∈ A est un élément à la fois non nul et noninversible. Nous posons X = Spe
 (A), D = div (f) et X∗ = X \ Supp (D) ≃ Af .Nous utilisons i
i librement la terminologie et les notations relatives aux arbrespondérés, telles qu'introduites dans l'annexe C de 
ette thèse.6.1. S
héma a�ne Vg asso
ié à un arbre pondéré gDans 
e paragraphe nous établissons un pro
édé général permettant de 
onstruireun X-s
héma a�ne π : Vg → X à partir d'un arbre pondéré g = (Γ, w), où
w : E (Γ) → A [t] est une fon
tion de poids à valeurs dans l'anneau des polyn�mesen une variable t, à 
oe�
ients dans A.Définition 6.1.1. Étant donné un arbre Γ enra
iné en e0, nous désignons par
S (MΓ) l'algèbre symétrique du A-module libre MΓ engendré par les symboles Xe,où e par
ourt le sous-ensemble Par (Γ) 
onsitué des sommets de Γ qui ne sont pasdes feuilles de Γ. Étant donné un nouveau symbole X0, nous dirons que

A [Γ] = A [X0] ⊗A S (MΓ)est la A-algèbre de polyn�mes atta
hée à l'arbre Γ. Par dé�nition, A [Γ] est unanneau de polyn�mes en d (Γ) + 1 variables, où
d (Γ) = Card (Par (Γ)) =

h(Γ)∑

i=1

(Ni−1 (Γ) \ Fe (Γ)) ,

Ni (Γ) ⊂ N (Γ) désignant le sous-ensemble des sommets de Γ au niveau i. Nousdirons que A
d(Γ)+1
X = Spe
 (A [Γ]) est l'espa
e a�ne de base X asso
ié à Γ.57



Notation 6.1.2. Si e′ ∈ Par (Γ) est le parent d'un sommet e ∈ Γ \ {e0},alors nous désignerons parfois la variable Xe′ ∈ A [Γ] par la notation XPar(e). Nousétendons d'ailleurs 
ette relation de parenté entre les variables de l'algèbre A [Γ] enposant Xe−1 = XPar(e0) = X0 ∈ A [Γ].Pour tout sommet e ∈ Par (Γ) d'un arbreA [t]-pondéré g = (Γ, w), nous introduisons
i-dessous trois polyn�mes Fe (g) , Ae (g) , Ge (g) ∈ A [Γ], dé�nis ré
ursivement àpartir de la fon
tion de poids w.Définition 6.1.3. Pour tout e ∈ Par (Γ), et tout sous-ensemble J ⊂ Fils (e),on appelle polyn�me des �ls de e n'appartenant pas à J le polyn�me
F Je (g) =

∏

e′∈(FilsΓ(e)\J)

w
(−→
e′e
) (
XPar(e)) ∈ A

[
XPar(e)] ⊂ A [Γ] .Nous dirons simplement que Fe (g) = F ∅

e (g) est le polyn�me des �ls de e.Pour tout sommet e de Γ, on appelle polyn�me des an
êtres de e le polyn�me Ae (g)dé�ni ré
ursivement par Ae0 (g) = 1 et
Ae (g) = APar(e) (g)F

{e}Par(e) (g) ∈ A
[
X0, (Xe′)e′∈An
(Par(e))] ⊂ A [Γ] .Pour tout sommet e ∈ Par (Γ), on appelle polyn�me généalogique de e, le polyn�me

Ge (g) = Ae (g)Fe (g) ∈ A
[
X0, (Xe′)e′∈Par(e)] ⊂ A [Γ] .6.1.4. Soit e ∈ Par (Γ) \ {e0} un sommet de Γ et soit e′ ∈ An
 (e) un an
être de

e. Notons e′′ = Fils (e′)∩(↓ e)Γ l'unique �ls de e′ appartenant à la sous-
haîne (↓ e)Γde Γ. Puisque e ∈ (↑ e′′)Γ, le polyn�me Ae′′ (g) des an
êtres de e′′ divise le polyn�me
Ae (g) des an
êtres de e. De même, Ae′′ (g) divise le polyn�me généalogique Ge′ (g)de e′ puisque

Ge′ (g) = Ae′ (g)Fe′ (g) = Ae′′ (g)w
(−−→
e′′e′

) (
XPar(e′)) ∈ A [Γ] .

e0

e′

e′′ eDéfinition 6.1.5. Dans la situation 
i-dessus, le polyn�me
Ge′<e (g) = Ae′′ (g)−1Ge (g)est appelé le polyn�me généalogique de e relativement à son an
être e′.6.1.6. Par dé�nition, le polyn�me Ge′<e (g) ne dépend que du sous-arbre maxi-mal k [t]-pondéré g (e′′) = (Γ (e′′) , w) enra
iné en e′′ et s'identi�e, à un 
hangementde variables près, au polyn�me généalogique Ge (g (e′′)) de e 
onsidéré 
omme unsommet de l'arbre Γe

′′ , indépendamment de l'inje
tion Γe
′′ →֒ Γ. En e�et, en notant

(↓ e)Γ = {e0 < e1 · · · < er−1 = e′ < er = e′′ < er+1 < · · · < en = e} ,on a, par dé�nition,
Ge (g) = Aen (g)Fen (g) = Aer (g)F {er+1}

er
(g) · · ·F {en}

en−1
(g)Fen (g) ,où pour tout i = r, . . . , n − 1, F {ei+1}

ei (g) est un polyn�me en la variable Xei−1 .Ainsi, le 
hangement de variables X0 = Xer−1 , Xei = Xer−1+i , i = 1, . . . , n − r,
onduit bien à l'identi�
ation Ge′<e (g) = Ge′′ (g (e′′)).58



6.1.7. A partir des polyn�mes généalogiques Ge (g), e ∈ Par (Γ), nous formonsune 
olle
tion de matri
es 
olonnes
Me =

(
Ge (g)
Xe

)
∈ Mat2,1 (A [Γ]) , e ∈ Par (Γ) .Nous désignons par M0 la matri
e 
olonne ( f

1

)
∈ A ⊂ A [Γ]. Nous dirons alorsque

M (g) =
(
M0, (Me)e∈Par(Γ)

)
∈ Mat2,(d(Γ)+1) (A [Γ])est la matri
e généalogique asso
iée à l'arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w).6.1.8. Soit e1, e2 ∈ Par (Γ) une paire de sommets distin
ts de Γ. Supposons toutd'abord que e1 est un an
être de e2, et notons e3 = Fils (e1)∩(↓ e2)Γ l'unique �ls de

e1 appartenant à la sous-
haîne (↓ e2)Γ de Γ. On notera que si e2 est lui-même un�ls de e1, alors e3 = e2. Dans 
es 
onditions, les polyn�mes généalogiques Ge2 (g) et
Ge1 (g) sont tous deux divisibles par le polyn�me Ae3 (g) des an
être de e3 puisquel'on a, par dé�nition, les égalités

Ge2 (g) = Ae3 (g)Ge1<e2 (g) et Ge1 (g) = Ae3 (g)w (−−→e3e1)
(
XPar(e1)) .Nous posons alors

∆e1<e2 (g) = Ae3 (g)
−1

det (Me1 ,Me2)

= w (−−→e3e1)
(
XPar(e1)

)
Xe2 −Xe1Ge1<e2 (g)(6.1.1)Supposons maintenant que ei 6∈ (↓ ej)Γ, i = 1, 2. Notons e = An
 (e1, e2) le premieran
être 
ommun de e1 et e2 et désignons par e′i = Fils (e) ∩ (↓ ei)Γ, i = 1, 2, lesdeux seuls �ls de e appartenant respe
tivement aux sous-
haînes (↓ e1)Γ et (↓ e2)Γde Γ. Par dé�nition, les polyn�mes Ae′1 (g) et Ae′2 (g) divisent Ge1 (g) et Ge2 (g)respe
tivement. Ainsi, les égalités

Ae′i (g) = Ae (g)F
{e′1,e′2}
e (g)w (−→eje)

(
XPar(e)) , i, j = 1, 2, i 6= jimpliquent que le polyn�me Ae (g)F

{e1,e2}
e (g) divise à la fois les polyn�mes généa-logiques Ge1 (g) et Ge2 (g). Nous posons don


∆e1,e2 (g) =

(
Ae (g)F

{e′1,e′2}
e (g)

)−1

det (Me1 ,Me2)

= w
(−→
e′2e
) (
XPar(e))Ge<e1 (g)Xe2 − w

(−→
e′1e
) (
XPar(e))Ge<e2 (g)Xe1(6.1.2)Finalement pour tout sommet e ∈ Par (Γ), nous posons(6.1.3) ∆e (g) = det (M0,Me) = fXe −Ge (g) .Définition 6.1.9. Étant donné un arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w), on note

I (g) ⊂ A [Γ] l'idéal engendré par les polyn�mes suivants :




∆e (g) e ∈ Par (Γ)
∆e′<e (g) (e, e′) ∈ Par (Γ) ×An
 (e)
∆e1,e2 (g) e1, e2 ∈ Par (Γ) , ei 6∈ (↓ ej)ΓNous dirons que I (g) est l'idéal engendré par les mineurs simpli�és de la matri
egénéalogiqueM (g), 
'est à dire les mineurs 2×2 deM (g) simpli�és selon les règles(6.1.1) et (6.1.2). On note V (g) le sous-s
héma fermé de A

d(Γ)+1
X = Spe
 (A [Γ])dé�ni par l'idéal I (g).Le résultat suivant est alors une 
onséquen
e immédiate des dé�nitions 
i-dessus.59



Lemme 6.1.10. Les générateurs de l'idéal I (g) satisfont les relations suivantes
{

∆e1,e2 (g) = Ge<e2 (g)∆e<e1 (g) −Ge<e1 (g)∆e<e2 (g) e = An
 (e1, e2)

f∆e′<e (g) = w
(−−→
e′′e′

) (
XPar(e′))∆e (g) −Ge′<e (g)∆e′ (g) e′′ = Fils (e′) ∩ (↓ e)ΓEn parti
ulier, l'idéal I (g) est engendré par les polyn�mes ∆e (g), e ∈ Par (Γ), et

∆e′<e (g), (e, e′) ∈ Par (Γ) ×An
 (e).Définition 6.1.11. Étant donné un arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w), nous posons
Ig = {a ∈ A (Γ) , ∃n ∈ N, fna ∈ I (g)} ,et nous appelons X-s
héma π : Vg → X asso
ié à g, le sous-s
héma fermé
Vg = Spe
 (B (g)) , où B (g) = A [Γ] /Igde A

d(Γ)+1
X = Spe
 (A [Γ]), 
onsidéré 
omme un X-s
héma via l'homomorphisme
anonique A→ B (g).6.1.12. La di�éren
e entre les deux idéaux I (g) et Ig de A [Γ] s'interprète de lamanière suivante. Nous verrons en (6.3.1) 
i-dessous qu'en restri
tion au-dessus del'ouvert X∗ = Spe
 (Af ) de X , les X-s
hémas Vg et V (g) = Spe
 (A [Γ] /I (g)) sontisomorphes à un même X∗-s
héma V∗ ≃ A1

X∗
. Étant intègre, le s
héma Vg s'identi�edon
 à l'adhéren
e dans V (g) de l'ouvert V∗ ⊂ V (g), muni de sa stru
ture de

X-s
héma réduit. En général, V (g) et Vg sont des X-s
hémas distin
ts, 
omme lemontre l'exemple suivant :Exemple 6.1.13. Étant donné un polyn�me Q ∈ A [t], non 
onstant et nondivisible par f , nous posons P = fQ ∈ A [t] et nous 
onsidérons l'arbre A [t]-pondéré
g = (Γ, w) =

e0 PLes s
hémas V (g) et Vg asso
iés sont les hypersurfa
es de A2
X = Spe
 (A [X0, Xe0 ])dé�nies respe
tivement par les équations

fXe0 − fP (X0) = 0 et Xe0 − P (X0) = 0.On observe qu'en restri
tion au dessus deX∗, 
es deux s
hémas sont bien isomorphesà A1
X∗

= Spe
 (Af [X0]). Cependant Vg ≃ A1
X = Spe
 (A [X0]) tandis que V (g)s'identi�e à la réunion de Vg et du s
héma A2

D = Spe
 ((A/fA) [X0, Xe0 ]), supportéle long de la �bre π−1 (D) du morphisme stru
tural π : V (g) → X .6.2. ExemplesAvant d'établir, dans le paragraphe suivant, une série de résultats générauxpartagés par tous les s
hémas Vg dé�nis 
i-dessus, nous 
onsidérons i
i quelquesexemples illustrant le prin
ipe général de 
onstru
tion.Exemple 6.2.1. Nous supposons i
i que A = k [x], f = x ∈ A. Pour toutpolyn�me non 
onstant P ∈ k [t] ⊂ A [t], le s
héma V (g) asso
ié à l'arbre k [t]-pondéré
g = (Γ, w)

e0 Pest l'hypersurfa
e de A2
X = Spe
 (k [x] [X0, Xe0 ]) d'équation xXe0 − P (X0) = 0.La �bre π−1 (0) du morphisme stru
tural π : V (g) → X est réduite si et seule-ment si P est un produit de fa
teurs linéaires deux à deux distin
ts. Dans 
e 
aspré
is, π−1 (0) est alors 
onstituée d'une réunion disjointe de 
ourbes isomorphesà la droite a�ne A1

k. Plus généralement, si P = P r11 · · ·P rn
n est un produit depuissan
es de polyn�mes irrédu
tibles Pi ∈ k [t] deux à deux distin
ts, alors la�bre s
hématique π−1 (0) et 
onstituée de la réunion disjointe des sous-s
hémas

Ci ≃ Spe
 (k [X0, Xe0 ] /P
ri

i (X0)), i = 1, . . . , n, et l'on a (Ci)red ≃ A1
ki
, où ki dé-signe le 
orps k [t] /Pi (t) k [t]. 60



Exemple 6.2.2. Soient A = C [x, z], f = x2, et P = −x − z2 − t3 ∈ A [t]. Les
héma V (g) asso
ié à l'arbre A [t]-pondéré
g = (Γ, w)

e0 Pest l'hypersurfa
e de A2
X = Spe
 (A [X0, Xe0 ]) d'équation x2Xe0 + x+ z2 +X3

0 = 0,
'est à dire la 
ubique de Russel [42℄.6.2.3. Nous supposons de nouveau que A = k [x] et f = x ∈ A, et nous 
onsidé-rons 
i-dessous di�érents exemples de s
hémas Vg dé�nis par les arbres k [t]-pondérés
g = (Γ, w) suivants

g =

e0
e1P1,2 P2

P1,1où P1,1, P1,2, P2 ∈ k [t] sont des polyn�mes indéterminés. L'algèbre A [Γ], qui nedépend que de l'arbre sous-ja
ent Γ est don
 A [Γ] = k [x] [X0, Xe0 , Xe1 ] , tandisque la matri
e asso
iée à un 
hoix de polyn�mes P1,1, P1,2, P2 ∈ k [t] est
M (g) =

(
x P1,1 (X0)P1,2 (X0) P1,1 (X0)P2 (Xe0)
1 Xe0 Xe1

)
.Le sous-s
héma V (g) de A3

X = Spe
 (A [Γ]) 
orrespondant est alors dé�ni par leséquations 



xXe0 − P1,1 (X0)P1,2 (X0) = 0
P1,1 (X0)Xe1 −Xe0P2 (Xe0) = 0
xXe1 − P1,1 (X0)P2 (Xe0) = 0Exemple 6.2.4. Si P1,1 =

(
t2 − 1

)
P1,2 = t et et P2 =

(
t2 − 1

), alors V (g)s'identi�e à la surfa
e de Bandman et Makar-Limanov [1℄ de A3
X dé�nie par leséquations

xXe0−X0

(
X2

0 − 1
)

= 0, X0Xe1−Xe0

(
X2
e0 − 1

)
= 0, xXe1−

(
X2

0 − 1
) (
X2
e0 − 1

)
= 0,don
 s'identi�e à Vg puisque 
ette surfa
e est évidemment intègre.Exemple 6.2.5. Si P1,1 = P1,2 = t et P2 = t − 1, alors V (g) est en
oreintègre, don
 s'identi�e à Vg. Cependant la �bre π−1 (0) du morphisme stru
tural

π : V (g) → X n'est pas réduite. On notera néanmoins qu'en posant A′ = k [Xe1 ] et
f ′ = Xe1 ∈ A′, la restri
tion π′ : V (g) → X ′ = Spe
 (A) de la proje
tion induite parl'in
lusion A ⊂ k [x,X0, Xe0 , Xe1 ] permet d'identi�er V (g) au s
héma V (g′) asso
iéà l'arbre k [t]-pondéré g′ = (Γ, w′) d'arbre sous-ja
ent Γ, 
orrespondant 
ette foisaux polyn�mes P1,1 = t− 1, P1,2 = t et P2 = t. La �bre (π′)

−1
(0) est alors réduite.Puisque V (g) est dé�ni par les équations

xXe0 −X2
0 = 0, X0Xe1 −Xe0 (Xe0 − 1) , xXe1 −X0 (Xe0 − 1) ,pour tout polyn�me Q ∈ A = k [x], la A-dérivation triangulaire

∂̃1 = Q

(
x2 ∂

∂X0
+ 2xX0

∂

∂Xe0

+
(
x (Xe0 − 1) + 2X2

0

) ∂

∂Xe1

)de A [Γ] préserve l'idéal I (g) de V (g), don
 induit une A-dérivation lo
alementnilpotente ∂1 ∈ DerA (B (g)), 
orrespondant à une Ga,X -a
tion sur V (g), autrementdit à une a
tion ξQ : Ga,k × V (g) → V (g) du groupe additif Ga,k sur V (g) par
X-automorphismes. Un raisonnement analogue montre que pour tout polyn�me
R ∈ A′ = k [Xe1 ], la A′-dérivation triangulaire
∂̃2 = R

(
X2
e1

∂

∂Xe0

+Xe1 (2Xe0 − 1)
∂

∂X0
+ (Xe1X0 + (Xe0 − 1) (2Xe0 − 1))

∂

∂x

)61



de A′ [Xe0 , X0, x] ≃ A [X0, Xe0 , Xe1 ] induit une a
tion ξ′R : Ga,k×V (g) → V (g) de
Ga,k sur V (g′) ≃ V (g) par X ′-automorphismes. Notons G1 et G2 les sous-groupesdu groupe d'automorphismes Aut (V (g)) de V (g) engendrés respe
tivement parles automorphismes ξQ (1, ·) et ξ′R (1, ·), où Q et R par
ourent k [x] et k [Xe1 ]. Cesdeux sous-groupes sont bien sûr isomorphes mais ne sont par 
ontre pas 
onjuguésdans Aut (V (g)). En e�et, si 
ela était le 
as, alors il existerait un isomorphisme
φ : X

∼→ X ′ tel que φ (0) = (0) et un automorphisme ψ : V (g)
∼→ V (g) telque π′ ◦ ψ = φ ◦ π, 
e qui est évidemment impossible puisque les �bres π−1 (0) et

(π′)
−1

(0) n'ont pas la même stru
ture. On observera �nalement qu'outre les deuxfamilles de Ga,k-a
tions algébriquement indépendantes ainsi 
onstruites, V (g) estmuni d'une a
tion du groupe multipli
atif Gm,k induite par la restri
tion de l'a
tionde Gm,k sur A3
X dé�nie par λ ⋆ (x,X0, Xe0 , Xe1) =

(
λ−2x, λ−1X0, Xe0 , λXe1

) pourtout λ ∈ k∗.Exemple 6.2.6. Si P1,1 = P1,2 = P2 = t, alors V (g) est la surfa
e torique de
A3
X dé�nie par les équations

xXe0 −X2
0 = 0, X0Xe1 −X2

e0 = 0, xXe1 −X0Xe0 = 0,don
 s'identi�e en
ore à Vg. La �bre
π−1 (0) ≃ Spe
 (k [X0, Xe0 , Xe1 ] /

(
X2

0 , X0Xe1 −X2
e0 , X0Xe0

))n'est pas réduite, mais l'on a 
ependant π−1 (0)red ≃ Spe
 (k [Xe1 ]). Cette fois,les variables x,Xe1 et X0, Xe0 jouent des r�les exa
tement symétriques. Notons
A′ = k [Xe1 ], f ′ = Xe1 ∈ A′ et π′ : V (g) → X ′ = Spe
 (A′) le morphisme in-duit par la restri
tion de la proje
tion prXe1

: A3
X′ = Spe
 (A′ [X0, Xe0 , x]) → X ′.L'automorphisme de k-algèbres

k [x,X0, Xe0 , Xe1 ]
∼→ k [x,X0, Xe0 , Xe1 ] , x↔ Xe1 , X0 ↔ Xe0induit un isomorphisme φ : X

∼→ X ′ et un automorphisme ψ : V (g)
∼→ V (g) de

V (g) tel que π′ ◦ ψ = φ ◦ π. On en déduit que les deux sous-groupes G1 et G2du groupe Aut (V (g)) engendrés respe
tivement par les automorphismes ξQ (1, ·)et ξ′R (1, ·), où Q et R par
ourent k [x] et k [Xe1 ], suivant le modèle de l'exemplepré
édent, sont 
ette fois 
onjugués via l'automorphisme ψ.6.3. Propriétés générales des s
hémas VgIl serait évidemment tentant de mener à bien une étude systématique des s
hé-mas π : Vg → X 
onstruits par le pro
édé exposé 
i-dessus. Nous nous bornons dans
e paragraphe à établir une série de propriétés générales simples partagées par tous
es s
hémas. Nous montrons en parti
ulier qu'ils admettent tous des a
tions nontriviales du groupe additif Ga,X .6.3.1. Stru
ture de X-s
héma des s
hémas Vg. Nous étudions i
i le mor-phisme stru
tural d'un s
héma π : Vg → X asso
ié à un arbre A [t]-pondéré
g = (Γ, w). Le résultat prin
ipal est le suivant.Proposition 6.3.1. Pour tout arbre A [T ]-pondéré g = (Γ, w), la restri
tion du
X-s
héma π : Vg → X au-dessus de l'ouvert X∗ ≃ Spe
 (Af ) de X = Spe
 (A) estisomorphe au �bré en droites trivial A1

X∗
≃ Spe
 (Af [X0]).Démonstration. Désignons par I∗ (g) = I (g)Af [Γ] l'idéal de Af [Γ] engendrépar l'image 
anonique de l'idéal I (g) ⊂ A [Γ]. On déduit des relations (6.1.10)que I∗ (g) est engendré par les images des polyn�mes ∆e = fXe − Ge (g), où epar
ourt l'ensemble Par (Γ) des parents de Γ, don
 par les éléments Xe− f−1Ge (g)de Af [Γ]. Puisque par dé�nition Ig = {a ∈ A [Γ] fa ∈ I (g)}, on 
on
lut que lesidéaux IgAf [Γ] et I∗ (g) de Af [Γ] 
oïn
ident. D'autre part, pour tout e ∈ Par (Γ),62



Ge est un polyn�me à 
oe�
ients dans A, en les variables (Xe′)e′∈An
(e) et X0. On
on
lut ainsi ré
ursivement qu'il existe Pe ∈ Af [X0] tel que Xe − Pe ∈ I∗ (g), desorte que l'on obtient �nalement un isomorphisme
B (g)f = B (g) ⊗A Af ≃ Af [Γ] /IgAf [Γ] ≃ Af [Γ] /I∗ (g) ≃ Af [X0] ,
e qui démontre la proposition. �Corollaire 6.3.2. Pour tout arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w), Vg est intègre.Démonstration. D'après (6.3.1), B (g)f ≃ Af [X0] est un anneau intègrepuisque A l'est. La dé�nition de l'idéal Ig ⊂ A [Γ] de V (g) entraîne que l'imagede f ∈ A dans B (g) n'est pas un diviseur de zéro. Ainsi, l'homomorphisme 
ano-nique B (g) → B (g)f est inje
tif, de sorte que B (g) est intègre puisque sous-anneaud'un anneau intègre. �6.3.2. A
tions du groupe additif sur les s
hémas Vg. Nous montronsi
i que tout s
héma π : Vg → X asso
ié à un arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w)admet des a
tions du groupe additif Ga,X provenant de la restri
tion d'a
tionsde 
e type sur l'espa
e a�ne ambiant A

d(Γ)+1
X = Spe
 (A [Γ]). En parti
ulier, 
er-taines des 
es Ga,X-a
tions sont dé�nies par des dérivations lo
alement nilpotentes

∂ ∈ DerA (A [Γ]) expli
ites, 
omme le montre le résultat suivant :Proposition 6.3.3. Pour tout entier m ≥ h (Γ), la A-dérivation
∂̃g,m = fm

∂

∂X0
+ f−1

∑

e∈Par(Γ)

∂̃g,m (Ge (g))
∂

∂Xe
∈ DerA (A [Γ] , Af [Γ])est une dérivation triangulaire de A [Γ], induisant une A-dérivation lo
alement nil-potente ∂g,m de la A-algèbre B (g) = A [Γ] /Ig.Démonstration. Par dé�nition, le polyn�me généalogique Ge (g) d'un som-met e ∈ Par (Γ) ne fait intervenir que les variables X0, (Xe′)e′∈An
(e) de l'algèbre

A [Γ]. Par 
onséquent, puisque par hypothèse m ≥ h (Γ), on a
∂̃g,m (Xe) = f−1

∑

e′∈An
(e)∪{0}

∂Ge (g)

∂Xe′
∂̃g,m (Xe′) ∈ fm−k−1A

[
X0, (Xe′)e′∈An
(e)]pour tout sommet e de Γ au niveau k, 0 ≤ k ≤ h (Γ)− 1. Ainsi ∂̃g,m (A [Γ]) ⊂ A [Γ],de sorte que ∂̃g,m est une A-dérivation triangulaire de A [Γ]. Par 
onstru
tion,

∂̃g,m (∆e (g)) = ∂̃g,m (fXe −Ge (g)) = f∂̃g,m (Xe) − ∂̃g,m (Ge (g)) = 0pour tout e ∈ Par (Γ). On déduit de la dé�nition de l'idéal Ig et des relations (6.1.10)que pour tout P ∈ Ig, il existe n ≥ 0 tel que fnP appartienne à l'idéal J de A [Γ]engendré par les polyn�mes ∆e (g), e ∈ Par (Γ). Puisque ∂̃g,m (∆e (g)) = 0 pourtout e ∈ Par (Γ), ∂̃g,m (fnP ) appartient à J , don
 à l'idéal I (g). On en déduit que
fn∂̃g,m (P ) = ∂̃g,m (fnP ) appartient à I (g), don
 que ∂̃g,m (P ) ∈ Ig par dé�nitionde Ig. Ainsi ∂̃g,m (Ig) ⊂ Ig, de sorte que ∂̃g,m induit un A-dérivation lo
alementnilpotente ∂g,m de B (g) = A [Γ] /Ig. �Puisque ∂̃g,m est une A-dérivation lo
alement nilpotente laissant l'idéal Ig de Vginvariant, il en est de même de la A-dérivation a∂̃g,m pour tout a ∈ A \ fA, d'où lerésultat suivant :Corollaire 6.3.4. Pour tout a ∈ A \ fA et tout m ≥ h (Γ), A-dérivation
a∂̃g,m ∈ DerA (A [Γ]) induit une Ga,X-a
tion non triviale sur Vg.63



6.3.5. Étant donné un arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w), nous notons ψ : Vg →
A1
X la restri
tion de la proje
tion prX0 : A

d(Γ)+1
X → A1

X = Spe
 (A [X0]) induitepar l'in
lusion A [X0] ⊂ A [Γ]. D'après (6.3.1), la restri
tion de ψ au-dessus del'ouvert X∗ de X induit un isomorphisme de X∗-s
héma ψ : Vg |X∗

∼→ A1
X∗

=Spe
 (Af [X0]). Ainsi ψ est un morphisme birationnel, don
 une modi�
ation a�ne(4.1.3) de A1
X dont le 
entre est un sous-s
héma fermé de A1

X supporté le long de la�bre p−1 (D) du morphisme stru
tural p : A1
X → X . Par 
onstru
tion, ψ : Vg → A1

Xest Ga,X-équivariant lorsque l'on munit Vg de la Ga,X -a
tion dé�nie par la dérivationlo
alement nilpotente ∂g,m et A1
X ≃ V (JX (mD)) de sa stru
ture 
anonique dequasi-torseur sous Ga,X , 
'est à dire de l'a
tion par la translation tordue tfm . On adon
 montré le résultat suivant :Théorème 6.3.6. Pour tout arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w) et tout m ≥ h (Γ),le X-s
héma π : Vg → X, muni de la Ga,X-a
tion dé�nie par la dérivation lo
ale-ment nilpotente ∂g,m est une modi�
ation a�ne équivariante du Ga,X-quasi-torseur

V (JX (mD)) ≃ A1
X .
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Deuxième partieS
hémas de Danielewski-Fieseler





CHAPITRE 7Introdu
tion aux s
hémas de Danielewski-FieselerDans son 
élèbre 
ontre-exemple au problème de simpli�
ation de Zariski, Da-nielewski [11℄ 
onstruit deux hypersurfa
es a�nes 
omplexes
S1 = {xz − y (y + 1) = 0} et S2 =

{
x2z − y (y + 1) = 0

}de A3
C = Spe
 (C [x, y, z]) non isomorphes telles que S1 × A1

C ≃ S2 × A1
C.Pour montrer 
ette se
onde propriété, la te
hnique 
onsiste tout d'abord à 
onsi-dérer 
es deux surfa
es 
omme des s
hémas au-dessus de X = Spe
 (C [x]) via lesrestri
tions q1 : S1 → X et q2 : S2 → X de la proje
tion prx : A3
C → X . Onremarque ensuite que S1 et S2 sont toutes deux obtenues en re
ollant, au-dessus de

X∗ = X \ {0} deux 
opies Wi = Spe
 (C [x] [Ti]), i = 1, 2, du Ga,X-torseur trivialvia les isomorphismes de X∗-s
hémas induits par les isomorphismes de C
[
x, x−1

]-algèbres {
τ1 : C

[
x, x−1

]
[T1]

∼→ C
[
x, x−1

]
[T2] , T1 7→ x−1 + T2

τ2 : C
[
x, x−1

]
[T1]

∼→ C
[
x, x−1

]
[T2] , T1 7→ x−2 + T2respe
tivement. En introduisant le X-s
héma δ : X (2) → X formé à partir de X enremplaçant le point 0 par deux points fermés x1 et x2, on peut alors interpréter S1et S2 
omme des torseurs ρi : Si → X (2), i = 1, 2, sous le groupe additif Ga,X(2).Puisque S1 et S2 sont a�nes, on 
on
lut �nalement que les Ga,Si-torseurs imagesinverses ρ′i : S1×X(2)S2 → Si, i = 1, 2, sont tous deux triviaux, d'où l'isomorphisme

S1 × A1
C ≃ S1 ×X(2) S2 ≃ S2 × A1

C annon
é.Une interprétation similaire 
onstitue la base de la 
lassi�
ation des surfa
esa�nes 
omplexes normales S ave
 a
tion de Ga,C obtenue ensuite par Fieseler [17℄.L'appro
he développée par Fieseler 
onsiste à étudier la stru
ture lo
ale du quotient
q : S → S/Ga,C, en introduisant des s
hémas intermédiaires Y en général nonséparés, pour obtenir une fa
torisation q : S → Y → S/Ga,C telle que ρ : S → Ysoit à �bres 
onnexes. En 
ela, les s
hémas 
omme X (2) dans l'exemple 
i-dessus
onstituent un palliatif à la non existen
e de la fa
torisation de Stein lorsque l'ontravaille ave
 des s
hémas a�nes.Nous nous proposons d'étudier tout au long de 
ette partie la notion de s
hémade Danielewski-Fieseler qui 
onstitue une généralisation naturelle de la 
onstru
tionoriginale de Danielewski dans laquelle on rempla
e la droite a�ne A1

C = Spe
 (C [x])par un s
héma X quel
onque, le point fermé 0 ∈ A1
C par un diviseur e�e
tif nonnul D ∈ Div+ (X), et le Ga,X -torseur trivial A1

X dont on re
olle des 
opies par untorseur ρ : W → X sous un �bré en droites p : L→ X .Ce 
hapitre préparatoire est 
onsa
ré au 
as simple où X = Spe
 (A) est uns
héma a�ne, D = div (f) et W = A1
X . Nous donnons tout d'abord une 
onstru
-tion par re
ollements analogue de 
elle 
i-dessus et 
onstituant une généralisationformelle immédiate des pro
édés dé
rits par Fieseler dans le 
as où A est un anneaude Dedekind, puis nous interprétons les s
hémas ainsi obtenus 
omme des torseurssous un �bré en droites au-dessus d'un s
héma en général non séparé.7.1. S
hémas de Danielewski-Fieseler au-dessus d'un s
héma a�neDans 
e paragraphe, nous donnons une première dé�nition des s
hémas deDanielewski-Fieseler par l'intermédiaire de 
onstru
tions par re
ollements.67



7.1.1. Dans tout 
e qui suit, nous 
onsidérons un triplet (X,D,A1
X

) 
onstituéd'un s
héma a�ne X = Spe
 (A), d'un diviseur e�e
tif prin
ipal D = div (f) dé�nipar un élément régulier non inversible f ∈ A, et du �bré en droites trivial
p0 : A1

X = V (OX) ≃ Spe
 (A [T ]) → X,au-dessus de X . Nous notons X∗ = X \ Supp (D) ≃ Spe
 (Af ) l'ouvert 
omplémen-taire du support de D = div (f) dans X .7.1.2. Puisque D = div (f) est un diviseur prin
ipal sur X , tous les �brés endroites pk : V (OX (λD)) → X sur X , où λ ∈ Z, sont isomorphes au �bré trivial
A1
X . Par ailleurs, pour tout λ ∈ Z≥0, A1

X ≃ V (JX (λD)) est muni d'une stru
ture
anonique de quasi-torseur sous Ga,X = V (OX) induite par la se
tion 
anonique
sλD ∈ Γ (X,OX (λD))(3.1.2). Cela revient bien sûr à faire agir le groupe additif
Ga,X = Spe
 (A [T ]) sur A1

X = Spe
 (A [T ]) par la translation tordue tfλ (3.2.1),
orrespondant à l'homomorphisme de 
o-a
tion
A [T ] → A [T ] ⊗A A [T ] , T 7→ T ⊗ 1 + fλ ⊗ T.Notation 7.1.3. Pour tout λ ∈ Z≥0, nous notons A1

X (−λ) pour désigner le�bré trivial p0 : A1
X → X muni de l'a
tion du groupe additif Ga,X par la translationtordue tfλ . Nous noterons en général simplement A1

X au lieu de A1
X (0).7.1.1. Dé�nition des s
hémas de Danielewski-Fieseler. Nous 
onsidé-rons maintenant n ≥ 1 
opies Wi = Spe
 (A [Ti]), où Ti est une variable, du �brétrivial A1

X au-dessus de X . Nous �xons un multi-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn≥0 etnous 
hoisissons une 
olle
tion {g̃} = {g̃ij}i,j=1,...,n d'éléments g̃ij ∈ Af satisfaisantles relations de 
o
y
le �tordues�
{

g̃ji = −fµj−µi g̃ij
g̃ik = g̃ij + fµi−µj g̃jk7.1.4. Désignons par W le s
héma obtenu en re
ollant les s
hémas Wi le longdes ouvertsWi,∗ = Spe
 (Af [Ti]), i = 1, . . . , n, via les isomorphismes de Af -algèbres

τij : Af [Ti] → Af [Tj ] , Ti 7→ g̃ij + fµi−µjTj.On observera que les relations de 
o
y
le satisfaites par les fon
tions de transition
{g̃ij}i,j=1,...,n garantissent en e�et que l'on peut former un s
hémaW par 
e pro
édé.7.1.5. Le s
héma W ainsi obtenu est muni d'un morphisme π : W → X induitpar les morphismes stru
turaux πi : Wi ≃ A1

X → X . Par 
onstru
tion, la restri
tionde π identi�e l'ouvertW∗ = π−1 (X∗) deW au �bré en droites trivial A1
X∗

au-dessusde X∗. Par 
ontre, la préimage π−1 (Supp (D)) du support de D est 
onstituée dela réunion disjointe de n s
hémas tous isomorphes à la restri
tion A1
D du �bré endroites trivial A1

X au-dessus de Supp (D).Définition 7.1.6. On dit que le X-s
héma π : W → X ainsi obtenu est les
héma de Danielewski-Fieseler de base (X,D = div (f)) dé�ni par le multi-indi
e
[µ] ∈ Zn≥0 et les fon
tions de transitions g̃ = {g̃ij}i,j=1,...,n.Remarque 7.1.7. Au sens de la dé�nition pré
édente, les objets 
onsidérés dans[11℄, sont les s
hémas de Danielewski-Fieseler de base (X = Spe
 (A) , D = div (f)),où A est une C-algèbre de type �ni intègre, dé�nis par le multi-indi
e (0, 0) ∈ Z2 etles fon
tions de transition g12 = a/fn telles que a et f engendrent l'idéal unité de
A. Nous verrons plus loin, au 
hapitre 10, que 
ette dernière hypothèse garantit que
π : W → X est un morphisme a�ne, 
e qui revient à dire, dans 
e 
as parti
ulier,que W est un s
héma a�ne.7.1.8. Pour tout i = 1, . . . , n, nous pouvons munir le X-s
héma Wi de l'a
tiondu groupe additif Ga,X = Spe
 (A [T ]) par la translation tordue tfµi . Cela revientà 
onsidérer Wi ≃ A1

X non seulement 
omme le �bré en droites trivial au-dessus de68



X mais en
ore 
omme le Ga,X -s
héma A1
X (−µi) (7.1.3). Pour tout 
ouple d'indi
es

i 6= j, les isomorphismes de re
ollement τij sont 
lairement équivariants pour 
esa
tions par translations tordues. Ainsi le s
héma de Danielewski-Fieseler π : W → X
orrespondant est 
anoniquement muni d'une a
tion du groupe additif Ga,X dontles restri
tions aux ouverts Wi 
oïn
ident ave
 les a
tions par translations tordues
tfµi , i = 1, . . . , n.7.1.2. Morphismes équivariants 
anoniques. Considérons un s
héma deDanielewski-Fieseler π : W → X dé�ni par un multi-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn≥0et une 
olle
tion {g̃} = {g̃ij}i,j=1,...,n de fon
tion de transitions g̃ij ∈ Af .7.1.9. Soit un entier λ ≥ max

i=1,...,n
(µi) tel que pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j,l'élément fλ−µi g̃ij ∈ Af soit dans l'image de l'inje
tion 
anonique A →֒ Af . Celaest évidemment toujours le 
as pour λ assez grand. Nous pouvons alors 
hoisir une
olle
tion σ̃ = {σ̃i}i=1,...,n d'éléments σ̃i ∈ A de sorte que pour tout 
ouple d'indi
es

i 6= j on ait l'égalité
g̃ij = fµi−λ (σ̃j − σ̃i) ∈ Af , i 6= j, i, j = 1, . . . , n,où σ̃j et σ̃i sont assimilés à leurs images 
anoniques respe
tives dans Af . Il su�t ene�et de poser, par exemple, σ̃1 = 0 puis σ̃i = fλ−µ1g1i ∈ A pour tout i = 2, . . . , n.7.1.10. Considérons alors la 
olle
tion de X-morphismes ψ̃i : Wi → A1

X induitspar les homomorphismes de A-algèbres
A [T ] → A [Ti] , T 7→ σ̃i + fλ−µiTi i = 1, . . . , n.Par 
onstru
tion de la 
olle
tion σ̃, 
es X-morphismes lo
aux ψ̃i se re
ollent en un

X-morphisme global ψ(λ,σ̃) : W → A1
X qui est Ga,X -équivariant lorsque l'on munit

W de l'a
tion (7.1.8) et A1
X de l'a
tion par la translation tordue tfλ .Remarque 7.1.11. Dans la des
ription 
i-dessus, il n'y a évidemment uni
ité nide l'entier λ, ni de la 
olle
tion σ̃ = {σ̃i}i=1,...,n. En parti
ulier, tout entier λ′ ≥ λ ettoute 
olle
tion σ̃′ = {σ̃′

i}i=1,...,n de la forme σ̃′
i = σ̃i + a, où a ∈ A est �xé 
onduità une 
onstru
tion analogue.7.1.12. Ré
iproquement, à partir d'un entier λ ≥ max

i=1,...,n
(µi) et d'une 
olle
-tion σ̃ = {σ̃i}i=1,...,n d'éléments σ̃i ∈ A, nous pouvons 
onstruire des fon
tions detransition

g̃ij = fµi−λ (σ̃j − σ̃i) i 6= j, i, j = 1, . . . , n,et par 
onséquent un s
héma de Danielewski-Fieseler π : W = W(λ,σ̃) → X 
anoni-quement muni d'un X-morphisme Ga,X -équivariant ψ(λ,σ̃) : W → A1
X (−λ).Définition 7.1.13. On dit que le s
héma π : W(λ,σ̃) → X ainsi obtenu est les
héma de Danielewski-Fieseler asso
ié à la paire (λ, σ̃), et l'on dit que

ψ(λ,σ̃) : W(λ,σ̃) → A1
X (−λ)est le morphisme Ga,X -équivariant 
anonique asso
ié à 
ette même paire (λ, σ).La dis
ussion pré
édente entraîne le résultat utile suivant :Proposition 7.1.14. Tout s
héma de Danielewski-Fieseler est isomorphe à uns
héma π : W(λ,σ̃) → X asso
ié à une paire (λ, σ̃).7.2. Interprétation en termes de torseursNous montrons i
i que les s
hémas de Danielewski-Fieseler π : W → X tels quedé�nis 
i-dessus s'interprètent 
omme des torseurs en droites ρ (n) : W → X (n)au-dessus de 
ertains X-s
hémas X (n) déduits de X . Cette appro
he alternativese révèle parti
ulièrement fru
tueuse, puisqu'elle nous permettra par la suite degénéraliser les 
onstru
tions simples 
i-dessus à des s
hémas de base X quel
onques.69



7.2.1. Changement de base. Soit π : W → X un s
héma de Danielewski-Fieseler de base (X = Spe
 (A) , D = div (f)), dé�ni par un multi-indi
e [µ] ∈ Zn≥0et une 
olle
tion g̃ = {g̃ij}i,j=1,...,n de fon
tions de transitions g̃ij ∈ Af .7.2.1. Notons maintenant δ : X (n) → X le X-s
héma obtenu à partir de X enremplaçant le support du diviseur D = div (f) par n 
opies disjointes Di (n) de 
ediviseur. Pour tout indi
e i = 1, . . . , n, nous désignons par Xi (n) l'ouvert de X (n)formé de la réunion de l'ouvert X∗ (n) = δ−1 (X∗) et de la 
opie Di (n) de D. Onobtient ainsi une 
olle
tion d'isomorphismes induits δi = δ |Xi(n): Xi (n)
∼→ X . Nousnotons alors U(n) = (Xi (n))i=1,...,n le re
ouvrement ouvert de X (n) ainsi obtenu.On notera que pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j, les ouvertsXij (n) := Xi (n)∩Xj (n)et X∗ (n) de X (n) 
oïn
ident.7.2.2. Nous pouvons alors identi�er 
haque ouvert Wi de W au �bré en droitestrivial ρi (n) : Wi = A1

Xi(n) → Xi (n) au-dessus de Xi (n), de sorte que le morphismestru
tural π : W → X se fa
torise via un morphisme ρ (n) : W → X (n) suivi dumorphisme δ : X (n) → X . Autrement dit, W s'identi�e par l'intermédiaire de
ρ (n) au X (n)-s
héma obtenu en re
ollant les Xi (n)-s
hémas Wi = Spe
 (A [Ti])au-dessus des ouverts Xij (n) = X∗ (n) ≃ Spe
 (Af ) via les isomorphismes de Af -algèbres

τij : Af [Ti] → Af [Tj] , Ti 7→ g̃ij + fµi−µjTjpré
édemment introduits. On déduit alors de 
e nouveau pro
édé de 
onstru
tionque ρ (n) : W → X (n) est un �bré linéaire a�ne géométrique au sens de la dé�nition(2.5.1).7.2.2. Torseur en droites asso
ié à un s
héma de Danielewski-Fieseler.L'interprétation 
i-dessus 
onduit à 
onsidérer un s
héma de Danielewski-Fieseler
π : W → X dé�ni par un multi-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn≥0 et une 
olle
tion defon
tions de transition g̃ = {g̃ij}i,j=1,...,n non seulement 
omme un X-s
héma, maisen
ore 
omme un �bré linéaire a�ne géométrique ρ (n) : W → X (n) au-dessus d'un
X-s
héma δ : X (n) → X .Or on sait d'après (2.5.3) qu'il y a une 
orrespondan
e biunivoque entre 
es�brés et les torseurs sous les �brés en droites V (L)+, où L par
oure l'ensemble des
OX(n)-modules inversibles.7.2.3. Ainsi, tout s
héma de Danielewski-Fieseler π : W → X , hérite naturelle-ment d'une stru
ture de torseur ρ (n) : W → X (n) sous un 
ertain �bré en droites
V (L)+, où L est un OX(n)-module inversible que l'on peut déterminer pré
isémentà l'aide de la méthode indiquée en (7). En e�et, nous observons tout d'abord que si
L 
onvient, alors ses restri
tions L |Xi(n) au-dessus des ouverts Xi (n) du re
ouvre-ment U(n) de X (n) sont respe
tivement isomorphes à OXi(n), puisque l'on a, par
onstru
tion, des identi�
ations Wi ≃ A1

Xi(n) pour tout indi
e i = 1, . . . , n. Il est
lair que le sous OX(n)-module inversible
O [−µ] = OX(n) [−µ]de KX(n) engendré par fµi au-dessus de Xi (n) satisfait 
es 
onditions. On noteraque puisque [µ] ∈ Zn≥0, le OX(n)-module O [−µ] ainsi dé�ni est un idéal de OX(n).7.2.4. Par dé�nition, le dual O [µ] = O [−µ]

∨ est le sous OX(n)-module inver-sible de KX(n) engendré par f−µi au-dessus de Xi (n). On a don
 des isomorphismesde OXi(n)-modules
ζµi : O [µ] |Xi(n)= f−µiOXi(n)

∼→ OXi(n), si = f−µiai 7→ ai = fµisi, i = 1, . . . , n.Les se
tions
gij = ζ−1

µi
(g̃ij) ∈ Γ (Xij (n) ,O [µ]) , i 6= j, i, j = 1, . . . , n,70



dé�nies via les isomorphismes induits
ζµi : Γ (Xij (n) ,O [µ])

∼→ Γ
(
X∗ (n) ,OX(n)

)
≃ Af .
onstituent alors un 1-
o
y
le de �e
h g = {gij}i,j=1,...,n ∈ C1

(
U(n),O [µ]

) pourle re
ouvrement U(n) = (Xi (n))i=1,...,n de X (n), et l'on obtient �nalement unisomorphisme de V (O [−µ])+-torseurs
W ≃ W

(
U(n),O [−µ] , g

) ρ(n)−→ X (n) ,où, suivant (2.2.1), la notation W
(
U(n),O [−µ] , g

) désigne le X (n)-s
héma spe
trede la OX(n)-algèbre quasi-
ohérente obtenue en re
ollant les algèbres symétriques
S
(
O [−µ] |Xi(n)

) au-dessus des ouvertsXij (n) par l'intermédiaire des isomorphismesde OXij(n)-algèbres
S (gij , Id) : S

(
O [−µ] |Xij(n)

) ∼→ S
(
O [−µ] |Xij(n)

)
.Cela 
onduit don
 à l'interprétation suivante des s
hémas de Danielewski-Fieseler :Proposition 7.2.5. Il y a une 
orrespondan
e biunivoque entre les s
hémasde Danielewski-Fieseler π : W → X dé�nis par un multi-indi
e [µ] ∈ Zn≥0 et une
olle
tion de fon
tions de transition g̃ = {g̃ij}i,j=1,...,n et les V (O [−µ])+-torseurs

ρ (n) : W = W
(
U(n),O [−µ] , g

)
→ X (n)dé�nis par un 1-
o
y
le de �e
h g = {gij}i,j=1,...,n ∈ C1
(
U(n),O [µ]

)
.7.2.3. A
tions du groupe additif sur les s
hémas de Danielewski-Fieseler. Par dé�nition, un s
héma de Danielewski-Fieseler π : W → X dé-�ni par un multi-indi
e [µ] ∈ Zn≥0 et une 
olle
tion de fon
tions de transition

{g̃ij}i,j=1,...,n est muni d'une a
tion du groupe Ga,X dont les restri
tions aux ouverts
Wi = Spe
 (A [Ti]) 
oïn
ident ave
 les a
tions par translations tordues tfµi .7.2.6. D'autre part, l'interprétation 
i-dessus 
onduit à 
onsidérerW 
omme untorseur ρ (n) : W → X (n) sous le X (n)-groupe V (O [−µ])+. Or, par 
onstru
tion,le OX(n)-module inversible O [µ] s'identi�e au module inversible asso
ié au diviseure�e
tif

[µ]D (n) :=

n∑

i=1

µiDi (n) =

n∑

i=1

δ∗i (µiD)dé�ni par les données lo
ales {(Xi (n) , fµi)}i=1,...,n. Ainsi, par l'intermédiaire dela se
tion 
anonique s[µ] ∈ Γ (X (n) ,O [µ]) 
orrespondante, nous pouvons munir le
V (O [−µ])+-torseur ρ (n) : W → X (n) d'une stru
ture de quasi-torseur sous legroupe additif Ga,X(n) (3.1.6).7.2.7. Équiper ρ (n) : W → X (n) de 
ette Ga,X(n)-a
tion par translationstordues ts[µ]

revient bien sûr à faire agir, pour tout indi
e i = 1, . . . , n, le groupeadditif Ga,Xi(n) sur Wi = W |Xi(n)≃ A1
Xi(n) via la translation tordue tfµi . Ainsi, ladonnée de la Ga,X -a
tion 
anonique (7.1.3) sur un s
héma de Danielewski-Fieseler

π : W → X est équivalente à la donnée de la stru
ture de quasi-torseur sous Ga,X(n)sur le V (O [−µ])+-torseur ρ (n) : W → X (n) 
orrespondant.Remarque 7.2.8. Les isomorphismes τij : Af [Ti]
∼→ Af [Tj ], Ti 7→ g̃ij +

fµi−µjTj sont in
hangés lorsque l'on rempla
e le multi-indi
e [µ] ∈ Zn≥0 par unmulti-indi
e [µ′] = [µ]+[ν̂] ∈ Zn≥0, où ν ≥ − min
i=1,...,n

(µi) et [ν̂] = (ν, . . . , ν). Cela 
or-respond, dans l'interprétation en termes de torseurs ρ (n) : W → X (n), au fait queles diviseurs [µ]D (n) et [µ′]D (n) sur X (n) sont linéairement équivalents puisque
[ν̂]D (n) = div (δ∗fν) est un diviseur trivial. Ainsi, rempla
er le multi-indi
e [µ] parun multi-indi
e [µ′] 
omme 
i-dessus, ne 
hange pas la 
lasse d'isomorphisme de W71



en tant queX-s
héma, mais altère 
ependant la Ga,X-
anonique (7.2.7) en modi�antle 
y
le des points �xes (3.3.3) du Ga,X(n)-quasi-torseur ρ (n) : W → X (n).Le tableau suivant rassemble l'essentiel des étapes des deux pro
édés de 
onstru
-tion des s
hémas de Danielewski-Fieseler introduits dans le présent 
hapitre.Constru
tion par re
ollement Constru
tion par torseursMulti-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn
≥0 Multi-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn

≥0Fon
tions de transition g̃ = {g̃ij ∈ Af}Relations g̃ik = g̃ij + fµi−µj g̃jk

S
héma δ : X (n) → X

OX(n)-module O [µ]Co
y
le g = {gij} ∈ C1
`

U(n),O [µ]
´Isomorphismes

τij : Af [Ti]
∼
→ Af [Tj ]

Ti 7→ g̃ij + fµi−µjTj

Isomorphismes
S (gij , Id) : S

`

O [µ] |Xij(n)

´ ∼
→ S

`

O [µ] |Xij (n)

´S
héma π : W → X

V (O [−µ])+-torseur
ρ (n) : W = W

`

U(n),O [−µ] , g
´

→ X (n)S
héma π = δ ◦ ρ (n) : W → XA
tion de Ga,X partranslations tordues lo
ales tfµi

Quasi-torseur sous Ga,X(n)via la se
tion 
anonique s[µ]Fig. 7.2.1. Constru
tion des s
hémas de Danielewski-Fieseler.7.2.4. Retour sur les morphismes équivariants 
anoniques. D'après laproposition (7.1.14), tout s
héma de Danielewski-Fieseler π : W → X est isomorpheà un s
héma de 
e type obtenu à partir d'un multi-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn≥0,d'un entier λ ≥ max
i=1,...,n

(µi) et d'une 
olle
tion σ̃ = {σ̃i}i=1,...,n d'éléments σ̃i ∈ A.Un tel s
héma π : W(λ,σ̃) → X est alors 
anoniquement muni d'un morphisme
Ga,X-équivariant ψ(λ,σ̃) : W(λ,σ̃) → A1

X (−λ) (7.1.13).Le pro
édé de 
onstru
tion d'un s
héma de Danielewski-FieselerW = W(λ,σ̃) etde son morphisme 
anonique ψ(λ,σ̃) s'interprète de nouveau agréablement en termesdu V (O [−µ])+-torseur ρ (n) : W → X (n) 
orrespondant.7.2.9. Notons δ : X (n) → X le morphisme stru
tural de X (n) et 
onsidéronsle OX(n)-module inversible O
[
λ̂
]

= δ∗OX (λD) ≃ OX(n) (δ∗ (λD)) 
orrespondantau multi-indi
e 
onstant [λ̂] = (λ, . . . , λ). Via l'isomorphisme de OX -modules
ζλ : OX (λD) = f−λOX

∼→ OX , s = f−λa 7→ a = fλs,nous pouvons maintenant dé�nir, à partir de la 
olle
tion σ̃ = {σ̃i}i=1,...,n, une
0-
o
haine de �e
h

σ =
{
σi = δ∗i ◦ ζ−1

λ (σ̃i)
}
i=1,...,n

∈ C0
(
U(n),O

[
λ̂
])
.7.2.10. Le diviseur ([λ̂]− [µ]

)
D (n) =

∑n
i=1 (λ− µi)Di (n) ∈ Div (X (n))étant par hypothèse e�e
tif puisque λ ≥ max

i=1,...,n
(µi), la se
tion 
anonique s[λ̂]−[µ]induit un homomorphisme de OX(n)-modules θ[µ],λ = s[λ̂]−[µ] : O [µ] → O

[
λ̂
]
.Par dé�nition, les fon
tions de transition g̃ij du s
héma de Danielewski-Fieseler

π : W = W(λ,σ̃) → X satisfont les identités fλ−µi g̃ij = σ̃j − σ̃i ∈ Af pour tout
ouple d'indi
es i 6= j. Ainsi, le 1-
o
y
le de �e
h
g(λ,σ) =

{
gij = ζ−1

µi
(g̃ij)

}
i,j=1,...,n

∈ C1
(
U(n),O [µ]

)
orrespondant satisfait la relation θ[µ],λ

(
g(λ,σ)

)
= ∂ (σ) dans C1

(
U(n),O

[
λ̂
]), où

∂ désigne la di�érentielle du 
omplexe de �e
h. On notera d'ailleurs que 
e 
o
y
le72



g(λ,σ) = {gij}i,j=1,...,n est uniquement déterminé par 
ette relation puisque pardé�nition, la restri
tion de θ[µ],λ au-dessus de l'ouvert X∗ (n) de X (n) induit unisomorphisme O [µ] |X∗(n)
∼→ O

[
λ̂
]
|X∗(n). Autrement dit, dans les 
onditions 
i-dessus, les se
tions gij ∈ Γ (Xij (n) ,O [µ]) ≃ Γ (X∗ (n) ,O [µ]) sont déterminées demanière unique par les identités θ[µ],λ (gij) = σj |Xi(n) −σi |Xj(n).7.2.11. Nous pouvons maintenant identi�er W(λ,σ̃) aux V (O [−µ])+-torseur

ρ (n) : W(λ,σ̃) ≃ W
(
U(n),O [−µ] , g(λ,σ)

)
→ X (n)
orrespondant au 
o
y
le g(λ,σ). Puisque l'image par θ[µ],λ du 
o
y
le g(λ,σ) est un
obord, la donnée de la 0-
o
haîne σ ∈ C0

(
U(n),O

[
λ̂
]) est équivalente à la donnéed'un X (n)-morphisme linéaire a�ne ψ̃(λ,σ) : W(λ,σ̃) → V

(
O
[
−λ̂
]) équivariantpour le morphisme de X (n)-groupes V (O [−µ])+ → V

(
O
[
−λ̂
])

+
induit par l'ho-momorphisme de OX(n)-modules tθ[µ],λ : O

[
−λ̂
]
→ O [−µ] dual de θ[µ],λ. Pluspré
isément, d'après (2.3.1) , ψ̃(λ,σ) est l'unique X (n)-morphisme dont les restri
-tions au-dessus des ouverts Xi (n) de X (n) sont induites par les homomorphismesde OXi(n)-algèbres

S
(
σi,

t θ[µ],λ

)
: S
(
O [−µ] |Xi(n)

)
→ S

(
O
[
−λ̂
]
|Xi(n)

)
.Par 
onstru
tion, le morphisme ψ̃(λ,σ) est Ga,X(n) équivariant lorsque l'on munit

W(λ,σ̃) et V
(
O
[
−λ̂
]) des stru
tures 
anoniques de quasi-torseur sous Ga,X(n)
orrespondant respe
tivement aux se
tions 
anoniques s[µ] et s[λ̂]. Ainsi, le X-morphisme

ψ(λ,σ) : W(λ,σ̃)

ψ̃(λ,σ)−→ V
(
O
[
−λ̂
])

≃ V (JX (λD)) ×X X (n)
p1→ V (JX (λD))s'identi�e au morphisme Ga,X -équivariant ψ(λ,σ̃) : W(λ,σ̃) → A1
X (−λ) asso
ié à lapaire (λ, σ̃).Le tableau suivant résume les deux pro
édés de 
onstru
tion des s
hémas deDanielewski-Fieseler de type W(λ,σ̃) = W(λ,σ), et de leurs morphismes 
anoniques

ψ(λ,σ̃) = ψ(λ,σ) respe
tifs.Constru
tion par re
ollement Constru
tion par torseursMulti-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn≥0 Multi-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn≥0Entier λ ≥ max
i=1,...,n

(µi)Colle
tion σ̃ = {σ̃i ∈ A}

Entier λ ≥ max
i=1,...,n

(µi)Co
haîne σ =∈ C0
(
U(n),O

[
λ̂
])Fon
tions de transition

g̃ij = fµi−λ (σ̃j − σ̃i)

Homomorphisme θ[µ],λ : O [µ] → O
[
λ̂
]Co
y
le g = θ−1

[µ],λ (∂ (σ))S
héma π : W(λ,σ̃) → XMorphisme équivariant
ψ(λ,σ̃) : W(λ,σ̃) → A1

X (−λ)

S
héma π : W(λ,σ) → XMorphisme équivariant
ψ(λ,σ) : W(λ,σ) → A1

X (−λ)Fig. 7.2.2. Morphismes équivariants 
anoniques.73



Exemple 7.2.12. Nous revenons pour 
et exemple à la surfa
e de Danielewski
S1 ⊂ A3

C = Spe
 (C [x, y, z]) dé�nie par l'équation xz−y (y + 1) = 0. La 
onstru
tionde l'introdu
tion 
onduit à interpréter S 
omme le s
héma de Danielewski-Fieselerde base (X = Spe
 (C [x]) , D = div (x)) dé�ni par le multi-indi
e µ = (0, 0) ∈ Z2
≥0et la fon
tion de transition g̃12 = −x−1 ∈ C

[
x, x−1

]. Cela revient à dire, en termede torseurs, que S s'identi�e au torseur ρ (2) : S → X (2) sous le groupe additif
Ga,X(2) dé�ni par le 
o
y
le g12 = x−1 ∈ Γ

(
X12 (2) ,OX(2)

)
≃ C

[
x, x−1

].D'autre part, puisque g̃12 = x−1 (0 − (−1)) on 
onstate que S est isomorpheau s
héma de Danielewski-Fieseler dé�ni par la paire (λ, {σ̃1, σ̃2}), où λ = 1, σ̃1 =
−1 et σ̃2 = 0. Cela revient de nouveau à dire que le torseur ρ (2) : S → X (2)
orrespondant est dé�ni par la paire (λ, {σ1, σ2}), où σ1 = −x−1 ∈ Γ (X,OX (D))et σ2 = 0.Considérons maintenant S non 
omme une surfa
e a�ne de A3

C mais seule-ment 
omme le s
héma de Danielewski-Fieseler abstrait W 
orrespondant à 
esdonnées, 
'est à dire 
omme le s
héma obtenu en re
ollant les deux �brés triviaux
Wi = Spe
 (C [x] [Ti]) au dessus de X∗ = Spe
 (C [x, x−1

]) par l'intermédiaire del'isomorphisme de C
[
x, x−1

]-algèbres
τ12 : C

[
x, x−1

]
[T1]

∼→ C
[
x, x−1

]
[T2] , T1 7→ x−1 (σ̃2 − σ̃1) + T2.Grâ
e au morphisme 
anonique ψ(1,σ̃) : W → A1

X (−1) asso
ié à la paire (1, σ̃), nousallons retrouver, selon un pro
édé similaire à 
elui utilisé par Bandman et Makar-Limanov [1℄, le plongement initial de S ≃W . Posons pour 
ela π = δ ◦ ρ (2) : W →
X et A1

X = Spe
 (C [x] [y]). Dans les 
oordonnées pré
édemment introduites, lesrestri
tions de ψ(1,σ̃) aux ouverts W1 et W2 sont induites par les homomorphismesde C [x]-algèbres
ψ̃i : C [x] [y] → C [x] [Ti] , y 7→ σ̃i + xTi, i = 1, 2.On en déduit que ξ = x−1ψ(1,σ̃)

(
ψ(1,σ̃) + 1

) est une fon
tion régulière sur W dontla restri
tion à 
ha
une des deux 
omposantes irrédu
tibles de la �bre π−1 (0) estune fon
tion 
oordonnée. D'autre part, ψ(1,σ̃) induit une fon
tion 
oordonnée sur les�bres π−1 (x), x ∈ X∗, et prend les valeurs distin
tes 0 et 1 sur les deux 
omposantesirrédu
tibles de π−1 (0).On en 
on
lut que le X-morphisme (ψ(1,σ̃), ζ
)

: W → A2
X est un plongementfermé de W dans A2

X ≃ Spe
 (C [x] [y, z]) dont l'image s'identi�e 
lairement à lasurfa
e S dé�nie par l'équation xz − y (y + 1) = 0. Bien sûr, 
e plongement estéquivariant lorsque l'on munit S de la restri
tion de l'a
tion
t ⋆ (x, y, z) =

(
x, y + xt, z + 2yt+ xt2

)de Ga,X sur A3
C, le morphisme ψ(1,σ̃) : S → A1

X (−1) s'identi�ant alors, par 
onstru
-tion, à la restri
tion sur S de la proje
tion équivariante pry : A3
X → A1

X (−1).

74



CHAPITRE 8S
hémas de Danielewski-Fieseler générauxÉtant donné un s
héma X et un diviseur e�e
tif non nul D ∈ Div+ (X), nousintroduisons dans le présent 
hapitre la notion générale de s
héma de Danielewski-Fieseler de base (X,D) atta
hé à un torseur ρ : V → X sous un �bré en droites
L+ = V (L). Dans le 
as parti
ulier où X = Spe
 (A), D = div (f) et ρ : V → X estle torseur trivial sous le groupe additif Ga,X , on retrouvera la notion pré
édemmentintroduite.Pour aboutir à la dé�nition �nale, nous pro
édons en plusieurs étapes. Nousdé�nissons d'abord la notion de dupli
ation δ : X (D,n) → X d'un diviseur e�e
tif
D dans un s
hémaX . Il s'agit pour l'essentiel de donner une formulation exploitablede la 
onstru
tion (7.2.1) 
onsistant à former un X-s
héma X (D,n) en remplaçant
D par un nombre �ni de 
opies de D.Les s
hémas de Danielewski-Fieseler généraux π : W → X 
onstituent alors une
lasse parti
ulière de torseurs ρ (n) : W → X (D,n) sous 
ertains �brés en droites
Ln [−µ] déduits de L, satisfaisant des propriétés analogues à 
elles ren
ontrées dansl'interprétation en termes de torseurs des s
hémas de Danielewski-Fieseler au sensde la dé�nition (7.1.6) du 
hapitre pré
édent.Les s
hémas π = δ ◦ ρ (n) : W → X ainsi introduits sont 
anoniquement munisd'une a
tion du �bré en droites L+. Il sont don
 les objets d'une 
ertaine sous-
atégorie D

(L,V )
/(X,D) de la 
atégorie des X-s
hémas munis d'une a
tion de 
e type.Notation 8.0.13. Étant donné un s
héma X et un diviseur e�e
tif non nul

D ∈ Div+ (X), nous désignons par OX (D) le OX -module inversible dé�ni par D,et par JX (D) ≃ OX (−D) l'idéal inversible de OX , dual de OX (D). Nous feronsl'abus de notation usuel 
onsistant à identi�er tour à tour D soit ave
 le sous-s
héma fermé Spe
 (JX (D)) de X soit ave
 son support Supp (D). En parti
ulier,étant donné un tel diviseur e�e
tif D non nul, nous désignons par X∗ = X \ Dl'ouvert 
omplémentaire du support de D.Étant donnés deux diviseurs e�e
tifs D et D′ sur X , tels que D − D′ soite�e
tif, nous notons sD−D′ : OX (D′) → OX (D) l'homomorphisme de OX -modules
orrespondant à la se
tion 
anonique
sD−D′ ∈ Γ (X,OX (D −D′)) ≃ HomX (OX (D′) ,OX (D)) ,et nous notons tsD−D′ : JX (D′) → JX (D) son homomorphisme dual.8.1. Dupli
ations de diviseursSur le modèle de la 
onstru
tion de la droite a�ne à deux origines, nous in-troduisons dans 
e paragraphe la notion de dupli
ation d'un diviseur e�e
tif D surun s
héma X . Nous dé�nissons ensuite une 
lasse de morphismes entre les s
hémasainsi obtenus, que nous appelons morphismes de dupli
ations.8.1.1. Dé�nitions et notations.Définition 8.1.1. Soient X un s
héma, D ∈ Div+ (X) un diviseur e�e
tif nonnul, et n ≥ 1 un entier. On appelle n-dupli
ation de D dans X , X-s
héma

δ : X (D,n) → X75



obtenu en re
ollant n 
opies δi : Xi
∼→ X de X par l'identité le long des ouverts

Xi,∗ = δ−1
i (X∗) ⊂ Xi préimages respe
tives de l'ouvert X∗ = X \D de X par lesisomorphismes δi, i = 1, . . . , n.Notation 8.1.2. Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur la donnée du diviseur D,nous noterons simplement δ : X (n) → X pour désigner le X-s
héma X (D,n).Nous désignons par U(n) = U(D,n) le re
ouvrement ouvert 
anonique de X (n) parles ouverts Xi (n) ≃ X , i = 1, . . . , n, images respe
tives des s
hémas Xi ≃ X par lemorphisme quotient 
anonique

ξ :

n⊔

i=1

Xi → X (n) =

n⊔

i=1

Xi/ ∼ .Dans 
e qui suit, nous identi�erons δi ave
 la restri
tion de δ à l'ouvert Xi (n), etnous notons X∗ (n) = δ−1 (X∗) ⊂ Y (n) l'ouvert de X (n) préimage de X∗ par δ.8.1.3. Par 
onstru
tion, X (1) est 
anoniquement isomorphe à X . Par 
ontre,pour tout n ≥ 2, le morphisme δ : X (n) → X n'est pas séparé, et pour tout 
oupled'indi
es i 6= j, on a Xij (n) := Xi (n) ∩Xj (n) ≃ X∗ (n) , tandis que la préimage
δ−1 (D) du sous-s
héma fermé D est 
onstitué de la réunion disjointe des n souss
hémas fermés dé�nis par les diviseurs e�e
tifs

Di (n) = δ∗i (D) ∈ Div+ (Xi (n)) , i = 1, . . . , n,images inverses respe
tives de D ∈ Div+ (X) par les isomorphismes δi : Xi (n)
∼

→ X.On notera que pour tout sous-ensemble d'indi
es {i1, . . . , ir} ⊂ {1, . . . , n}, la stru
-ture de X-s
héma induite par δ sur l'ouvert r⋃

k=1

Xik (n) ⊂ X (n) identi�e 
e dernierà la r-dupli
ation X (D, r) de D dans X .
Xi

Di (n)

Xn
Dn (n)

X1 D1 (n)

δ

X (D,n)

XD

δn
δi

δ1

Fig. 8.1.1. Dupli
ation du diviseur D dans X .Remarque 8.1.4. On notera en�n que le X-s
héma X (n) ne dépend que dusupport de D, et non de la stru
ture s
hématique sur le sous-s
héma fermé de X
orrespondant.8.1.2. Diviseurs sur une dupli
ation.Définition 8.1.5. Pour tout multi-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn, nous dési-gnons [µ]D (n) ∈ Div (X (n)) l'unique diviseur tel que
[µ]D (n) |Xi(n)≃ δ∗i (µiD) , i = 1, . . . , n.76



8.1.6. Ave
 la notation 
i-dessus, la préimageDi (n) de D par l'homomorphisme
δ∗i : Div (X)

∼→ Div (Xi (n)) s'identi�e don
 à la restri
tion à l'ouvert Xi (n) dudiviseur [ i1]D (n), où
[
i
1

]
=

(
0, . . . , 0,

i
1, 0 . . . , 0

)
, i = 1, . . . , n.Plus généralement, puisque δ : X (n) → X est lo
alement un isomorphisme, l'ho-momorphisme image inverse δ∗ : Div (X) → Div (X (n)) est bien dé�ni. Il est biensur inje
tif mais n'est bije
tif que si n = 1 puisque l'on a en parti
ulier la relation

n∑

i=1

[
i
1

]
D (n) = (1, . . . , 1)D (n) = δ∗D.On en déduit d'ailleurs qu'un diviseur [µ]D (n) est dans l'image de δ∗ si et seulementsi [µ] = (µ, . . . , µ) pour un 
ertain µ ∈ Z.Notation 8.1.7. Nous 
onsidérons l'ensemble Zn 
omme muni de sa stru
turede groupe produit. Pour tout multi-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn et tout entier λ ∈

Z, λ·[µ] désigne le multi-indi
e (λµ1, . . . , λµn) ∈ Zn. L'opposé de [µ] sera simplementnoté [−µ] = (−µ1, . . . ,−µn). Étant donné un entier µ ∈ Z, on note le multi-indi
e
onstant (µ, . . . , µ) ∈ Zn par [µ̂] = µ ·
[
1̂
], et le multi-indi
e (0, . . . , 0,

i
µ, 0, . . . , 0

)par [ iµ] = µ ·
[
i
1

], i = 1, . . . , n. Il nous arrivera par la suite de 
onsidérer unmulti-indi
e [µ] ∈ Zn 
omme une appli
ation [µ] : {1, . . . , n} → Z, i 7→ [µ] (i) = µi.Définition 8.1.8. Pour tout OX -module inversible L et tout multi-indi
e [µ] =
(µ1, . . . , µn) ∈ Zn nous notons

{ Ln [µ] = δ∗L⊗OX(n)
OX(n) ([µ]D (n))

Ln [−µ] = δ∗L⊗OX(n)
OX(n) ([−µ]D (n))8.1.9. Pour tout entier µ1 ∈ Z, L1 [µ̂1] s'identi�e don
, via l'isomorphisme

X (1) ≃ X , au OX -module L⊗OX OX (µ1D), que nous noterons dorénavant L (µ1).Ainsi pour tout multi-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn, Ln [µ] est un OX(n) -moduleinversible, dont la restri
tion au-dessus de Xi (n), est isomorphe au OXi(n)-module
δ∗i L (µi). Par dé�nition des diviseurs [µ]D (n) ∈ Div (X (n)), on a de plus un iso-morphisme

Ln [µ] ≃
n⊗

i=1

Ln
[
i
µi

]
.8.1.10. Étant donnés deux multi-indi
es [µ] , [µ′] ∈ Zn≥0 tels que [µ]− [µ′] ∈ Zn≥0,on note

θ[µ′],[µ] = Id⊗ s[µ]−[µ′] : L∨ [µ′] → L∨ [µ]l'homomorphisme induit par la se
tion 
anonique s[µ]−[µ′] du OX(n)-module inver-sible OX(n) ([µ] − [µ′]) asso
ié au diviseur e�e
tif ([µ] − [µ′])D (n).Notation 8.1.11. Conformément aux 
onventions introduites dans la premièrepartie, nous notons p : Ln [µ] = V (Ln [µ]) → X (n) le �bré en droites dé�ni par
Ln [µ], et nous utilisons la notation supplémentaire Ln [µ]+ pour indiquer que nous
onsidérons Ln [µ] non seulement 
omme un �bré en droites sur X (n) mais en
ore
omme un X (n)-s
héma en groupes. 77



8.1.3. Morphismes de dupli
ations. Les dupli
ations δ : X (n) → X, où npar
ourt l'ensemble des entiers naturels, forment une sous-
atégorie pleine de la 
a-tégorie des X-s
hémas. Parmi tous les X-morphismes entre deux telles dupli
ations,nous 
onsidérons la sous-
lasse suivante :Définition 8.1.12. Un X-morphisme α : X (n′) → X (n) entre deux dupli-
ations de D dans X est appelé un morphisme de dupli
ations s'il existe une ap-pli
ation φ : {1, . . . , n′} → {1, . . . , n} telle que pour tout indi
e i = 1, . . . , n′,l'image du support du diviseur [ i1]D (n′) ⊂ Xi (n
′) par α soit 
ontenue dans l'ou-vert Xφ(i) (n) ⊂ X (n).8.1.13. Il revient au même de dire qu'un X-morphisme α : X (n′) → X (n) estun morphisme de dupli
ations si et seulement si, pour tout indi
e j = 1, . . . , n,la restri
tion α : α−1 (Xj (n)) → Xj (n) identi�e l'ouvert α−1 (Xj (n)) à la r-dupli
ation de Dj (n) dans Xj (n). En parti
ulier, pour tout indi
e i = 1, . . . , n′tel que α (Di (n

′)) ⊂ Dj (n), α induit un X-isomorphisme αij : Xi (n
′)

∼→ Xj (n)puisque la restri
tion de α à l'ouvert X∗ (n′) ≃ X∗ induit né
essairement un isomor-phisme de X∗-s
hémas α∗ : X∗ (n′)
∼→ X∗ (n). Ainsi, un morphisme de 
e type estuniquement déterminé par la donnée d'une appli
ation φ : {1, . . . , n′} → {1, . . . , n}.Nous noterons don
 αφ : X (n′) → X (n) le morphisme 
orrespondant à un tel φ.Exemple 8.1.14. Via l'identi�
ation 
anoniqueX ≃ X (1), le morphisme stru
-tural δ : X (n) → X de la n-dupli
ation de D dans X est un morphisme de du-pli
ations au sens de la dé�nition pré
édente. De même, pour tout sous-ensembled'indi
es {i1, . . . , ir} ⊂ {1, . . . , n}, l'immersion ouverte r⋃

k=1

Xik (n) →֒ X (n) est unmorphisme de dupli
ations puisque l'ouvert r⋃

k=1

Xik (n) de X (n) est isomorphe, viala restri
tion du morphisme δ : X (n) → X à la r-dupli
ation de X le long de D.Remarque 8.1.15. Si le support deD est 
onnexe, alors pour toutX-morphisme
α : X (n′) → X (n) l'image du support du diviseur Di (n

′) ⊂ Xi (n
′) est toujours
ontenue dans le support d'un unique diviseurDj(i) (n) ⊂ Xj(i) (n). Ainsi, sous 
ettehypothèse, tout X-morphisme α : X (n′) → X (n) est un morphisme de dupli
ationsau sens de la dé�nition (8.1.12).8.1.16. Puisqu'un morphisme de dupli
ations α = αφ : X (n′) → X (n) estlo
alement un isomorphisme, il est possible de dé�nir l'homomorphisme imageinverse α∗ : Div (X (n)) → Div (X (n′)). En parti
ulier, pour tout multi-indi
e

[µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn, l'image inverse α∗ ([µ]D (n)) du diviseur [µ]D (n) est undiviseur sur X (n′), isomorphe au diviseur [µα]D (n′) 
orrespondant au multi-indi
e
[µα] = [µ ◦ φ] = (µ′

1, . . . , µ
′
n′) ∈ Zn

′dé�ni par µ′
i = µφ(i) pour tout i = 1, . . . , n′. Par 
onséquent, pour tout OX -moduleinversible L et tout multi-indi
e [µ] ∈ Zn, on a un isomorphisme de OX(n′)-modules

α∗Ln [µ] ≃ Ln′ [µα] ≃ (δ′)
∗ L⊗OX(n) ([µα]D (n′)) .8.2. Dupli
ations de torseurs en droitesDans 
e paragraphe, nous 
onsidérons des quadruplets (X,D,L, V ) 
onstituésd'un s
héma X , d'un diviseur e�e
tif D ∈ Div+ (X) non nul, d'un OX -moduleinversible L et d'un torseur ρ : V → X sous le �bré en droites L+ = V (L)+ dé�nipar L. 78



8.2.1. Dé�nitions et notations. Étant donné un tel quadruplet (X,D,L, V )et un entier n ≥ 1, nous 
onsidérons la n-dupli
ation δ : X (n) → X de D dans Xet nous désignons par ρi : Vi = δ∗i V → Xi (n) les torseurs sous δ∗i L+ = V (δ∗i L)+,images inverses respe
tives de V par les isomorphismes δi : Xi (n)
∼→ X (2.1.2).Pour tout entier positif ou nul µi, nous notons

tθµi = Id⊗t sµi : Ln
[
− i
µi

]
|Xi(n)≃ δ∗i L⊗ JXi(n) (µiDi (n)) → Ln

[
i
0

]
|Xi(n)l'homomorphisme de OXi(n)-modules déduit de la se
tion 
anonique sµi du OXi(n)-module inversible OXi(n) (µiDi (n)).8.2.1. Rappelons maintenant (2.3.3) qu'une image dire
te du δ∗i L+-torseur ρi :

Vi → Xi (n) par l'homomorphisme θµi est un torseur ρ̃i : Wi → Xi (n) sous le
Xi (n)-groupe Ln [− i

µi

]
|Xi(n) tel que les 
lasses d'isomorphismes

c (Wi) ∈ H1
(
Xi (n) ,L∨

n

[
i
µi

]
|Xi(n)

) et c (Vi) ∈ H1

(
Xi (n) ,L∨

n

[
i
0

]
|Xi(n)

)de Wi et Vi respe
tivement satisfassent la relation (θµi)∗ (c (Wi)) = c (Vi), où
(θµi)∗ : H1

(
Xi (n) ,L∨

n

[
i
0

]
|Xi(n)

)
→ H1

(
Xi (n) ,L∨

n

[
i
µi

]
|Xi(n)

)désigne l'homomorphisme de groupes induit par l'homomorphisme deOXi(n)-modules
θµi : L∨

n

[
i
0

]
|Xi(n)→ L∨

n

[
i
µi

]
|Xi(n).Définition 8.2.2. Soient L un OX -module inversible, ρ : V → X un V (L)+-torseur et [µ] ∈ Zn≥0 un multi-indi
e. On appelle [µ]-dupli
ation de V , tout L [−µ]+-torseur ρ (n) : W → X (n) dont les restri
tions au-dessus des ouvertsXi (n) deX (n)sont des images dire
tes ρ̃i : Wi → Xi (n) de ρi : Vi → Xi (n) par l'homomorphisme

θµi .Définition 8.2.3. On appelle s
héma de Danielewski-Fieseler de type (n, [µ]),de base (X,D), atta
hé au V (L)+-torseur ρ : V → X tout X-s
héma
π : W = W (n,[µ]) ρ(n)−→ X (n) = X (D,n)

δ→ Xtel que ρ (n) : W → X (n) soit isomorphe à une [µ]-dupli
ation de V au sens de ladé�nition (8.2.2).Exemple 8.2.4. La dé�nition des s
hémas de Danielewski-Fieseler de base
(X = Spe
 (A) , D = div (f)) introduite dans le 7 
hapitre (
f. 7.1.6) est évidem-ment 
ompatible ave
 la dé�nition plus générale 
i-dessus. En e�et, d'après (7.2.5),tout s
héma π : W → X de 
e type dé�ni par un multi-indi
e [µ] ∈ Zn≥0 et une 
ol-le
tion de fon
tion de transitions {g̃ij ∈ Af}i,j=1,...,n s'identi�e à une [µ]-dupli
ationdu Ga,X-torseur trivial p : A1

X → X . On notera d'ailleurs que dans 
e 
as parti-
ulier les deux notions 
oïn
ident 
ar toute image dire
te du torseur trivial A1
Xpar un homomorphisme θµi : JX (µiD) → OX est isomorphe au V (JX (µiD))+-torseur trivial, don
 est isomorphe, 
omme X-s
héma, à A1

X puisque D = div (f)est prin
ipal.Notation 8.2.5. A�n d'alléger la terminologie introduite 
i-dessus, nous di-rons plus simplement qu'un s
héma π : W → X satisfaisant aux hypothèses de ladé�nition (8.2.3) est un (n, [µ])-DFS1 atta
hé à la paire (L, V ), le diviseur D étantalors impli
ite, 
omme 
ela était déjà le 
as dans la dé�nition de dupli
ation d'undiviseur.1Abréviation de la version anglaise Danielewski-Fieseler S
heme.79
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Fig. 8.2.1. Dupli
ation d'un torseur en droites.8.2.2. Stru
tures de quasi-torseurs sur les DFS. Par dé�nition, un (n, [µ])-DFS atta
hé à un L+-torseur ρ : V → X est essentiellement 
onstitué d'un torseur
ρ (n) : W → X (n) sous le �bré en droites Ln [−µ]+, le morphisme π : W → Xs'en déduisant par 
omposition ave
 le morphisme stru
tural δ : X (n) → X de ladupli
ation du diviseur D dans X .8.2.6. Puisque [µ] ∈ Zn≥0, pour tout entier r ≥ 0, ([µ] + [r̂])D (n) est un diviseure�e
tif surX (n). On dé�nit alors, par l'intermédiaire de la se
tion 
anonique s[µ]+[r̂]du OX(n)-module inversible OX(n) ([µ] + [r̂]) 
orrespondant, un homomorphismerégulier (3.1.1)Id⊗ts[µ]−[−r̂] : Ln [−µ] = δ∗L⊗JX(n) ([µ]D (n)) → Ln [r̂] = δ∗L⊗OX(n) ([r̂]D (n))permettant de munir ρ (n) : W → X (n) d'une stru
ture 
anonique de quasi-torseursous le �bré en droites L [r̂]+ (
f 3.1.8). Par 
onséquent, pour tout r ≥ 0, le X-s
héma π = δ ◦ ρ (n) : W → X peut être 
anoniquement muni d'une a
tion du
X-groupe L (r)+ = V (L⊗OX (rD))+.Définition 8.2.7. On appelle L+-a
tion 
anonique sur le (n, [µ])-DFS

π : W
ρ(n)−→ X (n) = X (D,n)

δ→ Xatta
hé au L+-torseur ρ : V → X , l'a
tion de L+ surW 
orrespondant à la stru
turede L [0̂]
+
-quasi-torseur sur ρ (n) : W → X (n), induite par la se
tion 
anonique

s[µ] ∈ Γ
(
X (n) ,OX(n) ([µ])

).Remarque 8.2.8. Via l'identi�
ation qui existe entre les (n, [µ])-DFS de base
(X = Spe
 (A) , D = div (f)) atta
hés au torseur trivial p : A1

X → X sous Ga,X et less
hémas de Danielewski-Fieseler au sens de la dé�nition (7.1.6), l'a
tion 
anonique80



dé�nie 
i-dessus 
oïn
ide ave
 
elle pré
édemment introduite dans 
e 
as parti
ulier(
f. 7.2.6).8.2.9. Une fois muni de sa L+-a
tion 
anonique, la stru
ture d'un (n, [µ])-DFS
π : W → X atta
hé à un L+-torseur ρ : V → X est la suivante :- la restri
tion W∗ de W au-dessus de l'ouvert X∗ (n) ≃ X∗ de X (n) est iso-morphe à la restri
tion V∗ de V au-dessus de l'ouvert X∗ de X ;- la préimage du support de D par π est 
onstituée de la réunion disjointe desrestri
tions des L [−µ] |Xi(n)-torseurs ρ̃i : Wi = W |Xi(n)→ Xi (n) , sur les supportdes diviseurs Di (n) ⊂ Xi (n), i = 1, . . . , n.On notera en parti
ulier que si n ≥ 2, alors π : W → X n'est 
ertainement pas untorseur sous L+.8.3. La 
atégorie des s
hémas de Danielewski-FieselerDans 
e paragraphe, nous �xons un quadruplet (X,D,L, V ) 
onstitué d'uns
héma X , d'un diviseur e�e
tif non nul D ∈ Div+ (X), d'un OX -module inversible
L, et d'un torseur ρ : V → X sous le �bré en droites L+ = V (L)+ dé�ni par L.Les (n, [µ])-DFS

π : W = W (n,[µ]) ρ(n)−→ X (n) = X (D,n)
δ→ Xatta
hés à V sont les objets d'une sous-
atégorie DL,V de la 
atégorie (S
h/X) des

X-s
hémas, que nous allons dé�nir 
i-dessous.8.3.1. Étant donnés deux entiers n et n′, nous 
onsidérons un morphisme dedupli
ations (8.1.12) α : X (n′) → X (n). Soit maintenant π : W
ρ(n)−→ X (n)

δ→ Xun (n, [µ])-DFS atta
hé à la paire (L, V ). L'image inverseWα = W ×X(n)X (n′) du
Ln [−µ]+-torseur ρ (n) : W → X (n) est un torseur ρα (n′) : Wα → X (n′) sous le�bré en droites α∗Ln [−µ]+ ≃ Ln′ [µα] (8.1.16). Nous dirons alors que

πα : Wα :
ρα(n′)−→ X (n′)

δ′→ Xest le (n′, [µα])-DFS image inverse de π : W → X par le morphisme de dupli
ations
α : X (n′) → X (n)..Définition 8.3.2. Un morphisme de s
hémas de Danielewski-Fieseler

β : W ′ = W ′(n′,[µ′]) →W = W (n,[µ]),où les deux DFS sont atta
hés à une même paire (L, V ) est la donnéea) d'un morphisme de dupli
ations α : X (n′) → X (n),b) d'un α-morphisme β : W ′ → W qui est L+-équivariant pour les a
tions
anoniques.8.3.3. Par dé�nition des L+-a
tions 
anoniques (8.2.7) surW et W ′ respe
tive-ment, le α-morphisme β : W ′ → W satisfait la dé�nition 
i-dessus si et seulementsi [µα]− [µ′] ∈ Zn≥0 et le X (n′)-morphisme βα : W ′ →Wα = W ×X(n)X (n′) fa
to-risant β est un morphisme linéaire a�ne (2.1.4) équivariant pour le morphisme de
X (n′)-groupes Ln′ [−µ′]+ → α∗Ln [−µ]+ induit par l'homomorphisme de OX(n′)-modules

tθ[µ′],[µα] = Id⊗t s[µα]−[µ′] : α∗Ln [−µ] ≃ Ln′ [−µα] → Ln′ [−µ′] .81



On a alors un diagramme 
ommutatif
W ′

βα

GGG

##G
GG

ρ(n′)

��

β

&&
Wα

p1 //

ρα(n′)
��

W

ρ(n)

��
X (n′)

α // X (n)Remarque 8.3.4. On notera que si le support deD est 
onnexe, alors pour tout
X-morphisme β : W ′ → W il existe un morphisme de dupli
ations α : X (n′) →
X (n) tel que β soit un α-morphisme. En e�et, sous 
ette hypothèse, la préimagepar ρ (n′) : W ′ → X (n′) d'un diviseur Di (n

′) sur X (n′) est elle aussi 
onnexe, desorte que son image par β est 
ontenue dans la préimage par ρ (n) : W → X (n)d'un unique diviseur Dφ(i) (n). Le morphisme de dupli
ations re
her
hé est alors
elui 
orrespondant à 
ette appli
ation φ : {1, . . . , n′} → {1, . . . , n}.Exemple 8.3.5. Soit π : W = W(λ,σ̃) → X le s
héma de Danielewski-Fieseler detype (n, [µ]), de base (X = Spe
 (A) , D = div (f)), atta
hé au Ga,X-torseur trivial
p : A1

X → X , et asso
ié à une paire (λ, σ̃) 
onstituée d'un entier λ ≥ max
i=1,...,n

(µi) etune 
olle
tion σ̃ = {σ̃i}i=1,...,n d'éléments σ̃i ∈ A (
f. 7.1.13). Alors le X-morphisme
Ga,X-équivariant 
anonique ψ(λ,σ̃) : W(λ,σ̃) → A1

X (−λ) est un morphisme de s
hé-mas de Danielewski-Fieseler au sens de la dé�nition (8.3.2). En e�et, par 
onstru
-tion de 
e morphisme (7.1.10), il su�t de prendre α = δ : X (n) → X dans ladé�nition.Définition 8.3.6. Soit (X,D,L, V ) un triplet 
onstitué d'un s
héma X , d'undiviseur e�e
tif non nul D ∈ Div+ (X), d'un OX -module inversible L et d'un torseur
p : V → X sous le �bré en droites L dé�ni par L.On appelle 
atégorie des s
hémas de Danielewski-Fieseler de base (X,D) atta
héà la paire (L, V ) la sous-
atégorie D

(L,V )
/(X,D) de la 
atégorie (S
h/X) suivante :a) Les objets de D

(L,V )
/(X,D) sont les (n, [µ])-DFS de base (X,D) atta
hés à la paire

(L, V ) au sens de la dé�nition (8.2.3), équipés de leur L+-a
tion 
anonique (8.2.7)b) Les morphismes de D
(L,V )
/(X,D) sont les morphismes de DFS au sens de la dé�-nition (8.3.2).Notation 8.3.7. Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur la base (X,D) ou la paire

(L, V ), nous noterons plus simplement D(L,V ) ou en
ore seulement D en lieu etpla
e de D
(L,V )
/(X,D).8.3.8. Par dé�nition, la restri
tion W∗ au-dessus de l'ouvert X∗ (n) ≃ X∗ d'un

(n, [µ])-DFS π : W → X de D(L,V ) est isomorphe à la restri
tion V∗ de V au-dessusde X∗, et 
et isomorphisme est L+-équivariant. Par 
onséquent, tout morphismede DFS β : W ′ → W induit, en restri
tion au-dessus de X∗, un X∗-isomorphisme
L+-équivariant β |X∗ : W ′

∗ → W∗. En parti
ulier, si X est intègre, alors tous les
(n, [µ])-DFS le sont, et les morphismes β : W ′ →W dans D(L,V ) sont birationnels,don
, s'ils sont a�nes, des pseudo-modi�
ations a�nes (4.2.5).
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CHAPITRE 9S
hémas de Danieleweski-Fieseler atta
hés à untorseur en droites trivialLe présent 
hapitre est 
onsa
ré à une des
ription détaillée des s
hémas deDanielewski-Fieseler de base (X,D), asso
iés à un torseur en droites trivial
p : L = V (L) → X dé�ni par un OX -module inversible L, 
'est à dire les ob-jets de la 
atégorie D = D

(L,L)
/(X,D) pré
édemment introduite.Nous établissons en parti
ulier un pro
édé de 
onstru
tion de (n, [µ])-DFS

π : W
(n,[µ])
(λ,σ)

ρ(n)−→ X (n) = X (D,n)
δ→ Xà partir d'entiers λ ≥ 0 et de 0-
o
haînes de �e
h σ = {σi} ∈ C0

(
U(n),L∨

n

[
λ̂
]),similaire à 
elui déjà ren
ontré dans le 
as parti
ulier des s
hémas de Danielewski-Fieseler de base (X = Spe
 (A) , D = div (f)). Nous montrons ensuite que tout objetde D est isomorphe à un objet obtenu de 
ette manière, et nous donnons un 
ritèrepermettant de dé
ider si deux DFSW (n,[µ])

(λ,σ) etW (n′,[µ′])
(λ′,σ′) de 
e type sont isomorphesdans D.Nous dé
rivons en�n, en
ore par l'intermédiaire de 
o
haînes, la stru
ture desmorphismes dans la 
atégorieD, et nous donnons de nouveau un pro
édé permettantde 
onstruire tous les morphismes possibles entre deux s
hémas de Danielewski-Fieseler W (n,[µ])

(λ,σ) et W (n′,[µ′])
(λ′,σ′) .Notation 9.0.9. Dans 
e 
hapitre, nous �xons un diviseur e�e
tif non nul

D ∈ Div+ (X) et nous 
onsidérons ex
lusivement des s
hémas de Danielewski-Fieseler atta
hés au L+-torseur trivial p : L = V (L) → X , où L est un OX -module inversible lui aussi �xé. Pour tout n ≥ 1 nous notons δ : X (n) → Xla n-dupli
ation de D dans X . Conformément aux notations pré
édemment intro-duites, pour tout multi-indi
e [µ] ∈ Zn≥0, Ln [µ] désigne le OX(n)-module inversible
δ∗L ⊗OX(n)

OX(n) ([µ]D (n)) . Étant donné un se
ond multi-indi
e [µ′] ∈ Zn≥0 telque [µ] ≥ [µ′] (pour l'ordre produit sur Zn), nous notons s[µ]−[µ′] la se
tion 
a-nonique du OX(n)-module inversible OX(n) ([µ] − [µ′]) asso
ié au diviseur e�e
tif
([µ] − [µ′]D (n)) ∈ Div+ (X (n)).Dans 
es 
onditions, nous notons θ[µ′],[µ] = Id ⊗ s[µ]−[µ] : L∨

n [µ′] → L∨
n [µ] , où

L∨
n = δ∗L∨, l'homomorphisme déduit de 
ette se
tion. Si [µ] est un multi-indi
e
onstant [λ̂] = (λ, . . . , λ) ∈ Zn≥0, nous noterons simplement θ[µ′],λ en lieu et pla
ede θ[µ′],[λ̂]. En�n, l'homomorphisme Ln [−µ] → Ln [−µ′] dual de θ[µ′],[µ] sera noté

tθ[µ′],[µ] = Id⊗t s[µ]−[µ′].9.1. S
hémas de Danielewski-Fieseler dé�nis par des 
o
haînesÉtant donné un OX -module inversible L, nous donnons 
i-dessous un pro
édéde 
onstru
tion de s
hémas de Danielewski-Fieseler π : W → X de type (n, [µ])atta
hés aux L+-torseur trivial p : L = V (L) → X . Les DFS ainsi obtenus sont
anoniquement munis d'un morphisme ψ : W → L (−λ) = V (L⊗ JX (λD)) dansla 
atégorie D. 83



9.1.1. S
héma de Danielewski-Fieseler dé�ni par une paire (λ, σ). Fixonsun entier n ≥ 1, et notons δ : X (n) → X la n-dupli
ation de D dans X .9.1.1. Étant donné un multi-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn≥0, nous 
onsidéronsune paire (λ, σ) 
onsituée1) d'un entier λ ≥ max
i=1,...,n

(µi) ;2) d'une 0-
o
haîne de �e
h σ = {σi}i=1,...,n ∈ C0
(
U(n),L∨

n

[
λ̂
]).9.1.2. Les diviseurs [µ]D (n) et [λ̂]D (n) étant tous deux supportés sur unfermé du 
omplémentaire de X∗ (n) ≃ X∗, la restri
tion de l'homomorphisme θ[µ],λ,dont l'existen
e est assurée par la 
ondition 1), au-dessus de l'ouvert X∗ (n) de

X (n) est un isomorphisme. Par 
onséquent, il existe un unique 1-
o
y
le de �e
h
g(λ,σ) = {gij}i,j=1,...,n ∈ C1

(
U(n),L∨

n [µ]
)satisfaisant l'égalité θ[µ],λ

(
g(λ,σ)

)
= ∂ (σ), où ∂ désigne la di�érentielle du 
omplexede �e
h. Autrement dit, les se
tions gij ∈ Γ (Xi (n) ∩Xj (n) ,L∨

n [µ]) sont dé�niespar les égalités θ[µ],λ (gij) = σj |Xi(n) −σi |Xj(n), i 6= j, i, j = 1, . . . , n.Définition 9.1.3. On appelle 
o
y
le 
anonique asso
ié à la paire (λ, σ) le
1-
o
y
le de �e
h g(λ,σ) = {gij}i,j=1,...,n ∈ C1

(
U(n),L∨

n [µ]
) dé�ni par la relation

θ[µ],λ

(
g(λ,σ)

)
= ∂ (σ).9.1.4. Rappelons (2.2.1) qu'à partir du 
o
y
le g(λ,σ) ainsi dé�ni, on 
onstruit,en re
ollant les OXi(n)-algèbres symétriques S

(
Ln [−µ] |Xi(n)

) au-dessus des inter-se
tions Xij (n) via les isomorphismes OXij(n)-algèbres
S (gij , Id) : S

(
Ln [−µ] |Yij(n)

) ∼→ S
(
Ln [−µ] |Yij(n)

)
, i 6= j, i, j = 1, . . . , n,une OX(n)-algèbre quasi-
ohérente B dont le spe
tre

ρ (n) : W = W
(
U(n),Ln [−µ] , g(λ,σ)

)
→ X (n)est 
anoniquement muni d'une stru
ture de torseur sous le �bré en droites Ln [−µ]+.Définition 9.1.5. On dit que le s
héma de Danielewski-Fieseler

π : W(λ,σ) = W
(n,[µ])
(λ,σ) = W

(
U(n),Ln [−µ] , g(λ,σ)

) ρ(n)−→ X (n)
δ

→ Xest le (n, [µ])-DFS atta
hé à (L, L) dé�ni par la paire (λ, σ).9.1.2. Morphisme 
anonique asso
ié à une paire (λ, σ). Tout (n, [µ])-DFS π : W = W(λ,σ)
ρ(n)−→ X (n)

δ→ X dé�ni par une paire (λ, σ) satisfaisant auxhypothèses (9.1.1), admet un morphisme 
anonique
ψ(λ,σ) : W(λ,σ) → L (−λ) = V (L ⊗ JX (λD))dans la 
atégorie D.9.1.6. En e�et, par dé�nition du 
o
yle g(λ,σ), l'identité θ[µ],λ

(
g(λ,σ)

)
= ∂ (σ)est satisfaite, 
e qui implique, d'après (2.3.2), l'existen
e d'un X (n)-morphismelinéaire a�ne

ψ̃(λ,σ) : W → Ln

[
−λ̂
]
≃ L (−λ) ×X X (n)équivariant pour le morphisme de X (n)-groupes induit par l'homomorphisme de

OX(n)-modules tθ[µ],λ : Ln
[
−λ̂
]
→ Ln [−µ] dual de θ[µ],λ. Rappelons (2.3.1), que

ψ̃(λ,σ) est l'unique morphisme dont les restri
tions au-dessus des ouverts Xi (n) de
X (n) sont induites par les homomorphismes de OXi(n)-algèbres

S
(
σi,

t θ[µ],λ |Xi(n)

)
: S
(
Ln
[
−λ̂
]
|Xi(n)

)
→ S

(
Ln [−µ] |Xi(n)

)
, i = 1, . . . , n.84



Ainsi, ψ̃(λ,σ) : W → Ln

[
−λ̂
] est bien L+-équivariant lorsque l'on munit 
es deuxtorseurs de leurs stru
tures 
anoniques respe
tives de quasi-torseur sous Ln [0̂]+(8.2.7), de sorte que le X-morphisme

ψ(λ,σ) = p1 ◦ ψ̃(λ,σ) : W = W(λ,σ) → Ln

[
−λ̂
]
≃ L (−λ) ×X X (n) → L (−λ)est un morphisme de DFS au sens de la dé�nition (8.3.2), dont le morphisme dedupli
ation sous-ja
ent s'identi�e au morphisme stru
tural δ : X (n) → X .Définition 9.1.7. Soit π : W(λ,σ) → X un (n, [µ])-DFS dé�ni par une paire

(λ, σ) satisfaisant aux hypothèses (9.1.1). On dit que ψ(λ,σ) : W(λ,σ) → L (−λ) estle X-morphisme L+-équivariant 
anonique asso
ié à la paire (λ, σ).La �gure suivante résume l'ensemble du pro
édé de 
onstru
tion de s
hémas deDanielewski-Fieseler obtenu 
i-dessus. Entier n
Multi-indi
e :

[µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn
≥0

Dupli
ation :
δ : X (n) → XRe
ouvrement :

U(n) = (Xi (n))i=1,...,n Entier λ ≥ max
i=1,...,n

(µi)

OX(n)-modules :
L∨

n [µ] L∨
n

h

λ̂
iHomomorphisme :

θ[µ],λ : L∨
n [µ] → L∨

n

h

λ̂
i Co
haine :

σ ∈ C0
“

U(n),L
∨
n

h

λ̂
i”Co
y
le :

g(λ,σ) ∈ C1
`

U(n),L
∨
n [µ]

´tq. θ[µ],λ

`

g(λ,σ)

´

= ∂ (σ)Torseur :
ρ (n) : W = W

`

U(n),Ln [−µ] , g(λ,σ)

´

→ X (n)
(n, [µ])-DFS :

π = δ ◦ ρ (n) : W → XMorphisme L+-équivariant :
ψ(λ,σ) : W → L (−λ)Fig. 9.1.1. Constru
tion d'un (n, [µ])-DFS à partir d'une paire (λ, σ).
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9.1.3. Théorèmes d'isomorphies. D'après la proposition (7.1.14), tout s
hémade Danielewski-Fieseler de base (X = Spe
 (A) , D = div (f))et atta
hé au Ga,X-torseur trivial p : A1
X → X est isomorphe à un s
héma dé�ni par une paire (λ, σ).Le résultat suivant 
onstitue don
 une généralisation naturelle de 
ette 
ara
térisa-tion.Théorème 9.1.8. Soient X un s
héma, D ∈ Div+ (X) un diviseur e�e
tif nonnul et p : L → X le torseur trivial sous le �bré en droites L+ = V (L)+ dé�ni parun OX-module inversible L. Tout s
héma de Danielewski-Fieseler de base (X,D),atta
hé à la paire (L, L), est isomorphe à un (n, [µ])-DFS

π : W
(n,[µ])
(λ,σ) = W

(
U(n),Ln [−µ] , g(λ,σ)

) ρ(n)−→ Y (n)
δ→ Xdé�ni par une paire (λ, σ).Démonstration. Par dé�nition,W est un (n, [µ])-DFS π : W
ρ(n)→ X (n)

δ→ X ,où ρ (n) est un Ln [−µ]+-torseur dont les restri
tions Wi = W |Xi(n) au dessus desouvertsXi (n) du re
ouvrement 
anonique U(n) de X (n) sont des images dire
tes dutorseur trivial pi : δ∗i L→ Yi (n) par les homomorphismes de OXi(n)-modules induitspar les se
tions 
anoniques sµi ∈ Γ
(
Xi (n) ,OXi(n) (µiDi (n))

). Par 
onséquent, letorseur ρ (n) : W → Y (n) devient trivial sur le re
ouvrement ouvert 
anonique U(n),de sorte que l'on peut 
hoisir un représentant de la 
lasse d'isomorphisme c (W ) ∈
H1 (X (n) ,L∨

n [µ]) de W sous la forme d'un 1-
o
yle de �e
h g = {gij}i,j=1,...,n ∈
C1
(
U(n),L∨

n [µ]
), 
e qui 
onduit à un isomorphisme de Ln [−µ]+-torseurs W ≃

W
(
U(n),Ln [−µ] , g

)
.Pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j, Xij (n) = X∗ (n) s'identi�e à l'ouvert de X (n)sur lequel la se
tion 
anonique s[1̂] ∈ Γ

(
X (n) ,OX(n)

([
1̂
]
D (n)

)) ne s'annule pas.Ainsi, pour tout entier r assez grand, gij ⊗ s[r̂] ∈ Γ
(
X∗ (n) ,L∨

n [µ] ⊗OX(n) [r̂]
)s'étend en une se
tion globale de L∨

n [k]⊗OX(n) [r̂] sur X (n). En posant maintenant
m = max

i=1,...,m
(µi) et λ = r +m, on 
on
lut que pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j,

θ[µ],λ (gij) = gij⊗s[r̂]⊗s[m̂]−[µ] ∈ Γ
(
X∗ (n) ,L∨

n [µ] ⊗OX(n) [r̂] ⊗OX(n) ([m̂] − [µ])
)s'étend en une se
tion globale de L∨

n

[
λ̂
]. Il ne reste alors plus qu'à poser, parexemple,

σ1 = 0, et σi = θ[µ],λ (g1i) |Xi(n)∈ Γ
(
Xi (n) ,L∨

n

([
λ̂
]))

, i = 2, . . . , npour obtenir la relation θ[µ],λ (g) = ∂ (σ) qui signi�e pré
isément que g = g(λ,σ) où
σ = {σi}i=1,...,n ∈ C0

(
U(n),L∨

n

[
λ̂
])
. �9.1.9. Le théorème pré
édent s'interprète en termes d'extensions de la ma-nière agréable suivante. Rappelons tout d'abord (2.4.1) qu'à tout Ln [−µ]+-torseur

ρ (n) : W → X (n) dé�ni à partir d'un 
o
yle g = {gij}i,j=1,...,n ∈ C1
(
U(n),L∨

n [µ]
)
orrespond, via l'isomorphismeH1 (X (n) ,L∨

n [µ]) ≃ Ext1X(n)

(
Ln [−µ] ,OX(n)

), uneextension
0 → OX(n) → E q→ Ln [−µ] → 0,devenant triviale sur le re
ouvrement 
anonique U(n) deX (n), et telle queW s'iden-ti�e au 
omplémentaire dans P (E) de la X (n)-se
tion dé�nie par la surje
tion

E → Ln [−µ]. Nous pouvons alors former le produit �bré de l'extension 
i-dessuspar l'homomorphisme de OX(n)-modules tθ[µ],λ : Ln
[
−λ̂
]
→ Ln [−µ] dual de θ[µ],λ,
'est à dire l'extension

0 → OX(n) →
[Ker (−q,t θ[µ],λ

)
: E ⊕ Ln

[
−λ̂
]
→ Ln [−µ]

]
→ Ln

[
−λ̂
]
→ 0.86



Le théorème (9.1.8) signi�e alors que pour tout entier λ assez grand, l'extensionainsi obtenue est isomorphe à l'extension triviale OX(n) ⊕Ln
[
−λ̂
], le s
indage 
or-respondant étant donné par une 0-
o
haine σ = {σi}i=1,...,n ∈ C0
(
U(n),L∨

n

[
λ̂
])
.9.1.10. Comme nous l'avions déjà remarqué dans le 
as parti
ulier des s
hé-mas de Danielewski-Fieseler de base (X = Spe
 (A) , D = div (f)) atta
hés au Ga,X-torseur trivial A1

X , l'entier λ et la 
o
haîne σ du théorème (9.1.8) ne sont pasdéterminés de manière unique. L'interprétation en termes d'extensions montre enparti
ulier que tout entier λ′ ≥ λ 
onvient et que la 
o
haîne σ donnant le s
in-dage n'est dé�nie que modulo l'addition d'une se
tion υ ∈ Γ
(
X (n) ,L∨

n

[
λ̂
]).De même, le 
o
y
le intermédiaire g ∈ C1

(
U(n),L∨

n [µ]
) donnant l'isomorphisme

W ≃ W
(
U(n),Ln [−µ] , g

) peut être rempla
é par un 
o
y
le de la forme g + ∂ (τ),où τ ∈ C0
(
U(n),L∨

n [µ]
).Toutes les paires (λ, σ) pour lesquelles on a un isomorphisme de Ln [−µ]+-torseurs W ≃ W

(n,[µ])
(λ,σ) se déduisent don
 essentiellement des 
onsidérations pré
é-dentes. Pour déterminer à quelles 
onditions deux DFS W (n,[µ])

(λ,σ) et W (n′,[µ′])
(λ′,σ′) sontisomorphes dans la 
atégorie D, il reste à remarquer que si α : X (n)
∼→ X (n) estun isomorphisme de dupli
ations, alors pour tout s
héma de Danielewski-Fieseler

π : W
ρ(n)→ X (n)

δ→ X , l'image inverse πα : Wα → X de π : W → X par α estun s
héma de Danielewski-Fieseler isomorphe à π : W → X , bien que les torseurs
ρα (n) : Wα → X (n) et ρ (n) : W → X (n) ne soient en général pas isomorphes.Cela 
onduit à la 
ara
térisation suivante :Théorème 9.1.11. Pour que deux DFS W = W

(n,[µ])
(λ,σ) et W ′ = W

(n′,[µ′])
(λ′,σ′) , où

λ′ ≥ λ, soient isomorphes dans D, il faut et il su�t que les 
onditions suivantessoient satisfaites :a) n = n′ ;b) Il existe un isomorphisme de dupli
ations α : X (n)
∼→ X (n) tel que [µα] = [µ′] ;
) Il existe υ ∈ Γ

(
X (n) ,L∨

n

[
λ̂′
]) et τ ∈ C0

(
U(n),L∨

n [µ′]
) telles que l'égalité

σ′ = υ + θλ,λ′ (σα) + θ[µ′],λ′ (τ)soit satisfaite dans C0
(
U(n),L∨

n

[
λ̂′
]), où θλ,λ′ = Id⊗ s[λ̂′]−[λ̂] : L∨

n

[
λ̂
]
→ L∨

n

[
λ̂′
],et où υ est identi�é au 0-
o
yle de �e
h υ =

{
υ |Xi(n)

}
i=1,...,n

.Démonstration. D'après 
e qui pré
ède, 
es 
onditions sont su�santes. Ré-
iproquement, par dé�nition des morphismes dans la 
atégorie D, il est 
lair que si
W et W ′ sont isomorphes on doit avoir n = n′. Ainsi, le morphisme de dupli
ations
α = αφ : X (n) → X (n) sous-ja
ent à un tel isomorphisme β : W ′ ∼→ W est unisomorphisme, don
 est déterminé par une permutation φ de l'ensemble d'indi
es
{1, . . . , n}. Pour que le morphisme linéaire a�ne βα : W ′ → Wα = α∗W déter-minant β soit un isomorphisme équivariant pour le morphisme de X (n)-groupesinduit par l'homomorphisme de OX(n)-modules

tθ[µ′],[µα] = Id⊗t s[µα]−[µ′] : α∗Ln [−µ] ≃ Ln [−µα] → Ln [−µ′] ,il est né
essaire que θ[µ′],[µα] soit un isomorphisme. Cette 
ondition est évidem-ment remplie si et seulement si [µα] = [µ′] 
e qui revient à dire que tθ[µ′],[µα] estl'isomorphisme identique de Ln [µ′].PuisqueW est dé�ni par la paire (λ, σ), l'image inverseWα deW est déterminéepar la paire (λ, σα) 
orrespondant à la 0-
o
haîne
σα = α∗σ ∈ C0

(
U(n), α

∗L∨
n [µ]

)
≃ C0

(
U(n),L∨

n [µ′]
)
.87



D'après (2.3.2), l'existen
e d'un X (n′)-morphisme βα : W ′ → Wα satisfaisant les
onditions requises équivaut à l'existen
e d'une 
o
haîne τ ∈ C0
(
U(n),L∨

n [µ′]
) telleque l'égalité g(λ′,σ′) = g(λ,σα) + ∂ (τ) soit satisfaite dans C1

(
U(n),L∨

n [µ′]
). Puisque

λ′ ≥ λ, l'égalité θ[µ′],λ′ = θλ,λ′ ◦ θ[µ′],λ implique alors, par dé�nition des 
o
y
les
g(λ′,σ′) et g(λ,σα), que la relation ∂ (σ′) = ∂

(
θλ,λ′ (σα) + θ[µ],λ′ (τ)

) est satisfaitedans C1
(
U(n),L∨

n

[
λ̂′
]). Ainsi, la 0-
o
haîne

σ′ − θλ,λ′ (σα) − θ[µ′],λ′ (τ) ∈ C0
(
U(n),L∨

n

[
λ̂′
])est un 
o
y
le, don
 un 
obord, si bien qu'il existe une se
tion υ ∈ Γ
(
X (n) ,L∨

n

[
λ̂′
])pour laquelle la 
ondition 
) est satisfaite. �Exemple 9.1.12. Étant donnée une 
olle
tion {a} = (a1, . . . , an) ∈ Cn denombres 
omplexes deux à deux distin
ts, nous 
onsidérons la famille des s
hémasde Danielewski-Fieseler Wn

(λ,{a}) de base (X = Spe
 (C [x]) , D = div (x)), de type(
n,
[
0̂
]), atta
hés au Ga,X -torseur trivial A1

X , et dé�nis par des paires (λ, σ) où σi =

aix
−λ ∈ Γ (X,OX (λD)) pour tout i = 1, . . . , n. D'après le théorème (9.1.11) deuxs
hémas Wn

(λ,{a}) et Wn′

(λ′,{a′}) sont isomorphes dans la 
atégorie D 
orrespondantesi et seulement si n = n′, λ = λ′, et s'il existe b ∈ C et une permutation φ del'ensemble d'indi
es {1, . . . , n} telles que a′i = aφ(i) + b pour tout i = 1, . . . , n.Un raisonnement analogue à 
elui de l'exemple (7.2.12) montre que le X-morphisme φ : Wn
(λ,{a}) → A2

X = Spe
 (C [x] [y, z]) de 
omposantes
φ1 = ψ(λ,σ) et φ2 = x−λP{a} (φ1) = x−λ

n∏

i=1

(φ1 − ai)est un plongement A2
X induisant un isomorphisme entre Wn

(λ,{a}) et la surfa
e
SλP{a}

⊂ A2
X dé�nie par l'équation xλz − P{a} (y) = 0, et que 
et isomorphismeest Ga,X-équivariant lorsque l'on munit SλP{a}

de la restri
tion de la Ga,X-a
tionsur A2
X 
orrespondant à la dérivation lo
alement nilpotente

∂ = x
∂

∂y
+ P ′

{a} (y)
∂

∂z
.On en déduit que deux s
hémas de Danielewski-Fieseler SλP{a}

et Sλ′

P{a′}
sont iso-morphes si et seulement si λ = λ′, et s'il existe b ∈ C tel que P{a} (y) = P{a′} (y + b).D'autre part, d'après un résultat de Makar-Limanov ([33℄ et [34℄), deux s
hémas

SλP{a}
et Sλ′

P{a′}
sont isomorphes si et seulement si λ = λ′, et s'il existe a ∈ C∗ et b ∈ Ctels que P{a} (y) = P{a′} (ay + b). Pour lever l'apparente 
ontradi
tion entre 
esdeux résultats, il su�t de remarquer que l'isomorphisme de s
hémas SλP{a}

≃ SλP{a′}induit par l'automorphisme (x, y, z) 7→ (x, ay + b, z) de A2
X est un isomorphisme des
hémas de Danielewski-Fieseler si et seulement si il est Ga,X-équivariant, 
e quin'est évidemment le 
as que lorsque a = 1.Remarque 9.1.13. L'exemple pré
édent montre qu'il est naturel de s'intéresseraux 
lasses d'isomorphismes des s
hémas de Danielewski-Fieseler π : W → X dansla 
atégorie des X-s
hémas. Si l'on fait abstra
tion du problème lié à la fa
torisatond'un isomorphisme de X-s
hémas β : W ′ ∼→ W par un morphisme de dupli
ationssous-ja
ent α : X (n′) → X (n) qui apparaît lorsque le support du diviseur D n'estpas 
onnexe (8.1.15), la question se ramène alors essentiellement à la déterminationdes X-automorphismes des �brés en droites p : L (−λ) = V (L⊗ JX (λD)) → X .Or, lorsque X est intègre, tout automorphisme de 
e type est né
essairement induit88



par un automorphisme de OX -algèbres de la forme
S (g, f) : S (L⊗ JX (lD)) → S (L ⊗ JX (lD)) ,où g ∈ Γ (X,L∨ ⊗OX (lD)) et f ∈ EndX (L ⊗ JX (lD)) ≃ Γ (X,OX) est un auto-morphisme de OX -modules, 
orrespondant don
 à un élément inversible de OX .Autrement dit, dans 
es 
onditions, la seule di�éren
e par rapport au 
as L+-équivariant étudié jusqu'à présent est la possibilité de rempla
er l'homomorphismeidentique IdL⊗JX (lD) par n'importe quel automorphisme f .Même sous les hypothèses simpli�
atri
es pré
édentes, le problème 
onsistantmaintenant à déterminer à quelles 
onditions deux s
hémas de Danielewski-Fieseler

W et W ′ sont des s
hémas abstraits isomorphes, 
'est à dire indépendamment deleur stru
tures respe
tives de X-s
hémas ave
 L+-a
tion, est en général beau
oupplus di�
ile.9.2. Constru
tion de morphismes de s
hémas de Danielewski-FieselerDans 
e paragraphe nous donnons un pro
édé permettant de 
onstruire desmorphismes β : W ′ → W dans la 
atégorie D des s
hémas de Danielewski-Fieselerde base (X,D), atta
hés au L+-torseur trivial p : L = V (L) → X . Nous montronsensuite qu'à isomorphisme près, tout morphisme dans D peut être obtenu par 
epro
édé.9.2.1. Prin
ipe de 
onstru
tion. Étant donné un (n, [µ])-DFS
π : W = W(λ,σ)

ρ(n)−→ X (n)
δ→ Xatta
hé à la paire (L, L), dé�ni par une paire (λ, σ) satisfaisant aux hypothèses(9.1.1), nous donnons 
i-dessous un pro
édé permettant de 
onstruire des mor-phismes de DFS β : W ′ →W .9.2.1. Pour 
ela, nous 
onsidérons les données suivantes :1) un morphisme de dupli
ations α : X (n′) → X (n) ;2) un multi-indi
e [µ′] ∈ Zn

′

≥0 tel que [µα] ≥ [µ′] ;3) une 0-
o
haine τ = {τi}i=1,...,n′ ∈ C0
(
U(n′),L∨

n′ [µα]
).9.2.2. Sous les hypothèses pré
édentes, nous notons σα =∈ C0

(
U(n′),L∨

n′

[
λ̂
])l'image inverse α∗σ de la 0-
o
haîne σ par le morphisme α : X (n′) → X (n). Puisquepar hypothèse [λ̂] ≥ [µ], on a [λ̂] ≥ [µα] dans Zn

′

≥0, et don
, d'après la 
ondition2), [λ̂] ≥ [µ′], d'où l'existen
e des homomorphismes de OX(n′)-modules




θ[µα],λ = Id⊗ s[λ̂]−[µα] : L∨
n′ [µα] → L∨

n′

[
λ̂
]

θ[µ′],λ = Id⊗ s[λ̂]−[µ′] : L∨
n′ [µ′] → L∨

n′

[
λ̂
]Nous pouvons alors former le 1-
o
y
le 
anonique g′(λ,σ′) ∈ C1
(
U(n′),L∨

n′ [µ′]
) (9.1.3)asso
ié à la paire (λ, σ′), où

σ′ = σα + θ[µα],λ (τ) ∈ C0
(
U(n′),L∨

n′

[
λ̂
])
.Ce 
o
y
le dé�nit à son tour un (n′, [µ′])-DFS

π′ : W ′ = W
(
U(n′),Ln′ [−µ′] , g′(λ,σ′)

) ρ(n′)−→ X (n′)
δ′→ Xatta
hé au L+-torseur trivial p : L → X . Nous prétendons maintenant qu'il existeun X-morphisme de DFS β : W ′ → W dans D, dont α : X (n′) → X (n) est lemorphisme de dupli
ations sous-ja
ent. 89



9.2.3. En e�et, l'image inverse (8.3.1) πα : Wα = α∗W
ρα(n′)−→ X (n′)

δ′→ X de
W est isomorphe au (n′, [µφ])-DFS W(λ,σα)dé�ni par la paire (λ, σα). D'autre part,2) implique l'existen
e d'un homomorphisme de OX(n′)-modules

θ[µ′],[µα] = Id⊗ s[µα]−[µ′] : L∨
n′ [µ′] → L∨

n′ [µα]tel que θ[µ′],λ = θ[µα],λ◦θ[µ′],[µα]. La relation θ[µ′],[µα]

(
g′(λ,σ′)

)
= g(λ,σα)+∂ (τ) étantsatisfaite dans C1

(
U(n′),L∨

n′ [µα]
) par 
onstru
tion, la proposition (2.2.5) garantitl'existen
e d'un X (n′)-morphisme linéaire a�ne βα : W ′ → Wα équivariant pourle morphisme de X (n′)-groupes induit par l'homomorphisme de OX(n′)-modules

tθ[µ′],[µα] dual de θ[µ′],[µα]. Ainsi, le X-morphisme
β (τ) = p1 ◦ βα : W ′ →Wα ≃W ×X(n) X (n′) →Wdéduit de βα est un morphisme de DFS ayant α : X (n′) → X (n) pour morphismede dupli
ations sous-ja
ent, 
omme annon
é.9.2.4. On notera que par 
onstru
tion, on obtient un diagramme 
ommutatif

W ′
β(τ) //

ψ(λ,σ′) ##G
GG

GG
GG

GG
W

ψ(λ,σ){{xx
xx

xx
xx

x

L (−λ)dans la 
atégorie D, où ψ(λ,σ) et ψ(λ,σ′) désignent les morphismes L+-équivariant
anoniques respe
tivement asso
iés aux paires (λ, σ) et (λ, σ′).Le résultat suivant garantit que tous les morphismes dans la 
atégorie D peuventêtre obtenus suivant 
e pro
édé.Théorème 9.2.5. Soit β : W ′ = W (n′,[µ′]) → W = W (n,[µ]) un morphismede s
hémas de Danielewski-Fieseler, de morphisme de dupli
ations sous-ja
ent α :
X (n′) → X (n). Alors il existea) deux paires (λ, σ′) et (λ, σ)satisfaisant aux hypothèses (9.1.1),b) une 0-
o
haîne τ ∈ C0

(
U(n′), α

∗L∨
n [µ]

) satisfaisant l'identité σ′ = σα+θ[µα],λ (τ)dans C0
(
U(n′),L∨

n′

[
λ̂
]),
) des isomorphismes φ′ : W ′ ∼→ W(λ,σ′)et φ : W

∼→ W(λ,σ), et un diagramme
ommutatif
W ′

≀φ′

��

β // W

φ≀

��
W ′

(λ,σ′)

β(τ) // W(λ,σ)dans lequel β (τ) désigne le morphisme obtenu par le pro
édé (9.2.3).Démonstration. D'après le théorème (9.1.8), il existe une paire (λ, σ) et unisomorphisme
φ : W

∼→W
(n,[µ])
(λ,σ) = W

(
U(n),Ln [−µ] , g(λ,σ)

)
.Choisissons d'autre part un représentant arbitraire g′ ∈ C1
(
U(n′),L∨

n [µ′]
) de la
lasse d'isomorphisme c (W ′) ∈ H1 (Y (n′) ,L∨

n′ [k′]) du torseur Ln [−µ′]+-torseur
ρ (n′) : W ′ → X (n′) 
orrespondant à W ′. Par dé�nition (
f. 8.3.2), le morphisme
β : W ′ → W est donné par un morphisme linéaire a�ne βα : W ′ → Wα = α∗W ,équivariant pour le morphisme de X (n′)-groupes induit par l'homomorphisme de
OX(n′)-modules

tθ[µ′],[µα] = Id⊗t s[µα]−[µ′] : α∗Ln [−µ] ≃ Ln′ [−µα] → Ln′ [−µ′] .90



PuisqueWα est isomorphe au (n′, [µα])-DFS dé�ni par la paire (λ, σα), où σα = α∗σ,un tel morphisme βα : W ′ → Wα est uniquement déterminé par la donnée d'une
0-
o
haîne τ ∈ C0

(
U(n′),L∨

n′ [µα]
) telle que l'égalité θ[µ′],[µα] (g

′) = g(λ,σα) + ∂ (τ)soit satisfaite dans C0
(
U(n′),L∨

n′ [µα]
). Puisque θ[µ′],λ = θ[µα],λ ◦ θ[µ′],[µα], 
etteidentité équivaut à son tour à la relation θ[µ′],λ (g′) = ∂

(
σα + θ[µα],λ (τ)

) qui signi�eexa
tement que g′ = g(λ,σ′), où
σ′ = σα + θ[µα],λ (τ) ∈ C0

(
U(n′),L∨

n′

[
λ̂
])
.Cela démontre don
 le théorème. �La �gure suivante rassemble les ingrédients et les opérations né
essaires à la 
onstru
-tion d'un morphisme de s
hémas de Danielewski-Fieseler.Entiers : n, n′ ≥ 1Appli
ation :

φ : {1, . . . , n′} → {1, . . . , n}Dupli
ation
δ′ : X (n′) → X

Dupli
ation
δ : X (n) → XMorphisme de dupli
ations

α = αφ : X (n′) → X (n)
Multi-indi
e [µ] ∈ Zn

≥0Entier λ tq h

λ̂
i

≥ [µ]

σ ∈ C0
“

U(n),L
∨
n

h

λ̂
i”

[µα] ∈ Zn′

≥0

σα ∈ C0
“

U(n′),L
∨
n

h

λ̂
i”Multi-indi
e [µ′] ∈ Zn′

≥0tq. [µα] ≥ [µ′]

τ ∈ C0
`

U(n′),L
∨
n [µα]

´

h

λ̂
i

≥ [µ′]

σ′ = σα + θ[µφ],λ (τ)

(n′, [µ′])-DFS
π′ : W ′ = W

(n′,[µ′])
(λ,σ′)

→ X

(n, [µ])-DFS
π : W = W

(n,[µ])
(λ,σ)

→ X

morphisme de DFS
β (τ) : W ′ → WFig. 9.2.1. Constru
tion d'un morphisme dans la 
atégorie D.
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9.2.2. La 
atégorie relative −→
D. Le théorème (9.2.5) implique en parti
ulierque la donnée d'un isomorphisme φ : W

∼→ W
(n,[µ])
(λ,σ) dans la 
atégorie D équivautà la donnée d'un morphisme β : W → L (−λ) = V (L ⊗ JX (λD)) dans 
ettemême 
atégorie, le morphisme β ◦ φ−1 s'identi�ant alors au morphisme équivariant
anonique ψ(λ,σ) : W

(n,[µ])
(λ,σ) → L (−λ). Cela 
onduit à la dé�nition suivante :Définition 9.2.6. Soient X un s
héma, D ∈ Div+ (X) un diviseur e�e
tif nonnul et p : L→ X un �bré en droites dé�ni par un OX -module inversible L. On ap-pelle 
atégorie des s
hémas de Danielewski-Fieseler relatifs de base (X,D) asso
iésà la paire (L, L), la 
atégorie −→

D =
−→
D

(L,L)
/(X,D) dont les objets sont les morphismes

W = (ψ : W → L (−λ)) dans la 
atégorie D = D
(L,L)
/(X,D) , où λ par
ourt l'ensemble

Z≥0, et dont les morphismes β : W′ → W sont les diagrammes 
ommutatifs
W ′

β //

ψ′
##F

FFFFFFF W

ψ||xx
xxxxxx

L (−l)dans 
ette même 
atégorie D.9.2.7. Pour tout 
ouple d'entiers positifs ou nuls λ′ ≥ λ, le morphisme
Lλ,λ′ = (ψλ,λ′ : L (−λ) → L (−λ′)) induit par l'homomorphisme de OX -modules

tθλ,λ′ = Id⊗t s(λ′−λ)D : L (−λ′) = L ⊗ JX (λ′D) → L (−λ) = L ⊗ JX (λD)est un objet −→
D . On notera que pour λ �xé, deux objets Lλ,λ′ et Lλ,λ′′ ne sontisomorphes dans −→

D que si λ′ = λ′′. Plus généralement, pour tout multi-indi
e
[µ] ∈ Zn≥0 et toute paire (λ, σ) satisfaisant aux hypothèses (9.1.1) ,

W
(n,[µ])
(λ,σ) =

(
ψ(λ,σ) : W

(n,[µ])
(λ,σ) → L (−λ)

)
,où ψ(λ,σ) désigne le morphisme 
anonique (9.1.7), est lui aussi un objet de −→D . Nousdéduisons aussi de (9.2.4) que tout morphisme

β (τ) : W
(n′,[µ′])
(λ,σ′) →W

(n,[µ])
(λ,σ)obtenu selon le pro
édé (9.2.3) dé�nit un morphisme β (τ) : W

(n′,[µ])
(λ′,σ′) → W

(n,[µ])
(λ,σ)dans la 
atégorie −→

D . Le résultat suivant est don
 une 
onséquen
e immédiate desthéorèmes (9.1.8) et (9.2.5)Théorème 9.2.8. Tout objet W = (ψ : W → L (−λ)) de la 
atégorie −→
D estisomorphe à un objet W

(n,[µ])
(λ,σ) dé�ni par une paire (λ, σ), et pour tout morphisme

β : W′ → W dans la 
atégorie −→
D, il existe des isomorphismes φ′ : W′ ∼→ W′

(λ,σ′) et
φ : W

∼→ W(λ,σ) tels que φ′ ◦ β = β (τ) ◦ φ.
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Pour terminer 
e 
hapitre, nous mettons en pratique l'ensemble des te
hniques dé-veloppées 
i-dessus pour dé
rire un exemple analogue à 
elui donné par Bandmanet Makar-Limanov [1℄.Exemple 9.2.9. Soit δ′ : X (3) → X la 3-dupli
ation de D = div (x) dans
X = Spe
 (C [x]), obtenue en remplaçant le point fermé {0} par trois points x′1,1,
x′2,1 et x′2,2, et soit π′ : W(2,σ′)

ρ(3)→ X (3)
δ′→ X le s
héma de Danielewski-Fieselerdé�ni par le multi-indi
e [µ′] = (1, 0, 0) et la paire (2, σ′), où

σ′ =
{
σ′

1,1, σ
′
2,1, σ

′
2,2

}
∈ C0

(
U(3),O

[
2̂
])

=

3⊕

i=1

Γ (X,OX (2D)) ≃
3⊕

i=1

x−2C [x]est la 
o
haîne dé�nie par σ′
1,1 = −x2, σ′

2,1 = −x−1 et σ′
2,2 = 0.De même, soit δ : X (2) → X la 2-dupli
ation obtenue en remplaçant {0}par deux points x1,1 et x1,2, et soit π : W(2,σ)

ρ(2)→ X (2)
δ→ X le s
héma deDanielewski-Fieseler dé�ni par le multi-indi
e [µ] = (1, 1) et la paire (2, σ), où

σ ∈ C0
(
U(2),O

[
2̂
]) désigne la 
o
haîne dé�nie par σ1,1 = −x2 et σ1,2 = 0.Considérons maintenant l'unique morphisme de dupli
ations α : X (3) → X (2)tel que α (x′1,1) = x1,1 et α (x′2,i) = x1,2, i = 1, 2. On a alors [µα] = (1, 1, 1) ∈ Z3

≥0,tandis que la 0-
o
haîne σα = α∗σ ∈ C0
(
U(3),O

[
2̂
]) est donnée par (σα)1,1 = −x−2et (σα)2,i = 0, i = 1, 2.La relation σ′ = σα + θ[µα],2 (τ) est alors satisfaite dans C0

(
U(3),O

[
2̂
]) pourla 
o
haîne τ ∈ C0

(
U(3),O [µα]

) dé�nie par τ1,1 = 0, τ2,1 = −x−1 et τ2,2 = 0. Cesdonnées 
orrespondent don
 à un morphisme de s
hémas de Danielewski-Fieseler
β : W ′

(2,σ′) →W(2,σ), ayant α pour morphisme de dupli
ation sous-ja
ent, et tel que
ψ(2,σ′) = ψ(2,σ) ◦ β.On déduit de la 
orrespondan
e (7.2.5) que π : W(2,σ) → X s'identi�e aus
héma de Danielewski-Fieseler dé�ni par le multi-indi
e (1, 1) ∈ Z2

≥0 et la paire
(2, σ̃), où σ̃1,1 = −1 et σ̃1,2 = 0. De même π′ : W ′

(2,σ′) → X s'identi�e au s
hémade Danielewski-Fieseler dé�ni par le multi-indi
e (1, 0, 0) ∈ Z3
≥0 et la paire (2, σ̃′

),où σ̃′
1,1 = −1 et σ̃′

1,2 = −x et σ̃′
2,2 = 0.Le même raisonnement que dans l'exemple (7.2.12) montre maintenant que leplongement φ : W(2,σ̃) → A2

X de 
omposantes
φ1 = ψ(2,σ̃) et φ2 = x−1φ1 (φ1 + 1) ,induit un X-isomorphisme entre W(2,σ̃) et la surfa
e S1 ⊂ A2

X = Spe
 (C [x] [y, z])d'équation xz − y (y + 1) = 0. La di�éren
e ave
 l'exemple (7.2.12) 
onsiste 
epen-dant dans le fait que le plongement ainsi dé�ni est 
ette fois Ga,X-équivariant lorsquel'on munit S1 de la restri
tion de l'a
tion t ⋆ (x, y, z) =
(
x, y + x2t, z + 2xt+ x3t2

)sur A2
X 
orrespondant à la C [x]-dérivation lo
alement nilpotente

∂ = x2 ∂

∂y
+ x (2y + 1)

∂

∂z
.Nous laissons le soin au le
teur de véri�er selon le même pro
édé que W ′

(2,σ̃′) est
X-isomorphe à la surfa
e S3 ⊂ A3

X = Spe
 (C [x] [y, z, u]) d'équations
xz − y (y + 1) = 0; yu− z2 (z + 1) = 0; xu− (y + 1) z (z + 1) = 0,via le plongement dé�ni par le X-morphisme φ′ : W(2,σ̃) → A3

X de 
omposantes
φ′1 = ψ(2,σ̃′), φ′2 = x−1φ′1 (φ′1 + 1) , φ′3 = x−1 (φ′1 + 1)φ′2 (φ′2 + 1) ,93



et que 
e plongement est Ga,X-équivariant lorsque l'on munit S3 de la restri
tionde la Ga,X -a
tion sur A3
X 
orrespondant à la C [x]-dérivation lo
alement nilpotente

∂′ = x2 ∂

∂y
+ x (2y + 1)

∂

∂z
+ ((2z + 1) (2y + 1) (y + 1) + z (z + 1)x)

∂

∂u
.Via 
es deux isomorphismes équivariants, le morphisme de s
hémas de Danielewski-Fieseler β : W ′

(2,σ′) → W(2,σ) dé�ni 
i-dessus s'identi�e alors simplement au mor-phisme ζ : S3 → S1 induit par la restri
tion de la proje
tion équivariante px,y,z :
A3
X → A2

X , (x, y, z, u) 7→ (x, y, z), tandis que les morphismes Ga,X -équivariant 
ano-niques ψ(2,σ′) : W ′ → A1
X (−2) et ψ(2,σ) : W → A1

X (−2) s'identi�ent respe
tivementaux restri
tions des proje
tions équivariantes px,y : A3
X → A1

X , (x, y, z, u) 7→ (x, y)et px,y : A2
X → A1

X , (x, y, z) 7→ (x, y).Notons maintenant q3 : S3 → X et q1 : S1 → X les morphismes induits parles restri
tions des proje
tions px : A3
X → X et px : A2

X → X respe
tivement. Les
ourbes ρ (2)−1 (x1,i) ⊂ W(2,σ), i = 1, 2, s'identi�ent alors aux deux 
omposantes
onnexes C1,1 = {x = 0; y = −1} et C1,2 = {x = 0; y = 0} de la �bre q−1
1 (0) tandisque les 
ourbes ρ (3)−1 (x′1,1

) et ρ (3)−1 (x2,i), i = 1, 2, s'identi�ent respe
tivementaux trois 
omposantes 
onnexes
C′

1,1 = {x = 0; y = −1} C′
2,1 = {x = 0, y = 0, z = −1} C′

2,2 = {x = 0, y = 0, z = 0}de la �bre q−1
3 (0).
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CHAPITRE 10Propriétés lo
ales des s
hémas deDanielewski-FieselerPar rapport à la base intermédaireX (n), la stru
ture d'un s
héma de Danielewski-Fieseler
π : W

ρ(n)−→ X (n) = X (D,n)
δ→ Xde base (X,D), atta
hé à un torseur ρ : V → X sous un �bré en droites p : L+ =

V (L)+ → X , est 
elle d'un torseur sous un �bré en droites Ln [−µ]+ pour un 
ertainmulti-indi
e [µ] ∈ Zn≥0. En parti
ulier, ρ (n) : W → X (n) est une �bration a�nelo
alement triviale. Il n'en est, en général, pas de même du morphisme 
omposé
π : W → X . Par exemple, si n ≥ 2, alors le morphisme δ : X (n) → X n'est passéparé, et l'image inverse δ∗V du L+-torseur ρ : V → X n'est pas séparée au-dessusde X , don
 n'est pas a�ne au dessus de X .Dans 
e 
hapitre, nous établissons des 
ritères permettant de dé
ider si le mor-phisme stru
tural π : W → X d'un s
héma de Danielewski-Fieseler est un mor-phisme séparé ou a�ne. Puisque 
es propriétés sont toutes deux lo
ales par rapportà la baseX , il su�t d'établir de tels 
ritères lorsqueX est un s
héma a�ne. Plus pré-
isément, puisque la restri
tionW |X∗deW au-dessus de l'ouvertX∗ = X\Supp (D)de X est a�ne au-dessus de X∗, 
ar isomorphe à la restri
tion de V au-dessus de
e même ouvert, il su�t d'étudier 
es questions sur re
ouvrement de X par desouverts X∗ et Uα = Spe
 (Aα) tels que pour tout α les trois 
onditions suivantessoient satisfaites :1) D |Uα= div (fα) pour un 
ertain élément régulier non inversible fα ∈ Aα.2) L |Uα≃ OUα .3) V |Uα est isomorphe au Ga,Uα-torseur trivial A1

Uα
.On se ramène ainsi à ne 
onsidérer que des s
hémas de Danielewski-Fieseler de base

(X = Spe
 (A) , D = div (f)) atta
hés au Ga,X -torseur trivial A1
X , 
e qui permet,en parti
ulier, de mettre à pro�t les deux des
riptions alternatives de 
es s
hémastelles qu'exposées au 
hapitre 7.Danielewski [11℄ montre qu'un s
héma de Danielewski-Fieseler π : W → Xdé�ni par le multi-indi
e (0, 0) ∈ Z2

≥0 et une fon
tion de transition g̃12 = a/fn, où aet f engendrent l'idéal unité de A, est un s
héma a�ne, isomorphe au spe
tre de la
A-algèbre A [T1, T2] / (fnT2 − T1 (T1 + a)). Dans 
e 
hapitre, nous généralisons 
erésultat en donnant des 
ritères pour qu'un s
héma de Danielewski-Fieseler dé�nipar un multi-indi
e [µ] ∈ Zn≥0 et une 
olle
tion de fon
tions de transition g̃ =

{g̃ij ∈ Af}i,j=1,...,n soit un s
héma a�ne.Puisque X est par hypothèse un s
héma a�ne, un morphisme π : W → X estséparé (resp. a�ne) si et seulement si W est un s
héma séparé (resp. a�ne). Uns
héma a�ne étant en parti
ulier un s
héma séparé, nous établissons tout d'abord àquelles 
onditions un s
héma Danielewski-Fieseler est séparé. Nous montrons ensuiteque sous 
etaines hypothèses supplémentaires raisonnables, 
omme par exemple Xlo
alement fa
toriel, un s
héma de Danielewski-Fieseler π : W → X est a�ne si etseulement si il est séparé. 95



Notation 10.0.10. Nous 
onsidérons dans 
e 
hapitre des s
hémas de Danielewski-Fieseler π : W
ρ(n)→ X (n)

δ→ X de base (X = Spe
 (A) , D = div (f)), de type
(n, [µ]), atta
hés au Ga,X-torseur trivial p : A1

X → X . Nous notons simplement
D la 
atégorie D

(OX ,A
1
X)

/(X,D) 
orrespondante, et nous 
onservons les notations éta-blies au 
hapitre 7. En parti
ulier, pour distinguer les deux 
onstru
tions alter-natives de 
es s
hémas, nous notons, 
omme pré
édemment, g̃ = {g̃ij ∈ Af} lesfon
tions de transition servant à la 
onstru
tion par re
ollement (7.1.4), et nousnotons g = {gij} ∈ C1
(
U(n),O [µ]

) le 1-
o
y
le de �e
h 
orrespondant dans l'inter-prétation en termes de torseurs.10.1. S
hémas de Danielewski-Fieseler séparésPar dé�nition, un s
héma de Danielewski-Fieseler π : W → X de type (1, [µ]),où µ ∈ Z≥0, est une image dire
te du Ga,X-torseur trivial p : A1
X → X par l'ho-momorphisme de OX -modules sµ : OX → OX (µD) dé�ni par la se
tion 
anonique

sµ ∈ Γ (X,OX (µD)), don
 est a�ne 
ar isomorphe, une fois muni de sa Ga,X-a
tion 
anonique, à A1
X (−µ) (7.1.3) . Par 
ontre, si n ≥ 2, alors le morphismestru
tural π : W → X d'un (n, [µ])-DFS n'est pas, en général, un morphisme sé-paré. Un exemple typique d'une telle situation est fourni par le Ga,X(n)-torseurtrivial W = A1

X ×X X (n), image inverse du Ga,X-torseur trivial A1
X par le mor-phisme stru
tural δ : X (n) → X de la n-dupli
ation de D dans X . Dans 
e para-graphe, nous établissons di�érents 
ritères permettant de dé
ider si un (n, [µ])-DFS

π : W → X est séparé. Avant d'établir un 
ritère général, 
onsidérons l'exempleexpli
ite suivant, qui illustre le genre de situation que nous 
her
hons à éviter.Exemple 10.1.1. Soient A = C [x, y] et D = div (x). Posons B = A/ (x− y),et 
onsidérons le (2, [0̂])-DFS π : W
ρ(2)→ X (2)

δ→ X dé�ni par la fon
tion detransition g̃12 = x−1y ∈ Ax. La restri
tion de π : W → X au-dessus de la droite
Y = Spe
 (B) ⊂ X est alors isomorphe au (2, [0̂])-DFS πYW |Y

ρY (2)→ Y (2)
δY→ Yde base A1

Y ≃ Spe
 (B [T ]) dé�ni par la fon
tion de transition h̃12 = 1. Puisque le
o
y
le h12 ∈ Γ
(
Y12 (2) ,OY (2)

)
orrespondant à h̃12 est alors un 
obord , ρY (2) :
W |Y→ Y (2) est isomorphe au Ga,Y (2)-torseur trivial, don
 admet une se
tion
s : Y (2) →W |Y . Ainsi, W 
ontient le s
héma s (Y (2)) isomorphe à la droite a�neà deux origines, don
 n'est pas un s
héma séparé.Le résultat suivant montre que le type d'obstru
tion à la séparation exhibé dansl'exemple pré
édent est essentiellement le seul.Proposition 10.1.2. Pour un s
héma de Danielewski-Fieseler π : W → Xdé�ni par un multi-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) et des fon
tions de transition g̃ =
{g̃ij ∈ Af}i,j=1,...,n, les assertions suivantes sont équivalentes :1) W est un s
héma séparé2) Pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j, les sous A-algèbres A [g̃ij ] et A [g̃ji] de Afengendrées respe
tivement par g̃ij et g̃ji sont égales à Af .3) Pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j tels que µi ≥ µj , on a A [g̃ij ] = Af .Démonstration. Les 
onditions 2) et 3) sont 
lairement équivalentes 
ar si
µi ≥ µj et A [g̃ij ] = Af , alors A [g̃ji] = Af puisque g̃ji = −fµj−µi g̃ij (7.1.4).Montrons maintenant que les assertions 1) et 3) sont équivalentes. Par dé�nition,
W est re
ouvert par les ouverts a�nes Wi = W |Xi(n)≃ Spe
 (A [Ti]), i = 1, . . . , n,et les isomorphismes de re
ollement au-dessus des ouvertsXij (n) ≃ X∗ sont induitspar les isomorphismes de Af -algèbres ré
iproques

{
τij : Af [Ti] → Af [Tj] , Ti 7→ g̃ij + fµi−µjTj
τji : Af [T ] → Af [T ] , Ti 7→ g̃ji + fµj−µiTj96



D'autre part, pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j, Wi ∩Wj = W∗ est a�ne puisqu'ils'identi�e à la restri
tion A1
X∗

≃ Spe
 (Af [T ]) du �bré trivial p : A1
X → X audessus de X∗. Dans 
es 
onditions, d'après EGA I.5.5.6, π : W → X est séparé si etseulement si, pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j, l'anneau Af [T ] est engendré par laréunion des images 
anoniques des anneaux A [Ti] et A [Tj]. Selon que l'on privilégie

τij ou τji, 
es sous-anneaux sont les sous A-algèbres
Aij = A

[
T, g̃ij + fµi−µjT

]
⊂ Af [T ] et Aji = A

[
T, g̃ji + fµj−µiT

]
⊂ Af [T ] .Quitte à permuter i et j, nous pouvons supposer µi ≥ µj , de sorte que Aij estisomorphe à la sous-A-algèbre A [g̃ij , T ] de Af [T ] engendrée par g̃ij et T . Il estalors 
lair que A [g̃ij , T ] = Af [T ] si et seulement si A [g̃ij ] = Af , 
e qui démontre laproposition. �Ainsi, pour véri�er qu'un s
héma de Danielewski-Fieseler π : W → X estséparé, il su�t de montrer qu'il est isomorphe à un s
héma de 
e type dé�ni par desfon
tions de transition satisfaisant la 
ondition 2) de la proposition (10.1.2). Celarevient don
 à déterminer sous quelles 
onditions un élément g ∈ Af engendre Af
omme A-algèbre. Pour 
ela, on dispose du 
ritère suivant :Lemme 10.1.3. Pour qu'un élément g ∈ Af engendre Af 
omme A-algèbre, ilfaut et il su�t qu'il puisse s'é
rire sous la forme g = h−1a pour deux éléments

a, h ∈ A satisfaisant les propriétés suivantes :a) h est régulier, h−1 ∈ Af , et engendre Af 
omme A-algèbre.b) il existe k ≥ 1 tel que hk−1 ∈ (a, h)
k.Si de plus f est un produit �ni f = f r11 · · · f rm
m de puissan
es d'éléments irrédu
tibles

fi ∈ A non inversibles, alors g engendre Af si et seulement si il peut être é
rit sousla forme g = h−1a, où h satisfait la 
ondition a) et aA+ hA = A.Démonstration. Les 
onditions sont su�santes puisque qu'elle garantissent,dans les deux 
as, que Af = A
[
h−1

]
⊂ A [g], et don
 que A [g] ⊂ Af est égal à

Af . Ré
iproquement, pour qu'un élément f−ma ∈ Af , où a ∈ A, engendre Af ilfaut et il su�t que m ≥ 1 et qu'il existe b0, . . . , bn ∈ A, où n ≥ 1, tels que f−m =
n∑

i=0

bia
if−mi. Puisque f est régulier, 
ette égalité est équivalente à l'existen
e d'unerelation fm(n−1) =

n∑

i

bia
ifm(n−i) dans A. La première partie de l'énon
er s'obtientalors en posant h = fm et k = n.Supposons maintenant que f soit un produit �ni f r11 · · · f rm

m d'éléments irrédu
-tibles fi ∈ A non inversibles et deux à deux distin
ts. Puisque g ∈ Af engendre Af
omme A-algèbre, il existe a ∈ A n'appartenant à au
un des idéaux (fi), des entiers
si ≥ 1, et n ≥ 1 éléments b0, . . . , bn ∈ A tels que g = h−1a, où h = fs1 · · · fsm ,et h−1 = b0 + b1ah

−1 + . . .+ bna
nh−n ∈ A [g]. Puisque h est régulier, 
ette égalitééquivaut à l'existen
e d'un élément c ∈ A tel que la relation hn−1 = b0h

n + ca soitsatisfaite dans A. Si n 6= 1 alors c est dans l'idéal engendré par hn−1 
ar les fi sontirrédu
tibles et a 6∈ (fi) pour tout i = 1, . . . ,m, de sorte qu'il existe d ∈ A tel que
1 = b0h+ da, 
e qui termine la preuve. �On en déduit en parti
ulier une version générale des 
ritères de séparation [17,Proposition 1.4℄ et [14, Proposition 2.6℄.Corollaire 10.1.4. Soit π : W → X un s
héma de Danielewski-Fieseler debase (X,D), de type (n, [µ]), dé�ni par un 
o
y
le de �e
h g = {gij}i,j=1,...,n ∈
C1
(
U(n),O [µ]

). Supposons satisfaite l'une des hypothèses supplémentaires suivantes :a) X ≃ Spe
 (k [x]), où k est un 
orps, et f = xn, où n ≥ 1.97



b) X est le spe
tre d'un anneau de valuation dis
rète R, de paramètre unifor-misant h, et f = hn où n ≥ 1.Alors les assertions suivantes sont équivalentes :1) W est séparé.2) Pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j, gij ∈ Γ (Xij (n) ,O [µ]) n'est pas dansl'image de la di�érentielle
Γ (Xj (n) ,O [µ]) ⊕ Γ (Xj (n) ,O [µ])

resi−resj−→ Γ (Xij (n) ,O [µ]) .3) Pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j, les fon
tions de transition g̃ij ∈ Af et
g̃ji ∈ Af 
orrespondant au 
o
y
le gij ont un p�le le long de D = div (f).4) Pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j tels que ki ≥ kj , −ordD (g̃ij) ≥ 1.Démonstration. Nous nous bornons à donner la preuve sous l'hypothèse a),l'argument se transposant de manière évidente au 
as b). Notons tout d'abord quequitte à rempla
er le multi-indi
e [µ] par le multi-indi
e n · [µ] on peut supposerque n = 1. Sous l'hypothèse a), nous pouvons é
rire les fon
tions de transition
g̃ij , g̃ji ∈ k

[
x, x−1

] sous la forme
g̃ij = x−nijPij (x) , et g̃ij = −x−nij+kj−kiPij (x)où Pij = anx

n+ . . .+a0 ∈ K [x] est un polyn�me soit nul, soit de terme 
onstant a0non nul, et nij ∈ Z. Pour que g̃ij engendre k [x, x−1
] 
omme k [x]-algèbre, il faut et ilsu�t alors que Pij soit non nul et que nij ≥ 1. De même, k [x] [g̃ji] = k

[
x, x−1

] si etseulement si nji = nij + ki − kj ≥ 1. Les assertions 3) et 4) sont don
 équivalentes,et l'équivalen
e des assertions 1), 3) provient alors, via le lemme (10.1.3), de laproposition (10.1.2). La 
ondition 2) signi�e que gij ∈ Γ (Xij ,O [µ]) ≃ k
[
x, x−1

] nepeut pas s'é
rire sous la forme x−µjaj − x−µiai, où ai, aj ∈ k [x], 
e qui revient àdire, en supposant que µi ≥ µj , que gij ne peut pas s'é
rire sous la forme x−µiaijoù aij ∈ k [x]. On en 
on
lut que les assertions 2) et 4) sont équivalentes puisquepar dé�nition g̃ij = ζµ (gij) = aij (
f. 9.1.2). �10.2. S
hémas de Danielewski-Fieseler a�nesMaintenant que nous disposons d'un 
ritère permettant de dé
ider si un s
hémade Danielewski-Fieseler π : W → X de base (X = Spe
 (A) , D = div (f)) est uns
héma séparé, nous aimerions naturellement pouvoir déterminer lesquels parmi 
esderniers sont des s
hémas a�nes. Nous ne disposons malheureusement pas d'une
ara
térisation 
omplète de 
es s
hémas. Nous nous 
ontenterons don
 du résultatpartiel suivant :Théorème 10.2.1. Soit π : W → X un s
héma de Danielewski-Fieseler de base
(X = Spe
 (A) , D = div (f)) de type (n, [µ]), où n ≥ 2. Si X admet un re
ouvrementpar des ouverts a�nes Uα = Spe
 (Aα) tels que pour tout α l'image de fα de f dans
Aα soit un produit �ni de puissan
es d'éléments irrédu
tibles fα,i ∈ Aα, alors West a�ne si et seulement si il est séparé.10.2.2. Pour que W soit un s
héma a�ne, il faut et il su�t, puisque X esta�ne, que π : W → X soit un morphisme a�ne. L'énon
é du théorème (10.2.1)étant de nature lo
ale par rapport à X , il su�t don
 de le démontrer dans le 
asoù f est un produit �ni f r11 · · · f rm

m de puissan
es d'éléments irrédu
tibles fi ∈ Adeux à deux distin
ts. La stratégie 
onsiste alors à 
onstruire X-morphisme a�ne
ψ : W → A1

X . Cela prouvera en e�et que W est a�ne au-dessus de A1
X , don
 que

π : W → X est un morphisme a�ne.Pour simpli�er, nous supposons dans un premier temps que f = hr, où h ∈
A est irrédu
tible, régulier et non inversible. Pour tout n ≥ 2, la n-dupli
ation
δ : X (n) → X de D = div (f) dans X = Spe
 (A) ne dépend que du support
V (f) de D et non du sous-s
héma fermé Spe
 (A/f) dé�ni par D. D'autre part,98



il y a une 
orrespondan
e biunivoque entre les s
hémas de Danielewski-Fieselerde base (X,D = div (f)) dé�nis par un multi-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn≥0 etles s
hémas de Danielewski-Fieseler de base (X, D̃ = div (h)
) dé�nis par le multi-indi
e r · [µ] = (rµ1, . . . , rµn) ∈ Zn≥0. On peut supposer dès le départ que f ∈ A estlui-même irrédu
tible. La proposition suivante démontre alors le théorème (10.2.1)dans 
e 
as parti
ulier.Proposition 10.2.3. Un s
héma de Danielewski-Fieseler π : W

ρ(n)→ X (n)
δ→

X de base (X = Spe
 (A) , D = div (f)), où f ∈ A est irrédu
tible, est a�ne si etseulement s'il est séparé.Démonstration. Si n = 1 alors W est a�ne 
ar isomorphe, en tant que X-s
héma, à A1
X . Nous pouvons don
 supposer dorénavant que π : W → X est dé�nipar un multi-indi
e [µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn≥0, où n ≥ 2. Pour tout i = 1, . . . , n, larestri
tion

πi = π |Ŵi
: Ŵi = W |X̂i(n)

ρi(n−1)−→ X (n− 1) → Xde W au-dessus de l'ouvert X̂i (n) = X (n) \ Supp (Di (n)) ≃ X (n− 1) est uns
héma de Danielewski-Fieseler de type (n− 1, [µ]i), où [µ]i = (µ1, . . . , µ̂i, . . . , µn) ∈
Zn−1
≥0 . Le 
ritère de séparation (10.1.2) ne faisant intervenir que des 
ouples d'indi
es

i 6= j, nous pro
édons don
 par ré
urren
e sur n, en supposant que Ŵi est a�nepour tout i = 1, . . . , n. Puisque W est par hypothèse séparé, le lemme (10.1.3)garantit qu'il existe une 
olle
tion de fon
tions de transition g̃ = {g̃ij ∈ Af}i,j=1,...,ndé�nissantW , telles que pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j, g̃ij = f−mijaij oùmij ≥ 1et aij ∈ A est premier ave
 f .Puisque nous nous intéressons à une propriété deW en tant que s
héma, et nonen tant que X-s
héma ave
 Ga,X-a
tion, nous pouvons supposer, quitte à d'abordréordonner l'ensemble d'indi
es {1, . . . , n} de sorte que µ1 ≤ · · · ≤ µn, et à rempla
erensuite [µ] par le multi-indi
e [µ] − [µ̂1] (
f. 7.2.8), que 0 = µ1 ≤ · · · ≤ µn. Posonsalors m = max
i=2,...,n

(m1i), σ̃1 = 0, et σ̃i = fmg̃1i ∈ A. Notons que m1n > µn =

max
i=1,...,n

(µi) puisque g̃n1 = −fµng1n et mn1 ≥ 1. Ces données dé�nissent don
un X-morphisme ψ = ψ(m,σ̃) : W → A1
X dont les restri
tions ψi aux ouverts

Wi = W |Xi(n) de W 
orrespondent aux homomorphismes de A-algèbres
ψ∗
i : A [T ] → A [Ti] , T 7→ σ̃i + fm−µiTi, i = 1, . . . , ninduisant eux-mêmes les homomorphismes de A/ (f)-algèbres

ψ̄∗
i : (A/ (f)) [T ] → (A/ (f)) [Ti] , T 7→ σ̃i, i = 1, . . . , n.Notons p : A1

X → X le morphisme stru
tural, et montrons que ψ est un morphismea�ne. Par 
hoix de m, il existe un indi
e i0, 2 ≤ i0 ≤ n, tel que m− µi0 = mi0 et
σ̃i0 = a1i0 est premier ave
 f . Puisque σ̃1 = 0, les éléments f , T − σ̃1 et T − σ̃i0engendrent l'idéal unité de A [T ], de sorte que les trois ouverts a�nes prin
ipaux
U0 =

(
A1
X

)
T−σ̃i0

, U1 =
(
A1
X

)
T−σ̃1

et U∗ =
(
A1
X

)
f

= p−1 (X∗) forment un re
ou-vrement de A1
X . Par 
onstru
tion, ψ−1 (U∗) = ψ−1

(
p−1 (X∗)

)
= π−1 (X∗) = W |X∗est isomorphe à A1

X∗
don
 est a�ne. Par 
onstru
tion, les images des diviseurs

A1
Di(n) = ρ (n)

−1
(Supp (Di (n))) par ψ sont des se
tions du �bré trivial p−1 (D)au-dessus de D. En parti
ulier, ψ (A1

D1(n)

) est la se
tion nulle de 
e �bré puisque
σ̃1 = 0 tandis que ψ (A1

Di0 (n)

) est une se
tion partout non nulle puisque σ̃i0 estpremier ave
 f , don
 inversible modulo f . Par 
onséquent, ψ−1 (U0) ⊂ Ŵ1 et
ψ−1 (U1) ⊂ Ŵi0 . Or, par hypothèse de ré
urren
e, Ŵ1 et Ŵi0 sont tous deux a�nesau-dessus de X . La restri
tion de ψ à 
es deux ouverts deW étant un X-morphisme99



a�ne puisque A1
X est lui-même a�ne sur X , 
ela entraîne que ψ−1 (U0) et ψ−1 (U1)sont des ouverts a�nes de Ŵ1 et Ŵi0 respe
tivement, don
 des ouverts a�nes de

W . Ainsi W est a�ne au-dessus de A1
X , don
 est a�ne au dessus de X . �

W

π

ψ

X
D

A1
X

σ̃1 = 0

σ̃i0

p

Fig. 10.2.1. Constru
tion d'un X-morphisme a�ne ψ : W → A1
X .10.2.4. Pour terminer la preuve du théorème (10.2.1), il reste à montrer que si

f = f r11 · · · f rs
s , où s ≥ 2, et où les fi ∈ A sont des éléments réguliers irrédu
tibleset non inversibles deux à deux distin
ts, alors un s
héma de Danielewski-Fieselerséparé π : W → X de base (X = Spe
 (A) , D = div (f)), dé�ni par un multi-indi
e

[µ] ∈ Zn≥0, est un s
héma a�ne.Si X est re
ouvert par les ouverts prin
ipaux Ûi = Xf̂i

orrespondant auxéléments réguliers f̂i =

∏

j 6=i

fj ∈ A, i = 1, . . . ,m, 
e qui revient à dire que les 
om-posantes irrédu
tibles de D = div (f) sont ses 
omposantes 
onnexes, alors le ré-sultat est une 
onséquen
e de la proposition (10.2.3) puisque la restri
tion de fà 
ha
un de 
es ouverts Ûi est une puissan
e d'un élément irrédu
tible. Il su�tdon
 montrer que si les ouverts Ûi ne re
ouvrent pas X , alors tout point fermé
x ∈ X \

s⋃

k=1

Ûs ⊂ Supp (D) admet un voisinage a�ne Ux ⊂ X tel que la restri
tion
W |Ux de W soit a�ne au-dessus de Ux. On se ramène alors à la situation où x ∈ X
orrespond à un idéal maximal m ⊂ A tel fi ∈ m pour tout i = 1, . . . , s.Proposition 10.2.5. Sous les hypothèses pré
édentes, si π : W → X est uns
héma séparé, alors W est un s
héma a�ne.Démonstration. On peut supposer, 
omme dans la preuve de la proposition(10.2.3) que 0 = µ1 ≤ · · · ≤ µn. Puisque W est séparé, il existe une 
olle
tion defon
tions de transitions g̃ij = f

−mij,1

1 · · · f−mij,s
s aij ∈ Af dé�nissant W , où pourtout k = 1, . . . , s, mij,k ≥ 1, et où aij ∈ A est premier ave
 fk. Supposons alorsqu'il existe un indi
e i0 tel que pour tout k = 1, . . . , s on ait

m1i0,k = max (m1i,k) , i = 2, . . . , n k = 1, . . . , s.D'après la relation de 
o
y
le g̃n1 = −fµn g̃1n, on a mn1,k = m1n,k − rkµn pourtout k = 1, . . . , n puisque f = f r11 · · · f rs
s , de sorte que si un tel indi
e i0 existe,100



alors m1,i0,k > rkµn 
ar mn1,k ≥ 1 par hypothèse. Posons h =

s∏

k=1

f
m1i0,k

k , σ̃1 = 0et σ̃i = hg̃1i ∈ A. Puisque hf−µi g̃ij = σ̃j − σ̃i, 
es données dé�nissent un X-morphisme ψ : W → A1
X dont les restri
tions aux ouverts Wi = W |Xi(n) sontinduites par les homomorphismes de A-algèbres

A [T ] → A [Ti] , T 7→ σ̃i + hf−µiTi, i = 1, . . . , n.Puisque σ̃1 = 0 et σ̃i0 est inversible modulo f , on 
on
lut alors, 
omme dans lapreuve de la proposition (10.2.3) que ψ est un morphisme a�ne, 
e qui prouve que
W est a�ne au-dessus de X , don
 un s
héma a�ne.Il su�t don
 de montrer qu'un tel indi
e i0 existe. Si n = 2 alors l'assertionest évidente. Nous supposons dorénavant que n ≥ 3, et nous asso
ions à tout indi
e
i = 2, . . . , n, le s-uplet d'entiers

υi = (m1i,1, . . . ,m1i,s) ∈ Zs≥0.Il su�t alors de montrer que le sous-ensemble {υ2, . . . , υn} de Zs≥0 est totalementordonné par la restri
tion de l'ordre produit �, autrement dit que pour tout 
oupled'indi
es i 6= j, on a soit υi � υj , soit υj � υi. Supposons que 
ela ne soitpas le 
as. Quitte à réordonner l'ensemble d'indi
es 1, . . . , s, nous pouvons alorssupposer que m1i,1 < m1j,1 et m1i,2 > m1j,2. Posons, pour tout k = 1, . . . ,m
ηk = max (m1i,k,m1j,k), de sorte que η1 = m1j,1 et η2 = m1i,2. Puisque µ1 = 0, onobtient
g̃ij = fµi (g̃1j − g̃i1) = fµi

(∏
f
−m1j,k

k a1j −
∏

f
m1i,k

k a1i

)

= fµi

∏
f−ηk

k


fη2−m1j,2

2

∏

k≥3

f
ηk−m1j,k

k a1j − f
η1−m1i,1

1

∏

k≥3

f
ηk−m1i,k

k a1i




=
∏

f rkµi−ηk

k bij =
∏

f
−mij,k

k aijPuisque par hypothèse a1j 6∈ (f1) et a1i 6∈ (f2), nous 
on
luons qu'il en est demême de bij . Par 
ontre, bij appartient à l'idéal engendré par f1 et f2 puisque
η2 − m1j,2 ≥ 1 et η1 − m1i,1 ≥ 1. On en 
on
lut que aij ∈ (f1, f2) ⊂ m, 
e qui
ontredit le 
hoix de aij . �La 
ara
térisation des s
hémas de Danielewski-Fieseler a�nes 
onduit, dans le
as d'une base X générale, aux résultats suivants :Théorème 10.2.6. Soit π : W → X un s
héma de Danielewski-Fieseler de base
(X,D), atta
hé à un torseur ρ : V → X sous un �bré en droites p : L = V (L) →
X dé�ni par un OX-module inversible L. Si X est lo
alement fa
toriel, alors lesassertions suivantes sont équivalentes :a) π : W → X est un morphisme séparé.b) π : W → X est un morphisme a�ne.Démonstration. Puisque X est lo
alement fa
toriel, il existe un re
ouvre-ment de X par des ouverts a�nes Uα = Spe
 (Aα) tels que pour tout α, D |Uα=div (fα) où fα ∈ Aα est un produit de puissan
es d'éléments irrédu
tibles. Le résul-tat dé
oule don
 du théorème (10.2.1). �Théorème 10.2.7. Soit π : W → X un s
héma de Danielewski-Fieseler de base
(X,D), atta
hé au torseur trivial ρ : L→ X sous un �bré en droites L+ = V (L)+dé�ni par un OX-module inversible L. Si π : W → X est a�ne, alors W estisomorphe à une pseudo-modi�
ation a�ne équivariante (4.2.5) du torseur trivial
L (−λ) = V (L ⊗ JX (λD)) pour un 
ertain entier λ ≥ 1.101



Démonstration. D'après le théorème (9.1.8), W ≃ W
(
U(n),L [−µ] , g(λ,σ)

)pour un 
ertain entier λ ≥ max
i=1,...,n

(µi), et une 0-
o
haîne σ ∈ C0
(
U(n),L∨

[
λ̂
]).Puisque W est a�ne au-dessus de X , le X-morphisme L+-équivariant 
anonique

ψ(λ,σ) : W → L (−λ) est un morphisme a�ne de type �ni, dont la restri
tion audessus de X∗ est un X-isomorphisme équivariant. Ainsi ψ(λ,σ) : W → L (−λ) estune pseudo-modi�
ation a�ne équivariante de L (−λ). �
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CHAPITRE 11Exemples de s
hémas de Danielewski-Fieselera�nesÉtant donné un s
héma a�ne X = Spe
 (A), où A est une algèbre de type�ni sur un 
orps k de 
ara
téristique nulle, nous étudions plus en détail dans leprésent 
hapitre, un 
as parti
ulier de s
hémas a�nes π : Vg → X dé�nis par desarbres A [t]-pondérés g = (Γ, w) suivant le pro
édé du 
hapitre (6). Nous montronsque sous 
ertaines hypothèses aisément véri�ables portant sur la fon
tion de poids
w : E (Γ) → A [t], les s
hémas Vg 
orrespondants sont des s
hémas de Danielewski-Fieseler de base X , atta
hés au Ga,X-torseur trivial p : A1

X → X . Nous donnonsensuite un algorithme permettant de 
onstruire des fon
tions de transition pour 
ess
hémas.Notation 11.0.8. Dans tout 
e qui suit, k est un 
orps de 
ara
téristique nulle,
A une k-algèbre de type �ni intègre et f ∈ A est un élément à la fois non nul etnon inversible. Nous posons X = Spe
 (A), D = div (f) et X∗ = X \ Supp (D) ≃Spe
 (Af ). 11.1. Les s
hémas de Danielewski-Fieseler VgNous 
onsidérons 
i-dessous la sous-
lasse des des arbres A [t]-pondérés g =
(Γ, w) satisfaisant les deux propriétés suivantes :11.1.1. a) Pour tout sommet e′ ∈ Par (Γ) et pour tout e ∈ Fils (e′), le polyn�me
w
(−→
ee′
) est de la forme w (−→ee′) = aee′ + t ∈ A [t] pour un 
ertain élément aee′ ∈ A.b) Pour tout e′ ∈ Par (Γ) et tout 
ouple e1, e2 ∈ Fils (e′), les 
oe�
ients ae1,e′et ae2,e′ sont premiers entre eux, i.e. ae1e′A+ae2e′A = A, et l'image de ae1e′ −ae2e′dans A/fA est un élément inversible.11.1.2. Nous allons montrer que 
es hypothèses garantissent que les s
hémas

V (g) et Vg (6.1.9,6.1.11) asso
iés à l'arbre g 
oïn
ident. Cela nous permettra en par-ti
ulier de travailler par la suite dire
tement ave
 l'idéal I (g) dont on 
onnaît expli
i-tement les générateurs. Rappelons brièvement (6.1.9) qu'étant donné un arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w) quel
onque, on note I (g) l'idéal de A [Γ] = A
[
X0, (Xe)e∈Par(Γ)

]engendré par les polyn�mes suivants



∆e (g) = fXe −Ge (g) e ∈ Par (Γ)

∆e′<e (g) = w
(−−→
e′′e′

) (
XPar(e′))Xe −Xe′Ge′<e (g)

(e, e′) ∈ Par (Γ) ×An
 (e)
e′′ = Fils (e′) ∩ (↓ e)Γet que l'on note Ig = {a ∈ A [Γ] , fa ∈ I (g)} ⊂ A [Γ]. Par dé�nition, Ig est le pluspetit idéal I de A [Γ] 
ontenant I (g) pour lequel l'image de f dans A [Γ] /I nesoit pas un diviseur de zéro. Les sous-s
hémas fermés de A
d(Γ)+1
X = Spe
 (A [Γ])dé�nis par les idéaux I (g) et Ig sont notés respe
tivement V (g) et Vg. Le résultatsuivant montre don
 que sous les hypothèses (11.1.1), les idéaux I (g) et Ig de A [Γ]
oïn
ident.Théorème 11.1.3. Pour tout arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w) satisfaisant auxhypothèses (11.1.1), le s
héma V (g) = Spe
 (A [Γ] /I (g)) est intègre.103



11.1.4. La suite de 
e paragraphe est 
onsa
rée à la preuve du théorème (11.1.3).Il su�t de montrer que sous les hypothèses introduites, l'image de f ∈ A dans
B = A [Γ] /I (g) n'est pas un diviseur de zéro dans B. En e�et, si 
'est le 
as, alorsle même raisonnement qu'en (6.3.2) montre que B s'identi�e à une sous-algèbre de
Bf ≃ Af [X0], don
 est un anneau intègre puisque Af en est un. Pour véri�er que fn'est pas un diviseur de zéro, il su�t de trouver un re
ouvrement ouvert parti
ulierde V (g) par des ouverts prin
ipaux Spe
 (Bhi), où les hi ∈ B engendrent l'idéalunité de B, tel que pour tout i, l'image 
anonique de f dans Bhi ne soit pas undiviseur de zéro. Or, les hypothèses (11.1.1) impliquent justement que V (g) admetun re
ouvrement ouvert naturel par des ouverts prin
ipaux.Lemme 11.1.5. Sous les hypothèses (11.1.1), le s
héma V (g) est re
ouvert parles ouverts prin
ipaux D (Ae (g)) ∩ V (g) ≃ Spe
 (A [Γ] [T ] / (I (g) , Ae (g)T − 1)) où
e par
ourt l'ensemble Fe (Γ) des feuilles de Γ.Démonstration. Il su�t de montrer que les polyn�mes des an
êtres Ae (g), où
e par
ourt l'ensemble des feuilles de Γ, engendrent l'idéal unité de A [Γ], autrementdit, que les ouvert prin
ipaux D (Ae (g)) re
ouvrent Spe
 (A [Γ]). Par hypothèse,pour tout sommet e′ ∈ Par (Γ), les polyn�mes w (−→ee′), où e par
ourt l'ensemble des�ls de e′, sont deux à deux premiers entre eux. Par 
onséquent, pour tout sommet
e′ ∈ Par (Γ), les polyn�mes

F
{e}
e′ (g) =

∏

e′′∈Fils(e′)\{e}w (−−→e′′e′) (XPar(e′)) ∈ A
[
XPar(e′)] ,où e ∈ Fils (e′), et où, par 
onvention, F {e}

e′ (g) = 1 si Fils (e′) = {e}, sont premiersentre eux dans leur ensemble. Il existe don
 des polyn�mes Λe ∈ A [Γ] tels que
Ae′ (g) = Ae′ (g)

∑

e∈Fils(e′) ΛeF {e}
e′ (g) =

∑

e∈Fils(e′) ΛeAe (g) ,
ar, par dé�nition, Ae (g) = Ae′ (g)F
{e}
e′ (g) pour tout e ∈ Fils (e′). On déduitré
ursivement que pour tout e′ ∈ Par (Γ), le polyn�me Ae′ (g) des an
êtres de e′appartient à l'idéal de A [Γ] engendré par les polyn�mes des an
êtres des feuilles dusous-arbre maximal A [t]-pondéré g (e′) = (Γ (e′) , w) enra
iné en e′. En parti
ulier,

Ae0 (g) = 1 appartient à l'idéal engendré par les polyn�mes Ae (g), où e par
ourtl'ensemble des feuilles de Γ, 
e qui démontre le lemme. �11.1.6. Sous les hypothèses (11.1.1), on a, pour toute feuille e ∈ Fe (Γ) unisomorphisme B (e) = BĀe(g) ≃ A [Γ] [T ]/ (I (g) , Qe), où Qe = TAe (g) − 1, et où
Āe (g) désigne l'image de Ae (g) dans B = A [Γ] /I (g). Pour terminer la preuve de(11.1.3), il su�t don
 de montrer que pour tout e ∈ Fe (Γ), l'image 
anonique de
f ∈ A dans B (e) n'est pas un diviseur de zéro. Pour 
e faire, nous pro
édons endeux étapes. Nous dé�nissons tout d'abord un nouvel idéal I0,e ⊂ A [Γ] [T ] pourlequel il est fa
ile de véri�er que l'image de f dans A [Γ] [T ] / (I0,e, Qe) n'est pas undiviseur de zéro. Nous montrons ensuite que les idéaux (I (g) , Qe) et (I0,e, Qe) de
A [Γ] [T ] 
oïn
ident.11.1.7. Notons (↓ e)Γ = {e0 < e1 < · · · < en−1 < en = e} la sous-
haîne maxi-male de Γ 
orrespondant à la feuille e. Par dé�nition du polyn�me Ae (g) des an-
êtres de e, Aei+1 (g) divise Ae (g) pour tout i = 0, . . . , n− 1, et

Li = A−1
ei+1

(g)Ae (g) ∈ A [Γ] , i = 0, . . . , n− 1est un polyn�me en les variables Xei , . . . , Xen−2 . Étant donné e′ ∈ Par (Γ) \ (↓ e)Γ,le premier an
être 
ommun de e′ et e est l'un des sommets ei, où i ≤ n − 1, de104



la 
haîne (↓ e)Γ, et l'on a e′′ = Fils (ei) ∩ (↓ e′)Γ 6= ei+1. Dans 
es 
onditions, lepolyn�me w (−−→e′′ei) (XPar(ei)

) divise don
 Ae (g), et nous posons
Ke′ =

(
w
(−−→
e′′ei

) (
XPar(ei)

))−1

Ae (g) ∈ k [x]
[
X0, Xe0 , . . . , Xen−1

]
⊂ k [x] [Γ] .Soit maintenant I0,e ⊂ A [Γ] [T ] l'idéal engendré par les polyn�mes





δi = −
(
w (−−−→ei+1ei)

(
XPar(ei)

))
+ xXeiLiT i = 0, . . . , n− 1

δe′ = Xe′ − TKe′XeiGei<e′ (g)
e′ ∈ Par (Γ) \ (↓ e)ΓAn
 (e′, e) = eiet soit B0,e = A [Γ] [T ] / (I0,e, Qe).Lemme 11.1.8. Il existe un isomorphisme B0,e ≃ A
[
Xen−1 , T

]
/ (TPe − 1) pourun 
ertain polyn�me Pe ∈ A

[
Xen−1 , T

].Démonstration. D'après les hypothèses (11.1.1), pour tout i = 0, . . . , n− 2,il existe aei+1ei ∈ A tel que w (−−−→ei+1ei)
(
XPar(ei)

)
= aei+1ei + XPar(ei). Puisque

Li est un polyn�me en les variables Xei , . . . , Xen−2 , on 
on
lut que par dé�ni-tion des polyn�mes δi, il est possible d'éliminer ré
ursivement toutes les variables
X0, Xe0 , . . . , Xen−3 , puisque 
ha
une d'elles s'exprime, modulo I0,e en un polyn�meen les variables x, Xen−1 et T . De même, puisque les polyn�mes Gei<e′ ne fontintervenir que les variables Xe′′ où e′′ ∈ An
 (e′), on 
on
lut que les polyn�mes
δe′ permettent d'éliminer toutes les variables Xe′ , où e′ ∈ Par (Γ) \ (↓ e)Γ. En-�n, Ae (g) étant un polyn�me en les variables X0, Xe0 , . . . , Xen−1 , son image dans
A [Γ] [T ] /I0,e ≃ A

[
Xen−1 , T

] est un polyn�me Pe, et l'on 
on
lut, par dé�nition de
Qe = TAe (g) − 1, que A [Γ] [T ] / (I0,e, Qe) ≃ A

[
Xen−1 , T

]
/ (TPe − 1). �Lemme 11.1.9. L'image de f dans B0,e n'est pas un diviseur de zéro.Démonstration. Il su�t de montrer que tout polyn�me S ∈ A

[
Xen−1 , T

]satisfaisant une relation de la forme fS = R (TPe − 1) dans A [Xen−1 , T
] pour un
ertain polyn�me R ∈ A

[
Xen−1 , T

], appartient à l'idéal engendré par TPe − 1.Étant donnée une telle relation, notons
R =

∑

i,j

ri,jX
i
en−1

T j , Pe =
∑

i,j

pi,jX
i
en−1

T j, et R (TPe − 1) =
∑

i,j

ci,jX
i
en−1

T j,où, pour tout 
ouple d'indi
es i, j, ci,j =

i∑

k=0

j−1∑

l=0

rk,lpi−k,j−l−1 − ri,j ∈ A. Puisque fdivise R (TPe − 1), il divise don
 
ha
un des 
oe�
ients ci,j . En parti
ulier, f divise
ri,0 pour tout i ≥ 0 puisque l'on a ci,0 = −ri,0. On 
on
lut alors par ré
urren
e, ensupposant que f divise ri,j pour tout i ≥ 0 et tout j < j0, que f divise ri,j0 pourtout i ≥ 0. On en déduit que f divise R et que par 
onséquent S ∈ (TPe − 1). �Pour terminer la preuve du théorème (11.1.3), il ne reste plus qu'à véri�er que lesidéaux (I (g) , Qe) et (I0, Qe) de A [Γ] [T ] 
oïn
ident.Lemme 11.1.10. Pour tout e ∈ Fe (Γ), les idéaux (I (g) , Qe) et (I0,e, Qe) de
A [Γ] [T ] 
oïn
ident.Démonstration. Les identités




δi = TLi∆ei (g) +
(
w (−−−→ei+1ei)

(
XPar(ei)

))
Qe i = 0, . . . , n− 1

δe′ = TKe′∆ei<e′ (g) −Xe′Qe
e′ ∈ Par (Γ) \ (↓ e)ΓAn
 (e′, e) = ei105



garantissent que (I0,e, Qe) ⊂ (I (g) , Qe). Ré
iproquement, on déduit des identités




∆ei (g) = Aei+1 (g) δi − fXeiQe i = 0, . . . , n− 1

∆e′ (g) = fδe′ +
(
w (−−−→ei+1ei)

(
XPar(ei)

))
Ge′ (g) δi

e′ ∈ Par (Γ) \ (↓ e)ΓAn
 (e′, e) = eique tous les polyn�mes ∆e′ (g), où e′ ∈ Par (Γ), appartiennent à l'idéal (I0,e, Qe). Lesrelations (6.1.10) entraînent alors que pour toute paire (e′, e′′) ∈ Par (Γ)×An
 (e′),le polyn�me f∆e′′<e′ (g) appartient à (I0,e, Qe). Ainsi ∆e′′<e′ (g) ∈ (I0,e, Qe) 
arsinon f serait un diviseur de zéro dans B0,e, 
e qui 
ontredirait (11.1.9). �11.2. Stru
ture des s
hémas VgNous montrons dans le présent paragraphe que tout s
héma V (g) asso
ié à unarbre A [t]-pondéré g = (Γ, w) satisfaisant les hypothèses (11.1.1) est un s
héma deDanielewski-Fieseler. Plus pré
isément, nous allons établir le résultat suivant :Théorème 11.2.1. Pour tout arbre pondéré g = (Γ, w) satisfaisant les hypo-thèses (11.1.1), de feuilles Fe (Γ) = {e1, . . . , en}, le s
héma V (g) est un s
héma deDanielewski-Fieseler
π : V (g)

ρ(n)−→ X (n) = X (D,n)
δ→ X,de base (X = Spe
 (A) , D = div (f)), de type (n, [µ]), où les 
oe�
ients du multi-indi
e [µ] ∈ Zn≥0 sont dé�nis par µi = h (Γ) − l (↓ ei)Γ, i = 1, . . . , n, asso
ié au

Ga,X-torseur trivial A1
X = Spe
 (A [X0]).11.2.2. La preuve du théorème (11.2.1) se dé
ompose en plusieurs étapes. Puisque

V (g) = Vg d'après (11.1.3), on sait (6.3.1) que la restri
tion de V (g) au-dessus de
X∗ est isomorphe au �bré trivial A1

X∗
. Nous 
ommençons don
 par étudier en dé-tail la �bre π−1 (D) du morphisme stru
tural π : V (g) → X . La des
ription de
ette �bre fait l'objet de la proposition (11.2.8) 
i-dessous et permet de déduireque π se fa
torise, via la n-dupli
ation δ : X (n) → X de D dans X (
f. 8.1.1),par un morphisme surje
tif ρ (n) : V (g) → X (n). Il restera alors à véri�er que

ρ (n) : V (g) → X (n) est bien une �bration lo
alement triviale, 
e qui fait l'objetde la proposition (11.2.10) 
i-dessous. La preuve se 
on
lut par la détermination dumulti-indi
e [µ] ∈ Zn≥0 
orrespondant à la Ga,X-a
tion sur V (g) par l'intermédiairede la dérivation lo
alement nilpotente ∂g,h(Γ) ∈ DerA (B (g)) (6.3.3).Pour dé
rire la �bre π−1 (D) au-dessus du sous-s
héma fermé D = div (f) de X ,nous pro
édons par ré
urren
e sur la hauteur de l'arbre Γ. Pour 
ela, nous avonsbesoin du résultat préliminaire suivant :Lemme 11.2.3. Soit g = (Γ, w) un arbre A [t]-pondéré enra
iné en e0 et sa-tisfaisant les hypothèses (11.1.1). Si Fils (e0) 6= ∅ alors il existe un isomorphismed'algèbres
A [Γ] / (f, I (g)) ≃

∏

e∈Fils(e0)

A [Γ (e)] (f, I (g (e))) ,où pour tout e ∈ Fils (e0), g (e) = (Γ (e) , w) désigne le sous-arbre maximal pondéréde g enra
iné en e.11.2.4. La preuve du lemme (11.2.3) fait l'objet des lemmes (11.2.5) et (11.2.7)
i-dessous. Observons tout d'abord qu'étant donné e ∈ Fils (e0), la ra
ine e0 de Γn'est pas un sommet de Γ (e), de sorte qu'il est possible de faire le 
hangement devariablesX0 = Xe0 dans la dé�nition de l'algèbre asso
iée à Γ (e), 
'est à dire 
hoisirun isomorphisme A [Γ (e)] = A [X0] ⊗A S
(
MΓ(e)

)
≃ A [Xe0 ] ⊗A S

(
MΓ(e)

). Ave
 
e
hoix de 
oordonnées, on a A [Γ] = A [Γ (e)] [X0] et les identi�
ations{
Ge′ (g (e)) = Ge0<e′ (g) e′ ∈ Par (Γ (e))

Ge′′<e′ (g (e)) = Ge′′<e′ (g) (e′, e′′) ∈ Par (Γ (e)) ×An
Γ(e) (e′)106



Notons alors Ĩ (g (e)) l'idéal deA [Γ (e)] ⊂ A [Γ] engendré par les polyn�mesGe0<e′ (g),
e′ ∈ Par (Γ (e)) et ∆e′′<e′ (g), (e′, e′′) ∈ Par (Γ (e)) ×An
Γ(e) (e′), I0 l'idéal de A [Γ]engendré par Ĩ (g (e)) et les polyn�mes
δe0<e′ = (ah,e0 − ae,e0)Xe′ −Xe0Ge0<e′ (g)

{
e′ ∈ Par (Γ) \ ({e0} ∪ Par (Γ (e)))
h = Fils (e0) ∩ (↓ e′)Γ 6= e

,et notons en�n Je = (f, w (−→ee0) (X0)) = (f, ae,e0 +X0) ⊂ A [Γ].Lemme 11.2.5. Les algèbres A [Γ] / (Je, I0) et A [Γ] / (Je, I (g)) sont isomorphes.Démonstration. Par dé�nition, pour tout e′ ∈ Par (Γ)\Par (Γ (e)), w (−→ee0) (X0)divise le polyn�me Ge′ (g) des an
êtres de e′, de sorte que ∆e′ (g) = fXe′ −Ge′ (g) ∈
Je. Pour tout an
être e′′ ∈ An
Γ (e′), on a

∆e′′<e′ (g) = w
(−→
he′′
) (
XPar(e′′))Xe′ −Xe′′Ge′′<e′ (g)où h = Fils (e′′)∩ (↓ e′)Γ 6= e. Si e′′ = e0 alors, par 
onstru
tion ∆e′′<e′ (g) et δe0<e′ont la même image dans A [Γ] /JeA [Γ]. Sinon, si e′′ 6= e0 alors ∆e′′<e′ (g) a la mêmeimage que

w
(−→
he′′
) (
XPar(e′′)) δe0<e′ − δe0<e′′Ge′′<e′ (g) ∈ I0dans A [Γ] /JeA [Γ]. Pour tout e′ ∈ Par (Γ (e)), le polyn�me ∆e′ (g) ∈ I (g) a la mêmeimage dans A [Γ] /JeA [Γ] que le polyn�me F {e}

e0 (−ae,e0)Ge0<e′ (g) ∈ I0, tandis quel'image de ∆e0<e′ (g) ∈ I (g) dans A [Γ] /JeA [Γ] 
oïn
ide ave
 
elle du polyn�me
Ge0<e′ (g) ∈ I0. En�n, pour tout e′′ ∈ An
Γ (e′) \ {e0}, le polyn�me ∆e′′<e′ (g) està la fois dans I (g) et dans I0. On a don
 montré que les idéaux I (g) et I0 de A [Γ]ont la même image dans A [Γ] /JeA [Γ]. Ainsi, A [Γ] / (Je, I0) ≃ A [Γ] / (Je, I (g)), 
equi démontre le lemme. �11.2.6. Par dé�nition, ∆e0 (g) = fXe0−Ge0 (g), oùGe0 (g) =

∏

e∈Fils(e0)

w (−→ee0) (X0).Les hypothèses (11.1.1) impliquant que les polyn�mes w (−→ee0) (X0) = ae,e0 +X0 sontdeux à deux premiers entre eux, on a don
 un isomorphisme
A [Γ] / (f, I (g)) ≃

∏

e∈Fils(e0)

A [Γ] / (f, ae,e0 +X0, I (g)) ≃
∏

e∈Fils(e0)

A [Γ] / (Je, I0) .Pour terminer la preuve du lemme (11.2.3), il su�t maintenant de véri�er quepour tout e ∈ Fils (e0), les anneaux A [Γ] / (Je, I0) et A [Γ (e)] / (f, I (g (e))) sontisomorphes.Lemme 11.2.7. Il existe un isomorphisme A [Γ] / (Je, I0) ≃ A [Γ (e)] / (f, I (g (e)))Démonstration. Par 
onstru
tion, pour tout e′ ∈ Par (Γ (e)), les polyn�mes
∆e′ (g (e)) = fXe′ −Ge′ (g (e)) et Ge′ (g (e)) = Ge0<e′ (g) ont la même image dans
A [Γ (e)] /fA [Γ (e)]. On a don
 un isomorphisme

A [Γ (e)] /
(
f, Ĩ (g (e))

)
≃ A [Γ (e)] / (f, I (g (e))) .Il su�t alors de montrer que A [Γ] / (Je, I0) ≃ A [Γ (e)] [X0] / (f, ae,e0 +X0, I0) estisomorphe à A [Γ (e)] /

(
f, Ĩ (g (e))

). Or, par dé�nition, I0 = Ĩ (g (e)) + J̃0, où J̃0désigne l'idéal engendré par les polyn�mes δe0<e′ , e′ ∈ Par (Γ)\ (Par (Γ (e)) ∪ {e0}).Par hypothèse (11.1.1), pour tout h ∈ Fils (e0) \ {e}, l'image de ah,e0 − ae,e0dans A/fA est un élément inversible. Par dé�nition, pour tout e′ ∈ Par (Γ) \
(Par (Γ (e)) ∪ {e0}), δe0<e′ = (ah,e0 − ae,e0)Xe′ − Xe0Ge0<e′ (g) , où le polyn�me
Ge0<e′ (g) ne fait intervenir que les variables (Xe′′)e′′∈An
(e′). A l'aide des poly-n�mes δe0<e′ , on peut ainsi éliminer ré
ursivement toutes les variables Xe′ 
orres-pondant à des sommets e′ ∈ Par (Γ) \ ({e0} ∪ Par (Γ (e))), pour obtenir �nalement107



l'isomorphisme A [Γ] /
(
f, ae,e0 +X0, J̃ + Ĩ (g (e))

)
A [Γ] ≃ A [Γ (e)] /

(
f, Ĩ (g (e))

)souhaité. �On déduit de (11.2.3) la des
ription suivante de la �bre π−1 (D) du morphismestru
tural π : V (g) → X .Proposition 11.2.8. Pour tout arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w) satisfaisant leshypothèses (11.1.1), la �bre du morphisme πg : V (g) → X est 
onstituée de laréunion disjointe des sous-s
hémas fermés Ce ≃ Spe
 ((A/fA)
[
XPar(e)]) ≃ A1

D de
V (g) dé�nis respe
tivement par les idéaux
I (g) (e) =

{
f, I (g) ,

(
w

(−−−−−−−−−−−−−→Park−1 (e)Park (e)

)(
XPark+1(e)

))

k=1,...,me

}
⊂ A [Γ]où e par
ourt l'ensemble Fe (Γ) des feuilles de Γ, et où me = l (↓ e)Γ.Démonstration. Nous pro
édons par ré
urren
e sur la hauteur h (Γ) de l'arbre

Γ. Si h (Γ) = 0, alors Γ est l'arbre trivial à un élément {e0}, A [Γ] = A [X0] et
I (g) = 0. Ainsi V (g) = Spe
 (A [X0]) de sorte que π−1

g (D) ≃ Spe
 ((A/fA) [X0]).Si Fils (e0) 6= ∅, alors, d'après (11.2.3),
π−1

g (D) ≃ Spe
 (A [Γ] / (f, I (g))) ≃
⊔

e∈Fils(e0)

Spe
 (A [Γ (e)] / (f, I (g (e))))s'identi�e à la réunion disjointe des �bres π−1
g(e) (D) des s
hémas πg(e) : V (g (e)) → Xasso
iés aux sous-arbres maximaux A [t]-pondérés g (e) = (Γ (e) , w) de g enra
inésen les �ls de e0. Ces arbres satisfont bien sûr les hypothèses (11.1.1) , et sont dehauteurs respe
tives h (Γ (e)) < h (Γ). La des
ription des 
omposantes 
onnexes

Ce de π−1
g (D) s'obtient alors par ré
urren
e, en utilisant à 
haque étape l'isomor-phisme A [Γ] / (f, I (g)) ≃ ∏

e∈Fils(e0)A [Γ] / (f, I (g) , w (−→ee0) (X0)) pré
édemmentétabli (11.2.3). �11.2.9. On a don
 montré que pour tout arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w), defeuilles Fe (Γ) = {e1, . . . , en}, et satisfaisant les hypothèses (11.1.1), la �bre π−1 (D)du morphisme stru
tural π : V (g) → X est une réunion disjointe de sous-s
hémasfermés Cei , i = 1, . . . , n, tous isomorphes à la droite a�ne A1
D de base D = div (f).On en déduit que π se fa
torise, via la n-dupli
ation δ : X (n) → X deD dansX , parun morphisme surje
tif ρ (n) : V (g) → X (n). L'étape suivante dans la preuve duthéorème (11.2.1) 
onsiste à montrer que la restri
tion de V (g) au-dessus de 
haqueouvert Xi (n) ≃ X du re
ouvrement 
anonique de X (
f. 8.1.1) est isomorphe au�bré trivial A1

Xi(n). Cela revient à prouver que pour toute feuille e ∈ Fe de Γ l'ouvert
V∗ (e) = V \

⋃

e′∈Fe(Γ)\{e}

Ce′ ≃ V |X∗ ∪Ceest X-isomorphe au �bré trivial A1
X . Il s'agit don
 d'une 
onséquen
e du résultatsuivant, 
ar, puisque X = Spe
 (A) est a�ne, tout Ga,X-torseur est trivial.Proposition 11.2.10. Pour toute feuille e ∈ Fe (Γ) de Γ, il existe une a
tionde Ga,X sur V∗ (e) faisant de π : V∗ (e) → X un Ga,X-torseur.Démonstration. Posons B∗ (e) = Γ

(
X,π∗OV∗(e)

). L'image de f dans B∗ (e)engendre l'idéal de Ce ⊂ V∗ (e), et d'après (11.2.8),B∗ (e) /fB∗ (e) ≃ (A/fA)
[
XPar(e)]est plat sur A/fA. Puisque V (g) est intègre d'après (11.1.3), V∗ (e) l'est aussi, desorte que f n'est pas un diviseur de zéro dans B∗ (e). On déduit alors du 
ritèrelo
al de platitude ([4, III, �5℄) que B∗ (e) est plat sur A. D'autre part, pour toutpoint ferme x ∈ X , la �bre π−1 (x) du morphisme induit π : V∗ (e) → X est iso-morphe à A1

k(x) puisque la restri
tion de V∗ (e) au-dessus de l'ouvert X∗ de X est108



isomorphe au �bré trivial A1
X∗

(6.3.1) tandis que sa restri
tion au-dessus de D estisomorphe à A1
D (11.2.8). Ainsi π : V∗ (e) → X est un morphisme plat dont toutesles �bres fermées π−1 (x) ≃ A1

k(x) → Spe
 (k (x)) sont lisses, don
 est un morphismelisse. Supposons maintenant que V∗ (e) puisse être muni d'une a
tion libre de Ga,X .Alors, pour tout morphisme étale X ′ → X , p2 : V ′
∗ (e) = V∗ (e) ×X X ′ → X ′ esten
ore lisse, muni d'une a
tion libre de Ga,X′ et ses �bres fermées p−1

2 (x′) sontisomorphes à A1
k(x′). Supposons que p2 admette une se
tion S′. Alors le morphismenaturel S′ ×X′ Ga,X′ → V ′

∗ (e), qui est un isomorphisme sur son image, est sur-je
tif sur les points fermés de V ′
∗ (e), don
 est un isomorphisme. Ainsi V ′

∗ (e) ≃
S′ ×X′ Ga,X′ ≃ Ga,X′ est isomorphe au Ga,X -torseur trivial. Or, puisque le mor-phisme π : V∗ (e) → X est lisse, il admet une quasi-se
tion étale, i.e. il existe un
hangement de base étale X ′ → X tel que V∗ (e)×X X ′ admette une se
tion. Ainsisi V∗ (e) est muni d'une Ga,X-a
tion libre, alors il existe un re
ouvrement étale
U = (X ′

i → X)i∈I de X trivialisant π : V∗ (e) → X . Autrement dit, π : V∗ (e) → Xest lo
alement trivial pour la topologie étale, don
 est lo
alement trivial pour latopologie de Zariski puisque le groupe additif est un groupe spé
ial (
f. A.3.4 et[43℄). Il reste don
 seulement à véri�er que V∗ (e) peut être muni d'une a
tion librede Ga,X , 
e qui fait l'objet du lemme (11.2.11) 
i-dessous. �A�n de munir V∗ (e) d'une Ga,X-a
tion libre, il su�t de modi�er légèrement la
onstru
tion des dérivations lo
alement nilpotentes 
anoniques ∂g,m (6.3.3).Lemme 11.2.11. Pour toute feuille e ∈ Fe (Γ) au niveau m = l (↓ e)Γ la A-dérivation
fm−h(Γ)∂̃g,h(Γ) = fm

∂

∂X0
+ f−1

∑

e∈Par(Γ)

∂̃g,m (Ge (g))
∂

∂Xe
∈ DerA (A [Γ] , Af [Γ])induit une A-dérivation lo
alement nilpotente ∂e,m de B∗ (e) = Γ

(
X,π∗OV∗(e)

),
orrespondant à une a
tion libre de Ga,X sur V∗ (e).Démonstration. Notons ∂̃e,m = fm−h(Γ)∂̃g,h(Γ). Puisque la �bre Ce = π−1 (D)du morphisme π : V∗ (e) → X est isomorphe à A1
D (11.2.8), l'image de f dans B∗ (e)engendre l'idéal de π−1 (D). D'autre part l'idéal de Ce dans V (g) est engendré parl'image de l'idéal I (g) (e) ⊂ A [Γ] de (11.2.8). Pour montrer que ∂̃e,m induit unedérivation lo
alement nilpotente de B∗ (e), il su�t par 
onséquent de véri�er que

∂̃g,h(Γ) (A [Γ]) ⊂ (I (g) (e))
h(Γ)−m. Notons (↓ e)Γ = {e0 < e1 < · · · < em = e}. Pourtout sommet e′ de Γ au niveau k, 0 ≤ k ≤ h (Γ) − 1, on a, par 
onstru
tion(6.3.3) ∂̃g,h(Γ) (Xe′) ⊂ fh(Γ)−k−1A [Γ]. En parti
ulier ∂̃g,h(Γ) (Xei) ∈ fh(Γ)−mA [Γ]pour tout i = 0, . . . ,m − 1. Nous allons maintenant montrer par ré
urren
e quepour tout i 6= m et tout sommet e′ ∈ Par (Γ) \ (↓ e)Γ au niveau k, tel que ei soitle premier an
être 
ommun de e et e′, ∂̃g,h(Γ) (Xe′) ∈ (I (g) (e))h(Γ)−i−2. Puisque

Ge′ (g) = Ae′ (g)Fe′ (g) on a don

∂̃g,h(Γ) (Xe′) = Ae′ (g) f−1 dFe′ (g)

dXPar(e′) ∂̃g,h(Γ)

(
XPar(e′))+ f−1Fe′ (g) ∂̃g,h(Γ) (Ae′ (g)) ,où, soit par hypothèse de ré
urren
e, soit du fait que Par (e′) = ei , on a

{
∂̃g,h(Γ)

(
XPar(e′)) ∈ (I (g) (e))

h(Γ)−i−1 ∩ fh(Γ)−kA [Γ]

∂̃g,h(Γ) (Ae′ (g)) ∈ (I (g) (e))
h(Γ)−i−1 ∩ fh(Γ)−k+1A [Γ] ⊂ (I (g) (e))

h(Γ)−i
.En e�et Ae′ (g) ne 
ontient que les variables (Xe′′)e′′∈An
(Par(e′)). Or, par dé�nition,

w (−−−→ei+1ei)
(
Xei−1

)
∈ I (g) (e) divise Ae′ (g). Ainsi ∂̃g,h(Γ) (Xe′) ∈ (I (g) (e))

h(Γ)−i−1
omme annon
é. On a montré que ∂̃g,h(Γ) (A [Γ]) ⊂ (I (g) (e))
h(Γ)−m, don
 que

∂̃e,m = fm−h(Γ)∂̃g,h(Γ) induit une dérivation lo
alement nilpotente ∂ de B∗ (e).109



Il reste à montrer que la Ga,X-a
tion 
orrespondante sur V∗ (e) est bien libre,autrement dit que l'idéal engendré par ∂ (B∗ (e)) est l'idéal unité. Notons X̄0 et
X̄em−1 les images dans B∗ (e) des variables X0 et Xem−1 de A [Γ]. Par 
onstru
tion,
∂
(
X̄0

)
= fm, tandis que l'on obtient, par ré
urren
e que
∂̃e,m

(
Xem−1

)
= Pf + f−m

m−1∏

i=0

dFei (g)

dXei−1

∂̃e,m (X0) = Pf +
m−1∏

i=0

dFei (g)

dXei−1pour un 
ertain polyn�me P ∈ A
[
X0,

(
Xej

)
j=0,...,m−1

]. Or, par dé�nition de
Fei (g), il existe un polyn�me Q ∈ A

[
Xei−1

] tel que
dFei (g)

dXei−1

= w (−−−→ei+1ei)
(
Xei−1

)
Q+

∏

e′∈Fils(ei)\{ei+1}

w
(−→
e′ei

) (
Xei−1

)
,de sorte que ∂ (X̄em−1

) a la même image dans
B∗ (e) /fB∗ (e) ≃ A [Γ] /I (g) (e) ≃ (A/fA)

[
Xem−1

]que a =
∏

e′∈Fils(ei)\{ei+1}

(
ae′,ai − aei+1,ei

)
∈ A, où w (−→e′ei) = ae′,ai + t. Puisque parhypothèse (11.1.1), l'image de ae′,ai − aei+1,ei dans A/fA est inversible pour tout

e′ ∈ Fils (ei) \ {ei+1}, on 
on
lut que ∂ (X̄em−1

) est inversible modulo f , don
 l'esten
ore modulo fm pour tout m ≥ 1. Ainsi ∂ (X̄em−1

) et ∂ (X̄0

)
= fm engendrentl'idéal unité de B∗ (e), 
e qui 
on
lut la preuve du lemme. �11.2.12. On déduit maintenant de la des
ription 
i-dessus que V∗ (e) est iso-morphe à A1

X = Spe
 (A [Te]), où Te est une nouvelle variable, et que 
et isomor-phisme est équivariant lorsque l'on munit V∗ (e) de la Ga,X -a
tion induite 
orres-pondant à la dérivation lo
alement nilpotente ∂g,h(Γ) de Bg = A [Γ] /I (g) et A1
Xde l'a
tion par la translation tordue tfh(Γ)−m , où m = l (↓ e)Γ. Ainsi, la dis
us-sion 
i-dessus montre que pour tout arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w) satisfaisant auxhypothèses (11.1.1), et de feuilles Fe (Γ) = {e1, . . . , en}, le s
héma V (g) muni dela Ga,X-a
tion 
orrespondant à la dérivation lo
alement nilpotente ∂g,h(Γ) est uns
héma de Danielewski-Fieseler

π : V (g)
ρ(n)→ X (n) = X (D,n)

δ→ Xde base (X,D = div (f)), asso
ié au Ga,X-torseur trivial, de type (n, [µ]), où les
oe�
ients du multi-indi
e [µ] sont dé�nis par µi = h (Γ)− l (↓ ei)Γ, 
e qui terminela preuve du théorème (11.2.1).11.3. Compléments sur les s
hémas VgÉtant donné un arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w) satisfaisant aux hypothèses(11.1.1), nous donnons, pour terminer 
e paragraphe, un pro
édé permettant de
onstruire une 
olle
tion de fon
tions de transition g̃ = {g̃ij ∈ Af} pour le s
hémade Danielewski-Fieseler π : V (g) → X 
orrespondant. Il apparaît qu'une 
olle
tionde 
e type est, pour l'essentiel, uniquement déterminée par la fon
tion de poids
w : E (Γ) → A [t], et peut être déterminée à partir des poids par un pro
édé algo-rithmique ré
ursif.La mise en pla
e de 
e pro
édé fait l'objet des lemmes (11.3.1)-(11.3.3) 
i-dessous.Lemme 11.3.1. Soit g = (Γ, w) un arbre A [t]-pondéré satisfaisant aux hypo-thèses (11.1.1) et soit e ∈ Fe (Γ) une feuille de Γ au niveau m = l (↓ e)Γ. Notons
(↓ e)Γ = {e0 < e1 < · · · < em = e} et w (−−−→ei+1ei) = aei+1,ei + t, i = 0, . . . ,m − 1.Alors il existe des éléments b0, b1, . . . , bm−1 ∈ A dépendant des 
oe�
ients aei+1,ei ,110



i = 0, . . . ,m− 1 tels que si l'on pose Z0 =
∑m−1

j=0 bjf
j ∈ A, les éléments Zei ∈ Af ,

i = 0, . . . ,m− 2, dé�nis ré
ursivement par les formules
Zei = f−1Gei (g)

(
Z0, Ze0 , . . . , Zei−1

)
= f−1w (−−−→ei+1ei)

(
Zei−1

) i∏

j=0

F {ej+1}
ej

(g)
(
Zej−1

)s'é
rivent sous la forme Zei = −aei+2,ei+1 + fξi pour un 
ertain ξi ∈ A.Démonstration. Notons que par dé�nition
Gei+1 (g) =

i+1∏

j=0

F {ej+1}
ej

(g)w (−−−−−→ei+2ei+1) (Xei) ∈ A [X0, Xe0 , . . . , Xei ] ,où w (−−−−−→ei+2ei+1) (Xei) = aei+2,ei+1 + Xei ∈ A [Xei ]. Par 
onséquent, si Ze0 , . . . , Zeisatisfont les 
onditions énon
ées alors Zei+1 = f−1Gei+1 (g) (Z0, Ze0 , . . . , Zei) ∈ Afest bien dans A puisque w (−−−−−→ei+2ei+1) (Zei) ∈ fA. Nous allons montrer qu'il estpossible de déterminer su

essivement les éléments b0, . . . , bm−1 du lemme. Nousposons tout d'abord b0 = −ae1,e0 . On a don
 f−1 (ae1,e0 + Z0) =

m−1∑

i=1

bif
i−1, desorte que

Ye0 = f−1Ge0 (g) (Z0) = f−1w (−−→e1e0) (Z0)F
{e1}
e0 (g) (Z0)

=

(
m−1∑

i=1

bif
i−1

)
F {e1}
e0 (g)


−ae1,e0 +

m−1∑

j=1

bjf
j




= c̃0,0 + f

Ni∑

j=1

c̃0,jf
j−1où pour tout j = 0, . . . ,m−2, c̃0,j = bj+1F

{e1}
e0 (g) (−ae1,e0)+R0,j , R0,j s'exprimant
omme un polyn�me en les éléments b0, . . . , bj, à 
oe�
ients dans A. Les hypothèses(11.1.1) entraînent que l'image de F {e1}

e0 (g) (−ae1,e0) dans A/fA est inversible. Ilexiste don
 b1 ∈ A tel que c̃0,0 = −ae2,e1 + fξ0 pour un 
ertain ξ0 ∈ A. Ainsi dé�ni,
Ze0 = −ae2,e1 + f

N0∑

j=1

c0,jf
j−1où c0,1 = c̃0,1 + d et c0,j = c̃0,j pour tout j = 2, . . . ,m − 1, satisfait l'assertion dulemme. De plus, pour tout j = 1, . . . ,m− 2, c0,j = α0,jbj+1 + β0,j pour un 
ertain

α0,j ∈ A dont la 
lasse dans A/fA est inversible et un 
ertain β0,j ∈ A pouvants'exprimer 
omme un polyn�me en les éléments bl, l ≤ j, à 
oe�
ients dans A.Supposons maintenant les éléments b0, . . . , bi0 ∈ A 
onvenables 
hoisis. Nouspouvons alors supposer que Z0, Ze0 , . . . , Zei0−1 s'é
rive sous la forme
Zei = −aei+2,ei+1 + f

Ni−1∑

j=1

ci,jf
j−1,où, pour tout j tel que i + j ≤ m − 2, ci,j = αi,jbi+j+1 + βi,j ∈ A, où la 
lasse de

αi,j ∈ A dans A/fA est inversible, et où βi,j ∈ A s'exprime 
omme un polyn�meen les éléments bl ∈ A, l ≤ i+ j, à 
oe�
ients dans A. Montrons alors que l'on peut
hoisir bi0+1 de telle façon que
Zei0

= f−1
i0∏

i=0

F {ei+1}
ei

(g)
(
Zei−1

)
w (−−−−−→ei0+1ei0)

(
Zei0−1

)111



véri�e l'assertion du lemme et admette une é
riture satisfaisant les mêmes propriétésque 
elles des éléments Ze0 , . . . , Zei0−1 . En développant formellement la relationdé�nissant Zei0
suivant les puissan
es de f , on obtient de l'égalité

Zei0
=

i0∏

i=0

F {ei+1}
ei

(g)


−aei,ei−1 + f

Ni−1∑

j=1

ci−1,jf
j−1





Ni0−1∑

j=1

ci0−1,jf
j−1




= c̃i0,0 + f

Ni0∑

j=1

c̃i0,jf
j−1 + TeQi0 (Te) ,où pour tout j0 tel que i0 + j0 ≤ m− 2

c̃i0,j0 =

i0∏

i=0

F {ei+1}
ei

(g)
(
−aei,ei−1

)
ci0−1,j0+1 + R̃i0,j0pour un 
ertain R̃i0,j0 pouvant s'exprimer 
omme un polyn�me en les éléments

ci0−1,j0 , . . . , ci0−1,1 et (ci,l)i<i0−1. Par hypothèse de ré
urren
e, pour tout j0 telque i0 + j0 ≤ m − 2, ci0−1,j0+1 = αi0−1,j0+1bi0+j0+1 + βi0−1,j0+1 ∈ A pour un
ertain élément αi0−1,j0−1 ∈ A dont la 
lasse dans A/fA est inversible, et pour un
ertain βi0−1,j0+1 ∈ A pouvant s'exprimer 
omme un polyn�me en les éléments bl,
l ≤ i0 + j0. Ainsi, on a

c̃i0,j0 = αi0−1,j0+1

i0∏

i=0

F {ei+1}
ei

(g)
(
−aei,ei−1

)
bi0+j0+1 + βi0,j0où βi0,j0 peut s'exprimer 
omme un polyn�me en les éléments bl, l ≤ i0 + j0. Leshypothèses (11.1.1) entraînent que la 
lasse de i0∏

i=0

F {ei+1}
ei

(g)
(
−aei,ei−1

) dans A/fAest elle aussi inversible. Il existe don
 bi0+1 tel que
c̃i0,0 = αi0−1,1

i0∏

i=0

F {ei+1}
ei

(g)
(
−aei,ei−1

)
bi0+1 + βi0,j0et −aei0+2,ei0+1 aient la même image dans A/fA. On obtient alors l'égalité c̃i0,0 =

−aei0+2,ei0+1 + fd pour un 
ertain d ∈ A, de sorte qu'en posant ci0,1 = c̃i0,1 + d et
ci0,j = c̃i0,j pour tout j ≥ 2, Zei0

satisfait bien l'assertion du lemme et admet uneé
riture sous la forme voulue. On peut �nalement terminer la preuve par ré
urren
esur l'indi
e i = 0, . . . ,m− 2. �Lemme 11.3.2. Sous les mêmes hypothèses que (11.3.1), 
onsidérons les élé-ments Ze0 , . . . , Zem−2 pré
édemment 
onstruits et posons Y0 = Z0 + fmTe ∈ A [Te],où Te est une variable. Alors, pour tout i = 0, . . . ,m− 1, les éléments Yei ∈ Af [Te]dé�nis ré
ursivement par les formules
Yei = f−1Gei (g)

(
Y0, Ye0 , . . . , Yei−1

)
∈ Af [Te] , i = 0, . . . ,m− 1peuvent être é
rits sous la forme

Yei = Zei + ζif
m−i−1Te + fm−iRi (Te) ∈ A [Te] , i = 0, . . . ,m− 2tandis qu'il existe ζm−1 ∈ A, dont l'image dans A/fA est inversible et β ∈ A telsque

Yem−1 = (β + ζm−1Te) + fRem−1 (Te) ∈ A [Te] .Démonstration. Montrons par ré
urren
e que pour tout i = 0, . . . ,m− 2, ilexiste ζi ∈ A dont l'image dans A/fA est inversible, tel que
Yei = Zei + ζif

m−i−1Te + fm−iRi (Te)112



pour un 
ertain polyn�me Ri ∈ A [Te]. L'assertion est vraie pour i = 0. En e�et,par dé�nition de Z0, on obtient, en développant suivant les puissan
es de Te, qu'ilexiste un polyn�me R0 ∈ A [Te] tel que
Ye0 = f−1w (−−→e1e0) ((Z0 + fmTe))

(
F {e1}
e0 (g) (Z0 + fmTe)

)

=



m−1∑

j=1

bjf
j−1 + fm−1Te


F {e1}

e0 (g) (Z0 + fmTe)

= F {e1}
e0 (g) (Z0)



m−1∑

j=1

bjf
j−1


+ fm−1F {e1}

e0 (g) (Z0)Te + fmR0 (Te)

= Ze0 + fm−1F {e1}
e0 (g) (Z0)Te + fmR0 (Te) .L'image de ζ0 = F

{e1}
e0 (g) (Z0) dans A/fA est égale à 
elle de F {e1}

e0 (g) (−ae1,e0),don
 est inversible (
f. 11.1.1). Supposons don
 l'assertion vraie pour tout i =
0, . . . , i0 − 1 et montrons la au rang i0. En développant 
omme pré
édemment, on
on
lut qu'il existe un polyn�me Ri0 ∈ A [Te] tel que
Yei0

= f−1w (−−−−−→ei0ei0+1) (Yi0−1)




i0∏

j=0

F {ej+1}
ej

(g)
(
Yej−1

)



= f−1
(
fξi0−1 + fm−i0ζi0−1Te + fm−i0+1Ri0−1 (Te)

) i0∏

j=0

F {ej+1}
ej

(g)
(
Yej−1

)

=
(
ξi0−1 + fm−i0−1ζi0−1Te

) i0∏

j=0

F {ej+1}
ej

(g)
(
Zej−1

)
+ fm−i0Ri0 (Te)On a don
 bien, par dé�nition de Zei0

,
Yei0

= Zei0
+ fm−i0−1ζi0−1

i0∏

j=0

F {ej+1}
ej

(g)
(
Zej−1

)
Te + fm−i0Ri0 (Te)tandis que l'hypothèse de ré
urren
e assure, en 
onjon
tion ave
 les hypothèses(11.1.1) et la 
onstru
tion des éléments Zei ∈ A, i = 0, . . . , i0 − 1, que l'image de

ζi0 = ζi0−1

i0∏

j=0

F {ej+1}
ej

(g)
(
Zej−1

)
∈ A dans A/fA est bien inversible. Le mêmeargument permet �nalement de 
on
lure que

Yem−1 = (ξm−2 + ζm−2Te)

m−1∏

j=0

F {ej+1}
ej

(g)
(
Zej−1

)
+ fR (Te)

= (β + ζm−1Te) + fR (Te)où, par 
onstru
tion, l'image de ζm−1 = ζm−2

m−1∏

j=0

F {ej+1}
ej

(g)
(
Zej−1

) dans A/fAest bien inversible. �Lemme 11.3.3. Sous les mêmes hypothèses que (11.3.1), 
onsidérons les po-lyn�mes Y0, Ye0 , . . . , Yem−1 ∈ A [Te] 
onstruits en (11.3.2). Alors pour tout e′ ∈Par (Γ) \ (↓ e)Γ les éléments Ye′ ∈ Af [Te] dé�nis ré
ursivement par la formule
Ye′ = f−1Ge′ (g)

(
Y0, (Ye′′ )e′′∈An
(e′)) ∈ Af [Te]sont des polyn�mes Ye′ ∈ A [Te]. 113



Démonstration. Puisque e′ ∈ Par (Γ)\ (↓ e)Γ, le premier an
être 
ommun de
e′ et e est un sommet ei ∈ (↓ e)Γ pour un 
ertain i, 0 ≤ i ≤ m − 1. Ainsi pourtout e′′ ∈ (↓ e′)Γ \ (↓ e)Γ, le polyn�me Ae′′ (g) des an
êtres de e′′ est divisible par
w (−−−→ei+1ei)

(
Xei−1

). En parti
ulier, si e′′ = Fils (ei) ∩ (↓ e′)Γ alors,
Ye′′ = f−1Ae′′ (g)

(
Y0, Ye0 , . . . , Yei−2

)
Fe′′ (g) (Yei) ∈ A [Te]puisque par 
onstru
tion

w (−−−→ei+1ei)
(
Yei−1

)
= aei+1,ei + Zei + ζif

m−i−1Te + fm−iRi (Te)

= fξi + ζif
m−i−1Te + fm−iRi (Te)est divisible par f . On 
on
lut alors par ré
urren
e, suivant le même argument, que

Ye′′ ∈ A [Te] pour tout e′′ ∈ (↓ e′)Γ, don
 en parti
ulier que Ye′ ∈ A [Te]. �Les 
onstru
tions 
i-dessus aboutissent �nalement au résultat suivant :Proposition 11.3.4. Soit g = (Γ, w) un arbre A [t]-pondéré satisfaisant auxhypothèses (11.1.1) et soit e ∈ Fe (Γ) une feuille de Γ au niveau m = l (↓ e)Γ. Notons
(↓ e)Γ = {e0 < e1 < · · · < em = e} et V∗ (e) = V (g) |X∗ ∪Ce l'ouvert de V (g)
orrespondant à la feuille e. Soient en�n Y0, (Ye′)e′∈Par(Γ) ∈ A [Te] les polyn�mes
onstruits en (11.3.2) et (11.3.3). Alors l'homomorphisme de A-algèbres

φ : A [Γ] → A [Te] , X0 7→ Y0, Xe′ 7→ Ye′ , e′ ∈ Par (Γ)induit un isomorphisme de A-algèbres B∗ (e) = Γ (X,π∗V∗ (e))
∼→ A [Te].Démonstration. Par 
onstru
tion des polyn�mes Y0, Ye′ , e′ ∈ Par (Γ), la re-lation

φ (∆e′ (g)) = ∆e′ (g)
(
Y0, (Ye′′)e′′∈An
(e′)) = fYe′−Ge′ (g)

(
Y0, (Ye′′ )e′′∈An
(e′)) = 0est satisfaite dans A [Te]. D'après (6.1.10), la relation

fφ (∆e′′<e′ (g)) = f∆e′′<e′ (g)
(
Y0, (Ye′′ )e′′∈An
(e′)) = 0est don
 aussi satisfaite dans A [Te] pour tout e′′ ∈ An
 (e′). Puisque f n'est pasdiviseur de zéro dans A [Te], 
ela implique que φ (∆e′′<e′ (g)) = 0 dans A [Te]. Ainsi,

φ se fa
torise par un homomorphisme φ̄ : B (g) = A [Γ] /I (g) → A [Te]. La dé�nitionde Y0 = Z0 + fmTe implique d'autre part que φ̄ induit un isomorphisme de Af -algèbres B (g)f ≃ Af [X0]
∼→ Af [Te]. D'après (11.2.8), l'idéal de la 
omposante

Ce ⊂ V∗ (e) de la �bre π−1 (D) est l'idéal
I (g) (e) =

{
f, I (g) ,

(
aei+1,ei +Xei−1

)
i=0,...,m−1

}
⊂ A [Γ] ,et Ce est isomorphe à A1

D ≃ Spe
 ((A/fA)
[
XPar(e)]). On en déduit que φ (Q) ∈

fA [Te] pour tout Q ∈ I (g) (e) puisque pour tout i = 0, . . . ,m− 2,
Yei = Zei + fm−i−1ζiTe + fm−iRi (Te) où Zei = −aei+2,ei+1 + fξi.D'autre part, puisque par 
onstru
tion Yem−1 = β+ζm−1Te+fRm−1 (Te), où l'imagede ζm−1 dans A/fA est inversible, φ induit un isomorphisme

A [Γ] /I (g) (e) ≃ (A/fA)
[
Xem−1

] ∼→ (A/fA) [Te] .Ainsi l'image du X-morphisme A1
X → A

d(Γ)
X 
orrespondant à l'homomorphisme φest 
ontenue dans l'ouvert V∗ (e) de V (g). Il est alors 
lair que le X-morphismeinduit τ : A1

X → V∗ (e) est bije
tif, don
 est un isomorphisme puisque V∗ (e) estlui-même isomorphe à A1
X d'après (11.2.10). �114



11.3.5. On a montré que pour tout arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w) satisfaisantaux hypothèses (11.1.1) et toute feuille ei ∈ Fe (Γ) au niveau mi = l (↓ ei)Γ, il existe
σ̃i = Z0 ∈ A tel que l'homomorphisme de A-algèbres

τ̃i : A [X0] → A [Ti] , X0 7→ σ̃i + fmiTise prolonge en un isomorphisme τi : B∗ (ei)
∼→ A [Ti]. Par 
onstru
tion, τ̃i induitun isomorphisme B (g)f ≃ B∗ (ei) ≃ Af [X0]

∼→ Af [Ti]. On obtient don
, pourtoute autre feuille ej ∈ Fe (Γ) de Γ au niveau mj = l (↓ ej)Γ, un isomorphisme de
Af -algèbres τ̃j ◦ τ̃−1

i : Af [Ti] → Af [Tj ] dé�ni par
Ti 7→ f−mi (σ̃j − σ̃i) + fmj−miTj = fµi−h(Γ) (σ̃j − σ̃i) + fµi−µjTj ,où (11.2.1), µi = h (Γ) − mi et µj = h (Γ) − mj . Ainsi V (g) est isomorphe aus
héma de Danielewski-Fieseler de base (X,D = div (f)), de type (n, [µ]), dé�nipar les fon
tions de transition g̃ij = fµi−h(Γ) (σ̃j − σ̃i) ∈ Af , don
 au s
héma deDanielewski-Fieseler π : W = W

(n[µ])
(h(Γ),σ̃) → X (7.1.11) asso
ié à la paire (λ, σ̃), où

σ̃ = {σ̃i ∈ A} .11.3.6. On observera que par 
onstru
tion, la restri
tion sur V (g) de la pro-je
tion prX0 : A
d(Γ)+1
X → A1

X = Spe
 (A [X0]) induite par l'in
lusion A [X0] ⊂ A [Γ]
oïn
ide, via l'isomorphisme V (g) ≃W , ave
 le morphisme Ga,X -équivariant 
ano-nique ψ(h(Γ),σ̃) : W → A1
X (7.1.13) 
orrespondant à la donnée de la paire (h (Γ) , σ̃).En parti
ulier, lorsque l'on munit W de sa stru
ture 
anonique de Ga,X-quasi-torseur 
orrespondant à la se
tion 
anonique s[µ] ∈ Γ (X (n) ,O [µ]) et V (g) de la

Ga,X-a
tion dé�nie par la dérivation lo
alement nilpotente ∂g,h(Γ) ∈ DerA (B (g))induite par la dérivation lo
alement nilpotente ∂̃g,m ∈ DerA (A [Γ]) (6.3.3), l'isomor-phismeW ∼→ V (g) est équivariant, et l'on obtient, par 
omposition ave
 l'immersionfermée équivariante V (g) →֒ A
d(Γ)+1
X , un plongement équivariant W →֒ A

d(Γ)+1
Xprolongeant le morphisme équivariant 
anonique ψ(h(Γ),σ̃) : W → A1

X .
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Troisième partieSurfa
es de Danielewski





CHAPITRE 12Combinatoire des surfa
es de DanielewskiNous revenons dans le présent 
hapitre à l'étude des surfa
es de Danielewski S1et S2 de A3
C = Spe
 (C [x, y, z]), dé�nies par les équations xz−y (y + 1) = 0 et x2z−

y (y + 1) = 0, qui ont servi de motivation à l'introdu
tion et au développement de lanotion générale de s
héma de Danielewski-Fieseler. Rappelons que via la restri
tionde la proje
tion prx : A3
C → X = Spe
 (C [x]), 
es deux surfa
es sont des s
hémasde Danielewski-Fieseler de base (X,D = div (x)) atta
hés au Ga,X -torseur trivial

p : A1
X → X .Dans 
e 
hapitre, nous �xons un 
orps k de 
ara
téristique nulle, et nous 
onsi-dérons plus généralement la 
lasse des s
hémas de Danielewski-Fieseler π : S → X =Spe
 (k [x]), de base (X,D = div (x)), atta
hés au Ga,X -torseur trivial p : A1

X → X ,tels que S soit un s
héma a�ne. Par analogie ave
 les surfa
es S1 et S2, nousappelons 
es s
hémas surfa
es de Danielewski.Ces surfa
es ont été déjà introduites dans [14℄, dans le 
as parti
ulier où k = C,sous l'appellation de surfa
es de Danielewski généralisées. Il ressort de 
et arti
leque 
es surfa
es peuvent être dé
rites, à isomorphisme près, de manière purement
ombinatoire, par l'intermédiaire d'une 
ertaine 
lasse d'arbres pondérés γ = (Γ, w).Pré
isons que nous utilisons i
i des arbres pondérés γ d'une manière totalementdi�érente de 
elle du 
hapitre 6, la notation γ utilisée 
i-dessous ayant d'ailleurs pourbut d'éviter les risques de 
onfusion. Nous relierons 
ependant, dans le 
hapitre 14,les deux 
onstru
tions distin
tes de surfa
es de Danielewski obtenues respe
tivementà partir d'arbres k-pondérés γ et k [x] [t]-pondérés g.Dans le présent 
hapitre, nous montrons que l'essentiel des 
onstru
tions de[14℄ s'adapte sans di�
ulté à un 
orps de base k quel
onque. Signalons 
epen-dant que pour rester en a

ord ave
 la notion générale de s
héma de Danielewski-Fieseler développée pré
édemment, la présentation que nous faisons i
i est duale de
elle introduite dans lo
. 
it., 
ette dualité se manifestant prin
ipalement lors de la
onstru
tion de l'arbre pondéré asso
ié à une surfa
e de Danielewski.La le
ture de 
e qui suit ne requiert pour l'essentiel que la 
onnaissan
e de la no-tion 
ombinatoire intuitive d'arbre orienté. Cependant, 
ertains détails te
hniques,notamment 
eux relatifs à la 
onstru
tion d'arbres par re
ollement de 
haînes, mé-ritent un traitement rigoureux qui ne peut être mené à bien qu'en introduisant unformalisme adapté. A�n de ne pas perturber l'exposé, nous avons rassemblé l'en-semble de 
es résultats te
hniques, ainsi que la terminologie 
orrespondante dansl'annexe (C) de 
ette thèse.
Notation 12.0.7. Un 
orps k étant �xé, nous notonsA = k [x],X = Spe
 (k [x])la droite a�ne A1

k, x0 = div (x) et δ : X (n) → X la n-dupli
ation de x0 dans Xau sens de (8.1.1). Les points fermés de δ−1 (x0), que nous appellerons dorénavantles origines de X (n) seront notés x1 (n) , . . . , xn (n). Conformément à la notation(8.1.5), nous désignons par x (n) = x1 (n)+ · · ·+xn (n) le diviseur image inverse de
x0 par δ. 119



12.1. Dé�nitions et résultats préliminairesDéfinition 12.1.1. On appelle surfa
e de Danielewski tout X-s
héma a�neisomorphe à un s
héma de Danielewski-Fieseler de base (X = Spe
 (k [x]) , x0 = div (x)),atta
hé au Ga,X -torseur trivial p : A1
X → X .12.1.1. Conventions de 
onstru
tion. Par dé�nition, une surfa
e de Da-nielewski π : S → X admet une stru
ture de torseur ρ (n) : S → X (n) sous un �bréen droites V (O [−µ])+, où [µ] ∈ Zn≥0, au-dessus de la n-dupli
ation δ : X (n) → Xde x0 dans X = A1

k. Un tel multi-indi
e [µ] n'est évidemment déterminé qu'à l'ad-dition près d'un multi-indi
e 
onstant [υ̂], où υ ≥ − min
i=1,...,n

(µi), les diviseurs ef-fe
tifs [µ]x (n) et ([µ] + [υ̂])x (n) étant en e�et linéairement équivalents puisque
[υ̂]x (n) = div (δ∗xυ) est prin
ipal.12.1.2. Rappelons d'autre part que S s'identi�e auX-s
héma quotient n⊔

i=1

A1
Xi
/ ∼obtenu en re
ollant n ≥ 1 
opies Si = S |Xi(n)≃ A1

X = Spe
 (A [Ti]) de la droitea�ne de base X , au-dessus de l'ouvert X∗ = X \ {x0} ≃ Spe
 (Ax), via desisomorphismes de Ax-algèbres Ax [Ti]
∼→ Ax [Tj] , Ti 7→ g̃ij + xµi−µjTj asso
iés à

[µ] = (µ1, . . . , µn) ∈ Zn≥0 et à une 
olle
tion g̃ = {g̃ij}i,j=1,...,n de fon
tions detransition g̃ij ∈ Ax = k
[
x, x−1

]satisfaisant les relations de 
o
y
le �tordues�
{

g̃ji = −xµj−µi g̃ij
g̃ik = g̃ij + xµi−µj g̃jkLe fait que les re
ollements et les relations de 
o
y
les ne dépendent que des dif-féren
es µi − µj implique que rempla
er [µ] par [µ] + [υ̂] tout en 
onservant lesmêmes fon
tions de transition 
onduit à un X-s
héma identique à S. Cela in
ite àne plus 
onsidérer des multi-indi
es [µ] ∈ Zn≥0 mais seulement des 
lasses d'équi-valen
es de multi-indi
es de 
e type modulo l'addition de multi-indi
es 
onstant

[υ̂]. Si l'on ne souhaite pas travailler ave
 des 
lasses d'équivalen
e, on peut toutaussi bien 
hoisir une fois pour toutes un représentant de 
haque 
lasse, 
e qui peutd'ailleurs se faire de manière 
anonique puisque pour tout multi-indi
e [µ] ∈ Zn≥0,il existe un unique représentant [µmin] = [µ] − [υ̂] ∈ Zn≥0 de la 
lasse d'équivalen
ede [µ], 
orrespondant à l'entier υ̂ = min
i=1,...,n

(µi), ayant au moins un de ses 
oef-�
ients égal à 0, et les autres ≥ 0. En 
hoisissant 
ette des
ription en terme de
lasses d'équivalen
e de multi-indi
es, on abandonne évidemment l'appro
he quiprévalait jusqu'alors, 
onsistant à 
onsidérer un s
héma de Danielewski-Fieseler
π : W → X de type (n, [µ]) atta
hé au Ga,X -torseur trivial 
omme muni 
ano-niquement de la Ga,X-a
tion par translations tordues 
orrespondant à la stru
turede Ga,X(n)-quasi torseur sur ρ (n) : W → X (n) induite par la se
tion 
anonique
s[µ] ∈ Γ (X (n) ,O [µ]). Il n'en demeure pas moins que tout surfa
e de Danielewski
π : S → X peut être équipée d'une Ga,X-a
tion du type pré
édent, 
e qui revient à
hoisir un représentant de la 
lasse d'équivalen
e du multi-indi
e [µ] ∈ Zn≥0.12.1.3. Plus généralement, d'après (3.1.9), les stru
tures de Ga,X(n)-quasi-torseursur ρ (n) : S → X (n) sont en bije
tion ave
 les diviseurs e�e
tifs sur X (n) linéai-rement équivalents à [µ]x (n). Puisque X = A1

k, tout diviseur de 
e type est de laforme [µ]x (n) + div (δ∗xυf), où f ∈ k [x] \ xk [x] et υ ≥ − min
i=1,...,n

(µi), de sorteque la stru
ture de Ga,X(n)-quasi-torseur asso
iée à un tel diviseur 
orrespond en-
ore à une Ga,X -a
tion sur S. On notera en parti
ulier que le représentant 
ano-nique [µmin] ∈ Zn≥0 de la 
lasse d'équivalen
e de [µ] 
orrespond au diviseur e�e
tif
[µmin]x (n) linéairement équivalent à [µ]x (n) pour lequel le 
y
le des points �xes(3.3.3) du Ga,X(n)-quasi-torseur asso
ié est minimal. On en déduit la des
riptionsuivante des Ga,X-a
tions sur π : S → X .120



Proposition 12.1.4. Toute Ga,X-a
tion sur S 
orrespond à une stru
ture de
Ga,X-quasi-torseur dé�nie par une se
tion fs[µmin] pour un 
ertain f ∈ A.Démonstration. Toute Ga,X-a
tion non triviale sur S induit une Ga,Xi(n)-a
tion non triviale sur Si = S |Xi(n) pour tout i = 1, . . . , n. Puisque Si ≃ A1

Xi(n),
ette a
tion est né
essairement une translation tordue tfi pour un 
ertain élément
fi ∈ Γ

(
Xi (n) ,OX(n)

)
\ {0} ≃ A \ {0}, don
 
orrespond à un homomorphisme de
o-a
tion A [Ti] → A [Ti, T ] ≃ A [Ti]⊗AA [T ] , Ti 7→ Ti+ fiT . Ces a
tions sont 
om-patibles ave
 les isomorphismes de re
ollement dé�nissant S si et seulement si larelation fi = xµi−µjfj est satisfaite dans Ax = k

[
x, x−1

] pour tout 
ouple d'indi
es
i 6= j, i.e., si et seulement si les se
tions lo
ales x−µifi ∈ Γ (Xi (n) ,O [µ]) se re-
ollent en une se
tion globale f̃ . Il existe don
 une se
tion f ∈ Γ

(
X (n) ,KX(n)

)
≃

Γ (X,KX) = Fra
 (A) telle que f̃ = fs[µmin]. Soit div∞ (f) = λx0 + D̃, où λ ≥ 0,
D̃ ≥ 0 et Supp (D̃) ⊂ X∗, le diviseur des p�les de f ∈ Fra
 (A). On en déduitque div(f̃) = δ∗div0 (f) +

∑n
i=1 (µi − λ) xi (n) − δ∗D̃ est e�e
tif si et seulementsi D̃ = 0 et λ = 0, 
ar, par dé�nition du multi-indi
e [µmin], il existe au moins unindi
e i tel que µi = 0. Ainsi f ∈ A, 
e qui termine la preuve. �12.1.2. Reformulation du 
ritère d'a�nité. D'après (7.1.14), tout s
hémade Danielewski-Fieseler π : W → X de type (n, [µ]), atta
hé au Ga,X-torseur trivial

A1
X , admet des fon
tions de transition sous la forme

g̃ij = xµi−λ (σ̃j − σ̃i) ∈ k
[
x, x−1

]
i 6= j, i, j = 1, . . . , npour un 
ertain entier λ ≥ max

i=1,...,n
(µi) et une 
ertaine 
olle
tion σ̃ = {σ̃i}i=1,...,nde polyn�mes σ̃i ∈ A = k [x], 
es données étant déterminées par le 
hoix d'unmorphisme de s
hémas de Danielewski-Fieseler ψ : W → A1

X qui s'identi�e alors aumorphisme Ga,X -équivariant 
anonique ψ(λ,σ̃) : W → A1
X (−λ) (7.1.13). On déduitde plus de (9.1.11) qu'à isomorphisme près, la 
olle
tion σ̃ peut être 
hoisie de tellesorte que deg (σ̃i) < λ− µi pour tout i = 1, . . . , n .12.1.5. Toute surfa
e de Danielewski admet par 
onséquent une présentationanalogue, si 
e n'est que l'entier λ et le multi-indi
e [µ] ∈ Zn≥0 ne sont alors dé�nisqu'à l'addition près d'un entier υ ≥ − min

i=1,...,n
(µi) et du multi-indi
e 
onstant [υ̂]respe
tivement. Néanmoins, suivant (7.1.11), une surfa
e de Danielewski de 
e typesera notée S(λ,σ̃) = S

(n,[µ])
(λ,σ̃) . Une surfa
e de Danielewski S(λ,σ̃) étant par dé�nitiona�ne , l'entier λ (ou plut�t sa 
lasse d'équivalen
e) et la 
olle
tion σ̃ ne sont pasquel
onques, le 
orollaire (10.1.4) et le théorème (10.2.1) permettant de déterminerplus pré
isément que si n ≥ 2 alors S(λ,σ̃) est a�ne si et seulement si

λ > max
i=1,...,n

(µi) et ordx0 (σ̃j − σ̃i) < min (λ− µi, λ− µj)pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j, 
ette 
ondition étant en e�et la seule à garantirque les fon
tions de transition g̃ij , g̃ji ∈ k
[
x, x−1

] aient toutes deux un p�le en
x0. On notera au passage que les deux 
ontraintes 
i-dessus sont 
ompatibles ave
la des
ription en terme de 
lasses d'équivalen
e, puisqu'elles demeurent in
hangéeslorsque l'on rempla
e [µ] et λ par des données équivalentes [µ] + [υ̂] et λ + υ. Onobtient don
 la des
ription suivante :Proposition 12.1.6. Toute surfa
e de Danielewski est isomorphe à un s
hémade Danielewski-Fieseler π : S

(n,[µ])
(λ,σ̃) → X pour des données n ≥ 1, [µ] ∈ Zn≥0, λ ≥ 0et σ̃ = {σ̃i ∈ k [x]} satisfaisant les 
onditions suivantes :1) Si n = 1, alors λ ≥ µ.2) Si n ≥ 2, alors λ > max
i=1,...,n

(µi) et ordx0 (σ̃j − σ̃i) < min (λ− µi, λ− µi)pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j. 121



12.2. Arbre pondéré asso
ié à une surfa
e de DanielewskiL'ensemble des surfa
es de Danielewski de la forme S(n,[µ])
(λ,σ̃) admet une des
rip-tion 
ombinatoire simple en termes d'arbres �nement k-pondérés. Nous renvoyonsle le
teur à l'annexe (C) pour un exposé 
omplet sur 
es arbres. Rappelons sim-plement qu'un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w) est un arbre �ni orienté Γ, dera
ine e0, muni d'une appli
ation de poids w : E (Γ) → k, de l'ensemble des arêtesde Γ à valeurs dans le 
orps k, telle que pour tous deux sommets distin
ts e et e′ de

Γ partageant le même parent e′′, on ait w (−→ee′′) 6= w
(−−→
e′e′′

). Nous nous proposonsi
i d'établir une bije
tion entre l'ensemble des surfa
es de Danielewski S(n,[µ])
(λ,σ̃) , où

σ̃ = {σ̃i}i=1,...,n est une 
olle
tion de polyn�mes
σ̃i =

λ−µi−1∑

j=0

wi,jx
j ∈ k [x], i = 1, . . . , nde degrés deg (σ̃i) < λ− µi, et l'ensemble des arbres �nement k-pondérés.12.2.1. Arbre pondéré asso
ié à une surfa
e de Danielewski. Étantdonnée une surfa
e de Danielewski S = S

(n,[µ])
(λ,σ̃) , nous 
onstruisons 
i-dessous unarbre �nement k-pondéré γS .12.2.1. Supposons tout d'abord que n = 1, 
e 
as 
orrespondant aux surfa
esde Danielewski S = S

(1,µ1)
(λ,σ̃1) qui sont isomorphes à A1

X . Une fois des représentants
µ1 ≥ 0 et λ ≥ µ1 �xés, la donnée du polyn�me σ̃1 équivaut alors simplement à ladonnée du morphisme ψ : A1

X → A1
X induit par l'homomorphisme de A-algèbres

A [T ] → A [T ] , T 7→ σ̃1 + xλ−µ1T . Si λ = µ1, alors nous posons γS = {e0} , 
'est àdire l'arbre trivial à un élément.Sinon, si λ−µ1 ≥ 1, nous 
onstruisons une 
haîne k-pondérée γS = (ΓS , wS) enéquipant la 
haîne ΓS = {e0 < e1 < · · · < eλ−µ1} de longueur λ−µ1 de la fon
tion depoids wS : E (ΓS) → k dé�nie par wS (−−−−→ej+1ej) = w1,j pour tout j = 0, . . . , λ−µ1−1.12.2.2. Supposons maintenant que n ≥ 2. Nous formons alors, suivant le mêmepro
édé que pré
édemment, n 
haînes k-pondérées γi = (Γi, wi) en équipant les
haînes Γi = {ei,0 < · · · < ei,ni}, de longueur ni = λ − µi ≥ 1, des fon
tions depoids respe
tives wi : E (Γi) → k dé�nies par
w (−−−−−−−→ei,j+1,iei,j) = wi,j , j = 0, . . . , λ− µi − 1.Puisque S est a�ne, nij = ordx0 (σ̃j − σ̃i) < min (ni, nj) d'après (12.1.6). Ainsi,d'après (C.3.5), il existe un unique arbre �nement k-pondéré γS = (ΓS , wS), defeuilles ei, i = 1, . . . , n, et des isomorphismes de 
haînes pondérées ηi : γi

∼→ (↓ ei)γStels que ηi ({ei,0 < · · · < ei,nij

}
, wi
)

= (↓ ei)γS
∩ (↓ ej)γS

pour tout i = 1, . . . , n,
e
i revenant à dire que l'arbre γS est obtenu en re
ollant entre elles les 
haînes k-pondérées γi le long de leurs sous-
haînes maximales pondérées ({ei,0 < · · · < ei,nij

}
, wi
).Exemple 12.2.3. D'après (9.2.9), la surfa
e S3 ⊂ A3

X = Spe
 (k [x] [x, y, z, u])dé�nie par les équations
xz − y (y + 1) = 0, yu− z2 (z + 1) = 0, xu − (y + 1) z (z + 1) = 0devient, via la restri
tion π : S3 → X de la proje
tion prx : A3

X → X , une surfa
ede Danielewski dé�nie par le multi-indi
e [µ] = (1, 0, 0) ∈ Z3
≥0, l'entier λ = 2, etles trois polyn�mes σ̃1 = −1 , σ̃2 = −x et σ̃3 = 0. L'arbre �nement k-pondéré γS3
orrespondant à 
es données est don
 le suivant :122
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0

−1

−112.2.2. Surfa
e de Danielewski asso
iée à un arbre pondéré. Ré
ipro-quement, tout arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w) détermine une surfa
e de Da-nielewski S (γ) obtenue de la manière suivante.12.2.4. En notant (↓ ei)γ = {ei,0 = e0 < · · · < ei,ni = ei}w les sous-
haînes maxi-males pondérées de longueur ni ≥ 0 de γ 
orrespondant aux feuilles e1, . . . , en de Γ,nous obtenons, suivant le pro
édé inverse de 
elui exposé pré
édemment, les donnéessuivantes :a) un entier λ = h (Γ),b) un multi-indi
e [µ (γ)] = (µ1 (γ) , . . . , µn (γ)) ∈ Zn≥0, où µi = λ− ni,
) une 
olle
tion σ̃ (γ) = {σ̃i (γ)}i=1,...,n de polyn�mes
σ̃i (γ) =

ni−1∑

j=0

w (−−−−−−−→ei,j+1,iei,j)x
j ∈ k [x] , i = 1, . . . , n.L'arbre γ étant �nement pondéré, l'entier λ et la 
olle
tion σ̃ (γ) satisfont les 
ondi-tions (12.1.6), don
 dé�nissent une surfa
e de Danielewski S (γ) = S

(n,[µ(γ)])
(λ,σ̃(γ)) . Onnotera en parti
ulier que par 
onstru
tion le multi-indi
e [µ (γ)] est le représentant
anonique (12.1.3) de sa 
lasse d'équivalen
e puisque au moins un de ses 
oe�
ientsest égal à 0. Puisque dans la dé�nition d'une surfa
e de Danielewski S(n,[µ])
(λ,σ̃) l'entier

λ et le multi-indi
e [µ] ne sont déterminés qu'à équivalen
e près, on 
on
lut que lesappli
ations S 7→ γS et γ 7→ S (γ) sont ré
iproques l'une de l'autre, 
e qui 
onduitau résultat suivant :Proposition 12.2.5. L'ensemble des surfa
es de Danielewski S(n,[µ])
(λ,σ̃) dé�niespar des 
olle
tions σ̃ = {σ̃i ∈ k [x]}i=1,...,n de polyn�mes de degrés deg (σ̃i) < λ−µiest en bije
tion ave
 l'ensemble des arbres �nement k-pondérés.12.2.6. Plus généralement, pour toute surfa
e de Danielewski S = S

(n,[µ])
(λ,σ̃) dé-�nie par une 
olle
tion σ̃ = {σ̃i}i=1,...,n de polyn�mes σ̃i ∈ k [x] ne satisfaisantné
essairement deg (σ̃i) < λ − µi pour tout i = 1, . . . , n, il est en
ore possible de
onstruire un arbre �nement k-pondéré γS , en tronquant 
haque polyn�me σ̃i audegré λ − µi − 1. La surfa
e de Danielewski S (γS) 
orrespondant à l'arbre ainsiobtenu est alors isomorphe à S d'après (9.1.11). Toute surfa
e de Danielewski étantisomorphe à une surfa
e de 
e type (
f. 7.1.14), on obtient �nalement le résultatsuivant.Théorème 12.2.7. Toute surfa
e de Danielewski est isomorphe à une surfa
e

π : S (γ) → X dé�nie par un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w).12.2.8. Par 
onstru
tion, la surfa
e de Danielewski S (γ) asso
iée à un arbre�nement k-pondéré γ = (Γ, w) qui n'est pas une 
haîne, est dé�nie par le multi-indi
e [µ (γ)] et les fon
tions de transition
g̃ij = xh(Γ)−µi(γ) (σ̃j (γ) − σ̃i (γ)) = x−ni (σ̃j (γ) − σ̃i (γ)) ∈ k

[
x, x−1

]
,où par dé�nition de µi (γ), ni > 1 désigne la longueur de la sous-
haîne maximale

(↓ ei)Γ dé�nie par la feuille ei de Γ 
orrespondante. En notant eij le premier an
être
ommun des feuilles ei et ej , l'entier nij = ordx0 (σ̃j (γ) − σ̃i (γ)) s'identi�e à la123



longueur de la sous-
haîne (↓ eij)Γ de Γ, tandis que les entiers mij := −ordx0 (g̃ij)et mji := −ordx0 (g̃ji), qui satisfont la relation mji = nj − nij = mij + nj − ni,s'identi�ent respe
tivement aux longueurs des sous-
haînes [eij , ei]Γ et [eij , ej ]Γ de
Γ.

e0 eij

ej

einij

mij

mji

12.3. Isomorphismes de surfa
es de DanielewskiCe paragraphe est 
onsa
ré à l'étude des 
lasses d'isomorphismes de surfa
esde Danielewski, 
onsidérées 
omme des X-s
hémas. Nous laissons en parti
ulier de
oté le problème épineux 
onsistant à 
ara
tériser les 
lasses d'isomorphismes desurfa
es de Danielewski dans la 
atégorie des k-s
hémas.12.3.1. Critères généraux. D'après (9.1.11), deux surfa
es de Danielewski
S (resp. S′) dé�nies par un multi-indi
e [µ] ∈ Zn≥0 (resp. [µ′] ∈ Zn

′

≥0) et une 
olle
-tion de fon
tions de transition g̃ = {g̃ij}i,j=1,...,n (resp. g̃′ =
{
g̃′ij
}
i,j=1,...,n

), sontisomorphes en tant que s
hémas de Danielewski-Fieseler si et seulement si n = n′et s'il existe une permutation φ de l'ensemble d'indi
es {1, . . . , n} et une 
olle
tion
τ̃ = {τ̃i}i=1,...,n′ de polyn�mes τ̃i ∈ k [x], tels que µ′

i = µφ(i) pour tout i = 1, . . . , n′et
g̃′ij = g̃φ(i)φ(j) + xµφ(i)−µφ(j) τ̃j − τ̃ipour tout 
ouple d'indi
es i 6= j, i, j = 1, . . . , n′. Rappelons que 
ette 
ara
térisationrepose essentiellement sur le fait qu'un X-automorphisme de A1

X équivariant pourles Ga,X-a
tions par translations tordues de la forme txµi (7.1.8) est né
essairementinduit par un k [x]-automorphisme de k [x] [T ] de la forme T 7→ τ̃i + T pour un
ertain polyn�me τ̃i ∈ k [x].12.3.1. Plus généralement, d'après (2.5.5), tout X-automorphisme de A1
X estinduit par un k [x]-automorphisme de k [x] [T ] de la forme T 7→ τ̃i+aiT , où τ̃i ∈ k [x]et ai ∈ k∗. Un raisonnement analogue à 
elui de la preuve de (9.1.11) montre alorsque S et S′ sont isomorphes en tant que surfa
es de Danielewski si et seulement siil existe a ∈ k∗, υ ∈ Z et une 
olle
tion τ̃ = {τ̃i}i=1,...,n′ , tels que µ′

i = µφ(i) + υpour tout i = 1, . . . , n′ et tels que ag̃′ij = g̃φ(i)φ(j) + xµφ(i)−µφ(j) τ̃j − τ̃i pour tout
ouple d'indi
es i 6= j, i, j = 1, . . . , n′, la première relation provenant du fait queles multi-indi
es [µ] et [µ′] ne sont plus dé�nis qu'à équivalen
e près, tandis que lase
onde exprime les 
onditions de 
ompatibilité aux re
ollements d'une 
olle
tiond'isomorphismes lo
aux de la forme T 7→ τ̃i + aiT .12.3.2. Critère 
ombinatoire. Lorsque S et S′ sont deux surfa
es de Danie-lewski dé�nies par des arbres �nement k-pondérés γ et γ′ respe
tivement, il devientpossible de dé
ider si S et S′ sont isomorphes uniquement à partir des propriétésde 
es arbres. Rappelons au préalable (C.1.8) que le sous-arbre k-pondéré essentielEs (γ) d'un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w) est le sous-arbre maximal Es (Γ)de Γ, enra
iné soit en l'unique feuille ẽ0 de Γ si Γ et une 
haîne, soit en l'uniquean
être 
ommun ẽ0 des feuilles de Γ, pondéré par la restri
tion de la fon
tion depoids w : E (Γ) → k. 124



Définition 12.3.2. Deux arbres �nement k-pondérés γ = (Γ, w) et γ′ = (Γ′, w′)sont dit équivalents, s'il existe un isomorphisme d'arbres η : Es (Γ)
∼→ Es (Γ′) entreles sous-arbres essentiels de Γ et Γ′ respe
tivement, un élément a ∈ k∗ et une
olle
tion b̃ = {bi ∈ k}i=0,...,h−1, où h = h (Es (Γ)) désigne la hauteur de l'arbreEs (Γ) tels que

w′
(−−−−−−−−−→
η (ei+1) η (ei)

)
= aw (−−−→ei+1ei) + bi, i = 0, . . . , h− 1pour tout arête −−−→ei+1ei de Es (Γ) joignant deux sommets ei+1 et ei aux niveaux i+1et i respe
tivement.Exemple 12.3.3. Étant donnés un entier ν ≥ 0, une 
olle
tionw = {w0, . . . , wν−1}d'éléments de k, un entier n ≥ 2 et une 
olle
tion c = {c1, . . . , cn} d'éléments de kdeux à deux distin
ts ν ≥ 0, nous 
onsidérons l'arbre �nement k-pondéré suivant :

γnν,w,c =
w0 w1 wν−2 wν−1

c 1

c
n

ci

ν

n

Par dé�nition S
(
γn(υ,w,c)

) est la surfa
e de Danielewski 
orrespondant au multi-indi
e [µ] =
[
0̂
]
∈ Zn≥0 et à la paire (λ, σ̃), où λ = ν + 1 et σ̃i =

ν−1∑

j=0

wjx
j + xνcipour tout i = 1, . . . , n. On a don
 g̃ij = x−1 (cj − ci) pour tout 
ouple d'indi
e i 6= j.Ainsi S (γn(ν,w,c)) est isomorphe à la surfa
e de Danielewski S (γn(0,∅,c)) dé�nie parle multi-indi
e [0̂] ∈ Zn≥0 et la paire (1, σ̃′), où σ̃′

i = ci pour tout i = 1, . . . , n.En posant Pc (y) =

n∏

i=1

(y − ci), le même raisonnement qu'en (7.2.12) montre quevia le plongement (ξ1, ξ2) : S
(
γn(υ,w,c)

)
→֒ A2

X = Spe
 (k [x] [y, z]) de 
omposantes
ξ1 = ψ(1,σ̃′) et ξ2 = x−1Pc (ξ1), S (γn(0,∅,c)) s'identi�e à l'hypersurfa
e d'équation
xz−Pc (y) = 0. D'après [33℄ deux surfa
es de 
e type, 
orrespondant respe
tivementà des polyn�mes à ra
ines simples Pc et Pc′ 
omme 
i-dessus sont isomorphes,don
 en parti
ulier X-isomorphes, si et seulement si Pc (y) = Pc′ (ay + b) pour une
ertaine paire (a, b) ∈ k∗ × k. Ainsi deux surfa
es de Danielewski S (γn(ν,w,c)) et
S
(
γn

′

(ν′,w′,c′)

) sont isomorphes si et seulement si les arbres γn(ν,w,c)et γn′

(ν′,w′,c′) sontéquivalents.Plus généralement, les arbres �nement k-pondérés dé�nissant des surfa
es deDanielewski isomorphes sont 
ara
térisés par le résultat suivant :Théorème 12.3.4. Pour que deux surfa
es de Danielewski S (γ) et S (γ′), dé�-nies par des arbres �nement k-pondérés γ = (Γ, w) et γ′ = (Γ′, w′) respe
tivement,soient des X-s
hémas isomorphes, il faut et il su�t que γ et γ′ soient équivalents.Démonstration. Par 
onstru
tion, une surfa
e de Danielewski S (γ) est iso-morphe à A1
X si et seulement si γ est une 
haîne k-pondérée. Toutes les 
haînespondérées étant équivalentes entres elles, le théorème est don
 démontré dans 
e
as parti
ulier. Nous supposons don
 dorénavant qui ni γ ni γ′ ne sont des 
haînes,125



et, dans un premier temps que γ et γ′ 
oïn
ident ave
 leurs sous-arbres essentielsrespe
tifs. Supposons alors que γ et γ′ sont équivalents, et notons h leur hauteur
ommune. Puisque l'image d'une feuille e′i de Γ′ par l'isomorphisme η−1 : Γ′ ∼→ Γ estune feuille eφ(i) = η−1 (e′i) de Γ, on a µi (γ′) = µφ(i) (γ) pour tout i = 1, . . . , n, où
n désigne le nombre de feuilles de Γ et Γ′. Quitte à réordonner l'ensemble d'indi
es
{1, . . . , n}, on peut supposer que µ1 (γ′) = min

i=1,...,n
(µi (γ

′)). Par dé�nition, il existe
a ∈ k∗ et une 
olle
tion b̃ =

{
b̃r ∈ k

}
r=0,...,h−1

tels que
σ̃i (γ

′) = aσ̃φ(i) (γ) +

h−µφ(i)(γ)−1∑

r=0

brx
r, i = 1, . . . , n,de sorte que si l'on pose

τ̃i = −axµi(γ′)−h



h−µ1(γ′)−1∑

r=h−µi(γ′)

brx
r


 ∈ k [x] , i = 1, . . . , non obtient �nalement que les fon
tions de transition g̃ij (γ′) et g̃ij (γ) 
orrespondantaux données 
i-dessus satisfont les relations

a−1g̃ij (γ′) = g̃φ(i)φ(j) (γ) + xµφ(i)(γ)−µφ(i)(γ)τ̃j − τ̃igarantissant que S (γ) et S (γ′) sont des surfa
es de Danielewski isomorphes.Ré
iproquement, si S (γ) et S (γ′) sont isomorphes, alors il existe une permuta-tion φ de l'ensemble {1, . . . , n}, un entier υ ∈ Z, un élément a ∈ k∗ et une 
olle
tion
τ̃ = {τ̃i}i=1,...,n de polyn�mes τ̃i ∈ k [x], tels que µi (γ′) = µφ(i) (γ) + υ pour tout
i = 1, . . . , n et tels que ag̃ij (γ′) = g̃φ(i)φ(j) (γ) + xµφ(i)(γ)−µφ(i)(γ)τ̃j − τ̃i pour tout
ouple d'indi
es i 6= j. Puisque par 
onstru
tion les multi-indi
es [µ (γ′)] et [µ (γ)]ont 
ha
un au moins un de leurs 
oe�
ients égal à 0, on 
on
lut que υ = 0, desorte que les sous-
haînes maximales (↓ eφ(i)

)
Γ
et (↓ e′i)Γ′ de Γ et Γ′ ont la mêmelongueur ni = h (Γ′)−µi (γ′) = h (Γ)−µφ(i) (γ) > 1. La se
onde 
ondition équivautalors à l'existen
e d'un élément P ∈ k

[
x, x−1

] tel que
axh(Γ)−h(Γ′)σ̃i (γ

′) = σ̃φ(i) (γ) + xni τ̃i + P, i = 1, . . . , n.Puisque γ = Es (γ) et γ′ = Es (γ′) sont des arbres �nement k-pondérés, on ané
essairement h (Γ) = h (Γ′). En e�et, si h (Γ) − h (Γ′) > 0, alors P ∈ k [x] et l'onobtient une 
ontradi
tion 
ar dans 
e 
as σ̃φ(i) (γ) (0) = P (0) pour tout i = 1, . . . , npuisque ni > 1. De même, si h (Γ) − h (Γ′) < 0, alors la 
ontradi
tion provient del'égalité σ̃i (γ′) (0) = Q (0) pour tout i = 1, . . . , n, où Q = xh(Γ
′)−υ−h(Γ)P ∈ k [x].Ainsi h (Γ′) = h (Γ) et P =

∑
crx

r ∈ k [x]. Les polyn�mes σ̃i (γ′) et σ̃φ(i) (γ) étanttous deux de degré < ni, on 
on
lut que
σ̃i (γ

′) = a−1σ̃φ(i) (γ) +

ni−1∑

r=0

a−1crx
r i = 1 . . . , n.Les entiers ordx0 (σ̃j (γ′) − σ̃i (γ

′)) et ordx0

((
σ̃φ(j) (γ) − σ̃φ(i) (γ)

)), qui sont tousdeux stri
tement inférieurs à min (ni, nj), sont alors égaux puisque
σ̃j (γ′) − σ̃i (γ

′) = a−1
(
σ̃φ(j) (γ) − σ̃φ(i) (γ)

)
+ xmin(ni,nj)Rpour un 
ertain polyn�me R ∈ k [x]. Les relations satisfaites par σ̃ (γ) et σ̃ (γ′)assurent �nalement que γ et γ′ sont équivalents via l'isomorphisme η : Γ

∼→ Γ′obtenu en re
ollant les isomorphismes de 
haînes ηi :
(
↓ eφ(i)

)
Γ

∼→ (↓ e′i)Γ′ selon lepro
édé (C.2.1). Pour terminer la preuve, il reste à montrer que pour tout arbre�nement k-pondéré γ = (Γ, w), les surfa
es de Danielewski S (γ) et S (Es (γ)) dé-�nies respe
tivement par γ et son sous-arbre essentiel Es (γ) sont isomorphes. Or,126



par dé�nition de Es (γ), h = h (Γ)−h (Es (Γ)) ≥ 0, [µ (γ)] = [µ (Es (γ))], et il existealors un polyn�me P ∈ k [x] de degré deg (P ) < h tel que σ̃i (γ) = P +xhσ̃i (Es (γ))pour tout i = 1, . . . , n, de sorte que S (γ) et S (Es (γ)) sont dé�nies par les mêmesfon
tions de transition, don
 sont évidemment isomorphes. �Corollaire 12.3.5. Toute surfa
e de Danielewski est isomorphe à une sur-fa
e dé�nie par un arbre �nement k-pondéré γ0 = (Γ0, w0) de feuilles e1, . . . , ensatisfaisant les 
onditions suivantes :a) Γ0 = Es (Γ0),b) l (↓ e1)Γ0
≤ · · · ≤ l (↓ en)Γ0

,
) la restri
tion de w0 à la 
haîne (↓ en)Γ0
est la pondération nulle.Démonstration. D'après (12.2.7), toute surfa
e de Danielewski est isomorpheà une surfa
e S (γ) dé�nie par un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w). Un arbre

γ0 
onvenant peut alors être obtenu à partir de γ en posant tout d'abord γ′ =Es (γ) = (Es (Γ) , w), puis en réindexant si né
essaire les feuilles e1, . . . , en de Es (Γ)de telle sorte que la 
ondition b) soit satisfaite par γ′, et en dé�nissant �nalementla fon
tion de poids w0 sur Es (Γ), à partir de la 
haîne maximale
(↓ en)γ′ = {en,0 = e0 < · · · < en,h = en}wde longueur h = h (Es (Γ)), par la formule w0 (−−−→ei+1ei) = w (−−−→ei+1ei) − w (−−−−−−→en,i+1en,i)pour toute arête −−−→ei+1ei de Es (Γ) joignant deux sommets ei+1 et ei aux niveaux i+1et i respe
tivement. Par 
onstru
tion, γ0 = (Es (Γ) , w0) est équivalent à γ′, don
 à

γ, de sorte que S (γ) ≃ S (γ0) d'après (12.3.4). �12.4. Exemples de surfa
es de DanielewskiNous donnons dans 
e paragraphe une liste d'exemples de surfa
es de Danie-lewski, 
orrespondant à 
ertaines 
lasses d'arbres parti
ulières.12.4.1. Surfa
es de Danielewski dé�nies par des 
�nes.Définition 12.4.1. Un 
�ne △h de hauteur h ≥ 0 est est un arbre Γ =
(N (Γ) ,≤) enra
iné en e0, tel que (N (Γ) \ {e0} ,≤) est soit vide, soit une réuniondisjointe de 
haînes de longueur h− 1. Un 
�ne de hauteur 1 sera en
ore appelé untriangle.

hFig. 12.4.1. Un 
�ne de hauteur h.D'après (12.3.3) les surfa
es de Danielewski 
orrespondant aux triangles �ne-ment k-pondérés (△, w) ayant n ≥ 1 feuilles peuvent être plongées dans A2
X =Spe
 (k [x] [y, z]) 
omme les hypersurfa
es S ⊂ A2

X dé�nies les équations xz−P (y),où P est un polyn�me à n ≥ 1 ra
ines simples. Il s'agit là d'un 
as parti
ulier durésultat général suivant :Proposition 12.4.2. Toute surfa
e de Danielewski S (△h, w) dé�nie par un
�ne �nement k-pondéré (△h, w) peut être plongée dans A2
X .127



Démonstration. Si h = 1 alors △h est triangle et le résultat provient de ladis
ussion 
i-dessus. Notons e1, . . . , en les feuilles de △h. Si n = 1, alors △h est une
haîne et S (△h, w) ≃ A1
X peut évidemment être plongé dans A2

X . Nous supposonsdon
 dorénavant n ≥ 2 et h ≥ 2. La surfa
e S = S (△h, w) est alors dé�nie parle multi-indi
e [µ] =
[
0̂
]
∈ Zn≥0, l'entier λ = h et la 
olle
tion σ̃ (γ) = {σ̃i}i=1,...,ndes polyn�mes σ̃i =

∑
w (−−−−−−→ei,j+1ei,j)x

j ∈ k [x]. Pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j,on a de plus σ̃i (0) 6= σ̃j (0) puisque (△h, w) est �nement k-pondéré. Notons main-tenant π : S
ρ(n)→ X (n)

δ→ X le morphisme stru
tural de la surfa
e de Danielewski
S. Par dé�nition, les restri
tions aux ouverts Si = S |Xi(n)≃ Spe
 (k [x] [Ti]) dumorphisme 
anonique ψ(λ,σ̃(γ)) : S → A1

X = Spe
 (k [x] [T ]) (7.1.13) sont induitespar les homomorphismes de k [x]-algèbres
k [x] [T ] → k [x] [Ti] , T 7→ σ̃i + xhTi, i = 1, . . . , n,don
 induisent respe
tivement les homomorphismes 
onstants

k [T ] → k [Ti] , T 7→ c1,i = σ̃i (0) = w (−−−−→ei,1ei,0) , i = 1, . . . , n.Cela implique, en posant ξ1 = ψ(λ,σ̃(γ)) et P1 =
n∏

i=1

(T − c1,i) que la se
tion ra-tionnelle x−1P1 (ξ1) ∈ Γ (X∗, π∗OS) s'étend en une se
tion ξ2 ∈ Γ (X,π∗OS). Enrestri
tion aux ouverts Si, ξ2 est induit par les homomorphismes de k [x]-algèbres
k [x] [T ] → k [x] [Ti] , T 7→

∏

j 6=i

(
xλTi + σ̃i − c1,j

)


r−1∑

j=1

w (−−−−−−→ei,j+1ei,j)x
j−1 + xh−1Ti


induisant respe
tivement, puisque λ ≥ 2, les homomorphismes 
onstants

k [T ] → k [Ti] , T 7→ c2,i =
∏

j 6=i

(c1,i − c1,j)w (−−−−→ei,2ei,1) , i = 1, . . . , n.Contrairement aux c1,i, les éléments c2,i ∈ k, i = 1, . . . , n, ne sont pas né
es-sairement deux à deux distin
ts. Nous 
hoisissons don
 un sous-ensemble d'indi
e
{i1, . . . , in2} ⊂ {1, . . . , n} tel que les c2,ij soient deux à deux distin
ts et représententtoutes les valeurs c2,i, i = 1, . . . , n, et nous posons P2 =

n2∏

i=j

(T − c2,j). On 
on
lutalors 
omme pré
édemment que x−1P2 (ξ2) ∈ Γ (X∗, π∗OS) s'étend en une se
tion
ξ3 ∈ Γ (X,π∗OS). En répétant 
e même pro
édé h fois, on obtient �nalement unese
tion ξh ∈ Γ (X,π∗OS) dont la restri
tion à 
ha
une des 
omposantes irrédu
tibles
Ci = ρ (n)−1 (xi (n)) ≃ A1

k, i = 1, . . . , n, de la �bre π−1 (x0) est une fon
tion 
o-ordonnée. On en déduit �nalement que le X-morphisme (ξ1, ξh) : S → A2
X est unplongement puisque ξ1 induit un isomorphisme S∗ = S |X∗

∼→ A1
X∗

et distingue les
omposantes irrédu
tibles de la �bre π−1 (x0). �12.4.3. Dans la 
onstru
tion pré
édente, les morphismes ξ1 et ξh satisfont larelation ξh = x−1Ph−1

(
x−1Ph−2

(
· · ·x−1P1 (ξ1)

))
= x−sQ (x, ξ1) pour un 
ertainpolyn�me Q ∈ k [x, y]. Par 
onséquent, la surfa
e S s'identi�e, via le plongement

φ = (ξ1, ξh) : S →֒ A2
X = Spe
 (k [x] [y, z]), à la normalisation de l'hypersurfa
ed'équation xsz − Q (x, y) = 0. La détermination pré
ise de l'image de φ (S) faitl'objet d'un arti
le en préparation ([16℄), en 
ollaboration ave
 Pierre-Marie Poloni,dans lequel nous montrons que les surfa
es de Danielewski S (△h, w) dé�nies par des
�nes de hauteur h ≥ 2 ayant n ≥ 2 feuilles sont les hypersurfa
es de A2

X d'équation
xhz −Q (x, y) = 0, où Q est un polyn�me tel que Q (0, y) ∈ k [y] soit un produit de
n fa
teurs linéaires deux à deux distin
ts.128



Exemple 12.4.4. A partir de l'arbre �nement C-pondéré γ suivant
1 1

−1 1on obtient ξ2 = x−1P2

(
x−1P1 (ξ1)

) où P1 =
(
T 2 − 1

) et où P2 =
(
T 2 − 4

). D'autrepart, on véri�e fa
ilement que ξ̃2 = x−2 (P1 (ξ1) − 2xξ1) ∈ Γ
(
X,π∗OS(γ)

) et que(
ξ1, ξ̃2

)
: S (γ) → A2

X = Spe
 (C [x] [y, z]) est un plongement dont l'image estl'hypersurfa
e non singulière S4 dé�nie par l'équation x2z − y2 + 2xy + 1 = 0.12.4.2. Surfa
es de Danielewski dé�nies par des arbres 
omplets. Unarbre Γ est dit 
omplet si toutes ses feuilles sont au même niveau h = h (Γ), ouen
ore, 
e qui revient au même, si toutes ses sous-
haînes maximales sont de mêmelongueur. Les 
haînes et les 
�nes sont évidemment des exemples d'arbres 
omplets.
Fig. 12.4.2. Un arbre 
omplet de hauteur h = 3.Pour toute 
haîne k-pondérée γ, la surfa
e de Danielewski S = S (γ) est iso-morphe à A1

X ≃ A2
k, tandis que d'après (12.4.2), pour tout 
�ne �nement k-pondérée

γ = (△h, w), la surfa
e S (γ) est isomorphe à une hypersurfa
e de A2
X ≃ A3

k. Ainsi,dans 
es deux 
as parti
uliers, le OS-module inversible 
anonique ωS de S est tri-vial. Dans [1℄, Bandman et Makar-Limanov montrent que la surfa
e S ⊂ A4
C =Spe
 (C [x, y, z, u]) dé�nie par les équations

xz − y
(
y2 − 1

)
= 0, yu− z

(
z2 − 1

)
= 0, xy −

(
y2 − 1

) (
z2 − 1

)
= 0,a un module 
anonique ωS non trivial. D'après (12.4.11) 
i-dessous, 
ette surfa
e

S est isomorphe à la surfa
e de Danielewski S (γ) dé�nie par l'arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w) suivant :
−1

−1 1

10On 
onstate que γ n'est ni une 
haîne, ni un 
�ne. Plus généralement, on a la
ara
térisation suivante :Proposition 12.4.5. Pour que le OS-module 
anonique ωS d'une surfa
e deDanielewski S = S (γ) soit trivial, il faut et il su�t que γ soit un arbre �nement
k-pondéré 
omplet.Démonstration. Étant donné un arbre �nement k-pondéré quel
onque γ =

(Γ, w), notons π : S
ρ(n)→ X (n)

δ

→ X le morphisme stru
tural de la surfa
e deDanielewski S = S (γ) 
orrespondante, n désignant le nombre de feuilles de Γ. Par129




onstru
tion ρ (n) : S → X (n) est un torseur sous le X (n)-groupe V (O [−µ (γ)])+dé�ni par le OX(n)-module inversible O [−µ (γ)] asso
ié au diviseur [−µ (γ)]x (n)sur X (n). Pour tout indi
e i = 1, . . . , n, Si = S |Xi(n)≃ Spe
 (k [x] [Ti]) de sorte quel'on a des isomorphismes de OSi-modules φi : Ω1
X/S |Si

∼→ OSi ·dTi. Au dessus de X∗,on obtient la relation φj ◦φ−1
i (dTi) = xµi−µjdTj qui prouve que Ω1

S/X(n) s'identi�eà l'image inverse ρ (n)
∗ O [−µ (γ)]. Puisque ρ (n) : S → X (n) est un morphismelisse, on obtient �nalement

ωS ≃ Ω1
S/X(n) ⊗ ρ (n)

∗
ΩX(n)/k ≃ ρ (n)

∗ O [−µ (γ)]
ar Ω1
X(n)/k ≃ δ∗Ω1

X/k ≃ OX(n) puisque X ≃ A1
k. Ainsi ωS est trivial si et seulementsi O [−µ (γ)] ≃ OX(n), 
e qui n'est évidement le 
as que si [µ (γ)] est un multi-indi
e
onstant, don
 nul puisque par dé�nition [µ (γ)] a au moins l'un de ses 
oe�
ientségal à 0. On a don
 montré, par dé�nition de [µ (γ)], que ωS est trivial si et seulementsi toutes les 
haînes maximales de Γ ont même longueur h (Γ), 
'est à dire si etseulement si Γ est un arbre 
omplet. �12.4.6. Il est naturel de se demander si une surfa
e de Danielewski S = S (γ)dé�nie par un arbre �nement k-pondéré 
omplet γ est une interse
tion 
omplète, latrivialité de ωS étant en e�et une 
ondition né
essaire pour 
ela, ou en
ore isomorpheà une hypersurfa
e de A3

k 
omme 
ela est le 
as pour les 
�nes �nement k-pondérés
γ = (△h, w). Nous ne disposons malheureusement que du résultat partiel suivant :Proposition 12.4.7. Soit π : S = S (γ) → X une surfa
e de Danielewskidé�nie par un arbre �nement k-pondéré 
omplet γ = (Γ, w). Pour qu'il existe unese
tion ξ ∈ Γ (X,π∗OS) telle que le X-morphisme φ =

(
ψ(h(Γ),σ̃(γ)), ξ

)
: S → A2

Xsoit un plongement, il faut et il su�t que γ soit un 
�ne.Démonstration. La preuve de (12.4.2) montre que la 
ondition est su�sante.Ré
iproquement, notons π : S
ρ(n)→ X (n)

δ→ X le morphisme stru
tural de S.Puisque γ est 
omplet, les restri
tions du morphisme 
anonique ψ = ψ(h(Γ),σ̃(γ)) auxouverts S |Xi(n)≃ Spe
 (A [Ti]) sont induites par les homomorphismes de A-algèbres
A [T ] → A [Ti] , T 7→ σ̃i (γ) + xh(Γ)Ti, i = 1, . . . , n. Si h (Γ) = 0 alors γ est l'arbretrivial à un élément {e0} et ψ est un isomorphisme. Sinon si h (Γ) > 0 alors ψ est
onstant le long de 
ha
une des 
omposantes irrédu
tibles Ci = ρ (n)

−1
(xi (n)) de la�bre π−1 (x0), et deux 
omposantes Ci et Cj sont distinguées par ψ si et seulement si

σ̃i (γ) (0) 6= σ̃j (γ) (0), autrement dit, si et seulement si le premier an
être 
ommundes feuilles ei et ej de Γ 
orrespondantes est la ra
ine e0 de Γ. Ainsi, pour queles 
omposantes Ci, i = 1, . . . , n soient distinguées deux à deux par ψ, il faut et ilsu�t que Γ soit un 
�ne. Supposons que 
ela ne soit pas le 
as. Alors, une se
tion
ξ ∈ Γ (X,π∗OS) telle que le morphisme φ : S → A2

X de 
omposantes ψ et ξ soitun plongement doit non seulement induire une fon
tion 
oordonnée sur 
ha
une des
omposantes irrédu
tibles Ci ≃ A1
k de π−1 (x0) mais en
ore distinguer deux à deuxles 
omposantes Ci qui ne le sont pas par ψ. Cette dernière 
onstatation termine lapreuve puisqu'il est 
lair qu'il n'existe pas de se
tion ξ satisfaisant simultanément
es deux 
onditions. �12.4.8. Au 
hapitre 14, nous donnerons une méthode permettant de 
onstruiredes plongements φ : S →֒ ANX des surfa
es de Danielewski S = S (γ) dé�niespar des arbres �nement k-pondérés γ = (Γ, w). Nous nous intéresserons alors plusparti
ulièrement à l'existen
e de plongements équivariants pour la Ga,X-a
tion sur

S = S (γ) asso
iée à la stru
ture de Ga,X(n)-quasi-torseur sur ρ (n) : S → X (n)
orrespondant à la se
tion 
anonique s[µ(γ)] ∈ Γ (X (n) ,O [µ (γ)]) (12.1.3). Notreappro
he 
onsistera à 
her
her des plongements φ prolongeant le morphisme Ga,X-équivariant 
anonique ψ(h(Γ),σ̃(γ)) : S → A1
X (−h (Γ)) (7.1.13) 
orrespondant à 
ettestru
ture de quasi-torseur. De 
e point de vue, (12.4.7) montre que si γ = (Γ, w)130



est un arbre 
omplet qui n'est pas un 
�ne, alors il n'existe pas de plongementéquivariant de 
e type de S (γ) dans A2
X .12.4.3. Surfa
es de Danielewski dé�nies par des peignes. Nous intro-duisons i
i brièvement une 
lasse de surfa
es de Danielewski sur laquelle nous re-viendrons en détail au 
ours des pro
hains 
hapitres de 
ette thèse.Définition 12.4.9. Un peigne Ph de hauteur h est un arbre Γ = (N (Γ) ,≤)tel que C (Γ) = (N (Γ) \ Fe (Γ) ,≤) est soit vide, soit une 
haîne de longueur h− 1.

• • • • • •

•
•
•

•
•

•
•
•

•

e0Fig. 12.4.3. Un peigne enra
iné en e0.12.4.10. Autrement dit, un arbre Γ est un peigne si et seulement si pour tout
e ∈ Par (Γ), tous sauf éventuellement un des �ls de e sont des feuilles de Γ. Les
haînes et les triangles sont évidemment des exemples de peignes. Par 
ontre, les
�nes de hauteur h ≥ 2 ne sont pas des peignes. D'après 
e qui pré
ède, les surfa
esde Danielewski S (γ) 
orrespondant à 
es 
as parti
uliers de peignes sont isomorphessoit à A1

X = A2
k, soit aux hypersurfa
es S ⊂ A3

k = Spe
 (k [x] [y, z]) dé�nies par leséquations xz−P (y) = 0, où P ∈ k [y] est un produit de fa
teurs linéaires deux à deuxdistin
ts. Dans 
e dernier 
as, l'évidente symétrie entre les variables x et z entraîneque la restri
tion de la proje
tion prz : A3
k → Z = Spe
 (k [z]), fait de S une surfa
ede Danielewski π′ : S → Z . On retrouve ainsi le fait bien 
onnu qu'une surfa
e de 
etype est munie de deux a
tions du groupe additif Ga,k, l'une par X-automorphismeset l'autre par Z-automorphismes, dont les orbites générales sont manifestementdistin
tes. Lorsque la 
ara
téristique du 
orps k est nulle, 
ette dernière propriétésigni�e de manière équivalente que l'interse
tion dans A = Γ (S,OS) des noyauxdes k-dérivations lo
alement nilpotentes ∂1, ∂2 ∈ Derk (A,A) 
orrespondant à 
esdeux a
tions est réduit à k, autrement dit, que l'invariant de Makar-Limanov [31℄ML (S) de S est trivial. Plus généralement, nous montrerons au 
hapitre 15 queseules les surfa
es de Danielewski S (γ) dé�nies par un peigne �nement k-pondéré

γ = (Ph, w) possèdent 
ette propriété.Exemple 12.4.11. Dans [1℄, Bandman et Makar-Limanov 
onsidèrent la surfa
e
S ⊂ A4

C = Spe
 (C [x, y, z, u]) dé�nie par les équations
xz − y

(
y2 − 1

)
= 0, yu− z

(
z2 − 1

)
= 0, xu−

(
y2 − 1

) (
z2 − 1

)
= 0.Il s'agit d'une surfa
e de Danielewski π : S → X = Spe
 (C [x]) pour la restri
tionde la proje
tion prx : A4

C → X . Nous laissons le soin au le
teur de véri�er, suivantle même pro
édé qu'en (12.2.3), que S est X-isomorphe à la surfa
e de Danielewskidé�nie par le peigne γ = (P2, w) �nement C-pondéré suivant.
−1

−1 1

10La surfa
e S est 
lairement invariante sous les deux a
tions du groupe additif Ga,Csur A4
C 
orrespondant aux C-dérivations lo
alement nilpotentes
{

∂1 = x2 ∂
∂y + x

(
3y2 − 1

)
∂
∂z +

(
2z
(
3y2 − 1

) (
y2 − 1

)
+ 2xy

(
z2 − 1

))
∂
∂u

∂2 = u2 ∂
∂z + u

(
3z2 − 1

)
∂
∂y +

(
2y
(
3z2 − 1

) (
z2 − 1

)
+ 2uz

(
y2 − 1

))
∂
∂x131



de C [x, y, z, u], et les Ga,C-a
tions sur S induites par les restri
tions de 
es dernièresont manifestement des orbites générales distin
tes.
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CHAPITRE 13Combinatoire des morphismes de surfa
es deDanielewskiLes surfa
es de Danielewski 
onstituent par dé�nition une sous-
lasse de la
lasse des s
hémas de Danielewski-Fieseler. Les morphismes de s
hémas de Danielewski-Fieseler 8.3.2) induisent don
 une 
lasse naturelle de morphismes entre surfa
es deDanielewski. Néanmoins, une surfa
e de Danielewski n'étant pas 
anoniquementéquipée d'une Ga,X-a
tion, il devient possible d'élargir substantiellement la notionde morphisme entre 
es surfa
es, tout en respe
tant leurs stru
tures de X-s
hémas.Dans le présent 
hapitre, qui reprend en
ore pour l'essentiel les résultats de[14℄, nous introduisons la notion de morphismes de surfa
es de Danielewski, etnous montrons ensuite que 
es morphismes sont déterminés, à 
onjugaison près pardes isomorphismes, par des données purement 
ombinatoires. Nous établissons pluspré
isément que l'ensemble des morphismes β : S (γ′) → S (γ) entre deux surfa
es deDanielewski dé�nies par des arbres �nement k-pondérés γ′ et γ respe
tivement esten bije
tion ave
 l'ensemble des morphismes d'arbres �nement k-pondérés η : γ′ → γau sens de (C.3.2).Nous exploitons ensuite la des
ription des morphismes d'arbres �nement k-pondérés en terme de 
ontra
tions de sous-arbres maximaux pour établir qu'à 
onju-gaison près, tout morphisme de surfa
e de Danielewski β : S′ → S se fa
torise 
a-noniquement en une su

ession de modi�
ations a�nes aisément des
riptibles (voir13.3.6 
i-dessous). Nous en déduisons un pro
édé de 
onstru
tion de 
omplétionséquivariantes d'une surfa
e de Danielewski munie d'une Ga,X-a
tion par transla-tions tordues. Lorsque le 
orps de base k est algébriquement 
los, de 
ara
téristiquenulle, la des
ription détaillée de 
es 
omplétions 
onstitue une étape importantedans l'étude des surfa
es a�nes normales d'invariant de Makar-Limanov trivial quifait l'objet du 
hapitre 15. C'est en e�et le seul 
ritère géométrique a
tuellement
onnu permettant de dé
ider si une surfa
e a�ne normale S a un invariant deMakar-Limanov trivial faisant en e�et intervenir la stru
ture du graphe dual dudiviseur de bord d'une 
omplétion minimale S̄ de S.13.1. Morphismes de surfa
es de DanielewskiDans 
e paragraphe, nous exploitons le fait que pour toute surfa
e de Danie-lewski π : S → X , l'ouvert S∗ = π−1 (X∗) soit isomorphe au �bré en droites trivial
A1
X∗

au dessus de X∗ pour introduire une notion de morphisme entre 
es surfa
esmoins restri
tive que 
elle de morphisme de s
hémas de Danielewski-Fieseler.Définition 13.1.1. Un morphisme de surfa
es de Danielewski β : S′ → Sest un X-morphisme birationnel dont la restri
tion au-dessus de X∗ est un X∗-isomorphisme.13.1.2. Pour qu'un X-morphisme β : A1
X → A1

X soit un morphisme de surfa
esde Danielewski au sens de (13.1.1), il faut et il su�t qu'il soit induit par homo-morphisme de k [x]-algèbres de la forme k [x] [T ] → k [x] [T ] , T 7→ τ̃ + axνT , où
a ∈ k∗, τ̃ ∈ k [x] et ν ≥ 0. On notera en parti
ulier qu'un tel morphisme β ne
orrespond à un morphisme de s
hémas de Danielewski-Fieseler au sens de (8.3.2)que si a = 1. Ainsi les morphismes de surfa
es de Danielewski forment une 
lasse133



plus large que 
elle des morphismes de s
hémas de Danielewski-Fieseler. Toutefois,
es deux 
lasses demeurent très pro
hes l'une de l'autre. En e�et, étant donné unmorphisme de surfa
es de Danielewski β : S′ → S, nous pouvons toujours 
onsidérer
S′ et S 
omme des s
hémas de Danielewski-Fieseler, don
 en parti
ulier 
omme des�brés linéaires a�nes ρ (n′) : S′ → X (n′) (resp. ρ (n) : S → X (n)) au-dessusde la n′-dupli
ation δ′ : X (n′) → X (resp. la n-dupli
ation δ : X (n) → X)de x0 dans X . Pour tout i = 1, . . . , n′, il existe alors un unique indi
e φ (i) telque ρ (n′)

−1
(xi (n

′)) ⊂ ρ (n)
−1 (

xφ(i) (n)
). Ainsi il existe un unique morphismede dupli
ations α = αφ : X (n′) → X (n) tel que β soit un α-morphisme. Celaimplique que β se fa
torise de manière unique via un X (n′)-morphisme biration-nel βα : S′ → Sα = S ×X(n) X (n′) dont la restri
tion au dessus de X∗ est un

X∗-isomorphisme. Puisque S′ |Xi(n′)≃ A1
Xi(n′) ≃ Sα |Xi(n′), la restri
tion de βαau-dessus de Xi (n

′) est don
 induite par un homomorphisme de A-algèbres linéairea�ne de la forme Ti 7→ τ̃i + aix
νiTi 
omme pré
édemment. Ainsi la seule di�éren
eave
 la notion de morphisme de s
hémas de Danielewski-Fieseler (8.3.2) réside dansle fait que l'on s'autorise maintenant des 
oe�
ients ai ∈ k∗ non né
essairementégaux à 1. Cette liberté supplémentaire n'entraîne 
ependant pas de modi�
ationsigni�
ative de la des
ription des morphismes, 
omme le montre le résultat suivant.Proposition 13.1.3. Soit S (resp. S′) deux surfa
es de Danielewski dé�niespar un multi-indi
e [µ] ∈ Zn≥0 (resp. [µ′] ∈ Zn

′

≥0) et des fon
tions de transitions
g̃ = {g̃ij}i,j=1,...,n (resp. g̃′ =

{
g̃′ij
}
i,j=1,...,n′

) . Pour qu'il existe un morphisme desurfa
es de Danielewski β : S′ → S, il faut et il su�t qu'il existea) une appli
ation φ : {1, . . . , n′} → {1, . . . , n},b) un multi-indi
e [ν] ∈ Zn
′

≥0,
) un élément a ∈ k∗ et une 
olle
tion τ̃ = {τ̃i}i=1,...n′ de polyn�mes τ̃i ∈ k [x],tels que les relations
{
µφ(i) − µ′

i − νi = µφ(j) − µ′
j − νj

axνi g̃′ij = g̃φ(i)φ(j) + xµφ(i)−µφ(j) τ̃j − τ̃isoient satisfaites, dans Z et Ax = k
[
x, x−1

] respe
tivement, pour tout 
ouple d'in-di
es i 6= j, i, j = 1, . . . , n′.Démonstration. D'après 
e qui pré
ède, tout morphisme β : S′ → S se fa
to-rise via un morphisme βα : S → Sα, où α = αφ : X (n′) → X (n) est un morphismede dupli
ations 
orrespondant à une appli
ation φ : {1, . . . , n} → {1, . . . , n′}. Le
X-s
héma Sα, qui n'est en général pas une surfa
e de Danielewski, n'en demeurepas moins le s
héma de Danielewski-Fieseler image inverse de π : S → X par lemorphisme α (8.3.1). En tant que tel, il est don
 dé�ni, à isomorphisme près, parle multi-indi
e [µα] ∈ Zn

′

≥0, où (µα)i = µφ(i) pour tout i = 1, . . . , n′, et les fon
tionsde transition g̃α =
{
(g̃α)ij

}
i,j=1,...,n′

dé�nies par (g̃α)ij = g̃φ(i)φ(j) ∈ Ax. Puisque
βα est un X (n′)-morphisme, il est uniquement déterminé par ses restri
tions βi au-dessus des ouverts Xi (n), restri
tions qui doivent bien sûr êtres 
ompatibles ave
les isomorphismes de re
ollement dé�nissant S′ et Sα respe
tivement. Or les βi sontinduits par des homomorphismes de k [x]-algèbres de la forme Ti 7→ τ̃i + aix

νiTi,où bi ∈ A, ai ∈ k∗, et ni ≥ 0. La 
ompatibilité est don
 assurée si et seulement si
ai = a ∈ k∗ pour tout i = 1, . . . , n′, et les relations annon
ées sont satisfaites. �13.1.4. Il est 
lair que si dans la situation pré
édente on 
onsidère S et S′ 
ommedes s
hémas de Danielewski-Fieseler munis de Ga,X-a
tions 
orrespondant au 
hoixde représentants [µ′] ∈ Zn

′

≥0 et [µ] ∈ Zn≥0 des 
lasses d'équivalen
e 
orrespondantes,alors un morphisme de surfa
es de Danielewski β : S′ → S est un morphisme des
hémas de Danielewski-Fieseler si et seulement si a = 1, µφ(i) ≥ µ′
i et νi = µφ(i)−µ′

ipour tout i = 1, . . . , n. Nous dirons plus généralement qu'un morphisme de surfa
es134



de Danielewski β : S′ → S est Ga,X -
ompatible si a = 1 et s'il existe un entier
υ ≥ − max

i=1,...,n
(µi) tel que νi = µφ(i)+υ−µ′

i pour tout i = 1, . . . , n′. Cela revient biensûr à dire qu'il existe un multi-indi
e [µ̃] = [µ] + [υ̂] dans la 
lasse d'équivalen
e de
[µ] pour lequel β devient un morphisme de s
hémas de Danielewski-Fieseler lorsquel'on équipe S de la Ga,X-a
tion 
orrespondant à 
e multi-indi
e [µ̃] et S′ de 
elle
orrespondant au multi-indi
e [µ′].Remarque 13.1.5. Tout X-morphisme β : A1

X → A1
X est induit par un ho-momorphisme de A-algèbres de la forme T 7→ P (T ) pour un 
ertain polyn�me

P ∈ A [T ]. Don
, plus généralement, le même raisonnement montre que l'exis-ten
e d'un X-morphisme β : S′ → S équivaut à l'existen
e d'une appli
ation
φ : {1, . . . , n′} → {1, . . . , n} et des polyn�mes Pi ∈ A [T ], i = 1, . . . , n′ tels quepour tout 
ouple d'indi
es i 6= j, i, j = 1, . . . , n′, la relation

Pi

(
g̃′ij + xµ

′
i−µ

′
jT
)

= g̃φ(i)φ(j) + xµφ(i)−µφ(j)Pj (T )soit satisfaite dans Ax [T ] = k
[
x, x−1

]
[T ].13.2. Morphisme d'arbres asso
ié à un morphisme de surfa
es deDanielewskiDans le 
hapitre pré
édent, nous avons 
onstruit une bije
tion entre l'ensembledes surfa
es de Danielewski de la forme S(n,[µ])

(λ,σ̃) , où les polyn�mes σ̃i ∈ k [x] formantla 
olle
tion σ̃ satisfont l'hypothèse deg (σ̃i) < λ − µi pour tout i = 1, . . . , n, etl'ensemble des arbres �nement k-pondérés γ = (Γ, w). Chaque surfa
e de 
e typeest munie d'un morphisme Ga,X -
ompatible 
anonique ψ(λ,σ̃) : S(λ,σ̃) → A1
X in-duit par le morphisme Ga,X-équivariant 
anonique de s
hémas Danielewski-Fieseler
orrespondant à 
es données (7.1.10).13.2.1. Prin
ipes de 
onstru
tion. Nous montrons i
i que l'ensemble desmorphismes de surfa
es de Danielewski β : S′ = S

(n′,[µ′])
(λ′,σ̃′) → S = S

(n,[µ])
(λ,σ̃) tels que

ψ(λ′,σ̃′) = ψ(λ,σ) ◦β est lui-même en bije
tion ave
 l'ensemble des morphismes entrearbres �nement k-pondérés au sens de (C.3.2).13.2.1. Puisque par hypothèse deg (σ̃′
i) < λ′ − µ′

i pour tout i = 1, . . . , n′ et
deg (σ̃i) < λ− µi pour tout i = 1, . . . , n, un morphisme de surfa
es de Danielewski
β : S′ → S satisfaisant la relation 
i-dessus est uniquement déterminé par uneappli
ation φ : {1, . . . , n′} → {1, . . . , n}, un multi-indi
e [ν] ∈ Zn

′

≥0, et une 
olle
tion
τ̃ = {τ̃i}i=1,...,n′ de polyn�mes τ̃i ∈ k [x] de degrés respe
tifs deg (τ̃i) < νi, tels que

{
νi = (λ′ − µ′

i) −
(
λ− µφ(i)

)

σ̃′
i = σ̃φ(i) + xλ−µφ(i) τ̃iDésignons par γS′ et γS les arbres �nement k-pondérés 
orrespondant à S′ et S res-pe
tivement. Par dé�nition, 
es deux arbres sont obtenus en re
ollant les 
olle
tionsde 
haînes pondérées

γ′i =
{
e′i,0 < · · · < e′i,λ′−µ′

i

}
w′

i

et γi = {ei,0 < · · · < ei,λ′−µi}wisuivant le pro
édé (12.2.1). Les relations 
i-dessus garantissent alors que les appli-
ations
ηi : γ′i → γφ(i), e

′
i,k 7→

{
eφ(i),λ−µφ(i)

si k ≥ λ− µφ(i)

eφ(i),k sinonsont des morphismes de 
haînes pondérées au sens de (C.3.2) satisfaisant les 
ondi-tions de (C.3.5). On 
on
lut suivant (C.3.5) que les morphismes ηi, i = 1, . . . , n′ sere
ollent en un morphisme d'arbres �nement k-pondérés ηβ : γS′ → γS au sens de(C.3.2). 135



Exemple 13.2.2. D'après (9.2.9), les surfa
es S1 ⊂ A2
X = Spe
 (C [x] [y, z]) et

S3 ⊂ A3
X = Spe
 (C [x] [y, z, u]) dé�nies respe
tivement par les équations

xz − y (y + 1) = 0 et 



xz − y (y + 1) = 0
yu− z2 (z + 1) = 0

xu− (y + 1) z (z + 1) = 0sont des surfa
es de Danielewski au dessus de X = Spe
 (k [x]), 
orrespondant res-pe
tivement aux arbres �nement C-pondérés γS1 et γS3 
i-dessous, et telles que larestri
tion de la proje
tion px,y,z : A3
X → A2

X , (x, y, z, u) 7→ (x, y, z) soit le mor-phisme de surfa
es de Danielewski β : S3 → S1 au sens de (13.1.1) asso
ié aumorphisme d'arbres �nement C-pondérés ηβ : γS3 → γS1 suivant.
γS3 =

e0

0

0 -1 -1
γS1 =

e0

0 -1
13.2.3. Puisque A1

X s'identi�e à la surfa
e de Danielewski dé�nie par l'arbretrivial à un élément {e0}, on 
on
lut que pour tout arbre �nement k-pondéré γ, lemorphisme d'arbres �nement k-pondérés 
orrespondant au morphisme 
anonique
ψ(h(Γ),σ̃(σ̃)) : S (γ) → A1

X s'identi�e via la 
onstru
tion 
i-dessus au morphisme
onstant sγ : γ → {e0}. A�n d'alléger la notation, nous désignerons dorénavant 
emorphisme par ψγ : S (γ) → A1
X .13.2.4. Par dé�nition, l'image d'une feuille e′i d'un arbre �nement k-pondéré

γ′ = (Γ′, w′) par un morphisme d'arbres �nement k-pondérés η : γ′ → γ = (Γ, w)est une feuille eφ(i) de γ, et l'inégalité n′
i = l (↓ e′i)γ′ ≥ nφ(i) = l

(
↓ eφ(i)

)
γ
estsatisfaite pour toute feuille e′i de γ′. D'autre part, puisque η est un morphismed'arbres pondérés, σ̃i (γ′) − σ̃φ(i) (γ) ∈ xnφ(i)k [x] pour toute feuille e′i de γ′. Ennotant n′ ≥ 1 le nombre de feuilles de Γ′, on 
on
lut que le multi-indi
e [ν] ∈ Zn

′

≥0et la 
olle
tion de polyn�mes τ̃ = {τ̃i}i=1,...,n′ dé�nis respe
tivement par
{
νi = n′

i − nφ(i) = (h (Γ′) − µi (γ
′)) −

(
h (Γ) − µφ(i) (γ)

)

τ̃i = x−nφ(i)
(
σ̃i (γ

′) − σ̃φ(i) (γ)
)sont les données 
orrespondant à un morphisme de surfa
es de Danielewski

β (η) : S (γ′) = S
(n′,[µ(γ′)])
(h(Γ′),σ̃(γ′)) → S (γ) = S

(n,[µ(γ)])
(h(Γ),σ̃(γ)),tel que ψγ′ = ψγ ◦ β (η). Le pro
édé de 
onstru
tion ainsi dé�ni étant 
lairementré
iproque du pro
édé (13.2.1) pré
édemment introduit, on obtient don
 le résultatsuivant :Proposition 13.2.5. Les appli
ations β 7→ nβ et η 7→ β (η), de l'ensembledes morphismes de surfa
es de Danielewski β : S (γ′) → S (γ) tels que ψγ′ =

ψγ ◦ β dans l'ensemble des morphismes d'arbres �nement k-pondérés η : γ′ → γ, etré
iproquement, sont des bije
tions ré
iproques l'une de l'autre.13.2.6. L'image γ̃ = η (γ′) =
(
Γ̃, w

) d'un morphisme d'arbres �nement k-pondérés η : γ′ = (Γ′, w′) → γ = (Γ, w) est un sous-arbre de γ en général nonmaximal, 
onstitué de la réunion des sous-
haînes maximales pondérées (↓ η (e′i))γ′ ,où les sommets e′i par
ourent les feuilles de l'arbre Γ′. Notons η̃ : γ′ → γ̃ la 
o-restri
tion du morphisme η à son image, et i : γ̃ →֒ γ l'in
lusion du sous-arbre136



�nement k-pondéré γ̃ de γ. Par 
onstru
tion, les feuilles de l'arbre Γ sont en bije
tionave
 les 
omposantes irrédu
tibles de la �bre π−1 (x0) de la surfa
e de Danielewski
π : S (γ) → X . Puisque l'image eφ(i) = η (e′i) d'une feuille de γ′ est une feuille de γ,le morphisme β (η) : S (γ′) → S (γ) se fa
torise don
 par

β (η) : S (γ′)
β(η̃)→ S (γ̃)

β(i)→ S (γ) ,où β (i) est une immersion ouverte réalisant S (γ̃) 
omme le 
omplémentaire dans
S (γ) des 
omposantes irrédu
tibles de la �bre π−1 (x0) 
orrespondant aux feuillesde Γ qui ne sont pas dans l'image du morphisme η.13.2.7. Par 
onstru
tion, β (η) : S (γ′) → S (γ) est un morphisme Ga,X-
ompatible(13.1.4). C'est aussi le 
as du morphisme β (η̃) : S (γ′) → S (γ̃). Il est de plus pos-sible de trouver un entier λ et des représentants [µ′] et [µ̃] des 
lasses d'équiva-len
e respe
tives des multi-indi
es [µ (γ′)] et [µ (γ̃)] tels que les trois morphismes
ψγ′ : S (γ′) → A1

X (−λ), ψγ̃ : S (γ̃) → A1
X (−λ)et β (η) : S (γ′) → S (γ̃) soientéquivariants pour les Ga,X-a
tions par translations tordues 
orrespondant à 
es
hoix. En e�et, puisque h = h (Γ′) − h
(
Γ̃
)

≥ 0, il su�t de poser λ = h (Γ′),
[µ′] = [µ (γ′)] et [µ] = [µ (γ̃)] +

[
ĥ
] pour obtenir, pour toute feuille e′i de γ′ l'éga-lité νi = l (↓ e′i)γ′ − l

(
↓ eφ(i)

)
γ̃

= µφ(i) − µi (γ
′) qui garantit, selon (13.1.4), que

β (η̃) : S (γ′) → S (γ̃) est équivariant lorsque l'on munit S (γ) et S (γ̃) respe
tive-ment des Ga,X-a
tions 
orrespondant à 
es multi-indi
es. Si h (Γ) > h (Γ′), il n'existepas d'a
tion sur S (γ) rendant l'immersion i : S (γ̃) →֒ S (γ) équivariante pour l'a
-tion ainsi 
onstruite sur S (γ̃). Néanmoins, il su�t alors de poser h′ = h (Γ)−h (Γ′),
λ = h (Γ), [µ] = [µ (γ)] +

[
ĥ
]
+
[
ĥ′
] et [µ′] = [µ (γ′)] +

[
ĥ′
] pour obtenir une fa
to-risation équivariante

S (γ′)

ψγ′ $$J
JJJJJJJJ

β(η̃) // S (γ̃)

ψγ̃

��

β(i) // S (γ)

ψγzzuuuuuuuuu

A1
X (−λ)13.2.2. Comparaisons de morphismes. Nous disposons maintenant de pro-
édés permettant de 
onstruire des surfa
es de Danielewski et des morphismes desurfa
es de Danielewski à partir d'arbres �nement k-pondérés.13.2.8. A�n d'établir de manière pré
ise le lien qui existe entre 
es objets, ils'avère utile d'introduire, suivant le modèle (9.2.6), la 
atégorie relative −→

Ds dontles objets sont les morphismes de surfa
es de Danielewski S = (ψ : S → X) etdont les morphismes b : S′ → S sont les morphismes de surfa
es de Danielewski
β : S′ → S tels que ψ′ = ψ ◦ β. Par l'intermédiaire des morphismes 
anoniquesqui leurs sont asso
iés, on peut alors identi�er les surfa
es S(n,[µ])

(λ,σ̃) aux objets
S

(n,[µ])
(λ,σ̃) =

(
ψ(λ,σ̃) : S

(n,[µ])
(λ,σ̃) → A1

X

) et interpréter la bije
tion S 7→ γS de l'ensembledes surfa
es de 
ette forme sur l'ensemble des arbres �nement k-pondérés 
ommeune bije
tion S 7→ γS de l'ensemble des morphismes S 
orrespondant sur l'ensembledes morphismes d'arbres �nement k-pondérés 
onstants sγ : γ 7→ {e0}, 
e dernierensemble s'identi�ant lui-même 
anoniquement à l'ensemble des arbres �nement k-pondérés. Par ailleurs, les morphismes b : S
(n′,[µ′])
(λ′,σ̃′) → S

(n,[µ])
(λ,σ̃) dans −→

Ds étant enbije
tion ave
 les morphismes de surfa
es de Danielewski β : S
(n′,[µ′])
(λ′,σ̃′) → S

(n,[µ])
(λ,σ̃) , labije
tion β 7→ ηβ de l'ensemble de 
es morphismes sur l'ensemble des morphismesd'arbres �nement k-pondérés, induit une bije
tion b 7→ ηb = ηβ de l'ensemble des137



morphismes b : S
(n′,[µ′])
(λ′,σ̃′) → S

(n,[µ])
(λ,σ̃) sur l'ensemble des morphismes d'arbres �ne-ment k-pondérés. Cela 
onduit à l'interprétation suivante :Théorème 13.2.9. La 
atégorie −→

Ds des surfa
es de Danielewski relatives estéquivalente à la 
atégorie T k
w,f des arbres �nement k-pondérés.Démonstration. D'après 
e qui pré
ède, la sous-
atégorie pleine de−→Ds 
onsti-tuée des objets S

(n,[µ])
(λ,σ̃) =

(
ψ(λ,σ̃) : S

(n,[µ])
(λ,σ̃) → A1

X

), où les polyn�mes σ̃i formant la
olle
tion σ̃ satisfont deg (σ̃i) < λ − µi, pour tout i = 1 . . . , n, est équivalenteà la 
atégorie des arbres �nement k-pondérés. Il su�t don
 de montrer que toutobjet S = (ψ : S → X) de −→
Ds est isomorphe à un objet du type pré
édent. Pardé�nition, on peut supposer que S est dé�nie par un multi-indi
e [µ] ∈ Zn≥0 (ouplut�t par une 
lasse d'équivalen
e de multi-indi
es) et des fon
tions de transi-tion g̃ =

{
g̃ij ∈ k

[
x, x−1

]}
i,j=1,...,n

. D'après (13.1.3), la donnée d'un morphismede surfa
es de Danielewski ψ : S → A1
X équivaut à l'existen
e d'un multi-indi
e

[ν] ∈ Zn≥0, d'un élément a ∈ k∗ et d'une 
olle
tion τ̃ = {τ̃i}i=1,...,n de polyn�mes
τ̃i =

mi∑

j=0

bi,jx
j ∈ k [x] tels que µi + νi = µj + νj et axνi g̃ij = τ̃j − τ̃i pour tout
ouple d'indi
es i 6= j. Il su�t alors de poser λ = µi + νi, et σ̃i = a−1

λ−µi−1∑

j=0

bi,jx
j ,pour obtenir un isomorphisme de surfa
es de Danielewski β : S

∼→ S
(n,[µ])
(λ,σ̃) tel que

ψ = ψ(λ,σ̃) ◦ β, autrement dit un isomorphisme b : S
∼→ S

(n,[µ])
(λ,σ̃) . �Corollaire 13.2.10. Pour tout morphisme de surfa
es de Danielewski β :

S′ → S, il existe des arbres �nement k-pondérés γ et γ′, un morphisme d'arbres
η : γ′ → γ et des isomorphismes φ′ : S′ ∼→ S (γ′) et φ : S

∼→ S (γ) tels que lediagramme suivant soit 
ommutatif
S′

β //

φ′ ≀

��

S

≀ φ

��
S (γ′)

β(η) // S (γ)Démonstration. Cela se déduit évidemment de (13.2.9), en 
hoisissant toutd'abord un morphisme de surfa
es de Danielewski ψ : S → A1
X quel
onque, puis enposant S =

(
ψ : S → A1

X

) et S′ =
(
ψ ◦ β : S′ → A1

X

). �13.3. Géométrie birationnelle des surfa
es de DanielewskiTout morphisme de surfa
e de Danielewski β : S′ → S au sens de (13.1.1) estbirationnel, don
 est une modi�
ation a�ne (4.1.1) de S, dont le 
entre (I, f) estsupporté le long de la �bre π−1 (x0) de π : S → X . En e�et, par dé�nition, larestri
tion de β au dessus de X∗ est un X∗- isomorphisme. Le 
entre (I, f) d'unemodi�
ation de 
e type n'est évidemment pas dé�ni de manière unique, et il estdi�
ile, en général, de déterminer un idéal I ⊂ Γ (S,OS) 
onvenant. Néanmoins,nous allons exploiter i
i la 
orrespondan
e (13.2.9) entre morphismes de surfa
es deDanielewski et morphismes d'arbres �nement k-pondérés établie 
i-dessus pour ob-tenir une des
ription simple de 
es modi�
ations a�nes. Nous en déduirons ensuiteune méthode permettant de 
onstruire des 
omplétions équivariantes des surfa
esde Danielewski. 138



13.3.1. Modi�
ations a�nes de surfa
es de Danielewski. D'après (13.2.10),pour tout morphisme de surfa
es de Danielewski β : S′ → S, il existe des arbres �-nement k-pondérés γ et γ′, un morphisme d'arbres η : γ′ → γ et des isomorphismes
φ′ : S′ ∼→ S (γ′) et φ : S

∼→ S (γ) tels que le diagramme suivant soit 
ommutatif
S′

β //

φ′ ≀

��

S

≀ φ

��
S (γ′)

β(η) // S (γ)Autrement dit , β est 
onjugué à un morphisme β (η) : S (γ′) → S (γ) dé�ni à partird'un morphisme d'arbres �nement k-pondérés.13.3.1. Or, par dé�nition, un morphisme η : γ′ → γ dans la 
atégorie T k
w,fdes arbres �nement k-pondérés se dé
rit 
omme une 
ontra
tion τ : γ′ → γ′′ d'uneréunion disjointe de sous-arbres maximaux de γ′ suivie d'une immersion dominante

i : γ′′ →֒ γ (C.3.3). Toute 
ontra
tion d'un sous-arbre maximal de γ′ = (Γ′, w′) sefa
torise à son tour en une su

ession de 
ontra
tions élémentaires η△ : γ′ → γ
onsistant à 
ontra
ter un triangle k-pondéré △ (12.4.1) de γ′, de ra
ine e△ et defeuilles e1, . . . , en ⊂ Fe (Γ′), sur sa ra
ine e△.
e0

e△

e1 ek en

e0

e△Fig. 13.3.1. Contra
tion élémentaire d'un triangle △.Définition 13.3.2. Un morphisme de surfa
es de Danielewski β : S′ → S pourlequel il existe des arbres �nement k-pondérés γ′ et γ, ainsi que des isomorphismes
φ′ : S′

∼
→ S (γ′) et φ : S

∼
→ S (γ) tels que le morphisme φ◦β◦(φ′)

−1
: S (γ′) → S (γ)
orresponde à une 
ontra
tion élémentaire η△ : γ′ → γ, est appelé une modi�
ationa�ne �brée élémentaire.13.3.3. D'après (12.3.3), la surfa
e de Danielewski S (γ) dé�nie par un tri-angle �nement k-pondéré γ = (△, w) de ra
ine e△ et de feuilles e1, . . . , en, estisomorphe à l'hypersurfa
e de A2

X = Spe
 (k [x] [y, z]) d'équation xz − P (y) = 0,où P =

n∏

i=1

(y − w (−−→eie△)). Dans 
es 
oordonnées, la modi�
ation a�ne �bréeélémentaire β (sγ) : S (γ) → S ({e△}) ≃ A1
X asso
iée au morphisme 
onstant

sγ : γ → {e△} s'identi�e 
lairement au morphisme induit par la restri
tion sur
S (γ) de la proje
tion prx,y : A2

X → A1
X = Spe
 (k [x] [y]), autrement dit à la modi-�
ation a�ne σI,f : S (γ) → A1

X de 
entre (I, f) = ((x, P (y)) , x).13.3.4. Considérons maintenant un morphisme β (τ△) : S (γ) → S (γ△) 
orres-pondant à la 
ontra
tion élémentaire τ△ : γ → γ△ = (Γ△, w) d'un sous-triangle
(△, w) de ra
ine e△ d'un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w). Notons e1, . . . , en139



les feuilles de △ et e′1, . . . , e′m les autres feuilles de Γ. Les feuilles de γ△ sont alorsles sommets e′1, . . . , e′m et e△ de Γ△. Soient
πγ : S (γ)

ρ(n+m)→ X (n+m)
δγ→ X et πγ△ : S (γ△)

ρ(m+1)→ X (m+ 1)
δγ△→ Xles morphismes stru
turaux des surfa
es de Danielewski 
orrespondantes. Les 
om-posantes irrédu
tibles de la �bre π−1

γ (x0) ⊂ S (γ) (resp. π−1
γ△ (x0) ⊂ S (γ△)) étanten bije
tion ave
 les feuilles e1, . . . , en, e′n, . . . , e′m de Γ (resp. e′1, . . . , e′m, e△ de Γ△),nous notons par 
onséquent xe1 , . . . , xen , xe′1 , . . . , xe′m les points de δ−1

γ (x0) (resp.
xe′1 , . . . , xe′m , xe△ les points de δ−1

γ△ (x0)). Puisque par dé�nition τ△ induit un iso-morphisme γ \ △ ∼→ γ△ \ {e△}, β (τ△) induit l'isomorphisme identique
S (γ) |Xe′

i
(n+m)= Spe
 (A [Ti])

∼→ S (γ△) |Xe′
i
(m+1)= Spe
 (A [Ti])pour tout i = 1, . . . ,m. D'autre part, l'ouvert S (γ△) |Xe△

(m+1) de S (γ△) est iso-morphe à la surfa
e de Danielewski dé�nie par la sous-
haîne maximale k-pondérée
(↓ e△)γ△ de γ△, don
, d'après (12.3.4), à la surfa
e S ({e△}) ≃ A1

X dé�nie parl'arbre trivial {e△}. De même l'ouvert n⋃

i=1

S (γ) |Xei
(n+m) de S (γ) est isomorphe àla surfa
e de Danielewski dé�nie par le sous-arbre �nement k-pondéré (↓ e△)γ ∪△de γ, don
, pour la même raison que pré
édemment, est isomorphe à la surfa
ede Danielewski S (△, w) dé�nie par le triangle �nement k-pondéré (△, w). Puisque

τ−1
△ (e△) = △, on 
on
lut que via les isomorphismes ainsi dé�nis, le morphisme
β (τ△) : β (τ△)

−1
(
S (γ△) |Xe△

(m+1)

)
=

n⋃

i=1

S (γ) |Xei
(n+m)→ S (γ△) |Xe△

(m+1)s'identi�e au morphisme β (s△) : S (△, w) → S ({e△}) asso
ié au morphisme
onstant s△ : (△, w) → {e△}. On obtient don
 la des
ription suivante :Proposition 13.3.5. Un morphisme de surfa
es de Danielewski
β : S′ → S =

n⊔

i=1

A1
Xi(n)/ ∼est une modi�
ation a�ne �brée élémentaire si et seulement s'il existe un indi
e

i0 ∈ {1, . . . , n} tel que les 
onditions suivantes soient satisfaites :a) Pour tout i 6= i0, la restri
tion de β à β−1 (Si), où Si = S |Xi(n), induit unisomorphisme β−1 (Si)
∼→ Si.b) Il existe un polyn�me non nul P (y) =

m∏

j=1

(y − yi), où y1, . . . , ym ∈ k sontdeux à deux distin
ts, et un diagramme 
ommutatif
β−1 (Si0)

β //

≀

��

Si0

≀

��(
A1
X

)
(I,f)

σI,f // A1
Xoù σI,f :

(
A1
X

)
(I,f)

≃ Spe
 (k [x] [y, z] / (xz − P (y))) → A1
X = Spe
 (k [x] [y]) dé-signe la modi�
ation a�ne de A1

X de 
entre (I, f) = ((x, P (y)) , x).Via l'équivalen
e de 
atégories (13.2.9), on déduit de la dé
omposition des mor-phismes d'arbres �nement k-pondérés en su

ession de 
ontra
tions élémentairesque tout morphisme de surfa
es de Danielewski se fa
torise via une su

ession demodi�
ations a�nes �brées élémentaires, suivie d'un plongement ouvert. Plus pré-
isément, on obtient la des
ription suivante :140



Théorème 13.3.6. Tout morphisme de surfa
es de Danielewski β : S′ → Sadmet une fa
torisation
β : S′ = Sn

βn→ Sn−1
βn−1→ · · · β1→ S0

β0→֒ S,où pour tout j = 1, . . . , n, βj : Sj → Sj−1 est une modi�
ation a�ne �brée élémen-taire, et où β0 : S0 →֒ S est une immersion ouverte. De plus, 
ette fa
torisationdevient équivariante pour un 
hoix de Ga,X-a
tions sur les surfa
es S, S′ et Si,
i = 0, . . . , n− 1.Démonstration. L'existen
e de la fa
torisation est une 
onséquen
e immé-diate de l'équivalen
e de 
atégories (13.2.9) et du fait que le morphisme de surfa
esde Danielewski S (γ′) → S (γ) asso
ié à un plongement γ′ = (Γ′, w′) →֒ γ = (Γ, w)d'arbres �nement k-pondérés est un plongement ouvert de S (γ′) dans S (γ) dontl'image s'identi�e au 
omplémentaire dans S (γ) des 
omposantes irrédu
tibles dela �bre π−1 (x0) du morphisme stru
tural π : S (γ) → X 
orrespondant aux feuillesde Γ \ Γ′. D'après (13.1.4), le morphisme β : S′ → S est équivariant lorsquel'on munit S de l'a
tion 
orrespondant à une se
tion de la forme xr1s[µ(γ)], où
r1 ≥ max (0, h (Γ′) − h (Γ)), et S′ de l'a
tion 
orrespondant à la se
tion xrs[µ(γ′)],où r = h (Γ)− h (Γ′) + r1. Il est alors 
lair que pour tout i = 1, . . . , n, βi ◦ · · · ◦ βn :
S′ → Si−1 = S (γi) est équivariant lorsque l'on munit Si−1 de la Ga,X-a
tion dé�niepar la se
tion xr+h(Γ′)−h(Γi)s[µ(γi)], 
e qui termine la preuve du théorème. �En parti
ulier, en appliquant (13.3.6) à un morphisme de surfa
es de Danie-lewski ψ : S → A1

X quel
onque, on obtient le résultat suivant.Corollaire 13.3.7. Toute surfa
e de Danielewski S est obtenue à partir duplan a�ne A1
X = A2

k en e�e
tuant une suite �nie de modi�
ations a�nes �bréesélémentaires. De plus, pour toute a
tion de Ga,X sur S, il existe une unique Ga,X-a
tion sur A1
X telle que ψ : S → A1

X soit équivariant et telle que toute modi�
ationa�ne �brée apparaissant dans la fa
torisation soit elle aussi équivariante.Démonstration. Un morphisme de surfa
es de Danielewski ψ : S → A1
Xest équivariant pour une Ga,X-a
tion sur S dé�nie par une se
tion fs[µmin], où

f ∈ A \ {0}, si et seulement si A1
X est équipé de l'a
tion par la translation tordue

txh(Γ)f . Le résultat s'en déduit puisque, d'après (12.1.4), toute Ga,X-a
tion sur unesurfa
e de Danielewski est obtenue de 
ette manière. �Exemple 13.3.8. Rappelons (13.2.2) que la surfa
e S3 ⊂ A3
X = Spe
 (C [x] [y, z, u])dé�nie par les équations

xz − y (y + 1) = 0, yu− z (z + 1) = 0, xu− (y + 1) (z + 1) = 0est une surfa
e de Danielewski π : S3 → X via la restri
tion de la proje
tion
prx : A3

X → X = Spe
 (C [x]). La restri
tion ψ3 : S3 → A1
X = Spe
 (k [x] [y])de la proje
tion prx,y : A3

X → A1
X est un morphisme de surfa
es de Danielewskidont la fa
torisation en modi�
ations a�nes �brées élémentaires 
orrespond aux
ontra
tions élémentaires suivantes :

γS3

e0

0

0 -1 -1
γS1

e0

0 -1 e0
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L'arbre intermédiaire γS1 ainsi introduit 
orrespond bien sûr à la surfa
e de Danie-lewski S1 ⊂ A2
X = Spe
 (C [x] [y, z]) dé�nie par l'équation xz − y (y + 1) = 0. Lafa
torisation ψ3 : S3

β→ S1
ψ1→ A1

X ainsi obtenue 
oïn
ide don
 simplement ave
 
elleinduite par les restri
tions sur S3 et S1 su

essivement de la fa
torisation 
anonique
prx,y : A3

X

prx,y,z−→ A2
X

prx,y−→ A1
X .Via les morphismes ψ1 et ψ3, les surfa
es S1 et S3 s'identi�ent aux modi�
ationsa�nes de A1

X de 
entres respe
tifs
(I1, f1) = ((x, y (y + 1)) , x) et (I3, f3) =

((
x2, xy (y + 1) , (y + 1) (y (y + 1) + x)

)
, x2
)tandis que modi�
ation a�ne �brée élémentaire β : S3 → S1 s'identi�e à la modi�-
ation a�ne de S1 de 
entre (Ī2, f̄2) = ((x̄, (ȳ + 1) (z̄ + 1)) , x̄), où x̄, ȳ et z̄ désignentles images respe
tives de x, y et z dans C [x] [y, z]/ (xz − y (y + 1)). On notera que
ontrairement à l'idéal I1, les générateurs des idéaux Ī2 et I3 respe
tivement neforment pas une suite régulière. Plus généralement, I3 ne peut pas être engendrépar une suite régulière 
ontenant f3. En e�et, soit I3 =

(
x2, Q (x, y)

), où Q (x, y)est un polyn�me non diviseur de zéro modulo x2, 
'est à dire tel que Q (0, y) 6= 0.Alors
C [x, y] [I3t] = C [x, y]

[
x2t, Q (x, y) t

]
≃ C [x, y] [U, V ] /

(
x2V −Q (x, y)U

)
,et S3 s'identi�e au 
omplémentaire dans ProjC[x,y] (C [x, y] [I3t]) de la transforméepropre (4.1.4) Dpr

f3
=
{
x2t = U = 0

} de f3, don
 est isomorphe à l'hypersurfa
e de
A3
X = Spe
 (C [x, y, z]) dé�nie par l'équation x2z−Q (x, y) = 0. Ainsi le OS3-module
anonique ωS3 de S3 serait trivial, 
e qui 
ontredit (12.4.5) puisque l'arbre γS3 n'estpas 
omplet.13.4. Complétions équivariantes des surfa
es de DanielewskiLe morphisme stru
tural π : S → X d'une surfa
e de Danielewski étant a�ne,il existe don
 un X-s
héma proje
tif π̄ : S̄ → X et une immersion ouverte i : S →֒ S̄tels que π = π̄ ◦ i. Puisque la restri
tion de S au dessus de X∗ est isomorphe au�bré en droites trivial A1

X∗
, il est toujours possible de 
hoisir un s
héma S̄ régulier,dont la restri
tion au dessus de X∗ est isomorphe au �bré trivial P1

X∗
. Puisqu'uns
héma S̄ de 
e type est birationnel au �bré trivial P1

X , il existe alors un X-s
hémaproje
tif Ȳ et un diagramme 
ommutatif
Ȳ

σ1

��

σ2

  @
@@

@@
@@

S̄ //___ P1
Xoù σ1 et σ2 sont des X-morphismes birationnels, se dé
omposant don
 
ha
un enune suite d'é
latements de points fermés. Nous mettons i
i à pro�t la fa
torisationéquivariante (13.3.7) du morphisme ψ : S → A1

X en su

ession de modi�
ationsa�nes �brées élémentaires pour 
onstruire un s
héma S̄ de 
e type de manière ex-pli
ite, obtenu a partir du �bré trivial P1
X en e�e
tuant une su

ession d'é
latementsde points fermés k-valués.13.4.1. Constru
tion de 
omplétions. Étant donnée une surfa
e de Danie-lewski π : S → X , nous donnons i
i un pro
édé de 
onstru
tion d'une 
omplétion

π̄ : S̄ → X . D'après 
e qui pré
ède, nous pouvons nous ramener à ne 
onsidérer quedes surfa
es de Danielewski dé�nies par des arbres �nement k-pondérés.13.4.1. Considérons don
 une surfa
e de Danielewski π : S = S (γ) → X ,dé�nie par un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w), que nous munissons de son142



X-morphisme 
anonique ψγ : S → A1
X . Nous supposons que ψγ n'est pas un iso-morphisme, autrement dit que γ n'est pas l'arbre trivial à un élément {e0}, et nous
hoisissons une fa
torisation

ψ : S = Sn
βn→ Sn−1

βn−1→ · · · β1→ S0 = A1
X = Spe
 (k [x] [U ])de ψ en une su

ession de modi�
ations a�nes �brées élémentaires. Soit

π̄0 : S̄0 = Projk[x] (k [x] [U, V ]) → X,où V est une nouvelle variable, le �bré trivial P1
X sur X . Nous notons i0 : S0 →֒ S̄0l'immersion ouverte 
anonique 
orrespondante et Y0 ⊂ S̄0 la se
tion de π̄0 
omplé-mentaire de i0 (S0) dans S̄0.13.4.2. Considérons maintenant le première modi�
ation a�ne �brée élémen-taire β1 : S1 → S0 intervenant dans la fa
torisation de ψ. En notant e1 (1) , . . . , en1 (1)les sommets de Γ au niveau 1, la surfa
e π1 : S1 → X s'identi�e à la surfa
e deDanielewski S (γ1) dé�nie par le sous-arbre �nement k-pondéré γ1 = (Γ1, w) de γde sommets e0, e1 (1) , . . . , en1 (1). Ainsi, dans les 
oordonnées pré
édemment intro-duites, β1 est la modi�
ation a�ne de S0 = A1

X de 
entre
(I1, f1) = ((x, P1 (U)) , x) , où P1 (U) =

n1∏

i=1

(U − w (−−−→e1,ie0)).Le sous-s
héma fermé Z1 ⊂ S0 dé�ni par l'idéal I1 est don
 
onstitué de la réunionde n1 points fermés k-valués supportés le long de la �bre π−1
0 (x0), et 
oïn
idepar 
onséquent ave
 son adhéren
e Z̄1 dans S̄0. Nous notons alors β̃1 : S̃1 → S0l'é
latement de S0 de 
entre Z1 et β̄1 : S̄1 → S̄0 l'é
latement de S̄0 de 
entre Z̄1.Nous 
onsidérons S̄1 
omme un X-s
héma proje
tif via le morphisme π̄1 : S̄1 → Xrelevant π̄0 : S̄0 → X . D'après (4.1.7), la transformée propre (4.1.4) F prf1 de F0 =div (f1) dans S̃1 est égale à la transformée stri
te F ′

0 de F0 
ar x et P1 (U) formentune suite régulière dans k [x] [U ]. Puisque S1 est isomorphe au 
omplémentaire de
Dpr
f1

dans S̃1, on 
on
lut que S1 s'identi�e au 
omplémentaire dans S̄1 de la réunionde la transformée stri
te F̄ ′
0 de l'adhéren
e F̄0 = π̄−1

0 (x0) de F0 dans S̄0, et de latransformée stri
te Y ′
0 de la se
tion Y0 de π̄0. En notant i1 : S1 →֒ S̄1 l'immersionouverte 
orrespondante, on obtient don
 un diagramme 
ommutatif

S̄1

β̄1 // S̄1

S1

i1

OO

β1 // S0

i0

OOPar 
onstru
tion, la �bre F̄1 = π̄−1
1 (x0) du morphisme π̄1 : S̄1 → X est un diviseurréduit, à 
roisements normaux simples, dont les 
omposantes irrédu
tibles sont latransformée stri
te F̄ ′

0 ≃ P1
k de F̄0 et les diviseurs ex
eptionnels C̄i (1) ≃ P1

k del'é
latement β̄1 : S̄1 → S̄0, 
es derniers s'identi�ant par ailleurs aux adhéren
esdes 
omposantes irrédu
tibles Ci (1) ≃ A1
k, i = 1, . . . , n1, de la �bre π−1

1 (x0) dumorphisme stru
tural π1 : S1 → X .13.4.3. Si n = 1, alors S = S1 ≃ S (γ1) et le morphisme π̄1 : S̄1 → X 
onstitueune 
omplétion du morphisme π : S → X . Sinon, si n ≥ 2, alors nous 
onsidéronsla se
onde modi�
ation a�ne �brée élémentaire β2 : S2 → S1 apparaissant dans lafa
torisation du morphisme ψ : S → A1
X . Par dé�nition, il existe un sommet ei (1)de Γ au niveau 1, de �ls e1 (2, i) , . . . , en(2,i)

(2, i), tel que S2 s'identi�e à la surfa
ede Danielewski S (γ(2,i)

) dé�nie par le sous-arbre �nement k-pondéré γ(2,i) de γde sommets e0, e1 (1) , . . . , en1 (1) , e1 (2, i) . . . , en(2,i)
(2, i), et tel que β2 : S2 → S1
oïn
ide ave
 la modi�
ation a�ne �brée élémentaire 
orrespondant à la 
ontra
-tion élémentaire η : γ(2,i) → γ1 du sous-triangle (△, w) de γ(2,i) de ra
ine ei (1)143



et de feuilles e1 (2, i) , . . . , en(2,i)
(2, i). Par 
onséquent, pour tout j 6= i, β2 induitun isomorphisme β−1

2

(
S1 |Xj(n1)

) ∼→ S1 |Xj(n1) tandis que la restri
tion de β2 à
β−1

2

(
S1 |Xi(n1)

)
≃ S (△, w) s'identi�e au morphisme
β
(
s(△,w)

)
: S (△, w) → S ({ei (1)}) ≃ S1 |Xi(n1)dé�ni par le morphisme 
onstant s(△,w) : (△, w) → {ei (1)}. Ainsi, le sous-s
hémafermé Z2 de S1 dé�ni par l'idéal I2 du 
entre (I2, f2) de la modi�
ation a�ne β2 est
onstitué de n(i,2) points fermés k-valués de S1, supportés le long de la 
omposanteirrédu
tible C1,i de la �bre π−1
1 (x0) du morphisme stru
tural π1 : S1 → X .13.4.4. Soit β̄2 : S̄2 → S̄1 l'é
latement de S̄1 de 
entre l'adhéren
e Z̄2 de Z2dans S̄1. On 
on
lut alors de la même manière que la �bre F̄2 = π̄−1

2 (x0) du mor-phisme proje
tif π̄2 : S̄2 → X relevant π̄1 : S̄1 → X est un diviseur réduit, à
roisements normaux simples, dont les 
omposantes irrédu
tibles sont la transfor-mée stri
te F̄ ′
0 ≃ P1

k de F̄0, les transformées stri
tes C̄′
1 (1) , . . . , C̄′

n1
(1) des autres
omposantes irrédu
tibles de la �bre π̄−1

1 (x0) ⊂ S̄ et les diviseurs ex
eptionnels
C̄j (2, i) ≃ P1

k de l'é
latement β̄2 : S̄2 → S̄1. La surfa
e S2 est alors isomorphe au
omplémentaire dans S̄2 du diviseur Y ′
0 ∪ F̄ ′

0∪C̄′
i (n1) tandis que via l'immersion ou-verte i2 : S2 →֒ S̄2, les 
omposantes C̄′

j (1) ≃ P1
k, j 6= i, et C̄j (2, i), j = 1, . . . n(2,i),de π̄−1

2 (x0) s'identi�ent aux adhéren
es dans S̄2 des 
omposantes irrédu
tibles dela �bre π−1
2 (x0) du morphisme stru
tural π2 : S2 → X de la surfa
e de Danielewski

S2. On obtient par 
onséquent l'arrangement de 
ourbes suivant dans les �bres
π̄−1

2 (x0), π̄−1
1 (x0) et π̄−1

0 (x0) respe
tivement, les 
ourbes en gras 
orrespondantaux 
omposantes irrédu
tibles des diviseurs S̄j \ ij (Sj), j = 0, 1, 2.
•
x0

π̄2

S̄2

Y ′
0

F̄ ′
0

C′
j (1)

C′
i (1)

Cj (2, i)

•
x0

π̄1

S̄1

Y ′
0

F̄ ′
0

Cj (1)

Ci (1)

•
x0

π̄0

S̄0

Y0

F̄0

β̄2 β̄1

Par 
onstru
tion, les graphes duaux des diviseurs π̄−1
2 (x0), π̄−1

1 (x0) et π̄−1
0 (x0)s'identi�ent don
 respe
tivement aux arbres sous-ja
ents Γ(2,i), Γ1 et {e0} des arbres�nement k-pondérés γ(2,i), γ1 et {e0}.13.4.5. En appliquant su

essivement la 
onstru
tion pré
édente à 
ha
une desmodi�
ations a�nes �brées élémentaires βj : Sj → Sj−1, j = 3, . . . , n, apparaissantdans la fa
torisation du morphisme ψγ : S → A1

X , on obtient �nalement une famillede X-s
hémas proje
tif π̄j : S̄j → X , des immersions ouvertes ij : Sj → S̄j , des X-morphismes birationnels β̄j : S̄j → S̄j−1 
orrespondant à l'é
latement d'un nombre�ni de points fermés k-valués de Sj−1 ⊂ S̄j−1 et un diagramme 
ommutatif
S̄n

β̄n // S̄n−1

β̄n−1 // · · · β̄2 // S̄1

β̄1 // S̄0

Sn

in

OO

βn // Sn−1

in−1

OO

βn−1 // · · · β2 // S1

i1

OO

β1 // S0

i0

OOPar 
onstru
tion, à 
haque étape, F̄j = π̄−1
j (x0) ⊂ S̄j est un diviseur réduit, à 
roi-sements normaux simples, dont les 
omposantes irrédu
tibles sont toutes isomorphes144



à P1
k et dont le graphe dual s'identi�e à l'arbre sous-ja
ent Γj de l'arbre �nement

k-pondéré γj = (Γj , w) 
orrespondant à la surfa
e de Danielewski Sj ≃ S (γj). La
omplétion π̄ : S̄ = S̄n → X de la surfa
e de Danielewski π : S = Sn → X ainsi
onstruite est don
 obtenue en é
latant su

essivement des points k-valués de la�bre F̄0 = π̄−1
0

(
S̄0

) et des points k-valués in�niment voisins possédant à 
haqueétape la propriété de n'appartenir qu'à une unique 
omposante irrédu
tible du divi-seur F̄j . Lorsque k = C, on retrouve de 
ette manière un 
as parti
ulier du pro
édégénéral de 
onstru
tion d'une 
omplétion d'une surfa
e a�ne normale ave
 a
tionde Ga,C dé
rit dans [17℄. A des �ns de référen
es futures, l'énon
é suivant rassembleles propriétés importantes pour la suite des 
omplétions π̄ : S̄ → X obtenues par lepro
édé 
i-dessus.Théorème 13.4.6. Pour toute surfa
e de Danielewski π : S = S (γ) → Xdé�nie par un arbre �nement k -pondéré γ = (Γ, w), il existe un X-s
héma proje
tifrégulier π̄ : S̄ → X et une immersion ouverte i : S →֒ S̄ satisfaisant les propriétéssuivantes :a) la restri
tion de S̄ au dessus de X∗ est isomorphe au �bré trivial P1
X∗

,b) la �bre s
hématique F̄ = π̄−1 (x0) ⊂ S̄ est un diviseur réduit, à 
roisementsnormaux simples dont toutes les 
omposantes irrédu
tibles sont isomorphes à P1
k etdont le graphe dual Γ

(
F̄
) est isomorphe à l'arbre Γ.
) le support du diviseur S̄\i (S) est la réunion d'une se
tion Y0 de π̄ : S̄ → X etd'un sous-ensemble de 
omposantes irrédu
tibles C̄ de F̄ dont le graphe dual Γ

(
C̄
)est isomorphe au sous-arbre Γ \ Fe (Γ) de Γ, 
'est à dire au sous-arbre de Γ dontles sommets sont les sommets de Γ qui ne sont pas des feuilles de Γ.De plus, pour tout Ga,X-a
tion sur S, il existe une Ga,X-a
tion sur S̄ rendantl'immersion ouverte i : S →֒ S̄ équivariante.Démonstration. Les assertions a), b) et 
) étant des 
onséquen
es dire
tesdu pro
édé de 
onstru
tion de S̄, il su�t de montrer que i : S →֒ S̄ peut être renduéquivariant quelle que soit la Ga,X -a
tion sur S. Or, pour toute Ga,X-a
tion sur S,le morphisme de surfa
es de Danielewski ψ : S → A1

X servant de donnée initiale àla pro
édure de 
onstru
tion de S̄ par une su

esion d'é
latements est équivariantlorsque l'on munit A1
X d'une a
tion par translation tordue ta bien 
hoisie. De plus,
ha
un des morphismes βj : Sj → Sj−1 apparaissant dans la fa
torisation de ψen su

ession de modi�
ations a�nes �brées élémentaires est aussi équivariant (
f.13.3.7). Puisque toute Ga,X -a
tion sur A1

X de type ta s'étend en une Ga,X-a
tionsur P1
X (
f. 1.2.3), on 
on
lut que 
ette a
tion se relève aussi sur S̄ puisqu'à 
haqueétape, β̄j : S̄j → S̄j−1 est simplement l'é
latement d'un nombre �ni de points fermés

k-valués de Sj−1 ⊂ S̄j−1 �xé par la Ga,X -a
tion sur Sj−1 relevant l'a
tion ta sur
A1
X . �
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CHAPITRE 14Plongements des surfa
es de Danielewski dans lesespa
es a�nesNous avons établi au 
hapitre 12 que toute surfa
e de Danielewski π : S → X ,où x = Spe
 (k [x]), est isomorphe à une surfa
e de Danielewski S (γ) asso
iée àun arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w) suivant la méthode (12.2.4). D'autre part,le pro
édé introduit au 
hapitre 6 permet de 
onstruire, à partir d'une 
ertaine
lasse d'arbres k [x] [t]-pondérés g = (Γ, w) dé
rite au 
hapitre 11, des s
hémas deDanielewski-Fieseler a�nes π : V (g) → X , 
'est à dire des surfa
es de Danielewskiau sens de la dé�nition (12.1.1).Dans le présent 
hapitre, nous 
omparons 
es deux des
riptions 
ombinatoiresdes surfa
es de Danielewski. Nous montrons en parti
ulier que toute surfa
e de Da-nielewski S est isomorphe à une surfa
e de Danielewski V (g) asso
iée à un arbre
k [x] [t]-pondéré. Plus pré
isément, nous établissons que pour toute surfa
e de Da-nielewski S (γ) dé�nie par un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w), il existe unefon
tion de poids w̃ : E (Γ) → k [x] [t] sur Γ, dépendant de la fon
tion de poids
w : E (Γ) → k, telle que S (γ) soit isomorphe à la surfa
e de Danielewski V (g)asso
iée à l'arbre g = (Γ, w̃). On en déduit au passage que toute surfa
e de Danie-lewski S admet un plongement équivariant dans un espa
e a�ne relatif ANX pourun 
ertain N dépendant de S.Notation 14.0.7. Pour simpli�er, nous supposons dans 
e 
hapitre que le 
orpsde base k est de 
ara
téristique nulle. Bien que la majorité des résultat établis dans
e 
hapitre ne dépendent pas de la 
ara
téristique de k, 
ette hypothèse s'avèrené
éssaire en (14.2.21), où nous dé
rivons 
ertaines a
tions du groupe additif àl'aide de dérivations lo
alement nilpotentes. Nous notons de nouveau A = k [x],
X = Spe
 (A) et x0 = div (x).14.1. Rappel des pro
édés de 
onstru
tionPour le 
onfort du le
teur, nous rappelons i
i brièvement les deux méthodesde 
onstru
tion de surfa
es de Danielewski à partir d'arbres �nement k-pondérés
γ et d'arbres A [t]-pondérés g. Nous revenons ensuite sur le pro
édé algorithmiquegénéral du 
hapitre 11 permettant d'obtenir des fon
tions de transitions pour unesurfa
e de Danielewski V (g) asso
iée à un arbre A [t]-pondéré g.14.1.1. Surfa
e de Danielewski asso
iée à un arbre �nement k-pondéré.Rappelons qu'un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w) est un arbre Γ, enra
iné en
e0 et muni d'une fon
tion de poids w : E (Γ) → k tel que, pour tout e ∈ Par (Γ) ettout 
ouple e1, e2 ∈ Fils (e) de �ls de e on ait w (−→e1e) 6= w (−→e2e).14.1.1. Tout arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w) dé�nit une surfa
e de Da-nielewski π : S (γ) → X 
onstruite de la manière suivante. Notons Fe (Γ) =
{e1, . . . , en} l'ensemble de feuilles de Γ, et posons, pour tout i = 1, . . . , n, (↓ ei)Γ =
{e0 = ei,0 < ei,1 < · · · ei,mi−1, ei,mi = ei}, où mi = l (↓ ei)Γ. On forme tout d'abord147



une 
olle
tion σ̃ (γ) = {σ̃i}i=1,...,n de polyn�mes σ̃i ∈ A = k [x] en posant
σ̃i =

mi∑

j=0

w (−−−−−−→ei,j+1ei,j)x
j ∈ k [x] , i = 1, . . . , n.On dé�nit ensuite un multi-indi
e [µ (γ)] ∈ Zn≥0 en posant µi = h (Γ) −mi ∈ Z≥0pour tout i = 1, . . . , n. Le fait que γ soit �nement k-pondéré garantit que le s
hémade Danielewski-Fieseler S (γ) = S(h(Γ),σ̃(γ)) = S

(n,[µ(γ)])
(h(Γ),σ̃(γ)) dé�ni par les fon
tions detransition g̃ij = xµi−h(Γ) (σ̃j − σ̃i) ∈ Ax = k

[
x, x−1

], i 6= j, i, j = 1, . . . , n est af-�ne, don
 est une surfa
e de Danielewski au sens de la dé�nition (12.1.1). Rappelonsen
ore que S (γ) s'obtient en re
ollant les X-s
hémas A1
Xi(n) = Spe
 (A [Ti]) au des-sus de X∗ = Spe
 (k [x, x−1

]) par l'intermédiaire des isomorphismes de k [x, x−1
]-algèbres

τij : Ax [Ti]
∼→ Ax [Tj] , Ti 7→ g̃ij + xµi−µjTj , i 6= j, i, j = 1, . . . , n.Rappelons pour terminer que la surfa
e de Danielewski π : S (γ) → X est équipéed'un X-morphisme birationnel 
anonique ψγ : S (γ) → A1

X = Spe
 (A [X0]), où
X0 est une variable, dont les restri
tions aux ouverts A1

Xi(n) sont induites par leshomomorphismes de A-algèbres A [X0] → A [Ti] , X0 7→ σ̃i+x
h(Γ)−µiTi, i = 1, . . . , n.14.1.2. Surfa
e de Danielewski asso
iée à un arbre k [x] [t]-pondéré.Nous 
onsidérons i
i des arbres A [t]-pondérés g = (Γ, w) dont la fon
tion de poids

w : E (Γ) → A [t] satisfait les 
onditions suivantes :a) Pour tout sommet e′ ∈ Par (Γ) et pour tout e ∈ Fils (e′), le polyn�me w (−→ee′)est de la forme w (−→ee′) = ae,e′ + t ⊂ A [t], où ae,e′ ∈ k ⊂ A = k [x].b) Pour tout e′ ∈ Par (Γ) et tout 
ouple e1, e2 ∈ Fils (e′) on ae1,e′ 6= ae2,e′ .14.1.2. Ces hypothèses impliquent que pour tout 
ouple e1, e2 ∈ Fils (e′), on a
ae1e′A+ ae2e′A = A, et que l'image de ae1e′ − ae2e′ dans A/xA = k est un élémentinversible 
ar non nul. Ainsi, les 
onditions 
i-dessus assurent que g est un arbre
A [t]-pondéré satisfaisant les hypothèses générales (11.1.1). Or, d'après (11.2.1), 
eshypothèses garantissent justement que le X-s
héma π : V (g) → X asso
ié à gselon le pro
édé (6.1.11), que nous rappelons d'ailleurs brièvement 
i-dessous, estun s
héma de Danielewski-Fieseler a�ne de base (X,x0), don
 est une surfa
e deDanielewski au sens de la dé�nition (12.1.1).14.1.3. Rappelons maintenant rapidement (6.1.9), à titre de 
omparaison, 
om-ment sont obtenus les s
hémas V (g). On asso
ie tout d'abord à l'arbre Γ, la A-algèbre de polyn�mes A [Γ] = A

[
X0, (Xe)e∈Par(Γ)

] en d (Γ) + 1 variables X0, Xe,où e par
ourt l'ensemble de sommets de Γ qui sont des parents. On 
onsidère alorsl'idéal I (g) ⊂ A [Γ] engendré par les polyn�mes




∆e (g) = xXe −Ge (g) e ∈ Par (Γ)

∆e′<e (g) =
(
XPar(e′) + ae′′,e′

)
Xe −Xe′Ge′<e (g)

(e, e′) ∈ Par (Γ) ×An
 (e)
e′′ = Fils (e′) ∩ (↓ e)Γoù, pour tout e ∈ Par (Γ) tel que (↓ e)Γ = {e0 < e1 < · · · < em = e} on a posé





Ge (g) =

m−1∏

j=0


 ∏

e′∈Fils(ej)\{ej+1}

(
ae′,ej +Xej−1

)

 ∏

e′∈Fils(e) (ae′,e +Xem−1

)

Gei<e (g) =
m−1∏

j=i+1


 ∏

e′∈Fils(ej)\{ej+1}

(
ae′,ej +Xej−1

)

 ∏

e′∈Fils(e) (ae′,e +Xem−1

)148



où, par 
onvention Xe−1 = X0. On 
onsidère �nalement V (g) = Spe
 (A [Γ] /I (g))
omme un X-s
héma via le morphisme π : V (g) → X induit par l'homomorphisme
anonique A→ A [Γ] /I (g).14.1.3. Fon
tions de transitions d'une surfa
e de Danielewski V (g).Au 
ours du 
hapitre 11, nous avons établi une méthode permettant d'obtenir desfon
tions de transition pour un s
héma de Danielewski-Fieseler V (g) quel
onque.Dans le 
as parti
ulier où V (g) est une surfa
e de Danielewski 
onstruite suivant leprin
ipe 
i-dessus, l'algorithme utilisé pour déterminer 
es fon
tions de transitionest simpli�é. Plus pré
isément, on a le 
orollaire de (11.3.4) suivant :Proposition 14.1.4. Soit g = (Γ, w) un arbre A [t]-pondéré satisfaisant leshypothèses (14.1.2), et soient Fe (Γ) = {e1, . . . , en} les feuilles de Γ. Notons mi =
l (↓ ei)Γ et (↓ ei)Γ = {e0 = ei,0 < ei,1 < · · · < ei,mi = ei}. Alors il existe une unique
olle
tion σ̃ = {σ̃i}i=1,...,n de polyn�mes σ̃i =

mi−1∑

j=0

bi,jx
j ∈ k [x], dépendant uni-quement de la fon
tion de poids w : E (Γ) → A [t] et satisfaisant les 
onditionssuivantesa) pour tout i = 1, . . . , n, bi,0 = −aei,1,e0 ∈ k,b) pour tout i = 1, . . . , n et tout j = 0, . . . ,m− 2, les éléments σ̃i,j ∈ k

[
x, x−1

]dé�nis ré
ursivement par σ̃i,j = x−1Gej (g) (σ̃i, σ̃i,0, . . . , σ̃i,j−1) sont des polyn�mespouvant s'é
rire sous la forme σ̃i,j = aei,j+2,ei,j+1 + xξij (x), où ξi,j ∈ k [x],telle que V (g) soit isomorphe à la surfa
e de Danielewski S(n,[µ])
(h(Γ),σ̃), où, pour tout

i = 1, . . . , n, µi = h (Γ) −mi ∈ Z≥0 .Rappelons (11.3.1) que les 
oe�
ients bi,j ∈ k des polyn�mes σ̃i dont la proposi-tion 
i-dessus garantit l'existen
e peuvent être déterminés ré
ursivement à partirde la 
ondition (a) de telle sorte que la 
ondition (b) soit satisfaite à 
haque étape.L'exemple 
i-dessous illustre 
e pro
édé général.Exemple 14.1.5. Considérons l'arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w) suivant :
e0

e1,1
t+ 1

e2,1t

e1,2
t− 1

e2,2
t e3,2

t .On a don
 A [Γ] = A
[
X0, Xe0 , Xe1,1 , Xe1,2 , Xe2,2

], et V (g) ⊂ A5
X est la surfa
e deDanielewski dé�nie par le système d'équations





xXe0 −
(
X2

0 − 1
)

= 0 (X0 + 1)Xe1,1 −X2
e0 = 0

xXe1,1 − (X0 − 1)Xe0 = 0 (X0 − 1)Xe1,2 −X2
e0 = 0

xXe1,2 − (X0 + 1)Xe0 = 0 (X0 − 1)Xe2,2 −Xe0Xe1,2 = 0
xXe2,2 − (X0 + 1)Xe1,2 = 0 Xe0Xe2,2 −X2

e1,2
= 0On observera au passage que V (g) est munie d'une a
tion du groupe multipli
atif

(k∗,×) = Gm,k induite par la restri
tion de l'a
tion sur A5
X dé�nie par

λ⋆
(
x,X0, Xe0 , Xe1,1 , Xe1,2 , Xe2,2

)
=
(
λx,X0, λ

−1Xe0 , λ
−2Xe1,1 , λ

−2Xe1,2 , λ
−3Xe2,2

)
.L'arbre Γ ayant deux feuilles e2,1 et e3,2 aux niveaux 2 et 3 respe
tivement, il nousfaut don
 déterminer deux polyn�mes σ̃1 = b1,0 +xb1,1 et σ̃2 = b2,0 +xb2,1 +x2b2,2.D'après la 
ondition a) de (14.1.4), on a déjà b1,0 = −ae1,1,e0 = −1 et b2,0 =

−ae1,2 = 1. Puisque ae2,1,e1,1 = 0, on doit avoir, d'après b),
σ̃1,0 = x−1Ge0 (g) (σ̃1) = x−1

(
σ̃2

1 − 1
)

= b1,1 (−2 + xb1,1) = xξ1,0 (x)149



pour un 
ertain polyn�me ξ1,0 ∈ k [x], 
e qui n'est évidemment possible que si
b1,1 = 0. On a don
 σ̃1 = −1. Le même raisonnement montre que b2,1 = 0 puisque
ae2,2,e1,2 = 0. On a don
 σ̃2 = 1 + x2b2,2 et

σ̃2,0 = x−1Ge0 (g) (σ̃2) = x−1
(
σ̃2

1 − 1
)

= 2b2,2x+ b22,2x
3Finalement, puisque ae3,2,e2,2 = 0, on 
on
lut que

σ̃2,1 = x−1Ge1,2 (σ̃2, σ̃2,0) = x−1 (σ̃2 + 1) σ̃2,0 =
(
2 + x2b2,2

) (
2b2,2 + b22,2x

3
)

= xξ2,1 (x)pour un 
ertain polyn�me ξ2,1 ∈ k [x], 
e qui n'est possible que si b2,2 = 0. Ainsi
V (g) est isomorphe à la surfa
e de Danielewski S(2,[µ])

(3,σ̃) , où σ̃ = {σ̃1 = −1; σ̃2 = 1},et où [µ] = (µ1, µ2) = (1, 0), don
 est isomorphe à la surfa
e de Danielewski dé�niepar l'arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w̃) suivant :
e0

e1,1
−1

e2,10

e1,2

1
e2,2

0 e3,2
014.1.6. Dans l'exemple pré
édent, la surfa
e de Danielewski V (g) asso
iée àl'arbre A [t]-pondéré g est isomorphe à une surfa
e de Danielewski S (γ) dé�niepar un arbre �nement k-pondéré γ ayant le même arbre sous-ja
ent Γ que g. Demanière générale, il est naturel de 
her
her à 
omparer l'arbre g = (Γ, w) ave
 l'arbre�nement k-pondéré γS , asso
ié à la surfa
e de Danielewski S(n,[µ])

(h(Γ),σ̃) 
orrespondantaux fon
tions de transition déduites de l'arbre g. Pour 
e faire, il est né
essaire derevenir plus en détail sur le pro
édé de 
onstru
tion des polyn�mes σ̃i suivant laméthode de (14.1.4).Lemme 14.1.7. Soit g = (Γ, w) un arbre A [t]-pondéré satisfaisant les hypothèses(14.1.2), et soit ei ∈ Fe (Γ) une feuille de Γ au niveau mi = l (↓ ei)Γ. Soit (↓ ei)Γ =
{e0 = ei,0 < ei,1 < · · · < ei,mi = ei} et soit bi,0 = −aei,1,e0 , bi,1, . . . , bi,mi−1 ∈ k les
oe�
ients du polyn�me σ̃i de (14.1.4). Alors pour tout l = 1, . . . ,m − 1, il existeun 
ouple (αi,l, βi,l) ∈ k∗× k, ne dépendant que des sommets e0, ei,1 . . . , ei,l−1 et deleurs �ls respe
tifs , tel que bi,l = α−1

i,l

(
−aei,l+1,ei,l

− βi,l
).Démonstration. On véri�e par ré
urren
e sur les égalités

σ̃i,j = x−1Gei,j (g) (σ̃i, σ̃i,0, . . . , σ̃i,j−1) = −aei,j+2,ei,j+1 + xξi,j (x)servant à dé�nir les 
oe�
ients bi,j , que si bi,0, bi,1, . . . , bi,j ont été 
hoisis de tellesorte que les égalités 
i-dessus soient satisfaites pour tout j = 0, . . . , l − 1, alors ilexiste (α, β) ∈ k∗ × k satisfaisant l'assertion du lemme et tels que
σ̃i,l = x−1Gei,l

(g) (σ̃i, σ̃i,0, . . . , σ̃i,l−1) = αbi,l+1 + β + xξi,l (x)pour un 
ertain polyn�me ξi,l ∈ k [x], 
e qui implique bien que le 
oe�
ient bi,l+1doit satisfaire l'égalité annon
ée. �On en déduit le résultat 
omparatif suivant :Théorème 14.1.8. Pour toute surfa
e de Danielewski V (g) asso
iée à un arbre
A [t]-pondéré g = (Γ, w) satisfaisant les hypothèses (14.1.2), il existe une fon
tionde poids w̃ : E (Γ) → k sur Γ, telle que γ = (Γ, w) soit un arbre �nement k-pondéré,et telle que les surfa
es de Danielewski V (g) et S (γ) soient X-isomorphes.150



Démonstration. Soient Fe (Γ) = {e1, . . . , en} les feuilles de Γ. D'après (14.1.4),il existe des polyn�mes σ̃i =

mi−1∑

l=0

bi,lx
l ∈ k [x], où mi = (↓ ei)Γ, tels que V (g) soitisomorphe à la surfa
e de Danielewski S = S

(n,[µ])
(h(Γ),σ̃), où σ̃ = {σ̃i}i=1,...,n et où

µi = h (Γ) − mi pour tout i = 1, . . . , n. Il su�t don
 de montrer que l'arbre k-pondéré γ = γS =
(
Γ̃, w̃

) (12.2.1) 
orrespondant à 
es données possède le mêmearbre sous-ja
ent Γ que g. On est en e�et assuré que l'arbre γ ainsi 
onstruit estun arbre �nement k-pondéré d'après le 
ritère (12.1.6). Par 
hoix des données n,
h (Γ) et [µ] ∈ Zn≥0 , Γ̃ a le même nombre de feuilles que Γ. Nous pouvons don

onserver la notation e1, . . . , en pour désigner les feuilles de Γ̃. Par dé�nition, on a
l (↓ ei)Γ = mi = h (Γ)−µi = l (↓ ei)Γ̃, de sorte que les sous-
haînes maximales de Γet Γ̃ respe
tivement sont en bije
tion. Il su�t par 
onséquent de montrer que pourtout 
ouple de feuilles ei, ej ∈ Fe (Γ), de premier an
être 
ommun e ∈ Par (Γ) au ni-veau m ≥ 0, σ̃j − σ̃i ∈ xmk [x]\xm+1k [x]. Cette 
ondition garantit en e�et, d'aprèsla 
onstru
tion (12.2.1) de Γ̃ par re
ollement des sous-
haînes maximales (↓ ei)Γ̃,
i = 1, . . . , n, que pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j les sous-arbres (↓ ei)Γ̃ ∪ (↓ ej)Γ̃de Γ̃ et (↓ ei)Γ ∪ (↓ ej)Γ de Γ sont isomorphes, don
 que les arbres Γ̃ et Γ sontisomorphes. Notons

(↓ es)Γ = {e0 = es,0 < es,1 < · · · < es,ms = es} , s = i, j,de sorte que l'on a e = ei,m = ej,m puisque e est au niveau m. D'après (14.1.7),les 
oe�
ients bi,l et bj,l des polyn�mes σ̃i et σ̃j sont déterminés tout d'abord par
bi,0 = −aei,1e0 et bj,0 = −aei,1e0 , puis par

bi,l = α−1
i,l

(
−aei,l+1,ei,l

− βi,l
) et bj,l = α−1

j,l

(
−aej,l+1,ej,l

− βj,l
)
.pour des 
ouples (αi,l, βi,l) ∈ k∗ × k (resp.(αj,l, βj,l) ∈ k∗ × k) ne dépendant quedes sommet e0, ei,1, . . . , ei,l−1 et de leurs �ls (resp. des sommets e0, ej,1, . . . , ej,l−1et de leurs �ls). Si m = 0, alors bj,0 6= bi,0 puisque d'après les hypothèses (14.1.2),

aei,1,e0 6= aej,1,e0 . Sinon, si m > 0 alors ei,l = ej,l pour tout l = 0, . . . ,m, de sorteque (αi,l, βi,l) = (αj,l, βj,l) pour tout l = 0, . . . ,m+1. Puisque aei,l+1,ei,l
= aej,l+1,ej,lpour tout l = 0, . . . ,m− 1, on a don
 bi,l = bj,l pour tout l = 0, . . . ,m− 1. D'autrepart, les hypothèses (14.1.2) impliquant de nouveau que aei,m+1,ei,m 6= aej,m+1,ej,m ,on 
on
lut que bi,m 6= bj,m. Ainsi σ̃j − σ̃i ∈ xmk [x] \ xm+1k [x], 
e qui prouve lethéorème. �14.1.9. Étant donné un arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w) satisfaisant aux hypo-thèses (14.1.2), il est parti
ulièrement intéressant de pouvoir déterminer de manièrepré
ise et expli
ite les relations de dépendan
e entre les 
oe�
ients bi,j des poly-n�mes σ̃i de (14.1.4) et la fon
tion de poids w : E (Γ) → A [t]. En e�et, on sait (
f.12.3.4) sous quelles 
onditions deux surfa
es de Danielewski S (γ) et S (γ′), dé�-nies respe
tivement par des arbres �nement k-pondérés γ et γ′, sont X-isomorphes.Ainsi, dès lors que l'on 
onnaît la relation expli
ite entre les 
oe�
ients bi,j et leséléments aPar(e),e ∈ k servant à dé�nir la fon
tion de poids w : E (Γ) → A [t], onest en mesure de déterminer sous quelles 
onditions deux surfa
es de Danielewski

V (g) et V (g′) sont X-isomorphes. Par 
onstru
tion, les 
oe�
ients bi,j s'expriment
omme des polyn�mes en 
ertains éléments aPar(e),e ∈ k. Il n'est don
 pas évidentque l'on puisse aboutir de 
ette manière à une 
ara
térisation raisonnable des 
lassesd'isomorphisme de surfa
es de Danielewski V (g). Les 
oe�
ients bi,j étant 
epen-dant obtenus par un algorithme ré
ursif expli
ite (
f. 11.3.1), on pourra toujoursdé
ider au 
as par 
as, par exemple en utilisant un logi
iel de 
al
ul formel adapté,si deux surfa
es de Danielewski V (g) et V (g′) sont isomorphes. On déduit en tout
as de (12.3.4) et (14.1.8) la 
ondition né
essaire générale suivante :151



Proposition 14.1.10. Si deux surfa
es de Danielewski V (g) et V (g′) asso
iéesrespe
tivement à des arbres A [t]-pondérés g = (Γ, w)et g′ = (Γ′, w′) satisfaisantaux hypothèses (14.1.2) sont X-isomorphes, alors les sous-arbres essentiels (C.1.8)Es (Γ) et Es (Γ′)de Γ et Γ′ respe
tivement sont isomorphes.14.2. Plongement d'une surfa
e de Danielewski dans un espa
e a�neD'après 
e qui pré
ède, toute surfa
e de Danielewski V (g) asso
iée à un arbre
A [t]-pondéré g = (Γ, w) satisfaisant les hypothèses (14.1.2) est isomorphe à unesurfa
e de Danielewski S (γ) dé�nie par un arbre �nement k-pondéré γ ayant mêmearbre sous-ja
ent Γ que g. Nous montrons i
i que la ré
iproque est vraie, à savoirque pour tout arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w), il existe un arbre A [t]-pondéré
g satisfaisant (14.1.2), ayant même arbre sous-ja
ent Γ que γ, et tel que S (γ) ≃
V (g). Pour 
e faire nous 
onstruisons de manière expli
ite une fon
tion de poids
w̃ : E (Γ) → A [t] adaptée. Toute surfa
e de Danielewski S étant isomorphe à unesurfa
e de Danielewski S (γ) dé�nie par un arbre γ de 
e type (
f. 12.2.7), on endéduit, en parti
ulier, que toute surfa
e de Danielewski S peut être plongée dans un
ertain espa
e a�ne relatif ANX sous la forme d'une surfa
e V (g). Nous montronsde plus que pour toute a
tion non triviale du groupe additif Ga,X sur S il existeune Ga,X-a
tion sur ANX , dé�nie par une formule expli
ite, rendant 
e plongementéquivariant.14.2.1. Constru
tion de plongements. Nous 
onsa
rons 
e paragraphe àla preuve de la ré
iproque suivante du théorème (14.1.8).Théorème 14.2.1. Pour toute surfa
e de Danielewski π : S (γ) → X dé�niepar un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w), il existe une fon
tion de poids w̃ :
E (Γ) → A [t] satisfaisant les hypothèses (14.1.2) et un plongement φ : S (γ) →֒
A
d(Γ)+
X = Spe
 (A [Γ]) induisant un isomorphisme S (γ) ≃ V (g), où g = (Γ, w).Pour démontrer le théorème (14.2.1), notre méthode 
onsiste pour l'essentiel à in-verser le pro
édé de 
onstru
tion des fon
tions de transition d'une surfa
e de Da-nielewski V (g) dé
rit pré
édemment. Nous 
ommençons par introduire une série denotations né
essaires à la mise en oeuvre de 
ette 
onstru
tion.14.2.2. Étant donné un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w), de feuilles Fe (Γ) =

{e1, . . . , en}, nous notons de nouveau mi = l (↓ ei)Γ et
(↓ ei)Γ = {e0 = ei,0 < ei,1 < · · · < ei,mi = ei}la sous-
haîne maximale pondérée 
orrespondant à la feuille ei. On prendra gardeau fait qu'un sommet e ∈ (↓ ei)Γ ∩ (↓ ej)Γ au niveau m peut don
 être noté à la fois

ei,m et ej,m. Dans 
e qui suit, nous utiliserons régulièrement la formule 
ondensée�soit e = ei,m � en lieu et pla
e de la formulation 
omplète �soit e un sommet de Γ auniveaum, appartenant à (↓ ei)Γ�. Nous notons π : S (γ)
ρ(n)→ X (n) = X (x0, n)

δ→ Xle morphisme stru
tural de la surfa
e de Danielewski dé�nie par γ, et nous désignonspar Cei ≃ A1
k la 
omposante irrédu
tible de la �bre π−1 (x0) 
orrespondant à lafeuille ei, i = 1, . . . , n. Plus généralement, pour tout sommet e de Γ, nous notons

C (e) =
⋃

{i ei∈Fe(Γ(e))}

Cei ⊂ π−1 (x0)le sous-s
héma fermé de π−1 (x0) 
onstitué de la réunion des 
ourbes Cei ⊂ π−1 (x0)
orrespondant au sous-ensemble des feuilles de Γ qui sont des feuilles du sous-arbremaximal Γ (e) de Γ enra
iné en e. On a don
 en parti
ulier C (e0) = π−1 (x0) et
C (ei) = Cei pour toute feuille ei ∈ Fe (Γ) de Γ.152



14.2.3. Nous notons Bγ = Γ
(
X,π∗OS(γ)

), Si (γ) = S (γ) |Xi(n),
A [Ti] = Γ

(
Xi (n) , ρ (n)∗ OS(γ)

)
≃ Γ

(
X,π∗OS(γ) |Si(γ)

)
, i = 1, . . . , net nous désignons par τi : Bγ → A [Ti] l'homomorphisme inje
tif de A-algèbres
orrespondant. Le X-morphisme birationnel 
anonique ψγ = ψ(h(Γ),σ̃(γ)) : S (γ) →

A1
X = Spe
 (A [X0]) 
orrespond alors à l'unique se
tion sγ,e−1 = ψ∗

γ (X0) ∈ Bγ telleque
τi
(
sγ,e−1

)
= σ̃i + xmiTi =

mi−1∑

j=0

w (−−−−−−→ei,j+1ei,j)x
j + xmiTipour tout i = 1, . . . , n. Pour simpli�er nous noterons dorénavantwi,j = w (−−−−−−→ei,j+1ei,j)pour tout j = 0, . . . ,m− 1 et wi,mi = Ti.14.2.4. Si h (Γ) = 0 alors Γ est l'arbre trivial à un élément {e0} et ψγ : S (γ) →

A1
X est un isomorphisme. Nous supposons don
 à présent que h (Γ) ≥ 1, 
e quiimplique en parti
ulier que mi ≥ 1 pour tout i = 1, . . . , n. On observe alors que

sγ,e−1 est lo
alement 
onstant le long de la �bre π−1 (x0), et prend la valeur wi,0 ∈
k ⊂ A [Ti] /xA [Ti] ≃ k [Ti] le long de la 
omposante Cei de 
ette �bre. Puisque γ est�nement pondéré, wi,0 = wj,0 si et seulement si ei,1 = ej,1, de sorte que si l'on note
g1, . . . gr les sommets de Γ au niveaux 1, ψγ est 
onstant les long des sous-s
hémas
C (gi) ⊂ π−1 (x0) pour tout i = 1, . . . , r. Cette observation se généralise sous laforme suivante :Lemme 14.2.5. Si h (Γ) ≥ 1, alors il existe une fon
tion de poids

w̃ : E (Γ) → A [t] ,
−−−−−→
ePar (e) 7→ ae,Par(e) + t ∈ k [t] ⊂ A [t]satisfaisant les hypothèses (14.1.2), et une 
olle
tion de se
tions sγ,e−1 , sγ,e ∈ Bγ ,où e par
ourt l'ensemble Par (Γ), telles que si l'on note g = (Γ, w) les assertionssuivantes sont satisfaites :a) Pour tout e = ei,m, sγ,e = x−1Ge (g)

(
sγ,e−1 , sγ,e0 , sγ,ei,1 , . . . , sγ,ei,m−1

).b) si Fils (e) = {g1, . . . , gr} alors sγ,ei,m−1 est 
onstant le long du sous-s
hémafermé C (gj), prenant la valeur −agj ,ei,m ∈ k.
) si g ∈ Fils (e) ∩ Fe (Γ) alors sγ,ei,m se restreint en une fon
tion 
oordonnéesur la 
omposante irrédu
tible Cg ≃ A1
k de π−1 (x0).14.2.6. La preuve de (14.2.5) que nous donnons 
i-dessous repose pour l'essen-tiel sur les mêmes arguments 
al
ulatoires que 
eux 
onduisant à la 
onstru
tiondes fon
tions de transition d'une surfa
e de Danielewski V (g). Il s'agit en e�et de
onstruire par étapes, à partir de la se
tion sγ,e−1 
orrespondant au morphismebirationnel 
anonique ψγ , la fon
tion de poids w̃ : E (Γ) → A [t] et les se
tions

sγ,e ∈ Bγ , e ∈ Par (Γ), satisfaisant les 
onditions énon
ées. Plus pré
isément, pourtout m = 0, . . . , h (Γ), nous notons Γm le sous-arbre de Γ formé de l'ensemble dessommets de Γ aux niveaux k ≤ m, nous supposons 
onstruite une fon
tion de poids
w̃ : E (Γm) → A [t] satisfaisant les hypothèses (14.1.2), ainsi que la 
olle
tion desse
tions sγ,e pour tous les sommets de Γ aux niveaux k ≤ m− 2. Nous dé�nissonsalors, à partir de 
es données, les se
tions sγ,e′ pour tous les sommets e′ de Γ auniveau m − 1, et nous prolongeons ensuite la fon
tion de poids w̃ en une fon
tionde poids w̃ : E (Γm+1) → A [t] satisfaisant en
ore les hypothèses (14.1.2).14.2.7. Étape 1. Puisque sγ,e−1 est donnée, il su�t de déterminer dans 
ettepremière étape les valeurs de w̃ sur les arêtes reliant les �ls de la ra
ine e0 de Γ à
ette même ra
ine. Par dé�nition, pour tout i = 1, . . . , n,

τi
(
sγ,e−1

)
= σ̃i + xmiTi =

mi∑

j=0

wi,jx
j ∈ A [Ti] .153



La 
ondition b) de (14.2.5) n'est satisfaite que si l'on pose
w̃ (−→ee0) = ae,e0 + t = −sγ,e−1 |Cei

+t = −wi,0 + t ∈ k [t] ⊂ A [t]pour tout e = ei,1 ∈ Fils (e0). Cette dé�nition ne dépend évidemment pas du 
hoixde l'indi
e i tel que e = ei,1 puisque si j est un autre indi
e tel que e = ej,1, alors ona wi,0 = w (−−−→ei,1e0) = w (−−−→ej,1e0) = w0,j . Étant donnés deux �ls distin
ts e = ei,1 et
e′ = ej,1 de e0, on a né
essairement i 6= j, de sorte que ae′,e0 = wj,0 6= wi,0 = ae,e0puisque par hypothèse γ est un arbre �nement k-pondéré. Par 
onséquent g1 =
(Γ1, w̃) est un arbre A [t]-pondéré satisfaisant les hypothèses (14.1.2).14.2.8. Étape m, m ≥ 2. Supposons maintenant que la fon
tion de poids w̃ estdé�nie sur le sous-arbre Γm de Γ et que les se
tions sγ,e sont 
onstruites pour tousles sommets de Γ aux niveaux k ≤ m − 2. Étant donné un sommet e = ei,m−1 dePar (Γ), les hypothèses que nous venons de faire impliquent que la formule

x−1Gei,m−1 (gm)
(
sγ,e−1 , sγ,e0 , sγ,ei,1 , . . . , sγ,ei,m−2

)à un sens, et dé�nit par 
onséquent une se
tion de Bγ⊗AAx dont il reste à montrerqu'elle se prolonge en une se
tion sγ,e ∈ Bγ satisfaisant (
). Or, par dé�nition, pourtout indi
e i = 1, . . . , n tel que e = ei,m−1 on a
τi
(
s γ,ei,m−1

)
= x−1

m−1∏

j=0

F {ei,j+1}
ei,j

(gm)
(
τi
(
sγ,ei,j−1

)) (
aei,m,ei,m−1 + τi

(
sγ,ei,m−2

))
,tandis que par 
onstru
tion τi (sγ,ei,j−1

)
∈ A [Ti] pour tout j = 0, . . . ,m−1. Posons,pour tout j = 1, . . . ,m

fei,j := F {ei,j}
ei,j−1

(gj)
(
−aei,j ,ei,j−1

)
=

∏

e′∈Fils(ei,j−1)\{ei,j}

(
ae′,ei,j−1 − aei,j ,ei,j−1

)
∈ k∗.On déduit aisément en développant suivant les puisssan
es de x qu'il existe unpolyn�me Qi,m−2 ∈ k [u0, . . . , um−1] ne dépendant que des sommets e0, . . . , ei,m−1et tel que Qi,m−2 (0, . . . , 0) = 0, et un polyn�me Pi,m−2 ∈ A [Ti] tels que

τi
(
sγ,ei,m−2

)
= −aei,m,ei,m−1+x (αi,m−2wi,m +Qi,m−2 (w0,i, . . . , w0,m−1))+x

2Pi,m−2,où, αi,m−2 =

m−2∏

j=1

fm−1−j
ei,j

. Un nouveau développement montre alors que
τi
(
sγ,ei,m−1

)
= αi,m−1wi,m + βi,m−1 + +xPi,m−1 ∈ A [Ti] ,où Pi,m−1 ∈ A [Ti], αi,m−1 =

m−1∏

j=1

fm−1−j
ei,j

∈ k∗ et où βi,m−1 ne dépend que dessommets e0, ei,1 . . . , ei,m. Ainsi, τi (sγ,e) ∈ A [Ti] pour tout i = 1, . . . , n tel que
e = ei,m−1. Étant donné maintenant un indi
e j tel que e 6∈ (↓ ej)Γ, le premieran
être 
ommun de e = ei,m−1 et ej = ej,mj est un sommet ei,l = ej,l où l ≤
min (m− 2,mj − 1). Dans 
ette situation, par dé�nition du polyn�me généalogique
Gei,m−1 (gm) et de la se
tion sγ,ej,l−1

, on a
w̃ (−−−−−→ej,l+1ej,l)

(
sγ,ej,l−1

)
= aej,l+1,ej,l

+ τj
(
sγ,ej,l−1

)
= aej,l+1,ej,l

+
(
−aej,l+1,ej,l

+ xR
)où R ∈ A [Ti] divise le polyn�me

gi,m−1 = Gei,m−1 (gm)
(
τj
(
sγ,e−1

)
, τj (sγ,e0) , τj

(
sγ,ei,1

)
, . . . , τj

(
sγ,ei,m−2

))
∈ A [Tj] .Puisque gi,m−1 est en parti
ulier divisible par x, on 
on
lut �nalement que pourtout j = 1, . . . , n, τj (sγ,ei,m−1

)
= x−1gi,m−1 ∈ A [Tj ], don
 que sγ,ei,m−1 ∈ Bγ . Si

e′ = ei,m ∈ Fils (e) est une feuille de Γ alors m = mi, e′ = ei et wi,mi = Ti pardé�nition. Dans 
es 
onditions, τi (sγ,ei,m−1

) induit bien une fon
tion 
oordonnéesur Cei ≃ Spe
 (k [Ti]) puisque par 
onstru
tion αi,m−1 ∈ k∗. La se
tion sγ,ei,m−1satisfait par 
onséquent les 
onditions (a) et (
) de (14.2.5). Pour que la 
ondition154



(b) soit véri�ée, il su�t alors d'étendre la fon
tion de poids w̃ à l'arbre Γm+1, enposant, pour toute arête −−−−−−−→ei,m+1ei,m de Γm+1,
w̃ (−−−−−−−→ei,m+1ei,m) = aei,m+1,ei,m + t = sγ,ei,m−1 |Cei

+t = (αi,m−1wi,m + βi,m) + t.Si −−−−−−−→ej,m+1ei,m, où i 6= j, est une autre arête de Γm+1, alors ej,m = ei,m, de sorteque les 
ouples (αi,m−1, βi,m−1) et (αj,m−1, βj,m−1) sont égaux. Puisque γ est unarbre �nement k-pondéré, on a wi,m 6= wj,m, don
 aei,m+1,ei,m 6= aej,m+1,ej,m , 
equi prouve que w̃ s'étend en une fon
tion de poids E (Γm+1) → A [t] satisfaisant leshypothèses (14.1.2) et telle que la 
ondition (b) de (14.2.5) soit elle aussi satisfaite.14.2.9. Après exa
tement h (Γ) étapes, le pro
édé 
i-dessus s'arrête, et l'onobtient un arbre A [t]-pondéré g = gh = (Γ, w̃) dont la fon
tion de poids w̃ satisfaitles hypothèses (14.1.2), et des se
tions sγ,e ∈ Bγ , où e ∈ {e−1} ∪ Par (Γ), véri�antles 
onditions du lemme (14.2.5). Le lemme suivant 
omplète alors la preuve duthéorème (14.2.1).Lemme 14.2.10. Le X-morphisme φ : S (γ) = Spe
 (Bγ) → A
d(Γ)+1
X induit parl'homomorphisme de A-algèbres φ∗ : A [Γ] → Bγ , X0 7→ sγ,e−1 , Xe 7→ sγ,e, où epar
ourt Par (Γ), est un plongement induisant un X-isomorphisme S (γ) ≃ V (g).Démonstration. Par dé�nition, sγ,e−1 
orrespond au morphisme birationnel
anonique ψγ : S (γ) → A1

X . Don
 ses restri
tions sur les �bres π−1 (x), où x ∈
X∗ = X \ {x0} sont des fon
tions 
oordonnées. D'après (14.2.5), pour tout 
ouplede feuilles ei, ej ∈ Fe (Γ), il existe une se
tion sγ,e ∈ Bγ 
onstante sur Cei et Cejet prenant des valeurs distin
tes sur 
es deux 
omposantes irrédu
tibles de la �bre
π−1 (x0). Ainsi φ distingue les 
omposantes irrédu
tibles de π−1 (x0). Finalement,pour toute feuille ei = ei,mi ∈ Fe (Γ), la 
ondition (
) de (14.2.5) garantit que lase
tion sγ,ei,mi−1 ∈ Bγ induit une fon
tion 
oordonnée sur Cei ≃ A1

k. On en déduitque φ : S (γ) → A
d(Γ)+1
X est bien un plongement. Par 
onstru
tion des se
tions

sγ,e ∈ Bγ , φ∗ (∆e (g)) = 0 dans Bγ pour e ∈ Par (Γ). On déduit des relations(6.1.10) que xφ∗ (∆e′<e (g)) = 0 dans Bγ pour tout 
ouple (e, e′) ∈ Par (Γ)×An
 (e),don
 que ∆e′<e (g) = 0 dans Bγ puisque Bγ est une A-algèbre intègre. Ainsi, φ∗se fa
torise via B (g) = A [Γ] /I (g). Cela signi�e que l'image de φ est 
ontenuedans le s
héma de Danielewski V (g) asso
ié à g. Par 
onstru
tion, le X-morphisme
φ : S (γ) → V (g) ainsi obtenu est bije
tif sur les points fermés de S (γ) et V (g),don
 est un isomorphisme d'après le Théorème prin
ipal de Zariski. En e�et, V (g)est un s
héma régulier, don
 en parti
ulier un s
héma normal. �14.2.11. Il est fa
ile de se 
onvain
re que le pro
édé de 
onstru
tion de la fon
-tion de poids w̃ : E (Γ) → A [t] à partir de l'arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w)dé
rit 
i-dessus est exa
tement inverse de 
elui permettant d'obtenir une 
olle
tionde fon
tions de transition pour une surfa
e de Danielewski V (g) asso
iée à un arbre
A [t]-pondéré g = (Γ, w̃). On pourra don
 toujours, au prix d'un e�ort 
al
ulatoire,passer d'une des
ription à l'autre, tout en 
onservant le même arbre sous-ja
ent Γ.Toute surfa
e de Danielewski π : S → X étant isomorphe à une surfa
e de Da-nielewski S (γ) dé�nie par un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w) (
f. 12.2.7), onobtient le résultat utile suivant :Théorème 14.2.12. Pour toute surfa
e de Danielewski π : S → X, il existeun arbre Γ, des fon
tions de poids w : E (Γ) → k et w̃ : E (Γ) → A [t] telles que
γ = (Γ, w) soit un arbre �nement k-pondéré et telles que g = (Γ, w̃) satisfasse leshypothèses (14.1.2) , et des X-isomorphismes S (γ) ≃ S ≃ V (g).Les plongements de surfa
es de Danielewski φ : S (γ) →֒ A

d(Γ)+1
X obtenus par laméthode 
i-dessus ne sont en général pas optimaux, au sens qu'il est très souventpossible de 
onstruire, en ra�nant de manière adéquate les pro
édés de 
onstru
tion,155



des plongements ψ̃ : S (γ) →֒ ANX , où N < d (Γ) + 1, 
omme le montre l'exemple
i-dessous, déjà 
onsidéré en (12.4.4).Exemple 14.2.13. D'après (12.4.4) la surfa
e de Danielewski S (γ) asso
iée àl'arbre �nement C-pondéré
γ = (Γ, w) =

e0

e1
1

1

e1
−1 1est isomorphe à l'hypersurfa
e S4 de A2
X = Spe
 (C [x] [y, z]) dé�nie par l'équation

x2z − y2 + 2xy + 1 = 0. D'autre part, le pro
édé de 
onstru
tion de plongementobtenu 
i-dessus montre que S (γ) est isomorphe à la surfa
e de Danielewski V (g)de A4
X = Spe
 (A [Γ]) asso
iée à l'arbre A [t]-pondéré

g = (Γ, w̃) =

e0

e1−1 + t −2 + t

e2
1 + t 2 + t
'est à dire à la surfa
e dé�nie par le système d'équations





xXe0 −
(
X2

0 − 1
)

= 0 (X0 − 1)Xe1 −Xe0 (Xe0 − 2) = 0
xXe1 − (X0 + 1) (Xe0 − 2) = 0 (X0 + 1)Xe2 −Xe0 (Xe0 + 2) = 0
xXe2 − (X0 − 1) (Xe0 + 2) = 0Ainsi V (g) et S4 sont toutes deux isomorphes à S (γ), et l'homomorphisme de

Ax-algèbres
A [X0, Xe0 , Xe1 , Xe2 ] → Ax [y, z] ,





X0 7→ y
Xe0 7→ xz + 2y
Xe1 7→ x−1 (xz + 2y − 2) (y + 1)
Xe2 7→ x−1 (xz + 2y + 2) (y − 1)induit un X-isomorphisme S4 ≃ V (g).14.2.2. Plongements et modi�
ations a�nes. Étant donnée une surfa
ede Danielewski S (γ) dé�nie par un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w), nousmontrons i
i que le plongement φ : S (γ)
∼→֒ V (g) ⊂ A

d(Γ)+1
X obtenu 
i-dessus est
ompatible ave
 la fa
torisation du morphisme birationnel 
anonique ψγ : Sγ → A1

Xen su

ession de modi�
ations a�nes �brées élémentaires (13.3.2).14.2.14. D'après (13.3.6), le morphisme birationnel 
anonique ψγ : S (γ) → A1
Xse fa
torise de la manière suivante

ψγ : S (γn) = S (γ)
βn→ S (γn−1)

βn−1→ · · · β2→ S (γ1)
β1→ S (γ0) = A1

X ,où pour tout i = 1, . . . , n, γi = (Γi, w) est un sous-arbre �nement k-pondéré obtenuà partir du sous-arbre γi+1 = (Γi+1, w) en e�e
tuant une 
ontra
tion élémentaire
η△i : γi+1 → γi d'un sous-triangle △i de Γi+1 tel que Fe (△i) ⊂ Fe (Γi+1), et où
βi+1 : S (γi+1) → S (γi) est le morphisme de surfa
es de Danielewski (13.1.1) 
or-respondant à η△i . Notons p0 : A

d(Γ)+1
X → A1

X le X-morphisme induit par l'in
lusion
A [X0] ⊂ A [Γ]. Par 
onstru
tion du plongement φ : S (γ)

∼→֒ V (g) ⊂ Spe
 (A [Γ])
i-dessus, on a ψγ = p0 ◦ φ 
ar, d'après (14.2.5), la première se
tion sγ,e−1 ∈ B (γ)servant à dé�nir φ s'identi�e à ψ∗
γ (X0). Ainsi le plongement φ : S (γ) →֒ A

d(Γ)+1
Xprolonge le morphisme birationnel 
anonique ψγ . Plus généralement, on a le résultatsuivant : 156



Proposition 14.2.15. Soit e ∈ Par (Γ) un sommet de Γ, τ : γ → Γe = (Γe, w)la 
ontra
tion du sous-arbre maximal γ (e) = ((↑ e)Γ , w) de γ enra
iné en e, etsoit β : S (γ) → S (γe) le morphisme de surfa
es de Danielewski 
orrespondant.Soit ge = (Γe, w̃) le sous-arbre A [t]-pondéré de g = (Γ, w̃) 
orrespondant. Notons
pe : Spe
 (A [Γ]) → Spe
 (A [Γe]) le X-morphisme induit par l'in
lusion de A-algèbres
A [Γe] ⊂ A [Γ]. Alors l'homomorphisme de A-algèbres A [Γe] → Bγ , Xe′ 7→ sγ,e′ sefa
torise par Bγe et induit un plongement fermé φe : S (γe)

∼→֒ V (ge) ⊂ Spe
 (A [Γe])tel que le diagramme suivant soit 
ommutatif
S (γ)

φ //

β(τ)

��

V (g) ⊂ Spe
 (A [Γ])

pe

��
S (γe)

φe // V (ge) ⊂ Spe
 (A [Γe])Démonstration. Il s'agit d'une 
onséquen
e immédiate de la dé�nition dumorphisme de surfa
es de Danielewski β : S (γ) → S (γe) 
orrespondant à la
ontra
tion τ : γ → γe et de la 
onstru
tion itérative de la fon
tion de poids
w̃ : E (Γ) → A [t]. �14.2.16. La proposition (14.2.15) signi�e en d'autres termes qu'à partir del'arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w̃) déduit de γ = (Γ, w), on obtient les plongements detoutes les surfa
es de Danielewski S (γe) 
orrespondant à des sous-arbres γe de γapparaissant dans la fa
torisation du morphisme 
onstant τγ : γ → {e0}. Plus pré-
isément, puisque par dé�nition A [Γ] = A [Γe]

[
(Xe′)e′∈Par(Γ(e))

], où Γ (e) = (↑ e)Γdésigne le sous-arbre maximal de Γ enra
iné en e ∈ Par (Γ), (14.2.15) implique que
I (g) ∩A [Γe] = I (ge) et que la matri
e

M (ge) =
(
M0, (Me′)e′∈Par(Γe)

)
∈ Mat2,(d(Γe)+1) (A [Γe])servant à dé�nir les générateurs de l'idéal I (ge) ⊂ A [Γe] de la surfa
e de Danielewski

V (ge) ⊂ A
d(Γe)+1
X est obtenue à partir de la matri
e

M (g) =
(
M0, (Me′)e′∈Par(Γ)

)
∈ Mat2,(d(Γ)+1) (A [Γ])donnant les générateurs de l'idéal I (g) ⊂ A [Γ] de V (g) ⊂ A

d(Γ)+1
X (
f. 6.1.9) ensupprimant les 
olonnes Me′ ∈ Mat2,1 (A [Γ]) 
orrespondant aux sommets de Γ (e).Appliquée à la fa
torisation 
omplète du morphisme birationnel 
anonique ψγ :

S (γ) → A1
X asso
ié au morphisme 
onstant τγ : γ → {e0}, 
ette observation 
onduitau résultat suivant.Théorème 14.2.17. Soit V (g) ⊂ A

d(Γ)+1
X une surfa
e de Danielewski asso
iéeà un arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w̃) satisfaisant les hypothèses (14.1.2), et soit

τg : gn = g
τen−1→ gn−1 = (Γn−1, w̃)

τen−2→ · · · τe1→ g1 = (Γ1, w̃)
τe0→ g0 = {e0}une fa
torisation du morphisme 
onstant τg : g → {e0} en su

ession de 
ontra
-tions élémentaires τei−1 : gi → gi−1 d'un sous-triangle △i de Γi enra
iné en ei−1 telque Fe (△i) ⊂ Fe (Γi). Soit pei−1 : Spe
 (A [Γi−1]) → Spe
 (A [Γi]) la proje
tion 
or-respondant à l'in
lusion de A-algèbres A [Γi−1] ⊂ A [Γi] = A [Γi−1]
[
Xei−1

]. Alorsle X-morphisme ψ : V (g) → A1
X = Spe
 (A [X0]) induit par l'homomorphisme de

A-algèbres A [X0] → B (g) admet une fa
torisation
ψ : V (g)

pen−1→ V (gn−1)
pen−2→ · · · pe1→ V (g1)

pe0→ V (g0) = Spe
 (A [X0])où pour tout i = 1, . . . , n, la restri
tion pei−1 : V (gi) → V (gi−1) de la proje
tion
pei−1 est une modi�
ation a�ne �brée élémentaire.157



Démonstration. On peut supposer, d'après (14.1.8), que V (g) est obtenue
omme l'image du plongement φ : S (γ) →֒ Spe
 (A [Γ]) d'une surfa
e de Danie-lewski S (γ) dé�nie par un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w) ayant même arbresous-ja
ent Γ que g. L'assertion dé
oule alors de l'existen
e de la fa
torisation dumorphisme birationnel ψγ : S (γ) → A1
X en su

esion de modi�
ations a�nes �bréesélémentaires (
f. 13.3.6), et du fait que (14.2.15) garantit que le plongement φ est
ompatible ave
 
ette fa
torisation. �14.2.3. Plongements équivariants. Dans 
e paragraphe, nous 
omparons lades
ription des a
tions du groupe additif Ga,X sur les surfa
es de Danielewski S (γ)ave
 la stru
ture des Ga,X -a
tions sur les surfa
es de Danielewski V (g) induitespar les dérivations lo
alement nilpotentes 
anoniques ∂g,m (6.3.3) a�n d'établir lerésultat suivant :Théorème 14.2.18. Pour toute surfa
e de Danielewski π : S → X non iso-morphe à A1

X , il existe un entier N = N (S) ≥ 2 et un plongement fermé φ : S →֒
ANX , tel que pour toute Ga,X-a
tion sur S, il existe une Ga,X-a
tion sur ANX faisantde φ un plongement équivariant.14.2.19. Puisque toute surfa
e de Danielewski π : S → X est isomorphe à unesurfa
e de Danielewski S (γ) dé�nie par un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w)et que toute surfa
e de 
e type admet un plongement φ : S (γ) →֒ A

d(Γ)+1
X =Spe
 (A [Γ]) induisant un isomorphisme φ : S (γ)

∼→ V (g), où g = (Γ, w̃) pour une
ertaine fon
tion de poids w̃ : E (Γ) → A [t] satisfaisant les hypothèses (14.1.2), ilsu�t de montrer que pour toute Ga,X -a
tion sur S (γ), il existe une A-dérivationlo
alement nilpotente ∂ ∈ DerA (A [Γ]) préservant l'idéal I (g) ⊂ A [Γ] de V (g), ettelle que φ soit équivariant pour la Ga,X -a
tion 
orrespondante (voir 6.3.4).14.2.20. D'après (11.2.1), pour toute k-algèbre intègre A, tout élément f ∈ A àla fois non nul et non inversible et tout arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w̃) satisfaisant leshypothèses générales (11.1.1), le s
héma V (g) est un s
héma de Danielewski-Fieseler
π : V (g)

ρ(n)→ X (n) = X (D,n)
δ→ Xde base (X,D = div (f)) de type (n, [µ]), où n désigne le nombre de feuilles e1, . . . , ende Γ, et où, µi = h (Γ) − l (↓ ei)Γ pour tout i = 1, . . . , n. On a de plus montré en(11.2.11) que la stru
ture de Ga,X -quasi-torseur sur V (g) induite par la se
tion
anonique s[µ] ∈ Γ (X (n) ,O [µ]) 
orrespondait dans 
ette des
ription à la Ga,X-a
tion sur V (g) induite par la A-dérivation lo
alement nilpotente 
anonique ∂g,h(Γ)(6.3.3) de la A-algèbre B (g) = A [Γ] /I (g).14.2.21. Supposons en parti
ulier que A = k [x], f = x ∈ A. Alors pour unesurfa
e de Danielewski S (γ) = S

(n,[µ(γ)])
(h(Γ),σ̃(γ)) dé�nie par un arbre �nement k-pondéré

γ = (Γ, w), le plongement φ : S (γ) →֒ A
d(Γ)+1
X d'image V (g) est équivariant lorsquel'on munit respe
tivement S (γ) de sa stru
ture de Ga,X-quasi-torseur 
orrespondantà la se
tion s[µ(γ)] ∈ Γ (X (n) ,O [µ (γ)]), et A

d(Γ)+1
X de la Ga,X-a
tion 
orrespon-dant à la A-dérivation lo
alement nilpotente ∂̃g,h(Γ) de A [Γ] induisant la dérivation

∂g,h(Γ) de B (g). De même, pour toute Ga,X-a
tion sur S (γ) 
orrespondant à unese
tion as[µ(γ)] ∈ Γ (X (n) ,O [µ (γ)]), où a ∈ A, φ : S (γ) →֒ A
d(Γ)+1
X est équivariantdès lors que l'on munit A

d(Γ)+1
X de la Ga,X-a
tion induite par la A-dérivation lo
a-lement nilpotente a∂̃m,h(Γ). Cela termine la preuve du théorème (14.2.18) puisquel'on sait d'après (12.1.4) que toutes les Ga,X -a
tions sur S (γ) sont obtenues de 
ettemanière. On en déduit aussi le résultat suivant (
f. 6.3.4) :158



Proposition 14.2.22. Toute Ga,X-a
tion sur une surfa
e de Danielewski V (g)asso
iée à un arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w) est induite par la restri
tion d'une Ga,X-a
tion sur l'espa
e a�ne ambiant A
d(Γ)+1
X = Spe
 (A [Γ]), dé�nie par une dérivationlo
alement nilpotente de A [Γ] de la forme axm∂̃g,h(Γ), où m ≥ 0 et a ∈ A \ xA.14.2.23. Par 
onstru
tion, pour tout arbreA [t]-pondéré g = (Γ, w) A-dérivationlo
alement nilpotente ∂̃g,h(Γ) ∈ DerA (A [Γ]) dé�nie ré
ursivement par la formule

∂̃g,h(Γ) = xh(Γ) ∂

∂X0
+ x−1

∑

e∈Par(Γ)

∂̃g,h(Γ) (Ge (g))
∂

∂Xeest une dérivation triangulaire, telle que pour tout e ∈ Par (Γ), on ait
∂̃g,h(Γ) (Xe) ⊂ A

[
X0, (Xe′)e′∈An
(e)] ⊂ A [Γe] ,où, 
omme pré
édemment, Γe désigne le sous-arbre dont les sommets sont les som-mets de (Γ \ (↑ e)Γ)∪{e}, 
'est à dire l'arbre obtenu à partir de Γ en 
ontra
tant lesous-arbre maximal Γ (e) = (↓ e)Γ de Γ enra
iné en e sur sa ra
ine. On en déduit quepour tout e ∈ Par (Γ), ∂̃g,m se restreint en une A-dérivation lo
alement nilpotentede la sous-A-algèbre A [Γe] de A [Γ]. Il en est évidemment de même des dérivationslo
alement nilpotentes axm∂̃g,h(Γ), où a ∈ k [x] \ xk [x], 
e qui 
onduit au résultatsuivant :Corollaire 14.2.24. Pour toute surfa
e de Danielewski V (g) asso
iée à unarbre A [t]-pondéré g = (Γ, w) satisfaisant les hypothèses (14.1.2), la fa
torisation

ψ : V (g)
pen−1→ V (gn−1)

pen−2→ · · · pe1→ V (g1)
pe0→ V (g0) = Spe
 (A [X0])de (14.2.17) est équivariante lorsque l'on munit V (g) de la Ga,X-a
tion 
orres-pondant à la dérivation lo
alement nilpotente ∂ = axm∂̃g,h(Γ) ∈ DerA (A [Γ]), où

a ∈ k [x] \ xk [x] et 
haque V (gi) de l'a
tion 
orrespondant à la restri
tion de ∂ sur
A [Γi] .Démonstration. Il s'agit d'une 
onséquen
e immédiate de l'existen
e d'unefa
torisation équivariante du morphisme birationnel 
anonique ψγ : S (γ) → A1

Xd'une surfa
e de Danielewski dé�nie par un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w)(13.3.7), de la 
ompatibilité du plongement φ : S (γ)
∼→֒ V (g) ave
 
ette fa
torisa-tion (14.2.15), et de la 
orrespondan
e entre l'a
tion induite sur V (g) par la dériva-tion axm∂̃g,h(Γ) ave
 la Ga,X-a
tion sur S (γ) dé�nie par la se
tion axms[µ(γ)](14.2.21).

�
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CHAPITRE 15Surfa
es de Danielewski d'invariant deMakar-Limanov trivialDans le présent 
hapitre nous 
ara
térisons les surfa
es de Danielewski possé-dant un invariant de Makar-Limanov trivial. Introduit par Makar-Limanov [31℄, 
etinvariant est dé�ni, pour toute algèbre de type �ni A sur un 
orps k de 
ara
té-ristique nulle, 
omme la sous-algèbre ML (A) =
⋂

∂∈LND(A)

Ker (∂), interse
tion dans
A des noyaux de k-dérivations lo
alement nilpotentes ∂ ∈ LND (A) ⊂ Derk (A).De manière plus géométrique, les éléments de ML (A) sont les fon
tions régulièressur V = Spe
 (A) invariantes par toutes les a
tions du groupe additif Ga,k sur
V . Lorsque ML (A) = k, on dit que l'invariant de Makar-Limanov de A, ou de
V = Spe
 (A), est trivial.Malgré 
ette interprétation géométrique, l'invariant de Makar-Limanov resteun objet en général di�
ile à manier, essentiellement du fait de sa dé�nition al-gébrique faisant intervenir l'ensemble des dérivations lo
alement nilpotentes. Ce-pendant, lorsque S/k est une surfa
e intègre, il est 
lair que l'invariant de Makar-Limanov de S est trivial si et seulement si S admet deux Ga,k-a
tions non équi-valentes, 
'est à dire deux a
tions dé�nies par des k-dérivations lo
alement nilpo-tentes ∂1 et ∂2 de la k-algèbre A = Γ (S,OS) possédant des noyaux distin
ts. Celarevient en
ore à dire que les �bres fermées générales des deux morphismes quotients
qi : S → Spe
 (Ker (∂i)), i = 1, 2, 
orrespondants (
f. 5.2.2) sont distin
tes.On dispose d'autre part d'une 
ara
térisation des surfa
es a�nes normales 
om-plexes S = Spe
 (A) dont l'invariant de Makar-LimanovML (S) = ML (A) est trivialen terme de la stru
ture du diviseur de bord d'une 
omplétion proje
tive S̄ de S.Pour le 
onfort du le
teur, nous avons in
lu dans l'annexe D de 
ette thèse l'arti
leoriginal [13℄ traitant de 
e sujet sur lequel nous ne reviendrons pas dans 
e qui suit.Signalons 
ependant que 
ette 
ara
térisation reste valable pour les surfa
es a�nesnormales S/k̄ dé�nies sur un 
orps algébriquement 
los et de 
ara
téristique nulle.En e�et, les arguments de [13℄ ne font pas appel à des propriétés spe
i�ques du
orps de nombres 
omplexes.Nous mettons i
i à pro�t 
ette 
ara
térisation générale pour déterminer, et 
equel que soit le 
orps de base k de 
ara
téristique nulle, quelles sont les surfa
es deDanielewski dont l'invariant de Makar-Limanov est trivial. Nous établissons en e�etun 
ritère 
ombinatoire ( Théorème 15.1.1 
i-dessous) qui montre que l'invariant deMakar-Limanov d'une k-surfa
e de Danielewski S est trivial si et seulement si Sest isomorphe à une surfa
e de Danielewski S (γ) dé�nie par un peigne �nement
k-pondéré γ = (Γ, w), 
'est à dire (
f. 12.4.9) si et seulement si γ \ Fe (Γ) est une
haîne k-pondérée. Nous étudions ensuite 
ertaines propriétés des a
tions du groupeadditif Ga,k sur 
es surfa
es.Notation 15.0.25. Dans 
e 
hapitre, k désigne un 
orps de 
ara
téristiquenulle, et k̄ désigne sa 
l�ture algébrique. La donnée du 
orps k est amenée à variertout au long de 
e 
hapitre ; nous noterons A = k [x], Xk = Spe
 (A) et x0 = div (x),lorsqu'il sera né
essaire de pré
iser 
ette donnée. Nous noterons de même Sk pour161



désigner une surfa
e de Danielewski π : S → Xk, et nous dirons que S est une
k-surfa
e de Danielewski.15.1. Cara
térisation 
ombinatoire des surfa
es de Danielewskid'invariant de Makar-Limanov trivialNous nous proposons d'établir dans le présent paragraphe la 
ara
térisationsuivante des surfa
es de Danielewski d'invariant de Makar-Limanov trivial.Théorème 15.1.1. L'invariant de Makar-Limanov d'une k-surfa
e de Danie-lewski π : S → X est trivial si et seulement si S est isomorphe à une surfa
e deDanielewski S (γ) dé�nie par un peigne �nement k-pondéré γ = (Γ, w).La preuve du théorème 
omprend deux étapes. Nous véri�ons tout d'abord, pardes arguments géométriques que la 
ondition est né
essaire. Nous montrons ensuitequ'elle est su�sante, autrement dit que si γ est un peigne �nement k-pondéré,alors l'invariant de Makar-Limanov de la surfa
e de Danielewski S (γ) est trivial,en exhibant deux a
tions non équivalentes du groupe additif Ga,k sur une surfa
ede 
e type.15.1.1. Completions des k̄-surfa
es de Danielewski. Nous montrons i
ique si l'invariant de Makar-Limanov ML (S (γ)) d'une k-surfa
e de Danielewski
S (γ) dé�nie par un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w) est trivial, alors γ est unpeigne. Pour 
ela nous utilisons la 
ara
térisation plus générale suivante (
f. D.0.6),déduite de (D et D.2.16). Notons (A1

k

)
∗

= Spe
 (k [x, x−1
]).Théorème 15.1.2. Une surfa
e a�ne normale S/k, dé�nie sur un 
orps algé-briquement 
los k = k̄ de 
ara
téristique nulle et non isomorphe à (A1

k

)
∗
× A1

k, aun invariant de Makar-Limanov trivial si et seulement si S admet une 
omplétion
S̄ telle que le graphe dual du diviseur B = S̄ \ S soit une 
haîne. Si 
ela est le 
as,alors, pour toute 
omplétion minimale S̄′ de S, le graphe dual de B′ = S̄′ \ S estaussi une 
haîne.Cette 
ara
térisation permet de déduire dire
tement le résultat suivant :Proposition 15.1.3. L'invariant de Makar-Limanov d'une k̄-surfa
e de Da-nielewski π : S (γ) → X = Spe
 (k̄ [x]

) dé�nie par un peigne �nement k̄-pondéré
γ = (Γ, w) est trivial si et seulement si γ est un peigne.Démonstration. D'après (12.3.4), la 
lasse d'isomorphisme de la surfa
e deDanielewski S (γ) reste in
hangée lorsque l'on rempla
e γ par son sous-arbre essen-tiel �nement k̄-pondéré Es (γ) = (Es (Γ) , w), et il est de plus 
lair que Γ est unpeigne si et seulement si Es (Γ) en est un. On peut don
 supposer que S = S (γ),où γ 
oïn
ide ave
 son sous-arbre essentiel. D'après (13.4.6), le morphisme stru
-tural π : S → X se 
omplète en un morphisme proje
tif π̃ : S̃ → X tel que
π̃−1 (X∗) ≃ P1

X∗
, tandis que π−1 (x0) est un diviseur réduit dont les 
omposantesirrédu
tibles sont toutes isomorphes à P1

k̄
, et dont le graphe dual est isomorphe àl'arbre sous-ja
ent Γ de γ. En appliquant le même pro
édé de 
onstru
tion qu'en(13.4.2) à partir d'un modèle proje
tif X̄ = P1

k̄
de X et du �bré trivial P1

X̄
, onobtient une surfa
e proje
tive non singulière π̄ : S̄ → X̄ et une immersion ouverte

S →֒ S̃ →֒ S̄ telle que le diviseur de bord B = S̄ \ S soit la réunion de la �bre
S̄∞ = π̄−1 (∞), où ∞ = X̄ \X , d'une se
tion C̄ ∈ P1

k de π̄ et d'un diviseur 
onnexe
B′ ⊂ π̄−1 (x0) dont le graphe dual est isomorphe à l'arbre Γ′ = Γ \ Fe (Γ). Ainsi, legraphe dual de B = S̄∞ ∪ C̄ ∪ B′ est isomorphe à l'arbre obtenu en remplaçant lara
ine e0 de Γ′ par une 
haîne de longueur 2, 
orrespondant aux deux 
ourbes S̄∞et C̄, don
 est une 
haîne si et seulement si Γ′ en est une. D'autre part, le pro
édéde 
onstru
tion de S̄ à partir de P1

X̄
par une su

ession d'é
latements permet de162




on
lure que (C̄2
)

=
(
S̄2
∞

)
= 0, tandis que pour tout 
omposante irrédu
tible E de

B′ 
orrespondant à un sommet e de Γ′ on a
(
E2
)

=

{
− degΓ (e) si e = e0

− degΓ (e) − 1 sinonoù, par dé�nition, degΓ (e) désigne le nombre de �ls de e dans l'arbre Γ. Ainsi, S̄est une 
omplétion minimale de S si et seulement si degΓ (e0) = 0 ou degΓ (e0) ≥ 2,
e qui est bien le 
as puisque l'on a supposé que Γ 
oïn
ide ave
 son sous-arbreessentiel. On en déduit �nalement que S̄ est une 
omplétion minimale de S par undiviseur dont le graphe dual est une 
haîne, don
, d'après (15.1.2), que ML (S) = k̄,si et seulement si Γ \Fe (Γ) est soit vide soit une 
haîne, 
'est à dire si et seulementsi Γ est un peigne. �15.1.4. Pour toute k-surfa
e de Danielewski π : S → X = Spe
 (k [x]), le s
héma
Sk̄ = S×Spe
(k) Spe
 (k̄), où i : k →֒ k̄ désigne une 
l�ture algébrique de k, est munid'un morphisme πk̄ : Sk̄ → Xk̄ = Spe
 (k̄ [x]

). On a alors le résultat suivant :Lemme 15.1.5. Dans les 
onditions pré
édentes πk̄ : Sk̄ → Xk̄ est une surfa
ede Danielewski. Si de plus S ≃ S (γ) pour un 
ertain arbre �nement k-pondéré
γ = (Γ, w), alors Sk̄ ≃ S (γk̄), où γk̄ = (Γ, i ◦ w).Démonstration. On peut tout de suite supposer que S = S (γ) pour un
ertain arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w) possédant n ≥ 1 feuilles. Ainsi Sest X-isomorphe à la surfa
e de Danielewski S(n,[µ])

(h(Γ),σ̃) obtenue en re
ollant n 
opies
A1
X = Spe
 (k [x] [Ti]) de la droite a�ne de base X = Spe
 (k [x]) par l'intermédiairedes isomorphismes de k [x, x−1

]-algèbres
k
[
x, x−1

]
[Ti]

∼→ k
[
x, x−1

]
[Tj ] , Ti 7→ g̃ij + xµi−µjTj,où, par dé�nition, g̃ij = xµi−h(Γ) (σ̃j − σ̃i) ∈ k

[
x, x−1

]. Via l'inje
tion i : k →֒ k̄, lafon
tion de poids w est naturellement une k̄-pondération i ◦ w : E (Γ) → k̄, tandisque les fon
tions de transition g̃ij s'interprètent 
omme des éléments de k̄ [x, x−1
].Dans 
es 
onditions, S′ = S ×Spe
(k) Spe
 (k̄) est isomorphe à la surfa
e de Da-nielewski dé�nie par le même multi-indi
e [µ (γ)] et des fon
tions de transition

g̃ij ∈ k
[
x, x−1

]
⊂ k̄

[
x, x−1

], obtenue en re
ollant n 
opies A1
X′ = Spe
 (k̄ [x] [Ti]

)de la droite a�ne de base Xk̄ = Spe
 (k̄ [x]
) par l'intermédiaire des mêmes isomor-phismes. Autrement dit, si π : S = S (γ) = Spe
 (B) → X = Spe
 (k [x]) est une

k-surfa
e de Danielewski, alors S′ ≃ Spe
 (B ⊗k k̄
)
→ X ′ = Spe
 (A⊗k k̄

) est une
k̄-surfa
e de Danielewski isomorphe à S (γ̄), où γ̄ = (Γ, i ◦w). �On en déduit �nalement la 
ara
térisation suivante :Proposition 15.1.6. Si l'invariant de Makar-Limanov d'une k-surfa
e de Da-nielewski π : S → X est trivial alors S ≃ S (γ) pour un 
ertain peigne �nement
k-pondéré γ = (Γ, w)Démonstration. On peut supposer S = S (γ) pour un 
ertain arbre �nement
k-pondéré γ = (Γ, w). Soit B = Γ (S,OS) et soit i : k →֒ k̄ une 
l�ture algébrique de
k. D'après (15.1.5) Sk̄ = Spe
 (B ⊗k k̄

) est une surfa
e de Danielewski isomorpheà S (γ̄), où γ̄ = (Γ, i ◦ w). L'invariant de Makar-Limanov ML (S) de S étant parhypothèse trivial, il existe don
 deux k-dérivations lo
alement nilpotentes ∂1, ∂2 ∈Derk (B) telles que Ker (∂1)∩Ker (∂2) = k. Puisque Derk̄ (B ⊗k k̄
)
≃ Derk (B)⊗k k̄,on 
on
lut que les dérivations ∂′i = ∂i⊗ 1 ∈ Derk̄ (B ⊗k k̄

), i = 1, 2, qui sont en
orelo
alement nilpotentes, véri�ent Ker (∂′1) ∩ Ker (∂′2) = k̄, don
 que l'invariant deMakar-Limanov de Sk̄ est lui aussi trivial. Ainsi, d'après (15.1.3), γ̄ = (Γ, i ◦ w)est un peigne �nement k̄ pondéré, 
e qui implique que γ = (Γ, w) est un peigne�nement k-pondéré 
omme annon
é. �163



15.1.2. Surfa
es de Danielewski dé�nies par des peignes pondérés.D'après 
e qui pré
ède, pour toute k-surfa
e de Danielewski S (γ) dé�nie par unpeigne �nement k-pondéré γ = (Γ, w), Sk̄ = S (γ) ×Spe
(k) Spe
 (k̄) est une k̄-surfa
e de Danielewski dont l'invariant de Makar-Limanov est trivial. On ne peutmalheureusement pas en déduire dire
tement que l'invariant de Makar-Limanov de
S (γ) est trivial. En e�et, bien que Sk̄ possède deux Ga,k̄-a
tions indépendantes, rienne nous garantit a priori que 
es a
tions proviennent de Ga,k-a
tions indépendantessur S (γ). Nous mettons i
i à pro�t la des
ription des surfa
es de Danielewski sousla forme des sous-s
hémas V (g) ⊂ A

d(Γ)+1
X asso
iés aux arbres A [t]-pondérés g =

(Γ, w̃) satisfaisant aux hypothèses (14.1.2), pour montrer que l'on peut e�e
tivementtrouver deux Ga,k-a
tions indépendantes sur une k-surfa
e de Danielewski S (γ)dé�nie par un peigne �nement k-pondéré γ.15.1.7. Par dé�nition, si γ est une 
haîne pondérée, alors S (γ) est isomorpheà A1
X ≃ A2

k, don
 a évidemment un invariant de Makar-Limanov trivial. Nous ne
onsidérons don
 par la suite que des peignes �nement k-pondérés γ = (Γ, w) dehauteur h (Γ) = n+ 1 ≥ 1 qui ne sont pas des 
haînes, et nous notons dans 
e 
as
Cγ = (CΓ, w) = {e0 < e1 < · · · < en}la sous-
haîne pondérée de γ dont les sommets sont don
 les parents dans l'arbre

Γ. Nous aurons besoin du résultat préliminaire suivant, qui permet de se ramenerà ne 
onsidérer qu'une 
ertaine sous-
lasse de surfa
es de Danielewski dé�nies pardes peignes �nement k-pondérés.Lemme 15.1.8. Toute surfa
e de Danielewski S (γ) 6≃ A1
X dé�nie par un peigne�nement k-pondéré γ = (Γ, w), est X-isomorphe à une surfa
e de Danielewski

V (g0) asso
iée à un peigne A [t]-pondéré g0 = (Γ0, w̃0) satisfaisant les hypothèses(14.1.2) ainsi que les assertions suivantes :a) Γ0 ≃ Es (Γ),b) CΓ0 = {e0 < e1 < · · · < en} et w̃0 (−−−→ei+1ei) = t ∈ A [t], i = 0, . . . , n− 1,
) pour tout e ∈ Fils (en) w̃0 (−→een) = t+ ae,en , où ae,en ∈ k∗.Démonstration. Posons Γ0 = Es (Γ), 
hoisissons a ∈ k tel que w (−→een) + a ∈
k∗ pour tout e ∈ Fils (en) et posons

w0 (−→eei) =

{
w (−→eei) − w (−−−→ei+1ei) i = 0, . . . , n− 1, e ∈ FilsΓ0 (ei)

w (−→een) + a e ∈ FilsΓ0 (en)Il est 
lair par 
onstru
tion que γ0,a = (Γ0, w0) est un peigne �nement k-pondérééquivalent à γ (
f. 12.3.2), tel que w0 (−−−→ei+1ei) = 0 pour tout i = 0, . . . , n− 1 et telque w0 (−→een) 6= 0 pour tout e ∈ Fils (en). D'après (12.3.4), les surfa
es de Danie-lewski S (γ) et S (γ0) sont don
 X-isomorphes. En appliquant le pro
édé (14.2.5) àl'arbre γ0 ainsi dé�ni, on obtient un arbre A [t]-pondéré g0 = (Γ0, w̃0) satisfaisantles propriétés voulues. �On en déduit la des
ription suivante :Corollaire 15.1.9. Pour toute surfa
e de Danielewski S (γ) 6≃ A1
X dé�niepar un peigne �nement k-pondéré γ = (Γ, w), il existe une 
olle
tion de polyn�mess
indés 
onstants ou à ra
ines simples P0, . . . , Pn ∈ k [t], où n = h (Es (Γ))− 1, telsque deg (Pn) ≥ 1 et 0 ne soit ra
ine d'au
un des Pi, i, . . . , n, et tels que S (γ) soitisomorphe à la surfa
e SP0,...,Pn de An+2

X = Spe
 (k [x] [y−1, y0, . . . , yn]) dé�nie par164



les équations suivantes :




xyn −
n∏

l=0

Pl (yl−1) = 0, yj−1yn − yj

n∏

l=j+1

Pl (yl−1) = 0 0 ≤ j ≤ n− 1

xyi − yi−1

i∏

l=0

Pl (yl−1) = 0 0 ≤ i ≤ n− 1

yi−1yj − yiyj−1

j∏

l=i+1

Pl (yl−1) = 0 0 ≤ i < j ≤ n− 1Démonstration. En posant Xei = yi, pour tout i = −1, . . . , n et Fei (g0) =
Xei−1Pi

(
Xei−1

), pour tout i = 0, . . . , n− 1 et Fen (g0) = Pn
(
Xen−1

), on re
onnaît
i-dessus les générateurs de l'idéal I (g0) ⊂ A [Γ0] de la surfa
e de Danielewski V (g0)asso
iée à l'arbre A [t]-pondéré g0 = (Γ0, w̃0) de (15.1.8). �15.1.10. Nous allons maintenant montrer que toute surfa
e SP0,...,Pn ⊂ An+2
Xasso
iée à un arbre A [t]-pondéré g0 = (Γ0, w̃0) du type (15.1.8) a un invariant deMakar-Limanov trivial. Pour 
ela, notons A′ = k [x′], où x′ est une nouvelle variable,et 
onsidérons l'arbre A′ [t]-pondéré g′ = (Γ′, w̃) 
onstruit à partir de g0 = (Γ0, w̃0)de la manière suivante. Tout d'abord, l'arbre sous-ja
ent Γ′ est obtenu à partir de

Γ0 en inversant la relation d'ordre. Cela signi�e que Γ0 et Γ′ ont le même ensemblede sommets, et que pour tout sommet ei ∈ Par (Γ) = {e0 < · · · < en}, on aFilsΓ′ (ei) =

{ FilsΓ (e0) \ {e1} si i = 0FilsΓ (ei) ∪ {ei−1} si i = 1, . . . , nDans 
es 
onditions, puisque Γ0 est un peigne non trivial, Γ′ est aussi un peigne,enra
iné en en, possédant le même ensemble d'arêtes que Γ0, les mêmes feuillesFe (Γ′) = Fe (Γ0) que Γ0 , et tel que Γ′ \ Fe (Γ′) = {en < en−1 < · · · < e1 < e0}.
e0

en

e1

e2

en−1

en

en−1

e2

e1

e0Fig. 15.1.1. Renversement de l'arête prin
ipale d'un peigne.Nous dé�nissons maintenant une fon
tion de poids w̃′ : E (Γ′) → A′ [t] en posant,




w̃′ (−→eei) = w̃0 (−→eei) e ∈ FilsΓ (ei) \ {ei+1} , i = 0, . . . , n− 1
w̃′ (−→een) = w̃0 (−→een) e ∈ FilsΓ (en)

w̃′ (−−−→ei−1ei) = w̃0 (−−−→eiei−1) i = 1, . . . , nNous dirons que l'arbre A′ [t]-pondéré g′ = (Γ′, w̃′) ainsi dé�ni est obtenu à partirde g0 = (Γ0, w̃0) en renversant l'arête prin
ipale de Γ0. La fon
tion de poids w̃0 :
E (Γ0) → k [t] ⊂ A [t] de g0 satisfaisant les hypothèses de (14.1.2), on a w̃′ (−→eei) =165



w̃0 (−→eei) = ae,ei + t, où ae,ei ∈ k∗ pour tout i = n, . . . , 1 et tout �ls e ∈ FilsΓ′ (ei)de ei di�érent de ei−1, tandis que w̃′ (−−−→ei−1ei) = w̃0 (−−−→eiei−1) = t.Ainsi g′ = (Γ′, w̃′) est un arbre A′ [t]-pondéré satisfaisant les hypothèses (14.1.2),don
 
orrespond à une surfa
e de Danielewski π′ : V (g′) → X ′ = Spe
 (A′). Onnotera au passage que si Γ0 est un triangle, i.e. si Fils (e0) = Fe (e0) alors les arbres
g′ et g0 
oïn
ident. De manière générale, les deux surfa
es de Danielewski V (g0)et V (g′) asso
iées respe
tivement aux arbres g0 et g′ sont reliées par le résultatsuivant :Proposition 15.1.11. Pour toute surfa
e de Danielewski π : SP0,...,Pn →
X = Spe
 (k [x]) de An+3 = Spe
 (k [x, y−1, y0, . . . , yn]) asso
iée à un arbre k [x] [t]-pondéré g0 = (Γ0, w̃0) du type (15.1.8), le morphisme π′ : SP0,...,Pn → X ′ =Spe
 (k [yn]) induit par l'in
lusion k [yn] ⊂ k [x, y−1, y0, . . . , yn] fait de SP0,...,Pn unesurfa
e de Danielewski isomorphe à 
elle asso
iée à l'arbre g′ =

(
Γ′, w̃′

) obtenu àpartir de g0 en renversant l'arête prin
ipale de Γ0.Démonstration. La véri�
ation est immédiate à partir des équations (15.1.9)servant à dé�nir SP0,...,Pn . �15.1.12. D'après (14.2.22), toute surfa
e de Danielewski π : V (g) → X =Spe
 (k [x]) admet des Ga,X-a
tions non triviales, induites par des A-dérivationlo
alement nilpotentes de l'algèbre B (g) = k [x] [Γ] /I (g) de la forme ∂g,m, où
m ≥ h (Γ). On a alors Ker (∂g,m) = k [x̄] , où x̄ ∈ B (g) désigne l'image de x. Enparti
ulier, on déduit de (15.1.11) qu'une surfa
e de Danielewski SP0,...,Pn asso
iéeà un arbre k [x] [t]-pondéré g0 = (Γ0, w̃0) admet deux a
tions non équivalentes dugroupe additif Ga,k, l'une par X-automorphismes, l'autre par X ′-automorphismes,
es deux a
tions pouvant être 
hoisies de manière à 
orrespondre, par exemple,aux k-dérivations lo
alement nilpotentes ∂g0,h(Γ0) ∈ Derk[x] (B (g0)) et ∂g′,h(Γ′) ∈Derk[yn] (B (g′)). En e�et, (15.1.11) implique en parti
ulier que les k-algèbres B (g0)et B (g′) sont isomorphes. Les noyaux k [x̄] et k [ȳn] de 
es deux dérivations étantdistin
ts, on en déduit que k ⊆ ML (SP0,...,Pn) ⊆ k [x̄] ∩ k [ȳn] = k est trivial, d'oùle résultat suivant, qui 
omplète la preuve du théorème (15.1.1) :Proposition 15.1.13. L'invariant de Makar-Limanov d'une k-surfa
e de Da-nielewski S (γ) dé�nie par un peigne �nement k-pondéré γ = (Γ, w) est trivial.15.1.3. Morphismes entre surfa
es de Danielewski d'invariant de Makar-Limanov trivial. Les k-surfa
es de Danielewski π : S → X = Spe
 (k [x]) d'inva-riant de Makar-Limanov trivial forment une sous-
atégorie pleine DsML de la 
até-gorie dont les objets sont les surfa
es de Danielewski et les morphismes sont les mor-phismes de surfa
es de Danielewski, 
'est à dire (13.1.1) les X-morphismes biration-nels β : S′ → S se restreignant en un X∗ isomorphisme au-dessus de X∗ = X \{x0}.D'après (13.3.6), tout morphisme β de 
e type se fa
torise en une su

ession de mo-di�
ations a�nes �brées élémentaires (13.3.2), suivie d'un plongement ouvert. Lerésultat suivant montre que la sous-
atégorie DsML est stable sous 
e pro
édé defa
torisation.Proposition 15.1.14. Soit β : S → S′ un morphisme de surfa
es de Da-nielewski. Si S a un invariant de Makar-Limanov trivial, alors β se fa
torise demanière unique en une su

ession de modi�
ations a�nes �brées élémentaires sui-vie d'un plongement ouvert β : S = Sn

βn→ Sn−1
βn−1→ · · · β1→ S0 →֒ S′, où, pour tout

i = 0, . . . , n, Si est une surfa
e de Danielewski d'invariant de Makar-Limanov tri-vial.Démonstration. D'après (12.2.7), on peut supposer que S = S (γ) et S′ =
S (γ′) pour deux arbres �nement k-pondérés γ = (Γ, w) et γ′ = (Γ′, w′) et que
β : S → S′ est induit par un morphisme d'arbres �nement k-pondérés τ : γ → γ′ se166



dé
omposant en une su

ession de 
ontra
tions élémentaires τi : γi → γi−1 suivied'un plongement γ0 →֒ γ′. Or, d'après (15.1.1), γ est un peigne puisque ML (S)est trivial. Ainsi, γi est aussi un peigne pour tout i = 0, . . . , n, et, à 
haque étape,
τi : γi → γi−1 est la 
ontra
tion élémentaire de l'unique sommet e de γi = (Γi, w)tel que Fils (e) = Fe (Γi). Par 
onséquent Si = S (γi) a un invariant de Makar-Limanov trivial pour tout i = 0, . . . , n, et la modi�
ation a�ne �brée élémentaire
βi = β (τi) : Si → Si−1 est déterminé de manière unique. �15.2. A
tions du groupe additif sur les surfa
es de Danielewskid'invariant de Makar-Limanov trivialDans le présent paragraphe, nous mettons à pro�t l'ensemble des propriétés dessurfa
es de Danielewski établies pré
édemment pour étudier les a
tions du groupeadditif Ga,k sur les k-surfa
es de Danielewski d'invariant de Makar-Limanov trivial.15.2.1. Nous nous intéressons en parti
ulier à l'existen
e, sur une surfa
e S de 
etype, de Ga,k-a
tions indépendantes, dé�nies respe
tivement par des k-dérivationslo
alement nilpotentes ∂1 et ∂2 de B = Γ (S,OS), et non 
onjuguées sous l'a
tion dugroupe d'automorphismes Aut (S) de S, au sens qu'il n'existe pas d'automorphisme
ψ de B tel que ψ (Ker (∂1)) = Ker (∂2).15.2.2. Une surfa
e de Danielewski S (γ) dé�nie par une 
haîne k-pondérée
γ = (Γ, w) étant isomorphe à A2

k, toutes les Ga,k-a
tions indépendantes sur S (γ)sont 
onjuguées puisque, d'après [40℄, pour n'importe quelle a
tion de Ga,k il existedes 
oordonnées x et y sur A2
k dans lesquelles 
ette a
tion devient une translationtordue de la forme t⋆(x, y) = (x, y + tf (x)) pour un 
ertain f ∈ k [x]. De même, si γest un triangle �nement k-pondéré possédant n ≥ 2 feuilles, alors S (γ) est isomorpheà une hypersurfa
e de A3

k = Spe
 (k [x, y, z]) d'équation xz −P (y), où P ∈ k [y] estun polyn�me de degré n à n ra
ines simples dans k,. D'après un résultat de Daigle [8℄toutes les Ga,k-a
tions indépendantes sur S (γ) sont 
onjuguées au sens 
i-dessus. Lerésultat suivant montre qu'il s'agit d'une propriété ex
eptionnelle, pouvant servir à
ara
tériser 
es deux types de surfa
es parmi les surfa
es de Danielewski d'invariantde Makar-Limanov trivial.Théorème 15.2.3. Toute k-surfa
e de Danielewski S (γ) dé�nie par un peigne�nement k-pondéré γ = (Γ, w) qui n'est ni une 
haîne ni un triangle admet deux
Ga,k-a
tions indépendantes non 
onjuguées.15.2.4. La preuve fait l'objet de (15.2.5)-(15.2.9) 
i-dessous. La stratégie 
onsisteà 
onstruire expli
itement une Ga,k-a
tion m : Ga,k×S (γ) → S (γ) sur S (γ), indé-pendante des Ga,k-a
tions naturelles provenant des Ga,X -a
tions sur π : S (γ) → X ,pour laquelle le morphisme quotient q : S → S//Ga,k possède des �bres non ré-duites. Les �bres du morphisme stru
tural π : S (γ) → X , qui s'identi�e au mor-phisme quotient asso
ié à une a
tion Ga,k induite par une Ga,X -a
tion, étant pardé�nition réduites, l'a
tion m ne pourra don
 pas être 
onjuguée à une a
tion de 
etype.Lemme 15.2.5. Toute k-surfa
e de Danielewski S (γ) 6≃ A2

k dé�nie par un peigne�nement k-pondéré γ = (Γ, w) de hauteur h (Γ) ≥ 2 est X-isomorphe à une surfa
ede Danielewski V (g) asso
iée à un arbre A [t]-pondéré g0,0 = (Γ0,0, w̃0,0) satisfaisantles hypothèses (14.1.2) ainsi que les propriétés suivantes :a) Γ0,0 ≃ Es (Γ),b) CΓ0,0 = {e0 < e1 < · · · < en} et w̃0,0 (−−−→ei+1ei) = t ∈ A [t], i = 0, . . . , n− 1,
) il existe en+1 ∈ Fils (en) tel que w̃0,0 (−−−−→en+1en) = t.Démonstration. L'argument est exa
tement le même qu'en (15.1.8). �167



15.2.6. Notons maintenant g′′ = (Γ′′, w̃′′) l'arbre A [t]-pondéré obtenu à partirde g0,0 en renversant l'arête prin
ipale de Γ0,0 (15.1.10). Si Γ0,0 n'est pas un tri-angle alors, par 
onstru
tion, w̃′′ (−−−−→en+1en) = w̃′′ (−−−−→en−1en) = t, de sorte que g′ nesatisfait plus les hypothèses (14.1.2). Le même raisonnement qu'en (15.1.9) montrequ'il existe une 
olle
tion de polyn�mes s
indés 
onstants ou à ra
ines simples
P0, . . . , Pn ∈ k [t], où n = h (Es (Γ)) − 1, tels deg (Pn) ≥ 1 et 0 ne soit ra
ine d'au-
un des Pi, i, . . . , n, et tels que S (γ) soit isomorphe à la surfa
e Sy−1P0,...,yn−1Pn de
An+2
X = Spe
 (k [x] [y−1, y0, . . . , yn]). Le même argument qu'en (15.1.11) 
onduit aurésultat analogue suivant :Lemme 15.2.7. Pour toute surfa
e de Danielewski π : S → X = Spe
 (k [x])de An+3 = Spe
 (k [x, x−1, x0, . . . , xn]) asso
iée à un arbre k [x] [t]-pondéré g0,0 =

(Γ0,0, w̃0,0) du type (15.2.5), le morphisme π′ : S → X ′ = Spe
 (k [yn]) induit parl'in
lusion k [yn] ⊂ k [x, y−1, y0, . . . , yn] fait de S un s
héma isomorphe au s
héma
V (g′′) asso
ié à l'arbre g′′ =

(
Γ′′, w̃′

′
) obtenu à partir de g0,0 en renversant l'arrêteprin
ipale de Γ0,0.15.2.8. D'après les résultat généraux (6.3.4), S est muni de la Ga,X′-a
tion 
or-respondant à laA′-dérivation lo
alement nilpotente ∂g′′,h(Γ′′) de B (g′′) = A′ [Γ′′] /I (g′′).Pour prouver que les Ga,k-a
tions induites par les dérivations lo
alement nilpotentes

∂g0,0,h(Γ0,0) et ∂g′′,h(Γ′′) de B (g′′) ≃ B (g0,0) ne sont pas 
onjuguées, il su�t don
de véri�er que si Γ′′ n'est pas un triangle, alors la �bre (π′)−1 (x′0) n'est pas ré-duite. On se ramène don
 à montrer que la �bre π−1 (x0) du morphisme stru
tural
π : V (g) → X = Spe
 (k [x]) d'un s
héma V (g) asso
ié à un arbre A [t]-pondéré
g = (Γ, w) de la forme suivante

e0

t

t t t Pn

Pn−1P1P0

enen−1e1 e2

où pour tout i = 0, . . . , n, Pi ∈ k [t] est soit 
onstant, soit s
indé, à ra
ines simplesnon nulles dans k, n'est pas réduite. L'idéal I (g) ⊂ k [x] [Γ] = k [x, y−1, . . . , yn] de
V (g) est alors engendré par les polyn�mes suivants :





∆0 = xy0 − y2
−1δ0,0

∆i = xyi − y−1yi−1δ0,i 1 ≤ i ≤ n− 1
∆n = xyn − y−1δ0,n

∆i<j = yi−1yj − yiyj−1δj,i+1 0 ≤ i < j ≤ n− 1
∆i<n = yi−1yn − yiδn,i+1 0 ≤ i ≤ n− 1où δi,j =

i∏

l=j

Pl (yl−1) pour tout 
ouple d'indi
es i ≤ j. L'idéal de la �bre π−1 (x0)dans B (g) = k [x] [Γ] /I (g) s'identi�e par 
onséquent à l'image de l'idéal
I0 = (x, I (g)) =

(
x, y2

−1δ0,0, y−1δ0,n, (y−1yi−1δ0,i)i=1,...,n , (∆i<j)0≤i<j≤n

)de k [x] [Γ]. On notera que y−1δ0,0 ∈ √
I0 , et que le même argument de ré
urren
eque 
elui utilisé en (11.2.8) montre que (π−1 (x0)

)red ≃ Spe
(k [x, y−1, . . . , yn] /
√
I0

)est une réunion disjointe de 
ourbes a�nes Ci ≃ A1
k. Cependant, on a le résultatsuivant, qui termine la preuve du théorème (15.2.3) :Lemme 15.2.9. La �bre π−1 (x0) du morphisme stru
tural π : V (g) → X n'estpas réduite. 168



Démonstration. Nous pro
édons par ré
urren
e sur la hauteur h (Γ) ≥ 2de l'arbre g = (Γ, w̃). Si h (Γ) = 2 alors, puisque les ra
ines λ0,1, . . . , λ0,n0 ∈ k de
δ0,0 = P0 sont simples et non nulles, I0 s'é
rit 
omme l'interse
tion des n0+1 idéaux
J0 =

(
x, y2

−1, y−1δ1,1, y−1y1 − y0δ1,1
) et Jλ0,i = (x, y−1 − λ0,i, λ0,iy1 − y0δ1,1), i =

1, . . . , n0, de sorte que k [x] [Γ] /Jλ0,i ≃ k [y0] pour tout j = 1, . . . , n0, tandis qu'enposant J̃0 =
(
y2
−1, y−1δ1,1, y−1y1 − y0δ1,1

)
⊂ k [y−1, y0, y1], on obtient un isomor-phisme de k-algèbres k [x] [Γ] /J0 ≃ k [y−1, y0, y1] /J̃0. Cet idéal J̃0 peut à son tours'é
rire 
omme l'interse
tion des idéaux J̃1 = (y−1, y0δ1,1) et J̃2 =

(
y2
−1, δ1,1, y−1y1

).Les n1 + 1 ra
ines de y0δ1,1 = y0P1 (y0) étant simples, on obtient un isomorphismede k-algèbres k [y−1, y0, y1] /J̃2 ≃ ∏n1

j=1 k [y−1, y1] /
(
y2
−1, y−1y1

), 
e qui prouve quela �bre π−1 (x0) n'est pas réduite. Si maintenant h (Γ) = n + 1 ≥ 3, alors, 
ommepré
édemment, l'idéal I0 = (x, I (g)) s'é
rit 
omme l'interse
tion des n0 + 1 idéaux
J0 =

(
x, y2

−1, I (g)
) et Jλ0,i = (x, y−1 − λ0,i, I (g)), i = 1, . . . , n, et k [x] [Γ] /J0 estisomorphe à k [y−1, y0, . . . , yn] /J̃0, où l'idéal

J̃0 =
(
y2
−1, y−1yi−1δ1,i, y−1δ1,n, (∆i<j)0≤i<j≤n

)
⊂ k [y−1, y0, . . . , yn]s'obtient à son tour 
omme l'interse
tion des deux idéaux suivants




Ĩ1 =
(
y−1, y

2
0δ1,1, (y0yi−1δi,1)1≤i≤n−1 , y0δ0,n, (∆j<i)1≤j<i≤n

)

J̃1 =
(
y2
−1, (y−1yi)0≤i≤n−1 ,∆0<n, (yi−1δi,1)1≤i≤n−1 , δn,1, (∆j<i)1≤j<i≤n

)On observe alors que Ĩ1 s'identi�e à l'idéal de la �bre (π′)
−1

(x0) du morphismestru
tural π′ : V (g′) → X du s
héma V (g′) asso
ié à l'arbre g′ = (Γ′, w̃′) suivant :
e1

t

t t t Pn

Pn−1P2P1

enen−1e2 e3

Puisque h (Γ′) = h (Γ) − 1, on 
on
lut, d'après l'hypothèse de ré
urren
e , que
(π′)

−1
(x0) n'est pas réduit, don
 que π−1 (x0), qui 
ontient un sous-s
héma iso-morphe à (π′)

−1
(x0), ne l'est pas non plus. �15.2.10. Pour terminer 
e paragraphe, nous 
onsidérons une 
lasse de surfa
esde Danielewski admettant trois Ga,k-a
tions non 
onjuguées. Introduisons préala-blement la dé�nition suivante :Définition 15.2.11. On dit qu'un peigne Γ est essentiellement auto-similairesi son sous-arbre essentiel Es (Γ) est isomorphe à l'arbre Γ′ obtenu en renversantl'arête prin
ipale de Es (Γ). On dit qu'un peigne �nement k-pondéré γ = (Γ, w) estessentiellement auto-similaire si son arbre sous-ja
ent Γ l'est.On a alors le résultat suivant :Théorème 15.2.12. Toute k-surfa
e de Danielewski π : S (γ) → X dé�nie parun peigne �nement k-pondéré γ = (Γ, w) non essentiellement auto-similaire admettrois Ga,k-a
tion indépendantes non 
onjuguées deux à deux.Démonstration. Un arbre Γ non essentiellement auto-similaire n'étant ni une
haîne, ni un triangle, on sait d'après (15.2.3) que S (γ) admet deux Ga,k-a
tion φ1et φ2 non 
onjuguées, l'une 
orrespondant à une Ga,X -a
tion, l'autre à une Ga,k-a
tion pour laquelle les �bres du morphisme quotient π′ : S (γ) → X ne sont pastoutes réduites (
f. 15.2.9). D'autre part, d'après (15.1.11), S (γ) est isomorpheà la surfa
e de Danielewski V (g′), où g′ g′ = (Γ′, w̃′) désigne l'arbre obtenu à169



Γ

e0

e1

e2 Es (Γ)

Γ′

e2

e1

Fig. 15.2.1. Un peigne essentiellement auto-similaire.partir de g0 = (Γ0, w̃0) (
f. 15.1.8) en renversant l'arête prin
ipale de Γ0 = Es (Γ),et S (γ) ≃ V (g′) est une surfa
e de Danielewski pour le morphisme stru
tural
π′ : V (g′) → X ′ asso
ié. Puisque Γ n'est pas auto-similaire, au
une Ga,k-a
tion φ3
orrespondant à une Ga,X′-a
tion sur V (g′) n'est 
onjuguée à φ1, et il en est demême pour φ2 puisque les �bres de π′ sont, par dé�nition, toutes réduites. �15.2.13. Dans la situation pré
édente, il n'est en général pas possible d'obtenirles trois morphismes quotients πi : S → Xi ≃ A1

k asso
iés respe
tivement auxa
tions φi, i = 1, . . . , 3, 
omme les restri
tions de 
ertaines proje
tions le long de
oordonnées dans un plongement de S 
omme un sous-s
héma V (g) ⊂ Spe
 (A [Γ])asso
ié à un arbre A [t]-pondéré g = (Γ, w̃). L'exemple suivant montre qu'il esttoutefois possible, en faisant des 
hangements de 
oordonnées adéquats, de faireapparaître dire
tement 
es trois morphismes.Exemple 15.2.14. Soit π1 : S → X1 = Spe
 (k [x]) la surfa
e de Danielewskidé�nie par le peigne �nement k-pondéré non essentiellement auto-similaire suivant :
γ = (Γ, w) =

e0 1
0

−1
1

e1Les arbres k [x]-pondérés g0 = (Γ, w̃0) (15.1.8) et g′ = (Γ′, w̃′) (15.1.11) 
orrespon-dants étant les suivants,
g0 =

e0

t− 1 t

t+ 1 t− 1

e1
g′ =

e1

t+ 1 t

t− 1

t− 1

e0

S est isomorphe à la surfa
e S0 de A4
k = Spe
 (k [x, y, z, u]) dé�nie par les équations

xz − y (y − 1) = 0, yu− z (z − 1) (z + 1) = 0, xu− (y − 1) (z − 1) (z + 1) = 0.Via les proje
tions π1 : S0 → X1 = Spe
 (k [x]) et π3 : S0 → X3 = Spe
 (k [u]), Sest munie de deux stru
tures de surfa
es de Danielewski, 
orrespondant respe
tive-ment aux arbres non essentiellement équivalents g0 et g′. D'autre part, l'arbre γ estéquivalent (12.3.2) à l'arbre �nement k-pondéré γ′ = (Γ, w′) 
i-dessous,170



γ′ = (Γ, w′) =

e0 1
0 0

2

e1pour lequel l'arbre A [t]-pondéré g0,0 = (Γ, w̃0,0) (15.2.5) et l'arbre g′′ = (Γ′′, w̃′′)obtenus en renversant l'arête prin
ipale de Γ sont 
ette fois 
i les suivants :
g0,0 =

e0

t− 1 t

t+ 2 t

e1
g′′ =

e1

t+ 2 t

t− 1

t

e0

Ainsi, S est aussi isomorphe à la surfa
e S′
0de de A4

k = Spe
 (k [x, y′, z′, u′]) dé�niepar les équations
xz′ − y′ (y′ − 1) = 0, y′u′ − (z′)

2
(z′ + 2) = 0, xu′ − (y′ − 1) z′ (z′ + 2) = 0.La proje
tion π′

2 : S′
0 → X2 = Spe
 (k [u′]) identi�e alors S′

0 au s
héma V (g′′),et la �bre (π′
2)

−1 (x0) n'est pas réduite (15.2.9). Nous laissons maintenant le soinau le
teur de se 
onvain
re qu'il existe un polyn�me P (x, y, z) ∈ k [x, y, z] tel quel'isomorphisme de k[x]-algèbres
k [x] [y′, z′, u′] → k [x] [y, z, u] ,





y′

z′

u′
7→





y + x
z + 2y + x+ 1
u+ P (x, y, z)induise unX1-isomorphisme φ : S0

∼→ S′
0. On en déduit �nalement que le morphisme

π2 : S0 → X2 = Spe
 (k [u+ P (x, y, z)]) induit par l'in
lusion k [u+ P (x, y, z)] ⊂
k [x, y, z, u] 
orrespond au morphisme quotient d'une Ga,k-a
tion sur S0.
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CHAPITRE 16Exemple :Surfa
es de Danielewski dé�nies par des peignes àdeux feuillesCe dernier 
hapitre est 
onsa
ré à l'étude d'une 
lasse parti
ulière de surfa
es deDanielewski d'invariant de Makar-Limanov trivial, à savoir les surfa
es S (γ) dé�niespar un peigne �nement k-pondéré γ = (Γ, w) possédant exa
tement deux feuilles.Après avoir avoir 
ara
térisé 
es surfa
es de diverses manières, nous montrons qu'unesurfa
e de 
e type est isomorphe à l'une des surfa
es S (h) ⊂ Spe
 (k [x, y, z, u]),
h ∈ Z>0 dé�nies par les équations suivantes

xz − y (y − 1) = 0, yh−1u− zh = 0, xh−1u− (y − 1)h−1 z = 0,et que S (h) 6≃ S (h′) pour tout h 6= h′. Lorsque k est algébriquement 
los, nousétablissons ensuite, par des arguments géométriques, que si h ≥ 1 alors S (h) admet
h a
tions indépendantes et non 
onjuguées du groupe additif Ga,k. La 
onstru
tionque nous utilisons est basée sur la 
lassi�
ation des surfa
es a�nes non singulières
S 
omplétables par un P1, i.e. admettant une 
omplétion proje
tive S̄ telle que
S̄ \ S ≃ P1

k, due à Gizatullin et Danilov [22℄.16.1. Propriétés des surfa
es de Danielewski dé�nies par des peignes àdeux feuillesUn peigne �nement k-pondéré γ = (Γ, w) ayant une unique feuille étant une
haîne, il existe une unique surfa
e de Danielewski S (γ) de 
e type, à savoir A1
X =

A2
k. Nous montrons i
i que les 
lasses d'isomorphisme de surfa
es de Danielewskidé�nies par des peignes �nement k-pondérés γ ayant 
ette fois exa
tement deuxfeuilles sont en bije
tion ave
 l'ensemble Z>0 des entiers stri
tement positifs, etnous donnons un représentant expli
ite de 
haque 
lasse.Les surfa
es de Danielewski S isomorphes à une surfa
e de Danielewski S (γ)dé�nie par un peigne �nement k-pondéré γ = (Γ, w) possédant deux feuilles sont
ara
térisées par la propriété suivante.Proposition 16.1.1. Une k-surfa
e de Danielewski S est isomorphe à unesurfa
e de Danielewski S (γ) dé�nie par un peigne �nement k-pondéré γ = (Γ, w)possédant exa
tement deux feuilles si et seulement si ML (S) = k et Pi
 (S) = Z.Démonstration. Par dé�nition, une surfa
e de Danielewski π : S → X estobtenue en re
ollant n ≥ 1 
opies pi : A1

Xi
→ X de la droite a�ne relative A1

X le longdes ouverts A1
X∗

. On en déduit que le groupe de Pi
ard Pi
 (S) de S est engendré parles 
lasses d'isomorphismes des OS-modules inversibles Li = OS

(
p−1
i (x0)

), modulola relation ⊗Li ≃ OS

(
π−1 (x0)

)
≃ OS , don
 est isomorphe à Zn−1. Les 
ompo-santes irrédu
tibles de la �bre π−1

γ (x0) du morphisme stru
tural πγ : S (γ) → Xd'une surfa
e de Danielewski S (γ) dé�nie par un arbre �nement k-pondéré γ =
(Γ, w) étant par 
onstru
tion en bije
tion ave
 les feuilles de Γ, on 
on
lut quePi
 (S) = Z si et seulement si S ≃ S (γ) pour un 
ertain arbre γ possédant exa
-tement deux feuilles. D'après (15.1.1) ML (S (γ)) = k si et seulement si γ est unpeigne, 
e qui termine la preuve. �173



Remarque 16.1.2. Plus généralement, le même argument montre que le groupede Pi
ard Pi
 (S (γ)) d'une surfa
e de Danielewski dé�nie par un arbre �nement k-pondéré γ = (Γ, w) est isomorphe à Zn−1, où n désigne le nombre de feuilles de
Γ. Nous nous proposons maintenant d'établir le résultat suivant :Théorème 16.1.3. A isomorphismes près, les k-surfa
es de Danielewski degroupe de Pi
ard Z et d'invariant de Makar-Limanov trivial sont les surfa
es deuxà deux non isomorphes S (h) ⊂ A3

X = Spe
 (k [x] [y, z, u]), où h ∈ Z>0, dé�niesrespe
tivement par les équations suivantes :
xz − y (y − 1) = 0, yh−1u− zh = 0, xh−1u− (y − 1)

h−1
z = 0.16.1.4. Pour démontrer (16.1.3), nous pro
édons en deux étapes. Nous 
om-mençons par déterminer dans 
haque 
lasse d'isomorphisme un représentant S (γh0 )dé�ni par un peigne �nement k-pondéré γh0 =

(
Γh0 , w

h
0

) parti
ulier, et nous mon-trons que deux surfa
es S (γh0 ) et S (γh′

0

) ne sont isomorphes que si h = h′. Nousemployons ensuite une version a�née des te
hniques de 
onstru
tion de plongementde surfa
es de Danielewski (14.1.7) pour obtenir les équations annon
ées.16.1.5. D'après (16.1.1) toute surfa
e de Danielewski S telle que Pi
 (S) = Z etML (S) = k est isomorphe à une surfa
e de Danielewski S (γ) dé�nie par un peigne�nement k-pondéré γ = (Γ, w) possédant deux feuilles. Puisque S (γ) est isomorpheà la surfa
e de Danielewski S (Es (γ)) dé�nie par le sous-arbre essentiel Es (γ) de γ(
f. 12.3.4), nous pouvons supposer dès le départ que γ 
oïn
ide ave
 son sous-arbreessentiel, 
e qui revient à dire, dans 
e 
as parti
ulier, que l'un des �ls f1 de lara
ine e0 de Γ est une feuille de Γ. Puisque Γ possède une unique autre feuille f2,
Γ \ {f1} est don
 une 
haîne d'extrémités e0 et f2. Notons

CΓ = Γ \ {f1, f2} = {e0 < e1 < · · · < eh−1} ,où h = h (Γ) l'arête prin
ipale du peigne Γ. L'arbre �nement k-pondéré γh0 =
(
Γ, wh0

)
orrespondant à la fon
tion de poids wh0 : E (Γ) → k dé�nie par
wh0

(−−→
f1e0

)
= 1, wh0

(−−−−→
f2eh−1

)
= 0, wh0 (−−−→ei+1ei) = 0, i = 0, . . . , h− 2étant alors équivalent à γ (12.3.2), on 
on
lut suivant (12.3.4) que S (γ) est iso-morphe à la surfa
e de Danielewski S (γh0 ). Nous dirons que S (γh0 ) est un repré-sentant normalisé de la 
lasse d'isomorphisme de S. On a alors le résultat suivant :Proposition 16.1.6. Si h 6= h′ alors S (γh0 ) et S (γh′

0

) ne sont pas isomorphes.Démonstration. Nous pouvons supposer, quitte à rempla
er le 
orps k parsa 
l�ture algébrique k̄ et les k-surfa
es de Danielewski S (γg0 ), g = h, h′ par les
k̄-surfa
es Sk̄ (γg0 ) = S (γg0 ) ×Spe
(k) Spe
 (k̄) obtenues par extension des s
alaires,que k est algébriquement 
los. On sait en e�et (
f. 15.1.5) que Sk̄ (γg0 ) est la surfa
ede Danielewski de base Xk̄ = Spe
 (k̄ [x]

) dé�nie par l'arbre γg0 = (Γg0, i ◦ wg0), où
i : k →֒ k̄ désigne l'in
lusion 
anonique. On déduit alors de (13.4.2) que S (γg0 )admet une 
omplétion par une surfa
e proje
tive S̄g pour laquelle le diviseur debord

Bg = S̄g \ S (γg0 ) = F∞ ∪D ∪
g−1⋃

i=0

Eiest une 
haîne de 
ourbes rationnelles non singulières telle que (F 2
∞

)
=
(
D2
)

= 0et (E2
i

)
= −2, i = 0, . . . , g − 1.On déduit alors de [21, Corollaire 2℄ que le nombre g de 
ourbesEi d'auto-interse
tion

−2 apparaissant dans le diviseur de bord d'une 
omplétion 
omme 
i-dessus est un174



F∞

0

D

0

E0

−2

Eg−2

−2

Eg−1

−2Fig. 16.1.1. Graphe dual pondéré du diviseur Bg.invariant de la surfa
e S (γg0 ) .Ainsi S (γh0 ) 6= S
(
γh

′

0

) si h 6= h′, 
e qui termine lapreuve. �16.1.7. Un peigne γ1
0 =

(
Γ1

0, w
1
0

) à deux feuilles étant un triangle, on 
on
lutsuivant (12.3.3) que la surfa
e de Danielewski S (γ1
0

) est isomorphe à l'hypersurfa
e
S (1) de A3

k = Spe
 (k [x, y, z]) d'équation xz − y (y − 1) = 0. Plus généralement, lerésultat suivant a
hève la preuve du théorème (16.1.3).Proposition 16.1.8. Pour tout h ∈ Z>0, la surfa
e de Danielewski S (γh0 ) estisomorphe à la surfa
e S (h) ⊂ A4
k = Spe
 (k [x, y, z, u]) dé�nie par les équationssuivantes

xz − y (y − 1) = 0, yh−1u− zh = 0, xh−1u− (y − 1)h−1 z = 0.Démonstration. Si h = 1, alors yh−1 = 1 et l'on peut éliminer la variable
u dans les équations 
i-dessus de manière à obtenir l'isomorphisme S (γ1

0

)
≃ S (1)pré
édemment établi. Nous supposons don
 dorénavant que h ≥ 2. Par 
onstru
tionde γh0 , la surfa
e de Danielewski π : S = S

(
γh0
)
→ X = Spe
 (k [x]) est dé�nie parla paire (h, {σ̃1 = 1, σ̃2 = 0}) et le multi-indi
e (µ1, µ2) = (h− 1, 0), autrement ditest obtenue en re
ollant deux 
opies Si = Spe
 (k [x] [Ti]), i = 1, 2 de A1

X = A2
k parl'intermédiaire de l'isomorphisme de k [x, x−1

]-algèbres
k
[
x, x−1

]
[T1]

∼→ k
[
x, x−1

]
[T2] , T1 7→ −x−1 + x1−hT2.Le morphisme birationnel 
anonique ψγh

0
: S → A1

X = Spe
 (k [x] [y]) est quant àlui induit par l'unique se
tion s1 ∈ Γ (X,π∗OS) dont les restri
tions aux ouverts
Si, i = 1, 2 sont données par 1 +xT1 ∈ k [x] [T1] et xhT2 ∈ k [x] [T2] respe
tivement.Considérons maintenant les deux se
tions
s2 = x−1s1 (s1 − 1) , s3 = x1−h (s1 − 1)

h−1
s2 ∈ Γ (X,π∗OS) ⊗k[x] k

[
x, x−1

]
.Il est 
lair que s2 s'étend en une se
tion de Γ (X,π∗OS) 
ar

s2 |Si=

{
T1 + xT 2

1 ∈ k [x] [T1] si i = 1
−xh−1T2 + x2h−1T 2

2 ∈ k [x] [T2] si i = 2On 
on
lut de même que
s3 |Si=

{
T h1 + xT h+1

1 ∈ k [x] [T1] si i = 1

(−1)
h
T2 + xQ (T2) ∈ k [x] [T2] si i = 2où Q2 ∈ k [x] [T2], est une se
tion de Γ (X,π∗OS). Puisque s1 distingue les deux
omposantes irrédu
tibles C1 et C2 de la �bre π−1 (x0), que s2 (resp. s3) induitune fon
tion 
oordonnée sur C1 (resp. C2), on 
on
lut que l'homomorphisme de

k [x]-algèbres k [x] [y, z, u] → Γ (X,π∗OS) , y 7→ s1, z 7→ s2, u 7→ s3 dé�nit unplongement fermé φ : S →֒ A4
k. Par 
onstru
tion, φ réalise une bije
tion entrel'ensemble des points fermés de S et l'ensemble des points fermés de la surfa
e S (h)dont les équations sont données 
i-dessus. Puisque S (h) est non singulière d'aprèsle 
ritère Ja
obien, on 
on
lut �nalement grâ
e au Théorème prin
ipal de Zariskique φ induit un X-isomorphisme φ : S

(
γh0
) ∼→ S (h), 
e qui termine la preuve. �175



16.2. A
tions de groupe additif sur les surfa
es de Danielewski dé�niespar des peignes à deux feuillesDans 
e paragraphe, k est un 
orps algébriquement 
los de 
ara
téristique nulle�xé. D'après un résultat de Daigle [8℄ , toutes les Ga,k-a
tions sur une surfa
ede Danielewski S (1) ⊂ Spe
 (k [x, y, z]) dé�nie par l'équation xz − y (y − 1) = 0sont deux à deux 
onjuguées au sens de (15.2.1). On peut alors raisonnablementse demander si les surfa
es de Danielewski S (h), où h ≥ 2, satisfont une propriétéanalogue. Le résultat suivant, dû à Russel, montre que 
ela n'est pas le 
as.Théorème 16.2.1. Toute k-surfa
e de Danielewski S (h), où h ≥ 2, admet ha
tions deux à deux non 
onjuguées du groupe additif Ga,k.16.2.2. La preuve que nous donnons 
i-dessous est basée sur un résultat fortutile de Gizatullin-Danilov [22℄, qui dit que pour toute surfa
e a�ne non singulière
S admettant une 
omplétion par une surfa
e proje
tive non singulière S̄ telle que
C = S̄ \ S ≃ P1

k, la paire (S̄, C) est de l'un des trois types suivants :a) (P2
k, une droite),b) (P2
k, une 
onique non singulière),
) (Fn = P

(
OP1

k
⊕OP1

k
(−n)

)
→ P1

k, une se
tion).
Fn

f

C0

C

P1
k

pnFig. 16.2.1. Situation dans le 
as (
).De plus, l'entier stri
tement positif m =
(
C2
) est un invariant m (S) de la surfa
ea�ne S = S̄ \ C, au sens que si m 6= 4, alors il existe, à isomorphismes près, uneunique surfa
e a�ne non singulière S admettant une 
omplétion par une 
ourbe C ≃

P1
k telle que (C2

)
= m. Sim = 4 alors S est soit isomorphe au 
omplémentaire d'une
onique non dégénérée dans P2

k, soit au 
omplémentaire d'une se
tion de type (1, 2)dans F0 = P1
k×P1

k. On notera que le 
omplémentaire d'une 
onique non dégénérée Cdans P2
k ne peut pas être une surfa
e de Danielewski 
ar le même argument que 
eluiutilisé dans la preuve de (16.1.1) 
i-dessus montre que le groupe de Pi
ard d'unesurfa
e de Danielewski est toujours sans torsion, tandis que Pi
 (P2

k \ C
)
≃ Z/2Z.16.2.3. Nous allons exploiter 
ette 
ara
térisation de la manière suivante. Nousmontrons dans un premier temps que toute surfa
e de Danielewski de la forme S (h),où h ≥ 2, admet une 
omplétion par une 
ourbe C (h) ≃ P1

k telle que (C2
h

)
= h+1.Nous 
onsidérons ensuite les di�érentes 
omplétions S̄ possibles de 
ette surfa
e, àpartir desquelles nous 
onstruisons des morphismes πi : S (h) → A1

k, i = 1, . . . , h,apparaissant 
omme les morphismes quotients de 
ertaines Ga,k-a
tions sur S, nondeux à deux 
onjuguées.Lemme 16.2.4. Une surfa
e de Danielewski S (h), où h ≥ 2, admet une 
om-plétion S̄ (h) par une 
ourbe C (h) ≃ P1
k telle que (C (h)

2
)

= h+ 1.176



Démonstration. On a 
onstruit en (13.4.2) et (16.1.6) une 
omplétion de lasurfa
e de Danielewski π : S (h) ≃ S
(
γh0
)
→ X = A1

k sous la forme d'une surfa
eproje
tive π̄ : S̄0 → X̄ = P1
k, obtenue à partir de p0 : F0 → P1

k par une su

essiond'é
latements, de telle sorte que le diagramme suivant 
ommute
S (h) //

π

��

S̄0

π̄

��
X // X̄et telle que le graphe dual du diviseur B̄ =

(
S̄0 \ S (h)

)
∪ C̄1 ∪ C̄2, où les C̄i ≃ P1

k,
i = 1, 2, sont les adhéren
es dans S̄0 des 
omposantes irrédu
tibles de la �bre
π−1 (x0), soit obtenu en remplaçant la ra
ine e0 de Γh0 par une 
haîne de longueur 2
orrespondant aux transformées stri
tes C′

0 d'une se
tion C0 de p0 et F ′
∞ de la �bre

F∞ = p−1
0 (∞), où ∞ = X̄ \X (
f. 13.4.6). Il est évidemment possible d'e�e
tuer lamême 
onstru
tion à partir de la surfa
e de Hirzebru
h F1 = P (OP1 ⊕OP1 (−1)),de manière à obtenir la stru
ture suivante pour le graphe dual pondéré de B̄.

F ′
∞

0

C′
0

−1

E0

−2

C̄1

−1

E2

−2

Eh−2

−2

Eh−1

−2

C̄2

−1Fig. 16.2.2. Graphe dual pondéré du diviseur B̄.On peut alors 
ontra
ter su

essivement la se
tion C′
0 d'auto-interse
tion (−1) puistoutes les 
ourbes Ei, i = 0, . . . , h−1, de manière à obtenir une nouvelle 
omplétion

S̄ (h) de S (h) par l'image C (h) ≃ P1
k de la �bre F ′

∞ . On a alors (C̄ (h)2
)

= h+ 1
omme annon
é. �Remarque 16.2.5. On notera que l'image de la 
omposante C̄2 de la �bre
π̄−1 (x0) par la 
ontra
tion dé
rite 
i-dessus est une 
ourbe d'auto-interse
tion 0interse
tant C̄ (h) transversalement en un point unique. Ainsi S̄ (h) est une surfa
ede Hirzebru
h Fn → P1

k pour un 
ertain n ≥ 0, dont C̄ (h) est une se
tion et dontl'image de C̄2 est une �bre.16.2.6. Maintenant que l'on sait qu'une surfa
e de Danielewski S (h) est 
omplé-table par une 
ourbe C̄ (h) ≃ P1
k telle que (C̄ (h)

2
)

= h+ 1, nous allons 
onsidérertoutes les possibilités dé
rites 
i-dessus d'obtenir une surfa
e de 
e type 
omme le
omplémentaire d'une se
tion D̄ d'auto-interse
tion h+1 dans une surfa
e de Hirze-bru
h pn : Fn → P1
k. Dans 
e qui suit nous notons C0 l'unique se
tion de Fn d'auto-interse
tion −n, et nous désignons par C1 un membre irrédu
tible quel
onque dusystème linéaire |C0 + nf |, où f désigne une �bre du morphisme stru
tural pn. Lerésultat suivant montre qu'il existe un nombre �ni d'entiers n tels que Fn apparaisse
omme une 
omplétion de S (h) par une se
tion D̄ 
omme 
i-dessus.Lemme 16.2.7. Les paires (Fn, D̄), où D̄2 = h + 1, telles que Fn \ D̄ ≃ S (h)sont de la forme (Fh−1−2i, D̄h−i

) où i = 0, . . . , ⌊(h− 1) /2⌋, ⌊(h− 1) /2⌋ désignantla partie entière de (h− 1) /2, et où D̄h−i est un membre irrédu
tible et non singulierdu système linéaire |C0 + (h− i) f |. 177



Démonstration. Toute paire (Fh−1−2i, D̄h−i

) satisfaisant les propriétés 
i-dessus 
onvient. En e�et, le système linéaire |C0 + (h− i) f | est très ample 
ar
h − i > h − 2i − 1 pour tout i = 1, . . . , ⌊(h− 1) /2⌋, et tout diviseur non singulier
D̄h−i ∈ |C0 + (h− i) f | est isomorphe à P1

k , d'auto-interse
tion (D̄h−i

)2
= h + 1,de sorte que S = Fh−1−2i \ D̄h−i est une surfa
e a�ne, isomorphe à S (h) d'aprèsle théorème de Gizatullin-Danilov rappelé 
i-dessus (16.2.2). Ré
iproquement, si

S (h) ≃ Fn \ D̄2, où D̄ ≃ P1
k désigne une se
tion d'auto-interse
tion h+ 1, alors D̄est un membre non singulier du système linéaire |C0 + λf | pour un 
ertain λ ∈ Z≥0.Puisque S (h) est a�ne, D̄ est obligatoirement ample (
f. [23℄) , 
e qui implique que

λ > n. D'autre part, il dé
oule de l'égalité (D̄2
)

= −n+ 2λ = h+ 1 que n+ h+ 1est pair et que h + 1 > n, de sorte que les seules possibilités pour la paire (n, λ)sont bien 
elles annon
ées. �Dans une paire (Fh−1−2i, D̄h−i

) 
omme 
i-dessus, le diviseur D̄h−i n'est évidem-ment pas unique puisque tout autre membre non singulier D̄′
h−i ∈ |C0 + (h− i) f |
onvient. Cela nous laisse la possibilité de 
hoisir un diviseur D̄h−i adapté à nosbesoins.Lemme 16.2.8. Soient pn : Fn → P1

k, où n = h − 1 − 2i, une surfa
e deHirzebru
h, C1 un membre non singulier du système linéaire 
omplet |C0 + nf |, etsoient q0 ∈ C0 et q1 ∈ C1 deux points fermés de Fn non 
ontenus dans une même�bre de pn. Alors il existe un diviseur non singulier D̄h−i ≃ P1
k dans le systèmelinéaire |C0 + (h− i) f | tel que D̄h−i ∩ Cj = pj , j = 0, 1.Démonstration. Puisque (C0 · D̄h−i

)
= i+1, (C1 · D̄h−i

)
= h− i tandis que

|C0 + (h− i) f | ≃ Ph+2
k , il existe un sous-pin
eau gλ ⊂ |C0 + (h− i) f | dont leséléments D satisfont D ∩ Cj = qj , j = 0, 1. Il su�t don
 de trouver un membrede 
e pin
eau isomorphe à P1

k. Notons tout d'abord que les membres de gλ sontirrédu
tibles. En e�et, puisque tout membre rédu
tible D de |C0 + (h− i) f |, don
de gλ, se dé
ompose sous la forme D = D′ + rf , où D est un membre irrédu
tibledu système linéaire |C0 + (h− i− r) f |, la 
ondition D ∩ Cj = qj impliquerait que
qj = Cj ∩f , i = 0, 1, pour une 
ertaine �bre f de pn, 
e qui est ex
lu par hypothèse.Puisque (D · f) = 1 pour toute �bre f de pn, on 
on
lut que pour tout point fermé
q ∈ D ∩ f pour une 
ertaine �bre f , la multipli
ité d'interse
tion de D et f en qest égale à 1, 
e qui n'est possible que si q est un point régulier de D en lequel Det f s'interse
tent transversalement. Ainsi tout membre D du pin
eau gλ est nonsingulier, don
 isomorphe à P1

k, 
e qui termine la preuve. �16.2.9. On a montré que pour tout h ≥ 2 et tout i = 0, . . . , ⌊(h− 1) /2⌋ lasurfa
e de Danielewski S (h) est isomorphe au 
omplémentaire dans pni : Fni → P1
k,où ni = h − 1 − 2i d'une se
tion D̄h−i telle que (D̄2

h−i

)
= h + 1 et telle que

Cj ∩ D̄h−i = qj , j = 0, 1, pour deux points fermés q0 ∈ C0 et q1 ∈ C1.
Fni

f1 f0

C0

C1
•
q1

•
q0

D̄h−i

P1
k

pni178



Pour un entier i = 0, . . . , ⌊(h− 1) /2⌋ �xé, nous notons f0 et f1 les deux �bres de
pni : Fni → P1

x 
ontenant respe
tivement les points q0 et q1, et nous 
onsidéronsles sous-pin
eaux gi,0 et gi,1 du système linéaire 
omplet |C0 + (h− i) f | engendrésrespe
tivement par les diviseurs D̄h−i et D0 = C0 + (h− i) f0, et D̄h−i et D1 =
C1 +(i+ 1) f1. Il est 
lair que qj est l'unique point base du pin
eau gi,j , j = 0, 1, etle même argument que pré
édemment montre que tous les membres des pin
eaux
gi,j , à l'ex
eption de Dj, sont isomorphes à P1

k.16.2.10. Par 
onstru
tion, les pin
eaux gi,0 et gi,1 dé�nissent deux morphismes
πi,j : S (h) ≃ Fni \ D̄h−i → Xi,j = A1

k, j = 0, 1. La restri
tion de πi,j au-dessusdu 
omplémentaire Ui,j d'un 
ertain point fermé xi,j ∈ Xi,j est isomorphe au �brétrivial A1
Ui,j

, tandis que π−1
i,j (xi,j) = Ei,j + mi,jFi,j où Ei,j ≃ Fi,j ≃ A1

k, et où
mi,1 = h − i tandis que mi,2 = i + 1. Autrement dit, πi,j : S (h) → A1

k est une
A1-�bration dont l'unique �bre dégénérée possède deux 
omposantes irrédu
tibles
Ei,j et Fi,j de multipli
ités respe
tives 1 et mi,j . Ainsi, en faisant varier l'entier
i = 0, . . . , ⌊(h− 1) /2⌋, on obtient une 
olle
tion de A1-�brations πi,j : S (h) → A1

k,telles que pour tout m = 1, . . . , h il existe une paire (i, j) pour laquelle l'unique�bre dégénérée de πm = πi,j : S (h) → A1
k soit 
onstituée de deux 
omposantesirrédu
tibles de multipli
ités 1 etm respe
tivement. Le théorème (16.2.1) s'en déduitpuisqu'il est bien 
onnu que toute A1-�bration S (h) → A1

k s'identi�e au morphismequotient d'une Ga,k-a
tion sur S (h) (
f. D.2.2).
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Con
lusionLes s
hémas de Danielewski-Fieseler π : W → X ave
 a
tions du groupe ad-ditif Ga,X ne 
onstituent au �nal qu'une 
lasse d'objets relativement simples, in-termédiaire entre les torseurs et les s
hémas généraux ave
 Ga,X-a
tions. Il est par
onséquent naturel de se demander quelle pla
e o

upent réellement les s
hémas deDanielewski-Fieseler parmis 
es s
hémas ave
 Ga,X-a
tion. On peut par exemplemontrer, à partir des résultats de Fieseler [17℄, qu'une surfa
e a�ne normale S/Cave
 a
tion de C+ est lo
alement isomorphe à un quotient 
y
lique d'un s
hémade Danielewski-Fieseler. Par 
ontre, en dimension supérieure, la situation est loind'être aussi 
laire. En e�et, l'étude des variétés de dimension ≥ 3 ave
 a
tion dugroupe additif C+ reste un vaste 
hantier. Par exemple, la stru
ture des a
tions dugroupe additif sur l'espa
e a�ne A3
C reste en
ore mal 
onnue, et 
e malgré des résul-tats spe
ta
ulaires ré
ents de Kaliman [30℄, et l'étude approfondie des dérivationslo
alement nilpotentes des algèbres de polyn�mes k [x, y, z] menée entre autres parDaigle [6℄ et Freudenburg [18℄.Une des méthodes pour aborder les a
tion de C+ sur une variété de dimension 3
onsiste évidemment à étudier les propriétés des morphismes quotients q : V → S =

V//C+, 
ette appro
he s'étant révélée fru
tueuse dans le 
as des surfa
es. Dans unesituation de 
e type, on sait que S est une surfa
e et qu'il existe un ouvert U ⊂ Sau-dessus duquel q s'identi�e à un Ga,U -torseur. Plusieurs questions se posent alors,par exemple, q est-il surje
tif ? (la réponse est a�rmative quand V = A3
C d'après[3℄) ; q est-il plat ? ; quelle est la stru
ture des �bres de q au-dessus des points de

S \ U ?, et
 ...Une méthode alternative qui mériterait d'être développée 
onsiste à �brer unevariété V de dimension 3 ave
 C+-a
tion par des surfa
es. Pour 
ela, on remarqueque toute fon
tion C+-invariante f ∈ Γ (V,OV ) dé�nit une famille plate ξ : V →
A1

C de surfa
es ave
 C+-a
tions. Cette appro
he semble évidemment prometteuse,même si, du fait que l'on travaille dans un 
adre a�ne, l'étude des familles de 
etype se révèle rapidement très 
omplexe. Un premier problème 
onsiste à 
ontr�lerl'apparition de dégénéres
en
es dans 
es familles et à dé
rire les 
as possibles. Parexemple, le membre général Vt, t 6= 0, de la famille
ξ1 : V =

{
xz − y (y − t) = 0, (x, y, z, t) ∈ A4

C

}
→ A1

C = Spe
 (C [t])est une surfa
e de Danielewski, tandis que V0 ≃
{
xz − y2 = 0, (x, y, z) ∈ A3

C

} estune surfa
e normale singulière. Un autre exemple de dégénéres
en
e est fourni parla famille
ξ2 : V =

{
x (x+ t) z − y (y − 1) = 0, (x, y, z, t) ∈ A4

C

}
→ A1

C = Spe
 (C [t])dont le membre général Vt, t 6= 0, est un s
héma de Danielewski-Fieseler de base
(X,D) = (Spe
 (C [x]) , div (x (x+ t))) tandis que V0 est la surfa
e de Danielewskid'équation x2z − y (y − 1) = 0. En 
ombinant 
es deux exemples, on obtient unetroisième famille

ξ3 : V =
{
x (x+ t) z − y (y − t) = 0, (x, y, z, t) ∈ A4

C

}
→ A1

C = Spe
 (C [t])181



dont le membre V0 ≃
{
x2z − y2 = 0, (x, y, z) ∈ A3

C

} n'est pas normal, 
e qui poseun nouveau problème puisqu'il n'existe pas à 
e jour de 
lassi�
ation des surfa
esa�nes non normales ave
 C+-a
tions.Des hypothèses supplémentaires sur les variétés V 
onsidérées peuvent per-mettre de simpli�er le problème. Par exemple, si l'invariant de Makar-Limanovest trivial, on peut 
onsidérer des familles ξ : V → A1
C dé�nies par des fon
tions

f ∈ Γ (V,OV ) invariantes par deux C+-a
tions dont les orbites générales ne 
oïn-
ident pas. Ainsi les membres Vt de 
ette famille sont des surfa
es, éventuellementnon normales, mais dont l'invariant de Makar-Limanov est trivial. Or, en 
ombinantles résultats de [13℄ sur la stru
ture des morphismes quotients q : S → S//C+ ≃ A1
Csur une surfa
e d'invariant de Makar-Limanov trivial ave
 les des
riptions lo
alesde [17℄, on peut montrer (
f. [14℄) que toute surfa
e a�ne normale d'invariantde Makar-Limanov trivial est un quotient 
y
lique global d'une surfa
e de Da-nielewski. La 
lassi�
ation des surfa
es de Danielewski qui apparaissent 
ommerevêtement 
y
lique d'une surfa
e d'invariant de Makar-Limanov trivial n'existepas en
ore, mais semble raisonnablement a

essible dans un futur pro
he. Nousdisposons d'ailleurs de résultats partiels dans 
ette dire
tion, déduits de l'étudede la stru
ture des 
omplétions de 
es surfa
es obtenues �en passant au quotient�des 
omplétions de surfa
es de Danielewski. Par exemple, toute surfa
e de Danie-lewski π : S (γm,n) → X = Spe
 (C [x]) dé�nie par un arbre �nement C-pondéré

γm,n = (Γ, w) de la forme suivante,
1 ε 0

0

εk εm−1

n

où ε désigne une ra
ine primitive m-ème de l'unité, admet une a
tion du groupe
y
lique Zm, qui 
ommute ave
 toute Ga,X-a
tion sur S, pour laquelle l'invariantde Makar-Limanov de la surfa
e quotient S (γm,n) /Zm est trivial. Il n'est pas im-possible qu'une surfa
e quotient de 
e type soit aussi une surfa
e de Danielewskipar rapport à une autre a
tion C+. Par exemple S (γ2,1) munie de sa Z2-a
tionest isomorphe à la surfa
e de Danielewski S ⊂ A3
C = Spe
 (C [x, y, z]) d'équation

xz − y
(
y2 − 1

)
= 0 sur laquelle Z2 agit via (x, y, z) 7→ (−x,−y,−z). Le quotient

S/Z2 est alors isomorphe à la surfa
e de Danielewski S (γ2
0

) dé�nie par le peigne àdeux feuilles
γ2
0 = 1

0 0autrement dit, à la surfa
e S (2) ⊂ A4
C = Spe
 (C [a, b, c, d]) dé�nie par les équations

dc− b (b− 1) = 0, ba− c2 = 0, da− (b− 1) c = 0,le morphisme quotient étant induit par l'homomorphisme d'algèbres
C [a, b, c, d] 7→ C [x, y, z] , a 7→ x2, b 7→ y2, c 7→ xy, d 7→ z.Citons en
ore, parmis d'autres 
as parti
uliers 
onnus, les plans de log-Q-homologied'invariant de Makar-Limanov trivial, 
'est à dire les surfa
es a�nes normales S,à singularités au plus log-terminales, dont les groupes d'homologie Hi (S,Q) sont182



nuls pour tout i > 0, qui apparaissent 
omme les quotients 
y
liques des surfa
esde Danielewski de la forme xz− tn+1 = 0 par une a
tion (x, y, t) 7→
(
εx, εqy, ε−1z

)du groupe 
y
lique Zm, où ε est une ra
ine primitive m-ème de l'unité, n divise m,et où pg
d (q,m/n) = 1 (
f. [37℄ pour le 
as lisse et [15, Théorème 5.6℄ pour le 
asgénéral).Un autre thème qui mériterait d'être développé plus avant est 
elui des s
hémasa�nes π : Vg → X = Spe
 (A) asso
iés à des arbres A [t]-pondérés g = (Γ, w). Ilest d'abord naturel de se demander si tout s
héma ave
 Ga,X-a
tion est isomorpheà un s
héma obtenu par 
e pro
édé. On a vu par exemple que 
ela était le 
aspour les surfa
es de Danielewski. Plus généralement le même argument montreque 
ette des
ription reste valable pour tout s
héma de Danielewski-Fieseler a�nede base (X = Spe
 (A) , D = div (h)), où A est un anneau de valuation dis
rète deparamètre uniformisant h. Un autre problème, plus algébrique 
ette fois, 
onsisteraità déterminer expli
itement les générateurs de l'idéal Ig ⊂ A [Γ] d'un s
héma Vg,obtenus en �saturant� un idéal I (g) dé�ni essentiellement à partir des mineurs 2×2d'une matri
e à 
oe�
ients polyn�miaux (
f. 6.1.11), et à déterminer des 
onditionspour que l'on ait un isomorphisme Vg ≃ V (g) = Spe
 (A [Γ] /I (g)).On peut aussi envisager d'utiliser 
es s
hémas Vg pour dé
rire les groupes d'au-tomorphismes des surfa
es de Danielewski, et 
e, suivant une méthode mise au pointpar Makar-Limanov [33, 34℄ 
onsistant à déterminer les automorphismes par desméthodes algébriques, à partir des équations d'un plongement dans un espa
e af-�ne. Par exemple, l'appli
ation d'une méthode de 
e type a permis ré
emment (
f.[5℄) de dé
rire la stru
ture du groupe d'automorphisme d'une surfa
e de Danie-lewski Sn,q ⊂ A3
k = Spe
 (k [x, y, z]) d'équation xnz − y (y + q (x)) = 0, où n ≥ 2et où q ∈ k [x] ne s'annule pas en zéro. Bien qu'il s'agisse d'un type de surfa
e trèsparti
ulier, 
orrespondant dans la des
ription des surfa
es de Danielewski à partird'arbres �nement k-pondérés aux 
�nes �nement k-pondérés γn,q = (Γ, w) de laforme suivante
γn,q =

a0
a1 an−1

0
0 0où q =

n−1∑

i=0

aix
i ∈ k [x], tout laisse à penser qu'une appli
ation systématique de 
espro
édés algébriques 
onduirait à la détermination des groupes d'automorphismesdes surfa
es de Danielewski.
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ANNEXE AS
hémas en groupesCette annexe rassemble l'essentiel des résultats utiles pour la le
ture de 
ettethèse 
on
ernant les s
hémas en groupes et les a
tions de s
hémas en groupes surles s
hémas. Nous renvoyons, par exemple, le le
teur aux ouvrages [39℄ et [44℄, pourune appro
he relativement élémentaire du 
as parti
ulier des s
hémas en groupesa�nes, qui 
onstituent une introdu
tion a

essible au monumental SGA3. Pour lesnotions relatives au �brés prin
ipaux homogènes (en
ore appelés torseurs dans letexte), nous suivons la présentation de SGA 1, Exposé XI, elle-même inspirée de[43℄. A.1. Généralités sur les s
hémas en groupesDéfinition A.1.1. Un s
héma en groupes, ou plus simplement un X-groupeest la donnée d'un s
héma g : G → X et de trois X-morphismes µ : G×X G → G,
s : G → G et e : X → G satisfaisant formellement aux axiomes de la loi de
omposition, de l'appli
ation inverse et de l'élément neutre d'un groupe. Ce
i revientà dire que les trois diagrammes suivants sont 
ommutatifs.1) Asso
iativité

G×X G×X G
Id×µ //

µ×Id
��

G×X G

µ

��
G×X G

µ // G2) Inverse à gau
he et à droite
G

(s,Id)//

g

��

G×X G

µ

��

G
(Id,s)//

g

��

G×X G

µ

��
G

e // G X
e // G3) Neutre à gau
he et à droite

X ×X G
e×Id //

≀

��

G×X G

µ

��

G×X X
Id×e //

≀

��

G×X G

µ

��
G

Id // G G
Id // GA.1.2. Si G est un X-groupe, alors, pour tout s
héma Y → X , l'ensemble

G (Y ) = HomX (Y,G) est muni d'une stru
ture de groupe, de telle manière quepour tout X-morphisme φ : Y ′ → Y , l'appli
ation G (φ) : G (Y ) → G (Y ′) soitun homomorphisme de groupes. La ré
iproque est vraie, à savoir que se donnerune stru
ture de X-groupe sur un X-s
héma quel
onque p : G → X revient à sedonner pour tout s
héma Y → X une stru
ture de groupe sur l'ensemble G (Y ),de telle sorte que pour tout X-morphisme φ : Y ′ → Y , l'appli
ation d'ensembles
G (φ) : G (Y ) → G (Y ′) soit un morphisme de groupes. Ce
i se résume en disant quele fon
teur 
ontravariant G = HomX (·, G) : (PSch/X)◦ → (Ens) est un fon
teuren groupes . 187



Via 
e formalisme fon
toriel, toutes les propriétés usuelles dans la 
atégorie desgroupes se transposent dans la 
atégorie des X-groupes. Par exemple,Définition A.1.3. On dit qu'un X-groupe G est 
ommutatif, si le diagrammesuivant est 
ommutatif
G×X G

ech //

µ

��

G×X G

µ

��
G

Id // Goù ech désigne le X-morphisme é
hangeant les deux 
opies de G. Cela revient évi-demment à demander que pour tout s
héma Y → X le groupe G (Y ) soit 
ommu-tatif.Définition A.1.4. Soient G et G′ deux X-groupes. On dit qu'un X-morphisme
u : G→ G′ est un morphisme de X-groupes si le diagramme suivant 
ommute

G×X G
µ //

u×u

��

G

u

��
G′ ×X G′

µ′

// G′Cela revient une nouvelle fois à dire que pour tout morphisme Y → X , l'appli
ationd'ensembles u (Y ) : G′ (Y ) → G (Y ) est un homomorphisme de groupes.A.1.5. Supposons maintenant que G soit un X-groupe a�ne, i.e. que g : G→ Xsoit un morphisme a�ne, 
ommutatif. Dans 
e 
as G est X-isomorphe au spe
trede la OX -algèbre quasi-
ohérente A = g∗OG. La donnée des trois X-morphismes µ,
s et e équivaut alors à la donnée de trois homomorphismes de OX -algèbres

µ̃ = g∗
(
µ♯
)

: A → g∗ (µ∗OG×XG) ≃ A⊗OX A

s̃ = g∗
(
s♯
)

: A → g∗ (s∗OG) = A

ε = g∗
(
e♯
)

: A → g∗ (e∗OX) = OX .appelés respe
tivement 
o-multipli
ation, 
o-inverse et 
o-neutre, satisfaisant despropriétés duales de 
elles de X-morphismes µ, s et e, au sens que les trois dia-grammes suivants sont 
ommutatifs- 
o-asso
iativité
A

µ̃ //

µ̃

��

A⊗AId⊗µ̃
��

A⊗A µ̃⊗Id// A⊗A⊗A-
o-inverse et 
o-neutres
A

µ̃ //

ε

��

A⊗A
s̃,Id
��

AId
��

µ̃ // A⊗A
ε⊗Id
��

OX
// A A ∼ // OX ⊗A188



A.2. A
tion d'un s
héma en groupes sur un s
hémaDéfinition A.2.1. Une a
tion d'un X-groupe G sur un X-s
héma P est ladonnée d'un X-morphisme φ : G×X P → P satisfaisant formellement aux axiomesdé�nissant l'a
tion d'un groupe sur un ensemble. Ce
i équivaut à la 
ommutativitédes deux diagrammes suivants :
G×X G×X P

Id×φ //

µ×Id
��

G×X P

phi

��

X ×X P
e×Id //

≀

��

G×X P

φ

��
G×X P

φ // X P
Id // PA.2.2. Via l'interprétation fon
torielle, se donner une a
tion de G sur P revientà se donner, pour tout s
héma Y → X , une a
tion du groupe G (Y ) sur l'ensemble

P (Y ) de telle manière que pour tout X-morphisme ψ : Y ′ → Y , l'appli
ationd'ensembles ψ (Y ) : P (Y ) → P (Y ′) soit 
ompatible ave
 l'homomorphisme degroupes ψ (Y ) : G (Y ) → G (Y ′).A.2.3. Une fois de plus, si g : G → X et p : P → X sont tous deux a�nes sur
X , 
orrespondant respe
tivement à des OX -algèbres quasi-
ohérente A = g∗OG et
B = p∗OP , alors la donnée de l'a
tion σ équivaut à la donnée d'un homomorphismede OX -algèbres quasi-
ohérentes

φ̃ : B → p∗ (φ∗OG×XP ) ≃ A⊗OX B,appelé 
o-a
tion, tel que les deux diagrammes suivants soient 
ommutatifs.
B

φ̃ //

φ̃

��

B ⊗AId⊗µ̃
��

B
φ̃ //Id

��

B ⊗AId⊗ε
��

B ⊗A φ̃⊗Id// B ⊗A⊗A B ∼ // B ⊗OXDéfinition A.2.4. SoientG et G' deuxX-groupes et u : G′ → G un morphismede X-groupes. Étant donnés deux X-s
hémas P et P ′ munis d'a
tions
φ : G×X P → P et φ′ : G′ ×X P ′ → P ′de G et G′ respe
tivement, nous dirons qu'un X-morphisme v : P ′ → P est u-équivariant si le diagramme suivant 
ommute

G′ ×X P ′
φ′

//

u×v

��

P ′

v

��
G×X P

φ // P

.Si G = G′, nous dirons qu'un X-morphisme v : P ′ → P est équivariant s'il estIdG-équivariant.La notion d'élément invariant pour l'a
tion d'un groupe sur un ensemble se généra-lise 
omme suit :Définition A.2.5. Soient G un X-groupe et P un X-s
héma sur lequel G agitvia φ : G×X P → P . On dit qu'un sous-s
héma i : Q →֒ P de P est G-invariant s'iladmet une G-a
tion φ′ : G×X Q→ Q faisant de i un X-morphisme équivariant.A.2.6. Lorsque G, P sont tous deux a�nes sur X , 
orrespondant à des OX -algèbres quasi-
ohérentesA = g∗OG et B = p∗OP et queQ est un sous-s
héma ferméde P a�ne au dessus de X , dé�ni par un idéal I ⊂ p∗OP , 
e qui revient à dire que189



q∗OQ ≃ B/I, la dé�nition 
i-dessus équivaut à l'existen
e d'un homomorphisme de
OX -algèbres φ̄ : B/I → (B/I)⊗A rendant le diagramme suivant 
ommutatif

B
φ̃ //

ĩ
��

B ⊗A
ĩ⊗Id
��

B/I φ̄ // (B/I)⊗AA.3. Fibrés prin
ipaux homogènesDéfinition A.3.1. Soit G un X-groupe. Un s
héma ρ : P → X muni d'unea
tion φ : G×X P → V de G est appelé un espa
e formellement prin
ipal homogènesous G si le morphisme φ× p2 : G×X P → P ×X P est un isomorphisme.On dit que P est trivial sous G s'il est isomorphe à G sur lequel G opère partranslations à gau
he. On dit que P est un G-torseur s'il existe un re
ouvrementouvert U = (Xi)i∈I de X tel que pour tout i ∈ I, P ×XXi soit trivial sous P ×XXi.A.3.2. Une nouvelle fois, dire que P est formellement prin
ipal homogène sous
G revient alors à dire que pour tout Y → X , l'ensemble P (Y ) est soit vide soit unensemble prin
ipal homogène sous le groupe G (Y ). Dire que P est trivial revientà dire que P (Y ) est non vide pour tout Y → X , 
ette dernière 
ondition étantsatisfaite si et seulement si P (X) est non vide, 
'est à dire, si et seulement si Padmet une se
tion sur X .Définition A.3.3. Deux G-torseurs ρ : P → X et ρ′ : P ′ → X sont ditsisomorphes s'il existe un X-isomorphisme G-équivariant ψ : P ′ ∼→ P . L'ensembledes 
lasses d'isomorphisme de G-torseur sera noté PH (G/X).Remarque A.3.4. La dé�nition (A.3.1) est 
elle d'un torseur lo
alement trivialpour la topologie de Zariski. En général, de tels torseurs sont assez peu intéressantsà étudier. Il existe en e�et des notions plus générales, dans lesquelles on s'autorisedi�érentes topologies de Grothendie
k pour trivialiser les torseurs. On peut, parexemple, étudier les G-s
hémas ρ : P → X qui deviennent triviaux après 
hange-ment de base par un morphisme étale Y → X . On parle alors de torseurs lo
alementtriviaux pour la topologie étale. De même, un torseur lo
alement trivial pour la to-pologie �dèlement plate et quasi-
ompa
te (f.p.q.
.) est un G-s
héma ρ : P → Xdevenant trivial après un 
hangement de base �dèlement plat et quasi-
ompa
t
Y → X . Ce point de vue plus général ne nous servira que très peu dans 
ette thèse.En e�et, les s
hémas en groupes G que nous 
onsidérons dans 
ette thèse sont tousspé
iaux, 
e
i signi�ant que tout G-torseur ρ : P → X f.p.q.
.-lo
alement trivial(resp. étale-lo
alement trivial) est en fait déjà Zariski-lo
alement trivial ([43℄). Onnotera que même dans 
ette situation plus simple, l'introdu
tion du formalisme gé-néral présente un avantage, puisque pour véri�er qu'un G-s
héma ρ : P → X , où
G est un groupe spé
ial, est un G-torseur, il su�ra de véri�er que P devient trivialaprès un 
hangement de base f.p.q.
 adéquat.A.4. Espa
es �brés asso
iésÉtant donné un X-groupe 
ommutatif G et un X-s
héma Q ave
 une a
tion
φ : G ×X Q → Q de G, nous pouvons munir G ×X Q de l'a
tion de G dé�nieensemblistement par la formule g · (g′, q) =

(mult (g, g′) , µ
(
g−1, q

)). Le quotient
G ∨G Q = (G×X Q) /G est isomorphe à Q, et l'a
tion de G sur G ×X Q via
g · (g′, q) = (mult (g, g′) , q) (ou, 
e qui revient au même, via g · (g′, q) = (g′, µ (g, q)))induit une a
tion de G sur G∨GQ rendant l'isomorphisme G∨GQ ≃ Q équivariant.A.4.1. Plus généralement, si G est unX-groupe a�ne alors, pour tout G-torseur
P , et tout X-s
héma Q ave
 a
tion de G, le quotient P ∨G Q = P ×X Q/G existe190



(
f. SGA 1 Exposé XI, page 11.) et est naturellement muni d'une G-a
tion. Ondit habituellement que P ∨G Q est �l'espa
e �bré de base X , de �bre lo
alementisomorphe à Q�.En parti
ulier, si Q est aussi un G-torseur, alors P ∨GQ est en
ore un G-torseur,et l'appli
ation qui à toute paire (P,Q) de G-torseurs asso
ie le G-torseur P ∨G Qinduit une stru
ture de groupe sur l'ensemble PH (G/X) des 
lasses d'isomorphismesde G-torseurs.
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ANNEXE BCy
les et diviseursA�n de �xer les notations utilisées dans 
ette thèse, nous passons i
i brièvementen revue les notions importantes 
on
ernant les diviseurs sur un s
héma .B.1. Diviseurs de CartierÉtant donné un s
héma X , le fais
eau des germes de fon
tions méromorphessur X est le fais
eau d'anneaux KX = OX

[
S−1

] où, S est le sous-fais
eau de
OX tel que pour tout ouvert U , Γ (U,S) est l'ensemble des éléments réguliers, i.e.non diviseurs de zéro, de l'anneau Γ (U,OX). Par 
onstru
tion, l'homomorphisme
anonique OX → KX est alors inje
tif. Il est 
lair que si X est intègre, alors KX estsimplement le fais
eau 
onstant RX des fon
tions rationnelles sur X .Pour tout OX -module F , on appelle KX (F) = F⊗OXKX le fais
eau des germesde se
tions méromorphes de F . Nous désignons par K∗

X le fais
eau de groupesmultipli
atifs des éléments inversibles de KX , qui est appelé le fais
eau des germesde fon
tions méromorphes régulières sur X .Définition B.1.1. Un diviseur de Cartier sur X est une se
tion globale D dugroupe Div (X) = Γ (X,K∗
X/O∗

X) des diviseurs sur X . Le support Supp (D) = |D|de D est le sous-ensemble fermé des points x de X tels Dx 6∈ O∗
X,x.Notation B.1.2. Dans toute 
ette thèse, lorsque que nous dirons soit D undiviseur sur X , nous sous-entendrons toujours que D est un diviseur de Cartier.B.1.3. Un tel diviseur D est déterminé par une donnée lo
ale {(Xi, fi)i∈I

}
onstituée d'un re
ouvrement ouvert U = (Xi)∈I deX et de se
tions fi ∈ Γ (Xi,K∗
X)pour tout i ∈ I, telles que f−1

i fj ∈ Γ (Xi ∩Xj,O∗
X) pour tout i, j. Ces se
tions fi,

i ∈ I sont appelées équations lo
ales de D. Rappelons que deux diviseurs sont ditslinéairement équivalents s'ils di�èrent d'un diviseur prin
ipal div (f), i.e. d'un divi-seur admettant un donnée lo
ale {(X, f)}. Le groupe des 
lasses de diviseurs moduloéquivalen
e linéaire est noté CaCl (X). Un diviseur est dit e�e
tif (ou positif ) s'iladmet une donnée lo
ale {(Xi, fi)i∈I
} telle que fi ∈ Γ (Xi,K∗

X ∩OX) pour tout
i ∈ I. On note Div+ (X) l'ensemble des diviseurs e�e
tifs sur X .B.1.4. Un diviseur D détermine un sous OX -module inversible OX (D) de KX .Rappelons que pour une donnée lo
ale {(Xi, fi)i∈I

} de D, OX (D) se dé�nit 
ommele sous-fais
eau de KX engendré par f−1
i sur Xi, i.e. OX (D) |Xi= f−1

i OX |Xi , 
ettedé�nition ne dépendant pas du 
hoix d'une telle donnée lo
ale.Si D est e�e
tif, OX (D) admet une se
tion 
anonique notée sD, partout nonnulle sur le 
omplémentaire du support de D. Pour une donnée lo
ale {(Xi, fi)i∈I
}de D, 
ette se
tion sD de OX (D) ⊂ KX 
orrespond à la se
tion 
onstante 1 =

f−1
i fi ∈ Γ (Xi,OX (D)), i ∈ I, de KX . Dans 
e 
as, le dual JX (D) = OX (D)

∨ de
OX (D) est un fais
eau d'idéaux de OX , engendré par fi sur Xi, dé�nissant don
un sous-s
héma lo
alement prin
ipal Y (D) de X . Par la suite, lorsque D est e�e
tifet non nul, nous ferons l'abus de notation usuel qui 
onsiste à noter en
ore par D
e sous-s
héma Y (D).B.1.5. Si D n'est pas e�e
tif, sD peut néanmoins toujours être dé�nie 
ommeune se
tion de OX (D) ⊗ K∗

X . Rappelons que ré
iproquement, pour se donner, à193



isomorphisme près, un diviseur D il su�t de se donner un OX -module inversible Let une se
tion méromorphe régulière de L, 
'est à dire une se
tion de L ⊗OX K∗
X(EGA IV.21.2.11).B.1.6. Étant donné un morphisme f : Y → X , il n'est en général pas possiblede dé�nir 
onvenablement l'image inverse d'un diviseur D sur X . Pour le faire, ilsu�rait par exemple que l'on puisse remonter les équations lo
ales de D, 
e qui n'estmanifestement pas possible si l'image de f est 
ontenue dans le support de D. Par
ontre, si l'homomorphisme f ♯ : OX → f∗OY se prolonge en un homomorphisme

KX → f∗KY , 
e qui le 
as par exemple lorsque X et Y sont intègres et f dominantou lorsque f est plat, alors, puisque f ♯ (O∗
X) ⊂ f∗O∗

Y , il existe un homomorphismenaturel K∗
X/O∗

X → f∗ (K∗
Y /O∗

Y ).L'image de D ∈ Div (X) = Γ (X,K∗
X/O∗

X) par 
ethomomorphisme est un diviseur sur Y , noté f∗D , et appelé image inverse de Dpar f . B.2. Cy
les et diviseurs de WeilÉtant donné un s
héma X , on note X(1) l'ensemble des parties fermées irrédu
-tibles de X de 
odimension 1. Cet ensemble est en 
orrespondan
e ave
 l'ensembledes x ∈ X tel que 
odim({x}, X) = dim (OX,x) = 1. Une telle partie fermée esten
ore appelée un 1-
y
le premier. Un 1-
y
le sur X est une 
ombinaisons formelleà 
oe�
ients dans Z de 1-
y
les premiers, autrement dit, un élément du groupeabélien libre Z1 (X) engendré par les 1-
y
les premiers.B.2.1. Rappelons qu'à tout diviseur e�e
tif D ∈ Div+ (X) est asso
ié le 1-
y
leà 
oe�
ients positifs
y
 (D) =
∑

x∈X(1)

multx (D) · {x} =
∑

x∈X(1)

long (OYD ,x) · {x},où YD = D désigne le sous-s
héma fermé de X d'idéal JX (D) dé�ni par D. L'entiermultx (D) est appelé la multipli
ité de D au point x. On dé�nit ainsi un homomor-phisme de monoïdes 
y
 : Div+ (X) → Z1 (X), et don
, par symétrisation, unhomomorphisme de groupe 
y
 : Div (X) → Z1 (X).B.2.2. Un 1-
y
le sur un s
héma n÷thérien séparé, intègre et régulier en 
odi-mension 1 est en
ore appelé un diviseur de Weil. Lorsque X est de plus lo
alementfa
toriel, i.e. OX,x est un anneau fa
toriel pour tout x ∈ X , les notions de diviseurde Weil et de diviseur de Cartier 
oïn
ident (EGA IV.21.6.9).
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ANNEXE CArbres orientés pondérésC.1. Arbres �nis orientésDans 
e paragraphe nous rassemblons les dé�nitions 
lassiques sur les arbresorientés, sous une forme appropriée aux besoins de 
ette thèse. Nous introduisonsensuite une 
lasse de morphismes entre 
es arbres, 
e qui nous permet de dé�nir,de manière raisonnable, une �
atégorie des arbres orientés�.C.1.1. Soit G = (N,≤) un ensemble �ni, non vide, partiellement ordonné. Ondit qu'un sous-ensemble totalement ordonné Cn de N à n ≥ 2 éléments est une
haîne de longueur l (Cn) = n− 1. On dit qu'une 
haîne est maximale si elle l'estpour la relation d'in
lusion. Pour tout e ∈ N , les sous-ensembles partiellementordonnés (↑ e)G = {e′ ∈ N, e′ ≥ e} et (↓ e)G = {e′ ∈ N, e′ ≤ e} sont appelés res-pe
tivement sous-ensemble supérieur de e et sous ensemble-inférieur de e. Un sousensemble à deux éléments {e, e′} ⊂ N tels que e′ < e et (↑ e′)G∩(↓ e)G = {e, e′} estappelé une arête de G. Par la suite, nous utiliserons les notations −→ee′ où [e′, e] pourdésigner une telle arête, notations dans lesquelles il sera sous entendu que e′ < e.L'ensemble des arêtes de G sera noté E (G).Définition C.1.2. Un morphisme d'ensembles partiellement ordonnés
β : G = (N,≤G) → G′ = (N ′,≤G′)est une appli
ation 
roissante β : N → N ′, i.e. e′ ≤G e ⇒ β (e′) ≤G′ β (e). Unmorphisme d'ensembles partiellement ordonnés inje
tif est appelé un plongement.Un isomorphisme d'ensembles partiellement ordonnés est un morphisme admettantun inverse à gau
he et à droite. Un morphisme d'ensembles partiellement ordonnés

τ : G→ G idempotent (i.e. τ2 = τ) est appelé une rétra
tion de G.Remarque C.1.3. On se gardera de 
roire qu'un morphisme d'ensembles par-tiellement ordonnés bije
tif β est automatiquement un isomorphisme. Pour que 
elasoit le 
as, il faut e�et que l'inverse ensembliste β−1 soit une appli
ation 
rois-sante. Cette dernière 
ondition est satisfaite si et seulement si on a l'équivalen
e
e′ ≤G e⇔ β (e′) ≤G′ β (e).Définition C.1.4. Un arbre (enra
iné) est un ensemble partiellement ordonné
Γ = (N (Γ) ,≤) possédant un unique élément minimal e0, appelé ra
ine de Γ, et telque pour tout e ∈ N (Γ), le sous-ensemble partiellement ordonné (↓ e)Γ soit une
haîne.

e0 e

(↑ e)Γ(↓ e)Γ

Fig. C.1.1. Un arbre Γ enra
iné en e0.195



C.1.5. Les éléments de N (Γ) sont appelés ses sommets. Les sommets maximauxd'un arbre Γ sont appelés les feuilles de Γ, et nous notons l'ensemble de 
es feuillespar Fe (Γ). Étant donné e ∈ N (Γ) \ {e0}, les éléments de la 
haîne An
Γ (e) =
(↓ e)Γ \ {e} sont appelés les an
êtres de e. L'unique élément maximal ParΓ (e) deAn
Γ (e) est appelé le parent de e. Plus généralement, le n-ième an
être Parn (e)de e est dé�ni ré
ursivement par la formule Parn (e) = Par (Parn−1 (e)

). Pour toutsous-ensemble N ′ ⊂ N (Γ) \ {e0}, l'unique élément maximal An
Γ (N ′) de la 
haîne
C =

⋂

e∈N ′

An
Γ (e)est appelé le premier an
être 
ommun des éléments de N ′. Ré
iproquement, pourtout sommet e ∈ N (Γ)\Fe (Γ), les éléments du sous-ensemble partiellement ordonnéDesΓ (e) = (↑ e)Γ \ {e}sont appelés les des
endants de e. Les éléments minimaux de DesΓ (e) sont appelésles �ls de e, et le sous ensemble de DesΓ (e) 
orrespondant est noté FilsΓ (e). Lenombre des �ls d'un sommet e ∈ N (Γ) est appelé le degré de e.Définition C.1.6. Soit Γ = (N (Γ) ,≤) un arbre. Un sous-ensemble partielle-ment ordonné Γ′ = (N ′,≤) de Γ qui est un arbre pour l'ordre induit est appelé unsous-arbre de Γ. On dit que Γ′ est un sous-arbre maximal de Γ s'il existe e ∈ N (Γ)tel que Γ′ = (↑ e)Γ, on dit alors que Γ′ = Γ (e) est le sous-arbre maximal de Γenra
iné en e.C.1.7. On dit qu'un sommet e ∈ N (Γ) est au niveau n si (↓ e)Γ est une 
haînede longueur n. Le sous-ensemble de N (Γ) formé des sommets de Γ qui sont auniveau n est noté Nn (Γ). Les 
haînes maximales de Γ sont les 
haînes
Γe = (↓ e)Γ = {e0 < e1 < · · · < ene−1 < ene = e} , e ∈ Fe (Γ) .La hauteur h (Γ) de Γ est le supremum des longueurs l (Γe) = ne des 
haînes maxi-males de Γ.Définition C.1.8. Étant donné un arbre non trivial Γ enra
iné en e0, on appellesous-arbre maximal essentiel de Γ, noté Es (Γ), le sous-arbre maximal de Γ enra
iné,soit en l'unique feuille ẽ0 de Γsi Γ est une 
haîne, soit en le premier an
être 
ommun

ẽ0 des feuilles de Γ.
e0 ẽ0

[e0, ẽ0]Γ

Es (Γ)

Fig. C.1.2. Un arbre Γ et son sous-arbre essentiel.Remarque C.1.9. Si Γ est une 
haîne, alors Es (Γ) est l'arbre trivial à unélément {e0}. Plus généralement, un arbre Γ se déduit de son sous-arbre essentielEs (Γ) en remplaçant la ra
ine ẽ0 de 
e dernier par la 
haîne [e0, ẽ0]Γ.Définition C.1.10. Un morphisme d'arbres
β : Γ′ = (N (Γ′) ,≤Γ′) → Γ = (N (Γ) ,≤Γ)est un morphisme d'ensembles partiellement ordonnés tel que l'image d'une 
haînemaximale de Γ′ soit une 
haîne maximale de Γ. On dira aussi que β est un morphismedominant. 196



Remarque C.1.11. Puisque les 
haînes maximales d'un arbre Γ sont les 
haînes
Γe = (↓ e)Γ, e ∈ Fe (Γ), l'image de la ra
ine e′0 de Γ′ par un morphisme d'arbres
β : Γ′ → Γ est la ra
ine e0 de Γ. De même l'image d'une feuille de Γ′ par β est unefeuille de Γ. En parti
ulier, la longueur de l'image β (Γ′

e) d'une 
haîne maximale Γ′
ede e est inférieure ou égale à la longueur de la 
haîne initiale. De plus l'image d'unearête −→

ee′ de Γ′ est soit un unique élément β (e′) = β (e), soit l'arête −−−−−−−→
β (e)β (e′) de

Γ. Lemme C.1.12. Un morphisme d'arbres β : Γ′ → Γ est un isomorphisme si etseulement si il est bije
tif.Démonstration. Il su�t de montrer que si β est bije
tif, alors pour tout
ouple de sommets e, e′ ∈ N (Γ′) tels que β (e′) ≤Γ β (e), on a e′ ≤ e. Puisque
β est 
roissant, il su�t �nalement de montrer que e et e′ sont 
omparables. Or
β (e′) et β (e) sont 
omparables, 
e qui implique qu'il existe au moins une 
haînemaximale C de Γ les 
ontenant. Puisque β est un morphisme d'arbres, nous pouvonsde plus supposer que C est l'image d'une 
haîne maximale C′ de Γ′ 
ontenant e′.Par 
onséquent, β−1 (C) = C′ 
ar β est bije
tif, et don
 e ∈ C′ est 
omparable ave

e′. �Définition C.1.13. On dit qu'un morphisme d'arbres β : Γ′ → Γ est une
ontra
tion s'il se fa
torise par une rétra
tion τ : Γ′ → Γ′ de Γ′ suivie d'un plonge-ment dominant i : τ (Γ′) → Γ.On dit qu'une 
ontra
tion β : Γ′ → Γ est maximale si pour tout e ∈ N (Γ′),
β−1 (β (e)) est soit réduit à e lui-même, soit un sous-arbre maximal de Γ′.

β

Fig. C.1.3. Une 
ontra
tion non maximale.Lemme C.1.14. Soient β : Γ′ → Γ une 
ontra
tion maximale, et e ∈ N (Γ) unélément de Γ. Si β−1 (e) 
ontient deux éléments, alors e est une feuille de Γ.Démonstration. En e�et, si β−1 (e) 
ontient deux éléments alors β−1 (e) estun sous-arbre maximal de Γ′, qui 
ontient don
 une feuille e′ de Γ′. Ce
i impliqueque e = β (e′) est une feuille de Γ′ puisque β est en parti
ulier un morphismed'arbres. �C.1.15. Il est 
lair que la 
omposée de deux 
ontra
tions maximales est en
oreune 
ontra
tion maximale. Nous notons T la 
atégorie dont les objets sont les arbresenra
inés, et dont les morphismes sont les 
ontra
tions maximales. Tout objet Γ de
T admet un morphisme 
onstant 
anonique sΓ : Γ → {e0} dans T , où {e0} désignel'arbre trivial à un élément.Définition C.1.16. Soit Γ = (N (Γ) ,≤) un arbre et soit e ∈ N (Γ) \ Fe (Γ)un sommet tel que FilsΓ (e) = {f1, . . . , fr} ⊂ Fe (Γ). Soit Γ̂ (e) le sous-arbre de Γd'ensemble sous-ja
ent N (Γ̂ (e)

)
= N (Γ) \ FilsΓ (e). On appelle 
ontra
tion des197



feuilles en e, la 
ontra
tion maximale τe : Γ → Γ̂ (e) dé�nie ensemblistement par
τe (e′) =

{
e′ si e′ 6∈ FilsΓ (e)
e sinon .On dira aussi, de façon ré
iproque, que Γ est obtenu à partir de Γ̂ (e) en e�e
tuantl'é
latement de la feuille e ∈ Fe(Γ̂ (e)
), de feuilles ex
eptionnelles f1, . . . , fr.Exemple C.1.17. Si△ est un arbre de hauteur 1, de feuilles Fe (△) = {f1, . . . , fr}et de ra
ine e0, alors le morphisme 
onstant 
anonique s△ : △ → {e0} réalise △
omme l'é
latement de l'arbre trivial {e0}, de feuilles ex
eptionnelles {f1, . . . , fr}.

△ =

e0

f1 fk fr

s△
e0

Intuitivement, tout arbre Γ peut être obtenu à partir de l'arbre trivial {e0}à un élément en é
latant su

essivement des feuilles. Ce
i revient à dire que l'ho-momorphisme 
onstant 
anonique sΓ : Γ → {e0} se fa
torise en une su

ession de
ontra
tions de feuilles. Plus généralement, le résultat suivant dé
rit la stru
turedes morphismes dans la 
atégorie T .Proposition C.1.18. Tout morphisme β : Γ′ → Γ dans T se fa
torise dans Tpar une su

ession de 
ontra
tions de feuilles suivie d'un plongement.Démonstration. L'in
lusion β (Γ′) ⊂ Γ étant un plongement, nous pouvonsrempla
er Γ par Γ̃ = β (Γ′) et le morphisme β par la 
ontra
tion maximale surje
tive
β̃ = β |Γ̃: Γ′ → Γ̃. Soit maintenant e ∈ N (Γ′) un sommet tel que FilsΓ′ (e) ⊂Fe (Γ′), et soit △ (e) = {e} ∪ FilsΓ′ (e). Puisque β̃ est une 
ontra
tion maximale,soit β̃ (△ (e)) = β̃ (e), soit β̃ induit un isomorphisme de △ (e) sur son image. Dansle premier 
as, β̃ se fa
torise dans T via la 
ontra
tion τe : Γ′ → Γ̂′ (e) des feuillesen e. Si la 
ontra
tion maximale induite β̃e : Γ̂′ (e) → Γ̃ est inje
tive, alors β̃e estbije
tif, don
, d'après (C.1.12), est un isomorphisme. Sinon, nous pouvons répéter lamême 
onstru
tion partout où 
ela s'avère né
essaire. On obtient �nalement, aprèsun nombre �ni d'étapes un arbre Γ̄′, une 
ontra
tion maximale surje
tive τ : Γ′ → Γ̄et un isomorphisme β̄ : Γ̄′ ∼→ Γ̃. �C.2. Constru
tion d'arbres par re
ollementsComme nous l'avons vu dans le paragraphe pré
édent, tout arbre peut êtreobtenu à partir de l'arbre trivial à un élément en e�e
tuant une su

ession d'é
late-ments. D'autre part, l'intuition suggère qu'un arbre Γ peut être obtenu en �re
ollant�des 
haînes de façon adéquate, et que tout morphisme β : Γ′ → Γ dans T est unique-ment déterminé par son e�et sur les 
haînes maximales de Γ′. Dans 
e paragraphe,nous établissons deux résultats te
hniques simples justi�ant 
ette intuition. Il s'agitpour l'essentiel d'énon
és 
lassiques de re
ollement, adaptés pour la 
atégorie T .Lemme C.2.1. Soient Γ et Γ′ deux arbres. Soit (βe)e∈Fe(Γ′) une 
olle
tion demorphismes d'ensembles partiellement ordonnés βe : Γ′

e = (↓ e)Γ′ → Γ, e ∈ Fe (Γ′)satisfaisant les 
onditions suivantes :a) Pour tout e ∈ Fe (Γ′), βe : Γ′
e → Γ est dans T ;b) Pour tout 
ouple e, e′ ∈ Fe (Γ′) de feuilles distin
tes de Γ′, la restri
tion βe,e′de βe à la 
haîne Γ′

e ∩ Γ′
e′ de Γ′ 
oïn
ide ave
 la restri
tion de βe′ à 
ette même
haîne ; 198




) Pour tout 
ouple e, e′ ∈ Fe (Γ′) de feuilles distin
tes de Γ′, le morphismed'ensembles partiellement ordonnés
βe,e′ = βe′,e : Γ′

e ∩ Γ′
e′ = (↓ An
Γ′ ({e, e′})) → βe (Γ′

e) ∩ βe′ (Γ′
e′)est dans T .Alors il existe un unique morphisme β : Γ′ → Γ dans T dont la restri
tion β |Γ′

eà la 
haîne maximale Γ′
e 
oïn
ide ave
 βe pour tout e ∈ Fe (Γ′).Démonstration. Les 
onditions a) et b) impliquent que les morphismes d'en-sembles partiellement ordonnés βe et βe′ sont des morphismes d'arbres qui 
oïn-
ident sur l'interse
tion des deux 
haînes maximales Γ′

e et Γ′
e′ . Il est alors 
lair qu'ilexiste un unique morphisme d'arbre β : Γ′ → Γ dont la restri
tion à la 
haîne Γ′

e
oïn
ide ave
 βe pour tout e ∈ Fe (Γ′). Il su�t don
 de montrer que β est une
ontra
tion maximale. Supposons que la préimage β−1 (g) d'un élément g ∈ N (Γ)
ontienne deux sommets a ∈ N (Γ′
e) et b ∈ N (Γ′

e′). Si a et b ne sont pas 
omparablesalors 
) entraîne que leur premier an
être 
ommun c ∈ N (Γ′
e ∩ Γ′

e′) appartient à
β−1 (g). Ainsi β−1 (g) a un unique élément minimal c0 et β−1 (g) ⊂ (↑ c0)Γ′ . Il su�tmaintenant de montrer l'in
lusion inverse. Soit don
 c′ ∈ N ((↑ c0)Γ′). Choisissons
e ∈ Fe (Γ′) tel que c′ ∈ N (Γ′

e). Puisque la restri
tion de β à Γ′
e est dans T nous
on
luons que β−1 (g) ∩ Γ′

e est un sous-arbre maximal de Γ′
e, don
 est égal à lasous-
haîne maximale (↑ c0)Γ′ ∩ Γ′

e de Γ′
e, qui 
ontient c′. �Lemme C.2.2. Soit Ci une 
olle
tion de 
haînes de longueur ni ≥ 1, indexéepar un ensemble �ni I, et satisfaisant les 
ondition suivantes :a) Pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j, il existe un élément aij ∈ N (Ci)\max (N (Ci))et un isomorphisme de 
haînes φij : Cij = (↓ aij)Ci

∼→ Cji = (↓ aji)Cj
tel que

φji = φ−1
ij ;b) Pour tout triplet d'indi
es i,j et k
φij (Cij ∩ Cik) = Cji ∩Cjk et φik = φjk ◦ φij sur Cij ∩ Cik.Alors il existe une arbre Γ, unique à isomorphisme près, enra
iné en e0 et de feuilles

ei, i ∈ I, et des morphismes d'arbres ψi : Ci → Γ tels que :a') Pour tout i ∈ I, ψi induit un isomorphisme d'arbres entre Ci et la 
haînemaximale Γfi = (↓ ei)Γ ;b') ψi (Cij) = Γei ∩ Γej et ψi = ψj ◦ φij sur Cij .Démonstration. Prises 
onjointement, les 
onditions a) et b) signi�ent quela relation binaire Cij ∋ gi ∼ φij (gi) ∈ Cji est une relation d'équivalen
e sur laréunion disjointe ⊔
i∈I

Ci, 
ompatible ave
 les relations d'ordre sur les 
haînes Ci,
i ∈ I . Ainsi, l'appli
ation quotient

ψ :
⊔

i∈I

Ci → Γ = (N (Γ) ,≤Γ) :=
⊔

i∈I

Ci/ ∼,où N (Γ) est muni de la relation d'ordre quotient, est un morphisme d'ensemblespartiellement ordonnés. Notons ψi : Ci → Γ les morphismes induits par restri
tionaux 
haînes Ci, i ∈ I. Puisque les 
haînes sont de longueur ni ≥ 1, nous 
on
luonsque la ra
ine e0,i de Ci appartient à Cij pour tout i 6= j. Par 
onséquent, il existe ununique élément minimal e0 ∈ N (Γ) tel que ψi (e0,i) = e0 pour tout i ∈ I. D'autrepart la 
ondition a) implique que les images ei = ψi (ei,ni) des feuilles ei,ni des
haînes Ci, i ∈ I, sont toutes distin
tes. Il est alors 
lair que Γ est un arbre enra
inéen e0, de feuilles ei, i ∈ I, et que les deux assertions a') et b') sont satisfaites.Finalement, l'uni
ité à isomorphisme près est une 
onséquen
e de (C.2.1). �199



C.3. Arbres enra
inés pondérésDans 
e paragraphe, nous rappelons la notion d'arbre pondéré.Définition C.3.1. Soient Γ un arbre et A un ensemble. On appelle pondérationde Γ à valeurs dans A (ou A-pondération) une appli
ation d'ensembles w : E (Γ) →
A, i.e. une appli
ation qui à toute arête −→

ee′ de Γ asso
ie un élément w (−→ee′) de A.Un arbre Γ muni d'une pondération w : E (Γ) → A est appelé un arbre A-pondéré.Lorsqu'il n'y a pas d'ambiguïté sur l'ensemble A des poids, nous dirons simplementque Γ est un arbre pondéré. Pour désigner un tel arbre pondéré, nous utiliseronsalternativement les trois notations γ, Γw, ou en
ore (Γ, w).1 01 0 1Un arbre Z/2Z -pondéré x2 + 1

x− 1 −x

x3 − x2Un arbre R [x] -pondéréRappelons qu'étant donnée une 
ontra
tion maximale β : Γ′ → Γ, l'image d'unearête −→
ee′ de Γ′ est soit réduite à un élément de N (Γ), soit l'arête −−−−−−−→

β (e)β (e′) de Γ.Ce
i donne un sens à la dé�nition suivante :Définition C.3.2. Un morphisme d'arbres A-pondérés β : (Γ′, w′) → (Γ, w)est une 
ontra
tion maximale telle que w (−−−−−−−→β (e)β (e′)
)

= w′
(−→
ee′
) pour toute arête

−→
ee′ de Γ′ telle que β (e) 6= β (e′).On note alors T A

w la 
atégorie dont les éléments sont les arbres A-pondérés, etdont les morphismes sont les morphismes d'arbres A-pondérés.Il est 
lair que toutes les 
onstru
tions sur les arbres introduites dans le premierparagraphe de 
e 
hapitre peuvent être e�e
tuées sur des arbres A-pondérés. Citons,en parti
ulier le résultat utile suivant, 
orollaire dire
t de (C.1.18).Proposition C.3.3. Tout morphisme β : γ′ → γ dans T A
w se fa
torise dans

T A
w par une su

ession de 
ontra
tions de feuilles suivie d'un plongement.Les te
hniques de re
ollement (C.2.1) et (C.2.2) dans la 
atégorie T se généra-lisent de même de façon évidente dans la 
atégorie T A

w .Définition C.3.4. Une pondération w : E (Γ) → A d'un arbre Γ est dite �nesi pour toute paire d'éléments e1, e2 ∈ N (Γ), �ls d'un même élément e ∈ N (Γ), ona w (−→e1e) 6= w (−→e2e). Un arbre muni d'une A-pondération �ne est appelé un arbre�nement A-pondéré. On note T A
w,f la sous-
atégorie pleine de T A

w dont les objetssont les arbres �nement A-pondérés.Le pro
édé (C.2.2) de 
onstru
tion d'arbres par re
ollement s'adapte sous la formesuivante aux arbres �nement A-pondérés.Lemme C.3.5. Soit (Ci, wi) une 
olle
tion de 
haînes A-pondérées de longueur
ni ≥ 1, indexée par un ensemble �ni I, et satisfaisant les 
onditions suivantes :a) Pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j, il existe un élément aij ∈ N (Ci)\max (N (Ci))et un isomorphisme de 
haînes A-pondérées φij : Cij = (↓ aij)Ci

∼→ Cji = (↓ aji)Cjtel que φji = φ−1
ij ;b) Pour tout triplet d'indi
es i,j et k

φij (Cij ∩ Cik) = Cji ∩Cjk et φik = φjk ◦ φij sur Cij ∩ Cik.200




) Pour tout 
ouple d'indi
es i 6= j, wi (−−→eiaij) 6= wj (−−−→ejaji), où ei ∈ N (Ci) et
ej ∈ N (Cj) désigne les �ls de aij et aji respe
tivement.Alors il existe un arbre �nement A-pondéré γ = (Γ, w), unique à isomorphismeprès, enra
iné en e0 et de feuilles ei, i ∈ I, et des morphismes d'arbres A-pondérés
ψi : (Ci, wi) → γ tels que :a') Pour tout i ∈ I, ψi induit un isomorphisme d'arbres A-pondérés entre
(Ci, wi) et la sous-
haîne maximale A-pondérée Γfi = (↓ ei)Γ de γ ;b') ψi (Cij) = Γei ∩ Γej et ψi = ψj ◦ φij sur Cij .Démonstration. Les 
onditions a) et b) assurent que l'arbre Γ, dont l'exis-ten
e est garantie par (C.2.1), peut être muni de manière unique d'une pondération�quotient� w : E (Γ) → A, la 
ondition 
) garantissant quant à elle que 
ette dernièreest une A-pondération �ne. �
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ANNEXE DCara
térisation des surfa
es a�nes normalesd'invariant de Makar-Limanov trivialLa présente annexe reproduit le texte original de l'arti
le [13℄ 
onsa
ré à la
ara
térisation des surfa
es a�nes normales 
omplexes S d'invariant de Makar-Limanov trivial en terme de la stru
ture du diviseur de bord d'un 
omplétion mini-male d'une surfa
e de 
e type. Nous y établissons qu'une surfa
e a�ne normale a uninvariant de Makar-Limanov trivial si et seulement si elle admet une 
omplétion S̄,non singulière le long du bord B = S̄ \S , et telle que B soit un zigzag, 
'est-à-direune 
haîne de 
ourbes rationnelles 
omplètes non singulières.Historiquement, les surfa
es non singulières admettant un 
omplétion de 
e typeapparaissent pour la première dans [20℄, dans lequel elles sont 
ara
térisées 
ommeétant les surfa
es quasi-homogènes, i.e. les surfa
es S dont le groupe d'automor-phismes Aut (S) possède une orbite dense, dont le 
omplémentaire est 
onstituéd'un nombre �ni de points fermés de S. Plus ré
emment, 
es surfa
es 
omplètablespar un zigzag on a
quis un r�le 
entral dans l'étude des surfa
es a�nes S dontl'invariant de Makar-Limanov ML (S) est trivial, Bandman et Makar-Limanov [1℄ayant en e�et montré qu'une surfa
e a�ne 
omplexe non singulière, d'invariantde Makar-Limanov trivial, est quasi-homogène au sens 
i-dessus, don
 
omplètablepar un zigzag. Ré
iproquement, une 
onstru
tion déjà utilisée par Gizatullin [20℄permet de 
on
lure qu'une surfa
e non singulière 
omplètable par un zigzag a uninvariant de Makar-Limanov trivial.L'arti
le reproduit i
i donne un preuve 
omplète et indépendante des deux
ara
térisations ré
iproque 
i-dessus, en les généralisant au 
as des surfa
es a�ne
omplexes normales. Bien que dans sa version originale le résulat ne 
on
erne que 
etype de surfa
es, il est aisé de se 
onvain
re que les même arguments 
onduisent aumême résulat pour des surfa
es a�nes normales dé�nies sur un 
orps algébriquement
los de 
ara
térisque nulle, à savoir la 
ara
térisation suivante, dont nous faisonsusage dans 
ette thèse.Théorème D.0.6. Une surfa
e a�ne normale S/k, dé�nie sur un 
orps algé-briquement 
los k = k̄ de 
ara
téristique nulle et non isomorphe à (A1
k

)
∗
× A1

k, où(
A1
k

)
∗

= Spe
 (k [x, x−1
]), a un invariant de Makar-Limanov trivial si et seulementsi S admet une 
omplétion par une surfa
e proje
tive S̄, non singulière le long dudiviseur B = S̄ \S, et telle B soit un zigzag, i.e. une 
haîne de 
ourbes rationnellesnon singulières. Si 
ela est le 
as, alors, pour toute 
omplétion minimale S̄′ de S,

B′ = S̄′ \ S est aussi un zigzag.Completions of normal a�ne surfa
es with a trivialMakar-Limanov invariantWe study normal a�ne surfa
es with non-trivial algebrai
 C+-a
tions in termof their 
ompletions. As a generalization of a result of Gizatullin [20℄ and Bertin[2℄, we prove that a normal a�ne surfa
e has a trivial Makar-Limanov invariant ifand only if it is 
ompletable by a zigzag.203



Introdu
tionFor a 
onne
ted normal a�ne surfa
e V = Spec (A) over C, the Makar-Limanovinvariant of V [31℄ is the subalgebraML (V ) ⊂ A of all regular fun
tions invariantunder every algebrai
 C+-a
tions on V . Constant fun
tions are 
ertainly 
ontainedin ML (V ), and we say that the Makar-Limanov invariant of V is trivial (or that
V is an ML-surfa
e) if ML (V ) = C. In [1℄, Bandman and Makar-Limanov havere-dis
overed a link between nonsingularML-surfa
es and geometri
ally quasihomo-geneous surfa
es studied by Gizatullin in [20℄, that is surfa
es whose automorphismgroup has a Zariski open orbit with a �nite 
omplement. More pre
isely, theyhave established that, on a nonsingular ML-surfa
e V , there exist at least twonon-trivial algebrai
 C+-a
tions whi
h generate a subgroup H of the automorphismgroup Aut (V ) of V su
h that the orbit H.v of a general 
losed point v ∈ V has �nite
omplement. By Gizatullin [20℄ su
h a surfa
e is rational and either isomorphi
 to
C∗ × C∗or 
an be obtained from a nonsingular proje
tive surfa
e V̄ by deleting anample divisor of a spe
ial form, 
alled a zigzag. This is just a linear 
hain of non-singular rational 
urves. Thus the following theorem, whose original proof is due toBertin, holds:Théorème. ([1, 2, 20℄) A nonsingular a�ne surfa
e V non isomorphi
 to
C∗ ×A1 has a trivial Makar-Limanov invariant if and only if it is 
ompletable by azigzag.More generally, in this paper we prove the following theorem:Théorème. A normal a�ne surfa
e V non isomorphi
 to C∗×A1 has a trivialMakar-Limanov invariant if and only if it is 
ompletable by a zigzag.We are grateful to the referee for pointing us out that this theorem is alsoproved in a re
ent preprint, namely [10℄, but under the additional assumption that
V is rational. However the fa
t that the existen
e of a 
ompletion of V by a zigzagimplies that V is rational is proved in [20℄, at least under the assumption that V isnonsingular. Sin
e this last assumption is not needed for this point it follows that,at the time we write this �nal version, the general 
ase 
an be more or less dedu
edby gathering the ne
essary results from the previously mentioned papers. However,in order to set up a good framework for a more detailed study of ML-surfa
es, wegive hereafter a self-
ontained and straightforward proof of the theorem.D.1. Rulings and 
ompletions of normal surfa
esWe use the following terminology :

• A surfa
e is a 
onne
ted, redu
ed, normal C-s
heme of �nite type and ofdimension 2.
• The interse
tion number of two divisors D1 and D2 on a surfa
e V regularat the points of D1 ∩D2 is denoted by (D1 ·D2). The self-interse
tion number of adivisor D ⊂ Vreg is denoted by (D2

)
= (D ·D).

• For a morphism f : W → V between normal varieties and for a divisor D on
V we denote by q−1 (D) the set-theoreti
 preimage of D, whereas q∗ (D) denotesits preimage 
onsidered as a 
y
le.

• An A1-�bration (a P1-�bration) on a surfa
e V is a surje
tive morphism
ρ : V → Z on a nonsingular 
urve Z with general �bers isomorphi
 to the a�neline A1 (to the proje
tive line P1, respe
tively). The �bers of ρ whi
h either are notisomorphi
 to A1 (respe
tively P1) or are not redu
ed are 
alled degenerate.

• An SNC-divisorD on a surfa
e is a divisor with normal 
rossing singularitieswhose irredu
ible 
omponents are nonsingular.
• For a normal a�ne surfa
e V we 
all a 
ompletion of V an open embedding

i : V →֒ V̄ of V into a normal proje
tive surfa
e V̄ , nonsingular along B = V̄ \ i (V )204



and su
h that B is an SNC-divisor. We say that the 
ompletion is minimal if B
ontains no (−1)-
urve whi
h meets at most two other 
omponents transversally ina single point.
• For an isolated singularity (V, P ) of a normal surfa
e, a minimal embeddedresolution of p is a birational morphism π : W → V su
h that W is nonsingular,

W \π−1 (P ) ≃ V \{P} and π−1 (P ) is an SNC-divisor whi
h 
ontains no (−1)-
urvemeeting at most two other 
omponents transversally in a single point.Définition D.1.1. A zigzag B on a normal proje
tive surfa
e V̄ is a 
onne
ted
SNC-divisor with nonsingular rational 
urves as irredu
ible 
omponents and whosedual graph is a linear 
hain. If Supp (B) =

⋃n
i=1 Bi, the irredu
ible 
omponents Bi,

1 ≤ i ≤ n, of B 
an be ordered in su
h a way that
(Bi ·Bj) =

{
1 if |i− j| = 1
0 if |i− j| > 1

.A zigzag with su
h an ordering on the set of its 
omponents is 
alled oriented andthe sequen
e ((B2
1

)
, . . . ,

(
B2
n

)) is 
alled the type of B. For an oriented zigzag B,the 
omponents B1 and Bn are 
alled the boundaries of B. Given an irredu
ible
omponent Bi0 of B we denote by B±
i0

the 
omponent Bi0±1 provided it does exist.A zigzag B is 
alled minimal if it 
ontains no (−1)-
urve.Let C ⊂ V̄ be an SNC-divisor. A zigzag B of C is a zigzag with support
ontained in C and su
h that no irredu
ible 
omponent of B 
orresponds to arami�
ation vertex of the dual graph of C. A zigzag B whi
h is maximal for thein
lusion of supports is 
alled maximal. If C itself is not a zigzag, then we 
alla maximal zigzag B of C simple if only one boundary of B meets a rami�
ationvertex of the dual graph of C. We 
all it double if this happens for both boundariesof B.We say that a normal a�ne surfa
e V is 
ompletable by a zigzag if there existsa 
ompletion V̄ of V su
h that B := V̄ \ V is a zigzag.D.1.1. Properties of P1-�brations on normal proje
tive surfa
es. Were
all some properties of P1-�brations on a normal proje
tive surfa
e. The followinglemma is well known for a nonsingular surfa
e V̄ (see [36, Lemma 1.4.1, p.195℄).Lemme D.1.2. Let q̄ : V̄ → Z̄ be a P1-�bration. If F :=
∑p

1=1 niCi is a �berof q̄ with irredu
ible 
omponents Ci then the following hold.(1) The morphism q̄ admits a se
tion S ⊂ V̄ .(2) If F is irredu
ible and P = F ∩ S is a regular point of V̄ then F is non-degenerate.Now assume that F is degenerate, then :(3) The support of F is 
onne
ted.(4) If a singular point P of V̄ is 
ontained in a unique 
urve Ci then it is a
y
li
 quotient singularity. In this 
ase the proper transform of Ci in aminimal embedded resolution π : W̄ → V̄ of P meets a terminal 
omponentof π−1 (P ).(5) If Ci does not 
ontain any singular point of V̄ then it is nonsingular (Ci ≃
P1) and (C2

i

)
< 0.(6) If Ci and Cj , i 6= j, are nonsingular and do not 
ontain any singular pointof V̄ then (Ci · Cj) = 0 or 1.(7) For any three distin
t indi
es i, j and l, either Ci ∩ Cj ∩ Cl = ∅ or Ci ∩

Cj ∩ Cl is a singular point P of V̄ .(8) If F is 
ontained in V̄ \ Sing
(
V̄
) then at least one of the Ci, say C1, is a

(−1)-
urve. If τ : V̄ → V̄1 denotes the 
ontra
tion of C1 then q̄ fa
tors as
q̄ : V̄

τ→ V̄1
q̄1→ Z̄,205



where q̄1 : V̄1 → Z̄ is a P1-�bration. Hen
e all but one irredu
ible 
ompo-nent of F 
an be 
ontra
ted su

esively to obtain a non-degenerate �ber.Therefore F is an SNC-divisor whose dual graph Γ (F ) is a tree.(9) If F is 
ontained in V̄ \ Sing
(
V̄
) and if one of the ni, say n1, is equal to

1, then there exists a (−1)-
urve among the Ci, 2 ≤ i ≤ p.Proof. We let φ : W̄ → V̄ be a minimal embedded resolution of singularities.We denote by q̃ the P1-�bration on W̄ lifting q̄ and by S̃ a se
tion of q̃. Then
S := φ

(
S̃
) is a se
tion of q̄, and so (1) follows. In the nonsingular 
ase, (2) is a
onsequen
e of the existen
e of a se
tion of q̄ and (3) − (9) follow from the genusformula.In the normal 
ase, (3) and (5) − (9) follow at on
e from the nonsingular 
aseand (4) 
an be proved in the same way as Lemma 1.4.4 in [36, p.196℄. To show (2)we let F = q̄−1 (z0), z0 ∈ Z, be an irredu
ible �ber of q̄. Its total transform φ−1 (F )is the �ber F̃ = q̃−1 (z0) of q̃. If P ∈ F is a singular point of V̄ then φ−1 (P ) ⊂ W̄
ontains no (−1)-
urve whi
h meets at most two other 
omponents transversally ina single point. Then assertions (7) and (8) on W̄ imply that φ−1 (P ) 
ontains no

(−1)-
urve at all. It follows from (8) that the proper transform F ′ of F is the unique
(−1)-
urve in F̃ . Thus F has to be a non-redu
ed �ber of q̄ for otherwise F ′ hasmultipli
ity one in F̃ whi
h 
ontradi
ts (9). Provided that P0 = S ∩ F is a regularpoint of V̄ , F does not 
ontain any singular point of V̄ and so is non-degenerate,whi
h proves (2). �Remarque D.1.3. Note that by (7) and (8), a (−1)-
urve E 
ontained in adegenerate �ber F ⊂ V̄reg of q̄ 
annot be a rami�
ation vertex of the dual graph of
F ∪ S.We introdu
e the following :Définition D.1.4. Let F ⊂ V̄reg be a degenerate �ber of a P1-�bration q̄ :
V̄ → Z̄ over a nonsingular proje
tive 
urve Z̄ and S be a se
tion of q̄. A maximalzigzag D of F (see D.1.1) is 
alled terminal if either D = F or D is a maximalsimple zigzag of F whi
h does meet S.In the following lemma we pre
ise the position of (−1)-
urves in a degenerate�ber of a P1-�bration.Lemme D.1.5. Let q̄ : V̄ → Z̄ be a P1-�bration on a normal proje
tive surfa
e
V̄ over a nonsingular proje
tive 
urve Z̄. Let S be a se
tion of q̄ and let F ⊂ V̄regbe a degenerate �ber of q̄. If F ∪S is not a zigzag then the following assertions hold.1) At least one (−1)-
urve E in F is 
ontained in a maximal terminal zigzagof F .2) If all su
h (−1)-
urve are 
ontained in the same maximal terminal zigzag Dof F then every rami�
ation vertex of the dual graph Γ (F ∪ S) of F ∪ S belongs tothe shortest path in Γ (F ∪ S) whi
h joins D and S.Proof. Given a (−1)-
urve E in F we let τE : V̄ → V̄1 be the 
ontra
tion of
E and we 
onsider the fa
torization

q̄ : V̄
τE→ V̄1

q̄1→ Z̄,where q̄1 : V̄1 → Z̄ is a P1-�bration with a degenerate �ber F1 := τE (F ) ⊂
(
V̄1

)
regand a se
tion S1 = τE (S). By our assumption the graph Γ (F ∪ S) has a rami�
a-tion vertex so that F ∪ S has at least 4 irredu
ible 
omponents. By D.1.3, E is a
omponent of a maximal zigzag D of F .We 
onsider �rst the 
ase that F ∪S = E1 ∪E2 ∪ES ∪S has 4 irredu
ible 
om-ponents, where ES meets S . It is easily seen that ES 
orresponds to a rami�
ationvertex of Γ (F ∪ S). Then E1 and E2 are both maximal terminal zigzags of F and206



at least one of them is a (−1)-
urve, whi
h proves the �rst assertion in this 
ase.The se
ond assertion follows then at on
e sin
e ES is a unique rami�
ation vertexof Γ (F ∪ S).To show (1) we may assume that F is not a zigzag for otherwise our statementis evidently true. We also suppose that F ∪ S has n > 4 irredu
ible 
omponents,and we assume on the 
ontrary that every (−1)-
urve E in F is 
ontained either ina maximal simple zigzag of F whi
h meets S or in a maximal double zigzag of F .We denote this maximal zigzag by D = D (E). By our assumption the 
ontra
tion
τE of E gives a one-to-one 
orrespondan
e between the maximal simple zigzags of
F ∪ S and the maximal simple zigzags of F1 ∪ S1. Moreover none of the maximalterminal zigzags of F is a�e
ted by this 
ontra
tion. Sin
e F1 has one less irredu
ible
omponents that F we 
an 
on
lude by indu
tion that there is a (−1)-
urve E1 in
F1 whi
h belongs to a maximal terminal zigzag of F1. Then τ−1

E (E1) is a (−1)-
urve
ontained in a maximal terminal zigzag of F , a 
ontradi
tion. Thus assertion (1) isproved.To prove (2) we may suppose that F is not a zigzag and that F ∪ S has n > 4irredu
ible 
omponents. We let E be a (−1)-
urve in D. If D 6= E then the
ontra
tion τE of E yields a bije
tion between maximal terminal zigzags of F1 andthose of F . Sin
e D is the only maximal terminal zigzag of F a�e
ted by the
ontra
tion of E it follows from (1) that τE (D) 
ontains a (−1)-
urve. In fa
t it
ontains all (−1)-
urves as in (1), and so we are done by indu
tion.In 
ase D = E we let H be a rami�
ation vertex of Γ (F ∪ S) su
h that Eis a bran
h of Γ (F ∪ S) at H . Then H has valen
y 3 for otherwise τE (H) is arami�
ation vertex of Γ (F1 ∪ S1) and hen
e none of the maximal terminal zigzagsof F1 
ontains a (−1)-
urve whi
h 
ontradi
ts (1). Thus if F1 ∪ S1 is a zigzag thenwe are done. If F1 ∪ S1 is not a zigzag then τE (H) is 
ontained in a maximalzigzag D1 of F1. If either D1 meets S1 or D1 is double then τE provides a bije
tive
orrespondan
e between the maximal terminal zigzags of F di�erent from E andthose of F1. Sin
e these maximal zigzags of F were not a�e
ted by the 
ontra
tionof E it follows that none of the maximal terminal zigzags of F1 
ontains a (−1)-
urve whi
h again 
ontradi
ts (1). Therefore D1 is a maximal terminal zigzag of F1and it 
ontains a (−1)-
urve E1 by (1). Our indu
tion hypothesis then implies thatevery rami�
ation vertex of Γ (F1 ∪ S1) belongs to the shortest path from E1 to S1in Γ (F1 ∪ S1). As H is the only rami�
ation vertex of Γ (F ∪ S) whi
h is eliminatedby the 
ontra
tion of E, we 
on
lude that every su
h rami�
ation vertex belongs tothe shortest path from E to S in Γ (F ∪ S). This proves the se
ond assertion. �D.1.2. Properties of A1-�brations on normal a�ne surfa
es. Given anormal a�ne surfa
e V together with an A1-�bration q : V → Z over a nonsingulara�ne 
urve Z, we let V̄ be a minimal 
ompletion of V . Sin
e V is a�ne thedivisor B := V̄ \ V is 
onne
ted. The A1-�bration q on V indu
es a rational map
q̄ : V̄ 99K Z̄, where Z̄ denotes a nonsingular proje
tive model of Z. The 
losuresof the �bers of q in V̄ de�ne a pen
il of nonsingular rational 
urves with at mostone base point on B. If ne
essary, this base point and all in�nitely near ones 
anbe eliminated by a su

ession of blow-ups with 
enters outside of V . Thus we maysuppose that q̄ is a well-de�ned P1-�bration on V̄ .D.1.6. In this way we arrive at a 
ompletion V̄ of V with the following properties: (1) V̄ is a normal proje
tive surfa
e, nonsingular along B := V̄ \ V , with a

P1-�bration q̄ : V̄ → Z̄ su
h that the following diagram 
ommutes207



V

q

��

� � // V̄

q̄

��
Z � � // Z̄(2) B is a 
onne
ted SNC-divisor and 
an be written as B = H∪S∪G, where

S is a se
tion of q̄, H =
⋃
Hj , where Hj := q̄−1 (zj) with zj ∈ Z̄ \ Z,andthe 
onne
ted 
omponents of G are trees of nonsingular rational 
urves.(3) We 
an write G =

⋃s
i=Gi, where q̄ (Gi) = zi ∈ Z and where z1, . . . , zs ∈

Z are the points su
h that the �ber q−1 (zi) ⊂ V is degenerate. Thus
q̄−1 (zi) = Gi ∪ q−1 (zi), 1 ≤ i ≤ s, where q−1 (zi) denotes the 
losure of
q−1 (zi) in V̄ .One 
an moreover assume that the boundary divisor B 
ontains no (−1)-
urveex
ept maybe the se
tion S. Sin
e B 
ontains no singular point of V̄ , it follows thatevery Hj is a nonsingular rational 
urve. In the sequel, su
h a 
ompletion will be
alled a good 
ompletion of V with respe
t to q.For degenerate �bers of an A1-�bration on a normal a�ne surfa
e V , thereexists the following des
ription.Lemme D.1.7. (Miyanishi [36, Lemmas 1.4.2 and 1.4.4, p.196℄) If q : V → Z =

A1 is an A1-�bration then the following assertions hold :(1) Every irredu
ible 
omponent C of q−1 (z) is a 
onne
ted 
omponent of
q−1 (z) and is a rational 
urve with only one pla
e at in�nity. Hen
e C isisomorphi
 to A1 provided it is nonsingular.(2) Every su
h 
omponent C 
ontains at most one singular point of V .(3) The surfa
e V has at most 
y
li
 quotient singularities.(4) IfC 
ontains a singular point P of V and if π : W → V is a minimalembedded resolution of P then the 
losure C̄′ in W of the proper transform
C′ of C meets a terminal 
omponent of π−1 (P ).D.2. Completions of ML-surfa
esThis se
tion is devoted to the proof of the following theorem :Théorème D.2.1. A normal a�ne surfa
e V has a trivial Makar-Limanovinvariant if and only if it is 
ompletable by a zigzag.To reformulate our statement we need the following lemma.Lemme D.2.2. If V is a normal a�ne surfa
e then the following assertions areequivalent :(1) There exists an A1-�bration q : V → Z over a nonsingular a�ne 
urve Z.(2) The surfa
e V 
ontains a prin
ipal Zariski open subset U whi
h is a 
ylin-der : U ≃ C × A1.(3) There exists a non-trivial algebrai
 C+-a
tion on V .As a 
onsequen
e we obtain :Corollaire D.2.3. For a normal a�ne surfa
e V the following assertions areequivalent :(1) The Makar-Limanov invariant of V is trivial.(2) There exists at least two nontrivial algebrai
 C+-a
tions on V su
h thattheir general orbits do not 
oin
ide.(3) There exists at least two A1-�brations q1 : V → Z1 and q2 : V → Z2 overnonsingular a�ne 
urves Z1 and Z2, su
h that the general �bers of q1 and
q2 do not 
oin
ide. 208



Thus, Theorem D.2.1 
an be equivalently formulated as follows.Théorème D.2.4. A normal a�ne surfa
e is 
ompletable by a zigzag if andonly if it admits two A1-�brations whose general �bers do not 
oin
ide.D.2.1. Normal a�ne surfa
es 
ompletable by a zigzag.This se
tion is 
losely related to the work of Danilov and Gizatullin [20℄ and[21℄, where the 
ase of nonsingular surfa
es 
ompletable by a zigzag was treated. Letus mention �rst some usefull te
hni
al results about zigzags on normal proje
tivesurfa
es. The following 
onstru
tion will be frequently used in the sequel.Définition D.2.5. Let V̄ be a normal proje
tive surfa
e, and let C and Dbe two irredu
ible nonsingular 
urves on V̄ whi
h interse
t transversally at a singlenonsingular point of V̄ . By the iterative modi�
ation of V̄ with 
enter (C,D), lenght
r ∈ N∗ and divisors E1, . . . Er, we mean the birational morphism σ : W̄ → V̄ , where
W̄ is a normal proje
tive surfa
e, obtained by the following blow-up pro
edure :

◦ Step 1 is the blow-up σ1 : W̄1 → V̄ of the interse
tion point of C and Dwith ex
eptional 
urve E1 ⊂ W̄1.
◦ Step k for 2 ≤ k ≤ r is the blow-up σk : W̄k → W̄k−1 of the interse
tionpoint of Ek−1 and the proper transform of D in W̄k−1, with ex
eptional
urve Ek ⊂ W̄k.We let σ := σr ◦ · · · ◦ σ1 : W̄ := W̄r → V̄ . If C′ ⊂ W̄ (D′ ⊂ W̄ ) denotesthe proper transform of C ⊂ V̄ (of D ⊂ V̄ respe
tively) then (C′2

)
=
(
C2
)
− 1,(

D′2
)

=
(
D2
)
− r, (E2

r

)
= −1 and (E2

i

)
= −2, 1 ≤ i ≤ r − 1. For the dual graphof the total transform of C ∪D in W̄ we use the following notation :

•
D

•
Er

r-1 •
CIn D.2.6-D.2.9 below we establish some usefull properties of a�ne surfa
es 
om-pletable by a zigzag.Lemme D.2.6. Let V̄ be a normal proje
tive surfa
e and B ⊂ V̄ be a zigzagsu
h that V̄ is nonsingular along B and V := V̄ \ B is a�ne. If B is irredu
iblethen (B2

)
> 0. If B is redu
ible then it 
ontains an irredu
ible 
omponent C with(

C2
)
≥ −1.Proof. Sin
e V = V̄ \B is a�ne, by a theorem of Goodman [23℄ there existsan ample divisor D on V̄ su
h that Supp (D) = B. Thus the �rst assertion follows.Let further B be redu
ible : B = ∪ni=1Ci with Ci irredu
ible, n ≥ 2, and let

D =
∑n
i=1miCi with mi > 0 for all 1 ≤ i ≤ n. Sin
e B is a zigzag we have(

Ci ·
∑
j 6=i Cj

)
≤ 2. From

(D · B) =

n∑

i=1

mi (Ci ·B) =

n∑

i=1

mi


(C2

i

)
+


Ci ·

∑

j 6=i

Cj




 > 0we 
on
lude that there exists i0 with (C2

i0

)
> −

(
Ci0 ·

∑
j 6=i0

Cj

)
≥ −2, when
e

(
C2
i0

)
≥ −1. �Lemme D.2.7. Given a normal a�ne surfa
e V 
ompletable by a zigzag, thereexists a minimal 
ompletion V̄ of V by an oriented zigzag B su
h that its leftboundary C1 has non-negative self-interse
tion.209



Proof. If B is irredu
ible then the assertion follows from lemma D.2.6. Thuswe may assume that B = ∪ni=1Ci with n ≥ 2. By lemma D.2.6, (C2
i0

)
≥ −1 forsome i0, 1 ≤ i0 ≤ n. In fa
t (C2

i0

)
≥ 0 as B is minimal. If i0 = 1 or i0 = n then, upto reversing the ordering, we are done. If not, we let i0 be the minimal indi
e su
hthat (C2

i

)
≥ 0, and we denote C (B) := Ci0 and d (B) = d (C1, C (B)) = i0 − 1.Thus (C2

i

)
≤ −2 for every 
omponent Ci to the left of C (B).Sin
e C (B) is not a boundary of B, the su

essor C (B)+ of C (B) exists,and so we 
an perform the iterative modi�
ation σ : W̄ → V̄ of V̄ with 
enter(

C (B) , C (B)
+
), length c + 1 and divisors E1, . . . , Ec, Ec+1 with c :=

(
C (B)

2
).Then we get that (C (B)

′2
)

=
(
E2
c+1

)
= −1. If τ : W̄ → W̄1 is the 
ontra
tionof C (B)′ then (τ (C (B)′−

)2
)

=

((
C (B)−

)2
)

+ 1 and (τ (Ec+1)
2
)

= 0. Byiterating this pro
edure, we obtain that ((C (B)
−
)2
)

= −1 and (C (B)
2
)

= 0 .Contra
ting C (B)
− and all (−1)-
urves that arise su

essively to the left of C (B)we arrive at a new 
ompletion V̄1 of V by a zigzag B1 with d (B1) < d (B). Sin
eunder this pro
edure, no (−1)-
urve has been 
reated on the right of C (B1), itfollows that V̄1 is a minimal 
ompletion of V . Now the proof 
an be 
ompleted byindu
tion. �Corollaire D.2.8. A normal a�ne surfa
e 
ompletable by a zigzag is rational.Proof. It is enough to show that there exists a 
ompletion W̄ of V and anonsingular rational 
urve C ⊂ W̄reg with (C2

)
> 0. Let V̄ , B and C1 be as inlemma D.2.7. If (C2

1

)
> 0 then we are done. If not then B is redu
ible as it is thesupport of an ample divisor. By our assumptions (C2

1

)
= 0 and (C2

2

)
≤ 0. Afterblowing-up with 
enter in C1\C2, the proper transform of C1 be
omes a (−1)-
urve,and we 
ontra
t it, obtaining a 
ompletion of V with (C2

2

) in
reased by one. Byiterating this pro
edure we get a 
ompletion W̄ of V and a nonsingular rational
urve C ⊂ W̄reg with (C2
)
> 0. �Lemme D.2.9. If V is a normal a�ne surfa
e 
ompletable by a zigzag then thefollowing assertions hold.(1) If V is 
ompletable by a zigzag of type (0, 0) then V ≃ A2.(2) If V is 
ompletable by a zigzag of type (0, 0, 0) then V ≃ C∗ × A1.(3) If V 6≃ C2 and V 6≃ C∗ × C then there exists a 
ompletion V̄ of V by anoriented zigzag of type (0, 0, k1, . . . km), where ki ≤ −2, 1 ≤ i ≤ m.Proof. We let W̄ be a minimal 
ompletion of V by an oriented zigzag B =

∪ni=1Ci su
h that its left boundary C1 is a 
urve with non-negative self-interse
tion.(1) If B = C1 then c :=
(
B2
)
> 0 be
ause B is the support of an ample divisor.Let D ⊂ W̄ be a nonsingular 
urve germ meeting C1 transversally in a single point,and 
onsider the iterative modi�
ation σ : W̄1 → W̄ of W̄ with 
enter (D,C1),length c and divisors E1, . . . Ec (see D.2.5). Then the total transform B1 of B is azigzag whose left boundary is the proper transform C′

1of C1. Moreover (C′2
1

)
= 0,(

E2
c

)
= −1 and (E2

i

)
= −2, 1 ≤ i ≤ c−1. Thus B is now repla
ed by a zigzag withthe following dual graph:

•
C′

10 •
Ec-1 •

Ec−1-2 •
E1-2210



Let π : W̄2 → W̄1 be the blow-up of a point v ∈ C′
1 \Ec with ex
eptional 
omponent

E ⊂ W̄2. Then the proper transform of C′
1 in W̄2 is a (−1)-
urve that 
an be
ontra
ted to obtain a 
ompletion V̄ of V by a zigzag of type (0, 0,−2, . . . ,−2).(2) If B 6= C1 and c =

(
C2

1

)
> 0 then by applying the same pro
edure asin (1) we obtain a new minimal 
ompletion W̄1 of V by a redu
ible zigzag su
hthat (C2

1

)
= 0. Performing, if ne
essary, elementary transformations we obtain aminimal 
ompletion by a zigzag with (C2

1

)
=
(
C2

2

)
= 0. We must distinguish thenthe following three 
ases :

◦ B = C1 ∪ C2. Sin
e W̄1 is rational the linear system |C1| de�nes a P1-�bration q̄ : W̄1 → Z̄ = P1 whose restri
tion to V is an A1-�bration
q : V → Z = Z̄ \ {q̄ (C1)} ≃ A1. Thus W̄1 is a good 
ompletion of Vwith respe
t to q. Moreover, every �ber q̄−1 (z), z ∈ Z, 
oin
ides with the
losure of q−1 (z) in V̄ , and, being 
onne
ted, it is irredu
ible. Therefore,by virtue of lemma D.1.2(2), q̄ has no degenerate �ber, and hen
e W̄1 isnonsingular. From (

C2
1

)
=
(
C2

2

)
= 0 we �nally dedu
e W̄1 ≃ P1 × P1 sothat V = W̄1 \ (C1 ∪ C2) is isomorphi
 to A2.

◦ If B = C1 ∪ C2 ∪ C3 and (C2
3

)
= 0 then the linear system |C1| de�nes a

P1-�bration q̄ : W̄1 → Z̄ = P1 whose restri
tion to V is an A1-�bration
q : V → Z = Z̄ \ {q̄ (C1) , q̄ (C3)} ≃ C∗. Thus W̄1 is a good 
ompletion of
V with respe
t to q and we 
an again 
on
lude that q̄ has no degenerate�ber. Hen
e W̄1 is a nonsingular surfa
e isomorphi
 to P1 × P1. Finallywe have V = W̄1 \ (C1 ∪ C2 ∪ C3) ≃ C∗ × A1.

◦ It remains to 
onsider the 
ase B = C1∪C2∪G, where either G = C3 with(
C2

3

)
6= 0 or G = ∪ni=3Ci with n > 3. The linear system |C1| de�nes a P1-�bration q̄ : W̄1 → P1 having C2 as a 
ross-se
tion. Sin
e G is 
onne
tedand does not interse
t C1 it must be 
ontained in a �ber F of q̄. Moreover,

F must be a singular �ber of q̄ for otherwise, we would have F = C3 andhen
e, 0 =
(
F 2
)

=
(
C2

3

)
6= 0, a 
ontradi
tion. In virtue of lemma D.1.2,every Ci with 3 ≤ i ≤ n has negative self-interse
tion. Sin
e the initial
ompletion W̄ has been assumed minimal and sin
e our transformationsdo not a�e
t the 
urves Ci for 3 ≤ i ≤ n, we 
on
lude that (C2

i

)
≤ −2 forall 3 ≤ i ≤ n.

�The next proposition proves one of the two impli
ations of theorem D.2.1.Proposition D.2.10. If V is a normal a�ne surfa
e non-isomorphi
 to C∗×A1and 
ompletable by a zigzag then V has a trivial Makar-Limanov invariant.Proof. If V admits a 
ompletion V̄ by a zigzag of type (0, 0) then, by 
ase (1)of lemma D.2.9, V ≃ C2 whi
h has a trivial Makar-Limanov invariant. Thereforewe may assume from now on that 
ase (3) of lemma D.2.9 holds, that is V has a
ompletion V̄1 by a zigzag B1 of type (0, 0,−k1, . . . ,−kn) with ki ≥ 2, 1 ≤ i ≤ n.As in (D.1.6) we write
B1 = F1,1 ∪ S1 ∪

(
n⋃

i=1

E1,i

)
,where (F 2

1,1

)
=
(
S2

1

)
= 0 and (E2

1,i

)
= −ki, 1 ≤ i ≤ n. The dual graph Γ (B1) isthe following:

•
F1,10 •

S10 •
E1,1

−k1

•
E1,n

−kn 211



The linear system |F1,1| de�nes a P1-�bration q̄1 : V̄1 → P1 with S1 as a 
ross-se
tion so that the restri
tion q1 : V → A1 of q̄1 to V is an A1-�bration. Thus itremains to �nd a se
ond A1-�bration q2 : V → A1 su
h that the general �bers of q1and q2 do not 
oin
ide. To do this we 
onstru
t a 
ompletion W̄ of V together witha birational morphism σ1 : W̄ → V̄1 whi
h will also dominate a good 
ompletion
V̄2 of V with respe
t to this A1-�bration q2. It will be 
onvenient in the sequel todenote the 
omponent F1,1 of B by E2,n.If n = 1 then σ1 : W̄ → V̄1 is the iterative modi�
ation of V̄1 with 
enter (S1, E2,1),length k1 and divisors D1, . . . , Dk1−1, S2. For the total transform B of B1 we obtainthe following symmetri
al dual graph:

•
E2,1-k1 •

S2-1 k1-1 •
S1-1 •

E1,1-k1In 
ase n = 2 we obtain σ1 : W̄ → V̄1 by the following pro
edure :- Step 1 is the iterative modi�
ation π1 : W̄1 → V̄1 with 
enter (S1, E2,2), length
k1 and divisors D1,1, D1,k1−1, E2,1. The dual graph of the total transform of B1 isthe following :

•
E2,2-k1 •

E2,1-1 k1-1 •
S1-1 •

E1,1-k1 •
E1,2-k2- Step 2 is the iterative modi�
ation π2 : W̄2 → W̄1 of W̄1 with 
enter (E+

2,1 = D1,k1−1, E2,1

),length k2−1 and divisorsD2,1, . . . , D2,k2−2, S2 if k2 > 2 or just S2 if k2 = 2.We thenlet W̄ := W̄2 and σ1 = π1 ◦ π2 : W̄ → V̄1. The dual graph of the total transform
B = σ−1

1 (B1) of B1 has the following stru
ture:
•
E2,2-k1 •

E2,1-k2 •
S2-1 k2-2 •

D1,k1−1-3 k1-2 •
S1-1 •

E1,1-k1 •
E1,2-k2We observe that the same dual graph 
an be obtained from a zigzag of type

(0, 0,−k2,−k1) by reversing the ordering and the blow-up pro
edure.In 
ase n ≥ 3, W̄ is obtained from V̄1 by the following pro
edure :-Step 1 is the iterative modi�
ation π1 : W̄1 → V̄1 with 
enter (S1, E2,n), length
k1 and divisors D1,1, . . . , D1,k1−1, E2,1. Then the dual graph of the total transformof B1 is the following one:

•
E2,n-k1 •

E2,n−1-1 k1-1 •
S1-1 •

E1,1-k1 •
E1,n-kn-Stepm, where 2 ≤ m ≤ n−1, is the iterative modi�
ation πm : W̄m → W̄m−1 of

W̄m−1 with 
enter (E+
2,n−m, E2,n−m

), length km−1 and divisorsDm,1, . . . , Dm,km−2, E2,n−m−1if km > 2 or just E2,n−m−1 if km = 2.- Step n is the last step and 
onsists of the iterative modi�
ation πn : W̄n →
W̄n−1 of W̄n−1 with 
enter (E+

2,1, E2,1

), length kn−1 and divisorsDn,1, . . . , Dn,kn−2, S2if kn > 2 or just S2 if kn = 2.Then we let W̄ := W̄n and σ1 := π1 ◦ · · · ◦ πn : W̄ → V̄1. For the total transform
B := σ−1

1 (B1) of B1 we obtain the following dual graph:212



•
E2,n-k1 •

E2,1-kn

•
S2-1 C •

S1-1 •
E1,1-k1 •

E1,n

−knThe dual graph of C looks like:
kn-2 •

Dn−1−r1,kn−r1
−2-r1-3 kn−1−r1

-2 •
D1,k1−1-rp-3 k1-2where rj ≥ 0 (0 ≤ j ≤ p) depend on the number of (−2)-
urves among the E1,i,

1 ≤ i ≤ n. Obviously, V = W̄ \B. We observe as before that the same dual graph
an be obtained from a zigzag of type (0, 0,−kn, . . . ,−k1) by a symmetri
 blow-uppro
edure. Hen
eforth, the sub-zigzag
D := C ∪ S1 ∪

n−1⋃

i=1

E1,iof B 
an be 
ontra
ted to a nonsingular point. We denote this 
ontra
tion by
σ2 : W̄ → V̄2, and we let

B2 = F2,1 ∪ S2 ∪
(

n⋃

i=1

E2,n−i+1

)be the image of B by σ2, where F2,1 := E1,n. Then V = V̄2 \ B2 where B2 is azigzag of type (0, 0,−kn, . . . ,−k1).The linear system |F2,1| de�nes then a P1-�bration q̄2 : V̄2 → P1 whose restri
-tion to V is a se
ond A1-�bration q2 : V → A1. Moreover, sin
e
σ2 (σ∗

1 (F1,1)) = αS2 +

n∑

i=1

βiE2,iwith α > 0 and βi ≥ 0, 1 ≤ i ≤ n, it follows that (F2,1 · σ2 (σ∗
1 (F1,1))) ≥ 1. Thus thegeneral �bers of q1 and q2 do not 
oin
ide, when
e V has a trivial Makar-Limanovinvariant. �Finally we have the following proposition :Proposition D.2.11. Every normal a�ne tori
 surfa
e ex
ept for C∗×C∗ and

C∗×A1 has a trivial Makar-Limanov invariant. Consequently, every 
y
li
 quotientsingularity appears as a singular point of an ML-surfa
e.Proof. Re
all that, given a 2-dimensional latti
e N , an a�ne tori
 surfa
e
orresponds to a stri
tly 
onvex rational polyhedral 
one in NR = N ⊗Z R. If V is anormal a�ne tori
 surfa
e non-isomorphi
 to C∗ × C∗ or C∗ × C, then there existsa basis of N su
h that V is given by the 
one σ12 = 〈e1, e2〉 with e1 = (1, 0) and
e2 = (n, q) where n and q are 
oprime integers.

nq
e1

e2
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In order to 
onstru
t a 
ompletion of V we need to in
lude σ12 into a 
omplete fan
∆ in NR. This 
an be done e.g. in the following way.

σ12

σ23

σ34

σ45 σ51

∆

σ12σ34

σ45 σ51

∆̃We let σij = 〈ei, ej〉 with e3 = (0, 1), e4 = (−1, 0) and e5 = (0,−1).The onlypossibly singular 
ones (i.e. 
ones whose generators do not form a basis of N) in ∆are σ12 and σ23. We 
an subdivide the 
one σ23 if ne
essary to obtain a new fan ∆̃su
h that σ12 is the only possibly singular 
one in ∆̃.We denote by ei for 6 ≤ i ≤ rthe new generators introdu
ed in this subdivision pro
edure. Then V̄ := V
(
∆̃
) isa 
ompletion of V := V (σ12). We let Di = V (τi) be the divisor on V̄ 
orrespondingto the 
one τi = 〈ei〉 for 3 ≤ i ≤ r. Then B := V̄ \ V = D3 ∪D4 ∪ · · · ∪ Dr is azigzag, when
e V has a trivial Makar-Limanov invariant by proposition D.2.10. �D.2.2. Completion of a normal a�ne surfa
e with a trivial Makar-Limanov invariant. In this subse
tion we prove that, 
onversely, every ML-surfa
e V is 
ompletable by a zigzag.D.2.12. By 
orollary D.2.3 there exist two A1-�brations q1 : V → Z1 ≃ A1 and

q2 : V → Z2 ≃ A1 whose general �bers do not 
oin
ide. We denote by V̄1 a good
ompletion of V with respe
t to q1, with a boundary divisor B = H ∪ S ∪ G ⊂(
V̄1

)
reg

as in D.1.6. Thus q1 extends to a P1-�bration q̄1 : V̄1 → Z̄1 = P1 so that
H = q̄−1

1 (∞) =: F∞ is a non-degenerate �ber of q̄1 over the point ∞ := Z̄1 \ Z1,and S ≃ P1 is a se
tion.We let q̄2 : V̄1 99K Z̄2 ≃ P1 be the rational map whi
h extends q2 : V → Z2.We let T̄2 be the 
losure in V̄1 of a general �ber T2 of q2. The point T̄2 \T2 belongsto F∞, for otherwise the restri
tion of q1 to a general �ber of q2 would be 
onstantand the general �bers of these two A1-�bration would 
oin
ide, in 
ontrary to ourassumption. As G is disjoint from F∞, the map q̄2 has no base point on G, and so
q̄2|G must be lo
ally 
onstant. Moreover q̄2|S\{P0} = ∞, for otherwise q2 would bebounded when
e 
onstant along a general �ber of q1. Sin
e S ∪ G is 
onne
ted, itfollows that q̄2|(S∪G)\{P0} = ∞.Lemme D.2.13. If q̄2 : V̄1 99K Z̄2 is a morphism then G = ∅, B = F∞ ∪ S is azigzag and V ≃ A2.Proof. If q̄2 : V̄1 → Z̄2 is a morphism then it is a P1-�bration and its general�ber meets F∞ at one point. It follows that F∞ is a se
tion of q̄2 and S ∪ G is
ontained in the �ber q̄−1

2 (∞) ⊂
(
V̄1

)
reg

. Moreover q̄−1
2 (∞) = S ∪G as q̄−1

2 (∞) ⊂
V̄1 \ V . Sin
e V̄1 is a minimal 
ompletion of V it follows that S ∪ G 
ontains no
(−1)-
urve when
e is a non-degenerate �ber of q̄2 (see (5) of D.1.2). Thus (S2

)
= 0,

G = ∅ and q̄−1
2 (∞) = S so that the zigzag B = F∞ ∪S is of type (0, 0) and V ≃ A2by lemma D.2.9. �214



D.2.14. If q̄2 is not a morphism then q̄2 de�nes a linear pen
il with a uniquebase point P ∈ F∞. Suppose that P = P0 := S ∩ F∞. If we blow-up the point P0into an ex
eptional 
omponent E, the proper transform F ′
∞ of F∞ is a (−1)-
urve.By 
ontra
ting F ′

∞, we obtain a new 
ompletion of V in whi
h (S2
) has de
reasedby one. By applying these transformations with 
enter P0 several times, we arriveat the situation that the linear pen
il q̄2 : V̄1 99K Z̄2 ≃ P1 has no base point on theproper transform of S. So we may assume from the very beginning that V̄1 is a good
ompletion of V with respe
t to q1 su
h that q̄2 has a unique base point P ∈ F∞ \S.Note that this new 
ompletion V̄1 of V is not ne
essarily minimal, but anyhow theonly possible (−1)-
urve in the boundary B is a se
tion S of q̄1. Observe also that,as V̄1 is obtained from a given good 
ompletion V̄ of V with respe
t to q̄1 by meansof elementary transformations with 
enters in F∞, V̄1 \ V is a zigzag if and only if

V̄ \ V is.The following proposition proves the se
ond impli
ation of theorem D.2.1.Proposition D.2.15. If V is a ML-surfa
e with an A1-�bration q : V → Z ≃
A1 then, for any good 
ompletion V̄ of V with respe
t to q as in D.1.6, the divisor
B = V̄ \V is a zigzag. Moreover the A1-�bration q has at most one degenerate �ber.Proof. If q̄2 : V̄ → Z̄2 is a morphism then, by lemma D.2.13, B is a zigzagand we are done. We now suppose that q̄2 is not a morphism. Due to D.2.14 we
an also suppose that the unique base point P of the linear pen
il q̄2 belongs to
F∞ \ S. We let π : W̄ → V̄1 be a minimal resolution of the base points of q̄2, andwe denote by q̃2 : W̄ → Z̄2 the P1-�bration whi
h lifts q̄2. The last (−1)-
urvearising from this elimination pro
edure gives rise to a se
tion S2 of q̃2, and it is aunique (−1)-
urve in π−1 (P ). Sin
e q̄2|S∪G = ∞, the proper transform of S ∪ Gin W̄ is 
ontained in the �ber q̃−1

2 (∞). If T̃2 is a general �ber of q̃2 then the point
T̃2 \ T2 belongs to π−1 (P ). It follows that the proper transform of F∞ in W̄ isdisjoint from T̃2 when
e is 
ontained in a �ber of q̃2. Sin
e P ∈ F∞ \ S the propertransform of B = F∞ ∪ S ∪G is 
onne
ted and so is 
ontained in q̃−1

2 (∞) ⊂ W̄reg.As q̃−1
2 (∞) ⊂ W̄ \ V is then degenerate, by (8) of lemma D.1.2 it must 
ontain a

(−1)-
urve. Sin
e no su
h 
urve 
an be 
ontained in G ∪
(
π−1 (P ) ∩ q̃−1

2 (∞)
) itfollows that the proper transform of S or F∞ is a (−1)-
urve. Sin
e these two 
urvesmeet and are 
ontained in a maximal simple zigzag of q̃−1

2 (∞) whi
h interse
ts these
tion S2, we dedu
e from lemma D.1.5 that q̃−1
2 (∞) ∪ S2 is a zigzag. Therefore

G is 
onne
ted and is a zigzag, when
e q has a unique degenerate �ber. It followsthat B = F∞ ∪ S ∪G is a zigzag. �More generally we have the following theorem.Théorème D.2.16. If V is anML-surfa
e then the boundary divisor C := V̄ \Vof any minimal 
ompletion V̄ of V is a zigzag.The proof is done in D.2.17-D.2.20 below. Remind that V̄ is a minimal 
om-pletion of V i� C is an SNC-divisor 
ontaining no (−1)-
urve whi
h meets at mosttwo other irredu
ible 
omponents transversally in a single point (see D.1.1). Sin
e
V is a�ne C is 
onne
ted. The A1-�bration q1 : V → A1 extends to a rational map
q̄1 : V̄ 99K P1 with at most one base point P on C.Lemme D.2.17. If q̄1 : V̄ → P1 is a morphism then C is a zigzag.Proof. Sin
e the 
losure T̄1 of a general �ber T1 of q1 interse
ts C in a singlepoint it follows that there exists a unique irredu
ible 
omponent S of C whi
h is ase
tion of q̄1. If C = S we are done.If S is a terminal 
omponent of C then C \S is 
onne
ted when
e 
ontained ina unique �ber F of q̄1. Moreover sin
e q̄−1

1 (∞) ⊂ C we get that F = F∞ = q̄−1
1 (∞)215



and F∞ = C \ S ⊂ V̄reg. By the minimality of C, it then follows from D.1.3 that
C \ S 
annot 
ontain a (−1)-
urve. Hen
e the �ber F∞ of q̄1 is nondegenerate, andso C = S ∪ F∞ is a zigzag with two 
omponents.If S is not a terminal 
omponent of C we denote by G1, . . . , Gn the 
onne
ted
omponents of C \ S. Then every Gi is 
ontained in a �ber Fi of q̄1, when
e withthe same argument as above Gi 
annot 
ontain a (−1)-
urve. Sin
e one of the Fi,say Fn, is the �ber F∞ = q̄−1

1 (∞) ⊂ V̄reg it follows that Gn = F∞ ≃ P1. Hen
e V̄is a minimal good 
ompletion of V with respe
t to q1 (see D.1.6). Thus a

ordingto proposition D.2.15 n = 2 and C = F∞ ∪ S ∪G1 is a zigzag. �D.2.18. Therefore we may suppose in the sequel that that neither q1 nor q2extends to a morphism on V̄ . We let P ∈ C be the unique base point of therational map q̄1 : V̄ 99K Z̄1, and π : W̄ → V̄ be a minimal resolution of P . Thatis q̄1 lifts to a P1-�bration q̃1 : W̄ → Z̄1 and π−1 (P ) 
ontains a unique (−1)-
urve
S whi
h is a se
tion of q̃1. Sin
e the 
losure T̃1 in W̄ of a general �ber of q1 meets
π−1 (C) in a single point it follows that every 
onne
ted 
omponent of the propertransform C′ of C in W̄ is 
ontained in a �ber of q̃1.Lemme D.2.19. If P belongs to just one irredu
ible 
omponent D of C then Cis a zigzag.Proof. In this 
ase C′ is 
onne
ted when
e 
ontained in the �ber F∞ of q̃1.Thus F∞ ⊂ W̄reg does not 
ontain (−1)-
urves ex
ept maybe for the proper trans-form D′ of D. Indeed, by the minimality of C and of the resolution of P , su
h a
(−1)-
urve in F∞, di�erent from D′, must be a rami�
ation point of C′, whi
h isex
luded by D.1.3. If the �ber F∞ does not 
ontain a (−1)-
urve then it is nonde-generate, so F∞ = D′ with (D′2

)
= 0 and C = D is a zigzag. We now suppose that

C 6= D. Then F∞ is degenerate and D′ is a unique (−1)-
urve in F∞. Therefore Dis a terminal 
omponent of C for otherwiseD′ is a rami�
ation vertex of Γ (F∞ ∪ S),whi
h 
ontradi
ts D.1.3. If C is not a zigzag then F∞∪S is not a zigzag either sin
eit 
ontains C′. To eliminate this possibility we note that if π−1 (P ) is a zigzag then
D′ is 
ontained in a maximal simple zigzag of F∞ whi
h meets S, and otherwise
D′ is 
ontained in a maximal double zigzag of F∞. But both these possibilities areex
luded by lemma D.1.5. Hen
e C is a zigzag. �The following lemma 
ompletes the proof of theorem D.2.16.Lemme D.2.20. In the situation of D.2.18, if P belongs to two irredu
ible 
om-ponents say D1 and D2 of C then C is a zigzag.Proof. In this 
ase the proper transform C′ of C has two 
onne
ted 
ompo-nents C′

1 and C′
2, where D′

i is a terminal 
omponent of C′
i, i = 1, 2. Thereforeeither C′ is entirely 
ontained in the �ber F∞ of q̃1, or there exists another �ber

F1 of q̃1 su
h that say C′
1 ⊂ F1 and C′

2 ⊂ F∞. The latter happens if and only if
D′

1∪π−1 (P )∪D′
2 is a zigzag. Indeed, otherwise at some step k ≥ 2 of the resolutionpro
edure, we must have blown-up a simple point Pk ∈ π−1

k−1 (D1 ∪D2) into an ex-
eptional 
omponent Ek. As Ek is terminal in the dual graph of D′
1 ∪π−1

k (P )∪D′
2we then 
on
lude that π−1

k (C) \ Ek is 
onne
ted. Sin
e all further blow-ups havetheir 
enters over Ek it follows that the proper transform of π−1
k−1 (C) in W̄ 
ontains

C′ and is 
onne
ted. This implies that C′ is entirely 
ontained in a �ber of q̃1.1) We �rst suppose that C′ is 
ontained in the �ber F∞ ⊂ W̄reg of q̃1. For
i = 1, 2 we 
onsider the shortest paths joining D′

i to S in the tree Γ (F∞ ∪ S),and we denote by D0 the vertex where they meet. Sin
e C′ is not 
onne
ted itfollows that D0 is 
ontained in F∞ \ C′ and is a rami�
ation vertex of Γ (F∞ ∪ S).Moreover F∞ is degenerate and the only possible (−1)-
urves in F∞ are D′
1 and

D′
2. So by (1) of lemma D.1.5 at least one of the D′

i, say D′
1 is a (−1)-
urve216




ontained in a maximal terminal zigzag of F∞. Clearly, this zigzag 
ontains also
C′

1. This implies that D1 is not a rami�
ation vertex of Γ (C) for otherwise D′
1 is arami�
ation vertex of Γ (F∞ ∪ S) whi
h 
ontradi
ts D.1.3.If either C′

2 is not a zigzag or D2 is a rami�
ation vertex of Γ (C) then D′
1 is aunique (−1)-
urve 
ontained in a maximal terminal zigzag of F∞ and there existsa rami�
ation vertex H ′ of Γ (F∞ ∪ S) whi
h is not 
ontained in the shortest pathjoining D′

1 to S in Γ (F∞ ∪ S). Indeed in the �rst 
ase C′
2 is not a zigzag when
eit 
ontains su
h a rami�
ation vertex H ′, and in the se
ond 
ase we 
an 
hoose

H ′ = D′
2. This 
ontradi
ts (2) of lemma D.1.5 hen
e, C′

2 is a zigzag and D2 is nota rami�
ation vertex of Γ (C). Thus C = C1 ∪ C2 is a zigzag too.2) We now suppose that C′ is not entirely 
ontained in a �ber of q̃1. Thus
D′

1 ∪ π−1 (P ) ∪ D′
2 is a zigzag. Moreover there exist two 
onne
ted 
omponents,say G1 and G2, of π−1 (C) \ S and two di�erent �bers F1 and F2 = F∞ of q̃1 su
hthat C′

i ⊂ Gi ⊂ Fi for i = 1, 2. Sin
e F∞ ⊂ W̄reg we 
an dedu
e similarly as inlemma D.2.19 that F∞ ∪ S is a zigzag. This implies that C2 is a zigzag and D2is not a rami�
ation vertex of Γ (C). We let τ∞ : W̄ → W̄1 be the 
ontra
tionof F∞ to a nondegenerate �ber of a P1-�bration. That is, τ∞ (F∞) ≃ P1 is anondegenerate �ber F̂∞ = q̂−1
1 (∞) of the resulting P1-�bration q̂1 : W̄1 → Z̄1.Sin
e the 
omponents of F1 are not a�e
ted by this 
ontra
tion it follows that

τ∞ (D′
1) is the only possible (−1)-
urve in τ∞ (G1) ⊂ F̂1 = τ∞ (F1). Moreover as

D′
1 ∪ π−1 (P ) ∪D′

2 is a zigzag, τ∞ (D′
1) is 
ontained in the maximal simple zigzagof τ∞ (G1) whi
h meets the se
tion Ŝ of q̂1.If τ∞ (G1) 
ontains no (−1)-
urve then W̄1 is a good 
ompletion of V withrespe
t to q1, and it follows from proposition D.2.15 that τ∞ (G1 ∪ Ŝ

) is a zigzag.Thus C1 is a zigzag too and D1 is not a rami�
ation vertex of Γ (C).Otherwise τ∞ (D′
1) is a unique (−1)-
urve of τ∞ (G1). Starting with τ∞ (D′

1) we
an su

esively 
ontra
t the (−1)-
urves whi
h arise in τ∞ (G1) to obtain a minimalgood 
ompletion W̄2 of V with respe
t to q1. Hen
e the image of τ∞ (G1 ∪ Ŝ
) in W̄2is a zigzag by proposition D.2.15. Sin
e τ∞ (D′

1) is 
ontained in a maximal simplezigzag of τ∞ (G1) whi
h meets Ŝ it follows that none of the possible rami�
ationverti
es of τ∞ (G1 ∪ Ŝ
) has been eliminated by the above 
ontra
tions. This meansthat τ∞ (G1 ∪ Ŝ

) is also a zigzag. Thus C1 is a zigzags and D1 is not a rami�
ationvertex of Γ (C). Hen
e C = C1 ∪ C2 is a zigzag too. �We 
omplete our dis
ussion by a 
hara
terization of the a�ne plane. We needthe following lemma.Lemme D.2.21. (see also [1℄)Let V be an ML-surfa
e and qi : V → Zi ≃ A1,
i = 1, 2, be two A1-�brations whose general �bers do not 
oin
ide. Then φ12 :=
q1 × q2 : V → A2 is a surje
tive, quasi-�nite morphism.Proof. We let V̄ be a good 
ompletion of V with respe
t to q1 by a zigzag
B = G ∪ S ∪ F∞ as in D.2.12, and we denote by q̄1 : V̄ → Z̄1 ≃ P1 the P1-�bration whi
h extends q1. If the A1-�bration q2 : V → Z2 ≃ A1 extends to a
P1-�bration q̄2 : V̄ → Z̄2 ≃ P1 then V ≃ A2 by lemma D.2.13 and q1 and q2 are
oordinates on V whi
h proves the assertion. So we may assume from now on that
q̄2 : V̄ 99K Z̄2 ≃ P1 is a linear pen
il with a unique base point P ∈ F∞ \ S (seeD.2.14). Therefore q̄2|S∪G = ∞ and T̄2 \T2 = P for the 
losure T̄2 of a general �ber
T2 of q2.To prove that φ12 is quasi-�nite it is su�
ient to show that none of the irre-du
ible 
omponents of a �ber of q2 is 
ontained in a �ber of q1. Suppose on the
ontrary that there exists an irredu
ible 
omponent C of a �ber F1 of q1 whi
h is
ontained in a �ber F2 of q2. If F1 were a nondegenerate �ber of q1 then its 
losure217



F̄1 = C̄ in V̄ would meet S in a single point P1. Sin
e q̄2|C is 
onstant and �niteand q̄2 (C̄ ∩ S
)

= ∞ it follows that P1 would be a base point of q̄2 whi
h is impos-sible. Thus by proposition D.2.15 F1 is a unique degenerate �ber of q1 and hen
e,
C̄ meets G (see D.2.12). Sin
e q2|C is 
onstant and �nite and q̄2 (G ∩ C̄

)
= ∞ itfollows that Q = G ∩ C̄ is a base point of q̄2 whi
h is again impossible. Thus thereis no su
h 
urve C on V and hen
e, φ12 is quasi-�nite.The normalisation of every irredu
ible 
omponent C of a �ber of q2 is isomorphi
to A1 by lemma D.1.7. Hen
e the restri
tion of q1 to C is non
onstant and surje
tive,and so φ : V → A2 is a surje
tion as required. �Corollaire D.2.22. A normal a�ne surfa
e V is isomorphi
 to A2 if andonly if it admits two A1-�brations whose general �bers meet in a single point.Proof. We let qi : V → Zi ≃ A1, i = 1, 2 be two A1-�brations as above. Themorphism φ := q1 × q2 : V → A2 is surje
tive and quasi-�nite by lemma D.2.21.Sin
e the general �bers of q1 and q2 meet in a single point it follows that φ isbirational. By the Zariski Main Theorem there exists a fa
torization

φ : V
φ′

→ X
u→ A2where φ′ is an open immersion and u : X → A2 is �nite and birational when
e anisomorphism. Then φ′ = φ is an isomorphism too as φ is surje
tive. �To 
on
lude we provide a series of examples of nonsingular a�ne surfa
es in A3with easily 
omputable 
ompletions, and we distinguish ML-surfa
es among these.Exemple D.2.23. We 
onsider the hypersurfa
e V := VP,n of A3 = SpecC [x, y, z],with equation xnz = P (y), where P =

∏r
i=1 (y − yi) is a polynomial with r simpleroots. Let us show if that V has a nontrivial Makar-Limanov invariant provided

n, r ≥ 2 (see [33℄ and [34℄ for a purely algebrai
 proof of this result). By theoremD.2.16 it is su�
ient to �nd a minimal 
ompletion V̄ of V su
h that B = V̄ \ V isnot a zigzag. We pro
eed as follows. We 
onsider the birational morphism
V

φ0→ V0 := A2 ⊂ V̄0 := P1 × P1

(x, y, z) 7→ (x, y)and we let S = P1 × {∞} ⊂ V̄0, F∞ = {∞} × P1 ⊂ V̄0 and F0 = {0} × P1 ⊂ V̄0.We denote by Ci ⊂ V the 
urve x = 0, y = yi for 1 ≤ i ≤ r ; these are theirredu
ible 
omponents of the degenerate �ber of the A1-�bration pr1 ◦ φ0 on V. Then φ0 (Ci) = (0, yi) ⊂ F0 is a point. We let Vi = V \
(⋃

j 6=i Ci

)
≃ A2 with
oordinates (x, ui), where ui := x−n (y − yi) =

∏
j 6=i (y − yj)

−1
z. The restri
tionof φ0 to Vi is given by

Vi ≃ A2
φ0|Vi→ A2

(x, ui) 7→ (x, xnui + yi)
.We let π1 : V̄1 → V̄0 be the blow-up of V̄0 in the points φ0 (Ci) with ex
eptional divi-sors E1,i for 1 ≤ i ≤ r. Clearly φ0 : V → V0 lifts to a morphism φ1 : V → V1 ⊂ V̄1 \

(F ′
∞ ∪ S′ ∪ F ′

0). Moreover φ1 (Vi) ⊂ V1,i := V̄1 \
(
F ′
∞ ∪ S′ ∪ F ′

0 ∪
(⋃

j 6=i E1,j

))
≃

A2, and φ1 is given by
Vi ≃ A2

φ1|Vi→ A2

(x, ui) 7→
(
x, xn−1ui + y1,i

)for some y1,i ∈ C. Iterating the 
onstru
tion, after n blow-ups as above we arriveat an open embedding φn : V →֒ V̄ of V in a nonsingular proje
tive surfa
e V̄ . Welet B = V̄ \ V . If C̄i denotes the 
losure of φn (Ci) in V̄ then the dual graph of
B ∪ C̄1 ∪ · · · ∪ C̄r has the following stru
ture:218
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•
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• •
F∞ S F00 0 -r -2-2-2 -1-1-1C̄r

C̄k

C̄1

r times
where ✷ stands for a linear 
hain of (−2)-
urves of length n− 3 (provided n ≥ 3) .Thus V̄ is a minimal 
ompletion of V by an SNC-divisor B, whi
h is a zigzag i�
r = 1. Hen
e by proposition D.2.10 and D.2.15 V has a trivial Makar-Limanovinvariant i� n = 1 or n > 1 and r = 1. The interested reader is referred to [1℄ fora more systemati
 study of these surfa
es and to [2℄ for more expli
it examples ofsurfa
es with C+-a
tions.
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