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Introduction

Danielewski [11] a montré que les hypersurfaces S; et S de A2 = Spec (C [z, y, 2])
définies respectivement par les équations

rz—yly+1)=0 et z*z—y(y+1)=0

constituent un contre-exemple au probléme de simplification de Zariski. Cela signifie
que les cylindres S7 x A<1c et Sy x Aé de bases S; et S5 respectivement sont iso-
morphes mais que S; et S ne le sont pas. Pour montrer que les deux cylindres sont
isomorphes, Danielewski observe que les morphismes 7; : S; — X = Spec (C[z])
induits par les restrictions de la projection pr, : A} — X se factorisent via la droite
affine & deux origines § : X (2) — X. Considérées comme des X (2)-schémas, S; et
S1 possédent chacune une structure de fibré principal homogéne sous le groupe ad-
ditif G, x(2) = Spec (OX(Q) [T]) au sens de [43]. Cela signifie que G, x(2) agit sur
St et Sy, et qu'il existe un recouvrement ouvert U = (Uj), ; de X (2) tel que pour
tout j € J, S; |u; est isomorphe & G, y, agissant sur lui-méme par translations.
Via les projections p; et pa, S1 X x(2) S2 est un fibré principal homogene sous les
groupes additifs G, 5, et G, g, respectivement.

Or, puisque S; et S5 sont affines, ces fibrés sont tous deux triviaux. On a par consé-
quent des isomorphismes S; x Al ~ S X x(2) S2 > Sa X Al.

S’inspirant de cette observation, Fieseler [17] a montré que si S est surface
affine normale complexe munie d’une action du groupe additif C; = G, ¢, de quo-
tient 7 : S — Z = S//C4, ot Z est une courbe affine non singuliére, alors pour
tout point fermé xo de X tel que la fibre schématique 7= (2¢) soit réduite et pos-
séde n > 1 composantes connexes, il existe un voisinage ouvert X C Z de xg tel
que S devienne une fibration localement triviale p : S — X (n) au dessus d’un
schéma en général non séparé X (n), obtenu a partir de X en remplagant z par n
points fermés 1 (n),...,z, (n). Plus précisément, on peut trouver une paire (X, f)
constituée d’un voisinage affine X = Spec (A) de z( et d’un générateur f de l'idéal
maximal m;, C Ox z,, un multi-indice [u] = (u1,...,un) € Z%, et une collec-

tion de fonctions de transition § = {g;; € Af}ij:1 _, satisfaisant les relations de
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cocycle
gji = —friTHg;
gik = Gij + "Gk
n
tels que S soit X-isomorphe au schéma quotient |_| Aki/ ~ obtenu en recollant
i=1
n-copies AL = Spec (A[T;]) de la droite affine relative A% le long des ouverts
A}Q = Spec (Ay [T;]) par l'intermédiaire des isomorphismes de Aj-algébres

Tij :Af[Ti] *)Af[ ] T; ’_’gz]Jrf#l miT, ja 17&]7 ,j=1,...,n
L’action du groupe C. sur S est alors induite par action du groupe additif G, x ()
dont les restrictions tyu; : Ga x, X x, A}, — Ak aux ouverts S |x,= Ak de S sont
les translations tordues définies via les homomorphismes de co-action

ATl - AT, T~ ATl @a AT, T — T + f4T, i=1,...,n

Par exemple, les données correspondant aux surfaces S; et S5 munies des res-
trictions des actions de C; = G, ¢ sur A% définies respectivement par

tx(x,y,2) = (:c,ert:Ei,er (2y + 1)t+zit2) , 1=1,2
ou encore, ce qui revient au méme, par les C [x]-dérivations localement nilpotentes

0; = x’aﬁy +(2y+1) %, sont
{ (X =Spec(Clz]), f =), [u; =(0,0), G = }—w‘l,w‘?
(X =Spec(Clz]), f =), [ul,=1(0,0), ga=

Ainsi, les morphismes quotients m; : S; — X ~ S;//C, se factorisent via les fi-
brations localement triviales p; : S; — X (2), ot X (2) est isomorphe & la droite
affine & deux origines, obtenue en remplacant l'origine zo de X ~ A{ par deux
points fermés x; (2) et x2 (2). On observe alors que S; est un fibré principal ho-
mogene sous G, x(2) dont la restriction au-dessus de chacun des deux ouverts
X;(2) = (X \{wo}) Um;(2) ~ X, j = 1,2, est isomorphe a G, x,2) agissant
sur lui-méme par translations. De la méme maniére,

(X =Spec(k[s]).f=2), [u=(01), et g={-a2a"}.

sont les données correspondant & la surface S3 C A% = Spec (C [z, y, z,u]) définie
par les équations

rz—yy+1) =0, yu—22=0 ,zu—(y+1)z=0,

et munie de la restriction de I'action C; sur A} associée a la C [z]-dérivation trian-
gulaire

8—z2£+z(2 +1)£+(( +1)(2y+ 1)+ )E

7 Oy Y 0z Y 4 %) ou

Dans ce cas, la fibration localement triviale p3 : S3 — X (2) factorisant le morphisme
quotient 73 : S3 — X ~ S3//C; n’admet plus de structure de fibré principal ho-
mogene sous G, x(2)- En effet, action G, x (o) définie ci-dessus a des points fixes
le long de la courbe p3* (25 (2)) puisque pg = 1.

Un des objectifs de cette thése est d’interpréter les analogies et les différences
mises & jours ci-dessus entre les surfaces Sy, Sy et S3, afin de dégager, plus géné-
ralement, un formalisme unifié conduisant & une classification des surfaces affines
obtenues en recollant plusieurs copies du plan affine A% le long du complémen-
taire d’un axe de coordonnées suivant le procédé de construction exposé précédem-
ment. Il apparait trés rapidement qu’une ré-interprétation adéquate des procédés
de construction par recollements du type précédent permet de considérer ces sur-
faces, que nous appelons dans cette thése surfaces de Danielewski, comme un cas
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particulier d’'une classe plus générale de schémas, que nous appelons schémas de
Danielewski-Fieseler, obtenus en recollant plusieurs copies d’un fibré en droites
p: L — X sur un schéma de base X quelconque, le long du complétaire du support
d’un diviseur de Cartier effectif D sur X.

Ainsi, cette thése est consacrée principalement a I’étude des propriétés des sché-
mas de Danielewski-Fieseler, le cas particulier des surfaces ne constituant alors plus
qu'un exemple d’application des méthodes générales que nous développons tout au
long de ce travail.

Philosophie générale. L’idée directrice de 1'étude que nous menons dans
cette thése est la suivante : lorsque l'on s’intéresse uniquement a 1’étude des va-
riétés affines complexes admettant des actions du groupe additif C; = G, ¢, il
est judicieux de considérer le probléme plus général consistant & étudier, étant
donné un schéma de base X quelconque, les actions du schéma en groupes' addi-
tifs G,,x = Spec (Ox [T]) sur des X-schémas 7 : V — X. Cet élargissement du
point de vue est entre autre motivé par le fait que toute action du groupe additif
C, sur une variété affine V = Spec (B) admet un quotient 7 : V. — X = V//C,,
oit X = Spec(A) est simplement le spectre de l'algébre A = B+ des fonctions
invariantes sur V. Dans ces conditions, le groupe additif C; agit alors sur V par
X-automorphismes, ce qui conduit & interpréter cette action comme une action du
schéma en groupes additifs G, x = Spec (A [T]) sur V. Réciproquement, & partir
d’un morphisme p: V — Y, ou Y est cette fois un C-schéma quelconque, et d’une
action non triviale de G4,y = Ga,c Xspec(c) Y sur V, on fabrique une action de C.
sur V dont le quotient 7 : V — X factorise le morphisme p: V — Y.

Une fois que I'on se place dans ce cadre relatif, il est intéressant de considérer
la classe plus générale des schémas 7 : V' — X admettant une action d’un fibré en
droites p : L — X. En effet, un tel fibré est canoniquement muni d’une structure de
X-schéma en groupes, dont la loi correspond simplement & ’addition des sections.
Formellement, les schémas avec action de G, x peuvent étre considérés comme
une version locale sur la base de la classe des schémas avec action de fibrés en
droites L. En effet, tout schéma 7 : V' — X muni d’une action de L devient aprés
un changement de base adéquat, par exemple sur un recouvrement f : ¥ — X
trivialisant L, un schéma 7y : Vy» — Y muni d’une action du groupe additif G,y .
Ainsi, le passage de G, x & un fibré en droites L quelconque ne provoque pas de
changements significatifs, mais présente au final I’avantage de fournir un point de
vue A la fois plus général et unifié.

Meéme si ce simple changement de formalisme apporte un éclairage nouveau sur
certains phénoménes connus, il ne faut pas s’attendre & ce qu'’il suffise & résoudre
les problémes posés par ’étude des actions de groupe additif sur les variétés affines.
Ce formalisme n’en demeure pas moins bien adapté a I’étude d’un grand nombre de
ces problémes, et mériterait par conséquence un traitement plus systématique.

Objets considérés dans cette thése. Dans le cadre de ’étude générale des
schémas avec action d’un fibré en droites, les objets les plus agréables que 1’on
puisse considérer sont les fibrés principaux homogénes sous un fibré de ce type.
Rappelons, de maniére générale, qu'un X-schéma 7 : V' — X muni d’une action
(& droite) d’un X-schéma en groupes G est appelé un G-fibré principal homogene

1Rappe10ns qu’un X-schéma en groupes est un schéma G/X muni de trois X-morphismes
p:GxxG—G,s: G— Gete: X — G satisfaisant formellement aux axiomes de la loi de
composition, de "application inverse et de ’élément neutre d’un groupe.
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localement trivial (on dit aussi que X est un G-torseur Zariski-localement trivial?)
s'il existe un recouvrement ouvert U = (X;),.; de X tel que pour tout i € I, V' |x,
est isomorphe & G |x, agissant sur lui-méme par translation. Pour essentiel, les
objets que nous étudions dans cette thése sont construits & partir de torseur. Plus
précisément, nous considérons des schémas 7 : V' — X, affines et de type finis sur
X, munis d’une action d’un fibré en droites p : L — X, pour lesquels il existe un
X-schéma § : Y — X, une factorisation

4 Y
N
X
et une action d’un fibré en droites ¢ : L' — Y sur V satisfaisant les propriétés
suivantes :
a) p:V — Y est un torseur sous L, localement trivial pour la topologie de
Zariski,
b) I'action induite de 6*L = L xx Y sur V se factorise via un morphisme de
schémas en groupes ¢ : 6*L — L'.
La classe de schémas ainsi définie contient les torseurs sous un fibré en droites
p: L — X, qui correspondent au cas particulier Y = X, L' = L et ¢ = Idy. Un
autre cas intéressant est celui on Y = X et ot ¢ : L — L’ est induit par une section
s € Homx (L', L), L et L' désignant les faisceaux de germes de sections de L et L'
respectivement. Par exemple, toute action du groupe additif C sur A% correspond
a une donnée de ce type. En effet, étant donnée une action p de C,. sur A%, il existe,
d’aprés un résultat de Rentschler [40], des coordonnées z et u sur A% dans lesquelles
o s’identifie & la translation tordue t; définie par tx (z,u) = (z,u +tf (z)) pour un
certain polynome f € C [z]. Posons alors X =Y = Spec (k[z]), L = G4 x et

Vv

q: L' =Spec @(’)X (—nD) | — X,
n>0
ot D = div (f). Dans ces conditions, AZ ~ Al ~ I’ est alors un L’-torseur trivial et
Paction p de C4 s’obtient grace au morphisme ¢ : G, x — L’ induit par la section
canonique sp € I' (X, Ox (D)) ~ Homx (Ox (—D),Ox).
Les surfaces S1, Sz et S3 sont des exemples de la situation dans laquelle Y # X.
En effet, S et S équipées de leurs morphismes quotients ; : S; — X = Spec (C [z])
respectifs correspondent & la factorisation

M S Y =Xx(2) 2 X,
ol § est induit par I'isomorphisme I' (X (2),0x(2)) ~ C|[z], et & la donnée dun
isomorphisme ¢ : 6*G, x — L' = Ga,x(2)- Le cas de S3 munie de la factorisation

WgSg&Y:X(Q)iX

de son morphisme quotient est un rien plus subtil. En effet, p5 : S35 — X (2) est un
torseur sous le fibré en droites

q:L = L, = Spec @ Ox2) (—nz2(2)) | — X (2)

n>0

2Une définition plus générale (cf. SGA 1 XI.4.1) consiste a dire qu’un G-torseur est un G-fibré
7 :V — X localement trivial pour une topologie de Grothendieck fixée, par exemple la topologie
f.p.p.f. Cela signifie que V' devient trivial aprés un changement de base fidélement plat et de
présentation finie. Le recours & cette définition est ici inutile, un argument standard de descente
montrant en effet que les notions de trivialité f.p.p.f et Zariski sont équivalentes lorsque G est un
fibré en droites.
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défini par le Ox (2)-module inversible Ox () (=2 (2)) associé au diviseur de Cartier
—x5(2) € Divt (X (2)). Le morphisme ¢ : 6*G4,x ~ G, x(2) — L' convenant est
alors celui induit par la section canonique s,,2) € I' (X (2),0x(2) (22 (2))). Plus
généralement, les modeéles locaux obtenus par un procédé de recollement ”a la Fie-
seler” se prétent & une interprétation analogue.

Le contexte général étant défini, cette thése s’articule selon trois grandes parties,
complétées par plusieurs annexes spécifiques, dont les grandes lignes sont les sui-
vantes : la premiére partie établit les notations qui seront utilisées ensuite, ainsi que
certains procédés techniques servant de préliminaire aux constructions des parties
suivantes. La seconde partie est consacrée a 1'étude des schémas de Danielewski-
Fieseler dans le contexte le plus général possible. Enfin, la troisiéme et derniére
partie traite le cas particulier des surfaces de Danielewski, et présente, entre autres,
diverses constructions combinatoires équivalentes de ces surfaces. Chacune de ces
parties se décompose & son tour de la maniére suivante :

Premiére partie. Aprés un chapitre rappelant briévement la notion de fibré
vectoriel p : V (£) = Spec (S (£)) — X associé a un Ox-module localement libre
& suivant EGA I1.1.7, le chapitre 2 passe en revue certaines propriétés des fibrés
linéaires affines, que nous définissons ici de la maniére suivante :

DEFINITION. Un fibré linéaire affine attaché a un fibré vectoriel E =V (£) est
la donnée d’un E-torseur p: W — X. Si £ est un Ox-module inversible, on dit que
p: W — X est un fibré en droites affines, ou encore, un torseur en droites.

Les fibrés linéaires affines ne constituant par définition qu'un cas particulier de la
notion générale de torseur sous un schéma en groupes, nous tirons des résultats
généraux concernant ces derniers, les propriétés adaptées a nos besoins, comme par
exemple le résultat suivant :

THEOREME. (cf. [35, Proposition 4.6 p.123]) Le groupe des classes d’isomor-
phisme de torseurs sous un fibré vectoriel E = V (€) associé a un Ox-module
localement libre € est isomorphe au groupe de cohomologie H' (X,EV).

On observe en particulier que lorsque X est affine, le recours aux torseurs sous les
fibrés vectoriels ne présente guére d’intérét, puisque tous ceux-ci sont isomorphes
au torseur trivial, c’est-a-dire & ’espace total du fibré vectoriel correspondant. Cela,
justifie en partie le recours & des bases non séparées comme la droite affine a deux
origines X (2). Par exemple, les surfaces Sy et S sont des torseurs non triviaux
sous G, x () dont les classes d’isomorphismes ¢ (S;) € H' (X (2),0x(2)) sont celles
des 1-cocycles de Cech g; = —a' € C! (L{,OX(Q)), 1=1,2,0uld = (X1(2),X2(2))
désigne le recouvrement canonique de X (2). De méme, Ss est un torseur non trivial
sous Ly, (2), dont la classe d’isomorphisme ¢ (S3) € H' (X (2),0x2) (z2 (2))) est
celle du 1-cocycle —z72 € C (U, Ox(2) (22 (2))).

Nous introduisons aussi la notion de morphisme linéaire affine entre deux tor-
seurs sous un fibré vectoriel, qui constitue au final une simple transposition de la
notion d’application affine entre deux espaces affines attachés a un espace vectoriel.

DEFINITION. Soit p : W — X (resp. p’ : W — X) un V (€)-torseur (resp.
un V (&')-torseur). Un morphisme linéaire affine 8 : W' — W est la donnée d’une
paire (u,0) constituée :

a) d’un morphisme de schémas en groupes u : V(&) — V (€) induit par un
homomorphisme de Ox-modules u : £ — &';

b) d’'un X-morphisme u-équivariant o : W' — W.

Et nous donnons ensuite une caractérisation cohomologique de ’existence de ces
morphismes, sous la forme suivante :
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PROPOSITION. (Proposition 2.3.2 page 32) Pour qu’il existe un morphisme li-
néaire affine 5 : W' — W entre deuz torseurs p : W — X et p/ : W — X
sous des fibrés vectoriels respectifs E = V (£) et E' = V (&), il faut et il suf-
fit qu’il existe un homomorphisme de Ox-modules u : € — &' tel que la classe
d’isomorphisme ¢ (W) € H' (X,EV) de W soit l'image de la classe d’isomorphisme
c(W)eH' (X, (5’)v) par ’homomorphisme de groupes

tuy : HY (X, (5’)V) — H'(X,£Y)
induit par ’homomorphisme de Ox-modules tu : (£)" — £V dual de u.

Par exemple, puisque le diviseur 6*zg = 1 (2) + x2 (2) € Div’ (X (2)), o1 § :
X (2) — X, est principal, on peut considérer le G, x-torseur p; : S — X (2) comme
un torseur sous le fibré en droites Ly, (2)+2,2) = V (Ox(2) (—21 (2) — 22 (2))) dont
la classe d’isomorphisme

[91] = [—.’L'_2] S Hl (X (2) N OX(2) (,CCl (2) + X2 (2))) ~ If1 (X (2) 5 OX(2))
est I'image de la classe d’isomorphisme [—27%] € H' (X (2),0x(9) (#2(2))) du
Ly, (2)-torseur p3 : S3 — X (2) par l'injection

tu : Ox(g) (.’L‘2 (2)) — Ox(g) (.’L‘1 (2) + X9 (2)) .

Le morphisme linéaire affine 5 : S3 — S7 correspondant & ces données s’identifie
alors a la restriction de la projection

Pz,y,z

Ag = Spec (Clz,y, z,u]) — A% = Spec (Clz,y, 2])

]

Sg Sl

De méme, Uinjection ‘u : Ox(2) — Ox(2) (£1(2) + 22 (2)) correspond au morphisme
linéaire affine 3 : So — S; défini par la restriction du X-morphisme

A¢ = Spec (Cz,y,2]) = A% = Spec (C[z,y,2]), (z,y,2)— (z,y,22),

tandis que l'injection ‘u : Ox(2) — Ox(2) (2 (2)) correspond au morphisme linéaire
affine 3 : So — S3 défini par la restriction du X-morphisme

A% =Spec (C[z,y,7]) — A% = Spec (C [z,y, z,u]), (z,9,2) — (z,y, 22, (y + 1) 2).

Le chapitre 3 introduit le concept de quasi-torseur sous un fibré en droites. Il
s’agit essentiellement de mettre en place un formalisme permettant d’interpéter
agréablement la notion d’action d’un fibré en droites L = V (£) sur lui-méme
par une translation tordue t; définie via I’homomorphisme co-action induit par
I’lhomomorphisme de O x-modules

del+fId:L—-S(L)®o,xS(L), [fel(X,0xnNKY%)

généralisant le cas des actions de ce type du groupe additif G, x sur lui-méme
déja rencontrées ci-dessus. Les quasi-torseurs sont & la fois définis et caractérisés
par les résultats suivants (cf. Définition 3.1.2 page 38, Proposition 3.1.6 page 39 et
Proposition 3.3.3 page 41).

DEFINITION. Soit L = V (£) un fibré en droites défini par un Ox-module
inversible £. Un L-quasi-torseur (ou encore, un fibré principal quasi-homogéne sous
L) est un X-schéma p : W — X satisfaisant 'une des propriétés équivalentes
suivantes :

a) il existe un fibré en droites L' = V (£') tel que W soit un L’-torseur, et un
homomorphisme régulier de Ox-modules u : L — L.

b) il existe un diviseur de Cartier effectif D € Div' (X) tel que W soit un
torseur sous le fibré en droites défini par le Ox-module inversible £ ® Ox (—D).
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¢) W est muni d’une action de L pour laquelle il existe un recouvrement ouvert
U = (X;);c; de X et des éléments réguliers f; € I' (X;, Ox) tels que pour tout i € 1,
W |x, est isomorphe & L |x, agissant sur lui-méme par la translation tordue ty,.

Par exemple, la surface S> munie de son morphisme ps (2) : So — X (2) est un
quasi-torseur sous G, x 2y correspondant & la donnée de £ = Ox (2 (—x2 (2)) et de
’homomorphisme u € Homy sy (£',Ox(2)) ~ T (X (2),0x(2) (z2(2))) défini par
la section canonique s,, (o) de diviseur x5 (2). Il n’y a pas unicité des structures de
quasi-torseurs sur un schéma 7 : W — X donné. Par exemple, la surface p; (2) :
S1 — X (2) peut aussi étre équipée d’une structure de torseur sous le fibré en droites
L, (2)422(2)- L’homomorphisme

u € HOmX(g) (OX(Q) (—z1 (2) —22(2)), OX(2)) ~T (X (2), OX(Q) (21 (2) + a2 (2)))

correspondant & la section canonique S, (2)4z,(2) permet alors de munir S; d’une
structure de G, x(2)-quasi-torseur pour laquelle I'action de G, x(2) correspondante
admet des points fixes le long des courbes p; ! (2) (z; (2)) C S1, j = 1,2.

Le chapitre 4 introduit une généralisation naturelle de la notion de modifica-
tion affine de Kaliman et Zaidenberg [32], permettant de transférer une construction
typique de la géométrie affine dans un cadre relatif. Plus précisément, étant donné
un schéma de base X quelconque, nous considérons une classe de X-morphismes
affines birationnels o : X’ — X, obtenus en prenant le complémentaire dans ’écla-
tement & : X’ — X d’un sous schéma fermé Y de X de la transformée propre
d’un diviseur de Cartier effectif D € Div™ (X) dont le support contient le support
de Y. Nous définissons ensuite la notion de modification affine équivariante d’un
quasi-torseur m : W — X sous un fibré en droites L donné. On obtient ainsi une
méthode générale permettant de construire des schémas n’ : W’ — X avec actions
de L, et munis d’'un X-morphisme affine birationnel équivariant o : W’ — W. Par
exemple, le morphisme ¢ : S; — AL = Spec (C [z] [y]) induit par la restriction de la
projection pr, , : A% = Spec (C [z] [y, 2]) — AL s’interpréte en ces termes comme
la modification affine G, x-équivariante du G, x-quasi-torseur A} muni de I’action
par la translation tordue t, définie par ¢t x (z,y) = (z,y + tx).

Dans le chapitre 5, nous passons en revue quelques propriétés générales des
schémas 7 : V' — X affine et de type fini sur X admettant une action d’un fibré
en droite p : L — X. Lorsque X, et par conséquent V', sont définis sur un corps k
de caractéristique nulle, nous mettons & jour une analogie avec la correspondance
bijective qui existe entre les actions du groupe additif G, sur un schéma affine
Spec (B) et les k-dérivations localement nilpotentes d : B — B. Nous montrons en
effet (Proposition 5.1.10 page 53) que sous les conditions ci-dessus, une action du
fibré en droites L = V (£) sur V est uniquement déterminée par la donnée d’une
O x-dérivation

0:B=m.0y - B®o, L
localement nilpotente, au sens que pour toute section locale b de B il existe un entier
n = n (b) tel que la composition

(a®1d®<”*1>) 0 0(@®1d)od: B—B®S" (L)

soit nulle. Le noyau A = Ker (9) de la dérivation 0 s’identifie alors a la sous-Ox-
algébre de B dont les éléments sont les sections locales invariantes de B, et 1’on
obtient ainsi une notion de quotient ¢ : V ~ Spec(B) — V//L = Spec(A) qui
généralise agréablement la situation connue pour le groupe additif.

Enfin, dans le chapitre 6 , qui clot cette premiére partie, nous décrivons un
procédé local permettant de construire des schémas avec actions de G, x & partir de
données combinatoires. De maniére plus précise, un corps k de caractéristique nulle,
une k-algébre intégre A et un élément non nul et non inversible f € A étant fixés,
nous considérons des arbres A [t]-pondeérés g = (T, w), c’est-a-dire des arbres finis
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orientés ', munis d’une fonction de poids w : E (I') — A[t] de ’ensemble des arétes
de I & valeurs dans 'anneau de polynomes A [t], ou ¢ est une variable. A chaque
arbre de ce type, nous associons un sous-schéma fermeé V; C AY = Spec (A[I)
d’un espace affine de base X = Spec (A) dont la dimension dépend uniquement de
Parbre sous-jacent I' de g. Les générateurs de l'idéal I; de V; sont explicitement
définis & partir des mineurs 2 x 2 d’une matrice My déterminée par la fonction
de poids w. Les schémas Vj ainsi obtenus sont canoniquement munis d’une action
du groupe additif G, x induite par la restriction d’'une action sur ’espace affine
ambiant A%, elle-méme définie par une A-dérivation localement nilpotente explicite
de l’algebre de polyndmes A[I']. Lorsque A = C[z] et f = x, les surfaces S1, S2 et
S3 font partie de la classe des schémas construits par ce procédé ; elles correspondent
respectivement aux arbres C [z] [t]-pondérés gi, go et g suivants.

) o—{t—e
t+1 t+1 t+1
O/\t t ogt
~e S~e—t—e ~e—t—e
g1 g3 g2

Seconde partie. Cette partie est consacrée aux schémas de Danielewski-Fieseler
et s’articule selon le plan suivant. Le chapitre 7 constitue une introduction & la
théorie générale de ces schémas. L’observation principale conduisant & la définition
des schémas de Danielewski-Fieseler est une ré-interprétation des procédés de re-
collement ”a la Fieseler”, c’est-a-dire, dans un contexte plus général, la technique
consistant, étant donnée une paire (X = Spec (A4), f € A), ou f € A est un élément
régulier non inversible, un multi-indice [u] = (p1,...,1n) € Z2, et des fonctions
de transition § = {gij € As}, ;_; . & former un X-schéma 7 : W — X en re-
collant plusieurs copies Aﬁg(n) = Spec (A[T;]) de la droite affine de base X par
Iintermédiaire d’isomorphismes de Af-algébre

Tij : Ap [T] = Af [T}], Ty — Gij + [T

Nous expliquons en détail dans ce chapitre comment un schéma 7 : W — X s’in-
terpréte, en introduisant le X-schéma § : X (n) — X obtenu & partir de X en
remplagant le support de D = div (f) par n copies de ce méme support, comme
un torseur sous un fibré en droites p : L, — X (n). Sans entrer dans les détails,
disons que ce fibré en droites L, = V (L£,) est défini par les fonctions de tran-
sition f;; = fri Hi ¢ A;, et que la structure de L,-torseur sur W provient du
fait que la collection des éléments g;; = f~#'g;; € Ay s’identifie & un 1-cocycle de
Cech a valeurs dans £Y pour le recouvrement canonique de X (n) par les ouverts
Xi(n),i=1,...,n. Méme si le passage aux torseurs n’est pas essentiel lorsque ’on
travaille sur des bases affines, ce point de vue comporte plusieurs avantages. Tout
d’abord l'introduction du fibré en droites L,, et du cocycle g = {gij}i,jzl,...,n permet
d’intégrer les fonctions f;; = f#*7#s dans la donnée d’un diagramme commutatif

S(gij,1d)
_—

S (Ln) |x;(m) S (Ln) x5 (m)
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ou X;; (n) =X;(n)NX,(n) ~ X, =X \Supp (D) et ou S(g;5,Id) désigne I’homo-
morphisme de Ox,-algébres induit par ’homomorphisme de Ox, -modules

gi; ®Ids : Ly |x.— Ox, ® Ly, |x.— S(L)

On obtient ainsi une théorie unifiée des recollements ci-dessus. D’autre part, ce
point de vue donne accés aux classes d’isomorphismes des schémas obtenus, qui
s'interprétent alors par l'intermédiaire du groupe de cohomologie H! (X (n), L))
des classes d’isomorphismes de L,,-torseurs sur X (n).

Enfin, la possibilité d’intégrer les fonctions f;; = f#*7#i dans la donnée du
fibré en droites p : L, — X (n) ouvre la voie a4 une généralisation naturelle de
ces recollements, dans laquelle on remplace le schéma de base affine X = Spec (A)
par un schéma quelconque, et le diviseur principal D = div (f) par un diviseur
de Cartier effectif D € Div?' (X). L’¢tape suivante consiste 4 remarquer que ’on
peut remplacer le fibré en droites trivial AL — X dont on recolle des copies par
n’importe quel torseur p : V' — X sous un fibré en droites L — X donné. On arrive
ainsi & la notion de schéma de Danielewski-Fieseler introduite dans le chapitre 8,
dont une des définitions équivalentes est la suivante (Définition 8.2.3 page 79) :

Xy -

DEFINITION. Soit (X, D, £,V) un quadruplet constitué d’un schéma X, d’un
diviseur effectif D € Div™ (X), d'un Ox-module inversible £ et d’un torseur p :
V' — X sous le fibré en droites L = V (£) défini par £. Notons X, = X \ Supp (D),
d: X (D,n) — X le X-schéma obtenu a partir de X en remplagant D par n-copies
D;(n) de D, et U = (X;(n)),—, _, le recouvrement canonique de X (D,n) par les
ouverts X; (n) = X, U D; (n) ~ X. Pour un multi-indice [u] = (p1,..., 1) € Z2,
donné, nous notons

Ly [—p] = 0" L ®0y(,, Ox(n) (— ZuiDi (n)) yet Ly [—ul =V (Ly [—p]),

et nous désignons par (6,,), : H' (X,£Y) - H' (X, LY ® Ox (u; D)) 'homomor-
phisme de groupes induit par 'homomorphisme de O x-modules

QM € Homx (ﬁv,ﬁv ® Ox (,U,lD)) el ()(7 Ox (,U,lD))

correspondant & la section canonique s,,p € I' (X, Ox (u;D)).

Dans ces conditions , on appelle schéma de Danielewski-Fieseler de type (n, [u]),

de base (X, D), attaché au L-torseur p:V — X un X-schéma

m: W =wold) 2 ) = X (D,n) S X
ou p(n) : W — X (D,n) est L, [—u]-torseur tel que pour tout i = 1,...,n, la
classe d’isomorphisme ¢; € H' (X; (n), Ly [—p]" |x,(n)) =~ H (X, LY ® Ox (1;D))
du L[—p] |x,m)-torseur W |x, ) soit égale a I'image de la classe d’isomorphisme
c[V] du L-torseur p : V' — X par I’homomorphisme (6, ), .
Par exemple, les surfaces m; : S; 25 X (2) ER X, 1 =1,2,3, considérées plus haut
sont des schémas de Danielewski-Fieseler de base (X = Spec (C|[z]), D = div (z)),
attachés au G, y-torseur trivial AL, de types (2,(0,0)), (2,(0,0)) et (2,(0,1)) res-
pectivement. Plus généralement, tous les schémas obtenus par un procédé de recol-
lement "4 la Fieseler” constituent des exemples de schémas de Danielewski-Fieseler
attachés au G, x-torseur trivial.

Un fait remarquable est que tout schéma de Danielewski-Fieseler 7 : W — X
attaché & un L-torseur p : V — X est canoniquement muni d’une action du fibré
en droites L, induite par la structure de §* L-quasi-torseur sur p(n) : W — X (n)
correspondant & ’homomorphisme

u € Homy ) (Ly [-4] ,0°L) €T <X (n), Ox(n) (Z 115 D; (n)>>
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défini par la section canonique s, € T (X (n), Oxmn) (Z wiD; (n) ] ]. On re-
i=1

trouve dans ce contexte les propriétés déja observées sur les surfaces Si, S et
S3. Toujours dans le chapitre 8, nous introduisons les morphismes de schémas de
Danielewski-Fieseler 8 : W/ — W (Deéfinition 8.3.2 page 81), qui constituent une
sous-classe des morphismes L-équivariants pour les actions canoniques sur W et
W' respectivement. Cela permet de définir une catégorie D%)’Xl)j) des schémas de
Danielewski-Fieseler attachés & un L-torseur p : V' — X donné.

Le chapitre 9 est consacré 4 une étude plus détaillée des schémas de Danielewski-
Fieseler 7 : W — X attachés a un fibré en droites p : L = V (£) — X considéré
comme un L-torseur trivial. Les schémas de ce type constituent des modéles lo-
caux des schémas de Danielewski-Fieseler généraux. Ils ont la propriété d’étre uni-
quement, déterminés, & isomorphisme prés, par la donnée d’'un 1-cocyle de Cech
9 =19} 1.0 € CT (U, Ly [—u]") & valeurs dans £, [—]" pour le recouvre-
ment canonique U = (X;(n));—; _, de X (n). En effet, suivant un procédé de
construction standard (cf. [35, Remarque 4.4 p. 121]), un tel cocycle permet de dé-
finir, en recollant les Oy, (,)-algébres symétriques S (L, [ | x;(n)) au-dessus des
intersections X;; (n) via les isomorphismes Ox,, (n)-algebres

S (gljvld) :S (‘Cn [7:”] |Xij(77/)) = S (‘Cn [7:”] |XY”(7L)) ) { # jv Za] = 17 sy,
une Ox ,)-algébre quasi-cohérente B dont le spectre
p(n): WU, L, [—u],g9) =Spec(B) — X (n)

est canoniquement muni d’une structure de L, [—pl]-torseur. En vertu de la cor-
respondance bijective entre les classes d’isomorphismes de L,, [—u]-torseurs et les
éléments du groupe H' (X (n), L, [fu]v), on voit que tout schéma de Danielewski-
Fieseler de type (n,[u]), attaché au L-torseur trivial est X (n)-isomorphe & un
schéma construit par ce procédé. Parmi les représentants d’une classe d’isomor-
phisme donnée, nous nous intéressons aux cocycles

9(/\70) = {gij}i,jzl n € Ol (uaﬁn [*,Uf]v)

.....

satisfaisant une égalité de la forme

O (9000)) = 0(0) € CH (U, 6* (LY ® Ox (AD)))

de Cech 0 € C°(U,6* (LY ® Ox (AD))) ~ EPT (X,0x (AD)), et ott I'homomor-

i=1
phisme 0, » € Homy(, (Ln [—u]" 6% (LY) ® Ox (AD)) correspond a la section

canonique
Sx—[u €T <X (n) . Ox(n) <Z (A — 1) D; (n)>> .

i=1
Autrement dit, les sections g;; € I' (X; (n) N X (n), Ly, [—1]") sont définies par les
égaliteés

e[u]A (glj) =0j [X;(n) —0i |Xj(n)a i 7é ja Za] = 13 sy T
Nous montrons en particulier le résultat suivant (Théoréme 9.1.8 page 86).
THEOREME. Tout schéma de Danielewski-Fieseler m: W — X de type (n, [u]),

de base (X, D), attaché a la paire (L, L), est isomorphe d un schéma

n, (n 1
o w k) — w (U,ﬁn [—u] ,g(/\,a)) ") x (n) =

(\o) X
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défini par une paire (A, o). De plus, un tel isomorphisme W ~ W((;i’)‘])

ment déterminé par la donnée d’un morphisme de schémas de Danielewski-Fieseler
B:W =V (LR Ox (—\D)).

est unique-

Par exemple, la surface S35 munie du morphisme de schémas de Danielewski-Fieseler
B: 83 — Ak = Spec (Cz] [y]) ~ V (Ox (—div (x)))

induit par la restriction de la projection pry, : A% = Spec(C|z] [y, z,u]) — Ak
correspond A la paire

(N o) = (2,{o1 = 0,00 = —272}) € Zxo x T' (X, Ox (220))°
qui satisfait effectivement 1’égalité

9(0,1),2 (912) = (02 —01) € ct (U, OX(2) (2 (21 (2) + 22 (2)))) .

Le reste du chapitre est consacré a I’étude des classes d’isomorphismes des schémas
de Danielewski-Fieseler de la forme W((; i’)‘]
de construction explicite de morphismes de schémas de Danielewski-Fieseler entre
deux schémas de ce type.

Un des problémes qui se posent lorsque ’on construit des schémas par recolle-
ment est celui de la séparation. En effet, si I’on ne respecte pas certaines conditions
sur les isomorphismes de recollement, on obtient en général des schémas non sé-
parés, comme par exemple la droite affine & deux origines. Pour les schémas de
Danielewski-Fieseler m : W — X le probléme ne se pose pas exactement en ces
termes, puisque, dans notre approche, le schéma de base X n’est pas nécessaire-
ment séparé. Il s’agit donc de déterminer des conditions garantissant que le mor-
phisme structural 7 : W — X est séparé. Cette question est traitée au chapitre 10,
oll nous obtenons la caractérisation suivante (Proposition 10.1.2 page 96 et Théo-
réme 10.2.1 page 98) qui généralise un résultat de Fieseler [17, Proposition 1.4]
valable pour les schémas de Danielewski-Fieseler de base (X = Spec(A),h), ou A
est un anneau de Dedekind et h est un générateur d’un idéal maximal m de A.

) ainsi qu’a la description d’un procédé

THEOREME. Soit m : W — X un schéma de Danielewski-Fieseler de base
(X, D), attaché a un torseur p: V. — X sous un fibré en droitesp: L =V (L) — X.
Si X est localement factoriel, alors les assertions suivantes sont équivalentes :

a) m: W — X est un morphisme séparé,

b) m: W — X est un morphisme affine,

c) il existe un recouvrement de X par des ouverts affines U, = Spec(A,) et
des éléments réguliers non inversibles f, € A, tels que pour tout o, W |y, est
isomorphe d un schéma de Danielewski-Fieseler de base (U, fo) défini par une

collection de fonctions de transition §, = {ga,ij € (Aa)fa} pour lesquelles

ij=1,....n
les sous Aq-algébres Aq [Ga,ij) et Aa [§a,ji] de (Aa)fa engendrées respectivement par

Ga,ij €t Ga,ji sont égales & (Aa)fa'

Comme conséquence de la démonstration du théoréme ci-dessus, on obtient la des-
cription suivante (Théoréme 10.2.7 page 101) qui généralise la situation déja obser-
vée ci-dessus pour les surfaces S;, i = 1,2, 3.

THEOREME. Un schéma de Danielewski-Fieseler m : W — X de base (X, D),
attaché au torseur trivial p : L — X sous un fibré en droites L =V (L) tel que m est
affine, est isomorphe a une modification affine L-équivariante du L-quasi-torseur
L(—=A\) =V (LR Ox (—AD)) pour un certain entier X > 1.

Dans le chapitre 11 qui termine la seconde partie, nous revenons sur les sché-
mas affines 7 : V; — X = Spec (A) définis par des arbres A [t]-pondérés g = (T, w)
pour montrer le résultat suivant (Théoréme 11.2.1 page 106) :
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THEOREME. Soit k un corps de caractéristique nulle et soit (A, f) une paire
constituée d’une k-algébre intégre et d’un élément f € A non nul et non inversible.
Soit g = (T',w) un arbre Al[t]-pondéré dont la fonction de poids w : E(T') — Alt]
satisfait les hypothéses suivantes :

— —
a) pour toute aréte ee’ de T' il existe acer € A tel que w (ee’) = Qe +t C Alt],

b) pour tout couple ey, ey de fils > d'un méme sommet ¢’ de T', les coefficients
ey, €l ey e engendrent Uidéal unité de A et l'image de Ge,er — Geyer dans A/fA
est un élément inversible,

Alors le schéma Vg est un schéma de Danielewski-Fieseler de base (X, div(f)),
associé au Gq x-torseur trivial Al .

Troisiéme partie. La troisiéme et derniére partie de cette thése est consa-
crée aux surfaces de Danielewski. Selon [1], [7], ou encore [1, 7, 19], ce terme
désigne habituellement une surface isomorphe & une hypersurface de I'espace affine
A? = Spec (k[x,y, z]) définie par une équation de la forme 2"z — P (y) = 0. Cer-
tains auteurs réservent parfois cette terminologie aux seules surfaces lisses. Nous
introduisons dans cette thése la définition suivante, plus conforme & I’esprit initial
de l'article de Danielewski :

DEFINITION. Une k-surface de Danielewski est un schéma affine isomorphe &
un schéma de Danielewski-Fieseler de base (X = Spec (k[z]) ,xo = div (z)) attaché
au G, x-torseur trivial p : A} — X.

Les surfaces Sy et Sy sont des surfaces de Danielewski au sens ci-dessus, et il
en est plus généralement de méme de toutes les hypersurfaces 2™z — P (y) = 0, ou
P € k [y] est un polyndome non constant, scindé, a racines simples dans k. La surface
S5 est aussi une surface de Danielewski mais n’est pas isomorphe & une hypersurface
de A% du type précédent. On peut en effet vérifier que le module canonique wg, de
S3 n’est pas trivial. Ainsi la notion de surface de Danielewski introduite dans cette
thése généralise substantiellement celle précédemment en vigueur.

Dans le chapitre 12, nous donnons une classification combinatoire des surfaces
de Danielewski. Pour cela, nous introduisons la classe des arbres finis orientés k-
pondérés v, c’est-a dire, des arbres I' munis d’une fonction de poids w : E(T') — k
qui associe un élément w (Q) € k a toute aréte e—e;. Nous montrons que si v =
(T, w) est finement pondéré, ce qui signifie que w (e1¢) # w (ez¢) pour tout couple
e1, e de fils d'un méme sommet e de IT', alors il est possible d’associer & v une
k-surface de Danielewski S () sous la forme d’un schéma de Danielewski-Fieseler

™S (1) = W om) ™ X () & X,
ot h (I") et n désignent respectivement la hauteur et le nombre de feuilles de I’arbre
T, ou le multi-indice [u ()] dépend de h(T') et de la longueur des sous-chaines
maximales de I', et o la O-cochaine o = {o; € I' (X, Ox (h(I') 0))},—; _,, est
définie & partir de la fonction de poids w. Par exemple, la surface de Danielewski
S5 est obtenu a partir de I’arbre finement k-pondeéré v5 = (I's, w3) suivant :

Y3 = O<O
~Se—(0—e

3C’est-a-dire de descendants directs du sommet ¢’ de T.
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0 sii=1
1 sii=2"
longueur du plus court chemin joignant e; a la racine eg de I's puis

en posant tout d’abord p; = h(T') —1(| e;) = { ou l (| e;) désigne la

o1 = a2 (w(eg1€0) +w(erep1)x) =0, et o9 = x 2w (e1eg) = —z72.
Les surfaces de Danielewski S; et Sy sont obtenues selon le méme procédé a partir
des arbres finement k-pondérés v; = (I'1,w1) et vo = (I, wo) suivants :

_e 1/0—0—0

m= o_ V2 = o<0
e ~Se—(0—e

Plus généralement, nous établissons le résultat suivant (Théoréme 12.2.7 page 123) :

THEOREME. Toute surface de Danielewski est X -isomorphe 4 une surface 7 :
S (v) — X définie par un arbre finement k-pondéré v = (T, w).

Nous montrons ensuite que les classes d’isomorphismes de surfaces de Danielewski
peuvent étre déterminées & partir de la combinatoire des arbres finement k-pondérés
~. Pour cela, nous introduisons la notion d’équivalence d’arbres finement k-pondérés
suivante (Définition 12.3.2 page 125) :

DEFINITION. Deux arbres finement k-pondérés v = (T, w) et ' = (I, w’) sont
dit équivalents, sil existe un isomorphisme d’arbres 7 : Es (I') = Es (I'') entre les
sous-arbres maximaux de I" et I enracinés en le premier ancétre commun des feuilles
de I et I respectivement, un élément a € k* et une collection b = {b; € k},_, ,_;,
ot h = h (Es(T)) désigne la hauteur de ’arbre Es (T") tels que

———————
w (77 (€i+1)77(€z‘)) =aw(eif1€;) +b;, 1=0,...,h—1
pour tout aréte e;;1e; de Es (') joignant deux sommets e; 1 et e; aux niveaux i + 1
et i respectivement.

Nous établissons le critére d’isomorphie suivant (Théoréme 12.3.4 page 125) :

THEOREME. Pour que deux surfaces de Danielewski S (v) et S (v'), définies par
des arbres finement k-pondérés v = (T, w) et v = (I',w’) respectivement, soient
des X -schémas isomorphes, il faut et il suffit que v et v’ soient équivalents.

Les arbres 71, 72 et y3 n’étant pas deux a deux équivalents, on déduit par exemple
de ce résultat que les surfaces de Danielewski S7, S et S3 sont des X-schémas non
isomorphes®.

Le chapitre 13 est consacré & I'étude des morphismes de surfaces de Da-
nielewski (Définition 13.1.1 page 133), c’est & dire des X-morphismes birationnels
B:S" — S dont la restriction au-dessus de X, = X \ {zo} est un X,-isomorphisme.
Nous montrons que tout morphisme § : S(v') — S(v) de ce type entre deux
surfaces de Danielewski définies par des arbres finement k-pondérés 7' et v est uni-
quement, déterminé par la donnée d’un morphisme d’arbres finement k-pondérés
7 : 79" — 7. Un tel morphisme est défini comme la contraction d’un sous-arbre de
~" sur un sommet de v, de maniére compatible avec les fonctions de poids de v et
~' respectivement. Par exemple le morphisme § : S3 — S; induit par la restriction
de la projection pry .. : Aé — A} correspond au morphisme d’arbres finement
k-pondérés 7 : 3 — 1 suivant :

4Cela n’empéche cependant pas, a priori, que S et Sz soient isomorphes comme schémas
abstraits.
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Nous déduisons de ceffz description le résultat suivafi, qui permet de ramener
I’étude des surfaces de Danielewski a celle de la combinatoire des arbres finement
k-pondérés (Théoréme 13.2.9 page 138) :

THEOREME. La catégorie relative 33; dont les objets sont les morphismes de
surfaces de Danielewski & = (7,/} 1S — Ak) et dont les morphismes b : & — &
sont les morphismes de surfaces de Danielewski 3:S" — S tels que ¢’ = 1) o 3, est
équivalente a la catégorie Tu’f,f des arbres finement k-pondérés.

Nous mettons finalement & profit la correspondance obtenue entre les morphismes
de surfaces de Danielewski et les contractions de sous-arbres pour donner un procédé
de construction de complétions relatives équivariantes d’une surface de Danielewski
(Théoréme 13.4.6 page 145).

THEOREME. Pour toute surface de Danielewski w: S = S (y) — X définie par
un arbre finement k -pondéré v = (T',w), il existe un X -schéma projectif régulier
7: S — X et une immersion ouvertei : S — S satisfaisant les propriétés suivantes :

a) la restriction de S au dessus de X, est isomorphe au fibré trivial ]P%(*,

b) la fibre schématique F = 7~ (z9) C S est un diviseur réduit, a croisements
normaux simples dont toutes les composantes irréductibles sont isomorphes a ]P’,l€ et
dont le graphe dual T (F) est isomorphe a l'arbre T.

¢) le support du diviseur S\i (S) est la réunion d’une section Yy de 7 : S — X et
d’un sous-ensemble de composantes irréductibles C' de F dont le graphe dual T (C’)
est isomorphe au sous-arbre T'\ Fe(T') de T', c’est a dire au sous-arbre de T' dont
les sommets sont les sommets de I' qui ne sont pas des feuilles de T'.

De plus, pour tout G, x-action sur S, il existe une G, x-action sur S rendant
Uimmersion ouverte i : S — S équivariante.

Au chapitre 14, nous comparons les deux techniques de construction de sur-
faces de Danielewski a partir d’arbres pondérés. En effet, outre les surfaces de Danie-
lewski S () deéfinies a partir d’arbres finement k-pondérés v = (', w), les résultats
des chapitres 6 et 11 montrent que certains arbres k [z][t]-pondérés g = (T, w)
correspondent & des surfaces de Danielewski V; plongées dans un espace affine
AY au-dessus de X. Nous montrons dans ce chapitre que toute surface de Da-
nielewski S (7) admet un plongement dans AY, ou N dépend de +, sous la forme
d’un schéma V;. Cela conduit en particulier au théoréme de comparaison suivant
(Théoréme 14.1.8 page 150) :

THEOREME. Pour toute surface de Danielewski w : S — X, il existe un arbre
T muni de fonctions de poids w : E(T) — k et w : E(T') — AJt], et des X-
isomorphismes S (y) ~ S ~ V.

En comparant ensuite la structure des actions du groupe additif G, x sur les surfaces

de Danielewski S (y) et V, nous obtenons le résultat suivant (Théoréme 14.2.18 page 158)
qui assure que toute surface de Danielewski S admet un plongement dans un espace
affine A% de telle sorte que toute action du X-groupe additif G, x sur S provienne

de la restriction d’une action sur AY.

20



THEOREME. Pour toute surface de Danielewski m : S — X mon isomorphe a
AL, il existe un entier N = N (S) > 2 et un plongement fermé ¢ : S — AY | tels
que pour toute G, x-action sur S, il existe une G, x-action sur AY faisant de ¢
un plongement équivariant.

Le chapitre 15 traite des surfaces de Danielewski dont 1’invariant de Makar-
Limanov est trivial. Rappelons que cet invariant, introduit par Makar-Limanov [31],
est défini, pour une k-variété affine V' = Spec (B), comme la sous-algébre ML (V)
de B dont les éléments sont les fonctions invariantes par toutes les actions du groupe
additif G, x sur V. Lorsque k est de caractéristique nulle, ML (V) s’identifie & I'in-
tersection dans B des noyaux des k-dérivations localement nilpotentes de B. Si V est
une surface, on sait que I'invariant de Makar-Limanov M L (V') est trivial si et seule-
ment si V admet deux G, ;-actions indépendantes, c’est-a-dire deux actions dont les
orbites générales sont distinctes. Lorsque le corps de base est algébriquement clos,
de caractéristique nulle, nous avons établi dans [13] la caractérisation géométrique
suivante, qui généralise des résultats antérieurs de Bandman et Makar-Limanov [1],
Bertin [2] et Gizatullin [20] valables pour des surfaces non singuliéres.

THEOREME. Une surface affine normale S/k, définie sur un corps algébrique-
ment clos k = k de caractéristique nulle et non isomorphe a (A}c)* x AL, ol
(A,lc)* = Spec (k: [m,xil}), a un invariant de Makar-Limanov trivial si et seule-
ment si S admet une complétion S telle que le diviseur de bord B = S\ S soit une
chaine de courbes rationnelles lisses. Si cela est le cas, alors, pour toute complétion
minimale S’ de S, le bord B' = S'\ S posséde cette propriété.

Ce critére géométrique nous permet d’obtenir une caractérisation combinatoire des
k-surfaces de Danielewski dont l'invariant de Makar-Limanov est trivial. Nous in-
troduisons pour cela la classe particuliére des arbres I' dont le sous-arbre I\ Fe (T")
constitué des sommets de I qui ne sont pas des feuilles est une chaine. Un arbre de
ce type est appelé un peigne.

Un peigne enraciné en ey.

Nous établissons la caractérisation suivante ( 15.1.1 page 162) :

THEOREME. Soit k un corps quelconque de caractéristique nulle. Alors l'inva-
riant de Makar-Limanov d’une k-surface de Danielewski w : S — X est trivial si
et seulement si S est isomorphe & une surface de Danielewski S (v) définie par un
peigne finement k-pondéré v = (T, w).

Par exemple, les surfaces S; et S3 ont un invariant de Makar-Limanov trivial, puis-
qu’elles correspondent respectivement aux peignes 7; et 3 ci-dessus. Par contre,
I'invariant de Makar-Limanov de S; n’est pas trivial. Par conséquent S; n’est pas
isomorphe a S3. Comme cas particulier de ce théoréme, on retrouve le résultat de
Makar-Limanov [34] qui dit qu'une surface de Danielewski Sp,, C A} de la forme
2"z — P (y) =0 a un invariant de Makar-Limanov trivial si et seulement si n = 1.

Dans [8], Daigle montre que toutes les G, p-actions sur une surface de Danie-
lewski Sp de la forme xz — P (y) = 0, ou P € k[y] est un polyndome non constant,
scindé, a racines simples dans k, sont conjuguées, au sens que pour tout couple de
Gy r-action & : Gop x S — S, i = 1,2, il existe un automorphisme ¢ : S = S tels
que les orbites générales des actions &; et ¢ o & coincident. Nous établissons dans
cette these le résultat suivant (Théoréme 15.2.3 page 167), qui montre que cette
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propriété trés spéciale suffit & caractériser les surfaces de Danielewski de la forme
Sp.

THEOREME. Toute k-surface de Danielewski d’invariant de Makar-Limanov tri-
vial et non isomorphe d une surface Sp admet deuzx G, 1, -actions indépendantes non
conjuguées.

Sous certaines hypothéses supplémentaires portant sur les peignes finement k-
pondéré v (cf. 15.1.10 page 165), nous montrons le résultat suivant ( 2.1.4 page 29) :

THEOREME. Une surface de Danielewski w : S (y) — X définie par un peigne
finement k-pondéré v = (I',w) non essentiellement auto-similaire admet trois G, k-
actions indépendantes non conjuguées deuz 4 deux.

Dans le chapitre 16, qui clot cette thése, nous étudions une classe particuliére
de surfaces de Danielewski d’invariant de Makar-Limanov trivial, définie par les pro-
priétés équivalentes suivantes (Proposition 16.1.1 page 173 , Théoréme 16.1.3 page 174
et Lemme 16.2.4 page 176).

THEOREME. Pour une surface de Danielewski S définie sur un corps k, algébri-
quement clos et de caractéristique nulle, les propriétés suivantes sont équivalentes :

a) L’invariant de Makar-Limanov ML (S) est trivial et le groupe de Picard
Pic(S) est égal o Z,

b) S est isomorphe & une surface de Danielewski S () définie par un peigne
finement k-pondéré v = (T, w) possédant exactement deux feuilles,

¢) S est isomorphe au complémentaire d’une section d’une surface de Hirzebruch
Fn =P (Opl D Opl (77’),)) — ]P)l,

d) S est isomorphe a une surface S (h) C A} = Spec (k[z,y, z,u]), ott h € Z~o,
définie par les équations

vz—yy-1)=0, " u—z"=0, I Tu-(y-1)""z=0.

Par exemple, les surfaces de Danielewski S; et Ss, qui sont respectivement iso-
morphes aux surfaces S (1) et S (2), se réalisent respectivement comme les complé-
mentaires de la diagonale A C Fy ~ P! x P! et d’une section D de F;, d’auto-
intersection (D?) = 3.

On doit & Russell d’avoir remarqué, a partir de la description des surfaces
complétables par une courbe irréductible due a Danilov-Gizatullin [22], qu’une sur-
face affine S ~ F,, \ C obtenue comme le complémentaire d’une section C' d’auto-
intersection (C?) = ¢+ 1, a la propriété d’admettre ¢ actions indépendantes non
conjuguées du groupe additif G, x. Or, puisque toute surface S = F,,\ C' est une sur-
face de Danielewski pour le morphisme quotient 7 : S — S//G,,  associé & I'une de
ces actions, on obtient le résultat suivant, dont nous donnons une nouvelle preuve.
(Théoréme 16.2.1 page 176).

THEOREME. (Russel) Toute surface de Danielewski S (h), ot h > 2, admet h
actions deuzr a deux non conjuguées du groupe additif G, .
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Premiére partie

Actions de fibrés en droites sur les
schémas






CHAPITRE 1

Rappels sur les fibrés vectoriels et projectifs

Dans ce premier chapitre nous rappelons briévement les notions de fibrés vecto-
riels et projectifs au-dessus d’un schéma X . Cela nous permet de fixer les conventions
de notation utilisées dans la suite. Dans toute cette thése, nous privilégions 1’ap-
proche algébrique des fibrés vectoriels, en termes de O x-modules localement libres,
qui s’avére mieux adaptée & notre démarche que le point de vue géométrique.

Il existe deux maniéres duales d’associer & un O x-module cohérent localement
libre £ un fibré vectoriel géométrique p : F — X au-dessus de X. La premiére
consiste & définir £ comme le spectre de la Ox-algébre symétrique du dual £Y de
£. On dit alors, dans la terminologie usuelle, que E est I’espace total du Ox-module
£. La seconde consiste évidemment & définir £ comme le spectre de la Ox-algébre
symétrique de £. On dit alors, suivant EGA 11.1.7.8, que E est le fibré vectoriel
défini par £.

Dans la premiére construction, le O x-module &, ou plutét son bidual VY ~ &,
s’identifie canoniquement, aux faisceaux de germes de X-sections de F, tandis que
dans la seconde, c’est évidemment le dual £Y de £ qui joue ce role.

Face a ce choix de convention qui nous est offert, nous privilégions dans cette
thése la seconde approche qui rend plus naturelles certaines des constructions & base
de fibrés vectoriels introduites par la suite . En faisant ce choix, nous allons bien
sir a ’encontre du point de vue géométrique usuel. Le lecteur habitué & la premiére
construction prendra donc garde au fait que toutes les assertions découlant du choix
de cette seconde convention sont duales de celles qui lui sont familiéres’.

L’objectif poursuivi dans cette thése nous conduit & considérer les fibrés vecto-
riels p : F — X non seulement comme de simples schémas mais encore comme des
X-schémas en groupes commutatifs. Nous renvoyons le lecteur peu familier avec ces
notions a 'annexe A, dans laquelle nous avons rassemblé I'essentiel des résultats en
la matiére auxquels nous aurons recours par la suite.

1.1. Fibré vectoriel associé a un faisceau de modules

Etant donné un schéma X et un Ox-module cohérent £ localement libre,
nous rappelons ci-dessous comment construire un fibré vectoriel V (£), au sens de
EGA 11.1.7, dont le faisceau des germes de X-sections s’identifie au dual £ =
Hom (€,0x) de E.

1.1.1. Rappelons tout d’abord, que pour tout Ox-modules &, ’algébre symé-

trique
S =Ese
n>0
de & est la Ox-algébre quotient de 1’algébre tensorielle T (€) par l'idéal bilatére
engendré par les éléments x @ y — y ® x, z,y parcourant £. La composition des ap-
plications canoniques £ — T (&) et T (£) — S (€) définit une application canonique
notée 0 : &€ — S (€).

1En particulier, n’en déplaise & certains (!), le fibré en droites défini par le Opn-module
inversible Opn (1) sur P™ n’a pas de section non nulle puisqu’il s’identifie au fibré en droites
tautologique espace total du Opn-module Opn (—1).
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Pour toute Ox-algébre B, il y a alors correspondance biunivoque entre homo-
morphismes de Ox-modules £ — B et homomorphismes de O x-algébres S (£) — B.

NoOTATION 1.1.2. Etant donnés une Oyx-algébre B et un homomorphisme de
Ox-modules u : £ — B, nous noterons 'homomorphisme de Ox-algébres corres-
pondant par S (u) : S(€) — B. Si B = S(F) est elle-méme ’algébre symétrique
d'un certain Ox-module F, alors u : £ — S(F) = @S"]—" est donné par une

n>0
collection finie d’homomorphismes de O x-modules un_ E—- SVF, i=1,...,k.
Nous noterons alors

I’homomorphisme de Ox-algébres correspondant.

DEFINITION 1.1.3. (EGA II1.1.7.8) Soit £ un Ox-module cohérent localement
libre. On appelle fibré vectoriel sur X défini par £, le X-schéma affine

p: E=V (£)=Spec(S(£)) — X.

Lorsque & est un Ox-module inversible, nous dirons encore que L = V (L) est le
fibré en droites défini par £.

DEFINITION 1.1.4. Etant donnés un fibré vectoriel p : E = V() — X et un
morphisme de schémas f : X’ — X, on appelle image inverse f*FE de F par f le
fibré vectoriel

p i ffE=V(f - X
On a bien str un isomorphisme f*E ~ E xx X' qui identifie p’ avec la seconde
projection.

1.1.5. Par construction, le fibré vectoriel p : E = V (£) — X représente le
foncteur contravariant en groupes commutatifs

Ge : (Sch,x)° — (Grp), (Y EN X) s Ge (Y) = Homy (f*€, Oy).

Un fibré vectoriel E est donc un X-schéma en groupes commutatifs, noté par la suite
EiouV (€), . Nous utiliserons les notations spécifiques Al = V (Ox) pour désigner
le fibré en droites trivial au-dessus de X, et G, x = V (Ox), pour le groupe
additif de base X. Pour étre cohérent avec la notation additive, nous appellerons
respectivement, co-addition, co-opposé et co-neutre les trois homomorphismes de
Ox-algébres A, s et €, définissant la structure de X-groupe sur F,. Rappelons que
ces trois homomorphismes sont induits respectivement par les homomorphismes de
Ox-modules suivant

I[de14+1Id: &€ —S(€£)®o, S(E)
-Id: £€—=¢&
0: 5—>0X

NOTATION 1.1.6. Afin de ne pas alourdir inutilement les énoncés, nous emploie-
rons en général la formule compacte "soit p : E — X un fibré vectoriel” en lieu et
place de la formulation compléte ” soit p : E =V (£) — X le fibré vectoriel défini
par un Ox-module cohérent localement libre £”. Dans le premier cas, la donnée de
& sera toujours implicite, et en général claire en fonction du contexte d’utilisation.

1.1.7. Pour tout homomorphisme u : £ — F entre deux Ox-modules cohérents
localement libres £ et F, le X- morphisme u : F, — FE, induit par 'homomor-
phisme de Ox-algébres S (u) : S (£) — S (F) est un morphisme de X-groupes. Si X
est défini sur un corps k de caractéristique nulle, alors il y a une correspondance bi-
univoque entre les morphismes de X-groupes u: F, — FE et les homomorphismes
de Ox-modules u : £ — F.
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REMARQUE 1.1.8. Si la caractéristique de k est strictement positive, les mor-
phismes de X-groupes de la forme u : F, — E, ne constituent en général qu'une
sous-classe stricte de la classe des morphismes de X-groupes F;y — F,.Par exemple,
tout homomorphisme de Fa-algébres Fy [T] — Fo [T],T — aT + P (T?), ot a € F
et P est un polynome & coefficients dans Fs sans terme constant, définit un mor-
phisme de groupes de G, r, dans lui-méme, alors que les seuls morphismes de la
forme u sont le “"morphisme nul” et le morphisme identique, selon que a = 0 ou 1.

1.2. Complétion projective d’un fibré vectoriel

Suivant EGA I1.8.3, nous rappelons ci-dessous comment plonger un fibré vec-
toriel E = V (€) dans un fibré projectif p : P (F) — X admettant une E-action
prolongeant celle de £ sur lui-méme par translations.

DEFINITION 1.2.1. Etant donné un Ox-module cohérent localement libre F,
on appelle fibré projectif associé a F le X-schéma

p:P(F)=Proj(S(F)) — X

spectre homogene de la Ox-algébre quasi-cohérente graduée S (F) = @ S"F.
n>0

1.2.2. Par construction, le X-schéma P (F) représente le foncteur contravariant
Hypr : (Sch/x)o —  (Ens)

) sous Oy — modules G de f*F

(/¥ = X) { tels que f*F/G soit inversible }

o1, pour tout X-morphisme ¢ : Y/ — Y, et tout sous Oy-module G de f*F tel que
f*F/G soit inversible, Hyp » (¢) (G) = ¢*G.

Pour tout O x-module cohérent localement libre £, tout schéma Y’ 4 X, et tout
0 € G¢ (Y) = Homx (f*E, Oy) le noyau de ’homomorphisme

O+1d: f*€ e Oy — Oy

est un élément de Hypg g, (Y') isomorphe a f*£. En posant F = £&Ox, on obtient
ainsi un homomorphisme de foncteurs ¢ : Gg¢ — Hyp,, dont le X-morphisme i :
E =V (&) — P (F) correspondant n’est autre que l'immersion ouverte définie par
I’isomorphisme canonique S (F) /(T'—1)S (F) ~S(€) ou S (F) ~ S (€) ® Ox [T].

L’hyperplan a Vinfini complémentaire de i (F) dans P (F) s’identifie canonique-
ment & P (€) via 'immersion fermée de P (£) dans P (F) induite par la surjection
p:F=Ed0x —€&.

Fia. 1.2.1. Complétion projective d’un fibré vectoriel E =V (£).
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1.2.3. Nous allons vérifier que ’action de E. sur lui-méme par translations

s’étend en une action de E; sur P (F). Pour cela, étant donné un schéma Y ERD'e
et un sous Oy-module G de f*F tel que L = f*F/G soit inversible, nous consi-
dérons ’homomorphisme quotient (71, m2) : f*F = f*€ & Oy — L. Pour tout
homomorphisme 6 : f*& — Oy, le noyau uy (0,G) de 'homomorphisme surjectif
(m +ma00,m2) : f*€ ® Oy — L est encore un élément de Hyp, (Y'). On obtient
ainsi une action

Ge (Y) x Hypg (Y) — Hypz (Y),(0,9) — py (6,9)
du groupe G¢ (Y) sur I'ensemble Hyp (Y) qui prolonge, via I’application cano-
nique i (Y) : Ge¢ (Y) — Hyp, (V) de (1.2.2), l'action de G¢ (Y') sur lui-méme par
translations. Puisque pour tout X-morphisme ¢ : Y’ — Y, on a
py (¢ (0),0°G) = ¢"py (0,G),
on conclut que I'homomorphisme de foncteurs p : G¢ x Hypr — Hypj, corres-

pond & une action de E; sur P (F) prolongeant ’action de E; sur lui-méme par
translations. Autrement dit, P (F) est une complétion E. -équivariante canonique
de E.

Plus explicitement, cette action p est induite par laction de E; sur V (F)
dont la co-action = : S(F) — S(F)® S(£) se déduit de 'homomorphisme de
O x-modules

@1 +T®p : F—S(F)@S(E) ~(S(E)®Ox[T) @S (€).
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CHAPITRE 2

Fibrés linéaires affines

Les fibrés linéaires affines sont les analogues en géométrie algébrique de la notion
d’espace affine attaché & un espace vectoriel. Plus précisément, un fibré linéaire affine
attaché a un fibré vectoriel p : E — X est un X-schéma p : W — X localement
isomorphe & E agissant sur lui méme par translations. Cela revient a dire que W
est un espace principal homogéne sous ’action du X-groupe E, autrement dit, un
torseur sous E .

Bien que ces fibrés soient des objets classiques en géométrie algébrique, la biblio-
graphie les concernant est, & notre connaissance, assez maigre. Bien str, 1’essentiel
des propriétés de ces fibrés se déduit aisément des résultats de la théorie générale
des torseurs sous un schéma en groupes, telle qu’exposée, par exemple, dans SGA
1 XI.4, [43], ou encore [35], et dont ’annexe A contient, si nécessaire, un apergu
adapté a la lecture de ce qui suit.

Les fibrés linéaires affines constituant une base pour ’essentiel des constructions
que nous développons dans la suite de cette thése, nous jugeons utile de consacrer le
présent chapitre & un exposé détaillé du sujet. Nous insistons plus particuliérement,
sur les procédés constructifs, par l'intermédiaire de cocycles ou d’extensions de
fibrés vectoriels, ainsi que sur l'interprétation cohomologique classique des classes
d’isomorphismes de fibrés linéaires affines qui s’en déduit. Nous donnons également
une série de caractérisations géométriques alternatives de ces fibrés qui s’avérent
fort utiles en pratique.

2.1. Torseurs sous un fibré vectoriel

D’aprés le chapitre précédent, le fibré vectoriel p : E = V (£) — X défini par
un Ox-module cohérent localement libre £ est un schéma en groupes Eau dessus
de X. Cela justifie par conséquent la définition suivante.

DEFINITION 2.1.1. Un fibré linéaire affine attaché a un fibré vectoriel E = 'V (£)
est la donnée d'un F,-torseur p: W — X. Si £ est un Ox-module inversible, nous
dirons que p : W — X est un fibré en droites affines , ou encore, un torseur en
droites.

DEFINITION 2.1.2. Etant donnés un E,-torseur p : W — X et un morphisme
de schémas f : X’ — X, on appelle image inverse f*W de W par f le f*E-torseur
p W xx X' — X'

2.1.3. Nous notons t : £, xxW — W l'action de E4 sur un torseur p: W — X.
Nous prolongeons cette analogie avec ’action d’un espace vectoriel sur un espace
affine par translations en introduisant la définition suivante, qui se veut ’analogue
de la notion d’application linéaire affine entre deux espaces affines.

DEFINITION 2.1.4. Soit p: W — X (resp. p’ : W — X) un E,-torseur (resp.
un E' -torseur). Un morphisme linéaire affine 3 : W' — W est la donnée d’'une
paire (u,0) consituée :

a) d’un morphisme de X-groupesu: Ey, =V (&')
un homomorphisme de Ox-modules v : £ — &

b) d’'un X-morphisme u-équivariant o : W' — W.

4+ — By =V (&), induit par
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REMARQUE 2.1.5. On notera que du fait de la condition a), la classe des mor-
phismes linéaires affines 3 : W’ — W est en général une sous-classe stricte de la
classe des morphismes équivariants ¢ : W’ — W. Rappelons cependant que d’aprés
la remarque (1.1.8), ces deux classes coincident dés lors que X est défini sur un
corps k de caractéristique nulle.

2.2. Classes d’isomorphismes de torseurs

Dans ce paragraphe, nous redonnons la construction classique conduisant a une
interprétation cohomologique du groupe PH (E;/X) des classes d’isomorphismes
de torseurs sous un fibré vertoriel £, =V (£),.

2.2.1. Torseur défini par un cocycle de Cech. Soit {U, g} une paire
constituée d’un recouvrement ouvert A = (X;),.; de X et d'un 1-cocycle de Cech
{gij}i,jel et (U,gv).

2.2.1. Désignons par B la Ox-algébre quasi-cohérente obtenue en recollant les
Ox-algébres symétriques S (€ |x;), ¢ € I, au dessus des intersections X;; = X;NX},
via les isomorphismes

S(gijald) : S (5 Xij) —S (6 Xij) )

ot g;; et Id correspondent respectivement aux homomorphismes de Ox,;-modules

gijlglxinOX” et Id:g|xij—>5|xij.

Il est clair qu'il existe une unique co-action 6 : B — B ®p, S(€) de S(€) sur B
induisant les co-actions

AleS(g |X1)—)S(5 |X1)®0XIS(5 |X1) el

correspondant a l'action de E sur lui-méme par translations. On en déduit que le
X-schéma affine

piW =W (UE {g5)

spectre de la Ox-algébre quasi-cohérente B est un E,-torseur.

)—>X

i€l

2.2.2. Par construction, le X-schéma p : W — X ainsi construit représente le

sous-foncteur Wy e o C C° (U, G¢) défini par
Wue,g (Y i X) ={(00)ic; € C°U.Ge) (Y), O(0s) = f*g},
ot 0 désigne 'homomorphisme de foncteurs en groupes
0 CO (ua GE) :HG$|xi - Cl (U,Gg) = H GS\Xiij
i€l ijel
(0i)ier (Uj ijel’

et 9 = {9ij}; ;e € C' U, Ge) (X) = C" (U, EY). Par conséquent, W satisfait la
propriété universelle suivante.

PROPOSITION 2.2.3. Un morphisme f:Y — X se factorise par W (U, &, g) si
et seulement si le cocycle f*g € C* (f~'U, (f*E)v) est un cobord.

2.2.4. Pour toute paire de cocycles de Cech g1 et ga & valeurs dans £V pour le
méme recouvrement ouvert U de X, nous pouvons former I'espace fibré associé

W' =W (U,E g1) VT W (U, E, g2)

au sens de la définition (A.4). Il s’agit de nouveau d’un torseur sous le X-groupe
E., devenant lui aussi trivial sur le recouvrement /. On vérifie alors immédiatement
que W est isomorphe au torseur W (U, £, g1 + g2) correspondant au cocycle de Cech
g1 + g2 somme des cocycles g1 et gs.
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2.2.2. Groupe des classes d’isomorphismes de torseurs. De maniére gé-
nérale, application qui & toute paire de E -torseurs W et W’ associe le F, -torseur
W vE+ W’ induit une structure de groupe abélien sur I'ensemble PH (£, /X) des
classes d’isomorphismes de F,-torseurs. La construction précédente conduit alors
au résultat classique suivant (cf., par exemple [35, Proposition 4.6 p. 123]).

PRrOPOSITION 2.2.5. Il existe un isomorphisme de groupes
c: (PH(EL/X), - VEr.) = H' (X,£Y).

DEMONSTRATION. Tout E,-torseur p : W — X admet un recouvrement ouvert
U = (X;);c; trivialisant, i.e. tel qu'il existe des isomorphismes équivariants

¢i:W|X1‘2E|X1‘ZSpeC(S(€ |Xi))ﬂ 1el

pour l'action de E sur lui-méme par translations. Les automorphismes ¢; o qﬁ;l de
E |x,, sont alors nécessairement induits par des isomorphismes de Ox, ;-algebres de
la forme

S (gij,Id) : S (5 |Xij) — S (5 |X'Lj) y
ou gij € HOmX” (8 |Xij’OIij) et Id € HOmXU (5 |Xij’
1-cocycle de Cech g = {gij}i7j61 € C*(U,&Y) et un isomorphisme de E,-torseurs
W=W(U,ZE,g).

Il est clair que si I'on choisit une autre collection (¢}),.,; d’isomorphismes équi-
variants, alors {g;;}, jer st remplacé par un cocycle cohomologue de sorte que ’on
peut ainsi associer a tout E -torseur p : W — X devenant trivial sur ¢/ une classe
de cohomologie de Cech g € H' (U,EY), qui reste évidemment inchangée si I’on
remplace W par un torseur isomorphe. On en déduit, par passage a la limite sur les
recouvrements ouverts &/ de X, une application

c:PH(E,/X)— H' (X,&Y) =limH' U,&),

& |x,;)- On obtient ainsi un

dont la réciproque est donnée par l'application qui & une classe [g] € H' (X,&Y)
associe la classe d’isomorphisme du E-torseur W (U, £, g) défini par un représen-
tant g = {gi;}, ;; de [g] sur un recouvrement ouvert ¢ de X. Finalement, (2.2.4)
implique que 'application ¢ ainsi construite est un isomorphisme de groupes, le pas-
sage de H' (X,£V) au groupe de cohomologie "foncteurs dérivés” H' (X, EY) étant
immeédiat puisque ces deux groupes sont toujours isomorphes. O

REMARQUE 2.2.6. On notera que la proposition (2.2.5) ci-dessus implique en
particulier que tout E-torseur p : W — X au dessus d’un schéma affine X =
Spec (A) est isomorphe au E-torseur trivial p: E — X.

2.3. Caractérisation cohomologique des morphismes linéaires affines

Nous sommes maintenant en mesure de donner des conditions assurant de I’exis-
tence d’un morphisme linéaire affine § : W' — W (2.1.4) entre deux torseurs
p: W — Xetp : W — X sous des fibrés vectoriels respectifs E = V (€) et
E =V (&).

2.3.1. Pour cela, nous pouvons bien sir supposer dés le départ que W et W’
deviennent triviaux sur un recouvrement ouvert commun U = (X;) de X, et
choisir des représentants

9={0i} ;e €CTWUEY) et g =g}, ., €C" (u, (5')V)

de leurs classes d’isomorphismes respectives

el

c(W)=[g) € H' (X, &) et c(W)=[g]eH" (X))
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Par définition, un morphisme linéaire affine 3 : W’ — W correspond a la donnée
d’un homomorphisme de Ox-modules u : £ — £’ et d’'un X-morphisme o : W/ — W
équivariant pour le morphisme de X-groupes u : £, — E induit par u. Une fois
ce morphisme u fixé, un X-morphisme o : W’ — W convenant est alors uniquement
déterminé par ses restrictions o; au-dessus des ouverts trivialisants X;, i € I. Puis-
qu’elles sont équivariantes, ces restrictions o; : W' |x,— W |x, sont nécessairement
induites par des homomorphismes de Ox,-algebres

S (o, u |x;) s pOw |x,~S (€ |x,) = PLOw |x, =S (€' |x,) i€l

ouo; € HomXi (5 |Xi5OXi)'

Les X-morphismes locaux o; ainsi définis se recollent en un X-morphisme global
o: W' — W si et seulement si la O-cochaine 0 = {0};,.; € C°(U,EV) satisfait
lidentité ‘u(g’) = ¢’ ou = g+ 9 (o) dans C! (U,£Y). Cela conduit donc & la
caractérisation suivante :

PROPOSITION 2.3.2. Pour qu’il existe un morphisme linéaire affine 3 : W/ — W
entre deuz torseurs p: W — X et p' : W — X sous des fibrés vectoriels respectifs
E=V (&) et E' =V (&), il faut et il suffit qu’il existe un homomorphisme de Ox -
modules u : € — &' tel que la classe d’isomorphisme ¢(W) € H' (X,EY) de W soit
image de la classe d’isomorphisme ¢c(W') € H! (X, (5’)V) par ’homomorphisme
de groupes

e (X)) = B (X, €Y)
induit par ’lhomomorphisme de Ox-modules tu : (') — £V dual de u.

2.3.3. En particulier, pour tout E’ -torseur p’ : W' = W (U,&",g) — X et
tout homomorphisme de Ox-modules u : & — &', le cocycle ‘u(g') € C* (U,&Y)
définit un B -torseur p : W = W (U, €,*u(g')) — X canoniquement équipé d’un
X-morphisme linéaire affine §: W’ — W.

DEFINITION 2.3.4. Soit u : £ — &’ un homomorphisme de Ox-modules cohé-
rents localement libres, et soit p’ : W/ — X un E’_-torseur. On dit qu’un £ -torseur
p: W — X est une image directe de W' par u si la classe d’isomorphisme ¢ (W) €
H'(X,£Y) de W est I'image de la classe d’isomorphisme ¢ (W') € H! (X, (5’)V) de
W’ par 'homomorphisme de groupes ‘u, : H (X, (")) — H* (X, &Y).

2.4. Torseur associé a une extension

Dans ce paragraphe, nous donnons une interprétation alternative des F;-torseurs
p: W — X en termes d’extensions du Ox-module £ par Ox . Cela conduit en par-
ticulier & un procédé de construction trés simple de ces torseurs.

2.4.1. Rappelons tout d’abord que I’on note Ext} (£, Ox) le groupe des classes
d’isomorphismes d’extensions de £ par Ox, deux extensions de ce type étant dites
isomorphes s’il existe un isomorphisme de suites exactes induisant l’identité sur &
et Ox, autrement dit un diagramme commutatif

0 Ox F £ 0.
0 Ox F! & 0

Rappelons aussi que pour tout Ox-module quasi-cohérent &£, il existe un homomor-
phisme canonique

ext : H (X,EY) — Extk (£,0x)
qui associe & une classe [g] € H' (X, &Y) représentée par un recouvrement ouvert

U = (X;);c; de X et un 1-cocyle de Cech g = {g;;} € C* (U, EY), la classe de
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I'extension 0 — Ox — F — £ — 0 obtenue en recollant les extensions triviales
Ox,®€ |x,,1 € I, au-dessus des intersections X;; via les isomorphismes d’extensions

d g .
( 0 IC{ ):OX”@(S'|XU—>OX” @5|Xij .

Lorsque & est localement libre, I’lhomomorphisme ext est un isomorphisme dont
I’isomorphisme réciproque est obtenu en associant & toute extension F de £ par
Ox, I'image 9(1) € H' (X,€Y) de 1 € HY (X,Ox) via la suite exacte longue de
cohomologie associée a lextension duale 0 — &Y — FY — Ox — 0.

2.4.2. Soit maintenant p : W — X un F,-torseur, de classe d’isomorphisme
c(W)=[g] € H (X,£V), et soit 0 —» Ox — F — £ — 0, une extension dont la
classe d’isomorphisme [¢] € Ext} (£, Ox) s’identifie & [g] via I’isomorphisme ext.
La surjection F — & induit alors une immersion fermée de P (£) dans P (F), dont
Pouvert complémentaire p : P (F) \ P (£) — X est X-isomorphe & W.

Fi1G. 2.4.1. Torseur associé & une extension.

2.4.3. L’extension ci-dessus devenant, par construction, triviale sur le recou-
vrement U, le fibré projectif P (F) s’identifie canoniquement a l’espace fibré associé
WVE+P (€ ® Ox). Par ailleurs, I'isomorphisme de E-torseurs WVF+ E, ~ W in-
duit, via 'immersion ouverte canonique i : F — P (£ & Ox) (1.2.2), une immersion
ouverte E-équivariante

iw W =W xF+ P (£ Ox) ~ P (F)
faisant du X-schéma P (F) une complétion E, -équivariante de W

REMARQUE 2.4.4. Selon la situation, on peut aussi considérer des extensions
0—-L—-F—-E—0

de £ par un faisceau inversible £ quelconque, puisque pour toute extension de ce
type représentant une classe [¢] € Ext% (£, £), Uextension

0— Ox — F®Roy LY - ERoy LY —0

déduite de cette derniére représente alors la classe [e] € Ext’ (€ ® £V, Ox), image
de [¢] par I'isomorphisme canonique Ext}; (£, £) ~ Ext} (£ ® LY, Ox).

EXEMPLE 2.4.5. Tout torseur en droites affines p : W — X est défini par une
extension 0 — L9 — F — L1 — 0 d’'un Ox-module inversible £; par un second

Ox-module inversible L5, donc est isomorphe au complémentaire d’une section d’un
fibré en P! p: W =P (F) — X.
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En particulier, si X = P}, oli k est un corps algébriquement clos, alors W est
isomorphe & une surface de Hirzebruch

ﬁ:Fe:P(Opl@Opl (76))4>X, 620,
et toute section de p est induite par une surjection
Opt ®Op1 (—€) » Opr(n—¢€), n=0oun>e,

de noyau isomorphe & Op: (—n). Si n = 0, alors le fibré linéaire affine corres-
pondant est isomorphe au complémentaire dans F. de 'unique section Cy d’auto-
intersection (C3) = —e, donc est isomorphe & V (Op1 (—e)). Par contre, pour tout
n > max (e, 1), il existe des fibrés linéaires affines non triviaux puisque

Extp: (Op1 (n —e),Op1 (—n)) ~ H° (P, 0p1 (2(n—1) —¢))

n’est pas réduit a {0}.

Si la section C de p est le support d’un diviseur ample sur Fe, ce qui est le
cas lorsque n > e, alors l'espace total du fibré linéaire affine p : F. \ C — P!
correspondant est une surface affine. On obtient ainsi des surfaces affines lisses
munies d’une structure de torseur sous un fibré en droites sur P'. Un exemple
représentatif bien connu de cette situation est fourni par la surface de Danielewski
S C A} = Spec (k[z,y, z]) d’équation zz —y (y — 1) = 0, qui se réalise, suivant [11],
comme le complémentaire de la diagonale A de Fy =P} x P} via le plongement

(b:SlIE",lC XIP,lv\A,(:E,y,z)H ([x:y],ly:2])=(y+1:z2],[x:y+1])
et qui est donc un V (Op1 (2)), -torseur.

2.5. Fibrés linéaires affines géométriques

Dans l'approche géométrique, un fibré vectoriel p : £ — X de rang n sur X
s’obtient en recollant des fibrés triviaux E; = A% sur un recouvrement ouvert U =

(Xi);c; par I'intermédiaire d’isomorphismes de transition ¢;; : Ej

Xij:) E’L |Xij in'
duits par des Oy, -automorphismes M;; € Autx,; ((’)}‘QJ_). En changeant le groupe

des automorphismes de recollement, on obtient une description géométrique ana-
logue des fibrés linéaires affines.

DEFINITION 2.5.1. Un fibré linéaire affine géométrique de rang n au dessus
d’un schéma X est la donnée d’un morphisme de schémas p : W — X, d’un re-
couvrement ouvert U = (X;),c; de X et d’isomorphismes 7; : p~! (X;) = A%,
tels que pour tout couple d’indice i # j, Yautomorphisme 7; o Tj_l de A}U =
Spec (Ox,, [z1, ..., ®,]) soit induit par un automorphisme de O -algébres linéaire
affine 7 de Ox,; [x1,...,2,]. Cela signifie qu’il existe

n
M;; = (mkl)lgi,jgn e GL, (O?(”) et Tj; = (t1,...,tn) € @F (Xij,OX)

i=1

m
tels que 7* () = kal:ﬁk +¢; pour tout I =1,...,n.

k=1

DEFINITION 2.5.2. Un isomorphisme de fibrés linéaires affines géométriques de
rang n
¢ : (wlap,aula {Til}iell) - (VVv pvua {Ti}iel)

est un isomorphisme de schémas ¢ : W/ = W tel que p’ = po ¢ et tel que p’ : W' —
X soit un fibré linéaire affine géométrique pour le recouvrement formé des ouverts
de U et de U’, et les trivialisations {7]},.; et {7; 0 ¢},;.
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2.5.3. Tout torseur p : W — X sous un fibré vectoriel £, = V (£)_ de rang
n est évidemment un fibré linéaire affine géométrique de rang n sur X au sens de
la définition (2.5.1). Réciproquement, pour tout fibré linéaire affine géométrique
p: W — X devenant trivial sur un recouvrement & = (X;),.; de X, et tout triplet
d’indices i, j et k les identités
{ M, = M, M;;
Tik = Mjk-Tij+ Tik

icl

sont satisfaites dans GL,, (O?ij

ces identités signifie que les matrices de transition M;;, 4,5 € I, définissent un
faisceau de Ox-modules £ localement libre de rang n, devenant trivial sur U avec
isomorphismes ¢; : £ = O%_, i € I, tels que ¢; = M;j o ¢; au-dessus de X;; . La
seconde garantit quant a elle que la collection des sections

gij:T%jOQsi|U€H0mU(5,Ox,) Z%jlajela

est un 1-cocyle de Cech & valeurs dans &Y pour le recouvrement . Ainsi p. W
s’identifie & la Ox-algébre quasi-cohérente obtenue en recollant les Ox,-algébres
symétriques S (€ |x,) au-dessus des intersections X;; par I'intermeédiaire des iso-
morphismes

) et I' (X, Ox) respectivement. La premiére de

S(gi,1d) : S (€ |x,,) &S (€ |x,,) i#ji,jel.

Par conséquent, le fibré linéaire affine p : W — X est isomorphe au X-schéma
W (U,E,g) (2.2.1). Bien que la donnée d'une action du fibré vectoriel V (£), ne
fasse pas explicitement partie de la définition de p : W — X, on obtient néanmoins
une correspondance biunivoque entre fibrés linéaires affines géométriques et torseurs
sous un fibré vectoriel. Cela conduit a ’abus suivant, consistant & appeler torseur
sous un fibré vectoriel tout schéma p : W — X pour lequel il existe un fibré vectoriel
p: E — X et une action de F; sur W faisant de p: W — X un E-torseur.

2.5.4. Ainsi définis, les fibrés linéaires affines géométriques de rang n consti-
tuent une sous-classe, en générale stricte, de la classe des fibrés affines de rang n,
i.e. des fibrés p : V. — X localement isomorphes & A% . Ces deux classes ne coin-
cident que si le groupe Autyx (A% ) des X-automorphismes de A% coincide avec son
sous-groupe des automorphismes linéaires affines. Cela conduit & la caractérisation
pratique suivante des torseurs en droites au-dessus d’un schéma intégre.

PROPOSITION 2.5.5. Soit X un schéma intégre. Pour qu’un schéma p: W — X
soit un torseur em droites, il faut et il suffit qu’il existe un recouvrement ouvert

U= (Xi);cs de X tel que W |x,~ Ak, pour tout i € I.

DEMONSTRATION. La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, il
suffit de remarquer que si A est un anneau intégre, alors tout A-automorphisme de
Palgebre A [T] est linéaire affine, i.e. de la forme T'— b+aT oub € Aeta € A*. O

2.5.6. Donnons pour terminer un résultat qui s’avére utile en pratique lorsqu’il
s’agit de déterminer si un schéma muni d’une action d’un fibré vectoriel F; est un
torseur. Rappelons au préalable qu'un schéma p : W — X est dit formellement
principal homogéne sous une action t : £ xx W — W de E; si le morphisme
Exx W — W xx W de composantes t et p est un isomorphisme.

PROPOSITION 2.5.7. Soit £ un Ox -module cohérent localement libre et p : W —
X un X -schéma fidéelement plat et quasi-compact sur lequel Ey =V (E)Jr agit. Alors
W est un E-torseur si et seulement s’il est formellement principal homogéne.

DEMONSTRATION. La condition est bien siir nécessaire. On notera d’ailleurs que
tout Ei-torseur p : W — X est fidélement plat et quasi-compact sur X puisque
E Dest. Réciproquement, considérons le changement de base p : W — X. Si W
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est formellement principal homogéne sous F,, alors W xx W est formellement
principal homogéne sous E X x W, donc est isomorphe au torseur trivial puisqu’il
admet une section, en l'occurrence le morphisme diagonal W — W xx W. Ainsi
pw W xx W — W est isomorphe au torseur défini par I’extension triviale

0— 0w — Ow@pE—p&—0.

Les morphismes fidélement plats et quasi-compacts étant des morphismes de des-
cente effective dans la catégorie fibrée des faisceaux localement libres de rang n, et,
par conséquent, dans la catégorie des extensions localement triviales de tels faisceaux
(SGA 1 VIIL1), nous concluons qu’il existe un recouvrement ouvert U = (X;),.;
de X tel que pour tout i € I, W |x, soit isomorphe au FE |x,-torseur défini par
Pextension triviale Ox, ® & |x,. O
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CHAPITRE 3

Quasi-torseurs sous un fibré en droites

Le présent chapitre est consacré & I’étude d’une classe de schémas p: W — X
munis d'une action d’un fibré en droites p : Ly — X sur X, qui ne sont pas des
torseurs pour cette action, mais qui le deviennent pour certaines actions d’autres
fibrés en droites p’ : L/, — X se déduisant de L.

De telles situations se rencontrent fréquemment en pratique, comme le montre
Pexemple bien connu suivant. On sait d’aprés [40] que toute action non triviale du
groupe additif C+ = G, ¢ sur le plan affine complexe A% = Spec (C [z] [y]) est conju-
guée A une action par “translation tordue” de la forme ¢ x (z,y) — (x,y +tf (z))
pour un certain polynéme non nul f € A = C[z]. Via la projection pr : A2 —
X = Spec (A), nous pouvons considérer une telle action comme une action t; de
Ga,x = Spec (A[t]) sur AL = Spec (A[y]), dont la co-action est donnée par ’homo-
morphisme de A-algébres

Ayl = Ayl @a Aty =y 1+ fot.

Ainsi AZ ~ AL muni de cette action est un G, x-torseur si et seulement si f =1
Supposons justement que f # 1. Alors la sous A-algébre A [ft] C A[t] s’identifie &
I’algébre symétrique du A-module inversible M = fA et l'inclusion ci-dessus définit

un morphisme de X-groupes u : G, x — V (M) = Spec (A [ft]). D’autre part,
puisque A[ft] ~ Afy], A% est un V (]\2/) -torseur pour l'action t de V (M)
+

définie via la co-action

+

Alyl— Ayl @a Alft],y—y@1+1® ft,

et action ty de G, x sur Al se factorise par t via le morphisme u.

On notera que si f n’est pas inversible, alors I'action t; de G, x n’est pas libre
puisque tout sous-schéma fermé contenu dans la préimage par pr : AL, — X de
la sous-variété fermée V (f) est fixé par cette action, tandis que, par construction,
I’action t de V (]\2/) est libre. En général, on est plus & I'aise lorsqu’un groupe

+
agit librement sur un ensemble.

La tendance naturelle consisterait donc, dans I'exemple ci-dessus, & privilégier
I’action de V (M) par rapport a I'action de G, x qui s’en déduit via le morphisme
+

u. Il est cependant beaucoup plus intéressant de pouvoir construire des actions non
libres d’un fibré en droites sur ’espace total d’un torseur. En effet, sans dévoiler
plus avant le contenu du prochain chapitre, disons que cette construction est un pré-
liminaire nécessaire & la définition de la notion de modification affine équivariante.
Pour faire sentir au lecteur 'intérét pour nous que représente 'existence de points
fixes, rappelons qu’étant données une variété algébrique X munie d’une action d’un
groupe algébrique GG, et une sous-variété fermée Z de X invariante par G, 'action
de G sur X se reléve en une G-action sur la variété X obtenue a partir de X en
éclatant 7.

Revenant a la situation relative ot p : W — X est un torseur sous un fibré en
droites L., on constate que les sous-schémas fermés invariants de W sont les images
inverses des sous-schémas fermés de X. L’ensemble des sous-schémas fermés Z de
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W susceptibles de se voir appliquer une construction du type précédent est donc
relativement limité. Par contre, dés lors que 1’on sait munir W d’une action a la fois
non libre et non triviale d’un fibré en droites L/,, il devient possible de construire
par cette méthode de nombreux schémas j: W — X admettant une L', -action non
triviale.

3.1. Quasi-torseurs en droites et diviseurs effectifs

Dans ce paragraphe nous introduisons la notion de quasi-torseur p : W — X
sous un fibré en droites. Nous donnons ensuite une interprétation de cette nouvelle
structure en termes de diviseurs (de Cartier) effectifs sur X.

3.1.1. Définitions. Rappelons que lorsque ’on travaille sur un schéma X non
nécessairement intégre, le faisceau constant Kx des fonctions rationnelles sur X
n’est pas défini, et doit étre remplacé par le faisceau Mx = Ox [S™!] des germes
de fonctions méromorphes sur X, obtenu en inversant la partie multiplicative S de
Ox constituée, pour tout ouvert U, de 'ensemble des éléments réguliers, i.e. non
diviseurs de zéro, de l'anneau I' (U,Ox). On appelle alors fonction méromorphe
réguliére sur X toute section globale du faisceau de groupes multiplicatifs M?% des
¢éléments inversibles de M x.

Plus généralement, on appelle section méromorphe réguliére (resp. holomorphe
réguliére) d’un Ox-module inversible £ toute section de Mx (£) = L ®o,x Mx
correspondant, pour tout ouvert U tel que £ |y~ Oy, a un élément de T" (U, M%)
(resp. & un élément de I' (U, M% N Ox)). Cela conduit & la définition suivante.

DEFINITION 3.1.1. Soient X un schéma, £ et £’ deux Ox-modules inversibles.
On dit qu'un homomorphisme de Ox-modules u : £ — L est régulier 8’il corres-
pond & une section holomorphe réguliére s € T’ (X, ([Z’)v ® E) via 'isomorphisme
Homyx (£, £) ~ T (X, L) ®r).

Nous en arrivons a la définition de la notion de quasi-torseur sous un fibré en
droites.

DEFINITION 3.1.2. Soient X un schéma, L et L’ deux fibrés en droites sur X,
définis respectivement par des @ x-modules inversibles £ et £, et soit p: W — X
un L/, -torseur. On appelle structure de quasi-torseur sous L sur W la donnée d'un
homomorphisme régulier u : £ — L.

3.1.3. Cette étrange définition se révéle en observant qu’en composant ’action
t: L xx W — W de L, sur W avec le morphisme X-groupes u: L, — L/ induit
par ’homomorphisme de Ox-algébres S (u) : S(L') — S (L), on obtient, puisque
f est un homomorphisme régulier, donc en particulier un homomorphisme non nul,
une action non triviale

ty,=to(uxId): Ly xxW—->W

de L sur W. Nous dirons alors que W est un quasi-torseur sous L, ou encore un
L -quasi-torseur.

ExXeEMPLE 3.1.4. Tout Li-torseur p : W — X est bien sir un quasi-torseur
puisqu’il suffit de prendre f =1Id : £ — £ dans la définition (3.1.2). Plus générale-
ment, pour tout élément régulier a € T' (X, Ox), la multiplication par a définit un
homomorphisme régulier f = xa : £ — L, donc une structure de L-quasi-torseur
sur W.

3.1.5. Soit maintenant p’ : W’ — X un L/ -torseur image directe du L-
torseur p : W — X par ’homomorphisme régulier v : £ — L. Rappelons (2.3.3)
que cela signifie que la classe d’isomorphisme ¢(W’) € H' (X, (E’)V) est 'image
de la classe d’isomorphisme ¢ (W) € H! (X, L") par ’homomorphisme de groupe
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induit par ’homomorphisme de Ox-modules *u : £Y — (£')" dual de u. On sait
alors qu’il existe un morphisme affine linéaire 3 : W — W' qui est équivariant pour
le morphisme de X-groupes u : L, — L’ déduit de u. Ce morphisme § devient
donc L, -équivariant lorsque I'on munit W’ de sa structure de quasi-torseur sous
L correspondant & ’homomorphisme w : £ — L.

3.1.2. Quasi-torseur associé a un diviseur effectif. Par définition, un
homomorphisme régulier v : £ — L correspond a une section réguliéere s €
I (X, (L) ® L), de sorte que la paire ((£')" ® L, s) correspondante est isomorphe
a la paire (Ox (D),sp) définie par le diviseur effectif D = div (s) € Div?t (X).
Autrement dit, £ ~ L ® Jx (D), ou Jx (D) = (Ox (D))", et u s’identifie a I'ho-
momorphisme

[de'sp: L' ~L@Tx (D) — LROx ~ L

induit par la section canonique sp € I' (X, Ox (D)) ~ Homx (Jx (D),Ox). On en
déduit donc la caractérisation alternative suivante des quasi-torseurs sous un fibré
en droites.

PROPOSITION 3.1.6. Il y a une correspondance biunivoque entre les quasi-torseurs
sous V (L), et les V(L ® Tx (D)) -torseurs, ou D € Div" (X).

COROLLAIRE 3.1.7. Soient X un schéma, L un Ox-module inversible et p :
W — X un 'V (L) -torseur. Alors, pour tout diviseur effectif D € Divt (X), W est
muni d’une structure de quasi-torseur sous V (L ® Ox (D)), .
DEMONSTRATION. Il suffit en effet d’appliquer la proposition (3.1.6) au Ox-
module inversible £ = L ® Ox (D). O

3.1.8. Comme on vient de le voir, se donner une structure de V (L), -quasi-
torseur sur un V (£’)  -torseur p : W — X, c’est se donner un isomorphisme L’ ~
L ® Jx (D) pour un certain diviseur effectif D € Div*' (X). En particulier, il n’y a
pas unicité d’une telle structure. Accordons-nous cependant de dire qu’un schéma
p: W — X, a priori sans action de V (£)_, est un quasi-torseur sous V (£), s'il
existe un diviseur effectif D € Div" (X) et une action de V (£ ® Jx (D)), sur
W faisant de W un V (£ ® Jx (D)), -torseur. L’ensemble des structures possibles
de quasi-torseur sous L sur le X-schéma W est alors décrit par la proposition
suivante.

PROPOSITION 3.1.9. Soit p: W — X un quasi-torseur sous L, défini par un
diviseur effectif D € Div" (X). Il y a une correspondance biunivoque entre les struc-
tures de quasi-torseur sous Ly sur W et les éléments du systéme linéaire complet
|D| des diviseurs effectifs linéairement équivalents ¢ D.

DEMONSTRATION. Par hypotheése, W est un V (£ ® Jx (D)), -torseur dont
la structure de L,-quasi-torseur est définie par I’homomorphisme régulier £ ®
Jx (D) — L induit par la section canonique sp € I' (X,Ox (D)). Toute autre
structure de L -quasi-torseur sur W est alors donnée par un homomorphisme régu-
lier L&Jx (D) — L, donc par une section réguliére méromorphe s € I' (X, Ox (D)).
La proposition s’en déduit puisque ’ensemble de ces sections est en bijection avec le
systéme linéaire complet | D| des diviseurs effectifs linéairement équivalents & D. [

3.2. Fibrés principaux quasihomogénes

Par définition, un schéma p : W — X muni d’une action d’un fibré en droites
Ly =V (L), estun torseur s’il est localement isomorphe & L agissant sur lui-méme
par translations. Dans ce paragraphe, nous montrons que les quasi-torseurs sous L
sont caractérisés par une condition locale analogue.
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DEFINITION 3.2.1. Soient X un schéma, L un fibré en droites défini par un Ox-
modules inversible £, et f € T' (X, Ox) un élément régulier. On appelle translation
tordue par f I'action ty de L, sur L induite par 'homomorphisme de Ox-modules

del+feld:L—S(L) o, S(L).

REMARQUE 3.2.2. En toute généralité, il n’est pas nécessaire de supposer que
f soit régulier. Néanmoins, on s’expose alors & certaines situations contraires a
I'intuition géométrique oil une action t; non triviale induit une action triviale sur
toutes les fibres du morphisme structural p : L — X. C’est le cas, par exemple, de

Paction t. au dessus de X = Spec (k [¢]).

DEFINITION 3.2.3. Soient X un schéma et L un fibré en droites défini par un
Ox-module inversible £. Un schéma p : W — X muni d’'une L-action est appelé
un fibré principal quasi-homogéne de groupe L. s’il existe un recouvrement ouvert
U = (X;);c; de X et des éléments réguliers f; € I' (X;, Ox) tels que pour tout i € 1,
W |x, soit isomorphe & L |x, agissant sur lui-méme par la translation tordue ty,.

3.2.4. Tout L-quasi-torseur p : W — X est un fibré principal quasi-homogéne
de groupe L. En effet, d’aprés la proposition (3.1.6), il existe un diviseur effectif
D € Div" (X) tel que W soit un V (£ ® Jx (D)) -torseur et tel que l'action de
L, s’identifie & P'action ts, composée de I'action t de V (L ® Jx (D)), sur W
et du morphisme de X-groupes u : Ly — V (L ® Jx (D)), induit par la section
canonique sp € I' (X, Ox (D)). Soient alors {(X;, f;);,c;} des donnée locales pour
D. Pour tout i € I, la restriction de u au dessus de 'ouvert X; s’identifie, via
I’isomorphisme

L®Tx (D) |x,~L|x, ®fiOx, ~ L |x,,
au X-morphisme induit par ’homomorphisme régulier f;Id : £ |x,— L |x,. Quitte
a restreindre les ouverts X;, nous pouvons supposer que le V (£ ® Jx (D)) -torseur
W devient trivial sur le recouvrement U = (X;);.;. On obtient ainsi des isomor-
phismes supplémentaires

Yi: Llx, > V(L@ Ix (D) |x;) = Wlx,, i€l
Le diagramme suivant étant alors commutatif,

ty;
L |Xi XX«;L |Xi —L X

u|x; ><¢il lwi

V(L Tx (D)) |x; xx.W |x, ——=W |x,

nous concluons que la restriction au-dessus de X; de l'action t;, de Ly sur W
s’identifie & la translation tordue ty, induite par 'homomorphisme de Ox,-modules

Id®1+fz®IdE|X1—>S(,C |X1)®S(£|Xl)

Ainsi tout quasi-torseur p : W — X sous L, définit un fibré principal quasi-
homogeéne sous L, au sens de la définition (3.2.3). On en déduit la nouvelle carac-
térisation suivante des quasi-torseurs.

PROPOSITION 3.2.5. Pour un X-schéma p: W — X muni d’une action d’un
fibré en droites p: Ly — X, les assertions suivantes sont équivalentes :

1) W est un L -quasi-torseur.

2) W est un fibré principal quasi-homogéne sous L .

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que 2) implique 1). Par hypothése W est
muni d'une action de L, telle qu'’il existe un recouvrement ouvert U = (X;),.; de
X, des sections réguliéres f; € T' (X;, Ox) et des isomorphismes L, |x,-équivariants

Ti:p*OE|Xi:)S(£|Xi); ’L'GI,

40



pour l'action de L |x, sur lui-méme par la translation tordue ty,. Pour tout i # j,
i,j € I, 'isomorphisme équivariant 7;; = 7; |x, OT;l |x, est alors nécessairement
induit par un homomorphisme de Ox,,-algebres
S (hijvfij) : S (‘E Xij) — 8 (E Xij) ’

ot hyj € I'(Xy;,LY), et ou fi; € Isomx,, (£, L) ~ T' (X, O%) satisfait I'identité
filx,= fij fj |x;- On obtient de plus, pour tout triplet d’indices 4, j, k, les relations

fie = finfij

hik = hij + fijhjk
au-dessus de X;NX;NX}. On en déduit que W est isomorphe auun V (£ ® Jx (D)) -
torseur

ot D € Div" (X) désigne le diviseur de données locales {(X;, fi)},.;, et ot {9i3}i jer €
C' (U, LY ® Ox (D)) est le 1-cocyle de Cech défini par les sections

gij = hi; ® fi 1 €T (Xij, LY @ Ox (D)), i#j, i,jel.

3.3. Points fixes d’un quasi-torseur

L’action d’'un fibré en droites Ly sur un quasi-torseur p : W — X n’est en
général pas libre. Dans ce paragraphe, nous introduisons différentes notions liées a
I’étude des points fixes d’une telle action, relativement & la base X.

3.3.1. D’apreés la proposition (3.1.6), la donnée d’une structure de quasi-torseur
sous L4 sur un schéma p : W — X équivaut & la donnée d’un diviseur effectif
D € Divt (X) tel que W soit un V (£ ® Jx (D)) -torseur. L’action de L, sur W
s’identifie alors a l'action ts,, composée de 'action t de V (L ® Jx (D)), sur W
et du morphisme de X-groupes u: Ly — V(£ ® Jx (D)), induit par la section
canonique sp € I' (X, Ox (D)). Si D = 0, autrement dit si D admet des données
locales { (X, fi);c;} telles que f; € I' (X;,O%) pour tout i € I, alors I'action de L
sur W est libre.

Par contre, si D # 0, la restriction & 'ouvert X; de l'action ts, s’identifie &
Paction de Ly |x, sur W |x,~ L |x, par la translation tordue ty,. Ainsi, pour tout
point x € Supp (D) l'action induite de L, ~ G, y(y) sur la fibre p~t(x) ~ A}C(I) est
triviale. Cela conduit a la définition suivante :

DEFINITION 3.3.2. Soit p : W — X un quasi-torseur sous Ly défini par un
diviseur effectif D € Div*t (X). On appelle schéma des points fires de Ly sur W le
sous-schéma fermé de X défini par D.

Puisqu’a tout diviseur effectif D € Div*t (X) correspond un 1-cycle a coefficients
positifs ou nuls cyc (D), nous pouvons de méme définir la notion de cycle des points
fixes d'un L -torseur.

DEFINITION 3.3.3. Soit p : W — X un quasi-torseur sous L, défini par diviseur
effectif D € Div" (X). On appelle cycle des points fizes de Ly sur W le 1-cycle
cyc (D) associé & D . Pour tout 1-cycle premier z € X1, I’entier

fix, (W, L, D) := mult, (D)
est appelé l'ordre de point fize de Ly sur W en .

EXEMPLE 3.3.4. Considérons de nouveau 'action C; = G, ¢ sur le plan com-
plexe A% = Spec (C[z][y]), ot X = Spec (C[z]), par la translation tordue t x
(x,y) — (z,y +tf (z)) pour un certain polynéme non nul f € C [z]. Rappelons que
nous considérons cette action comme une G, x via la projection pr : AZ — X. Le
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cycle des points fixes de G, x sur Al est alors simplement le cycle des zéros de f,
i.e.le cycle

eye(f)= ) orde (f)-{a} = Y long(Ox./foOx.)  {a},
z€X\n z€X\n
ou 1 désigne le point générique de X. Autrement dit, 'ordre de point fixe au-dessus
de x est simplement I’ordre d’annulation de la fonction f au point z.

3.3.5. Cette définition de la notion de point fixe de Ly sur W relativement a
la base X, nous permet de déterminer les sous-schémas fermés de E invariant par
I’action de L. En effet, comme nous I’avons déja remarqué ci-dessus, si p: W — X
un V (£ ® Jx (D))-torseur pour un certain D € Div" (X), alors pour tout z €
Supp (D), la restriction de I’action ts,, de Ly sur W a la fibre schématique W, est
triviale. Plus généralement, on a le résultat suivant :

PROPOSITION 3.3.6. Awec les notations précédentes, tout sous-schéma fermé
Z de W contenu dans le support du diviseur p*D € Div' (W) est invariant sous
Uaction ts,, de Ly sur W, et la restriction de cette action a Z est triviale.

DEMONSTRATION. Soient i : Z < W l'immersion fermée d’un sous-schéma
fermé Z de W, d’idéal T C Ow, et ¢ = poi: Z — X le morphisme structural de
7. Notons

tsp : pOw — pxOw @S (L)
la co-action correspondant & l'action ts,, de Ly sur W. Avec ces notations, le sous-
schéma fermé Z C W est invariant si et seulement si I'homomorphisme de Ox-
algébres

fs it
pOw 8 p.Ow @8 (L) ' 6,07 88 (L)
se factorise via ¢.Oyz. Comme il suffit de le vérifier localement, nous pouvons sup-
poser que X = Spec (A4), L = Ox, D =div(f), out f € A est régulier, W = AL La
co-action f,, s’identifie alors & ’lhomomorphisme de Ox-algébres
tr AT - AT @ AT, T—To1+ faT.
Puisque Z est contenu dans le support de p* D, son idéal I C A [T] contient f. Soit

m: AT —-T(Z,0z) = A[T] /I 'homomorphisme quotient. Le diagramme suivant
étant alors clairement commutatif

AT — AT 2 A[T]

l lmm

A[T] /T 228 A1) /T @ A[T)

nous concluons que Z est bien invariant, et que l'action de Ly induite sur Z est
triviale. O
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CHAPITRE 4

Modifications affines équivariantes

Considérons la surface S € A% = Spec (C[z] [y, z]) d’équation zz — y* = 0.
L’action du groupe additif G, x sur A% via

tx(z,y,2)— (z,y+tz,z+2yt+zt2)

induit une action libre de G, x sur S. La restriction de la projection pry : § — X
au-dessus de X, = X \ {0} ~ Spec (C [z,7!]) est isomorphe au fibré trivial. Par
contre, la fibre pr ! (0) est isomorphe a la droite affine double Spec ((C ly, 2]/ (y2))
Ainsi, S munie de cette G, x-action n’est pas un torseur. Nous observons cepen-
dant que la projection pry , : S — AL, (z,9,2) — (z,y) se restreint en un isomor-
phisme au dessus de X, tandis que I'image de la fibre pr; ! (0) C S par pr,, est un
sous-schéma fermé propre de la fibre pr;! (0) C Ak. Via pr, ,, nous obtenons un
isomorphisme
I(S,0g)~C [z,y,xilyQ] ccC [z,zfl,y} .

On dit alors, suivant [82], que pr,, : S — Al est la modification affine de
centre [ = (:c,yQ) et de diviseur z. Par construction, pr; , est équivariant lorsque
I'on munit AL de la G, x-action par translation tordue t x (z,y) — (x,y + tz),
Iidéal I étant alors invariant. Ainsi S s’identifie & une modification affine du G, x-
quasi-torseur A.

Les modifications affines au sens de [32] sont essentiellement des constructions
d’algébre commutative permettant de décrire la géométrie birationnelle des variétés
affines. Dans le présent chapitre, nous introduisons une généralisation naturelle de
cette notion & des schémas X quelconques. Cela nous permet ensuite de construire,
a partir de quasi-torseurs p : W — X sous un fibré en droites p : L — X, des
nouveaux X-schémas admettant une L -action, mais qui ne sont en général pas des
torseurs.

4.1. Modifications affines selon Kaliman et Zaidenberg

Nous rappelons dans ce paragraphe la notion de modification affine d’un schéma
affine X = Spec (A) introduite par Kaliman et Zaidenberg [32]. Il s’agit principale-
ment de transposer les notions relatives & ’étude de la géométrie birationnelle des
schémas affines dans le langage équivalent de l'algébre commutative. Cela justifie
pleinement la définition générale suivante.

DEFINITION 4.1.1. On appelle modification affine de X = Spec (A), tout X-
schéma affine de type fini 7 : Y — X spectre d’une sous-A-algébre de type fini de
I’anneau total des fractions K4 de A.

4.1.2. Lorsque X est intégre, K 4 s’identifie au corps des fractions Frac (A4), de
sorte que toute sous-A-algébre de type fini B C Frac (A) définit un schéma affine
m:Y = Spec (B) — X birationnel & X.

De maniére générale, toute sous- A-algébre de type fini de B C K 4 est engendrée
par un nombre fini d’éléments de la forme b;/ f;, ou b; € Aet f; € K5NA. Autrement
dit, on a un isomorphisme de A-algébres

BZA[bl/fl,...,bT/fT] zA[al/f,...,aT/f] CAf C Ky,
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ou f=fi--fr€ KjNA Ennotant I = (f,a1,...,a,) C Alidéal de A engendré
par f,aq,...,a,, on voit que B s’identifie & la A-algébre

AU/ = Alar /o an/f] = {ab/f% | e 1% k=1,...},

quotient de la A-algebre de Rees A[It] = @, I"t" C A[t] par I'idéal principal
engendré par 1 — ft. On retrouve ainsi la définition d’une modification affine selon
[32]. Dans ces conditions, nous adopterons la terminologie plus précise suivante.

DEFINITION 4.1.3. On dit que
or/¢: X1,5 = Spec (A[I/f]) — X = Spec (A)

est la modification affine de X de centre I et de diviseur D = div (f), ou, plus
simplement, de centre (I, f).

4.1.4. Puisque A[I/f] ~ A[It] /(1 — ft), 'immersion ouverte canonique
j: X1/ =Spec(A[l/f]) — X = Proj, (A[It])

réalise X ¢ comme l'ouvert principal Xf de X ot f ne s’annule pas. En consé-
quence, le morphisme o : X;/;; — X se factorise, via j, par I'éclatement Bl :
X — X de X de centre I. Suivant [32], nous dirons que le sous-schéma fermé
DY~ Proj, (A[It] / ft), complémentaire dans X de j (Xz,5) ~ X est la transfor-
mée propre de D.

EXEMPLE 4.1.5. Soient k un corps, A = k[x,y], [ = (z,y) et f =22 € I. La
transformée propre du diviseur div (f) dans

Proj A [zt yt] ~ Proj4 A [u,v] / (xv — yu)
est donnée par ’équation {zu = 0}. Elle est donc constituée de la réunion de

la transformée stricte de la droite V (f) = {z =0} et du diviseur exceptionnel
{z = y = 0} de I'éclatement Bl; : Proj4 A [zt, yt] — Spec (A).

4.1.6. Comme le montre l'exemple précédent, la transformée propre Dl;r est
en général disctincte de la transformée stricte D} de D = div (f), qui est définie,
rappelons-le, comme I’adhérence dans X de I'image inverse de D\ V (I) par l’écla-
tement Bl; : X — X. Il existe cependant des cas ou ces deux notions coincident,
comme le montre la proposition suivante :

PROPOSITION 4.1.7. Si l’idéal I C A est engendré par une suite réguliére ag =
fsa1,...,a., alors la transformée propre de D = div (f) coincide avec sa transformée
stricte.

DEMONSTRATION. Puisque la suite ao, ..., a, est réguliére, 'algébre de Rees
A[It] s’identifie, via ’homomorphisme X; — a;t, i = 0,...,r, & la A-algébre B,
quotient de A [Xy, ..., X,] par I'idéal J engendré par les mineurs 2 x 2 de la matrice

agp e A,
Xo - X, )

Ainsi la transformée propre D’;T et la transformée stricte D} coincident puisqu’elles
sont toutes deux données par I’équation {X, = 0} dans Proj,B. O

4.1.8. 1l est utile pour la suite de donner la construction alternative suivante
de la modification affine o;,¢ : X7y — X de X de centre (I, f). Etant donné un
idéal I = (a1, ...,a,) de A et un élément régulier f € I, nous observons que 1 € Ay
est un élément de l'idéal f~'1 = (a1/f,...,a,/f) € Ay de Ay C K4. On a alors un
isomorphisme de A-algébres

All/fl=AlI) ) (A= fy~ A[(f7 ) 1] /(1= 1),
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ou A [(f~'1)t] désigne la A-algébre de Rees de I'idéal (f~1I) de Ay. Ainsi, quitte
a remplacer 'idéal I de A par I'idéal f~'I de K 4 qui contient 1, nous pouvons faire
formellement disparaitre f de la définition de I’algébre A [I/f]. Cette interprétation,
qui n’apporte évidemment rien de nouveau lorsque I’on travaille sur un schéma de
base affine, va cependant nous permettre de généraliser la notion de modification
affine & des schémas de base X quelconques.

4.2. Modifications affines générales

La notion centrale dans I'étude de la géométrie birationnelle des schémas af-
fines sur un schéma X donné est celle d’Ox-algébre fractionnaire, que nous rap-
pelons ci-dessous. Parmi ces algébres, nous étudions ensuite une sous-classe par-
ticuliére qui constitue généralisation naturelle de la notion de modification affine
or,5: Spec (A[I/f]) — Spec (A) de Spec (A), de centre (I, f).

4.2.1. Algébres fractionnaires. Les algébres fractionnaires, introduites ci-
dessous, sont les analogues naturelles, pour les schémas X quelconques, des sous-
A-algebres de type fini B C K4 pour les schéma affines X = Spec (4).

DEFINITION 4.2.1. Soit X un schéma. On appelle Ox-algébre fractionnaire
toute Ox-algébre isomorphe & une sous Ox-algébre quasi-cohérente de type fini
du faisceau des germes de fonctions méromorphes Kx de X.

4.2.2. Une Ox-algébre fractionnaire B C Kx définit un X-schéma affine de
type fini 0 : Y = Spec (B) — X. Par construction, ’homomorphisme Ox — B est
injectif et induit un isomorphisme Kx = 0.Ky. En particulier, si X est intégre,
alors Y l’est aussi et o est birationnel.

Réciproquement, si ¢ : ¥ — X un morphisme affine de type fini tel que
I’lhomomorphisme ot Ox — 0.0y induise un isomorphisme ¢ : Kx = 0.Ky
alors o est injectif puisque les homomorphismes canoniques ix : Ox — Kx
et ox (iy) : 0.0y — 0Ky le sont. Ainsi, puisque Y est de type fini sur X,
B=¢s"1 (0.0y) C Kx est une Ox-algébre fractionnaire isomorphe a ¢,.Oy. On
obtient donc la caractérisation suivante :

ProproSITION 4.2.3. Il y une correspondance biunivoque entre les Ox-algébres
fractionnaires et les morphismes affines de type fini w : Y — X induisant un iso-
morphisme entre les faisceaux des germes de fonctions méromorphes sur X etY
respectivement.

EXEMPLE 4.2.4. Soient X un schéma intégre, Z C Ox un idéal de type fini, et
soit Blz : X = Proj(S) — X l'éclatement de X de centre Z, ou S = @Z". Pour

toute section f € I'(X,7), B=S5/(1 — f) S est alors une Ox-algebre fractionnaire.
Le X-schéma affine correspondant est canoniquement isomorphe & ’ouvert principal
f(f de X ou f ne s’annule pas, i.e. 'unique ouvert de X tel que pour tout ouvert
affine U ¢ X, Xy No~ ' (U) = Dy (f |v) dans =1 (U) ~ Proj (I'(U,S)) (EGA
11.3.1.4).

DEFINITION 4.2.5. Un morphisme affine de type fini 7 : ¥ — X comme ci-
dessus sera appelé une pseudo-modification affine.

4.2.6. Une Ox-algébre fractionnaire B C Ky étant par définition de type fini,
elle est engendrée par un idéal fractionnaire J, c’est & dire un sous Ox-module
de type fini de Kx (EGA 11.8.2.1). En général, il n’est pas possible de trouver un
”dénominateur commun” aux éléments de J comme cela était le cas dans la situation
affine (4.1.2) . Plus formellement, ceci signifie que le faisceau D des dénominateurs
de J, i.e. le faisceau défini localement par {a € Ox | a-J C Ox} n’admet pas
nécessairement de section globale. A supposer qu’une telle section existe, ce qui est
le cas deés lors que X est quasi-projectif sur un corps k (cf. 4.2.7 ci-dessous), on ne
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peut toutefois pas garantir que Y = Spec (B) soit isomorphe & un ouvert principal
d’un schéma éclaté Blz : X — X comme ci-dessus.

Cependant, lorsque X est intégre, la proposition suivante montre qu’il est pos-
sible de réaliser Y comme ouvert d'un X-schéma projectif Bl; : X — X obtenu en
éclatant un idéal fractionnaire J C Kx.

PROPOSITION 4.2.7. Soient X un schéma intégre et B C Kx une Ox-algébre
fractionnaire. Alors il existe un idéal fractionnaire J C Kx et une immersion
ouverte de X -schémas

j:Y = Spec(B) — Proj @jn

n>0
Si de plus X est quasi-projectif sur un corps k, alors on peut supposer que J C Ox.

DEMONSTRATION. Puisque X est intégre, K x n’est autre que le faisceau constant
Rx des fonctions rationnelles de X . Par hypothése, Y est défini par une sous Ox-
algébre de Rx, donc est aussi intégre . Puisque Y est affine, de type fini sur X, il
existe un X-schéma projectif intégre 7 : X = Proj(S) — X, ou S est une Ox-
algébre quasi-cohérente graduée de type fini, engendrée par Si, et une immersion
ouverte de X-schémas i : Y — X. De plus, le morphisme structural o : ¥ — X
étant birationnel, nous concluons que 7 ’est aussi.

D’apres EGA II1.2.3.5, il existe alors un idéal fractionnaire J C Kx tel que

X ~ Proj @jn , d’oul la premiére assertion. Si de plus X est quasi-projectif
n>0

sur k, alors il existe un Ox-module inversible ample sur X, et la seconde assertion

résulte alors de EGA I11.2.3.6, ou directement de [29, Théoréme I1.7.17,p166]. O

4.2.2. Modification affine d’un schéma le long d’un diviseur. Dans
ce paragraphe, nous introduisons une sous-classe d’algébres fractionnaires dont la
structure est formellement la méme que celle des A-algébres A [I/f] au-dessus d’un
schéma affine X = Spec (A).

4.2.8. Si X est un schéma noethérien, alors toute Ox-algébre fractionnaire
B C Kx est limite inductive de ses sous Ox-modules quasi-cohérents de type fini,
donc limite inductive d’un systéme d’idéaux fractionnaires. D’autre part, B étant
une Ox-algebre de type fini, nous pouvons choisir un systéme inductif {7,},~,
d’idéaux fractionnaires contenus dans B de telle sorte que Jy = Ox, que J; en-
gendre B comme Ox-algébre et que, pour tout m > n, J,, C Im et TnIm C Tm+n-
Par construction, le Ox-module B = 1iinjn est alors canoniquement isomorphe au

quotient de la Ox-algébre quasi-cohérente graduée
n>0
par le sous-Ox-module G image de 'homomorphisme de O x-modules
- @yt A— A
n>0

ot g : In — JIm, m > n > 0 désigne I'inclusion de 7,, dans J,,. Par construction,
G s’identifie a I'idéal de A localement engendré par les éléments de la forme a,, —
g (ap), ou a, désigne une section locale de J,, C A, de sorte que ’on obtient un
isomorphisme de Ox-algébres B ~ A/G.

4.2.9. En particulier, tout idéal fractionnaire Z C Kx définit un systéme induc-
tif { T, = In}nzo comme ci-dessus, donc une Ox-algébre fractionnaire By = limZ".

Les algébres obtenues par ce procédé sont clairement les équivalents globaux des
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A-algebres fractionnaires A a1/ f1,...,a./fr] au-dessus d’un schéma affine X =
Spec (A). Une fois de plus, sans hypothéses supplémentaires sur X, on ne peut
espérer "réduire au méme dénominateur” les éléments de Z (cf 4.2.6).

4.2.10. Nous allons maintenant construire des Ox-algébres fractionnaires B,
équivalents globaux des A-algébres A[I/f]. La généralisation naturelle qui vient
immeédiatement & ’esprit consiste & considérer un idéal de type fini Z C Ox, une
section réguliere f € I'(X,Z) et & former la Ox-algébre fractionnaire Ox [Z/f],
quotient de la Ox-algébre de Rees

Ox [1t] = P 1"t
n>0
par I'idéal principal engendré par (1 — ft). Ce faisant, on définit un X-schéma affine
o:Xz,r=Spec(Ox[I/f]) = X

pour lequel o est un isomorphisme hors du diviseur principal D = div (f). On
a naturellement envie de remplacer ce diviseur principal par un diviseur effectif
quelconque. L’observation (4.1.8) fournit la clef d’une telle généralisation, sous la
forme suivante :

4.2.11. Considérons un triplet (X,Z, D) constitué d’un schéma X, d’un diviseur
effectif D € Div?t (X) et d'un idéal de type fini Z C Ox contenant I'idéal Jy (D) =
Ox (D)v. Se donner un tel triplet (X,Z, D) revient évidemment & se donner un
diviseur effectif D € Div’ (X) et un sous-schéma fermé Z C X contenu dans D.
Les hypothéses impliquent que I’idéal fractionnaire

J=IT®p, Ox(D)~T -0x (D)
contient Oy, donc la section constante 1 € I' (X, Ox).

DEFINITION 4.2.12. Etant donné un triplet (X,Z, D) comme ci-dessus, on ap-
pelle modification affine de X de centre (Z, D) le X-schéma affine

or,p : X7,p = Spec(Ox [Z/D]) — X
spectre de la O x-algébre fractionnaire Ox [Z/D], quotient de la O x-algébre de Rees
Ox [Jt] =P T™" € Kx [1]
n>0
par l'idéal principal engendré par (1 —t).

REMARQUE 4.2.13. Puisque par définition Jx (D) C Z, la Ox-algébre fraction-
naire Ox [Z/D] s’identifie & la limite inductive du systéme (J,, g™) ot

TIn =7I" RO Ox (nD) ~T". Ox (nD) ~ jln Cc Kx
et oil les homomorphismes g, : J,, — J,, sont induits par les identifications cano-
niques

In=2I"®0x (nD)~(ZI" - Jx (m—n)D))® Ox (mD) C T, m>n.

4.2.14. Pour des données locales {(X;, f;),c;} de D, Ox (D) |x, est isomorphe
au sous Ox,-module de Kx, engendré par f; . La Ox,-algébre Ox [Z/D] |x, est
alors isomorphe au quotient de la Ox,-algébre de Rees de I'idéal Z; = 7 | x, de Ox;,

par 'idéal principal engendré par (1 — f;t), et le schéma X7 p |x, correspondant
s’identifie, via I'immersion ouverte canonique

ji : X1.0 |x,~ Spec (Ox, [Lit] / (1 — fit)) = X; = Proj (Ox, [Zit]),

a l'ouvert principal (Xi)f de X;.
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EXEMPLE 4.2.15. (Complémentaire d’un diviseur). Pour tout diviseur effectif
D € Div' (X) non nul, la modification o1,p: X1,p — X de centre (Z=1-0x,D)
s’identifie & 'immersion ouverte du schéma X, de Proj (S (Ox (D))) ~ X ou la
section canonique sp € I' (X, Ox (D)) ne s’annule pas, c’est a dire au complémen-
taire du support de D dans X.

4.2.16. Comme le montre I’exemple (4.2.15) ci-dessus, si Z est 'idéal unité
de Ox, alors pour tout diviseur D € Div™ (X), la modification affine de centre
(Z, D) est isomorphe au complémentaire X, de D dans X. Méme si Z est un idéal
propre de Ox contenant Jx (D), il peut tout de méme encore arriver que X7 p
soit isomorphe & X,,,. Dans cette situation, nous dirons que oz p : X7.p — X est
une modification divisorielle. Ces modifications particuliéres sont caractérisées par
la propriété suivante :

LEMME 4.2.17. Une modification affine oz p : Xz, p — X de centre (I, D) est
divisorielle si et seulement si il existe k > 1 tel que Jx (kD) C TF 1.

DEMONSTRATION. Le probléme étant local, nous pouvons supposer que X =
Spec (A), T = I pour un idéal de type fini I C A et que D = div (f) pour un certain
élément régulier f € A. On a alors X7 p = Spec (A[I/f]). Dans ces conditions,
oz,p est divisorielle si et seulement si les A-algébres A[I/f] et Ay = A[1/f] sont
isomorphes. C’est le cas si et seulement si il existe a € I* tel que 1/f = a/f*
dans Ay, ce qui revient & dire, puisque f est régulier, qu’il existe £k > 2 tel que
fFle k. O

COROLLAIRE 4.2.18. Soit o7,p : X1,p — X une modification affine de centre
(Z, D) non divisorielle. Si D est non nul, alors O’I_}D (Supp (D)) est le support d’un
diviseur effectif non nul sur Xz p.

DEMONSTRATION. Nous pouvons de nouveau nous ramener 4 la situation locale
X =Spec(A),T = Iet D = div (f). Sous ces hypothéses, X1 p ~ Spec (A [It] / (1 — ft))
est isomorphe au complémentaire dans o : Proj, (A[It]) — X de la transformée
propre DY" du sous-schéma fermé V' (f) C X. Puisque o7 p n’est pas divisorielle, la
transformée totale o=1 (V (f)) de V (f) n’est pas entiérement contenue dans Dy

Ainsi o7t (V(f)) N Xz,p =~ ailD (V (f)) est bien un diviseur sur X7 p. O
4.3. Modifications équivariantes de quasi-torseurs

Dans ce paragraphe, nous appliquons les techniques de modification affine pour
construire de nouveaux schémas ¢ : W — X avec actions de fibrés en droites
p:L— X.

4.3.1. Dans ce qui suit, nous considérons des quadruplets (X, £, D, W) consti-
tués d’'un schéma X, d'un Ox-module inversible £ sur X, d’un diviseur effectif
D € Div?t (X) et d’un torseur p : W — X sous le X-groupe V (£ ® Jx (D)), Nous
munissons W de sa structure canonique de quasi-torseur (3.1.8) sous Ly = V (£)
correspondant & la section canonique sp € I' (X, Ox (D)).

+

4.3.2. Soit (X, L, D, W) un tel quadruplet. Puisque W est localement isomorphe
aV(L®JIx (D)), 'image inverse Dy = p*D de D est un diviseur effectif non nul
bien défini sur W.

Etant donné un idéal quasi-cohérent de type fini Z C Oy contenant Jy (D),
considérons la modification affine oz p,, : Wz,p,, — W de W de centre (Z, D).
Puisque p et oz p, sont tous deux des morphismes affines de type fini, nous
concluons que

PI.Dw = PO O0I.Dw : Wz Dy — X
Pest aussi. D’autre part, la restriction de oz p,, au-dessus de I'ouvert complémen-
taire U du support de D dans X induit un isomorphisme Wz p,, |v— Wiy
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4.3.3. Supposons de plus que D, et donc Dy soient non nuls. D’aprés la propo-
sition (3.3.6), 'action ts, de Ly sur W n’est pas libre, et tout sous-schéma fermeé
du support de Dy est fixé par cette action. C’est donc, en particulier, le cas du
sous-schéma fermé V (Z) C Dy .

PRrROPOSITION 4.3.4. L’action ts, de L sur W se reléve canoniquement en
une action tz s, sur Wz p,, pour laquelle le X-morphisme o1 p,, : Wz p,, — W
est Ly -équivariant.

DEMONSTRATION. Il suffit de le vérifier localement au-dessus de X. Pour tout
ouvert affine U = Spec(A) de X tel que £ |y~ Oy, D |y= div(f) et W |y~
V(L ® Jx (D)) v, W |y est isomorphe & AL = Spec (4 [y]), muni de laction de
L, |y~ Spec (A[t]) par la translation tordue correspondant & la co-action

Ayl = Ayl @4 Aft],y =y 1+ f@t

D’autre part, Dw |,-1 ()= div (f), ot nous considérons f comme un élément de
Aly] via l'injection A — Afy]. De méme, T [,-1(y) est de la forme I pour un
certain idéal de type fini I = (a1 (y),...,ar (y)) C A[y] contenant f. On obtient
ainsi un U-isomorphisme Wz p,, |uv~ Spec(A[y][I/f]), et I'action recherchée est
alors simplement définie par la co-action

AlllI/f] — A/~ Alyl I/ floa Alt]

{ y . { y+tf
ai (y)/f ai(y+tf)/f, 1<i<r
O

EXEMPLE 4.3.5. (La cubique de Russel [42]) Soient A = C|z,z2], f = —2?% et
B = A[t]. Nous munissons A}, = Spec (A [t]) de l'action de G, _x par la translation

0
tordue t, 2 correspondant a la A-dérivation localement nilpotente 0 = f—. Soit I

'idéal de B engendré par f et g = x4+ 22 +t3 € B. Puisque g = 3ft2 € I, le sous-
schéma V (I) C Ak est invariant, donc fixé car contenu dans AL, = Spec (A [t] / (f)).
Soit, donc

or,s Y = Spec(B[g/f]) — Ak
la modification affine équivariante de AL, de centre (I, f). Il est clair que Y est iso-
morphe a la cubique de Russel, i.e 'hypersurface de A% = Spec (A [t,y]) d’équation
z + 2%y + 22 4+ t3 = 0. L’action de G, x sur Y relevant celle de G, x sur AL est

~ 9] 9]
alors induite par la A-dérivation localement nilpotente 9 = 3ta— + f& de Alt,yl.
Y

On remarquera que puisque z et t jouent des roles comparables dans I’équation
de la cubique de Russel, il est aussi possible de la construire comme la modification
affine équivariante de B’ = A’ [z], ou A’ = C [z, t], de centre (I, f). Les G, x/-actions
correspondantes étant alors données par les A’-dérivations localement nilpotentes
9 = f% et &/ = 32% + f% respectivement.

4.3.6. Dans la situation de (4.3.3), supposons de plus que la restriction W |p
de W au sous-schéma fermé D de X soit isomorphe au V (£L® Jx (D)), |p-
torseur trivial, ce qui revient & dire que I'image de la classe d’isomorphisme [g] €
H' (X, LY ® Ox (D)) de W dans H' (D, LY ® Op (D)) est nulle. Dans ce cas W |p
admet une section s : D — W |p~ Dy . L’image de toute section s de ce type définit
donc un sous-schéma fermé Z, de Dyy.

PROPOSITION 4.3.7. Soient Z, C Ow lidéal de Zs et o1, py, : Wr,py — W
la modification affine correspondante. Alors Wt p,, est isomorphe a W, et est un
L -torseur pour laction tz s, de L, relevée de l'action ts, sur W.
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DEMONSTRATION. Il s’agit de nouveau d’un probléme local. Nous pouvons donc
supposer que X = Spec (4), D = div (f) pour un certain élément régulier f € A,
W = Spec (Afy]) et Z =1 ou I = (y —a, f) pour un certain élément a € A. Sous
ces hypothéses

W, = Spec (4] |17 ) = Svec (Al 21/ (72 -+ 0) = Spec (A [2)

est isomorphe & W, et 'action de Ly = Spec (A [t]) sur Wz p,, relevant celle sur
W coincide avec 'action par translations définie par la co-action

y—al | [y—a] y—a'_)y—l—ft—a:y—a

a7l 7 ;o
d’ott le résultat. Bien que Wz p,, soit isomorphe & W, on notera que la modification
affine oz p,, n’est pas un isomorphisme, puisqu’elle est donnée, dans les coordonnées
introduites ci-dessus, par ’lhomomorphisme de A-algébres A[y] — A[z],y — fz+
a. 0
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CHAPITRE 5

Compléments sur les actions de fibrés en droites

Les schémas 7 : Y — X admettant une action non triviale d’un fibré en droites
p : L — X constituent une généralisation naturelle des schémas admettant une
action du groupe additif G, x. D’autre part, toute action de L sur Y correspond, &
un changement de base ¢ : X’ — X prés, a une action de G, x- sur Y/ =Y xx X'.
11 suffit, par exemple, de considérer le schéma X’ formé de la réunion disjointe de
la collection des ouverts d'un recouvrement trivialisant le fibré L.

Il est donc tout & fait normal que les actions de fibrés en droites possédent
les mémes propriétés formelles que celles du groupe additif. Dans ce chapitre, nous
donnons deux exemples de constructions illustrant ce fait. La premiére consiste en
une caractérisation différentielle des actions d’un fibré en droites p : L — X sur un
X-schéma affine 7 : Y — X en terme de dérivations localement nilpotentes, en un
sens généralisé. La seconde concerne la construction de quotients ¢ : ¥ — Y/L,
pour ces actions.

Dans les deux cas, nous ne donnons que quelques résultats et exemples simples.
En particulier, nous n’abordons ni le probléme concernant la génération finie des
noyaux de dérivations localement nilpotentes, ni les questions ayant trait a la sur-
jectivité ou a la platitude des quotients ¢ : Y — Y/L, qui mériteraient a eux seuls
une étude approfondie débordant largement du cadre de cette thése.

5.1. Caractérisation différentielle

Dans tout ce paragraphe, nous considérons des schéma définis sur un corps k
de caractéristique nulle.

5.1.1. Sous ces hypothéses, il est bien connu que pour tout schéma affine X =
Spec (A) et tout X-schéma Y = Spec (B), il existe une correspondance biunivoque
entre les actions de G, x sur Y et les A-dérivations localement nilpotentes 0 : B —
B, c’est a dire les dérivations 9 € Dera (B, B) telles que pour tout b € B il existe
n=n(b) € Z>( satisfaisant 9"b = 0.

5.1.2. Rappelons que cette correspondance est obtenue en associant & toute
action de G4, x = Spec (A[T]) sur Y la A-dérivation

0
0= a_T |T:0 O¢ S DerA (B,B)

déduite de la co-action ¢ : B — B[T]~ B®4 A[T].

Réciproquement, toute A-dérivation localement nilpotente 0 € Der 4 (B, B) per-
met de définir, puisque k est de caractéristique nulle, un homomorphisme

o) . n(b) .

0'b, 0'b, .
TO . T 7
"B B[T],bmY —T' =% —T
i=0

n! , n!
=0

satisfaisant les axiomes d’une co-action de G, x sur Y.

5.1.3. Il est possible d’obtenir une description analogue des actions d’un fibré
en droites p : L — X sur un X-schéma affine 7 : Y — X en terme d’une certaine
classe de dérivations 9 : 7,0y — 7, Oy ® L. Rappelons tout d’abord la définition
suivante :
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DEFINITION 5.1.4. Soit 7 : Y — X un morphisme de schéma. Pour tout Oy-
module F, on appelle X-dérivation de Oy dans F tout homomorphisme de faisceaux
de groupes additifs D : Oy — F qui soit O x-linéaire et satisfasse la régle de Leibniz ;
autrement dit, vérifiant les conditions suivantes pour tout ouvert V de Y :

a) Pour tout couple de sections (¢1,t2) de Oy au dessus de V, on a D (t1t3) =
t1D (tQ) +D (tl) to;

b) Pour toute section ¢ de Oy au-dessus de V et toute section s de Ox au
dessus d'un ouvert U de X tel que V. .C p~1 (U),ona D ((s|v)t) = (s |v)D (t).
On note Derx (Oy,F) le ' (Y, Oy )-module des X-dérivations de Oy dans F.

5.1.5. Dans la situation précédente, on a, pour tout Oy-module F, un isomor-
phisme de T' (Y, Oy )-modules

Homy (Q;/X,f) = Derx (Oy, F), ¢ — ¢odyx,
oudy,x : Oy — Q%//X désigne la différentielle canonique.

5.1.6. Lorsque Y est le fibré en droites p : L = Spec (S (£)) — X défini par un
Ox-module inversible £, la composition de 'homomorphisme p*o : p*L — Oy (r),
déduit de 'homomorphisme canonique o : £ — S (£) et de la différentielle canonique
dp/x : Op — QlL/X induit un isomorphisme de Op-modules p*£ = QlL/X, donc un
isomorphisme de Ox-modules p*QlL/X ~p.p L~ L®S(L).

Notons alors € : S(£) — Ox 'homomorphisme d’augmentation, de noyaux
Si(L) = @E” et posons

n>0
pxdr/x 1 Id®e
mo:S (L) — plp)x 2 LRS(L) — L®Ox =~ L.

5.1.7. Soit maintenant 7w : ¥ — X un X-schéma affine, défini par une Ox-

algeébre quasi-cohérente B = 7,.0Oy. Nous supposons Y munit d’une L, -action,

dont la co-action correspondante est donnée par un homomorphisme de O x-algébres
¢:B— B®S(L). Lhomomorphisme de Ox-modules

0=Id®mp)o¢p: B—-BL

est alors une X-dérivation de B dans B® L qui s’identifie localement au-dessus d’un
recouvrement de X par des ouverts affine U; = Spec (4;) trivialisant le fibré en

0
droites L a la A;-dérivation 3T |7=0 o¢ de (5.1.2).

5.1.8. On ne peut évidemment plus dire qu'une X-dérivation 9 : B - B® L
comme ci-dessus est localement nilpotente au sens précédemment introduit. Cepen-
dant, pour tout n > 1, on obtient, par récurrence, une collection d’homomorphismes
de Ox-modules

8’”:808”71:BB:IB(X)Enil@;‘(B@,ﬁ)@ﬁnilﬁB@En-

Nous dirons alors qu’une X-dérivation 0 : B — B ® L est localement nilpotente
si, pour tout ouvert U de X et toute section b € T' (U, B), il existe n > 0 tel que
0™ (b) = 0. Cela revient bien siir a dire que pour tout ouvert affine U = Spec (A4) de
X tel que £ |y~ Oy la A-dérivation T' (9) : T' (U, B) — T (U, B) induite par 0 est
localement nilpotente au sens de (5.1.1).

5.1.9. La discussion précédente montre que toute dérivation 9 : B — B® L
déduite d’une action de Ly sur 7 : Y = Spec (B) — X est localement nilpotente.
Réciproquement, toute X-dérivation localement nilpotente 0 de ce type permet de
définir un homomorphisme de Ox-algébres

o .
qsa:@)m;zs%@s@c ~B®S (L)
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qui satisfait clairement aux axiomes d’une co-action de Ly sur Y. On obtient ainsi
la généralisation suivante de la caractérisation des actions du groupe additif.

ProrosiTION 5.1.10. Il y a une correspondance biunivoque entre les actions
d’un fibré en droites p: L =V (L) — X sur un X-schéma affine 7 : Y — X et les
X -dérivations localement nilpotentes 9 : 1,0y — 71,0y @ L.

5.2. Schémas quotients

Nous nous intéressons dans ce paragraphe a ’étude des quotients pour ’action
d’un fibré en droites p : L — X sur un X-schéma affine 7 : ¥ — X.

Rappelons tout d’abord qu’il existe de nombreuses variantes de la notion de
quotient (cf. par exemple [38]) . La plus naturelle a priori est celle de quotient ca-
tégorique qui consiste & demander que le morphisme ¢ : Y — Y/L, soit constant
le long des orbites et universel pour cette propriété. Le comportement en général
pathologique de ces quotients conduit & introduire une notion plus proche de I'in-
tuition géométrique, en demandant que le schéma quotient Y/L parameétrise les
orbites de 'action de L. On arrive ainsi & la notion de quotient géométrique.

DEFINITION 5.2.1. Soient X un schéma, G un X-schémas en groupes et 7 :
Y — X un X-schéma muni d’une action 4 : G xx Y — Y de G. Un X-morphisme
q:Y — Z est appelé un quotient géométrique s’il satisfait les conditions suivantes :

a) q est surjectif et 'image du morphisme (u,p2) : GXxY — Y xx Y est égale
ay Xz Y.

b) ¢ est submersif, i.e. un sous-ensemble U C Z est ouvert si et seulement si
q 1 (U) lest.

¢) Oz = q.0%, i.e. Oy C ¢.Oy est le sous-faisceau des fonctions G-invariantes.

Dans la situation ou G est un fibré en droites L agissant sur un X-schéma
affine 7 : Y — X, nous rappelons ci-dessous comment construire un quotient ¢ :
Y — Y/L, satisfaisant automatiquement la condition c) ci-dessus, mais qui n’est,
en général, ni un quotient catégorique, ni un quotient géométrique.

5.2.1. Construction de schémas quotients. Pour tout schéma affine X =
Spec (A) et toute action du groupe additif G, x sur un X-schéma affine ¥ =
Spec (B), nous pouvons définir un X-schéma quotient naturel ¢ : ¥ — Y/G, x
de la maniére suivante :

5.2.2. Puisque X et Y sont tous deux affines, I’action de G, x sur Y est définie
par sa co-action ¢ : B — B ®4 A[T]. L’idéal B’ = Ker (¢ — Id ® 1) est alors une
A-algébre car pour tout couple d’éléments b et b’ de B, I'identité

¢ (D) — b = (¢ (b) = b) V' — (& (V) = V) ¢ (D)
dans B[T] ~ B ®4 A[T] implique que le produit bb’ est dans B’. Ainsi B’ est la
sous-A-algeébre de B constituée des fonctions G, x-invariantes sur Y = Spec (B), et
I'inclusion B’ < B induit un morphisme de X-schémas
q:Y - Y/G, x := Spec(B’).

Lorsque X et Y sont définis sur un corps k de caractéristique nulle, I'action de G, x
considérée est déterminée par la dérivation localement nilpotente

0
3:a—T |7=0 0¢ : B — B,
et 'on observe alors que B’ s’identifie au noyau de cette dérivation.

5.2.3. Plus généralement, pour tout schéma X et tout X-schéma affine 7 :
Y — X muni d’une action d’un fibré en droites p : L — X, il est encore possible de
définir un quotient Y/L, sous la forme d’'un X-schéma affine. En effet, puisque ¥
s’identifie au spectre de la Ox-algébre quasi-cohérente B = 7, Oy, 'action de L
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sur Y est déterminée par un homomorphisme de Ox-algébres ¢ : B — B® S (L)
satisfaisant aux axiomes d’une co-action. On en déduit comme précédemment que
le sous Ox-module B = Ker (¢ — Id ® 1) de B est une Ox-algébre quasi-cohérente,
de sorte que 'inclusion B’ — B induit un X-morphisme

q:Y ~Spec(B) — Y/L, := Spec (B’)

que nous appellerons encore morphisme quotient. Lorsque X est défini sur un corps
k de caractéristique nulle, la Ox-algébre B’ s’identifie de nouveau au noyau de la
dérivation localement nilpotente 0 : B — B ® L correspondant a ’action de L4 sur
Y. Puisque par construction B’ = ¢.B+, le quotient ¢ : Y — Y/L, ainsi défini
vérifie 'axiome c) de la définition d’un quotient géométrique.

5.2.2. Propriétés des schémas quotients. Si7:Y — X est un torseur sous
le fibré en droites L, alors le quotient ¢ : Y/L; — X construit ci-dessus s’identifie
au morphisme structural ¢ = 7 : Y — X, donc est un quotient géométrique.

5.2.4. Par contre, si 7 : Y — X est seulement un quasi-torseur sous L., alors
bien qu’étant une fibration localement triviale, ¢ : Y — Y/L, n’est en général plus
un quotient géomeétrique. En effet, dans ce cas, le quotient ¢ : Y — Y/L s’identifie
de nouveau & 7 : Y — X puisque par définition Y est un torseur sous un fibré en
droites de la forme V (£ ® Jx (D)) pour un certain diviseur effectif D € Div' (X),
tandis que l'action de L. s’identifie & I'action par translation tordue t,,, induite
par la section canonique sp € I'(X,Ox (D)) (3.1.6). Or, si D est non nul, tout
point y € Y contenu dans m—* (Supp (D)) est fixé par Paction ts, (3.3.6). Ainsi, les
fibres géométriques du morphisme 7 : ¥ — X ne coincident plus avec les orbites
des points géométriques de Y, ce qui met en défaut 'axiome a) de la définition de
quotient géométrique.

Un exemple typique de cette situation est fourni par I’action de G, = Spec (k [t])
sur Y = A? = Spec (k [z,y]) par la translation tordue ¢ * (z,y) — (z,y + tz), pour
laquelle le schéma quotient Y/G, s, s’identifie & A} = Spec (k [x]) alors que la fibre
pz ' (0) de la projection p, : A? — A} est entiérement constituée de points fixes de
Paction de Gg -

5.2.5. Méme si 'on se limite & ne considérer que des actions libres de L sur
m:Y — X, le quotient ¢ : Y — Y/L, n’est en général ni un quotient catégorique,
ni un quotient géométrique. Une illustration de ce fait est fournie par la surface de
Danielewski S C A% = Spec (k[z] [y, 2]) d’équation zz — y?> + 1 = 0, ot k est un
corps de caractéristique nulle et X = Spec (k [z]). En effet S est munie de 'action
libre de G, x induite par ’action

T

2 2
t —
(g 2) = (mhﬁm,ww)

sur A%. Le quotient ¢ : S — S/G,,x coincide alors avec la restriction sur S de
la projection prx : A% — X. La restriction de ¢ = prx |s au-dessus de I'ouvert
X, = X\ {0} de X identifie ¢7! (X.) au G, x,-torseur trivial, tandis que la fibre
g1 (0) est constituée de la réunion disjointe de deux courbes isomorphes & la droite
affine Aj. Ainsi, bien que I'action de G, x sur S soit libre, 'axiome a) de la définition
d’un quotient géométrique est de nouveau mis en défaut.

En introduisant le X-schéma § : X — X isomorphe a la droite affine a deux
origines, obtenu & partir de X en remplacant le point 0 par deux points fermés x;
et x5, on obtient une factorisation ¢ : ¥ 5 X LA X, ol p:Y — X est cette fois
un torseur sous le groupe additif G, ¢. En particulier, p est a la fois surjectif et
constant sur les orbites de I'action de G, x. Comme il n’existe pas de morphisme
¢: X — X tel que p = ¢ogq,on conclut que X = S/G, x n’est pas un quotient
catégorique.
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REMARQUE 5.2.6. De maniére générale, la question de I’existence d'un quotient
géomeétrique pour une action libre de G, x sur un X-schéma affine 7 : ¥ — X admet
une réponse négative, Finston et Deveney [12] ayant construit un exemple d’action
libre de G, sur AZ n’admettant pas de quotient de ce type.

5.2.7. Sim:Y — X est un quasi-torseur sous L., ou plus généralement une
modification affine équivariante d’un quasi-torseur (4.3.3), alors il existe un ouvert U
de X tel que la restriction 7 |y: V = 7= (U) — U soit un torseur sous la restriction
Ly |y. La restriction du schéma quotient Y/L au-dessus de cet ouvert U est alors
isomorphe & U lui-méme, et g |y: V — Y/Ly |y est un quotient géométrique. Plus
généralement, si X est un schéma intégre défini sur un corps k£ de caractéristique
nulle, alors, pour tout X-schéma affine 7 : ¥ — X intégre muni d’une action d’un
fibré en droites p : L — X, il existe un ouvert U du schéma quotient Y/L tel que
la restriction du morphisme quotient ¢ : Y — Y/L, au-dessus de U identifie Y |/
a un torseur sous un fibré en droites sur U. Cela découle en effet du résultat bien
connu suivant :

PROPOSITION 5.2.8. ([45] Proposition 2.1) Soient B une algébre intégre sur
un corps k de caractéristique nulle et 0 € Dery (B, B) une dérivation localement
nilpotente non nulle. Alors pour tout s € Kerd*\ Kerd, By, = B}, [s], ou B' = Kerd
et s est algébriquement indépendant sur B’. De plus, la dérivation Os : Bos — Bas

% de B, [s].

REMARQUE 5.2.9. Dans la situation de la proposition précédente, on obtient,
en posant f = ds, un homomorphisme de B}—algébres surjectif

—-1)" 0"
7TfB—>B;c,b|—>Z ( n') FSH,

n>0
qui joue, en un certain sens, le role de 'opérateur Reynolds pour les groupes réduc-
tifs.

induite par 0 coincide alors avec la dérivation
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CHAPITRE 6

Exemples de schémas affines avec actions du groupe
additif

Etant donné un schéma affine X = Spec (A), ot A est une algébre de type
fini sur un corps de caractéristique nulle, nous présentons dans ce chapitre une
meéthode de construction de schémas affines 7 : V' — X admettant des actions du
groupe additif G, x. Ces schémas sont obtenus & partir d’'une donnée combinatoire
consistant en un arbre pondéré g = (I',w), ot w : E (I') — A[t] est une fonction qui
associe a chaque aréte de I' un polynoéme en la variable ¢, & coefficients dans A. Plus
précisément, nous définissons & partir de ces données une sous-variété irréductible
Vg d’un certain espace affine relatif ASI((F)H, ou lentier d (I') dépend de la structure
de l'arbre I'. Nous montrons ensuite que les schémas V; ainsi obtenus admettent
des actions du groupe additif G, x, construites comme les restrictions d’actions de
Gq,x sur 'espace affine ambiant ASI((F)H
localement nilpotentes explicites.

La classe des schémas V; obtenus par ce procédé & partir d’arbres pondérés g
est suffisamment grande pour contenir, entre autres, la cubique de Russell [42] et la
famille des hypersurfaces de A3 = Spec (C [,y z]) d’équations 2"z — P (z,y) = 0,
oun>1etou P € k[x,y] est un polynéme quelconque.

, elles-mémes définies par des dérivations

NoOTATION 6.0.10. Dans tout ce qui suit, k est un corps de caractéristique nulle,
A une k-algeébre de type fini intégre et f € A est un élément a la fois non nul et non
inversible. Nous posons X = Spec(A), D = div (f) et X, = X \ Supp (D) ~ Ay.
Nous utilisons ici librement la terminologie et les notations relatives aux arbres
pondérés, telles qu’introduites dans I’annexe C de cette thése.

6.1. Schéma affine V; associé 4 un arbre pondéré g

Dans ce paragraphe nous établissons un procédé général permettant de construire
un X-schéma affine 7 : V; — X & partir d’'un arbre pondéré g = (I',w), ou
w: E(T') — Alt] est une fonction de poids & valeurs dans l’anneau des polynémes
en une variable ¢, a coefficients dans A.

DEFINITION 6.1.1. Etant donné un arbre I' enraciné en eg, nous désignons par
S (Mr) lalgebre symétrique du A-module libre Mr engendré par les symboles X,
ou e parcourt le sous-ensemble Par (T') consitué des sommets de I' qui ne sont pas
des feuilles de T'. Etant donné un nouveau symbole X, nous dirons que

A[l'l=A[Xo] ®a S (Mr)
est la A-algebre de polynomes attachée a l’arbre T'. Par définition, A[[] est un
anneau de polynomes en d (I") + 1 variables, ou

h(T)

d(I') = Card (Par (I') = Y _ (Ni_1 (I') \ Fe(I")),
i=1
N; (T') ¢ N(I') désignant le sous-ensemble des sommets de I' au niveau i. Nous

d(D)+1
X

dirons que A = Spec (A [I']) est l'espace affine de base X associé a T.
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NOTATION 6.1.2. Si €/ € Par(I') est le parent d’'un sommet e € T\ {eo},
alors nous désignerons parfois la variable X, € A[I'] par la notation Xpg (). Nous
étendons d’ailleurs cette relation de parenté entre les variables de I’algébre A [I'] en
posant Xc | = Xpar(e,) = Xo € A[l].

Pour tout sommet e € Par (I') d’'un arbre A [t]-pondéré g = (T", w), nous introduisons
ci-dessous trois polynomes F, (g), Ac (9),Ge (g) € AT, définis récursivement a
partir de la fonction de poids w.

DEFINITION 6.1.3. Pour tout e € Par(I'), et tout sous-ensemble J C Fils (e),
on appelle polynéme des fils de e n’appartenant pas a J le polyndme

.
F/(g) = H w (6'6) (Xpar(e)) € A [Xpar(e)] C AL
e/ €(Filsr ()\J)

Nous dirons simplement que F, (g) = F? (g) est le polynome des fils de e.
Pour tout sommet e de T', on appelle polyndéme des ancétres de e le polynome A, (g)
défini récursivement par A., (g) = 1 et

A (8) = Apare) (8) il (8) € A [ Xo, (X))o cancqraren| € AT

Pour tout sommet e € Par (T'), on appelle polyndme généalogique de e, le polynome
Ge (8) = Ac (9) F. () € A [Xo, (Xer)yrcpue)] € AT

6.1.4. Soit e € Par (I") \ {ep} un sommet de I" et soit ¢’ € Anc (e) un ancétre de
e. Notons e” = Fils (¢/)N(] e) 'unique fils de ¢’ appartenant & la sous-chaine (| e).
deT'. Puisque e € (T €”), le polynome A, (g) des ancétres de e divise le polynome
A, (g) des ancétres de e. De méme, A, (g) divise le polynome généalogique G (g)
de €’ puisque

Ger () = Aer () Fer () = Acr (9)w (7€) (Xpar(e) € AIL).

DEFINITION 6.1.5. Dans la situation ci-dessus, le polynéme
Ger<e (9) = Aer (9)71 Ge (9)

est appelé le polynome généalogique de e relativement a son ancétre €’

6.1.6. Par définition, le polynome G¢ <. (g) ne dépend que du sous-arbre maxi-
mal k [t]-pondéré g (") = (T’ (") ,w) enraciné en e” et s’identifie, & un changement
de variables prés, au polynoéme généalogique G. (g (¢”)) de e considéré comme un
sommet de arbre I'*", indépendamment de I’injection <" < T. En effet, en notant

(le)p=feo<er - <e_1=¢<e, =" <ep1 < - <ep,=c¢},

on a, par définition,
Ge(g) = A, (9) Fe, (9) = A, (9) Fe{TeTH} (9)-- Fe{:ff (9) Fe, (9),

ou pour tout ¢ = r,...,n — 1, Fe{f”l} (g) est un polynome en la variable X,,_,.
Ainsi, le changement de variables Xy = s Xe, = X i=1,...,n—r,
conduit bien a l'identification Ge <. (g) (g ().

€r—144)

X,
-G
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6.1.7. A partir des polynomes généalogiques G. (g), e € Par ('), nous formons
une collection de matrices colonnes

M, = ( G;((g) ) € Mato (A[I]), e € Par(T).

(&)

Nous désignons par M, la matrice colonne ( { ) € A C A[TI'. Nous dirons alors

que
M (g) = (Mo, (Mo) epar(ry) € Mats, aqry+) (A [T])
est la matrice généalogique associée a I'arbre A [t]-pondéré g = (T, w).

6.1.8. Soit e1, ea € Par (T') une paire de sommets distincts de I'. Supposons tout
d’abord que e; est un ancétre de eq, et notons ez = Fils (e1) N (] e2)p 'unique fils de
e; appartenant a la sous-chaine (| es); de I'. On notera que si ey est lui-méme un
fils de ey, alors e3 = e5. Dans ces conditions, les polynomes généalogiques G, (g) et
Ge, (g) sont tous deux divisibles par le polynome A., (g) des ancétre de eg puisque
I’on a, par définition, les égalités

Gez (g) = Aez (g) G€1<€2 (g) et Gel (g) = Aes (g) w (53—6—{) (XPar(e1)) :
Nous posons alors

A€1<€2 (g) = Aes (9)71 det (M€15M62)
(611) = w (53.63)) (XPar(el)) X62 - X61G€1<€2 (g)

Supposons maintenant que e; & (| e;), ¢ = 1,2. Notons e = Anc (e1, e2) le premier
ancétre commun de e; et ey et désignons par e, = Fils(e) N (] e;)p, ¢ = 1,2, les
deux seuls fils de e appartenant respectivement aux sous-chaines (| e1)p et (| e2)r
de T'. Par définition, les polynomes A/ (g) et A, (g) divisent Ge, (g) et G, (9)
respectivement. Ainsi, les égalités

Ay (@) = A @ FXY () w (60) (Xpwo) . 105 = 1,201 4]

i

impliquent que le polynome A, (g) Fleves) (g) divise a la fois les polynomes généa-
logiques G, (g) et G, (g). Nous posons donc

ro -1
St = (A@r @) deron, 00
o -
(6.1.2) = w (626) (XPar(e)) Ge<ey (g) Xe, —w (616) (XPar(e)) Ge<e, (g) Xe,
Finalement pour tout sommet e € Par (T'), nous posons
(613) A, (g) = det (M07 Me) = fX.—G. (g) :

DEFINITION 6.1.9. Etant donné un arbre A [t]-pondéré g = (I',w), on note
I(g) C Al l'idéal engendré par les polynomes suivants :

A.(g) eePar(l)
Ac<e(g) (e,€) € Par(T') x Anc (e)
A61782 (g) e1,€62 € Par (F)v €q ¢ (l ej)r

Nous dirons que I (g) est I'idéal engendré par les mineurs simplifiés de la matrice
géneéalogique M (g), c’est a dire les mineurs 2 X 2 de M (g) simplifiés selon les régles

(6.1.1) et (6.1.2). On note V (g) le sous-schéma fermé de A%F)H = Spec (A[I'])
défini par l'ideal T (g).

Le résultat suivant est alors une conséquence immédiate des définitions ci-dessus.
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LEMME 6.1.10. Les générateurs de l'idéal I (g) satisfont les relations suivantes

Ael,ez (g) = Ge<ei(>g) A€<€‘1 (g) - Ge<€1 (g) A6<€2 (g) e = Anc (elﬂ 62)
fAvce(g) = w (6”6/) (XPaT(e’)) Ac(9) — Ger<e (8) Aer (9) €’ = Fils(e) N (] e)F

En particulier, lidéal I (g) est engendré par les polynémes A. (g), e € Par (), et
Aci<e (g), (e,€') € Par(T) x Anc(e).

DEFINITION 6.1.11. Etant donné un arbre A [t]-pondéré g = (', w), nous posons
Io={ac A(T),IneN, ffac(g)},
et nous appelons X-schéma 7 : V; — X associé & g, le sous-schéma fermé
Vy = Spec (B (g)), on B (g) = A[T) /1,

de A%F)H = Spec (A[I')), considéré comme un X-schéma via ’homomorphisme
canonique A — B (g).

6.1.12. La différence entre les deux idéaux I (g) et Iy de A [I'] s’interpréte de la
maniére suivante. Nous verrons en (6.3.1) ci-dessous qu’en restriction au-dessus de
l'ouvert X, = Spec (Ay) de X, les X-schémas V; et V' (g) = Spec (A [I'] /I (g)) sont
isomorphes & un méme X,-schéma V, ~ Aﬁ(*. Etant intégre, le schéma V; s’identifie
donc a l'adhérence dans V (g) de l'ouvert Vi C V (g), muni de sa structure de
X-schéma réduit. En général, V (g) et V; sont des X-schémas distincts, comme le
montre ’exemple suivant :

EXEMPLE 6.1.13. Etant donné un polynéme Q € A[t], non constant et non
divisible par f, nous posons P = f@Q € A[t] et nous considérons ’arbre A [¢]-pondéré
€o
g=T,w) =0——eo
Les schémas V (g) et Vj associés sont les hypersurfaces de A% = Spec (A4 [Xo, Xe,))
définies respectivement par les équations

FXey— fP(Xo) =0 et Xe —P(Xo)=0.
On observe qu’en restriction au dessus de X, ces deux schémas sont bien isomorphes
a Ak = Spec (Ay [Xo]). Cependant V; ~ A% = Spec(A[X]) tandis que V (g)
s’identifie & la réunion de V, et du schéma A%, = Spec ((4/fA)[Xo, Xe,]), supporté
le long de la fibre 77! (D) du morphisme structural 7 : V (g) — X.

6.2. Exemples

Avant d’établir, dans le paragraphe suivant, une série de résultats généraux
partagés par tous les schémas Vg définis ci-dessus, nous considérons ici quelques
exemples illustrant le principe général de construction.

EXEMPLE 6.2.1. Nous supposons ici que A = k|[z],
polynome non constant P € k[t] C A[t], le schéma V (g
pondéré

f = x € A. Pour tout
) associé a l'arbre k [t]-

€0 P
g=T,w)o0—eo

est Phypersurface de A% = Spec (k[z] [Xo, X¢,]) d’équation 2X,., — P (Xo) = 0.
La fibre 77! (0) du morphisme structural 7 : V (g) — X est réduite si et seule-
ment si P est un produit de facteurs linéaires deux a deux distincts. Dans ce cas
précis, 771 (0) est alors constituée d’une réunion disjointe de courbes isomorphes
a la droite affine A}C. Plus généralement, si P = P/*--- P/ est un produit de
puissances de polynomes irréductibles P; € k[t] deux & deux distincts, alors la
fibre schématique 7! (0) et constituée de la réunion disjointe des sous-schémas
C; ~ Spec (k[Xo, Xe,] /P (X0)), i = 1,...,n, et Von a (Cj),.q ~ Ay, ot k; dé-
signe le corps k [t] /P; (¢) k [t].
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EXEMPLE 6.2.2. Soient A = Clx,2], f = 2% et P = —x — 22 —t3 € A[t]. Le
schéma V (g) associé & l’arbre A [t]-pondéré
€0 P
g=(T,w)o—o
est Uhypersurface de A% = Spec (A [Xo, X,,]) d’équation 22 X,, +z + 22 + X = 0,
c’est a dire la cubique de Russel [42].

6.2.3. Nous supposons de nouveau que A = k[z] et f = x € A, et nous considé-
rons ci-dessous différents exemples de schémas V; définis par les arbres k [t]-pondérés
g = (', w) suivants

€1 P.
€o Pl,g 2

s

Py
ou Py 1,Pi2, P> € k[t] sont des polynomes indéterminés. L’algeébre A [I'], qui ne
dépend que de l'arbre sous-jacent I' est donc A[T] = k[z] [Xo, Xeg, Xe,] , tandis
que la matrice associée & un choix de polynomes P 1, Py 2, P» € k|[t] est

M (g) = ( Zf P (X(})(eljm (Xo) Pia (ngteQ (Xeo) > .

Le sous-schéma V (g) de A3 = Spec (A[']) correspondant est alors défini par les
équations

rXe, — P11 (Xo) Pra(Xo) = 0
Pl,l (XO) Xel - X60P2 (Xeo) = 0
:CXel - Pl,l (XO) P (Xeo) =0

EXEMPLE 6.2.4. Si Pi; = (12 —1) Pip =t et et P, = (t*— 1), alors V (g)
s’identifie & la surface de Bandman et Makar-Limanov [1] de A3 définie par les
équations

2 Xeo—Xo (X3 —1) =0, XoXe, —Xe, (X2, —1) =0,2X.,— (X5 — 1) (X2, — 1) =0,
donc s’identifie & V; puisque cette surface est évidemment intégre.

EXEMPLE 6.2.5. Si Pi; = Pigo = tet P» =t —1, alors V (g) est encore
intégre, donc s’identifie & V. Cependant la fibre 7! (0) du morphisme structural
7m:V (g) — X n’est pas réduite. On notera néanmoins qu’en posant A’ = k[X,,] et
f'=X., € A',larestriction 7’ : V (g) — X’ = Spec (A) de la projection induite par
Vinclusion A C k [z, X0, X¢,, Xe, | permet d’identifier V' (g) au schéma V (g’) associé
a l'arbre k [t]-pondéré g’ = (T',w’) d’arbre sous-jacent T', correspondant cette fois
aux polynémes P,y =t—1, Pio =t et P, =t. La fibre (7r')71 (0) est alors réduite.
Puisque V' (g) est défini par les équations

X — X3 =0, XoXe, — Xepg (Xep — 1), X, — Xo(Xey — 1),

pour tout polynome Q € A = k [z], la A-dérivation triangulaire

51 =Q (.TQi + 22Xy

8X0 3Xe0 + ((E (Xeo 1) + 2X0)

0Xe,

de A[T] préserve l'idéal I (g) de V (g), donc induit une A-dérivation localement
nilpotente 9; € Dera (B (g)), correspondant & une G, x-action sur V' (g), autrement
dit & une action &g : Gq . x V (g) — V (g) du groupe additif G, sur V (g) par
X-automorphismes. Un raisonnement analogue montre que pour tout polynéme
Re A" =k [X,,], la A'-dérivation triangulaire

0 0
Xy (2K — 1) =L (X Xo o+ (Xey — 1) (2Xey — 1)) —)

“ X, 89X, oz
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de A’ [X¢y, Xo, 2] ~ A[Xo, Xe,, Xe,] induit une action &5 : Go . x V (g) — V (g) de
G,k sur V (g') ~ V (g) par X’-automorphismes. Notons G et G2 les sous-groupes
du groupe d’automorphismes Aut (V (g)) de V (g) engendrés respectivement par
les automorphismes &g (1,-) et & (1,-), on Q et R parcourent k [z] et k[X,,]. Ces
deux sous-groupes sont bien str isomorphes mais ne sont par contre pas conjugués
dans Aut (V (g)). En effet, si cela était le cas, alors il existerait un isomorphisme
¢ : X = X' tel que ¢(0) = (0) et un automorphisme ¥ : V (g) = V (g) tel
que 7’ o) = ¢ o, ce qui est évidemment impossible puisque les fibres 771 (0) et
(7')~' (0) n’ont pas la méme structure. On observera finalement qu’outre les deux
familles de G, x-actions algébriquement indépendantes ainsi construites, V' (g) est
muni d’une action du groupe multiplicatif G, ; induite par la restriction de I'action
de G, sur A% définie par A * (z, Xo, Xy, Xe,) = (A 22, A 71 X0, X¢,, AX, ) pour
tout A € k*.

EXEMPLE 6.2.6. Si P11 = P12 = P, =t, alors V (g) est la surface torique de
A3 définie par les équations

tXey — X5 =0, XoX., —X2 =0, zX, — XX, =0,
donc s’identifie encore & Vj. La fibre

7 (0) ~ Spec (k[Xo, Xey, Xe, ]/ (XG, XoXe, — X7

ep’

XOX&O))

n’est pas réduite, mais Uon a cependant 7' (0),.4 ~ Spec (k[X.,]). Cette fois,
les variables z, X., et Xy, X, jouent des roles exactement symétriques. Notons
A = k[Xe], [ = Xe, € A et ' 2 V(g) - X' = Spec(A’) le morphisme in-
duit par la restriction de la projection prx, : A%, = Spec (A’ [Xo, Xe,,z]) — X'
L’automorphisme de k-algébres

k [-TaXOaXeoaXﬁ] :) k [anOaXegaXel] y L > XelaXO — Xeo

induit un isomorphisme ¢ : X = X’ et un automorphisme v : V (g) = V (g) de
V (g) tel que 7’ o) = ¢ ow. On en déduit que les deux sous-groupes G; et Ga
du groupe Aut (V (g)) engendrés respectivement par les automorphismes {q (1,-)
et &5 (1,-), ou @ et R parcourent k[z] et k[X,,], suivant le modele de I'exemple
précédent, sont cette fois conjugués via I’automorphisme .

6.3. Propriétés générales des schémas V

Il serait évidemment tentant de mener & bien une étude systématique des sché-
mas 7 : Vg — X construits par le procédé exposé ci-dessus. Nous nous bornons dans
ce paragraphe a établir une série de propriétés générales simples partagées par tous
ces schémas. Nous montrons en particulier qu’ils admettent tous des actions non
triviales du groupe additif G, x.

6.3.1. Structure de X-schéma des schémas Vj. Nous étudions ici le mor-
phisme structural d’un schéma 7 : V; — X associé & un arbre A [t]-pondéré
g = (I', w). Le résultat principal est le suivant.

PROPOSITION 6.3.1. Pour tout arbre A [T|-pondéré g = (T',w), la restriction du
X-schéma m: Vg — X au-dessus de Uouvert X, ~ Spec(Ay) de X = Spec(A) est
isomorphe au fibré en droites trivial Ak~ Spec (Af [Xo]).

DEMONSTRATION. Désignons par I, (g) = I (g) Ay [['] I'idéal de A [I'] engendré
par I'image canonique de lidéal I(g) C A[l]. On déduit des relations (6.1.10)
que I, (g) est engendré par les images des polyndémes A, = fX. — G.(g), ou e
parcourt I’ensemble Par (T') des parents de I', donc par les éléments X, — f~1G. (g)
de Ay [I']. Puisque par définition Iy = {a € A[I'] fa € I(g)}, on conclut que les
idéaux I;Af [I'] et I, (g) de Ay [I'] coincident. D’autre part, pour tout e € Par (T),
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G, est un polyndme & coefficients dans A, en les variables (Xe/)e,eAnc(e) et Xg. On
conclut ainsi récursivement qu’il existe P. € Ay [Xo] tel que X, — P. € I, (g), de
sorte que l’on obtient finalement un isomorphisme

B(g); = B(g) ®a Ay = Ay [I] [IgAf [T] = Ay [I] /1. (9) ~ Ay [Xo] ,
ce qui démontre la proposition. O

COROLLAIRE 6.3.2. Pour tout arbre A[t]-pondéré g = (I',w), Vg est intégre.

DEMONSTRATION. D’aprés (6.3.1), B(g), ~ Ay [Xo] est un anneau intégre
puisque A l'est. La définition de l'idéal I C A[I'] de V (g) entraine que I’image
de f € A dans B (g) n’est pas un diviseur de zéro. Ainsi, ’homomorphisme cano-
nique B (g) — B (g), est injectif, de sorte que B (g) est intégre puisque sous-anneau
d’un anneau intégre. g

6.3.2. Actions du groupe additif sur les schémas V. Nous montrons
ici que tout schéma m : V; — X associé & un arbre A[t]-pondéré g = (I',w)
admet des actions du groupe additif G, x provenant de la restriction d’actions
de ce type sur I'espace affine ambiant A%F)H = Spec (A[I']). En particulier, cer-
taines des ces G, x-actions sont définies par des dérivations localement nilpotentes

0 € Dery (A[I']) explicites, comme le montre le résultat suivant :
PROPOSITION 6.3.3. Pour tout entier m > h(T"), la A-dérivation
~ m O 1 ~ 0
Oam =1"g5+1 EPZ(F) Oam (Ge (9)) 55~ € Dera (A[T], A [T])
e ar

est une dérivation triangulaire de A[T'], induisant une A-dérivation localement nil-
potente Og ., de la A-algébre B (g) = A[I'] /1.

DEMONSTRATION. Par définition, le polynoéme généalogique G, (g) d’un som-
met e € Par (') ne fait intervenir que les variables Xy, (X./) () de l'algebre
A [T']. Par conséquent, puisque par hypothése m > h (T"), on a

Bym (Xo) =1 Y 2Cel0)

¢/ € Anc(e)U{0} '

e’€Anc

ég,m (Xer) € fmikilA |:XO’ (Xe/)e’eAnc(e):|

€

pour tout sommet e de T' au niveau k, 0 < k < h (') — 1. Ainsi dg.m (A [T]) C AT,
de sorte que Jy,, est une A-dérivation triangulaire de A [I']. Par construction,

5g,m (Ae (g)) = 5g,m (er - Ge (g)) = fég,m (Xe) - 5g,m (Ge (g)) =0

pour tout e € Par (I'). On déduit de la définition de 'idéal I et des relations (6.1.10)
que pour tout P € Iy, il existe n > 0 tel que f™P appartienne a 'idéal J de A [T
engendré par les polynomes A, (g), e € Par (T'). Puisque g, (Ac (g)) = 0 pour
tout e € Par (T'), . (f*P) appartient a J, donc a I'idéal I (g). On en déduit que

F"0g.m (P) = g.m (f"P) appartient a I (g), donc que g (P) € I, par définition

de I. Ainsi dy,, (I;) C I, de sorte que Oy, induit un A-dérivation localement
nilpotente 0y ., de B (g) = A[I'] /. O

Puisque (%,m est une A-dérivation localement nilpotente laissant I'idéal I de V,

invariant, il en est de méme de la A-dérivation aégﬁm pour tout a € A\ fA, d’ou le
résultat suivant :

COROLLAIRE 6.3.4. Pour tout a € A\ fA et tout m > h(T'), A-dérivation
alg,m € Dery (A[I]) induit une G, x-action non triviale sur Vj.
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6.3.5. Etant donné un arbre A [t]-pondéré g = (I',w), nous notons ¢ : Vg —
AL la restriction de la projection pry, : ASI((F)H — AL = Spec (A[Xo]) induite
par linclusion A[Xy] € A[l]. D’aprés (6.3.1), la restriction de ¢ au-dessus de
Pouvert X, de X induit un isomorphisme de X,-schéma 1 : Vj |X*$ Aﬁ(* =
Spec (Af [Xo]). Ainsi ¢ est un morphisme birationnel, donc une modification affine
(4.1.3) de AL dont le centre est un sous-schéma fermé de A% supporté le long de la
fibre p~! (D) du morphisme structural p : A} — X. Par construction, ¢ : V; — Ak
est G, x-équivariant lorsque I’on munit V;; de la G, x-action définie par la dérivation
localement nilpotente 9y, et Al ~ V (Jx (mD)) de sa structure canonique de
quasi-torseur sous G, x, c’est a dire de I’action par la translation tordue t¢=. On a
donc montré le résultat suivant :

THEOREME 6.3.6. Pour tout arbre A[t]-pondéré g = (I',w) et tout m > h (T),
le X-schéma m: Vy — X, muni de la G, x-action définie par la dérivation locale-

ment nilpotente Oy, est une modification affine équivariante du G, x-quasi-torseur
V (Jx (mD)) ~ Ak.
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Deuxiéme partie

Schémas de Danielewski-Fieseler






CHAPITRE 7

Introduction aux schémas de Danielewski-Fieseler

Dans son célébre contre-exemple au probléme de simplification de Zariski, Da-
nielewski [11] construit deux hypersurfaces affines complexes

Si={zz—yy+1)=0} et Sy={a’2—yy+1) =0}

de A% = Spec (C[z,y, z]) non isomorphes telles que S; x AL ~ Sy x Af.

Pour montrer cette seconde propriété, la technique consiste tout d’abord & consi-
dérer ces deux surfaces comme des schémas au-dessus de X = Spec (C [z]) via les
restrictions q; : S1 — X et g2 : So — X de la projection pr, : A% — X. On
remarque ensuite que S7 et S5 sont toutes deux obtenues en recollant, au-dessus de
X, = X \ {0} deux copies W; = Spec (C[z][T}]), i = 1,2, du G, x-torseur trivial
via les isomorphismes de X,-schémas induits par les isomorphismes de C [z,zfl]-
algébres

{ 71 :C [z,zfl] 1] = C [:c,:c’l} 1], Ty — 2~ + Ty

79 : C [m,x_l] 1] = C [m,x_l} [To], Ty — 272+ Ty

respectivement. En introduisant le X-schéma ¢ : X (2) — X formé a partir de X en
remplagant le point 0 par deux points fermés z; et x5, on peut alors interpréter Sy
et Sy comme des torseurs p; : S; — X (2), i = 1,2, sous le groupe additif G, x(2)-.
Puisque S; et S; sont affines, on conclut finalement que les G, g,-torseurs images
inverses pj : S1 X x(2)S2 — Sy, i = 1,2, sont tous deux triviaux, d’ott I'isomorphisme
S x Af ~ 51 X x(2) S2 =~ S5 x A annoncé.

Une interprétation similaire constitue la base de la classification des surfaces
affines complexes normales S avec action de G, ¢ obtenue ensuite par Fieseler [17].
L’approche développée par Fieseler consiste & étudier la structure locale du quotient
q: S — S/Gguc, en introduisant des schémas intermédiaires Y en général non
séparés, pour obtenir une factorisation ¢ : S — Y — S/G, ¢ telle que p: S — Y
soit a fibres connexes. En cela, les schémas comme X (2) dans I’exemple ci-dessus
constituent un palliatif & la non existence de la factorisation de Stein lorsque 1’on
travaille avec des schémas affines.

Nous nous proposons d’étudier tout au long de cette partie la notion de schéma
de Danielewski-Fieseler qui constitue une généralisation naturelle de la construction
originale de Danielewski dans laquelle on remplace la droite affine Af = Spec (C [z])
par un schéma X quelconque, le point fermé 0 € Al par un diviseur effectif non
nul D € Div’ (X), et le Gq, x-torseur trivial AL dont on recolle des copies par un
torseur p : W — X sous un fibré en droites p: L — X.

Ce chapitre préparatoire est consacré au cas simple ot X = Spec (A) est un
schéma affine, D = div (f) et W = AL.. Nous donnons tout d’abord une construc-
tion par recollements analogue de celle ci-dessus et constituant une généralisation
formelle immédiate des procédés décrits par Fieseler dans le cas ot A est un anneau
de Dedekind, puis nous interprétons les schémas ainsi obtenus comme des torseurs
sous un fibré en droites au-dessus d’un schéma en général non séparé.

7.1. Schémas de Danielewski-Fieseler au-dessus d’un schéma affine

Dans ce paragraphe, nous donnons une premiére définition des schémas de
Danielewski-Fieseler par 'intermédiaire de constructions par recollements.
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7.1.1. Dans tout ce qui suit, nous considérons un triplet (X, D,A%) constitué
d’un schéma affine X = Spec (A), d’un diviseur effectif principal D = div (f) défini
par un élément régulier non inversible f € A, et du fibré en droites trivial

Do : Aﬁ( =V (Ox) ~ Spec (A[T]) — X,

au-dessus de X. Nous notons X, = X \ Supp (D) =~ Spec (A) Pouvert complémen-
taire du support de D = div (f) dans X.

7.1.2. Puisque D = div (f) est un diviseur principal sur X, tous les fibrés en
droites px : V (Ox (AD)) — X sur X, o A € Z, sont isomorphes au fibré trivial
AL Par ailleurs, pour tout A € Z>g, A} ~ V (Jx (AD)) est muni d’une structure
canonique de quasi-torseur sous G, x = V (Ox) induite par la section canonique
sap € T'(X,0x (AD))(3.1.2). Cela revient bien str a faire agir le groupe additif
Ga,x = Spec (A[T]) sur A = Spec (A[T]) par la translation tordue t;» (3.2.1)
correspondant & ’homomorphisme de co-action

A[T] - AT @4 AT, T - T®1+ fA®T.

Y

NOTATION 7.1.3. Pour tout A\ € Zx¢, nous notons Ak (=\) pour désigner le
fibré trivial po : A, — X muni de I’action du groupe additif G, x par la translation
tordue t;x. Nous noterons en général simplement A% au lieu de A% (0).

7.1.1. Définition des schémas de Danielewski-Fieseler. Nous considé-
rons maintenant n > 1 copies W; = Spec (A [T;]), ou T; est une variable, du fibré
trivial A} au-dessus de X. Nous fixons un multi-indice [u] = (p1,. .., un) € Z2%, et
nous choisissons une collection {G} = {gi;} , d’éléments g;; € Ay satisfaisant

ij=1,...,
les relations de cocycle "tordues”
Gji = —frTHg,
Gik = Gij + [P g
7.1.4. Désignons par W le schéma obtenu en recollant les schémas W; le long
des ouverts W; . = Spec (Ay [T3]), i = 1,...,n, via les isomorphismes de A ;-algébres

Tij + Ap [T] — Af T3], Ti = Gy + 71T

On observera que les relations de cocycle satisfaites par les fonctions de transition
{Gij }Z.J.:1 ,, garantissent en effet que I'on peut former un schéma W par ce procédé.

7.1.5. Le schéma W ainsi obtenu est muni d’un morphisme 7 : W — X induit
par les morphismes structuraux m; : W; ~ AL — X. Par construction, la restriction
de 7 identifie louvert W, = 7~ ! (X.) de W au fibré en droites trivial Aﬁ(* au-dessus
de X.. Par contre, la préimage 7' (Supp (D)) du support de D est constituée de
la réunion disjointe de n schémas tous isomorphes & la restriction A}, du fibré en
droites trivial AL au-dessus de Supp (D).

.....

DEFINITION 7.1.6. On dit que le X-schéma 7 : W — X ainsi obtenu est le
schéma de Danielewski-Fieseler de base (X, D = div (f)) défini par le multi-indice
[1] € Z, et les fonctions de transitions § = {gi;}; ;_; -

REMARQUE 7.1.7. Au sens de la définition précédente, les objets considérés dans
[11], sont les schémas de Danielewski-Fieseler de base (X = Spec (4), D = div (f)),
ot A est une C-algébre de type fini intégre, définis par le multi-indice (0,0) € Z? et
les fonctions de transition g2 = a/f™ telles que a et f engendrent 'idéal unité de
A. Nous verrons plus loin, au chapitre 10, que cette derniére hypothése garantit que
m: W — X est un morphisme affine, ce qui revient & dire, dans ce cas particulier,
que W est un schéma affine.

7.1.8. Pour tout ¢ = 1,...,n, nous pouvons munir le X-schéma W; de I'action
du groupe additif G, x = Spec (A [T]) par la translation tordue t ;. Cela revient
a considérer W; ~ A% non seulement comme le fibré en droites trivial au-dessus de
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X mais encore comme le G, y-schéma A% (—u;) (7.1.3). Pour tout couple d’indices
i # j, les isomorphismes de recollement 7;; sont clairement équivariants pour ces
actions par translations tordues. Ainsi le schéma de Danielewski-Fieseler 7 : W — X
correspondant est canoniquement muni d’une action du groupe additif G, x dont
les restrictions aux ouverts W, coincident avec les actions par translations tordues
tfui, ’L: 1,...,7’L.

7.1.2. Morphismes équivariants canoniques. Considérons un schéma de
Danielewski-Fieseler 7 : W — X défini par un multi-indice [u] = (p1, ..., pun) € Z%,

et une collection {g} = {gi;}, ;—, _,, de fonction de transitions g;; € Ay.

7.1.9. Soit un entier A > _max (17) tel que pour tout couple d’indices i # j,
i=1,...,n

'élément fA~Hig;; € Ay soit dans I'image de l'injection canonique A — Aj. Cela
est évidemment toujours le cas pour A assez grand. Nous pouvons alors choisir une
collection & = {6;},_, ,, d’¢éléments &; € A de sorte que pour tout couple d’indices
i # j on ait I’égalité

gZ]:f‘uliA(&]_&l)eAfa 275.7’ Zajzlaanv
oll 6; et G, sont assimilés a leurs images canoniques respectives dans A¢. Il suffit en
effet de poser, par exemple, 61 = 0 puis 7; = f* 1 g;; € A pour tout i = 2,...,n.

7.1.10. Considérons alors la collection de X-morphismes 7,/;z : W; — AL induits
par les homomorphismes de A-algébres

A[T)— AT}, T — &; + fAMT; i=1,...,n.

Par construction de la collection &, ces X-morphismes locaux 1@- se recollent en un
X-morphisme global ¢ 5) : W — A% qui est G, x-équivariant lorsque 'on munit
W de l'action (7.1.8) et A% de l'action par la translation tordue ta.

REMARQUE 7.1.11. Dans la description ci-dessus, il n’y a évidemment unicité ni
de l'entier A, ni de la collection & = {6;},_, . En particulier, tout entier X" > X et
toute collection ¢’ = {5;},_, , dela forme &; = &; + a, ot a € A est fixé conduit
a une construction analogue.

7.1.12. Réciproquement, & partir d'un entier A > _max (7) et d’une collec-

i=1,...,n
tion ¢ = {5’1}
transition

i—1. . d’éléments &; € A, nous pouvons construire des fonctions de

gij:fﬂii)\(&ji&i) 17&]7 i,jil,...,n,
et par conséquent un schéma de Danielewski-Fieseler m: W = W(, 5) — X canoni-
quement muni d’'un X-morphisme G, x-équivariant ¢y 5) : W — AL (=),
DEFINITION 7.1.13. On dit que le schéma 7 : W, 5) — X ainsi obtenu est le
schéma de Danielewski-Fieseler associé a la paire (A, &), et 'on dit que
Png)  Wiag) — Ak (-3
est le morphisme G, x-équivariant canonique associé a cette méme paire (X, o).

La discussion précédente entraine le résultat utile suivant :

ProprosITION 7.1.14. Tout schéma de Danielewski-Fieseler est isomorphe a un
schéma 7 : Wy 5y — X associé a une paire (A, 7).

7.2. Interprétation en termes de torseurs

Nous montrons ici que les schémas de Danielewski-Fieseler 7 : W — X tels que
définis ci-dessus s’interprétent comme des torseurs en droites p(n) : W — X (n)
au-dessus de certains X-schémas X (n) déduits de X. Cette approche alternative
se révele particuliérement fructueuse, puisqu’elle nous permettra par la suite de
généraliser les constructions simples ci-dessus & des schémas de base X quelconques.
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7.2.1. Changement de base. Soit 7 : W — X un schéma de Danielewski-
Fieseler de base (X = Spec (A4), D = div (f)), défini par un multi-indice [u] € Z%,

et une collection § = {gi;}, ;_, , de fonctions de transitions g;; € A;.

7.2.1. Notons maintenant ¢ : X (n) — X le X-schéma obtenu a partir de X en
remplagant le support du diviseur D = div (f) par n copies disjointes D; (n) de ce
diviseur. Pour tout indice ¢ = 1,...,n, nous désignons par X; (n) I'ouvert de X (n)
formé de la réunion de 'ouvert X, (n) = §~1 (X.) et de la copie D; (n) de D. On
obtient ainsi une collection d’isomorphismes induits d; = 6 | x,(n): Xi (n) = X. Nous
notons alors U,y = (X; (n));—, _, le recouvrement ouvert de X (n) ainsi obtenu.
On notera que pour tout couple d’indices i # j, les ouverts X;; (n) := X; (n)NX; (n)
et X, (n) de X (n) coincident.

7.2.2. Nous pouvons alors identifier chaque ouvert W; de W au fibré en droites
trivial p; (n) : W,; = Aﬁg(n) — X, (n) au-dessus de X; (n), de sorte que le morphisme
structural 7 : W — X se factorise via un morphisme p(n) : W — X (n) suivi du
morphisme § : X (n) — X. Autrement dit, W s’identifie par I'intermédiaire de
p(n) au X (n)-schéma obtenu en recollant les X; (n)-schémas W; = Spec (A [T;])
au-dessus des ouverts X;; (n) = X, (n) ~ Spec (Ay) via les isomorphismes de Aj-
algébres

7ij  Ap [T = Ap [T3], To = gig + [T
précédemment introduits. On déduit alors de ce nouveau procédé de construction
que p (n) : W — X (n) est un fibré linéaire affine géométrique au sens de la définition
(2.5.1).

7.2.2. Torseur en droites associé 4 un schéma de Danielewski-Fieseler.
L’interprétation ci-dessus conduit & considérer un schéma de Danielewski-Fieseler
m: W — X défini par un multi-indice [g] = (1, .., ttn) € ZZ, et une collection de
fonctions de transition § = {g;; }Z.J.:1 vvvvv ,, hon seulement comme un X-schéma, mais
encore comme un fibré linéaire affine géomeétrique p (n) : W — X (n) au-dessus d’un
X-schéma 6 : X (n) — X.

Or on sait d’aprés (2.5.3) qu’il y a une correspondance biunivoque entre ces
fibrés et les torseurs sous les fibrés en droites V (L), ot £ parcoure I'ensemble des
Ox (n)-modules inversibles.

7.2.3. Ainsi, tout schéma de Danielewski-Fieseler 7 : W — X, hérite naturelle-
ment d’une structure de torseur p (n) : W — X (n) sous un certain fibré en droites
\% (E)+, ou £ est un Ox,)-module inversible que I'on peut déterminer précisément
a l'aide de la méthode indiquée en (7). En effet, nous observons tout d’abord que si
L convient, alors ses restrictions £ | x, ) au-dessus des ouverts X; (n) du recouvre-
ment U,y de X (n) sont respectivement isomorphes & Ox;, (), puisque l'on a, par
construction, des identifications W; ~ A%ﬂ(n) pour tout indice i = 1,...,n. Il est

clair que le sous Ox (,)-module inversible

O[—p] = Ox(n) [—H]
de Kx () engendré par f** au-dessus de X; (n) satisfait ces conditions. On notera

que puisque [p] € Z%, le Ox(n)-module O [—p] ainsi défini est un idéal de Ox ().

7.2.4. Par définition, le dual O[] = O[—p]" est le sous Ox (n)-module inver-
sible de Kx(,,) engendré par f~#: au-dessus de X; (n). On a donc des isomorphismes
de Ox, n)-modules

Cui 10 [:u]

Les sections
9i; = (ot () €T (X5 (n),Olul), i#4, i,j=1,...,n,
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définies via les isomorphismes induits

Cui 1T (X5 (n), Ofu]) = T (Xi (n), Ox(m)) = Ay
constituent alors un 1-cocycle de Cech g = {9ij}ij=1..m € C! (Ugny, O [u]) pour
le recouvrement U,y = (X;(n)),—; _, de X (n), et 'on obtient finalement un

.....

isomorphisme de V (O [—p])  -torseurs

(n)
ou, suivant (2.2.1), la notation W (Z/l(n), O[—py] ,g) désigne le X (n)-schéma spectre
de la Ox(,)-algebre quasi-cohérente obtenue en recollant les algébres symétriques
S (O [=#] |x,(n)) au-dessus des ouverts X;; (n) par I'intermédiaire des isomorphismes
de Ox,;(n)-algebres

S (9i5,1d) : S (O [=p] |x,;m) = S (O =4 [x,;(m)) -
Cela conduit donc & l'interprétation suivante des schémas de Danielewski-Fieseler :

ProprosITION 7.2.5. Il y a une correspondance biunivoque entre les schémas
de Danielewski-Fieseler m : W — X définis par un multi-indice [u] € Z%, et une

collection de fonctions de transition g = {gi;}, ;_, ,, et les V(O[-p]), -torseurs

définis par un 1-cocycle de Cech g = {95}, cCt (U(n), @) [u]) )

i,j=1,...,n

7.2.3. Actions du groupe additif sur les schémas de Danielewski-
Fieseler. Par définition, un schéma de Danielewski-Fieseler 7 : W — X dé-
fini par un multi-indice [g] € ZZ, et une collection de fonctions de transition
{9} j=1. ., est muni d’une action du groupe G, x dont les restrictions aux ouverts

.....

W; = Spec (A [T;]) coincident avec les actions par translations tordues tgu,.
7.2.6. D’autre part, 'interprétation ci-dessus conduit & considérer W comme un

torseur p (n) : W — X (n) sous le X (n)-groupe V (O [~u]), . Or, par construction,
le Ox(n)-module inversible O [u] s’identifie au module inversible associé au diviseur

effectif . .
= piD;(n) = 255‘ (niD)
i=1 i=1

défini par les données locales {(X; (n), f*)},_ . Ainsi, par Uintermédiaire de
la section canonique sp,) € T' (X (n), O [u]) correspondante nous pouvons munir le
V (O [~p]) -torseur p(n) : W — X (n) d'une structure de quasi-torseur sous le
groupe additif G, x(n) (3.1.6).

7.2.7. Equiper p(n) : W — X (n) de cette Ga,x (n)-action par translations
tordues ts , revient bien sir a faire agir, pour tout indice ¢ = 1,...,n, le groupe
additif G, x,
donnée de la G, x-action canonique (7.1.3) sur un schéma de Danielewski-Fieseler
m: W — X est équivalente a la donnée de la structure de quasi-torseur sous G, x(n)
sur le V (O [—p]) , -torseur p (n) : W — X (n) correspondant.

)= Ak () via la translation tordue tge, . Ainsi, la

REMARQUE 7.2.8. Les isomorphismes 7;; : A [T;] = Af[Ty], Ti — §Gij +
fHi7HiT; sont inchangés lorsque l'on remplace le multi-indice [u] € Z%, par un
multi-indice [p/'] = [u]+[P] € Z%,, ou v > - I{nn (ui) et [P] = (v, ..., v). Cela cor-

.....

respond, dans l'interprétation en termes de torseurs p (n) : W — X (n), au fait que
les diviseurs [u] D (n) et [i'] D (n) sur X (n) sont linéairement équivalents puisque
[7] D (n) = div (6* f¥) est un diviseur trivial. Ainsi, remplacer le multi-indice [u] par
un multi-indice [p'] comme ci-dessus, ne change pas la classe d’isomorphisme de W
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en tant que X-schéma, mais altére cependant la G, x-canonique (7.2.7) en modifiant
le cycle des points fixes (3.3.3) du G, xn)-quasi-torseur p (n) : W — X (n).

Le tableau suivant rassemble I'essentiel des étapes des deux procédés de construc-
tion des schémas de Danielewski-Fieseler introduits dans le présent chapitre.

| Construction par recollement | Construction par torseurs

Multi-indice [u] = (u1, ..., un) € Z%, Multi-indice [u] = (11, ..., un) € Z%,

Schéma 6 : X (n) — X
Ox (n)-module O [u]
Cocycle g = {gi;} € C" (Upn), O 1))

Fonctions de transition § = {g;; € As}
Relations §ix = §ij + f* 7" G

Isomorphismes
7ij + Ay [Ti] = Ay [T)]
Ti = gij + [T

Isomorphismes
S (9ij,1d) : S (O[] Ix,;m) = S (O W] |x;5(m)

V (O [~p]) -torseur

Schéma 7: W — X p(n): W =W (U, O[—pu],g) — X (n)
Schémam=dop(n): W — X
Action de Gq,x par Quasi-torseur sous Gg, x(n)
translations tordues locales t su; via la section canonique sy,

F1g. 7.2.1. Construction des schémas de Danielewski-Fieseler.

7.2.4. Retour sur les morphismes équivariants canoniques. D’aprés la
proposition (7.1.14), tout schéma de Danielewski-Fieseler 7 : W — X est isomorphe
a un schéma de ce type obtenu & partir d’un multi-indice [u] = (u1, ..., un) € Z%,,
d'un entier A > max (y;) et d’'une collection & = {5;},_, , d’éléments &; € A.

i=

.....
ooyl

Un tel schéma 7 : W, 5) — X est alors canoniquement muni d’un morphisme
Ga,x-équivariant ¥y 5y : Wins) — AL (=) (7.1.13).

Le procédé de construction d’un schéma de Danielewski-Fieseler W = W, 5 et
de son morphisme canonique 9 5 s’interpréte de nouveau agréablement en termes
du V (O [—p]) -torseur p(n) : W — X (n) correspondant.

7.2.9. Notons ¢ : X (n) — X le morphisme structural de X (n) et considérons

le Ox(n)-module inversible O [;\} = 0"Ox (AD) =~ Ox(y) (0% (AD)) correspondant
au multi-indice constant [5\} = (A,...,A). Via isomorphisme de Ox-modules

G O0x (AD) = f20x 5 Ox,s=frar—a= fs,

nous pouvons maintenant définir, & partir de la collection 6 = {&;},_; ..

0-cochaine de Cech
o ={oi =0 0 G0}y, € C° (U O [A]).

7.2.10. Le diviseur (N - [u])D(n) = " (A=) D; (n) € Div (X (n))

étant par hypothése effectif puisque \ > max (u:), la section canonique S[A]-1
i=1,...,n

()

]
induit un homomorphisme de Ox,)-modules 0}, \ = S[A] =[] Olpy] - O [;\} .
Par définition, les fonctions de transition g;; du schéma de Danielewski-Fieseler
m: W = Wns) — X satisfont les identités fAHig,; = 6; —6; € Ay pour tout
couple d’indices i # j. Ainsi, le 1-cocycle de Cech

Ine) = 195 = G @i}y € CF (Uny, O li])
correspondant satisfait la relation 6, \ (g9(r,0)) = 0 (¢) dans C* (U(n), o P\D, ou
0 désigne la différentielle du complexe de Cech. On notera d’ailleurs que ce cocycle
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Ine) = {gij}ij:1 _, est uniquement déterminé par cette relation puisque par
définition, la restriction de 6, \ au-dessus de I'ouvert X, (n) de X (n) induit un
isomorphisme O [y] A] |x.(n)- Autrement dit, dans les conditions ci-

dessus, les sections g;; € I' (X5 (n), O [p]) ~ T'(Xs (n),O [u]) sont déterminées de
maniére unique par les identités 0, x (9i5) = 05 |x,(n) —0i |x;(n)

7.2.11. Nous pouvons maintenant identifier Wy 5) aux V (O [~u]), -torseur
p(n): Wins) =W (U, O—pl, gire)) = X (n)
correspondant au cocycle g(y ). Puisque I'image par [, du cocycle g(» ) est un
cobord, la donnée de la 0-cochaine o € C° (L{(n), @ [S\D est équivalente & la donnée
d’'un X (n)-morphisme linéaire affine 1/;(A7U) :Woe — V ((9 [75\}) équivariant
pour le morphisme de X (n)-groupes V (O [-pu]) | — V ((9 [f;\} )+ induit par I'ho-
momorphisme de Ox(y-modules ‘9, 5 : O [-A] — O[] dual de 6, . Plus

précisément, d’aprés (2.3.1) , 1/;(,\ ) est I'unique X (n)-morphisme dont les restric-
tions au-dessus des ouverts X; (n) de X (n) sont induites par les homomorphismes
de Ox, n)-algeébres

S (03" 0.0) : S (O =] Lxsm) = S (O[] [xsm) -

Par construction, le morphisme 1/;(A7U) est G, x(n) €quivariant lorsque 'on munit
Wins et V ((’) [—AD des structures canoniques de quasi-torseur sous Gg x(n)
correspondant respectivement aux sections canoniques Sl €t s[ ] Ainsi, le X-

morphisme

Dre 2
Yo Wonn =%V (0[A]) = V(Ix (AD)) xx X () 2 V (Jx (AD))
s’identifie au morphisme G, x-équivariant 9y 5y : Wx5) — Al (=)) associé a la
paire (A, ).

Le tableau suivant résume les deux procédés de construction des schémas de
Danielewski-Fieseler de type Wy 5y = W() o), et de leurs morphismes canoniques

Y(re) = P(r0) respectifs.

| Construction par recollement | Construction par torseurs
Multi-indice [p] = (p1,. .., ) € Z%, | Multi-indice [u] = (p1, ..., pn) € ZZ,
Entier A > ,ax (1) Entier A > X (1i)
Collection & = 1{071 € A} Cochaine o =€ C° (Z/l(n), [ D
Fonctions de transition Homomorphisme 9[# O[ ] = O]\ { J
gij = 1M o5 - &) Cocycle g =0, | 1, (0(0))
Schéma 7 : Wiy 5y — X Schéma 7 : W(,\J) — X
Morphisme équivariant Morphisme équivariant
Yos) : Wos) — Ak (=) Vo) : Wine) = Ak (=X)

Fia. 7.2.2. Morphismes équivariants canoniques.
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EXEMPLE 7.2.12. Nous revenons pour cet exemple & la surface de Danielewski
Sy € A} = Spec (C [z, y, 2]) définie par Péquation zz—y (y + 1) = 0. La construction
de l'introduction conduit a interpréter S comme le schéma de Danielewski-Fieseler
de base (X = Spec (C[z]),D = div (z)) défini par le multi-indice p = (0,0) € Z2,
et la fonction de transition g1 = —z71 € C [:c,x’l}. Cela revient a dire, en terme
de torseurs, que S s’identifie au torseur p(2) : S — X (2) sous le groupe additif
Ga,x(2) défini par le cocycle g1o =27 € I' (X12(2),Ox(9)) ~ C [z,27}].

D’autre part, puisque g2 = 27! (0 — (—1)) on constate que S est isomorphe
au schéma de Danielewski-Fieseler défini par la paire (X, {61,02}), o0 A =1, 51 =
—1 et 62 = 0. Cela revient de nouveau a dire que le torseur p(2) : S — X (2)
correspondant est défini par la paire (\, {o1,02}), oit o7 = —x~! € T'(X,Ox (D))
et o9 = 0.

Considérons maintenant S non comme une surface affine de A} mais seule-
ment comme le schéma de Danielewski-Fieseler abstrait W correspondant & ces
données, c’est & dire comme le schéma obtenu en recollant les deux fibrés triviaux
W; = Spec (C[z] [T3]) au dessus de X, = Spec (C [z,27!]) par I'intermédiaire de
I’isomorphisme de C [z, zfl]—algébres

T12 - C [ZL',IZ?_I] [Tl] :> C [JE,$_1} [TQ] ,Tl = 1'_1 (5’2 - 6’1) + TQ.

Grace au morphisme canonique 9 ; 5y : W — A% (—1) associé a la paire (1,5), nous
allons retrouver, selon un procédé similaire & celui utilisé par Bandman et Makar-
Limanov [1], le plongement initial de S ~ W. Posons pour celam =dop(2) : W —
X et AL = Spec(C|z][y]). Dans les coordonnées précédemment introduites, les
restrictions de 91 5) aux ouverts W; et Wa sont induites par les homomorphismes
de C[z]-algebres
¥ Clz]ly] = Clz] [I}],y — 6 + 2T, i=1,2.

On en déduit que £ = x’lz/)(lﬁ) (1/)(1,;,) + 1) est une fonction réguliére sur W dont
la restriction & chacune des deux composantes irréductibles de la fibre 7= (0) est
une fonction coordonnée. D’autre part, 1, 5y induit une fonction coordonnée sur les
fibres 7! (x), z € X,, et prend les valeurs distinctes 0 et 1 sur les deux composantes
irréductibles de 71 (0).

On en conclut que le X-morphisme (1/)(1,&),() : W — A% est un plongement
fermé de W dans A% ~ Spec (C[z] [y, 2]) dont 'image s’identifie clairement a la
surface S définie par I'équation zz — y (y +1) = 0. Bien sir, ce plongement est
équivariant lorsque ’on munit S de la restriction de ’action

tx(z,y,2) = (m,y+xt,z+2yt+xt2)

de G4, x sur AZ, le morphisme ¢ (1 5y : S — Ak (—1) s’identifiant alors, par construc-
tion, a la restriction sur S de la projection équivariante pr, : A% — Al (—1).
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CHAPITRE 8
Schémas de Danielewski-Fieseler généraux

Etant donné un schéma X et un diviseur effectif non nul D € Div' (X), nous
introduisons dans le présent chapitre la notion générale de schéma de Danielewski-
Fieseler de base (X, D) attaché & un torseur p : V — X sous un fibré en droites
Ly =V (£). Dans le cas particulier ot X = Spec (A), D =div(f)etp: V — X est
le torseur trivial sous le groupe additif G,, x, on retrouvera la notion précédemment
introduite.

Pour aboutir & la définition finale, nous procédons en plusieurs étapes. Nous
définissons d’abord la notion de duplication ¢ : X (D,n) — X d’un diviseur effectif
D dans un schéma X. Il s’agit pour I’essentiel de donner une formulation exploitable
de la construction (7.2.1) consistant a former un X-schéma X (D, n) en remplacant
D par un nombre fini de copies de D.

Les schémas de Danielewski-Fieseler généraux 7 : W — X constituent alors une
classe particuliére de torseurs p(n) : W — X (D, n) sous certains fibrés en droites
L., [—] déduits de L, satisfaisant des propriétés analogues a celles rencontrées dans
Iinterprétation en termes de torseurs des schémas de Danielewski-Fieseler au sens
de la définition (7.1.6) du chapitre précédent.

Les schémas m = d o p (n) : W — X ainsi introduits sont canoniquement munis
d’une action du fibré en droites L. Il sont donc les objets d'une certaine sous-
catégorie Z)%)’Xl))) de la catégorie des X-schémas munis d’une action de ce type.

NoTATION 8.0.13. Etant donné un schéma X et un diviseur effectif non nul
D € Div*t (X), nous désignons par Ox (D) le Ox-module inversible défini par D,
et par Jx (D) ~ Ox (—D) l'idéal inversible de Ox, dual de Ox (D). Nous ferons
I’abus de notation usuel consistant a identifier tour & tour D soit avec le sous-
schéma fermé Spec (Jx (D)) de X soit avec son support Supp (D). En particulier,
étant donné un tel diviseur effectif D non nul, nous désignons par X, = X \ D
I’ouvert complémentaire du support de D.

Etant donnés deux diviseurs effectifs D et D’ sur X, tels que D — D’ soit
effectif, nous notons sp_p/ : Ox (D’) — Ox (D) 'homomorphisme de Ox-modules
correspondant a la section canonique

Sp_p’ € F(X, OX (D — D/)) ~ HomX (OX (D/),OX (D)),

et nous notons 'sp_p/ : Jx (D) — Jx (D) son homomorphisme dual.

8.1. Duplications de diviseurs

Sur le modéle de la construction de la droite affine & deux origines, nous in-
troduisons dans ce paragraphe la notion de duplication d’un diviseur effectif D sur
un schéma X. Nous définissons ensuite une classe de morphismes entre les schémas
ainsi obtenus, que nous appelons morphismes de duplications.

8.1.1. Définitions et notations.

DEFINITION 8.1.1. Soient X un schéma, D € Div*t (X) un diviseur effectif non
nul, et n > 1 un entier. On appelle n-duplication de D dans X, X-schéma

6:X(D,n)— X
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obtenu en recollant n copies 6; : X; = X de X par l'identité le long des ouverts
Xix = 5[1 (X.) C X; préimages respectives de l'ouvert X, = X \ D de X par les
isomorphismes §;, i =1,...,n.

NOTATION 8.1.2. Lorsqu'’il n’y a pas d’ambiguité sur la donnée du diviseur D,
nous noterons simplement ¢ : X (n) — X pour désigner le X-schéma X (D,n).
Nous désignons par U,y = U(p,n) le recouvrement ouvert canonique de X (n) par
les ouverts X; (n) ~ X, i =1,...,n, images respectives des schémas X; ~ X par le
morphisme quotient canonique

£: |_|X—>X |_|X/~.

i=1

Dans ce qui suit, nous identifierons d; avec la restriction de § a ouvert X; (n), et
nous notons X, (n) = 61 (X,) C Y (n) I'ouvert de X (n) préimage de X, par 4.

8.1.3. Par construction, X (1) est canoniquement isomorphe & X. Par contre,
pour tout n > 2, le morphisme ¢ : X (n) — X n’est pas séparé, et pour tout couple
d’indices i # j, on a X;; (n) := X; (n) N X, (n) ~ X, (n), tandis que la préimage
571 (D) du sous-schéma fermé D est constitué de la réunion disjointe des n sous
schémas fermés définis par les diviseurs effectifs

D;(n) =67 (D) € Divt (X;(n)), i=1,...,n,

images inverses respectives de D € Div' (X) par les isomorphismes d; : X; (n) — X.
On notera que pour tout sous-ensemble d’indices {i1,...,i.} C {1,...,n}, la struc-
T

ture de X-schéma induite par § sur "ouvert U X, (n) C X (n) identifie ce dernier

k=1
a la r-duplication X (D,r) de D dans X.

Fig. 8.1.1. Duplication du diviseur D dans X.

REMARQUE 8.1.4. On notera enfin que le X-schéma X (n) ne dépend que du
support de D, et non de la structure schématique sur le sous-schéma fermé de X
correspondant.

8.1.2. Diviseurs sur une duplication.

DEFINITION 8.1.5. Pour tout multi-indice [p] = (p1,. .., pn) € Z™, nous dési-
gnons [u] D (n) € Div (X (n)) 'unique diviseur tel que
W] D (n) |x,m)~0; (wiD), i=1,...,n.
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8.1.6. Avec la notation ci-dessus, la préimage D; (n) de D par ’lhomomorphisme
8¢ : Div(X) = Div(X; (n)) s’identifie donc & la restriction & louvert X; (n) du

diviseur |1 D (n), ou

H = <0,...,0,i,0...,0>, i=1,...,n.

Plus généralement, puisque ¢ : X (n) — X est localement un isomorphisme, 1’ho-
momorphisme image inverse §* : Div (X) — Div (X (n)) est bien défini. Il est bien
sur injectif mais n’est bijectif que si » = 1 puisque 'on a en particulier la relation

Xn:HD(n):(1,...,1)D(n):5*p_

i=1

On en déduit d’ailleurs qu’un diviseur [u] D (n) est dans "image de 6* si et seulement
si [u] = (w,..., ) pour un certain p € Z.

NOTATION 8.1.7. Nous considérons I’ensemble Z" comme muni de sa structure
de groupe produit. Pour tout multi-indice [u] = (1, ..., un) € Z™ et tout entier A €
Z, M) désigne le multi-indice (A1, ..., Apn) € Z™. L’opposeé de [u] sera simplement
noté [—pu] = (=g, ..., —pn). Etant donné un entier y € Z, on note le multi-indice

constant (u,...,u) € Z™ par [f] = u - [ﬂ, et le multi-indice <0, cee O,IZL, 0,... ,0)

par [/Z] = - [i , 2 = 1,...,n. Il nous arrivera par la suite de considérer un
multi-indice [u] € Z™ comme une application [u] : {1,...,n} = Z, i — [u] (i) = ;.

DEFINITION 8.1.8. Pour tout Ox-module inversible £ et tout multi-indice [u] =
(41, .-, pn) € Z™ nous notons

{ L, 1] 0*L @0y Ox(n) ((1] D (n)
Ln[—p] = §L®0y, Ox(m) ((—u] D (n))

~—

8.1.9. Pour tout entier uy € Z, Ly [fi1] s’identifie donc, via I'isomorphisme
X (1) ~ X, au Ox-module L®o, Ox (u1.D), que nous noterons dorénavant £ (u1).
Ainsi pour tout multi-indice [u] = (p1,...,pn) € Z", Ly [p] est un Ox(y,y -module
inversible, dont la restriction au-dessus de X; (n), est isomorphe au Ox;, (,)-module
0L (p;). Par définition des diviseurs [u] D (n) € Div (X (n)), on a de plus un iso-
morphisme

£ali) = @ £ 1]

8.1.10. Etant donnés deux multi-indices [u] , [p] € 7K, tels que [u] —[p'] € Z,,
on note

Oty ) = 1 @ sy + LY (W] — LY [1]

I’homomorphisme induit par la section canonique sj,_[,/; du Ox,)-module inver-
sible Ox () ([1] — [1']) associé au diviseur effectif ([u] — [1']) D (n).

NoTATION 8.1.11. Conformément aux conventions introduites dans la premiére
partie, nous notons p : L, [u] = V (L, [¢]) — X (n) le fibré en droites défini par
Ly [p], et nous utilisons la notation supplémentaire L, [u] . pour indiquer que nous
considérons L, [u] non seulement comme un fibré en droites sur X (n) mais encore
comme un X (n)-schéma en groupes.
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8.1.3. Morphismes de duplications. Les duplications § : X (n) — X, oa n
parcourt ’ensemble des entiers naturels, forment une sous-catégorie pleine de la ca-
tégorie des X-schémas. Parmi tous les X-morphismes entre deux telles duplications,
nous considérons la sous-classe suivante :

DEFINITION 8.1.12. Un X-morphisme « : X (n’) — X (n) entre deux dupli-

cations de D dans X est appelé un morphisme de duplications s’il existe une ap-

plication ¢ : {1,...,n'} — {1,...,n} telle que pour tout indice i = 1,...,n/,

limage du support du diviseur 1| D (n") € X; (n') par « soit contenue dans ’ou-
vert Xy (n) C X (n).

8.1.13. 1l revient au méme de dire qu'un X-morphisme « : X (n') — X (n) est

un morphisme de duplications si et seulement si, pour tout indice j = 1,...,n,
la restriction @ : o' (X;(n)) — X;(n) identifie 'ouvert o= (X, (n)) a la r-
duplication de D; (n) dans X; (n). En particulier, pour tout indice ¢ = 1,...,n/

tel que a (D; (n')) C D;(n), « induit un X-isomorphisme a;; : X; (n') = X; (n)
puisque la restriction de a & 'ouvert X, (n) ~ X, induit nécessairement un isomor-
phisme de X,-schémas a, : X, (n') = X, (n). Ainsi, un morphisme de ce type est
uniquement déterminé par la donnée d’une application ¢ : {1,...,n'} — {1,...,n}.
Nous noterons donc « : X (') — X (n) le morphisme correspondant a un tel ¢.

EXEMPLE 8.1.14. Via l'identification canonique X ~ X (1), le morphisme struc-
tural § : X (n) — X de la n-duplication de D dans X est un morphisme de du-
plications au sens de la définition précédente. De méme, pour tout sous-ensemble

T

d’indices {i1,...,i,} C {1,...,n}, 'immersion ouverte U Xi, (n) — X (n) est un

k=1
r

morphisme de duplications puisque 'ouvert U X, (n) de X (n) est isomorphe, via
k=1
la restriction du morphisme 6 : X (n) — X a la r-duplication de X le long de D.

REMARQUE 8.1.15. Sile support de D est connexe, alors pour tout X-morphisme
a: X (n') — X (n) 'image du support du diviseur D; (n’) C X; (n’) est toujours
contenue dans le support d’un unique diviseur D;;y (n) C Xj;) (n). Ainsi, sous cette
hypothése, tout X-morphisme « : X (n’) — X (n) est un morphisme de duplications
au sens de la définition (8.1.12).

8.1.16. Puisqu’un morphisme de duplications o = a4 : X (n') — X (n) est
localement un isomorphisme, il est possible de définir 'homomorphisme image
inverse a* : Div (X (n)) — Div(X (n')). En particulier, pour tout multi-indice
4] = (11, .., pn) € Z™, image inverse o* ([¢] D (n)) du diviseur [u] D (n) est un
diviseur sur X (n’), isomorphe au diviseur [u,] D (n') correspondant au multi-indice

] = (o @l = (ui,...,phy) € 2"

défini par p} = pig(;y pour tout i = 1,...,n’. Par conséquent, pour tout Ox-module
inversible £ et tout multi-indice [¢] € Z", on a un isomorphisme de O (,-modules

0 Lo (1] = Lo o] = () £® Oy (1] D (1))

8.2. Duplications de torseurs en droites

Dans ce paragraphe, nous considérons des quadruplets (X, D, L, V') constitués
d’un schéma X, d'un diviseur effectif D € Div' (X) non nul, d’un Ox-module
inversible £ et d’un torseur p: V' — X sous le fibré en droites L, = V (£), défini
par L.
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8.2.1. Définitions et notations. Etant donné un tel quadruplet (X,D,L,V)
et un entier n > 1, nous considérons la n-duplication ¢ : X (n) — X de D dans X
et nous désignons par p; : V; = 67V — X, (n) les torseurs sous 6Ly =V (6; L),
images inverses respectives de V par les isomorphismes 6; : X; (n) = X (2.1.2).
Pour tout entier positif ou nul p;, nous notons

I’lhomomorphisme de Ox;,(,)-modules déduit de la section canonique s, du Ox; )
-module inversible Ox, () (i D; (n)).

8.2.1. Rappelons maintenant (2.3.3) qu’une image directe du 6} L -torseur p; :
Vi — X, (n) par 'homomorphisme 6, est un torseur p; : W; — X, (n) sous le

X (n)-groupe L, [— ﬁl}

x,(n) tel que les classes d’isomorphismes

) € 1 (%, (0 5[] L) et ) € 1 (X 0,22 0] L

de W; et V; respectivement satisfassent la relation (6,,), (c(W;)) = c¢(V;), ou

). 1 (X 0,26 o) = 1 (35 00 3 [] )
désigne ’homomorphisme de groupes induit par ’homomorphisme de O, (,)-modules
9#1‘ EX |:O:| |X1(n)*> ‘Cr\{ |:,L21:| |X1(n)

DEFINITION 8.2.2. Soient £ un Ox-module inversible, p : V' — X un V (£) -

torseur et [u] € Z%, un multi-indice. On appelle [u]-duplication de V', tout L [—pu] , -
torseur p (n) : W — X (n) dont les restrictions au-dessus des ouverts X; (n) de X (n)
sont des images directes p; : W; — X; (n) de p; : V; — X; (n) par ’homomorphisme
O,

DEFINITION 8.2.3. On appelle schéma de Danielewski-Fieseler de type (n,[u]),
de base (X, D), attaché au V (L) -torseur p:V — X tout X-schéma

a:W = w2 oy = X (D,n) > X

tel que p(n) : W — X (n) soit isomorphe & une [p]-duplication de V' au sens de la
définition (8.2.2).

EXEMPLE 8.2.4. La définition des schémas de Danielewski-Fieseler de base
(X =Spec(A),D =div(f)) introduite dans le 7 chapitre (cf. 7.1.6) est évidem-
ment compatible avec la définition plus générale ci-dessus. En effet, d’aprés (7.2.5),
tout schéma 7 : W — X de ce type défini par un multi-indice [u] € ZZ, et une col-
lection de fonction de transitions {g;; € As}

ij=1.. n Sidentifie & une [1]-duplication
du G, x-torseur trivial p : AL, — X. On notera d’ailleurs que dans ce cas parti-
culier les deux notions coincident car toute image directe du torseur trivial Al
par un homomorphisme 6,,, : Jx (u;D) — Ox est isomorphe au V (Jx (u: D)) -
torseur trivial, donc est isomorphe, comme X-schéma, & Al puisque D = div (f)

est principal.

NoTATION 8.2.5. Afin d’alléger la terminologie introduite ci-dessus, nous di-
rons plus simplement qu’un schéma 7 : W — X satisfaisant aux hypothéses de la
définition (8.2.3) est un (n, [1])-DFS' attaché a la paire (£, V), le diviseur D étant
alors implicite, comme cela était déja le cas dans la définition de duplication d’un
diviseur.

I Abréviation de la version anglaise Danielewski-Fieseler Scheme.
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Fia. 8.2.1. Duplication d’un torseur en droites.

8.2.2. Structures de quasi-torseurs sur les DFS. Par définition, un (n, [))-
DFS attaché a un L -torseur p: V — X est essentiellement constitué d’un torseur
p(n) : W — X (n) sous le fibré en droites L, [~p], le morphisme 7 : W — X
s’en déduisant par composition avec le morphisme structural 6 : X (n) — X de la
duplication du diviseur D dans X.

8.2.6. Puisque [u] € Z%,, pour tout entier r > 0, ([u] + [#]) D (n) est un diviseur
effectif sur X (n). On définit alors, par I'intermédiaire de la section canonique s{,,)4 7]
du Ox(ny-module inversible Ox ) ([¢] + [7]) correspondant, un homomorphisme

régulier (3.1.1)
1@ sy (-5 Lo [—p] = " LOTx () (1] D (n)) — L [F] = 6" LOOx () ([7] D (n))

permettant de munir p (n) : W — X (n) d’une structure canonique de quasi-torseur
sous le fibré en droites L [f]Jr (cf 3.1.8). Par conséquent, pour tout r > 0, le X-
schéma m = 0o p(n) : W — X peut étre canoniquement muni d’une action du
X-groupe L (r), = V(L® Ox (rD)) .

DEFINITION 8.2.7. On appelle L -action canonique sur le (n, [u])-DFS
W X () = X (D,n) > X
attaché au L -torseur p : V — X, D’action de L sur W correspondant a la structure
de L [(A)Lr—quasi—torseur sur p(n) : W — X (n), induite par la section canonique
s € T (X (n), Oxny ([1]))-
REMARQUE 8.2.8. Via l'identification qui existe entre les (n, [1])-DFS de base

(X = Spec (A), D = div (f)) attachés au torseur trivial p : AL, — X sous G, x et les
schémas de Danielewski-Fieseler au sens de la définition (7.1.6), 'action canonique
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définie ci-dessus coincide avec celle précédemment introduite dans ce cas particulier
(cf. 7.2.6).

8.2.9. Une fois muni de sa L -action canonique, la structure d’un (n, [u])-DFS
m: W — X attaché a un Ly-torseur p: V — X est la suivante :

- la restriction W, de W au-dessus de l'ouvert X, (n) ~ X, de X (n) est iso-
morphe a la restriction V, de V au-dessus de l'ouvert X, de X ;

- la préimage du support de D par 7w est constituée de la réunion disjointe des
restrictions des L [—pu] | x,(n)-torseurs p; : Wi = W | x,(»)— Xi (n), sur les support
des diviseurs D; (n) C X; (n),i=1,...,n.

On notera en particulier que si n > 2, alors 7 : W — X n’est certainement pas un
torseur sous L.

8.3. La catégorie des schémas de Danielewski-Fieseler

Dans ce paragraphe, nous fixons un quadruplet (X, D, L, V) constitué d’un
schéma X, d'un diviseur effectif non nul D € Div' (X), d’un Ox-module inversible
L, et d'un torseur p : V' — X sous le fibré en droites Ly = V (L), défini par L.
Les (n, [u])-DFS

w: W = w2 oy = X (D,n) 2 X

attachés a V' sont les objets d'une sous-catégorie © . v de la catégorie (Sch/X) des
X-schémas, que nous allons définir ci-dessous.

8.3.1. Etant donnés deux entiers n et n’, nous considérons un morphisme de
duplications (8.1.12) o : X (n') — X (n). Soit maintenant = : W ) x (n) 25X
un (n, [u])-DFS attaché & la paire (£, V). L'image inverse W, = W X x () X (n') du
Ly, [—p] -torseur p(n) : W — X (n) est un torseur p, (n') : W, — X (n') sous le
fibré en droites o* Ly, [~p], =~ Ly [pa] (8.1.16). Nous dirons alors que

Ta : Wa :pﬂ) X (n') L's
est le (n/, [ua])-DFS image inverse de w : W — X par le morphisme de duplications
a: X (n')— X (n).

DEFINITION 8.3.2. Un morphisme de schémas de Danielewski-Fieseler
g.w' =w/ W) o = el

ot les deux DFS sont attachés & une méme paire (£, V) est la donnée

a) d’un morphisme de duplications « : X (n’) — X (n),

b) d’un a-morphisme 3 : W/ — W qui est L -équivariant pour les actions
canoniques.

8.3.3. Par définition des L -actions canoniques (8.2.7) sur W et W' respective-
ment, le a-morphisme 3 : W/ — W satisfait la définition ci-dessus si et seulement
si [pa) =[] € Z2 et le X (n')-morphisme (B, : W' — Wy = W x x(,,) X (n') facto-
risant 3 est un morphisme linéaire affine (2.1.4) équivariant pour le morphisme de
X (n')-groupes Ly [—p'], — a* Ly [—p], induit par P’homomorphisme de Ox (,)-
modules

+

O] = 1A @ S{ -] - @ Lo [—p] = Loy [—pa] — Lo [—1].
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On a alors un diagramme commutatif

B

Wo ——= W
I
X (n') —=X(n)

REMARQUE 8.3.4. On notera que si le support de D est connexe, alors pour tout
X-morphisme 3 : W — W il existe un morphisme de duplications o : X (n') —
X (n) tel que 8 soit un a-morphisme. En effet, sous cette hypothése, la préimage
par p(n’) : W — X (n') d’un diviseur D; (n’) sur X (n') est elle aussi connexe, de
sorte que son image par [ est contenue dans la préimage par p(n) : W — X (n)
d’un unique diviseur Dy (n). Le morphisme de duplications recherché est alors
celui correspondant a cette application ¢ : {1,...,n'} — {1,...,n}.

EXEMPLE 8.3.5. Soit 7 : W = W(,\J,) — X le schéma de Danielewski-Fieseler de
type (n, [1]), de base (X = Spec (A), D = div (f)), attaché au G, x-torseur trivial
p: AL — X | et associé & une paire (\, &) constituée d'un entier A > ,ax (i) et

.....

une collection 6 = {¢;},_, , d’éléments 5; € A (cf. 7.1.13). Alors le X-morphisme
Ga,x-tquivariant canonique ¥y 5y : Wix 5) — AL (=) est un morphisme de sché-
mas de Danielewski-Fieseler au sens de la définition (8.3.2). En effet, par construc-
tion de ce morphisme (7.1.10), il suffit de prendre o = § : X (n) — X dans la
définition.

DEFINITION 8.3.6. Soit (X, D, L, V) un triplet constitué d’un schéma X, d’un
diviseur effectif non nul D € Div™ (X), d'un Ox-module inversible £ et d’un torseur
p:V — X sous le fibré en droites L défini par L.

On appelle catégorie des schémas de Danielewski-Fieseler de base (X, D) attaché

a la paire (£,V) la sous-catégorie i)%)’(‘%) de la catégorie (Sch/X) suivante :

a) Les objets de 95()( 1y sont les (n, [1])-DFS de base (X, D) attachés a la paire
(L,V) au sens de la deﬁnltlon (8.2.3), équipés de leur L -action canonique (8.2.7)

b) Les morphismes de 33%)’(‘/])3) sont les morphismes de DFS au sens de la défi-
nition (8.3.2).

NOTATION 8.3.7. Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur la base (X, D) ou la paire
(£,V), nous noterons plus simplement ®%Y) ou encore seulement D en lieu et

place de (X, D)

8.3.8. Par définition, la restriction W, au-dessus de 'ouvert X, (n) ~ X, d’un
(n, [1])-DFS 7 : W — X de DY) est isomorphe 4 la restriction V. de V au-dessus
de X, et cet isomorphisme est L,-équivariant. Par conséquent, tout morphisme
de DFS 8 : W’ — W induit, en restriction au-dessus de X, un X,-isomorphisme
Li-équivariant 3 |x,: W, — W,. En particulier, si X est intégre, alors tous les
(n, [11])-DFS le sont, et les morphismes 3 : W’ — W dans ®(%V) sont birationnels,
donc, ¢’ils sont affines, des pseudo-modifications affines (4.2.5).
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CHAPITRE 9

Schémas de Danieleweski-Fieseler attachés a un
torseur en droites trivial

Le présent chapitre est consacré & une description détaillée des schémas de
Danielewski-Fieseler de base (X, D), associés & un torseur en droites trivial

p: L =V (L) - X défini par un Ox-module inversible £, c’est a dire les ob-

jets de la catégorie © = @%)’(L})) précédemment introduite.

Nous établissons en particulier un procédé de construction de (n, [u])-DFS
) p(n) d
T W((;U[’;D — X(n)=X(D,n) =X
a partir d’entiers A > 0 et de 0-cochaines de Cech o = {0;} € C° (L{(n),ﬁx P\D,
similaire & celui déja rencontré dans le cas particulier des schémas de Danielewski-
Fieseler de base (X = Spec (A), D = div (f)). Nous montrons ensuite que tout objet
de ® est isomorphe & un objet obtenu de cette maniére, et nous donnons un critére

permettant de décider si deux DFS W((;l i‘)‘ D et W((; U[,P; D de ce type sont isomorphes

dans ©.

Nous décrivons enfin, encore par 'intermédiaire de cochaines, la structure des
morphismes dans la catégorie ©, et nous donnons de nouveau un procédé permettant
de construire tous les morphismes possibles entre deux schémas de Danielewski-

; (n.[u]) (n"[w])
Fieseler W()\,a) et W(/\/’a,) .

NOTATION 9.0.9. Dans ce chapitre, nous fixons un diviseur effectif non nul
D € Div' (X) et nous considérons exclusivement des schémas de Danielewski-
Fieseler attachés au L, -torseur trivial p : L = V(£) — X, ou L est un Ox-
module inversible lui aussi fixé. Pour tout n > 1 nous notons 6 : X (n) — X
la n-duplication de D dans X. Conformément aux notations précédemment intro-
duites, pour tout multi-indice [u] € ZZ, L, [u] désigne le Ox (,)-module inversible
"L @0y Ox(ny (1] D (1)) Etant donné un second multi-indice [1'] € 7%, tel
que [u] > [¢'] (pour l'ordre produit sur Z"), nous notons sp,j_[, la section ca-
nonique du Ox,)-module inversible Ox ) ([1] — [1']) associé au diviseur effectif
([u] =[] D (n)) € Div™ (X (n)).

Dans ces conditions, nous notons 0}, ,) = Id ® spj_p : £y) (1] — L)) [p], on
LY = §*LY, 'homomorphisme déduit de cette section. Si [u] est un multi-indice

constant [5\} =(\...,\) € Z%, nous noterons simplement ¢,/ 5 en lieu et place
de 9[#,]7[3]. Enfin, ’homomorphisme L, [—u] — L, [—p] dual de 0}, sera noté
O ) = 1d @ 51— gy

9.1. Schémas de Danielewski-Fieseler définis par des cochaines

Etant donné un Ox-module inversible £, nous donnons ci-dessous un procédé
de construction de schémas de Danielewski-Fieseler 7 : W — X de type (n, [u])
attachés aux L, -torseur trivial p : L = V (£) — X. Les DFS ainsi obtenus sont
canoniquement munis d’un morphisme ¢ : W — L(—=\) = V(L ® Jx (AD)) dans
la catégorie ©.
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9.1.1. Schéma de Danielewski-Fieseler défini par une paire (A, o). Fixons
un entier n > 1, et notons § : X (n) — X la n-duplication de D dans X.

9.1.1. Etant donné un multi-indice [p] = (u1, ..., un) € Z%,, nous considérons
une paire (A, o) consituée
1) d’un entier A > max {E
1= n

.....

2) d’une O-cochaine de Cech o = {0;},_, , € C° (U(n),ﬁx [S\D

9.1.2. Les diviseurs [p] D (n) et P\} D (n) étant tous deux supportés sur un

fermé du complémentaire de X, (n) ~ X,, la restriction de I’homomorphisme 6y, »,
dont Dexistence est assurée par la condition 1), au-dessus de l'ouvert X, (n) de
X (n) est un isomorphisme. Par conséquent, il existe un unique 1-cocycle de Cech

9ono) =1{9iitijo1. n € Ct (Upny, Ly 1))
satisfaisant 1'égalité 0, \ (g(Ayg)) = 0 (o), ou J deésigne la différentielle du complexe
de Cech. Autrement dit, les sections g;; € I'(X; (n) N X, (n), L) [u]) sont définies
par les égalités 0}, x (9i5) = 05 |x,(n) —0i |x;(n)s 1 # Jy 1,5 =1,...,m.

DEFINITION 9.1.3. On appelle cocycle canonique associé a la paire (A, o) le

.....

O141,1 (g(A,a)) = d (o).

9.1.4. Rappelons (2.2.1) qu’a partir du cocycle g5, ainsi défini, on construit,
en recollant les Oy, n)-algébres symétriques S (En [—u |Xi(n)) au-dessus des inter-
sections X; (n) via les isomorphismes Ox,; (n)-algébres
une Ox ,)-algébre quasi-cohérente B dont le spectre

p(n): W =W Uy, Ln [-p1], 9r.0)) — X (n)

est canoniquement muni d’une structure de torseur sous le fibré en droites L,, [—u]

4
DEFINITION 9.1.5. On dit que le schéma de Danielewski-Fieseler
T Wy = WEED W Uiy, Lo [=11 gin)) 220 X () = X
est le (n, [u])-DFS attaché a (£, L) défini par la paire (A, o).
9.1.2. Morphisme canonique associé a une paire (), o). Tout (n,[u])-

DFS 7 : W = Wy o) o) x (n) 2, X défini par une paire (), o) satisfaisant aux
hypothéses (9.1.1), admet un morphisme canonique

Yre) : Wine) = L(=A) = V(L& Ix (AD))
dans la catégorie .

9.1.6. En effet, par définition du cocyle g(x o, I'identité 0p, 5 (9(r,0)) = 0 (0)
est satisfaite, ce qui implique, d’aprés (2.3.2), Pexistence d’'un X (n)-morphisme
linéaire affine

w()\.,a) W — L, |:_)\} ~ [ (—)\) Xx X (n)
équivariant pour le morphisme de X (n)-groupes induit par ’homomorphisme de
Ox (ny-modules *6, 5 = Ln [75\} — Ly, [~p] dual de 0}, ». Rappelons (2.3.1), que

1/3@\,0) est I'unique morphisme dont les restrictions au-dessus des ouverts X; (n) de
X (n) sont induites par les homomorphismes de Ox, ,)-algébres

S (O’i,t 9[#]9\ |X¢(n)) . S (ﬁn [75\} |X¢(n)) — S (En [7#] |X¢(n)) 5 i = 1, e, n.
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Ainsi, (a0 : W — Ly, [—5\} est bien L -équivariant lorsque I'on munit ces deux

torseurs de leurs structures canoniques respectives de quasi-torseur sous L, [f)]
(8.2.7), de sorte que le X-morphisme

Vro) = P10 Vne) W =Wio) — Ln [—5\} ~ L(=A) xx X (n) = L(=X)

est un morphisme de DFS au sens de la définition (8.3.2), dont le morphisme de

Y

duplication sous-jacent s’identifie au morphisme structural § : X (n) — X.

+

DEFINITION 9.1.7. Soit 7 : W),y — X un (n, [u])-DFS défini par une paire
(X, o) satisfaisant aux hypothéses (9.1.1). On dit que 95 o) : W(r o) — L (=) est
le X-morphisme L -équivariant canonique associé a la paire (A, o).

La figure suivante résume l’ensemble du procédé de construction de schémas de
Danielewski-Fieseler obtenu ci-dessus.

Entier n

Duplication :
0:X(n)— X
Recouvrement :

Z/[(n) = (XZ (n))izl ,,,,, n

Multi-indice : Entier A > max (1)

=1,..., n

b= €20 [~ |

Ox (ny-modules :
LY 1] ey [A]
Homomorphisme :
O s £ 1] — £ [A]

Cochaine :

| e )

Cocycle :
Ine) € CH (Umy, L1 1))
ta. 0,3 (90r,0)) =0 (0)

|

Torseur :

p (n) W =W (u(n)7£n [71“] 7g(>\,0)) - X (n)
(n, [1))-DFS :
m=0d0op(n): W —X
Morphisme L -équivariant :

Yixe) : W —=L(=)\)

Fi1a. 9.1.1. Construction d’un (n, [p])-DFS & partir d’une paire (A, o).
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9.1.3. Théorémes d’isomorphies. D’aprés la proposition (7.1.14), tout schéma

de Danielewski-Fieseler de base (X = Spec (A4),D = div (f))et attaché au G, x-
torseur trivial p : AL — X est isomorphe 4 un schéma défini par une paire (), o).
Le résultat suivant constitue donc une généralisation naturelle de cette caractérisa-
tion.

THEOREME 9.1.8. Soient X un schéma, D € Div" (X) un diviseur effectif non
nul et p: L — X le torseur trivial sous le fibré en droites Ly = V (L), défini par
un Ox-module inversible L. Tout schéma de Danielewski-Fieseler de base (X, D),
attaché a la paire (L, L), est isomorphe a un (n,[u])-DFS

o (n) 5
T W) = W (U, L[], grey) T2 Y (n) 2 X

défini par une paire (A, o).

DEMONSTRATION. Par définition, W est un (n, [u])-DFS 7« : W " x (n) 2 X,
ot p(n) est un L, [~pu] , -torseur dont les restrictions W; = W |x,(n) au dessus des
ouverts X; (n) du recouvrement canonique U,y de X (n) sont des images directes du
torseur trivial p; : 7 L — Y; (n) par les homomorphismes de O, (,,)-modules induits
par les sections canoniques s, € I' (X; (n),Ox, () (1t:D; (n))). Par conséquent, le
torseur p (n) : W — Y (n) devient trivial sur le recouvrement ouvert canonique U,,),
de sorte que l’on peut choisir un représentant de la classe d’isomorphisme ¢ (W) €
H' (X (n), LY [1]) de W sous la forme d’un 1-cocyle de Cech g = {9i}i o1 m €
C (Upny, £y [1]), ce qui conduit & un isomorphisme de Ly [—u], -torseurs W ~

Pour tout couple d’indices ¢ # j, X;; (n) = X, (n) s’identifie & 'ouvert de X (n)
sur lequel la section canonique s3] € I (X (n),Ox(m ([1] D (n))) ne s’annule pas.

Ainsi, pour tout entier r assez grand, g;; ® s € I'(Xs (n), L) (1] ® Oxn) [7])
s’étend en une section globale de Ly [k]® Ox ) [] sur X (n ) En posant maintenant
m = max (i) et A = r +m, on conclut que pour tout couple d’indices i # j,

Oy (9i5) = 9ij @517 @ Spj -y € L (X (n) , L) [1] @ Ox(n) [F] © Oxy ([71] — [1]))

s’étend en une section globale de LY P\} Il ne reste alors plus qu’a poser, par

el (xim, el ([A]) i=2....n

pour obtenir la relation 6\ (9) = 0 () qui signifie précistment que g = g(»,») ol

n € Cco (U(n),ﬁ,,\i [5\}) . O

exemple,

o1 =0, et o;,= 9{#]7)\ (gh-)

.....

9.1.9. Le théoréme précédent s’interpréte en termes d’extensions de la ma-
niére agréable suivante. Rappelons tout d’abord (2.4.1) qu’a tout Ly, [—pu]  -torseur
p(n): W — X (n) défini & partir d’un cocyle g = {g;}, ,_, _, € Cr (Upny, £ [1])
correspond, via I'isomorphisme H* (X (n), £}/ [u]) ~ Extx () (Ln [-4], Ox (), une
extension

0= Ox(ny = €5 Ly[—p] =0,

devenant triviale sur le recouvrement canonique U,y de X (n), et telle que W s’iden-
tifie au complémentaire dans P (£) de la X (n)-section définie par la surjection
&€ — L, [—p]. Nous pouvons alors former le produit fibré de 'extension ci-dessus

par "’homomorphisme de Ox ,,y-modules *0p,) 5 : L, [—5\} — L, [—p] dual de 0, 5,

c’est a dire I'extension
0— Oxm) — {Ker (fq, (], )\) EDL, [ A] — L, [fu]} — L, [75\} — 0.
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Le théoréme (9.1.8) signifie alors que pour tout entier A\ assez grand, I’extension

ainsi obtenue est isomorphe a I'extension triviale Ox ) ® Ly, [—5\} , le scindage cor-
respondant étant donné par une O-cochaine o = {o;},_, , € C° (L{(n), Ly P\D .

9.1.10. Comme nous l'avions déja remarqué dans le cas particulier des sché-
mas de Danielewski-Fieseler de base (X = Spec (A), D = div (f)) attachés au G, x-
torseur trivial A%, l'entier X et la cochaine o du théoréme (9.1.8) ne sont pas
déterminés de maniére unique. L’interprétation en termes d’extensions montre en
particulier que tout entier \’ > X convient et que la cochaine o donnant le scin-

dage n’est définie que modulo 'addition d’une section v € T’ (X (n), Ly P\D

De méme, le cocycle intermédiaire ¢ € C* (U(n),ﬁx [M]) donnant l'isomorphisme
W~W (L{(n),ﬁn [—,u] ,g) peut étre remplacé par un cocycle de la forme g+ 9 (1),
ouTeC (U ( (n), £ )

Toutes les palres (A,0) pour lesquelles on a un isomorphisme de Ly, [—pu], -

torseurs W ~ W((" [*)L]) se déduisent donc essentiellement des considérations précé-

dentes. Pour déterminer a quelles conditions deux DFS W(" [”]) et W(( [f; D sont

isomorphes dans la catégorie D, il reste & remarquer que si o : X (n) = X (n) est
un isomorphisme de duplications, alors pour tout schéma de Danielewski-Fieseler

w2 X (n) LN X, I'image inverse my : Wy, — X de m : W — X par « est
un schéma de Danielewski-Fieseler isomorphe & 7 : W — X, bien que les torseurs
Pa(n) : Wy, — X (n) et p(n) : W — X (n) ne soient en général pas isomorphes.
Cela conduit & la caractérisation suivante :
THEOREME 9.1.11. Pour que deur DFS W = W((;f [‘)L]) et W' = W((;U[,H)]), on

N > )\, soient isomorphes dans ©, il faut et il suffit que les conditions suivantes
soient satisfaites :

a)n=n';

b) Il existe un isomorphisme de duplications o : X (n) = X (n) tel que [ua] = [i'] ;

c) Il existe v €T (X (n), L) [):’D et T € CO (U, Ly [1]) telles que I’égalité

o' =v+ 0\ (0a) + 01 x (T)
soit satisfaite dans C° (L{(n),ﬁx [S\'D, 0t O\ = Id® S[]-[A] Ly [5\} — LY [):’} ,
et ot v est identifié au 0-cocyle de Cech v = {U |Xi(")}i:1

DEMONSTRATION. D’aprés ce qui précéde, ces conditions sont suffisantes. Ré-
ciproquement, par définition des morphismes dans la catégorie @, il est clair que si
W et W’ sont isomorphes on doit avoir n = n’. Ainsi, le morphisme de duplications
a = ay : X (n) — X (n) sous-jacent & un tel isomorphisme 3 : W/ = W est un
isomorphisme, donc est déterminé par une permutation ¢ de I’ensemble d’indices
{1,...,n}. Pour que le morphisme linéaire affine 3, : W' — W, = o*W déter-
minant 3 soit un isomorphisme équivariant pour le morphisme de X (n)-groupes
induit par ’homomorphisme de Ox,)-modules

01 wa) = 1A @ sy ) 2 @ L [—p] = L [—pta] = Lo [—4],

il est nécessaire que 6, ,,) soit un isomorphisme. Cette condition est évidem-
ment remplie si et seulement si [;,] = [¢] ce qui revient a dire que "0}, [,.] est
I'isomorphisme identique de £y, [1].

Puisque W est défini par la paire (), ), 'image inverse W,, de W est déterminée
par la paire (), 0,) correspondant & la 0-cochaine

00 =a*c € CO (U, Ly (1)) = C° (U, Ly [1]) -

[Ba
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D’aprés (2.3.2), Pexistence d’'un X (n’)-morphisme 3, : W/ — W, satisfaisant les
conditions requises équivaut a I’existence d’une cochaine 7 € C° (U(n), LY [u’]) telle
que Pégalité g o) = g(r,0.) + O (1) soit satisfaite dans C* (U(,,y, £} [11']). Puisque
N > A, Pégalité 0,1 x = Ox,x o 0, implique alors, par définition des cocycles
9n,0r) €t Gren), que la relation 9 (0’) = 8 (Ox,x (0a) + O\ (7)) est satisfaite

dans C* (U(n),ﬁ,vl [S\’D Ainsi, la 0-cochaine
o' — s () — Oy (7) € C° (u(,,), cY M)

est un cocycle, donc un cobord, si bien qu’il existe une section v € I' (X (n), L) [X’D
pour laquelle la condition c) est satisfaite. O

EXEMPLE 9.1.12. Etant donnée une collection {a} = (ay,...,a,) € C" de
nombres complexes deux & deux distincts, nous considérons la famille des schémas
de Danielewski-Fieseler W, ) de base (X = Spec (C[z]), D = div (x)), de type
(n, [0]), attachés au G, x-torseur trivial Ak, et définis par des paires (), o) oti ; =
a;xz=* € T'(X,Ox (AD)) pour tout i = 1,...,n. D’aprés le théoréme (9.1.11) deux
schémas W&{a}) et W("):,7{a,}) sont isomorphes dans la catégorie ® correspondante
si et seulement si n = n/, A = X, et ¢’il existe b € C et une permutation ¢ de
I'ensemble d’indices {1,...,n} telles que a; = ag;y + b pour tout i =1,...,n.

Un raisonnement analogue & celui de 'exemple (7.2.12) montre que le X-
morphisme ¢ : W ¢ 1) — A% = Spec (C [z] [y, 2]) de composantes

n

1=V et ¢ =13 Py (¢) =3 H (p1 — aq)

i=1
est un plongement A% induisant un isomorphisme entre W("A {ap) €t la surface
SI’\D{G} C A% définie par I'équation 2z — Py, (y) = 0, et que cet isomorphisme
est G, x-équivariant lorsque 'on munit Sl/\j{a} de la restriction de la G, x-action

sur A% correspondant & la dérivation localement nilpotente

o P
a—ma_y +P{a}(y)£

On en déduit que deux schémas de Danielewski- Fieseler Sf;{a} et S}f{ ., sont iso-

morphes si et seulement si A = X, et s’il existe b € C tel que Pg,y (y) = Py (y +0).
D’autre part, d’aprés un résultat de Makar-Limanov ([33] et [34]), deux schémas
5P, et S sont isomorphes si et seulement si A = ), et s'il existea € C* et b € C

tels que Ppq) (y) = Py (ay +b). Pour lever 'apparente contradiction entre ces
deux résultats, il suffit de remarquer que I'isomorphisme de schémas SI’\D{G} ~ SI’\D{ 3
induit par I'automorphisme (z,y,2) — (z,ay + b, z) de A% est un isomorphisme de
schémas de Danielewski-Fieseler si et seulement si il est G, x-équivariant, ce qui
n’est évidemment le cas que lorsque a = 1.

REMARQUE 9.1.13. L’exemple précédent montre qu’il est naturel de s’intéresser
aux classes d’isomorphismes des schémas de Danielewski-Fieseler 7 : W — X dans
la catégorie des X-schémas. Si 'on fait abstraction du probléme lié a la factorisaton
d'un isomorphisme de X-schémas 3 : W’ = W par un morphisme de duplications
sous-jacent « : X (n') — X (n) qui apparait lorsque le support du diviseur D n’est
pas connexe (8.1.15), la question se raméne alors essentiellement a la détermination
des X-automorphismes des fibrés en droites p : L(—=\) = V(L ® Jx (AD)) — X.
Or, lorsque X est intégre, tout automorphisme de ce type est nécessairement induit
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par un automorphisme de Ox-algébres de la forme
S(g,f):S(L®Jx (ID)) = S(L® Jx (ID)),

oug el (X,LY®0Ox (ID)) et f € Endx (L ® Jx (ID)) ~ T (X,Ox) est un auto-
morphisme de Ox-modules, correspondant donc & un élément inversible de Ox.
Autrement dit, dans ces conditions, la seule différence par rapport au cas L-
équivariant étudié jusqu’a présent est la possibilité de remplacer I’homomorphisme
identique Idzg 7, 1p) par n’importe quel automorphisme f.

Meéme sous les hypothéses simplificatrices précédentes, le probléme consistant
maintenant & déterminer & quelles conditions deux schémas de Danielewski-Fieseler
W et W' sont des schémas abstraits isomorphes, c’est & dire indépendamment de
leur structures respectives de X-schémas avec L-action, est en général beaucoup
plus difficile.

9.2. Construction de morphismes de schémas de Danielewski-Fieseler

Dans ce paragraphe nous donnons un procédé permettant de construire des
morphismes 8 : W/ — W dans la catégorie © des schémas de Danielewski-Fieseler
de base (X, D), attachés au L -torseur trivial p : L = V (£) — X. Nous montrons
ensuite qu’a isomorphisme prés, tout morphisme dans ® peut étre obtenu par ce
procédé.

9.2.1. Principe de construction. Etant donné un (n, [u])-DFS

F:WZW(/\yg)@X(n)iX

attaché a la paire (£, L), défini par une paire (A, o) satisfaisant aux hypothéses
(9.1.1), nous donnons ci-dessous un procédé permettant de construire des mor-
phismes de DFS 5: W' — W.

9.2.1. Pour cela, nous considérons les données suivantes :
1) un morphisme de duplications a : X (n') — X (n);

2) un multi-indice [¢/] € Z% tel que [ua] > [1/];

3) une O-cochaine 7 = {r;},_, ., € C° (Upnry, LY [11a])-

.....

9.2.2. Sous les hypothéses précédentes, nous notons o, =€ C° (U(n/), L, [XD
I'image inverse a*o de la 0-cochaine o par le morphisme « : X (n') — X (n). Puisque

par hypothése P\} > [u], on a [5\} > [pa] dans Zgo, et donc, d’aprés la condition

2), |A| > [1], Ao Vexistence des homomorphismes de Ox (nr)-modules

Orpair =1d® S[5]f1ta] ° LY [1a] — LY, [;\}
Oy = 1d @ 55y ¢ L) (W] — L) [;\}
Nous pouvons alors former le 1-cocycle canonique gb\,a,) € Ct (U, Ly, [1]) (9.1.3)
associé a la paire (A, 0’), ol
o' =04+ 0, (1) €C° (L[(n/), L) [5\]) :
Ce cocycle définit & son tour un (n’, [p'])-DFS

p(n') 5
W =W (u(n,), Lo [=10] ,ggw,)) xS x

attaché au L,-torseur trivial p : L — X. Nous prétendons maintenant qu’il existe
un X-morphisme de DFS g : W/ — W dans @, dont a : X (n') — X (n) est le
morphisme de duplications sous-jacent.
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9.2.3. En effet, "image inverse (8.3.1) my : Wy, = o*W p(ﬂ) X (n') %X de
W est isomorphe au (n’, [ug])-DFS W, o )défini par la paire (), o). D’autre part,
2) implique I'existence d'un homomorphisme de O x (,/)-modules

O10) 1) = 14 @ i)+ Lo (0] = L3 [11a]

tel que 9[1/]7)\ = H[Ma]akoo[lﬂ]v[ﬂa]' La relation H[M/],[Ma] (gEA,a’)) = g(A,aa)+8 (T) étant
satisfaite dans C* (U1, L)), [1a]) par construction, la proposition (2.2.5) garantit
Pexistence d’'un X (n')-morphisme linéaire affine 3, : W/ — W, équivariant pour
le morphisme de X (n')-groupes induit par I’'homomorphisme de Ox ,)-modules
tQW] dual de 0, [,,,,)- Ainsi, le X-morphisme

B(T)=p1ofBa:W — W W Xx@u X (n) =W

déduit de 3, est un morphisme de DFS ayant o : X (n') — X (n) pour morphisme
de duplications sous-jacent, comme annonceé.

[pal

9.2.4. On notera que par construction, on obtient un diagramme commutatif

B(r
w’ @ w

w(k %)

L(=X)

dans la catégorie D, ot Y(y ) €t (5 o) désignent les morphismes L -équivariant
canoniques respectivement associés aux paires (\, o) et (A, o’).

Le résultat suivant garantit que tous les morphismes dans la catégorie ® peuvent
étre obtenus suivant ce procédé.

THEOREME 9.2.5. Soit 3 : W/ = wE W) oo = w4y morphisme
de schémas de Danielewski-Fieseler, de morphisme de duplications sous-jacent « :
X (n') = X (n). Alors il existe

a) deux paires (A, 0') et (A, o)satisfaisant auz hypothéses (9.1.1),
b) une 0-cochaine 7 € C° (Upnry, a* L) [1]) satisfaisant Uidentité o’ = oo+0),, 5 (T)

dans C° (L{(n/),ﬁ,\{, [;\D,

¢) des isomorphismes ¢ : W' = Winonet ¢« W = Wino)s et un diagramme
commutatif

w—" W

¢’lz z‘/ﬁ
B(r)
W(/)\,G'/) —_— W()\,a')
dans lequel B (1) désigne le morphisme obtenu par le procédé (9.2.3).

DEMONSTRATION. D’aprés le théoréme (9.1.8), il existe une paire (A, o) et un
isomorphisme

(b W :> W((;7[H]) =W (u(n)aﬁn [7,”] 79()\,0)) .

o)
Choisissons d’autre part un représentant arbitraire g’ € C (U, £y [1/]) de la
classe d’isomorphisme ¢(W') € H* (Y (n'), L), [K]) du torseur L, [—u] -torseur
p(n') : W — X (n) correspondant & W’. Par définition (cf. 8.3.2), le morphisme
B : W' — W est donné par un morphisme linéaire affine 8, : W/ — W, = o*W,
équivariant pour le morphisme de X (n’)-groupes induit par ’homomorphisme de
Ox (n/y-modules

0] = 1A @ S{p -] - @ Lo [—p] = Lo [—pa] — Lo [—1].
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Puisque W, est isomorphe au (n/, [i4])-DFS défini par la paire (\, 04,), ol 0, = a*0,
un tel morphisme 3, : W/ — W, est uniquement déterminé par la donnée d’une
0-cochaine 7 € C° (Z/l(n/), L, [ua]) telle que I'égalité 0,/ 1,1 (9') = 9r,00) + O (7)
soit satisfaite dans C° (U(n/),ﬁx, [Ma])- Puisque 0p,,x = 0,70 © O, [na)> cette
identité équivaut & son tour a la relation 0, » (¢') = 9 (0a + O)),1 (7)) qui signifie
exactement que g’ = g(x ,+), Oll

0 = o + O (7) € C° (Upnny, £3 [A] ) -
Cela démontre donc le théoréme. O

La figure suivante rassemble les ingrédients et les opérations nécessaires a la construc-
tion d’un morphisme de schémas de Danielewski-Fieseler.

Entiers : n,n’ > 1
Application :
¢:{1,....,n'} = {1,...,n}

Duplication Duplication

8 X(n) > X \/_ 6:X(n)—X

Morphisme de duplications
a=oag:X(n')— X(n)

Multi-indice [u] € 22,

Entier A tq [

> |
sl

3

l

[:U*Oé} S Zgo

Multi-indice [u'] € Z2, 0 v T
= e n’)s ~n A
ta. [pa] > (4] e (u< - [ D

7€ CO Upnry, LY [1a]) \J
HE

(o ] D () DFS
WIZWIZW((::(;[;L])—)X ﬂ:W:W&l”i‘)‘DﬂX

— | —

morphisme de DFS
B(r): W - W

Fig. 9.2.1. Construction d’un morphisme dans la catégorie ©.




9.2.2. La catégorie relative 5 Le théoreme (9.2.5) implique en particulier
que la donnée d’un isomorphisme ¢ : W = W(( ) dans la catégorie ® équivaut

a la donnée d’un morphisme 8 : W — L(— )\) V (L ® Jx (AD)) dans cette
méme catégorie, le morphisme 3o ¢! s’identifiant alors au morphisme équivariant

canonique )y o) : W((;l’a[‘)‘]) — L (=\). Cela conduit & la définition suivante :

DEFINITION 9.2.6. Soient X un schéma, D € Div*t (X) un diviseur effectif non
nul et p: L — X un fibré en droites défini par un Ox-module inversible £. On ap-
pelle catégorie des schémas de Danielewski-Fieseler relatifs de base (X, D) associés

a la paire (£, L), la catégorie 5 = BD%XLD) dont les objets sont les morphismes

W = (¢p: W — L(—N)) dans la catégorie ® = 9(()( py » Ol A parcourt I'ensemble
Z>o, et dont les morphismes 3 : 20" — 20 sont les diagrammes commutatifs

W’ ’ W

dans cette méme catégorie ©.

9.2.7. Pour tout couple d’entiers positifs ou nuls A’ > )\, le morphisme
Lax = W : L(=X) — L(—X)) induit par ’homomorphisme de Ox-modules

O =1d@" sv_np : L(=N) =L Tx (VD) = L(-X) = L& Tx (AD)

N
est un objet ©®. On notera que pour A fixé, deux objets £ x et £) x» ne sont

N
isomorphes dans ® que si A = )\’. Plus généralement, pour tout multi-indice
(1] € ZZ, et toute paire (), o) satisfaisant aux hypotheses (9.1.1) ,

Wiy = (%/J(A o) W) — L(*A))v
oll 9,0y désigne le morphisme canonique (9.1.7), est lui aussi un objet de D. Nous
déduisons aussi de (9.2.4) que tout morphisme

(' [e]) (n[u])
BT Winen = Wino

obtenu selon le procede (9.2.3) définit un morphisme g (7) : QB((:, ([7, ) QIT(Z ;;])

dans la catégorie D. Le résultat suivant est donc une conséquence immédiate des
théorémes (9.1.8) et (9.2.5)

THEOREME 9.2.8. Tout objet 2 = (¢ : W — L(=X)) de la catégorie D est

isomorphe a4 un objet QBET;L‘;]) défini par une paire (X, o), et pour tout morphisme

B0 — 2 dans la catégorie 5), il existe des isomorphismes ¢ : 20 = QIT’(/\ o) et
¢ : 20 5 AW ) tels que ¢ 0§ = B () 0 6.
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Pour terminer ce chapitre, nous mettons en pratique I’ensemble des techniques dé-
veloppées ci-dessus pour décrire un exemple analogue & celui donné par Bandman
et Makar-Limanov [1].

EXEMPLE 9.2.9. Soit ¢’ : X (3) — X la 3-duplication de D = div (z) dans
X = Spec (C [z]), obtenue en remplagant le point fermé {0} par trois points z7 ;,

Ty et xh 5, et soit 1 Wig 41 "9 x (3) %, X le schéma de Danielewski-Fieseler

défini par le multi-indice [¢'] = (1,0,0) et la paire (2,0"), ou

3 3
7 = {0t 1y oha} € 0 Ui, O [2)) = T (X, 0x (2D)) = @ a—*Clr
i=1 i=1
est la cochaine définie par o] ; = —2%, 05} = —27" et 0, = 0.

De méme, soit § : X (2) — X la 2-duplication obtenue en remplacant {0}

par deux points z1 ;1 et z12, et soit m @ Wy ) X (2) 2, X le schéma de
Danielewski-Fieseler défini par le multi-indice [u] = (1,1) et la paire (2,0), ou
o € C° (U, O [2]) désigne la cochaine définie par 01,1 = —22 et 01,2 = 0.

Considérons maintenant 1'unique morphisme de duplications a : X (3) — X (2)
tel que v (2] 1) = 211 et a (ah,;) = @12, i =1,2. On a alors [us] = (1,1,1) € Z2,
tandis que la 0-cochaine o, = a*c € C° (Z/l(g), @) [QD est donnée par (004)1’1 =_—z2
et (0a)y,; =0,i=1,2.

La relation o = 0, + 0],,12 (7) est alors satisfaite dans C° (U3, O [2]) pour
la cochaine 7 € C° (U3, O [a]) définie par 711 = 0, 72,1 = —z7 ! et 73,2 = 0. Ces
données correspondent donc & un morphisme de schémas de Danielewski-Fieseler
0 W(’27a/) — W(2,0), ayant o pour morphisme de duplication sous-jacent, et tel que
Y2,01) = Y(2,0) © B

On déduit de la correspondance (7.2.5) que 7 : W3, — X s’identifie au
schéma de Danielewski-Fieseler défini par le multi-indice (1,1) € Z2%, et la paire
(2,5), 0t 611 = —1 et 612 = 0. De méme 7’ : W('Qﬁg,) — X g¢’identifie au schéma
de Danielewski-Fieseler défini par le multi-indice (1,0,0) € Z2 et la paire (2,0"),
ot 5y, =—letd)y=—xetay,=0.

Le méme raisonnement que dans l’exemple (7.2.12) montre maintenant que le
plongement ¢ : W3 5) — A% de composantes

o1 =1ps et ¢r=a""¢1(d1+1),

induit un X-isomorphisme entre W, 5y et la surface S C A% = Spec (C [2] [y, 2])
d’équation zz — y (y + 1) = 0. La différence avec I’exemple (7.2.12) consiste cepen-
dant dans le fait que le plongement ainsi défini est cette fois G, x-équivariant lorsque
’on munit Sy de la restriction de Paction t x (z,y, 2) = (z,y + 22t, z + 2t + 23t?)
sur A% correspondant & la C [z]-dérivation localement nilpotente

9] 0
— 22 -
0 xay—l—x@y—i—l)az.

Nous laissons le soin au lecteur de vérifier selon le méme procédé que VV(’2 5y est
X-isomorphe a la surface S5 C A3 = Spec (C [2] [y, 2, u]) d’équations

vz —yly+1)=0; yu—2>(z+1)=0; azu—(y+1)z(z+1)=0,
via le plongement défini par le X-morphisme ¢’ : Wi, 5y — A3 de composantes

O =vpsy, = ' (+1), ¢h=a""(¢) +1)dh(dh+1),
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et que ce plongement est G, x-équivariant lorsque ’on munit S3 de la restriction
de la G, x-action sur A% correspondant a la C [z]-dérivation localement nilpotente

8'2:1:2% +x(2y+1)% —|—((22:—|—1)(2y+1)(y+1)+z(z+1)m)8£u.
Via ces deux isomorphismes équivariants, le morphisme de schémas de Danielewski-
Fieseler ( : W(’27U,) — W2, défini ci-dessus s’identifie alors simplement au mor-
phisme ¢ : S3 — S; induit par la restriction de la projection équivariante p; . :
A% — A%, (2,y, 2,u) — (z,y, 2), tandis que les morphismes G, x-équivariant cano-
niques ¥a o1y : W — Ak (=2) et th(2,0) : W — Ak (—2) s’identifient respectivement
aux restrictions des projections équivariantes p, , : A% — AL, (v, y,2z,u) — (2,y)
et Py y ¢ A%{ - A}Xﬂ (z,y,2) — (z,9).

Notons maintenant g3 : S3 — X et ¢; : S; — X les morphismes induits par
les restrictions des projections p, : A% — X et p, : A% — X respectivement. Les
courbes /)(2)71 (r1,5) € Wia,py, @ = 1,2, s’identifient alors aux deux composantes
connexes 11 = {x = 0;y = —1} et Cy 2 = {x = 0;y = 0} de la fibre ¢; ' (0) tandis
que les courbes p (3)™" (2 1) et p(3)™" (x2,), i = 1,2, s'identifient respectivement
aux trois composantes connexes

{71 ={r=0y=—1} Céﬁl ={r=0,y=0,2=-1} 0512:{$:0,y20,z:0}
de la fibre g; ' (0).
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CHAPITRE 10

Propriétés locales des schémas de
Danielewski-Fieseler

Par rapport a la base intermédaire X (n), la structure d’un schéma de Danielewski-
Fieseler

r W™ X () =X (D)X

de base (X, D), attaché a un torseur p : V — X sous un fibré en droites p : L, =
V (L), — X, est celle d'un torseur sous un fibré en droites L,, [~p], pour un certain
multi-indice [u] € Z%,. En particulier, p(n) : W — X (n) est une fibration affine
localement triviale. Il n’en est, en général, pas de méme du morphisme composé
m: W — X. Par exemple, si n > 2, alors le morphisme § : X (n) — X n’est pas
séparé, et I'image inverse §*V du L-torseur p: V — X n’est pas séparée au-dessus
de X, donc n’est pas affine au dessus de X.

Dans ce chapitre, nous établissons des critéres permettant de décider si le mor-
phisme structural 7 : W — X d’un schéma de Danielewski-Fieseler est un mor-
phisme séparé ou affine. Puisque ces propriétés sont toutes deux locales par rapport
ala base X, il suffit d’établir de tels critéres lorsque X est un schéma affine. Plus pré-
cisément, puisque la restriction W | x, de W au-dessus de 'ouvert X, = X\ Supp (D)
de X est affine au-dessus de X, car isomorphe a la restriction de V au-dessus de
ce méme ouvert, il suffit d’étudier ces questions sur recouvrement de X par des
ouverts X, et U, = Spec (A,) tels que pour tout « les trois conditions suivantes
soient satisfaites :

1) D |y,= div (f.) pour un certain élément régulier non inversible f, € A,.

2) L |Ua2 OU‘].

3) V |u,, est isomorphe au G, p,-torseur trivial Af, .

On se raméne ainsi a ne considérer que des schémas de Danielewski-Fieseler de base
(X =Spec (A), D =div (f)) attachés au G, x-torseur trivial AL, ce qui permet,
en particulier, de mettre a profit les deux descriptions alternatives de ces schémas
telles qu’exposées au chapitre 7.

Danielewski [11] montre qu'un schéma de Danielewski-Fieseler 7 : W — X
défini par le multi-indice (0,0) € Z2, et une fonction de transition gi» = a/f™, ol a
et f engendrent l'idéal unité de A, est un schéma affine, isomorphe au spectre de la
A-algebre A[Ty,T5]/ (f"T2 — T1 (Th + a)). Dans ce chapitre, nous généralisons ce
résultat en donnant des critéres pour qu'un schéma de Danielewski-Fieseler défini
par un multi-indice [pu] € ZZ, et une collection de fonctions de transition § =
{9i; € Ar}, j=y ., SOit un schéma affine.

Puisque X est par hypothése un schéma affine, un morphisme 7 : W — X est
séparé (resp. affine) si et seulement si W est un schéma séparé (resp. affine). Un
schéma affine étant en particulier un schéma séparé, nous établissons tout d’abord a
quelles conditions un schéma Danielewski-Fieseler est séparé. Nous montrons ensuite
que sous cetaines hypothéses supplémentaires raisonnables, comme par exemple X
localement factoriel, un schéma de Danielewski-Fieseler w : W — X est affine si et
seulement si il est séparé.
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NOTATION 10.0.10. Nous considérons dans ce chapitre des schémas de Danielewski-

Fieseler w : W "% X (n) 2 X de base (X =Spec (A),D =div(f)), de type
(n, [u]), attachés au G, x-torseur trivial p : AL — X. Nous notons simplement

(OX7A§()

® la catégorie D/(X7D) correspondante, et nous conservons les notations éta-
blies au chapitre 7. En particulier, pour distinguer les deux constructions alter-
natives de ces schémas, nous notons, comme précédemment, § = {g;; € Ay} les
fonctions de transition servant a la construction par recollement (7.1.4), et nous
notons g = {gi;} € C* Uy, O [1]) le 1-cocycle de Cech correspondant dans linter-
prétation en termes de torseurs.

10.1. Schémas de Danielewski-Fieseler séparés

Par définition, un schéma de Danielewski-Fieseler 7 : W — X de type (1, [g]),
ol pu € Zso, est une image directe du G, x-torseur trivial p : A}, — X par I'ho-
momorphisme de Ox-modules s, : Ox — Ox (uD) défini par la section canonique
s, € I'(X,0x (uD)), donc est affine car isomorphe, une fois muni de sa G, x-
action canonique, & Al (—u) (7.1.3) . Par contre, si n > 2, alors le morphisme
structural 7 : W — X d’un (n, [u])-DFS n’est pas, en général, un morphisme sé-
paré. Un exemple typique d’une telle situation est fourni par le G, x(n)-torseur
trivial W = AL xx X (n), image inverse du G, x-torseur trivial A% par le mor-
phisme structural § : X (n) — X de la n-duplication de D dans X. Dans ce para-
graphe, nous établissons différents critéres permettant de décider si un (n, [u])-DFS
m: W — X est séparé. Avant d’établir un critére général, considérons 'exemple
explicite suivant, qui illustre le genre de situation que nous cherchons & éviter.

EXEMPLE 10.1.1. Soient A = Clz,y] et D = div (z). Posons B = A/ (x — y),

et considérons le (2, [0])-DFS 7 : W o) X (2) 2, X défini par la fonction de
transition §12 = 7'y € A,. La restriction de 7 : W — X au-dessus de la droite
Y = Spec(B) C X est alors isomorphe au (2, [(A)D-DFS my W |ym$2) Y (2) %y
de base Al ~ Spec (B[T]) défini par la fonction de transition hip = 1. Puisque le
cocycle hyp € T (Yu (2), Oy(g))correspondant A his est alors un cobord , py (2) :
W ly— Y (2) est isomorphe au G, y (2)-torseur trivial, donc admet une section
s:Y (2) = W |y. Ainsi, W contient le schéma s (Y (2)) isomorphe a la droite affine
a deux origines, donc n’est pas un schéma séparé.

Le résultat suivant montre que le type d’obstruction & la séparation exhibé dans
I’exemple précédent est essentiellement le seul.

ProrosiTioN 10.1.2. Pour un schéma de Danielewski-Fieseler m : W — X
défini par un multi-indice [p] = (u1,...,un) et des fonctions de transition § =
{945 € Af}i,jzl,...,n’ les assertions suivantes sont équivalentes :

1) W est un schéma séparé

2) Pour tout couple d’indices i # j, les sous A-algébres A[g;;] et A[g;:] de Ay
engendrées respectivement par G;; et §;; sont égales a As.

3) Pour tout couple d’indices i # j tels que p; > pj, on a A[g;;] = Ay.

DEMONSTRATION. Les conditions 2) et 3) sont clairement équivalentes car si
wi = py et Algij] = Ay, alors Alg;] = Ay puisque gj; = —fr7rg; (7.1.4).
Montrons maintenant que les assertions 1) et 3) sont équivalentes. Par définition,
W est recouvert par les ouverts affines Wy = W |x, ()~ Spec (A[T3]), i = 1,...,n,
et les isomorphismes de recollement au-dessus des ouverts X;; (n) ~ X, sont induits
par les isomorphismes de A-algébres réciproques

Tij t Ap [T = Af T3], Ti = Gy + frm 17T
Tji t Ap [T] — Ap [T, Ty — Gji + [T
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D’autre part, pour tout couple d’indices ¢ # j, W; N W; = W, est affine puisqu’il
s'identifie & la restriction Ay~ Spec (A [T]) du fibré trivial p : A} — X au
dessus de X,. Dans ces conditions, d’aprés EGA 1.5.5.6, 7 : W — X est séparé si et
seulement si, pour tout couple d’indices i # j, 'anneau Ay [T'] est engendré par la
réunion des images canoniques des anneaux A [T;] et A [T}]. Selon que l’on privilégie
T;j OU Tj;, ces sous-anneaux sont les sous A-algébres

Aij :A[T,gij—i-fui_ujT} CAf [T] et Aji:A[T,gji—f—f“j_uiT} CAf [T]

Quitte & permuter ¢ et j, nous pouvons supposer j; > [;, de sorte que A;; est
isomorphe & la sous-A-algébre A[g;;,T] de Ay [T] engendrée par g;; et T. Il est
alors clair que A [g;;, T] = Ay [T] si et seulement si A [g;;] = Ay, ce qui démontre la
proposition. O

Ainsi, pour vérifier qu'un schéma de Danielewski-Fieseler 7 : W — X est
séparé, il suffit de montrer qu’il est isomorphe & un schéma de ce type défini par des
fonctions de transition satisfaisant la condition 2) de la proposition (10.1.2). Cela
revient donc a déterminer sous quelles conditions un élément g € Ay engendre Ay
comme A-algébre. Pour cela, on dispose du critére suivant :

LeMME 10.1.3. Pour qu’un élément g € Ay engendre Ay comme A-algébre, il
faut et il suffit qu’il puisse s’écrire sous la forme g = h™'a pour deuz éléments
a,h € A satisfaisant les propriétés suivantes :

a) h est réqulier, h™* € Ay , et engendre Ay comme A-algébre.

b) il existe k > 1 tel que hF=1 € (a, h).

Si de plus f est un produit fini f = f{* --- fim de puissances d’éléments irréductibles
fi € A non inversibles, alors g engendre Ay si et seulement si il peut étre écrit sous
la forme g = h™'a, ou h satisfait la condition a) et aA+ hA = A.

DEMONSTRATION. Les conditions sont suffisantes puisque qu’elle garantissent,
dans les deux cas, que Ay = A[h7!] C Alg], et donc que A[g] C Ay est égal &
Ay. Réciproquement, pour qu'un élément f~™a € Ay, ot a € A, engendre Ay il
faut et il suffit que m > 1 et qu’il existe bg,...,b, € A, ou n > 1, tels que f~" =

n
Z bia' ™, Puisque f est régulier, cette égalité est équivalente & 'existence d’une
i=0

n
relation fm(n—1 = Zbiaifm(”*i) dans A. La premiére partie de I’énoncer s’obtient

alors en posant h = }m et k=n.

Supposons maintenant que f soit un produit fini f{*--- f/m d’éléments irréduc-
tibles f; € A non inversibles et deux & deux distincts. Puisque g € Ay engendre Ay
comme A-algébre, il existe a € A n’appartenant & aucun des idéaux (f;), des entiers
s; > 1, et n > 1 éléments by, ...,b, € A tels que g = h™la, ot h = f5 ... fom,
et h™t =by+biah™t + ... +b,a"h™" € A[g]. Puisque h est régulier, cette égalité
équivaut & 'existence d'un élément ¢ € A tel que la relation A" ~! = bgh™ + ca soit
satisfaite dans A. Si n # 1 alors c est dans I’idéal engendré par A"~ ! car les f; sont
irréductibles et a & (f;) pour tout ¢ = 1,...,m, de sorte qu’il existe d € A tel que
1 = bgh + da, ce qui termine la preuve. O

On en déduit en particulier une version générale des critéres de séparation [17,
Proposition 1.4] et [14, Proposition 2.6].

COROLLAIRE 10.1.4. Soit 7 : W — X un schéma de Danielewski-Fieseler de
base (X, D), de type (n,[n]), défini par un cocycle de Cech g = {gi;}; ,_, , €
Cct (U(n), O [u]) Supposons satisfaite l'une des hypothéses supplémentaires suivantes :

a) X ~ Spec(k|[z]), ot k est un corps, et f =a™, oun > 1.
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b) X est le spectre d’un anneau de valuation discréte R, de paramétre unifor-
misant h, et f =h™ oun > 1.
Alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1) W est séparé.

2) Pour tout couple d’indices i # j, ¢gij € T'(Xi; (n),O[u]) n’est pas dans
limage de la différentielle

T (X; (n),0[u)) & T (X; (n), O [u]) =" T (Xy5 (n), O 1)

3) Pour tout couple d’indices i # j, les fonctions de transition §;; € As et
Gji € Ay correspondant au cocycle g;; ont un pole le long de D = div (f).

4) Pour tout couple d’indices i # j tels que k; > k;, —ordp (Gi;) > 1.

DEMONSTRATION. Nous nous bornons & donner la preuve sous ’hypothése a),
Pargument se transposant de maniére évidente au cas b). Notons tout d’abord que
quitte a remplacer le multi-indice [u] par le multi-indice n - [u] on peut supposer
que n = 1. Sous 'hypothése a), nous pouvons écrire les fonctions de transition
Gij» §ji € k [z, 271] sous la forme

gij =" Py (x), et gij=—a TR B (2)

ou Py = apx™+...4+ap € K [z] est un polynome soit nul, soit de terme constant ag
non nul, et n;; € Z. Pour que §;; engendre k [z, :1:*1} comme k [z]-algébre, il faut et il
suffit alors que P;; soit non nul et que n;; > 1. De méme, k [z] [§;:] = k [:c,x’l] siet
seulement si nj; = n;; + k; — k; > 1. Les assertions 3) et 4) sont donc équivalentes,
et I’équivalence des assertions 1), 3) provient alors, via le lemme (10.1.3), de la
proposition (10.1.2). La condition 2) signifie que g;; € I (X;;, O [u]) ~ k [m,x_l] ne
peut pas s’écrire sous la forme x~*ia; — x~*iqa;, ol a;,a; € kx], ce qui revient a
dire, en supposant que p; > pj;, que g;; ne peut pas s’écrire sous la forme z " ia;;
ol a;; € k[z]. On en conclut que les assertions 2) et 4) sont équivalentes puisque
par définition gij = CH (gij) = Qij (Cf 912) O

10.2. Schémas de Danielewski-Fieseler affines

Maintenant que nous disposons d’un critére permettant de décider si un schéma
de Danielewski-Fieseler 7 : W — X de base (X = Spec(A),D = div(f)) est un
schéma séparé, nous aimerions naturellement pouvoir déterminer lesquels parmi ces
derniers sont des schémas affines. Nous ne disposons malheureusement pas d’une
caractérisation compléte de ces schémas. Nous nous contenterons donc du résultat
partiel suivant :

THEOREME 10.2.1. Soit w: W — X un schéma de Danielewski-Fieseler de base
(X = Spec(A),D = div(f)) de type (n,[p]), ot n > 2. Si X admet un recouvrement
par des ouverts affines U, = Spec(A,) tels que pour tout o l'image de f, de f dans
A, soit un produit fini de puissances d’éléments irréductibles fo; € Ay, alors W
est affine si et seulement si il est séparé.

10.2.2. Pour que W soit un schéma affine, il faut et il suffit, puisque X est
affine, que 7 : W — X soit un morphisme affine. L’énoncé du théoréme (10.2.1)
étant de nature locale par rapport & X, il suffit donc de le démontrer dans le cas
ot f est un produit fini f{*--- f/™ de puissances d’éléments irréductibles f; € A
deux & deux distincts. La stratégie consiste alors a construire X-morphisme affine
¥ : W — Ak. Cela prouvera en effet que W est affine au-dessus de Ak, donc que
m: W — X est un morphisme affine.

Pour simplifier, nous supposons dans un premier temps que f = A", o h €
A est irréductible, régulier et non inversible. Pour tout n > 2, la n-duplication
§:X(n) — X de D = div(f) dans X = Spec(A) ne dépend que du support
V (f) de D et non du sous-schéma fermé Spec (A/f) défini par D. D’autre part,
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il y a une correspondance biunivoque entre les schémas de Danielewski-Fieseler
de base (X, D =div(f)) définis par un multi-indice [u] = (p1,...,pun) € Z%; et
les schémas de Danielewski-Fieseler de base (X, D = div (h)) définis par le multi-

indice r- [pu] = (rp1,...,rpn) € Z%,. On peut supposer dés le départ que f € A est
lui-méme irréductible. La proposition suivante démontre alors le théoréme (10.2.1)
dans ce cas particulier.

PROPOSITION 10.2.3. Un schéma de Danielewski-Fieseler = W % X (n) 2
X de base (X = Spec(A),D = div(f)), ot f € A est irréductible, est affine si et

seulement s’il est séparé.

DEMONSTRATION. Sin = 1 alors W est affine car isomorphe, en tant que X-
schéma, 4 AL . Nous pouvons donc supposer dorénavant que 7 : W — X est défini
par un multi-indice [u] = (g1, ..., pn) € Z%;, ot n > 2. Pour tout i = 1,...,n, la
restriction

=T |W¢: W, =W |Xi(n)pi(n71) Xn-1)—-X
de W au-dessus de louvert X;(n) = X (n)\ Supp (D; (n)) ~ X (n—1) est un
schéma de Danielewski-Fieseler de type (n — 1, [i],), ot [u]; = (pe1, -+, fliy - - fin) €
Zggl. Le critére de séparation (10.1.2) ne faisant intervenir que des couples d’indices

i # j, nous procédons donc par récurrence sur n, en supposant que W; est affine
pour tout ¢ = 1,...,n. Puisque W est par hypothése séparé, le lemme (10.1.3)
garantit qu’il existe une collection de fonctions de transition § = {g;; € Ay }i,jzl,___,n
définissant W, telles que pour tout couple d’indices ¢ # j, §;; = f~™¥a;; ot my; > 1
et a;; € A est premier avec f.

Puisque nous nous intéressons & une propriété de W en tant que schéma, et non
en tant que X-schéma avec G, x-action, nous pouvons supposer, quitte a d’abord
réordonner I'ensemble d’indices {1, ...,n} de sorte que p1 < -+ < py,, et a remplacer
ensuite [p] par le multi-indice [p] — [{1] (cf. 7.2.8), que 0 = p; < --- < p,. Posons
alors m = ,nax (my;), 61 = 0, et 6; = f™g1; € A. Notons que my, > p, =

=4y..M

n;lax (u;) puisque gn1 = —f*rg1, et my; > 1. Ces données définissent donc
1/

un X-morphisme ¢ = 5 : W — Ak dont les restrictions ¢; aux ouverts
Wi =W |x,(n) de W correspondent aux homomorphismes de A-algébres

VI AT — AL, T — 6+ fMT, i=1,...,n
induisant eux-mémes les homomorphismes de A/ (f)-algébres
U (A ()T = (A ()], T—6i, i=1,....n

Notons p : A}, — X le morphisme structural, et montrons que 1 est un morphisme
affine. Par cho1x de m, il existe un indice g, 2 < ig < n, tel que m — p;, = my, et

0i, = a1, est premier avec f. Puisque &1 = 0, les éléments f, T'— &1 et T — G5,

engendrent ’idéal unité de A[T], de sorte que les trois ouverts affines principaux
_ (Al _ (Al _ (A1) — -1

Up = (AX)T—&iU’ U, = (AX)T_&1 et U, = (Ax)f = p~ ! (X,) forment un recou-

vrement de Ak Par construction, =1 (U,) = ¢~ (p7 (X,)) =7 (X.) =W |x,
est isomorphe a A}(* donc est affine. Par construction, les images des diviseurs
Ab iy = p(n)~" (Supp (D; (n))) par v sont des sections du fibré trivial p=! (D)

au-dessus de D. En particulier, 1 (A}Dl(n)) est la section nulle de ce fibré puisque
o1 = 0 tandis que 1/1( Ds (n)) est une section partout non nulle puisque &;, est

premler avec f, donc inversible modulo f. Par consequent v~ (Up) C Wy et
¢~ (Uy) € W;,. Or, par hypothése de récurrence, Wy et W, sont tous deux affines
au-dessus de X . La restriction de 1 a ces deux ouverts de W étant un X-morphisme
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affine puisque A% est lui-méme affine sur X, cela entraine que 1~ (Up) et =1 (U1)
sont des ouverts affines de Wy et W;, respectivement, donc des ouverts affines de
W. Ainsi W est affine au-dessus de A, donc est affine au dessus de X. O

Fic. 10.2.1. Construction d’'un X-morphisme affine ¢ : W — Al

10.2.4. Pour terminer la preuve du théoréme (10.2.1), il reste & montrer que si
f=f{t---fr+,on s > 2 et oules f; € A sont des éléments réguliers irréductibles
et non inversibles deux a deux distincts, alors un schéma de Danielewski-Fieseler
séparé m: W — X de base (X = Spec (A), D = div (f)), défini par un multi-indice
(1] € 7%, est un schéma affine.

Si X est recouvert par les ouverts principaux U; = Xﬁ_ correspondant aux

éléments réguliers f; = H fi€eA, i=1,...,m, ce qui revient a dire que les com-
J#i

posantes irréductibles de D = div (f) sont ses composantes connexes, alors le ré-

sultat est une conséquence de la proposition (10.2.3) puisque la restriction de f

a chacun de ces ouverts U; est une puissance d’un élément irréductible. Il suffit

donc montrer que si les ouverts U; ne recouvrent pas X, alors tout point fermé

e X\ U U, C Supp (D) admet un voisinage affine U, C X tel que la restriction

k=1
W |y, de W soit affine au-dessus de U,.. On se raméne alors a la situation ot « € X
correspond & un idéal maximal m C A tel f; € m pour tout i = 1,...,s.

PRrROPOSITION 10.2.5. Sous les hypothéses précédentes, si m : W — X est un
schéma séparé, alors W est un schéma affine.

DEMONSTRATION. On peut supposer, comme dans la preuve de la proposition
(10.2.3) que 0 = pg < -+ < py,. Puisque W est séparé, il existe une collection de

fonctions de transitions g;; = f; 0t fs " *a;; € Ay définissant W, ot pour
tout K = 1,...,s, myr > 1, et ol a;; € A est premier avec f. Supposons alors
qu’il existe un indice ig tel que pour tout K =1,...,s on ait

Miiy ke = max (M), 1=2,...,nk=1,...,s.
D’aprés la relation de cocycle Gn1 = —f*"Gin, ON & Mp1p = Mink — Tkln POUT
tout k = 1,...,n puisque f = f{*--- fI=, de sorte que si un tel indice iy existe,

100



Miig,k

S
alors my o,k > Tkftn CAr My1, > 1 par hypothése. Posons h = H fr ,01 =0
k=1
et 6; = hgi; € A. Puisque hf™"ig;; = 6; — 0;, ces données définissent un X-
morphisme ¢ : W — Ak dont les restrictions aux ouverts W; = W |x,(,) sont
induites par les homomorphismes de A-algébres

A[T]HA[Tl],THé'Z—Fhf_MlTI, 221,,7’L

Puisque 61 = 0 et d;, est inversible modulo f, on conclut alors, comme dans la
preuve de la proposition (10.2.3) que ¢ est un morphisme affine, ce qui prouve que
W est affine au-dessus de X, donc un schéma affine.

Il suffit donc de montrer qu’un tel indice iy existe. Si n = 2 alors 'assertion
est évidente. Nous supposons dorénavant que n > 3, et nous associons a tout indice
i=2,...,n, le s-uplet d’entiers

v; = (mliyl, .. .,muﬁs) S ZSEO

Il suffit alors de montrer que le sous-ensemble {vs,...,v,} de Z%, est totalement
ordonné par la restriction de ’ordre produit <, autrement dit que pour tout couple
d’indices ¢ # j, on a soit v; =< wj, soit v; =< wv;. Supposons que cela ne soit
pas le cas. Quitte a réordonner I’ensemble d’indices 1,...,s, nous pouvons alors
supposer que mi;1 < Mmij1 €t my;2 > myj2. Posons, pour tout k = 1,...,m
7N = max (m1i7k,m1j,k), de sorte que 1 = myj,1 et n2 = my;2. Puisque p; =0, on
obtient

Gij = f" (g —gin) =" (Hf;;m”’kay - Hf;zn”'kau)

= fH ka—mc fgz—mu,z H f]'gk_mlj,kalj . Fl—mu,l H f;m—mu,kau

k>3 k>3
_ Tk i =Mk _ —Mijk
= [I% bij =[] £ aiy

Puisque par hypothése a1; ¢ (f1) et a1; & (f2), nous concluons qu’il en est de
meéme de b;;. Par contre, b;; appartient & 'idéal engendré par f; et fy puisque
N2 —mij2 > 1 et g —my; 1 > 1. On en conclut que a;; € (fi, fa) C m, ce qui
contredit le choix de a;. O

La caractérisation des schémas de Danielewski-Fieseler affines conduit, dans le
cas d’une base X générale, aux résultats suivants :

THEOREME 10.2.6. Soit w: W — X un schéma de Danielewski-Fieseler de base
(X, D), attaché a un torseur p: V — X sous un fibré en droites p: L =V (L) —
X défini par un Ox-module inversible L. Si X est localement factoriel, alors les
assertions suivantes sont équivalentes :

a) m: W — X est un morphisme séparé.

b) m: W — X est un morphisme affine.

DEMONSTRATION. Puisque X est localement factoriel, il existe un recouvre-
ment de X par des ouverts affines U, = Spec (A, ) tels que pour tout a, D |y, =
div (f4) ot fo € A, est un produit de puissances d’éléments irréductibles. Le résul-
tat découle donc du théoréme (10.2.1). O

THEOREME 10.2.7. Soit w: W — X un schéma de Danielewski-Fieseler de base
(X, D), attaché au torseur trivial p : L — X sous un fibré en droites Ly =V (L)
défini par un Ox-module inversible L. Si m : W — X est affine, alors W est
isomorphe a une pseudo-modification affine équivariante (4.2.5) du torseur trivial
L(—=\) =V (LR Jx (AD)) pour un certain entier A > 1.
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DFEMONSTRATION. D’aprés le théoréme (9.1.8), W ~ W (Ui, L[~ , g(r,0))

.....

Puisque W est affine au-dessus de X, le X-morphisme L -équivariant canonique
Y(r0) : W — L (=) est un morphisme affine de type fini, dont la restriction au
dessus de X, est un X-isomorphisme équivariant. Ainsi ¢y ) : W — L(=\) est
une pseudo-modification affine équivariante de L (—\). O
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CHAPITRE 11

Exemples de schémas de Danielewski-Fieseler
affines

Etant donné un schéma affine X = Spec (A), ot A est une algébre de type
fini sur un corps k£ de caractéristique nulle, nous étudions plus en détail dans le
présent chapitre, un cas particulier de schémas affines 7 : V; — X définis par des
arbres A [t]-pondérés g = (I', w) suivant le procédé du chapitre (6). Nous montrons
que sous certaines hypothéses aisément vérifiables portant sur la fonction de poids
w: E(I') — Alt], les schémas Vj correspondants sont des schémas de Danielewski-
Fieseler de base X, attachés au G, x-torseur trivial p : ALY — X. Nous donnons
ensuite un algorithme permettant de construire des fonctions de transition pour ces
schémas.

NOTATION 11.0.8. Dans tout ce qui suit, k est un corps de caractéristique nulle,
A une k-algébre de type fini intégre et f € A est un élément a la fois non nul et
non inversible. Nous posons X = Spec (4), D = div(f) et X, = X \ Supp (D) ~
Spec (Ay).

11.1. Les schémas de Danielewski-Fieseler 1

Nous considérons ci-dessous la sous-classe des des arbres A [t]-pondérés g =
(T', w) satisfaisant les deux propriétés suivantes :
11.1.1. a) Pour tout sommet ¢’ € Par (T") et pour tout e € Fils (¢’), le polynome
— —
w (ee’) est de la forme w (ee’) = Qe +t € A[t] pour un certain élément a..r € A.

b) Pour tout ¢’ € Par (I') et tout couple eq, e € Fils (¢’), les coefficients a., s
et ac, ¢ sont premiers entre eux, .e. Ge,er A+ Geper A = A, et 'image de aeyer — Geyer
dans A/fA est un élément inversible.

11.1.2. Nous allons montrer que ces hypothéses garantissent que les schémas
V (g) et V4 (6.1.9,6.1.11) associés a I'arbre g coincident. Cela nous permettra en par-
ticulier de travailler par la suite directement avec I'idéal I (g) dont on connait explici-
tement les générateurs. Rappelons briévement (6.1.9) qu’étant donné un arbre A [t]-
pondéré g = (T, w) quelconque, on note I (g) I'idéal de A[I'] = A [XO, (Xe)eGPar(F):|

engendré par les polynémes suivants

A (9) = fXe—Ge(9) e € Par (T")
Boce(®) = w (") (Kpar(e) Xe = XeGurce (g) s )ZEFIi)IF:K((e’F))ﬁX (?Iel;r( K

et que I'on note Iy = {a € A[I'], fa € I(g)} C A[I']. Par définition, I est le plus
petit idéal I de Al contenant I (g) pour lequel 'image de f dans A[']/I ne
soit pas un diviseur de zéro. Les sous-schémas fermés de A%F)H = Spec (A[I)
définis par les idéaux I (g) et I sont notés respectivement V (g) et V5. Le résultat
suivant montre donc que sous les hypothéses (11.1.1), les idéaux I (g) et I; de A [T

coincident.

THEOREME 11.1.3. Pour tout arbre A[t]-pondéré g = (I',w) satisfaisant auz
hypotheéses (11.1.1), le schéma V (g) = Spec (A[T'] /I (g)) est intégre.
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11.1.4. La suite de ce paragraphe est consacrée a la preuve du théoréme (11.1.3).
Il suffit de montrer que sous les hypothéses introduites, I'image de f € A dans
B = A[I'l/I(g) n’est pas un diviseur de zéro dans B. En effet, si c’est le cas, alors
le méme raisonnement qu’en (6.3.2) montre que B s’identifie & une sous-algébre de
By ~ Ay [Xo], donc est un anneau intégre puisque Ay en est un. Pour vérifier que f
n’est pas un diviseur de zéro, il suffit de trouver un recouvrement ouvert particulier
de V (g) par des ouverts principaux Spec (Bp,), ou les h; € B engendrent l'idéal
unité de B, tel que pour tout ¢, I'image canonique de f dans Bj, ne soit pas un
diviseur de zéro. Or, les hypothéses (11.1.1) impliquent justement que V (g) admet
un recouvrement ouvert naturel par des ouverts principaux.

LEMME 11.1.5. Sous les hypothéses (11.1.1), le schéma V (g) est recouvert par
les ouverts principauxr D (Ac (g)) NV (g) =~ Spec (A[T][T]/(I(g),Ac(g9)T — 1)) ou
e parcourt l’ensemble Fe (T') des feuilles de T.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que les polynomes des ancétres A, (g), ot

e parcourt ’ensemble des feuilles de I", engendrent 1'idéal unité de A [I'], autrement

dit, que les ouvert principaux D (A, (g)) recouvrent Spec (A[I']). Par hypothése,
—

pour tout sommet e’ € Par (T'), les polyndmes w ( ee’ ), out e parcourt I'ensemble des

fils de €/, sont deux & deux premiers entre eux. Par conséquent, pour tout sommet
e’ € Par (T), les polynomes

—
Fl @ = T w(¢¢) Kraen) € A Xparen]
e’ €Fils(e’)\{e}

ou e € Fils (¢’), et ou, par convention, Fe{,e} (g) = 1 si Fils (¢’) = {e}, sont premiers
entre eux dans leur ensemble. Il existe donc des polynomes A, € A[T'] tels que

Av@=4c() Y. AFT@= Y AA(g),

ecFils(e’) e€Fils(e’)

car, par définition, A, (g) = Ao (g)Fe{,e} (g) pour tout e € Fils(e’). On déduit
récursivement que pour tout e’ € Par (T"), le polynome A. (g) des ancétres de e’
appartient a 'idéal de A [I'] engendré par les polynomes des ancétres des feuilles du
sous-arbre maximal A [t]-pondéré g (e’) = (T (¢/),w) enraciné en ¢’. En particulier,
Ae, (g) = 1 appartient a l'idéal engendré par les polynomes A, (g), ou e parcourt
I’ensemble des feuilles de I', ce qui démontre le lemme. O

11.1.6. Sous les hypothéses (11.1.1), on a, pour toute feuille e € Fe(T') un
isomorphisme B (e) = Bj_(q) =~ A[[][T]/(I(g),Qe), ot Q. = TA.(g) — 1, et ou
A, (g) désigne I'image de A, (g) dans B = A['] /I (g). Pour terminer la preuve de
(11.1.3), il suffit donc de montrer que pour tout e € Fe (I'), I'image canonique de
f € A dans B (e) n’est pas un diviseur de zéro. Pour ce faire, nous procédons en
deux étapes. Nous définissons tout d’abord un nouvel idéal Iy, C A[['][T] pour
lequel il est facile de vérifier que I'image de f dans A[[')[T]/ (Ip,e, Qe) n’est pas un
diviseur de zéro. Nous montrons ensuite que les idéaux (I(g), Q) et (I, Qc) de
A[I'][T] coincident.

11.1.7. Notons (] e)p = {eg < e1 <--- < en_1 < e, = e} la sous-chaine maxi-
male de T correspondant a la feuille e. Par définition du polynome A, (g) des an-
cétres de e, A, (g) divise A, (g) pour tout i =0,...,n —1, et

1 .
Li=A. . (g)Ac(9) € Al'], i=0,....,n—1
est un polynome en les variables X, ..., X., ,. Etant donné ¢’ € Par (') \ (| €,

le premier ancétre commun de e’ et e est I'un des sommets e;, ot 7 < n — 1, de
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la chaine (] e)p, et I'on a e” = Fils(e;) N (| €)p # e;41. Dans ces conditions, le

—
polynome w (e”ei) (Xpar(e;)) divise donc A. (g), et nous posons

i -t
Ko = (w(e"ei) (Xpare) ) Ae (@) € K [2] [Xo, Xy, Xe, ] © 2] ],
Soit maintenant Iy . C A[I'] [T] l'idéal engendré par les polynomes

6 = —(w(eme) (Xparey))) + 2Xe, LiT i=0,...,n—1

e’ € Par (I €
56' = Xe/ — TKe/Xe.L- Gei <e’ (g) Al’lc (e(l e))\:(lel )F

et soit By = AT [T]/ (Lo,e, Qe)-

LEMME 11.1.8. Il eziste un isomorphisme By, ~ A [X., ,,T| /(T P. — 1) pour
un certain polynéme P, € A [Xen,l,T]-

DEMONSTRATION. D’aprés les hypothéses (11.1.1), pour tout ¢ = 0,...,n — 2,
il existe ac, e, € A tel que w(€i+16;) (Xpar(e:)) = Geipres + Xpar(e;)- Puisque
L; est un polynéme en les variables X.,,..., X, ,, on conclut que par défini-
tion des polyndmes §;, il est possible d’éliminer récursivement toutes les variables
Xo,Xegs -+, Xe, 4, puisque chacune d’elles s’exprime, modulo Iy . en un polynéme
en les variables x, X., , et T . De méme, puisque les polynémes G, . ne font
intervenir que les variables X.» ou e’ € Anc(e’), on conclut que les polynomes
de permettent d’éliminer toutes les variables X/, ou ¢ € Par(I') \ (| e)p. En-

fin, A, (g) étant un polynome en les variables Xy, X, ..., Xc,_,, son image dans
A [T)/Io,e = A[Xe,_,,T] est un polynome P, et I'on conclut, par définition de
Qe=TAc(g) — 1, que AT [T]/ (Tp,e,Qe) =~ A [Xenfl,T} /(TP. —1). a

LeMME 11.1.9. L’image de f dans By . n’est pas un diviseur de zéro.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que tout polynéome S € A [Xen,l,T]
satisfaisant une relation de la forme fS = R(TP. — 1) dans A [X,,_,,T| pour un
certain polynome R € A [Xen,l,TL appartient & l'idéal engendré par TP, — 1.
Etant donnée une telle relation, notons

R=Y"ri;X, T P.=Y pi;X. T/, etR(IP.—1)=> ci; X} T,
7,7 7,7

2%
i j—1
oi1, pour tout couple d’indices i, j, ¢; ; = Z Z Tk IDi—k,j—l—1 — T5; € A. Puisque f
k=0 1=0
divise R (T'P. — 1), il divise donc chacun des coefficients ¢; ;. En particulier, f divise
r;,0 pour tout ¢ > 0 puisque l'on a ¢; o = —r; 0. On conclut alors par récurrence, en

supposant que f divise r; ; pour tout ¢ > 0 et tout j < jo, que f divise r; ;, pour
tout ¢ > 0. On en déduit que f divise R et que par conséquent S € (TP, —1). O

Pour terminer la preuve du théoréme (11.1.3), il ne reste plus qu’a vérifier que les
idéaux (I (g),Q.) et (lo,Q.) de A[['][T] coincident.

LEMME 11.1.10. Pour tout e € Fe(T'), les idéaux (I(g),Qc) et (o, Qe) de
AT T] coincident.

DEMONSTRATION. Les identités
i TLiA, (9) + (w (€ir16:) (Xpar(en))) Qe i=0,...,n—1

"€ Par (I’
S = TKeDeco (g) — XoQe “sr (I“e(,’g)\ :(l;)r
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garantissent que (lo.e,Qe) C (I (g),Qe). Réciproquement, on déduit des identités
Aei (g) = A€¢+1 (g)(si_eriQe 'L:O,,’I’L—l

N e ePar(T)\ (l e)
Ac(g) = foo+ (w (€iv1€:) (XPar(ei))) Ger (9) 6 Anc(e/,e) =¢; '
que tous les polynomes A,/ (g), o e’ € Par (I"), appartiennent a I'idéal (Ip ¢, Qe ). Les
relations (6.1.10) entrainent alors que pour toute paire (¢’,e”) € Par (T') x Anc (¢’),
le polynoéme fA.r.. (g) appartient & (Ip., Qe). Ainsi Acvcer (g) € (Lo, Qe) car
sinon f serait un diviseur de zéro dans By ., ce qui contredirait (11.1.9). O

11.2. Structure des schémas Vj

Nous montrons dans le présent paragraphe que tout schéma V (g) associé a un
arbre A [t]-pondéré g = (T',w) satisfaisant les hypothéses (11.1.1) est un schéma de
Danielewski-Fieseler. Plus précisément, nous allons établir le résultat suivant :

THEOREME 11.2.1. Pour tout arbre pondéré g = (I',w) satisfaisant les hypo-
theses (11.1.1), de feuilles Fe(T') = {e1,...,en}, le schéma V (g) est un schéma de
Danielewski- Fieseler

w: V() " X () = X (D,n) > X,

de base (X = Spec(A),D = div(f)), de type (n,[n]), ot les coefficients du multi-
indice [u] € ZY, sont définis par p; = h(I') —1(l ei)p, i = 1,...,n, associé¢ au
Ga,x -torseur trivial AL, = Spec (A [Xo]).

11.2.2. La preuve du théoréme (11.2.1) se décompose en plusieurs étapes. Puisque
V (g) = Vy d’aprés (11.1.3), on sait (6.3.1) que la restriction de V (g) au-dessus de
X, est isomorphe au fibré trivial Aﬁ(*. Nous commencons donc par étudier en dé-
tail la fibre 7=! (D) du morphisme structural = : V (g) — X. La description de
cette fibre fait ’objet de la proposition (11.2.8) ci-dessous et permet de déduire
que 7 se factorise, via la n-duplication ¢ : X (n) — X de D dans X (cf. 8.1.1),
par un morphisme surjectif p(n) : V(g) — X (n). Il restera alors & vérifier que
p(n) : V(g) — X (n) est bien une fibration localement triviale, ce qui fait 'objet
de la proposition (11.2.10) ci-dessous. La preuve se conclut par la détermination du
multi-indice [u] € ZZ, correspondant & la G, x-action sur V (g) par I'intermédiaire

de la dérivation localement nilpotente 9y 5,y € Dera (B (g)) (6.3.3).

Pour décrire la fibre 7=! (D) au-dessus du sous-schéma fermé D = div (f) de X,
nous procédons par récurrence sur la hauteur de ’arbre I'. Pour cela, nous avons
besoin du résultat préliminaire suivant :

LEMME 11.2.3. Soit g = (I, w) un arbre A[t]-pondéré enraciné en eg et sa-
tisfaisant les hypotheéses (11.1.1). Si Fils(eg) # O alors il existe un isomorphisme
d’algébres

AN/ (fI@) = ] AT @I I(ae),
ecFils(eq)
ot pour tout e € Fils(eo), g(e) = (I' (e) ,w) désigne le sous-arbre mazimal pondéré
de g enraciné en e.

11.2.4. La preuve du lemme (11.2.3) fait I’'objet des lemmes (11.2.5) et (11.2.7)
ci-dessous. Observons tout d’abord qu’étant donné e € Fils (eg), la racine ey de T’
n’est pas un sommet de I"(e), de sorte qu’il est possible de faire le changement de
variables Xg = X., dans la définition de I’algébre associée a T (e), c’est a dire choisir
un isomorphisme A [l (e)] = A [Xo] ®4 S (Mp(e)) ~ A[Xe,] ®4 S (Mry(e)). Avec ce
choix de coordonnées, on a A[I'] = AT (e)][Xo] et les identifications

{ Ge(g(e)) = Gecer(9) € €Par(l(e))
Gereo (g(e)) = Gerce (g) (¢/,€") € Par (T (e)) x Ancr() (¢)
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Notons alors I (g () I'idéal de A [ (e)] C A [I'] engendré par les polynomes Ge, <o (g),
e € Par (T (e)) et Acv<er (g), (¢/,€”) € Par (' (e)) x Ancp() (€'), Io I'idéal de A[I']
engendré par I (g (e)) et les polynomes

Sencer = (Aheo — o) Xer — XeyGrgzor () { ¢ & Par gg)\m%oe}/ urar ()

et notons enfin J. = (f,w (€eg) (X0)) = (f, Ge.e, + Xo) C ALY
LEMME 11.2.5. Les algébres A[T] / (Je,Io) et A[T']/ (Je, I (g)) sont isomorphes.

DEMONSTRATION. Par définition, pour tout e’ € Par (T')\Par (T (e)), w (ees) (Xo)
divise le polynome G,/ (g) des ancétres de €', de sorte que Ao (g) = f X —Ge (g) €
Je. Pour tout ancétre e” € Ancr (¢), on a

P
Ae”<e’ (g) =w (he ) (XPar(e”)) Xer — Xe”Ge”<e/ (g)

ou h =Fils (e”)N (] €)p # e. Sie” = e alors, par construction Acv<er (g) et dep<er
ont la méme image dans A [I'] /J. A [I']. Sinon, si €” # eg alors Ao (g) a la méme
image que
—
w (he”) (XPar(e”)) 6eo<e’ - 5eo<e”Ge”<e’ (9) S IO

dans A [I'] /J.A[T]. Pour tout ¢’ € Par (I" (e)), le polynéme A, (g) € I (g) ala méme
image dans A [I'] /J.A[I'] que le polynome Fi (—ae,eq) Geg<er (8) € I, tandis que
limage de Agy<e (g) € I(g) dans A[I']/J.A[I'] coincide avec celle du polynéome
Geo<er (8) € Ip. Enfin, pour tout ” € Ancr (¢/) \ {eo}, le polynome Ao ../ (g) est
a la fois dans I (g) et dans Iy. On a donc montré que les idéaux I (g) et Iy de AL
ont la méme image dans A[I'] /J.A[[]. Ainsi, AT/ (Je,Io) ~ A/ (Je, I (g)), ce
qui démontre le lemme. O

11.2.6. Par définition, A, (9) = fXey—Ge, (9),00Ge, () =  [[  w(eeg) (Xo).
e€Fils(eq)
Les hypothéses (11.1.1) impliquant que les polynomes w (eeg) (Xo) = de e, +Xo sont
deux & deux premiers entre eux, on a donc un isomorphisme

A/ (f 1) = [T AN/ (Frace +Xo, 1)~ [ AN/ (Je, o).
ecFils(eg) ecFils(eg)

Pour terminer la preuve du lemme (11.2.3), il suffit maintenant de vérifier que
pour tout e € Fils (eg), les anneaux A[[')/(Je, o) et AT (e)]/(f,I(g(e))) sont
isomorphes.

LEMME 11.2.7. Il eziste un isomorphisme A[T] / (Je,Ip) ~ AT (e)]/ (f, I (g (e)))

DEMONSTRATION. Par construction, pour tout ¢’ € Par (T (e)), les polyndmes
Ay (g(e)) = fXe —Ge (g(e)) et Ger (g(€)) = Gey<er (g) ont la méme image dans
A[l'(e)]/fAIT (e)]. On a donc un isomorphisme

Al @]/ (1)) = A @]/ (/1 (a(e).
Il suffit alors de montrer que A [T']/ (Je, Io) =~ A[T ()] [Xo] / (f, Ge,eo + Xo, o) est
isomorphe & AT (e)]/ (f,f(g (e))) Or, par définition, Iy = I (g (e)) + Jo, ont Jo
désigne 'idéal engendré par les polynomes d., <., € € Par (T") \ (Par (T (e)) U {eo}).
Par hypothése (11.1.1), pour tout h € Fils(ep) \ {e}, 'image de ap.e, — Ge,e,
dans A/fA est un élément inversible. Par définition, pour tout ¢/ € Par(T) \
(Par (F (6)) U {60})7 5eo<e’ = (ah,eg - ae,eg) Xer — XeoGeo<e’ (g) , ol le polyn(’)me
Geg<er () me fait intervenir que les variables (Xev) vepnc(ery- A V'aide des poly-
nomes J.,<e’, ON peut ainsi éliminer récursivement toutes les variables X,/ corres-
pondant & des sommets ¢’ € Par (') \ ({eg} UPar (T' (e))), pour obtenir finalement
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Pisomorphisme A [I]/ ( Frees + Xo, J+1 (g (e))) AT ~ A[T(e)]/ ( 7.1(a (e)))
souhaité. O

On déduit de (11.2.3) la description suivante de la fibre 7! (D) du morphisme
structural 7 : V (g) — X.

PROPOSITION 11.2.8. Pour tout arbre A [t]-pondéré g = (I',w) satisfaisant les
hypothéses (11.1.1), la fibre du morphisme mg : V (g) — X est constituée de la
réunion, disjointe des sous-schémas fermés Ce ~ Spec ((A/fA) [Xpar(e)]) ~ Ap de
V (g) définis respectivement par les idéauz

1(g)(e) = {f,ug), (1w (P T Pt 6] (Xpwk+1<e>))k_1,___7me} c AT

ou e parcourt l’ensemble Fe (I') des feuilles de T', et ot me =1 (] €)p.

DEMONSTRATION. Nous procédons par récurrence sur la hauteur h (I') de I'arbre
I'. Si h(I') = 0, alors T est P’arbre trivial & un élément {eo}, A[['] = A[Xo] et
I(g) = 0. Ainsi V (g) = Spec (A [Xo]) de sorte que 7" (D) ~ Spec ((4/fA) [Xo)).
Si Fils (eg) # 0, alors, d’apres (11.2.3),

g (D) ~Spec (A[L]/(f.1(9))~ || Spec(A[(e)]/(f.1(a(e))

ecFils(eg)

s’identifie & la réunion disjointe des fibres 7T_1€ (D) des schémas my(e) : V (g (e)) — X
associés aux sous-arbres maximaux A [t]-pondérés g (e) = (I' (e) ,w) de g enracinés
en les fils de eg. Ces arbres satisfont bien sir les hypothéses (11.1.1) , et sont de
hauteurs respectives h(T'(e)) < h(T'). La description des composantes connexes
C. de 7" (D) s’obtient alors par récurrence, en utilisant & chaque étape I'isomor-
phisme A[T]/(f,1(@)) = [Lcpusten) AT/ (.1 (g) . w (é6) (X0)) précédemment
établi (11.2.3). 0

11.2.9. On a donc montré que pour tout arbre A [t]-pondéré g = (I',w), de
feuilles Fe (T') = {e1, ..., e, }, et satisfaisant les hypothéses (11.1.1), la fibre 7= (D)
du morphisme structural 7 : V (g) — X est une réunion disjointe de sous-schémas
fermés C.,, i = 1,...,n, tous isomorphes & la droite affine AL, de base D = div (f).
On en déduit que 7 se factorise, via la n-duplication § : X (n) — X de D dans X, par
un morphisme surjectif p (n) : V (g) — X (n). L’étape suivante dans la preuve du
théoréme (11.2.1) consiste & montrer que la restriction de V' (g) au-dessus de chaque
ouvert X; (n) ~ X du recouvrement canonique de X (cf. 8.1.1) est isomorphe au
fibré trivial Aki(n). Cela revient & prouver que pour toute feuille e € Fe de I" I'ouvert

V.e)=V\ |J Co=V
e/ €Fe(T)\{e}

X Uce

est X-isomorphe au fibré trivial AL.. Il s’agit donc d’une conséquence du résultat
suivant, car, puisque X = Spec (A) est affine, tout G, x-torseur est trivial.

PROPOSITION 11.2.10. Pour toute feuille e € Fe(T') de ', il existe une action
de Go x sur Vi (e) faisant de 7 : Vi (e) — X un G, x-torseur.

DEMONSTRATION. Posons B, (¢) = I' (X, 7,0y, (.)). L'image de f dans B, (e)
engendre I'idéal de C. C V (e), et d’aprés (11.2.8), B, (e) / f B () ~ (A/ fA) [Xpar(e)]
est plat sur A/fA. Puisque V (g) est intégre d’aprés (11.1.3), Vi (e) Pest aussi, de
sorte que f n’est pas un diviseur de zéro dans B, (e). On déduit alors du critére
local de platitude ([4, III, §5]) que B (e) est plat sur A. D’autre part, pour tout
point ferme z € X, la fibre 77! (z) du morphisme induit 7 : V, (e) — X est iso-

morphe & A}C(I) puisque la restriction de V (e) au-dessus de l'ouvert X, de X est
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isomorphe au fibré trivial A% (6.3.1) tandis que sa restriction au-dessus de D est
isomorphe a4 Al (11.2.8). Ainsi 7 : Vi () — X est un morphisme plat dont toutes
les fibres fermées 7! (x) ~ Ay ) — Spec (k (z)) sont lisses, donc est un morphisme
lisse. Supposons maintenant que Vi (e) puisse étre muni d’une action libre de G, x.
Alors, pour tout morphisme étale X' — X, pa : V/(e) = Vi(e) xx X' — X' est
encore lisse, muni d’une action libre de G, x/ et ses fibres fermées p, ' (/) sont
isomorphes a A}v(z,). Supposons que py admette une section S’. Alors le morphisme
naturel S" xx: G4 x» — V/(e), qui est un isomorphisme sur son image, est sur-
jectif sur les points fermés de V/ (e), donc est un isomorphisme. Ainsi V/ (e) ~
S' xx1 Gg x =~ Gg x est isomorphe au G, x-torseur trivial. Or, puisque le mor-
phisme 7 : Vi (e) — X est lisse, il admet une quasi-section étale, i.e. il existe un
changement de base étale X’ — X tel que V, (e) x x X’ admette une section. Ainsi
si Vi (e) est muni d’une G, x-action libre, alors il existe un recouvrement étale
U= (X]— X),c; de X trivialisant 7 : Vi (e) — X. Autrement dit, 7 : Vi (e) — X
est localement trivial pour la topologie étale, donc est localement trivial pour la
topologie de Zariski puisque le groupe additif est un groupe spécial (cf. A.3.4 et
[43]). Tl reste donc seulement & vérifier que V; (e) peut étre muni d’une action libre
de G4 x, ce qui fait I'objet du lemme (11.2.11) ci-dessous. O

Afin de munir V; (e) d’une G, x-action libre, il suffit de modifier légérement la
construction des dérivations localement nilpotentes canoniques Jy ., (6.3.3).

LEMME 11.2.11. Pour toute feuille e € Fe(I') au niveau m = [(| e)p la A-
dérivation

m— 9 m 9 -
f h(F)ag,h(F) = f (9—)(0 + f ! Z ag,m (Ge (g))

e€Par(T")

0
D A[l,A¢ [T
ox. © era (A[L], Ay [I7)
induit une A-dérivation localement nilpotente Oe,, de B.(e) = T (X, W*OV*(S)),
correspondant & une action libre de G4 x sur Vi (e).

DEMONSTRATION. Notons éem = fm_h(r)ég7h(1"). Puisque la fibre C, = 71 (D)
du morphisme 7 : V, (¢) — X est isomorphe & AL (11.2.8), I'image de f dans B, (e)
engendre I'idéal de 7=! (D). D’autre part I'idéal de C. dans V (g) est engendré par
image de I'idéal I (g)(e) C A[[] de (11.2.8). Pour montrer que ., induit une
dérivation localement nilpotente de B, (e), il suffit par conséquent de vérifier que
Bg.n(r) (A[T]) € (I(g) (e))" ™7™ Notons (| e)p. = {eg < e1 < -+ < ey, = €}. Pour
tout sommet e’ de T' au niveau k, 0 < k < h(T') — 1, on a, par construction
(6.3.3) gg,h(r‘) (Xo) € fPO=F=1A[T]. En particulier 5g7h(r‘) (X.,) € fMM—mA
pour tout i = 0,...,m — 1. Nous allons maintenant montrer par récurrence que
pour tout ¢ # m et tout sommet €' € Par (I') \ (| e)p au niveau k, tel que e; soit
le premier ancétre commun de e et €, 591}1(1‘) (Xe) € (I(g) (e))h(r)ﬂ;
Ge (g) = A (g) Fer (g) on a donc

~ _ dFe/ g ~ _ =
Og,n(ry (Xer) = Aer (9) f 1W((?)ag,h(l“) (Xparer)) + " Fer () 9g,n(r) (Aer (9))

2 .
. Puisque

ot, soit par hypothése de récurrence, soit du fait que Par (') =¢; , on a

{ ) Bgn(r) (Xpas(en) € (I (g) (€))" 0771 0 prO=K AT |
Dg.n(ry (Aer (8)) € (I(g) ()" D771 fAO=F1A[D] < (1 (g) (e))" 7.

En effet Acs (g) ne contient que les variables (Xe) e anc(par(ery)- O par définition,

w(€116) (Xe, ,) € I(g) (e) divise Ay (). Ainsi Jg pry (Xer) € (I (g) (€))7

h(I)—

comme annoncé. On a montré que ég7h(1") (A[T]) € (I(g)(e) " donc que

5e,m = fm_h(r)égyh(r) induit une dérivation localement nilpotente 0 de B, (e).
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Il reste & montrer que la G, x-action correspondante sur V (e) est bien libre,
autrement dit que I'idéal engendré par O (B, (e)) est 1’idéal unité. Notons X, et
X.,._, les images dans B, (e) des variables Xy et X, _, de A[I']. Par construction,
d (Xo) = f™, tandis que l'on obtient, par récurrence que

Den (Xey ) = PF+ [ H dF, (g) )~ W (Xo) = Pf+ H dFeI

i—1 511

pour un certain polynome P € A {XO, (Xe,) m71:|' Or, par définition de

7=0,...,
F., (g), il existe un polynéme @ € A [X,, ,] tel que
dFei (g) a—— o
dTH = w (6i+16i) (X€i71) Q + . H w (e’ei) (Xeiil) 5
v e’eFils(e;)\{ei+1}

de sorte que 0 (Xemfl) a la méme image dans
B.(e)/fB.(e) ~ A[l]/1(g) (e) ~ (A/fA) [Xe,_,]

N

que a = H (aera; — Geryre;) € A, ORw (e’ei) = Qe o, +t. Puisque par
e’€Fils(e;)\{ei+1}

hypothése (11.1.1), I'image de aer,q, — Ge, e, dans A/fA est inversible pour tout

e’ € Fils (e;) \ {ei41}, on conclut que d (X.,,_,) est inversible modulo f, donc Pest

encore modulo f™ pour tout m > 1. Ainsi 9 (X.,,_,) et 8 (Xo) = f™ engendrent

l’idéal unité de B, (e), ce qui conclut la preuve du lemme. O

11.2.12. On déduit maintenant de la description ci-dessus que Vj (e) est iso-
morphe & AL = Spec (A[T.]), ot T, est une nouvelle variable, et que cet isomor-
phisme est équivariant lorsque ’on munit Vi (e) de la G, x-action induite corres-
pondant a la dérivation localement nilpotente 9y 5y de By = A[T]/I(g) et Ak
de l'action par la translation tordue tyna)-m, ot m = [(l e)p. Ainsi, la discus-
sion ci-dessus montre que pour tout arbre A [t]-pondéré g = (', w) satisfaisant aux
hypothéses (11.1.1), et de feuilles Fe (I') = {e1,...,e,}, le schéma V (g) muni de
la G, x-action correspondant & la dérivation localement nilpotente dy 5,y est un
schéma de Danielewski-Fieseler

V(@)™ X () =X D)X

de base (X,D =div(f)), associé au G, x-torseur trivial, de type (n,[y]), ou les
coefficients du multi-indice [¢] sont définis par p; = h (I') — (] €;), ce qui termine
la preuve du théoréme (11.2.1).

11.3. Compléments sur les schémas V,

Etant donné un arbre A[t]-pondéré g = (I',w) satisfaisant aux hypothéses
(11.1.1), nous donnons, pour terminer ce paragraphe, un procédé permettant de
construire une collection de fonctions de transition § = {g;; € A} pour le schéma
de Danielewski-Fieseler 7 : V (g) — X correspondant. Il apparait qu’une collection
de ce type est, pour l’essentiel, uniquement déterminée par la fonction de poids
w: E(T) — A[t], et peut étre déterminée a partir des poids par un procédé algo-
rithmique récursif.

La mise en place de ce procédé fait l'objet des lemmes (11.3.1)-(11.3.3) ci-
dessous.

LeEmMME 11.3.1. Soit g = (T',w) un arbre Al[t]-pondéré satisfaisant aux hypo-
théses (11.1.1) et soit e € Fe(I') une feuille de I' au niveau m = (| e)p. Notons

(le)p ={eo<er<---<em=ce} et w(e16;) = Geyyye; +t, 0 =0,...,m— 1.
Alors il existe des éléments by, by,...,by,—1 € A dépendant des coefficients a,, , e, ,
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1=0,...,m—1 tels que si l'on pose Zy = Z;":_Ol bifi € A, les éléments Z., € Ay,

i1 =0,...,m — 2, définis récursivement par les formules
Ze, = [71Ge, (9) (Z07 Zegs s Z&i—l) 7w (eerlez Zeiy H F{eﬁl} 6171)
s’écrivent sous la forme Zo, = —ac, 5c,,, + f& pour un certain & € A.

DEMONSTRATION. Notons que par définition

i+1
Geia ( H Flem (g)w (eiraein) (Xe,) € A[Xo, Xeg, - Xei]
ot w(€r2€i41) (Xe;) = Geyyn,ers + Xe, € A[Xe,]|. Par conséquent, si Z,, ..., Z,
satisfont les conditions énoncées alors Z., , = f Y'Geiir (8) (Z0, Zey, - -+ Ze,) € Ay
est bien dans A puisque w (e;12€;11) (Zc;) € fA. Nous allons montrer qu’il est
possible de déterminer successivement les éléments bg,...,b,,_1 du lemme. Nous

posons tout d’abord by = —ae, ¢,- On a donc ! (ae, ¢, + Zo) = Z b1, de
sorte que

Yo, = [7'Ge(8) (Zo) = [~ w(er€d) (Zo) Fi (0) (Zo)

m—1
= (Z bi.]Ml) Fe{oel} (g) —Qey,eq T ijfﬂ
=1

Jj=1

N;
= Goot+fY o f!

Jj=1

ot pour tout j =0,...,m—2, & ; = ijFe{Oel} (9) (—ae,,e0)+Ro 5, Ro,; s’exprimant
comme un polynome en les éléments by, ..., b;, a coeflicients dans A. Les hypothéses
(11.1.1) entrainent que 'image de Fe{oel} (9) (—@e,,eo) dans A/fA est inversible. Il
existe donc by € A tel que ¢y, 0 = —ae,,e, + fEo pour un certain & € A. Ainsi défini,

No
i—1
Zey = —Geyre, + f E co,j f?
j=1

ot cg;1 = €1 +d et co; = Cp,; pour tout j = 2,...,m — 1, satisfait I'assertion du
lemme. De plus, pour tout j =1,...,m — 2, cg,; = ag,jbj+1 + Bo,; pour un certain
ap; € A dont la classe dans A/fA est inversible et un certain 8y ; € A pouvant
s’exprimer comme un polynome en les éléments b;, [ < j, & coefficients dans A.

Supposons maintenant les éléments by, ...,b;,, € A convenables choisis. Nous
pouvons alors supposer que Zo, Zey, - - - , Ze, s’écrive sous la forme

o—1

N;—1

—1
i = —Oeiiseipy T / Z ciyjfj )

j=1

Ze

ou, pour tout j tel que i +j < m — 2, ¢;; = o jbitj+1 + Bi; € A, ot la classe de
a;; € A dans A/fA est inversible, et ot §;; € A s’exprime comme un polynéme
en les éléments by € A, [ < i+ j, & coefficients dans A. Montrons alors que I’on peut
choisir b;,4+1 de telle fagon que

i
Zeio = fil HF(;{iei+l} (g) (Zei—l) w (eioJrleio) (Zeig—l)

=0

111



vérifie ’assertion du lemme et admette une écriture satisfaisant les mémes propriétés
que celles des éléments Zc,...,Ze, ,. En développant formellement la relation
définissant Z., suivant les puissances de f, on obtient de I'égalité

N;_ Nig—1

10 1
Zeio = ]:[F(;{iei+l} (g) —Qe;iei1 + f Z Ciflyjfjil Z Cio*lqujil
i=0 Jj=1 J=1
NiO
= Cip0+ fzéio,jf‘]_l + T.Qi, (Te) s
j=1

ou pour tout jo tel que ig + jo < m — 2
i0
6io,jo = H Fe{ieHl} (g) (70‘61'781'71) Cig—1,j0+1 + Rio,jo
i=0

pour un certain Rio,jo pouvant s’exprimer comme un polyndéme en les éléments
Cio—1,jo» - +»Cig—1,1 €t (Civl)i<i0—1' Par hypothése de récurrence, pour tout jo tel
que iog + jo < M — 2, Cig—1,jo+1 = Qig—1,jo+1Dig+jo+1 T Big—1,jo+1 € A pour un
certain élément «;,—1 j,—1 € A dont la classe dans A/ fA est inversible, et pour un
certain 3;,—1,j,+1 € A pouvant s’exprimer comme un polyndme en les éléments b;,
I <9+ jo. Ainsi, on a

i0
61’013'0 = O5—1,50+1 H Fe{iei+l} (g) (70’61',61'71) bi0+j0+1 + ﬂio,jo
1=0

ol B, j, peut s’exprimer comme un polynoéme en les éléments b;, [ < i + jo. Les

10

hypothéses (11.1.1) entrainent que la classe de H Fe{iei“} (9) (—ae,pe,,) dans A/ fA
i=0

est elle aussi inversible. Il existe donc b;, 41 tel que

1o
Gio.0 = Qig—1,1 | [ FA“(8) (=@esei ) biot1 + Bio o

i=0
et —Qe, 56,1 alent la méme image dans A/fA. On obtient alors I'égalité ¢;, 0 =
—Qe;y 42,e041 T fd pour un certain d € A, de sorte qu’en posant c;,,1 = Cj,,1 +d et
Cio,j = Ciy,j DoOUr tout j > 2, Zeio satisfait bien ’assertion du lemme et admet une
écriture sous la forme voulue. On peut finalement terminer la preuve par récurrence
sur I'indice 1 =0,...,m — 2. O

LEMME 11.3.2. Sous les mémes hypothéses que (11.3.1), considérons les élé-
ments Zeg, ...y Le,, _, Précédemment construits et posons Yo = Zo + f™T. € A[T.],
ou T, est une variable. Alors, pour touti=0,...,m—1, les éléments Y,, € Ay [T,]
définis récursivement par les formules

Ye, = f'Ge, (9) (Yo, Yeo, -, Ye, ) EAF[T], i=0,...,m—1
peuvent étre écrits sous la forme
Yo, = Zo, + Gf™ ML+ MR (T) € AITL), i=0,...,m—2

tandis qu’il existe (-1 € A, dont limage dans A/ fA est inversible et 3 € A tels
que

}/;WL—I = (B + C’m—lTe) + fRem71 (Te) cA [Te] .

DEMONSTRATION. Montrons par récurrence que pour tout i =0,...,m — 2, il
existe ¢; € A dont I'image dans A/fA est inversible, tel que

Yo, = Zeo + Gf ™ T+ f7R; (T0)
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pour un certain polynome R; € A[T.]. L’assertion est vraie pour ¢ = 0. En effet,
par définition de Zj, on obtient, en développant suivant les puissances de T, qu’il
existe un polynome Ry € A[T.] tel que

Yoo = f7w(@ed) (Zo+ 1) (FH @) (Zo+ /7T2))

m—1
ST b fL | B (9) (Zo 4 fT)

j=1

m—1
= FloV (@) (Zo) | Db 771 | + 7 ELY (9) (Zo) T + £ Ro (T)

j=1
= Zey+ f"TELY (9) (Z0) T + fMRo (Te) -

L'image de (o = FA™ (g) (Zo) dans A/fA est égale a celle de FA (g) (—ac,.c,),
donc est inversible (cf. 11.1.1). Supposons donc 'assertion vraie pour tout i =
0,...,i9 — 1 et montrons la au rang ig. En développant comme précédemment, on
conclut qu'’il existe un polynome R;, € A[T.] tel que

‘0
Yo, = flw(Eeini) Vi) | [ FLod (o) (ve,)
Jj=0

7 (fiot + PG Te + [ Ry 1 (T2)) [[ Bl () (Y, )

=0

iQ
= (o1 + " o T) [T FLet (9) (Ze, 1) + 1770 Ry (T2)
j=0

On a donc bien, par définition de Z, ,
Yeig = Zei[) + fm71071Ci071 H Fe{jej+1} (g) (Zej—l) Te + fmiZORio (Te)
§=0
tandis que I’hypothése de récurrence assure, en conjonction avec les hypothéses
(11.1.1) et la construction des éléments Z., € A, i = 0,...,i9p — 1, que I'image de

0

Cio = Cig—1 H Fe{jej“} (9) (Zej,l) € A dans A/fA est bien inversible. Le méme
§=0

argument permet finalement de conclure que

m—1
}/em,l = (§m72 + Cm72Te) H Fe{jej+1} (g) (ZEj—l) + fR (Te)
=0
= (B + Cm—lTe) + fR (Te)
otll, par construction, l'image de (,—1 = g“m_gwﬁl Fe{ff“} (9) (Ze,_,) dans A/fA
est bien inversible. = ]

LEMME 11.3.3. Sous les mémes hypothéses que (11.5.1), considérons les po-
lynomes Yo,Ye,,...,Ye € A[T.] construits en (11.8.2). Alors pour tout e’ €

?) T €em—1

Par(T)\ (| e)p les éléments Y. € Ay [Te] définis récursivement par la formule
Yoo = f_lGe’ (g) (Yb’ (Ye”)e”eAnc(e’)) < Af [Te]
sont des polynémes Yo € A[T,].
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DEMONSTRATION. Puisque €’ € Par (I') \ (| e)p, le premier ancétre commun de
e’ et e est un sommet e; € (] e) pour un certain ¢, 0 < ¢ < m — 1. Ainsi pour
tout e’ € (| &)\ (| e), le polynome A.~ (g) des ancétres de e” est divisible par
w (€;41€;) (Xe,_, ). En particulier, si e” = Fils (e;) N (| ¢’)p. alors,

Yor = [ A (9) (Yo, Yeor -5 Yei ) Fer (8) (Ye,) € AT
puisque par construction
w(er1€) (Ye,,) = Gerpyes + Ze, +Gf ™" T+ [ R (To)
= [&+ G T+ TR (T
est divisible par f. On conclut alors par récurrence, suivant le méme argument, que
Y. € A[Te] pour tout e’ € (| €’), donc en particulier que Yo € A[T,]. O

Les constructions ci-dessus aboutissent finalement au résultat suivant :

PROPOSITION 11.3.4. Soit g = (T, w) un arbre A|[t]-pondéré satisfaisant auz
hypothéses (11.1.1) et soit e € Fe (I") une feuille de I' au niveau m =1 (| e).. Notons
(le)p ={eo<er<---<em=e} et Vi(e) = V(g) |x. UCe louvert de V (g)
correspondant a la feuille e. Soient enfin Yy, (Ye’)e'epar(r) € A[T.] les polyndémes
construits en (11.3.2) et (11.3.3). Alors 'homomorphisme de A-algébres

¢: Al — A[T.], Xo — Yo, Xer = Yo, €' € Par(T)
induit un isomorphisme de A-algébres B, (e) =T (X, 7.V (e)) = A[T.].

DEMONSTRATION. Par construction des polynomes Yy, Y., ¢’ € Par (T'), la re-
lation

6 (A (@) = Aur (@) (Yo, (Ver)renne(ery) = FYer=Ger (8) (Yo, (Ver) e aneqery ) =0

est satisfaite dans A[T.]. D’apres (6.1.10), la relation

F6 (Bercer (8)) = FAr<e (8) (Yo, (Yer)ennc(er)) =0

est donc aussi satisfaite dans A [T,] pour tout e’ € Anc(e’). Puisque f n’est pas
diviseur de zéro dans A [T.], cela implique que ¢ (Ac<er (g)) = 0 dans A [T¢]. Ainsi,
¢ se factorise par un homomorphisme ¢ : B (g) = A['] /I (g) — A[T.]. La définition
de Yo = Zo + f™T. implique d’autre part que ¢ induit un isomorphisme de Ay-
algebres B (g), ~ Ay [Xo] 5 Ag[T.]. D’aprés (11.2.8), I'idéal de la composante
Ce C Vi (e) de la fibre 7=1 (D) est I'idéal

(@) (€) = { £.1(0) (@ersnes + Xei) g s} © AL,

et C. est isomorphe & A}, ~ Spec ((A/fA) [Xpar(e)])- On en déduit que ¢ (Q) €
fA[T.] pour tout @ € I (g) (e) puisque pour tout ¢ =0,...,m — 2,

Yvei - Zei + fm_i_lciTe + fm_iRi (Te) ou ZE'L = _a€i+27€i+1 + fgz

.....

D’autre part, puisque par construction Y, _, = f+(m—1Te+fRm-1 (T¢), ot 'image
de (-1 dans A/f A est inversible, ¢ induit un isomorphisme

AT /1(g) (e) ~ (A/fA) [Xe, ] = (A/FA)[T].

Ainsi I'image du X-morphisme Al — A;l((r) correspondant & I'homomorphisme ¢

est contenue dans l'ouvert V, (e) de V (g). Il est alors clair que le X-morphisme
induit 7 : AL, — Vi (e) est bijectif, donc est un isomorphisme puisque Vi (e) est
lui-méme isomorphe & A}, d’aprés (11.2.10). O
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11.3.5. On a montré que pour tout arbre A [t]-pondéré g = (T, w) satisfaisant
aux hypothéses (11.1.1) et toute feuille e; € Fe (I') au niveau m; = [ (] e;)p, il existe
G, = Zg € A tel que ’'homomorphisme de A-algébres

Tit A[Xo| = A[TY], Xo — 03 + f™T;
se prolonge en un isomorphisme 7; : B, (e;) — A[T;]. Par construction, 7; induit
un isomorphisme B (g); ~ B. (e;) ~ A [Xo] = Ay [Ti]. On obtient donc, pour
toute autre feuille e; € Fe (I') de I' au niveau m; = [ (] €;)p, un isomorphisme de
Aj-algébres 7; 071 1 Ay [T;] — Ay [T;] défini par
T, — f_mi (&j _ 51‘) 4 fmj_miTj — fm—h(l“) (&j . 5i) 4 fﬂi_ﬂjTj7

ou (11.2.1), p; = h(T') — m; et p; = h(I') — m;. Ainsi V (g) est isomorphe au
schéma de Danielewski-Fieseler de base (X, D = div (f)), de type (n,[u]), défini
par les fonctions de transition g;; = fHi—h(I) (6; —&;) € Ay, donc au schéma de
Danielewski-Fieseler 7 : W = ng({;‘g?&) — X (7.1.11) associé 4 la paire (\,5), oit
o= {5‘1' S A} .

11.3.6. On observera que par construction, la restriction sur V (g) de la pro-
jection pry, : A%F)H — AL = Spec (A [Xo]) induite par U'inclusion A [Xo] C A[l]
coincide, via I'isomorphisme V (g) ~ W, avec le morphisme G, x-équivariant cano-
nique Y ry,5) : W — A% (7.1.13) correspondant & la donnée de la paire (h (T),5).
En particulier, lorsque 'on munit W de sa structure canonique de G, x-quasi-
torseur correspondant a la section canonique sp,; € I'(X (n), O [u]) et V (g) de la
Gg,x-action définie par la dérivation localement nilpotente 9y )y € Dera (B (g))
induite par la dérivation localement nilpotente dg ., € Der 4 (A [T (6.3.3), 'isomor-
phisme W = V (g) est équivariant, et I’on obtient, par composition avec I'immersion
fermée équivariante V (g) — A%F)H, un plongement équivariant W — A%F)H
prolongeant le morphisme équivariant canonique ¥ ,(r)s) : W — AL,
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Troisiéme partie

Surfaces de Danielewski






CHAPITRE 12

Combinatoire des surfaces de Danielewski

Nous revenons dans le présent chapitre a I’étude des surfaces de Danielewski Sy
et S5 de A} = Spec (C [z, y, 2]), définies par les équations zz—y (y + 1) = 0 et 2%z —
y (y + 1) =0, qui ont servi de motivation a I'introduction et au développement de la
notion générale de schéma de Danielewski-Fieseler. Rappelons que via la restriction
de la projection pry : A2 — X = Spec (C[z]), ces deux surfaces sont des schémas
de Danielewski-Fieseler de base (X, D = div (x)) attachés au G, x-torseur trivial
p: AL — X.

Dans ce chapitre, nous fixons un corps k de caractéristique nulle, et nous consi-
dérons plus généralement la classe des schémas de Danielewski-Fieseler 7 : S — X =
Spec (k [z]), de base (X, D = div (z)), attachés au G, x-torseur trivial p : AL, — X,
tels que S soit un schéma affine. Par analogie avec les surfaces S; et S5, nous
appelons ces schémas surfaces de Danielewsksi.

Ces surfaces ont été déja introduites dans [14], dans le cas particulier ou k = C,
sous l'appellation de surfaces de Danielewski généralisées. Il ressort de cet article
que ces surfaces peuvent étre décrites, & isomorphisme prés, de maniére purement
combinatoire, par 'intermédiaire d’une certaine classe d’arbres pondérés v = (T, w).
Précisons que nous utilisons ici des arbres pondérés v d’une maniére totalement
différente de celle du chapitre 6, la notation -y utilisée ci-dessous ayant d’ailleurs pour
but d’éviter les risques de confusion. Nous relierons cependant, dans le chapitre 14,
les deux constructions distinctes de surfaces de Danielewski obtenues respectivement
a partir d’arbres k-pondérés « et k [z] [t|]-pondérés g.

Dans le présent chapitre, nous montrons que l’essentiel des constructions de
[14] s’adapte sans difficulté & un corps de base k quelconque. Signalons cepen-
dant que pour rester en accord avec la notion générale de schéma de Danielewski-
Fieseler développée précédemment, la présentation que nous faisons ici est duale de
celle introduite dans loc. cit., cette dualité se manifestant principalement lors de la
construction de ’arbre pondéré associé & une surface de Danielewski.

La lecture de ce qui suit ne requiert pour I’essentiel que la connaissance de la no-
tion combinatoire intuitive d’arbre orienté. Cependant, certains détails techniques,
notamment ceux relatifs & la construction d’arbres par recollement de chaines, mé-
ritent un traitement rigoureux qui ne peut étre mené & bien qu’en introduisant un
formalisme adapté. Afin de ne pas perturber 'exposé, nous avons rassemblé 1’en-
semble de ces résultats techniques, ainsi que la terminologie correspondante dans
Pannexe (C) de cette thése.

NOTATION 12.0.7. Un corps k étant fixé, nous notons A = k [x], X = Spec (k [z])
la droite affine A}, xo = div (z) et § : X (n) — X la n-duplication de z dans X
au sens de (8.1.1). Les points fermés de 6= (z0), que nous appellerons dorénavant
les origines de X (n) seront notés x1 (n),..., 2z, (n). Conformément & la notation
(8.1.5), nous désignons par x (n) = x1 (n) +- - -+, (n) le diviseur image inverse de
T par 0.
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12.1. Définitions et résultats préliminaires

DEFINITION 12.1.1. On appelle surface de Danielewski tout X-schéma affine
isomorphe a un schéma de Danielewski-Fieseler de base (X = Spec (k [z]) , zo = div (x)),
attaché au G, x-torseur trivial p: Al — X.

12.1.1. Conventions de construction. Par définition, une surface de Da-
nielewski 7 : S — X admet une structure de torseur p (n) : S — X (n) sous un fibré
en droites V (O [—p]) ., ot [u] € Z%, au-dessus de la n-duplication § : X (n) — X
de o dans X = Aj. Un tel multi-indice [u] n’est évidemment déterminé qu’a 'ad-
dition prés d’un multi-indice constant [0], ou v > 71-3{1111”(/“)’ les diviseurs ef-

fectifs [p]z (n) et ([u] + [0]) x (n) étant en effet linéairement équivalents puisque
[0]  (n) = div (6*z") est principal.

n
12.1.2. Rappelons d’autre part que S s’identifie au X-schéma quotient |_| Akl/ ~
i=1
obtenu en recollant n > 1 copies S; = S |x,(m)~ Ak = Spec (A[T}]) de la droite
affine de base X, au-dessus de l'ouvert X, = X \ {x0} ~ Spec(A4;), via des
isomorphismes de A,-algébres A, [T}] = A, [T5], T — Gij + x# T associés a
(1] = (u1,... pun) € Z%, et & une collection g = {gi;}, ,_, , de fonctions de
transition g;; € A, = k [z, ] satisfaisant les relations de cocycle "tordues”

{ Gji = —axliTRig;

gik = Gij TG

Le fait que les recollements et les relations de cocycles ne dépendent que des dif-
férences p; — p; implique que remplacer [u] par [p] + [0] tout en conservant les
mémes fonctions de transition conduit & un X-schéma identique a S. Cela incite a
ne plus considérer des multi-indices [u] € ZZ, mais seulement des classes d’équi-
valences de multi-indices de ce type modulo 'addition de multi-indices constant
[0]. Si l'on ne souhaite pas travailler avec des classes d’équivalence, on peut tout
aussi bien choisir une fois pour toutes un représentant de chaque classe, ce qui peut
d’ailleurs se faire de maniére canonique puisque pour tout multi-indice [u] € ZZ,,,
il existe un unique représentant [pmin] = [¢] — [0] € Z2, de la classe d’équivalence
de [u], correspondant & l'entier © = min (p;), ayant au moins un de ses coef-

1=1,...,n

ficients égal & 0, et les autres > 0. En choisissant cette description en terme de
classes d’équivalence de multi-indices, on abandonne évidemment l’approche qui
prévalait jusqu’alors, consistant & considérer un schéma de Danielewski-Fieseler
m: W — X de type (n,[u]) attaché au G, x-torseur trivial comme muni cano-
niquement de la G, x-action par translations tordues correspondant & la structure
de G, x(n)-quasi torseur sur p(n) : W — X (n) induite par la section canonique
s € T'(X (n),O[u]). Il n’en demeure pas moins que tout surface de Danielewski
m: S — X peut étre équipée d’une G, x-action du type précédent, ce qui revient &
choisir un représentant de la classe d’équivalence du multi-indice [u] € ZZ%,.

12.1.3. Plus généralement, d’aprés (3.1.9), les structures de G, x (,,)-quasi-torseur
sur p(n) : S — X (n) sont en bijection avec les diviseurs effectifs sur X (n) linéai-
rement équivalents & [u] z (n). Puisque X = A}, tout diviseur de ce type est de la
forme [u]x (n) + div (6*2V f), ou f € k[z] \ zk[z] et v > —i_r{linn(ui), de sorte

que la structure de G, x(n)-quasi-torseur associée a un tel diviseur correspond en-
core & une G, x-action sur S. On notera en particulier que le représentant cano-
nique [pmin] € Z2, de la classe d’équivalence de [u] correspond au diviseur effectif
[ftmin] z (n) linéairement équivalent & [p] z (n) pour lequel le cycle des points fixes
(3.3.3) du G, x(n)-quasi-torseur associé¢ est minimal. On en déduit la description
suivante des G, x-actions sur 7 : S — X.
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PropPoOSITION 12.1.4. Toute G, x-action sur S correspond a une structure de

Ga,x -quasi-torseur définie par une section fs, .1 pour un certain f € A.

DEMONSTRATION. Toute G, x-action non triviale sur S induit une G, x,(n)-
action non triviale sur S; = S |x,(») pour tout i = 1,...,n. Puisque S; ~ Aki(n),
cette action est nécessairement une translation tordue ty, pour un certain élément
fi € T(X;(n),0xn) \ {0} ~ A\ {0}, donc correspond & un homomorphisme de
co-action A[T;] — A[T;,T] ~ A[T;]®a A[T),T; — T; + fiT. Ces actions sont com-
patibles avec les isomorphismes de recollement, définissant S si et seulement si la
relation f; = x#i~# f; est satisfaite dans A, = k [z, 27| pour tout couple d’indices
i # j, i.e., si et seulement si les sections locales 2 #i f; € T'(X; (n),O [u]) se re-
collent en une section globale f. Il existe donc une section f € T (X (n), KX(n)) ~
I'(X,Kx) = Frac(A) telle que f= I S[pmia] SOt divee (f) = Azo + D, ou A >0,
D > 0 et Supp (D) C X, le diviseur des poles de f € Frac(A). On en déduit
que div (f) = 0*divo (f) + 320, (i — A) 2 (n) — 0* D est effectif si et seulement

si D =0et A=0, car, par définition du multi-indice [tmin], il existe au moins un

Y

indice 7 tel que p; = 0. Ainsi f € A, ce qui termine la preuve. O

12.1.2. Reformulation du critére d’affinité. D’apreés (7.1.14), tout schéma
de Danielewski-Fieseler 7 : W — X de type (n, [u]), attaché au G, x-torseur trivial
A%, admet des fonctions de transition sous la forme

Gig =" NG~ 6) €k[raT] iA i i=1...,n

pour un certain entier A > max (u;) et une certaine collection 6 = {5;}
= n

1=1,...,n
de polyndomes &; € A = k|[z], ces données étant déterminées par le choix d’un
morphisme de schémas de Danielewski-Fieseler ¢ : W — Al qui s’identifie alors au
morphisme G, x-équivariant canonique 1y 5y : W — Ak (=) (7.1.13). On déduit
de plus de (9.1.11) qu’a isomorphisme prés, la collection & peut étre choisie de telle
sorte que deg (6;) < A — p; pour tout i =1,...,n .

12.1.5. Toute surface de Danielewski admet par conséquent une présentation
analogue, si ce n’est que l'entier A et le multi-indice [u] € Z%, ne sont alors définis
qu’a l'addition prés d’un entier v > — I{lin (i) et du multi-indice constant [0]

i=1,...,n

respectivement. Néanmoins, suivant (7.1.11), une surface de Danielewski de ce type
n,[u])
\,6)

affine , entier A (ou plutot sa classe d’équivalence) et la collection & ne sont pas
quelconques, le corollaire (10.1.4) et le théoréme (10.2.1) permettant de déterminer

plus précisément que si n > 2 alors Sy 5 est affine si et seulement si

sera notée Sy 5) = S(( . Une surface de Danielewski S, 5) étant par définition

A> max (i) et ordg, (65 —&;) <min (A — ps, A — py)
1=1,...,n
pour tout couple d’indices i # j, cette condition étant en effet la seule & garantir
que les fonctions de transition g;;, G € k [z,zfl] aient toutes deux un poéle en
xp. On notera au passage que les deux contraintes ci-dessus sont compatibles avec
la description en terme de classes d’équivalence, puisqu’elles demeurent inchangées

lorsque I’on remplace [p] et A par des données équivalentes [u] + [0] et A + v. On
obtient donc la description suivante :

PRrROPOSITION 12.1.6. Toute surface de Danielewski est isomorphe a un schéma

de Danielewski-Fieseler  : S((;’g’;]) — X pour des données n > 1, [u] € Z%;, A >0
et 6 = {6; € k|x]} satisfaisant les conditions suivantes :

1) Sin=1, alors A > p.

2) Sin > 2, alors A > ,ax (i) et ordy, (65, —0;) < min (A — g, A — ;)

pour tout couple d’indices i # j.
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12.2. Arbre pondéré associé a une surface de Danielewski

L’ensemble des surfaces de Danielewski de la forme S((;’g;]) admet une descrip-
tion combinatoire simple en termes d’arbres finement k-pondérés. Nous renvoyons
le lecteur a I’annexe (C) pour un exposé complet sur ces arbres. Rappelons sim-
plement qu’un arbre finement k-pondéré v = (I, w) est un arbre fini orienté I, de
racine eg, muni d’une application de poids w : E (') — k, de 'ensemble des arétes
de I" & valeurs dans le corps k, telle que pour tous deux sommets distincts e et €’ de

— —_
I’ partageant le méme parent e”, on ait w (ee”) #w (e’e”). Nous nous proposons
[u])

ici d’établir une bijection entre ’ensemble des surfaces de Danielewski S((; ) ou

6 ={6:},_, , est une collection de polynomes

A—pi—1
o; = E wmxjekz[x], i1=1,...,n
=0

de degrés deg (5;) < A — p;, et Pensemble des arbres finement k-pondérés.

12.2.1. Arbre pondéré associé a une surface de Danielewski. Etant
donnée une surface de Danielewski S = S((;’C[}’;D, nous construisons ci-dessous un

arbre finement k-pondéré ~g.

12.2.1. Supposons tout d’abord que n = 1, ce cas correspondant aux surfaces
de Danielewski S = S&gi; qui sont isomorphes & Al.. Une fois des représentants
u1 > 0et A > py fixés, la donnée du polyndéme &7 équivaut alors simplement & la
donnée du morphisme ¢ : A} — Al induit par I'homomorphisme de A-algébres
A[T] — A[T),T ~ 1 + 2 MT. Si A = yu, alors nous posons vs = {eg} , c’est &
dire ’arbre trivial & un élément.

Sinon, si A— p1 > 1, nous construisons une chaine k-pondérée v5 = (I's, wg) en
équipant la chaineI's = {eg < e1 < -+ < ex—y, } de longueur A— g de la fonction de
poids wg : E (I's) — k définie par ws (€j41€;) = w1; pour tout j =0,..., A\—pu;—1.

12.2.2. Supposons maintenant que n > 2. Nous formons alors, suivant le méme
procédé que précédemment, n chaines k-pondérées v; = (I';,w;) en équipant les
chaines I'; = {e;0 < --- < ejn,}, de longueur n; = A — p; > 1, des fonctions de
poids respectives w; : E (I';) — k définies par

S EEEE———— .
w (€ij11,i€i5) = Wig, J=0,...,X—pi—1.

Puisque S est affine, n;; = ordy, (6; — ;) < min(n;,n;) d’aprés (12.1.6). Ainsi,
d’aprés (C.3.5), il existe un unique arbre finement k-pondéré v¢ = (I's,ws), de
feuilles e;, i = 1,...,n, et des isomorphismes de chaines pondérées n; : v; — (| ei)vs
tels que n; ({ei0 <+ < ein, b wi) = (1 €i)ys N (L ej),, pour tout i = 1,...,n,
ceci revenant & dire que ’arbre yg est obtenu en recollant entre elles les chaines k-
pondérées v; le long de leurs sous-chaines maximales pondérées ({ew <o < €y }

EXEMPLE 12.2.3. D’aprés (9.2.9), la surface S3 C A% = Spec (k [z] [x,y, z,u])
définie par les équations

rz—yy+1)=0, yu—22(z+1)=0, a2u—(y+1)z(z+1)=0

devient, via la restriction 7 : S3 — X de la projection pr, : A% — X, une surface
de Danielewski définie par le multi-indice [u] = (1,0,0) € Z32,, lentier A = 2, et
les trois polynomes 61 = —1 , G2 = —x et 63 = 0. L’arbre finement k-pondéré ~g,
correspondant & ces données est donc le suivant :

122

w;).



12.2.2. Surface de Danielewski associée a un arbre pondéré. Récipro-
quement, tout arbre finement k-pondéré v = (I',w) détermine une surface de Da-
nielewski S () obtenue de la maniére suivante.

12.2.4. Ennotant (| e;), = {e;0 = €0 < -+ < €;,5, = €}, les sous-chaines maxi-
males pondérées de longueur n; > 0 de 7 correspondant aux feuilles eq, ..., e, de T,
nous obtenons, suivant le procédé inverse de celui exposé précédemment, les données
suivantes :

a) un entier A\ = h (T'),

b) un multi-indice [ ()] = (1 (V) 5+ -, (7)) € ZZ, OU py = X — 1y,

¢) une collection & (v) = {; ()}, ., de polynomes

n;—1
5’1' ("}/) = Z w(6i1j+11i6i1j)50j Gk[l‘], 1= 1,...,71.
7=0

L’arbre  étant finement pondéré, ’entier A et la collection & (v) satisfont les condi-

tions (12.1.6), donc définissent une surface de Danielewski S (y) = Sg;g’é%;b On
notera en particulier que par construction le multi-indice [ ()] est le représentant
canonique (12.1.3) de sa classe d’équivalence puisque au moins un de ses coefficients
est égal & 0. Puisque dans la définition d’une surface de Danielewski S((j\l,’gﬁ]) I’entier
A et le multi-indice [p] ne sont déterminés qu’a équivalence prés, on conclut que les
applications S +— g et v +— S () sont réciproques 'une de l'autre, ce qui conduit
au résultat suivant :

PRrROPOSITION 12.2.5. L’ensemble des surfaces de Danielewski S((;’OL’;D définies
par des collections & = {6; € k[z]},_, , de polynémes de degrés deg (G;) < A — i

est en bijection avec l'ensemble des arbres finement k-pondérés.

12.2.6. Plus généralement, pour toute surface de Danielewski S = S de-

(>\76.)
finie par une collection & = {6;},_, ,, de polynomes &; € k[z] ne satisfaisant
nécessairement deg (5;) < A — p; pour tout ¢ = 1,...,n, il est encore possible de

construire un arbre finement k-pondéré g, en tronquant chaque polynéome &; au
degré A — p; — 1. La surface de Danielewski S (yg) correspondant & l'arbre ainsi
obtenu est alors isomorphe & S d’aprés (9.1.11). Toute surface de Danielewski étant
isomorphe a une surface de ce type (cf. 7.1.14), on obtient finalement le résultat
suivant.

THEOREME 12.2.7. Toute surface de Danielewski est isomorphe & une surface
m: S (v) = X définie par un arbre finement k-pondéré v = (I, w).

12.2.8. Par construction, la surface de Danielewski S (y) associée & un arbre
finement k-pondéré v = (T',w) qui n’est pas une chaine, est définie par le multi-
indice [p ()] et les fonctions de transition

gij = 2" D71 (55 () =i (7)) =27 (65 (v) = 6 (7)) € k [z,27 ],
ou par deéfinition de u; (7), n; > 1 désigne la longueur de la sous-chaine maximale
(| €;)p définie par la feuille e; de I" correspondante. En notant e;; le premier ancétre
commun des feuilles e; et e;, 'entier n;; = ordy, (6; (v) — d; (7)) s’identifie & la
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longueur de la sous-chaine (| e;;) de T', tandis que les entiers m;; := —ordy, (gi;)
et mj; := —ordy, (§;:), qui satisfont la relation m;; = n; — n;; = my; + nj; — n,,
s'identifient respectivement aux longueurs des sous-chaines [e;;, e;] et [es;, ;] de
T

—————e—90¢;

' Nij -——————e-————-9—0¢;

mij

12.3. Isomorphismes de surfaces de Danielewski

Ce paragraphe est consacré & 1’étude des classes d’isomorphismes de surfaces
de Danielewski, considérées comme des X-schémas. Nous laissons en particulier de
coté le probléme épineux consistant & caractériser les classes d’isomorphismes de
surfaces de Danielewski dans la catégorie des k-schémas.

12.3.1. Critéres généraux. D’aprés (9.1.11), deux surfaces de Danielewski
S (resp. S') définies par un multi-indice [u] € Z%, (resp. [u'] € Zgo) et une collec-

tion de fonctions de transition § = {gi;}, ;_, _, (resp. ¢’ = {ggj}iﬁjzlmn), sont
isomorphes en tant que schémas de Danielewski-Fieseler si et seulement si n = n/
et s’il existe une permutation ¢ de I’ensemble d’indices {1,...,n} et une collection

7 ={fi}i=1. v de polynomes 7; € k[z], tels que pj = pig(;) pour tout i =1,...,n'

et

Jij = Gowypy) + O TIOT; =7
pour tout couple d’indices 7 # j,4,5 = 1,...,n’. Rappelons que cette caractérisation
repose essentiellement sur le fait quun X-automorphisme de Al équivariant pour
les G, x-actions par translations tordues de la forme tyx; (7.1.8) est nécessairement

induit par un k [z]-automorphisme de k [z] [T] de la forme T — 7; + T pour un
certain polynome 7; € k [x].

12.3.1. Plus généralement, d’aprés (2.5.5), tout X-automorphisme de AL est
induit par un k [z]-automorphisme de k [z] [T] de la forme T +— 7;4+a;T, ou 7; € k [x]
et a; € k*. Un raisonnement analogue a celui de la preuve de (9.1.11) montre alors
que S et S’ sont isomorphes en tant que surfaces de Danielewski si et seulement si
il existe a € k*, v € Z et une collection 7 = {7},_, ., tels que uj = pig) +v
pour tout i = 1,...,n" et tels que agj; = Gy(i)g(j) + "¢ 1D T; — T; pour tout
couple d’indices ¢ # j, 4,7 = 1,...,n’, la premiére relation provenant du fait que
les multi-indices [u] et [¢] ne sont plus définis qu’a équivalence prés, tandis que la
seconde exprime les conditions de compatibilité aux recollements d’une collection
d’isomorphismes locaux de la forme T +— 7; + a;T.

12.3.2. Critére combinatoire. Lorsque S et S’ sont deux surfaces de Danie-
lewski définies par des arbres finement k-pondérés v et 4’ respectivement, il devient
possible de décider si S et S’ sont isomorphes uniquement & partir des propriétés
de ces arbres. Rappelons au préalable (C.1.8) que le sous-arbre k-pondéré essentiel
Es () d’un arbre finement k-pondéré v = (T, w) est le sous-arbre maximal Es (T")
de I', enraciné soit en 'unique feuille &y de I" si I' et une chaine, soit en 'unique
ancétre commun ég des feuilles de I', pondéré par la restriction de la fonction de
poids w: E(I") — k.
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DEFINITION 12.3.2. Deux arbres finement k-pondérés vy = (T, w) et 7/ = (I, w’)
sont dit équivalents, s’il existe un isomorphisme d’arbres 7 : Es (I') = Es (I") entre
les sous-arbres essentiels de I'" et IV respectivement, un élément a € k* et une
collection b = {b; € k}izo...n_1> 0t h = h(Es(I')) désigne la hauteur de I’arbre
Es (T') tels que

w' (77 (eix1)M (ei)) =aw (ej41€;) +b;, i=0,...,h—1

pour tout aréte e;;1e; de Es (') joignant deux sommets e; 1 et e; aux niveaux i + 1
et i respectivement.

EXEMPLE 12.3.3. Etant donnés un entier v > 0, une collection w = {wp, ..., w,_1}
d’éléments de k, un entier n > 2 et une collection ¢ = {¢1,...,c,} d’éléments de k
deux & deux distincts v > 0, nous considérons ’arbre finement k-pondéré suivant, :

Par définition S (78) w C)) est la surface de Danielewski correspondant au multi-
v—1

indice [u] = [0] € ZZ, et & la paire (A,G), ot A = v+1et g; = ijxj + V¢
j=0

pour tout i = 1,...,n. Onadonc g;; = ! (¢; — ¢;) pour tout couple d’indice i # j.

Ainsi S ('y(”u,ch)) est isomorphe a la surface de Danielewski S (7(76’@,0)) définie par

le multi-indice [0] € ZZ, et la paire (1,5), ot & = ¢; pour tout i = 1,...,n.
n

En posant P, (y) = H (y — ¢;), le méme raisonnement qu’en (7.2.12) montre que
i=1

via le plongement (&1,&2) : S (78} w C)) — A% = Spec (k [7] [y, 2]) de composantes

&1 = Ya et & = 7P, (&), S (’yZ’O 0 C)) s’identifie & I'hypersurface d’équation

xz—P, (y) = 0. D’aprés [33] deux surfaces de ce type, correspondant respectivement

a des polyndomes a racines simples P, et P. comme ci-dessus sont isomorphes,
donc en particulier X-isomorphes, si et seulement si P. (y) = P. (ay + b) pour une

certaine paire (a,b) € k* x k. Ainsi deux surfaces de Danielewski S (V&w C)) et

S (W&,,M,’C,)) sont isomorphes si et seulement si les arbres vfu,ch)et 7(”;,71”,70,) sont
équivalents.

Plus généralement, les arbres finement k-pondérés définissant des surfaces de
Danielewski isomorphes sont caractérisés par le résultat suivant :

THEOREME 12.3.4. Pour que deux surfaces de Danielewski S (v) et S (v'), défi-
nies par des arbres finement k-pondérés v = (I',w) et v/ = (IV,w') respectivement,
soient des X -schémas isomorphes, il faut et il suffit que v et v soient équivalents.

DEMONSTRATION. Par construction, une surface de Danielewski S () est iso-
morphe & A si et seulement si  est une chaine k-pondérée. Toutes les chaines
pondérées étant équivalentes entres elles, le théoréme est donc démontré dans ce
cas particulier. Nous supposons donc dorénavant qui ni v ni 4’ ne sont des chaines,
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et, dans un premier temps que v et 7' coincident avec leurs sous-arbres essentiels
respectifs. Supposons alors que v et «' sont équivalents, et notons h leur hauteur
commune. Puisque I'image d’une feuille e, de I par I'isomorphisme =1 : I = T est
une feuille ey ;) = n~t(el) de T, ona p(y)= Hee) (v) pour tout i =1,...,n, ol
n désigne le nombre de feuilles de T" et I'V. Quitte & réordonner I’ensemble d’indices
{1,...,n}, on peut supposer que p1 (v') = qlin (w; (7). Par définition, il existe

i=1,..., n

a € k* et une collection b = {l;,« € k} tels que

r=0,..., h—1
h—pg)(v)—1
Gi(Y)=absiy (M) + D, bat, i=1,...,n,

r=0
de sorte que si ’on pose
h—p1(v')—1
T — _qgri(Y)-h Z b | €klx], i=1,...,n
r=h—pi(v")

on obtient finalement que les fonctions de transition g;; (') et gi; (y) correspondant
aux données ci-dessus satisfont les relations
a='gi; (7)) = oot (1) + xuqb(i)(v)—%(i)(v);-j —F

garantissant que S () et S (') sont des surfaces de Danielewski isomorphes.

Réciproquement, si S () et S (7') sont isomorphes, alors il existe une permuta-
tion ¢ de I'ensemble {1,...,n}, un entier v € Z, un élément a € k* et une collection
7 ={7i}i=1, ., de polynomes 7; € k[z], tels que y; (v') = pg(i) (v) + v pour tout
i=1,...,n et tels que agi;j (V') = Joiyei) (7) + ahe (MN=rem )F, — F pour tout
couple d’indices ¢ # j. Puisque par construction les multi-indices [u (v')] et [u ()]
ont chacun au moins un de leurs coefficients égal & 0, on conclut que v = 0, de
sorte que les sous-chaines maximales (| eg(;)) et (| €f)p, de I' et I ont la méme
longueur n; = h (I') — i (v') = h (I') = iy (v) > 1. La seconde condition équivaut
alors & lexistence d'un élément P € k [x,271] tel que

a0 G, (1) = Gy (7) + 2™ F+ P, i=1,...n.

Puisque v = Es(y) et v/ = Es(y’) sont des arbres finement k-pondérés, on a
nécessairement h (I') = h (I'). En effet, si h (') — h (I”) > 0, alors P € k[x] et on
obtient une contradiction car dans ce cas G4(;) () (0) = P (0) pour tout i = 1,...,n
puisque n; > 1. De méme, si h (") — h (V) < 0, alors la contradiction provient de
légalite ; (v') (0) = Q (0) pour tout ¢ = 1,...,n, ou Q@ = () o=k p ¢ [x].
Ainsi h (I) = (') et P =3 c,a” € k[z]. Les polynomes &; (') et G4(;) () étant
tous deux de degré < m;, on conclut que

n;—1

5 (7) = a 'ag) (v) + Z ale,z” i=1...,n.
r=0

Les entiers orda, (65 (7') — @i (7)) et ordg, ((G4(j) (V) — @) (7)), qui sont tous
deux strictement inférieurs & min (n;, n;), sont alors égaux puisque

65 (1) =& (7)) = a7 (Go(j) (V) = Gy (7)) + 2™ ) R
pour un certain polynéme R € k[x]. Les relations satisfaites par & (v) et & (y)
assurent finalement que vy et 7/ sont équivalents via I’isomorphisme n : I' = I
obtenu en recollant les isomorphismes de chaines 7; : (| eg@;))p — (1 €;)p selon le
procédé (C.2.1). Pour terminer la preuve, il reste & montrer que pour tout arbre
finement k-pondéré v = (T, w), les surfaces de Danielewski S (y) et S (Es (v)) dé-
finies respectivement par v et son sous-arbre essentiel Es () sont isomorphes. Or,
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par deéfinition de Es (y), h=h () —h (Es(T")) > 0, [u (7)] = [ (Es (v))], et il existe
alors un polynome P € k [z] de degré deg (P) < h tel que &; (v) = P+2"5; (Es (7))
pour tout i = 1,...,n, de sorte que S () et S (Es (7)) sont définies par les mémes
fonctions de transition, donc sont évidemment isomorphes. O

COROLLAIRE 12.3.5. Toute surface de Danielewski est isomorphe & une sur-
face définie par un arbre finement k-pondéré v = (Uo,wo) de feuilles ey, ..., e,
satisfaisant les conditions suivantes :

a) FO = FEs (Fo),

b)U(] el)ro <.l en)ro,

¢) la restriction de wo a la chaine (| en)p, est la pondération nulle.

DEMONSTRATION. D’aprés (12.2.7), toute surface de Danielewski est isomorphe
a une surface S () définie par un arbre finement k-pondéré v = (I, w). Un arbre
Yo convenant peut alors étre obtenu a partir de v en posant tout d’abord ' =
Es (v) = (Es(T") ,w), puis en réindexant si nécessaire les feuilles ey, ..., e, de Es(I)
de telle sorte que la condition b) soit satisfaite par 7', et en définissant finalement
la fonction de poids wg sur Es ('), & partir de la chaine maximale

(l en).yf = {en,O =e << €n,h = en}w

de longueur h = h (Es (")), par la formule wg (€;41€;) = w (€i71€;) — w (€n.it1€n.1)
pour toute aréte 6i+—16’£ de Es (T") joignant deux sommets e;41 et e; aux niveaux i+ 1
et i respectivement. Par construction, vy = (Es(T") , wp) est équivalent a ~’, donc a
7, de sorte que S (y) ~ S (y0) d’aprés (12.3.4). O

12.4. Exemples de surfaces de Danielewski

Nous donnons dans ce paragraphe une liste d’exemples de surfaces de Danie-
lewski, correspondant & certaines classes d’arbres particuliéres.

12.4.1. Surfaces de Danielewski définies par des cones.

DEFINITION 12.4.1. Un cone 2\, de hauteur h > 0 est est un arbre I' =
(N ('), <) enraciné en eq, tel que (N (I') \ {eo}, <) est soit vide, soit une réunion
disjointe de chaines de longueur A — 1. Un cone de hauteur 1 sera encore appelé un
triangle.

F1c. 12.4.1. Un cone de hauteur h.

D’aprés (12.3.3) les surfaces de Danielewski correspondant aux triangles fine-
ment k-pondérés (A, w) ayant n > 1 feuilles peuvent étre plongées dans A% =
Spec (k [z] [y, 2]) comme les hypersurfaces S C A% définies les équations zz — P (y),
ol P est un polynéme & n > 1 racines simples. Il s’agit 14 d’un cas particulier du
résultat général suivant :

PROPOSITION 12.4.2. Toute surface de Danielewski S (A, w) définie par un
cone finement k-pondéré (A, w) peut étre plongée dans A% .
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DEMONSTRATION. Si h = 1 alors A\, est triangle et le résultat provient de la
discussion ci-dessus. Notons e, ..., e, les feuilles de AA,. Sin = 1, alors A\, est une
chaine et S (Ap,w) ~ Al peut évidemment étre plongé dans A% . Nous supposons
donc dorénavant n > 2 et h > 2. La surface S = S (A, w) est alors définie par
le multi-indice [u] = [(A)} € Z%, l'entier A = h et la collection 5 () = {Gi},_; .,
des polynémes ¢; = Zw (€ij41€i,) ) € k[z]. Pour tout couple d’indices i # j,
on a de plus &; (0) # &; (0) puisque (Ap,w) est finement k-pondéré. Notons main-

tenant 7 : .S o) X (n) 2 X le morphisme structural de la surface de Danielewski

S. Par définition, les restrictions aux ouverts S; = S |x, ()~ Spec (k[z] [T3]) du
morphisme canonique ¥ 5(,)) : S — Ak = Spec (k [2] [T]) (7.1.13) sont induites
par les homomorphismes de k [x]-algébres

k2] [T] — k2] [T}], T+ &; + 2"T;, i=1,...,n,
donc induisent respectivement les homomorphismes constants

k [T] — k [Tz] 7T‘ — Cl,i = 5’1 (0) =w (6@161‘10) 5 ’L = 1, e, n.
Cela implique, en posant {1 = () 5(4)) et P1 = H (T = ¢1,4) que la section ra-
i=1
tionnelle z71P; (§1) € T'(X,,7.Og) s’étend en une section & € I' (X, m.Og). En
restriction aux ouverts S;, & est induit par les homomorphismes de & [z]-algébres

r—1
k [m] [T] — k [l‘] [Tz] , T — H (.Z'>\TZ +0; — cl,j) Zw (6i1j+16i7j) I 4 .Th_lTi
J#i Jj=1

induisant respectivement, puisque A > 2, les homomorphismes constants

N )
k [T] — k [,T’z] ,T = 0211' = H (Cl,i — Cl,j) w (eiﬁgeiyl) , 1 = 1, sy n.
j#i
Contrairement aux c; ;, les éléments cp; € k, ¢ = 1,...,n, ne sont pas néces-
sairement deux & deux distincts. Nous choisissons donc un sous-ensemble d’indice

21y+--52n C ...,y tel que les co ;. solen €uX a deux distincts et representen
{i1, ... iny} C {1,...,n} tel queles cz;, soient deux a deux distincts et représentent
na2

toutes les valeurs cp;, ¢ = 1,...,n, et nous posons P, = H (T — c2,5). On conclut
i=j
alors comme précédemment que 27 1P (&) € T' (X, m.Og) s’étend en une section
& € T'(X,m.Og). En répétant ce méme procédé h fois, on obtient finalement une
section &, € T' (X, 7.0Og) dont la restriction a chacune des composantes irréductibles
Ci=pn) " (z;(n)) ~ AL, i=1,...,n,dela fibre 7! (x) est une fonction co-
ordonnée. On en déduit finalement que le X-morphisme (&1,&,) : S — A% est un
plongement puisque & induit un isomorphisme S, = S |x, = Aﬁ(* et distingue les
composantes irréductibles de la fibre 771 (z0). O

12.4.3. Dans la construction précédente, les morphismes & et &, satisfont la
relation &, = 27 Py (27 Pz (- 27 P1 (&))) = 27°Q (2, &) pour un certain
polynéome @ € k[z,y]. Par conséquent, la surface S s’identifie, via le plongement
¢ = (&4,&) + S — A% = Spec (k[z][y,2]), & la normalisation de I'hypersurface
d’équation z°z — @ (z,y) = 0. La détermination précise de I'image de ¢ (S) fait
Pobjet d’un article en préparation ([16]), en collaboration avec Pierre-Marie Poloni,
dans lequel nous montrons que les surfaces de Danielewski S (A, w) définies par des
cones de hauteur h > 2 ayant n > 2 feuilles sont les hypersurfaces de A% d’équation
2"z — Q (z,y) =0, ot Q est un polynome tel que Q (0,y) € k [y] soit un produit de
n facteurs linéaires deux a deux distincts.
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EXEMPLE 12.4.4. A partir de 'arbre finement C-pondéré ~ suivant

o

on obtient fg = $_1P2 (.T_lpl (51)) ou P = (T2 — 1) etou P, = (T2 — 4) D’autre
part, on vérifie facilement que & = z72 (P (&) —2x6) €T (X, W*Os(v)) et que
(51,52) : S(y) — A% = Spec(C|z][y,2]) est un plongement dont I'image est

I’hypersurface non singuliére S, définie par I'équation 22z — y? + 2zy + 1 = 0.

12.4.2. Surfaces de Danielewski définies par des arbres complets. Un
arbre T' est dit complet si toutes ses feuilles sont au méme niveau h = h(T"), ou
encore, ce qui revient au méme, si toutes ses sous-chaines maximales sont de méme
longueur. Les chaines et les cones sont évidemment des exemples d’arbres complets.

Fi1g. 12.4.2. Un arbre complet de hauteur h = 3.

Pour toute chaine k-pondérée 7, la surface de Danielewski S = S(7) est iso-
morphe & Al ~ A%, tandis que d’aprés (12.4.2), pour tout cone finement k-pondérée
v = (Lp,w), la surface S () est isomorphe & une hypersurface de A% ~ A?. Ainsi,
dans ces deux cas particuliers, le Og-module inversible canonique wg de S est tri-
vial. Dans [1], Bandman et Makar-Limanov montrent que la surface S C AL =
Spec (C [z, y, z,u]) définie par les équations

xz—y(yQ—l) =0, yu—z(fol) =0, xy-— (yQ—l) (22—1) =0,
a un module canonique wg non trivial. D’aprés (12.4.11) ci-dessous, cette surface

S est isomorphe & la surface de Danielewski S () définie par I'arbre finement k-
pondéré v = (T, w) suivant :

On constate que v n’est ni une chaine, ni un cone. Plus généralement, on a la
caractérisation suivante :

ProOPOSITION 12.4.5. Pour que le Og-module canonique ws d’une surface de
Danielewski S = S () soit trivial, il faut et il suffit que v soit un arbre finement
k-pondéré complet.

DEMONSTRATION. Etant donné un arbre finement k-pondéré quelconque v =

n s
(T',w), notons 7 : S o) X (n) — X le morphisme structural de la surface de

Danielewski S = S (y) correspondante, n désignant le nombre de feuilles de I'. Par
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construction p (n) : S — X (n) est un torseur sous le X (n)-groupe V (O [—u (7)]) .
défini par le Ox,)-module inversible O [~ ()] associé au diviseur [—u (v)] 2 (n)
sur X (n). Pour tout indice i = 1,...,n, S; = S |x,n)=~ Spec (k [x] [T}]) de sorte que
I'on a des isomorphismes de Og,-modules ¢; : Qﬁ(/s |s;,— Og, -dT;. Au dessus de X,
on obtient la relation ¢; o qb;l (dT;) = x#i~+idT; qui prouve que Q}S’/X(n) s’identifie
a4 l'image inverse p (n)" O [—u (7)]. Puisque p(n) : S — X (n) est un morphisme
lisse, on obtient finalement
ws ~ Qg x(m) @ (1) Lx(nye = p(n)" O [—p (7))

car Qﬁ((n)/k ~ 5*9}(/16 ~ Ox(n) puisque X =~ A}. Ainsi wg est trivial si et seulement
si O [—u (7)] =~ Ox(n), ce qui n’est évidement le cas que si [i ()] est un multi-indice
constant, donc nul puisque par définition [u ()] a au moins I'un de ses coefficients
égal a 0. On a donc montré, par définition de [ ()], que wg est trivial si et seulement

si toutes les chaines maximales de T' ont méme longueur h (T"), c’est & dire si et
seulement si I' est un arbre complet. O

12.4.6. 1l est naturel de se demander si une surface de Danielewski S = S (v)
définie par un arbre finement k-pondéré complet 7 est une intersection compléte, la
trivialité de wg étant en effet une condition nécessaire pour cela, ou encore isomorphe
4 une hypersurface de A} comme cela est le cas pour les cones finement k-pondérés
v = (Ap,w). Nous ne disposons malheureusement que du résultat partiel suivant :

PROPOSITION 12.4.7. Soit m : S = S(vy) — X une surface de Danielewski
définie par un arbre finement k-pondéré complet v = (I',w). Pour qu’il existe une
section £ € T' (X, m.Qg) telle que le X-morphisme ¢ = (z/)(h(p),&(v)),&) 0 S — A%
soit un plongement, il faut et il suffit que v soit un cone.

DEMONSTRATION. La preuve de (12.4.2) montre que la condition est suffisante.

Réciproquement, notons 7w : S o X (n) 2 X e morphisme structural de S.

Puisque ~ est complet, les restrictions du morphisme canonique ¥ = ¥ j,(r),5(y)) aux
ouverts S | x, ()~ Spec (A [T;]) sont induites par les homomorphismes de A-algebres
AT — ATy, T — 6; (y) +2"0T;, i=1,...,n.Si h(T) =0 alors v est 'arbre
trivial & un élément {eg} et ¢ est un isomorphisme. Sinon si h (T') > 0 alors ) est
constant le long de chacune des composantes irréductibles C; = p (n) ™" (z; (n)) de la
fibre ! (), et deux composantes C; et C; sont distinguées par 1 si et seulement si
i (7) (0) # 6, () (0), autrement dit, si et seulement si le premier ancétre commun
des feuilles e; et e; de I' correspondantes est la racine eg de I'. Ainsi, pour que
les composantes C;, i = 1,...,n soient distinguées deux a deux par 9, il faut et il
suffit que T" soit un cone. Supposons que cela ne soit pas le cas. Alors, une section
¢ € T (X,7.Og) telle que le morphisme ¢ : S — A% de composantes 1 et £ soit
un plongement doit non seulement induire une fonction coordonnée sur chacune des
composantes irréductibles C; ~ A} de 7! (x() mais encore distinguer deux & deux
les composantes C; qui ne le sont pas par 1. Cette derniére constatation termine la
preuve puisqu’il est clair qu’il n’existe pas de section £ satisfaisant simultanément
ces deux conditions. O

12.4.8. Au chapitre 14, nous donnerons une méthode permettant de construire
des plongements ¢ : S «— AY des surfaces de Danielewski S = S (v) définies
par des arbres finement k-pondérés v = (I', w). Nous nous intéresserons alors plus
particuliérement a l'existence de plongements équivariants pour la G, x-action sur
S = S(v) associée a la structure de G, x(n)-quasi-torseur sur p(n) : S — X (n)
correspondant & la section canonique sj,(,) € I'(X (n),0[p(y)]) (12.1.3). Notre
approche consistera & chercher des plongements ¢ prolongeant le morphisme G, x-
équivariant canonique ¢(x(r),5(1)) : S — AL (=R (T)) (7.1.13) correspondant a cette
structure de quasi-torseur. De ce point de vue, (12.4.7) montre que si v = (T, w)
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est un arbre complet qui n’est pas un cone, alors il n’existe pas de plongement
équivariant de ce type de S () dans A%.

12.4.3. Surfaces de Danielewski définies par des peignes. Nous intro-
duisons ici brievement une classe de surfaces de Danielewski sur laquelle nous re-
viendrons en détail au cours des prochains chapitres de cette thése.

DEFINITION 12.4.9. Un peigne P de hauteur h est un arbre I' = (N ('), <)
tel que C'(T") = (N (T') \ Fe (T"), <) est soit vide, soit une chaine de longueur h — 1.

F1G. 12.4.3. Un peigne enraciné en ey.

12.4.10. Autrement dit, un arbre I' est un peigne si et seulement si pour tout
e € Par (T"), tous sauf éventuellement un des fils de e sont des feuilles de T'. Les
chaines et les triangles sont évidemment des exemples de peignes. Par contre, les
cones de hauteur h > 2 ne sont pas des peignes. D’aprés ce qui précéde, les surfaces
de Danielewski S () correspondant a ces cas particuliers de peignes sont isomorphes
soit & AL, = A?, soit aux hypersurfaces S C A} = Spec (k [z] [y, 2]) définies par les
équations zz—P (y) = 0, ou P € k [y] est un produit de facteurs linéaires deux a deux
distincts. Dans ce dernier cas, I’évidente symétrie entre les variables = et z entraine
que la restriction de la projection pr, : A2 — Z = Spec (k [2]), fait de S une surface
de Danielewski 7’ : S — Z . On retrouve ainsi le fait bien connu qu’une surface de ce
type est munie de deux actions du groupe additif G, j, I'une par X-automorphismes
et l'autre par Z-automorphismes, dont les orbites générales sont manifestement
distinctes. Lorsque la caractéristique du corps k est nulle, cette derniére propriété
signifie de maniére équivalente que l'intersection dans A = T" (S, Og) des noyaux
des k-dérivations localement nilpotentes 91,02 € Dery (A, A) correspondant a ces
deux actions est réduit a k, autrement dit, que l'invariant de Makar-Limanov [31]
ML (S) de S est trivial. Plus généralement, nous montrerons au chapitre 15 que
seules les surfaces de Danielewski S (y) définies par un peigne finement k-pondéré
v = (Pp,w) possédent cette propriéteé.

EXEMPLE 12.4.11. Dans [1], Bandman et Makar-Limanov considérent la surface
S c Al =Spec (C[z,y, z,u]) définie par les équations

xz—y(yQ—l) =0, yu—z(zQ—l) =0, xu-— (y2—1) (z2—1) =0.
Il s’agit d’une surface de Danielewski 7 : S — X = Spec (C[z]) pour la restriction
de la projection pr, : A{ — X. Nous laissons le soin au lecteur de vérifier, suivant

le méme procédé qu’en (12.2.3), que S est X-isomorphe & la surface de Danielewski
définie par le peigne v = (P, w) finement C-pondéré suivant.

La surface S est clairement invariante sous les deux actions du groupe additif G, ¢
sur A} correspondant aux C-dérivations localement nilpotentes

=5 +w(3y® —1) &+ (22(3y° — 1) (v* = 1) + 22y (2> — 1)) 55
B =ut +u (322 1) 5+ (29 (327 = 1) (+° = 1) + 2uz (v* — 1)) &
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de Clz,y, z, u], et les G, c-actions sur S induites par les restrictions de ces derniéres
ont manifestement des orbites générales distinctes.
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CHAPITRE 13

Combinatoire des morphismes de surfaces de
Danielewski

Les surfaces de Danielewski constituent par définition une sous-classe de la
classe des schémas de Danielewski-Fieseler. Les morphismes de schémas de Danielewski-
Fieseler 8.3.2) induisent donc une classe naturelle de morphismes entre surfaces de
Danielewski. Néanmoins, une surface de Danielewski n’étant pas canoniquement
équipée d’'une G, x-action, il devient possible d’élargir substantiellement la notion
de morphisme entre ces surfaces, tout en respectant leurs structures de X-schémas.

Dans le présent chapitre, qui reprend encore pour l’essentiel les résultats de
[14], nous introduisons la notion de morphismes de surfaces de Danielewski, et
nous montrons ensuite que ces morphismes sont déterminés, & conjugaison prés par
des isomorphismes, par des données purement combinatoires. Nous établissons plus
précisément que I’ensemble des morphismes 3 : S (y') — S () entre deux surfaces de
Danielewski définies par des arbres finement k-pondérés +' et v respectivement est
en bijection avec I’ensemble des morphismes d’arbres finement k-pondérés n : v — ~
au sens de (C.3.2).

Nous exploitons ensuite la description des morphismes d’arbres finement k-
pondérés en terme de contractions de sous-arbres maximaux pour établir qu’a conju-
gaison pres, tout morphisme de surface de Danielewski 3 : S’ — S se factorise ca-
noniquement en une succession de modifications affines aisément descriptibles (voir
13.3.6 ci-dessous). Nous en déduisons un procédé de construction de complétions
équivariantes d’une surface de Danielewski munie d'une G, x-action par transla-
tions tordues. Lorsque le corps de base k est algébriquement clos, de caractéristique
nulle, la description détaillée de ces complétions constitue une étape importante
dans I’étude des surfaces affines normales d’invariant de Makar-Limanov trivial qui
fait I’objet du chapitre 15. C’est en effet le seul critére géométrique actuellement
connu permettant de décider si une surface affine normale S a un invariant de
Makar-Limanov trivial faisant en effet intervenir la structure du graphe dual du
diviseur de bord d’une complétion minimale S de S.

13.1. Morphismes de surfaces de Danielewski

Dans ce paragraphe, nous exploitons le fait que pour toute surface de Danie-
lewski 7 : S — X, 'ouvert S, = 7! (X,) soit isomorphe au fibré en droites trivial
A}(* au dessus de X, pour introduire une notion de morphisme entre ces surfaces
moins restrictive que celle de morphisme de schémas de Danielewski-Fieseler.

DEFINITION 13.1.1. Un morphisme de surfaces de Danielewski 3 : S — S
est un X-morphisme birationnel dont la restriction au-dessus de X, est un X,-
isomorphisme.

13.1.2. Pour qu'un X-morphisme 3 : AL, — Al soit un morphisme de surfaces
de Danielewski au sens de (13.1.1), il faut et il suffit qu’il soit induit par homo-
morphisme de k [z]-algébres de la forme k [z] [T] — k[z][T],T — 7T + az*T, ou
a € k*, 7 € k[z] et v > 0. On notera en particulier qu’un tel morphisme (8 ne
correspond & un morphisme de schémas de Danielewski-Fieseler au sens de (8.3.2)
que si a = 1. Ainsi les morphismes de surfaces de Danielewski forment une classe
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plus large que celle des morphismes de schémas de Danielewski-Fieseler. Toutefois,
ces deux classes demeurent trés proches I'une de ’autre. En effet, étant donné un
morphisme de surfaces de Danielewski 3 : S — S, nous pouvons toujours considérer
S’ et S comme des schémas de Danielewski-Fieseler, donc en particulier comme des
fibrés linéaires affines p(n’) : S — X (n') (resp. p(n) : S — X (n)) au-dessus
de la n’-duplication ¢’ : X (n’) — X (resp. la n-duplication § : X (n) — X)
de zyp dans X. Pour tout ¢ = 1,...,n/, il existe alors un unique indice ¢ (i) tel
que p(n') " (z; (n')) < p(n)" (z4(i) (n)). Ainsi il existe un unique morphisme
de duplications o = ag : X (n') — X (n) tel que @ soit un a-morphisme. Cela
implique que § se factorise de maniére unique via un X (n')-morphisme biration-
nel B, : 8" — So = 8 Xx(n) X (n') dont la restriction au dessus de X, est un
X,-isomorphisme. Puisque S’ |x,(n/)~ Aﬁ(i(n,) ~ Sa |x,(n"), la restriction de S,
au-dessus de X; (n’) est donc induite par un homomorphisme de A-algébres linéaire
affine de la forme T; — 7; + a;2"*T; comme précédemment. Ainsi la seule différence
avec la notion de morphisme de schémas de Danielewski-Fieseler (8.3.2) réside dans
le fait que 'on s’autorise maintenant des coefficients a; € k™ non nécessairement
égaux a 1. Cette liberté supplémentaire n’entraine cependant pas de modification
significative de la description des morphismes, comme le montre le résultat suivant.

ProOPOSITION 13.1.3. Soit S (resp. S’) deuz surfaces de Danielewski définies
par un maulti-indice (] € Z2, (resp. [u] € Z%,) et des fonctions de transitions
g= {gij}iﬁjzlﬁ_”’n (resp. §' Q{ggj}ijzl n,) . Pour qu’il existe un morphisme de
surfaces de Danielewski 3:S" — S, il faut et il suffit qu’il existe

a) une application ¢ : {1,...,n'} = {1,...,n},

b) un multi-indice [V] € Zgo,

¢) un élément a € k* et une collection 7 = {7;}
tels que les relations

{ Hoty — i — Vi = Hg() — M — Vj
az” gi; = Go(iye(y) T AHOTHOT; — T

i=1,.n de polynémes 7; € k [z],

soient satisfaites, dans Z et A, = k [:c,x’l} respectivement, pour tout couple d’in-
dicesi # j,4,5=1,...,n.

DEMONSTRATION. D’aprés ce qui précéde, tout morphisme 3 : S’ — S se facto-
rise via un morphisme f : S — Sy, ol @ = @y : X (n') — X (n) est un morphisme
de duplications correspondant & une application ¢ : {1,...,n} — {1,...,n'}. Le
X-schéma S, qui n’est en général pas une surface de Danielewski, n’en demeure
pas moins le schéma de Danielewski-Fieseler image inverse de = : S — X par le
morphisme « (8.3.1). En tant que tel, il est donc défini, & isomorphisme prés, par
le multi-indice [pa] € Zgo, ot (f1a); = pe(s) pour tout i =1,...,n', et les fonctions

de transition g, = {(ga)ij}_ _
i,j=1,....,n
Ba est un X (n')-morphisme, il est uniquement déterminé par ses restrictions 3; au-
dessus des ouverts X; (n), restrictions qui doivent bien stir étres compatibles avec
les isomorphismes de recollement définissant S’ et S, respectivement. Or les §3; sont
induits par des homomorphismes de k [z]-algébres de la forme T; — 7; + a;a" T,
oub; € A, a; € k*, et n; > 0. La compatibilité est donc assurée si et seulement si
a; = a € k* pour tout i = 1,...,n’, et les relations annoncées sont satisfaites. [

définies par (ga)z.j = G¢(i)¢(j) € Az Puisque

13.1.4. Tl est clair que si dans la situation précédente on considére S et S’ comme
des schémas de Danielewski-Fieseler munis de G, x-actions correspondant au choix
de représentants '] € Z2%, et [u] € Z2, des classes d’équivalence correspondantes,
alors un morphisme de surfaces de Danielewski 3 : S’ — S est un morphisme de
schémas de Danielewski-Fieseler si et seulement si a = 1, pig() > pi €t v = fug ey — 15

pour tout ¢ = 1,...,n. Nous dirons plus généralement qu’'un morphisme de surfaces
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de Danielewski 8 : §' — S est G, x-compatible si a = 1 et s'il existe un entier
v>— max (i) tel que v; = gy +v—p; pour tout i = 1,...,n'. Cela revient bien
i=1,...,n

str a dire qu’il existe un multi-indice [z] = [u] + [0] dans la classe d’équivalence de
[1] pour lequel 8 devient un morphisme de schémas de Danielewski-Fieseler lorsque
Pon équipe S de la G, x-action correspondant & ce multi-indice [fi] et S’ de celle
correspondant au multi-indice [p/].

REMARQUE 13.1.5. Tout X-morphisme 3 : AL — AL est induit par un ho-
momorphisme de A-algébres de la forme T — P (T) pour un certain polynome
P € A[T]. Donc, plus généralement, le méme raisonnement montre que l'exis-
tence d’'un X-morphisme 8 : S’ — S équivaut & l'existence d’une application
¢ :{1,....,n"} = {1,...,n} et des polynomes P; € A[T], i = 1,...,n tels que
pour tout couple d’indices 7 # j, 4,7 = 1,...,n/, la relation

P, (Qij + @i T) = Jo(i)e(y) + at*O @ Py (T)
soit satisfaite dans A, [T] = k [z, z71] [T].

13.2. Morphisme d’arbres associé a un morphisme de surfaces de
Danielewski

Dans le chapitre précédent, nous avons construit une bijection entre I’ensemble

des surfaces de Danielewski de la forme S((:\z’g;]), ot les polyndmes &; € k [z] formant

la collection & satisfont I’hypothése deg (6;) < A\ — p; pour tout @« = 1,...,n, et
Pensemble des arbres finement k-pondérés v = (T, w). Chaque surface de ce type
est munie d’'un morphisme G, x-compatible canonique ¥y 5) : S5y — AL in-
duit par le morphisme G, x-équivariant canonique de schémas Danielewski-Fieseler
correspondant a ces données (7.1.10).

13.2.1. Principes de construction. Nous montrons ici que ’ensemble des

morphismes de surfaces de Danielewski 3 : §' = S((; &[lf)]) — S = S((;’g;]) tels que
Y,y = Yx,0) © B est lui-méme en bijection avec I'ensemble des morphismes entre

arbres finement k-pondérés au sens de (C.3.2).

13.2.1. Puisque par hypothése deg (6}) < N — p} pour tout ¢ = 1,...,n' et
deg (6;) < A — p; pour tout i = 1,...,n, un morphisme de surfaces de Danielewski
B : 8" — S satisfaisant la relation ci-dessus est uniquement déterminé par une
application ¢ : {1,...,n'} — {1,...,n}, un multi-indice [v] € ZQ/O, et une collection
7 ={7i},=1, v de polynomes 7; € k[z] de degrés respectifs deg (7;) < v, tels que

{ vi = (V=) = (A= pswm)
Of = Gpw T TIOT

Désignons par vs/ et vs les arbres finement k-pondérés correspondant a S’ et S res-
pectivement. Par définition, ces deux arbres sont obtenus en recollant les collections
de chaines pondérées

i

/ / / _
= {ei,o << 61‘,Af—u‘}w/ et yi={eio < - <einopity,
i

suivant le procédé (12.2.1). Les relations ci-dessus garantissent alors que les appli-
cations
oA ol €p(i) A—pgpy Sl k=>X— Mo (d)
M=% = Vo), Cik { €p(i)k  Sinon
sont des morphismes de chaines pondérées au sens de (C.3.2) satisfaisant les condi-
tions de (C.3.5). On conclut suivant (C.3.5) que les morphismes 7;, i =1,...,n' se
recollent en un morphisme d’arbres finement k-pondérés ns : vg» — g au sens de

(C.3.2).

135



EXEMPLE 13.2.2. D’aprés (9.2.9), les surfaces S; C A% = Spec (C [z] [y, z]) et
S5 C A3, = Spec (C [2] [y, 2, u]) définies respectivement par les équations

vz —y(y+1) =0
zz—yy+1)=0 et yu—2*(z+1)=0
zu—(y+1)z(z+1)=0

sont des surfaces de Danielewski au dessus de X = Spec (k [z]), correspondant res-
pectivement aux arbres finement C-pondérés vs, et vg, ci-dessous, et telles que la
restriction de la projection p, , . : A% — A%, (z,y,2,u) — (z,y,2) soit le mor-
phisme de surfaces de Danielewski 8 : S3 — S; au sens de (13.1.1) associé au
morphisme d’arbres finement C-pondérés ng : vs, — s, suivant.

13.2.3. Puisque A) s’identifie 4 la surface de Danielewski définie par I’arbre
trivial & un élément {eg}, on conclut que pour tout arbre finement k-pondéré -, le
morphisme d’arbres finement k-pondérés correspondant au morphisme canonique
Yr)e)) ¢ S(y) — Ak s'identifie via la construction ci-dessus au morphisme
constant sy : v — {eg}. Afin d’alléger la notation, nous désignerons dorénavant ce
morphisme par ¢, : S (v) — Ak .

13.2.4. Par définition, I"image d’une feuille e, d’'un arbre finement k-pondéré
~v" = (I, w') par un morphisme d’arbres finement k-pondérés n: vy — v = (', w)
est une feuille e,(;) de v, et l'inégalité n; = [(] eg),y, > Ny = l(i e¢(i))7 est
satisfaite pour toute feuille e, de 4/. D’autre part, puisque 1 est un morphisme
d’arbres pondérés, &; (') — G4 (v) € 2™*@k [z] pour toute feuille ej de 7. En
notant 7’ > 1 le nombre de feuilles de I”, on conclut que le multi-indice [v] € Z2,

et la collection de polynémes 7 = {7;},_, ,, définis respectivement par

{2 e = ) 00 = (D) s ()
Tio= a0 (5, (7)) = e (7))
sont les données correspondant & un morphisme de surfaces de Danielewski
n'u(y' n,
B 5() = Sl = S () = SGED,,
tel que ¥ = 1 o (7). Le procédé de construction ainsi défini étant clairement

réciproque du procédé (13.2.1) précédemment introduit, on obtient donc le résultat
suivant :

PROPOSITION 13.2.5. Les applications § — ng et n +— [((n), de l’ensemble
des morphismes de surfaces de Danielewski 3 : S (v') — S(v) tels que ¢, =
1y 0 B dans l'ensemble des morphismes d’arbres finement k-pondérés n:~" — -, et
réciproquement, sont des bijections réciproques l’'une de I’autre.

13.2.6. L’image ¥ = n(¢y') = (f‘,w) d’un morphisme d’arbres finement k-
pondérés n : v = (I',w') — v = ([, w) est un sous-arbre de v en général non
maximal, constitué de la réunion des sous-chaines maximales pondérées (] 7 (eg))v,,
ou les sommets e; parcourent les feuilles de I’arbre I'". Notons 7 : v/ — 7 la co-
restriction du morphisme 7 & son image, et i : 4 — - l'inclusion du sous-arbre
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finement k-pondéré 4 de . Par construction, les feuilles de I’arbre I' sont en bijection
avec les composantes irréductibles de la fibre 771 (zg) de la surface de Danielewski
7 : S (y) — X. Puisque I'image ey ;) = 1 (e;) d'une feuille de v est une feuille de v,
le morphisme 5 (n) : S(y") — S () se factorise donc par

B(@) B()
—

Bm:S() = SH) = S0,
ou 3 (i) est une immersion ouverte réalisant S (§) comme le complémentaire dans
S () des composantes irréductibles de la fibre 7= (z) correspondant aux feuilles
de I' qui ne sont pas dans I'image du morphisme 7.

13.2.7. Par construction, 5 (n) : S (7") — S () est un morphisme G, x-compatible
(13.1.4). C’est aussi le cas du morphisme 5 (7) : S (v') — S (7). Il est de plus pos-
sible de trouver un entier A et des représentants [p'] et [ii] des classes d’équiva-
lence respectives des multi-indices [ (7')] et [ (F)] tels que les trois morphismes
Uy 0 S(7) — AL (=N, 65 : S(3) — Ak (“X)jet B(n) : S (') — S(3) soient
équivariants pour les G, x-actions par translations tordues correspondant a ces

choix. En effet, puisque h = h(I") — h (f‘) > 0, il suffit de poser A = h(IV),
W=l et 1 =p®)]+ VL} pour obtenir, pour toute feuille e, de v I'éga-

lite v; = 1(] e’i),y/ -1 (L e¢(i))»; = g — Mi (') qui garantit, selon (13.1.4), que
B(M) : S(H) — S(¥) est équivariant lorsque 'on munit S () et S () respective-
ment des G, x-actions correspondant a ces multi-indices. Si h (I') > h (IV), il n’existe
pas d’action sur S () rendant 'immersion i : S () < S () équivariante pour 'ac-
tion ainsi construite sur S (§). Néanmoins, il suffit alors de poser b’ = h (I') —h (IV),
A=h(D), [g] =[p()]+ [ﬁ} + [ﬁ’} et (] =[u(y)]+ [ﬁ’} pour obtenir une facto-
risation équivariante

B(7)

S S(7) S(v)
» wal %
A% (=)

13.2.2. Comparaisons de morphismes. Nous disposons maintenant de pro-
cédés permettant de construire des surfaces de Danielewski et des morphismes de
surfaces de Danielewski & partir d’arbres finement k-pondérés.

13.2.8. Afin d’établir de maniére précise le lien qui existe entre ces objets, il
s’avére utile d’introduire, suivant le modéle (9.2.6), la catégorie relative Ds dont
les objets sont les morphismes de surfaces de Danielewski & = (¢ : S — X) et
dont les morphismes b : & — & sont les morphismes de surfaces de Danielewski
B: 8 — S tels que ' = 1 o B. Par 'intermédiaire des morphismes canoniques

qui leurs sont associés, on peut alors identifier les surfaces S((;’([}’;D aux objets

GEZ:%]) = (w(&&) : S((;l,’([}‘ﬁ]) — A}() et interpréter la bijection S — 75 de I’'ensemble
des surfaces de cette forme sur I’ensemble des arbres finement k-pondérés comme
une bijection & — 7 de I’ensemble des morphismes & correspondant sur I’ensemble
des morphismes d’arbres finement k-pondérés constants s, : v — {eo}, ce dernier
ensemble s’identifiant lui-méme canoniquement & ’ensemble des arbres finement k-
’ ’ —
pondérés. Par ailleurs, les morphismes b : 6((:, &[A,L)]) — 6%2’([;;]) dans s étant en
bijection avec les morphismes de surfaces de Danielewski 3 : S((;, ;fb)]) — S((;’([}’;D, la
bijection 3 — ng de I’ensemble de ces morphismes sur I’ensemble des morphismes
d’arbres finement k-pondérés, induit une bijection b — 1, = ng de ’ensemble des

137



morphismes b : 6( [#)]) (‘5(" [“)]) sur I’ensemble des morphismes d’arbres fine-

ment k-pondérés. Cela conduit a I'interprétation suivante :

.
THEOREME 13.2.9. La catégorie ®s des surfaces de Danielewski relatives est
équivalente a la catégorie vaf’f des arbres finement k-pondérés.

—
DEMONSTRATION. D’aprés ce qui précéde, la sous-catégorie pleine de ®s consti-

tuée des objets (‘58\1 L‘L)] = (1/1 S((f\l ([7‘;]) — Al ) ot les polynémes &; formant la
collection & satisfont deg(6;) < A — w4, pour tout ¢ = 1...,n, est équivalente

a la catégorie des arbres finement k-pondérés. Il suffit donc de montrer que tout
objet & = (¥ : S — X) de 35; est isomorphe & un objet du type précédent. Par
définition, on peut supposer que S est définie par un multi-indice [u] € ZZ, (ou
plutét par une classe d’équivalence de multi-indices) et des fonctions de transi-
tion § = {gij € k [z, z7!] }i,jzl,...,n' D’apreés (13.1.3), la donnée d’un morphisme
de surfaces de Danielewski ¢ : S — Al équivaut & l'existence d’un multi-indice
[v] € Z%,, d'un élément a € k* et d’une collection 7 = {7;},_, , de polynomes

Ti = Zbi,jxj € klz] tels que p; + v; = p; + vj et ax¥ig;; = 7; — 7; pour tout

)\7;1.7;71
couple d’indices i # j. Il suffit alors de poser A = p; + v;, et 6; = a™ ! Z b,

pour obtenir un isomorphisme de surfaces de Danielewski 3 : § = S((;’([}’;D tel que

¥ =1(x) © B, autrement dit un isomorphisme b : & = GEZ:E;“)]). g

COROLLAIRE 13.2.10. Pour tout morphisme de surfaces de Danielewski 0 :
S" — S, il existe des arbres finement k-pondérés v et ', un morphisme d’arbres
n: vy — 7 et des isomorphismes ¢' : S" = S(v') et ¢ : S = S(v) tels que le
diagramme suivant soit commutatif

S’4>S

¢’l? zl¢
S () B(n) S (7)

DEMONSTRATION. Cela se déduit évidemment de (13.2.9), en choisissant tout
d’abord un morphisme de surfaces de Danielewski 1 : S — A quelconque, puis en
posant & = (¢ : S — Ak) et & = (o 3: 5 — Ak). O

13.3. Géométrie birationnelle des surfaces de Danielewski

Tout morphisme de surface de Danielewski 3 : S’ — S au sens de (13.1.1) est
birationnel, donc est une modification affine (4.1.1) de S, dont le centre (I, f) est
supporté le long de la fibre 771 (zg) de 7 : S — X. En effet, par définition, la
restriction de 3 au dessus de X, est un X,- isomorphisme. Le centre (I, f) d’une
modification de ce type n’est évidemment pas défini de maniére unique, et il est
difficile, en général, de déterminer un idéal I C T'(S,Og) convenant. Néanmoins,
nous allons exploiter ici la correspondance (13.2.9) entre morphismes de surfaces de
Danielewski et morphismes d’arbres finement k-pondérés établie ci-dessus pour ob-
tenir une description simple de ces modifications affines. Nous en déduirons ensuite
une méthode permettant de construire des complétions équivariantes des surfaces
de Danielewski.
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13.3.1. Modifications affines de surfaces de Danielewski. D’aprés (13.2.10),

pour tout morphisme de surfaces de Danielewski 3: S — S, il existe des arbres fi-
nement k-pondérés v et 7/, un morphisme d’arbres 7 : 4/ — « et des isomorphismes
¢S5 S(y) et ¢SS S () tels que le diagramme suivant soit commutatif

B

S ——§
¢>’J{ ZJ/¢
S(Y) S()

Autrement dit , § est conjugué & un morphisme 5 (n) : S (v') — S () défini & partir
d’un morphisme d’arbres finement k-pondérés.

B(n)
—_—

13.3.1. Or, par définition, un morphisme 7 : v/ — ~ dans la catégorie Tu’f,f
des arbres finement k-pondérés se décrit comme une contraction 7 : 4" — 4" d’une
réunion disjointe de sous-arbres maximaux de 4’ suivie d’'une immersion dominante
i:9" — v (C.3.3). Toute contraction d’un sous-arbre maximal de v’ = (I, w’) se
factorise & son tour en une succession de contractions élémentaires na : v —
consistant & contracter un triangle k-pondéré A (12.4.1) de +/, de racine ea et de
feuilles ey, ..., e, C Fe(I"”), sur sa racine ea.

F1G. 13.3.1. Contraction élémentaire d’un triangle A.

DEFINITION 13.3.2. Un morphisme de surfaces de Danielewski 3 : S’ — S pour
lequel il existe des arbres finement k-pondérés 7' et ~, ainsi que des isomorphismes
¢S — S (y)etd: S — S (v) tels que le morphisme ¢oFo(¢/) " : S (7)) — S (v)
corresponde & une contraction élémentaire na : v — 7, est appelé une modification
affine fibrée élémentaire.

13.3.3. D’aprés (12.3.3), la surface de Danielewski S (y) définie par un tri-
angle finement k-pondéré v = (A, w) de racine en et de feuilles eq,...,e,, est
isomorphe & I'hypersurface de A% = Spec (k [z] [y, 2]) d’équation zz — P (y) = 0,

n
oun P = H(yfw(eieA)). Dans ces coordonnées, la modification affine fibrée
i=1
élementaire 3(s,) : S(y) — S({ea}) ~ Ak associée au morphisme constant
sy : v — {ea} s’identifie clairement au morphisme induit par la restriction sur
S (7) de la projection pry ,, : A% — AL = Spec (k [z] [y]), autrement dit & la modi-
fication affine o7 : S (v) — Ak de centre (I, f) = (=, P (y)) , z).

13.3.4. Considérons maintenant un morphisme 3 (7a) : S (v) — S (ya) corres-
pondant & la contraction élémentaire 74 : v — ya = (I'a,w) d’un sous-triangle
(A, w) de racine ea d’un arbre finement k-pondéré v = (I, w). Notons ey, ..., e,
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les feuilles de A et €,...,el, les autres feuilles de T. Les feuilles de ya sont alors
/

les sommets e, ..., e, et ea de I'a. Soient

n+m § m 0y
7@:5’(7)’3(;& )X(n+m)i>X et WVA:S(WA)’J(—TDX(m—i—l)—?X
les morphismes structuraux des surfaces de Danielewski correspondantes. Les com-

posantes irréductibles de la fibre 7! (x0) C S () (resp. 77! (z0) C S (ya)) étant

en bijection avec les feuilles ey, ... e, e, ... e, deT (resp.ef,... el ,ea deTa),

nous notons par conséquent Te,, ..., T, ,Tef, - - -, Ter, les points de 6,71 (x0) (resp.
. 71 . " .. . . .

Tery.ooy Ter , Te, les points de 67 (z0)). Puisque par définition 74 induit un iso-

morphisme v\ A = ya \ {ea}, B(7a) induit I"isomorphisme identique
S () Ix,, nemy= Spec (A[L]) = S (va) |x,, (m+1)= Spec (A[T3])

pour tout ¢ = 1,...,m. D’autre part, 'ouvert S (ya) |XeA (m+1) de S (ya) est iso-

morphe & la surface de Danielewski définie par la sous-chaine maximale k-pondérée

(lea),, de ya, donc, dapres (12.3.4), a la surface S({ea}) ~ A% définie par
n

Parbre trivial {ea }. De méme louvert U S (V) 1x.. (n+m) de S () est isomorphe a
i=1

la surface de Danielewski définie par le sous-arbre finement k-pondéré (| ea), UA

de v, donc, pour la méme raison que précédemment, est isomorphe & la surface

de Danielewski S (A, w) définie par le triangle finement k-pondéré (A, w). Puisque

7';1 (ea) = A\, on conclut que via les isomorphismes ainsi définis, le morphisme

B(ra): Bra)" (S(a) Ixepmin ) = U S O) I ormy— S (7) x. (o)
=1

s’identifie au morphisme S (sa) @ S(A,w) — S({ea}) associé au morphisme
constant sa : (A, w) — {ea}. On obtient donc la description suivante :

PROPOSITION 13.3.5. Un morphisme de surfaces de Danielewski

B:8 = 8= |k m/~

i=1
est une modification affine fibrée élémentaire si et seulement s’il existe un indice
io € {1,...,n} tel que les conditions suivantes soient satisfaites :

a) Pour tout i # ig, la restriction de 3 a =1 (S;), ot S; = S |X,(n), induit un

isomorphisme 71 (S;) = S;.

b) Il existe un polynéme non nul P (y) = H (y —yi), 0% y1,...,Ym € k sont
j=1
deuz d deuz distincts, et un diagramme commutatif

671 (Slo) —ﬁ> Sio

(A%) (1.5 —> Ak

i arg + (AY) gy = Spec(klo[9,2)/ (22 — P(9)) — Ak = Spec(b[a] [s) de-
signe la modification affine de AL de centre (I, f) = ((x, P (y)),x).

Via I’équivalence de catégories (13.2.9), on déduit de la décomposition des mor-
phismes d’arbres finement k-pondérés en succession de contractions élémentaires
que tout morphisme de surfaces de Danielewski se factorise via une succession de
modifications affines fibrées élémentaires, suivie d’'un plongement ouvert. Plus pré-
cisément, on obtient la description suivante :
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THEOREME 13.3.6. Tout morphisme de surfaces de Danielewski 3 : S — S
admet une factorisation

B8 =8, 58,7 As s,

ot pour tout j =1,...,n, B; : S; — S;_1 est une modification affine fibrée élémen-
taire, et ou By : So — S est une immersion ouverte. De plus, cette factorisation
devient équivariante pour un choiz de G, x-actions sur les surfaces S, S’ et S;,
1=0,...,n—1.

DEMONSTRATION. L’existence de la factorisation est une conséquence immé-
diate de I’équivalence de catégories (13.2.9) et du fait que le morphisme de surfaces
de Danielewski S (7') — S () associé & un plongement 7' = (I, w’) — v = (I', w)
d’arbres finement k-pondérés est un plongement ouvert de S (7) dans S (y) dont
Iimage s’identifie au complémentaire dans S () des composantes irréductibles de
la fibre 771 (z¢) du morphisme structural 7 : S () — X correspondant aux feuilles
de T'\ I". D’aprés (13.1.4), le morphisme § : S’ — S est équivariant lorsque
I'on munit S de laction correspondant & une section de la forme z" s(,(,y, oi
r1 > max (0,h (I") — h(I')), et S” de 'action correspondant & la section " sy,
our=h(T)—h(I")+r. Il est alors clair que pour tout i =1,...,n, B;0---0 [, :
S’ — S;—1 = S (i) est équivariant lorsque l'on munit S;_; de la G, x-action définie
r+h(F’)7h(Fi)s

par la section x ce qui termine la preuve du théoréme. O

[(v:)]

En particulier, en appliquant (13.3.6) & un morphisme de surfaces de Danie-
lewski ¢ : S — Al quelconque, on obtient le résultat suivant.

COROLLAIRE 13.3.7. Toute surface de Danielewski S est obtenue a partir du
plan affine AL, = A2 en effectuant une suite finie de modifications affines fibrées
élémentaires. De plus, pour toute action de G, x sur S, il existe une unique G, x-
action sur AL telle que 1 : S — AL soit équivariant et telle que toute modification
affine fibrée apparaissant dans la factorisation soit elle aussi équivariante.

DEMONSTRATION. Un morphisme de surfaces de Danielewski ¢ : § — AL
est équivariant pour une G, x-action sur S définie par une section fsp, .., ol
f € A\ {0}, si et seulement si Al est équipé de I’action par la translation tordue
t ) ¢ Le résultat s’en déduit puisque, d’apres (12.1.4), toute G, x-action sur une
surface de Danielewski est obtenue de cette maniére. O

EXEMPLE 13.3.8. Rappelons (13.2.2) que la surface S3 C A3, = Spec (C [2] [y, 2, u])
définie par les équations
vz—yy+1)=0, yu—z(z+1)=0, azu—(y+1)(z+1)=0

est une surface de Danielewski 7 : S3 — X via la restriction de la projection
pre + A% — X = Spec(C|z]). La restriction 5 : S3 — AL = Spec (k[z] [y])
de la projection pr,, : A% — AL est un morphisme de surfaces de Danielewski
dont la factorisation en modifications affines fibrées élémentaires correspond aux
contractions élémentaires suivantes :

€0 €0

VS
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L’arbre intermédiaire g, ainsi introduit correspond bien str a la surface de Danie-
lewski S; C A% = Spec (C|z] [y, 2]) définie par I'équation zz —y (y+1) = 0. La
factorisation 3 : S3 LA St % A ainsi obtenue coincide donc simplement avec celle
induite par les restrictions sur S3 et S successivement de la factorisation canonique

. 3 Pre,y,z 2 DPTz,y 1
pray Ay T AN — Ay

Via les morphismes 11 et 3, les surfaces S; et S s’identifient aux modifications
affines de A% de centres respectifs

(I, f1) = ((z,y (y+ 1)) @) et (I3, fs) = ((«®, 2y (y+ 1), (y+ 1) (y (y + 1) + x)) ,2°)

tandis que modification affine fibrée élémentaire 3 : S5 — S s’identifie & la modifi-
cation affine de Sy de centre (12, f2) = ((Z,(§+ 1) (2 + 1)), Z), ou Z, § et Z désignent
les images respectives de z, y et z dans C [z] [y, 2] / (zz —y (y + 1)). On notera que
contrairement a l'idéal I, les générateurs des idéaux I et I3 respectivement ne
forment pas une suite réguliére. Plus généralement, I5 ne peut pas étre engendré
par une suite réguliére contenant f3. En effet, soit I3 = (z2, Q (z,y)), ou Q (z,v)
est un polyndme non diviseur de zéro modulo 2, c’est a dire tel que Q (0,y) # 0.
Alors

Clz,y] [Ist] = C |z, y] [th, Q (z,y) t} ~ Clz,y| U, V]/ (352‘/ —Q (z,y) U) ,
et S3 s’identifie au complémentaire dans Projc(, ,; (C[z,y] [[5t]) de la transformée
propre (4.1.4) D’;: = {th =U= 0} de f3, donc est isomorphe a I'hypersurface de
A3 = Spec (C [z, y, z]) définie par I’équation 222 —Q (x,y) = 0. Ainsi le Og,-module
canonique wg, de S serait trivial, ce qui contredit (12.4.5) puisque 'arbre vg, n’est
pas complet.

13.4. Complétions équivariantes des surfaces de Danielewski

Le morphisme structural 7 : S — X d’une surface de Danielewski étant affine,
il existe donc un X-schéma projectif 7 : S — X et une immersion ouverte i : S < S
tels que m = 7 o 4. Puisque la restriction de S au dessus de X, est isomorphe au
fibré en droites trivial Aﬁ(*, il est toujours possible de choisir un schéma S régulier,
dont la restriction au dessus de X, est isomorphe au fibré trivial P4 . Puisqu’un
schéma S de ce type est birationnel au fibré trivial P, il existe alors un X-schéma
projectif Y et un diagramme commutatif

\ﬁ

S-->Pk

o1

K

ol 01 et o9 sont des X-morphismes birationnels, se décomposant donc chacun en
une suite d’éclatements de points fermés. Nous mettons ici & profit la factorisation
équivariante (13.3.7) du morphisme ¢ : S — AL en succession de modifications
affines fibrées élémentaires pour construire un schéma S de ce type de maniére ex-
plicite, obtenu a partir du fibré trivial P4 en effectuant une succession d’éclatements
de points fermés k-valués.

13.4.1. Construction de complétions. Etant donnée une surface de Danie-
lewski 7 : § — X, nous donnons ici un procédé de construction d’une complétion
7:8 — X.D’aprés ce qui précéde, nous pouvons nous ramener a ne considérer que
des surfaces de Danielewski définies par des arbres finement k-pondérés.

13.4.1. Considérons donc une surface de Danielewski 7 : S = S(y) — X,
définie par un arbre finement k-pondéré v = (T',w), que nous munissons de son
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. . . 1 3 .
X-morphisme canonique 9, : § — A%. Nous supposons que i, n’est pas un iso-
morphisme, autrement dit que v n’est pas ’arbre trivial & un élément {eg}, et nous
choisissons une factorisation

w8 =5, 55, "5 B sy = AL = Spec (k [+] [U))
de 9 en une succession de modifications affines fibrées élémentaires. Soit
7o : So = Proji(a (k[z][U,V]) — X,

ou V est une nouvelle variable, le fibré trivial ]P%( sur X. Nous notons ig : Sg — S
I'immersion ouverte canonique correspondante et Yo C Sy la section de Ty complé-
mentaire de ig (Sp) dans Sp.

13.4.2. Considérons maintenant le premiére modification affine fibrée élémen-
taire 0y : S; — Sy intervenant dans la factorisation de ¢p. En notant e (1) ,..., e, (1)
les sommets de I" au niveau 1, la surface m; : 57 — X s’identifie a la surface de
Danielewski S (y1) définie par le sous-arbre finement k-pondéré v, = (I'y,w) de ~
de sommets eg,e1 (1),...,en, (1). Ainsi, dans les coordonnées précédemment intro-
duites, 3 est la modification affine de Sp = A% de centre

ni

(Ilafl):((xapl(U))ax)a ot Pl(U):H(U_w(m»'

i=1
Le sous-schéma fermé Z; C Sy défini par I'idéal I; est donc constitué de la réunion
de n; points fermés k-valués supportés le long de la fibre 7r0_1 (x0), et coincide
par conséquent avec son adhérence Z; dans Sy. Nous notons alors 81 : S; — So
I’éclatement de Sy de centre Z; et Bl : 51 — 8y éclatement de Sy de centre Z;.
Nous considérons S; comme un X-schéma projectif via le morphisme 7, : S; — X
relevant 7o : So — X. D’aprés (4.1.7), la transformée propre (4.1.4) F{" de Fy =
div (f1) dans S est égale & la transformée stricte Fj de Fy car et Py (U) forment
une suite réguliére dans k [z] [U]. Puisque S; est isomorphe au complémentaire de
D?: dans Sy, on conclut que S; s’identifie au complémentaire dans S; de la réunion
de la transformée stricte Fyy de 'adhérence Fy = 7, ' (w0) de Fy dans Sy, et de la
transformée stricte Y de la section Y, de 7p. En notant 41 : Sq — S; limmersion
ouverte correspondante, on obtient donc un diagramme commutatif

5 =5

I

Sy —= S,
Par construction, la fibre I} = 7, ' (z9) du morphisme 7 : S; — X est un diviseur
réduit, a croisements normaux simples, dont les composantes irréductibles sont la
transformée stricte I, ~ Pt de Fp et les diviseurs exceptionnels C; (1) ~ P} de
léclatement 3 : S; — Sy, ces derniers s’identifiant par ailleurs aux adhérences
des composantes irréductibles C; (1) ~ AL, i = 1,...,n1, de la fibre 77 ' (zg) du
morphisme structural m; : S — X.

13.4.3. Sin =1, alors S = S; ~ S (v1) et le morphisme 7; : S; — X constitue
une complétion du morphisme 7 : S — X. Sinon, si n > 2, alors nous considérons
la seconde modification affine fibrée élémentaire 35 : So — S apparaissant dans la
factorisation du morphisme v : S — Al.. Par définition, il existe un sommet e; (1)
de I' au niveau 1, de fils €1 (2,7),...,en,,, (2,1), tel que Sy s’identifie & la surface
de Danielewski S (7(271-)) définie par le sous-arbre finement k-pondéré (o ;) de 7y
de sommets eg,e1(1),...,en, (1),€1(2,9)...,€np,, (2,9), et tel que Bz : S2 — 54
coincide avec la modification affine fibrée élémentaire correspondant & la contrac-
tion élémentaire 7 : y2,) — 71 du sous-triangle (A, w) de (2, de racine e; (1)
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et de feuilles e (2,7),...,¢en,, (2,7). Par conséquent, pour tout j # i, B2 induit
un isomorphisme 35" (S1 |x;(n,)) — S1 |x,(n,) tandis que la restriction de B &
Byt (St |xi(n1)) = S (A, w) s’identifie au morphisme

ﬂ (S(A,w)) : S(Aaw) — S ({61 (1)}) ~ 5 |X¢(n1)
défini par le morphisme constant s(a . : (A, w) — {e; (1)}. Ainsi, le sous-schéma
fermé Zs de S; défini par I'idéal I du centre (1o, f2) de la modification affine 39 est
constitué de n(; o) points fermés k-valués de Sy, supportés le long de la composante

irréductible C4 ; de la fibre 771_1 (20) du morphisme structural m; : S; — X.

13.4.4. Soit ﬂ_g : Sy — 5 Péclatement de S; de centre ’adhérence Z, de Z,
dans S;. On conclut alors de la méme maniére que la fibre F, = 75 () du mor-
phisme projectif 75 : So — X relevant 7, : S; — X est un diviseur réduit, a
croisements normaux simples, dont les composantes irréductibles sont la transfor-
mée stricte F; ~ P} de Fp, les transformées strictes C1 (1),...,C% (1) des autres
composantes irréductibles de la fibre 77! (zg) C S et les diviseurs exceptionnels
C'j (2,1) ~ P,lc de ’éclatement B2 : So — Si. La surface Sy est alors isomorphe au
complémentaire dans Sy du diviseur Y U Fj;UC! (n;) tandis que via I'immersion ou-
verte iy : Sy < S, les composantes C'j’- (1) ~PL j#id, et Cj(2,9),7=1,.. SM(2,1)5
de 75" (o) s’identifient aux adhérences dans Sy des composantes irréductibles de
la fibre ;' (9) du morphisme structural 7 : Sy — X de la surface de Danielewski
S5. On obtient par conséquent l'arrangement de courbes suivant dans les fibres
7y b (o), T ' (z0) et Ty ' (o) respectivement, les courbes en gras correspondant
aux composantes irréductibles des diviseurs S; \ i; (S;), j = 0,1,2.

!/ /
Yo C; (2,4) Yo Yo
r— ="
o '//////// ! ) o )

_ 2 _ 1 _

Fé - L Fé -, L Fy

—1 —a=

j: C7 (1) j: Cy (1)

s B 3 s B 3 3

2 1 0

|7 | |7o
Zo Zo Zo

Par construction, les graphes duaux des diviseurs 75 ' (x0), 7, ' (z0) et 7y " (w0)

s’identifient donc respectivement aux arbres sous-jacents I' (5 ;y, I'1 et {eg} des arbres
finement k-pondérés (2 ,), 71 et {eo}-

13.4.5. En appliquant successivement la construction précédente a chacune des
modifications affines fibrées élémentaires 3; : S; — S;-1, j = 3,...,n, apparaissant
dans la factorisation du morphisme 1., : S — Al on obtient finalement une famille
de X-schémas projectif 7; : S; — X, des immersions ouvertes i; : S; — S;, des X-
morphismes birationnels ﬂ_j : Sj — Sj,l correspondant & ’éclatement d’un nombre
fini de points fermés k-valués de S;_1 C Sj,l et un diagramme commutatif

B 4 B — B2 -~ B =

S, Spot ——= - —2= 8§ —= 5,

Tz’n Tinl Til Tio
. B

S, B S,_; o B2 S B1 S

Par construction, & chaque étape, F; = 7?]71 (o) C S; est un diviseur réduit, a croi-

sements normaux simples, dont les composantes irréductibles sont toutes isomorphes
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a P} et dont le graphe dual s’identifie & I’arbre sous-jacent I'; de I’arbre finement
k-pondéré v; = (I';, w) correspondant & la surface de Danielewski S; ~ S (y;). La
complétion 7 : S = S, — X de la surface de Danielewski 7 : S = S,, — X ainsi
construite est donc obtenue en éclatant successivement des points k-valués de la
fibre Fy = 7?61 (50) et des points k-valués infiniment voisins possédant & chaque
étape la propriété de n’appartenir qu’a une unique composante irréductible du divi-
seur Fj. Lorsque k = C, on retrouve de cette maniére un cas particulier du procédé
général de construction d’une complétion d’une surface affine normale avec action
de G4 ¢ décrit dans [17]. A des fins de références futures, ’énoncé suivant rassemble
les propriétés importantes pour la suite des complétions 7 : S — X obtenues par le
procédé ci-dessus.

THEOREME 13.4.6. Pour toute surface de Danielewski = : S = S(y) — X
définie par un arbre finement k -pondéré v = (T, w), il existe un X -schéma projectif
réqulier @ : S — X et une immersion ouverte i : S — S satisfaisant les propriétés
suivantes :

a) la restriction de S au dessus de X, est isomorphe au fibré trivial ]P%(*,

b) la fibre schématique F = 7~ (z9) C S est un diviseur réduit, a croisements
normaux simples dont toutes les composantes irréductibles sont isomorphes a IP’}€ et
dont le graphe dual T (F) est isomorphe a l'arbre T.

¢) le support du diviseur S\i (S) est la réunion d’une section Yy de 7@ : S — X et
d’un sous-ensemble de composantes irréductibles C' de F dont le graphe dual T (C’)
est isomorphe au sous-arbre I' \ Fe(T') de T', c’est a dire au sous-arbre de T dont
les sommets sont les sommets de I' qui ne sont pas des feuilles de T.

De plus, pour tout G, x-action sur S, il existe une G, x-action sur S rendant
limmersion ouverte i : S — S équivariante.

DEMONSTRATION. Les assertions a), b) et c¢) étant des conséquences directes
du procédé de construction de S, il suffit de montrer que i : S < S peut étre rendu
équivariant quelle que soit la G, x-action sur S. Or, pour toute G, x-action sur S,
le morphisme de surfaces de Danielewski ¢ : S — AL servant de donnée initiale a
la procédure de construction de S par une succesion d’éclatements est équivariant
lorsque I'on munit A% d’une action par translation tordue t, bien choisie. De plus,
chacun des morphismes 3; : S; — S;_1 apparaissant dans la factorisation de %
en succession de modifications affines fibrées élémentaires est aussi équivariant (cf.
13.3.7). Puisque toute G, x-action sur Aﬁ( de type t, s’étend en une G, x-action
sur P% (cf. 1.2.3), on conclut que cette action se reléve aussi sur S puisqu’a chaque
étape, (3; : S; — S;j_1 est simplement I’éclatement d'un nombre fini de points fermés
k-valués de S;_1 C S’j_l fixé par la G, x-action sur S;_; relevant I'action t, sur
AL |
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CHAPITRE 14

Plongements des surfaces de Danielewski dans les
espaces affines

Nous avons établi au chapitre 12 que toute surface de Danielewski 7 : S — X,
ou z = Spec (k[z]), est isomorphe & une surface de Danielewski S () associée a
un arbre finement k-pondéré v = (I', w) suivant la méthode (12.2.4). D’autre part,
le procédé introduit au chapitre 6 permet de construire, & partir d’une certaine
classe d’arbres k [z] [t]-pondérés g = (T, w) décrite au chapitre 11, des schémas de
Danielewski-Fieseler affines 7 : V (g) — X, c’est a dire des surfaces de Danielewski
au sens de la définition (12.1.1).

Dans le présent chapitre, nous comparons ces deux descriptions combinatoires
des surfaces de Danielewski. Nous montrons en particulier que toute surface de Da-
nielewski S est isomorphe & une surface de Danielewski V (g) associée & un arbre
k [z] [t]-pondéré. Plus précisément, nous établissons que pour toute surface de Da-
nielewski S (y) définie par un arbre finement k-pondéré v = (I',w), il existe une
fonction de poids @ : E(I') — k[z][t] sur T, dépendant de la fonction de poids
w : E(T') — k, telle que S () soit isomorphe a la surface de Danielewski V (g)
associée a 'arbre g = (I, w). On en déduit au passage que toute surface de Danie-
lewski S admet un plongement équivariant dans un espace affine relatif AY pour
un certain N dépendant de S.

NOTATION 14.0.7. Pour simplifier, nous supposons dans ce chapitre que le corps
de base k est de caractéristique nulle. Bien que la majorité des résultat établis dans
ce chapitre ne dépendent pas de la caractéristique de k, cette hypothése s’avére
nécéssaire en (14.2.21), ot nous décrivons certaines actions du groupe additif a
laide de dérivations localement nilpotentes. Nous notons de nouveau A = k [z],
X = Spec (A) et zo = div ().

14.1. Rappel des procédés de construction

Pour le confort du lecteur, nous rappelons ici briévement les deux méthodes
de construction de surfaces de Danielewski & partir d’arbres finement k-pondérés
~ et d’arbres A [t]-pondérés g. Nous revenons ensuite sur le procédé algorithmique
général du chapitre 11 permettant d’obtenir des fonctions de transitions pour une
surface de Danielewski V' (g) associée & un arbre A [t]-pondéré g.

14.1.1. Surface de Danielewski associée a un arbre finement k-pondéré.
Rappelons qu’un arbre finement k-pondéré v = (T, w) est un arbre I', enraciné en
eo et muni d’une fonction de poids w : E (I') — k tel que, pour tout e € Par (') et
tout couple ey, es € Fils (e) de fils de e on ait w (e1¢é) # w (ez€).

14.1.1. Tout arbre finement k-pondéré v = (T',w) définit une surface de Da-
nielewski 7 : S(y) — X construite de la maniére suivante. Notons Fe (I') =
{e1,...,e,} 'ensemble de feuilles de T, et posons, pour tout ¢ = 1,...,n, (| €;)p =
{eo=eio0<ei1 < € m—1,€im, =€}, oum; =1(] e;)p. On forme tout d’abord
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une collection & (y) = {6;},_,; ,, de polynomes ¢; € A =k [z] en posant

.....

my
i = Zw (€ij+ieiz)a’ €klz], i=1,....n
=0

On définit ensuite un multi-indice [p ()] € ZZ%, en posant p; = h (') —m; € Z>o

pour tout ¢ = 1,...,n. Le fait que 7 soit finement k-pondéré garantit que le schéma

de Danielewski-Fieseler S (v) = Sy(r),5(y)) = S((Z(%AL)(;)(B)) défini par les fonctions de

transition g;; = ghi—h() (6;—6i) € Ay =k [:c,x_l}, i1# j,4,7=1,...,n est af-
fine, donc est une surface de Danielewski au sens de la définition (12.1.1). Rappelons
encore que S () s’obtient en recollant les X-schémas Aﬁ(i(n) = Spec (A [T;]) au des-
sus de X, = Spec (k [z,27!]) par Dintermédiaire des isomorphismes de k [z, z7!]-
algébres

Tij - Az [TZ] :’ Az [Tj] 5T% = gij +x#i7‘ujTj7 7’#]5 Za] = 15- <oy N

Rappelons pour terminer que la surface de Danielewski 7 : S (y) — X est équipée
d’'un X-morphisme birationnel canonique v, : S(y) — Ak = Spec(4[X,]), ou
X est une variable, dont les restrictions aux ouverts Aki(n) sont induites par les
homomorphismes de A-algébres A [Xo] — A[T}], X — &6;+a" O~ T, i =1,... n.

14.1.2. Surface de Danielewski associée a un arbre k [z][t]-pondéré.
Nous considérons ici des arbres A [t]-pondérés g = (', w) dont la fonction de poids
w: E(T') — A[t] satisfait les conditions suivantes :

—
a) Pour tout sommet e’ € Par (T') et pour tout e € Fils (¢’), le polynome w (ee’)

-
est de la forme w (ee’) = Gee +1C Aft], OU Geer € k C A=E|[z].
b) Pour tout e’ € Par (') et tout couple eq, ez € Fils (€/) on ae, o/ # ey e’

14.1.2. Ces hypothéses impliquent que pour tout couple eq,es € Fils (¢'), on a
Ueyor A+ aeyer A = A, et que I'image de ae,er — @eyer dans A/zA = k est un élément
inversible car non nul. Ainsi, les conditions ci-dessus assurent que g est un arbre
A [t]-pondéré satisfaisant les hypothéses générales (11.1.1). Or, d’aprés (11.2.1), ces
hypothéses garantissent justement que le X-schéma 7 : V (g) — X associé a g
selon le procédé (6.1.11), que nous rappelons d’ailleurs briévement ci-dessous, est
un schéma de Danielewski-Fieseler affine de base (X, (), donc est une surface de
Danielewski au sens de la définition (12.1.1).

14.1.3. Rappelons maintenant rapidement (6.1.9), a titre de comparaison, com-
ment sont obtenus les schémas V' (g). On associe tout d’abord a I'arbre T', la A-
algébre de polynomes A[T] = A [XO, (Xe)eepar(ry| en d(I') + 1 variables Xo, X,
ou e parcourt I’ensemble de sommets de I" qui sont des parents. On considére alors
l'idéal I (g) C A[I'] engendré par les polynomes

Ac(g) = aXe—Gel(g) e € Par (T
_ _ (e,e') € Par (T') x Anc (e)
Ac<e(g) = (Xpar(e/) + ae”,e’) Xe = XerGer<e (9) e’ =Fils(¢)N (] e)r

ot, pour tout e € Par (I") tel que (] e)p = {ep < e1 <--- < e, =€} on a posé

i

m

Ge (g) = H H (ae’,ej + Xej,l) H (ae’,e + Xem,l)

=0 e’GFils(ej)\{ej+1} G,GFHS(G)

J
m—1

Gei<e (g) = H (ae’,ej + Xej,l) H (ae’,e + Xem,l)
Jj=i+1 e/GFils(ej)\{ej+1} G/GFHS(E)
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ou, par convention X. , = Xy. On considére finalement V (g) = Spec (A[I'] /1 (g))
comme un X-schéma via le morphisme 7 : V (g) — X induit par ’homomorphisme
canonique A — A[T'] /I (g).

14.1.3. Fonctions de transitions d’une surface de Danielewski V (g).
Au cours du chapitre 11, nous avons établi une méthode permettant d’obtenir des
fonctions de transition pour un schéma de Danielewski-Fieseler V (g) quelconque.
Dans le cas particulier oi V' (g) est une surface de Danielewski construite suivant le
principe ci-dessus, ’algorithme utilisé pour déterminer ces fonctions de transition
est simplifié¢. Plus précisément, on a le corollaire de (11.3.4) suivant :

PROPOSITION 14.1.4. Soit g = (', w) un arbre A[t]-pondéré satisfaisant les
hypotheéses (14.1.2), et soient Fe(T') = {e1,...,en} les feuilles de T'. Notons m; =
L(le)pet(le)={eo=eio<ei <---<eim, =e}. Alors il existe une unique

m;—1
collection ¢ = {6},_, _, de polynomes &; = Z bi ;o) € k[z], dépendant uni-
3=0
quement de la fonction de poids w : E(T') — Al[t] et satisfaisant les conditions
sutvantes

a) pour tout i = 1,...,n, bjo = —ae, ¢, €K,

b) pour touti=1,...,n et tout j =0,...,m—2, les éléments &, ; € k [x,:c’l}
définis récursivement par &; ; = :IflGej (9) (64,8450, .,0ij—1) sont des polynomes
pouvant s’écrire sous la forme G; j = Ge, ; 5., ;1 + 2&i5 (), 0w & 5 € k[z],

telle que V (g) soit isomorphe a la surface de Danielewski S((Z(’#‘)D&),

i=1,...,n, i =hT)—m; € Z>o .

o, pour tout

Rappelons (11.3.1) que les coefficients b; ; € k des polynémes &; dont la proposi-
tion ci-dessus garantit l’existence peuvent étre déterminés récursivement a partir
de la condition (a) de telle sorte que la condition (b) soit satisfaite & chaque étape.
L’exemple ci-dessous illustre ce procédé général.

EXEMPLE 14.1.5. Considérons 'arbre A [t]-pondéré g = (I', w) suivant :

€1,1 ¢ €21
t+1
€0
-1 ® ®
€1,2 t €22 t €3,2

On a donc A[I'] = A [Xo, Xeo, Xey 1» Xey o, Xey ], et V (g) C A% est la surface de
Danielewski définie par le systéme d’équations

tXe, — (X3 —1) =0 (Xo+1) X, , — X2 =0
2Xe,, — (Xo—1)Xe, =0 (Xo—-1) X, , — X2 =0
2Xe,, — (Xo+1)Xey, =0 (Xo—1)Xey, — XegXey, =0
2Xey, — (Xo+1)Xe,, =0 XeoXesn — X2, =0

On observera au passage que V (g) est munie d’une action du groupe multiplicatif
(k*, x) = G,k induite par la restriction de l’action sur A5, définie par

M (2, X0, Xegs Xey1r Xey o Xeso) = (A0, Xo, A X, A2 X0, AKX, ,, A2 X, )

€1,19 €1,2)
L’arbre I" ayant deux feuilles eg ; et e3 2 aux niveaux 2 et 3 respectivement, il nous
faut donc déterminer deux polynomes 61 = by o+ xb1,1 et 62 = ba o+ b1 + z2b272.
D’aprés la condition a) de (14.1.4), on a déja b1g = —Ge, e = —1 €t byg =

—ae, , = 1. Puisque ae, , ¢, , =0, on doit avoir, d’aprés b),
51,0 =2 Gey (9) (61) =271 (67 — 1) = b1 (=2 +ab1,1) = 210 (2)
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pour un certain polyndome &9 € k[z], ce qui n’est évidemment possible que si
b1,1 = 0. On a donc &; = —1. Le méme raisonnement montre que by ; = 0 puisque
ey ,e10 = 0. On a donc 63 = 1+ x2by 5 et

5‘2,0 = $_1Geo (g) (5‘2) =z ! (5‘% — 1) = 2[)272.%' + b§72$3
Finalement, puisque @, , ¢, , = 0, on conclut que
Go,1 = 'Gey, (62,520) = 27" (52 + 1) G20 = (2+ 2°b22) (2b2,2 + b§,2$3) =21

pour un certain polynome &1 € k[x], ce qui n’est possible que si by 2 = 0. Ainsi
V (g) est isomorphe & la surface de Danielewski Sg’g;]), oud={61 =-1;52 =1},
et ot [u] = (p1, u2) = (1,0), donc est isomorphe a la surface de Danielewski définie

par l’arbre finement k-pondéré v = (I, @) suivant :

€1,1 0 €21

-1
€o

1 ® °

€1,2 €22 €3,2

14.1.6. Dans ’exemple précédent, la surface de Danielewski V (g) associée a
Parbre A [t]-pondéré g est isomorphe & une surface de Danielewski S () définie
par un arbre finement, k-pondéré + ayant le méme arbre sous-jacent I" que g. De

maniére générale, il est naturel de chercher & comparer ’arbre g = (I", w) avec I’arbre

finement k-pondéré g, associé a la surface de Danielewski S((Z(%])&)

aux fonctions de transition déduites de 'arbre g. Pour ce faire, il est nécessaire de
revenir plus en détail sur le procédé de construction des polynoémes &; suivant la
méthode de (14.1.4).

correspondant

LEMME 14.1.7. Soit g = (I', w) un arbre A [t]-pondéré satisfaisant les hypothéses
(14.1.2), et soit e; € Fe(I") une feuille de I' au niveaw m; =1 (] ;). Soit (| e;)p =

{60 =ej0<e€i1 < - <€m = 61'} et soit bi,O = —aei’heo,bi’l, Ce 7bi,mi—1 € k les
coefficients du polynéme &; de (14.1.4). Alors pour tout I = 1,...,m — 1, il existe
un couple (a1, i) € k* x k, ne dépendant que des sommets eg,e;1...,€, 11 et de

leurs fils respectifs , tel que b;; = a;ll (—aei’l“,ei,[ - ﬁi,l).

DEMONSTRATION. On vérifie par récurrence sur les égalités

&i,j = xilGei,j (g) (&iv &i,Oa B &i,jfl) = —CQ¢; ji0,6 541 + Zfi,j (:L')
servant a définir les coefficients b; ;, que si b; 0, 0;,1,...,b;; ont été choisis de telle
sorte que les égalités ci-dessus soient satisfaites pour tout j = 0,...,l — 1, alors il

existe (o, B) € k* x k satisfaisant 1’assertion du lemme et tels que
iy =1""Ge,, (9) (64,50 -, G11-1) = abiag1 + B +aiy (x)

pour un certain polynome &;; € k[z], ce qui implique bien que le coefficient b; ;41
doit satisfaire I’égalité annoncée. g

On en déduit le résultat comparatif suivant :

THEOREME 14.1.8. Pour toute surface de Danielewski V (g) associée ¢ un arbre
At]-pondéré g = (T',w) satisfaisant les hypothéses (14.1.2), il existe une fonction
de poids w : E (') — k sur T, telle que v = (T, w) soit un arbre finement k-pondéré,
et telle que les surfaces de Danielewski V (g) et S () soient X -isomorphes.
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DEMONSTRATION. Soient Fe (I') = {eq, ..., e, } les feuilles de I". D’aprés (14.1.4),

m;—1

il existe des polynomes &; = Z bigx' € k[x], ot m; = (| e;)p, tels que V (g) soit
1=0

isomorphe a la surface de Danielewski S = S((IT;{#L)],)&)v ot ¢ = {5;}

w; = h(T') —m; pour tout ¢ = 1,...,n. Il suffit donc de montrer que l'arbre k-

i=1,...n et ou

pondéré v = vg = (f‘,u?) (12.2.1) correspondant & ces données posséde le méme

arbre sous-jacent I' que g. On est en effet assuré que 'arbre « ainsi construit est
un arbre finement k-pondéré d’aprés le critére (12.1.6). Par choix des données n,
h(T) et [u] € Z%, , T’ a le méme nombre de feuilles que I'. Nous pouvons donc

conserver la notation ey, ..., e, pour désigner les feuilles de [. Par définition, on a
(] e))p =m; =h(I')—p; =1(] e;)5, de sorte que les sous-chaines maximales de I'
et T respectivement sont en bijection. Il suffit par conséquent de montrer que pour
tout couple de feuilles e;, e; € Fe ('), de premier ancétre commun e € Par (I') au ni-
veaum > 0, 5 —&; € ™k [z]\ 2™k [z]. Cette condition garantit en effet, d’apres
la construction (12.2.1) de T par recollement des sous-chaines maximales (| e;)z,
i=1,...,n, que pour tout couple d’indices i # j les sous-arbres (| e;)r U (| €j)z
de T et (] ei)p U (| ej)p de I' sont isomorphes, donc que les arbres [ et T sont
isomorphes. Notons

(l es)F:{eozes,O <es1 << egmy, :es}v 5=1,],

de sorte que 'on a e = ¢, ,, = €;,,, puisque e est au niveau m. D’aprés (14.1.7),
les coeflicients b;; et b;; des polyndmes &; et &; sont déterminés tout d’abord par
bio = —Ge; 1, €6 bj0 = —ae, ,¢,, DUiS par

—1 —1
by = Q0 (_aei,H»hei,l - BiJ) et bj1 = Q51 (_aej,z+17€j,l - ﬁjJ) :

pour des couples (a; 1, 5;1) € k* x k (resp.(oj 1, 5851) € k* x k) ne dépendant que
des sommet eq, €;1,...,€;,1—1 et de leurs fils (resp. des sommets eg,e;1,...,€;j1-1
et de leurs fils). Si m = 0, alors b; o # b; o puisque d’aprés les hypothéses (14.1.2),
Qe; 1 ,e0 7 Qe q,e0- SiNON, sim > 0 alors e;; = ej;; pour tout [ = 0,...,m, de sorte
que (i, Bi) = (a1, Bj,1) pour tout I = 0,...,m+1. Puisque ae, ,,, c;; = Ge; 1.5,
pour tout [ =0,...,m —1, on a donc b;; = b;; pour tout { =0,...,m — 1. D’autre
part, les hypothéses (14.1.2) impliquant de nouveau que ae, ,,,1.c;m 7 Gejmiiiesm>
on conclut que b; , # bjm. Ainsi 6, — 6; € 2™k [z] \ 2™ k[z], ce qui prouve le
théoréme. O

14.1.9. Etant donné un arbre A [t]-pondéré g = (I',w) satisfaisant aux hypo-
théses (14.1.2), il est particuliérement intéressant de pouvoir déterminer de maniére
précise et explicite les relations de dépendance entre les coefficients b; ; des poly-
nomes ; de (14.1.4) et la fonction de poids w : E (I') — A [t]. En effet, on sait (cf.
12.3.4) sous quelles conditions deux surfaces de Danielewski S (y) et S (v'), défi-
nies respectivement par des arbres finement k-pondérés v et 7/, sont X-isomorphes.
Ainsi, dés lors que I'on connait la relation explicite entre les coefficients b; ; et les
éléments apar(c),e € k servant a définir la fonction de poids w : E(I') — A[t], on
est en mesure de déterminer sous quelles conditions deux surfaces de Danielewski
V (g) et V (g’) sont X-isomorphes. Par construction, les coefficients b; ; s’expriment
comme des polynomes en certains éléments apyr(e),e € k. Il n’est donc pas évident
que l'on puisse aboutir de cette maniére & une caractérisation raisonnable des classes
d’isomorphisme de surfaces de Danielewski V' (g). Les coefficients b; ; étant cepen-
dant obtenus par un algorithme récursif explicite (cf. 11.3.1), on pourra toujours
décider au cas par cas, par exemple en utilisant un logiciel de calcul formel adapté,
si deux surfaces de Danielewski V' (g) et V (g’) sont isomorphes. On déduit en tout
cas de (12.3.4) et (14.1.8) la condition nécessaire générale suivante :
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PROPOSITION 14.1.10. Si deuz surfaces de Danielewski V (g) et V (g') associées
respectivement & des arbres Alt]-pondérés g = (T,w)et g = (I, w’') satisfaisant
auzx hypothéses (14.1.2) sont X -isomorphes, alors les sous-arbres essentiels (C.1.8)
Es(T) et Es(I")de T et TV respectivement sont isomorphes.

14.2. Plongement d’une surface de Danielewski dans un espace affine

D’aprés ce qui précéde, toute surface de Danielewski V' (g) associée & un arbre
Alt]-pondéré g = (I',w) satisfaisant les hypothéses (14.1.2) est isomorphe & une
surface de Danielewski S () définie par un arbre finement k-pondéré v ayant méme
arbre sous-jacent I' que g. Nous montrons ici que la réciproque est vraie, & savoir
que pour tout arbre finement k-pondéré v = (T, w), il existe un arbre A [¢]-pondéré
g satisfaisant (14.1.2), ayant méme arbre sous-jacent I" que v, et tel que S (y) ~
V (g). Pour ce faire nous construisons de maniére explicite une fonction de poids
w: E(T') — Alt] adaptée. Toute surface de Danielewski S étant isomorphe & une
surface de Danielewski S () définie par un arbre 7 de ce type (cf. 12.2.7), on en
déduit, en particulier, que toute surface de Danielewski S peut étre plongée dans un
certain espace affine relatif AY sous la forme d’une surface V (g). Nous montrons
de plus que pour toute action non triviale du groupe additif G, x sur S il existe
une G, x-action sur AY, définie par une formule explicite, rendant ce plongement
équivariant.

14.2.1. Construction de plongements. Nous consacrons ce paragraphe a
la preuve de la réciproque suivante du théoréme (14.1.8).

THEOREME 14.2.1. Pour toute surface de Danielewski w : S () — X définie
par un arbre finement k-pondéré v = (I',w), il existe une fonction de poids © :
E () — Alt] satisfaisant les hypothéses (14.1.2) et un plongement ¢ : S (y) —
A%FH = Spec (A[I]) induisant un isomorphisme S () ~ V (g), o g = (', w).
Pour démontrer le théoréme (14.2.1), notre méthode consiste pour essentiel a in-
verser le procédé de construction des fonctions de transition d’une surface de Da-
nielewski V' (g) décrit précédemment. Nous commengons par introduire une série de
notations nécessaires & la mise en oeuvre de cette construction.

14.2.2. Etant donné un arbre finement k-pondéré v = (T, w), de feuilles Fe (I") =
{e1,...,en}, nous notons de nouveau m; =1 (| e;)p et

(1 ei)]" ={ep=ei0<e1 < - <e€m =6}

la sous-chaine maximale pondérée correspondant a la feuille e;. On prendra garde
au fait qu'un sommet e € (| e;) N (] e;)p au niveau m peut donc étre noté a la fois
ei,m €t ejm. Dans ce qui suit, nous utiliserons réguliérement la formule condensée
soit e = e;,,, 7 en lieu et place de la formulation compléte "soit e un sommet de I' au

niveau m, appartenant a (| e;)”. Nous notons 7 : S () ) x (n) = X (xg,n) 2x
le morphisme structural de la surface de Danielewski définie par -y, et nous désignons
par C., ~ A} la composante irréductible de la fibre 7! (z9) correspondant a la
feuille e;, : = 1,...,n. Plus généralement, pour tout sommet e de I', nous notons

Cle) = U Ceo, €7 1 (20)
{i eicFe(T'(e))}

le sous-schéma fermé de 7! () constitué de la réunion des courbes C,, C 71 (z¢)
correspondant au sous-ensemble des feuilles de I qui sont des feuilles du sous-arbre
maximal I' (e) de I' enraciné en e. On a donc en particulier C (eg) = 7! (z) et
C (e;) = C,, pour toute feuille e; € Fe (T') de T'.
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14.2.3. Nous notons B, =T (X, m.0g(), Si () = S (V) |x;(n)»
AT, =T (Xz- (n),p(n), OS(V)) ~T (X, T:O5(+) |Si(’7)) , i=1,...,n

et nous désignons par 7; : B, — A[T;] 'homomorphisme injectif de A-algebres
correspondant. Le X-morphisme birationnel canonique ¥, = ¥,r),5(y)) : S (v) —
A% = Spec (A[Xo]) correspond alors a I'unique section s,.._, = 9% (Xo) € By telle
que

m;—1
Ti (Sy,ey) = G + 2™ Ty = E w (€ j+16€i,7) ) + 2™ T;
=0
. . . 2 —_—
pour tout ¢ = 1,. .., n. Pour simplifier nous noterons dorénavant w; ; = w (€; j+1€; ;)
pour tout j =0,...,m —1 et w;,,, = T;.

14.2.4. Si h(T") = 0 alors I est ’arbre trivial & un élément {eo} et 1, : S () —
A% est un isomorphisme. Nous supposons donc & présent que h (') > 1, ce qui
implique en particulier que m; > 1 pour tout ¢ = 1,...,n. On observe alors que
Sy,e_, est localement constant le long de la fibre 71 (x0), et prend la valeur w0 €
k C A[T;] JxA|T;] ~ k[T;] le long de la composante C., de cette fibre. Puisque ~y est
finement pondéré, w; o = w; o si et seulement si e; 1 = e;,1, de sorte que si I’on note
g1, -- - gr les sommets de I" au niveaux 1, 1., est constant les long des sous-schémas
C(g;) € m ! (xo) pour tout i = 1,...,r. Cette observation se généralise sous la
forme suivante :

LEMME 14.2.5. Si h(T') > 1, alors il existe une fonction de poids
—_
w: E(I') — Alt],ePar(e) = ae pare) +1 € k[t] C Alt]

satisfaisant les hypothéses (14.1.2), et une collection de sections sy ,,5y.c € By,
ot e parcourt l'ensemble Par(T'), telles que si l'on note g = (I',w) les assertions
sutvantes sont satisfaites :

a) Pour tout € = €;m, Sy.e =2 Ge(8) (Sy.e_1sSy.c00 Syieins s Syieimo1)-

b) si Fils(e) = {g1,...,gr} alors s, ., est constant le long du sous-schéma
fermé C (g;), prenant la valeur —agy, ., . € k.

¢) si g € Fils(e) N Fe(I') alors sy, ,, se restreint en une fonction coordonnée
sur la composante irréductible C, ~ A} de 7= (z).

14.2.6. La preuve de (14.2.5) que nous donnons ci-dessous repose pour 1’essen-
tiel sur les mémes arguments calculatoires que ceux conduisant & la construction
des fonctions de transition d’une surface de Danielewski V' (g). Il s’agit en effet de
construire par étapes, & partir de la section s, ._, correspondant au morphisme
birationnel canonique ., la fonction de poids w : E(I') — A[t] et les sections
5y € By, e € Par (I'), satisfaisant les conditions énoncées. Plus précisément, pour
tout m = 0,...,h(T), nous notons T, le sous-arbre de T" formé de ’ensemble des
sommets de I" aux niveaux k& < m, nous supposons construite une fonction de poids
w : E(Ty,) — AJt] satisfaisant les hypothéses (14.1.2), ainsi que la collection des
sections s, . pour tous les sommets de I' aux niveaux k£ < m — 2. Nous définissons
alors, & partir de ces données, les sections s, . pour tous les sommets ¢’ de I' au
niveau m — 1, et nous prolongeons ensuite la fonction de poids w en une fonction
de poids w : E (T, 4+1) — Al[t] satisfaisant encore les hypothéses (14.1.2).

14.2.7. Etape 1. Puisque Sy,.e_, est donnée, il suffit de déterminer dans cette
premiére étape les valeurs de @ sur les arétes reliant les fils de la racine eg de I" &
cette méme racine. Par définition, pour tout i = 1,...,n,

Ti (37,671) =0; +a™T; = Zwm’xj € A[Ty].
j=0
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La condition b) de (14.2.5) n’est satisfaite que si 'on pose
W (€€0) = e,y +1=—5y._, |0, +t=—wio+tEk[t] C A[t]

pour tout e = e; 1 € Fils (eg). Cette définition ne dépend évidemment pas du choix
de l'indice 7 tel que e = e; 1 puisque si j est un autre indice tel que e = e; 1, alors on
aw;,o=w(e;,e0) = wl(eji€0) = wo,j. Etant donnés deux fils distincts e = i1 et
e’ =e;1 de eg, on a nécessairement ¢ # j, de sorte que Ge ey = Wj,0 F Wi,0 = Qe,eq
puisque par hypothése + est un arbre finement k-pondéré. Par conséquent g; =
(T'1,w) est un arbre A [t]-pondéré satisfaisant les hypothéses (14.1.2).

14.2.8. Etape m, m > 2. Supposons maintenant que la fonction de poids W est
définie sur le sous-arbre I';,, de I' et que les sections s, . sont construites pour tous
les sommets de I’ aux niveaux k < m — 2. Etant donné un sommet e = €im—1 de
Par (T"), les hypothéses que nous venons de faire impliquent que la formule

-1

€z Gei,mfl (gm) (5%67175%807 S'Yvei,lﬂ sty S’Yﬁei,m72)
a un sens, et définit par conséquent une section de B, ® 4 A, dont il reste & montrer
qu’elle se prolonge en une section s., . € B satisfaisant (c). Or, par définition, pour

tout indice ¢ =1,...,n tel que e =¢; ,—1 ON a

T; (S Yr€i,m— 1 _1 H Fe{le; ]+1} ) (Ti (S’Yaei,]‘—l)) (aei,m,m,m—l + Ti (S’Y,E¢,m—2)) )
tandis que par construction 7; (s, ,_,) € A[T;] pour tout j = 0,...,m—1. Posons,
pour tout 5 =1,.

few = 6{161”1}( )(_aei,j»ei,j—l) = H (ae’,ei,j,l - aei,jvei,j—l) S

e’€Fils(e; j—1)\{ei,; }
On déduit aisément en développant suivant les puisssances de x qu’il existe un
polynome Q; m—2 € k [ug, ..., um—1] ne dépendant que des sommets e, ..., €;m—1
et tel que Qim—2 (0,...,0) =0, et un polynome P, ,,,_o € A[T;] tels que

Ti (S'eri,m—z) = —Oe; m,eim1 T (O‘i,M72wi,m + Qim—2 (wO,i7 cen ,wO,m—l))+iE2Pi,m72,

oll, O m—2 = H fe”:] 123, Un nouveau développement montre alors que

T (S'y,e.; m,l) = 0m—1Wim + Bim—1 + +2P;m—1 € A[T}],

ou P o1 € ATy, tim—1 = H :fﬂ =7 ¢ k* et ou Bi,m—1 ne dépend que des
sommets €g,€;1 ..., €im. A1n51, Ti (8y,e) € A[T;] pour tout i = 1,...,n tel que
e = €im—1- Etant donné maintenant un indice j tel que e & (| eJ)F, le premier
ancétre commun de e = €;,,—1 et €; = ej,, est un sommet e;; = e;; ou | <
min (m — 2, m; — 1). Dans cette situation, par définition du polynéme généalogique
G (gm) et de la section s,.,, ,, on a

€i,m—1
 ——
w (ej 1+1€5, l) (S'Y €j,i— 1) = Qejiq1,e5, + 7 (57781,171) = Qej 11,65, + (7aej,z+11€j,1 + :L'R)

ou R € A[T;] divise le polynome

Gim—1 = Ge, oy (Gm) ( (57 e 1) i (Sv,e0) 5 T (S'eri,l) yeees T (5778i,m—2)) € AlTy].
Puisque g;m—1 est en particulier divisible par x, on conclut finalement que pour
tout j =1,...,n, 75 (Sy.esm_1) = T 'Gim—1 € A[ 5], donc que sy, .., € By. Si
e/ = e;m € Fils(e) est une feuille de T alors m = m;, ¢’ = e; et w;m, = T; par
définition. Dans ces conditions, 7; (s%ei,mfl) induit bien une fonction coordonnée
sur Ce, ~ Spec (k [T;]) puisque par construction o;,—1 € k*. La section sy, .,
satisfait par conséquent les conditions (a) et (c) de (14.2.5). Pour que la condition

154



(b) soit vérifiée, il suffit alors d’étendre la fonction de poids w & 'arbre T';,41, en
posant, pour toute aréte €; ,,11€;m de I'nq1,

L
W (€,m+1€i,m) = Ge;ppireim T = Syeimn |Ce, T2 = (Qim-1Wi,m + Bi,m) + 1.

Si m, oll ¢ # j, est une autre aréte de I'y,11, alors e, = €; m, de sorte
que les couples (i m—1,3im-1) et (@jm—1,3jm—1) sont égaux. Puisque v est un
arbre finement k-pondéré, on a wj ;m # Wjm, dONC Ge; 11 e F Gejmiriejm » CO
qui prouve que @ s’étend en une fonction de poids F (T'),+1) — A [t] satisfaisant les
hypothéses (14.1.2) et telle que la condition (b) de (14.2.5) soit elle aussi satisfaite.

14.2.9. Aprés exactement h (I") étapes, le procédé ci-dessus s’arréte, et I'on
obtient un arbre A [t]-pondéré g = g, = (I', w) dont la fonction de poids @ satisfait
les hypotheéses (14.1.2), et des sections s, . € B, olt e € {e_1} U Par (I'), vérifiant
les conditions du lemme (14.2.5). Le lemme suivant compléte alors la preuve du
théoréme (14.2.1).

LEMME 14.2.10. Le X-morphisme ¢ : S () = Spec(B,) — A%F)H induit par
Uhomomorphisme de A-algébres ¢ : A[I') — By, Xo = Sye_,, Xe — Sy, 0U €
parcourt Par(T'), est un plongement induisant un X -isomorphisme S (v) ~V (g).

DEMONSTRATION. Par définition, s, ._, correspond au morphisme birationnel
canonique v, : S (y) — AL. Donc ses restrictions sur les fibres 77! (z), ot z €
X. = X \ {zo} sont des fonctions coordonnées. D’apres (14.2.5), pour tout couple
de feuilles e;,e; € Fe(I'), il existe une section s, . € By constante sur C, et Ce,
et prenant des valeurs distinctes sur ces deux composantes irréductibles de la fibre
71 (x0). Ainsi ¢ distingue les composantes irréductibles de 7=! (z). Finalement,
pour toute feuille e; = €;,, € Fe(I'), la condition (c) de (14.2.5) garantit que la
section s ¢, . _, € B, induit une fonction coordonnée sur Ce, ~ A}. On en déduit

que ¢ : S(v) — A%F)H est bien un plongement. Par construction des sections
Sye € By, ¢« (Ac(g)) = 0 dans B, pour e € Par(I'). On déduit des relations
(6.1.10) que z¢ (Aer<c (g)) = 0 dans B, pour tout couple (e, e’) € Par (I') x Anc (e),
donc que Ac <. (g) = 0 dans B, puisque B, est une A-algébre intégre. Ainsi, ¢,
se factorise via B(g) = A[T']/I(g). Cela signifie que I'image de ¢ est contenue
dans le schéma de Danielewski V' (g) associé a g. Par construction, le X-morphisme
¢ : S(y) — V(g) ainsi obtenu est bijectif sur les points fermés de S () et V (g),
donc est un isomorphisme d’aprés le Théoréme principal de Zariski. En effet, V (g)
est un schéma régulier, donc en particulier un schéma normal. O

14.2.11. Tl est facile de se convaincre que le procédé de construction de la fonc-
tion de poids @ : E (I') — AJt] a partir de I'arbre finement k-pondéré v = (T, w)
décrit ci-dessus est exactement inverse de celui permettant d’obtenir une collection
de fonctions de transition pour une surface de Danielewski V' (g) associée a un arbre
A[t]-pondéré g = (I', w). On pourra donc toujours, au prix d’un effort calculatoire,
passer d’'une description a l'autre, tout en conservant le méme arbre sous-jacent I.
Toute surface de Danielewski 7 : S — X étant isomorphe & une surface de Da-
nielewski S () définie par un arbre finement k-pondéré v = (I', w) (cf. 12.2.7), on
obtient le résultat utile suivant :

THEOREME 14.2.12. Pour toute surface de Danielewski m : S — X, il existe
un arbre T', des fonctions de poids w : E(I') — k et w : E(T') — Alt] telles que
v = (T, w) soit un arbre finement k-pondéré et telles que g = (T',w) satisfasse les
hypotheéses (14.1.2) , et des X -isomorphismes S (v) ~ S ~V (g).

Les plongements de surfaces de Danielewski ¢ : S (y) — A%F)H obtenus par la
méthode ci-dessus ne sont en général pas optimaux, au sens qu'’il est trés souvent
possible de construire, en raffinant de maniére adéquate les procédés de construction,
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des plongements ¢ : S () < AY, oo N < d(I') + 1, comme le montre ’exemple
ci-dessous, déja considéré en (12.4.4).

EXEMPLE 14.2.13. D’aprés (12.4.4) la surface de Danielewski S () associée a
I’arbre finement C-pondéré

€1
1
€0 1
y=Cw) = o
-1
€1 1

est isomorphe a I'hypersurface Sy de A% = Spec (C [z] [y, z]) définie par I’équation
222 —y? + 22y + 1 = 0. D’autre part, le procédé de construction de plongement
obtenu ci-dessus montre que S (y) est isomorphe a la surface de Danielewski V (g)

de A% = Spec (A [I]) associée & l'arbre A [t]-pondéré

14t -2+t
€0
g= (Fvﬁ;) =
1+t
e, 2+t
c’est a dire & la surface définie par le systéme d’équations
2Xe, — (X3 —1)=0 (Xo—1) Xe eo (Xep —2)=0

1 -X =)
X, —(Xo4+1) (X, —2)=0 (Xo+1)Xe, — Xep (Xey +2)=0
xXe, — (Xo—1)(Xe +2)=0

Ainsi V (g) et Sy sont toutes deux isomorphes a S (v), et 'homomorphisme de
A, -algébres

Xo—y

Xey — 22+ 2y

Xey— ot (wz+2y—2)(y+1)
Xey = L (zz+2y+2)(y—1)

A [XO?XE()aXel)XeQ] - AI [y7z] )

induit un X-isomorphisme Sy ~ V (g).

14.2.2. Plongements et modifications affines. Etant donnée une surface
de Danielewski S () définie par un arbre finement k-pondéré v = (I',w), nous
montrons ici que le plongement ¢ : S () < V (g) C Agl((”“ obtenu ci-dessus est
compatible avec la factorisation du morphisme birationnel canonique ., : S, — A%
en succession de modifications affines fibrées élémentaires (13.3.2).

14.2.14. D’aprés (13.3.6), le morphisme birationnel canonique 9., : S (v) — Al
se factorise de la maniére suivante

Bn Brn— B B
Py 1S () =S (1) 2 S (1) =38 (1) = S () = A,
ot pour tout ¢ = 1,...,n, 7, = ([';, w) est un sous-arbre finement k-pondéré obtenu

a partir du sous-arbre ;41 = (I';4+1,w) en effectuant une contraction élémentaire
N, © Vit1 — i d'un sous-triangle A; de T4 tel que Fe (A;) C Fe(T';41), et ou
Bit1 S (yi41) — S (i) est le morphisme de surfaces de Danielewski (13.1.1) cor-

respondant & na,. Notons po : A%F)H — Al le X-morphisme induit par I'inclusion

A[Xo] € A[T]. Par construction du plongement ¢ : S (y) < V (g) C Spec (A[l])
ci-dessus, on a v, = pg o ¢ car, d’aprés (14.2.5), la premiére section s, . , € B (Y)
servant & définir ¢ s’identifie a ¢ (Xo). Ainsi le plongement ¢ : S () — A%F)H
prolonge le morphisme birationnel canonique . Plus généralement, on a le résultat
suivant :
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PROPOSITION 14.2.15. Soit e € Par(T") un sommet de T, 7:v =T = (T, w)
la contraction du sous-arbre mazimal v (e) = ((T e)p,w) de v enraciné en e, et
soit B : S(v) — S(ve) le morphisme de surfaces de Danielewski correspondant.
Soit g = (Te, W) le sous-arbre A[t]-pondéré de g = (I',w) correspondant. Notons
pe : Spec (A[I]) — Spec (A [T.]) le X -morphisme induit par Uinclusion de A-algébres
A[l.] C A[L). Alors ’homomorphisme de A-algébres ALe] — By, Xer = Sy, s
factorise par B, et induit un plongement fermé ¢, = S (ve) < V (ge) C Spec (A [T.])
tel que le diagramme suivant soit commutatif

¢

V' (g) C Spec(A[I'])

ﬁ(’r)l lpe

be
S (ve) —=V (8¢) C Spec(A[Tc])
DEMONSTRATION. Il s’agit d’une conséquence immédiate de la définition du
morphisme de surfaces de Danielewski S : S(y) — S(v.) correspondant a la

contraction 7 : 7 — 7. et de la construction itérative de la fonction de poids
w: E(T)— Alt]. O

14.2.16. La proposition (14.2.15) signifie en d’autres termes qu’a partir de
Parbre A [t]-pondéré g = (T, w) déduit de v = (T, w), on obtient les plongements de
toutes les surfaces de Danielewski S (v.) correspondant & des sous-arbres ~, de v
apparaissant dans la factorisation du morphisme constant 7, : v — {eg}. Plus pré-

cisément, puisque par définition A[I'] = A[l'¢] [(Xe/)e/epar(f‘(e))}’ oul'(e)=(Te)r
désigne le sous-arbre maximal de I' enraciné en e € Par (I"), (14.2.15) implique que
I(g)NA[T.] =1(g.) et que la matrice

M (ge) = (Mo, (Mer)pepanr, ) € Mata,aqr,+1) (A L))

servant a définir les générateurs de I'idéal I (g.) C A [I'c] de la surface de Danielewski
V(ge) C A%FS)H est obtenue a partir de la matrice

M (g) = (Mo, (Mer) s cpar(r) ) € Mat (aqry+1) (A [T)

donnant les générateurs de l'idéal T (g) C A[l] de V (g) C A%F)H (cf. 6.1.9) en
supprimant les colonnes M., € Maty ;1 (A [T']) correspondant aux sommets de I" (e).
Appliquée a la factorisation compléte du morphisme birationnel canonique . :
S (v) — Ak associé au morphisme constant 7, : v — {eg}, cette observation conduit
au résultat suivant.

THEOREME 14.2.17. Soit V (g) C A%F)H une surface de Danielewski associée
a un arbre A[t]-pondéré g = (I',w) satisfaisant les hypothéses (14.1.2), et soit

Tai0n=0 5 Guo1=Tpo,@) 57 S g = (D,@) = go = {eo}
une factorisation du morphisme constant 74 : g — {eo} en succession de contrac-
tions élémentaires T., , : §i — @i—1 d’un sous-triangle /\; de I'; enraciné en e;_; tel
que Fe(A\;) C Fe(T;). Soit pe,_, : Spec(A[Ti—1]) — Spec(A[T;]) la projection cor-
respondant a Uinclusion de A-algébres A[T;_1] C A[ly] = A[l;_1] [Xe,_,]. Alors
le X -morphisme v : V (g) — AL = Spec(A[Xy]) induit par I’'homomorphisme de
A-algébres A[Xo] — B (g) admet une factorisation

Pe, 1 Pep_o e e
WiV 5V (geen) 5TV (1) 7V (g0) = Spee (A[Xo])
ot pour tout : = 1,...,n, la restriction p., , : V (g;) — V (gi—1) de la projection

De;_, est une modification affine fibrée élémentaire.
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DEMONSTRATION. On peut supposer, d’aprés (14.1.8), que V (g) est obtenue
comme l'image du plongement ¢ : S (y) — Spec (A[']) d’une surface de Danie-
lewski S () définie par un arbre finement k-pondéré v = (I', w) ayant méme arbre
sous-jacent I' que g. L’assertion découle alors de 'existence de la factorisation du
morphisme birationnel 1., : S (7) — Al en succesion de modifications affines fibrées
élémentaires (cf. 13.3.6), et du fait que (14.2.15) garantit que le plongement ¢ est
compatible avec cette factorisation. O

14.2.3. Plongements équivariants. Dans ce paragraphe, nous comparons la
description des actions du groupe additif G, x sur les surfaces de Danielewski S (7y)
avec la structure des G, x-actions sur les surfaces de Danielewski V (g) induites
par les dérivations localement nilpotentes canoniques Oy, (6.3.3) afin d’établir le
résultat suivant :

THEOREME 14.2.18. Pour toute surface de Danielewski m : S — X mnon iso-
morphe a Ak, il existe un entier N = N (S) > 2 et un plongement fermé ¢ : S —
AY, tel que pour toute G, x -action sur S, il existe une G, x-action sur AY faisant
de ¢ un plongement équivariant.

14.2.19. Puisque toute surface de Danielewski 7 : S — X est isomorphe & une
surface de Danielewski S () définie par un arbre finement k-pondéré v = (I', w)
et que toute surface de ce type admet un plongement ¢ : S (y) — A%F)H =
Spec (A[I']) induisant un isomorphisme ¢ : S (y) = V (g), oit g = (I', %) pour une
certaine fonction de poids w : E (I') — A [t] satisfaisant les hypotheéses (14.1.2), il
suffit de montrer que pour toute G, x-action sur S (), il existe une A-dérivation
localement nilpotente 9 € Der4 (A [I']) préservant Iidéal T (g) C A[T'] de V (g), et
telle que ¢ soit équivariant pour la G, x-action correspondante (voir 6.3.4).

14.2.20. D’aprés (11.2.1), pour toute k-algébre intégre A, tout élément f € A a
la fois non nul et non inversible et tout arbre A [t]-pondéré g = (T', w) satisfaisant les
hypothéses générales (11.1.1), le schéma V (g) est un schéma de Danielewski-Fieseler

V(@™ X () =X D)X

de base (X, D = div (f)) de type (n, [1]), ot n désigne le nombre de feuilles ey, .. ., e,
de T, et ou, p; = h(I') — (] e;)p pour tout ¢ = 1,...,n. On a de plus montré en
(11.2.11) que la structure de G, x-quasi-torseur sur V (g) induite par la section
canonique sp,; € I'(X (n),O [u]) correspondait dans cette description a la G, x-
action sur V' (g) induite par la A-dérivation localement nilpotente canonique Jy 5 (r)
(6.3.3) de la A-algebre B (g) = A['] /I (g).

14.2.21. Supposons en particulier que A = k[z], f = ¢ € A. Alors pour une
surface de Danielewski S (y) = S((Z(’Eﬂ)(g)(g)) définie par un arbre finement k-pondéré

~v = (I, w), le plongement ¢ : S (y) — A%F)H d’image V (g) est équivariant lorsque
l’on munit respectivement S () de sa structure de G, x-quasi-torseur correspondant
a la section sp,(4) € I'(X (n), O [u(7)]), et A%F)H de la G, x-action correspon-
dant & la A-dérivation localement nilpotente gg,h(r‘) de A[I'] induisant la dérivation
Og,n(r) de B (g). De méme, pour toute G, x-action sur S (7) correspondant a une
section asp,yy € I' (X (n),0[p(y)]), ota € A, ¢: S (y) — A%F)H est équivariant
des lors que I’on munit Agl((”“ de la G, x-action induite par la A-dérivation loca-
lement nilpotente G/ém,h(r). Cela termine la preuve du théoréme (14.2.18) puisque
lon sait d’aprés (12.1.4) que toutes les G, x-actions sur S () sont obtenues de cette
maniére. On en déduit aussi le résultat suivant (cf. 6.3.4) :
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PROPOSITION 14.2.22. Toute G, x -action sur une surface de Danielewski V (g)
associée a un arbre A [t]-pondéré g = (I',w) est induite par la restriction d’une G, x -
action sur l’espace affine ambiant AEI((F)H = Spec (A[I]), définie par une dérivation
localement nilpotente de A[I'] de la forme ax™0g pry, ot m >0 et a € A\ TA.

14.2.23. Par construction, pour tout arbre A [t]-pondéré g = (T, w) A-dérivation
localement nilpotente g j,(ry € Der4 (A [I']) définie récursivement par la formule

) - )
h(T -
Ogry = " )3—XO +a! ePZ(F)ag,hm (Ge(8) 55

est une dérivation triangulaire, telle que pour tout e € Par (T'), on ait

Og.n(r) (Xe) C A [XO, (Xe/)e’EAnc(e)i| C A[l],

ou, comme précédemment, I'. désigne le sous-arbre dont les sommets sont les som-
mets de (I'\ (T e)p) U{e}, c’est a dire 'arbre obtenu & partir de I en contractant le
sous-arbre maximal I' (e) = (] e);. de I" enraciné en e sur sa racine. On en déduit que
pour tout e € Par ('), O, se restreint en une A-dérivation localement nilpotente
de la sous-A-algebre A [['.] de A[T]. Il en est évidemment de méme des dérivations
localement nilpotentes ax™ ~gﬁh(r), ou a € k[z] \ zk [z], ce qui conduit au résultat
suivant :

COROLLAIRE 14.2.24. Pour toute surface de Danielewski V (g) associée a un
arbre A [t]-pondéré g = (T, w) satisfaisant les hypothéses (14.1.2), la factorisation

Pep_1 Pep_o Peq

GV (@) 5 V(gn) TV (91) 2V (go) = Spee (A [Xo))
de (14.2.17) est équivariante lorsque 'on munit V (g) de la Gq x-action corres-
pondant a la dérivation localement nilpotente 0 = a:z:még’h(p) € Dery (A[T]), ou
a € k[z]\ zk [z] et chaque V (g;) de l'action correspondant a la restriction de O sur
Al .

DEMONSTRATION. Il s’agit d'une conséquence immédiate de 1’existence d’une
factorisation équivariante du morphisme birationnel canonique 1., : S (v) — Ak
d’une surface de Danielewski définie par un arbre finement k-pondéré v = (T, w)
(13.3.7), de la compatibilité du plongement ¢ : S (v) < V (g) avec cette factorisa-
tion (14.2.15), et de la correspondance entre 'action induite sur V' (g) par la dériva-
tion azmég,h(p) avec la G, x-action sur S (vy) définie par la section az™s(,(,)(14.2.21).

159






CHAPITRE 15

Surfaces de Danielewski d’invariant de
Makar-Limanov trivial

Dans le présent chapitre nous caractérisons les surfaces de Danielewski possé-
dant un invariant de Makar-Limanov trivial. Introduit par Makar-Limanov [31], cet
invariant est défini, pour toute algébre de type fini A sur un corps k de caracté-
ristique nulle, comme la sous-algébre ML (A) = ﬂ Ker (), intersection dans

OELND(A)
A des noyaux de k-dérivations localement nilpotentes @ € LND (A) C Dery (A).
De maniére plus géométrique, les éléments de ML (A) sont les fonctions réguliéres
sur V' = Spec (A) invariantes par toutes les actions du groupe additif G, s sur
V. Lorsque ML (A) = k, on dit que linvariant de Makar-Limanov de A, ou de
V = Spec (A), est trivial.

Malgreé cette interprétation géométrique, l'invariant de Makar-Limanov reste
un objet en général difficile & manier, essentiellement du fait de sa définition al-
gébrique faisant intervenir ’ensemble des dérivations localement nilpotentes. Ce-
pendant, lorsque S/k est une surface intégre, il est clair que 'invariant de Makar-
Limanov de S est trivial si et seulement si S admet deux G, y-actions non équi-
valentes, c’est & dire deux actions définies par des k-dérivations localement nilpo-
tentes 01 et 0o de la k-algébre A =T (S, Og) possédant des noyaux distincts. Cela
revient encore a dire que les fibres fermées générales des deux morphismes quotients
¢i : S — Spec (Ker (9;)), i = 1,2, correspondants (cf. 5.2.2) sont distinctes.

On dispose d’autre part d’une caractérisation des surfaces affines normales com-
plezes S = Spec (A) dont I'invariant de Makar-Limanov ML (S) = ML (A) est trivial
en terme de la structure du diviseur de bord d’une complétion projective S de S.
Pour le confort du lecteur, nous avons inclu dans I’annexe D de cette thése ’article
original [13] traitant de ce sujet sur lequel nous ne reviendrons pas dans ce qui suit.
Signalons cependant que cette caractérisation reste valable pour les surfaces affines
normales S/k définies sur un corps algébriquement clos et de caractéristique nulle.
En effet, les arguments de [13] ne font pas appel a des propriétés specifiques du
corps de nombres complexes.

Nous mettons ici & profit cette caractérisation générale pour déterminer, et ce
quel que soit le corps de base k de caractéristique nulle, quelles sont les surfaces de
Danielewski dont I'invariant de Makar-Limanov est trivial. Nous établissons en effet
un critére combinatoire ( Théoréme 15.1.1 ci-dessous) qui montre que l'invariant de
Makar-Limanov d’une k-surface de Danielewski S est trivial si et seulement si S
est isomorphe & une surface de Danielewski S (y) définie par un peigne finement
k-pondéré v = (I',w), c’est a dire (cf. 12.4.9) si et seulement si v \ Fe (I") est une
chaine k-pondérée. Nous étudions ensuite certaines propriétés des actions du groupe
additif G, j sur ces surfaces.

NoTATION 15.0.25. Dans ce chapitre, k désigne un corps de caractéristique
nulle, et k désigne sa cloture algébrique. La donnée du corps k est amenée & varier
tout au long de ce chapitre ; nous noterons A = k [z], X, = Spec (4) et xg = div (z),
lorsqu’il sera nécessaire de préciser cette donnée. Nous noterons de méme S, pour
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désigner une surface de Danielewski m : S — Xj, et nous dirons que S est une
k-surface de Danielewski.

15.1. Caractérisation combinatoire des surfaces de Danielewski
d’invariant de Makar-Limanov trivial

Nous nous proposons d’établir dans le présent paragraphe la caractérisation
suivante des surfaces de Danielewski d’invariant de Makar-Limanov trivial.

THEOREME 15.1.1. L’invariant de Makar-Limanov d’une k-surface de Danie-
lewski w : S — X est trivial si et seulement si S est isomorphe 4 une surface de
Danielewski S () définie par un peigne finement k-pondéré v = (T, w).

La preuve du théoréme comprend deux étapes. Nous vérifions tout d’abord, par
des arguments géométriques que la condition est nécessaire. Nous montrons ensuite
qu’elle est suffisante, autrement dit que si v est un peigne finement k-pondéré,
alors I'invariant de Makar-Limanov de la surface de Danielewski S () est trivial,
en exhibant deux actions non équivalentes du groupe additif G, , sur une surface
de ce type.

15.1.1. Completions des k-surfaces de Danielewski. Nous montrons ici
que si linvariant de Makar-Limanov ML (S (7)) d’une k-surface de Danielewski
S () définie par un arbre finement k-pondéré v = (', w) est trivial, alors v est un
peigne. Pour cela nous utilisons la caractérisation plus générale suivante (cf. D.0.6),
déduite de (D et D.2.16). Notons (A}), = Spec (k [z, z71]).

THEOREME 15.1.2. Une surface affine normale S/k, définie sur un corps algé-
briguement clos k = k de caractéristique nulle et non isomorphe (A}C)* x AL, a
un invariant de Makar-Limanov trivial si et seulement si S admet une complétion
S telle que le graphe dual du diviseur B = S\ S soit une chaine. Si cela est le cas,
alors, pour toute complétion minimale S’ de S, le graphe dual de B' = S’ \ S est
aussi une chaine.

Cette caractérisation permet de déduire directement le résultat suivant :

PROPOSITION 15.1.3. L’invariant de Makar-Limanov d’une E-surfage de Da-
nielewski = : S (v) — X = Spec (k: [:c]) définie par un peigne finement k-pondéré
v = (T, w) est trivial si et seulement si vy est un peigne.

DEMONSTRATION. D’aprés (12.3.4), la classe d’isomorphisme de la surface de
Danielewski S () reste inchangée lorsque ’on remplace ~ par son sous-arbre essen-
tiel finement k-pondéré Es(vy) = (Es (['),w), et il est de plus clair que I' est un
peigne si et seulement si Es (T') en est un. On peut donc supposer que S = S (),
ol 7y coincide avec son sous-arbre essentiel. D’aprés (13.4.6), le morphisme struc-
tural 7 : S — X se compléte en un morphisme projectif @ : S — X tel que
71 (X,) ~ P%_, tandis que 77! (x0) est un diviseur réduit dont les composantes
irréductibles sont toutes isomorphes & IP’}€ , et dont le graphe dual est isomorphe a
I’arbre sous-jacent I' de . En appliquant le méme procédé de construction qu’en
(13.4.2) a partir d’'un modéle projectif X = PL de X et du fibré trivial P%, on
obtient une surface projective non singuliére 7 : S — X et une immersion ouverte
S — § < § telle que le diviseur de bord B = S\ S soit la réunion de la fibre
Soo = 771 (00), ot 0o = X \ X, d’une section C € P} de 7 et d'un diviseur connexe
B’ C 771 (z0) dont le graphe dual est isomorphe & arbre I'" = I\ Fe (T'). Ainsi, le
graphe dual de B = S,, UC U B’ est isomorphe a I’arbre obtenu en remplacant la
racine eg de I/ par une chaine de longueur 2, correspondant aux deux courbes S,
et C, donc est une chaine si et seulement si I en est une. D’autre part, le procédé
de construction de S & partir de IP’}( par une succession d’éclatements permet de
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conclure que (C?) = (S2,) = 0, tandis que pour tout composante irréductible E de
B’ correspondant & un sommet e de I on a
(E?) = { —degrp (e) S%e:eo
—degp () =1 sinon

oil, par définition, degp (¢) désigne le nombre de fils de e dans I’arbre T'. Ainsi, S
est une complétion minimale de S si et seulement si degy (eg) = 0 ou degp (eg) > 2,
ce qui est bien le cas puisque 'on a supposé que I' coincide avec son sous-arbre
essentiel. On en déduit finalement que S est une complétion minimale de S par un
diviseur dont le graphe dual est une chaine, donc, d’aprés (15.1.2), que ML (S) = &,
si et seulement si I"\ Fe (T") est soit vide soit une chaine, c’est & dire si et seulement
si I' est un peigne. O

15.1.4. Pour toute k-surface de Danielewski 7 : S — X = Spec (k [z]), le schéma
St = S Xgpec(k) Spec (k:), ol 7 : k — k désigne une cloture algébrique de k, est muni
d’un morphisme 7 : S; — Xg = Spec (l;: [z]) On a alors le résultat suivant :

LEMME 15.1.5. Dans les conditions précédentes mz, - S, — X, est une surface
de Danielewski. Si de plus S ~ S (v) pour un certain arbre finement k-pondéré
v = (T, w), alors S ~ S (vz), ot vz = ([,iow).

DEMONSTRATION. On peut tout de suite supposer que S = S (v) pour un
certain arbre finement k-pondéré v = (I',w) possédant n > 1 feuilles. Ainsi S

est X-isomorphe a la surface de Danielewski S((Zﬁ[r#)])&) obtenue en recollant n copies

AL = Spec (k [z] [T}]) de la droite affine de base X = Spec (k [x]) par 'intermédiaire
des isomorphismes de k [z, z71]-algebres

k [z?z_l] [T’z] = k [x7$—1} [Tj]v T’z = gij + zui_MjTja

ot, par définition, g;; = ghi—h(T) (6 —6:) €k [z,zfl]. Via l'injection i : k — k, la
fonction de poids w est naturellement une k-pondération i o w : E (I') — k, tandis
que les fonctions de transition g;; s’interprétent comme des éléments de k [z, :17*1].
Dans ces conditions, S" = S Xgpec(k) SpPec (l?:) est isomorphe a la surface de Da-
nielewski définie par le méme multi-indice [ ()] et des fonctions de transition
Gij € k [z,27 '] C k [z,271], obtenue en recollant n copies A, = Spec (k [z] [T}])
de la droite affine de base X7 = Spec (l;: [:c]) par l'intermédiaire des mémes isomor-
phismes. Autrement dit, si 7 : S = S (v) = Spec (B) — X = Spec (k [z]) est une
k-surface de Danielewski, alors 5" ~ Spec (B ®; k) — X’ = Spec (A @y, k) est une
k-surface de Danielewski isomorphe & S (), ot 4 = (I, i o w). O

On en déduit finalement la caractérisation suivante :

PROPOSITION 15.1.6. Si l'invariant de Makar-Limanov d’une k-surface de Da-
nielewski m : S — X est trivial alors S ~ S (v) pour un certain peigne finement
k-pondéré v = (', w)

DEMONSTRATION. On peut supposer S = S () pour un certain arbre finement
k-pondéré v = (I',w). Soit B =T (S, Og) et soit i : k — k une cloture algébrique de
k. D’aprés (15.1.5) S = Spec (B ®y, k) est une surface de Danielewski isomorphe
a S (), ot ¥ = (I',iow). Linvariant de Makar-Limanov ML (S) de S étant par
hypotheése trivial, il existe donc deux k-dérivations localement nilpotentes 01,0 €
Dery, (B) telles que Ker (81) NKer (02) = k. Puisque Dery, (B ®y, k) ~ Dery, (B)®xk,
on conclut que les dérivations 9] = 9; ® 1 € Derg, (B ®y k), i = 1,2, qui sont encore
localement nilpotentes, vérifient Ker (9}) N Ker (05) = k, donc que l'invariant de
Makar-Limanov de Sj est lui aussi trivial. Ainsi, d’aprés (15.1.3), ¥ = (T',iow)
est un peigne finement k& pondéré, ce qui implique que v = (I',w) est un peigne
finement k-pondéré comme annoncé. O

163



15.1.2. Surfaces de Danielewski définies par des peignes pondérés.
D’aprés ce qui précéde, pour toute k-surface de Danielewski S () définie par un
peigne finement k-pondéré v = (I';w), Sg = S (V) Xspec(k) SPEC (l_c) est une k-
surface de Danielewski dont l'invariant de Makar-Limanov est trivial. On ne peut
malheureusement pas en déduire directement que 'invariant de Makar-Limanov de
S () est trivial. En effet, bien que Sy posséde deux G, -actions indépendantes, rien
ne nous garantit a priori que ces actions proviennent de G, y-actions indépendantes

sur S (7). Nous mettons ici & profit la description des surfaces de Danielewski sous

la forme des sous-schémas V (g) C A%F)H associés aux arbres A [t]-pondérés g =
(T, w) satisfaisant aux hypothéses (14.1.2), pour montrer que ’on peut effectivement
trouver deux G, ,-actions indépendantes sur une k-surface de Danielewski S ()
définie par un peigne finement k-pondéré ~.

15.1.7. Par définition, si 7 est une chaine pondérée, alors S () est isomorphe
a Al ~ A?, donc a évidemment un invariant de Makar-Limanov trivial. Nous ne
considérons donc par la suite que des peignes finement k-pondérés v = (I, w) de
hauteur A (I') =n + 1 > 1 qui ne sont pas des chaines, et nous notons dans ce cas

Cy,=(Cr,w)={eg<e1 <---<en}

la sous-chaine pondérée de v dont les sommets sont donc les parents dans ’arbre
I". Nous aurons besoin du résultat préliminaire suivant, qui permet de se ramener
a ne considérer qu’une certaine sous-classe de surfaces de Danielewski définies par
des peignes finement k-pondérés.

LEMME 15.1.8. Toute surface de Danielewski S (v) % AL définie par un peigne
finement k-pondéré v = (I',w), est X-isomorphe & une surface de Danielewski
V (go) associée 4 un peigne A [t]-pondéré go = (Do, W) satisfaisant les hypothéses
(14.1.2) ainsi que les assertions suivantes :

a) To~ Es(T),

b) Cr, ={eo<e1 <---<en} ety (eipre;) =t€ Aft],i=0,...,n—1,

¢) pour tout e € Fils (e,) g (€€n) =t + aee,, 0U Gee, € k*.

DEMONSTRATION. Posons I'y = Es (T'), choisissons a € k tel que w (ee,) +a €
k* pour tout e € Fils (e,,) et posons

wo () = w(ee;) —w (ep1€;) i=0,...,n—1, e € Filsp, (e;)
oA = w(ee,) +a e € Filsr, (e,)

Il est clair par construction que vy, = (I'o,wo) est un peigne finement k-pondéré
équivalent & v (cf. 12.3.2), tel que wq (€;116;) = 0 pour tout i =0,...,n — 1 et tel
que wy (ee,) # 0 pour tout e € Fils (e,). D’aprés (12.3.4), les surfaces de Danie-
lewski S () et S (vp) sont donc X-isomorphes. En appliquant le procédé (14.2.5) a
Parbre ~y, ainsi défini, on obtient un arbre A [t]-pondéré go = (T'o,wo) satisfaisant
les propriétés voulues. O

On en déduit la description suivante :

COROLLAIRE 15.1.9. Pour toute surface de Danielewski S (v) # AL définie
par un peigne finement k-pondéré v = (', w), il existe une collection de polyndmes

scindés constants ou & racines simples Py, ..., P, € k[t], oan = h (Es(T)) —1, tels
que deg (P,) > 1 et 0 ne soit racine d’aucun des P;, i,...,n, et tels que S () soit
isomorphe a la surface Sp, _ p, de A% = Spec(k (2] [y—1,Y0, - --,yn]) définie par
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les équations suivantes :
n n

oy — [P (wie) =0, yjaym—u; [[ Pwi1) =0 0<j<n—1
1=0 I=j+1

oy —yia [ [Pr(mi-) =0 0<i<n-—1
=0

j
Yi-1Yj — Yi¥j—1 H Pi(y—1)=0 0<i<j<n-1
I=it1

DEMONSTRATION. En posant X., = y;, pour tout ¢ = —1,...,n et F,, (go) =
Xe, P (Xe,_,), pour tout i =0,...,n— 1 et F., (go) = Pn (Xc,_,), on reconnait
ci-dessus les générateurs de I'idéal I (gg) C A [I'o] de la surface de Danielewski V' (go)
associée a l'arbre A [t]-pondéré go = (T'o, wo) de (15.1.8). O

15.1.10. Nous allons maintenant montrer que toute surface Sp, 3
associée a un arbre A [t]-pondéré go = (I'o, wo) du type (15.1.8) a un invariant de
Makar-Limanov trivial. Pour cela, notons A’ = k [z'], ou 2’ est une nouvelle variable,
et considérons l'arbre A’ [t]-pondeéré g’ = (I, w) construit & partir de gg = (T'o, Wo)
de la maniére suivante. Tout d’abord, I’arbre sous-jacent IV est obtenu & partir de
T'g en inversant la relation d’ordre. Cela signifie que T'g et I ont le méme ensemble
de sommets, et que pour tout sommet e; € Par (I') = {eg < --- < en}, on a

- N Filsp (o) \ {e1} sii=0
Filsp (e:) = { Filsp (e;) U{ei—1} sii=1,...,n

Dans ces conditions, puisque I'g est un peigne non trivial, IV est aussi un peigne,
enraciné en e,, possédant le méme ensemble d’arétes que I'g, les mémes feuilles
Fe (") = Fe (T'g) que T'y , et tel que IV \ Fe (I") = {e,, < en—1 < -+ < ey <ep}.

€0

Fia. 15.1.1. Renversement de ’aréte principale d’un peigne.

Nous définissons maintenant une fonction de poids @' : E (I'') — A’ [t] en posant,

u?'(e_ez)) = Wy (@;) e € Filsp (ei)\{eiﬂ},i:O,...,n—l
W' (¢e;) = 4o (ee,) e € Filsr (en)
’LZ}/ (61‘,161') = W (61'61'71) i = 1,...,71

Nous dirons que I’arbre A’ [t]-pondéré g’ = (I”,%’) ainsi défini est obtenu & partir
de go = (To,Wo) en renversant l'aréte principale de T'y. La fonction de poids wy :
E (o) — k[t] C At] de go satisfaisant les hypothéses de (14.1.2), on a @' (ee;) =
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Wo (€€;) = Gee; + 1, OU Ge e, € k* pour tout i = n,...,1 et tout fils e € Filsr (e;)
de e; différent de e;_1, tandis que @’ (€;_1e;) = o (€16,_1) = t.

Ainsi g’ = (IV,@") est un arbre A’ [t]-pondéré satisfaisant les hypothéses (14.1.2),
donc correspond a une surface de Danielewski ' : V (g') — X’ = Spec (4’). On
notera au passage que si I'g est un triangle, i.e. si Fils (eg) = Fe (eg) alors les arbres
g’ et go coincident. De maniére générale, les deux surfaces de Danielewski V' (go)
et V (g’) associées respectivement aux arbres go et g’ sont reliées par le résultat
suivant :

ProPOSITION 15.1.11. Pour toute surface de Danielewski m : Sp, .. p, —
X = Spec(k[x]) de A""3 = Spec (k [z, y_1,Y0,---,Yn]) associée a un arbre k [x] [t]-
pondéré go = (Lo, wo) du type (15.1.8), le morphisme «’ : Sp,
Spec (k [yn]) induit par Uinclusion k [y,] C k [z, y-1,Y0,- - -, Yn] fait de Sp,
surface de Danielewski isomorphe a celle associée a larbre g’ = (F’,u;’) obtenu a
partir de go en renversant l’aréte principale de T'y.

DEMONSTRATION. La vérification est immédiate & partir des équations (15.1.9)
servant a définir Sp, . p,. O

15.1.12. D’aprés (14.2.22), toute surface de Danielewski 7 : V(g) — X =
Spec (k [z]) admet des G, x-actions non triviales, induites par des A-dérivation
localement nilpotentes de l'algébre B(g) = k[z][I'] /I(g) de la forme Oy, oit
m > h(I'). On a alors Ker (9y,m) = k[Z] , ou T € B(g) désigne 'image de z. En
particulier, on déduit de (15.1.11) qu’une surface de Danielewski Sp, . p, associée
a un arbre k [z] [¢]-pondéré go = (Tp, wp) admet deux actions non équivalentes du
groupe additif G, , 'une par X-automorphismes, ’autre par X’-automorphismes,
ces deux actions pouvant étre choisies de maniére a correspondre, par exemple,
aux k-dérivations localement nilpotentes g, n(ry) € Dergp,) (B (g0)) et Oy prvy €
Deryyy,1 (B (g')). En effet, (15.1.11) implique en particulier que les k-algébres B (go)
et B(g') sont isomorphes. Les noyaux k [Z] et k [g,] de ces deux dérivations étant
distincts, on en déduit que ¥ € ML (Sp,,...p,) C k[Z] Nk [§n] = k est trivial, d’on
le résultat suivant, qui compléte la preuve du théoréme (15.1.1) :

PRrROPOSITION 15.1.13. L’invariant de Makar-Limanov d’une k-surface de Da-
nielewski S () définie par un peigne finement k-pondéré v = (T, w) est trivial.

15.1.3. Morphismes entre surfaces de Danielewski d’invariant de Makar-
Limanov trivial. Les k-surfaces de Danielewski 7 : S — X = Spec (k [z]) d’inva-
riant de Makar-Limanov trivial forment une sous-catégorie pleine sy, de la caté-
gorie dont les objets sont les surfaces de Danielewski et les morphismes sont les mor-
phismes de surfaces de Danielewski, c’est & dire (13.1.1) les X-morphismes biration-
nels 3: S — S se restreignant en un X, isomorphisme au-dessus de X, = X\ {zo}.
D’aprés (13.3.6), tout morphisme 3 de ce type se factorise en une succession de mo-
difications affines fibrées élémentaires (13.3.2), suivie d’'un plongement ouvert. Le
résultat suivant montre que la sous-catégorie sy, est stable sous ce procédé de
factorisation.

ProposITION 15.1.14. Soit 8 : S — S’ un morphisme de surfaces de Da-
nielewski. Si S a un invariant de Makar-Limanov trivial, alors § se factorise de
maniére unique en une succession de modifications affines fibrées élémentaires sui-

vie d’un plongement ouvert 3: S =5, Br Sn—1 s By So < S', o, pour tout
1=0,...,n, S; est une surface de Danielewski d’invariant de Makar-Limanov tri-

vial.

DEMONSTRATION. D’aprés (12.2.7), on peut supposer que S = S (v) et S’ =

S (7') pour deux arbres finement k-pondérés v = (I',w) et v/ = (IV,w’) et que
B:8S — S est induit par un morphisme d’arbres finement k-pondérés 7 : v — +' se
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décomposant en une succession de contractions élémentaires 7; : v; — ;1 suivie
d’un plongement v9 — 4’. Or, d’aprés (15.1.1), v est un peigne puisque ML (5)
est trivial. Ainsi, v; est aussi un peigne pour tout ¢ = 0,...,n, et, & chaque étape,
Ti : Y — 7Yi—1 est la contraction élémentaire de I'unique sommet e de v; = (T';, w)
tel que Fils(e) = Fe(T;). Par conséquent S; = S(7;) a un invariant de Makar-
Limanov trivial pour tout i = 0,...,n, et la modification affine fibrée élémentaire
Bi = B (i) : Si — S;—1 est déterminé de maniére unique. O

15.2. Actions du groupe additif sur les surfaces de Danielewski
d’invariant de Makar-Limanov trivial

Dans le présent paragraphe, nous mettons a profit I’ensemble des propriétés des
surfaces de Danielewski établies précédemment pour étudier les actions du groupe
additif G i sur les k-surfaces de Danielewski d’invariant de Makar-Limanov trivial.

15.2.1. Nous nous intéressons en particulier & I’existence, sur une surface S de ce
type, de G, i-actions indépendantes, définies respectivement par des k-dérivations
localement nilpotentes 9 et d» de B =T (5, Og), et non conjuguées sous I’action du
groupe d’automorphismes Aut (S) de S, au sens qu’il n’existe pas d’automorphisme
1 de B tel que ¢ (Ker (01)) = Ker (92).

15.2.2. Une surface de Danielewski S () définie par une chaine k-pondérée
v = (I,w) étant isomorphe & A?, toutes les G, y-actions indépendantes sur S ()
sont conjuguées puisque, d’aprés [40], pour n'importe quelle action de G, j il existe
des coordonnées x et y sur A? dans lesquelles cette action devient une translation
tordue de la forme tx(z,y) = (z,y + tf (z)) pour un certain f € k [z]. De méme, si vy
est un triangle finement k-pondéré possédant n > 2 feuilles, alors S () est isomorphe
a une hypersurface de A = Spec (k [z, y, z]) d’équation xz — P (y), ou P € k[y] est
un polynome de degré n a n racines simples dans k,. D’aprés un résultat de Daigle [8]
toutes les G, x-actions indépendantes sur S () sont conjuguées au sens ci-dessus. Le
résultat suivant montre qu’il s’agit d’une propriété exceptionnelle, pouvant servir &
caractériser ces deux types de surfaces parmi les surfaces de Danielewski d’invariant
de Makar-Limanov trivial.

THEOREME 15.2.3. Toute k-surface de Danielewski S () définie par un peigne
finement k-pondéré v = (T',w) qui n’est ni une chaine ni un triangle admet deux
G, k-actions indépendantes non conjuguées.

15.2.4. La preuve fait 'objet de (15.2.5)-(15.2.9) ci-dessous. La stratégie consiste
a construire explicitement une G, g-action m : G4 X S () — S () sur S (v), indé-
pendante des G, ,-actions naturelles provenant des G, x-actions sur 7 : S (y) — X,
pour laquelle le morphisme quotient ¢ : S — S//G, ; posséde des fibres non ré-
duites. Les fibres du morphisme structural 7 : S (y) — X, qui s’identifie au mor-
phisme quotient associé & une action G, j induite par une G, x-action, étant par
définition réduites, I'action m ne pourra donc pas étre conjuguée a une action de ce

type.

LEMME 15.2.5. Toute k-surface de Danielewski S () % A3 définie par un peigne
finement k-pondéré v = (T',w) de hauteur h (I') > 2 est X -isomorphe d une surface
de Danielewski V (g) associée 6 un arbre A [t]-pondéré go.o = (To,0, Wo,0) satisfaisant
les hypothéses (14.1.2) ainsi que les propriétés suivantes :

a) Too ~ Es(T),

b) CFU,U :{60 <ep < --- <€n} etwo,o(M) :tGA[t], 1=0,....,n—1,

¢) il existe e, 41 € Fils(ey) tel que oo (ent1en) = t.

DEMONSTRATION. L’argument est exactement le méme qu’en (15.1.8). O
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15.2.6. Notons maintenant g’ = (I'’,%w") I’arbre A [t]-pondéré obtenu & partir
de go,0 en renversant l'aréte principale de I'g o (15.1.10). Si I'g ¢ n’est pas un tri-
angle alors, par construction, @” (é,116n) = W" (én_16n) = t, de sorte que g’ ne
satisfait plus les hypothéses (14.1.2). Le méme raisonnement qu’en (15.1.9) montre
qu’il existe une collection de polyndmes scindés constants ou & racines simples
Po,..., P, €k[t], oun="h(Es()) —1, tels deg (P,) > 1 et 0 ne soit racine d’au-
cun des P;, i,...,n, et tels que S (v) soit isomorphe a la surface Sy ,p,, .y, .p, de
A% = Spec (k [2] [y—1,Y0, - - - Yn])- Le méme argument qu’en (15.1.11) conduit au
résultat analogue suivant :

LEMME 15.2.7. Pour toute surface de Danielewski m : S — X = Spec(k [z])
de A"3 = Spec(k[x,z_1,20,...,7]) associée a un arbre k [z] [t]-pondéré goo =
(To,0,Wo,0) du type (15.2.5), le morphisme ' : S — X' = Spec (k [yn]) induit par
Vinclusion k [yn) C k[z,y—1,Y0,-..,Yn] fait de S un schéma isomorphe au schéma
V (g") associé a l'arbre g’ = (T, u~1’/) obtenu 4 partir de go .o en renversant l’arréte

principale de T'g .

15.2.8. D’aprés les résultat généraux (6.3.4), S est muni de la G, x/-action cor-
respondant & la A’-dérivation localement nilpotente Oy ,(rv) de B (g”) = A" [I''] /1 (g").
Pour prouver que les G, ;-actions induites par les dérivations localement nilpotentes
Dg0.0,1(To.0) €t Ogrr ey de B (g"”) =~ B (go,0) ne sont pas conjuguées, il suffit donc
de vérifier que si I n’est pas un triangle, alors la fibre (x') ™" () n’est pas ré-
duite. On se raméne donc & montrer que la fibre 7= (z¢) du morphisme structural
m:V(g) = X = Spec (k[z]) d’'un schéma V (g) associé & un arbre A [t]-pondéré
g = (I', w) de la forme suivante

t e1 () €n—1 €n
€0 t —% t—O———-———-—-"=—-=-—=-- —%— t —O0— Pn —e
P() P1 Pn—l
e e e
ou pour tout ¢ =0,...,n, P; € k[t] est soit constant, soit scindé, & racines simples

non nulles dans k, n’est pas réduite. L'idéal I (g) C k[z][T] = k[z,y-1,-..,yn] de
V (g) est alors engendré par les polyndmes suivants :

Ao = xYo— y%150,0
Ay = 2Yi — Y-1Yi—100, 1<i<n-1
An = TYn — y—150,n
ANicj = Yi-1Yj — Yi¥j—10ji+1 0<i<j<n-1
Aicn = Yi—1Yn — YiOn,it1 0<i<n—1

ou d; ; = HPl (y1—1) pour tout couple d’indices i < j. L’idéal de la fibre 7= (x¢)
1=
dans B (g) = k[z] [I'] /I (g) s’identifie par conséquent & 'image de 'idéal
Iy = (2,1(9)) = (%93150,0,9—150,7“ (Y-1Yi-100,i) ;1. - (Ai<j)0§i<j§n)
de k [z] [I']. On notera que y_180.0 € /1o , et que le méme argument de récurrence
que celui utilisé en (11.2.8) montre que (7‘(71 (zo))red ~ Spec (k: [, y—1,. -, Yn] /\/70)

est une réunion disjointe de courbes affines C; ~ Aj}. Cependant, on a le résultat
suivant, qui termine la preuve du théoréme (15.2.3) :

LEMME 15.2.9. La fibre 71 (z0) du morphisme structural = : V (g) — X nlest
pas réduite.
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DEMONSTRATION. Nous procédons par récurrence sur la hauteur h (I') > 2
de l'arbre g = (', w). Si h (') = 2 alors, puisque les racines Ao 1,...,Aon, € k de
00,0 = Py sont simples et non nulles, Iy s’écrit comme l'intersection des ng+1 idéaux
Jo = (2,921,Y-101,1, Y191 — Y001,1) et Jx,, = (@,¥-1 — Ao,i, Ao,iy1 — YoO1,1), @ =
1,...,ng, de sorte que k [z] [I'] /Jx,, ~ k[yo] pour tout j = 1,...,ng, tandis qu'en
posant Jy = (y%l,y,15171,y,1y1 — y051,1) C k[y-1,v0,¥1], on obtient un isomor-
phisme de k-algebres k [2] [['] /Jo ~ k [y_1,v0,y1] /Jo. Cet idéal Jy peut a son tour
s’écrire comme intersection des idéaux J; = (y_1,y001.1) et Jo = (y21,011,y-151).
Les nq + 1 racines de yod1,1 = yoP1 (yo) étant simples, on obtient un isomorphisme
de k-algebres k [y—_1,90,y1] /J2 = H;‘;l ky—1,y1]/ (y%1,y—1y1), ce qui prouve que
la fibre m=1 (29) n’est pas réduite. Si maintenant h (I') = n + 1 > 3, alors, comme
précédemment, 'idéal Iy = (z, I (g)) s’écrit comme Pintersection des ng 4+ 1 idéaux
Jo = (2, y%1,1(9)) et Jxn,, = (T,y—1—No,i, 1(g)), i =1,...,n, et k[z] [[]/Jo est
isomorphe a k [y_1,%0, - - ., yn] /Jo, ot 'idéal

Jo= (ygpy—lyi—151,z‘,y—151,n, (Ai<j)0$i<j§n) CklYy-1,Y05---Yn]
s’obtient & son tour comme 'intersection des deux idéaux suivants
L = Y_1,Y301,1, (yoyi—16i,1)1§i§n_1 . Y000.n5 (Aj<i)1§j<ign)
Jio= (v, (Y=1Yi)o<i<n—1>Bo<n, (Yi-10i,1) 1<y 1 +On1, (Aj<i)1§j<ign)

On observe alors que I; s’identifie a I'idéal de la fibre (7/) " (2¢) du morphisme
structural 7’ : V (g') — X du schéma V (g’) associé a larbre g’ = (I, @’) suivant :

t (D] es3 €n—1 €n
e1 (ét—%t—o— ————————— —%—t—o_Pn—.
Py Py Pr

Puisque h(I') = h(T') — 1, on conclut, d’aprés ’hypothése de récurrence , que
(') " (z0) n’est pas réduit, donc que 7! (z4), qui contient un sous-schéma iso-
morphe a (7/) " (20), ne l'est pas non plus. O

15.2.10. Pour terminer ce paragraphe, nous considérons une classe de surfaces
de Danielewski admettant trois G, y-actions non conjuguées. Introduisons préala-
blement la définition suivante :

DEFINITION 15.2.11. On dit qu’un peigne I" est essentiellement auto-similaire
si son sous-arbre essentiel Es (T') est isomorphe a 'arbre I obtenu en renversant
Paréte principale de Es (T'). On dit qu’un peigne finement k-pondéré v = (T, w) est
essentiellement auto-similaire si son arbre sous-jacent I' I’est.

On a alors le résultat suivant :

THEOREME 15.2.12. Toute k-surface de Danielewski 7 : S (v) — X définie par
un peigne finement k-pondéré v = (', w) non essentiellement auto-similaire admet
trois G, ,-action indépendantes non conjuguées deuzr a deuz.

DEMONSTRATION. Un arbre I' non essentiellement auto-similaire n’étant ni une
chaine, ni un triangle, on sait d’apres (15.2.3) que S () admet deux G, j-action ¢,
et ¢ non conjuguées, I'une correspondant & une G, x-action, 'autre & une Gg -
action pour laquelle les fibres du morphisme quotient 7’ : S (v) — X ne sont pas
toutes réduites (cf. 15.2.9). D’autre part, d’aprés (15.1.11), S () est isomorphe
a la surface de Danielewski V (g’), ou ¢ g’ = (I',w’) désigne Parbre obtenu a
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€2

€1

F1G. 15.2.1. Un peigne essentiellement auto-similaire.

partir de go = (I'o,wo) (cf. 15.1.8) en renversant 'aréte principale de T'y = Es (T'),
et S(y) =~ V(g') est une surface de Danielewski pour le morphisme structural
7'V (g') — X' associé. Puisque I' n’est pas auto-similaire, aucune G, ;-action ¢s
correspondant & une G, x/-action sur V (g') n’est conjuguée a ¢1, et il en est de
méme pour ¢, puisque les fibres de 7’ sont, par définition, toutes réduites. O

15.2.13. Dans la situation précédente, il n’est en général pas possible d’obtenir
les trois morphismes quotients m; : S — X; ~ Al associés respectivement aux
actions ¢;, © = 1,...,3, comme les restrictions de certaines projections le long de
coordonnées dans un plongement de S comme un sous-schéma V' (g) C Spec (A [I'])
associé & un arbre A [t]-pondéré g = (T',w). L’exemple suivant montre qu'’il est
toutefois possible, en faisant des changements de coordonnées adéquats, de faire
apparaitre directement ces trois morphismes.

EXEMPLE 15.2.14. Soit 71 : S — X1 = Spec (k[z]) la surface de Danielewski
définie par le peigne finement k-pondéré non essentiellement auto-similaire suivant :

/.

€0 1 e
v=Tw) = 040—5<_1
e

—e

Les arbres k [x]-pondérés go = (T, wg) (15.1.8) et g’ = (I, @’) (15.1.11) correspon-
dants étant les suivants,

€0 €1
. t—1 t , t+1 t t—1
"7 fa TS ba
t+1 t—1 t—1

'd e ¢

S est isomorphe & la surface Sy de A} = Spec (k [z, y, 2, u]) définie par les équations
zz—y(y—1)=0, yu—z(z—1)(z+1)=0, zu—(y—1)(z—1)(z+1)=0.

Via les projections m : Sy — X1 = Spec (k[z]) et w3 : So — X3 = Spec (k[u]), S
est munie de deux structures de surfaces de Danielewski, correspondant respective-
ment aux arbres non essentiellement équivalents gg et g’. D’autre part, arbre v est
équivalent (12.3.2) a Parbre finement k-pondéré v' = (T, w’) ci-dessous,
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o 17, __e
V=)= ooz
e

pour lequel Parbre A [t]-pondéré goo = (I',wo,0) (15.2.5) et Parbre g’ = (I, w")
obtenus en renversant ’aréte principale de I' sont cette fois ci les suivants :

€0 €1
T e P TS
t+42 t t—1

'd e ¢

Ainsi, S est aussi isomorphe & la surface Sjde de A} = Spec (k [z,y/, 2’,v']) définie
par les équations

2 =y (f —1)=0, yu' - +2) =0, au'—( —1)z (' +2)=0.
La projection 75 : Sj — X2 = Spec (k[v/]) identifie alors S| au schéma V (g"),
et la fibre ()" (x0) n’est pas réduite (15.2.9). Nous laissons maintenant le soin
au lecteur de se convaincre qu'il existe un polynome P (z,y,z) € k[z,y, 2] tel que
I’isomorphisme de k[z]-algébres

/

Yy y+x
klz] [y, 2" u'] — k(2] ly, z,u],{ 2/ —< z2+2y+ax+1
u’ u+ P(z,y,2)

induise un X;-isomorphisme ¢ : Sy = Sj. On en déduit finalement que le morphisme
72+ So — X2 = Spec (k[u+ P (z,y, z)]) induit par l'inclusion & [u + P (z,y, z)] C
k[z,y, z,u] correspond au morphisme quotient d’une G, x-action sur Sp.
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CHAPITRE 16

Exemple :
Surfaces de Danielewski définies par des peignes a
deux feuilles

Ce dernier chapitre est consacré a I’étude d’une classe particuliére de surfaces de
Danielewski d’invariant de Makar-Limanov trivial, a savoir les surfaces S () définies
par un peigne finement k-pondéré v = (T', w) possédant exactement deux feuilles.
Aprés avoir avoir caractérisé ces surfaces de diverses maniéres, nous montrons qu’une
surface de ce type est isomorphe & l'une des surfaces S (k) C Spec (k [z,y, 2, u]),
h € Z~( définies par les équations suivantes

Tz —yY (y - 1) =0, yhﬂU - Zh =0, SCh71U — (y — 1)h_1 z =10,

et que S (h) # S (k') pour tout h # h'. Lorsque k est algébriquement clos, nous
établissons ensuite, par des arguments géométriques, que si h > 1 alors S (h) admet
h actions indépendantes et non conjuguées du groupe additif G, ;. La construction
que nous utilisons est basée sur la classification des surfaces affines non singuliéres
S complétables par un P!, i.e. admettant une complétion projective S telle que
S\ S ~P;, due & Gizatullin et Danilov [22].

16.1. Propriétés des surfaces de Danielewski définies par des peignes a
deux feuilles

Un peigne finement k-pondéré v = (T, w) ayant une unique feuille étant une
chaine, il existe une unique surface de Danielewski S () de ce type, & savoir A} =
AZ. Nous montrons ici que les classes d’isomorphisme de surfaces de Danielewski
définies par des peignes finement k-pondérés v ayant cette fois exactement deux
feuilles sont en bijection avec 'ensemble Z des entiers strictement positifs, et
nous donnons un représentant explicite de chaque classe.

Les surfaces de Danielewski S isomorphes & une surface de Danielewski S (v)
définie par un peigne finement k-pondéré v = (I, w) possédant deux feuilles sont
caractérisées par la propriété suivante.

PRroPOSITION 16.1.1. Une k-surface de Danielewski S est isomorphe a une
surface de Danielewski S () définie par un peigne finement k-pondéré v = (T', w)
possédant ezactement deut feuilles si et seulement si ML (S) =k et Pic(S) = Z.

DEMONSTRATION. Par définition, une surface de Danielewski 7 : § — X est
obtenue en recollant n > 1 copies p; : Aﬁ(i — X de la droite affine relative Aﬁ( le long
des ouverts A . On en déduit que le groupe de Picard Pic (S) de S est engendré par
les classes d’isomorphismes des Og-modules inversibles £; = Og (p; ' (o)), modulo
la relation @ £; ~ Og (77! (z0)) ~ Og, donc est isomorphe a Z"~!. Les compo-
santes irréductibles de la fibre 77! (x9) du morphisme structural m, : S (y) — X
d’'une surface de Danielewski S () définie par un arbre finement k-pondéré v =
(T',w) étant par construction en bijection avec les feuilles de I', on conclut que
Pic (S) = Z si et seulement si S ~ S () pour un certain arbre v possédant exac-
tement deux feuilles. D’aprés (15.1.1) ML (S (7)) = k si et seulement si v est un
peigne, ce qui termine la preuve. O
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REMARQUE 16.1.2. Plus généralement, le méme argument montre que le groupe
de Picard Pic (S (7)) d’une surface de Danielewski définie par un arbre finement k-
pondéré v = (I',w) est isomorphe & Z"~!, ou n désigne le nombre de feuilles de
T.

Nous nous proposons maintenant d’établir le résultat suivant :

THEOREME 16.1.3. A isomorphismes prés, les k-surfaces de Danielewski de
groupe de Picard Z et d’invariant de Makar-Limanov trivial sont les surfaces deuz
a deuz non isomorphes S (h) C A3 = Spec(k[z][y,z,u]), ot h € Zso, définies
respectivement par les équations suivantes :

ez —yy—1)=0, y" lu—z"=0 " lu-(y-1)"""2=0.

16.1.4. Pour démontrer (16.1.3), nous procédons en deux étapes. Nous com-
mencons par déterminer dans chaque classe d’isomorphisme un représentant .S ('y{f)
défini par un peigne finement k-pondéré ! = (Fg,w’(}) particulier, et nous mon-

trons que deux surfaces S (7{}) et S (7{{/) ne sont isomorphes que si h = h’. Nous

employons ensuite une version affinée des techniques de construction de plongement
de surfaces de Danielewski (14.1.7) pour obtenir les équations annoncées.

16.1.5. D’aprés (16.1.1) toute surface de Danielewski S telle que Pic (S) = Z et
ML (S) = k est isomorphe a une surface de Danielewski S () définie par un peigne
finement k-pondéré v = (', w) possédant deux feuilles. Puisque S () est isomorphe
a la surface de Danielewski S (Es (v)) définie par le sous-arbre essentiel Es () de ~
(cf. 12.3.4), nous pouvons supposer dés le départ que ~y coincide avec son sous-arbre
essentiel, ce qui revient & dire, dans ce cas particulier, que 'un des fils f; de la
racine ey de I' est une feuille de I". Puisque I" posséde une unique autre feuille fs,
'\ {f1} est donc une chaine d’extrémités ey et fo. Notons

Cr=T\{f1, fo} ={eo <e1 < - <en_1},
ot h = h (I') aréte principale du peigne I'. L’arbre finement k-pondéré v = (T, wf))
correspondant & la fonction de poids w} : E (T') — k définie par

wg (fleo) = 1, wg (fgeh_l) = 0, wg (ei+1ei) = 0, 1= 0, ey h—2

étant alors équivalent a v (12.3.2), on conclut suivant (12.3.4) que S (v) est iso-
morphe & la surface de Danielewski S (). Nous dirons que S (7{}) est un repré-
sentant normalisé de la classe d’isomorphisme de S. On a alors le résultat suivant :

PROPOSITION 16.1.6. Si h # k' alors S (fyg) et S (’yg/) ne sont pas isomorphes.

DEMONSTRATION. Nous pouvons supposer, quitte & remplacer le corps k par
sa cloture algébrique k et les k-surfaces de Danielewski S (vJ), g = h,h/ par les
k-surfaces S; (79) = S (vd) X Spec(k) SPeC (E) obtenues par extension des scalaires,
que k est algébriquement clos. On sait en effet (cf. 15.1.5) que Sy, (7)) est la surface
de Danielewski de base X; = Spec (k [z]) définie par I'arbre 7§ = (I}, 0 wf), out
i : k — k désigne I'inclusion canonique. On déduit alors de (13.4.2) que S (vJ)
admet une complétion par une surface projective Sg pour laquelle le diviseur de
bord

g—1
By =8,\S () =FxUDUJ E;
i=0
est une chaine de courbes rationnelles non singuliéres telle que (FOQO) = (DQ) =0
et (E?)=-2,i=0,...,9— 1
On déduit alors de [21, Corollaire 2] que le nombre g de courbes E; d’auto-intersection
—2 apparaissant dans le diviseur de bord d’une complétion comme ci-dessus est un
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Fic. 16.1.1. Graphe dual pondéré du diviseur B,.

invariant de la surface S (7§) .Ainsi S (v}) # S (761,) si h # K, ce qui termine la
preuve. O

16.1.7. Un peigne 7§ = (T'§,w{) a deux feuilles étant un triangle, on conclut

suivant (12.3.3) que la surface de Danielewski S (7{) est isomorphe a I’hypersurface
S (1) de A? = Spec (k [z,y, 2]) d’équation zz —y (y — 1) = 0. Plus généralement, le
résultat suivant achéve la preuve du théoréme (16.1.3).

PROPOSITION 16.1.8. Pour tout h € Z~q, la surface de Danielewski S (76‘) est
isomorphe a la surface S (h) C A} = Spec(k[z,y,z,u]) définie par les équations
suivantes

az—yy—-1)=0, y"lu-2"=0 " Tu-(y-1)""2=0.

DEMONSTRATION. Si h = 1, alors y"~! = 1 et I’on peut éliminer la variable
u dans les équations ci-dessus de maniére & obtenir I'isomorphisme S ('yé) ~ S (1)
précédemment établi. Nous supposons donc dorénavant que h > 2. Par construction
de 4, la surface de Danielewski 7 : S = S (v}) — X = Spec (k [z]) est définie par
la paire (h,{61 = 1,52 = 0}) et le multi-indice (1, p2) = (h — 1,0), autrement dit
est obtenue en recollant deux copies S; = Spec (k [z] [T}]), i = 1,2 de AL, = A2 par
Iintermédiaire de l'isomorphisme de k [z, z~!]-algebres

k [‘T"/I’.71} [Tl] = k [:’E,mil} [TQ] aTl — _.’11'71 + $17hT2_

Le morphisme birationnel canonique ¢,n : S — A% = Spec (k [2] [y]) est quant &
lui induit par l'unique section s; € T' (X, m.Og) dont les restrictions aux ouverts
Si, i = 1,2 sont données par 1+ Ty € k[z] [T1] et z"T € k [z] [T:] respectivement.
Considérons maintenant les deux sections

so=alsy(s1—1), s3=a"""(sy — 1) sy €T (X, m.05) Q) K [z,271].

Il est clair que s2 s’étend en une section de I' (X, 7,.Og) car

{ T+ aTEeklz][Th] sii=1
52 18:=

—zh Iy 4 2?h IR e k(2] [Ty] sii=2
On conclut de méme que

| _{ T +2T " € kla] (1) sii=1
PIET )" +2Q (Ty) € ko] [Ta] sii=2

o Q2 € k[x][Tz], est une section de T' (X, 7.Og). Puisque s; distingue les deux
composantes irréductibles C; et Cy de la fibre 71 (z9), que sy (resp. s3) induit
une fonction coordonnée sur C; (resp. Cs), on conclut que ’homomorphisme de
k [z]-algébres k [x] [y, z,u] — T (X, mOg),y — 81, z — S2, u — sz définit un
plongement fermé ¢ : S < A}. Par construction, ¢ réalise une bijection entre
P’ensemble des points fermés de S et l'ensemble des points fermés de la surface S (h)
dont les équations sont données ci-dessus. Puisque S (h) est non singuliére d’aprés
le critére Jacobien, on conclut finalement grace au Théoréme principal de Zariski
que ¢ induit un X-isomorphisme ¢ : .S ('yg) = S (h), ce qui termine la preuve. [
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16.2. Actions de groupe additif sur les surfaces de Danielewski définies
par des peignes a deux feuilles

Dans ce paragraphe, k est un corps algébriquement clos de caractéristique nulle
fixé. D’aprés un résultat de Daigle [8] , toutes les G, x-actions sur une surface
de Danielewski S (1) C Spec (k[z,y, 2]) définie par I’équation 2z —y(y —1) = 0
sont deux a deux conjuguées au sens de (15.2.1). On peut alors raisonnablement
se demander si les surfaces de Danielewski S (h), ot h > 2, satisfont une propriété
analogue. Le résultat suivant, da & Russel, montre que cela n’est pas le cas.

THEOREME 16.2.1. Toute k-surface de Danielewski S (h), ot h > 2, admet h
actions deuz a deux non conjuguées du groupe additif G, .

16.2.2. La preuve que nous donnons ci-dessous est basée sur un résultat fort
utile de Gizatullin-Danilov [22], qui dit que pour toute surface affine non singuliére
S admettant une complétion par une surface projective non singuliére S telle que
C =S5\ S8 ~P;, la paire (5,C) est de I'un des trois types suivants :

a) (P, une droite),

b) (P%, une conique non singuliére),

9) (IFn =P (Oﬂ”i ® Op1 (fn)) — P, une section).

Co

Pn ]P)llc

Fia. 16.2.1. Situation dans le cas (c).

De plus, ’entier strictement positif m = (CQ) est un invariant m (S) de la surface
affine S = S\ C, au sens que si m # 4, alors il existe, &4 isomorphismes prés, une
unique surface affine non singuliére S admettant une complétion par une courbe C' ~
P;. telle que (C?) = m. Sim = 4 alors S est soit isomorphe au complémentaire d'une
conique non dégénérée dans P7, soit au complémentaire d’une section de type (1,2)
dans Fy = P} xP}.. On notera que le complémentaire d’une conique non dégénérée C
dans P2 ne peut pas étre une surface de Danielewski car le méme argument que celui
utilisé dans la preuve de (16.1.1) ci-dessus montre que le groupe de Picard d’une
surface de Danielewski est toujours sans torsion, tandis que Pic (Pi \ C’) ~ 7./27.

16.2.3. Nous allons exploiter cette caractérisation de la maniére suivante. Nous
montrons dans un premier temps que toute surface de Danielewski de la forme S (h),
ol h > 2, admet une complétion par une courbe C (h) ~ P}, telle que (C7?) = h+1.
Nous considérons ensuite les différentes complétions S possibles de cette surface, a
partir desquelles nous construisons des morphismes 7; : S (h) — AL, i =1,...,h,
apparaissant comme les morphismes quotients de certaines G, ;-actions sur S, non
deux & deux conjuguées.

LEMME 16.2.4. Une surface de Danielewski S (h), ou h

> 2, admet une com-
plétion S (h) par une courbe C (h) ~ Pi telle que ( ) =h+
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DEMONSTRATION. On a construit en (13.4.2) et (16.1.6) une complétion de la
surface de Danielewski 7 : S (h) ~ S (v{}) — X = A}, sous la forme d’une surface
projective 7 : Sy — X = PP}, obtenue a partir de po : Fg — P}, par une succession
d’éclatements, de telle sorte que le diagramme suivant commute

S(h) —— S,

X——X

et telle que le graphe dual du diviseur B = (Sp \ S (h)) U Cy U Ca, ot les C; ~ Py,
i = 1,2, sont les adhérences dans Sy des composantes irréductibles de la fibre
71 (x0), soit obtenu en remplagant la racine eg de 1"8 par une chaine de longueur 2
correspondant aux transformeées strictes C{j d’une section Cy de pg et F._ de la fibre
Foo = py* (00), ot 0o = X\ X (cf. 13.4.6). Tl est évidemment possible d’effectuer la
méme construction a partir de la surface de Hirzebruch F; = P (Op1 @ Op1 (—1)),
de maniére & obtenir la structure suivante pour le graphe dual pondéré de B.

F1G. 16.2.2. Graphe dual pondéré du diviseur B.

On peut alors contracter successivement la section Cj d’auto-intersection (—1) puis
toutes les courbes F;, i = 0,...,h—1, de maniére a obtenir une nouvelle complétion

S (h) de S (h) par I'image C (h) ~ P} de la fibre F/ . On a alors (C_' (h)Q) =h+1

comme annonce.

REMARQUE 16.2.5. On notera que Iimage de la composante Cy de la fibre
771 (x0) par la contraction décrite ci-dessus est une courbe d’auto-intersection 0
intersectant C (h) transversalement en un point unique. Ainsi S (h) est une surface
de Hirzebruch F,, — P} pour un certain n > 0, dont C (h) est une section et dont
I'image de Cy est une fibre.

16.2.6. Maintenant que ’on sait qu’une surface de Danielewski S (h) est complé-
table par une courbe C (h) ~ P} telle que (C’ (h)2) = h+ 1, nous allons considérer
toutes les possibilités décrites ci-dessus d’obtenir une surface de ce type comme le
complémentaire d’une section D d’auto-intersection h+ 1 dans une surface de Hirze-
bruch p,, : F,, — P}.. Dans ce qui suit nous notons C 'unique section de F,, d’auto-
intersection —n, et nous désignons par C; un membre irréductible quelconque du
systéme linéaire |Cy + nf|, ou f désigne une fibre du morphisme structural p,. Le
résultat suivant montre qu’il existe un nombre fini d’entiers n tels que F,, apparaisse
comme une complétion de S (h) par une section D comme ci-dessus.

LEMME 16.2.7. Les paires (F,,, D), ot D* = h + 1, telles que F, \ D ~ S (h)
sont de la forme (Fp_1-2i, Dp—;) oui=0,...,[(h—1)/2], [(h—1) /2] désignant
la partie entiére de (h — 1) /2, et ot Dy,—; est un membre irréductible et non singulier
du systéme linéaire |Co + (h — i) f|.
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DEMONSTRATION. Toute paire (Fj,_1_o;, Dj—;) satisfaisant les propriétés ci-
dessus convient. En effet, le systéme linéaire |Cy + (h —¢) f| est trés ample car
h—1i>h—2i—1pourtout i =1,...,|(h—1)/2], et tout diviseur non singulier
Dy—; € |Co + (h — i) f| est isomorphe & P} , d’auto-intersection (Dh,i)Q =h+1,
de sorte que S = Fj,_1_o; \ Dj_; est une surface affine, isomorphe a S (h) d’aprés
le théoréeme de Gizatullin-Danilov rappelé ci-dessus (16.2.2). Réciproquement, si
S (h) ~TF, \ D% ot D ~ P} désigne une section d’auto-intersection h + 1, alors D
est un membre non singulier du systéme linéaire |Cy + Af| pour un certain A € Zxo.
Puisque S (h) est affine, D est obligatoirement ample (cf. [23]) , ce qui implique que
A > n. D’autre part, il découle de 'égalité (DQ) =-n+22=h+1lquen+h+1
est pair et que h + 1 > n, de sorte que les seules possibilités pour la paire (n, \)
sont bien celles annoncées. O

Dans une paire (Fh,l,gi,Dh,i) comme ci-dessus, le diviseur Dj,_; n’est évidem-

. . . . _ ! .
ment pas unique puisque tout autre membre non singulier D},_, € [Co + (h — 1) f]
convient. Cela nous laisse la possibilité de choisir un diviseur Djy_; adapté a nos
besoins.

LEMME 16.2.8. Soient p, : F,, — Pi, ot n = h — 1 — 2i, une surface de
Hirzebruch, Cy un membre non singulier du systéme linéaire complet |Co + nf|, et
soient qo € Cy et q1 € C1 deux points fermés de F,, non contenus dans une méme
fibre de py,. Alors il existe un diviseur non singulier Dj_; ~ P} dans le systéme
linéaire |Co + (h — i) f| tel que Dy—; N Cj =p;, 7=0,1.

DEMONSTRATION. Puisque (C’O . Dh,i) =i+1, (C’l . Dh,i) = h — i tandis que
|Co + (h — i) f| ~ P} | il existe un sous-pinceau g C |Co + (h — 1) f| dont les
éléments D satisfont D N C; = ¢;, j = 0,1. Il suffit donc de trouver un membre
de ce pinceau isomorphe & Pi. Notons tout d’abord que les membres de g, sont
irréductibles. En effet, puisque tout membre réductible D de |Cy + (h — i) f], donc
de gy, se décompose sous la forme D = D’ + rf, ot D est un membre irréductible
du systéme linéaire |Co + (h — i — r) f|, la condition D N C; = ¢; impliquerait que
g; = C;Nf,1=0,1, pour une certaine fibre f de p,, ce qui est exclu par hypothése.
Puisque (D - f) =1 pour toute fibre f de p,, on conclut que pour tout point fermé
q € DN f pour une certaine fibre f, la multiplicité d’intersection de D et f en ¢
est égale & 1, ce qui n’est possible que si g est un point régulier de D en lequel D
et f s’intersectent transversalement. Ainsi tout membre D du pinceau g, est non
singulier, donc isomorphe & IP’}€= ce qui termine la preuve. O

16.2.9. On a montré que pour tout h > 2 et tout ¢ = 0,...,|(h—1)/2] la
surface de Danielewski S (h) est isomorphe au complémentaire dans py,, : Fp,, — P},
o n; = h — 1 — 2i d’une section Dj_; telle que (D,Qlﬂ-) = h+ 1 et telle que

C; N Dp_; = qj, 7 =0,1, pour deux points fermés qo € Cy et ¢1 € C.

F,,

i

Co - 90

Dy
f1 fo
Ch /

q1

Pn;
\_/ Pllc
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Pour un entier i = 0, ..., [(h — 1) /2] fixé, nous notons fy et f1 les deux fibres de
Pn; : Fp, — PL contenant respectivement les points g et ¢i, et nous considérons
les sous-pinceaux g; o et g;1 du systéme linéaire complet |Cy + (h —4) f| engendrés
respectivement par les diviseurs Dj,_; et Dy = Co + (h — i) fo, et Dp_; et Dy =
C1+ (i +1) f1. Il est clair que g; est 'unique point base du pinceau g; j, j =0, 1, et
le méme argument que précédemment montre que tous les membres des pinceaux
gi.j, & Pexception de Dj, sont isomorphes & P}.

16.2.10. Par construction, les pinceaux g; ¢ et g; 1 définissent deux morphismes
mij: S(h) ~ F,, \ Dhi — Xi; = A}, j = 0,1. La restriction de m; ; au-dessus
du complémentaire U; ; d'un certain point fermé z; ; € X; ; est isomorphe au fibré
trivial Ay, , tandis que 7, (;;) = Eij +m;;Fij ot Ejj ~ Fj ~ A, et ot
m;1 = h —i tandis que m; 2 = i + 1. Autrement dit, m;; : S(h) — A} est une
Al-fibration dont I'unique fibre dégénérée posséde deux composantes irréductibles
E;; et F;; de multiplicités respectives 1 et m; ;. Ainsi, en faisant varier l’entier
i=0,...,[(h—1) /2], on obtient une collection de A'-fibrations m; ; : S (h) — A},
telles que pour tout m = 1,...,h il existe une paire (i,7) pour laquelle 'unique
fibre dégénérée de m,, = m;; : S(h) — A} soit constituée de deux composantes
irréductibles de multiplicités 1 et m respectivement. Le théoréme (16.2.1) s’en déduit
puisqu’il est bien connu que toute A'-fibration S (h) — A} s’identifie au morphisme
quotient d’une G, g-action sur S (h) (cf. D.2.2).

179






Conclusion

Les schémas de Danielewski-Fieseler 7 : W — X avec actions du groupe ad-
ditif G, x ne constituent au final qu'une classe d’objets relativement simples, in-
termédiaire entre les torseurs et les schémas généraux avec G, x-actions. Il est par
conséquent naturel de se demander quelle place occupent réellement les schémas de
Danielewski-Fieseler parmis ces schémas avec G, x-action. On peut par exemple
montrer, & partir des résultats de Fieseler [17], qu’une surface affine normale S/C
avec action de C, est localement isomorphe & un quotient cyclique d’un schéma
de Danielewski-Fieseler. Par contre, en dimension supérieure, la situation est loin
d’étre aussi claire. En effet, ’étude des variétés de dimension > 3 avec action du
groupe additif C reste un vaste chantier. Par exemple, la structure des actions du
groupe additif sur I'espace affine A2 reste encore mal connue, et ce malgré des résul-
tats spectaculaires récents de Kaliman [30], et I’étude approfondie des dérivations
localement nilpotentes des algébres de polynomes k [z, y, z] menée entre autres par
Daigle [6] et Freudenburg [18].

Une des méthodes pour aborder les action de C. sur une variété de dimension 3
consiste évidemment a étudier les propriétés des morphismes quotients g : V. — S =
V//C4, cette approche s’étant révélée fructueuse dans le cas des surfaces. Dans une
situation de ce type, on sait que S est une surface et qu’il existe un ouvert U C S
au-dessus duquel g s’identifie & un G, -torseur. Plusieurs questions se posent alors,
par exemple, ¢ est-il surjectif? (la réponse est affirmative quand V = A} d’apres
[3]); ¢ est-il plat ?; quelle est la structure des fibres de ¢ au-dessus des points de
S\U?, etc ...

Une méthode alternative qui mériterait d’étre développée consiste a fibrer une
variété V' de dimension 3 avec C,-action par des surfaces. Pour cela, on remarque
que toute fonction C,-invariante f € I’ (V,Oy) définit une famille plate £ : V —
Al de surfaces avec Ci-actions. Cette approche semble évidemment prometteuse,
méme si, du fait que l'on travaille dans un cadre affine, ’étude des familles de ce
type se révéle rapidement trés complexe. Un premier probléme consiste & controler
I’apparition de dégénérescences dans ces familles et a décrire les cas possibles. Par
exemple, le membre général Vi, ¢t # 0, de la famille

515‘/: {:CZ*y(y*t):O, (x,y,z,t)EAé} *)A(%::Spec((c[t])

est une surface de Danielewski, tandis que V{ ~ {:cz -2 =0, (z,y,2) € A%} est
une surface normale singuliére. Un autre exemple de dégénérescence est fourni par
la famille

L:V={z@+t)z—yy—1)=0, (z,y,21t) € AL} — Al = Spec (C[t])

dont le membre général Vi, t # 0, est un schéma de Danielewski-Fieseler de base
(X,D) = (Spec (Clx]),div (z (x +t))) tandis que V, est la surface de Danielewski
d’équation z?2 — y (y — 1) = 0. En combinant ces deux exemples, on obtient une
troisiéme famille

&G:V={z(z+t)z—y(y—1t) =0, (z,y,2,t) € A} — A = Spec (C[t])
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dont le membre Vy ~ {z?z — y? =0, (z,y,2) € A%} n’est pas normal, ce qui pose
un nouveau probléme puisqu’il n’existe pas a ce jour de classification des surfaces
affines non normales avec C,-actions.

Des hypothéses supplémentaires sur les variétés V' considérées peuvent per-
mettre de simplifier le probléme. Par exemple, si l'invariant de Makar-Limanov
est trivial, on peut considérer des familles £ : V' — Al définies par des fonctions
f € T(V,0Oy) invariantes par deux C,-actions dont les orbites générales ne coin-
cident pas. Ainsi les membres V; de cette famille sont des surfaces, éventuellement
non normales, mais dont 'invariant de Makar-Limanov est trivial. Or, en combinant
les résultats de [13] sur la structure des morphismes quotients g : S — S//C4 ~ Al
sur une surface d’invariant de Makar-Limanov trivial avec les descriptions locales
de [17], on peut montrer (cf. [14]) que toute surface affine normale d’invariant
de Makar-Limanov trivial est un quotient cyclique global d’une surface de Da-
nielewski. La classification des surfaces de Danielewski qui apparaissent comme
revétement cyclique d’une surface d’invariant de Makar-Limanov trivial n’existe
pas encore, mais semble raisonnablement accessible dans un futur proche. Nous
disposons d’ailleurs de résultats partiels dans cette direction, déduits de I'étude
de la structure des complétions de ces surfaces obtenues ”en passant au quotient”
des complétions de surfaces de Danielewski. Par exemple, toute surface de Danie-
lewski 7 : S (Ym,n) — X = Spec (C[z]) définie par un arbre finement C-pondéré
Ymn = (I, w) de la forme suivante,

ek em—1
A \'
N
)

n

ol ¢ désigne une racine primitive m-éme de l'unité, admet une action du groupe
cyclique Z,,, qui commute avec toute G, x-action sur S, pour laquelle I'invariant
de Makar-Limanov de la surface quotient S (Yin,n) /Zm, est trivial. Il n’est pas im-
possible qu’'une surface quotient de ce type soit aussi une surface de Danielewski
par rapport & une autre action C;. Par exemple S (72,1) munie de sa Zg-action
est isomorphe a la surface de Danielewski S C A% = Spec (C [z,y, z]) d’équation
Tz —y (y2 — 1) = 0 sur laquelle Zy agit via (z,y,2) — (—z,—y,—z). Le quotient
S/7Zs est alors isomorphe a la surface de Danielewski S (’yg) définie par le peigne a
deux feuilles
2 1
7= o< 0
~e—()—e

autrement dit, a la surface S (2) C A} = Spec (C [a, b, ¢, d]) définie par les équations
de—b(b—1)=0, ba—c*=0, da—(b—1)c=0,
le morphisme quotient étant induit par I’lhomomorphisme d’algébres
Cla,b,c,d] — Clz,y,2], aw— 2%,b—y* cr ay,d— 2.

Citons encore, parmis d’autres cas particuliers connus, les plans de log-Q-homologie
d’invariant de Makar-Limanov trivial, c’est a dire les surfaces affines normales S,
a singularités au plus log-terminales, dont les groupes d’homologie H; (S, Q) sont
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nuls pour tout 7 > 0, qui apparaissent comme les quotients cycliques des surfaces
de Danielewski de la forme zz —t" + 1 = 0 par une action (z,y,t) — (sx, ely, 5’12)
du groupe cyclique Z,,, ol € est une racine primitive m-éme de 1'unité, n divise m,
et ou pged (¢,m/n) =1 (cf. [37] pour le cas lisse et [15, Théoréme 5.6] pour le cas
général).

Un autre théme qui mériterait d’étre développé plus avant est celui des schémas
affines 7 : V; — X = Spec (A) associés & des arbres A [t]-pondérés g = (I',w). Il
est d’abord naturel de se demander si tout schéma avec G, x-action est isomorphe
a un schéma obtenu par ce procédé. On a vu par exemple que cela était le cas
pour les surfaces de Danielewski. Plus généralement le méme argument montre
que cette description reste valable pour tout schéma de Danielewski-Fieseler affine
de base (X = Spec (4),D =div (h)), ot A est un anneau de valuation discréte de
paramétre uniformisant h. Un autre probléme, plus algébrique cette fois, consisterait
a déterminer explicitement les générateurs de I'idéal I; C A[I'] d’'un schéma Vj,
obtenus en "saturant” un idéal I (g) défini essentiellement & partir des mineurs 2 x 2
d’une matrice & coefficients polynomiaux (cf. 6.1.11), et & déterminer des conditions
pour que Ion ait un isomorphisme V; ~ V' (g) = Spec (A [I'] /I (g))-

On peut aussi envisager d’utiliser ces schémas V; pour décrire les groupes d’au-
tomorphismes des surfaces de Danielewski, et ce, suivant une méthode mise au point
par Makar-Limanov [33, 34] consistant & déterminer les automorphismes par des
méthodes algébriques, & partir des équations d’un plongement dans un espace af-
fine. Par exemple, I’application d’une méthode de ce type a permis récemment (cf.
[5]) de décrire la structure du groupe d’automorphisme d’une surface de Danie-
lewski S, , C A} = Spec (k [z,y, z]) d’équation 2"z —y (y+ ¢ (x)) = 0, o n > 2
et oul ¢ € k [z] ne s’annule pas en zéro. Bien qu’il s’agisse d’un type de surface trés
particulier, correspondant dans la description des surfaces de Danielewski & partir
d’arbres finement k-pondérés aux cones finement k-pondérés v, , = (I',w) de la
forme suivante

Tng = O
n—1

oll g = Z a;z" € k [z], tout laisse & penser qu'une application systématique de ces
i=0

procédés_algébriques conduirait & la détermination des groupes d’automorphismes
des surfaces de Danielewski.
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ANNEXE A

Schémas en groupes

Cette annexe rassemble ’essentiel des résultats utiles pour la lecture de cette
thése concernant les schémas en groupes et les actions de schémas en groupes sur
les schémas. Nous renvoyons, par exemple, le lecteur aux ouvrages [39] et [44], pour
une approche relativement élémentaire du cas particulier des schémas en groupes
affines, qui constituent une introduction accessible au monumental SGA3. Pour les
notions relatives au fibrés principaux homogeénes (encore appelés torseurs dans le
texte), nous suivons la présentation de SGA 1, Exposé XI, elle-méme inspirée de
[43].

A.1. Généralités sur les schémas en groupes

DEFINITION A.1.1. Un schéma en groupes, ou plus simplement un X-groupe
est la donnée d’un schéma g : G — X et de trois X-morphismes p: G xx G — G,
s : G — Gete: X — G satisfaisant formellement aux axiomes de la loi de
composition, de ’application inverse et de ’élément neutre d’un groupe. Ceci revient
a dire que les trois diagrammes suivants sont commutatifs.

1) Associativité

GxxGxx G X GxyG

uxldl l/li
I

GxxG G
2) Inverse a gauche et a droite
(s,Id) (Id,s)
G—— G X x G G——=Gxx G

N

G—=G

3) Neutre & gauche et a droite

Xxx G2 axxa Gxx X 2% Gy @
zl lu zl lu
G Id G G Id G

A.1.2. Si G est un X-groupe, alors, pour tout schéma Y — X, I’ensemble
G (Y) = Homx (Y,G) est muni d’une structure de groupe, de telle maniére que
pour tout X-morphisme ¢ : Y/ — Y, I'application G (¢) : G(Y) — G (Y’) soit
un homomorphisme de groupes. La réciproque est vraie, & savoir que se donner
une structure de X-groupe sur un X-schéma quelconque p : G — X revient a se
donner pour tout schéma ¥ — X une structure de groupe sur 'ensemble G (Y),
de telle sorte que pour tout X-morphisme ¢ : Y’ — Y, Papplication d’ensembles
G (¢): G(Y) — G (Y’) soit un morphisme de groupes. Ceci se résume en disant que
le foncteur contravariant G = Homx (-,G) : (PSch/x)° — (Ens) est un foncteur
en groupes .
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Via ce formalisme fonctoriel, toutes les propriétés usuelles dans la catégorie des
groupes se transposent dans la catégorie des X-groupes. Par exemple,

DEFINITION A.1.3. On dit qu'un X-groupe G est commutatif, si le diagramme
suivant est commutatif

GxxG-—"Gxx @

G 1 G

ou ech désigne le X-morphisme échangeant les deux copies de G. Cela revient évi-
demment & demander que pour tout schéma Y — X le groupe G (Y') soit commu-
tatif.

DEFINITION A.1.4. Soient G et G’ deux X-groupes. On dit qu’un X-morphisme
u: G — G’ est un morphisme de X-groupes si le diagramme suivant commute

Gxx G2 —sqg

O xx G s

Cela revient une nouvelle fois & dire que pour tout morphisme Y — X, 'application
d’ensembles u (V) : G’ (Y) — G (Y) est un homomorphisme de groupes.

A.1.5. Supposons maintenant que G soit un X-groupe affine, i.e.que g: G — X
soit un morphisme affine, commutatif. Dans ce cas G est X-isomorphe au spectre
de la Ox-algébre quasi-cohérente A = g.Oq. La donnée des trois X-morphismes p,
s et e équivaut alors & la donnée de trois homomorphismes de Ox-algébres

P= g« (Mﬁ) t A= gu (1:0cxxa) 2 ARoy A
§=0.(s") 1 A— g.(5.0q) = A

€= gu (eﬁ) A — g.(e.0x) = Ox.

appelés respectivement co-multiplication, co-inverse et co-neutre, satisfaisant des
propriétés duales de celles de X-morphismes u, s et e, au sens que les trois dia-
grammes suivants sont commutatifs

- co-associativité

A L - AeA
| s
Ao A" A0 A0 A
-co-inverse et co-neutres
A—"> 454 A—"> A5 A
sl lé,ld Idl ls@ld
Ox A A—>0x® A
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A.2. Action d’un schéma en groupes sur un schéma

DEFINITION A.2.1. Une action d’'un X-groupe G sur un X-schéma P est la
donnée d’'un X-morphisme ¢ : G x x P — P satisfaisant formellement aux axiomes
définissant ’action d’un groupe sur un ensemble. Ceci équivaut & la commutativité
des deux diagrammes suivants :

GxXGxXPI%GxXP XXXPLIC;GXXP
l,uxld lphi ll l(i)
GxxP—2 o x p—4 -p

A.2.2. Via l'interprétation fonctorielle, se donner une action de G sur P revient
a se donner, pour tout schéma Y — X, une action du groupe G (Y) sur ’ensemble
P (Y) de telle maniére que pour tout X-morphisme ¢ : Y’ — Y, l'application
d’ensembles ¢ (Y) : P(Y) — P (Y’) soit compatible avec 'homomorphisme de
groupes ¥ (Y) : G(Y) — G (Y').

A.2.3. Une fois de plus, si g: G — X et p: P — X sont tous deux affines sur
X, correspondant respectivement & des Ox-algébres quasi-cohérente A = ¢g.O¢g et
B = p.Op, alors la donnée de ’action o équivaut a la donnée d’'un homomorphisme
de Ox-algebres quasi-cohérentes

¢: B — p (¢*OGXXP) = A®Ox B,
appelé co-action, tel que les deux diagrammes suivants soient commutatifs.

B Be A B—"-BeA

&l lld@ﬂ Idl lld@s
o®1d ~

BRIA—=BAR A B——=B®Ox

DEFINITION A.2.4. Soient G et G’ deux X-groupes et u : G’ — G un morphisme
de X-groupes. Etant donnés deux X-schémas P et P’ munis d’actions

¢:GxxP—P et ¢:G xxP —P

de G et G’ respectivement, nous dirons qu'un X-morphisme v : P/ — P est u-
équivariant si le diagramme suivant commute

G/XXP/¢—>P'.

Gxy P2 —sp

Si G = G’, nous dirons qu’'un X-morphisme v : P’ — P est équivariant $il est
Idg-équivariant.

La notion d’élément invariant pour ’action d’un groupe sur un ensemble se généra-
lise comme suit :

DEFINITION A.2.5. Soient G un X-groupe et P un X-schéma sur lequel G agit
via ¢ : G xx P — P. On dit qu’un sous-schéma i : Q <— P de P est G-invariant s’il
admet une G-action ¢’ : G x x Q — @ faisant de 7 un X-morphisme équivariant.

A.2.6. Lorsque G, P sont tous deux affines sur X, correspondant a des Ox-
algébres quasi-cohérentes A = g.O¢ et B = p.Op et que @ est un sous-schéma fermé
de P affine au dessus de X, défini par un idéal Z C p.Op, ce qui revient a dire que
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¢.0¢ ~ B/T, la définition ci-dessus équivaut a l'existence d’un homomorphisme de
Ox-algebres ¢ : B/T — (B/Z) ® A rendant le diagramme suivant commutatif

B—"-BaA

| e

B/T —% (B/)T)® A

A.3. Fibrés principaux homogénes

DEFINITION A.3.1. Soit G un X-groupe. Un schéma p : P — X muni d’une
action ¢ : G xx P — V de G est appelé un espace formellement principal homogéne
sous G si le morphisme ¢ X ps : G Xx P — P X x P est un isomorphisme.

On dit que P est trivial sous G s'il est isomorphe & G sur lequel G opére par
translations a gauche. On dit que P est un G-torseur s’il existe un recouvrement

ouvert U = (X;),c; de X tel que pour tout i € I, P x x X; soit trivial sous P x x X;.

A.3.2. Une nouvelle fois, dire que P est formellement principal homogéne sous
G revient alors & dire que pour tout Y — X, ensemble P (V) est soit vide soit un
ensemble principal homogeéne sous le groupe G (V). Dire que P est trivial revient
a dire que P (Y) est non vide pour tout Y — X, cette derniére condition étant
satisfaite si et seulement si P (X) est non vide, c’est & dire, si et seulement si P
admet une section sur X.

DEFINITION A.3.3. Deux G-torseurs p : P — X et p/ : P/ — X sont dits
isomorphes s'il existe un X-isomorphisme G-équivariant ¢ : P’ = P. L’ensemble
des classes d’isomorphisme de G-torseur sera noté PH (G/X).

REMARQUE A.3.4. La définition (A.3.1) est celle d’un torseur localement trivial
pour la topologie de Zariski. En général, de tels torseurs sont assez peu intéressants
a étudier. 11 existe en effet des notions plus générales, dans lesquelles on s’autorise
différentes topologies de Grothendieck pour trivialiser les torseurs. On peut, par
exemple, étudier les G-schémas p : P — X qui deviennent triviaux aprés change-
ment de base par un morphisme étale Y — X. On parle alors de torseurs localement
triviaux pour la topologie étale. De méme, un torseur localement trivial pour la to-
pologie fidélement plate et quasi-compacte (f.p.q.c.) est un G-schéma p : P — X
devenant trivial aprés un changement de base fidélement plat et quasi-compact
Y — X. Ce point de vue plus général ne nous servira que trés peu dans cette thése.
En effet, les schémas en groupes G que nous considérons dans cette thése sont tous
spéciauz, ceci signifiant que tout G-torseur p : P — X f.p.q.c.-localement trivial
(resp. étale-localement trivial) est en fait déja Zariski-localement trivial ([43]). On
notera que méme dans cette situation plus simple, 'introduction du formalisme gé-
néral présente un avantage, puisque pour vérifier qu'un G-schéma p : P — X, ou
G est un groupe spécial, est un G-torseur, il suffira de vérifier que P devient trivial
aprés un changement de base f.p.q.c adéquat.

A.4. Espaces fibrés associés

Etant donné un X-groupe commutatif G' et un X-schéma @ avec une action
¢ : Gxx Q — @ de G, nous pouvons munir G X x @ de l'action de G définie
ensemblistement par la formule g - (¢',q) = (mult (g,¢’), 1 (97" q)). Le quotient
G VY Q = (GxxQ)/G est isomorphe a @, et l'action de G sur G xyx Q via

g-(¢9'sq) = (mult (g,9') , q) (ou, ce qui revient au meéme, via g-(¢',q) = (¢', 1 (9, 9)))
induit une action de G sur G V¢ Q rendant I'isomorphisme GV Q ~ @ équivariant.

A.4.1. Plus généralement, si G est un X-groupe affine alors, pour tout G-torseur
P, et tout X-schéma @ avec action de G, le quotient P V¢ Q = P x x Q/G existe
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(cf. SGA 1 Exposé XI, page 11.) et est naturellement muni d’une G-action. On
dit habituellement que P V& Q est "'espace fibré de base X, de fibre localement
isomorphe & Q.

En particulier, si Q est aussi un G-torseur, alors PV Q est encore un G-torseur,
et 'application qui & toute paire (P, Q) de G-torseurs associe le G-torseur P V& Q
induit une structure de groupe sur ’ensemble PH (G/X) des classes d’isomorphismes
de G-torseurs.
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ANNEXE B

Cycles et diviseurs

Afin de fixer les notations utilisées dans cette thése, nous passons ici briévement
en revue les notions importantes concernant les diviseurs sur un schéma .

B.1. Diviseurs de Cartier

Etant donné un schéma X, le faisceau des germes de fonctions méromorphes
sur X est le faisceau d’anneaux Kx = Ox [S7!] ou, S est le sous-faisceau de
Ox tel que pour tout ouvert U, I' (U, S) est I'ensemble des éléments réguliers, i.e.
non diviseurs de zéro, de I'anneau I" (U, Ox). Par construction, ’homomorphisme
canonique Ox — Kx est alors injectif. Il est clair que si X est intégre, alors Kx est
simplement le faisceau constant Ry des fonctions rationnelles sur X.

Pour tout Ox-module F, on appelle Kx (F) = FRo, Kx le faisceau des germes
de sections méromorphes de F. Nous désignons par K% le faisceau de groupes
multiplicatifs des éléments inversibles de Kx, qui est appelé le faisceau des germes
de fonctions méromorphes régquliéres sur X.

DEFINITION B.1.1. Un diviseur de Cartier sur X est une section globale D du
groupe Div (X) = T' (X, K% /O%) des diviseurs sur X. Le support Supp (D) = |D|
de D est le sous-ensemble fermé des points z de X tels D, ¢ O% .

NoT1aTION B.1.2. Dans toute cette thése, lorsque que nous dirons soit D un
diviseur sur X, nous sous-entendrons toujours que D est un diviseur de Cartier.

B.1.3. Un tel diviseur D est déterminé par une donnée locale {(Xi’fi)iel}
constituée d'un recouvrement ouvert U = (X;)_; de X et de sections f; € " (X;, %)
pour tout ¢ € I, telles que f;lfj eI (X; N X;,0%) pour tout 4, j. Ces sections f;,
i € I sont appelées équations locales de D. Rappelons que deux diviseurs sont dits
linéairement équivalents s’ils différent d’un diviseur principal div (f), i.e. d’un divi-
seur admettant un donnée locale {(X, f)}. Le groupe des classes de diviseurs modulo
équivalence linéaire est noté CaCl (X). Un diviseur est dit effectif (ou positif) s’il
admet une donnée locale {(Xi’fi)iel} telle que f; € T'(X;, K% NOx) pour tout
i € I. On note Div' (X) I’ensemble des diviseurs effectifs sur X.

B.1.4. Un diviseur D détermine un sous Ox-module inversible Ox (D) de Kx.
Rappelons que pour une donnée locale {(Xi, fi)iel} de D, Ox (D) se définit comme
le sous-faisceau de Kx engendré par f; ' sur X, i.e. Ox (D) |x,= f; ' Ox |x,, cette
définition ne dépendant pas du choix d’une telle donnée locale.

Si D est effectif, Ox (D) admet une section canonigue notée sp, partout non
nulle sur le complémentaire du support de D. Pour une donnée locale {(XZ-, fi)iel}
de D, cette section sp de Ox (D) C Kx correspond & la section constante 1 =
7l fi €T (X, 0x (D)), i € I, de Kx. Dans ce cas, le dual Jx (D) = Ox (D)" de
Ox (D) est un faisceau d’idéaux de Ox, engendré par f; sur X;, définissant donc
un sous-schéma localement principal Y (D) de X. Par la suite, lorsque D est effectif
et non nul, nous ferons I’abus de notation usuel qui consiste & noter encore par D
ce sous-schéma Y (D).

B.1.5. Si D n’est pas effectif, sp peut néanmoins toujours étre définie comme
une section de Ox (D) ® K%. Rappelons que réciproquement, pour se donner,
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isomorphisme preés, un diviseur D il suffit de se donner un Ox-module inversible £
et une section méromorphe réguliére de L, c’est & dire une section de £ ®p, K%
(EGA 1V.21.2.11).

B.1.6. Etant donné un morphisme f : Y — X, il n’est en général pas possible
de définir convenablement 'image inverse d’un diviseur D sur X. Pour le faire, il
suffirait par exemple que I’on puisse remonter les équations locales de D, ce qui n’est
manifestement pas possible si 'image de f est contenue dans le support de D. Par
contre, si ’homomorphisme f#: Ox — f.Oy se prolonge en un homomorphisme
Kx — f«Ky, ce qui le cas par exemple lorsque X et Y sont intégres et f dominant
ou lorsque f est plat, alors, puisque f*(O%) C f.O%, il existe un homomorphisme
naturel K% /0% — f. (K% /05 ).L'image de D € Div (X) =T' (X, K% /O%) par cet
homomorphisme est un diviseur sur Y , noté f*D , et appelé image inverse de D
par f.

B.2. Cycles et diviseurs de Weil

Etant donné un schéma X, on note X (! I’ensemble des parties fermées irréduc-
tibles de X de codimension 1. Cet ensemble est en correspondance avec ’ensemble
des x € X tel que codim (m, X) = dim (Ox,) = 1. Une telle partie fermée est
encore appelée un 1-cycle premier. Un 1-cycle sur X est une combinaisons formelle

a coefficients dans Z de 1-cycles premiers, autrement dit, un élément du groupe
abélien libre Z! (X) engendré par les 1-cycles premiers.

B.2.1. Rappelons qu’a tout diviseur effectif D € Div' (X) est associé le 1-cycle
a coefficients positifs

cye (D) = Z mult, (D) - {z} = Z long (Oy,, o) - {z},
zeX® zeX )
ou Yp = D désigne le sous-schéma fermé de X d’idéal Jx (D) défini par D. L’entier
mult,, (D) est appelé la multiplicité de D au point z. On définit ainsi un homomor-
phisme de monoides cyc : Div' (X) — Z'(X), et donc, par symétrisation, un
homomorphisme de groupe cyc : Div (X) — Z! (X).

B.2.2. Un 1-cycle sur un schéma noethérien séparé, intégre et régulier en codi-
mension 1 est encore appelé un diviseur de Weil. Lorsque X est de plus localement
factoriel, i.e. Ox , est un anneau factoriel pour tout x € X, les notions de diviseur
de Weil et de diviseur de Cartier coincident (EGA IV.21.6.9).
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ANNEXE C

Arbres orientés pondérés

C.1. Arbres finis orientés

Dans ce paragraphe nous rassemblons les définitions classiques sur les arbres
orientés, sous une forme appropriée aux besoins de cette thése. Nous introduisons
ensuite une classe de morphismes entre ces arbres, ce qui nous permet de définir,
de maniére raisonnable, une "catégorie des arbres orientés”.

C.1.1. Soit G = (N, <) un ensemble fini, non vide, partiellement ordonné. On
dit qu’un sous-ensemble totalement ordonné C,, de N & n > 2 éléments est une
chaine de longueur [ (C,,) = n — 1. On dit qu'une chaine est mazimale si elle I'est
pour la relation d’inclusion. Pour tout e € N, les sous-ensembles partiellement
ordonnés (T e), = {e' € N, ¢ > e} et (| e); = {e/ € N, ¢ < e} sont appelés res-
pectivement sous-ensemble supérieur de e et sous ensemble-inférieur de e. Un sous
ensemble & deux éléments {e,e’} C N tels que e’ < eet (T e )N (] e)g = {e,e'} est
appelé une aréte de G. Par la suite, nous utiliserons les notations ;; ou [¢/, e] pour
désigner une telle aréte, notations dans lesquelles il sera sous entendu que e’ < e.
L’ensemble des arétes de G sera noté E (G).

DEFINITION C.1.2. Un morphisme d’ensembles partiellement ordonnés
B:G=(N,<¢g)— G =(N' <)

est une application croissante 8 : N — N’  ie. ¢/ <g e = B(¢/) <¢ B(e). Un
morphisme d’ensembles partiellement ordonnés injectif est appelé un plongement.
Un isomorphisme d’ensembles partiellement ordonnés est un morphisme admettant
un inverse a gauche et a droite. Un morphisme d’ensembles partiellement ordonnés
7: G — @G idempotent (i.e. 72 = 7) est appelé une rétraction de G.

REMARQUE C.1.3. On se gardera de croire qu’un morphisme d’ensembles par-
tiellement ordonnés bijectif 3 est automatiquement un isomorphisme. Pour que cela
soit le cas, il faut effet que l'inverse ensembliste 3~! soit une application crois-
sante. Cette derniére condition est satisfaite si et seulement si on a I’équivalence
e <gee () <c Be)

DEFINITION C.1.4. Un arbre (enraciné) est un ensemble partiellement ordonné
I' = (N ('), <) possédant un unique élément minimal eq, appelé racine de T', et tel
que pour tout e € N (I'), le sous-ensemble partiellement ordonné (| e). soit une
chaine.

Fig. C.1.1. Un arbre I' enraciné en eg.
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C.1.5. Les éléments de N (T') sont appelés ses sommets. Les sommets maximaux
d’un arbre I' sont appelés les feuilles de I", et nous notons ’ensemble de ces feuilles
par Fe(T). Etant donné¢ e € N (T) \ {eo}, les éléments de la chaine Ancr (e) =
(1 e)r \ {e} sont appelés les ancétres de e. L'unique élément maximal Parr (e) de
Ancr (e) est appelé le parent de e. Plus généralement, le n-iéme ancétre Par™ (e)
de e est défini récursivement par la formule Par” (¢) = Par (Par"71 (e)). Pour tout
sous-ensemble N’ C N (I') \ {eo}, I'unique élément maximal Ancp (N’) de la chaine

C= ﬂ Ancr (e)
eeN’
est appelé le premier ancétre commun des éléments de N’. Réciproquement, pour
tout sommet e € N (I")\Fe ('), les éléments du sous-ensemble partiellement ordonné

Desr (¢) = (T e)r \ {e}

sont appelés les descendants de e. Les éléments minimaux de Desr (e) sont appelés
les fils de e, et le sous ensemble de Desr (e) correspondant est noté Filsr (e). Le
nombre des fils d’'un sommet e € N (T') est appelé le degré de e.

DEFINITION C.1.6. Soit I' = (N (T'), <) un arbre. Un sous-ensemble partielle-
ment ordonné IV = (N’, <) de I" qui est un arbre pour l'ordre induit est appelé un
sous-arbre de T'. On dit que I' est un sous-arbre mazimal de T" 8’1l existe e € N (T")
tel que I = (7 e)p, on dit alors que IV = T'(e) est le sous-arbre mazimal de T
enraciné en e.

C.1.7. On dit qu’un sommet e € N (T') est au niveau n si (| e) est une chaine
de longueur n. Le sous-ensemble de N (T") formé des sommets de I' qui sont au
niveau n est noté N, (I'). Les chaines maximales de T" sont les chaines

IFe=(er={en<er<---<en_1<e, =€}, ecFe(l).

La hauteur h (T") de T est le supremum des longueurs ! (T'.) = n. des chaines maxi-
males de I

DEFINITION C.1.8. Etant donné un arbre non trivial I" enraciné en eg, on appelle
sous-arbre maximal essentiel de ', noté Es (T'), le sous-arbre maximal de I enraciné,
soit en 'unique feuille €y de I'si I est une chaine, soit en le premier ancétre commun
ég des feuilles de T'.

Fi1g. C.1.2. Un arbre I" et son sous-arbre essentiel.

REMARQUE C.1.9. Si T" est une chaine, alors Es(T") est l'arbre trivial & un
élément {eg}. Plus généralement, un arbre I' se déduit de son sous-arbre essentiel
Es(T') en remplagant la racine &, de ce dernier par la chaine [eg, é]p-

DEFINITION C.1.10. Un morphisme d’arbres

B:1' = (N(I'),<p) — I = (N (), <r)
est un morphisme d’ensembles partiellement ordonnés tel que I'image d’une chaine

maximale de IV soit une chaine maximale de I". On dira aussi que 3 est un morphisme
dominant.
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REMARQUE C.1.11. Puisque les chaines maximales d’un arbre I sont les chaines
I'. = (| e)p, e € Fe(I'), 'image de la racine e de I par un morphisme d’arbres
B : T/ — T est la racine eg de I'. De méme 'image d’une feuille de I par 3 est une
feuille de T'. En particulier, la longueur de I'image 3 (I',) d’une chaine maximale I",
de e est inférieure ou égale a la longueur de la chaine initiale. De plus I'image d’une

— —_—

aréte ee’ de I est soit un unique élément g (e') = ((e), soit l'aréte 5 (e) B (¢’) de
T.

LEMME C.1.12. Un morphisme d’arbres 3 : I" — T' est un isomorphisme si et
seulement si il est bijectif.

DEMONSTRATION. Il suffit de montrer que si § est bijectif, alors pour tout
couple de sommets e,e’ € N (IV) tels que 3(e¢’) <r [ (e), on a e < e. Puisque
3 est croissant, il suffit finalement de montrer que e et € sont comparables. Or
B(e') et B (e) sont comparables, ce qui implique qu’il existe au moins une chaine
maximale C' de I les contenant. Puisque 3 est un morphisme d’arbres, nous pouvons
de plus supposer que C est 'image d’une chaine maximale C’ de I contenant e’.
Par conséquent, 371 (C) = C’ car 3 est bijectif, et donc e € C’ est comparable avec
e O

DEFINITION C.1.13. On dit qu’un morphisme d’arbres 8 : IV — TI' est une
contraction §’il se factorise par une rétraction 7 : IV — IV de I suivie d’un plonge-
ment dominant i : 7 (I) — T

On dit qu’une contraction § : IV — T' est mazimale si pour tout e € N (IV),
B (B (e)) est soit réduit & e lui-méme, soit un sous-arbre maximal de I,

F1c. C.1.3. Une contraction non maximale.

LeEMME C.1.14. Soient 5 : TV — T une contraction mazimale, et e € N (T') un
élément de T'. Si 371 (e) contient deuzx éléments, alors e est une feuille de T.

DEMONSTRATION. En effet, si 371 (e) contient deux éléments alors 37! (e) est
un sous-arbre maximal de T”, qui contient donc une feuille ¢’ de I”. Ceci implique

que e = B (¢') est une feuille de IV puisque [ est en particulier un morphisme
d’arbres. g

C.1.15. 1l est clair que la composée de deux contractions maximales est encore
une contraction maximale. Nous notons 7 la catégorie dont les objets sont les arbres
enracinés, et dont les morphismes sont les contractions maximales. Tout objet I" de
7 admet un morphisme constant canonique sp : I' — {eg} dans 7, ot {ep} désigne
I’arbre trivial & un élément.

DEFINITION C.1.16. Soit I' = (N (T'), <) un arbre et soit e € N (I") \ Fe (T")
un sommet tel que Filsp (¢) = {f1,..., fr} € Fe(T). Soit I (e) le sous-arbre de T

d’ensemble sous-jacent N (f (e)) = N (I") \ Filsp (e). On appelle contraction des
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feuilles en e, la contraction maximale 7, : T' — I (e) définie ensemblistement par
(e = { e s% e’ ¢ Filsr (e)
e sinon
On dira aussi, de facon réciproque, que I' est obtenu a partir de r (e) en effectuant
l’éclatement de la feuille e € Fe (f (e)), de feuilles exceptionnelles fi,..., fr.

EXEMPLE C.1.17. Si A est un arbre de hauteur 1, de feuilles Fe (A) = {f1,..., f+}
et de racine e, alors le morphisme constant canonique sa : A — {eg} réalise A
comme |’éclatement de I'arbre trivial {eg}, de feuilles exceptionnelles { fi,..., fr}.

€0

€o
)

fl fk fr

Intuitivement, tout arbre I' peut étre obtenu & partir de P’arbre trivial {eg}
a un élément en éclatant successivement des feuilles. Ceci revient & dire que ’ho-
momorphisme constant canonique sr : I' — {eg} se factorise en une succession de
contractions de feuilles. Plus généralement, le résultat suivant décrit la structure
des morphismes dans la catégorie 7.

ProprosITION C.1.18. Tout morphisme 3 : 1V — I dans T se factorise dans T
par une succession de contractions de feuilles suivie d’un plongement.

DEMONSTRATION. L’inclusion § (I'V) C T étant un plongement, nous pouvons
remplacer I par ' = 3 (T") et le morphisme [ par la contraction maximale surjective
f =B |': I" — T. Soit maintenant e € N (I'") un sommet tel que Filsp/ (e) C
Fe (I'), et soit A (e) = {e} U Filsps (e). Puisque § est une contraction maximale,
soit B (A (e)) = /3 (e), soit 3 induit un isomorphisme de A (e) sur son image. Dans
le premier cas, 3 se factorise dans 7 via la contraction 7, : IV — IV (e) des feuilles
en e. Si la contraction maximale induite 3, : I” (e) — I est injective, alors 3. est
bijectif, donc, d’aprés (C.1.12), est un isomorphisme. Sinon, nous pouvons répéter la
méme construction partout ou cela s’avére nécessaire. On obtient finalement, aprés
un nombre fini d’étapes un arbre I/, une contraction maximale surjective 7 : IV — T’
et un isomorphisme 3 : TV 5 T. a

C.2. Construction d’arbres par recollements

Comme nous l'avons vu dans le paragraphe précédent, tout arbre peut étre
obtenu & partir de 'arbre trivial & un élément en effectuant une succession d’éclate-
ments. D’autre part, 'intuition suggére qu’un arbre I' peut étre obtenu en "recollant”
des chaines de fagon adéquate, et que tout morphisme 3 : I' — I" dans 7 est unique-
ment déterminé par son effet sur les chaines maximales de I". Dans ce paragraphe,
nous établissons deux résultats techniques simples justifiant cette intuition. Il s’agit
pour D’essentiel d’énoncés classiques de recollement, adaptés pour la catégorie 7.

LemME C.2.1. Soient I' et I deux arbres. Soit (Be).cperry une collection de
morphismes d’ensembles partiellement ordonnés . : ', = (| e)p, — T, e € Fe(I")
satisfaisant les conditions suivantes :

a) Pour tout e € Fe(I"), B : T, — T est dans T ;

b) Pour tout couple e, e’ € Fe(I") de feuilles distinctes de I, la restriction (e,
de Be G la chaine T, NI, de I' coincide avec la restriction de B & cette méme
chaine ;
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¢) Pour tout couple e,e’ € Fe(I") de feuilles distinctes de ', le morphisme
d’ensembles partiellement ordonnés

Ber = Bere : Te NI = (1 Aner ({e,€'})) — Be (T) N Ber (Ter)

est dans T .
Alors il existe un unique morphisme (3 : 1" — T dans T dont la restriction 3 |r/
a la chaine mazimale I, coincide avec B pour tout e € Fe(I").

DEMONSTRATION. Les conditions a) et b) impliquent que les morphismes d’en-
sembles partiellement ordonnés 3. et (. sont des morphismes d’arbres qui coin-
cident sur I'intersection des deux chaines maximales I', et I",. Il est alors clair qu'’il
existe un unique morphisme d’arbre 5 : I'' — T' dont la restriction & la chaine I',
coincide avec (. pour tout e € Fe (IV). Il suffit donc de montrer que [ est une
contraction maximale. Supposons que la préimage 37! (g) d'un élément g € N (T)
contienne deux sommets a € N (I',) et b € N (I',,). Si a et b ne sont pas comparables
alors c) entraine que leur premier ancétre commun ¢ € N (I, NI",) appartient a
B~ (g). Ainsi 7! (g) a un unique élément minimal ¢o et 37! (g) C (T ¢o)p. Il suffit
maintenant de montrer I'inclusion inverse. Soit donc ¢ € N ((T ¢o)y). Choisissons
e € Fe(I”) tel que ¢ € N (T",). Puisque la restriction de 5 a I, est dans 7 nous
concluons que 3! (g) N T’ est un sous-arbre maximal de I, donc est égal & la
sous-chaine maximale (T c¢o)p, NI, de I',, qui contient ¢’. O

LemME C.2.2. Soit C; une collection de chaines de longueur n; > 1, indexée
par un ensemble fini I, et satisfaisant les condition suivantes :
a) Pour tout couple d’indices i # j, il existe un élément a;; € N (C;)\max (N (C}))
et un isomorphisme de chaines ¢;; : Cij = (| aij)o. 5 Cji = (l aji). tel que
i J
¢ji = ;jl ;

b) Pour tout triplet d’indices i,j et k
¢ij (CU n Czk:) = Cji N Cjk et ¢zk = ¢jk o d)ij sur Cij n Cik-

Alors il existe une arbre I', unique a isomorphisme prés, enraciné en eg et de feuilles
ei, 1 € I, et des morphismes d’arbres ¥; : C; — I tels que :

a’) Pour tout i € I, v; induit un isomorphisme d’arbres entre C; et la chaine
mazimale T'y, = (| e;)p;

b’) P; (Cz) =I. N Fej et Y; = ;o @i sur Cl]

DEMONSTRATION. Prises conjointement, les conditions a) et b) signifient que
la relation binaire Cj; 3 g; ~ ¢i; (g;) € Cj; est une relation d’équivalence sur la

réunion disjointe |_| C;, compatible avec les relations d’ordre sur les chaines Cj,
iel
1 € I . Ainsi, 'application quotient

Y| |G- T =(N(),<r) = |Ci/ ~,

icl el

ou N (T') est muni de la relation d’ordre quotient, est un morphisme d’ensembles
partiellement ordonnés. Notons v; : C; — I' les morphismes induits par restriction
aux chaines C};, i € I. Puisque les chaines sont de longueur n; > 1, nous concluons
que la racine eg ; de C; appartient & Cj; pour tout ¢ # j. Par conséquent, il existe un
unique élément minimal ey € N (T') tel que ¥; (eg,;) = ep pour tout i € I. D’autre
part la condition a) implique que les images e; = ; (e;n,) des feuilles e;,, des
chaines C;, i € I, sont toutes distinctes. Il est alors clair que I' est un arbre enraciné
en eg, de feuilles e;, i € I, et que les deux assertions a’) et b’) sont satisfaites.
Finalement, 'unicité a isomorphisme prés est une conséquence de (C.2.1). g
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C.3. Arbres enracinés pondérés
Dans ce paragraphe, nous rappelons la notion d’arbre pondéré.
DEFINITION C.3.1. Soient I' un arbre et A un ensemble. On appelle pondération
de T a valeurs dans A (ou A-pondération) une application d’ensembles w : E (') —
A, i.e. une application qui a toute aréte (;; de I associe un élément w (e—e;) de A.

Un arbre I’ muni d’une pondération w : F (I') — A est appelé un arbre A-pondéré.
Lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité sur ’ensemble A des poids, nous dirons simplement
que I' est un arbre pondéré. Pour désigner un tel arbre pondéré, nous utiliserons
alternativement les trois notations v, I'y,, ou encore (T, w).

Un arbre Z/2Z -pondéré Un arbre R [z] -pondéré

Rappelons qu’étant donnée une contraction maximale 3 : IV — T, 'image d’une
-

a
aréte ee’ de I est soit réduite & un élément de N (T'), soit 'aréte 5 (e) 5 (e') de T.
Ceci donne un sens a la définition suivante :

DEFINITION C.3.2. Un morphisme d’arbres A-pondérés 5 : (I',w') — (T, w)

———— —
est une contraction maximale telle que w (ﬂ (e) (e’)) =’ (ee’) pour toute aréte

N
ee’ de TV telle que 3 (e) # 5 (€').

On note alors Tj la catégorie dont les éléments sont les arbres A-pondérés, et
dont les morphismes sont les morphismes d’arbres A-pondérés.

Il est clair que toutes les constructions sur les arbres introduites dans le premier
paragraphe de ce chapitre peuvent étre effectuées sur des arbres A-pondérés. Citons,
en particulier le résultat utile suivant, corollaire direct de (C.1.18).

PRoOPOSITION C.3.3. Tout morphisme (3 : v — ~ dans T2 se factorise dans
’Tuj4 par une succession de contractions de feuilles suivie d’un plongement.

Les techniques de recollement (C.2.1) et (C.2.2) dans la catégorie 7 se généra-
lisent de méme de facon évidente dans la catégorie 7,2.

DEFINITION C.3.4. Une pondération w : E (') — A d’un arbre T est dite fine
si pour toute paire d’éléments e, es € N (T'), fils d’'un méme élément e € N (T), on
a w(ere) # w(eze). Un arbre muni d’une A-pondération fine est appelé un arbre
finement A-pondéré. On note Tu’ff la sous-catégorie pleine de 7,4 dont les objets
sont les arbres finement A-pondérés.

Le procédé (C.2.2) de construction d’arbres par recollement s’adapte sous la forme
suivante aux arbres finement A-pondérés.

LEMME C.3.5. Soit (C;,w;) une collection de chaines A-pondérées de longueur
n; > 1, indexée par un ensemble fini I, et satisfaisant les conditions suivantes :
a) Pour tout couple d’indices i # j, il existe un élément a;; € N (C;)\max (N (C}))
et un isomorphisme de chaines A-pondérées ¢;; : Cij = (| aij) . = Cji = (1 aji)e.
i J
tel que ¢;; = ;jl ;
b) Pour tout triplet d’indices i,j et k
¢ij (Ciy NCix) =C5; NCji et i = dji © iy sur Cij N Cig.
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¢) Pour tout couple d’indices i # j, w; (e;a:;) # w; (€5a51), ot e; € N (C;) et
ej € N (Cj) désigne les fils de a;j et aj; respectivement.

Alors il existe un arbre finement A-pondéré v = (', w), unique d isomorphisme
prés, enraciné en eq et de feuilles e;, i € I, et des morphismes d’arbres A-pondérés
¥ (Chyw;) — 7 tels que :

a’) Pour tout i € I, v; induit un isomorphisme d’arbres A-pondérés entre
(Ci,w;) et la sous-chaine mazimale A-pondérée Ty, = (| e;)p de v;

b’) ’L/}z (Oz) = Fei n Fe]. et ’L/}z = d)j o (z)ij sur C,L]

DEMONSTRATION. Les conditions a) et b) assurent que I’arbre I, dont exis-
tence est garantie par (C.2.1), peut étre muni de maniére unique d’une pondération
"quotient” w : E (I') — A, la condition ¢) garantissant quant a elle que cette derniére
est une A-pondération fine. a
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ANNEXE D

Caractérisation des surfaces affines normales
d’invariant de Makar-Limanov trivial

La présente annexe reproduit le texte original de Darticle [13] consacré a la
caractérisation des surfaces affines normales complexes S d’invariant de Makar-
Limanov trivial en terme de la structure du diviseur de bord d’un complétion mini-
male d’une surface de ce type. Nous y établissons qu'une surface affine normale a un
invariant de Makar-Limanov trivial si et seulement si elle admet une complétion S,
non singuliére le long du bord B = S\ S , et telle que B soit un zigzag, c’est-a-dire
une chaine de courbes rationnelles complétes non singuliéres.

Historiquement, les surfaces non singuliéres admettant un complétion de ce type
apparaissent pour la premiére dans [20], dans lequel elles sont caractérisées comme
étant les surfaces quasi-homogénes, i.e. les surfaces S dont le groupe d’automor-
phismes Aut (S) posséde une orbite dense, dont le complémentaire est constitué
d’un nombre fini de points fermés de S. Plus récemment, ces surfaces complétables
par un zigzag on acquis un role central dans I’étude des surfaces affines S dont
Iinvariant de Makar-Limanov ML (S) est trivial, Bandman et Makar-Limanov [1]
ayant en effet montré qu’une surface affine complexe non singuliére, d’invariant
de Makar-Limanov trivial, est quasi-homogéne au sens ci-dessus, donc complétable
par un zigzag. Réciproquement, une construction déja utilisée par Gizatullin [20]
permet de conclure qu’une surface non singuliére complétable par un zigzag a un
invariant de Makar-Limanov trivial.

L’article reproduit ici donne un preuve compléte et indépendante des deux
caractérisations réciproque ci-dessus, en les généralisant au cas des surfaces affine
complexes normales. Bien que dans sa version originale le résulat ne concerne que ce
type de surfaces, il est aisé de se convaincre que les méme arguments conduisent au
méme résulat pour des surfaces affines normales définies sur un corps algébriquement
clos de caractérisque nulle, & savoir la caractérisation suivante, dont nous faisons
usage dans cette thése.

THEOREME D.0.6. Une surface affine normale S/k, définie sur un corps algé-
briqguement clos k = k de caractéristique nulle et non isomorphe a (A}c)* x AL, o
(A,lc)* = Spec (k: [z,zfl]), a un invariant de Makar-Limanov trivial si et seulement
si S admet une complétion par une surface projective S, non singuli¢re le long du
diviseur B = S\ S, et telle B soit un zigzag, i.e. une chaine de courbes rationnelles
non singuliéres. Si cela est le cas, alors, pour toute complétion minimale S’ de S,
B' = 8"\ 'S est aussi un zigzag.

Completions of normal affine surfaces with a trivial
Makar-Limanov invariant

We study normal affine surfaces with non-trivial algebraic C,-actions in term
of their completions. As a generalization of a result of Gizatullin [20] and Bertin
[2], we prove that a normal affine surface has a trivial Makar-Limanov invariant if
and only if it is completable by a zigzag.
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Introduction

For a connected normal affine surface V' = Spec (A) over C, the Makar-Limanov
invariant of V' [31] is the subalgebra ML (V') C A of all regular functions invariant
under every algebraic C-actions on V. Constant functions are certainly contained
in ML (V), and we say that the Makar-Limanov invariant of V' is trivial (or that
V is an M L-surface) if ML (V) = C. In [1], Bandman and Makar-Limanov have
re-discovered a link between nonsingular M L-surfaces and geometrically quasihomo-
geneous surfaces studied by Gizatullin in [20], that is surfaces whose automorphism
group has a Zariski open orbit with a finite complement. More precisely, they
have established that, on a nonsingular M L-surface V', there exist at least two
non-trivial algebraic C -actions which generate a subgroup H of the automorphism
group Aut (V) of V such that the orbit H.v of a general closed point v € V has finite
complement. By Gizatullin [20] such a surface is rational and either isomorphic to
C* x C*or can be obtained from a nonsingular projective surface V by deleting an
ample divisor of a special form, called a zigzag. This is just a linear chain of non-
singular rational curves. Thus the following theorem, whose original proof is due to
Bertin, holds:

THEOREME. ([1, 2, 20]) A nonsingular affine surface V non isomorphic to
C* x Al has a trivial Makar-Limanov invariant if and only if it is completable by a
2192a4.

More generally, in this paper we prove the following theorem:

THEOREME. A normal affine surface V non isomorphic to C* x A' has a trivial
Makar-Limanov invariant if and only if it is completable by a zigzag.

We are grateful to the referee for pointing us out that this theorem is also
proved in a recent preprint, namely [10], but under the additional assumption that
V is rational. However the fact that the existence of a completion of V' by a zigzag
implies that V is rational is proved in [20], at least under the assumption that V is
nonsingular. Since this last assumption is not needed for this point it follows that,
at the time we write this final version, the general case can be more or less deduced
by gathering the necessary results from the previously mentioned papers. However,
in order to set up a good framework for a more detailed study of M L-surfaces, we
give hereafter a self-contained and straightforward proof of the theorem.

D.1. Rulings and completions of normal surfaces

We use the following terminology :

e A surface is a connected, reduced, normal C-scheme of finite type and of
dimension 2.

e The intersection number of two divisors D; and Dy on a surface V regular
at the points of Dy N Dy is denoted by (D - D3). The self-intersection number of a
divisor D C Vjq is denoted by (D?) = (D - D).

e For a morphism f: W — V between normal varieties and for a divisor D on
V we denote by ¢=! (D) the set-theoretic preimage of D, whereas ¢* (D) denotes
its preimage considered as a cycle.

e An Al-fibration (a P!-fibration) on a surface V is a surjective morphism
p: V. — Z on a nonsingular curve Z with general fibers isomorphic to the affine
line A! (to the projective line P!, respectively). The fibers of p which either are not
isomorphic to Al (respectively P!) or are not reduced are called degenerate.

e An SNC-divisor D on a surface is a divisor with normal crossing singularities
whose irreducible components are nonsingular.

e For a normal affine surface V' we call a completion of V' an open embedding
i:V < V of V into a normal projective surface V, nonsingular along B = V' \ i (V)
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and such that B is an SNC-divisor. We say that the completion is minimal if B
contains no (—1)-curve which meets at most two other components transversally in
a single point.

e For an isolated singularity (V, P) of a normal surface, a minimal embedded
resolution of p is a birational morphism 7 : W — V such that W is nonsingular,
WA\7~! (P) ~ V\{P}and 7~! (P) is an SNC-divisor which contains no (—1)-curve
meeting at most two other components transversally in a single point.

DEFINITION D.1.1. A zigzag B on a normal projective surface V is a connected
SN C-divisor with nonsingular rational curves as irreducible components and whose
dual graph is a linear chain. If Supp (B) = |J;_, B, the irreducible components B;,
1 <i < n, of B can be ordered in such a way that

1 fi—jl=1
(BZ'BJ)_{O if [i—j>1

A zigzag with such an ordering on the set of its components is called oriented and
the sequence ((B%) ey (B?l)) is called the type of B. For an oriented zigzag B,
the components By and B,, are called the boundaries of B. Given an irreducible
component B;, of B we denote by Bfg the component B;,+; provided it does exist.
A zigzag B is called minimal if it contains no (—1)-curve.

Let C C V be an SNC-divisor. A zigzag B of C is a zigzag with support
contained in C' and such that no irreducible component of B corresponds to a
ramification vertex of the dual graph of C. A zigzag B which is maximal for the
inclusion of supports is called maximal. If C itself is not a zigzag, then we call
a maximal zigzag B of C simple if only one boundary of B meets a ramification
vertex of the dual graph of C'. We call it double if this happens for both boundaries
of B.

We say that a normal affine surface V' is completable by a zigzag if there exists
a completion V of V such that B := V' \ V is a zigzag.

D.1.1. Properties of P!-fibrations on normal projective surfaces. We
recall some properties of P!-fibrations on a normal projective surface. The following
lemma is well known for a nonsingular surface V' (see [36, Lemma 1.4.1, p.195]).

LEMME D.1.2. Let q: V — Z be a P!-fibration. If F := Y ¥_ n;C; is a fiber
of § with irreducible components C; then the following hold.

(1) The morphism G admits a section S C V.

(2) If F is irreducible and P = F N S is a reqular point of V then F is non-
degenerate.

Now assume that F is degenerate, then :

(3) The support of F is connected.

(4) If a singular point P of V is contained in a unique curve C; then it is a
cyclic quotient singularity. In this case the proper transform of C; in a
minimal embedded resolution 7 : W — V of P meets a terminal component
of 1 (P).

(5) If C; does not contain any singular point of V then it is nonsingular (C; ~
P!) and (C?) < 0.

(6) IfC; and Cj, i # j, are nonsingular and do not contain any singular point
of V then (C; - C;) =0 or 1.

(7) For any three distinct indices i, j and l, either C; N C; NCy =0 or C; N
C; N Cy is a singular point P of V.

(8) If F is contained in V' \ Sing (V) then at least one of the C;, say C1, is a
(—1)-curve. If 7: V — V; denotes the contraction of Cy then q factors as

l-&\

g:vVo5nhZ
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where q : Vi — Z is a P! -fibration. Hence all but one irreducible compo-
nent of I can be contracted succesively to obtain a mon-degenerate fiber.
Therefore F is an SNC-divisor whose dual graph T (F) is a tree.

(9) If F is contained in V \ Sing (V) and if one of the n;, say ni, is equal to
1, then there exists a (—1)-curve among the C;, 2 < i < p.

PROOF. Welet ¢ : W — V be a minimal embedded resolution of singularities.
We denote by ¢ the P!-fibration on W lifting ¢ and by S a section of §. Then

S:=¢ (g) is a section of ¢, and so (1) follows. In the nonsingular case, (2) is a

consequence of the existence of a section of § and (3) — (9) follow from the genus
formula.

In the normal case, (3) and (5) — (9) follow at once from the nonsingular case
and (4) can be proved in the same way as Lemma 1.4.4 in [36, p.196]. To show (2)
we let ' = G~ ! (20), z0 € Z, be an irreducible fiber of . Its total transform ¢—! (F)
is the fiber F' = ¢! (20) of §. If P € F is a singular point of V then ¢! (P) C W
contains no (—1)-curve which meets at most two other components transversally in
a single point. Then assertions (7) and (8) on W imply that ¢~! (P) contains no
(—1)-curve at all. It follows from (8) that the proper transform F’ of F is the unique
(—=1)-curve in F. Thus F has to be a non-reduced fiber of ¢ for otherwise F’ has
multiplicity one in F which contradicts (9). Provided that Py = S N F is a regular
point of V', F' does not contain any singular point of V and so is non-degenerate,
which proves (2). O

REMARQUE D.1.3. Note that by (7) and (8), a (—1)-curve E contained in a

degenerate fiber F' C V,., of ¢ cannot be a ramification vertex of the dual graph of
FuUS.

We introduce the following :

DEFINITION D.1.4. Let F' C Vreg be a degenerate fiber of a P!-fibration ¢ :
V' — Z over a nonsingular projective curve Z and S be a section of g. A maximal
zigzag D of F (see D.1.1) is called terminal if either D = F or D is a maximal
simple zigzag of F' which does meet S.

In the following lemma we precise the position of (—1)-curves in a degenerate
fiber of a P!-fibration.

LEMME D.1.5. Let §:V — Z be a P'-fibration on a normal projective surface
V over a nonsingular projective curve Z. Let S be a section of § and let F' C Vyey
be a degenerate fiber of q. If F'US is not a zigzag then the following assertions hold.

1) At least one (—1)-curve E in F is contained in a maximal terminal zigzag
of F' .

2) If all such (—1)-curve are contained in the same mazimal terminal zigzag D
of F then every ramification vertex of the dual graph T (FFUS) of F U S belongs to
the shortest path in T' (F U S) which joins D and S.

PROOF. Given a (—1)-curve E in F we let 7 : V — Vi be the contraction of
E and we consider the factorization

g VEWN®SLZ
where ¢, : Vi — Z is a P!-fibration with a degenerate fiber Fy := 75 (F) C (‘71)Teg
and a section S7 = 7 (S). By our assumption the graph I' (F U S) has a ramifica-
tion vertex so that F'U .S has at least 4 irreducible components. By D.1.3, E is a
component of a maximal zigzag D of F.
We consider first the case that FUS = E1UFE5U EgUS has 4 irreducible com-

ponents, where F'g meets S . It is easily seen that Eg corresponds to a ramification
vertex of I' (F U S). Then F; and Es are both maximal terminal zigzags of F' and
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at least one of them is a (—1)-curve, which proves the first assertion in this case.
The second assertion follows then at once since Eg is a unique ramification vertex
of T'(FUS).

To show (1) we may assume that F' is not a zigzag for otherwise our statement
is evidently true. We also suppose that F'U S has n > 4 irreducible components,
and we assume on the contrary that every (—1)-curve F in F' is contained either in
a maximal simple zigzag of F' which meets S or in a maximal double zigzag of F.
We denote this maximal zigzag by D = D (E). By our assumption the contraction
7 of I gives a one-to-one correspondance between the maximal simple zigzags of
F U S and the maximal simple zigzags of F; U S7. Moreover none of the maximal
terminal zigzags of F' is affected by this contraction. Since Fj has one less irreducible
components that F' we can conclude by induction that there is a (—1)-curve E; in
F; which belongs to a maximal terminal zigzag of Fy. Then 7" (E1) is a (—1)-curve
contained in a maximal terminal zigzag of F', a contradiction. Thus assertion (1) is
proved.

To prove (2) we may suppose that F' is not a zigzag and that F U S has n > 4
irreducible components. We let F be a (—1)-curve in D. If D # E then the
contraction 7g of E yields a bijection between maximal terminal zigzags of F; and
those of F'. Since D is the only maximal terminal zigzag of F affected by the
contraction of E it follows from (1) that 75 (D) contains a (—1)-curve. In fact it
contains all (—1)-curves as in (1), and so we are done by induction.

In case D = E we let H be a ramification vertex of T'(F U S) such that E
is a branch of I'(FUS) at H. Then H has valency 3 for otherwise 75 (H) is a
ramification vertex of I' (F} U S7) and hence none of the maximal terminal zigzags
of Fy contains a (—1)-curve which contradicts (1). Thus if F; U S; is a zigzag then
we are done. If F; U S is not a zigzag then 75 (H) is contained in a maximal
zigzag D1 of Fy. If either D1 meets S or D; is double then 75 provides a bijective
correspondance between the maximal terminal zigzags of F' different from E and
those of Fi. Since these maximal zigzags of F' were not affected by the contraction
of F it follows that none of the maximal terminal zigzags of F; contains a (—1)-
curve which again contradicts (1). Therefore D; is a maximal terminal zigzag of Fy
and it contains a (—1)-curve Ej by (1). Our induction hypothesis then implies that
every ramification vertex of I" (Fy U S1) belongs to the shortest path from E; to Sy
inT' (Fy US7). As H is the only ramification vertex of I' (F' U S) which is eliminated
by the contraction of F, we conclude that every such ramification vertex belongs to
the shortest path from E to S in I' (F U S). This proves the second assertion. [

D.1.2. Properties of Al-fibrations on normal affine surfaces. Given a
normal affine surface V together with an A'-fibration ¢ : V' — Z over a nonsingular
affine curve Z, we let V be a minimal completion of V. Since V is affine the
divisor B := V \ V is connected. The A!-fibration ¢ on V induces a rational map
q:V --» Z, where Z denotes a nonsingular projective model of Z. The closures
of the fibers of ¢ in V' define a pencil of nonsingular rational curves with at most
one base point on B. If necessary, this base point and all infinitely near ones can
be eliminated by a succession of blow-ups with centers outside of V. Thus we may
suppose that g is a well-defined P'-fibration on V.

D.1.6. In this way we arrive at a completion V of V with the following properties

(1) V is a normal projective surface, nonsingular along B := V \ V, with a
P!-fibration g : V — Z such that the following diagram commutes
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Ve _ sV

(2) B s aconnected SNC-divisor and can be written as B = HUSUG, where
S is a section of g, H = |J H;, where H; := ¢~ ' (z;) with z; € Z\ Z,and
the connected components of G are trees of nonsingular rational curves.
(3) We can write G = |J;_ G;, where §(G;) = z; € Z and where 2q,...,2, €
Z are the points such that the fiber ¢7* (2;) C V is degenerate. Thus
g1 (z) =GiUq 1 (z), 1 <i<s, where g1 (z;) denotes the closure of
¢ (z)in V.
One can moreover assume that the boundary divisor B contains no (—1)-curve
except maybe the section S. Since B contains no singular point of V, it follows that
every H; is a nonsingular rational curve. In the sequel, such a completion will be
called a good completion of V' with respect to q.

For degenerate fibers of an Al-fibration on a normal affine surface V, there
exists the following description.

LEMME D.1.7. (Miyanishi [36, Lemmas 1.4.2 and 1.44,p.196]) If ¢ : V — Z =
Al is an A'-fibration then the following assertions hold :

(1) Every irreducible component C of ¢~ (z) is a connected component of
q 1 (2) and is a rational curve with only one place at infinity. Hence C is
isomorphic to A' provided it is nonsingular.

(2) Ewvery such component C contains at most one singular point of V.

(3) The surface V has at most cyclic quotient singularities.

(4) IfC contains a singular point P of V and if # : W — V is a minimal
embedded resolution of P then the closure C' in W of the proper transform
C'" of C meets a terminal component of 7= (P).

D.2. Completions of M L-surfaces
This section is devoted to the proof of the following theorem :

THEOREME D.2.1. A normal affine surface V has a trivial Makar-Limanov
invariant if and only if it is completable by a zigzag.

To reformulate our statement we need the following lemma.

LeMME D.2.2. If V is a normal affine surface then the following assertions are
equivalent :
(1) There exists an A'-fibration q : V — Z over a nonsingular affine curve Z.
(2) The surface V' contains a principal Zariski open subset U which is a cylin-
der : U~ C x Al.
(3) There exists a non-trivial algebraic C1-action on V.

As a consequence we obtain :

COROLLAIRE D.2.3. For a normal affine surface V the following assertions are
equivalent :

(1) The Makar-Limanov invariant of V is trivial.

(2) There exists at least two nontrivial algebraic Ci-actions on V' such that
their general orbits do not coincide.

(3) There exists at least two Al-fibrations q1 : V — Zy and qz : V — Zy over
nonsingular affine curves Z1 and Zs, such that the general fibers of ¢1 and
q2 do not coincide.
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Thus, Theorem D.2.1 can be equivalently formulated as follows.

THEOREME D.2.4. A normal affine surface is completable by a zigzag if and
only if it admits two A'-fibrations whose general fibers do not coincide.

D.2.1. Normal affine surfaces completable by a zigzag.

This section is closely related to the work of Danilov and Gizatullin [20] and
[21], where the case of nonsingular surfaces completable by a zigzag was treated. Let
us mention first some usefull technical results about zigzags on normal projective
surfaces. The following construction will be frequently used in the sequel.

DEFINITION D.2.5. Let V be a normal projective surface, and let C' and D
be two irreducible nonsingular curves on V' which intersect transversally at a single
nonsingular point of V. By the iterative modification of V with center (C, D), lenght

r € N* and divisors E1, ... E,., we mean the birational morphism ¢ : W — V| where
W is a normal projective surface, obtained by the following blow-up procedure :

o Step 1 is the blow-up o1 : Wi — V of the intersection point of C' and D
with exceptional curve E; C W.

o Step k for 2 < k < r is the blow-up oy : Wi, — Wy,_1 of the intersection
point of Ej_; and the proper transform of D in Wj_;, with exceptional
curve E, C Wi,

We let 0 :=0,0---00; : W:i=W, - V. IfC’" ¢ W (D' € W) denotes
the proper transform of C' C V (of D C V respectively) then (C?) = (C?) — 1,
(D) = (D?) —r, (E?) = —1and (F?) = —2,1 <i < r— 1. For the dual graph
of the total transform of C'U D in W we use the following notation :

D E c

In D.2.6-D.2.9 below we establish some usefull properties of affine surfaces com-
pletable by a zigzag.

LEMME D.2.6. Let V be a normal projective surface and B C V be a zigzag
such that V is nonsingular along B and V := V \ B is affine. If B is irreducible
then (BQ) > 0. If B is reducible then it contains an irreducible component C with
(C?) > —1.

PROOF. Since V =V \ B is affine, by a theorem of Goodman [23] there exists
an ample divisor D on V such that Supp (D) = B. Thus the first assertion follows.
Let further B be reducible : B = U}_,C; with C; irreducible, n > 2, and let
D =" mC; with m; > 0 for all 1 < ¢ < n. Since B is a zigzag we have

(Ci . E#i C’j) < 2. From

(D-B)=> mi(C;-B)=> mi [ (C))+|Ci-> Cj|] >0
i=1 i=1 i
we conclude that there exists ¢y with (0120) > — (CZ-0 ~Zj¢io C’j) > —2, whence
LEMME D.2.7. Given a normal affine surface V' completable by a zigzag, there

exists a minimal completion V of V by an oriented zigzag B such that its left
boundary C1 has non-negative self-intersection.
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PRrROOF. If B is irreducible then the assertion follows from lemma D.2.6. Thus
we may assume that B = U_;C; with n > 2. By lemma D.2.6, (0120) > —1 for
some ig, 1 <ig < n. In fact (C}) >0 as B is minimal. If io = 1 or 49 = n then, up
to reversing the ordering, we are done. If not, we let ¢ be the minimal indice such
that (C?) > 0, and we denote C (B) := Cy, and d(B) = d(C1,C (B)) = io — 1.
Thus (C?) < —2 for every component C; to the left of C' (B).

Since C'(B) is not a boundary of B, the successor C'(B)" of C (B) exists,
and so we can perform the iterative modification o : W — V of V with center

(C (B),C (B)+), length ¢ + 1 and divisors En, ..., E., E.41 with ¢ := (C (B)Q).
Then we get that (C (B)'2) = (E2,,) = —1. If 7 : W — Wj is the contraction

of C'(B)' then (T (c (B)’)2> - ((c (B))Q) +1 and (T(EC+1)2) — 0. By
iterating this procedure, we obtain that ((C (B)_)2> = —1 and (C (B)Q) =0.

Contracting C' (B)~ and all (—1)-curves that arise successively to the left of C'(B)
we arrive at a new completion V; of V by a zigzag By with d (B;1) < d(B). Since
under this procedure, no (—1)-curve has been created on the right of C (By), it
follows that V; is a minimal completion of V. Now the proof can be completed by
induction. g

COROLLAIRE D.2.8. A normal affine surface completable by a zigzag is rational.

PROOF. It is enough to show that there exists a completion W of V and a
nonsingular rational curve C' C W,y with (C?) > 0. Let V, B and Cj be as in
lemma D.2.7. If (Cf) > 0 then we are done. If not then B is reducible as it is the
support of an ample divisor. By our assumptions (Cf) = 0 and (C3) < 0. After
blowing-up with center in C \ C3, the proper transform of Cy becomes a (—1)-curve,
and we contract it, obtaining a completion of V' with (022) increased by one. By

iterating this procedure we get a completion W of V and a nonsingular rational
curve C' C Wy with (C?) > 0. O

LemMME D.2.9. If V is a normal affine surface completable by a zigzag then the
following assertions hold.

(1) If V is completable by a zigzag of type (0,0) then V ~ AZ.

(2) If V is completable by a zigzag of type (0,0,0) then V ~ C* x Al.

(3) If V£ C% and V ¢ C* x C then there exists a completion V of V by an
oriented zigzag of type (0,0, k1, ... ky,), where k; < —2,1 <i <m.

PROOF. We let W be a minimal completion of V by an oriented zigzag B =
U, C; such that its left boundary C} is a curve with non-negative self-intersection.

(1) If B = (4 then ¢:= (BQ) > 0 because B is the support of an ample divisor.
Let D C W be a nonsingular curve germ meeting C; transversally in a single point,
and consider the iterative modification o : W7 — W of W with center (D,Cy),
length ¢ and divisors F1,... E. (see D.2.5). Then the total transform By of B is a
zigzag whose left boundary is the proper transform C{of C;. Moreover (C’{Q) =0,
(E?) = —land (E?) = —2,1 <i < c—1. Thus B is now replaced by a zigzag with
the following dual graph:

C{ EC Ec—l El
P Py Py e —e
0 -1 -2 -2
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Let 7 : Wy — W be the blow-up of a point v € O} \ E. with exceptional component
E C Ws. Then the proper transform of C} in Ws is a (—1)-curve that can be
contracted to obtain a completion V of V' by a zigzag of type (0,0, —2,...,—2).
(2) If B # C; and ¢ = (Cf) > 0 then by applying the same procedure as
in (1) we obtain a new minimal completion W; of V by a reducible zigzag such
that (C7) = 0. Performing, if necessary, elementary transformations we obtain a
minimal completion by a zigzag with (C7) = (C3) = 0. We must distinguish then
the following three cases :
o B = C; UC,. Since W is rational the linear system |C;| defines a P!-
fibration ¢ : W, — Z = P! whose restriction to V is an Al-fibration
q:V — Z =2\{g(C1)} ~ A'. Thus W is a good completion of V
with respect to g. Moreover, every fiber g1 (2), z € Z, coincides with the
closure of ¢~! (2) in V, and, being connected, it is irreducible. Therefore,
by virtue of lemma D.1.2(2), g has no degenerate fiber, and hence W is
nonsingular. From (C}) = (C3) = 0 we finally deduce Wy ~ P! x P! so
that V = W, \ (C; U Cy) is isomorphic to AZ.
o If B=CyUC;UC3 and (C3) = 0 then the linear system |Cy| defines a
P!-fibration ¢ : W; — Z = P! whose restriction to V is an Al-fibration
q:V —Z=72\{q(C1),q(C3)} ~C*. Thus W is a good completion of
V' with respect to ¢ and we can again conclude that ¢ has no degenerate
fiber. Hence W is a nonsingular surface isomorphic to P' x P!. Finally
we have V = W7 \ (C; UCy U C3) ~ C* x AL
o It remains to consider the case B = Cy UC5 UG, where either G = C3 with
(C3) #0 or G = U 4;C; with n > 3. The linear system |Cy| defines a P*-
fibration ¢ : W; — P! having C5 as a cross-section. Since G is connected
and does not intersect C it must be contained in a fiber F' of g. Moreover,
F must be a singular fiber of g for otherwise, we would have F = C5 and
hence, 0 = (F?) = (C3) # 0, a contradiction. In virtue of lemma D.1.2,
every C; with 3 < i < n has negative self-intersection. Since the initial
completion W has been assumed minimal and since our transformations
do not affect the curves C; for 3 < i < n, we conclude that (C?) < —2 for
all 3<i<n.

a
The next proposition proves one of the two implications of theorem D.2.1.

PROPOSITION D.2.10. IfV is a normal affine surface non-isomorphic to C* x Al
and completable by a zigzag then V has a trivial Makar-Limanov invariant.

PROOF. If V admits a completion V' by a zigzag of type (0,0) then, by case (1)
of lemma D.2.9, V ~ C? which has a trivial Makar-Limanov invariant. Therefore
we may assume from now on that case (3) of lemma D.2.9 holds, that is V has a
completion V; by a zigzag By of type (0,0, —ki,...,—ky,) with k; > 2,1 <i < n.
As in (D.1.6) we write

Bi=F,US5 U (U El,i) )
i=1

where (F2,) = (Sf) =0 and (E};) = —k;, 1 <i < n. The dual graph I'(B) is
the following:

Fii S EFix Ein

)

0 0 —k1 —kn
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The linear system |F} 1| defines a P!-fibration ¢, : Vi — P! with S; as a cross-
section so that the restriction ¢; : V. — A! of ¢, to V is an Al-fibration. Thus it
remains to find a second A!-fibration ¢z : V' — A! such that the general fibers of ¢;
and g2 do not coincide. To do this we construct a completion W of V together with
a birational morphism o, : W — V; which will also dominate a good completion
V, of V with respect to this A'-fibration ¢y. It will be convenient in the sequel to
denote the component Fj ; of B by Es .

If n = 1 then o1 : W — V; is the iterative modification of V; with center (S1, E2 1),
length k; and divisors Dy, ..., Dg,—1,52. For the total transform B of B; we obtain
the following symmetrical dual graph:

Ey1 Sy S1 Eia

-k1 -1 -1 -k1

In case n = 2 we obtain o; : W — V} by the following procedure :

- Step 1 is the iterative modification m; : Wi — Vi with center (S, Es 2), length
k1 and divisors Dy 1, Di ,—1, F2,1. The dual graph of the total transform of B; is
the following :

Eyo FEo S1 Ei1 Eip

-k1 -1 -1 -k1 -ko

- Step 2 is the iterative modification my : Wo — Wi of Wi with center (E;r1 =D
length k9 —1 and divisors Do 1, ..., D2 k,—2, 52 if k2 > 2 or just .S if ky = 2.We then
let W := W5 and 01 = m; oy : W — V4. The dual graph of the total transform
B =o' (By) of By has the following structure:

Eyo FEo So D gy —1 Ei1 Eip

We observe that the same dual graph can be obtained from a zigzag of type
(0,0, —ka, —k1) by reversing the ordering and the blow-up procedure.
In case n > 3, W is obtained from V; by the following procedure :

-Step 1 is the iterative modification w1 : Wi — V4 with center (S1, E2,5), length
k1 and divisors D 1,..., D1 k,—1, F21. Then the dual graph of the total transform
of Bj is the following one:

Esrn Eomn—1 S1 Eihx Ein
ki-1 L. —e
-kq -1 -1 -k1 -kn

-Step m, where 2 < m < n—1, is the iterative modification m,, : Wy, — W_1 of

k=1, E2,1):

W,,_1 with center (E;fnfm, E27n,m), length k,, —1 and divisors Dy, 1, ..., D k,,—2, B2 n—m—1

if k,;, > 2 or just Eg 1 if kp, = 2. -
- Step n is the last step and consists of the iterative modification w, : W,, —

W,,_1 of W,,_1 with center (E;fl, Es.1), length k,—1 and divisors Dy, 1, ..., D i, —2, S2

if k, > 2 or just Sy if k, = 2. B B
Then we let W :=W,, and 01 :=m 0---0m, : W — V5. For the total transform
B :=oy' (By) of By we obtain the following dual graph:
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The dual graph of C' looks like:

Dy ey =2 Dy, —1

-r1-3 -Tp-3

where r; > 0 (0 < j < p) depend on the number of (—2)-curves among the F ;,
1 <4 < n. Obviously, V. =W \ B. We observe as before that the same dual graph
can be obtained from a zigzag of type (0,0, —ky,...,—k1) by a symmetric blow-up
procedure. Henceforth, the sub-zigzag

n—1

D = CUSl @] U El,z’

i=1
of B can be contracted to a nonsingular point. We denote this contraction by
o9 : W — V4, and we let

B2 = F271 U S2 U (U E2,ni+1>
i=1
be the image of B by o, where Fy, := E;,. Then V = Vs \ B where By is a
zigzag of type (0,0, =k, ..., —k1). B
The linear system |Fs 1| defines then a P!-fibration g : Vo — P! whose restric-
tion to V is a second Al-fibration ¢, : V' — A'. Moreover, since

02 (07 (Fi1)) = aSa + ) BiEa
i=1
witha > 0and §; > 0,1 < i < n, it follows that (F51 - 02 (65 (F1,1))) > 1. Thus the
general fibers of ¢; and ¢ do not coincide, whence V has a trivial Makar-Limanov
invariant. 0

Finally we have the following proposition :

PRrROPOSITION D.2.11. Every normal affine toric surface except for C* x C* and
C* x A! has a trivial Makar-Limanov invariant. Consequently, every cyclic quotient
singularity appears as a singular point of an M L-surface.

PRrROOF. Recall that, given a 2-dimensional lattice N, an affine toric surface
corresponds to a strictly convex rational polyhedral cone in Ng = N®@zR. If V is a
normal affine toric surface non-isomorphic to C* x C* or C* x C, then there exists
a basis of N such that V is given by the cone o125 = (e1,e2) with e; = (1,0) and
ea = (n,q) where n and ¢ are coprime integers.
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In order to construct a completion of V' we need to include o125 into a complete fan
A in Ng. This can be done e.g. in the following way.

034

045 |051 045 | 051

A A

We let 0,; = (e;,e;) with e3 = (0,1), es = (—1,0) and e5s = (0,—1).The only
possibly singular cones (i.e. cones whose generators do not form a basis of N) in A
are 012 and o93. We can subdivide the cone 093 if necessary to obtain a new fan A
such that oy, is the only possibly singular cone in A.We denote by e; for 6 <i<r

the new generators introduced in this subdivision procedure. Then V :=V (A) is

a completion of V := V (012). We let D; = V (7;) be the divisor on V corresponding
to the cone 7, = (e;) for 3 < i <r. Then B:=V\V =D3sUDyU---UD, is a
zigzag, whence V has a trivial Makar-Limanov invariant by proposition D.2.10. O

D.2.2. Completion of a normal affine surface with a trivial Makar-
Limanov invariant. In this subsection we prove that, conversely, every M L-
surface V' is completable by a zigzag.

D.2.12. By corollary D.2.3 there exist two Al-fibrations ¢; : V — Z; ~ Al and
g2 : V — Zy ~ Al whose general fibers do not coincide. We denote by Via good
completion of V' with respect to ¢, with a boundary divisor B = HUS UG C
(Vl)reg as in D.1.6. Thus ¢; extends to a P!-fibration ¢, : Vi — Z; = P! so that

H = §; ' (00) =: Fy is a non-degenerate fiber of §; over the point oo := Z; \ Z,
and S ~ P! is a section.

We let @ : Vi --» Zy ~ P! be the rational map which extends ¢3 : V — Zs.
We let T be the closure in V; of a general fiber Ty of g2. The point Ty \ T5 belongs
to F, for otherwise the restriction of ¢; to a general fiber of g2 would be constant
and the general fibers of these two Al-fibration would coincide, in contrary to our
assumption. As G is disjoint from Fi, the map ¢» has no base point on G, and so
@2|c must be locally constant. Moreover g2|s\(p,} = 00, for otherwise ¢go would be
bounded whence constant along a general fiber of ¢;. Since S U G is connected, it
follows that qg|(SUG)\{P0} = 00.

LemME D.2.13. If ¢o : Vi --+ Zy is a morphism then G =0, B=F,, US is a
zigzag and V ~ A2,

PROOF. If o : V; — Z5 is a morphism then it is a P!-fibration and its general
fiber meets F,, at one point. It follows that F, is a section of go and S UG is
contained in the fiber g; ' (00) C (Vl)reg' Moreover @, ! (00) = SUG as g, * (00) C
Vi \ V. Since V; is a minimal completion of V it follows that S U G contains no
(—1)-curve whence is a non-degenerate fiber of g, (see (5) of D.1.2). Thus (5%) =0
G = and g, ' (c0) = S so that the zigzag B = F., US is of type (0,0) and V ~ A2
by lemma D.2.9. |
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D.2.14. If @5 is not a morphism then ¢» defines a linear pencil with a unique
base point P € F,. Suppose that P = Py := SN F,. If we blow-up the point P,
into an exceptional component FE, the proper transform F_ of F, is a (—1)-curve.
By contracting F’_, we obtain a new completion of V' in which (SQ) has decreased
by one. By applying these transformations with center Py several times, we arrive
at the situation that the linear pencil @, : Vi --+ Zo ~ P! has no base point on the
proper transform of S. So we may assume from the very beginning that V; is a good
completion of V' with respect to ¢; such that g has a unique base point P € Fi,, \ S.
Note that this new completion V; of V is not necessarily minimal, but anyhow the
only possible (—1)-curve in the boundary B is a section S of ;. Observe also that,
as V; is obtained from a given good completion V of V with respect to g; by means
of elementary transformations with centers in Fi,, V4 \ V is a zigzag if and only if
V\V is.

The following proposition proves the second implication of theorem D.2.1.

ProposITION D.2.15. If V' is a M L-surface with an Al-fibration q : V — Z ~
Al then, for any good completion V' of V' with respect to q as in D.1.6, the divisor
B =V\V is a zigzag. Moreover the A'-fibration q has at most one degenerate fiber.

PRrROOF. If §» : V — Z5 is a morphism then, by lemma D.2.13, B is a zigzag
and we are done. We now suppose that g, is not a morphism. Due to D.2.14 we
can also suppose that the unique base point P of the linear pencil gz belongs to
Fy\'S. We let 7 : W — V; be a minimal resolution of the base points of g2, and
we denote by gz : W — Z, the P!-fibration which lifts ;. The last (—1)-curve
arising from this elimination procedure gives rise to a section Sy of §o, and it is a
unique (—1)-curve in 7= (P). Since ¢2|suc = 0o, the proper transform of S UG
in W is contained in the fiber 62_1 (c0). If T is a general fiber of ¢, then the point
Ty \ Ty belongs to 7= (P). It follows that the proper transform of F, in W is
disjoint from T» whence is contained in a fiber of §,. Since P € Fx \ S the proper
transform of B = F,, U S UG is connected and so is contained in ¢, ' (00) C Wieg-
As Gy (00) € W\ V is then degenerate, by (8) of lemma D.1.2 it must contain a
(—1)-curve. Since no such curve can be contained in G U (771 (P) N g " (0)) it
follows that the proper transform of S or F,, is a (—1)-curve. Since these two curves
meet and are contained in a maximal simple zigzag of ¢, ' (c0) which intersects the
section Sy, we deduce from lemma D.1.5 that ¢, ' (co) U Sy is a zigzag. Therefore
G is connected and is a zigzag, whence ¢ has a unique degenerate fiber. It follows
that B = F,, U SUG is a zigzag. O

More generally we have the following theorem.

THEOREME D.2.16. IfV is an M L-surface then the boundary divisor C' := V\V
of any minimal completion V of V is a zigzag.

The proof is done in D.2.17-D.2.20 below. Remind that V is a minimal com-
pletion of V iff C is an SNC-divisor containing no (—1)-curve which meets at most
two other irreducible components transversally in a single point (see D.1.1). Since
V is affine C is connected. The Al-fibration ¢; : V — A! extends to a rational map
q1 : V --» P! with at most one base point P on C.

LEMME D.2.17. If 1 : V — P! is a morphism then C is a zigzag.

PROOF. Since the closure T} of a general fiber T} of ¢; intersects C in a single
point it follows that there exists a unique irreducible component S of C which is a
section of q;. If C' = S we are done.

If S is a terminal component of C' then C'\ S is connected whence contained in
a unique fiber F of g;. Moreover since g; * (co) C C we get that F = F, = g, ' (00)
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and F,, = C'\ S C V,y. By the minimality of C, it then follows from D.1.3 that
C'\ S cannot contain a (—1)-curve. Hence the fiber F of ¢; is nondegenerate, and
so C' = S U F4 is a zigzag with two components.

If S is not a terminal component of C' we denote by Gy,..., G, the connected
components of C'\ S. Then every G; is contained in a fiber F; of 1, whence with
the same argument as above G; cannot contain a (—1)-curve. Since one of the Fj,
say F,,, is the fiber F, = q;l (c0) C Vreg it follows that G,, = F», ~ P!. Hence V
is a minimal good completion of V' with respect to ¢; (see D.1.6). Thus according
to proposition D.2.15 n =2 and C' = F, U S UG] is a zigzag. O

D.2.18. Therefore we may suppose in the sequel that that neither ¢; nor ¢o
extends to a morphism on V. We let P € C be the unique base point of the
rational map ¢ : V --» Zy, and 7 : W — V be a minimal resolution of P. That
is g lifts to a P*-fibration G, : W — Z; and 7~ ! (P) contains a unique (—1)-curve
S which is a section of ¢;. Since the closure Ty in W of a general fiber of ¢; meets
7~1(C) in a single point it follows that every connected component of the proper

transform C’ of C' in W is contained in a fiber of ¢;.

LEMME D.2.19. If P belongs to just one irreducible component D of C' then C
1S a 2igzag.

PROOF. In this case C’ is connected whence contained in the fiber F., of ¢.
Thus F, C Wreg does not contain (—1)-curves except maybe for the proper trans-
form D’ of D. Indeed, by the minimality of C' and of the resolution of P, such a
(—1)-curve in F, different from D’, must be a ramification point of C’, which is
excluded by D.1.3. If the fiber F,, does not contain a (—1)-curve then it is nonde-
generate, s0 Foo = D’ with (D) = 0 and C = D is a zigzag. We now suppose that
C # D. Then F, is degenerate and D’ is a unique (—1)-curve in F,,. Therefore D
is a terminal component of C for otherwise D’ is a ramification vertex of I' (Fiso U S),
which contradicts D.1.3. If C is not a zigzag then F.., US is not a zigzag either since
it contains C’. To eliminate this possibility we note that if 7=! (P) is a zigzag then
D’ is contained in a maximal simple zigzag of F,, which meets S, and otherwise
D’ is contained in a maximal double zigzag of F,. But both these possibilities are
excluded by lemma D.1.5. Hence C' is a zigzag. O

The following lemma completes the proof of theorem D.2.16.

LEMME D.2.20. In the situation of D.2.18, if P belongs to two irreducible com-
ponents say D1 and Do of C then C is a zigzag.

PROOF. In this case the proper transform C’ of C' has two connected compo-
nents C] and C}, where D} is a terminal component of C/, ¢ = 1,2. Therefore
either C’ is entirely contained in the fiber Fl, of ¢i, or there exists another fiber
Fy of ¢ such that say C] C Fy and C) C F. The latter happens if and only if
Diun~! (P)UD} is a zigzag. Indeed, otherwise at some step k > 2 of the resolution
procedure, we must have blown-up a simple point Pj, € 7r,;11 (D1 U D3) into an ex-
ceptional component Ei. As Ej, is terminal in the dual graph of D} Un, ! (P)U D)
we then conclude that m, ' (C) \ Ej is connected. Since all further blow-ups have
their centers over E}, it follows that the proper transform of 77,;11 (C) in W contains
C’ and is connected. This implies that C’ is entirely contained in a fiber of ¢;.

1) We first suppose that C’ is contained in the fiber Foy C Wi, of ¢1. For
i = 1,2 we consider the shortest paths joining D} to S in the tree I' (Fyo U S),
and we denote by Dgy the vertex where they meet. Since C’ is not connected it
follows that Dy is contained in Fi, \ C' and is a ramification vertex of I' (Fso U S).
Moreover Fy, is degenerate and the only possible (—1)-curves in Fi, are D} and
D). So by (1) of lemma D.1.5 at least one of the D}, say D} is a (—1)-curve
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contained in a maximal terminal zigzag of F.. Clearly, this zigzag contains also
(1. This implies that D; is not a ramification vertex of I" (C) for otherwise D] is a
ramification vertex of I' (Fx U S) which contradicts D.1.3.

If either CY is not a zigzag or Do is a ramification vertex of I (C') then D] is a
unique (—1)-curve contained in a maximal terminal zigzag of Fo, and there exists
a ramification vertex H' of T' (F U S) which is not contained in the shortest path
joining D] to S in I' (Feo U S). Indeed in the first case CY is not a zigzag whence
it contains such a ramification vertex H’, and in the second case we can choose
H' = D4. This contradicts (2) of lemma D.1.5 hence, C4 is a zigzag and Ds is not
a ramification vertex of I' (C'). Thus C' = Cy U Cy is a zigzag too.

2) We now suppose that C” is not entirely contained in a fiber of ¢;. Thus
Di U~ (P)U D)} is a zigzag. Moreover there exist two connected components,
say G71 and Ga, of =1 (C) \ S and two different fibers F} and Fy = F, of ¢; such
that C/ C G; C F; for i = 1,2. Since Fo, C W,«eg we can deduce similarly as in
lemma D.2.19 that F, U .S is a zigzag. This implies that Cy is a zigzag and Ds
is not a ramification vertex of I'(C). We let 7o, : W — W be the contraction
of F. to a nondegenerate fiber of a P!-fibration. That is, 7o (Foo) =~ P! is a
nondegenerate fiber Fo, = ¢;! (c0) of the resulting P!-fibration ¢, : Wy — Zi.
Since the components of F; are not affected by this contraction it follows that
Too (DY) is the only possible (—1)-curve in 7., (G1) C F1 = 7o (F1). Moreover as
DiUr~1(P)U D) is a zigzag, T (D}) is contained in the maximal simple zigzag
of oo (G4) which meets the section S of Gi.

If 7o (G1) contains no (—1)-curve then W; is a good completion of V with

respect to g1, and it follows from proposition D.2.15 that 7., (G1 U S) is a zigzag.

Thus C; is a zigzag too and Ds is not a ramification vertex of I' (C').
Otherwise 7o (D1) is a unique (—1)-curve of 7, (G1). Starting with 7o, (D}) we
can succesively contract the (—1)-curves which arise in 7., (G1) to obtain a minimal

good completion Wy of V with respect to ¢;. Hence the image of 7o (G1 U S) in Wo

is a zigzag by proposition D.2.15. Since 7o, (D) is contained in a maximal simple
zigzag of 7o (G1) which meets S it follows that none of the possible ramification

vertices of 7o, ( G1 U S’) has been eliminated by the above contractions. This means

that 7 (G1 U S’) is also a zigzag. Thus C is a zigzags and D, is not a ramification
vertex of I' (C). Hence C' = Cy U (4 is a zigzag too. O

We complete our discussion by a characterization of the affine plane. We need
the following lemma.

LEMME D.2.21. (see also [1])Let V be an M L-surface and q; : V — Z; ~ Al,
i = 1,2, be two A'-fibrations whose general fibers do not coincide. Then ¢o =
q1 X q2 : V — A2 is a surjective, quasi-finite morphism.

PRrROOF. We let V be a good completion of V with respect to q; by a zigzag
B = GUSUF, as in D.2.12, and we denote by ¢, : V — Z; ~ P! the P!-
fibration which extends ¢;. If the Al-fibration ¢ : V — Z5 ~ A! extends to a
P!-fibration g, : V — Zy ~ P! then V ~ A2 by lemma D.2.13 and ¢; and ¢- are
coordinates on V' which proves the assertion. So we may assume from now on that
G2 : V -+ Zy ~ P! is a linear pencil with a unique base point P € F,, \ S (see
D.2.14). Therefore ¢2|suc = oo and Ty \ Ty = P for the closure T} of a general fiber
TQ of q2.

To prove that ¢12 is quasi-finite it is sufficient to show that none of the irre-
ducible components of a fiber of ¢ is contained in a fiber of ¢;. Suppose on the
contrary that there exists an irreducible component C of a fiber F; of ¢; which is
contained in a fiber F5 of go. If F; were a nondegenerate fiber of ¢; then its closure
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Fy = C in V would meet S in a single point P;. Since g:|c is constant and finite
and ¢ (C‘ N S) = oo it, follows that P; would be a base point of g, which is impos-
sible. Thus by proposition D.2.15 F} is a unique degenerate fiber of ¢; and hence,
C meets G (see D.2.12). Since gs|c is constant and finite and @ (GNC) = oo it
follows that Q = G N C is a base point of §o which is again impossible. Thus there
is no such curve C' on V and hence, ¢15 is quasi-finite.

The normalisation of every irreducible component C' of a fiber of ¢ is isomorphic
to A! by lemma D.1.7. Hence the restriction of ¢; to C' is nonconstant and surjective,
and so ¢ : V — A? is a surjection as required. O

COROLLAIRE D.2.22. A normal affine surface V is isomorphic to A? if and
only if it admits two A'-fibrations whose general fibers meet in a single point.

PRrOOF. Welet ¢; : V — Z; ~ A', i = 1,2 be two Al-fibrations as above. The
morphism ¢ := q; x ¢2 : V — A? is surjective and quasi-finite by lemma D.2.21.
Since the general fibers of ¢; and g2 meet in a single point it follows that ¢ is
birational. By the Zariski Main Theorem there exists a factorization

6V 4 XL A2

where ¢’ is an open immersion and u : X — AZ? is finite and birational whence an
isomorphism. Then ¢’ = ¢ is an isomorphism too as ¢ is surjective. U

To conclude we provide a series of examples of nonsingular affine surfaces in A3
with easily computable completions, and we distinguish M L-surfaces among these.

EXEMPLE D.2.23. We consider the hypersurface V := Vp,, of A*> = SpecC [z, y, 2],
with equation 2"z = P (y), where P = []'_, (y — ¥;) is a polynomial with r simple
roots. Let us show if that V has a nontrivial Makar-Limanov invariant provided
n,r > 2 (see [33] and [34] for a purely algebraic proof of this result). By theorem
D.2.16 it is sufficient to find a minimal completion V of V such that B =V \ V is
not a zigzag. We proceed as follows. We consider the birational morphism

1% 2 Vo= A2 €V := P! x P!
(z,y,2) — (2,9)
and we let S = P! x {oo} C Vo, Foo = {00} x P! C Vp and Fy = {0} x P! C V}.
We denote by C; C V the curve x = 0,y = y; for 1 < i < r ; these are the
irreducible components of the degenerate fiber of the Al-fibration pry o ¢g on V
. Then ¢o (C;) = (0,5:) C Fp is a point. We let V; = V \ (Uj;éi C’i) ~ A? with
coordinates (z,u;), where u; := 27" (y —y;) = [[;; (v — yj)fl z. The restriction
of ¢g to V; is given by
Va2 W a2 .
(w) = (2w +ys)
We let 7y : Vi — Vg be the blow-up of V; in the points ¢o (C;) with exceptional divi-
sors By ; for 1 <i <r. Clearly ¢o : V — V; lifts to a morphism ¢ : V. — V3 C V7 \
(FL U S"UF). Moreover ¢1 (Vi) C Vi, == Vi'\ (Féo US"UFjU (U#i Elﬁj)) ~
A?, and ¢, is given by
Ve a2 Ml a2
(‘m)ui) = (xal'n_lui +y1,i)
for some y;,; € C. Iterating the construction, after n blow-ups as above we arrive
at an open embedding ¢, : V <= V of V' in a nonsingular projective surface V. We
let B =V \V. If C; denotes the closure of ¢, (C;) in V then the dual graph of
BUC; U---UC, has the following structure:
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r times

where O stands for a linear chain of (—2)-curves of length n — 3 (provided n > 3) .

Thus V is a minimal completion of V by an SNC-divisor B, which is a zigzag iff
r = 1. Hence by proposition D.2.10 and D.2.15 V has a trivial Makar-Limanov
invariant iff n =1 or n > 1 and » = 1. The interested reader is referred to [1] for
a more systematic study of these surfaces and to [2] for more explicit examples of
surfaces with C,-actions.
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