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Notations

Les notations sont, dans la mesure du possible, les notations standards. Elles sont
définies au fur et a mesure de leur utilisation dans le présent mémoire et sont conservées
tout au long de celui-ci. Il nous a cependant paru utile de les rassembler ici.
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fin d’un théoréme.

fin d’'une démonstration.

ensemble des nombres réels.

ensemble des nombres complexes.

demi plan gauche complexe ouvert: C~ = {s | s € C, R(s) < 0}.
demi plan droit complexe fermé: Ct = {s | s € C, R(s) > 0}.
ensemble des entiers naturels.

ensemble des fonctions p fois contintiment différentiables.
ensemble des fonctions p fois contintiment différentiables par morceaux.
ensemble des fonctions de transfert matricielles admissibles.
partie réelle du complexe z.

partie imaginaire du complexe z.

conjugué du complexe z.

transposée de la matrice M.

trans-conjuguée de la matrice M.

pseudo inverse de la matrice M.

déterminant de la matrice M.

espace noyau de la matrice M.

espace image de la matrice M.

valeur propre de la matrice M.

ensemble des valeurs propres de la matrice M.

ensemble des valeurs propres finies du faisceau matriciel (M,N).
valeur singuliére de la matrice M.

plus petite valeur singuliére de la matrice M.

plus grande valeur singuliére de la matrice M.

matrice bloc-diagonale dont les blocs diagonaux sont les M;

M définie négative.

M semi définie négative.

M définie positive.

M semi définie positive.

notation condensée de la représentation d’état C' (sI — A)™" B + D.
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ARE
FDI
LMI
LTI
SVD

notation condensée de la représentation d’état C' (sE — A)™' B+ D.

vecteur d’état de dimension n.

vecteur des commandes de dimension n,,.

vecteur des perturbations de dimension ng.

vecteur des défauts de dimension ny.

vecteur des mesures de dimension m.

faisceau matriciel de la dynamique.

rang de la matrice F.

matrices de distribution des commandes sur 1’état et les sorties.
matrices de distribution des perturbations sur 1’état et les sorties.
matrices de distribution des défauts sur ’état et les sorties.

dérivée par rapport au temps de (.)
dérivée n®™¢ par rapport au temps de (.)
estimation du signal (.)

erreur d’estimation du signal (.)

égalité algébrique de Riccati

détection et localisation de fautes
inégalités linéaires matricielles

linéaire invariant dans le temps

décomposition en valeurs singuliéres
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Chapitre 1

Introduction

Les travaux exposés dans le présent mémoire ont pour objet la commande et le diagnostic
robuste de défauts de systémes algébro-différentiels. Dans le présent chapitre, sont pré-
sentés les trois principales thématiques de la théorie des systémes auxquelles nous nous
intéresserons dans la suite du mémoire.

Premiérement, nous étudierons des méthodes de placement optimal de capteurs et
d’actionneurs basées sur des considérations énergétiques.

Deuxiémement, le probléme du diagnostic robuste de fautes a base de modéle sera
abordé.

Troisiemement, la synthése de controleurs multicritére et de controleurs tolérants aux
fautes sera étudicée.
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1.1 Présentation générale

En essayant continuellement on finit par réussir,
donc: plus ¢a rate, plus on a de chances de réussir
Devise shadok.

Avant de détailler le plan de notre exposé, présentons succintement les différentes
problématiques auxquelles nous nous intéresserons.

Les systemes algébro-différentiels ou systémes singuliers peuvent étre considérés comme
une généralisation des systémes dynamiques linéaires usuels. En effet, si les systémes
usuels font apparaitre exclusivement des relations dynamiques, les systémes singuliers
comportent également des relations algébriques. Cette augmentation permet d’intégrer
des relations statiques dans la modélisation (lois de maillage, contraintes physiques, lois
de comportement, etc), de conserver aux variables d’état leur signification physique (d’ou
I'appellation anglo-saxone de descriptor system), ainsi que de modéliser des processus
présentant des comportements impulsifs et plus généralement non causaux. Cette géné-
ricité a motivé une littérature abondante, en particulier depuis les premiers travaux de
[Luenberger, 1977|, [Verghese et al., 1981], [Cobb, 1983], [Cobb, 1984] et 'ouvrage de ré-
férence [Dai, 1989).

Depuis une vingtaine d’années, de nombreux points de la théorie de la commande des
systémes dynamiques ont été étendus aux systémes singuliers tels que le placement de
poles [Cobb, 1981]], la commande optimale [Cobb, 1983], ainsi que la synthése d’observa-
teurs [Hou et Miller, 1995|, [Darouach et Boutayeb, 1995] ou la synthése de correcteurs
sous contraintes Hy [Takaba et Katayama, 1998| ou H,, [Kawamoto et Katayama, 1997],
la synthése de correcteurs par résolution d’inégalités linéaires matricielles (LMI, pour
linear matriz inequality) [Masubuchi et al., 1997], [Uezato et Ikeda, 1999].

Néanmoins, certains sujets d’étude restent peu traités, en particulier, le probléme du
placement optimal de capteurs et d’actionneurs, mais surtout les thématiques liées au
diagnostic: détection et localisation de fautes, génération robuste de résidus, controle to-
lérant aux fautes etc.

Le placement optimal de capteurs et d’actionneurs a pour objet de sélectionner les en-
trées et les sorties du systéme a superviser. Autrement dit, quelles sont les grandeurs
qui doivent étre fournies au correcteur ? et sur quelles grandeurs le régulateur aura-
t-il une action directe? De nombreuses techniques existent pour les systémes usuels,
[Van de Wal et De Jager, 2001] en ont récemment fait un état de l'art. On peut ainsi
chercher & assurer l'existence d’un chemin causal entre toutes les entrées de commande et
les sorties et tenter de minimiser sa longueur |Govind et Powers, 1982]. D’autre part, la
controlabilité et I'observabilité devront évidemment étre garanties qualitativement, mais
aussi quantitativement. On cherchera, par exemple, & minimiser ’erreur d’estimation ou
le cotit de la commande ([Fahroo et Demetriou, 1999] choisissent par exemple le retour
statique de sortie). De plus, afin de satisfaire des objectifs de robustesse, on choisira les
entrées et les sorties du systéme qui garantissent ’existence d’'un controleur minimisant le
transfert des entrées de perturbation vers les sorties controlées [Lee et al., 1995]. On pri-
vilégiera des méthodes quantitatives, ne dépendant pas de la structure de controéle choisie
ni du processus a superviser [Van de Wal et De Jager, 2001].



4 Introduction

La présence de nombreuses sources de dysfonctionnement, telles que les erreurs de
mesure ou de commande (bruits, biais, dérive d’un capteur ou d’un actionneur, etc) ou
la variation des paramétres du systéme (usure mécanique des piéces, dynamiques non
modélisées, etc) font qu’il est insuffisant de considérer exclusivement le régime nominal
représentant le fonctionnement normal d’un processus. La complexité croissante des sys-
témes industriels et les exigences quant a la fiabilité et la sécurité de leur exploitation ont
rendu impératif de concevoir des systémes de controle intégrant des fonctions de diag-
nostic robuste de défauts. En particulier les systémes de détection et de localisation de
défauts (FDI, pour fault detection and isolation), qui incluent les différentes actions de
détection, de localisation, d’identification et d’accomodation. Tout d’abord précisons le
sens des différents termes employés [Isermann et Ballé, 1997] et [Blanke et al., 2000].

Défaut : écart non autorisé d’au moins un parameétre ou une propriété caractéristique
du systéme par rapport aux conditions normales ou acceptables.

Perturbation : entrée non controlée agissant sur le systéme.

Résidu : signal traduisant la présence d'un (ou plusieurs) défaut(s), généré, dans le cas
des techniques a base d’observateurs, par comparaison entre des grandeurs mesurées
et leurs valeurs calculées a partir d’équations de modéle.

Détection de défaut : détermination de la présence d'une (ou plusieurs) faute(s) affec-
tant le fonctionnement du systéme a l'instant considéré.

Localisation de défaut : détermination de la nature, la localisation et de l'instant de
détection d’une faute. Cette opération est consécutive a la détection.

Identification de défaut : détermination de I'amplitude et de I’évolution au cours du
temps d’un défaut. Cette opération est consécutive a la localisation.

Accomodation de défaut : modification des parameétres ou de la structure du contro-
leur pour compenser les effets d’'un défaut. La nature et le nombre d’entrée et de
sortie du systéme et du controleur restent inchangés. Cette opération est consécutive
au processus de FDI.

Tolérance aux défauts : propriété du systéme controlé a assurer ses objectifs de com-
mande malgré 'occurrence d’un défaut.

Depuis le début des années 70, le diagnostic de fautes s’est développé selon deux axes
principaux, selon qu'un modéle mathématique du systéme a piloter est disponible ou non.
En I'absence de modéle mathématique de comportement du systéme, on fera par exemple
appel a des techniques d’intelligence artificielle, d’apprentissage, de reconnaissance de
formes, etc. Dans le cadre de notre étude, nous nous intéresserons exclusivement au cas
ol un modele est disponible. On s’oriente alors vers des méthodes analytiques faisant
appel aux résultats de la théorie de la commande. Le principe général est de comparer
le comportement théorique du systéme déduit du modéle mathématique (équations dif-
férentielles, représentations d’état, fonctions de transfert, etc.) au comportement mesuré
du systéme réel. A partir de I'écart est construit un signal appelé résidu, noté r(t), proche
de zéro en 'absence de défaut, noté f () et significativement différent de 0 en présence de
défaut(s). La définition mathématique théorique du résidu est :

r(t) # 0 si et seulement si f(t) # 0,
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cependant dans le cadre de la génération de résidus robuste, autrement dit en présence
de perturbations, le test de nullité est trop restrictif, on utilisera

|7(t)] > € si et seulement si f(t) # 0,

ot € est une grandeur prédéfinie, fonction du taux de détection désiré [Patton et al., 2000].
Différentes techniques permettent de réaliser cette premiére étape du processus de diag-
nostic appellé la génération de résidus.

Estimation de paramétres : 'écart de comportement est supposé étre provoqué par
la variation des parameétres physiques, estimés en fonction des signaux mesurés, et
a partir desquels est calculé le vecteur de résidu [[sermann, 1984].

Projection dans l’espace de parité : des relations liant la mesure d’'une méme gran-
deur a différents instants (redondance temporelle ou auto redondance), ou les mesures
de différentes grandeurs -éventuellement a différents instants- (inter redondance),
permettent d’éliminer les grandeurs inconnues (variable d’état, perturbations). La
validation de ces relations permet de calculer les composantes du vecteur de résidu.

Techniques a base d’observateurs : le vecteur de résidu est obtenu par comparaison
entre I'estimation et la mesure des sorties. Les principales techniques sont d’utiliser
des filtres de détection afin de donner une direction au résidu pour assurer la loca-
lisation [Beard, 1971], [Jones, 1973], ou des observateurs a entrées inconnues pour
rendre l'estimation de I'é¢tat indépendante des perturbations [Wiinnenberg, 1990] ou
I’attribution de la structure propre de 'observateur, dans le but d’insensibiliser le
résidu (et non pas l'estimation de l'état) [Patton, 1988].

Méthode de la base pélynomiale minimale : afin d’annuler la dépendance du résidu
aux signaux de commande et de perturbation, [Frisk, 2001] et [Frisk et Nyberg, 2001
proposent de déterminer I’ensemble des polynomes annulateurs & gauche du trans-
fert de ces entrées vers le résidu. Cette approche a pour but de paramétrer tous les
générateurs de résidus et de déterminer celui d’ordre minimal. La localisation est
effectuée en incluant tous les défaut, excepté celui a localiser, dans les signaux de
perturbation.

Méthode par générateur d’innovation : dans le cadre du probléeme de détection de
défauts pour les systémes linéaires, [Nikoukhah, 1994] considére la construction d'un
générateur d’innovation, c’est-a-dire un filtre qui, en absence de défaillance, génére
un signal centré, blanc avec une covariance connue a partir d’'une connaissance
partielle des entrées et des sorties du systéme.

En I’absence de perturbations, la structure du résidu peut suffire a localiser les défauts, a la
condition que leurs signatures soient linéairement indépendantes. En revanche, en présence
de perturbations, le générateur de résidu doit minimiser la sensibilité aux perturbations
tout en maximisant la sensibilité aux fautes. Une fois le vecteur de résidu calculé, une
deuxiéme étape, la logique de décision, consiste a I’analyser pour en retirer les informations
significatives: nature du défaut, évolution au cours du temps, instant d’apparition, etc.
Le diagnostic résultant est tres largement conditionné par la qualité du résidu. La figure
[CT donne un schéma de principe simplifié du diagnostic par génération de résidus.

Suite a I'apparition de dysfonctionnements affectant certains composants du systéme,
une loi de commande par retour (statique ou dynamique) d’état, ou de sortie, s’avére
souvent insatisfaisante, voire dangereuse dans la mesure ou la stabilité peut ne plus étre
assurée. Certains contrdleurs garantissent la tolérance aux fautes par la robustesse du
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f(t) d(®

u() y(t)‘

“»lactionneurs—»| systéme —»| capteurs —

»  générateur derésidu

:

logique de décision

nature, valeur du d&faut

Fi1c. 1.1 = Schéma de principe du diagnostic o base de modéle.

systéme bouclé, dans ce cas la structure et les parameétres du controleur restent inchan-
gés en fonctionnement anormal. Néanmoins cela n’est que rarement possible (ou au prix
de piétres performances), il est généralement nécessaire de modifier le controleur pour
atténuer I'influence des défauts. Dans ce cas I'information fournie par un systéme de diag-
nostic est mise a profit pour déterminer judicieusement le nouveau contréleur, on parle d’
accomodation de défauts. Le schéma de principe en est donné par la figure Le correc-
teur est, soit calculé automatiquement, soit sélectionné, en fonction du dysfonctionnement
détecté, parmi un ensemble de controleurs calculés au préalable.

ef(t u(t) | ' t
r% © —jactionreurg—>| systéme —> capteurs [— o,

générateur de résidu
| ! |

logique de décision

controleur

"4

Fi1Gc. 1.2 — Schéma de principe de l’accomodation de défauts.
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1.2 Organisation du mémoire

Le deuxiéme chapitre a pour objet de donner une introduction a I’étude des systémes
singuliers linéaires. Nous rappellerons quelques résultats fondamentaux, en particulier
nous détaillerons les notions de commandabilité et d’observabilité, et nous justifierons
I'intérét de I'étude de tels systémes.

Le troisiéme chapitre est consacré a 1’étude du placement optimal de capteurs et
d’actionneurs. Nous nous appuierons sur une approche énergétique pour sélectionner les
composants qui permettent les plus grands transferts d’énergie entre le systéme et son
environnement. Deux méthodologies complémentaires de placement de capteurs et/ou
d’actionneurs seront proposées. La premiére a pour but de maximiser la commandabilité,
respectivement 1’observabilité, de 1’état par le positionnement des actionneurs, respecti-
vement des capteurs. La deuxiéme vise & optimiser la commandabilité des sorties par les
entrées en sélectionnant les composants (capteurs et/ou actionneurs).

Le diagnostic robuste de systémes singuliers a base de modéle fait l'objet du quatriéme
chapitre. Différentes méthodes de diagnostic seront proposées. Une premiére approche dé-
diée aux systémes maillés autorise une génération de résidus décentralisée afin de détecter
les défauts de mesures. Une deuxiéme méthode consiste en l'application du filtrage H,
a l'estimation des défaillances affectant un systéme singulier. La génération de résidus
fondée sur la factorisation copremiére proposée dans [Frank et Ding, 1994, dont l'intérét
majeur est de pouvoir synthétiser des générateurs de résidus au moyen de filtres propres,
est généralisée aux systémes singuliers. Enfin, 'utilisation d’observateurs proportionnels
intégraux ainsi que l'introduction de fonctions de pondération fréquentielles lors de la
synthése des observateurs permet un positionnement moins restrictif et fait ’'objet d’une
troisiéme étude.

Dans le cinquiéme chapitre, nous étudierons le controle de systémes singuliers, en par-
ticulier le controle multicritére et le controle tolérant aux fautes. Le contréle multicritére
consiste a synthétiser un régulateur, statique ou dynamique, sous différentes contraintes
portant sur le placement des poéles, les normes Hy et H,, des transferts des entrées in-
connues vers certaines sorties. Cette étude peut étre vue comme un développement de
I'étude faite, pour les systémes non singuliers, dans [Chilali et Gahinet, 1996|. Le controle
tolérant aux fautes a pour objectif, une fois un éventuel défaut mis en évidence, de mini-
miser son influence sur le fonctionnement du systéme. Nous verrons que cet objectif peut
étre réalisé en utilisant la factorisation copremiére et nous utiliserons les résultats obtenus
dans le cadre du diagnostic pour améliorer la robustesse et la tolérance aux fautes des
controleurs synthétisés.

1.3 Contribution

Le placement de capteurs et d’actionneurs n’a pas, a notre connaissance, été abordé
dans le cadre des systémes singuliers. Les deux méthodes proposées dans [Marx et al., 2002]
et [Marx el al., 2004] ont pour but de généraliser 'approche énergétique étudiée dans le
cas des systémes non singuliers linéaires et non linéaires par |[Georges, 1995|. Pour cela
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nous avons établi I’équivalence entre les transferts énergétiques et les grammiens généra-
lisés (dans le cas des systémes singuliers a temps discret).

La thématique du diagnostic de systémes singuliers a surtout été envisagée a l'aide
d’observateurs a entrées inconnues, nous proposons d’étendre des méthodes existantes
pour les systémes non singuliers, mais pas encore appliquées a la classe plus générale
des systémes algébro-différentiels. Premiérement, la validation de données, exposée dans
[Georges et al., 2002], permet de générer des alarmes associées aux défaillances pour les
systémes interconnectés en minimisant le taux de fausses alarmes. Deuxiémement, le fil-
trage H, qui fait 'objet de [Koenig et al., 2002] , a pour objectif de formuler différents
problémes de diagnostic comme des cas particuliers du contréle H,, standard pour sys-
temes singuliers et donc de pouvoir utiliser les résultats existants dans ce domaine. Troisié-
mement, la factorisation copremiére de systémes singuliers est appliquée pour paramétrer
les générateurs de résidus et déterminer le plus robuste, par simple résolution dun pro-
bléme H,, standard non singulier [Marx et al., 2003a]. Enfin, I'utilisation d’observateurs
proportionnels-intégraux a entrées inconnues a pour but d’estimer a la fois I’état du sys-
téme et les défauts qui l'affectent, de plus le gain de 'observateur est déterminé dans le
but de minimiser I'influence des perturbations sur la qualité de I'estimation de I’état et
des défauts. En modifiant 1égérement la procédure de minimisation, on peut synthétiser
des observateurs dédiés a chaque défaut, donc plus précis [Marx et al., 2003c]. Les possi-
bilités et les conditions d’applications de chaque méthode sont explicitées afin de mettre
en lumiére leur complémentarité et leurs particularités.

Dans le domaine du contréle de systémes singuliers, nous proposons une méthode, a
base de LMI strictes, pour la synthése de correcteurs par retour statique d’état ou par
retour dynamique de sortie permettant de satisfaire simultanément des contraintes sur
les normes Hsy et H,,, ainsi que sur le placement des poéles finis, du systéme controlé
[Marx et al., 2003d|. Ces résultats s’appuient sur la caractérisation par LMI strictes du
placement de pdles de systémes singuliers établie par [Marx ef al., 2003b|. Enfin, 1'ap-
proche par factorisation copremiére est utilisée pour proposer un correcteur tolérant aux
fautes. Le correcteur permet de résoudre distinctement le probléme du contréle nominal
(par placement de poles) et de la tolérance aux fautes (par résolution d’un probléme H,,
standard). De plus, I'intégration des résultats obtenus dans le cadre du diagnostic permet
de reconfigurer la loi de commande en fonction des défauts localisés [Marx et al., 2003¢].

On trouvera ci-dessous la liste des publications relatives aux travaux exposés.

¢ D. Georges, E. Benoit, A. Chovin, D. Koenig, B. Marx et G. Mauris, Distributed
Instruments for Control and Diagnosis Applied to a Water Distribution System,
Proc. of the IEEE Instrumentation and Measurement Technology Conference, 2002.

¢ D. Koenig, S. Mammar et B. Marx, H,, Fault Detection and Isolation for Descrip-
tor systems: a Matrix Inequalities Approach. Proc. of the American Conference on
Control, 2002.

o B. Marx, D. Koenig et D. Georges, Optimal Sensor/Actuator Location for Descrip-
tor Systems Using Lyapunov-like Equations, Proc. of the 41%* IEEE Conference on
Decision and Control, 2002.

o B. Marx, D. Koenig et D. Georges, Robust fault diagnosis for descriptor systems-a
coprime factorization approach. Proc. of the IFAC SAFEPROCESS’03, 2003.

¢ B. Marx, D. Koenig et D. Georges, Robust pole-clustering in LMI regions, a cha-
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racterization via strict LMIs. Proc. of the Furopean Control Conference, 2003.

o B. Marx, D. Koenig et D. Georges, Robust Fault Diagnosis for Linear Descriptor
Systems using Proportional Integral Observers, Proc. of the 42" IEEE Conference
on Decision and Control, 2003.

o B. Marx, D. Koenig et D. Georges, Optimal Sensor and Actuator Location for
Descriptor Systems using Generalized Grammian and Balanced Realization, accepté
a American Control Conference 2004.

¢ B. Marx, D. Koenig et D. Georges, Pole-Clustering, Hs- and H,.-Control of Descrip-
tor Systems - a Strict LMI Approach, soumis a IEEE Trans. on Automatic Control.

¢ B. Marx, D. Koenig et D. Georges, Robust Fault Diagnosis and Robust Fault Tole-
rant Control for Descriptor Systems, soumis a Automatica.
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Chapitre 2

Introduction aux systémes singuliers

Dans ce chapitre introductif, nous définissons la classe de systémes qui fera 'objet de
notre étude : les systémes singuliers, linéaires, invariants dans le temps et nous rappelons
quelques résultats fondamentaux. Les systémes singuliers constituent un puissant outil
de modélisation dans la mesure ot ils peuvent décrire des processus régis a la fois par
des équations dynamiques et des équations statiques. Ce formalisme est ainsi particulie-
rement adapté a I’étude des systémes interconnectés, soumis a des contraintes physiques
statiques et présentant des comportements impulsifs. Nous rappellerons la condition né-
cessaire et suffisante de l'existence d'une trajectoire unique du systéme, pour une entrée
et une condition initiale données. Nous établirons quelques résultats utiles par la suite:
relation d’équivalence entre les représentations d’état, calcul de la réponse temporelle,
propriétés de controlabilité d’observabilité et dualité, opérations sur les représentations
d’état. Enfin le controle et ’observation des systémes singuliers seront présentés.
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2.1 Introduction

La modélisation d’un processus physique complexe commence généralement par le
choix des variables utilisées pour sa description et par le choix des grandeurs permettant
d’agir sur I’évolution du systéme. Ces variables, appelées variables d’état et de commande,
sont choisies, dans la mesure du possible, pour avoir une signification physique (position,
vitesse, accélération, température, pression, etc). Une fois les variables choisies, les re-
lations mathématiques les liant sont dictées par les lois de comportement du systéme
considéré. Ces relations peuvent étre de deux types: soit dynamiques (i.e. faisant inter-
venir les variations des variables au cours du temps), soit purement statiques. On arrive
naturellement & une mise en équation de la forme suivante

0 = fa(t)z(t)u(t))
0 = g(z(t)ult)y(t)) (2.1)

ot z(t) € R™ est le vecteur d’état regroupant les variables d’état, @(t) est sa dérivée
par rapport au temps, u(t) € R™ désigne le vecteur de commande et y(t) € R™ est le
vecteur des sorties mesurées. Aprés linéarisation autour d’un point de fonctionnement
(par exemple par linéarisé tangent, en utilisant comme variables, les écarts au point de
fonctionnement) on obtient le formalisme suivant

Bi(t) = Az(t)+ Bu(?)
y(t) = Calt) (2.2)

ou les matrices F, A, B et C' sont réelles, constantes et de dimensions compatibles avec
les dimensions de x(t), u(t) et y(t). Les dérivées de plusieurs variables d’état peuvent
intervenir dans une méme relation, de ce fait £ n’a pas nécessairement une structure
diagonale. Toutes les relations de comportement n’étant pas nécessairement dynamiques,
E n’est pas nécessairement de plein rang ligne. On peut, de plus, considérer sans perte de
généralité, que E et A sont des matrices carrées, quitte a compléter par des lignes nulles
jusqu’a obtention de matrices de dimension n x n. Il n’est pas restrictif de supposer nul
le terme de transfert direct de la commande vers la sortie, en effet il suffit d’augmenter le
vecteur d’état, comme le montre 'équation (4] pour y inclure u(t) et annuler la matrice
D de transfert direct de u(t) vers y(t) dans I’équation (23)). En effet,

Ex(t) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) = Cz(t) + Du(t) (2.3)

peut se mettre sous la forme (Z2) en écrivant
E o]zl [4 0][x] [B
o ol lc| = lo —r1||c|T|r|®
v = [ o] (2.0

Notation : le systéme (2 sera par la suite noté (E,A,B,C,(D)). On utilisera également
la forme condensée de la représentation d’état

7 (et
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Afin d’en alléger ’écriture, nous omettrons généralement la dépendance au temps dans
les équations.

Nous verrons que I’étude des systémes décrits par (222) peut étre intéressante, dans
le cas ou E est inversible, néanmoins dans ce cas il est possible de se ramener a une
représentation d’état usuelle en prémultipliant I'équation d’état par E~1, on a alors z(t) =
E7'Ax(t)+E~'Bu(t), y(t) = Cx(t)+ Du(t). Nous nous intéressserons donc exclusivement
au cas ol F est n’est pas de plein rang, on a alors

rangEl =r <n (2.5)

Ezemple 2.1. De nombreux systémes peuvent étre décrits par (22), considérons, par
exemple le circuit électrique représenté a la figure 1] Le circuit est commandé par la

R,
o i(t)
L

R,

v C /=

Fi1G. 2.1 — Un circuit électrique.

tension v(t) et on mesure les courants i;(t) et is(t) traversant respectivement les deux
résistances de valeur Ry et R,. La charge aux bornes du condensateur de capacité C' est
notée ¢(t) et L désigne une inductance pure. On choisit comme variables d’état ¢(t), i1 (t)
et i5(t), on a alors la représentation sous forme d’état généralisée suivante, ou la derniére
ligne de I'équation d’état traduit une relation de maillage.

1 0 0] [d4(t) 0 1 =17 [q0® 0
00 L||u@®] = | 0 —R —Ro| |ia(®)] + 1] v(2)
0 0 L| [iyt) 1/C 0 —Ry| |is(t) 0
01 0|9
(t) = ir(t) (2.6)
Y {0 0 1] i)

L’étude des systemes algébro-différentiels a motivé de nombreuses recherches depuis
le début des années 70 car ce formalisme permet I'analyse et le controle de systémes pour
lesquels la représentation d’état usuelle n’est pas satisfaisante. D’aprés [Luenberger, 1977],
les principales classes de systémes relevant de cette approche sont les systémes intercon-
nectés de grandes dimensions tels que les réseaux électriques ou hydrauliques, les systémes
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avec une matrice E non diagonale, et, comme nous le verrons a la section [Z4] les systémes
non causaux. Dans le premier cas, les équations purement statiques, qui traduisent géné-
ralement le maillage ou des contraintes physiques, sont ignorées dans une représentation
d’état usuelle. Dans le second cas, si F n’est pas inversible il est évident que le formalisme
usuel est inapplicable, de plus méme lorsque E est inversible, il est préférable d’utiliser la
représentation singuliére a cause de 1’éventuel mauvais conditionnement de £~ A. Enfin,
la fonction de transfert matricielle associée & une représentation d’état classique est né-
cessairement propre (éventuellement non strictement si le modeéle comporte une matrice
de transfert direct des entrées sur les sorties), ce qui interdit I’étude des systémes non
causaux, la singularité de E permet de s’affranchir de cette limitation.

2.2 Reégularité d’un systéme singulier

Dans le cas des systémes usuels, pour toute condition initiale xy et pour toute entrée
u(t) connue sur 'intervalle [O t], la réponse y(t) est unique et elle est donnée par la
formule y(t) = Cettag + fg e Bu(t — 7)dr. Pour les systémes singuliers, la réponse est
définie de maniére unique, pour une entrée suffisamment différentiable et une condition
initiale données, si et seulement si le faisceau matriciel (E, A) est régulier.

Définition 2.1 (régulier). Le faisceau matriciel (E, A) est régulier si et seulement si
|sE— A| # 0, ou de maniére équivalente s’il existe un scalaire o € C tel que |aE— A| # 0
(ou |M| désigne le déterminant de M, et s est la variable de Laplace).

Le lemme [Yip et Sincovec, 1981] suivant permet de vérifier la régularité de (E,A)

Lemme 2.1. Les différentes propositions sont équivalentes
1. (E,A) est régulier.
2. 1l existe deux matrices non singuliéres () et P telles que

_ Inl 0 . Al 0
T

ou Ay € Rm*m N ¢ R"*" et m’lpotent(ﬂ et ny +no = n, h est [indice de
nilpotence de N.

3. Soit Xg = Ker A et X; = {z: Ax € EX; 1}, alors Ker EN X; = 0, pour i =
0,12,....

4. La matrice F(k) € R+ est de plein rang ligne pour k > 1, ot

E A
E A

F(k) =
E A
Remarque 2.1. La vérification la plus facile & mettre en oeuvre est la derniére, mais elle
demande le calcul du rang d’une matrice de grande dimension. Pour s’affranchir de cette

1.3h €N, tel que N*"1£0et N =0



16 Introduction aux systémes singuliers

difficulté, [Luenberger, 1978| propose un algorithme ne nécessitant que des manipulations
de lignes et de colonnes de la matrice [E A}, appelé le "shuffie algorithm".

Ezemple 2.2. Reprenons 'exemple du circuit électrique et calculons le déterminant de
(sE — A), il vient

Ry + Ry

|sSE — Al = RiLs* + (RiRy + L/CO) s + o

(2.7)

le déterminant n’est pas identiquement nul, autrement dit, le systéme est régulier.

Par la suite, sauf indication contraire, on suppose que les systémes singuliers étudiés
sont réguliers.

2.3 Equivalence entre systémes singuliers

Le choix des variables utilisées pour décrire un processus n’est généralement pas
unique. Subséquemment le modéle qui le décrit n’est pas unique. Il est donc intéres-
sant de déterminer une relation d’équivalence entre représentations d’état modélisant un
méme systéme.

Rappelons, que L est une relation d’équivalence sur un ensemble & si et seulement si, 1
est réflexive (i.e. 1Lz, Vo € &), transitive (i.e. 1 Ly, xo Lxg, impliquent x1 L x3, Va1, 29, 23 €
&) et symétrique (i.e. x1Lxy implique zolay, Vaq, 20 € ).

Définition 2.2 (représentations équivalentes). Soient deux systémes singuliers défi-
nis par

Fir = Ax+ Bu

y = Czx (2.8)
et
Ex = Az + Bu
y = Cx (2.9)

Les systemes (Z38) et (Z) sont équivalents si et seulement si il existe deuz matrices non
singulieres () et P telles que

QEP=FE, QAP =A, QB=Bet CP=C. (2.10)
et le changement de variable est donné par v = PZ.

On vérifie aisément que la relation ainsi définie est une relation d’équivalence. La
réflexivité est vérifiee par Q = P = I,, la transitivité est prouvée en multipliant les
matrices de passage et la symétrie est assurée par l'inversibilité des matrices de passage.

Ezemple 2.3. Reprenons le circuit électrique de ’exemple précédent et choisissons comme
variables d’état la charge ¢(t) aux bornes du condensateur, le courant is(t) qui par-
court la résistance Ry et le courant i3(t) qui traverse le condensateur, on a donc = =
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[q(t) ia(t) z'g(t)]T. Le circuit électrique est alors modélisé par la représentation d’état
suivante.

1 0 0 0 0 1 0
0 L 0|z(t) = [1/C =Ry 0| z(t)+ | 0 |v(t)
00 0 1/C R R 1
W = Jo 1 o] 211)

Les systéemes (Z8) et (ZII) modélisent un méme circuit, ils devraient étre équivalents.
En effet on trouve facilement les matrices @) et P vérifiant (2I0), elle sont définies par:

0
0

0 100
1| etP=1{0 1 1], (2.12)
~1 1 010

1

Q=10

0

Les deux représentations sont donc bien équivalentes.

Pour un systéme (E£,A,B,C') donné, deux formes équivalentes ont un intérét particulier
et seront souvent utilisées pour I'analyse ou le controle. Il s’agit de la forme de Kronecker-
Weierstrass et de la décomposition par valeurs singuliéres de E.

La premiére forme utilise un résultat établi dans [Gantmacher, 1974], énoncé dans le
lemme suivant.

Lemme 2.2. Pour tout faisceau matriciel (E,A) régulier, il existe deux matrices non
singulieres Q) et P telles que

I, O A0 } (2.13)

o N PPy

o Ny + ny = n et la matrice N est nilpotente.

On peut donc définir la décomposition de Kronecker-Weierstrass, ou décomposition
standard.

Définition 2.3 (Forme équivalente par décomposition de Kronecker-Weierstrass).
Pour tout systeme (ZA), il existe deux matrices non singuliéres Q) et P, telles que (Z2)
est équivalent a

l"l = All'l + Blu (214)
Ni’g = X9+ BQU (215)
Yy = Cll’l + CQLL’Q (216)

ot x1 € R™, 29 € R™ ny +ne =n, N est nilpotente, d’indice de nilpotence h, et

QEP = {181 ](\),] QAP = ["él IO } OB = [gl} LCP=[C) Gy, Pla= [xl} .
ng 2

T2

Les matrices @ et P ne sont pas uniques, en effet si () et P définissent une forme
standard de (E,A,B,C') pour T} et T» non singuliéres alors Q = diag(T1,1T5) Q et P =
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Pdiag(T; Ty ") aussi, ou diag(Ty,T) est la matrice bloc-diagonale formée de T} et Tb.
Les sous-systémes (ZI4)) et (Z2T15) sont souvent appelés sous-systémes lent et rapide res-
pectivement. En effet, le premier sous-systéme est causal et ses dynamiques sont fixées par
les valeurs propres de A;, tandis que le second est non causal et, comme nous le verrons,
sa réponse a une entrée continue peut présenter des discontinuités.

Ezxemple 2.4. Calculons une forme de Kronecker-Weierstrass de la représentation d’état
du circuit électrique 28, elle est définie par

1 00 —1/(CRy) -1 0 1/Ry
01 0|z = 1/(LC) —Ry/L 0|+ 0 v
000 0 0 1 —1/Ry
—-1/(CRy) 0 1] _
y = /E) 1) Lol ® (2.17)
ny = 2, ng = 1 et les matrices de passage sont les suivantes
1 1/Ry -1/Ry 1 0 0
Q= |0 0 1/L | et P=|—-1/(CRy) 0 1 (2.18)
0 —-1/Ry 1/Ry 0 10

La seconde forme équivalente remarquable est fondée sur la décomposition en valeurs
singuliéres de la matrice E, ce qui revient a séparer les relations dynamiques des relations
statiques. Rappelons que toute matrice M € R™*" de rang r peut se factoriser sous la
forme M = UXV,ou U € R™"™ et V € R™"™ sont unitaires et

3N = |i 21 OTX(n_T) :| , avec Zl - diag(ab cee aar)a 01 Z e Z Op > 0. (2]‘9)
O(m—r)xr O(m—r)x(n—r)

Définition 2.4 (Forme équivalente par décomposition en valeurs singuliéres).
Pour toute matrice E € R™™" 4l existe deur matrices non singuliéres Q) et P telles que

I,
QEP = 0 0

telles que (Z2) est équivalent a

. Pour tout systéme (Z2), il existe deux matrices non singuliéres @), P

Lt‘l = Allxl + A12I2 + Blu
= A21£L'1 + AQQZEQ + Bgu
y = Cizg+ Cory (2.20)
ou

|4 0 _[An Ap _ | B _
QEP = {0 0},QAP_ {Azl A2J,QB_ {BJ,CP— [C1 O]

_ x _
et Ptz = Ll} ,avec r1 € R", 9 € R
2
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Dans le cas de systémes physiques, la premiére équation de (Z20) rassemble les dyna-~
miques du systéme, tandis que la deuxiéme traduit les interconnections et les contraintes
statiques.

Ezxemple 2.5. L’exemple de forme de Kronecker-Weierstrass est aussi un exemple de dé-
composition par valeurs singuliéres de F, ce qui est toujours le cas lorsque la matrice N
est nulle.

2.4 Réponse temporelle

Considérons un systéme singulier défini par ([22), avec (E,A) régulier. Mis sous forme
standard, il est défini par

l"l = All'l + Blu, (221)
Niy = x5+ Bou, (2.22)
Yy = y1+y2, ouy = Cay et yo = Comy (2.23)

ou x1 € R™, x5 € R™, ny +ny =n et h est 'indice de nilpotence de N. Le sous-systéme
(ZT]) est un systéme usuel, sa réponse temporelle est définie pour toute entrée u(t) connue
sur [0,f] et toute condition initiale z1¢ par

t
yi(t) = Cre™tayg —i—/ M) Bru(r)dr (2.24)
0
Calculons & présent la réponse du sous-systéme non causal. Supposons u(t) € C"~1, ou

C"—1 désigne 'ensemble des fonctions (h — 1) fois contintiment différentiables. En dérivant
et en pré-multipliant par N I'équation (22) (h — 1) fois, on peut écrire

N2 (t) = Niy(t) + NByi(t)
NFzht) = N2V + N By ()
Nh_lxgh—l) (t) — Nh—ngh—Z) (t) + Nh—2B2u(h—2) (t)
0 = N2 V@) + N Bu (1) (2.25)

on en déduit 'expression de z5(t) et finalement de yo(t)

2o(t) = —Bou(t) — NByu(t) + N*aP (1)
wlt) = — ij CoN*Byu®(t). (2.26)

k=0
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Pour finir, I’état z(t) et la réponse y(t) sont donnés par

¢
x(t) = P [Igl] (eAltxlo +/ eAl(t_T)Blu(T)dT) — ...
0

0 h—1
PL ] N*Byu™® ) (2.27)

k=0

y(t) = CP llgl ety + Al(t_T)Blu(T)dT) — ...

cP LO (ZN’wa ) (2.28)

D’apreés les expressions (Z24) et (2226, il apparait que la réponse du sous-systéme causal
dépend des valeurs propres de A;, de la condition initiale 219 et de lentrée wu(t) sur
[0,¢], tandis que la réponse du sous-systéme non causal dépend exclusivement de la valeur
des dérivées de l'entrée a l'instant t. Cette différence fondamentale entre les deux sous-
systémes est a l'origine des appellations de sous-systémes lent et rapide. Pour ¢ — 07 la
relation (ZZ1) impose la condition suivante sur la condition initiale

h—1
z(0f) =P {[81} x19 — P LS } > NEBu® (0%). (2.29)
24 k=0

Les conditions initiales vérifiant cette contrainte sont dites admissibles. D’aprés la relation
&2Z9), le systéme a une trajectoire unique a la condition que la condition initiale soit
admissible et que la commande u(t) soit (h — 1) fois contintiment dérivable par morceaux.

Un autre point de vue a été introduit par [Verghese et al., T981] et [Cobb, 1983]. En
utilisant la théorie des distributions on peut s’affranchir des hypothéses portant sur w(t)
et sur la condition initiale. Rappelons, que la dérivée au sens des distributions, notée f’
d’une fonction f continue par morceaux, présentant des sauts d’amplitude Af; au point
7, pour ¢ = 1,...,l est donnée par

l
fl@) = fat > Afid(z—7) (2.30)

k=1

ol f, est la dérivée usuelle de f par rapport a la variable x et 6 (t) est 'impulsion unitaire
ou Dirac. L’équation d’état du sous-systéme non causal devient alors

Nzy(t) = 2+ Bou+ N (22(0) — 22(0%)) 6 () (2.31)

en utilisant la méme technique que précédemment on trouve

t
x(t) = P {[81] (eAlt [Inl 0] Pz, +/ eAl(t_T)Blu(T)dT) — ...
0

{ }( SWHNM0 I,,] P~ :B0+ZNkBgu >()) (2.32)

k=0 k=0
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pour toute condition initiale zg et toute entrée u(t) (h— 1) fois contintiment dérivable par
morceaux (on retrouve ce résultat en appliquant la transformée de Laplace aux deux sous-
systémes (221)) et (Z22)). Ce formalisme permet de modéliser les systémes présentant des
sauts et ou la condition initiale n’est pas admissible. Dans ce cas, le premier terme de
la réponse du sous-systéme rapide permet de ramener le systéme a un état admissible.
On observe ce type de phénomeéne pour des circuits comportant un interrupteur que l'on
ferme (ou que l'on ouvre) a ¢t = 0, ou apparaissent des sauts de courant ou de tension a
'instant initial voir ’exemple dans [Verghese et al., 1981].

Généralement les sauts sont indésirables voire dangeureux pour la sécurité du systéme,
on va donc distinguer les systémes dits impulsifs des systémes non impulsifs (impulse free
dans la littérature anglo-saxonne).

Définition 2.5 (Systéme non impulsif). Un systéme est dit non impulsif, si sa réponse
temporelle est continue pour toute condition initiale et toute commande u(t) € C'~1, ou
CP désigne l’ensemble des fonctions p fois continiment différentiables par morceauz.

D’aprés I’équation (Z32), on peut déduire le lemme suivant [Dai, 1989).

Lemme 2.3. Les propositions suivantes sont équivalentes
1. Le faisceau (E,A) est non impulsif.
2. La matrice N de la forme de Kronecker-Weierstrass (Z-IHZ148) est nulle.

3. La matrice Agy de la décomposition en valeurs singuliéres de (ZZ0) est de plein
rang.
4. L’égalité deg|sE — A| = rangF est vérifiée.

5. rang [g g} —rang ll =n

Ezemple 2.6. Dans le cas du réseau électrique, I’équation () permet de constater que,
pour RiL # 0, deg|sFE — A| = 2 = rangFE et d’aprés la décomposition standard (1) on
observe N = 0. Le circuit considéré est non impulsif pour R;L # 0.

Exemple 2.7. Considérons le systéme défini par

34 = )
y = x (2.33)

avec g = 0 et u(t) une rampe unitaire retardée définie par u(t) = maxz(0,t — (), sa
transformée de Laplace est U(s) = (1/s?)e™*’. Le systéme est sous la forme de Kronecker-
Weierstrass avec n; = 0, ns = 2 et N non nulle, donc ([Z33) est impulsif (on peut
également vérifier que la matrice Ags de la seconde forme équivalente est la matrice vide,
donc n’est pas de plein rang, ou que deg|sE — A| = 0 < rangE = 1). D’aprés (Z33) on a
x1(t) = u(t) + u(t) et xo(t) = u(t), la réponse temporelle du systéme est donc
_ Tt =B) +max(0t = )

y(t) = maz (0.4 — B) : (2.34)
ou la fonction I'(t) désigne 'échelon unitaire. On vérifie le caractére discontinu de la
réponse: pour t = 3, z1(t) fait un saut unitaire.
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Un systéme non impulsif a une fonction de transfert qui ne comporte que des termes
causaux (pas nécessairement au sens strict), tandis que la fonction de transfert d’un
systéme impulsif présente des termes polynomiaux en s. Il en découle, qu’un systéme sin-
gulier (E,A,B,C) non impulsif admet une représentation d’état non singuliére (A,B,C,D).
Considérons le systéme non impulsif (E,A,B,C') sous sa forme équivalente par SVD de E.

5ol = ) B (2:35)

y = [Ci O Bl] (2.36)

2

Si (E,A) est non impulsif, Ay est inversible, la deuxiéme équation d’état donne
T9 = —A2_21A21.§L’1 — A;;BQU, (237)
on en déduit que le systéme admet la représentation d’état (A,B,C,D) définie par

A=Ay - A12A2_21A21, B =B — A12A2_21B2>
C = Cl — CQA2_21A21 et D = —CQA2_2lBg (238)

2.5 Commandabilité, observabilité et dualité

Dans cette section nous considérons le systéme sous sa forme de Kronecker-Weierstrass,
afin de distinguer la partie causale dont 1’évolution dépend de la condition initiale et des
valeurs antérieures de la commande, et la partie non causale qui, pour ¢ > 0, est fonction
de la valeur instantanée de la commande et de ses dérivées. On considére le systéme
suivant

Lt'l = Alx + Blu, Y1 = C’lxl (239)
Nji’g = X9 + Bgu, Yo = CQZL’Q (240)
Y=y + v (2.41)

Commengons par caractériser I’ensemble des états atteignables depuis une condition
initiale donnée.

Définition 2.6 (Etat atteignable). Un état v, € R" est dit atteignable, s’il existe une
condition initiale xo, une commande u(t) € Ci% et ty > 0 tels que z(ty) = z,

D’apreés (Z32), pour t > 0, Pexpression de I'état est a1 () = eAl(t)xlo—i-fot e =T Biu(T)dr,
xo(t) = — Z;é N*Byu®(t) on en déduit I’espace atteignable

Théoréme 2.1. Notons R(0) l’ensemble des états atteignables depuis une condition ini-
tiale nulle x19 = 0, R(0) est défini par

R(O)=Im|[B, ABy ... A"7'Bi]@Im|[By NB, ... N''B] (2.42)
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ou & désigne la somme directe d’espaces vectoriels.
Notons R l’ensemble des états atteignables depuis toutes les conditions initiales 19 € R™,
R est défini par

R= |J (R(0)+ Ri(xw)) (2.43)

r10E€R™1

ot Ry(x10) est la réponse libre a la condition initiale x1o définie par

Ri(z10) = {[%T(t) wF ()] |z1(t) = Mg, ma(t) = 0} (2.44)

On ne considére que la condition initiale de la partie lente, car d’aprés (Z32), 290 n’a
d’effet sur la réponse du systéme qu’a t = 0.

2.5.1 Commandabilité

La notion de commandabilité des systémes singuliers est une généralisation de la com-
mandabilité des systémes usuels en tenant compte de la partie impulsionnelle de la ré-
ponse. Ainsi, le systéme est commandable si I'espace d’état est atteignable.

Définition 2.7 (Commandabilité). Le systeme (Z3) est dit commandable, si pour toute
condition initiale o € R™ et tout état xp € R, il existe une commande u(t) € C71, qui
amene le systeme en xy en un temps arbitraire ty.

Le théoréme suivant caractérise la commandabilité du systéme ainsi que des parties
lente et rapide.

Théoréme 2.2. [Dai, 1989/

(1) Le sous-systeme lent (Z23) est commandable si et seulement sirang [sE — A B| =
n, Vs fini € C.

(2) Les propositions suivantes sont équivalentes
(2i) Le sous-systéeme rapide (2-40) est commandable.
(222) rang [BQ NBy ... Nh_lBg] = Ngy.
(2iit) rang [N Bs] = no.
(2iv) rang [E B] =n.
(2v) Pour toutes matrices non singulieres @) et P telles que QEP = diag([,.,0), on
pose QB = [Bf BQT]T
3) Les propositions suivantes sont équivalentes
(
(3i) Le systeme (ZZHZZT)est commandable.
(31i) Les sous-systéemes lent (Z39) et rapide (Z-40) sont commandables.
((?ZZZ) rang [Bl AlBl e A?l_lBl} =N et rang [Bg NBQ e Nh_lBQ} = Ny.
(8iv) rang [SE —A B} =n, Vs fini € C et rang [E B} =n.

et By € RUVTX1u est de plein rang ligne.
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(8v) La matrice C, € RV *ntna=1) est de plein rang ligne
S B -
EFE -A B

E B

Exemple 2.8. Pour étudier la commandabilité du réseau électrique vérifions la condition
(3iii), d’apres (2I7), on a

_ |[-Y/(CRy) -1

1/R,
D=1 e) Ry

:|7N:0731:|i 0

} et By = —1/R;, (2.45)

donc

0 1/(LCR,) !

rang [By] = 1=no. (2.46)

rang [Bl AlBl] = rang[

Le réseau électrique est donc commandable par la tension v(t). On peut de maniére
équivalente vérifier rapidement que

-A 0 B 0 O
rang | E —A 0 B 0| =9=n% (2.47)
0O £ 0 0 B

Remarque 2.2. On préférera généralement les critéres (3iv) ou (3v), faisant intervenir
les matrices du modeéle, donc ne nécessitant pas le calcul de la forme équivalente de
Kronecker-Weierstrass.

Dans le cas des systémes singuliers on définit différents types de commandabilité. Ainsi
la R-commandabilité traduit la possibilité d’atteindre en un temps arbitraire n’importe
quel état de R quelle que soit la condition initiale choisie dans R, autrement dit le systéme
est commandable sur 'espace atteignable R.

Définition 2.8 (R-commandabilité). Le systéme (ZZHZL]) est dit R-commandable
si pour tout état initial vy € R, tout €état final xy € R et t; > 0, il existe une loi de
commande u(t) € Ch1 telle que z(t;) = x;.

Théoréme 2.3. Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. Le systeme (Z3HZZ]) est R-commandable.
2. Le sous-systéeme (Z239) est commandable.
3. rang [SE —A B] =n, Vs e C.
4. La matrice Cp € R ¥E04nw) ost de plein rang ligne pour k > ny

—A B

E —-A B
Cr = o ) (2.48)
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On remarque que les conditions équivalentes a la R-commandabilité portent exclusi-
vement sur le sous-systéme lent. En effet I’état du sous-systéme rapide ne dépend que de
la valeur finale de u(t) et de ses dérivées et pour tout état atteignable du sous-systéme

rapide wy € Im [Bg NBy ... Nh_lBg} on peut écrire wy = Z;é arN*Bsy. Or il est
facile de trouver une fonction wu(t) telle que u¥)(t;) = ay, pour k = 0,...,h — 1 (par
exemple u(t) = Z;é (ar/kY) (t —t£)") ce qui implique z5(t;) = wy. Autrement dit le

sous-systéme rapide n’impose pas de restriction a la R-commandabilité.

Les notions de commandabilité et de R-commandabilité sont complétement détermi-
nées par le comportement final du systéme. Cependant, entre les instants initial et final,
peuvent apparaitre des termes impulsifs dus a I'entrée et ses dérivées. Il est donc néces-
saire de s’intéresser a l'influence de la commande sur les composantes impulsives de ’état.
La commandabilité impulsive ou Imp-commandabilité est définie comme 'existence d’une
commande admissible permettant de créer des composantes impulsives égales a celles gé-
nérées par n’importe quelle condition initiale, survenant & "n’importe quel instant initial".

Définition 2.9 (Commandabilité impulsive). Le systeme (ZZHZ[D)) est dit Imp-

commandable st pour toute condition initiale vy = [:)3{0 szO}T, tout instant t; et tout
vecteur vo € R™ il existe une commande u(t) € CI7 telle que l'état du sous-systéme
rapide vérifie

T
[\

zo(t) =Y B (t —t;,) N1, (2.49)
0

B
Il

Théoréme 2.4. Les propositions suivantes sont équivalentes.

Le systeme (E,A,B,C'), de forme équivalente standard (Z3HZ-Z])), est Imp-commandable.
Le sous-systeme rapide [220) est Imp-commandable.

KerN®Im|[By NBy ... N''By] =R™.

ImN=1Im[By NB, ... N''B,].

ImN ®ImBy® Ker N =R",

A FEF B
0. rang E 0 0 =n-+r.

GuAs e o =

La propriété d’Imp-commandabilité est primordiale car la possibilité de créer des
termes impulsifs permet d’annuler ceux du systéme, ¢’est donc 'aptitude & déterminer une
loi de commande qui rend le systéme commandé non impulsif. Notons que, d’apreés le théo-
réme 24l on vérifie immédiatement que tout systéme non impulsif est Imp-commandable
(écrire la proposition 6. pour la deuxiéme forme équivalente, l'inversibilité de Ay garantit
I'Imp-commandabilité, pour toute matrice B ).

Résumons : la commandabilité implique la R-commandabilité et I'Imp-commandabilité,
la premiére est équivalente a la commandabilité du sous systéme lent et la commandabilité
du sous-systéme rapide implique la deuxiéme. Le schéma ci-dessous (ou A < B signifie
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A et B sont équivalents et A = B signifie A implique B) résume ces relations.

(InluAlaBl) < (E,A,B) R—
commandable commandable
(E,A,B) commandable <=
(N,I,,,Bs) — (F,A,B) Imp—
commandable commandable

2.5.2 Observabilité

Le concept d’observabilité se généralise aux systémes singuliers de la méme maniére
que celui de commandabilité. On va donc définir 'observabilié avant de la décomposer en
R-observabilité et Imp-observabilité. Comme dans le cas des systémes usuels ’observabilité
se définit comme la possibilité de reconstruire 1’état par la connaissance des entrées et des
sorties du systéme.

Définition 2.10 (Observabilité). Le systéme (ZA) est dit observable si la condition
initiale xo peut étre déterminée de maniére unique par u(t) et y(t) pourt € [O,oo}

Le théoréme suivant caractérise I’observabilité du systéme et des parties lente et rapide.

Théoréme 2.5. (1) Le sous-systéme lent (Z39) est observable si et seulement si
rang [SET — AT C’T] =n, Vs fini € C.
(2) Les propositions suivantes sont équivalentes
(2i) Le sous-systéme rapide est observable.
(2ii) rang [C] NTC] ... (N""YHTCT] =n,.
(2iii) rang [NT  CT] = na,.
(2iv) rang [ET CT] =n.
(2v) Pour toutes matrices non singulieres @) et P telles que QEP = diag([,.,0), on
pose C'P = [C_'l C_’g] et Cy € R™(=7) est de plein rang colonne.

(8) Les propositions suivantes sont équivalentes

(3i) Le systeme (Z-ZHZ{1)est observable.
(3ii) Les sous-systémes lent (Z239) et rapide (240) sont observables.

(3iii) rang [T ATCT .. (An'CT] =m et
vang |0 NTCT .. (N of| =
(3iv) rang [sET — AT CT] =n, Vs fini € C et rang [ET CT] =n.
(8v) La matrice Oy € R™*>*n+m=1) egt de plein rang ligne
T or -
ET —AT CT
Ol — ET . CT
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Ezemple 2.9. Pour étudier 'observabilité du réseau électrique, vérifions la condition (3iii),

d’aprés (2I7), on a

A = _11//((%%)1) _ngl/L} N=0,C = {1/(031) 0} ot Cy — H S (2:50)

donc

~1/(CRy) 0 1/(C*R}) 1/(LC)} o0
0 1 1/(CR)) —Ry/l) !

rangC; = rang [l O]T =1=ns. (2.51)

rang [C] ATCT] = rang[

Le réseau électrique est donc observable par les courants i1 (t) et ia(t).

Un systéme est R-observable s’il est observable sur 'espace atteignable.

Définition 2.11 (R-observabilité). Le systeme (ZZHZZ1)) est dit R-observable si tout
état de l’espace atteignable peut étre déduit de maniére unique de y(t) et u(T) pour T €

[O0,t].

Théoréme 2.6. Les propositions suivantes sont équivalentes.

1. Le systeme (Z3HZZ]) est R-observable.

2. Le sous-systeme lent est observable.
3. rang [sET — AT CT] =n, Vs fini € C.
4. La matrice Op € R0k est de plein rang ligne pour k > nq
—AT ct
ET —AT cT
On = o ) (2.52)

ET —AT . CT

Si I'observabilité traduit la possibilité de reconstruire 1’état, y compris les termes im-
pulsifs, a partir des vecteurs d’entrée et de sortie, la R-observabilité ne concerne que 1'état
atteignable, donc ne refléte pas I'observabilité des termes impulsifs. Ce dernier aspect re-
leve de I'observabilité impulsive ou Imp-observabilité.

Définition 2.12 (Observabilité impulsive). Le systeme (ZZHZ-Z1) est dit Imp-observable
si les termes impulsifs de l’état peuvent étre déterminés de maniére unique a partir de y(t)
et u(t)

Théoréme 2.7. Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. Le systéeme (E,A,B,C), de forme équivalente standard (ZZZHZ1)), est Imp-observable.
2. Le sous-systeme rapide ([240) est Imp-observable.

3. Ker<[c2T CINT ... CT (Nh-l)T]T)ﬂlmN:{O}.

4. NKer ([og CINT ... CF (Nh—l)T}T) = KerN.
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5. Ker N(NKer Co(\Im N = {0}.

AT ET COT
6. rang {ET 0 0] =n+rang k.

Comme précédemment nous récapitulons les relations entre les différentes formes d’ob-
servabilité dans le schéma ci-dessous.

(In17A1701> <~ (E,A,C) R—

observable observable
(E,A,C) observable <=

(N,I,,,Cy) = (E,AC) Imp—

observable observable

2.5.3 Dualité

Au vu des résultats établis dans les deux sous-sections précédentes les différentes
formes de commandabilité et d’observabilité sont définies de maniére trés similaire. Au
systéme (Z2) nous associons le systéme dual

Ftz = ATz +CTuy,
= B'z+ (D"u), (2.53)

on retrouve les résultats connus dans le cas des systémes usuels, liant la commanda-
bilité (respectivement ’observabilité) d'un systéme a l'observabilité (respectivement la
commandabilité¢) du systéme dual.

Théoréme 2.8. 1. Le systeme (Z2Q) est commandable (respectivement, observable) si
et seulement si le systeme dual (Z223) est observable (respectivement, commandable).
2. Le systéeme (Z2) est R-commandable (respectivement, R-observable) si et seulement
si le systeme dual (Z223) est R-observable (respectivement, R-commandable).
3. Le systeme (Z2A) est Imp-commandable (respectivement, Imp-observable) si et seule-
ment si le systeme dual (Z223) est Imp-observable (respectivement, Imp-commandable).

2.6 Fonction de transfert matricielle et réalisation

La représentation d’état permet une compréhension relativement intuitive de la struc-
ture du systéme modélisé, néanmoins pour une étude du comportement entrée/sortie du
systéme, la forme fonction de transfert parait plus appropriée, dans le cas de systémes
MIMO (multi-entrées multi-sorties, de 'anglais Multiple Inputs and Multiple Outputs) on
parle de fonction de transfert matricielle. La particularité des systémes algébro-différentiels
est que certaines composantes de la matrice de transfert peuvent étre non causales, autre-
ment dit sont des fonctions rationnelles en s dont le numérateur est de degré strictement
supérieur au dénominateur.

Sous I'hypothése de régularité du faisceau (E,A), (sE — A)™" existe et la transformée
de Laplace de 'équation (Z22) donne I'expression de la sortie

y(s) = C (sE — A" Exo + C (sE — A)™" Bu(s). (2.54)
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pour xg = 0 on en déduit la fonction de transfert
G(s)=C(sE— A" B. (2.55)

Ezemple 2.10. Reprenons l'exemple B |sE — A| = 1 # 0, donc le faisceau est régulier,
calculons la fonction de transfert, il vient :

-1
{1 0 |-1 s -1 |1+s
so=l [0 5] )1 259
On peut vérifier les résultats obtenus dans I'exemple 27 o il avait été établi y;(t) =
u(t) + u(t) et yo(t) = u(t).

La forme de Kronecker-Weierstrass est intéressante dans la mesure ou elle permet
de séparer facilement les composantes causale et non causale de la fonction de transfert
matricielle. En effet calculons la fonction de transfert matricielle de (Z39HZAT), on a

G(s) = Ges )+Gnc( ) (2.57)
ot Go(s) = Cy(sl,, —A) "' B
et Gpe(s) = Co(sN — ) Bs;
h—
= ZCgNkBQS
k=

La partie causale a la forme connue dans le cadre de I’étude des systémes usuels, tandis
que la partie non causale est une fonction polynémiale de degré fini h — 1 (au plus) car N
est nilpotente. On vérifie que pour N = 0, la fonction de transfert est (non strictement)
propre, et donc peut étre réalisée par une représentation non singuliére (A,B,C,(D)).
Apreés avoir exposé comment déduire la fonction de transfert matricielle & partir d’une
représentation d’état généralisée, étudions l'opération inverse. Toute fonction rationnelle
peut étre décomposée en la somme d'une fonction strictement propre et d’une fonction
polynémiale (d’aprés la définition de la division polynoémiale). Dans le cas matriciel, il
suffit d’appliquer cette propriété a chaque composante pour établir le résultat suivant.

Lemme 2.4. Toute matrice rationnelle G(s) peut se décomposer selon
G(s) = Ge(s) + Gre(s), (2.58)

ot G.(s) est une matrice rationnelle strictement propre et G,.(s) est une matrice polyno-
miale.

D’aprés des résultats connus dans le cadre de la théorie de la réalisation, pour toute
matrice rationnelle strictement propre G.(s), on peut déterminer une réalisation véri-
fiant Oy (sI — Ay)™" By = G(s). On peut établir un résultat équivalent pour la partie
polynomiale.

Lemme 2.5. Pour toute matrice polynomiale G,c(s), il existe des matrices By, Co et N
nilpotente, telles que
Gre(s) = Cy (sN — 1) B,. (2.59)
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(Palgorithme de Silverman-Ho, permettant de déterminer les matrices N, By et Co
réalisant une matrice polynémiale, peut étre trouvé dans [Dai, 1989], chap. 2.6.). On peut
donc en déduire I'existence d’une réalisation pour toute matrice rationnelle.

Théoréme 2.9. Toute matrice rationnelle G(s) a une réalisation de la forme Ei =
Ax + Bu, y = Cx telle que
G(s)=C(sE—A)"'B. (2.60)

Si la réalisation est observable et commandable, elle est dite minimale. De plus, deux
réalisations minimales d’une méme matrice rationnelle sont équivalentes.

Rappelons une propriété essentielle des systémes non impulsifs qui est d’admettre une
représentation d’état usuelle (A,B,C,D), d’ordre r.

2.7 Controle statique des systémes singuliers

Dans cette section on s’intéressera exclusivement au controle par retour statique pro-
portionel d’état [ZET) et de sortie ([Z63)), qui définissent respectivement les systémes en

boucle fermée (Z62) et (E2Z64).

u = Kzr+w (2.61)
Ei = (A+BK)x+ Bv,y=Cx (2.62)
u = Ky+v (2.63)
Ei = (A+BKC)x+ Bv,y=Cx (2.64)

Les objectifs de base du controéle de systémes singuliers sont que le systéme controlé soit
stable, non impulsif et ait ses dynamiques fixées arbitrairement. Nous allons donc énoncer
les conditions d’existence d’un retour garantissant ces propriétés, de plus ces conditions
seront utilisées par la suite pour les preuves d’existence d’observateurs ou de contro-
leurs. Le retour d’état de type proportionnel-dérivé a également fait ’objet d’études, par
exemple [Shayman et Zhou, 1987 ou [Syrmos et Lewis, 1991] pour une approche géomé-
trique. Néanmoins sa mise en ceuvre est plus délicate du fait de la difficulté & réaliser
pratiquement un terme dérivé, de plus ce terme introduit une grande sensibilité aux
bruits, c¢’est pourquoi nous nous intéresserons exclusivement au retour proportionnel pur.

2.7.1 Retour d’état

La stabilité est une propriété fondamentale d’un systéme dynamique puiqu’elle garantit
que la réponse du systéme ne diverge pas en réponse a une entrée ou une condition initiale
finie. Le définition de la stabilité exponentielle d’un systéme singulier est identique & la
définition dans le cas de systémes non singuliers.

Définition 2.13. Le systéme (Z2) est dit exponentiellement stable s’il existe deux nombres
réels positifs a et (3 tels que, pour u(t) =0 pourt > 0, [’état x(t) du systéme satisfasse

lz(t)]l2 < ae™[lzoll.. (2.65)
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Cette définition implique la stabilité asymptotique puisque la réponse libre tend asymp-
totiquement vers 0 mais elle est plus restrictive que la stabilité asymptotique, plus fré-
quemment utilisée. Pour ¢t > 0, la réponse libre du sous-systéme rapide est identiquement
nulle, il apparait donc que la stabilité ne dépend que du sous-systéme lent. On va donc
s’intéresser aux dynamiques de ce sous-systéme autrement dit aux valeurs propres de A;.
Etant donné que toute matrice nilpotente a toutes ses valeurs propres égale a 0, il est fa-
cile de montrer en utilisant la forme équivalente de Kronecker-Weierstrass, que l’ensemble
des valeurs propres finies du faisceau (F,A) (autrement dit, les A finies € C telles que
|AE'— A| = 0) est égal au spectre de A;. On note spy (E,A) 'ensemble des valeurs propres
finies du faisceau (E,A). On peut alors caractériser la stabilité d'un systéme singulier
selon le théoréme suivant.

Théoréme 2.10. Le systéme (Z2) est stable si et seulement si spy(E,A) € C~, ou C~
désigne le demi plan gauche compleze C~ = {s | s € C, R(s) < 0}

La condition de stabilité donnée par le théoréme ZT0 dépend uniquement des poles
finis du systéme, c’est a dire de la stabilité du sous-systéme causal, mais n’impose pas
que le systéme n’ait pas de mode impulsif. Autrement dit ’énergie de sortie d’'un systéme
dit stable peut étre infinie pour une entrée d’énergie finie. On définit donc une notion
supplémentaire appelée admissibilité (pour éviter le paradoxe d’un systéme stable a sortie
non bornée pour une énergie d’entrée finie, certains auteurs appellent stabilité ce que nous
définissons ci-dessous par admissibilité).

Définition 2.14 (admissibilité). Un systéme (Z4) est dit admissible si et seulement

si (E,A) est stable et non impulsif, autrement dit, si et seulement si spy(E,A) € C™ et
deg(det(sE — A)) = rangF.

Le premier objectif d’'une commande est généralement de garantir la stabilité du sys-
téme contrélé. On cherche donc a distinguer les systémes pour lesquels il existe un retour
d’état stabilisant, de tels systémes sont dits stabilisables.

Définition 2.15 (Stabilisabilité). Un systéme (Z3) est dit stabilisable s’il existe un
retour d’état (Z01) tel que le systéme controlé [Z64) soit stable.

D’aprés la définition la R-commandabilité entraine la stabilisabilité (la réciproque
étant fausse). La stabilisabilité peut s’interpréter comme le fait que les poles finis non
commandables sont stables, ou de maniére équivalente, les poles finis instables sont com-
mandables.

Les conditions d’existence de retours d’état rendant le systéme stable, non impulsif et
placant arbitrairement les poles finis, sont données par les théorémes suivants.

Théoréme 2.11. Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. Le systeme (ZA) est stabilisable.

2. 1l existe un retour d’état (Z&1) pour (ZA), tel que le systéme bouclé (Z4Q) soit
stable.

3. rang [sE — A B| =n, Vs fini € C*.
Ou C* désigne le demi plan droit compleze défini par Ct = {s | s € C, R(s) > 0}.
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Théoréme 2.12. [] existe un retour d’état (Z&1) pour (Z43), tel que le systéme bouclé
(Z62) soit non impulsif, si et seulement si (Z4) est Imp commandable.

Théoréme 2.13. [] existe un retour d’état (Z&1) pour (Z43), tel que le systéme bouclé
(Z83) vérifie spy (E,A+ BK) = A, pour A un ensemble arbitraire de ny complexes symé-
triques deuz o deux par rapport a laze réel, si et seulement si (Z2A) est R-commandable.

On peut maintenant compléter le schéma récapitulatif pour y faire figurer les possibi-
lités en terme de controle.

( (I.,,A1,B)) & (E,AB) R— & JKtel que
commandable commandable spr{E,A+ BK} placé
(E,A,B) arbitrairement

commandable
(N,I,,,B2) = (E,AB) Imp— < 3dKtel que (E,A+ BK)
| commandable commandable non impulsif

Exemple 2.11. Reprenons 'exemple EZ71 Tout d’abord, étudions la commandabilité du
systéme impulsif (Z33).

rang [E B] = rang [8 (1) :H =2, (2.66)
-1 s -1
rang [sE — A B] = rang [ 0 —1 _1} =2, Vs eC, (2.67)

d’apres le théoréme le systéme est commandable, donc R-commandable et Imp-
commandable, on va donc chercher un retour d’état ©w = Kx + v qui rend le systéme
controlé non impulsif, stable et qui fixe le pole fini & une valeur arbitraire o. Considérons
le systéme sous sa deuxiéme forme équivalente,

LY [

Kl

+ {_1} u (2.68)

0 1|_
y = [1 0] T (2.69)
obtenue pour le changement de base
01

Q=1Let P= [1 0} (2.70)

Notons K = KP = []{71 kﬂ, on a le systéme en boucle fermée

1 0] . -k 1—Fko _ -1
[0 0] v {1 “h —kﬂ o {—1} ! (2.71)

y = {(1] (1)} z. (2.72)
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Prenons K = [—oz 1], il vient

{(1) 8]‘% - {1ia —Ol}f”tﬂv (2.73)
v = [(1] (1)] T (2.74)

Calculons le déterminant du faisceau afin de vérifier que le systéme est non impulsif et
que le pole fini est bien placé en a.

s—a 0
|SE—A|—H:_Q_1 1”—3—04. (2.75)
deg|sE — A| = rangE et spy (QEP,QAP + QBK') = {a}. Les objectifs sont atteints,

reste & donner la valeur du gain du retour dans la base initiale: K = [1 —oz].

2.7.2 Retour de sortie

Le retour statique de sortie est intéressant de par sa simplicité de mise en ceuvre,
en revanche ses possibilités sont plus limitées que le retour d’état. Le théoréme suivant
donne la condition d’existence d’un retour de sortie assurant que le systéme bouclée est
non impulsif

Théoréme 2.14. I existe un retour de sortie (Z63) pour (Z2), tel que le systéme bouclé
(2-04) soit non impulsif si et seulement si (Z3) est Imp-commandable et Imp-observable.

2.8 Introduction a I’observation des systémes singuliers

Dans la section précédente, nous avons énoncé quelques résultats concernant le controle
par retour d’état. Toutes les variables d’état sont rarement mesurées, il est donc nécessaire
de reconstruire 1’état a l'aide d’observateurs. On appelle observateur un systéme dyna-
mique dont les entrées sont la loi de commande et les sorties mesurées, et dont la sortie
tend asymptotiquement vers I’état du systéme, quelles que soient les valeurs initiales du
systéme observé et de l'observateur.

La synthése d’observateurs pour systémes singuliers a suscité un trés grand nombre de
publications, cette section n’a pas la prétention d’en faire un état de ’art, mais seulement
d’introduire des notions liées a 1’observabilité des systémes singuliers. L’étude de deux
types d’observateurs (observateur singulier et observateur normal) n’est qu'un prétexte
pour illustrer ces notions de base qui seront utilisées dans la suite du présent mémoire.

La convergence asymptotique de l'erreur d’estimation vers 0 impose que les dyna-
miques de 'erreur soient stables. On définit donc une notion duale de la stabilisabilité :
la détectabilité.

Définition 2.16 (Détectabilité). Un systéme (Z2) est dit détectable s’il existe une
matrice G € R™™ telle que le faisceau matriciel (E,A + GC') soit stable.

Théoréme 2.15. Les propositions suivantes sont équivalentes.
1. Le systeme (Z23) est détectable.
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2. rang [sET — AT CT] =n, Vs fini € C*.
3. 1l existe une matrice G € C™*™ telle que spy (E,A+ GC) e C™.

D’aprés la définition ZT0 la R-observabilité entraine la détectabilité (la réciproque
étant fausse). La détectabilité assure que les poles finis instables sont observables, ou
autrement dit, que les poles non observables sont stables.

Théoréme 2.16. [ existe une matrice G € C**™ telle que (E,A + GC) soit non impulsif
si et seulement si (E,A,C) est Imp-observable.

Théoréme 2.17. [l existe une matrice G € C™*™ telle que spy (E,A+ GC) = A, pour A
un ensemble arbitraire de ny complexes symétriques deur a deuz par rapport a l’axe réel,
si et seulement si (E,A,C') est R-commandable.

On peut résumer ces différents résultats concernant ’observabilité par le schéma réca-
pitulatif suivant.

( (I,,,41,C1) & (E,AC) R— & dLtel que
observable observable spr{E,A+ LC} placé
(E,A,C) arbitrairement

observable
(N.I,,,,C2) = (EAC) Imp— < 3FLtel que (E,A+ LC)

observable observable non impulsif

\

2.8.1 Observateur singulier

On donne ci-dessous la condition nécessaire et suffisante a la synthése d’un observateur
sous forme de systéme singulier.

Théoréme 2.18. Le systéme singulier (Z4) admet un observateur singulier de la forme
(Z7A) si et seulement si (ZA) est détectable. De plus, si (Z3) est R-observable, les dyna-
miques finies de l'erreur d’estimation peuvent étre fixées arbitrairement.

Ei, = (A-GC)z,+ Bu+ Gy
T =z, (2.76)

En effet, Uerreur d’estimation & = 2 — & vérifie Bz = (A — GC) &, le théoréme
découle alors des théorémes ELT6 et E2T7 La mise en ceuvre d’un tel observateur nécessite
d’implémenter un systéme singulier. Néanmoins, le faisceau (E,A — GC) est admissible,
il est donc possible de déterminer une réalisation usuelle équivalente.

2.8.2 Observateur non singulier

L’observateur présenté au paragraphe précédent nécessite I'implémentation dun sys-
téme algébro-différentiel, on préférera mettre en ceuvre un filtre standard, donc un obser-
vateur non singulier.

Théoréme 2.19. Le systeme singulier (Z2) admet un observateur non singulier d’ordre
r, de la forme (Z772) si et seulement si (Z3) est détectable et Imp-observable. De plus, si
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(Z3) est R-observable, les dynamiques finies de 'erreur d’estimation peuvent étre fixées
arbitrairement.

En effet on peut proposer un observateur du type suivant
Fi, = Az,+ Bu+G(y—79)
T =z, (2.77)
qui s’écrit également
Et, = (A-GC)z,+ Bu+ Gy
T =z, (2.78)

Or, si ([222) est Imp-observable et détectable, il existe une matrice G telle que (F,A — GC)
soit non impulsif et ait toutes ses valeurs propres finies dans C~. Il existe donc deux
matrices non singuliéres ) et P telles que

QEP = H) 8] QA-GO)P = ﬁ‘)l Ino_r] QB = {gﬂ ot QG = [gj C(2.79)

ou sp{4;} € C". Pour z, = P [a], xgo]T. On peut écrire

:1.:10 = Alxlo + Blu + Gly (280)
0 = 29, + Bou+ Gay (2.81)
. I, 0
r = P |:O:| T1o + P [[n_r:| 20 (282)

Autrement dit, le systéme suivant est un observateur pour (Z2)
T, = Alzo + Blu + Gly

. I, 0 0
r = P |:O:| Lo — P [[n_r:| BQU — P [In_T:| Ggy (283)
L’observateur non singulier é¢tant déduit de l'observateur singulier, 'erreur d’estimation
obéit également a Ex = (A — GC) .

Exemple 2.12. Reprenons I'exemple LT et supposons que seule x; est mesuré. Construisons
un observateur non singulier tel que le pole de 'observateur soit égal & —10. Tout d’abord,
étudions l'observabilité du systéme.

rang [ET CT] = rang [(1] :H =2, (2.84)
rang [sET — AT CT] = rang s —1 0l 2, Vs € C, (2.85)

Le systéeme est donc R-observable et Imp-observable, déterminons une matrice G =

[gl gg]T telle que le faisceau (F,A — GC') soit non impulsif et ait une valeur propre
finie égale & —10. Pour déterminer G, calculons |[sE — A + GC|

|sE—A+GO|=H919_1 5”:1—91—592 (2.86)
2
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3état _edimation ce I'état
2 ps
2 2
/ /
/ /
/'/ /
15 / 15 /
/ /
// //
/ ,//
/ /
1 / 1 /
/// ///
// //
05 / 05 /
// //
/,/ /
/ /
0 1 | | | C | | |
T S S A | 0 o 1 15 2 2 3
temps (9) temps ()

Fi1G. 2.2 — Comparaison de I’état et de son estimée.

Pour go # 0 le faisceau (E,A+ GC') est non impulsif et la valeur propre finie vaut

(1 — g1)/ g2, choisissons G = [11 1}T. On détemine les matrices de passage P et @) afin
d’obtenir les paramétres de 'observateur

1 10 1 -1 10 ~10 0
Q:{o 1}’13:{1 0]’QEP:{0 1}’Q<A_GC)P:{0 1]’

QB=19 —1]" et QG =[1 1]". (2.87)
On en déduit que le systéme suivant est un observateur satisfaisant les objectifs fixés.
iobs = _10$obs +9u + Yy
A 1 —1 1
e e

La figure permet de comparer 1'état et l'estimation fournie par 'observateur (Z2S§),

pour une condition initiale du systéme zy = [O 0} et une condition initiale de ’obser-
vateur T, = 2. La commande est une rampe unitaire, retardée d’une seconde.

2.9 Opérations sur les systémes singuliers

Dans cette section, nous détaillons les opérations élémentaires sur les systémes sin-
guliers. Soient trois systémes singuliers G; € R*¥*! d’ordre n;, Gy € R¥*! d’ordre ny et
G5 € R™*P d’ordre ng, définis par

G, = {E,-, (TZ’TZ)} pouri=1,...,3. (2.89)
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La représentation d’état de ’addition et la multiplication de deux systémes sont données
par

E 0 Al 0 Bl
G+ Gy = { 01 5 ] 1 0 Ay B (2.90)
? Ci Gy | Di+ Ds
E O Al Bng Bng
G1.Gy = {01 EJ o 4| B (2.91)

Cl chg ‘ D1D3

Ces deux résultats se prouvent, en écrivant les équations des représentations d’état gé-
néralisées des systémes. Notons D' Dlinverse a droite (respectivement a gauche) de D.
En utilisant la formule de multiplication de systémes singuliers, on vérifie que l'inverse a
droite (respectivement a gauche) de Gy, suppposé régulier, est donnée par

A, — ByDyC, | =B D7
6t = { . (A } 220 (2.92)

2.10 Systémes singuliers a temps discret

Dans le présent mémoire, on s’intéresse essentiellement aux systémes singuliers a temps
continu, néanmoins il existe une version a temps discret du formalisme singulier. Toutes
les notions exposées dans le présent chapitre peuvent étre étendues au cas des systémes
singuliers a temps discret définis par

y(t) = Cx(ty) + Dulty) (2.94)

Les notions de régularité, d’équivalence, de commandabilité et d’observabilité sont éten-
dues de maniére analogue au cas des systémes non singuliers (la variable de Laplace s,
est remplacée par I'opérateur retard z, la région de stabilité est le disque ouvert unitaire
centré en l'origine, etc.). Pour une étude détaillée des systémes singuliers a temps discret,
le lecteur intéressé est invité a se reporter au chapitre 8 de 'ouvrage [Dai, 1989).

2.11 Conclusion

Dans ce chapitre ont été présentés les concepts de base nécessaires a l’analyse, la
commande et 'observation des systémes algébro-différentiels.

La plupart des résultats énoncés sont issus de l'ouvrage [Dai, 1989 et des articles
[Cobb, 1981], [Cobb, 1984], [Lewis, 1986], |[Luenberger, 1977, [Verghese et al., T981] et
[Yip et Sincovec, 198]].

Si cette présentation n’a évidemment pas la prétention d’étre exhaustive, elle est néan-
moins suffisante a la lecture du présent mémoire. On retiendra que la principale distinction
entre systémes usuels et singuliers est la possible non causalité des derniers. Cette dif-
férence entraine le besoin de redéfinir les notions de commandabilité et d’observabilité.
Ainsi dans le cadre de la supervision, la stabilité ne suffit plus a garantir un fonctionne-
ment sécurisé du processus il faudra également s’assurer de supprimer la non causalité.
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Plus généralement, ’objectif poursuivi est d’étendre les résultats établis pour les systémes
usuels a la classe, plus générique, des systémes singuliers (il est évident que tout résultat
établi pour les systémes singuliers est valable pour un systéme usuel, il suffit de fixer
E=1,).



Chapitre 3

Placement optimal de capteurs et
d’actionneurs pour systémes singuliers

Dans cette partie on propose deux algorithmes complémentaires pour répondre au pro-
bléme du placement de capteurs et/ou d’actionneurs pour systémes singuliers. Les mé-
thodes proposées sont fondées sur une approche énergétique. En effet, nous déterminons
les variables qu’il est le plus intéressant de controler et de mesurer dans le but de maxi-
miser les transferts d’énergie entre le systéme et son environnement. Pour ce faire, nous
généralisons l'interprétation énergétique des grammiens de commandabilité et d’observa-
bilité, établie pour les systémes usuels.

La premiére méthode proposée consiste a choisir I'emplacement des actionneurs (res-
pectivement des capteurs) qui minimise ’énergie a transmettre par les actionneurs depuis
I'environnement vers le systéme (respectivement, qui maximise 1’énergie transmise par les
capteurs, du systéme vers l’environnement).

La deuxiéme méthode suggére de choisir ’emplacement des capteurs et/ou des action-
neurs qui maximisent le transfert d’énergie depuis les entrées de commande vers les sorties
mesurées.

Nous discuterons et illustrerons la complémentarité des deux algorithmes.
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Placement optimal de capteurs et d’actionneurs
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3.1 Introduction

Généralement, la synthése d’un régulateur suit une démarche que I'on peut diviser en
plusieurs étapes. Premiérement, les objectifs de controle sont définis pour satisfaire un
compromis entre les performances: temps de réponse, précision, etc et la robustesse de
la régulation : gabarit fréquentiel des fonctions de sensibilité, rejet des perturbations, etc.
Cette étape inclut la définition des variables a réguler. Deuxiémement, il faut déterminer
un modéle mathématique du systéme physique, linéaire ou non, invariant dans le temps
ou non, etc. Troisitmement, la structure du controleur est choisie. Le placement optimal
de capteurs et d’actionneurs a pour objectif de déterminer les grandeurs de commande
sur lesquelles le controleur va agir et les grandeurs mesurées a partir desquelles la loi de
commande sera calculée. Aprés quoi, le régulateur est synthétisé. La méthode de synthése
est choisie en fonction des objectifs et de la classe du modele. Enfin, aprés une étape de
validation en simulation, la loi de commande est implémentée sur le processus.

Le choix du placement des capteurs et des actionneurs est donc une étape essentielle
puisqu’elle conditionne en partie les performances du systéme contrélé. Notons que méme
dans le cas ot toutes les grandeurs sont mesurées, il peut étre préférable d’en sélectionner
un nombre inférieur pour réduire la complexité du controleur et réduire les cofits de
fonctionnement et de maintenance.

Pour les systémes non singuliers, de nombreuses techniques existent pour répondre &
ce probléme, [Van de Wal et De Jager, 2001] en proposent une synthése. La plus simple
consiste & assurer un chemin causal le plus court possible, depuis les commandes vers
les sorties [Govind et Powers, 1982]. On peut chercher a placer les zéros de la matrice
de transfert, pour éviter de limiter les performances en boucle fermée, comme le pro-
posent [Samar et Postlethwaite, 1994]. Les capteurs et les actionneurs peuvent étre choi-
sis de maniére a minimiser le colit de la commande ou plus généralement un critére
quadratique en fonction de la commande et de 1’état dans le cas d’un régulateur LQR
[Al-Sulaiman et Zaman, 1994], ou d’un retour de sorties [Fahroo et Demetriou, 1999]. De
maniére duale, on peut faire porter le critére sur la qualité de I'estimation, par exemple
[Kumar et Seinfeld, 1978| définissent un cotit portant sur l'erreur d’estimation d’un ob-
servateur optimal. D’autres méthodes proposent de choisir les composants tels qu’il existe
une solution au probléme H, standard avec la plus petite norme H, du systéme en boucle
fermée |Lee et al., 1995]. Enfin, on peut chercher a assurer la commandabilité et 'obser-
vabilité de I’état a la fois, bien str qualitativement, mais également quantitativement
[Georges, 1995]. En revanche, dans le cas des systémes singuliers, a notre connaissance, le
probléme n’a pas été abordé.

D’apres [Reeves, 1991] et [Van de Wal et De Jager, 2001], une méthode de placement
de capteurs et d’actionneurs doit satisfaire certaines propriétés. Tout d’abord, elle doit étre
justifiée par un argumentaire théorique, ensuite sa mise en ceuvre ne doit pas demander de
calculs trop importants. La possibilité d’appliquer un algorithme de placement de capteurs
et d’actionneurs doit étre indépendant de la classe de modéle choisi pour représenter le
systéme, ainsi que du type de controleur mis en ceuvre. Enfin, il est préférable de ne
pas devoir tester toutes les combinaisons possibles de capteurs et d’actionneurs, avant de
pouvoir déterminer quel est le choix optimal.

D’aprés [Van de Wal et De Jager, 2001], au vu de ces critéres, les méthodes basées
sur 'optimisation de la controlabilité et de l'observabilité de 'état s’avérent étre parmi
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les deux classes les plus efficaces. C’est donc cette approche que nous avons choisi de
développer pour les systémes singuliers.

L’approche proposée dans cette partie peut étre considérée comme une généralisation
aux systémes singuliers de la méthode proposée dans |Georges, 1995] pour les systémes
non singuliers linéaires. Comme dans le cas des systémes non singuliers on quantifie la
commandabilité et 'observabilité par leurs grammiens respectifs. En effet, en utilisant le
développement en série de Laurent d’un faisceau matriciel régulier, il est possible d’étendre
la notion de grammien aux systémes algébro-différentiels [Bender, 1987].

Nous montrerons que ces grammiens peuvent étre déterminés en résolvant des équa-
tions de type Lyapunov et que l'interprétation énergétique des grammiens est aussi valide
dans le cas des systémes singuliers. En effet, dans le cas des systémes a temps discret,
on peut montrer que I’énergie de commande nécessaire pour atteindre un état donné est
inversement proportionnelle au grammien de commandabilité, et que I'énergie collectée en
sortie due a une condition initiale est proportionnelle au grammien d’observabilité. Une
premiére méthode consiste a ramener le probléeme de placement optimal de capteurs et
d’actionneurs (POCA) a la maximisation des grammiens, afin d’optimiser les échanges
d’énergie entre le systéme et son environnement [Marx et al., 2002]. Une deuxiéme mé-
thode est fondée sur l'introduction des grammiens équilibrés pour systémes singuliers,
leur maximisation assure de controler et d’observer efficacement la méme partie de 1’état
et donc de transmettre optimalement 1’énergie de commande vers les sorties a réguler
[Marx et al., 2004]. Dans le cas de systémes de grandes dimensions, ce type de méthode
peut avoir une combinatoire élevée, on verra que la formulations adoptée rentre dans le
cadre de 'optimisation entiére. Il est dés lors possible d’utiliser des techniques connues,
telles que celles de branchements & évaluations pour réduire significativement le cotit
calculatoire.

3.2 Préliminaires

Dans cette section nous rappelons quelques résultats concernant les équations de Lya-
punov et nous présentons un outil nécessaire a la définition des grammiens généralisés: le
développement en série de Laurent d’une fonction de transfert d'un systéme singulier a
temps discret ou continu.

3.2.1 Equations de Lyapunov

Les grammiens, utilisés pour quantifier les notions de commandabilité et d’observa-
bilité sont déterminés par la résolution d’équations de Lyapunov. Nous rappelons ici les
conditions d’existence d’une solution unique et d’une solution unique définie positive, ainsi
que 'algorithme de détermination du changement de base équilibrant.

Lemme 3.1. L’équation continue de Lyapunov [31) a une solution unique en X, no-
tée Lyap.(A,B) si et seulement si \i(A) + \;j(A) # 0, Vi,j = 1.2...,n, ou A € CY".
L’équation discréte de Lyapunov () a une solution unique en X, notée Lyapqy(A,B) si
et seulement si \;(A)N\j(A) #1,Vij=12....n, ou Aec C™™,
AX+XAT+BBT = 0 (3.1)
AXAT - X +BBT = 0 (3.2)
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Lemme 3.2. Soit un systéme non singulier (A,B,C) a temps continu (respectivement
discret).

(i) Si (A,B,C) est stable, alors {31) (respectivement (33)) a une solution unique.

(ii) Pour (A,B,C) stable, Lyap.(A,B) (respectivement Lyapqa(A,B)) est définie positive
si et seulement si (A,B) est commandable.

(ii) Pour (A,B,C) stable, Lyap.(AT,CT) (respectivement Lyaps(AT,CT)) est définie po-
sitive si et seulement si (C,A) est observable.

D’apreés les équations ([BI)) et (B2), pour toute matrice 7' non singuliére on a

Lyap. (TAT~"TB) =T Lyap. (A,B) T" (3.3)
Lyap. ((TAT— )", (e ) T~"Lyap. (A",C") T~ (3.4)
Lyapy (TAT",TB) = T Lyapa (A,B) T" (3.5)
Lyapq ((TAT‘l) (cT7) ) =T "Lyap, (A",C") T (3.6)

on peut donc chercher un changement de base régulier qui rende les solutions Lyap.(A,B)
et Lyap.(AT,CT) (respectivement Lyapy(A,B) et Lyapy(AT,CT)) égales et diagonales.

Lemme 3.3. Pour un triplet (A,B,C) stable, commandable et observable, il existe une
matrice non singulicre T telle que (TAT Y TB,CT™") soit équilibré, c’est a dire que

01
Lyap. (TAT'TB) = Lyap. ((TAT™)" (cT ) ) = | |, (37)
On
01
Lyapa (TATTB) = Lyapa ((TAT)", (cT ) ) = | . |, (38)

On

ou la matrice T est obtenue par [’algorithme suivant.

1. Déterminer les grammiens de commandabilité et d’observabilité, G. = Lyap.(A,B)
et G, = Lyap.(AT,CT) (ou G. = Lyapys(A,B) et G, = Lyapa(AT,CT), dans le cas
discret).

2. Déterminer une matrice R telle que : G. = RTR (R est inversible car G. est définie
positive).

3. Par une décomposition en valeurs singuliéres, déteminer X3, matrice diagonale définie
positive, et U, matrice unitaire (i.e. UUT = 1), telles que : RG,RT = UX2U™T.

. La matrice T est donnée par T = SY2UTR™T il vient alors :
4 P ,

Lyap.(TATTB) = T Lyap.(A,B)T" =% (3.9)
Lyap, ((TAT—l)T, (CT-l)T) — T T Lyap (AT,CT)Y T =% (3.10)

(résultats identiques dans le cas discret).
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3.2.2 Développement en série entiére de (sE — A)~

On considére un systéme singulier linéaire invariant dans le temps a temps discret
(BI2) ou a temps continu (BIT)). Nous faisons '’hypothése que (E,A) est régulier.

Ei(t) = Ax(t)+ Bu(t)
y(t) = Cx(t) (3.11)
Ex(k+1) = Ax(k)+ Bu(k)
y(k) = Cux(k) (3.12)

ol x € R™ est le vecteur d’état, u € R™ est la commande et y € R™ rassemble les sorties
mesurées, ou F, A, B et C sont connues réelles et constantes, avec A et E carrées. D’aprés
le lemme 27 il existe deux matrices non singuliéres @ et P telle que QEP = diag (I,,,,N),
QAP = diag (Ay,1,,), QB = [B] BﬂT et CP = [C1 Cy], ot ny+ny =net N est
nilpotente d’indice h. Le lemme suivant établit le développement en série d’un faisceau
matriciel régulier.

Lemme 3.4. Pour tout faisceau régulier (E,A), les paramétres de Laurent {®y, | — h < k < oo}
déterminent de maniére unique le développement en série entiére de (sE — A)_l, valide
sur un ensemble 0 < |s| < R, pour un R >0

k
1 P%l 8]@ ,pour k>0
(SE—A)" =Y Ot ol @ = o o (3.13)

k>—h P 0 —N‘k‘l] Q ,pour k<0

Démonstration. D’aprés la décomposition standard, on a

oot 2oy )

Or, (sI —A)) ™" = 57! Doeso ATsTF = 300 AlsTF et (sN — n'= — > im0 Ns*, en
tenant compte de la nilpotence de N, et aprés un décalage d’indice on obtient (sN — I )_1 =
St —N7F1s=F=1 1l vient donc

B N Ak —k—1 0
(sE— A) —p [Zk 0 0 Zl;:l—h _N_k—18—k—1} Q (3.14)

O

La définition des parametres de la série entiére est faite dans le cas du modéle a
temps continu, mais elle est également valable pour le modéle & temps discret, il suffit de
remplacer la variable de Laplace par I'opérateur de retard z.

Par la suite, nous utiliserons certaines propriétés vérifiées par les parameétres de Laurent,
que nous donnons ici.
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Proposition 3.1. Les paramétres de Laurent du développement en série entiére de (sE —
A)~L wérifient les propriétés suivantes
) Py A)* , pour k>0

(i) @k = { E—ZI)_)lE)O_k_l o, gour k<0~

(ii) PoEDy = Dy.

(iii) ®_1AD_; = —D_;.

(iv) ®oE — D 1A =1,.

(v) ®;A®; =0, ®,EP; =0, ©;AD;, =0, et ¢;EP; =0, pour i > 0 et j <O0.

Les différentes propositions se déduisent de 'expression de &, par simples calculs.

Proposition 3.2. ®yF est un projecteur sur le sous-espace causal, orthogonalement au
sous-espace non causal, et —P_1 A est un projecteur sur le sous-espace non causal, ortho-
gonalement au sous-espace causal.

Démonstration. En post multipliant par E la proposition (i) de BJlil vient , o E®gFE =
®oE donc ®gFE est un projecteur. Tout élément du sous-espace causal peut s’écrire x. =
P [x{ O}T et on a PoFx. = x., donc c’est un projecteur sur le sous-espace causal. Tout

élément du sous-espace non causal peut s’écrire x,. = P [O xép}T et on a PgFx,, = 0,
donc c’est un projecteur orthogonal au sous-espace non causal. On utilise de maniére
analogue la propriété (i1i) de Bl pour montrer que ®_; A est un projecteur sur le sous-
espace non causal orthogonalement au sous-espace causal. O

3.3 Grammiens et équations de Lyapunov

3.3.1 Définition des grammiens pour systémes singuliers

Pour choisir les capteurs et les actionneurs qui permettent de contréler et observer
efficacement le systéme nous définissons une grandeur qui permet de quantifier les notions
de commandabilité et d’observabilité jusqu’alors définie de maniére binaire (un systéme
est ou n'est pas commandable, ou observable)

En utilisant les parameétres de Laurent du développement de (sE — A)~! pour séparer
les sous-espaces causal et non causal [Bender, 1987] définit les grammiens généralisés
pour systémes a temps continu et discret, comme la somme de deux sous-grammiens
correspondant aux sous-systémes causal et non causal de la décomposition standard.

Définition 3.1 (Grammiens généralisés, cas continu). Si lintégrale erxiste, autre-

ment dit si le systeme est stable, les grammiens de commandabilité causal, G¢, et non
causal, G2, sont définis respectivement par
G = / Dt BT AT 0T dt (3.15)
0
-1
Gre = Y ®BB"Of (3.16)

k=—h
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et le grammien de commandabilité de (Z11) est défini par

G. =G+ G (3.17)
A condition que le systéme soit stable, les grammiens d’observabilité causal, G, et non
causal, G2, sont définis respectivement par
G = / T AT CT Ce®oA Py dt, (3.18)
0
-1
Gre = ) BT, (3.19)
k=—h
et le grammien d’observabilité de (Z11) est défini par
G, =G+ G (3.20)

Pour les systémes a temps discret la définition est légérement modifiée.

Définition 3.2 (Grammiens généralisés, cas discret). Si la somme existe, autrement
dit si le systeme est stable, les grammiens causal, G, et non causal, G™?, de comman-
dabilité sont définis respectivement par

G4 = Y &.BBTY], (3.21)
k=0
-1

Grt = > ©,BB"O] (3.22)
k=—h

et le grammien de commandabilité de (Z12) est défini par
GY = G« 4 Gred (3.23)

A condition que la somme existe, les grammiens d’observabilité causal G et non causal
G sont définis respectivement par

o

G o= Y opcTCay, (3.24)
k=0
-1

Gt = Y ofcTCa, (3.25)
k=—h

et le grammien d’observabilité de (313) est défini par

Gl = Gt 4 G (3.26)
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3.3.2 Calcul des grammiens: équations de Lyapunov

Pour les systémes non singuliers, les grammiens sont déteminés par résolution d’équa-
tions de Lyapunov. Ainsi, dans le cas continu, les grammiens de commandabilité et d’ob-
servabilité sont les solutions de AX + XAT + BBT = 0 et ATX + XA+ CTC = 0
respectivement (AXAT — X + BBT =0 et ATXA — X + CTC =0, dans le cas discret).
Ces équations, dites de Lyapunov, admettent une solution définie positive si et seulement
si le systéme est stable et commandable, et stable et observable respectivement.

Dans le cas de systémes singuliers, on utilise la décomposition standard pour définir les
sous-grammiens causal et non causal. Chaque sous-grammien est solution d’une équation
de Lyapunov. Pour les systémes singuliers & temps discret [Zhang et al., 1999] donnent
les équations de Lyapunov qui permettent de calculer les grammiens généralisés.

Lemme 3.5. (i) G, G™ et G4 = G + G satisfont respectivement

G = PAGHAATOL + & BBT DT (3.27)
Gred = o BEGMETOT, + & BBTO, (3.28)
G = (DA — D E) G (DA — D_E) +,BBT O +&_, BBT®T(3.29)

(ii) Si (ZI3) est stable, G4 > 0, G > 0 et GY > 0 sont les uniques solutions de

(Z21), (323) et (324) respectivement.
(iii) Si (Z13) est stable, alors {EIA) est commandable si et seulement si G4 > 0 est
lunique solution de (Z23).

Lemme 3.6. (i) G, G4 et G4 = G + G satisfont respectivement

G = dTATGU A, + oL CTC D, (3.30)
Gret = oL ETGmEd | + 0T ,0T0d_y, (3.31)
Gl = (4D, — ED_1)" GL(ADy — ED_1)+ DL CTCPy+dT ,CTCD_1(3.32)

(ii) Si (Z13) est stable, G > 0, G4 > 0 et G > 0 sont les uniques solutions de

(Z30), (Z-37) et (Z-33) respectivement.

(iii) Si {TI3) est stable, alors [T13) est observable si et seulement si G > 0 est ['unique
solution de (Z34).

Dans [Marx et al., 2002], nous proposons d’étendre ce résultat au cas des systémes sin-
guliers & temps continu. Les équations proposées sont plus simples et sous une forme plus
directement exploitable que celles proposées par [Bender, 1987]. De plus, [Bender, 1987]
n’établissait pas d’équation de type Lyapunov vérifiée par le grammien global.

Théoréme 3.1. (i) G, G2 et GS = G + G2 satisfont respectivement
PYAGE + GATDT + &y BBT O] (3.33)
= O®_EG"™ET®T, - G+ &_BBT T, (3.34)

1 1 T
0 = (@0 + 5<1>_1> AGE + GeAT <<I>0 + 5<1>_1> +® | EGET®T,

+®,BB"®] + ®_1BBT o’ (3.35)
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(i) Si (ZI11) est stable, GS¢ est l'unique projection des solutions de ([3-33) sur le sous-
espace causal, G et GS sont les uniques solutions de ([3.34) et (Z31) respective-
ment.

(ii) Si (ZI1) est stable, (Z11) est commandable si et seulement si GS est l'unique solu-
tion définie positive de [331).

|
Démonstration. (i) Si G existe (i.e. si le systéme est stable), on peut écrire
BAGE + GLATR] = / By ADoe ' BB A Dl dt
0
+ / Doe ' BB e AT AT O d (3.36)
0
- / " By At D, BBT BT AT
0
+eP P BBTOT A" 0t ATOT dt (3.37)
>~ d
= — | PP, BBT T A 20t | it (3.38)
o dt 0
(3.39)
Or la limite pour t — 0 de e®04'®yBBT®TeA" 5" est nulle, en effet on peut écrire
ror P{o 8 Q4 1 0] 7 0] o 49 . ol
e BBT et Pt = ¢ Pl ¢ QBBTQ] 00 PTe (3.40)
I 0 I 0
QAPtr . r 1 PTATQT t
— Pe {0 0 é 8 QBBTQTé 8 e 0 0] p73.41)
Art ) AT 01 )
_p [6 . S}QBBTQTF X 8 pr (3.42)

cette derniére quantité est nulle, sous la condition que A; soit une matrice de Hurwitz.
On a donc finalement

PoAGE + GeATD = —dBBTd] (3.43)

-1 -1
O EGI“ET®T, - G = Y ®-1E®BB"O[ET®", - Y ©,BB"®[(3.44)
k=—h k=—h

D’apreés la proposition (i) de Bl il vient ®_; E®y = ®5_4, on a donc

1 -1
O EGIE"®T — G = Y &, BBT®[  — Y ®BB'®[  (3.45)
k=—h k=—h
= &_,_BBT®", | —d_BBTOT,
= —®_BBT®T, (3.46)
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Pour établir (B:33H), remarquons que
G = O, @ et G = &_ W, L. (3.47)

D’aprés la proposition (v) de Bl on a donc

0 = & ,BEG*“ =G E"®",, (3.48)
0 = d_AG” = GeATdL (3.49)
0 = PAG™™ =G ATD] (3.50)
autrement dit
d_EGI = d_EGS et GreEToT = GEEToT
d_JAGI = d_ 1 AGE et GreAToT = GeAToT |
PYAGE = Dy AGE et GeATOl = GeAT ]

De plus, d’aprés la proposition (%4) de Bl on a ®_; AGre = G AT®T, = —G" donc
—Gree = (1/2) (P_1AGP + GreAT®T ). En additionnant les égalités (B33) et (B3 et

en tenant compte des relations ci dessus, on a

0 = PAGE + G<AT®] + &¢BBT O] + & | EG"ET®T, — G"“ + &_BBT®T,
= QuAGS+ GSAT®) + & EGEET®T | + (1/2) (91 AGE” + GI AT @)

+®,BB"®) + ®_1BBT o’ (3.51)
= QuAGS+ GSAT O + & EGEET®T | + (1/2) (P_1AGS + GEAT @)
+®,BB"®; + ®_1BBT o’ (3.52)

(i) Si (BII) est stable, la matrice A; de sa décomposition standard a toutes ses valeurs
propres & partie réelle strictement négative, donc A; est inversible. Pour ¥ une solution
de B33), on a les équivalences suivantes

0 = ®AX +SATS] + o, BB O} (3.53)

&0 = P [é 8} QAPP™'S + 2P TPTATQT [é 8} PT+P[BI(;B ' g]PT (3.54)

a0 = {"(1]1 8} Pisp T 4 pripT ﬁ)lT 8} + [B By 8] (3.55)
notons

E; gj = plyop T (3.56)

comme P est non singuliére, (B03) est équivalente a

A+ 3TAT + BiBY Ai%,]
[ 3y AT 0o | = 0. (3.57)
L’équation de Lyapunov A;3,+XT AT+ B; B = 0 a une solution unique, notée Lyap.(A1,B;)
car A est stable. A; est inversible, ce qui entraine ¥y = 0 et X3 = 0, en revanche Y, est
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libre. Montrons que la projection de ¥ sur le sous-espace causal est unique, quelle que

soit 24

Do

EY =

P

-Lyapc(Al,Bl) 0:| PT,

1 0 Lyapc(AlaBl) 0 T

_0 0} QEP { 0 o P (3.58)
1 0][I O Lyapc(AlaBl) 0 T

oo o o] [ 2] (359

; 0 (3.60)

or Lyap.(Ay,B;) est unique pour A; stable, donc les solutions de (B33) ont une unique
projection, reste a prouver qu’elle est égale G¢°

cc
G

g

o T . AP 0} Qt QT I 0] PT ATt

/0 P é 8 Qe 0 0 ppre [0 0 Qr [(1) 8] PTdt (3.61)
A o} AT 0],

/0 P é 8 el 0 0 oppToTel 0 0] [(1) 8] PTat (3.62)
I eAltB(l)BlTeAthdt 8] pr (3.63)
Lyap(641’31) 8} pr (3.64)

d

Ce qui prouve que G<° est 'unique projection des solutions de (B33)) sur le sous-espace

causal.
Pour montrer que G2 est 'unique solution de (B34l) écrivons les équivalences sui-
vantes
0=0_ EXE'® |, - % +&_BBToT, (3.65)
500 rA7|0 0 |pr «, p|0 O rAr|0 0 |7
& O—P{O _[}QEEE Q [0 —I]P E+P[O _I}QBB Q [0 _[]P (3.66)
{0 0 ivp-r|0 0 | e pr, |0 O
& 0= {O —N} PP [0 —NT] P YXP " + [0 BQBQT} (3.67)
_ -2 — N -1 -T DIEEI
& 0= {_23 NNT — o +BQBQT} ,ou P XP " = S, %, (3.68)

donc ¥y = 0, X9 = 0, X3 = 0 et X4 est solution de I'équation discréte de Lyapunov
NYyNT — %, + ByBI = 0. Or N est nilpotente, donc toutes ses valeurs propres sont
nulles, autrement dit ’équation discréte de Lyapunov en ¥4 a une solution unique. P
étant non singuliére, ¥ est I'unique solution de (B34), or nous avons montré que G2 est

solution de (B34).

Pour montrer que G¢ est solution de (B33H), commengons par écrire

®BBT®] + ®_BBT®T, =P {

0 —N

BBl 0 ] r
0 BBY|" >

<®0+%(I>_1)A:P[Al 0 ]P‘l, <1>_1E=P{0 O}P‘l,

0 —1/2
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on a alors les équivalences suivantes

1 1 4
0 = (<I>0+§<I>_1)AE+EAT (@0+§q>_1) +&_ EXYET®T + & BBTol+0_BBTOT,

T
& {Al 0 }P‘lzP‘TjLP‘lZP‘T {Al 0 }+[0 0 ]P‘lZP‘T [O 0 }

0 —I/2 0 -1/2|7|0 =N 0 —NT
BBl 0 | _
*[ 0 BQBQT] =0
(AL —1/2),=0 |21 Y| piwpeT
T (AT -1/2) =0 O |y x| TP (3.69)

La nilpotence de N implique que 1’équation discréte de Lyapunov en Y4 a une solution
unique. Si le systéme (BI1l) est stable, la matrice A; est stable, ce qui implique que
I’équation de Lyapunov en ¥; a une unique solution. Les valeurs propres de A; sont a
partie réelle strictement négative, donc celles de A} — I /2 également, autrement dit ¥y = 0
et 33 = 0. En définitive, pour (BI1) stable, (B30) a une solution unique et G¢ est solution
de B39).

(#i) D’apres la preuve de (ii), si (BII]) est stable, (B3H) a une solution définie positive
unique si et seulement si les équations de Lyapunov A%+, AT+ B BT = 0 et NYyNT —
¥4 + BoBI = 0 ont respectivement une solution définie positive unique, autrement dit si
et seulement si (A;,B;) et (N,By) sont commandables (en effet NYyNT — Y, + ByBI =0
a une solution définie positive unique si et seulement si rang [Bs NBsy ... N"™271By] = ng,
i.e. si et seulement si (N,Bs) est commandable). O

Par dualité, on établit un résultat similaire pour l'observabilité
Théoréme 3.2. (i) G, GI° et G5 = G + GI°° satisfont respectivement

OFATGE + GCAD, + OF CTCD, (3.70)
0 = &7 ETGMEd_, — G + oL ,0TCd_, (3.71)
1 T 1
0 = <<I>0 - §®_1) ATGE+GeA (cbo + §®_1) + T BTGB,
+drCTody + oL, CTCP (3.72)

(i1) Si (31D) est stable, GS est l'unique projection des solutions de (ZZ0) sur le sous-
espace causal, G et G sont les uniques solutions de (FZ1) et (74) respective-
ment.

(#ii) Si (Z11) est stable, (311) est observable si et seulement si GS est l'unique solution

définie positive de (Z73).
|

Démonstration. La démonstration du théoréme est omise car identique a celle du
théoréme Bl par dualité. O
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3.4 Placement optimal de capteurs et/ou d’actionneurs
par optimisation de la commandabilité ou de ’ob-
servabilité

Nous proposons une premiére méthode de POCA. Cette méthode est fondée sur 1'in-
terprétation énergétique qu’il est possible de faire des grammiens de commandabilité et
d’observabilité. Nous montrerons que la maximisation des grammiens permet d’optimiser
les échanges d’énergie entre le systéme et son environnement, c’est & dire de minimiser
I’énergie de commande nécessaire au controle de ’état et de maximiser 1’énergie de sortie
générée par 'état du systéme.

3.4.1 Interprétation énergétique des grammiens

Pour les systémes non singuliers il est connu que les grammiens permettent de carac-
tériser de maniére qualitative la commandabilité et I'observabilité en testant 1’existence
d’une solution définie positive & des équations de Lyapunov. De plus un grammien mal
conditionné traduit 'existence de modes trés peu commandables ou trés peu observables
[Moore, 1981]. Dans [Brockett, 1970] une interprétation en termes d’énergie de commande
et de sortie est donnée, pour les systémes usuels.

Lemme 3.7. Pour un systéme usuel, [’énergie de commande minimale pour atteindre
un état final X, depuis une condition initiale nulle, est donnée par (Z73) ot W. est le
grammien de commandabilité.

min / u(t) u(t)dt = XTW X (3.73)
u, X(0)=0,X(c0)=X Jg

L’énergie de sortie d’un systéme usuel libre (i.e. u(t) = 0) générée par un état initial X,
est donnée par[3.°74) ou W, est le grammien d’observabilité.

/ h y(t)Ty(t)dt = X W, X, (3.74)

Dans le cas des systémes singuliers, d’apres les lemmes et (cas discret) et les
théorémes Bl et (cas continu), les grammiens permettent de caractériser la comman-
dabilité ou l'observabilité de maniére qualitative, en testant l'existence d’une solution
définie positive d’équations de Lyapunov. Il est possible, dans le cas des systémes a temps
discret, de mettre en évidence une interprétation énergétique des grammiens généralisés.

Théoréme 3.3. [Marz et al., 2009 On considére un systeme (Z14) commandable. L éner-
gie de la commande optimale, au sens ot elle minimise l’énergie de commande E,(X) =
S wso ulk)Tu(k), nécessaire pour amener le systéme en un état final X, depuis une condi-
tion initiale nulle Xo = 0, est donnée par (Z73).

_ . T _ T (vd\ L
EU(X)_uvx(O)%?OO):X;u(k) uk)= X" (G X (3.75)
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L’énergie d’un systéeme libre (u(k) = 0, k > 0), générée par une condition initiale X,
collectée en sortie, est donnée par (Z70)

E,(X) =) yk)Ty(k) = XT(PQ)T"G4(PQ)™' X. (3.76)

k>0
de plus , le produit PQ) est unique, quelle que soit la décomposition standard effectuée. B

Démonstration. Considérons le systéme singulier a temps discret, sous la forme de Kronecker-
Weierstrass

Nzy(k+1) = x9(k) + Bou(k) (3.78)
y(k) = Cizi(k) + Coza(k) (3.79)

avec la condition initiale x1(0) = 0, 25(0) = 0. Déterminons la commande {u(k) | £ > 0}

qui transfére le systéme en X = P [Xf xT }T avec un horizon temporel k. La réponse du
systéme & une entrée {u(k)} est donnée par

k1

vi(k) = > AlBju(k—1-1) (3.80)
-

ra(k) = > N'Byu(k+1) (3.81)

=0

mis sous forme matricielle on a

- u(0)
Z’Q(k‘) a 0 R ce. —Bg —NBQ R —Nh_lBQ ’ '
u(k+h—1)
= 'y (3.83)

Minimiser 1’énergie de la commande pour atteindre X revient a minimiser le critére J =
UTU, sous la contrainte FTU — [X{ X7 }T = 0. On définit le hamiltonien correspondant
a ce probléme par H(U,X \) = —UTU + AT (FTU — P~'X). L’optimisation du critére par
rapport & U impose H(U,X,\)y = 0, la minimalité du critére impose H(U,X,\) yy < 0
et le respect de la contrainte entraine H(U,X,\) y = 0. On peut alors calculer la solution
optimale, notée U*

HUXNy = —2U + F\ (3.84)
HUXNpy = —1 (3.85)
HUXMN, = F'U-P'X (3.86)

le systéme est commandable, donc F' est de plein rang colonne et F'TF est inversible il
vient donc
U*=F (FTF)" P7'X (3.87)



54 Placement optimal de capteurs et d’actionneurs

La valeur du critére correspondant a U* est

-1

J = X"PT(FTF) FTF (FTF)" P7'X (3.88)
— XTPT(FTF)" P'X (3.89)
k=l Al pT T\! -
= xrpr Yo BB (A7) het 10 | PTIX (3.90)
0 " N'ByBI (N7)
k—1 -1
= XT<Z @lBBTeblT> X (3.91)
l=—h

Si on considére ce probléme pour un horizon infini (i.e. k — 00), il vient J = X7 (G?) ¢

Considérons le systéme libre sous la forme de Kronecker-Weierstrass tel que z(h—1) =
X et calculons I'énergie de sortie pour un horizon temporel infini. I’état de chaque sous-
systéme est donné par

z(h—1+k) = AY[l,, 0] P'X, (3.92)
za(h—1—k) = NF[0 L,]P'X, (3.93)

on en déduit la valeur de la sortie

cpP ? Nh=1=F[0 I P7'X pourk=0...h—2
y(k) = cxX pour k=h—1 (3.94)
cpP é AyMUT 0] PTIX pour k> h
0 CoN"™H] PUX pour k=0...h—2
= CX pour k=h—1 (3.95)

[CLAF"T 0] PTIX pour k> h

L’energie collectée en sortie est alors

T T p-T <« [0 0 e 14 -

k>0 k=0 k>0

_ T 0
- (kz:h ¢ [ (N7 C§C2N_k_1} r

+3PT [ CTClA 8} Q) (POQ)"'X (3.96)

k>0
1
= XT(PQ)” <Z LCTCD+ ) cpTcTocpk) (PQ)'X (3.97)
k=—h k>0

= XT(PQ)TGUPQ)'X (3.98)

L’unicité du produit PQ, pour toutes matrices P et () définissant une décomposition
standard est établie dans [Dai, 1989). O
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Dans le cas des systémes a temps continu, la démonstration ne peut pas étre faite ri-
goureusement. En effet, les sauts font diverger 1’énergie et masquent le comportement du
systéme. Cependant, on peut remarquer que les grammiens de commandabilité et d’obser-
vabilité causaux sont définis comme les grammiens de systémes usuels, & un changement
de base prés. Il est donc raisonnable d’étendre cette interprétation énergétique au cas des
systémes singuliers a temps continu.

3.4.2 Placement de capteurs et/ou d’actionneurs

Si I'objectif de supervision est de commander I’état du systéme, le placement optimal
d’actionneurs revient a déterminer la structure de la matrice de commande qui assure la
commandabilité du systéme et permet de controler les variables d’état le plus efficacement
ou le plus économiquement. Autrement dit, il convient de sélectionner les actionneurs afin
de minimiser 1’énergie qu’il est nécessaire de fournir au systéme pour atteindre un point
donné de I'espace d’état. D’apreés le théoréme B3] cette énergie est inversement proportion-
nelle au grammien de commandabilité. Le probleme du placement optimal d’actionneurs
est alors équivalent a celui de la maximisation du le grammien de commandabilité du
systéme.

Le choix d’un actionneur se traduit par une composante b;; non nulle dans la matrice
de commande B. Quitte a normaliser le systéme par rapport a B il n’est pas restrictif de
limiter le choix des composantes de B a b;; € {0,1} et de supposer que chaque commande
n’agit que sur une équation d’état. On peut donc proposer ’algorithme suivant.

Algorithme de placement optimal d’actionneurs pour systémes singuliers a
temps continu [Marx et al., 2002]

Notons C, ’ensemble des variables actionnables. Le placement optimal de n, actionneurs
est obtenu pour la matrice de commande B qui maximise J¢ ([B99) en assurant la com-
mandabilité du systéme et sous les contraintes structurelles sur B (BI00) et (BI0I)

Jo = maxTrace(Gy) (3.99)

sous les contraintes
G¢ solution de (B3H) définie positive (3.100)
> by=1,j=1,...n4 by € {01} (3.101)

1€C

De maniére duale, le placement de capteurs a pour but de recueillir le plus d’infor-
mation sur ’état du systéme par I'intermédiaire des mesures effectuées. Afin d’assurer
la possibilité de reconstruire I’état a partir de la connaissance des entrées et des sorties,
le choix des capteurs doit tout d’abord assurer I'observabilité. Ensuite, on sélectionnera
la structure de la matrice de sortie qui maximise le transfert d’énergie depuis le systéme
vers les sorties mesurées. D’apreés le théoréme B3 énergie collectée en sortie pour un état
donné du systéme est proportionnelle au grammien d’observabilité. Donc le probléme du
placement optimal de capteurs se raméne & maximiser le grammien d’observabilité du
systéme. De maniére analogue au placement d’actionneurs, on peut sans restreindre notre
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étude, supposer que la matrice de mesure C est normalisée et proposer un algorithme
similaire pour le placement de capteurs.

Algorithme de placement optimal de capteurs pour systémes singuliers a
temps continu [Marx et al., 2002]

Notons O, '’ensemble des variables mesurables. Le placement optimal de n. capteurs est
obtenu pour la matrice de mesure C' qui maximise J¢ (BXI0Z) en assurant ’observabilité
du systéme et sous les contraintes structurelles sur C' (B03) et (BI04

J¢ = max Trace((PQ) TGS(PQ)™) (3.102)
Cij
sous les contraintes
G¢ solution de (BZZA) définie positive (3.103)
Y ej=1i=1,.. n,c;€{01} (3.104)
jeo

On choisit ici de maximiser la Trace des grammiens afin que le critére d’optima-
lité porte sur la somme des valeurs propres et tiennent ainsi compte de toutes les di-
rections principales. Cependant d’autres critéres sont envisageables, ainsi dans le cas
des systémes non singuliers, [Georges, 1995] propose de maximiser la plus petite valeur
propre des grammiens afin d’assurer un transfert minimal dans chaque direction princi-
pale, [Leleu et al., 2001] propose un critére qui pénalise les écarts importants entre la plus
petite et la plus grande valeur propre des grammiens pour éviter la présence de modes peu
commandables ou peu observables. Ces modifications sont évidemment possibles dans le
cas des systémes singuliers, le choix précis du critére dépend essentiellement des objectifs
de commande.

Cas des systémes singuliers & temps discret

Pour les systémes a temps discret, les méthodes de placement de capteurs et d’action-
neurs sont similaires : on optimise les Traces de G4, solution de (B29) et (PQ)~TG4(PQ)™!,
ot G¢ est solution de (B32) sous les mémes contraintes structurelles sur B et C.

Les méthodes de placement de capteurs et d’actionneurs sont duales, nous n’illustre-
rons donc que la derniére. L’exemple suivant nous permettra de valider I'interprétation
énergétique des grammiens dans le cas continu.

3.4.3 Exemple

Considérons un systéme singulier & temps continu, sous sa forme standard, défini par

100 00 -1 0 150 0 O 10

01 00O -03 -4 0 00 00
E=100100,A=] 0 -2 =3 0 0| e¢eB=1]0 0 (3.105)

00001 0 0 0 10 01

0 00O0O 0 0 0 01 0 0

Supposant que toutes les variables d’état sont accessibles a la mesure. On désire déterminer
le nombre minimal de capteurs a utiliser pour assurer I’'observabilité du systéme, ainsi que
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leur placement optimal. Pour un unique capteur, les équations (B70) et (B71]) n’ont pas de
solution définie positive. L’utilisation de deux capteurs permet de garantir ’observabilité
du systéme, pour trois combinaisons différentes. Le tableau ci-dessous donne pour chacune
des trois possibilités, la valeur de la Trace de J$ ainsi que 1’énergie de sortie obtenue, en
simulation, en réponse a la commande définie par

3,81 <t<4.15
ui(t) = { 0. sinon (3.106)
B 3.sin(3t), si t < 2w
us(t) = { 0. sinon (3.107)

| variables mesurces || {124} | {w2.24} | {23,224} |
Trace(JS) 44.5 2.36 2.32
Energie de sortie 131 28.8 28.5

Les figures Bl et représentent les sorties quand les capteurs sont placés en {x1,24} et
{x3,24} respectivement. Sur la figure sont tracées les énergies de sortie de la solution
optimale (trait continu) et de la solution correspondant a la plus petite valeur du critére
Trace(GS) (en pointillé).

I I I I I I I
0 5 10 15 20 25 30 35 40

F1G. 3.1 — Sorties mesurées avec les capteurs placés en xy et xy.

3.5 Placement optimal de capteurs et /ou d’actionneurs
par optimisation conjointe de la commandabilité et
de 'observabilité

La méthode vue précédemment a pour but d’optimiser, séparément, la commandabi-
lité et 'observabilité de I’état. Cela peut avoir pour résultat de commander efficacement
un sous-espace d’état et d’en observer efficacement un autre, autrement dit on ne garan-
tit pas une bonne commandabilité des sorties par les commandes. Quand 1'objectif n’est
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20 25 30 35 40

F1G. 3.2 — Sorties mesurées avec les capteurs placés en w3 et xy.

140

F1G. 3.3 — Comparaison des énergies de sorties obtenues pour le placement optimal (trait
continu) et un placement non optimal (en pointillé).

pas de controler 'état du systéme, mais plutot les sorties, cette méthode n’est plus sa-
tisfaisante. Dans ce cas on préférera utiliser une généralisation des grammiens équilibrés,
afin d’étendre la méthode proposée par [Samar et Postlethwaite, 1994]. Pour les systémes
non singuliers, [Samar et Postlethwaite, 1994] proposent d’optimiser les termes diagonaux
des grammiens équilibrés de la représentation minimale d’un systéme. Ces termes, aussi
appelés les valeurs singuliéres d’Hankel, reflétent la commandabilité et I'observabilité des
variables d’état dans la base équilibrée. Des valeurs singuliéres de Hankel importantes tra-
duisent l'existence d'un sous-espace d’état a la fois trés commandable et trés observable,
autrement dit indiquent une bonne commandabilité des sorties par les commandes.

Dans le cas des systémes singuliers, nous allons, dans un premier temps, déterminer
une forme équivalente telle que les grammiens de commandabilité et d’observabilité soient
liés & une méme grandeur. Puis, en nous appuyant sur l'interprétation énergétique des
grammiens généralisés montrer qu'un choix judicieux des capteurs et/ou des actionneurs,
permet a la fois de minimiser E,(X), I’énergie de commande nécessaire au controle et de
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maximiser E,(X), I'énergie collectée en sortie.

3.5.1 Interprétation énergétique des grammiens équilibrés

Nous cherchons ici & étendre la notion de grammiens équilibrés aux systémes singuliers.
On cherche donc & expliciter une forme équivalente d’'un systéme (E,A,B,C') telle que les
grammiens de commandabilité et d’observabilité soient linéairement dépendants d’une
méme grandeur.

D’aprés les équations (B29), (B32), B33) et (B2), les grammiens peuvent s’écrire

sous la forme suivante (cela a été établi pour G¢ dans la démonstration du (%) du théoréme
Bl et se vérifie aisément pour les autres sous-grammiens)

Gl = P[Lyapd(oAl’Bl) Lyapd(()N,Bg)} P, (3.108)
6i = o [lrenCiCD o en] @ (3.109)
G = P{Ly“pc(oAl’Bl) Lyapd?N’BQ)] P, (3.110)
G; = QF {Lyapc(gllT,Cf) Lyapd((])VT,C’QT)} Q. (3.111)

Or d’aprés le lemme B3 il existe deux matrices non singuliéres 17 et T telles que les
réalisations (T 1A1T1_1,T 1B1,Ci T 1_1) et (TQNTQ_I,T2B2,C’2T2_1) soient équilibrées. Notons

= Lyapa (B AT T3By) = Lyapa (BT (1))
TyNT; ' TyB,) :Lyapd<( (CoTy )T>
((
((

= Lyapy ToNT, !

(T ( (3.112)
( )" (3.113)
= Lyap, (WATT By = Lyap. (AT (G Ty )T> (3.114)

( ( )

= Lyapa (TNT; ' T3B,) = Lyapg (NT )" (615" 3.115
il vient
Gi=Pp % 0 PT Gl =Q" Ed 0 Q (3.116)
c 0 xd »d
c ZC O T c N7 O 2
conff Do 2o -

ot X¢, ¥4, 3¢ et 35 sont diagonales et définies positives et ot
- ' 0] ~ [ 0
P=Pr { 6 T;l} .Q = lol TJ Q (3.118)

On peut alors écrire I’énergie de commande optimale E,(X) et I’énergie de sortie E,(X)
en utilisant cette forme des grammiens.
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Théoréme 3.4. [Marz et al., 2004] On considére un systeme (Z14) commandable et
observable. L’énergie de la commande optimale, au sens ot elle minimise [’énergie de

commande nécessaire pour amener le systéme en un état final X, depuis une condition
initiale nulle X (0) = 0, est donnée par (Z113).

240
0 xd

,x(0)=0, =X
u,z(0)=0,z(c0) >0

E,(X) = min Zu(k‘)Tu(k:) =XxT'pT { ]_1 P'X (3.119)

L’énergie d’un systéeme libre (u(k) = 0, k > 0), générée par une condition initiale X,
collectée en sortie, est donnée par (3120)

By(X) = 3 y(k) y(k) = XTPT FO? zog] X, (3.120)

Démonstration. La peuve est immédiate, il suffit d’injecter ’écriture des grammiens (B116)
dans les formules des énergies de commande ([B7H) et de sortie (BZG). O

3.5.2 Placement de capteurs et/ou d’actionneurs

Contrairement a la méthode précédente, on ne considére plus deux critéres distincts
(minimisation de E,(X) par le choix des actionneurs et maximisation de E,(X) par le
choix des capteurs) mais un critére unique. Ce critére est le méme qu'’il s’agisse de choisir
les actionneurs, les capteurs ou les deux a la fois. Le but du POCA et de maximiser
I’énergie transmise par les commandes aux sorties, on va donc chercher & maximiser le

rapport de I’énergie regue en sortie par l'énergie de commande optimale. D’aprés les
formules (BITOHZT20) ce critére est défini, dans le cas discret, par

J* = Trace (B,(I,) (Eu(I,)™") (3.121)
= Trace (P77 (34)" PT), (3.122)
ou X4 = [ZO? zog} (3.123)

On peut donc proposer ’algorithme suivant.

Algorithme de placement optimal de capteurs et/ou d’actionneurs pour sys-
témes singuliers a temps continu[Marx et al., 2004]

Notons C et O, 'ensemble des variables actionnables et mesurables respectivement. Le
placement optimal de n. capteurs et/ou n, actionneurs est obtenu pour la matrice de
mesure C' et/ou la matrice de commande B qui maximisent J¢ (BI24]) en assurant ’ob-
servabilité et la commandabilité du systéme (BIZH) et sous les contraintes structurelles

sur C' (BI26) et/ou B BIZ0).

J¢ = Trace(P~" (2°)* PT) (3.124)
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sous les contraintes

3¢ dé finie positive (3.125)
Y ey =1i=1,...n,c;e{01} (3.126)
jeo
S by=1.5=1,...,n4 by € {0.1} (3.127)
ieC

ol X¢ est déterminée par la procédure suivante.
1. Pour (F,A,B,C) donnés, déterminer les matrices de la décomposition standard
(Al,Bl,Cl7N7B27C2).
2. Calculer Xf et X5 les grammiens équilibrés des sous-systémes causal (A;,B1,C1) et
non causal (N,Bs,Cs) respectivement. 3¢ est alors défini par

ce_ |21 0
n° = {o 25} (3.128)

Remarque 3.1. Contrairement aux systémes non singuliers, la normalisation simultanée
des matrices de commande et de mesure n’est pas problématique, car aucune relation
particuliére n’est imposée entre les matrices de passage P et Q).

Cas des systémes singuliers & temps discret

Pour les systémes a temps discret, la méthode de POCA est similaire: on optimise
J = Trace(P~T (Ed)2 PT), ott 3¢ et 234 sont les grammiens équilibrés de (Ay,By,C)) et
(N,B5,C5) respectivement, sous les mémes contraintes structurelles sur B et C.

3.5.3 Exemple

Considérons un systéme singulier & temps continu, sous sa forme standard, défini par

100000 —1 5 01 0 00 (10 0]
010000 6 -1 0 0 00 0 0
001000 0 0 -1 50 0 0 0 0
E=lo001 002 |0 10 =40 -1 0 0ol *B=]0 o G129
00000 1 0 0 0 0 10 0 0
0000 0 0 0 0 0 0 01 0 1

Supposant que toutes les variables d’état sont accessibles a la mesure, on cherche a placer
les capteurs.

En placant un unique capteur on n’obtient pas de solution définie positive au calcul de
Y. En placant deux capteurs, il existe quatre combinaisons pour lesquelles on trouve une
solution définie positive. Pour chaque possibilité, on calcule J¢ = T'race ((PQ)_l G¢ (PQ)_l)
(critére de la premiére méthode) et J¢ = Trace (P~ (2¢)* PT) (critére de la seconde mé-
thode). Le tableau ci-dessous rassemble les résultats des calculs.

| Variables mesurces || {z1,a5} | {w2,25} | {2325} | {za.25} |
JS 2.45 2.55 2.56 2.45
J¢ 14.1 17.4 3.01 2.02
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Si on applique la premiére méthode de POCA, les quatre solutions sont équivalentes, en
effet le critére JS ne varie pas significativement. En revanche, si on applique la méthode
de POCA par optimisation conjointe, le critére J¢ permet de sélectionner un placement
optimal des capteurs: il consiste en la mesure de x5 et x5. Vérifions ce résultat, on simule
la réponse du systéme a la commande d’énergie finie, définie par

3, si1<t<4l5
ui(t) = { 0. sinon (3.130)
B 3.sin(3t), si t < 27
us(t) = { 0. sinon (3.131)

Le tableau ci-dessous permet de comparer les énergies de sorties pour chaque combinaison,
on peut vérifier que les classements selon le critére J¢ ou selon 1’énergie de sortie sont
identiques.

| Variables mesurées || {22,25} | {z1,05} | {zs.05} | {wa,25} |
J¢ 17.4 14.1 3.01 2.02
Energie de sortie 374 272 262 254

La figure B4 représente les mesures quand les capteurs sont placés optimalement: o
et x5 sont mesurés. La figure montre les mesures quand les capteurs sont placés
optimalement selon la premiére méthode: z3 et x5 sont mesurés. La figure permet
de comparer 'énergie recueillie en sortie pour la solution optimale selon la maximisation
du grammien d’observabilité (courbe en pointillé), et 1’énergie de sortie de la solution
optimale selon la maximisation du grammien équilibré (trait continu).

10

L L L
7 8 9 10

F1G. 3.4 — Sorties mesurées avec les capteurs placés en xo et xs.

3.6 Intérét des méthodes énergétiques de POCA pour
systémes singuliers

Tout d’abord il est a noter, qu’a notre connaissance le probléeme du placement optimal
de capteurs ou d’actionneurs n’avait pas été abordé dans le cas des systémes singuliers.
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F1G. 3.5 — Sorties mesurées avec les capteurs placés en xs et xs.
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F1G. 3.6 — Comparaison des énergies de sorties obtenues par la premiére méthode (poin-
tillés) et la deuxieme méthode (trait continu).

D’apres [Reeves, 199]1] et [Van de Wal et De Jager, 2001] les principales qualités des meé-
thodes de POCA basées sur I'optimisation de la contrélabilité et de ’observabilité sont
les suivantes.

Premiérement, ces méthodes sont étayées par une justification théorique, dans notre
cas: l'interprétation énergétique des grammiens généralisés, qui permet de comprendre
le but poursuivi et éventuellement de ’adapter au probléme traité. En particulier, nous
avons choisi un critére portant sur la trace des grammiens afin de prendre en compte les
transferts globaux d’énergie entre 1’état et 'exosystéme, mais si les objectifs de supervision
réclament d’éviter les modes peu commandables (ou observables) on appliquera les mémes
méthodes en maximisant la plus petite valeur singuliére des grammiens (ce que propose
[Georges, 1995|, pour les systémes non singuliers). Il est également possible de pénaliser
les grands écarts de commandabilité (et/ou d’observabilité) entre les différents modes en
faisant apparaitre I’écart type des valeurs propres des grammiens (comme proposé par
[Leleu et al., 2001, pour les systémes non singuliers). L’approche énergétique peut aussi
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étre utilisée de manicre inverse afin de limiter I'influence d’entrées inconnues (mais dont
la matrice de distribution est supposée connue), dans ce cas on choisira les capteurs qui
minimisent la trace du grammien équilibré du transfert des perturbations vers les sorties.
Dans le cadre de 'atténuation des entrées inconnues on choisit généralement une politique
envisageant le pire cas, on choisira donc de minimiser la plus grande valeur singuliére.

Deuxiémement, le type de controleur n’intervient pas au cours du processus de sélection
des actionneurs ou des capteurs, ce qui a pour conséquence de rendre les résultats tota-
lement indépendants de la nature du controleur mis en ceuvre, contrairement a d’autres
méthodes consistant a comparer les performances du systéme contrélé par un régulateur
de nature prédéfinie (commande par retour de sortie [Fahroo et Demetriou, 1999, régula-
teur LQ [Al-Sulaiman et Zaman, 1994], H., [De Jager et al., 199§|, etc) synthétisé pour
chaque combinaison d’actionneurs et/ou de capteurs possible.

Troisiémement, ne pas inclure la syntheése d’un controleur dans I’algorithme de POCA
a également pour conséquence de limiter les cofits en calculs. L’application des méthodes
que nous avons proposées nécessite uniquement la solution d’équations de Lyapunov (dans
le cas de la deuxiéme méthode, le calcul des réalisations équilibrées) et le calcul des traces
des grammiens.

Le principal inconvénient des stratégies de POCA basées sur 'optimisation de la com-
mandabilité ou I'observabilité est de ne pas étre des méthodes directes. Autrement dit,
I’algorithme ne donne pas la solution optimale. En effet, il faut tester toutes les possibilités
de placements, on obtient alors un critére quantifiant leur efficacité et permettant ainsi
de déterminer la solution optimale. Dans le cas de systémes de faible dimension, cette
limitation n’est pas critique étant donnée la simplicité des calculs a effectuer. Dans le cas
des systémes de grande dimension, on peut remarquer que la maximisation des grammiens
se rameéne a un probléme de programmation entiére, étant donnée la normalisation des
matrices B et/ou C. De ce fait, comme le propose [Georges, 1995] pour les systémes non
singuliers, on peut utiliser des outils d’optimisation entiére pour réduire significativement
la combinatoire du probléme, en particulier les méthodes de séparation & évaluation (plus
connues sous 'appellation anglo-saxonne de branch & bound) [Gondran et Minoux, 1995].

3.7 Conclusion et contribution

Dans ce chapitre nous avons proposé deux méthodes originales complémentaires de
POCA pour systémes singuliers, reposant sur une interprétation des grammiens pour sys-
témes singuliers en termes d’énergie de commande et de sortie. En effet on a montré que,
dans le cas des systémes a temps discret, I’énergie minimale & fournir au systéme pour
atteindre un état donné est inversement proportionnelle au grammien de commandabilité
et que I'énergie de sortie générée par un état initial donné est proportionnelle au gram-
mien d’observabilité. L’optimalité du placement des actionneurs et des capteurs consiste
a minimiser ’énergie nécessaire pour commander le processus et a maximiser 1’énergie
regue par les mesures. Le placement optimal est celui qui maximise les grammiens. La
maximisation du grammien de commandabilité par le choix des actionneurs, et du gram-
mien d’observabilité par la sélection des capteurs, permet d’optimiser la contrélabilité et
I’observabilité de I’état, c’est le but de la premiére méthode proposée. Quand les objectifs
de controéle sont de piloter les sorties et non ’ensemble des variables d’état, on s’attachera
a maximiser une forme particuliére des grammiens qui généralise la notion de grammiens



Conclusion et contribution 65

équilibrés aux systémes singuliers. Si le fondement théorique de ces méthodes repose sur
une propriété établie dans le cadre des systémes a temps discret, les exemples illustrant
les deux approches attestent de leur validité pour les systémes a temps continu. L’intérét
des algorithmes proposés ici, outre le fait que le POCA n’a pas, & notre connaissance
été abordé dans le cas général des systémes algébro-différentiels, est de reposer sur une
approche justifiée théoriquement, quantitative, et ne dépendant pas du type de contrd-
leur mis en ceuvre. Les deux méthodologies sont développées dans [Marx et al., 2002] et
[Marx et al., 2004] respectivement. Enfin, dans le cas de systémes de grandes dimensions,
on peut éviter de tester tous les placements de capteurs ou d’actionneurs possibles en
utilisant des outils de programmation entiére tels que les méthodes de séparation & éva-
luation.
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Chapitre 4

Diagnostic robuste de fautes pour
systémes singuliers

Dans ce chapitre différentes techniques de diagnostic robuste de fautes a base de modéles
pour systémes singuliers sont étudiées.

Dans une premiére partie, les relations statiques sont utilisées pour générer des résidus
par équilibrage de bilans. Les résidus ainsi générés, de maniére décentralisée, permettent
de synthétiser des alarmes associées a chaque capteurs afin de détecter et de localiser
des défauts les affectant. Le principal objectif est d’assurer la validité de ce processus de
détection et de localisation, méme en présence de fautes simultanées.

La deuxiéme partie est consacrée a ’estimation robuste de fautes pour systémes singu-
liers, considérée comme un probléme de filtrage H,,. L’observateur optimalement robuste
est construit comme le controleur qui minimise la norme H,, du transfert des perturba-
tions vers 'erreur d’estimation.

La troisieme partie du présent chapitre est dévolue au diagnostic robuste par facto-
risation copremiére. Nous montrerons que la décomposition en facteurs copremiers d’un
systéme singulier permet de mettre en ceuvre un générateur de résidus et que 'addition
d’un post filtre assure la robustesse des résidus qui peuvent alors étre utilisés pour le diag-
nostic ou 'estimation des défauts. Dans toutes les approches & base de modéles proposées,
I’estimation des fautes permet de reconfigurer la loi de commande afin de minimiser !'in-
fluence des fautes sur le comportement du systéme.

La synthése d’observateurs proportionnel intégral pour systémes singuliers fait I’'objet
de la derniére partie. Nous verrons que l'introduction de fonctions de pondération fréquen-
tielle permet de forcer un gabarit de robustesse de ’estimation vis a vis des perturbations.
Nous étudierons également la synthése d’observateurs proportionnels intégraux d’ordre ré-
duit ainsi que leur utilisation dans le domaine du diagnostic robuste.
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4.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a I'étude de différentes méthodes de diagnostic par génération
de résidus ou estimation robuste des fautes appliquées aux systémes singuliers linéaires
invariants dans le temps. Si le diagnostic est un domaine de la théorie du controle particu-
lierement actif depuis le début des années 70, comme en témoignent un grand nombre de
publications et la tenue de congreés internationaux spécialisés, le diagnostic reste rarement
abordé dans le cas des systémes singuliers.

Les méthodes de diagnostic a base de modéles étendues a la classe des systémes sin-
guliers sont principalement la génération d’équations de parité et les techniques a base
d’observateurs.

[Frisk, 2001] propose une approche polynomiale de la génération de résidus. Le cal-
cul d'une base polynomiale du noyau a gauche de la fonction de transfert des entrées de
commande et des perturbations détermine un générateur de résidus ne dépendant que
des signaux de défauts. Un filtre dynamique est ajouté pour sensibiliser le résidu aux
défaillances a détecter et a isoler (ce qui rejoint 'approche de [Frank et Ding, 1994] dans
le cas des systémes non singuliers). La validité de cette méthode polynomiale est indépen-
dante de la différence de degré entre les polynémes du numérateur et du dénominateur,
elle est de ce fait applicable aux systémes singuliers (voir section 3.2 de [Erisk, 2001]).

Dans [Maquin et al., 1993], la technique de génération de résidus par équations de pa~
rité est étendue aux systémes singuliers en considérant le systéme sous sa forme standard,
a temps discret. La partie causale est un systéme usuel a temps discret et la partie non
causale est un systéme a temps discret dont le temps évolue de maniére inverse. Ainsi
la connaissance de 1’état initial de la partie causale et d’un état terminal de la partie
non causale permet d’exprimer 1’état du systéme sous une forme linéaire des entrées, des
sorties, et des états initial et final. Le noyau de la matrice de dépendance aux états initial
et final permet alors d’obtenir des équations de parité (i.e. ne faisant intervenir que les
entrées de commande et les sorties connues) exploitées pour la détection de fautes.

Mis a part ces deux approches, la majorité des travaux consacrés au diagnostic de
systémes algébro-différentiels porte sur la synthése de filtres de détection par calculs d’ob-
servateurs a entrées inconnues.

Dans [Youssouf et Kinnaert, 1996], le générateur de résidus est construit a partir d'un
observateur non singulier & entrées inconnues. Seule la partie dynamique du systéme
est reconstruite, la partie algébrique est incluse dans les entrées inconnues. Le résidu est
calculé par la différence entre la sortie mesurée et la sortie reconstruite a partir de ’estimée
de la partie dynamique de I'état. Ce résidu est utilisé pour la détection de défauts mais
aucune analyse en termes de localisation n’est faite.

[Duan et al., 1999] proposent d’utiliser un observateur & entrées inconnues singulier
d’ordre plein. Le gain de 'observateur est déterminé par un algorithme d’attribution de
la structure propre afin d’obtenir des directions propres orthogonales a la distribution
des perturbations. Le découplage de 'erreur d’estimation, autrement dit du résidu, aux
perturbations est ainsi assuré. En revanche si un transfert non identiquement nul est
garanti des défauts vers le résidu, I'estimation ou la localisation des défauts ne sont pas
abordées.

La localisation de fautes est abordée au chapitre 5 de [Patton et al., 2000], par M. Hou,
lors de la synthése d'un générateur de résidus a partir d'un observateur. L’observateur
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est construit pour observer un sous systéme observable influencé par toutes les fautes a
localiser mais dans lequel n’apparaissent pas les entrées de perturbations (augmentées des
défauts sans intérét pour le diagnostic).

Il apparait que le diagnostic pour systémes singuliers reste un sujet largement ouvert.
Nous exposons dans le présent chapitre quatre méthodes de diagnostic. La premiére mé-
thode de détection et de localisation de fautes consiste en un traitement direct des mesures
effectuées sur le systéme (méthode a priori, selon [Ragot et al., 1990]) tandis que les trois
autres sont des approches a base d’observateurs ot le résidu est construit par comparaison
des sorties mesurées et de leur estimées (méthodes a posteriori selon [Ragot et al., 1990]).

La premiére section est dédiée a la validation de bilan de systémes interconnectés
(réseaux électriques, réseaux hydrauliques, réseaux de communications et plus générale-
ment tous les systémes ou interviennent des relations de maillages). Seule la structure
du maillage est exploitée pour le diagnostic, les dynamiques du systéme n’interviennent
pas. Dans [Georges et al., 2002|, nous proposons une technique de génération de résidus
décentralisée pour le diagnostic d'un réseau de distribution hydraulique sous pression.
Les résidus sont construits a partir de la validation des équations de bilan des nceuds du
réseau. Une logique de décision permet de limiter les non-détections en cas de défauts
multiples simultanés. La logique de décision du résidu associé a un arc nécessite unique-
ment de connaitre les mesures faites sur les arcs adjacents, ce qui permet de décentraliser
les fonctions de diagnostic (par exemple dans des composants intelligents reliés par un
réseau de terrain [Benoit et al., 2001]).

Les trois approches proposées ensuite sont des extensions de résultats existants pour
les systémes non singuliers: premiérement ’estimation robuste de faute par filtrage H.,
deuxiémement la génération de résidus optimalement robustes par factorisation copre-
miére de la fonction de transfert nominale, et troisitmement la synthése et 'utilisation
pour le diagnostic robuste des observateurs proportionnel intégral.

La deuxiéme section est consacrée au filtrage H,,, exposé dans [Koenig et al., 2002]
dont le but est de construire un filtre assurant a la fois la stabilisation du systéme en
boucle fermée et l'estimation des fautes. Cette technique utilisant le formalisme H
borne l'influence des perturbations sur toute la gamme fréquentielle et permet de la
minimiser sur des intervalles de fréquence significatifs. L’introduction de fonctions de
pondération fréquentielle permet de préciser les spécifications en robustesse et de te-
nir compte d’une connaissance éventuelle de la distribution fréquentielle des entrées in-
connues. La méthodologie employée est proche de celle des travaux de H. Niemann et
J. Stoustrup pour les systémes non singuliers (voir par exemple [Kilsgaard et al., 1996],
[Niemann et Stoustrup, 1998| et [Niemann et Stoustrup, 2000]).

La troisieme partie de ce chapitre est consacrée au diagnostic robuste par factorisa-
tion copremiére [Marx et al., 2003a], qui peut étre considéré comme une extension aux
systémes singuliers de I'approche fréquentielle de [Frank et Ding, 1994]. La factorisation
copremiére de fonctions de transfert de systémes singuliers permet de générer un résidu ne
dépendant que des défauts et des perturbations. Il convient alors de filtrer le résidu pour le
désensibiliser aux perturbations et modeler sa réponse fréquentielle aux défauts. L’intérét
de cette méthode est de ramener le probléme du diagnostic robuste de systémes singuliers
a celui du contréle standard H,,. Les problémes de diagnostic et d’estimation des fautes
sont traités de maniére similaire. Le post filtre assurant I'optimalité de la robustesse du
diagnostic est déterminé par minimisation sous contraintes LMI. Comme il sera exposé au
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chapitre suivant, les techniques de diagnostic robuste par factorisation copremiére trouvent
un prolongement naturel dans le controle tolérant aux fautes [Marx et al., 2003¢].

Dans la derniére section, nous présentons une synthése simple de 1’observateur propor-
tionnel intégral (PI) pour systémes singuliers, construit pour estimer ’état et les défauts.
La synthése d’un observateur PI est ramenée a la détermination d’un gain unique, choisi
pour assurer la robustesse de I’estimation face aux entrées inconnues. La résolution d’'un
probléme d’optimisation sous contraintes LMI permet d’obtenir le gain qui minimise la
norme H,, du transfert des perturbations sur l'erreur d’estimation. On détermine ainsi
I’observateur PI optimalement robuste. L’introduction d’une fonction de pondération lors
de la synthése de 1'observateur permet d’imposer un gabarit fréquentiel au transfert des
entrées inconnues vers ’erreur d’estimation. Dans le cadre du diagnostic, pour réduire le
conservatisme introduit par l'estimation simultanée des variables d’état et des défauts,
on peut synthétiser I'observateur pour estimer uniquement les défauts affectant le sys-
téme. Afin, d’améliorer les performances on peut construire un banc d’observateurs ou
chaque observateur est dédié & un défaut. Enfin la norme du transfert des perturbations
vers les erreurs d’estimation donne de maniére directe un seuil fixe pour la détection et
la localisation robuste des fautes [Marx et al., 2003d]. La synthése d’un observateur PI
d’ordre réduit sera également abordée. La synthése (avec fonction de pondération ou non)
et l'utilisation pour le diagnostic sont en tous points similaires au cas de 1’observateur PI
d’ordre plein.

4.2 Génération de résidus par validation de bilan pour
systémes interconnectés

Dans cette partie nous proposons une méthode de diagnostic pour systémes intercon-
nectés qui sont, comme le note [Luenberger, 1977|, une des principales applications des
systémes singuliers. La singularité de E permettant d’inclure des équations de maillage
dans le modeéle mathématique, les systéemes tels que les réseaux électriques, les réseaux
hydrauliques ou les réseaux de communication, etc sont naturellement modélisés avec le
formalisme algébro-différentiel. Les relations de bilan (de courants, de débits de fluide, de
débits d’information, etc) aux nceuds des réseaux font apparaitre des équations statiques
dans le modéle et représentent la structure du réseau considéré. De maniére plus générale
ce type de modéle est aussi utilisé pour la description de processus physiques ou chimiques
ou interviennent des relations de conservation de masse, de chaleur, de substrat, etc. On
trouvera dans 'ouvrage [Ragot et al., 1990] un exposé des techniques de diagnostic a base
de validation de bilans ainsi qu'une importante bibliographie sur le sujet.

La méthode de génération de résidus par validation de bilan appartient aux méthodes
a priori, autrement dit les résidus sont construits directement a partir des grandeurs
mesurées [Ragot ef al., 1990]. Seule une partie statique du modéle est exploitée en vue
du diagnostic, contrairement aux méthodes proposées dans la suite du chapitre. Cette
restriction autorise un traitement simplifié des problémes de détection et de localisation
de défauts (les résidus sont déterminés directement a partir des mesures et les logiques de
décision sont booléennes).
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4.2.1 Objectif

Dans la section EEZ2 une représentation matricielle de la structure d’un réseau est
utilisée pour calculer, a partir des mesures, les résidus utiles a la détection et a la locali-
sation de fautes. L’objectif est de déterminer des logiques de décision pour la localisation
qui restent valides dans le cas de défauts simultanés, ot valide signifie qu’il est possible de
construire un signal d’alarme A;(t) correspondant & un défaut ou un ensemble déterminé
de défauts f;(t) en évitant les défaillances non détectées (fi(t) # 0 et A;(t) = 0) et en
limitant les fausses alarmes (A;(¢) #0 et f;(t) = 0). Deux types de fautes sont étudiés. La
section est consacrée aux défauts de mesure affectant les capteurs tels que les biais,
les dérives ou les pannes. Les défauts systéme (présence de courants de fuite, de fuite de
fluide ou perte d’information durant le transfert) font I'objet de la section ELZZL

4.2.2 Génération de résidus

Pour construire des résidus a partir des mesures des flux, on considére un systéme inter-
connecté de maniére graphique. Un graphe orienté (ou digraphe) est associé au systéme :
les arcs orientés représentent les flux (courant électrique, débit de matiére ou d’informa-
tion, etc), leur orientation étant celle des flux, et les nceuds correspondent aux composants
élémentaires ou aux noeuds du systéme (noeuds électriques ou hydrauliques, réservoirs,
unités de traitement d’information, etc). Pour obtenir un graphe cyclique, c’est a dire
tel que tout arc soit issu d’un noeud et pointe vers un nceud, on rajoute un nceud fictif
représentant I’environnement du systéme.

Exemple 4.1. Reprenons 'exemple du circuit RLC étudié au chapitre 2. Au circuit RLC
a gauche de la figure BT correspond le graphe orienté représenté a droite de la figure @1

Riiy iy

v(t) R,

C— q(t)

environnement

i5(t),

F1G. 4.1 - Circuit RLC (4 gauche) et graphe équivalent (a droite).
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A partir du graphe orienté on associe une matrice d’incidence M au systéme. M €
R"*"e " on n, et n, sont respectivement le nombre de nceuds et le nombre d’arcs, est
définie par

1 si 'arc j pointe vers le noeud i,
M;; = ¢ —1 silarcj est issu du noeud 1, (4.1)
0 sinon.

-eme

La i®"¢ ligne de la matrice donne le bilan entrée/sortie du nceud i et la j colonne
indique les nceud source (par —1) et cible (par 1) de l'arc j. Au réseau de la figure E1]
correspond la matrice M suivante

1 -1 -1 O
M

I
o
—
—

|
—

(4.2)

Pour un arc a, on note S(a) et C(a) respectivement le noeud source de a et le noeud
cible de a. Pour un nceud N, on note */N et N* respectivement 1’ensemble des arcs pointant
vers N et 'ensemble des arcs issus de V.

On suppose que tous les flux du réseau sont mesurés. Cette hypothése n’est pas restric-

tive car si ce n’est pas le cas on réduit le graphe a un graphe dont tous les arcs sont mesurés
par agrégation de nceuds. Pour chaque arc non mesurable a, les nceuds source et cible sont
agrégés en un neeud unique N, avec *N, = *S(a)U{*C(a)/a} et N} = {S(a)*/a}UC(a)*,
ou {¥/o} désigne I'ensemble ¥ privé de I’élément o.
Exemple 4.2. On considére le graphe représenté a gauche de la figure B2 ou les flux x3
et x4 ne sont pas mesurables. Les noeuds 11, I11 et IV sont réunis en un seul noeud 11,
avec “Il,g = *ITU{III/3y U{*IV/4} et I1;, = {I1I"/{3,4}} UTII* UIV™. les arcs x3
et x4 n’apparaissent plus dans la structure du graphe représenté a droite de la figure
dont tous les arcs sont mesurables.

1
agrégation @

8 5 8

F1G. 4.2 — Exemple d’agrégation de graphe.
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Pour tout arc a;, on note z(i) la valeur mesurée du "¢ flux, z"(i) sa valeur réelle
nominale (inconnue), £(7) le bruit affectant la mesure de z"(i) et f(i) I'erreur de mesure
ou la défaillance affectant cette grandeur. Il vient

x(i) =a"(1) +€(4) + f(i), pour i =1,...,n, (4.3)

A chaque composant (arc ou nceud) du graphe, on va associer un résidu et un booléen
utilisés pour le diagnostic.

4.2.2.1 Génération de résidus associés aux nocuds

Les grandeurs réelles nominales vérifiant les équations de bilan on peut écrire 1’égalité

Maz"=0,ova" = [2f ... af }T (4.4)

Na

on peut donc construire un vecteur des résidus associés aux nocuds du graphe par

r, =Mz = Mf+ ME, (4.5)
oz =[x(l) ... z(n)]", f=1f1) ... f(na)]" et £=[E(1) ... &(na)]” (4.6)

on a alors

r(i)= > (fi+&) = > (fet+&) (4.7)

ajE*Ni akEN;(

autrement dit le résidu r, (i) est sensible & tous les bruits et tous les défauts affectant
les arcs entrant ou sortant du nocud N;. On considére généralement que les bruits de
mesure sont des signaux aléatoires décorrélés, obéissant a une loi de distribution normale
N(0,V), de valeur moyenne nulle et de variance connue ou calculée V. 1l est alors possible
de déterminer des résidus normalisés r,, définis par ([H), tels qu’en I’absence de faute,
les résidus obéissent a une loi de distribution normale N (0,1) [Ghetie et Saif, 1999]

Ton(1) = 10(1) [/ Vi (i)i), pour i = 1,... n, (4.8)
ouV, =MVM"

Le résidu normalisé r,,(7) est alors utilisé pour générer un booléen ry, associé a chaque
nocud NN;, déterminé par comparaison a un seuil «; fixe, fonction de la probabilité de
détection désirée [Patton et al., 2000].

,pouri=1,...n, (4.10)

1 st |rpa(i)] > oy
N, = .
0 sinon

4.2.2.2 Génération de résidus associés aux arcs

On cherche a présent a construire des résidus associés aux arcs. Pour étudier 'influence
d’une faute sur un arc a on isole I’arc, en considérant un graphe fictif, représenté a la figure
I3, composé de trois neeuds: S(a), C(a) et E qui regroupe tous les autres nceuds ainsi
que Penvironnement et de trois arcs:a, e =* S(a) U {S(a)*/a} qui regroupe tous les arcs
entrant ou sortant de S(a) a l'exception de a et s = {*C(a)/a} UC(a)* qui regroupe tous
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environrement fictif

Fi1G. 4.3 — Graphe fictif

les arcs entrant ou sortant de C'(a) a I'exception de a. Le graphe fictif est décrit par les
mesures x,, T. et xs Pour chaque arc a on définit le résidu associé par

Ta = TS +7TC() (4.11)

Or 5(a) = Te+ fet & — o — fu—& (4.12)
= fet&—fa—& (4.13)

et ro@) = ot fotla—ai—fi—& (4.14)
= fot+&—[fs =& (4.15)

doncry = fo— fo+& =& (4.16)
our, = > (fi + &) — > (fi +&) (4.17)

a;j€*S(a)u{*C(a)/a} a;€C(a)*U{S(a)*/a}

Cette définition permet d’isoler un sous-graphe composé de ’arc a et de ses noeuds source
et cible. Pour pouvoir construire facilement r, en ligne, on donne son expression en fonction
des mesures x (EI8). On peut alors générer des résidus normalisés 7, (EIJ) pour tenir
compte de la connaissance de la variance des bruits de mesure [Georges et al., 2002]. Enfin,
un booléen r,, [EZ0) est associé¢ a ’arc a; par comparaison & un seuil 3

r, = abs (MT) Mz, (4.18)
bs (MT) M,
Tan(i) = abs (M) x, pour i =1,...,n, (4.19)
V(i)
1 ] an ) i .
Te, = { S? Iran(0)] > 3 ,pour i =1,...n, (4.20)
0 sinon

ou V, = abs (M™) MV MTabs (M) et ou M; désigne la ™ ligne de M.

L’utilisation des résidus normalisés est efficace uniquement dans le cas ou les défauts a
détecter sont d’amplitude supérieure a 1’écart type des bruits de mesure et si des défauts
ne s’annulent pas. Nous nous placons dans cette hypothése pour la suite.

4.2.3 Détection et localisation de défauts capteurs

Dans ce paragraphe, nous considérons que le systéme fonctionne normalement mais
que des défauts capteurs peuvent survenir, par exemple des biais ou des dérives de mesure,
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voire l'arrét du capteur. Le but est d’associer a chaque arc a, une alarme A, signalant la
présence d'un défaut de mesure du flux de I’arc a. En analysant l'influence d’un tel défaut
sur les différents résidus définis précédemment il est possible de déterminer une logique de
décision générant une alarme valide dans le cas de défauts simultanés. On fait I’hypothése
que les défauts ne s’annulent pas et que leur amplitude est supérieure a 1’écart type des
bruits.

Afin d’analyser 'influence des fautes sur les résidus r,, pour ¢« = 1,...n, et r,, pour
1 =1,...,n,, Iarc a est isolé du reste du systéme en considérant le graphe fictif de la
figure B3 Le tableau BTl donne la signature des différents défauts sur les résidus. Les 1
dans la table BTl doivent étre compris au sens logique: ils signifient que le défaut (ou la
combinaison de défauts) a une influence sur le résidu.

défaut unique défauts multiples
0‘ fe ‘ f[l ‘ fS fef[l ‘ foS ‘ fCLfS ‘ fef[lfs
Tq O[1]0]1 1 1 1 1
’f’s(a) 0 1 1 0 1 1 1 1
TC(a) 0 0 1 1 1 1 1 1

TAB. 4.1 — Signature des défauts fo, fo et fs sur les résidus rg(q), rq €t 7o)

4.2.3.1 Détection et localisation d’un défaut capteur unique

Les signatures de défauts uniques sont différentes, autrement dit la détection et la
localisation de défaut unique sont possibles. En revanche, toutes les combinaisons de
défauts multiples ont la méme signature ce qui implique que la détection est possible a
partir de ces trois résidus, mais pas la localisation.

Sous 'hypothése qu’a tout instant t le systéme est affecté par, au plus une défaillance,
la mesure du flux de l'arc a est entachée d’erreur si et seulement si le signal d’alarme A(a)
est égal & "1", ott A(a) est définie par la logique de décision (EZII).

Aq = T3)"c()Ta (4.21)

4.2.3.2 Deétection et localisation de défauts capteurs simultanés

Si 'hypothése de défaut unique est relaxée, le terme 7, reste a "0" a 'occurrence
de plusieurs défauts et 1'alarme ne détecte pas les défaillances. Il est alors possible de
construire une alarme A = 7g(,)7a"c(q) détectant 'occurrence de plusieurs défauts mais
ne renseignant pas sur leurs natures. Pour pouvoir localiser les défauts il est nécessaire de
distinguer plus précisément les différents type de défauts affectant le systéme.

Dans un premier temps, étudions la signature d’'un défaut f, sur les résidus associés
aux différents arcs et nceuds situés dans 'environnement d’'un arc a. D’apres ([EI7) et
E0), on déduit que I'occurrence d'un défaut de mesure sur un arc donné a une influence
sur les résidus associés aux nceuds source et cible de 'arc affecté ainsi que sur les résidus
de tous les arcs entrant ou sortant des nceuds source et cible a ’exception du résidu de
l'arc affecté. De plus, d’aprés () le résidu associé & un nceud est uniquement sensible
aux défauts affectant les arcs entrant ou sortant de ce nceud et d’apres (EID), le résidu
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Fia. 4.4 — Sous-graphe du voisinage d’un arc a.

associé a un arc a est uniquement sensible au défaut affectant les arcs ayant un nocud en
commun avec a. En conséquence la logique de décision de A(a) est exclusivement formée
des booléens associés aux ¢léments du graphe formé de l'arc a, des nceuds S(a) et C(a)
et des arcs a; € S(a) U S(a)* U* C(a) U C(a)*, tel que représenté a la figure B4

Rassemblons dans la table les signatures logiques des fautes affectant les compo-
sants du graphe du voisinage d’un arc a sur les résidus qui leur sont associés, ot p; €* S(a),
¢ € {S(a)*/a}, s; € {*C(a)/a} et t; € C(a)*. Pour chaque ensemble d’arcs entrant ou
sortant du nceud source ou cible de a on se limite & I’étude de deux éléments pour ne pas
surcharger le tableau, sans omettre de prendre en compte, par exemple, la signature d’'un
défaut f,, sur les résidus associés aux autres arcs pointant vers S(a).

défaut de mesure en

alpplale]s sttt
Ty o1 |1(1{1{1{1]|1|1
T'S(a) 1 1 1 1 1 0 0 0 0
TC(a) 1 0 0 0 0 1 1 1 1
rp (1101 ]1]1]0]0]0|0
e (1] 1101 ]1]70]0]0]0
Tq 171 (1]0]1]0[0]0]O0
T 171 (1]1]0]0[0]0]O0
Tsy 1000|001 ]1]1
Ts, 1100|001 ]0]1]1
Tt 1100|001 ]1]0]1
Tt 110(0]0]O0O]21T(11]1]0

TAB. 4.2 — Signature des fautes apparaissant au voisinage de a.

Au vu du tableau E2, en cas de défauts de mesure affectant simultanément ’arc a et
au moins un autre arc entrant ou sortant de C(a) ou de S(a) tous les résidus présentés
dans le tableau interviennent dans la signature. Autrement dit, la logique de décision de
I’alarme signalant ’apparition d’'un défaut de mesure sur ’arc a doit faire apparaitre tous
les résidus affectés par f, ainsi que r,.
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On propose donc finalement la logique de décision suivante qui évite les non détections
et limite trés significativement le taux de fausse alarme.

A(a) = T5(a)"C(@)Ta + TaTC(a)TS(a) H Ta, H Ta, H Ta, H re, (4.22)

a;€*S(a) ajeS(a)*/a ar€*Cl(a)/a a€C(a)*

défaut unique .,

Vo
dé fauts multiples

D’apreés le tableau 22 il est évident que (BEZA) évite les non détections, sous I'hypothése
de défaut de mesure d’amplitude suffisante par rapport au bruit de mesure. Etudions les
conditions nécessaires & l'apparition d’une fausse alarme. En ’absence de la faute f,, le
premier terme de (22) reste & "0" en présence d’autres fautes. Pour que le deuxiéme
terme de ([EL22) soit égal & "1" en 'absence de f, il faut la présence simultanée d’au moins
4 fautes.

En effet pour que r,7¢()rs(q) soit égal & "1", il faut au moins une faute sur la mesure
du flux d'un arc entrant ou sortant de S(a) et au moins une faute sur la mesure du
flux d’'un arc entrant ou sortant de C'(a). Pour que [], c.g() T Hajes(a)* Tq; Soit égal &
"1" il faut que des fautes affectent les mesures des flux d’au moins 2 arcs distincts de
*S(a) U S(a)*. De méme, le produit [], c o) Tax [La,ec@) Ta est égal & "1" si des fautes
affectent les mesures des flux d’au moins 2 arcs distincts de *C'(a) U C(a)*.

Remarque 4.1. En prenant en compte un graphe plus étendu on remarque que d’autres
défauts peuvent provoquer une fausse alarme, néanmoins le nombre de défauts simultanés
nécessaires a une fausse alarme reste le méme.

L’algorithme suivant résume la mise en ceuvre de la détection et de la localisation de
défaut capteur pour systéme interconnecté.

1. construire le graphe représentant la structure du systéme et ajouter le nceud enwvi-
ronnement afin d’obtenir un graphe cyclique;

2. si tous les flux du systéme ne sont pas mesurables, appliquer ’agrégation par nocuds
a tous les arcs dont le flux n’est pas mesurable, on obtient un graphe comportant
ng arcs et n, nceuds;

3. déterminer les fonctions permettant de construire les résidus r,, pour i = 1,...n,

ED)-(ETD) et vy, pour i =1, ... ,n, [EIR)-E2D);

4. pour chaque arc a;, générer le signal d’alarme A(a) défini par

L’intérét de cette technique est que la plupart des étapes de ’algorithme sont faites
hors ligne. Les résidus normalisés sont des fonctions linéaires du vecteur de mesure, les
booléens sont définis par un test de comparaison et les alarmes sont générées par des
logiques booléennes, autrement dit les opérations a effectuer en ligne sont peu cotiteuses
en termes de calcul. De plus, la génération de 'alarme affectée a un arc a ne nécessite
les mesures que des arcs ayant un noeud en commun avec les arcs entrant ou sortant de
S(a) ou de C(a). Cette méthode permet donc un traitement décentralisé du diagnostic
[Georges et al., 2002].

4.2.4 Détection et localisation de défauts systéme

Dans ce paragraphe nous supposons que les mesures des flux ne sont pas entachées
d’erreur, en revanche le systéme est affecté par des fuites (courants de fuite dans le cas
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de circuits électriques, fuite d’'une canalisation d’un réseau hydraulique, perte de données
durant un transfert pour un réseau de communication). De plus on fait ’hypothése que les
fuites se produisent en amont des points de mesure. Cette hypothése n’est pas restrictive
dans la mesure ot si la mesure est faite en amont de I’arc il suffit de modifier I’orientation
de l’arc dans le graphe (changement de signe dans une colonne de la matrice d’incidence
M) et le signe de la variable mesurée dans les équations de bilan.

Fia. 4.5 — Graphe du voisinage d’un arc a affecté par une fuite f,

Etudions la signature d’une fuite affectant un arc a, en ’absence de bruit de mesure,
sur les résidus associés aux différents composants du graphe de la figure L0 Les bilans
aux nceuds C'(a) et S(a) s’écrivent respectivement

TC(a) Z Tp, + Tq — Z Tq; =0 (4.23)

a;€*C(a)/a aj€C(a)*
TS(a) Z Tp, — Z Ta; — Ty =0 (4.24)
a;€*S(a) a;jeS(a)*/a
ou encore Z Tp, — Z Ta; — Ta = fa 70 (4.25)
a;€*S(a) a;jeS(a)*/a

le bilan du sous-graphe {S(a),a,C(a)} devient

Z Tp, + Z Z Z :Eal fa=0 (4.26)

a;€*S(a) aje*C(a)/a ap€S(a)*/a a;€C(a
ou encore Z Ty, + Z Z Z xal +f, #0 (4.27)
a; €*S(a) aje*C(a)/a ap€S(a)*/a a€C(a)

Autrement dit, les résidus r, EZ7) et 75,y BE24) sont sensibles au défaut f,, tandis
que le résidu ro(q) BE24) est insensible a f,. La fuite f, désequilibrant le bilan du nceud
S(a), les résidus associés aux arcs entrant ou sortant de S(a) sont sensibles & f(a). En
revanche, la mesure étant effectuée en aval de la fuite, la grandeur mesurée correspond au
flux entrant dans C'(a), en conséquence les résidus associés aux arcs entrant ou sortant de
C'(a) ne sont pas sensibles a f,.
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Pour résumer, une fuite f, survenant en un arc a a une signature non nulle sur les
résidus rg(q) et rq, pour ai € {*S(a) U S(a)*} (v compris a). Il en découle que toutes les
fuites survenant sur les arcs issus d’'un méme noeud ont une signature identique.

Le tableau présente les signatures des fautes affectant les composants du graphe
de la figure sur les résidus qui leurs sont associés.

fuite affectant l'arc

alp p |l e]s] st

re (11010 [1]1[0[0]|1]1

rs@ || 1] 001 ]1]0]0]0]0
@ |00 ][0 10]0]0|0|1]|1
rp, 11101 12]1]0]0|0]|0
p, 1O |1 1]12]0|0|0]|0
rq, (11010171701 0]0]0

re, |1]0]0]1]1]0]0]0/0

rs, 10100 [O0OJO0O|1T]0]1]1

rs, 10100 [O0JO0|0|1]1]1

r, (000 [0O]O0O]0[0|1]1

r, (01010 [0]0]0[0|1]1

TAB. 4.3 — Signature des fuites apparaissant au voisinage de a.

On vérifie sur le tableau la remarque faite précédemment : les signatures de toutes
les fautes affectant un arc a; € S(a)* (c’est a dire a et de ¢; et ¢o) sont identiques. La
localisation permettra au mieux de donner un sous-ensemble d’arcs parmi lequel se situe
la (ou les) défaillance(s). En revanche, seules les fuites intervenant sur un arc de S(a)* ont
une signature non nulle sur rg,), on peut donc proposer la logique de décision suivante.

Ala) = 75(a) (4.28)

Résumons le processus de détection et de localisation de fuite pour systéme intercon-
necté.

1. construire le graphe représentant la structure du systéme et ajouter le nceud enwvi-
ronnement afin d’obtenir un graphe cyclique;

2. si tous les flux du systéme ne sont pas mesurables, appliquer ’agrégation par nocuds
a tous les arcs dont le flux n’est pas mesurable, on obtient un graphe comportant
ng arcs et n, nceuds;

3. déterminer les fonctions permettant de construire les résidus r,, pour i = 1,...n,
ED)-[ETID) et ry, pouri=1,...,n, EIS)-E20);

4. pour chaque arc a;, générer le signal d’alarme A(a) défini par 28

La méthode de détection et de localisation de fuite présente les mémes avantages de
mise en ceuvre que la méthode proposée pour la détection et la localisation de défauts
de mesure. Le caractére décentralisé est encore plus évident puisque l'alarme A(a) est
générée a partir des mesures des arcs entrant et sortant du noeud source de a. En revanche
la simplicité de la logique de décision de A(a) ne permet pas une localisation précise de
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la défaillance, mais seulement de déterminer un sous-ensemble d’arcs dans lequel la (les)
défaillance(s) est (sont) survenue(s).

4.2.5 Discussion

Nous avons exposé deux méthodes complémentaires de génération de résidus décen-
tralisée. Une premiére méthode permet la localisation des défauts de mesure. La logique
de décision mise en ceuvre, bien que relativement simple (logique booléenne), évite les
non-détections et réduit considérablement les fausses alarmes. Une deuxiéme méthode,
dédiée a la détection de fuites affectant les arcs du graphe associé au systéme, permet la
détection des fuites ainsi qu’une localisation & un sous-ensemble d’arcs. La logique évite
les non-détections et réduit également les fausses alarmes. La génération d’un résidu as-
socié a un élément du systéme ne nécessite que la connaissance des mesures des éléments
adjacents. Ces méthodes sont donc particulierement adaptées & la génération de résidus
décentralisée.

4.3 Diagnostic robuste de systémes singuliers par fil-
trage H

Dans cette partie, ainsi que pour les méthodes de diagnostic & base d’observateurs
PI ou de factorisation copremiére, nous considérons un systéme singulier décrit par un
vecteur d’état x(t) € R", sujet a des fautes f(t) € R™ et des perturbations d € R",
controlé par une entrée de commande u(t) € R™ et dont on observe les sorties y(t) € R™,
défini par

Ei(t) = Ax(t)+ Bu(t) + Ry f(t) + Eyd(t) (4.29)
y(t) = Cux(t) + Du(t) + Rof (t) + Exd(t) (4.30)

ou les matrices £, A, B, C, D, E,, E5, Ry et Ry sont des matrices réelles, constantes
et connues, de dimensions compatibles avec celles des vecteurs définis plus haut. Nous
faisons I’hypothése suivante
Hypothése

(i) (E,A) est régulier (H1)
L’hypothése de régularité impose que les matrices E et A soient carrées et que le faisceau
(E,A) vérifie |sE — A| # 0.

Cette modélisation permet de prendre en compte de nombreux défauts tels que les
défauts d’actionneurs, les défauts de capteurs ainsi que les variations de paramétres du
systéme et la présence de signaux de perturbations. En effet, la modélisation d’un systéme
algébro-différentiel par la représentation d’état généralisée Kt = Ax+ Bu,;y, = Cx+du,
ne représente que le fonctionnement nominal du systéme et ne fait apparaitre que les
dynamiques identifiées ou connues par les équations de comportement mathématiques (ou
une partie de celles ci, car dans le cas de systémes de grande taille on cherche a simplifier
les modeles en négligeant certains modes pour diminuer la complexité des controleurs
a mettre en ceuvre). Une vision plus réaliste nous pousse a inclure des variations de
parameétres du systéme da; ; ainsi que des capteurs et des actionneurs (usure de piéces
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mécaniques, vieillissement des composants, modification des conditions d’utilisation, etc.),
les dérives ou les biais de mesure ou de commande, voire les arréts momentanés ou non d’un
composant de mesure ou de commande. On considére alors que la commande appliquée
au systéme est donnée par u, = u + f,, ou f, inclut les différents défauts affectant les
commandes, et de méme les sorties mesurées sont données par y = y, + f. ol y, sont
les sorties réelles du systeme et f. les différents défauts de capteurs. Cette approche est
illustrée par la figure EL8 [Chen et Patton, 1999

— adionneurs systéme capteurs ——

FiG. 4.6 — Systeme sujet a différentes fautes

Citons quelques exemples de défauts et leurs influences sur le modeéle du systéme:

1. une variation d’un parameétre du systéme provoque une variation d’amplitude « sur
la composante (7,5) de la matrice A. La premiére équation du modéle devient alors

Ei(t) = Ax(t) + Bu,(t) + ae;x;(t) (4.31)

ol e¢; € R" est un vecteur colonne dont toutes les composantes sont nulles sauf la
i®m¢ qui est égale a 1 et x;(t) est la j composante de x(t). Fixons Ry = e; et
f(t) = ax;(t), on se raméne alors a ([E2);

2. une dérive de pente « sur la i commande, débutant & I'instant t,, s’écrit

Ei(t) = Ax(t) + Bu,(t) + aBe;(t — to) (4.32)

ot e; € R™ dans ce cas ([{L2Y) s’applique avec Ry = Be; et f(t) = a(t — ty);
3. un biais d’amplitude a sur la *™ commande, débutant a l'instant ¢, s’écrit

Ei(t) = Az(t) + Bu,(t) + aBe;I'(t — 1) (4.33)

ou e; € R™ et I'(t) est la fonction de Heavyside (ou échelon unitaire). On modélise
ce défaut en injectant Ry = Be; et f(t) = al'(t — ty), dans ([E29);

4. une variation d’un parameétre de 'actionneur provoque une variation d’amplitude
£ de la composante (i,j) de la matrice B. La premiére équation du modéle devient
alors

Ei(t) = Axz(t) + Bu,(t) + Bee; u,(t) (4.34)
ol e; € R" et e; € R™, autrement dit on a Ry = e;e] et f(t) = fu,(t) dans [EZJ).
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5. une panne du i*™¢ actionneur apparaissant & I'instant ¢, est modélisée par
Ei(t) = Az(t) + Bu,(t) — Be;el T'\(t — to)u,(t) (4.35)

oll ¢; € R™, ce qui revient & EZd) avec Ry = —Begel et f(t) = [(t — to)u,(t)

La concaténation des différentes matrices de distribution et des fautes ainsi définies permet
de modéliser des fautes multiples. De maniére analogue une dérive de capteur, un biais
de mesure, des variations de paramétres ou des pannes de capteurs sont modélisés par
(#30). Enfin, la variable d permet d’inclure des bruits de commande, de mesure ou des
dynamiques non modélisées. Il est évident que la modélisation des signaux exogénes en
tant que perturbations ou fautes est a ’appréciation du concepteur, par exemple un défaut
que l'on ne souhaite pas prendre en compte dans la procédure de diagnostic sera inclu
dans les perturbations, afin d’affiner la localisation des autres défauts.

4.3.1 Objectif

Dans cette partie, les résultats obtenus dans le cadre du controle standard H,, sont
exploités pour le diagnostic de systémes singuliers. L’objectif est de ramener les problémes
liés au diagnostic tels que la génération de résidus, 'estimation robuste de fautes et la
synthése simultanée d’'un module de diagnostic et d'un controleur, & des problémes H,
standard pour lesquels des solutions sont connues. Cette méthode a été appliquée pour les
systémes non singuliers. Nous I’étendons aux systémes singuliers, en utilisant en particulier
des résultats a base d’inégalités matricielles linéaires (LMI) strictes.

4.3.2 Préliminaire: controle et filtrage H,,, des systémes usuels
aux systémes singuliers

Le principe général de la synthese H,, standard est de déterminer un controleur qui
minimise le gain maximal de la fonction de transfert en boucle fermée des signaux exogénes
w € R™ (perturbations, consignes, bruits, etc.) vers les sorties a réguler z € R"*. Généra-
lement I'entrée de commande v € R™ est calculée en fonction des sorties mesurées y € R™
par un correcteur dynamique K (s). Le principe est illustré par la figure 7. Par gain maxi-
mal, on entend, dans le cas de systémes multivariables, la plus grande amplification d’une
des entrées vers une des sorties sur ’ensemble des fréquences. Cette notion correspond &
la norme H,, d’'un transfert matriciel, et généralise aux systémes mutivariables la notion
d’amplitude de la fonction de transfert d’un systéme mono-entrée/mono-sortie.

La norme H,, d'une matrice de transfert G(s) de dimension (n;,n9) est définie par

|G(8)lloc = sup7 (G(jw)) (4.36)

weR

o sup désigne la borne supérieure, et 7 (G(s)) désigne la plus grande des valeurs singu-
licres de G(s) définies par

0: (G(jw)) = Vi (G(jw)G(—jw)T), pour i = 1,... ,min(ny,n,) (4.37)

ot les \;(.) désignent les valeurs propres de (.) (on remarque que G(jw)G(—jw)? est semi-
définie positive donc ses valeurs propres sont positives et la racine carrée est définie). On



84 Diagnostic robuste de fautes pour systémes singuliers

u G(s) y

K(s)

FiG. 4.7 — Schéma de principe du probleme standard H.,

rappelle ci-dessous quelques propriétés essentielles des valeurs singuliéres et de la norme
H..

M,
200 = B8 s (4:59)
a(M) = ig%%% (4.39)
o(MN) <a(M)a(N) (4.40)
a(MN) > a(M)a(N) (4.41)
1G(s)H (8)]loo < [[H ()]0 |G (5) ]l (4.42)
G(s)
I o] o = 2 (L) 1G(6)1o) (4.43)
1[G(s) H(s)] lloc = sup (I1H(5)]loos |G (5)]]sc) (4.44)
IG($)H(s)]|wo < 7 & |G(jw)| < m pour tout w € R (4.45)

ol ¢ (G(jw)) désigne la plus petite valeur singuliére de G(s), |G(jw)| représente I’ampli-
tude de G(jw), M et N sont des matrices complexes de dimensions compatibles et G(s)
et H(s) des transferts matriciels de dimensions compatibles

La propriété (EZH) est fondamentale dans le cadre de la synthése H,, car elle permet
d’imposer un gabarit fréquentiel au systéme en boucle fermée. La norme H,, revient a
considérer le pire cas, en déterminant I’amplification maximale sur toute la gamme des
fréquences. Cette approche conduit & imposer les mémes contraintes quelle que soit la
fréquence, y compris éventuellement sur une plage de fréquences qui n’a pas de sens phy-
sique (dans le cas du rejet de bruits, il n’est pas utile d’obtenir une bonne atténuation en
basse fréquence), ce qui peut entrainer un certain conservatisme. Pour diminuer ce conser-
vatisme on va introduire une fonction de pondération fréquentielle qui permet d’accorder
plus ou moins d’importance & certains intervalles de fréquences. Dans la relation (EZH) le
transfert matriciel H(s) peut ainsi étre utilisé pour définir un gabarit de robustesse.

Pour un systéme G(s) et un réel positif v donnés, le probléme H,, standard désigne
la détermination d’un correcteur K (s) tel que le transfert de w(s) vers z(s) du systéme

bouclé (représenté a la figure EE), noté F(G,K), et défini par (E40)

F(GK) = Gua(5) + Gua(s) (I = K(5)Gry(5) ™" K(5)Gy(s) (4.46)
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vérifie la condition

[F(G K)o < (4.47)
2(8) = Gu(s)u(s) + Guw(s) (4.48)
y(s) = Guy(s)u(s)+ Gyuyw(s) (4.49)
u(s) = K(s)y(s) (4.50)

La résolution du probléme standard H,., pour systémes non singuliers a fait I'objet de
nombreux travaux depuis la fin des années 80 a la suite de 'article [Doyle et al., 1988].
Parmi ces travaux deux types de méthodes de résolution se dégagent.

La premiére approche, fondée sur la résolution d’équations de Riccati, a fait I'objet
des travaux de [Doyle et al., 1988| et [Glover et Doyle, 1988| et est développée dans les
chapitres 13, 16 et 17 de [Zhou et al., 1996|. Cette méthode est soumise & la vérification
de plusieurs hypothéses de rang. En particulier la matrice de transfert direct des entrées
de commande sur les variables régulées doit étre de plein rang colonne, la matrice de
transfert direct des perturbations sur les sorties mesurées doit étre de plein rang ligne, les
transferts matriciels des entrées de commande vers les sorties régulées et des perturbations
vers les sorties mesurées ne doivent pas avoir de zéro sur I’axe imaginaire.

Ces conditions ne sont pas nécessaires a I’application de la deuxiéme méthode. En effet,
la résolution du probléme H,, standard par LMI nécessite uniquement que le systéme
soit observable par les sorties mesurées et commandable par les entrées de commande
(condition également nécessaire pour la résolution par équation de Riccati). La résolution
par LMI est présentée par [Iwasaki et Skelton, 1994] et [Gahinet et Apkarian, 1994] et
s’opére en deux étapes: la premiére étape est un résultat d’existence (une LMI admettant
une solution si et seulement si un controleur satisfaisant la contrainte de norme H,, existe)
et la seconde détermine le correcteur. Une méthode, par résolution de LMI, permettant
d’obtenir un controleur explicite est exposée par [Gahinet, 1996].

Les résultats obtenus dans le cadre du controle ont été utilisés dans celui de 1'esti-
mation optimale et du filtrage. En effet, quand les conditions de découplage des sorties
et des perturbations ne sont pas vérifiées, on cherche I'observateur optimal, i.e. celui qui
minimise la norme H,, du transfert des perturbations sur l'erreur d’estimation de ’état
ou d’une combinaison linéaire de I’état. L’approche par résolution d’équations de Riccati
est appliquée au probléme du filtrage optimal par [Shaked et Theodor, 1992].

Par la suite, le filtrage optimal sert de base a la détection et la localisation robuste
de fautes. Ainsi, [Edelmayer ef al., 1994] proposent d’aborder la FDI robuste par résolu-
tion d’équations de Riccati, [Qiu et Gertler, 1993 utilisent la factorisation de fonctions de
transfert pour synthétiser un filtre de FDI (détection et localisation de fautes, de 'anglais
fault detection and isolation) en apportant une attention particuliére a la localisation,
tandis que [Patton et Hou, 1997] proposent de se baser sur un formalisme LMI pour in-
tégrer le modelage de la sensibilité aux fautes dans la synthése de 'observateur. Enfin, il
est possible d’aborder simultanément les problémes de controle et d’observation comme
dans [Kilsgaard et al., 1996] ou [Niemann et Stoustrup, 1997].

Les résultats obtenus pour les systémes singuliers suivent la méme évolution. Dans un
premier temps, le probléeme du controle H,, standard est traité en résolvant des équa-
tions algébriques généralisées de Riccati [Takaba et al., 1994]. Comme dans le cas des
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systémes non singuliers, la solution nécessite que des contraintes de rang soient respec-
tées et une solution par résolution de LMI proposée dans [Masubuchi et al., 1997 per-
met de s’en affranchir. Dans [Masubuchi et al., 1997], certaines contraintes LMI sont des
contraintes non strictes, autrement dit on teste la semi-positivité et non la positivité.
Ce type de contraintes égalité est sensible aux erreurs d’arrondi lors des calculs et a
motivé une solution ne faisant apparaitre que des LMI strictes [Uezato et Ikeda, 1999].
En revanche, la problématique de FDI n’a pas a notre connaissance été abordée, si ce
n’est dans [Koenig et al., 2002 ot nous proposons une approche par résolution LMI de la
synthése d’un observateur de fautes, intégrée a la synthése d’un controleur.

Dans la suite de cette section nous nous efforcerons de formuler les problémes de
diagnostic comme des problémes de controle H,, standard pour systémes singuliers, dont
[Uezato et Ikeda, 1999] donnent la solution suivante a base de LMI strictes.

Lemme 4.1. Etant donnés un nombre positif v et un systeme G(s) défini par

Ex = Ax+ Byw+ Bu (4.51)
z = Cix (4.52)
y = Cur (4.53)

il existe un controleur K(s) défini par

E.i. = A.x.+ By (4.54)
u = Cex. (4.55)

tel que le systéme en boucle fermée, noté F(G,K), et défini par

E 0]. A ByC. B
{o E} Tof = {BCCQ A }x"f - [ol]w (4.56)
z = [Cl O:| Ly f (457)

vérifie || F(G,K)|l < 7y si et seulement si il existe des matrices définies positives P et
Q € R™™ et des matrices R et S € R=")x(=1) " [ ¢ Rruxn ot [, € R™™ telles que les

LMI [£-58)-{£-60) soient vérifiées

g (I)2:|
<0 4.58
o (1.59
v,y ‘112}
20 4.59
I (1.59
ELPE I
l R’}/I R ECLFZQEL] =0 (4.60)

ou

d, = APET +VSUT) + (PET + VSU")TAT + ByK + KB + B, BT (4.61

®, = (PET +vsuhrc! (4.62

U, = ANQE+URV)) + (QE+URVHYTA+ LC,+CILY +CTCy  (4.63
(

)
)
)
U, = (QE+URVH'B 4.64)
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et Vet U € R™("=") sont des matrices de plein rang colonne qui forment respectivement
la base du noyau de E et de ET et E;, et Er sont des matrices de plein rang colonne telles
que E = ELEL. Le contréleur est alors défini par
E. = FE (4.65)
A. = ((QE+URVT) —*(PET + VSUT) ™). (*AT(PET + VSUT) !
+HQE+URVHTA+(QE +URVY)'ByK(PET + VSUT)™!

+LC, + C{C1 + (QE+URV")' BB (PET + VSUT)™) (4.66)
B. = —((QE+URVT) —*(PET +VSUT)™) " L (4.67)
C. = K(PE"+VvSUu")™! (4.68)

Remarque 4.2. Dans le lemme précédent on suppose que le systéme ne comporte pas
de transfert direct des entrées de commande ou de perturbation vers les sorties a régu-
ler ou mesurées. Cette hypothése n’est pas restrictive dans la mesure ou il est possible
d’augmenter ’état du systéme pour y inclure u et w. En effet on peut réécrire

Eir = Ax+ Byw+ Byu (4.69)
2z = Ciz+ Dy,w+ D,u (4.70)
y = Chr+ Dyyw+ Dyyu (4.71)
sous la forme
E,t, = Ayx,+ Biaw + Bogu (4.72)
z = ClaTa (4.73)
y = (O, (4.74)
avec
E 00 A 0 0 B, By
E,=10 0 0of A, =10 —-1,, O Bio= |I,,| Bau=10 (4.75)
0 00 0 0 =1, 0 I,
Cy=[C1 Du: Dy:] Cou=[Cy Duy Dy (4.76)

Cette augmentation ne modifie pas les dynamiques du systéme puisque les valeurs propres
finies du systéme sont inchangées. De méme le caractére impulsif ou non reste identique.
En effet 'augmentation de la matrice A, est de plein rang, donc la dimension du noyau
de A,92, dans la forme équivalente par SVD de E,, est égale a la dimension du noyau de
Ags dans la forme équivalente par décomposition par SVD de E. De plus, on a

Ae B, Ba] A E B
rang |:Ea 0 0 } = rang [E 0 0 } + Ny + Ny (4.77)
rang [sEa — A, Bga} = rang [sE —A Bg} + Ny + Ny, Vs € C (4.78)

Autrement dit, la R-commandabilité et la Imp-commandabilité du systéme augmenté sont
respectivement équivalentes a la R-commandabilité et la Imp-commandabilité du systéme
initial. On obtient par dualité le méme résultat concernant la R-observabilité et la Imp-
observabilité.
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Le lemme Tl est appliqué, dans le but de proposer une solution aux problémes de géné-
ration de résidus avec atténuation des perturbations, d’estimation de fautes, d’estimation
robuste de fautes, et a I'intégration du diagnostic avec éventuellement l'introduction de
fonctions de pondération. Ces différents points seront traités successivement afin de faci-
liter leur compréhension avant d’étre abordés simultanément.

4.3.3 Diagnostic robuste
4.3.3.1 Génération de résidus avec atténuation des perturbations

Dans un premier temps, l'objectif est de synthétiser un générateur de résidus avec
atténuation des perturbations. Autrement dit, I'effet des perturbations sur les résidus est
minimisé par le choix du filtre générateur de résidus. Cette question peut étre traitée par
la synthése H., d’un filtre tel que la norme H,, de la fonction de transfert de la sensibilité
du résidu aux perturbations soit minimale. On considére le systéme ([EZ9)-([E30) ou l'on
suppose, sans perte de généralité, 'entrée de commande u nulle et ot I’'on omet les fautes
f, autrement dit on considére le systéme défini par

Ei = Ax+ Eyd (4.79)
y = Cx+ Eyd (4.80)

Le modeéle n’inclut pas les fautes car le but recherché est I'atténuation des perturba-
tions. L’entrée de commande n’apparait pas dans la synthése du filtre générateur de
résidus pour simplifier les écritures. Si le vecteur d’entrée, u, n’est pas identiquement
nul il suffit de rajouter un terme au générateur de résidus selon la méthode suivante
[Chen et Patton, 1999|. Notons r = G,y le générateur de résidus obtenu en considérant
u = 0. Le systéme (E29)-E30) peut s’écrire sous la forme y = G,u+ Gad + G f. Le
générateur de résidus pour v non identiquement nul est donné par

r=Gyuu+ Gy (4.81)
ol Gyr(s) = =Gy Gyu(s). (4.82)

En effet, en 'absence de faute et de perturbation le vecteur de résidu est nul par définition,
ce qui implique

r = Gyry -+ Gmu (483)
= (GyrGu + Gur) u=20 (484)

ot la derniére équation justifie (EX2).

Le filtre de génération de résidus a déterminer, noté K (s), est un estimateur de z € R™:
par filtrage H.,, oll z est une combinaison linéaire des sorties mesurées y. Le signal a
minimiser est alors défini par l'erreur d’estimation de z, notée z. Le schéma de principe
est donné par la figure E£8.

z = My (4.85)

Po= 2-3 (4.86)
(4.87)
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— G4(9) » K(s) -\*

F1G. 4.8 — Schéma de principe de la génération de résidus avec atténuation des perturba-
tions

ou % est donné par 2 = K(s)y. L'objectif de la synthése du générateur de résidus est
de minimiser le transfert des perturbations sur I'erreur d’estimation. Autrement dit, on
cherche & minimiser le critére J suivant

z
J= Gl = sup 1l
o<lldla<oo lld|2

(4.88)

ou Gg; désigne le transfert matriciel de d vers Z. Le probléme s’écrit dans le formalisme
H, sous la forme

Ei = Ax+ Eyd (4.89)
= MCz+ MEyd— 2 (4.90)
y = Cx+ Exd (4.91)

Le théoréme suivant permet de résoudre le probléme de la génération de résidus ro-
bustes sous la forme d’un probléme de contréle H,, standard, pour systéme singulier.

Théoréme 4.1. Le générateur optimal de résidus robustes est obtenu par minimisation

de 7y sous les contraintes LMI [{-58)-(Z.00) pour le systéme G(s) défini par

E 00 A0 0 B 0
00 0[dg = [0 Ly, O |ag+ [Ly,|d+|0]2 (4.92)
000 0 0 I, 0 L.
= [MC ME, —I, ]z, (4.93)
y = [C Ey 0]z, (4.94)
onz, = [«7 d" 27]" (4.95)

le générateur de résidus r(s) = Ce (sE. — A.) "' Buy(s) est défini par ([7-63)-([F-63) |

Démonstration. Le systéme ([E92)-(E34) est obtenu a partir de ([EX9)-([ETI), en augmen-
tant I’état pour y inclure d et 2. O
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4.3.3.2 Estimation des fautes en ’absence de perturbation

L’objectif est maintenant de déterminer un filtre pour I'estimation des fautes, le but est
donc de maximiser la sensibilité du vecteur de résidu aux fautes. Il ne sera pas tenu compte
de I'influence des perturbations. Les entrées de commandes sont supposées identiquement
nulles, suivant 'argument énoncé en 33Tl On considére donc le systéme suivant

Ei = Av+R.f (4.96)
y = Cx+ Ryf (4.97)

Le filtre estimateur est obtenu en maximisant la norme du transfert des fautes vers les
résidus, ou de maniére équivalente, en minimisant le transfert des fautes vers 'erreur
d’estimation des fautes. Le résidu est défini par r = f . Le signal & minimiser est défini
par Uerreur d’estimation des fautes, notée f

f=r-f (4.98)

L’estimation optimale revient a chercher le filtre qui minimise le critére suivant

f-f

(4.99)
0<lfla<oe  IIfll2

Le schéma de principe de I'estimation des fautes est donné en figure pour Wy = I,
Adoptant le formalisme H,., standard, le probléme est équivalent a la détermination du

| W(s)

|
¥

G(s) 1 K(s)

FiG. 4.9 — Schéma de principe du diagnostic de fautes

controleur 2(s) = K(s)y(s) qui minimise la norme H,, du transfert en boucle fermé
F(G,K), ou G(s) est défini par
Ei = Az+ Rif (4.100)

z = [/ (4.101)
y = Cx+ Ryf (4.102)
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Théoréme 4.2. L’estimateur optimal de fautes est obtenu par minimisation de vy sous

les contraintes LMI [{{-58)-{4-60) pour le systéme G(s) défini par

E 00 A 0 0 Ry 01

0 0 0, = |0 =Ly, 0 |zo+ [Lny| fH]0]f (4.103)
0 00 0 0 —Iy 0 I,

z = [0 L, —I]z, (4.104)
y = [C Ry 0]z, (4.105)
o, = [T f7 f7]" (4.106)
Vestimateur f(s) = C. (sE. — A.)"" Buy(s) est défini par ([.69)-([F-63) |
Démonstration. Identique a la preuve du théoréme BT O

4.3.3.3 Diagnostic de fautes

Comme le proposent [Chen et Patton, 1999] dans le cas des systémes non singuliers, il
peut étre intéressant d’introduire une fonction de pondération stable Wy(s) € R(s)"*"f
sur les fautes f, voir le schéma Une telle fonction permet tout d’abord de tenir
compte des différences d’échelle entre les différents défauts et de modeler la réponse de
f aux fautes. En particulier, pour garantir une estimation correcte en régime établi on
utilisera une matrice diagonale de filtres passe-bas stables (ce qui de plus permet de filtrer
d’éventuels bruits en hautes fréquences). Notons f(s) = Wy(s)f(s), le résidu devient

r = f, et le signal & minimiser est

f=r-1/ (4.107)
et le critére & minimiser est alors
1 = Fll2
J=Gj(s)lloc = |G y(s) = Wi(s)]loo = ST (4.108)
i1 71 ! 0<|| fll2<o0 ||f||2
Ce probléme est équivalent au controle H,, standard du systéme défini par
E Oo|z|  [A O x Ry
lo f} ch} B lo Af} [xf} " le} d (4109
z = [0 Cf] {ff} +Dif—f (4.110)
y = [C 0] Lff} + Ryf (4.111)

ot (Af,By,Cr,Dy) est une représentation d’état, d’ordre k; du filtre Wy(s).

Théoréme 4.3. Le filtre de diagnostic de fautes optimal est obtenu par minimisation de
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v sous les contraintes LMI {{-58)-{-60) pour le systéme G(s) défini par

E 0 00 A 0 0 0 Ry 0
0 Iy, 00 . _ |0 A4 O 0 By 01 ;

o 0 ool = o o -1, o %, |/T]o|LEHD

0 0 00 0 0 0 I 0 In,
z = [0 Cf Dy —I,]x, (4.113)
y = [C 0 Ry 0]z, (4.114)

T

ot 7, = [xT T Iﬁ} (4.115)
le filtre de diagnostic i(s) = C.(sE. — A.)”" Bey(s) est défini par [§-63)-([{-09) |
Démonstration. Identique a la preuve du théoréme BTl O

4.3.3.4 Diagnostic robuste de fautes

Dans cette section nous traitons simultanément les deux aspects précédents d’estima-
tion des fautes et de robustesse vis a vis des perturbations. Pour ce faire, il convient de
déterminer le filtre qui minimise le transfert des perturbations et des fautes sur 'erreur
d’estimation des fautes, ou l'erreur d’estimation de I'image des fautes par un filtre for-
meur. On considére donc le systéme suivant, ou le vecteur de commande est omis, sans
nuire a la généralité d’aprés la discussion faite a la section 33Tl

Fi = Ax+ R f+ Eid (4.116)
y = Co+ Ryf + Ead (4.117)

Le filtre de diagnostic robuste de fautes est obtenu en minimisant la norme H,, du trans-
fert des signaux exogeénes (i.e. fautes et perturbations) w = [fT dT}T vers l'erreur d’es-
timation de f(s) = Wy(s)f(s). Le résidu est défini par f , et le signal & minimiser est

f=f—1¢ (4.118)
et le filtre de diagnostic robuste de fautes est choisi de maniére & minimiser le critére
If = £l
J =G yp(s)lloe = LS (4.119)

0<|lw|l2<c0 HwH?

Le probléme du diagnostic robuste de fautes peut donc s’écrire sous la forme du contréle
H, standard du systéme singulier défini par

ol = B Al [1 El]w a0

;= ocy{ } Jw—f (4.121)

y = [C 0] {xf} +[Ry Esx]w (4.122)
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Le théoréme suivant permet de déterminer le filtre optimal.

Théoréme 4.4. Le filtre optimal de diagnostic robuste de fautes est obtenu par minimi-
sation de vy sous les contraintes LMI {{.08)-[£-60) pour le systéme G(s) défini par

E 0 000 A0 0 0 0 R, E 0
0 I, 000 0 Ay 0 0 0 By 0 0]
00 0 00 0|d=[0 0 —I, 0 0 |zgt|ly, O |wt|O|f
0 0 000 00 0 —I, 0 0 I, 0
0 0 000 0 0 0 0 —I, 0 0 L,
(4.123)
z = [0 Cf Dy 0 —I,,]z, (4.124)
y = [C 0 Ry Ey 0]z, (4.125)
1T
ot 7, = [xT o T dr f} (4.126)
Vestimateur f(s) = C. (sE. — A.) ™" Buy(s) est défini par ([F-69)-[F-63) |
Démonstration. Identique a la preuve du théoréme BTl O

Pour assurer un gabarit de robustesse de I'erreur d’estimation face aux perturbations, il
est possible d’introduire une fonction de pondération stable d’ordre ky, Wy(s) en amont de
I'entrée de perturbation, comme le montre la figure ILT0L La fonction de pondération Wy(s)
permet de tenir compte d’une connaissance éventuelle de la distribution fréquentielle des
signaux d et d’accentuer les spécifications de robustesse sur certaines plages fréquentielles.

Notons d(s) = Wy(s)d(s) et

w= {IS" Wf@)} {ﬂ - {IS" Wc?(s)}w (4.127)

" Wi(9)

Y
o
—~
NO2

K(s)

(1
]
d
%1 W(® - GdS

F1G. 4.10 — Schéma de principe du diagnostic robuste de fautes avec fonction de pondéra-
tion
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Le résidu reste r = f , et le signal & minimiser est encore f = f — f et le filtre est a

déterminer de maniére & minimiser la norme H,, du transfert des signaux exogénes w sur
Perreur d’estimation des fautes filtrées f. Le critére & minimiser est défini par

If = £ll>

J =G ui(s)llo = |G yf(s) = [Wy(s) 0] [loc = (4.128)
ui wi) = Wrle) Ol = 0 S,
Ce probléme est équivalent au controle H,, standard du systéme défini par
E 0 0][2 A 0 EC [z Ry Ei Dy
0 ka 0 fL’f = 0 Af 0 Ty + Bf 0 w (4.129)
0 0 Ikd i’d 0 0 Ad ] Tq 0 Bd
:'U- A
z = [0 Cf 0} Ty +[Df O}M—i (4130)
l’d_
x
Yy = [C 0 Eng} Ty —I—[RQ Eng]w (4.131)
Lq

ou (Ag,Bq,Cy,D,) est une représentation d’état du filtre stable Wy(s)

Théoréme 4.5. Le filtre optimal de diagnostic robuste de fautes, garantissant un gabarit
de robustesse spécifié par Wd_l(s), est obtenu par minimisation de vy sous les contraintes

LMI @-58)-#-60) pour le systéme G(s) défini par

E 0 0 000 A0 EC; 0 0 0 Ry EiDy]
0 I, 0 000 0 4y 0 0o 0 0 By 0
0 0 Iy, 000 0 0 A 0 0 0| 10 By|
0o 0 0 00O ™ |00 0 —IL, 0 0 [“L 0 [~
00 0 000 0 0 0 0 —I, 0 0 I,
00 0 00 0 0 0 0 0 0 —I,] |0 0 |
+[0 0000 L] f
(4.132)
z =100 Cf 0 Dy 0 —I,]x, (4.133)
y = [C 0 ExCqy Ry ExDyq 0]z, (4.134)
T
oz, = [« oF of f7 4 ] (4.135)
Vestimateur f(s) = C, (sE, — A.)™" Buy(s) est défini par ([§-09)- [-03) |

Démonstration. Identique a la preuve du théoréeme BTl La fonction de pondération ga-
rantit un gabarit de robustesse de I'erreur d’estimation f aux perturbations car d’apres
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les formules (EZ4) et (EZH) si le filtre K (s) assure | F(G,K)||o <y on a

7> Gyp Gaf] oo = 7> sup(11G fllcs |G g Walo) (4.136)
v > ||foHoo

- 4137

{ 7> [|GyfWalloo (4.137)
v > ||foHoo

> 4.138

{ Gap(s)] < gy Vs (4.18)

0

La contrainte || F(G,K)||o < 7y assure que deux objectifs sont atteints. Premiérement,
la réponse du filtre aux fautes est modelée pour s’approcher de W(s). Deuxiémement, le
transfert matriciel de la sensibilité de f(s) (Perreur d’estimation de f(s)) aux perturba-
tions d(s), est inférieur en amplitude au transfert de W;'(s), pour v inférieur ou égal a
1,ce qui revient & imposer un gabarit fréquentiel en dessous duquel se situera la réponse
du filtre aux perturbations. Les filtres W(s) et Wy(s) sont des parameétres de synthése
du filtre K (s).

4.3.4 Intégration du diagnostic dans la synthése du controleur

Dans cette section, l'objectif est d’intégrer la procédure de diagnostic telle que nous
I’avons définie en section L334 dans la démarche de synthése H,, d’un contrdleur pour
systéme singulier. Ce travail peut étre considéré comme une extension aux systémes sin-
guliers des travaux de Stoustrup et Niemann (par exemple [Kilsgaard et al., 1996]). Nous
en avons exposé les premiers résultats dans [Koenig el al., 2002]. Le formalisme H., per-
met d’inclure les spécifications de controle et de diagnostic en considérant un systéme
augmenté correspondant au schéma donné en figure ETIl On considére un systéme défini
a partir de (E29)-([E30) en distinguant les sorties a réguler z; (objectif de controle a dé-
finir) des sorties mesurées. Les objectifs de diagnostic déterminent une seconde sortie a
réguler, zo, qui est l'erreur d’estimation de f, I'image de f par le filtre W/ (s), autrement

dit p=f=[f- f . Le systéeme devient

Ei = Ax+ Bu+Rif + Eid (4.139)
21 = Cix+ Diu+ Ro f + Eand (4.140)
o= f—F (4.141)

y = Cox+ Dou+ Roof + Eagad (4.142)

ou d est I'image des perturbations fictives, d, par le pré-filtre Wy(s). Les représentations
des différents filtres de robustesse aux perturbations et de modelage de la réponse aux
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fautes sont intégrées en augmentant 1’état du systéme qui devient

E 0 0|z

A 0 ElCd X Rl ElDd B 0 u
0 ka 0 $f =10 Af 0 Tyl + Bf 0 wt+{0 0 |:f:|(4143)
0 0 Ikd i’d 0 0 Ad Tq 0 Bd 0 Ot
F §
z = [C1 0 EnCyl|ap|+[Ra EoDa) wt[Dy 0] f] (4.144)
_xd
LU- u
w=1[0 C 0 o] + [0y 0luwtfo —1,,] M (4.145)
Tq —

xr
y = [Co 0 ExnCyl|as|+[Re ExnDg] wt[D; o}m (4.146)
Ld

i W(S) a
f : d Y E > Zl
d— G(9) ﬁ)— Z
5 |y
ul [f
: KA 1
Ky (9 [+

Fi1G. 4.11 — Schéma de principe de lintégration du diagnostic

Ce systéme peut s’écrire sous la forme standard proposée par [Uezato et Ikeda, 1999

Euia = Aa®a+ Buww + Bauitt + Bausf (4.147)
21 = Cuig (4.148)
2 = Claiat, (4.149)
y = Cupx, (4.150)
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ou
[E 0 0 0 0 0 0] [A 0 ECs 0 0 0 0]
0 Ly 0 0000 0 Ay 0 0 0 0 0
0 0 I, 0000 0 0 A 0 0 0 0
E~={0 0 0 000 0| A4=0 0 0 —I, 0 0 0| (4.151)
00 0 0000 0 0 0 0 —-I, 0 0
000 0 0000 0 0 0 0 0 —I, O
00 0 000 0 00 0 0 0 0 In,]
[Ry EiDy [ B [0 ]
By 0 0 0
0 By 0 0
Baw=|In, 0 | Baus=|0| Buz= 10 (4.152)
0 I, 0 0
0 0 I, 0
0 0 0 L, |
Call — [Cl O EmCd R21 E21Dd D1 0} (4153)
Caz=1[0 C; 0 Dy 0 0 —I,,] (4.154)
Co2=1[Cs 0 E»nCy Ry ExpDy Dy 0] (4.155)
1T
Tq = [mT T T iT] (4.156)

L’étude du schéma de principe de la figure EETTl ou de simples manipulations de la
fonction de transfert matricielle font apparaitre que les transferts de uy vers z; et de uy
vers zo sont nuls. On a donc un découplage controle / diagnostic. D’aprés les proprié-
tés de la norme H,, on déduit que ||GwzHOO > Sup(HGleHOmHGfZl||007HG422||007||Gf22H00)'
Autrement dit la minimisation de la norme du transfert de w vers z est plus contrai-
gnante que la minimisation des normes de chaque transfert composant G,.. Précisons la
signification de ces différents transferts. La minimisation de |Gy, ||« assure 'atténuation
des perturbations d(s) (par le filtre Wy(s)) sur les sorties régulées. La minimisation de
|Gz, |l Permet d’éviter les fausses alarmes dues a l'effet des perturbations d(s) sur 'es-
timée des fautes. La minimisation de ||Gy,, || assure que l'apparition de fautes n’a pas
une influence significative sur les sorties régulées. La minimisation de ||Gy,, || garantit
une estimation correcte des fautes. Les objectifs étant principalement le controle de z; et
Iestimation des fautes, on peut découpler les synthéses afin de limiter le conservatisme
qu'introduirait la minimisation de ||Gy: |- On cherche alors un correcteur K (s) tel que
|Gz ||o < 71 ainsi qu'un correcteur Ks(s) tel que ||Gy., |l < 72. Le fait de considérer d,
plutot que d dans les transferts permet d’imposer un gabarit de robustesse par rapport
aux perturbations réelles d.

Théoréme 4.6. Le module optimal de diagnostic et de contrdle robuste est obtenu par
minimisation de vy, et o sous les contraintes LMI ([7-58)-{#-60) pour les systéemes G1(s)
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et Go(s) respectivement définis par

Aa Baw Baul
Gl(S) = Ea, Call 0 0 (4157)
Cw | O 0
Aa Baw Bau2
GQ(S) = Ea, Calg 0 0 (4158)
Cwo | O 0
Les correcteurs Ki(s) = Co (sEe — Ad)_1 Ba et Ky(s) = Cu(sEe — AC2)_1 B,y sont

définis par (£.63)-4-63) |

4.3.5 Accomodation de défauts

L’estimation des fautes fournit une information qu’il est possible d’utiliser pour mi-
nimiser 'influence des défauts sur le systéme. Le principe est alors d’inclure un terme
additif, dépendant de ’estimation des fautes, dans la loi de commande. La loi de com-
mande u + K, f est alors appliquée au systéme ([E29)-(E30), ol le gain constant K, est a
déterminer afin de minimiser la norme H., du transfert des fautes vers les sorties mesu-
rées. Une fois la loi de commande modifiée, afin d’assurer ’accomodation de défauts, le
systéeme s’écrit

Ei = Ax+ Bu+ BK,f+ R\f+ Eid (4.159)
y = Cz+Du+ DK, f+ Rof + Esxd (4.160)

en augmentant ’état de u + K, f et de f il est possible d’annuler les transferts directs de
u, f et f sur la sortie (il est évident que si D ou Ry est nul, augmentation est limitée
aux termes non nuls), il vient alors

E 0 0 A 0 0 B BK,] [R E,
00 0|ldig=1{0 —I 0 |ae+|I|ut| K, | f+]0]|f+]|0]|d (4161)
000 0 0 —I 0 0 I 0
y = [C D Ry|wa+ Exd (4.162)
AT T
oz, = [of (u+ .f) /] (4.163)
ou encore, avec f = f — f
E 00 A 0 0 Bl [BK,| [Ri+ BK, B,
0 0 Olgg = |0 =T 0 |zg+|I|u—| K, |f+| K, |f+|0 |d(4.164)
000 0 0 —I 0 0 I 0
y =[C D Ry]z,+ Exd (4.165)

La synthese de I'estimateur de fautes robuste étudi¢e précédemment a pour objectif de
minimiser f, il reste donc a déterminer K, afin de minimiser le transfert de f sur y, noté
Ty, (s). Pour un filtre K(s) donné, le principe de 'accomodation de défauts est illustré
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G(s) 'y

.

K(9)

il

N
£
|

K >

r

Fi1G. 4.12 — Schéma de principe de ’accomodation de défauts

par la figure Le gain K, est déterminé par la résolution d'une LMI donnée par le
théoréme suivant.

Théoréme 4.7. Le gain K, tel que la loi de commande u + K, f minimise || Tp,(s)] o
est obtenu par minimisation de vy sous les contraintes LMI en les variables v > 0 et
K, € Rmxns

Krrgir}l) v, sous les contraintes ([[.167) et ([{.16J) (4.166)
0,45
BK,
d, K, D,
0 <0 (4.167)
[K'BT K o] -1 0
o7 0 —2I
ETPE,z = 0 (4.168)
BK,RT + RiK'B" + Ri\Rl R\K! BK,+ R,
olt & = K, R 0 K, + A, (PEL +VSUT)
K'BT + RT KT I
+ (E,P+US"VT) AT (4.169)
dy = (E,P+USTVTCTF (4.170)
E 00 A 0 0
oWE,=|0 0 0] As=|0 —I,, 0 | C.=[C D Ry (4.171)
0 00 0 0 I,

et K, € R P = Pl g Rt (n, = n+mn, +ng), S € Roax(a=r) 1y ]
Eur, E.; € Rex(a=1) sont de plein rang colonne et vérifient B,V = 0, E:;FU =0 et
E,=E, ET,. n

La preuve de ce théoréme nécessite les deux lemmes suivants, le premier est établi
dans [Uezato et Ikeda, 1999, le second est connu sous le nom de lemme de Schur (on le
trouve par exemple dans [Gahinet et Apkarian, 1994])
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Lemme 4.2. Pour un réel positif v donné, le systeme singulier (E,A,B,C,0) vérifie
|C(sE — A)7'B|ls < 7, si et seulement si il eviste P = P € R™", S ¢ R=7)x(n=r)
satisfaisant les contraintes LMI

{;i} _q;é 1] <0 (4.172)

ELPER =0 (4.173)

o, = A(PE"+VSU") + (EP+US"VT) A" + BB” (4.174)

dy = (EP+USTVH)CT (4.175)

ouV, U, Eg, E;, € R™"=") sont de plein rang colonne et vérifient EV =0, ETU = 0 et

E=E,EL.
Lemme 4.3. Pour Q = Q7, R = RT et S de dimensions compatibles, les deux proposi-
tions sont équivalentes

Q S

2
2 R-=0et@Q—SR'ST >0

Démonstration. (théoréme E) D’aprés le lemme B2, le systéme (FE,,A,,B,,C,), ou B,

est défini par

B, = [(BK, +R)" KT 1]", (4.176)
vérifie ||C, (sE, — Ay) ™" Balloe < 7 si et seulement si il existe P = PT et S telles que
v D } T
<0et ERPER >0 4.177
|:(I)%“ _72] R R ( )
ow Uy = A, (PE] +VSU") + (E,P+US"V") Al + B,B! (4.178)
dy = (E,P+USTVC, (4.179)
il apparait que
BK,| [BK,]"
U, =0, + | K, K, , (4.180)
0 | 0
en appliquant le lemme de Schur, on peut écrire les équivalences suivantes
BK,| [BK,]"
0- [Pt | K] K ke (4.181)
0 | 0
i 2 7?1
BK,] [BK,|"
[, @, K, K,
& 0> BT 2] + 0 0 (4.182)
0 0
_ BE.IT
D, D, B,
& 0> 0 (4.183)
) - 0
[K'BT KT 0] 0 —-I |
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La permutation des blocs des 2°™¢ et 3™ lignes et colonnes permet d’achever la démons-
tration. U

Le gain K, est choisi dans le but de minimiser I'influence des fautes sur la sortie,
on peut, en augmentant le vecteur f, y inclure les perturbations, néanmoins une telle
augmentation risque de conduire & de moins bonnes performances. En effet on chercherait
alors & minimiser || [Ty,(s) Tuy(s)] |- Or d’aprés les propriétés de la norme H,, on a

1Tty (s) Tay(s)] lloo > sup ([ Ty () loo: | Ty (5) | ) (4.184)

On obtiendrait donc une borne supérieure v plus grande ce qui autoriserait une moins
bonne atténuation des fautes. A contrario, on assurerait également I’atténuation de I'im-
pact des perturbations sur les sorties.

4.3.6 Exemple

Pour illsutrer les différentes applications du filtrage H,, au diagnostic de systémes sin-
guliers, on considére le systéme singulier LTI, affecté par des défauts f et des perturbations
d, défini par

1000 10 0 3 7 1 0] o o] T[001 0
010 0| 5 -3 —14 0 ool |1 o0 0 0
001 0f= |4 o —12 1|"o oo offf| o of?(418)
000 0 0o 4 0o -—1| lo 1] oo 0 0

1000 ool o1, o o
Y= 1o oo 1]5”{0 0}7“{0 0]“{0 0,01}d (4.186)

Les entrées inconnues sont des bruits blancs de variance unitaire, et les défauts sont définis
par

1, pour1<t<2,5
At = { g (4.187)
0, sinon

1, pour3 <t<45
folt) = { P (4.188)

0, sinon

Dans un premier temps, on synthétise un générateur de résidus, pour z = y. Les
résultats sont représentés par la figure On constate que les résidus sont effectivement
sensibles aux fautes, et tres peu affectés par les entrées inconnues.

On cherche & présent a ce que la réponse du résidu aux fautes se rapproche de Wy(s)
défini par

1 0
Wi(s) = {”%015 | } (4.189)
1+0,01s
La robustesse aux pertubations n’est pas prise en compte dans la procédure d’optimisa-
tion. On obtient alors les résultats de la figure ELT4l L'estimation de fo(t) est correcte, en
revanche l'estimation de fi(t) est trés bruitée et peu fiable.

En tenant compte des distributions des perturbation lors de la synthése H,, autrement

dit, en appliquant la technique de diagnostic robuste de fautes, on obtient les résultats
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8 9 10

F1G. 4.13 — Comparaison des fautes (pointillés) et des résidus (traits continus) obtenus
par filtrage H.

0 0.5 1 15 2 25 3 35 4 4.5 5

F1G. 4.14 — Comparaison des fautes (pointillés) et des estimées (traits continus) obtenues
par filtrage H.
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05F =

o HLR A AL \‘m.lHM
’ l‘l‘Hl\H l l |“|V [\”ll

Fic. 4.15 — Comparaison des fautes (pointillés) et des résultats obtenus par diagnostic
robuste des défauts (traits continus), par application du filtrage H..

12
ot ]
0.8 [,——A b
0.6 i
0.4 g
0.2 4
0 oot M/\/\/\MWM

Fi1Gc. 4.16 — Comparaison des fautes (pointillés) et des résultats obtenus par diagnostic
robuste des défauts avec fonction de pondération (traits continus), par application du
filtrage H .
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représentés en figure [LTH L’estimation de f;(¢) est encore bruitée mais converge, en valeur
moyenne, vers la valeur du défaut.
Enfin, en introduisant la fonction de pondération W(s) définie par

1+0,1s
_-TY,2s O
Wa(s) = 0,540,001 140,1s (4.190)
0 0,5+0,001s

on force un gabarit de robustesse du filtrage par rapport aux perturbations, donné par
W;1(s). La fonction choisie permet d’assurer une atténuation de —6dB en basses fré-
quences et de —40dB en hautes fréquences. On obtient alors 'estimation des défauts
représentée par la figure L’influence des bruits est minimisée et l'estimation des
défauts est de bonne qualité.

4.3.7 Discussion

Terminons cette partie par quelques remarques de conclusion sur la méthode exposée.

L’intérét de la méthode par filtrage optimal H,, est d’apporter une solution standard
a un certain nombre de problémes liés au diagnostic des systémes singuliers tels que la
génération robuste de résidus ou l'estimation robuste de fautes. Le formalisme adopté
permet également de traiter de maniére analogue le controéle et le diagnostic des systémes
singuliers.

La principale faiblesse des résultats obtenus est que si le systéme défini par (E,A)
est impulsif, alors le transfert de f vers f est impulsif (voir remarque ci aprés). De
plus pour prendre en compte les entrées de commande non identiquement nulles il faut
rajouter un bloc G,(s), or dans le cas des systémes impulsifs ce type de transfert est trés
délicat a mettre en ocuvre. En effet, leur implémentation nécessite 1'utilisation de blocs
dérivateurs ce qui entraine une trés grande sensibilité aux bruits. Notons dés a présent
que cet inconvénient sera pris en compte lors de ’approche par factorisation
copremiére, ou seuls des transferts non impulsifs sont implémentés et ot ’'on se rameéne
a des problémes standard pour systémes non singuliers ce qui évite certains problémes
numeériques.

Remarque 4.3. Si le faisceau (F,A) de ([E29)-([E30) est impulsif alors le transfert de f
vers le résidu r 'est également. La démonstration est faite dans le cas de la génération
de résidus, mais reste valide dans les cas de ’estimation de fautes, robuste ou non, avec
ou sans fonction de pondération, ainsi que pour la synthése simultanée du contréleur et
du module de diagnostic. Etudions le transfert de f vers f (ou f , selon le cas considéré).
Pour r = Z avec z = My et en notant que d’aprés le lemme Bl E, = E, les équations du
systéme (FE,A,R;,C,Ry) et du générateur de résidus (E,,A.,B.,C.,0) donnent

{]g g] m - [Bilc f(” m - [Bilzz] / (4.191)
ro= [MC -C] mﬂLM&f (4.192)

Soit M et N, deux matrices non singuliéres telles que M EN = diag(1,,0), étudions un



Diagnostic robuste de systémes singuliers par factorisation copremiére 105

faisceau matriciel équivalent a celui de (EI91]) défini par

L. 0 0 0
M O||E O||N O 0 0 0 O
[0 M} [o E] [0 N}_ 001 0 (4.193)
0 0 0 O
All A12 0 0
0 M BCC Ac 0 N N Bclcl BCIC2 Acll Acl2 .

Bc201 30202 Ac21 A022

par permutation des blocs des 2°™¢ et 3™ lignes et colonnes, le faisceau est équivalent a

]T 0 00 A11 0 A12 0

0 I, 00 BaCy Aar BaCy Aae

0 0 0 O Agq 0 Ago 0 <4'195)
0 0 00 BCy Acr BeoCy o Acso

Il apparait que le transfert de f vers r est non impulsif si et seulement si les blocs Asy
et A.oo sont inversibles, autrement dit si et seulement si le systéme et le générateur de
résidus sont non impulsifs.

4.4 Diagnostic robuste de systémes singuliers par fac-
torisation copremiére

Dans cette partie, nous proposons une méthode de synthése de générateurs de résidus
et d’estimateurs de fautes robustes en utilisant les techniques de factorisation copremiére,
généralisées aux systémes singuliers. Cette partie peut étre vue comme le prolongement
de [Frank et Ding, 1994] dans le cas des systémes algébro-différentiels. Dans un premier
temps, la factorisation copremiére permet, au moyen de filtres propres, d’obtenir un signal
de résidu ne dépendant que des signaux exogénes (perturbations et défauts), et indépen-
dant de la commande appliquée. On montrera que cette synthése permet de paramétrer
tous les générateurs de résidus pour systémes singuliers. Dans un second temps, le signal
de résidu est filtré pour le désensibiliser aux perturbations et le sensibiliser aux défauts.
Cette étape est envisagée sous la forme d’un probléme de commande H,., standard pour
systémes usuels, pour lequel de nombreuses techniques de résolution existent (par ré-
solution d’équations algébriques de Riccati (ARE) ou par optimisation sous contraintes
inégalités linéaires matricielles (LMI)). Le filtre optimal est celui qui garantit 'atténua-
tion des perturbations et le modelage de la sensibilité aux défaillances [Marx et al., 20034
(cette approche rejoint celle adoptée pour le diagnostic par filtrage Ho).

Dans cette partie nous considérons un systéme singulier linéaire invariant dans le
temps, affecté par des perturbations et des défauts, défini par

Ei(t) = Ax(t)+ Bu(t) + Ry f(t) + Eyd(t) (4.196)
y(t) = Cux(t) + Du(t) + Rof (t) + Exd(t) (4.197)
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ot z(t) € R" est le vecteur d’état, u(t) € R™ le vecteur de commande, f(t) € R"f le
vecteur des défauts, d(t) € R™ le vecteur des perturbations et les sorties mesurées sont
notées y(t) € R™. Les matrices F et A sont des matrices constantes et supposées connues
de R™ "™ les autres matrices sont également réelles, constantes, connues et de dimensions
compatibles avec les dimensions des vecteurs définis plus haut. De maniére équivalente
aux équations d’état, on définit les fonctions de transfert G, (s), G4(s) et Gf(s) par

y(s) = Gu(s)ul(s) + Gy(s)f(s) + Gals)d(s) (4.198)
oao-{o (418 ]} on0- o [ ] oo~ {5 [415])
(4.199)

Dans cette partie, nous faisons les hypothéses suivantes

Hypothéses
(i) (E,A) est régulier (H1)
(ii) (E,A,C) est Imp-observable (H2)
(i) (E,A,C) est R-détectable (H3)

4.4.1 Objectif

Le but de 'approche par factorisation copremiére est de pouvoir paramétrer les gé-
nérateurs de résidus non singuliers et de déterminer un post-filtre optimal dans le sens
ou il minimise 'influence des perturbations tout en modelant le transfert des défauts sur
les résidus. L’estimation de défauts est alors un cas particulier de I'approche choisie. De
plus cette méthode permet de s’affranchir de certaines limites du diagnostic par filtrage
H,. En particulier, on cherche & implémenter des filtres non singuliers et la procédure de
diagnostic reste valide dans le cas de systémes impulsifs. Contrairement au diagnostic par
filtrage H.,, on cherche & se ramener & des problémes standard de commande H., pour
systémes non singuliers, dont les méthodes de résolutions sont plus stables que dans le
cas des problémes pour systémes singuliers.

4.4.2 Préliminaire: contréole H,, de systémes non singuliers

Une présentation rapide du controle standard ayant déja été faite au paragraphe BE3.2]
nous compléterons juste par I'exposé d’une solution au probléme standard a base de LMI.
Cette solution permet un positionnement moins restrictif que les techniques fondées sur
la résolution d’ARE, puisque les seules conditions sont que le systéme doit étre obser-
vable par les sorties mesurées, et commandable par les entrées de commande. Dans ce
cas, [Gahinet et Apkarian, 1994] proposent une solution & base de LMI. Cette solution se
décompose en deux étapes. Dans un premier temps, on teste ’existence d’une solution
pour v un majorant donné de la norme H,, du systéme bouclé. Si une solution existe, la
résolution d'un deuxiéme probléme sous contraintes LMI donne les paramétres du contro-
leur.



Diagnostic robuste de systémes singuliers par factorisation copremiére 107

Lemme 4.4. Pour un systeme P(s), défini par

2(t)| = Ci| Dy Do w(t) (4.200)
y(t) Cg D21 0 u(t)

(o x € R", w e R™, e R™, z€R"™ ety € R™), et un réel positif vy donné, il existe
un, controleur K(s) = C, (sI — A.) ™" Be+ D., d’ordre k, tel que || F(P(s),K(s)|lc <7, si
et seulement si il existe deux matrices symétriques, définies positives, R et S satisfaisant
les LMI suivantes

v [ AR+RAT RCT| B, 7 _

{/\gR H CiR —~I | Dy AéR% < 0 (4.201)
By D, | =T | :
v [ ATS+SA SB,| CcT 7. .

[Ags H BTS  —I| DY /\gs% < 0 (4.202)
Ch Dy | =1 | - B
R 1]

I s = 0 (4.203)

ot Nr et Ng désignent respectivement la base du noyau de [B2T Dﬂ} et de [Cg D21:|.
De plus, il existe un K(s) d’ordre réduit (i.e. k < n), si et seulement si R et S satisfont
également la contrainte : rang(I — RS) < k

Si une solution en R et S existe le lemme suivant permet de déterminer les paramétres
du controleur K (s).

Lemme 4.5. Soient R et S solutions de (7.201)-{/.203) pour un ~ donné. Soient M
et N € R™*  deux matrices de plein rang colonne telles que MNT = I, — RS et X €
R (n+k)x (n+k) déﬁ’ﬂ,Z par

S I I R
[NT 0} =X {0 MT] (4.204)
Le controleur K(s) est défini par
A. B
0= { oy DJ (4.205)
ot © satisfait la LMI suivante
ATX + XAy XBy, Cf
BTX —IL,, DI | +Q"e"Px + PfOoQ <0 (4.206)
CO Dll _’yINz
. A 0 B,
ou A(] = |i0 Oka:| B(] = |:0:| CO = [Cl O:| (4207)
10 Iy 0 Opxn. 10 I Ok xcn 0

Remarque 4.4. La définition de P(s) ne fait pas apparaitre de transfert direct des entrées
de commande vers les sorties mesurées. Cette hypothése n’est pas restrictive. En effet si
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ce n’est pas le cas, il suffit de synthétiser un correcteur Ky(s) en supposant Das(s) = 0,
puis un changement de variable permet d’obtenir K (s) en fonction de Ky(s), ot K(s) est
le controleur a implémenter pour le systéme avec Dyy # 0.

Dans la suite de cette partie, nous tenterons de traiter des problémes de diagnostic
en utilisant le formalisme du contréle standard H,,. Comme il a été vu précédemment,
cette approche revient a chercher un générateur de résidus considéré comme un controleur
minimisant le transfert des entrées exogénes sur un écart du résidu (considéré comme la
variable de commande) par rapport a un terme d’estimation des fautes (ou de I'image des
fautes par un filtre modelant), autrement dit on a Dy = —1. Il est, de plus, évident que
le résidu n’a pas d’action sur le systéme lui-méme, autrement dit By = 0. Ces égalités
permettent de simplifier une des contraintes LMI du lemme 24l En effet, I’équation (E201])

devient

AR+ RAT B
BT g | =0 (4.209)

4.4.3 Factorisation copremiére de systémes singuliers

Les techniques de factorisation copremiére sont fréquemment utilisées dans le cadre du
controle de systémes dynamiques non singuliers, en particulier pour la paramétrisation
des controleurs stabilisants de Youla [Youla ef al., 1976] ou dans le cadre du diagnos-
tic [Frank et Ding, 1994]. De ce fait de nombreux travaux y sont consacrés, par exemple
[Gao et Antsaklis, 1989] proposent une approche polynémiale, alors que [Clements, 1993|
préfére une représentation sous forme d’espace d’état. [Vidyasagar, 1988 étend cette tech-
nique aux systémes non strictement propres et enfin, dans le cas des systémes singuliers,
[Liu et al., 1997] et [Wang et Balas, 1989 définissent la factoriation de fonctions de trans-
fert de systémes singuliers. Dans [Marx et al., 2003a] nous proposons une factorisation
copremiére pour systémes singuliers du type (F,A,B,C,D) afin de pouvoir factoriser les
transferts de (E196])-(ET191).

Tout d’abord, définissons les notions de factorisations copremiére & droite, & gauche
et double pour des fonctions de transfert matricielles [Zhou et al., 1996]. On note RH,
I’ensemble des fonctions de transfert matricielles stable, au sens de Lyapunov, autrement
dit, de norme H, finie.

Définition 4.1. Deux fonctions de transfert matricielles M(s) et N(s) de RHo sont
dites copremieres a droite sur RHs, si elles ont le méme nombre de colonnes et s’il
existe deuz fonctions de transfert matricielles X, (s) et Y, (s) telles que

M(s)| _
[X.(s) Yi(s)] {N(s)] =1 (4.210)

Deuz fonctions de transfert matricielles M (s) et N(s) de RHo sont dites copremiéres
a gauche sur RHqo, st elles ont le méme nombre de lignes et s’il existe deux fonctions de
transfert matricielles X;(s) et Yi(s) telles que

[M(s) N(s)] [)}‘,;l((j))} =1 (4.211)

Soit P(s) une fonction de transfert matricielle, une factorisation copremiére a droite
de P(s) est donnée par la factorisation P(s) = N(s)M~'(s), ou N(s) et M(s) sont
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copremiéres o droite sur RHs,. De méme, une factorisation copremiére o gauche de P(s)
est donnée par P(s) = M~'(s)N(s) ot M(s) et N(s) sont copremiéres a gauche sur
RHo-

Une fonction de transfert matricielle P(s) de RHs admet une double factorisation
copremiere s’il existe une factorisation copremiere a droite P(s) = N(s)M~Y(s), et une
factorisation copremiere o gauche P(s) = M~ (s)N(s) et X,(s), Yu(s), X,(s) et Yi(s) €

RHo telles que
Xo(s) Ya(s)| [M(s) —Yi(s)| _
50 ol [V x] = 2
On trouvera dans [Zhou et al., 1996] (Chap. 5.4) une représentation d’état des diffé-
rents cofacteurs en fonction des termes d’une représentation d’état (A,B,C,D) de P(s)
ot P(s) est propre. Généralisons ce résultat aux systémes singuliers, autrement dit aux
fonctions de transfert matricielles non nécessairement propres.
Théoréme 4.8. [Marz et al., 2003a Soit G(s) une fonction de transfert matricielle (non
nécessairement propre) et (E,A,B,C,D) une représentation d’état généralisée de G(s). Si
G(s) est réguliere et Imp-commandable, alors G(s) admet une factorisation copremiére a
droite G(s) = N(s)M~1(s), et N(s) et M(s) sont données par

- [A28E1E]) o~ [A5A1E]) e

ot F est une matrice telle que (E,A + BF') soit non impulsif. |

Théoréme 4.9. Soit G(s) une fonction de transfert matricielle (non nécessairement
propre) et (E,A,B,C,D) une représentation d’état généralisée de G(s). St G(s) est régu-
liere et Imp-observable, alors G(s) admet une factorisation copremiére a gauche G(s) =
M~Y(s)N(s), et N(s) et M(s) sont données par

N(s):{E, {Ag@}gﬁp}} M(S):{E’ [AJrCLC ﬂ} 1)

ot L est une matrice telle que (E,A + LC) soit non impulsif. |

Théoréme 4.10. [Marz et al., 2003¢] Soit G(s) une fonction de transfert matricielle
(non nécessairement propre) et (E,A,B,C,D) une représentation d’état généralisée de
G(s). St G(s) est réguliere, Imp-observable et Imp-commandable, alors G(s) admet une
double factorisation copremicre G(s) = N(s)M~'(s) = M~'(s)N(s) et il existe X,(s),
Y. (s), Xi(s) et Yi(s) telles que

X(s) Yils)] [Mls) —¥i(s)] _
[—N(s) M(s)} [N(s) Xi(s } =1 (4.215)
Les fonctions de transfert matricielles N(s), M(s), N(s) et M(s) sont données par
i - [ A+ LC|—(B+LD) L
Xols) N(s)) ) p F I.. 0 (4.216)
|—N(s) M(s)] c D I
[ A+ BF| B -L
M(s) —Yils)| ) F |1, 0 (4.217)
Ns) - Xis) C+DF| D I,
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ot F et L sont des matrices telles que (E,A+ BF') et (E,A+ LC) soient non impulsifs.l

Démonstration. Les démonstrations des théorémes et sont incluses dans celle du
théoréme EET0, on ne développe donc que la derniére. Commengons par prouver (EZTH).
D’aprés les formules de multiplication de systémes singuliers vues au chapitre d’introduc-
tion aux systémes singuliers on a

A+ LC LC—BF‘—B L

Xi(s) Yi(s)| [M(s) =Yi(s)| _ J|E O 0 A+BF | B —L
—N(s) M(s)| |[N(s) Xi(s)| 0 £’ F F I 0
C C 0 I
(4.218)
appliquons le changement de base suivant
L L1[E O\[L L] _[E 0
Aoy eI b
I, I, ||A+LC LC—-BF| |, I,| |A+LC 0 (4.220)
0 -1, 0 A+BF | |0 —I,| 0 A+ BF '
I, L,][-B L] [0 0] F P, I,| |F 0
[o —In] [ b —L} = [—B L] {0 o} {o —I,J = {0 o] (4.221)
il vient finalement
( [ A+ LC 0 0 0
Xo(s) Yo(s)|[M(s) =Yi(s)| _ J|E 0 0 A+BF|—-B L 4.922)
—N(s) M(s)||N(s) Xu(s)| )0 E F 0 I 0 '
\ | C 0 0 I
- {Igu y (4.223)

Prouvons a présent les égalités G(s) = M~'(s)N(s) et G(s) = N(s)M~'(s). D’aprés les
formules d’inversion de systémes singuliers on a

RV A|-B I Al -L
M (s)—{E, [ . et M~ (s) =1 B, |77 (4.224)
on a donc
B o [ A+ BF BF| B
N(s)M~'(s) = 0 Bl 0 A |-B (4.225)
: ' | C+DF DF| D
i i 2 o] [ A —-LC | —-LD
M (s)N(s) = o gl | 0 A+LC|B+LD (4.226)
- ¢ ¢ | D

On applique aux deux représentations d’état généralisées le changement de base obtenu
en pré-multipliant par P les matrices de la dynamiques et de la commande, et en post-
multipliant par P les matrices de la dynamique et de la mesure, ou P est définie par

P= [é _1:'] (4.227)
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On obtient alors

N(s)M~(s) = g g , -A+OBF A ‘—OB :{E, [%’%H (4.228)

|
N1 (s)N (s) = g g il A+O Lo|p+ 1o :{E, [%’%} }(4.229)

Le caractére impulsif ou non de M (s) et N(s) dépend du faisceau matriciel (E,A + BF).
Comme il a été vu dans le chapitre d’introduction aux systémes singuliers au paragraphe
consacré au controle statique par retour d’état, il existe un gain F, tel que (E,A + BF)
soit non impulsif si et seulement si la condition d’Imp-commandabilité de (E,A,B) est
vérifice. Le caractére impulsif ou non de M(s) et de N(s) dépend du faisceau matriciel
(E,A+ LC). Par dualité, il existe un gain L, tel que (F,A 4+ LC) soit non impulsif, si et
seulement si la condition d’Imp-observabilité de (E,A,C) est vérifiée. a

La détermination des matrices F' et L telles que les faisceaux (E,A+LC) et (E,A+BF)
soient admissibles peut étre envisagée comme un probléme de controle par retour statique
d’état, pour lequel [Uezato et Tkeda, 1999| proposent une solution a base de LMI strictes.

Lemme 4.6. I] existe une matrice F' € R™*™ telle que le faisceau matriciel (E,A+ BF)
soit admissible si et seulement s’il existe une matrice symétrique définie positive Pp €
R™™ et des matrices Sp € R0 T e Rxn ot Hp € R™ ) satisfaisant la
condition LMI

A(PrET +VSpUT) + (EPr + USEVTAT + B(Tp ET + HpUT) + (ETE + UHE)BT <0
(4.230)
et le gain F est donné par F = (TpET + HpUT)(PpET + VSpUT)™Y, o0V et U sont des
matrices de plein rang colonne formant une base du noyau de E et de ET respectivement.
De méme, il existe une matrice L € R™™, telle que le faisceau matriciel (E,A+ LC)
soit admissible si et seulement s’il existe une matrice symétrique définie positive Pp €
R™™ et des matrices S;, € RO=7x0=n) T, ¢ R ot H; € R™*"=")  satisfaisant la
condition LMI

AN (PLE+US VT + (ETP, + VSTUN A+ CT(LLE+ H, V) + (ETLT + VHL)C < 0
(4.231)
et le gain L est donné par L = (EP, + USTVT)"Y(ET, + UH})

L’intérét majeur de la factorisation copremiére pour systémes singuliers, est de pouvoir
décomposer un transfert matriciel non propre (donc éventuellement impulsif) en deux
facteurs admissibles (i.e. causaux et stables) M(s) et N(s) (ou M(s) et N(s)), en effet
seuls les facteurs inversés M~'(s) et M~!(s) sont éventuellement non causaux. Ainsi,
on peut utiliser les facteurs pour synthétiser un générateur de résidus causal,
méme dans le cas de systémes non causaux. Comme énoncé dans les lemmes ci-
dessus, la seule condition a la décomposition en facteurs admissibles est ’existence d’un
gain L tel que (E,A+ LC) soit admissible, autrement dit il faut que les modes finis instables
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et les modes impulsifs soient observables, ce qui justifie les hypothéses de R-détectabilité
et d’Imp-observabilité. L’hypothése de régularité est nécessaire a la décomposition pour
Pexistence des inverses de M(s) et M(s).

Dans le reste de cette partie L désigne une solution de (E231), autrement dit, les
facteurs N(s) et M(s) sont admissibles.

4.4.4 Diagnostic robuste

Le systéeme (EE196)- (@I97) a pour entrées u(t), f(t) et d(t). En 'absence de perturba-
tions, le but du diagnostic est de construire un signal de résidu ne dépendant que de f(t).
En présence de perturbations, on cherchera a atténuer leur influence sur le résidu créé.
La factorisation copremiére donne un moyen simple de supprimer la contri-
bution de u(t) dans la sortie, et d’obtenir un module de diagnostic causal,
c’est 'objet du paragraphe EEZZT]l 11 convient alors de déterminer le post-filtre optimal
Q(s). Nous montrerons, en EEZ L2, que la qualité du diagnostic dépend uniquement du
paramétre Q(s). Aprés avoir abordé la génération de résidus en 'absence de perturbation
au paragraphe EEZZ3], et I'estimation robuste de fautes en EZZA] le cas plus général du
diagnostic robuste sera étudié en ELA 4.3

4.4.4.1 Génération de résidus

On adopte ici la méthode proposée, dans le cas des systémes non singuliers, par
[Frank et Ding, 1994]. La factorisation copremiére a gauche des transferts G, (s), G(s) et
G4(s) est utilisée pour générer un signal ne dépendant que des signaux exogénes f(t) et
d(t). On appelle ce signal pré-résidu, noté r(s). Le résidu r(s) est alors obtenu par filtrage

de r(s), par un post-filtre stable Q(s). Le principe de génération de résidus est représenté
par la figure ET7

M(9)

Q) — T

générateur de résidus

F1G. 4.17 — Schéma de principe de la génération de résidus par factorisation copremiére.

Par hypothése, (F,A,C) est Imp-observable et R-détectable donc, d’aprés le théoréme
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B, les transferts Gy, (s), G¢(s) et G4(s) peuvent se factoriser sous la forme suivante

Gu(s) = M, (s)Nu(s) (4.232)

Gy(s) = ;Y (s)Ny(s) (4.233)

Ga(s) = M7 (s)Ny(s) (4.234)

Niu(s) = Ny(s) = Ma(s) = N(s) = {E l AELC } [fn ” (4.235)

No(s) = {E {AZLC } B+DLD ]} (4.236)

oo 25 [ [2eppsgnd)

avec M(s) € R(s)™™, Ny(s) € R(s)™™, Ny(s) € R(s)™", My(s) € R(s)™". Le

générateur du pré-résidu, déduit de la factorisation copremiére, est défini par

r(s) = N(s)y(s) — Nu(s)u(s) N (4.238)
= ]\~4(s) (Gu(S)UES) + G(9)f(s) + Ga(s)d(s)) — Nyu(s)u(s) (4.239)
= Ny(s)f(s) + Nals)d(s) (4.240)

Le générateur de pré-résidu peut étre implémenté sous la forme

u(s)

\ B A+LC|L —B-LD
i - [ 0]

Il est intéressant de noter que l'on retrouve une structure de génération de résidus a base
d’observateur singulier d’ordre plein. Finalement, le résidu r(s) € R™ est donné par

r(s) = Q(s)r(s) (4.243)
= Q) (N()f() + Na(s)d(s) (4.244)

r(5) = Gyun(s) {?J(S)} (4.241)

(4.242)

ol Q(s) est un filtre stable de R™*™ d’ordre n, admettant une représentation d’état
(Ag,Bg,Co,Dq). Q(s) est stable, Ny(s) et Ny(s) sont admissibles, donc pour d(t) = 0 et
f(t) =0, le signal r(¢) tend asymptotiquement vers 0, autrement dit répond a la définition
d’un résidu. Il reste a présent a trouver le filtre (s) optimal.

4.4.4.2 Paramétrisation de tous les générateurs de résidus

Les générateurs de résidus sont synthétisés en deux étapes. Premiérement, on déter-
mine les cofacteurs a gauche des transferts G, (s), Gf(s) et G4(s). Deuxiémement, le
post-filtre Q(s) est calculé. Autrement dit, le diagnostic semble dépendre de deux para-
métres: le gain L définissant les cofacteurs et le filtre Q(s). Nous allons montrer que le
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choix du gain L n’a pas d’influence sur la qualité du diagnostic que l'on peut obtenir. Ce
résultat est une généralisation de celui obtenu par [Ding et Guo, 1997] pour les systémes
non singuliers.

Théoréme 4.11. Soit deux factorisations copremieres a gauche d’un transfert matriciel
(non nécessairement propre) G(s) définies par

G(s) = M; ' (s)Ni(s) = My " (s)Ny(s) (4.245)
ot My(s) = {E { AJFCLZC } 6, ]} (4.246)
aﬁﬂﬁz{E,{AE%C}BE?D}}Jmmi:LQ (4.247)

ot les (E,A+ L;C') sont admissibles. Alors, il existe une fonction de transfert stable Qo(s)
qui satisfait

Qo(s)My(s) = My(s) (4.248)
Qo(s)Ni(s) = Na(s) (4.249)

et de plus, Qo(s) est définie par

A+L2C\L2—L1]} (4.250)

e

Démonstration. 1l suffit de vérifier les égalités ([E248) et [EZ49) pour Qo(s) définie par
E250). D’apres les formules de multiplications de systémes singuliers on a

~ -E O- -A+LQC (Lg—Ll)C Lg—Ll
Qo(S)Ml(S) = o El|’ 0 A + LlC L1 (4251)
S e C 1
B -E O- -A+L2C (L2—L1>C (Lg—Ll)D
Qo(S)Nl(S) = o E|’ 0 A + LlC B + LlD (4252)
S e C D

En appliquant aux deux systémes le changement de base obtenu en pré-multipliant par P;
les matrices des dynamiques et des commandes, et en post-multipliant par P, les matrices
des dynamiques et de sorties, avec

P = [é ﬂ P, = [g _]]} (4.253)
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on obtient finalement

i A+ LyC 0 Ly
Qo(s)Mi(s) = { 0 A+ LiC| L (4.254)
C 0 |17
B A +L,C L 1 -
= {E o } } = My(s) (4.255)
i 5 0 A+ L,C 0 B+ LyD
C 0o | D
_ {E A - LQC } B +DL2D ” — Rys) (4.257)
O

Une conséquence intéressante de ce résultat est la possibilité de paramétrer tous les
générateurs de résidus par Q(s) quel que soit le gain L choisi, sous la condition que
(E,A+ LC) soit admissible. Autrement dit, la synthése du générateur de résidus optimal
n’a qu'un degré de liberté effectif: le post-filtre.

Corollaire 4.1. Sous la condition que le faisceau matriciel (E,A+ LoC) soit admissible,
tous les générateurs de résidus sont paramétrés par Q(s) € RHqo

() = Qls) (Mo()y(s) — No(s)u(s)) (4.258)
ot Iy(s) {E [A+CLOC } L]0 ]} et Nos) = {E {A+CLOC } B+DLOD ](5259)

L’objectif de la procédure de diagnostic est donc de déterminer le Q(s) optimal, c¢’est
a dire le plus sensible aux fautes mais aussi le plus robuste aux entrées inconnues. Comme
dans le cas du filtrage, commencons par étudier séparément différents cas simples de
diagnostic.

4.4.4.3 Génération de résidus en ’absence de perturbation
En I'absence de perturbation, le vecteur de résidu est défini par

r(s) = Q(s)Ny(s)f(s) (4.260)

Il convient de distinguer deux cas, suivant que le transfert N 7(s) est de plein rang colonne
ou non.

Si la fonction de transfert Nj(s) est de plein rang colonne (toutes les fautes ont des
actions linéairement indépendantes sur les sorties), alors I'inverse a gauche de N £(s) existe
et est définie par

. . . ~1
N7 (s) = [N}(S)Nf(s)} NT(s) (4.261)
Dans ce cas, le générateur de résidus paramétré par Q(s) = Wy (s)N / (s) assure

r(s) = We(s)f(s) (4.262)
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On choisira, par exemple, pour W(s) une diagonale de filtres passe-bas avec des gains
statiques unitaires.

Si la fonction de transfert N;(s) n’est pas inversible a gauche on revient a un probléme
similaire & celui de 'estimation de fautes, étudié pour le diagnostic par filtrage H., avec
la différence notable que la factorisation copremiére permet de se ramener a
un probléme de controéle standard H., pour systémes non singuliers. En effet,
on va chercher & modeler le transfert de f(s) vers r(s) en déterminant le filtre Q(s) qui
minimise la norme H, du transfert de f(s) vers I'écart défini par z(s) = Wy(s)f(s)—r(s),
autrement dit le critére suivant

Qi (@)l = min W () = QUs)Ny () | (4.263)

ot Ns(s) est admissible, autrement dit, Ny(s) admet une représentation d’état standard,
d’ordre r, (A,R,,C,R,). Le principe de cette méthode est représenté par la figure IR
Le générateur qui modéle de maniére optimale la réponse du résidu aux défaillances est
donné par le théoréme suivant, ot (As,By,Cr,Dy) est une représentation d’état, d’ordre
kg, de Wy(s) et ot z(s) = Wy(s)f(s) —r(s) est 'écart & minimiser.

" Wi(9)
t L Joel—0Oy O—
U e

générateur de résidus

F1G. 4.18 — Schéma de principe de la génération de résidus en l’absence de perturbation,
par factorisation copremiére

Théoréme 4.12. Pour un vy réel positif donné, il existe un générateur de résidus tel que
[We(s) — Q(s)N¢(8)]lew < v si et seulement s’il existe des matrices symétriques définies

positives R et S € REr+r)x (k1) telles que les contraintes LMI {7.209)-4.203) et {7.209)
sotent vérifiées, pour le systeme défini par
0
[+ B+ [o] (1260

o= sl
2= [0 O || +Dsf = ILr (4.265)

|—|
‘—'\

1=
I

Xy
[ } + Ry f (4.266)
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Démonstration. On vérifie que le systéme défini ci-dessus satisfait aux conditions néces-
saires de stabilisabilité et de détectabilité. En effet A est stable par hypothese, et le gain
L de la factorisation copremiére, assure 1’admissibilité de (E,A + LC'), autrement dit A a
toutes ses valeurs propres dans le demi-plan gauche ouvert complexe. O

Théoréme 4.13. Le générateur optimal est obtenu en résolvant le probleme de minimi-
sation sutvant

rgiszglfy sous les contraintes LMI ({2209 — (Z-203) et ([Z-209) (4.267)

le post-filtre optimal, défini par Q(s) = C. (sl — Ac)_1 B.+ D., est obtenu en appliquant
le lemme [{.3 pour

A0 0 R,
Ag=10 Ay 0 | Bo=|Bs| Co=1[0 Cs 0] (4.268)
0 0 O 0
[0 0 I 0 Opsn [0 1, Otxmy, O
C=1C Opr, 0 Ry om} ot PX‘HO O}X Onns 1, | 4209

4.4.4.4 Estimation robuste de fautes

Le but de l'estimation robuste de fautes est de déterminer le post-filtre Q(s) tel que
le résidu converge vers une combinaison linéaire des fautes Dy f(t). Il convient donc de
déterminer le filtre qui minimise la norme H,, du transfert T,,.(s) des signaux exogénes
w(s) sur 'erreur d’estimation de z(s) = Dy f(s)—r(s), autrement dit, il s’agit de minimiser
le critére suivant

Jo o= min  ||Tus(s)]le (4.270)
Q(s)ERHoo ) i
= im0 = QN ~Q(s)Nu(s)] I (4.271)

C’est clairement un probléme de poursuite de modeéle qu’il est possible de reformuler
comme un probléme de controle. Les théorémes suivants établissent les conditions d’exis-
tence d’un estimateur robuste tel que la norme H., du transfert des signaux exogénes sur
I’erreur d’estimation soit majorée par v, et permet de déterminer de I'estimateur robuste
optimal.

Théoréme 4.14. [Marz et al., 2003d] Pour un réel positif v donné, il existe un estima-
teur de fautes tel que ||Ty.(s)||co < 7, si €t seulement s’il existe des matrices symétriques,
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définies positives, R et S € R"™*" telles que les contraintes LMI suivantes soient satisfaites

AR+ RA" R, E,
R —~I,, 0 < 0 (4.272)
E{ 0 _Vlnd

ATS+SA SR, SE, | 0

Ns|o]"| RS L, 0 0 Ns |0
{0 T E'S 0 —7IL,| DT o 7] <0 U2
0 0 Dy ‘—vlm
R I
[I S| = 0 (4.274)
ot Ng désigne une base orthonormée du noyau de [Q R, EQ}. [ |

Théoréme 4.15. [Marz et al., 2003d] L’estimateur de fautes optimal est obtenu en ré-
solvant le probléeme de minimisation suivant

rgiszglfy sous les contraintes LMI (Z.273) — ([7.277) (4.275)

le post-filtre optimal, défini par Q(s) = C. (sl — Ac)_1 B.+ D., est obtenu en appliquant
le lemme [{.] pour

A 0 R, F
CJ0 L 00 Open, (o I Opn, O
Q‘[Q 0 R, E, ommj et PX‘HO O]X Onne —I, (4.277)

Démonstration. Le transfert T,,,(s) peut s’écrire sous la forme T,,,(s) = F(G(s),Q(s)) on
le systéme fictif G(s) est défini par

i = Az +R,f (4.278)
z = Dsf—r (4.279)
r = Cz+Ryf (4.280)

ot A est stable car (F,A,C) étant R-détectable et Imp-observable, (E,A + LC') est ad-
missible. Le systéme fictif est donc stabilisable par r, détectable par r et sans transfert
direct de r vers r, donc la synthése par LMI est possible. O

Résumons la synthése de l'estimateur optimal de résidus robuste par 'algorithme
suivant.

Algorithme d’estimation robuste de fautes
1 Résoudre la LMI 231)), afin de déterminer le gain L, et les cofacteurs M(s) et
No(s).
2 Déterminer le plus petit v atteignable par minimisation de ~ sous les contraintes
LMI (272)- [@.274).
3 Déterminer le post-filtre optimal par résolution de la LMI ([E206) pour ([E277) et
(E271).
Remarque 4.5. Un estimateur de fautes d’ordre réduit (i.e. k < r) est synthétisé de la
méme maniére en ajoutant la contrainte: rang(l + RS) < k, lors de I'étape 2.
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4.4.4.5 Synthése du générateur robuste de résidus optimal

Il est rare de pouvoir raisonnablement supposer ’absence de perturbation, ne flt-ce
que pour tenir compte des erreurs de modélisation, il est donc nécessaire d’envisager la
génération de résidus pour un systéme soumis également a des perturbations. La détection
et l'isolation parfaites de fautes (PFDI), i.e. la construction d'un vecteur de résidu dont
chaque composante est non nulle si et seulement si la défaillance correspondante apparait,
est rarement possible. En effet les conditions a vérifier pour la PFDI sont trés restrictives :
les perturbations et les défauts doivent avoir des influences totalement découplées sur
les sorties (plus rigoureusement il faut rangG(s) = ny et rang [Gy(s) Ga(s)] = ny +
rangG,(s)). De ce fait, les résidus sont généralement affectés par les entrées inconnues. 11
est donc indispensable de définir un critére d’optimalité pour la synthése des générateurs
de résidus, qui prenne simultanément en compte la sensibilité des résidus aux défaillances
et leur robustesse aux perturbations. Une approche naturelle est de minimiser un critére

de la forme ~
N,
J = M (4.281)
1Q(s) Ny (s)l
ot ||.|| désigne une norme matricielle. Si la norme Hj est choisie, cela revient a minimiser

le transfert énergétique des perturbations vers le résidu et maximiser celui des défaillances
vers r. Ce probléme d’optimisation se résoud en déterminant la plus petite valeur propre
généralisée du faisceau (N ]’EQ*QN f,N jQ*QNd). Cette approche nécessite de connaitre le
spectre de puissance des entrées. Cette hypothése étant peu réaliste dans le cas de signaux
exogenes, a priori inconnus, il est préférable de choisir la norme H,, car la seule hypothése
nécessaire est que les signaux d’entrée soient de puissance finie. [Frank et Ding, 1994] ont
utilisé cette approche pour le diagnostic de systémes non singuliers en proposant un
calcul du post-filtre Q(s) au moyen de décompositions successives de Ny(s) en différentes
fonctions de transfert matricielles.

Nous proposons d’adopter le formalisme du filtrage H,,, comme 'ont fait, dans le cas
des systémes non singuliers, [Edelmayer ef al., 1994]. L’objectif est alors de déterminer le
filtre Q(s) qui minimise I'influence des perturbations sur la génération du résidu, et qui
permet de modeler la réponse du résidu aux défaillance, afin de suivre une réponse pré-
définie Wy(s). Autrement dit, on cherche & minimiser la norme H,, du transfert 7,.(s),

ol w rassemble les entrées exogénes: w(s) = [f(s)” d(s)T}T et ou z est I'écart du résidu
par rapport a la réponse souhaitée: z(s) = Wy(s)f(s) — r(s). Le critére & minimiser .Jy,
est défini par

Ji=min [T (4.282)
= omin Wi = Q)Ns(s) ~Q)Nu(s)] I (4.283)

Le parameétre de syntheése Wy (s) permet d’assurer une estimation correcte en régime établi
(gain unitaire en basses fréquences), ou de donner une importance relative particuliére a
une certaine plage de fréquences que 1'on sait a priori étre significative pour f(s). Il peut
également étre intéressant d’assurer un gain faible en hautes fréquences pour filtrer r(s)
(en particulier quand le signal est utilisé par la suite pour reconfigurer la loi de commande).

On note (Ay,B;,Cy,Dy) une représentation d’état, d’ordre ky, de Wy(s). Etant donné
que les transferts Ny(s) et N¢(s) sont admissibles, ils admettent une représentation d’état
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N M) = (G E—E-) (1.281)

La minimisation de ([E2Z83) est en fait un probléme de poursuite de modéle, qu’il est
possible de mettre sous la forme d’un probléme standard H,,. Les théorémes suivants
donnent les conditions d’existence d'un générateur satisfaisant ||7,.(s)||c < v pour un 7y
donné ainsi que la synthése du générateur de résidus optimal.

usuelle définie par

Théoréme 4.16. [Marx et al., 2003d] Pour un réel positif -y donné, il existe un généra-
teur de résidus tel que || Ty (8)|loo < 7, st et seulement s’il existe des matrices symétriques,

définies positives, R et S € ]R(kf”)x(kf”), telles que les contraintes LMI {7.209)-(Z.203)
et [{.-209) soient satisfaites, pour le systéme défini par

7 e ) A R A A
z = [0 ¢ Lﬂ +[Dy 0] m —r (4.286)
= fe o) [E] i B[] (4,987

|

Théoréme 4.17. [Marz et al., 2003d] Le générateur optimal est obtenu en résolvant le
probléme de minimisation suivant

Ilr%ligw sous les contraintes LMI ([7-203), [{-203) et ([7-209) (4.288)

le post-filtre optimal, défini par Q(s) = C. (sl — Ac)_1 B.+ D., est obtenu en appliquant
le lemme [{.3 pour

A 0 0 R, E,
Ag= |0 Ay 0 | By=|By 0| Co=[0 C; 0] (4.289)
0 0 Opxk 0 0

J0 0 L, 0 0 Open. o 0 I Ok, 0
Q— Q Omxkf 0 EQ E2 OanT.:| ot PX— |:|:0 0 0:|X

Onr X Ty _]nr

(4.290)

Démonstration. Le transfert T,,.(s) peut s’écrire sous la forme T,,.(s) = F(Gq4(s),Q(s)),
ot le systéme fictif G4(s) est défini par ([E280)-([E287). On vérifie aisément les conditions
d’application de la méthode proposée par [Gahinet et Apkarian, 1994] pour la synthése
LMI de controleurs Hy,. En effet, Wy(s) est stable par hypothése, et le gain L assure
I'admissibilité de (E,A+ LC), donc la matrice A est une matrice de Hurwitz. Le systéme
fictif étant stable, il est considéré stabilisable et détectable. Enfin, on constate ’absence
de transfert direct de r vers r. ]

Résumons la synthese du générateur optimal de résidus robuste par l’algorithme sui-
vant.
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Algorithme de diagnostic robuste de fautes

1 Résoudre la LMI (EEZ3T]), afin de déterminer le gain L, et les cofacteurs M(s) et
Ny(s).
2 Déterminer le plus petit v atteignable par minimisation de 7 sous les contraintes
LMI (E202)- (E203) et (E209).
3 Déterminer le post-filtre optimal par résolution de la LMI ([E206) pour (E2RY) et
(EZ0).
Remarque 4.6. La syntheése d'un générateur de résidus d’ordre réduit (i.e. & < r + ky)
se fait selon la méme méthode, il faut ajouter la contrainte: rang(l + RS) < k, lors de
I’étape 2.

D’apreés la théorie du controle H,, I'ordre n, du générateur de résidus est borné par
ngy < r + ky. Pour I'implémentation du filtre il est utile de réduire n,, si la synthese
de controleurs d’ordre réduit ne donne pas de résultats satisfaisants (y atteignable trop
grand, ou dynamiques du contrdleur "trop" rapides pour étre mises en ceuvre), il peut
étre intéressant de réduire 'ordre du filtre de pondération Wy (s). Dans le cas extréme, ou
Wy (s) est statique on revient au cas de 'estimation robuste de fautes.

I M1
f - G(9) |
d-fw 9l cy9 v Oz
u — e

N Mg [

générateur de résidus

F1G. 4.19 — Diagnostic robuste de fautes, avec gabarit de robustesse

Afin d’assurer un gabarit de robustesse, il est intéressant d’introduire une fonction de
pondération stable Wy(s) lors de la synthése du post filtre Q(s). le signal de perturbation
réel d(s) est alors considéré comme l'image par Wy(s) de perturbations fictives d(s). Le
filtre fictif W,(s) garantit que la fonction de transfert des perturbations sur I'écart du
résidu a la réponse souhaitée aux fautes, z(s) = Wy(s) f(s) —r(s), se situe sous le gabarit
défini par W;'(s). Notons (Ag,By,C4,Dy4) une réalisation, d’ordre ky de Wy(s). Comme le
montre la figure L T9 le but est alors de minimiser le critére

Jy = min [ T(o) (4.291)
= omin W) = QN (s) ~QNaWals)] e (4:202)

Il s’agit d’un probléme de contrdle H,, pour lequel [Gahinet et Apkarian, 1994] donnent
les conditions d’existence d’une solution et sa détermination.
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Théoréme 4.18. Pour un réel positif v donné, il existe un générateur de résidus tel que
| T (8)|lo < 7, si et seulement s’il existe des matrices symétriques, définies positives,

RetS e R(kf%d”)x(kf%d”), telles que les contraintes LMI (7.204)-({7.203) et ({Z.209)

sotent satisfaites, pour le systéme défini par

T A 0 EC] |z R, E, Dy 1 0
fL’f = 0 Af 0 ry| + Bf 0 |:d:|—|— of r (4293)
Zi’d 0 0 Ad 1 24 0 Bd - 0
L f
z = [O Cf O} Ty —l—[Df O} [d:| - T (4294)
S(Zd_
y /
r = [C 0 E)C4 |zs| +[Ry EyDq] { d] (4.295)

Ld
|

Théoréme 4.19. Le générateur optimal est obtenu en résolvant le probleme de minimi-
sation sutvant

Ilr%liéw sous les contraintes LMI (7-203), [{-203) et ([7-209) (4.296)

le post-filtre optimal, défini par Q(s) = C. (sl — Ac)_1 B.+ D., est obtenu en appliquant
le lemme [{.] pour

A 0 EC; 0 R, E,Dy
o 4 0 o0 B o B
Ad=1og 0 a4, o | B=|¢ B, | %= 0 C; 0 0] (4.297)
0 0 0 Opuk 0 0 |
f00 0 L, 0 0 O o 0 I Opxn, O
©=lc 0 BC. 0 R, E,D om] ot Py = _{o 0 O]X Onxny  —In,
(4.298)
Démonstration. Preuves identiques a celles des théorémes BT et EETT, en considérant le
signal de perturbation d défini par t4 = Agry + Byd et d = Cyxg + Dyd O

Remarque 4.7. 11 est évidemment possible de synthétiser des estimateurs dédiés a un
défaut. Il suffit de sélectionner la colonne correspondante de R, et de R, et d’intégrer les
autres défauts dans le vecteur des entrées inconnues.

4.4.5 Exemples

Pour illustrer les différentes méthodes de diagnostic proposées, considérons le systéme
singulier linéaire LTI, défini par

1000 15 10 0 10 10 10
010 of. 5 —10 0 0 00 0 0 00
000 1T =10 o 10" o ol“| 0 offfT|o o|?*29)
000 0 0 0 01 01 0 0 00
0100 [0oo0]l. [0o0
y = 00 1 0:|I+|:O 1]f—|—{0 1](1 (4.300)
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On vérifie que le systéme est régulier, Imp-observable et R-détectable. Les hypothéses
nécessaires au diagnostic par factorisation copremiére sont donc satisfaites. Le signal d;(t)
est un bruit de commande et dy(t) est un bruit de mesure. Ces entrées inconnues sont des
signaux aléatoires, uniformément répartis entre —1 et 1. Le défaut fi(¢) est une panne
d’actionneur, f»(t) est un biais de mesure, ils sont définis par

—u(t), pourl<t<4
ht) = { ) b (4.301)
0, sinon

folt) =

1 t
{, pour 3 <t <H (4.302)

0, sinon

4.4.5.1 Estimation robuste

Dans un premier temps, un gain L, tel que (E,A+ LC') soit admissible, est déterminé,
par exemple pour le gain L donné par

T
000 0
L= {o 0 0 0.5] (4.303)

Appliquons tout d’abord l'estimateur robuste, étudié au paragraphe LAl La figure
représente les résultats obtenus pour l'estimation des défauts. Les estimées sont trés
bruitées par les entrées inconnues, et l'estimation du défaut fo(¢) ne converge pas assez
rapidement vers la valeur réelle.

4.4.5.2 Diagnostic robuste

On cherche & présent a mettre en ceuvre le filtre de diagnostic étudié en Afin
d’obtenir une estimation correcte des défauts en basses fréquences (régime établi et défauts
caractérisés par des signaux a dynamiques relativement faibles), on choisit pour Wy(s)
une diagonale de passe-bas:

1
Wy (s) = {H%Ols 0 } (4.304)
1+0.01s

La figure 2T représente les estimations obtenues. L’estimation des défauts est bonne dans
le sens ot les estimées sont proches des valeurs réelles. On peut vérifier, sur les diagrammes
de Bode de la sensibilité des résidus aux défauts (figure E22), que I'estimation est correcte,
pour des signaux caractérisés par des fréquences inférieures a 100rad/sec. En revanche,
les estimées des défauts semblent affectées par les entrées inconnues comme 'atteste le
caractére bruité des estimées. Il sera donc intéressant de forcer la robustesse de 'estimation
en introduisant une fonction de pondération Wy(s).

4.4.5.3 Diagnostic robuste avec fonction de pondération

Afin d’améliorer la robustesse aux perturbations, on inclut un filtre Wy(s) dans la
synthése de Q(s). On choisit pour Wy(s) un filtre de pondération fréquentielle des entrées
inconnues, Wy(s) de la forme

) 14+0.001s 0
Wy (s) = {H%Ols 1+0.001s} (4.305)
1+0.01s
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I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

F1G. 4.20 — Valeurs réelles (pointillés) et valeurs estimées (traits continus) des défauts,
obtenues par estimation robuste

I I I I I
0 1 2 3 4 5 6

F1G. 4.21 — Valeurs réelles (pointillés) et valeurs estimées (traits continus) des défauts,
obtenues par diagnostic robuste
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Bode Diagrams

From: U(1) From: U(2)

To: Y()

Phase (deg); Magnitude (dB)
A
8

To: Y(2)

10° 10! 10° 10° 1a0° 10 10 10 10

Frequency (rad/sec)

Fic. 4.22 — Diagrames de Bode de la fonction de sensibilité du résidu auzr défauts

Q(s)Ny(s).

Singular Values

Singular Values (dB)

-90 I . .
10° 10

10"
Frequency (rad/sec)

FI1G. 4.23 — Tracé du gabarit de robustesse W' (s) (tracé continu avec des croiz) et des
valeurs singuliéres de la fonction de sensibilité du résidu aux perturbations (traits conti-
nus), obtenue par diagnostic robuste avec filtre de pondération fréquentielle sur les entrées
INCONNUES.
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L L L L L
0 1 2 3 4 5 6

F1G. 4.24 — Valeurs réelles (pointillés) et valeurs estimées (traits continus) des défauts,
obtenues par diagnostic robuste avec filtre de pondération fréquentielle sur les entrées
INCONNUES.

25n

1.5H

0.5
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T

F1G. 4.25 — Valeurs réelles (pointillés) et valeurs estimées (traits continus) des défauts,
obtenues par diagnostic robuste avec un filtre de pondération fréquentielle Wy(s) irréaliste.
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On vérifie, sur la figure EZ3, que les valeurs singulieres de Q(s) * Ny(s) se situent bien
sous le tracé des valeurs singulieres de W !(s). La figure représente les résultats
obtenus, elle est & comparer a la figure 2]l L’intérét de la fonction de pondération
Wy(s) apparait clairement. Etant donnés la présence de perturbations sur les sorties, et
le caractére passe-bas de Q(s)pour I'estimation des défauts, il serait illusoire de chercher
a imposer une atténuation en basses fréquences, au contraire, car cela entrainerait une
borne inférieure v & la norme H, de l’erreur et donc n’imposerait rien de plus contraignant
sur toute bande de fréquence. La figure montre les estimations obtenues pour une
fonction de pondération mal choisie, visant une atténuation en basses fréquences de —6d B
au minimum (W;'(s) = diag((1 + 0.002s)/(2 + 0.02s),(1 + 0.002s)/(2 + 0.02s))), on
observe que la permissivité introduite par le choix de W(s) ne garantit plus une robustesse
satisfaisante face aux entrées inconnues.

4.4.6 Discussion

Dans cette section, le diagnostic pour systémes singuliers par factorisation copremiére
a été étudié. Dans un premier temps, une méthode de factorisation copremiére pour
systémes singuliers a été proposée, et les différents cofacteurs ont été définis sous forme
de représentation d’état généralisée. La factorisation copremiére permet de supprimer
la contribution de l’entrée de commande sur la sortie, et donc d’obtenir un signal ne
dépendant que des signaux exogénes. Il a été prouvé que toutes les factorisations sont
équivalentes du point de vue de la qualité du diagnostic obtenue finalement. Le signal
obtenu est ensuite filtré pour obtenir un résidu robuste aux perturbations et dont on
modéle la réponse aux fautes.

Les résultats obtenus pour les systémes singuliers sont une extension de ceux exposés
par [Frank et Ding, 1994] pour les systémes usuels. Le formalisme adopté est volontaire-
ment proche de celui utilisé dans le cadre du diagnostic par filtrage H..

L’approche par factorisation copremiére a plusieurs avantages. Tout d’abord on raméne
systématiquement les problématiques de diagnostic ou d’estimation robustes de fautes a
un probléme de controle standard H,. Or il existe de nombreuses techniques de résolution
de ce probléme, non seulement du point de vue des résultats théoriques, mais aussi en
termes d’outils logiciels fiables (les boites & outils de controle robuste, ou d’optimisation
LMI, sous Matlab |[Gahinet ef al., 1995|, ou sous Scilab [EI Ghaoui et al., 1995)).

Contrairement aux résultats établis par filtrage H,, la synthése du module de diagnos-
tic prend directement en compte les entrées de commande et ne nécessite pas I’adjonction
de filtres supplémentaires, ce qui se traduit par des filtres d’ordres moins importants a
implémenter.

Enfin, I'intérét essentiel de cette approche est que les fonctions de transfert impulsives
se factorisent au moyen de cofacteurs causaux, autrement dit le module de diagnostic est
nécessairement causal, quelle que soit la nature du systéme.

Notons, pour conclure, que cette méthode trouvera un prolongement cohérent dans le
controle tolérant aux fautes qui sera présenté au chapitre suivant.
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4.5 Estimation robuste de défauts par observateur pro-
portionnel intégral & entrées inconnues

Dans cette partie, I'utilisation des observateurs de type proportionnel intégral (PI) est
étendue aux systémes singuliers & entrées inconnues dans le but d’estimer 1’état et les dé-
fauts en présence de perturbations. L’idée d’inclure une boucle supplémentaire comportant
un intégrateur dans la structure de l'observateur est apparue par analogie entre controle
et observation. L’observateur PI a été présenté dans [Wojciechowski, 1978] pour les sys-
témes monovariables non singuliers et généralisé aux systémes multivariables usuels dans
[Shatai et Caroll, 1985|. [Koenig et Mammar, 2002] généralisent 1'usage de 1'observateur
PI en proposant de I'appliquer aux systémes singuliers. Enfin, dans [Marx et al., 2003
nous relaxons certaines hypothéses nécessaires a la synthése de 1'observateur PI (d’ordre
plein et d’ordre réduit) et présentons son utilisation dans le cadre du diagnostic robuste
de systémes singuliers.

4.5.1 Objectif

L’objectif de I'utilisation de ’observateur proportionnel intégral est de pouvoir estimer
non seulement 1’état d’un systéme singulier, mais aussi les fautes qui 'affectent. Les fautes
peuvent apparaitre en entrée comme sur les sorties. L’estimation de 1’état et des fautes
reste efficace dans le cas ou le systéme a également des entrées inconnues (signaux de
perturbation, erreurs de modélisation, etc.). La synthése de 'observateur, effectuée selon
des techniques issues de la commande H,,, permet de minimiser et de borner a prior:
I'influence des entrées inconnues sur l'erreur d’estimation. Dans le cadre du diagnostic, on
cherchera & minimiser le transfert des perturbations sur I'erreur d’estimation de chaque
faute en synthétisant un banc d’observateurs, chacun dédié¢ a un défaut.

4.5.2 Synthése de I’observateur PI de rang plein

Dans cette section est étudiée la synthése d’un observateur PI pour le systéme singulier
LTI défini par

Ei(t) = Ax(t)+ Bu(t) + R, f(t) + E,d(t) (4.306)
y(t) = Cu(t) + Du(t) + R, f(t) (4.307)

ot z(t) € R™ est le vecteur d’état, f(t) € R"f le vecteur des défauts, d(t) € R™ les entrées
inconnues, u(t) € R™ le vecteur de commande et y(t) € R™ les sorties. Les matrices £
et A € R™" ne sont pas nécessairement carrées, les autres matrices sont de dimensions
compatibles avec celles de E et des vecteurs définis ci-dessus. Le rang de E est noté r.
L’hypotheése, trés souvent faite, de régularité (i.e. deg|sE — A| = rang(E) et E, A carrées)
est relaxée. De plus, 'objectif n’étant pas d’assurer le découplage parfait de 1'estimation
par rapport aux perturbations, I'hypothése classique de découplage telle que I'imposent
[Kawaji et Kim, 1995|, n’est pas nécessaire. En revanche on fait les hypothéses suivantes.
Hypothéses

(i) rang [E E,] =rang(E) (H1)
(ii) (E,A,C) est Imp-observable (H2)
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(iii) f(t)=0 (HS3)

La premiére hypothése implique que 'espace image de la matrice de distribution des

entrées inconnues est inclus dans celui de E, autrement dit les entrées inconnues agissent
sur la partie dynamique du systéme.

La deuxiéme hypothése est une hypothése classique dans le cadre des systémes singu-
liers, nécessaire a I’observation des termes impulsifs. Dans le cas ot le systéme ne présente
pas de terme impulsif, cette hypothése est évidemment vérifiée.

La troisiéeme hypotheése signifie que 1'on considére des défauts constants, ot a dyna-
miques trés lentes. Cette hypothése est nécessaire a la démonstration théorique de la
synthése de 'observateur. Il sera néanmoins constaté, qu’en pratique, on s’en affranchit
en augmentant le gain de I'observateur afin d’élargir la bande passante. Dans ce cas on
augmente la sensibilité aux dynamiques négligées et bruits qui seront moins efficacement
atténués, autrement dit on retrouve I'antagonisme performance/robustesse et la nécessité
de trouver un compromis entre les deux (on peut se reporter a la discussion faite dans
[Koenig et Mammar, 2002]).

On notera que les fautes apparaissent a la fois dans I’équation d’état et dans celle de
mesure, on se place donc dans un cadre plus général que celui de [Koenig et Mammar, 2002]
ou les défauts n’influaient que sur I’équation d’état, sous I’hypothése rang [E EJ =
rang(E). Contrairement a une idée regue, augmenter ’état du systéme pour se ramener a
un systéme sans entrées inconnues n’est pas un probléme équivalent, car cela impose des
conditions d’existence plus restrictives (voir remarque Eg]).

Remarque 4.8. Les observateurs a entrées inconnues pour systémes usuels ont souvent
été utilisés pour l'estimation de 1’état des systémes singuliers. En effet, en séparant les
parties statique et dynamique d’un modéle algébro-différentiel, il est possible d’appli-
quer un observateur classique pour estimer les variables du sous-espace d’état dyna-
mique, et d’inclure le sous-espace statique et/ou impulsif dans les entrées inconnues. Ainsi
[Miiller et Hou, 1991] proposent un observateur pour systémes singuliers en utilisant 1’'ob-
servateur pour systémes usuels avec entrées inconnues proposé dans [Hou et Miiller, 1992]@.
De cette pratique est née une fausse idée, a savoir qu’il serait redondant de considérer un
systéme singulier a entrées inconnues ou avec des défauts, dés lors qu’il suffirait d’aug-
menter I'état du systéme avec les signaux exogénes pour se ramener a un systéme singulier
sans entrées inconnues ou sans défauts. En fait cette augmentation de ’espace d’état rend
I’hypothése d’Imp-observabilité plus contraignante. Pour illustrer la remarque, augmen-
tons l'état du systeme (E300)-([E307) afin de se placer dans le cadre de I’étude faite dans
[Koenig et Mammar, 2002], le systéme devient

E 0. _ AR B E,
{0 O}x“ = [0 O}I‘”L[O}u—i_[O}d (4.308)
y = [C R, z,+Du (4.309)
I’hypothése d’Imp-observabilité du systéme augmenté impose alors
E A R,
rang {0 E 0| =n+ns+rang(E) (4.310)
0 C R,

1. Pordre chronologique surprend mais le second est un article de revue alors que le premier un article
de congrés
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en effectuant une décomposition en valeurs singuliéres de £ on peut déterminer deux
matrices non singulieres M et N telles que MEN = diag(1,,0) et

A, A
MAN = 21 MR { } CN=|C, C 4.311
{Am 1122} =By [ ! 2} ( )

la condition d’Imp-observabilité du systéme augmenté impose alors que M; soit de plein
rang colonne, tandis que I'Imp observabilité du systeéme initial ([E306)-(E307) nécessite
seulement que M, soit de plein rang colonne, ce qui est évidemment moins restrictif, o
M et My sont définies par

_ Ay Ry _ Ay
Ml—[gz R, My = c, (4.312)

Pour observer le systeme (E306)-(301) on propose un observateur de type PI, défini
r (E313)-(E316) et dont la structure est représentée a la figure 20

i = Fz4 (Li+ Ly)y+ Ju+ Hf (4.313)
f= Lily—9) (4.314)
j = Ci+Du+Kf (4.316)

Notons tout d’abord que le filtre & implémenter admet une représentation d’état usuelle.
La particularité de cette structure par rapport a un observateur de type Luenberger est
la présence d’une boucle intégrale décrite par I’équation ([E3T4). L’ajout de l'intégrateur
permet d’estimer correctement les défaillances caractérisées par des signaux en basses fré-
quences (c’est le sens de la troisiéme hypothése). L’intérét de cette structure d’observation
par rapport aux observateurs a entrées inconnues est que 'effet intégral permet d’estimer
les défauts, de ce fait plutoét que de l'inclure dans les entrées inconnues et de chercher &
masquer leurs évolutions, on cherche au contraire & la reconstruire et donc en tirer profit
pour affiner la reconstruction de I’état.

L’existence de 'observateur est équivalente a la convergence vers 0 des erreurs d’esti-
mation de l'état et des défauts & =z — 2 et f = f— f Une fois les conditions d’existence
de I'observateur PI déterminées, on étudie la synthése a proprement parler. La détermina-
tion des différentes matrices définissant I’observateur se raméne alors au choix d’un unique
gain. Ce parameétre sera choisi afin d’assurer la stabilité de la matrice d’évolution des er-
reurs d’estimation et dans le but de minimiser le transfert des entrées de perturbations
SUr ces erreurs.

Tout d’abord, afin de pouvoir exprimer les erreurs d’estimation sous la forme d’un
systéme dynamique usuel (i.e. non-impulsif), on introduit une matrice P € R>! qui assure
la compression des lignes de £ et permet d’obtenir, sous réserve que original est bien Imp-
observable, une matrice [ET C’T]T de plein rang colonne. Cette derniére propriété est
nécessaire pour pouvoir exprimer ’erreur d’estimation sous forme d’un systéme dynamique
usuel. On définit un nouveau systéme par

Ei = Ax+ Bu+ Ry f+ Eqd (4.317)
y = Cax+ Du+ Ryf (4.318)
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d \\f

Systéme

Y

F1G. 4.26 — Structure de [’observateur proportionnel intégral pour systémes singuliers

ou F € R™" est de plein rang ligne. Les autres matrices, de dimensions compatibles avec
E et les dimensions des différents signaux, sont définies par

e[ ra- (4 rae 8] o] - [f]
o[- o-[n-[k]

La matrice P permet d’établir les équivalences suivantes.

Proposition 4.1. Pour P non singuliére telle que PE = [ET O}T avec E de plein rang

ligne, les propositions suivantes sont équivalentes.

(i) (E,A,C) est Imp-observable

(ii) (E,A,C) est Imp-observable

(iii) {g} est de plein rang colonne
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Démonstration. P est non singuliére et F est de plein rang ligne, on a donc

E A P 0 0 [E A
rang |0 E| = rang| |0 P 0| |0 E (4.321)
0 C 0o 0 I||0 C
Z A7
0 A4,
= rang |0 E (4.322)
0 0
0 ¢
(B A
= rang |0 E (4.323)
0 C
E
= rang(E) + rang {C] (4.324)

I'égalité entre (EL321) et ([EL3ZJ) établit équivalence des propositions (i) et (ii). L’égalité
entre (L32]) et ([E324]) établit 1'équivalence des propositions (i) et (7ii) O

Remarque 4.9. La transformation P permet de remplacer la condition : [ET QT}T de

plein rang colonne, par [ET C’T]T de plein rang colonne. Cette derniére condition, équi-
valente a I'ITmp-observabilité de (E,A,C), est moins restrictive.

La méthode de synthése de l'observateur utilise une technique introduite dans le
cadre de la synthése d'un observateur de type Luenberger pour systémes singuliers dans
[Darouach et Boutayeb, 1995|. D’aprés I'équivalence des propositions (i) et (i) de B
sous I’hypothése que (E,A,C) est Imp-observable, il existe deux matrices 77 € R™*" et
T, € R m+=") telles que

TVE+T,C =1, (4.325)

de plus, en remarquant que [T1 Tg] est la pseudo inverse a gauche de [ET CT}T qui est
de plein rang colonne, on a

T, = (ETE+CTC) " ET (4.326)
T, = (ETE+CTC) " T (4.327)

ce qui implique que 7} est de plein rang colonne. Utilisons cette propriété pour déterminer
les parameétres de l'observateur PI en calculant les erreurs d’estimation de 1’état et du
vecteur de défauts. Nous nous intéressons a la synthése d’un observateur de rang plein,
donc nous fixons My = I, et My = Ts. En injectant T,C' = I,, — T1 F, 'équation (E3TH)
devient

=
|

avec T = xr — I, il vient

i=—z+TiEx— (oD + Ms)u— ThRo f (4.330)
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fixons M3 = —T,D et dérivons cette équation par rapport au temps, en injectant (EL313),
on obtient

i = —Fz—(Li+Ly)y—Ju— Hf +T\(Az 4+ Bu+ Ry f + Eyd) — TyR, f (4.331)
— —F(&—Tw+ToDu) — (L1 + Ly)y — Ju — Hf + Ty Az + T3 Bu
+T\R, f + T1Erd (4.332)
= Fi+ (FTy— L) y+ (IVA— LyC — F)x + (I1B — LyD — FTyD — J)u
+ ('R, — LyRy — H) f+ Hf + TV Erd (4.333)

fixons F = TlA - LQC, Ll = FTQ, J = TlB - (Ll + LQ)D et H = TlRl - LQRQ, pour
avoir finalement la dynamique de I'erreur d’estimation de 1’état sous la forme suivante

& =(TA— LyC) &+ (I1Ry — LyRy) f + T1 Eyd (4.334)

D’aprés ([3T4) et 'hypothése HS, pour K = Ry, l'erreur d’estimation des défauts obéit
a I’équation dynamique suivante

F= —f (4.335)
SN (Ca: 4 Du+t Rof —Ci — Du— K f) (4.336)
= —L3C% — LyRof (4.337)

On peut écrire les équations dynamiques des erreurs d’estimation sous la forme matricielle
suivante

H = (A-LO) m + Bd (4.338)
|- o]

ou A, B, C, D et L sont définies par

1 TlA TlRl D T1E1 ~ N In 0 T L2
A_{O 0 ] B_l 0 } C=[C Ry D_[O Inj L_[LJ (4.340)

L’observateur PI existe si et seulement si les erreurs d’estimation tendent vers 0, autrement
dit, si et seulement si A — LC est une matrice de Hurwitz. A et C' sont définies par le
systéme tandis que L regroupe deux paramétres de synthése de 'observateur. Il apparait
donc que l'observateur PI existe si et seulement si la paire (/_1,6_’) est détectable. On peut
donc donner les conditions d’existence de 'observateur PI dans le théoréme suivant.

Théoréme 4.20. Sous les hypothéses (H1)-(H3), lobservateur PI ({{-313)-(£-318) pour
le systeme (7.300)-(7.307) existe si et seulement si la condition suivante est vérifiée

sk — A —R,
rang 0 sl,, | =n+ny,Vs € C avec R(s) >0 (4.341)
¢ R,
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Démonstration. 11 s’agit de prouver que ([E34T]) est équivalente a la détectabilité de la paire
(A,C’). La matrice P étant non singuliére, on peut écrire que ([EL347]) est équivalente, pour
tout s complexe a partie réelle positive, a

_SE —A —R
n+nf = rang 0 sly, (4.342)
| C R,
P 0 0| [sE—A —R,
= rang | |0 I 0O 0 sl (4.343)
001 ¢ R
-SE - A —R1
= rang 0 sy, (4.344)
| C Ry
la matrice T} étant de plein rang colonne on a
T 0 Ty 0 sE—A —R;
0 I,, O 0 0 sI,
ntng = rang| | Of I —sl. <C sR; (4.345)
0o 0 0 I, C Ry
-SIn - TlA STQRQ - TlRl
= rang 0 sly, (4.346)
| C Ry
-SIn - TlA _TlRl
= rang 0 sl (4.347)
| C Ry

la derniére égalité, obtenue de (E346) en considérant séparemment les cas s = 0 et s # 0,
est équivalente a la détectabilité de la paire (A,C’). O

La condition d’existence de 1’observateur PI peut étre vue comme la R-détectabilité de
I’état du systéme augmenté par les fautes, cependant on notera que la condition d’Imp-
observabilité ne concerne que le systéme (E306)- (EE300) et non le systéme augmenté. La
condition (E34]) peut se mettre sous la forme suivante.

Corollaire 4.2. Sous les hypothéses (H1)-(H3), lobservateur Pl {{-313)-[£-318) pour le
systeme (Z.300)-(7.307) existe si et seulement si les conditions suivantes sont vérifiées

(i) le systeme (E,A,C) est détectable;

. A Ry
(ii) la matrice [C R,

] est de plein rang colonne.

Démonstration. Les deux conditions sont équivalentes & ([E341) pour s # 0 et s = 0
respectivement. ]

Une fois les conditions d’existence de I'observateur vérifiées, il reste a déterminer les
paramétres de celui-ci. Ils sont tous définis par rapport & Lo et L3, autrement dit par
L. Le théoréme ci-dessous propose de déterminer L afin de minimiser la norme H,, du
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transfert des perturbations d sur les erreurs d’estimation Z et f noté Tj.(s) c’est a dire
de désensibiliser la qualité de 'observation par rapport aux perturbations. On cherche le
L qui assure

1D (sT = (A= LC)) " Bllow < 7 (4.348)
pour v, un réel positif le plus petit possible.

Théoréme 4.21. L’observateur PI optimalement robuste défini par ({7.313)-(4.510) pour
le systeme (Z.300)-(Z.307) est obtenu par minimisation de v sous les contraintes LMI

suivantes, en les variables v >0 € R, X € R(vHnr)x(ntng) op v g R(ntng)x(mti=r)

ATX +XA-YC—-C™YT XB D
B"X —1I,, 0 <0 (4.349)

D 0 _7[n+nf
X =0 (4.350)

lobservateur PI est alors défini par

L= {Lz] = Xy, (4.351)
Ls
F=T\A—L,C, Li =FTy,, J=T\B— (L, + L) D, (4.352)
H - TlRl - LQRQ, M1 == In, M2 == Tg, M3 == —TQD, K == R2 (4353)

Démonstration. Appliquons le lemme borné réel [Scherrer, 1990](plus connu sous son ap-
pellation anglo saxonne de Bounded Real Lemma) au systéme (E338)- ([E339). 11 existe une
matrice L telle que ||Ty.(s)|loo < 7 si et seulement si il existe une matrice X symétrique,
définie positive telle que la LMI suivante soit vérifiée

(A-LO)Y'X+X(A-LC) XB D'

B'X —1,, 0 <0 (4.354)
D 0 —Yntn,
en notant Y = X L on obtient [{A349). O

Remarque 4.10. La minimisation de la variable LMI v peut conduire & obtenir des dyna-
miques trés lentes pour le systéme (E338)-(E339). Pour éviter de synthétiser un obser-
vateur qui converge trop lentement vers les valeurs réelles, il est possible de rajouter une
contrainte LMI (EZ355) qui force la vitesse de convergence en imposant que les poles de
A — LC soient dans le demi plan gauche complexe défini par {z|R(z) < —A}, pour A > 0

X(A+M)+ (A+AD)"' X —yC-CTYT <0 (4.355)

Cette contrainte revient & imposer que A — LC + A soit stable et donc décale le spectre
de A — LC de M. Le fait d’imposer que les variables X et Y soient communes aux deux
contraintes LMI introduit un certain conservatisme, mais permet de garder le caractere
convexe du probléme (dans le cas contraire il faudrait imposer une contrainte égalité
du type XY ™! = X,¥; ). De plus I'équation [I35H) peut étre considérée comme une
équation de placement de pole relativement basique, un placement plus précis des poles
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de l'observateur peut étre effectué en utilisant les résultats de [Chilali et Gahinet, 1996|
concernant le placement de poles dans des régions LMI, il faut cependant garder a l'esprit
que de plus fortes contraintes sur le placement de poles risquent de se traduire par un
atteignable plus grand et donc une diminution de la robustesse de 'estimation face aux
perturbations.

4.5.3 Synthése de 'observateur PI avec fonction de pondération

Dans la section précédente on impose une borne supérieure a la norme H,, du trans-
fert des entrées inconnues sur l'erreur d’estimation, autrement dit on accorde la méme
importance & toute la bande de fréquence. Cette approche peut conduire & un certain
conservatisme comme 'ont montré [Qiu et Gertler, 1993].

Dans cette section une fonction de pondération est introduite sur les entrées inconnues
afin de garantir un gabarit de robustesse a l’estimation. La fonction de pondération fré-
quentielle permet de traduire une connaissance a prior: du contenu fréquentiel des entrées
inconnues. On utilisera classiquement un passe-bande ou un passe-haut pour caractériser
des bruits. Soit Wy(s) une telle fonction de pondération stable, et (A4,B4,Cq,Dq) une réa-
lisation d’ordre kq de Wy(s). On considére alors que le signal de perturbation réel d(s) est
I'image d'un signal de perturbation fictif d(s) par le filtre Wy(s). L’objectif de synthése
de I'observateur est alors de déterminer L tel que

[Tae(s)Wa(s)lloo <y (4.356)

pour un réel ~ positif, ce qui assure

. 8
|Tae(jw)| < =————, Vw € R (4.357)
‘ (Wa(jw)|
La condition d’existence de I'observateur PI synthétisé avec une fonction de pondéra-
tion sur ’entrée inconnue est donnée par le théoréme suivant.

Théoréme 4.22. Sous les hypothéses (H1-H3) et pour une fonction de pondération stable
Wa(s), Uobservateur PI [{-313)-(#-310) pour le systeme [{.300)-(7-307) existe si et seule-

ment si la condition suivante est vérifiée

skl — A _ﬁl

rang 0 sl,, | =n+mnyVs € C avec R(s) >0 (4.358)
c R,

|

Démonstration. Explicitons les équations dynamiques régissant les erreurs d’estimation
afin de donner les conditions d’existence de I'observateur. En considérant que d est I'image
de d par Wy(s) on peut écrire

tg = Agrg+ Bgd
d = Cuxg+ Dgd
. — (A—LC)e+ Bd
e = De
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ce qui donne le systéme

b = 1 L)) (4359
e = [D 0] {e} (4.364)

Ld

la fonction Wy(s) est stable, donc la stabilité de Teq(s) est équivalente a la stabilité de
A — LC , autrement dit, a la détectabilité de la paire (A,C’). L’équivalence entre ({358)
et la détectabilité de (A,C) a été faite pour le théoréme O

Si la condition d’existence de l'observateur est vérifiée, on cherche le L qui minimise

[ Tea(s)Wa(s) |-

Théoréme 4.23. Pour un transfert stable donné Wy(s), l'observateur PI défini par

Z-313)-[7-518) pour le systéeme ([F-300)-[{-307) et minimisant || Teq(s)Wy(s)|loo est obtenu

par minimisation de vy sous les contraintes LMI suivantes, en les variables v > 0 € R,
Xy = XT e RUne)x(mbns) | x, — XT @ Rbaxha o vy @ R(nns)x(mtt=n)

ATX, + X4 A-YC - CTYT X,BCy X,BD; DT

CTBTX, XoAg+ AL X,  XyBy 0
Dngle BTX, I, 0 <0 (4.365)
D 0 0 i,
X;1>0 (4.366)
X910 (4.367)
lobservateur PI est alors défini par
= | L 1
L= { } =X{'Y (4.368)
Ly
F - TlA - LQC, L1 - FTQ, J == TlB - (Ll + LQ) D, (4369)
H=T\1Ry — LyRy, My =1,, My=T,, M3s=-TD et K =R, (4.370)
|

Démonstration. Reprenons la preuve du théoréme B2l pour le systéme (Z,E ,5’) défini
par

_ {A—LC Bcd} - [E = [BDd] C=[D 0] (4.371)

N O][co}Bz i

appliquons le lemme borné réel: une condition suffisante pour que ||Ty(s)Wya(s)|loo < v
soit satisfait est l'existence d’une matrice X = diag(X;,Xs) telle que

XA+ ATX XB CT

BTX  —yI 0 |=0 (4.372)
C 0 —v
X =0 (4.373)

en notant Y = X; L on obtient ({363). O
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Comme nous 'avons évoqué en ER.2 la minimisation de v entraine parfois des dyna-
miques de convergence des estimées vers les valeurs réelles trop lentes, dans ce cas il est
possible de forcer une vitesse minimale de convergence en rajoutant la LMI en X; et YV
3T, assurant que les poles soient de partie réelle inférieure a —\

Xy (A4 A + (A+ M) X, —YC - CTYT <0 (4.374)

4.5.4 Synthése de 'observateur PI d’ordre réduit

Dans les deux sections précédentes on a proposé 'implémentation d’un observateur
PI d’ordre plein pour I'estimation de I’état et des défauts, autrement dit un filtre d’ordre
n + ny. Pour faciliter I'implémentation il peut étre utile de concevoir un filtre d’ordre
réduit. Dans le cas des systémes singuliers il est naturel de chercher a reconstruire 1’état
au moyen d’un filtre d’ordre r, le rang de E, ¢’est a dire le nombre de relations dynamiques
indépendantes du systéme. En conséquence, dans cette section est présentée la synthése
d’un observateur d’ordre r + ny (r est le rang de £ et ny est le nombre de défauts).

La matrice E étant de plein rang ligne, il est possible d’effectuer une compression des
colonnes afin d’isoler le sous-espace dynamique du sous-espace statique et/ou impulsion-
nel. Définissons la pseudo inverse de E, notée E

Et = EY(EE")™! (4.375)
étant donné que F est de plein rang ligne, la pseudo inverse vérifie la relation suivante
EET =1, (4.376)

de plus, notons E+ une base orthonormée du noyau a droite de £, c’est a dire une matrice
de R™ (=) telle que

EE+=0 (4.377)
on a donc finalement une matrice non singuliére P, = [E+ EL} € R™ "™ qui vérifie
EP =[I, 0]. (4.378)
On peut donc définir un systéme équivalent a (EE311)- ([E3IR)
@1(t) = Awzi(t) + Aswa(t) + Bu(t) + Ri f(t) + E1d(?) (4.379)
ou AP1 = [Al A2:| CPl = [Cl C2:| T = P1 |i;1:| (4381)
2

d’aprés la proposition BTl et 'inversibilité de P;, on déduit que Cs est de plein rang
colonne. En effet on a

n = rang [g} = rang {g] P, = rang [(Ii CO2] =r+rang (Cs) (4.382)

Cs étant de plein rang colonne on peut effectuer une compression des lignes et déterminer
une matrice non singuliére P, € R™H=r)x(m+l=r) dgfinie par

[ _a
P~z = [ -
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telle que

PyC — LO_ } (4.384)

En prémultipliant (L380) par P, le systeme (E379)-ELI3TI) devient
i’l = (A1 - A20;01> 1+ A2C;_y —+ (B — A2C;'D> U

+ (Ri — ACF Ry) f + End (4.385)
Ty = C’;y — C;_Cll'l — C;DU — C;Rgf (4386)
Cyy = CyCizy+CyDu+ CyRyf (4.387)

On propose alors de construire un observateur d’ordre r+ny pour estimer z; (de dimension
r) et f (de dimension ny) et reconstruire x5 a partir de ([EZ386). L’observateur PT est défini
par

Zi’l = (Al — AQC;_C:[) Zi'l + AQC;y + (B — AgCJD) u

+ (R1 — AyCF Ry) f+ LGy (y — 9) ( )

f= Lt y—1) A (4.389)

Li’g = C’;’y — C;Cli’l — C;—D’UJ — C;Rgf (4390)

Z) = Cli’l +022i’2 +R2f—i—Du ( )

On peut donc écrire les équations dynamiques qui régissent les erreurs d’estimation de x;
et f. De (E380) et (E3RT) il vient

B o= (A —AC5C)) i+ (R — ACY Ry) f + Evd

_L,Ct (Clsf;1 4 oy + Ry f) (4.392)

_l’_

2

Cy

est clair que Cyf (C’zl)T = 0 (il suffit de transposer cette égalité en développant Cy pour

s’en convaincre), on a donc

La matrice [ } est inversible et Cy est orthonormée donc Cy- (C’j)T = I,_,, de plus il

Cy I, O
[03] o (ah)] = {0 [n_r] (4.393)
et en particulier on a Cy Cy = 0, ce qui permet d’écrire (392 sous la forme suivante

B = [(A1—ACH C) —LyCy O] i+ [(Ri — AsCy Ry) — LaCy Ry f+E1d (4.394)

f = —LsCyCiiy — LsCy Ro f (4.395)

On obtient finalement I'erreur d’estimation de z et de f, en injectant x = Etx; + Etxy,
pour avoir

[”%3 = (A, -L,C,) [xl] + B,d (4.396)

I
m _ D, M (4.397)
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avec
i [(A1 ACiC) (Fr =, R2)}’ - Eﬂ G, = [CHC, CiR),
(4.398)
B ~ v Lo Lot
Bo=|] e p, =[BT oG O (4399
nf

Comme dans le cas de I'observateur de plein rang, l'existence de 'observateur d’ordre
réduit est équivalente a la détectabilité de la paire (AT,CT), le théoréme donne la condition
d’existence en fonction des parameétres du systéme initial (E300)-(E307).

Théoréme 4.24. Sous les hypothéses (H1-H3), lobservateur PI d’ordre réduit [{-383)-
#-391) pour le systeme [f-300)-[F-307) existe si et seulement si la condition suivante est

vérifice

sE—A —R,
rang 0 sl,, | =n+mnyVs € C avec R(s) >0 (4.400)
&) R,
|
Démonstration. Dans la preuve du théoréme il a déja été établi que
sE—A R, sE—A Ry
rang 0 sl,, | = rang O sy, (4.401)
¢ R, C Ry
Les matrices P et P, étant non singuliéres on peut écrire
sk — A R1 -SE —A Rl P 0
rang O sl,,| = rang O sy, [01 7 } (4.402)
C Ry | C R s
_SIT, - Al —A2 —Rl
= rang 0 0 sl (4.403)
i Cl C2 R2
{]T C(')—i_ 8 SIT, Al —A2 —Rl
= rang 2 o Cy Rs 4.404)
0 ¢y 0 0 0 sl
0 0 Iy s
_SIT — Al _A2 —R1
B Cy oy I, CyR,
= rang cLey 0 CiR, (4.405)
0 0 sl, ;
I A2 0 0 SIT, - Al _A2 —Rl
B 0 I 0 0|| ¢y I, CYR,
= ranglly o 1ol ety 0 Ciml|| (4409)
0 0 0 I 0 0 sl
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autrement dit, on a

S[r — Al —+ AgC;Cl 0 —R1 + AQC;_RQ

sk — A R1
cyc I, CSR
rang | O sl,, | = rang C}Ci 0 C;Rz (4.407)
¢ 0 0 sy,
S[r—Al—l—AgC;Cl 0 —R1 +A20;R2
= r4rang 0 0 sl (4.408)
CC, 0 Cy Ry

ce qui prouve que [s[rﬂ ;P AT CT }T est de plein rang colonne, pour tout s complexe a
partie réelle positive, si et seulement si ([EZ00) est vérifice. O

La détermination du gain L de 'observateur PI d’ordre réduit qui minimise la norme
H,, du transfert des perturbations vers 'erreur d’estimation de 1’état et des défauts est
similaire & celle de I'observateur d’ordre plein étudié au théoréeme E2T1

Théoréme 4.25. L’observateur PI d’ordre réduit optimalement robuste défini par [f-38§)-
#-391) pour le systeme [£.300)-[{-307) est obtenu par minimisation dey sous les contraintes

LMI suivantes, en les variables v >0 € R, X € R(r+n)x(r4ns) o v g R(m4ns)x(n=r)

ATX + XA, —YC,—CTYT XB, DI
BTX L, 0 | <0 (4.409)
DT 0 —”y[n+nf

X =0 (4.410)

l’observateur PI est alors défini par

i

_ Ei] — Xy (4.411)

Il est également possible d’introduire une fonction de pondération fréquentielle afin de
déterminer le gain qui assure un certain gabarit de robustesse en appliquant le théoréme
au changement de dimension des variables LMI prés.

4.5.5 Récapitulatif

Avant d’utiliser les observateurs PIO pour le diagnostic, résumons la syntheése des
différents observateurs étudiés dans un tableau, o PI désigne 1'observateur PI d’ordre
plein, PIF désigne 1'observateur PI d’ordre plein avec fonction de pondération et PIR
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désigne 1'observateur PI d’ordre réduit.

conditions d’existence detef"mmatlon des pa- implémentation
rametres
vang[E E,] = rang
(E,A,C) Imp observable
ft)y=0 minimiser vy  sous | implémenter 1'obser-
PIO sE—A —R, les contraintes LMI | vateur (EE3T3)-(E3TH)
rang| 0 =sI,, |=n+nf | E319)-E350) avec (E351)-(E353)
c R,
pour tout s tel que R(s) >0
vang[E ] = rangE
(E,A,C) Imp observable
f(t)y=0 minimiser 7y  sous | implémenter 1’obser-
PIF sE—A —R, les contraintes LMI | vateur (EE3T3)-(E3TH)
rang| 0 —sI,, |=n+nf | [E360)-(E36D) avec (E2368)-(E370)
C R,
pour tout s tel que R(s) >0
vang[E_ ] = rangE
(E,A,C) Imp observable
t) =0 minimiser vy  sous | . .. ,
PIR 1 sE—A —R, les contraintes LMI 1712‘52: lﬁinenter _lm:obser—
rang| 0 I, |=n+nf | [EI09)-(EII0) | |
C R,
pour tout s tel que R(s) >0

Les définitions de 'observateur de rang plein ([E313)- (316 ou de 'observateur d’ordre
réduit (E388)- (390 ne permettent pas une implémentation directe, nous donnons donc
a présent la représentation sous forme d’espace d’état des deux types d’observateurs PI,
avec pour entrées, la commande u et la sortie y du systéme équivalent, et pour sorties, les
estimées de I'état & et des défauts f . L’observateur PI d’ordre plein est défini par

H B l—zic —L}?)IRJ [;}+[L3(€’;+—LC§T2) Lg(CTQJ_ Im)D} m (4412)

m - K)n ISJ m + [C(Ff _7(;2D} m (4.413)
(4.414)

ou F = TlA - LQC, H= TlRl - LQRQ, Ll = FTQ, J = TlB - (Ll + Lg) D. L’observateur
d’ordre réduit est défini par

;‘1 . Al — A2C’2+C’1 — LgCé‘Cl R1 — AQC;_RQ — LQC;RQ i’}
f - —LngC’l —L302J'R2 f
LsCy —LsCyD u -

0 I f 0 0

[x] _ {E+_ELGjCl —ELc';RQ] [:ﬂ N {ELC’; —ELC;D] m (4.416)
nf
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4.5.6 Observateurs PI dédiés pour le diagnostic robuste de fautes

Déterminer le gain L en minimisant la norme du transfert des entrées inconnues sur les
erreurs d’estimation des variables d’état et des défauts, induit des contraintes relativement
fortes. Si 'objectif de synthése de 'observateur PI est uniquement la détection de défauts,
et non 'observation de I’état, il est préférable de synthétiser ’observateur en minimisant
le transfert des perturbations sur I'erreur d’estimation des défauts et non de 1’état et des
défauts. Il est évident que la qualité de 'estimation des variables d’état s’en ressentira.
Poursuivant cette logique, on se propose de synthétiser un banc de ny observateurs dédiés
chacun & un défaut particulier, comme le propose I’algorithme suivant [Marx et al., 2003(].
D’aprés les propriétés de la norme H,, on est alors assuré d’obtenir un ~ inférieur a celui
obtenu par minimisation de |74 (s)|/co, autrement dit on minimise les fausses alarmes
dues aux perturbations.

Théoréme 4.26 (Algorithme de diagnostic robuste de fautes). Pour chaque f;,
synthétiser un observateur PI [7.513)-(Z.310) obtenu par minimisation de ~y; sous les
contraintes LMI suivantes

ATX,+ X,A-Y,C—CTYT  X,B DI
BT_Xi ~Yiln, 0 <0 (4.417)

D; 0 —%[n+nf
Xi =0 (4.418)

ot D; est la (n + i)™ colonne de D et ot A, B, C et D sont définis par ([{-340). Les
parameétres de ['observateur i sont déterminés par

L = XY, (4.419)

Remarque 4.11. On ne détaille pas a nouveau les différentes possibilités, mais il est clair
que les synthéses avec fonctions de pondérations et/ou pour observateurs d’ordre réduit
peuvent également étre utilisées a des fins de diagnostic. L’algorithme reste inchangé a la
définition des A, B, C et D prés.

Remarque 4.12. Les estimées des fautes peuvent servir a construire un terme additif de
commande afin reconfigurer la loi de commande dans le but de contrer I'influence des
fautes sur les sorties du systéme. Pour ce faire on peut reprendre la méthode exposée a la
section

4.5.7 Exemples

[lustrons les résultats obtenus dans cette partie en considérant le systéme singulier
LTI, affecté par une panne d’actionneur fi(¢), un biais de capteur fo(t) et des entrées
inconnues d(t), défini par

Ei(t) = Ax(t)+ Bu(t) + R, f(t) + E,d(t) (4.420)

y(t) = Cx(t) + Du(t) + Ry f (1) (4.421)
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avec
01 0 0 0 [0 0 1 0 [0 0 0 0.1 0
0 01 00 1 000 1 -1 0 0 0.1
E_OOOOA_—lo()lﬁ_OEl_OOE1 0 0
0O 0 0O 0 1 11 10 0 0 0 O
(4.422)
100 0 0] 01
€=lo1 0 0] D= {0_ R, = [0 0} (4.423)
On vérifie que les hypothéses (H1) et (H2) sont vérifices car
rang [E E,| = rangE = 2 (4.424)
T T AT
rang [AE EO QO ] = dim(x) 4+ rangEl = 6 (4.425)

De plus on peut remarquer que les systémes singuliers définis en augmentant 1’état par les
défauts ou par les perturbations, c’est a dire les systémes ([E O] , [A ﬂl] , [Q E2D ou
( [ﬂ 0] , [A EJ , [Q OD, ne sont pas Imp-observables. Ceci prouve 'utilité de prendre
en compte les entrées exogénes dans la définition du systéme.

Les entrées inconnues sont des signaux aléatoires, uniformément répartis entre 0 et 1,
les fautes sont définies par

—u(t), pour 3 <t<6

ht) = { ©) g (4.426)
0, sinon
1, pour 7<t<9

L) = { g (4.427)
0, sinon

et 'entrée de commande est définie par u(t) = sin(4t) + I'(¢t — 1). L’hypothése théorique
de travail (H3) n’est pas vérifiée, en revanche les signaux de défaillances sont des signaux
caractérisés par de faibles fréquences, les résultats montreront a posterior:i la validité de
la synthése proposée.

4.5.7.1 Observateur PI de rang plein avec fonction de pondération

On cherche un observateur PI de plein rang, synthétisé de maniére a ce que le transfert
de la sensibilité de 'erreur d’estimation aux entrées inconnues se situe sous un gabarit
défini par

W (s) = 0.02s 4 100
2s + 200
ce qui garantit une atténuation de —40dB en hautes fréquences et de —6d4B au minimum.
Dans un premier temps, nous imposons A = 5, autrement dit, les pdles appartiennent au
demi plan gauche défini par {z € C, R(z) < —5}. Les résultats de l'estimation de 1'état
et des défauts sont respectivement représentés par les figures et 28 La norme H
du transfert de d sur les erreurs d’estimation est égale a || Tue(s)||co = 0.23.

Pour illustrer I'influence du choix de A, on impose & présent A = 50. La figure

permet de comparer les valeurs singuliéres du transfert de f vers f dans les cas A = 5

(4.428)
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F1G. 4.27 — Valeurs réelles (ronds) et valeurs estimées (traits continus) de ’état, par un
observateur PI de rang plein, pour A = 5.

F1G. 4.28 — Valeurs réelles (pointillés) et valeurs estimées (traits continus) des défauts,
par un observateur PI de rang plein, pour A = 5.
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(tracé continu) et A = 50 (tracé en pointillés). La figure permet de comparer les
valeurs singuliéres de Ty.(s) obtenues dans les deux cas (A =5 en trait continu et A\ = 50
en pointillés), ainsi que le gabarit W;!(s), tracé continu avec des croix.

Les résultats obtenus pour I'estimation de ’état et des défauts sont montrés respecti-
vement par les figures FE3T], et £33 On constate qu'un plus grand A permet de mieux
sensibiliser f a f, on remarque par ailleurs que l'estimation est de bonne qualité (gain
unitaire) pour des signaux de défaut caractérisés par des fréquences jusqu’a 10rad/s. Mais
cela se traduit par une plus grande sensibilité aux bruits comme le montrent les valeurs
singuliéres de Ty.(s) et de maniére encore plus parlante, les estimées, trés bruitées, des
variables d’état (figure EE3T)) et des défauts (figures et EE33) obtenues avec A = 50.

4.5.7.2 Observateur PI d’ordre réduit

On synthétise un observateur d’ordre réduit avec les méme spécifications que précé-
demment : respect d’'un gabarit de robustesse de 'erreur d’estimation face aux entrées
inconnues défini par W;'(s) = (0.02s + 100) / (25 + 200), poles de 'observateur compris
dans le demi-plan gauche ouvert de C défini par R(z) < —5. Les résultats pour I'estima-
tion des variables d’état et des défauts sont donnés respectivement par les figures EE34] et

4.5.7.3 Estimation des fautes par des observateurs dédiés

Sur la figure E28 on constate que l'estimation de fy(t) est perturbée par 'apparition
et la disparition de fi() (en t = 3 et t = 5). On synthétise donc deux observateurs dédiés
respectivement & fi(f) et fo(t), on obtient alors ||Zye, (5)]|co = 0.14 €t || Tye, (5)]|co = 0.14.
La figure E36 permet de comparer la valeur réelle du défaut fo(t) (traits et points alternés),
I'estimée de f5(t) obtenue avec un observateur PI général (trait en pointillés) et 1’estimée
de f5(t) obtenue avec un observateur PI dédié au défaut fo(¢). On constate une sensibilité
nettement moins importante aux signaux autres que f»(t) ainsi qu'une convergence plus
rapide vers la valeur réelle (lors des fronts montant ou descendant de fo(t)).

4.5.7.4 Robustesse aux variations de parameétres

Pour illustrer la robustesse de 'observateur PI, on cherche & vérifier a posteriori la
robustesse a des variations de parameétres. On autorise une variation de paramétres de
I'ordre de 10%, autrement dit on remplace les termes non nuls de la matrice A, notés a;;,
par des termes perturbés, notés a,;; définis par

ij = ai;(1 4 055510 (wi;t)) (4.429)

ot |9;;] < 0.1 et 0 < w;; < 10. L’observateur de rang plein, avec fonction de pondération
et en imposant une vitesse de convergence par A = 5, permet d’estimer trés correctement

'état (figure E37) et les défauts (figure EE3R)

4.5.8 Discussion

Dans cette section, les synthéses d’observateurs proportionnels intégraux d’ordre plein,
avec fonction de pondération fréquentielle, d’ordre réduit ont été présentées. Les condi-
tions d’existence des observateurs ainsi qu'une méthode de calcul des parameétres par
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FiG. 4.29 — Valeurs singuliéres du transfert des défauts vers leurs estimées pour A = 5
(traits continus) et X = 50 (traits pointillés)
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F1G. 4.30 — Valeurs singuliéres du transfert des perturbations vers les erreurs d’estimations
pour A\ =5 (traits continus) et A = 50 (traits pointillés) et valeurs singuliéres de W, '(s)
(tracé continu avec des croix)
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F1G. 4.31 — Estimées de l’état, par un observateur PI de rang plein, pour A = 50.
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F1G. 4.32 — Estimées du défaut fi(t), par un observateur PI de rang plein, pour X\ = 50.
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F1G. 4.33 — Estimées du défaut f5(t), par un observateur PI de rang plein, pour A = 50.
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F1G. 4.34 — Valeurs réelles (pointillés) et estimations (traits continus) des variables d’état
par un observateur PI d’ordre réduit
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F1G. 4.35 — Défauts (traits pointillés) et leurs estimations (traits continus) obtenues par
un observateur PI d’ordre rédust
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F1G. 4.36 — Comparaison de l’estimation du défaut fo(t) obtenue avec un observateur PI
(trait en pointillés) et avec un observateur dédié a l'estimation de fo(t) (trait continu)
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F1G. 4.37 — Valeurs réelles (ronds) et valeurs estimées (traits continus) de l’état d’un

systeme a parameétres variant dans le temps, par un observateur PI de rang plein, pour
A =5.

0 2 4 6 8 10 12

F1G. 4.38 — Valeurs réelles (pointillés) et valeurs estimées (traits continus) des défauts
affectant un systeme a paramétres variant dans le temps, par un observateur PI de rang
plein, pour A = 5.
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minimisation sous contraintes LMI ont été données. Enfin, la synthése d’'un banc d’obser-
vateur permet d’améliorer significativement les performances du diagnostic en atténuant
I'influence des perturbations. L’utilisation d’observateurs PI présente différents avantages.

Premiérement, cette approche permet de relaxer deux hypothéses classiques. D'un
part, 'hypothése, trés fréquemment faite, de régularité du faisceau matriciel (F,A) n’est
pas nécessaire, ce qui permet de traiter un trés grand nombre de cas (en particulier les
systémes dits rectangulaires, i.e. ou les matrices A et E ne sont pas carrées). De plus, la
synthése de 'observateur PI vise & minimiser le transfert des perturbations sur les estimées
mais ne recherche pas le découplage parfait. De ce fait, 'hypothése de découplage, souvent
faite dans le cadre de la synthése d’observateurs a entrées inconnues [Kawaji et Kim, 1995|
est relaxée.

Deuxiémement, la syntheése de l'observateur se raméne au calcul d’'un unique gain
L, déterminé par résolution d’une simple LMI stricte. Cette méthode, peu cotiteuse en
termes de calcul, permet de borner a priori 'influence des entrées inconnues et maximise
la robustesse de 'estimation.

Troisiémement, I’observateur & implémenter est un filtre propre, il peut donc étre mis
en ceuvre par des moyens standard.

Enfin, 'application au diagnostic est immédiate. En minimisant la norme H,, du
transfert des entrées inconnues vers l'erreur d’estimation de chaque défaut et non plus vers
toutes les erreurs d’estimation des états et des défauts, on impose alors des contraintes de
minimisation moins restrictives ce qui permet généralement d’obtenir une borne supérieure
plus faible pour la norme du transfert des perturbations sur I’estimation.

4.6 Conclusion et contribution

Dans ce chapitre, différentes méthodes de diagnostic pour systémes singuliers ont été
exposées. Une premiére méthode, dédiée aux systémes interconnectés (réseaux de grandes
dimensions, ou agrégation de réseaux simples par exemple) exploite la partie statique du
modeéle mathématique. La structure du systéme est interprétée graphigement, en termes
de noeuds et d’arcs. Des résidus sont alors associés & chaque composant. On a proposé
des logiques de décision (booléennes) permettant la détection et la localisation de fautes
[Georges et al., 2002]. L’intérét des logiques proposées est leur robustesse a I’apparition de
défauts simultanés, en effet méme dans ce cas, on évite toute non-détection et on minimise
significativement les fausses alarmes. Différents types de défauts ont été envisagés: les
défauts de mesure des flux circulant dans les arcs du systéme, ainsi que les défauts du type
fuite. Cette premiére méthode consiste en un traitement direct des mesures effectuées sur
le systéme, les autres méthodes ont pour but de minimiser des écarts entre des grandeurs
mesurées et estimées, on parle alors de méthodes a posteriori.

Une premiére méthode aborde le diagnostic sous ’angle du filtrage optimal de mesures.
Ainsi, les problémes de diagnostic, tels que la génération de résidus, ’estimation robuste
de fautes ou le diagnostic robuste, sont envisagés sous la forme de problémes de controle
standard H,, de systémes singuliers. Cette approche permet d’utiliser des techniques
classiques en commande, telles que le modelage de la réponse aux fautes (par poursuite
de modele), l'intégration de gabarits de robustesse (par lintroduction de fonction de
pondération lors de la synthése), de reconfigurer la loi de commande afin de minimiser
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I'influence des fautes ou d’intégrer le diagnostic de systémes singuliers dans la synthése
d’un controleur [Koenig et al., 2002].

Le diagnostic par factorisation copremiére adopte une démarche similaire, avec une
différence notable, la factorisation copremiére permet de formuler le diagnostic comme
un probléme de controle standard H,, de systémes non singuliers. De ce fait les filtres a
implémenter sont causaux, quelque soit le systéme considéré. La synthése du générateur
de résidu optimal est faite en deux étapes distinctes: factorisation du modeéle et filtrage
optimal du pré-résidu obtenu, mais nous avons montré que cette procédure a un seul pa-
rameétre de synthése effectif, d’ott une grande simplicité de mise en ceuvre. Les possibilités
du diagnostic par factorisation copremiére reprennent celles obtenues par fltrage H :
génération de résidus, estimation robuste des fautes, dagnostic robuste, modelage de la
sensibilité aux fautes et gabarit de robustesse aux perturbations [Marx et al., 2003a].

Enfin, une structure particuliére d’observateur a été proposée pour l'estimation des
variables d’état et des défauts affectant un systéme singulier. L’observateur proportionnel
intégral se différencie des observateurs a entrées inconnues fréquemment utilisés, par le fait
qu’on ne cherche pas a découpler I'estimation de 'influence des fautes, mais au contraire
a tenir compte de leur évolution pour améliorer la qualité de I’estimation. De plus, I’hypo-
thése de régularité du systéme singulier a observer est relaxée. La synthése d’observateurs
d’ordre réduit est étudiée dans le but de pouvoir implémenter des filtres d’ordre moins
élevé. De plus l'introduction de fonction de pondération fréquentielles sur les entrées in-
connues lors de la synthése de 1'observateur assure de forcer un gabarit de robsutesse de
I’estimation face aux perturbations. L’application au diagnostic consiste & construire des
observateurs dédiés a l'estimation de chaque défaut. Dans ce cas les contraintes de per-
formances étant moins sévéres, on obtient une meilleure robustesse aux entrées inconnues
[Marx et al., 2003

Les différentes méthodes proposées sont complémentaires de par la différence de leur
domaine de validité ou d’application, ainsi que les techniques utilisées pour leur mise en
ceuvre. Le tableau ci-dessous permet de comparer les trois approches proposées.

filtrage H, taf:icorlsatlon COPTE | observateur PI
miere
E2 - 0,
E.A) régulier (de pré- . =
hypothéses ( A) régu 1§r( N (E,A) régulier rang B \El} rang ;
férence non impulsif) défauts a dynamiques
e 7 - lentes
probléeme H,, stan- PIODIEHIE Moo LAl
R dard pour systémes .
. . dard pour systémes LMI stricte ou place-
résolution } ) usuels, N
singulier, . ... | ment de poles
. LMI strictes, égalités
LMI strictes . i
de Riccati it Tord
implémentation filtre singulier admis- | filtre propre d’ordre n—lfen porsl[;;en Eo—lli rrLe
P sible, d’ordre n 2r + ky + ky / s
pour l'ordre réduit
génération de résidus, | génération robuste de o
. ) . ) . estimation robuste de
estimation robuste de | résidus, estimation .
. . fautes, accomodation
application fautes, accomodation | robuste des fautes, i .
) . . ) ) de défauts, génération
de défauts, diagnostic | controle tolérant aux \
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Chapitre 5

Controle multicritére et controle
robuste tolérant aux fautes pour
systémes singuliers

Dans ce chapitre est abordé le probléme de la commande des systémes singuliers. Deux
axes sont développés, le premier concerne la commande multicritére, et le second, le
controle tolérant aux fautes.

Dans la premiére partie, on établit une caractérisation, en termes de LMI strictes,
du placement des poéles finis d’un systéme singulier. Cette caractérisation est ensuite
utilisée pour la synthése de controleurs tels que le systéme controlé satisfasse des critéres
de placement de péles, de norme H,, et de norme H,,. On propose deux structures de
commande: les controleurs statiques par retour d’état, et les correcteurs dynamiques par
retour de sortie.

Dans la seconde partie, sont développés les résultats obtenus, dans le cadre du diagnos-
tic, par factorisation copremiére. Le but est de synthétiser une loi de commande tolérante
aux fautes. La factorisation copremiére du systéme permet de définir un contréleur tolé-
rant aux fautes. Cette approche a pour intérét de pouvoir traiter séparément les problémes
du controle nominal et de la tolérance aux fautes. Le controle nominal se rameéne a la syn-
thése d’un correcteur a base d’observateur, donc & un probléme de placement de poles. La
recherche de la tolérance aux fautes est équivalente & un probléme de commande standard
H, pour systéme non singulier. De plus, la structure du controleur faisant apparaitre un
signal de résidu, on peut mettre en ceuvre un module de diagnostic qui permet d’adapter
la loi de commande au(x) défaut(s) localisé(s).

Dans les deux parties, on s’attache a synthétiser exclusivement des filtres propres afin
de faciliter 'application des méthodes proposées.
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5.1 Introduction

Ce chapitre est consacré a deux aspects distincts du controle de systémes singuliers.
Le premier, concerne la commande multicritére, et le second vise la synthése dune loi de
commande tolérante aux fautes.

Par contréle multicritére, on entend se fixer des objectifs de synthése du contro-
leur de différentes natures. Le correcteur a alors trois buts: premiérement, minimiser
la norme H, du transfert des entrées de perturbations vers certaines sorties, deuxiéme-
ment, minimiser la norme H,, du transfert des entrées inconnues vers d’autres sorties,
et enfin, assurer que les poles finis du systéme régulé soient dans une région prédéfi-
nie du plan complexe. Ces trois aspects permettent alors de fixer des spécifications de
synthése d’ordre énergétique par la norme Hs, en envisageant le pire cas par la norme
H,,, et enfin d’imposer des contraintes d’ordre temporel par le placement des poéles fi-
nis. On étudiera les correcteurs par retour statique d’état et par retour dynamique de
sortie. Les correcteurs sont déterminés en résolvant un ensemble d’inégalités linéaires ma-
tricielles (LMI). Le contréle standard Hy et H., de systémes singuliers ont fait I'objet
de nombreux travaux, comme pour les systémes non singuliers, les résultats s’orientent
selon deux axes principaux. D'une part la synthése de controleurs par résolution d’Egali-
tés Algébriques de Riccati Généralisées (GARE), ainsi [Wang et al., 1997 proposent une
généralisation du lemme borné réel pour les systémes singuliers et l'exploitent pour la
synthése de controleurs H.. [Zhao et al., 2002 utilisent également une approche a base
d’inégalités (non strictes) algébriques de Riccati généralisées pour paramétrer 1'ensemble
des controleurs H,, pour systémes singuliers. D’autre part, la résolution de LMI, pro-
posée par [Masubuchi et al., T997] et ensuite par E. Uezato et M. Ikeda, qui permet de
résoudre les problémes de controle H,, et Hy en termes de LMI strictes exclusivement
dans [Uezato et Ikeda, 1999 et [lkeda et al., 2000] respectivement.

Comme le font remarquer [Chilali et Gahinet, 1996|, les contraintes de normes Ho
et H,, concernent principalement le domaine fréquentiel, mais ne sont pas directement
compréhensibles dans le domaine temporel (réciproquement, il est difficile de traduire des
objectifs, tels que 'allure de la réponse temporelle ou la rapidité, en termes de contraintes
sur les normes Hy ou H,, du systéme régulé). Il est donc intéressant de pouvoir rassembler
les contraintes fréquentielles et temporelles dans une approche unique.

Cette approche est fondée sur la caractérisation, en termes de LMI strictes, du place-
ment de podles pour systémes singuliers. Nous montrerons qu’il est possible de généraliser
aux systémes algébro-différentiels la caractérisation faite par [Chilali et Gahinet, 1996|
dans le cadre des systémes non singuliers. Autrement dit, on peut traduire par des LMI
strictes le fait que les poles finis d'un systéme singulier soient dans une région convexe
du plan complexe. Comme dans le cas des systémes non singuliers, la localisation des
poles finis reflete I'allure de la réponse en régime transitoire du systéme. La caractéri-
sation par LMI, du placement de poles finis de systémes singuliers, a été abordée par
[Hsiung et Lee, 1997 puis par |[Chen et Lee, 2001] qui généralisent la notion de robus-
tesse du placement de poles qu’avaient considérée [Chilali et al., 1999|, pour des systémes
usuels. Néanmoins, dans ces deux contributions la caractérisation fait appel & des LMI
non strictes (i.e. avec des contraintes égalités) plus difficiles & mettre en ceuvre, car le
test de la contrainte égalité est plus sensible aux erreurs d’arrondi. De plus, les résultats
proposés traitent séparément deux types de régions convexes du plan complexe.
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Dans [Marx et al., 2003b|, nous proposons une formulation unique, exclusivement a
base de LMI strictes, de la caractérisation du placement de poles pour systémes singuliers.
Nous étendons également ces résultats aux cas des systémes incertains.

La seconde partie du chapitre est dédiée au controle robuste tolérant aux fautes.
Cette thématique n’a pas, a notre connaissance, été traitée pour les systémes singuliers
(seuls [Koenig et Mammar, 2003| proposent un terme additif de commande par retour
statique de l'estimée des fautes, sans considérer d’entrées inconnues). Cette partie a
pour objet d’utiliser la factorisation copremiére, exposée au chapitre précédent dans le
cadre du diagnostic, pour construire un controleur qui garantit de minimiser I'influence
des fautes affectant un systéme singulier. Cette approche s’appuie sur la paramétrisa-
tion des controleurs proposée par [Youla et al., 1976] et développée par [Zhou, 2000] et
[Stoustrup et Niemann, 2001] pour le contréle tolérant aux fautes de systémes non singu-
liers. Le controleur proposé dans [Marx et al., 2003€] intégre, de par sa struc-
ture, une boucle de régulation nominale et une boucle de diagnostic robuste
qui est active si des perturbations ou des fautes affectent le systéme. Dans ce
cas, l'influence des signaux exogénes sur les sorties est minimisée par la résolution d’un
probléme de contréle standard H,,. La structure du contréleur faisant apparaitre un si-
gnal de résidu il est aisément possible de reconfigurer la loi de commande en fonction du
(des) défaut(s) détecté(s). On définit alors un correcteur intégrant des fonctionnalités de
controle et de diagnostic. Un des avantages de la structure proposée est que la résolution
des différents problémes est découplée. Le controle nominal est abordé comme la synthése
d’un contréleur a base d’observateur, autrement dit on retrouve le résultat de séparation,
bien connu dans le cadre des systémes non singuliers. La synthése de cette partie du cor-
recteur se rameéne donc & un probléme de placement de poles. Le probléme du diagnostic
a été traité au chapitre précédent, la factorisation copremiére permet de le résoudre sous
la forme d’un probléme de controle standard H.,. Enfin, la tolérance aux fautes est éga-
lement envisagée, grace a la factorisation copremiére, comme un probléme de poursuite
de modéle ou de maniére équivalente comme un probléme de controle standard H,.

5.2 Controle multicritére de systémes singuliers

La synthese d’un controleur est généralement faite de maniére a atteindre des perfor-
mances que le systéme ne pourrait fournir en boucle ouverte. Il est bien connu que les
performances visées sont a considérer en regard de la robustesse du systéme commandé.
Autrement dit pour controler efficacement le procédé par les commandes, on recherche de
grands gains en basses fréquences, mais en revanche pour éviter une trop grande sensibi-
lité aux perturbations on impose de faibles gains en hautes fréquences. Ces objectifs, se
traduisent généralement par des contraintes sur la norme H, du systéme en boucle fermée
(les gabarits de performance et de robustesse étant introduits par des fonctions de pondé-
ration fréquentielles, ou par mise en forme de la boucle ouverte ou Loop Shaping). De plus,
les spécifications de nature énergétique se traduisent généralement par des contraintes si-
milaires sur la norme Hs du systéme contrélé. Ces deux types de contraintes n’étant pas
directement significatives quant au comportement du systéme controlé (temps de réponse,
présence et fréquence d’oscillations durant le régime transitoire, etc.), il est intéressant de
prendre en compte des contraintes supplémentaires sur le placement des poles du systéme.
C’est ce que proposent [Chilali et Gahinet, 1996] dans le cas des systémes non singuliers
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apres avoir introduit le concept de région LMI.

Le contrdle multicritére consiste a chercher un controleur K (s) pour le systéme G(s) tel
que le systéme régulé F(G(s),K (s)) satisfasse des contraintes du type || F(G(s),K(s))]|o0 <
Yooy |F(G(5),K(s))]l2 < 72 et o(F(G(s),K(s))) € D ol 72 et Yo sont des réels positifs et
ou D est une zone du plan complexe prédéfinie.

Dans le cas des systémes singuliers il faut imposer que le controle rende le systéme
non impulsif, et le placement de poles concerne les poles finis du systéme. En effet, on
démontre facilement, en utilisant la décomposition de Kronecker-Weierstrass (présentée
dans le chapitre d’introduction aux systémes singuliers), que, une fois le systéme rendu
non impulsif, les dynamiques sont fixées par le sous-systéme causal. La réponse du systéme
singulier, sous la forme de Kronecker-Weierstrass, défini par (N,A;,B1,B,C1,Cs,D), avec
N =0 (car non impulsif) est donnée par

y(s) = [C1 (sI — A1) ™" By + (D — C2By)] u(s) (5.1)

Donc les caractéristiques temporelles de la réponse sont liées aux poles de Ay, c’est a dire
a la localisation des poles finis de la fonction de transfert du systéme.

5.2.1 Objectif

Dans cette partie du chapitre nous ne distinguons pas les différents types d’entrées
exogenes : défauts et perturbations sont inclus dans le vecteur d’entrées inconnues noté
w(t). Pour simplifier les écritures nous ne considérons pas de transfert direct des entrées
vers les sorties. Il a déja été argumenté que cette hypothéese n’est pas restrictive, dans la
mesure ot il suffit d’augmenter 1’état pour y inclure les entrées qui agissent directement sur
les sorties afin de supprimer les termes de transferts directs. Cette augmentation se faisant
dans le noyau de FE, les dynamiques finies ne sont pas modifiées par cette transformation.
Nous nous intéressons donc au systéme singulier linéaire LTI défini par

Ei(t) = Az(t)+ Byw(t) + Bu(t) (5.2)
2(t) = Cox(t) (5.3)
Zoo(t) = Cuxx(t) (5.4)
yt) = Cx(t) (5.5)

ol x € R" est le vecteur d’état, w € R™ est le vecteur des entrées inconnues, u € R™ est
le vecteur de commande, z5 € R™ et z,, € R™* sont des sorties a réguler et y € R™ sont
les sorties mesurées. La matrice E est une matrice de rang » < n, connue et constante
de R™*" et les matrices A, B, B, Cs, Cy et C sont connues, réelles et de dimensions
compatibles avec celles des matrices et des vecteurs définis plus haut.

L’objectif de cette partie est de déterminer un correcteur K(s), non singulier tel que
le systéme bouclé vérifie les trois objectifs suivants, pour v et v, deux réels positifs et
une région du plan complexe D, convexe et symétrique par rapport a l’axe réel.

e Le transfert de w(s) vers 2o, (s), noté Tho(s), vérifie | Too($)|lco < Yoo- (01)
e Le transfert de w(s) vers 2a(s), noté Ty(s), vérifie ||T5(s)|l2 < 2. (02)

e Le systéme controlé est admissible (i.e. stable et non impulsif), et ses poles finis
sont dans D. (03)
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Les objectifs (O1) et (O2) peuvent étre formulés dans une approche LMI en utilisant
les résultats établis par [Uezato et Tkeda, 1999| et [lkeda et al., 2000]. Afin de résoudre ce
probléme il est nécessaire de chercher une formulation en termes de LMI strictes (pour les
avantages numeériques déja évoqués) du placement de poles de systémes singuliers pour
pouvoir satisfaire simultanément ces trois contraintes. Une fois 'objectif (O3) caractérisé,
on s’attachera & donner une méthode de synthése de correcteurs satisfaisant (O1)-(03),
d’abord de type statique, par retour d’état, puis dynamique, par retour de sortie.

5.2.2 Caractérisation par LMI strictes du placement de poéles ro-
buste

Pour écrire les objectifs de synthése des correcteurs multicritéres dans un méme for-
malisme, nous cherchons une condition LMI au placement de pdles finis de systémes
singuliers. Pour spécifier la localisation des poles dans le plan complexe, on présentera
le concept de LMI région au paragraphe B.2ZZTl On verra que cette classe de régions du
plan complexe permet de décrire la plupart des sous-espaces du plan complexe ayant un
intérét pour le controéle de systémes dynamiques. La condition LMI nécessaire et suffisante
de placement de poles pour systémes singuliers est donnée en 22 et est étendue aux
systémes incertains en BEZZ3

5.2.2.1 Préliminaires: les LMI régions, D-admissibilité

La plupart des caractéristiques temporelles de la réponse d'un systéme linéaire sont
liées & la localisation des poles de sa fonction de transfert. Par exemple, la partie réelle
traduit la vitesse de convergence des modes associés. Dans le cas d’un systéme du second
ordre stable, la valeur des poles permet de déterminer la présence et la valeur des dépas-
sements, des oscillations, ainsi que les temps de réponse intéressants (par exemple : temps
de réponse a 5%). Il est donc particuliérement intéressant de pouvoir définir des zones
du plan complexe, telles que des bandes verticales (bornes sur la vitesse de convergence),
des bandes horizontales (fréquences des oscillations), ou des secteurs coniques (coefficient
d’amortissement). C’est le but des régions LMI définies ci-dessous.

Définition 5.1. Un sous-ensemble D du plan compleze est appelé région LMI, s’il existe
une matrice symétrique o € RP*P et une matrice 3 € RP*P telles que

D ={z€eC|fp(z) <0} (5.6)

ot fp(z) est la fonction caractéristique de D, définie par
fo(2) = a+z8+ 28" (5.7)
= [aw + Buz + Bix2)1<p1<p (5.8)

Notation : o = [ouy), <kI<p signifie que « est une matrice p X p (respectivement, une matrice
de p x p blocs) dont la composante (k,l) (respectivement, le bloc (k,l)) est définie par ay;.

Cette définition permet de paramétrer un grand nombre de régions élémentaires. Ci-
tons quelques exemples simples.

1. Une bande verticale définie par

D={2€C|m; <R(z) <my} (5.9)
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est une région LMI caractérisée par

[ 2ma+z+Z 0
= ] (510
ou de maniére équivalente
_|=2my O |10
@ { 0 2m1] b= [0 —1] (5.11)
2. Une bande horizontale, symétrique par rapport a I’axe réel, définie par
D={ze€C| —A<S3(z) <A} (5.12)
est une région LMI caractérisée par
-2\ 0 0 1
a_{ : _QA} 5= {_1 O} (5.13)
3. Un secteur conique, centré a 'origine et d’angle interne 6, défini par
D={ze€C||Arg(2)| <0} (5.14)
est une région LMI caractérisée par
0 0 sinf  cosf
@ [O O} = [—0059 sinﬁ} (5.15)
4. Le disque de centre (—c,0) et de rayon p défini par
D={ze€C|(z+c) < p’} (5.16)

est une région LMI caractérisée par

_|=p c 101
a7 ) 520 ] s
Une des propriétés fondamentales des régions LMI est que la classe des régions LMI est

invariante pour l'intersection, autrement dit, toute intersection de régions LMI est une
région LMI.

Proposition 5.1. Soient Dy et Do, deuz régions LMI de fonctions caractéristiques fp,(z)
et fp,(») respectivement. La région du plan complexe définie par l'intersection des deux
régions LMI D3y = Dy N'Dy est une région LMI dont la fonction caractéristique est donnée
par

.f’Dg = dlag (.f’Dusz) (518)

Cette propriété permet de définir, ou d’approcher, toute région convexe et symétrique
par rapport a l'axe réel du plan complexe, comme une région LMI. La plupart des sous-
ensembles de C, intéressants pour le controle, étant des régions LMI, on cherche une
condition permettant de tester si les poles d'un systéme sont dans une région LMI D,
caractérisée par les matrices a et 3. Cette propriété est appelé la D-stabilité.

Définition 5.2 (D-stabilité). Une matrice A est D-stable, si ses poles sont dans la
région LMI D.
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Dans le cas des systémes non singuliers, [Chilali et Gahinet, 1996] donnent une condi-
tion LMI pour la D-stabilité

Lemme 5.1. La matrice A est D-stable si et seulement s’il existe une matrice symétrique
définie positive X telle que

Mp(A,X) <0 (5.19)
pour Mp(A,X)=a® X +3® AX + 37 @ (AX)" (5.20)

Le symbole ® désigne le produit de Kronecker, défini par A ® B = [aijB]ij, dont on
rappelle ci-dessous quelques propriétés utiles aux démonstrations a venir.

a® A = aA, pour a scalaire (5.21)
(A+B)@C=AC+BaC (5.22)
(A® B)(C® D)= AC ® BD (5.23)

(A B)T = AT @ BT (5.24)
(AeB) ' =A"®B™! (5.25)

Ce résultat peut étre interprété comme un développement du théoréme de stabilité au
sens de Lyapunov. En effet le demi-plan gauche ouvert, qui définit la stabilité pour les
systémes continus linéaires, est une région LMI caractérisée par a = 0 et § = 1. Il suffit
d’appliquer le lemme précédent pour retrouver 'inégalité de Lyapunov AX + X AT < 0
équivalente a la stabilité d’un systéme pour X > 0. On peut aussi se souvenir de la
contrainte LMI utilisée lors de la synthése des observateurs PI, pour forcer une vitesse de
convergence de 'erreur d’estimation. Le demi-plan gauche défini par {z € C | R(z) < A}
est une région LMI caractérisée par « = —2\ et 3 = 1, et la contrainte LMI était de la
forme Dans le cas des systémes singuliers, la D-stabilité n’est pas satisfaisante dans
la mesure ou cette définition ne considére que la stabilité du sous-systéme causal, mais ne
garantit pas ’absence de comportement impulsif du systéme. On étend donc le concept
de D-stabilité a celui de D-admissibilité.

Définition 5.3 (D-admissibilité). Un faisceau matriciel (E,A) est D-admissible si ses
poles finis sont dans D (i.e. o;(E,A) € D) et si (E,A) est non impulsif (i.e. deg|sE—A| =
rangF ).

5.2.2.2 Caractérisation par LMI strictes du placement de poles

De méme que le lemme B est un développement de la condition de stabilité de
Lyapunov, on cherche une caractérisation de la D-admissibilité, qui peut se concevoir
comme la généralisation de la condition LMI d’admissibilité donnée par le lemme suivant.

Lemme 5.2. |[Uezato et Ikeda, 1999] Le faisceau matriciel (E,A) est admissible si et
seulement s’il existe une matrice symétrique définie positive P € R" "™ et une matrice
S € R=mx(=1) telles que

A(PET +VSUT) 4+ (EP +USTVTAT <0 (5.26)
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ou Vet U € R™("=7) sont des matrices de plein rang colonne qui forment respectivement
une base du noyau de E et de ET.

Le théoréme suivant donne une condition nécessaire et suffisante, sous forme de LMI
stricte, a la D-admissibilité d’un systéme.

Théoréme 5.1. [Marz et al., 20036] Pour une région LMI D du demi-plan gauche com-
plexe, caractérisée par o et 3, un faisceau matriciel (E,A) est D-admissible si et seule-
ment sl existe une matrice symétrique définie positive P € R™ " et une matrice S €
RM=mx(=7) telles que

a® EPET + 3@ APE”T + 87 @ EPA” + 1,4, ® (AVSUT + USTVTAT) <0 (5.27)
ot 1;; est la matrice de R” dont toutes les composantes sont égales a 1. |
Démonstration. Commengons par prouver la suffisance de la condition. Soit v, un vecteur

propre de (E,A) associé a la valeur propre finie, A\. En pré- et post-multipliant (B227)) par
I, ®vetl, ®vil vient la LMI suivante

[auvEPE" v + vA(Bu PET + VSU )" + v(ByEP + US"VATW] <0
_  (5.28)
Or \vE = vA et AETv* = ATv*, on a alors
[(I/Epl/z) (Oékl + ﬂkl>\ + S\ﬂlk) (Pl/zETV*” 1<ki<p <0 (529)

autrement dit on a la LMI suivante
[kt + Bad + ABu] ypo ey < 0 (5.30)

ce qui prouve que la valeur propre finie A est dans D. Ce raisonnement étant valide pour
toute valeur propre finie de (E,A), il est prouvé que of(E,A) € D. Reste a prouver
que (E,A) est non impulsif. Par une décomposition en valeurs singuliéres de E, on peut
déterminer des matrices unitaires] M et N telles que

_|D 0 _ A An _ O _ 7| 0
MEN = {0 0} MAN = {Azl A2J V—N{[n_r} W, U=M |:In—7’:| Wy (5.31)

olt D est symétrique, et W, et W, sont des matrices non singuliéres de RM™~7)x (=),
L’équation (B2Z7) peut alors s’écrire sous la forme suivante

{M‘l {ﬁ; ﬁz] N7! <ﬁklPN Vg 8] +N m Wi .SWy [0 I}) M

M <ﬁlk Vg 8] NP+ m WoSTWT [0 1] N-l) N[

Al Azﬂ
M
Aly A2

oM™ [107 8} N~'PN llo) 8] M] <0 (5.32)
1<k,l<p

1. Une matrice unitaire M vérifie MMT = MTM =1
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Pour

(5.33)

N'PN = (N"'PN)" = {Pl P2]

PI B
la LMI (B32)) devient

M7 ayDPLDT 0 n A A BuPrD 0 n 0 0
0 0 Ay Ag| \|BuPID 0 0 WoSTwl
B DP, @kDPz} {0 0 D {Aﬂ A&D }
+ + M <0 5.34
([ 0 0 0 WoSTWT|) | AT AT e (5.34)

M étant non singuliére, (B34]) peut s’écrire sous la forme

B L 63
ou
O = awDPD" + By (A1 PID + A2 Py D) + By (DPL AT, + DP,AT,)  (5.36)
Ou = ApWiSWy + By (DPIAS, + DPAYL) (5.37)
Uy = WoSTWI AL, + B (At PLD + A P D) (5.38)
Sio= Ay (WiSWT) + (Wiswi)" AL (5.39)

De ce fait, les blocs diagonaux, et en particulier les blocs ¥y, sont définis négatifs, ce qui
implique que la matrice Ayy est non singuliére, autrement dit, le faisceau (F,A) est non
impulsif.

Montrons a présent que (B27) est une condition nécessaire a la D-admissibilité. Pour
cela considérons un faisceau matriciel (£,A) D-admissible. (E,A) est non impulsif, donc
il existe des matrices non singuliéres M et N telles que MEN = diag(I,,0) et MAN =
diag(J,I,_,) (forme de Kronecker-Weierstrass). De plus, si (E,A) est D-admissible, les
valeurs propres de J sont dans D, et d’aprés le lemme (Bl il existe une matrice symétrique
définie positive P, € R™" telle que

[Ozklpl + B J P + ﬁlkple} <0 (5.40)

1<k,l<p

Pour M, € R™"™ M, € R"")*" et un réel e suffisamment petit, il existe une matrice
symétrique définie positive P; € R™" telle que

€ _
[aklPl + B P+ P T 4+ SV (Mo M) ! MQMlT} =0 (5.41)
<k,I<p
D’aprés le lemme de Schur, et pour e suffisamment petit, cette LMI est équivalente a
Py + BuJPL+ B PLJ" —eMi M
[ —eMy MY —2eM MY, " 0 (542)

qui peut se développer en

e R R P N e R P i
+ m My(—e) [MT MI] + []\]\2] (—e)MF [0 1}] <0 (5.43)

I 1<k,I<p
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En partitionnant N et M en N = [N1 Nﬂ, et MT = [MlT MQT], il vient, MyFE = 0,
ENy, =0,U = MIW et V= NyWy. L’inégalité devient, pour P = Ndiag(P,I)N7,

e MEPE"M" + BuMAPE" M" + MAN,Wx (=W ' eW, YW My M™

O MEPATMT + MMy Wy (=W eWyWENy ATMT] <0 (5.44)
en notant S = —Wy'eW,,' et étant donné que M est non singuliére, on a finalement
[awEPE" + By APE" + 3y EPAT + AVSUT + USTVTAT] _ <0 (5.45)

il est évident que P = Ndiag(P;,I)N est définie positive car P; est définie positive, et N
est non singuliére. O

Etant donné que la classe des régions LMI est invariante par l'intersection, ce ré-
sultat permet de tester la D-admissibilité d'un systéme singulier pour n’importe quel
sous-ensemble de C, convexe et symétrique par rapport a l’axe réel. En ce sens, le théo-
réme Bl généralise le résultat de [Chilali et Gahinet, 1996] aux systémes singuliers. Il
suffit d’ailleurs de fixer E' = I,,, dans ce cas les matrices V' et U sont nulles et on retrouve
le résultat de [Chilali et Gahinet, 1996]. Le théoréme Bl est valable pour les systémes a
temps continu ou temps discret. Une application directe du théoréme consiste & donner
une condition LMI de "admisssibilité.

Corollaire 5.1. Un systeme singulier a temps continu Et = Ax + ... (respectivement a
temps discret Ex(ty+1) = Az(ty)+...) est admissible si et seulement s’il existe une matrice
P € R™™ symétrique définie positive et une matrice S € RU="%(=1) telles que la LMI

(5-Z0) (respectivement la LMI [577)) est satisfaite

A(PET +VSUT) + (EP +USTVTHAT <0 (5.46)
o, Dy

LPQT <I>1] <0 (5.47)

ott & = —EPET + AVSUT 4+ USTVT AT (5.48)

et &y = APE" + AVSUT + USTVT AT (5.49)

Démonstration. Pour obtenir les LMI (B46) et (E40), il faut appliquer le théoréeme BT],
en considérant les régions LMI définissant les zones de stabilité des systémes considérés :
dans le cas continu, D; est le demi-plan gauche ouvert, et dans le cas discret Dy est le
cercle unitaire centré a l'origine. Ces deux régions LMI sont définies respectivement par

ap=0 Bi=1 ar= {_01 _01} Bo = [8 (1]] (5-50)
]

5.2.2.3 Caractérisation par LMI strictes du placement de pdles robuste

Dans ce paragraphe, on cherche a étendre la caractérisation établie précédemment
aux systémes singuliers incertains. Cette étude a été faite, dans le cas des systémes usuels
par |Chilali ef al., 1999|. Pour les systémes singuliers, |[Chen et Lee, 2001] ont proposé
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une caractérisation du placement des poles, mais cette caractérisation fait intervenir des
contraintes égalités et ne propose pas un résultat unique valide pour toute les régions
LMI. Dans [Marx et al., 2003b], nous proposons une caractérisation, par LMI stricte, du
placement de poéles finis d’un systéme singulier affecté d’incertitudes bornées. On considére
donc le systéme singulier LTT suivant (ou les entrées de commande ne figurent pas pour
ne pas alourdir les écritures, en effet, par la suite on s’attache exclusivement a 1’étude des
dynamiques)

Ei(t) = Ax(t)+ Bw(t) (5.51)
2(t) = Cuz(t) + Dw(t) (5.52)
w(t) = Az(t) (5.53)

F(A) <yt (5.54)
Le systéme en boucle fermée est donné par

Ei = A(A)x (5.55)
ot A(A)=(A+BA(I-DA)'C) et5 <y~ (5.56)

On considére donc la classe des systémes singuliers décrits par le faisceau matriciel incer-
tain (E,A(A)) pour tout A admissible (c’est a dire dont la plus grande valeur singuliére
est borné par v7!). Le cas nominal, sans incertitude, est décrit par A = 0, et le paramétre
~ permet de quantifier le degré d’incertitude.

Le but de cette approche est de déterminer si, pour un 7 et une région LMI D donnés,
la famille (E,A(A)) reste D-admissible pour des perturbations bornées.

Tout d’abord il est utile de définir une extension de la D-admmissibilité afin de consi-
dérer la robustesse.

Définition 5.4 (D-admissibilité robuste). La famille de systémes singuliers incertains
(E,A(A)) est D-admissible de maniére robuste si (E,A(A)) est D-admissible pour tout A
tel que a(A) < ~7L.

Pour caractériser la D-admissibilité robuste il faudrait pouvoir montrer que, pour tout
A admissible, il existe une matrice symétrique définie positive P(A) € R™ ™ et une
matrice S(A) € R*M=) telles que

a® EP(A)ET + 3@ A(A)P(A)ET 4+ 37 @ EP(A)A(A)T
+1pm ® (AA)WVS(AUT +US(A)'VTAA)T) <0 (5.57)
Cette étude étant délicate, on définit une notion plus contraignante que la D-admissibilité,

mais plus aisément maniable. Il s’agit de la D-admissibilité quadratique de systémes sin-
guliers.

Définition 5.5 (D-admissibilité quadratique). La famille de systéemes singuliers in-
certains (E,A(A)) est D-admissible de maniére quadratique s’il existe une matrice symé-
trique définie positive P € R™™, et une matrice S € RM=")*0=") telles que pour tout A
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tel que a(A) < ~~1 la LMI suivante soit satisfaite

Mp(E,A(A),P,S) <0 (5.58)
o Mp(E,A(A),P,S) =a® E"PE+ 3" @ A(A)"PE + 8 ETPA(A)
1 ® (A(A)USTVT + VSUTA(A)) (5.59)

Il est clair que la D-admissibilité quadratique entraine la D-admissibilité robuste. La
différence résidant dans le fait que pour vérifier la D-admissibilité quadratique, une unique
matrice P et une unique matrice S doivent vérifier la LMI de D-admissibilité, pour tous
les A admissibles.

Le théoréme suivant permet de donner une condition suffisante pour la D-admissibilité
quadratique (donc a fortiori pour la D-admissibilité robuste). La condition LMI stricte,
généralise le réultat de [Chilali et al., 1999] aux systémes singuliers. Comme il a déja été
souligné, cette caractérisation est valide dans le cas de systémes singuliers a temps discret,
sous la condition que la région LMI soit comprise dans le disque ouvert unitaire centré a
I’origine.

Théoréme 5.2. [Marz et al., 2003H] Pour un v donné, la famille de systémes singuliers
incertains (E,A(A)) est D-admissible de maniére quadratique s’il existe des matrices sy-
métriques définies positives P € R™™ et P, € R, une matrice S € RM=7x(=1) ot yp
réel positif p tels que

©11 Oz
<0 5.60
[@’{2 @22} ( )
ol
[ Mp(E,A,P,S) ﬂf ® ETPB 1 ® VSUTB
@11 = 61 &® BTPE —’)/(Pl &® Id> 0 (561)
|1, ® BTUSTVT 0 —(pla)
(03P @CT plyy @ CT
Oy = P, ® DT 0 (5.62)
i 0 pDT
[—y(Pi®l) 0
[e) = 5.63
S —(pla) (563)

et ot By et By sont des matrices de R¥*P de plein rang colonne telles que B3, = 5. M

Démonstration. La preuve suit celle de |[Chilali et al., 1999]. Sans perte de généralité, on
peut supposer, pour simplifier les écritures, que v = 1.
En considérant les 3°™¢ et 5™ lignes et colonnes de (E.60) il vient

[Bi Z} <0 (5.64)

autrement dit, en appliquant le lemme de Schur, il vient (D) < 1 et donc 6(AD) < 1,
pour tout A admissible.
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Par définition, la D-admissibilité quadratique est vérifiée si et seulement s’il existe des
matrices P > 0 et S telles que, pour tout A admissible Mp(E,A(A),P,S) < 0, autrement
dit

Mp(E,A,P,S)+B® E"PB(I — AD) ' AC + 37 @ (ETPB (I — AD) ' AC)"
+1,,® [VSUTB (I = AD) AC + CTAT (1 = AD) T BTUS™VT| <0 (5.65)
Pour tout vecteur non nul & et pour tout A admissible, (E6H) est équivalente a

h* Mp(E,A,P,S)h+ 20" (67 3, ® (ETPB(I — AD)™'AC)) h
+20* (1 ly,) ® (VSUTB(I — AD) ' AC)) h < 0 (5.66)

D’aprés la proprié¢té (B2Z3), (60) est équivalente a

W' Mp(E,A,P,S)h+2h* (8] @ E'PB) (B, ® (I — AD) ' AC) I
+2h* (1, ® VSU'B) (11, ® (I — AD) " AC) h < 0 (5.67)

Ce qui, pour un vecteur h non nul est équivalent a
W Mp(E,A.P.S)h+2h* (8] ® ET"PB) p1 + 2h* (1,; @ VSUTB) ps < 0 (5.68)

pour tout p; et po, vérifiant

p1 € Sy ={(Bo® (I —AD) ' AC)h | 5(A) < 1} (5.69)
P2 € Sop,={ (1, ® (I = AD)""AC) h | 5(A) < 1} (5.70)
En remarquant que
p1= (B ® (IaD)" AC) h (5.71)
p2 = (lim ® (IaD) " AC) h (5.72)
sont respectivement les uniques solutions des équations
=LA g,ouqgr =L, @D)p1+ (52 C)h (5.73)
p2=(1®A)qs, ot gg = Dpa+ (11, ® C) b (5.74)
il est possible de définir Sy, et S, de maniére plus simple en écrivant
Sin=Ap1 | p1 =Lk ® A)g1, 5(A) < 1} (5.75)
Son = {p2 | pa = (1 ® A)ge, 5(A) < 1} (5.76)

Or, pour toute matrice symétrique définie positive P, € R*¥** et tout réel positif p, en
sachant que p; = ([, ® A) q1, po = (1 ® A) g2 et 5(A) < 1, on peut établir facilement

GPRL)a—pi(PRl)p=¢G (P —-A"A)g >0 (5.77)
GeR1y)g—ps(p@1g)p2=¢ (p® (I —A"A)) g2 >0 (5.78)
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Autrement dit, en reprenant (B.68), une condition suffisante & la D-admissibilité quadra-
tique de (E,A(A)) est que

W Mp(E,A,P.S)h + 20" (BT @ ETPB) py + 2h* (1,0 @ VSUTB) ps < 0 (5.79)

pour tout p; et py vérifiant
¢ (PL®1a) g —pi (PL®1g)pr =0 (5.80)
&% (p®1a) g —p3 (p® 1g) p2 2 0 (5.81)

En reformulant (E279), une condition suffisante a la D-admissibilité quadratique de (F,A(A))
est que
Mp(E,APS) BT®E'PB 1, ®VSUTB
v* | 5, ®BTPE 0 0 v <0 (5.82)
1,, ® BTUSTVT 0 0

pour tout v = [AT pT pﬂT vérifiant
4 (P ®1a) g —pi (Pr@ly)pr =0 (5.83)
& (p®1a) @2 —p3(p® La)pa = 0 (5.84)

En injectant (B273)) et (BZ4) on a ¢; et g2 en fonction de h, p; et po. On peut alors écrire
une condition suffisante & la D-admissibilité quadratique de (E,A(A)) sous la forme

Mp(E,APS) B'®ETPB 1,®VSUTB
v* | % ®BTPE 0 0 V=<0 (5.85)
1, ® BTUSTVT 0 0

pour tout v = [hT pt pﬂT vérifiant

By ®CT 0 0 0
V' | L@ DT | (Pi®ig) [f©C I,®D 0] — |0 L@l 0 |v>0  (5.86)
0 0 0 0
1101(®CYT 0 0 0
v 0 (pig) [1,®C 0 D] =0 0 O | |v>0 (5.87)
DT 0 0 ply

Pour achever la preuve on utilise un raisonnement appelé S-procédure |[Jonsson, 2001]. En
effet I'inégalité matricielle M + N; + Ny < 0 implique s*Ms < 0, pour tout vecteur s tel
que s*Nyis > 0 et s*Nys > 0. De ce fait, une condition suffisante a la D-admissibilité de
(E,A(A)) est donnée par la LMI

/62T ® CT 1p1 ®CT
L @D | (PL® 1) [®C Li®D 0]+ 0 (pla) [1,®C 0 D]
0 DT
Mp(E,APS) Bf@ETPB 1, ®VSU'B
+ | /i®BTPE P ® Iy 0 <0 (5.88)
1, ® BTUSTVT 0 —pl,

En appliquant le lemme de Schur et en pré- et post-multipliant par diag(I,I,I,P;,P,) on
a finalement le résultat du théoréme O
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On peut remarquer que ce résultat généralise le théoréme 3.3 de [Chilali ef al., 1999].
En fixant E = I,,, il vient U = V = 0, dans ce cas, les 3°"¢ et 5™ lignes et colonnes sont
supprimées et on retrouve le résultat de [Chilali et al., 1999).

5.2.3 Synthése des contrdéleurs multicritére

Dans ce paragraphe, la caractérisation par LMI, du placement de poles est utilisée pour
construire des correcteurs satisfaisant les trois objectifs (O1)-(O3) portant sur les normes
H,y, Hy et le placement des podles du systéme controlé. Dans la suite nous supposons
les hypothéses (H1) et (H2) pour le controle par retour dynamique de sortie. Quant &
I'hypothése (H3) elle est nécessaire, a la fois pour le contrdle par retour d’état et de sortie,
pour le critére sur la norme Hs.

Hypothéses
(i) (E,A,B) est Imp-controlable (H1)
(ii) (E,A,C) est Imp-observable (H2)
(ili) E et Cy vérifient KerE C KerCy (H3)

Dans le paragraphe précédent, nous avons établi une condition LMI permettant de tester
la D-admissibilité. Afin de pouvoir formuler les différents objectifs de maniére cohérente,
il convient de formuler les contraintes de norme H., et Hy sous forme de LMI strictes.
C’est 'objet des deux lemmes suivants.

Lemme 5.3. [Uezato et Ikeda, 1999] Pour un réel positif v donné, le systéme singulier
(E,A,B,,Cy) est admissible et vérifie ||Coo(SE — A) ' Bylloo < Yoo, St et seulement s’il
existe une matrice symétrique définie positive P € R™" et une matrice S € R=7)x (=)
telles que

‘911 ‘912
[9{2 . I] <0 (5.89)
ol
0 = APE" +VvSU")+(EP+USTVTAT + B, B (5.90)
0, = (EP+USTVTHCT (5.91)

o les matrices V et U € R (™) forment respectivement une base du noyau de E et de
ET.

Lemme 5.4. [lkeda et al., 2000/ Pour un réel positif o donné, le systéme singulier
(E,A,B,,Cy) est admissible et vérifie |Co(sE — A) ' By|la < 72, si et seulement s’il existe
une matrice symétrique définie positive P € R™™ et une matrice S € RM=X(=") telles
que

A(PET +VSUT) + (EP+USTVTAT + B,BL < 0 (5.92)
Trace (CPCT) < 3 (5.93)
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5.2.3.1 Controéle par retour d’état statique

L’objectif de ce paragraphe est de déteminer une loi de commande par retour d’état
statique, i.e. u(t) = Kxz(t), telle que les trois objectifs (O1)-(O3) soient satisfaits. Dans
un premier temps, les conditions d’existence des controleurs assurant le respect de chaque
contrainte sont données, puis on synthétisera un contréleur vérifiant simultanément les
différentes contraintes.

La condition d’existence et la synthése du controleur par retour d’état assurant la
D-admissibilité sont détaillées dans le théoréme suivant.

Théoréme 5.3. Pour une région LMI D, il existe un retour d’état Kp tel que le systéme
en boucle fermée (E,A+ BKp) soit D-admissible, si et seulement s’il existe une matrice
symétrique définie positive Pp € R™ " et des matrices Sp € R=mx(=r) " [, € Rrux(n=r)
et Lp € R™*™ telles que

(0w EPpE" + B (APpE™ + BLpE™) + B, (EPpA" + ELL,B")
AVSpUT + USTVE A" + BHpU" + UHLB”] <0 (5.94)

1<E,<p

et le gain du retour d’état est donné par
Kp = (LpET + HpU™) (PoE” + VSpUT) ™ (5.95)
|

Démonstration. D’aprés le théoréme ], le systéme en boucle fermée est D-admissible
si et seulement s’il existe une matrice symétrique définie positive Pp et une matrice Sp
telles que

[OzklEPDET + (A + BKD) (6klPDET + VSDUT)
(BwEPp + USSVT) (AT + K5 BT)] <0 (5.96)

1<k,I<p
Notons Lp = KpPp et Hp = KpVSp, le systéme (F,A + BKp) est D-admissible si
et seulement §’il existe des matrices Pp, Sp, Hp et Lp telles que (B34 soit vérifiée.
L’inversibilité de (PDET + VSpU T) est garantie par la non-singularité de Sp (en effet V'
et U viennent compléter l'espace image de E) qui peut étre facilement forcée lors de la
résolution numeérique. O

De la méme maniére, on peut déterminer un retour d’état qui majore la norme H,, du
systéme en boucle fermée, a partir du lemme (3 et un retour d’état qui majore la norme
H, a partir du lemme B4

Théoréme 5.4. Pour un réel positif v, il existe un retour d’état K., tel que le systéme
en boucle fermée (E,A + BK,B,Cy) vérifie || Too(5)]|oo < Voo, i €t seulement s’il existe
une matrice symétrique définie positive Ps, € R™™ et des matrices Soe € RM7)*(=7)
Hy € Rwx(=1) ot [ € R™*" telles que

6, + 67 + B,BL 0,

o7 ] =0 (5.97)
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ou

0, = AP E" + AVS U" + BL E" + BH, U" (5.98)
0, = (EPsx+USLVT)CL (5.99)

et le gain du retour d’état est donné par

Koo = (Lo BT + HyUT) (P BT + VS, UT) ™

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme au systéme (E A+ BK.,,B,,C). En
notant Lo, = Ky Ps et Hoo = KoV Soo, on obtient (B97). d

Théoréme 5.5. Pour un réel positif o, il existe un retour d’état Ky tel que le systéme
en boucle fermée (E,A + BK,,B,Cy) vérifie ||[To(s)||2 < 72, si et seulement s’il existe
une matrice symétrique définie positive P, € R™™ et des matrices Sy € RM=7)x (=)
H, € Rmx(=7) ot L, € R™*" telles que

)

APET + AVS,UT + BLoET + BH, U™ + EP, AT

+ATUS; VT + ELY BT + UHy B" + B,BL < 0 (5.101)
Trace (CQPQC;F) < 7% (5.102)
et le gain du retour d’état est donné par
Ky = (LET + HyUT) (PET +VS,UT) ™ (5.103)
[ |

Démonstration. 11 suffit d’appliquer le lemme B4 au systéme (F,A + BK»,B,,,Cs). En
notant Ly = KyPs et Hy = K5V S5, on obtient (BI0T) et (B2102)). O

Le but est de déterminer un controleur qui atteigne les objectifs (O1)-(03). Chaque ob-
jectif est atteint si et seulement s’ il existe une solution (Pp,Sp,Lp,Hp), (PsoySsosLico,Heo)
et (,S2,L2,Hy) a (B94), (BI1) et (RI0T)- (BI02) respectivement. Les gains de retour ont
la méme expression dans les trois cas: K; = (LZ-ET + H,UT) (P,ET + VS,UT)_l, pour
i € {D,00,2}. De ce fait une solution sous-optimale est obtenue en cherchant une solution
commune aux trois contraintes LMI. On peut donc donner une condition d’existence au
controleur sous-optimal par retour d’état.

Théoréme 5.6. [Marz et al., 2003d] Pour D, une région LMI du demi-plan gauche ou-
vert complexe, o et Vo deux réels positifs, il existe une loi de commande par retour d’état
u(t) = Kx(t) pour (23)-0Z3), telle que le systéme en boucle fermée soit D-admissible
et verifie ||Too(5)|loo < Voo €t |T2(s)]]2 < 72, sl eziste une matrice symétrique définie
positive P € R™" et des matrices S € RP=)x(=n) [ ¢ Ruxn ot [ ¢ RMux(n=7)
telles que (5-99), (Z94), (2I01) et (ZI03) soient vérifiées pour P = Pp = Py, = P,
S=8p=8x=05y, L=Lp=Ly =1Ly et H=Hp = H, = Hy. Le gain du retour
d’état est donné par

K = (LET + HUT) (PET + vSUT)™ (5.104)
m
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Cette méthode de résolution (analogue a celle proposée par [Chilali et Gahinet, 1996])
introduit un certain conservatisme, dans la mesure ot une méme solution doit vérifier
les trois contraintes LMI. On parle donc de solution sous-optimale, et c’est pour cette
raison que le théoréme ne donne qu'une condition suffisante mais non nécessaire.
Cependant cette approche a pour avantage d’étre convexe et de pouvoir étre résolue par
une unique procédure d’optimisation sous contraintes LMI. Il est évident que les objectifs
de performances, v, et 72, peuvent étre considérés comme des variables LMI & minimiser.
L’importance relative des objectifs de controle H,, et Hy peut se traduire en cherchant
4 minimiser une combinaison linéaire de 73 et v, du type v = Ay + (1 — A)y2 pour
A€ [0,1].

5.2.3.2 Controéle par retour de sortie dynamique

Dans ce paragraphe, le but est de synthétiser un correcteur dynamique par retour
de sortie K(s), d’ordre r, tel que la loi de commande u(s) = K(s)y(s) assure le respect
des contraintes (O1)-(03). Nous nous intéressons exclusivement aux systémes singuliers
impulsifs.

La procédure de construction du controleur est composée de deux étapes. Dans un
premier temps, on détermine un retour statique de sortie normalisant w, (t) = D,y(t),

tel que le systéme (B100)-(ET108) soit non impulsif.

Ei(t) = (A+ BD,,C)x(t) + Byw(t) + Buy(t) (5.105)

Zoo(t) = Cuxx(t) (5.107)

y(t) = Cz(t) (5.108)

Dans un second temps, un correcteur uy(s) = Kg(s)y(s) est calculé pour le systéme

(EI09)- (108) en utilisant la méthode proposée par [Chilali et Gahinet, 1996]. Comme
pour le contréle par retour d’état, on cherche une solution sous-optimale, c¢’est & dire une
solution commune & plusieurs problémes d’optimisation sous contraintes LMI, ou chaque
contrainte LMI formalise le respect d’'un des objectifs. Cette méthode permet de garantir
le caractére convexe du probléme d’optimisation, au prix d’un certain conservatisme.
Donnons a présent l'algorithme de synthése du controleur multicritére pour systémes
singuliers.

Etape 1. Déterminer un retour statique de sortie D, tel que (E,A + BD,,.C) soit non
impulsif. Effectuons successivement une décomposition en valeurs siguliéres de £ puis du
deuxiéme terme diagonal de A obtenu par la SVD de F, il existe donc deux matrices non
singulieres M et NN telles que

I, 00 A A A B, Qip !
MEN=|0 0 0| MAN=|Ayy L, 0 | MB= |B,| CN=|CL
0 00 Az 0O 0 By, Q2Tz
(5.109)

Par hypothése, (E,A,B,C) est Imp-commandable et Imp-observable. Il est immédiat de
montrer que la condition d’Imp-commandabilité est équivalente au fait que B,, soit de
plein rang ligne. De méme, I’hypothése d’Imp-observabilité est équivalente au fait que C,,
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soit de plein rang colonne. Définissons le retour de sortie D,,,, par

Dnor = EJQQJQ (5110)
—1 1
= B, (Eyﬁgz) (nggm) C, (5.111)

Appliquons le retour de sortie on a alors

Au + §1 DnorQl A121 + §1DnorQ21 A122 + §1§;2
A + BDnorC = A211 + §21DnorQ1 ]7“2 + §21DnorQ21 §21§;2 (5112)
Asiz + C5,Ch C5%Cy Y FA—

En remarquant que

|:Ir2+§21DnorQ21 §21§;2:| — |i]7"2 E21§;—2:| |: Ir2 0 :| (5113)

Q;2Q21 [n—r—r2 0 In—r—r2 QS—QQQl In—r—r2

on en déduit que la restriction de A + BD,,,.C dans le noyau de E est de plein rang,
autrement dit, (E,ABD,,,C) est non impulsif. Il existe donc deux matrices non singuliéres
M et N telles que

|5 0 A Ap | Bu B
MEN = [0 0} M(A + BDporC)N = { 0 Am] MB, = [sz] MB = {BJ
(5.114)
CN = [Cl Cg} CyN = [021 0} C N = [Cool 0002} (5.115)

La nullité du second bloc de C5N est une conséquence de 'hypothése Ker & C Ker(Cs. Le
systéme (BI0H)- (BI0R) peut alors s’écrire sous la forme suivante

z(t) = Az(t) + Byw(t) + Bug (5.116)
Zoo(t) = Cmf(t) + Dllw(t) + Dlgud(t) (5117)
y(t) Cx(t) + Dsyw(t) + Dgua(t) (5.119)
ol
121 - A11 - A12A2_21A21 Bw - Bwl —_ A12A2_;Bw2 B - Bl —_ A12A2_2132 (5120)
C = Cl — CQA2_21A21 C’Oo = Cpo1 — COOQA2_21A21 62 = 021 (5121)
Dy = —CooaAsy By Diy = —Co2A5y By Dy = —Co A3y By (5.122)
D32 - _C2A2_2IBQ (5123)

Etape 2. Déterminer des matrices symétriques définies positives Y € R"2*"2 R € R™",
S € R™" et des matrices Ay € R™", By € R™™ Cp € R™*" et D, € R™™ telles que
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les LMI suivantes soient satisfaites

R I,
LT S} <0
R I,
[Oékz [I S:|+6qu)+6lkq)T:| < 0
r 1<ki<p
O11 O]
<0
ot on
Y CyR (Y
RCT R IL| < 0
eI S

Trace(Y) < 73

ou
o _ [AR+BC, A+BD.C
| Ax SA+ BiC
o, — [ Sym (AR+BQK) A};—I—A—I—BQCC_'
"7 (AL + A+ BD.C)" Sym (SA+ BC)
6y = [Pt BDDn ROL+CEDE,
|SBy, + ByDs CL +CT"DEDY,
[ -1 Dy + 1_912251731
O = ~ = \T 9
_(Dll + D1220D31) Vool

ott la notation Sym(.) est définie par Sym(M) = M + MT.

Etape 3. Calculer le controleur défini par

K(s) = Ku(s)+ Dyor
— K(s) (In + D3K(s)) ™ + Dyor

ou K(s) est défini par K(s) = Dy + Cp (sI, — Ap)~' Be, avec

Ao =N"'"(Ax —BxCR—SBCy —S(A—BD.C)R) M "
By = N7 (EK - SBQK) Ceo= (QK - QKCR) Mt

o M et N € R™" sont des matrices inversibles telles que MNT = I, — RS

175

(5.124)

(5.125)

(5.126)

(5.127)

(5.128)

(5.129)

(5.130)

(5.131)

(5.132)

(5.133)
(5.134)

(5.135)
(5.136)

Théoréme 5.7. [Marz et al., 2003d] Pour D, une région LMI du demi-plan gauche ou-
vert compleze, v, et Vo deux réels positifs, il existe une loi de commande par retour
de sortie u(s) = K(s)y(s) pour (Z4)-(23), telle que le systéme en boucle fermée soit
D-admissible et vérifie ||Too(5)|loo < Yoo €t |T2(s)]|2 < 72, sil existe des matrices symé-
triques définies positives Y € R"™*" R e R™" S € R™" et des matrices Ay € R™",
By € R™™™ C, € R™*" et D, € R™*™ telles que les LMI [5.124)-(128) soient

satisfaites. Le controleur K(s) est donné par ([5-154)
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Démonstration. L’algorithme pour synthétiser K (s) est constructif, la premiére étape
permet de se ramener au cas de systémes non impulsifs. La deuxiéme étape suit la
méthode de |Chilali et Gahinet, 1996|, qui permet de construire un contréleur multi-
critére pour D,, = 0. La troisiéme étape est un changement de variable qui permet
de déduire le controleur pour systémes avec transfert direct des entrées de commandes
sur les sorties mesurées, a partir du contréleur synthétisé pour Ds, = 0 et qui inclut
le retour normalisant D,,.. En effet, si on considére la sortie mesurée sous la forme
y = CT+ D3;w + Dsyug, 1a loi de commande est définie par ug(s) = Ky(s)y(s), autrement
dit on a ug(s) = (I — Kd(S>D32)_1 Kq(s) (CZ + D3jw). Notons K (s), le correcteur syn-
thétisé pour Dy = 0, il vient (I — Kd(s)D32)_1 K4(s) = K(s) ou de maniére équivalente
Ky(s) = K(s) (I + DggK(S))_l. En ajoutant le retour de sortie stabilisant, D,,,, on a
le résultat. Les parameétres de K (s) sont obtenus par manipulation des représentations
d’état. 0

Remarque 5.1. L’étape 3 de 'algorithme proposé a pour but de déterminer un contro-
leur satisfaisant les objectifs (O1)-(O3), chaque objectif peut cependant étre considéré
séparément. Dans ce cas, on a I’équivalence entre 'existence d’une solution au probléme
d’optimisation sous contraintes LMI et I'existence du correcteur. L’objectif de placement
de poles est atteint en appliquant ’algorithme et en considérant les LMI (124)) et (E212H)
lors de I'étape 2. Pour assurer la contrainte de norme H, il faut considérer les contraintes
LMI (EET24) et (E2126). Pour respecter la contrainte de norme Hy il faut satisfaire les LMI

ET120), (E127), (EI28) et (BI37). Lors de la synthése multicritére, cette contrainte est

assurée par (BI26), mais si la contrainte de norme H,, n’est pas considérée il devient
nécessaire d’ajouter cette contrainte complémentaire.

Sym (AR + BQK) A% + A+ BQCC B, + BQCQsl
(AL + A+ BD-C)" Sym (SA+ ByC) SB,+ ByDy | <0 (5.137)
(B, + BDcDyy)' (SB,, + BiDy)" -1

Remarque 5.2. Comme cela a déja été discuté, la recherche d’une solution commune aux
différentes contraintes imposées par chaque objectif, conduit & un certain conservatisme,
nécessaire dans le but de formuler un probléme d’optimisation convexe. Une méthode
permettant de limiter ce conservatisme est d’imposer seulement deux objectifs lors de
la synthése du correcteur (autrement dit de ne résoudre que les LMI correspondantes)
et de vérifier a posteriori que le correcteur ainsi synthétisé assure le respect du dernier
objectif. Cette approche, bien que moins rigoureuse du point de vue méthodologique,
permet d’obtenir de meilleurs résultats lors de la mise en ceuvre.

Remarque 5.3. Afin de ne pas compliquer outre mesure les équations, nous avons considéré
une méme matrice de distribution des perturbations B,, dans les transferts T5(s) et Too($).
Différentes matrices de distribution By, et Byoo peuvent étre considérées. Il en résultera,
des matrices B, et B, ., dans le systéme (BI16)-(EITd). Dans ce cas, il faut remplacer
B, par B,,, dans (B120), et ajouter la contrainte (EI31), en y substituant B,, par B,
Remarque 5.4. Comme dans le cas du controle par retour statique d’état, les réels v, et
Yoo OU Une combinaison pondérée des deux v = A2 + (1 — \) Yoo, avec A € [0,1], peuvent
étre considérés comme des variables & minimiser sous les contraintes LMI.
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Remarque 5.5. 11 est évidemment possible de forcer un gabarit de robustesse en augmen-
tant le systéme a controler par la représentation d’état d’un transfert stable Wy(s), filtrant
les pertubations.

5.2.4 Exemple

On considére le systéme singulier linéaire LTI, soumis & des pertubations, défini par

100 0 -1 1 0 0

01 0(at) = |0 =10 0fx(t)+ | 1 |ult)+ |05] w) (5.138)

00 0 100 0 0 —1 0
»t) = [0 1 0]zt (5.139)
zo(t) = [1 0 0]x(t) (5.140)
y(t) = [0 0 1]x(¢) (5.141)

On vérifie que le systéme est Imp-commandable, Imp-observable et que KerE C KerCs.
Il est donc possible de chercher des correcteurs par retour d’état ou de sortie.

5.2.4.1 Retour d’état

On cherche un retour d’état u(t) = Kz(t) qui assure les trois objectifs suivants:
e Les poles finis de (E,A+ BK) (notés o;(E,A+ BF')) sont dans la région LMI définie
pauD={zcC| —5<R(z) < -1, |Arg(z)| < 7/6}.
e La norme H,, du systéme en boucle fermée vérifie: ||(E,A+ BK,B,,Cw)]|s < 0.02.
e La norme H, du systéme en boucle fermée vérifie: ||[(E,A + BK,B,,C3)||s < 0.2.
La région LMI D est caractérisée par les matrices

—-10 0 0 O -1 0 0 0
0 200 0 1 0 0
=19 000 "Tl0 0 sin(x/6) cos(/6) (5.142)
0O 000 0 0 —cos(m/6) sin(m/6)
La résolution des LMI (E394)), (591), (E101) et (5102 donne le retour d’état
K =[69.6705 —10.0236 16.1253] (5.143)
On peut alors vérifier que les différents objectifs sont vérifiés, en effet on a
o0;(E,A+ BK) = {—4.0596 + 1.5972i, —4.0596 — 1.5972:} (5.144)
|Cs (sE — A — BK) ™" By|os = 0.0099 (5.145)
|Cy (sE — A— BK) ™' Byl]s = 0.1351 (5.146)

On vérifie sur la figure Bl que les poles sont bien intérieurs a la région LMI D. Les
figures et donnent les diagrammes de Bode des fonctions de transfert To.(s) et
T5(s) respectivement. On peut vérifier que 'amplitude maximale du transfert T (s) est
inférieure & —40d B, donc l'objectif de norme H, est atteint.
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2L

F1G. 5.1 — Localisation des péles du systéeme

Phase (deg); Magnitude (dB)

F1G. 5.2 — Diagrammes de Bode du transfert de w(s)

par retour d’état.

Bode Diagrams

From: U(1)

avec correcteur multicritére par retour d’état.

-100 -

-150 -

-200

50

! ! ! !

10 10 10

Frequency (rad/sec)

10

vers zoo(8), avec contréle multicritére
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Bode Diagrams

From: U(1)
-20 T

Phase (deg); Magnitude (dB)

To: Y(1)

-100 1 1 1 1 T
10° 107 10

Frequency (rad/sec)

F1G. 5.3 — Diagrammes de Bode du transfert de w(s) vers z3(s), avec controle multicritére
par retour d’état.

F1G. 5.4 — Localisation des péles du systéme avec correcteur multicritére par retour de
sortie.
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Bode Diagrams

From: U(1)
T

Phase (deg); Magnitude (dB)

To:Y(1)

Frequency (rad/sec)

F1G. 5.5 — Diagrammes de Bode du transfert de w(s) vers zo(s), pour un controleur
multicritére par retour de sortie.

Bode Diagrams

From: U(1)

Phase (deg); Magnitude (dB)

To: Y(1)

-100 I !
10” 10 10 10°

Frequency (rad/sec)

F1G. 5.6 — Diagrammes de Bode du transfert de w(s) vers zs(s), pour un controleur mul-
ticritére par retour de sortie.
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5.2.4.2 Retour de sortie

On cherche & présent un correcteur dynamique par retour de sortie qui assure les
objectifs suivants

e Les poles finis de F(G(s),K(s)) sont dans le cercle centré en —6 et de rayon 5.
e La norme H,, du systéme en boucle fermée vérifie: || F(G(s),K(s))|leo < 0.02.
e La norme H, du systéme en boucle fermée vérifie || F(Ga(s),K(s))]]2 < 0.2
Lors de la synthése du contréleur, on relaxe la contrainte de norme H,. On vérifiera a

posteriori qu’elle est satisfaite. La résolution des LMI (E124) (BI125) et (EI26) donne
correcteur K (s) défini par

—14.97s% — 219.1s — 693.8
K(s) = 5
s +2.997s — 7.572

(5.147)

On vérifie le respect des différentes contraintes: la figure B4 représente la région LMI
D ainsi que les pdles (par des croix), les diagrammes de Bode de T,.(s) et Tx(s) sont
représentés respectivement par les figures et B8 On peut vérifier que I'amplitude
de T(s) est toujours largement inférieure a —34dB, donc la contrainte de norme H,
est respectée. On vérifie plus précisemment que les objectifs sont atteints, en effet on a
finalement

o (F(G(s),K(s)) = {—8.335 + / — 4.415i, —10.0113, — 4.6358} (5.148)
1T ()| 0o = 0.0056 (5.149)
T3 (s)|]2 = 0.1085 (5.150)

5.2.5 Discussion

Dans cette section on a proposé une technique de synthése de correcteurs satisfai-
sant des objectifs de placement de poles, de norme Hs et de norme H,, du systéme en
boucle fermée. Cette approche est fondée sur la caractérisation par une LMI stricte de
la localisation des poles finis d'un systéme singulier [Marx et al., 2003b|. Les correcteurs
sont synthétisés par résolution de LMI strictes [Marx et al., 2003d]. La méthode proposée
garantit la convexité du probléme en cherchant une solution commune aux différentes
contraintes LMI. Cet avantage a son inconvénient : le fait qu'une méme solution satisfasse
différentes contraintes introduit du conservatisme, autrement dit la solution est sous-
optimale. Deux types de controleurs ont été étudiés: le correcteur par retour statique
d’état et le controleur par retour dynamique de sortie. Il est important de noter que dans
le cas du retour de sortie, le controleur est un filtre propre, bien que le systéme considéré
soit éventuellement non causal.

5.3 Controle tolérant aux fautes de systémes singuliers

Dans ce paragraphe, on considére un systéme singulier linéaire, LTI, affecté par des
fautes et des perturbations, défini par

Ei(t) = Az(t) + Bu(t) + Rif(t) + Eid(t) (5.151)
y(t) = Ca(t) + Du(t) + Rof(t) + Exd(t) (5.152)
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ou z € R" est le vecteur d’état, u € R™ le vecteur de commande, f € R"f le vecteur
des défauts, d € R le vecteur des perturbations et y € R™ sont les sorties mesurées.
La matrice £ € R™ "™ est une matrice constante, connue, et de rang r < n. Les autres
matrices sont également réelles, constantes, connues, et de dimensions compatibles avec
celles définies plus haut.

Dans le paragraphe précédent, nous avons cherché a construire des controleurs satisfai-
sant a des critéres de performance et de robustesse, en particulier, la contrainte de norme
H,, est un moyen d’obtenir une certaine robustesse en majorant 'influence des entrées
inconnues sur les variables a réguler. Dans ce sens, la robustesse est atteinte en cherchant
un controleur qui garantit certains objectifs quelles que soient les perturbations (bornées),
sans modifier ni sa structure, ni ses paramétres.

Une autre méthode consiste a vouloir contrer, de maniére active, I’action des entrées
exogeénes, et en particulier des fautes. Pour ce faire, on ajoute un module qui sera actif si
une ou plusieurs défaillances sont localisées et dont ’action sera de minimiser I'influence
des fautes sur le comportement du systéme. On vise alors a maintenir les objectifs de
controle malgré l'occurrence d'une ou plusieurs fautes. On parle alors de tolérance aux
fautes. La synthése d’un tel controleur est 'objet de ce paragraphe.

Dans le cas des systémes non singuliers [Zhou, 2000] et [Stoustrup et Niemann, 2001]
ont proposé une structure de correcteurs tolérant aux fautes, utilisant la factorisation co-
premiére et la paramétrisation de Youla. Notre étude montrera qu’il est possible d’étendre
cette approche aux systémes singuliers en utilisant la factorisation copremiére des sys-
témes singuliers présentée dans [Marx et al., 2003a]. En effet, on peut remarquer, comme
[Stoustrup et Niemann, 2001], que la structure du controleur de Youla fait apparaitre un
signal de résidu, ainsi le diagnostic peut étre intégré et mis a profit pour adapter la loi de
commande en fonction des défauts localisés.

5.3.1 Objectif

Le but est de proposer une structure de contréleurs robustes, et tolérants aux fautes
pour systémes singuliers. On s’attachera a ce que la mise en ceuvre de tels filtres ne fasse
intervenir que des filtres propres quelle que soit la nature du systéme a controler. La
synthése du correcteur permettra de traiter séparément les questions de contréle nominal
et de tolérance aux fautes en se ramenant a des problémes simples, tel que le placement
de poles ou la synthese H,, pour systémes non singuliers.

5.3.2 Préliminaires

Nous rappelons briévement quelques résultats établis au paragraphe de diagnostic par
factorisation copremiére. Les équations (IR]) et (BT22) peuvent se mettre sous la forme

y(s) = Gu(s)uls) + G(s)f(s) + Gals)d(s) (5.153)

avec

oa0-{5 [448]) o1~ {5 [ 43]) oo o (445 ]) oo

Il est possible de factoriser ces fonctions de transfert matricielles sous les hypotheéses
suivantes
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Hypothéses

(i) (E,A) est régulier (i.e. E et A sont carrées et |[sE — A| #0) (H1)
(ii) (F,A,B) est Imp-commandable et stabilisable (H2)
(iii) (E,A,C) est Imp-observable et détectable (H3)

Sous les hypothéses ci-dessus on peut écrire
Gu(s) = Nu(s)M;'(s) = M;'Ny(s) (5.155)
Gi(s) = N(s)M;'(s) = ]\;ff_l Va(s) (5.156)
Ga(s) = Na(s)M;'(s) = My Ny(s) (5.157)

avec Mu =M = Md =M , et ou les différents transferts vérifient I’équation de Bezout

{Xf(s) Y}(s)} {Mu(s) —Yl(s)} _ {Mu(s) —Y,(s)} [XI(S) @(s)] _ [I o]
—Nu(s) M(s)| | Nu(s)  Xi(s) Nu(s)  Xi(s) | |=Nu(s) M(s) 0(1 |
5.158

et sont définis par

- ; A+ LC|—(B+LD) L

Xo(s)  Yils)] _

—N.(s) M(s) E, g ‘ inlu) I(jn (5.159)

. ; A+ BF| B -L

My(s) =Yi(s)] _

N xes) | — P _ofm e 0 (5.160)

[Ni(s) Nu(s)] = {E {AELC}Rl EfRz =l fEQLEQH (5.161)

ou F et L sont des matrices telles que (E,A+ BF) et (E,A+ LC) soient admissibles.
La factorisation copremiére de systémes singuliers permet de paramétrer I’ensemble des
correcteurs stabilisants.

Lemme 5.5. [Takaba et al., 199)] L’ensemble des contréoleurs stabilisants de G,(s) est
donné par

K(s) = (Mu(s)Q(s) = Yi(s)) (Nu(s)Q(s) + Xi(s)) (5.162)

ou de maniere équivalente par

K(s) = (Xe(9) + Q)Nuls))  (QEo)N(s) — ¥o(s)) (5163)

0t Q(s) € RHoo.

5.3.3 Synthése d’un contréleur tolérant aux fautes

Dans ce paragraphe, nous proposons une structure de controleurs tolérant aux fautes
pour systémes singuliers. L’objectif d’une telle structure est double. D’une part, en I’ab-
sence de faute ou de perturbation, on cherche a atteindre des objectifs de contréle nominal
tels que 'admissibilité et le placement de poles du systéme en boucle fermée. D’autre part,
on cherche & minimiser la déviation de la réponse du systéme par rapport a la réponse
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FiG. 5.7 — Structure du contréleur tolérant auz fautes.

nominale, lors de 'apparition de perturbations ou de fautes. La structure du controleur
proposé est représenté par la figure B.71

On reconnaitra une structure du type controleur paramétré de Youla. Cette structure
est intéressante dans la mesure ot elle fait apparaitre le pré-résidu r(s) = M(s)y(s) —
N, (s)u(s) étudié lors du diagnotic par factorisation copremiére, de ce fait des fonctionna-
lités de diagnostic seront aisément intégrées dans la synthése du correcteur. On démontre
facilement que la présence du signal de référence ref ne perturbe pas la génération du
pré-résidu puisqu’il intervient dans le vecteur de commande u qui n’a pas d’influence sur
r(s) = Ny(s)f(s) + Na(s)d(s). Autrement dit la boucle de rétro-action comprenant les
blocs N, (s), M(s) et Q.(s), n'est active qu'en présence de perturbations ou de fautes.
Le correcteur n’est pas nécessairement implémenté sous la forme représentée a la figure
B, car cela implique un ordre élevé pour le controleur. Néanmoins cette forme est in-
téressante, non seulement par le fait que les boucles de controle nominal et de controle
tolérant aux fautes sont bien distinctes, mais surtout parce qu’elle facilite 'adaptation du
controleur comme il sera étudié en B34l

Cette structure du controle peut sembler complexe, il semblerait plus naturel de
construire un retour type u = ref + Q.(s)r(s). Néanmoins dans ce cas il est possible
de montrer qu’on obtient une réponse de la forme

y = Gul)ref(s) =M (s) ((Nu(9)Quls) + 1) Ny()£(5) + (Nul5)Quls) + 1) Nu(s)d(s))

(5.164)
On peut alors montrer en explicitant les représentations d’état, que, quel que soit le filtre
Q.(s), la réponse en sortie, aux signaux exogeénes est non impulsive si et seulement si le
systéme (E,A) l'est. Il est donc nécessaire de choisir une structure plus complexe pour
pouvoir construire des correcteurs pour systémes non-causaux.

La structure proposée permet de séparer la détermination des parameétres choisis en
fonction des objectifs de contréle nominal de ceux choisis afin d’obtenir la tolérance aux
fautes. Pour s’en convaincre il suffit d’expliciter la réponse du systéme corrigé. La sortie
est donnée par

y(s) = M(s) (Nuls)u(s) + Na(s)d(s) + Ny(s)/(s)) (5.165)
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ou l'entrée u est définie par

u(s) = X7 (5) (<Va(s)y(s) + Qels) (M(s)y(s) = Nus)u(s))) +ref(s)  (5.166)
ou, de maniére équivalente,
u(s) = X;(3) (Vol)y(s) + Quls) (Nas)d(s) + Ny()f(5)) ) +refls)  (5.167)
En injectant (I67) dans (BI6H), on obtient 'expression de y(s) suivante
u(e) = (W) + Fu&X % (0) (Bulhref(s) + (14 Nl X7 (5)Qu(5))
(Na(s)d(s) + Ny(s)£(s))) (5.168)

N
d’aprés (BI0S) on a N, (s)X,

d’inversion matricielle on a

(s) = Xi(5)N,(s) = 0. De plus d’aprés (EI58) et des formules

X,(s) V()] _|* * » -
[-Nu(s) M(s)} - [* <M(s)+Nu(s)Xr(s)Y}(s)> ]_ [Nu(s) Xi(s)

Autrement dit, on a les égalités suivantes

Nu(s) = Xi(s)No(s)X(s) ) (5.170)
Xi(s) = (NI(s) + Nols) X, (5)Y; (5)) (5.171)

En injectant ces deux égalités dans (BI68), on a finalement

y(s) = Xils) Nuls)ref () + (Xi(s) + Nu(9)Qels)) (Nuls)d(s) + Np(s) /() (5.172)

D’apreés V'expression (BI72), il est clair que, d’une part, les performances du controle
nominales sont fixées par la fonction de transfert X;(s)N,(s), autrement dit par les gains
L et I, et, d’autre part, la tolérance aux fautes et la robustesse sont obtenues par un
choix judicieux de Q.(s). On vérifie bien qu’en 'absence de signaux exogénes, la boucle
de controle tolérant aux fautes est inactive car r(s) = 0. Conséquemment, le choix de
Q.(s) ne modifie pas les performances nominales du correcteur. On va donc traiter le
controle nominal et la tolérance aux fautes de maniére disjointe.

5.3.3.1 Controle nominal

Dans ce paragraphe on étudie la réponse nominale du systéme controlé. La fonction
de transfert de la boucle nominale du controleur est donnée par

X{(s)Vils) = {E { A?LC } —(B}LLD) }}_I{E, { A+FLC } —OL ]} (5.173)

© ol| ATLC+BF+LDF BF+LDF| 0
= [o E} 0 A+ LC | —L |(5.174)
F F | 0
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é ﬂ et en post-multipliant par [é _II}’ on obtient la repré-

sentation suivante du controleur

En pré-multipliant par

E 0 A+ LC + BF + LDF 0 ~L

— XM s)Y,(s) = [0 E] 0 A+ LC|—L | $5.175)
F 0 |0

_ {E’<A+BF+Z£C+LDF}_OL>} (5.176)

Autrement dit, la partie nominale du correcteur est un correcteur par retour d’état ob-
servé. En effet, le retour d’état observé est donné par u = F'z avec I'observateur singulier
de rang plein défini par Ez = Az+ Bu+ L(j—y) et y = CZ+ Du, ce qui donne finalement
Ei = (A+BF+LC+LDF)i— Ly et u = Fi, autrement dit la forme (5I70). La réponse
du systéme en boucle fermée est

~ 5 0 A+BF -LC | —-LD
Xi(s)Nu(s) = ( 0 E ) , 0 A+4LC|B+LD (5.177)
C+DF C | D

On retrouve le principe bien connu de séparation. Autrement dit, les dynamiques du
systéme en boucle fermée sont fixées par la réunion des poles de (E,A + BF) et de
(E,A+ LC), c’est a dire par un retour d’état F' et par le gain d’'un observateur L. Par
hypothése, (E,A,B) est Imp-commandable et stabilisable, on peut donc déterminer un
gain F tel que le faisceau (F,A + BF') soit admissible. De méme, (E,A,C') est Imp-
observable et détectable, il existe donc un gain L, tel que (E,A + LC') soit admissible.

Comme nous 'avons souligné dans la premiére partie du présent chapitre, le placement
des poles finis d’un systéme singulier permet de déterminer de nombreux aspects temporels
de la réponse du systéme. Il est donc naturel d’utiliser les résultats établis alors pour
choisir les gains F' et L qui déterminent les performances du contréle nominal. On va donc
chercher & déterminer les gains F' et L tels que les poles finis du systéme corrigé soient
dans une région LMI D, incluse dans le demi-plan gauche ouvert complexe, caractérisée
par les matrices o = o et 8 € RP*P. Le calcul de F et L se raméne alors & la résolution
de deux LMI strictes.

Théoréme 5.8. Pour D, une région LMI du demi-plan gauche compleze, caractérisée par
les matrices a = o et 3 € RP*P, il existe un controleur par retour d’état observé, carac-
térisé par les gains F' € R™*™ et L € R"™ ™ tel que le systeme corrigé en fonctionnement
nominal (ZIZ3) soit D-admissible si et seulement s’il existe des matrices symétriques, dé-
findes positives P et Py, € R™™ et des matrices Sg et S, € RO=)x(=r) [ ¢ Rrux(n=r)
Hp e Rmx(=n) [ e Rwx(=) ot [ € R™*" telles que

[OzklEPFET + ﬂ]{?l (APFET + BLFET) + BHFUT + AVSFUT
+0lk (EPrAT + ELyB") + USpVTAT + UHEBT] _,
[OzklETPLE -+ ﬂ]{?l (ATPLE + CTLLE) + CTHEVT + ATUSLVT
+8lk (E"PLA+ ETL]C) + VS[UT A+ VH.C]

< 0 (5.178)

< 0 (5.179)

1<k,I<p
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ou U etV € R™™=7) sont des matrices de plein rang colonne formant respectivement une
base des noyauz de E et de ET. Alors F' et L sont respectivement définies par

F = (LpE" + HpU") (PeET + VSpUT) ™ (5.180)
L = (PLE+US V") (LE+ H V") (5.181)

D’aprés les propriétés vues dans le chapitre d’introduction aux systémes singuliers, ces
LMI ont une solution en F et L, pour toute région LMI, si et seulement si le systéme est
R-commandable et R-observable. Les hypothéses ne demandent que la stabilisabilité et la
détectabilité, ce qui est moins restrictif, mais ne garantit pas I'existence de F' et L, pour
toute région LMI. Néanmoins, dans ce cas, il est toujours possible de déterminer F' et L
telles que la factorisation copremiére soit possible, que le systéme controlé soit admissible
(cas ot D est le demi-plan gauche ouvert complexe), et que la procédure de recherche de
la tolérance aux fautes soit possible.

5.3.3.2 Tolérance aux fautes

Quand le systéme fonctionne en 'absence de faute et de perturbation, le controle est
assuré par la boucle —X'(s)Y,(s) du controleur et le pré-résidu r(s) = M(s)y(s) —
N (s)u(s) est nul. Dans le cas contraire, le filtre Q.(s) permet d’ajouter un terme cor-
rectif dans le but de minimiser I'action des signaux exogénes sur les sorties. L’objet de
la recherche de la tolérance aux fautes est donc de déterminer le filtre @Q.(s) en regard
d’un critére portant sur la déviation, due aux signaux exogeénes, du systéme par rapport
a sa trajectoire nominale. En fait, on peut considérer la structure de controle proposée,
comme une structure de correcteur a modéle interne, dans la mesure ou il permet de
soustraire la composante nominale du comportement de sortie, avec la différence majeure
que ce pré-filtre est causal (car M(s) et N,(s) le sont), tandis que le systéme ne P'est pas
nécessairement (a cause de M~1(s)).

Etant donné la forme de la réponse du systéme corrigé (FI72), il est naturel de chercher
a synthétiser Q.(s) dans le but de minimiser 1’écart entre la sortie y(s) et la réponse

nominale X;(s)N,(s)ref(s). Autrement dit, on cherche a& minimiser le critére suivant

Jo=, min[(X(s) + Nu()Qe(s)) [Ny(s) Na(s) (5.182)

HOO

Toutes les fonctions de transfert matricielles apparaissant dans (B2I82) sont propres, de
ce fait la minimisation du critére J, revient & un probléme de poursuite de modeéle usuel,
que 'on formule généralement par

o= o uin,  ITi(s) + To(5)Qe(5)T5(5)lo (5.183)

ot les différentes fonctions de transfert matricielles T7(s), T5(s) et T5(s) sont données par

£ 0 A+ BF —-LC —LR, —LE,
C+DF C ‘ Ry E,

Ty(s) = {E(éigﬂg)} (5.185)

B A+ LC| R+ LR, E\+ LE,
Ty(s) = {E( A = )} (5.186)
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Etant donné que les transferts 7} (s), Ta(s) et T3(s) sont non impulsifs, ils admettent
une représentation d’état usuelle. Notons (A;,B;,C;,D;) une réalisation de T;(s), pour
1 = 1,2,3. Ce probléme de poursuite de modeéle peut se formuler comme un probléme de
controle standard H,, pour systéme singulier, dont [Gahinet et Apkarian, 1994] proposent
une solution (que nous ne rappelons pas ici, mais elle est donnée dans le paragraphe de
préliminaire au diagnostic par factorisation copremiére). Le théoréme suivant permet de
déterminer le filtre Q.(s) optimal.

Théoréme 5.9. [Marz et al., 2005d] Le controleur tolérant aux fautes optimal, Q.(s),
est déterminé par la résolution du probleme standard H., du systéme fictif suivant ot u,
désigne le signal de sortie de Q.(s), et ot z est la déviation provoquée, en sortie, par les

signaux exogénes z(s) = (Xi(s) + Nyu(s)Q.(s)) (Nd(s)d(s) + Nf(S)f(S)).

A 0 0 By f 0

0 0 Aj B3 0
r = [0 0 Cs]z+D;s [ﬂ (5.189)
|

Démonstration. Pour prouver le théoréme B9, il suffit d’expliciter le critére J.. Notons
(Ag.Bo,Co,Dg), une réalisation du filtre Q.(s). On a alors

Al Bl AQ‘BQ)(AQ‘BQ)(Ag‘Bg)
o 1
) (Cl D1)+<02\D2 Cq | Dq Cs | Ds (5:150)

A 00 0 By
0 Ay ByCq ByDoCs| ByDgDs
= | 0 0 Ay  BoCs BoDs (5.191)

0 0 04 Bs
Ci Cy DyCo D3DoCs | Dy + DaDgDs

A0 0 0 B
0 Ay ByDoCs ByCo| ByDgDs

=1 0 0 A 0 Bs (5.192)
0 0 BeCs  Ag BoDs

Ci C, D2DoCs DsCq | Dy + DyDgDs

La derniére écriture étant obtenue par simple permutation des troisiéme et quatriéme
lignes et colonnes. Cette forme peut s’écrire sous la forme

T

A 0 0 0 0 0 B 0
0 Ay 0|+ |By|Dg| 0 By| Cq| | 0| + |B:| DgDs
Jc: 0 0 Ag 0 Cg 0 B3 0
Bo [0 0 Cj Ag BgDs
[C1 Cy 0] +DsDg [0 0 C5]  DyDg Dy + DyDgD;

(5.193)
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Autrement dit, on a J. = F(G(s),Q.(s)), ou G(s) est le systéme défini par (BI81)-
(EIR9). Enfin, terminons la preuve en montrant que la solution, a base de LMI, proposée
par [Gahinet et Apkarian, 1994] pour résoudre le probléme de contrdle standard H, s’ap-
plique. Il faut que le systéme soit stabilisable par les entrées de commandes, détectable par
les sorties mesurées, et que le transfert des entrées de commandes vers les sorties mesurées
soit nul. Les gains F' et L sont choisis de telle sorte que (E,A+ BF) et (E,A+ LC) soient
admissibles, donc A;, As et As sont stables autrement dit, le systéme est stabilisable et
détectable, et on constate la nullité du transfert de u, vers r. O

Remarque 5.6. 11 est possible d’inclure une fonction de pondération en amont des signaux
exogenes afin de forcer un gabarit de robustesse particulier.

Résumons notre approche par ’algorithme de synthése du contréleur donné ci-dessous,
ol la premiére étape correspond a la synthése du correcteur nominal, et la deuxiéme traite
de la tolérance aux fautes.
Algorithme de controle tolérant aux fautes [Marx el al., 2003€]

1 Déterminer les gains F' et L tels que (E,A+ BF) et (E,A+ LC') soient admissibles
et tels que les objectifs de controle nominal (D-admissibilité par exemple) soient
atteints. Pour cela résoudre les LMI (EI78) et (BI79).

2 Déterminer Q.(s) par la résolution du probléme standard H,, pour (EI87)-(EI89).

3 Implémenter le correcteur optimal tolérant aux fautes, représenté a la figure B,
défini par

u(9) = (X:0) + Qo) Fs)) T (X(s)ref(s) + (Quls) (5) — ¥ofs) ) (s))
(5.194)

5.3.4 Controle adaptatif tolérant aux fautes

Dans 'approche développée au paragraphe B33 le filtre Q.(s) est déterminé de
maniére de minimiser 1’écart de trajectoire di & tous les signaux exogénes, c’est a dire a
tous les signaux de perturbation et a toutes les fautes possibles. Il est vraissemblable de
toujours prendre en compte les signaux de perturbation, tels que des bruits de commande
ou de mesure, ainsi que des dynamiques non modélisées, etc. En revanche, 1'occurrence
d’une défaillance est par définition un événement plus rare : panne d’un composant, dérive
ou biais de capteur, etc. On peut donc chercher a réduire le conservatisme introduit
en cherchant a atténuer l'influence de toutes les fautes a la fois. Dans ce cas on peut
synthétiser un banc de ny filtres, ot chaque filtre Q.(s) est dédié a une faute f;. La
sélection du filtre sera assurée par un filtre de diagnostic Q4(s), tel que celui proposé
lors de I’étude du diagnostic par factorisation copremiere. Ce filtre est implémenté sans
modifier notablement la structure du controleur puisque le signal de pré-résidu r(s) est
déja disponible. On propose alors la structure représentée a la figure B8
Remarque 5.7. On propose de synthétiser un filtre par faute en faisant ’hypothése, qu’a
chaque instant, une faute au plus, apparait. Si la nature du systéme et de son envi-
ronnement, font que cette hypothése n’est pas réaliste, il suffit d’effectuer également la
synthése de filtres dédiés aux combinaisons de fautes qui sont susceptibles d’affecter le
systéme simultanément.
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Fi1G. 5.8 — Schéma de principe du contréle adaptatif tolérant aux fautes

La synthése de @QQq(s) est faite selon la méthode proposée au paragraphe concernant
le diagnostic par factorisation copremiére. Autrement dit, le filtre Q4(s) est le résultat de
la minimisation du critére (BI9H). J, représente la norme H., du transfert des signaux
exogeénes sur l'erreur de modelage de la réponse r(s) aux défauts f(s).

Ja=, min [ [W(s) = Qu(s)Ny(s) —Qals)Nu(s)] llo (5.195)

ou Wy(s) désigne la réponse souhaitée de r(s) aux fautes f(s).
Les filtres Q;(s) dédiés aux défauts f;, pour i = 1,... ,ny sont synthétisés en minimi-
sant les critéres

Ja= i [(00) + Nu(6)Qulo)) [Fls) M)l (5:196)

ot Ny(s) est la i®™ colonne de Ny(s).

De plus, on synthétise un filtre Q. (s), correspondant au cas ot aucune faute n’est
détectée, mais permettant d’assurer la tolérance aux perturbations. Le filtre Q. (s) est
donc déterminé en minimisant le critére

Joo = min Xi(8) + Nu(8)Qeo(3)) Na()]| oo 5.197
0 Qco(s)emmll( !(s) (s)Qco(s)) Na(s)]| (5.197)
La sélection du filtre de controle parmi les Q(s), pour ¢ = 0,...,ns est faite par une

logique de décision faisant intervenir des seuils fixes. Il est naturel, afin d’éviter les fausses
alarmes, de choisir comme seuil la norme H,, du transfert des entrées inconnues d(s) et
f(s) sur le résidu r(s), obtenue lors de la synthese du filtre Qf(s), c’est a dire J,.

Le théoréme suivant détaille la détermination des différents filtres & mettre en ceuvre
pour implémenter le contréleur adaptatif tolérant aux fautes.

Théoréme 5.10. Le filtre de diagnostic, Q(s) est obtenu par résolution du probléme
standard de controle Ho, du systéme suivant, ot r(s) est le signal de sortie de Qq(s), r(s)
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est le signal d’entrée de Qq4(s), et z(s) la variable fictive a réguler,

i o= {% jf}w [% %1] m + mr (5.198)
z = [0 Cflz+[Dy 0] m —r (5.199)
r = [C 0]lz+[R, E, m (5.200)

ou (Ap,By,Cy,Dy) est une représentation d’état de Wy(s).

Pour i =1,...,ng, le filtre Q. (s) est obtenu par résolution du probléeme standard de
controle Hy, du systéme suivant, ow u.(s) est le signal de sortie de Q.(s), r(s) est le
signal d’entrée de Q.i(s), et z(s) la variable fictive a réguler,

Al 0 0 Blgi Bn f O

0 0 Az Bsyi Bz 0
z = [Cl Cg 0} T+ [Dlgi DH} |:Z{| —I—Dguc (5202)
r = [0 0 Cslz+ [Dsy Dyl m (5.203)

0t Bhai, Bsai, Dig; et Dso; désignent les i°™ colonnes de Bia, Bss, Dia et D3y respective-

ment, et ou By1, Bia, Bs1, Bss, D11, D1a, D31 et D3y sont obtenues en décomposant les
matrices By, D1, By et D3 selon

By = [Bu B ou By € R**" et B, € R* (5.204)
Dy = [Du Di] ol Dy € R™™ et Dy, € R™™ (5.205)
By = [Bsi Bs] ot By € R et By, € R (5.206)
Dy = [Dsi Ds] ou Dy € R™ ™ et Dyy € R™™ (5.207)

Le filtre Q.o(s) est obtenu par résolution du probleme standard de contrdle H,, du
systéeme suivant, ot u.(s) est le signal de sortie de Qu(s), r(s) est le signal d’entrée de
Qei(s), et z(s) la variable fictive a réguler,

A 0 0 B 0
0 0 Aj By, 0
z = [Ci Cy 0]x+ Dyd+ Dou, (5.209)
r = [0 0 Cs]a+ Dyd (5.210)

Démonstration. La preuve est une combinaison des preuves de la synthése du générateur
robuste de résidus, étudié pour le diagnostic par factorisation copremiére, et de la synthése
du contréleur tolérant aux fautes. O
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Résumons la synthése du controleur adaptatif, tolérant aux fautes dans ’algorithme
suivant.

Algorithme de controle adaptatif tolérant aux fautes [Marx et al., 2003¢]

1 Déterminer les gains F' et L tels que (E,A+ BF') et (E,A+ LC) soient admissibles
et tels que les objectifs de controle nominal (D-admissibilité par exemple) soient
atteints. Pour cela résoudre les LMI (IT8) et (I7Y).

2 Déterminer le filtre de diagnostic robuste Q4(s) par la résolution du probléme stan-

dard H pour le systéme (BI95)-(B200).

3 Pour i = 1,...,ny, déterminer les filtres de controle tolérants aux fautes Q.(s),
par résolution du probléme standard de H,, pour le systeme (E201)-E203), et
déterminer le filtre Q.o(s) par résolution du probléme standard H,, pour le systéme
(E208)-(R210).

4 TImplémenter le correcteur adaptatif tolérant aux fautes, représenté figure b8, défini
par

u() = (X:() + Qo) Fus)) (Xos)ref(s) + (Quls)N(s) — ¥ols)) (s))
(5.211)

ol Q.(s) est défini en ligne selon la logique de décision suivante

Qc = {Q 7> (5.212)

Qs0, sinon

ou Jy, défini par (2T9H), est le majorant de 'erreur de diagnostic due aux signaux
exogenes.

Notons, que pour un seuil de détection .J; faible, la commutation d’un correcteur a ’autre
se fait pour un signal d’entrée faible (rappelons, que 'entrée des @Q).; ne dépend que des
signaux exogénes) donc ne provoque pas des sauts de grande amplitude dans le signal de
commande.

5.3.5 Exemple

On considére un systéme singulier linéaire LTT, affecté par des défaillances de capteur
et d’actionneur et perturbé par des entrées inconnues, défini par

1000 15 1 0 0] [1 0] [=10] [o01
010 0|, 5 —10 0 o] |0 0 0 0 0
000110 o 10" ol“t| o offf| o ¢ (G213
0000 o o o 1| o1 0 0 0
0100] [0oo0] [oo], /0
y = [0 01 O]x—i{o O]QH—[O 1]f—i—{0}d (5.214)

On vérifie que le systéme est régulier, Imp-commandable, Imp-observable, stabilisable
et détectable, autrement dit les hypothéses nécessaires a la synthése d'un correcteur to-
lérant aux fautes sont vérifiées. Le signal d(t) est un signal de bruit aléatoirement réparti
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0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

0.5 1 15 2 25 3 35 4 45 5

F1G. 5.9 — Estimées des fautes, données par le module de diagnostic.

entre —1 et 1. Le défaut fi(¢) est un biais d’actionneur et fo(¢) est un biais de capteur.
Ils sont définis par

2, pour 1l <t<?2
[t) = { b (5.215)
0, sinon

2, pour 3,5 <t <45
folt) = { b (5.216)

0, sinon

On contruit un correcteur adaptatif, tolérant aux fautes. Les gains F' et L sont choisis
pour que le systéme en boucle fermée soit D-admissible avec D = {z € C | —10 < R(z) <
—1}. La synthése H,, des filtres de diagnostic, de controle et de controle dédié aboutit
aux résultats suivants

Ji = 0,14 (5.217)
Jo = 0,0001 (5.218)
Ja = 0,0001 (5.219)
J = 1,0001 (5.220)

les résultats obtenus sont représentés sur les figures B9 BT et BTl Les résultats de
I'estimation des fautes est donnée en figure B9 Les figures (1) et (BI0]) représentent
les sorties y1(t) et yo(t) respectivement, dans différents cas. La sortie obtenue, en ’ab-
sence de faute et de perturbation, avec le controleur nominal (retour d’état observé) est
représenté par les ronds, cette trajectoire correspond a la trajectoire a poursuivre. Les
tracés en pointillés représentent la sortie obtenue avec le correcteur nominal, lorsque le
systéme est affecté par des défauts et des perturbations. Les résultats obtenus en appli-
quant le controleur robuste tolérant aux fautes sont représentés par les croix et enfin, les
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Fi1G. 5.10 — Différents résultats obtenus pour yi(t), dans les cas du contréle nominal en
Uabsence de faute et de perturbation (ronds), controle par retour d’état observé affecté
par des signaux exogénes (pointillés), contréle tolérant auz fautes, affecté par des signauz
exogénes (croix), controle adaptatif tolérant auz fautes affecté par des signaur exogenes
(trait continu,).

résultats du controleur adaptatif tolérant aux fautes correspondent aux tracés continus.
On voit clairement, sur les figures B10 et B.TT] que le controleur par retour d’état observé
diverge nettement de la réponse nominale en I'absence de signaux exogénes, tandis que le
correcteur tolérant reste trés proche. L’amélioration apportée par le correcteur adaptatif
est évidente sur la figure BET0.

5.3.6 Discussion

Cette partie a été consacrée a I’étude du controle tolérant aux fautes, dans le cas des
systémes singuliers. Le positionnement du probléme est trés peu restrictif, puisque les
seules hypothéses sont la régularité, I'Imp-commandabilité, I'Imp-observabilité, la stabi-
lisabilité, et la détectabilité.

L’objet de notre étude est une structure de controle tolérant aux fautes fondée sur la
factorisation copremiére de systémes singuliers. Cette structure présente plusieurs avan-
tages. Tout d’abord, quelle que soit la nature du systéme contr6lé (impulsif ou non), le
correcteur est constitué exclusivement de filtres propres. De plus un des signaux internes
du correcteur est un signal de type résidu ce qui facilite I'intégration du diagnostic et de la
tolérance aux fautes. Enfin, aux différentes fonctionnalités correspondent des parameétres
de synthése différents. Ainsi, les performances nominales sont déterminées par le choix
des gains d’un controleur par retour d’état observé. La tolérance aux fautes est traitée
comme un probléme de controle standard H,, pour systéme non singulier, dans le but
de minimiser I'influence des perturbations et des fautes sur les sorties. Enfin, le caractéere
adaptatif est obtenu par ’adjonction d’un filtre de diagnostic sélectionnant, en ligne, le
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15 q

-15 L L L L L L I I I

Fic. 5.11 — Différents résultats obtenus pour ys(t), dans les cas du contréle nominal en
Uabsence de faute et de perturbation (ronds), contrdle par retour d’état observé affecté
par des signaux exogénes (pointillés), controle tolérant aux fautes, affecté par des signauz
exogenes (croix), controle adaptatif tolérant auzx fautes affecté par des signauz exogénes
(trait continu,).

filtre de controle tolérant parmi un banc de correcteurs dédiés, suivant les défauts locali-
sés. Le filtre de diagnostic est également synthétisé en résolvant un probléme de controle
standard H,,, cette résolution permet, de plus, d’avoir un seuil fixe pour la logique de
sélection du contrdleur, évitant toute fausse alarme. La synthese de filtres dédiés a chaque
défaut permet d’atteindre de meilleures performances, autrement dit de s’écarter le moins
possible de la trajectoire nominale lorsque des fautes apparaissent.

5.4 Conclusion et contribution

Dans ce chapitre, deux méthodes de controle robuste pour systémes singuliers ont
été exposées: le controle multicritére et le contrble robuste tolérant aux fautes. Il est
intéressant de noter, qu’a notre connaissance, le controle tolérant aux fautes n’a pas été
abordé dans le cadre des systémes singuliers, mis & part par [Koenig et Mammar, 2003
ot 'estimation des fautes est utilisée pour un retour statique (cependant le controle
nominal n’est pas envisagé et la formulation n’inclut pas d’entrée inconnue, autrement dit
la robustesse n’est pas considérée).

La premiére méthode a pour but de synthétiser des contrdleurs tels que le systéme
en boucle fermée vérifie quatre contraintes: majoration de la norme H, du transfert des
entrées inconnues vers certaines sorties, majoration de la norme H,, du transfert des en-
trées inconnues vers d’autres sorties, admissibilité, et placement des péles finis dans une
région prédéfinie du plan complexe. La synthése de tels correcteurs, soit par retour d’état
statique, soit par retour de sortie dynamique est envisagée comme un probléme d’op-
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timisation sous contraintes LMI [Marx et al., 2003d]. Chaque objectif peut étre atteint
en ne considérant que les contraintes correspondantes. Les objectifs sont simultanément
atteints si on détermine une solution respectant toutes les contraintes. Cette méthode,
bien que sous-optimale, présente l'avantage majeur d’entrer dans le cadre de 'optimi-
sation convexe et d’étre résolue efficacement par les boites & outils d’optimisation telles
que celles présentes dans Matlab [Gahinet et al., 1995|, ou Scilab [EI Ghaoui et al., 1995].
La formulation du probléme de controle multicritére en termes de LMI strictes, s’appuie
sur des résultats établis dans le cadre du controle standard H, et H,, de systémes sin-
guliers par [Takaba et al., 1994] [Uezato et Tkeda, 1999|, ainsi que sur la caractérisation
du placement de poles de systémes singuliers, proposée dans [Marx et al., 2003b]. 11 a été
démontré une condition nécessaire et suffisante du placement des poles finis et de 'admis-
sibilité d'un systéme singulier. De plus cette condition a été étendue au cas des systémes
singuliers incertains (cependant, dans ce cas, seule une condition suffisante a été donnée).

Dans cette premiére partie du chapitre, la robustesse vis & vis des perturbations pour-
rait étre qualifiée de passive, dans le sens ol le formalisme H,, conduit a calculer a prior:
un correcteur minimisant l'influence de toutes les perturbations possibles. La deuxiéme
partie a pour but de déterminer un correcteur incluant une boucle de rétro-action dédiée
a Patténuation de I'influence des signaux exogénes sur les sorties du systéme.

La deuxiéme approche a pour objet de construire un correcteur robuste et tolérant aux
fautes, dans la mesure o1, si le systéme est affecté par des défauts et /ou des perturbations,
la commande appliquée au systéme est modifiée. La modification de la commande est cal-
culée dans le but de minimiser la déviation de la sortie par rapport a la sortie du systéme
sans faute ni perturbation. En I’absence de signaux exogénes, le controleur est analogue
a un controleur par retour d’état observé. La méthodologie de synthése proposée dans
[Marx et al., 2003¢] permet de traiter successivement les objectifs de performances nomi-
nales et de tolérance aux fautes. Cette méthode s’appuie sur la factorisation copremiére de
systémes singuliers et s’inscrit dans le prolongement de notre étude sur le diagnostic ex-
posée dans [Marx et al., 2003a] Dans un premier temps, les performances nominales sont
fixées par un simple procédure de placement de poles. Cette étape peut étre effectuée par
résolution de LMI strictes, en appliquant les résultats exposés dans [Marx et al., 2003b].
Une fois les performances nominales fixées, on cherche & minimiser I'influence des défauts
et des perturbations sur la réponse du systéme. Ce probléme se raméne a un probléme
de poursuite de modéle, ou de controle standard H.,. Enfin, nous proposons d’enrichir
la structure du correcteur en synthétisant un banc de filtres de controle chacun dédié
a une faute, et en incluant un module de diagnostic, dont la synthése a été étudiée au
chapitre précédent. Chaque filtre est synthétisé pour compenser 'apparition d’une faute
et réduit le conservatisme introduit en synthétisant un filtre permettant de compenser
toutes les fautes. La sélection du filtre est faite par le module de diagnostic, 1’estimation
des fautes permet de déterminer quelle faute est occurrente a chaque instant, et donc de
mettre en ceuvre le filtre dédié correspondant. La logique de décision se fait par compa-
raison a un seuil fixe donné par le majorant du transfert des entrées inconnues sur l’erreur
d’estimation, obtenu lors de la synthese H,, du filtre de diagnostic.

Les deux méthodes proposées pour le controle de systémes singuliers aboutissent a
I'implémentation de filtres causaux.
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S’il n’y a pas de solution,...

c’est qu’il n’y a pas de probléme.
Quand on ne sait pas ot 'on va,...

il faut y aller! et le plus vite possible!
Devises shadoks.

Les travaux présentés dans le présent rapport s’inscrivent dans le cadre de la commande
et du diagnostic de systémes singuliers, linéaires et invariants dans le temps.

L’étude que nous avons menée fait partie du projet SYCADI (solutions pour la supervi-
sion de SYstémes a Capteurs et Actionneurs DIstribués), initié par D. Georges, soutenu par
la région Rhone-Alpes, et réunissant le Laboratoire d’Automatique de Grenoble (LAG),
le Laboratoire d’Automatique et de Micro-Informatique Industrielle (LAMII, Université
de Savoie, Annecy) et Crouzet Automatismes (Valence). Les thématiques abordées dans
ce mémoire correspondent & quelques uns des problémes soulevés par le développement
d’une maquette modélisant un réseau de distribution d’eau. Le role du LAG, et plus par-
ticulierement de nos travaux, était de mener une étude méthodologique sur les aspects
de commande et de supervision de systémes interconnectés. C’est dans cette optique que
nous avons proposé quelques résultats théoriques concernant le placement de capteurs et
d’actionneurs, le diagnostic, et la commande de systémes algébro-différentiels. En effet, il
semble que de nombreuses thématiques constituent encore des sujets d’étude trés ouverts.
C’est le cas du placement de capteurs et d’actionneurs ainsi que la plupart des aspects
du diagnostic robuste tels que la génération de résidus, l'estimation robuste de fautes,
la reconfiguration, le contréle tolérant aux fautes, etc. pour lesquels nous avons tenté
d’apporter quelques premiers résultats.

Aprés avoir rappelé certaines notions, utiles & la compréhension du mémoire, concer-
nant cette classe de systémes, et avoir montré l'intérét particulier de son étude, nous
avons orienté nos travaux selon trois grands axes: le placement optimal de capteurs et
d’actionneurs, le diagnostic a base de modéles, et la commande des systémes singuliers.

Avant de chercher & déterminer une loi de commande pour un systéme physique, il
est intéressant, si la nature du systéme le permet, de disposer d’une méthodologie pour
choisir les grandeurs qu'’il conviendra de mesurer et/ou de contrdler. Le placement opti-
mal de capteurs et/ou d’actionneurs (POCA) peut ainsi étre considéré comme un degré
de liberté supplémentaire lors de la synthése d’un correcteur, avant de choisir le type
de controleur & mettre en ceuvre et de déterminer ses parameétres. Nous avons proposé
deux méthodes complémentaires de POCA pour systémes singuliers. Pour étayer ces mé-
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thodes sur le plan théorique, nous avons mis en évidence une interprétation énergétique
des grammiens généralisés, liant ces grandeurs aux transferts d’énergie entre un systéme
et son environnement, via les actionneurs, ou les capteurs. On choisira la méthode suivant
I’objectif poursuivi. Pour le contréle ou I'observation de I’état du systéme, on privilégiera
une méthode basée sur la maximisation des grammiens généralisés de commandabilité
(maximisation de I’énergie de commande transmise au systéme) ou d’observabilité (maxi-
misation de I’énergie de mesure). Pour commander les sorties par les entrées, on préférera
la maximisation des grammiens équilibrés (maximisation du flux d’énergie transmis des
entrées vers les sorties). Ces méthodes permettent de se placer dans le cadre de I'optimi-
sation entiére, et peuvent étre efficacement mises en ceuvre dans le cas de systémes de
grande dimension.

Il est aujourd’hui admis que le controle de systémes complexes nécessite l'intégration
de fonctionnalités de diagnostic, afin d’assurer la sécurité du fonctionnement. En parti-
culier, il est indispensable de pouvoir mettre en évidence ’apparition de pannes, malgré
la présence d’entrées inconnues ou d’erreurs de modélisation. Afin d’intégrer, de maniére
simple, des modules de diagnostic pour systémes singuliers, il nous a paru utile de générali-
ser certaines techniques existantes pour les systémes non singuliers. L’utilisateur familier
de ces techniques pourra les appliquer a la classe plus générale des systémes algébro-
différentiels en mettant & profit les connaissances acquises lors de I'étude des systémes
usuels. C’est pourquoi les différentes méthodes proposées ont pour but de ramener ’étude
de problémes nouveaux a la résolution de questions largement étudiées. En particulier,
nous nous sommes attachés a ce que les résultats exposés puissent étre mis en ceuvre par
des moyens standard, tant logiciels - boites a outils d’optimisation convexe, ou de controle
robuste-, que matériels - le diagnostic par factorisation copremiére ou par observateur PI
faisant appel & des filtres causaux.

Différentes techniques ont été proposées, le domaine de validité et les applications de
chacune ont été précisés afin de souligner leur complémentarité. Une premiére approche
dédiée aux systémes maillés autorise une génération de résidus décentralisée afin de dé-
tecter les défauts de mesures. Une deuxiéme méthode a pour objectif d’estimer les défauts
affectant un systéme, en généralisant I’approche par filtrage H,,. Le diagnostic par fac-
torisation copremiére, dont l'intérét majeur est de pouvoir synthétiser des modules de
diagnostic au moyen de filtres propres, est généralisé aux systémes singuliers. Enfin, on
propose une structure et une technique de synthése d’observateurs pour systémes singu-
liers. La structure permet d’estimer 'état et les défauts affectant le systéme. La méthode
de synthese, dont le positionnement est peu restrictif, garantit un gabarit de robustesse
de l'estimation face aux entrées inconnues.

Deux méthodologies de controle de systémes singuliers ont été étudiées. La premiére
concerne le contréle multicritére. Le but est de synthétiser un régulateur, statique ou
dynamique, sous différentes contraintes portant sur le placement des poéles, les normes
H; et H,, des transferts des entrées inconnues vers certaines sorties. Le formalisme pro-
posé permet de se ramener & un probléme d’optimisation convexe sous contraintes LMI
strictes. La deuxiéme méthode a pour but le contréle tolérant aux fautes, et développe
les résultats établis dans le cadre du diagnostic, en utilisant I'outil de factorisation co-
premiére. Le principe est de minimiser l'action des signaux exogénes au moyen d’une
boucle de rétro-action supplémentaire. Cette approche permet de tirer profit des résultats
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établis en controle multicritére, pour déterminer les paramétres du controleur dédiés au
controle nominal, ainsi que des résultats obtenus en diagnostic, pour déterminer les filtres
de tolérance aux fautes.

Les travaux présentés dans ce mémoire correspondent a I’étude de la partie théorique
du projet SYCADI, il sera intéressant de mettre en ceuvre certains résultats, en parti-
culier les méthodes de génération de résidus dédiées aux systémes interconnectés (c’est
I'application aux réseaux hydrauliques qui a motivé cette étude). Comme il a été sou-
ligné, les thématiques abordées dans ce mémoire, sont pour la plupart trés ouvertes. Il
nous semblerait particulierement intéressant, dans le domaine du placement de capteurs
et d’actionneurs, d’inclure la notion de robustesse, par exemple en prenant en compte
I'influence d’incertitudes de norme bornée. Les développements envisageables & partir des
outils développés concernent principalement 1'utilisation de ’'observateur PI dans le cadre
de la synthése LTR de correcteurs a base d’observateurs, ainsi que 'utilisation de la facto-
risation copremiére de systémes singuliers dans le domaine du controéle, en particulier pour
généraliser les techniques de modelage de la boucle ouverte (ou loop shaping). L’avantage
serait alors de pouvoir proposer des filtres de controle propres pour systémes singuliers,
comme nous nous sommes efforcés de le faire jusqu’ici.

De nombreux autres développements théoriques devraient populariser le formalisme
singulier. Le controle des réseaux de communication fait actuellement 1’objet de nom-
breuses études, en particulier les outils issus de la théorie du controle se révelent étre
utiles & la gestion active des flux de données (éviter les congestions ou les pertes, op-
timiser les transferts de données, etc.). Comme tout systéme interconnecté, les réseaux
de communication constitueraient une application intéressante des systémes singuliers, et
le controle de réseaux par réseaux pourrait étre envisagé sous la forme de la commande
de systemes algébro-différentiels. Dans le cadre des réseaux de communication, les temps
de transfert des données introduisent des retards qui rendent nécessaire 'étude (controle
et observation) des systémes singuliers a retards. Cette thématique fait, depuis quelques
années, 'objet de travaux concernant le controle, et plus rarement 1'observation, mais
d’autres développements restent a mener, entre autres: le diagnostic.

Les systémes interconnectés sont, par définition, des agrégations de nombreux sys-
témes, autrement dit des systémes de grande dimension. Ce constat devrait motiver I’étude
du controéle et du diagnostic décentralisés.

Enfin, on peut voir deux types d’utilisations du formalisme singulier : ’étude des sys-
témes non causaux et I’étude des systémes causaux mais mal conditionnés. Dans ce dernier
cas, les aspects numériques restent largement ouverts.
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Mots-clefs : systémes singuliers, placement optimal de capteurs/actionneurs, diagnostic robuste
de fautes, filtrage H,, factorisation coprime, observateur PI, controle multicritére, controle to-
lérant aux fautes, optimisation LMI.

Résumé: aprés une introduction & l'analyse et au controle des systémes singuliers linéaires, on
étudie le placement optimal de capteurs et d’actionneurs, le diagnostic robuste et le contréle de
systémes singuliers.

Le placement optimal de capteurs et d’actionneurs pour les systémes singuliers s’appuie sur
une approche énergétique. Les capteurs et/ou actionneurs sont sélectionnés pour obtenir les
plus grands transferts d’énergie entre le systéme et son environnement. Pour cela on cherche &
maximiser les grammiens généralisés.

Différentes méthodes de diagnostic robuste sont proposées. Une premiére approche dédiée
aux systémes maillés autorise une génération de résidus décentralisée afin de détecter et de
localiser les défauts de mesures. Une deuxiéme méthode consiste & étendre le filtrage Ho, &
I'estimation des défaillances. Troisiémement, la génération de résidus fondée sur la factorisation
copremiére -dont I'intérét majeur est de pouvoir synthétiser des générateurs de résidus au moyen
de filtres propres- est généralisée aux systémes singuliers. Enfin, la synthése, et I'utilisation pour
le diagnostic robuste, des observateurs de type proportionnel-intégral sont étudiées.

Deux stratégies de controle de systémes singuliers sont proposées. Le controle multicritére
permet de déterminer des correcteurs statiques ou dynamiques assurant le placement de poles,
ainsi que des contraintes de normes Hs et H,, sur le systéme en boucle fermée. Le controle
tolérant aux fautes intégre un module de diagnostic dans le correcteur afin de localiser les fautes,
et de modifier la loi de commande pour minimiser la déviation des sorties dues aux fautes et aux
perturbations. Les correcteurs sont des systémes propres, déterminés par optimisation convexe
sous contraintes LMI.

Keywords : descriptor systems, optimal sensor/actuator location, robust fault diagnosis, H -
filtering, coprime factorization, PI observers, multicriterion control, fault tolerant control, LMI-
based optimisation.

Abstract : after an introduction to the analysis and control of linear singular systems, optimal
sensor /actuator location, robust diagnosis, and control of singular systems are studied.

The optimal sensor/actuator location for descriptor systems is based on an energetical ap-
proach. The sensors and/or actuators are selected in order to maximize the energetical transfers
between the system and its environment. It is achieved by maximizing the generalized gramians.

Four distinct methods of robust diagnosis are proposed. A first approach, dedicated to inter-
connected systems, authorizes a decentralized residual generation in order to detect and isolate
faulty measures. A second method consists in applying the H..-filtering to estimate the faults.
Thirdly, the residual generation, based on coprime factorization -whose major interest is to allow
to synthesize residual generators with proper filters- is extended to the singular systems. Lastly,
the synthesis, and the use for robust diagnosis, of the proportional-integral observers are studied.

Two strategies of control of singular systems are proposed. Multicriterion control enables to
determine static or dynamic correctors ensuring pole clustering, Hs- and H..-norm bounds of the
loop system closed. Fault tolerant control architecture integrates a filter dedicated to diagnosis
in the corrector, in order to locate the faults, and to modify the command to minimize the
output deviation due to faults and disturbances. The controllers are causal systems, determined
by LMI-based optimization.
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