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Abstract /Résumé

Abstract

We study (not necessarily connected) Z-graded A..-algebras and their A,.-modules. Using the
cobar and the bar construction and Quillen’s homotopical algebra, we describe the localisation of
the category of A .-algebras with respect to A -quasi-isomorphisms. We then adapt these methods
to describe the derived category Do, A of an augmented A..-algebra A. The case where A is not
endowed with an augmentation is treated differently. Nevertheless, when A is strictly unital, its
derived category can be described in the same way as in the augmented case. Next, we compare two
different notions of A -unitarity : strict unitarity and homological unitarity. We show that, up to
homotopy, there is no difference between these two notions. We then establish a formalism which
allows us to view A-categories as A -algebras in suitable monoidal categories. We generalize the
fundamental constructions of category theory to this setting : Yoneda embeddings, categories of
functors, equivalences of categories... We show that any algebraic triangulated category 7 which
admits a set of generators is A.o-pretriangulated, that is to say, 7 is equivalent to H%w.A, where
twA is the A .-category of twisted objets of a certain A..-category A.

Thus we give detailed proofs of a part of the results on homological algebra which M. Kontse-
vich stated in his course “Triangulated categories and geometry” [Kon98].

Résumé

Nous étudions les A -algebres Z-graduées (non nécessairement connexes) et leurs A .-modules. En
utilisant les constructions bar et cobar ainsi que les outils de ’algebre homotopique de Quillen, nous
décrivons la localisation de la catégorie des A,-algebres par rapport aux A ,-quasi-isomorphismes.
Nous adaptons ensuite ces méthodes pour décrire la catégorie dérivée Do A d'une A .-algebre
augmentée A. Le cas ou A n’est pas muni d’une augmentation est traité différemment. Néanmoins,
lorsque A est strictement unitaire, sa catégorie dérivée peut étre décrite de la méme maniere
que dans le cas augmenté. Nous étudions ensuite deux variantes de la notion d’unitarité pour
les A.-algebres : 'unitarité stricte et l'unitarité homologique. Nous montrons que d’un point
de vue homotopique, il n’y a pas de différence entre ces deux notions. Nous donnons ensuite
un formalisme qui permet de définir les A .-catégories comme des A..-algebres dans certaines
catégories monoidales. Nous généralisons & ce cadre les constructions fondamentales de la théorie
des catégories : le foncteur de Yoneda, les catégories de foncteurs, les équivalences de catégories...
Nous montrons que toute catégorie triangulée algébrique engendrée par un ensemble d’objets est
A -prétriangulée, c’est-a-dire qu’elle est équivalente & H%w.A, ou twA est 'A,-catégorie des
objets tordus d’une certaine A, -catégorie A.

Nous démontrons ainsi une partie des énoncés d’algebre homologique presentés par M. Kont-
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sevich pendant son cours “Catégories triangulées et géométrie” [Kon98].

I'associaedre K



Introduction

Nous renvoyons & [KelOla] et [Kel01b] pour une introduction aux A..-algeébres et leurs modules.
Cette these contient, entre autres, les démonstrations détaillées des énoncés de [KelOla]. Hormis
[Kon98] et [KelOla], nous nous sommes appuyés principalement sur 'article de V. Hinich [Hin01]
et sur les travaux suivants : [Sta63a], [Pro85], [GJ90], [HK91], [GLS91], [Mar96], [Hin97]. Certains
des résultats de cette these ont été obtenus récemment et de manieére indépendante par K. Fukaya
[FukOlal, P. Seidel [Sei], A. Lazarev [Laz02], V. Lyubashenko [Lyu02] et M. Kontsevich et Y. Soi-
belmann [KS02b], [KS02a].

Structures strictes et structures 2 homotopie pres

Les structures de I'algebre classique que ’on appelle strictes, par exemple les algebres associatives,
commutatives ou les algebres de Lie, se sont révélées insuffisantes en topologie car elles ne sont
pas compatibles avec I’homotopie. Ainsi, si X est un espace de lacets et Y est un espace topolo-
gique homotope a X, il n’est pas toujours possible de transférer la structure de H-espace (qui est
stricte) de X vers Y. C’est pour pallier ce défaut que J. Stasheff [Sta63a] a introduit la notion de
structure A, qui est un assouplissement de celle de semigroupe topologique. Les structures A
font partie des structures a homotopie pres, c’est a dire des structures dont “le défaut de stric-
titude” est controlé de maniere cohérente par des homotopies d’ordre supérieur. Pour certaines
structures a homotopie pres, des homotopies d’ordre supérieur sont connues de longue date comme
les opérations de Steenrod [Sted7], [Ste52] ou les produits de Massey. Les structures & homotopie
prés se comportent bien relativement aux équivalences d’homotopie : si un objet (topologique ou
différentiel gradué) est muni d’une structure & homotopie prés, on peut sous certaines conditions la
translater sur un autre objet quand ce dernier est homotope a 1’objet de départ. La premiere partie
de cette these traitera des A-structures algébriques, c’est-a-dire des A o-structures dans le cadre
de l'algebre différentielle graduée. Dans la deuxieme partie nous étudierons leurs généralisations
au cadre catégorique.

A -structures algébriques

Soit K un corps. Une A-algebre [Sta63b] est un K-espace vectoriel Z-gradué A muni de mor-
phismes gradués
mi: A% s A i>1

3

de degré 2—1, vérifiant des équations dont la premiere dit que m est une différentielle, la deuxieéme
que mq est une dérivation pour la multiplication ms et la troisieme

ma(mz ® 1) —ma(1 ® ma) = d(ms3)
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que le défaut d’associativité de mo est mesuré par le bord de mgz dans I'espace différentiel gradué
Hom(A®3, A). Intuitivement, une A, -algebre est donc une “algebre différentielle graduée dont le
défaut d’associativité est controlé (au sens fort) par des homotopies d’ordre supérieur”. Si A et A’
sont deux A .-algebres, un A, -morphisme f: A — A’ est une suite de morphismes gradués

fi: A% S A P>,
de degré 1 — 4, vérifiant des équations dont les premiéres affirment que f; est un morphisme de
complexes qui est compatible aux multiplications ms et m/ & une homotopie fy pres. De la méme
maniere, si f et g sont des A, ,-morphismes A — A’, une homotopie h entre f et g est une suite de
morphismes

hi: A%t — A" > 1,

de degré —i, qui vérifient des équations dont les deux premieres affirment que h; est une homotopie
entre les “morphismes d’algebres différentielles graduées”

fi et g1:(A,my,ma) — (A,m),m)).

Soit A une A.-algebre. Un A-polydule (appelé A..-module sur A dans la littérature) est un K-
espace vectoriel Z-gradué M muni de morphismes gradués

mZ]-M:M®A®i_1—>M, i>1,

de degré 2 — i, vérifiant des équations dont les premieres affirment que m?/ est une différentielle
et que m3! définit une action de l'algebre (fortement homotopiquement) associative A dont la
compatibilité & la multiplication de A est controlée par ’homotopie d’ordre supérieur m3?. Comme
pour les A.-algebres, on a des A,,-morphismes entres A-polydules et des homotopies entre les
A -morphismes.

Lien avec la théorie des opérades

Certains arguments de la these sont liés & la théorie des opérades (par exemple, la théorie de I’obs-
truction des A.-algebres (B.1)). Nous n’utiliserons pas explicitement le formalisme des opérades
dans nos énoncés (et leurs démonstrations), lui préférant une approche naive. Rappelons néanmoins
quelques faits et références sur ce sujet.

Les complexes cellulaires de Stasheff {K; x ¥;};>2 (voir [Sta63a]) forment une opérade to-
pologique [May72]. Les complexes de chaines qui leur sont associés forment donc une opérade
différentielle graduée. C’est 'opérade des A.-algebres. Les opérades différentielles graduées ont
été étudiée abondamment au début des années 90 [HS93], [GJ94], [GK94] pour expliciter le lien
entre les structures strictes et les structures & homotopie pres [GK94], [Mar96], [Mar99], [Mar00].
En ce qui concerne les structures A, on retiendra des opérades deux résultats : l'opérade des Ao -
algébres est le modéle minimal cofibrant au sens de M. Markl [Mar96] de l'opérade des algébres
associatives Ass; le dual de Koszul Ass' de Ass est la co-opérade des cogebres co-associatives.

Chapitre 1 : une théorie de I’homotopie des A .-algebres.
Rappelons pour commencer un résultat de H. J. Munkholm. Soit DA la catégorie des algebres

différentielles graduées (vérifiant certaines conditions sur la graduation et sur la connexité) et Ho DA
la localisation de DA par rapport aux quasi-isomorphismes. Soit DASH la catégorie des algebres
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différentielles graduées dont les morphismes sont les A .-morphismes. Utilisant les idées de J. Sta-
sheff et S. Halperin [SH70], H. J. Munkholm [Mun78] (voir aussi [Mun76]) a montré, premiérement,
que la relation d’homotopie sur Hompa(A, A’), A, A’ € DA, (qui n’est pas une relation d’équivalence
en général) s’étend en une relation sur les espaces de morphismes Hompasn(A, A’) qui est une
relation d’équivalence quelles que soient A et A’, et deuxiémement, que la catégorie Ho DA est
équivalente au quotient de DASH par cette relation d’équivalence. En d’autres termes, quitte a aug-
menter le nombre de morphismes entre algebres différentielles graduées, la localisation par rapport
aux quasi-isomorphismes est équivalente au passage au quotient par rapport a I’hnomotopie. Dans
la premieére partie de ce chapitre, nous généraliserons les résultats de [Mun78] aux A..-algébres.
Un A -quasi-isomorphisme f est un A,.-morphisme tel que f; est un quasi-isomorphisme. Nous
montrons les résultats suivants :

(Théoreme de 'homotopie) La relation d’homotopie sur les A -morphismes est une relation d’équiva-

lence (1.3.1.8 a).

(Théoreme des A-quasi-isomorphismes) Tout A -quasi-isomorphisme d’A.-algébres est inver-
sible a homotopie prés (1.3.1.8 b).

L’analogue topologique du théoréme des A . -quasi-isomorphismes est dii & M. Fuchs [Fuc76] (voir
aussi [Fuc65]). Dans sa these [Pro85], A. Prouté a montré les deux théorémes sous des conditions
sur la graduation ou la connexité (voir aussi [Kad87]). La nécéssité de généraliser ces résultats est
due fait que dans les constructions de K. Fukaya et al. de A -algebres (A -catégories), des com-
posantes non nulles peuvent apparaitre en tout degré entier. Dans le cas général, nous déduirons les
théoremes ci-dessus des résultats suivants : la construction bar B est une équivalence de catégories
entre Alg., la catégorie des Ao -algébres, et la sous-catégorie des objets cofibrants et fibrants d’une
catégorie de modeéles Cogc de cogébres (1.3.1.2). La construction bar fait correspondre I’homotopie
des A-morphismes a l’homotopie & gauche de Cogc entre morphismes entre objets cofibrants et
fibrants (1.3.4.1) et les A -quasi-isomorphismes auz équivalences faibles (1.53.3.5).

La catégorie Cogc en question est la catégorie des cogebres différentielles graduées cocompletes.
Soit Alg la catégorie des algebres différentielles graduées et 2 : Cogc — Alg la construction cobar.
La structure de catégorie de modeles de Cogc (1.3.1.2. a) est telle que le couple de foncteurs adjoints

(Q, B) : Cogc — Alg,

est une équivalence de Quillen (1.3.1.2. b). L’utilisation de ce couple de foncteurs adjoints pour
étudier la catégorie Alg[Qis~!] remonte aux années 70 avec les travaux de D. Husemoller, J. C. Moore
et J. Stasheff [HMS74] (voir aussi [EM66]). Ils considérent les algebres augmentées différentielles,
graduées positivement d’une part et les cogebres co-augmentées différentielles, graduées positive-
ment et connexes d’autre part, et montrent que la localisation de la catégorie des algebres par
rapport aux quasi-isomorphismes est équivalente a la localisation de la catégorie des cogebres
par rapport aux quasi-isomorphismes. Sans les hypotheses sur la graduation ou la connexité, leur
énoncé n’est plus vrai. Dans le cas général (1.3.1.2), nous devons remplacer la classe des quasi-
isomorphismes de Cogc par une classe de morphismes (appelés équivalences faibles) qui est stric-
tement contenue dans celle des quasi-isomorphismes (1.3.5.1. ¢). Nous montrons qu’entre deux
cogebres graduées positivement, les équivalences faibles sont exactement les quasi-isomorphismes
(voir 1.3.5.1. €). Nos résultats généralisent donc [HMS74, Chap. II, Thm. 4.4 et Thm. 4.5].

Notre démonstration du fait que Cogc admet une structure de catégorie de modeles (1.3.1.2)
suit les idées de V. Hinich [Hin01] inspirées de celles de Quillen [Qui67], [Qui69]. Nous relevons
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la structure de catégorie de modeles de Alg le long de 'adjonction (€2, B). Cette adjonction est
du méme type que 'adjonction entre la catégorie des algebres de Lie différentielles graduées et
la catégorie des cogebres cocommutatives différentielles graduées en homotopie rationnelle. Elle
provient de la dualité de Koszul entre 'opérade Ass et la co-opérade des cogebres co-associatives.

La caractérisation des objets fibrants de Cogc peut étre interprétée comme une conséquence du
fait que opérade des A-algebres est le modéle minimal cofibrant au sens de M. Markl [Mar96]
de Vopérade des algebres associatives. Ce fait implique que l'obstruction a la construction par
récurrence des morphismes gradués m;, i > 1, définissant une A.-structure sur un objet gradué
A est de la forme “m,, 11 doit tuer un certain cocycle (construit & partir des m;, 1 <4 <n)” (voir
B.1.2). La condition qui mesure Pobstruction & la construction par récurrence des A,,-morphismes
est du méme type (B.1.5). Nous appelons ’étude de ces obstructions la théorie de l’obstruction des
A o-algebres. Cette théorie est I'objet de 'appendice (B.1).

A la fin du chapitre 1, nous redémontrerons (1.4.1.1) la “compatibilité des structures A a
I’homotopie” : soit A une A, -algebre et

g:(V,d) — (Avmf)

une équivalence d’homotopie de complexes. Il existe une structure d’As.-algébre sur V telle que
my est égale a d et telle que V et A sont homotopes en tant qu’A. -algébres. Ce résultat est
bien connu. T. Kadeishvili [Kad80] et A. Prouté [Pro85] 'ont montré dans le cas out d = 0 et sous
des hypotheses sur la graduation et la connexité en utilisant la méthode des obstructions. Le cas
général est dit & V. K. A. M. Gugenheim, L. A. Lambe et J. Stasheff [GLS91] qui utilisent “I’astuce
du tenseur” inventée par J. Huebschmann [Hue86]. Le point essentiel de leur démonstration est
que le lemme de perturbation [Gug72] est compatible & une structure additionnelle (de cogebre
dans notre cas). Sur ce sujet, voir aussi [HK91], [GL89] et les rappels historiques de la section
1.4. Notre démonstration de la “compatibilité & 'homotopie” (section 1.4.1.1) sera basée sur la
théorie des obstructions (B.1). La “compatibilité & ’homotopie” implique que toute A .-algebre A
admet un modéle minimal, i. e. une structure A, sur 'homologie H* A telle que H*A et A sont
homotopes en tant qu’A-algebres (1.4.1.4). Le lien entre un certain modele minimal obtenu par
notre méthode et celui obtenu par le lemme de perturbation [GLS91] est décrit en (1.4.2.1).

La “minimalité” du modele H*A ci-dessus se réfere au fait que la cogebre tensorielle B(H*A)
est un modele minimal (au sens de H. J. Baues et J.-M. Lemaire [BL77]) de la cogebre BA.

Chapitre 2 : une théorie de ’homotopie des polydules.

Soit A une A .-algebre augmentée. Rappelons que dans cette these les structures communément
appelées A,-modules sur A sont appelées A-polydules (“poly” car la structure est donnée par
plusieurs multiplications).

Le but de ce chapitre est de décrire la catégorie dérivée D, A dont les objets sont les A-polydules
strictement unitaires. On adapte pour cela les méthodes d’algebre homotopique du chapitre 1 aux
A-polydules. La catégorie dérivée d'une A .-algébre qui n’est pas munie d’une augmentation sera
étudiée au chapitre 4.

Soit C' une cogebre différentielle graduée co-augmentée cocomplete et Comc C la catégorie des C-
comodules différentiels gradués co-unitaires cocomplets. Nous construisons (2.2.2.2) une structure
de catégorie de modeles sur ComcC' qui est telle que, si A est une algebre différentielle graduée
augmentée et 7 : C — A une cochaine tordante admissible acyclique, le couple de foncteurs adjoints
“produits tensoriels tordus” (2.2.1)

(— ®, A4,7®, C): ComcC — Mod A
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est une équivalence de Quillen. Les foncteurs “produits tensoriels tordus” remplacent ici les construc-
tions bar et cobar du chapitre précédent. La catégorie homotopique Ho Comc C' (voir appendice A)
est donc équivalente a la catégorie dérivée

DA = HoMod A.

Dans [HMS74], D. Husemoller, J. C. Moore et J. Stasheff ont démontré un résultat (le théoreme
5.15) un peu plus général mais sous des hypotheéses sur la graduation et la connexité. Nous ne
considérerons pas ici les algebres et les cogebres étendues (voir [HMST74]), nous restreignant a
létude séparée des (co)algebres et de leurs (co)modules. Remarquons juste que notre résultat
(2.2.2.2) généralise la spécialisation du théoréme 5.15 de [HMS74] & la sous-catégorie formée des
algebres étendues (M, A,0), ol A est une algebre fixée et M un A-module, et & son image dans la
catégorie des cogebres étendues.

Nous étudions ensuite les objets fibrants de Comc C pour une certaine classe de cogebres C.
Soit A une A.-algebre augmentée et Mod, A la catégorie des A-polydules strictement unitaires
dont les morphismes sont les A,-morphismes strictement unitaires. Notons BTA la construction
bar co-augmentée de la réduction A de A. Lorsque C est une cogebre isomorphe & BTA, nous
montrons (2.4.1.3) a ’aide de la théorie de lobstruction (B.2) qu’'un objet de Comc C' est fibrant si
et seulement si il est facteur direct d’un objet presque colibre. Comme tous les objets de Comc C' sont
cofibrants, la sous-catégorie des objets cofibrants et fibrants est I'image essentielle de la construction
bar des A-polydules strictement unitaires. Nous en déduisons (2.4.2.2) que la catégorie dérivée

Do A = Modo A[{Qis} 1]

est équivalente au quotient de la catégorie Mod., A par la relation d’homotopie (ceci montre le
théoreme des A-quasi-isomorphismes pour les A-polydules). La structure triangulaire de Do, A
sera étudiée dans la section (2.4.3).

Dans la section 2.5, nous étudions, par les mémes méthodes, la catégorie dérivée des bipolydules
(appelés A -bimodules dans la littérature) strictement unitaires sur deux A ,-algébres augmentées.
Nous utiliserons les résultats de cette section dans la seconde partie de la theése qui concerne les
A -catégories.

Chapitre 3 : les unités.

Une K-algebre associative (A, ) est unitaire si elle est munie d’un morphisme 7 : K — A vérifiant
les relations
pun®1)=1 et pu(len) =1.

11 existe plusieurs relevements de la notion d’unitarité aux A.-algébres. Nous en étudions deux :
Punitarité stricte (déja présente dans la version topologique de J. Stasheff [Sta63a]) et Vunitarité
homologique. L’unitarité stricte est la notion qui nous permettra de généraliser certaines propriétés
classiques des algebres unitaires aux A ,.-algebres. L’unitarité homologique, plus générale, apparait
dans les exemples géométriques [Fuk93]. Nous montrons que d’un point de vue homotopique il n’y
a pas de différence entre ces deux relevements possibles de la notion d’unitarité. Plus précisément,
nous montrerons le résultat suivant : soit (Algoo) 1 18 catégorie des Ac-algebres homologiquement
unitaires dont les morphismes sont les A,.-morphismes homologiquement unitaires et (Algoo)su
la catégorie des Ao-algebres strictement unitaires dont les morphismes sont les A,,-morphismes
strictement unitaires. Les catégories (Algoo)hu et (/—\Igoo)su deviennent équivalentes aprés passage

a l’homotopie (3.2.4.4). La démonstration de ce résultat sera basée sur une théorie de 'obstruction
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des A.-structures minimales (B.4) et sur l'existence d’'un modéle minimal strictement unitaire
pour les A -algebres strictement unitaires (3.2.4.1).

Récemment, K. Fukaya [FOOOO01], [FukO1b], P. Seidel [Sei], A. Lazarev [Laz02] et V. Lyuba-
shenko [Lyu02] ont étudié le probleme des unités de maniére indépendante. Le relevement de la
notion d’unitarité de V. Lyubashenko se spécialise a notre notion d’unitarité homologique si on
travaille sur un corps (V. Lyubashenko travaille sur un anneau commutatif quelconque).

Chapitre 4 : la catégorie dérivée.

Ici, nous définissons la catégorie dérivée d’une A-algébre quelconque A (non nécessairement
strictement unitaire). Nous montrerons que, lorsque A est strictement unitaire, sa catégorie dérivée
admet les quatre descriptions suivantes (4.1.3.1) :

D1. la sous-catégorie triangulée Tria A de la catégorie dérivée Dy (AT) (ott AT est 'augmentation
de A et Do (A™) est définie dans le chapitre 2),

D2. la catégorie
HooA = Modoo A/ ~

ou Mod, A est la catégorie des A-polydules strictement unitaires et ~ est la relation d’homotopie,

D3. la catégorie localisée

(Modo A)[Qis™]
ou Qis est la classe des A .-quasi-isomorphismes de Mod, A,

D4. la catégorie localisée _
(Modsit 4)[Qis "]

ott Modstret A est la sous-catégorie non pleine de Mod,, A dont les morphismes sont les A -
morphismes stricts.

Nous montrerons (4.1.3.8) que si A est une algebre différentielle graduée unitaire, la catégorie
dérivée DA (voir par exemple [Kel94a]) est équivalente aux catégories définies ci-dessus.

Chapitre 5 : préliminaires sur les A -catégories.

La notion d’A-catégorie est une généralisation naturelle de celle d’A-algebre. Au début des
années 90, les travaux de K. Fukaya [Fuk93] (voir aussi [FukO1b]) ont montré qu’elle apparait na-
turellement dans I’étude de ’homologie de Floer. Inspiré par ces travaux, M. Kontsevich, dans son
exposé [Kon95] au congres international, a donné une interprétation conjecturale de la symétrie
miroir comme 1’“ombre” d’une équivalence entre les catégories dérivées de deux A,.-catégories
d’origine géométrique (voir aussi [PZ98] ol cette conjecture a été démontrée pour les courbes ellip-
tiques). Dans la suite de cette thése, nous généralisons au cadre A .-catégorique les constructions
fondamentales de la théorie des catégories : le foncteur de Yoneda, les catégories de foncteurs, les
équivalences de catégories, etc. , et démontrons certains des résultats énoncés ou implicites dans
[Kon98]. Nous utiliserons ou adapterons pour cela certaines méthodes de la premiére partie de la
these.

Une A -catégorie est une A -algebre avec plusieurs objets, et réciproquement, une A -algebre
est une A -catégorie avec un objet. Les problemes soulevés par 'augmentation du nombre d’objets
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sont nombreux et la généralisation des résultats des chapitres précédents est parfois tres technique
(par exemple pour I'homotopie entre A.,-morphismes). Nous introduisons une bicatégorie C dont
les objets sont les ensembles. Comme C est une bicatégorie, pour tout ensemble O, la catégorie des
morphismes C(Q, Q) est une catégorie monoidale (voir [ML98, Chap. XII, §6]). Nous définissons
(5.1.2.1) une petite A, -catégorie dont I’ensemble des objets est en bijection avec un ensemble O
comme une A-algebre dans C(O, Q). Nous définissons ensuite les A, -foncteurs et les catégories
différentielles graduées CooA et Coo (A, B) de A-polydules et A-B-bipolydules strictement unitaires
(A et B sont des A-catégories strictement unitaires). Un lemme clef qui sera utile pour la construc-
tion de ’Ao-foncteur de Yoneda (chapitre 7) est démontré en (5.3.0.1).

Chapitre 6 : la torsion d’A . -catégories.

Dans ce chapitre, nous généralisons aux A..-algebres une technique de torsion bien connue en
théorie des déformations (pour un panorama, voir par exemple [Hue99]). Soit .4 une A -catégorie.
Considérons I’équation de Maurer-Cartan généralisée

Zmi(x®...®x) =0.
i=1

Nous montrons (6.1.2 et 6.2.4) qu’'une solution = de cette équation (lorsqu’elle a un sens) donne
une nouvelle A ,-catégorie A, appelée la torsion de A par x. La torsion des A -algebres est due
a K. Fukaya qui I’a introduite (ainsi que celle des Ly.-algeébres) dans [Fuk01b] et [Fuk0la] pour
Pétude des A,o-déformations. Nos formules pour les compositions tordues m?, i > 1, de A, sont
les mémes (& des signes équivalents pres) que dans [FukO1b] mais la démonstration du fait qu’elles
définissent bien une structure d’A-catégorie est différente. Nous décrivons ensuite la torsion des
A -foncteurs (6.1.3 et 6.2.5) et des (bi)polydules (6.1.4 et 6.2.6) par des solutions de 1’équation de
Maurer-Cartan. Nous montrons aussi que si un A -foncteur f induit un quasi-isomorphisme dans
les espaces de morphismes, sa torsion f, induit elle aussi un quasi-isomorphisme dans les espaces
de morphismes (6.1.3.4).

La torsion sera utile dans les chapitres 7 et 8.
Chapitre 7 : ’A-foncteur de Yoneda et les objets tordus.

Soit A une catégorie. Rappelons que le foncteur de Yoneda est le foncteur
A— ModA, A~ Homy(—,A).

Dans ce chapitre, nous relevons ce foncteur en un A -foncteur (7.1.0.1)
y: A—CxA, A Homy(—,A),

ou A est une A,-catégorie. Si A est strictement unitaire, nous montrons que I’A-foncteur y est
strictement unitaire et qu’il se factorise par I’A-catégorie des objets tordus tw.4 (7.1.0.4). Les
compositions de I’A ,-catégorie tw.A sont obtenues par torsion (chapitre 6).

Si G est une catégorie différentielle graduée unitaire, la catégorie (différentielle graduée) des
objets tordus est due & A. I. Bondal et M. M. Kapranov [BK91] (ils la notent Pr-Tr*G). Le
but de [BK91] est de pallier un défaut des axiomes des catégories triangulées pour décrire les
catégories dérivées [Ver77] : le cone n’est pas fonctoriel. Plutét que les catégories triangulées,
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ils consideérent les catégories pré-triangulées décrites a l’aide de la catégorie des objets tordus
et montrent ’équivalence de catégories suivante : soit £ une catégorie pré-triangulée (HE est
alors triangulée). Soit G une sous-catégorie pleine de €. La sous-catégorie triangulée triaG C H°E
engendrée par G est équivalente & la catégorie triangulée HO(Pr-TrG). Dans le cas A, on a les
mémes résultats : nous montrons (7.4) que si A est une A, -catégorie strictement unitaire, les
catégories

H%twA et triaAdcC DA

sont équivalentes (comme annoncé dans [Kon95]). De plus, nous montrons (section 7.6) que toute
catégorie triangulée algébrique qui est engendrée par un ensemble d’objets est A -pré-triangulée,
i. e. elle est équivalente & Hw.A, pour une certaine A..-catégorie A.

Soit A une A.-catégorie strictement unitaire. La catégorie Coo A est différentielle graduée et
A -foncteur de Yoneda y : A — Coo A induit (7.4.0.1) un quasi-isomorphisme dans les espaces de
morphismes. Nous en déduisons que I'image y(A) C Coo. A est une catégorie différentielle graduée
unitaire qui est quasi-isomorphe a 4. Ceci montre que d’un point de vue homologique, I’étude des
A -catégories strictement unitaires (et méme homologiquement unitaires, par le chapitre 3) revient
a l’étude des catégories différentielles graduées unitaires. Concernant les catégories différentielles
graduées et leurs catégories dérivées, on renvoie & [Kel94a], [Kel99].

Chapitre 8 : ’A-catégorie des A, -foncteurs.

Soit A et B deux A-catégories strictement unitaires. Nous définissons (8.1.1 et 8.1.3) une A-
catégorie Func., (A, B) dont les objets sont les A.-foncteurs strictement unitaires A — B. La
difficulté consiste & définir les compositions supérieures des morphismes entre A,.-foncteurs. Nous
utiliserons pour cela la méthode de la torsion du chapitre 6. Cette A, -catégorie est fonctorielle en A4
et B (8.1.2). Nous en déduisons une 2-catégorie cat., dont les objets sont les petites A -catégories
strictement unitaires et les espaces de morphismes A — B sont les catégories

catoo (A, B) = HFuncyo (A, B), A, B € Objcat,,.
Nous caractérisons (8.2.2.3) ensuite les éléments

H e HomFuncoo(.A,B)(fag)a fag A—-B

qui deviennent des isomorphismes f — g dans la catégorie cato, (A, B). La démonstration de cette
caractérisation utilisera l'existence d'un A -foncteur de Yoneda généralisé (8.2.1)

z 1 Funceo (A, B) — Coo (A, B)

qui induit un quasi-isomorphisme dans les espaces de morphismes.

L’ A -catégorie Funcy, (A, B) a été construite indépendamment par K. Fukaya [Fuk01b], V. Lyu-
bashenko [Lyu02] et M. Kontsevich et Y. Soibelman [KS02a], [KS02b]. Bien qu’obtenues par des
méthodes différentes, les compositions de Funce (A, B) de [Lyu02] sont les mémes que les notres.

Chapitre 9 : les A -équivalences.

Soit A une A -catégorie strictement unitaire. Dans (9.1), nous relevons la notion d’isomorphisme
de H°A & A. Nous montrons ensuite quun A-foncteur f : A — B est une A -équivalence si
et seulement si f; est un quasi-isomorphisme et s’il induit une équivalence de catégories (au sens
classique) entre H°A et H°B (9.2). D’autres démonstrations de cette caractérisation (annoncée
dans [Kon98]) se trouvent dans [Fuk01b] et [Lyu02].
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A-algebres

Introduction

Rappelons trois résultats classiques sur les A.-algebres :

1. (Relation d’homotopie) La relation d’homotopie sur les A,-morphismes est une relation
d’équivalence (1.3.1.3 a).

2. (A -quasi-isomorphisme) Tout A -quasi-isomorphisme d’A-algébres est inversible & ho-
motopie pres (1.3.1.3 b).

3. (Modéle minimal) Toute A, -algébre admet un modeéle minimal (1.4.1.4).

Dans la littérature, les résultats 1 et 2 sont démontrés pour les A -algebres vérifiant certaines
conditions sur leur graduation ou leur connexité (voir les références figurant dans le corps du cha-
pitre). Le but de ce chapitre est de les généraliser aux A-algebres quelconques.

Plan du chapitre

Le chapitre est divisé en quatre sections. Dans la section 1.1, on fixe les notations et on définit les
algebres libres et les cogebres tensorielles.

Dans la section 1.2, on définit les A,.-algebres, les A ,-morphismes et les homotopies entre
A o-morphismes. On rappelle les constructions bar et cobar (1.2.2).

Dans la section 1.3, nous montrons le résultat principal (1.3.1.2) de ce chapitre :

La catégorie Coge des cogébres différentielles graduées cocomplétes admet une structure de catégorie
de modéles qui la rend Quillen-équivalente a la catégorie de modéles Alg des algébres différentielles
graduées. Tous les objets de Cogc sont cofibrants et les objets fibrants de Cogc sont ceux qui, en
tant que cogebres graduées, sont isomorphes a des cogébres tensorielles réduites.

La démonstration du fait que la catégorie Cogc admet une telle structure nous a été inspirée du
travail de V. Hinich [HinO1]. Nous considérons des objets filtrés et étudions dans ce cadre les
propriétés des constructions bar et cobar. La caractérisation des objets cofibrants sera immédiate



20

Chapitre 1 : Théorie de I'’homotopie des A .-algebres

car les cofibrations sont les injections. La caractérisation des objets fibrants sera un résultat plus
profond, conséquence du théoréme (1.3.3.1) : la catégorie des A -algebres Alg., admet une struc-
ture de “catégorie de modéles sans limites” dont la classe des équivalences faibles est formée des
A o -quasi-isomorphismes.

Notre démonstration de ce résultat sera entiérement basée sur la théorie de 'obstruction (voir
appendice B.1). Elle peut donc étre interprétée comme une conséquence du fait que 'opérade des
A -algebres est un modele cofibrant minimal au sens de M. Markl [Mar96] pour 'opérade des
algebres associatives.

Les A -algebres s’identifient par la construction bar aux objets fibrants et cofibrants de Cogc.
Les résultats 1 et 2 cités plus haut apparaitront alors comme des cas particuliers de résultats
fondamentaux de ’algebre homotopique de Quillen (voir appendice A).

Dans la section 1.4, nous remontrons (1.4.1.4) le résultat 3 (modele minimal). Notre démonstration
utilisera la théorie de I'obstruction. Ensuite, nous comparons (1.4.2.1) un modéle minimal obtenu
ainsi avec celui obtenu grace au lemme de perturbation (voir par ex. [HK91]).

1.1 Rappels et notations

1.1.1 Objets différentiels gradués

Nous fixons des notations que nous utiliserons tout au long de ce chapitre.
La catégorie de base

Soit K un corps. Soit C une catégorie K-linéaire abélienne, semi-simple, cocomplete, aux colimites
filtrantes exactes (i.e. une K-catégorie de Grothendieck semi-simple). Nous supposons en outre que
C est munie d’une structure de catégorie monoidale K-bilinéaire donnée par un foncteur

®:CxC—C,
un objet neutre e, et des contraintes d’associativité et d’unitarité
XYY eZ)~(XY)® Z, Xe~X~e®X, X,Y,Z e C.

Nous supposons que pour tout objet X de C, les foncteurs X ® — et — ®X sont exacts et commutent
aux colimites filtrantes.

La catégorie des K-espaces vectoriels vérifie bien sir ces hypotheses. La raison pour laquelle
nous travaillons dans un cadre plus général est I'apparition naturelle d’autres exemples dans I’étude
des A-catégories (voir le chapitre 5).

Objets gradués
Un objet gradué (sur C) est une suite M = (MP),cz d’objets de C. Soit deux objets gradués M

et L. La catégorie GrC des objets gradués a pour espace des morphismes de M dans L lespace
vectoriel Z-gradué de composantes

Homg, (M, L)" = | [ Homc(M?, LP*7), reZ.

p
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On appelle morphismes gradués de degré r les éléments de la r-ieme composante. Le produit ten-
soriel de deux objets gradués M et L a pour composantes

(MeL"= @ M’ oL, n € Z.

ptg=n
Soit f: M — M’ et g: L — L’ deux morphismes gradués de degré r et s. Le produit tensoriel
f®g ML — M &L
est le morphisme de degré r 4+ s dont la n-ieme composante est induite par les morphismes
(_1)105fp ® gq cMPR LI — MIPtT ® L/q-&-s, p—+q=n.

L’élément neutre pour le produit tensoriel gradué est I'objet gradué dont toutes les composantes
sont nulles sauf la 0-ietme, qui vaut e. Nous le notons aussi e. La catégorie GrC est ainsi munie
d’une structure de catégorie monoidale. On définit le foncteur suspension S : GrC — GrC par

(SM)" = M, i € Z.
Nous notons
sy M — SM
le morphisme gradué fonctoriel de degré —1 de composantes

sty =1y MY — (SM)1, i€ Z.

Le morphisme s~! est noté w. Remarquons 1’égalité

w®i o S®i = (71)7‘“2—1) ]_M@z:.

Objets différentiels gradués

Un objet différentiel gradué (ou complexe) est un couple (M,d), on M est un objet gradué et
d est une différentielle, c’est-a-dire un endomorphisme de M de degré +1, tel que d?> = 0. Le
sous-objet Z'M = kerd' de M’ est I'objet des cycles de degré i du complexe M. Le sous-objet
B'M = Imd‘=! de Z'M est I'objet des bords de degré i du complexe M. Si (M, dyy) et (L,dy) sont
deux complexes, nous munissons l’espace des morphismes gradués Homg,.c (M, L) de la différentielle
6 dont les composantes sont

8" : Homg,c(M,L)"” — Homg,c(M,L) 1, reZ.
f — dpof—(=1)"fody

La catégorie CC a pour objets les complexes et pour espaces de morphismes
Homec (M, L) = Z°(Homg,c(M, L), ).
Si M et L sont deux complexes, on munit le produit tensoriel gradué M ® L de la différentielle

dyeor =dy @1 + 1y ®dr.
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Nous avons ainsi muni CC d’une structure de catégorie monoidale d’objet neutre I'objet gradué
e muni de la différentielle nulle. Si M est un complexe, nous munissons sa suspension SM de la
différentielle

_ —1
dsy = —spoduyrosyy .

Le foncteur homologie H : CC — GrC envoie un complexe M sur l'objet gradué HM de
composantes

H'M = Z'M/B'M, i€ Z.

Un quasi-isomorphisme de CC est un morphisme qui induit un isomorphisme en homologie. Un
complexe est acyclique s’il est quasi-isomorphe a ’objet nul. Deux morphismes de complexes f, g :
M — L sont homotopes s'il existe un morphisme r : M — L de degré —1 tel que §(r) = f — g.
L’homotopie est une relation d’équivalence. La catégorie HC a pour objets les complexes et pour
espaces de morphismes de M dans L les classes d’homotopie de morphismes de la catégorie CC :

Homyc(M, L) = H°(Homg,c(M, L), 6).

Nous notons encore H : HC — GrC le foncteur induit par le foncteur homologie.

1.1.2 Algebres et cogebres
Algeébres
Soit M I'une des catégories C, GrC ou CC. Une algébre (A, ) dans M est un objet A muni d’une
multiplication p : A® A — A associative (et de degré 0 si M = GrC). Définissons p(?) = yu, et pour
tout n >3, u™ : A®" — A par
p™ = p(1@pnh).

Pour n > 1, on appelle cok (") algébre des n-irréductibles de A.
Soit f,g : A — B deux morphismes d’algebres. Une (f,g)-dérivation est un morphisme D :
A — B vérifiant la regle de Leibnitz

Dop=po(feD+D®yg).

Une dérivation de algebre A est une (14,1 4)-dérivation.
Soit V un objet gradué de M. L’algébre tensorielle réduite sur V' est ’'objet

TV = @V@

i>1
muni de la multiplication p dont les composantes
V®i ® V®j _ V®i+j _ TV

sont données par la contrainte d’associativité de la catégorie monoidale M. Une algebre A de M
est libre si elle est isomorphe a TV pour un objet V de M. Nous avons alors V ~ cok 1 4.

Lemme 1.1.2.1 (propriété universelle de ’algébre tensgrielle)
Soit (A, p) une algébre. Pour n > 1, nous notons j, : V" — T(V) Uinjection canonique.
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a. L’application f +— foji est une bijection de ’ensemble des morphismes d’algébres T(V) — A
sur l’ensemble des morphismes V. — A de M (de degré 0 si M = GrC). L’application inverse
associe a g : V. — A le morphisme d’algébres mor(g) : TV — A dont la n-iéme composante
est

(n)

®n
yon g, gen L L 4 n>1.

)

b. Soit f,g: A — B deux morphismes d’algébres. L’application D — D o j; est une bijection de
Uensemble des (f, g)-dérivations sur l’ensemble des morphismes V. — A de M. L’application
inverse associe ¢ h : V. — A la (f,g)-dérivation der(h) : TV — A dont dont la n-iéme
composante est

u(")o Z (f®l®h®g®j) , n>1.
I+14+j=n
O
Une algébre graduée (resp. différentielle graduée) est une algebre de la catégorie GrC (resp. de la
catégorie CC). Nous notons Alg la catégorie des algebres différentielles graduées. Un morphisme de
Alg est un quasi-isomorphisme s’il induit un isomorphisme en homologie. Une algebre différentielle

graduée est presque libre si elle est libre en tant qu’algebre graduée. Deux morphismes f,g: A — B
de Alg sont homotopes s'il existe une (f, g)-dérivation H : A — B graduée de degré —1 telle que

f—g=dH + Hd.

Il résultera de la proposition A.13 appliquée a ’exemple 1.3.1.1 que, si ’algebre A est presque libre,
la relation d’homotopie est une relation d’équivalence sur I’ensemble des morphismes d’algebres de
A dans B.

Cogebres

Une cogébre dans M est la donnée d’un objet C' muni d’une comultiplication A : C' — C®C' co-
associative, i. e. (A®1)A = (1® A)A. Définissons A®) = A et, pour tout n > 3, A : ¢ — C®"
par

AM = (1972 g A) o AP7D),

Soit n > 1. Le noyau Cj,) = ker A+ est une sous-cogebre de C'; nous Pappelons la sous-cogébre
des n-primitifs de C. La suite croissante de sous-cogebres

Cpy € Cp CCpg -
est la filtration primitive de la cogebre C. La cogebre C est cocompleéte si 'on a
colimCp; = C.

Soit f et g : C — B deux morphismes de cogebres. Une (f, g)-codérivation est un morphisme
D : C — B vérifiant l'identité duale de la regle de Leibniz

AoD=(f®@D+D®g)oA.

Une codérivation de C est une (1¢, 1¢)-codérivation.
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Soit V un objet de M. La cogébre tensorielle réduite sur V' est 'objet

TV = Pve

i>1
muni de la comultiplication dont la n-ieme composante
VO @iy VI @ VO TV @ TV,

est la somme des morphismes V&" — V& @ V® donnés par la contrainte d’associativité de la
structure monoidale de M. Remarquons que si C est isomorphe a une cogebre tensorielle réduite,
elle est isomorphe & T¢(Cyy)). Les cogebres tensorielles réduites sont cocompletes.

Lemme 1.1.2.2 (propriété universelle de la cogebre tensorielle)
Soit C une cogébre cocompléte. Pour n > 1, nous notons p, : T<(V) — V" la projection cano-
nique.

a. L’application f — p1 o f est une bijection de l’ensemble des morphismes de cogébres sur
lensemble des morphismes C — V de M (de degré 0 si M = GrC). L’application inverse
associe ¢ g : C — V le morphisme de cogébres mor(g) : C — TV dont la n-iéme composante
est

cAWgen e s

b. Soit f,g : C — TV deux morphismes de cogébres. L’application D + p; o D est une
bijection de l’ensemble des (f,g)-codérivations C — TV sur I’ensemble des morphismes
C — V. L’application inverse associe a h : C — V la (f, g)-codérivation cod(h) : C — TV
dont la n-iéme composante est

S (fPeoheg®) | oA, n>1.
I+14j=n

Remarque 1.1.2.3 L’isomorphisme canonique
e——e®e

fait de C' = e une cogebre. Elle n’est pas cocomplete. Aucun morphisme non nul C — V ne se
releve en un morphisme de cogebres C' — T¢V.

Nous notons Cog la catégorie des cogebres différentielles graduées et Cogc la sous-catégorie de
Cog formée des cogebres cocomplétes. Deux morphismes f,g : C — B de cogebres différentielles
graduées sont homotopes s’il existe une (f, g)-codérivation graduée H : C — B de degré —1 telle
que

f—g9g=dH+ Hd.

Il résultera du théoreme 1.3.1.2 et du lemme A.12 que, si la cogebre graduée sous-jacente a B est
isomorphe a une cogebre graduée tensorielle réduite, I’homotopie est une relation d’équivalence sur
I’ensemble des morphismes de cogebres de C' dans B.
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1.2 A -algebres et A, -cogebres

1.2.1 Définitions

Définition 1.2.1.1 Soit n un entier > 1. Une A, -algébre est un objet A de GrC muni d’une famille
de morphismes gradués
m; s A% — A, 1<i<n,

de degré 2 — i vérifiant, pour tout 1 < m < n, ’équation
(+m) > (=) m (1% @ my @ 19Y) = 0

dans Homg,c(A®™ A), ol les entiers 14, j, k,l sont tels que j +k+1=meti=75+1+1. Une
A o-algébre (ou algebre fortement homotopiquement associative) est un objet A de GrC muni de
morphismes gradués m; : A®" — A, i > 1, de degré 2 —i vérifiant 1’équation (,,) pour tout m > 1.

Définition 1.2.1.2 Un A, -morphisme d’Ay-algebres f : A — B est une famille de morphismes
gradués
fi A% = B, 1<i<n,

de degré 1 — ¢ vérifiant, pour tout 1 < m < n, I’équation
(o) D (CDHEAY @mp @19 = Y (~1*me(fiy © ... i)

dans Homg,c(A®™, B), ol les entiers i, j, k,! dans la somme de gauche sont tels que j+k+1=m

eti=j+141et
s= 3 ((1—iu) 3 iv>.

2<u<r 1<v<u

Un A,-morphisme f est strict si f; = 0 pour tout ¢ > 2. La composition d'un A,-morphisme
f:+A— B avec un Aj-morphisme g : B — C' est définie par

@Hm=>_ Y. (Delfi®...f)

r i1+..+i.=m

en tant que morphisme de A®™ sur C, ol s est le méme signe que précédemment. L’identité de
I’A,-algebre A est le Aj-morphisme tel que fi =14 et f; =0si 2 <i < m. Un A, -morphisme
est une famille de morphismes gradués f; : A®* — B, i > 1, de degré 1 — i vérifiant ’équation
(%) pour tout m > 1. Pour les A -algebres, les composantes de la composition et de 'identité
sont définies par les mémes formules que pour les A, -algebres..

Il résultera de la section 1.2.2 qu’on obtient ainsi une catégorie. Notons Alg., la catégorie des
A -algebres. De méme, pour tout n > 1, on obtient la catégorie Alg,, des Ay -algébres.

Remarque 1.2.1.3 La définition des A ,-algebres implique les formules suivantes qui expliquent
I'autre appellation d’une A,.-algébre: algebre fortement homotopiquement associative. L’égalité

(*1) mymi =0
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montre que (A,mq) est un complexe. L’égalité
(*2) mymg =mg (m1 ®1+1&my)

de morphismes A®2 — A signifie que la différentielle m, est une dérivation pour la multiplication
meo. L’égalité

(k)3)  ma(ma®@1—1@m2)=mmsz+mz(mM 121+13m 1+1111m)

de morphismes A®3 — A exprime que le défaut d’associativité de ms est égal au bord de ms dans
le complexe
HOI’T\gT(:((A7 m1)®3, (A7 ml))

Ceci signifie que I'objet gradué A muni de la multiplication ms est une algebre dont la multiplication
est associative & homotopie pres.
De méme, la définition d’'un A.,-morphisme f : A — B implique les formules suivantes.
L’égalité
(1) Jimi =mafi

signifie que le morphisme gradué f; est un morphisme de complexes. L’égalité

(#x2) Jime =ma (f1 @ fi) +mifo+ fo(mi @1+ 1®@my)

signifie que le défaut de compatibilité de fi; aux multiplications de A et B est mesuré par le bord
de fy dans
HomgT'C((Av m1)®27 (Bv ml))

Remarque 1.2.1.4 Si (V,d) est un complexe, les morphismes
mi = d, m; =0 pour 1i>2

définissent une structure d’A .-algebre sur V. La catégorie CC des complexes est une sous-catégorie
non pleine de Alg_.

Remarque 1.2.1.5 Si ((A,d), m) est une algebre différentielle graduée, les morphismes
my =d, mo =m, m; =0 pour i>3

définissent une structure d’A,.-algebre sur A. Réciproquement, si dans une A-algebre A, les
multiplications m; sont nulles pour ¢ > 3, le complexe (A,m;) muni de la multiplication mg :
A® A — A est une algebre différentielle graduée. La catégorie Alg des algebres différentielles
graduées est une sous-catégorie non pleine de Alg.

Définition 1.2.1.6 Un A, -quasi-isomorphisme f est un A,-morphisme tel que f; est un quasi-
isomorphisme de complexes.

Définition 1.2.1.7 Soit A et A’ deux A.-algebres. Soit f et g deux A.-morphismes A — A’
Une homotopie entre f et g est une famille de morphismes

h;: A®" — B, 1<,
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de degré —i vérifiant, pour tout 1 < n, 'équation (x * *,,)

fo=gn = DM, @0 fi, O ® g5, ® ... @ gi,)
+ 32 (=1)7F R (197 @ my, @ 194)

dans Homg,.c(A®™, B), ol la somme des entiers i1, .. .4, k,j1,...J; vaut n, olt j + k + 1 =n et olt

s=t+ Y (I—ja)n=> ju)+k Y iut Y (1—ia)) iu

1<a<t u>a 1<u<lr 2<a<lr u<a

Deux A,-morphismes d’A -algebres f et g sont homotopes si il existe une homotopie entre f et
g.

Définition 1.2.1.8 Une A, -cogébre (ou cogébre fortement homotopiquement co-associative) est
un objet C' de GrC muni d’une famille de morphismes gradués

A;: C— C% 1>1,
de degré 2 — i telle que le mor