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NOTATIONS

N entiers naturels
Z entiers relatifs
d dimension de l’espace
Q ensemble fini d’états
C,D configurations
p position de Zd

Cp état de la cellule de position p
r rayon de voisinage
Ja, bK ensemble des entiers de

l’intervalle [a, b]
‖p‖1 norme euclidienne
‖p‖

∞
norme infinie

A, B automates cellulaires
M motif fini d’états
V voisinage
ν taille du voisinage
vi vecteur de voisinage
|V | cardinal de V
δ règle locale de transition
G règle globale de transition
QZ

d

ensemble des configurations
∆ évolution
ImG image de l’application G
πi(x) i-ème composante du uple x
|x| nombre d’éléments du uple x
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INTRODUCTION

« Nous ne sommes que des grains de sable

mais nous sommes ensemble.

Nous sommes comme les grains de sable

sur la plage, mais sans les grains de sable
la plage n’existerait pas. »

poème en langue Yamato

La recherche se trouve actuellement confrontée, dans différentes disciplines et domaines
d’étude, à la notion — encore informelle mais déjà unificatrice — de système complexe.
Une problématique majeure dans l’étude de tels systèmes consiste à comprendre comment
un ensemble d’objets interagissant selon des règles locales déterminées peut engendrer un
comportement global complexe, difficile à comprendre au simple vu des règles locales.
En d’autres termes, cette problématique consiste à expliquer pourquoi et comment des
systèmes peuvent avoir un comportement microscopique facile à décrire mais un compor-
tement macroscopique beaucoup plus compliqué.

Parmi les nombreux modèles de systèmes complexes existant, les automates cellulaires
se caractérisent par leur simplicité en tant qu’objets mathématiques : une grille régulière
et infinie d’entités simples toutes identiques, chacune dans un état pris parmi un en-
semble fini, évolue de manière déterministe et synchrone via une règle d’évolution définie
localement par une règle de changement d’état appliquée uniformément. Les automates
cellulaires fournissent ainsi une sorte de modèle épuré, simplifié mais non simpliste, dans
lequel étudier la problématique des interactions entre comportement local et global. En
particulier, le choix de travailler sur une collection infinie d’objets interagissant uniformé-
ment, à la fois en espace, de par leur agencement régulier, et en temps, de par le caractère
synchrone du modèle, permet de contourner les redoutables problèmes de nature com-
binatoire qui apparaissent lorsqu’on considère des modèles discrets finis. De nombreux
travaux ont été entrepris pour améliorer la compréhension des automates cellulaires et de
leur dynamique, selon des points de vue différents et avec des outils très variés provenant
tantôt de la théorie classique des systèmes dynamiques, tantôt de l’algèbre ou de la to-
pologie, tantôt de la physique statistique, tantôt de la biologie, tantôt de l’informatique
théorique.

Travaux antérieurs

À la suite des travaux pionniers de J. von Neumann [80] et S. Ulam d’une part et
K. Zuse [83] d’autre part, motivés par une volonté de modélisation de phénomènes com-
plexes telles la notion d’auto-reproduction chez les organismes vivants pour J. von Neu-
mann et la modélisation des lois de la physique pour K. Zuse, une étude systématique des
automates cellulaires a été entreprise.

Ainsi, les propriétés des règles globales ont été analysées du point de vue algébrique
dans le prolongement des travaux de E. F. Moore [16] et J. Myhill [17]. D’autres para-
digmes importants comme la notion de signal ont été mis à jour par une étude algorith-
mique amorcée par P. C. Fischer [18]. Une importante caractérisation topologique des
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12 INTRODUCTION

automates cellulaires a été proposée par G. Hedlund [19] qui permet de relier les auto-
mates cellulaires aux outils classiques de la théorie des systèmes dynamiques. Ainsi, la
notion d’ensemble limite, l’ensemble des comportements asymptotiques possibles d’un au-
tomate cellulaire, a été étudiée par K. Čulik II, J. Pachl et S. Yu [38]. Plus récemment, les
problèmes de décidabilité liés à ces propriétés ont été analysés, comme les problèmes de la
réversibilité en dimension 2 ou de la nilpotence en dimension 1 étudiés par J. Kari [44]. Les
aspects calculatoires, présents dans ces problèmes de décision, se retrouvent aussi dans les
évolutions des automates cellulaires. Déjà J. von Neumann propose d’introduire les cal-
culs d’une machine de Turing dans l’évolution d’un automate cellulaire, ce qui amène à la
notion d’automate cellulaire Turing universel ou universel pour le calcul. Mais J. von Neu-
mann laisse supposer une autre forme d’universalité, présente aussi dans les travaux de
E. R. Banks [20] ou de J. Albert et K. Čulik II [34]. Il s’agit là d’une forme d’universalité
intrinsèque aux automates cellulaires : un automate cellulaire est intrinsèquement univer-
sel s’il est possible de trouver dans ses évolutions, à un codage régulier près, toutes les
évolutions possibles des automates cellulaires. Une première formalisation de cette notion
est proposée par B. Martin [54].

Ces vingt dernières années, une nouvelle approche de la problématique est apparue
dans le domaine à travers la recherche de classifications pertinentes des automates cellu-
laires. Dans ses travaux pionniers mais hélas informels, S. Wolfram [29] a proposé, à partir
de l’observation de diagrammes espace-temps d’automates cellulaires, de distinguer 4 com-
portements type. Les deux dernières classes de S. Wolfram correspondent aux automates
cellulaires les plus complexes : les automates cellulaires de classe 3, dits « chaotiques »,
dont le comportement semble aléatoire, et les automates cellulaires de classe 4, pour les-
quels émergent des structures, des particules, qui interagissent de manière compliquée.

De nombreuses propositions de classifications formelles reposant sur des bases mathé-
matiques solides ont été faites pour essayer de mieux cerner les comportements de type
classe 3 — en particulier des classifications reposant sur des propriétés topologiques ou
encore de mesure comme celle de B. Martin II [13]. Cependant, peu de travaux ont été
réalisés pour aborder les automates cellulaires de classe 4.

Dans ce cadre, I. Rapaport [12] a proposé une classification reposant sur les notions
de sous-automate et de groupage et induisant une relation de préordre sur l’ensemble des
automates cellulaires. Un sous-automate d’un automate cellulaire est une restriction des
états pris par les cellules de cet automate cellulaire à un sous-ensemble d’états stable par
application de la règle de transition. Un groupé d’un automate cellulaire est un automate
cellulaire dont les diagrammes espace-temps peuvent être obtenus par une opération de
« zoom arrière sans perte » appliquée aux diagrammes espace-temps de l’automate cel-
lulaire d’origine. Cette classification par groupage se distingue des autres sur plusieurs
plans. Tout d’abord, la classification obtenue possède un nombre infini de classes. D’autre
part, la classification est de nature algébrique et semble adaptée à l’étude de la classe 4.

Nos travaux autour des automates cellulaires, de leur classification et du groupage en
particulier partent de certains constats sur le groupage :

– la nature algébrique de cet outil en fait un outil puissant : on peut espérer utiliser des
propriétés structurelles pour démontrer des résultats non triviaux sur les automates
cellulaires ;

– le groupage est aussi de nature géométrique si on observe les diagrammes espace-
temps, il faut comprendre cette intuition géométrique pour progresser ;
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– certains choix faits dans la définition du groupage l’empêchent de prendre en compte
certaines notions intéressantes comme l’universalité intrinsèque, mais la démarche
est pertinente : il faut adapter le groupage.

Structure des automates cellulaires

Une première partie de nos travaux a consisté à réétudier la structure interne des auto-
mates cellulaires, ce qui nous a permis de mettre en évidence une nouvelle représentation,
une sorte de forme normale pour ces objets.

L’ensemble des automates cellulaires est la clôture d’une famille d’automates cellu-
laires très simples par trois opérations. Les automates cellulaires simples en question sont
les automates cellulaires autarciques, dans lesquels chaque cellule du réseau agit indé-
pendamment des autres, ainsi que les automates cellulaires de translation, dans lesquels
les états sont translatés uniformément à chaque temps. Les trois opérations de clôture
mises en évidence sont la composition des règles globales de transition, leur produit car-
tésien et l’opération de passage au sous-automate. Si les deux premières opérations sont
classiques, cette caractérisation met en avant la troisième qui, si elle apparaît naturelle-
ment dans le cadre du groupage, est plus originale. De plus, la restriction de l’ensemble
de départ aux automates cellulaires autarciques réversibles engendre l’ensemble de tous
les automates cellulaires réversibles, donnant ainsi une manière élégante d’engendrer les
automates cellulaires réversibles.

Ces deux caractérisations mettent en avant un lien, qui reste à étudier, entre la com-
plexité d’un automate cellulaire et l’ensemble des sous-automates potentiels apparaissant
dans les itérés de l’automate cellulaire d’origine. Elles rendent également compte assez
naturellement de la « nature » du calcul intrinsèque aux automates cellulaires : l’informa-
tion est déplacée (par les translations) et modifié en place (par les automates cellulaires
autarciques), l’automate cellulaire final n’étant qu’un produit d’une séquence de tels com-
portements, projeté par l’opération sous-automate sur un sous-ensemble de configurations.

Transformations géométriques

Forts de cette caractérisation qui motive l’utilisation de la relation sous-automate
pour définir une relation de comparaison entre automates cellulaires, nous nous sommes
intéressés à un autre aspect important du groupage : les transformations géométriques de
diagrammes espace-temps.

Après avoir observé l’action de l’opération de groupage d’I. Rapaport sur les dia-
grammes espace-temps, nous avons étudié les transformations géométriques sur les dia-
grammes espace-temps des automates cellulaires utilisées dans la littérature. Ces obser-
vations nous ont amenés à distinguer trois transformations « naturelles » et leurs com-
positions : le découpage spatial, le découpage temporel et les translations. Ces opérations
sont agréables à manipuler car elles s’expriment algébriquement sur les règles locales
de transition, algébriquement sur les règles globales de transition, géométriquement sur
les diagrammes espace-temps, voire algorithmiquement si on les compare aux opérations
couramment utilisées dans les travaux algorithmiques sur automates cellulaires. Dans ce
cadre, les transformations utilisées pour réaliser l’opération de groupage d’I. Rapaport
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peuvent être vues comme le couplage d’un découpage spatial et d’un découpage temporel
que l’on contraint à une certaine régularité.

Cette première approche nous a amenés à formaliser la notion de transformations
« géométriques » sympathiques, celles qui sont intéressantes dans le cadre du groupage :
les transformations définies par le regroupement de cellules des diagrammes espace-temps
qui définissent complètement pour tout automate cellulaire un unique automate cellulaire
transformé.

Nous avons alors démontré, la démonstration reposant sur la grande régularité des dia-
grammes espace-temps des automates cellulaires, que seules les compositions des transfor-
mations de découpage spatial, découpage temporel et translation sont des transformations
sympathiques, ce qui fournit, ici aussi, une sorte de forme normale, cette fois-ci pour les
transformations de diagrammes espace-temps.

Structure de l’ensemble des automates cellulaires

Munis de ces deux outils, la relation sous-automate et les transformations « géomé-
triques » sympathiques, nous nous sommes intéressés à définir une extension du groupage
d’I. Rapaport qui prenne en compte des phénomènes tels l’universalité intrinsèque.

Plutôt que de reprendre la même démarche pour chaque extension proposée, nous
avons établi un cadre formel d’étude des groupages par le biais d’une théorie logique du
premier ordre et d’une technique de démonstration géométrique. Grâce à cette théorie
logique, l’introduction de nouvelles formes de groupage est simplifiée, il suffit de vérifier
une famille d’axiomes pour obtenir immédiatement un certain nombre de résultats — dont
le plus important : la relation de groupage obtenue est une relation de préordre. Cette
structure sur l’ensemble des automates cellulaires est très importante car plus la structure
est forte, plus on peut espérer progresser dans l’étude des objets.

Nous avons alors démontré que l’ensemble des transformations sympathiques ne per-
met pas d’obtenir une structure de préordre. Aussi, nous avons introduit une première
extension du groupage reposant sur une sous-famille des transformations sympathiques.
Grâce à de nouveaux outils, comme l’espace des phases, nous avons montré que le nouveau
groupage restait compatible dans une certaine mesure avec celui introduit par I. Rapa-
port et que de nombreux résultats y étaient préservés et se démontraient aisément. D’autre
part, ce premier groupage répond à nos attentes : en plus de pouvoir caractériser facile-
ment le bas de la classification, il existe une classe maximale correspondant aux automates
cellulaires intrinsèquement universels et on peut ainsi étudier la notion d’automate cellu-
laire de complexité maximale. Certaines familles naturelles d’automates cellulaires, comme
les automates cellulaires réversibles, périodiques, nilpotents, se formalisent naturellement
dans cette classification. Nous avons démontré que la relation de simulation introduite est
indécidable.

Une analyse des classes d’équivalence des produits cartésiens d’automates cellulaires
de translations nous a permis de montrer que la structure de l’ordre induit est assez faible :
il ne s’agit pas d’un demi-treillis.

Le produit cartésien fournissant une notion de maximum local raisonnable, nous avons
proposé une extension de ce groupage, fortement structurée en un demi-treillis par l’opéra-
tion de produit cartésien d’automates, en quotientant la relation de simulation précédente
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par l’opération de produit cartésien. Dans ce nouveau groupage, la plupart des résultats
précédents sont conservés. De plus, les idéaux de ce demi-treillis capturent des familles
classiques d’automates cellulaires tels les automates cellulaires surjectifs. Nous avons pu
alors avec succès relier des propriétés de nature algébrique — le caractère principal de
certains idéaux — à des problèmes de décision — l’appartenance à ces idéaux — par
exemple dans le cas de la surjectivité ou de l’universalité intrinsèque.

Universalité intrinsèque

De même que le bas de l’ordre correspond à des familles d’automates cellulaires faci-
lement définissables dans le cas du groupage d’I. Rapaport, le haut de l’ordre devient à
son tour accessible dans nos extensions. Nous nous sommes intéressés à son étude ainsi
qu’à la notion d’universalité intrinsèque.

Ainsi, nous avons montré que ces extensions du groupage permettent de définir for-
mellement la notion d’automate cellulaire intrinsèquement universel et de démontrer la
non universalité intrinsèque de certains automates cellulaires — ce qui est impossible avec
la notion d’automate cellulaire universel pour le calcul.

Nous avons démontré l’indécidabilité de l’universalité intrinsèque. Cette démonstra-
tion possède un double intérêt. D’une part, la technique de preuve est originale, utilisant
une méthode de propagation d’énergie, et fournit une première démonstration d’indé-
cidabilité d’une propriété qui ne soit ni asymptotique ni résultant d’un unique pas de
calcul. D’autre part, ce résultat nous a permis de démontrer que le haut de l’ordre n’est
occupé que par la classe d’équivalence des automates cellulaires intrinsèquement univer-
sels : il n’y a pas de notion d’automate cellulaire « presque » intrinsèquement universel.
Les automates cellulaires intrinsèquement universels étant aussi universels pour le calcul,
pour toute définition raisonnable de cette notion, et sachant qu’il existe des automates
cellulaires universels pour le calcul qui ne sont pas intrinsèquement universels, il existe
des automates cellulaires universels pour le calcul situés à une « distance » infinie des
automates cellulaires intrinsèquement universels.

Enfin, par le biais d’un résultat démontré par I. Rapaport, nous avons mis en avant
un résultat pour le moins étonnant : il n’existe pas d’automate cellulaire intrinsèquement
universel qui effectue ses calculs en temps réel, le temps minimal de propagation de l’in-
formation, mais il en existe qui approchent le temps réel d’aussi près que l’on veut par
un automate cellulaire intrinsèquement universel calculant en temps linéaire. Il sera sans
doute intéressant d’étudier les liens entre ce résultat et un ancien problème ouvert concer-
nant la reconnaissance de langages sur automates cellulaires : comparer les puissances de
reconnaissance en temps réel et en temps linéaire.

Algorithmique contrainte

Une dernière partie de nos travaux consiste en une étude algorithmique des automates
cellulaires intrinsèquement universels. Nous nous sommes intéressés à la construction d’au-
tomates cellulaires intrinsèquement universels les plus simples possible pour différents cri-
tères de simplicité, tel le nombre d’états pour un automate cellulaire à voisinage fixé. Nous
avons amélioré les précédentes constructions d’automates cellulaires universels bilinéaires
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en ramenant le nombre d’états à 2 grâce à une méthode originale de codage de l’informa-
tion non pas dans les états des cellules mais dans la distance entre deux cellules de même
état. De même, nous avons construit un automate cellulaire intrinsèquement universel de
dimension 1 à 6 états, le plus petit connu à ce jour, grâce à un codage optimisé par une
étude fine du croisement de l’information au sein d’un réseau booléen. La pratique de ce
type d’algorithmique contrainte nous a donc permis d’exhiber de nouvelles méthodes de
codage de l’information en repoussant la complexité de la règle locale vers des interactions
locales de paquets de cellules.

Poursuite des travaux

Ces travaux mettent en avant certaines questions qui nous semblent intéressantes à
étudier pour poursuivre la compréhension des automates cellulaires en tant que « systèmes
complexes » :

1. Le groupage et ses extensions nous ont permis de caractériser les automates cellu-
laires aux comportements les plus simples, les automates cellulaires situés au bas, et
les plus compliqués, les automates cellulaires situés en haut de l’ordre induit par le
groupage. La complexité maximale des automates cellulaires intrinsèquement uni-
versels est obtenue en combinant tous les comportements possibles à l’intérieur d’un
unique automate cellulaire. Il s’agit de la manière la plus simple d’introduire de la
complexité. Quels types de comportements exhibent alors, ou n’exhibent pas, les
automates cellulaires intermédiaires ?

2. Cette structure sur les automates cellulaires peut être utilisée pour définir une dis-
tance sur les automates cellulaires de la manière suivante. Deux automates cellu-
laires sont à distance 0 s’ils appartiennent à une même classe d’équivalence. Deux
automates cellulaires sont à distance 1 s’ils appartiennent à deux classes d’équi-
valence comparables telles qu’il n’existe pas de classe d’équivalence intermédiaire.
Pour terminer la définition de cette distance, on prend pour distance entre deux
automates cellulaires quelconques la distance maximale qui satisfasse l’inégalité tri-
angulaire. Cette distance correspond donc à la distance non orientée dans le graphe
du pré-ordre simplifié en retirant les arcs de transitivité. En particulier, les auto-
mates cellulaires intrinsèquement universels sont — grâce à nos résultats sur le haut
de l’ordre — placés à distance infinie des autres. Quels types d’ordinaux rencontre-
t-on dans cette distance et comment s’interprètent-ils en termes structurels sur les
automates cellulaires ?

3. Le théorème de Rice utilisé en théorie de la calculabilité possède diverses extensions,
y compris dans le monde des automates cellulaires. Il semble raisonnable que l’ap-
partenance aux classes d’équivalence non triviales du groupage ainsi qu’à ses idéaux
soit indécidable. Existe-t-il un analogue du théorème de Rice qui l’affirme ?

4. Partant du pré-ordre introduit par I. Rapaport, nous avons proposé différents raffi-
nements produisant deux nouveaux groupages, donnant successivement accès à une
classe d’équivalence maximale puis à une structure plus forte. En particulier, les
liens entre les idéaux du demi-treillis engendré et les familles classiques d’automates
cellulaires semblent prometteurs. Quelles améliorations espérer par l’introduction
de nouvelles généralisations du groupage ?
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Les travaux présentés dans cette thèse proposent d’aborder la problématique des inter-
actions entre comportement local et global selon un angle structurel, à la fois en décrivant
la structure interne des automates cellulaires, observés du point de vue de leur compor-
tement global, mais aussi en structurant l’ensemble des automates cellulaires selon des
critères pertinents dans ce cadre. Ainsi, différents raffinements du groupage sont intro-
duits, structurant l’ensemble des automates cellulaires en le quotientant successivement
par des transformations locales qui correspondent aux transferts simples d’informations
locales vers le comportement global : l’utilisation de blocs de cellules dans le temps et
dans l’espace, le produit cartésien d’automates cellulaires. Cette nouvelle structure unifie
de plus un certain nombre de notions représentées par des familles classiques d’auto-
mates cellulaires. Enfin les interactions entre comportement local et global sont abordées
par l’étude des automates cellulaires les plus complexes : les automates cellulaires intrin-
sèquement universels. En contraignant ces objets et en cherchant à minimiser certains
paramètres, de nouvelles méthodes de transfert d’information du niveau local au niveau
global sont mises à jour.

Cette approche structurelle mêlant des aspects algébriques, géométriques et algorith-
miques doit être poursuivie en essayant de renforcer les interactions entre ces différents
points de vue. Le développement de nouveaux outils algorithmiques de construction d’au-
tomates cellulaires complexes et la classification d’autres familles remarquables d’auto-
mates cellulaires devraient donner des pistes pour aller dans cette direction. Enfin, l’élar-
gissement du champ d’étude et la confrontation des groupages à d’autres approches in-
téressantes des automates cellulaires, par exemple topologiques, permettront d’établir à
plus long terme la pertinence et les limites de ces outils et de les améliorer.
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CHAPITRE

1 AUTOMATES CELLULAIRES

On introduit ici les automates cellulaires, la problématique de classification et différentes
façons de l’aborder. Après une brève présentation des définitions formelles traditionnelles
des automates cellulaires, on discute leur représentation syntaxique, leurs propriétés dy-
namiques ainsi qu’une caractérisation originale par clôture. Puis, on présente diverses
approches utilisées pour classifier les automates cellulaires, ainsi qu’un point de vue mo-
tivé par la calculabilité et la complexité structurelle.
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1.1 Automates cellulaires

On attribue généralement les premiers travaux sur les automates cellulaires à S. Ulam
et J. von Neumann d’une part et à K. Zuse d’autre part. Dans les deux cas, il s’agissait de
modéliser des phénomènes – l’auto-reproduction en biologie pour J. von Neumann [80],
le monde physique pour K. Zuse [83] – par un réseau régulier d’entités uniformes simples
interagissant localement de manière synchrone et déterministe. L’automate cellulaire dé-
crit par J. von Neumann illustre bien une des problématiques de l’étude des systèmes
complexes : le système est décrit localement, syntaxiquement, de manière synthétique et
facilement compréhensible et possède un comportement global complexe (il modélise une
certaine forme d’auto-reproduction) difficile à saisir. Les liens entre propriétés locales et
globales sont au coeur de cette problématique.
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1.1.1 L’objet et sa définition

Un automate cellulaire est défini par la donnée : d’un réseau régulier, d’un ensemble
fini d’états utilisés pour colorier les sommets de ce réseau – les cellules – ainsi que d’une
règle décrivant comment une cellule change d’état en fonction des états de ses voisines.
Afin de passer d’une configuration – un coloriage des cellules par les états – à la suivante,
la règle, qui est locale et déterministe, est appliquée uniformément, de manière synchrone,
à toutes les cellules.

Traditionnellement, on considère les cellules comme étant les sommets d’une grille
régulière et on définit le réseau d’interaction entre cellules par un ensemble fini de vecteurs
donnant la position relative des voisins dans ce système de coordonnées.

Automate cellulaire. Un automate cellulaire A est un quadruplet
(
Zd, Q, V, δ

)
où

l’entier d est la dimension, l’ensemble fini Q est l’ensemble d’états, la partie finie ordonnée
V de Zd est le voisinage et l’application δ de Q|V | dans Q est la règle locale de transition
de l’automate cellulaire A. Étant donné un automate cellulaire A, on désignera par la
suite par QA, VA et δA respectivement l’ensemble d’états, le voisinage et la règle locale
de transition de A.

Évolution. Une configuration C d’un automate cellulaire A de dimension d est une
application de Zd dans QA. On notera Cp l’état de la cellule de position p de C et
QZ

d

A l’ensemble des configurations de A. La règle globale de transition G d’un automate
cellulaire A est l’application de QZ

d

A dans lui-même, qui à une configuration C de A associe
la configuration G(C) définie en toute position de la grille p ∈ Zd par

G(C)p = δ(Cp+v1 , . . . , Cp+vν
)

où {v1, . . . , vν} est le voisinage de A. L’évolution ∆ d’un automate cellulaire A partant
de la configuration C ∈ QZ

d

A est la suite
(
∆(t)

)
t∈N

de configurations définie par ∆(0) = C

et, pour tout temps t non nul, ∆(t) = GA

(
∆(t−1)

)
. On appelle diagramme espace-temps

d’un automate cellulaire la représentation graphique d’une évolution obtenue en empilant
de bas en haut les configurations obtenues au cours du temps.

Exemple. La figure 1.1 présente trois automates cellulaires de dimension 1 ainsi que
pour chacun d’entre eux un diagramme espace-temps partiel.

1.1.2 Discussion et propriétés

L’objet principal d’étude de cette thèse est l’ensemble des évolutions des automates cel-
lulaires. Aussi, l’objet qui nous intéresse réellement n’est pas l’automate cellulaire mais le
système dynamique constitué de l’ensemble des configurations et de la règle globale d’évo-
lution. Nous discutons donc les conditions syntaxiques nécessaires et suffisantes pour que
deux automates cellulaires aient un même ensemble d’évolutions. Enfin nous présentons
quelques variantes et propriétés rattachées à ces définitions.
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σ = (Z, {�,�} , {−1} , q 7→ q)

Σ2 = (Z, {�,�} , J−1, 0K, (q, q′) 7→ q ⊕ q′),
où ({�,�} ,⊕) est isomorphe à (Z2,+)

(Z, {�,�} , J−1, 1K,maj),
où maj retourne la valeur majoritaire parmi trois

Fig. 1.1 – Exemples de diagrammes espace-temps partiels

Forme syntaxique

La définition choisie pour les automates cellulaires fait certains choix de représentation.
Nous discutons leurs variantes et leurs implications.

Voisinage. Le voisinage est défini comme un ensemble ordonné de vecteurs de dépla-
cement dans la grille. Le choix d’un ordre sur les vecteurs de voisinage est un outil pour
définir l’application de la règle locale de transition mais n’a pas d’incidence sur les évolu-
tions de l’automate cellulaire.

◮ En effet, soit A un automate cellulaire de dimension d et de voisinage {v1, . . . , vν}. Soit τ
une permutation de J1, νK. L’automate cellulaire Aτ défini par

(
Z

d, QA,
{
vτ(1), . . . , vτ(ν)

}
, δτ
)
,

avec pour règle locale de transition δτ : (x1, . . . , xν) 7→ δA(xτ−1(1), . . . , xτ−1(ν)), a même règle
globale de transition que A (i.e. GA = GAτ

).

Implicitement, on travaillera toujours à réordonnement des voisins près et on désignera
parfois par voisinage l’ensemble des vecteurs de voisinage, indépendamment de l’ordre.

Le voisinage d’un automate cellulaire peut être augmenté sans changer la règle globale
de transition. Il suffit d’ignorer les dépendances ajoutées.

◮ Formellement, soit A un automate cellulaire de dimension d et de voisinage {v1, . . . , vν}. Soit
v un vecteur de voisinage tel que v n’appartienne pas au voisinage de A (i.e. v 6∈ VA). L’au-
tomate cellulaire Av défini par

(
Z

d, QA, {v1, . . . , vν , v} , δv
)
, avec pour règle locale de tran-
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sition δv : (x1, . . . , xν+1) 7→ δA(x1, . . . , xν), a même règle globale de transition que A (i.e.
GA = GAv

).

Inversement, on peut supprimer les vecteurs de voisinages inutiles. En fait, étant don-
née une règle globale de transition d’automate cellulaire G, il existe – à réordonnement
des vecteurs de voisinage près – un unique automate cellulaire A dont le voisinage est
minimal au sens de l’inclusion et dont la règle globale de transition est G.

◮ En effet, soit B un automate cellulaire de dimension d dont la règle globale de transition est G
et soit {v1, . . . , vν} son voisinage. Un vecteur de voisinage vi est utile s’il existe un (ν− 1)-uple
d’états (x1, . . . , xν−1) de B et deux états x et y de B tels que

δ(x1, . . . , xi−1, x, xi, . . . , xν−1) 6= δ(x1, . . . , xi−1, y, xi, . . . , xν−1) .

L’ensemble des vecteurs de voisinage utiles {vi1 , . . . , vik
} est le voisinage minimal de G. Soit q

un état de B. L’automate cellulaire A est alors défini par

(
Z

d, QB, {vi1 , . . . , vik
} , (x1, . . . , xk) 7→ δB(y1, . . . , yν)

)

où yj est égal à xl si vj est un vecteur utile vil
et à q sinon.

Implicitement, on associera toujours à une règle globale de transition l’automate cel-
lulaire dont le voisinage est minimal. Une notion très pratique est celle de rayon de voi-
sinage. On appelle rayon de voisinage d’un automate cellulaire A, noté rA, le maximum
des normes infinies de ses vecteurs de voisinages (i.e. rA = max {‖v‖

∞
}
v∈VA

). Par exten-
sion, on appelle rayon de voisinage minimal le rayon de voisinage de l’automate cellulaire
réalisant le voisinage minimal.

Pour clore ce paragraphe consacré aux voisinages, la table 1.1 présente quelques voisi-
nages classiques dont certains sont représentés sur la figure 1.2. À partir de la dimension
2, la notion de voisinage unidirectionnel est ambiguë, nous choisissons ici un voisinage
inspiré par le voisinage de Moore.

notation nom voisinage
V d

OCA
voisinage unidirectionnel {−1, 0}d

V d
Moore

voisinage de Moore {v | ‖v‖
∞

6 1}
V d

vN
voisinage de von Neumann {v | ‖v‖1 6 1}

V d
∞(n) voisinage carré de rayon n {v | ‖v‖

∞
6 n}

Tab. 1.1 – Quelques voisinages classiques

Ensemble d’états. Le choix explicite d’un ensemble d’états n’est pas essentiel du point
de vue des évolutions, les états pouvant être renommés pour peu qu’on adapte la règle
locale de transition. Implicitement, on travaillera toujours à un renommage des états près.

Formellement, un automate cellulaire A est isomorphe à un automate cellulaire B, noté
A ∼= B, s’il existe une application bijective ϕ : QA → QB telle que, si ϕ désigne l’extension
canonique de ϕ à QZ

d

A , on a ϕ ◦GA = GB ◦ ϕ.

En relâchant légèrement les contraintes de la définition de cette relation d’équivalence,
en remplaçant la bijectivité de ϕ par de l’injectivité, on obtient une relation de préordre
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Fig. 1.2 – Quelques voisinages classiques

intéressante. Un automate cellulaire A est un sous-automate d’un automate cellulaire B
si toute évolution de A est, à un renommage uniforme des états près, une évolution de B.

Formellement, un automate cellulaire A est sous-automate d’un automate cellulaire
B, noté A ⊆ B, s’il existe une application injective ϕ : QA → QB telle que, si ϕ désigne
l’extension canonique de ϕ à QZ

d

A , on a ϕ ◦GA = GB ◦ ϕ. Autrement dit, le diagramme
suivant commute :

C
ϕ

−−−→ ϕ(C)

GA

y
yGB

GA(C)
ϕ

−−−→ ϕ(GA(C))

Règle locale de transition. En ajoutant des contraintes sur la règle locale de transi-
tion, on définit des familles classiques d’automates cellulaires.

Automates cellulaires partitionnés. Au lieu de transmettre tout son état à cha-
cun de ses voisins, une cellule d’un automate cellulaire partitionné envoie un message
différent à chaque voisin. L’ensemble d’états est un produit cartésien d’ensembles de mes-
sages. Chaque cellule commence par envoyer le i-ème message, la i-ème composante de son
état, à la cellule dont elle est le i-ème voisin. Puis, une fois tous les messages expédiés, le
nouvel état est calculé en fonction de tous les messages reçus. La règle locale de transition
se décompose donc en une étape d’échange de messages et une étape de calcul.

Un automate cellulaire partitionné A est un quadruplet
〈
Zd,
∏ν

i=1Qi, {v1, . . . , vν} , ψ
〉

où les Qi sont des ensembles finis de messages, les vi sont des vecteurs de voisinage et ψ
est une application de

∏ν
i=1Qi dans lui-même. L’automate cellulaire classique associé à

A est
(
Zd,
∏ν

i=1Qi, {v1, . . . , vν} , δ
)

où δ est défini pour tout ν-uple d’états
(
x(1), . . . , x(ν)

)

par δ(x(1), . . . , x(ν)) = ψ(x
(1)
1 , . . . , x

(ν)
ν ) où x(i)

i désigne le i-ème message du i-ème voisin. La
règle globale de transition de A se décompose naturellement en une étape de transmission
de messages suivie d’une étape de calcul

ψ ◦ (σ−v1 × · · · × σ−vν
) .
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Automates cellulaires polynomiaux. En choisissant comme ensemble d’états une
structure algébrique particulière et en prenant comme règle locale de transition une opé-
ration sur cette structure, on définit des automates cellulaires pour lesquels on espère
pouvoir prédire plus de propriétés. Ainsi les automates cellulaires polynomiaux sont défi-
nis par une règle locale de transition polynomiale sur un anneau commutatif fini.

Un automate cellulaire polynomial A est un quadruplet
(
Zd, (Q,+,×) , V, P

)
où V est

un voisinage et P un polynôme en |V | variables sur l’anneau commutatif fini (Q,+,×).
L’automate cellulaire classique associé à A est

(
Zd, Q, V, δ

)
où δ est défini pour tout ν-uple

d’états (x1, . . . , xν) par δ(x1, . . . , xν) = P (x1, . . . , xν).

Deux cas particuliers d’automates cellulaires polynomiaux seront étudiés dans cette
thèse. Un automate cellulaire linéaire est un automate cellulaire polynomial dont le poly-
nôme est de degré au plus un. Un automate cellulaire bilinéaire est un automate cellulaire
polynomial dont le polynôme est composé uniquement de monômes de degré deux.

Évolution

L’ensemble des règles globales de transition des automates cellulaires est en bijection
avec l’ensemble des automates cellulaires de voisinage minimal (quotienté par les permu-
tations des vecteurs de voisinage). Nous discutons maintenant des variantes et propriétés
des évolutions des automates cellulaires.

Configurations. En toute généralité, une configuration d’un automate cellulaire est
infinie et non récursive donc pour nous inaccessible. Aussi est-il courant d’étudier la
dynamique des automates cellulaires restreinte à des familles de configurations closes par
application de la règle globale de transition et dont les diagrammes espace-temps sont
raisonnablement représentables.

Configurations finies. Historiquement, les automates cellulaires ont souvent été
étudiés sur les configurations finies1. Soit A un automate cellulaire de dimension d et q un
état quiescent de A (i.e. vérifiant δA(q, . . . , q) = q). Une configuration q-finie C de A est
une configuration q-monochromatique sauf sur un support fini. Formellement, C vérifie

∃r ∈ N,∀p ∈ Zd, ‖p‖
∞

> r ⇒ Cp = q .

On notera GF la restriction d’une règle globale de transition G aux configurations
q-finies lorsque q est connu ou lorsque le choix de q est laissé libre.

Configurations périodiques. Dans cette thèse, en dimension d, on s’intéressera
principalement aux configurations périodiques possédant d vecteurs de périodicité indé-
pendants. Soit A un automate cellulaire de dimension d. Une configuration périodique C
de A, de période π ∈ N, vérifie

∀p ∈ Zd,∀v ∈ J−1, 1Kd, Cp+πv = Cp .
1Ce choix peut s’expliquer par une volonté de représentation cohérente du monde physique avec la

présence d’un éther quiescent environnant. On peut aussi évoquer la facilité de conceptualisation, de
représentation et de simulation numérique. Enfin, on peut relier ce choix aux configurations finies de
certains modèles de calcul séquentiels, en particulier les machines de Turing.
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On notera GP la restriction d’une règle globale de transition G aux configurations pé-
riodiques. L’image par GP d’une configuration périodique est une configuration périodique
de période inférieure ou égale car l’automate cellulaire, de par sa définition uniforme, est
incapable de briser la symétrie créée par la périodicité.

Configurations ultimement périodiques. Beaucoup moins répandues dans la
littérature, les configurations ultimement périodiques représentent un compromis entre
les deux types de configurations précédents. Soit A un automate cellulaire de dimension
d. Une configuration ultimement périodique C de A, de période π, est une configuration
périodique sauf sur un support fini. Formellement, elle vérifie

∃r ∈ N,∀p ∈ Zd,∀v ∈ J−1, 1Kd, (‖p‖
∞

> r ∧ ‖p+ πv‖
∞

> r)⇒ Cp = Cp+πv .

On notera GU la restriction d’une règle globale de transition G aux configurations ul-
timement périodiques. Pour les mêmes raisons que ci-dessus, l’image par GU d’une confi-
guration ultimement périodique est une configuration ultimement périodique de période
inférieure ou égale.

Configurations univers. Cette dernière famille de configurations est différente des
précédentes. Elle n’est pas stable par application d’une règle globale de transition mais ces
configurations possèdent des propriétés combinatoires intéressantes : elles contiennent tous
les motifs finis possibles. Soit A un automate cellulaire de dimension d. Une configuration
univers C de A est une configuration vérifiant

∀C ′ ∈ QZ
d

A ,∀r ∈ N,∃p ∈ Zd,∀v ∈ J−r, rKd, Cp+v = C ′
v .

En particulier, si on connaît l’ensemble d’états d’un automate cellulaire A et un couple
(C,GA(C)) formé d’une configuration univers et de son image par GA, alors on peut
déterminer A.

◮ En effet, on sait que tout motif fini apparaît dans C et que A possède un rayon de voisinage
minimal. Pour trouver ce dernier, il suffit de trouver le plus petit r vérifiant

∀p, p′ ∈ Zd, (∀v ∈ J−r, rKd, Cp+v = Cp′+v)⇒ GA(C)p = GA(C)p′ .

Puisque l’image d’un motif de rayon r n’est pas influencée par les états à l’extérieur du motif,
r est un rayon de voisinage acceptable pour A. Il suffit ensuite de construire δ en regardant
l’image de chaque motif. L’universalité de C assure que tous les motifs sont présents.

Règle globale de transition. Nous explorons maintenant quelques propriétés clas-
siques des règles globales de transition qui nous seront utiles par la suite.

Caractérisation topologique. Un résultat fondamental est la caractérisation to-
pologique des automates cellulaires introduite par G. Hedlund [19] et redécouverte indé-
pendamment par D. Richardson [24].

On munit QZ
d

de la topologie produit, sur Zd, de la topologie triviale sur Q. On
obtient ainsi un espace métrique compact. La translation de vecteur v ∈ Zd sur QZ

d

est
l’application σv, bijective et continue, de QZ

d

dans lui-même qui à une configuration C
associe la configuration σv(C) vérifiant, en toute position p ∈ Zd, l’égalité σv(C)p+v = Cp.
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Théorème 1 (G. Hedlund [19]). Soit Q un ensemble fini. Une application de QZ
d

dans
lui-même commutant avec les translations est continue si et seulement si elle est la règle
globale de transition d’un automate cellulaire.

◮ Pour une démonstration rapide et élégante, le lecteur est renvoyé à la thèse de B. Durand [7].
L’idée de la preuve est de remarquer que les ensembles de configurations de la forme

Op,r(C) =
{
C ′ ∈ QZ

d

| ∀v ∈ Zd, ‖v‖
∞

6 r ⇒ C ′
p+v = Cp+v

}

forment une base d’ouverts pour QZ
d

.

Ce résultat permet de s’affranchir un peu plus de la définition syntaxique des auto-
mates cellulaires. En particulier, il permet de vérifier rapidement que certaines composi-
tions de fonctions correspondent à des automates cellulaires. D’autre part, l’espace étant
compact, on en déduit que si une règle globale de transition d’un automate cellulaire est
bijective, alors cet automate cellulaire est réversible : il existe un automate cellulaire dont
la règle globale de transition est l’inverse de la première.

Pour simplifier l’écriture, nous nous permettons à partir de maintenant de confondre
parfois l’automate cellulaire et sa règle globale de transition. Par exemple, on parlera
d’automate cellulaire injectif pour désigner un automate cellulaire dont la règle globale
de transition est injective.

Propriétés immédiates. Par propriétés immédiates, il faut entendre les propriétés
observables en ne regardant qu’un pas de calcul (i.e. en étudiant l’image de G). Ces
propriétés ont été étudiées en détail dans la littérature.

La surjectivité des automates cellulaires a été reliée à l’injectivité sur les configurations
finies par E. F. Moore et J. Myhill par un théorème connu sous le nom de théorème des
jardins d’Eden. Dans sa formulation originelle, il concerne uniquement les automates
cellulaires possédant un état quiescent. On appelle jardin d’Eden une configuration qui
n’est pas accessible par la règle globale de transition : on peut la quitter mais on ne peut
y accéder. Cette notion de jardin d’Eden amène naturellement à l’idée d’ensemble limite
que nous étudierons au paragraphe suivant.

Théorème 2 (E. F. Moore [16] et J. Myhill [17]). Un automate cellulaire est surjectif
si et seulement si il est injectif sur les configurations finies.

On notera que ce résultat admet une variante faible pour les automates cellulaires sans
état quiescent. En effet, pour tout automate cellulaire de règle globale de transition G il
existe une puissance Gk de cette règle globale qui possède un état quiescent q.

◮ Pour s’en convaincre, il suffit de considérer l’action de G sur les configurations monochroma-
tiques. Pour tout état q, notons q la configuration q-monochromatique. Un automate cellulaire
étant défini uniformément, il ne peut rompre la symétrie d’une configuration monochromatique.
Pour tout état q, il existe un état q′ tel que G(q) = q′. L’ensemble des états étant fini, il existe
au moins un cycle de configurations monochromatiques. Soit k la longueur d’un tel cycle et q
une configuration du cycle. Alors, Gk(q) = q donc q est quiescent pour Gk.

Du théorème précédent on déduit que Gk est surjective si et seulement si elle est
injective sur les configurations finies. Or, G est surjective (respectivement injective) si et
seulement si Gk l’est. On en déduit que G est surjective si et seulement si Gk est injective
sur les configurations finies.
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Du théorème précédent on conclut que les automates cellulaires injectifs sont bijec-
tifs. En raison de la remarque précédente, ce résultat est valide pour tous les automates
cellulaires, avec ou sans état quiescent.

Corollaire 1. La règle globale de transition d’un automate cellulaire est injective si et
seulement si elle est bijective.

Ces propriétés immédiates fournissent des exemples simples de propriétés globales des
automates cellulaires qui ne sont pas locales. En effet, si S. Amoroso et Y. N. Patt [23] ont
montré que ces propriétés étaient décidables en dimension 1, J. Kari [52] a montré qu’elles
étaient indécidables dès la dimension deux. Ce résultat montre aussi que le comportement
des automates cellulaires est plus compliqué en dimension deux qu’en dimension un.

Théorème 3 (S. Amoroso et Y. N. Patt [23]). L’injectivité et la surjectivité des
automates cellulaires de dimension un sont décidables.

La démonstration de ce théorème repose sur l’étude de transducteurs réalisant une
transition de l’automate cellulaire. Par un argument de combinatoire des mots, on ra-
mène la décidabilité de la propriété à l’étude des images d’un ensemble de mots finis.
K. Sutner [43] a proposé un algorithme en temps quadratique pour résoudre ce problème.
Cette construction ne se généralise pas à la dimension deux.

Théorème 4 (J. Kari [52]). L’injectivité et la surjectivité des automates cellulaires de
dimension deux sont indécidables.

La démonstration de ce théorème procède par réduction au problème de pavabilité du
plan par un jeu de tuiles de Wang et aux pavages apériodiques introduits par R. Robin-
son [21]. Une conséquence de ce résultat est qu’il n’existe pas de méthode efficace pour
énumérer ces automates cellulaires. Il n’existe pas de fonction récursive reliant le rayon
minimal de voisinage d’un automate cellulaire réversible à celui de son inverse.

Dans ce contexte, les automates cellulaires partitionnés ont un meilleur comporte-
ment : un automate cellulaire partitionné

〈
Zd,
∏ν

i=1Qi, {v1, . . . , vν} , ψ
〉

est bijectif si et
seulement si ψ est bijective.

◮ En effet, la règle globale de transition G de cet automate partitionné peut se décomposer en

ψ ◦
(
σ−1

v1
× σ−1

v2
× · · · × σ−1

vν

)
où ψ est l’extension canonique de ψ à (

∏ν
i=1Qi)

Z
d

et où les
σ−1

vi
ont pour ensemble d’états Qi. Un produit de translations étant bijectif et continu, la règle

globale de transition est bijective si et seulement si ψ l’est.

Ce résultat peut sembler contredire l’indécidabilité de la bijectivité à partir de la
dimension 2 mais il n’en est rien. En effet, s’il est possible de simuler simplement tout
automate cellulaire par un automate cellulaire partitionné et tout automate cellulaire
bijectif par un automate cellulaire partitionné bijectif, il n’existe pas de transformation
récursive qui à un automate cellulaire associe un automate cellulaire partitionné tel que
le premier soit bijectif si et seulement si le second l’est.

La figure 1.3, extraite de la thèse de B. Durand [7], résume les implications connues
entre les propriétés immédiates sur les différentes familles de configurations.

Propriétés asymptotiques. À l’opposé des propriétés immédiates, on trouve les
propriétés asymptotiques qui concernent le comportement à très long terme des automates
cellulaires. On s’intéresse aux configurations qui peuvent apparaître à n’importe quel
instant dans un comportement de l’automate cellulaire.
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G bijective ⇐⇒ G réversible ⇐⇒ G injectiveww� 6
~ww

ww�
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GP injective ⇐⇒ GP bijective~w�

ww� 6
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GF surjective =⇒�

6⇐= GP surjective
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GF injective ⇐⇒ Ω = QZ
d

⇐⇒ G surjective

△ signifie que la relation est vérifiée en dimension un, mais ne l’est pas pour les dimensions supérieures ;
� signifie que la relation est vérifiée en dimension un, la question est ouverte en dimension deux.

Fig. 1.3 – Propriétés de la règle globale de transition et familles de configurations

L’ensemble limite Ω(A) d’un automate cellulaire A est l’ensemble des configurations
qui peuvent apparaître en tout temps d’un comportement de A. C’est le plus grand
ensemble de configurations pour l’inclusion sur lequel GA est surjective. Formellement,

Ω(A) =
⋂

t∈N

Im
(
Gt

A

)
.

Cet ensemble a été étudié par K. Čulik II, J. Pachl et S. Yu [38]. En particulier, il est
toujours bien défini et est soit constitué d’un singleton, soit infini. Dans le cas où il s’agit
d’un singleton, l’automate cellulaire est dit nilpotent et cette unique configuration asymp-
totique est nécessairement monochromatique. De plus, si un automate cellulaire A est
nilpotent, il existe une borne T telle que toute configuration C de A atteint cette configu-
ration asymptotique en au plus T transitions (i.e. GT (QZ

d

A ) est un singleton). K.Čulik II,
J. Pachl et S. Yu [38] présentent une démonstration topologique de cette propriété dont
l’argument principal est qu’une intersection non vide d’ensembles compacts non vides est
non vide. Nous proposons ici une démonstration combinatoire originale qui remplace les
arguments de compacité par des extractions sur des ensembles dénombrables de confi-
gurations. Cette démonstration présente une technique pour extraire de tout diagramme
espace-temps une configuration de l’ensemble limite.

◮ En effet, soit ∆ une évolution de A partant d’une configuration univers et soit q̄ la configuration
monochromatique asymptotique.

S’il existe un temps T tel que la configuration ∆(T ) est la configuration q̄, alors T convient
pour la borne cherchée. En effet, l’automate cellulaire GT

A transformant une de ses configurations
univers en la configuration monochromatique q̄, sa règle locale de transition est constante,
associant à toute suite d’états l’état q.

Supposons que pour tout temps t la configuration ∆(t) soit distincte de q̄. On montre par un
simple argument d’extraction qu’alors A ne peut pas être nilpotent. Puisqu’aucune configuration
∆(t) n’est q-monochromatique et puisque pour tout entier r il existe un nombre fini de motifs

cubiques d’états de côté r (il y en a exactement |Q|(2r+1)d

), alors pour tout entier r il existe

un motif M (r) : J−r, rKd → Q centré sur un état distinct de q (i.e. M
(r)
0 6= q) qui se répète en

une infinité de temps dans ∆ :

∃(ti, pi) ∈
(
N× Zd

)N
, ∀i, j ∈ N, ti 6= tj ∧ ∀v ∈ J−r, rKd,∆

(ti)
pi+v = M (r)

v .
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De la suite des
(
M (r)

)
r∈N

, on extrait une configuration C de la manière suivante. On extrait
successivement les états de C dans des boules cubiques centrées en zéro et de rayon croissant.
Pour tout entier i, posons r0,i = i. On extrait successivement de chaque suite (rk,i)i∈N une

suite (rk+1,i)i∈N d’indices tels que les motifs M (rk+1,i) admettent un même motif C(k) de

rayon k centré en 0. Formellement, ∀i ∈ N,∀v ∈ J−k, kKd, M
(rk+1,i)
v = C

(k)
v . L’état de la

cellule de position p de C est donnée par C
(‖p‖∞)
p . La configuration C obtenue n’est pas q-

monochromatique car elle est distincte de q en 0. Or, par construction, la configuration C

appartient à l’ensemble limite de A. En effet, pour toute durée t, pour chaque C(k), on peut
choisir dans ∆ un motif antécédent qui l’engendre en t transitions (car les M (r) apparaissent
aussi loin dans le temps qu’on le veut). En appliquant la technique d’extraction sur la famille
des antécédents des C(k), on obtient une configuration qui engendre C en t transitions.

Les automates nilpotents semblent avoir un comportement très simple : la configura-
tion devient homogène en un temps borné. Cependant, ce temps n’est pas bornable récur-
sivement en la taille de l’automate cellulaire. En effet, K. Čulik II, J. Pachl et S. Yu [38] ont
montré que cette propriété est indécidable en dimension deux. Ce résultat a été étendu à la
dimension un par J. Kari [44] exhibant ainsi une propriété globale simple mais indécidable
des automates cellulaires de dimension un.

Théorème 5 (K. Čulik II, J. Pachl et S. Yu [38]). La nilpotence des automates
cellulaires de dimension deux est indécidable.

Théorème 6 (J. Kari [44]). La nilpotence des automates cellulaires de dimension un
est indécidable.

La démonstration procède ici aussi par réduction à un problème de pavabilité. Géné-
ralisant ce résultat, J. Kari [53] a démontré un analogue du théorème de Rice pour les
propriétés des ensembles limite des automates cellulaires : toute propriété non triviale
concernant les ensembles limite est indécidable. Un résultat du même type a récemment
été proposé par J. Cervelle [14].

La notion de convergence vers un point fixe peut être adaptée à d’autres familles
de configurations comme les configurations périodiques. K. Sutner [42] a montré que la
convergence de toutes les configurations périodiques vers un point fixe est indécidable.

Théorème 7 (K. Sutner [42]). Savoir si toutes les configurations périodiques d’un
automate cellulaire de dimension un évoluent vers un point fixe est indécidable.

Ce résultat, obtenu par simulation de machines de Turing sur automate cellulaire, a
été généralisé par J. Mazoyer et I. Rapaport [70] au cas où toutes les configurations pé-
riodiques atteignent un même point fixe en utilisant une réduction à un problème de pa-
vabilité. Nous parlerons alors de nilpotence par analogie avec le cas général. Un automate
cellulaire A est nilpotent pour les configurations périodiques s’il existe une configuration
périodique C telle que, pour toute configuration périodique C ′, il existe un temps t tel
que Gt

A(C ′) = C. La configuration C est nécessairement monochromatique.

Théorème 8 (J. Mazoyer et I. Rapaport [70]). La nilpotence des automates cellu-
laires de dimension un sur les configurations périodiques est indécidable.

Dans le cas de la nilpotence, il est facile de montrer qu’un automate cellulaire est nil-
potent : il suffit d’exhiber une borne T pour la transitoire (i.e. telle que GT soit constante).
Dans le cas de la nilpotence sur les configurations périodiques, il est facile de montrer
qu’un automate cellulaire n’est pas nilpotent sur les configurations périodiques : il suffit
d’exhiber un cycle non q-monochromatique (i.e. une configuration périodique C, distincte
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de q en 0 et une durée T telle que GT (C) = C). L’ensemble des automates cellulaires
nilpotents est récursivement énumérable alors que l’ensemble des automates cellulaires
nilpotents pour les configurations périodiques est co-récursivement énumérable.

1.1.3 Une caractérisation par clôture

Si la caractérisation topologique des automates cellulaires de G. Hedlund et D. Ri-
chardson permet de composer des automates cellulaires pour en fabriquer de nouveaux
sans se soucier de passer par une règle locale de transition, il est encore nécessaire de défi-
nir les automates cellulaires de départ. Nous proposons ici une nouvelle caractérisation par
clôture des automates cellulaires qui permet de s’affranchir complètement de la descrip-
tion locale. Nous en déduisons naturellement une caractérisation des automates cellulaires
réversibles qui donne une présentation originale des automates cellulaires réversibles et
simplifie leur construction.

Cas général

Nous montrons que tout automate cellulaire d’ensemble d’états de type J1, nK peut
être obtenu par clôture d’une famille d’automates cellulaires aux comportements simples
par les opérations de composition, produit cartésien et sous-automate.

Automate cellulaire autarcique. Un automate cellulaire autarcique A est un au-
tomate cellulaire de voisinage {0}. Chaque cellule évolue indépendamment des autres
en utilisant une même règle locale de transition ψ : QA → QA. On note ψ la règle glo-
bale de transition de cet automate cellulaire. Un tel automate cellulaire est ultimement
périodique.

Translation élémentaire. Une translation élémentaire σv de dimension d est une
translation d’un vecteur de base de Zd ou de son opposé (i.e. ‖v‖1 = 1). L’ensemble des
translations élémentaires de dimension d engendre toutes les translations de dimension d
par composition.

Composition. La composition A◦B de deux automates cellulaires A et B de même
ensemble d’états est l’automate cellulaire dont la règle globale de transition est la com-
position de leurs règles globales de transition (i.e. GA◦B = GA ◦GB). La composition de
deux automates n’est définie que si ceux-ci ont même ensemble d’états.

Produit cartésien. Le produit cartésien A×B de deux automates cellulaires A et
B est l’automate cellulaire dont la règle globale de transition est le produit cartésien de
leurs règles globales de transition. Nous allons travailler uniquement avec des alphabets de
type J1, nK, aussi nous utiliserons implicitement une fonction de codage de J1,mK× J1, nK
dans J1,mnK que nous noterons γ. Formellement, notre produit cartésien est défini par
GA×B = γ ◦ (GA ×GB) ◦ γ−1. Pour simplifier les notations, nous notons A×B×C le pro-
duit A×(B × C) et nous étendons γ à tout produit cartésien d’un nombre fini d’ensembles
de
∏k

i=1J1, niK dans J1,
∏k

i=1 niK.
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Sous-automate. Le sous-automate à k états ⌊A⌋k d’un automate cellulaire A de
dimension d et d’ensemble d’états J1, nK est l’automate cellulaire dont la règle globale
de transition est la restriction de GA à l’ensemble J1, kKZ

d

(i.e. G⌊A⌋k
= GA). À une

permutation des états près, tout sous-automate de A peut être obtenu ainsi. Le sous-
automate n’est défini que lorsque la restriction à J1, kK de la règle de transition est bien
à image dans J1, kK.

Théorème 9. Soit n un entier. Une application de J1, nKZ
d

dans lui-même est la règle
globale de transition d’un automate cellulaire si et seulement si elle appartient à la clôture
des règles globales de transition des automates cellulaires autarciques et des translations
élémentaires par les opérations de composition, produit cartésien et sous-automate.

Démonstration. Les automates cellulaires autarciques et les translations élémentaires
sont des automates cellulaires. De plus, les opérations de composition, produit cartésien et
sous-automate appliquées à des automates cellulaires produisent des automates cellulaires.
Aussi, tout élément de la clôture est bien un automate cellulaire.

Réciproquement, soit A un automate cellulaire de dimension d, d’ensemble d’états
J1, nK et de voisinage {v1, . . . , vν}. Considérons l’automate cellulaire partitionné

Ap =
〈
Zd, J1, nKν , {v1, . . . , vν} , cν ◦ δA

〉

où cν est l’application de J1, nK dans J1, nKν définie pour tout état x par cν(x) = (x, . . . , x).
Par construction A est un sous-automate de Ap où cν est l’application injective de QA

dans QAp
qui convient (i.e. cν ◦GA = GAp

◦ cν). Soit π une extension de γ ◦ cν en une
application bijective de J1, nνK dans lui-même (i.e. vérifiant pour tout x ∈ J1, nK l’égalité
π(x) = γ(cν(x))). Soit G la règle globale de transition définie par G = γ ◦GAp

◦ γ−1. On
peut alors exprimer GA de la manière suivante

GA =
⌊
π−1 ◦G ◦ π

⌋
n

.

Il suffit donc de montrer que G est exprimable dans la clôture. Comme Ap est un automate
partitionné, sa règle globale de transition peut être décomposée en une étape d’envoi de
messages suivie de l’application autarcique de la fonction de transition, ici cν ◦δA. L’étape
d’envoi des messages est un produit de translations. On sait que les translations sont
toutes exprimables dans la clôture. Posons ψ = γ ◦ cν ◦ δA ◦ γ

−1. On peut alors exprimer
la règle globale de transition de A de la façon suivante

GA =
⌊
π−1 ◦ ψ ◦ (σ−v1 × · · · × σ−vν

) ◦ π
⌋
n

.

Ce qui conclut la démonstration. �

Cas des automates cellulaires réversibles

Une manière naïve d’énumérer les automates cellulaires réversibles consiste à énumé-
rer toutes les paires d’automates cellulaires et à tester pour chaque paire (A,B) si la
composition A◦B est l’automate cellulaire identité (i.e. l’automate cellulaire I vérifiant
pour toute configuration C l’égalité GI(C) = C), auquel cas l’automate cellulaire A est
réversible et B est un inverse possible pour A. Certes cette méthode est intrinsèquement
inefficace, mais le résultat d’indécidabilité de J. Kari [39] assure qu’il n’existe aucune
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méthode efficace. Cependant, nous proposons ici une nouvelle caractérisation des auto-
mates cellulaires réversibles qui nous semble plus satisfaisante pour la compréhension de
la réversibilité.

Considérons la caractérisation du paragraphe précédent. Les trois opérations de com-
position, produit cartésien et sous-automate appliquées à des automates cellulaires réver-
sibles produisent des automates cellulaires réversibles.

◮ En effet, pour les opérations de composition et de produit cartésien, c’est une conséquence évi-
dente du théorème de G. Hedlund [19]. Pour l’opération de sous-automate, c’est une conséquence
du corollaire 1. En effet, comme un automate cellulaire réversible est injectif, son sous-automate
est nécessairement injectif et donc lui aussi réversible.

De ces considérations, on déduit qu’en conservant uniquement les translations élémen-
taires et les automates cellulaires autarciques réversibles comme objets de base, la clôture
engendre un sous-ensemble des automates cellulaires réversibles. Nous montrons qu’en
fait ils sont tous engendrés.

Théorème 10. Soit n un entier. Une application de J1, nKZ
d

dans lui-même est la règle
globale de transition d’un automate cellulaire réversible si et seulement si elle appartient à
la clôture des règles globales de transition des automates cellulaires autarciques réversibles
et des translations élémentaires par les opérations de composition, produit cartésien et
sous-automate.

Démonstration. L’une des implications vient d’être discutée dans le texte. Considérons
la seconde implication. soit A un automate cellulaire réversible de dimension d, d’en-
semble d’états J1, nK et de voisinage {v1, . . . , vν}. Soit B l’automate cellulaire inverse de
l’automate A. Sans rien changer à la discussion, on peut supposer que {v1, . . . , vν} est
aussi le voisinage de B et que v1 = 0 car dans le cas contraire il suffit de recommencer
avec un voisinage plus grand pour A, quitte à ajouter des vecteurs de voisinage inutiles.
Considérons l’automate cellulaire partitionné

Ap =
〈
Zd,
(
J1, n+ 1K2

)ν
, {v1, . . . , vν} , ψ

〉

où ψ est défini partiellement de la manière suivante :

Transition. Pour tout ν-uple d’états (x1, . . . , xν) de J1, nK, posons y = δA(x1, . . . , xν),

ψ ((x1, n+ 1), (x2, n+ 1) . . . , (xν , n+ 1)) = ((x1, y), (x2, y) . . . , (xν , y)) .

.transitioN Pour tout ν-uple d’états (y1, . . . , yν) de J1, nK, posons x = δB(y1, . . . , yν),

ψ ((x, y1), (x, y2), . . . , (x, yν)) = ((n+ 1, y1), (n+ 1, y2) . . . , (n+ 1, yν)) .

Nettoyage. Pour tout état y de J1, nK,

ψ ((n+ 1, y), (n+ 1, y), . . . , (n+ 1, y)) = ((y, n+ 1), (y, n+ 1) . . . , (y, n+ 1)) .

L’application partielle ψ ainsi définie est injective, on la complète en une application
bijective. L’automate cellulaire partitionné Ap est donc réversible. Soit Bp l’automate cel-
lulaire partitionné réversible défini comme Ap mais avec pour voisinage {−v1, . . . ,−vν}.
Soit cν l’application injective de J1, nK dans (J1, n+ 1K2)

ν définie pour tout état x par
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cν(x) = ((x, n+ 1), . . . , (x, n+ 1)). Par construction, A est un sous-automate de l’auto-
mate produit Ap ◦ Bp ◦ Ap où cν est l’application injective qui convient. Soit π une exten-
sion de γ ◦ cν en une application bijective de J1, (n + 1)2νK dans lui-même (i.e. vérifiant
pour tout x ∈ J1, nK l’égalité π(x) = γ(cν(x))). Soit G la règle globale de transition définie
par G = γ ◦GAp

◦GBp
◦GAp

◦ γ−1. On peut alors exprimer GA de la manière suivante

GA =
⌊
π−1 ◦G ◦ π

⌋
n

.

Il suffit donc de montrer que G est exprimable dans la clôture. Pour cela, on va montrer
que G′ = γ ◦GAp

◦ γ−1 est exprimable, car le cas de G′′ = γ ◦GBp
◦ γ−1 est symétrique

et on a G = G′ ◦G′′ ◦G′. Comme Ap est un automate partitionné, sa règle globale de
transition peut être décomposée en une étape d’envoi de messages suivie de l’application
autarcique de la fonction de transition, ici ψ. L’étape d’envoi des messages est un produit
de translations. On sait que les translations sont toutes exprimables dans la clôture.
Posons ψ′ = γ ◦ ψ ◦ γ−1. La fonction ψ′ est la règle globale de transition d’un automate
cellulaire autarcique réversible car ψ est bijective. On peut alors exprimer la règle globale
de transition de A de la façon suivante

GA =
⌊
π−1 ◦ ψ′ ◦ (σ−v1 × · · · × σ−vν

)

◦ ψ′ ◦ (σ v1 × · · · × σ vν
)

◦ ψ′ ◦ (σ−v1 × · · · × σ−vν
) ◦ π

⌋
n

.

Ce qui conclut la démonstration. �

Alors que dans la caractérisation du paragraphe précédent on peut prendre pour voisi-
nage le voisinage minimal de l’automate cellulaire et ainsi borner la taille de la plus petite
expression qui le décrit, ici le voisinage requis est inconnu de par l’indécidabilité de la
réversibilité. Aussi, il est indécidable de savoir si une expression dans la première clôture
est exprimable dans la seconde. En outre, lorsque cette opération est possible, elle peut
faire croître la taille de l’expression dans des proportions non bornées.

1.2 Classifications

Une des motivations principales de l’étude mathématique des automates cellulaires
est de comprendre et de maîtriser leurs évolutions afin, entre autre, de fournir des outils
pertinents pour étudier les automates cellulaires qui apparaissent dans un cadre de mo-
délisation. Une approche consiste à établir des classifications de ces objets qui tiennent
compte de leurs propriétés, séparant les automates cellulaires simples des automates cel-
lulaires complexes, pour une certaine idée de complexité.

1.2.1 Genèse

L’approche expérimentale

La première proposition de classification est certainement celle présentée en 1984 par
S. Wolfram [29]. Cette classification résulte d’une approche expérimentale des automates
cellulaires. Voici comment l’auteur présente cette classification dans un récent ouvrage :
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« [. . . ] Indeed, among all kinds of cellular automata, it
seems that the patterns which arise can almost always be as-
signed quite easily to one of just four basic classes [. . . ]

These classes are conveniently numbered in order of in-
creasing complexity, and each one has certain immediate dis-
tinctive features.

In class 1, the behavior is very simple, and almost all initial
conditions lead to exactly the same uniform final state.

In class 2, there are many different possible final states,
but all of them consist just of a certain set of simple structures
that either remain the same forever or repeat every few steps.

In class 3, the behavior is more complicated, and seems in
many respects random, although triangles and other small-scale
structures are essentially always at some level seen.

And finally [...] class 4 involves a mixture of order and ran-
domness: localized structures are produced which on their own
are fairly simple, but these structures move around and interact
with each other in very complicated ways. [. . . ] »

S. Wolfram [91, chapitre 6, pp. 231–235]

L’étude de S. Wolfram se place dans un cadre précis. Ses constatations sont fondées
sur l’observation de diagrammes espace-temps (nécessairement partiels) d’automates cel-
lulaires de dimension 1, à deux états et, en particulier, les 256 automates à voisinage de
von Neumann, les automates cellulaires élémentaires, dont des diagrammes espace-temps
sont présentés sur la figure 1.4. De ces observations et de nombreuses autres, S. Wolfram
exhibe un partitionnement des automates cellulaires en quatre classes :

Fig. 1.4 – Diagrammes espace-temps des 256 automates cellulaire élémentaires
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Classe 1 presque toutes les conditions initiales convergent en temps fini vers un même
état uniforme ;

Classe 2 presque toutes les conditions initiales convergent en temps fini vers des états
éventuellement distincts mais tous périodiques dans le temps ;

Classe 3 il n’y a pas de convergence simple visible, l’évolution semble être aléatoire mis
à part une éventuelle micro-structuration ;

Classe 4 rapidement des structures simples et localisées se mettent en place, qui inter-
agissent entre elles de manière compliquée.

Cette classification a l’avantage de distinguer deux notions de complexité distinctes :
la classe 3 correspond aux automates cellulaires «chaotiques», ceux dont le comporte-
ment est dit complexe car difficilement prévisible et la classe 4 correspond aux automates
cellulaires complexes, ceux dont le comportement est dit complexe car il en émerge des
interactions très structurées qui semblent algorithmiquement complexes. Cependant, cette
classification n’est pas très satisfaisante. Tout d’abord, ce sont les paires constituées d’un
automate cellulaire et d’une configuration initiale qui sont classifiées et non les automates
cellulaires eux-mêmes. D’autre part, le manque de formalisation de cette classification la
rend inutilisable en pratique : S. Wolfram lui-même classe certains automates cellulaires
dans plusieurs classes dans ses publications.

K. Čulik II et S. Yu [37] ont proposé une formalisation de cette classification et ont
montré que l’appartenance aux classes est indécidable. Les classes sont définies ainsi :

Classe 1 toute configuration initiale finie converge vers la configuration uniformément
quiescente en un temps fini ;

Classe 2 toute configuration initiale finie a une évolution ultimement périodique ;

Classe 3 pour toute paire de configurations finies, savoir si l’automate cellulaire atteint
la seconde configuration à partir de la première en un temps fini est décidable ;

Classe 4 tous les autres automates cellulaires.

Bien formalisée, cette classification présente toutefois de sérieux inconvénients. On
considère des configurations finies, ce qui distingue un état quiescent particulier, on clas-
sifie donc plutôt un couple constitué d’un automate cellulaire et d’un état quiescent. Les
automates cellulaires sans état quiescent atteignent alors la classe 4 censée être de com-
plexité maximale. D’autre part, si l’automate cellulaire considéré force une certaine mono-
tonie sur les configurations finies (si la croissance de la taille du motif non quiescent d’une
configuration finie est strictement croissante ou strictement décroissante), l’automate se
retrouve au plus dans la classe 3 voire dans la classe 2. Enfin, des automates comme les
translations se retrouvent dans la classe 3 car leur comportement est périodique à une
translation près et donc non périodique au sens strict du terme.

D’autres propositions ont été faites pour formaliser la classification de S. Wolfram.
Notre but n’étant pas ici d’être exhaustifs, nous nous contenterons de résumer les pro-
blèmes clés rencontrés dans ces approches. Un premier point concerne les classes 3 et 4,
les automates cellulaires chaotiques et complexes : que veut-on mettre dans ces classes ?
Un second point est de savoir ce qu’on veut réellement classifier : les automates cellulaires
bien sûr mais sur quelle famille de configurations ? Un dernier point enfin concerne le
problème de la classification des translations : on ne désire pas les trouver au-dessus de la
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classe 2 ; de même pour un produit cartésien de translations car ces automates cellulaires
engendrent des comportements très simples.

L’approche topologique

La classe 3 de la classification de S. Wolfram est considérée comme la classe des
automates cellulaires chaotiques. Des exemples typiques de tels automates cellulaires sont
présentés sur la figure 1.5. De nombreuses classifications ont été proposées pour mieux
cerner ces automates cellulaires.

Une des premières propositions dans ce sens est celle de R. H. Gilman [35]. L’idée in-
téressante de cette classification est de reprendre les résultats obtenus en théorie des sys-
tèmes dynamiques et de les adapter au cas des automates cellulaires. Pour cela, l’ensemble
des configurations est muni de la distance associée à la topologie de Cantor (topologie
produit sur Z de la topologie triviale sur l’ensemble d’états), définie pour tout couple de
configurations C, C ′, par d(C,C ′) = 1/2min{‖p‖∞|Cp 6=C′

p}. Grâce à cette distance, on peut
exprimer les notions d’équicontinuité et d’expansivité2. R. H. Gilman définit, à l’aide de
ces notions et de la théorie de la mesure, une classification en trois classes :

Classe 1 équicontinuité en certains points ;

Classe 2 équicontinuité presque partout mais pas classe 3 ;

Classe 3 expansivité presque partout.

On peut aussi noter l’introduction plus récente, par P. Kůrka [61], d’une classification
purement topologique, sans mesure, en quatre classes :

Classe 1 équicontinuité ;

Classe 2 des points d’équicontinuité mais pas classe 1 ;

Classe 3 sensibilité aux conditions initiales ;

Classe 4 expansivité.

Le principal problème de ces classifications dans le cadre de la topologie de Cantor est
la classification des translations dans les classes correspondant aux automates cellulaires
les plus complexes. Pour résoudre ce problème, G. Cattaneo et al. [63] ont proposé des
définitions plus fines des automates cellulaires chaotiques en conservant la topologie de
Cantor. Indépendamment, E. Formenti [11] a défini une autre topologie, dite topologie de
Besicovitch, dans laquelle les classifications précédentes sont beaucoup plus satisfaisantes.
Dans le prolongement de ces travaux3, B. Martin II [13] a étudié les avantages de réintro-
duire les outils de théorie de la mesure utilisés pas R. H. Gilman dans le cadre de cette
nouvelle topologie.

L’approche algébrique

La classe 4 de la classification de S. Wolfram est considérée comme la classe des
automates complexes dans les évolutions desquels apparaissent des structures simples et

2La définition formelle de ces notions dépassant le cadre de cette thèse, le lecteur intéressé est invité
à se reporter à la thèse de E. Formenti [11].

3Une autre voie prometteuse est la nouvelle topologie reposant sur la complexité de Kolmogorov
introduite par J. Cervelle [14].
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Fig. 1.5 – Diagrammes espace-temps d’automates cellulaires chaotiques (1/2)
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Fig. 1.5 – Diagrammes espace-temps d’automates cellulaires chaotiques (2/2)
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localisées qui interagissent entre elles de manière compliquée. Des exemples typiques de
tels automates cellulaires sont présentés sur la figure 1.6. À notre connaissance, le groupage
d’I. Rapaport [12] est la seule tentative de classification qui se focalise sur ces automates
cellulaires.

Au lieu d’opter pour une approche topologique, comme pour la classification des au-
tomates cellulaires selon leur chaoticité, l’approche est ici algébrique. On introduit une
relation de préordre sur l’ensemble des automates cellulaires. Les classes de la classification
sont alors les classes d’équivalence de la relation d’équivalence associée et la hiérarchie
entre les classes est la relation d’ordre induite sur les classes.

Pour définir ce préordre, on considère la relation sous-automate qui est une façon
algébrique naturelle de comparer deux automates cellulaires. Cependant, au lieu d’appli-
quer cette relation directement aux automates cellulaires à comparer, on permet certaines
transformations algébriques préalables de ces automates cellulaires qui ont un sens pour
les automates cellulaires complexes.

Les diagrammes espace-temps des automates cellulaires de classe 4 ont certains points
communs. Une grande partie de l’espace-temps est rempli par un motif périodique de fond,
une sorte d’éther à l’intérieur duquel des structures localisées, des sortes de particules ou
de signaux, se déplacent et intéragissent au cours de leurs collisions, donnant naissance à
de nouvelles particules. Des exemples de telles collisions sont représentés sur la figure 1.7.

De l’observation de ces collisions, on retient, plutôt que l’agencement des 2000 états
qui composent chaque diagramme espace-temps, une vue schématique telle que celles
représentées sur la figure 1.8. En effet, même si les images ne sont pas périodiques, elles
sont localement très régulières : en dehors des collisions qui sont difficiles à décrire, les
autres parties des diagrammes espace-temps sont composées de fond et de particules
périodiques qui s’y déplacent selon une pente rationnelle.

◮ Il ne faut toutefois pas croire qu’on puisse passer à une vision continue des particules et des
collisions et que les diagrammes espace-temps sont invariants par homothétie. En effet, dans
le cas des automates cellulaires, les particules sont discrètes et possèdent donc une épaisseur.
Ainsi, une collision n’est-elle pas nécessairement le lieu de rencontre de particules continues mais
peut aussi être engendrée par une proximité de particules. D’autre part, les particules étant des
motifs périodiques, la rencontre de deux particules peut engendrer plusieurs collisions différentes
selon la synchronisation temporelle des particules au moment de la rencontre. Le modèle discret
de collision de particules est fondamentalement différent de son analogue continu.

Ces considérations géométriques induisent une opération naturelle sur les diagrammes
espace-temps des automates cellulaires complexes : une sorte d’opération de zoom arrière.
L’intérêt de cette opération est qu’elle homogénéise le fond et qu’elle amincit les particules.
La figure 1.9 présente une collision et la même collision après un zoom arrière (effectué
grâce à un logiciel de traitement d’image).

Lorsqu’on applique une opération de zoom arrière sur un diagramme espace-temps,
l’image obtenue n’est pas nécessairement le diagramme espace-temps d’un automate cel-
lulaire. Aussi lui préfère-t-on une opération plus intéressante algébriquement et qui lui
ressemble géométriquement : le groupage. Le groupage est un « zoom sans perte ». Comme
pour un zoom, on découpe le diagramme espace-temps en carrés de côté k mais au lieu
de remplacer chaque carré d’états par un état correspondant à une moyenne des états
concernés, on le remplace par le k-uple des états de la ligne inférieure du carré. La fi-
gure 1.10 présente l’application d’une telle méthode à la figure précédente. La figure 1.11
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Fig. 1.6 – Diagrammes espace-temps d’automates cellulaires complexes (1/2)
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Fig. 1.6 – Diagrammes espace-temps d’automates cellulaires complexes (2/2)
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Fig. 1.7 – Automates cellulaires complexes : fonds, particules et collisions

Fig. 1.8 – Automates cellulaires complexes : abstraction des collisions

Fig. 1.9 – Opération de zoom arrière

présente le groupage des diagrammes espace-temps des automates cellulaires de classe 4
vus précédemment. L’utilisation de plusieurs couleurs pour désigner le fond correspond
aux différentes synchronisations de ce dernier avec la grille de découpage des carrés.

Fig. 1.10 – Opération de groupage

Algébriquement, la k-ième puissance Ak d’un automate cellulaire A à n états de rayon
de voisinage r est un automate cellulaire de rayon de voisinage r à nk états dont les
diagrammes espace-temps sont mis en bijection avec les diagrammes espace-temps de A
par l’opération de groupage par k. La règle locale de transition de Ak se construit aisément
à partir de celle de A.
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Fig. 1.11 – Diagrammes espace-temps d’automates cellulaires complexes groupés (1/2)
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Fig. 1.11 – Diagrammes espace-temps d’automates cellulaires complexes groupés (2/2)
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Une relation de préordre sur les automates cellulaires est alors définie de la manière
suivante. Pour tout couple A, B d’automates cellulaires, on pose A 6

�
B s’il existe deux

puissances m et n telles que Am ⊆ Bn.

Dans son travail de thèse, I. Rapaport [12] a introduit ce préordre et en a étudié
certaines propriétés. Nous présentons ses travaux en détail en annexe afin de faciliter la
mise en parallèle du groupage originel et de ses extensions ainsi que la comparaison des
méthodes et outils utilisés pour les étudier.

1.2.2 Classification, calculabilité et complexité

Les classifications présentées ci-dessus reposent sur des notions de complexité va-
riables : complexité visuelle des diagrammes espace-temps pour Wolfram, propriétés topo-
logiques et de mesure ou encore propriétés géométriques et algébriques pour le groupage.
La classification de K. Čulik II et S. Yu utilise un critère de décidabilité pour définir sa
classe la plus haute. Nous proposons ici deux problèmes de décision qui nous semblent
pertinents pour étudier la complexité algorithmique des automates cellulaires et nous
discutons des limites de cette approche.

Indécidabilité de l’apparition d’un motif

Plutôt que l’accessibilité entre configurations finies proposée par K. Čulik II et S. Yu,
nous proposons d’utiliser la famille de problèmes de décision CA-PAT. Par motif de di-
mension d de rayon r sur Q on entend une application de J−r, rKd dans Q.

CA-PATA

Paramètre un automate cellulaire A
Entrée une configuration initiale ultimement périodique C de

A et un motif fini M sur QA de rayon r ;
Question est-ce que le motif M apparaît dans l’évolution de A

partant de C ?

Contrairement au précédent, ce problème est adapté à tous les automates cellulaires
(avec ou sans état quiescent) et élude le problème de la croissance monotone des motifs
non quiescents des configurations.

La complexité de CA-PATA varie avec A depuis une complexité linéaire en la taille du
motif M et indépendante de C pour l’automate cellulaire constant, jusqu’à être indéci-
dable, de même degré Turing que le problème de l’arrêt des machines de Turing, pour les
automates cellulaires capables de simuler4 des machines de Turing. La classe des auto-
mates cellulaires pour lesquels la complexité est de même degré Turing que le problème de
l’arrêt correspond intuitivement aux automates cellulaires complexes au sens de la classe
4 de S. Wolfram : les interactions entre les particules sont si compliquées qu’elles sont
imprévisibles.

4en un sens raisonnable... nous étudions en détail les problèmes liés à l’universalité et aux simulations
dans le dernier chapitre.
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Complexité de vérification d’un triangle de calcul

Plutôt que de s’intéresser à l’apparition d’un motif dans un diagramme espace-temps
infini, on peut se demander quelle est la complexité de construction du diagramme espace-
temps lui-même. Une manière de formaliser cette question est de considérer la famille de
problèmes de décision CA-TRI.

CA-TRIA
Paramètre un automate cellulaire A de rayon de voisinage r
Entrée une durée T , un motif initial M de rayon rT et un état

q de QA ;
Question est-ce que le motif M évolue en q par A en temps T ?

La complexité en temps de CA-TRIA est bornée polynomialement en T car il suffit
de calculer tout le triangle de calcul engendré par M . En dimension d, cela représente∑T−1

t=1 (2rt+ 1)d applications de la règle locale de transition.

La complexité en temps de CA-TRIA varie avec A depuis une complexité constante
pour l’automate cellulaire constant, en passant par une complexité linéaire en T pour les
automates cellulaires périodiques, jusqu’à la P -complétude (pour une réduction raison-
nable) pour les automates cellulaires les plus compliqués. La classe des automates cellu-
laires pour lesquels le problème est P -complet correspond intuitivement aux automates
cellulaires complexes au sens de la classe 3 de S. Wolfram. La règle locale de transition
mélange fortement l’information au point de rendre les évolutions très difficiles à prédire.

Limites de ces approches

Ces deux problèmes de décision pourraient certainement donner lieu à des classifica-
tions intéressantes. Cependant, le manque de connaissances sur les classes de complexité
structurelle sous-polynomiale ou les degrés Turing récursivement énumérables limite la
définition de classes pertinentes ou la démonstration de résultats élémentaires.

Le groupage, dans sa forme classique et dans les généralisations que nous en proposons,
définit une sorte de réduction entre automates cellulaires qui possède de bonnes proprié-
tés. En particulier, les deux problèmes de décision précédents sont compatibles avec le
groupage, car – pour une réduction raisonnable – si un automate cellulaire est plus simple
qu’un autre au sens du groupage alors le problème de décision CA-PAT, respectivement
CA-TRI, du premier se réduit à celui du second.



CHAPITRE

2 GROUPAGES

On s’intéresse ici à la généralisation du groupage selon I. Rapaport, tel qu’il a été présenté
au chapitre précédent. Après une présentation des objectifs de cette généralisation, un cadre
formel est proposé pour étudier différents groupages. Une première tentative engendre une
classification dont les automates cellulaires intrinsèquement universels sont un maximum
global. Enfin, un raffinement de cette première proposition donne lieu à une classification
du même type mais mieux structurée, la relation de préordre engendrant une structure de
demi-treillis pour le produit cartésien. On s’intéresse alors aux idéaux de ce demi-treillis
dont certains correspondent à des familles naturelles d’automates cellulaires.

Sommaire

2.1 Vers une extension du groupage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

2.1.1 Algorithmique . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.1.2 Automates cellulaires unidirectionnels . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
2.1.3 Automates cellulaires nilpotents . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.1.4 Universalité intrinsèque . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 49
2.1.5 Synthèse . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50

2.2 Interlude formel . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51

2.2.1 Axiomatisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
2.2.2 Préordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54
2.2.3 Universalités . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

2.3 Première esquisse du groupage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 56

2.3.1 Transformations géométriques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
Transformations de diagrammes espace-temps . . . . . . . . . . . . . . 57
Trois transformations sympathiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
Caractérisation des transformations sympathiques . . . . . . . . . . . . . 63

2.3.2 Axiomatisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
Première tentative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67
Deuxième tentative . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

2.4 Une extension du groupage carré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

2.4.1 Définitions . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71
2.4.2 Espace des phases . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
2.4.3 Exploration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

Liens avec le premier groupage . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73
Chaînes infinies incomparables . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
Le bas de l’ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 76
Le haut de l’ordre . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77
Problèmes de décision associés . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

2.4.4 Familles classiques d’automates cellulaires . . . . . . . . . . . . . . . . . 80
2.4.5 Structure . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

2.5 Un groupage fortement structuré . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 83

2.5.1 Transformations géométriques généralisées . . . . . . . . . . . . . . . . 83
Caractérisation des transformations sympathiques . . . . . . . . . . . . . 84

2.5.2 Axiomatisation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

47



48 CHAPITRE 2. GROUPAGES

2.5.3 Exploration . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

Liens avec le groupage précédent . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

Demi-treillis et idéaux . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

2.1 Vers une extension du groupage

Le groupage, tel qu’il a été défini au chapitre précédent, est un outil original et intéres-
sant pour étudier les évolutions des automates cellulaires. En particulier, certaines familles
d’automates cellulaires intuitivement simples sont bien situées dans le bas de l’ordre et sé-
parées les unes des autres. De plus, les groupages d’automates cellulaires algébriquement
simples, comme les automates cellulaires linéaires sur Zp, sont simples à décrire algé-
briquement, ce qui permet leur étude. Cependant, le groupage ne prend pas en compte
certaines transformations géométriques des diagrammes espace-temps raisonnables de la
littérature que nous détaillons ci-dessous.

2.1.1 Algorithmique

La forme de changement d’échelle la plus courante dans les constructions algorith-
miques sur automates cellulaires est une variante du groupage défini au chapitre précé-
dent. Au lieu de conserver uniquement les états nécessaires au calcul des transitions – en
dimension 1 il s’agit du segment inférieur du carré d’états – on conserve tous les états. On
trouve ce type de changement d’échelle par exemple dans l’article sur la reconnaissance
des nombres premiers par automates cellulaires de P.C. Fischer [18]. La figure 2.1 illustre
le principe de cette transformation.

ql,1,1 ql,1,2 ql,1,3

ql,2,1 ql,2,2 ql,2,3

ql,3,1 ql,3,2 ql,3,3

qc,1,1 qc,1,2 qc,1,3

qc,2,1 qc,2,2 qc,2,3

qc,3,1 qc,3,2 qc,3,3

qr,1,1 qr,1,2 qr,1,3

qr,2,1 qr,2,2 qr,2,3

qr,3,1 qr,3,2 qr,3,3

qc,4,1 qc,4,2 qc,4,3

qc,5,1 qc,5,2 qc,5,3

qc,6,1 qc,6,2 qc,6,3

qr,4,1 qr,4,2

qr,5,1

ql,4,2 ql,4,3

ql,5,3

Fig. 2.1 – Transformation géométrique de P. C. Fischer

Ce type de transformation, très utile algorithmiquement, ne nous intéresse pas car, si le
transformé d’un diagramme espace-temps est bien un diagramme espace-temps, lorsqu’on
applique la transformation à l’ensemble des diagrammes espace-temps d’un automate
cellulaire, on obtient un automate cellulaire partiel : toutes les configurations initiales
possibles n’apparaissent pas parmi les diagrammes espace-temps transformés.

2.1.2 Automates cellulaires unidirectionnels

L’opération de changement d’échelle apparaît assez naturellement lorsqu’on s’intéresse
aux différents voisinages et en particulier lorsqu’on étudie les liens entre voisinage de
Moore et voisinage unidirectionnel.
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L’approche de C. Choffrut et K. Čulik II [26] propose de simuler le comportement d’un
automate cellulaire à voisinage de Moore par un automate cellulaire unidirectionnel qui
effectue une transition en le double de temps et à une translation près comme l’illustre la
figure 2.2.

ql qc qr

δ(ql,qc,qr)

ql qc qr

(ql, qc) (qc, qr)

δ(ql,qc,qr)

Fig. 2.2 – Transformation géométrique de C. Choffrut et Čulik II

L’approche de O. H. Ibarra et al. [31] propose de simuler le comportement d’un au-
tomate cellulaire à voisinage de Moore par un automate cellulaire unidirectionnel qui
regroupe plusieurs cellules en une seule, effectue les transitions en temps réel et à une
translation près comme l’illustre la figure 2.3.

qa qb qc qd

δ(qa,qb,qc) δ(qb,qc,qd)

(qa, qb) (qc, qd)

(δ(qa,qb,qc),δ(qb,qc,qd))

Fig. 2.3 – Transformation géométrique de O. H. Ibarra et al.

2.1.3 Automates cellulaires nilpotents

La nilpotence peut, elle aussi, être présentée en termes de changement d’échelle. Tout
automate cellulaire nilpotent à n états de transitoire T peut être simulé par l’automate
cellulaire nilpotent à deux états de transitoire 1 si on considère une transition sur T dans
le premier automate cellulaire et des paquets d’au moins k = ⌈log2 n⌉ états dans le second
comme l’illustre la figure 2.4.

qa,0

qa,1

qa,2

0

0

qb,0

qb,1

qb,2

0

0

...
...

ϕ(qa,0)1 . . . ϕ(qa,0)k ϕ(qb,0)1 . . . ϕ(qb,0)k

0 0 0 0 0 0

Fig. 2.4 – Transformation géométrique et nilpotence

2.1.4 Universalité intrinsèque

Enfin, on retrouve le changement d’échelle dans la notion d’universalité intrinsèque.
Habituellement on désigne par automate cellulaire universel ce que nous appellerons auto-
mate cellulaire Turing universel ou universel pour le calcul. Ces automates cellulaires sont



50 CHAPITRE 2. GROUPAGES

capables, pour une notion de simulation raisonnable1, de simuler tout calcul d’une machine
de Turing. Le fait qu’un automate cellulaire soit Turing universel est obtenu de manière
extrinsèque, en comparant des objets de natures différentes. Au contraire, les automates
cellulaires intrinsèquement universels sont des automates cellulaires universels pour une
notion intrinsèque d’universalité : ils simulent tous les autres automates cellulaires. En
particulier, pour peu que les notions de simulation soient compatibles, l’universalité intrin-
sèque implique la Turing universalité. L’existence d’automates cellulaires intrinsèquement
universels a commencé à apparaître dans les travaux d’E. R. Banks [20], puis des forma-
lisations de plus en plus précises ont été proposées par J. Albert et K. Čulik II [34], par
B. Martin [54] et par B. Durand et Zs. Róka [66].

La simulation retenue dans les articles ci-dessus est la suivante. Pour simuler un au-
tomate cellulaire avec un automate cellulaire intrinsèquement universel, on code chaque
état de la configuration initiale par un segment d’états (ou un hyper-rectangle

∏d
i=1J0,miK

dans le cas de la dimension d) et une transition est simulée en un nombre constant de
transitions. La figure 2.5 illustre ce type de simulation.

qa,0 qb,0

qa,1 qb,1

ϕ(qa,0)1 . . . ϕ(qa,0)k ϕ(qb,0)1 . . . ϕ(qb,0)k

...
...

...
...

ϕ(qa,1)1 . . . ϕ(qa,1)k ϕ(qb,1)1 . . . ϕ(qb,1)k

...
...

...
...

Fig. 2.5 – Transformation géométrique et universalité intrinsèque

Pour permettre à des automates cellulaires unidirectionnels d’être intrinsèquement
universels, nous assouplirons cette définition en permettant éventuellement une translation
régulière dans le temps. Nous verrons dans le chapitre suivant que cette nouvelle notion
d’universalité intrinsèque est très robuste : si on essaie de l’assouplir plus, on obtient
souvent encore la même famille d’automates cellulaires.

2.1.5 Synthèse

Nous avons observé trois types de transformations pour les automates cellulaires de
dimension 1 : le découpage spatial en paquets, la translation régulière dans le temps
et l’itération temporelle. Notons A〈m,n,k〉 l’automate cellulaire transformé de l’automate
cellulaire A par des paquets de taille m une itération temporelle de n et une transla-
tion régulière de k. Cet automate cellulaire est parfaitement défini et sa règle globale de
transition peut se décomposer en

G
〈m,n,k〉
A = o−1

m ◦ σk ◦G
n
A ◦ om

où les différentes composantes sont définies ainsi :
1les différentes formes d’universalité sont discutées dans le dernier chapitre
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om est l’application d’ouverture des paquets de taille m. C’est l’application bijective de
(Qm

A)Z dans QZA dont l’inverse o−1
m associe à une configuration C la configuration

o−1
m (C) définie en toute position p ∈ Z par

o−1
m (C)p =

(
Cmp, . . . , C(m+1)p−1

)
;

σk est la translation de vecteur k sur QA ;

Gn est l’itéré n-ième de la règle globale de transition GA.

La figure 2.6 illustre ce type de transformation sur un diagramme espace-temps.

q1,1 . . . q1,m q1,m+1 . . . q1,2m

qn,1+k . . . qn,m+k qn,m+1+k . . . qn,2m+k

m

n

k

Fig. 2.6 – Transformation 〈m,n, k〉 d’un diagramme espace-temps

2.2 Interlude formel

Avant d’étudier les généralisations du groupage proprement dites, nous introduisons
un formalisme logique abstrait par le biais d’une théorie. Ce système de notations permet
d’extraire certaines propriétés structurelles importantes des objets manipulés et de leurs
interactions avec l’opération de changement d’échelle et le préordre élémentaire choisis.
Certaines démonstrations deviennent alors visuelles et relativement indépendantes du type
de groupage considéré ce qui rend leur compréhension plus simple.

2.2.1 Axiomatisation

Nous proposons une formalisation reposant sur une théorie logique : une signature
munie d’un jeu d’axiomes. Les différentes relations de simulations que nous définirons
seront des modèles de cette théorie. En particulier, le groupage au sens d’I. Rapaport
peut être considéré comme un tel modèle, nous l’utiliserons pour illustrer notre propos et
nous le désignerons par l’expression groupage carré.

Définition 1. Le groupage abstrait A est une théorie logique de signature
(
Obj,Trans; apply : Obj×Trans→ Obj,

divide ⊆ Obj×Obj,

combine : Trans×Trans→ Trans
)
.

Obj représente l’ensemble des objets à comparer. Par exemple, pour le groupage carré,
l’ensemble des automates cellulaires de dimension 1 et de voisinage J−1, 1K. Les
objets seront notés par des lettres latines en bas de casse (i.e. x, y, z, . . .)
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Trans représente l’ensemble des transformations qu’on peut effectuer sur les objets. Par
exemple, pour le groupage carré, l’ensemble N∗ représentant les différentes puis-
sances. Les transformations seront notées par des lettres grecques en bas de casse
(i.e. α, β, γ, . . .)

apply représente l’opération d’application d’une transformation à un objet. Par exemple,
pour le groupage carré, il s’agit du passage à la puissance. Pour simplifier les écri-
tures, on notera xα au lieu de apply(x, α).

divide représente l’opération élémentaire de comparaison des objets. Par exemple, pour
le groupage carré, il s’agit de la relation sous-automate. Pour simplifier les écritures,
on notera x | y au lieu de divide(x, y).

combine représente l’opération de composition des transformations. Par exemple, pour
le groupage carré, il s’agit du produit sur N∗. Pour simplifier les écritures, on notera
α · β au lieu de combine(α, β).

Pour visualiser les relations entre les objets dans ce formalisme, et pour simplifier les
démonstrations, on utilise la représentation graphique suivante. On considère un graphe
dont les sommets représentent les objets. La transformation d’un objet x par une trans-
formation α (formellement xα) est représentée par une flèche ondulée du sommet x au
sommet xα étiquetée par α. Le fait qu’un objet x divise un objet y (formellement x | y)
est représenté par une flèche droite du sommet x au sommet y.

Dans ce formalisme, on dit qu’un objet x est simulé par un objet y, noté x 4 y, si
la formule ∃α∃β

(
xα | yβ

)
, notée φ(x, y), est satisfaisaite (i.e. A ⊢ φ(x, y)). La figure 2.7

représente graphiquement cette formule.

x y

xα yβ

Fig. 2.7 – Simulation entre objets dans le groupage abstrait

On axiomatise cette théorie par des propriétés structurelles et des relations entre les
différentes opérations. L’idée est de reprendre certaines propriétés du groupage carré, en les
affaiblissant si nécessaires, pour obtenir une structure forte sur la relation de simulation.

Combinaison. La structure (Trans, ·) est un monoïde.

A ⊢ ∃1∀α (α · 1 = α ∧ 1 · α = α)

∧ ∀α∀β∀γ ((α · β) · γ = α · (β · γ))

Compatibilité. L’opérateur apply fait agir le monoïde (Trans, ·) sur l’ensemble Obj.

x = x1 x xα
xα·β

A ⊢ ∀x
(
x1 = x

)
∧ ∀x∀α∀β

(
(xα)β = xα·β

)

Divisibilité. La relation divide est une relation de préordre sur Obj.
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A ⊢ ∀x (x | x) ∧ ∀x∀y∀z ((x | y ∧ y | z)→ x | z)

Transitivité. L’opérateur apply est compatible avec la relation divide.

x y

xα yα

A ⊢ ∀x∀y∀α (x | y → xα | yα)

Surjectivité. l’opérateur apply préserve la richesse des objets.

y x

yα

A ⊢ ∀α∀x∃y (x | yα)

Proximité. L’opérateur apply n’éloigne pas trop les transformations d’un même objet.
C’est-à-dire qu’il existe deux fonctions ϕ et ψ telles que

x

xα

xβ

(xα)
ϕ(x,β)

(
xβ
) (x,α,β)

A ⊢ ∀x∀α∀β
(
(xα)ϕ(x,β) |

(
xβ
)ψ(x,α,β)

)

En toute rigueur, il faudrait ajouter les fonctions ϕ et ψ à la signature du groupage
abstrait. Nous ne le ferons pas explicitement pour ne pas encombrer les notations.

◮ Cet axiome peut sembler, a priori , moins naturel que les précédents. En fait, dans le cas où le
monoïde des transformations est commutatif, on peut poser ϕ(x, β) = β et ψ(x, α, β) = α. Dans
le cas où ce monoïde n’est pas commutatif, l’axiome sert de version faible à la commutativité.
Si la relation de simulation est un préordre, alors les axiomes précédents impliquent une version
faible de l’axiome de Proximité :

A ⊢ ∀x∀α∀β∃γ∃δ
(
(xα)

γ |
(
xβ
)δ)

Nous verrons au paragraphe suivant qu’il y a en fait équivalence entre ces deux propriétés.
L’utilisation d’une version plus forte, l’axiome de Proximité, permet de montrer un résultat
intéressant concernant les objets maximaux pour l’ordre induit.

Nous pouvons maintenant étudier quelques propriétés élémentaires de cette théorie.
Une propriété dérivable dans cette théorie, c’est-à-dire une formule ϕ telle que A ⊢ ϕ, est
appelée une propriété de groupage.
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2.2.2 Préordre

Théorème 11. « 4 est une relation de préordre » est une propriété de groupage.

A ⊢ ∀x (x 4 x) ∧ ∀x∀y∀z ((x 4 y ∧ y 4 z)→ x 4 z)

Démonstration. La démonstration est en deux parties. Tout d’abord, on montre que la
relation est réflexive.

A ⊢ ∀x (x 4 x)

C’est une conséquence directe des axiomes de Compatibilité et de Divisibilité.

x

Ensuite, on vérifie que la relation est transitive.

A ⊢ ∀x∀y∀z ((x 4 y ∧ y 4 z)→ x 4 z)

Soient x, y et z trois éléments de Obj et α, β, γ et δ quatre éléments de Trans tels que
xα | yβ et yγ | zδ. On va exhiber deux éléments ν et ǫ de Trans vérifiant xν | zǫ.

x y z

xα yβ yγ
zδ

On applique l’axiome de Proximité avec pour paramètres y, β et γ. On obtient alors(
yβ
)ϕ(y,γ)

| (yγ)ψ(y,β,γ).

x y z

xα yβ yγ
zδ

(
yβ
)ϕ(y,γ)

(yγ)
(y,β,γ)

En appliquant deux fois l’axiome de Transitivité, à gauche avec pour paramètres xα, yβ

et ϕ(y, γ) et à droite avec les paramètres yγ, zδ et ψ(y, β, γ), on obtient deux nouvelles
relations : (xα)ϕ(y,γ) |

(
yβ
)ϕ(y,γ) et (yγ)ψ(y,β,γ) |

(
zδ
)ψ(y,β,γ).

x y z

xα zδ

(
yβ
)ϕ(y,γ)

(yγ)
(y,β,γ)

(xα)
ϕ(y,γ) (

zδ
) (y,β,γ)
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De l’axiome de Divisibilité, on déduit (xα)ϕ(y,γ) |
(
zδ
)ψ(y,β,γ). Utilisant l’axiome de Com-

patibilité, on obtient alors xα·ϕ(y,γ) | zδ·ψ(y,β,γ). Ainsi, ν = α · ϕ(y, γ) et ǫ = δ · ψ(y, β, γ)
sont des choix acceptables.

x y z

xα·ϕ(y,γ) zδ· (y,β,γ)

�

2.2.3 Universalités

Nous distinguons deux sortes d’universalité intrinsèque. Dans la version faible, un
objet u est universel s’il peut simuler tous les objets, formellement ∀x (x 4 u), c’est-à-
dire ∀x∃α∃β

(
xα | uβ

)
. Dans la version forte, un objet u est fortement universel s’il peut

simuler tous les objets mais de manière plus directe, formellement ∀x∃α (x | uα).
Théorème 12. « S’il existe un objet fortement universel, alors tous les objets universels
sont fortement universels » est une propriété de groupage.

A ⊢ ∃u∀x∃α (x | uα)→ ∀x
(
∀y (y 4 x)→ ∀y∃β

(
y | xβ

))

Démonstration. Soit u un objet fortement universel et x un objet universel. Montrons
que x est fortement universel. Soient α et β deux éléments de Trans vérifiant uβ | xα.

x u

xα uβ

Soit y un élément quelconque de Obj. Comme u est fortement universel, il existe γ tel que
y | uγ.

x u

xα uβ

y

uγ

On applique l’axiome de Proximité avec pour paramètres u, β et γ. On obtient la relation
(uγ)ϕ(u,β) |

(
uβ
)ψ(u,γ,β).

x u

xα uβ

y

uγ

(
uβ
) (u,γ,β)

(uγ)
ϕ(u,β)
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En appliquant deux fois l’axiome de Transitivité, à gauche avec pour paramètres xα, uβ

et ψ(u, γ, β) et à droite avec pour paramètres uγ, y et ϕ(u, β), on obtient deux nouvelles
relations :

(
uβ
)ψ(u,γ,β)

| (xα)ψ(u,γ,β) et yϕ(u,β) | (uγ)ϕ(u,β).

x u y

(
uβ
) (u,γ,β)

(uγ)
ϕ(u,β)

yϕ(u,β)

(xα)
(u,γ,β)

Observons que ϕ(u, β) ne dépend que de u et de x. Par application de l’axiome de Sur-
jectivité, pour tout élément z de Obj, on peut choisir un élément y de Obj tel que les
équations précédentes restent toutes valides et qu’en plus on ait z | yϕ(u,β).

x u y

yϕ(u,β)

(xα)
(u,γ,β)

z

De l’axiome de Divisibilité, on déduit que pour tout élément z de Obj, on a z | (xα)ψ(u,γ,β).
Par l’axiome de Compatibilité, on peut alors conclure z | xα·ψ(u,γ,β).

x

xα· (u,γ,β)

z

�

2.3 Première esquisse du groupage

Nous proposons une première généralisation du groupage. L’ensemble des objets consi-
dérés est maintenant l’ensemble des automates cellulaires de dimension d et non plus
uniquement ceux de rayon de voisinage 1 car nous cherchons à nous libérer de la représen-
tation syntaxique de la règle locale de transition. Le préordre élémentaire reste la relation
sous-automate car elle semble pertinente, au vu de ses propriétés algébriques présentées
dans le premier chapitre de cette thèse, ainsi que pour son interprétation sur l’ensemble
des diagrammes espace-temps. En ce qui concerne les transformations permises sur les au-
tomates cellulaires, nous sommes intéressés par des transformations de nature géométrique
sur les diagrammes espace-temps et qui aient un sens algébrique sur les règles globales de
transitions. Nous formalisons cette idée de transformation géométrique, caractérisons les
transformations intéressantes et étudions le groupage engendré.
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2.3.1 Transformations géométriques

Transformations de diagrammes espace-temps

Transformation. Intuitivement, une transformation de nature géométrique sur les dia-
grammes espace-temps est une transformation qui ne tient pas compte directement de
l’ensemble d’états de l’automate cellulaire transformé. La même transformation appli-
quée à plusieurs diagrammes espace-temps engendre des diagrammes espace-temps où
l’état d’une cellule à un temps et une position donnés est simplement un uple d’états de
cellules du diagramme espace-temps d’origine. Se donner une transformation géométrique
c’est donc se donner une application de l’espace-temps d’arrivée dans l’ensemble des uples
de l’espace-temps de départ, qui à une cellule du diagramme espace-temps destination
associe le uple de cellules du diagramme espace-temps d’origine dont les états constituent
l’état de la cellule destination. Nous proposons la formalisation suivante.
Définition 2. Une transformation géométrique est une paire (k,Λ) où k est un entier
strictement positif et Λ une application

Λ : N× Zd −→
(
N× Zd

)k

�✁�
�✁�
�✁�
�✁�

✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂ 7−→

�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�

✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂

◮ On peut s’interroger sur la généralité de cette définition, car on a fixé un même k pour toutes
les cellules. De notre point de vue, ce choix peut se justifier de deux manières. Tout d’abord, la
formalisation est déjà suffisamment complexe à k fixé pour qu’on ne la complique pas d’avantage.
D’autre part, si on laisse k libre, les transformations sympathiques engendrées (au sens défini
formellement plus loin) seront toutes à k fixé. Aussi, nous avons jugé pertinent de fixer k dès la
définition des transformations géométriques.

Mise en oeuvre. La transformation de diagrammes espace-temps sur l’alphabet Q par
une transformation géométrique (k,Λ) est définie par l’application ΛQ de QN×Zd

dans(
Qk
)N×Zd

définie pour tout diagramme espace-temps ∆ sur Q, en tout temps t ∈ N et en
toute position p ∈ Zd par ΛQ (∆) (t, p) = (∆ (Λ (t, p)1) , . . . ,∆ (Λ (t, p)k)).

Exemple. En dimension 1, la transformation (3,Λ〈3,4,1〉) définie en tout temps t et en
toute position p par

Λ
〈3,4,1〉(t, p) = ((4t, 3p+ t), (4t, 3p+ t+ 1), (4t, 3p+ t+ 2))

transforme tout automate cellulaireA en l’automate cellulaireA〈3,4,1〉. La figure 2.8 illustre
cette transformation.

Pseudo-composition. On définit la composition de deux transformations géométriques
en observant l’application successive de ces transformations sur un diagramme espace-
temps. Soient (k,Λ) et (k′,Λ′) deux transformations géométriques. L’application suc-
cessive de ces deux transformations engendre des diagrammes espace-temps sur

(
Qk
)k′ .

Puisqu’on travaille toujours à un renommage des états près, on peut considérer ces dia-
grammes espace-temps comme étant à valeurs dansQkk′ et étant engendrés par application
de la transformation (kk′,Λ′ ◦Λ) définie en tout temps t ∈ N et en toute position p ∈ Zd

par
(Λ′ ◦Λ) (t, p) =

(
Λ (Λ′(t, p)1)1 , . . . ,Λ (Λ′(t, p)k′)k

)
.
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p

t

3p+ t
3p+ t+ 1

3p+ t+ 2

4t

Fig. 2.8 – Exemple de transformation géométrique :
(
3,Λ〈3,4,1〉

)

◮ Les transformations géométriques étant définies dans le sens inverse de leur application (à une
cellule du diagramme espace-temps transformé on associe un uple de cellules du diagramme
espace-temps de départ), la composition de Λ par Λ

′ applique Λ sur l’image d’une cellule par
Λ

′ et non l’inverse.

L’opération correspondant – à un renommage près – à la composition sur l’application
des tranformations, la notation composition est pertinente et a toutes les propriétés de la
composition, en particulier l’associativité.

Pré-images. On introduit l’application Λ̃, qui à un ensemble de cellules d’un dia-
gramme espace-temps associe l’ensemble des cellules qu’elles représentent.

Λ̃ : 2N×Zd

−→ 2N×Zd

X 7−→
⋃

(t,p)∈X

{Λ(t, p)1, . . . ,Λ(t, p)k}

Transformations sympathiques. On définit maintenant les transformations intéres-
santes dans le cadre du groupage. Ces transformations ont deux contraintes : la première
garantit que l’application d’une transformation à l’ensemble des diagrammes espace-temps
d’un automate cellulaire définit bien un automate cellulaire transformé, via l’ensemble
complet des ses diagrammes espace-temps ; la seconde contrainte est purement technique
et sert à éliminer des cas dégénérés.
Définition 3. Une transformation géométrique (k,Λ) est une transformation géomé-
trique sympathique si elle vérifie :

1. pour tout automate cellulaire A, il existe un automate cellulaire B vérifiant
{
ΛQA

(∆)
}

∆∈Diag(A)
= Diag(B)

2. pour tout temps t ∈ N, Λ̃({t+ 1} × Zd) 6⊆ Λ̃({t} × Zd).

Dans la suite, on appellera automate cellulaire transformé de l’automate cellulaire A,
par la transformation sympathique (k,Λ), l’automate cellulaire B dont l’ensemble des
diagrammes espace-temps est l’ensemble des diagrammes espace-temps de A transformés
par (k,Λ).

Trois transformations sympathiques

Parmi les transformations sympathiques, il existe trois familles de transformations
particulières. Ces transformations s’expriment simplement en terme de composition sur
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les règles globales de transition et correspondent aux opérations algorithmiques présentées
au début du chapitre.

Notations. Afin de simplifier les écritures, on introduit tout d’abord quelques opéra-
teurs sur N×Zd et

(
N× Zd

)k. Certaines de ces opérations sont des opérations standard
d’algèbre linéaire. La figure 2.9 illustre ces opérations.

0
p

s

0

m

0
F

v1

v2

0

F ′

0

ps

p⊕ s

0

F ⊕ p

0

F ⊕ F ′

0

v ⊗m

0

p⊙ v

0

F ⊙ v

Fig. 2.9 – Opérateurs géométriques

L’opérateur ⊛ : N×
(
Zd
)k
→
(
N× Zd

)k associe à tout temps t et tout k-uples de po-
sitions F le k-uples de positions spatio-temporelles

t⊛ F = ((t, F1), (t, F2), . . . , (t, Fk)) .

L’opérateur ⊕ : Zd × Zd → Zd associe à toute position p et à tout vecteur s de Zd la
position

p⊕ s = (p1 + s1, p2 + s2, . . . , pk + sk) .

Cet opérateur s’étend naturellement aux k-uples de positions F par

F ⊕ p = (F1 ⊕ p, F2 ⊕ p, . . . , Fk ⊕ p) .

Enfin il s’étend naturellement aux couples de k-uple de positions F et k′-uple de
positions F ′ par

F ⊕ F ′ = (F1 ⊕ F
′
1, F2 ⊕ F

′
1, . . . , Fk ⊕ F

′
k′) .

L’opérateur ⊖ : Zd × Zd → Zd est défini comme ⊕ en remplaçant l’addition par la sous-
traction. Pour toute position p et tout vecteur s de Zd, on a

p⊖ s = (p1 − s1, p2 − s2, . . . , pk − sk) .
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L’opérateur ⊙ : Zd ×
(
Zd
)d
→ Zd associe à toute position p et à toute famille libre de

d vecteurs v de Zd la position

p⊙ v = p1v1 ⊕ p2v2 ⊕ · · · ⊕ pdvd .

Cet opérateur s’étend naturellement aux k-uples de positions F par

F ⊙ v = (F1 ⊙ v, F2 ⊙ v, . . . , Fk ⊙ v) .

En particulier, pour toute paire de familles libres de d vecteurs v et v′ de Zd on a

v ⊙ v′ = (v1 ⊙ v
′, v2 ⊙ v

′, . . . , vd ⊙ v
′) .

L’opérateur ⊗ :
(
Zd
)d
× Zd →

(
Zd
)d associe à toute famille libre de vecteurs v de Zd

et à tout vecteur m de Zd la famille de vecteurs

v ⊗m = v ⊙ (m1ς1, . . . ,mdςd)

où ςi désigne le vecteur dont toutes les coordonnées sont égales à 0 sauf la i-ème qui
est égale à 1.

Découpage spatial. Une transformation purement spatiale consiste à plonger l’espace
dans lui-même en découpant l’espace régulièrement à l’aide d’un k-uple F ∈

(
Zd
)k et

en munissant ce pavage du plan d’une famille libre de vecteurs v ∈
(
Zd
)d telle que les

translations de F par v recouvrent chaque case de Zd une fois et une seule. Formellement,
si ΘF,v est l’application qui à une cellule transformée associe les cellules originales de
l’espace, on a

ΘF,v(p) = F ⊕ p⊙ v .

◮ Les paires (F, v) valides se caractérisent aisément. Pour toute famille libre v de vecteurs de
Z

d, il existe des uples F acceptables. Soit V le réseau associé à v, i.e. V = Zd ⊙ v. On définit
une relation d’équivalence ≡v pour toute paire p1, p2 de points de Zd par p1 ≡v p2 si et
seulement p1 ⊖ p2 ∈ V . Cette relation induit exactement k = det(v) classes d’équivalence. Les
uples F acceptables sont k-uples de points de Zd tels que chaque point appartient à une classe
d’équivalence distincte. La figure 2.10 présente un exemple de réseau associé à une famille libre
de vecteurs ainsi que le choix d’un uple à l’aide des classes d’équivalence associées.
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Fig. 2.10 – Réseau associé à une famille de vecteurs de Z2 et pavage
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v0

v1

v0

v1

Θ1 Θ2

v0

v1

v0

v1

Θ2 ◦Θ1 Θ1 ◦Θ2

Fig. 2.11 – Composition de plongements de Z2 dans lui-même

La composition de deux telles transformations est aussi une transformation de ce type :

ΘF2,v2 ◦ΘF1,v1 = ΘF1⊕(F2⊙v1),v2⊙v1 .

La figure 2.11 présente deux transformations de Z2 et leurs compositions.

On note (Θ, ◦) le monoïde des plongements de Zd dans lui-même munis de la compo-
sition. Un élément ΘF,v de ce monoïde est inversible si et seulement si |F | = 1.

La transformation géométrique sympathique de découpage spatial associée à ΘF,v est
notée PF,v et vérifie pour tout temps t et toute position p :

�✁�
�✁�
�✁�
�✁�

✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂ 7−→

�✁�✁�
�✁�✁�
�✁�✁�
�✁�✁�

✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂

✄✁✄
✄✁✄
✄✁✄
✄✁✄

☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎

PF,v (t, p) = t⊛ (F ⊕ (p⊙ v)) .

Soit A un automate cellulaire. On note oF,v l’application bijective de
(
Q|F |

)Zd

dans
QZ

d

d’ouverture de la transformation ΘF,v, c’est-à-dire l’application dont l’inverse vérifie,



62 CHAPITRE 2. GROUPAGES

pour toute configuration C de A et pour toute position p ∈ Zd, l’équation

o−1
F,v (C)p =

(
CΘF,v(p)1 , . . . , CΘF,v(p)|F |

)
.

Le transformé de l’automate cellulaire A par le découpage spatial PF,v est l’automate
cellulaire de règle globale de transition

o−1
F,v ◦GA ◦ oF,v .

Découpage temporel. Les transformations géométriques sympathiques de découpage
temporel sont notées CT , où T ∈ N∗, et vérifient, pour tout temps t et toute position p :

�✁�
�✁�
�✁�
�✁�

✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂ 7−→ �✁�

�✁�
�✁�
�✁�

✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂

CT (t, p) = (tT, p)

Le transformé de l’automate cellulaire A par le découpage temporel CT est l’automate
cellulaire de règle globale de transition

GT
A .

Translation. Les transformations géométriques sympathiques de translation sont no-
tées Ss, où s ∈ Zd, et vérifient, pour tout temps t et toute position p :

�✁�
�✁�
�✁�
�✁�

✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂ 7−→

�✁�✁�
�✁�✁�
�✁�✁�
�✁�✁�

✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂

Ss (t, p) = (t, p⊕ ts)

Le transformé de l’automate cellulaire A par le découpage temporel Ss est l’automate
cellulaire de règle globale de transition

σs ◦GA .

Composition. On introduit les transformations PCS en posant

PCSF,v,T,s = PF,v ◦Ss ◦CT .

Pour tout temps t et toute position p, ces transformations vérifient

PCSF,v,T,s (t, p) = tT ⊛ (F ⊕ (p⊙ v ⊕ ts)) .

◮ On rappelle que les transformations géométriques sont définies du diagramme espace-temps
d’arrivée dans le diagramme espace-temps de départ. Aussi, l’ordre de la composition semble
inversé.

Le transformé de l’automate cellulaire A par la transformation PCSF,v,T,s est l’automate
cellulaire de règle globale de transition

o−1
F,v ◦ σs ◦G

T
A ◦ oF,v .

L’ensemble des transformations PCS est engendré par les transformations P, C et S et
est stable par composition. En effet, on vérifie par le calcul que

PCSF2,v2,T2,s2 ◦PCSF1,v1,T1,s1 = PCSF1⊕(F2⊙v1),v2⊙v1,T1T2,(s2⊙v1)⊕T2s1 .
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Caractérisation des transformations sympathiques

Les transformations définies ci-dessus semblent très particulières. En fait, à cause de
la nature très contrainte des automates cellulaires, elles correspondent exactement aux
transformations sympathiques.

Théorème 13. Une transformation géométrique est sympathique si et seulement si elle
s’exprime comme une transformation PCS.

Démonstration. Pour montrer que les transformations PCS sont des transformations
sympathiques, la définition impose qu’elles satisfassent deux critères. La première condi-
tion, l’existence d’un unique automate cellulaire transformé complètement défini est as-
surée par l’exhibition explicite de l’automate cellulaire transformé, donnée au paragraphe
précédent. La deuxième condition, plus technique, est aisément vérifiée car pour toute
transformation PCS Λ et tout temps t on a Λ̃

(
{t} × Zd

)
∩ Λ̃

(
{t+ 1} × Zd

)
= ∅.

Montrons maintenant que toute transformation géométrique sympathique est une
transformation PCS.

Les transformations géométriques sympathiques (k,Λ) vérifient deux conditions :

1. pour tout automate cellulaire A, il existe un automate cellulaire B vérifiant
{
ΛQA

(∆)
}

∆∈Diag(A)
= Diag(B)

2. pour tout temps t ∈ N, Λ̃({t+ 1} × Zd) 6⊆ Λ̃({t} × Zd).

La technique de démonstration consiste à exhiber une série de contre-exemples, qui ne
vérifient pas la première condition, pour montrer des propriétés par l’absurde.

Soit (k,Λ) une transformation géométrique sympathique.

(1) On commence par montrer la propriété suivante :

�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�

✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄
✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄✁✄

☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎
☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎✁☎

7−→ �✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�

✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂

✄✁✄
✄✁✄
✄✁✄
✄✁✄

☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎

✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆

✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝

✞✁✞
✞✁✞
✞✁✞
✞✁✞

✟✁✟
✟✁✟
✟✁✟
✟✁✟

✠✁✠
✠✁✠
✠✁✠
✠✁✠

✡✁✡
✡✁✡
✡✁✡
✡✁✡

☛✁☛
☛✁☛
☛✁☛
☛✁☛

☞✁☞
☞✁☞
☞✁☞
☞✁☞ ✌✁✌

✌✁✌
✌✁✌
✌✁✌

✍✁✍
✍✁✍
✍✁✍
✍✁✍

✎✁✎
✎✁✎
✎✁✎
✎✁✎

✏✁✏
✏✁✏
✏✁✏
✏✁✏

✑✁✑
✑✁✑
✑✁✑
✑✁✑

✒✁✒
✒✁✒
✒✁✒
✒✁✒

✓✁✓✁✓
✓✁✓✁✓
✓✁✓✁✓
✓✁✓✁✓

✔✁✔✁✔
✔✁✔✁✔
✔✁✔✁✔
✔✁✔✁✔

✕✁✕
✕✁✕
✕✁✕
✕✁✕

✖✁✖
✖✁✖
✖✁✖
✖✁✖ ✗✁✗
✗✁✗
✗✁✗
✗✁✗

✘✁✘
✘✁✘
✘✁✘
✘✁✘

✙✁✙
✙✁✙
✙✁✙
✙✁✙

✚✁✚
✚✁✚
✚✁✚
✚✁✚

∀t > 0,∀(t′, pt′) ∈ Λ̃
(
{t} × Zd

)
\ Λ̃

(
{t− 1} × Zd

)
,

∃t′′ < t′, {t′′} × Zd ⊆ Λ̃
(
{t− 1} × Zd

)

Cette propriété affirme que les transformations sympathiques respectent certaines dépen-
dances temporelles. Dans un diagramme espace-temps transformé, la valeur de cellules au
temps t est déterminée par de la valeur des cellules au temps t− 1.

Supposons que cette propriété ne soit pas vérifiée au temps t. Alors, il existe une
suite de positions spatiales (p0, . . . , pt′) telles que, pour tout indice i, la cellule (i, pi) n’est
utilisée par aucune cellule du diagramme espace-temps transformé au temps t − 1 et la
cellule (t′, pt′) est utilisée par une cellule du diagramme espace-temps transformé au temps
t. {

∀i 6 t′, (i, pi) 6∈ Λ̃
(
{t− 1} × Zd

)

(t′, pt′) ∈ Λ̃
(
{t} × Zd

)
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�

✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✄✁✄

✄✁✄
✄✁✄
✄✁✄

☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎

Considérons alors un automate cellulaire A d’ensemble d’états {⊥, 0, . . . , t′}, de rayon de
voisinage au moins maxi,j |pj − pi| et tel que, partant d’une configuration initiale remplie
de l’état ⊥ en toute position sauf en la position p0 contenant l’état 0 il produise un



64 CHAPITRE 2. GROUPAGES

diagramme espace-temps ∆ dont les t′ premières configurations sont remplies de l’état ⊥
sauf pour tout temps i en la position pi où il contient l’état i.

7−→

Le diagramme espace-temps transformé ΛSA
(∆) n’est pas le diagramme espace-temps

d’un automate cellulaire car la configuration au temps t − 1 est monochromatique et la
configuration au temps t ne l’est pas. Un automate cellulaire ne peut pas briser une telle
symétrie.

(2) On montre ensuite une propriété des configurations initiales :

�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�

✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂ 7−→

�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�

✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂

Λ̃
(
{0} × Zd

)
= {0} × Zd

Cette propriété affirme que la configuration initiale d’un diagramme espace-temps trans-
formé est obtenue par transformation de la configuration initiale du diagramme espace-
temps original.

C’est une simple conséquence des hypothèses sur les transformations sympathiques.
En transformant tous les diagrammes espace-temps d’un automate cellulaire A, on doit
obtenir toutes les configurations initales possibles de l’automate cellulaire transformé B,
c’est-à-dire

(
Qk

A

)Zd

.
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�

✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂

�✁�
�✁�
�✁�
�✁�

✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂ ✄✁✄

✄✁✄
✄✁✄
✄✁✄

☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎

✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆✁✆

✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝✁✝

Supposons que la propriété ne soit pas vérifiée. Soit (0, p) une cellule initiale telle qu’il
existe (t, p′) ∈ Λ̃(0, p) une cellule de son image avec t différent de 0. Soit A l’automate
cellulaire à deux états {0, 1} tel que δA est constant égal à 0. Pour tout diagramme espace-
temps de A la cellule (t, p′) a pour état 0, ce qui contredit le point 1 de la définition 3.

Par un raisonnement similaire, on montre que les images des cellules au temps 0 sont
composées de blocs disjoints de cellules :

∀p, q, card
(
Λ̃(0, p)

)
= k ∧ p 6= q ⇒ Λ̃(0, p) ∩ Λ̃(0, q) = ∅

(3) On étend la propriété précédente à tous les instants :

�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�

✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂ 7−→ �✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�

�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�
�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�✁�

✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂✁✂

∀t ∈ N,∃t′ ∈ N, Λ̃
(
{t} × Zd

)
= {t′} × Zd

Soit t ∈ N un instant et soit, par (1), un temps t′ tel que

Λ̃
(
{t} × Zd

)
⊇ {t′} × Zd.

On commence par montrer que toute cellule au temps t participe pour un même nombre
l de cellules aux cellules images situées au temps t′. Formellement :

∃l,∀p, ∃i1, . . . , il, (Λ(t, p)i1 , . . . ,Λ(t, p)il) ∈
(
{t′} × Zd

)l
∧ ∀i 6∈ {i1, . . . , il} , Λ(t, p)i 6∈ {t

′} × Zd
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Considérons l’automate cellulaire autarcique A d’ensemble d’états {0, . . . , t′ + 1} dont la
règle locale de transition δ vérifie :

∀i, δ(i) =

{
i+ 1 if i < t′ + 1

t′ + 1 if i = t′ + 1

Soit ∆ le diagramme espace-temps de A engendré par la configuration monochromatique
de couleur 0. De (2), on déduit que la configuration initiale de ∆′ = ΛQA

(∆) est elle aussi
monochromatique et que donc, par des considérations de symétrie, les configurations de ∆′

sont monochromatiques à tout instant. En particulier, toutes les cellules de la configuration
au temps t contiennent le même nombre l de composantes dans l’état t′. Il reste à montrer
que nécessairement l = k.

Supposons que l < k. Soit A l’automate cellulaire identité d’ensemble d’états {0, 1}.
Soit B le transformé de A par (k,Λ). Soit ∆′

n le diagramme espace-temps de B dont la
configuration initiale est remplie par l’état (0, . . . , 0) sauf en une boule de rayon n centrée
en 0 qui est, elle, remplie de l’état (1, . . . , 1). Soit ∆n le diagramme espace-temps de A
dont le transformé est ∆′

n. De (2), on déduit que la configuration initiale de ∆n contient
exactement knd cellules dans l’état 1. La configuration ∆n au temps t′ est identique à la
configuration initiale. De (1) on déduit que la configuration de ∆′

n au temps t contient
au moins

⌈
k
l
nd
⌉

cellules dans un état distinct de (0, . . . , 0). Ce qui implique que le rayon
de voisinage de B est au moins

rn >

⌈
k
l
nd
⌉1/d
− n

t

Comme k
l
> 1, la suite (rn) est non bornée aussi B ne peut pas être un automate cellulaire.

(4) On étend de même la propriété des blocs disjoints :

∀t,∀p, q, card
(
Λ̃(t, p)

)
= k ∧ p 6= q ⇒ Λ̃(t, p) ∩ Λ̃(t, q) = ∅

On montre d’abord que card
(
Λ̃(t, p)

)
= k, c’est-à-dire que les composantes d’une même

cellule image correspondent à des cellules disjointes. Soit A l’automate cellulaire identité
d’ensemble d’états {1, . . . , k}. Soit ∆ un diagramme espace-temps de A tel que son trans-
formé ∆′ possède une configuration initale monochromatique remplie de l’état (1, . . . , k).
Par symétrie, la configuration de ∆′ au temps t est monochromatique remplie par un état
q. De (1) on déduit que q doit contenir toutes les composantes possibles 1, 2, . . ., k et
donc que q ne peut être qu’une permutation de (1, . . . , k). Chaque composante correspond
donc à des cellules distinctes.

On montre maintenant la propriété suivante :

∀n, ∀t,∀p, q, (p 6= q ∧ |p− q| 6 n)⇒ Λ̃(t, p) ∩ Λ̃(t, q) = ∅

On peut l’obtenir par simple généralisation des considérations de symétrie précédentes.
Soit n un entier fixé. SoitAn l’automate cellulaire identité d’ensemble d’états

{
1, . . . , ndk

}
.

Soit ∆n un diagramme espace-temps de An dont le transformé ∆′
n possède une configu-

ration initiale périodique dont le motif périodique est la boule de dimension d de rayon n
remplie par les états (1, . . . , k) à ((nd − 1)k + 1, . . . , ndk). Par symétrie, la configuration
de ∆′

n au temps t est aussi périodique et sa période est plus petite. De (1), on déduit que
le motif périodique de cette configuration contient tous les états possibles 1, 2, . . ., ndk,
donc toutes les cellules à distance inférieure à n correspondent à des cellules disjointes.
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(5) Ensuite, on montre une propriété d’uniformité dans le temps :

�✁�
�✁�
�✁�
�✁�

✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂✄✁✄
✄✁✄
✄✁✄
✄✁✄

☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎✆✁✆
✆✁✆
✆✁✆
✆✁✆

✝✁✝
✝✁✝
✝✁✝
✝✁✝

7−→
�✁�✁�
�✁�✁�
�✁�✁�
�✁�✁�

✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂

✄✁✄
✄✁✄
✄✁✄
✄✁✄

☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎

✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆

✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝

✞✁✞✁✞
✞✁✞✁✞
✞✁✞✁✞
✞✁✞✁✞

✟✁✟✁✟
✟✁✟✁✟
✟✁✟✁✟
✟✁✟✁✟

✠✁✠✁✠
✠✁✠✁✠
✠✁✠✁✠
✠✁✠✁✠

✡✁✡✁✡
✡✁✡✁✡
✡✁✡✁✡
✡✁✡✁✡

☛✁☛
☛✁☛
☛✁☛
☛✁☛

☞✁☞
☞✁☞
☞✁☞
☞✁☞

∀p, ∃s0, T0,∀t, Λ(t, p) = tT0 ⊛ (π2 (Λ(0, p))⊕ ts0)

Cette propriété affirme simplement que les images de cellules de même position sont
arrangées régulièrement au cours du temps.

Soit p une position de l’espace. On introduit (p1, . . . , pk), (p′1, . . . , p
′
k) et t tels que

Λ(0, p) = ((0, p1), . . . , (0, pk)) et Λ(1, p) = ((t, p′1), . . . , (t, p
′
k)).

�✁�
�✁�
�✁�
�✁�

✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂

✄✁✄
✄✁✄
✄✁✄
✄✁✄

☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎

✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆
✆✁✆✁✆

✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝
✝✁✝✁✝

✞✁✞
✞✁✞
✞✁✞
✞✁✞

✟✁✟
✟✁✟
✟✁✟
✟✁✟

✠✁✠
✠✁✠
✠✁✠
✠✁✠

✡✁✡
✡✁✡
✡✁✡
✡✁✡

☛✁☛
☛✁☛
☛✁☛
☛✁☛

☞✁☞
☞✁☞
☞✁☞
☞✁☞

1 2 3

2 1 3

7−→ W1

W2

1 2 3

12 3

Considérons l’automate cellulaire A d’ensemble d’états {⊥, 1, . . . , k,W1, . . . ,Wt−1}, de
rayon de voisinage max {2 ‖p1‖∞ , . . . , 2 ‖pk‖∞ , 2 ‖p

′
1‖∞ , . . . , 2 ‖p

′
k‖∞} et dont un des dia-

grammes espace-temps ∆ est tel que pour tout temps de 0 à t le diagramme espace-temps
soit rempli par l’état ⊥ sauf :

∆(0, p1) = 1, . . . , ∆(0, pk) = k,

∆(1, 0) = W1, . . . , ∆(t− 1, 0) = Wt−1,

∆(t, p′1) = 1, . . . , ∆(t, p′k) = k.

Toutes les transitions non définies donnent l’état ⊥. Soit ∆′ le diagramme espace-temps
transformé de ∆. Par construction, aux temps 0 et 1, les configurations de ∆′ sont remplies
par l’état (⊥, . . . ,⊥) sauf en position p qui contiennent l’état (1, . . . , k). Comme ∆′ est
le diagramme espace-temps d’un automate cellulaire, ses configurations aux temps 0 et 1
étant les mêmes, elles sont les mêmes à tous les temps. Par construction, cela implique
que toutes les cellules ont la même forme : ∃s, p1 = p′1 ⊕ s ∧ . . . ∧ pk = p′k ⊕ s.

(6) On montre que la même proposition est vraie à une translation près :

�✁�
�✁�
�✁�
�✁�

✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂
✂✁✂ ✄✁✄
✄✁✄
✄✁✄
✄✁✄

☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎ ✆✁✆
✆✁✆
✆✁✆
✆✁✆

✝✁✝
✝✁✝
✝✁✝
✝✁✝

7−→
�✁�✁�
�✁�✁�
�✁�✁�
�✁�✁�

✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂
✂✁✂✁✂

✄✁✄
✄✁✄
✄✁✄
✄✁✄

☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎
☎✁☎✆✁✆
✆✁✆
✆✁✆
✆✁✆

✝✁✝
✝✁✝
✝✁✝
✝✁✝

✞✁✞
✞✁✞
✞✁✞
✞✁✞

✟✁✟
✟✁✟
✟✁✟
✟✁✟✠✁✠
✠✁✠
✠✁✠
✠✁✠

✡✁✡
✡✁✡
✡✁✡
✡✁✡

☛✁☛
☛✁☛
☛✁☛
☛✁☛

☞✁☞
☞✁☞
☞✁☞
☞✁☞

∀i, p, ∃si, Ti,∀t, Λ(t, p⊕ tςi) = tTi ⊛ (π2 (Λ(0, p))⊕ tsi)

La démonstration est exactement la même que pour la proposition précédente en consi-
dérant des cellules translatées au temps 1.

(7) Enfin, on conclut :

Λ = PCSπ2(Λ(0,0)),(s1⊖s0,...,sd⊖s0),T0,s0

La démonstration de cette dernière propriété repose simplement sur le fait que les trans-
lations forment une base de déplacement dans Zd. �
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2.3.2 Axiomatisation

Première tentative

On propose de définir un modèle du groupage abstrait reposant sur les transformations
PCS et la relation sous-automate de la manière suivante :
Obj est l’ensemble des automates cellulaires de dimension d ;
Trans est l’ensemble des transformations PCS de dimension d ;
apply est l’opérateur de transformation des automates cellulaires ;
divide est la relation sous-automate ;
combine est la composition des transformations PCS (i.e. combine(T1, T2) = T2 ◦ T1).

Il faut à présent regarder si les axiomes sont vérifiés :
Combinaison. La structure (Trans, ·) est un monoïde. C’est une propriété de la compo-

sition et de la stabilité des transformations PCS par composition.
Compatibilité. L’opérateur apply fait agir le monoïde (Trans, ·) sur l’ensemble Obj. La

composition des transformations a été définie par l’intermédiaire de la composition
de leurs applications.

Divisibilité. La relation divide est une relation de préordre. On sait que la relation
sous-automate est une relation de préordre.

Transitivité. L’opérateur apply est compatible avec la relation divide. Soient A et B
deux automates cellulaires tels que A | B. Soit ϕ une application injective de QA

dans QB telle que ϕ ◦GA = GB ◦ ϕ. Soit T = PCSF,v,T,s une transformation PCS.
Pour montrer que AT | BT , exhibons une application injective ψ de Q

|F |
A dans

Q
|F |
B telle que ψ ◦GT

A = GT
B ◦ ψ. Une solution consiste à prendre pour ψ le produit

canonique de ϕ sur Q|F |
A .

Surjectivité. L’opérateur apply préserve la richesse des objets. Soit A un automate
cellulaire de voisinage v de taille ν. Soit T = PCSF,v′,T,s une transformation PCS.
On définit l’automate cellulaire B à partir de l’automate cellulaire A de la manière
suivante. Le voisinage de B est v ⊙ v′ ⊖ s auquel on ajoute 0 en premier vecteur, son
ensemble d’états est (QA ∪ {⊥})× ZT et sa règle locale de transition δ′ est définie
(partiellement) pour tout (ν + 1)-uple (x0, x1, . . . , xν) d’éléments de QA ∪ {⊥} et
tout entier i ∈ ZT de la manière suivante :

δ′ ((x0, i), (x1, i), . . . , (xν , i)) =





(δA(x1, . . . , xν), 0) si i = T − 1

et ⊥ 6∈ {x0, . . . , xν} ;
(x0, i+ 1) sinon.

Ainsi A est un sous-automate de BT par l’application injective ϕ de QA dans Q|F |
B

définie pour tout état q de QA par

ϕ(q) = ((q, 0), (⊥, 0), . . . , (⊥, 0)) .

Proximité. L’opérateur apply n’éloigne pas trop les transformations d’un même objet.
Cet axiome n’est pas vérifié ! En effet, il est possible de trouver des couples de
transformations spatiales ΘF1,v1 , ΘF2,v2 tels que

(Θ ◦ΘF1,v1) ∩ (Θ ◦ΘF2,v2) = ∅ .
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◮ Pour s’en convaincre, voici un exemple en dimension 1. On pose F1 = (0, 1), v1 = 2,
F2 = (0, 3), v2 = 2 (ces transformations sont représentées sur la figure 2.12). Pour toute
transformation spatiale ΘF ′

1,v′
1
∈ (Θ ◦ΘF1,v1

), si p est la plus petite position apparaissant
dans le uple F ′

1, alors p + 1 apparaît aussi dans F ′
1. Pour toute transformation spatiale

ΘF ′
2,v′

2
∈ (Θ ◦ΘF2,v2

), si p est la plus petite position apparaissant dans le uple F ′
2, alors

p+ 1 n’apparaît pas dans F ′
2.

F1 v1 F2 v2

Fig. 2.12 – Contre-exemple pour l’axiome de Proximité

Ce problème est lié à la trop grande liberté qui est donnée aux formes des motifs des
transformations spatiales. Une solution consiste à se restreindre à un sous-monoïde
de (Θ, ◦) qui ne possède pas ce défaut et qui engendre des transformations géomé-
triques qui vérifient toujours les précédents axiomes.

On choisit2 de se restreindre aux plongements de la forme Θ∏d
i=1J0,mi−1K,v⊗(m1,...,md)

où les mi sont des entiers strictement positifs et les vecteurs vi de la famille libre de
vecteurs v ont toutes leurs coordonnées égales à 0 sauf une égale à 1. Si on note ςi le
vecteur de Zd dont toutes les coordonnées sont égales à 0 sauf la i-ème qui est égale
à 1, on peut toujours trouver une permutation τ de J1, dK telle que pour tout indice
i, on ait vi = ςτ(i). Ces plongements correspondent à des découpages de la grille par
homothétie puis permutation éventuelle des vecteurs de base. En dimension 1, cela
correspond au découpage de segments de cellules du groupage carré.

On note P̃(m1,...,md),τ le découpage spatial particulier vérifiant

P̃(m1,...,md),τ = P∏d
i=1J0,mi−1K,(ςτ(1),...,ςτ(d))⊗m .

On introduit alors les transformations P̃CS en posant

P̃CSm,τ,T,s = P̃m,τ ◦Ss ◦CT .

L’ensemble des transformations P̃CS est stable par composition, ainsi

P̃CS(m′
1,...,m

′
d
),τ ′,T ′,s′ ◦ P̃CS(m1,...,md),τ,T,s = P̃CS(m′′

1 ,...,m
′′
d
),τ ′′,T ′′,s′′

avec les paramètres

m′′
i = mim

′
τ(i)

τ ′′ = τ ′ ◦ τ

T ′′ = TT ′

s′′ =
(
s′ ⊙

(
ςτ(1), . . . , ςτ(d)

)
⊗m

)
⊕ T ′s

Hélas, les transformations P̃CS ne satisfont pas, elles non plus, l’axiome de Proxi-
mité ! La cause est maintenant les translations. Le manque de corrélation entre la
composante S et la composante P̃ engendre des pathologies.

2Si ce choix n’en est pas réellement un en dimension 1 (on ignore simplement la transformation «image
miroir»), il s’agit d’une réelle restriction dans le cas des dimensions supérieures. Nous nous restreignons
au plus grand sous-monoïdes que nous connaissions, qui contienne les transformations présentées en début
de chapitre, et qui puisse satisfaire l’axiome de Proximité.



2.3. PREMIÈRE ESQUISSE DU GROUPAGE 69

◮ Pour s’en convaincre, plaçons-nous en dimension 1 et notons 〈m,n, k〉 la transformation
P̃CSm,id,n,k. Soient 〈m,n, k〉, 〈m′, n′, k′〉 et 〈m′′, n′′, k′′〉, 〈m′′′, n′′′, k′′′〉 quatre transfor-
mations :

〈m′′, n′′, k′′〉 ◦ 〈m,n, k〉 = 〈mm′′, nn′′,mk′′ + kn′′〉

〈m′′′, n′′′, k′′′〉 ◦ 〈m′, n′, k′〉 = 〈m′m′′′, n′n′′′,m′k′′′ + k′n′′′〉

Pour essayer de vérifier l’axiome de proximité, on pose m′′ = m′, m′′′ = m, n′′ = αn′ et
n′′′ = αn pour un entier α. Les équations deviennent alors :

〈m′′, n′′, k′′〉 ◦ 〈m,n, k〉 = 〈mm′, αnn′,mk′′ + αkn′〉

〈m′′′, n′′′, k′′′〉 ◦ 〈m′, n′, k′〉 = 〈mm′, αnn′,m′k′′′ + αk′n〉

On cherche k′′, k′′′ et α tels que mk′′ −m′k′′′ = α(kn′ − k′n), ce qui est possible, mais
l’axiome de Proximité ajoute la contrainte que k′′ et α ne dépendent que de 〈m′, n′, k′〉.
Pour que cela soit possible, il faudrait que k et n (respectivement k′ et n′) soient propor-
tionnels à m (respectivement m′).

Tout n’est cependant pas perdu, nous allons utiliser les transformations P̃CS. Obser-
vons ce qui se passe lorsqu’on compose une transformation C et une transformation
P̃CS :

CT ′ ◦ P̃CSm,τ,T,s = P̃CSm,τ,T ′T,T ′s .

En choisissant T ′ de façon astucieuse, par exemple en prenant
∏

imi, on peut cor-
réler la translation et le découpage temporel avec le découpage spatial. Aussi, on
se convainc aisément que si on se restreint à un sous-monoïde de transformations
raisonnablement corrélées de P̃CS, la relation de comparaison engendrée est exac-
tement la même que pour les transformations P̃CS. On peut donc travailler avec les
transformations P̃CS si on trouve des transformations corrélées qui satisfassent les
axiomes. On choisit les transformations P̃CS’ définies ainsi :

P̃CS’m,τ,T,s = P̃CSm,τ,(
∏

i mi)T,s⊙(ςτ(1),...,ςτ(d))⊗m

L’ensemble des transformations P̃CS’ est stable par composition car

P̃CS’(m′
1,...,m

′
d
),τ ′,T ′,s′ ◦ P̃CS’(m1,...,md),τ,T,s = P̃CS’(m′′

1 ,...,m
′′
d
),τ ′′,T ′′,s′′

avec les paramètres

m′′
i = mim

′
τ(i)

τ ′′ = τ ′ ◦ τ

T ′′ = TT ′

et il faut décomposer
(
s′ ⊙ (ςτ ′(1), . . . , ςτ ′(d))⊗m

′ ⊙
(
ςτ(1), . . . , ςτ(d)

)
⊗m

)

⊕(
∏

i

m′
i)T

′
(
s⊙ (ςτ(1), . . . , ςτ(d))⊗m

)

sous la forme
s′′ ⊙ (ςτ ′′(1), . . . , ςτ ′′(d))⊗m

′′ .
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On traite les deux parties de l’expression séparément. D’une part,

(ςτ ′′(1), . . . , ςτ ′′(d))⊗m
′′ = (ςτ ′(1), . . . , ςτ ′(d))⊗m

′ ⊙
(
ςτ(1), . . . , ςτ(d)

)
⊗m

et d’autre part, (
(
∏

i

m′
i)s

)
⊙ (ςτ(1), . . . , ςτ(d))⊗m

se décompose sans difficulté en un terme du type

s̄⊙ (ςτ ′′(1), . . . , ςτ ′′(d))⊗m
′′ .

Pour cela, il suffit de poser, pour tout indice i,

s̄i =
(
∏

im
′
i)

mτ ′(i)

sτ ′(i).

Finalement, on peut réécrire s′′ sous la forme :

s′′ = s′ ⊕ T ′s̄ .

Le point important ici est de remarquer que s′′ s’exprime comme une somme de s′

et d’un autre terme. Aussi, si on est libre du choix de s′ et que le deuxième terme
est connu, on peut faire prendre n’importe quelle valeur à s′′.

Deuxième tentative

On propose de définir un modèle du groupage abstrait reposant sur les transformations
P̃CS et la relation sous-automate de la manière suivante :
Obj est l’ensemble des automates cellulaires de dimension d ;
Trans est l’ensemble des transformations P̃CS’ de dimension d ;
apply est l’opérateur de transformation des automates cellulaires ;
divide est la relation sous-automate ;
combine est la composition des transformations P̃CS’ (i.e. combine(T1, T2) = T2 ◦ T1).

Tous les axiomes vérifiés plus haut dans le cas des transformations PCS restent vérifiés
si on se restreint aux transformations P̃CS’. Il ne reste donc à vérifier que l’axiome de
Proximité.

On montre que l’opérateur apply n’éloigne pas trop les transformations d’un même
objet. Soit A un automate cellulaire et P̃CS’m,τ,T,s et P̃CS’m′,τ ′,T ′,s′ deux transformations
P̃CS’. On se propose d’exhiber deux transformations P̃CS’m′′,τ ′′,T ′′,s′′ et P̃CS’m′′′,τ ′′′,T ′′′,s′′′

telles que la première ne dépend que de P̃CS’m′,τ ′,T ′,s′ et qu’elles vérifient

P̃CS’m′′,τ ′′,T ′′,s′′ ◦ P̃CS’m,τ,T,s = P̃CS’m′′′,τ ′′′,T ′′′,s′′′ ◦ P̃CS’m′,τ ′,T ′,s′ .

Pour cela, on pose :

m′′
i =

d∏

k=1

m′
k

τ ′′ = id

T ′′ = T ′

s′′ = 0
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m′′′
i =

mτ ′−1(i)

∏d
k=1m

′
k

m′
τ ′−1(i)

τ ′′′ = τ ◦ τ ′−1

T ′′′ = T

Et on se convainc, grâce à la discussion sur les translations et la composition de transfor-
mations P̃CS’ à la fin du paragraphe précédent, qu’il existe une valeur de s′′′ qui satisfait
l’équation.

2.4 Une extension du groupage carré

2.4.1 Définitions

Nous définissons une extension du groupage à partir des transformations géométriques
P̃CS, une sous-famille des transformations PCS qui induit une relation de préordre.

Par analogie avec les transformations présentées en début de chapitre (il y a correspon-
dance dans le cas de la dimension 1), on notera par la suite 〈mτ , n, k〉 la transformation
P̃CSm,τ,n,k, séparant ainsi les composantes spatiale, temporelle et de translation. De même
A〈mτ ,n,k〉 dénotera l’automate cellulaire transformé de l’automate cellulaire A par cette
transformation, de règle globale de transition

G
〈mτ ,n,k〉
A = o−1

mτ
◦ σk ◦G

n
A ◦ omτ

où omτ
est une notation simplifiée pour o∏d

i=1J0,mi−1K,(ςτ(1),...,ςτ(d))⊗m.

Définition 4. Un automate cellulaire A est simulé par un automate cellulaire B, noté
A 6 B, s’il existe deux transformations P̃CS 〈mτ , n, k〉, 〈m′

τ ′ , n
′, k′〉 telles que

A〈mτ ,n,k〉 ⊆ B〈m′
τ ′ ,n

′,k′〉 .

Théorème 14. La relation de simulation 6 est égale à la relation de simulation induite
par un modèle du groupage abstrait.

Démonstration. Montrons d’abord que si on se restreint aux transformations P̃CS’

dans la définition de la relation 6, on définit exactement la même relation. Soient A et B
deux automates cellulaires et 〈mτ , n, k〉, 〈m′

τ ′ , n
′, k′〉 deux transformations P̃CS vérifiant

A〈mτ ,n,k〉 ⊆ B〈m′
τ ′ ,n

′,k′〉. Les transformations PCS vérifiant l’axiome de Transitivité, la
relation suivante est vérifiée

(
A〈mτ ,n,k〉

)〈1id,
∏

i mi

∏
i m

′
i,0〉 ⊆

(
B〈m′

τ ′ ,n
′,k′〉
)〈1id,

∏
i mi

∏
i m

′
i,0〉 ,

relation qui se simplifie en

A〈mτ ,
∏

i mi

∏
i m

′
in,

∏
i mi

∏
i m

′
ik〉 ⊆ B〈m

′
τ ′ ,

∏
i mi

∏
i m

′
in

′,
∏

i mi

∏
i m

′
ik

′〉

où les deux transformations sont des transformations P̃CS’. Ce qui conclut la démonstra-
tion car on a montré au paragraphe précédent que les transformations P̃CS’ définissaient
bien un modèle du groupage abstrait. �
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Corollaire 2. La relation 6 est une relation de préordre.

Dans la suite, on note ∼ la relation d’équivalence associée à 6 et < la relation de
comparaison stricte. Par abus de notation, on notera aussi 6 la relation d’ordre induite
et < la relation d’ordre stricte induite. On s’intéresse à la classification induite par les
classes d’équivalence ordonnées par l’ordre induit.

2.4.2 Espace des phases

En plus de se comporter agréablement des points de vue géométrique pour les dia-
grammes espace temps et algébrique pour la règle globale de transition, les transformations
PCS transforment l’espace des phases des automates cellulaires de manière « régulière ».

Dans cette thèse, nous appellerons espace des phases3 d’une règle globale de transition
G (éventuellement une restriction d’une telle fonction à une famille de configurations
stables par translation et par application de la règle) le graphe dirigé dont les sommets
sont les configurations de G munis de d + 1 types d’arêtes. Soient x et y deux sommets
du graphe. Une arête simple x → y de x à y signifie que y est l’image de x par G. Une
arête en pointillé x 99Ki y de x à y indicée par i signifie que y est l’image de x par une
translation élémentaire de vecteur ςi. La figure 2.13 présente l’espace des phases partiel
d’un automate cellulaire unidirectionnel de dimension 1.

Ce graphe possède une structure très régulière. De tout sommet part exactement une
arête simple. Pour tout indice i ∈ J1, dK, de tout sommet part et arrive exactement une
arête en pointillés indicée par i. On peut donc emprunter toute arête sans ambiguïté, y
compris emprunter une arête en pointillés dans le sens contraire. Un chemin dans le graphe
peut donc être donné simplement par la donnée de ses extrémités et de la suite des types
d’arêtes empruntées. Un chemin généralisé est un chemin dans lequel on s’autorise à
emprunter des arêtes en pointillés en sens contraire.

Les règles globales de transition des automates cellulaires commutant avec les transla-
tions, ce graphe rend compte de cette commutativité de la manière suivante. Pour toute
paire d’arêtes !1, !2, éventuellement des arêtes en pointillés en sens contraire, et pour
tout sommet x, il existe un unique sommet y tel que x !1!2 y et x !2!1 y.

La transformation d’un automate cellulaire par une transformation PCS peut être
vue comme une opération de réécriture sur le graphe. Voici l’effet de chaque type de
transformation :

transformation temporelle CT . Les sommets sont identiques. On définit une arête
simple x→ y entre deux sommets x et y s’il existe un chemin de T arêtes simples
x→ · · · →︸ ︷︷ ︸

T

y entre x et y. Les arêtes en pointillés sont conservées.

translation Ss. Les sommets sont identiques. On définit une arête simple x→ y entre
deux sommets x et y s’il existe un chemin généralisé de n+m+ 1 arêtes

x→ 99Ki199Ki2 · · · 99Kin︸ ︷︷ ︸
n

L99i′1L99i′2 · · · L99i′m︸ ︷︷ ︸
m

y

3La notion d’espace des phases est classique dans le cadre de la théorie des systèmes dynamiques, ici
nous nous intéressons à une variante spécifique aux automates cellulaires où les translations jouent un
rôle particulier.
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Espace des phases de l’automate cellulaire (Z,Z3, J0, 1K,+). Seules sont représentées les
configurations périodiques de période au plus 3. Les sommets du graphe sont étiquetés
par le motif périodique de taille minimale apparaissant à droite de la position 0 dans la
configuration correspondant au sommet.

Fig. 2.13 – Espace des phases d’un automate cellulaire

entre x et y vérifiant s =
∑n

k=1 ςik −
∑m

k=1 ςi′k . Les arêtes en pointillés sont conser-
vées.

transformation spatiale PF,v. Chaque sommet du graphe x est renommé en o−1
F,v(x).

On définit une arête en pointillés o−1
F,v(x) 99Ki o

−1
F,v(y) indicée par i ∈ J1, dK entre

deux sommets o−1
F,v(x) et o−1

F,v(y) s’il existe un chemin généralisé de n+m arêtes

x 99Kj199Kj2 · · · 99Kjn︸ ︷︷ ︸
n

L99j′1L99j′2 · · · L99j′m︸ ︷︷ ︸
m

y

entre x et y vérifiant vi =
∑n

k=1 ςjk −
∑m

k=1 ςj′k . Les arêtes simples sont conservées.

2.4.3 Exploration

Liens avec le premier groupage

Le groupage carré correspond à la restriction aux automates cellulaires de dimension
1, de rayon 1 dans le cas où les seules transformations P̃CS autorisées sont les transforma-
tions de la forme 〈n, n, 0〉. Nous montrons qu’en fait, dans le cas de la dimension 1, toute
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classe d’équivalence du groupage généralisé (i.e. pour la relation ∼) contient une union
non vide de classes d’équivalence du groupage carré (i.e. pour la relation ∼�). Autrement
dit, le groupage carré définit un préordre plus fin que le groupage généralisé.

Proposition 1. Pour tout automate cellulaire A de dimension 1, la classe d’équivalence
de A contient une union non vide de classes d’équivalence du groupage carré ( i.e. il existe
un automate cellulaire A� de rayon de voisinage 1 tel que A ∼ A� et, pour tout automate
cellulaire B de rayon de voisinage 1, si B ∼� A� alors B ∼ A).

Démonstration. On montre d’abord que toute classe d’équivalence contient un auto-
mate cellulaire de rayon de voisinage 1. SoitA un automate cellulaire de rayon de voisinage
r. Alors le transformé A〈rid,1,0〉 de A est un automate cellulaire de rayon de voisinage 1. la
figure 2.14 démontre le principe de la construction pour un automate cellulaire de dimen-
sion 2, de rayon de voisinage 5. Notons au passage que cette propriété est vérifiée en toute
dimension. De même, il existe un automate cellulaire unidirectionnel dans chaque classe
d’équivalence, la construction est une variante de la précédente (prendre par exemple
A〈2rid,1,(−r,...,−r)〉).

r

Les cellules hachurées correspondent, dans Z2, aux voisinages des deux cellules noires
dans le cas d’un automate cellulaire de rayon de voisinage 5. Les traits épais délimitent les
nouvelles cellules obtenues par découpage spatial. Les deux cellules noires étant extrêmes
dans leur nouvelle cellule et ne dépendant que de cellules appartenant à des nouvelles
cellules dans un voisinage de rayon 1, l’automate cellulaire obtenu après transformation
est de rayon de voisinage 1.

Fig. 2.14 – Rayon de voisinage et transformations géométriques dans Z2

On montre ensuite que tous les transformés d’un automate cellulaire par une trans-
formation P̃CS appartiennent à la même classe d’équivalence. Il s’agit ici d’une propriété
de groupage,

A ⊢ ∀x∀α∀β
(
xα 4 xβ ∧ xβ 4 xα

)
,

conséquence du fait que 4 est une relation de préordre et de la propriété

A ⊢ ∀x∀α (x 4 xα ∧ xα 4 x) .

qui est immédiate. �
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Chaînes infinies incomparables

Nous montrons que l’ordre induit par la généralisation du groupage n’est pas trivial.
En effet, il existe une infinité de classes d’équivalence et des chaînes infinies croissantes
incomparables.

On définit la famille
(
ξm,n

)
m,n∈N

d’automates cellulaires
(
Zd, J1,m+ n+ 1K, V d

Moore
, δ
)

dont la règle locale de transition est définie par

δ (x0 . . . , x3d−1) =





x0 si |{n | ∃i, xi = n}| = 1 ;

m+ 1 si |{n | ∃i, xi = n}| > 1 et min {xi} 6 m ;

max {xi} sinon.

Proposition 2. Pour toute paire de couples d’entiers m, n et m′, n′, si m′ 6 m et n′ 6 n
alors ξm′,n′ 6 ξm,n.

Démonstration. Soient m, n et m′, n′ deux couples d’entiers tels que m′ 6 m et n′ 6 n.
L’automate cellulaire ξm′,n′ est un sous-automate de l’automate cellulaire ξm,n. Pour s’en
convaincre, on définit l’application injective ϕ de J1,m′ + n′ + 1K dans J1,m+ n+ 1K par
ϕ(i) = i−m′ +m. �

Proposition 3. Pour toute paire de couples d’entiers m, n et m′, n′, si m′ 6= m ou
n′ 6= n alors ξm′,n′ et ξm,n appartiennent à des classes d’équivalence distinctes. De plus,
si m′ < m et n′ > n ou si m′ > m et n′ < n alors ξm′,n′ et ξm,n sont incomparables.

Démonstration. Considérons l’espace des phases de ξm,n restreint aux configurations
périodiques. Les m+ n+ 1 configurations monochromatiques sont des points fixes. Toute
configuration périodique évolue en un nombre fini de pas vers un de ces points fixes. Si une
configuration n’est pas monochromatique et si tous ses états appartiennent à l’ensemble
J1,mK, la configuration converge vers m+ 1. Les autres configurations convergent vers
la configuration monochromatique d’état l’état de valeur maximale de la configuration
initiale. La figure 2.15 synthétise ces observations.

ξP
m,n ξP

m,n ξP
m,n

1 . . . m m+ 1 . . . m+ n+ 1

Fig. 2.15 – Espace des phases de ξP
m,n

Les transformations PCS conservant les points fixes et les composantes connexes de
l’espace des phases, la transformation de ξm,n engendre un automate cellulaire dont l’es-
pace des phases sur les configurations périodiques est toujours du type de la figure 2.15.

Soient maintenant m, n et m′, n′ deux couples d’entiers. Pour qu’un transformé de
ξm′,n′ soit un sous-automate d’un transformé de ξm,n, il faut donc au moins que m′ 6 m
et n′ 6 n. Ce qui conclut la démonstration. �
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La figure 2.16 synthétise la hiérarchie entre les automates cellulaires ξm,n. Grâce à
cette famille d’automates cellulaires on peut en particulier exhiber des chaînes infinies
croissantes de classes d’équivalence telles que, si on choisit deux éléments sur des chaînes
distinctes, ils sont incomparables (considérer par exemple les deux suites d’automates
cellulaires

(
ξi,0
)
i∈N

et
(
ξ0,j

)
j∈N

).

ξm,n

6≷

6≷

<

>

m

n

Fig. 2.16 – Comparaison des ξm,n

Le bas de l’ordre

Comme dans le cas du groupage carré, on peut montrer que certaines classes d’équi-
valence du bas de l’ordre correspondent à des familles bien connues et intuitivement
«simples» d’automates cellulaires.

Minimum global. L’automate cellulaire à un seul état, noté ⊥, est seul dans sa classe
d’équivalence et est le minimum global pour l’ordre induit.

Proposition 4. La classe d’équivalence constituée de l’unique automate cellulaire à un
état est un minimum global pour l’ordre.

Démonstration. L’automate cellulaire à un seul état ne se transforme qu’en lui-même
par une transformation PCS. De plus, il ne possède aucun autre sous-automate que lui-
même. Il est donc seul dans sa classe d’équivalence. D’autre part, il est sous-automate de
tout automate cellulaire possédant un état quiescent. Or, tout automate cellulaire contient
parmi ses transformés temporels un automate cellulaire à état quiescent. �

Automates nilpotents. L’ensemble des automates cellulaires nilpotents distincts de ⊥

forme une classe d’équivalence située au bas de l’ordre : si un automate cellulaire différent
de ⊥ est simulé par un automate cellulaire nilpotent alors il est nilpotent.

Proposition 5. La classe d’équivalence constituée des automates cellulaires nilpotents
différents de ⊥ est au bas de l’ordre.

Démonstration. L’espace des phases d’un automate cellulaire nilpotent est consitué
d’un unique point fixe atteint par toutes les autres configurations en un temps fini. Cette
structure est une caractérisation des automates cellulaires nilpotents. Si T est la durée
de la transitoire d’un automate cellulaire nilpotent, l’espace des phases du transformé
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par CT de cet automate cellulaire consiste en un point fixe atteint par toutes les autres
configurations en un pas. D’autre part, l’application d’une transformation P à un tel
automate cellulaire permet d’augmenter le nombre d’états en conservant cette structure.
On en déduit que les automates cellulaires nilpotents se simulent entre eux et que tout
automate cellulaire simulé par un automate cellulaire nilpotent est lui-même nilpotent. �

Translations généralisées. L’ensemble des automates cellulaires périodiques à une
translation près distincts de ⊥ forme une classe d’équivalence située au bas de l’ordre.

Proposition 6. La classe d’équivalence constituée des automates cellulaires périodiques
à une translation près différents de ⊥ est au bas de l’ordre.

Démonstration. L’espace des phases d’un automate cellulaire périodique à une trans-
lation près est tel qu’il existe deux suites d’arêtes généralisées → · · · →︸ ︷︷ ︸

T

et

99Ki1 · · · 99KinL99j1 · · · L99jm

telles que, pour tout sommet, les deux chemins partant de ce sommet étiquetés par ces
suites d’arêtes atteignent un même sommet. Cette structure caractérise les automates cel-
lulaires périodiques à une translation près. Si T est la période d’un tel automate cellulaire,
l’espace des phases du transformé par CT de cet automate cellulaire est une translation.
D’autre part, l’application d’une transformation P et d’une transformation S à un tel
automate cellulaire permet d’augmenter le nombre d’états et d’annuler la translation en
conservant cette structure. On en déduit que les automates cellulaires périodiques à une
translation près se simulent entre eux et que tout automate cellulaire simulé par un auto-
mate cellulaire périodique à une translation près est lui-même périodique à une translation
près. �

Le haut de l’ordre

Contrairement au cas du groupage carré, il existe une classe d’équivalence maximale
dans le cadre du groupage généralisé. De même qu’on trouve au bas de l’ordre les au-
tomates cellulaires «simples», on trouve en haut de l’ordre les automates cellulaires qui
produisent toutes les évolutions possibles : les automates cellulaires intrinsèquement uni-
versels.

Proposition 7. La classe d’équivalence constituée des automates cellulaires intrinsèque-
ment universels est un maximum global pour l’ordre.

Démonstration. L’existence d’automates cellulaires intrinsèquement universels assure
que l’ordre admet un maximum global. Pour montrer que la classe d’équivalence maxi-
male est constituée uniquement des automates cellulaires intrinsèquement universels, on
applique le théorème 12 au cas du groupage généralisé. �

Au vu de ce résultat, on peut se demander si, de même qu’il existe des classes d’équi-
valence situées au bas de l’ordre, il en existe en haut de l’ordre, c’est-à-dire s’il existe
des classes d’équivalence situées juste au-dessous des automates cellulaires intrinsèque-
ment universels. Intuitivement, cette propriété n’est pas désirée car l’universalité est une
sorte de comportement maximal limite. Nous allons montrer que la réalité est conforme
à l’intuition.
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Le groupage généralisé admet une notion de maximum local par le biais du produit car-
tésien d’automates. On en déduit qu’il ne peut exister au plus qu’une classe d’équivalence
en haut de l’ordre.

Proposition 8. Soient A et B deux automates cellulaires. Le produit cartésien A×B de
ces automates est un maximum local : A 6 A× B et B 6 A× B.

Démonstration. Soient A et B deux automates cellulaires. Montrons que A 6 A× B,
l’autre cas est symétrique. Il existe une durée T telle que le transformé par CT de B
admette un état quiescent q0. Le transformé par CT de A×B admet pour sous-automate
le transformé par CT de A par l’application injective ϕ : QA → QA ×QB définie pour tout
état q par ϕ(q) = (q, q0). �

Corollaire 3. Il existe au plus une classe d’équivalence en haut de l’ordre.

Démonstration. Soient A et B deux automates cellulaire non intrinsèquement univer-
sels, montrons que leur produit cartésien A× B n’est pas intrinsèquement universel.

Supposons que A× B soit intrinsèquement universel et soit U un automate cellulaire
intrinsèquement universel. Alors, par définition il existe une transformation PCS α telle
que U ⊆ Aα × Bα. Soit ϕ l’application injective de QU dans QAα ×QBα associée. On choi-
sit pour U un automate cellulaire intrinsèquement universel d’un type un peu particulier
(voir le chapitre 3 pour une explication du fonctionnement de ce type de construction)
dont l’ensemble d’états se décompose en QU = Q× {a, b} ∪ {a, b}. L’automate U se com-
porte comme une machine de Turing multi-têtes sur un espace de dimension d avec Q
l’ensemble d’états des têtes et {a, b} l’alphabet du ruban. On observe alors le codage de
a et b dans Aα × Bα, en particulier la projection de ce codage sur les ensembles d’états
de Aα et Bα. Il y a trois possibilités :

– Soit π1(ϕ(a)) = π1(ϕ(b)) et π2(ϕ(a)) 6= π2(ϕ(b)). Dans ce cas, la première compo-
sante du codage, dirigée par Aα ne distingue pas a de b et en conséquence ne peut
réaliser aucun calcul. On en conclut que c’est la deuxième composante qui calcule et
donc que l’application ψ : QU → QBα qui, à tout état q, associe π2(ϕ(q)) est injective
et que U 6 B.

– Soit π1(ϕ(a)) 6= π1(ϕ(b)) et π2(ϕ(a)) = π2(ϕ(b)). Ce cas est symétrique du précé-
dent. On en déduit que U 6 A.

– Soit π1(ϕ(a)) 6= π1(ϕ(b)) et π2(ϕ(a)) 6= π2(ϕ(b)). Dans ce cas, les deux composantes
du codage distinguent a et b et en conséquence, pour préserver l’injectivité du codage
au cours du calcul, chaque composante doit être capable de réaliser tous les calculs.
Les deux composantes étant indépendantes, on en déduit que U 6 A et U 6 B.

D’après les hypothèses, ni A ni B ne sont intrinsèquement universels. On arrive donc à
une contradiction dans chacun des trois cas. �

Le résultat précédent peut s’interpréter de la manière suivante :

1. soit pour tout automate cellulaire non intrinsèquement universel A il existe un
automate cellulaire non intrinsèquement universel B tel que A < B,

2. soit il existe un automate cellulaire non intrinsèquement universel A tel que pour
tout automate cellulaire non intrinsèquement universel B, on a B 6 A.

On veut montrer que le second cas, l’existence d’un automate cellulaire en haut de
l’ordre, n’est pas réalisable. Pour cela, on relie sa réalisation à un problème de décision
qui sera montré indécidable dans le chapitre suivant, concluant ainsi la démonstration.
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Proposition 9. S’il existe une classe d’équivalence au haut de l’ordre, alors le problème
de décision CA-UNIV est décidable.

CA-UNIV

Entrée Un automate cellulaire A
Question L’automate A est-il intrinsèquement universel ?

Démonstration. Supposons qu’il existe une classe d’équivalence en haut de l’ordre et
soit U−1 un automate cellulaire appartenant à cette classe. Soit U un automate cellulaire
intrinsèquement universel. Montrons que l’intrinsèque universalité est décidable. Soit A
un automate cellulaire.

Si A est intrinsèquement universel, il existe une transformation PCS α telle que
U ⊆ Aα. Par énumération des transformations PCS, la transformation d’automates cellu-
laires et le test sous-automate étant calculables, si A est intrinsèquement universel, alors
on l’observe en un temps fini.

Si A n’est pas intrinsèquement universel, alors A 6 U−1. Il existe deux transformations
PCS α et β telles que Aα ⊆ Uβ−1. Pour les mêmes raisons que ci-dessus, si A n’est pas
intrinsèquement universel, alors on l’observe en un temps fini. �

Problèmes de décision associés

Nous montrons que la relation de simulation du groupage généralisé est indécidable.
En pratique, nous montrons l’indécidabilité de deux problèmes plus difficiles.

Proposition 10. Le problème de décision CA-LEFT-POW est indécidable.

CA-LEFT-POW

Entrée Deux automates cellulaires A et B
Question Existe-t-il une transformation P̃CS α telle que Aα ⊆ B ?

Démonstration. Un automate cellulaire A est nilpotent si et seulement si il existe une
durée T telle que l’application GT

A est constante. Cette dernière propriété est équivalente
à l’existence d’une transformation C α telle que Aα est constante. Soit B un automate
cellulaire constant possédant autant d’états que A. Alors A est nilpotent si et seulement
si il existe une transformation P̃CS α telle que Aα ⊆ B. La nilpotence des automates
cellulaires étant indécidable, le problème CA-LEFT-POW l’est aussi. �

Proposition 11. Le problème de décision CA-RIGHT-POW est indécidable.

CA-RIGHT-POW

Entrée Deux automates cellulaires A et B
Question Existe-t-il une transformation P̃CS α telle que A ⊆ Bα ?

Démonstration. Soit A un automate cellulaire intrinsèquement universel. Un automate
cellulaire B est intrinsèquement universel si et seulement si il existe une transformation
P̃CS α telle que A ⊆ Bα. Le problème CA-UNIV étant indécidable (démonstration dans
le chapitre suivant), le problème CA-RIGHT-POW l’est aussi. �
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2.4.4 Familles classiques d’automates cellulaires

Un des intérêts du groupage est que de nombreuses familles classiques d’automates
cellulaires ont un comportement identifiable dans ce cadre.

Classes d’équivalences. Certaines familles d’automates cellulaires correspondent à des
classes d’équivalence du groupage généralisé. Ainsi, nous avons vu dans les paragraphes
précédents :

– l’automate cellulaire à un seul état,
– les automates cellulaires nilpotents,
– les automates cellulaires périodiques à une translation près,
– les automates cellulaires intrinsèquement universels.

Stabilité par simulation. D’autres familles d’automates cellulaires vérifient la pro-
priété suivante : tout automate cellulaire simulé par un automate cellulaire de la famille
appartient à cette famille. C’est le cas, par exemple, des automates cellulaires injectifs et
des automates cellulaires surjectifs.
Proposition 12. Tout automate cellulaire simulé par un automate cellulaire injectif est
injectif.

Démonstration. Soit A un automate cellulaire. Pour toute transformation PCS α, l’au-
tomate cellulaire transformé Aα est injectif si et seulement si A l’est car les ensembles
de configurations de ces deux automates cellulaires sont en bijection et que la dite bi-
jection est compatible avec l’application de la règle globale de transition. De plus, tout
sous-automate d’un automate cellulaire injectif est un automate cellulaire injectif. On en
déduit que tout automate cellulaire simulé par un automate cellulaire injectif est lui-même
injectif. �

Proposition 13. Tout automate cellulaire simulé par un automate cellulaire surjectif est
surjectif.

Démonstration. Le raisonnement est le même que pour la proposition précédente mais
on utilise la variante faible du théorème de Moore-Myhill qui caractérise les automates
cellulaires surjectifs par l’injectivité sur les configurations finies d’une de leurs puissances.
On en déduit que tout automate cellulaire simulé par un autoamte cellulaire surjectif est
lui-même surjectif. �

Majoration. Pour d’autres familles d’automates cellulaires on peut montrer que tout
automate cellulaire est simulé par un automate cellulaire de la famille. En particulier, cela
implique que cette famille contient des automates cellulaire intrinsèquement universels.
Proposition 14. Tout automate cellulaire est simulé par un automate cellulaire unidi-
rectionnel.

Démonstration. La preuve se déduit de la construction donnée dans la démonstration
de la proposition 1. �

Un automate cellulaire totalistique est un automate cellulaire dont l’ensemble d’états
est inclus dans N et dont la règle locale de transition est du type

δ(x1, . . . , xn) = f

(
n∑

i=1

xi

)
.
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Proposition 15. Tout automate cellulaire est simulé par un automate cellulaire totalis-
tique.

Démonstration. Pour montrer cette proposition, il suffit de montrer que tout automate
cellulaire unidirectionnel est simulé par un automate cellulaire totalistique. Soit A un
automate cellulaire unidirectionnel de dimension d et d’ensemble d’états J0, n − 1K. On
définit l’automate cellulaire totalistique B de la manière suivante. Son ensemble d’états
est J0, n(3r)d

− 1K. L’idée est de coder une configuration C de A en une configuration C ′

de B définie en toute position p = (p0, . . . , pd−1) par :

C ′
p = n(p0 mod 3)+3(p1 mod 3)+...+3d−1(pd−1 mod 3)Cp .

Ainsi, en toute position p, la somme des voisins écrite en base n est un nombre dont 2d

chiffres sont non-nuls. La position de ces chiffres dans l’écriture permet de retrouver la
position de chaque voisin. �

Proposition 16. Tout automate cellulaire est simulé par un automate cellulaire polyno-
mial.

Démonstration. Soit A un automate cellulaire à n états. Si n est premier, alors, si on
regarde l’ensemble d’états de A comme le corps fini F (p), la règle globale de transition δ
de A est polynomiale, de polynôme

P (X1, . . . , Xk) =
∑

(x1,...,xk)∈Qk
A

k∏

i=1

∏

x 6=xi

Xi − x

xi − x
δA(x1, . . . , xk) .

�

Un automate cellulaire conservatif est un automate cellulaire A d’ensemble d’états
inclus dans Z et tel que, pour toute configuration périodique C de période π :

∑

p∈J0,π−1Kd

Cp =
∑

p∈J0,π−1Kd

GA(C)p .

Proposition 17. Tout automate cellulaire est simulé par un automate cellulaire conser-
vatif.

Démonstration. SoitA un automate cellulaire à n états. On définit l’automate cellulaire
conservatif B qui simule A de la manière suivante. L’ensemble d’états de B est J−n, nK.
L’automate cellulaire B simule A par groupage spatial de deux cellules. Un état q de
A est codé par une paire (q,−q) d’états de B. Le voisinage de B est le voisinage de A
transformé par la transformation précédente, auquel on ajoute ce qu’il faut pour qu’une
cellule puisse observer ses voisines normales pour A ainsi que ce que voit sa voisine dans
le groupage spatial. Si le codage est localement correct, on effectue une transition, sinon
on conserve son propre état inchangé. �

2.4.5 Structure

Le groupage généralisé induit une relation de préordre. Cette structure permet de
montrer des résultats plus facilement, en se reposant sur certaines propriétés structurelles
comme la transitivité, par exemple. Nous montrons cependant que la relation de simulation
induite par le groupage généralisé n’admet pas de structure de demi-treillis.
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Translations pures. On se place en dimension 1 et on considère la famille
(
σ

(z)
v

)
v∈Z

des automates cellulaires de translation pure à z états :

σ(z)
v = (Z, J1, zK, {−v} , q 7→ q) .

Transformés. L’image par une transformation P̃CS’ 〈m,mn,mk〉 d’un automate cel-
lulaire σ

(z)
v est l’automate cellulaire

o−m ◦ σmk ◦
(
σ(z)
v

)mn
◦ om = σ

(zm)
nv+k

Sous-automates. Les sous-automates d’un automate cellulaire σ
(z)
v sont exactement les

automates cellulaires σ
(z′)
v pour z′ < z. En particulier, pour z′ = 1 cet automate cellulaire

atteint le minimum du groupage.

Produits cartésiens. Les produits cartésiens d’automates cellulaires de translations
pures sont tous dans la classe d’équivalence d’un automate cellulaire de type

∏l
i=1 σvi

où
la suite des (vi) est strictement croissante et σv désigne l’automate cellulaire de transla-
tion pure à 2 états σ

(2)
v . L’image par une transformation P̃CS’ 〈m,mn,mk〉 de l’automate

cellulaire produit
∏l

i=1 σvi
est
∏l

i=1 σ
(2m)
nvi+k

. Les sous-automates de ce dernier automate cel-

lulaire produit sont exactement les automates cellulaires
∏l′

i=1 σ
(k′i)

v′i
où la suite (v′1, . . . , v

′
l′)

est une sous-suite de (nv1 + k, . . . , nvl + k) et k′i ∈ J2, 2mK.

Représentant canonique. Les produits cartésiens d’un seul ou de deux automates
cellulaires de translations pures sont seuls, chacun dans sa classe d’équivalence. À tout
produit d’au moins trois automates cellulaires de translation pure

∏l
i=1 σvi

, on associe la
suite croissante de l − 2 éléments de Q ∩ ]1,+∞[

(
v3 − v1

v2 − v1

, . . . ,
vl − v1

v2 − v1

)
.

Cette suite est laissée invariante par transformation P̃CS’. Soit (α1, . . . , αl) une telle suite.
On considère un sous-automate d’un automate cellulaire représenté par cette suite. Si le
sous-automate a autant de composantes, il admet la même suite. Si le sous-automate a
une composante de moins, la suite associée au sous-automate peut être de trois types :

– (α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αl) : retrait d’un vecteur vj avec j > 2,

–
(
α2

α1
, . . . , αl

α1

)
: retrait du vecteur v2,

–
(
α2−1
α1−1

, . . . , αl−1
α1−1

)
: retrait du vecteur v1.

Ces suites croissantes de (Q ∩ ]1,+∞[)∗ sont donc en bijection avec les classes d’équi-
valence des produits cartésiens d’au moins 3 automates cellulaires de translation pure. De
plus, nous connaissons complètement leurs sous-automates.

Proposition 18. La relation de simulation induite par le groupage généralisé n’induit pas
de structure de demi-treillis.

Démonstration. On considère les classes d’équivalence associées aux suites (2), (3),
(2, 3) et (2, 4). De la discussion précédente, on déduit les relations suivantes :
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(2) (3)

(2, 3) (2, 4)

< <

< <

De plus, pour chacune de ces inégalités, il n’existe aucune classe d’équivalence strictement
comprise entre les deux classes. La relation d’ordre induit 6 n’admet donc ni borne
supérieure, ni borne inférieure. �

2.5 Un groupage fortement structuré

La première esquisse de groupage présentée dans les paragraphes précédents est une
généralisation intéressante du groupage carré. En particulier, l’ordre induit par ce grou-
page admet une classe d’équivalence maximale qui correspond aux automates cellulaires
intrinsèquement universels.

Cependant, le produit cartésien de certains automates cellulaires engendre une struc-
ture compliquée qui ne permet pas d’avoir toutes les propriétés structurelles intéressantes
d’un demi-treillis. Nous modifions le groupage généralisé de sorte que l’ordre induit ad-
mette bien une structure de demi-treillis où l’opérateur naturel de borne supérieure cor-
respond au produit cartésien.

2.5.1 Transformations géométriques généralisées

Transformation. Intuitivement, une transformation de nature géométrique sur les dia-
gramme espace-temps est maintenant une transformation géométrique au sens précédent
mais dans laquelle on considère une famille finie de diagrammes espace-temps de départ.
Nous proposons la formalisation suivante.

Définition 5. Une transformation géométrique est un triplet (k, l,Λ) où k et l sont des
entiers strictement positifs et Λ une application

Λ : N× Zd −→
(
J1, lK×N× Zd

)k

Mise-en-oeuvre. La transformation de diagrammes espace-temps sur l’alphabet Q par

une transformation géométrique (k, l,Λ) est définie par l’application ΛQ de
(
QN×Zd

)l

dans
(
Qk
)N×Zd

définie pour tout l-uple de diagrammes espace-temps ∆ = (∆i)i∈J1,lK sur
Q, en tout temps t ∈ N et en toute position p ∈ Zd par

ΛQ (∆) (t, p) = (∆ (Λ (t, p)1) , . . . ,∆ (Λ (t, p)k)) .

Pseudo-composition. On définit la composition de deux transformations géométriques
en observant l’application successive de ces transformations sur un diagramme espace-
temps. Soit (k, l,Λ) et (k′, l′,Λ′) deux transformations géométriques. L’application suc-
cessive de ces deux transformations engendre des diagrammes espace-temps sur

(
Qk
)k′ .
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Puisqu’on travaille toujours à un renommage des états près, on peut considérer ces dia-
grammes espace-temps comme étant à valeurs dans Qkk′ et étant engendrés par applica-
tion de la transformation (kk′, ll′,Λ′ ◦Λ) définie en tout temps t ∈ N et en toute position
p ∈ Zd par

(Λ′ ◦Λ) (t, p) =
(
Λ (Λ′(t, p)1)1 , . . . ,Λ (Λ′(t, p)k′)k

)
.

◮ Les notations pour le choix des diagrammes espace-temps de départ sont un peu simplifiées pour
ne pas compliquer les expressions.

L’opération correspondant – à un renommage près – à la composition sur l’application
des tranformations, la notation composition est pertinente et a toutes les propriétés de la
composition, en particulier la transitivité.

Pré-images. On introduit l’application Λ̃, qui à un ensemble de cellules d’un dia-
gramme espace-temps associe l’ensemble des cellules qu’elles représentent.

Λ̃ : 2N×Zd

−→ 2J1,lK×N×Zd

X 7−→
⋃

(t,p)∈X

{Λ(t, p)1, . . . ,Λ(t, p)k}

Transformations sympathiques. Les transformations sympathiques sont définies de
manière identique au cas précédent, à quelques détails près.

Définition 6. Une transformation géométrique (k, l,Λ) est une transformation géomé-
trique sympathique si elle vérifie :

1. pour tout automate cellulaire A, il existe un automate cellulaire B vérifiant
{
ΛQA

(∆)
}

∆∈Diag(A)l = Diag(B)

2. pour tout temps t ∈ N, Λ̃({t+ 1} × Zd) 6⊆ Λ̃({t} × Zd).

Transformations PCST. Les transformations PCST correspondent à la généralisa-
tion des transformations PCS. Une transformation PCST(Fi,vi,Ti,si)i∈J1,lK

transforme un
automate cellulaire A en l’automate cellulaire

(
o−1
F1,v1
◦ σs1 ◦G

T1
A ◦ oF1,v1

)
× · · · ×

(
o−1
Fl,vl
◦ σsl

◦GTl

A ◦ oFl,vl

)
.

Caractérisation des transformations sympathiques

Ici encore, à cause de la nature très contrainte des automates cellulaires, les transfor-
mations PCST correspondent exactement aux transformations sympathiques.

Théorème 15. Une transformation géométrique est sympathique si et seulement si elle
s’exprime comme une transformation PCST.

Démonstration. La démonstration procède ainsi. On commence par remarquer que
toute cellule du diagramme espace-temps d’arrivée d’une transformation sympathique
doit recevoir autant de cellules de chaque automate cellulaire de départ. Puis, on raisonne
comme pour la démonstration originelle, de manière indépendante sur chaque diagramme
espace-temps de départ. On conclut que la transformation est un produit cartésien de
transformations PCS, c’est-à-dire une transformation PCST. �
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2.5.2 Axiomatisation

Les problèmes rencontrés avec les transformations PCS sont bien entendu toujours
présents dans le cas des transformations PCST. Aussi, on introduit les transformations
P̃CST et P̃CST’ sur le même modèle que les transformations P̃CS et P̃CS’.

On propose de définir un modèle du groupage abstrait reposant sur les transformations
P̃CST et la relation sous-automate de la manière suivante :

Obj est l’ensemble des automates cellulaires de dimension d ;

Trans est l’ensemble des transformations P̃CST’ de dimension d ;

apply est l’opérateur de transformation des automates cellulaires ;

divide est la relation sous-automate ;

combine est la composition des transformations P̃CST’ (i.e. combine(T1, T2) = T2 ◦ T1).

Tous les axiomes sont vérifiés en utilisant exactement les mêmes arguments que pour
l’axiomatisation précédente à base de transformations P̃CS.

2.5.3 Exploration

Liens avec le groupage précédent

Le groupage généralisé est un préordre plus fin que le nouveau groupage généralisé.

Proposition 19. La relation de simulation précédente est plus fine que la nouvelle relation
de simulation.

Démonstration. Les transformations PCS étant des transformations PCST valides, les
classes d’équivalence du groupage défini sur les transformations PCST sont des unions
de classes d’équivalence du groupage défini par les transformations PCS. �

Demi-treillis et idéaux

Le préodre induit par le nouveau groupage généralisé induit une structure de sup-
demi-treillis sur l’ensemble des automates cellulaires.

Proposition 20. Le produit cartésien définit une borne supérieure pour le groupage gé-
néralisé.

Démonstration. Soient A et B deux automates cellulaires. Comme démontré dans le
cas des transformations PCS, A 6 A× B et B 6 A× B. Montrons que pour tout au-
tomate cellulaire E majorant A et B, nécessairement A× B 6 E . Soit E un majorant
de A et B. Il existe quatre transformations PCST α, β, γ, δ telles que Aα ⊆ Eβ et
Bγ ⊆ Eδ. On en déduit les deux relations : Aα·ϕ(B,γ) ⊆ Eβ·ϕ(B,γ) et Bα·ϕ(B,γ) ⊆ Eδ·ψ(B,α,γ).
La relation sous-automate et le produit cartésien étant compatibles d’une part et le
produit cartésien et la transformation étant compatibles d’autre part, on en déduit :
(A× B)α·ϕ(B,γ) ⊆ Eβ·ϕ(B,γ) × Eδ·ψ(B,α,γ), ce qui implique A×B 6 E car il existe une trans-
formation ζ telle que Eζ ∼= Eβ·ϕ(B,γ) × Eδ·ψ(B,α,γ). �

Cette nouvelle structure sur l’ensemble des automates cellulaires permet de caracté-
riser certaines familles d’automates cellulaires comme des idéaux, i.e. des ensembles de
classes d’équivalence stables par l’opération de borne supérieur et par passage aux classes
inférieurs. Un idéal du groupage correspond donc à un ensemble d’automates cellulaires
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stable par : transformation P̃CST, passage au sous-automate et produit cartésien de
deux éléments de l’idéal. On distingue les idéaux principaux, qui contiennent une borne
supérieure, des idéaux non-principaux.

Nous avons déjà rencontré plusieurs familles d’automates cellulaires dont les classes
d’équivalence forment des idéaux dans les paragraphes précédents. Ainsi, le caractère
principal de l’idéal des classes d’équivalence des automates cellulaires non intrinsèque-
ment universels a été relié à la décidabilité de l’universalité intrinsèque. Nous présentons
quelques autres idéaux correspondant à des familles classiques d’automates cellulaires.

Proposition 21. L’idéal des classes d’équivalence des automates cellulaires réversibles
est principal.

Démonstration. Les automates cellulaires réversibles sont les automates cellulaires in-
jectifs. Montrons tout d’abord que cette famille d’automates cellulaires correspond à un
idéal. L’injectivité est préservée par les transformation P̃CST, par le passage au sous-
automate et par produit cartésien. La principalité de cet idéal provient de l’existence
d’automates cellulaires réversibles intrinsèquement universels pour les automates cellu-
laires réversibles, cette idée est discutée dans le chapitre consacré à l’universalité. �

Proposition 22. Dans le cas des dimensions supérieures à 2, l’idéal des classes d’équi-
valence des automates cellulaires surjectifs n’est pas principal.

Démonstration. Les automates cellulaires surjectifs étant les automates cellulaires qui
possèdent un transformé injectif sur les configurations finies, leurs classes d’équivalence
forment un idéal, comme dans le cas des automates cellulaires injectifs. Montrons que si cet
idéal est principal, alors la surjectivité des automates cellulaires est décidable. Supposons
que l’idéal soit principal. SoitA un automate cellulaire. Alors, si U est un élément principal
et si A est surjectif, U simule A, ce qui peut se détecter en un temps fini. Si A n’est pas
surjectif, alors, d’après les travaux de Moore et Myhill, il existe un motif fini d’Eden,
c’est-à-dire n’apparaissant pas dans l’évolution de A, ce qui peut se détecter en un temps
fini. On conclut que, dans le cas des dimensions supérieures à 2, l’idéal correspondant
aux automates cellulaires surjectifs n’est pas principal car la surjectivité des automates
cellulaires est indécidable. �



CHAPITRE

3 UNIVERSALITÉS

Dans ce dernier chapitre, on s’intéresse aux différentes formes d’universalité et en par-
ticulier à l’universalité intrinsèque. Après avoir présenté rapidement la problématique, on
démontre que la propriété d’être intrinsèquement universel est indécidable et on exhibe
de petits automates cellulaires intrinsèquement universels : un automate cellulaire intrin-
sèquement universel bilinéaire de dimension 1 à 2 états et grand voisinage ainsi qu’un
automate cellulaire intrinsèquement universel de dimension 1 à 6 états et voisinage de
von Neumann.
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3.1 Différentes notions d’universalité

3.1.1 Universalités

Dès la construction historique par J. von Neumann [80] est présente une certaine forme
d’automate cellulaire universel. En effet, J. von Neumann, pour construire son automate
cellulaire auto-reproducteur, introduit dans les configurations et l’évolution de son auto-
mate cellulaire une machine de Turing universelle pour le calcul. En un certain sens, qui
reste toujours à formaliser, cet automate cellulaire est universel pour le calcul ou Turing
universel : il est possible, pour tout calcul Turing, de coder la configuration initiale de
la machine de Turing en une configuration de l’automate cellulaire et, après avoir fait
évoluer cette configuration par le biais de la règle globale de transition de l’automate
cellulaire en question, de décoder la configuration finale de la machine de Turing, repré-
sentant le résultat du calcul, à partir de la configuration de l’automate cellulaire. Cette
notion d’automate cellulaire Turing universel est très difficile à formaliser, parce qu’il faut

87
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définir les fonctions de codage, de décodage et de détection d’arrêt valides, parce q’il faut
transformer des objets finis en objets infinis, mais aussi parce que la notion de machine
de Turing universelle ne possède pas non plus de définition formelle. S’il est facile de se
convaincre de la validité d’une construction et ainsi de l’universalité Turing d’un automate
cellulaire donné, il est plus difficile de décider de la non universalité Turing d’un automate
cellulaire.

Cependant, les travaux de J. von Neumann [80] laissent aussi apparaître les prémisses
d’une autre notion d’universalité pour les automates cellulaires : l’universalité intrinsèque.
Un automate cellulaire intrinsèquement universel est un automate cellulaire qui peut re-
produire, à un codage raisonnable de ses diagrammes espace-temps près, les diagrammes
espace-temps de n’importe quel automate cellulaire. Cette notion a ensuite été utilisée
avec succès de plus en plus formellement dans les travaux de E. R. Banks [20], puis
J. Albert et K. Čulik II [34], la première définition apparaissant explicitement dans [54].
Le grand intérêt de cette notion est d’être formalisable simplement, les codages utilisés
dans la littérature correspondent aux transformations P̃CS, et de permettre la démons-
tration de la non universalité de certains automates cellulaires. Une discussion détaillée
sur la formalisation des deux notions d’universalité, leurs liens ainsi que les avantages de
l’universalité intrinsèque est présentée par B. Durand et Zs. Róka [66].

Indépendamment de ces deux notions d’universalité, l’universalité des automates cel-
lulaires a été étudiée dans le cadre restreint des automates cellulaires réversibles. Ainsi,
certains automates cellulaires réversibles Turing universels ont été construits, voir par
exemple les travaux de K. Morita [57]. En ce qui concerne la simulation au sens du grou-
page, une réinterprétation de certains résultats, en particulier les travaux de J. Durand-
Lose [60], [9] ou encore K. Imai et K. Morita [75], met en avant l’existence d’automates
cellulaires réversibles intrinsèquement universels pour la classes des automates cellulaires
réversibles, c’est-à-dire capables de simuler, au même sens que pour les automates cellu-
laires intrinsèquement universels, tout automate cellulaire réversible.

3.1.2 Un résultat étonnant

En combinant les résultats de I. Rapaport [12], en particulier l’existence de chaînes
infinies non-bornées qui implique l’absence de maximum global pour le groupage carré,
avec l’existence d’un maximum global pour le groupage généralisé correspondant aux
automates cellulaires intrinsèquement universels, nous obtenons le résultat surprenant
suivant :

Corollaire 4. Il n’existe pas d’automate cellulaire intrinsèquement universel simulant tous
les automates cellulaires en temps réel, c’est-à-dire en se restreignant aux transformations
du groupage carré.

De plus, il est très facile, pour tout ǫ > 0 de construire un automate cellulaire de
dimension 1 qui simule tout automate cellulaire par une transformation 〈m,n, 0〉 telle que
n
m
< 1 + ǫ. En d’autres termes, le temps réel peut être approché par du temps linéaire

aussi près que voulu mais ne peut être atteint.
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3.1.3 Prototypes ayant de bonnes propriétés

La définition des automates cellulaires intrinsèquement universels est abstraite et
peut laisser penser que de tels automates cellulaires sont difficiles à construire. Pour se
convaincre du contraire, nous présentons l’idée de la construction d’un automate cellulaire
intrinsèquement universel possédant de bonnes propriétés combinatoires qui seront utili-
sées dans le reste du chapitre. La pésentation est délibérément informelle car l’écriture
explicite de l’automate cellulaire en question n’apporte rien et obscurcirait inutilement la
construction.

Un automate cellulaire intrinsèquement universel doit, par définition, être capable de
reproduire, à un découpage spatial et temporel et une translation près, le comportement
de tout automate cellulaire. De plus, d’après les résultats du chapitre précédent, il suffit
de se restreindre aux automates cellulaires de rayon de voisinage 1. L’automate cellulaire
intrinsèquement universel que nous construisons ressemble à une machine de Turing multi-
têtes : l’ensemble d’états de l’automate cellulaire est de la forme Σ × (Q ∪ {·}) où Σ est
l’alphabet du « ruban » de dimension d, Q est l’ensemble d’états des têtes et · dénote
l’absence de tête sur une cellule.

L’idée de la construction est de découper l’espace Zd régulièrement en cubes de cellules.
Chaque cube est une macro-cellule codant une cellule de l’automate cellulaire simulé. Pour
marquer cette idée, les cellules situées à la frontière entre deux cubes sont marquées par
un état spécial # ∈ Σ indiquant la frontière.

Chaque macro-cellule contient à chaque instant une unique tête, située au début de
chaque transition de l’automate cellulaire simulé dans le même coin du cube et dans
le même état q0 ∈ Q. Les têtes de chaque macro-cellule évoluent en parallèle comme s’il
s’agissait d’un peigne géant : lors d’une simulation si une tête se déplace dans une direction,
toutes les têtes se déplacent dans cette direction, c’est leur état qui porte l’information et
qui peut donc être différent.

À l’intérieur du cube, un certain nombre de zones sont découpées et identifiables par la
tête. À un endroit précis est stockée la table de transition de l’automate cellulaire simulé.
Dans une autre zone est stocké l’état courant de la macro-cellule. Dans autant de zones
que nécessaire seront stockés les états de tous les voisins situés dans le rayon de voisinage
de l’automate cellulaire simulé. Enfin, une dernière zone sert à stocker le résultat d’une
transition. Tous ces codages sont effectués sur un alphabet de taille fixée.

Une transition de la cellule simulée est effectuée de la manière suivante. Tout d’abord,
tous les états des cellules situées dans le rayon de voisinage sont recopiés dans les zones
prévues à cet effet. Puis, la table de transition est parcourue dans son intégralité. À chaque
étape, les valeurs des états stockés sont comparés à la table de transition et une copie
du résultat est réalisée, ou simulée s’il n’y a pas correspondance. Une fois le parcours de
la table de transition terminé, la tête recopie le résultat de la transition dans la zone de
stockage de l’état de la cellule et nettoie toutes les autres aires de stockages. Puis, la tête
regagne son coin et passe dans l’état q0.

En particulier, la synchronicité de la simulation est garantie par le déplacement en
peigne. L’information obtenue chez les voisins l’est à travers la frontière matérialisée par
#. En posant un compteur unaire le long de la frontière, une tête peut retrouver sa cellule
originelle sans se perdre.
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Ainsi décrit, cet automate cellulaire simule tout automate cellulaire avec pour décou-
page spatial celui correspondant au cube de cellules ad hoc, pour découpage temporel le
temps de réaliser une transition et aucune translation.

3.1.4 Minimisation

La construction de très petites machines universelles est une activité ancienne, intro-
duite par C. E. Shannon [15], et qui repose habituellement sur des codages ad hoc très
compliqués. Cette problématique est explorée pour d’autres modèles que les machines de
Turing, par exemple pour les machines de Post, voir M. Kudlek et Y. Rogozhin [78]. Dans
le cas des automates cellulaires, l’universalité intrinsèque présente, dans ce cadre, l’inté-
rêt de mettre à jour de nouvelles méthodes pour repousser le calcul de la règle locale de
transition vers un niveau plus global.

Dans ses travaux, J. von Neumann [80] introduit un automate cellulaire Turing uni-
versel qui se trouve être, a posteriori , intrinsèquement universel. À notre connaissance,
la question de chercher de petits automates cellulaires universels remonte aux travaux de
A. R. Smith III [22] et E. R. Banks [20] fut le premier à l’exprimer en terme d’universalité
intrinsèque. E. R. Banks a clos ce problème en dimension 2 et au-dessus. Dans le cadre
des automates cellulaires de dimension 1, le problème est plus difficile car le croisement
de l’information est moins aisé. Jusqu’à la construction de notre automate intrinsèque-
ment universel à 6 états (présenté plus loin) il existait une différence de taille importante
entre le plus petit automate cellulaire Turing universel et le plus petit automate cellulaire
intrinsèquement universel. La table 3.1 présente certains résultats précédents. Le dernier
élément du tableau concerne la présentation non formelle faite par S. Wolfram [91] qui
nous semble peu convaincante à ce jour.

année auteur d ν états universalité
1966 J. von Neumann [80] 2 5 29 intrinsèque
1968 E. F. Codd [82] 2 5 8 intrinsèque
1970 E. R. Banks [20] 2 5 2 intrinsèque

1 3 18 intrinsèque
1 5 2 intrinsèque

1971 A. R. Smith III [22] 2 7 7 Turing
1 3 18 Turing

1982 E. Y. Berlekamp et al. [85] 2 8 2 intrinsèque
1987 J. Albert et K. Čulik II [34] 1 3 14 intrinsèque
1990 K. Lindgren et M. G. Nordhal [40] 1 3 7 Turing
2002 M. Cook et S. Wolfram [91] 1 3 2 Turing ?

où d est la dimension de l’automate cellulaire et ν la taille du voisinage : 3 et 5
correspondant aux voisinages de von Neumann en dimension 1 et 2 et 8 au voisinage
de Moore en dimension 2.

Tab. 3.1 – Petits automates cellulaires universels remarquables
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3.2 Indécidabilité de l’universalité intrinsèque

Nous allons démontrer notre résultat d’indécidabilité par réduction à une variante du
résultat de J. Mazoyer et I. Rapaport [70], CA-1D-NIL-PER.

CA-1D-NIL-PER

Entrée Un automate cellulaire unidimensionnel A ainsi qu’un
état distingué q de A

Question L’automate A est-il q-nilpotent pour les configurations
périodiques ?

Certaines propriétés dynamiques des automates cellulaires ne sont ni immédiates ni
asymptotiques. Un exemple d’une telle propriété est l’universalité intrinsèque. Dans le cas
classique des machines de Turing, l’universalité pour le calcul, même non complètement
formalisée, est indécidable par application du théorème de Rice. Dans le cas de la dyna-
mique des automates cellulaires, il n’existe pas de tel outil. Nous allons démontrer que le
problème CA-1D-UNIV est indécidable à l’aide d’une nouvelle technique.

CA-1D-UNIV

Entrée Un automate cellulaire unidimensionnel A
Question L’automate A est-il intrinsèquement universel ?

3.2.1 Un automate cellulaire intrinsèquement universel

Notre démonstration de l’indécidabilité de l’universalité intrinsèque pour les auto-
mates cellulaires de dimension 1 procède par réduction au problème de la nilpotence pour
les configurations périodiques. De plus, cette démonstration repose sur la construction
d’un automate cellulaire intrinsèquement universel U un peu particulier. Nous décrivons
rapidement sa structure et ses propriétés.

L’automate cellulaire U est défini par simulation d’une machine de Turing à plusieurs
têtes M = (Q

U
,Σ

U
, π) d’ensemble d’états Q

U
, d’alphabet Σ

U
et dont la règle locale de

transition π associe Q
U
× Σ

U
à Q

U
× Σ

U
× {←, ↓,→}.

◮ Notons que le comportement de M sur les configurations où plusieurs têtes se rencontrent est
indéfini.

Par simulation, on entend que U est défini par

U = (Z, ({·} ∪Q
U
)× Σ

U
, NvN, δU ) .

Un état de U est une paire constituée d’une tête ou d’un blanc et d’une lettre. Une
configuration de U est identique à une configuration deM·

a a a a b b a b a b a a a b b a a a b a b b
· · · · · q · · · · · · · · · · q′ · · · · ·

La règle locale de transition δU est définie de façon à simulerM selon la fonction π sur
les configurations localement valides deM. Par configurations localement valides deM, il
faut entendre les configurations telles que deux têtes Turing ne sont pas dans le voisinage
de von Neumann l’une de l’autre. Pour compléter la définition de δU , nous requérons
simplement qu’aucun tête ne soit créée. À titre d’exemple, les têtes qui invalident une
configuration peuvent être effacées.
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Nous imposons aussi quelques contraintes sur la simulation. Pour tout automate cel-
lulaire A, il existe un entier positif m et une application injective ϕ de Q

A
dans Qm

U
telle

que U simule A selon ϕ sans translation (il existe un entier n tel que ϕ ◦ A = U 〈m,n,0〉 ◦ ϕ)
et telle que ϕ a les trois propriétés suivantes :

Premièrement, chaque macro-cellule est pilotée par une tête Turing. Formellement, il
existe un état q0 deM tel que, pour tout état q de A, son image ϕ(q) contient q0 comme
composante tête de sa première cellule et aucun autre tête ailleurs dans la macro-cellule.

Deuxièmement, au cours de la simulation, les têtes Turing se déplacent en peigne.
Formellement, pour toute configuration C de A et pour tout temps t, les composantes
tête de la configuration C(t) = Gt

U
(ϕ(C)) de U contiennent des têtes exactement en les

positions (mi+ lt)i∈Z pour une certaine valeur de lt.

Troisièmement, les macro-cellules de la simulation peuvent êtres agrandies à de plus
grandes valeurs de m par remplissage tout en conservant les mêmes propriétés. Formelle-
ment, il existe une lettre a de M telle que, pour tout entier positif l, la somme m + l et
l’application injective

ϕl : Q
A
−→ Qm+l

U

q 7−→ (ϕ(s)) (·, a)l

sont des choix valides pour remplacer m et ϕ et conserver les mêmes propriétés.

3.2.2 Automates cellulaires chaudières

Une fois convaincu de l’existence de U , considérez la transformation suivante qui est
la clé de la réduction. Pour tout automate cellulaire A et tout état q de A, on définit un
automate cellulaire produit A⊛q U par

A⊛q U = (Z, Q
A
× {·, ∗} ×Q

U
, N

A
∪NOCA ∪NU

, δ) ,

un automate cellulaire à trois niveaux dont la règle locale de transition δ est définie niveau
par niveau.

Le niveau inférieur est le niveau de production d’énergie. Il est constitué d’une confi-
guration de A qui évolue selon la règle locale de transition δA de A.

Le niveau intermédiaire est le niveau de diffusion d’énergie. Il est constitué d’une confi-
guration dont les états sont · (aucune énergie) et ∗ (une particule énergétique). L’évolution
de ce niveau est celle d’une translation sauf que : si le niveau inférieur d’une cellule ne
contient pas l’état q, le niveau intermédiaire produit une particule énergétique ∗ ; si le ni-
veau supérieur d’une cellule contient une tête Turing et que son niveau intermédiaire reçoit
une particule énergétique ∗ d’un de ses voisins, le niveau intermédiaire dissipe l’énergie
entrante et passe dans l’état sans énergie.

Le niveau supérieur est le niveau de consommation de l’énergie. Il est constitué d’une
configuration de U qui évolue selon la règle locale de transition de U sous le contrôle du
niveau intermédiaire. Si le niveau supérieur d’une cellule identifie une tête Turing dans le
niveau supérieur d’une de ses voisines, le niveau supérieur évolue selon la règle locale de
transition de U .
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3.2.3 Résultat

Lemme 1. Pour tout automate cellulaire A, l’automate cellulaire A⊛q U est intrinsèque-
ment universel si et seulement si A n’est pas q-nilpotent sur les configurations périodiques.

Démonstration. Soit A un automate cellulaire et q un état de A. La démonstration se
fait par discrimination sur la q-nilpotence de A restreint aux configurations périodiques.

Si A n’est pas q-nilpotent sur les configurations périodiques, alors il existe une confi-
guration C de A périodique en temps et en espace et non q-monochromatique. Soit p une
période spatiale de C. Pour montrer que A⊛qU est intrinsèquement universel, considérons
un automate cellulaire B. Soit m et ϕ des paramètres d’une simulation de B par U tels
que p divise m (utiliser le remplissage si nécessaire). Alors, A ⊛q U simule B avec pour
paramètres m et ψ où ψ est obtenue à partir de ϕ selon le principe suivant. Le niveau infé-
rieur de ψ est constitué de périodes de C. Le niveau supérieur de ψ est donné directement
par ϕ. Comme B est périodique et que sa période divise m, il produit périodiquement de
l’énergie pour la simulation, préserve la structure de peigne, permettant ainsi une vraie
simulation avec un éventuel retard en temps. Par le principe des tiroirs, il est possible
de choisir un niveau intermédiaire pour ψ tel que les deux propriétés suivantes soient
vérifiées : ψ est injective et A⊛q U simule B.

Si A est q-nilpotent sur les configurations périodiques, nous montrons que A ⊛q U
est incapable de simuler l’automate cellulaire B = (Z, {◦, •} , NOCA,⊕) où ({◦, •} ,⊕) est
le groupe cyclique (Z2,+). Supposons que A ⊛q U soit intrinsèquement universel. En
particulier, il simule B : soit w◦ et w• les codages respectifs des états. L’automate cellulaire
B admet un diagramme espace-temps ∆ périodique à la fois en espace et en temps, avec
pour motif de remplissage :

◦•••◦•••◦

Comme A est q-nilpotent sur les configurations périodiques, le niveau inférieur du dia-
gramme espace-temps de la simulation de B sur ∆ cesse de produire de l’énergie sur le
niveau intermédiaire au bout d’un temps fini. Ainsi, w◦ et w• ne peuvent contenir tous les
deux des particules énergétiques sur leur niveau intermédiaire et des têtes sur leur niveau
supérieur (car la tête consumerait toute l’énergie disponible en un temps fini ce qui est
un problème pour garantir l’injectivité de la simulation).

S’il y a une tête dans le niveau supérieur de w◦ ou w•, alors le niveau intermédiaire est
vide de toute particule énergétique et A⊛q U se comporte comme un automate cellulaire
périodique sur les configurations codantes.

S’il n’y a pas de tête dans le niveau supérieur de w◦ et w• alors A ⊛q U se com-
porte comme le produit cartésien d’une translation et d’un automate périodique sur les
configurations codantes.

Dans les deux cas, ces comportements ne parviennent pas à simuler le comportement
de B car le comportement de B sur la configuration ◦-monochromatique avec la cellule
0 dans l’état • ne peut être simulée par un tel automate cellulaire. En effet, B produit
un triangle de Pascal modulo deux (comme représenté sur la figure 3.1) qui ne peut être
obtenu comme produit d’une translation et d’un automate cellulaire périodique. �

Théorème 16. Le problème de l’universalité intrinsèque pour les automates cellulaires
de dimension 1 est indécidable.
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◦••••••••••••••••◦◦•◦•◦•◦•◦•◦•◦•◦•◦◦◦••◦◦••◦◦••◦◦••◦◦◦◦•◦◦◦•◦◦◦•◦◦◦•◦◦◦◦◦••••◦◦◦◦••••◦◦◦◦◦◦•◦•◦◦◦◦◦•◦•◦◦◦◦◦◦◦••◦◦◦◦◦◦••◦◦◦◦◦◦◦◦•◦◦◦◦◦◦◦•◦◦◦◦◦◦◦◦◦••••••••◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦•◦•◦•◦•◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦••◦◦••◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦•◦◦◦•◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦••••◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦•◦•◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦••◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦•◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦◦

Fig. 3.1 – Triangle de Pascal modulo deux engendré par B

Démonstration. Cette proposition est un corollaire du lemme précédent. Le calcul de
A⊛qU à partir deA étant récursif, la décidabilité du problème de l’universalité intrinsèque
pour les automates cellulaires de dimension 1 impliquerait la décidabilité de la q-nilpotence
sur les configurations périodiques. �

Classiquement, les propriétés dynamiques des automates cellulaires connues pour être
indécidables concernent des propriétés obtenues en un temps de calcul ou asymptotique-
ment. Notre démonstration de l’indécidabilité de l’universalité intrinsèque pour les auto-
mates cellulaires de dimension 1, qui est une propriété dynamique d’un genre différent,
utilise une réduction originale à une propriété dynamique asymptotique.

L’idée principale de la démonstration est de combiner un automate intrinsèquement
universel avec un autre automate cellulaire qui agit comme un pourvoyeur d’énergie.
Le premier automate cellulaire consomme l’énergie fournie par le second. L’automate
cellulaire produit est intrinsèquement universel si et seulement si le pourvoyeur d’énergie
n’est pas nilpotent sur les configurations périodiques. La technique doit pouvoir s’adapter
à d’autres propriétés que l’universalité intrinsèque pour démontrer de nouveaux résultats
d’indécidabilité.

3.3 Un automate universel bilinéaire à deux états

Un automate cellulaire polynomial est un automate cellulaire dont l’ensemble d’états
est un anneau commutatif fini et dont la règle locale de transition est exprimable comme
un polynôme sur cet anneau (i.e. de la forme δ(q1, . . . , qn) =

∑k
i=0aiq

pi
1

1 q
pi
2

2 . . . q
pi

n
n ). Un au-

tomate cellulaire bilinéaire est un automate cellulaire polynomial dont la règle locale de
transition est une application bilinéaire. Bartlett et Garzon [56] ont montré qu’il existait
des automates cellulaires bilinéaires universels dans le cas particulier où l’ensemble d’états
est du type Zpp avec p premier, en exhibant un automate cellulaire intrinsèquement uni-
versel de ce type à 211211 états ! Nous montrons que même dans le cas le plus simple, où
l’ensemble d’états est Z2, il existe des automates cellulaires intrinsèquement universels.

Définition 7. Un automate cellulaire bilinéaire est un automate cellulaire quadratique
dont le polynôme n’est constitué que de monômes quadratiques :

δ (q1, . . . , qd) =
d∑

i=1

d∑

j=1

bi,jqiqj .

Théorème 17. Tout automate cellulaire unidirectionnel peut être simulé par un automate
cellulaire bilinéaire à deux états.
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Démonstration. Soit A un automate cellulaire unidirectionnel (Q, {−1, 0} , δ). Soit n la
cardinalité de Q. À un renommage des états près, on peut considérer que Q est l’ensemble
J0, n− 1K. Construisons un automate cellulaire bilinéaire à deux états (Z2, {−r, . . . , r} , P )
qui simule A.

L’idée première de cette construction est de représenter une cellule d’une configuration
de A par un bloc de cellules toutes sauf une dans l’état 0. La position de la cellule d’état
1 détermine donc l’état de la cellule de la configuration de A. Pour coder la transition
δ(i, j) = k, on construit un monôme qsqt où s et t sont les distances entre les cellules
dans l’état 1 dans les codages de i, j et k comme représenté sur la figure 3.2. Pour éviter
d’avoir à multiplier ce monôme par (1− ql) pour tout l entre s et t, il faut que le codage
garantisse que toutes les cellules concernées sont nécessairement dans l’état 0. De plus,
pour éviter toute collision entre monômes, il faut s’assurer que l’application qui à (i, j, k)
associe (s, t) est injective.

i j

s t

k

0 0 0

01 00 0 1 0 0 0 0

0 0

0 0

0 0

0 0

1 0

0 0

0

Fig. 3.2 – Principe de codage d’une cellule

Pour construire un tel codage valide, nous commençons par construire des briques de
base. Les blocs d’états sont construits comme des mots sur l’alphabet Z2. L’opération
· est l’opération de concaténation des mots. La fonction idx associe à un mot conte-
nant une unique lettre 1 le nombre de lettre 0 qui précédent cette lettre 1 (par exemple
idx(000100) = 3).

Valeurs. Elles codent simplement des éléments de Z2. Ce sont des mots de deux lettres
finissant toujours par 0.

v(a) = a · 0

Blocs vides. Ils codent un bloc de n fois la valeur de 0.

zn = v(0)n

|zn| = 2n

Blocs codants. Ils codent une suite de valeurs contenant une unique fois la valeur 1 à
une position donnée.

bn(i) = v(0)i · v(1) · v(0)n−i−1

|bn(i)| = 2n

idx(bn(i)) = 2i
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Enveloppe de cellule. C’est l’élément fondamental de la construction. Une enveloppe
de cellule (i, j) est simplement une suite de n blocs tous égaux à zn sauf le i-ème
bloc qui est égal à bn(j). La figure 3.3 représente une telle enveloppe.

cn(i, j) = zin · bn(j) · z
n−i−1
n

|cn(i, j)| = 2n2

idx(cn(i, j)) = 2ni+ 2j.

00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00 00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 00enveloppe

0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3 0 1 2 3

1 2 3

1

0

Fig. 3.3 – Une enveloppe de cellule (1, 3)

Pour assurer l’injectivité du codage, on tient compte de la parité de la position de la
cellule à coder dans la configuration de A. De plus, la taille des enveloppes de cellule est
contrôlée par un paramètre α qui sera fixé par la suite.

Cellules paires. Elles sont représentées par une enveloppe de cellule (i, i) de taille αn
lorsqu’elles codent l’état i. Une cellule paire est de longueur paire.

en(i) = cαn(i, i)

|en(i)| = 2α2n2

idx(en(i)) = 2αni + 2i

Cellules impaires. Elles sont représentées par une enveloppe de cellule (i, 0) de taille
αn à laquelle on concatène la lettre 0 lorsqu’elles codent l’état i. Une cellule impaire
est de longueur impaire.

on(i) = cαn(i, 0) · 0

|on(i)| = 2α2n2 + 1

idx(on(i)) = 2αni

Il faut maintenant montrer que cette construction est compatible avec les hypothèses
faites en début de démonstration. Il y a deux propriétés à vérifier.

Pour commencer, montrons que α peut être choisi de sorte que, étant donné les po-
sitions de deux lettres 1 dans une configuration codante, on peut décider si elles cor-
respondent à deux cellules voisines. La distance maximale entre deux lettres 1 de deux
cellules voisines est

|on(0)|+ idx(en(n))− idx(on(0)) =
(
2α2 + 2α

)
n2 + 2n+ 1 .

La distance minimale entre deux lettres 1 de deux cellules non voisines est

|en(n)|+ |on(i)|+ idx(en(0))− idx(en(n)) =
(
4α2 − 2α

)
n2 − 2n+ 1 .
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Donc α doit satisfaire la contrainte
(
4α2 − 2α

)
n2 − 2n+ 1 >

(
2α2 + 2α

)
n2 + 2n+ 1

qui se simplifie en

α2 − 2α >
2

n
.

Un choix possible est α = 3. La première propriété est vérifiée.

Il faut maintenant vérifier que pour tout monôme qsqt codant une transition δ(i, j) = k,
l’application qui à (i, j, k) associe (s, t) est injective. Calculons les valeurs de s et t en
fonction de i, j et k. Il y a deux cas, en fonction de la parité des cellules concernées. Si i
correspond à une cellule paire, s est égal à

− idx(on(k))− |en(i)|+ idx(en(i)) = 2αn(i− k) + 2i− 2α2n2

et t est égal à

− idx(on(k)) + idx(on(j)) = 2αn(j − k).

Si i correspond à une cellule impaire, s est égal à

− idx(en(k))− |on(i)|+ idx(on(i)) = (2αn + 2)(i− k)− 2i− 2α2n2 − 1

et t est égal à

− idx(en(k)) + idx(en(j)) = (2αn + 2)(j − k).

Considérons un monôme qsqt avec s < t. On commence par regarder la parité de s : c’est
la parité de la cellule correspondant à i. Puis, on observe s modulo n : si la cellule est
paire cette quantité est égale à 2i sinon elle est égale à −2k− 1. De cela on déduit soit la
valeur de i soit la valeur de k. Puis, de s on déduit les valeurs de i et de k car on connaît
n et α. De t, connaissant k, on trouve la valeur de j. Ce qui achève la vérification de la
deuxième propriété. On peut alors écrire le polynôme P :

P (q−r, . . . , qr) =
n−1∑

i=0

n−1∑

j=0

q
2αn(i−δ(i,j))+2i−2α2n2q2αn(j−δ(i,j))

+q
(2αn+2)(i−δ(i,j))−2i−2α2n2−1

q
(2αn+2)(j−δ(i,j))

Le rayon r peut être choisi égal à 4α2n2 + 1. �

Corollaire 5. Il existe des automates cellulaires bilinéaires intrinsèquement universels à
deux états.

3.4 Un automate universel à 6 états

3.4.1 Un automate cellulaire universel simple à 8 états

Nous commençons par décrire un automate cellulaire universel à 8 états. La construc-
tion est mise en oeuvre en deux étapes. On commence par décrire le fonctionnement
macroscopique de l’automate avant d’entrer dans les détails du codage microscopique de
ces idées.
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Considérations macroscopiques

Pour simuler le comportement d’un automate cellulaire, il faut itérer l’évaluation en
parallèle d’une règle locale de transition δ : QN → Q. Soit Ξ l’alphabet binaire {0, 1} et
n = ⌈log2 |Q|⌉. On peut encoder les éléments de Q par des éléments distincts de Ξn et
ainsi décomposer δ en n fonctions booléennes δi : ΞNn → Ξ. La figure 3.4 illustre une
telle décomposition sur un automate cellulaire qui servira d’exemple tout au long de
cette construction. L’opérateur booléen binaire NAND, noté |, formant à lui seul une base
complète1 pour le calcul booléen, on peut considérer des représentations des fonctions (δi)
par des circuits booléens dont les seuls portes sont des portes NAND. Aussi, pour simuler le
comportement d’un automate cellulaire, il suffit d’évaluer n circuits booléens en parallèle
en une même durée.

δ δ1 δ2

Fig. 3.4 – Règle locale d’un automate cellulaire et sa décomposition

Plutôt que d’utiliser des circuits booléens classiques, nous choisirons des circuits à
niveaux avec deux types de portes : copie (la fonction booléenne identité) et NAND (la
fonction booléenne NON-ET). Dans un circuit à niveaux, les portes sont réparties en un
nombre fini de niveaux L0, L1, . . ., Lk, de telle sorte que les variables apparaissent au
niveau L0, la sortie au niveau Lk et qu’une porte située au niveau Li+1 prenne ses entrées
exclusivement au niveau Li. Une telle représentation de fonctions booléennes est présentée
sur la figure 3.5. Afin de simuler des automates cellulaires, nous voulons simuler le calcul
à l’aide de tels circuits. Il faut tout d’abord aplatir les circuits pour les encoder dans un
QZ.

��✁
✁

✂✂✄
✄

☎☎✆
✆

δ2(x, y, z, t) = y | y

variable

NAND

copy
L1

L2

tzyx
L0

L1

L0

δ1(x, y, z, t) = x | t

δ2(x, y, z, t)

x y z t

δ1(x, y, z, t)
L2

Fig. 3.5 – Fonctions booléennes et représentation par des circuits à niveaux

Définition 8. Un simulateur booléen d’automates cellulaires est un modèle dynamique
discret. Dans ce modèle, chaque cellule stocke une valeur booléenne qui est mise à jour
à chaque temps à l’aide de certaines informations constantes de la cellule : un opérateur
(copie ou NAND) et la position relative des opérandes dans la ligne de cellules.

1Une base complète B pour le calcul booléen est un ensemble de fonctions booléennes tel que toute
fonction booléenne puisse être représentée par un circuit dont les portes calculent des fonctions de B. On
trouvera une introduction aux fonctions booléennes dans [87].
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Les opérandes d’un opérateur pouvant se situer arbitrairement éloignées, un simula-
teur booléen d’automates cellulaires n’est pas un automate cellulaire. Cependant, il peut
simuler n’importe quel automate cellulaire. Partant de la représentation par des circuits
à niveaux des fonctions δi associées à la règle locale de transition de l’automate cellulaire,
on ajoute si nécessaire des niveaux de copie aux circuits afin qu’ils aient tous le même
nombre de niveaux T + 1. Une cellule de l’automate cellulaire est alors encodée par une
macro-cellule : un bloc de cellules consistant en la concaténation des circuits des précé-
dents. Les variables sont extraites des sorties des autres macro-cellules. En T étapes de
temps, chaque macro-cellule effectue exactement une transition de l’automate cellulaire
simulé. La figure 3.6 présente un tel codage.

valeur booléenne

opérateur

opérande 1

opérande 2

· · ·

δ1︷ ︸︸ ︷
?

|

1

9

x

C

1

δ2︷ ︸︸ ︷
?

C

8

?

C

9

y

|

1

2︸ ︷︷ ︸
q0

δ1︷ ︸︸ ︷
?

|

1

9

z

C

1

δ2︷ ︸︸ ︷
?

C

8

?

C

9

t

|

1

2︸ ︷︷ ︸
q1

δ1︷ ︸︸ ︷
?

|

1

9

u

C

1

δ2︷ ︸︸ ︷
?

C

8

?

C

9

v

|

1

2︸ ︷︷ ︸
q2

· · ·

Dans cet exemple, une macro-cellule qj encode une cellule de l’automate cellulaire. Seules
les valeurs booléennes codantes sont données, ? correspond à du bruit. Pour le codage des
opérateurs, | correspond à NAND et C à copie. Un pas de simulation est effectué en 2 temps du
simulateur (un temps par niveau).

Fig. 3.6 – Codage de cellules dans le simulateur booléen d’automates cellulaires

Pour simuler un automate cellulaire donné, le simulateur n’utilise qu’un nombre fini
de cellules distinctes. Ainsi, les opérandes accédées sont à une distance maximale m (une
bonne borne pour m dans notre construction est n fois la taille du plus gros circuit
à niveaux pour une fonction booléenne à Nn entrées). Pour simuler le fonctionnement
du simulateur booléen d’automates cellulaires par un automate cellulaire, on propose de
coder une cellule du simulateur par approximativementm cellules de l’automate cellulaire.
Chaque cellule du simulateur enverra sa valeur booléenne à chacune de ses m voisines sur
la droite. Lorsque la i-ème valeur rencontre la macro-cellule, celle-ci compulse la i-ème
cellule de son bloc et, en fonction de son contenu, copie la valeur, applique un opérateur ou
ignore la valeur. Lorsque m valeurs ont traversé la macro-cellule, la macro-cellule dispose
de sa nouvelle valeur booléenne et peut alors la transmettre à ses voisines.

Codage microscopique

Support de fond. Chaque cellule du simulateur est représentée par m + 2 cellules de
notre automate universel, où m majore la distance maximale des opérandes. Les états
sont divisés en trois. La première sorte, l’état Op, concerne m cellules et est utilisée pour
décider des opérations à effectuer, comme décrit plus haut. Une cellule est dans un état
de la seconde sorte Val dont la fonction est de mémoriser la valeur booléenne courante
de la macro-cellule. Enfin, une dernière cellule est dans un état de troisième sorte Sig
qui transmet une valeur booléenne de macro-cellule en macro-cellule. Un calcul a lieu à
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chaque rencontre des trois sortes d’états. Une vue détaillée des interactions est représentée
sur la figure 3.7.

Sig

Val

Op

Fig. 3.7 – Trois types d’états pour déplacer l’information

Sur la figure, le temps va de bas en haut. Les états Val sont ceux qui restent sur une
même colonne. Les états Sig se déplacent en temps réel vers la droite. Les états Op se
déplacent lentement vers la gauche, à chaque croisement d’un état Sig. La précédente
figure définit (partiellement) un automate cellulaire à trois états et voisinage des premiers
voisins. La règle locale de transition de cet automate est donnée par la table 3.2.

ql qm qr δ (ql, qm, qr)

Op Op Op Op
Op Op Sig Op
Op Op Val Op
Op Sig Op Op
Op Sig Sig Sig
Op Sig Val Sig
Op Val Op Val

ql qm qr δ (ql, qm, qr)

Sig Op Op Sig
Sig Op Sig Val
Sig Op Val Sig
Sig Sig Op Op
Sig Val Op Sig
Val Op Op Op
Val Op Sig Op

Tab. 3.2 – Règle locale de transition de l’automate à 3 états

Support de calcul. Afin d’achever la construction, nous spécialisons les trois types
d’états en sous-types. Les états Sig codent deux valeurs booléennes possibles Sig0 et Sig1.
De même, les états Val sont séparés en Val0 et Val1. Quant aux états Op, ils sont séparés en
Op♯, OpC , OpF et Op| représentant respectivement la fin d’une macro-cellule, la copie du
signal entrant, l’ignorance de ce signal et l’application de l’opérateur NAND entre le signal
entrant et la valeur courante de la macro-cellule. On obtient ainsi un automate cellulaire
à 8 états dont la règle locale de transition est décrite par la table 3.3. Cet automate est
intrinsèquement universel.

Codage effectif. Le codage exact d’une cellule de l’automate cellulaire à simuler, en
partant d’une macro-cellule du simulateur booléen d’automate cellulaire, est le suivant :

Soit m la plus grande position relative d’un opérande utilisée par les opérateurs de la
macro-cellule (par exemple m = 9 sur la figure 3.6). L’enveloppe de codage des cellules
est

ω(x, d1, . . . , dm−1) = Valx Opd1 · · ·Opdm−4
Sigx Opdm−3

Opdm−2
Opdm−1

Op♯ .
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ql qm qr δ (ql, qm, qr)

Opi Opj Opk Opj
Opi Opj Sigv Opj
Opi Opj Valv Opj
Opi Sigv Opj Opj
Opi Sigv Sigv′ Sigv
Opj Sigv Valv′ Sigv′
Opi Valv Opj Valv

ql qm qr δ (ql, qm, qr)

Sigv Opi Opj Sigv
Sigv Opi Sigv′ Valϕ(v,i,v′)

Sigv Opi Valv′ Sigv
Sigv Sigv′ Opi Opi
Sigv Valv′ Opi Sigψ(v,v′,i)

Valv Opi Opj Opi
Valv Opi Sigv′ Opi

où ϕ(v, i, v′) =





v′ si i = C,

v | v′ si i = |,

v sinon,

et ψ(v, v′, i) =

{
v′ si i = ♯,

v sinon.

Tab. 3.3 – Règle locale de transition de l’automate universel à 8 états

Les cellules sont codées comme des instanciations, par des opérateurs, de cette enveloppe :

cellule copie C

1
, ωC

1
(x) = ω(x, F, . . . , F )

cellule copie C

k
où k > 1, ωC

k
(x) = ω(x, F, . . . , F︸ ︷︷ ︸

k−2

, C, F, . . . , F )

cellule NAND
|

1

k

, ω
|

1

k

(x) = ω(x, F, . . . , F︸ ︷︷ ︸
k−2

, |, F, . . . , F )

cellule NAND
|

k

l

où k > 1, ω
|

k

l

(x) = ω(x, F, . . . , F︸ ︷︷ ︸
k−2

, C, F, . . . , F︸ ︷︷ ︸
l−k−1

, |, F, . . . , F )

Soit ω1, . . ., ωn la suite des codages de cellules correspondant à la macro-cellule à
simuler. Soit v1,. . .,vn les valeurs booléennes initiales à entrer dans le circuit pour coder
un état particulier. La macro-cellule codante de l’automate cellulaire à 8 états est alors,
le décalage servant à la synchronisation :

ω2(v1)ω3(v2) · · ·ωn(vn−1)ω1(vn).

Un pas de simulation est alors obtenu en m(m+ 2)T pas de calcul où T est le nombre de
niveaux du circuit. En appliquant cette transformation à la configuration de la figure 3.6
on obtient la configuration de la figure 3.8.

(0,0) 1-----%---#0-----/-+-#0-----/--+#0|----/---#0-----/--|#

(0,1) 1-----%---#0-----/-+-#0-----/--+#0|----/---#1-----%--|#

(1,0) 1-----%---#1-----%-+-#0-----/--+#0|----/---#0-----/--|#

(1,1) 1-----%---#1-----%-+-#0-----/--+#0|----/---#1-----%--|#

Les symboles -, +, # et | représentent respectivement les operateurs OpF , OpC , Op♯ et Op|.
Les symboles 0 et 1 représentent les valeurs Val0 et Val1. Les symboles / et % représentent les
signaux Sig0 et Sig1. Un pas de la simulation est obtenu en 198 pas de calcul de l’automate.

Fig. 3.8 – Codage d’un automate cellulaire dans l’automate universel à 8 états
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3.4.2 Affinement du nombre d’états requis

Le précédent paragraphe a présenté la construction d’un automate cellulaire intrinsè-
quement universel à 8 états. Par une analyse fine du précédent automate, nous montrons
que seuls 7 états parmi les 8 sont nécessaires pour atteindre l’universalité. Puis, nous
présentons brièvement une technique pour ramener ce nombre d’états à 6 en utilisant
seulement deux types d’états Op.

Émuler la copie : de 8 à 7 états

L’opérateur booléen NAND se comporte de la manière suivante avec des constantes :
x | 0 = 1 et x | 1 = ¬x. Dans la précédente simulation, remplaçons chaque signal Sigx par
un triplet de signaux Sig1, Sigx, Sig0. L’opérateur de copie peut alors être émulé grâce à
l’égalité suivante :

1 | (x | (0 | y)) = x .

Les états OpC sont alors remplacés par la suite Op|, Op|, Op| et les trois autres sous-types
de Op sont conservés tels quels mais gardés par des états OpF à gauche et à droite pour
ignorer les signaux constants. Cette transformation, appliquée à la figure 3.8, permet
d’obtenir la figure 3.9. Lorsqu’on applique cette transformation, le temps nécessaire à
simuler une transition passe de m(m+ 2)T à m(3m+ 4)T pas de calcul.

(0,0) 1---------------%----%----/--#-

0---------------%---|/||--/--#-

0---------------%----/--||/|-#-

0-|-------------%----/----/--#-

0---------------%----/---|/--#-

(0,1) 1---------------%----%----/--#-

0---------------%---|/||--/--#-

0---------------%----/--||/|-#-

0-|-------------%----/----/--#-

1---------------%----%---|/--#-
(1,0) 1---------------%----%----/--#-

1---------------%---|%||--/--#-

0---------------%----/--||/|-#-

0-|-------------%----/----/--#-

0---------------%----/---|/--#-

(1,1) 1---------------%----%----/--#-

1---------------%---|%||--/--#-

0---------------%----/--||/|-#-

0-|-------------%----/----/--#-

1---------------%----%---|/--#-

Les symboles -, # et | représentent respectivement les opérateurs OpF , Op♯ et Op|. Les sym-
boles 0 et 1 représentent les valeurs Val0 et Val1. Les symboles / et % représentent les signaux
Sig0 et Sig1. Un pas de simulation est obtenu en 558 pas de calcul de l’automate.

Fig. 3.9 – Codage d’un automate cellulaire dans l’automate universel à 7 états

On a donc obtenu un automate cellulaire intrinsèquement universel à 7 états en sup-
primant l’état OpC du précédent automate universel à 8 états.

Séparer les opérateurs : de 7 à 6 états

Pour obtenir un automate cellulaire intrinsèquement universel à 6 états, nous allons
maintenant modifier l’automate précédent afin d’utiliser seulement 2 sous-types d’état
Op.

La figure 3.10 synthétise l’idée de cette transformation. Dans le cas de l’automate à 7
états, les seules véritables modifications d’états proviennent des opérateurs Op♯ et Op| et
résultent de la lecture de l’état Op à droite d’une collision entre Val et Sig. Dorénavant
nous séparons le comportement de Op en un comportement Op gauche et Op droit. Les
deux sous-types d’états Op sont Op0 et Op1. L’état Op gauche contrôle la modification
de l’état Val : s’il est égal à Op1, l’opérateur NAND est appliqué entre la valeur de l’état
Sig et la valeur de l’état Val et le résultat est stocké dans l’état Val ; s’il est égal à Op0, la
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Op♯

Op|

automate à 7 états

Op gauche

Op droit

automate à 6 états

Fig. 3.10 – Lieux du calcul dans les automates cellulaires universels

valeur de l’état Val est conservée. L’état Op droit contrôle la modification de l’état Sig :
s’il est égal à Op1, la valeur de l’état Val est stockée dans l’état Sig ; s’il est égal à Op0, la
valeur de l’état Sig est conservée. L’émulation des trois anciens état Op est détaillée dans
la table 3.4.

ancien Op Op gauche Op droit
OpF Op0 Op0

Op♯ Op0 Op1

Op| Op1 Op0

Tab. 3.4 – Codage des états Op de l’automate à 7 états dans l’automate à 6 états

Pour rendre effective cette transformation, il faut que les états Val se déplacent dans
les états Op de deux en deux. Pour permettre cela, on ajoute un nouvel état Sig entre
chaque paire d’états Sig consécutifs. Le but de ce signal poubelle n’est pas de transporter
de l’information utile mais simplement de décaler les états Op par rapport à l’état Val.

Cette stratégie n’est pas suffisante. En effet, il faut s’assurer que ces signaux poubelle
ne perturbent pas les calculs. D’autre part, afin de préserver l’injectivité de la simulation,
il faut nettoyer les signaux poubelles à la fin de chaque macro-transition.

F
F
F
F
F
F
. . . F

F
F
F
F
#
|
#
|
#
|
F
F
F
F
F
F
F
. . . F

F
F
F
F
F
(F

#
|
F
F
F
) F

F
F
F
F
F
. . . F

F
#
|
F
F

Fig. 3.11 – Codage d’une cellule, indicé par les opérations des signaux poubelle

Perturbation du calcul. Considérons tout d’abord le problème de perturbation du
calcul. La figure 3.11 présente une suite typique d’états Op rencontrés dans le codage
avec l’automate à 7 états. En indice sont représentées les opérations effectuées par les
signaux poubelle entre les signaux utiles. La seule opération qui modifie la valeur de
l’état Val est l’application de NAND qui n’est effectuée par les signaux poubelle qu’à la fin
du calcul. Cette opération compromet l’information. Cependant, à l’instant précédent, la
valeur de l’état Val a été sauvegardée sur le signal Sig. En fait, après l’exécution de cet
opération Op♯, la prochaine configuration de départ est entièrement décrite par la suite
des signaux utiles. Il suffit de tout remettre en place au moment du nettoyage des signaux
poubelle.

Nettoyage des signaux poubelle. L’opération de nettoyage des signaux poubelle est
certainement la partie plus technique de la construction. L’astuce réside dans la confi-
guration partielle donnée sur la figure 3.12. Après la traversée de cette configuration, les
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signaux poubelle des gardes Sig0 et Sig1 contiennent la valeur Sig1, le signal poubelle
de Sigx contient Sigx̄ et la valeur de la macro-cellule stockée à sa gauche vaut Valx. Si
on ajoute la résolution de quelques petits problèmes de synchronisation supplémentaires,
l’algorithme de codage, en partant de la configuration codée pour l’automate à 6 états,
procède comme suit.

signal 0 x 1 0 y 1
Op principal | F F | | |

Op poubelle # F F # # # F

valeur ? 1 1 1 1 ȳ y

Fig. 3.12 – Opérations de nettoyage des signaux poubelle

Tout d’abord, pour chaque sous-mot codant une cellule du simulateur booléen d’auto-
mates cellulaires, constitué de 3m cellules de type Op, concaténer n−2 fois la configuration
OpF OpF OpF où n est la longueur de la macro-cellule du simulateur booléen d’automates
cellulaires. Puis, y concaténer le motif de nettoyage des signaux poubelle de la figure 3.12,
c’est-à-dire Op| OpF OpF Op| Op| Op|. Enfin, appliquer la conversion de 7 à 6 états décrite
dans la table 3.4. Cela laissera suffisamment de place entre les signaux pour insérer les
signaux poubelle en laissant une distance au moins 4 entre chaque signal (pour éviter des
collisions dans le calcul). Le temps de simulation d’une transition passe de m(3m + 4)T
à (m+ n)(6(m+ n) + 7)T pas de calcul.

(0,0) -1--------------------------------------------------+--------%----%----/----%+---%--+-/+-+-

-0-----------------------------------+-+-+----------+--------%----%----%----/+---%--+-/+-+-

-0-----------------------------------------+-+-+----+--------%----%----%----/+---%--+-/+-+-

-0-+------------------------------------------------+--------%----%----%----/+---%--+-/+-+-

-0-------------------------------------------+------+--------%----%----%----/+---%--+-/+-+-

(0,1) -1--------------------------------------------------+--------%----%----/----%+---%--+-/+-+-

-0-----------------------------------+-+-+----------+--------%----%----%----/+---%--+-/+-+-

-0-----------------------------------------+-+-+----+--------%----%----%----/+---%--+-/+-+-

-0-+------------------------------------------------+--------%----%----%----/+---%--+-/+-+-

-1-------------------------------------------+------+--------%----%----/----%+---%--+-/+-+-

(1,0) -1--------------------------------------------------+--------%----%----/----%+---%--+-/+-+-

-1-----------------------------------+-+-+----------+--------%----%----/----%+---%--+-/+-+-

-0-----------------------------------------+-+-+----+--------%----%----%----/+---%--+-/+-+-

-0-+------------------------------------------------+--------%----%----%----/+---%--+-/+-+-

-0-------------------------------------------+------+--------%----%----%----/+---%--+-/+-+-

(1,1) -1--------------------------------------------------+--------%----%----/----%+---%--+-/+-+-

-1-----------------------------------+-+-+----------+--------%----%----/----%+---%--+-/+-+-

-0-----------------------------------------+-+-+----+--------%----%----%----/+---%--+-/+-+-

-0-+------------------------------------------------+--------%----%----%----/+---%--+-/+-+-

-1-------------------------------------------+------+--------%----%----/----%+---%--+-/+-+-

Les symboles - et + représentent respectivement les opérateurs Op0 et Op1. Les symboles 0

et 1 représentent les valeurs Val0 et Val1. Les symboles / et % représentent les signaux Sig0 et
Sig1. Un pas de la simulation est obtenu en 2548 pas de calcul de l’automate.

Fig. 3.13 – Codage d’un automate cellulaire dans l’automate universel à 6 états

Ainsi s’achève notre construction d’un automate cellulaire intrinsèquement universel
à 6 états. Comme toutes les constructions algorithmiques, celle-ci est pénible à suivre
mais elle tente de rendre les idées qui amènent à cet automate. Pour une démonstration
purement formelle de l’universalité de cet automate, il serait suffisant de montrer que cet
automate simule un automate cellulaire intrinsèquement universel connu. La règle locale
de transition de notre automate est donnée par la table 3.5.

Des informations complémentaires relatives à la mise en oeuvre des constructions
précédentes sont disponibles sur la page web de l’auteur, à l’adresse suivante :
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ql qm qr δ (ql, qm, qr)

Opi Opj Opk Opj
Opi Opj Sigv Opj
Opi Opj Valv Opj
Opi Sigv Opj Opj
Opi Sigv Sigv′ Sigv
Opj Sigv Valv′ Sigϕ(j,v,v′)

Opi Valv Opj Valv

ql qm qr δ (ql, qm, qr)

Sigv Opi Opj Sigv
Sigv Opi Sigv′ Valv
Sigv Opi Valv′ Sigv
Sigv Sigv′ Opi Opi
Sigv Valv′ Opi Sigψ(v,v′,i)

Valv Opi Opj Opi
Valv Opi Sigv′ Opi

où ϕ(j, v, v′) =

{
v′ si j = 0,

v | v′ si j = 1,
et ψ(v, v′, i) =

{
v si i = 0,

v′ si i = 1.

Tab. 3.5 – Règle locale de transition de l’automate universel à 6 états

http://www.ens-lyon.fr/~nollinge/6st/.

En particulier, on y trouvera des outils de simulation et des exemples de diagrammes
espace-temps des 3 automates cellulaires à 8, 7 puis 6 états construits ci-dessus.

http://www.ens-lyon.fr/~nollinge/6st/
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CHAPITRE

4 POUR ALLER PLUS LOIN

Nous avons présenté, à la fin de l’introduction, les grandes directions et questions qui
nous semblent pertinentes pour poursuivre l’exploration des liens entre propriétés locales
et globales dans le cadre des automates cellulaires. Nous présentons ici certaines questions
plus techniques, concernant des points précis de la thèse et qui nous semblent mériter un
approfondissement :

– En introduisant les transformations géométriques PCS, nous avons défini les trans-
formations de découpage spatial PF,v à l’aide de réseaux de points v et de motifs
finis F liés aux classes d’équivalence engendrées par les réseaux v. La théorie ma-
thématique des réseaux de points, en particulier des réseaux de Zd, a été étudiée
en détail, voir par exemple les travaux de J. H. Conway et N. J. A. Sloane [89].
De nombreux résultats de cette théorie exhibent des différences de structure lorsque
la dimension varie. Quels liens existe-t-il entre les propriétés des réseaux de points
sous-jacents et les propriétés structurelles des automates cellulaires de dimensions
différentes ?

– Le groupage est une manière de lier les automates cellulaires à des objets de nature
algébrique, ce qui permet de transférer des résultats d’un domaine vers l’autre. De
même que la reconnaissance de langages par automates finis ou le calcul de fonctions
par machines de Turing possèdent des caractérisations en terme de théorie logique,
est-il possible de caractériser de façon logique les classes d’équivalence du groupage
et, éventuellement, d’établir un lien entre la taille des formules obtenues et la position
des classes d’équivalence dans le groupage ?

– En étudiant les problèmes de décision liés à des familles d’automates cellulaires par-
ticulières, nous avons été confrontés au problème plus général suivant. Étant données
deux propriétés P1 et P2 des automates cellulaires, il est parfois possible d’associer
récursivement à tout automate cellulaire vérifiant P1 un automate cellulaire vérifiant
P1 et P2 qui le simule et à tout automate cellulaire ne vérifiant pas P1 un automate
cellulaire ne vérifiant pas P1 mais vérifiant P2 qui le simule. Or, pour établir des
réductions entre problèmes de décision, une possibilité est d’associer récursivement
à tout automate cellulaire un automate cellulaire vérifiant P2 et vérifiant P1 si et
seulement si l’automate cellulaire d’origine le vérifie. Existe-t-il une méthode géné-
rale pour obtenir ce dernier type de transformation à partir des deux décrites plus
haut, ou existe-t-il des contre-exemples ?

– Bien que ce résultat ne figure pas dans cette thèse, nous avons démontré qu’il existe
des automates cellulaires Turing universels simulant des machines de Turing à k
têtes qui ne sont pas intrinsèquement universels et tels qu’un automate cellulaire
de cette famille simule strictement les automates cellulaires de la famille possé-
dant strictement moins de têtes. En conséquence, il existe une infinité de classes
d’équivalence contenant des automates cellulaires Turing universels — toute classe
d’équivalence contenant des automates cellulaires Turing universels ne contient que
ce type d’automate cellulaire. Que dire des automates cellulaires Turing universels
et de leur position dans le groupage en général ?

– Concernant l’universalité des automates cellulaires de dimension 1 à voisinage de
von Neumann et 2 états, S. Wolfram [91] présente une vague et informelle descrip-
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tion d’arguments en faveur d’une forme faible d’universalité Turing de l’automate
cellulaire connu sous le nom de règle 110. Les arguments développés par S. Wolfram
sont-ils extensibles en une démonstration formelle de l’universalité, éventuellement
intrinsèque, de cet automate cellulaire ?



ANNEXE

A GROUPAGE CARRÉ

Nous présentons ici en détail le groupage et les résultats associés présentés par I. Rapa-
port [12] dans son mémoire de thèse. Afin de faciliter une lecture croisée avec le document
original, les propositions sont numérotées à l’identique et nous suivons le même plan. Les
démonstrations sont omises car d’une part elles ont déjà été présentées en détail dans le
mémoire original et d’autre part une grande partie de ces résultats sont démontrés à l’aide
de nouveaux outils dans le chapitre 2.
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A.1 Définitions

On considère uniquement les automates cellulaires de dimension 1 à voisinage de
von Neumann. Aussi, pour alléger les notations, on note (Q, δ) l’automate cellulaire
(Z, Q, J−1, 1K, δ) et Gδ sa règle globale de transition. Dans un diagramme espace-temps
d’un tel automate cellulaire, le k-uplet des états d’un segment de k cellules à l’instant t
dépend des états de 2t+ k cellules à l’instant 0 comme représenté sur la figure A.1.

Fig. A.1 – Diagramme de dépendances d’un automate cellulaire

L’itéré n fois de la règle locale de transition est défini récursivement par δ1 = δ et,
pour tout entier n ∈ N,

δn+1(x−n−1, . . . , xn+1) = δ(δn(x−n−1, . . . , xn−1),

δn(x−n , . . . , xn ),

δn(x−n+1, . . . , xn+1)) .

En s’inspirant des dépendances dans les diagrammes espace-temps et des considéra-
tions géométriques présentées lors de la discussion sur les classifications et le groupage, on

109
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définit la n-ième puissance (Q, δ)n de l’automate cellulaire (Q, δ) par (Q, δ)n = (Qn, δn
�
)

où δn
�

est défini pour tout triplet de n-uplets d’états par

δn�((x1, . . . , xn), (xn+1, . . . , x2n), (x2n+1, . . . , x3n)) =
(
δn(x1, . . . , x2n+1),

δn(x2, . . . , x2n+2),

...

δn(xn, . . . , x3n)
)

.

Pour tout entier n > 0, les diagrammes espace-temps de tout automate cellulaire
(Q, δ) sont mis en bijection avec les diagrammes espace-temps de sa n-ième puissance par
l’opération de groupage.

◮ En effet, à toute évolution ∆ de (Q, δ) on peut associer bijectivement la suite de configurations

∆′ de (Q, δ)n définie pour tout temps t et toute position p par ∆
′(t)
p =

(
∆

(nt)
np , . . . ,∆

(nt)
(n+1)p−1

)

qui est, par définition de δn
�

, une évolution de (Q, δ)n.

Une fois cette transformation définie, on introduit la relation de comparaison 6
�

entre
automates cellulaires. Afin de fixer les termes, on dira qu’un automate cellulaire (Q, δ)
est simulé par un automate cellulaire (Q′, δ′) si (Q, δ) 6

�
(Q′, δ′).

Définition 9. Un automate cellulaire (Q, δ) est simulé par un automate cellulaire (Q′, δ′),
noté (Q, δ) 6

�
(Q′, δ′), s’il existe deux puissances m et n telles que (Q, δ)m ⊆ (Q′, δ′)n.

La première étape est de montrer qu’il s’agit d’un préordre. De la démonstration
proposée par I. Rapaport pour montrer que 6

�
est un préordre, on peut retenir deux

lemmes clefs.

Lemme 2. Soient (Q, δ) et (Q′, δ′) deux automates cellulaires. Si (Q, δ) ⊆ (Q′, δ′) alors,
pour toute puissance n, on a (Q, δ)n ⊆ (Q′, δ′)n.

Lemme 3. Soit (Q, δ) un automate cellulaire et m et n deux puissances. Alors, on a
((Q, δ)m)n ∼= (Q, δ)mn.

Ces deux lemmes apportent des informations structurelles sur les liens entre les auto-
mates cellulaires, leurs puissances et la relation sous-automate. La démonstration de la
proposition suivante utilise ces propriétés :

– la relation sous-automate est une relation d’ordre partiel ;
– la relation sous-automate est préservée par passage à une même puissance ;
– l’opérateur de passage à la puissance est compatible avec la structure de monoïde

commutatif de (N∗, ·).

Proposition 1. La relation 6
�

est une relation de préordre.

Dans la suite, on note ∼
�

la relation d’équivalence associée à 6
�

et <
�

la relation de
comparaison stricte. On s’intéresse alors à la classification induite par les classes d’équi-
valences ordonnées par l’ordre induit.

A.2 Propriétés élémentaires

Proposition 2. Toutes les puissances d’un automate cellulaire (Q, δ) sont équivalentes
( i.e. pour toutes puissances i et j, on a (Q, δ)i ∼

�
(Q, δ)j).
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Après avoir vérifié que toutes les puissances d’un automate cellulaire sont dans la
même classe d’équivalence, on établit quelques propriétés des minima et maxima de la
classification. Notons ⊥ l’unique automate cellulaire à un seul état. C’est l’automate
cellulaire dont les évolutions sont les plus simples, c’est un minimum global.

Proposition 3. L’automate cellulaire ⊥ est seul dans sa classe d’équivalence, qui est le
minimum global pour la relation 6

�
.

Le produit cartésien de deux automates cellulaires simule chacun de ces automates.
L’idée est d’utiliser une configuration monochromatique périodique dans le temps sur une
des composantes.

Proposition 4. La relation 6
�

admet des maxima locaux. Pour toute famille finie d’au-
tomates cellulaires A1,. . .,Ak, l’automate cellulaire B = A1 × · · · × Ak satisfait, pour tout
indice i ∈ J1, kK, la relation Ai 6

�
B.

A.3 Le bas de l’ordre

L’exploration continue par les classes d’équivalence situées juste au-dessus de ⊥. On
montre qu’il existe une infinité de tels automates cellulaires et que des automates cellu-
laires intuitivement simples en font partie.

A.3.1 Automates cellulaires dynamiquement simples

On considère tout d’abord des automates cellulaires dont les évolutions sont simples
à décrire. Les plus simples d’entre eux sont certainement les automates cellulaires nilpo-
tents, c’est-à-dire appartenant à l’ensemble NIL = {(Q, δ) | |Q| > 1 ∧ |Ω(Q, δ)| = 1}. Un
représentant canonique de cette famille est l’automate cellulaire à n états

0n = (J0, n− 1K, (xl, xm, xr) 7→ 0)

dont la règle globale de transition constante a toujours pour image la configuration 0-
monochromatique. On montre que cette famille est une classe d’équivalence située au bas
de l’ordre.

Proposition 5. La classe d’équivalence de 02 est exactement l’ensemble des automates
cellulaires nilpotents ( i.e. pour tout automate cellulaire (Q, δ), on a

(Q, δ) ∈ NIL⇐⇒ (Q, δ) ∼
�

02 ).

Proposition 6. La classe d’équivalence NIL est au bas de l’ordre ( i.e. pour tout automate
cellulaire (Q, δ) différent de ⊥, on a (Q, δ) 6

�
02 =⇒ 02 6

�
(Q, δ)).

◮ Pour démontrer les deux propositions précédentes, on utilise les deux faits suivants : d’une part
toute puissance et tout sous-automate d’un automate cellulaire nilpotent est nilpotent, d’autre
part si (Q, δ) est un automate cellulaire nilpotent de transitoire bornée par T alors (Q, δ)T ∼= 0QT

et pour tout n on a 0n ⊆ 02⌈log2 n⌉
∼= 0

⌈log2 n⌉
2 .

De ces propositions et de l’indécidabilité de la nilpotence de J. Kari [44], on déduit un
résultat d’indécidabilité sur 6

�
. Ce qui montre que cette classification, comme toutes les

classifications intéressantes, est indécidable.
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Corollaire 6. Étant donné un automate cellulaire (Q, δ), savoir si (Q, δ) 6
�

02 est in-
décidable.

Trois autres familles d’automates cellulaires simples sont introduites : les automates
cellulaires périodiques, les automates cellulaires périodiques composés avec une translation
vers la gauche et les automates cellulaires périodiques composés avec une translation vers
la droite.

PER =
{
(Q, δ) | |Q| > 1 ∧ ∀C ∈ QZ,∃n ∈ N∗, Gn

δ (C) = C
}

LSHIFT =
{
(Q, δ) | |Q| > 1 ∧ ∀C ∈ QZ,∃n ∈ N∗,∀i ∈ Z, Gn

δ (C)i = Ci+n
}

RSHIFT =
{
(Q, δ) | |Q| > 1 ∧ ∀C ∈ QZ,∃n ∈ N∗,∀i ∈ Z, Gn

δ (C)i = Ci−n
}

Remarquons que ces trois ensembles sont définis par une formule du type

|Q| > 1 ∧ ∀C ∈ QZ,∃n ∈ N∗,Φ(C, n)

pour une sous-formule Φ donnée. En fait, par le biais des configurations univers, on peut
montrer que, dans chacun de ces trois cas, la formule

|Q| > 1 ∧ ∃n ∈ N∗,∀C ∈ QZ,Φ(C, n)

définit à chaque fois le même ensemble. Pour chacune de ces familles, on introduit un
représentant canonique :

ιn = (J0, n− 1K, (xl, xm, xr) 7→ xm)

σn = (J0, n− 1K, (xl, xm, xr) 7→ xl)

σ−1
n = (J0, n− 1K, (xl, xm, xr) 7→ xr)

On montre alors, de manière similaire à ce qui a été fait pour les automates cellulaires
nilpotents, que chacune de ces familles est en fait une classe d’équivalence et que celle-ci
est située au bas de l’ordre.

Proposition 7. Les classes d’équivalence des automates cellulaires ι2, σ2 et σ−1
2 cor-

respondent respectivement aux ensembles d’automates cellulaires PER, RSHIFT et LSHIFT

( i.e. pour tout automate cellulaire (Q, δ) différent de ⊥, on a

ι2 ∼�
(Q, δ) ⇐⇒ (Q, δ) ∈ PER

σ2 ∼�
(Q, δ) ⇐⇒ (Q, δ) ∈ RSHIFT

σ−1
2 ∼�

(Q, δ) ⇐⇒ (Q, δ) ∈ LSHIFT ).

Proposition 8. Les classes d’équivalence PER, RSHIFT et LSHIFT appartiennent au bas
de l’ordre ( i.e. pour tout automate cellulaire (Q, δ) différent de ⊥, on a

(Q, δ) 6
�

ι2 =⇒ ι2 6
�

(Q, δ)

(Q, δ) 6
�

σ2 =⇒ σ2 6
�

(Q, δ)

(Q, δ) 6
�

σ−1
2 =⇒ σ−1

2 6
�

(Q, δ) ).

Corollaire 7. Les classes d’équivalence NIL, PER, RSHIFT et LSHIFT sont deux à deux
incomparables.
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A.3.2 Automates cellulaires algébriquement simples

Pour montrer qu’il existe une infinité de classes d’équivalence au bas de l’ordre, on
introduit une famille infinie d’automates cellulaires algébriquement simples. Pour tout
entier p > 1, on considère le groupe additif abélien des entiers relatifs modulo p noté
(Zp,+) et, pour tout entier non-nul n, le groupe produit canonique

(
Znp ,+

)
. On définit

alors l’automate cellulaire (Zp,⊕) où, pour tout triplet (x, y, z) d’éléments de Zp, on
pose ⊕(x, y, z) = x+ y + z. De même, on définit

(
Znp ,⊕

)
. Pour tout entier n > 0, on

note (Zp,⊕)n =
(
Znp ,⊕

n
�

)
la puissance n-ième de (Zp,⊕). On remarquera que

(
Znp ,⊕

)
est

différent de
(
Znp ,⊕

n
�

)
. On commence par rappeler un résultat classique d’algèbre.

Proposition 9. Soient p et n deux entiers non nuls tels que p > 1. Soit X un sous-
ensemble non vide de Znp . Si X est stable par l’opérateur +, alors (X,+) est un sous-
groupe de

(
Znp ,+

)
dont l’ordre divise pn. De plus, si p est premier X est similaire à un

produit de la forme
∏n

i=1Xi où, pour tout i, Xi est égal à Zp ou à {0}.

Pour montrer que chaque (Zp,⊕) avec p premier est dans une classe d’équivalence
différente, on montre que les puissances et leurs sous-automates ont de bonnes propriétés
algébriques, en particulier ce sont des sous-groupes des puissances des groupes produits
de l’ensemble d’états.

Proposition 10. Soient p, n ∈ N∗ avec p > 1. Pour tout x1, x2, x3, y1, y2, y3 ∈ Z
n
p , on a

⊕n� (x1 + y1, x2 + y2, x3 + y3) = ⊕n� (x1, x2, x3) +⊕n� (y1, y2, y3) .

Proposition 11. Soit (Q, δ) un automate cellulaire et p un entier tel que p > 1. Si
(Q, δ) 6

�
(Zp,⊕) alors il existe deux puissances m,n ∈ N∗ et une application injective

ϕ : Qm → Znp vérifiant ϕ ◦ δm
�

= ⊕n
�
◦ ϕ et telle que 0 ∈ ϕ(Qm).

Proposition 12. Soient p, n ∈ N∗ avec p > 1. Soit X un sous-ensemble de Znp contenant
0 et (Q, δ) un automate cellulaire. Si (X,⊕n

�
) ⊆ (Znp ,⊕

n
�
) alors (X,+) est un sous-groupe

de (Znp ,+).

On peut remarquer que si a | b alors (Za,⊕) ⊆ (Zb,⊕) (il suffit de poser ϕ(x) = b
a
x).

Corollaire 8. Soient p et q deux entiers premiers. Si p 6= q alors (Zp,⊕) 

�

(Zq,⊕).

Par des considérations sur les diagrammes espace-temps et quelques propositions très
techniques, on montre que toutes ces classes d’équivalence sont en bas de l’ordre.

Proposition 13. Soit n un entier non nul et p un nombre premier :

–
(
Zp

n

p ,⊕
)
∼=
(
Zp,⊕

)pn

;

– Pour tout sous-ensemble X de Zp
n

p à au moins deux éléments contenant 0, on a

(
X,⊕p

n

�

)
⊆
(
Zp

n

p ,⊕
ppn

�

)
=⇒

(
Zp,⊕

)
⊆
(
X,⊕p

n

�

)
.

Proposition 14. Soit n un entier non nul et p un nombre premier. Soit X un sous-
ensemble de Znp à au moins deux éléments contenant 0. Alors, on a

(
X,⊕n�

)
⊆
(
Znp ,⊕

n
�

)
=⇒ ∃m ∈ N∗,

(
Zmp ,⊕

m
�

)
⊆
(
X,⊕n�

)
.
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Corollaire 9. Pour tout nombre premier p, la classe d’équivalence de l’automate cellulaire
(Zp,⊕) est au bas de l’ordre ( i.e. pour tout automate cellulaire (Q, δ) différent de ⊥, on
a (Q, δ) 6

�
(Zp,⊕) =⇒ (Zp,⊕) 6

�
(Q, δ)).

Ainsi s’achève l’étude du bas de l’ordre. En particulier, on a montré que la classe d’équi-
valence du minimum global ⊥ possède un degré sortant infini. La figure A.2 synthétise
les connaissances acquises concernant le bas de l’ordre.

⊥

02

NIL

ι2

PER

σ2

RSHIFT

σ−1
2

LSHIFT

(Z2,⊕) (Z3,⊕) · · · (Zp,⊕) · · ·

Fig. A.2 – Le bas de l’ordre 6
�

: classes et représentants

A.4 Chaînes infinies bornées

L’étape suivante dans l’étude de la classification consiste en l’exhibition de deux
chaînes croissantes infinies bornées de classes d’équivalences. Pour cela, on introduit les
familles d’automates cellulaires suivantes indexées par un entier n > 1.

ηn =

(
J0, n− 1K, (xl, xm, xr) 7→

{
xl si xl = xm = xr

0 sinon

)

µn = (J0, n− 1K, (xl, xm, xr) 7→ min {xl, xm, xr})

Proposition 15. Les automates cellulaires nilpotents sont strictement en dessous de η2

et µ2 ( i.e. 02 <�
η2 et 02 <�

µ2).

On montre alors que les classes d’équivalences de ces automates cellulaires forment
deux chaînes strictement croissantes et incomparables entre elles.

Proposition 16. Pour tout entier n > 1, on a ηn <�
ηn+1 et µn <�

µn+1.

Proposition 17. Pour tout couple d’entiers m > 2 et n > 2, on a µm 

�

ηn.

Proposition 18. Pour tout couple d’entiers m > 2 et n > 2, on a ηm 

�

µn.

Afin de borner ces chaînes, I. Rapaport introduit un automate cellulaire spécifique que
nous noterons ϑ. Nous omettons les détails de la construction qui sont inutiles pour notre
discours. Cet automate cellulaire majore les deux chaînes.

Proposition 19. Pour tout entier n > 1, on a ηn <�
ϑ.

Proposition 20. Pour tout entier n > 1, on a µn <�
ϑ.

La figure A.3 synthétise les informations concernant ces deux chaînes infinies bornées.
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02

η2 µ2

η3 µ3

η4 µ4

ηn

...

µn

...

...
...

ϑ

Fig. A.3 – Chaînes infinies bornées pour l’ordre 6
�

A.5 Chaînes infinies non-bornées

Alors que les chaînes infinies précédentes sont bornées, il est possible d’en exhiber de
non bornées et d’en déduire que la classification n’admet pas de maximum. On introduit
la famille suivante d’automates cellulaires, indexée par un entier n > 1 :

∆n =

(
J0, n− 1K, (xl, xm, xr) 7→

{
xl si xl = xr

xm sinon

)
.

On commence par situer ces automates cellulaires par rapport aux précédents et on
montre une propriété étonnante : ∆n n’est jamais sous-automate d’une puissance d’un
automate cellulaire à moins de n états.

Proposition 21. 02 <�
µ2 <�

∆2.

Proposition 22. Soit (Q, δ) un automate cellulaire et n ∈ N∗ un entier. Si |Q| < n alors,
pour tout i ∈ N∗ on a ∆n * (Q, δ)i.

Afin d’utiliser cette proposition, on montre comment trouver pour tout automate
cellulaire un second automate cellulaire dont le premier est sous-automate de toutes les
puissances.

Lemme 4. Pour tout automate cellulaire (Q, δ), il existe une version normalisée (Q, δ)∗

de cet automate cellulaire telle que pour tout entier i ∈ N∗, on a (Q, δ) ⊆ ((Q, δ)∗)i.
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Pour la version normalisée (Q, δ)∗ de l’automate cellulaire (Q, δ), on peut choisir l’auto-
mate cellulaire partitionné

(
Z, (Q ∪ {•})3 , J−1, 1K, ψ

)
où l’application ψ est définie, pour

tout triplet d’états (xl, xm, xr), par

ψ(xl, xm, xr) =

{
(xl, xm, xr) si • ∈ {xl, xm, xr} ;
(x, x, x) où x = δ(xl, xm, xr) sinon.

Pour montrer que (Q, δ) est un sous-automate de ((Q, δ)∗)i, il suffit alors de prendre pour
application injective ϕ : x 7→ ((x, x, x), (•, •, •), . . . , (•, •, •)︸ ︷︷ ︸

i−1

).

Proposition 23. Soit (Q, δ) un automate cellulaire et n ∈ N∗ un entier. Si |Q| < n alors
on a ∆

∗
n 


�
(Q, δ).

Corollaire 10. L’ordre 6
�

n’admet pas de maximum.

Grâce à ce corollaire, on peut montrer que les ∆n forment des chaînes infinies. En
combinant tous ces résultats avec le produit cartésien, on montre qu’il n’existe aucun
élément maximal pour l’ordre.

Proposition 24. Pour tout entier n ∈ N∗, on a ∆
∗
n <�

∆
∗
(n+1)3+1.

Proposition 25. Pour tout automate cellulaire (Q, δ) on a (Q, δ) <
�

(Q, δ)×∆
∗
|Q|+1.

Corollaire 11. L’ordre 6
�

n’admet pas d’élément maximal.

La figure A.4 synthétise les informations concernant la chaîne infinie extraite de la
famille d’automates cellulaires (∆∗

n)n∈N.

02

η2 µ2

∆
∗
2

∆
∗
28

∆
∗
n

|Q| > 2

|Q| > 28

|Q| > n

...

...

Fig. A.4 – Une chaîne infinie non-bornée pour l’ordre 6
�
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