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Chapitre 1

Introduction : de l’imagerie cardiaque à la
tomographie dynamique

1.1 Généralités sur l’imagerie cardiaque

1.1.1 L’imagerie cardiaque : un enjeu de société

Les maladies cardio-vasculaires constituent un problème de santé publique majeur dans les
pays développés. En 1998, environ une mort sur cinq en Europe ou aux Etats Unis était liée
à un problème cardiaque. Le diagnostic et la prévention des problèmes cardiaques sont donc
des enjeux de société majeurs dont le succès est indissociable du développement de modalités
d’imagerie fiables et non-invasives.

Ces problèmes cardiaques désignent plus particulièrement les problèmes coronariens. Les
artères coronaires sont les petits vaisseaux qui couvrent le coeur par un réseau tri-dimensionnel
complexe, et assurent l’approvisionnement en sang et en oxygène du myocarde (voir la figure
1.1). La pathologie la plus courante des artères coronaires estl’athérosclérose, qui consiste
en l’obstruction (ou sténose) progressive des artères par la formation d’un dépôt au niveau de
leur paroi. Ce dépôt peut être composé de lipides, de glucides ou de calcium. La réduction de
l’oxygénation (ou ischémie) provoque la mort plus ou moins progressive de certaines zones du
myocarde (ou nécroses). Cette pathologie peut provoquer dans le pire des cas l’arrêt du muscle
cardiaque.

1.1.2 Modalités établies en imagerie cardiaque

De nombreuses modalités sont utilisées en imagerie cardiaque. Nous opposons les modalités
invasives et les modalités non-invasives et les situons par rapport à l’imagerie coronarienne. La
modalité de référence pour le diagnotic de problème coronarien est l’angiographie par rayons
X. C’est une modalité invasive car elle nécessite l’insertion d’un cathéter dans les artères afin
de diffuser un produit de contraste radio-opaque. Plusieurs radiographies sont alors prises sous
différents angles de vue. Cette modalité est efficace mais invasive et expose le patient à une
importante quantité de rayonnement. Des modalités non-invasives peuvent aussi être utilisées
en imagerie cardiaque (voir par exemple [54] ou le chapitre 2 de [84]) :

– L’imagerie cardiaque par ultrasons (échocardiographie) permet d’accéder aux formes et à
l’épaisseur des parois cardiaques de manière dynamique. En mode Doppler, les ultrasons

1



2 Introduction : de l’imagerie cardiaque à la tomographie dynamique

FIG. 1.1 –Schéma du coeur (extrait de [103])

permettent d’étuder la vitesse d’écoulement du sang, ce qui renseigne sur la cinétique
musculaire. Par ailleurs, grâce à l’usage de sondes, l’imagerie intravasculaire ultrasonore
permet d’explorer les parois des vaisseaux. Toutefois, une autre modalité (comme le cou-
plage avec des radiographies par rayons X) est nécessaire pour obtenir une localisation
globale.

– L’imagerie nucléaire est très au point pour les études fonctionnelles, comme la perfusion
myocardique ou le métabolisme de certains tissus. Les techniques d’imagerie par émis-
sions de positons (TEP) ou d’émission mono-photonique (TEMP) peuvent être utilisées.
Ces techniques ne permettent cependant pas d’accéder à la morphologie coronarienne.

– L’imagerie par résonance magnétique a un potentiel fort pour l’imagerie cardiaque dyna-
mique, aussi bien pour la morphologie que pour certaines études fonctionnelles. Malgré
cela, la résolution spatiale, les longs temps d’examens, limitent quelque peu l’intérêt de
cette modalité.

– Les dispositifs scanners sont très prometteurs : cette modalité (relativement) non-invasive
a bénéficié de nombreux progrès techniques ces dix dernières années, qui permettent des
reconstructions volumiques de haute résolution spatiale. Ces progrès rendent ambitieuses
mais envisageables les études des problèmes coronariens par cette modalité, même si la
résolution temporelle est un problème important.

Avant de décrire plus précisément cette modalité à laquelle est lié ce travail de thèse, nous
décrivons les contraintes de résolution temporelle requises pour l’imagerie cardiaque.

1.1.3 Contrainte de résolution temporelle pour l’imagerie cardiaque

Les techniques d’imagerie utilisées en imagerie cardiaque doivent avoir une forte résolution
temporelle, c’est à dire être capables de générer des images à partir de temps d’acquisition très
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courts afin d’éviter de produire des images perturbées par les évolutions des organes. Pour le
coeur, ces évolutions sont importantes. Les contraintes de résolution temporelle en imagerie
cardiaque dépendent de l’instant du cycle pour lequel on souhaite obtenir une image. En effet,
le mouvement du coeur n’a pas la même amplitude durant tout le cycle. Ce dernier est dé-
composable en deux phases distinctes : une phase appeléediastolependant laquelle les cavités
cardiaques se dilatent et se remplissent de sang, et une phase appeléesystole, pendant laquelle
le coeur se contracte pour expulser le sang hors des cavités cardiaques vers le reste du corps.
Les contraintes de résolution temporelle sont moins grandes dans la phase diastolique, car elle
contient une phase de moindre mouvement (ou phase stationnaire).
Des ordres de grandeur de la résolution requise peuvent être extraits de certaines études effec-
tuées sur des modalités d’imagerie très rapides. Nous rassemblons ces critères dans la table 1.1.
Ces valeurs proviennent des travaux de :

– Ritchie [87] dont les résultats sont issus d’études sur scanner EBCT,

– Ulzheimer [96] qui a utilisé des angiographies biplan en mode dynamique en étudiant des
points particuliers de l’arbre coronarien,

– Ohnesorge ([84] p.23), qui se réfère en partie à Stehling [94] qui a utilisé de l’imagerie
par résonance magnétique.

Des critères comme la phase du cycle dont on souhaite faire l’image et le rythme cardiaque
doivent être pris en compte.

fréquence cardiaque faible (<70 bpm)fréquence cardiaque élevée (>70 bpm)

phase stationnaire
250ms[84]
100ms[96]

150ms [84]
50ms[96]

autre phase
50ms[84]
10ms[96]
20ms [87]

TAB . 1.1 –Résolution temporelle requise pour enlever les artefacts de mouvement. L’ordre de
grandeur de la limite entre fréquences cardiaques faible et élevée est fixée à 70 battements par
minute (bpm).

Il faut également noter, comme le reporte par exemple Ulzheimer [96] pour l’étude des
coronaires, qu’il existe une grande variabilité de la phase de moindre mouvement suivant la
coronaire et suivant la fréquence cardiaque.

1.2 Description de la modalité tomographie X

La tomographie par rayons X (ou tomodensitométrie) permet d’obtenir la carte de densité
des tissus humains. Un rayonnement X est généré par une source, traverse le corps du patient. Le
rayonnement atténué par le corps est mesuré par un détecteur. Sous l’hypothèse de rayonnement
monochromatique et de faisceau infiniment mince, le fluxφ de photons transmis, mesuré en un
pointy du détecteur, est relié au flux émisφ0 par la loi de Beer-Lambert :

φ(y) = φ0e
−

R
L(y) µ(x)dx (1.1)
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ou de manière équivalente :

−Log
(
φ(y)

φ0

)
=

∫
L(y)

µ(x)dx (1.2)

µ désigne le coefficient d’atténuation linéaire,L(y) la droite reliant la source au pointy du dé-
tecteur. Ainsi, l’équation (1.2) modélisele problème direct, qui permet de calculer une mesure
à partir du paramètre physiqueµ.
Le problème mathématique associé à la tomographie X estle problème inversede détermination
du paramètre physiqueµ à partir des mesures. Il s’agit d’un problème de reconstruction d’une
fonction à partir de la connaissance de ses intégrales sur une famille de droites de l’espace. A
ce problème inverse sont alors associées classiquement les questions d’existence, d’unicité et
de stabilité de la solution.
Ce modèle est simplifié : il suppose que le rayonnement est monophotonique, que la source
de rayons X est ponctuelle, que l’atténuation est le seul phénomène physique intervenant; le
rayonnement diffusé notamment n’est pas du tout pris en compte. Toutefois, ces limites sont
soit négligeables, soit réduites par un pré-traitement adapté.
Les scanners modernes mesurent donc des projections suivant des ensembles de directions. Ils
utilisent des détecteurs composés de plusieurs lignes de barrettes détectrices. Le couple source-
détecteurs est animé d’une rotation continue permettant d’acquérir des projections suivant plu-
sieurs incidences. La vitesse de rotation à l’heure actuelle est de l’ordre de0.4s par tour. De
plus, dans les scanners conventionnels modernes, le lit du patient est en translation continue
dans l’anneau d’émission/détection, ce qui crée une trajectoire en forme d’hélice dans le réfé-
rentiel du patient (voir la figure 1.2).

O

FIG. 1.2 –Illustration de la géométrie d’acquisition sur les scanners modernes. Du fait de la
translation du lit, la trajectoire devient une hélice relativement au patient.

Cette technologie est largement répandue et est l’objet de nombreux efforts de recherche
pour être utilisée en imagerie cardiaque. Les technologies de scanner utilisant 16, 32 voire
64 coupes couplées avec l’acquisition synchronisée de l’électrocardiogramme du patient per-
mettent déjà, grâce à des techniques de reconstruction dédiées que nous décrirons, de réaliser
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des examens cliniques des coronaires. Les perspectives d’imagerie dynamique haute résolution
spatiale incitent au développement de matériels et de logiciels encore plus élaborés.

1.3 La tomographie dynamique

Un scanner est un dispositif qui scrute un ensemble de projections suivant des incidences dif-
férentes acquises à des instants différents. La rotation de la source se fait à une vitesse angulaire
fixe (de l’ordre de deux tours par seconde). Si l’objet évolue, les projections acquises sur un tour
ou un demi-tour de scanner deviennent inconsistantes car elles correspondent à des objets dif-
férents. L’application sur ces données d’une technique de reconstruction standard ignorant ces
évolutions conduit à des dégradations des images. Ces dégradations sont classiquement appe-
lées des artefacts, et peuvent prendre des aspects très variés dans les images reconstruites. Les
contours peuvent devenir difformes, des dédoublements de structure peuvent apparaître. Des
raies d’intensité positive ou négative peuvent être présentes près de contours mal reconstruits.
Ces raies peuvent parfois avoir une grande portée dans l’image. Ce type d’artefacts sévères peut
masquer les éléments importants de l’image et conduire à un mauvais diagnostic.

Nous considérons donc dans cette thèse le problème de la tomographie dynamique : com-
ment reconstruire un objet à un instant donné à partir de ses projections obtenues par une mo-
dalité de type scanners à rayons X mesurées pendant une évolution.

Cette problématique est plus générale que celle de l’imagerie cardiaque. On la retrouve par
exemple en radiothérapie [79] : dans ce cas le mouvement respiratoire perturbe l’estimation
des contours des zones à irradier. On la retrouve également en tomofluoroscopie intervention-
nelle [51] où un chirurgien suit une aiguille de biopsie sous scanner pour effectuer une ponction
lombaire : les dégradations dues aux mouvements perturbent l’estimation de la position de l’ins-
trument.

1.4 Problématique et plan de la thèse

Cette thèse concerne donc l’étude des techniques logicielles qui permettent l’amélioration
de la qualité des images reconstruites à partir de données scanner inconsistantes du fait de
l’évolution de l’objet pendant l’acquisition des mesures. Ces techniques doivent compenser la
résolution temporelle insuffisante des dispositifs d’acquisition.
Dans le chapitre 2, nous présentons un état de l’art des techniques mathématiques de recons-
truction d’images à partir de données "statiques". Dans ce cas, les projections sont consistantes
et des algorithmes de reconstruction standard peuvent être utilisés . Dans le chapitre 3, nous
décrivons et analysons en profondeur les techniques existantes de reconstruction en tomogra-
phie dynamique, pour aboutir à la définition de nos axes de recherche dans la section 3.7. Puis
nous présentons dans le chapitre 4 une première étude sur la résolution temporelle en tomogra-
phie dynamique, en proposant des techniques efficaces d’acquisition et de reconstruction quand
l’évolution de l’objet à reconstruire est périodique, ce qui est une hypothèse largement utilisée
en tomographie cardiaque. Le chapitre 5 est consacré à la présentation de notre seconde ap-
proche, qui consiste à intégrer dans une formule de reconstruction un modèle de déformation
de l’objet. Nous détaillons alors nos travaux originaux sur la compensation des déformations
affines dépendant du temps. Enfin nous présentons un bilan de nos études et les perspectives
qu’elles amènent.
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Chapitre 2

Etat de l’art en tomographie statique

2.1 Généralités : modélisation, géométries, liens entre trans-
formées, échantillonnage

2.1.1 Modélisation : géométries et transformées

Plusieurs géométries peuvent être considérées en tomographie, auxquelles sont associés des
paramétrages particuliers des projections acquises et des opérateurs agissant sur des fonctions
et modélisant le problème direct.

2.1.1.1 Les géométries parallèles

Description de la géométrie d’acquisition
La géométrie parallèle plane correspond aux cas où les rayons sont émis suivant des fais-

ceaux de droites parallèles. Si les premiers dispositifs scanner correspondaient bien à ce type
de géométries, ce n’est plus le cas des scanners modernes où les rayons divergent à partir d’une
source. Notons quand même que cette géométrie est adéquate pour décrire l’acquisition de me-
sures obtenues par un dispositif comme le synchrotron de Grenoble où les détecteurs sont loin
de la source d’émission ou encore en tomographie d’émission, par exemple en tomographie
d’émission mono-photonique avec collimateurs parallèles.

Malgré cela, la géométrie parallèle reste fondamentale du fait de sa simplicité par rapport
aux autres géométries d’un point de vue mathématique, si bien qu’il est naturel d’étudier un
algorithme dans cette géométrie avant de l’étendre aux géométries réelles.

En tomographie 2D parallèle, les projections sont modélisées par la transformée de Radon
de la fonctionf à reconstruire, qui associe àf ses intégrales suivant les droites du plan. Dans la
géométrie parallèle, une droiteL est repérée par un vecteur unitaire~θ perpendiculaire à la droite
de projection et par la distance algébrique notées du rayon à l’origine du repère. A la place de
~θ, l’angleϕ caractérisant~θ = (cosϕ, sinϕ) est aussi utilisé (voir la figure 2.1).

La transformée de Radon La transformée de RadonR appliquée à une fonctionf apparte-
nant àS(R2)1, que nous noterons égalementRf ou plus commodémentpmodélise les mesures

1.S(R2) est l’espace de Schwartz surR2 composé des fonctionsC∞(R2) qui sont à décroissance rapide de
même que leurs dérivées.

7
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O x1

x2

L(ϕ,s) s ϕ

)(ϕθ
r

FIG. 2.1 –Géométrie parallèle d’acquisition dans le plan.L(ϕ,s) désigne la droite de normale
~θ(ϕ) située à la distances de l’origine.

et est définie par :

Rf(~θ,s) = p(~θ,s) =

∫
L(ϕ,s)

d~x f(~x)

=

∫ +∞

−∞
dt f(s~θ + t ~θ⊥)

=

∫
R2

d~x δ(~x · ~θ − s)f(~x) (2.1)

Dans l’expression précédente,~θ⊥ est le vecteur directement normal à~θ. Alternativement,
nous noteronsp(ϕ,s) la transformée de Radon 2D def en utilisant l’angle caractérisant~θ =
(cosϕ, sinϕ). Notons que nous avons utilisé dans la dernière définitionla fonction Dirac δ,
qui n’est pas une fonction au sens classique. En revanche, il existe des suites de fonctions
classiquesδb,b→∞ qui convergent ponctuellement vers la distributionδ dansS ′(R2). Par exemple
δb(t) = 1

2π

∫ b
−b ds e

its. Ainsi (voir [40] p.12) pourf dansS(R2),

lim
b→∞

∫
R2

d~x δb(~x · ~θ − s)f(~x) =

∫ +∞

−∞
dt f(s~θ + t ~θ⊥) (2.2)

Cette notation utilisant la fonctionδ est très utile pour alléger les calculs et nous l’utiliserons
massivement dans toute la suite.

La définition de la transformée de Radon s’étend facilement à la dimensionn, où l’on me-
sure les projections sur des hyperplans deRn:

Rf(~θ,s) = p(~θ,s) =

∫
Rn

d~x δ(~x · ~θ − s)f(~x) . (2.3)

Nous illustrons dans la figure 2.2 le cas de la dimension3.
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FIG. 2.2 –Transformée de Radon en dimension trois. On mesure alors l’intégrale suivant le
plan P de normale~θ situé à la distances de l’origine.

2.1.1.2 La géométrie 2D divergente

Les scanners récents utilisent une source de rayonnement d’où divergent simultanément
les rayons X, avant de traverser l’objet puis d’être mesurés par des barrettes détectrices. Cette
source se déplace dans le plan sur une trajectoire composée des points~a(λ), pourλ appartenant
à un certain ensemble notéΛ. Cette trajectoire est le plus souvent un cercle. D’une manière
générale, un paramétrage de droite adapté à la géométrie divergente est constitué :

– de la valeurλ du paramètre de la trajectoire de la source,

– d’un vecteur unitaire~α directeur de la droite d’intégration.

Ainsi les mesures sont modélisées par la transformée rayons X 2D, que nous notonsg(λ,~α):

g(λ,~α) =

∫ ∞

0

dl f(~a(λ) + l~α) (2.4)

où

{
~a(λ) ∈ R2 est la position de la source sur la trajectoire paramétrée parλ ∈ Λ
~α ∈ S1 est le vecteur unitaire directeur de la droite de mesure

En pratique, deux types de détecteurs sont utilisés : les détecteurs ligne et les détecteurs arc. On
utilise alors à la place du vecteur~α respectivement l’abscisseu d’une cellule de détection ou
l’angleγ mesurant la différence angulaire au rayon central du faisceau (voir la figure 2.3). Dans
le cas du détecteur arc, nous notonsγm le demi-angle d’ouverture du faisceau. Ce détecteur est
situé à une distanceR de la source de rayons X qui est située sur un cercle de rayonR0 (voir la
figure 2.3).

2.1.1.3 La géométrie 3D conique

L’utilisation de plusieurs lignes de cellules détectrices ou même de détecteurs 2D permet
de recueillir des mesures en géométrie 3D. Les rayons provenant de la source forment alors un
cône. Les définitions précédentes sont étendues en utilisant la transformée rayons X 3D qui est
définie par :
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Trajectoire 
circulaire de la 
source
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FIG. 2.3 –Géométrie 2D divergente. A gauche, détecteur arc (ou équi-angulaire) centré sur la
source : un rayon est paramétré par les angles (λ,γ). A droite, détecteur ligne : un rayon est
paramétré par l’angleλ et l’abcisseu du rayon sur le détecteur.

g(λ,~α) =

∫ ∞

0

dt f(~a(λ) + t~α) (2.5)

où

{
~a(λ) ∈ R3 est la position du sommet du cône d’émission
~α ∈ S2 est le vecteur unitaire directeur de la droite de mesure

Nous illustrons la géométrie conique dans le cas de détecteurs plans ou cylindriques dans la
figure 2.4.

(λ)a

u
q

α

(λ)a

q

λ

α

FIG. 2.4 –Géométrie 3D conique. A gauche, détecteur plan : un rayon est paramétré par l’angle
λ, l’abscisseu et la coteq. A droite, détecteur cylindrique: un rayon est paramétré par les angles
(λ,γ) et la coteq.

2.1.2 Liens entre transformées

Nous avons dit que les géométries parallèles étaient plus simples. C’est pourquoi les liens
entre les transformées divergentes et parallèles sont fondamentaux en tomographie. Nous les
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utiliserons dans la section suivante pour l’établissement des conditions de suffisance de données
pour la reconstruction de l’objet qui sont portées par la trajectoire de la source de rayonnement.
Nous distinguerons les liens directs des liens indirects (c’est à dire via une transformée).

2.1.2.1 Liens directs

Les liens directs consistent simplement à écrire la relation entre les paramétrisations des dif-
férentes transformées. Nous donnons ici l’exemple du lien entre le paramétrage de la transfor-
mée de Radon et le paramétrage de la transformée rayons X 2D. Nous avons, par des arguments
géométriques simples :

g(λ,~α(γ)) = g(λ,~α(u)) = p(~θ(ϕ),s)

pour :

s = R0 sin γ (2.6)

ϕ = λ+
π

2
− γ (2.7)

u = R tan γ (2.8)

Ces équations sont appelées équations de réarrangement. Elles sont utilisées explicitement pour
l’établissement de formules d’inversion en géométrie divergente 2D (voir section 2.3.2) ou pour
reconstruire dans une géométrie virtuelle parallèle à partir d’acquisitions obtenues sur une géo-
métrie divergente.

2.1.2.2 Liens indirects : Formule de Hamaker et applications

D’autres liens peuvent être établis entre les transformées divergentes et parallèles (voir par
exemple l’article de synthèse de Grangeat [25]). Nous présentons ici certains de ces liens (ce
qui ne fut pas le cas originellement) comme des cas particuliers d’une formule due à Hamaker
[26]. Nous réécrivons ici la formule de Hamaker avec nos notations :
Si h est une fonction mesurable surSn−1 etH(~x) = |~x|1−nh(−~x/|~x|), alors :∫

Sn−1

d~α g(λ,~α)h(~α) =

∫
Rn

d~x f(~x)H(~a(λ)− ~x) = (f ∗H)(~a(λ))

Une conséquence directe (voir [41] p.23) est obtenue pour les fonctionsh deR1 homogènes de
degré1− n ∫

Sn−1

d~α g(λ,~α)h(~α · ~θ) =

∫
R1

ds p(~θ,s)h(s− ~a(λ) · ~θ) (2.9)

Preuve de la formule (2.9)Notonsgh(λ,~θ) =
∫
Sn−1 d~α g(λ,~α)h(~θ · ~α)

gh(λ,~θ) =
∫
Sn−1

d~α

∫
R+

dl f (~a(λ) + l~α)h(~θ · ~α)

Nous utilisons le changement de variableR+ × Sn−1 → Rn changeant(l,~α) en~x basé sur la relation
~x = ~a(λ) + l~α. Son jacobien vaut 1

ln−1 . En utilisant l’homogénéité deh, ce jacobien disparaît et il vient:

gh(λ,~θ) =
∫

Rn

d~x f(~x)h(~θ · (~x− ~a(λ))) (2.10)
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En utilisant la fonction delta, nous pouvons écrire :

h(~θ · (~x− ~a(λ))) =
∫

R
ds δ(~θ · ~x− s)h(s− ~θ · ~a(λ)), (2.11)

Finalement, la substitution de (2.11) dans (2.10) donne (2.9).

Application en dimension 2 : L’application de cette formule en dimension 2 fut faite récem-
ment par Noo et al [42] dans un article décrivant une nouvelle méthode de reconstruction en
tomographie divergente que nous étudierons plus loin. Nous utilisons le filtre de HilberthH qui
peut être défini par :

hH ∗ f(x) =
1

π
Vp
∫ +∞

−∞

f(y)

x− y
dy où Vp signifie valeur principale (2.12)

Nous allons considérer ce filtre comme une fonction:2

hH(x) =
1

π
Vp(

1

x
) =

1

2π

∫ +∞

−∞
−isign(ν)eiνx dν (2.13)

Nous obtenons, du fait de l’imparité dehH :∫
S1

d~α g(λ,~α)hH(~α · ~θ) = −
∫

R1

ds p(~θ,s)hH(~a(λ) · ~θ − s) (2.14)

Ainsi en notant :

pH(~θ,s) = (hH ∗s p)(~θ,s) =

∫
R
ds′ hH(s− s′)p(~θ,s′) (2.15)

qui correspond à une transformée de Hilbert des projections parallèles, et

gH(λ,~θ) = −
∫
S1

d~α g(~a(λ),~α)hH(~θ · ~α) (2.16)

qui correspond à une sorte de transformée de Hilbert des projections divergentes, nous avons la
relation suivante, introduite récemment dans [42] :

gH(λ,~θ) = pH(~θ,~θ · ~a(λ)) (2.17)

Nous avons donc ici un lien entre transformées parallèle et divergente via le filtre de Hilbert.
Nous réutiliserons cette relation dans la section traitant de reconstruction.

Application en dimension 3 : Formule de Grangeat Appliquons cette formule en dimension
3, avec le "filtre dérivé"δ′ défini par :∫

R
δ′(x0 − x)Φ(x) = Φ′(x0) (2.18)

Nous obtenons :

gG(λ,~θ) =

∫
S2

d~α g(λ,~α)δ′(~α · ~θ) = −∂p
∂s

(~θ,~a(λ) · ~θ) (2.19)

Nous avons donc ici un lien entre transformées parallèle et conique via la dérivée de la trans-
formée de Radon. Cette formule a été initialement introduite par Grangeat ([23] [24]) dans un
autre système de coordonnées.

2.hH est en réalité une distribution non régulière
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Formule de Tuy Historiquement, Tuy proposa le premier une formule d’inversion d’une fonc-
tion 3D à partir de projections coniques pour une trajectoire de source bornée. Ces travaux
datent de 1983 ([48]). Nous présentons ici un résultat intermédiaire de sa formule d’inversion,
connu aujourd’hui sous le nom deformule de Tuy. Tuy a étendu la définition de la transformée
divergente 3D (2.5) àΛ× ,R3\{0}, en définissant la fonction généralisée suivante :

gpro(λ,~x) =
1

‖~x‖
g(λ,

~x

‖~x‖
) (2.20)

Puis il a introduit la fonction intermédiaireG(λ,ξ) définie comme la transformée de Fourier
(qui est ici une distribution) degpro :

G(λ,~ξ) =
1

(2π)3/2

∫
R3

d~x gpro(λ,~x)e
−i~ξ·~x (2.21)

Nous avons pris ici la même définition que Natterer pour la tranformée de Fourier écrite ici en
dimensionn:

Ff(~ξ) = (2π)−n/2
∫

Rn

f(~x)e−i~x·
~ξ d~x

Tuy a ensuite établi la relation :

∂G

∂λ
(λ,~ξ) = i ~a′(λ) · ~ξ

∫ ∞

0

dρ ρ2Ff(ρ~ξ)eiρ
~ξ·~a(λ) (2.22)

Cette relation établit un lien entre une transformée des projections coniques et la dérivée se-
conde de la transformée de Radon qu’il est possible d’identifier dans le terme de droite, dans
le domaine de Fourier. Nous reparlerons de cette relation dans la section 2.4.2.1 concernant
les conditions d’acceptabilité d’une trajectoire pour la reconstruction d’un objet à partir de ses
projections coniques.

2.1.3 Echantillonnage des transformées

Nous abordons à présent un autre aspect important lié au fait qu’en pratique, les mesures
sont en nombre fini, alors que nous avons présenté des modélisations continues. Cette discréti-
sation a des conséquences sur la résolution et la qualité des images qui seront reconstruites.

Nous nous plaçons dans le cadre de l’échantillonnage en tomographie parallèle suivant des
treillis de points. Les résultats principaux que nous présentons sont basés sur l’analyse dans
l’espace de Fourier et consistent en des relations reliant la résolution de l’objet à reconstruire,
le nombre de projections et l’échantillonnage des projections.

Nos conventions sont celles de Natterer pour la tranformée de Fourier :

Ff(~ξ) = (2π)−n/2
∫

Rn

f(~x)e−i~x·
~ξ d~x

ainsi que pour la tranformée inverse :

F̄ f(~x) = (2π)−n/2
∫

Rn

f(~ξ)ei~x·
~ξ d~ξ

Nous nous référons principalement au livre de Natterer [40] et au chapitre du traité IC2 rédigé
par Desbat [20]. Nous rappelons d’abord les éléments de théorie d’échantillonnage surR puis
surRn, avant de décrire l’application à la tomographie.



14 Etat de l’art en tomographie statique

2.1.3.1 Echantillonnage dansR

Nous cherchons à échantillonner une fonction dont le spectre ne comporte pas de fréquences
supérieures à une valeurb : Supp Ff ⊂ [−b,b]. La formule de Poisson (pour une fonction
continue intégrable de transformée de Fourier intégrable) relie le spectre du signal échantillonné
avec un pash à celui de la fonction de départ (voir par exemple [104] p. 285) :

n=+∞∑
n=−∞

Ff(ν − 2πn

h
) = (2π)−

1
2h

n=+∞∑
n=−∞

f(nh)e−inhν (2.23)

Nous en déduisons que le spectre du signal échantillonné est un spectre périodique obtenu
en prenant les translatés du spectre def . Par ailleurs, nous pouvons retrouver la condition
d’échantillonnage de Shannon : il faut queh ≤ π

b
pour qu’il n’y ait pas de chevauchement des

spectres périodisés (voir la figure 2.5). Dans ce cas, il est possible de retrouverf grâce à la
formule d’interpolation de Shannon, en multipliant (2.23) par l’indicatriceχ[−π

b
,π

b
] et en prenant

la transformée de Fourier inverse :

f(t) =
n=+∞∑
n=−∞

f(nh)
sin π

h
(t− nh)

π
h
(t− nh)

(2.24)

ff
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FIG. 2.5 –Echantillonnage surR. 1ère ligne : signal continu; 2ème ligne : signal échantillonné
à une cadence trop faible; 3ème ligne : signal échantillonné à une cadence vérifiant la condition
de Shannon

2.1.3.2 Echantillonnage dansRn

Formule de Poisson Nous pouvons généraliser ces résultats dansRn dans le cas de schémas
d’échantillonnage suivant des grilles standards ou non standards. L’utilisation de grilles non
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standards peut aboutir à des schémas plus efficaces, c’est-à-dire à nombre de points réduit.
DansRn , les points d’échantillonnage peuvent être écrits sous la formeW~k, oùW est une
matrice non singulière deRn et~k ∈ Zn. Les colonnes deW sont des vecteurs qui engendrent le
schéma d’échantillonnage. Dans le cas d’une grille standard, ces vecteurs sont colinéaires avec
ceux de la base orthonormée du repère etW est diagonale. La formule de Poisson peut être
étendue àRn pour des grilles définies par une matriceW :∑

~l∈Zn

Ff(~ν − 2πW−T~l) = (2π)−
n
2 | detW |

∑
~k∈Zn

f(W~k)e−i<~ν·W
~k> (2.25)

Notons alorsK le support de la transformée de Fourier def . Alors nous pouvons déduire de
la formule (2.25) une condition de Shannon généralisée:les ensemblesK + 2πW−T~l pour
~l ∈ Zn doivent être sans recouvrement. L’efficacité d’un schéma peut être donnée par l’aire de
la maille élémentaire qui est égale au déterminant de la matriceW noté(detW ). La recherche
de schémas efficaces consiste alors à trouver, parmi les schémas vérifiant la condition de non-
recouvrement, ceux qui maximisent(detW ). Ceux-ci en effet contiennent autant d’information,
mais sont moins denses.

Extension aux fonctions essentiellement limitées en fréquenceEn tomographie, les fonc-
tions que nous allons considérer sont à support compact, et ne peuvent donc pas être également
à support compact dans l’espace de Fourier à moins d’être nulles. Mais nous pouvons supposer
que les fonctions sontessentiellement limitées en fréquence, c’est à dire que

∫
~x/∈K |f(~x)d~x| est

négligeable devant‖f‖L1. K est alors appelé le support essentiel def . Dans ce cas, le terme
d’erreur supplémentaire dans la formule de reconstruction (2.24) est négligeable devant‖f‖L1

(voir par exemple [20]). Nous nous placerons dorénavant dans le cas de fonctions essentielle-
ment limitées en fréquence.

2.1.3.3 Applications aux transformées utilisées en tomographie

Nous montrons maintenant comment les résultats précédents sont applicables en tomogra-
phie. Nous détaillons le cas de la tomographie 2D parallèle et décrivons ensuite quelques ex-
tensions à la tomographie 3D. Nous n’aborderons pas le cas de la tomographie divergente.

Echantillonnage en tomographie 2D parallèle

Support de la transformée de Fourier de la transformée de Radon Nous cherchons
quels schémas d’échantillonnage sont efficaces pour échantillonner la transformée de Radon 2D
d’une fonctionf dont le support essentiel en fréquence est un disque de rayonb. Nous devons
tout d’abord définir la transformée de Fourier de la transformée de Radon, qui est périodique
selon sa première variable.

Fp(k,σ) = (2π)
−3
2

∫ 2π

0

∫ ∞

−∞
p(ϕ,s)e−i(kϕ+σs) dϕds (2.26)

Une étape cruciale est alors la détermination d’un support essentielK deFp. Nous avons le
résultat suivant ([40] p.71) pour une fonction dont le support est inclus dans le disque unité :

K = {(k,σ) ∈ Z× R où |σ| < b et |k| < max(
|σ|
ϑ
,b(

1

ϑ
− 1))} (2.27)
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Cet ensemble a une forme caractéristique de papillon (figure 2.6). Le paramètreϑ ∈]0,1[ est un
paramètre d’ajustement. Pourb grand, il peut être choisi arbitrairement proche de1 ([18] p.45).

�
�

�

b

b

k

f(x1,x2)

p���s)

F

F

Support essentiel de Ff��
�
��

�
�

b �
�

b

R
�

Support essentiel de Fp�k���

FIG. 2.6 –Supports essentiels de la transformée de Fourier def , et de sa transformée de Radon
(pour le casϑ proche de1).

Schémas d’échantillonnage standard et entrelacéConnaissant du supportK, nous pou-
vons considérer les schémas d’échantillonnage suivants:

– Le schéma d’échantillonnage standard:
Il est décrit par la matrice d’échantillonnage :

WS =

[
π
P

0
0 2

Q

]
L’entier P désigne le nombre de positions angulaires par tour etQ le nombre de pro-
jections parallèles par position angulaire. Les conditions d’échantillonnage associées, qui
assurent le non-recouvrement des translatés de l’ensembleK sont :b ≤ Pϑ et b ≤ πQ

2
.

On peut d’ailleurs déduire que le nombreP d’angles préconisés par cette théorie est alors
légèrement supérieur àπ

2
fois le nombre de droites de mesures par projection.

– Le schéma d’échantillonnage entrelacé:
Le schéma entrelacé est donné par la matrice :

WI =

[
2π
P

−π
P

0 2
Q

]
Il vérifie les conditions de Shannon si2P ≤ π Q

ϑ′
et si b ≤ πQ

2
(avecϑ′ = ϑ

2−ϑ ). On
peut remarquer que ce schéma entrelacé est presque deux fois plus efficace que le schéma
standard, cardetWI ' 2 detWS (voir aussi la figure 2.7).
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FIG. 2.7 – Echantillonnage en tomographie 2D suivant les schémas standard (à gauche) et
entrelacé (à droite). La première ligne représente le domaine de Fourier. Le schéma entrelacé
est plus dense. La seconde ligne correspond aux points d’échantillonnage dans le domaine
direct. Le schéma entrelacé est plus creux donc plus efficace.

Extension à d’autres transformées

Echantillonnage en tomographie 3D parallèle Desbat [19] a calculé en géométrie 3D
le support essentiel notéK3 de la transformée de Fourier 3D de la transformée rayons X 3D
parallèle. Cette tranformée est définie par:

g(ϕ,s,z) =

∫
R
f(s~θ + u~ζ + z~ez)du (2.28)

où :ϕ ∈ [0,2π[, s ∈ R, z ∈ R, ~θ = (cosϕ, sinϕ,0), ~ζ = (− sinϕ, cosϕ,0), ~ez = (0,0,1). Les
rayons considérés sont donc parallèles quandz est fixé. Le support englobantK3 est représenté
dans la figure 2.8, et correspond intuitivement à l’intersection de 2 cylindres : un cylindre de
baseK avec un cylindre orthogonal de base circulaire (de rayonb) (voir la figure 2.8).

K3 = { (k,σ,τ) ∈ Z× R2, où |σ| < b,

|k| < max(
|σ|
ϑ
,b(

1
ϑ
− 1)),

|τ | < c(b,σ) }
(2.29)

avec:
c(b,σ) = b si |σ| ≤ ϑϑ,b = max(1,(1− ϑ)b)

=
√
b2 − σ2 si ϑϑ,b < |σ| < b

= 0 sinon
(2.30)
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FIG. 2.8 – Représentation 3D du support essentielK3 de la transformée de Fourier de la
transformée rayons X 3D parallèle (figure extraite de ([18]).

La détermination de cet ensemble permet de trouver des schémas d’échantillonnage plus ou
moins efficaces pour la transformée rayons X 3D parallèle :

– Le schéma d’échantillonnage standard:
Il est décrit par la matrice d’échantillonnage:

WS =

 2π
P

0 0
0 h 0
0 0 H

 (2.31)

P désigne le nombre de positions angulaires par tour,h la distance entre deux projections
parallèles coplanaires consécutives de même position angulaire, etH l’écart suivantz
entre les plans parallèles. Les conditions d’échantillonnage associées, qui assurent le non-
recouvrement des translatés de l’ensembleK3 sont les suivantes:

P légèrement plus grand que2b
h ≤ π

b

H ≤ π
b

– Le schéma d’échantillonnage entrelacé:
Ce schéma introduit par Desbat [18] exploite les propriétés géométriques deK3 pour
gagner en efficacité par rapport au schéma standard. Il combine un schéma d’échantillon-
nage hexagonal suivantz et un schéma entrelacé suivantϕ et s. Ce schéma hexagonal
entrelacé peut être décrit par la matrice :

WHI =

 2π
P

0 0
h 2h 0
H
2

0 H

 (2.32)
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WHI vérifie les conditions d’échantillonnage si :
P est légèrement plus grand que2b
h = π

b

H = 2π√
3b

Ce schéma est de l’ordre de4√
3

plus efficace que le schéma standardWS.

Echantillonnage en tomographie 3D hélicoïdale parallèle Cette géométrie correspond
à un dispositif où une source animée d’un mouvement de rotation et de translation suivantz
émet des rayons parallèles (transverses à l’axez) vers un détecteur mono-ligne (voir la figure
2.9). L’acquisition hélicoïdale ajoute par rapport au cas précédent une contrainte :z = 2π

H
ϕ, où

H désigne alors le pas de l’hélice. L’échantillonnage en tomographie hélicoïdale parallèle a été
étudié par Desbat [4].

z

FIG. 2.9 –Géométrie d’acquisition 3D hélicoïdale parallèle.

Le premier schéma envisageable est le schéma standard généré par la matriceWhelS:

WhelS =

 2π
P

0 0
0 h 0
H
P

0 H
2

 (2.33)

Le nombreP doit être pair. Ce schéma exploite la relation de symétrie :g(ϕ,s,z) = g(ϕ+ π,−
s,z) de la transformée rayons X 3D parallèle. La relation de symétrie est en effet comprise dans
le vecteur d’échantillonnage suivantez : (0, 0, H

2
). Les conditions d’échantillonnage sont

alors vérifiées si : 
P est légèrement plus grand que2b
h ≤ π

b

H ≤ 2π
b

Un schéma plus efficace est obtenu en utilisant un décalage du détecteur d’un quart de pixel. Ce
décalage associé à l’utilisation de la relation de symétrie permet d’obtenir les points d’échan-
tillonnage(0 h/2 0) + LWhelHI

, oùLWhelHI
désigne les points associés à la matriceWhelHI :

WhelHI =

 2π
P

0 0
h 2h 0

H
2

+ H
P

0 H

 (2.34)
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Cette matrice en réalité ne satisfait pas directement la contrainte hélicoïdale. Mais les points
(0 h/2 0)+LWhelHI

sont effectivement atteints par une acquisition hélicoïdale en exploitant
à la fois la relation de symétrie et le décentrage du détecteur (voir [4] pour plus de précisions).
Les conditions d’échantillonnage sont vérifiées pour :

P légèrement plus grand que2b
h = π

b

H = 2π√
3b

Le schéma obtenu est alors4√
3

plus efficace que le schéma standardWhelS.

Nous utiliserons ces résultats dans le chapitre suivant en tomographie 2D parallèle dynamique.

2.2 La transformée de Radon: propriétés et inversion

Nous présentons dans cette section l’outil central en tomographie : la transformée de Radon.
Nous présentons d’abord le théorème qui relie la transformée de Radon à l’objet via la trans-
formée de Fourier. Nous relevons ensuite quelques propriétés de la transformée de Radon qui
nous seront utiles par la suite. Enfin, nous exposerons les formules d’inversion. Notons que les
formules d’inversion sont anciennes : la première est due à Radon et date de 1917 ([46]).

2.2.1 Théorème coupe-projection

La formule d’inversion de la transformée de Radon repose sur un résultat d’analyse de Fou-
rier appelé théorème coupe-projection, que nous énonçons pour une fonctionf ∈ S(Rn).

Soit Fp(~θ,σ) la transformée de Fourier 1D suivant la variables évaluée enσ de la projec-
tion parallèle de direction~θ.
SoitFf(σ~θ) la transformée de Fourier de la fonctionf ∈ S(Rn) évaluée au pointσ~θ.
Alors le thérèome coupe-projection consiste en l’égalité suivante :

Fp(~θ,σ) = (2π)
n−1

2 Ff(σ~θ) (2.35)

La preuve formelle de ce théorème est simple :

Fp(~θ,σ) =
1√
2π

∫
R
e−iσs

∫
Rn

f(~x)δ(~x · ~θ − s) d~x ds

=
1√
2π

∫
Rn

(∫
R
e−iσsf(~x)δ(~x · ~θ − s) ds

)
d~x

=
1√
2π

∫
Rn

e−iσ~x·
~θf(~x)d~x

= (2π)
n−1

2 Ff(σ~θ)

Ce théorème relie la coupe de la transformée de Fourier def avec la transformée de Fourier 1D
de ses projections (voir aussi la figure 2.10).
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FIG. 2.10 –Visualisation du théorème coupe-projection : la transformée de Fourier 1D d’une
projection donne une coupe de la transformée de Fourier 2D de l’objet.

2.2.2 Quelques propriétés de la transformée de Radon

Nous nous intéressons à quelques propriétés de la transformée de Radon qui sont utiles en
pratique.

2.2.2.1 Consistance

Nous abordons dans cette section la question de la consistance des mesures, c’est à dire à
des conditions nécessaires vérifiées par toute fonction appartenant à l’image de l’opérateur.

Condition de Helgason-Ludwig ([15] page 184, ou [40] page 36) Cette condition nous dit
que le moment d’ordrem de la transformée de Radon est un polynôme homogène3de degrém
en~θ:

∀m ∈ N,
∫

R
R~θf(s)smds = pm(~θ)

oùpm est un polynôme homogène de degrém.

Conséquences:

– En prenantm = 0, nous retrouvons la conservation de la masse : pour tout~θ ∈ Sn−1,
l’intégrale (suivants) des projections est constante et égale à la masse de l’objet.

– En prenantm = 1, nous déduisons la conservation du centre de masse : le centre de masse
de l’objet se projette sur le centre de masse de la projection.

Nous verrons comment cette propriété peut être utilisée en tomographie dynamique par exemple
pour suivre la trajectoire du centre de masse (section 3.5.1.2).

3. Un polynômeP (x1,x2, . . . ,xn) est homogène de dégrém si :

∀λ,P (λx1,λx2, . . . ,λxn) = λmP (x1,x2, . . . ,xn)
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2.2.2.2 Transformée de Radon des déformées affines

La transformée de Radon de la transformée affine d’une fonction peut être facilement cal-
culée. Nous avons en effet, pour une matriceA non singulière, et tout vecteur~b, la relation
suivante, qui relie la transformée de Radon de l’objetfA,~b défini parfA,~b(~x) = f(A~x+~b)

RfA,~b(
~θ,s) =

1

|detA| ‖A−T~θ‖
Rf

(
A−T~θ

‖A−T~θ‖
,
s+ A−1~b · ~θ
‖A−T~θ‖

)
(2.36)

Nous nous servirons de cette formule dans le chapitre 5 sur la compensation des déformations
affines dépendant du temps.

2.2.2.3 Quelques transformées de Radon calculables

Enfin nous clôturons cette partie sur les propriétés de la transformée de Radon en précisant
quelques transformées de Radon usuelles:

– transformée de Radon d’un point source :
Nous prenonsf(x1,x2) = δ(x1−x01,x2−x02). Alors, à partir de la définition (2.1), nous
avons :

p(ϕ,s) = δ(s− x01 cosϕ− x02 sinϕ) (2.37)

Nous en déduisons que la transformée de Radon d’un point source dans le domaine de
Radon a la forme d’une sinusoïde. On appelle d’ailleurs sinogramme la représentation de
la transformée de Radon d’une image du fait de cette propriété.

– transformée de Radon d’un disque :
Il est possible de calculer explicitement la transformée de Radon d’un disque de centre
(x1,x2), de rayonR et de densité uniforme égale à un. Nous obtenons :

p(ϕ,s) = 2R

√
1−

(
s− x01 cosϕ− x02 sinϕ

R

)2

dans le cas où cette expression est définie,0 ailleurs.

– transformée de Radon d’une ellipse :
Par utilisation de la propriété de déformation affine (2.36), nous en déduisons la transfor-
mée de Radon d’une ellipse de centre(x1,x2) et de demi-axes(a,b) :

p(ϕ,s) = 2
ab

r2
ϕ

√
1−

(
s− x01 cosϕ− x02 sinϕ

rϕ

)2

(2.38)

avecrϕ =
√
a2 cos2 ϕ+ b2 sin2 ϕ, etp(ϕ,s) = 0 dans le cas où (2.38) n’est pas définie.

Ces transformées de Radon explicites ainsi que la formule donnant la transformée de Radon de
la déformée affine sont couramment utilisées en simulation pour obtenir des projections d’objets
virtuels composés d’objets élémentaires, comme le fantôme de Shepp and Logan [47] que nous
utiliserons plus tard.
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2.2.3 Inversion de la transformée de Radon

Nous présentons dans cette section la formule fondamentale d’inversion de la transformée
de Radon. Nous reprenons la démarche de Natterer ([40], chap II.2), en utilisant le potentiel de
RieszIα défini pourα < n par:

F (Iαf)(~ξ) = |~ξ|−αFf(~ξ) (2.39)

Nous introduisons également l’opérateurR] de rétroprojection,

R]g(~x) =

∫
Sn−1

g(~θ,~x · ~θ) d~θ (2.40)

Alors,

Iαf(~x) = (2π)−
n
2

∫
Rn

d~ξ ei~x·
~ξ|~ξ|−αFf(~ξ)

= (2π)−
n
2

∫
Sn−1

d~θ

∫ +∞

0

dσ ei~x·σ
~θ|σ|n−1−αFf(σ~θ) en posant~ξ = σ~θ

=
(2π)−

n
2

2

∫
Sn−1

d~θ

∫ +∞

−∞
dσ ei~x·σ

~θ|σ|n−1−αFf(σ~θ) par symétrie

=
(2π)−n+ 1

2

2

∫
Sn−1

d~θ

∫ +∞

−∞
dσ ei~x·σ

~θ|σ|n−1−αFRf(~θ,σ) par théorème coupe projection

=
1

2
(2π)−n+1R]Iα+1−nRf(~x)

D’où la formule d’inversion, en appliquant le potentiel inverseI−α et en reprenant la nota-
tion condenséep pour la transformée de Radon:

f =
1

2
(2π)1−nI−αR]Iα+1−np (2.41)

Posons alorsα = 0 dans (2.41). Nous obtenons :

f =
1

2
(2π)1−nR]I1−np (2.42)

Remarquons à présent que l’opérateurI1−n peut être exprimé en fonction d’opérateurs usuels.
Nous commençons par écrire dans le domaine de Fourier4 :

F (I1−np)(~θ,σ) = |σ|n−1Fp(~θ,σ) = in−1σn−1(
1

i
)n−1(signσ)n−1Fp(~θ,σ) (2.43)

– cas n=2
Nous avons :

F (I−1p)(~θ,σ) = |σ|Fp(~θ,σ) = iσ(−i)(signσ)Fp(~θ,σ) (2.44)

Nous reconnaissons alors les expressions dans le domaine de Fourier de l’opérateur de
dérivation et de l’opérateur de Hilbert. Nous avons dans le domaine direct:

f =
1

4π
R]H

∂

∂s
p (2.45)

4. la tranformée de Fourier agit ici sur la seconde variable
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Nous introduisons parhR la distribution définie par :hR∗q = 1
2π
H ∂q

∂s
. Du fait de sa forme

dans l’espace de Fourier (qui vaut avec nos conventionsFhR(ν) = (2π)−3/2|ν|), elle est
appelée filtre rampe. La formule (2.45) devient alors en utilisant le filtre rampe:

f(~x) =
1

2

∫ 2π

0

[
hR(s) ∗s p(~θ(ϕ),s))

]
s=~x·~θ

dϕ (2.46)

– cas n=3

F (I−2p)(~θ,σ) = σ2Fp(~θ,σ)

Ainsi,

f =
−1

8π2
R] ∂

2

∂s2
p (2.47)

2.3 Reconstruction en tomographie 2D

Nous présentons dans cette section les principales méthodes de reconstruction valables pour
les géométries parallèles et divergentes que nous avons précédemment décrites. Ces approches
et leur implémentation sont décrites avec précision dans l’ouvrage de Kak et Slaney [31] pour
les approches classiques. Les approches récentes correspondent principalement aux articles de
Noo [42], Kudo [36], et Chen [12].

2.3.1 Reconstruction en géométrie parallèle

2.3.1.1 Suffisance de données

Le théorème coupe-projection (2.35) permet de résoudre la question de la suffisance des
données pour la reconstruction, c’est à dire quelles intégrales de droites doivent être mesurées
pour pouvoir reconstruire l’objet, ou encore quels intervalles les variablesϕ ets doivent décrire.
Il est clair qu’àϕ fixé, s doit décrire la projection du support de l’objet. La variable angulaireϕ
doit quant à elle décrire un intervalle de mesureπ, car ainsi la transformée de Fourier de l’objet
peut être partout calculée à partir de celle des projections.

2.3.1.2 Formule de reconstruction

La reconstruction en géométrie parallèle est directement basée sur la formule (2.46). Notons
d’abord que cette formule utilise l’intervalle[0,2π]. En réalité, elle peut aussi être écrite sur
l’intervalle [0,π] en utilisant la symétrie de la transformée de Radon :p(ϕ,s) = p(ϕ + π, − s).
Ainsi,

f(~x) =

∫ π

0

[
hR(s) ∗s p(~θ(ϕ),s))

]
s=~x·~θ

dϕ (2.48)
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2.3.2 Reconstruction classique en géométrie 2D divergente

Nous étendons maintenant les méthodes de reconstruction aux géométries 2D adaptées à un
rayonnement divergent. Nous voulons obtenir une formule d’inversion en fonction du paramé-
trage du détecteur. Nous prenons ici l’exemple du paramétrage(λ,γ) correspondant au détecteur
arc (voir section 2.1.1.2), et notons les projections dans cette géométriegm(λ,γ).
La méthode classique consiste à écrire le lien entre la transformée rayons X et la transformée
de Radon que nous avons vue à la section 2.1.2.1 pour effectuer un changement de variable
(ϕ,s) 7→ (λ,γ). Nous redonnons ici les formules correspondant à nos conventions géomé-
triques :

s = R0 sin γ

ϕ = λ+
π

2
− γ

u = R tan γ (2.49)

2.3.2.1 Suffisance de données

La condition de suffisance de données consiste à regarder l’image par le changement de
paramétrage des intervalles de suffisance de données définis en géométrie parallèle.

Intervalle [0,2π]:
Soit sm = R0 sin γm, oùγm désigne la demi-ouverture du faisceau divergent de droites. Les

intervalless ∈ [−sm,sm] etϕ ∈ [0,2π], correspondent exactement par changement de variable,
aux intervallesλ ∈ [0,2π] et γ ∈ [arcsin −sm

R0
, arcsin sm

R0
]. Nous en concluons que la portion de

trajectoire définie parλ ∈ [0,2π] est suffisante pour pouvoir reconstruire à partir de projections
divergentes non tronquées. Nous donnerons une formule explicite d’inversion dans la section
suivante.

Intervalle "short-scan" [0,π + 2γm]:
Nous avons vu que la relation de symétrie de la transformée de Radon permettait la recons-

truction pourϕ variant sur un intervalle de longueurπ. Nous en déduisons alors qu’il est pos-
sible de relaxer la condition précédente. Les projections divergentes non tronquées obtenues
quand la source décrit l’intervalle appelé short-scandéfini parλ ∈ [0,π + 2γm] contiennent
toutes les droites de l’intervalles ∈ [−sm,sm] etϕ ∈ [−π

2
,π
2
]. Par conséquent, cet intervalle est

suffisant pour la reconstruction de l’objet. Notons que l’intervalle short-scan contient des don-
nées redondantes : certaines droites de cet intervalle sont en effet vues deux fois (voir la figure
2.11).

2.3.2.2 Reconstruction

Reconstruction sur 2π L’utilisation du changement de paramétrage (2.49) dans la formule
d’inversion (2.46) de la transformée de Radon conduit à la formule de reconstruction (voir par
exemple [31] pour une démonstration) :

f(~x) =
1

2

∫ 2π

0

dλ
1

‖~a(λ)− ~x‖2

∫ +γm

−γm

dγ R0 cos(γ)gm(λ,γ)hangR (γ(~x)− γ) (2.50)
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FIG. 2.11 – Visualisation des données redondantes dans l’intervalle short-scan. (a): sino-
gramme dans la géométrie divergente sur un intervalle short-scan. (b): données correspon-
dantes exprimées avec le paramétrage de la géométrie parallèle. Les zones blanches corres-
pondent à des droites mesurées une fois; les zones grises à des droites mesurées deux fois.

où : hangR (γ) =

(
γ

sin γ

)2

hR(γ)

γ(~x) est àλ fixé la valeur du paramètreγ de la droite passant par~x

La formule (2.50) est une formule de type filtrage-rétroprojection (ou FBP pour Filtered Back-
Projection) : l’image reconstruite est obtenue par rétroprojection des projections préalablement
pondérées par le termeR0 cos(γ) et filtrées suivant la variable angulaireγ par une variante du
filtre rampehangR .

Reconstruction sur un "short scan" : gestion de la redondance Il est également possible
d’obtenir une formule d’inversion de type filtrage-rétroprojections à partir d’un intervalle short-
scan. Cela impose de gérer la redondance contenue dans cet ensemble de projections, qui pro-
voque la non-injectivité du changement de variable de(ϕ,s) vers (λ,γ) suivant les formules
(2.49). Cette non-injectivité est corrigée en multipliant les données préalablement à la recons-
truction par une fonction de poids lisse vérifiant une condition de normalisation : la somme
des poids affectés aux rayons correspondant à une même droite doit être égale à un. Ces poids
portent aussi le nom de "poids de Parker", car Parker suggéra le premier l’utilisation d’une telle
fonction de poids [45], que nous récrivons ici avec nos conventions :

w(λ,γ) =


sin2

(
πλ

4(γm+γ)

)
pour :0 ≤ λ ≤ 2γm + 2γ

1 pour :2γm + 2γ ≤ λ ≤ π + 2γ

sin2
(
π(π+2γm−λ)

4(γm−γ)

)
pour :π + 2γ ≤ λ ≤ π + 2γm
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La formule de reconstruction de type filtrage-rétroprojection est alors :

f(~x) =

∫ π+2γm

0

dλ
1

‖~a(λ)− ~x‖2

∫ +γm

−γm

dγ R0 cos(γ)w(λ,γ)gm(λ,γ)hangR (γ(~x)− γ) (2.51)

où : hangR (γ) =

(
γ

sin γ

)2

hR(γ)

γ(~x) est àλ fixé la valeur du paramètreγ de la droite passant par~x

Les poids de Parker interviennent comme une pondération du sinogramme préalablement à la
reconstruction.

2.3.3 Nouvelles approches en géométrie 2D divergente :

Nous présentons maintenant les nouvelles approches en tomographie divergente 2D. Le
premier article à présenter ces résultats est celui de Noo et al [42] publié en juillet 2002. Depuis,
des variantes ont été proposées par Kudo et al [36] et Chen [12]. Ces travaux ont une importance
toute particulière dans cette thèse, puisque nous utilisons certains aspects de cette technique
dans nos deux contributions des chapitres 4 et 5.

Ces travaux ont introduit une nouvelle condition de suffisance de données plus souple que
la condition précédente, déduite de la formule de Hamaker 2D (2.17). Une formule de recons-
truction de type filtrage-rétroprojection (ou FBP) associée à cet ensemble minimal de positions
de source est aussi proposée.

2.3.3.1 Suffisance de données

Nous récrivons ici la formule de Hamaker 2D (2.17):

gH(λ,~θ) = pH(~θ,~θ · ~a(λ))

Cette formule est un lien indirect entre données divergentes et données parallèles via la trans-
formée de Hilbert. Nous avons vu dans la formule d’inversion (2.45) que le filtre rampe de
reconstruction pouvait être écrit comme la composition d’une dérivée et du filtre de Hilbert.
Nous en déduisons donc que la connaissance de la transformée de HilbertpH pour toutes les
droites passant au voisinage d’un point~x permet la reconstruction en ce point, en appliquant
une dérivation puis une rétroprojection. Or, d’après la formule (2.17), on peut calculerpH pour
une droite de normale~θ passant par~x en filtrant des projections divergentes provenant de la
position de source~a(λ) telle que :~θ ·~a(λ) = ~θ ·~x. Les solutions correspondent aux intersections
de la droite de normale~θ passant par~x avec la trajectoire~a(λ). Nous venons donc d’établir
la condition de suffisance de données suivante :une région d’intérêt peut être reconstruite à
partir de projections divergentes non tronquées si toute ligne passant au voisinage de la région
d’intérêt coupe la trajectoire de la source.L’ensemble de positions de source associé à une ré-
gion d’intérêt est appelé "very short-scan". C’est un ensemble plus court que le "short scan". Ce
dernier revient à imposer la condition précédente à tous les points du support de l’objet pour la
reconstruction de n’importe quel point. Pour une trajectoire circulaire, il est facile de voir que
l’ensemble minimal associé à un point est la portion de trajectoire délimitée par la plus petite
corde (voir la figure 2.12).
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π+2γm

0
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γm
π

objet

« short-scan »

x

FIG. 2.12 –Visualisation de l’ensemble minimal "very short-scan" associé à un point. Cet
ensemble (en gris) est plus court que l’ensemble "short-scan".

2.3.3.2 Reconstruction

Noo [42] propose aussi une formule de reconstruction de type filtrage-rétroprojection va-
lable sur un ensemble de positions de source notéΛ(~x) vérifiant la condition d’admissibilité par
rapport à un point~x. Cet ensemble n’est pas forcément minimal : une correction de la redon-
dance est gérée par une fonction de poids, qui dans cette formule, est appliquée non pas sur les
projections acquises, mais sur les projections filtrées, juste avant la rétroprojection :

f(~x) =
1

2π

∫
Λ(~x)

dλ
1

‖~a(λ)− ~x‖

[
w(λ,~θ)gF (λ,~θ)

]
~θ=~θ∗

(2.52)

où gF (λ,~θ) = −
∫
hH(~θ · ~α)g′(λ,~α) (2.53)

avec g′(λ,~α) =
∂

∂λ |~α
g(λ,~α) (2.54)

La formule (2.52) est écrite pour un paramétrage divergent général, faisant intervenir le vecteur
unitaire~α. Les projections acquisesg(λ,~α) sont d’abord dérivées suivantλ à direction~α fixée,
ce que nous notons par l’opérateur∂

∂λ |~α. Ces projections dérivées sont ensuite filtrées par le

filtre de Hilbert, pour obtenir les projections filtréesgF (λ,~θ). Ces projections filtrées sont en-
suite pondérées parw(λ,~θ) puis rétroprojetées sur l’ensembleΛ(~x). Le vecteur~θ∗ désigne en
effet le vecteur normal à la droite reliant~x à la source~a(λ) de même orientation que la tangente
à la trajectoire. La fonction de poids est définie de manière similaire à la fonction de Parker :
c’est une fonction lisse qui corrige la redondance en imposant que la somme des poids affectés
aux rayons(λ,~α) correspondant à une même droite soit égale à un.
Il est possible d’écrire cette formule suivant l’un ou l’autre des paramétrages utilisés en to-
mographie divergente. Nous nous limitons ici au paramétrage(λ,γ) des mesuresgm(λ,γ) (le
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lecteur est renvoyé à l’article [42] pour les résultats écrits avec l’autre paramétrage(λ,u)). Nous
notons:

gmF (λ,ξ) =

∫ γm

−γm

dγ

(
∂

∂λ
+

∂

∂γ

)
gmλ (λ,γ) hangH (ξ − γ) (2.55)

avec hangH (γ) =

∣∣∣∣ γ

sin γ

∣∣∣∣hH(γ)

Alors, nous avons la formule :

f(~x) =
1

2π

∫
Λ(~x)

dλ
1

‖~a(λ)− ~x‖

[
w(λ,ξ)gmF (λ,ξ)

]
ξ=ξ∗(~x,λ)

(2.56)

où ξ∗ est l’angle caractérisant le rayon divergent de~a(λ) et passant par~x.

2.4 Reconstruction en tomographie 3D

La reconstruction tomographique en géométrie conique est un domaine de recherche ac-
tuellement très actif, comme l’illustre la part accrue dévouée à ce thème de recherche lors du
congrès international sur la reconstruction 3D ("Fully 3D reconstruction in radiology and nu-
clar medicine").

L’état de l’art que nous proposons ici n’est pas exhaustif. Nous avons choisi de décrire les
grandes familles de méthodes, et de détailler plus précisément les quelques approches qui sont
liées à notre contribution.

2.4.1 Inversion de la transformée de Radon 3D

2.4.1.1 Suffisance des données

L’utilisation de la version 3D du théorème coupe-projection (2.35) donne la condition de
suffisance des données pour la transformée de Radon 3D (c’est à dire pour des projections
suivant les plans de l’espace) :les projections suivant tous les plans ayant une intersection avec
le support de l’objet à reconstruire doivent être acquises.

2.4.1.2 Reconstruction

Nous pouvons récrire sous une autre forme la formule d’inversion (2.47) établie dans la
section 2.2 :

f(~x) =
−1

8π2

∫
S2

d~θ
∂

∂s2
p(~θ,s = ~x · ~θ) (2.57)

2.4.2 Reconstruction en géométrie conique

Nous nous intéressons à la géométrie conique modélisant les dispositifs scanner à rayons X.
Nous présentons ici les approches exactes qui supposent les projections non-tronquées.
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2.4.2.1 Lien entre transformées 3D : suffisance des données et reconstruction par réar-
rangement

Les méthodes exactes de reconstruction en géométrie conique sont toujours constituées
d’une étape plus ou moins visible permettant de se ramener à la transformée de Radon 3D.
Nous avons vu dans la section 2.1.2.1 que deux liens importants ont été formulés : celui de Tuy
et celui de Grangeat. C’est historiquement de la formule de Tuy qu’est issue la condition de suf-
fisance de données sur la trajectoire appelée aujourd’huiCondition de Tuyque nous énonçons
maintenant :
Tous les plans ayant une intersection non vide avec le support de l’objet à reconstruire ont au
moins une intersection non tangentielle avec la trajectoire de la source.

Il est aisé de comprendre la provenance de cette condition à partir de la formule (2.22) : si
la trajectoire vérifie la condition de Tuy, alors∂

2

∂s2
p(~ξ,s) est calculable en tout point à partir des

projections coniques. La reconstruction 3D est alors possible par rétroprojection de∂2

∂s2
p(~ξ,s)

(voir formule (2.57)). Notons aussi quecette condition est locale: si elle est vérifiée pour un
point donné, alors il est possible de reconstruire l’objet en ce point. Remarquons aussi que
l’on arrive à la même conclusion en appliquant à la formule de Grangeat (2.19) une dérivation
suivantλ à direction~θ constante.

Il est intéressant de regarder quelques trajectoires de source communes : la trajectoire circu-
laire et la trajectoire hélicoïdale (voir la figure 2.13). La trajectoire circulaire n’est pas complète
au sens de Tuy, à la différence de la trajectoire hélicoïdale.

(a) (b)

FIG. 2.13 –Illustration de la condition de Tuy pour deux trajectoires. (a) : pour la trajectoire
circulaire, les plans parallèles au plan de la trajectoire mais distincts de celui-ci et qui ren-
contrent le support de l’objet montrent que la trajectoire n’est pas complète. (b) La trajectoire
hélicoïdale par contre vérifie la condition de Tuy.

Une première classe d’algorithmes est alors envisageable, notamment à partir de la formule
de Grangeat (2.19). Dans ce cas, la fonction intermédiaire est utilisée pour calculer à partir des
projections acquises la dérivée première de la transformée de Radon, à partir de laquelle il est
possible de reconstruire la fonctionf . Dans cette approche, la redondance des données peut
être facilement gérée. Cependant, ces approches par réarrangement nécessitent toutes les don-
nées dans l’espace de Radon, ce qui pose problème quand les données acquises sont tronquées
(nous reviendrons en détail sur ce problème dans la section sur la tomographie hélicoïdale). De
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plus, les formulations de type filtrage-rétroprojection sont préférables car numériquement plus
efficaces.

2.4.2.2 Approche Defrise and Clack [16]

Defrise et Clack [16] ont établi une formulation de type filtrage-rétroprojection surun en-
semble suffisant de positions de sourcesΛ dérivant de la méthode de Grangeat. La formule
qu’ils ont établie est la suivante:

f(~x) =

∫
Λ

dλ
1

‖~x− ~a(λ)‖2
gF (λ,~β(λ,~x)) (2.58)

avec~β(λ,~x) =
~x− ~a(λ)

‖~x− ~a(λ)‖
et pour~ω ∈ S2 etλ ∈ Λ :

gF (λ,~ω) =
−1

4π2

∫
S2/2

d~θ |~a′(λ) · ~θ|M(~θ,λ)δ′(~ω · ~θ)gG(λ,~θ) (2.59)

où~a′(λ)est le vecteur tangent à la trajectoire au point~a(λ)

La fonction intermédiairegG(λ,~θ) a été définie dans la formule (2.19). L’algorithme consiste
dans une première étape à calculer pour chaqueλ la fonction intermédiairegG(λ,~θ). Puis à
calculer les projections filtréesgF (λ,~ω); une fonction de poidsM(~θ,λ) très importante dans
cette méthode intervient à ce stade pour corriger la redondance des données.

M(~θ,λ) =
|~a′(λ) · ~θ|mc(λ)∑n(~θ,λ)

k=1 |~a′(λk) · ~θ|mc(λk)
(2.60)

où c(λ) est une fonction lisse égale à un partout sauf au voisinage des extrémités deΛ où elle
tend vers zéro; m est un entier positif supérieur ou égal à deux. La fonction entièren(~θ,λ)

est le nombre desλk points d’intersections du plan de normale~θ passant par~a(λ) avec la

trajectoire. Cette fonction de poids vérifie une condition de normalisation :
∑n(~θ,λ)

k=1 M(~θ,λk) =
1. De plus, elle est différentiable. Enfin, les données filtrées sont rétroprojetées en 3D. Une
approche comparable a été donnée par Kudo et Saito [38].

Cette formule présente donc l’avantage d’avoir une structure de type FBP. Cependant, elle
nécessite une lourde étape de calcul de la fonction intermédiaire ainsi qu’une lourde étape de
filtrage. Nous détaillons maintenant la récente formule de Katsevich qui permet de réduire net-
tement ces calculs.

2.4.2.3 Approche Katsevich pour des géométries quelconques [34]

Le schéma pour obtenir cette formule consiste à insérer la dérivée de la fonction intermé-
diaire de Grangeat dans la formule d’inversion de la transformée de Radon (2.57), ce qui permet
d’obtenir après quelques transformations la formule intermédiaire suivante (voir [34] ou l’an-



32 Etat de l’art en tomographie statique

nexe B de [44]) :

f(~x) =
−1

8π2

∫
Λ(~x)

dλ
1

||~x− ~a(λ)||
gF (λ,~x,~β(λ,~x)) (2.61)

avec :~β(λ,~x) =
~x− ~a(λ)

‖~x− ~a(λ)‖

et :gF (λ,~x,~β(λ,~x)) =

∫
S2

d~θ sgn(~θ · ~a′(λ)) ω(λ,~θ,~x)

(
∂

∂λ |~θ
gG(λ,~θ)

)
δ(~θ · ~β(λ,~x))

Ainsi, f(~x) est le résultat de la rétroprojection des projections coniques filtrées. Ce filtrage,
à ce stade, fait intervenir la dérivée de la fonction intermédiaire de GrangeatgG. La fonction
de poidsω(λ,~θ,~x) pondère les(λj)j=1...n(~x,~θ) intersections de la trajectoireΛ(~x) avec les plans

contenant~x de normale~θ. Cette fonction de poids, à la différence de celle de la formule (2.60),
peut dépendre de~x, et peut être discontinue. Elle doit vérifier la contrainte de normalisation
(2.62) :

n(~x,~θ)∑
j=1

ω(λj,~θ,~x) = 1 (2.62)

Notons que du fait de la présence du termeδ(~θ · ~β), l’intégrale surS2 définissantgF peut être
ramenée à une intégrale sur un cercle intersection de la sphère unité avec le plan de normale~β.
Nous notons ce cercle~β⊥. Ainsi, nous pouvons restreindre~θ à ce cercle et le paramétrer par un
angleϕ, ce qui donne une expression simplifiée degF :

gF (λ,~x,~β) =

∫ 2π

0

dϕ sgn(~θ(ϕ) · ~a(λ)′) ω(λ,~θ(ϕ),~x)

(
∂

∂λ |~θ(ϕ)
gG(λ,~θ(ϕ))

)
Katsevich prend ensuite le repère particulier orthonormé deR3 défini par les vecteurs :

~β, ~θ = ~θ(ϕ) ∈ β⊥, ~α = ~β ∧ ~θ

Il définit U(λ,~θ(ϕ),~x):
U(λ,~θ,~x) = sgn(~θ · ~a(λ)′) ω(λ,~θ,~x) (2.63)

Alors, si la fonction de poids vérifie la contrainte "ω(λ,~θ,~x) constant par morceaux" àλ et ~x
fixés pour~θ ∈ ~β⊥, la fonctionU(λ,~θ(ϕ),~x) est constante par morceaux suivantϕ. Nous pouvons
écrire ses sauts(cm), pourm = 1 · · ·M :

cm(λ,~x) = lim
ε→0+

U(λ,~θ(ϕm + ε),~x)− U(λ,~θ(ϕm − ε),~x) (2.64)

Après calculs, Katsevich [34] obtient la formule suivante,:

f(~x) =
−1
8π2

∫
Λ(~x)

dλ
1

||~x− ~a(λ)||

M∑
m=1

cm(λ,~x)
∫ 2π

0

dγ

sin γ
gd(λ, cos γ ~β(λ,~x) + sin γ ~α(λ,~x,ϕm))

(2.65)
La propriété fondamentale de la formule (2.65) est qu’elle ne fait intervenir qu’une suite de

filtrages 1D des données acquises dérivéesgd(λ,~α) = ∂
∂λ |~αg(λ,~α). Katsevich donne l’exemple
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d’une fonction de poids répartissant uniformément les contributions des intersections d’un plan
donné avec la trajectoire. Dans ce cas particulier, il montre (voir la section3 de [34]) deux
propriétés de la formule (2.65):

– cm(λ,~x) et ~α(λ,~x,ϕm) ne dépendent de~x que via le vecteur~β(λ,~x),

– l’intégrale suivantγ dans (2.65) peut se ramener à une convolution.

La formule obtenue admet donc dans ce cas une implémentation efficace. Les données qu’elle
utilise pour la reconstruction en un point~x pour une position de source~a(λ) sont limitées auxM
plans de vecteurs base(~β(λ,~x),~α(λ,~x,ϕm)) et passant par~x (voir la figure 2.14). Ils dépendent
donc de la fonction de poids utilisée. Les conséquences sont importantes : si~α(λ,~x,ϕm) est à
peu près horizontal, les données utilisées pour le filtrage seront contenues dans le détecteur in-
dépendamment du support de l’objet suivantz. Ce ne sera par contre pas le cas si~α(λ,~x,ϕm)
est proche de l’axez. Ce type de plan pose des problèmes en pratique. L’enjeu de la méthode de
Katsevich est donc de trouver les fonctions de poids répondant à certaines contraintes, notam-
ment de pouvoir gérer les données axialement tronquées. Nous reviendrons sur ce point dans la
section 2.4.3.4.

Nous nous intéressons maintenant au cas particulier de la tomographie hélicoïdale.
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FIG. 2.14 –Définition des lignes de filtrage dans l’algorithme de Katsevich. Suivant les dis-
continuités de la fonction de poids, différents plans interviennent: dans cet exemple, le plan
(~β(λ,~x),~α(λ,~x,ϕ1)) ne peut être traité avec des données axialement tronquées si le support en
z de l’objet est long. Ce n’est pas le cas de l’autre plan(~β(λ,~x),~α(λ,~x,ϕ2)).

2.4.3 Tomographie 3D avec trajectoire hélicoïdale

La géométrie 3D avec trajectoire de source hélicoïdale est très importante car elle corres-
pond à la géométrie d’acquisition des scanners modernes. En effet, ceux-ci sont caractérisés
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par la translation du lit du patient au travers du plan de la trajectoire circulaire de la source de
rayons X. Ainsi, dans le repère propre au patient, la trajectoire de la source est une hélice (voir
la figure 2.15).

O

FIG. 2.15 –Illustration de la géométrie d’acquisition sur les scanners modernes. Du fait de la
translation du lit, la trajectoire relativement au patient devient une hélice.

2.4.3.1 Problématique de reconstruction de données axialement tronquées

Nous avons vu dans la section 2.4.2.1 que la trajectoire hélicoïdale était complète au sens
de Tuy, c’est à dire qu’une reconstruction exacte est possible à partir de données non tronquées.
Plus précisément, la plus petite portion de trajectoire (notéeIpi(~x)) vérifiant la condition de Tuy
pour un point donné~x est définie à partir d’un segment particulier appeléπ-ligne. Laπ-ligne
est le plus petit segment reliant un point donné à deux points de l’hélice séparés par moins d’un
pas. Laπ-ligne existe et est unique en tout point du cylindre inclus dans l’hélice (voir la figure
2.16 et la référence [14]).

Il est donc possible de reconstruire exactement un point~x à partir de la portion de trajectoire
associée à saπ-ligne d’après la condition de Tuy. Mais cela suppose d’avoir des données non
tronquées, notamment axialement. Ce n’est pas le cas si on utilise un détecteur de taille finie.
Beaucoup d’efforts ont donc été consacrés à la résolution du "problème de l’objet long" : trouver
une méthode de reconstruction exacte permettant de reconstruire une coupe d’équationz = z0

à partir des données mesurées sur un détecteur pour une portion de l’hélice comprise entre les
cotesz0 −∆z et z0 + ∆z, avec∆z indépendant du support suivantz de l’objet à reconstruire.
Une solution efficace numériquement de ce problème a été donnée par Katsevich [32] en 2001 :
les données utilisées pour la reconstruction sont comprises dans la zone du détecteur délimitée
par les projections de l’hélice de part et d’autre de la projection du point source (voir la figure
2.17) ainsi que sur un voisinage de cette zone. Cette portion de détecteur est aussi appelée
fenêtre de Tam-Danielsson (voir la figure 2.17). La méthode de Katsevich est caractérisée par
son exactitude et son efficacité numérique (voir la section 2.4.3.4).

Dans la suite, nous décrivons les grandes familles de reconstruction approchée, basées soit
sur une rétroprojection 2D soit sur une rétroprojection 3D. Ces méthodes sont généralisables au
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x

��ligne associée à x

intervalle Ipi(x)

FIG. 2.16 –Visualisation de laπ-ligne associée à un point~x. La portion de trajectoire asso-
ciée (en rouge) permet la reconstruction exacte en ce point à partir de données non tronquées
d’après la condition de Tuy.

cas de la tomographie cardiaque, comme nous le verrons au chapitre 3. Nous détaillons ensuite
la méthode de Katsevich.

2.4.3.2 Méthodes approchées avec rétroprojection 2D

Ces méthodes consistent à interpoler rayon par rayon des jeux de données correspondant à
des plans transverses à partir des projections acquises. Cette interpolation permet ainsi d’obtenir
des jeux de données planaires dans la géométrie 2D divergente ou parallèle. La reconstruction
de la coupe est alors simplement obtenue par application d’un algorithme de tomographie 2D,
utilisant donc une opération de rétroprojection 2D (voir par exemple [13]). Une extension de ces
approches permettant d’améliorer les performances consiste à considérer des plans obliques qui
minimisent la distance à l’hélice (voir la figure 2.18). L’interpolation de données sur ces plans
est plus performante que sur des plans transverses (voir par exemple l’article de Kachelriess
[30]). Une approche unificatrice sur les méthodes par réarrangement est donnée par Defrise
dans [17].

2.4.3.3 Méthodes approchées avec rétroprojection 3D

Des approches utilisant une rétroprojection 3D doivent être utilisées pour les problèmes où
la conicité devient trop grande. Ces méthodes sont des variantes de la méthode approchée de
Feldkamp [21] initialement conçue pour la reconstruction à partir d’une trajectoire circulaire,
dont les étapes sont les suivantes :

– pondération par le cosinus de l’angle du cône (voir la figure 2.19),

– pondération corrigeant la redondance des données (relativement à un plan transverse),
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FIG. 2.17 –Représentation de la fenêtre de Tam-Danielson sur le détecteur. Les limites de cette
fenêtre sont les projections de l’hélice de part et d’autre de la projection du point source.

– filtrage par le filtre rampe des données pondérées,

– rétroprojection respectant la géométrie

La méthode de Feldkamp est une manière empirique mais efficace d’étendre à la géométrie
conique des algorithmes de reconstruction valables en géométrie 2D divergente. Elle peut être
facilement étendue de la trajectoire circulaire à la trajectoire hélicoïdale. Ainsi, Kudo [37] relève
plusieurs variantes de l’extension de l’algorithme de Feldkamp à la géométre hélicoïdale :

– une première version basée sur l’algorithme de reconstruction 2D "short-scan",

– des versions basées sur l’algorithme de reconstruction 2D "very short-scan" ([42],[36])

Un avantage notable des versions basées sur la généralisation des approches "very short-scan"
est la place de la pondération corrigeant la redondance, qui a lieu après le filtrage des données
pour ces méthodes. Ce n’était pas le cas pour les approches "short-scan", ce qui avait pour
conséquence de requérir une étape de filtrage pour chaque coupe à reconstruire (voir [37] pour
plus de détails).
Notons enfin deux points importants sur les méthodes basées sur la rétroprojection 3D :

– certaines variantes réarrangent préalablement à la reconstruction les données du détecteur
ligne à ligne en géométrie parallèle (voir par exemple [39]),

– une amélioration des méthodes approchées est obtenue grâce un filtrage des données du
détecteur suivant les lignes parallèles à la projection de la tangente de l’hélice (voir par
exemple [93]).

2.4.3.4 Approche exacte de Katsevich

La formule de reconstruction exacte de Katsevich ([33],[32]) est un cas particulier de la
formule générale (2.65) comme cela est décrit dans [34]. Il faut pour cela considérer la fonction
de poids définie par :

ωkat(λ,~θ,~x) = ωIpi
(~x,λ)sgn(~θ · ~a(λ)′)sgn(~θ · ~α(λ,~x)) (2.66)



-2.4 Reconstruction en tomographie 3D 37

z

FIG. 2.18 – Reconstruction en tomographie hélicoïdale par rétroprojection sur des plans
obliques proches de l’hélice.

Dans cette expression,ωIpi
(~x,λ) vaut 1 si λ ∈ Ipi(~x), 0 sinon. Le vecteur~α(λ,~x) correspond

à l’intersection du plan du détecteur avec un plan notéK(λ,ψ) contenant les quatre points
[~x, ~a(λ), ~a(λ+ ψ), ~a(λ+ 2ψ)]. Il existe toujours pourλ ∈ Ipi(~x) un planK(λ,ψ) passant par
un point~x donné (en cas de non unicité, c’est celui associé àΨ minimal qui est choisi) (voir
[33] ou [43]). Ceci permet donc bien la définition des poids (2.66).
Katsevich a prouvé que ce choix deω(λ,~θ,~x) satisfait, pour les intersections de paramètresλj
du plan de normale~θ et passant par~x, la condition de normalisation suivante:

n(~x,~θ)∑
j=1

ωkat(λj,~θ,~x) = 1

La formule générale (2.65) peut donc être appliquée. La formule (2.63) définissant la fonction
U(λ,~θ,~x) devient :

U(λ,~θ(ϕ),~x) = ωIpi
(~x,λ)sgn(~θ(ϕ) · ~α(λ,~x)) (2.67)

Ainsi, U(λ,~θ(ϕ),~x) est discontinue enϕ quand~θ(ϕ) est perpendiculaire à~α(λ,~x). On obtient
ainsi une (unique) direction de filtrage pour(λ,~x) donnés. Comme~α(λ,~x) ne dépend de~x que
via ~β(λ,~x), tous les points de même projection sur le détecteur partagent les mêmes lignes de
filtrage. Les directions de ces lignes sont compatibles avec la contrainte de troncature axiale des
projections. Nous avons représenté ces lignes dans la figure 2.20.
La formule d’inversion (2.65) devient dans ce cas ([33],[34]) :

f(~x) =
−1
8π2

∫
Ipi(~x)

dλ
1

||~x− ~a(λ)||

∫ 2π

0

dγ

sin γ
gd(λ, cos γ ~β(λ,~x) + sin γ ~α(λ,~β(λ,~x))) (2.68)

La formule (2.68) admet une implémentation efficace de type filtrage-rétroprojection. Les dé-
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détecteur détecteur

FIG. 2.19 –Etapes de pondération et de rétroprojection de l’algorithme de feldkamp, pour une
trajectoire circulaire, avec deux positions de sources S1 et S2, . Les projections sont pondérées
par le termecosα, filtrées ligne à ligne puis rétroprojetées en 3D (en M à partir des points A1
et A2).

tails de celle-ci sont décrits avec beaucoup de précision par Noo dans [43] dans le cas des
paramétrages des détecteurs plan et cylindrique.

2.4.3.5 Discussion

La tomographie hélicoïdale est un thème riche, où des méthodes de reconstruction exactes
et approchées sont envisageables. Le choix d’une méthode dépend beaucoup de la conicité de la
géométrie : les méthodes approchées basées sur des rétroprojections 2D sont maniables et très
efficaces mais ne peuvent être utilisées que lorsque la conicité est faible. Lorsque la conicité
est trop grande, des méthodes avec rétroprojections 3D doivent être utilisées. La méthode effi-
cace et exacte de Katsevich est attractive. Mais un autre aspect important pour notre application
concerne également l’usage simple des données redondantes, qui est délicat avec les méthodes
exactes. Comme nous le verrons dans le prochain chapitre, cet usage est souhaitable en tomo-
graphie dynamique, à la fois pour une meilleure utilisation de la dose émise, mais aussi pour la
réduction des artefacts de mouvement (voir par exemple [27]).
Les algorithmes exacts et approchés doivent donc à la fois être envisagés pour une application
en tomographie dynamique.

2.5 Méthodes discrètes en tomographie

Nous clotûrons ce chapitre par quelques éléments sur les méthodes discrètes en tomogra-
phie. Notre objectif ici est juste d’introduire très succinctement ces méthodes dont certaines
peuvent être envisagées en tomographie dynamique comme nous le verrons dans le chapitre 3.
Nous basons notre description sur le chapitre de Benali et Peyrin du traité IC2 [11].
Par opposition à toutes les méthodes que nous venons de décrire, les méthodes discrètes reposent
sur une modélisation discrète de l’image à reconstruire. L’image à reconstruire est décomposée
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FIG. 2.20 –Représentation des lignes de filtrage sur un détecteur plan pour l’algorithme de
Katsevich. La ligne noire centrale est la projection de la tangente à l’hélice.

dans une base de fonctions :

f(~x) =
N∑
j=1

fjhj(~x)

Dans le choix le plus simple, les fonctions de basehj correspondent à des fonctions indicatrices
de voxels.
Une mesuremi représente l’intégrale de la fonctionf suivant un rayonLi :

mi =

∫
Li

f(~x)d~x

Du fait de la linéarité des opérateurs, le problème tomographique s’exprime ainsi par une rela-
tion matricielle, qu’il faut inverser :

m = Rf

La taille de ce système estN ×M , oùN est le nombre de fonctions de base etM le nombre
de mesures effectuées. Cette formulation du problème tomographique aboutit donc à des pro-
blèmes dont la taille est grande. Cette taille est encore rédhibitoire pour leur utilisation en
tomographie conique haute résolution. Toutefois, elles présentent un grand intérêt pour la ri-
chesse de la modélisation qu’elles permettent d’inclure. Nous verrons ainsi dans le chapitre 3
des exemples d’application en tomographie dynamique.



40 Etat de l’art en tomographie statique



Chapitre 3

Etat de l’art en tomographie dynamique

Nous faisons dans ce chapitre l’état de l’art des méthodes de reconstruction en tomographie
dynamique.

La tomographie dynamique est relative au problème de reconstruction d’une séquence den
images(fi)i=1...n représentant l’objet au cours de son évolution au cours den pas de temps. Ce
problème n’est pas toujours équivalent aux générations indépendantes desn imagesfi. Ainsi,
Wernick [99] indique quatre possibilités pour générer une séquence d’images tomographiques :

– 1 : reconstruction image par image desfi
– 2 : reconstruction image par image après régularisation suivant l’axe de temps,
– 3 : reconstruction de la séquence d’images en une fois, en utilisant des contraintes de

régularisation entre les images à différents instants
– 4 : décomposition des données suivant l’axe de temps dans une base adéquate, troncature

régularisante de la décomposition, reconstruction composante par composante et recom-
position de l’image. Cette méthode est utilisée avec la décomposition de Karhunen-Loève
(voir [99]).

L’utilisation de ces méthodes était considérée par Wernick dans le cas de la tomographie dyna-
mique d’émission de positons (TEP).

Nous faisons deux remarques par rapport aux techniques 2,3,4 :
– en tomographie X cardiaque, l’évolution consiste surtout en des déformations : la corré-

lation n’est pas purement temporelle, c’est-à-dire entre les valeurs d’un même point de la
séquence d’images, mais spatio-temporelle , c’est à dire entre les valeurs d’un point au
cours du temps sur sa trajectoire. La différence est très notable : une régularisation com-
prenant uniquement des aspects temporels va nuire à la netteté des images reconstruites.
L’introduction des trajectoires est donc requise dans ces approches.

– la modélisation dans la technique 3 génère des problèmes de grande taille qui ne sont plus
envisageables dans le cas de la tomographie X cardiaque à haute résolution spatiale.

En conclusion, nous ne dirons que quelques mots sur ce type de méthode dans la section 3.4.4.
Nous consacrons essentiellement l’état de l’art à l’étude des méthodes de génération améliorée
d’images indépendantes.Notre problème de tomographie dynamique est reformulable en
un problème de génération améliorée d’une image à partir de mesures acquises au cours
de son évolution.

41
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La génération d’une image en tomographie dynamique est le résultat des étapes décrites dans
la figure 3.1. Chacune de ces étapes peut être considérée pour améliorer les images reconstruites.
Cette amélioration doit être guidée par les critères suivants, afin de préserver la possibilité de
diagnostic et la faisabilité de l’examen (voir [84]) :

– la résolution temporelle,
– la résolution spatiale,
– le rapport signal sur bruit,
– et bien sûr la dose délivrée au patient.

Acquisition des mesures

�Dispositif
�Echantillonnage

Pré-traitement
�Modication de sinogramme
�Sélection des mesures (« gating »)

Reconstruction
�Compensation des évolutions 

Post-traitement

FIG. 3.1 –Chaîne d’opérations aboutissant à une image : en tomographie dynamique, chaque
opération peut être optimisée.

Chaque traitement algorithmique effectué en tomographie dynamique repose sur un modèle plus
ou moins complexe. Nous décrivons dans une première partie les méthodes liées à l’acquisition
ou l’échantillonnage des mesures. Nous revenons ensuite sur la notion de résolution temporelle
en détaillant cette fois ses propriétés. Puis nous étudions les méthodes utilisant explicitement
un modèle : nous détaillons d’abord le cas des modèles bas niveau (a priori temporel faible)
puis le cas des modèles évolués de déformation. Nous concluons avec la définition des axes de
recherche de cette thèse.

3.1 Acquisition des mesures en tomographie dynamique

3.1.1 Dispositifs d’acquisition optimisant la résolution temporelle

La période de rotation des scanners classiques actuels est de l’ordre de0.4 à 0.5s. Comme
nous l’avons déja vu, ce n’est pas suffisant pour l’imagerie cardiaque, même pour la phase sta-
tionnaire pour les rythmes élevés (voir la table 1.1).
Le dispositif "Electron Beam Computed Tomography" (EBCT) permet de faire de l’image-
rie tomographique à des cadences bien plus rapides (période de rotation de l’ordre de 0.1s).
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Le mouvement de la source n’est plus réalisé de manière mécanique, ce qui permet d’obtenir
des cadences de rotation plus élevées que les dispositifs standards. Il convient aux études car-
diaques. Cependant la résolution spatiale est réduite et ne peut globalement pas concurencer les
dispositifs classiques.
Certains dispositifs marginaux ont utilisé plusieurs sources de rayonnement, ce qui permet aussi
d’augmenter la résolution temporelle. Ce fut le cas par exemple du "Dynamic Spatial Recons-
tructor" [90].
Nous restons dans la suite dans le cadre de la tomographie classique avec une source de rayon-
nement et des cadences de rotation de l’ordre de la demi-seconde.

3.1.2 Analogie avec la tomographie hélicoïdale et application à l’échan-
tillonnage

Nous nous intéressons maintenant à l’acquisition des données sur un scanner standard, en
nous plaçant dans l’optique de la tomographie dynamique. Certains aspects sur l’échantillon-
nage en tomographie dynamique ont été étudiés par Willis dans [100] [101]. Ce travail concerne
la définition de schémas efficaces d’échantillonnage optimisant le nombre et la densité des po-
sitions de source dans le temps en fonction des limites fréquentielles spatiales et temporelles de
l’objet à reconstruire. Cela suppose que le temps entre l’acquisition de projections successives
est décorrélé de l’angle de rotation, ce qui n’est pas le cas en tomographie X. Nous ne détaillons
donc pas d’avantage cette méthode.

Nous décrivons à présent l’analogie entre le tomographie dynamique et la tomographie hé-
licoïdale. Nous l’appliquons ensuite au problème d’échantillonnage.

3.1.2.1 Principe de l’analogie

Nous avons vu un premier aspect de cette analogie dans la section 1.3. Nous avions re-
marqué que la tomographie hélicoïdale était de la tomographie dynamique où l’évolution de la
scène est provoquée par le mouvement du lit devant l’anneau de détection.
Nous renversons maintenant le point de vue en faisant l’analogie dans le sens inverse. Nous
pouvons en effet voir la tomographie dynamique comme latomographie hélicoïdale en rem-
plaçant l’axez par l’axe du temps. Nous avons introduit cette analogie pour la première fois
dans [2]. Il faut pour cela se limiter au problème de reconstruction d’une coupe évoluant notée
f(x1,x2,t). Nous notonsTrot la période de rotation du scanner. Nous rassemblons les éléments
de l’analogie dans la table 3.1. L’analogie concerne la tomographie hélicoïdale avec un détec-

tomographie dynamiquetomographie hélicoïdale

objet à reconstruire f(x1,x2,t) f(x1,x2,z)

équation de l’hélice t = λTrot

2π
= λ

ω
z = λH

2π

pas de l’hélice Trot H
détecteur 1D 1D

TAB . 3.1 –Eléments de l’analogie entre la tomographie dynamique et la tomographie hélicoï-
dale

teur mono-coupe : en effet, les mesures doivent être perpendiculaires à l’axe de l’hélice, car les
instants d’émission et de réception des rayons sont égaux.
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3.1.2.2 Application à l’échantillonnage des transformées

Nous exploitons à présent les résultats de Desbat ([3], [4]) sur l’échantillonnage 3D vus
dans la section 2.1.3.3, grâce à l’analogie que nous venons de présenter.

Nous en déduisons les conditions d’échantillonnage associées aux schémas standard et hexa-
gonal entrelacé. Pour élargir légèrement l’hypothèse sur le support de l’objet, nous introduisons
la limite fréquentielle temporellebt, et supposons que la coupe évoluante a un support essentiel

inclus dans un ellipsoïde de demi-axes(b,b,bt) : ξ
2
x

b2
+

ξ2y
b2

+ τ2

b2t
< 1. Cette ajout permet de décor-

réler les fréquences spatiales et temporelles. Le support essentiel de la transformée de Fourier
de la transformée rayons X devient (voir la figure figure 3.2) :

K = { (k,σ,τ) ∈ Z× R2, où |σ| < b,

|k| < max(
|σ|
ϑ
,b(

1
ϑ
− 1)),

|τ | < c(b,bt,σ) }
(3.1)

avec:
c(b,bt,σ) = bt si |σ| ≤ ϑϑ,b = max(1,(1− ϑ)b)

=
√
b2t − σ2 si ϑϑ,b < |σ| < b

= 0 sinon
(3.2)

FIG. 3.2 –Supports de la transformée de Fourier de l’objet dynamique f (à gauche) et de sa
transformée rayons X (au milieu et à droite) (figure tirée de [6]).

Schéma standard Le schéma standard correspond aux pointsWhelSl,l ∈ Z3, avec:

WhelS =

 2π
P

0 0
0 h 0
Trot

P
0 Trot

2

 (3.3)

WhelS vérifie les conditions d’échantillonnage siP est légèrement plus grand que2b, h ≤ π
b
,

Trot ≤ 2π
bt

.
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Schéma hexagonal entrelacé A partir de l’analogie avec la tomographie hélicoïdale, nous
pouvons déduire des résultats de la section 2.1.3.3 que le décentrage d’un quart de pixel permet
de générer le schéma optimal hexagonal entrelacé(0 h/2 0) + LWhelHI

, décrit parWhelHI :

WhelHI =

 2π
P

0 0
h 2h 0

Trot

2
+ Trot

P
0 Trot

 (3.4)

WhelHI vérifie les conditions d’échantillonnage siP est légèrement plus grand que2b, h =
π
b
, Trot = 2π√

3bt
.

Le schémaWhelHI est 4√
3

plus efficace que le schéma standardWhelS. La réduction de flot
de données concerne le nombre de positions angulaires et le nombre de cellules de détecteurs;
malheureusement pour notre application, le schéma efficace requiert aussi une vitesse de rota-
tion plus rapide d’un facteur

√
3 par rapport au schéma standard, alors que cette vitesse a un

rôle critique en tomographie dynamique.
Nous nous intéressons maintenant aux méthodes utilisant une information supplémentaire

extérieure de type modèle, pour améliorer la reconstruction d’un objet évoluant.

3.2 La résolution temporelle en tomographie dynamique

Nous approfondissons la notion de résolution temporelle. Nous l’analysons précisément
dans le cas des différentes géométries en tomographie standard. La généralisation à la tomogra-
phie avec utilisation de l’hypothèse de périodicité sera abordée dans le chapitre 4.

3.2.1 Géométrie parallèle

En géométrie parallèle, si on utilise un algorithme classique, la résolution temporelle est
deTrot/2 pour une reconstruction sur un intervalle angulaireπ. C’est simplement la longueur
(temporelle) de la fenêtre de reconstruction. Cette résolution temporelle a aussi la propriété
d’être la même pour tous les points de l’image.

3.2.2 Géométrie divergente

La résolution temporelle en géométrie divergente est moins directement caractérisable, car à
la fois la longueur de la fenêtre de reconstruction et les poids gérant la redondance des données
ont de l’importance. La dépendance à la largeur de la fenêtre de reconstruction est claire; elle
pourrait même suffire pour caractériser la résolution temporelle. Mais la fonction de pondération
a aussi une influence qui doit être prise en compte, comme l’ont remarqué par exemple Tagushi
[95] ou Hsieh [28]. Selon l’algorithme utilisé, largeurs de fenêtre et poids varient. Nous nous
attardons maintenant sur différents algorithmes.

3.2.2.1 Résolution temporelle pour les méthodes classiques de reconstruction sur2π

Dans ce cadre, la résolution temporelle, comme dans le cas parallèle, est uniforme et égale
au temps d’acquisition, ici égale à la période de rotation. La fonction de poids est uniforme et
ne joue aucun rôle.
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3.2.2.2 Résolution temporelle pour les méthodes de reconstruction sur l’intervalle short-
scan

Dans ce cas, tous les points sont reconstruits à partir de la même fenêtre "short-scan". Ce-
pendant, comme nous l’illustrons dans la figure 3.3, l’importance des projections utilisées pour
la reconstruction dépend des points de l’image considérés ainsi que de la fonction de poids spé-
cifique utilisée. Pour certains points de l’image, l’influence des projections extrêmes est moins
importante (voir la figure 3.3). Comme nous le verrons dans la section 3.3.1, il est même pos-
sible d’optimiser la pondération pour améliorer les reconstructions en tomographie dynamique.
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FIG. 3.3 – Illustration de l’influence de la fonction de poids sur la résolution temporelle. A
gauche, une fonction de pondération appliquée à un intervalle "short-scan", avec la trace de trois
points A, B et C du croquis. Les poids spécifiques correspondant à ces traces sont représentés
sur un même graphique en bas à droite.

3.2.2.3 Résolution temporelle pour les méthodes de reconstruction sur l’intervalle very
short-scan

Dans les cas précédents, le support de la fonction de poids était le même pour tous les
points de l’image. Or, la théorie de Noo [42] montre qu’en tomographie divergente 2D, ce
support peut être plus court pour certains points, en considérant l’intervalle "very short scan"
associé à sa reconstruction. Ainsi, la résolution temporelle d’un point peut être réduite au temps
d’acquisition du plus petit arc de trajectoire dont il est sur la corde. On obtient alors la carte de
résolution temporelle de la figure 3.4.

Nous étendrons ces résultats à la tomographie périodique dans le chapitre suivant. Nous
étudions à présent les méthodes de reconstruction guidées par un modèle.
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FIG. 3.4 –Variation de la résolution temporelle optimale ρ en géométrie divergente, en lien
avec la théorie de la reconstruction sur un intervalle "very short scan" : ρ ∈ [ρmin,ρmax]. Les
ensembles de positions sont centrés autour d’un même point de paramètre λrec.

3.3 Premier type de modèle : a priori nul ou faible sur la dé-
formation

Nous abordons maintenant les techniques existantes en tomographie dynamique utilisant un
modèle faible sur l’évolution. Nous commençons par les techniques de pondération des don-
nées, qui n’ont a priori pas besoin d’information sur l’évolution, avant d’aborder les méthodes
qui utilisent l’information de redondance ou de stationnarité locale de l’évolution.

3.3.1 Méthodes de pondération des données

Une manière efficace pour réduire les artefacts de mouvement est d’utiliser ou d’introduire
de la redondance dans le jeu de mesures utilisées et d’appliquer un moyennage sur les données
redondantes. En effet, dans un jeu de projections acquis sur un objet évoluant, ce sont les projec-
tions du début et de la fin du sinogramme qui sont les plus inconsistantes du fait de l’acquisition
séquentielle des mesures. Ces projections violent le plus les propriétés de2π-périodicité ou de
symétrie de la transformée modélisant l’acquisition (transformée rayons X ou transformée de
Radon, suivant la géométrie d’acquisition). Ces inconsistances sont une source importante d’ar-
tefacts, notamment des raies dont la portée est parfois grande dans l’image.
L’utilisation de données redondantes a un effet très bénéfique sur ces artefacts. Ainsi, Bontus
[52] et Heuscher [27] notamment ont mis en évidence des performances améliorées vis à vis
des artefacts de mouvement des algorithmes de reconstruction qui exploitent davantage la re-
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dondance des données acquises. La pondération par exemple réduit la portée des artefacts en
raies.
Nous pouvons expliquer qualitativement ces effets. La fonction de poids privilégie les projec-
tions les plus proches de l’instant central en faisant diminuer de manière lisse la contribution des
projections les plus lointaines. Elle affecte ainsi d’une certaine manière un indice de confiance
aux projections, améliorant ainsi la résolution temporelle. Le deuxième effet bénéfique est la
transition douce vers zéro qu’elle impose aux extrémités du sinogramme. Celle-ci réduit la vio-
lation de la propriété de2π périodicité et concrètement réduit la portée des artefacts en raies.
Nous illustrons ces effets sur un exemple simple : nous effectuons dans la figure 3.5 deux re-
constructions d’une sphère en translation au cours de l’acquisition. Dans un cas, la fenêtre de
poids est uniforme, dans l’autre, une fenêtre "d’underscan" est appliquée, comme celle définie
par Pelc dans [86]. La fonction de poids conduit à des reconstructions ayant moins d’artefacts.
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FIG. 3.5 –Illustration de l’utilisation de poids de redondance pour réduire les artefacts de mou-
vements. Nous avons simulé les projections divergentes d’une sphère en translation pendant un
tour de scanner. La distance parcourue par le centre pendant un tour de scanner est la moitié
du rayon de la sphère. Nous avons représenté les images reconstruites ainsi que les fenêtres de
poids utilisées pour deux exemples : à gauche, une fenêtre de poids uniformes. A droite, une
fenêtre privilégiant les projections centrales avec décroissance vers 0. La valeur du paramètre δ
utilisé est 30◦.

Hsieh [68] a remarqué cependant que l’utilisation d’une fenêtre "d’underscan" a tendance
à affecter le rapport signal sur bruit, et a suggéré d’adapter en conséquence la largeur de la
fenêtre. Dans une autre étude [70], il a mis en évidence la variation de la réponse temporelle
des algorithmes en fonction des fenêtres de poids utilisées.
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3.3.2 A priori temporel : variations faibles et redondance

Beaucoup de méthodes utilisent un a priori temporel pour améliorer la reconstruction d’un
objet évoluant. Nous détaillons dans cette section les méthodes utilisant un a priori concernant
la nature de l’évolution : amplitude et redondance. Pour cela, nous introduisons un formalisme
basé sur la notion d’état de l’objet. Nous illustrons son utilisation dans certaines méthodes de
reconstruction dynamique. La description des modèles et de leur apprentissage sera abordée
dans la section 3.5.

3.3.2.1 Introduction d’un formalisme adapté : l’espace des états

L’idée principale est de changer d’espace de description des évolutions dynamiques de ma-
nière à intégrer une information "bas niveau" sur la forme. Ce formalisme est en réalité proche
de celui introduit par Wang [98] décrit en section 3.3.2.4 même si notre présentation est plus
mathématique.
Nous nous plaçons dans le cadre de la reconstruction d’un objet 2D évoluant, notéf(x,y,t).
Nous introduisons une relation d’équivalence notéeR agissant sur les imagesft définies par
ft(x,y) = f(x,y,t). Ainsi si ft représente l’objet dans le même état queft′, alors nous dirons
qu’elles sont en relation :ftRft′. La relationR est une relation d’équivalence dont les classes
d’équivalence définissent naturellement les états de l’objet. Dans l’espace des états, nous cher-
chons à reconstruire à état constant, et non plus à temps constant, ce qui permet l’obtention d’un
problème mieux posé dans certains cas.
Une manière pratique de définirR est d’utiliser un indicateur dynamiqueξ prenant la forme
d’une fonction du temps. Posons:

ft R ft′ ⇔ ξ(t) = ξ(t′)

Alors l’espace des états est exactement l’image deξ.
Les méthodes utilisant un a priori sur l’évolution temporelle consistent alors à effectuer les
étapes suivantes (voir aussi la figure 3.6) :

– définir l’indicateurξ(t),

– partitionner l’espace des étatsIm(ξ) en un espace discret(e1,e2,...,en) de manière à as-
surer la complétude des données pour la reconstruction; cela correspond à définir un par-
titionnement optimal des données au sens des états,

– reconstruire chaque étatek.

Notons que siξ(t) est un indicateur d’évolution de forme, il est normalement continu sur
l’acquisition. La discrétisation deIm(ξ) doit faire en sorte d’assurer la suffisance de données
et doit aussi idéalement adapter la taille des états à la quantité de mouvement, par exemple en
utilisant dξ

dt
qui est un indicateur sur la vitesse d’évolution de l’objet (dξ

dt
(t0) = 0 indique en effet

une stationnarité locale de l’état de l’objet autour de l’instantt0).

3.3.2.2 Stationnarité locale et direction prépondérante du mouvement

Ces méthodes sont utilisées en imagerie respiratoire ([89],[69], [64]) ainsi qu’en imagerie
cardiaque (voir la section 3.6). Elles consistent à centrer la fenêtre de reconstruction sur la phase
de l’objet la moins perturbée par le mouvement. Elles cherchent ainsi à utiliser les données
acquises tout en réduisant au mieux les artefacts liés aux mouvements (figure 3.7). Ce principe
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périodisation

partionnement de l’espace des états

FIG. 3.6 –Illustration de la méthodologie basée sur l’utilisation d’un indicateur de redondance
ξ continu.

était déjà bien décrit dans le brevet de 1991 de Crawford et Pelc [59], qui proposent en plus
de centrer la fenêtre de reconstruction sur l’instant où la direction principale du mouvement est
perpendiculaire au rayon source-détecteur. En effet, ce mouvement n’aura pas d’incidence au
début et à la fin de la fenêtre (minimale) de reconstruction. Par conséquent, dans le cas où cette
direction existe, cette technique réduit les inconsistances dues au mouvement associé. Notons
quand même que l’existence et la prévision de la direction prépondérante posent généralement
problème en imagerie médicale.
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FIG. 3.7 – Illustration de l’utilisation des phases stationnaires de l’évolution pour centrer la
fenêtre de reconstruction.
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Nous pouvons réécrire ces méthodes dans le formalisme précédent. Dans le cas des phases
stationnaires,ξ(t) peut être un indicateur binaire:ξ(t) = 1 si t est dans l’intervalle stationnaire,
0 sinon. On reconstruit alors l’état1.

3.3.2.3 Objet à variation périodique

L’hypothèse de périodicité est très utilisée en tomographie cardiaque. Nous détaillerons
l’usage pratique dans la section 3.6. L’exploitation de la redondance dans une évolution cyclique
permet d’améliorer la résolution temporelle en utilisant des données discontinues en temps
mais correspondant au même état du cycle. On peut ainsi facilement améliorer la résolution
temporelle des algorithmes, même si la synchronisation entre la période de l’objet et celle du
scanner doit être prise en compte (voir le chapitre 4). On peut obtenir théoriquement dans les cas
de synchronisation optimale une résolution temporelle deTrot

2N
pour une reconstruction utilisant

N cycles.
Un indicateur de périodicité permet de passer de l’information de temps à l’information de

phase, c’est à dire en notantTf la période de l’évolution de l’objet, de passer det à t modTf .
L’indicateur ξ(t) = t modTf qui est utilisé pour les méthodes de périodicité est donc une
fonction périodique linéaire par morceaux (figure 3.8).

FIG. 3.8 –Passage à l’espace des phases avec un indicateur de périodicité

3.3.2.4 Utilisation plus large de la redondance : approche de Wang [98]

Wang [98] a proposé une méthode pour la reconstruction en imagerie cardiaque basée sur
un indicateur dynamique complexe liée à une information anatomique. L’indicateur proposé est
le volume du ventricule gauche (voir la figure 3.9 ) qu’il est possible de corréler à l’ECG.
Cet indicateur lui permet donc de travailler dans l’espace des volumes du ventricule. Wang ef-
fectue ensuite des reconstructions améliorées à volume constant en sélectionnant et interpolant
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�(t)

t

Tf

FIG. 3.9 –Indicateur continu ξ dans l’approche de Wang. ξ est un modèle de volume du ventri-
cule gauche (figure extraite de [98])

de manière optimale au sens des états les données nécessaires à la reconstruction (voir la figure
3.6).
Cette méthode constitue une amélioration par rapport aux méthodes n’utilisant que l’ECG. Elle
intègre en effet une connaissance supplémentaire liée à l’anatomie. L’indicateurξ(t) qui en
résulte est continu, plus complet qu’un simple modèle linéaire de périodicité, et peut donc per-
mettre des reconstructions améliorées. L’enjeu de ce type de méthode est alors d’obtenir un
indicateurξ(t) de bonne qualité. Nous en discuterons dans la section 3.5 sur l’apprentissage des
ces modèles.

Nous abordons maintenant la famille de méthode basées sur la compensation des évolutions
à partir d’un modèle de déformation.

3.4 Deuxième type de modèle : a priori fort de connaissance
de la déformation

3.4.1 Intérêt de cette classe de méthodes

La réalisation de méthodes performantes réalisant la compensation des évolutions a deux
intérêts principaux :

– le gain en résolution temporelle dû à l’utilisation de jeux de données dont l’inconsistance
est corrigée,

– la possibilité de faire des acquisitions et des reconstructions sur les jeux de données plus
longs ("long scan acquisition mode" voir [66] et [1]), ce qui peut permettre de réduire les
doses de rayonnement en conservant le niveau de signal dans les images reconstruites.

Nous nous intéressons à la compensation des déformations, qui sont la source la plus sévère
d’artefacts. D’autres inconsistances peuvent être provoquées par les variations d’atténuation de
certains points pendant l’acquisition, notamment en tomographie d’émission, mais leur impact
en terme d’artefacts est moindre. Nous décrivons les méthodes existantes de compensation par
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des méthodes analytiques de reconstruction, et abordons également le problème sous l’angle
des méthodes discrètes de reconstruction en tomographie. Nous n’évoquerons dans cette partie
que l’étape de reconstructionà partir d’un modèle connu; le problème délicat de l’apprentissage
des modèles de déformation est abordé dans la section 3.5.

3.4.2 Formalisations continue et discrète

Nous présentons ici la formalisation des approches de compensation des déformations dans
le cadre continu puis discret.

3.4.2.1 Formalisation continue

L’hypothèse utilisée consiste à supposer que la scène à reconstruire peut être vue comme la
déformation régulière d’un objet par rapport à une situation initiale de référence. Nous suppo-
sons que cette déformation a les propriétés d’un changement de variable (C1 difféomorphisme).
Nous notons alorsΓt (ici deR2 dansR2) la déformation permettant de passer de la scène à l’ins-
tantt à la scène à l’instant de référencet0 :

∀~x ∈ R2 ft(~x) = ft0(Γt(~x)) (3.5)

Nous cherchons alors à reconstruire l’objetft0 (noté aussif0) à partir de ses projections pa-
rallèles ou divergentes acquises au cours de la déformationΓt. Notons que dans le cas de la
géométrie parallèle, le lien entre les paramètres d’acquisition et le temps apparaît dans la re-
lation ϕ = ωt, alors que dans le cas de la géométrie divergente, nous avonsλ = ωt. Nous
utiliserons donc comme paramétrisation du temps la variableϕ en géométrie parallèle et la
variableλ en géométrie divergente.

3.4.2.2 Formalisation discrète

Nous montrons comment il est possible de ramener le problème de reconstruction avec
compensation des déformations à un problème inverse linéaire classique, tel que nous l’avons
décrit dans la section 2.5. Une telle formulation a été présentée notamment par De Murcia [62].

Nous notonsfk l’objet discrétisé à l’instantk mis sous la forme d’une matrice colonne de
tailleN2 en 2D. La déformation est représentée par une matriceDk (connue) de tailleN2×N2

en 2D de sorte que siX = (0 . . . 1 . . . 0)T est un vecteur dont seule lai-ième composante est
non nulle et vaut 1, alorsY = DkX est non nul et vaut 1 sur la coordonnée de l’image du point
de coordonnéei par la déformationDk. Alors, l’équation de déformation s’exprime de manière
matricielle:

fk = Dkf0 (3.6)

De plus, on obtient classiquement l’équation de mesure des projections dans la répresentation
discrète matricielle, utilisant la matrice (ligne)Rk de projection à l’instantk et la mesure (sca-
laire)mk (voir la section 2.5) :

mk = Rkfk (3.7)

Ainsi, en combinant (3.6) et (3.7), on voit que l’on est ramené à un classique problème inverse
matriciel : résoudre enfk le système d’équations:

∀k = 1 . . . Nproj mk = RkDkf0
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Notons que ce problème n’est linéaire que si l’inconnue est seulementf0, c’est à dire si la
déformationDk est connue.

3.4.3 Méthodes de résolution analytiques

Le but de ces méthodes est de résoudre analytiquement, éventuellement de manière appro-
chée, le problème de reconstruction avec déformation. Elles sont de type filtrage-rétroprojection
(FBP).

3.4.3.1 Méthodes basées sur des modèles de déformations simples

Méthode de Crawford Nous étudions dans cette section l’approche de Crawford ([58], [61])
qui a inspiré une bonne part de notre contribution du chapitre 5.
Crawford a établi une formule de type FBP dans le cas des géométries 2D parallèle et divergente
compensant les artefacts liés à des mouvements globaux du type :

Γt(~x) =

[
α1(t) 0

0 α2(t)

]
~x+

[
b1(t)
b2(t)

]
Ce modèle lui permet de décrire un mouvement respiratoire simplifié.

– Formule de Crawford en géométrie parallèle
Dans le cas de la géométrie parallèle, la variable temporelle est l’angleϕ. Crawford a gé-
néralisé le théorème coupe-projection (2.35) pour lier la transformée de Fourier 1DFpϕ
des mesures dynamiquespϕ à la transformée de Fourier 2DFf0 de l’objet de référence
f0 (figure 3.10) :

Fpϕ(σ,~θϕ) =

√
2π

α1(ϕ)α2(ϕ)
Ff0

(
σ cosϕ

α1(ϕ)
,
σ sinϕ

α2(ϕ)

)
.e

2jπσ
“

b1(ϕ)
α1(ϕ)

cosϕ+
b2(ϕ)
α2(ϕ)

sinϕ
”

où :~θϕ = (cosϕ, sinϕ)

A l’aide de ce théorème, il établit la formule de reconstruction suivante écrite en un point
~x0 :

f0(~x0) = f0(x01,x02) =

∫ π

0

dϕ q(ϕ)pFϕ

(
~θϕ,

x01 − b1(ϕ)

α1(ϕ)
cosϕ+

x02 − b2(ϕ)

α2(ϕ)
sinϕ

)
(3.8)

où : pϕF (~θϕ,s) = hR(s) ∗s pϕ(~θϕ,s)

q(ϕ) =
1

α1(ϕ)α2(ϕ)

∣∣∣∣1 +
sin 2ϕ

2
(
α
′
1(ϕ)

α1(ϕ)
− α

′
2(ϕ)

α2(ϕ)
)

∣∣∣∣ (3.9)

Il s’agit d’une formule d’inversion de type FBP, avec un terme spécifiqueq(ϕ) de pondé-
ration et une étape de rétroprojection qui suit le mouvement du point au cours de l’acqui-
sition.
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FIG. 3.10 –Illustration de la généralisation du théorème coupe-projection. La transformée de
Fourier des projections pϕ donne aussi une coupe de la transformée de Fourier de f0, mais pas
suivant la même direction qu’en tomographie statique.

– Formule de Crawford en géométrie divergente (sur[0,2π])
Dans le cas de la géométrie divergente, la variable temporelle est l’angleλ. La généra-
lisation de la formule précédente à la géométrie divergente est faite par changement de
variable (2.49). Ce changement de variable permet de relier une projection divergente
gm(λ,γ) à une projection parallèlep(~θϕ,s) :

gm(λ,γ) = p(~θλ+π
2
−γ,R0 sin γ)

Crawford utilise une approximation (cf paragraphe suivant), et obtient la formule sui-
vante :

f0(~x0) '
1

2

∫ 2π

0

dλ
1

‖~a(λ)− Γ−1
λ (~x0)‖2

∫ +γm

−γm

dγ w(λ+
π

2
−γ)gmλ (λ,γ)hangR (γ(Γ−1

λ (~x0))−γ)

(3.10)

où : hangR (γ) =

(
γ

sin γ

)2

hR(γ)

w(λ+
π

2
− γ) = R0 cos(γ)q(λ+

π

2
− γ)

γ(Γ−1
λ (~x0)) est àλ fixé l’angle caractérisant la droite passant parΓ−1

λ (~x0)

– Approximations dans les formules de Crawford
La formule (3.10) est obtenue par changement de variable sur la formule en géométrie
parallèle, qui est valable pour des transformations paramétrées par l’angleϕ, c’est à dire
parλ+ π

2
− γ après changement de variable. Or en divergent, le paramétrage d’une trans-

formation dépend deλ uniquement, c’est à dire deϕ − sin−1(s/R0) par changement de
variable inverse. Il n’est donc pas possible de déduire exactement le résultat en géométrie
divergente à partir du résultat en géométrie parallèle.
Par ailleurs, le théorème coupe-projection généralisé fait apparaître le fait que la suffi-
sance des données pour la reconstruction n’est pas forcément assurée dans la formule de
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Crawford : la transformée de Fourier 1D de la projection dynamiquepϕ donne en effet la
coupe de la transformée de Fourier 2D def0 pour la direction :

~θΓ(ϕ) =

[
θ1/α1(ϕ)
θ2/α2(ϕ)

]
si ~θ(ϕ) = (θ1,θ2)

Quand l’angleϕ parcourt l’intervalle[0,π], l’angle polaire de~θΓ(ϕ) ne le parcourt pas
forcément.

Autres approches Li [80] a aussi proposé une méthode compensant les mouvements rigides
en adaptant l’étape de rétroprojection. Son approche est également incomplète par rapport aux
conditions de suffisance des données pour pouvoir reconstruire. Lu [82] et Zerfowski [102] ont
proposé la détection/correction de mouvements de type translation-dilatation directement dans
les projections, mais le modèle est très simple et l’estimation du mouvement qu’ils proposent
peu fiable (voir section 3.5). Enfin, Wang [97] corrige le mouvement de translation dans les
plans transverses en tomographie hélicoïdale. Le vecteur de translation est utilisé dans l’étape
d’interpolation hélicoïdale.
Nous proposerons dans le chapitre 5 des résultats originaux sur la compensation des déforma-
tions affines dépendant du temps où ces approximations n’apparaîtront plus.

3.4.3.2 Méthodes basées sur des modèles de déformations généraux

Approximation locale : méthode de Ritchie Ritchie ([60],[88]), afin d’enrichir le modèle
de mouvement contraignant de Crawford, a cherché à appliquer localement la formule (3.8).
Plus précisément, il l’applique en prenant pour chaque point à reconstruire des paramètres de
translation et de dilatation spécifiques, calculés localement :

si Γt(~x) =

[
Γ1

Γ2

]
alorsα1 =

∂Γ1

∂x1

etα2 =
∂Γ2

∂x2

Ces termes n’apparaissent que dans le calculq(~x0,ϕ)1. La rétroprojection est effectuée en gar-
dant la déformation exacte suivant la formule (en géométrie parallèle):

f0(~x0) ≈
∫ π

0

dϕ q(~x0,ϕ)pFϕ(~θϕ,Γ
−1
ϕ (~x0) · ~θϕ)

Cette méthode consiste donc à approximer la compensation d’une déformation générale (glo-
bale) par la modification d’un algorithme en utilisant seulement des paramètres locaux pour la
correction. C’est dans ce sens que nous parlons d’approximation locale.

Approche LETI Grangeat et son équipe [66] [78] ont proposé une formule de reconstruc-
tion approchée également basée sur une rétroprojection spécifique, adaptée aux mouvements.
La formule initiale en géométrie parallèle (3.11) est proche de celle de Ritchie. Seule l’étape de
rétroprojection fait intervenir la déformationΓ. Cette formule réalise également une approxi-
mation locale.

f0(~x0) ≈
∫ π

0

dϕ pFϕ(~θϕ,Γ
−1
ϕ (~x0) · ~θϕ) (3.11)

1. q(ϕ) défini par la formule (3.9) dépend désormais de~x0, d’où la notation.
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Cependant, la technique d’utilisation d’une déformation connue n’est qu’un aspect de l’ap-
proche globale développée au LETI. L’algorithme proposé inclut par ailleurs une prédiction
spatio-temporelle du terme de rétroprojection élémentairepFϕ(~θϕ,Γ

−1(~x0) · ~θϕ) à partir des
autres rétroprojections élémentaires de même direction~θϕ, ce qui permet :

– de compenser en plus du mouvement les évolutions de densité,

– de réduire la dose en reconstruisant sur plusieurs demi-tours (reconstruction "long-scan",
voir [1]).

Par contre, il est important de noter que cette prédiction ne pouvant agir que sur des rétro-
projections élémentairesde même direction, le pas d’échantillonnage de la série temporelle
correspondante est forcément multiple de la demi-période de rotation du scanner, ce qui limite
son intérêt en imagerie cardiaque, à moins d’utiliser l’hypothèse de périodicité.
Enfin la méthode met en place un découpage de l’intervalle[0,π] en blocs afin de factoriser les
calculs pour la génération d’une séquence d’images (voir la figure 3.11).
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FIG. 3.11 –Schéma de principe de la méthode de reconstruction dynamique développée au
LETI (schéma repris de [78]). Une première série de reconstructions sans compensation permet
d’apprendre un modèle de mouvement. Ce modèle est ensuite utilisé suivant la formule (3.11)
couplée avec la prédiction spatio-temporelle. Les calculs sont effectués par blocs de projections
rétroprojetées qui sont appelés "block images".

3.4.4 Méthodes algébriques et statistiques

Ces méthodes permettent d’introduire très simplement les a priori concernant la déforma-
tion dans le processus de reconstruction, comme nous l’avons vu dans la section 3.4.2.2. De
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plus elles ont l’attrait de permettre facilement l’introduction complémentaire de traitements de
type régularisation spatio-temporelle sur l’ensemble de la séquence. Cependant comme nous
l’avons vu dans l’introduction de ce chapitre, elles ne sont vraiment applicables que pour des
problèmes de taille réduite.

3.4.4.1 Résolution par ART

Dans ce cadre, une méthode ART (voir par exemple [11]) avec projection et rétroprojection
suivant la géométrie généralisée définie par la matriceRkDk est utilisée par Blondel [50] pour
la reconstruction des coronaires à partir d’un faible nombre de vues.

3.4.4.2 Résolution par filtre de Kalman

De Murcia [62] a proposé une méthode de résolution par filtrage de Kalman dans le cas
de la tomographie d’émission mono-photonique cardiaque. Sa modélisation fait intervenir des
bruits blancs gaussiens centrés indépendantswk et bk, modélisant respectivement l’erreur de
prédiction et l’erreur de mesure :

fk = Dkf0 + wk

mk = Rkfk + bk

La solution du problème est la détermination d’un maximum a posteriori qui est faite récur-
sivement par la technique de Kalman.

3.4.4.3 Schéma d’estimation et de reconstruction simultanées

Giland [65] a proposé une méthode d’estimation et de reconstruction simultanées en to-
mographie d’émission, par optimisation d’une fonctionnelle incluant l’attache aux données, la
déformation de l’objet et un terme de régularisation.

3.4.4.4 Limitations

Ces exemples montrent la possibilité et la puissance de l’utilisation des méthodes discrètes
pour la compensation des déformations en tomographie dynamique. Elle permettent d’intro-
duire de la régularisation spatio-temporelle avec compensation des mouvements dans les mé-
thodes de reconstruction tomographiques [62]. Cependant, elles sont toutes relatives à des pro-
blèmes de taille réduite (tomographie d’émission ou reconstruction creuse en angiographie ro-
tationnelle).
L’application en tomographie X à haute résolution spatiale est liée à des volumes de données
bien trop grands pour que ces méthodes soient envisageables sur des problèmes de taille réelle
(volumes512× 512× 32) à l’heure actuelle.

3.5 Apprentissage des modèles utilisés

Nous décrivons les techniques possibles d’apprentissage des modèles bas-niveau et haut-
niveau dont nous venons d’expliquer l’utilisation en reconstruction tomographique.



-3.5 Apprentissage des modèles utilisés 59

3.5.1 Modèle de stationnarité ou de redondance

Certaines méthodes utilisent un modèle temporelξ(t), qui doit être soit appris à partir des
projections, soit acquis par un dispositif externe. Nous décrivons dans cette section quelques
exemples.

3.5.1.1 L’électro-cardiogramme (ECG)

L’indicateur externe utilisé est classiquement l’électro-cardiogramme (ECG) en imagerie
cardiaque. L’ECG est l’enregistrement à la surface du corps du potentiel éléctrique généré par
l’activité du coeur.

P

S T

R

Q

FIG. 3.12 –Evénements physiologiques du cycle cardiaque et relation à l’ECG (figure extraite
de [98] et [105]).

L’ECG est composé idéalement de pics PQRST, qu’il est possible de corréler avec la phy-
siologie du coeur : le pic le plus important est le pic QRS (ou pic R) : il correspond à la dépola-
risation des ventricules; qui initialise la phase de contraction des ventricules (systole). La phase
de relaxation (diastole) a lieu juste après le pic T, qui représente la repolarisation des ventricules
(voir par exemple [98] et la figure 3.12).

Il est souvent préconisé de centrer les fenêtres de reconstruction sur la phase diastolique du
cycle afin de réduire les artefacts de mouvements. Toutefois, l’instant de centrage optimal varie
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suivant les patients, suivant le rythme cardiaque, ou même pour un individu suivant la structure
étudiée : Ulzheimer [96] relève ainsi une grande variabilité de l’instant de moindre mouvement
dans un cycle entre les segments coronaires (voir aussi [84] p.79).

3.5.1.2 Modèles temporels appris à partir des projections

L’intérêt des méthodes reposant sur ces modèles est de s’affranchir d’un système externe
et des problèmes de synchronisation associés. Ces méthodes sont basées sur des propriétés de
consistance des projections vues dans la section 2.2.2.1.

Tracking du centre de masse :
Kachelriess [75] a proposé une méthode pour générer un signal à partir de l’analyse du centre

de masse des projections. En effet, une propriété intéressante des projections tomographiques
(non tronquées) est que leur centre de masse est la projection du centre de masse de l’objet.
C’est une conséquence des propriétés de consistance de la transformée de Radon, que nous
avons vues au chapitre 2 dans la section 2.2.2.1. Cette propriété permet de suivre le mouvement
approximatif du centre de masse au cours du temps. Ensuite une analyse fréquentielle des va-
riations de ce mouvement au cours du temps permet de générer un signal séparant les différents
cycles de l’évolution.

FIG. 3.13 –Illustration de la possibilité de suivre la position du centre de masse au cours du
temps par rétroprojection des centres de masse des projections.

Bruder [55] a proposé une variante consistant à traquer la variation de la masse entre deux
projections complémentaires.

Notons au passage que la violation de la propriété de symétrie entre projections complé-
mentaires peut aussi être utilisée pour trouver les zones de l’image perturbées par le mouvement
[81].

L’indicateur de volume de Wang [98]:
Cet indicateur est un modèle d’évolution plus évolué qu’un simple signal repérant les diffé-
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rents cycles. Il est de ce fait plus compliqué à générer. Wang donne deux pistes (complémen-
taires):

– la génération par un modèle théorique issu d’un atlas ou d’une autre modalité,

– la génération à partir de l’analyse d’images déjà reconstruites. La méthode est alors d’une
certaine manière itérative.

3.5.2 Modèle de déformation

L’apprentissage du modèle de déformation est une étape à la fois fondamentale et très com-
plexe des méthodes réalisant de la compensation du mouvement.

Plusieurs méthodes sont mises en place dans les différentes approches que nous avons pré-
sentées. Elles appartiennent à l’une ou l’autre des familles suivantes:

– méthodes utilisant un modèle externe (atlas, autre modalité..),

– méthodes à partir des projections acquises,

– méthodes à partir d’image reconstruites sans compensation.

3.5.2.1 Méthode développée au LETI [66]

Cette méthode est à rattacher à la troisième famille : des champs de déplacement sont obte-
nus par régularisation de champs estimés par la technique de mise en correspondance par blocs
de voxels (voir la figure 3.11). Ces champs sont ensuite utilisés dans le processus de reconstruc-
tion avec compensation, suivant la formule (3.11).

Une méthode assez similaire est proposée par Ritchie [88]: les champs de déplacements sont
déduits du mouvement de points remarquables extraits de manière semi-automatique d’images
reconstruites sans compensation.

Notons que ces méthodes reposent sur le principe que les images initiales n’ont pas d’arte-
facts d’amplitude trop grande qui perturberaient l’estimation.

3.5.2.2 Méthode de Blondel [49]

La méthode utilisée par Blondel permet d’obtenir la déformation 4D des coronaires. La
première étape de sa méthode est la reconstruction statique de l’arbre coronarien à un instant
favorable, ce qui est possible à partir de 3 projections synchrones du fait de la simplicité géo-
métrique de l’image. Ensuite, une procédure complexe d’optimisation lui permet d’obtenir un
modèle 4D du mouvement sur tout le cycle cardiaque, en cherchant la déformation de l’arbre
initial qui correspond le mieux aux projections acquises.

Notons que la simplicité géométrique de l’image à reconstruire est massivement utilisée
dans cette méthode, qui est de ce fait peu applicable en tomographie cardiaque classique.

3.5.2.3 Méthodes d’estimation dans l’espace des projections :

Quelques auteurs ont abordé l’estimation d’un mouvement dans le sinogramme.
La méthode de Lu [82] repose sur l’existence de structures très contrastées identifiables dans le
sinogramme pour l’estimation des paramètres du modèle respiratoire de Crawford [61]. Chez
Zerfowski [102], l’estimation repose sur l’analyse dans les projections de la déformation (par le
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même modèle) du support supposé elliptique de l’objet. Enfin Wang [97] estime des paramètres
de translation à partir des projections de même direction, ce qui limite la résolution temporelle.

D’une manière générale, l’impact d’une déformation dans le domaine image n’a pas d’équi-
valent simple dans le domaine de Radon (par exemple, on perd toute localité). C’est pourquoi
ce genre de méthode ne semble réaliste que pour des déformations affines très simples, à moins
d’avoir des indices géométriques fort, comme c’était le cas pour Blondel dans la section précé-
dente.

3.6 Cas de la tomographie cardiaque: algorithmes de syn-
chronisation a priori ou a posteriori

Dans cette section, nous détaillons les principaux algorithmes dédiés à la reconstruction
en tomographie cardiaque. Ces méthodes sont toutes adaptées à la tomographie hélicoïdale et
sont basées soit sur l’hypothèse de stationnarité locale, soit sur l’hypothèse de périodicité ou de
pseudo-périodicité. L’usage de ces hypothèses est ancien et était déjà abordé dans les années
1980, par exemple dans l’article de synthèse de 1983 de Boyd [53].

3.6.1 Principe des usages prospectif ou rétrospectif de la périodicité

Grâce un modèle externe, il est possible de déclencher l’émission des rayons X de manière
à n’acquérir que les projections nécessaires, ce qui permet de réduire la dose administrée au pa-
tient (cf figure 3.14). Ces méthodes sont utilisées avec des scanners “Electron Beam Computed
Tomography” ou classiques. L’indicateur utilisé est classiquement l’ECG en imagerie cardiaque
dont les pics R sont détectés.
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FIG. 3.14 –Illustration de l’utilisation prospective de la périodicité pour déclencher l’acquisi-
tion des mesures.

Il existe deux types de prédiction de l’intervalle entre deux pics R (ou intervalle RR) : (voir
[84] p.27)

– calcul de la durée moyenne sur les trois cycles précédents,
– calcul de la durée médiane sur les cinq cycles précédents.
L’utilisation rétrospective, par opposition à l’utilisation prospective est caractérisée par :
– une meilleure couverture en z,
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– une meilleure robustesse vis à vis des changements de rythme (la prédiction peut se trom-
per). Il est de plus possible de réajuster le temps de reconstruction s’il n’est pas bon,

– la possibilité de faire des études fonctionnelles, en reconstruisant à différents instants du
cycle,

– une exposition plus importante au rayonnement, même si des techniques de réduction
sont à l’étude.

3.6.2 Algorithmes utilisant un cycle cardiaque

Ces méthodes sont basées sur le principe de stationnarité locale décrit au chapitre précédent.
Elles sont plutôt adaptées à des rythmes cardiaques lents.
Tagushi [95] ("helical half scan with time shift"), Kachelriess [76] ("Cardio-Delta" et "Mul-
tiSlice Cardio-Delta") et Ohnesorge [85] ("MultiSlice Cardiac Volume Reconstruction") ont
proposé des méthodes adaptées à un faible nombre de coupes (4), qui consistent à reconstruire
en tomographie hélicoïdale à partir d’un ensemble continu de mesures centrées sur la phase
d’intérêt du cycle cardiaque.
La résolution temporelle obtenue est donc limitée àTrot

2
π+2γm

π
, et ne peut être suffisante que

pour des rythmes cardiaques lents (voir le tableau 1.1).

3.6.3 Algorithmes utilisant plusieurs cycles cardiaques

Pour des rythmes cardiaques rapides, des méthodes utilisant plusieurs cycles sont requises.
Nous les classons suivant l’algorithme de reconstruction statique qui est couplé avec l’hypo-
thèse de périodicité. Nous notonscR la phase du cycle cardiaque normalisé que l’on cherche à
reconstruire (cR ∈ [0,1]).

3.6.3.1 Méthodes de reconstruction exactes et approchées

Les méthodes les plus récentes tiennent compte de la conicité du rayonnement quand on uti-
lise des détecteurs à grand nombre de lignes (≥ 16). Elles reposent sur des extensions des mé-
thodes approchées au cadre cardiaque, malgré le développement récent des algorithmes exacts
et efficaces en tomographie hélicoïdale ([32],[33]). Grass [67] donne deux obstacles à l’utilisa-
tion des méthodes exactes de Katsevich :

– un problème pour une utilisation généralisée de la redondance des données,

– un problème pour vérifier la condition de suffisance de données sur les plans horizontaux
pour une trajectoire correspondant à des segments discontinus d’hélice (voir la figure
3.15).

Par conséquent, les méthodes de reconstruction en tomographie cardiaque basées sur l’utilisa-
tion de plusieurs cycles sont nécessairement des schémas basés sur une méthode approchée de
reconstruction 3D. Comme nous l’avons vu dans le chapitre précédent, suivant l’importance de
la conicité, les méthodes utilisées sont basées sur une rétroprojection 2D ou 3D.

3.6.3.2 Méthodes basée sur une rétroprojection 2D

Rétroprojections sur des plans transverses : Ces approches consistent à générer pour une
coupe donnée un ensemble de mesures correspondant à la phasecR, en couplant les méthodes



64 Etat de l’art en tomographie dynamique

ECG

FIG. 3.15 –Illustration de l’impossibilité de faire de la reconstruction exacte par des algorithmes
de type "gating": on peut exhiber des plans qui ne coupent pas les portions de la trajectoire
centrées sur une phase cardiaque d’intérêt. Ces plans violent la condition de Tuy.

d’interpolation utilisées en tomographie hélicoïdale avec une interpolation basée sur la périodi-
cité.

Algorithmes de Kachelriess [73] [77] [76]:"Cardio Interpolation" et "Multislice Cardio In-
terpolation"

Kachelriess a proposé des algorithmes en tomographie cardiaque incluant une interpolation
hélicoïdale (voir la section 2.4) des données pour obtenir des mesures dans un plan transverse, et
comprenant également une pondération permettant de sélectionner les données correspondant à
la phase cardiaque d’intérêtcR. L’algorithme "CI" [73] correspond à un dispositif avec détecteur
mono-coupe tandis que l’algorithme "MCI" est adapté aux détecteurs multi-coupes ([77] [76]).
Plus précisément, les données planaires nécessaires à la reconstruction de la coupezR sont
données par la formule d’interpolation suivante:

gMCI(λ,γ,zR,cR) =

∑
k∈Z,m=1...M wkmg(λk,γk,m)∑

k∈Z,m=1...M wkm
(3.12)

Dans la formule (3.12), les couples(λk,γk) désignent les valeurs correspondant au même rayon
(2D) que celui repéré par(λ,γ) : λk = λ + kπ, γk = (−1)kγ. L’indice m = 1 . . .M désigne
l’une desM lignes du détecteur. L’algorithme réalise donc une interpolation rayon par rayon,
avant de faire une reconstruction directe. Les poidswkm dépendent de(zR,cR) et combinent
l’interpolation hélicoïdale avec l’interpolation basée sur la périodicité (voir la figure 3.16). Ka-
chelriess propose de prendre dans [76] la fonction suivante:

wkm = ∆

(
z(λk,m)− zR)

z̄

)
∆

(
c(λk,m)− cR)

c̄

)
(3.13)
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Dans l’équation (3.13),∆ est une fonction triangle d’aire1 et de base2. La résolution tempo-

�

FIG. 3.16 –Illustration de la technique d’interpolation de Kachelriess. Parmi les mesures qui
correspondant à la même direction dans le plan, seuls celles proches de la phase cR et de la
coupe zR sont prises en compte et pondérées par des fonctions triangles. (figure tirée de [76]
avec l’accord de l’auteur)

relle de cet algorithme est donc, du fait du support des fonctions∆, de2c̄. Les autres paramètres
étant donnés, c’est la largeurc̄ qui est ajustée de manière à assurer la suffisance de données pour
reconstruire la coupezR.

Algorithmes de Flohr [63]: ("Adaptive Cardio-Volume")
Flohr a aussi proposé un algorithme réalisant une interpolation hélicoïdale couplée avec une

pondération cardiaque. La spécificité principale de cette approche est l’adaptation du nombre
de cycles utilisés en fonction du rythme cardiaque : pour les rythmes lents, un seul cycle est
utilisé. Pour les rythmes les plus rapides, afin de garder de la robustesse et de préserver la
résolution enz, le nombre maximum de cycles utilisés est de trois. La résolution temporelle
varie ainsi de 250ms (reconstruction sur un cycle) à 85ms (reconstruction sur trois cycles avec
synchronisation optimale).

Dans le cas d’utilisation de plusieurs cycles, l’intervalle de reconstruction est divisé en seg-
ments composés chacun de projections issues du même cycle (voir la figure 3.17). Notons aussi
que la reconstruction d’une coupe est effectuée après réarrangement des segments vers la géo-
métrie parallèle et que pour réduire les inhomogénéités entre les blocs, ceux-ci se chevauchent
légèrement.

Autres méthodes :D’autres méthodes présentent de grandes similarités avec les approches
que nous venons de décrire. L’approche de Wang [98] est spécifique par l’interpolation liée
à l’indicateur dynamique complexe (voir la section 3.3.2.4). La variante de l’approche multi-
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reconstruction (géométrie parallèle)
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FIG. 3.17 –Reconstruction multi-secteur par la méthode "ACV". Les données nécessaires à la
reconstruction sont extraites par bloc sur plusieurs cycles cardiaques.

secteur proposée par Hsieh [71] comprend une adaptation de la taille des secteurs issus des
différents cycles en fonction des poids de redondance qui sont utilisés pour une reconstruction
en géométrie divergente.

Rétroprojections sur des plans obliques : Les algorithmes approchés de reconstruction en
tomographie hélicoïdale basés sur la reconstruction 2D de plans obliques ont aussi été adaptés
au cadre cardiaque par Kachelriess [72] et par Bruder [57]. Quand la conicité devient grande,
comme dans le cas statique, des méthodes avec rétroprojection 3D doivent être utilisées.

3.6.3.3 Méthodes basées sur une rétroprojection 3D

Les méthodes précédentes ne sont efficaces que si la conicité est faible. Dans le cas d’utili-
sation de détecteurs avec un nombre important de coupes (≥ 16), la conicité est importante et
des approches 3D plus fines sont requises. Plusieurs méthodes très voisines ont été introduites
récemment.
Les chercheurs de Philips, Grass, Manzke, Shechter [67] [83] [92], ont proposé une méthode de
reconstruction combinant l’utilisation de la périodicité avec une approche de reconstruction de
type Feldkamp utilisant un réarrangement des données acquises en géométrie parallèle. Kachel-
riess [74] a décrit une méthode similaire dans laquelle le filtrage est effectué suivant la direction
de la tangente à la trajectoire. La variante proposée par Sourbelle [93] évite l’étape de réarran-
gement et reste dans la géométrie divergente d’acquisition.

Les étapes des méthodes utilisant le réarrangement sont les suivantes (voir par exemple
[67]) :

– réarrangement de données du détecteur ligne à ligne en géométrie parallèle:

p1(ϕ,s,m) = g(ϕ− arcsin(
s

R0

), arcsin(
s

R0

),m)

– pondération conique

p2(ϕ,s,m) =
R2

√
R2 +m2

p1(ϕ,s,m)

– filtrage 1D par un filtre rampe suivant les lignes du détecteur ou suivant la tangente à la
trajectoire (écrit ici dans le cas des lignes):

p3(ϕ,s,m) =

∫
R
p2(ϕ,s′,m)hR(s− s′) ds′
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– pondération gérant la redondance et la phase cardiaque et rétroprojection 3D sur la fenêtre
de visibilité du voxel :

f(~x) =

∫ ϕ2(~x)

ϕ1(~x)

wall(ϕ,~x)p3 (ϕ,s(ϕ,~x),m(ϕ,~x))

La fonction de poidswall est, comme dans la formule (3.13), la combinaison d’une fonction
de poids gérant la redondance des données et d’une fonction de poids sélectionnant les données
proches de la phase cardiaque d’intérêt. Un grand intérêt de ces méthodes est de considérer
pour la reconstruction en un point~x la fenêtre de visibilité[ϕ1(~x),ϕ2(~x)] : ceci permet l’usage
de toutes les données du détecteur. Notons aussi que la résolution temporelle dans ce type de
méthode dépend donc du point de l’image à reconstruire. La largeur de la fenêtre de "gating"
doit être choisie pour que chaque voxel reçoive des rétroprojections sur un intervalle de longueur
π. Cette condition peut être appliquée voxel par voxel, car le filtrage est effectuéavant ces
pondérations[92]. Nous rediscuterons de ces aspects dans l’étude de la résolution temporelle
du chapitre suivant.

3.6.3.4 Discussion

Tout en reconnaissant leur efficacité, il est important de noter quelques limites des méthodes
basées sur la périodicité :

– Le gain potentiel en résolution temporelle est proportionnel au nombreN de cycles utili-
sés. Or l’augmentation deN conduit à une perte de résolution enz, à moins de réduire le
pas de l’hélice et donc d’augmenter la dose.

– Le gain en résolution temporelle varie beaucoup selon la synchronisation entre la pé-
riode du scanner avec le rythme cardiaque; nous détaillerons cet aspect dans le prochain
chapitre.

3.7 Bilan de l’état de l’art : définition des axes de recherche

Notre but est d’élaborer des méthodes de reconstruction adaptées à la géométrie d’acqui-
sition divergente et pouvant être appliquées au cadre cardiaque, ce qui requiert une très forte
résolution temporelle.

– Les approches basées sur des schémas de pondération comme l’"underscan" (voir la sec-
tion 3.3.1) et sur l’hypothèse de stationnarité locale n’apportent pas de gain en résolution
temporelle. Toutefois elles peuvent être intégrées aux autres méthodes car elles permettent
une amélioration des images.

– Les approches basées sur la périodicité sont intéressantes mais limitées à quelques cycles
dans l’usage de la périodicité, ce qui réduit la résolution temporelle effective accessible.
La sensibilité de la résolution temporelle à la synchronisation est cruciale dans ces mé-
thodes. Nous allons approfondir cet aspect dans le chapitre 4, pour les géométries paral-
lèles et divergentes. Nous étudierons également l’impact de l’opération de réarrangement
vers la géométrie parallèle sur la résolution temporelle en proposant un schéma amélioré.

– Les méthodes discrètes sont attractives dans la gestion de la déformation et des a priori
que l’on peut inclure. Mais elles sont encore trop coûteuses en mémoire et temps de calcul
pour être appliquées au cadre de la tomographie conique.
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– Les méthodes analytiques de compensation des déformations permettent d’atteindre une
résolution temporelle parfaite si la déformation est parfaitement connue, compensable et
compensée. Elles souffrent aussi de quelques limites : traitement imparfait des déforma-
tions simples, notamment pour la question de la suffisance des données ou la gestion du
rayonnement divergent. Elles mettent en place aussi un schéma intéressant : résolution
sur des déformations simples et généralisation pour des déformations complexes. C’est
ce schéma qui est explicitement mis en place dans les approches de Ritchie [88] ou de
Grangeat [66]. Quel que soit le type d’approximation permettant d’étendre les résultats
obtenus sur un modèle simple à un modèle plus compliqué (les schémas réalisent une
approximation locale qui n’est pas forcément la meilleure dans tous les cas), il semble
important d’élargir la classe de déformations sur laquelle une approche de compensation
de type filtrage-rétroprojection peut être mise en place. Nous consacrons le chapitre 5 à
la description de notre contribution à la compensation des déformations affines dépen-
dant du temps. Nous envisagerons ensuite la généralisation et l’utilisation pratique dans
le chapitre de perspectives.



Chapitre 4

Etude de la résolution temporelle en
tomographie dynamique périodique :
acquisition et reconstruction efficaces

4.1 Principe

Dans ce chapitre, nous approfondissons les méthodes de reconstruction avec un modèle
d’évolution temporelle de type périodicité. Nous nous plaçons d’abord dans le cadre de la géo-
métrie 2D parallèle et étudions les conditions de synchronisation. Nous définissons pour cela
un espace périodisé 2D d’acquisition des mesures, sur lequel nous pouvons facilement carac-
tériser la résolution temporelle et identifier sa sensibilité en fonction des différents paramètres,
en particulier les périodes de rotation du scanner et d’évolution de l’objet. Nous montrons en-
suite comment les conditions optimales obtenues peuvent être exploitées dans le cadre de la
théorie de l’échantillonnage efficace. Ces résultats ont fait l’objet d’une publication [6] parue
en octobre 2003 dans la revue IEEE Transactions on Nuclear Sciences, et avaient été en partie
présentés au congrès IEEE Medical Imaging Conference 2002 [5]. Nous nous plaçons ensuite
dans le cadre de la géométrie divergente pour nous rapprocher de la géométrie des scanners
modernes. Nous étendons la définition de notre espace d’acquisition périodisé, en étudions les
propriétés et en déduisons les incidences sur la résolution temporelle. Enfin, nous proposons un
nouveau schéma de reconstruction sous hypothèse de périodicité caractérisé par une résolution
temporelle améliorée et pouvant être aisément intégré dans les approches de reconctruction 3D
récentes. Nous illustrons l’efficacité de la méthode sur un exemple très simple.

Situation par rapport à l’état de l’art:
L’acquisition efficace des données est abordée par Bruder [56] Flohr [63], Kachelriess [73]
[77]. Des critères de synchronisation sont donnés, permettant d’obtenir une résolution presque
optimale. La méthode pour obtenir ces critères repose sur la décomposition de l’intervalle short-
scan enN segments. L’acquisition, en tomographie divergente (voir la section 2.1.1.2 pour nos
notations) utilisantN cycles d’un objet périodique de périodeTf , doit alors permettre d’acquérir
les segments consécutivement sur les différents cycles (voir la figure 4.1).

Le critère obtenu est alors :Trot = 1

1+π+2γm
2πN

Tf et la résolution temporelle associéeTrot

2N
π+2γm

π
.

Nous montrons que ces critères peuvent être raffinés en introduisant une dépendance au point
de reconstruction en utilisant la théorie de reconstruction sur un "very short scan" [42], ce qui
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FIG. 4.1 –Définition d’un critère d’optimalité de la synchronisation. Les segments sont obtenus
successivement sur les différents cycles (figure extraites de [56]).

permet d’obtenir une résolution supérieure dans certaines zones de l’image.
La dépendance de la résolution au point de l’image a aussi été remarquée notamment par Grass,
Manzke et Shechter [67] [83] [92]. Toutefois, l’exploitation qu’ils proposent utilise un réarran-
gement de la géométrie divergente vers la géométrie parallèle dont nous montrons les limites
par rapport à la méthode que nous proposons.

4.2 Géométrie parallèle : Etude de la synchronisation

4.2.1 Notations et modèle utilisé

Nous reprenons le modèle de coupe évoluantef(x1,x2,t) défini dans la section 3.1.2.2. Nous
supposons en plus quef est une fonction périodique de périodeTf suivant sa troisième variable
t. Les mesures possibles deg sont définies par :

g(ϕ,s,t) =

∫
R
f(s~θ + u~ζ + t~e3)du (4.1)

où ϕ ∈ [0,2π[, s ∈ R, t ∈ R, ~θ = (cosϕ, sinϕ,0), ~ζ = (− sinϕ, cosϕ,0), ~e3 = (0,0,1).
Elles sont donc aussi périodiques de périodeTf suivantt. Nous nous plaçons dans le cadre de
l’acquisition des projections def pendant un temps d’acquisitionT qui est un multiple deTf :
T = NTf .

Dans un premier temps, nous supposons que les variablesϕ ets sont continues; le problème
discret sera en partie abordé dans la section 4.3. Nous étudions la sensibilité de la résolution
temporelle en fonction des différents paramètres :N,Tf ,Trot. Les résultats que nous obtenons
permettent d’optimiser le réglage deTrot en supposant les autres paramètres connus. Nos ré-
sultats permettent aussi d’identifier les variations de la résolution en fonction de la période de
l’objet quand les autres paramètres sont fixés.
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4.2.2 Espace d’acquisition et critère de résolution temporelle

Nous définissons un espace 2D où nous pouvons aisément visualiser l’acquisition des me-
sures et la condition de périodicité de l’évolution. Cet espace est la portion notéeP du plan
(ϕ,t), pourt ∈ [0,Tf ] etϕ ∈ [0,2π]. Du fait de la périodicité de l’évolution, nous avons :

g(ϕ,s,t) = g(ϕ+ 2kπ,s,t Mod Tf ) (4.2)

Nous en déduisons qu’une acquisition parallèle (correspondant aux projections suivant une fa-
mille de droites parallèles) peut être représentée dans le planP par un point.

4.2.2.1 Définition du critère de résolution temporelle

Nous caractérisons maintenant les projections nécessaires à la reconstruction def à l’instant
t = t0. Pour l’utilisation d’un algorithme standard, toutes les données doivent correspondre à
l’objet dans le même état de son évolution. Ces données correspondent pour la reconstruction à
l’instant t0 à l’ensemble des mesuresg(ϕ,s,t0), pourϕ ∈ [0,2π] et s décrivant tout le support
de l’objet. Elles sont donc situées sur le segment horizontal d’équationt = t0. Mais, du fait de
l’acquisition séquentielle des mesures, une seule projection parallèle d’équationϕ0 = ωt0 est
effectivement acquise à l’instantt0 (voir figure 4.2). Les données acquises sont localisées sur
des droites obliques de pente1

ω
.

Nous pouvons alors dans ce planP, caractériser la résolution temporelle, notéeρ(t0) comme
étant deux fois la distance maximale entret0 et la projection acquise la plus proche sur tout
l’intervalleϕ ∈ [0,2π] (voir figure 4.2).

t

0

Tf

t

0
ϕ

ρ

2π

Nc=3
Nc=2
Nc=1

Nc=3
Nc=2

Nc=3
Nc=2
Nc=1

Nc=1 Nc=2 Nc=3

FIG. 4.2 –Exemple d’espace P avec N = 3; la résolution temporelle ρ est représentée pour
t = t0. Les indices Nc indiquent de quel cycle proviennent les projections.

4.2.2.2 Calcul de la résolution temporelle

Nous remarquons que leρ(t0) ne dépend pas du choix det0 car siρ(t0) est atteint enϕ0,
alorsρ(t0 + ϕ

ω
) sera atteint enϕ0 + ϕ et vaudraρ(t0) ∀ϕ. Nous remarquons aussi queρ(t0) ne

dépend pas non plus de l’instant de début d’acquisition.
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Nous montrons maintenant comment il peut être calculé en fonction des paramètres d’acquisi-
tion. Nous cherchons donc à calculer la résolutionρ à t = 0. Pour cela, nous nous plaçons dans
l’espaceP (voir la figure 4.3).

321∆ϕ ∆ϕ∆ϕ

plus proche projection

plus proche projection

ρ

ρt

Tf

0

t

0

Nc=3
Nc=2
Nc=1

Nc=3
Nc=2
Nc=1

Nc=3
Nc=2
Nc=1

Nc=3Nc=2Nc=1

3

ϕ
ϕ =2πϕ =00 2ϕϕ1

FIG. 4.3 –Représentation de la résolution temporelle à l’instantt = 0 dans l’espace d’acqui-
sitionP. Les indicesNc indiquent de quel cycle proviennent les projections.

Nous montrons qu’il est possible de relierρ aux intersections des lignes d’acquisition avec
l’axe t = 0. Nous notons cesq ∈ [1 . . . N ] intersections(ϕk)k=0,...,q−1. Ainsi :

ϕk = k ω Tf Mod 2π (4.3)

Comme les valeurs(ϕk)k=0,...,q−1 ne sont pas ordonnées, nous utilisons une bijectionσ de l’en-
semble{0,1, . . . ,q − 1}, telle que la famille de valeurs

(
ϕσ(k)

)
k=0,...,q−1

soit à présent ordonnée :

0 = ϕσ(0) ≤ ϕσ(1) ≤ . . . ≤ ϕσ(q−1) (4.4)

Nous rajoutons le pointϕσ(q) = 2π, de manière à définir les longueurs∆ϕk des intervalles entre
des intersections successives:

∆ϕk = ϕσ(k) − ϕσ(k−1), pourk = 1, . . . ,q (4.5)

Il est alors clair que la résolution temporelle peut être directement exprimée en fonction des
∆ϕk:

ρ = Maxk=1,...,q
∆ϕk
ω

(4.6)

Nous pouvons de plus minorer notre critère, en remarquant que l’utilisation deN périodes de
l’objet entraîneq ≤ N , et donc

∆ϕk ≥
2π

N
(4.7)

Nous en déduisons que :ρ ≥ 2π
ωN

. De plus l’égalité est atteinte pour le cas deN intersections
équi-espacées. Ces configurations donnent :

ρ =
2π

ωN

=
Trot

N
(4.8)
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4.2.3 Optimisation des paramètres d’acquisition

Nous pouvons calculer le critèreρ en fonction des paramètres d’acquisition suivant la for-
mule (4.6). Il est alors intéressant de tracer la courbe théoriqueρ en fonction deTrot (voir la
figure 4.4). Cette courbe indique commentTrot doit être choisi connaissant le temps d’acquisi-
tion T et la périodeTf afin d’obtenir la meilleure résolution temporelle. Elle montre également
comment un mauvais réglage peut faire perdre le bénéfice de l’évolution périodique.

Nous nous concentrons à présent sur les configurations des paramètres conduisant à un rem-
plissage régulier de l’espaceP. Nous établissons que les paramètres conduisant à ces situations
vérifient :

ρ =
Trot

q
(4.9)

Trot =
q.Tf
k + p.q

(4.10)

où : 
N est le nombre de cycles utilisés
q est un entier compris entre1 etN
0 < k < q, aveck premier avecq
p correspond au nombre entier de tours pendant un cycleTf

La pire résolution temporelle est obtenue pourq = 1, et la meilleure pourq = N , comme on
peut le voir sur la figure 4.4.
Nous en concluons que les relations conduisant à une utilisation optimale de la périodicité en
géométrie parallèle prennent la forme suivante :

Trot =
N.Tf
k + p.N

(4.11)

où :
N est le nombre de cycles utilisés
k est un entier premier avecN vérifiant0 < k < N
p correspond au nombre entier de tours pendant un cycleTf : p Trot ≤ Tf < (p+ 1)Trot

Preuve :Nous cherchons les valeurs deTrot conduisant àN intersections équi-espacées des lignes d’ac-
quisition avec l’axet = 0. Une telle configuration est obtenue si et seulement si:

ϕ1 =
2kπ
N

, aveck ∈ [1,N − 1] premier avecN (4.12)

Puisquek est premier avecN , on évite l’existence de sous-cycles qui conduiraient à un nombre d’inter-
sections strictement inférieur àN . Nous calculonsϕ1:

ϕ1 = ω Tf Mod 2π = 2π
Tf
Trot

− 2pπ (4.13)

avecp ∈ N etp Trot ≤ Tf < (p+ 1)Trot
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Enfin, nous résolvons l’équation (4.12) en utilisant (4.13), ce qui est équivalent à résoudre (4.14):

Tf
Trot

=
k

N
+ p (4.14)

Cette dernière expression est équivalente à (4.11).

�
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�

FIG. 4.4 –Courbe de la résolution temporelle (synchronisation sur [0,2π]) quand N = 6, Tf =
1s, Trot ∈ [0.4s,1s]. Les équations de certaines droites particulières sont également représentées

4.2.4 Prise en compte de la propriété de symétrie

L’étude précédente ne prenait pas en compte la symétrie de la transformée rayons X :

g(ϕ+ kπ,s,t) = g(ϕ,(−1)ks,t) (4.15)

Cette propriété peut être intégrée dans notre méthodologie en réduisant l’espace d’acqui-
sition P à t ∈ [0,Tf ] et ϕ ∈ [0,π]. Les points de ce nouvel espace correspondent toujours à
l’acquisition d’une projection parallèle, mais ils comprennent aussi les projections déduites par
la relation de symétrie.

Nous pouvons alors suivre le même schéma de raisonnement pour obtenir des courbes de
résolution temporelle de même nature (voir la figure 4.5). Nous concluons que les relations
conduisant à la meilleure résolution temporelle prennent la forme suivante:

ρ =
Trot

2N
(4.16)

Trot =
2.N.Tf
k + p̃.N

(4.17)


N est le nombre de cycles utilisés
k est un entier premier avecN vérifiant0 < k < N
p̃ correspond au nombre entier de demi-tours pendant un cycleTf
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FIG. 4.5 – Courbe de la résolution temporelle (synchronisation sur [0,π]) quand N = 6,
Tf = 1s, Trot ∈ [0.4s,1s]. Les équations de certaines droites particulières sont également
représentées.

4.2.5 Quelques tests de validation

Dans cette section, nous présentons quelques tests dont le but est d’illustrer la pertinence de
nos critères. Nous avons donc défini un objet évoluant très simple, calculé ses projections pour
différentes synchronisations entre les périodes du scanner et de l’évolution. Puis nous avons
comparé les résultats obtenus en reconstruisant cet objet à partir des différents sinogrammes à
l’aide d’un algorithme utilisant la périodicité.

4.2.5.1 Objet simulé

Nous avons pris l’objet le plus simple et l’évolution la plus simple : notre objet est une
sphère qui apparaît périodiquement, pour les valeurs :

(t Mod Tf ) ∈ [t0 − δ,t0 + δ] pourδ ∈ R+

Ce fantôme très simple permet très bien de mettre en évidence les erreurs de reconstruction, qui
apparaîtront comme des artefacts de faible nombre de vues. Il est à ce titre suffisant pour nos
vérifications.

4.2.5.2 Algorithme de reconstruction

Comme une bonne partie des algorithmes présentés dans le chapitre précédent (voir la sec-
tion 3.6), notre méthode consiste à générer un jeu de mesures à un instant de reconstruction
donné à l’aide d’une interpolation utilisant la périodicité de l’évolution. Nous prenons une tech-
nique d’interpolation au plus proche voisin, qui correspond donc à une interpolation dans l’es-
pace d’acquisitionP, en utilisant la symétrie (voir la figure 4.2). Nous appliquons ensuite un
algorithme d’inversion de la transformée de Radon sur le jeu de mesures interpolées.
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FIG. 4.6 – Projections de l’objet simulé pour les trois différents cas de la figure 4.5 : A:
Trot = 0.6666s, B: Trot = 0.7059s et C: Trot = 0.75s. Chaque colonne correspond à un cas.
La première ligne représente les sinogrammes de l’objet statique, la seconde les sinogrammes
de l’objet clignotant et la troisième les sinogrammes interpolés grâce à la périodicité sur un
intervalle angulaire de longueur π (Tf = 1s, N = 6, t0 = 0.5s, δ = 0.03125s). On remarque
que le cas B vérifie : 0.7059 =

2.N.Tf

k+p̃.N
avec k = 5, p̃ = 2.

4.2.5.3 Résultats

Nous nous intéressons aux trois valeurs particulières(A) : Trot = 0.6666s, (B) : Trot =
0.7059s et (C) : Trot = 0.75s de la période de rotation du scanner et dans le casN = 6,
Tf = 1s, t0 = 0.5s , δ = 0.03125s. Les projections acquises et interpolées sont présentées
dans la figure 4.6, et les images reconstruites dans la figure 4.7. Le schéma d’interpolation est
suffisant pour(B) : Trot = 0.7059, mais pas pourTrot = 0.75s. Les résultats les plus mauvais
sont obtenus pourTrot = 0.6666s quand une très faible portion du sinogramme est correcte,
alors que ce cas correspond à la période de rotation du scanner la plus élevée sur nos trois
points. Nous représentons également l’espace d’acquisitionP dans la figure 4.7, afin d’illustrer
la concordance des résultats avec l’analyse du remplissage de l’espace d’acquisition périodisé.

Enfin, pour clore cette étude, nous mettons en évidence le lien entre le critère de résolu-
tion temporelle et la qualité des images reconstruites, ce qui est facile pour notre fantôme. La
figure 4.8 représente l’erreurL2 des images reconstruites en fonction deTrot. Bien que cette
relation ne soit pas linéaire, la corrélation avec le critère de résolution temporelle est nette.
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FIG. 4.7 – Espaces d’acquisition P et résultats des reconstructions à l’instant t0 = 0.5s de
la sphère clignotante pour les trois différentes valeurs de Trot correspondant aux points A,B,C
dessinés dans la figure 4.5 pour la cas N = 6, Tf = 1s, t0 = 0.5s , δ = 0.03125s.

FIG. 4.8 –Comparaison de l’erreur de reconstruction L2 et de la courbe de résolution temporelle
(nous avons changé l’échelle de la courbe de résolution temporelle afin qu’elle soit visible sur
le même graphique).

4.3 Géométrie parallèle : schéma d’échantillonnage discret
efficace

4.3.1 Principe

Nous avons défini dans la section 4.2 des conditions optimales de synchronisation entre la
rotation du scanner et la période d’évolution de l’objet. Cette étude a été menée dans un cadre
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continu. Nous nous intéressons maintenant au problème de définition d’un schéma efficace
(dans le sens défini dans la partie 2.1.3) compatible avec ces conditions de synchronisation.
Nous avons vu dans la section 3.1.2.2 que l’échantillonnage en tomographie dynamique 2D
était analogue à l’échantillonnage hélicoïdal en tomographie classique avec détecteur ligne. Les
schémas optimaux pour ces géométries ont été définis par Desbat dans [4] et ont été rappelés
dans la section 2.1.3.3.

Nous cherchons ici à montrer que l’utilisation du schéma optimal(0 h/2 0) + LWhelHI

sous hypothèse de périodicité avec quelques contraintes supplémentaires permet d’obtenir le
schéma périodisé(0 h/2 0) + LWhelHIp avec :

WhelHIp =

 2π
P

0 0
h 2h 0

Trot

2N
+ Trot

P
0 Trot

N

 (4.18)

Nous pourrons facilement écrire des conditions d’échantillonnage associées et conclure sur les
schémas optimaux en tomographie dynamique parallèle 2D avec hypothèse de périodicité.

4.3.2 Utilisation de la périodicité sur le schémaLWhelHI

Nous allons alors montrer que le schéma périodisé produit peut être généré par la matrice
WhelHIp de la formule (4.18).

Preuve :Nous nous plaçons sous les hypothèses suivantes:

H1: l’objet a une évolution périodique de périodeTf : g(ϕ,s,t) = g(ϕ,s,t Mod Tf ),
H2: la synchronisation optimale est établie relativement à l’utilisation deN cycles :Trot =

N.Tf

k+p.N , aveck premier avecN ,

H3: le nombreP de projections par tour est un multiple de N,

H4: on acquiert des projections d’une fonction essentiellement limitée en fréquence(b,b,bt) sui-
vant le schémaLWHI

,

H5: le nombreN est impair.

Nous remarquons déjà que les hypothèses H1,H2,H3 assurent que l’utilisation sur le schémaLWhelHI
de

l’hypothèse de périodicité conduit à un schéma périodique (le nombre de projections par période est en
effet entier).
Nous montrons maintenant que, sous les hypothèses précédentes,LWhelHI

= LWhelHIp . Pour cela, nous
notons(~ei)i=1,2,3 les vecteurs engendrant le schémaLWhelHI

et (~eip)i=1,2,3 les vecteurs engendrant le
schémaLWhelHIp .

LhelWHI
⊂ LWhelHIp

Nous montrons que les vecteurs(~ei)i=1,2,3 peuvent être écrits comme des com-
binaisons linéaires entières des vecteurs(~epi )i=1,2,3. En effet, il est facile de vérifier que :

~e1 = ~ep1 + N−1
2 ~ep3

~e2 = ~ep2
~e3 = N~ep3

(4.19)

Notons que les combinaisons linéaires ainsi définies sont entières grâce à l’hypothèse H5.
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LWhelHIp
⊂ LWhelHI

Nous utilisons l’hypothèseH2 : Commek est premier avecN , il existe, d’après
le théorème de Bezout, deux entiersa et b tels que :ak + bN = 1.
Alors, nous pouvons écrire :

Tf =
Trotk

N
+ pTrot

aTf =
Trot(1− bN)

N
+ paTrot

aTf =
Trot

N
+ qTrot avecq = pa− b ∈ Z

Nous en déduisons que :

~ep3 =
Trot

N

 0
0
1

 = (−qTrot + aTf )

 0
0
1

 = −q~e3 Mod Tf = q~e3

Calculons~e1 + q(1−N)
2 ~e3, avecq = (pa− b)

~e1 +
q(1−N)

2
~e3 = ~e1 +

(1−N)
2

~ep3

=

 2π
P
h
Trot
2 + Trot

P + (1−N)Trot

2N


=

 2π
P
h
Trot
2N + Trot

P


= ~ep1

Ainsi, nous pouvons écrire :  ~ep1 = ~e1 + q(1−N)
2 ~e3

~ep2 = ~e2
~ep3 = q~e3

(4.20)

Nous en concluons que, sous les hypothèses faites, le schémaLWhelHI
periodisé conduit exactement au

schémaLWhelHIp .

Nous considérons maintenant le problème de l’échantillonnage. Nous calculons pour cela la
matriceW−T

helHIp :

2π W−T
helHIp =

 P −P
2

−P
2
−N

0 π
h

0
0 0 2πN

Trot


Nous en déduisons les conditions d’échantillonnage du schémaLWhelHIp , dans le cas oùP �
N :

P > 2b
h = π

b

Trot = N 2π
bt
√

3

Ainsi, nous avons montré que nous pouvons utiliser de manière optimale la périodicité de l’ob-
jet, par un choix optimal de la périodeTrot tout en continuant à générer un schéma hexagonal
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entrelacé. L’utilisation de la périodicité dans les conditions d’échantillonnage peut se lire de
deux façons:

– pour respecter la condition de Shannon dans l’axe du temps, il est suffisant de tournerN
fois moins vite

– ou bien à vitesse de rotation égale, la périodicité permet d’atteindre les fréquenceNbt.
Enfin, nous pouvons calculer l’efficacité du schémaLWHIp :

detWhelHIp = N detWhelHI

Nous vérifions ainsi que le bénéfice de la périodicité a été maximal. Notons que le même type
de raisonnement peut être conduit pour des schémas non-optimaux comme le schéma standard.

2�0

Tf Tf

2�0

Nc=1
Nc=2
Nc=3
Nc=4
Nc=5

FIG. 4.9 –Illustration du schémaLWhelHIp dans le plan(ϕ,t). A gauche: avant la périodisation;
à droite : après la périodisation(N = 5) quand les contraintes sont satisfaites. Les signes ’o’
et ’*’ signifient que les mesures correspondantes sont entrelacées dans la directions.

4.4 Géométrie divergente : étude de la synchronisation

Dans la section 4.2, nous avons étudié très précisément les conditions de synchronisation
dans le cas de la géométrie parallèle, en nous basant sur un espace d’acquisition 2D des me-
sures. Nous proposons maintenant une extension de ces concepts au cas de la tomographie
divergente (nous prendrons le paramétrage équi-angulaire). Notre premier point d’intérêt est la
généralisation de l’espace d’acquisition des mesures.

4.4.1 Notations et modèle utilisé

Nous supposons à présent que les projections de l’objet2D + t sont acquises suivant une
géométrie divergente. Les mesures sont alors paramétrées par :

g(λ,γ,t), avecλ ∈ [0,2π],γ ∈ [−γm,γm],t ∈ [0,T ]

La contrainte hélicoïdale correspondant aux mesures effectivement acquises est simplement
λ = 2πt

Trot
.
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4.4.2 Généralisation de l’espace d’acquisition et propriétés spécifiques

4.4.2.1 Premier choix possible

Nous cherchons à généraliser l’espace d’acquisition. Nous pouvons choisir l’espaceP2π
fan :

λ ∈ [0,2π],t ∈ [0,Tf ]. Dans cet espace, nous représentons par un point l’acquisition d’une
projection divergente entière à l’instantt et pour la position angulaireλ de la source. Dans la
perspective de faire une reconstruction utilisant des données sur un tour entier, nous définis-
sons alors le critèreρ comme la distance maximale sur l’ensembleλ ∈ [0,2π] entre la droite
horizontale d’équationt = t0 et la projection acquise la plus proche d’angleλ (voir figure 4.10).

t

0

Tf

t

0

ρ

2π

Nc=3
Nc=2
Nc=1

Nc=3
Nc=2

Nc=3
Nc=2
Nc=1

Nc=1 Nc=2 Nc=3

λ

FIG. 4.10 –Exemple d’espace P2π
fan avecN = 3; la résolution temporelle ρ est représentée pour

t = t0. Les indices Nc indiquent de quel cycle proviennent les projections.

Des critères similaires à ceux de la section 4.2 sont alors obtenus. Mais ces critères n’in-
tègrent pas l’information supplémentaire contenue dans la propriété de symétrie, ce qui est
pourtant requis pour exploiter de manière optimale la redondance. Nous cherchons donc une
représentation permettant de prendre en compte la symétrie.

4.4.2.2 Deuxième choix intégrant la symétrie

L’avantage de la représentationP2π
fan est que nous sommes parvenus, comme dans le cas de

la géométrie parallèle, à nous ramener à un espace d’acquisition 2D, représentatif de l’espace
3D. Malheureusement, ce n’est plus possible si on exploite la propriété de symétrie. En effet,
dans ce cas, l’intervalle angulaire nécessaire à la reconstruction n’est pas constant suivant les
points (voir le chapitre 2.3). Dans le cas où celui-ci est forcé à être constant (c’est la cas de
l’intervalle short-scan par exemple), le jeu de données est alors déjà redondant. L’étude faisant
intervenir cet intervalle est donc sous-optimale.

Afin de trouver des conditions relatives à l’ensemble minimal de mesures, il est donc né-
cessaire de faire intervenirune dépendance au point de reconstruction. Nous définissons alors
l’espacePfan(~x) : ϕ ∈ [0,π],t ∈ [0,Tf ]. Dans cet espace, un point représente l’acquisition de la
droite de normale~θ = (cosϕ, sinϕ), passant par le point~x = (x1,x2).

Plus précisément, pour une durée d’acquisition donnéeλ ∈ [0,NTf ], pour un point~x, l’ex-
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pression deϕ en fonction de(~x,λ) est :

ϕ(λ,~x) = λ+
π

2
− γ(~x,λ) Mod π

= λ+
π

2
− arctan

−x1 sinλ+ x2 cosλ

R0 − x1 cosλ− x2 sinλ
Mod π (4.21)

Les acquisitions effectuées sont donc visualisées dans l’espaceP2π
fan par les points[ϕ(λ,~x), λ

ω
Mod Tf )].

L’espacePfan(~x) a donc les propriétés suivantes (voir la figure 4.11):

– il dépend du point~x à reconstruire,

– les acquisitions ne forment plus des droites dans cet espace.

A

a(�)

�
x1

x2

0.5

��A,��

0

a(�)

�
x1

x2

0.5

��B,��

B

Nc=2
Nc=3
Nc=4
Nc=5
Nc=6

Nc=1

Tf=Tf=

�� ��

FIG. 4.11 –Exemple d’espace Pfan avec N = 6, Tf = 1,Trot = 0.70s pour 2 points différents.
Colonne gauche : point A = (0,0). Colonne droite B = (0.3,0.3)

4.4.3 Critère de résolution temporelle

Il est quand même possible de définir de la même manière que pour le cas parallèle le
critère de résolution temporelle dans l’espaceP2π

fan : ρ(~x,t0) est le maximum pourϕ ∈ [0,π] des
distances minimales entret0 et les projections acquises àϕ fixé (voir figure 4.12). Il est clair
que ce critère dépend det0 et de~x, comme l’ont aussi remarqué Grass [67] et Manzke [83]. A la
différence du cas parallèle, il ne peut pas être caractérisé simplement à partir des intersections
des courbes avec les axes. Il peut par contre être évalué numériquement. Nous pouvons d’autre
part faire le lien avec l’étude de la résolution en géométrie parallèle en remarquant que le critère
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obtenu en géométrie divergente au centre de l’objet coïncide avec celui défini globalement en
géométrie parallèle (section 4.2.4), ce que nous vérifions dans la figure 4.13.

Nc=2
Nc=3
Nc=4
Nc=5
Nc=6

Nc=1

Tf=

��

�

FIG. 4.12 –Visualisation de la résolution temporelle dans l’espace Pfan pour le point B =
(0.3,0.3) avec N = 6, Tf = 1,Trot = 0.70s. Les indices Nc indiquent de quel cycle proviennent
les projections.

L’évaluation numérique donne des indications sur l’efficacité de l’utilisation de la pério-
dicité, en calculant pour une région d’intérêtΩ le critère :ρ(Ω,t0) = max~x∈Ω ρ(~x,t0). Il est
notamment possible de tracer le courbesρΩ,t0 en fonction deTrot, connaissantN et Tf . Nous
avons tracé dans la figure 4.13,ρ(Ω,t0) ainsi que l’écart type deρ(~x,t0) sur l’ensemble des
points deΩ, en fonction de la périodeTrot. De telles courbes peuvent être utilisées a priori pour
optimiser la résolution temporelle relativement à une région d’intérêt.

4.5 Nouveau schéma de reconstruction basé sur la permuta-
tion des étapes filtrage-réarrangement

4.5.1 Principe

Nous terminons ce chapitre avec une proposition de modification des algorithmes standards
utilisés. Comme nous l’avons vu au chapitre 3.6, les approches récentes mettent en place des
schémas de reconstructions 3D de type Feldkamp en incluant une pondération permettant de sé-
lectionner les mesures acquises autour d’un instant précis du cycle cardiaque. Qu’elles utilisent
ou non un réarrangement des données de la géométrie divergente vers la géométrie parallèle,
ces méthodes ont en commun le fait que l’étape de filtrage n’est pas effectuée sur les données
divergentes acquises. Dans l’approche de Kachelriess [77], les données sont réarrangées rayon
par rayon grâce à la périodicité en un autre jeu de projections divergentes. Dans les approches
de Grass et Manzke ([67], [83]), de Kachelriess [74] ou de Flohr [63] le filtrage est effectué sur
les données réarrangées en géométrie parallèle, le réarrangement périodique n’intervenant que
juste avant la rétroprojection.
Or le filtre utilisé en reconstruction est un filtre passe-haut et non local. Il nous semble donc
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Trot(s)

Max
�
�

�
�
���

�(0,0)

FIG. 4.13 –Evolution du critère de résolution temporelle pour t0 = 0.5, Tf = 1, N = 6, Ω le
cercle de rayon 1/2. Nous avons représenté le maximum du critère sur la région d’intérêt Ω, le
critère pour le point central, et l’écart type du critère sur Ω.

important de l’appliquer sur les mesures acquises au même instant. Ce n’est pas possible si on
réarrange les projections acquises de la géométrie divergente vers la géométrie parallèle. Ce
n’est pas possible non plus dans le cas où les données acquises sont réarrangées grâce à la pé-
riodicité en un autre sinogramme en géométrie divergente, dans le cas (préférable) où la relation
de symétrie est exploitée.
Nous proposons donc d’utiliser les approches récentes de reconstruction en géométrie diver-
gente, introduites initialement par Noo [42], afin d’utiliser un filtrage directement sur les don-
nées acquises dans le cadre d’un algorithme exploitant au mieux la périodicité de l’évolution de
l’objet à reconstruire. Nous proposons deux variantes, suivant que l’on souhaite ou non rester
dans la géométrie divergente :

4.5.1.1 Algorithme en géométrie divergente

Dans ce cas, les étapes de l’algorithme sont les suivantes :

– 1) Filtrage des données acquises suivant la formule (2.54) de Noo [42], que nous redon-
nons ici:

gF (λ,~θ) = −
∫
S1

d~α hH(~θ · ~α)g′(λ,~α)

– 2) Interpolation temporelle exploitant l’hypothèse de périodicité ("gating")

– 3) Gestion de la redondance des données et rétroprojection
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Trot=0.665s

0.31s

0.18s
Trot=0.715s

0.14s

0.07s

FIG. 4.14 –Visualisation de la dépendance au point de la résolution temporelle, pour deux cas
Trot = 0.665s et Trot = 0.715s pour Tf = 1, N = 6, Ω le cercle de rayon R/2. Ces images de
résolution temporelle sont à opposer à la forme en dégradé obtenue dans le cas non périodique
(figure 3.4)

4.5.1.2 Algorithme en géométrie parallèle

Cette variante permet d’obtenir un sinogramme filtré réarrangé en géométrie parallèle. Les
étapes de la reconstruction sont les suivantes:

– 1) Filtrage des données acquises et réarrangement géométrique (4.22) suivant la formule
de Noo [42]. Cette formule est obtenue simplement par dérivation de la formule de Ha-
maker 2D (2.17). A l’issue de cette étape, les projections parallèles filtrées par le filtre
rampe sont accessibles.

pF (~θ,~a(λ) · ~θ) =
1

2π~a′(λ) · ~θ
gF (λ,~θ) (4.22)

– 2) Interpolation temporelle du sinogramme filtré suivant l’hypothèse de périodicité ("ga-
ting").

– 3) Rétroprojection

Dans la suite, nous conservons cette deuxième variante, que nous opposons schématiquement
aux autres méthodes dans la figure 4.15.
Notons que la permutation entre filtrage et réarrangement que nous proposons est intégrable
dans les approches 3D récentes, comme celles de Grass et Manzke ([67], [83]) , pour lesquelles
il suffit simplement de supprimer l’étape de filtrage et de la remplacer par un pré-traitement des
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sinogramme de 
l’objet évoluant

réarrangement 
+gating

filtrage
rétro-
projection

filtrage
réarrangement gating

rétro-
projection

Géométrie parallèle

Géométrie divergente

Géométrie parallèle

B:

C:

réarrangement gating rétro-
projection

A:
filtrage

gating

Géométrie parallèle

FIG. 4.15 –Mise en évidence de la différence de notre schéma de reconstruction (C) avec
les approches existantes. La méthode (A) correspond à [67], [83] [74], la méthode (B) à [77].
Notre schéma est caractérisé par la position du filtrage dans l’algorithme. Celui-ci est effectué
en premier, sur les données acquises, suivant la formule (4.22). Dans ce schéma, le terme ré-
arrangement désigne le réarrangement géométrique des rayons de la géométrie divergente vers
la géométrie parallèle, et le terme "gating" l’interpolation temporelle basée sur l’hypothèse de
périodicité.

données acquises correspondant à l’application de la formule (4.22). Des détails sur l’implé-
mentation de (4.22) sont donnés dans la section 5.2.3.4.

4.5.2 Tests

4.5.2.1 Objet simulé

Nous utilisons un fantôme constitué de cinq sphères de rayon0.1, situées dans les cinq
positions suivantes :C1 = (0,0), C2 = (−0.3,0), C3 = (0.3,0), C4 = (0,− 0.3), C5 = (0,0.3).
La distance source-détecteur est égale à un. Nous faisons clignoter le fantôme pendant une durée
δ autour des instantst0 + kTf (voir la figure 4.16). Le sinogramme et la reconstruction exacte
du fantôme sont regroupés dans la figure 4.18.

Nous prenonsTf = 1, N = 6, et choisissons pour ce test, dans l’idée de mettre en évidence
des différences entre les algorithmes,δ = 0.14s, t0 = 0.5s, Trot = 0.665s. D’après la courbe
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4.13 et la figure 4.14, nous savons que la variance de la résolution temporelle est élevée pour ce
réglage des paramètres, et que la résolution temporelle est plus mauvaise au centre de l’image
que sur les bords verticaux. Nous allons mettre en évidence les différences entre les méthodes
de reconstruction décrites dans la figure 4.15.

�

t

�

t

C1 0.5C3

C4

C5

C2

0.5

x1

x2 t0 2�

t0+Tf 2�

t0+2Tf 2�

2�t0+3Tf

2�t0+4Tf

t0+5Tf 2�

FIG. 4.16 –Principe des tests effectués. Nous faisons clignoter un fantôme composé de cinq
sphères.Ici N = 6, t0 = 0.5s et δ = 0.14s. A gauche : la définition du fantôme. A droite : les
sinogrammes avant et après masquage des projections simulant le clignotement.

4.5.2.2 Résultats des reconstructions

Nous avons testé les trois algorithmes A,B,C de la figure 4.15. Nous avons utilisé la variante
de notre méthode en géométrie parallèle (ainsi que pour la méthode B). Tous les réarrangements
basés sur la périodicité utilisent une interpolation au plus proche voisin.

La figure 4.14 nous indique que notre réglage permet théoriquement de reconstruire exacte-
ment les sphères situées enx2 = ±0.3. Par contre, la résolution temporelle est insuffisante pour
reconstruire la sphère centrale. L’insuffisance de données se manifeste par des "trous" dans les
sinogrammes de la figure 4.19 .

Méthode A ([67], [83] [74])
La méthode A qui réalise un réarrangement vers la géométrie parallèle préalablement au fil-

trage produit une projection filtrée de mauvaise qualité sur notre exemple (voir la figure 4.19).
L’approximation de cette méthode est d’affecter le même temps d’acquisition (celui de la pro-
jection centrale) à tous les rayons d’une projection parallèle obtenue par réarrangement. Or le
temps d’acquisition varie suivant la variable radiales. Il est facile de montrer que, sitϕ,0 désigne
l’instant d’acquisition du rayon central(ϕ,s = 0) dans la projection parallèle d’angleϕ, alors
l’instant d’acquisition du rayon(ϕ,s) est :

tϕ,s = tϕ,0 +
arcsin(s/R0)

ω

Seule la projection centrale a un temps d’acquisition juste (voir la figure 4.17). L’écart aug-
mente avecs jusqu’à±arcsin(s/R0)

ω
. Il y a donc perte de résolution temporelle loin du centre dans
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les images reconstruites, mais également près du centre du fait de la non-localité du filtre de
reconstruction (voir la figure 4.20).

Ecart à l’instant réel 
d’acquisition (s)

s/R0

0.135s

FIG. 4.17 –Ecart entre le temps d’acquisition d’un rayon d’une projection parallèle réarrangée
par rapport à l’instant d’acquisition du rayon central. Dans cet exemple, Trot = 0.5s, et s/R0 ∈
[−0.75,0.75].

Méthode B (variante en géométrie parallèle de [73] [77])
Dans cette méthode, la périodicité est utilisée en même temps que le réarrangement en géo-

métrie parallèle. Il n’y a donc pas d’erreurs temporelles pour l’instant d’acquisition des rayons.
Par contre, la non-localité du filtre propage la plus mauvaise résolution temporelle présente au
sein d’une projection. Les sphères situées enx2 = ±0.3 ne sont pas reconstruites parfaitement
et des artefacts apparaissent au centre de l’image (voir la figure 4.20).

Méthode C (le schéma que nous proposons)
A la différence des autres méthodes, grâce à la formule (4.22), nous filtrons les projections

acquises au même instant. Nous vérifions que nous parvenons ainsi à atteindre la résolution
temporelle théorique, car nous reconstruisons parfaitement les sphères situées enx2 = ±0.3
(voir la figure 4.20). D’autre part, peu d’artefacts en raies apparaissent au centre de l’image.
Pour confirmer ces observations, des tests sur données réalistes doivent être menés dans un
cadre proche de l’application cardiaque.

4.6 Bilan de cette étude

Dans cette partie, nous avons approfondi les conditions d’acquisition pour la reconstruction
d’un objet à variation périodique. Dans le cas de la géométrie parallèle, nous avons donné
des critères optimaux de synchronisation à partir de la description de l’acquisition dans un
espace 2D. Nous avons montré que l’utilisation des configurations optimales est compatible
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0

1

FIG. 4.18 –Image de référence avec sinogramme filtré et une coupe particulière de ce sino-
gramme pour le fantôme simulé composé de cinq sphères.

A B C

FIG. 4.19 –Comparaison des sinogrammes juste avant rétroprojection pour les méthodes A,B
et C dans le cas : Trot = 0.665s pour Tf = 1, N = 6 pour le fantôme clignotant caractérisé par
t0 = 0.5s et δ = 0.14s. Les résultats sont à comparer au sinogramme exact de la figure 4.18 et
mettent en évidence les meilleurs résultats obtenus par notre méthode (C).

avec l’échantillonnage efficace suivant un schéma hexagonal entrelacé. Ces résultats permettent
de tirer bénéfice de l’évolution périodique et de réduire le flux de données nécessaires à la
reconstruction.

Nous avons également étudié en partie le cas de la géométrie divergente. Une difficulté ma-
jeure apparaît lors de l’utilisation de la propriété de symétrie. Nous avons alors mis en évidence
que l’utilisation de la symétrie rendait la résolution temporelle dépendante du point de recons-
truction. Enfin, nous avons proposé un nouveau schéma de reconstruction, basé sur les formules
de Noo [42], qui permet d’atteindre exactement cette résolution temporelle, à la différence des
schémas existants. Les formules de Noo permettent de filtrer les données acquises suivant la
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FIG. 4.20 –Reconstructions obtenues par les trois algorithmes (A,B,C) à l’instant t = 0.5 dans
le cas : Trot = 0.665s pour Tf = 1, N = 6 pour le fantôme clignotant caractérisé par t0 = 0.5s
et δ = 0.14s. Colonne gauche : filtrage après gating. Colonne droite : filtrage avant gating. Les
courbes représentent les profils des images reconstruites suivant les lignes centrales verticale
(2ème ligne) et horizontale (3ème ligne).

géométrie divergente d’acquisition, ce qui apporte une amélioration. Nous avons mis en évi-
dence cette amélioration sur un cas très simple, en utilisant un ordre d’interpolation bas. Des
tests complémentaires sont requis en utilisant des techniques d’interpolation plus évoluées, de
même que des tests sur fantômes réalistes, pour évaluer le gain de la méthode dans des situations
réelles.

Nous n’avons pas étudié l’échantillonnage dans les géométrie divergentes. Comme l’a mon-
tré Desbat [4], l’utilisation efficace de la symétrie est un obstacle encore non résolu.

L’acquisition hélicoïdale limite l’utilisation de la périodicité à un faible nombre de cycles,
à moins d’utiliser un très faible pas et donc de fortes doses (voir par exemple [77] ou [85]).
Par conséquent, en pratique, seuls quelques cycles peuvent être utilisés avec une trajectoire
hélicoïdale, ce qui réduit le gain en résolution temporelle.

Ce phénomène justifie de porter de l’intérêt aux méthodes incluant de la compensation de
l’évolution de l’objet à reconstruire pendant l’acquisition. Nous y consacrons les prochains
chapitres.



Chapitre 5

Reconstruction avec compensation des
déformations affines dépendant du temps

Nous présentons dans ce chapitre notre approche sur la compensation des déformations af-
fines dépendant du temps. Nous commençons par étudier le cas d’une déformation générale.
La résolution générale du problème ainsi formulé est extrêmement complexe. Elle suggère ce-
pendant la restriction du problème à des classes de déformations plus simples pour obtenir des
méthodes de résolution analytiques. Dans ce contexte, nous étudions la reconstruction d’un ob-
jet à partir des projections acquises pendant une déformation affine dépendant du temps. Nous
avons vu dans le chapitre 3 que les méthodes existantes sont approchées sur cette classe. Nous
exposons ici des méthodes de reconstruction exactes pour les géométries 2D parallèle et diver-
gente, ainsi que pour la géométrie conique.

5.1 Principe général de la méthode

5.1.1 Utilisation d’un opérateur de déformation pour changer la géomé-
trie

Nous supposons que la scène à reconstruire peut être vue comme la déformation régulière
d’un objet par rapport à une situation initiale de référence. Nos supposons que cette déforma-
tions a les propriétés d’un changement de variable (C1 difféomorphisme). Nous notons alorsΓt
la déformation (ici deR2 dansR2) permettant de passer de la scène à l’instantt à la scène à
l’instant de référencet0 :

∀~x ∈ R2 ft(~x) = ft0(Γt(~x)) (5.1)

Nous utilisons l’opérateur de déformationΓt pour reformuler le problème de reconstruction en
t0. Pour cela, nous nous plaçons par exemple en géométrie divergente et écrivons le lien entre
les transformées rayons X 2D entre les instantst et t0:

gt(λ,~α) =

∫
R+

dlft(~a(λ) + l~α)

=

∫
R2

d~x ft0(Γt(~x)) δ (~x · ~n− ~a(λ) · ~n) (5.2)

où~n est normal à la droiteL(λ,~α) passant par~a(λ)et de vecteur directeur~α

91



92 Reconstruction avec compensation des déformations affines dépendant du temps

En appliquant dans la formule (5.2) le changement de variable~x0 = Γt(~x) et en notant Jac(Γ−1
t (~x0))

la valeur du Jacobien de ce changement de variable au point~x0, nous avons:

gt(λ,~α) =

∫
R2

d~x0 ft0(~x0)Jac(Γ−1
t (~x0)) δ

(
Γ−1
t (~x0) · ~n− ~a(λ) · ~n

)
(5.3)

Afin de simplifier le problème, nous supposons alors que ce Jabobien est unitaire:

∀t,∀~x Jac(Γ−1
t (~x)) = 1 (5.4)

Nous avons alors :

gt(λ,~α) =

∫
R2

d~x0ft0(~x0)δ
(
Γ−1
t (~x0) · ~n− ~a(λ) · ~n

)
=

∫
Γ(L(λ,~α))

d~x0ft0(~x0) (5.5)

Ainsi pour chaque instant, nous nous ramenons à une acquisition sur l’objet de référenceft0
au travers d’une projection suivant l’imageΓ(L(λ,~α)) de la droite d’acquisitionL(λ,~α) par
l’opérateur de déformation. Nous appellerons cette image un rayon virtuel, et l’ensemble objet
de référence-rayons virtuels, la géométrie virtuelle (figure 5.1).

f(t0)

��S(t2)) ��S(t3))

�(t1) �(t3)

Acquisition réelle à t=t2 Acquisition réelle à t=t3Acquisition réelle à t=t1

S(t1) f(t1) f(t2) f(t3)

S(t2) S(t3)
Trajectoire réelle

�(t2)

Trajectoire virtuelle

��S(t1))

Géométrie virtuelle d’acquisition (temps de référence t0)

FIG. 5.1 –Définition de la géométrie d’acquisition virtuelle

Nous nous ramenons ainsi à un problème de reconstruction d’un objet à partir de ses inté-
grales acquises non plus sur des droites, mais sur des courbes quelconques, images des droites
par la déformation.
Notons que si l’hypothèse sur le Jacobien n’est pas vérifiée, alors nous faisons une approxi-
mation qui entraîne la perte du principe de conservation de masse. Elle entraînera très pro-
bablement des erreurs (de basses fréquences) en quantification dans les images reconstruites.
Cependant cette approximation ne peut avoir que peu d’influence au niveau des discontinuités
sur lesquelles ont lieu les artefacts de mouvement les plus sévères.
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5.1.2 Le cas des déformations affines dépendant du temps

5.1.2.1 Propriétés des déformations affines

Le problème ainsi formulé est très complexe et n’a pas à notre connaissance de solution
analytique dans le cas général. C’est pourquoi nous avons d’abord cherché la plus grande classe
structurée de déformations qui préserve la géométrie des droites, sur laquelle sont connues des
formules d’inversion et des algorithmes efficaces. Cette famille est la classe des déformations af-
fines, par application directe du théorème fondamental de la géométrie affine (voir par exemple
[106]). Cette classe comprend les translations, les rotations, les dilatations ainsi que leurs com-
binaisons. Notons que ces déformations affines dépendent de la variable temporelle. Comme
une transformation affine préserve le parallélisme et les intersections des droites, une projection
parallèle est transformée en une autre projection parallèle, et une projection divergente en une
autre projection divergente (figure 5.2). La géométrie virtuelle est donc aussi soit une géométrie
parallèle, soit une géométrie divergente. Ce résultat clé nous sert de point de départ pour établir
les formules d’inversion.
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FIG. 5.2 –Transformation affine dans le cas parallèle (gauche) et éventail (droite)

5.1.2.2 Notations pour les déformations affines

Nous introduisons ici en dimension 2, le modèle de déformation affine dépendant du temps :

Γt(~x) = At~x+~bt où :At =

[
a11(t) a12(t)
a21(t) a22(t)

]
et~bt =

[
b1(t)
b2(t)

]
(5.6)

Nous supposons que cette déformation est inversible, c’est à dire que :∀t, detAt 6= 0.

Géométrie parallèle Nous supposons en géométrie parallèle que la direction1 ~θψ = (cosψ, sinψ)
de la projection est une fonction linéaire du temps :ψ(t) = ωt, avecω > 0. Commeψ(t) est
une fonction monotone det, nous pouvons paramétrer le temps par l’angleψ. Les projections

1. nous gardons la notationϕ pour la géométrie virtuelle d’acquisition
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acquises sur l’objet dynamique sont données par :

pψ(~θψ,s) =

∫
R2

d~x δ(~x · ~θψ − s)fψ(~x) (5.7)

Dans ce cas, nous étudions les conditions surΓψ requises pour reconstruire l’objet dans son état
de référenceft0 ou plus simplementf0 à partir des projectionspψ et proposons une formule de
reconstruction associée à cette condition.

Géométrie divergente Dans ce cas, c’est le paramètreλ de la source qui est une fonction
monotone du temps :λ(t) = ωt (λ représente en effet l’angle caractérisant la position de la
source sur un cercle). Nous remplaçons donc ici aussi la variablet par le paramètre de trajectoire
λ. Les mesures dynamiques sont alors données par:

gλ(λ,~α) =

∫ ∞

0

dl fλ(~a(λ) + l~α) (5.8)

Nous étudions donc les conditions surΓλ requises pour reconstruiref0 à partir des mesures
gλ acquises sur l’objet dynamique, et établissons des formules de reconstruction. Ces résultats
généralisent l’approche de Noo [42] décrite au chapitre 2.

5.1.3 Formule de Hamaker pour les déformations affines

Un résultat central que nous avons établi et qui permet de résoudre le problème de recons-
truction pour les géométries divergentes est la généralisation de la formule de Hamaker (2.9)
aux déformées affines.

Nous raisonnons ici en dimensionn et considérons une fonctionh homogène impaire. Nous
notonsΓλ(~x) = Aλ~x+~bλ, oùAλ est une matrice inversible de taillen× n, et~bλ un vecteur de
taille n. Les coefficients deAλ et de~bλ peuvent dépendre deλ. Nous notonsp0h le résultat du
filtrage parh des projections parallèlesp0 de l’objet de référencef0 :

p0h(~θ,s) = (h ∗s p0)(~θ,s) =

∫
R
ds′ h(s− s′)p0(~θ,s

′) (5.9)

Et nous notonsghλ le résultat du filtrage2 parh des projections divergentesgλ de l’objet dyna-
miquefλ :

ghλ(λ,~θ) = −
∫
Sn−1

d~α gλ(λ,~α)h(~θ · ~α) (5.10)

Nous avons alors la relation suivante, que nous appelons la formule de Hamaker généralisée:

ghλ(λ,A
T
λ
~θ) =

1

|detAλ|
p0h(~θ,~θ · ~a0(λ)) avec~a0(λ) = Γλ(~a(λ)) (5.11)

Cette relation fait intervenirΓλ(~a(λ)), qui est l’image de la trajectoire de la source par la dé-
formation. Nous notons cette image~a0(λ) et l’appelonstrajectoire virtuelle de la source. Nous
utiliserons la relation de Hamaker généralisée en 2D avec le filtre de Hilbert et en 3D avec le
filtre dérivé.

2. par abus de langage, car nous n’avons pas à ce stade une convolution dans cette expression
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Preuve:

ghλ(λ,ATλ ~θ) = −
∫
Sn−1

d~α gλ(λ,~α)h(ATλ ~θ · ~α)

= −
∫
Sn−1

d~α

∫
R+

dl f0 (~a0(λ) + lAλ~α)h(~θ ·Aλ~α)

Nous utilisons le changement de variableR+ × Sn−1 → Rn changeant(l,~α) en~x0 basé sur la relation
~x0 = ~a0(λ) + lAλ~α. Son Jacobien vaut 1

ln−1|detAλ|
. En utilisant l’homogénéité deh, ce jacobien se

simplifie et il vient:

ghλ(λ,ATλ ~θ) = −
∫

Rn

d~x0
f0(~x0)
|detAλ|

h(~θ · (~x0 − ~a0(λ))) (5.12)

Utilisant la fonction delta et l’imparité deh, nous avons :

h(~θ · (~x0 − ~a0(λ))) = −
∫

R
ds δ(~θ · ~x0 − s)h(~θ · ~a0(λ)− s), (5.13)

Et finalement, la substitution de (5.13) dans (5.12) donne (5.11).

5.1.4 Situation par rapport à l’état de l’art

Des méthodes analytiques compensant de manière approchée des mouvements généraux
ont été introduites par Ritchie [88] et Grangeat [66]. D’autres mettent en place des schémas
pour des modèles particuliers tels que les translations globales, les dilatations et les rotations
pour corriger soit au niveau du sinogramme ([82], [102]), soit dans le cadre d’une formule
d’inversion (Crawford [61] et Li [80], notamment). Ces dernières formules ont pour cadre des
sous-ensembles de déformations affines, et présentent des approximations, omettant notamment
de traiter l’admissibilité de la déformation et les conséquences sur l’ensemble de rétroprojec-
tion.
Nous apportons plusieurs améliorations suivantes vis à vis de ces méthodes existantes :

– la classe des déformations affines générales contient les déformations pour lesquelles des
formules exactes ont été proposées,

– des conditions d’admissibilité sur les déformations affines en 2D et en 3D sont établies,
– des formules d’inversion exactes des géométries 2D et 3D sont démontrées,
– une implémentation efficace a été testée dans le cas 2D.

Nous discuterons des extensions de cette méthode dans le chapitre 6.

5.1.5 Plan du chapitre

L’approche de reconstruction compensant les déformations affines 2D est décrite en section
5.2. La contribution majeure est fondée sur une extension des résultats de Noo et al [42]. Elle
a fait l’objet d’une présentation orale [7] au congrèsFully 3D reconstruction in radiology and
nuclear medicineen juin 2003 , d’un article [8] paru en juin 2004 dans la revuePhysics in Medi-
cine and Biology, et d’un dépôt de brevet en juin 2003 [10]. Ces travaux furent aussi présentés
au congrès national d’analyse numérique en juin 2004 [9]. Nous présentons l’approche théo-
rique pour les géométries 2D parallèle et divergente, ainsi que les tests effectués sur données
simulées à partir de notre implémentation de la formule en géométrie divergente.
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Dans la section 5.3 , nous présentons une extension à la géométrie 3D conique, basée sur une
généralisation de la formule générale d’inversion de Katsevich [34]. Nous nous limitons dans
ce cas à la condition d’admissibilité et à la formule d’inversion, du fait des problèmes d’implé-
mentation que nous précisons. Nous proposons alors un schéma approché dans la section 5.3.2
et terminons par un bilan de ces méthodes.

5.2 Compensation pour les géométries 2D parallèle et diver-
gente

Dans cette partie, nous traitons complètement les cas des géométries d’acquisition 2D pa-
rallèle et divergente. Nous résolvons la question de l’admissibilité d’une déformation, en éta-
blissant une condition suffisante pour la reconstruction d’un objet à partir de ses projections
acquises au cours de sa déformation affine dépendant du temps. Nous présentons ensuite des
formules d’inversion basées sur des approches par réarrangement ou de type filtrage rétropro-
jection (FBP). Dans le cas de la géométrie divergente, notre travail est une extension de la
formule de Noo [42] valable en tomographie statique. Cette approche nous permet d’éviter
l’approximation faite par Crawford dans son passage à la géométrie divergente pour le modèle
translation-rotation. Nous présentons enfin notre implémentation dans le cas de la géométrie
avec détecteurs en arc de cercle, ainsi que les résultats obtenus sur des données simulées.

5.2.1 Conditions d’admissibilité sur la déformation

5.2.1.1 Cas de la géométrie parallèle

Le point de départ pour résoudre le cas de la géométrie parallèle est l’équation (5.14) qui
lie les projectionspψ de l’objet dynamiquefψ avec les projectionsp0 de l’objet de référencef0.
Nous reformulons ici la formule 2.36 vue au chapitre 2.2, et en donnons la preuve :

pψ(~θψ,s) =
1

|detAψ| ‖A−Tψ ~θψ‖
p0

(
A−Tψ

~θψ

‖A−Tψ ~θψ‖
,
s+A−1

ψ
~bψ · ~θψ

‖A−Tψ ~θψ‖

)
(5.14)

Preuve:

pψ(~θψ,s) =
∫

R2

d~x fψ(~x)δ(~x · ~θψ − s)

=
∫

R2

d~x f0(Aψ~x+~bψ)δ(~x · ~θψ − s)

=
1

|detAψ|

∫
R2

d~y f0(~y)δ(~y ·A−Tψ ~θψ − (s+A−1
ψ
~bψ · ~θψ)) en posant~y = Aψ~x+~bψ

=
1

|detAψ| ‖A−Tψ ~θψ‖
p0

(
A−Tψ

~θψ

‖A−Tψ ~θψ‖
,
s+A−1

ψ
~bψ · ~θψ

‖A−Tψ ~θψ‖

)
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Nous pouvons en déduire très simplement la condition d’admissibilité surΓψ: L’objet de ré-
férencef0 peut être reconstruit exactement à partir de ses projections non tronquées acquises
durant une déformation affine si l’angle polaire deA−T

ψ
~θψ couvre un intervalle de mesureπ

pendant la durée d’acquisition.

Nous pouvons interpréter géométriquement ce résultat en utilisant les notions de source et de
trajectoire virtuelle : en géométrie parallèle, la source de rayonnement peut être vue comme un
point rejeté à l’infini dans la direction d’angleψ. Dans le cas affine dynamique, le changement
de variableΓψ permet de se ramener à une géométrie virtuelle équivalente autour de l’objet
de référence avec une source virtuelle repérée par l’angle du vecteurA−T

ψ
~θψ. La condition pré-

cédente revient simplement à imposer que la source virtuelle couvre un demi-cercle au moins
autour de l’objet de référence pendant la durée d’acquisition des mesures.

5.2.1.2 Cas de la géométrie divergente

Le cas de la géométrie divergente est plus complexe et ne peut pas être directement déduit
du cas parallèle car les paramétrisations en temps sont différentes, ce qui est d’ailleurs la source
d’une approximation dans l’approche de Crawford. L’originalité de notre approche consiste
donc à repartir d’une généralisation de la formule de Hamaker [26] pour obtenir un lien entre
les transformées de Hilbert des données divergentes dynamiques et la transformée de Hilbert
de projections parallèles de l’objet de référence. Nous pouvons ensuite établir une formule
d’inversion en suivant la procédure de Noo valable dans le cas statique.
Nous notonsp0H la transformée de Hilbert des projections parallèlesp0 de l’objet de référence :

p0H(~θ,s) = (hH ∗s p0)(~θ,s) =

∫
R
ds′ hH(s− s′)p0(~θ,s

′) (5.15)

Et nous notonsgHλ la transformée de Hilbert des projections divergentesgλ de l’objet dyna-
mique :

gHλ(λ,~θ) = −
∫
S1

d~α gλ(λ,~α)hH(~θ · ~α) (5.16)

Alors en appliquant la formule généralisée (5.11) avec le filtre de HilberthH , nous obtenons la
formule de Hamaker (2D) généralisée:

gHλ(λ,A
T
λ
~θ) =

1

| detAλ|
p0H(~θ,~θ · ~a0(λ)) avec~a0(λ) = Γλ(~a(λ)) (5.17)

Nous pouvons remarquer qu’à la différence du cas statique,

– la trajectoire de la source qui apparaît estla trajectoire virtuelle ~a0(λ) = Γλ(~a(λ))
autour de l’objet de référencef0. C’est l’image de la source~a(λ) par la déformationΓλ
(voir figure 5.3); la trajectoire virtuelle dépend donc aussi de l’instant de référence, car la
déformationΓλ est définie par rapport à cet instant,

– la direction qui donne l’égalité est changée par rapport au cas statique et fait intervenir la
matriceATλ ,

– un poids intervient 1
| detAλ|

. Celui-ci peut disparaître si on impose la conservation globale
de la masse.
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FIG. 5.3 –Illustration de la formule de Hamaker généralisée: a) acquisition divergente réelle
avec la source ~a(λ). b) acquisition équivalente avec des projections parallèles et la source vir-
tuelle ~a0(λ).

Nous en déduisons la condition d’admissibilité de la déformationΓλ, sous la forme d’une condi-
tion géométrique de type Tuy 2D :une région d’intérêt d’un objet de référence peut être re-
construite à partir de projections divergentes non tronquées acquises au cours d’une défor-
mation affine dépendant du temps si toute ligne passant au voisinage cette région d’intérêt
coupe la trajectoire virtuelle de la source.Cette condition est cohérente avec la condition éta-
blie en géométrie parallèle, si on fait tendre la distance source-objet vers l’infini.

Preuve de la condition d’admissibilité :Il suffit de remarquer que pour pouvoir reconstruiref0, il suffit
de connaître ses projections filtrées par le filtre rampe, et que celles-ci peuvent être obtenues en dérivant
la transformée de Hilbert appliquée aux projections parallèles. Enfin, ces dernières peuvent être calculées
grâce à la formule (5.17) à partir des données divergentes si l’équation suivante enλ a une solution pour
tout~θ en tout point~x de la région d’intérêt :

~θ · ~a0(λ) = ~θ · ~x (5.18)

De telles solutions correspondent exactement aux intersections avec la trajectoire virtuelle~a0(λ) des
droites de normale~θ et passant par~x.

5.2.1.3 Exemple de la condition d’admissibilité dans le cas de rotations

Nous illustrons à présent cette condition d’admissibilité et la notion de trajectoire virtuelle
dans le cas d’une rotation. Nous supposons que l’acquisition des projections divergentes dure
le temps de faire un intervalle short-scan autour de l’objet, puis nous supposons que l’objet
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tourne suivant la loi :Γλ(~x) = Rqλ~x, oùRqλ est la rotation centrée dépendant du temps d’angle
qλ. Quandq > 0, l’objet et la source tournent en sens inverse. Ils tournent dans le même sens
lorsqueq < 0, avec une vitesse de même module siq = −1. Le cas statique est couvert pour
q = 0. Dans la figure 5.4, nous avons dessiné la trajectoire virtuelle pour différentes valeurs
deq, ainsi que les zones reconstructibles. Nous voyons que la trajectoire virtuelle appartient au
même cercle que la trajectoire réelle. Mais la longueur de l’arc est plus longue pourq > 0, ce
qui signifie que la région reconstructible est plus grande que dans le cas statique. A l’inverse,
le trajectoire virtuelle est plus courte et la zone reconstructible réduite quandq < 0. Quand
q = −1, la trajectoire virtuelle est réduite à un point. Cette situation correspond à une vitesse
relative nulle entre la source et l’objet. Nous retrouvons dans ce cas trivial le fait qu’on ne puisse
pas reconstruire à partir d’une seule projection.

)(0 �
�

)(�a�
Trajectoire virtuelle a)(�a�Trajectoire réelle

)(�a�

a) cas statique : q=0 b) cas dynamique : q= +0.2

région reconstructible 

)(0 �a�Trajectoire virtuelle )(0 �a�

)(�a�
Trajectoire virtuelle

)(�a�

c) cas dynamique : q=-0.2 d) cas dynamique : q=-1

FIG. 5.4 –Illustration de la condition d’admissibilité dans le cas d’une rotation centrée d’angle
qλ pour différentes valeurs de q et λ ∈ [0,π + 2γm] . La trajectoire virtuelle est représentée en
noir et les régions reconstructibles sont colorées en gris.

5.2.2 Algorithmes de reconstruction

Nous présentons dans cette section des méthodes de reconstruction de l’objetf0 à partir
des projections acquises au cours de sa déformation. Nous introduisons des méthodes de réar-
rangement ainsi que des méthodes de type filtrage-rétroprojection pour les géométries parallèle
et divergente. Les méthodes par réarrangement consistent à interpoler un jeu de projections
parallèles (filtrées ou pas) sur la géométrie virtuelle puis à appliquer un algorithme de recons-
truction statique. Les formulations directes de type filtrage-rétroprojection permettent de traiter
les données acquises dès leur acquisition.
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5.2.2.1 Cas de la géométrie parallèle

Méthode par réarrangement Nous utilisons l’équation (5.14). Si la transformationΓψ est
admissible, alors nous pouvons trouver un ensembleI défini par:

∀~θ ∈ S1 ∃ψ ∈ I tel que~θ =
A−T
ψ
~θψ

‖A−T
ψ
~θψ‖

, où~θψ =

[
cosψ
sinψ

]
(5.19)

Nous pouvons alors obtenir avec (5.14) un ensemble suffisant de projections parallèles sur l’ob-
jet de référencef0 à partir des projections de l’objet dynamique. Il suffit ensuite d’appliquer un
algorithme de reconstruction statique pour reconstruiref0 .

Méthode de type filtrage-rétroprojection Nous établissons une formule d’inversion de type
filtrage-rétroprojection permettant de traiter séquentiellement les projections dynamiques. Nous
faisons pour cela un changement de variable sur l’espace des projections dans la formule d’in-
version de la transformée de Radon. Notons qu’une approche équivalente consiste à utiliser
une généralisation du théorème coupe-projection, comme l’avait fait Crawford [61]) pour son
modèle particulier.

Nous commençons par relier les projections filtrées de l’objet dynamique avec celles de
l’objet de référence. Nous notonsp0F les projectionsp0 de l’objet de référence filtrées par le
filtre rampe :

p0F (~θ,s) = (hR ∗s p0)(~θ,s) =

∫
R
ds′ hR(s− s′)p0(~θ,s

′) (5.20)

Et nous notonspψF les projectionspψ de l’objet dynamique filtrées par le filtre rampe :

pψF (~θ,s) = (hR ∗s pψ)(~θ,s) =

∫
R
ds′ hR(s− s′)pψ(~θ,s′)

Nous pouvons alors montrer que:

pψF (~θψ,s) =
1

| detAψ| ‖A−T
ψ
~θψ‖2

p0F

(
A−T
ψ
~θψ

‖A−T
ψ
~θψ‖

,
s+ A−1

ψ
~bψ · ~θψ

‖A−T
ψ
~θψ‖

)
(5.21)

Cette relation est maintenant utilisée pour établir la formule d’inversion suivante, dans laquelle
le symbole′ désigne l’opération de dérivation par rapport au paramètreψ :

f0(~x0) =

∫
I

dψ w(ψ)q(ψ) pψF

(
~θψ,A

−1
ψ (~x0 − ~bψ) · ~θψ

)
(5.22)

où : q(ψ) = | detAψ|
∣∣∣((A−T

ψ
~θψ)′ · ~e2)(A−T

ψ
~θψ · ~e1)− ((A−T

ψ
~θψ)′ · ~e1)(A

−T
ψ
~θψ · ~e2)

∣∣∣
et où :~e1 = [1,0]T et~e2 = [0,1]T

Cette formule est de type filtrage-rétroprojection. Elle contient une étape de filtrage par le filtre
rampe, une pondération par le termew(ψ)q(ψ) et une rétroprojection sur les droites correspon-
dant à la position du point au moment de l’acquisition. L’intervalleI est celui défini dans (5.19).
Son existence est équivalente à l’admissibilité de la déformation. Les poidsw(ψ) corrigent la
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redondance présente dans les mesures si plus d’une valeur deψ satisfont la définition (5.19).
Ces poids sont appliquésaprèsl’étape de filtrage. Nous vérifions également que siAλ = Id et
~bλ = ~0, alorsI = [0,π] et q(ψ) = 1 : nous retrouvons la formule d’inversion classique.

PreuveLe point de départ est la formule d’inversion de la transformée de Radon.

f(~x0) =
∫ π

0
dϕ p0F (~θϕ,~x0 · ~θϕ) (5.23)

Nous utilisons le changement de variables qui va de[0,π] vers un ensemble admissibleI, changeantϕ
enψ de sorte que:

~θϕ =
A−Tψ

~θψ

‖A−Tψ ~θψ‖
(5.24)

Calculons son Jacobien :∣∣∣∣dϕdψ
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣ ddψ
(

arctan
A−Tψ

~θψ · ~e2
A−Tψ

~θψ · ~e1

)∣∣∣∣∣ où~e1 = (1,0) et~e2 = (0,1)

=

∣∣∣((A−Tψ ~θψ)′ · ~e2)(A−Tψ ~θψ · ~e1)− ((A−Tψ ~θψ)′ · ~e1)(A−Tψ ~θψ · ~e2)
∣∣∣

‖A−Tψ ~θψ‖2

Nous obtenons alors en utilisant (5.21) et ce Jacobien le termeq(ψ) de la formule (5.22). Le changement
de variables est surjectif si la condition d’admissibilité est satisfaite. Les poidsw(ψ) corrigent la non-
injectivité et permettent d’obtenir la formule d’inversion (5.22).

5.2.2.2 Cas de la géométrie divergente

Méthode par réarrangement Nous pouvons utiliser la formule d’Hamaker généralisée (5.17)
pour élaborer une méthode de reconstruction par réarrangement en un point~x. Pour une défor-
mation admissible, nous pouvons trouver un ensemble notéΛΓ(~x0) de valeurs du paramètre de
la source vérifiant :∀ϕ ∈ [0,π] ∃λ∗ ∈ ΛΓ(~x0) tel que :

~x0 · ~θϕ = ~x0 · ~a0(λ∗) (5.25)

Nous pouvons alors à partir de cet ensembleΛΓ(~x0) obtenir la transformée de Hilbertp0H des
projections de l’objet de référence et appliquer la formule d’inversion :

f0(~x0) =
1

2π

∫ π

0

dϕ

[
∂

∂s
p0H(~θ,s)

]
s=~x0·~θ

Méthode de type filtrage-rétroprojection Nous adaptons ici la méthode introduite par Noo
[42] en utilisant dans notre cas la formule de Hamaker généralisée. Nous notons∂

∂λ |~θ la déri-

vation enλ en maintenant la direction~θ constante. Nous obtenons alors la formule d’inversion
suivante:
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f0(~x0) =
1

2π

∫
ΛΓ(~x0)

dλ
1

‖~a0(λ)− ~x0‖

[
w(λ,~θ)gFλ(λ,A

T
λ
~θ)

]
~θ=~θ∗

(5.26)

avec gFλ(λ,A
T
λ
~θ) =

∂

∂λ |~θ
| detAλ|gHλ(λ,ATλ~θ)

Cette formule contient une étape pouvant être interprétée dans un premier temps comme un fil-
trage oùgFλ est calculé, suivi d’une rétroprojection dans la directionATλ

~θ∗, où~θ∗ est le vecteur
unitaire du rayon reliant~a0(λ) à~x0 de signe choisi de sorte que sign(~θ ·~a0(λ)′) > 0. L’ensemble
ΛΓ(~x0) est celui de la définition (5.25). Son existence équivaut à la vérification de la condition
d’admissibilité. Les poidsw(λ,~θ) corrigent la redondance des mesures si plus d’une valeurλ
vérifie (5.25) surΛΓ(~x0). Ces poids sont définis sur la géométrie virtuelle et appliquésaprèsle
filtrage, comme dans la formule de Noo. Nous détaillerons leurs valeurs dans la section 5.2.3.3.
Il est par ailleurs simple de vérifier que nous obtenons la formule de Noo quandAλ = Id et
~bλ = ~0.

Preuve:La première étape est d’exprimer les projections de l’objet de référence filtrées par le filtre rampe
en fonction des données dynamiques acquisesgλ. Il suffit pour cela de dériver suivantλ la formule de
Hamaker généralisée en maintenant la direction~θ fixe:

∀~θ ∈ S1, p0F

(
~θ,s = ~θ · ~a0(λ)

)
=

1

2π(~θ · ~a0(λ)′)

∂

∂λ |~θ
|(detAλ)|gHλ(λ,ATλ ~θ) (5.27)

Nous définissons :gFλ(λ,ATλ ~θ) = ∂
∂λ |~θ|(detAλ)|gHλ(λ,ATλ ~θ)

Nous cherchons alors à faire un changement de variable dans la formule (2.48) d’inversion de la trans-
formée de Radon pour nous ramener à une intégration suivant le paramètreλ de la source. Pour cela,
nous changeons la paramétrisation de la ligne passant par~x0 et de normale~θϕ. Cette ligne est aussi dé-
finie comme la ligne passant par~x0 et~a0(λ). La valeur correspondante du paramètreλ est solution de
s = ~x0 · ~θϕ = ~a0(λ) · ~θϕ. Elle peut être trouvée par définition dansΛΓ(~x0) si la condition d’admissibilité
surΓλ est satisfaite. Un point~x0 de cette ligne peut être écrit:

~x0 + t ~θ⊥ϕ = ~a0(λ) avec :|t| = ‖~a0(λ)− ~x0‖ (5.28)

Cette équation (5.28) définit un changement de variables entreϕ et λ, allant de[0,π] versΛΓ(~x0). En
différenciant (5.28) par rapport àλ suivant la technique de l’appendix B de [42], nous obtenons son
Jacobien: ∣∣∣∣dϕdλ

∣∣∣∣ = |~a0(λ)′ · ~θ|
‖~a0(λ)− ~x0‖

(5.29)

Si l’équation (5.25) a plus d’une solution dans l’ensembleΛΓ(~x0), alors le changement de variables
ϕ 7→ λ n’est pas injectif. Ceci peut être corrigé en pondérant les projections filtrées par les poidsw(λ,~θ),
comme dans [42]. Avec ces poids, le changement de variable appliqué à la formule (2.48) d’inversion de
la transformée de Radon donne la formule (5.26).
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5.2.3 Etude de l’implémentation dans le cas de la géométrie équi-angulaire

Nous étudions l’implémentation pratique de la formule d’inversion pour le cas de l’une des
géométries divergentes : la géométrie équi-angulaire.

5.2.3.1 Notations

La trajectoire de la source~a(λ) est un cercle centré de rayonR0, etλ désigne son angle po-
laire:~a(λ) = R0(cosλ, sinλ). Nous associons à la source un système de coordonnées(~e1λ,~e2λ),
où~e1λ = (− cosλ, − sinλ) et~e2λ = (− sinλ, cosλ). Un rayon est paramétré par les anglesλ
etγ, oùγ est l’angle entre un rayon d’intérêt et la ligne reliant~a(λ) à l’origine (voir figure 5.5).
gmλ (λ,γ) représente la projection acquise en utilisant le paramètreγ.

Trajectoire circulaire de 
la source

�

Rayon (�,�)
�

)(2 �e�

)(1 �e�

O
x1

x2

Détecteur arc

)(�a�

)(��
�

FIG. 5.5 –Géométrie d’acquisition pour le cas du détecteur arc.

Sur l’objet dynamique, la normale à un rayon passant par un point~x est notée~κ(λ,ξ), où ξ est
l’angle du rayon reliant~a(λ) à ~x dans le faisceau divergent de droites:~κ(λ,ξ) = − sin ξ~e1λ +
cos ξ~e2λ. Nous utilisons dans la suite la notation~κ(ξ) à la place de~κ(λ,ξ) .
Soit~θϕ la normale au rayon acquis :~θϕ = (cosϕ, sinϕ). Nous avons les relations suivantes (voir
la figure 5.6):

~x− ~a(λ) = A−1
λ (~x0 − ~a0(λ)) (5.30)

~κ(ξ) =
ATλ

~θϕ

‖ATλ~θϕ‖
(5.31)

5.2.3.2 Formule d’inversion en géométrie équi-angulaire

Nous exprimons la formule d’inversion (5.26) en fonction de la paramétrisation(λ,ξ) des

projections acquisesgmλ (λ,ξ). Elle fait intervenir le filtre de Hilbert modifiéhangH (γ) =
∣∣∣ γ
sin γ

∣∣∣hH(γ)
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FIG. 5.6 –Correspondance entre la géométrie d’acquisition réelle(a) et la géométrie d’acquisi-
tion virtuelle(b) pour le cas divergent équi-angulaire.

que nous avons vu dans le cas statique dans la formule (2.56). Nous notons:

gmHλ(λ,ξ) = (gmλ ∗ξ h
ang
H ) (λ,ξ) (5.32)

gmwHλ(λ,ξ) = | detAλ|‖A−T
λ ~κ(ξ)‖gmHλ(λ,ξ) (5.33)

gmFλ(λ,ξ) =
∂

∂λ
gmwHλ(λ,ξ(λ,~κ)) +

∂

∂ξ
gmwHλ(λ,ξ(λ,~κ)) ·

∂ξ

∂λ |ϕ
(5.34)

avec:

∂ξ

∂λ |ϕ
= 1+

1

‖A−T
λ ~κ(ξ)‖2

[
(A′

λ~e2λ ·A−T
λ ~κ(ξ))(~e1λ ·~κ(ξ))−(A′

λ~e1λ ·A−T
λ ~κ(ξ))(~e2λ ·~κ(ξ))

]
(5.35)

Alors, nous avons la formule de reconstruction :

f0(~x0) =
1

2π

∫
ΛΓ(~x0)

dλ
1

‖~a0(λ)− ~x0‖

[
w(λ,ξ)gmFλ(λ,ξ)

]
ξ=ξ∗(~x0,λ)

(5.36)

où ξ∗ est l’angle caractérisant le rayon divergent de~a(λ) et passant par~x = Γ−1
λ (~x0).
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Preuve: Nous calculons en fonction du paramétrage angulaire(λ,γ) les différents termes de la formule
(5.26). Nous montrons d’abord quegmwHλ(λ,ξ) = |detAλ|gHλ(λ,ATλ ~θ) :

|detAλ|gHλ(λ,ATλ ~θ) = −|detAλ|
‖ATλ ~θ‖

∫
S1

d~α gλ(λ,~α)hH(
ATλ

~θ

‖ATλ ~θ‖
· ~α)

= −|detAλ|‖A−Tλ ~κ‖
∫
S1

d~α gλ(λ,~α)hH(~κ(ξ) · ~α(γ))

= |detAλ|‖A−Tλ ~κ(ξ)‖
∫ −γm

−γm

dγ gmλ (λ,γ)
∣∣∣∣ ξ − γ

sin(ξ − γ)

∣∣∣∣hH(ξ − γ)

= gmwHλ(λ,ξ) (5.37)

Nous voulons ensuite calculer∂∂λ | ~θϕ
|detAλ|gHλ(λ,ATλ ~θϕ) = ∂

∂λ |ϕ|detAλ|gHλ(λ,ATλ ~θ) en fonction
des paramètresλ et ξ. La règle de dérivation en chaîne donne:

gFλ(λ,ATλ ~θ) =
∂

∂λ |~θ
|detAλ|gHλ(λ,ATλ ~θ)

=
∂

∂λ |ϕ
gmwHλ(λ,ξ(λ,~κ))

=
∂

∂λ
gmwHλ(λ,ξ(λ,~κ)) +

∂

∂ξ
gmwHλ(λ,ξ(λ,~κ)) ·

∂ξ

∂λ |ϕ
(5.38)

Nous calculons∂ξ∂λ |ϕ:

ξ(λ,~κ) = −arctan
~κ(ξ) · ~e1λ
~κ(ξ) · ~e2λ

= −arctan
~θϕ ·Aλ~e1λ
~θϕ ·Aλ~e2λ

ce qui conduit à:

∂ξ

∂λ |ϕ
= 1 + (A′λ~e2λ · ~θϕ)(Aλ~e1λ · ~θϕ)− (A′λ~e1λ · ~θϕ)(Aλ~e2λ · ~θϕ)

= 1 +
1

‖A−Tλ ~κ(ξ)‖2

[
(A′λ~e2λ ·A−Tλ ~κ(ξ))(~e1λ · ~κ(ξ))− (A′λ~e1λ ·A−Tλ ~κ(ξ))(~e2λ · ~κ(ξ))

]
La rétroprojection dans la formule (5.26) est faite suivant la direction du vecteur~θ∗ auquel correspond

sur la géométrie réelle le vecteur~κ(ξ) = AT
λ
~θ∗

‖AT
λ
~θ∗‖

. Ce vecteur est colinéaire au rayon reliant~a(λ) à

~x = Γ−1
λ (~x0) (voir la figure 5.6). Il est caractérisé par l’angleξ∗. Enfin, les équations (5.38), et (5.35)

injectées dans la formule (5.26) conduisent à la formule (5.36).

5.2.3.3 Retour sur la question des poids

Nous détaillons ici l’usage des poids de redondance des formules (5.26) et (5.36). Ces poids
permettent de gérer les solutions multiples de l’équation (5.25) surΛΓ(~x0). Ceci a pour but
l’utilisation d’un maximum de projections, ce qui a des répercussions à la fois sur les questions
de dose et de rapport signal à bruit sur les images reconstruites.

Ces poids correspondent classiquement à affecter à chacune desN(~x0,~θ) intersections no-
tées(λi)i=1..N(~x0,~θ)

un poidsw~x0,~θ
(λi) vérifiant une condition de normalisation :

N(~x0,~θ)∑
i=1

w~x0,~θ
(λi) = 1 (5.39)
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Ces poids peuvent être choisis de manière uniforme :w~x0,~θ
(λi) = 1

N(λ,~θ)
, ou bien sous la forme

de fonctions lisses qui permettent de réduire les artefacts causés par les discontinuités. Mis à part
le fait qu’il faille changer la direction des rayons et la trajectoire, nous sommes très exactement
dans la même situation que Noo (voir [42]). La différence importante concerne la spécificité
de l’application dynamique. Pour générer la fonction de poids, il est nécessaire de connaître
avant la reconstructiontoute la trajectoire de la source, ce qui équivaut en tomographie affine
dynamique à connaître la déformation elle-même. L’usage complet de la redondance est donc
incompatible avec les implémentations de type "temps réel".

Une version plus faible de l’usage de la redondance est cependant possible, en reprenant la
notion de "reconstruction en modeNπ" introduite par Grangeat dans [66]. Il s’agit ici de fixera
priori le nombreN de solutions de l’équation (5.25) qui vont être prises en compte, et d’utiliser
pour chaque point de reconstruction l’intervalle minimal permettant d’obtenir exactement ces
N solutions. Les poids sont ainsi constants (égaux à1

N
), et l’implémentation ne requiert pas la

connaissance a priori de la déformation future pour traiter une projection.

5.2.3.4 Détails de l’implémentation de la formule (5.36)

Nous présentons quelques points précis de notre implémentation de la formule (5.36), en
distinguant les variantes provenant de la gestion de la redondance.

ModeNπ (reconstruction progressive) L’algorithme pour le modeNπ correspond aux étapes
suivantes:

Initialisations
Boucle sur les angles:

Lecture de la projection d’angleλk et des paramètres de déformation
Filtrage de Hilbert suivant la formule (5.32)
Pondération dynamique suivant la formule (5.33)
Dérivation le long de la trajectoire virtuelle suivant la formule (5.34)
Boucle sur les points~x0 de l’image

Test de rétroprojection:
si positif : détermination de la projection acquise passant par~x = Γ−1(~x0)
et rétroprojection en~x0

Fin de la boucle sur les points de l’image
Fin de la boucle sur les angles

Description du test avant rétroprojection:
Il s’agit de déterminer pour chaque point~x0 un ensembleΛΓ(~x0) tel que l’équation (5.25) ait
exactement N solutions. Nous procédons en suivant projection à projection l’angle formé par
~x0 et la trajectoire virtuelle~a0(λ) . Soit :

– dk l’angle polaire d’un vecteur
−−−−→
a0(λ)x0 au tempsλk

– ∆eff
k l’intervalle angulaire effectif parcouru depuis l’instant initial jusqu’à l’instantk

– ∆cour
k l’angle courant parcouru entre l’instant initial jusqu’à l’instantk : ∆cour

k = dk − d0



-5.2 Compensation pour les géométries 2D parallèle et divergente 107

Alors, en supposant le sens de variation angulaire positif, la projection filtréeλk+1 est rétropro-
jetée en~x0 si:

– dk+1 − dk > 0 (le nouveau pointλk+1 de la trajectoire virtuelle est "du bon côté" de la
droite(~x0,λk),

– Nπ > ∆cour
k +dk+1−dk > ∆eff

k (le nouveau pointλk+1 permet d’augmenter l’intervalle
angulaire effectif∆eff

k sans dépasser la limiteNπ

Trajectoire virtuelle Trajectoire virtuelle

�k

�k+1

x
�

�k

�k+1
�k

cour(< �k
eff)

dk+1- dk<0

�k
eff

x
�

�k
cour=�k

eff

dk+1- dk>0

�k+1 rétro-projeté �k+1 non rétro-projeté

FIG. 5.7 –Exemples de tests de rétroprojection : positif à gauche, négatif à droite

Cas rétrospectif : reconstruction après la fin de l’acquisition Dans ce cas, on suppose la
déformation connue avant la reconstruction, ce qui permet de générer la fonction de poids, ce
qui conduit à l’algorithme suivant :

Initialisations
Génération de la fonction de poids
Boucle sur les angles:

Lecture de la projection d’angleλk et des paramètres de déformation
Filtrage de Hilbert suivant la formule (5.32)
Pondération dynamique suivant la formule (5.33)
Dérivation le long de la trajectoire virtuelle suivant la formule (5.34)
Boucle sur les points~x0 de l’image

Détermination de la projection acquise passant par~x = Γ−1(~x0)
Pondération et rétroprojection en~x0

Fin de la boucle sur les points de l’image
Fin de la boucle sur les angles

Dans ces deux cas, nous avons réalisé le filtrage de Hilbert dans le domaine de Fourier après
avoir coupé à la fréquence de Nyquist. La dérivation suivantλ et ξ est réalisée dans le domaine
spatial avec une formule centrée sur trois points. Pour les détails de l’implémentation de l’opé-
ration de dérivation ou de filtrage de Hilbert, nous renvoyons le lecteur à l’article [43] de Noo
sur l’implémentation de l’algorithme de Katsevich.
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Enfin, il est intéressant de donner une interprétation du terme spécifique de pondération∂ξ
∂λ |ϕ. Il

est aisé de voir, à partir de (5.35), que ce terme :

– est égal à un siA′
λ=0,

– est égal à un pour des dilatations isotropes,

– est constant dans chaque projection pour une rotation pure, égal à un plus la dérivée de
l’angle de rotation.

Ce terme ainsi compense le changement d’échantillonnage entre les trajectoires réelle et vir-
tuelle.

5.2.4 Résultats sur données simulées

5.2.4.1 Principes des tests effectués

Nous présentons quelques résultats de reconstruction obtenus sur des données simulées.
Nous avons choisi deux types de mouvements : une rotation pure et une composition d’une
translation avec une dilatation. Nous appliquons la rotation au fantôme Shepp and Logan (voir
la figure 5.8), défini dans [47]). Le mouvement composé translation-dilatation permet de simu-
ler un mouvement respiratoire [61]. Nous l’appliquons au fantôme de thorax (www.imp.uni-
erlangen.de/forbild) (voir la figure 5.9).

0

2

1

1.052

1.03

1.02

1

0

1.04

1

1.03

1.03

FIG. 5.8 – Présentation du fantôme Shepp and Logan [47]. A gauche : affichage de tous les
niveaux de gris. A droite : affichage des niveaux de gris de l’intervalle [1,1.05].

Le but de ces tests est de vérifier que notre algorithme aboutit à une reconstruction exacte.
C’est pourquoi nous avons simulé des mouvements de grande amplitude et de haute fréquence.
Nous comparons nos résultats aux algorithmes issus de l’état de l’art, que nous avons égale-
ment implémentés. Il s’agit de l’algorithme de compensation de la rétroprojection pour le cas
rotation (principe commun de [80], [88] et [66]). Dans le cas du mouvement respiratoire, nous
comparons avec la méthode de Crawford, qui contient une étape de rétroprojection spécifique
ainsi qu’un terme de pondération qui modifie légèrement le filtre.

Nos simulations sont réalisées en modifiant l’objet avant chaque projection suivant la loi
de déformation :fλ(~x) = f0(Γλ~x). Nous utilisons ensuite l’algorithme de Joseph [29] pour le
calcul des projections discrètes. Nous utilisons des techniques de suréchantillonage et de lissage
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FIG. 5.9 –Présentation du fantôme de thorax (www.imp.uni-erlangen.de/forbild). A gauche :
affichage de tous les niveaux de gris. A droite : affichage des niveaux de gris de l’intervalle
[0.95,1.1].

afin d’éviter des artefacts de type aliasing dans ces projections et qui peuvent se répercuter dans
les images reconstruites, comme l’a montré Goertzen [22].

5.2.4.2 Paramètres de simulation
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0 90 180 270 360 450 540
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R (rayon de la source (mm)) 250

F (rayon du détecteur (mm)) 500
Taille de l’image 512x512

Taille des pixels 0.5
Nombre de projections par tour 1440
Nombre de cellules détectrices 1600
Angle entre deux cellules (°) 0.025
Demi-angle d’ouverture (°) 20

FIG. 5.10 –Définition de l’angle de la rotation et des paramètres géométriques utilisés pour
la simulation. L’angle β(λ) a été défini comme une spline cubique passant par les points
(0,0),(100,45),(150,36),(200,30),(460,90).

Rotation dépendant du temps du fantôme Shepp and Logan La loi d’animation du fan-
tôme Shepp and Logan est donnée par :

Aλ =

[
cos β(λ) − sin β(λ)
sin β(λ) cos β(λ)

]
et~bλ =

[
0
0

]
Nous avons représenté le graphe de la fonction d’angleβ(λ) ainsi que la géométrie dans la figure
5.10. L’amplitude du mouvement est grande pour accentuer les écarts entre les algorithmes (60◦

de rotation pendant un tour de scanner).
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Nombre de cellules détectrices 1600
Angle entre deux cellules (°) 0.025
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FIG. 5.11 –Définition des paramètres du mouvement respiratoire et des paramètres géomé-
triques utilisés pour la simulation

Translation et dilatation du fantôme de thorax La loi d’animation du fantôme de thorax est
donnée par :

Aλ =

[
1 + 0.1 sin(λ) 0

0 1 + 0.2 sin(λ)

]
et~bλ =

[
0

−y0′0.2 sin(λ)

]
Le vecteur~bλ ainsi choisi impose que le point0′ = (0,y0′) situé en bas du fantôme reste fixe

pendant le mouvement (voir figure 5.11), comme l’avait fait Crawford [61]. Cependant nous
avons pris une grande fréquence de mouvement (un cycle par tour de scanner).

5.2.4.3 Résultats des reconstructions

Rotation dépendant du temps du fantôme Shepp and Logan

Trajectoire virtuelle Nous traçons pour une rotation de la source sur un intervalle[0,2π]
la trajectoire virtuelle (figure 5.12). Nous constatons qu’elle est plus grande que la trajectoire
réelle, et qu’elle a un échantillonnage irrégulier. La condition sur la durée d’acquisition dans ce
cas est rélachée par rapport au cas statique.

Images reconstruites Nous comparons dans la figure 5.13 les images reconstruites pour
un instant donné par notre algorithme (formule (5.36)), avec les images fournies par un algo-
rithme statique (reconstruction short-scan) centré sur le même instant de reconstruction. Nous
avons également reconstruit avec un algorithme de compensation des rétroprojections agissant
sur un intervalle de longueur2π.

Nous constatons que les algorithmes statiques et de compensation simple des rétroprojec-
tions donnent des résultats médiocres. Toutefois, nous remarquons que les contours dans l’ap-
proche par compensation simple des rétroprojections semblent mieux préservés. Nous vérifions
également que notre approche est exacte, et que notre mise en oeuvre est satisfaisante.

Translation et dilatation du fantôme de thorax

Trajectoire virtuelle Nous représentons dans la figure 5.14 les trajectoires réelle et vir-
tuelle pour une rotation d’un tour de la source. La trajectoire virtuelle n’est plus un cercle.
C’est un cercle déformé qui, par périodicité du mouvement simulé, boucle sur lui-même au
même moment que la trajectoire réelle. Sauf pour une reconstruction en mode2π, la longueur
de l’intervalle de reconstruction est donc légèrement différente par rapport au cas statique.
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FIG. 5.12 –trajectoire virtuelle pour la rotation définie dans la figure 5.10. Pour améliorer la
clarté de la figure, les points ont été décalés du cercle (de rayon 1) auxquels ils appartiennent
théoriquement.

Images reconstruites Dans ce cas, nous avons comparé dans la figure 5.15, notre algo-
rithme avec un algorithme statique et avec l’algorithme de Crawford qui s’applique pour ce
modèle de mouvement. L’algorithme statique donne des images très dégradées. L’algorithme
de Crawford sur un intervalle de2π reconstruit bien les contours mais perturbe les niveaux de
gris, comme le montre les coupes réalisées. Notre algorithme restitue correctement contours et
niveaux de gris.

Notons qu’il est probable que la période du mouvement(2π) ait une influence positive sur
les méthodes approchées utilisant ce même intervalle2π. Nous avons en effet constaté une
dégradation des images reconstruites par la méthode de Crawford pour ce fantôme dans le cas
d’une utilisation d’un intervalle short-scan.

5.3 Extension à la reconstruction en géométrie conique

Dans cette section, nous cherchons à étendre les résultats précédents à la géométrie conique.
Nous considérons dans ce cas que :

Γλ(~x) = Aλ~x+~bλ (5.40)

où :

Aλ =

 a11(λ) a12(λ) a13(λ)
a21(λ) a22(λ) a23(λ)
a31(λ) a32(λ) a33(λ)


~bλ =

 b1(λ)
b2(λ)
b3(λ)


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a) b)
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FIG. 5.13 –Résultats de reconstruction pour la rotation à l’instant λ = 300◦ : (a) fantôme simulé
à λ = 300◦, (b) reconstruction avec un algorithme statique appliqué sur un ensemble inconsis-
tant de mesures, (c) image reconstruite avec un algorithme de compensation des rétroprojections
sur un intervalle centré de longueur 2π et (d) reconstruction par notre algorithme
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FIG. 5.14 –trajectoire virtuelle pour la simulation du mouvement respiratoire.
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FIG. 5.15 –Résultats de reconstruction pour le mouvement respiratoire simulé à l’instant λ =
300◦ : (a) fantôme simulé à λ = 300◦, (b) reconstruction avec un algorithme statique appliqué
sur un ensemble inconsistant de mesures, (c) image reconstruite avec l’algorithme de Crawford
et (d) reconstruction par notre algorithme. Les profils tracés sont obtenus le long des traits blancs
indiqués sur les images

5.3.1 Reconstruction exacte en géométrie conique

Nous cherchons à résoudre le cas conique complet, en étendant à la géométrie 3D les résul-
tats obtenus en 2D, sans faire d’approximation. Notons tout d’abord que le concept de géométrie
virtuelle est toujours valable en géométrie conique, car une déformation affine transforme un
cône en un autre cône (figure 5.16). Nous nous posons ici aussi les questions de l’admissibilité
de la déformation affine 3D et des méthodes de reconstruction envisageables.

5.3.1.1 Admissibilité

La condition d’admissibilité est identique au cas 2D. Elle est basée sur l’application de
la formule généralisée de Hamaker avec le filtre dérivé pour obtenir une généralisation de la
formule de Grangeat [24]. En effet, en appliquant la formule (5.11) avec le filtre dérivé, nous
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FIG. 5.16 –Illustration de la correspondance entre acquisitions réelles et virtuelles en géométrie
conique

obtenons :

gGλ(λ,A
T
λ
~θ)

déf
=

∫
S2

d~α gλ(λ,~α)δ′(~α · ~θ)

= − 1

|detAλ|
∂

∂s
p0(~θ,s = ~θ · ~a0(λ)) (5.41)

Cette formule de Grangeat permet alors d’énoncé la généralisation de la condition d’admissibi-
lité des déformations affines pour la reconstruction en géométrie conique :un volume d’intérêt
de l’objet de référence peut être reconstruit à partir de projections coniques non tronquées
acquises au cours d’une déformation affine dépendant du temps si tout plan passant au voi-
sinage de ce volume d’intérêt coupe la trajectoire virtuelle de la source.

5.3.1.2 Inversion en géométrie conique

De la même manière qu’en géométrie 2D, la recherche d’une formule d’inversion exacte va
être basée sur un changement de variable permettant de se ramener à une géométrie virtuelle
où une source virtuelle tourne autour d’un objet de référence et émet un rayonnement conique.
Par conséquent, nous devons choisir une formule d’inversion efficace valable pour une trajec-
toire quelconque. Nous utilisons donc l’approche de Katsevich [34] que nous avons présentée
au chapitre 2. L’établissement de la formule d’inversion 3D (5.45) a été réalisée avec l’aide de
Stéphane Bonnet, membre de l’équipe tomographie dynamique du CEA-LETI.

Formule d’inversion en un point ~x0 de l’objet de référence :

Soit ~β0 = ~x0−~a0(λ)
||~x0−~a0(λ)|| et ~βλ =

A−1
λ

~β0

||A−1
λ

~β0||
,

Soit ω(λ,~θ,~x0) une fonction de poids définie sur la géométrie virtuelle vérifiant :ω(λ,~θ,~x0)
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constant par morceaux àλ et~x0 fixés pour~θ ∈ ~β⊥0
3, et satisfaisant une condition de normalisa-

tion sur lesn(~x0,~θ) intersectionsλj de la trajectoire virtuelle~a0(λ) avec le plan de normale~θ et
passant par un point~x0:

n(~x0,~θ)∑
j=1

ω(λj,~θ,~x0) = 1. (5.42)

Soit la fonctionU(λ,~κ,~x0) définie pour~κ ∈ ~β⊥λ (~κ peut ainsi être paramétré par un angleϕ)
par :

U(λ,~κ(ϕ),~x0) = sgn(A−T
λ

~κ(ϕ) · ~a0(λ)′) ω(λ,
A−T
λ ~κ(ϕ)

||A−T
λ ~κ(ϕ)||

,~x0)

Du fait de l’hypothèse sur les poids, cette fonction est constante par morceaux suivantϕ et ses
sauts aux valeursϕm sont notés(cm)m=1...M :

cm(λ,~x0) = lim
ε→0+

U(λ,~κ(ϕm + ε),~x0)− U(λ,~κ(ϕm − ε),~x0) (5.43)

Alors, en notantgdλ les données acquisesgλ(λ,~α) dérivées à directionAλ~α constante :

gdλ(λ,~α) =
∂

∂λ |Aλ~α
|(detAλ)|gλ(λ,~α) (5.44)

nous avons la formule d’inversion au point~x0 :

f(~x0) =
−1

8π2

∫
ΛΓ(~x0)

dλ
1

|detAλ|||A−1
λ
~β0|| ||~x0 − ~a0(λ)||

M∑
m=1

cm(λ,~x0)

∫ 2π

0

dγ

sin γ
gdλ(λ, cos γ ~βλ(~x0) + sin γ ~α(λ,~x0,ϕm))

(5.45)

avec~α(λ,~x0,ϕm) = ~βλ(~x0) ∧ ~κ(λ,~x0,ϕm)

Preuve :

Les étapes de cette preuve consistent à étendre au cas dynamique des étapes détaillées dans [34].
Dérivation de la formule de Grangeat généralisée
Nous commençons par dériver la formule de Grangeat généralisée par rapport au paramètre de la trajec-
toire, en maintenant une direction~θ constante sur l’objet virtuel.

− ∂

∂2s
p0

(
~θ,s = ~θ · ~a0(λ)

)
=

1

(~θ · ~a0(λ)′)

∂

∂λ |~θ
|(detAλ)|gGλ(λ,ATλ ~θ) (5.46)

Utilisation de la formule de Grangeat généralisée dans la formule d’inversion de la transformée de Radon
Nous injectons la formule (5.46) dans la formule d’inversion (2.57) de la transformée de Radon 3D, que
nous redonnons ici appliquée à l’objet de référencef0:

f(~x0) =
−1
8π2

∫
S2

d~θ
∂

∂s2
p0(~θ,s = ~x0 · ~θ) (5.47)

3. rappelons que nous notons~β⊥0 le cercle intersection de la sphère unité avec le plan de normale~β0
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Nous supposons pour cela que l’équation (5.48) a au moins une solutionλ∗ pour chaque~θ ∈ S2 sur un
intervalle notéΛΓ(~x0) (nous supposons ainsi la déformation admissible surΛΓ(~x0)).

~θ · ~x0 = ~θ · ~a0(λ) (5.48)

Nous obtenons alors :

f0(~x0) =
−1
8π2

∫
S2

d~θ

(
1

(~θ · ~a0(λ)′)

∂

∂λ |~θ
|(detAλ)|gGλ(λ,ATλ ~θ)

)
λ=λ∗

(5.49)

Pour tenir compte de toutes les solutions(λj)j=1...n(~x0,~θ)
de (5.48), c’est à dire de toutes les intersections

avec la trajectoire virtuelle~a0(λ) des plans contenant~x0 de normale~θ, nous introduisons les poids
ω(λ,~θ,~x0), satisfaisant la contrainte de normalisation (5.42) :

n(~x0,~θ)∑
j=1

ω(λj ,~θ,~x0) = 1 (5.50)

Ainsi, nous pouvons écrire :

f0(~x0) =
−1
8π2

∫
S2

d~θ

n(~x0,~θ)∑
j=1

ω(λj ,~θ,~x0)

(
1

(~θ · ~a0(λ)′)

∂

∂λ |~θ
|(detAλ)|gGλ(λ,ATλ ~θ)

)
λ=λj

(5.51)

Obtention d’une intégrale suivant le paramètreλ de la trajectoire
Plutôt que de considérer pour chaque plan les intersections avec la trajectoire de la source virtuelle, nous
nous intéressons pour chaque position de source aux plans de Radon correspondants. En d’autres termes,
nous voulons faire apparaître une intégrale suivantλ. Pour cela, toujours comme dans [34], nous utilisons
la propriété suivante de la fonction delta. SoitQ(λ,~θ) une fonction arbitraire et soient(λj)j=1...n(~x0,~θ)
les solutions de (5.48), alors

n(~x0,~θ)∑
j=1

Q(λj ,~θ)

(~θ · ~a0(λ)′)λ=λj

=
∫
dλ sgn(~θ · ~a0(λ)′)Q(λ,~θ) δ

(
~θ − (~x0 − ~a0(λ))

)
(5.52)

En appliquant ce résultat dans (5.51) avecQ(λ,~θ) = ω(λ,~θ,~x0) ∂
∂λ |~θ|(detAλ)|gGλ(λ,A

T
λ
~θ), il vient:

f0(~x0) =
−1
8π2

∫
S2

d~θ

∫
ΛΓ(~x0)

dλ sgn(~θ·~a0(λ)′)ω(λ,~θ,~x0)
(
∂

∂λ |~θ
|(detAλ)|gGλ(λ,ATλ ~θ)

)
δ
(
~θ · (~x0 − ~a0(λ))

)
(5.53)

Nous introduisons alors le vecteur normé~β0 et la fonctionh :

~β0 =
~x0 − ~a0(λ)
||~x0 − ~a0(λ)||

(5.54)

h(λ,ATλ ~θ) = sgn(~θ · ~a0(λ)′) ω(λ,~θ,~x0)
(
∂

∂λ |~θ
|(detAλ)|gGλ(λ,ATλ ~θ)

)
(5.55)

Alors, en inversant l’ordre d’intégration, nous aboutissons à:

f0(~x0) =
−1
8π2

∫
ΛΓ(~x0)

dλ
1

||~x0 − ~a0(λ)||

∫
S2

d~θ h(λ,ATλ ~θ) δ(~θ · ~β0) (5.56)
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Réécriture degGλ

Nous notons~κ = AT
λ
~θ

||AT
λ
~θ||

et ~∇gλ le gradient degλ(λ,~α) suivant~α.

gGλ(λ,ATλ ~θ) = gGλ(λ,
~κ

||A−Tλ ~κ||
)

= ||A−Tλ ~κ||2
∫
~κ⊥
d~α ~κ · ~∇gλ(λ,~α) (5.57)

Dans l’équation (5.57),~κ⊥ désigne le cercle centré de rayon1 et de normale~κ (voir la figure 5.17).

Changement de vecteur d’intégration~θ en~κ = AT
λ
~θ

||AT
λ
~θ||

Dans la formule (5.56), pour chaque position de sourceλ de l’ensembleΛΓ(~x0), deux intégrales appa-

raissent : la première est suivant le cercle~β0
⊥

, la seconde suivant le cercle~κ⊥. Dans l’approche initiale
de Katsevich, ces deux cercles sont orthogonaux, ce qui est explicitement utilisé plus loin lors du choix
d’un système de coordonnées permettant d’éliminer l’une de ces intégrales. Pour nous ramener à ce cas,
nous utilisons donc le changement de variable:~θ → ~κ(~θ) dans (5.56): ainsi nous aurons une intégrale

sur

(
A−1

λ
~β0

||A−1
λ
~β0||

)⊥
au lieu de~β0

⊥
. Comme

A−1
λ
~β0

||A−1
λ
~β0||

·~κ = 0, nous serons dans la situation de deux cercles

orthogonaux (voir la figure 5.17).

A λ fixé, le changement de variable~θ = A−T
λ ~κ

||A−T
λ ~κ||

est admissible et son jacobien vaut : 1
|detAλ|||A−T

λ ~κ||3
.

Alors, en notant~βλ = A−1
λ

~β0

||A−1
λ

~β0||
, l’équation (5.56) devient :

f0(~x0) =
−1
8π2

∫
ΛΓ(~x0)

dλ
1

|detAλ|||A−1
λ
~β0|| ||~x0 − Γλ(~aλ)||

∫
~β⊥λ

d~κ
1

||A−Tλ ~κ||2
h(λ,

~κ

||A−Tλ ~κ||
) (5.58)

Nous notons:

Géométrie réelle Géométrie virtuelle
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FIG. 5.17 –Correspondances entre les géométries réelles et virtuelles

I(λ,~x0) =
∫
~βλ(~x0)⊥

d~κ
1

||A−Tλ ~κ||2
h(λ,

~κ

||A−Tλ ~κ||
) (5.59)

de sorte que

f(~x0) =
−1
8π2

∫
ΛΓ(~x0)

dλ
1

|detAλ|||A−1
λ
~β0|| ||~x0 − Γλ(~aλ)||

I(λ,~x0) (5.60)



118 Reconstruction avec compensation des déformations affines dépendant du temps

Changement du terme de dérivée enλ

Nous évaluonsh(λ, ~κ
||A−T

λ ~κ||
):

h(λ,
~κ

||A−Tλ ~κ||
) = sgn(A−Tλ ~κ · Γλ(~aλ)′) ω(λ,

A−Tλ ~κ

||A−Tλ ~κ||
,~x0)

(
∂

∂λ |A−T
λ ~κ

|(detAλ)|gGλ(λ,
~κ

||A−Tλ ~κ||
)

)
Nous définissons :

Ψ(~κ) =
∂

∂λ |A−T
λ ~κ

(
|(detAλ)|gGλ(λ,

~κ

||A−Tλ ~κ||
)

)
Alors, en utilisant (5.57), nous pouvons écrire:

Ψ(~κ) =
∂

∂λ |A−T
λ ~κ

(
|(detAλ)|||A−Tλ ~κ||2

∫
~κ⊥
d~α ~κ · ~∇gλ(λ,~α)

)
= ||A−Tλ ~κ||2 ∂

∂λ |A−T
λ ~κ

(∫
~κ⊥
d~α ~κ · ~∇|(detAλ)|gλ(λ,~α)

)
= ||A−Tλ ~κ||2

(∫
~κ⊥
d~α ~κ · ~∇

[
∂

∂λ |Aλ~α
|(detAλ)|gλ(λ,~α)

])
(5.61)

Pour obtenir (5.61), nous avons successivement utilisé (5.57), le fait que la dérivée est faite à direction
A−Tλ ~κ constante, et le fait que maintenir cette direction fixe revient à maintenir la direction orthogo-
naleAλ~α fixe. Nous introduisons la notationgdλ pour le terme de dérivation des projections acquises
pondérées:

gdλ(λ,~α) =
∂

∂λ |Aλ~α
|(detAλ)|gλ(λ,~α)

Nous pouvons réécrireI(λ,~x0) :

I(λ,~x0) =
∫
~βλ(~x0)⊥

d~κ sgn(A−Tλ ~κ · ~a0(λ)′) ω(λ,
A−Tλ ~κ

||A−Tλ ~κ||
,~x0)

∫
~κ⊥
d~α ~κ · ~∇gdλ(λ,~α) (5.62)

En définissant à présentU(λ,~κ,~x0):

U(λ,~κ,~x0) = sgn(A−Tλ ~κ · ~a0(λ)′) ω(λ,
A−Tλ ~κ

||A−Tλ ~κ||
,~x0)

Nous avons :

I(λ,~x0) =
∫
~β⊥λ

d~κ U(λ,~κ,~x0)
∫
~κ⊥
d~α ~κ · ~∇gdλ(λ,~α) (5.63)

Ecriture dans un système de coordonnées particulier
Nous pouvons à présent remarquer que l’expression (5.63) a la même forme générique que l’étape inter-
médiaire (2.20) dans l’article de Katsevich [34]. Par conséquent, il suffit de prendre le système particulier
de coordonnées sphériques suivant:

~βλ(~x0) =

 0
0
1

 , ~κ(λ,~x0,ϕ) ∈ ~β⊥λ =

 cosϕ
sinϕ

0

 , ~α(λ,~x0,ϕ) = ~βλ ∧ ~κ =

 − sinϕ
cosϕ

0


Et les mêmes étapes permettent de transformer (5.63) :

I(λ,~x0) =
∫ 2π

0
dϕ

∂

∂ϕ
U(λ,~κ(ϕ),~x0)

∫ 2π

0

dγ

sin γ
gdλ(λ, cos γ ~βλ(~x0) + sin γ ~α(λ,~x0,ϕ)) (5.64)
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Formule d’inversion
Si la fonction de poids que nous avons définie sur la géométrie virtuelle vérifie la même contrainte
dans le cas statique (ω(λ,~θ,~x0) constant par morceaux àλ et ~x0 fixé pour~θ ∈ ~β⊥0 ), alors la fonction
U(λ,~κ,~x0) est constante par morceaux suivantϕ. L’intégrale enϕ dans(5.64) devient donc une somme
sur les discontinuités(ϕm)m deU(λ,~κ(ϕ),~x0). En notant(cm)m=1...M lesM sauts de la fonctionU :

cm(λ,~x0) = lim
ε→0+

U(λ,~κ(ϕm + ε),~x0)− U(λ,~κ(ϕm − ε),~x0)

Alors, (5.60) devient (5.45):

f(~x0) =
−1
8π2

∫
ΛΓ(~x0)

dλ
1

|detAλ|||A−1
λ
~β0|| ||~x0 − ~a0(λ)||

M∑
m=1

cm(λ,~x0)
∫ 2π

0

dγ

sin γ
gdλ(λ, cos γ ~βλ(~x0) + sin γ ~α(λ,~x0,ϕm))

5.3.1.3 Commentaires sur la formule d’inversion exacte

Nous avons donc obtenu avec la formule (5.45) une généralisation de la formule générale
de Katsevich permettant d’inverser exactement une fonction à partir de ses projections coniques
non tronquées acquises au cours d’une déformation 3D affine dépendant du temps.

Un point crucial pour l’applicabilité de méthodes en 3D, comme nous l’avons vu au cha-
pitre 2, est la possibilité de reconstruire à partir de données axialement tronquées. Or dans le
cas statique, de tels résultats, qui sont obtenus en prenant des fonctions de poids bien choisies
(voir par exemple la fonction de poids en tomographie hélicoïdale dans la section 2.4.3.4), sont
extrêmement dépendantes de la trajectoire considérée. Il est très improbable, d’après Katsevich
(voir l’introduction de [34] ), qu’une méthode générale pour choisir la fonction de poids opti-
male pour une trajectoire complète quelconque existe. Or c’est précisément ce qui arrive dans
notre cas dans notre formule (5.45), puisque la trajectoire virtuelledépend de la déformation
affine.

Par conséquent, nous concluons qu’il n’est probablement pas possible pour les déforma-
tions affines dépendant du temps d’avoir un schéma exact et général résolvant le problème des
données axialement tronquées. Remarquons que c’est quand même possible pour certaines dé-
formations, par exemple les translations suivant l’axe de l’hélice pour une acquisition réelle
hélicoïdale, comme le montre le résultat de Katsevich sur le problème équivalent de reconstruc-
tion exacte pour une trajectoire hélicoïdale à pas variable [35].

5.3.2 Reconstruction approchée par une méthode de type Feldkamp

Le résultat précédent incite donc à s’intéresser pour le cas des déformations 3D à des mé-
thodes approchées de type Feldkamp. Nous proposons ici, en temps que perspective, une for-
mule d’inversion approchée dans le cas d’un détecteur 2D cylindrique de rayonR centré sur la
source (voir figure 5.18); nous n’avons pas développé l’algorithme correspondant.

Cette extension reproduit le schéma de généralisation introduit par Kudo dans [37] pour
étendre les approches "very short-scan" [42] et [36] aux géométries 3D. L’ensemble des posi-
tions de source utilisées(λ ∈ ΛΓ(~x0)) est défini dans la géométrie virtuelle. C’est une portion
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FIG. 5.18 –Géométrie réelle d’acquisition avec détecteur cylindrique

de la trajectoire virtuelle centrée sur la coupe4 à reconstruire, dont la projection sur cette coupe
vérifie la condition d’admissibilité 2D. Les étapes de l’algorithme approché proposé sont alors
les suivantes, avec les notations du chapitre 2 :

– pondération des données acquises par un terme corrigeant la conicité

gλw1(λ,γ,q) =
R√

R2 + q2
gmλ (λ,γ,q)

– pondération et filtrage de Hilbert ligne à ligne sur le détecteur (comme en 2D) :

gmwHλ(λ,ξ,q) = |detAλ|‖A−T
λ ~κ(ξ)‖ (gλw1 ∗ξ hangH ) (λ,ξ,q)

– dérivation ligne à ligne (comme en 2D) :

gmFλ(λ,ξ,q) =
∂

∂λ
gmwHλ(λ,ξ,q) +

∂

∂ξ
gmwHλ(λ,ξ,q) ·

∂ξ

∂λ |ϕ
(avec

∂ξ

∂λ |ϕ
défini en (5.35))

– pondération parw(λ,ξ) et rétroprojection 3D passant par le point acquisΓ−1
ϕ (~x0), sur

l’ensembleΛΓ(~x0) :

f0(~x0) '
1

2π

∫
ΛΓ(~x0)

dλ
1

‖~a0(λ)− ~x0‖

[
w(λ,ξ)gmFλ(λ,ξ,q)

]
ξ=ξ∗(Γ−1

ϕ (~x0),λ),q=q∗(Γ−1
ϕ (~x0),λ)

Remarquons que les étapes de filtrage de Hilbert et de dérivation peuvent alternativement être
menées suivant les lignes obliques du détecteur qui sont dans la géométrie réelle parallèles
à l’image parΓ−1 de la tangente à la trajectoire virtuelle (ceci généralise le choix des lignes
tangentes à la trajectoire proposées notamment dans [93]).
Remarquons enfin que la troncature axiale peut rester un problème dans le cas de déformations
qui changent beaucoup la pente des lignes de filtrage, comme le font par exemple certaines
rotations.

4. notons que la notion de coupe sur l’objet de référence est liée à la trajectoire et peut être délicate à définir
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5.4 Bilan de cette approche

Dans ce chapitre, nous nous sommes demandé pour quelles déformations il est possible
d’obtenir des méthodes analytiques précises de reconstruction avec compensation. Du change-
ment de variable décrit au début du chapitre, nous avons déduit que ce problème complexe est
soluble dans le cas de la conservation de la géométrie de droites, qui permet de se ramener à une
géométrie virtuelle de même nature que la géométrie réelle. Nous avons dans ce cadre étudié
précisément les déformations affines dépendant du temps, en établissant de nouveaux résultats
concernant :

– les conditions d’admissibilité en géométrie 2D et 3D
– des formules d’inversion exactes de type filtrage-rétroprojection pour les géométries 2D

parallèles et divergentes
– une formule d’inversion pour la géométrie conique

D’un point de vue numérique, nous avons implémenté efficacement la méthode en géométrie
2D, et discuté des problèmes d’implémentation de la formule d’inversion exacte 3D. La formule
proposée ne permet pas de résoudre le problème de l’objet long. Nous avons enfin proposé pour
ce problème une méthode basée sur une approximation de type Feldkamp.

Des perspectives d’étude subsistent pour compléter ce travail :
– Analyse numérique précise de la sensibilité au modèle. Nous illustrons ici par quelques

images l’importance de cette question dans la figure 5.19. Le modèle intervenant dans
l’étape de rétroprojection entraîne une forte dégradation même pour de faibles perturba-
tions du modèle.

– Etude en 3D des erreurs d’approximation de la formulation Feldkamp.
– Etude pour le cas des déformations affines de la possibilité d’apprendre la déformation

dans les mesures.
Evidemment, une autre voie d’investigation importante est la recherche sur d’autres classes de
déformations plus larges, possédant idéalement des propriétés d’approximation des déforma-
tions générales, pour lesquelles des méthodes de reconstruction analytiques efficaces pourraient
être mises en place. Nous proposerons quelques pistes comme perspectives de cette thèse.
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FIG. 5.19 –Reconstruction des fantômes animés (voir les figures 5.10 et 5.11), avec perturbation
de modèle affine utilisé pour la reconstruction par notre algorithme. (a) Un bruit blanc gaussien
de moyenne nulle et d’écart type 0.01 a été ajouté à l’angle de la rotation du fantôme Shepp
and Logan. (b) Image reconstruite avec ce modèle perturbé. (c) Le même bruit a été ajouté aux
paramètres a11 et a22 du modèle utilisé pour la reconstruction du fantôme de thorax. (d) Image
reconstruite avec ce modèle.



Chapitre 6

Conclusion et perspectives

6.1 Bilan de nos contributions

La modalité tomographie par rayons X est une modalité attractive en imagerie cardiaque.
Toutefois, la résolution temporelle intrinsèque à cette modalité est insuffisante pour reconstruire
des séquences d’images de qualité sur tout un cycle, et nécessite donc l’introduction de modèles
pour régulariser le problème inverse.
L’étude approfondie des méthodes existantes a fait ressortir deux types fondamentaux de mo-
dèles en tomographie dynamique qui sont appliqués (ou peuvent l’être) à l’imagerie cardiaque :
le modèle temporel d’évolution périodique et le modèle spatial de déformation.

Dans l’étude du chapitre 4, nous avons approfondi les conditions d’acquisition pour la recons-
truction d’un objet à variation périodique. Dans le cas de la géométrie parallèle, nous avons
caractérisé la résolution temporelle en fonction des différents paramètres, en particulier les pé-
riodes de rotation du scanner et d’évolution de l’objet. Nous avons aussi établi les conditions
d’optimalité. Nous avons mis en évidence la difficulté qui apparaît dans le cas de la géométrie
divergente lors de l’utilisation de la propriété de symétrie. Celle-ci produit une dépendance de
la résolution temporelle par rapport au point de reconstruction. Nous avons proposé une amélio-
ration des schémas de reconstruction existants permettant d’atteindre effectivement ces critères
théoriques en chaque point.

Les modèles utilisant la périodicité souffrent de plusieurs limites, en particulier la limite de vali-
dité du modèle en tomographie hélicoïdale et les problèmes de synchronisation. Les approches
correspondantes peuvent donc être complétées par les techniques basées sur la compensation du
mouvement. Nous avons étudié l’état de l’art de ces méthodes, qui a fait ressortir le fait que les
méthodes existantes étaient basées sur l’extension de formules exactes établies pour des défor-
mations simples. Nous avons alors cherché à élargir la classe des déformations pour lesquelles
il est possible d’avoir des méthodes analytiques précises de reconstruction avec compensation.
Du changement de variable décrit au début du chapitre 5, nous avons déduit que ce problème
complexe est soluble dans le cas de la conservation de la géométrie de droites, qui permet de
se ramener à une géométrie virtuelle de même nature que la géométrie réelle. Nous avons dans
ce cadre étudié précisément dans le chapitre 5 les déformations affines dépendant du temps, en
établissant de nouveaux résultats concernant :

– les conditions d’admissibilité en géométrie 2D et 3D,
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– des formules d’inversion exactes de type filtrage-rétroprojection pour les géométries 2D
parallèle et divergente ainsi que pour la géométrie 3D conique.

6.2 Perspectives en tomographie dynamique

6.2.1 Perspective 1 : vers le traitement de plus grandes classes de défor-
mations

La première perspective de notre travail est relative à la question : existe-t-il des classes de
déformations plus grandes que la classe des déformations affines sur lesquelles des formules
d’inversion analytique existent?
Nous pouvons déjà obtenir une réponse partielle en repartant de notre analyse basée sur le
passage à la géométrie virtuelle. Une classe plus grande sur laquelle des résultats de type in-
version analytique sont possibles estla classe des déformations qui conservent les droites de
mesures(voir la figure 6.1). Cette classe contient les déformations affines qui conserventtoutes
les droites. Une déformation de ce type permet d’associer à une mesure d’intégrale de droite
dans la géométrie réelle une autre mesure d’intégrale de droite sur la géométrie virtuelle. Il de-
vient alors possible d’utiliser des techniques de reconstruction standard pour reconstuire l’objet
dans son état de référence. La déformation sera admissible si elle permet d’obtenir un jeu de
mesures suffisant dans la géométrie virtuelle.
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Sinogramme sur la géométrie 
parallèle d’acquisition

Sinogramme sur la géométrie 
virtuelle d’acquisition

FIG. 6.1 –Illustration de la possibilité de réarrangement d’une projection parallèle de la géo-
métrie réelle vers la géométrie virtuelle si la déformation transforme les droites acquises en
d’autres droites. Chaque mesure(ϕi,sj) dans le sinogramme acquis a une image dans le sino-
gramme défini dans la géométrie virtuelle.

Nous pouvons également remarquer que ce type de déformation peut éventuellemnt être uti-
lisé pour obtenir une méthode approchée, en trouvant la droite la plus proche de l’image par la
déformation de chaque rayon acquis. Cette approximation autorise un réarrangement du sino-
gramme réel vers le sinogramme défini sur la géométrie virtuelle. Un filtrage par le filtre rampe
peut être mis en place ligne à ligne sur ce sinogramme et avant de rétroprojeter les mesures
filtrées en tenant compte de la déformation exacte.
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Les résultats que nous avons obtenus dans ce travail de thèse concernent une petite classe de
déformations, qu’il est possible d’étendre quelque peu comme nous venons de le voir. Mais la
possibilité d’étendre encore à d’autres types de déformations est ensuite liée à la possibilité de
reconstruire dans des géométries qui ne sont plus des droites. D’autres résultats de géométrie
intégrale sont alors requis. Peut-être aussi, dans les cas généraux, les techniques de reconstruc-
tion discrètes sont-elles l’outil pratique permettant de reconstruire le mieux, grâce notamment
à l’intégration de régularisations spatio-temporelles.

6.2.2 Perspective 2 : sur l’extension des modèles affines à des déforma-
tions quelconques

Nous abordons dans cette section les méthodes heuristiques permettant de traiter de ma-
nière approchée des mouvements généraux. L’analyse de l’état de l’art a révélé deux méthodes
analytiques permettant de traiter les déformations quelconques : la méthode de Ritchie [88] et
la méthode de Grangeat [66]. Ces techniques, comme nous l’avons vu dans la section 3.4.3.2,
reposent sur l’extension d’une formule de reconstruction valable pour un modèle simple glo-
bal à des déformations générales. Les paramètres des modèles globaux (translation pour [66],
translation et dilatation pour [88]) sont définis localement pour chaque pixel.
Comme notre méthode permet d’élargir les algorithmes exacts de type filtrage-rétroprojection
à la classe entière des déformations affines dépendant du temps, il est légitime de tenter d’étu-
dier l’extension "locale" de notre approche. Cette dernière consiste à approximer localement
un champ de déplacement quelconque par un champ affine, sur lequel on applique notre for-
mule d’inversion pour les étapes de pondération, de filtrage, et de définition de l’intervalle de
rétroprojection. Pour l’étape de rétroprojection cependant, nous gardons le modèle exact de dé-
formation , et non pas son approximation locale.
Nous écrivons la formule de reconstruction correspondante : les paramètres de la déformation
affine sont définis par approximation locale :

Aλ(~x0) =

[
∂Γx1

∂x1

∂Γx1

∂x2
∂Γx2

∂x1

∂Γx2

∂x2

]
en écrivant :Γ( ~x0) =

[
Γx1

Γx2

]
La formule de reconstruction approchée écrite au point~x0 est la suivante :

gmHλ(λ,ξ) = (gmλ ∗ξ h
ang
H ) (λ,ξ) (6.1)

gmwHλ(λ,ξ) = | detAλ(~x0)|‖A−T
λ (~x0)~κ(ξ)‖gmHλ(λ,ξ) (6.2)

gmFλ(λ,ξ) =
∂

∂λ
gmwHλ(λ,ξ(λ,~κ)) +

∂

∂ξ
gmwHλ(λ,ξ(λ,~κ)) ·

∂ξ

∂λ |ϕ
(~x0) (6.3)

avec:
∂ξ

∂λ |ϕ
(~x0) = 1 +

1
‖A−Tλ (~x0)~κ(ξ)‖2

[
(A′λ(~x0)~e2λ ·A−Tλ (~x0)~κ(ξ))(~e1λ · ~κ(ξ))−

(A′λ(~x0)~e1λ ·A−Tλ (~x0)~κ(ξ))(~e2λ · ~κ(ξ))
] (6.4)

Alors, nous avons la formule de reconstruction :

f0(~x0) ≈
1

2π

∫
ΛΓ

aff (~x0)

dλ
1

‖~a0(λ)− ~x0‖

[
w(λ,ξ)gmFλ(λ,ξ)

]
ξ=ξ∗(~x0,λ)

(6.5)
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où ξ∗ est l’angle caractérisant le rayon divergent de~a(λ) et passant par~x = Γ−1
λ (~x0). Les poids

w(λ,ξ) et l’ensemble de rétroprojectionΛΓ
aff (~x0) sont calculés sur la géométrie virtuelle avec

l’approximation locale.
Nous allons comparer cette formule avec l’approche de Ritchie en géométrie divergente. Pour
la méthode de Ritchie, nous avons négligé la modification du filtrage et implémenté la formule
sur l’intervalle short-scan en utilisant les poids de Parkerw(λ,γ) selon la formule (6.6) écrite à
l’instantπ/2 + γm:

fπ/2+γm(~x0) ≈
∫ π+2γm

0

dλ
1

‖~a(λ)− ~x0‖2

∫ +γm

−γm

dγ w(λ,γ)gmλ (λ,γ)hangR (γ(Γ−1
λ (~x0))− γ)

(6.6)
Cette formule ne diffère de la formule classique de reconstruction sur un intervalle short-scan
que par l’étape de rétroprojection, qui tient compte des trajectoires des points.

6.2.2.1 Description des simulations effectuées

Nous avons mis au point une simulation permettant de savoir si l’approximation locale réali-
sée par la formule (6.5) est plus intéressante que l’approximation suivant la méthode de Ritchie
[88]. Pour cela, nous avons modifié le fantôme de thorax (www.imp.uni-erlangen.de/forbild) en
rajoutant des structures dans le coeur (voir la figure 6.2). Puis nous l’avons animé d’un mou-
vement affine local, composé d’une rotation et d’une dilatation (voir la figure 6.3). La période
de ce mouvement est égale au double de la période de rotation du scanner. Les amplitudes du
mouvements ne sont pas très grandes (voir la figure 6.3).

1.05

1.12
1.08

1.0

FIG. 6.2 –Description de la modification du fantôme de thorax .
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6.2.2.2 Résultats et conclusion sur les approximations locales

Nous comparons dans la figure 6.4 à deux instants du cycle les reconstructions obtenues
par un algorithme statique, par l’algorithme de Ritchie (formule (6.6)) et par l’extension locale
(formule (6.5)) de notre méthode de compensation des déformations affines.
Les résultats les meilleurs sont obtenus avec l’approche de Ritchie. Les images produites par
notre extension contiennent des raies qui dégradent l’image. Ces tests indiquent que l’utilisation
des paramètres locaux dans le filtrage et dans la détermination de l’ensemble de rétroprojection
n’apporte pas d’amélioration par rapport à une méthode de compensation simple des rétropro-
jections. La méthode de Ritchie semble plus robuste que ce type d’approximation locale.
Ce résultat incite donc soit à chercher d’autres manières pour étendre la formule de reconstruc-
tion compensant les déformations affines, soit à se satisfaire des résultats finalement assez bons
de l’approximation de Ritchie.
Des tests complémentaires sont de toute façon requis pour tester l’efficacité dans des situations
réalistes de la formule de Ritchie. Ainsi, nous pensons que le fantôme appelé NCAT, définissant
un modèle dynamique réaliste et paramétrable de thorax respirant avec coeur battant, développé
par Segars [91], pourrait être utilisé.

6.2.3 Perspectives 3 : les problèmes d’estimation des déformations

Nous terminons les perspectives en soulevant le problème de l’estimation de mouvement
dans les méthodes de compensation basées sur un modèle connu. L’idée directrice de ces mé-
thodes, d’une certaine manière, consiste à augmenter le nombre d’inconnues en ajoutant le
problème d’estimation du mouvement et en reposant le problème de reconstruction comme un
problème de reconstruction avec déformation connue.
Nous n’avons dans cette thèse abordé que le second aspect. L’aspect estimation est fondamental,
comme nous l’avons vu dans le test de la figure 5.19 où notre formule de reconstruction exacte
était appliquée avec un modèle perturbé par un bruit. Beaucoup d’efforts restent à faire pour
obtenir des techniques robustes d’estimation. Dans ce cadre, une possibilité parmi d’autres en
imagerie cardiaque est de régulariser le problème d’estimation des déformations par l’utilisation
de l’hypothèse de périodicité.
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FIG. 6.3 –Description du mouvement affine local que nous avons imposé. Le mouvement est
purement affine au niveau du coeur, nul loin du coeur. Une zone de transition assure la conti-
nuité. Les lois du mouvement sont précisées dans le cadre central. Nous avons aussi inclus les
images à différents instants du cycle.
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