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Cette thèse doit également beaucoup à Messieurs Michel MAURIER et Jean-François MIL-
LOT (SGPI) pour les solutions astucieuses qu’ils ont développées pour résoudre les divers
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i



ii TABLE DES MATIÈRES

2.6.1.4 Optimisation du nombre de bobines de la sonde de mesure . . . 41
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4.4.1.2 Effet du décalage transversal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 86
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5.2.5 Détermination de l’erreur statistique sur la mesure . . . . . . . . . . . . . 116
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5.4.3 Reproductibilité du champ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 130
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cette sonde dans Q3. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

3.4 Vue en coupe transverse de la sonde numéro 2 (schéma de principe). . . . . . . 53
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4.6 Déphasages quadripolaires mesurés par les 10 acquisitions aller et retour (bobine
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4.19 En (a): Décentrement ∆x obtenu par une sonde intégrale. On n’a aucune in-
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5.10 Linéarité et reproductibilité du champ dans Q1. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131
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jusqu’à l’ordre 4. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
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6.8 Synoptique de l’édition d’une carte 3D du champ total. . . . . . . . . . . . . . . 152
6.9 Système de coordonnées de TRANSPORT: définition des angles. . . . . . . . . . 153
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de ∼ 45o par rapport à la trajectoire centrale. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 170
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C.1 Système de coordonnées de SNAKE: définition des angles. Sur cette figure, θx et
θz sont positifs. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 194

C.2 Maille 3D et 3 points supplémentaires pour interpoler les composantes du champ
en un point situé dans la maille. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 196



Liste des Tableaux
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4.4 Jeu angulaire aller/retour des sondes de mesure déterminé pour chaque aimant. 76
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6.1 Valeurs optimales de mmax pour les différents ordres des harmoniques. . . . . . 146
6.2 Implantation des mesures magnétiques dans SNAKE. . . . . . . . . . . . . . . . 159
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Introduction

La plus grande partie de la masse visible dans l’univers est contenue dans les noyaux atom-
iques. Le noyau est une forme unique de la matière, il est constitué de plusieurs baryons,
les nucléons, liés entre eux par l’interaction forte. Cependant, pour comprendre en détail ses
propriétés, il faut également faire intervenir l’interaction électro-faible, voire l’interaction grav-
itationnelle, si l’on considère les étoiles à neutron, qui sont en fait d’énormes noyaux dont les
constituants sont maintenus confinés par les forces gravitationnelles.

Dans les années 70, on a découvert que les nucléons possèdent eux-mêmes une sous-structure:
les quarks, dont les interactions sont décrites dans le cadre de la Chromodynamique Quantique
(QCD). Comme les noyaux, les protons et neutrons sont donc aussi des systèmes à plusieurs
corps.

Le nucléon et les noyaux sont par conséquent des laboratoires uniques pour étudier les
propriétés de ces interactions et comprendre ainsi la structure de la matière qui constitue tout
ce que nous connaissons actuellement dans l’univers (y compris nous-mêmes).

Pour explorer les propriétés de cette matière, la diffusion d’un faisceau d’électrons sur des
noyaux cibles est un outil de qualité: la sonde électromagnétique. En effet, les électrons inter-
agissent avec les hadrons via l’interaction électro-faible, qui est bien connue et calculable.

Le Thomas Jefferson National Accelerator Facility (T.J.N.A.F.) anciennement appelé Con-
tinuous Electron Beam Accelerator Facility (C.E.B.A.F.) est un laboratoire qui permet de faire
de telles diffusions d’électrons (ou absorption de photons) sur des cibles nucléaires.

Le but de ce laboratoire de recherche est d’étudier la structure de la matière nucléaire des
systèmes à plusieurs corps ainsi que leur sous-structure en quarks.

Des équipes de recherche de l’Institut National de Physique Nucléaire et de Physique des
Particules (C.N.R.S.) et du Commissariat à l’Energie Atomique de Saclay effectuent des travaux
de recherche en commun au T.J.N.A.F. où elles ont proposé un certain nombre d’expériences
de physique hadronique comme la diffusion Compton virtuelle (Hall A) ou la mesure de la
polarisation tensorielle T20 du deutéron (Hall C).

Dans le cadre de cette collaboration française, le Service de Physique Nucléaire du C.E.A. de
Saclay et le Laboratoire de Physique Corpusculaire de Clermont-Ferrand ont pris la reponsabilité
de projets techniques qui servent à l’équipement du hall expérimental A, avant de commencer
les expériences de physique hadronique.

Le Projet Q.M.M. (Quadrupoles Magnetic Measurement), commencé fin 1993 [1], s’inscrit
directement dans le travail de cette collaboration [2]. Le but de ce projet est la cartographie in
situ des quadripôles supraconducteurs des deux spectromètres Q1-Q2-D-Q3 de haute résolution
du hall A (H.R.S.).

Le but final de cette cartographie est la compréhension de l’optique des H.R.S. et le calcul
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de leur angle solide. Cela servira d’une part à obtenir un modèle précis de ces spectromètres
pour les prochaines expériences de physique nucléaire et d’autre part, permettra de reconstruire,
avec précision, les coordonnées des particules dans la cible.

Le choix de sondes de Hall n’était pas adapté à la mesure du champ de ces quadripôles.
L’utilisation d’un tel système de sondes de Hall demande en effet un contrôle précis de deux
mouvements (une rotation et une translation) à l’intérieur d’aimants difficilement accessibles.
De plus les sondes de Hall posent des problèmes de précision et de calibration.Nous avons donc
adopté une méthode par bobines tournantes. Cette technique a été développée principalement
pour des aimants d’accélérateur et mesure la force électromotrice induite par la variation de flux
magnétique à travers la surface des bobines.

Cette méthode a dû être adaptée au cas particulier d’aimants de spectromètre de large
ouverture. Notre appareil de mesure est une sonde tournante segmentée: 10 bobines radiales
placées le long de l’axe du quadripôle couvrent la longueur totale de l’aimant en incluant les
champs de fuite. Cela permet d’obtenir une information sur la distribution longitudinale du
champ dans l’aimant.

Pour cartographier Q1 et Q2/Q3, deux sondes de longueurs différentes ont été construites en
1994-95 à Saclay. La géométrie de ces sondes ainsi que leur positionnement dans les aimants ont
une précision de l’ordre de 100 µm. L’électronique d’acquisition, quant à elle, est principalement
constituée de deux voltmètres-intégrateurs qui mesurent les f.e.m. induites aux bornes des
bobines.

La méthode de calcul du champ à partir des flux mesurés est basée sur le fait que nous
disposons des informations de dix bobines le long de l’axe et sur le fait que le champ de ces
aimants est dominé par la position des conducteurs. Ce dernier point nous a permis de calculer
une carte de champ modèle, basée sur la connaissance de la géométrie des conducteurs dans
l’aimant. On travaille alors sur le champ résiduel qui est l’écart entre le champ mesuré et celui
donné par le modèle. Une analyse reposant sur le formalisme tridimensionnel des solutions de
l’équation de Laplace en terme des développements du flux et du champ en séries de Fourier-
Bessel, permet alors de passer du flux au champ.

La campagne de mesure s’est déroulée sur deux mois, de la mi-Mai à la mi-Juillet 1996. Elle
a eu lieu dans des conditions difficiles, car in situ, dans un hall encore en construction, avec des
contraintes de temps très serrées. La cartographie a été effectuée sur les trois quadripôles du
bras Electron.

Une pré-analyse des données au moment de l’acquisition a permis de déterminer et de reporter
les marques d’alignement des axes magnétiques et plans de symétrie des quadripôles. L’analyse
repose en grande partie sur la connaissance de la géométrie des sondes de mesure, notamment
la position des bobines par rapport à l’axe de rotation à tout moment au cours de la mesure.
Au cours de la construction et de la calibration des sondes, nous avons effectué de nombreuses
mesures de visées au théodolite pour contrôler la position de chacune des bobines. Cela nous a
autorisé à corriger des divers défauts inhérents à la méthode de mesure choisie et à obtenir une
bonne estimation des erreurs expérimentales.

Une analyse en termes d’harmoniques intégraux du champ a permis de déterminer les
propriétés des quadripôles vis-à-vis des effets de saturation, de reproductibilité du champ et
d’hystérésis.

En termes de champ local, une paramétrisation du champ résiduel par une somme de fonc-
tions Lorentziennes nous a permis, connaissant le champ du modèle, de déterminer par simple
addition, le champ total en tout point de l’espace utile des quadripôles. La précision obtenue
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sur ce champ total est de l’ordre de quelques Gauss, c’est-à-dire quelques 10−4 de sa valeur au
centre des aimants.

A partir de cela, nous avons finalement calculé des cartes de champ tridimensionnelles dans
lesquelles nous avons effectué une première approche de suivi de trajectoire en utilisant le logiciel
SNAKE, de manière à comparer nos résultats de mesure au modèle de spectromètre utilisé jusqu’à
présent.





Chapitre 1

Description du hall expérimental A
de Jefferson Lab

Ce chapitre décrit brièvement le nouveau laboratoire de recherche T.J.N.A.F. (Thomas Jeffer-
son National Accelerator Facility) et plus particulièrement les spectromètres de haute résolution
utilisés pour des expériences de diffusion d’électrons dans le hall expérimental A.

Après avoir rappelé les propriétés de la sonde électromagnétique et les grandes lignes du
programme de physique du Hall A du T.J.N.A.F., nous montrerons l’importance d’une haute
résolution sur la mesure des quantités cinématiques des particules diffusées: σp/p = 10−4 (pour
l’impulsion), σθ ∼ 0.9 mrd (pour l’angle vertical à la cible) et σφ ∼ 0.3 mrd (pour l’angle hori-
zontal). Nous introduirons ensuite les éléments magnétiques qui constituent ces spectromètres,
ainsi que les propriétés de base des quadripôles que nous avons cartographiés.

1.1 Propriétés de la sonde électromagnétique

La sonde électromagnétique, constituée d’un faisceau d’électrons ou de muons (e, µ), présente
les avantages suivants par rapport à une sonde hadronique (typiquement un faisceau de π, k, p
ou n):

• Les électrons sont considérés comme des particules ponctuelles (ou particules de Dirac).
Ils n’ont pas de structure interne qui pourrait obscurcir ou compliquer les résultats obtenus
lors de la réaction étudiée. En revanche, les sondes hadroniques ont une sous-structure en
raison de laquelle il est parfois difficile de d’isoler la réponse du noyau cible dans la réponse
totale observée.

• Parmi les 4 forces connues, l’électron se couple aux hadrons par l’intermédiaire de l’inter-
action faible, de l’interaction gravitationnelle et de l’interaction électromagnétique. Dans
cette dernière, le couplage entre le hadron et l’électron s’effectue par l’intermédiaire d’un
photon virtuel (γ∗) de quadrimoment Q2. Avec des électrons d’énergie égale à quelques
GeV, on sonde la matière sur des distances de l’ordre de 0.1 à 1 fm (∼ 1/

√
Q2, où 1

GeV2 correspond à 1 fm). Ces distances sont inférieures aux dimensions caractéristiques
du nucléon (∼ 1 fm); autrement dit, avec de tels électrons, on sonde la structure interne
du nucléon.

A cette échelle d’énergie, les constantes de couplage gravitationnel (GNM2
p /h̄c ∼ 10−37)

et faible ((Mpc/h̄)2GF /h̄c ∼ 10−5) sont négligeables. La constante de couplage électroma-
gnétique (α = e2/4πεoh̄c ' 1/137) reste quant à elle, assez grande pour que les sections
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6 Description du hall expérimental A de Jefferson Lab

efficaces soient toujours raisonnables et suffisamment faible pour que le traitement de la
diffusion en série perturbative en α puisse être limité aux premiers ordres.

• Comme α reste faible, la diffusion d’électrons explore le volume entier du nucléon ou du
noyau. La sonde hadronique en revanche interagit principalement avec la surface du noyau.

La sonde électromagnétique a cependant certains désavantages par rapport à un faisceau de
hadrons:

• Comme les sections efficaces restent faibles, il est important d’avoir une forte luminosité L
de façon à avoir des taux de comptage N suffisamment grands. La luminosité L est définie
par:

L = nélectrons incidents / s × ncentres diffuseurs /cm2 (1.1)

Elle relie la section efficace σ intégrée sur l’angle solide des détecteurs et N par:

N(en s−1) = L(en cm−2.s−1)× σ(en cm2) (1.2)

• La faible masse des électrons (0.511 MeV) nécessite de tenir compte des corrections radia-
tives dûes à l’émission de photons par l’électron quand il est soumis à des accélérations,
comme c’est le cas lors d’une diffusion.

1.2 La physique du TJNAF, Hall A

Le Thomas Jefferson National Accelerator Facility (T.J.N.A.F.), malheureusement situé à
Newport News dans l’état de Virginie aux Etats-Unis, est un nouveau laboratoire destiné à
l’étude du confinement des quarks dans les hadrons à l’aide d’un faisceau d’électrons (cf figure
1.1) ou de photons envoyé sur une cible nucléaire: il s’agit de la physique hadronique avec la
sonde électromagnétique.

Il y a deux classes d’expériences de diffusion d’électrons sur cible fixe:

• les expériences inclusives où l’on ne détecte que l’électron diffusé (à l’aide d’un seul bras
des spectromètres). Citons par exemple l’expérience de violation de parité (4He~e, e′) dans
le Hall A, utilisant un faisceau d’électrons polarisés; ou bien encore la mesure de fonctions
de structure polarisées en diffusion inélastique sur l’hélium 3 (3He).

• les expériences exclusives nécessitent la détection d’une ou plusieurs autres particules en
cöıncidence (processus inélastiques). Le Hall A, de par son équipement formé de deux spec-
tromètres de haute résolution, est dédié aux expériences à deux bras. A titre d’exemple,
citons l’étude des réactions A(e, e′p)A− 1 où A représente le noyau cible, e l’électron inci-
dent, e′ l’électron diffusé, p le proton émis et A−1 le noyau de recul. On peut encore donner
l’exemple de la diffusion Compton virtuelle (VCS) notée H(e, e′p)γ [3]. Cette expérience,
proposée par la collaboration française (C.E.A. Saclay - Service de Physique Nucléaire /
CNRS-IN2P3 - Laboratoire de Physique Corpusculaire de Clermont-Ferrand) a pour but
la mesure de nouvelles observables du nucléon appelées polarisabilités généralisées. La
mesure en cöıncidence de e′ et de p permet de reconstituer la particule manquante, à
savoir le photon réel émis γ, et de signer la réaction par la détermin ation de la masse
manquante.
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Figure 1.1: Définitions cinématiques de la réaction A(e, e′X)B dans l’approximation de
l’échange d’un photon. k et k′ sont respectivement les quadrimoments de l’électron incident
e et de l’électron diffusé e′; P et P′ des produits de réactions B et X.

1.3 Nécessité d’une grande résolution des H.R.S.

Le programme de physique (e, e′p) du Hall A nécessite une grande résolution, non seulement
en impulsion ||~p||, mais aussi en angle.

Contrairement aux diffusions élastiques, dans les processus inélastiques, comme par exem-
ple le VCS ou les réactions de knock-out de proton sur les noyaux, les particules sont émises
de manière très peu corrélée. Autrement dit, tout l’espace de phase accepté par les spec-
tromètres est rempli. Cet espace de phase accepté, encore appelé acceptance du spectromètre,
est l’hypervolume construit sur les coordonnées de position (x, y), d’angle (θ, φ) et d’impulsion
relative (δ = ∆p/po) des particules à la cible, qui a une image dans le plan focal des spec-
tromètres; c’est-à-dire que l’on peut détecter, à la sortie des spectromètres, l’ensemble des
particules contenues dans cet hypervolume. Dans le sous-espace à deux dimensions, θ et φ,
de cet espace de phase (pour x = y = δ = 0) on définit l’acceptance angulaire ou, de manière
équivalente, l’angle solide accepté par les spectromètres.

Dans les expériences en cöıncidence, il faut alors reconstruire la masse manquante et l’impul-
sion manquante avec une bonne précision sur toute l’acceptance angulaire des spectromètres.

Les expériences de diffusion sur des noyaux légers (typiquement A ≤ 4), nécessitent des
cibles cryogéniques liquides ou gazeuses d’Hydrogène ou d’Hélium. Pour maintenir des taux
de comptage importants (et donc limiter les temps de prise de données) et pour satisfaire les
contraintes imposées par des cibles cryogéniques, il faut utiliser des cibles étendues. On doit alors
pouvoir déterminer le point d’interaction ou vertex, c’est-à-dire reconstruire, sur tout le volume
de la cible, non seulement l’impulsion ||~p|| et les angles, mais aussi la coordonnée transverse
à la cible. La détermination de cette coordonnée aide à éliminer les évènements fortuits, i.e.
les fausses cöıncidences entre les deux spectromètres, en réclamant que l’électron diffusé et le
proton de recul proviennent d’un même point de la cible.

Dans les expériences de diffusion sur des noyaux de masse intermédiaire, comme 12C et 16O,
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on a besoin de séparer des niveaux d’énergie étroits; pour cela, on veut une résolution en masse
manquante de l’ordre de 200 keV (pour des énergies de faisceau inférieure ou égale à 2 GeV).
Dans les cas extrêmes, cela demande une résolution en impulsion meilleure que 10−4.

Dans certaines réactions de knock-out sur des noyaux comme l’oxygène 16 [8], le deutérium
[9] ou bien l’hélium 3 ou 4 [11], on effectue des séparations transverse-longitudinale pour évaluer
les fonctions de réponse longitudinale RL et transverse RT . Afin de limiter l’incertitude sur ces
fonctions, on doit déterminer les sections efficaces des réactions avec une précision de l’ordre de
1 à 2 %. Cela implique notamment la détermination de l’énergie de l’électron diffusé avec une
précision de l’ordre de 10−4, et l’angle central de diffusion à un niveau de 0.1 mrd (actuellement
on obtient une résolution de 0.2 mr). La détermination de cet angle avec une telle précision
demande une très bonne connaissance de l’axe du spectromètre.

Une part importante du programme de physique envisagé dans le Hall A implique la mesure
des composantes de polarisation des protons de recul. Ces composantes sont mesurées à l’aide
d’un polarimètre situé à la sortie du spectromètre Hadron. Pour déterminer la polarisation du
proton à la cible, il est indispensable d’avoir un modèle précis du champ des spectromètres.
En effet, la connaissance de ce champ en tout point le long de la trajectoire du proton per-
met d’évaluer, avec une grande précision, la précession de son spin, ou, de manière équivalente,
l’évolution de ses composantes de polarisation, de la cible jusqu’aux détecteurs et réciproquement.

Cette connaissance précise de la précession est nécessaire pour diverses expériences, comme
celle proposée par C.F. Perdrisat [12]. Cette expérience est dédiée à la mesure du rapport
GpE/G

p
M , des facteurs de forme électrique et magnétique du proton, pour des Q2 compris entre

0.5 et 3.5 GeV2 avec des précisions comprises entre 1 et 5%. Seul un modèle précis de champ
permet d’obtenir des barres d’erreurs aussi faibles.

La résolution requise par les spectromètres Hadron et Electron est finalement résumée dans
le tableau 1.1. Précisons que les H.R.S. sont en phase de calibration (“commissionning”) depuis
le début de 1997; cette phase devrait se s’achever en 1998. Pour obtenir de telles précisions sur
la reconstruction des quantités cinématiques à la cible, il est nécessaire de bien connâıtre les
propriétés magnétiques des spectromètres.

1.4 Description de l’accélérateur et du Hall A

1.4.1 Description générale de l’accélérateur

La première expérience de physique hadronique faite dans ce laboratoire a eu lieu fin 1994.
Depuis, après différentes phases de tests et de calibration des détecteurs et de l’accélérateur,
T.J.N.A.F. est entré dans sa phase de production.

Le C.E.B.A.F. (Continuous Electron Beam Accelerator Facility) est un accélérateur capable
de délivrer un faisceau continu d’électrons polarisé ou non, de haute intensité (jusqu’à 200µA)
et de 100% de cycle utile à trois halls expérimentaux. Il est constitué d’un injecteur de 45 MeV
d’énergie, de deux linacs (accélérateurs linéaires) supraconducteurs de 400 MeV et de 9 arcs qui
permettent de faire recirculer 5 fois le faisceau à travers les deux linacs de manière à atteindre
une énergie de 4 GeV au total, voire 6 GeV dans un proche avenir (cf figure 1.2). Chaque linac
est composé de cavités radio-fréquence supraconductrices (en Nb) fonctionnant à 1497 MHz.

Dans l’injecteur deux sources peuvent fournir le faisceau aux trois halls expérimentaux. L’une
est un canon thermoionique à électrons (Thermoionic Gun) qui fournit un faisceau non polarisé,
l’autre est une source d’électrons polarisés, obtenus par l’éclairage, à l’aide d’un laser, d’une
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Figure 1.2: Accélérateur à faisceau continu d’électrons C.E.B.A.F. et les trois halls
expérimentaux.

photocathode en arséniure de gallium (AsGa). Le faisceau doit pouvoir être délivré aux trois
halls simultanément et avec des courants différents. Pour ce faire, le faisceau est hâché à une
fréquence de 499 MHz peu après la sortie des électrons de la source. Trois faisceaux circulent
ainsi en même temps dans l’accélérateur. A la sortie du second linac, dans la région appelée
région d’extraction, ils sont séparés à l’aide d’une radio-fréquence à 499 MHz et dirigés, soit vers
les halls expérimentaux, soit vers les arcs de recirculation. Les faisceaux qui sont dirigés vers les
halls sont finalement séparés en trois directions distinctes, au niveau du switchyard, avant d’être
transférés individuellement vers le hall auquel ils sont dédiés. L’énergie de chacun des faisceaux
est fixée par le nombre de recirculations qu’il a subi.

1.4.2 Description générale du Hall A

Dans le hall A, pour détecter les particules sortant de la cible au cours des expériences de
diffusions d’électrons, on dispose de deux spectromètres de haute résolution, les High Resolution
Spectrometers ou H.R.S.. L’un de ces bras sert à la détection des particules de charge négatives
(les électrons diffusés) et l’autre bras est utilisé pour détecter les hadrons. Ces spectromètres
sont constitués d’aimants qui transportent les particules de la cible vers les divers détecteurs
servant à leur identification ainsi qu’à la détermination des différentes quantités cinématiques
qui leurs sont associées à la cible (cf figures 1.3 et 1.4).

Dans les paragraphes suivants, on décrit dans un premier temps les ensembles de détecteurs
des deux bras puis les éléments magnétiques.
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Figure 1.3: Bras Hadron et Electron des spectromètres H.R.S. Hall A de Jefferson Lab.

1.4.2.1 Les détecteurs

Les ensembles de détecteurs des deux bras sont globalement similaires. Il se trouvent loin
de la cible, dans une casemate protégée des radiations extérieures. Les deux ensembles sont
représentés sur les figures 1.5 et 1.6. Ils sont décrits brièvement dans la suite de ce para-
graphe; une présentation détaillée en est donnée dans le Conceptual Design Report de C.E.B.A.F.
(C.D.R.) [6].

Les premiers détecteurs traversés par les particules sont deux chambres à fils à dérive verticale
ou VDC (Vertical Drift Chambers). Chacune de ces chambres est constituée de deux plans
parallèles de fils qui se croisent à angle droit et qui permettent de mesurer la position des
particules. On notera xV DC et yV DC les coordonnées des particules dans le plan de la première
VDC (cf figures 1.5 et 1.6. xV DC est appelée coordonnée dispersive et yV DC , la coordonnée
transverse. La précision sur la position mesurée est de l’ordre de 100 µm. L’utilisation des
mesures des deux chambres permet de déterminer l’angle des trajectoires des particules à la
sortie du spectromètre avec une précision de 0.3 mrd.

Des plans de lattes de scintillateurs permettent de mesurer le temps de vol des particules et
servent au déclenchement de l’acquisition.

Des compteurs Čerenkov permettent d’identifier les différentes particules, typiquement e−/π−

ou e+/π+/p.
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Figure 1.4: Vue de profil d’un des spectromètres H.R.S. du Hall A de Jefferson Lab.

Figure 1.5: Ensemble des détecteurs du bras Electron.
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Figure 1.6: Ensemble des détecteurs du bras Hadron.

Sur le bras Electron, pour certaines cinématiques, en complément des compteurs Čerenkov,
un ensemble préradiateur/calorimètre constitué de blocs de verre au plomb permet de séparer
les pions des électrons.

Dans le bras Hadron, un polarimètre à plan focal (Focal Plane Polarimeter ou FPP) per-
met quant à lui de déterminer la polarisation des protons de recul. Ces protons diffusent sur
un bloc de 12C que l’on appelle l’analyseur; l’épaisseur de carbone traversée est ajustable en
fonction de l’énergie des protons à détecter. Les trajectoires des protons incidents et diffusés
sont déterminées à l’aide de chambres à paille (straw chambers) situées de part et d’autre de
l’analyseur. Le modèle du champ du spectromètre permet d’évaluer la polarisation de ces protons
au niveau de la cible.

Pour amener les particules de la cible à la casemate de détection, on utilise une ligne de
transport constituée de quatre aimants. Les éléments magnétiques de cette ligne sont détaillés
dans les paragraphes qui suivent.

1.4.2.2 Les quadripôles et le dipôle

Les spectromètres Electron et Hadron sont constitués des mêmes aimants. Chaque bras
comprend à la suite, deux quadripôles (Q1 et Q2), un dipôle (D) et un dernier quadripôle
(Q3). Ces quatre aimants sont supraconducteurs de façon à limiter les coûts d’utilisation. Ils
fonctionnent à la température de 4K.

Les règles du transport de particules par des aimants, montrent que pour obtenir une
résolution en impulsion meilleure que 10−4, il est indispensable que les spectromètres aient
un plan focal proche des chambres à fils. Ce plan focal est défini par analogie à l’optique
géométrique. Toutes les particules issues d’un même point-cible avec une impulsion ||~p|| et un
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angle horizontal φ donnés, mais un angle vertical θ variable, ont leurs trajectoires qui se croisent
en un même point à la sortie du spectromètre: le point focal. L’ensemble des points focaux
obtenus en faisant varier ||~p|| et φ forme un plan appelé le plan focal. Nous pouvons encore dire
que le plan focal est la surface sur laquelle s’annulent, au premier ordre, les contributions de
l’angle vertical des particules à la cible à leur coordonnée dispersive xfoc, mesurée à l’intersection
de la trajectoire et du plan focal.

Un compromis entre le coût des aimants, leurs dimensions et l’obtention des résolutions
angulaires et en impulsion a contraint le choix des caractéristiques des éléments magnétiques
utilisés. Des études en simulation ont montré que la solution optimale correspond à un spec-
tromètre QQDQ [6], où le premier quadripôle, Q1, focalise les particules diffusées dans le plan
dispersif (plan vertical), Q2 est défocalisant dans ce même plan, le dipôle possède un gradient
pour focaliser verticalement et Q3, de même que Q2, défocalise les particules de manière à cou-
vrir toute la surface utile des détecteurs. Compte tenu des énergies relativement élevées des
particules à détecter, l’angle de déviation des spectromètres est limité à une valeur plus faible
que dans les spectromètres de haute résolution utilisés à MAMI ou à NIKHEF par exemple. La
valeur de cet angle a été fixée à 45o pour les H.R.S..

Le dipôle: L’élément principal des spectromètres
H.R.S. est un dipôle supraconducteur à gradient,
i.e. un aimant dont le champ dans l’entrefer n’est uniforme. Ce champ est dominé par le fer,
c’est-à-dire par la géométrie des pôles à l’intérieur de l’espace utile où circulent les particules.
Les caractéristiques de ce dipôle sont données dans le tableau 1.2 [6].

Le gradient est obtenu, entre autres, par des pièces polaires de forme conique: dans une
coupe transverse par rapport à un plan médian vertical, l’entrefer g(r) varie linéairement en
fonction du rayon r et est indépendant de l’angle θ (r et θ sont définis sur la figure ??):

g(r) = go

(
1 + n

∆r
ρ

)
(1.3)

où go est l’entrefer correspondant au rayon de courbure central ρ, ∆r = r−ρ et n est appelé
l’indice de champ (cf figure ??). Plus la valeur absolue de cet indice est grande, plus le gradient
est important, autrement dit, plus le champ varie rapidement en fonction du rayon. On montre
que le champ dans ce type de dipôle est inversement proportionnel au gap, dans le plan médian;
il s’écrit de la manière suivante en fonction de r [5]:

B(r) =
Bo(

1 + n∆r
ρ

) (1.4)

= Bo

[
1− n∆r

ρ
+ n2

(
∆r
ρ

)2

− n3
(

∆r
ρ

)3

+ ...

]

où Bo est l’amplitude du champ au rayon de référence ρ, dans la région centrale du dipôle et
sur le plan médian vertical du dipôle appelé plan de Dirichlet† du dipôle et par extension,
du spectromètre dans son ensemble. Les quadripôles possèdent deux plans de Dirichlet: le plan
vertical, idéalement confondu avec celui du dipôle, et le plan horizontal. L’intersection de ces
deux plans est l’axe magnétique.

†Un plan de Dirichlet est par définition un plan sur lequel la condition aux limites de Dirichlet pour le potentiel
scalaire φ est réalisée, i.e. que au voisinage de ce plan, la dérivée tangente de φ s’annule; il en est de même en ce
qui concerne la composante tangentielle du champ.
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Caractéristiques Valeurs du Valeurs du
des H.R.S. “commissionning” C.D.R.

(au 12 Déc. 1997)
Limites en impulsion 0.3 - 4.0 GeV/c 0.3 - 4.0 GeV/c
Configuration QQDQ QQDQ
Angle de courbure 45o 45o

Longueur optique 23.4 m 23.4 m
Acceptance en impulsion ±4.5% ±4.95%
Dispersion (D) 12.4 cm/% 12.4 cm/%
Amplification linéaire radiale (M) 2.5 2.5
D/M 5 5
Résolution en impulsion (FWHM) 2.5× 10−4 5× 10−5

Acceptance angulaire:
Horizontale ± 28 mrd ± 30 mrd
Verticale ± 60 mrd ± 65 mrd
Angle solide:
approximation rectangulaire 7.2 msr 7.8 msr
approximation elliptique 5.3 msr 6.1 msr
Résolution angulaire: (FWHM)
Horizontale 0.6 mrd 0.5 mrd
Verticale 2.0 mrd 1.0 mrd
Acceptance transverse ±5 cm ±5 cm
Résolution en position transverse (FWHM) 2.0 mm 0.1 mm
Précision sur la détermination de l’angle du H.R.S. 0.1 mrd 0.1 mrd

Tableau 1.1: Propriétés générales des Spectromètres H.R.S.. La colonne de gauche indique
les valeurs déterminées au cours de la phase de “commissionning” des H.R.S. qui se poursuit
actuellement (Novembre 1997) [10]. La colonne de droite indique les valeurs les plus strictes
nécessaires au programme de physique décrit dans le C.D.R. [6]. La cartographie QMM a pour
but d’améliorer ces valeurs.

Les quadripôles Les quadripôles Q1 de chaque bras des spectromètres ont été construits par
le STCM du C.E.A. Saclay (Service Technique de CryoMagnétisme). Les quadripôles Q2 et Q3,
qui sont de conception et de dimensions identiques entre eux, ont été fabriqués en Allemagne
par l’entreprise Siemens.

Ces quadripôles sont de forme cylindrique de même que l’espace utile à travers lequel passent
les particules diffusées à la cible. Ces aimants ont un grand rayon d’ouverture par rapport à leur
longueur totale, ce qui les distingue des aimants d’accélérateur. On donne dans le tableau 1.3
les caractéristiques générales de ces aimants. Pour Q2/Q3, les valeurs numériques sont celles du
Conceptual Design Report de C.E.B.A.F. [6]; la géométrie de Q1 a été modifiée par rapport à
celle définie dans le C.D.R., les valeurs données dans le tableau 1.3 proviennent de la référence
[13].

A titre d’exemple, le champ dans un quadripôle pur focalisant en vertical pour des particules
de charges positives est représenté sur la figure 1.8.

Dans ce quadripôle pur, le long d’un rayon mesuré à partir du centre de l’entrefer, le champ
crôıt linéairement avec r: || ~B|| = G.r où le coefficient de proportionnalité G est ce que l’on
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Longueur magnétique 6.65 m
Entrefer central 0.25 m
Rayon de courbure central 8.4 m
Angle de déviation 45o

Largeur effective 1 m
Angle de la face d’entrée -30o

Angle de la face de sortie -30o

Courbure à l’entrée 0.274 m−1

Courbure à la sortie -0.140m−1

Champ maximal au centre 1.59 T
Champ minimum au centre 0.20 T
Indice de champ -1.25

Tableau 1.2: Caractéristiques du champ du dipôle.

Q1 Q2/Q3
Diamètre de l’espace utile 300 mm 600 mm
Longueur magnétique 943.4 mm 1800 mm
Gradient du champ 8.31 T.m−1 3.5 T.m−1

Uniformité du gradient 10−3 10−3

Nombre d’Ampère tours 4 × 0.24 MA 4 × 0.38 MA
Courant nominal 3250 A 2000 A
Longueur totale 1654 mm 2875 mm

Tableau 1.3: Spécifications des quadripôles.

appelle le gradient du quadripôle. Au rayon r = 0, le champ est donc nul quelle que soit la
position le long de l’aimant: la droite le long de laquelle || ~B|| = 0 est appelée l’axe magnétique
du quadripôle.

En coordonnées cylindriques, la composante tangentielle du champ, Bθ(r, θ, z), prise sur un
cercle de rayon r dans l’espace utile, a une dépendance en cos(2θ) (cf figure 1.8); comme on le
voit sur cette figure, le champ possède deux plans de symétrie sur lesquels cette composante
Bθ(r, θ, z) s’annule.

Ces trois quadripôles sont de conception “cos 2θ”. Dans la région centrale d’un aimant de
type “cos nθ”, les conducteurs sont disposés parallèlement aux génératrices du cylindre utile de
manière à approcher une densité azimutale de courant dI

dθ en fonction de l’angle θ telle que [14]:

dI(θ)
dθ

=
∞∑
n=1

In cos(nθ) (1.5)

Dans un quadripôle, on cherche à optimiser la distribution des conducteurs pour que le terme
n = 2 domine l’ensemble des autres. On montre ainsi sur la figure 1.9 le cas idéal d’un quadripôle
pur, i.e. pour dI(θ)/dθ = I2 cos(2θ).

On montre que le champ à l’intérieur du cylindre est directement proportionnel à ce courant:
il est dominé par la position des conducteurs et non pas par la géométrie des surfaces internes
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Figure 1.8: Champ dans un quadripôle focalisant dans le plan vertical (Ox,Oz), pour des
particules de charge positive qui se déplacent dans le sens des z croissants (où (Ox,Oy,Oz) est
un trièdre direct).

Figure 1.9: En (a): Distribution des conducteurs pour approximer une densité de courant
dI(θ)/dθ = I2 cos(2θ) donnant un champ purement quadripolaire. En (b): Représentation des
lignes de champ et des pôles.

(il n’y a pas de pôle physiquement usiné dans du fer contrairement aux aimants classiques; ici,
ce sont les bobines supraconductrices et le courant d’excitation de l’aimant qui définissent ces
pôles).

Le quadripôle Q1 est fait d’une seule couche de conducteurs; ses pôles sont formés à l’aide
de 4 bobines occupant chacune un quadrant du cylindre, fixées sur un tube d’inertie très rigide
en acier inoxydable. La distribution des conducteurs dans chacune de ces bobines est une
bonne approximation de celle qui permettrait d’obtenir un champ quadripolaire pur. La culasse
magnétique en fer doux qui entoure l’ensemble du quadripôle afin de limiter le champ de fuite
dans le reste du Hall, apporte une contribution d’environ 15 à 20% au champ à l’intérieur de
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l’aimant.
Les quadripôles Q2/Q3 quant à eux, possèdent plusieurs couches d’enroulements:

• 2 pour le bobinage principal.

• plusieurs bobinages secondaires pour corriger d’éventuels “défauts” du premier et corriger
des aberrations du spectromètre. Ces bobinages sont de différents ordres n, de n = 1
(dipôle) à n = 6 (dodécapôle).

Chacun de ces bobinages (principal et secondaire) possède une alimentation électrique indépendante.

1.5 Conclusions

De manière à obtenir les résolutions en impulsion et en angles requises par les différentes
expériences de diffusion d’électrons envisagées avec les spectromètres H.R.S. du hall A, il est
nécessaire d’effectuer une cartographie de l’ensemble des éléments magnétiques. Cela permettra
non seulement de déterminer les propriétés de ces spectromètres, mais également d’en obtenir un
modèle fiable pour envisager des simulations et avoir une compréhension globale et détaillée de
la reconstruction des quantités cinématiques à la cible. La cartographie du dipôle a été réalisée
par un physicien de T.J.N.A.F. [15].

Dans les chapitres qui suivent, nous présentons la méthode que nous avons utilisée pour la
cartographie de chacun des quadripôles.





Chapitre 2

Le projet Q.M.M.

2.1 Nécessité de connâıtre l’optique des spectromètres

Les Spectromètres de Haute Résolution (H.R.S.) du Hall A de T.J.N.A.F. ont été conçus
pour reconstruire les trajectoires des particules avec une très grande précision. A la cible, on
attend typiquement une résolution relative ∆p/p de l’ordre de 10−4 sur l’impulsion, de 0.1 mrd
sur l’angle horizontal et de 0.3 mrd sur l’angle vertical [6].

Pour obtenir de telles performances, il est nécessaire de connâıtre très précisément les car-
actéristiques des éléments magnétiques de ces spectromètres. Cela implique non seulement la
connaissance de la distribution de champ magnétique dans l’espace utile de chacun des aimants
(y compris leurs champs de fuite), mais aussi, la détermination précise des axes magnétiques et
plans de Dirichlet† (plans de symétrie) de ces éléments optiques en vue de leur alignement. Il
est également indispensable d’évaluer la stabilité et la reproductibilité des réglages (champs et
alignements) lors des changements d’excitations des aimants et des rotations des spectromètres.

Une très bonne connaissance de ces caractéristiques nous permet alors de déterminer la
fonction de transfert de chacun de ces spectromètres. Cette fonction relie les coordonnées
(xf , yf , θf , φf ) mesurées dans le plan focal à l’aide de chambres à fils (Vertical Drift Cham-
bers ou VDC), aux quantités recherchées à la cible: θo, yo, φo et δ = (p − po)/po, où po est
l’impulsion de la trajectoire centrale du spectromètre. Evidemment, cette fonction de transfert
dépend non seulement de la géométrie et des positions des aimants, mais encore de leurs courants
d’excitation et de leurs hystérésis.

Pour obtenir une information détaillée de l’optique des H.R.S. et notamment pour déterminer
cette fonction de transfert, il faut donc effectuer une cartographie magnétique de l’ensemble des
éléments constituant chaque spectromètre. Cette mesure doit être faite à différents courants
et fournit l’occasion de développer une procédure de cyclage des aimants et de mesurer leur
saturation. Cela est indispensable pour assurer la reproductibilité des champs au cours des
diverses expériences de physique.

De plus, avec des cartes de champ précises des éléments magnétiques des H.R.S., nous dis-
posons d’un modèle de ces spectromètres pour étudier en détails l’acceptance en impulsion et
en angles (i.e. l’angle solide du spectromètre), ainsi que la calibration absolue du spectromètre
en vue des expériences de diffusion d’électrons sur cible fixe.

Dans la suite de ce chapitre, nous développons les outils mathématiques nécessaires pour
déterminer la cartographie magnétique des quadripôles supraconducteurs des H.R.S. par une

†Nous appelons plan de Dirichlet, un plan sur lequel la condition aux limites de Dirichlet pour le potentiel
scalaire φ est réalisée: la dérivée tangente de φ s’annule au voisinage de ce plan.
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mesure harmonique par bobines tournantes.

2.2 Théorie des mesures magnétiques par bobines tournantes

2.2.1 Développement multipolaire d’un champ 2D

2.2.1.1 Systèmes de référence

Les systèmes de coordonnées que nous utiliserons pour décrire les différents quadripôles sont
les suivants (cf figure 2.1):
• Coordonnées cartésiennes (O, x, y, z):

- O centre magnétique du quadripôle.

- Oz parallèle à l’axe magnétique du quadripôle, dans le sens de propagation du faisceau.

- Ox vertical ascendant pour un quadripôle à axe horizontal ( ~Ox ⊥ ~Oz).

- Oy défini tel que ~Oy = ~Oz × ~Ox, i.e. pour un trièdre
(
O, ~Ox, ~Oy, ~Oz

)
direct.

• Coordonnées cylindriques (O, r, θ, z):

- Oz cf coordonnées cartésiennes.

- L’angle azimutal θ est mesuré par rapport à l’axe Ox, en tournant vers Oy.

- Le rayon est mesuré par rapport à l’axe Oz.

2.2.1.2 Forme analytique du champ magnétique

Certains aimants ont, de par construction, un axe de symétrie (Oz) le long de la trajectoire
moyenne des particules. Dans les H.R.S., c’est le cas des quadripôles uniquement. Pour les
aimants d’accélérateurs, c’est souvent le cas aussi pour les dipôles. Ces aimants sont appelés
rectilignes.

Dans la région centrale d’un aimant rectiligne, c’est-à-dire lorsque l’on peut négliger l’influence
des extrémités de l’aimant (champ de fuite), le champ ne dépend que de x et y, pas de z. Si de
plus l’aimant, par construction, n’a pas de composante solénöıdale, alors Bz = 0. Dans ce cas,
on est dans l’approximation “2D” du champ, définie par: Bz = 0 et ∂ ~B

∂z = ~0. Autrement dit, ~B
n’a que deux composantes Bx et By qui ne sont fonction que de x et y.

Cette approximation ne peut pas s’appliquer à la distribution de champ des quadripôles des
H.R.S.: leur champ de fuite représente une fraction importante du champ total. Néanmoins,
l’approximation 2D sera utilisée, en raison de sa simplicité, pour effectuer des petites corrections
géométriques et pour traiter de l’intégrale de champ.

Dans l’ouverture utile de l’aimant, en l’absence de densité de courant ~J et de densité de
charge ρ, les équations de Maxwell-Gauss et Maxwell-Ampère se réduisent à:

~∇ . ~B = 0 (2.1)
~∇ ∧ ~B = ~0 (2.2)

que l’on peut réécrire en coordonnées cartésiennes sous la forme:
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Figure 2.1: Composantes cartésiennes et cylindriques du champ magnétique.

∂Bx
∂x

+
∂By
∂y

= 0 (2.3)

pour la loi de Gauss, et:

(~∇ ∧ ~B)x = 0
(~∇ ∧ ~B)y = 0

(~∇ ∧ ~B)z =
∂By
∂x
− ∂Bx

∂y
(2.4)

= 0

pour la loi d’Ampère.
Ce champ vérifie donc les conditions de Cauchy-Riemann, à savoir:

∂Bx
∂x

= −∂By
∂y

(2.5)

∂By
∂x

=
∂Bx
∂y

(2.6)

il peut donc se mettre sous forme d’une fonction analytique de la variable complexe ζ =
x + iy = r exp(iθ):

B(ζ) = Bx(x, y) − iBy(x, y) (2.7)

et on peut le développer en série de Laurent:
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B(ζ) =
∞∑

n=−∞
cn

(
ζ

ro

)n−1

(2.8)

où l’on a explicitement fait apparâıtre un rayon de référence ro, choisi habituellement comme
le rayon d’ouverture de l’aimant et où cn est un nombre complexe que l’on écrit arbitrairement :

cn = −(an + ibn) (2.9)

avec bn et an réels.
En fait, comme le champ magnétique est fini ∀ζ dans l’espace utile de l’aimant et donc a

fortiori pour ζ = 0, cela implique que cn = 0, ∀n < 1. Donc, finalement, le champ complexe
s’écrit:

B(ζ) =
∞∑
n=1

cn

(
ζ

ro

)n−1

(2.10)

2.2.1.3 Développement harmonique du champ

D’après le paragraphe précédent, les composantes cartésiennes du champ magnétique peu-
vent se mettre sous la forme d’un développement harmonique encore appelé développement
multipolaire:

Bx(r, θ, z) =
∞∑
n=1

(
r

ro

)n−1

(bn sin[(n− 1)θ] − an cos[(n− 1)θ]) (2.11)

By(r, θ, z) =
∞∑
n=1

(
r

ro

)n−1

(bn cos[(n− 1)θ] + an sin[(n− 1)θ]) (2.12)

Les composantes cylindriques (cf Figure 2.1) sont alors de la forme:

Bθ(r, θ, z) =
∞∑
n=1

(
r

ro

)n−1

(bn cos(nθ) + an sin(nθ)) (2.13)

Br(r, θ, z) =
∞∑
n=1

(
r

ro

)n−1

(bn sin(nθ) − an cos(nθ)) (2.14)

Ces développements harmoniques font apparâıtre deux jeux de composantes orthogonales
bn et an appelées respectivement multipôles Normaux et multipôles Skew (ou tournés). Ces
multipôles sont déphasés entre eux de π/2n.

L’indice entier n est relié au nombre de pôles nécessaires pour créer le multipôle correspondant
par la relation suivante:

2n = nombre de pôles de l’aimant

Ainsi, un dipôle normal pur correspond à n = 1, un quadripôle à n = 2, etc...
Les composantes cartésiennes du champ au point de coordonnées (x, y) s’écrivent aussi sous

la forme suivante:
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Bx(x, y, z) = −<e

{ ∞∑
n=1

(an + ibn)
(
x + iy

ro

)n−1
}

(2.15)

By(x, y, z) = =m

{ ∞∑
n=1

(an + ibn)
(
x + iy

ro

)n−1
}

(2.16)

où <e et =m désignent respectivement les parties réelle et imaginaire des expressions.
A partir de ces formules, on obtient l’ensemble des termes multipolaires normaux et skew en

coordonnées cartésiennes. Le tableau 2.1 donne les résultats pour les premiers harmoniques (cf
référence [16] pour les suivants).

Ordre n du Terme Terme
multipôle normal skew

Dipôle Bx = 0 Bx = −a1

n = 1 By = b1 By = 0
Quadripôle Bx = b2 y / ro Bx = −a2 x / ro
n = 2 By = b2 x / ro By = a2 y / ro

Sextupôle Bx = −2 b3 x y / r2o Bx = −a3 (x2 − y2) / r2o
n = 3 By = b3 (x2 − y2) / r2o By = 2 a3 x y / r

2
o

Tableau 2.1: Premiers multipôles du champ en coordonnées cartésiennes.

D’après le tableau 2.1, les composantes du champ d’un quadripôle normal pur (a2 = 0)
s’écrivent:

Bx(r, θ, z) = Gy

By(r, θ, z) = Gx

(2.17)

où l’on a introduit le facteur G appelé gradient du quadripôle et qui vaut:

G =
b2
ro

(2.18)

2.2.2 Principe de la mesure harmonique

La mesure harmonique, comme de nombreuses autres méthodes de mesure de champ ma-
gnétique repose sur la loi de Faraday. Cette loi relie la variation de flux du champ d’induction
magnétique à travers la surface d’une spire conductrice à la force électromotrice e induite aux
bornes de cette bobine:

e = − d

dt

∫
S
~B. ~dS (2.19)

où S est la surface de la bobine plongeant dans le champ d’induction magnétique ~B.
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Pour des champs statiques, c’est le mouvement de la bobine qui crée les variations de flux
à travers la surface. En fonction de la géométrie de l’entrefer de l’aimant, ce mouvement peut
être une translation, une rotation ou une vibration de la bobine.

En revanche, pour des champs oscillants, on garde la bobine fixe dans l’espace utile de
l’aimant. Dans ce cas, toutes les variations de flux sont dues aux variations du champ au cours
du temps.

Pour des aimants de type cos(nθ) comme le sont la plupart des aimants supraconducteurs,
la méthode la plus utilisée est la mesure harmonique par bobine tournante. Là encore,
il existe différentes techniques: l’utilisation de bobines radiales qui sont situées dans un plan
diamétral du système de mesure (cf figure 2.2(a)) ou l’utilisation de bobines dites tangentielles
où les spires sont placées sur la circonférence (cf figure 2.2(b)).

Figure 2.2: (a): Schéma de principe d’une mesure harmonique par bobine radiale. (b): Même
chose pour une bobine tangentielle. Dans les deux cas, les spires sont bobinées autour de la
surface rectangulaire grise. L’aire magnétique ~S de la bobine est donc orthogonale à ce rectangle.
Les bobines tournent autour de l’axe Oz.

2.2.2.1 Bobines radiales

Calculons le flux Φ(θ) du champ magnétique donné par l’équation (2.10) à travers la surface
d’une bobine rectangulaire radiale. Supposons d’une part que la largeur de cette bobine soit
repérée dans le plan complexe (O, x, iy) par les points O et B d’affixes respectives ζO = 0 et
ζB = Reiθ, et d’autre part que sa longueur Lz soit perpendiculaire à ce plan. La bobine est
supposée tourner autour de l’un de ses grands côtés (cf figure 2.2 (a)).

On montre que le flux du champ magnétique peut se mettre sous la forme (il suffit de séparer
les parties réelle et imaginaire):

Φ(θ) = −Lz=m

{∫ ζB

ζO

B(ζ) dζ

}
(2.20)

où le chemin d’intégration choisi est le segment OB et où =m désigne la partie imaginaire
de l’expression entre accolades.

Φ(θ) = −Lz =m

{∫ Reiθ

0

∞∑
n=1

cn

(
ζ

ro

)n−1

dζ

}
(2.21)
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= −=m

{ ∞∑
n=1

Lz cn

n rn−1
o

Rn einθ
}

(2.22)

= −=m

{ ∞∑
n=1

Lz cn ro
n

(
ζB
ro

)n}
(2.23)

On peut réécrire ce flux de la manière suivante:

Φ(θ) = −=m

{ ∞∑
n=1

γn

(
Reiθ

ro

)n}
(2.24)

où l’on a posé:

γn = cn
roLz
n

(2.25)

Comme pour cn, on a:

γn = −(αn + iβn) (2.26)

avec βn et αn réels.
En notation réelle, cela s’écrit encore:

Φ(θ) =
∞∑
n=1

(
R

ro

)n
(βn cos(nθ) + αn sin(nθ)) (2.27)

avec, de la même façon que pour γn:

αn = an
roLz
n

(2.28)

βn = bn
roLz
n

(2.29)

(2.30)

La formule (2.27) montre que le flux à travers la surface de la bobine correspond au flux de
la composante tangentielle Bθ(r, θ, z) du champ (encore appelée composante azimutale), i.e. de
la composante qui reste perpendiculaire à la surface ∀ θ.

2.2.2.2 Bobines tangentielles

Considérons maintenant une bobine tangentielle de longueur Lz le long d’une génératrice de
l’espace utile cylindrique de l’aimant et d’ouverture angulaire 2ψ. La largeur de cette bobine
est une corde de ce cylindre, on la repère par les points tournants B et C d’affixes respectives
ζB = Rei(θ−ψ) et ζC = Rei(θ+ψ) (cf figure 2.2 (b)).

Le flux à travers la surface d’une telle bobine est alors donné par la formule suivante:

Φ(θ) = −Lz=m

{∫ ζC

ζB

B(ζ) dζ

}
(2.31)

soit après simplification et en faisant apparâıtre les composantes harmoniques réelles du
champ:

Φ(θ) =
∞∑
n=1

Lz ro
2 sin(nψ)

n

(
R

ro

)n
(−bn sin(nθ) + an cos(nθ)) (2.32)
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2.2.2.3 La compensation

Les bobines radiales et tangentielles décrites ci-dessus sont, de manière générale, sensibles
à tous les harmoniques. Lors de certaines mesures, on souhaite déterminer un harmonique de
rang différent de la multipolarité principale de l’aimant. Pour pouvoir mesurer cet harmonique
avec une grande précision, il est nécessaire d’effectuer une mesure dite par compensation (ou
“bucking”) afin d’annuler la contribution du terme principal au signal mesuré. En effet, comme
nous le verrons plus loin, la rotation imparfaite de la sonde (à cause des vibrations et de la
flexion par exemple) altère le signal mesuré proportionnellement à l’amplitude de l’harmonique
dominant de l’aimant. Donc, pour éliminer cette altération, on optimise la géométrie de la
bobine de mesure de manière à ne capter que les signaux souhaités. Plus de détails sur cette
méthode, très utilisée pour mesurer les aimants d’accélérateurs où les particules recirculent un
grand nombre de fois, sont donnés dans la référence [29].

Dans le cas de QMM, nous ne voulons pas déterminer un harmonique particulier, mais
le champ dans son ensemble. C’est pourquoi, nous avons choisi de ne pas faire de mesure
compensée. Cela a entre autre permis de simplifier la géométrie de la sonde de mesure.

2.3 Spécificité de Q.M.M.

Un des buts du projet Q.M.M est de déterminer une carte de champ tridimensionnelle pour
chacun des quadripôles des H.R.S.. Ces aimants ont un grand diamètre d’ouverture pour une
faible longueur:

• Pour Q1: ∅ = 30 cm, L = 1.654 m.

• Pour Q2/Q3: ∅ = 60 cm, L = 2.875 m.

En revanche, pour des aimants d’accélérateurs:

• ∅ ∼ quelques cm, L ∼ quelques m

Pour une description rigoureuse du champ des quadripôles des H.R.S., le formalisme 2D ne
suffit donc plus. On doit tenir compte des effets tridimensionnels et des effets de champ
de fuite dans le formalisme que l’on va utiliser.

Il en est de même pour la méthode de mesure utilisée: une seule bobine intégrale, même
suffisamment longue pour couvrir la partie centrale et les champs de fuite, est incapable de
nous donner une information sur la distribution longitudinale du champ. Cette information
est pourtant nécessaire au calcul des trajectoires de particules à l’intérieur des spectromètres.
Pour remédier à ce problème, nous avons décidé d’utiliser une sonde tournante constituée d’un
ensemble deN bobines radiales disposées alternativement le long de l’axe de rotation de la sonde,
c’est-à-dire, le long de l’axe magnétique des quadripôles (cf figure 2.3). Le nombre Nde bobines
est à optimiser en fonction de la précision désirée pour la carte de champ finale et en fonction
des dimensions des aimants à cartographier. La longueur totale de la sonde doit permettre de
mesurer le champ dans la partie centrale et dans les régions de champ de fuite. Ainsi, pour Q1
la sonde mesure 1600 mm et pour Q2/Q3, 3200 mm.

Chacune des N bobines est repérée par un indice i ∈ [1,N ] et mesure le flux Φ(i, θ) à
l’angle θ en tournant dans le champ de l’aimant. Chaque bobine a une extension radiale R et
une longueur Lz(i) = z2(i) − z1(i), avec z1(i+ 1) = z2(i) de telle sorte qu’il n’y a pas d’espace
entre elles le long de l’axe des z.
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Figure 2.3: Schéma de principe de la sonde tournante multibobines utilisée pour cartographier
le champ des quadripôles des H.R.S.. Cette sonde permet d’obtenir une information sur la
distribution longitudinale du champ dans les aimants.

Le but de cette description succincte est de permettre de comprendre le formalisme tridi-
mensionnel et l’étude développés dans la suite de ce chapitre. Une description détaillée de la
sonde est donnée dans le chapitre 3.

2.3.1 Développement multipolaire du champ en 3D

Hors des sources, l’équation de Maxwell-Ampère se réduit à: ~∇ × ~B = ~0, c’est-à-dire que
~B dérive d’un potentiel scalaire: ~B = −~∇φ et ~∇. ~B = 0. Ce potentiel scalaire φ(r, θ, z) satisfait
l’équation de Laplace dans l’espace utile du quadripôle :

∇2φ = 0 (2.33)

La résolution de cette équation en coordonnées cylindriques par la méthode de séparation
des variables [17] ou par la méthode de Frobenius (cf Annexe A) conduit à des développements
en série dits de Fourier-Bessel pour le potentiel scalaire et les composantes du champ au point
(r, θ, z) :

φ(r, θ, z) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

(−1)mn!
22mm!(n+m)!

r2mo

(
r

ro

)n+2m

×
(
− sin(nθ)

d2mkNno(z)
dz2m

+ cos(nθ)
d2mkSno(z)
dz2m

)
(2.34)

Br(r, θ, z) = − ∂φ
∂r

(2.35)

Bθ(r, θ, z) = − 1
r

∂φ

∂θ
(2.36)

Bz(r, θ, z) = − ∂φ
∂z

(2.37)

soit:
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Br(r, θ, z) =
1
ro

∞∑
n=0

∞∑
m=0

(n+ 2m)
(−1)mn!

22mm!(n+m)!
r2mo

(
r

ro

)n+2m−1

×
(

sin(nθ)
d2mkNno(z)
dz2m

− cos(nθ)
d2mkSno(z)
dz2m

)
(2.38)

Bθ(r, θ, z) =
1
ro

∞∑
n=0

∞∑
m=0

(−1)mn!
22mm!(n+m)!

r2mo n

(
r

ro

)n+2m−1

×
(

cos(nθ)
d2mkNno(z)
dz2m

+ sin(nθ)
d2mkSno(z)
dz2m

)
(2.39)

Bz(r, θ, z) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

(−1)mn!
22mm!(n+m)!

r2mo

(
r

ro

)n+2m

×
(

sin(nθ)
d2m+1kNno(z)
dz2m+1

− cos(nθ)
d2m+1kSno(z)
dz2m+1

)
(2.40)

que l’on réécrit de la manière suivante:

Br(r, θ, z) =
1
ro

∞∑
n=0

∞∑
m=0

(n+ 2m)
(
r

ro

)n+2m−1(
sin(nθ)kNnm(z)− cos(nθ)kSnm(z)

)
Bθ(r, θ, z) =

1
ro

∞∑
n=0

n
∞∑
m=0

(
r

ro

)n+2m−1(
cos(nθ)kNnm(z) + sin(nθ)kSnm(z)

)
(2.41)

Bz(r, θ, z) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

(
r

ro

)n+2m
(

sin(nθ)
dkNnm(z)
dz

− cos(nθ)
dkSnm(z)
dz

)

où ro est un rayon de référence arbitraire que l’on prend habituellement comme le rayon
utile du quadripôle. Les coefficients kN/Snm (z) sont des fonctions qui dépendent de la géométrie
de l’aimant et se déduisent des kN/Sno (z) par dérivations successives par rapport à z:

kN/Snm (z) = r2mo
(−1)mn!

22mm!(n+m)!
d2mk

N/S
no (z)

dz2m
(2.42)

L’indice principal n décrit les différents harmoniques du champ magnétique:
- Pour une symétrie dipolaire parfaite on aurait la série dite série dipolaire naturelle: n =

2p+ 1 (p = 0, 1, 2, ...)
- Pour la symétrie quadripolaire parfaite, la série quadripolaire naturelle: n = 4p + 2 (p =

0, 1, 2, ...)
L’indice secondaire m caractérise les effets tridimensionnels et le champ de fuite, m =

0, 1, 2, ....
Dans les formules 2.41, la sommation surm converge très rapidement en raison des factorielles

m! au dénominateur. On peut donc limiter le développement sur m à une valeur maximale mmax

à déterminer.
Dans la limite du champ 2D, kN/Sno (z) est constant et seule la dérivée d’ordre 2m = 0 (soit

m = 0) contribue. Dans cette limite, on retrouve bien Bz = 0 et les composantes Bx et By, ou
de manière équivalente Br et Bθ, ne dépendent plus de z.
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Les indices supérieurs N ou S désignent respectivement les termes Normaux ou Skew dans
le développement harmonique.

On voit que les développements en série de Fourier-Bessel des composantes du champ font
intervenir 2n fonctions analytiques kN/Sno (z), qui sont a priori quelconques et indépendantes.

Il faut aussi noter la limite inférieure nulle de l’indice n dans les équations ci-dessus. Seuls
le potentiel scalaire et les composantes radiale et longitudinale, Br et Bz, possèdent des termes
non nuls pour n = 0; on montre que de tels termes correspondent à un champ de type solénöıdal
[18], c’est-à-dire un champ créé par une boucle de courant entourant l’axe Oz de l’aimant. En
fait une mesure par bobine radiale, est totalement insensible à ce type de champ puisqu’elle
mesure le flux de la composante tangentielle Bθ(r, θ, z) qui est nulle pour n = 0. Dans la
suite du texte, nous nous bornerons dans tous les développements harmoniques aux
termes d’ordre n ≥ 1.

Ceci ne signifie pas que les composantes solénöıdales ne seront pas présentes dans les cartes
de champ finales des quadripôles. Elles seront introduites implicitement par le champ idéal
exposé ci-dessous, mais, à la différence des autres composantes, elles ne seront pas corrigées par
la mesure.

2.4 Modélisation des aimants: champs idéal, réel et résiduel

2.4.1 Notations

Pour chacun des quadripôles, nous disposons [19] d’une représentation de la distribution
théorique du bobinage supraconducteur sous la forme d’une ligne brisée (environ 22.000 segments
pour Q1) [19].

La culasse magnétique, encore appelée retour de champ, qui entoure chaque quadripôle et
contribue pour environ 20% au champ au centre de l’espace utile de l’aimant, est décrite, en
vertu de l’approximation 3D du miroir magnétique† , par un nombre de segments environ
équivalent. La culasse magnétique est plus courte que les bobines d’excitation de l’aimant dont
elle ne recouvre pas les têtes; c’est pourquoi ces dernières n’ont pas leur image complète dans la
représentation du miroir (cf figure 2.4).

La connaissance d’un tel ensemble de segments permet de calculer le champ ~B en tout point
P par une intégration de Biot et Savart sur chaque segment:

~B(P ) =
µoI

4π

∮ ~dl × ~r
|~r|3

(2.44)

où ~r relie l’élément ~dl de conducteur, parcouru par le courant I, au point P .
Ainsi, à partir de cette distribution théorique, nous pouvons calculer un champ ~Bideal qui

nous servira de référence et qui représente déjà une très bonne approximation de la vraie carte
de champ: 99% de l’intégrale de champ réelle. Néanmoins, le champ ~Breel que produira le vrai
quadripôle sera certainement différent du champ idéal précédent du fait:

†Cette technique consiste à décrire l’effet du fer de la culasse, de perméabilité magnétique µ, par un courant im-
age dont l’intensité et la distribution spatiale satisfont les conditions aux limites, du champ d’induction magnétique
~B et du champ magnétique ~H, sur la surface interne de la culasse. Le résultat pour un miroir cylindrique de
rayon interne b et d’axe Oz s’énonce ainsi [21]: L’image d’un courant I, parallèle à l’axe Oz, situé à l’angle φ et
au rayon r (I, φ, r) est le courant (I ′, φ′, r′), lui aussi parallèle à Oz, avec:

I ′ =
µ− 1

µ + 1
, φ′ = φ, r′ = b2/r (2.43)
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Figure 2.4: Modèle filamentaire représentant la distribution théorique du bobinage supracon-
ducteur et son image dans la culasse magnétique qui entoure Q1. La culasse est plus courte que
le bobinage, ce dernier n’a donc pas une image complète. La série de filaments à gauche de la
figure représente les connexions de bobine à bobine. La ligne verticale isolée allant vers le haut
de la figure représente les amenées de courant (A.D.I.).

• d’éventuelles méconnaissances de la position réelle des conducteurs.

• du caractère approximatif du principe du miroir.

• de la méconnaissance de la perméabilité µ du fer (on a pris µ(~r) infini ∀~r à l’intérieur du
fer pour l’approximation du miroir).

• d’éventuels champ parasites (champ terrestre et aimantation de l’environnement) et des
interférences entre le champ de l’aimant que l’on mesure avec celui des aimants voisins.
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On ne peut donc pas se contenter de ~Bideal pour la cartographie finale et la mesure de la
composante résiduelle est nécessaire:

~Bresiduel = ~BR = ~Breel − ~Bideal (2.45)

De même, pour un angle θ donné, on définit trois types de flux correspondant respective-
ment aux trois types de champs définis précédemment: Φideal(i, θ), Φreel(i, θ) et Φresiduel(i, θ);
l’indice i repère la bobine tournante à laquelle est associé le flux:

Φresiduel(i, θ) = ΦR(i, θ) = Φreel(i, θ) − Φideal(i, θ) (2.46)

C’est sur ces termes résiduels que nous travaillerons, pour les raisons explicitées dans le
paragraphe suivant.

2.4.2 Intérêt de travailler sur le champ résiduel

Nous voulons déterminer le champ dans l’aimant réel, localement en (x, y, z), avec une
précision de quelques Gauss, soit (∆B/B2 central) = quelques 10−4. Comment cela est-il possi-
ble à partir d’une quantité intégrée, telle que le flux magnétique dans une bobine d’assez grandes
dimensions?

Prenons un aimant de longueur L. On conçoit facilement qu’en utilisant une seule bobine
de longueur L, on puisse déterminer avec une grande précision l’intégrale du champ (et ses
composantes harmoniques) de z = 0 à z = L. Il est impossible d’acquérir une bonne connaissance
du champ localement; néanmoins l’information obtenue suffit généralement pour les aimants
d’accélérateur.

Une idée naturelle pour aller vers une information moins intégrée consiste à diviser cette
bobine en N bobines couvrant chacune une portion de l’aimant, de longueur L/N .

Plaçons-nous dans ce cas. Un moyen d’accéder à une connaissance locale du champ est
de poser a priori une paramétrisation de celui-ci: ~B = fparam(x, y, z) , et de déterminer les
paramètres d’après la mesures des N flux. Mais cette paramétrisation serait nécessairement
arbitraire, le champ réel n’ayant aucune forme imposée (les seules contraintes qu’il subit sont
les équations deMaxwell, plus une décroissance en 1/z4 loin de l’aimant). On introduirait donc
une approximation dès le départ de la méthode, et ceci constituerait la principale limitation à
la précision finale sur le champ† .

On pourrait en principe réduire l’incertitude sur le champ précédent en augmentant le nombre
de bobines de mesure (N→ ∞). On apporte ainsi de plus en plus de contraintes sur la forme
à donner à la paramétrisation du champ. Malheureusement les problèmes de réalisation de
l’instrument de mesure croissent eux aussi avec N , et rendent cette méthode impraticable.

Méthode QMM: Considérons de nouveau la série deN bobines, et imaginons que l’on dispose
en plus d’un modèle de l’aimant, assez proche de la réalité. Le champ résiduel est celui qui
manque au modèle pour que celui-ci soit tout à fait réaliste; ce qui s’écrit sous la forme:

~Bresiduel(x, y, z) = ~Breel(x, y, z)− ~Bmodele(x, y, z)

†Cette solution de paramétrisation a néanmoins été adoptée pour les dipôles du H.R.S., dans l’esprit du
programme RAYTRACE [45]. En effet, le champ de ce dipôle est dominé par la géométrie du fer, et, à la différence
des quadripôles, aucun modèle filamentaire réaliste n’est disponible dans ce cas.
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Il est clair que si Breel et Bideal satisfont l’équation 2.33, Bresiduel la satisfait aussi. Nous
reprenons donc l’idée d’une forme paramétrique du champ, mais en l’appliquant seulement à la
composante résiduelle, inconnue. Cette approximation a beaucoup moins de conséquences que
dans le cas précédent; en effet, pour obtenir le champ total à une précision donnée, il suffit de
déterminer le champ résiduel avec une précision bien moindre. Quant au champ du modèle, sa
précision n’est a priori limitée que par la puissance du calculateur.

Nous résumons ces propriétés ainsi, sur la base d’un exemple numérique où σX désigne
l’écart-type de la détermination de X:

σ2Breel = σ2Bmodele + σ2Bresiduel

σ2Bmodele négligeable

σBreel/B2 central = 10−4 et Bresiduel/B2 central = 10−2

⇒ σBresiduel/Bresiduel = 10−2

(cette dernière précision est facilement accessible
en prenant une forme paramétrique pour

Bresiduel(x, y, z))

Les quantités qui permettront de déterminer les paramètres libres décrivant la forme de
Bresiduel sont les flux résiduels dans les N bobines:

Φresiduel(i, θ) = Φmesure(i, θ)− Φmodele(i, θ), pour i ∈ [1,N ] (2.47)

(et harmonique par harmonique). Si les flux résiduels étaient déterminés avec une précision
infinie, alors la seule source d’approximation de la méthode (au niveau conceptuel) serait dans
le fait d’avoir choisi une paramétrisation pour Bresiduel.

L’enjeu de précision de la méthode QMM réside donc dans l’équation 2.47 ci-dessus, autrement
dit dans l’obtention de flux résiduels le moins entachés d’erreur possible. Pour ce faire, le flux
modélisé que l’on soustrait au flux mesuré doit être calculé dans des bobines aussi semblables
que possible aux bobines réelles.

En conclusion, les contraintes de précision dans notre méthode sont reportées sur les points
suivants:

• une connaissance précise des bobines de mesure, incluant leurs dimensions, leur position-
nement en relatif (les unes par rapport aux autres), et en absolu dans l’entrefer de l’aimant.

• une mesure des flux magnétiques par un appareil de précision, tel que le voltmètre-
intégrateur fabriqué par METROLAB associé à un contrôle précis de l’angle de rotation
θ de la sonde.
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Figure 2.5: Principe de la méthode utilisée pour déterminer des cartes de champ.

2.4.3 Utilisation d’un formalisme lié aux fonctions kN/S
nm (z) pour remonter au

champ à partir d’un flux

Dans le calcul du flux (
∫
~B. ~dS) à travers les bobines, n’intervient que la composante tan-

gentielle Bθ(r, θ, z) du champ, puisque c’est la seule qui soit toujours normale à la surface de la
bobine. Pour un angle θ donné et une bobine i rectangulaire s’étendant de r = 0 à r = R(i) et
de z = z1(i) à z = z2(i), on obtient le flux suivant à partir de la formule (2.41):

Φ(i, θ) =
∫ r=R(i)

r=0

∫ z=z2(i)

z=z1(i)
Bθ(r, θ, z) dr dz

=
1
ro

∞∑
n=1

n
∞∑
m=0

∫ R(i)

0

(
r

ro

)n+2m−1

dr
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×
(

cos(nθ)
∫ z2(i)

z1(i)

kNnm(z) dz + sin(nθ)
∫ z2(i)

z1(i)
kSnm(z) dz

)
(2.48)

Les équations (2.41), (2.42) et (2.48) nous montrent que le flux et le champ d’induction
magnétique s’expriment à partir des mêmes fonctions kN/Sno (z) et de leurs dérivées successives
par rapport à z:

Les fonctions kN/S
no (z)

fournissent le LIEN
B(r, θ, z) ⇐⇒ Φ(θ)

Dans les développements en série de Fourier de la composante Bθ et du flux Φ(i, θ):

Bθ(r, θ, z) =
∞∑
n=1

an(r, z) sin(nθ) + bn(r, z) cos(nθ) (2.49)

Φ(i, θ) =
∞∑
n=1

ψn(i) sin(nθ) + ϕn(i) cos(nθ) (2.50)

les harmoniques normaux bn(r, z) et ϕn(i) dépendent de kNno(z) alors que les composantes
skew an(r, z) et ψn(i) sont fonctions de kSno(z); an et bn contiennent explicitement la dépendance
radiale et longitudinale à z donné, tandis que ϕn(i) et ψn(i) la contiennent de façon intégrée
sur z. Donc pour remonter au champ à partir d’une mesure de flux, se pose le problème du
passage de termes intégrés sur r et z, à des fonctions continues de ces variables. Cependant, si
d’une manière ou d’une autre, nous sommes capables de déterminer ces kN/Sno (z), à partir d’une
mesure de flux par exemple, alors nous pouvons calculer le champ en tout point de l’espace utile
du quadripôle.

Dans le paragraphe suivant, nous exposons une méthode de détermination de ces fonctions
k
N/S
no (z) à partir des Φ(i, θ).

2.4.4 Paramétrisation des kN/Sno (z)

Les fonctions kN/Sno (z), continues en z, n’ont a priori aucune forme analytique connue pour
un aimant donné, la seule condition est qu’elles soient nulles à z = ±∞. Elles ne sont pas non
plus directement accessibles par une mesure de flux puisque cette dernière nous permet d’obtenir
seulement des quantités intégrées sur un intervalle en z.

On adopte pour approximer les kN/Sno (z) une somme de N Lorentziennes, c’est-à-dire une
somme de N “courbes en cloche”, chacune étant centrée au z moyen de l’une des N bobines.
Ces Lorentziennes auront toutes la même largeur et leurs amplitudes (notée KN/S

n,j (j = 1,N )
pour la Lorentzienne associée à la bobine j) constituent les paramètres à ajuster:

kN/Sno (z) =
N∑
j=1

K
N/S
n,j(

z

ro
− cj

)2

+ b2
(2.51)

où:
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• cj (sans dimension) fixe la position en z de la jieme Lorentzienne: cj = zcentral(j)
ro

.

• b est un coefficient à optimiser, également sans dimension, et qui fixe la demi-largeur à
mi-hauteur L de la Lorentzienne: b = L

ro
. Si nous décidions de laisser libre le coefficient b

de chaque bobine, nous aurions 20 paramètres à ajuster, alors que nous ne disposons que
de 10 informations: une par bobine (pour un harmonique donné).

b doit donc être fixé a priori. Nous choisissons de prendre le même pour chaque bobine,
de manière à simplifier le formalisme.

Notre choix aurait pu se porter sur une autre “courbe en cloche”, comme la Gaussienne.
Nous avons choisi la Lorentzienne car elle est intégrable analytiquement, propriété intéressante
comme nous le verrons plus loin. Le paramètre b (demi-largeur des Lorentziennes, de même que
N (nombre de bobines), reste à optimiser.

Relation paramètres −→ champ: A partir de l’équation 2.39, la composante harmonique
normale de Bθ s’écrit donc en fonction des N paramètres KN

n,j de la manière suivante:

bn(r, z) =
N∑
j=1

KN
n,j

∞∑
m=0

n

ro

(
r

ro

)n−1 (−1)mn!
22mm!(n+m)!

d2m

du2m
j

(
1

u2
j + b2

)
(2.52)

avec:
uj =

z

ro
− zcentral(j)

ro
(2.53)

De même pour la composante an(r, z) de Bθ en introduisant les N paramètres KS
nj . A

partir des équations 2.38 et 2.40 on écrit des relations équivalentes pour les harmoniques des
composantes radiale Br et longitudinale Bz du champ.

Relation paramètres −→ flux: la matrice [Mn]: En intégrant la composante harmonique
bn(r, z) (resp. an(r, z)), de Bθ on obtient la composante correspondante ϕn(i) (resp. ψn(i)) pour
le flux mesuré par la bobine i:

ϕn(i) =
∫ R(i)

0

∫ z2(i)

z1(i)
bn(r, z) dr dz (2.54)

ϕn(i) =
n

ro

∞∑
m=0

(−1)mn!
22mm!(n+m)!

[∫ R(i)

0

(
r

ro

)n−1

dr

]

×


∫ z2(i)

z1(i)

d2m

d

(
z

ro

)2m

N∑
j=1

KN
n,j(

z

ro
− cj

)2

+ b2
dz

 (2.55)

En effectuant le changement de variable uj =
z

ro
− cj et après intégration sur r, il vient :

ϕn(i) =
N∑
j=1

K
N/S
n,j

∞∑
m=0

n ro

(
R

ro

)n+2m 1
n+ 2m

(−1)mn!
22mm!(n+m)!

×
∫ u2ij

u1ij

d2m

du2m
j

(
1

u2
j + b2

)
duj (2.56)
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avec:

u1ij =
z1(i)
ro
− cj (2.57)

u2ij =
z2(i)
ro
− cj (2.58)

Autrement dit, pour chaque valeur de n on peut écrire, sous forme matricielle :

~ϕn = [Mn]. ~KN
n (2.59)

~ψn = [Mn]. ~KS
n (2.60)

où :

• ~ϕn (resp. ~ψn) est un vecteur colonne dont le nombre de composantes est égal au nombre N
de bobines de la sonde de mesure. Chaque composante ϕn(i) (resp. ψn(i)) pour i ∈ [1,N ]
est l’harmonique de rang n du flux mesuré par la bobine i et est obtenu par développement
en série de Fourier.

• [Mn], identique dans les deux équations, est une matrice N × N qui ne dépend que de
quantités connues et liées uniquement à la géométrie des bobines tournantes. Il existe
une matrice pour chaque ordre n de l’harmonique considéré. Dans le cas où l’on prend
mmax = 0, un élément de matrice de [Mn] s’écrit:

(Mn)ij =
Rn

rn−1
o

∫ u2ij

u1ij

du

u2
j + b2

(2.61)

Ce qui montre l’intérêt de choisir une “courbe en cloche” une fois intégrable. Le système
a en général une solution car la matrice est carrée de par la correspondance choisie: une
fonction par bobine et un paramètre libre par fonction.

• ~KN
n (resp ~KS

n ) est un vecteur colonne à N composantes, une par paramètre KN
n,j (resp.

KS
n,j) à ajuster.

Relation flux −→ paramètres: Le passage des harmoniques du flux ϕn(i) (resp. ψn(i)) aux
paramètres KN

n,j (resp. KS
n,j) se fait par simple inversion des systèmes (2.59) et (2.60), pour

chaque valeur de n:

~KN
n = [Mn]

−1.~ϕn (2.62)
~KS
n = [Mn]

−1. ~ψn (2.63)

2.5 Application au projet Q.M.M.

Le formalisme décrit dans les §§2.3 et 2.4 est tout à fait général et peut s’appliquer à n’importe
quel type de champ magnétique: idéal, réel ou résiduel.

Comme expliqué précédemment, pour minimiser les erreurs dûes au passage du flux mesuré,
quantité intégrée sur les coordonnées r et z, à un champ fonction continue de ces variables, nous
appliquons ce formalisme au flux résiduel:
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ΦR(i, θ) = Φresiduel(i, θ) = Φmesure(i, θ) − Φideal(i, θ) (2.64)

Pour obtenir le champ résiduel ~BR à partir du flux résiduel ΦR, nous utilisons alors les
systèmes (2.62) et (2.63) et la paramétrisation des kN/Sno (z) par des Lorentziennes:

~KN
n = [Mn]

−1.~ϕn (2.65)
~KS
n = [Mn]

−1. ~ψn (2.66)

où, pour ce cas particulier:

• les composantes de ~ϕn et de ~ψn seront égales à la différence entre les harmoniques du flux
mesuré et ceux du flux idéal.

• les vecteurs colonne ~KN
n et ~KS

n sont obtenus par inversion des systèmes.

Ces vecteurs permettent ainsi de paramétriser les fonctions kN/Sno (z) dont dépendent les com-
posantes harmoniques de ΦR, par une somme de 2N Lorentziennes et de leurs dérivées suc-
cessives. Grâce à ces fonctions, on peut calculer, en utilisant les formules (2.52) et (2.53),
les composantes harmoniques du champ résiduel paramétrisé qui dépendent elles aussi des
2Nparamètres KN/S

n,j .
La carte finale est alors obtenue par simple addition du champ idéal ~Bideal(r, θ, z) et du

champ résiduel paramétrisé ~BRparametrise(r, θ, z):

~Breel(r, θ, z) = ~Bideal(r, θ, z) + ~BRparametrise(r, θ, z) (2.67)

2.5.1 Le modèle des aimants

Nous avons décrit au §2.4.1 notre modèle filamentaire des quadripôles. Le champ ~Bideal au
point (x, y, z) est obtenu par intégration de Biot et Savart sur l’ensemble des filaments. Le
modèle permet aussi de calculer les flux ”idéaux”, i.e. ceux que notre sonde mesurerait si elle
était placée dans cet aimant. Pour cela on considère la sonde QMM comme étant exactement
centrée dans le repère de l’aimant, et n’ayant aucun défaut de géométrie. Les flux idéaux
sont déterminés par une intégration numérique basée sur la méthode de Gauss-Legendre. Par
bobine, dont l’épaisseur est supposée nulle, nous utilisons 6 points de Gauss sur l’intervalle en z
et l’intervalle en r, soit un total de 36 points pour chaque valeur de θ sur un tour (ce nombre
6 assure une précision numérique des flux meilleure que 10−5 par rapport à l’amplitude de la
variation de flux dans une bobine centrale). L’intégrale sur θ (analyse harmonique), est faite,
elle, par la méthode des trapèzes.

Traitement de l’épaisseur des bobines: pour ce qui est du modèle, nous avons choisi de
considérer des bobines sans épaisseur. Ainsi, pour ce qui est de l’aimant réel nous ramènerons
le flux mesuré au cas de bobines sans épaisseur, par le calcul.

2.6 Etude en simulation

La méthode que nous venons d’exposer est originale, et en ce sens elle n’a, à notre connais-
sance, jamais été mise en pratique auparavant. Il était important de la valider, à un stade aussi
en amont que possible du projet.
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Nous l’avons donc testée en simulant les champs idéal ~Bideal et “réel” ~Breel ainsi que les
flux que notre sonde mesurerait si elle était plongée dans ces champs.

On simule ~Breel à partir d’une distribution des conducteurs de l’aimant-modèle (cf. §pré-
cédent), en déplaçant aléatoirement les deux extrémités de chacune des quatre bobines. Ces
déplacements sont contenus dans un cube dont le centre correspond à un déplacement nul, c’est-
à-dire à la géométrie non modifiée. La déformation a donc 3 × 2 × 4 = 24 degrés de liberté
scalaires indépendants. Pour Q1, l’arête du cube est de 2 mm; pour Q2/Q3, elle est le double.

On construit alors le flux résiduel à partir duquel on détermine le champ résiduel
paramétrisé ~BRparametrise en inversant les systèmes (2.59) et (2.60) et en utilisant les équations
(2.49) et (2.52). On connâıt également le champ résiduel vrai qui est la simple différence entre
nos deux champs simulés: ~BR = ~Breel − ~Bideal.

Nous avons donc défini, pour cette étude en simulation, deux types de champ résiduel:

• un champ résiduel vrai ~BR qui est la différence entre ~Breel et ~Bideal déterminés par
intégration de Biot et Savart.

• un champ résiduel paramétrisé ~BRparametrise qui est fonction des Lorentziennes et qui
est obtenu à partir du flux résiduel par résolution des systèmes (2.59) et (2.60).

Un point important à noter est que ces deux types de champ résiduel donnent, par intégration,
le même flux dans les bobines QMM (= le flux résiduel); ceci est obtenu par construction. Ce
qui change d’un type de champ à l’autre est son allure en fonction de r, θ et z. La comparaison
de ces deux types de champ résiduels nous permet donc de conclure quant à la validité de notre
méthode: le champ ~BRparametrise doit reproduire suffisamment bien le champ résiduel vrai ~BR.
Notre simulation nous permet aussi d’étudier l’influence des principaux paramètres libres du
problème, à savoir:

• le nombre Nde bobines de la sonde de mesure. En effet à l’époque de cette simulation, le
choix de ce nombre Nn’était pas entièrement fixé.

• la demi-largeur L des Lorentziennes, contenue dans le paramètre b = L
ro

.

Pour chacun des quadripôles des H.R.S., nous présentons les résultats de cette simulation
dans les paragraphes suivants.

2.6.1 Résultats de la simulation du quadripôle Q1

2.6.1.1 Cartes de champ: idéale, réelle, résiduelle

Notre programme de simulation nous a permis de déterminer les variations des harmoniques
an(r, z) et bn(r, z) (resp. skew et normaux) le long de l’axe magnétique du quadripôle, pour un
rayon ro = 150 mm et un courant de référence Io = 3250 A. L’analyse de Fourier de Bθ donne:

an(r, z) =
1
π

∫ 2π

0
sin(nθ)Bθ(r, θ, z) dθ (2.68)

bn(r, z) =
1
π

∫ 2π

0
cos(nθ)Bθ(r, θ, z) dθ (2.69)

Sur la figure (2.6.1.2), on présente quelques uns des résultats obtenus pour les champs ~Bideal,
~Breel et le champ résiduel vrai ~BR = ~Breel− ~Bideal. La dissymétrie entrée/sortie des composantes
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idéales est dûe aux amenées de courant (A.D.I) du quadripôle qui se trouvent à la sortie de celui-
ci, i.e. du côté aval du quadripôle. On notera aussi que le champ résiduel représente environ 2
pour mille du champ quadripolaire au centre de l’aimant (fraction valant pour cette simulation
seulement).

Figure 2.6: Quadripôle Q1: on présente sur cette figure la variation en fonction de z, des
composantes harmoniques quadripolaire normale b2, dodécapolaire normale b6 et dipolaire skew
a1 des champs simulés idéal (en haut), réel (au centre) et résiduel vrai (en bas). Il s’agit de Bθ
à I = 3250 A et r = 150 mm.

2.6.1.2 Flux simulés: idéal, réel, résiduel

De la même façon que pour les champs, nous avons calculé les variations des harmoniques
skew et normaux (resp. ψn(i) et ϕn(i)) des flux Φ(i, θ)ideal, Φ(i, θ)reel et Φ(i, θ)residuel en fonction
du numéro i de bobine de la sonde de mesure, i.e. le long de l’axe Oz du quadripôle. On a:

ψn(i) =
1
π

∫ 2π

0
sin(nθ) Φ(i, θ) dθ (2.70)

ϕn(i) =
1
π

∫ 2π

0
cos(nθ) Φ(i, θ) dθ (2.71)

Quelques uns des résultats sont donnés sur la figure (2.7). Ces composantes ont bien la même
allure que celles du champ magnétique de la figure .
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Figure 2.7: Quadripôle Q1: on présente sur cette figure la variation en fonction de z, des
composantes harmoniques quadripolaire normale ϕ2, dodécapolaire normale ϕ6 et dipolaire skew
ψ1 des flux idéal (en haut), réel (au centre) et résiduel (en bas), mesurés par 10 bobines de
rayon R = 140 mm.

2.6.1.3 Influence de la largeur des Lorentziennes (paramètre b)

Rappelons que dans notre modèle, les fonctions kN/Snm (z) sont ajustées par une somme de
Lorentziennes L de la forme:

L(z) =
K
N/S
n,j(

z

ro
− cj

)2

+ b2
(2.72)

et de leurs dérivées successives jusqu’à l’ordre m = mmax.
En fait, au cours de toute cette étude, l’ordre maximal des dérivées (mmax) est pris égal à

0. C’est la seule valeur utilisée car c’était la seule correctement implémentée dans le code de
simulation à l’époque de cette étude. On reviendra cependant sur ce point dans le chapitre qui
traite de l’analyse des données. Il faut noter que ceci n’a aucune incidence sur la validité de la
méthode d’extraction du champ utilisée.

Pour 10 bobines et en fixant mmax = 0, nous avons tracé sur la figure (2.8), Bresiduel
θ (z) le

long d’une génératrice du quadripôle située à r = 150 mm et θ = 0o pour différentes valeurs
de b (0.4, 1 et 10). Pour b = 10, on constate que le champ est relativement bien ajusté dans la
partie centrale alors qu’il diverge aux extrémités; en effet, pour un grand b, les Lorentziennes
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sont très étalées, donc celles associées à la première et à la dernière bobine se prolongent bien
au-delà de −800 et de +800 mm. Pour b = 0.4, des oscillations importantes apparaissent, elles
sont dûes au fait que les Lorentziennes sont très étroites pour une amplitude donnée et donc
qu’elles ne se recouvrent pas suffisamment. En revanche, pour b = 1, le champ est assez bien
ajusté, et simultanément, le comportement asymptotique est régulier.

Figure 2.8: Quadripôle Q1. Influence du coefficient b sur la reconstruction de la du champ.
On compare sur chacun des trois graphiques, la composante Bθ du champ résiduel paramétrisé
à celle du champ résiduel vrai (=simple différence entre ~Breel et ~Bideal).

Au vu de ces résultats, nous avons choisi pour la suite de l’étude en simulation,
la valeur b = 1 (c’est-à-dire une demi-largeur à mi-hauteur L de la Lorentzienne égale à ro).

2.6.1.4 Optimisation du nombre de bobines de la sonde de mesure

En fonction du nombre de bobines de la sonde de mesure, nous avons comparé le champ
résiduel vrai à celui paramétrisé par des Lorentziennes (sans tenir compte de leurs dérivées, i.e.
m = 0) et avec un paramètre b = 1.

La sonde a une longueur totale de 1600 mm; quand on change le nombre Nde bobines, la
longueur ` de chacune d’elles est modifiée en conséquence (` = 1600/N ), mais pas son extension
radiale (R = 140 mm).

Nous avons successivement étudié quatre cas: N= 1, 5, 10 et 16. Le cas N= 1 correspond
à une mesure intégrale, habituellement utilisée pour les aimants d’accélérateurs. Sur la figure
(2.9), si l’on voit une amélioration importante quand on passe de 1 à 5 puis à 10 bobines, il
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n’en est pas de même pour le passage de 10 à 16 qui n’apporte pas grand chose de plus. En
effet, ce qui nous intéresse c’est seulement de déterminer le champ résiduel avec une précision
relative de l’ordre de 10−2 au plus pour nos modèles de ”Q1 idéal” et ”Q1 réel” qui sont tels
que BR < 10−2 Breel.

Nous adoptons provisoirement N = 10 pour le nombre de bobines. Ce choix
sera confirmé par les études de tracé de trajectoires présentées dans la suite de ce
chapitre.

Figure 2.9: Quadripôle Q1. Ces courbes représentent la composante Bθ du champ résiduel
vrai et celle du champ résiduel paramétrisé, le long d’une génératrice de l’entrefer située à
r = 150 mm et θ = 45o pour un nombre de bobines N respectivement égal à 1, 5, 10 et 16 de
haut en bas.

2.6.2 Nécessité d’effectuer la mesure de champ

Outre le fait que la mesure QMM sert à l’alignement des quadripôles sur les bras des spec-
tromètres H.R.S., elle est nécessaire pour faire un suivi de trajectoire précis comme nous allons
le montrer.

Ayant choisi les paramètres b et N , nous utilisons de nouveau les deux modèles d’aimant de
notre simulation (“idéal” et “réel”) pour faire du suivi de trajectoire. Nous résumons ci-dessous
deux aspects de cette étude:
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• le suivi de trajectoire est comparé entre l’aimant “réel” et l’aimant “idéal”. Ce test permet
de quantifier l’importance du champ résiduel BR = Breel − Bideal relativement au champ
Bideal.

• le suivi de trajectoire comparé dans l’aimant “réel” et dans l’aimant correspondant au
champ Bideal + BR parametrise. Ce test permet de quantifier l’erreur apportée par la
paramétrisation du champ résiduel.

2.6.2.1 Trajectoires extrêmes des particules acceptées par le quadripôle

L’angle solide des H.R.S. est défini en première approximation par un point-cible et un
collimateur d’ouverture rectangulaire avant le premier quadripôle. On prend comme trajectoires
extrêmes celles des particules qui passent aux quatre coins de ce collimateur. Elles sont définies
par leurs coordonnées et leurs cosini directeurs dans le plan d’entrée de la sonde de mesure à
z = −800 mm. Pour des particules d’énergie incidente égale à 4 GeV, le ”Conceptual Design
Report” de CEBAF (C.D.R.) [6] donne des limites d’acceptance en φ (angle horizontal) et θ
(angle vertical) correspondant à ce collimateur (2.2).

Trajectoire Cosini Directeurs Coordonnées (mm)
No cx cy cz x y z
1 +0.065 −0.030 0.994875 +58. −27. −800.
2 +0.065 +0.030 0.994875 +58. +27. −800.
3 −0.065 −0.030 0.994875 −58. −27. −800.
4 −0.065 +0.030 0.994875 −58. +27. −800.

Tableau 2.2: Quadripôle Q1. Caractéristiques d’entrée des trajectoires étudiées pour des
particules incidentes de 4 GeV. La coordonnées x est mesurée dans le plan dispersif (vertical)
et la coordonnées y dans le plan transverse (horizontal).

2.6.2.2 Suivi de trajectoire dans ~Bideal et ~Breel

Grâce à une intégration de l’équation différentielle du mouvement qui utilise un algorithme
de Runge-Kutta à l’ordre 4, nous suivons une particule de z = −800 mm à z = +800 mm, i.e.
sur toute l’extension longitudinale de la sonde no 1. Les contributions aux coordonnées de la
particule dans le plan focal des H.R.S. sont reliées à celles obtenues dans le plan de sortie de la
sonde de Q1 (plan d’équation z = +800 mm dans le repère de Q1) par les coefficients suivants
obtenus par tracé de trajectoires dans les aimants qui suivent Q1 (Q2,dipôle et Q3)[19]:

xH.R.S. (m) = 0.18 x (m)
xH.R.S. (m) = 5.3 θx (radians)
yH.R.S. (m) = −0.2 y (m)
yH.R.S. (m) = −0.24 θy (radians) (2.73)

Chaque particule est suivie dans les deux types d’aimants simulés: le quadripôle ”idéal” et
le quadripôle ”réel”; à cette fin, le champ ~B est calculé en tout point par intégration de Biot
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et Savart sur l’ensemble des segments (cf §2.4.1) et la Runge-Kutta est faite avec un pas de 10
mm. A chaque particule correspondent donc deux trajectoires différentes et deux ”vecteurs de
sortie” différents dans le plan z = +800 mm, suivant le type de champ étudié.

Nous déterminons, en valeurs absolues, les écarts entre ces deux vecteurs de sortie, en termes
de coordonnées (∆x,∆y) et d’angles vertical et horizontal (∆θx,∆θy).

Pour chacune des trajectoires du tableau (2.2), on en déduit les contributions aux différences
∆xHRS et ∆yHRS dans le plan focal des spectromètres en utilisant les relations (2.73). La figure
2.10 schématise l’ensemble de la procédure.

Le résultat principal est que l’on obtient, pour les traces no 3 et 4 des différences importantes
au niveau du plan focal, pouvant aller jusqu’à 1 mm. Ces différences sont dues au seul champ
résiduel. Elles sont 10 fois plus grandes que la résolution attendue (100 µm) dans le plan focal
des H.R.S.; elles montrent donc qu’un modèle de champ (quel qu’il soit) est insuffisant pour
connâıtre précisément les spectromètres. Il est nécessaire de cartographier les quadripôles (ainsi
que le dipôle).

Figure 2.10: Schéma du suivi de trajectoire comparé dans deux champs simulés: réel et idéal.

2.6.2.3 Suivi de trajectoire dans des champs reconstitués

Pour chacune des traces définies dans le tableau (2.2), nous avons calculé les écarts de position
dans le plan focal des H.R.S. pour deux nouveaux champs: pour le champ idéal + résiduel vrai
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(= réel) et pour le champ idéal + résiduel paramétrisé par 10 Lorentziennes (i.e. 10 bobines).
La procédure est semblable à celle schématisée sur la figure 2.10.

Le résultat important est que nous obtenons des écarts très faibles, bien inférieurs au mi-
cromètre. Ceci valide tout à fait notre méthode de calcul, puisque la résolution des spectromètres
est de 100 µm dans le plan focal. On est donc en mesure de reconstituer le champ de façon
suffisante pour effectuer un suivi de trajectoire précis.

Remarque: en choisissant N=1 (i.e. 1 seule bobine intégrale) on obtient des écarts allant
jusqu’à 170 µm, c’est-à-dire supérieurs à la résolution attendue des spectromètres. Ces écarts
deviennent inférieurs au micromètre dès que N≥ 5.

2.6.3 Etude pour les quadripôles Q2 et Q3

Nous avons mené une étude similaire pour les quadripôles Q2 et Q3. Comme pour Q1, nous
avons modélisé deux aimants:

• un aimant idéal (sans les bobines auxiliaires).

• un aimant réel, obtenu à partir du précédent en déplaçant aléatoirement chacune des deux
extrémités de chacune des quatre bobines de l’aimant dans un cube de 4 mm de côté.

Le rayon utile de Q2/Q3 est de 300 mm et la longueur de la sonde de mesure est de 3200
mm de manière à couvrir les champs de fuite. Le courant de référence est de 1850 A.

2.6.3.1 Suivi de trajectoire dans Q2

Les trajectoires d’entrée que nous considérons pour le suivi de trajectoire dans Q2 sont
données dans le tableau 2.3, pour des particules de 4 GeV.c−1. Nous avons choisi un échantillon
de trajectoires qui possèdent des angles et/ou des positions extrêmes à l’entrée de ce quadripôle.

Trace Cosini directeurs Coordonnées (mm)
N0 cx cy cz x y z
1 −0.008 0.000 0.99997 +125. 0. −1600.
2 +0.001 0.000 0.99999 −125. 0. −1600.
3 0.000 0.070 0.99755 0. +150. −1600.
4 −0.003 0.000 0.99999 +125. 0. −1600.

Tableau 2.3: Trajectoires d’entrée à z =-1600 mm pour le suivi de trajectoire dans Q2.

Les contributions aux coordonnées dans le plan focal dûes aux angles et positions dans le
plan d’entrée de la sonde no 2 sont reliées par les coefficients suivants:

xH.R.S.(m) = −2.10× xout (m)
xH.R.S.(m) = +8.27× θx out (radians)
yH.R.S.(m) = −0.15× yout (m)
yH.R.S.(m) = +0.38× θy out (radians) (2.74)
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La comparaison du suivi de trajectoire dans les champs idéal et réel pour Q2 donne le
résultat suivant: on obtient des différences allant jusqu’à 2 mm dans le plan focal des H.R.S..
Cela montre la nécessité d’effectuer la cartographie.

La comparaison du suivi de trajectoire dans les champs réel et “idéal + résiduel para-
métrisé” pour N=10 conduit, comme pour Q1, à des différences dans le plan focal des H.R.S.
qui sont petites par rapport à la résolution (écarts < 37µm). Pour une étude plus détaillée, il
faut se reporter à la référence [20].

2.6.3.2 Suivi de trajectoires dans Q3

Entre les coordonnées d’une trajectoire en sortie de Q3 et le plan focal nous avons les coef-
ficients suivants:

xH.R.S.(m) = +1.00× xout (m)
xH.R.S.(m) = +2.76× θx out (radians)
yH.R.S.(m) = +1.00× yout (m)
yH.R.S.(m) = +2.76× θy out (radians) (2.75)

La comparaison du suivi de trajectoire dans les champs idéal et réel de Q3 conduit à des
différences allant jusqu’à 1 mm dans le plan focal des H.R.S.. La comparaison entre les champs
réel et “idéal + résiduel paramétrisé” pour N=10 conduit, là encore, à des différences dans
le plan focal des H.R.S. qui sont petites par rapport à la résolution (écarts < 8µm) (cf référence
[20] pour plus de détails).

2.7 Conclusion de l’étude conceptuelle

Nous avons déterminé une méthode pour obtenir une carte de champ précise des quadripôles
des spectromètres H.R.S.. Elle est basée sur:

• le fait que nous disposons d’un modèle, ou encore d’une carte de référence construite à
partir de la distribution des conducteurs dans les aimants.

• la mesure de flux par une sonde tournante multibobines.

• le formalisme des développements tridimensionnels (Fourier-Bessel) des solutions de l’é-
quation de Laplace dans l’espace utile des quadripôles.

Avec ces outils, nous avons simulé la reconstruction des cartes de champ que nous ferons
lors de la mesure QMM. Nous avons montré que le champ résiduel peut être paramétrisé par
une somme de Lorentziennes, dont les amplitudes sont déterminées par la mesure des flux. La
valeur optimale du paramètre b est autour de 1 (cf. chapitre 6 pour une discussion plus finale
sur ce paramètre). En ce qui concerne l’ordre maximal mmax des dérivées, une première étude
semble déjà valide pour mmax = 0. Le nombre de bobines à mettre dans la sonde de mesure
peut être fixé à 10, aussi bien pour Q1 que pour Q2 et Q3.

Enfin, un suivi de trajectoire dans le champ reconstruit idéal + résiduel paramétrisé,
avec les paramètres fixés aux valeurs données ci-dessus, montre que les coordonnées dans le plan
focal des H.R.S. ne diffèrent des vraies coordonnées que de quelques microns.



Chapitre 3

La sonde de mesure de Q.M.M.

Comme nous l’avons vu au chapitre précédent, notre méthode de cartographie est basée sur le
principe de la mesure par bobine tournante, encore appelée mesure harmonique. L’appareillage
est constitué d’un jeu de 10 bobines radiales disposées alternativement le long de l’axe de ro-
tation. Son seul mouvement est une rotation autour de l’axe magnétique du quadripôle. On
mesure alors la force électromotrice induite aux bornes des bobines quand elles tournent dans
le champ magnétique.

La cartographie de ces aimants est faite in situ. En effet, il faut tenir compte non seulement
de l’ensemble de l’environnement qui peut contenir des parties ferromagnétiques et donc modifier
le champ mesuré, mais encore de l’interférence entre les divers aimants (typiquement Q1 ∩ Q2
et Dipôle ∩ Q3).

Lors de la mesure, les éléments optiques se trouvent dans leur position finale sur les spec-
tromètres, i.e. dans des configurations difficiles d’accès (cf Q3). Cela implique que le banc de
cartographie doit être facilement transportable et complètement autonome du point de vue de
l’acquisition. Ce banc est constitué de quatre parties principales qui seront détaillées dans la
suite de ce chapitre:

• La sonde de mesure multibobines.

• La baie renfermant l’électronique de contrôle et d’acquisition.

• Le système d’entrâınement et le moteur.

• Un ordinateur pour gérer l’ensemble du contrôle-commande et pour faire l’analyse en ligne
des données.

Une vue d’ensemble du système d’acquisition est présentée sur la figure 3.1.
Dans des aimants d’accélérateur, l’enveloppe du faisceau a des dimensions transverses faibles,

les particules ne s’éloignent quasiment pas de l’axe magnétique. Il en est tout autrement en ce
qui concerne les H.R.S., où les trajectoires des particules diffusées peuvent atteindre le rayon
d’ouverture de l’espace utile (150 mm pour Q1 et 300 mm pour Q2/Q3). D’autre part, du fait
de leur grand rayon, ces quadripôles possèdent un champ de fuite qui s’étend relativement loin
le long de leur axe.

Pour obtenir le maximum de sensibilité ainsi qu’une carte précise et complète de ces aimants,
il est donc important de mesurer le champ jusqu’au plus grand rayon possible et sur une
grande longueur. Pour cela nous avons construit, dans les ateliers des services techniques du
CEA de Saclay, deux sondes de mesure de dimensions différentes mais qui possèdent chacune 10
bobines de longueur identique:

47
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Figure 3.1: Schéma d’ensemble du banc de mesure Q.M.M. des quadripôles des H.R.S.

• La sonde no1 pour cartographier Q1 couvre un rayon R égal à 140 mm et une longueur
totale L de 1600 mm.

• La sonde no2 pour Q2/Q3 a des dimensions doubles de la précédente: R = 280 mm et L
= 3200 mm.

L’électronique d’acquisition, le système d’entrâınement et l’ensemble du contrôle-commande
sont communs aux deux sondes. Dans la suite de ce chapitre, nous décrivons d’une part la
mécanique générale de l’ensemble du système, et d’autre part l’ensemble de l’électronique.
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3.1 Mécanique de la sonde

Dans toutes les mesures magnétiques, le choix des matériaux qui servent à la construction
de l’appareillage de mesure est d’une importance capitale. Il faut en effet éviter d’utiliser des
éléments ferromagnétiques qui, comme nous l’avons déjà signalé, modifient le champ ambiant
quand ils sont plongés dans un aimant. Il est également nécessaire d’éliminer, dans les structures
de support ou en mouvement, les matériaux conducteurs dans lesquels peuvent se développer
des courants de Foucault qui eux aussi modifient le champ local et peuvent créer des couples
de forces s’opposant à la rotation de la sonde.

Par ailleurs, la précision sur la carte de champ finale dépend en grande partie de la connais-
sance que nous avons, à chaque instant de la mesure, de la position de la sonde par rapport à
l’aimant (la précision requise dans notre cas est de 0.1 mm dans les trois directions de l’espace).
En effet, dans un quadripôle où par définition le champ est fortement inhomogène, toute erreur
de position (principalement en r et θ) se traduit par une erreur sur le champ et vice-versa. Dans
un champ de 8 T.m−1 (qui est le gradient de Q1 à 3250 A), une erreur de position de ±50µm
est équivalente à une erreur de mesure du champ de ±4 Gauss. De plus, comme nous le verrons
au chapitre 4 qui traite de l’analyse des données, les défauts de positionnement des bobines
induisent des composantes harmoniques virtuelles dans le signal mesuré. Ces harmoniques ne
correspondent pas à ceux du champ réel de l’aimant, mais sont entièrement dûs à l’appareillage
de mesure. Parmi ces défauts, on peut notamment citer le fléchissement de la sonde sous son
propre poids et le mauvais positionnement des bobines par rapport à l’axe de rotation. Il est
également indispensable de connâıtre la position angulaire des bobines.

La détermination de la position de la sonde par rapport à l’aimant est donc l’une des
difficultés majeures dans les mesures magnétiques et par conséquent impose des contraintes
mécaniques fortes sur le choix des matériaux et sur les différentes étapes de construction de
l’appareillage de mesure. Ainsi dans une sonde de mesure harmonique, comme notre sonde
tournante multibobines, il faut entre autre limiter la flèche de la bobine et de l’axe de rotation
en utilisant des matériaux de très grande rigidité. Bien entendu, il est impossible d’obtenir
un objet parfait (sans flèche, ni torsion, ni vibrations, etc...), cependant, si l’on est capable de
mesurer, d’une manière ou d’une autre, l’amplitude de ces défauts, on peut alors les prendre en
compte dans l’analyse des données. En conséquence, dès la conception de l’ensemble du système,
il faut prévoir des possibilités de contrôle, comme par exemple certains espacements autorisant
des visées des bobines par un théodolite.

3.1.1 Les bobines

Les dix bobines d’une sonde sont de géométrie et de dimensions identiques, leurs caractéris-
tiques sont données dans le tableau 3.1.

Le mandrin des bobines est un bloc de verre époxy usiné avec une précision de 10 µm. Il
est de forme rectangulaire avec des chanfreins aux quatre coins pour éviter de détériorer le fil
sur des angles trop vifs et pour laisser passer le câble d’acquisition du signal. Un des côtés
du rectangle est sur l’axe de rotation de la sonde, c’est-à-dire à r = 0. Dans la suite, nous
assimilerons souvent une bobine à un rectangle de longueur Lz et de largeur R; de plus, nous
appellerons cette largeur, le rayon R de la bobine.

Une des surfaces du mandrin est plane et a servi au collage de la bobine sur la structure de
la sonde.

Le fil utilisé pour le bobinage est un alliage de cuivre et de béryllium qui est mécaniquement
plus résistant en tension que le cuivre pur. Le diamètre de ce fil est de 100 µm à nu et de 110 µm
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Figure 3.2: Schéma d’une bobine de type QMM montrant les encoches de visées optiques et
l’emplacement du circuit imprimé. Le fond n’est pas percé, il sert à coller la bobine sur son
sandwich.

sonde no 1 (Q1) sonde no 2 (Q2/Q3)
Nombre de bobines 10 10
Rayon interne Rmin 0 mm 0 mm
Rayon externe Rmax 140 mm 280 mm
Longueur 160 mm 320 mm
Nombre de spires 180 100
Surface magnétique 4.032 m2 8.960 m2

Nature du fil BeCu BeCu
Diamètre du fil nu 100 µm 100 µm
Diamètre du fil isolé 110 µm 110 µm
Pas du bobinage 130 µm 130 µm
Résistance 1.08 kΩ 1.23 kΩ

Tableau 3.1: Caractéristiques des bobines pour chacune des deux sondes de mesure.

après adjonction d’un vernis d’isolation. De manière à avoir un contrôle précis de la géométrie
de l’enroulement, la bobine est constituée d’une seule couche de spires. De plus, au cours du
processus de bobinage, le positionnement du fil a été contrôlé au moyen d’un microscope et du
codeur de la “fileuse”afin d’obtenir un pas constant de 130 µm entre chaque spire, c’est-à-dire
un espace libre de 20µm entre deux spires successives. Ceci évite d’avoir la position axiale des
spires imposée par le diamètre du fil isolé, ce qui serait imprécis. Les bobines de la sonde no 1
ont un nombre de spires NS=180 et celles de la no 2, NS= 100; autrement dit, les largeurs de
bobinage correspondantes sont respectivement de 23.4 mm et 13 mm. Une fois l’enroulement
terminé, on a vaporisé sur les spires un enduit de “tropicalisation” afin d’une part de figer la
position des fils et d’autre part de parfaire leur isolation.

Pour éviter de perdre une bobine complète si une spire venait à se rompre, l’enroulement



3.1 Mécanique de la sonde 51

est constitué de deux demi-bobines indépendantes, chacune d’elles possédant NS/2 tours. Ces
demi-bobines sont séparées de 130 µm, c’est-à-dire que cet espace équivaut à celui qu’occuperait
une spire; il sert pour faire des mesures optiques de manière à déterminer la position du plan
de symétrie des bobines. Les quatre extrémités des fils de ces demi-bobines sont soudées sur
une plaquette de circuit imprimé. Cette plaquette est collée dans une échancrure ménagée sur
le grand côté de la bobine situé le long de l’axe de rotation. A partir de ce circuit partent
deux paires de fils torsadés qui permettent de transmettre le signal mesuré à l’électronique
d’acquisition.

Outre l’usinage précis du mandrin et le contrôle de positionnement du fil au moment du
bobinage, nous avons effectué des mesures optiques pour relever les dimensions de l’enroulement.
Pour pouvoir faire ces visées, nous utilisons des encoches taillées sur toute l’épaisseur du mandrin
et situées aux extrémités des côtés des bobines (cf figure 3.2): elles permettent ainsi de viser
directement les première et dernière spires.

Pour chaque sonde, la surface magnétique des dix bobines de chacune des deux sondes a été
déterminée, au CERN, dans un dipôle étalon au champ très homogène [22]. Une comparaison
entre cette aire magnétique et celle obtenue à partir des visées optiques donne un écart relatif
de 3×10−4. Cela montre la très bonne précision sur la connaissance des dimensions des bobines
en général (≤ 20µm).

3.1.2 Le corps de la sonde

Les bobines sont collées entre deux plaques de verre époxy qui ont une structure en nid
d’abeille pour combiner légèreté et rigidité. Dans ce “sandwich”, elles sont situées de part et
d’autre de l’axe de rotation de façon à assurer en bonne approximation l’équilibre statique
(cf figures 3.3 et 3.4). A partir de cet axe, la surface d’une bobine s’étend du rayon interne r = 0
au rayon externe r = Rmax. Le champ du quadripôle à petit rayon, i.e. à proximité de l’axe
de rotation, est presque nul et n’apporte donc qu’une faible contribution au flux à travers la
bobine. La précision sur la mesure d’un champ quadripolaire (qui varie linéairement en fonction
du rayon), dépendra donc principalement de la partie de la bobine située vers r = Rmax. C’est
pourquoi nous avons porté une grande attention au positionnement de cette partie des bobines.

Le long de l’axe de rotation, une bobine commence là où se termine la précédente. Ainsi,
l’ensemble de la région centrale et des régions de champ de fuite de chaque aimant est couverte
sur une longueur totale égale à 10 fois la longueur Lz d’une bobine.

Ce sandwich laisse dépasser le côté externe des bobines (au rayon maximum); on peut ainsi
effectuer des visées de contrôle au théodolite qui permettent de déterminer la position de chaque
bobine par rapport à l’axe de rotation [34].

Pour assurer la rigidité en torsion et en flexion de la sonde, on colle ce sandwich dans un
cylindre fait de couches de fibres de verre tissées à des angles d’inclinaison de +60o et -60o par
rapport à l’axe. Pour la sonde no 1 (Q1), il s’agit en fait de deux demi-cylindres alors que pour
la 2ème, le sandwich constitue un plan diamétral collé à l’intérieur d’un cylindre complet non
coupé. Par rapport à une poutre en forme de croix “X”, constituée de la même quantité du
même matériau, l’utilisation d’un tel cylindre présente un avantage modeste en terme de rigidité
en flexion (1/1.25), mais un avantage considérable en terme de rigidité en torsion (1/470). Pour
la sonde de Q2/Q3, afin de minimiser la flexion sur la longueur totale (3200 mm), entre deux
couches de verre époxy, il a été ajouté des fibres de carbone avec une inclinaison de 0o sur
une génératrice du cylindre. Ainsi, la partie en verre époxy assure non seulement la rigidité en
torsion, mais aussi l’isolation électrique nécessaire pour effectuer une mesure magnétique† ,

†Le carbone a une conductivité électrique C environ 100 fois moindre que celle des métaux usuels. La fibre de
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Figure 3.3: En haut: Vue en coupe axiale de la sonde numéro 2 dans Q2. En bas: Vue de
cette sonde dans Q3.

carbone, elle, présente cette conductivité le long de la fibre. Dans la direction transverse à la fibre, la conductivité
est plus faible et dépend de la pression d’écrasement d’une fibre sur sa voisine (la matrice en époxy est parfaitement
isolante). On a donc en général un Cθ négligeable (pas de pression azimutale lors de la fabrication) mais un Cr

relativement élevé, dû à la pression d’enroulement des fibres. Dans notre solution, où les couches de carbone sont
alternées avec des couches de verre, on annule Cr. Les courants de Foucault doivent donc emprunter la direction
azimutale pour se refermer sur eux-mêmes. Comme Cθ est négligeable, ces courants sont eux aussi négligeables.
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Figure 3.4: Vue en coupe transverse de la sonde numéro 2 (schéma de principe).

alors que la partie en carbone, quant à elle, assure une très bonne rigidité en flexion.

L’ensemble du système sandwich + cylindre de rigidification (en forme de “Θ”) est placé
à l’intérieur d’un container cylindrique qui sert à la fois de protection des bobines et de
support fixe de la sonde dans l’aimant: l’espace libre entre ce container et l’entrefer cylindrique
de l’aimant est de quelques millimètres pour autoriser l’ajustement de l’axe de rotation de la
sonde sur l’axe magnétique. Ce container est positionné dans l’aimant au moyen de quatre
supports à 45o situés sur les brides d’entrée et de sortie des quadripôles. Ils possèdent chacun
des vis micrométriques de centrage pour un ajustement de la position de la sonde avec une
précision de l’ordre de quelques dizaines de microns. Le container est lui aussi en fibres de
carbone, il est fermé aux extrémités par deux disques d’aluminium qui servent de support aux
parties externes, fixes, des roulements à billes de la sonde (roulements en céramique pour cause
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d’amagnétisme). Ces disques ont été conçus de manière à assurer un fonctionnement des paliers
avec le minimum de friction et de jeu: l’un des disques est flexible et permet de limiter les
efforts qui agissent sur les roulements. L’autre disque est rigide, mais le roulement est porté
par un cardan. Par ailleurs, entrelacé dans les fibres de carbone du container, nous avons placé
un grillage en fil de cuivre en contact électrique avec les deux plaques d’aliage d’aluminium:
l’ensemble, relié à la masse de l’aimant, forme ainsi une cage de Faraday qui sert de protection
électromagnétique contre les signaux parasites extérieurs.

Comme nous l’avons mentionné ci-dessus, il est important de connâıtre la position angulaire
de la sonde au cours de la mesure par rapport à une référence absolue: la gravité. Pour ce faire
nous utilisons des paires de niveaux à bulle: une pour la sonde no 1 et deux pour la sonde no 2.
Chaque paire est constituée d’un niveau grossier d’une précision de 1 mrd et d’un fin de 0.1 mrd.
Pour la sonde no 1, la paire est collée à l’extrémité du sandwich côté moteur. Pour la sonde no 2,
on a collé une paire à chaque extrémité. Le cylindre de rigidification de la sonde ainsi que le
container de fixation-protection possèdent des ouvertures rectangulaires qui autorisent la lecture
des niveaux quand le plan des bobines est proche de l’horizontale. Cette référence par rapport
à la gravité nous permet de positionner notre sonde avant la mesure harmonique. C’est cette
référence qui nous permet de calculer en absolu le défaut d’alignement en “roulis” du quadripôle.

3.1.3 Le système d’entrâınement

Pour faire tourner la sonde dans l’espace utile de l’aimant, on utilise un moteur pas à pas de
la marque Superior Electronics (de type 92 FF 206T). Ce moteur fonctionne en mode micropas,
avec 16 micropas par pas et 200 pas par tour. Il est solidaire d’un réducteur de vitesse de
rapport 1:100 sur lequel est fixée une poulie dentée. L’ensemble entrâıne, par l’intermédiaire
d’une courroie crantée, un arbre de transmission. Le système de poulies produit une réduction
supplémentaire de rapport 1:2. A l’extrémité de cet arbre, du “côté moteur”, est placé un
codeur angulaire qui permet de contrôler l’angle de rotation du système. La sonde tournante
multibobines se trouve à l’autre extrémité de cet arbre, i.e. du “côté aimant” (cf figure 3.1).

Le choix logique qui permet le meilleur contrôle de l’angle est de placer le codeur directement
à l’une des extrémités de la sonde et le système d’entrâınement à l’autre. Cependant, dans notre
cas, cette solution a dû être abandonnée: d’une part à cause du manque d’espace existant entre
la sortie du dipôle et l’entrée de Q3 et d’autre part, en raison du coût très élevé d’un codeur
capable de fonctionner en présence d’un fort champ magnétique. C’est pourquoi le codeur se
trouve à proximité du moteur sur la figure 3.1.

De plus, pour d’autres raisons d’accessibilité, notamment pour la cartographie de Q2, la
longueur de l’arbre a été fixée à 3.5 mètres pour les mesures de Q1 et Q3 et à 5.5 mètres pour
celle de Q2. Pour minimiser les effets de torsion nous avons choisi de fabriquer un arbre de
transmission cylindrique en fibres de carbone pur; son diamètre externe est de 15 centimètres.

Pour optimiser la précision sur la connaissance de l’angle de rotation de la sonde, les liaisons
arbre/plate-forme moteur et arbre/sonde sont des soufflets rotulants spécialement conçus pour
avoir une très grande rigidité en torsion tout en restant très tolérant aux éventuels désalignements
des deux axes qu’il relie.

3.2 Electronique d’acquisition

L’ensemble de l’acquisition et de l’analyse en ligne des données est géré depuis une station
de travail Unix SUN SPARC 5 par l’intermédiaire de codes C et Fortran 77. Cette station
est connectée à un tiroir VME par une interface SBUS et au système de contrôle-commande
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du moteur par une liaison RS232 C. Le signal induit aux bornes des bobines est transmis à
l’électronique au moyen d’un câble blindé électriquement. Pour acquérir les signaux des 10
bobines, nous ne disposons que de deux voltmètres-intégrateurs de façon à minimiser le coût
total du système de mesure. Il est alors nécessaire d’utiliser un multiplexeur de tensions pour
connecter successivement les dix bobines. Le schéma de principe de l’électronique est représenté
sur la figure 3.5.

Figure 3.5: Schéma de principe de l’électronique d’acquisition.
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3.2.1 Le câble torsadé

Le signal mesuré aux bornes de chacune des 10 bobines est transmis à l’électronique d’acquisition
via une paire torsadée pour minimiser la surface magnétique de la boucle plongée dans le champ
de l’aimant. Comme nous l’avons déjà mentionné, de chaque bobine partent deux paires tor-
sadées correspondant aux deux demi-bobines. De plus, ces paires de connexion suivent l’axe de
rotation, là où le champ magnétique est minimal dans un quadripôle. Cela permet d’éviter de
créer une f.e.m. parasite qui s’ajouterait au signal mesuré.

Au niveau de l’arbre de transmission, les paires torsadées provenant des différentes bobines
sont réunies en un câble blindé électriquement. Ce câble chemine le long de l’axe de l’arbre
jusqu’à un bôıtier de raccordement situé à l’extrémité de l’arbre, côté moteur. Ce bôıtier contient
des cavaliers qui permettent de connecter au choix, une bobine complète ou l’une ou l’autre des
deux demi-bobines qui la composent. Aucun incident de bobine n’étant intervenu au cours de
nos mesures, c’est dans tous les cas la bobine complète qui a été utilisée.

A partir de ce bôıtier, c’est un câble plat (32 paires torsadées) qui transmet les signaux
jusqu’au multiplexeur de tensions situé dans la baie d’électronique. Ce câble ne dispose plus que
d’une paire par bobine. C’est lui qui assure la transmission des signaux entre le monde tournant
(la sonde) et le monde fixe (l’électronique), par simple enroulement autour de l’arbre. Cette
solution a été jugée plus fiable que l’alternative consistant en l’usage d’un contact tournant 20
voies.

3.2.2 Le multiplexeur de tensions

Le choix d’une bobine de mesure parmi les 10 est géré par le code d’acquisition. Au niveau
de l’électronique, c’est le multiplexeur de tensions qui réalise cette commutation.

Nous utilisons des circuits intégrés commutateurs à très bas niveau (Harris HI 539-5). Comme
les bobines de mesure ne sont mises à aucun potentiel de référence fixe, l’ensemble du circuit tra-
vaille en mode différentiel, de la bobine à l’intégrateur [23]. Cela permet de réduire l’influence
des courants parasites du commutateur analogique. En effet, la valeur différentielle de ces
courants induits est inférieure à leur valeur absolue. D’autre part, cela permet aussi de dimin-
uer l’influence, sur nos mesures, des signaux parasites comme le 60 Hz délivré par le secteur
américain, signaux qui induisent des tensions de mode commun.

3.2.3 Le contrôle-commande du moteur

Le système de contrôle-commande du moteur pas à pas comprend deux sous-ensembles fab-
riqués comme le moteur, par la société Superior Electronics et installés dans la baie d’électronique:

• Le circuit de puissance qui alimente le moteur.

• Un contrôleur qui gère le circuit de puissance précédent et est directement programmable
par le logiciel d’acquisition via une liaison RS232 C.

Pour le mouvement de la sonde, deux choix sont possibles:

• L’ensemble des paramètres décrivant le déplacement est entré au clavier dans le programme
d’acquisition. C’est cette méthode qui sert notamment au cours de la mesure harmonique:
on programme un mouvement de la sonde de manière à acquérir des données sur un tour
complet.
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• Un bôıtier de commande autorise le contrôle manuel direct du déplacement de la sonde.
Ce mode de fonctionnement sert par exemple aux réglages qui permettent, en utilisant les
niveaux à bulle, de définir le zéro angulaire de la sonde par rapport à la gravité.

3.2.4 Les voltmètres-intégrateurs

A l’intérieur du tiroir VME de la baie d’électronique se trouve deux voltmètres-intégrateurs
Metrolab PDI 5035 (Precision Digital Integrator) qui intègrent les f.e.m. induites aux bornes
des bobines de la sonde. Le PDI5035 est un appareil spécialement conçu pour de telles mesures,
à partir d’un système développé au CERN par l’équipe des mesures magnétiques. Le point
important à noter est que grâce à cet appareil, on mesure directement des variations de flux.
Il ne nous reste plus qu’à les intégrer pour obtenir le flux lui-même.

On dispose ainsi de deux intégrateurs numériques, l’un relié à une bobine de référence choisie
parmi les 10 (nous utilisions généralement la bobine no 6) et l’autre qui est connecté successive-
ment à chacune des bobines au cours de l’acquisition. Le fonctionnement de ces intégrateurs est
programmé par notre logiciel d’acquisition.

Ces intégrateurs utilisent un convertisseur VFC (Voltage to frequency converter) lié à un
compteur d’impulsions pour effectuer l’intégration de la f.e.m. e induite aux bornes d’une
des bobines. Cette force électromotrice e est transmise par l’intermédiaire du multiplexeur de
tensions. Pour éviter de faire une erreur de mesure, il est nécessaire d’effectuer des réglages
d’offset pour éliminer notamment les tensions de thermocouple et les autres tensions créées
par le reste de la châıne d’électronique. Nous verrons dans la partie consacrée à l’acquisition
comment l’offset résiduel peut être éliminé par l’analyse des données. De plus nous avons calibré
la réponse du voltmètre-intégrateur à l’aide d’une tension étalon appliquée en entrée et sous le
contrôle d’un voltmètre de précision [24].

3.2.5 Le séquencement des intégrateurs par le codeur angulaire

On utilise un codeur pour déterminer la position angulaire de la sonde au cours de la mesure.
Il a été choisi en fonction des spécifications des voltmètres-intégrateurs PDI 5035. Il s’agit d’un
codeur rotatif incrémental à signal d’index et d’une précision de 10−3 degrés.

Au cours de la cartographie, en raison du manque d’accessibilité, ce codeur était distant de
plus de 5 mètres de la baie d’électronique. Nous avons donc adopté le mode différentiel pour la
transmission des signaux du codeur afin de diminuer la sensibilité aux signaux parasites.

Une fois par tour, ce codeur génère un signal d’index qui constitue une origine des angles de
rotation et déclenche la séquence d’acquisition dans les voltmètres-intégrateurs.

Après réception du signal d’index par les intégrateurs, ces derniers convertissent les signaux
du codeur en impulsions. Ces impulsions, au nombre de 360000 par tour, sont comptées dans les
registres de chaque PDI et servent de séquencement (“trigger”) pour définir les pas d’intégration.

Il est nécessaire que l’index soit franchi avec certitude avant chaque tour de mesure har-
monique, à l’aller et au retour. On peut vérifier sur la figure 3.6 que ces conditions sont
effectivement réalisées avec les calages d’index que nous avons adoptés.

3.3 Prise de données

La campagne de cartographie des quadripôles du spectromètre Electron à Jefferson Lab a
duré environ deux mois, de la mi-Mai à la mi-Juillet 1996. A cette époque, les spectromètres
étaient toujours en construction: les mesures se sont donc déroulées dans des conditions très
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difficiles. Cette campagne de mesure a débuté par une phase de préparation du matériel et de
contrôle optique de la sonde no 2 au moyen d’un théodolite. De plus, durant cette première
étape, l’électronique a été testée et des mesures de bruit et de calibration ont été effectuées. A
la suite de ces tests, nous avons débuté les cartographies proprement dites des trois aimants en
commençant par celle de Q3 et en finissant par celle de Q1.

Pour chaque aimant, l’installation du banc de mesure a demandé en moyenne deux à trois
jours. Il fallait notamment monter un échafaudage rigide pour servir de support à la plate-forme
moteur et installer la sonde dans son container ainsi que dans l’aimant. Après cela, suivait une
phase d’alignement de l’ensemble sonde-arbre-moteur dans le but d’obtenir une bonne linéarité
de la lecture de l’angle de la sonde par le codeur.

Après l’installation complète de l’ensemble, on procédait aux essais de tenue en courant des
quadripôles et à un “lavage” préliminaire aux mesures magnétiques.

3.4 Déroulement de la mesure

Avant de commencer l’acquisition des signaux, il faut régler le “zéro mécanique” de la sonde
de mesure. On rappelle que l’angle θ présent dans le développement en série de Fourier de
la composante tangentielle du champ est mesuré à partir d’un axe Ox vertical dirigé vers le
haut et dans le sens direct (cf §2.2.1). Un tel choix impose donc le caractère normal ou skew
des multipôles impairs qui sont présents dans le développement. Pour respecter ces conventions
de signe et faciliter l’analyse des signaux, nous avons choisi le zéro mécanique des angles en
cöıncidence avec le zéro angulaire du développement harmonique:

=⇒ L’angle θ de la sonde est mesuré à partir d’un axe vertical (par rapport à la gravité
terrestre) et positif dans le sens direct de rotation qui correspond au mouvement aller de
la sonde. Une rotation dans le sens retour correspond au sens indirect. θ = 0 correspond
aux bobines impaires en haut, les paires en bas.

Une procédure utilisant à la fois les niveaux à bulle collés sur le plan du sandwich, le bôıtier
de commande manuelle du moteur pas à pas et la lecture du codeur, permet:

1. d’amener le plan du sandwich, donc des bobines, en position horizontale, avec la précision
du niveau à bulle (0.1 mrd).

2. de régler le codeur de sorte que son index soit approximativement à θ = −180o. On réalise
ce réglage en désolidarisant temporairement l’axe du codeur de l’arbre lié à la sonde.

3. de mesurer avec précision l’angle (lu sur le codeur) entre l’index du codeur et le zéro
du niveau à bulle. A partir de cette mesure, on calcule l’angle codeur correspondant à
θ = 0, c’est-à-dire à l’origine des mesures harmoniques. Cet angle est introduit dans le
programme de l’intégrateur de précision de sorte que la mesure harmonique commence
effectivement à θ = 0.

L’acquisition des N =250 points de mesure par tour s’effectue au vol, quand la sonde tourne
à vitesse constante V (cf figure 3.6). Avant d’atteindre ce plateau de vitesse, la sonde a un
mouvement uniformément accéléré sur 0.35 tour. L’acquisition débute un quart de tour après,
quand la bobine no 1 est en position verticale haute. Elle s’étend sur un tour complet de sonde
que l’on appellera tour harmonique ou mesure harmonique et qui dure 12 secondes. La
sonde fait encore un quart de tour à la même vitesse V avant de décélérer uniformément pendant
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Figure 3.6: Schéma du tour ou mesure harmonique.

0.35 tour jusqu’à l’arrêt complet. Le mouvement total est ainsi symétrique: pour chaque bobine,
on fait donc une acquisition aller dans le sens de rotation direct, suivie d’une mesure retour dans
le sens de rotation indirect. A la fin de cette dernière, la sonde se retrouve à sa position initiale.

Nous disposons de deux intégrateurs numériques, l’un de mesure et l’autre de référence qui
peuvent tous deux être connectés indépendamment à n’importe laquelle des 10 bobines de la
sonde via le multiplexeur de tensions. L’un d’entre eux, que l’on nommera l’intégrateur de
mesure, acquiert successivement le signal des 10 bobines en commençant par la no 1 . Le second,
quant à lui, mesure toujours la même bobine: la bobine de référence que l’on a choisie dans
la région centrale de l’aimant (bobine no 6).

Nous appellerons séquence complète de mesure ou d’acquisition, la détermination d’une carte
totale de flux/champ à un courant donné. Elle consiste en 20 tours harmoniques successifs d’une
durée totale de 20 minutes: un aller puis un retour pour chaque bobine i de mesure, avec à
chaque aller et chaque retour, une acquisition simultanée de la bobine de référence. Comme
on le montre sur la figure 3.7, cela définit ainsi 10 mesures individuelles auxquelles on associe
l’indice i = 1 à 10 qui repère le numéro de la bobine de la voie de mesure considérée.

L’utilisation d’une bobine de référence et le fait d’effectuer des mesures aller/retour permet de
contrôler et donc de corriger les éventuelles variations des courants d’alimentation des aimants,
des dérives d’offsets dûs à l’électronique ou des jeux angulaires entre les mesures successives
ou entre les mesures aller et retour. On peut en effet, normaliser l’ensemble des 10 tours
harmoniques aller et des 10 tours harmoniques retour à l’un d’entre eux. Dans notre analyse,
nous avons choisi de les normaliser à la mesure de la bobine no 1 aller.

Les prises de données se déroulent en deux parties distinctes:

• L’alignement de l’axe de rotation de la sonde sur l’axe magnétique du quadripôle.
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Figure 3.7: Organigramme de la procédure en vue du centrage de la sonde dans l’aimant.

• L’acquisition d’un cycle d’hystérésis en vue du calcul des cartes de champ 3D à plusieurs
courants.

La première partie consiste en une succession de séquences complètes de mesures au champ
maximal de l’aimant. Après chacune d’entre elles, on analyse les données en terme de développement
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harmonique dont les composantes dipolaires permettent de calculer le décentrement de l’axe de
la sonde par rapport à l’axe magnétique de l’aimant (cf §5.5 chapitre 5).

Le programme d’analyse calcule, à partir des composantes dipolaires des signaux:

- La position de l’axe magnétique par rapport à l’axe de la sonde.

- Les corrections à apporter aux vis de réglage pour faire cöıncider ces axes, en terme de
nombre de tour(s) (algébriques) de chacune des quatre vis.

On agit alors sur les vis micrométriques de positionnement de la sonde dans l’aimant.
Pour effectuer un centrage précis (décentrements < 100µm), on réitère les séquences complètes
de mesure et les recentrements mécaniques jusqu’à l’obtention de valeurs stables à différents
courants.

Une fois cette opération terminée, on peut commencer l’acquisition proprement dite des
cycles d’excitation de chaque aimant à partir desquels on déterminera les cartes de champ
tridimensionnelles.

3.5 Données brutes

Les figures 3.8 et 3.9 montrent l’allure des données brutes obtenues lors de l’acquisition en
ligne, à la fin d’une séquence complète de mesure. Les variations de flux sont représentées pour
chaque bobine (de la no 1 à la no 10), avant toute correction, en fonction de l’angle de rotation
de la sonde.

La figure 3.8 correspond à une séquence complète de mesure de Q1 prise au courant maximal
(I = 3250 A). A première vue, le signal est de type ”quadripolaire pur” (en sin(2θ)): on ne
distingue aucun autre harmonique. Ces derniers sont en effet tous très faibles; leur extraction
sera faite par l’analyse en série harmonique de ces données brutes (cf chapitre 5).

La figure 3.9, quant à elle, correspond à une séquence complète de mesure de Q1 prise après
avoir ramené le courant à zéro. On mesure alors le champ rémanent + persistant de l’aimant.
Dans les bobines centrales 5 et 6, au signal quadripolaire se superpose nettement un signal
dodécapolaire (i.e. en sin(6θ)). Ce dernier est caractéristique d’un quadripôle supraconducteur
à courant nul [30].

Dans la suite de ce manuscrit, on s’intéresse à l’analyse détaillée de ces données brutes en
vue de déterminer le champ dans les quadripôles.
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Figure 3.8: Affichage des données brutes par le code d’analyse pour un courant d’excitation de
l’aimant de 3250 A. En haut: Les dix aller-retours pour la bobine de référence. En bas: Les
dix A/R sur chaque bobine successivement, de 1 à 10. En trait plein: Les mesures aller. En
traits pointillés: les mesures retour. Le signal mesuré est de signe opposé dans les bobines paires
et dans les bobines impaires (en raison du câblage).
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Figure 3.9: Même chose que sur la figure 3.8, mais pour un courant nul dans Q1.





Chapitre 4

Analyse et résultats des mesures

Avant d’interpréter les résultats en terme d’intégrales de champ ou de cartes tridimension-
nelles, il faut faire subir une “mise en forme” à l’ensemble des données. Autrement dit, il est
nécessaire de corriger ces données d’un certain nombre de défauts associés aussi bien au banc
de mesure qu’à la méthode de mesure utilisée.

Pour effectuer ce traitement, nous disposons de plusieurs atouts majeurs:

• Une bobine de référence, qui permet de normaliser l’ensemble des mesures entre elles.

• Un ensemble de visées optiques qui donne la géométrie de la sonde avec une grande
précision.

• Un sonde multibobines dont les différentes bobines sont situées alternativement
de part et d’autre de l’axe de rotation (l’importance de ce point sera exposée dans
ce chapitre).

La combinaison de ces atouts, fournit d’une part, une puissance remarquable de diagnostic
des défauts de l’appareil de mesure et d’autre part, un moyen de les corriger.

Nous allons développer ces différents points dans ce chapitre, après avoir défini les divers
systèmes de référence nécessaires à la compréhension de cette étude.

4.1 Repères et conventions

Dans cette section, nous définissons d’une part les notations utilisées pour décrire les quan-
tités obtenues à partir des mesures et d’autre part, les repères dont nous nous servons dans la
suite de ce chapitre:

1. Le repère lié à la mesure.

2. Le repère propre associé à chaque quadripôle.

4.1.1 Conventions

Pour clarifier la suite de ce chapitre, il est important de définir dès maintenant l’ensemble
des notations que nous allons utiliser au cours de cette analyse, notamment en ce qui concerne
les multiples indices des différentes variables.

65
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bn, an Harmoniques N/S d’ordre n du champ Bθ à r = ro
Bn, An Harmoniques N/S d’ordre n de l’intégrale du
champ Bθ à r = ro
Bn(i), An(i) Harmoniques N/S d’ordre n du champ Bθ
à r = ro, intégrés sur la longueur Lz de la bobine i
Bn(i), An(i) Harmoniques N/S d’ordre n du flux mesuré
dans la bobine i, pour 1 spire

Tableau 4.1: Définition des notations correspondant aux différents harmoniques.

Ainsi, un indice inférieur (i, j ou une valeur numérique entière quelconque), sur les flux
(Φi), sur les variations de flux (∆Φi) ou sur les angles (θi) dénote un des N = 250 points de
mesure sur un tour.

En revanche, un indice inférieur (n, p ou une valeur numérique entière quelconque), sur
les harmoniques du champ et du flux caractérise l’ordre multipolaire du développement en
série de Fourier, par exemple: an, B2, etc...

Autrement, un indice entre parenthèses (i, j ou une valeur numérique entière quel-
conque), représente un numéro de bobine de la sonde de mesure. On trouvera typiquement
cet indice sur les variables décrites ci-dessus, combiné avec un indice inférieur. Par exemple,
la composante quadripolaire normale du flux mesuré par la bobine no 7 s’écrira: B2(7). Un tel
indice est évidemment absent sur les harmoniques intégraux et sur ceux du champ.

Toutes ces quantités ont des valeurs différentes selon les repères dans lesquels elles sont
exprimées, il est donc indispensable de préciser la définition de ces derniers.

4.1.2 Repère propre d’un quadripôle

L’un des buts du projet QMM était de déterminer et de reporter des marques d’alignement
donnant la position des plans de symétrie, de l’axe magnétique et du centre magnétique des
quadripôles des H.R.S. par rapport à des points de référence visibles sur la structure externe de
l’aimant:

• L’axe magnétique du quadripôle est la courbe (approximativement une droite) le long de
laquelle le champ de l’aimant est nul.

• Le centre magnétique est le point O de coordonnée zO sur l’axe magnétique par rapport
auquel le champ vérifie la relation suivante:

∫ zO

−∞
b2 dz =

∫ +∞

zO

b2 dz (4.1)

• Les plans de symétrie sont au nombre de quatre dans un quadripôle:

- deux plans dits de N eumann qui sont les surfaces (approximativement planes) sur
lesquelles la composante radiale du champ Br(r, θ, z) est extrémale. La composante az-
imutale correspondante Bθ(r, θ, z) est alors nulle. Ces plans sont orthogonaux entre eux.
Dans le cas des H.R.S., ils sont à 45o de la verticale (toujours en première approximation).

- deux plans dits deDirichlet qui sont les surfaces (approximativement planes) sur lesquelles
la composante azimutale du champ Bθ(r, θ, z) est extrémale et la composante radiale
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Br(r, θ, z) est elle nulle. Ces plans sont aussi orthogonaux entre eux. Dans le cas des
H.R.S., ce sont les plans vertical et horizontal.

Ces caractéristiques dépendent essentiellement de la géométrie des 4 bobines qui forment les
pôles de ces aimants et qui ne sont pas directement visibles puisqu’elles sont enfermées dans leur
cryostat.

On définit le repère propre RA(O,OxA, OyA, OzA) d’un quadripôle, idéalement orienté,
de la manière suivante:

• O est le centre magnétique.

• OzA est confondu avec l’axe magnétique dirigé dans le sens de déplacement des particules.

• OxA est dans le plan vertical (Dirichlet) et dirigé vers le haut.

• OyA est tel que le repère soit direct; il se trouve dans le plan horizontal (lui aussi plan de
Dirichlet).

En coordonnées cylindriques (r, θ, z), on mesure l’angle θ à partir de l’axe OxA vers l’axe
OyA et le rayon r à partir de l’axe OzA (cf figure 4.8).

Dans ce repère les composantes harmoniques intégrales du champ sont telles que:

• les termes dipolaires skew et normaux sont nuls:

A1 =
∫ +∞

−∞
a1(z) dz = 0 (4.2)

B1 =
∫ +∞

−∞
b1(z) dz = 0 (4.3)

• le terme quadripolaire skew est nul:

A2 =
∫ +∞

−∞
a2(z) dz = 0 (4.4)

Il en est donc de même pour les composantes harmoniques du flux entre −∞ et +∞: A1, B1

et A2.

4.1.3 Repère lié à la mesure

Pour déterminer les caractéristiques magnétiques décrites dans le paragraphe précédent, nous
disposons seulement de notre sonde tournante multibobines. Les variations de flux qu’elle mesure
dépendent de la position relative de chacune des bobines par rapport au champ magnétique, i.e.
par rapport au repère RA. Ce repère étant a priori inconnu avant la mesure, il nous faut définir
un autre référentiel RM , lié à la mesure et que l’on doit pouvoir situer relativement à RA à
partir de l’analyse des données. Tout au long de l’acquisition, on repère la position de la sonde
tournante dans RM , notamment l’angle de rotation θ.

Le choix naturel qui s’impose pour RM (O′, O′xM , O′yM , O′zM ) quand la sonde est installée
dans l’aimant, est le suivant:

• O′ est le point de l’axe de rotation situé à l’interface des bobines 5 et 6.
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• O′zM est l’axe joignant les centres des deux roulements à billes qui permettent la rotation
de la sonde, il est dirigé de la bobine no 1 à la 10. Cet axe est proche de l’axe magnétique
OzA du quadripôle, c’est l’axe de rotation de la sonde.

• O′xM est vertical ascendant, i.e. proche de OxA.

• O′yM est tel que le trièdre (O′xM , O′yM , O′zM ) soit direct.

Figure 4.1: Position relative du repère lié à la mesure RM (O′, O′xM , O′yM , O′zM ) par rapport
au repère associé à l’aimant RA(O,OxA, OyA, OzA).

RM et RA sont a priori non confondus et la position du premier dans le second est donnée
par les trois coordonnées du point O′ et par trois angles projetés (cf figure 4.1).

• Coordonnées du centre O′:

~OO′ =

 ∆x
∆y
∆z


RA

• ∆θx est l’angle entre la projection de O′zM dans le plan (OyA, OzA) et l’axe OzA. Il est
mesuré à partir de OzA vers −OyA.

• ∆θy est l’angle entre la projection de O′zM dans le plan (OxA, OzA) et l’axe OzA. Il est
mesuré à partir de OzA vers OxA.

• ∆θ est l’angle entre l’axe O′xM (ou O′yM ) et l’axe OxA (ou OyA) quand O′zM et OzA

sont confondus (un des principes de notre mesure par sonde tournante multibobines est
de ramener l’axe de rotation de la sonde sur l’axe magnétique par une méthode itérative
qui est décrite dans la suite de ce chapitre). Cet angle est mesuré à partir de OxA vers
OyA.
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Nous verrons que l’analyse des mesures permet d’évaluer ces six quantités et donc d’obtenir
la position des plans de symétrie, de l’axe magnétique et du centre magnétique des quadripôles.

4.2 Etalonnage du courant des alimentations des aimants

Il est indispensable, pour toute cette étude, de connâıtre le courant d’excitation des aimants
avec une grande précision (de l’ordre de quelques 10−4). En effet, la carte de champ que l’on
veut mesurer dépend linéairement de ce courant, à quelques défauts près dûs à l’hystérésis et à
un effet de saturation qui peuvent apparâıtre dans le fer du retour de champ.

Afin de déterminer ce courant pour les différents quadripôles, il est nécessaire de schématiser
leur circuit de branchement sur l’alimentation (cf figure 4.2). A la température de fonction-
nement de ces aimants (T=4.8oK), le câble en NbTi des bobines d’excitation est supraconduc-
teur et laisse donc passer le courant sans résistance: Rquad = 0 Ω. L’énergie magnétique Em
emmagasinée dans le bobinage d’inductance L est très importante (pour Q1, L=0.025 Henry,
pour un courant de 3250 A, on a alors: Em = 1

2LI
2 = 132 kJ).

Figure 4.2: Schéma équivalent du raccordement de l’aimant à l’alimentation.

Si pour une raison ou une autre l’aimant subit une transition de l’état supraconducteur
(Rquad = 0Ω) à l’état résistif (Rquad 6= 0Ω), ce que l’on appelle un “quench”, il est indispensable
pour ne pas endommager les bobines, d’interrompre l’alimentation, puis de dissiper rapidement
cette énergie magnétique. Pour ce faire, une très faible résistance dite de “dump”, Rdump est
placée en parallèle avec le bobinage au niveau des amenées de courant (A.D.I.)(cf figure 4.2).
Les valeurs de Rdump pour les différents quadripôles sont données ci-dessous [25]:

• pour Q1, Rdump = 0.076 Ω

• pour Q2 et Q3, Rdump = 0.111 Ω

En mode normal de fonctionnement, un faible courant dérivé Idump passe par cette résistance
aux bornes de laquelle l’on mesure la tension Vdump = Rdump× Idump. Idump et donc Vdump sont
tous deux fonction du courant Ialim délivré par l’alimentation. Le courant Iquad qui passe
réellement à travers l’aimant est alors donné en fonction de Ialim par:

Iquad = Ialim −
Vdump
Rdump

(4.5)
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où, pour Q1, Vdump ∼ −75mV à I = +3250 A et pour Q2/Q3 Vdump ∼ −50mV à I = +1850
A.

Pour calculer Iquad, il est donc nécessaire, non seulement de déterminer Ialim pour chacune
des mesures, mais aussi de connâıtre Rdump et de mesurer Vdump.

En ce qui concerne Q1, l’alimentation Danfyzik délivre un courant précis et stable à quelques
10−5 de Imax = 3500 A. Cette alimentation était opérationnelle dès 1996, nous disposions donc
du système final de commande et de lecture du courant de Q1.

En revanche, pour Q2 et Q3, nous ne disposions à l’époque de la cartographie, que d’un
système temporaire de commande et de lecture du courant.

Notons d’abord que l’alimentation (“FUG”) de ces aimants est régulée à ' 10−4 de Imax
(1850 A). Nous pouvions déterminer le courant délivré par l’alimentation de trois façons différentes:

1. le courant demandé par l’utilisateur, en entrée du logiciel de commande.

2. le courant mesuré et affiché en retour par le logiciel de commande.

3. l’affichage du courant sur le panneau frontal de l’alimentation.

Ces trois systèmes étaient en désaccord entre eux (au niveau du pour mille) en raison d’un
défaut de calibration absolue.

• Pour Q2 nous avons utilisé un voltmètre provisoire pour la lecture du ZFT (“Zero Flux
Transformer”), qui convertit avec précision un courant en tension.

• Pour Q3 nous avons utilisé la lecture donnée par l’affichage de l’alimentation elle-même,
puis une post-calibration de cet affichage par un ZFT, après la cartographie.

La régulation des alimentations, à 10−5 de Imax pour Q1 et 10−4 de Imax pour Q2/Q3, est
vérifiées par nos données grâce à la bobine de référence dont le flux est mesuré à chaque tour
harmonique. On observe des fluctuations du B2(6) d’un tour à l’autre, à un courant donné I,
qui sont du même ordre que les valeurs ci-dessus de régulation.

Nous sommes ainsi capables de déterminer le courant qui circule réellement dans chacun des
quadripôles avec une précision relative de l’ordre de 10−5 du courant maximal pour Q1 et de
10−4 du courant maximal pour Q2 et Q3 [26].

Connaissant ce courant on peut maintenant étudier en détail les mesures et les corrections
à leur apporter pour déterminer les propriétés magnétiques de ces aimants.

4.3 Organigramme du programme d’analyse des données

Les données brutes que nous délivre le voltmètre-intégrateur (Metrolab) sont N valeurs
de fem induites e intégrées sur l’intervalle de temps ∆t séparant deux points de mesure: ∆t =
∆θ/ω, où ω est la vitesse de rotation de la sonde (en rd.s−1) et où ∆θ = 2π/N est le pas angulaire
de la mesure (nous avons N = 250 points de mesure, i.e. ∆θ = 25.13 mrd). Autrement dit, le
voltmètre-intégrateur donne, au signe près, des variations de flux ∆Φi, i ∈ [1, N ] (en 10−8V.s )
puisque d’après la loi de Faraday nous avons:

∆Φi = Φ(i∆θ)− Φ((i− 1)∆θ) = −
∫ t[i∆θ]

t[(i−1)∆θ]
e dt ∀i ∈ [1, N ] (4.6)

où t[θ] est le temps auquel la bobine passe à l’angle θ.
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Figure 4.3: Organigramme du code d’analyse des données. Le code effectue successivement
chacune des étapes indiquées (de haut en bas).

Ces variations peuvent être positives ou négatives suivant le sens de rotation et l’angle
auquel se trouve la bobine de mesure. La première valeur lue par le voltmètre-intégrateur, ∆Φ1,
correspond à la variation du flux entre la position initiale de la bobine et le premier pas de
mesure ∆θ. Au début de la mesure harmonique, une bobine impaire est en position verticale
haute, alors qu’une bobine paire se trouve en position verticale basse (à 180o).

Dans ce paragraphe, on décrit les principales étapes nécessaires au passage de ces ∆Φi bruts
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aux flux du champ magnétique Φi à l’angle θi = i∆θ. C’est sur ces flux que s’effectue le reste
de l’analyse des données, notamment la détermination par analyse en série de Fourier, des
composantes multipolaires. Cependant, comme nous allons le voir, ces flux sont entachés d’un
certain nombre d’erreurs que l’on doit corriger au cours de l’analyse.

L’organigramme du programme d’analyse est donné sur la figure 4.3. Dans les paragraphes
suivants on explicite les étapes importantes décrites sur cet organigramme, dans l’ordre où elles
apparaissent.

4.3.1 Correction d’impédance

La mesure des ∆Φ se fait via celle de la f.e.m. induite dans la bobine. Le voltmètre-
intégrateur, de son côté, mesure la tension présente à son entrée. Pour remonter de la tension
à la f.e.m., il faut faire la correction d’impédance, c’est-à-dire corriger la mesure de la chute de
tension:

- dans la bobine elle-même,

- dans les câbles de connexion et les connecteurs,

- dans les différents étages du multiplexeur.

Cette correction dépend du mode de raccordement de la bobine au voltmètre-intégrateur,
notamment au niveau du multiplexeur de tensions.

Figure 4.4: Schémas équivalents: (a) du raccordement simple d’une bobine au voltmètre-
intégrateur (symbole “M”), (b) du raccordement de la bobine de référence aux voltmètres-
intégrateurs de mesure et de référence simultanément, lors de la mesure numéro 6.

Pour toutes les mesures à l’exception de la sixième, le schéma à utiliser pour la correction
d’impédance est donné sur la figure 4.4-a. Dans la 6ème mesure, la bobine no 6 est reliée si-
multanément aux deux voies d’intégrateurs. La correction d’impédance est alors donnée sur la
figure 4.4-b.

Les définitions et les valeurs des différentes résistances sont données ci-dessous:

• Rb est la résistance d’une des bobines et vaut 1080.4 ± 0.8 Ω pour la sonde no 1 et 1227.9
± 3.3 Ω pour la no 2.
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• 2Rm = 1.195 kΩ est l’impédance du multiplexeur. Le facteur 2 est dû au caractère
différentiel du multiplexeur (le courant traverse deux circuits identiques).

• Rp = 2 MΩ est l’impédance d’entrée du voltmètre-intégrateur.

La f.e.m. e induite dans une bobine autre que la 6 s’écrit en fonction de la tension V lue
par le Metrolab (cf schéma équivalent 4.4-a):

e =

(
1 +

Rb + 2Rm
Rp

)
V (4.7)

de même, pour la mesure no 6 (cf schéma équivalent 4.4-b) :

e =

(
1 + 2

Rb +Rm
Rp

)
V (4.8)

Les coefficients de correction d’impédance, c’est-à-dire les coefficients multiplicateurs à ap-
pliquer aux valeurs lues par le Metrolab pour se ramener aux f.e.m. réellement induites dans
les bobines, sont résumés dans le tableau 4.2. L’ordre de grandeur de cette correction est donc
le pour mille.

Bobine Sonde no 1 Sonde no 2
mesure 1.00114 1.0012

référence 1.00167 1.0018

Tableau 4.2: Coefficients de correction d’impédance pour les deux sondes.

Pour Q1, nous montrons dans le tableau 4.3 un exemple de valeurs du quadripôle normal
BRef2 (i) mesuré par la bobine de référence pour chaque acquisition i, avec et sans correction
d’impédance. Dans cet exemple, la bobine de référence est la no 6. Au cours de la 6ème mesure,
cette bobine est connectée simultanément aux deux voltmètres-intégrateurs. On voit clairement
l’effet de la correction d’impédance sur les 10 mesures: après correction, toutes les références
donnent la même valeur BRef2 (i) à mieux que 0.4× 10−4 près.

4.3.2 Correction de l’offset résiduel des ∆Φ bruts

La tension d’offset que l’on corrige ici est la valeur résiduelle de l’offset, c’est-à-dire celle
qui subsiste après le réglage manuel décrit précédemment. Lors d’une rotation de 360o d’une
bobine, la valeur finale Φfinal du flux est égale à sa valeur initiale Φinitial. La variation totale
du flux lors d’un tour de mesure est la somme des variations de flux élémentaires mesurées à
chaque acquisition: ∆Φi, i ∈ [1, N ]. D’où la condition:

N∑
i=1

∆Φi = 0 (4.9)

Or les données brutes données par le voltmètre-intégrateur ne satisfont pas rigoureuse-
ment cette condition en raison de l’imperfection de l’électronique. En première approximation,
cette imperfection est équivalente à une force électromotrice constante parasite produite dans
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Mesure Bref2 Bref2

no (en 101 T.mm2) (en 101 T.mm2)
avant correction après correction

1 0.25335 0.25364
2 0.25335 0.25364
3 0.25335 0.25364
4 0.25335 0.25364
5 0.25335 0.25364
6 0.25322 0.25364
7 0.25335 0.25364
8 0.25335 0.25364
9 0.25335 0.25364
10 0.25335 0.25364

Tableau 4.3: Effet de la correction d’impédance sur le terme quadripolaire normal Bref2 (i). On
notera la correction particulière appliquée à la bobine 6.

l’appareil lui-même ou dans le circuit électrique† et appelée “tension d’offset”. On corrige ce
défaut en retranchant à chaque ∆Φi, la valeur moyenne des ∆Φi mesurés sur un tour:

< ∆Φ >corrige =< ∆Φ >brut −
1
N

N∑
i=1

(∆Φi)brut (4.10)

4.3.3 Correction du flux moyen sur un tour

La mesure du flux de la bobine s’étend sur un tour, de θ = 0 (début de la première intégration)
à θ = 2π (fin de la dernière). Si N est le nombre d’intégrations élémentaires, alors l’intervalle
angulaire entre deux intégrations élémentaires est ∆θ = 2π/N et la valeur du flux à l’angle
θi = i∆θ (i ≤ N) s’écrit:

Φi = Φo +
i∑

j=1

∆Φj (4.11)

où ∆Φj est la variation de flux mesurée lors de la j ème intégration élémentaire. Φo est le
flux, inconnu a priori, à travers la bobine au point de départ de la mesure (θ = 0). La loi de
Faraday ne nous donnant accès qu’à des variations de flux, il est normal que nous ne puissions
déterminer le flux qu’à la constante d’intégration Φo près.

Au cours de leur rotation, les bobines n’entourent aucun courant (la sonde est électriquement
isolante). Le théorème d’Ampère, appliqué aux cercles que décrivent chacun des points de la
surface de la bobine, nous apprend que le flux moyen sur un tour est nul. Cette condition
nous permet de lever l’indétermination de Φo:

< Φ >=
1
N

N∑
i=1

Φ0 +
i∑

j=1

∆Φj

 = 0 (4.12)

†Il faut noter l’importance particulière des forces électromotrices de thermocouple créées dans les connexions
lorsqu’elles ne sont pas rigoureusement en équilibre thermique.
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ce qui implique:

Φo = − 1
N

N∑
i=1

i∑
j=1

∆Φj (4.13)

qui s’écrit encore, pour des ∆Φi quelconques:

Φo = − 1
N

N∑
i=1

(N + 1− i)∆Φi (4.14)

Pour des ∆Φi corrigés de l’offset résiduel, i.e. tels que < ∆Φ >= 0, la formule ci-dessus se
simplifie de la manière suivante:

Φo =
1
N

N∑
i=1

i∆Φi (4.15)

Les Φi sont donc obtenus en remplaçant Φo par cette expression dans la formule 4.11.

4.3.4 Correction de phase par rapport à la première mesure

Figure 4.5: A gauche: Début de l’acquisition avec la bobine 1, le plan de la sonde est en position
verticale. A droite: Début de l’acquisition avec la bobine i, le plan de la sonde est décalé de δθ
degrés dû au jeu angulaire de la sonde.

Prenons comme origine des angles pour toute la séquence de mesure et pour l’analyse har-
monique, la position du plan de la sonde au début de la mesure aller (resp. retour) avec la bobine
no 1. Pour cette bobine, l’angle initial vaut θ0(1) = 0o par rapport à la verticale. Lorsque plus
tard, l’on acquiert avec la bobine no i, au début de la mesure aller (resp. retour), le plan de la
sonde peut se trouver à une position angulaire différente de celle qu’il occupait précédemment
d’une quantité δθ(i). Il peut en effet exister un jeu dans l’ensemble du système. Ce jeu peut
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provenir de la flexibilité des liaisons par soufflet ou bien encore de celle de l’arbre de transmission
de 3.5 mètres de long reliant la sonde au codeur. Il empêche de replacer exactement la sonde en
position initiale. L’angle initial de cette bobine no i vaut δθ(i) (cf figure 4.5).

L’effet d’un tel décalage angulaire est de mélanger, pour un même ordre n, les com-
posantes harmoniques normales et skew du flux mesuré par la bobine no i (Bn(i) et An(i)).
C’est ce que l’on appelle le déphasage angulaire de la sonde de mesure.

Pour corriger ce jeu, nous utilisons la bobine de référence (bobine no 6) qui acquiert des
données en même temps que chacune des autres. Si la sonde était parfaite, toutes choses étant
égales par ailleurs, au cours des 10 mesures aller et retour, cette bobine de référence mesurerait
le même flux en fonction de l’angle, avec la même phase. Ainsi, pour la mesure harmonique i,
on détermine le déphasage quadripolaire en utilisant les harmoniques mesurés simultanément
par la bobine de référence (cf Annexe B):

∆θ(i) = −1
2

arctg

(
Aref2 (i)

Bref2 (i)

)
(4.16)

Ce calcul est fait séparément sur les dix mesures aller et sur les dix mesures retour. Sur la
figure 4.6, on montre les résultats obtenus pour les trois quadripôles.

Type de |∆θaller(i)−∆θretour(i)|
Quadripôle (en degrés)
Q1 8× 10−3

Q2 6.5× 10−2

Q3 4.5× 10−2

Tableau 4.4: Jeu angulaire aller/retour des sondes de mesure déterminé pour chaque aimant.

On remarque tout d’abord un écart systématique entre les mesures aller et les mesures retour;
à chaque quadripôle, correspond une différence |∆θaller(i)−∆θretour(i)|/2 qui reste stable tout
au long d’une séquence complète de mesure (cf tableau 4.4). Elle s’interprète comme le jeu
mécanique aller/retour des sondes de mesure. Ce jeu résulte d’une déformation élastique
de l’arbre de transmission, c’est-à-dire qu’il n’est présent que lorsque la sonde est en mouvement.
Les valeurs obtenues pour Q2 et Q3 (avec la sonde no 2) sont du même ordre de grandeur comme
on pouvait s’y attendre. Elles sont cependant d’un ordre de grandeur plus élevées que celle de
la sonde no 1. Ce résultat s’explique en raison des différence d’inertie et de masse existant entre
les deux sondes.

J =
1
2
|∆θaller(i) −∆θretour(i)| (4.17)

• Pour Q1: J = 4.0× 10−3 degrés.

• Pour Q2: J = 3.25× 10−2 degrés.

• Pour Q3: J = 2.25× 10−2 degrés.

L’incertitude sur la position du “zéro mécanique de la sonde”, i.e. l’incertitude sur l’origine
des angles utilisés pour l’analyse harmonique du signal, est donnée par l’écart-type σ∆θ des
déphasages quadripolaires ∆θ(i) aller ou retour. La dispersion des déphasages aller étant sem-
blable à celle des déphasages retour, on ne donne qu’une valeur unique par aimant:



4.3 Organigramme du programme d’analyse des données 77

• Pour Q1: σ∆θ = 8.7× 10−5 degrés.

• Pour Q2: σ∆θ = 7.3× 10−4 degrés.

• Pour Q3: σ∆θ = 2.7× 10−4 degrés.

Figure 4.6: Déphasages quadripolaires mesurés par les 10 acquisitions aller et retour (bobine
de référence).

On calcule alors le décalage angulaire δθ(i) de la mesure harmonique no i par rapport à la
mesure harmonique no 1 au début de la séquence de mesure:

δθaller(i) = ∆θaller(i) − ∆θaller(1)
δθretour(i) = ∆θretour(i) − ∆θretour(1), i ∈ [1, 10]
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Figure 4.7: A gauche: Jeux angulaires δθ(i) de la sonde 1 par rapport à la position initiale de
la bobine 1 à l’aller et au retour (obtenus par la bobine de référence et pour un “run” quelconque
du cycle de mesures). A droite: Même chose pour la sonde 2 (les courbes servent uniquement
de support visuel).

Sur la figure 4.7, on représente pour les mesures aller et retour des quadripôles Q1 (sonde
no 1) et Q2 (sonde no 2), la dispersion de ces valeurs δθ(i). On constate qu’elle est plus faible
que le jeu, comprise entre ±4 × 10−4 degrés (±7µrd) pour la sonde de Q1 et entre −7 × 10−4

et +27 × 10−4 degrés pour la sonde de Q2/Q3. Cela montre la très grande reproductibilité du
positionnement angulaire des deux sondes pour les mesures aller et les mesures retour prises
séparément. Cette reproductibilité est visible de manière équivalente sur la figure 4.6. Les dix
points Aller (ou les dix points Retour) ont une dispersion entre eux de l’ordre de 3×10−4 degrés.

Connaissant ces déphasages δθ(i) aller et retour pour chacune des 10 mesures, on rephase
par le calcul (pas mécaniquement), les flux mesurés et leurs harmoniques sur ceux obtenus par
la bobine de référence, au cours de la mesure no 1 aller et retour séparément (cf Annexe B):

Φ(i, θ) devient Φ(i, θ + δθ(i)) (4.18)
An(i) devient An(i) cos(nδθ(i)) + Bn(i) sin(nδθ(i)) (4.19)
Bn(i) devient Bn(i) cos(nδθ(i)) − An(i) sin(nδθ(i)) (4.20)

L’effet d’une telle correction reste cependant très faible vue la valeur des δθ(i) des différentes
mesures. Bien que la correction soit effectuée pour tous les harmoniques, le seul terme qui soit
sensiblement modifié quel que soit le no i 6= 1 de la bobine est le terme quadripolaire skew A2(i).
Ceci est dû au caractère dominant du terme normal B2(i) pour toutes les régions du quadripôle.
Les autres harmoniques ont des valeurs normales et skew qui sont très petites par rapport au
quadripôle (≤ 10−3×B2(i)). En revanche, entre eux, ils sont souvent du même ordre de grandeur
(Bn(i) ∼ An(i), ∀n 6= 2), sauf pour certaines bobines où l’un des termes domine (par exemple le
dodécapôle normal dans la bobine no 9: B6(9)� A6(9). Donc, de manière générale, même pour
les multipôles d’ordre n élevé, l’effet de cette correction reste faible en dehors de A2(i).
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Cette correction permet de recaler en phase l’ensemble des mesures aller sur celle de la
bobine no 1 aller et les mesures retour sur celles de la mesure no 1 retour. Cette correction ne
donne aucune information sur la phase globale du quadripôle (i.e. la position de ses plans de
symétrie). C’est de ce point dont il est question dans le paragraphe suivant.

4.3.5 Détermination et correction de la phase du quadripôle

Dans le repère propre du quadripôle, on a par définition le terme quadripolaire skew Aint2

nul en intégral. C’est-à-dire que si l’on somme sur les dix bobines de mesure, on a:

Aint2 =
10∑
i=1

A2(i) = 0 (4.21)

cela implique que le déphasage quadripolaire intégral ∆θint est également nul. Il est en effet
donné par la formule:

∆θint = −1
2

arctg

(∑10
i=1A2(i)∑10
i=1 B2(i)

)
= −1

2
arctg

(
Aint2

Bint2

)
(4.22)

Bien évidemment, cela ne signifie aucunement que A2(i) = 0, ∀i ∈ [1, 10].

Figure 4.8: Déphasage ∆θ du repère RM lié à la mesure par rapport à RA lié à l’aimant. Les
axes OzA et OzM sont supposés alignés à ce stade de la mesure. L’axe OxM est dirigé vers le
haut car RM est défini par référence à la verticale.

∆θint représente le décalage angulaire entre le repère RM associé à la sonde de mesure et
le repère propre RA de l’aimant (cf figure 4.8). Autrement dit, il correspond à la position
angulaire des plans de symétrie du quadripôle par rapport au plan vertical (OxM , OzM ).

On présente sur la figure 4.9, les valeurs des déphasages angulaires bobine par bobine et
intégraux. Ces derniers sont également résumés dans le tableau 4.5 pour les trois quadripôles
du bras Electron.

4.3.6 Correction des variations du courant d’excitation du quadripôle

Au cours des 10 acquisitions aller et retour d’une séquence complète de mesures, le courant
délivré par l’alimentation de l’aimant peut varier. Il en est donc de même pour les harmoniques
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Type de Déphasage quadripolaire intégral (degrés)
Quadripôle Aller Retour Aller-Retour Moyenne A/R

Q1 0.21165E+00 0.21929E+00 -0.76411E-02 0.21547E-00
Q2 -0.12312E+00 -0.58543E-01 -0.64578E-01 -0.90831E-01
Q3 -0.25002E+00 -0.20506E+00 -0.44961E-01 -0.22754E-00

Tableau 4.5: Déphasages quadripolaires intégraux pour les trois quadripôles du spectromètre
Electron des H.R.S. pour les mesures aller et retour. On donne aussi la différence entre les
déphasages A/R qui correspond au jeu aller/retour de notre sonde de mesure, et la moyenne
aller/retour (bobine de mesure).

Figure 4.9: A gauche: Déphasages quadripolaires ∆θ(i) bobine par bobine (bobine de mesure)
pour les mesures aller et retour de la sonde 1 (les valeurs obtenues pour les bobines 9 et 10 sont
hors échelle, elles correspondent à un grand quadripôle skew dû à la proximité des amenées de
courant). Les déphasages intégraux correspondants sont représentés sur la droite du graphique
(abscisse égale à 12). A droite: Même chose pour la sonde 2 (les courbes servent uniquement
de support visuel).

mesurés.
Pour corriger cet effet, on utilise la valeur du terme quadripolaire normal obtenu par la bobine

de référence quand on acquiert avec la bobine no i: Bref2 (i). On ramène tous les harmoniques
et les flux sur ceux de la mesure no 1 en les multipliant par le coefficient de dérive du courant:
Bref2 (1)/Bref2 (i)

Φj(i) devient Φj(i) × Bref2 (1)/Bref2 (i), ∀ i ∈ [1, 10] et ∀j ∈ [1, 250] (4.23)

A2(i) devient A2(i) × Bref2 (1)/Bref2 (i), ∀ i ∈ [1, 10] et ∀n ∈ [1, nmax] (4.24)
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B2(i) devient B2(i) × Bref2 (1)/Bref2 (i), ∀ i ∈ [1, 10] et ∀n ∈ [1, nmax] (4.25)

L’amplitude de cette correction est du même ordre de grandeur que la stabilité de l’alimentation
puisqu’elle correspond aux variations du courant d’excitation des aimants au cours d’une mesure
complète d’une durée d’environ 20 minutes: pour Q1 elle est de quelques 10−5 et pour Q2/Q3
de quelques 10−4.

4.3.7 Moyenne des mesures aller et retour

Jusqu’à présent, toutes les corrections que nous avons apportées étaient appliquées indé-
pendamment aux mesures aller et retour. Pour améliorer la précision globale des mesures,
nous effectuons simplement la moyenne des données aller et retour au niveau des flux et des
harmoniques du flux pour toutes les bobines:

Φj(i) devient
Φaller
j (i) + Φretour

j (i)
2

, ∀j ∈ [1, 250] et ∀i ∈ [1, 10] (4.26)

A2(i) devient
Aaller2 (i) + Aretour2 (i)

2
, ∀ i ∈ [1, 10] et ∀n ∈ [1, nmax] (4.27)

B2(i) devient
Baller2 (i) + Bretour2 (i)

2
, ∀ i ∈ [1, 10] et ∀n ∈ [1, nmax] (4.28)

4.4 Corrections des défauts géométriques de la sonde

Dans la méthode que l’on utilise, on travaille sur des quantités résiduelles, notamment sur
des harmoniques résiduels du flux obtenus pour chaque bobine i en se servant du modèle de
champ:

Bresn (i) = Bmesuren (i) − Bmodelen (i) (4.29)
Aresn (i) = Amesuren (i) − Amodelen (i) (4.30)

où n est compris entre 1 et l’ordre nmax maximal† auquel on développe le flux en série de
Fourier.

Bien entendu, pour pouvoir effectuer cette différence, il faut que les harmoniques de la mesure
et ceux du modèle correspondent à des bobines de géométrie aussi semblable que possible.

On a choisi de calculer les flux du modèle dans des bobines plates parfaites avec chanfreins,
c’est-à-dire des rectangles purement mathématiques, avec les coins coupés, idéalement disposés
le long de l’axe de rotation de la sonde. Les flux mesurés, obtenus par une sonde de géométrie
imparfaite, doivent donc être corrigés des divers défauts de positionnement et de l’épaisseur
des bobines. Certains de ces défauts résultent de la phase de construction de la sonde (collage
des bobines, etc...), d’autres dépendent des conditions d’utilisation (vibrations, flexion, torsion,
etc...).

Les principaux “défauts” identifiés dans ce type de mesures sont au nombre de quatre [29]:

i Le décalage transversal des bobines: le plan médian de la bobine no i ne contient pas
l’axe de rotation de la sonde, mais en est décalé d’une quantité δ(i) perpendiculairement.

†D’après le théorème de Nyquist, la limite supérieure de nmax est donnée en fonction du nombre N de points
de mesure par: nmax ≤ N/2.
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ii Le décalage radial des bobines: le côté à petit rayon de la bobine no i n’est pas le long
de l’axe de rotation, mais en est décalé radialement d’une quantité ∆R(i).

iii La flèche de la sonde: la sonde fléchit sous son propre poids, l’axe de rotation n’est
alors plus rectiligne, mais est assimilable à une parabole en première approximation.

iv Les vibrations angulaires de l’axe de rotation: l’ensemble du système de mesure
oscille par rapport à l’angle indiqué par le codeur, mais sans déformation en torsion de la
sonde.

Pour les points i,ii et iii , nous avons effectué des mesures de visée au théodolite sur les deux
sondes [34]. Elles nous ont permis de déterminer pour chacune d’elles, un jeu de paramètres:

δ(i), ∆R(i) ∀i ∈ [1, 10] et la flèche

Comme on le montre dans l’Annexe B, si l’on part d’une bobine plate idéale, qui mesure les
harmoniques vrais du flux (Bn(i) et An(i)), chaque type de défaut géométrique d’amplitude ∆i,
de même que l’épaisseur finie ebobine de la bobine, va engendrer des termes virtuels (Bvirtn (i) et
Avirtn (i)), qui se superposent aux vrais pour donner les harmoniques bruts mesurés (Bbrutn (i) et
Abrutn (i)):

Bbrutn (i) = Bn(i) + Bvirtn (i) (4.31)
Abrutn (i) = An(i) + Avirtn (i) (4.32)

Toutes les corrections que nous allons apporter sont calculées en utilisant l’approximation
2D du champ; l’erreur induite par cette approximation sera discutée dans le chapitre 5.

Pour la commodité de l’exposé, l’épaisseur des bobines sera traitée comme un défaut géomé-
trique, au même titre que les autre défauts. La seule différence de principe est que l’épaisseur
est un “défaut” voulu dès le départ.

Certains de ces défauts peuvent contribuer à un harmonique virtuel d’un ordre donné. En
fait, le rang n et la parité normale/skew (N/S) des harmoniques virtuels sont spécifiques du
défaut qui en est la cause. Les termes correctifs sont petits et surtout indépendants les uns
des autres au premier ordre. Les différents défauts peuvent donc être corrigés dans un ordre
quelconque.

De manière générale, les termes correctifs Bvirtn (i) et Avirtn (i) sont des fonctions linéaires
des Bn(i) et An(i) (cf Annexe B). Les coefficients de ces fonctions sont des polynômes en ∆i/R
où R est le rayon d’une bobine et où les défauts ∆i vérifient la condition ∆i � R. Autrement
dit, dans les polynômes, on pourra négliger au premier ordre les termes en (∆i/R)k pour k ≥ 2.
Ceci n’est pas vrai en ce qui concerne les termes en (ebobine/R)k, au moins pour des valeurs
faibles de k, puisque l’épaisseur des bobines est seulement environ dix fois plus petite que leur
rayon (pour Q1, ebobine = 23.53 mm et R = 140 mm).

Par exemple, si l’on considère les contributions au sextupôle normal du décalage radial ∆R
et de la flèche f = Dx

(
ei2θ − 1

)
(cf §4.4.1.4 sur la correction de flèche), elles s’écrivent au 1er

ordre en ∆i/R:

Bvirt3 = 3
∆R
R
B3 + 3

Dx

R
B2 (4.33)
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Les contributions à chaque harmonique brut mesuré diffèrent d’une bobine à l’autre: elles
dépendent des amplitudes des défauts associés à la bobine i considérée, ainsi que des amplitudes
des harmoniques vrais qu’elle doit mesurer.

On peut écrire sous forme matricielle:(
~B(i)
~A(i)

)
bruts

=

(
G<N |N>(i) G<N |S>(i)
G<S|N>(i) G<S|S>(i)

)
.

(
~B(i)
~A(i)

)
vrai

(4.34)

Dans cette équation, valable pour la bobine no i:

• ~B(i) et ~A(i) sont respectivement des vecteurs colonne de même dimension contenant les
harmoniques normaux (N) et skew (S) jusqu’à l’ordre maximal nmax étudié:

~B(i) =


B1(i)
B2(i)

...
Bnmax(i)

 et ~A(i) =


A1(i)
A2(i)

...
Anmax(i)


Dans le membre de gauche de l’équation matricielle, on trouve les quantités brutes mesurées
par une bobine épaisse non parfaite et dans le vecteur de droite les harmoniques vrais du
flux de l’aimant que mesurerait une bobine plate parfaite. Ce sont ces derniers que l’on
veut déterminer.

• La matrice, que l’on notera [Gc(i)] et que l’on appellera matrice de correction géométrique,
est carrée, de dimensions 2nmax × 2nmax. Les 4 éléments G<i|j> (i, j = N,S) sont eux-
mêmes des matrices carrées nmax × nmax qui permettent de discerner les différentes con-
tributions des termes vrais, Normaux (|N >) ou Skews (|S >), aux harmoniques bruts,
Normaux (< N |) ou Skew (< S|).
Si notre bobine de mesure était plate et n’était affectée d’aucun défaut géométrique, les
sous-matrices G<N |S> et G<S|N> seraient nulles alors que G<N |N> et G<S|S> seraient des
matrices identités Inmax×nmax . C’est-à-dire que pour la bobine no i, [Gc(i)] s’écrit alors en
séparant explicitement les quatre sous-matrices:

[Gc(i)] =



1 0
...

1
... 0

0
. . .

...
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

... 1 0

0
... 1
... 0

. . .


= I2nmax×2nmax (4.35)

on a donc, ∀n:

Bbrutn (i) = Bn(i) (4.36)
Abrutn (i) = An(i) (4.37)
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Pour une sonde non parfaite, à certains de ces éléments de matrice (1 ou 0), s’ajoutent des
polynômes en (∆i/R) exprimant l’effet des défauts. Ainsi, pour l’exemple du B3 précédent,
on obtient les éléments de matrice suivants en se limitant au premier ordre en ∆i/R:

(G<N |N>)32 = 0 + 3
Dx

R

(G<N |N>)33 = 1 + 3
∆R
R

ce qui donne:

Bbrut3 = B3 + 3
∆R
R
B3 + 3

Dx

R
B2 (4.38)

Si l’on pose:

~H(i) =

(
~B(i)
~A(i)

)
∀i ∈ [1, 10] (4.39)

alors le système (4.34) précédent se met sous la forme:

~Hbrut(i) = [Gc(i)]. ~H(i) (4.40)

L’inversion de cette équation nous donne les harmoniques Hn(i) recherchés:

~H(i) = [Gc(i)]−1. ~Hbrut(i) (4.41)

Si nous calculons les éléments de la matrice [Gc(i)] en se limitant au 1er ordre en ∆i/R,
alors les composantes de ~H(i) obtenues sont des approximations au 1er ordre, des véritables
harmoniques dûs à l’aimant. Mais contrairement à ~Hbrut(i), ce ~H(i) correspond à des bobines
de géométrie aussi semblable que possible à celle utilisée dans la simulation de ~Hmodele(i).

Par conséquent, pour chaque bobine i, on est en mesure de soustraire à ces harmoniques,
obtenus à partir de la mesure, ceux du modèle pour calculer la partie résiduelle utile:

~Hres(i) = ~H(i) − ~Hmodele(i) (4.42)

Dans les paragraphes suivants, on montre comment déterminer et optimiser les éléments des
10 matrices [Gc(i)] de correction géométrique en fonction de chaque défaut considéré.

Dans un premier temps, on décrit l’incidence des différents types de défauts identifiés, sur
les harmoniques mesurés par une bobine quelconque. Ensuite, on appliquera ces résultats au
cas des sondes QMM où les bobines sont disposées alternativement le long de l’axe de rotation
[32].

Par rapport au cas général d’un aimant multipolaire quelconque traité ci-dessus, on peut
faire une simplification supplémentaire dans le traitement de l’effet des défauts géométriques ∆i

sur les harmoniques mesurés. En effet, comme nous l’avons déjà noté, dans chacun des trois
aimants que l’on cartographie, le terme quadripolaire normal B2 domine de très loin l’ensemble
des autres multipôles (il est au moins quelques 103 fois plus grand). Or on a vu que l’effet
des ∆i est de créer des termes virtuels qui sont proportionnels, au 1er ordre, au produit d’un
harmonique vrai par un facteur ∆i/R petit. Cela veut dire que pour n’importe quel multipôle
Hn de rang n différent de B2, la relation suivante est vérifiée:
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Hn ×
∆i

R
� B2 ×

∆i

R
∀Hn 6= B2 et ∀∆i considéré (4.43)

Dans le calcul de nos corrections, on peut alors se limiter uniquement aux termes
virtuels engendrés par le B2. C’est-à-dire que dans les éléments de la matrice [Gc(i)], on
ne tiendra compte que des termes ∆i/R × B2. Bien entendu, cela n’est pas possible en ce qui
concerne le traitement de l’influence de l’épaisseur finie des bobines. Ce cas nécessite une analyse
plus complète, comme nous allons le voir maintenant.

4.4.1 Application à une bobine isolée

On peut appliquer le formalisme et les approximations décrits ci-dessus pour déterminer
l’ensemble des effets engendrés par chacun de ces défauts sur une bobine donnée de la sonde de
mesure.

4.4.1.1 Effet de l’épaisseur

Figure 4.10: Bobine à mandrin rectangulaire constituée de deux enroulements identiques de
NS/2 spires chacun, bobinés au pas d, tournant autour d’un axe passant par le milieu de l’une
de ses faces.

Considérons une bobine d’épaisseur finie, constituée de deux enroulements identiques com-
prenant chacun NS/2 spires de diamètre d. Ces deux enroulements sont séparés l’un de l’autre
par un espace vide, la “spire manquante”. Comme on peut le montrer à partir de la formule
(B.71) de l’annexe B, pour les multipôles vrais normal et skew, Bn et An, le flux mesuré par la
bobine de NS spires décrite ci-dessus, devient† :

†On a NSΦ et non Φ à gauche du signe “=”, car Φ est défini ici comme le flux d’une bobine constituée d’une
seule spire.
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NSΦ(θ) = [Bn cos(nθ) + An sin(nθ)]×
pmax(n)∑
p=0

(−1)pC2p
n

2p+ 1

(
d

2R

)2p (
(NS + 1)2p+1 − 1

)
(4.44)

où pmax(n) est donné par:

pmax(n) =


n− 2

2
si n est pair

n− 1
2

si n est impair

et où C2p
n est le coefficient du développement du binôme:

C2p
n =

n!
(n− 2p)! (2p)!

(4.45)

La formule (4.44) montre que pour les termes dipolaires et quadripolaires, comme pmax = 0,
l’épaisseur des bobines n’a aucune influence. Autrement dit, pour ces multipôles (n = 1 et
n = 2), la contribution de l’épaisseur aux harmoniques virtuels est nulle et l’on peut écrire,
pour une telle bobine idéalement positionnée:

Bbrut1 = B1 et Abrut1 = A1

Bbrut2 = B2 et Abrut2 = A2

Pour les autres harmoniques, pmax(n) ≥ 1, ∀n ≥ 3, dans l’expression du flux il apparâıt
alors des termes supplémentaires. Par exemple, pour n = 3, pmax = 1, il vient:

Φ(θ) = NS [B3 cos(nθ) + A3 sin(nθ)]

− [B3 cos(nθ) + A3 sin(nθ)]

[(
d

2R

)2 (
(NS + 1)3 − 1

)]
(4.46)

La contribution de l’épaisseur aux termes virtuels est donc, pour NS spires:

NS Bvirt3 = −B3

(
d

2R

)2 (
(NS + 1)3

)
(4.47)

NS Avirt3 = −A3

(
d

2R

)2 (
(NS + 1)3

)
(4.48)

L’autre point important à noter à propos de l’équation (4.44), est que les harmoniques virtuels
créés sont de même rang n et de même parité N/S que ceux qui les ont engendrés.

4.4.1.2 Effet du décalage transversal

Considérons que la bobine précédente (épaisse) tourne autour d’un axe qui ne se situe pas
dans son plan de symétrie, mais qui est décalé d’une quantité δ positive comme sur la figure
4.11.
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Figure 4.11: Bobine à mandrin rectangulaire, constituée de deux enroulements identiques de
NS/2 spires chacun, bobinés au pas d, tournant autour d’un axe non compris dans son plan de
symétrie, mais décalé d’une quantité δ positive.

Le flux d’un multipôle de rang n fixé à travers cette bobine est donné par la formule (B.71)
de l’annexe B:

Φ(θ) = (An cos(nθ) − Bn sin(nθ)) × 1
d

a(n)∑
p=0

(−1)pC2p+1
n

R

2p+ 2

×
{(
− d

2R
+

δ

R

)2p+2

−
(
−(N + 1)d

2R
+

δ

R

)2p+2

+
(

(N + 1)d
2R

+
δ

R

)2p+2

−
(
d

2R
+

δ

R

)2p+2
}

+ (Bn cos(nθ) + An sin(nθ)) × 1
d

b(n)∑
p=0

(−1)pC2p
n

R

2p+ 1

×
{(
− d

2R
+

δ

R

)2p+1

−
(
−(N + 1)d

2R
+

δ

R

)2p+1

+
(

(N + 1)d
2R

+
δ

R

)2p+1

−
(
d

2R
+

δ

R

)2p+1
}

(4.49)

si n est pair:


a(n) =

n− 2
2

b(n) =
n− 2

2



88 Analyse et résultats des mesures

si n est impair:


a(n) =

n− 3
2

si n 6= 1 et 0 sinon

b(n) =
n− 1

2

On voit que ce défaut de décalage transversal a une influence sur l’ensemble des harmoniques,
y compris les harmoniques dipolaires et quadripolaires. L’effet est de mélanger les har-
moniques de parité N/S d’un rang donné. Pour le quadripôle on a par exemple:

NS Bbrut2 = NS B2 + 2NS
δ

R
A2 ' NSB2 (4.50)

NS Abrut2 = NS A2 + 2NS
δ

R
B2 (4.51)

Nous constatons que dans cet exemple, l’effet du décalage transverse est un simple déphasage
du terme quadripolaire mesuré, d’un angle tg(δ/R).

La formule (4.49) résume l’effet d’épaisseur et celui de décalage transversal décrit précédemment.

4.4.1.3 Effet du décalage radial

Supposons que la bobine soit plate et tourne autour d’un axe compris dans son plan médian
et décalé radialement d’une quantité ∆R (cf figure 4.12).

Figure 4.12: Bobine rectangulaire plate tournant autour d’un axe décalé d’une quantité ∆R > 0
mais compris dans son plan.

Comme les termes correctifs sont indépendants les uns des autres au premier ordre, on peut
déterminer la correction dûe au ∆R dans une bobine plate. D’après la formule (B.41) de l’annexe
B, le flux d’un multipôle pur de rang n à travers cette bobine est donné au 1er ordre en ∆R/R
par:

Φ(θ) = (Bn cos(nθ) + An sin(nθ))
(

1 − n
∆R
R

)
(4.52)
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D’après l’équation (B.41), on s’aperçoit d’une part que pour le quadripôle, la formule ci-
dessus est exacte à tous les ordres et non pas une approximation au 1er ordre, et d’autre part,
que cet effet n’a strictement aucune influence sur le terme dipolaire:

Bvirt1 = 0 et Avirt1 = 0

Bvirt2 = −B2 × 2
∆R
R

et Avirt2 = −A2 × 2
∆R
R
' 0

Cet effet conserve la parité N/S des harmoniques et a une influence non négligeable
sur le terme quadripolaire normal.

4.4.1.4 Effet de la flèche

La section de la sonde étant en “Θ”, la barre du Θ étant le plan renforcé des bobines, le
fléchissement de la sonde lorsque ce plan est horizontal sera plus important que celui observé
lorsque ce plan est vertical. Nous négligerons ce dernier† , ce qui entrâıne pour un point de
l’axe de rotation nominal†† de parcourir le cercle de la figure 4.13 à raison de deux fois par
tour de sonde. Si D(θ) est le déplacement complexe de ce point, l’équation est:

D(θ) = Dx(e2iθ − 1) (4.53)

où 2Dx est l’amplitude maximale de la flèche (à θ = 0, π et 2π). La variation en z de Dx

sera discutée plus loin.

Figure 4.13: Lieu géométrique de l’axe nominal de rotation de la sonde pour un z proche du
centre de l’aimant. Les valeurs des angles de rotation de la sonde sont indiquées sur le cercle.

Comme on le démontre à partir des formules B.50 et B.51 de l’annexe B, une telle vibration
crée les harmoniques virtuels suivants:

†Nos visées optiques confortent cette approximation, bien que les flèches observées soient peu supérieures à la
limite de précision de ces visées.

††
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Bvirtn±1 = ±nBn
Dx

R
(4.54)

Avirtn±1 = ±nAn
Dx

R
(4.55)

Ainsi, le quadripôle normal B2 va engendrer du sextupôle Bvirt
3 et du dipôle Bvirt

1 . Ce
sont les seuls termes qui vont être modifiés de façon importante.

4.4.1.5 Effet des vibrations angulaires de l’axe de rotation

Supposons que la sonde vibre angulairement, mais sans déformation en torsion; c’est-à-dire
que l’angle réel de la sonde est donné en fonction de celui du codeur par la relation:

θsonde = θcodeur + T (θ) (4.56)

Nous appelons ici ce défaut une “vibration angulaire” (cf figure 4.14).

Figure 4.14: Effet de la vibration angulaire de l’axe de rotation sur l’angle vrai de la sonde.

Cette vibration T (θ) a une forme générale donnée par
∑
p [Kp cos(pθ) + Lp sin(pθ)], i.e. c’est

une superposition de plusieurs vibrations angulaires. D’après l’annexe B, pour le cas particulier
où T (θ) = Kp cos(pθ) avec Kp

† petit, les harmoniques virtuels créés par un multipôle pur de
rang n sont les suivants (au 1er ordre en Kp):

Bvirtn±p =
n

2
KpAn (4.57)

Avirtn±p = −n
2
KpBn (4.58)

†La condition générale de validité de l’approximation au 1er ordre: ∆i/R � 1 s’écrit ici Kp et Lp � 1rd
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L’effet d’une telle vibration ne conserve pas la parité N/S puisqu’un harmonique Normal
crée un Skew et réciproquement. De plus, le rang du multipôle virtuel est différent de
celui qui l’engendre. Au 1er ordre, un tel défaut n’aura aucune incidence sur le quadripôle et
ce quel que soit p puisque KpHn est le produit de deux termes faibles si Hn 6= B2.

Pour une vibration angulaire du type T (θ) = Lp sin(pθ) on obtient de manière similaire (au
1er ordre en Lp):

Bvirtn±p = ±n
2
LpBn (4.59)

Avirtn±p = ±n
2
LpAn ' 0 (4.60)

Dans ce cas, les harmoniques virtuels ont la même parité N/S que le multipôle qui
les crée, mais un ordre différent. Pour les mêmes raisons que ci-dessus, cela n’aura aucune
influence sur le B2.

4.4.1.6 Résumé des principaux effets

Pour avoir une vue globale de l’incidence des défauts géométriques sur les harmoniques du
flux mesuré par une bobine, on regroupe les différents résultats précédents dans le tableau 4.6.
On met en évidence l’effet sur le terme dominant, le quadripôle normal B2.

Le seul défaut qui modifie de façon sensible ce B2 est le décalage radial de la bobine. Par
ailleurs, le terme quadripolaire normal crée du A2 à cause du décalage transversal, du B3 et
du B1 à cause de la flèche et des harmoniques divers de rang n ± p en raison des vibrations
angulaires de l’axe.

Type de défaut Incidence sur Termes virtuels
B2 créés à partir du B2

Epaisseur NON Bn et An se mélangent.
Rien pour n ≤ 2

Décalage transversal OUI mais mélange N/S
négligeable B2 crée du A2

Décalage radial OUI pas de mélange N/S
B2 ne crée pas d’harmonique

Flèche NON Dpe
ipθ crée: Hn+p−1

B2 crée du B3 et du B1

Vibrations angulaires NON Kp cos(pθ) ou Lp sin(pθ)
de l’axe créent: Hn±p

B2 crée des Hn quelconques

Tableau 4.6: Effets des défauts géométriques sur une bobine isolée, calculés pour un champ
purement 2D.

4.4.2 Application à une sonde multibobines

Dans nos sondes de mesure, les bobines sont placées alternativement le long de l’axe de
rotation: les paires (P) d’un côté et les impaires (I) de l’autre. Cela implique que pour certains
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types de défauts géométriques, les harmoniques virtuels créés changent de signe en fonction
de la parité (P/I) de la bobine considérée. Les harmoniques bruts mesurés présentent alors
des oscillations manifestes en fonction du numéro de bobine (profil en “dents de scie”). Bien
entendu, les harmoniques vrais de l’aimant n’ont aucune raison, a priori, de présenter de telles
oscillations: elles sont dues, pour l’essentiel, aux défauts de la sonde de mesure.

Le tableau 4.7 résume, de ce point de vue, les effets de ces défauts sur la mesure.

Type de défaut Incidence sur Termes virtuels
B2 créés à partir du B2

Décalage transversal NEGLIGEABLE A2 oscillant P/I
Décalage radial B2 oscillant P/I RIEN
Flèche NON B3 et B1 non-oscillants P/I
Vibrations angulaires NON Hn±p
de l’axe d’ordre p oscillants P/I si p impair

non-oscillants si p pair

Tableau 4.7: Effets des défauts géométriques sur les mesures.

On a vu que des vibrations angulaires sans torsion de l’axe sont de la forme:

T (θ) = Kp cos(pθ) ou Lp sin(pθ) (4.61)

Elles vont créer, à cause du terme quadripolaire n = 2, des oscillations P/I pour des valeurs
impaires de 2± p, i.e. de p. En effet, si une bobine paire se trouve à l’angle θ, alors une bobine
impaire est à l’angle θ + π et les relations suivantes sont vérifiées:

Bvirt2±p ←→ cos [(2± p)θ] et cos [(2± p)(θ + π)] = − cos [(2± p)θ] si p est impair.

Avirt2±p ←→ sin [(2± p)θ] et sin [(2± p)(θ + π)] = − sin [(2± p)θ] si p est impair.

En ce qui concerne les valeurs paires de p, on ne peut rien dire puisque elles ne créent pas
d’oscillation P/I:

Bvirt2±p ←→ cos [(2± p)θ] et cos [(2± p)(θ + π)] = + cos [(2± p)θ] si p est pair.

Avirt2±p ←→ sin [(2± p)θ] et sin [(2± p)(θ + π)] = + sin [(2± p)θ] si p est pair.

En revanche, pour les valeurs impaires de p, bien que l’on n’ait pas mesuré le spectre des
vibrations, on peut déterminer les principales en analysant les dents de scie apparentes dans les
données pour n impair.

De même, si le plan des bobines est globalement décalé transversalement de δ, les bobines
paires sont décalées de δ et les impaires de −δ. Le B2 va donc induire un quadripôle skew de
signe alterné.

+Avirt2 ←→ +δ(i) pour i pair (resp. impair)
−Avirt2 ←→ −δ(i) pour i impair (resp. pair) (4.62)
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Ces oscillations P/I nous permettent de diagnostiquer avec une grande fiabilité divers problèmes
associés aux défauts de notre appareillage. On peut alors tester et optimiser l’ensemble des
valeurs de ces défauts sur les mesures que l’on a effectuées, à différents courants et sur différents
aimants (comparaison Q2/Q3 par exemple). Cette étude est décrite pour chacun des défauts
des deux sondes dans les paragraphes qui suivent.

4.4.2.1 Décalage transversal

On dispose de mesures de visée faites avec un théodolite qui donnent les décalages transverses
δ(i) de chacun des plans de symétrie des bobines par rapport à l’axe de rotation de la sonde.
Plus précisément, la méthode de visée utilisée nous donne une information plus fiable en relatif,
d’une bobine à une autre, qu’en absolu. On préfère donc séparer ces δ(i) en deux parties: un
terme global δo plus une partie résiduelle δres(i) propre à chaque bobine i. Ce décalage δo est
déterminé par les visées avec une précision de 10 à 20 microns et sera ajusté plus finement
d’après les données QMM.

Sonde no 1 Pour cette sonde, les visées au théodolite ont donné:

- un décalage global δo = 150µm

- des décalages résiduels faibles, inférieurs à ±20 µm:

no de bobine 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
δres(i) (µm) -18 1 14 -13 6 -8 23 2 -25 18

Tableau 4.8: Décalages transversaux résiduels de la sonde numéro 1.

Pour simplifier, on fixera δres(i) = 0 ∀i ∈ [1, 10].

On montre sur la première ligne de la figure 4.15, l’évolution du terme A2(i) en fonction
de δo. Le graphique de gauche correspond à une valeur nulle du δo utilisé pour la correction,
i.e. aucune correction de décalage transverse n’est appliquée. Les oscillations P/I sont très
nettes: au centre, elles ont une amplitude de 1 T.mm pour une valeur moyenne de 0.5 T.mm.
Quand on fait varier ce paramètre jusqu’à -170 µm, le quadripôle skew est lissé, les oscillations
disparaissent. Elles se manifestent de nouveau, mais de signe opposé si l’on continue de diminuer
δo.

Sonde no 2 Pour cette sonde, les visées au théodolite ont donné:

- un décalage global δo = 87µm

- des décalages résiduels compris entre +80 et -50µm:

Les deuxième et troisième lignes de la figure 4.15 montrent les variations du quadripôle skew
A2(i) en fonction du paramètre δo après correction des décalages résiduels. On s’attend à ce
que ce terme soit lissé pour la même valeur de δo pour les deux aimants Q2 et Q3. Les valeurs
que l’on observe sont effectivement en bon accord entre elles, mais inférieures au résultat de la
visée:
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Figure 4.15: Quadripôle Skew bobine par bobine, pour différentes valeurs du décalage transver-
sal. Pour comparaison, l’intégrale de champ B2 dans une bobine centrale de Q1 (Q2) vaut 200
(318)T.mm.

no de bobine 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
δres(i) (µm) 80 -17 1 17 -50 -22 54 4 -25 -46

Tableau 4.9: Décalages transversaux résiduels de la sonde numéro 2.

Q2: δo = 47± 5µm.

Q3: δo = 57± 5µm.

L’incertitude de 5µm est une estimation du seuil de variation de δo au-delà duquel des
oscillations P/I sont visibles sans ambiguité sur des graphes analogues à ceux de la figure 4.15.
La faible différence entre ces deux valeurs peut s’expliquer par le fait que les δres(i) ne sont pas
parfaitement optimisés.

On s’attend à ce que les variations de A2(i) le long de l’axe magnétique aient la même allure
générale dans les deux aimants; ce qui est en effet le cas. Cependant, pour s’en convaincre, il
faut rappeler que lors de la cartographie de Q2, les bobines nos 9 et 10 se trouvaient du côté des
amenées de courant tandis que pour Q3, elles se trouvaient à l’autre extrémité de l’aimant. Il
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faut donc pour comparer les 2 quadripôles, retourner le graphe de Q3 et changer le signe de son
A2(i) (à cause des sens opposés de rotation de la sonde dans les deux cas).

Pour chaque aimant l’étude a été faite à différents courants et pour différentes séquences de
mesures. L’allure générale du terme A2(i) ne change pas et la valeur optimale du paramètre δo
reste stable. Cela confirme bien la validité de notre optimisation de ce paramètre.

Figure 4.16: Coupe de la sonde tournant autour d’un axe décalé d’une quantité radiale ∆R < 0
et transverse δ > 0 dans le repère lié à la mesure.

4.4.2.2 Décalage radial

En ce qui concerne ce paramètre, les visées au théodolite nous fournissent aussi des valeurs.
Pour la sonde no 1, ces valeurs sont données dans le tableau 4.10, la précision des visées est de
l’ordre de 10µm. Pour la sonde no 2, ces décalage ont été mesurés avec une précision d’environ
20µm, les valeurs sont présentées dans le tableau 4.11.

no de bobine 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
∆R(i) (µm) 38 -38 38 -38 38 -38 100 -38 38 -148

Tableau 4.10: Décalage radial ∆R(i), i ∈ [1, 10] de la sonde numéro 1.

no de bobine 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
∆R(i) (µm) -57 57 -57 57 -57 57 -57 57 -57 57

Tableau 4.11: Décalage radial ∆R(i), i ∈ [1, 10] de la sonde numéro 2.
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Pour chaque sonde, à l’exception de deux bobines de la première, ce paramètre ∆R peut
être considéré comme indépendant du numéro de bobine.

Un tel décalage crée des oscillations P/I sur l’ensemble des multipôles. L’effet sur le B2

n’est pas négligeable bien qu’il soit moins visible que sur les autres composantes à cause des
grandes variations de ce terme d’une bobine centrale à une bobine de bord (plusieurs ordres de
grandeur). Ainsi, pour le modèle, dans la région centrale de l’aimant, là où le champ est presque
bidimensionnel, les bobines nos 5 et 6 devraient donner des valeurs de B2 très semblables (cf
tableau 4.12).

On examine la dissymétrie relative ∆5,6 entre ces bobines:

∆5,6 = 2
B2(5) − B2(6)
B2(5) + B2(6)

(4.63)

Sans correction du décalage radial, les flux mesurés dans ces bobines sont plus dissymétriques
que ceux du modèle (cf tableau 4.12) . Ceci est a priori peu vraisemblable dans le mesure où
les conducteurs d’excitation des aimants sont rectilignes à l’aplomb de ces bobines de mesure,
créant un champ bien uniforme. On peut donc penser que cela résulte principalement de la
géométrie de la sonde.

Lorsque l’on effectue la correction de décalage radial, telle qu’elle est donnée en amplitude et
en signe par les mesures de visées, on obtient des dissymétries moins grandes entre les bobines
5 et 6 (cf tableau 4.12). De plus, ces dissymétries se rapprochent de celles obtenues avec le
modèle. Ceci confirme, a posteriori, les mesures de visée; nous considérerons qu’elles donnent
les valeurs optimales des ∆R(i), que nous adoptons donc pour corriger les mesures.

4.4.2.3 Vibrations angulaires

Sur la figure 4.17, on voit que pour chacun des aimants, ce phénomène se retrouve princi-
palement sur les composantes dipolaire et sextupolaire normales. L’amplitude de ces oscillations
est de l’ordre de 1 à 2×10−4 du B2.

Chaque vibration de rang p crée un doublet d’harmoniques virtuels à partir du B2:

Kp cos(pθ) crée−→ Avirtn+p(i) = −KpB2(i) et Avirtn−p(i) = −KpB2(i)

Lp sin(pθ) crée−→ Bvirtn+p(i) = +LpB2(i) et Bvirtn−p(i) = −LpB2(i)

Si une seule vibration angulaire est présente (par exemple Kp cos(pθ), p fixé), alors nous
disposons d’un système contraint, i.e. à deux équations pour une seule inconnue Kp.

Dans le cas général où N vibrations sont présentes simultanément, on dispose également
d’un système contraint. La vérification de cette contrainte par les données QMM est un critère
important. Il permet de confirmer que l’on corrige bien les harmoniques du flux d’effets dûs à
des vibrations angulaires de l’axe (bien que nous ne les ayons jamais mesurées directement).

Pour chaque aimant, on a déterminé les jeux de paramètres (Kp, Lp) qui minimisent les
principales oscillations P/I observées sur les mesures brutes. Cette approche a été faite unique-
ment sur les vibrations P/I qui restent présentes au cours de plusieurs séquences de mesure et
à différents courants d’excitation des aimants. Les résultats sont résumés dans le tableau 4.13.

Les disparités d’une sonde à l’autre sont tout à fait compréhensibles puisque ce sont des
objets de tailles différentes et indépendants. Pour la sonde no 2, on pourrait s’attendre à obtenir
les mêmes spectres de vibrations lors des mesures faites sur Q2 et Q3. Cependant, il existe des
différences d’installation de la sonde no 2 entre les mesures de Q2 et Q3. En particulier, entre la
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Q1 à I = 3250 A
Type de calcul du flux B2(5) B2(6) ∆5,6

Q1 modèle -201.176 T.mm -201.172 T.mm 2.0× 10−5

Q1 réel -200.246 T.mm -200.497 T.mm 1.2× 10−3

non corrigé de ∆R
Q1 réel corrigé de -200.354 T.mm -200.390 T.mm 1.8× 10−4

∆R = ±38µm (bob. 5/6)

Q2 à I = 1850 A
Type de calcul du flux B2(5) B2(6) ∆5,6

Q2 modèle 318.322 T.mm 318.322 T.mm < 3.0× 10−6

Q2 réel 317.928 T.mm 317.689 T.mm 7.5× 10−4

non corrigé de ∆R
Q2 réel corrigé de 317.799 T.mm 317.818 T.mm 6.0× 10−5

∆R = ±57µm (bob. 6/5)

Q3 à I = 1850 A (sonde décalée de 19 mm vers les ADI)
Type de calcul du flux B2(5) B2(6) ∆5,6

Q3 modèle 318.218 T.mm 318.407 T.mm < 6.0× 10−4

Q3 réel 318.118 T.mm 318.017 T.mm 3.5× 10−4

non corrigé de ∆R
Q3 réel corrigé de 317.989 T.mm 318.146 T.mm 4.9× 10−4

∆R = ±57µm (bob. 6/5)

Tableau 4.12: Effets du décalage radial sur les quadripôles normaux des bobines centrales.

Type ordre Lp Kp

d’aimant p (mrd) (mrd)
Q1 1 -0.200 +0.043

3 +0.012 +0.000
Q2 1 -0.065 -0.045

3 +0.037 -0.012
5 +0.015 -0.003

Q3 1 -0.170 +0.016
3 +0.016 +0.000

Tableau 4.13: Spectres de vibration angulaire des sondes 1 et 2 lors de la mesure de chaque
quadripôle.

mesure de Q1/Q3 et celle de Q2, l’arbre de transmission a été rallongé de 2 mètres. De plus, les
conditions de mesure varient énormément: dans le cas de Q2, la sonde se trouve à l’horizontale
dans l’aimant, alors que dans Q3, elle est inclinée à 45o, la distribution angulaire des couples de
frottement induits par les différents paliers est donc différente.
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Figure 4.17: Quelques harmoniques du flux en fonction du numéro de bobine, avant (en traits
pleins) et après (en pointillés) les corrections de vibrations angulaires. L’unité de flux est le
10−4 V.s.

4.4.2.4 Effet de la flèche

Sous l’effet de son poids, la sonde se déforme et son axe de rotation nominal ne cöıncide plus
avec la droite (O′zM ) qui joint les centres des paliers (roulements à billes en céramique). En
première approximation, on considère qu’il prend la forme d’une parabole. L’écart entre un point
quelconque de cet axe et la droite (O′zM ) définit la flèche de ce point. Au niveau des paliers,
cette flèche est nulle. Elle est maximale au point situé à équidistance de ces roulements (cf figure
4.18). Une approximation supplémentaire consiste à donner la même flèche à tous les points
d’une même bobine. Cette approximation est raisonnable dans la mesure où la flèche maximale,
de l’ordre de la dizaine de microns, reste très faible devant les dimensions caractéristiques de la
sonde et des bobines.

La flèche f(i) = 2 × Dx(i) associée à la bobine no i engendre essentiellement du sextupôle
Bvirt3 (i) et du dipôle Bvirt1 (i)à cause de la forte valeur du B2(i) comparée aux autres termes:
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Figure 4.18: Approximation de la courbure de l’axe de rotation par une parabole passant par le
centre des roulements et le centre des bobines. Pour la sonde 1, la flèche maximale est obtenue
pour le point de coordonnée z égale à celle du centre de la bobine 6 (à cause de l’espace de la
taille d’une bobine ménagé après la bobine 10). En revanche, pour la sonde 2, la flèche maximale
est obtenue pour le point situé à l’interface des bobines 5 et 6.

Bvirt3 (i) = 2B2(i)
Dx(i)
R

(4.64)

Bvirt1 (i) = −2B2(i)
Dx(i)
R

(4.65)

Les mesures au théodolite donnent une valeur Dx(6) d’environ 22 µm pour la sonde no 1; en
revanche, pour la sonde no 2, on n’observe pas clairement de flèche. Vue la précision des mesures
de visées pour la sonde no 2, nous considérerons que la flèche de cette sonde est comprise entre
0 et 30 µm, c’est-à-dire de l’ordre de la précision de la mesure pour cette sonde.

Ce type de défaut ne crée aucune oscillation P/I et ne peut donc pas être mis en évidence par
une analyse similaire à celle des vibrations angulaires. Pour Q1, on peut comparer les résultats
QMM à ceux de la mesure intégrale effectuée en Juin 1995 à Saclay dans la phase finale de
construction de l’aimant [33]. En revanche, pour Q2 et Q3, aucune mesure similaire n’a été
faite.

Sonde no 1 En comparant les mesures intégrales et nos mesures effectuées toutes deux à Saclay
sur le quadripôle Q1 du spectromètre Hadron† , on peut optimiser le paramètre qui décrit l’effet
de flèche dans notre code d’analyse. Il s’agit de la valeur Dx(6) à partir de laquelle on détermine
l’ensemble des valeurs Dx(i) pour les autres bobines. La valeur optimale qui nous donne le même
b3 que la mesure intégrale est Dx(6) = 18µm. C’est cette valeur que l’on a adopté également
pour corriger la mesure de Q1 sur le bras Electron.

Sonde no 2 Pour la sonde no 2, nous devons considérer séparément les cas de Q2 et Q3 puisque
les conditions expérimentales diffèrent de l’un à l’autre. En ce qui concerne Q3, la valeur de la
flèche est modifiée puisque, son axe étant à 45o de l’horizontale, le moment fléchissant à l’origine
de la flèche est réduit d’un facteur

√
2 par rapport aux conditions de la mesure (axe horizontal):

on prend une flèche maximale égale à celle de Q2 divisée par
√

2.

†La mesure intégrale de la référence [33], bien que probablement moins précise que les mesures QMM pour
ce qui est de la mesure du B2 (intégral), était plus précise pour les harmoniques supérieurs car elle était équipée
d’une bobine compensant le terme B2 (“Bucking coil”).
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On montre dans le tableau 4.14 les sextupôles obtenus pour différentes valeurs de la flèche,
pour B2 = 1814 T.mm.

flèche (µm) 0 30
Paramètre Dx (µm) 0 15

Q2 B3 (T.mm) +0.786 +0.512
Q3 B3 (T.mm) +1.459 +1.185

Tableau 4.14: Variations du B3 mesuré en fonction de la valeur de la flèche de la sonde.

La flèche mesurée (f) est comprise entre 0 et 30 µm à cause de la précision des visées. Cela
nous permet seulement d’estimer l’incertitude sur B3 dans le cas de Q2. D’après les valeurs du
tableau 4.14, on obtient:

incertitude =
B3|f=0 − B3|f=30µm

B2
=

0.27
1814

= 1.5× 10−4 (4.66)

4.5 Calcul des décentrements de la sonde

L’un des buts de cette cartographie était de déterminer les plans de symétrie, l’axe et le
centre magnétiques de chacun des quadripôles des H.R.S.. Autrement dit, cela revient à trouver
le repère RA(O, xA, yA, zA) associé à l’aimant et à le situer par rapport aux structures visibles
qui l’entourent.

Le lien entre ce repère inconnu et la structure mécanique externe de l’aimant est notre repère
RM (O′, xM , yM , zM ) associé à la mesure. On a déjà défini RA et RM aux §§ 4.1.2 et 4.1.3.

Une analyse de Fourier des flux mesurés par notre sonde permet entre autres de calculer
l’ensemble des six degrés de liberté qui relient ces deux référentiels entre eux:

• les trois coordonnées du centre O′ de RM dans RA telles que:

~OO′ =

 ∆x
∆y
∆z


RA

• les trois angles projetés définis dans les paragraphes déjà cités: ∆θx, ∆θy et ∆θ. Ce dernier
angle représente le déphasage du quadripôle et fait l’objet d’une analyse particulière (cf §
4.3.5).

Dans les deux paragraphes suivants, on montre comment à partir de la sonde multibobines,
on est en mesure de déterminer les cinq degrés de liberté suivants: les deux décentrements
transversaux (∆x,∆y), les angles projetés associés (∆θy,∆θx) et le décentrement longitudinal
(∆z).
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4.5.1 Décentrements transversaux

On montre dans l’annexe B que les écarts ∆x et ∆y sont donnés, pour un quadripôle, par
les formules suivantes en fonction du rayon R de la bobine:

∆x =
R

2

(B1

B2

)
RM

(4.67)

∆y = −R
2

(A1

B2

)
RM

(4.68)

où les harmoniques intégrés sur la longueur de la bobine, sont exprimés dans le repère RM
puisque ce sont les résultats directs de l’analyse de Fourier des flux mesurés.

Une bobine intégrale permet de déterminer ces quantités. Ce sont les distances ∆x et ∆y
de l’axe de rotation de la bobine au centre de l’aimant. Mais une telle sonde ne peut donner
aucune information quant à l’inclinaison relative de cet axe de rotation et de l’axe magnétique
de l’aimant.

Figure 4.19: En (a): Décentrement ∆x obtenu par une sonde intégrale. On n’a aucune infor-
mation sur l’inclinaison ∆θy de l’axe de rotation. En (b): Décentrements ∆x(i) obtenus pour
chaque bobine, cela donne la position du centre magnétique et l’inclinaison de son axe.

En revanche, une sonde multibobines permet d’obtenir les positions ∆x(i) et ∆y(i) (i ∈
[1, 10]) du centre zc(i) de chaque bobine par rapport à l’axe de l’aimant OzA (cf figure 4.19):

∆x(i) =
R

2

(B1(i)
B2(i)

)
RM

(4.69)

∆y(i) = −R
2

(A1(i)
B2(i)

)
RM

(4.70)

Une régression linéaire sur les différents points (zc(i),∆x(i)) et les (zc(i),∆y(i)) nous donne
les deux équations de droite des projections respectives de l’axe de rotation dans les plans
(OxA, OzA) et (OyA, OzA):
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∆x(i) = tg(∆θy)× zc(i) + ∆xO′ (4.71)
∆y(i) = −tg(∆θx)× zc(i) + ∆yO′ (4.72)

où les signes sont en accord avec les définitions des angles données au § 4.1.3. Les ordonnées
à l’origine de chacune de ces droites nous donnent directement la position en x et en y du centre
O′ de notre sonde par rapport à RA. Les pentes quant à elles donnent les angles d’inclinaison
de l’axe de rotation relativement à l’axe magnétique.

On n’effectue pas les régressions linéaires sur l’ensemble des 10 bobines. La raison est que
pour certaines d’entre elles, comme la no 10, les termes dipolaires B1 et A1 sont très grands à
cause de la proximité des amenées de courant. Cela implique que les décentrements associés
à une bobine de ce genre sont tellement grands qu’ils faussent la régression. On se limite
donc aux bobines de la région “centrale” de l’aimant, de la 3ème à la 8ème. Ce faisant, ce
n’est pas rigoureusement RA, tel qu’il a été défini précédemment, que nous déterminons, mais
une très bonne approximation de RA. En effet, les décentrements obtenus n’annulent pas les
termes dipolaires en intégral sur la longueur totale de la sonde, mais seulement sur les longueurs
cumulées de six bobines. Notre choix de centrage de la sonde diffère donc de celui généralement
adopté par les magnéticiens pour les aimants d’accélérateurs.

A partir des valeurs obtenues pour ces décentrements et ces angles, on détermine les cor-
rections de réglage à apporter au niveau des quatre vis de fixation du système sonde-container
dans l’aimant. On peut ainsi ajuster la position de l’axe de rotation de manière à le placer sur
l’axe magnétique de l’aimant. On utilise pour cela une méthode itérative:

• itération no 1 séquence de mesure avec les 10 bobines, extraction des décentrements puis
correction mécanique de la position de la sonde par rapport à l’aimant.

• itération no 2 séquence de mesure complète, extraction de nouveaux décentrements, nou-
velle correction mécanique de la position.

• itération no i etc... jusqu’à ce que les décentrements soient inférieurs à 100 µm et qu’ils
soient stables d’une mesure à une autre, pour différentes valeurs du courant dans l’aimant.

Les valeurs finales des décentrements sont de l’ordre d’une cinquantaine de microns et ne
varient que de 10 à 20 µm d’une séquence de mesure à l’autre, i.e. en fonction du courant I.

On a ainsi obtenu quatre des six degrés de liberté nécessaires pour repérer la sonde par
rapport au référentiel magnétique. On montre dans le paragraphe suivant comment déterminer
∆z.

4.5.2 Décentrement longitudinal

Les bobines nos 3 et 8 sont les plus sensibles à un décalage longitudinal. En effet, elles sont
placées dans les régions où le gradient par rapport à z du champ (i.e. quadripôle normal B2)
est extrémal comme on peut le voir sur la figure 4.20. Pour une faible variation de la position
longitudinale de la sonde, les variations de flux correspondantes à travers la surface de ces
bobines seront très importantes. Ce n’est pas le cas pour les bobines centrales qui sont situées
sur le plateau du champ où le gradient ∂B2/∂z ' 0 (champ approximativement 2D).

Pour calculer ce décentrement longitudinal, on se sert des harmoniques du flux mesuré par
ces deux bobines. Mais cela n’est pas suffisant en soi. C’est pourquoi on utilise notre modèle de
champ afin de déterminer une correspondance entre un déplacement longitudinal ∆z de la sonde
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Figure 4.20: A gauche: Les bobines 3 et 8 de la sonde sont placées dans des régions où
le gradient du champ est extrémal en z. A droite: Une faible variation ∆z de la position
longitudinale de la sonde dans l’aimant donne de grandes variations de flux dans ces bobines.

par rapport au repère magnétique et le quotient des termes quadripolaires normaux simulés pour
les bobines nos 3 et 8:

B2(3)
B2(8)

= f(∆z) (4.73)

où f(∆z) est une fonction du décentrement longitudinal ∆z. Il s’avère que sur une plage
d’au moins ±20 mm, la fonction f est linéaire et sa pente Gz est calculée pour chacun des
aimants par:

Gz =
1
20
×
[
B2(3)
B2(8)

∣∣∣∣
∆z=20 mm

− B2(3)
B2(8)

∣∣∣∣
∆z=0 mm

]
(4.74)

ce qui, pour une mesure quelconque, permet de calculer le décentrement longitudinal de la
sonde très simplement par la formule suivante:

∆z =
1
Gz
×
[
B2(3)
B2(8)

∣∣∣∣
mesure

− B2(3)
B2(8)

∣∣∣∣
∆z=0

]
(4.75)

Si le diagnostic de déplacement longitudinal donne un ∆z faible (inférieur à quelques mil-
limètres), nous ne recentrons pas la sonde manuellement. La correction sera faite à partir du
code d’analyse au moment de l’établissement des cartes de champ.

4.6 Corrections de chanfreins

Parmi les corrections de géométrie de la sonde, nous n’avons pas inclus les chanfreins des
bobines de mesure. Cet aspect de la géométrie peut être résumé en deux remarques:

1. Les corrections de géométrie étudiées jusqu’ici s’appliquent en toute rigueur à des bobines
de forme rectangulaire. Mais comme nous n’avons traité ces corrections qu’au premier
ordre et que l’effet des chanfreins est faible en valeur relative, elles s’appliquent aussi à
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des bobines chanfreinées (l’effet des chanfreins serait d’ordre supérieur, sur les corrections
géométriques considérées dans ce chapitre).

2. L’endroit, dans la méthode QMM, où l’on a véritablement pris en compte les chanfreins,
est dans l’obtention du flux résiduel. Ce flux est calculé pour des bobines chanfreinées:

Φrésiduel(i) = Φmesuré(i) − Φmodèle(i) (4.76)

Typiquement, l’effet des chanfreins sur B2 est de 2×10−3 en relatif (sonde no 1) et 6×10−4

(sonde no 2), que ce soit pour une bobine centrale ou en intégral. Ces valeurs sont tirées
du modèle des aimants.

Il faudrait, dans la suite de la méthode, corriger les Φrésiduel(i) de l’effet des chanfreins
pour se ramener à une bobine rectangulaire. Mais cet effet est très faible et pourra être
négligé puisque l’on travaille sur un terme résiduel. Il s’agit de nouveau d’une correction
de correction.

4.7 Conclusions

A partir des mesures brutes, nous sommes capables non seulement de diagnostiquer certains
des défauts géométriques associés à la position de chaque bobine au cours de la mesure, mais
nous pouvons aussi les corriger. Les amplitudes de ces défauts sont déterminées de deux
manières différentes. D’une part on prend en compte les résultats des visées faites au théodolite
qui nous donnent un jeu de paramètres d’entrée pour ces corrections. D’autre part, le fait
que les bobines de la sonde soient disposées alternativement de chaque côté de l’axe de rotation
permet en analysant les oscillations P/I observées dans les données d’affiner les mesures optiques.
Dès lors que l’ensemble des corrections est appliqué, nous pouvons maintenant déterminer les
propriétés magnétiques des quadripôles, ainsi que les cartes tridimensionnelles recherchées en
vue d’effectuer du suivi de trajectoires dans les H.R.S..



Chapitre 5

Premier ensemble de résultats:
Intégrales de champ et alignements

Une première approche pour analyser les données consiste à les traiter sous forme d’intégrales
de champ. Cela permet d’obtenir les propriétés générales des quadripôles en terme d’homogénéité
du champ intégral. Il est également possible de déterminer d’une part les longueurs magnétiques
et les gradients et d’autre part, le positionnement des axes magnétiques et des plans de symétrie
en vue de l’alignement des quadripôles sur les spectromètres.

Cependant, avant de définir et de quantifier l’ensemble de ces caractéristiques, on peut
utiliser les résultats du chapitre précédent, pour effectuer une estimation des incertitudes liées
aux quantités que l’on cherche à mesurer.

L’étude de ce chapitre est essentiellement basée sur la notion d’intégrale de champ, c’est
pourquoi, dans le paragraphe suivant, on précise les notations utilisées pour la suite de l’exposé.

5.1 Intégrales de champ

En intégrant la composante tangentielle du champ 3D entre −∞ et +∞, il vient:

∫ +∞

−∞
Bθ(r, θ, z) dz =

∞∑
n=1

(
r

ro

)n−1 [ ∫ +∞

−∞
bn(r, z) dz cos(nθ) +

∫ +∞

−∞
an(r, z) dz sin(nθ)

]

=
∞∑
n=1

(
r

ro

)n−1[
Bn cos(nθ) + An sin(nθ)

]
(5.1)

Bn et An sont donc les harmoniques intégraux de la composante Bθ(r, θ, z) au rayon de
référence ro (150 mm pour Q1 et 300 mm pour Q2/Q3). Ils s’expriment habituellement en
T.mm. Le développement harmonique 5.1 montre qu’en intégral, le champ 3D possède les
propriétés d’un champ purement 2D (comme les dérivées de kN/Sno (z) par rapport à z s’annulent
en −∞ et +∞).

Nous noterons par ailleurs Bn(j) et An(j) les harmoniques de Bθ intégrés sur la longueur Lz
d’une seule bobine j.

Les harmoniques Bn et An sont reliés aux composantes normales (Bn) et skew (An) du flux
pour une bobine radiale ramenée à une seule spire de rayon interne Rint = 0, de rayon externe
Rmax = R et de longueur infinie, par les formules suivantes:
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An =
R

n

(
R

ro

)n−1

An (5.2)

Bn =
R

n

(
R

ro

)n−1

Bn (5.3)

Bien entendu, dans notre cas, nous mesurons l’intégrale du champ et le flux sur une longueur
finie, celle de nos sondes de mesure. Les valeurs obtenues diffèrent donc de celles intégrées entre
−∞ et +∞. Pour Q1, par exemple, le modèle filamentaire avec miroir magnétique 3D donne
les valeurs suivantes:

B2 =
∫ +∞

−∞
b2 dz = 1158.3 T.mm

B2 =
∫ +800

−800
b2 dz = 1164.1 T.mm

L’intégrale infinie est donc inférieure à l’intégrale finie mesurée par la sonde et la différence
relative est de 4.9 pour mille. Le signe de cet écart provient du fait que le champ de fuite au-delà
des limites de la zone que nous avons mesurée est dominé par un quadripôle de signe opposé au
quadripôle central.

De la même manière, le modèle filamentaire de Q2/Q3, nous donne les valeurs suivantes des
intégrales de champ:

B2 =
∫ +∞

−∞
b2 dz = 1791 T.mm

B2 =
∫ +1600

−1600
b2 dz = 1795 T.mm

Pour Q2/Q3, la différence relative est donc de 2.2 pour mille.
Dans toute la suite, nous travaillerons sur des intégrales sur la longueur de la sonde. Si l’on

souhaite une extension des intégrales à l’intervalle [−∞,+∞] déduite des mesures QMM, pour
Q1 on multipliera nos mesures par le facteur (1− 4.9× 10−3) obtenu à partir du modèle et pour
Q2/Q3, par le facteur (1− 2.2× 10−3).

En utilisant ces notations et les formules analytiques qui permettent de corriger des défauts
géométriques des sondes multibobines, il est maintenant possible de faire une estimation des
incertitudes associées à ces intégrales de champ et aux quantités qui en découlent.

5.2 Estimation des erreurs

Nous appellerons σx l’écart type mesurant l’incertitude ou l’erreur induite sur la quantité x.
L’influence des erreurs sur les quantités mesurées doit être étudiée à deux niveaux distincts. En
effet, on cherche non seulement à mesurer les harmoniques intégraux du champ (donnés à un
rayon de référence ro), mais surtout à déterminer le champ ~B(x, y, z) en tout point de l’espace
utile du quadripôle. On distingue alors les incertitudes sur les quantités suivantes exprimées à
ro et normalisées au terme quadripolaire normal:

- 1er niveau: sur les harmoniques intégraux du champ: σHn/B2 (où H remplace indifférem-
ment B ou A).
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- 2ème niveau: sur les harmoniques du champ local: σhn(z)/b2(z = 0) (où h remplace
indifféremment b ou a).

On définit la valeur moyenne d’un harmonique du champ sur l’extension longitudinale Lz de
la bobine j par l’équation suivante (cf équations 5.3):

h̄n(j) =
Hn(j)
Lz

=
n

R

(
ro
R

)n−1 Hn(j)
Lz

(5.4)

h̄n(j) est alors comparable aux harmoniques hn(z) du champ local.
Nous estimerons l’incertitude σhn(z) sur les harmoniques du champ local en tout point de

coordonnée z, par la valeur maximale des incertitudes sur les harmoniques moyens de chaque
bobine:

σhn(z)

b2(z = 0)
= sup

j

[σh̄n(i)

b̄2(j)

]
= sup

j

[
σHn(i)

B2(j)

]
pour j ∈ [1, 10] (5.5)

Par ailleurs, parmi ces incertitudes, les seules à prendre en considération sont celles qui sont
au moins de l’ordre de quelques 10−5 du terme quadripolaire normal. Autrement dit, les seules
incertitudes dont nous tiendrons compte, correspondent à celles sur la composante normale n = 2
et sur les composantes induites à partir de cette dernière.

On peut classer les erreurs en fonction de leur origine, cela donne:

i) erreurs liées à l’électronique.

ii) erreurs liées à la géométrie de la sonde de mesure.

iii) erreurs liées à la température.

iv) erreurs liées à l’alimentation en courant des aimants.

v) erreurs liées à la méthode de calcul du champ résiduel.

On étudie alors séparément chacun des points envisagés ci-dessus. Les points i, ii, iii et v
sont de nature systématique alors que le point iv est de nature statistique.

5.2.1 Détermination des erreurs associées à l’électronique

Dans l’estimation des erreurs induites par l’électronique, nous prenons en compte les différents
points suivants:

• Le bruit de l’électronique: La châıne d’électronique dans son ensemble génère du
bruit qui affecte nos mesures. Pour étudier cet effet, nous avons effectué des acquisitions
dans les aimants à différents courants et avec la sonde immobile (mode “timer”). A part
l’immobilité de la sonde, ces mesures respectent la durée et le découpage en temps des
mesures normales. Pour les harmoniques de rang ≤ 30, le rapport signal sur bruit est de
l’ordre de 2× 10−6 du B2 au courant maximal (3250 A pour Q1 et 1850 A pour Q2).

Pour des mesures normales, c’est-à-dire où la sonde effectuait un tour harmonique, nous
avons également analysé les variations de flux bruts (∆φ) jusqu’à l’ordre nmax = N/2 = 125
(limitation théorique donnée par le théorème de Nyquist). On représente sur la figure 5.1,
les modules des harmoniques issus de ces mesures. Ces mesures contiennent à la fois le
signal et le bruit. Le signal est identifié comme les harmoniques d’ordre les plus bas, à
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gauche de chaque spectre. Le bruit est identifié comme les harmoniques d’ordre le plus
élevé, à droite de chaque spectre. Il apparâıt clairement que, mises à part les deux bobines
extrêmes, le niveau des harmoniques présente une “vallée” pour n ≤ 45 puis remonte
sensiblement. On observe aussi un double pic autour de n = 100. Cependant, ces effets
correspondent à des harmoniques de rang élevé qui sont éliminés par notre analyse. L’ordre
maximal de la série de Fourier pour lequel les harmoniques dépassent clairement le niveau
du bruit d’électronique peut être estimé à nmax = 18. Nous prendrons donc nmax = 18
pour analyser les données. En conséquence, tous les harmoniques d’ordre n > 18 ne seront
pas mesurés. Autrement dit, la carte de champ finale comprendra tous les harmoniques
du modèle (n ∈ [0,∞ [ ):

- corrigés par la mesure pour n ∈ [1, 18].

- sans correction pour les autres (n = 0 et n ∈ ] 18,∞ [ )

Figure 5.1: Spectre de Fourier d’une séquence de mesure QMM prise sur l’aimant Q1 à I=3250
A, bobine par bobine. Les harmoniques Hn =

√
A2
n +B2

n sont ceux des données brutes, i.e. les
variations de flux ∆φ enregistrées par le PDI, en unité de 10−8 V.s.

• Les effets de non linéarité: La calibration absolue de la châıne d’électronique est
également très importante pour l’estimation de l’erreur. Elle a été effectuée à Saclay et a
consisté à déterminer un coefficient C qui permet de relier une tension étalon appliquée
à l’entrée du multiplexeur, à la tension de sortie lue dans le voltmètre-intégrateur. Ce
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coefficient, peu dépendant du gain et de la tension d’entrée, vaut C = 1 + 5.5× 10−4, il a
été pris en compte dans l’analyse et ne contribue donc pas à l’erreur de mesure.

Nous avons de plus détecté une variation de ce coefficient d’amplitude δCl = 10−4 qui est
dûe aux non-linéarités du voltmètre-intégrateur pour l’ensemble des gains que nous avons
utilisés.

• Les effets de la température:

Par ailleurs, d’après les informations fournies par le constructeur, ce coefficient C varie en
fonction de la température. Pour une différence de 5oC, qui constitue une limite supérieure
des variations de température ambiante T subies au cours des mesures, ce coefficient varie
de δCT = 1.2× 10−4.

La contribution de ce facteur à l’incertitude sur les harmoniques est entièrement dûe à ses
variations δC =

√
δC2

l + δC2
T = 1.6× 10−4 (somme quadratique des deux effets) et elle produit

un effet direct sur le champ intégral:
σB2
B2

est ≤ 1.6× 10−4.

• Les effets des variations de l’offset: L’offset est une f.e.m. parasite, lentement variable,
s’ajoutant au signal des bobines dans le résultat donné par le voltmètre-intégrateur. L’effet
de la valeur moyenne de l’offset au cours d’une mesure (dont la durée est 12 secondes)
harmonique est corrigé par le programme d’analyse. En revanche, les variations de la
tension d’offset au cours d’une mesure induisent des erreurs sur le résultat. Pour calculer
cette erreur, nous devons estimer de combien la tension d’offset peut varier au cours d’un
tour harmonique.

Une limite supérieure de cette variation est obtenue en prenant la variation de la tension
d’offset sur une séquence complète de mesure (10 allers et 10 retours d’une durée totale
d’environ 20 minutes). Pour Q1, on trouve 80 × 10−8V.s et 60 × 10−8V.s pour Q2/Q3.
Ramené à la variation de flux ∆Φ maximale enregistrée au cours de la mesure, nous
trouvons:

Pour Q1:
σ∆Φ

∆Φmax
=

80.× 10−8

1.2× 10−1
= 7.× 10−6

Pour Q2:
σ∆Φ

∆Φmax
=

60.× 10−8

2.1× 10−1
= 3.× 10−6

Cet effet est donc très faible.

5.2.2 Détermination des erreurs associées à la géométrie de la sonde

Les visées optiques qui ont permis de déterminer l’ensemble des paramètres géométriques
∆i des sondes, à savoir la flèche, la position des bobines par rapport à l’axe de rotation, etc...
sont évidemment entachées d’erreurs. La précision de ces mesures faites au théodolite est de
l’ordre de 10 à 20 µm pour les deux sondes. Cela implique que les corrections appliquées aux
flux mesurés pour les ramener à ceux que mesureraient des bobines plates idéales, sont aussi
entachées d’erreurs. Il en résulte une incertitude sur la valeur des harmoniques corrigés par
le code d’analyse. Du point de vue de l’extraction d’une carte de champ des aimants, cette
incertitude peut être interprétée indifféremment comme une erreur sur la valeur du champ lui-
même ou bien comme une erreur sur la position du point où l’on calcule ce champ.
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On estime l’influence de ces incertitudes pour la plupart des défauts géométriques envisagés
en utilisant les formules analytiques qui donnent les valeurs des harmoniques virtuels créés en
fonction du type de défaut ∆i envisagé et de la composante quadripolaire normale.

Nous avons appelé défauts géométriques de la sonde, cinq effets qui créent des harmoniques
virtuels. Du point de vue du calcul des erreurs, on peut classer ces types de défauts en trois
catégories distinctes selon la méthode de calcul utilisée:

• l’épaisseur des bobines.

• les défauts qui créent des oscillations P/I (bobines paires/impaires), i.e. le décalage trans-
verse, le décalage radial et certaines vibrations angulaires identifiées dans les données.

• les autres défauts qui ne créent pas d’oscillation P/I dans les données, tels que la flèche,
certaines vibrations angulaires non identifiées ainsi que l’incertitude sur la valeur du rayon
de la bobine.

On a vu au chapitre précédent que les harmoniques virtuels créés sont, en première ap-
proximation, des fonctions linéaires des défauts ∆i considérés et de l’harmonique principal (à
l’exception du cas de l’épaisseur), donc:

Hvirtn

B2
= f(∆i) =⇒ σHn

B2
' ∂f

∂∆i
σ∆i (5.6)

Les équations 5.3 donnent alors:

Hvirtn

B2
=

n

2

(
ro
R

)n−2

f(∆i) (5.7)

qui se simplifie en f(∆i) pour n = 2. De manière générale, on obtient:

σHn

B2
' n

2
∂

∂∆i

[(
ro
R

)n−2

f(∆i)

]
σ∆i (5.8)

où σHnest l’erreur sur l’harmonique Hn induite par une incertitude σ∆i sur le défaut géométrique
∆i. Autrement dit, si l’on veut déterminer l’erreur dûe à un défaut autre que l’incertitude sur
l’épaisseur des bobines, on peut écrire:

σHn

B2
' n

2

(
ro
R

)n−2 ∂f

∂∆i
σ∆i '

n

2

(
ro
R

)n−2 σHn

B2
(5.9)

Sur le champ local, en termes d’erreur relative à la composante quadripolaire, cela se traduit
par :

σh̄n(z)

b2(z = 0)
' n

2
∂

∂∆i

[(
ro
R

)n−2

f(∆i)

]
σ∆i (5.10)

De même que pour les intégrales de champ, pour une incertitude σ∆i autre que sur la valeur
de l’épaisseur des bobines, on peut écrire:

σh̄n(z,j)

b̄2(z, j)
' n

2

(
ro
R

)n−2 σHn(j)

B2(j)
(5.11)

Ce résultat permet de déterminer les contributions de chaque type de défaut à l’incertitude
sur le champ local ainsi que sur les harmoniques intégraux.
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5.2.2.1 L’épaisseur des bobines

Les flux du modèle filamentaire ont été calculés avec des bobines sans épaisseur. Nous
avons donc dû corriger nos mesures pour nous ramener à des bobines sans épaisseur. Or cette
correction a été faite analytiquement dans l’approximation d’un champ 2D. Dans la réalité, le
champ est 3D. Quelle erreur cette approximation a-t-elle induit? Contrairement aux autres types
de défauts, l’effet dû à l’épaisseur des bobines n’est pas proportionnel au terme quadripolaire
normal (cf chapitre 4). A partir du modèle de l’aimant, on peut estimer la différence entre une
correction d’épaisseur 2D et une correction 3D.

Ainsi, à partir de la représentation filamentaire de l’aimant, on a simulé deux types de flux
dont on a calculé les harmoniques:

• Flux à travers des bobines plates −→ harmoniques Hon(j)

• Flux à travers des bobines épaisses −→ harmoniques H3D
n (j)

On utilise le formalisme 2D pour corriger les H3D
n (j), ce qui donne les harmoniques H̃on(j)

(c’est ce type de correction que l’on applique aux harmoniques du flux mesuré dans le code
d’analyse).

L’écart relatif (H̃on(j) − Hon(j))/Hon(j) permet alors d’estimer l’erreur commise en corrigeant
les harmoniques à l’aide du formalisme 2D par comparaison à une correction 3D. Cette erreur
dépend de la position des bobines comme on le montre, pour Q1, dans le tableau 5.1.

bobine (B̃o2(j) − Bo2(j))
no (en T.mm2)
1 0.73
2 3.21
3 -2.82
4 -0.99
5 -0.12
6 -0.12
7 -0.97
8 -2.81
9 3.15
10 0.75

Tableau 5.1: Effet des corrections d’épaisseur obtenues en formalisme 2D pour l’harmonique
quadripolaire normal. A titre de référence, cet harmonique vaut 1.3×104T.mm2 pour une bobine
centrale (quadripôle Q1).

La plus grande erreur est faite pour les bobines 2 et 9.

• dans la région centrale de l’aimant, le champ est quasiment 2D, l’écart relatif précédent
est de l’ordre de 10−5. L’erreur associée sur le champ local est donc négligeable.

• Dans les bobines nos 2 et 9, cet écart relatif atteint des valeurs de l’ordre de 1.3×10−3

(pour Q1): dans ces régions, le champ est clairement 3D. Pour Q2, cet écart relatif est
plus faible puisque les bobines de la sonde no 2 sont moins épaisses que celle de la no 1 (
13.0 mm contre 23.4 mm).
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• L’erreur sur le terme quadripolaire est nulle en intégrale comme on pouvait s’y attendre.

Ainsi, pour Q1, le champ moyen dans les bobines 2 et 9 représente environ 20% de celui au
centre de l’aimant (1.25 T) ce qui donne:

σb2(z) = 1.3× 10−3 × 0.2× 1.25
= 3.25 G

σb2(z)

b2(z = 0)
= 2.6× 10−4

Pour Q2, le champ moyen dans les bobines 2 et 9 représente environ 17% de celui au centre
de l’aimant (1 T) ce qui donne en gardant le même facteur 1.3 × 10−3 (valeur maximisée pour
Q2):

σb2(z) = 1.3× 10−3 × 0.17× 1
= 2.21 G

σb2(z)

b2(z = 0)
= 2.21× 10−4

En revanche, en ce qui concerne l’intégrale de champ, cet effet s’annule exactement car le
champ en intégral possède les propriétés d’un champ purement 2D:

10∑
j=1

H̃on(j) − Hon(j)
Hon(j)

= 0 (5.12)

ce qui donne donc pour Q1 comme pour Q2/Q3:

σHn

B2
= 0 (5.13)

5.2.2.2 Défauts créant des oscillations P/I

On sait que les défauts ∆i qui créent de telles oscillations P/I ne modifient pas les intégrales
de champ. En effet, les harmoniques virtuels créés dans les flux mesurés par la bobine i sont
proportionnels au produit du terme quadripolaire normal et de l’amplitude du défaut considéré.
Or, cette amplitude est quasiment indépendante du numéro de bobine avec un changement de
signe entre les bobines paires et impaires, et le terme quadripolaire est très proche d’une fonction
paire de z. Donc, la contribution de ces types de défauts à l’incertitude sur les harmoniques
intégraux est négligeable.

En revanche, localement, on ne peut pas ignorer l’effet de ces oscillations qui créent un champ
alternativement trop grand ou trop faible. On peut montrer pour les différents types de défauts
envisagés que les seules incertitudes qu’il est nécessaire de prendre en compte sont les suivantes
(d’après les formules du chapitre 4):

• Décalage transversal δo:
σa2(z)

b2(z = 0)
≤ 2

R
σδo (5.14)

Les mesures au théodolite donnent σδo = 20µm, mais l’ajustement dans le code d’analyse
permet de réduire cette incertitude à 10µm. Ce calcul donne σa2(z)/b2(z = 0) égal à
1.43×10−4 pour Q1 et 0.71×10−4 pour Q2/Q3.
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• Décalage radial ∆R:
σb2(z)

b2(z = 0)
≤ 2

R
σ∆R (5.15)

où l’on a σ∆R = 20µm. On a alors respectivement pour Q1 et Q2/Q3, σa2(z)/b2(z = 0)
inférieur ou égal à 2.86×10−4 et 1.43×10−4.

• Vibration angulaire L1:

σb1(z)

b2(z = 0)
≤ 1

2
R

ro
σL1

σb3(z)

b2(z = 0)
≤ 3

2
ro
R
σL1 (5.16)

où l’on estime que les amplitudes des vibrations sont connues avec une précision de ±20%,
i.e. σL1 = 0.4× 10−4, en prenant L1 = 0.2 mrd pour toutes les mesures. Cela donne alors
une incertitude relative de 0.2×10−4 sur la composante dipolaire et et de 0.6×10−4 sur le
sextupôle.

5.2.2.3 Défauts ne créant pas d’oscillation P/I

Les défauts de ce genre ont non seulement une influence sur le champ local, mais aussi sur les
intégrales de champ. On peut cependant utiliser les mêmes formules d’erreurs que précédemment
en les appliquant aux différents cas suivants: la flèche de la sonde, les vibrations non identifiées
dans les données puisque ne créant pas d’oscillation P/I et les défauts de construction des sondes
qui génèrent une incertitude sur le rayon des bobines:

• Flèche de la sonde:
σB1(z)

B2(z = 0)
=

σB3(z)

B2(z = 0)
≤ 2

R
σDx

Pour Q1 et Q2/Q3, on a σDx = 10µm, alors:

σb1(z)

b2(z = 0)
≤ 1

2
R

ro

2
R
σDx

σb3(z)

b2(z = 0)
≤ 3

2
ro
R

2
R
σDx (5.17)

Pour Q1, cela donne respectivement pour le dipôle et le sextupôle, 0.66×10−4 et 2.3×10−4.
Pour Q2/Q3, on obtient une erreur moitié de la précédente.

• Vibrations angulaires: On suppose qu’il peut exister des vibrations quadripolaires L2 et
K2, non identifiées dans nos données. Nous estimons que leur amplitude est au maximum
égale à 30 % de celle de la vibration principale L1. C’est-à-dire: L2 = K2 = 0.6× 10−4rd
pour les trois quadripôles. Cela se traduit de la manière suivante en terme d’erreur sur le
champ local:

σa4(z)

b2(z = 0)
≤ 2

(
ro
R

)2

K2

σb4(z)

b2(z = 0)
≤ 2

(
ro
R

)2

L2
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Donc pour Q1 et Q2/Q3, l’incertitude sur les composantes octupolaires normales et skews
est ≤ 1.4× 10−4.

• Rayon externe des bobines: On estime l’incertitude sur le rayon externe à environ 10
µm. Cela donne une erreur sur le terme quadripolaire normal égale à:

σb2(z)

b2(z = 0)
≤ 2

R
σR (5.18)

Pour Q1, cela se traduit par une erreur σb2(z)/b2(z = 0) ≤ 1.4× 10−4 et une erreur moitié
moins grande pour Q2/Q3 puisque le rayon des bobines est double.

Les tableaux 5.2 et 5.3 résument l’ensemble des erreurs liées à la géométrie de la sonde de
mesure.

type de défaut source de incertitude sur incertitude sur le
géométrique l’incertitude les intégrales de champ local

liée à ce défaut champ normalisées normalisé au
au B2 intégral b2(z = 0)

épaisseur correction 2D 0 ≤ 2.6× 10−4

au lieu de 3D (sur b2)
rayon des bobines mesures de visées 1.4× 10−4 ≤ 1.4× 10−4

σR = 10µm (sur b2)
décalage code d’analyse ' 0 ≤ 1.43× 10−4

transversal σδ = 10µm (sur a2)
décalage radial mesures de visée ' 0 ≤ 2.8× 10−4

σ∆R = 20µm (sur b2)
flèche mesure de visée < 2.3× 10−4 ≤ 2.3× 10−4

f = [0− 30] µm (sur B3 et B1) (sur b3 et b1)
vibr. angul. ajustement ' 0 ≤ 0.6× 10−4

identifiées σL1 = 0.04 mr (sur b1 et b3)
vibr. angul. non identifiées ' 1.4× 10−4 ≤ 1.4× 10−4

non identifiées L2 = 0.06 mr (sur A4,B4) (sur a4, b4)
somme quadratique ≤ 3.0× 10−4 ≤ 5.0× 10−4

Tableau 5.2: Estimation des erreurs liées à la géométrie de la sonde, sur les harmoniques de
Q1.

5.2.3 Détermination des erreurs associées aux variations de température et
d’hygrométrie

- Les dimensions des bobines ont été mesurées à Saclay à une température de l’ordre de
293 K (20oC). Les mesures de champ dans le hall expérimental de TJNAF se sont déroulées à
une température dépassant la précédente de 5 K au maximum. Cela induit une dilatation du
mandrin en verre époxy des bobines. Cet effet reste cependant faible vu le coefficient de dilatation
thermique du verre époxy: 10−5 K−1 [36], [37]. Cela induit ainsi les variations maximales
suivantes sur les rayons des bobines:
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type de défaut source de incertitude sur incertitude sur le
géométrique l’incertitude les intégrales de champ local

liée à ce défaut champ normalisées normalisé au
au B2 intégral b2(z = 0)

épaisseur correction 2D 0 ≤ 2.2× 10−4

au lieu de 3D (sur b2)
rayon des bobines mesures de visées 0.71× 10−4 ≤ 0.71× 10−4

σR = 10µm (sur b2)
décalage code d’analyse ' 0 ≤ 0.71× 10−4

transversal σδ = 10µm (sur a2)
décalage radial mesures de visée ' 0 ≤ 1.43× 10−4

σ∆R = 20µm (sur b2)
flèche mesure de visée < 1.2× 10−4 ≤ 1.2× 10−4

f = [0− 30] µm (sur B3 et B1) (sur b3 et b1)
vibr. angul. ajustement ' 0 ≤ 0.6× 10−4

identifiées σL1 = 0.04 mr (sur b1 et b3)
vibr. angul. non identifiées ' 1.4× 10−4 ≤ 1.4× 10−4

non identifiées L2 = 0.06 mr (sur A4,B4) (sur a4, b4)
somme quadratique ≤ 2.0× 10−4 ≤ 3.4× 10−4

Tableau 5.3: Estimation des erreurs liées à la géométrie de la sonde, sur les harmoniques de
Q2.

• Pour Q1: R = 140 mm devient R′ = 140.007mm.

• Pour Q2: R = 280 mm devient R′ = 280.014mm.

En terme d’intégrale de champ, il en résulte une erreur relative ≤ 10−4 sur la composante
quadripolaire normale. Il en est de même en ce qui concerne le champ local. De plus, ces valeurs
sont identiques d’une sonde à l’autre.

- La résistance des bobines varie également en fonction de la température. Pour la sonde
no 1, nous ne disposons pas de valeurs mesurées à TJNAF, mais seulement de celles mesurées
au cours de tests effectués à Saclay. On peut cependant estimer la variation de ces résistances
dûes au changement de température (+5 K) entre Saclay et TJNAF connaissant le coefficient de
résistivité thermique du fil de cuivre-béryllium qui a été déterminé à Saclay lors de la construction
de la sonde [35]: ρ = 1.31× 10−3 K−1. Cela va donc modifier les coefficients C.I. de correction
d’impédance (cf §4.3.1 du chapitre 4), mais cet effet reste très limité:

• Pour une bobine de mesure: |∆(C.I.)|/(C.I.) = 2.38×10−6 d’où une incertitude négligeable
sur le champ local ou intégral de 2.38× 10−6.

• Pour la bobine de référence |∆(C.I.)|/(C.I.) = 10−5 qui entrâıne une incertitude de 10−5

sur le champ.

Donc, cet effet est négligeable sur la sonde no 1, à l’exception de la bobine no 6 qui sert de
référence. Pour la sonde de Q2/Q3, nous disposons des mesures de résistance faites à TJNAF
et ce problème ne se pose donc pas.
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En ce qui concerne les variations d’hygrométrie, bien qu’elles puissent être importantes même
sur une période d’un jour (un taux d’humidité variant de 50 à plus de 100%) elles ont une
influence négligeable sur les dimensions des bobines de mesure: le verre époxy a en effet un
coefficient d’absorption d’humidité très faible [37].

5.2.4 Alimentation en courant des aimants

L’alimentation de Q1 a une très grande stabilité, de l’ordre de σI/Imax = 10−5, celle de
Q2/Q3 est quant à elle de σI/Imax = 10−4. On vérifie d’ailleurs cela dans nos données en
comparant les 20 mesures successives de la bobine de référence, au cours d’une séquence complète
d’acquisitions avec les 10 bobines: la distribution des valeurs de B2 sur ces 20 mesures possède
un écart-type σB2/B2 ' σI/Imax. Les fluctuations σI sont observées sur une base de temps égale
à 1

20 de la durée d’une séquence complète, soit '1 minute.
Pour Q2/Q3, c’est ce paramètre qui domine l’erreur statistique de la mesure comme on le

montre dans le paragraphe suivant.

5.2.5 Détermination de l’erreur statistique sur la mesure

Dans le but d’évaluer l’erreur statistique sur la détermination des harmoniques intégrés du
champ dans l’aimant Q2, nous utilisons une série de sept séquences complètes de mesure à un
même courant dans l’aimant. Le courant moyen au cours de ces mesures est de 1598.69A, avec
un écart type de 0.13A. Ces valeurs sont compatibles avec la stabilité de l’alimentation de
Q2 (σI/Imax = 10−4) au courant maximum. En utilisant ces sept fichiers de données nous
pouvons calculer l’erreur statistique σn sur l’harmonique intégral Hn d’ordre n (où H représente
un harmonique normal B ou skew A), elle est donnée par la formule suivante:

σn =

√√√√1
6

7∑
i=1

(
Hn(i)− H̄n

)2 (5.19)

où H̄n est la valeur moyenne, sur notre échantillon de mesures, de l’harmonique intégral
considéré.

Les résultats, normalisés au courant nominal de Q2 (1850 A), sont résumés dans le tableau
5.4 pour les principaux harmoniques intégraux normaux et skews, à savoir les termes dipolaires,
quadripolaires, sextupolaires et dodécapolaires.

Ces sept séquences de mesure sont intéressantes car elles testent la reproductibilité des
mesures QMM; autrement dit, la dispersion des résultats d’une séquence à l’autre traduit la
totalité des erreurs d’origine aléatoire liées à la mesure.

Il faut noter que la lecture du courant (I1, . . . , I7) associé à chaque séquence est faite au début
du tour harmonique, celui mesurant la bobine no 1. Cependant, durant une séquence complète,
la fluctuation du courant est comparable à la dispersion des valeurs I1, . . . , I7. Cela n’aurait
donc pas de sens de normaliser ces 7 séquences entre elles à un courant unique par exemple
I1. Par contre, pour des commodités de présentation, les résultats ont tous été normalisés au
courant de référence Iref = 1850 A (en multipliant chacune des mesures de la séquence no j par
Iref/Ij).

De σB2/B̄2 = 0.71 × 10−4, on tire que l’incertitude sur la mesure est presque entièrement
dominée par la stabilité de l’alimentation de l’aimant. Ceci permet de déterminer l’incertitude
statistique sur les harmoniques intégrés quel que soit le courant I par une simple règle de trois:
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Ordre σBn

σBn

B̄2
σAn

σAn

B̄2

de (T.mm) (T.mm)
l’harmonique

1 0.107E-01 0.589E-05 0.791E-02 0.436E-05
2 0.129E+00 0.713E-04 0.579E-05 0.319E-08
3 0.211E+00 0.116E-03 0.437E-02 0.241E-05
6 0.318E-01 0.175E-04 0.114E-01 0.630E-05

Tableau 5.4: Erreurs absolues sur la détermination des harmoniques intégraux du champ de
Q2 normalisées au courant nominal de 1850 A. Les erreurs relatives par rapport au terme
harmonique principal (le quadripôle normal) moyenné sur les 7 mesures B̄2 sont également
présentées.

σn(I) = σn(Iref ) ×
I

Iref
(5.20)

5.2.6 Détermination des erreurs associées à la méthode de calcul du champ
résiduel

La méthode que l’on utilise pour calculer le champ résiduel en tout point (x, y, z) à partir
des flux résiduels (cf chapitre 6), contribue elle aussi aux erreurs sur le champ local. En effet, il
faut considérer les trois facteurs suivants:

• Le choix d’une forme paramétrique pour le champ résiduel.

• La troncature sur l’indice de Fourier: nmax = 18. Les harmoniques de rang supérieur
représentent moins de 10−5 du champ quadripolaire normal.

• La troncature sur l’indice secondaire mmax en fonction de l’ordre de l’harmonique. On
estime l’erreur ainsi induite sur le champ local à environ 1 Gauss. Pour comparaison, on
peut rappeler (cf les simulations décrites au chapitre 2), qu’avec mmax = 0, on était en
mesure de reconstituer le champ résiduel avec une erreur de l’ordre de 5 Gauss.

En conclusion, on estime que l’erreur sur le champ local dûe à la méthode de calcul est de 1
à 2 Gauss.

5.2.7 Résumé de l’ensemble du calcul des erreurs

Les tableaux 5.5 et 5.6 résument l’ensemble du calcul des erreurs sur le champ local et
les intégrales de champ. Nous avons sommé quadratiquement toutes les sources d’erreurs
(systématiques et statistiques) en première approximation. Nous avons également indiqué les
erreurs de report des marques d’alignement (cf fin de ce chapitre) qui se traduisent directement
en incertitude de positionnement des cartes de champ dans l’espace. Elles comprennent:

• les erreurs sur le report de l’axe magnétique des quadripôles: σx = σy = 100µm quel que
soit le quadripôle considéré.
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• l’erreur sur l’angle de roulis ou de phase du quadripôle, c’est-à-dire sur la détermination
de l’inclinaison des plans de symétrie par rapport à la gravité: σθ=0 = 4 × 10−3 degrés
pour Q1, σθ=0 = 3.25× 10−2 degrés pour Q2 et enfin, σθ=0 = 2.25× 10−2 degrés pour Q3
(cf §4.3.4 du chapitre 4).

Notre erreur de mesure est dominée par les incertitudes sur la géométrie de la sonde. Il était
donc crucial, à la fabrication des sondes, de contrôler leurs dimensions et leur positionnement
aussi précisément que possible.

Source d’erreur incertitude incertitude
de type de type
σHn/B2 σhn/b2(z = 0)
(intégral) (local)

Châıne d’électronique 1.1× 10−4 1.1× 10−4

Géométrie de la sonde 3.0× 10−4 5.0× 10−4

Température 1.2× 10−4 1.2× 10−4

Alimentation en courant 1.0× 10−5 1.0× 10−5

Calcul du champ résiduel 0 1.0× 10−4

Somme quadratique 3.5× 10−4 5.4× 10−4

Report des marques σx = σy ≤ 0.1 mm
d’alignement σθ=0 = 4× 10−3degrés

Tableau 5.5: Bilan des erreurs sur les harmoniques intégraux et sur le champ local de Q1.

Source d’erreur incertitude incertitude
de type de type
σHn/B2 σhn/b2(z = 0)
(intégral) (local)

Châıne d’électronique 1.1× 10−4 1.1× 10−4

Géométrie de la sonde 2.0× 10−4 3.5× 10−4

Température 1.2× 10−4 1.2× 10−4

Alimentation en courant 1.0× 10−4 1.0× 10−4

Calcul du champ résiduel 0 1.0× 10−4

Somme quadratique 2.8× 10−4 4.1× 10−4

Report des marques σx = σy ≤ 0.1 mm
d’alignement: Q2 (Q3) σθ=0 = 3.25(2.25)× 10−3degrés

Tableau 5.6: Bilan des erreurs sur les harmoniques intégraux et sur le champ local de Q2/Q3.
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5.3 Résultats intégraux

Une des caractéristiques essentielles des aimants est leur longueur magnétique effective Le
utilisée dans de nombreux codes de simulation de transport de particules comme TRANSPORT.
Cette longueur est définie sur la figure 5.2. Elle correspond à la largeur d’une fonction porte
(ΠLe(z)) dont l’intégrale est la même que celle du champ et dont l’amplitude est égale à la valeur
du terme quadripolaire normal du champ au centre de l’aimant et au rayon de référence:

ΠLe(z) =

{
bmax2 = b2(0) si |z| ≤ Le

2
0 ailleurs∫ +∞

−∞
ΠLe(z)dz = Le × bmax2 =

∫ +∞

−∞
b2(z)dz

Figure 5.2: Définition de la longueur magnétique effective Le d’un quadripôle.

Dans notre cas, nous définissons cette longueur effective de la manière suivante à partir des
harmoniques pris au rayon de référence ro:

Le =
∫+800
−800 b2(z) dz
b̄2(5, 6)

=
B2

b̄2(5, 6)
(5.21)

où b̄2(5, 6) = [B2(5) + B2(6)] /(2× Lz) et où Lz est la longueur d’une bobine (160 mm pour
Q1 et 320 mm pour Q2/Q3). Ce terme b̄2(5, 6) représente donc le champ quadripolaire moyen au
rayon de référence ro et dans la région des bobines nos 5 et 6, c’est-à-dire au centre de l’aimant.

On définit également le gradient G au centre du quadripôle par:

G =
b̄2(5, 6)
ro

(5.22)

Le tableau 5.7 résume ces caractéristiques pour chacun des trois quadripôles du bras Electron.
Pour Q3, les valeurs données correspondent à la position de la sonde no 2 entre -1580 et +1620
mm par rapport au centre de Q3. Le tableau 5.8 donne le gradient et la longueur magnétique
de Q1 et de Q2/Q3 déterminées à partir du modèle filamentaire de chaque aimant.

On constate que les gradients obtenus à partir de la mesure sont très proches de ceux simulés.
Ces valeurs sont calculées au centre de l’aimant, là où le modèle est proche de la réalité. En
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revanche, les longueurs magnétiques mesurées sont toujours supérieures à celles simulées. Leur
détermination fait intervenir le champ de fuite des aimants qui est mal reproduit dans le modèle.
En effet, l’approximation du miroir 3D pour représenter le fer n’est pas précise en dehors de
l’aimant: le champ de fuite du fer modèle décrôit plus vite que celui du fer réel.

Type ro Gradient Longueur Magnétique
d’aimant (mm) (T.m−1) (mm)

Q1 150 8.334 ± 0.005 941.3 ± 0.3
Q2 300 3.313 ± 0.001 1826.6 ± 0.5
Q3 300 3.313 ± 0.001 1826.8 ± 0.5

Tableau 5.7: Mesures: Gradients et longueurs magnétiques effectives des trois quadripôles
du bras Electron des H.R.S., au rayon de référence ro et au courant nominal de chaque aimant
(3250 A pour Q1 et 1850 pour Q2/Q3).

Type ro Gradient Longueur Magnétique
d’aimant (mm) (T.m−1) (mm)

Q1 150 8.356 924.1
Q2/Q3 300 3.308 1808

Tableau 5.8: Modèle filamentaire des aimants: Gradients et longueurs magnétiques ef-
fectives des trois quadripôles, au rayon de référence ro et au courant nominal de chaque aimant
(3250 A pour Q1 et 1850 pour Q2/Q3). Ces valeurs ont été déterminées à partir de flux simulés
dans chacun des aimants.

5.3.1 Résultats des intégrales de champ

On a déterminé pour les trois quadripôles, l’ensemble des harmoniques intégraux du champ
jusqu’à l’ordre nmax = 18. Les résultats sont présentés dans les tableaux 5.9 (Q1), 5.10 (Q2) et
5.11 (Q3) pour des flux corrigés de l’effet dû aux chanfreins des bobines.

On remarque dans ces tableaux, la décroissance de la série quadripolaire (n=2+2p), les autres
termes restent faibles. Pour Q2 et Q3, les multipôles de la série principale sont en bon accord.
Il en est de même que l’ensemble des autres composantes harmoniques. Les valeurs des tableaux
5.10 et 5.10 montrent donc une bonne similitude entre les quadripôles Q2 et Q3.

Q1 possède un dodécapôle normal deux ordres de grandeur plus faible par que ceux de Q2
et Q3. Cela est dû à la géométrie du bobinage d’excitation de chaque aimant. Dans le cas de
Q1, contrairement à celui de Q2/Q3, la géométrie des têtes des quatre pôles de l’aimant a été
optimisée pour minimiser la composante normale d’ordre n = 6 [13].

La figure 5.3 montre quant à elle la répartition de l’ensemble des multipôles normaux et
skews pour Q1 du spectromètre électron. De même, sur les figures 5.4 et 5.5, on présente
respectivement les harmoniques des quadripôles Q2 et Q3.
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Harmoniques intégraux pour Q1
Série quadripolaire Non quadripolaire
B2 = 1182.64 T.mm B3 = −5.50× 10−4 de B2

B6 = −1.20× 10−4 de B2 A3 = +0.90× 10−4 de B2

B10 = +2.70× 10−4 de B2 B4 = +0.29× 10−4 de B2

B14 = +0.21× 10−4 de B2 A4 = +2.60× 10−4 de B2

B18 = +0.02× 10−4 de B2 B5 = −0.78× 10−4 de B2

A5 = +0.86× 10−4 de B2

Tableau 5.9: Harmoniques intégraux de Q1 après prise en compte des chanfreins.

Harmoniques intégraux pour Q2
Série quadripolaire Non quadripolaire
B2 = 1815.6 T.mm B3 = +2.74× 10−4 de B2

B6 = −1.34× 10−2 de B2 A3 = −6.19× 10−4 de B2

B10 = −1.96× 10−3 de B2 B4 = +6.50× 10−6 de B2

B14 = −5.81× 10−4 de B2 A4 = −1.74× 10−4 de B2

B18 = 1.39× 10−5 de B2 B5 = −2.37× 10−5 de B2

A5 = +1.84× 10−4 de B2

Tableau 5.10: Harmoniques intégraux de Q2 après prise en compte des chanfreins.

Harmoniques intégraux pour Q3
Série quadripolaire Non quadripolaire
B2 = 1815.96 T.mm B3 = +5.02× 10−4 de B2

B6 = −1.37× 10−2 de B2 A3 = −3.87× 10−4 de B2

B10 = −2.13× 10−3 de B2 B4 = +1.20× 10−5 de B2

B14 = −5.33× 10−4 de B2 A4 = +1.29× 10−4 de B2

B18 = −1.78× 10−5 de B2 B5 = +2.28× 10−4 de B2

A5 = −4.40× 10−5 de B2

Tableau 5.11: Harmoniques intégraux de Q3 après prise en compte des chanfreins.

5.3.2 Homogénéité du champ

Dans un quadripôle, on définit l’homogénéité du champ comme l’écart relatif du champ à
un quadripôle pur: cet écart est dû à l’ensemble des multipôles bn et an pour n 6= 2. Plus ces
composantes harmoniques sont faibles, plus le champ du quadripôle est homogène. On représente
cette homogénéité par les courbes d’isovaleurs de ∆B dans le plan (r−θ) couvrant l’espace utile
de l’aimant:
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Figure 5.3: Composantes normales et skews des harmoniques intégraux les plus importants
pour Q1. Le cercle représente la limite donnée dans les spécifications de TJNAF (10−3 du
terme quadripolaire normal).

∆B
B2

=
18∑

n = 1
n 6= 2

(
r
ro

)n−2
[Bn cos(nθ) + An sin(nθ)]

B2
(5.23)

Pour Q1, on montre cette courbe sur la figure 5.6 où il apparâıt que c’est le terme B3

qui domine cet écart relatif. Ce terme peut être expliqué par le décentrement δ de la culasse
magnétique (retour de champ) par rapport au bobinage [33]. Un tel décentrement provoque
l’apparition d’un terme sextupolaire, suivant la relation:

B3 = δB2
3roa4

b6
(5.24)

d’où:

δ =
b6

3roa4

B3

B2
(5.25)

où a et b sont respectivement le rayon du bobinage de l’aimant (215.6 mm) et le rayon interne
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Figure 5.4: Quadripôle Q2. A gauche: Composantes normales et skews des harmoniques
intégraux. A droite: vue élargie de la région centrale.

Figure 5.5: Quadripôle Q3. A gauche: Composantes normales et skews des harmoniques
intégraux. A droite: vue élargie de la région centrale.

de la culasse magnétique (305 mm). Le B3 observé, si l’on fait l’hypothèse qu’il est entièrement
dû à cet effet, conduit à un décentrement δ = 455µm.
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Figure 5.6: Homogénéité du champ.

Pour Q1, les spécifications de TJNAF étaient d’obtenir une homogénéité du champ meilleure
que 10−3 dans l’ouverture utile de l’aimant c’est-à-dire jusqu’au rayon de 150 mm (cf figure 5.3:
les spécifications ont été respectées):

∆B
B2
≤ 10−3 (5.26)

Tous les harmoniques présentés sur la figure 5.3 sont en accord, à environ 10−4 près du
quadripôle normal, avec les prédictions du modèle filamentaire, à l’exception du terme n = 3.
Ce terme était prévu à 10−4 relativement au B2 par le modèle. Sa valeur est gouvernée par la
qualité du centrage du circuit magnétique par rapport au fer, cela explique le désaccord entre
la mesure et la prédiction.

Pour Q2 et Q3, il n’y a pas de spécifications requises dans la mesure où ces deux aimants
possèdent, en principe, des bobines correctrices qui permettent d’ajuster indépendemment cer-
tains multipôles.
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Figure 5.7: Valeur relative des principaux harmoniques. Sur ces graphiques, Hn =
(r/ro)(n−1)(Bn cos(nθ) + An sin(nθ)) par rapport au terme B2 pour n = 1, 3, 4 et 6 pour Q1.

5.3.3 Comparaison des résultats à la mesure intégrale

De manière générale, sur les principaux harmoniques, l’accord entre les mesures de la sonde
intégrale du STCM et celles de la sonde multibobines de QMM est assez bon pour les petits
harmoniques: mieux que 0.1 T.mm, i.e. de l’ordre de 10−4 relativement au B2.

En revanche, pour le terme quadripolaire normal, après correction de l’effet des chanfreins
et des effets de calibration de l’électronique, on obtient des écarts relatifs de l’ordre de 1.5 pour
mille (cf tableau 5.12).

Les valeurs du B2 QMM et STCM restent cependant tout à fait compatibles compte tenu de
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Q1 no 1 Q1 no 2
QMM 1182.64± 0.59T.mm 1181.85± 0.59T.mm
STCM 1180.7± 1.18T.mm 1180.5± 1.18T.mm

Tableau 5.12: Comparaison des termes quadripolaires intégraux (entre -800 et +800 mm)
normaux des deux quadripôles Q1 obtenus par la sonde intégrale du STCM à ceux mesurés par
la sonde QMM à un courant de 3250 A.

leurs marges d’erreur.

5.4 Cycles d’excitation des quadripôles

La plupart des données que nous avons acquises l’ont été en vue, entre autre, d’obtenir
un cycle d’excitation de chacun des quadripôles ayant pour amplitude le courant maximum
accessible au moment de la cartographie. Le but de ces mesures de cycle est triple:

• Connâıtre les propriétés magnétiques de l’aimant: hystérésis, linéarité et reproductibilité.

• Tester la procédure de cyclage des aimants pour une utilisation future des HRS à grande
reproductibilité (' 10−4 sur B(I)).

• Fabriquer des cartes de champ tridimensionnelles tenant compte d’éventuelles linéarités et
de l’hystérésis.

A partir de ces cycles, on détermine la linéarité du champ ainsi que sa reproductibilité en
fonction du courant dans l’aimant, c’est-à-dire la précision avec laquelle on est capable d’établir
une distribution de champ donnée.

Dans cette section, on ne travaille pas directement, sur les composantes an et bn du champ
elles-mêmes, mais sur leur intégrale le long de la sonde de mesure, An et Bn (cf §5.1). En fait la
discussion se limitera même au terme harmonique dominant: le quadripôle normal intégral à
un courant I donné B2(I) (en T.mm). La formule (5.3) montre qu’il est relié à la composante
harmonique B2 du flux intégrée sur les dix bobines de rayon R, par l’équation suivante:

B2 =
R

2
R

ro
B2 (5.27)

On donne dans le tableau 5.13 les valeurs typiques des quadripôles intégrés pour le champ
mesuré ainsi que pour le modèle.

Avant d’effectuer une mesure d’hystérésis de ces aimants, nous effectuons un premier cyclage
qui permet de “laver” l’aimant, c’est-à-dire d’effacer son histoire passée. Pour ce faire, On
se place au courant maximal +Imax, on diminue le courant jusqu’à −Imax et on le remonte
jusqu’à +Imax (la description exacte des courants utilisés se trouve dans la référence [28]). Alors
seulement on effectue les mesures le long du cycle d’excitation.

La figure 5.8 montre la forme générale d’un tel cycle. C’est une courbe orientée (cf les flèches
sur les graphes) dans ce sens qu’elle a un point de départ au temps t = 0 et l’on se déplace
dessus en fonction du courant dont la valeur varie dans le temps. On définit sur un tel cycle
deux types de branches:
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Type Courant B2 =
∫
Lsonde

b2 dl
de de l’aimant (T.mm)

Quadripôle (A) Mesure Modèle
Q1 3250 1179.6 1162
Q2 1850 -1815.1 -1799
Q3 1600 -1569.6 -1556

Tableau 5.13: Intégrales de champ du terme quadripolaire sur la longueur de la sonde de
mesure et au rayon de référence (ces données sont obtenues à partir de bobines chanfreinées).
Les courants correspondent aux valeurs maximales utilisées lors de nos mesures de cyclage.

Figure 5.8: A gauche: Schéma d’un cycle d’excitation pour la mesure et pour le modèle.
Ce dernier n’a pas d’hystérésis, son cycle est une droite. A droite: Différence entre le cycle
mesuré et celui du modèle.

• les branches montantes pour lesquelles le courant varie de 0 à +Imax ou de 0 à −Imax.
Elles présentent des parties linéaires aux bas courants et un effet de saturation, i.e. une
perte de linéarité aux forts courants. Sur les figures, on les représente par des traits pleins.

• les branches descendantes pour lesquelles le courant varie de ±Imax vers 0. Elles sont
moins linéaires que les précédentes. C’est pourquoi il est préférable, pour obtenir un champ
d’excitation donné de se placer sur les branches montantes. On les représente en traits
tiretés sur les graphiques.

Au courant I = 0 A, le champ d’induction magnétique n’est pas nul: il dépend de l’histoire
de l’aimant et correspond à la somme d’un champ rémanent et d’un champ persistant:

• Le champ rémanent est entièrement dû au fer du retour de champ dont les défauts de
structure cristallographique engendrent un phénomène d’hystérésis. Ce champ est perma-
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nent, il reste le même tant que l’aimant ne subit aucun changement extérieur (courant
d’excitation ou chauffage du fer).

• Le champ persistant, quant à lui, est spécifique aux aimants supraconducteurs dont
le champ est dominé par la distribution de courant. Les quadripôles des H.R.S.
présentent ce défaut, mais le dipôle, lui, n’en est presque pas affecté. Ce champ trouve
son origine dans des boucles de courant entièrement situées à l’intérieur des filaments
supraconducteurs. Leur décroissance est logarithmique, avec des temps caractéristiques
trop grands pour que nous puissions les mesurer lors des campagnes de mesures (1 à 2%
par mois). Ils s’annulent chaque fois la température du conducteur remonte au-dessus de
sa valeur critique.

Figure 5.9: Cycles d’excitation du B2 intégral pour les 3 aimants.
1ère ligne: Bint

2 mesuré (T.mm) en fonction du courant.
2ème ligne: y = Bint

2 (mesuré) −Bint
2 (modèle).

3ème ligne: yα = Bint
2 (mesuré) −Bint

2 (modèle) ×(1 + α).
La partie linéaire des cycles est tracée en pointillés.

Contrairement aux représentations habituelles des cycles où l’on trace l’amplitude du champ
d’induction magnétique ( ~B) en fonction de celle du champ magnétique ( ~H(I)), nous traçons
le terme quadripolaire intégral Bmesure2 directement en fonction du courant d’excitation de
l’aimant. Ainsi, sur la première ligne de la figure 5.9, on montre les cycles mesurés pour les
trois quadripôles. Cependant, comme l’hystérésis de ces aimants est faible, cette représentation
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ne permet pas de séparer les branches montantes et descendantes. C’est pourquoi on utilise
plutôt une variable différentielle y(I) calculée à partir de notre modèle:

y(I) = Bmesure2 (I) − Bmodele2 (I) (5.28)

Comme le cycle du modèle est une simple droite (absence d’hystérésis) qui a une pente
différente de l’inclinaison générale du cycle mesuré, la courbe de y(I) présente une surface non
nulle comme on peut le voir sur la seconde ligne de la figure 5.9. Sur ces graphiques, on peut
distinguer les parties linéaires des parties où la saturation apparâıt, mais pour encore mieux
visualiser cet effet, il est intéressant de choisir une autre variable différentielle:

yα(I) = Bmesure2 − Bmodele2 × (1.+ α) (5.29)

où α est un coefficient qui permet de ramener les points correspondant aux courants extré-
maux à zéro. On peut effectuer une telle opération car les cycles sont bien symétriques par
rapport à I = 0 A. Pour Q1 on prend α = 1.463× 10−2 et pour Q2/Q3, α = 0.837× 10−2. Ces
coefficients représentent en fait l’écart relatif entre la mesure et le modèle au courant maximum;
il est de l’ordre du pourcent. Les graphiques de la troisième ligne de la figure 5.9 montrent les
cycles obtenus pour cette nouvelle variable différentielle, ils font clairement ressortir l’effet de
perte de linéarité aux forts courants.

C’est à partir de cette dernière représentation que l’on détermine l’ensemble des principaux
résultats:

1. Le champ à courant nul.

2. La saturation du champ aux forts courants.

3. La reproductibilité du champ.

5.4.1 Champ à courant nul

A courant nul, l’harmonique intégral du terme quadripolaire normal du champ d’induction
magnétique vaut:

• (0.35 T.mm / 1178 T.mm) = 3.0× 10−4 pour Q1.

• (1.65 T.mm / 1813 T.mm) = 9.1× 10−4 pour Q2.

• (1.40 T.mm / 1570 T.mm) = 8.9× 10−4 pour Q3.

On constate que relativement à Bmesure2 (Imax), le champ à courant nul est environ trois fois
plus important dans Q2/Q3 que dans Q1. Cela peut être dû à une meilleure qualité du fer qui
constitue le retour de champ et à une hystérésis plus faible.

5.4.2 Saturation du champ

Aux faibles courants, le champ est linéaire (B = a × I + b). Cela n’est plus vrai aux forts
courants où apparâıt un effet de saturation du fer: défini comme la différence entre la valeur de
Bmesure2 (I) − Bmodele2 (I) au courant I et la valeur extrapolée à partir de la section linéaire du
cycle.

Pour quantifier cet effet à un courant donné, on ajuste une droite par régression linéaire à
la partie basse des branches montantes.
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En ce qui concerne Q1, nous n’avons pas assez de données QMM à notre disposition entre 0
et 1000 Ampères pour cerner la partie linéaire de la courbe; nos données indiquant que le point
à I = 1000 A présente déjà une saturation. On utilise alors les données indépendantes prises
avec une sonde de Hall [31]. Ces mesures indiquent que le champ de Q1 est linéaire jusqu’à
600 Ampères environ avec une saturation relative de 10−3 à 1000 A. On peut ainsi contraindre
l’ajustement linéaire de yα pour un courant variant de 0 à 1000 A (cf figure 5.10).

Pour Q2, nos données montrent une bonne linéarité jusqu’à ∼ 1200 A . En utilisant nos
points aux courants de 0, 400, 800 et 1200 A, il vient:

y↗α (I) = (−1.78± 0.14) − (1.39± 0.18)× 10−3 × I pour I < 0
y↗α (I) = (1.78± 0.14) − (1.41± 0.18)× 10−3 × I pour I > 0

ce qui montre la très bonne symétrie entre les deux branches montantes.
Quant à Q3, de même que pour Q2, nos données montrent une très faible saturation jusqu’à

1200 A. Le cycle de Q3 était asymétrique par erreur de manipulation; d’autre part, notre lecture
du courant était moins fiable que celle de Q2, on présentera donc dans la suite de ce chapitre,
des résultats communs à Q2 et Q3 bien que déterminés à partir des mesures effectuées sur Q2.

L’ensemble de ces résultats est présenté pour Q1 et Q2/Q3 sur les figures 5.10 et 5.11
respectivement ainsi que sur la figure 5.12.

5.4.3 Reproductibilité du champ

Lors de l’utilisation de ces aimants au cours des expériences de physique hadronique, il est
important de bien connâıtre le champ et de pouvoir reproduire un réglage cinématique donné
chaque fois que l’on met le même courant d’excitation. Cela signifie que le champ doit avoir une
bonne reproductibilité.

Actuellement, aucun cyclage n’est fait sur ces aimants avant leur utilisation; cela implique
que pour une valeur donnée du courant I, le champ se trouve n’importe où entre la branche
montante et la branche descendante du cycle d’excitation que nous avons mesuré. En effet, les
cycles que nous avons obtenus correspondent aux courants maxima d’utilisation des quadripôles.
Ainsi, l’erreur relative maximale de reproductibilité ∆B2(I)/Bmesure2 (I) sur le champ au courant
I est donnée par:

∆B2(I) =

∣∣∣∣∣y↘α (I) − y↗α (I)
Bmesure2 (I)

∣∣∣∣∣ (5.30)

Les valeurs obtenues à partir de ces données de cyclages sont présentées pour Q1 et Q2/Q3
sur les figures 5.10 et 5.11 respectivement ainsi que sur la figure 5.12.

On résume finalement dans le tableau 5.14 les caractéristiques des trois quadripôles du bras
Electron, en ce qui concerne la linéarité de leur champ ainsi que sa reproductibilité. On constate
que:

• le champ de Q1 a une plus grande reproductibilité que Q2/Q3.

• la linéarité du champ de Q2/Q3 est meilleure que celle de Q1, probablement à cause du
champ plus élevé de Q1 (1.25 T au centre, contre 0.99 T pour Q2/Q3).
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Figure 5.10: Cycle d’excitation schématique montrant l’hystérésis de Q1 avec résultats de
linéarité et de reproductibilité du champ (tous les nombres sont en T.mm).

Si l’on souhaite une reproductibilité sur le champ meilleure que 1.8×10−3 pour Q1 et
7.6×10−3 pour Q2/Q3, il est donc nécessaire de cycler les aimants (= un cycle de “lavage”
et l’utilisation de la branche montante).

Po Courant Non-linéarité Erreur relative
(GeV.c−1) (A) relative de reproductibilité

1. Q1: 750. < 10−3 1.8× 10−3

Q2/Q3: 400. négligeable 7.× 10−3

2. Q1: 1500. 2.× 10−3 10−3

Q2/Q3: 800. négligeable 2.5× 10−3

3. Q1: 2250. 3.× 10−3 0.5× 10−3

Q2/Q3: 1200. négligeable 1.5× 10−3

4. Q1: 3000. 4.× 10−3 0.2× 10−3

Q2/Q3: 1600. négligeable 0.5× 10−3

Tableau 5.14: Principaux résultats de linéarité et de reproductibilité du champ pour différents
réglages de la trajectoire centrale des H.R.S..
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Figure 5.11: Même chose que la figure 5.10 mais pour Q2.

5.5 Réalisation des marques d’alignement des quadripôles

Après le centrage de la sonde, au début des prises de données, l’axe O′zM de rotation est
aligné sur l’axe magnétique OzA du quadripôle mesuré. Pour situer cet axe par rapport aux
structures visibles de l’aimant nous utilisons un théodolite (du type Zeiss ETh2). D’une part, cela
permet de repérer la position de l’axe en utilisant la méthode que nous avons appelé méthode
du miroir tournant qui est décrite dans cette section et d’autre part, de reporter cette position
en gravant des mires de référence (ou marques fiducielles) sur la face d’entrée et/ou de sortie du
quadripôle. Ce sont ces mires qui furent utilisées pour l’alignement des quadripôles relativement
au dipôle.

5.5.1 La méthode du miroir tournant

Cette méthode permet de déterminer la position d’un axe de rotation. Elle est basée sur
le principe de l’autocollimation et de la visée directe d’une mire collée sur un miroir plan.
C’est ce même miroir qui sert aussi pour l’autocollimation. Le principe des différents modes de
fonctionnement du théodolite ainsi que l’étude des erreurs associées aux visées sont donnés dans
la référence [34].

Le miroir est placé sur un support fixé à une des extrémités de l’axe de rotation recherché
et est approximativement perpendiculaire à cet axe au début de la manipulation. Le support
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Figure 5.12: Résultats de l’étude de linéarité et de reproductibilité.
Le défaut de linéarité au courant I est défini par:
|[Bint

2 (I)(mesuré) −Bint
2 (I)(extrapolé linéairement)] / Bint

2 (I)|.
Le défaut de reproductibilité au courant I est défini par:
|[Bint

2 (I)(branche montante) −Bint
2 (I)(branche descendante)]/ Bint

2 (I)|.

possède trois vis axiales qui permettent de corriger le défaut de perpendicularité Ψ ' π/2, entre
le plan du miroir et l’axe de rotation de la sonde. La position transverse du miroir, quant à
elle, peut être modifiée au moyen de trois vis radiales de réglage. Le schéma de ce support est
représenté sur la figure 5.13.

Dans une première étape, on règle le théodolite en autocollimation (mise au point à l’infini).
Lorsque l’on fait tourner la sonde, l’image de la croix observée dans le théodolite décrit un cercle
quand le miroir n’est pas perpendiculaire à l’axe de rotation comme on le montre sur les figures
5.17-(a), (b) et (c) (les figures (a) et (b) montrent les positions du miroir pour deux valeurs
de l’angle de rotation de la sonde séparés de 180o). Le diamètre de ce cercle est d’autant plus
grand que l’angle Ψ d’inclinaison du miroir sur cet axe est différent de π/2. On agit sur les
vis axiales de réglage de l’inclinaison de manière à ramener Ψ très proche de π/2. Cela a pour
effet de diminuer le diamètre du cercle. A la limite, quand le miroir et l’axe sont orthogonaux,
l’image de la croix est immobile (cf figure 5.17-(d)). Elle n’est a priori pas centrée sur le réticule
du théodolite puisque l’axe optique n’a aucune raison, d’être parallèle à l’axe de rotation de la
sonde à ce stade du réglage. L’obtention de ce parallélisme correspond à la seconde étape de
notre procédure itérative.

Elle consiste à viser directement la mire collée sur le miroir (cf figures 5.18-(a) et (b)). Cette
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Figure 5.13: Miroir tournant sur son support.

mire peut se trouver n’importe où par rapport à l’axe de rotation OzM ≡ O′zA. Si elle n’est
pas positionnée sur cet axe, alors quand on fait tourner la sonde, elle décrit un cercle autour
de OzA (cf figure 5.18-(c)). On utilise les vis radiales de réglage de la position du miroir pour
recentrer la mire sur OzA: la mire tourne alors sur elle-même, i.e. le rayon du cercle est nul (cf
figure 5.18-(d)).

L’obtention de l’orthogonalité entre le plan du miroir et l’axe de rotation d’une part et le
centrage de la mire sur cet axe d’autre part, devraient en principe être deux étapes indépendantes
l’une de l’autre. Cependant, les déplacements mécaniques que l’on fait subir au miroir font varier
sa position quand on règle son inclinaison et réciproquement. Il est donc nécessaire de réitérer
sur ces deux étapes.

A la suite de cette procédure itérative, on observe que:

• l’image de la croix d’autocollimation est immobile quand la sonde tourne (i.e. le plan
du miroir et l’axe de rotation sont orthogonaux). Mais cette croix n’est pas centrée sur
le réticule car l’axe optique du théodolite et l’axe de rotation ne sont pas parallèles (cf
figure 5.17-(d)).

• la mire est centrée sur l’axe de rotation et tourne sur elle-même quand la sonde tourne.
Mais elle n’est pas centrée sur le réticule car l’axe optique et l’axe de rotation ne sont pas
confondus (cf figure 5.18-(d)).

La dernière étape consiste à placer l’axe optique sur l’axe de rotation. Cette opération se
fait en utilisant les vis de réglage de la plate-forme du théodolite sans toucher au miroir. Ce que
l’on observe à l’oculaire est représenté sur les figures 5.17-(e) en autocollimation et 5.18-(e) en
visée directe de la mire. L’axe optique et l’axe magnétique sont alors confondus et la
mire est centrée sur l’axe magnétique.

Après ce réglage du théodolite sur l’axe du quadripôle, il faut graver des marques de référence
qui serviront à aligner l’aimant sur le spectromètre.
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5.5.2 Marquage des axes magnétiques et des plans de symétrie

Comme on l’a signalé dans le chapitre précédent, l’axe magnétique du quadripôle est obtenu
en annulant les termes dipolaires intégraux. Cependant, dans notre cas, on limite cette intégrale
à la longueur cumulée des six bobines centrales de nos sondes de mesure, pour ne pas fausser la
définition de l’axe par la contribution du champ terrestre, dominant dans les bobines d’extrémité.

• Pour Q1: de -480 à +480 mm du centre de l’aimant.

• Pour Q2: de -960 à +960 mm.

• Pour Q3: de -940 à +980 mm.

En revanche, pour déterminer la phase du quadripôle, le champ terrestre ne produisant pas
de quadripôle, on utilise l’ensemble des dix bobines de manière à annuler le terme quadripolaire
skew en intégral (cf 4.5 du chapitre précédent).

Figure 5.14: Fiducialisation de l’axe magnétique sur quatre mires gravées sur des plaques
d’aluminium et collées sur la face d’entrée et/ou de sortie de chaque quadripôle. L’intersection
des deux droites passant par le centre de deux mires diamétralement opposées définit la position
de l’axe magnétique.

Axe magnétique Pour transférer la position de l’axe magnétique on se sert de méthodes
différentes en fonction des conditions d’accessibilité de chaque aimant. Dans chacun des cas, on
grave au moins quatre mires sur des plaques d’aluminium collées sur les faces d’entrée et/ou de
sortie de l’aimant (cf figure 5.14). L’intersection des deux droites passant par le centre de deux
mires diamétralement opposées donne un point de l’axe magnétique. Pour définir complètement
cet axe, il faut donner en plus, ou bien un second point (Q1 et Q2) ou bien un angle (Q3).
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Dans les cas de Q1 et Q2, on détermine à l’autre extrémité de la sonde, la position de l’axe
magnétique en utilisant de nouveau la méthode du miroir tournant qui est alors monté à l’autre
extrémité de la sonde. La aussi, ce point est repéré par quatre mires gravées.

Dans le cas de Q3, la face d’entrée de l’aimant n’est pas visible au théodolite. En effet, cette
face est à une distance de 20 cm de la sortie du dipôle, ce qui empêche les visées au théodolite.
De plus, ce quadripôle a son axe incliné de 45o par rapport à l’horizontale, donc difficilement
accessible. L’axe magnétique est alors défini par un point du plan de la face de sortie et son
angle d’inclinaison relatif à la gravité (135o01’24” par rapport au zénith). Il faut également
repérer la position de l’aimant au moment de la cartographie. Pour ce faire on utilise quatre
niveaux à bulles collés sur le dessus de la culasse. L’angle de l’axe magnétique donné ci-dessus
est valable quand ces niveaux à bulles sont centrés (une paire principale de niveaux de tangage,
une paire secondaire de niveaux de roulis).

Phase et plans de symétrie En ce qui concerne l’angle des plans de symétrie par rapport à
la verticale, c’est-à-dire la phase du quadripôle, nous le transférons à l’aide de niveaux à bulles
collés sur le dessus de l’aimant, du côté de la face d’entrée pour Q1 et Q2 (une paire principale
de niveaux de roulis, une paire secondaire de niveaux de tangage). Pour Q3, nous n’avons pas
accès à cette information (les niveaux à bulles de la sonde de mesure ne donnent une référence
absolue par rapport à la gravité que pour une sonde d’axes horizontaux).

5.5.3 Comparaison des résultats avec ceux de la suspension collöıdale

Figure 5.15: Principe de la localisation de l’axe magnétique d’un quadripôle à l’aide d’une
cellule à suspension collöıdale de particules de magnétite (Fe3O4).

Une autre méthode a été utilisée pour déterminer la position de l’axe magnétique dans les
quadripôles [39]. Il s’agit d’une cellule à suspension collöıdale de particules d’un oxyde de fer
(Fe3O4) [38]. Dans ce système, représenté sur la figure 5.15, une fiole contenant la suspension est
placée dans l’espace utile de l’aimant entre un polariseur optique P et un analyseur à pénombre
A. P et A sont en position croisée, i.e. à 90o l’un de l’autre. Les particules de la suspension
jouent le rôle de centres diffuseurs pour la lumière traversant la cellule. En l’absence de champ
magnétique, la solution diffuse la lumière de manière isotrope, mais comme A et P sont croisés,
il n’y a pas de transmission de lumière après A. En revanche, en présence du champ de l’aimant,
les moments magnétiques des particules de Fe3O4 sont alignés selon les lignes de champ et le
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milieu devient alors anisotrope. La polarisation de la lumière issue de P est modifiée au passage
dans la cellule, on observe alors une figure caractéristique du champ multipolaire dans lequel
plonge la cellule. Sur cette figure, on observe une alternance de diamètres éteints et éclairés.
En particulier, l’axe magnétique est facilement visualisé: il se trouve à l’intersection de deux
diamètres éteints (ou éclairés). Si la cellule est suffisamment étendue en rayon, il est alors
possible de déterminer la position des axes de symétrie de l’aimant.

Sur la figure 5.16 [40], on compare les résultats obtenus à partir de la cellule collöıdale à
ceux obtenus par la sonde multibobines. Les premiers sont des résultats ponctuels en ce sens
qu’ils donnent la position de l’axe magnétique en trois points distincts le long du faisceau. En
revanche, la sonde QMM donne des résultats qui tiennent compte du champ sur la longueur
couverte par six bobines, de la no 3 à la no 8, i.e. 960 mm pour Q1 et 1920 mm pour Q2/Q3.

De plus, les points de mesure choisis pour la cellule collöıdale se situent sur ou à la limite
du plateau de champ de chacun des aimants. En ce qui concerne la mesure QMM, les bobines
couvrent en plus une partie du champ de fuite. Cela explique les différences observées entre les
deux méthodes, notamment pour Q1 où les amenées de courant créent un dipôle mesuré dans
la bobine no 8. Comme on le voit sur la figure 5.16, pour Q2 et Q3, les deux méthodes sont en
bon accord, avec une précision de l’ordre de 100 à 200 µm (i.e. deux écart-types).

A la suite de ces mesures, il a été décidé de ne modifier, sur le bras Electron, que la position
de Q2 pour lequel la différence entre l’axe géométrique et l’axe magnétique dépassait deux
millimètres.

5.6 Conclusions

Au chapitre 4, nous avons vu que le fait d’avoir des bobines alternées le long de l’axe de
rotation, associé à un contrôle rigoureux de la géométrie de la sonde, nous a permis de cor-
riger les données brutes de certains défauts. Nous avons également montré comment la bonne
connaissance de cette géométrie permet de déterminer et de minimiser les erreurs associées aux
différents harmoniques intégraux ainsi que l’incertitude sur le champ local. Nous avons aussi
estimé les erreurs associées à l’ensemble de la châıne d’électronique ainsi qu’à divers facteurs
externes tels la température ou la stabilité des alimentations des aimants.

Il est alors possible de déterminer l’intégrale du champ avec une précision relative meilleure
que 5× 10−4 et le champ local avec une précision absolue de 5 à 6 Gauss sur chacune des trois
composantes Bx, Bθ et Bz.

Les résultats obtenus sur les harmoniques intégraux du champ de Q1 sont tout à fait compa-
rables à ceux obtenus par une mesure indépendante effectuée à Saclay. Cela valide en soi notre
système de mesure et notre code d’analyse.

D’autre part, l’analyse des données QMM en termes d’intégrales de champ a permis de
déterminer les caractéristiques principales des trois quadripôles (gradient, longueur magnétiques...).
De plus, à partir de cette analyse, nous avons pu transférer sur des marques extérieures les po-
sition de l’axe magnétique et des plans de symétrie avec une précision de l’ordre de 100µm.

Cependant, pour obtenir un modèle du spectromètre H.R.S. qui soit très proche de la réalité,
une analyse intégrale s’avère insuffisante: il est nécessaire de tenir compte de la valeur locale
du champ comme nous allons le voir dans le chapitre suivant.
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Figure 5.16: Comparaison des positions des axes magnétiques des trois quadripôles par rapport
à leurs axes géométriques, obtenus par la cellule collöıdale et les mesures QMM. z = 0 correspond
à la face d’entrée de chaque aimant. Pour Q3, la face d’entrée était inaccessible et nous n’avons
pas pu graver de repère d’alignement. La mesure QMM ne fournit donc qu’un seul point et sur
la face de sortie, un angle vertical. Pour la coordonnée verticale x, on utilise l’angle afin de
déterminer un point sur la face d’entrée. On ne peut malheureusement rien faire d’équivalent
pour reconstituer un point en y sur la face d’entrée. Il n’est donc pas possible de recouper les
deux méthodes, en ce qui concerne le décentrage en y de Q3.
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Figure 5.17: Utilisation du théodolite en autocollimation à l’infini.
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Figure 5.18: Utilisation du théodolite en visée directe d’une mire.



Chapitre 6

Deuxième ensemble de résultats:
Cartes de champ 3D et Optique
Magnétique.

Pour comprendre en détail les propriétés des H.R.S., une analyse du champ des quadripôles
en termes d’intégrales le long de leur axe est insuffisante. Il est nécessaire de connâıtre la dis-
tribution du champ dans tout l’espace utile de ces aimants. c’est-à-dire qu’il faut déterminer
des cartes tridimensionnelles donnant ~B(x, y, z)∀x, y, z. C’est seulement à partir de cette in-
formation que l’on peut comprendre l’optique de ces spectromètres et en obtenir un modèle
suffisamment précis pour déterminer correctement leur acceptance.

Notre modèle filamentaire du bobinage supraconducteur des quadripôles nous donne déjà
une bonne approximation du champ par intégration de Biot & Savart. A partir des mesures
QMM, nous allons déterminer la partie résiduelle manquante qui nous permet d’obtenir le champ
réel et de fabriquer les cartes tridimensionnelles recherchées. L’utilisation de ces cartes autorise
alors une étude approfondie de l’optique en vue de la détermination, au cours des expériences
de diffusion d’électrons, non seulement des quantités cinématiques à la cible en mesurant des
positions au niveau du plan focal (au moyen de chambres à fils), mais aussi, pour le bras hadron,
des composantes de polarisation des particules à la cible, à partir de leur mesure au moyen d’un
polarimètre à plan focal (FPP).

6.1 Détermination du champ résiduel à partir des données QMM

6.1.1 Le Flux résiduel

En sortie du code d’analyse on obtient le flux résiduel correspondant à une séquence complète
de mesure QMM et corrigé de tous les défauts liés à la mesure (cf chapitre 4). On utilise ce flux
résiduel sous forme de ses harmoniques Normaux et Skews de n = 1 à nmax = 18 et bobine par
bobine:

ϕn(i) = Brésiduel
n (i) = Bmesure

n (i) − Bidéal
n (i)

ψn(i) = Arésiduel
n (i) = Amesure

n (i) − Aidéal
n (i)

}
∀n ∈ [1, 18] et ∀ i ∈ [1, 10]

Les harmoniques ϕn(i) et ψn(i) représentent respectivement les 10 composantes des vecteurs
colonne ~ϕn et ~ψn des systèmes d’équations 2.62 et 2.63. On rappelle que la résolution de ces
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systèmes conduit au LIEN entre le flux et le champ, c’est-à-dire aux 10 amplitudes KN/S
n,i pour

chaque harmonique Normal ou Skew de rang n (cf chapitre 2 §2.4.4).

Figure 6.1: A gauche: harmonique quadripolaire normal du flux résiduel, bobine par bobine
pour Q1. A droite: même chose pour le dodécapôle normal. A titre de référence, le flux
quadripolaire normal mesuré dans une bobine centrale vaut 1.3× 104 T.mm2.

On montre sur la figure 6.1, en fonction du numéro de bobine, les composantes normales
quadripolaire et dodécapolaire du flux résiduel obtenu sur une mesure de Q1.

Il apparâıt que:

• Le flux résiduel est dominé par l’harmonique quadripolaire normal ϕ2.

• L’harmonique ϕ2 est faible au centre de l’aimant, et maximal vers les bobines de bord
(nos 3 et 8).

En effet, le modèle et la mesure sont en bon accord dans la région centrale des aimants; le
désaccord s’accentue dans la région du champ de fuite, là où le modèle 3D du miroir magnétique
cesse d’être valable. L’accord entre la mesure et le modèle peut se chiffrer, en relatif, par
le rapport flux résiduel/flux mesuré. Ce rapport vaut 3 × 10−3 pour une bobine centrale, et
3 × 10−2 pour la bobine no 8. Il vaut 1.5 × 10−2 en intégral sur les 10 bobines, comme indiqué
au §5.4.

On constate également que la symétrie du flux résiduel par rapport à z = 0 est bonne dans
la région centrale de l’aimant. Cette symétrie est très sensible à la correction de décalage radial.
Ce défaut géométrique est en effet celui qui a la plus grande influence sur le quadripôle normal
mesuré. Si l’on ne fait pas cette correction, on obtient un Φres dissymétrique, et donc un Bres(z)
qui est éloigné d’une fonction paire de z dans la région centrale. En revanche, dans les régions
de bord, la situation est différente à cause de la dissymétrie induite par les amenées de courant
(ADI).
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6.1.2 Optimisation de la largeur L des Lorentziennes

Au chapitre 2 nous avons vu que pour déterminer le champ résiduel à partir du flux résiduel,
nous paramétrisons les fonctions kno(z) des développements en série de Fourier-Bessel par des
sommes de 10 Lorentziennes (une par bobine):

kN/Sno (z) =
10∑
j=1

K
N/S
n,j(

z
ro
− z̄j

ro

)2
+
(
L
ro

)2 (6.1)

où ro est un rayon de référence pris égal au rayon d’ouverture des quadripôles et où z̄j
est la position longitudinale du centre de la bobine no j. L est la demi-largeur à mi-hauteur,
identique pour chaque Lorentzienne. C’est un des paramètres libres du problème: il nous faut
l’optimiser†.

Il est intéressant de visualiser la forme de ces fonctions. C’est pourquoi on a tracé sur la
figure 6.2, la fonction f(z) = 1/(z2 + L2) ainsi que ses dérivées dmf/dzm pour m = 1 à 4, avec
L = 1.

Figure 6.2: Variations en fonction de z, d’une Lorentzienne et de ses dérivées successives
jusqu’à l’ordre 4.

Au fur et à mesure que l’ordre des dérivées augmente, des oscillations apparaissent et
l’amplitude des dérivées crôıt rapidement.

†Dans ce qui précède, nous avions adopté temporairement L = ro et mmax = 0.
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Cependant, il faut tenir compte des coefficients devant chaque Lorentzienne et ses dérivées
comme on le voit sur la formule suivante (cf équation 2.52):

bn(r, z) =
N∑
j=1

KN
n,j

∞∑
m=0

(
r

ro

)n−1 (−1)mn!
22mm!(n+m)!

d2m

dv2m
j

(
1

v2
j + d2

)
(6.2)

avec:

vj =
z

ro
− z̄j
ro

d =
L

ro

Pour montrer comment évolue la somme sur m, on trace sur la figure 6.3, pour différentes
valeurs du paramètre d = L/ro, pour n = 2 et pour six valeurs de mmax, la fonction:

F (v) =
mmax∑
m=0

(−1)mn!
22mm!(n+m)!

d2m

dv2m

(
1

v2 + d2

)
(6.3)

Cela montre que le développement sur m possède une bonne convergence pour des valeurs
de d supérieures ou égales à l’unité.
• Valeur limite inférieure de L:
On vient de montrer ci-dessus que pour qu’il y ait convergence de la série sur m à un rayon

r donné, il faut que la largeur L des Lorentziennes soit telle que L ≥ r, i.e. d ≥ 1 [41].
Pour des besoins d’interpolation dans les mailles des cartes de champ, il nous faut calculer

le champ Bres jusqu’à un rayon R plus grand que le rayon du tube à vide ro (R=200(400) mm
pour ro=150(300) mm, respectivement pour Q1(Q2/Q3)). Pour assurer une bonne convergence
de la série sur m jusqu’au rayon R, il faut donc:

• L >200 mm pour Q1

• L >400 mm pour Q2/Q3

Ainsi, sur la figure 6.4, on montre comment en fonction de 10 Lorentziennes avec L = 200
mm et sans tenir compte de leur dérivées, on reproduit déjà la forme générale du champ résiduel
à partir des flux résiduels mesurés par les dix bobines de la sonde QMM.

Sur la figure 6.5, pour un rayon r =200 mm, on montre de haut en bas, l’évolution de
l’harmonique quadripolaire du champ résiduel de Q1 pour différentes valeurs de L et de gauche
à droite, l’évolution en fonction de l’ordre maximal mmax des dérivées.

- Pour L = 150 mm: Le développement sur m diverge. (première ligne de graphiques). L/r
est inférieur à l’unité. Cela correspond au cas d = 0.75 par rapport à la figure 6.3.

- Pour L = 200 mm: Le développement converge plus rapidement.

- Pour L = 400 mm: le développement converge très rapidement.

• valeur limite supérieure de L:
Plus la valeur de L augmente et plus les Lorentziennes “s’étalent” (cf figure 6.5); c’est-à-dire

que la décroissance en fonction de z devient très lente, notamment au-delà de la sonde de mesure.
On n’a donc pas intérêt à choisir une valeur de L trop grande.
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Figure 6.3: Etude de la fonction F (v), définie dans le texte, pour plusieurs valeurs de d: 0.6,
0.8, 1., 1.2. L’ordre n est pris égal à 2 et la série sur m est poussée successivement jusqu’à
mmax = 5 pour chaque valeur de d.

Une façon d’affiner le choix de ce paramètre est de tenir compte de mesures que nous avons
prises avec la sonde décalée d’une bobine. On peut choisir L de manière à ce que le champ total
(Idéal + Résiduel) reproduise le flux quadripolaire normal observé dans cette bobine décalée.
Ceci est une option de la méthode, pas une obligation. Nous l’avons fait pour Q2 [41], cela mène
à L=525 mm au lieu de L=400mm.

Finalement, nous avons donc pris L=525 mm pour Q2/Q3. Pour Q1 cette étude optionnelle
n’a pas été faite et nous avons donc fixé L à sa valeur limite inférieure: 200 mm (car nous
voulons rmax=200mm).
• La convergence en m

Dans le développement 6.2, la sommation sur m va normalement jusqu’à m −→ ∞. En
pratique évidemment, on va se limiter à une valeur maximale mmax que nous devons déterminer.

Pour les harmoniques de rang n élevé, la convergence sur m est très rapide à cause des
coefficients qui se trouvent devant les Lorentziennes et leurs dérivées.

Par conséquent, pour les valeurs de n supérieures à 7, on se limitera à mmax = 1. Pour
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Figure 6.4: En haut: Harmonique ϕ2(i) du flux résiduel de Q1. Au milieu: Harmonique
b2(z) de la composante Bθ du champ résiduel de Q1 (à r=200 mm, θ = 0o, pour L=200 mm et
mmax = 0). En bas: Décomposition de ce champ en dix Lorentziennes, une par bobine.

les termes multipolaires d’ordre inférieur à 6, et plus particulièrement pour les deux premiers
(dipôle et quadripôle), la convergence en m est très lente. On poussera donc le développement
jusqu’à l’ordre mmax = 5.

En fait, de manière à optimiser la précision et le temps de calcul, on pourra adopter les
valeurs données dans le tableau 6.1.

n 1 2 3 4 5 6 7 et au-delà
mmax 5 5 5 2 2 2 1

Tableau 6.1: Valeurs optimales de mmax pour les différents ordres des harmoniques.

• Champ résiduel complet
La figure 6.6 montre les trois composantes Bθ, Br et Bz du champ résiduel complet (i.e.

n = 1 à 18) que nous obtenons pour Q1 avec le choix ci-dessus des paramètres L et mmax(n).
On notera que Bθ(θ = 0o) et Br(θ = 45o) ont des allures voisines; leur allure serait strictement
identique pour la composante quadripolaire normale prise séparément.

De plus, le champ devant décrôıtre comme 1/z4 à grand z, nous avons multiplié chaque
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Figure 6.5: Harmonique ϕ2 du champ Bθ résiduel de Q1 calculé au rayon r=200 mm et
à θ = 0o. De gauche à droite: mmax augmente de 0 à 4. De haut en bas: la largeur des
Lorentziennes augmente de 150 mm à 400 mm.

composante du champ résiduel par un facteur d’atténuation de type “Lorentzienne”, dans la
région non mesurée par notre sonde. Ainsi:

Brésiduel(z −→∞) ∼ (Lorentzienne)2 ∼ 1
z4
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Figure 6.6: Champ résiduel de Q1, complet (i.e. pour n = 1 à n = 18, harm.N/S) pour
L = 200 mm et mmax-modulé (cf tableau 6.1), au rayon r = 150 mm, pour ses trois composantes:
Br, Bθ, Bz. Bθ est à θ = 0o, Br est à θ = 45o et Bz est à 45o aussi.

6.2 Fabrication des cartes de champ 3D des quadripôles

On appelle carte de champ 3D, une distribution de champ ~B où chacune des 3 composantes
cartésiennes (Bx, By, Bz) de ~B est explicitement donnée sur tous les nœuds d’un maillage par-
allélépipédique régulier à 3 dimensions:

Bx(xi, yj , zk)
By(xi, yj , zk)
Bz(xi, yj , zk)

 pour


i ∈ [1, imax]
j ∈ [1, jmax]
k ∈ [1, kmax]
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avec:


xi = x1 + (i− 1)∆x
yj = y1 + (j − 1)∆y
zk = z1 + (k − 1)∆z

Les informations contenues dans une carte 3D sont donc les suivantes:

- x1, ∆x, imax

- y1, ∆y, jmax

- z1, ∆z, kmax

- les 3× (imax × jmax × kmax) composantes de ~B.

Dès lors que l’ensemble des paramètres est fixé, nous pouvons éditer les cartes de champ 3D
des quadripôles Q1, Q2 et Q3.

6.2.1 Principe des cartes de champ en fonction du courant I

On veut calculer le champ total du quadripôle en tout point de coordonnées (x, y, z) et à un
courant I donné:

~Btotal(x, y, z) = ~Bideal(x, y, z) + ~Bres(x, y, z) (6.4)

Pour cela, on calcule ses trois composantes, Bx, By et Bz, aux nœuds (xi, yj , zk) d’un maillage
tridimensionnel. A chacun de ces nœuds, on additionne en fait deux cartes 3D, celle du champ
idéal et celle du champ résiduel:

~Btotal(xi, yj , zk) = ~Bideal(xi, yj , zk) + ~Bres(xi, yj , zk)
∀i ∈ [1, imax], ∀j ∈ [1, jmax] et ∀k ∈ [1, kmax]

où ~Bideal(xi, yj , zk) et ~Bresiduell(xi, yj , zk) doivent tous deux être calculés au courant I.
Le champ idéal est exactement linéaire en fonction du courant puisque le modèle n’a pas

d’hystérésis. On ne calcule donc qu’une seule fois ~Bideal(xi, yj , zk) à chaque nœud du maillage,
pour le courant de référence Iref de l’aimant (3250 A pour Q1 et 1850 A pour Q2/Q3). La
valeur de ce champ idéal à n’importe quel courant I donné pour lequel on souhaite éditer une
carte 3D, s’obtient alors simplement de la manière suivante:

~Bideal(I) = ~Bideal(Iref )×
I

Iref
(6.5)

En revanche, pour prendre en compte les phénomènes de saturation observés dans les
quadripôles réels (cf §5.4.2), on fabrique le champ résiduel pour chacun des courants I1, I2, ..., Ik
auxquels on a cartographié l’aimant, à partir des mesures effectuées le long des branches mon-
tantes du cycle d’hystérésis.

L’information qui représente le champ résiduel à un courant mesuré Ik est résumée dans
un fichier qui contient les amplitudes KN/S

nj de toutes les Lorentziennes, pour chaque bobine j,
chaque valeur de l’ordre n des harmoniques de parité Normale/Skew, déterminées à ce courant.
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Cela correspond à 2 × (nmax = 18) × (Nbobines = 10)=360 valeurs numériques obtenues par
résolution des systèmes d’équations 2.62 et 2.63.

Ensuite, pour obtenir le champ résiduel au courant I, on effectue une simple interpolation
linéaire entre les courants Ik et Ik+1 tels que: Ik < I < Ik+1. Cette interpolation est faite
directement au niveau des amplitudes KN/S

nj déterminées aux courants Ik et Ik+1:

K
N/S
nj (I) =

K
N/S
nj (Ik+1)−K

N/S
nj (Ik)

Ik+1 − Ik
× I + K

N/S
nj (Ik) (6.6)

En première approximation, on considère que ces amplitudes sont linéaires dans l’intervalle
de courant [Ik, Ik+1]. Le champ résiduel Bres(I) est ensuite calculé en utilisant ces amplitudes
interpolées conformément à l’équation 6.2, et ce à chaque nœud du maillage.

Finalement, la carte 3D du champ total au courant I, s’écrit:

~Btotal(I) = ~Bideal(Iref )×
I

Iref
+ ~Bres(I) ∀xi, yj , zk (6.7)

6.2.2 Nombre de cartes

Plus un maillage 3D est fin, plus il est coûteux en taille de fichiers, et donc en volume sur
disque. Afin d’optimiser à la fois l’espace-disque occupé par les cartes, et la précision du calcul
du champ, nous décrivons un quadripôle par 3 régions:

• deux régions de bord,”entrée” et ”sortie”, de maillage large (maille= 50 mm pour Q1, 100
mm pour Q2/Q3), là où le champ est faible.

• une région centrale, de maillage 5 fois plus fin, là où le champ est fort (maille= 10 mm
pour Q1, 20 mm pour Q2/Q3).

Chaque région possède une zone de recouvrement de quelques mailles avec ses voisines (cf
figure 6.7).

Figure 6.7: Zone de recouvrement des maillages de différentes régions. Les “end planes”
permettent au logiciel de tracé de trajectoires de réaliser la transition d’une carte à l’autre.
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Le repère d’édition des cartes de champ est le repère RA de l’aimant, celui défini au para-
graphe 4.1.2; autrement dit, les coordonnées xi, yj , zk de chaque nœud sont données dans RA
dont l’origine est le centre magnétique de l’aimant. En effet une fois que la sonde QMM a été
centrée dans l’aimant, les repères RA et RM cöıncident du point de vue des axes transverses
Ox,Oy. Ils cöıncident aussi du point de vue du déphasage angulaire une fois que l’on a annulé le
quadripôle Skew en intégral. Il reste cependant un petit décalage en z entre RA et RM , du fait
que nous n’avons pas centré notre sonde le long de cet axe. Ce décalage ∆z est pris en compte
dans le calcul: quand ~Bideal est calculé au point (x, y, z), il est additionné au champ résiduel
calculé au point (x, y, z + ∆z).

Il reste finalement à placer les cartes 3D dans un repère absolu, celui des spectromètres. Ceci
est fait en utilisant les fiducialisations et les mesures d’alignement des aimants [31].

On résume sur la figure 6.8 la procédure d’édition d’une carte de champ tridimensionnelle à
partir des mesures de flux et du modèle des filaments.

6.3 Optique magnétique: première utilisation des cartes 3D des
quadripôles

Par analogie à l’optique géométrique qui étudie le transport de rayons lumineux à travers
des systèmes constitués de lentilles et de miroirs, on désigne sous le terme d’optique magnétique,
l’étude de systèmes composés d’aimants et servant au transport, au guidage ou à la spectrométrie
de particules chargées.

Une particule de charge q qui se déplace à la vitesse ~v dans une région où règne un champ
magnétique ~B, est soumise à la force de Lorentz ~F qui courbe sa trajectoire:

~F = q~v ∧ ~B (6.8)

Sous l’action de ~F , cette particule de masse m = mo/
√

1− v2/c2 subit donc une accélération
~Γ donnée par:

~Γ =
q

m
~v ∧ ~B (6.9)

⇐⇒ d2~r

dt2
=

q

m

d~r

dt
∧ ~B (6.10)

qui est l’équation du mouvement de la particule et que l’on réécrit, en introduisant le vecteur
unitaire ~u tangent à la trajectoire au point d’abscisse curviligne s et l’impulsion de la particule
~p = ||~p||~u, sous la forme:

d2~u

ds2
=

q

||~p||
d~u

ds
∧ ~B (6.11)

Toutes les trajectoires sont solutions de cette équation avec les conditions initiales qui leur
sont propres.

6.3.1 Fonction de transfert d’une ligne de transport

On choisit une solution particulière de l’équation du mouvement 6.11 que l’on désigne sous
le nom de trajectoire de référence et qui correspond à une particule d’impulsion ~po. Dans le cas
d’un accélérateur, on parle d’orbite de référence et dans celui d’un spectromètre de trajectoire
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Figure 6.8: Synoptique de l’édition d’une carte 3D du champ total.

centrale. Dans la suite du texte, on se limitera au cas d’un spectromètre sachant que l’étude est
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similaire pour d’autres lignes de transport [4].
Considérons deux plans P et P’ normaux à la trajectoire de référence respectivement en A

et A′. Une trajectoire quelconque d’une particule d’impulsion ~p qui coupe P au point M et P’
en M ′ est repérée, dans chacun des plans, par deux coordonnées de position (x et y) et deux
angles (θ, dans le plan vertical ou plan dispersif, et φ dans le plan horizontal ou plan transverse).
Les systèmes de coordonnées dans les plans P et P’ sont choisis tels que x = θ = y = φ = x′ =
θ′ = y′ = φ′ = 0 pour la trajectoire centrale. Sur la figure 6.9, on représente ces coordonnées en
utilisant les conventions du programme TRANSPORT [42].

Figure 6.9: Système de coordonnées de TRANSPORT: définition des angles.

Pour chaque trajectoire, on construit ainsi les deux vecteurs suivants:

~V (M) =


x
θ
δ
y
φ


P

et ~V ′(M ′) =


x′

θ′

δ
y′

φ′


P ′

où δ =
|~p| − |~po|
|~po|

(6.12)

où, comme l’impulsion est conservée dans toute la ligne de transport de P à P’, on a δP =
δP ′ = δ.

Pour chaque système magnétique, il existe une fonction de transfert TP→P ′(~V ) qui permet
de déterminer les coordonnées d’une particule dans P’ connaissant celles dans P:

~V ′(M ′) = TP→P ′

[
~V (M)

]
(6.13)

Cette fonction se met sous la forme d’un développement en série de T aylor autour de la
trajectoire centrale en A, i.e. autour de ~V (A) = ~0. Pour chacune des composantes (x′, θ′x, δ, y

′, θ′y)
de ~V ′(M ′), on écrit un tel développement, par exemple, pour x′:
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x′ =
∞∑

i,j,k,l,m=0

cxi,j,k,l,mx
iθjδkylφm (6.14)

En optique magnétique, on écrit généralement les coefficients de ces séries de T aylor en
notation bra-ket:

cxi,j,k,l,m = 〈x′|xiθjδmykφl〉
cθi,j,k,l,m = 〈θ′|xiθjδkylφm〉
cyi,j,k,l,m = 〈y′|xiθjδkylφm〉

cφi,j,k,l,m = 〈φ′|xiθjδkylφm〉
(6.15)

Dans ce développement, les coefficients d’ordre nul ont disparu du fait du choix des deux
systèmes de coordonnées. Dans beaucoup de cas, le premier ordre de ces développements est
une bonne approximation de la fonction de transfert. TP→P ′ se simplifie alors en une matrice
5× 5, la matrice du premier ordre:

x′

θ′

δ
y′

φ′


P ′

=


〈x′|x〉 〈x′|θ〉 〈x′|δ〉 〈x′|y〉 〈x′|φ〉
〈θ′|x〉 〈θ′|θ〉 〈θ′|δ〉 〈θ′|y〉 〈θ′|φ〉

0 0 1 0 0
〈y′|x〉 〈y′|θ〉 〈y′|δ〉 〈y′|y〉 〈y′|φ〉
〈φ′|x〉 〈φ′|θ〉 〈φ′|δ〉 〈φ′|y〉 〈φ′|φ〉




x
θ
δ
y
φ


P

(6.16)

Cette matrice permet de transporter les particules de P vers P’. La matrice inverse effectue
le transport inverse.

On montre de manière générale que la fonction de transfert d’un élément magnétique mul-
tipolaire d’ordre n s’écrit sous forme d’un développement en série de T aylor commençant à
l’ordre n− 1 [43]. Par exemple, un dipôle (n = 1) introduira des coefficients d’ordre 0,1,2,... et
un quadripôle (n = 2), d’ordre 1,2,3,....

6.3.2 Cas particulier d’un spectromètre

Un des buts principaux d’un spectromètre est de déterminer l’impulsion des particules à la
cible. L’élément magnétique le plus important pour cette opération est un dipôle qui permet de
séparer les particules en fonction de leur impulsion ||~p||. En effet, plus ||~p|| est grand, moins la
particule est déviée en passant dans le dipôle comme le montre la formule donnant le rayon de
courbure d’une trajectoire dans un champ magnétique constant B:

R =
mv

q B
=

p

q B
(6.17)

Le dipôle correspond aux ordres ≥ 0 du développement en série de la fonction de transfert.
Pour assurer la focalisation des particules, on place des quadripôles de part et d’autre du

dipôle. Cet élément correspond aux ordres ≥ 1 du développement de la fonction de transfert.
Par ailleurs, un spectromètre, possède en général un plan de Dirichlet qui est un plan de

symétrie où les composantes tangentielles du champ s’annulent. Dans le cas des H.R.S., il s’agit
du plan vertical ou plan dispersif, la matrice se réduit alors à:
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x′

θ′

δ
y′

φ′


P ′

=


〈x′|x〉 〈x′|θ〉 〈x′|δ〉 0 0
〈θ′|x〉 〈θ′|θ〉 〈θ′|δ〉 0 0

0 0 1 0 0
0 0 0 〈y′|y〉 〈y′|φ〉
0 0 0 〈φ′|y〉 〈φ′|φ〉




x
θ
δ
y
φ


P

(6.18)

qui montre que les composantes dispersives (x, θ et δ) et transverses (y et φ) sont découplées
au premier ordre. Par analogie avec l’optique géométrique, on définit les quantités suivantes qui
caractérisent l’optique magnétique du spectromètre [4]:

• La dispersion D qui est le terme: 〈x′|δ〉.

• Le grossissement en dispersif M (de l’anglais: magnification) qui vaut 〈x′|x〉. On définit
de même le grossissement transverse égal à 〈y′|y〉.

• Le grossissement angulaire dispersif (resp. transverse) 〈θ′|θ〉 (resp. 〈φ′|φ〉).

• Les termes d’ordre supérieur à 1 sont appelés des aberrations.

• A et A′ sont conjugués en dispersif si 〈x′|θ〉 = 0. On parle de point focal pour A′ si A
est le centre de la cible.

• Le plan focal coupe la trajectoire centrale en A′ conjugué de A en dispersif. Au point A′,
l’angle ψ entre la normale au plan focal et la trajectoire centrale est tel que:

tgψ =
〈x′|θδ〉
D〈θ′|θ〉

(6.19)

Pour des spectromètres, une matrice au premier ordre permet de déterminer quelques pro-
priétés importantes comme la dispersion ou le grossissement, mais elle n’est pas suffisante
pour décrire l’ensemble des propriétés de l’optique magnétique comme par exemple, l’angle
d’inclinaison du plan focal par rapport à la trajectoire de référence ou les aberrations op-
tiques. La raison pour laquelle les spectromètres doivent être décrits à des ordres beaucoup
plus élevés que des aimants d’accélérateur est que les premiers transportent un espace de phase
(∆x∆y∆θ∆φ∆δ) beaucoup plus important que les seconds.

Comment pouvons-nous relier notre connaissance plus ou moins détaillée de la distribution
de champ d’un quadripôle avec les différents ordres du développement de T aylor de la fonction
de transfert? La liste suivante présente une classification en ordre croissant des coefficients:

- L’ordre 0 nécessite la connaissance de la position de l’axe magnétique.

- L’ordre 1 nécessite la connaissance de l’angle de roulis des plans de symétrie, de l’intégrale
de champ de l’harmonique fondamental (n = 2) et la longueur magnétique de cet har-
monique.

- Les ordres supérieurs à 1 nécessitent:

1. L’intégrale des harmoniques de rang supérieur.

2. La “forme” (fonction kN/S20 (z)) du fondamental.
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3. La “forme” (fonctions kN/Sno (z)) des harmoniques de rang n > 2.

Les mesures Q.M.M. répondent avec précision à cette liste de questions dans la limite nmax =
18. Une mesure intégrale associée à une mesure localisée au centre (sonde à deux bobines),
n’aurait permis de déterminer que les ordres 0 et 1. La détermination des ordres supérieurs
à 1 de la fonction de transfert des quadripôles est donc la justification de l’usage de
10 bobines au lieu de 2; c’est ce qui fait l’originalité des mesures Q.M.M..

6.3.3 Reconstruction d’un évènement à la cible

Supposons que le point A se trouve au centre de la cible et que le point A′ soit son image
dans le plan focal. Au cours d’une expérience de diffusion d’électrons, on détecte les particules
dans la région du plan focal après leur traversée du spectromètre. Pour chacune d’elles, on
mesure quatre coordonnées dans le plan P’ au moyen de chambres à fils: x′, θ′, y′, φ′. Cela
permet donc de déterminer quatre quantités dans le plan P au niveau de la cible: θ, y, φ et δ
ou x.

Habituellement, on considère que x est fixé à 0 par la position du faisceau avant la cible et
que l’extension verticale du faisceau est négligeable. On peut alors calculer les quatre quantités
suivantes: θ, y, φ et δ. Ces variables sont liées aux coordonnées mesurées au plan focal par la
fonction de transfert inverse:

TP ′−→P = T−1
P−→P ′ (6.20)

L’ensemble des propriétés optiques du spectromètre est contenu dans cette fonction de trans-
fert. Il est donc important de pouvoir déterminer les coefficients du développement en série de
T aylor de TP ′−→P .

Pour cela, nous disposons de deux méthodes complémentaires:

• L’utilisation d’un collimateur multitrous (ou sieve slit) placé entre la cible et le premier
quadripôle.

• L’utilisation de cartes de champ pour effectuer un suivi de trajectoires de la cible jusqu’au
plan focal.

Dans les paragraphes qui suivent, on présente ces deux approches en insistant sur la seconde
qui utilise les cartes de champ obtenues par les mesures QMM.

6.4 Le collimateur multitrous

La calibration ainsi que l’optimisation de la fonction de transfert des spectromètres H.R.S.
peuvent être effectuées en utilisant un collimateur multitrous ou sieve slit (cf figure 6.10) [44].
Ce collimateur consiste en un maillage rectangulaire de 7 × 7 trous coniques percés dans une
plaque d’acier de 5 mm d’épaisseur et couvrant l’acceptance angulaire des spectromètres. Les
trous sont percés de manière oblique pour que leur axe soit aligné avec la cible; ils sont séparés
de 10 mrd en φ et de 20 mrd en θ.

Le collimateur est placé à 1 mètre de la cible devant Q1. Toute la méthode repose sur
la précision avec laquelle les trous sont percés et avec laquelle l’ensemble cible-collimateur est
positionné par rapport au plan de Dirichlet du spectromètre.

Chaque trou laisse passer un faisceau monocinétique d’électrons élastiquement diffusés sur du
12C à une énergie de 800 MeV (pour des énergies plus élevées, on utilise une cible d’hydrogène).
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Figure 6.10: Schéma de la “sieve slit” ou collimateur multitrous.

Le centröıde de chaque faisceau peut être considéré comme une trajectoire unique dont les angles
θ et φ sont connus avec une très grande précision.

En effectuant l’expérience pour différents champs et à différentes positions transverses du
spectromètre par rapport à la cible, on dispose alors d’un ensemble de données qui permet
d’ajuster les coefficients du développement en série de T aylor de la fonction de transfert. Cela
nécessite cependant d’avoir une première approximation de ces coefficients, c’est-à-dire des co-
ordonnées à la cible pour initier la procédure d’ajustement.

Dans cette méthode on limite volontairement l’acceptance angulaire des spectromètres, i.e.
la surface maximale dans l’espace [θ − φ]cible qui a une image dans le plan focal (c’est approx-
imativement une ellipse de demi-axes ∆θ = 60mrd et ∆φ = 28mrd). Cette méthode seule ne
peut rien apporter du point de vue de la détermination des limites de cette surface puisque la
sieve slit ne donne qu’une information partielle des positions angulaires: 49 points.

Une autre approche pour obtenir cette acceptance ainsi que les coefficients de la série de
T aylor consiste à utiliser un modèle de champ du spectromètre et à effectuer un suivi de tra-
jectoires. Cette étude est faite en utilisant le programme SNAKE décrit dans le paragraphe
suivant.
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6.5 Le logiciel SNAKE

SNAKE est un programme général de tracé de trajectoire, écrit en 1986 par P. Vernin (C.E.A.
Saclay) pour l’étude conceptuelle des spectromètres H.R.S. de C.E.B.A.F. et utilisé depuis pour
une grande variété de projets.

Il s’applique aux particules chargées relativistes se déplaçant dans des champs magnétiques
statiques, dont il détermine la trajectoire et l’évolution du spin.

De par sa conception, SNAKE est orienté vers le suivi de trajectoires dans des distributions
de champ arbitraires (cartes 2D et 3D). Il se distingue ainsi des autres codes disponibles comme
RAYTRACE [45] ou COSY [46] qui, eux, sont orientés vers des distributions de champ idéales
paramétrées.

Cependant, pour des raisons de compatibilité et pour faciliter des comparaisons entre les
différents programmes, les distributions de champ idéales paramétrisées de RAYTRACE ont elles
aussi été introduites dans SNAKE. Ce programme offre donc à l’utilisateur une riche palette de
possibilités pour décrire ses distributions de champ sous forme de cartes ou de paramètres pour
les champs modèles de type RAYTRACE.

SNAKE autorise à travailler avec des lignes (ou systèmes) de transport constituées, en plus
des aimants, de l’ensemble des collimateurs en vue d’avoir une description complète et précise
d’un système réel. La géométrie de la ligne considérée ainsi que les caractéristiques des champs
ou le nom des fichiers contenant les cartes sont décrits dans un fichier descripteur.

Dans ce fichier, pour représenter un système de transport, on définit des régions de champ
limitées par des boites parallélépipédiques appelées “free boxes” dans la terminologie de SNAKE.
Un aimant peut être représenté par plusieurs régions et donc plusieurs free boxes auxquelles on
associe un indice i. Par exemple, pour un aimant donné, on peut définir une free box pour le
champ de fuite d’entrée, une pour la région centrale et une dernière pour la région de sortie.
C’est de cette façon que nous décrivons les quadripôles des H.R.S. dans notre modèle, mais
d’autres choix sont possibles.

A chacune de ces régions, on associe un système de coordonnées local Ri (i dénotant l’indice
de la région) dont la position et l’orientation peuvent être repérées de deux manières différentes:

• Soit par rapport à un système de coordonnées absolu Ro. Dans le cas de spectromètres il
est souvent intéressant de centrer ce repère Ro sur la cible.

• Soit relativement au repère local d’une région précédemment définie, la première région ne
pouvant être définie que relativement au repère absolu.

On peut ainsi repérer la région i, de référentiel local Ri, dans le système de coordonnées
de la région j qui est alors appelée, région de référence de la région i.

La position de Ri est déterminée par les coordonnées de son centre dans Rj ou Ro. Son
orientation par les trois angles θz(i/j), θx(i/j) et θy(i/j) de rotation, dans le sens direct, autour
successivement des axes z, x et y de Rj ou Ro.

Dans chaque région, on définit également des plans ou end planes qui permettent de définir
la position des collimateurs et le contrôle de la position des particules à leur passage au travers
des divers éléments magnétiques.

Le tableau 6.2 résume dans ses grandes lignes l’implantation dans SNAKE des mesures
magnétiques du H.R.S. Electron.

Comme on l’a expliqué au paragraphe 6.3, connaissant les coordonnées de particules à une
extrémité d’une ligne de transfert ou d’un spectromètre, on cherche à les évaluer à l’autre
extrémité.
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Point de repère Région dans SNAKE Type de champ Dimensions Extensions
dans le H.R.S. de maille futures

(mm3)
ajouter champs

parasites:
Cible entrée Q1 carte 3D 50× 50× 50 -cible polarisée

-septum
-second H.R.S.

Centre Q1 Q1 central carte 3D 10× 10× 10
cartes 3D:

Sortie Q1 Q1 central + 10× 10× 10
Q2 entrée
cartes 3D:

Région Q1 sortie + 50× 50× 50
intermédiaire Q2 entrée

cartes 3D:
entrée Q2 Q1 sortie + 50× 50× 50

Q2 central
Centre Q2 Q2 central carte 3D 20× 20× 20

sortie Q2 carte 3D 100× 100× 100
zone sans champ

Centre D dipôle paramètres de transformer
RAYTRACE en carte 3D
cartes 3D:

sortie D D RAYTRACE 20× 20× 20
+ Q3 entrée

entrée Q3 carte 3D 50× 50× 50
Centre Q3 Q3 central carte 3D 20× 20× 20

sortie Q3 carte 3D 100× 100× 100
Plan focal zone sans champ

Tableau 6.2: Implantation des mesures magnétiques dans SNAKE.

Pour cela, avec SNAKE, on effectue un suivi de trajectoire† à travers les différents éléments
de la ligne de transport. Ce suivi de trajectoire consiste à intégrer pas à pas l’équation de
mouvement 6.11. Dans SNAKE, cette équation est intégrée par un algorithme de Runge-Kutta
d’ordre 4 à pas adaptatif.

Utilisation des cartes de champ dans SNAKE: SNAKE a besoin de connâıtre le champ
en un point quelconque correspondant à un pas de l’intégration de l’équation du mouvement.
Ce point ne cöıncide en général pas avec un nœud du maillage et l’on doit donc procéder à une
interpolation. Elle est réalisée de la manière suivante:

†Parallèlement au suivi de trajectoire, nous avons implanté dans SNAKE le suivi de précession de spin qui donne
la possibilité d’étudier l’évolution de la polarisation des particules. Il consiste à intégrer, de la même manière
que l’équation du mouvement, l’équation BMT (relativiste) qui décrit la précession du spin d’une particule se
déplaçant dans un champ magnétique [47].
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• Chacune des 3 composantes est interpolée indépendemment des 2 autres. Donc, en ce qui
concerne l’interpolation, le fait que le champ satisfasse les équations deMaxwell n’est pas
utilisé.

• L’interpolation d’une composante est faite par un ajustement polynômial cöıncidant avec
11 noeuds du maillage voisins du point désiré: les 8 sommets de la maille à laquelle
appartient le point, plus 3 points supplémentaires choisis par l’algorithme, du “bon” côté
de la maille, c’est-à-dire du côté du centre de la carte de champ (cf figure 6.11). Ce choix
est nécessaire pour le calcul du champ aux points qui se situent dans les mailles de bord
de la carte. L’algorithme d’interpolation à 11 points est décrit en détail dans l’annexe C.

Figure 6.11: Illustration 2D du choix des points de maillage utilisés pour l’interpolation dans
les cartes 3D. Les points utilisés sont symbolisés par les nœuds noirs. Les “points de champ”
sont trois exemples de positions arbitraires dans la carte où le logiciel a besoin de connâıtre le
champ.

Dans le cas des spectromètres H.R.S., le champ du dipôle est obtenu analytiquement à partir
d’une paramétrisation des mesures effectuées par sondes de Hall [31]. Le modèle utilisé pour cet
ajustement provient du programme RAYTRACE [45].

Le champ des quadripôles, quant à lui, est calculé à partir des cartes tridimensionnelles
obtenues par les mesures QMM (cf §6.2).

L’analyse des résultats du tracé de trajectoire ne se fait pas dans SNAKE qui ne propose
que des vues des trajectoires et des fichiers contenant des coordonnées. La manière standard
d’analyser quantitativement l’optique d’un spectromètre, c’est-à-dire l’extraction des coefficients
de la fonction de transfert se fait à l’aide du programme de fit multidimensionnel MUDIFI de
la CERNLIB [48]. Cette étude est dans la suite logique des mesures QMM; elle sera finalisée en
1998.
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La possibilité d’effectuer du suivi de trajectoire dans des champs calculés par diverses
méthodes nous permet dans un premier temps, d’obtenir des résultats qualitatifs en ce qui
concerne les différents modèles de spectromètres utilisés.

On se propose donc de comparer un modèle qui utilise les cartes de champ mesurées par
QMM à celui qui se sert du calcul analytique des champs.

6.6 Comparaison des modèles des spectromètres H.R.S.

Dans la suite de ce chapitre, nous appellerons modèle QMM, la modélisation du spec-
tromètre dans laquelle le champ des quadripôles est calculé par interpolation entre les nœuds
d’une carte tridimensionnelle, obtenue à partir des mesures par sonde tournante multibobines.
De même, nous appellerons modèle analytique, la description du spectromètre utilisant pour
les quadripôles, le modèle idéal paramétré de RAYTRACE (multipôle avec champ de fuite).

Dans les deux cas, la géométrie des spectromètres est décrite de manière identique, c’est-à-
dire que les aimants et les collimateurs ont les mêmes positions relatives dans les deux fichiers
descripteurs qui servent d’entrée à SNAKE. Les longueurs magnétiques utilisées pour décrire les
quadripôles de “type RAYTRACE” sont celles déterminées par nos mesures (cf chapitre 5 §5.3).
De plus, le champ du dipôle est aussi calculé de la même façon dans les deux cas.

On effectue un suivi de trajectoire dans ces deux modèles. L’interface graphique de SNAKE
permet de comparer les résultats. Il faut noter que les légendes sur ces graphiques sont dans le
système de coordonnées de SNAKE (cf Annexe C pour plus de détails) où:

• L’axe des x est le même que dans TRANSPORT, Ox est vertical à la cible. x crôıt avec
l’impulsion des particules.

• Le plan de Dirichlet du spectromètre est le plan x− y. Les particules ont un mouvement
d’ensemble le long de l’axe des y.

• L’axe transverse est l’axe des z.

Dans un premier temps, on compare la forme des champs dans les deux modèles.

6.6.1 Le champ dans Q1 et Q2

Sur la figure 6.12, on montre le champ obtenu, avec le modèle QMM, dans les quadripôles
Q1 et Q2 le long d’une droite située dans le plan dispersif, à un rayon de 140 mm (x = +140
mm, z = 0). Les champs de Q1 et de Q2 sont de signe opposé: Q1 est focalisant en vertical et
Q2 défocalisant en vertical pour des électrons.

La figure 6.13 montre la même chose pour le modèle analytique.
Dans ce dernier cas, la forme du champ est beaucoup plus carrée: le champ de fuite s’étend

moins loin en z que pour le modèle QMM. On notera également que dans le modèle analytique,
au niveau de Q1, des pics apparaissent à l’interface de la région centrale et de celles des champs
de fuite. Cette divergence est éliminée quand on augmente le rayon de référence utilisé pour
décrire les quadripôles dans la modélisation de RAYTRACE. Le choix de ce rayon de référence
reste toutefois arbitraire. Ce phénomène s’accentue avec le rayon des trajectoires étudiées: il
démontre que le modèle analytique diverge pour des trajectoires éloignées de l’axe (à rayon de
référence constant). De plus, on remarque que dans ce cas, il n’y a pas d’interférence entre le
champ de fuite de Q1 et celui de Q2 bien que la distance qui les sépare soit faible (15 cm entre
les deux cryostats).
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Dans le modèle QMM, pour chacun des quadripôles, le champ est calculé à partir de trois
cartes différentes (régions d’entrée, centrale et de sortie). Le champ de fuite de Q2 et celui
de Q1 se superposent dans cette zone qui sépare les deux quadripôles comme on peut le voir
sur la figure 6.14. Sur le graphique de gauche, on montre le champ de fuite de sortie de Q1
seul, sur celui de droite, le champ de fuite d’entrée de Q2 seul et au centre, la superposition
des deux. Cela démontre l’utilité d’additionner des cartes de champ dans certaines régions, non
seulement dans la zone d’interférence Q1-Q2, mais plus encore dans la zone d’interférence D-Q3
où le champ de fuite du dipôle pénètre très loin à l’intérieur du quadripôle.

Figure 6.12: Modèle QMM: Allure de la composante transverse du champ le long d’une
droite à x = 140 mm dans Q1 et Q2.

A l’interface d’une région décrite par une seule carte et d’une région dans laquelle on ad-
ditionne cette carte à d’autres, il peut y avoir des discontinuités de champ qui sont dûes à
l’apparition brutale du champ de fuite. Dans notre implantation des résultats QMM dans
SNAKE, le champ de fuite d’un aimant dans le voisin ne pénètre que jusqu’à la limite de la
culasse magnétique, mais pas à l’intérieur de celle-ci. L’amplitude de ces discontinuités reste
cependant très faible, de quelques Gauss au maximum. Ainsi, on présente sur la 6.15, une vue
très élargie du champ au niveau d’une de ces interfaces où l’on observe une discontinuité égale
à 2 Gauss.

Les variations du champ permettent donc de comparer les deux modèles étudiés, un suivi de
trajectoire nous donne, lui, des informations plus visuelles et plus qualitatives sur l’optique des
H.R.S..
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Figure 6.13: Modèle analytique: Allure de la composante transverse du champ le long d’une
droite à x = 140 mm dans Q1 et Q2.

6.6.2 Suivi de trajectoire dans les H.R.S.

On utilise une première implantation des cartes de champ QMM pour effectuer un suivi
de trajectoire à travers les H.R.S.. Les figures sont données à titre d’exemple uniquement
car les courants relatifs dans les quatre aimants n’ont pas encore été ajustés pour obtenir une
focalisation optimale.

A partir du centre de la cible (x = y = z = 0), on génère des trajectoires dans le plan dispersif
avec des angles θ compris entre ±50 mrd. La figure 6.16 montre les résultats de la propagation
de ces trajectoires jusqu’à un plan horizontal qui représente le plan de la première chambre à fils
(VDC) de l’ensemble des détecteurs. Sur ce graphique les rectangles correspondent aux limites
des “free boxes” de SNAKE, i.e. des régions de champ qui servent à modéliser le spectromètre.
Les “end planes” quant à eux, sont représentés par des traits dont les extrémités sont situées
sur les côtés des free boxes.

Dans ce plan dispersif, le faisceau émis à la cible est successivement focalisé dans Q1,
défocalisé dans Q2 puis refocalisé par le dipôle (on ne distingue pas ici l’effet défocalisant en
vertical de Q3). A l’échelle de la figure, on s’aperçoit que ce faisceau converge en un point situé
en dessous du plan des VDC. Ce point, conjugué du centre de la cible, est ce qu’on appelle le
foyer dispersif.

En terme de matrice de transfert au premier ordre, un tel suivi de trajectoire donne une
information qualitative sur les éléments de matrice 〈x′|θ〉 et 〈θ′|θ〉 puisque seule la composante
θ des vecteurs ~V définissant les particules à la cible est différente de 0. Ces éléments sont donc
les seuls (au premier ordre), à contribuer à la position x′ (〈x′|θ〉) et à l’angle θ′ (〈θ′|θ〉)de cet
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ensemble de trajectoires au niveau des VDC.

De manière équivalente, pour étudier qualitativement les éléments 〈x′|x〉, 〈θ′|x〉, 〈x′|δ〉 et
〈θ′|δ〉 de la matrice au premier ordre, on génère au centre de la cible, des trajectoires pour
lesquelles x = -45, 0 et +45 µm et δ = 0,±1,±2,±3% (soit un total de 21 trajectoires).
L’extension en x a pour rôle de reproduire l’extension verticale du faisceau (“dimension ob-
jet”). Les trajectoires obtenues sont tracées sur la figure 6.17.

Un “zoom” de la région située au niveau des détecteurs est représenté sur la figure 6.18.
Malgré l’optimisation imparfaite des courants relatifs des différents aimants et malgré les termes
d’ordre plus élevé qui sont par construction présents dans nos cartes de champ, on remarque que
les trajectoires se coupent par groupes de trois trajectoires de même δ (i.e. de même impulsion):
ces intersections définissent en première approximation le plan focal des H.R.S.. Cela met aussi
en évidence le pouvoir résolvant du spectromètre: une mesure de la position x′ et de θ′ par les
chambres à fils permet de déterminer l’impulsion des particules (au premier ordre).

Pour le même jeu de trajectoires que celui utilisé ci-dessus, on effectue un suivi dans le
modèle analytique, c’est-à-dire pour des distributions de champ idéales paramétrisées comme
dans RAYTRACE. Dans un premier temps, on ne tient compte que de quadripôles purs, sans
aucun autre multipôle. Les résultats sont montrés sur la figure 6.19 où l’on voit que le plan
focal, mieux défini que dans le cas du modèle QMM, fait un angle de l’ordre de 70o par rapport
à la trajectoire centrale. L’ajout d’un sextupôle normal (ordre n = 3) dans la description des
champs analytiques de Q2/Q3, conformément au Conceptual Design Report de C.E.B.A.F. [6],
a pour effet de redresser ce plan focal: il fait alors un angle de 45o par rapport à la trajectoire
centrale comme on le voit sur la figure 6.20. Lors de la conception des quadripôles Q2/Q3, il
était prévu de mettre des bobinages correcteurs autour de l’enroulement principal de Q2/Q3, de
manière à introduire un terme sextupolaire. Malheureusement, au moment de la modélisation
du bobinage de Q2/Q3 servant à calculer le champ idéal, nous avons découvert que l’enroulement
correcteur correspondant à n = 3, a été monté déphasé de 90o par rapport à ce qu’il aurait dû
être. Cela revient à changer un sextupôle normal en skew et réciproquement. Cette inversion a
pour conséquence, l’impossibilité de redresser le plan focal et donc de réduire le pouvoir résolvant
intrinsèque (résolution “hardware”) des spectromètres pour des particules d’impulsion différente
de celle de la trajectoire centrale.

6.6.3 Suivi de trajectoire comparé dans ~Bidéal et ~Bmesuré

Afin de mettre en évidence l’importance du champ résiduel, on effectue, avec SNAKE, un
suivi de trajectoire dans les deux types de champ suivants issus des cartes QMM:

• Cas 1: ~Bidéal seul.

• Cas 2: ~Btotal = ~Bidéal + ~Brésiduel

Cela permet de déterminer les différences de position et d’orientation de trajectoires dans le
dernier end plane des H.R.S. (qui correspond à l’emplacement du premier plan des chambres à
fils). Les trajectoires choisies pour l’étude correspondent à des particules d’impulsion égale à 4
GeV.c−1 et émises à partir du centre de la cible avec les cosini directeurs (cx, cz) donnés dans
les tableau 6.3 (Les coordonnées utilisées sont celles de SNAKE).

Cette étude fait écho à celle exposée au chapitre 2.
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Effet du champ résiduel des trois quadripôles simultanément Dans un premier temps,
on change simultanément le champ dans l’ensemble des trois quadripôles, pour obtenir l’effet
global sur les H.R.S..

trajectoire cx cz ∆x′ ∆z′ ∆cx′ ∆cy′ ∆cz′ Parcours
no (mm) (mm) (×10−3) (×10−3) (×10−3) ∆L (mm)
1 -0.045 -0.015 -3.711 -0.669 -0.66 -0.63 -1.57 1.658
2 -0.045 0.000 -3.746 -0.042 -0.65 -0.63 -0.22 1.535
3 -0.045 +0.015 -3.965 0.628 -0.67 -0.63 1.19 1.240
4 0.000 -0.015 -0.115 -0.634 -0.01 0.00 -1.42 -0.113
5 0.000 0.000 0.000 -0.039 0.01 0.01 -0.19 -0.092
6 0.000 +0.015 -0.064 0.630 0.00 0.00 1.18 -0.082
7 +0.045 -0.015 2.770 -0.936 0.65 0.66 -1.42 -4.021
8 +0.045 0.000 3.170 -0.073 0.67 0.69 -0.25 -3.545
9 +0.045 +0.015 3.371 0.843 0.67 0.68 0.99 -3.002

Tableau 6.3: Différence de suivi de trajectoire dans ~Bideal et dans ~Btotal: Différences de posi-
tion, d’orientation au niveau des chambres à fils et de longueur parcourue, pour des trajectoires
émises à la cible.

Le tableau 6.3 montre les résultats obtenus pour neuf trajectoires différentes couvrant une
partie de l’acceptance angulaire des H.R.S.. Ces résultats sont cohérents avec ceux que l’on
attend:

- Pour la trajectoire no 5, qui correspond à la trajectoire centrale (cx = cz = 0), les écarts
de position et d’orientation au niveau des détecteurs sont négligeables. En effet, cette
particule se déplace le long de l’axe magnétique des quadripôles, là où leur champ est nul.

- Pour les trajectoires émises dans le plan dispersif (cz = 0), on observe des écarts faibles
dans le plan transverse qui restent inférieurs à la résolution des chambres à fils (< 100µm).
En revanche, dans le plan dispersif, les déplacements atteignent des valeurs de 3 à 4 mm.

- Pour les trajectoires émises dans le plan transverse (cx = 0), les déplacements sont inversés.

- Pour les autres trajectoires, les effets sont combinés.

Effet du champ résiduel des trois quadripôles séparément Dans nos simulations décrites
au chapitre 2, basées sur des distributions de courant légèrement modifiées par rapport à notre
modèle filamentaire, nous avions étudié séparément chacun des quadripôles. Afin de comparer
ces résultats à ceux de la mesure réelle, nous effectuons un suivi de trajectoire en ne calculant
le champ ~Btotal = ~Bideal + ~Bresiduel que dans un seul des quadripôles; le champ des deux autres
est déterminé par ~Bideal uniquement. Pour ~Bresiduel, nous prenons successivement celui donné
par la simulation et celui donné par la mesure. On résume les résultats de cette étude dans les
tableaux 6.4, 6.5 et 6.6. On constate que les écarts dans le plan focal dépendent linéairement
de l’intégrale de champ résiduel. De plus, les écarts obtenus quand on fait cette étude sont
différents de ceux obtenus en modifiant les champs des trois quadripôles simultanément: cela
indique qu’il y a certaines compensations de signes d’un aimant à l’autre.
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Intégrale du champ écart max. trouvé
résiduel B2 dans le plan focal

à r=150 mm
Simulation du chap.2 +2.7 Tesla.mm 1 mm
Mesures QMM +15.0 Tesla.mm 6 mm

Tableau 6.4: Etude sur Q1 seul du suivi de trajectoire dans ~Btotal et ~Bideal.

Intégrale du champ écart max. trouvé
résiduel B2 dans le plan focal

à r=300 mm
Simulation du chap.2 +4.4 Tesla.mm 2 mm
Mesures QMM +12.1 Tesla.mm 5.5 mm

Tableau 6.5: Etude sur Q2 seul du suivi de trajectoire dans ~Btotal et ~Bideal.

Intégrale du champ écart max. trouvé
résiduel B2 dans le plan focal

à r=300 mm
Simulation du chap.2 +4.4 Tesla.mm 1 mm
Mesures QMM +12.1 Tesla.mm 4 mm

Tableau 6.6: Etude sur Q3 seul du suivi de trajectoire dans ~Btotal et ~Bideal.
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Figure 6.14: Modèle QMM: Vue détaillée de la composante transverse du champ au niveau de l’interface Q1/Q2. A gauche: champ
de Q1 seul. Au centre: champ de Q1 et de Q2 additionnés. A droite: champ de Q2 seul.
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Figure 6.15: Modèle QMM: Vue détaillée de la composante transverse du champ au niveau
de l’addition du champ central de Q1 et du champ de fuite d’entrée de Q2. On voit un saut de
l’ordre de 2 Gauss.

Figure 6.16: Modèle QMM: Suivi de trajectoire pour des particules dans le plan dispersif
avec θ compris entre ±50 mrd. Les autres coordonnées sont nulles à la cible.
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Figure 6.17: Modèle QMM: Suivi de trajectoire pour des particules dans le plan dispersif
avec x = -45, 0 et +45 µm et δ = 0,±1,±2,±3%. Les autres coordonnées sont nulles à la cible.

Figure 6.18: Modèle QMM: Vue détaillée de la figure 6.17 montrant la zone du plan focal
(nota: la droite horizontale représente un “end plane”).
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Figure 6.19: Modèle analytique sans sextupôle: Vue détaillée du plan focal. Il est incliné
de ∼ 70o par rapport à la trajectoire centrale.

Figure 6.20: Modèle analytique avec sextupôle:Vue détaillée du plan focal. Il est incliné
de ∼ 45o par rapport à la trajectoire centrale.



Conclusions

Pour répondre à des besoins de cartographie magnétique très spécifiques, à savoir la mesure
du champ de quadripôles supraconducteurs, de grande longueur et de grand rayon d’ouverture,
nous avons été amenés à faire le choix d’une méthode de mesure spécifique et originale. Cette
méthode est basée sur le principe de la mesure harmonique par bobine tournante et a été
spécialement adaptée à la cartographie des aimants des spectromètres à haute résolution (H.R.S.)
du Hall A du Thomas Jefferson National Accelerator Facility (T.J.N.A.F., Etats-Unis). En vue
de la détermination d’une carte tridimensionnelle du champ, notre sonde est constituée de 10
bobines disposées alternativement le long de son axe de rotation, c’est-à-dire de l’axe magnétique
des quadripôles. Cela nous a permis d’obtenir des informations sur la distribution longitudinale
du champ à l’intérieur des aimants.

L’ensemble du banc de mesure a été conçu de manière à être autonome et facilement trans-
portable. Il était en effet destiné à des mesures in situ, dans un hall expérimental en cours de
construction, avec les différents problèmes que cela sous-entend:

• difficulté d’accessibilité des aimants, installés dans leur configuration finale de fonction-
nement sur les spectromètres.

• problèmes de bruits électromagnétiques engendrés par les postes de soudure et les autres
appareils de chantier.

Pour contourner ces difficultés, nous avons mis en œuvre des moyens importants afin de
garantir la précision finale des mesures. Nous avons en effet imposé des contraintes sévères sur les
caractéristiques mécaniques et électromagnétiques des matériaux qui ont servis à la fabrication
de la sonde. De plus, nous avons effectué des contrôles précis de la géométrie de la sonde à mieux
que 100 microns sur quelques mètres. Nous avons également utilisé une électronique d’acquisition
de précision conçue spécifiquement pour des mesures magnétiques et dont l’élément principal est
un voltmètre-intégrateur. Parallèlement à cette mécanique et cette électronique de précision, le
fait que les bobines soient alternées de part et d’autre de l’axe de rotation de la sonde de mesure,
associé à l’usage d’une bobine de référence qui autorise à normaliser les mesures à l’une d’entre
elles, nous a permis de contrôler et de corriger les données brutes de nombreux défauts qui sont
propres à la mesure.

La précision atteinte sur la détermination du champ dans tout l’espace utile des quadripôles
est de quelques Gauss soit environ 10−4 de la valeur du champ central des quadripôles (de
l’ordre de 1 Tesla). Une telle précision autorise une connaissance détaillée et approfondie des
spectromètres H.R.S. du point de vue magnétique. Le but de ce projet en matière de qualité
des mesures est donc tout à fait atteint.

Une telle connaissance du champ et donc des propriétés magnétiques des quadripôles servira
à la collaboration du Hall A pour améliorer la compréhension globale de l’optique des spec-
tromètres H.R.S.. Ces résultats serviront au cours des expériences de physique hadronique
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réalisées en diffusion d’électrons. Ils permettront notamment, grâce à la reconstruction des
particules dans tout l’espace de phase accepté, de calculer l’angle solide des spectromètres à la
précision nécessaire pour extraire des sections efficaces à quelques pourcents près, ou bien encore,
d’avoir une modélisation des spectromètres nécessaire, entre autre, aux nombreuses expériences
qui s’intéressent à la polarisation des particules émises lors de la diffusion.



Annexe A

Résolution de l’équation de Laplace
en 3D

A.1 Equation de Laplace

En l’absence de densité de courant ~J et de densité de charge ρ les équations deMaxwell se
réduisent à : ~∇ × ~B = ~0, (i.e. ~B dérive d’un potentiel scalaire: ~B = −~∇φ(r, θ, z)) et ~∇. ~B = 0
. On obtient alors l’équation de Laplace:

∇2φ(r, θ, z) = 0 (A.1)

qui se met sous la forme suivante en coordonnées cylindriques:

1
r

∂

∂r

(
r
∂φ(r, θ, z)

∂r

)
+

1
r2
∂2φ(r, θ, z)

∂θ2
+
∂2φ(r, θ, z)

∂z2
= 0 (A.2)

φ(r, θ, z) est une fonction périodique de θ, donc on peut l’écrire sous la forme d’un développement
en série de Fourier:

φ(r, θ, z) =
bo(r, z)

2
+

∞∑
n=1

bn(r, z) cos(nθ) + an(r, z) sin(nθ) (A.3)

ou encore:

φ(r, θ, z) =
∞∑
n=0

Bn(r, z) cos(nθ) + An(r, z) sin(nθ) (A.4)

où l’on a posé:

Bn(r, z) = bn(r, z) ∀n 6= 0

Bo(r, z) =
bo(r, z)

2
An(r, z) = an(r, z) (A.5)

L’équation de Laplace (A.2) s’écrit alors sous la forme de deux équations de Bessel:
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∞∑
n=0

(
1
r

∂Bn(r, z)
∂r

+
∂2Bn(r, z)

∂r2
− n2

r2
Bn(r, z) +

∂2Bn(r, z)
∂z2

)
cos(nθ) + (A.6)

∞∑
n=0

(
1
r

∂An(r, z)
∂r

+
∂2An(r, z)

∂r2
− n2

r2
An(r, z) +

∂2An(r, z)
∂z2

)
sin(nθ) = 0 (A.7)

A.2 Résolution des équations de Bessel
Pour les équations (A.6) et (A.7), on utilise la méthode de Frobenius†, i.e. on recherche

des solutions sous la forme des développements en série suivants:

An(r, z) =
+∞∑

k=−∞
Cnk(z) rk+β (A.8)

Bn(r, z) =
+∞∑

k=−∞
Dnk(z) rk+β (A.9)

où Cnk(z) et Dnk(z) sont nuls pour k < 0 (Cn 0(z) et Dn o(z)(z) sont les premiers termes non
nuls du développement). Les séries sont convergentes pour être des solutions physiques.

L’équation (A.6) s’écrit alors en multipliant membre à membre par r2:

+∞∑
k=−∞

Cnk(z) [k + β] [k + β − 1] rk+β

+
+∞∑

k=−∞
Cnk(z) [k + β] rk+β

−
+∞∑

k=−∞
n2 Cnk(z) rk+β

+
+∞∑

k=−∞

d2Cnk(z)
dz2

rk+β+ 2 = 0 (A.10)

Comme la sommation sur k s’étend de −∞ à +∞ et que Cnk(z) = 0 pour k < 0, on peut
réécrire l’équation précédente sous la forme suivante:

+∞∑
k=−∞

[
Cnk(z)

[
(k + β)2 − n2

]
+
d2Cnk(z)
dz2

]
rk+β = 0 (A.11)

Cette équation est vérifié quand tous les coefficients de r sont identiquement nuls, i.e. quand
β vérifie l’équation indiciaire suivante:

Cnk(z)
[
[k + β]2 − n2

]
+
d2Cnk(z)
dz2

= 0 ∀n ∈ N (A.12)

Pour k = 0, comme Cn ,−2(z) = 0, on a:

†Du nom du mathématicien Allemand Ferdinand Georg Frobenius (1849-1917).
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Cn 0(z)
[
β2 − n2

]
= 0 (A.13)

donc, puisque Cn 0(z) 6= 0, il vient:

β2 = n2 (A.14)

Deux cas se présentent alors: β = n ou β = −n.

A.2.1 Cas 1: β = n

Pour β = n, l’équation indicaire (A.12) devient:

Cnk(z) =
−1

k (k + 2n)
d2Cnk−2(z)

dz2
(A.15)

Pour k = 0, 1, 2, 3, 4, ... on a:

Cn 0(z) 6= 0 (A.16)

Cn 1(z) =
−1

1 × (1 + 2n)
d2Cn ,−1(z)

dz2

= 0 (A.17)

Cn 2(z) =
−1

2 × (2 + 2n)
d2Cn 0(z)
dz2

(A.18)

Cn 3(z) =
−1

3 × (3 + 2n)
d2Cn 1(z)
dz2

= 0 (A.19)

Cn 4(z) =
−1

4 × (4 + 2n)
d2Cn 2(z)
dz2

=
(−1)2

2 × 4 × (2 + 2n) × (4 + 2n)
d2Cn 0(z)
dz4

(A.20)
......

Seules les valeurs paires de k donnent des Cnk(z) 6= 0, posons k = 2m et Cnk(z) =
Cn 2m(z) = knm(z):

kN/Sno (z) = Cn 0(z) 6= 0 (A.21)
kn1(z) = Cn 2(z)

=
−1

(2× 1)(2× 1 + 2n)
d2k

N/S
no (z)
dz2

(A.22)

kn2(z) = Cn 4(z)

=
(−1)2

(2× 1)(2× 2)(2× 1 + 2n)(2× 2 + 2n)
d4k

N/S
no (z)
dz4

(A.23)

kn3(z) = Cn 6(z)

=
(−1)3

(2× 1)(2× 2)(2× 3)(2× 1 + 2n)(2× 2 + 2n)(2× 3 + 2n)
d6k

N/S
no (z)
dz6

(A.24)
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... = ...

knm(z) =
(−1)3

(2× 1)(2× 2)(2× 3)...(2×m)

× 1
(2× 1 + 2n)(2× 2 + 2n)(2× 3 + 2n)...(2×m+ 2n)

d2mk
N/S
no (z)

dz2m

=
(−1)m n!

22mm! (n+m)!
d2mk

N/S
no (z)

dz2m
(A.25)

Donc, pour β = n, nous avons:

An(r, z) =
∞∑
m=0

(−1)m n!
22mm! (n+m)!

rn+2m d2mk
N/S
no (z)

dz2m
(A.26)

On obtient une formule similaire pour Bn(r, z).

A.2.2 Cas 2: β = −n

Pour β = −n, on obtient:

An(r, z) =
1
rn

[
kN/Sno (z) − r2

2(2 + 2n)
d2k

N/S
no (z)
dz2

+ ...

]
(A.27)

qui n’est pas une solution finie ∀r, on ne tient donc pas compte de ce cas.

A.2.3 Solution générale normalisée à un rayon de référence ro

Nous avons donc pour An(r, z) et Bn(r, z):

An(r, z) =
∞∑
m=0

(−1)m n!
22mm! (n+m)!

rn+2m d2mk
N/S
no (z)

dz2m
(A.28)

Bn(r, z) =
∞∑
m=0

(−1)m n!
22mm! (n+m)!

rn+2m d2mk′n0(z)
dz2m

(A.29)

Effectuons les changements de variables suivants:

kN/Sno (z) −→ −k
N
no(z)
rno

(A.30)

k′n0(z) −→
kSno(z)
rno

(A.31)

où ro est un rayon de référence. Alors, nous avons:

An(r, z) = −
∞∑
m=0

(−1)m n!
22mm! (n+m)!

r2mo

(
r

ro

)n+2m d2mkNno(z)
dz2m

(A.32)

Bn(r, z) =
∞∑
m=0

(−1)m n!
22mm! (n+m)!

r2mo

(
r

ro

)n+2m d2mkSno(z)
dz2m

(A.33)
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D’où l’expression du potentiel scalaire:

φ(r, θ, z) =
∞∑
n=0

∞∑
m=0

(−1)m n!
22mm! (n+m)!

r2mo

(
r

ro

)n+2m

×
[
d2mkSno(z)
dz2m

cos(nθ) − d2mkNno(z)
dz2m

sin(nθ)

]
(A.34)

soit encore en isolant le terme n = 0:

φ(r, θ, z) =
∞∑
m=0

(−1)m

22m (m!)2
r2mo

(
r

ro

)2m d2mkSoo(z)
dz2m

+
∞∑
n=1

∞∑
m=0

(−1)m n!
22mm! (n+m)!

r2mo

(
r

ro

)n+2m

×
[
d2mkSno(z)
dz2m

cos(nθ) − d2mkNno(z)
dz2m

sin(nθ)

]
(A.35)

Les composantes cylindriques du champ qui dérive de ce potentiel sont donc:

Br(r, θ, z) = − ∂φ(r, θ, z)
∂r

= − 1
ro

∞∑
m=1

(−1)mm
22m−1 (m!)2

r2mo

(
r

ro

)2m−1 d2mkSoo(z)
dz2m

+
1
ro

∞∑
n=1

∞∑
m=0

(−1)m n!
22mm! (n+m)!

(n+ 2m) r2mo

(
r

ro

)n+2m−1

×
[
d2mkNno(z)
dz2m

sin(nθ) − d2mkSno(z)
dz2m

cos(nθ)

]
(A.36)

Bθ(r, θ, z) = − 1
r

∂φ(r, θ, z)
∂θ

=
1
ro

∞∑
n=1

∞∑
m=0

(−1)m n!
22mm! (n+m)!

n r2mo

(
r

ro

)n+2m−1

×
[
d2mkNno(z)
dz2m

cos(nθ) +
d2mkSno(z)
dz2m

sin(nθ)

]
(A.37)

Bz(r, θ, z) = − ∂φ(r, θ, z)
∂z

= −
∞∑
m=0

(−1)m

22m (m!)2
r2mo

(
r

ro

)2m d2m+1kSoo(z)
dz2m+1

+
∞∑
n=1

∞∑
m=0

(−1)m n!
22mm! (n+m)!

r2mo

(
r

ro

)n+2m

×
[
d2m+1kNno(z)
dz2m+1

sin(nθ) − d2m+1kSno(z)
dz2m+1

cos(nθ)

]
(A.38)



178 Résolution de l’équation de Laplace en 3D

où l’on a explicitement fait apparâıtre les termes correspondant à n = 0. Ces termes ne
dépendent pas de l’angle θ ils ne sont donc présents que dans le développement du potentiel
scalaire et dans ceux des composantes radiales et longitudinales. On montre que cet harmonique
d’ordre 0 permet de calculer un champ de type solénöıdal [18]. Il ne peut être déterminé au
moyen d’une mesure par bobine radiale qui n’est sensible qu’à la composante azimuthale.



Annexe B

Calcul des désalignements de la
sonde en 2D

Dans le chapitre 2, nous avons introduit les développements harmoniques d’un champ 2D
écrit sous forme d’une fonction analytique de la variable complexe. En se basant sur ce formal-
isme, on démontre dans cette annexe diverses formules qui permettent d’évaluer l’influence, sur
les harmoniques du flux comme sur ceux du champ, des divers défauts de positionnement des
bobines par rapport à l’axe de rotation de la sonde et de cet axe par rapport à l’axe magnétique
de l’aimant.

B.1 Calcul du déphasage ∆θ

Soient RA (O, xA, yA, z) le repère lié à l’aimant et RM (O, xM , yM , z) le repère lié à la sonde
de mesure tels que (OxA, OxM ) = (OyA, OyM ) = ∆θ (cf figure B.1).

Dans RA, le champ au point P d’affixe ζA = r eiθA s’écrit :

BA (ζA) =
∞∑
n=1

cAn

(
r eiθA

ro

)n−1

(B.1)

et dans RM , on a au point P d’affixe ζM = r eiθM :

BM (ζM ) =
∞∑
n=1

cMn

(
r eiθM

ro

)n−1

(B.2)

d’où les expressions correspondantes du flux (à travers la surface de la bobine décrite
précédemment):

ΦA (θA) = −=m

{ ∞∑
n=1

γAn

(
ReiθA

ro

)n}
(B.3)

et:

ΦM (θM ) = −=m

{ ∞∑
n=1

γMn

(
ReiθM

ro

)n}

= −=m

{ ∞∑
n=1

γMn

(
Rei(θA−∆θ)

ro

)n}
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Figure B.1: Déphasage ∆θ du repère RM lié à la sonde par rapport à RA lié à l’aimant.

= −=m

{ ∞∑
n=1

γMn e−in∆θ

(
ReiθA

ro

)n}
(B.4)

il vient alors en comparant cette dernière équation avec la formule (B.3):

γAn = γMn e−in∆θ (B.5)

ce qui en notation réelle s’écrit:

αAn = αMn cos (n∆θ) + βMn sin (n∆θ) (B.6)
βAn = βMn cos (n∆θ) − αMn sin (n∆θ) (B.7)

Dans le repère de l’aimant, on a par définition a2 = αA2 = 0, donc, l’équation précédente
nous donne le déphasage ∆θ entre les deux repères:

∆θ = −1
2
arctg

αM2
βM2

(B.8)

B.2 Calcul des désalignements ∆x et ∆y de la sonde.

Soit RM un repère lié à la sonde et décalé de ζd = ∆x+ i∆y par rapport à RA un repère lié
à l’aimant.

Un point P quelconque est repéré dans RA par l’affixe:

ζA = r eiθA (B.9)
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Figure B.2: Décentrement du repère RM lié à la sonde par rapport à RA lié à l’aimant.

et dans RM par:

ζM = r′ eiθM (B.10)

On a:

ζd = ε eiα (B.11)

on a donc:

ζM = ζA − ζd (B.12)

B.2.1 Calcul du décentrement sur les harmoniques du champ

Le champ peut être écrit en notation complexe sous la forme:

BM (ζM ) =
∞∑
n=1

cMn

(
r eiθM

)n−1

rn−1
o

(B.13)

=
∞∑
n=1

cMn
ζn−1
M

rn−1
o

(B.14)

=
∞∑
n=1

cMn
rn−1
o

(ζA − ζd)
n−1 (B.15)

=
∞∑
n=1

cMn
rn−1
o

n−1∑
k=0

Ckn−1 ζ
n−k−1
A (−ζd)k (B.16)
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où l’on a introduit le développement du binôme avec:

Cpn =
n!

p! (n− p)!
(B.17)

Posons p = n− k, comme k ∈ [0, n− 1] on a p ∈ [1, n] donc:

BM (ζM ) =
∞∑
n=1

cMn
rn−1
o

n∑
p=1

Cn−pn−1 ζ
p−1
A (−ζd)n−p (B.18)

or on sait que Cji = 0 pour j < 0, par conséquent on peut réécrire la formule ci-dessus sous
la forme:

BM (ζM ) =
∞∑
n=1

cMn
rn−1
o

∞∑
p=1

Cn−pn−1 ζ
p−1
A (−ζd)n−p (B.19)

ou encore:

BM (ζM ) =
∞∑
p=1

∞∑
n=p

cMn
rn−1
o

Cn−pn−1 ζ
p−1
A (−ζd)n−p (B.20)

or:

BA (ζA) =
∞∑
p=1

cAp

rp−1
o

ζp−1
A (B.21)

on en déduit donc la relation entre les composantes harmoniques du champ dans les deux
repères:

cAp

rp−1
o

=
∞∑
n=p

cMn
rn−1
o

Cn−pn−1 (−ζd)n−p (B.22)

comme cA/Mp = −
(
a
A/M
p + ib

A/M
p

)
, il vient en se limitant aux deux premiers ordres en ζd

( i.e. en limitant la somme à n = p et n = p+ 1):

aAp + ibAp

rp−1
o

'
aMp + ibMp

rp−1
o

−
aMp+1 + ibMp+1

rpo
p (∆x+ i∆y) (B.23)

On obtient alors les composantes harmoniques en notation réelle:

aAp ' aMp − p aMp+1

∆x
ro

+ p bMp+1

∆y
ro

(B.24)

bAp ' bMp − p bMp+1

∆x
ro
− p aMp+1

∆y
ro

(B.25)

Pour le quadripôle on a aA1 = bA1 = 0 et si aM2 ≈ 0, alors on peut exprimer les décentrements
∆x et ∆y en fonction des harmoniques dipolaires et de la composante quadripolaire normale:

aA1 ' aM1 − aM2
∆x
ro

+ bM2
∆y
ro

(B.26)

bA1 ' bM1 − bM2
∆x
ro

+ aM2
∆y
ro

(B.27)
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donc

∆x
ro

' bM1
bM2

(B.28)

∆y
ro

' −a
M
1

bM2
(B.29)

B.2.2 Calcul du décentrement sur les harmoniques du flux

Le flux à travers une bobine R×Lz dans le repère RM lié à la sonde est donné par la formule
suivante, où ZM = ReiθM désigne l’extrémité de la bobine:

ΦM (θM ) = −Lz =m

{∫ ZM

0
BM (ζM ) dζM

}

= −=m

{∫ ZM

0

∞∑
n=1

Lz

rn−1
o

cMn ζn−1
M dζM

}

= −=m

{ ∞∑
n=1

Lz

rn−1
o

cMn

∫ ZA

ζd

(ζA − ζd)n−1 dζA

}

= −=m

{ ∞∑
n=1

Lz

n rn−1
o

cMn (ZA − ζd)n
}

= −=m

{ ∞∑
n=1

Lz

n rn−1
o

cMn

{
n∑
k=0

Ckn Z
n−k
A (−ζd)k

}}
(B.30)

Posons p = n− k, on a comme précédemment, Cji = 0 pour j < 0, donc:

ΦM (θM ) = −=m


∞∑
p=1

∞∑
n=p

Lzc
M
n

n rn−1
o

Cn−pn ZpA (−ζd)n−p


= −=m


∞∑
p=1

∞∑
n=p

γMn Cn−pn

ZpA
rno

(−ζd)n−p
 (B.31)

où l’on a introduit:

γMn = cMn
Lz ro
n

(B.32)

Or nous avons:

ΦA (θA) = −=m


∞∑
p=1

γAp
ZpA
rpo

 (B.33)

donc, on obtient la relation suivante entre les composantes harmoniques du flux exprimées
dans les deux repères:

γAp

rp−1
o

=
∞∑
n=p

γMn
rn−1
o

Cn−pn (−ζd)n−p (B.34)
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or on a (comme pour le champ):

γp = − (αp + iβp) (B.35)

donc en limitant le développement aux deux premiers ordres en ζd, on obtient la formule
ci-dessous:

αAp + iβAp ' αMp + iβMp −
(
αMp+1 + iβMp+1

)
(p+ 1)

∆x+ i∆y
ro

(B.36)

en séparant les parties réelles et imaginaires, il vient:

αAp ' αMp − (p+ 1) αMp+1

∆x
ro

+ (p+ 1) βMp+1

∆y
ro

(B.37)

βAp ' βMp − (p+ 1) βMp+1

∆x
ro
− (p+ 1) αMp+1

∆y
ro

(B.38)

Mais comme on a aA1 = bA1 = 0 et aM2 ≈ 0, on a aussi: αA1 = βA1 = 0 et αM2 ≈ 0, on peut
alors écrire:

2∆x
ro

' βM1
βM2

(B.39)

2∆y
ro

' −α
M
1

βM2
(B.40)

Il faut souligner le facteur 2 dans ces deux dernières formules, contrairement à celles obtenues
pour le champ (cf § précédent).

B.3 Influence du décalage radial d’une bobine

Supposons que la bobine ne tourne pas autour de l’un de ses côtés, mais que l’axe de rotation,
tout en restant compris dans le plan de la bobine, soit décallé (cf Figure B.3).

Le flux à travers cette bobine s’écrit:

Φ (θ) = −=m

{∫ (R−∆R)eiθ

−∆Reiθ
Lz B (ζ) dζ

}

= −=m

{ ∞∑
n=1

γn

(
Reiθ

ro

)n ((
1 − ∆R

R

)n
−
(
−∆R

R

)n)}
(B.41)

Si ∆R est faible devant R, alors la composante harmonique γMes
n mesurée peut s’écrire en

fonction de la composante idéale (γn):

γMes
n '

(
1 − n

∆R
R

)
γn (B.42)
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Figure B.3: Bobine tournant autour d’un axe décalé de ∆R, mais compris dans son plan.

B.4 Influence des déplacements harmoniques transversaux de
l’axe de rotation

On peut réécrire le flux à travers une bobine tournante idéalement placée sous la forme:

ΦI (θ) = −=m

{ ∞∑
n=1

Γn einθ
}

(B.43)

avec:

Γn = γn

(
R

ro

)n
=

Lzro
n

cn

(
R

ro

)n
= − (An + iBn) (B.44)

Où An et Bn sont respectivement les harmoniques skews et normaux du flux (en notations
réelles).

Supposons que la sonde tourne autour d’un axe qui, au cours de la rotation, subit une
translation en D(θ), alors le flux s’écrit:

Φ (θ) = −=m

{
Lz

∫ Reiθ+D(θ)

D(θ)
B (ζ) dζ

}
(B.45)

= −=m

{ ∞∑
n=1

Lzro
n

cn

(
R

ro

)n
einθ

((
1 +

D(θ)e−iθ

R

)n
−
(
D(θ)e−iθ

R

)n)}
(B.46)

Si |D(θ)| << R, alors, le flux s’exprime de la manière suivante:
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Φ (θ) ' ΦI (θ) − =m

{ ∞∑
n=1

nΓn
D(θ)
R

ei(n−1)θ

}
(B.47)

• Si D(θ) est de la forme Dpe
ipθ, avec Dp = Dx (p) + iDy (p) (translation tournante, dans le

même sens que la sonde pour p > 0, en sens inverse pour p < 0), alors on a:

Φ (θ) ' ΦI (θ) − =m

{ ∞∑
n=1

nΓn
[
Dx (p)
R

+ i
Dy (p)
R

]
ei(n+p−1)θ

}
(B.48)

soit encore en notations réelles:

Φ (θ) '
∞∑
n=1

Bn cos (nθ) + An sin (nθ)

+
∞∑
n=1

n

(
Bn

Dx (p)
R

+ An
Dy (p)
R

)
cos ((n+ p− 1) θ)

+
∞∑
n=1

n

(
An

Dx (p)
R

− Bn
Dy (p)
R

)
sin ((n+ p− 1) θ) (B.49)

Autrement dit, une vibration de ce type, d’ordre p, génère principalement des harmoniques
virtuels d’ordre n+ p− 1:

Avirtn+p−1 = n

(
An

Dx (p)
R

− Bn
Dy (p)
R

)
(B.50)

Bvirtn+p−1 = n

(
Bn

Dx (p)
R

+ An
Dy (p)
R

)
(B.51)

Par exemple, dans un champ à dominante quadripolaire, p = 2 crée du sextupôle et p = −2
du dipôle.

B.5 Influence des vibrations angulaires de l’axe de rotation

Supposons que la sonde vibre angulairement, mais sans torsion; i.e. que tous les points d’une
génératrice de la sonde ont la même phase. Soit T (θ) cette vibration, alors le flux peut s’écrire
en changeant θ par θ + T (θ):

Φ (θ) = −=m

{
Lz

∫ ReiθeiT (θ)

0
B (ζ) dζ

}

= −=m

{ ∞∑
n=1

Γn einθ einT (θ)

}
(B.52)

Si T (θ) est faible, on a en se limitant au premier ordre:
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einT (θ) ' 1 + inT (θ) (B.53)

donc le flux peut s’écrire:

Φ (θ) ' ΦI (θ) − =m

{ ∞∑
n=1

nΓn i T (θ)einθ
}

(B.54)

• Supposons que T (θ) soit de la forme Kpcos (pθ) = Kp

2

(
eipθ + e−ipθ

)
, alors le flux devient:

Φ (θ) ' ΦI(θ) −=m

{ ∞∑
n=1

n

2
iΓnKp

(
ei(n+p)θ + ei(n−p)θ

)}

'
∞∑
n=1

Bn cos(nθ) + An sin(nθ)

+
∞∑
n=1

n

2
Kp (An cos [(n+ p) θ] − Bn sin [(n+ p) θ])

+
∞∑
n=1

n

2
Kp (An cos [(n− p) θ] − Bn sin [(n− p) θ]) (B.55)

Donc, une vibration de ce type, d’ordre p, génère des harmoniques virtuels d’ordre n+ p et
d’ordre n− p:

Avirtn+p = −n
2
Kp Bn (B.56)

Bvirtn+p =
n

2
KpAn (B.57)

et

Avirtn−p = −n
2
Kp Bn (B.58)

Bvirtn−p =
n

2
KpAn (B.59)

• Supposons que T (θ) soit de la forme Lpsin (pθ) = Lp

2i

(
eipθ − e−ipθ

)
, alors le flux devient:

Φ(θ) ' ΦI(θ) −=m

{ ∞∑
n=1

n

2
Γn Lp

(
ei(n+p)θ − ei(n−p)θ

)}

'
∞∑
n=1

Bn cos(nθ) + An sin(nθ)

+
∞∑
n=1

n

2
Lp (An sin [(n+ p)θ] + Bn cos [(n+ p)θ])

+
∞∑
n=1

n

2
Lp (−An sin [(n− p)θ] − Bn cos [(n− p)θ]) (B.60)

Donc, une vibration de ce type, d’ordre p, génère des harmoniques virtuels d’ordre n+ p et
d’ordre n− p:
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Avirtn+p =
n

2
LpAn (B.61)

Bvirtn+p =
n

2
Lp Bn (B.62)

et

Avirtn−p = −n
2
LpAn (B.63)

Bvirtn−p = −n
2
Lp Bn (B.64)

B.6 Influence du décalage transversal d’une bobine

Supposons que la bobine, constituée d’une seule spire, ne tourne pas autour d’un de ses côtés,
mais qu’elle soit translatée parallèlement à sa normale d’une quantité ε (cf Figure B.4).

Figure B.4: Bobine tournant autour d’un axe décalé de ε et non compris dans son plan.

Les affixes respectives des points A et B sont:

ζA = i ε eiθ (B.65)
ζB = Reiθ + i ε eiθ (B.66)

Le flux à travers une telle bobine s’écrit alors sous la forme suivante:

Φ (θ) = −=m

{∫ (R+iε)eiθ

iεeiθ
Lz B (ζ) dζ

}
(B.67)
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Soit encore:

Φ (θ) = −=m
{
γn

((
ζB
ro

)n
−
(
ζA
ro

)n)}
= −=m

{
γn e

inθ
(
R

ro

)n ((
1 +

iε

R

)n
−
(
iε

R

)n)}
= −=m

{
Γn einθ

n−1∑
k=0

Ckn i
k
(
ε

R

)n}

= =m

{
n−1∑
k=0

(An + iBn) (cos (nθ) + i sin (nθ)) Ckn i
k
(
ε

R

)n}

= =m

{
n−1∑
k=0

Ckn i
k
(
ε

R

)n
(An cos (nθ) − Bn sin (nθ))

}

+ =m

{
n−1∑
k=0

Ckn i
k+1

(
ε

R

)n
(Bn cos (nθ) + An sin (nθ))

}
(B.68)

ce qui donne donc:

Φ (θ) = (An cos (nθ) − Bn sin (nθ))
a(n)∑
p=0

(−1)p C2p+1
n

(
ε

R

)2p+1

+ (Bn cos (nθ) + An sin (nθ))
b(n)∑
p=0

(−1)p C2p
n

(
ε

R

)2p

(B.69)

où l’on a, si n est pair:

a (n) =
n− 2

2

b (n) =
n− 2

2

et, si n est impair:

a (n) =
n− 3

2
si n 6= 1

= 0 autrement

b (n) =
n− 1

2

B.7 Flux à travers une bobine décalée d’épaisseur finie

Considérons maintenant une bobine d’épaisseur finie, constituée de deux enroulements iden-
tiques comprenant chacun N/2 spires de diamètre d. Ces deux enroulements sont séparés l’un
de l’autre d’un diamètre. Supposons aussi que l’axe de rotation de cette bobine soit décalé de
son plan de symétrie d’une quantité δ positive comme sur la figure B.5.
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Figure B.5: Bobine constituée de deux enroulements identiques de N/2 spires de diamètre d,
tournant autour d’un axe non compris dans son plan de symétrie et décalé d’une quantité δ.

Le flux d’un champ harmonique pur à travers cette bobine est alors obtenu en intégrant
la formule (B.69) pour chacun des enroulements (en fait, on moyenne sur l’épaisseur et l’on
multiplie par le nombre de spires):

Φ (θ) = =m

{
N

2
Lz
N
2 d

∫ − d
2
+δ

−(N+1) d
2
+δ

(∫ ζB(ε)

ζA(ε)
B (ζ) dζ

)
dε

}

+ =m

{
N

2
Lz
N
2 d

∫ (N+1) d
2
+δ

d
2
+δ

(∫ ζB(ε)

ζA(ε)
B (ζ) dζ

)
dε

}
(B.70)

soit en utilisant la formule (B.69) et en regroupant les termes:

Φ (θ) = (An cos (nθ) − Bn sin (nθ)) × 1
d

a(n)∑
p=0

(−1)p C2p+1
n

R

2p+ 2

×
{(
− d

2R
+

δ

R

)2p+2

−
(
−(N + 1) d

2R
+

δ

R

)2p+2

+
(

(N + 1) d
2R

+
δ

R

)2p+2

−
(
d

2R
+

δ

R

)2p+2
}

+ (Bn cos (nθ) + An sin (nθ)) × 1
d

b(n)∑
p=0

(−1)p C2p
n

R

2p+ 1

×
{(
− d

2R
+

δ

R

)2p+1

−
(
−(N + 1) d

2R
+

δ

R

)2p+1

+
(

(N + 1) d
2R

+
δ

R

)2p+1

−
(
d

2R
+

δ

R

)2p+1
}

(B.71)
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où les conditions sur a (n) et b (n) sont les mêmes qu’au paragraphe précédent.





Annexe C

Particularités de SNAKE

Cette annexe a pour but de détailler deux caractéristiques du programme SNAKE:

• le système de coordonnées utilisé pour repérer les particules.

• L’algorithme d’interpolation par ajustement d’un polynôme sur 11 points d’un maillage
3D, pour le calcul des trois composantes du champ.

C.1 Le système de coordonnées de SNAKE

Repère absolu Le système de coordonnées de SNAKE que nous avons adopté pour le H.R.S.
est différent de ceux en usage dans les codes de transport de particules comme TRANSPORT ou
RAYTRACE. Il est présenté sur la figure C.1 et est défini de la manière suivante:

• L’origine O est au centre de la cible.

• L’axe Ox (axe dispersif) est dans le plan de Dirichlet ou plan dispersif du spectromètre.
Il est dirigé vers les inpulsions croissantes, i.e. vers le bas.

• L’axe Oy (axe longitudinal) est le long de la direction générale des particules, dirigé dans
le sens de déplacement des particules, de la cible vers le plan focal.

• L’axe Oz (axe transverse) est dans le plan horizontal tel que le trièdre ( ~Ox, ~Oy, ~Oz) soit
direct.

Dans SNAKE, un vecteur ~p est repéré par ses coordonnées cartésiennes (px, py, pz) ou de
manière équivalente par ses cosini directeurs. Pour définir les trajectoires d’entrée des particules
(issues de la cible) dans le H.R.S., SNAKE utilise les angles θx et θz définis par:

cx =
px
||~p||

= cos θz sin θx

cy =
py
||~p||

=
√

1− cx2 − cz2

cz =
pz
||~p||

= sin θz

tels que cx2 + cy2 + cz2 = 1

Ce qui correspond aux définitions géométriques suivantes:
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• θx est un angle projeté. C’est l’angle entre l’axe Oy et la projection, sur le plan dispersif,
de l’impulsion de la particule. Il est mesuré à partir de la trajectoire centrale, i.e. de l’axe
~Oy.

• θz est un angle spatial entre l’impulsion de la particule et le plan dispersif, il est mesuré à
partir de ce plan.

Les signes de θx et θz sont définis par la figure C.1.

Figure C.1: Système de coordonnées de SNAKE: définition des angles. Sur cette figure, θx et
θz sont positifs.

Repère local A chaque région des H.R.S. est associé un repère local que l’on a avantage à
choisir comme étant le repère naturel de la distribution de champ dans cette région.

Pour les quadripôles:

• O est le centre magnétique de l’aimant.

• Oy l’axe magnétique.

• Ox−Oy est le plan vertical, Ox est dirigé vers le bas.

Edition des résultats Les résultats sont édités aussi bien en terme des coordonnées de posi-
tion et d’angle absolues que locales.

C.2 Algorithme d’interpolation à 11 points

Pour obtenir le champ en tout point (x, y, z) de l’espace, on interpole entre les nœuds
(xi, yj , zk) d’un maillage 3D, on utilise un algorithme d’interpolation par ajustement d’un
polynôme sur 11 points d’un maillage 3D. On appellera hi, hj et hk les pas du maillage dans les
directions x, y et z.

On approxime la fonction f au point (x, y, z) par un développement en série de T aylor à
l’ordre 2 (plus un terme d’ordre 3) autour du point de coordonnées (xi, yj , zk):
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f(x, y, z) = f(xi + phi, yj + qhj , zk + rhk) ' f(xi, yj , zk) + phi
∂f

∂x

∣∣∣∣∣
xi,yj ,zk

+ qhj
∂f

∂y

∣∣∣∣∣
xi,yj ,zk

+ rhk
∂f

∂x

∣∣∣∣∣
xi,yj ,zk

+
(phi)2

2!
∂2f

∂x2

∣∣∣∣∣
xi,yj ,zk

+
(qhj)2

2!
∂2f

∂y2

∣∣∣∣∣
xi,yj ,zk

+
(rhk)2

2!
∂2f

∂z2

∣∣∣∣∣
xi,yj ,zk

+ (phi)(qhj)
∂2f

∂x∂y

∣∣∣∣∣
xi,yj ,zk

+ (phi)(rhk)
∂2f

∂x∂z

∣∣∣∣∣
xi,yj ,zk

+ (qhj)(rhk)
∂2f

∂y∂z

∣∣∣∣∣
xi,yj ,zk

+ (phi)(qhj)(rhk)
∂3f

∂x∂y∂z

∣∣∣∣∣
xi,yj ,zk

+ O(h3) (C.1)

où p, q et r sont des nombres réels tels que:

x = xi + p hi

y = yj + q hj

z = zk + r hk

les indices i, j et k sont choisis dans la carte de sorte que le point (x, y, z) soit à l’intérieur
du parallélépipède de la figure C.2.

On exprime alors les divers termes de ce développement en fonction de différences finies.
Pour cela, on adopte les notations suivantes (cf figure C.2):

fi,j,k = f(xi, yj , zk)
fi+1,j,k = f(xi + hi, yj , zk)
fi,j+1,k = f(xi, yj + hj , zk)

fi+1,j+1,k = f(xi + hi, yj + hj , zk)
... = ...

Les dérivées premières s’écrivent alors:

hi
∂f

∂x

∣∣∣∣∣
xi,y,z

' hi
fi+1,j,k − fi−1,j,k

2hi

' fi+1,j,k − fi−1,j,k

2
(C.2)

(C.3)

Les dérivées secondes quant à elles se mettent sous la forme:

h2
i

∂2f

∂x2

∣∣∣∣∣
xi,y,z

' h2
i

fi+1,j,k−fi,j,k

hi
− fi,j,k−fi−1,j,k

hi

hi

' fi+1,j,k − 2fi,j,k + fi−1,j,k (C.4)
(C.5)
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Figure C.2: Maille 3D et 3 points supplémentaires pour interpoler les composantes du champ
en un point situé dans la maille.

pour les termes non croisés, et sous la forme:

hihj
∂2f

∂x∂y

∣∣∣∣∣
xi,yj ,z

' hihj

fi+1,j+1,k−fi,j+1,k

hi
− fi,j,k−fi−1,j,k

hi

hj

' fi+1,j+1,k − fi,j+1,k − fi,j,k + fi−1,j,k (C.6)
(C.7)

pour les termes croisés.
Enfin, le terme contenant la dérivée troisième s’écrit:

hihjhk
∂3f

∂x∂y∂z

∣∣∣∣∣
xi,yj ,zk

' hihjhk


fi+1,j+1,k+1−fi,j+1,k+1

hi
− fi+1,j,k+1−fi,j,k+1

hi

hj

−
fi+1,j+1,k−fi,j+1,k

hi
− fi+1,j,k−fi,j,k

hi

hj

 /hk
' fi+1,j+1,k+1 − fi,j+1,k+1 − fi+1,j,k+1 + fi,j,k+1

− fi+1,j+1,k + fi,j+1,k + fi+1,j,k − fi,j,k (C.8)

On obtient alors la formule d’interpolation par ajustement d’un polynôme sur 11 points d’un
maillage tridimensionnel:
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f(xi + phi, yj + qhj , zk + rhk) ' fi,j,k

+
1
2

(
p (fi+1,j,k − fi−1,j,k) + p2(fi+1,j,k − 2fi,j,k + fi−1,j,k)

)
+

1
2

(
q (fi,j+1,k − fi,j−1,k) + q2(fi,j+1,k − 2fi,j,k + fi,j−1,k)

)
+

1
2

(
r (fi,j,k+1 − fi,j,k−1) + r2(fi,j,k+1 − 2fi,j,k + fi,j,k−1)

)
+ pq(fi,j,k − fi+1,j,k + fi+1,j+1,k − fi,j+1,k)
+ pr(fi,j,k − fi+1,j,k + fi+1,j,k+1 − fi,j,k+1)
+ qr(fi,j,k − fi,j+1,k + fi,j+1,k+1 − fi,j,k+1)
+ pqr (fi+1,j+1,k+1 − fi,j+1,k+1 − fi+1,j,k+1 + fi,j,k+1

− fi+1,j+1,k + fi,j+1,k + fi+1,j,k − fi,j,k) (C.9)

C’est cette formule qui est utilisée dans le programme SNAKE pour calculer, indépendamment
les unes des autres, les composantes cartésiennes du champ magnétique en un point quelconque
d’une carte de champ.
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[4] P. Vernin, ’Projet d’Accélérateur Européen d’Electrons et défis expérimentaux’, Ecole
Internationale Joliot-Curie de Physique Nucléaire, Maubuisson (1992).
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