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j∈S〈 � ,p]

φjXt−j = εt +
∑
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�8�

�n� } ��� } °/ } �&Ü �®	8°/�±l��Ã¯�����»Á���� } Æ } Ä²��»� } °�Ár±¼� ç�è }�| ÄÐ¯�
� C ��¾�����s°®Ä¼Á�Á
	8°�Á¾±¼��Áz� } �
�Ä¼°�� } ±¼��ÁÆd	8�ñ¯��Á �n��Ä�Á
����	�°n»�Ã¯����Ä²����Á } � ç�è }¸| Ä²�����µ �
.x� ç�è }�| ÄÐ¯�
��µ ��Áñ������®Ä¼� & ±l��Ã¯���®�¹���S è ��	8� ó ����Á } Áñ¿&� | �	�¯Ä��n����Á �n���³°®	8��Á | �
	 | 	��Á�	�°�Á | 	8��������Á» }�Ô ±²� } ��Ü4���¡� } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼��Á�Æd	8�ñ¯��Á�� }�| � ó Á��®°��¡�
��º&��������Á�����Á���±Ð } �Á»� } °�Á»± }±¼ÄÐ����� } ¯���
�ÞÁ�����±²� Á��{½
�Ã+�.x�� è ��	�� ó ��������± } ±¼Ä²� ÄÐ¯�MÀ���°/¯� } ±¼���8�n���¡°®	8��Á } º�	8°�Á»	 Ô ���°n�
� } �®	8°�°���±¼Ä²���;&³��° } � �¯Ä²À�±²��Á�	���� Ä²Á � Ñ Ú�� ¶/µ��®Ä¼°/¯ÄÐ¯��±²� � ç 	8°���ÄÐ¯Ä²	8° } ± .xÄ¼°���� Ô ���,�ÞÀ���°/¯� } ±s±¼Ä²� ÄÐx è ��	8����� Æd	8�fÁ
¯�
	8°��± } �¯Ä²À���� } �
�Ä¼°�� } ±¼��Á � �/Ñ ±�À�	8°®Á
¯ÄÐ¯����±¼��À�	8� | Á�����± } ¬ ��À��Ä¼	8°4µ ��·-�-. } ¬ ��À��Ä¼	8°�µ � ����Á
�À�	8°�Á } �À��
���"&³± } ����� 	8°®Á
¯� } ¯Ä²	8°4��� | ��Ä²°�À�Ä | � �+�Ä²°nº } �
Ä } °®À��ÞÀ�	8���
��Á | 	8°�� } °/+�
.î��Ã¯�����³�®��Á À è } � | Á Ç ÒMÂ Ç �n� } ��� } °/ } ��Ü=��Áñ ��=`��ÀÃ¯������� } °�ÁÞ±²� ç�è }�| Ä²¯�
� C � Ç �s°����� Ä²����Ü�Á
Ä²¯�®���r°�	�¯�
�M�Ã¯��������°®	8��Á�� }�|�| ��±²	8°�Áz¯	8�®��� }�Ô 	���� ±²��Ár����Á���±Ð } �Á�����Ú#½('8Á
 è ��Ä²�)ñ�*�+� C-, | ��Ä¼Áz����Ár�
��Á
��±² } ¯ÁzÀ�	�°�À�����° } °/r±  ��Áñ¯Ä²� } �Ä¼	8°S����Á |s} � } � ó ¯�
��Áz��r± } �����������Ä¼° } ¯Ä²	8°����Á»	������
��Á�� } °�Á��� } �®�����Á���	�� ó ±¼��Á Ç Ò�Â Ç Á |�} ¯Ä } ��Ü>���	8�®Á¹������	8°/¯�
	8°�Á¡± } °®	8°DÀ�	8°®Á�Ä¼Áñ } °®À������ ±  ��Áñ¯Ä¼� } �����������ÁS� 	8Ä²°����
��ÁSÀ } ���
��Á¹	�����Ä �° } Ä²����Á<� } °�Á�± } ¬ ��À��Ä¼	8° C � ·��sÅî��Ä²Á$�s� } °�Á�± } ¬ ��À�¯Ä²	8° C � � ����	8°/»±¼�MÀ�	8� | Á���Á
�À�	�°�Á
�Ä²¯�®� |s} �±  } �ñ¯Ä¼À�±¼�áÁ
	8����Ä¼Á � Ñ Ú�� ¶�· �&Ä¼°/�Ä²¯�®±¼� � Ç Á
¿&� | ¯	¸¯Ä¼Àz�
��Á��®±²¯ÁZÆd	8��Á |s} ¯Ä } ± Ç Ò�Â Ç ��	&����±²Á � ��°�	8��Á

Ä¼°/���	&����Ä¼Á
	8°�Á�±  ��Áñ¯Ä¼� } ������ φ̂(ν)
λ

	 Ô ���°n�	& |s} �ñ¯Ä²���®��Á¹���&� } ¯Ä²	8°�ÁS�®� �r��±¼� ��� } ± �¸���"�8��°®� �� } ±¼Ä¼Á
����Á#�Ãá����� 	8°/���	8°�ÁZ± } À�	8°®Á�Ä¼Áñ } °®À����Ãá± } °�	���� } ±¼ÄÐ¯� } Áñ¿�� | �	�¯Ä��&�®�¾����À���f��Áñ¯Ä¼� } ��������
Ûî°-�s°
��±²� ç�è }¸| Ä²����=·D��Á
4À�	8°�Á } À���� &V±l��Ã¯���®�=��°eÁ
Ä¼�¹��± } ¯Ä²	8° ���?� 	&� ó ±¼��Á Ç Ò�Â ÇÁ |�} ¯Ä } ��Ü �n� } �®� } °/ } ��Ü>���»	8��Áª��	8°�°®	8°�Áª�� }¸Ô 	8�
�B�®��Áª��� | ����Á
��°/ } ¯Ä¼	�°�Á��8� }�| è Ä��n����ÁO���

| ±²��Á�Ä²�����
Á À è } � | Á�Á
Ä¼�¹�®±¼��Á } �s°X���jº&Ä¼Á
� } ±¼Ä²Á���� ±²����� À�	8� | 	��
¯��� ��°/+�rÛî°�Á���ÄÐ¯��� & |s} �
¯Ä²�����ÁrÁ
Ä¼�¹�®± } �Ä¼	8°�Á | 	����z��Ä�=`���
��°/¯Áz��	�� ó ±¼��Á Ç Ò�Â Ç Á |s} �Ä } �&Ü'��°�	8��Á | �
��Á���°/¯	8°�Á¾��°��������������¡°�	8Á | �
	�À������®����ÁM���Ä²����°/�Ä��sÀ } ¯Ä²	8°j���S� 	&� ó ±²��ÁMÂ Ç ) q , � Ç Ò�) p , �� Ç ÒMÂ Ç ) p � q , �ÃÞ����Á��Áñ¯Ä²� } ������
Á<���Ã¯��°n��Á | 	8���<±¼��Á |s} � } � ó ¯����Á } �®�	8�����8����Á�Á�ÄÐÆdÁ$�





� �  � ���� � �

(Ω,F ,P)
����Á
Ä*�8°����®°-��Á |s} À�� | ��	 Ôs}¸Ô Ä¼±²Ä¼Á��

Lp ��Á
r±  ��°®Á���� Ô ±¼�<����Áîº } ��Ä }¸Ô ±¼��Á } ±¼� } ¯	8Ä²����Áf��� (Ω,F ,P) } ������� } °/z��°�� 	�� ��°nz�+�	8�
�����
p
�s°�Ä

σ{·} ��Á
»± } ���Ä Ô �O��°��8��°����
��� |s} �<± } Æ } ��Ä¼±²±¼�»��� º } ��Ä }�Ô ±¼��Á } ±²� } �	8Ä¼�
��Á {·}
Å#	�����������Ü4Á�	8��Á � ���Ä Ô ��Á F1

�� F2

�®� F � F1 ∨ F2

��Á
�± } ¯�
Ä Ô �O��°��8��°®������� |s} � F1 ∪ F2

Å#	�����������Ü-Á
	8��Á � ��°�Á
��� Ô ±¼��Á A �� B ����®°j��°®Á���� Ô ±¼� E � A\B ��Á
�±  ��°®Á���� Ô ±¼� A ∩ Bc 	%<
Bc ��Áñ�±²� À�	8� | ±²������°/ } Ä²���Þ�®� B � } °®Á E
Z
��Á
»±  ��°�Á
��� Ô ±¼� ����Á���°n�Ä¼����Á�����± } �Ä²ÆdÁ

Zd ��Á
»±¼� | �
	��®��Ä²�À } �
���Á�Ä²��°ª��� d À�	 | Ä²��Á���� Z

P−→ ����Á
Ä*�8°®��± } À�	8°/º����,����°�À��S��° | �
	 Ôs}�Ô Ä²±¼ÄÐ¯�
p.s.−−→ ����Á
Ä*�8°���± } À�	8°/º8���,�8��°�À�� | ����Á,�n����Á,7��
�
L−→ ����Á�Ä*��°���± } À�	�°nº������8��°�À��S��°-±²	8Ä
L−→ (stable)

����Á
Ä*�8°®��± } À�	8°/º8���,�8��°�À��¡��°ª±¼	8Ä`Á
 }�Ô ±¼�
Lp

−→ ����Á�Ä*��°���± } À�	�°nº������8��°�À��¹� } °®Á Lp

L1

−→ (faiblement)
����Á�Ä��8°���± } À�	�°nº������8��°�À��¡Æ } Ä Ô ±¼�M� } °�Á L1

D−→ �®��Á�Ä��8°���± } À�	8°/º8���,�8��°�À��¡� } °�Á�±  ��Á |s} À����®���®Ä¼����°�Á
Ä¼	8° d ����Á<Æd	8°�ÀÃ¯Ä²	8°�Á<À+&¸� � ±*&��

� C





� � ��� �4;�;� �

� ��� � �6� �6� � �
����� �	 � �  � ���� � �

ò } °�Á<À�� À è }�| ÄÐ¯�
�Þ°�	8��Á | ����À�Ä¼Á
	8°�Á<±¼��À } �®��� � } °®Á<±¼�$�n����±�°�	8�®Á��������Ä¼����	8°®Á<±¼�ÞÀ�	8� | 	8� �¯��� ��°/ } Áñ¿�� | �	�¯Ä��&�®� ����À����ñ } Ä²°�ÁS��Á
¯Ä²� } ¯���®��ÁS�®��Á¹À�	��   À�Ä¼��°n�Á¹�� ��°D��	�� ó ±¼� Ç Ò�Â ÇÁ |�} ¯Ä } ± ��¯	8�®���°h��	8°®° } °/S±²��Á���� �s°�Ä²�Ä¼	8°®Á$�x°�	� } ¯Ä²	8°�Á �Ã¡	��®¯Ä²±¼Á)�n��ÄzÁ�����	8°/¡�®¯Ä²±¼Ä¼Á
��ÁÞ�	8�®
} �O±¼	�°��³����± }  è®ó Á����

�
	�� � �³�x�f���O�O�¾���Ã�S�
Åî±¼��Á
Ä¼���®��Á¹��� �s°�ÄÐ¯Ä¼	�°�Á¡�®��� 	&� ó ±¼��Á Ç Ò�Â Ç Á |s} ¯Ä } ��Ü>�ZÄ¼°�����Ü���Á |s} �¡±¼� ����Á
� } � Zd �����Ä²� ��°�Á�Ä²	8°

d ≥ 2
�1	8°/M�Ã¯����	8°�°�����Á�� } °�Á�± } ±¼ÄÐ�¯��� } �������� ç ��Á�������°�Ä²�Ä¼	8°�Á���Ä!= ó ����°n | �
Ä¼° �À�Ä |s} ±²������°/�Á���±¼	8°P±¼��À è 	8Ä^ÜN����Á�º } ±²�����
Á�º�	8Ä¼Á
Ä¼°���Á¡�®	8°/¡��Á
¡Á�� |®| 	8Á
� ��� | ��°����
� ��° | 	�Ä¼°/���=�
��Á
� } �
� ç �SÀ è 	8Ä^Ü | ���
� �ÃÞ���¡������°�Ä¼����°��¹Áñ¯���®À�¯�®���³��� |s} Á�Á
� } �=Á
��°�Á ± } �,�8� | 	8���M±²���	�� ó ±¼����Ñ ±���Á
 } ±¼	���Áî°���À���Á
Á } Ä²������� | �
��À�Ä²Á����r±²�� ¿ | ����� |s} Á
Á��:�n����°�	8��ÁzÀ�	8°�Á�Ä²�����
	8°�Á | 	8������ �s°�Ä¼�<±²�Þ��	�� ó ±¼� Ç ÒMÂ Ç Á |s} �Ä } ± ���»	8��Á<���Ãº8	8°�Á��1��� | ±¼��Á���Ä¼°®��Ä*�n�����<±¼��Á è ¿ | 	� è�ó Á���Á �n���°�	8�®Á»À�	8°�Á
Ä¼������	8°�Á | 	8���<±²��Á�Ä¼°�°®	cº } �Ä¼	8°®Á����ªÀ è } � | Ç ÒMÂ Ç �

ç ��Á¹Ä²°�°�	aº } ¯Ä²	8°�Á�Á�	8°/$�#± }-| ±²� |s} �ñS���V���� | Á$�ZÁ�� |�| 	�Á�����Á³Ä¼°��®� | ��°�� } °n���Á¹�Ã¹Ä²����°/¯Ä ��n��������°/M��Ä¼Áñ¯��Ä Ô ������Á»� } Ä²Á�	8° | ���® } ��Á
Á�Ä } = } Ä Ô ±²Ä¼��À���Á è ¿ | 	¸ è�ó Á���ÁM��°=À�	8°�Á�Ä²����� } °/ �n���±¼��Á¹Ä¼°®°�	aº } ¯Ä¼	�°�ÁSÁ
	8°/�����Á³��Ä!=+������°�À���Á��®��� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á�� �Þ�$�#��°U��Ä²� ��°�Á�Ä²	8° d ≥ 2
� | ±¼� �Á�Ä²�����
Á� ¿ | ��Á<���Þ��Ä!=+������°�À���Á<���Þ� } �
�Ä¼°�� } ±¼��Áz	8°/<�Ã¯�Þ�®���s°�Ä²��Á<�Ã�°�	8�®Á | ����À�Ä¼Á
	8°�Á��®� } °®Á�À��À è }�| Ä²¯�
����±²��Á��&�®��±¼±²��Á�°�	8�®Á } º�	8°�Á»�������°n����Á$�

.x��Á<��� �s°�Ä²�Ä¼	8°®Á���� À è } � | Á Ç ÒMÂ Ç �Ã<��� ��Ä!=+������°�À���Á»�®� � } �ñ¯Ä²°�� } ±²��ÁrÁ |s} �Ä } ±²��Á�����ÄÐÆ �Æd��� } °/ | ��Ä²°�À�Ä |s} ±²������°/î��� |s} �ñr± } °�	��Ä¼	8°³�+�	8�
������À è 	�Ä¼Á�Ä²�<Á����r±¼�<�
��Á
� } �
�/°®	8��Áz� }�|®| ��±¼	8°�Á��� } °®Á<��°�� | �
����Ä ó �
� |s} �ñ¯Ä¼���®±²��Á�������Ü | �
Ä¼°�À�Ä |s} ±¼��Á¾����± } �Ä¼	8°�Á����	������
�)�&�®��°®	8��Á<À�	�°�Á�Ä²� ó �
� ���	�°�ÁMÁ
���
Zd �+�»	8��Á�Ä¼°/¯�
	����®Ä¼Á�	�°�Á���� } ±²������°/MÀ����ñ } Ä²°�ÁMÁ
	8��Á � ��°�Á
��� Ô ±¼��ÁM��� Zd ��	8°/M°�	8��ÁÆd���
	8°�Á»��Á } �8�S� } °�ÁM± } ��� �s°�ÄÐ¯Ä¼	�°-����À è } � | Á Ç Ò�Â Ç �n� } ��� } °/ } ��Üj� } Ä²Á } ��Á
Á�Ä | 	8�®��Ä²° �����Ü®����À����ñ } Ä²°�Á�À è } � | Á$�

��	8�®Á | ����À�Ä¼Á
	8°�ÁO��°�Á
��Ä²��N± } ������°�Ä²�Ä¼	8°e���N��	�� ó ±¼� Ç ÒMÂ Ç Á |s} �Ä } ± �&� } ��� } °n } ± ���Ú#½('8Áñ è ��Ä¼� )ñ���/� � , )6º8	8Ä²� � Ú#½('/�&� � , �n��Ä�Á
��� } �®�Ä¼±²Ä¼Á���� � } °�Á³±  ����������®� ç�è }�| Ä²���� C } Ä¼°�Á
Ä�n��� ±²��Á è ¿ | 	� è®ó Á���Á³Á����¡±¼��Á¡Ä²°�°�	aº } ¯Ä²	8°�Á���¹Á
���S±²� À è } � | ±¼��Ä � � �������
�n��� °�	8��Á¡Á����
	8°�Á
} ����°���Á &�À�	8°�Á
Ä¼����������±²	8��Á<����Á�������	8°�Áñ¯� } ¯Ä¼	�°�Á<��� ç�è }�| ÄÐ¯��� C �

�a�



� 3

Ûî°-�s°'�{� } °�ÁZ��°����®����°®Ä ó �
� |s} �
�Ä¼���a°�	8��ÁZÄ¼°/¯�
	��®��Ä¼Á
	8°�Á�± } °�	��Ä¼	8°����r� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á+Æd	��
¯��Á$��®	8°/z±¼��Á } À�À��
	8Ä¼Á
Á���� ��°n�Á | 	8Á
Á ó �®��°/�± }Þ| ��	 | ��Ä²��¯�<�®�<��Ä�=`���
��°�À��»�®�»� } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼��Á �n� } �®� } ° � } ±¼��Á¹���4Ú#½('8Áñ è ��Ä¼� )ñ���+� C-, )dº�	8Ä¼� � Ú#½('-� C � , �Ã | 	����¹±¼��Á,�n����±¼±¼��Á³°�	8��Á������ 	�°n�������	8°�Á } �ç�è }�| Ä²����-µP�®°v è ��	8� ó ���-À���°/¯� } ±¼�ª±¼Ä²� ÄÐ¯���Ã ±²� | ��Ä¼°®À�Ä | �O�� Ä¼°/º } ��Ä } °�À��OÀ�	8���
��Á | 	8°�� } °/Á
	8��ÁÞÀ�	8°���ÄÐ¯Ä²	8°j��� .xÄ²°���� Ô ������À�	�°���Ä²�Ä¼	8°®°���±²±¼���1Ñ ±#Á� } �8Ä²����³À è } � | ÁMÄ¼°�����Ü���Á |s} ��±¼��ÁÞ��° �Á
��� Ô ±¼��Á�Ä¼°/���	&����Ä²�Á1&-± } ¬ ��À��Ä¼	8° �%� µª���º8����Ä!� } °/S± }ª| ��	 | �
Ä¼�Ã¯����� � } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼�¡Æd	8�
����®�Ñ º } °®	�=h�Ã�Â-��� � Ôs} À è ) µ�¶�¶8¶ , )6º8	8Ä²� � ÑñÂj¶8¶ � , ��Å#	����Þ��� �s°�Ä¼��À��S ¿ | �¹���¹� } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼����°�	8�®Á
} º�	8°�Á } � }�| ¯� } �VÀ } Á¹��Ä¼À����Ã¹±¼��Æd	8�
� } ±²Ä¼Á
� �³��� Ñ º } °�	�=v���Â-��� � Ôs} À è ) µ�¶�¶8¶ , | 	8�®�S����ÁÀ è } � | Á�Ä²°�����Ü®��Á |�} ������Á�À�	8±²±¼��À�¯Ä²	8°�Á Ä²°����ÃÜ } °/���Á�À�	8°/¯Ä²°n����Á�� ç �³Æd	8�
� } ±²Ä¼Á
� �¡��Ä*��	8��������Ü
| ����-Á
��� Ô ±¼��� }�Ô Á
¯� } Ä²O� } Ä²Á | ��������O���PÁ
¿&°/ è �Ã¯Ä²Á����-À����
 } Ä¼°���Áª°®	� } �Ä¼	8°®Á4��-Á����ñ¯	8�®�+���Ü | 	8Á
����À����ñ } Ä²°�Áz����Á
��±² } ¯Ár�� | �
���®º���Á��®��� } °�Ä ó ��� | ±¼��ÁrÀ�± } Ä¼�
���8� } °�Á¾± } ¬ ��ÀÃ¯Ä¼	�°�µ � ·S�®�ç�è }�| Ä²���� µ ���»	8��Á���	8°�°�	�°�Á$� | 	8����À��� ¿ | � ����� } �ñ¯Ä²°�� } ±²��Á$�`±¼��Á | �
Ä¼°�À�Ä |s} ±¼��Á | ��	 | �
Ä¼�Ã¯��Á�n��ÄxÁ
���
	8°/���¯Ä¼±²Ä¼Á
����Á<� } °�Á�±¼� ç�è }¸| Ä²�����µ �

�
	�� ¦��<£������Ã�S�O� ��� ���á���#��� �B�O�x�����ª£Ã��� ���O�4��«4���³�Z�

�»	8��Áx°�	��	8°�Á
Z
±l���°�Á���� Ô ±²�á����Á���°n�Ä¼����Á�����± } �Ä²ÆdÁ+�Ã | 	���� d ≥ 2

�
Zd ±¼� | ��	&����Ä²�À } �ñ¯��Á
Ä¼��°�®�

d
À�	 | Ä¼��Á»��� Z

�1ò } °�Á»¯	8�®���± } Á���ÄÐ¯���s°�	8��Á»�®¯Ä²±¼Ä²Á����
	8°�Á<������Ü | ��Ä²°�À�Ä |s} ±²��Á�Ä²°����ÃÜ } �Ä¼	8°®Á�®��À è } � | Á } ±¼� } ¯	8Ä²����Á���°ªÀ�	8°�Á
Ä¼����� } °/��
• ����Á�À è } � | Á�Ä²°����ÃÜ���Á |�} ������Á | 	8Ä¼°/¯Á<�®� Zd �
• ����ÁrÀ è } � | ÁrÄ²°�����Ü®��Á |�} �î����ÁzÁ
	8��Á � ��°�Á
��� Ô ±¼��Ár��� Zd �/±¼	8�
Á,�n�� Ä¼±®Á
��� } Æ } ÄÐî��Á } �8�����<� } � �¯Ä²°�� } ±²��Á<Á |�} ¯Ä } ±¼��Á$�

¬ �®�
Zd ��°®	8��ÁO������°�Ä¼Á
Á�	8°�Á��<� } °�ÁO±²� |s} � } �8� }�| è �=Á��®Ä²º } °/+�<±l�	8�
����� |s} �
�Ä¼��±M��Á
����±���±l�	������
��±²�ÃÜ�Ä¼À�	%�8� }�| è Ä��&�®��� ç ��Á�°�	�¯Ä²	8°�Á»�� 	8�����
��º�	8°/ °�	8�®Á | ���
� �Ã�¯�
�S��� | �
��À�Ä²Á����M± } °�	���Ä¼	8°4�®� |s} Á�Á�����»��� | �
��Á
��°/ÞÀ�	8°�Á�Ä²�����
����� } °®Á�± } �����s°®Ä²¯Ä²	8°O����� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á�Á |s} �Ä } ±²��Á<���®�¹À è } � | Á Ç ÒMÂ Ç � Ç Ä²°�Á�Ä �1°�	8��Á | 	8���
��	8°�ÁM�����s°®Ä¼�ÞÀ����
 } Ä¼°®ÁM��°®Á���� Ô ±¼��Á �®¯Ä²±¼��Á &�± } ����Á �À���Ä | ¯Ä²	8°O���S��	�� ó ±¼��Á Ç ÒMÂ Ç Á |s} ¯Ä } ��Ü-� } Ä¼Á } �®Á�Á�Ä#��� | ±¼	a¿���Á | 	8���»��� �s°�Ä¼�»± } À�	�±¼±¼��À��Ä¼	8°Ä²°�����Ü } °n�������� } �ñ¯Ä²°�� } ±²��Á¾Æd	��
¯��Á$�

�
	��	�� C��®���®���������
�������������������
���� ñ�!�
¬ �®�

Z
��± } °®	�¯Ä²	8°=�� 	8���®���³��Áñ�À�± } Ä¼�
���`Ûz°N�
��º } °�À è �³±²	8��Á��n��� d ≥ 2

� | ±¼��Á
Ä¼������ÁÞ	������
��Á
| ����º8��°/ ������������s°®Ä¼Á�Á���� Zd ����	8�®Á¡��	�°�°�	8°�Á�Ä²À�Äî±¼��Á�������ÜP	������
��Á1�n��� °®	8��Á��®¯Ä²±¼Ä²Á����
	8°�Á
|�} �<± } Á
��Ä²����
òS }�Ô 	8���OÁ
��� Zd �s±l�	8�
����� |�} �
�Ä¼��±`��Á��®��±���Áñ��®���s°�Ä | 	8���<������Ü | 	8Ä¼°/¯Á s = (s1, . . . , sd)�Ã
t = (t1, . . . , td)

���
Zd |s} �

s � t
)o����Á | ��ÀÃ¯Ä²º�������°/ s ≺ t

, )æ�%�Ð� ,
Á
Ä | 	���� i = 1 . . . d

�
si ≤ ti

)o�
��Á | ��À�¯ÄÐº8��� ��°n si < ti
, �



�c�

.î�	8�
�����z±²�ÃÜ�Ä¼À�	%�8� }¸| è Ä*�n���fÁ���� Zd ��Á
Z±  	8���®���á¯	¸ } ±8�®���s°�Ä | 	8���x�®����Ü | 	8Ä¼°/�Á s = (s1, s
′)��

t = (t1, t
′)
���

Zd ¯��±¼Á �n��� s1

�Ã
t1
}�|®|s} �
�Ä¼��°�°���°/ & Z |s} �

s� t
)ñ�%� µ ,

Á�Äx�Ã»Á����®±¼������°/»Á�Ä
s1 < t1

	8�
s1 = t1

��
s′ � t′

� } °®Á Zd−1 �

�
	 �	�� I ��� �������æ� �  � �M��� � � � �
Å#	8�®�Þ�����&Ü=��±¼������°/�Á

a, b
���

Zd �����±²Á �n��� a � b
�Ã
a 6= b

�`°�	8��Á�À�	8°�Á
Ä¼������	8°®ÁÞ� } Ä¼° �¯��° } °/»±¼��Á<��°�Á
��� Ô ±²��Á»��� Zd Á��®Ä²º } °/¯Á

S[a, b] = {x ∈ Zd | a � x � b}, )ñ��� C-,
S[a,∞] = {x ∈ Zd | a � x}, )ñ�%� · ,
S〈a, b] = S[a, b]\{a}, )æ�%� � ,
S〈a,∞] = S〈a,∞]\{a}. )ñ�%� 3-,

Ûî°-�s°
� | 	8��� N ∈ N
��°�	���Á<°�	��	8°�Á � ±  ��±²������°/<���

Zd �®	8°/<¯	8�®���Á�±¼��Á<À�	8� | 	8Á } °/���ÁÁ�	�°n»��� } ±¼��Á:& N �
Å } �³± } Á��®Ä²¯���á°�	8�®Á³À è 	8Ä¼Á
Ä¼�
	8°�Á¹Á
	8�®º8��°/ a =

U	8� Ô Ä¼��° a =
� ��°UÀ�	�°�Á�Ä²����� } °/�±¼��Á��°®Á���� Ô ±¼��Á S〈  , p] � S〈  , q] ) | 	8�®�S��� �s°�Ä¼�¡����Á | ��	&À���Á�Á��®Á Ç Ò�Â Ç Á |s} ¯Ä } ��Ü , �� S[

�
,
�

]) | 	8����À����
 } Ä¼°®��Á�� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á�Á |s} �Ä } ±²��Á , ��Â�������±¼	8�
Á,�n��� d > 2
	8� Ô Ä¼��°-±²	8��Á��&�®� b = ∞ �

°�	8�®Á»À�	8°/¯Ä²°&�®����	�°�Á & }�|®| ��±¼���<À���Á���°®Á���� Ô ±¼��Á�����Á ������À� } °��8±²��Á���� Zd � �
	 
�
	 � ��� 
��  �� ��  .x	8��Á��&�®�

a
��Áñ �®Ü����+	8°-À�	8°�Áñ } �� �n�� Ä¼±Z�ÃÜ�Ä¼Áñ¯�¡��°�� Ô Ä ½
��ÀÃ¯Ä²	8°-° } ¯���
��±²±¼���°/����z±  ��°�Á
��� Ô ±¼�î����Á | 	8Ä¼°/�Á b � a

���
Zd ���±l���°�Á���� Ô ±²�r�®��Á�����À� } °��8±¼��Á S[a, b]

Ä¼°®À�±¼�®Á�� } °�Á
S[a,∞]

� ç ��À�Ä ��°�	8�®Á�À�	8°����®Ä¼� }4} ±¼	8�
Á)&4Ä¼°/¯�
	����®Ä¼�����`� } °�Á�± } ¬ ��À��Ä¼	8°U�%� ·����®°��³À�	8±²±¼��À�¯Ä²	8°��������À� } °��8±²��Á } º8��À¡± } �n����±²±¼�Þ°�	���Á�Ä¼°�����Ü�����	�°�Á�À����ñ } Ä²°�Á<À è } � | Á$�

�
	�� ¨ ���4¢<£����©¤K¦©¨ ¤ �x�ª����������« ���O�¡���f�¡�³�Z�¡� «

��	8�®Á<�����s°®Ä¼Á�Á
	8°�Á���� } °�Á<À��Ã����Á
��ÀÃ¯Ä¼	�°
��±¼��Á<À è } � | Á Ç Ò�Â Ç �n� } �®� } °/ } ��Ü9�n��ÄxÁ�����	8°/�������Ä²��Á�� } °�Á�±²��Á ç�è }�| Ä²¯�
��Á C ��»·��

�
	�� 	 � G���� �  �� � ���
¬ 	8ÄÐ

(Xt)t∈Zd

��°jÀ è } � |j} ±¼� } ¯	�Ä¼���1&�º } ±¼������Á�������±²±¼��Á»���¡À } �
����Ä¼°/¯���8� }�Ô ±¼�����Ä¼°��®�ÃÜ���Á
|s} � Zd � ¬ } Æd	8°�ÀÃ¯Ä²	8°O�� } �®¯	&À�	aº } ��Ä } °�À�� γ ��Á
»������°�Ä¼� |s} �

γ(u, v) = E(Xu − E(Xu))(Xv − E(Xv))

| 	8��� u �Ã v � } °�Á Zd �



�*�

� ���!�#ú6ùcúd÷ � ��� � ������� ���
	 	 ���
(Xt)t∈Zd


 ��� � � �� 	 � ����� � 	 � � 
���
E(Xt) = m ∀t ∈ Zd,
γ(u, v) = γ(u+ h, v + h) ∀u, v, h ∈ Zd.

� ���!�#ú6ùcúd÷ � ��� � � ����� ���
	 	 ���
(Xt)t∈Zd


 ��� � � �� 	 � ����� � 	 � � 
�	 � ��
� ���� � ���� ��
(Xt)t∈S[a,b]


�
(Xt+h)t∈S[a,b]

��� � �����
�������� ����� � ��� �
h, a, b

 	 � �
Zd
 

Åî��Ä²Á,�n���
γ(u, v) = γ(u− v, 0) | 	����¾�	8�® u, v, h � } °�Á Zd | 	8���¾��°4À è } � | Áñ } �Ä¼	8°�° } Ä¼�
���Ä²±�Á���� }�| ±¼��Á�À�	8� ��	&��� ���������®���s°�Ä²��± } Æd	8°�À��Ä¼	8°ª�� } �®�	�À�	cº } �
Ä } °®À�� À�	�� ������°���Æd	8°�À��Ä¼	8°�+���°®��Á
����±²� º } ��Ä }¸Ô ±¼�Þ�®��± } � } °�Ä ó ��� Á��®Ä²º } °/¯�

γ(h) = γ(h, 0).
)ñ�%� � ,

Ñ °/¯�
	��®��Ä¼Á
	8°�Á»Ä¼À�Äx± } �����s°®Ä²¯Ä²	8°O����À è } � | Ç Ò�Â Ç )o����±  } °���± } Ä²Á Ç ��¯	8�
�$�8�
��Á�Á
Ä²º��³Â-	��º&Ä²°�� Ç º���� } �8� , �n� } ��� } °/ } ±x��Ü | ±¼Ä²À�Ä²���� � } °�Á � Ú#½('n� ��� � � Ú#½('-� C � � � 
 �®¿ �/� �x�Ã � ç�è 	-�8� � �
� ���!�#ú6ùcúd÷ � ��� � � � ��� ���
	 	 �����
�� 	 � �
� � � ����� ��	�����


(Xt)t∈Zd


 ���	���� 
���� ���� ����
"! 	 � !$#
p
�
q %��� 	 � � 	&�'�
�� 	 ��	 ���� � 
 �

p, q ∈ Zd
� � �(� � 	 � ���*) 	 � �+� �,� ��� 	 � �����

Xt −
∑

j∈S〈 - ,p]

φjXt−j = εt +
∑

k∈S〈 - ,q]
θjεt−k

)ñ��� � ,

�/.
(εt)t∈Zd


 �� ���0�
	 	 ���1�
�� 	 � �2� � � ����� ��	�����
 �� 	 � ����� � 	 � � 
�3&��� 4 	 � �5� ����� � ��� �
s, t ∈ Zd

E(εt) = 0 E(εsεt) = 0.
)æ�%� � ,

6 �
q
# � 
 ��� 

�� �(3 
��
� �

p % 
 ��'��� 	&� � 0
��� 	 ����� ��
 �� �

S〈 7 , q] # � 
 ��� 

�� �(3 
��
� � �� � S〈 7 , p] %
 �����8��� ���8� 
 � � �(��
 
�9��
:�
	 	 ��� 
 �� 	���� 
����;�
	 	 ���0! 	 #<� % # � 
 ��� 

�� �(3 
��
� � � !$#�� %
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	 � ��� 
��  >=  @?  .x��À è } � | (εt)t∈Zd

��Á
»À�	8��� } � ����°/ }�|�| ��±²� À è } � | ��� Ô ����ÄÐ Ô ± } °�À��
ò�� |s} �
á±¼��Á è ¿ | 	� è®ó Á���Á �n���<°®	8��ÁîÀ�	�°�Á�Ä²�����
	8°�ÁîÀ�Ä � ����Á�Á
	8��Á$��±¼��ÁîÀ è } � | Á Ç Ò�Â Ç �n���<°�	8�®Á
�Ã¯���®Ä¼���
	8°�Á�Á�	�°n»����Á�À è } � | Á�Á
 } ¯Ä¼	�°�° } Ä²����Á��

.x	8�
ÁS��� ±  ��¯�®��� } Á
¿&� | ¯	��Ä*�n��� �®��ÁS��Á
�Ä¼� } ¯������Á���� À�	��  �À�Ä¼��°/¯Á | 	8��������ÁS� 	&� ó ±²��ÁÇ ÒMÂ Ç Á |s} ¯Ä } ��Ü>�f°�	8�®Á } ���
	8°�Á Ô ��Á
	8Ä¼°D��� Á�� |�| 	8Á
���$�îÀ�	8��� ��� } °�Á³Ú#½('�Á
 è ��Ä¼� )ñ�*�+� C-,)6º8	8Ä²� � Ú#½('-� C � , � �&�®�S±¼��À è } � | Ç Ò�Â Ç } ��� �ÃM�®°��S��À���ÄÐ¯���
�¡�®°�Ä¼± } ¯��� } ±²�Þ���j ¿ | � )ñ���²�a¶ , ��»	8��Á�� }¸|�| ��±¼	8°®Á<Ä¼À�Ä+± } °�	��Ä¼	8°O����À è } � | Ç Ò�Â Ç À } ��Á } ± �
� ���!�#ú6ùcúd÷ � ��� � � � ��� �A�
	 	 ���B! 	 � !$#<� ��� % 
 ���� 	 � � 	&� � � �(� 
DC ���� 
 ��� 
E) 	 � �(�(��
��
F� ��
*)HG
4����
� � �

(ψj)j∈S[ - ,∞]

��
�� � ��� 


Xt =
∑

j∈S[ - ,∞]

ψjεt−j (ψ - = 1)
)ñ�%�Ð�a¶ ,


�
∑

j∈S[ - ,∞]

|ψj| <∞ )ñ�%�Ð�8� ,
	&3 

�

(εt)t∈Zd

 �*4 � �9� ��� ��
� 	 � ��� 	�I;�*4 � � � ����� �  >=  >=  



���

Å#	8�®�
z = (z1, . . . , zd) ∈ Cd ��	�°B°�	¸¯� φ(z) = 1 − ∑j∈S〈 � ,p] φjz

j ±²� | 	�±²¿&° 
8���
} �®�	8�����8����Á�Á
Ä²Æ��� θ(z) = 1+

∑

k∈S〈 � ,q] θkz
k ±¼� | 	8±Ð¿�°�
8� �î��	a¿8��°�°��r� 	 Ô Ä¼±¼���(Ï»°��zÀ�	8°��®Ä²¯Ä²	8°Á��   Á } °/¯� | 	8��� �n���³±²�¹À è } � | Á�	8ÄÐÞÀ } ��Á } ± } ����³��	8°�°����³� } °�Á Ú#½('�Á
 è ��Ä¼� )ñ�*�/�&� , )6º8	8Ä²�

� Ú#½('n�&� ��Ú è ��	8�
��� � �Ð� , �s��	8�®Á»� }�|�| ��±²	8°�Á<À��Ã����À�	8°���ÄÐ¯Ä²	8°�� } °®Á»± }¹| ��	 | 	8Á
Ä²�Ä¼	8°4Á
��Ä²º } °/¯���
��ø{÷%�î÷�þ(ú6ùcúd÷ � ��� � ����� 6 ��� �

(Xt)t∈Zd

��� �
	 	 ��� ! 	 � !�#<� ��� %  6 ����
F� �/����������
 	 ��� ���
��G
� � 
 � �� ) � � 	 � 	�� �
��/�� ���  	 � � ��
 � �/���  ������� 
 ��� � � � ) 
� ��� �


Cd
� 	&����� ����
 �
	 	 ���

(Xt)t∈Zd
 �� � 	 � � 	&�  
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	 � ��� 
��  >=  	�  ��	8�®Á4Á�� |�| 	8Á
����	�°�Á4����Á
	8��� } Ä²Á �n���?± } À�	8°���ÄÐ¯Ä²	8°F���?± } Åî��	 | 	8Á�ÄÐ¯Ä²	8°�%� C � 3 ��Áñ�º8����Ä!�s��� | 	8���r¯	8�����	�� ó ±¼� Ç Ò�Â Ç Á |s} �Ä } ± �n���Þ°�	���Á�Á�����	8°®Á } ����°�� &SÀ�	8°®Á�Ä¼�®� ������$�
Å#	����¹����Á¹À�	8°®��Ä²�Ä¼	8°�Á��� Ä¼����°/¯Ä�� }�Ô Ä¼±²Ä²����x°�	8�®Á¹Á�� |®| 	8Á
���
	8°�Á³��� | ±¼��Á } � ç�è }�| ÄÐ¯�
� · �n���±¼��Á�������Ü | 	8±Ð¿&° 
8����Á φ �� θ °� 	8°/ |s} Á¾���MÆ } ÀÃ¯������Á�À�	8���¹��°�Á¾� } °�Á�± } ����À�	8� | 	8Á�ÄÐ¯Ä¼	�° ��°| �
	����®Ä²<��� | 	8±²¿&° 
�� ��Á<Ä¼���
�����®À�¯Ä Ô ±¼��Á<� } °�Á�±l } °®°�� } �4Æ } ÀÃ¯	8�
Ä¼��± C[z1, . . . , zd]

�

�
	�� 	�� 
 �<���!�æ� � AFi 
 A ��� �� ��� ��� ��� � � �M��� �����  ��� �
�æ� �
Ï�°³À è } � | Ç Ò�Â Ç (Xt)t∈Zd

��Á
î�	8�{½
	8���
Áá��� �s°�Ä8& |s} �
¯Ä²�f�� ��°³À è } � | ��� Ô ����ÄÐ Ô ± } °�À
(εt)t∈Zd

º8���
Ä�� } °n )ñ�%� � , ��.x	8��ÁS����±  �������� } Á
¿&� | ¯	��Ä*�n��� �®�4À����ñ } Ä²°�ÁS��Á
�Ä¼� } ¯������Á¡� } °�Á����Á4� 	&� ó ±²��Á Ç Ò�Â Ç Á |�} ¯Ä } ��Ü>� (εt)t∈Zd

��Á
OÁ
� |�| 	8Á���� ������?��°��-Æ } � Ä²±¼±²�ª�®�jº } ��Ä }�Ô ±¼��Á
} ±²� } �	8Ä¼�
��Á³Ä¼°®��� | ��°�� } °/¯��Á �� Ä¼����°/¯Ä*�n����� ��°/ ��Ä²Á
���Ä Ô ������Á�º����
Ä�� } °/ } Ä¼°�Á
Ä<± } ç 	8°��®Ä²¯Ä²	8°)ñ��� � , �&ò } °�Á � Ú#½('n�&� � ��Ú#½('8Á
 è ��Ä²� )æ���/�&� , �Ã¯����Ä²�M±²�MÀ�	�� | 	8�
�������°/ } Á
¿&� | ¯	��Ä*�n���Þ�®��Á���Á �¯Ä²� } ¯���®��Ár����Á<��	8Ä¼°®������Á�À } ������Á������� �r��±²� ��� } ± �����¾����Á<À�	��  �À�Ä¼��°/¯Á } ��¯	8�
�$�8�
��Á�Á
Ä²ÆdÁ��+���°À è } � | Ç Ò | 	8���<����Á�Ä¼°�°�	aº } �Ä¼	8°�Á<Ä²°���� | ��°�� } °/¯��Á��Ã�Ä¼����°/¯Ä*�n����� ��°/��®Ä¼Á
���Ä Ô ������Á$�
Ûî°S��Ä²� ��°�Á�Ä²	8°��%�a���r°�	8� Ô �
����Ü��
��Á
��±² } ¯Á } Áñ¿�� | �	�¯Ä��&�®��Á | 	8�®�Z�®��Á | ��	&À���Á�Á��®Á Ç Ò�Â ÇÁ�	�°n»	 Ô ¯��°n��Á»� } °®Á�±²� À } Á»��sÄ¼°®°�	aº } ¯Ä¼	�°�Á�Ä¼°®��� | ��°�� } °/¯��Á���»Ä¼�®��°/¯Ä��&�®������°/»��Ä¼Áñ¯��Ä Ô ������Á)dº�	8Ä¼�áâ���	&À � ����±¼±��Ãrò } º�Ä²Á � â�ò �®� � �8ÚZÁ } ¿³��zÚ<Ä } 	 � Ú<Ú � C � � � Ú<Ú �¸· � , �/òS } �®�����Á } �®¯������Áz	8°/�� }�Ô ±²Ä`����Á | ��	 | ��Ä²��¯��Á } Áñ¿�� | �	�¯Ä��&�®��Á���°4Á�� |�| 	8Á } °/:�&�®� ±¼��Á¾Ä¼°�°®	cº } �Ä¼	8°®Á�Á�	�°n�����Á<��Ä!=+� �����°�À���Áz����� } �ñ¯Ä²°�� } ±²��Á$� Ç Ä²°�Á�Ä ��� } °�Á2. } Ä��� �g��Ä )æ���+� C+, )dº�	8Ä¼� � . � � C � , �8± } À�	8°®Á�Ä¼Áñ } °®À��<���±  ��Áñ¯Ä²� } ������M����Á�� 	�Ä¼°����
��Á À } ���
��Á�����Á |s} � } � ó ¯�
��Á��� ��°g��	&� ó ±²� } �®¯	����$������Á
Á�ÄÐÆ���ÁñS	 Ô �¯��°n��� | 	8��������ÁSÄ²°�°�	aº } ¯Ä²	8°�Á ��Ä!=+������°®À���Á������ } �
¯Ä²°�� } ±²��Á��
. } °®	8��� } ±¼ÄÐ¯� } Á
¿&� | ¯	��Ä*�n����� ��°ª��Á
�Ä¼� } ¯���������  ¿ | ����	8Ä²°�������Á<À } �
����Á»�®��Á�À�	&�� �À�Ä²��°/¯Á } �®�	8�����8����Á�Á
Ä²ÆdÁ<�� ��°ª� 	&� ó ±²�Ç Ò�Â Ç ��Á
Þ��¯�®��Ä¼��� |s} ��Ú#�
��	8°�� � � } ° )æ���+�/� , )6º8	8Ä²� � Ú�� �/� � , �	8�{½
	8�®��ÁMÁ
	8��ÁÞ±l è ¿ | 	� è�ó Á��������Ä!=+������°®À�������� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á��
òM��� ��� ������°ª��Ä¼����°®Á�Ä¼	�°

d ≥ 2
� } ��°-�� } = } Ä Ô ±¼Ä¼�¾±  è ¿ | 	� è�ó Á
��Á
���»±¼� À è } � | (εt)t∈Zd

�
	8° | ���®�Á
� |�| 	8Á���� �n����±¼��Á Ô ���®Ä²¯Á (εt)t∈Zd

Á�	8°/�����Á���Ä!=+������°�À���Á��®��� } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼��Á$� Ç Ä²°�Á�Ä �À�	�� ����°�	8��Á¾±¼��º8���
��	8°®Á�� } °®Á�± } ¬ ��À�¯Ä²	8° C � µ���� ç�è }�| Ä²¯�
� C � | 	8���r�������Ä²����±²��À�	8� | 	��
¯� �����°/ } Á
¿&� | ¯	��Ä*�n���»���M±l���Á
¯Ä²� } ¯���®�r�®��Á���	8Ä¼°®������ÁrÀ } ���
��Á¾����Á�À�	��  �À�Ä¼��°/¯Á��+���° � 	&� ó ±²�Ç ÒBÁ |s} �Ä } ±`À } �®Á } ± �®Ú#½('8Áñ è ��Ä¼��)æ���+� C-, Á�� |®| 	8Á
�¡� } °�Á � Ú#½('-� C � ���n����±¼��Á<Ä¼°�°�	aº } �Ä¼	8°�Á¾Á�	8°/����ÁÞ��Ä�=`���
��°�À���ÁÞ�®�¹� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á:�n� } ��� } °/ } ±²��Á��`À¸���Á
�� & � �®Ä¼����º8����Ä�� } °/ ± } À�	8°��®Ä²¯Ä²	8° )lµ � C-,� }¸|�| ��±¼��� } � ç�è }�| Ä²�����µ �



µ¸¶
�
	�� ¨ ���Z�������¡��£Ã�����¸���#�����

�»	8��ÁfÄ²°/¯��	&����Ä²Á�	8°®Á#Ä²À�Än± } °�	�¯Ä²	8°S�®��� } �
�Ä¼°�� } ±¼�áÆd	8�ñ¯�rÁ���� Zd ��	�°nf± }»| ��	 | ��Ä¼�Ã¯�rÀ } � } À �����
Ä¼Á
�Ä*�n�����®��Á } À�À���	�Ä¼Á�Á
������°/¯Áz��Á
 } ° } ±¼	%�8�®� & ± }M| ��	 | �
Ä¼�Ã¯�����<�®Ä�=`������°�À��<�®�<� } �ñ¯Ä²°�� } ±²��Á�n� } ��� } °/ } ±¼��Á»À�	8°�Á
Ä¼����������� } °�Á�Ú#½('8Á
 è ��Ä²��)ñ���&� C-, � ç ��Á»� } �ñ¯Ä²°�� } ±²��Á�Á
���
	8°/��Ã¯���®Ä¼����Á } �ç�è }�| Ä²�����µ �

�
	���	�� G���� �  �  � ���
Ûá } °n¹��	8°�°�� a, b ∈ Zd �®Ü���Á��f¯��±¼Á �n��� a � b

��
a 6= b

�á°�	��	8°�Á
T
±  ��°V�®��Á³������Ü

Á
	8��Á � ��°®Á���� Ô ±¼��Á S[a, b]
	8�

S[a,∞]
���

Zd �n�
� | �
��Á���°/ } °/�����Á | ��ÀÃ¯Ä²º�������°/<±²��À } Á �s°®Ä+��¾±¼�À } Á�Ä¼°-��°�Ä �. } � } ½
�����
� |s} �
�Ä¼���®��Á } �®¯������Áz	8°/zÀ�	8°�Á�Ä²�����
������ÁzÀ è } � | Á (Xx, x ∈ T )
Ä¼°®���ÃÜ���Á |s} ��®��Á | 	8Ä²°/¯Á���� T � } Ä¼Á���À�	8����� } °�°�	8°®À���� } °�Á»± } Ò���� } �,�n�����%� µ �Ð�%�s��°-���±xÀ è } � |ª| ���®+��®��� } °�Ä ó �
�Þ�$�n��ÄÐº } ±¼��°/���� �������Ä¼°®���ÃÜ�� |s} �<±²��Á���°�Á
��� Ô ±¼��Á S[a, x]

Ä¼°�À�±¼��Á<� } °�Á T ��»	8��Á } ±¼±²	8°�Á�Ä¼À�Ä } � }�| ���� &-����ÁSÀ�	8±¼±²��À��Ä¼	8°®Á�Ä²°�����Ü } °n���Á¡��Ä¼Á
À�� ó ¯��ÁS±¼�³Æd	8�
� } ±¼Ä¼Á
� �SÄ¼° ����	&����ÄÐ |s} �<Ñ º } °®	�=?��MÂ-��� � Ôs} À è ) µ�¶8¶�¶ , � } °®Á � ÑñÂj¶8¶ � | 	����<����Á�À�	8±¼±²��À��Ä¼	8°®Á�Ä¼°��®�ÃÜ } °/¯��ÁÀ�	8°/¯Ä²°&�®��Á �� } Ä¼°�Á
ÄfÀ�	�°�Á�Ä²�����
��� ����Á À è } � | Á Ä¼°��®�ÃÜ���Á |s} � ����Á �
��À� } °��8±²��Á���Ä � ��� A � Ä¼°®���ÃÜ���Á} º���À
A = {S[a, x], x ∈ T} ∪ {∅}..x	8�
Á,�n���

T
��Á
2�s°�Ä �8Ä¼±�Á���� }�|�} �
Æd	8Ä²Áá°���À���Á
Á } Ä²������ 	8���®	8°�°����r±²��Áî��±¼������°/�Ár�®� A �8Ñ º } °�	�=�Ã�Â-��� � Ôs} À è ) µ¸¶8¶8¶ , 	�����	8°®°���°/»À���Á���±¼������°/�Á�� ��� � } °�Ä ó ���ÞÀ�	8°�Á
Ä¼Á
 } °/¯� |s} �<� }�|�| 	8�
 } �

|�} Á�Á
�¡Æd	8�ñ��³�1	8°-°�	��� A0 = {a} ����� } °/M�®	8°�°�� A1, . . . , Ai−1
�1	8°-À è 	8Ä¼Á
Ä²»��°j��°�Á���� Ô ±²�

Ai
� } °�Á A ¯��±'�&�®� A ⊂ Ai

Ä²� | ±²Ä*�n��� �&�®� A = Aj
| 	8���<��° j = 0, . . . , i− 1

�
Ûá } °n���	8°�°®�M��°���Á |s} À�� | �
	 Ôs}�Ô Ä¼±¼Ä²Á�� (Ω,F ,P)

�n°�	8��Á¾������°�Ä¼Á
Á�	8°�Á�± } °®	�¯Ä²	8° �®� �s±²�� } ��Ä¼	8° A � Ä¼°��®�ÃÜ�����À�	�� ���ÞÁ��®Ä²��� ���!�#ú6ùcúd÷ � ��� �'������� � 
�� �/�(��

�� �����
A
G � � �
DC � 


{FA, A ∈ A}
�
 ����� ��G � � � ��� �$�


F

 ��

	���� 
���� 
 4+� � ��	 � ����� �� 
��(��
�3&�� � 4 
�� 	B� ���  � � �������
+4+� � � 	 � ����� ����(3 	 � ��
	�
∀A,B ∈ A, A ⊆ B ⇒ FA ⊆ FB.

)ñ�%�Ð�cµ ,
¬ � |�| 	8Á�	8°®ÁS� } Ä¼°/¯��° } °/ �&�®� (Ω,F ,P)

��Á
¹�S��°�Äz�� ��°�� ���±¼±²� �s±²�� } �Ä¼	8° {FA, A ∈ A} �ç 	�� ��� Ñ º } °�	�=F�� Âª��� � Ôs} À è ) µ�¶�¶8¶ , �#°�	8��Á³Á
� |�| 	8Á�����	8°®Á |�} �
Æd	8Ä²Á �n���OÀ��Ã��� �s±²�� } �Ä¼	8°º����
Ä��s��± } À�	8°���ÄÐ¯Ä²	8° Á
� |�| ±²������°/ } Ä²����Á���ÄÐº } °n�� | ���
� �Ã� } °n����MÀ�	8���¹�®¯����±²��Á���Á | ��� } °�À���ÁÀ�	8°���ÄÐ¯Ä²	8°�°���±¼±¼��ÁM�
� ���!�#ú6ùcúd÷ � ��� �'� ���	
 	 4+� � ��	 � ����� {FA, A ∈ A}

� 	 � ���*) 	 � ��� 	 � ���  � � �����  � � �  ��� 
�  	 ��� 

� ���  � � ����� � 
��(��
$#��� % ��

∀A,B ∈ A, E [ E[ · | FA] | FB] = E[ · | FA∩B].
)ñ�%�Ð� C-,

ÅZ	8������ }�Ô ±¼Ä²�M± } ����Á
��� }¸Ô Ä¼±²Ä²¯�¡����À����
 } Ä¼°���ÁÞº } ��Ä }¸Ô ±¼��Á } ±¼� } ¯	�Ä¼����Á |s} � � }�|�| 	8�
"&4��°®����Ä Ô �4��	8°�°®�����®°�	8��Á<Æd���
	8°�Á }�|®| ��±�� } °�Á<±²��Á<À è }¸| Ä²�����Á<Á
��Ä²º } °/�Á } �O±¼�������M��� ¬ ±²	8°�	 ��Á	�/¿
)6º8	8Ä²� � ÑñÂj¶8¶��2.x��� � } �%� ·�� C+, Á� }�|�| �®¿ } °/�Á�����± } ç 	�°���Ä²�Ä¼	8°?�+�Ä²°���� | ��°®� } °�À���À�	8°���ÄÐ¯Ä²	8° �°®��±¼±²� )ñ���²� C+, � ç ��±¼��� ���Þ��Á
»��°�	�°�À���À�Ä � ����Á�Á�	���Á$�



µ��

ôzû  hû ��� �'� � � 6 �8��� ������� ����� 
B� 	 � ���  � � ����� # �  �� = % 
 �� 3&�� � 4�� 
 
� ����� �(� 
DC ���� 
 � � 

�
�����	 � �����

∨
��
��(��
 ��� 


∩
����� �  ���� � � ����� �(3 
 ����

∨
 	 � �

A
 E!������ ��� ����� � �����

A ∈ A

�

� ��� �
A1, . . . , An ∈ A

��
�� � ��� 

Ai ∩ Aj ⊆ A ∀i 6= j

� 
� � ��� � � ��� �
X ∈ L1(FA)

�

E(X | ∨n
i=1 FAi

) = E(X | ∨n
i=1 FA∩Ai

),
�/.�� ����� �
�&C ����� ��G � � � ��� �

F1,F2

�

F
�
F1∨F2

 � �� � � 
�� 	 � � � ��� 
� ��
�  �2� 
'� 	 �
F1∪F2

 
Å#	����î�����&Ü�����À� } °��8±¼��Á A1

��
A2

��� A � A1∨A2

��Á
r��� �s°�ÄsÀ�	�� ����±¼� | ±¼��Á | ���Ä²î�
��ÀÃ } °���±¼�
A
��� A ¯��±6�n��� A1 ∪ A2 ⊆ A

�
ò } °�Á�±²� Ô �®Z���z������°�Ä¼��± } °®	�¯Ä²	8° ���z� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á��Ã�� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á�Æd	8�
���Á$�a°®	8��Á�Á�	8������Á

} ����°���Á:&¹��	8°�°®����±¼��Á | ����±¼Ä²� Ä²° } Ä¼�
��ÁrÁ���ÄÐº } °/¯Á<��� | �
��°/¯��Á &¹Ñ º } °�	�=?���Â-��� � Ôs} À è ) µ�¶8¶�¶ ,
| 	8���<����Á»��°�Á���� Ô ±²��Á»Ä¼°�����Ü } °/¯Á�À�	8°/�Ä¼°n��Á$���	8�®Á¾À�	8°�Á�Ä²�����
	8°�Á¾± } À�± } Á�Á�� A(u)

����Á¾�®°�Ä¼	8°®Á/�s°®Ä¼��Ár�� ��°�Á
��� Ô ±¼��Á¾��� A �� C ± } À�± } Á
Á�����S�	8��Á ±²��ÁÞÁ
	8��Á � ��°�Á
��� Ô ±¼��Á���� T ���³± } Æd	8�
� � A\B } º8��À A � } °�Á A �Ã B � } °�Á A(u)
�

	%<
A\B ����Á�Ä��8°���±  Ä¼°/¯����Á
��À��Ä¼	8°O��°n���� A ��»±¼� À�	8� | ±¼��� ��°n } Ä¼�
�Þ��� B �1Ò���� } �,�n��	�°�Á:�&�®�

A ⊆ C ��»Ä¼°/¯�
	��®��Ä¼Á
	8°�Á�± } °®	�¯Ä²	8°4����À è } � |j} ����Ä²�Ä²Æ �� �����Zúdùaúo÷"� ��� �'� � � 6 ��� �
X = {XA,,A ∈ A}

��� �
	 	 ���
A
G � � �
DC �� 

X

 ��  � � 	�� � � � )

� � �(��	� ��
� ��� 
 
DC ��
� ������ 	�� � � �(3 
�� � 
 ����� 
�� � � 
 � C � � � 
 �� G �&G  � � 
��� X∅ = 0

���� � �����

� ��� �
C,C1, C2 ∈ C

� 
�� � ��� 

C = C1 ∪ C2


�
C1 ∩ C2 = ∅

�

XC = XC1 +XC2 .

	 
�
	 � ��� 
��  @?  ��  ��	8�®Á�Á
� |�| 	8Á�����	8°®Á¡����Á�	8�
� } Ä¼Á)�n���³¯	8�®Á�±²��Á�À è } � | Á A � Ä²°�����Ü®��Á Á�	8°/} ���®Ä²¯ÄÐÆdÁ$�
Ç �s°j��1Ä¼±¼±²��Á
������<À���
¯� | ��	 | �
Ä¼�Ã¯� | 	������®°=À è } � | X = {XA, A ∈ A} �sÀ�	8°�Á
Ä¼������	8°�Á| 	8��� x = (x1, . . . , xd)

�Ã
y = (y1, . . . , yd)

� } °�Á T ���±²Á �&�®� y � x
�Ã
y 6= x

�s±l���°�Á���� Ô ±¼���� C\A Á
��Ä²º } °/

]y, x] =

d
∏

i=1

]yi, xi].
)æ�%�²��· ,

. }³| ��	 | ��Ä¼�Ã¯� �� } ���®Ä²¯ÄÐº&Ä²¯� | �������� } ±²	8��Á<�� ��À���Ä²���)�n���

X]y,x] =
∑

i=1...d,εi=0,1

(−1)d−∑d
i=1 εiXS[a,(y1+ε1(x1−y1),...,yd+εd(xd−yd))].

)æ�%�²�a� ,

Ñ ±�Á����°�Á���ÄÐ } ±¼	8�
Á �n��� X]y,x]

��Áñ FS[a,x]

� ����Á��®� }�Ô ±²���Åî��Ä¼Á��&�+���°N�
��À� } °��8±²� S[a, x] | ���®�Á����À���Ä²���³À�	8� ���S± } ������°�Ä²	8°=��Ä²Ád½
	8Ä²°n��S�� ��±²������°/¯Á��� C ����± } � } °�Ä ó �
�ÞÁ���ÄÐº } °/¯���

S[a, x] = ∪y∈S[a,x]{y},
± }¹| ��	 | �
Ä¼�Ã¯� �� } ����ÄÐ¯ÄÐº�ÄÐ¯� | ���
� �Ã��� 	 Ô ¯��°�Ä¼��± } ����± } ¯Ä²	8°

XS[a,x] =
∑

y∈S[a,x]

X{y}.
)æ�%�²� 3-,



µ�µ

Ç Ä¼°�Á
Ä � | 	8���r��°�À è } � | } ����ÄÐ¯Ä²Æ � XA
| ���®�Á� ��À���Ä¼�
�MÀ�	8� ����± } Á�	8����������Á } À�À��
	8Ä¼Á
Á�������°/�Á��±¼��� ��°n } Ä¼�
��Á X{y}

| 	8��� y � } °�Á A �1Ï�°O¯��±xÀ è } � |O| 	8���
� } ��	8°�À �Ã¯������� �s°�Äx����� } °�Ä ó ������n��Ä²º } ±²��°/¯� Á
����Á���Á } À�À���	�Ä¼Á�Á
������°/¯Á»��±²������°/ } Ä¼����Á$�
� ¯��°���	8°®Áª� } Ä²°n���° } °n�± } �s±Ð¯� } ¯Ä²	8° } �&Üe��°®Á���� Ô ±¼��Áª�®� A(u)

��Å#	8���
B ∈ A(u)

�
| 	8Á
	8°�Á

FB =
∨

A∈A, A⊆B

FA.

ò����s°�Ä²Á�Á
	8°�Á | 	8�®�<À è } �n������°�Á
��� Ô ±²� C ∈ C �s± } ¯�
Ä Ô �O��� |s} Á
Á���Æd	8�
 G∗C |s} �

G∗C = F∅
Á
Ä
C ∈ A )ñ�%�Ð�c� ,

�Ã |s} �
G∗C =

∨

B∈A(u), B∩C=∅
FB

Á�Ä
C ∈ C\A. )ñ���²��� ,

ÅZ	8��� À����
 } Ä¼°®ÁÞ��°�Á
��� Ô ±¼��Á C �®� C ��Ä²±f��Á
 | 	8Á�Á
Ä Ô ±²�¹�� 	 Ô ¯��°�Ä¼�M��°��³�ÃÜ | �
��Á
Á�Ä¼	�°gÁ
Ä¼� | ±¼�¡���
G∗C
�/Å } �î�ÃÜ���� | ±¼��� | 	8��� C =]y, x] } º8��À y = (y1, . . . , yd)

�Ã
x = (x1, . . . , xd)

� } °�Á T ���±¼Á�n���
y � x

��
y 6= x

��± } Æd	8���¹�®±¼� )æ�%�²�*� , | ���® Á����À��
Ä¼��� | ±²��ÁÞÁ
Ä¼� | ±¼��� ��°nM����± } � } °�Ä ó �
�Á
��Ä²º } °/��

G∗]y,x] =
d
∨

i=1

F i(yi)
)ñ�%�Ð��� ,

	�< | 	8��� t ∈ Z
�Ã
i = 1 . . . d

�

F i(t) =
∨

z∈T, zi≤t

FS[a,z]

Á
Ä {z ∈ T, zi ≤ t} 6= ∅ )ñ��� µ�¶ ,

�Ã
F i(t) = {Ω, ∅} Á�Ä²°�	8°
�

Ûî° |s} �ñ¯Ä¼À���±¼Ä²����� | 	8��� C = {x} } º���À x = (x1, . . . , xd) ∈ T\{a}
�

G∗{x} =

d
∨

i=1

F i(xi − 1).
)ñ�%� µ�� ,

.x��Á �®���s°�ÄÐ¯Ä²	8°�ÁM�®�¹� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á»�� � } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼��Á»Æd	��
¯��ÁÞÄ¼°®���ÃÜ�����Á |s} �Þ�®��Á ��°®Á���� Ô ±¼��ÁÁ
	8°/»��	8°�°�����Á»� } °�Á�± } �����s°®Ä²¯Ä²	8°OÀ�Ä � ����Á�Á�	���Á$�
� ���!�#ú6ùcúd÷ � ��� �'����� 6 ��� �

X = {XA, A ∈ A}
��� �
	 	 ���

A
G � � �
DC � � 	�� � � � ) � � � ����� ��	�����



� 	� 	�� ��� ��� 	 4+� � � 	 � �����
{FA, A ∈ A}

 �� �� � � ��� 

(i) X


 �� ��� 
 �
	 � � � � � 	&��
 # � 
 ���  ����� ��G �
	 �� � � � 	&��
 % ��+� ��� � � ��� � A,B ∈ A
��
�� ����� 


A ⊆ B
� 	&����� �

E(XB | FA) = XA

# � 
 ���  
≥ XA % �  �� 

(ii) X

 �� ��� 
 �
	 � � � � � 	&��
E) ��� � 
 �� � ����� � �����

C ∈ C
�

E(XC | G∗C) = 0
�  �� 



µ C
�
	 ��	�� R � �����  ��� � �

. } Åî��	 | 	8Á
Ä²�Ä¼	8°eÁ
��Ä²º } °/¯�P��	8°®°��g�®°��g�
��± } ¯Ä²	8°e��°/¯�
�g� } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼��Á���ª� } �
�Ä¼°�� } ±¼��ÁÆd	8�ñ¯��Á��
��ø{÷%�î÷�þ(ú6ùcúd÷ � ��� � � � � 6 ��� �

X = {XA, A ∈ A}
� � �
	 	 ���

A
G � � �
DC �� 6 �

X

 �� ��� 


�
	 � � � � � 	&��
 ) ���� 
 � 	&����� �
X


 �� ��� 
 �
	 �� � � � 	&��
� 
3�Ê�É�ß � É�� ¬ � |�| 	8Á�	�°�Á �n��� X ��Á
=��°��V� } �
�Ä¼°�� } ±¼�=Æd	8�ñ¯��� X ��Á
=��	8°�ÀgÄ¼°/¯���8� }�Ô ±¼�P��
} � }¸| ¯��� ¬ 	8Ä²��°/ A,B ∈ A ¯��±¼Á �n��� A ⊆ B

� } ±²	8��Á B\A ∈ C �� |s} � } ����ÄÐ¯Ä²º&ÄÐ¯�

XB −XA = XB\A.

òM� | ±²��Á$� | �®Ä¼Á,�n��� A ∩ (A\B) = ∅ �®± } ����± } �Ä¼	8° )æ�%�Ð��� , | ����������+���°j��������Ä¼�
�)�n���

FA ⊆ G∗B\A.
Ç Ä²°�Á�Ä � |s} � }¸|�| ±¼Ä²À } �Ä¼	8° ����± }¹| �
	 | ��Ä²���� ����� } �ñ¯Ä²°�� } ±²��Æd	8�ñ¯���®	8°-	 Ô ¯Ä²��°/:�n���

E(XB −XA | FA) = E(E(XB\A | G∗B\A) | FA) = 0 | � Á$� �

Å#	8�®�»�®��Á»� } �ñ¯Ä²°�� } ±²��Á¾Æd	��
¯��Á<��Ä¼Á
À�� ó ¯��Á$�1	8°ª	 Ô �Ä¼��°/�± } À } � } À������Ä²Á } �Ä¼	8°4Á
��Ä²º } °/����
��ø{÷%�î÷�þ(ú6ùcúd÷ � ��� � � � � 6 ��� �

X = {XA, A ∈ A}
��� �
	 	 ���

A
G � � �
DC � � � � ����� ��	�����
 
�

	� 	�� ��� ��� 	"4+� � ��	 � �����
{FA, A ∈ A}

 �!������ �
X


 �� ��� 
 �
	 � � � � � 	&��
 ) ��� � 
����� 
� ��
� ��
��
� �
������ ����� �������

x ∈ T
�

E(X{x} | G∗{x}) = 0
�  �� )æ�%� µ8µ ,

3�Ê�É�ß � É�� ¬ Ä
X
��Á
¹�®°�� � } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼�¡Æd	8�
���� } ±²	8��Á | 	8��� ¯	8�� x ∈ T

� {x} ∈ C ��¡��	8°�À
E(X{x} | G∗{x}) = 0 | ��Á��Ò»��À�Ä | ��	��n��������°/+�1Á
� |�| 	8Á�	8°®Á �n��� | 	8�®���	8�® x ∈ T � E(X{x} | G∗{x}) = 0 | � Á$� ç 	8°�Á
Ä!�������	8°�Á���°4��°�Á
��� Ô ±¼� C ∈ C ���������	8°/¯�
	8°�Á �n��� E(XC | G∗C) = 0 | � Á$��Å } � } �®��Ä²�Ä²º&Ä²������À è } � | X �s	8° | ���®»��À���Ä²���)�n���

XC =
∑

x∈C

X{x}.

òM� | ±¼��Á�� | 	8���r¯	8�� B ∈ A(u)
�&Á
Ä

B ∩C = ∅ � } ±²	8��Á | 	����¾�	8�® x ∈ C � B ∩{x} = ∅ �®ò��± } �
��± } ¯Ä²	8° )ñ�%�Ð��� , ��	8°O��°ª��������Ä² } Ä¼°�Á
Ä6�&�®� G∗C ⊆ G∗{x}
�1ò¡�	%<'�

E(XC | G∗C) =
∑

x∈C

E(E(X{x} | G∗{x}) | G∗C) = 0. �

	 
�
	 � ��� 
��  @?  ��  Ú#½('8Á
 è ��Ä²� )æ���+� C-, À�	8°�Á
Ä¼� ó ���³Á
����±¼�¹�
��Á�� } � Zd ����Á�� } �
�Ä¼°�� } ±¼��Á�Á |s} �¯Ä } ±¼��Á {Xx, x ∈ S[
�
,∞]} Á� ��À���Ä²º } °/»Á�	���Á�± } Æd	8�����

Xx =
∑

y∈S[ � ,x]

Hy,



µ{·

	�< {Hy, y ∈ Zd} ��Á
 ��°��=��Ä!=+������°�À��-���j� } �
�Ä¼°�� } ±¼��Á�Ä �����z��°FÀ è } � | Ä²°����ÃÜ�� |s} � Zdº����
Ä�� } °/ | 	8����¯	��® y = (y1, . . . , yd) ∈ Zd �

E(Hy | F i(yi − 1)) = 0 | ��Á��
ç ��Á³� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á�Á�	8°/���°DÆ } ÄÐ¹����Á³� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á�Æd	8�
���Á��îÛî° � =+�Ã+�á�®� |�} �
³± }jÔ Ä ½
��À��Ä¼	8°��°/¯���S±¼��Á | 	�Ä¼°/¯Á���� T = S[

�
,∞]

��M±¼��ÁM��°�Á
��� Ô ±²��ÁÞ�®�¹± } À�	8±²±¼��ÀÃ¯Ä²	8° A } Á
Á�	&À�Ä²��� & T �Ã± } ����± } ¯Ä²	8° )ñ�%�Ð� 3-, � {Xx, x ∈ S[
�
,∞]} | ���® �Ã¯�
��À�	8°�Á�Ä²�����
��À�	8��� ����° À è } � | A � Ä¼°��®�ÃÜ��} ����Ä²�Ä²Æ ��òM� | ±²��Á$�/± } �
��± } ¯Ä²	8°�)ñ�%� µ�¶ , À�	8� | ±²��� &�± } Åî��	 | 	8Á
Ä²�Ä¼	8°4�%� ·�� �-� | ��������¾���»��Ä¼�
�:�&�®�

{Xx, x ∈ S[
�
,∞]} ��Á
»��°���� } �
�Ä¼°�� } ±¼��Æd	��
¯� } �-Á
��°�Á»����± } ò����s°�ÄÐ¯Ä²	8°N�%��·-� 3 �

	 
�
	 � ��� 
��  @?  �� �  Ç ±¼Ä²�������»± } ç 	8°���ÄÐ¯Ä²	8° )ñ�%�Ð� C-, �� Ä¼°®��� | ��°�� } °�À���À�	8°®��Ä²�Ä¼	8°�°®��±¼±²��� ç } Ä!��
	8±¼Ä��� � } ±¼Á è )dº�	8Ä¼� � ç �B�8� � � � � } ± � 3 � , �î	8°/�À�	�°�Á�Ä²�����
�-± } ç 	�°���Ä²�Ä¼	8° )æ�%� µ C-, Á���ÄÐº } °n����Á
	8�®º���°/ }¸|�| ��±¼����À�	8°���ÄÐ¯Ä²	8° )lÓf· , ��ÅZ	8���<¯	��® x ∈ T �

E( · | FS[a,x]) = E(. . .E(· | F1(x1)) . . . | Fd(xd))
)ñ�%� µ C } ,

E( · | FS[a,x]) = E(. . .E(· | Fd(xd)) . . . | F1(x1)).
)ñ�%� µ C Ô ,

Ò���� } ���&�®	8°�Á�¯	��®»�� }¸Ô 	8�
�9�&�®��À���
¯������± } ¯Ä²	8°�Ä²� | ±²Ä*�n��� �n��� | 	8�����	8�® x ∈ T �

FS[a,b] = ∩d
i=1F i(xi).

)ñ�%� µ¸· ,
Ç �s°4��� | 	8�®º�	8Ä¼� }�|�| ±²Ä*�n������±  Ä¼°®�$� } ±²Ä²��<� } Ü�Ä²� } ±²����� ç } Ä²��	8±²Ä )6º8	8Ä²� � � } ± � 3 � , &S��°�� Á
	8��Á �� } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼��Á |s} �Ä } ±²� | 	�Á�Ä²�Ä²º����/± } �s±Ð¯� } ¯Ä¼	�°�À�	8°�Á
Ä¼���������»��	8ÄÐzº8���
Ä��s����± } ç 	�°���Ä²�Ä¼	8°0)ñ��� µ C+, �. }³| �
	 | 	�Á�Ä²�Ä¼	8° Á���ÄÐº } °n����� }¸Ô ±¼ÄÐ<±¼� ±²Ä¼��°4��°/¯����±¼��Á ç 	8°���ÄÐ¯Ä²	8°�Á )ñ���²� C+, ���)ñ��� µ C+, �
��øc÷%�î÷`þ�údùcúd÷"� ��� �'��� ���	
 	 � ���  � � ����� # �  � = % � ��� � � ��� 
 � 	 � ���  � � ����� # �  �� = % 
������� ����� 

T


 ��'4 � � �  
� �
�� 	 ) ��� ��

S[a, b]

� � 	 � ���  � � ����� # �  �� = % � ��� � � ��� 

	 � � �� � 	 � ���  � � �����# �  � = %  
3�Ê�É1ß � É �MÅ#	����SÁ
Ä¼� | ±¼Ä!�s��� ±²��Á�°�	� } ¯Ä¼	�°�Á$��Á�� |�| 	�Á�	8°�Á �&�®� d = 2

� . }-| ������º8���
��Á
���À�� �
| ��°®� } °/�º } ± }�Ô ±²� | 	8��� d �&�®��±¼À�	8°��n�����¬ � |�| 	�Á�	8°�Á1�n����± } À�	8°���ÄÐ¯Ä²	8° )ñ�%� µ C-, ��Á
�º�����Ä!�s����� ¬ 	8Ä¼��°/ A = S[a, x]

�
B = S[a, x′]� } °�Á A �Ã F ��°�� Æd	8°�ÀÃ¯Ä²	8°O� ��Á���� }�Ô ±¼� Ô 	8�
°������¬ Ä

x
�Ã
x′
Á�	�°n�À�	8� |s} � }�Ô ±²��Á | 	8�®��±  	8�
����� |s} �
�Ä¼��± )æ�%�Ð� , �&±¼�»����Á���±Ð } ���Á
���º&Ä¼����°/+�®Ñ ±�����Á
���®	8°�À } ������	8°/¯�
���M±²�S�
��Á��®±² } Þ±¼	���Á,�n��� x �� x′ °��SÁ
	8°/ |s} ÁÞÀ�	8� |s} � }¸Ô ±¼��Á$� |s} ���ÃÜ���� | ±¼�±²	8��Á��n���

x1 < x′1
��
x′2 < x2

�sò } °�Á�À���À } Á��

FS[a,x] = F1(x1) ∩ F2(x2) ⊆ F1(x′1)

�Ã
S[a, x] ∩ S[a, x′] = S[a, (x1, x

′
2)].ò¡ }�| � ó Á�± } ç 	�°���Ä²�Ä¼	8° )æ�%� µ C-, �®	8° }

E
(

E(F | FS[a,x]) | FS[a,x′]

)

= E
(

E
(

E(F | FS[a,x]) | F1(x′1)
)

| F2(x′2)
)

.



µ8�

Åî��Ä¼Á��n��� FS[a,x] ⊆ F1(x′1)
�s	8°O��°ª��������Ä² �n���

E
(

E(F | FS[a,x]) | FS[a,x′]

)

= E
(

E(F | FS[a,x]) | F2(x′2)
)

.

òM��± } � ����� � } °�Ä ó ������	8°O������	8°/¯�
�1�&�®�

E
(

E(F | FS[a,x]) |F2(x′2)
)

= E
(

E(F | F1(x1)) | F2(x′2)
)

.

Ûî° }¸|�| ±¼Ä��n� } °/<��°���°�	8��º8��±²±¼�ÞÆd	8Ä²Á<± } À�	8°���ÄÐ¯Ä¼	�° )ñ�%� µ C-, ��	8°O	 Ô �Ä¼��°/ �s° } ±¼��� ��°n �n���

E
(

E(F | F1(x1)) | F2(x′2)
)

= E(F | FS[a,(x1,x′2)]).

ò } °�Á4±²�=À } Á�	%< T = S[a, b]
� | 	���� ¯	��® t ∈ Z

� F1(t)
�Ã F2(t)

Á����À��
Ä²º8��°/ | ±¼��ÁÁ�Ä²� | ±¼������°/$��Ûî°-� =+�Ã+�
F1(t) = FS[a,(t,b2)]��
F2(t) = FS[a,(b1,t)].òS 	%<
� | 	8�����	8�®¯� Æd	8°®À�¯Ä²	8°4����Á��®� }�Ô ±²� �� Ô 	8��°���� F �

E
(

E(F | F1(x1)) | F2(x2)
)

= E(E(F | FS[a,(x1,b2)]) |FS[a,(b1,x2)]).

Ûî° }¸|�| ±¼Ä��n� } °/<± } ç 	8°®��Ä²�Ä¼	8° )æ�%�²� C-, ��	�°ª	 Ô ¯Ä²��°/:�n���

E
(

E(F | F1(x1)) | F2(x2)
)

= E(F | FS[a,(x1,b2)]∩S[a,(b1,x2)])

= E(F | FS[a,x]). �

. }-| �
	 | 	�Á�Ä²�Ä¼	8°PÁ��®Ä²º } °/¯� ��°�	8°®À���±l�Ä²°��$� } ±¼Ä²��³� } Ü®Ä²� } ±¼�³��� ç } Ä¼�
	8±¼Ä ��������	8°/¯�
��� |s} �
� } ±¼Á è )æ���+� 3-, � } °�Á � � } ± � 3 � ����	8°/ª°�	8��ÁOÆd���
	8°�Áª��Á } ���g� } °�Á-±²��ÁO����� 	8°®Á
¯� } ¯Ä²	8°�ÁO���Ú è ��	8� ó � �¡µ � ·�� C �Ã»���;.���� ����µ � ·�� � } � ç�è }¸| Ä²�����µ �
��ø{÷%�î÷�þ(ú6ùcúd÷ � ��� � ������� 6 ��� � {XA, A ∈ A}

��� 
 ����� � �
	 � � � � � 	&��
 � ���� � �(3 
 	� 	�� ��� 
 ��� 	
4+� � � 	 � �����

{FA, A ∈ A}
 6 �E� 	 � ���  � � ����� # �  � = % 
 �� 3&��� 4�� 
 � 	&����� � � ��� � � ��� � λ > 0

�

λP
(

sup
A∈A

XA ≥ λ
)

≤ α + β sup
A∈A

E(XA(log+XA)d−1),
)æ�%� µ�� ,

E
(

(sup
A∈A

XA)p
)

≤
( p

p− 1

)dp

sup
A∈A

E(Xp
A), p > 1.

)ñ�%� µ 3-,

�/.
α

�
β
����� ���
 �:� ��� �� 	 � � 
 �  ��� 
�  	 � ��� � � ��� 
��
� ���


d
 

� � �ª£Ã�Ã� ���á�����4���

� â�ò �®� �©Å����-�câ���	&À � ����±¼± } °��SÒ"� Ç �cò } º&Ä¼Á$��� � ��
���
� ��
 � � �*	 
 ��� � 	 � ���
�(	 ���� � ¬ | �
Ä¼°������¬ ���
Ä¼��Á�Ä²° ¬  } �Ä¼Á
�Ä¼À�Á$� ¬ | ��Ä¼°-�8��� � �z���
± } �-�®�»� � �r	8��� �sÁ���À�	8°��ª����ÄÐ¯Ä²	8°
�����&�®�%�



µ 3

� ç�è 	-�8� �Oâ � ¬ � ç�è 	8Ä � Ç ����À����
Á�Ä²º�� } ±��8	8�
Ä² è � Æd	8�OÁ�	�±²º&Ä¼°��D è �hÁ |s} ¯Ä } ± � �®±¼� � � } ± �¸����$�n� } ¯Ä¼	�°�Á 	�ÆzÀ } ��Á } ±fÁ |s} �Ä } ± Ç Ò:� 	&����±¼Á$� 6 � 	 � ����  � � �&� 	��� 
 
� �� � C%C ) C-, � µ¸·����µ8���������+�/���
� ç �B�8� �jÒ1� ç } Ä¼�
	8±¼Ä } °����-�1â � � } ±¼Á è � ¬ ¯	&À è } Á
�Ä¼À�Ä¼°/��$�8� } ±¼Á<Ä²°O è � | ± } °���� !��� 	 � 	 �*	  �� C ·O�Ð�8�8���1��� C �`���/�8� �
� 
 �®¿ �/� � Ý � 
 ��¿8	8°
� 	 	 � ���� 4 
�� �� ��� 	 � 
��� ����� ��Åî��	 Ôs}¸Ô Ä¼±²Ä² ¿ } °��?ÄÐ¯Á Ç |�| ±²Ä¼À } ¯Ä²	8°�Á

)l�»� � �r	8�	� , � ¬ | �
Ä¼°��8��� ���z����± } ���Z��� � �r	��	� �����+�8� �PÂ-	&����±²Ä¼°����ZÁ
 } ¯Ä²Á
�Ä¼À�Á�� } °®�
}�|�| ±¼Ä¼À } ¯Ä²	8°�Á��¸ÚZ� } °®Á�± } ¯���¹Æd�
	8�  è � ���+�8µMÓs����°®À è 	8�
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Ä²º����	�����±¼Á } °��=Áñ¯��	�°��4À�	8°®Á�Ä¼Áñ¯��°�À�¿j	�Æz±¼� } Á
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� Ú#½('-� C � ò ��Ú#½('8Á
 è ��Ä²��� ¬  } �Ä¼Áñ¯Ä¼À } ±�Á |s} ¯Ä } ±xÁ�����Ä²��ÁM��	&����±²±¼Ä¼°-���®Ñ
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�`Ñ °/º } �
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�Ä¼°�� } ±¼��Á�Á |s} �Ä } ±²��Á��1��	8��Á | �
� �Á���°/¯	8°�Á���°®Á���ÄÐ¯�³±¼��Á�����Á
��±² } ¯Á)�n����°�	���Á } º�	8°�Á�	 Ô ���°n��Á�Á�����±²�³Á��{½
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�������� } °/ } � Ô ÄÐ¯� } Ä¼�����®± } Á
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�Ä¼°�� } ±¼��Á��
òM�S°�	8� Ô �
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��Á
��±² } +��°�	8��ÁMÁ�	8��� ��Á��+ }�Ô 	8�
�À�	8°����®Ä²)&��Ã¯��°������³±²�SÚ ç . ���³Ú#½('8Á
 è ��Ä²� )æ���+� C+, & ����Á À è } � | Á } ±²� } �	8Ä¼�
��Á | ��	&À è ��Á �®�� } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼��Á�Á |s} �Ä } ±²��Á��� ��°�Á
��Ä²�� & �8��°���� } ±¼Ä²Á���� } �FÀ } Á�Á |�} ¯Ä } ±�À����ñ } Ä²°�Á �
��Á��®±² } ¯Á �®�. } ±¼±î�Ã#.»��¿&���2)ñ���+��¶ , )dº8	�Ä¼� � . . �8¶ � , ��³Â-À+.x��Ä²Á è )ñ���/�{· , )dº8	�Ä¼� � Â-À$.Z�¸· � , �Z��	8�®ÁS�����° ��®	8°�Áz�$� } ±¼������°/ } ��À } Á¾Á |s} ¯Ä } ±���°�±¼��� ���<���»ò�º�	8���Ã¯Á	�/¿2)ñ���8�8µ , )dº�	8Ä¼� � ò�º�	n�8µ�� , �/��	8°/r± }
| ������º8�³Á� }�|�| ��Ä¼�¹Á
���Þ°�	¸¯���¡Æd	8��� } ±¼Ä²Á���� �� Ä¼°�����Ü } ¯Ä²	8°=����ÁÞÀ è } � | ÁÞÁ
���Þ����Á ����Á
� } �&Ü |s} ��®��Á���°�Á
��� Ô ±¼��Á»À } �<Ä¼± | ���
� �Ã����¡À�	8°�Á
Ä¼��������������Á�À�± } Á�Á���Á��+ } À�À��
	8Ä¼Á
Á�������°/�Á | ±²��Á �8� } °�����Á�n���OÀ���±¼±²��Á è }�Ô Ä²�����±²±¼��� ��°nS�®¯Ä²±¼Ä²Á�����Á$� . } ����� 	�°�Á
�� } �Ä¼	8°D���4À��OÚ ç .@Æ } ÄÐ³±  	 Ô ½
�Ã³�� ��°
} �
¯Ä²À�±²� � Ñ Ú�� ¶/µ�� �n���³°�	8��Á Á
	8������
¯	8°�Á } À������±²±¼������°/$�+Ä¼°/�Ä²¯�®±¼� � ç 	8°��®Ä²¯Ä²	8° } ± .xÄ¼°®��� Ô �����À���°/¯� } ±î±¼Ä²� ÄÐ� è ��	8����� Æd	8� Á
���	8°-�ª± } ��Ä¼À��¹� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á � � ç �� } �ñ¯Ä¼À�±¼�¹À�	8°�Áñ¯Ä²�����±¼�¹À�	8� | Á



µ&�

����± } ¬ ��À��Ä¼	8°-µ � ·����	8�®ÁM�����°��®	8°�Á$�'& ± } ¬ ��À�¯Ä²	8°?µ�� � ��±¼��Ú ç . | ����À�������°/�Á�	���ÁMÀ�	8°���ÄÐ¯Ä¼	�°-��� .xÄ¼°���� Ô ���,�À�	�°���Ä²�Ä¼	8°®°���±²±¼� &S��° | �
Ä¼°�À�Ä | ���+�Ä²°nº } �
Ä } °®À�����Å#	�����À���Æ } Ä¼�
���&°�	8��Á | ��	&À����®	8°�Á����M± } � ������ } °�Ä ó ��� �&�®�ªÂ-À .x��Ä²Á è )ñ�*�/�¸· , �#	%<D±²��Ú ç .BÁ
	8��Á¹À�	8°���ÄÐ¯Ä²	8°V��� .xÄ²°���� Ô �����?��� . } ±¼±r��.��Ã¿&��� )ñ�*�+�8¶ , | 	8���r����Á�� } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼��ÁîÀ�± } Á�Á
Ä*�n����Á¾��Áñ������°��®�9&¡��° | ��Ä¼°®À�Ä | �»���Ä²°/º } ��Ä } °�À������	���ÁÞÁ�	�� ����Á } ±¼	8�
ÁMÀ�	8°�����ÄÐ)& �8��°���� } ±¼Ä²Á���� &�����ÁÞ� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á�Æd	8�
���Á��+��°��SÄ¼°���� } ±¼ÄÐ¯�����â��
	���° )æ���/��� , )dº�	8Ä¼� � â¾��	n��� � , � } °�Á³±²��Å } � } �8� }�| è �4µ � ��� µ-�Ã³À����
 } Ä¼°�ÁS����Á
��±² } ¯ÁS���OÂ-À.x��Ä²Á è )ñ���8�¸· , � } °®Á»±²��Å } � } �8� }�| è ��µ � � � C �

� 	�� � � � ���#¢�� � �4� £�� £���� �Ã��� �����³�x�á��£�� �4� �����S��� �4�<���
� ���	����
 �?�¡��� �O���:�4�� � �#���O����� �4� � � �Z�������¡��£Ã��� � �O� �
�4�f�����Z��£����

��	8�®Á¡� }�|�| ��±¼	�°�Á¡± } �����s°®Ä²¯Ä²	8°P����Á¡��Ä�=`���
��°�À���ÁS�®� � } �
�Ä¼°�� } ±¼��Á �n� } ��� } °/ } ±²��Á�Ä¼°/¯�
	������ÄÐ¯��Á |�} ��Ú#½('8Á
 è ��Ä²� )ñ���+� C-, � } °�Á � Ú#½('-� C ���ÃM��°�	8°���	8°�Á»±¼�  è ��	8� ó �����®�¡± } ±²Ä¼��Ä²��MÀ���° �¯� } ±¼��	 Ô ���°n� |s} �MÚ#½('8Áñ è ��Ä¼� | 	����MÀ��¡ ¿ | �S���S��Ä!=+������°�À���ÁÞ���S� } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼��Á$� ç �¡����Á
��±² } ��Áñ���� | ±¼	a¿�� |�} �<Ú#½('8Á
 è ��Ä²� )æ���+� C-, | 	8�®�<��¯�®��Ä¼���<± } °�	8�
� } ±¼Ä²�� } Á
¿&� | ¯	��Ä*�n��� ��� ±l���Á
¯Ä �� } ¯�����<����Á���	8Ä¼°®������Á<À } �
����Á�����Á�À�	��  �À�Ä¼��°/¯Á��� ��°-À è } � | Ç Ò �&� } ��� } °n } ±xÀ } ��Á } ± �
��	8�®Á�À�	8°®Á�Ä¼�®����	�°�Á�� } °�Á�À��Ã���ÞÁ���À�¯Ä²	8°��Ã<� } °�Ár¯	8��¯�Þ± } Á
��Ä²��Þ����À è }¸| Ä²����M�®°4��Á |�} À��

| �
	 Ôs}�Ô Ä²±¼Ä²Á�� (Ω,F ,P)
����	���Á�À�	8°�Á
Ä¼������	8°®Á �$� } ±²������°/ ��°®�¹Æ } � Ä²±¼±²� {Fx, x ∈ S[a, b]} �®�Á�	���Á � ¯��Ä Ô ��Á»��� F | 	8��� a �Ã b ��	8°®°���Á�� } °�Á Zd ����	8�®ÁM°�	��	8°�Á | 	����»�	8�® t ∈ Z

�Ã��	8�®
i = 1 . . . d

�
F i(t) =

∨

x |xi≤t

Fx.
)lµ �Ð� ,

��	���Á�Á�� |�| 	8Á
	8°�Á �&�®�-± } Æ } � Ä²±¼±¼�����O¯�
Ä Ô ��Á {Fx, x ∈ S[a, b]} º�����Ä!�s�O± } À�	�°���Ä²�Ä¼	8°D�®��s±Ð¯� } ¯Ä¼	�°�Á���ÄÐº } °/¯���
∀x � y, Fx ⊆ Fy.

)lµ � µ ,
� �����Zúdùaúo÷"� ��� ����� ��� � 
 ) 	 � �(�(��
9�
+3 	 � � 	�����
 � 	&��� 	 � ��� � 
 � � � ����� � 	�����
 � {G(x), x ∈ S[a, b]}
 �� � � 
 �
	 � � � � � 	&��
�� 	 � ��	���� ���� ��� 	 4+� � ��	 � �����

{Fx, x ∈ S[a, b]}
��

�  
∀x, G(x)


 ��
Fx

G ��
 ���� 	�����
 �
� 
∀x � y, E(G(y) | Fx) = G(x)

�  �� 
� �����Zúdùaúo÷"� ��� ��� � ��� � 
 ) 	 � �(�(��
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 3 	 � � 	�����
 � 	&��� 	 ����� � 
 � {W (x), x ∈ S[a, b]}

	� 	�� ��� 
 �
� � 	 4+� � ��	 � �����

{Fx,, x ∈ S[a, b]}

 �� ��� 
F � � �� 
��� 
 �
 �
	 � � � � � 	&��
 ����

∀x, E(W (x) | ∨d
i=1 F i(xi − 1)) = 0

�  �� ) µ�� C-,
�/.:� ��� �

t ∈ Z

�
i = 1 . . . d

�
F i(t)


 ��� �*4 � � � 	 � � 	�� 
�� 	 � ����� # � �� %  
Ï�°®��Á
	8��� �Þ�®�¡��Ä!=+������°�À�������� } �
�Ä¼°�� } ±¼��Á¾��Áñ } ±¼	8�
Á<��°���� } �
¯Ä²°�� } ±²���



C ¶

.x��±¼��������Á
��Ä²º } °/���ÁñÞ��°�� �8��°®��� } ±¼Ä¼Á } ¯Ä²	8°4����� & Ú#½('8Áñ è ��Ä¼� )ñ�*�+� C-, ����.���� ��� C �Ð��®�2. } ±¼±<�� .��Ã¿��®� )ñ�*�+�8¶ , )dº�	8Ä¼� � . . �8¶ � , } �XÀ } Á �+���°X����Á
� } �'� ç 	8��� �O� } °�Á . } ±¼±���.»��¿&��� )æ���+�8¶ , �1°�	8��ÁM��Ä¼�
	8°�Á �&�+���°®�³Á���ÄÐ¯�S�®�¡º } ��Ä }�Ô ±²��Á } ±¼� } ¯	8Ä²����Á�Ä²°n��$�8� }�Ô ±²��Á (Yn)n

�®�
(Ω,F ,P)

À�	8°/º8���,�8�ÞÆ } Ä Ô ±²������°/�� } °�Á L1 º8���
Á<��°��Mº } �
Ä }�Ô ±¼�»Ä¼°/¯���8� }�Ô ±¼� Y ��� (Ω,F ,P)
Á
Ä

| 	8�����	8�® E ∈ F �
E(Yn

�
E) −−−→

n→∞
E(Y

�
E).

ò } °�Á�À���À } Á$�s°�	8�®Á�°�	¸¯���
	8°�Á Yn −−−→
n→∞

Y
) 	 � ����
��
� �9 	 � �

L1 �
ôzû� hû ��� ��� � � ����������	�
����� ������������� 6 ��� � {Hy(x), x ∈ S[

�
, y], y ∈ S[

�
,∞]}

� �
� 	�����
 	 � �
 3 	 � � 	�����
 � 	&��� 	 � ��� � 
 � 
� � ��� ��� �

Uy(t) =
∏

x∈S[ � ,y]

(1 + iHy(x)).

6 ��� �
η2

��� 
 3 	 �� 	�����
 	&��� 	 ����� � 
 ���� ��� 
� 6 �8��� ������� � ��� 


max
x∈S[ � , � ]

|H � (x) | P−−−→
N→∞

0,
)lµ ��· ,

∑

x∈S[ � , � ]

H2� (x)
P−−−→

N→∞
η2 ) µ�� � ,

�/.
P−−−→

N→∞

 � �� � � 
 � 	0� ����3 
����
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� � � �&� 	����(� � � �� 6 � ��� ������� � �
�� � � � ��� 
 � ��� � � ��� �
t
�

U � (t) −−−→
N→∞

1
) 	 � ����
��
� �9 	 � �

L1.
) µ�� 3-,

!������ �
∑

x∈S[ � , � ]H � (x)
L−−−→

N→∞
Z
� �/.

Z

 �� ��� 
 3 	 � � 	�����
 	&��� 	 � ��� � 
F�
 ) ������ ����� � 	 ��	 ��G

���� ���� � ��� 

E
(

exp(−1
2
η2t2)

)

� L−−−→

N→∞

 � �� � � 
 � 	B� ����3 
� ��
��� 
 
� �����  
.x�j è ��	8� ó ���j���j± } ±²Ä¼��Ä²��4À���°/�� } ±²�=Á���ÄÐº } °/ �8��°���� } ±¼Ä²Á��j±²�jÚ è ��	8� ó � � C � µP����. } ±¼±

�Ã .��Ã¿��®�2)æ���+�8¶ , } �PÀ } Á������ } �
¯Ä²°�� } ±²��ÁÞÁ |s} �Ä } ±²��Á$�'. } °�	¸ } �Ä¼	8° Yn
L−−−→

N→∞
Y

# �� 	�����
 %�®��Á�Ä��8°��¾À�	8��� �¾� } °�Á . } ±²±&�Ã�.��Ã¿&��� )ñ���&�8¶ , �c± } À�	�°nº������8��°�À�����°³±¼	�Ä&Áñ }�Ô ±¼���� ��°���Á���ÄÐ¯���®�º } �
Ä }�Ô ±¼��Á } ±²� } �	8Ä¼�
��Á (Yn)
�+�»	8��Á � }¸|�| ��±¼	8°®Á �n�� ��°��³Á��®Ä²¯�S���Sº } ��Ä }�Ô ±²��Á } ±¼� } ¯	8Ä²����Á (Yn)n�®�

(Ω,F ,P)
À�	8°/º����,���g��°B±²	8ÄÞÁñ }�Ô ±²�=º8����Áª��°��Nº } ��Ä }¸Ô ±¼� } ±¼� } ¯	8Ä²��� Y ���

(Ω,F ,P)
Á�Ä

| 	8���Þ�	8�® E ∈ F ��± } ±²Ä¼��Ä²¯� limn→∞ P({Yn ≤ y} ∩ E)
�ÃÜ�Ä¼Áñ¯�����À�	8°/º8�����8��º8���
Á

P(E)�n� } °�� y À�	8°/º8���,�8�ªº8����Á�±  Ä¼°-�s°®Ä�	8�
�f���-� } °�Ä ó �
���$�n��ÄÐº } ±¼��°/����îÁ� Ä¼±<��Ü�Ä¼Á
��O��°��Oº } ��Ä }¸Ô ±¼�} ±¼� } ¯	8Ä²��� Y ′ ���»� �����<±¼	8Ä8�n��� Y ���±²±¼� �n��� exp(itYn)
À�	8°/º8���,�8�»Æ } Ä Ô ±²������°/î� } °�Á L1 º8���
Á

exp(itY ′) = Z(t)
�Ã�Á
Ä

t→ E(Z(t)
�
E)
��Á
»À�	8°/¯Ä¼°n��� | 	8�����	8�® E ∈ F �

 /���n÷1ø���hû ��� ��� �'� ����������	�
������ ����� ���!��� 6 ��� � {Hy(x), x ∈ S[
�
, y], y ∈ S[

�
,∞]}����� 	�����
 	 � �
F � � �� 
��� 
 � �
 �
	 � � � � � 	&��
 � �/.

Fu


 �� � 	�� � � ��� 
� ��
�  �
� 
9� 	 ��� 	 ) 	 � �(�(��

{Hy(x), x ∈ S[

�
, u]}


� �� ��� ���8� 
 � 
 � 	��  ��� 
�  � 
 �

y
 6 � ��� ������� � ��� 
 ��
 � � ���  � � ����� �# � @? % 
��# � �� % ����� �+3&�� � 4�� 
 � 
� ��� 
F�
�� � � �

E
(

max
x∈S[ � , � ]

H2
� (x)

)

≤ K,
)lµ � � ,
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	&3 

�
K

� � 
�� ��� �� 	 � ��
�� 
  ��� 
�  	 � � � 	�� �

N
 !������ � �

∑

x∈S[ � , � ]H � (x)
L−−−→

N→∞
Z# �� 	�����
 % � �/. Z 
 ������ 
�3 	 �� 	�����
 	&��� 	 � ��� � 
 �
") ������ ������� 	 ��	 ��������� � ��� 


E
(

exp(−1
2
η2t2

)
 

� 	�� ¤§���x�#��� � � �Z�4£��Z���Z���¡��� � �O��������� �4�����?�S��� �4��� �O� � � �
�f���O�����¥�O��� � �#�������S��£���� �x�ª��������£����

��	8�®Á | ����Á���°/�	8°�Áz� } °�ÁîÀ���
¯�<Á���À��Ä¼	8°���°��<�
��º&���<°�	�°³�ÃÜ è } ��Áñ¯ÄÐº8������Áî è ��	8� ó ����Áá�®�<± }±¼Ä²� ÄÐ¯�zÀ���°/¯� } ±¼�<�� | ��Ä²°�À�Ä | ��Áá�� Ä¼°/º } ��Ä } °�À���	 Ô ¯��°n��Á | 	8�®� | ±¼�®Á�Ä¼��������ÁîÁ�	8�ñ¯��Áî���<��Ä�=`���
��°�À���Á����� } �
�Ä¼°�� } ±¼��Á¾Á |s} ¯Ä } ±¼��Á��

�	�� 	 � ; � �!��� ��� �W����� � �  �  ��� � � � ��� �
�æ� �M���B~�� ����� ����� �	�
.�� } °�� )ñ�*�+�/µ , )dº�	8Ä¼� � .»� } �/µ�� , ������°�Ä²M����Á���Ä�=`���
��°�À���ÁÞ���¡� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á�����± } �Ä²º�������°/& ±l�	8�
�����¡±¼��Ü®Ä²À�	%��� }�| è Ä*�n��� )ñ�%� µ , � | ±²��Á �8��°���� } ±¼��Á �n���¹À���±¼±²��ÁÞÀ�	8°�Á
Ä¼����������Á |s} �MÚ#½('8Á
 è ��Ä²�

)ñ�*�+� C-, �`Ñ ±#	 Ô ¯Ä²��°/ } ±²	8��Á���°= è ��	8� ó ���³���¹± } ±¼Ä¼��Ä²���À���°/�� } ±²� | 	����Þ����Á À è } � | Á Ä¼°��®�ÃÜ���Á
|s} � Z2 Á
	8��Áf�®��ÁfÀ�	8°���ÄÐ¯Ä²	8°�Á | ±¼�®ÁZÆ } Ä Ô ±¼��Á$� �n�� Ä¼± }�|�| ±¼Ä*�n���z��°�Á���ÄÐ¯� &»±l��Ã¯�����r����Áf±¼	�Ä¼Á�±¼Ä²� ÄÐ¯��Á������	c¿���°�°®��Á»��»À�	aº } ��Ä } °�À���Á<��� | Ä²��Ä*�n����Á<����À����
 } Ä¼°�Á�À è } � | Á } ±²� } �	8Ä¼�
��Á�Áñ } �Ä¼	8°�° } Ä¼�
��Á$�
��	8�®Áj� }¸|�| ��±¼	8°®ÁªÄ²À�Ä�± } ��� �s°�Ä²�Ä¼	8°@���P��Ä�=`���
��°�À���Á=�®�g� } �
�Ä¼°�� } ±¼��Á4����± } ¯ÄÐº8��� ��°n�&±  	8�
����� ±²�ÃÜ�Ä¼À�	%�8� }¸| è Ä*�n�����

� �����Zúdùaúo÷"� ��� � ��� ��� � �
	 	 ��� 	&��� 	 ����� � 

{xt, t ∈ S[

�
, 
 ]}


 �� ��� 
  � � �� 
��� 
��
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���� 	 � � 	&��
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∀t, E(xt | xs, s� t, s 6= t) = 0
�  �� ) µ�� � ,

Å#	���� À��¹ ¿ | �³���³��Ä�=`���
��°�À���Á ���³� } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼��Á�Á |s} �Ä } ±²��Á$�`Ä¼±Z��Áñ�Ä¼� | 	8�ñ } °/M���³°�	����� �n���± } Á�	�� �����®�M��Ä!=+������°®À���Á����M� } �
�Ä¼°�� } ±¼��Ár°+���Á
 | ±¼��Á¾°���À���Á�Á } Ä¼�
������°/<��°®�M� } �
�Ä¼°�� } ±¼� } �Á���°�Á»��� ç } Ä¼�
	8±¼Ä��� � } ±¼Á è )6º8	8Ä²� � ç �B��� � , �
��	8�®ÁM��	8°®°�	8°�Á»� } °�Á�±¼�  è ��	8� ó ���SÀ�Ä � ����Á�Á
	8��Á»±¼�� è ��	8� ó � �����S± } ±¼Ä¼��Ä²��ÞÀ���°/¯� } ±¼�S	 Ô �¯��°n��Á | 	8���<�®��Á���Ä�=`���
��°�À���Á»����� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á¾��� .�� } °-�2)æ���+�/µ , �

 �� �n÷1ø ��hû ��� � � ��� ���������� ��������� ��� 6 ��� � {xt, t ∈ S[
�
, 
 ]}

��� �
	 	 ��� 	&��� 	 � ��� � 

3&�� � 4 	 � �+� 	B� ���  � � ����� �
F � � �� 
��� 
��
 �
	 � � � � � 	&��
 �:# � � % 
�

1

N2

∑

t∈S[ � , � ]

x2
t

P−−−→
N→∞

η2,
)lµ � � ,

sup
t

E
(

| xt |2
�
{| xt |>C}

)

−−−→
C→∞

0.
)lµ �Ð�a¶ ,

!������ �
1
N

∑

t∈S[ � , � ] xt
L−−−→

N→∞
Z

# �� 	�����
 % � �/. Z 
 �� � � 
�3 	 � � 	�����
 ���� � � 	 ) ������ ����� � 	 � 	 ��G
�������� � ��� 
 
 ��

E
(

exp(−1
2
η2t2)

)
 



C µ
�	 � 	 � ; � �!��� ��� �W�M��� � �  �  ��� � � � ��� �
�æ� �M�E7�� � ���¡���  � � � ������� �
ÅZ	8����±¼��ÁÞ��Ä�=`���
��°�À���Á����³� } �
�Ä¼°�� } ±¼��Á�Á |s} ¯Ä } ±¼��ÁMÄ¼°/¯�
	����®Ä²¯��Á |s} ��� } è }�| ���Ä } °?�Ã�Å#� ����	8Á
Ä } °�)ñ���+�8µ , )dº�	8Ä¼� � ��Å��/µ�� , �®°�	���Á<��°�	�°���	8°®Á»Ä²À�Ä ��±²�M è ��	8� ó � �M��� ± } ±²Ä¼��Ä²���À���°/¯� } ±¼�Þ�®�� } è }�| ���Ä } ° )æ���+�/� , )dº�	8Ä¼� � � } è �/� � , � ç �³ è ��	8� ó ���³��Áñ }¸|�| ±¼Ä��n��� &4À����
 } Ä¼°�Á À è } � | Á �®�
 Ä Ô®Ô Á$�.x��Á¾ è ��	8� ó � ��Á<���Þ± } ±¼Ä²� ÄÐ¯��À���°n�� } ±²�Þ��� � } è }�| ���Ä } ° ���ÅZ��¯�
	8Á�Ä } ° )ñ�*�+�/µ , ��<�®��� } �è }�| �Ã¯Ä } °U�� Å#�����	8Á
Ä } ° )ñ���&�/� , )dº�	8Ä¼� � �MÅ��/� � , � | 	8����±¼�O� ������ ¿ | �-���-�®Ä�=`������°�À���Á �®�� } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼��Á�Á |s} ¯Ä } ±¼��Á$��Á�	8°/������ ��� �Þ° } ¯���
���
ò } °�Á À��Ã�¯�³Á
��ÀÃ¯Ä¼	�°?���� } °®ÁÞ± } Á
��ÀÃ¯Ä¼	�°?Á���ÄÐº } °n�����°®	8��Á Á�� |�| 	�Á�	8°�Á)�n��� Ω = RZd ��

�n��� F ��Á
�± } ¯��Ä Ô �D��°-�8��°��®����� |s} �³±²��Á³ÀÃ¿�±²Ä¼°��®����Á³�®� Ω
�z��	8�®Á�°®	�¯	8°®Á L ± } ¯�
Ä Ô �D����Á��°�Á���� Ô ±²��Á�Ä¼°/º } ��Ä } °/¯Á<��� Ω

�
L = {A ∈ F | ∀a ∈ Zd, τaA = A},

	�< {τa, a ∈ Zd} ��Á
�±¼�)�8�
	8� | � ��� ¯� } °�Á�± } ¯Ä²	8°�Á�	 | ��� } °/»Á���� Ω |s} �
(τaX)(t) = X(t− a), a ∈ Zd.� ���!�#ú6ùcúd÷ � ��� � � � ��� �B�
	 	 ��� 	&��� 	 ����� � 


(ξt)t∈Zd

�
������
P

 �� � ��3 	 � � 	 � � � 	 � � ��	 � ��� 	 � �����

�� � ��� � � ��� �
A ∈ F

�
P (τaA) = P (A), ∀a ∈ Zd.

) µ �Ð�8� ,
� ���!�#ú6ùcúd÷ � ��� � � �'��� � �
	 	 ��� 	&��� 	 ����� � 


(ξt)t∈Zd


 �� 
� ���� � ��� 
 �� � 	 �����
P

�� �
L

 ��

� � �(3�� 	&��
 � �  
� 
P (A) = 0

���
1 ∀A ∈ L. )lµ �Ð�cµ ,

� ���!�#ú6ùcúd÷ � ��� � � � � 6 ��� �
(ξt)t∈Zd

�����
	 	 ���
	&��� 	 � ��� � 
��
+3 	 � � 	�����
 � 	&��� 	 � ��� � 
 ��� � � ��� ��	�����
 �� 
� �  � � ��� 


(ξt)t∈Zd


 �� ��� 
  � � �� 
��� 
 �
 �
	 � � � � � 	&��
����� ����� � �����
t ∈ Zd

�

E(ξt | ξs, s ∈ Zd\{t}) = 0
�  �� )lµ �²� C-,

�»	�¯	�°�Á W ±  ��°®Á���� Ô ±¼������Á |�} �
�Ä¼��Á ��°�Ä¼��Á»�®� Zd �
� ���!�#ú6ùcúd÷ � ��� � ����� � ��� � � ��� � 
� � � �� 
��� 
 �
 �
	 � � � � � 	&��


(ξt)t∈Zd


��� ��� � � �����
V ∈ W

�
���  �*4 � � �

SV =
∑

t∈V

ξt

�
FV = σ(ξt, t ∈ V ).

Ç Ä¼°�Á
Ä � | 	�����¯	8��¯� Á��®Ä²¯�MÀ���	�Ä¼Á�Á } °/¯� (Vi)i

��� W ��± } Á
��Ä²�� (SVi
, FVi

)
�®Æd	8�
� �Þ�®°�� � } �
¯Ä²° �� } ±¼� } �-Á
��°�Á»À�± } Á�Á
Ä*�n�����

.x�O è ��	8� ó � �OÁ��®Ä²º } °/ ��Á
 }�|�| ±²Ä*�n���O��°®Á���ÄÐ¯� |s} � � } è }¸| �Ã¯Ä } ° )æ���+�/� , &N��°vÀ è } � |
} ±¼� } ¯	8Ä²���M�®� 
 Ä Ô®Ô Á<Ä¼°/º } ��Ä } °/ |s} �<�� } °�Á
± } �Ä¼	8° ��»�����8	��®Ä*�n�����
 /���n÷1ø���hû ��� � � � � � 
 ��
 ��� � 	 � ��� ����������� � 6 ��� �

(ξt)t∈Zd

��� 
1 � � �� 
��� 
 �
 �
	 � � � ��G
� 	&��
 � � ��3 	 �� 	 � � 
�� 	 � � ��	 � ��� 	 � ����� � 
� ���� � ��� 
 � 
��(��
 ��� 


0 < σ2 = E(ξ2
0) <∞

 �!������ � �
SVn − E(SVn)

V ar(SVn)

L−−−→
n→∞

N (0, 1),

�/.
Vn = S[a, a+

�
]

 �� ������ �
 �
 � 	 ����
���

n
 



C%C
�	�� 	 � R �  ���  �S� �S3  � � ���  � ��� � ���WR � � � � ��� � � ���Ui �<�!� � � � ��� ��� �
ò } °�Á#Å#	�� è 	8Áñ¿ } °¡��#Ò»	&��±²±²¿#)ñ���&�+� , )dº�	8Ä¼� � ÅzÒ �&��� , �a��° | ��Ä²°�À�Ä | �î�� Ä¼°/º } �
Ä } °�À�� | 	���������Á� } �
�Ä¼°�� } ±¼��ÁZÁ |�} ¯Ä } ±¼��Á �n� } ��� } °/ } ±²��Áî��Á
z�� }�Ô ±²Ä�&Þ±  } Ä²������ ��°�À��
Ä² ó �����¹��±²�Ä!� ��Ä¼����°�Á
Ä¼	8°®°���±���<À�	8°/º8�����8��°®À���º8���
Áz��°³� 	��®º8��� ��°nrâ¾��	 ��°�Ä¼��°�Ä¼°�����Ü�� |s} � [0, 1]d

� ç �< è ��	8� ó ������Áñz��°��
�ÃÜ&���°�Á
Ä¼	8°ª���ªÚ è ��	8� ó ���¡µ C �Ð���®�¡â¾Ä¼±¼±²Ä¼°���Á�±¼�Ã¿ )ñ��� 3 � , )dº�	8Ä¼� � â�Ä²± 3 � � , } �ªÀ } Á»Á |s} �Ä } ± �
��	��	8°�Á | 	8����¯	��® t ∈ Zd �

Zd
−(t) = {s ∈ Zd, ∃j = 1 . . . d | sj ≤ tj}

��#��� �s°�Ä¼Á
Á�	8°®Á | 	����#�®°¹À è } � | {ξt, t ∈ Zd} �Ã | 	8����¯	8�® u � } °®Á Zd �{±¼��ÁZ���Ä Ô ��ÁZÁ���ÄÐº } °n���Á

P(u) = σ{ξt, t ∈ Zd
−(u)},

	%<
σ{·} �®��Á�Ä��8°���± } ���Ä Ô �O��°��8��°����
��� |s} ��± } Æ } ��Ä¼±²±¼�»��� º } ��Ä }�Ô ±¼��Á } ±²� } �	8Ä¼�
��Á {·} �

� �����Zúdùaúo÷"� ��� � � � ��� ���
	 	 ���
{ξt, t ∈ Zd}


 �� � � 
  � � �� 
��� 
 �
 �
	 � � � � � 	&��
���
∀t, E(ξt | P(t− �

)) = 0
�  �� ) µ �Ð�(· ,

	 
�
	 � ��� 
 � >=  ��  . } À�	8°���ÄÐ¯Ä¼	�° )lµ �²��· , ��Á
¡�$�n��ÄÐº } ±¼��°n�� &ª± } ç 	8°���ÄÐ¯Ä²	8° ) µ � C-, ��� Ú#½('�Á � è ��Ä¼� )ñ���&� C-, ±²	8��Á��&�®� Fx

��Áñ�± } ¯��Ä Ô �O��°�����°����
��� |s} � {W (y), y � x} �
.x� | ��Ä¼°®À�Ä | �Þ�� Ä¼°/º } �
Ä } °�À�� Á���ÄÐº } °/���Á
»�� }�Ô ±²Ä | 	����<±¼��Á»Áñ } �Ä¼Áñ¯Ä*�n����Á

XN(t) =
1

σNd/2

∑

u∈S[ � ,([Nt1],...,[Ntd])]

ξu,

	%<
[ · ] �®��Á�Ä��8°���± }¹|�} �
�Ä¼� ��°/�Ä ó �
���

 �� �n÷1ø ��hû ��� � ���  � ����� � 
	� ��
 ��� �!	����������
 ������� ����� 6 ��� � � � 
; � � �� 
��� 
F�
 �
	 �HG
� � � � 	&��
 ��� 	 � � 	&��
 � ��3 	 � � 	 � ��
�� 	 ��� ��	 � ��� 	 � ����� � 
� ���� � ��� 
 � 
��(��
 ��� 


E(ξ2(0)) = σ2 > 0
 

!������ � �
XN (t)

D−−−→
N→∞

W
� �/.

W

 �� � � ����� 3 
��
� �:��� ����� ��
� � � �
DC � � 	 �

[0, 1]d

�

D−−−→
N→∞

 � �� � � 
�� 	0� ����3 
� ��
��� 
 
� �����  	 � � � 	�3 
� ������ � � � � �(G  � ��
� ������ � 
��(��
 �
 �+) ������G
� ����� �;� ��&G�� �8�  

� 	�� � � � ���#¢�� � �4� £��§£Ã��� �����Q�¾�����x�f��£Ã� �?�S���W�O���e� � �Z����� �
�S��£������{���Z����� ���¡�O� ���S�O�4�������¡� �4���P���O�4� �?��� � ���¡�O�O� �
�����¡�O�O�<£Ã£Ã�

¬ ¯�
	8°��-± } 
¯Ä¼À��³� } �
¯Ä²°�� } ±²� } �
� } ¿&ÁS	aº8��� Zd } ����À�	�°�Á�Ä²�����
���V��°®������ è ��Æd	8��� 	¸Æ<Á��Ã��Ä¼°®���ÃÜ���� | �
	�À���Á�Á
��Á } °�� } À���°/¯� } ±x±¼Ä²� ÄÐ� è ��	8�
����Ä²Á»��Á
 }�Ô ±¼Ä²Á è ���O��°�������À�	8°���ÄÐ¯Ä¼	�° } ±
.xÄ²° ���� Ô ���,�jÀ�	8°���ÄÐ¯Ä²	8°
� } Æ6¯��� è } º&Ä¼°��ª�ÃÜ&���°������h è � ±²Ä¼��Ä²M è ��	������ Ä²°NÚ#½('8Á
 è ��Ä²� )ñ���+� C-, ¯	Á |�} ¯Ä } ± | �
	�À���Á�Á
��Á� è }  } ����°�� } ��±Ð¿�± } �¯Ä²À��Þ� } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼��Á$�



C ·
�	���	�� L � � �� �  � � �
��2  � �����S� � � � � � ��� � � �  �  � � � �!�
�®���
.»����� �¾� } �
� ��Ä²º8��° } ° } � Ô Ä²�� } �ñ¿ | 	8Ä¼°/ a Ä²° Zd } °��� è �¾À�	8��°/ }�Ô ±¼�zÄ¼°��®�ÃÜ�Ä¼°��»À�	�±¼±¼��À��Ä¼	8°

A = {S[a, x], x ∈ S[a,∞]} ∪ {∅} 	�Æ } ±¼±�����À� } °��8±¼��Á<Á
 } �
�Ä¼°��SÆd�
	8� a
� �h�Þ�®���s°���Áñ¯��	�°��

± } ��Ä¼À���� } �
�Ä¼°�� } ±¼� } �
� } ¿&Á$�sÓs	8�r è Ä²Á$�&±¼�� (∆n)n∈N∗
Ô � } °4Ä¼°®À���� } Á�Ä²°��¹Á
�$�n����°®À���	�ÆZÁ��Ã¯Á<Ä¼°

A ��òM��°�	¸¯�³Æd	8� � } À è n ≥ 1
� An = {A ∈ A, A ⊆ ∆n} } °�� Cn

 è � C À�± } Á�Á } Á�Á�	&À�Ä } ¯���
��ÄÐ è  è �1��°�Ä²�� Ä¼°�����Ü�Ä¼°���À�	�±¼±¼��À��Ä¼	8° An

�
�4û��!�#ú6ùcúd÷ � ��� �'�����

(Xn
A,Fn

A;A ∈ A, A ⊆ ∆n, n ≥ 1)
���$� 	&�(��
  	 Á
���	8°�� ± } 
¯Ä²À��Þ� } � ��Ä¼°�� } ±¼� } ��� } ¿ � )�) ��� 
 	 �
	

n ≥ 1
�

(Fn
A)A∈An

��� 	$4+� � � 	 � ����� �  
� � ��� 	 � ���*4 
 �0� ���  � � �����
# �  ��  % 	 �  (Xn

A)A∈An

��� 	 �� � ��� � � 	 � � ��� 
 �
	 � � � � � 	&��
 � 
�� 	 � �(3 
 ���
(Fn

A)A∈An

 

Ós	8�î��Ü } � | ±¼���/ÄÐÆ (XA)A∈A
Ä¼Á } Á
���	8°���± } �¯Ä²À��<� } �
�Ä¼°�� } ±¼� ) .ZÂ 
 , �
��± } ¯ÄÐº8��¯	 } �s±²�� } �Ä¼	8°

(FA)A∈A
�� è ��°ªÆd	8��� } À è n ≥ 1

�
Xn

A = 1
nd/2XA

Ä¼Á } Á
���	8°�� .ZÂ 
 ����± } �Ä²º8� �	� è �"��±²¯� } ��Ä¼	8° Fn
A = FA

��Ú è ��Á$�
(Xn

A,Fn
A;A ∈ A, A ⊆ ∆n, n ≥ 1)

Ä¼Á } Á
���	8°-� .ZÂ 
 } ��� } ¿��
Ós	8�#��Á�� } ±®��Ä²Á�À��
�����¯Ä²� �¾� } �ñ¯Ä²°�� } ±²��Á ) Â 
 , (Yn)

�c è } îÄ¼Á � è ��° d = 1
� . } ±¼±�	 .»��¿&���

)æ���+�8¶ , ��Áñ }�Ô ±¼Ä¼Á è ���NÁ
��º8��� } ±zÀ���°/¯� } ±á±¼Ä²� ÄÐ� è ��	8����� Á��x� 	8�
� | �
��À�Ä²Á���±²¿j è ��¿jÁ è 	 �¾���P è } �®°�������Á��®Ä² }¸Ô ±¼�³À�	8°���ÄÐ¯Ä¼	�°�ÁÞ è � (Yn)
À�	8°/º8���,�8��ÁSÁ
 }�Ô ±Ð¿NÄ¼°N��Ä¼Áñ¯�
Ä Ô �®�Ä¼	8°=�	-Á
	8��� ��ÄÐÜ����� } °���	�� °�	8��� } ±sº } ��Ä }�Ô ±²� Y �®Ò���À } ±¼±s è }  } Á����&�®��°�À�� (Yn)

Ä¼ÁrÁ } Ä²� ¯	SÀ�	8°/º8���,�8�MÁ
 }¸Ô ±²¿�Ä¼°�®Ä¼Á
���Ä Ô �®¯Ä²	8°¡�	 } � } °��®	8� º } �
Ä }�Ô ±²� Y �8Ä²Æ1Æd	8� } °n¿¹À�	8°/¯Ä²°n��Ä² ¿ | 	8Ä²°/ y 	�Æ Y } °�� } °/¿¹��º���°/
E ∈ F �Z è �4±¼Ä²� ÄÐ limn→∞ P({Yn ≤ y} ∩ E)

�ÃÜ�Ä¼Áñ¯Á } °®�VÀ�	8°/º����,����Á³¯	 P(E)
� è ��°

y���°��®Áá¯	ÞÄ²°-�s°�ÄÐ ¿%�{	8�á�$�n��ÄÐº } ±¼��°n�±²¿�Ä²Æs è ���
���ÃÜ�Ä²Á
¯Á } � } °���	��:º } �
Ä }�Ô ±²� Y ′ è } º&Ä¼°��Þ è ��Á } � ��®Ä¼Á
���Ä Ô �®¯Ä²	8° } Á Y Á��®À è  è }  exp(itYn)
À�	8°/º8���,�8��Á ��� } �n±²¿=Ä²° L1 �	 exp(itY ′) = Z(t)

�
} °��NÄ²Æ t → E(Z(t)1E)

Ä²Á À�	8°/¯Ä²°n��	8��ÁÞÆd	8� } °n¿ E ∈ F ��.����
��� L1 ����°�	¸¯��Á� è �³Á |s} À���	�Æ� } °���	��¥º } ��Ä }�Ô ±²��Á è } º&Ä¼°-� } �s�
Á
 }�Ô Á
	8±¼�®�� � 	�� ��°n$�
Ú#½('8Áñ è ��Ä¼� )ñ���&� C-, ��Ü&¯��°®�����U¯	?± } ��Ä¼À�� � } �
¯Ä²°�� } ±²��Á } �
� } ¿&Á¹ è � ����Á
 ç .&Ú¥Ä²° . } ±¼±

	 .���¿&���2)ñ���&�8¶ , � Ç Á¡Á
����°VÄ¼°PÒ���� } �	�V����·�� �-�x± } ��Ä¼À���� } �
�Ä¼°�� } ±¼� } ��� } ¿&Á�À�	8°®Á�Ä¼�®�������VÄ¼°Ú#½('�Á
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Xn
{x}E(Xn

{x}|Gn∗
{x})
∣

∣

∣
≤
[

∑

x∈∆n

(Xn
{x})

2
]1/2[ ∑

x∈∆n

(E(Xn
{x}|Gn∗

{x}))
2
]1/2

.

Ç � } Ä¼° ��ÄÐ è ) µ �Ð� 3-, } °�� )lµ � µ�¶ , �& è ���
Ä*� è �� è } °��OÁ
Ä¼����À�	�°nº������8��Á»Ä¼° | �
	 Ôs}�Ô Ä²±¼ÄÐ ¿ �	 0
�

ÚZ	 | ��	aº8��À�	8°®��Ä²�Ä¼	8° )lµ �²�a� , ��	 Ô Á����
º8�� è } 

E
(

max
x∈∆n

(Y n
{x})

2
)

≤ 2 E
(

max
x∈∆n

(Xn
{x})

2
)

+ 2 E
[

max
x∈∆n

(

E(Xn
{x}|Gn∗

{x})
)2]

.

Ç Ár è �:�s�
Á
�����
� Ä²°  è ���
Ä*� è  � è } °®� Á�Ä²���»Ä¼Á Ô 	8�®°������ Ô ¿ } Á
Á���� | �Ä¼	8°2) µ �Ð�c� , �&ÄÐr����� } Ä²°�Á¯	�Á è 	 �W è } < è ��Á���À�	8°®�-¯������Ä²Á } ±¼Á
	 Ô 	���°������
��Ó1	��� è Ä²Á$� �¾��	 Ô Á����
º��� è } 

max
x∈∆n

(

E(Xn
{x}|Gn∗

{x})
)2 ≤ max

x∈∆n

[

E
(

max
y∈∆n

|Xn
{y}| |Gn∗

{x}

)]2

} °��= è }  Sn
S[a,x] = E(

� } Ü
y∈∆n |Xn

{y}| |Gn∗
{x})

Ä¼Á } � } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼���
��± } ¯Ä²º��¡�	� è � �s±Ð¯� } ¯Ä²	8°
Hn

S[a,x] = Gn∗
{x}
�®Ú è ��Á�� Ô ¿ } Á�Á
��� | ¯Ä²	8° )ñ�%�Ð� C-, } °�� ç } Ä²��	8±²Ä�� } Ü�Ä¼� } ±1Ä¼°®�$�n� } ±²Ä² ¿�Æd	8� | 	8Á�Ä �

¯ÄÐº8� ± } ��Ä¼À��MÁ�� Ô � } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼��Á )lÅî�
	 | 	�Á�Ä²�Ä¼	8°?����·��Ð�cµ , ���¾� è } º��

E
[

max
x∈∆n

(

E(Xn
{x} | Gn∗

{x})
)2
]

≤ 24 max
x∈∆n

E
[

E
(

max
y∈∆n

|Xn
{y}| | Gn∗

{x}

)]2

≤ 24 max
x∈∆n

E
[

E
(

max
y∈∆n

|Xn
{y}|2| Gn∗

{x}

)]

≤ 24 E
(

max
y∈∆n

|Xn
{y}|2

)



C �

� è Ä¼À è Ä¼Á Ô 	8��°������ Ô ¿ } Á�Á��®� | �Ä¼	8°1)lµ �²�a� , �
Ú è �����ÃÆd	8��� Ô ¿NÚ è ��	������ µ ��·-� µ � Y n

∆n

L−→ Z
)dÁ
 }¸Ô ±²¿ , � � è ����� Z Ä²Á } � } °���	�� º } ��Ä }�Ô ±¼�

��ÄÐ è À è } � } ÀÃ¯���
Ä¼Áñ¯Ä¼À Æd��°�À��Ä¼	8° E(exp(−1
2
t2η2))

� ç 	8°�Á����n����°/¯±Ð¿%� Ô ¿ } Á
Á���� | �Ä¼	8° )lµ �²�*� , �
Xn

∆n

L−→ Z
)dÁ
 }�Ô ±²¿ , �

�

3�Ê`ÙáÙ��EÙ��@ãîÉ1× ×ÞÖ � ��� � � �îÚ è � | ��	&	�Æ�Ä¼Á¹� } ��� Ô ¿DÄ²°�����ÀÃ¯Ä²	8°U	8°D è �OÀ } ����Ä²° } ±�	¸Æ C
� è Ä¼À è ��Ä¼±¼± Ô ������°�	����� |C| �¬ � |�| 	�Á�� �s�
Á
� è }  C = {x}  è } �Ä¼Á |C| = 1

� ç 	�°�Á�Ä²����� } σ � ����±¼� Fx
} °®� } Á
�� AxÄ²° Fx

Á
��À è  è }  P(Ax | G∗{x})
Ä¼Á Fx

� ��� } Á
��� }¸Ô ±¼��� } σ � �s��±²� G ⊆ G∗{x} } °�� }�| 	�Á�Ä²�Ä²º�� G ���� } Á���� }�Ô ±¼�ÞÆd�®°�À��Ä¼	8° η ��Ñ Æ P(Ax | G) ≤ η
�� è ������Á���±Ð�Ä¼Á�	 Ô º&Ä¼	8�®Á$�sâ���+�sÄ²Æ P(Ax | G) > η

�
P(Ax | G∗{x}) > η Ô ��À } ��Á�� G ⊆ G∗{x}

� .»��°�À��
P
(

P(Ax|G∗{x}) > η | G
)

= 1 } °��DÀ�	8°�Á�� ��n����°/¯±²¿
P(Ax | G) ≤ η + P

(

P(Ax | G∗{x}) > η | G
)

.¬ � |�| 	�Á��¹°�	 �� è }  C Ô ��±¼	8°-�8Á��	 C ��ÄÐ è |C| = n } °®�j è } M è �¹±¼��� � } Ä²Á��������Æd	8�} ±¼± C ′ ∈ C ��Ä² è À } ����Ä²° } ±î�$�n� } ±z�	 n − 1
� .x��

(Fx = FS[a,x], x ∈ C) Ô � } À�	8±¼±²��À��Ä¼	8°Á } ¯Ä²Á
Æ6¿&Ä¼°-�<À�	8°��®Ä²¯Ä²	8° )ñ���²�cµ , �aÓs	8��� } À è x ∈ C �(±¼�Ã Ax
Ô � } Á��Ã#	¸Æ Fx

Á���À è  è }  P(Ax | G∗{x})Ä²Á Fx

� ��� } Á
��� }�Ô ±¼� } °®�BÀ�	8°�Á�Ä²����� } σ � ����±¼� G À�	8°/ } Ä²°����@Ä¼° G∗C } °�� η }U| 	8Á
Ä²�Ä²º8� G ���� } Á���� }�Ô ±¼��Æd�®°�À��Ä¼	8°
�8òM���s°®� y =
� Ä²°

x∈C x
� è ���
�» è ��� Ä²°�Ä¼�S��� Ä²Áá } �¸��°���Ä² è ����Á | ��ÀÃ�	³ è ��±¼��Ü�Ä¼À�	��8� }�| è Ä¼ÀÞ	��������$�¬ Ä¼°�À�� P(Ay | G∗{y}) ≤

∑

x∈C P(Ax | G∗{x})
�+ è ��Á�Ä²Æ

P(Ay | G) > η
�+ è ��° �¾��	 Ô  } Ä²°= è } 

P(
∑

x∈C P(Ax | G∗{x}) > η | G) = 1
� è Ä²À è Ä²� | ±²Ä¼��Á¾ è ���®��Á�Ä²�����-Ä²°��$�n� } ±²Ä² ¿��

�M è ��� ��Ä¼Á��
P(Ay | G) ≤ η

�� } �¸� C ′ = C\{y} �#Ñ �Á¹À } �
��Ä¼° } ±z�$�n� } ±²Á n − 1 } °�� Ô ¿P è �À è 	8Ä¼À���	¸Æ
y
�
C ′ Ô ��±²	8°��8Á��	 C � ¬ Ä¼°®À�� y /∈ C ′ � Fy ⊆ G∗C′

} °�� G ⊆ G∗C ⊂ G∗C′
� ç 	8°�Á
Ä¼����� }

| 	8Á
Ä²¯ÄÐº8� G ∨ Fy

� ��� } Á
��� }�Ô ±¼�MÆd��°®À�¯Ä²	8° η′ � Ç À�À�	8����Ä²°��³¯	� è ��Ä²°�����ÀÃ¯Ä¼	�° } Á�Á
��� | ¯Ä¼	�°
���¾�À } ° }�|�| ±Ð¿� è ��±²����� } ¯	 C ′ � G ∨ Fy
} °�� η′ } °®�-	 Ô  } Ä²°

P
(

⋃

x∈C′

Ax | G ∨ Fy

)

≤ η′ + P
(

∑

x∈C′

P(Ax | G∗{x}) > η′ | G ∨ Fy

)

.

�»	 �EÀ è 	&	8Á
�
η′ = η − P(Ay | G∗{y})

� è Ä¼À è Ä¼Á G ∨ Fy

� � � } Á��®� }�Ô ±²���&Ú è � }�Ô 	cº�� Ä¼°����n� } ±¼ÄÐ ¿
Ô ��À�	8����Á

P(Ay | G∗{y})+P
(

⋃

x∈C′

Ax | G∨Fy

)

≤ η+P
(

∑

x∈C′

P(Ax | G∗{x})+P(Ay | G∗{y}) > η | G∨Fy

)

.

�Þ°4 è ��	¸ è ��� è } °��
�

P
(

⋃

x∈C

Ax | G
)

≤ P(Ay | G) + P
(

⋃

x∈C′

Ax | G
)

≤ E
(

P(Ay | G∗{y}) + P
(

⋃

x∈C′

Ax | G ∨ Fy

)

| G
)

.

ç 	�� Ô Ä¼°®Ä¼°��S è ��± } Áñ< ��	�Ä¼°®�$�n� } ±²Ä²¯Ä²��Á�¿&Ä²��±¼�®Á

P
(

⋃

x∈C

Ax | G
)

≤ η + P
(

∑

x∈C

P(Ax | G∗{x}) > η | G
)

. �
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3�Ê+ÙáÙ��EÙ��=ãîÉ1× ×ÞÖ � ��� � � �®Ú è � | �
	�	¸Æ�	�Æx±¼��� � } µ ��·-� �¡Ä²Á�Á
Ä¼��Ä¼± } �á¯	S è }  ��Ä²º8��°�Ä¼° . } ±²±
	 .���¿&��� )ñ�*�+�8¶ , Ô �® ��Ä² è Á�	8��� } � }¸|  } �Ä¼	8°®Á�¯	³Á |s} ¯Ä } ±`Æd� } ��� �¾	8�	�� è }  �¾�1�8Ä²º��Þ°�	 �1�Ós	8��� } À è ε > 0 } °®�4� } À è n ≥ 1

±²�����Á� } ��� G ���n� } ±`�	S è �M¯�
Ä²º&Ä } ± σ � �s��±²�
� C = ∆n

�
Ax = {|Xn

{x}| > ε} ∈ Fn
S[a,x]

� Ç Á�Ä²°P è � | ��	&	�Æ�	¸Æ�Ú è ��	8������µ���·�� C �� è } ° �nÁ�¯	�.���� � }
�%� ·�� C Ä¼°¹Ñ º } °®	�= 	BÂ-��� � Ô�} À è ) µ�¶8¶�¶ , � E(1Ax | Gn∗

{x})
Ä²Á Fn

S[a,x]

� � � } Á��®� }�Ô ±²��� ¬ 	 Ô ¿ .���� � }µ � ·�� 3 �®Æd	8�<�Ãº8���ñ¿ | 	�Á�Ä²�Ä²º�� À�	8°�Áñ } °/ η �

P
(

max
x∈∆n

|Xn
{x}| > ε

)

≤ η + P
(

∑

x∈∆n

P(|Xn
{x}| > ε | Gn∗

{x}) > η
)

.

Ç |®| ±²¿&Ä¼°-�- è ��À�	8°®��Ä²�Ä¼	8° } ±áº8���
Á�Ä²	8°D	�Æ ç�è � Ô ¿&Á è ��º� Á Ä²°��$�n� } ±²Ä² ¿?�	j è � Á���À�	8°��D�������	�Æ è ���
Ä*� è  � è } °®�4Á�Ä¼�®��¿&Ä²��±¼�®Á

P
(

max
x∈∆n

|Xn
{x}| > ε

)

≤ η + P
(

∑

x∈∆n

E
(

(Xn
{x})

21{|Xn
{x}|>ε} | Gn∗

{x}
)

> ηε2
)

.
)lµ � µ{· ,

.x��
ε
�
δ } °�� λ > Ô � | 	8Á�ÄÐ¯ÄÐº8�Þ�
� } ±²Á } °��ª�����s°®�

Y n
{x} = Xn

{x}1{|Xn
{x}|≤ε ����� (VS[a,x])2≤λ},

Cn
A =

∑

x∈A

(Y n
{x})

2,

Dn
A =

∑

x∈A

E
(

(Y n
{x})

2 | Gn∗
{x}
)

=
∑

x∈A

E
(

(Xn
{x})

21{|Xn
{x}|≤ε} | Gn∗

{x}
)

1{(VS[a,x])2≤λ}.

¬ �Ã
pn = P((Un

A)2 6= (Cn
A)2 	�� |(V n

A )2 − (Dn
A)2| > δ

Æd	8�<Á
	8���
A ∈ An).

Ú è ��°
�

pn ≤ P
(

max
x∈∆n

|Xn
{x}| > ε

)

+P((V n
∆n

)2 > λ)+P
(

∑

x∈∆n

E
(

(Xn
{x})

21{|Xn
{x}|>ε} | Gn∗

{x}
)

> δ
)

.

��	 �1�

P
(

max
A∈An

|(Un
A)2 − (V n

A )2| > 2δ
)

≤ pn + P(∃A ∈ An, |(Cn
A)2 − (Dn

A)2| > δ).

Ç |®| ±²¿&Ä¼°-� ç�è � Ô ¿&Á è �Ãº��Á Ä²°��$�n� } ±²Ä² ¿�¯	³ è ��Á
��À�	8°��-����
��	�ÆZ è ����Ä�� è �� è } °��OÁ�Ä²���)�8ÄÐº8��Á

P
(

max
A∈An

|(Cn
A)2 − (Dn

A)2| > δ
)

≤ 1
δ2 E

(

max
A∈An

[

∑

x∈A

(

(Y n
{x})

2 − E((Y n
{x})

2|Gn∗
{x})
)

]2)

.

� Ô Á����
º��  è }  SA =
∑

x∈A

(

(Y n
{x})

2 − E((Y n
{x})

2|Gn∗
{x})
) Ä¼Á } .ZÂ 
 �
��± } ¯Ä²º����	- è � �s± �

¯� } ¯Ä²	8° HA = Fn
A

�ZÚ è ��Á Ô ¿ } Á
Á���� | �Ä¼	8° )ñ�%�Ð� C-, } °�� ç } Ä²��	8±²Äî� } Ü®Ä²� } ±îÄ¼°����&� } ±¼ÄÐ ¿?Æd	8�
| 	8Á�ÄÐ¯Ä²º�� ± } 
¯Ä²À��ÞÁ
� Ô � } �
�Ä¼°�� } ±¼��Á )lÅî��	 | 	8Á
Ä²�Ä¼	8°?�%� ·��Ð�cµ , �

P
(

max
A∈An

|(Cn
A)2 − (Dn

A)2| > δ
)

≤ 24

δ2 max
A∈An

E
(

∑

x∈A

(Y n
{x})

2 − E((Y n
{x})

2 | Gn∗
{x})
)2

≤ 24

δ2 max
A∈An

E
(

∑

x∈A

[

(Y n
{x})

2 − E((Y n
{x})

2 | Gn∗
{x})
]2)

.
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Ú è ��± } Á
�Ä²°��$�n� } ±¼Ä² ¿ ������Ä²º���Á�Æd��	8�¥Á
���	8°���� } �
�Ä¼°�� } ±¼� | ��	 | ���ñ ¿%��ÓfÄ²° } ±¼±Ð¿%� �¾� �8�Ã

P
(

max
A∈An

|(Cn
A)2 − (Dn

A)2| > δ
)

≤ 24

δ2

∑

x∈∆n

E
(

(Y n
{x})

2 − E((Y n
{x})

2 | Gn∗
{x})
)2

≤ 24

δ2

∑

x∈∆n

E
(

(Y n
{x})

4
)

≤ ε2 24

δ2 E
(

∑

x∈∆n

E((Y n
{x})

2 | Gn∗
{x})
)

≤ ε2λ 24

δ2 .

.»��°�À�� Æd	8�
ε
�
δ } °®� λ > 0

�®Æd�
	8�QÄ²°��$�n� } ±²Ä² ¿�) µ � µ¸· , } °��-À�	8°���ÄÐ¯Ä²	8° ) µ � µ8µ ,

lim sup
n→∞

P
(

max
A∈An

|(Un
A)2 − (V n

A )2| > 2δ
)

≤ sup
n

P((V n
∆n

)2 > λ) + ε2λ
24

δ2
.

.x�Ã�¯Ä²°�� �s�
Á

ε
���°��O¯	

0 } °��4 è ��° λ ¯��°��ª�	 ∞ ¿&Ä¼��±¼��Á

lim
n→∞

P

(

max
A∈An

|(Un
A)2 − (Dn

A)2| > 2δ

)

= 0. �

3�Ê`ÙáÙ��EÙ��vé�êZÉ�ÙfÊZÉ1× � ��� ��� � �g� ����Á
 | ��	aº��  è } ¡ è � } �
� } ¿ (Y n
A ; A ∈ An, n ≥ 1)�®���s°���� Ô ¿D���&� } ¯Ä²	8° )lµ � µ C-, Á } ¯Ä¼Á �s��Á³ è � } Á�Á
��� | ¯Ä¼	�°�Á�Ä¼°UÚ è ��	������ µ���·�� C � ç 	�°���Ä²�Ä¼	8°

)lµ �Ð�c� , Ä²ÁÞÀ�±²� } �
±²¿ªÁ } ¯Ä¼Á �s���'�+Ñ ������ } Ä¼°�Á» è ��°N�	 | �
	cº���À�	8°��®Ä²¯Ä²	8°�Á#) µ �Ð�c� , � )lµ �²� 3-, � ) µ �Ð��� ,
} °��1) µ � µ�¶ , �Ç Á

(Xn)
Á } ¯Ä²Á��s��Á� è � } Á�Á
��� | ¯Ä²	8°�Á�Ä¼°U±¼��� � } µ � ·�� � �îÄ²³º����
Ä��s��Á Ä²°��$�n� } ±²Ä² ¿ ) µ � µ¸· ,

� è Ä¼À è Ä¼� | ±¼Ä²��Á ��Ä² è À�	8°���ÄÐ¯Ä¼	�° ) µ � µ8µ ,  è } �� } Ü
x∈∆n|Xn

{x}|
À�	8°/º����,����ÁMÄ²° | ��	 Ôs}�Ô Ä²±¼Ä² ¿��	

¶ � �h��� } Á�Ä²±²¿��®������À��� è } �Á
	 ��	&��Á�� } Ü
x∈∆n|Y n

{x}|
��Ú è ��Á�À�	8°®��Ä²�Ä¼	8° )lµ �²�a� , è 	8±²��Á$�

Ós	8��À�	8°���ÄÐ¯Ä¼	�° )lµ �Ð� 3-, � Ô ¿ } Á
Á���� | ¯Ä²	8°�Á ) µ�� µ8µ , } °�� )lµ � µ&� , Æd	8� (Xn)
� } À�À�	8�
��Ä¼°���¯	 .x����� }µ���·�� �¹Ä²�Æd	�±¼±¼	 ��Á� è }  (Un

∆n
)2 À�	8°/º8�����8��Á�Ä¼° | �
	 Ôs}�Ô Ä²±¼ÄÐ ¿��	 η2 �1â¾�®�Æd	8� } ±¼± δ > 0

�

P
(∣

∣

∣

∑

x∈∆n

(Y n
{x})

2 − η2
∣

∣

∣
> δ
)

≤ P
(

max
x∈∆n

|Xn
{x}| > 1

)

+ P(|(Un
∆n

)2 − η2| > δ

2
).

.»��°�À���� ∑
x∈∆n

(Y n
{x})

2 À�	8°/º����,����Á»Ä¼° | ��	 Ôs}�Ô Ä²±¼Ä² ¿�¯	 η2 �ÚZ	 | �
	aº8�ÞÀ�	8°���ÄÐ¯Ä¼	�°�Á )lµ �Ð��� , } °�� )lµ � µ¸¶ , �nÄ²¾Á��   À���Á��	¹Á è 	 �J è }  ∑
x∈∆n

|E(Y n
{x} | Gn∗

{x})|À�	8°/º8���,�8��Á�Ä²° | ��	 Ôs}¸Ô Ä¼±²Ä² ¿�¯	 0
�sÓs	8�� è Ä¼Á����¾� è } º�� Ô ¿4Áñ¯��	�°�� � } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼� | �
	 | ���
 ¿

∑

x∈∆n

∣

∣E(Y n
{x} | Gn∗

{x})
∣

∣ =
∑

x∈∆n

∣

∣E(Xn
{x}1{|Xn

{x}|>1} | Gn∗
{x})
∣

∣.

Ós���ñ è ������	8�����
∑

x∈∆n

∣

∣E(Xn
{x}1{|Xn

{x}|>1} | Gn∗
{x})
∣

∣ ≤
∑

x∈∆n

E(|Xn
{x}|1{|Xn

{x}|>1} | Gn∗
{x})

≤
∑

x∈∆n

E((Xn
{x})

21{|Xn
{x}|>1} | Gn∗

{x}).
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Ç À�À�	8���®Ä¼°����	  è �SÀ�	8°��®Ä²¯Ä²	8° } ±�.xÄ¼°��®� Ô ���,� À�	8°��®Ä²¯Ä²	8°
� ∑
x∈∆n

|E(Y n
{x} | Gn∗

{x})|
À�	8°/º8�����8��Á

Ä¼° | ��	 Ôs}¸Ô Ä¼±²Ä² ¿�¯	 0
�

�h��À } °¹°®	�� }�|®| ±²¿�Ú è ��	8����� µ � ·�� C ¯	» è � } ��� } ¿ (Y n
A ; A ∈ An, n ≥ 1) } °��³À�	8°�À�±²����� è }  Y n

∆n

À�	8°/º8���,�8��Á�Áñ }�Ô ±Ð¿³Ä¼°���Ä²Á
���Ä Ô �®¯Ä²	8°¹¯	 } � } °��®	8� º } ��Ä }�Ô ±²� Z ��ÄÐ è À è } � } À������Ä²Á
�Ä¼ÀÆd��°�ÀÃ¯Ä²	8°
E(exp(−1

2
t2η2))

�s��	 �EÆd	�� } ±¼± F ∈ F �
∣

∣

∣
E
(

1F

��Ü | ( ÄÐ ∑
x∈∆n

Xn
{x}
)

)

− E
(

1F

��Ü | (− 1

2
t2η2

)

)∣

∣

∣

≤ 2 P
(

max
x∈∆n

|Xn
{x}| > 1

)

+
∣

∣

∣
E
(

1F

�ÃÜ | ( Ä² ∑
x∈∆n

Y n
{x}
)

)

− E
(

1F

�ÃÜ | (− 1

2
t2η2

)

)∣

∣

∣
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ç 	8°�Á
�$�n����°n�±²¿��
Xn

∆n

À�	8°/º8���,�8��ÁMÁñ }�Ô ±Ð¿�Ä²°ª�®Ä¼Á
���Ä Ô �®¯Ä²	8°�¯	 Z � �

� 	�� � �#���ª�¾���?� ��� �����Þ���#�����O���:�?�S���e�4���U� � �#�������S��£���� �¸���Z�����
���¡�O�Q���¡�O�4�Ã���Ã�S� �4� �g���O�O� �?��� � ���¡�ª�4�������¡�O�4�<£�£Ã�

ò } °�ÁSÀ���
¯� |s} �
�Ä¼���#°�	���ÁS�Ã¯��°®��	8°�Á¹±²�  è ��	8� ó ��� �®��± } ±¼Ä¼��Ä²��¹À���°/¯� } ±¼� Á
	8��Á¹À�	8°���Ä �¯Ä²	8° �®� .xÄ¼°��®� Ô ���,�SÀ�	8°��®Ä²¯Ä²	8°�°���±¼±²�»�®�M± } Á���À�¯Ä²	8° | �
��À�������°/��1&S��° | �
Ä¼°�À�Ä | ���� Ä¼°/º } �
Ä } °�À��À�	�������Á | 	8°�� } °n$��Þ°VÁ�� |®| 	8Á
� � } °�ÁSÀ������ |s} �ñ¯Ä²� �n��� d = 2
��� � } °�Ä ó ��� &-Á
Ä¼� | ±¼Ä!�s��� ±²��ÁS°®	� } �Ä¼	8°®Á$�ç � | ��°®� } °/+�1±¼��Á<����Á���±Ð } �Á»��°�	8°�À���Á } Ä¼°®Á�Ä
�n����±¼��Á | �����®º8��ÁM����Á
���°/�º } ± }�Ô ±²��Á | 	8��� d ≥ 2

�

�	 �	 � 7�� ��� �  � ���
ò } °�ÁZ¯	8��¯��± } Á
��Ä²����c°�	8�®Á | 	8Á�	8°®Á a =

� ��
T = S[a,∞]

��#À�	8°®Á�Ä¼�®����	�°�Áf± } À�	8±¼±²��À��Ä¼	8°Ä¼°®���ÃÜ } °/¯� A } Á�Á
	�À�Ä¼�����sÀ�	�� ���Þ��� �s°�Ä¼��� } °�Á�±¼� ç�è }�| Ä²¯�
���%���	8�®Á�� }�|�| ��±¼	�°�Á:�&�®� | 	8���:�n�� ��°=À è } � |-} ����ÄÐ¯Ä²ÆZ�ÃMÄ²°n��$�8� }�Ô ±²� Á�	8ÄÐ��®°��¡� } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼�Æd	8�ñ¯���cÄ²±&Á
�- �î���¾������	8°/¯�
���$� | 	8����¯	8�® x ∈ T � �n��� X{x}
��Á
 FS[a,x]

� ����Á��®� }�Ô ±²�z��fº����
Ä��s�
E(X{x} | G∗{x}) = 0 | ��Á��Å#	8�®�

N ∈ N∗ ��°�	¸¯	8°�Á ∆N = S[a,
�

]
�Ã¹À�	8°�Á�Ä²�����
	8°�Á���°h }�Ô ±¼� } �P��� � } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼��ÁÆd	8�ñ¯��Á

(XN
A ,FN

A , N ≥ 1, A ⊆ ∆N , A ∈ A)
�#.x�� è ��	8� ó ���4���O± } ±²Ä¼��Ä²�� À���°/¯� } ±¼�4���Ú#½('8Áñ è ��Ä¼��)æ���+� C-, ��»±¼�  è ��	8� ó ��� ���¡± } ±¼Ä²� ÄÐ¯�MÀ���°/¯� } ±¼�1�n����°�	8�®Á } º8	�°�Á��Ã }�Ô ±¼Ä�� } °�Á�± }Á���À��Ä¼	8° | ����À�������°/¯�¡��	8°�°®��°/M± } °�	8��� } ±²Ä²¯� } Á
¿&� | ¯	��Ä*�n��������Á�	�� ����Á��� } À�À���	8Ä²Á�Á
������°/¯Á����� } �
�Ä¼°�� } ±¼��ÁrÆd	8�
���Á�Á��®� ∆N

�sÀ� ��Áñ�� & � ��Ä²��� | 	8���<±¼��Á:�&� } °/¯Ä²���Á
XN

∆N
=
∑

x∈∆N

XN
{x}.

)lµ � µ�� ,

Ñ °/¯�
	����®Ä¼Á�	�°�Á | 	8�®��¯	8�® t = (t1, t2)
���

[0, 1]2
��±  ��°®Á���� Ô ±¼�

∆N(t) = S[a, [Nt1], [Nt2])] (∆N((0, 0)) = ∅), ) µ � µ 3-,
	%<

[ · ] �®��Á�Ä��8°�� ± }-|�} �
�Ä¼����°/¯Ä ó ����� .x��Á | ��Ä²°�À�Ä | ��ÁS�� Ä¼°/º } �
Ä } °�À�� �n��� °�	8��Á } ±¼±²	8°�Á��� }¸Ô ±¼Ä²�� } °®Á»±²��Á�Å } � } ��� }�| è ��Á�µ � � � C �ÃÞµ�� � � ·���À�	8°�À�����°®��°/Þ±²��Á �n� } °/¯ÄÐ¯��Á
WN(t) =

∑

x∈∆N (t)

XN
{x}.

)lµ � µ�� ,



·/µ

�»	�¯	8°®ÁÞ� } Ä¼°/¯��° } °/+� C2

±l���°�Á���� Ô ±²�S����ÁÞÆd	8°�À��Ä¼	8°®ÁMÀ�	�°n�Ä¼°n����ÁÞÁ���� [0, 1]2
�S��°�ÄZ���¹± }�	 | 	8±¼	%��Ä¼�O��°�ÄÐÆd	8�������rÅ#	�����¯	8�®Á s �Ã t � } °®Á [0, 1]2

���±²Á �n���
s ≺ t

�¾À�	8°®Á�Ä¼�®����	�°�Á4±¼��Á
��°�Á���� Ô ±²��Á ]s, t]

�������s°®Ä¼Á } � ç�è }�| Ä²¯�
�-� |s} ��± } ����± } �Ä¼	8° )ñ���²�(· , � ç ��ÁS��°�Á
��� Ô ±²��Á¡Á����
	8°/
}¸|�| ��±¼��Á � Ô ±²	�À�Á<��� [0, 1]2

� �
ò } °�ÁÞ±²� Ô �®M�� Ä¼����°n�Ä��s���M±²�SÀ è } � | ±²Ä¼��Ä²¯� � } °�ÁÞ±²��Á | ��Ä¼°®À�Ä | ��Á��� Ä¼°/º } ��Ä } °�À���Á$��� }�|®| ��±¼	8°�Á�n�� ��°ªÀ è } � |j} ±¼� } ¯	8Ä²��� (Wt)t∈[0,1]2

��Á
 }�|�| ��±²� � 	8��º8������°/ Ô �
	���°®Ä¼��°ªÁ�Ä
�%�

P(W ∈ C2) = 1
�

µ �
P(W (t) = 0) = 1 | 	8���<�	8�® t ∈ T d

0 = {t ∈ [0, 1]2, ∃j = 1, 2 | tj = 0} �C � ¬ Ä
B1, . . . , Bk

Á
	8°/³����Á Ô ±¼	&À�Á¡��Ä¼Á6½
	8Ä¼°/�ÁS��� [0, 1]2
�
W (B1), . . . ,W (Bk)

Á
	8°/³����Á
º } ��Ä }�Ô ±¼��Á<°�	8�
� } ±²��Á�Ä²°���� | ��°�� } °/¯��Á�À���°/¯�
����ÁM����®��º } �
Ä } °®À���Á |B1|, . . . , |Bk|

	%<

W (B) =
∑

αi=0,1 i=1...d

(−1)d−∑d
i=1 αiB

(

s1 + α1(t1 − s1), . . . , sd + αd(td − sd)
)

�� |B| ��� | ����Á���°/��S±¼�Þº�	8±¼�®� � ��� Ô ±²	�À B =]s, t]
�

�	 �	 � > � �� � � � � �  � � �M� � �
���� ��� � �æ� � � ������� �
�»	8��Á���	8°�°�	�°�ÁSÄ²À�Ä �'�&�®��±*�n����Á¹��� �s°�Ä²�Ä¼	8°®Á��Ã | ��	 | �
Ä¼�Ã¯��Á���	8°®°�����Á |s} � � } ±¼Á è )ñ�*�+� 3-,)6º8	8Ä²� � � } ± � 3 � , Á����S±¼��Á¡��°�Á
��� Ô ±¼��ÁS��¹±²Ä*�8°®��Á��� } ���	�Ã+�#Å#	8�®�S¯	8��¹��°®Á���� Ô ±¼� D ⊆ T

�Z	8°
�®���s°�ÄÐ

Do = {s ∈ D, ∃t ∈ D | s ≺ t}. )lµ � µ&� ,
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• ∀ω ∈ Ω
�
D(ω) ∈ A(u)

�

• ∀t ∈ T
�
{t ∈ Do}


�
{t ∈ D}

����� �
FS[a,t]
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�� 	 � �&��


A ∈ A
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D ⊆ A
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� ��
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D\Do
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	 � ��� 
 � ��  �� ÚZ	8�®M��°�Á
��� Ô ±²� A ∈ A(u)
��Á
 ��°j��°�Á
��� Ô ±²�¹�� } ������ Ô 	8�
°����+òM� | ±²��Á$�

| 	8���¾�����&Ü4��°®Á���� Ô ±¼��Á<�� } ���	�Ã D1

��
D2

��±¼��Á¾��°�Á
��� Ô ±¼��Á D1 ∪D2

�Ã
D1 ∩D2

Á�	8°/ } �®Á�Á�Ä�®��Á���°�Á
��� Ô ±¼��Á»�� } ������$�¬ 	8Ä²
K
��°-À�	8� |s} ÀÃM�®� R

�Ã {XA, A ∈ A} ��°=À è } � | &�º } ±¼������Á»������±²±¼��Á } � }�| ¯� & �®°����±²¯� } ¯Ä²	8° {FA, A ∈ A}
���±6�n�� Ä¼±x��Ü®Ä²Á
��

B ∈ A º8����Ä!� } °/ XB ∈ K
� Ç ±¼	���Á$�®±  ��°�Á
��� Ô ±²�

DK = ∪A∈A{A |XB ∈ Kc, ∀B ⊆ Ao} ) µ � µ&� ,
��Á
»��°ª��	8� } Ä¼°®�Þ�� } ������»��	8°/�± } ±²Ä*�8°��M�� } ���	�Ã���ÁñM±²� | ����� Ä²��� � ¯��� | Á<�� ��°/�����������° K �
� ���!�#ú6ùcúd÷ � ��� � � � � � ��� � ��� 
� ��
������
  � 	 � �2��

D
�  �*4 � ��� ����� � � 	�� �� ��� ����(3 	 � ��


F∗
D = {Λ ∈ F , Λ ∩ {t /∈ Do} ∈ G∗{t+}∀t ∈ T},

) µ � C ¶ ,
�/.:� ����� �������

t ∈ T
�
t+ = (t1 + 1, t2 + 1)
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D1

��
D2

Á�	�°n��®����Ü=��°�Á
��� Ô ±²��Á��� } ������Þ���±²Á �n��� D1 ⊆ D2

� } ±¼	8�
Á
F∗

D1
⊆ F∗

D2

��Ûz°J	8��¯����� | 	8����¯	��®¯�=º } �
Ä }�Ô ±²� } ±²� } �	8Ä¼�
� Y FS[a,t]

� � ��Á���� }�Ô ±²�=��4�	8�®��°®Á���� Ô ±¼���� } ������ D �s± } º } ��Ä }�Ô ±¼� } ±¼� } ¯	8Ä²��� Y 1{t∈D}
��Á
 F∗

D

� ����Á��®� }�Ô ±²���
.x��±²����� ��Á���ÄÐº } °/+�8�n����°�	8��Á | �
��Á
��°/¯	8°®Á } º8��À¡±²��Á<°�	¸ } �Ä¼	8°�Á<�®� ç�è }�| Ä²����³�%�s��Á
»��°����Á���±Ð } ��®��& � } ±¼Á è )æ���/�&� , )dº�	8Ä¼� � � } ±6�&� � , �

ôzû  hû ��� � � � � � � � � ��
 ����������� � 6 ����
� �
D1


�
D2

�
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� ��
������
 �� � 	 ��2������� ��� �
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�� � ��� 


D1 ⊆ D2


�
X = (XA)A∈A

��� 
 �
	 � � � � � 	&��
 ) ���� 
� �!������ �

E(XD2 | F∗
D1

) = XD1 p.s.

¬ 	8Ä²��°/
a = (a1, a2) ∈ Z2 � m ≥ a1

�
n ≥ a2

��
D
�®°?��°�Á
��� Ô ±²�¹�� } ������ Ä²°�À�±²��Á»� } °�Á��°ª����À� } °��8±¼� S[a, (m,n)]

�Ã»��	8°/»°�	8��Á�°�	��	8°�Á
L
Á } ±²Ä*�8°��M�� } ���	�Ã+�1ÅZ	8��� (i, j) ∈ T �®	8°°�	���

Ri∞ = {t ∈ T, t1 ≤ i}
��

R∞j = {t ∈ T, t2 ≤ j}.
. }j| �
	 | 	�Á�Ä²�Ä¼	8°gÁ���ÄÐº } °/¯����	�°�°��4± } ����À�	8� | 	8Á
Ä²�Ä¼	8°
����	�°�°���� |�} � � } ±¼Á è )ñ���8�&� , �Z�� ��°��� } �
�Ä¼°�� } ±¼��Æd	8�
���±²� ±¼	8°-�³����®°���±¼Ä*��°��Þ�� } ������$�
��ø{÷%�î÷�þ(ú6ùcúd÷ � ��� � ����� � � � � � 
 � ����������� 6 ��� � {XA, A ∈ A}

��� 
 �
	 � � � � � 	&��
F) ��� � 
� 
!������ � ��� ����� � ��� �

(i, j) ∈ L
�

XS[a,(i,j)] = X1
i +X2

j −XD

�/.
X1

1 , . . .X
1
m, XS[a,(m,n)]


�
X2

1 , . . .X
2
n, XS[a,(m,n)]
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	 � � � � � 	&��
 �;��� 	�� �� ��� 
 �� 
��	8�®Á<�� }¸Ô ±¼Ä²Á�Á�	�°�Á�� } °®Á<±¼�M è ��	8� ó ���ÞÀ�Ä � ����Á�Á
	8��Á���°�� Ä²°��$� } ±¼Ä²�� | 	8��������Á<� } �
�Ä¼°�� } ±¼��ÁÆd	8�ñ¯��Á } ° } ±²	%�8��� &jÀ���±¼±¼� ���Oâ��
	���° )æ���/��� , )dº�	8Ä¼� � â��
	n��� � , | 	8���¡����Á³� } �ñ¯Ä¼°-� } ±¼��Á¡À�± } Á �Á�Ä��n����Á��s��	8�®Á�Æd����	�°�Á<��Á } �8�Þ��� À������ Ä¼°���� } ±²Ä²¯� | 	8��������� 	�°n������<±¼� | ��Ä¼°®À�Ä | �Þ�� Ä¼°/º } �
Ä } °�À������± } ¬ ��À��Ä¼	8°-µ � � � C �

 �� �n÷1ø ��hû ��� � � � ��� � 	 � ������ ���
(m,n) ∈ Z2

� � ��� ��  �� ��� �
(XA, A ∈ A, A ⊆ S[a, (m,n)])����� 	�����
 	 � �
 �
	 � � � � � 	&��
 � ) ��� ��
 �� � ����� � �����

λ > 0
�

λP
(

sup
(i,j)∈S[a,(m,n)]

|XS[a,(i,j)]| ≥ λ
)

≤ 12 E
(

|XS[a,(m,n)]|1{|XS[a,(m,n)]|≥λ
6
)}
)

.

3�Ê�É�ß � É�� . }�| �
���®º��Þ�®¯Ä²±¼Ä²Á���±²��Áz¯��À è °�Ä*�n����Á���� | ±²	c¿�����Á |s} � � } ±¼Á è )æ���+� 3+, | 	8�®�¾����� 	�° �¯���<À����
 } Ä¼°���Á»Ä²°��$� } ±¼ÄÐ¯��Á������ } �ñ¯Ä²°�� } ±²��Á¾Æd	��
¯��Á�Á�������°ª����Á�� } �
���	��	8°�Á
A(m,n) = {A ∈ A, A ⊆ S[a, (m,n)]}.

Å#	����
λ > 0

�®�����s°®Ä¼Á�Á
	8°�Á»±  ��°�Á
��� Ô ±¼� �� } ������$�s����± } Æd	8�
� � )lµ � µ � , ��Á
��Ä²º } °/

D = ∪A∈A(m,n)
{A : |XS[a,(i,j)]| < λ ∀(i, j) ∈ Ao}.
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sup

A∈A(m,n)

|XA| ≥ λ,

} ±¼	8�
Á�Ä¼±���Ü�Ä¼Á
�� } �O� 	8Ä²°�Á<��° | 	�Ä¼°/ (i, j) ∈ L ���±6�n���

XS[a,(i,j)] ≥ λ.

Ûî°B��=`��+�<Á
� |�| 	8Á�	�°�Á |s} �ª±l }¸Ô Á����
��� �&�®� | 	8���O¯	8�� (i, j) ∈ L
�
XS[a,(i,j)] < λ

�»Å } ��®���s°�ÄÐ¯Ä²	8°N���
D
�xÀ è } �n��� (i, j) ∈ Do º8����Ä���� XS[a,(i,j)] < λ

���	8°P��°h�®������ÄÐ } ±¼	8�
Á)�n���
| 	8�����	8�® (i, j) ∈ D � XS[a,[i,j)] < λ

�1Å } ��Á
��Ä²����

sup
A∈A(m,n)

|XA| < λ,

À��1�&�®ÄxÀ�	8°/¯�
����ÄÐ»±  è ¿ | 	� è®ó Á���Ä²°�Ä²�Ä } ±²���ÅZ	8����À�� | 	8Ä¼°/ (i, j) ∈ L �s�� }�| � ó Á»± } Åî��	 | 	8Á
Ä²�Ä¼	8°ªµ � � � 3 �

XS[a,(i,j)] = X1
i +X2

j −XD.

ÅZ	8��� �n��� |XS[a,(i,j)]|
Á�	8ÄÐ | ±²��Á �8� } °�� �n��� λ �`Ä²±#��Á
 °®��À���Á�Á } Ä¼�
� �&�®� |X1

i |
� |X2

j |
	8� |XD|Á
	8Ä² | ±¼��Á:�8� } °��9�n��� λ

3

�
Åî��Ä²Á,�n���

X1
1 , . . .X

1
m, XS[a,(m,n)]

��Á
���°��4� } �
�Ä¼°�� } ±¼� À�± } Á�Á�Ä��n�����áÄ²±�Á����°vÁ
��Ä² |s} � }�|�| ±²Ä!�À } ¯Ä²	8°U���ª±  Ä¼°���� } ±¼ÄÐ¯� ���ªâ���	 ��° )æ���/��� , | 	8�®���®��Á�� } �ñ¯Ä²°�� } ±²��Á )6º8	8Ä²� .x��� ���4·��î� } °®Á
� â��
	n��� � , �

P
(

sup
i≤m

|X1
i | ≥

λ

3

)

≤ 6

λ
E
(

1{|Xmn|≥λ
6
}|XS[a,(m,n)]|

)

.

ò���± } � ��� � � } °�Ä ó �
���

P
(

sup
j≤n

|X2
j | ≥

λ

3

)

≤ 6

λ
E
(

1{|Xmn|≥λ
6
}|XS[a,(m,n)]|

)

.

ò�� | ±¼��Á�� XD = X1
m = X2

n

Á�Ä Ô Ä²��°;�&�®�

P
(

sup
A∈A(m,n)

|XA| ≥ λ
)

≤ P
(

sup
i≤m

|X1
i | ≥

λ

3

	��
sup
j≤n

|X2
j | ≥

λ

3

)

≤ 12

λ
E
(

1{|XS[a,(m,n)]|≥λ
6
}|XS[a,(m,n)]|

)

. �

�	 �	�� > � �������  æ� � ���  ���  �¡�:�S3  � � ���  � ��� �
ò } °�Á�À���
¯��Á���ÀÃ¯Ä²	8°-°®	8��Á»������	8°/¯�
	8°�Á���° | ��Ä¼°®À�Ä | � �� Ä¼°/º } ��Ä } °�À�� | 	8�®�»±²��Á:�n� } °/¯ÄÐ¯��Á)lµ � µ8� , � Ç � | ��� } ± }�Ô ±²���c°�	8�®Áî����º�	8°�Áî�����°��®���<� } °®Áî±¼��±²����� �rÀ�Ä � ����Á�Á
	8��Áî±¼�r è ��	8� ó � ������± }±²Ä¼��Ä²��îÀ���°/�� } ±²����� ç 	8�
	8±¼± } Ä¼�
�rµ � �M����Â-À .���Ä¼Á è )ñ���8�¸· , )6º8	8Ä²� � Â-À$.#�{· � , &M����Áf� } �ñ¯Ä²°�� } ±²��ÁÆd	��
¯��Á$�
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ôzû  hû ��� � � � � 6 ��� �
(XN

A ,FN
A , N ≥ 1, A ⊆ ∆N , A ∈ A)

��� � 	�����
 	 �A�
 �
	 � � � � � 	&��
 �
) ��� ��
 ��� 	 � ���*) 	 ��� 	 � �+��
 �:� ���  � � ����� ������(3 	 � ��
 �	�

∑

x∈∆N

E((XN
{x})

2) −−−→
N→∞

1
)lµ � C � ,

max
x∈∆N

|XN
{x}|

P−−−→
N→∞

0
)lµ � C µ ,

∀ε ≥ 0, P
(

∑

x∈∆N

(XN
{x})

2 < 1− ε
)

−−−→
N→∞

0
)lµ � C%C-,


�

∀N ≥ 1 ∀A ∈ AN , FN
A ⊆ FN+1

A .
)lµ � C · ,

!������ � �
XN

∆N
=
∑

x∈∆N

XN
{x}

L−−−→
N→∞

N (0, 1).

3�Ê�É�ß � É�����	8��Á } ±¼±¼	�°�Á }�|�| ±¼Ä*�n������±¼�fÚ è ��	8� ó ���rµ � ·�� µ�� �Þ����Ä���	8°�Áx��	8°®À#�&�®�r±²��Á è ¿ | 	¸ è�ó Á���Á) µ��²�c� , � )lµ �Ð� 3-, � ) µ �Ð�c� , �®�PÀ��? è ��	8� ó � �NÁ�	�°nªÁ } ¯Ä²Á
Æ } ÄÐ¯��Á ��ª±¼�=�
��Á
��±² } O���@±¼�������j��°����À�	8��±²��� } �8.î è ¿ | 	� è�ó Á�� ) µ � C µ , À�	8���
��Á | 	8°®�j�ÃÜ } ÀÃ¯��� ��°n &�±  è ¿ | 	� è�ó Á
� )lµ �Ð�c� , �òS }�| � ó Á�±²�1.x����� ��µ��²�8�����¡Â-À .x��Ä²Á è )ñ���8�¸· , ���±²��Á è ¿ | 	� è�ó Á
��Á#) µ � C � , �Ã�) µ � C%C-, �
∑

x∈∆N

(XN
{x})

2 L1

−−−→
N→∞

1

	%< | 	8�®� p ∈ N∗ Lp

−−−→
N→∞

����Á
Ä*�8°���± } À�	�°nº������8��°�À��³� } °�Á Lp � Ç Ä¼°®Á�Ä�±  è ¿ | 	� è�ó Á
� ) µ��²� 3+, ��Á

º8����Ä!�s�����
òM� | ±¼�®Á$�

0 ≤ E
(

max
x∈∆N

(XN
{x})

2
)

≤ E
(

∑

x∈∆N

(XN
{x})

2
)

.

.x�M������°�Ä²���z¯�������M�� } °/ Ô 	8��°®�M�� }�| � ó Á�±l è ¿ | 	¸ è�ó Á�� )lµ � C � , �n±l è ¿ | 	¸ è�ó Á�� )lµ �²�a� , ��Á
<�®	8°�Àº8����Ä!�s�����
�

.x� | �
Ä¼°�À�Ä | �����Ä²°/º } ��Ä } °�À���Á��®Ä²º } °/rÀ�	8�
����Á | 	�°�� &���°�� ����°���� } ±²Ä¼Á } ¯Ä¼	�° } � À } Á¾�®��Á�� } � �¯Ä²°�� } ±²��Á�Æd	��
¯��Á$�s���ªÚ è ��	8� ó � � C � µ¹���¡Â-À".���Ä¼Á è )æ���/�¸· , �
 �� �n÷1ø ��hû ��� � � $�� 6 ��� �

(XN
A ,FN

A , N ≥ 1, A ⊆ ∆N , A ∈ A)
� � � 	�����
 	 � �
 �
	 � � � ��G

� 	&��
 �E) ��� � 
 ��3&�� � 4 	 � �9� 	B� ���  � � ����� # � >= ? %  6 �8��� ������� � �
 � � � � ��� 


max
x∈∆N (t)

|XN
{x}|

L2

−−−→
N→∞

0
)lµ � C � ,

∑

x∈∆N (t)

(XN
{x})

2 P−−−→
N→∞

t1t2
)lµ � C&3-,

� ����� � �����
t ∈ [0, 1]2

 
!������ �

WN
D−−−→

N→∞
W
���/.

WN(t) =
∑

x∈∆N (t) X
N
{x}


�
W


 �� ��
 ����� 3 
��
� � ��� ���EG
� ��
� ����

[0, 1]2
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�
	 � ��� 
 � ��  �� �  
WN

D−−−→
N→∞

W
Á
Ä*�8°®Ä��s� �n���O± } Á
��Ä²��4���OÀ è } � | Á (WN)N

À�	�°nº������8�
º����
Á�±¼��À è } � | W � } °�Á�± } º�����Á
Ä¼	8°4�S��±²�Ä¼��Ä²� ��°�Á�Ä²	8°�°���±¼±¼�¾����Á�Æd	�°�À��Ä¼	8°�ÁrÀ+&¸� � ±*&�� D2

)dº�	8Ä¼�
â¾Ä¼À ����±x�� �JÄ¼À è ��� } )æ���/��� , � â �B��� ���� ¬ ¯� } Æ )æ���/�8µ , � ¬ ��å�8µ � , �
3�Ê�É1ß � É � . }³| �����®º8��Á�������À�	8� | 	8Á
����°O¯��	�Ä¼Á��Ã }�| ��Á | ��Ä²°�À�Ä |s} ±²��Á$�

�  }¸| ����� òM���s°®Ä¼Á�Á
	8°�Á¡��°V°�	8��º8� } �h }�Ô ±¼� } �g����À è } � | Á } ����ÄÐ¯ÄÐÆdÁ (Y N
A )

Á
����Á���Á } À �À���	8Ä²Á�Á
������°/¯Á���±²������°/ } Ä¼����Á

Y N
{x} = XN

{x}1{
∑

y∈VN (x−1)(X
N
{y})

2≤2}
	�<

VN(x− 1) = ∪2
j=1{y ∈ ∆N , yj ≤ xj − 1}.�Þ° }

P(∃x ∈ ∆N , X
N
{x} 6= Y N

{x})

≤ P
(

∃x ∈ ∆N ,
∑

y∈VN (x−1)

(XN
{y})

2 > 2
)

≤ P
(∣

∣

∣

∑

x∈∆N

(XN
{x})

2 − 1
∣

∣

∣
> 1
)

.

ò¡ }�| � ó Á�) µ�� C+3+, | 	8�®� t = (1, 1)
��	8°ª�����®��Ä² �n���

P(∃x ∈ ∆N , X
N
{x} 6= Y N

{x})
À�	�°nº������8�¡��°

| ��	 Ôs}¸Ô Ä¼±²Ä²¯�»º8����Á 0
�

ç 	8°®Á�Ä¼�®����	�°�Á�� } Ä²°/¯��° } °/+� | 	8�����	8�® t ∈ [0, 1]2
�®±  ��°�Á
��� Ô ±²� } ±¼� } ¯	�Ä¼���

RN(t) = {x ∈ ∆N(t),
∑

y∈VN (x−1)

(XN
{x})

2 ≤ 2}

	�<
∆N (t)

��Á
»������°�Ä |s} �<± } �
��± } ¯Ä¼	�° ) µ � µ 3-, ����»��� �s°�Ä²Á�Á�	�°�Á�± } º } ��Ä }�Ô ±¼� } ±¼� } ¯	8Ä²���

x∗N (t) = max{x, x ∈ RN (t)}.
Ç ±¼	8�
Á$��À�	8��� �Þ� } °�Á�Ú#½('8Á
 è ��Ä²��)ñ�*�+� C-, �

RN(t) ⊆ VN(x∗N (t)− 1) ∪ {x∗N (t)},
Á
Ä Ô Ä¼��°9�&�®�

∑

x∈∆N (t)

(Y N
{x})

2 =
∑

x∈RN (t)

(XN
{x})

2

≤
∑

x∈VN (x∗N (t)−1)

(XN
{x})

2 + (XN
{x∗N (t)})

2

≤ 2 + max
x∈∆N (t)

(XN
{x})

2.



·n�

�Þ�$�
maxx∈∆N (t)(X

N
{x})

2 ��Áñ��®°�Ä²Æd	8�
� ��� ��°/<Ä¼°/¯���8� }¸Ô ±¼�Þ�+ }�| � ó Á�) µ�� C � , �sÅ } ��Á���ÄÐ¯���
∑

x∈∆N (t)(Y
N
{x})

2 ��Á
 } �®Á�Á�Äx�®°�Ä²Æd	8�
� ��� ��°/<Ä¼°/¯���8� }¸Ô ±¼���
òM��� } °�Ä ó ��� ��º&Ä²����°/¯��� Y N

{x}
��Áñ FN

S[1,x]

� � ��Á���� }�Ô ±¼�M��

E(Y N
{x} | GN∗

{x}) = 1{∑y∈VN (x−1)(X
N
{y})

2≤2}E(XN
{x} | GN∗

{x}) = 0.

Å } �»À�	8°�Á
�$�n����°/$� (Y N
A )
��Á
»��°O }�Ô ±¼� } �4����� } �ñ¯Ä²°�� } ±²��Á�Æd	8�ñ¯��Á�º8���
Ä�� } °n

max
x∈∆N

|Y N
{x}|

P−−−→
N→∞

0

∑

x∈∆N

(Y N
{x})

2 L1

−−−→
N→∞

t1t2 ∀t.

Â-	8°/¯�
	8°�Á)�n���
W Y

N
D−−−→

N→∞
W } º���À W Y

N (t) =
∑

x∈∆N (t) Y
N
{x}
�`°�	8��Á | 	8���
��	8°®Á } ±¼	8�
Á

��°ª��������Ä¼�
�1�&�®�
WN

D−−−→
N→∞

W
��Ûz°ª��=`��$�

P(WN 6= W Y
N ) ≤ P(∃x ∈ ∆N , Y

N
{x} 6= XN

{x})

���±²�M¯������� � } ½
	8� } °/<À�	8°/º8���,�8����° | ��	 Ôs}�Ô Ä²±¼Ä²��»º����
Á 0
� Ç Ä²°�Á�Ä �®	8°O��Á
»� } ����°®�1&��®����	8° �¯�
���<± } À�	8°/º8���,�8��°�À��¡��� (W Y

N )N

º�����Á
W
� } °�Á D2

�
�  }�| �¡µ4� ç 	�°nº������8��°�À��S��°-��Ä²Á
���Ä Ô �®¯Ä²	8°�Á �s°®Ä¼��Á¬ 	8Ä²��°/

u1, . . . , um

�®��Á�°�	8� Ô ����Á �
����±¼Á)�n����±²À�	8°-�&�®��Á��� 0 ≺ t1, . . . , tm
����Á���±¼��� ��°/¯Á

���
[0, 1]2

� � ��ÄÐ��� &�� } ½
	8��¯���¾����Á ti �Ã���º���°/¯�®��±¼±²������°/ &�À è } °�������±²�����
Á¾Ä²°���Ä¼À���Á��&	�° | ���®Á�� |�| 	�Á���� �n����± } Á���ÄÐ¯� A0 = {a} � A1 = ∆N (t1), . . . , Am = ∆N (tm)
��Á
�°n��� ����	���������

Æ } ��	8°OÀ�	8°�Á
Ä¼Áñ } °/¯� |s} �»� }�|�| 	8�
 } � |�} Á�Á
��Æd	8�ñ/)dº�	8Ä¼� ¬ ��À��Ä¼	8°N�%� ·��Ð���®� ç�è }¸| Ä²����³� , �Â } Ä²°n���° } °n$� | 	�Á�	8°�Á

C1 = A1

Cj = Aj\(∪j−1
i=1Ai)

Æd	8�
j = 1 . . .m

����®���s°�Ä²Á�Á
	8°�Á»��°-°®	8�®º8� } �- }�Ô ±²� } �O����� } �
�Ä¼°�� } ±¼��ÁrÆd	8�
���Á�����± } � } °�Ä ó �
�ÞÁ���ÄÐº } °/¯�

ZN
{x} =

{

uj.Y
N
{x}

ÄÐÆ
x ∈ Cj

0
Ä²Æ
x /∈ ∪m

i=1Ai.

Åî��Ä¼Á��n���
max
x∈∆N

|ZN
{x}| ≤ max

j=1...m
|uj|. max

x∈∆N

|XN
{x}|,

	8°O��������Ä² �n���
maxx∈∆N

|ZN
{x}|

À�	�°nº������8�¡��° | ��	 Ôs}¸Ô Ä¼±²Ä²¯�»º8����Á 0
�

òM����°�Ä¼Á
Á�	8°�Á
B1 = (0, t1]

Bj = (0, tj]\(∪j−1
i=1 (0, ti])

Æd	8�
j = 2 . . .m.



·+�

�Þ° }
∑

x∈∆N

(ZN
{x})

2 =
m
∑

j=1

u2
j

∑

x∈Cj

(Y N
{x})

2

�Ã |s} � è ¿ | 	� è�ó Á
� )lµ � C+3-, | 	8���<±¼�Þ }�Ô ±²� } � (Y N
A )

�s	8°O��°ª�����®��Ä² �n���
∑

x∈∆N

(ZN
{x})

2 L1

−−−→
N→∞

m
∑

j=1

u2
j |Bj| = σ2,

	�< |Bj|
��� | ����Á���°/���± } ����Á
�����¡��� .x� Ô ��Á��8���³���¡±  ��°�Á
��� Ô ±¼� Bj

) �n��Äf°� ��Áñ |s} Á�°���À���Á
Á } Ä ��
������°/���° Ô ±¼	&À , �Ç |�| ±¼Ä��n��	8°�Áz±¼� .x�������Mµ�� � � � } º���À»º } ��Ä } °�À�� σ2 } � ±²Ä¼�����®� 1
� �Þ°���° �������®Ä² } ±¼	���Á2�n���

∑

x∈∆N
ZN
{x}
À�	8°/º����,���¡��°-±²	8Ä`º�����Á N (0, σ2)

�
Åî��Ä²Á,�n��� ∑

x∈∆N
ZN
{x} =

∑m
j=1 ujY

N
Cj

�c±¼� | �
	�À������¾��� ç � } ����� ���g	8±¼� | ��������Z�� ��°S�������®Ä¼���
�n���

(Y N
C1
, . . . , Y N

Cm
)
À�	8°/º����,���S��°ª±¼	�Ä`º8����Á Nm(0,Γ)

� } º���À Γ =
��Ä } � (|B1|, . . . , |Bm|)

�
ò¡�	%<

(W Y
N (t1), . . . ,W

Y
N (tm)) = (Y N

C1
, Y N

C1
+ Y N

C2
, . . . , Y N

C1
+ · · ·+ Y N

Cm
)
À�	8°/º8�����8� } �®Á�Á�Ä��°-±²	8Ä �

�»	8��Á } ±¼±¼	�°�Á³������	8°/¯�
����� &P±  �� }¸| � C �z��°FÀ���Ä² ó �
�-���O¯��°�Á�Ä²	8°F� } °�Á C2
�ròS }¸| � ó Á ±¼�Ú è ��	8� ó ����� � 3 ��� ¬ �� } Æ )æ���/�8µ , ��±¼�SÀ è } � | ±¼Ä¼��Ä²�� }�|�|s} �ñ¯Ä²��°���� } ��	�°�À & C2
| ����Á,�n����Á,7 ��
������°/+�

ò�� | ±²��Á$� | 	8��� t ∈ T 2
0

��°�	8��Á } º�	8°�Á�������	8°/¯�
� �n��� W Y
N (t)

À�	8°/º8�����8�¹��°=±¼	8Ä�º����
ÁÞ��°��¡±¼	8Ä
°®	8��� } ±¼��À���°/¯�
��������º } ��Ä } °�À�� |B1| = 0 } º���À B1 = [0, t]

�#Å } �¡À�	8°®Á��$�n����°/+� W (t) = 0| ����Á��n���¡Á�7������ ��°/+�Ò���� } ���&�®	8°�Á �n��� | 	8�®���	8�® j = 1 . . .m
�
W Y

N (Bj) = Y N
Cj

�s�»	8��Á } º8	8°�Á»��	8°®À��®����	8°/¯���
�n���

(W Y
N (B1), . . . ,W

Y
N (Bm))

À�	8°/º8�����8�³��°?±²	8Äxº8����Á Nm(0,Γ)
�®�S� } ¯�
Ä¼À������Sº } �
Ä } °®À�� �À�	aº } ��Ä } °�À�� Γ =

��Ä } � (|B1|, . . . , |Bm|)
�

¬ Ä�±  	8°VÀ�	8°�Á
Ä¼� ó ���4� } Ä¼°/¯��° } °/+�#±¼��Á Ô ±¼	&À�Á¡��Ä¼Á6½
	8Ä¼°/�Á B1, . . . , Bk
| 	����¹��° Ô 	8°DÀ è 	8Ä^ÜV�®�

t1, . . . , tk
��	8° | ���®M� 	�°n������ �n��� W (B1), . . . ,W (Bk)

Á�	8°/ �®��ÁMº } �
Ä }�Ô ±²��Á } ±¼� } ¯	�Ä¼����Á�Ä¼° ��®� | ��°�� } °n���Á»À���°n�������ÁM�®��º } �
Ä } °®À���Á |B1|, . . . , |Bk|
�

.x� À è } � | ±¼Ä²� ÄÐ¯� W ��ÁñM�®	8°�À���°ª� 	8��º8������°/»â��
	 ��°�Ä¼��°
�
�  }¸| � C � Ú#��°�Á�Ä²	8°ÅZ	8����������	8°/¯�
����± } ���°�Á
Ä¼	8°'�sÄ¼±+��Á
�Á��- �Á } °/M��� | �
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√
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�  } °/���	8°®°�����°N��°�Á
��� Ô ±²�����	 Ô Á����
º } ¯Ä²	8°�Á {Xt, t ∈ S[

�
,
�

]} ���NÀ è } � | (Xt)t∈Zd

�
°�	8�®Á¾Á
	8� è } ÄÐ¯	8°®Ár��Á
�Ä¼�����z±¼��ÁrÀ�	��  �À�Ä¼��°/¯Á {φj, j ∈ S〈


, p]} ��� ��	&� ó ±²� ) C �Ð� , �nÅZ	8���rÀ���± } �������Ü4 ¿ | ��Á��+���Á
¯Ä²� } ¯���®��Á�Á���ÄÐº } °/¯Á�Á�	8°/»À�	�°�Á�Ä²�����
��Á$�
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ô �^û&þ�ùcú�hõ®ùaû ��ø ü�û&þ h÷�ú �#ü�øcû&þ 	8õ�øcø �&þ
�»	�¯	8°®Á

φ̂p = (φ̂p, j)j∈S〈 � ,p]

±  ��Á
�Ä¼� } ¯����� ����ÁS��	8Ä¼°��®����Á�À } ���
��Á���� φp = (φj)j∈S〈 � ,p]	 Ô ¯��°&� |s} �<��Ä¼°®Ä¼��Ä¼Á } ¯Ä¼	�° ����± } �&� } °/¯Ä²���Á���ÄÐº } °n��

1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]



Xt −
∑

j∈S〈 � ,p]

φjXt−j
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.

ç �Ã������Ä¼°®Ä¼��Ä¼Á } ¯Ä¼	�° �
��º&Ä¼��°n &³����Á�	8�®������±¼� Áñ¿�Áñ ó � ��±¼Ä²°�� } Ä²������s�$�n� } �Ä¼	8°®Á<Á���ÄÐº } °n

∀j ∈ S〈  , p],
∑

i∈S〈 � ,p]

φ̂p, i

( 1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

Xt−iXt−j

)

=
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

XtXt−j.

) C ��· ,
Ûî°ªÄ¼°/¯�
	��®��Ä¼Á } °/<±¼��Á �n� } °n�Ä²���Á�Á���ÄÐº } °/¯��Á

Γ̂p(i, j) =
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

Xt−iXt−j,
) C � � ,

γ̂p(i) =
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

Xt−iXt,
) C � 3-,

±²�¾Áñ¿&Á
 ó � �<�+����&� } ¯Ä²	8°�Á ) C � · , | ���® } ±¼	8�
Á#Á����À��
Ä¼���¾Á�	8�®Áî± } Æd	������¾����±  �$�n� } �Ä¼	8°¡� } ���Ä²À�Ä¼��±¼±²�Á
��Ä²º } °/��
Γ̂pφ̂p = γ̂p,

) C � � ,
	�<j± } � } ¯�
Ä¼À�� Γ̂p

�ÃM±²��Á�º8��À�¯������Á
φ̂p

�
γ̂p

	8°/���¯��Æd	8�
� ��Á���°j	8�
��	8°�° } °n�±¼��Á���±¼��� ��°n�Á��®�
S〈  , p] |s} �»±l�	������
� ±¼�ÃÜ�Ä²À�	%�8� }�| è Ä��n��� )ñ��� µ , �
ô �^û&þ�ùcú�hõ®ùaû ��ø ü�û�� �#�dû���� õ��	�1û&ø
Ûî°N�¹��±Ð¯Ä | ±¼Ä } °n�Á
��À�À���Á
Á�Ä²º�������°/¡±  �$�n� } �Ä¼	8° ) C �²� , |s} � Xt−j

| 	8�®� j ∈ S〈  , � ] ��Þ��°| ����° } °/���°�Á
��Ä²��Þ±  ��Á | ��� } °�À����s±l è ¿ | 	¸ è�ó Á�� ��� À } ��Á } ±¼Ä²�� | ���
� �Ã<�� 	 Ô ¯��°�Ä¼��±¼��Á��$�n� } �Ä¼	8°�Á�®� �r�®±¼� � � } ± ������Á��®Ä²º } °/¯��Á
γ(j) =

∑

i∈S〈 � , 
 ]

γ(i− j)φi ∀j ∈ S〈

, p].

) C � � ,

.î ��Á
�Ä¼� } ¯�����î�����r��±¼� ��� } ± �¸���z��Áñ�	 Ô ¯��°&� & |�} �
�Ä¼�î���»À���Á¾���&� } ¯Ä²	8°�Ár��°���Á
�Ä¼� } °/r±¼��ÁÀ�	aº } ��Ä } °�À���Á |s} �

R(h) =
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t+h∈S[ � , � ]

XtXt+h ∀h ∈ S〈

, p].

) C � � ,
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Åî±¼��Á | ����À�Ä²Á�������°/$��±  ��Áñ¯Ä²� } ���������� �r��±¼� ��� } ± �¸��� φp = (φp, j)j∈S〈 � , 
 ]

��Á
4Á
	8±¼�®�Ä¼	8° ���
±  �$�n� } ¯Ä¼	�°4� } ���Ä²À�Ä¼��±¼±²��Á
��Ä²º } °/¯�

Γp φp = γp,
) C �²�(¶ ,

	%< | 	8��� i, j ∈ S〈  , p] �
Γp(i, j) = R(i− j),

γp(j) = R(j).

� 	 �	�� L � ���  � ��� ��� �D��� � ��� � �
�  � ��� � � � ����� �� � ~M�D�M� � � � �� �� � ���x~�� �
. } À�	�°�Á�Ä²Á
 } °�À��¡����ÁÞ��Á
�Ä¼� } ¯������Á»����Á�� 	�Ä¼°����
��Á»À } �
����ÁM��M��� �r�®±¼� � � } ± ��������Á
M	 Ô �� �°n��� |s} �SÚ#½('8Áñ è ��Ä¼� )ñ���&� C-, � ç ���
��Á
��±² } ¹��Á
¹��°�	8°�À��4� } °�Á¡±¼� Ú è ��	8� ó ��� C � µ �Ð����	8°/S± }����� 	8°®Á
¯� } ¯Ä²	8°V�®�Ä¼±²Ä¼Á���±¼��Á¹� ������Á } �,�8������°/�Á �&�®�4À����&ÜD��� | ±²	c¿���Á¹� } °�Á³± }-| �����®º8�O���.x����� � C ��·-�²�%�

 �� �n÷1ø ��hû � � ������� ����������	�
�� ��� ����� ���!��� 6 ��� �
(Xt)t∈Zd
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	 	 ��� ! 	 #
p % � p 6= 7 �� 	 � � 	&�  6 �8��� ������� � ��� 


(εt)t∈Zd


 �� ��� �
	 	 ��� �� � �����
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� � �� 	 � ����� � 	 � � 
 3&�� � 4 	 � �F� 	
� ���  � � �����  � � � � �/3 	 � ����� � #�=  >= % 
� � 
�� ��� 
F� ����� � ��� �

t ∈ Zd
�

E(ε4t ) < ∞
 6 � �
 � � � �� ����� � �����

t ∈ Zd
�

E(ε2t | ∨d
i=1 F i(ti − 1)) = σ2

�  �� 
,

	&����� � ��
 � 
 �� � �
	 � 
� � � �
 � ����� �  � 
 � � 	 � �2� �
φ̂

���
�� � ��
�G � 	&� � 
�

φ
� ����3 
� ��
� ��� � 
 ����� 


� � � 
��
� �+3 
� �
φ
����� ����� 


N
��
� �3 
� ��� � � � 4 � �  

. }�| ������º8�S�®��± } °�	8�
� } ±²Ä²�� } Áñ¿�� | �	�¯Ä��&�®� ���¡±l���Á
�Ä¼� } ¯����������Á»��	8Ä²°�������Á<À } �
����Á»��Á
��	8°®°����N� } °®ÁªÚ#½('�Á
 è ��Ä¼� )ñ���&� C-, � ç � | ��°�� } °n$� | 	����4± } À�	8� ��	&��Ä²��j���@±¼��À�¯�����$��°�	8��Á��	8°®°�	8°�Á�À�Ä � ����Á�Á
	8��Á�±¼��Á ��� } °��®��Á�±¼Ä��8°���Á�����À���
¯� | �����®º8���
Å#	8�®� �� }¸Ô ±¼Ä²�M± } °®	8��� } ±¼ÄÐ¯� } Á
¿&� | ¯	¸¯Ä*�n���S��� φ̂p

��°®	8��Á �������Ä²	8°�Á ± } À�	8°/º8���,�8��°�À�����°
±¼	�Ä����Dº8��À�������

Γ̂p(φ̂p − φp)
�2.���Á³����± } �Ä¼	8°�Á ) C �Ð� , �� ) C � � , | ��������
¯��°/��� �ÃÜ | �
Ä¼�����³±²��ÁÀ�	&	8�
��	8°�°�����Á�����À�� º���À��������À�	8�����ÞÁ���ÄÐ��s± } i Ä ó � � À�	8� | 	8Á } °/¯� ��Á
���	8°�°���� |s} �

1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

Xt−iεt.
) C �²��� ,

.x� | ��	&À���������� ç � } ����� � �h	�±¼��)dº�	8Ä¼� � â�ò ��� � , À�	8°�����ÄÐ } ±¼	8�
Á2& ��¯�®��Ä¼��� | 	8���î�	8�®¯�<Æ } ��Ä¼±²±¼�����������±²Á
(ru)u∈S〈 � ,p]

��± } À�	8°/º8���,�8��°�À��¡��°ª±¼	8Ä`����Á»Á
 } ¯Ä²Á
�Ä*�n����Á

1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

∑

u∈S〈 � ,p]

ruXt−uεt.
) C �²�aµ ,

Ûî°=����� | ± } � } °/+��� } °�Á#) C �Ð�cµ , � Xt−u
|s} ��Á�	8°?��Ü | ����Á�Á�Ä²	8°?��°�Ä²± } ���� } ±¼� )ñ���²�a¶ , Ä²°�����ÄÐ¯� |s} �±  è ¿ | 	� è�ó Á
�O���OÀ } ��Á } ±¼ÄÐ¯��� } ��ÜV��=`��¯Á���� Ô 	8����Á | � ó Á��z	8°U��Á
 } ±²	8��Á³� } ����°�� | 	8���¹�	8�®
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K ∈ N∗ ��� } °��'� &�±l��Ã¯���®���®��± } À�	8°/º����,����°�À��S��°ª±¼	�Ä�����Á<���������Á�����± } Æd	8�����
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

∑

u∈S〈 � ,p]

ru

∑

v∈S[ � , � ]

ψvεt−u−vεt.
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.x��ÁÞ¯���
� ��Á ����) C �²� C+, Æd	8�
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	8��Á�À����
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	8� ���S�®��®Ä�=`������°�À������<� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á �n� } ��� } °/ } ±²��Á��%�n��Ä®º8����Ä!�s��±¼��Á è ¿ | 	� è�ó Á
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� } ±²Ä²�� } Á
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 /���n÷1ø���hû � � ��� ��� ����������	�
������ ����� ������� 6 ��� �B��
 � �����
 � 	 �
� ���*	�� ��
 ����� 
  	 � � ��

� 	�� ���2���
 =  �� ���� ��� 	

Nd/2(φ̂p − φp)
L−−−→

N→∞
N (0, σ2Γ−1

p ),

�/.
Γp = (γ(i− j))i,j∈S〈 - ,p]


� L−−−→
N→∞

 � �� � � 
 � 	0� ����3 
����
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� �����  
Ú#½('8Áñ è ��Ä¼� )ñ���+� C-, }  ��
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�Ä¼� } ¯�������®�

�r�®±¼� � � } ± �����¡�Ã } ÄÐ } Áñ¿&� | �	�¯Ä��n��������°/¹°®	8��� } ±r��³Á } °�Á Ô Ä } Ä¼Á�� �Þ��� | 	8���¹�®°D����Á
� } �D�®��®Ä¼����°�Á
Ä¼	8°
2
��¡����Á¡Ä¼°�°®	cº } �Ä¼	8°®Á Ä¼°���� | ��°�� } °/���ÁS�ÃSÄ²����°/�Ä*�n��������°/¡��Ä¼Áñ¯�
Ä Ô ������Á��
. } �Ã�»� �<�	8°�)æ���+� C-, )6º8	8Ä²� � .M� � C � , ����� 	�°n�����°n�± } °�	8�
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¿&� | ¯	��Ä*�n���³°�	8°N°n��± �xò } °�Á�±²�¹Ú è ��	�� ó ��� C � µ � CÀ�Ä!� ����Á
Á�	8��Á���°�	���Á�� }¸|�| ��±¼	8°®Á À��j����Á
��±² }  } Ä¼°�Á
Ä �n���?±l���Ü | ����Á�Á�Ä²	8°F��� Ô Ä } Ä²Á � } °�Á�±¼�ªÀ } Á

d = 2
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 /���n÷1ø���hû � � ��� � � ��� � �!	 
 ��� 	 � � ������� ����� 6 ��� �
(Xt)t∈Z2
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�
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 � 
� �
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σ2
� ��� � � �(��
� �!������ � �

N(φp − φp)
L−−−→

N→∞
N (Γ−1

p Γ∗pφ, σ
2Γ−1

p ),

�/.:� �����
(h, k) ∈ S〈 7 , � ] �

Γ∗p(h, k) =















−(k2 + k1)γ((h1 − k1, h2 − k2))
��

h1 − k1 ≥ 0, h2 − k2 ≥ 0
−(2h2 − k2 + k1)γ((h1 − k1, h2 − k2))

��
h1 − k1 ≥ 0, h2 − k2 ≤ 0

−(2h1 + k2 − k1)γ((h1 − k1, h2 − k2))
��

h1 − k1 ≤ 0, h2 − k2 ≥ 0
−(2h2 − k2 + 2h1 − k1)γ((h1 − k1, h2 − k2))

��
h1 − k1 ≤ 0, h2 − k2 ≤ 0


�
Γp = (γ(i− j))i,j∈S〈 - , � ]  
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 =  �� @?  ¬ Ä��8° } ±²	8°�Á �n�� ��° } ±��8	8�
Ä² è � �Þ�®�� ¿ | � .x��º&Ä¼°®Á�	8° � òM��� Ô Ä¼°
� | ���
� �Ã� } °n±²��À } ±²À���±����M±l���Á
�Ä¼� } ¯�����î��� �r�®±¼� � � } ± �����$�n��Áñ | �
��Á
��°/¯� |�} � ç�è 	�Ä )æ���+�/� , � } °�Á � ç�è 	-�/� � �
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p
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��� |s} � } � ó ¯�
� p ∈ ZdÄ¼°®À�	8°�°n� ����+�Ä²°�°�	aº } ¯Ä²	8°�Á (εt)t∈Zd

Ä²°���� | ��°�� } °/¯��Á���¾Ä¼�®��°/¯Ä��&�®������°/���Ä²Á
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���� ��°D��°®Á���� Ô ±¼�4�� 	 Ô Á
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�

]} �f°�	���Á¹Á�	�� è } ÄÐ¯	8°�Á¡��������
� Ä²°����±  	8�
�����
p
���ª��	�� ó ±¼���
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C(r) = ln σ̂2(r)− 1
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f(Nd) d(r)
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�  ��  (  6 �
p � �


� ��
f

 �� � 
��(��
 ��� 


1
x
f(x) →∞
�

f(x) →∞
����� ����� 


x→∞
� 	&����� �

P(p̂ 6= p) → 0
����� ����� 


N →∞
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ç ��
¯��Á���À�¯Ä²	8°ª��Á
»������Ä¼���1&³��°�� | ����Á���°n } ¯Ä²	8°ª��������Á
��±² } ¯Á<Á
��������Á���	�� ó ±¼��Á Ç Ò�Â ÇÁ |�} ¯Ä } ��Ü } �®¯�
��Á:�n���¡±²��Á<À è } � | Á Ç ÒMÂ Ç �n� } �®� } °/ } ��Ü>�

� 	�� 	 � L � � � � � AXi 
 A �����E~�� ��� ��� A � � � ����� �	�
��	8�®ÁS��	8°®°�	8°�Á¡� } °�Á¡À�� |�} � } ��� }�| è ���Z� } °�Á¡±¼��À } Á d = 2

�Z± } ������°�Ä²�Ä¼	8°g��� À è } � | ÁÇ Ò�Â Ç Á |s} �Ä } �&ÜF���2.�� } °-�V�� Ç ° è )ñ�*�+�/µ , )dº�	8Ä¼� � . Ç �/µ � , ±²	8��Á��n��� Z2 ��Áñ4�¹��°�Ä»���±  	8�
�����4±²�ÃÜ�Ä¼À�	%�8� }¸| è Ä*�n�����î��	���Á | ����Á
��°/¯	�°�Á ��°�Á���ÄÐ¯���r±²��Á���Ä!=+������°/�Á �
��Á��®±² } ¯Á�����± } �Ä²ÆdÁ &±  ��Áñ¯Ä²� } �Ä¼	8° ����Á»À�	&�� �À�Ä¼��°/�Á»�Ã &�± } Á���±²��ÀÃ¯Ä¼	�°ª�®����	&� ó ±²���
Å#	8�®�����	8Ä²Á���°/¯Ä¼����Á

n1

�
n2

��
n3

�z°�	��	8°�Á
n = (n1, n2,−n3)

�¾ò����s°�Ä²Á�Á
	8°�Á } ±¼	8�
Á�±²�Á�	���Á � ��°�Á
��� Ô ±²� G(n)
���

Z2 |s} �

G(n) = {t = (t1, t2) | 1 ≤ t1 ≤ n1

�� − n3 ≤ t2 ≤ n2,
	8�

t1 = 0
��

0 ≤ t2 ≤ n2}.
� �����Zúdùaúo÷"� � � � ��� ��� � �
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� � � � � ���  � 

��
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 	&3 

�

p = (p1, p2,−p3)

�
q = (q1, q2,−q3)

� � �(��3&�� � 4 

∑

k∈G(p)

αkXj−k =
∑

j∈G(q)

βjεt−j

) C �²�a� ,
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(εt)t∈Z2


 ������ 
1 � � �� 
��� 
��
��
	 � � � � � 	&��
 � 
�� 	 � �(3 
��
� � � � � ���D � 
���
DC ��� � � ��	���	�� ��� 
 �
�  
� � 	 � ���*) 	 ��� 	 � � # � � %  
ÅZ	8������°O¯��±xÀ è } � | �s°�	8��Á»Á�� |�| 	�Á�	8°�Á �n����±¼��Á�À�	8°���ÄÐ¯Ä¼	�°�Á<�� Ä¼°/º8����Á�Ä Ô Ä¼±²Ä²��ÞÁ���ÄÐº } °/¯��Á�Á
	8°/Á } ¯Ä²Á
Æ } ÄÐ¯��Á$�

∑

j∈G(q)

βjz
j 6= 0 | 	���� |z1| ≤ 1, |z2| = 1,

) C �Ð� 3-,

∑

(0,j2)∈G(q)

β(0,j2)z
j2
2 6= 0 | 	���� |z2| ≤ 1.

) C �Ð�c� ,

�»	8��Á�Á�� |�| 	�Á����
	8°�Á } ��Á
Á�Ä6�n����± } À�	�°���Ä²�Ä¼	8°4�+�Ä²����°/¯Ä!� }�Ô Ä²±¼ÄÐ¯�MÁ
��Ä²º } °/�����Á
»����� | ±¼Ä¼�S��Ã } °/»��	8°®°���Á ∑
k∈G(p) αkz

k �Ã ∑
j∈G(q) βjz

j �sÁ� Ä¼±x��Ü�Ä¼Á
�� ∑
k∈G(p′) akz

k �� ∑
j∈G(q′) bjz

j

} º���À ∑
j∈G(q′) |bj|2 > 0

¯��±²Á:�&�®�
∑

k∈G(p) αkz
k

∑

j∈G(q) βjzj

∑

j∈G(q′)

bjz
j =

∑

k∈G(p′)

akz
k ) C �Ð��� ,

} ±¼	8�
Á
G(p) ⊆ G(p′)

��
G(q) ⊆ G(q′).

�»	8��Á���	8°�°�	�°�Á$�x��°®Ä*�n��������°/ | 	���� d = 2
�x± } ���� è 	&��������À���Ä²�� |s} � .�� } °��-�Ã Ç ° è)æ���+�/µ , | 	8���<��Áñ¯Ä²� ����±¼��Á<À�	&�� �À�Ä²��°/¯Á����Ä²����°/�Ä��s����±¼��Á<	8�����
��Á p �Ã q � ç �Ã�������� è 	&���Þ��Áñ�®°�� ����°���� } ±²Ä¼Á } ¯Ä¼	�°��+���°®��� �Ã è 	&���z�� Ä¼����°/¯Ä���À } �Ä¼	8° | 	����#�®��Á | ��	&À���Á
Á���Á Ç Ò�Â Ç Ä²°����ÃÜ���Á

|�} � Z
�$� } ±¼��� ��°n��®��À��
Ä²�� |s} � .�� } °����� Ç ° è )ñ�*�+�/µ , �
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 � ����� ����� 6 � ��
 � � ���  � � ����� �0#�=  �� � % 
� #�=  �� � % ����� �� 	 � ���*) 	 � � 
 � � 	&����� � �(� 
DC ���� 
 ��� 
E) 	 � �(�(��
 �
F� ��
�� ���
� � �
(φt)t� - ��
��(��
 ��� 
�� ����� ������� z �


� � 
� ��
������

{z = (z1, z2) | |z1| = 1


�
|z2| = 1}

�

∑

k∈G(p) αkz
k

∑

j∈G(q) βjzj
=
∑

t� - φtz
t
	&3 

�

φ - = 1
) C �Ð��� ,

∑

j∈G(q)

βjz
j =

{

αt t ∈ G(p),
0 t /∈ G(p).

) C � µ�¶ ,

. } À�	�°���Ä²�Ä¼	8° ) C �Ð��� , ���O±¼��� ��� | �
��À�������°n | ���������������� �s°�Ä²�»�®°ª°®	8�®º8� } �jÀ è } � |

Yt =
∑

k� �
φkεt−k (φ � = 1),

) C � µ�� ,

	�<
(εt)t∈Z2

��Áñ¹±²� À è } � | ��� Ô �
��Ä² Ô ± } °�À�����) C �²�a� , �ZòM� ± } ����± } ¯Ä²	8° ) C � µ�¶ , �Z	�°h��������Ä²�n����±²� À è } � | (Yt)t∈Z2

Á } ¯Ä²Á
Æ } ÄÐ<± } �
��± } ¯Ä¼	�° Ç Ò�Â Ç Á���ÄÐº } °/¯�
∑

j∈G(q)

βjYt−j =
∑

k∈G(p)

αkεt−k.
) C � µ8µ ,
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. } ����± } ¯Ä²	8° ) C � µ�� , | �����������°�Á���ÄÐ¯���� ��À��
Ä¼�
�

Y � = ε � +
∑

k� � ,k 6= � φkε−k

= ε � + PL{ε−t | t∈G′(p)}Y � + PL{ε−t | t/∈G′(p),t� � ,t6= � }Y �
��

Y−j = PL{ε−t | t∈G′(p)}Y−j + PL{ε−t | t/∈G′(p),t� � ,t6= � }Y−j,	%<
L{·} ��Á
�±  ��Á |s} À��¡��� .»Ä¼± Ô ���ñ���°�����°����
� |�} ��±²��Á<º } ��Ä }�Ô ±²��Á } ±²� } �	8Ä¼�
��Á���� {·} � PL{·}

± }
| �
	{½
��ÀÃ¯Ä¼	�°ªÁ
��� L{·} �� G′(p) = G(p) ∩ {t� 

, t 6=  } �Ûî° | 	8Á } °/ Y−j | p = PL{ε−t | t∈G′(q)}Y−j

�s	8°O��������Ä² �n���

Y � − PL{ε−t | t∈G′(p); Y−j | j∈G′(q)}Y � = ε � + Y � | p − PL{Y−j | p | j∈G′(q)}Y � | p
�����°jÁ
� |�| 	8Á } °/ �n��� | 	8�®��¯	8�® t ∈ Zd � E(ε2t ) = σ2 �®	8°-	 Ô ¯Ä²��°/

‖ Y � − PL{ε−t | t∈G′(p);Y−j | j∈G′(p)}Y � ‖2= σ2 ‖ Y � | p − PL{Y−j | p | j∈G′(q)}Y � | p ‖2 .

Ñ °/¯�
	����®Ä¼Á�	�°�Á�±¼��Á �n� } °n�Ä²���Á�Á���ÄÐº } °/¯��Á

σ2
qp =‖ Y � − PL{ε−t | t∈G′(p); Y−j | j∈G′(p)}Y � ‖2,

) C � µ C-,

µ2
qp =

‖ Y � | p − PL{Y−j | p | j∈G′(q)}Y � | p ‖2

σ2
,

) C � µ{· ,
����±¼Ä²����Á<��°/¯������±¼±¼��Á |s} ��± } �
��± } ¯Ä²	8°4À�Ä � ����Á�Á�	���Á

µ2
qp =

σ2
qp

σ2
− 1.

¬ Ä
G(q) ⊆ G(q′)

��
G(p) ⊆ G(p′) } ±¼	8�
Á σ2

qp ≥ σ2
q′p′
�Ã |�} �<Á���ÄÐ¯���

µ2
qp ≥ µ2

q′p′.
) C � µ�� ,

�Þ° | ���®»��°�Á
��Ä²�����Ü | ��Ä²� ��� µ2
qp

����± } � } °�Ä ó ��� ��Ü | ±¼Ä¼À�Ä²��ÞÁ���ÄÐº } °/¯�

µ2
qp = min

bj , j∈G(q)

∑

t�0,t6=0 | t/∈G′(p)

|
∑

j∈G(q)

bjφt−j|2.
) C � µ 3-,
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� � � 4 	����(� � ���
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(i) µ2

q′p′ = 0
�� 
����
� ��
��
� � ��

G(q) ⊆ G(q′)

�
G(p) ⊆ G(p′)

 
(ii) G(q) * G(q′) ⇒ minbj ,

∑ |bj |2≥1, j∈G(q′)
∑

t� - ,t6= - ,t/∈G′(p) |
∑

j∈G(q′) bjφt−j|2 > 0.

�  } °/���	8°®°��î��°���°�Á
��� Ô ±²�î�� 	 Ô Á����
º } �Ä¼	8°�Á {Xt, t ∈ S[

,
�

]} ��±¼��ÁxÀ�	&�� �À�Ä²��°/¯Á (φk)k� �����) C � µ&� , ��	8ÄÐº8��°n$��� } °®Á ��° | ����� Ä²���M���� | Á$���Ã¯�
�³��Á
�Ä¼����Á���Å#	�����À���± } �+	�°?��=`��À��������°��
} �®�	8�����8����Á�Á
Ä¼	8°F�®�- } Ä¼±¼±²�4À��
	8Ä¼Á
Á } °/¯� KN = (2 logN)α } º���À α > 1

� |s} � ± } �n����±¼±¼�O	8°	 Ô �Ä¼��°nÞ±  ��Á
�Ä¼� } ¯Ä²	8°ª��� �r��±¼� ��� } ± �¸��� )d	8� Ô Ä²��°?����Á���	8Ä²°�������ÁÞÀ } ������Á , φ̂KN

���?º���À�������
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φKN
= (φj)j∈S[(−KN ,−KN ),(KN ,KN )]

� .»� } °��P�� Ç ° è )ñ���+�8µ , ��	8°�°®��°/���°®�-����Á�À���Ä | ¯Ä¼	�°�®�� } Ä¼±¼±²����À���À���
¯� | �
	�À��������
��� } °�Á � . Ç �8µ � �ò } °�Áf��°¡�����&Ü®Ä ó ���r���� | Á$�{	8°¡��Á
�Ä¼���z±¼��ÁZ	8�
������Á#�Ãá±¼��Á#À�	��  �À�Ä¼��°/¯Áf�®�S��	�� ó ±¼� ) C �²�c� , �
�Þ° | 	8Á�� φ̂j = 0 | 	8��� j � 

, j 6= P	8�
j
��°N��� è 	8�
Á��®�

S[(−KN ,−KN), (KN , KN)]
�

�Þ°O��� �s°�Ä²»��°�Á���ÄÐ¯����°ª��Áñ¯Ä¼� } ������ µ̂2
q′p′
�®�

µ2
q′p′
|s} �

µ̂2
q′p′ = min

bj

∑

t/∈G(p′)





∑

j∈G(q′)

bjφ̂t−j
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(b0 = 1).
) C � µ8� ,

�Þ°O��Áñ¯Ä²� � } ±²	8��Á (q, p) |s} � (q̂, p̂)
���±6�n���

(q̂, p̂) ∈ G,
3
∑

i=1

(p̂i + q̂i) = min{
3
∑

i=1

(p′i + q′i) | (q′, p′) ∈ G},
) C � µ&� ,

	�<
G = {(q′, p′) | µ̂2

q′p′ ≤ 2K2
N logN/N} �Ó#Ä¼° } ±²������°/+�z	8°e�®���s°�ÄÐ (βj)j∈G(q̂)

��°J� Ä²°�Ä¼��Ä¼Á } °/0) C � µ8� , } º���À p′ = p̂
�Ã
q′ = q̂

�Ã
(αk)k∈G(p̂)

Á�����������Ä²»����± } ����± } ¯Ä²	8°
�

α̂k =
∑

j∈G(q̂)

β̂jφ̂t−j.

ç �Ã�¯� | �
	�À��������
�-�+�Ä²����°/¯Ä!�sÀ } ¯Ä¼	�°D���0.»� } °��P�� Ç ° è )æ���+�/µ , ��Á
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��Á
��±² } ¯Á<Á
��Ä²º } °/¯Á��
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(Xt)t∈Z2
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p
�
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�� 	 � �(3 
��
� � � � � ���D � 
 ��
DC ��� � � � 	���	�� ��� 
 3&�� � 4 	 � � #�=  �� � %  6 �8��� ������� � ��� 
 ��
 �;� ���  � � ����� �

 � � ��3 
� �� ���(� � ����#�=  �� � % 
�9#�=  �� � % 
�  � � �
� � � 4 	����(� � ��� #�=  ���� % ����� � � 	 � ���*) 	 � ��
 �� 6 ����
 � � ���  �(G� ����� � �
 �� 	 � ����� � 	 � � ��������(3 	 � ��
 �
∑

k∈G(p)

αkz
k 6= 0

� �����
|z1| ≤ 1, |z2| = 1,

) C � µ&� ,

∑

(0,k2)∈G(p)

α(0,k2)z
k2
2 6= 0

� ��� �
|z2| ≤ 1

) C � C ¶ ,

����� �+3&�� � 4�� 
 � 
����
(εt)t∈Z2


 �� � 
�� ��� 

sup

t
E(ε2t | εs, s� t, s 6= t) <∞

�  �� 
,

) C � C � ,

sup
t

E|εt|4+δ <∞
� ��� � ���

δ > 0,
) C � C µ ,

	&����� �
q̂

p.s.−−−→
N→∞

q, p̂
p.s.−−−→

N→∞
p,

�/. p.s.−−−→
N→∞

 � �� � � 
 � 	0� ����3 
����
��� 
9� � 
 �� 
�� � � 
 � 
�

β̂j − βj = O

(

KN

√

log log(N2)

N2

)

, α̂k − αk = O

(

KN

√

log log(N2)

N2

) �  �� 
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 �
 � � �8� 
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Ûî°-À�	8°�Á
�$�n����°®À���� | 	8��� (u, v) ∈ Z2 �

ρ(u, v) = ρ(u, 0)ρ(0, v).
) C � C%C-,

Ï�°®�îÁ�	8��Á � À�± } Á
Á�� |s} �ñ¯Ä¼À���±¼Ä ó �
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αuB
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∑
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∑
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∑
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�����	 ��
��� ���
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� 	&� 	8��
 ���� ��
 �$� � 
� ��
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�:�
�&C �����
�� �  ��� 
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�

(εt)t∈Z2
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σ2 > 0
 

�Þ°O°�	�¯��� } Ç Ò/) p1
, | 	8�®� Ç ÒMÂ Ç ) p1

�
0
, ���Â Ç )

q1
, | 	8��� Ç Ò�Â Ç ) 0 � q1 , �

�Þ°h�����°��h± } °�	�¯Ä²	8°P��� Æd	8°®À�¯Ä²	8°P�� } �®¯	&À�	8�
����± } �Ä¼	8° |s} �ñ¯Ä²��±¼±²� } ��ÜPÀ è } � | Á Ç Ò�Â ÇÁ�� |s} � }�Ô ±¼��Á$�
� �����Zúdùaúo÷"� � � � � � � 6 ��� �

(Xt)t∈Z2

���A�
	 	 ���1! 	 � !$#
p1

�
p2 % × ! 	 � !�#

q1
�
q2 % �8��� 	 ��	�����
� � ��� �

(u, v) ∈ Z2
� ���� �*4 � � �9� 	 ) ������ ������ � 	 ��� �8� ����2��� 	 � ����� � 	 � � ��
��(��
 � 	 �

ρ∗(u, v) = Corr(Xt, X(t1−u,t2−v) |R(t, (u, v))

�/.
R(t, (u, v)) = {Xt−s, s1 = 0 . . . u, s2 = 0 . . . v}\{Xt, X(t1−u,t2−v)}.

 �� �n÷1ø ��hû � � � � � � ��� 	���
���� ���
	 � ��� 	� � � �!	��� � � � � � ������������� � ����� � ���
	 	 ���
! 	 #

p1 % × ! 	 # p2 % �� 	 � ����� � 	 � � 
 � � 	") ������ �����$ � 	 �����8� ��� �2��� 	 � ����� � 	 �� ��
��(��

ρ∗(u, v)


 �� � � �(��

��
u > p1

���
v > p2
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	 � ��� 	� � � � 	��� � � � � � ������������� � ��� � �����
	 	 ���
! 	 #

p1 % × ! 	 � !�#
p2

�
q2 % �� 	 � ����� � 	 � � 
 � � 	F) ������ �����  � 	 � � �8� ��� �2��� 	 � ����� � 	 � � ��
��(��


ρ∗(u, v)
 �� � � �(��
���
u > p1
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Ç Ä¼°�Á
Ä �x± } Æd	8°�ÀÃ¯Ä¼	�°g�� } �®�	�À�	8���
��± } ¯Ä²	8° |�} �
�Ä¼��±²±¼� ρ∗(u, 0) | 	������ } ������ �®¯Ä²±¼Ä¼Á
�����x��� ± }� ������� } °®Ä ó �
� �n��� | 	8����±¼��Á | �
	�À���Á�Á
��Á Ç Ò�Â Ç Ä²°�����Ü®��Á Á���� Z
�`À�	8�����¡��°?	��®¯Ä²± | 	8����®��¯������Ä¼°����³±  	8���®���

p1

� } °�Á���° ��	�� ó ±¼� Ç Ò�) p1
, × Ç ÒMÂ Ç ) p2

�
q2
, �zò } °�Á�À�� Ô �®+�îÄ²±���Áñ°®��À���Á�Á } Ä¼�
���+���Á
¯Ä²� ����± } Æd	8°�ÀÃ¯Ä²	8°O�� } �®¯	&À�	8�
����± } �Ä¼	8° |�} �
�Ä¼��±²±¼���� | ±¼�®Á |�} �
�Ä¼À��®±¼Ä ó ����� ��°n$�±²��Á �n� } °/�Ä²¯��Á ρ∗(u, 0)

�
ò��-Áñ¿�Áñ ó � ���� �$�n� } �Ä¼	8°�Á�Á
��Ä²º } °/+�










γ(0, 0) γ(1, 0) · · · γ(u− 1, 0)
γ(1, 0) γ(0, 0) · · · γ(u− 2, 0)��� ��� � � � ���

γ(u− 1, 0) γ(u− 2, 0) · · · γ(0, 0)











−1









γ(1, 0)
γ(2, 0)���
γ(u, 0)











=











φ(1)
φ(2)���
φ(u)











,

	�°ª	 Ô ¯Ä²��°/ ρ∗(u, 0) = φ(u)
�

¬ ����± }³Ôs} Á
�S�� ��°ª��°�Á
��� Ô ±²�¡�+�	 Ô Á����ñº } ¯Ä²	8°�Á {Xt,, t ∈ S[
�
, (m,n)]} �1Ä¼±���Á
 } ±¼	���Á�° } �������±�+���Á
¯Ä²� ���

ρ∗(u, 0) |s} ��±¼� À�	&�� �À�Ä²��°/ φ̂(u)
���

X(t1−u,t2)

� } °®ÁS± } �����8����Á�Á
Ä¼	8°V�®� Xt

Á��®�
X(t1−1,t2), . . . , X(t1−u,t2)

�
.x�  è ��	8� ó � � Á
��Ä²º } °/»��	8°®°���± } ��Ä²Á
¯�
Ä Ô ��¯Ä¼	�° } Á
¿&� | ¯	��Ä*�n��� ��� ρ̂∗(p1 + 1, 0)

�
 /���n÷1ø���hû � � � ���  � ��� 	���
���� � � 	 � ��� 	� � � �!	 �� � � � � � ����������� � 6 ��� �

(Xt)t∈Z2

���
�
	 	 ���B! 	 #

p1 % × ! 	 � !$#
p2

�
q2 % �� 	 � ����� � 	 � � 
��8��� 	 ��	�����
� �!������ � �

√
mn(ρ̂∗(p1 + 1, 0))

L−−−−−→
m, n→∞

N
(

0,

(

1 + 2
∞
∑

h=1

ρ2(0, h)

))

) C � C · ,

.x� ç 	8��	8±²± } Ä²��� C � C � ����¾±¼��Ú è ��	8� ó � � C � C �²�(¶ | ���®º���°/��®	8°�À���¯�
� }¸|�| ±¼Ä��n����Á/&�±  ��Á
�Ä¼� } ��Ä¼	8°S��� |s} � } � ó ¯��� p1

����®° ��	�� ó ±¼� Ç Ò/)
p1
, × Ç Ò/) p2

�
q2
, �/Ûá¯À è Ä²Á�	8°'�/Å } °/���± } ��râ¾��	 ��°�Ä¼�)æ���+��· , ��	�°�°���°/³��°�Á��®Ä²¯� ��°���Ä²±¼±²��Á
�� } �Ä¼	8°?°n�������
Ä*�n������� ±  �®¯Ä²±¼Ä²Á } �Ä¼	8°?��� À���ÁS����Á
��±² } ¯Á

| 	8���<�®°-À è } � | Ç Ò/) 1 , × Ç Ò/) 1 , �òM� | ±²��Á$����° ¯��Áñ } Á
¿&� | ¯	��Ä*�n���î���zÁ
� |s} � }�Ô Ä²±¼Ä²�� Ôs} Á��zÁ����x±²��Á | �
	 | �
Ä¼�����Áx���z± } Æd	8°�À��Ä¼	8°�+ } ��¯	&À�	aº } ��Ä } °�À�� �� ��°DÀ è } � | Ç Ò Á�� |s} � }�Ô ±¼� ��Á
 | ��	 | 	8Á
��� } °�Á ¬�è Ä² } °h�Ã�â��
	�À � �¾��±¼±
)æ���+�/� , )dº�	8Ä¼� � ¬ â �/� � , �

.x��Á»À è } � | Á Ç Ò�Â Ç Á
� |s} � }�Ô ±²��Á»Á�	8°/ } ��Á�Á
Ä�����Á�À è } � | Á Ç ÒMÂ Ç �n� } ��� } °/ } �&Ü'� ç � �
| ��°®� } °/+��±¼��Á��
��Á��®±² } ¯Á»À�Ä!� ����Á
Á���Á | ��������
 } °/����S���Ã¯������Ä¼°����»±²� |�} � } � ó ���� p1

�
� | 	8Á���°/Á
����± }O| ��	 | ��Ä²��¯������Á
� |s} � }�Ô Ä²±¼Ä²��³���hÀ è } � | � ç ��ÁS�
��Á
��±² } ¯Á�°�� | ���®º8��°/¹��	8°®À |s} Á �Ã¯�
��Ã¯��°�����Á } ��ÜOÀ è } � | Á Ç ÒMÂ Ç �n� } ��� } °/ } ��Ü9�8��°���� } ��Ü>�

� 	�� �@�x����� � �����4� �4��� � �����O���#��� ��� �Z� � �����f�4���O���Ã�#��� �O�¡�O�
�4���Q� ���4¢<£����Q¤§¦©¨ ¤ �x�ª� ������� « ���O�¡���f�¡�³�Z����«

�»	8��Á�À�	8°�Á�Ä²�����
	8°�Á<� } °�Á<À��Ã�¯� Á
��ÀÃ¯Ä¼	�°
�®±l���Á
¯Ä²� } ¯���®�¾����Á<� 	�Ä¼°����
��Á¾À } �
����Á<	�����Ä²° } Ä¼�
��Á�®�ªº���À�������»����Á�À�	��   À�Ä¼��°n�Á } �®¯	8�
�$�8�
��Á
Á�Ä²ÆdÁ��� ��°ª� 	&� ó ±¼� Ç Ò�Â Ç ) p � q , Á |s} �Ä } ±
�n� } ��� } °�� } ± } º���À q 6= P�������� 	�°n���	8°®Á$�xÁ�	���Á è ¿ | 	� è�ó Á
��ÁS�®�³��Ä�=`���
��°�À���Á����³� } �
�Ä¼°�� } ±¼��Á��>�n�� Ä¼±
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°� ��Áñ |�} Á<¯	8�{½
	�����Á�À�	�°�Á�Ä²Á
 } °n$�
ç 	8°�Á
Ä¼������	8°�Á³�®°D��Á |�} À�� | �
	 Ôs}�Ô Ä²±¼Ä²Á�� (Ω,F ,P)

�&�®�4°�	8��Á³�¹�®°�Ä¼Á
Á�	8°�ÁS����®°��4Æ } � Ä²±¼±²�
{Fx, x ∈ Zd} ����Á�	���Á<¯��Ä Ô ��Á<��� F º8���
Ä�� } °n�± } À�	8°®��Ä²�Ä¼	8°4��� ��±²¯� } ¯Ä²	8° )lµ � µ , �sòM	�°�°�	8°�Á°�	8�®Á»�®°-À è } � | Ç Ò�Â Ç ) p � q , À } ��Á } ± (Xt)t∈Zd

����� Æd	8°�ÀÃ¯Ä²	8°O����À�	aº } ��Ä } °�À�� γ ��º����
Ä�� } °/

Xt −
∑

j∈S〈 � ,p]

φjXt−j = εt +
∑

k∈S〈 � ,q]
θkεt−k,

) C � C � ,

	%<
(εt)t∈Zd

��Á
 } � }�| ¯��� &4± } �s±²�� } �Ä¼	8° {Fx, x ∈ Zd} �Ã�º����
Ä��s�³± } ç 	8°���ÄÐ¯Ä¼	�° ) µ � C-, �����Ä!=+������°®À�������� } �
¯Ä²°�� } ±²��Á �&� } ��� } °n } ±¼��Á$�

� 	 ��	 � I � �� � � �®�x~��F��� � � �  � ����� � � �
��� � �
Ç |�} �
�Ä¼�<�� ��°=��°�Á���� Ô ±¼���� 	 Ô Á
���
º } �Ä¼	8°®Á {Xt, t ∈ S[

�
,
�

]} ���-À è } � | (Xt)t∈Zd

�1	8°
��� �s°�Ä²z�®�»± } � ��� �<� } °�Ä ó �
� �&�®�»� } °�Áz± } ¬ ��À�¯Ä²	8° C � µ �8±  ��Áñ¯Ä²� } ������f����Ár� 	�Ä¼°����
��ÁáÀ } ���
��Á
φ̂p = (φp,j)j∈S〈 � ,p]

���Dº8��À�¯�����³����Á³À�	&�� �À�Ä²��°/¯Á } ��¯	8�
�$�8�
��Á�Á
Ä²ÆdÁ φp = (φj)j∈S〈 � ,p]

�fÅz±²��Á
| �
��À�Ä²Á���� ��°n$� φ̂p

��Áñ�	 Ô ¯��°&� |s} �<��Ä¼°�Ä²� Ä²Á } �Ä¼	8°�����± } �n� } °n�Ä²���Á
��Ä²º } °/��

1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]



Xt −
∑

j∈S〈 � ,p]

φjXt−j





2

.

Ûî° } ��	 |  } °/¡±²��Á °�	¸ } �Ä¼	8°�Á Ä²°/¯��	&����ÄÐ¯��Á � } °�Á�± } ¬ ��À��Ä¼	8° C � µ � φ̂p

��Áñ } ±¼	8�
ÁÞÁ�	8±²�®¯Ä²	8°?���±  �$�n� } ¯Ä¼	�°4� } ���Ä²À�Ä¼��±¼±²��Á
��Ä²º } °/¯�
Γ̂pφ̂p = γ̂p.

) C � C&3-,
} º8��À Γ̂p

��
γ̂p

�®���s°�Ä²Á�����Á | ��À��Ä²º8��� ��°/ |s} ��) C � � , ���) C � 3-, �

� 	 ��	�� 7�� � � � ���  � ��� ��� �
Ç �s°j����Ã¯���®Ä¼���»± } À�	8°®Á�Ä¼Áñ } °®À��S�®�S±  ��Áñ¯Ä²� } ������<�®��ÁÞ��	8Ä¼°®������Á»À } ���
��Á��`°�	���ÁM°�	���ÁMÄ²° �¯������Á�Á�	�°�Á } �ªº���À������� Γ̂p(φ̂p − φp)

�1Ò���� } ���&�®	8°�Á�¯	��®»�� }¸Ô 	8�
�9�&�®�

Γ̂p(φ̂p − φp) =



























1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

Xt−i(Xt −
∑

j∈S〈 � ,p]

φjXt−j)



























i∈S〈 � ,p]�� | ��Ä¼Á��&�®� (Xt)t∈Zd

��Á
���°NÀ è } � | Ç Ò�Â Ç º8����Ä!� } °/ ) C � C � , �+	8°N��°g��������ÄÐ �s° } ±²������°/�n���
Γ̂p(φ̂p − φ)

��Áñ�±²�Þº8��À�¯�����M�®	8°/�± } i Ä ó ���ÞÀ�	8� | 	8Á } °/¯����Áñ��®	8°�°���� |s} �
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

Xt−iεt −
∑

j∈S〈 � ,q]
θj

1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

Xt−iεt−j.
) C � C � ,
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.î ������������ ± } À�	8°/º8���,�8��°�À�� ��° | ��	 Ô�}�Ô Ä¼±²Ä²��¹��� Γ̂p(φ̂p − φp)
�ZÁ
� �
�����®Ä² } ±¼	���Á1&O±  ��¯�®�����

| 	8�����	8�® i ∈ S〈  , p] ���®��Á�¯���
� ��Á<��� ) C � C � , �
.x��À è } � | (Xt)t∈Zd

��Á
�À } �®Á } ± ����	8°�À } �®� �Ã���°�����À���Ä²���������°®Ä¼± } ¯��� } ±¼������± } Æd	8�
� �

Xt =
∑

k∈S[ � ,∞]

ψkεt−k

} º���À ∑
k∈S[ � ,∞] |ψk| <∞ �1Å } ��À�	8°�Á����n����°/+� | 	8��� j ∈ S[


, q]
�

1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

Xt−iεt−j =
∑

k∈S[ � ,∞]

ψk
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

εt−i−kεt−j.
) C � C � ,

ôzû� hû � � �'����� 6 ��� �
(εt)t∈Zd

��� 
F � � �� 
��� 
��
 �
	 � � � � � 	&��
 � ��� 	� ��	 � � 	&��
 ��3&�� � 4 	 � �

sup
t

E(ε4t ) <∞ ) C � C � ,


� � ����� � �����
t ∈ Zd

�
E(ε2t | ∨d

i=1 F i(ti − 1)) = σ2
�  �� ) C � ·/¶ ,

!������ � ��� �����
i ∈ S〈 7 , p] 
� j ∈ S[ 7 , q] �

1
Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

εt−i−kεt−j
P−−−→

N→∞
0
��
i+ k 6= j,

1
Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

ε2t−j
P−−−→

N→∞
σ2.

3�Ê�É1ß � É �MÅ#	����
i+ k 6= j

��À�	8°�Á�Ä²�����
	8°�Á

E( 1
Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

εt−i−kεt−j)
2

= 1
N2d

∑

t1∈S[ � , � ]

t1−p∈S[ � , � ]

∑

t2∈S[ � , � ]

t2−p∈S[ � , � ]

E(εt1−i−kεt1−jεt2−i−kεt2−j).

ÅZ	8���
t1 = t2

�

E(εt1−i−kεt1−jεt2−i−kεt2−j) = E(ε2t1−i−kε
2
t1−j).
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Åî��Ä¼Á��n���
i + k 6= j

�îÄ²±��ÃÜ�Ä¼Áñ¯�
u
���±:�n���

iu + ku 6= ju
� ¬ � |�| 	8Á�	8°®Á |s} �³�ÃÜ���� | ±¼�9�n���

ju < iu + ku

�1Å } �»Á
��Ä²���� εt1−i−k

��Á
 Fu(t1,u − ju − 1)
� � ��Á���� }�Ô ±¼�M��

E(ε2t1−i−kε
2
t1−j) = E(ε2t1−i−kE(ε2t1−j | ∨d

v=1 Fv(t1,v − jv − 1))).

Ûî°-�s°
�a�+ }�| � ó ÁZ±  è ¿ | 	� è�ó Á
� ) C � ·/¶ , � E(ε2t1−j | ∨d
v=1Fv(t1,v−jv−1)) = σ2 �cÅ } ��À�	8°�Á
�$�n����°n

| 	8��� t1 = t2
�

E(εt1−i−kεt1−jεt2−i−kεt2−j) = σ4.

¬ Ä
t1 6= t2

� } ±²	8��Á | ±¼��Á
Ä¼���®��Á�À } Á�Á
	8°/ &³��Ä²Á
�Ä¼°��8�®���$�
� ¬ Ä

t1 − j = t2 − i− k
� } ±²	8��Á t2 = t1 − j + i+ k

��

E(εt1−i−kεt1−jεt2−i−kεt2−j) = E(εt1−i−kε
2
t1−jεt2−2j+i+k).

� ¬ Äx��� | ±²��Á$��Ä²±��ÃÜ�Ä²Á
¯� u ¯��±²Á:�&�®� iu + ku < ju
� } ±²	8��Á

iu + ku − 2ju < −ju < −(iu + ku)

��

E(εt1−i−kε
2
t1−jεt1−i−k) = E(εt2−2j+i+kε

2
t1−jE(εt2−2j+i+k | ∨d

v=1Fv(t1,v−iv−kv−1))).

ÓfÄ¼° } ±¼��� ��°n$� | ��Ä²Á,�n��� (εt)t∈Zd

��Áñ���°®�M��Ä!=+������°®À��M�®�M� } �
�Ä¼°�� } ±¼��Á2�n� } �®� } °/ } ±¼��Á��	8°ª��°ªÀ�	8°�À�±¼�®:�n���
E(εt1−i−kε

2
t1−jεt2−2j+i+k) = 0.

� ¬ Ä } �OÀ�	�°n�� } Ä²��� Ä²±��ÃÜ�Ä¼Áñ¯� u ���±6�n��� iu + ku > ju
� } ±¼	���Á

iu + ku − 2ju > −ju > −(iu + ku)

��»À�	�� ��� | �
��À�������������°/

E(εt1−i−kε
2
t1−jεt2−2j+i+k)

= E(εt1−i−kε
2
t1−jE(εt2−2j+i+k | ∨d

v=1 Fv(t1,v − iv − kv − 1)))

= 0.

� .x� À } Á t1 − i− k = t2 − j
Á
� ¯� } Ä²¯�M�ÃÜ } À��������°/»����± } � ����� � } °�Ä ó ��� �n����±²�ÞÀ } Á

t1 − j = t2 − i− k
�

� ¬ � |�| 	�Á�	8°�Ár� } Ä¼°/¯��° } °//�n��� t1− i−k 6= t2− j
��
t1− j 6= t2− i−k

� .x��Á �n� } �����ÁÄ²°���Ä¼À���Á
t−1− j � t1− i−k � t2− j �� t2− i−k Á�	8°/z¯	8�®Á¾��Ä!=+������°n�Áz��r±  è ¿ | 	� è�ó Á
�������Ä!=+������°�À�������� } �
�Ä¼°�� } ±¼��Á¾Ä¼� | ±¼Ä��n��� &³°�	8��º8� } ���n���

E(εt1−i−kεt1−jεt2−i−kεt2−j) = 0.



��µ

�Þ° } ��	8°�À��Ã }�Ô ±²Ä
�n���

E( 1
Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

εt−i−kεt−j)
2

= 1
N2d

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

σ4

= σ4
∏d

i=1(N−pi)

N2d .

ò¡�	%<'�
E(

1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

εt−i−kεt−j)
2 −−−→

N→∞
0

�Ã��� }�| � ó Á�±l�Ä²°��$� } ±¼ÄÐ¯�»����Ú#À è � Ô ¿�À è ��º4�
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

εt−i−kεt−j
P−−−→

N→∞
0.

ÅZ	8�����������Ä¼���<± } À�	�°nº������8��°�À��S��° | �
	 Ôs}�Ô Ä¼±¼ÄÐ¯�»º8���
Á σ2 ���O¯�������

1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

ε2t−j ,

	�°ªÀ�	8°�Á
Ä¼� ó ����±¼�Þ���������Á���ÄÐº } °/

E( 1
Np

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

ε2t−j − σ2)2

= 1
Np

∑

t1∈S[ � , � ]

t1−p∈S[ � , � ]

∑

t2∈S[ � , � ]

t2−p∈S[ � , � ]

E((ε2t1−j − σ2)(ε2t2−j − σ2)).

	�<
Np =

∏d
i=1(N − pi)

��ÁñM��Ü } À��������°/»±¼� À } ����Ä²° } ±�����±l���°�Á���� Ô ±¼� �®��Á
	8��� } �Ä¼	8°'�ÅZ	8���
t1 = t2

�

E((ε2t1−j − σ2)(ε2t2−j − σ2)) = E(ε4t1−j − σ4)



� C

���±²� �����
°�Ä¼���<¯���
� � ��Á
 Ô 	���°�� |s} � è ¿ | 	� è�ó Á����¬ Ä
t1 6= t2

�sÄ¼±+�ÃÜ�Ä¼Áñ¯�
u
���±6�n��� |s} ���ÃÜ���� | ±²� t1,u > t2,u

��

E((ε2t1−j − σ2)(ε2t2−j − σ2))

= E(ε2t1−jε
2
t2−j)− σ4

= E(ε2t2−jE(ε2t1−j | ∨d
v=1 Fv(t1,v − jv − 1)))− σ4

= 0,
± } �®����°®Ä ó �
���$� } ±²Ä²��ÞÁ�����������Ä¼Á } °/»����±  è ¿ | 	� è®ó Á�� ) C � C � , �ÓfÄ¼° } ±¼��� ��°n$�

E(
1

Np

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

ε2t−j − σ2)2 ≤ C

Np
.

.x�j¯�������=� } ½
	8� } °n ���=±l�Ä²°��$� } ±¼Ä²�� | ����À����®��°/¯�NÀ�	�°nº������8�?º8���
Á 0
�n� } °�� N ���°��eº�����Á

±  Ä¼° �s°�Ä+�Ã |s} � }�|�| ±¼Ä¼À } ¯Ä²	8°�����±l�Ä²°��$� } ±¼Ä²��M����ÚZÀ è � Ô ¿&À è �Ãº>�`	8°ª��°ª�������®Ä²:�n���
1

Np

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

εt−j
P−−−→

n→∞
σ2

�� |�} ��Á���ÄÐ¯�)�n���
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

εt−j
P−−−→

n→∞
σ2. �

 �� �n÷1ø ��hû � � �'� ��� 6 ��� �
(Xt)t∈Zd

��� �
	 	 ����! 	 � ! ��� 	� ��	 � � 	&� 3&�� � 4 	 � �9#�=  >= � %  6 � � G� ������� ����� 

(εt)t∈Zd


 �� ���  � � �� 
��� 
��
 �
	 � � � � � 	&��
 � ��� 	� ��	 � � 	&��
 � � 	 � ���*) 	 ��� 	 � �;��
 �
� ���  � � ����� �$#�=  >= � % 
� #�=  @? � %  6 �+�
 � � � � Γp


 �� � ��3 
� �� ����
 � 	&����� �

φ̂p − φp
P−−−→

N→∞
Γ−1

p





∑

j∈S〈 - ,q], j�i

θjψj−iσ
2





i∈S〈 - ,p]

	&3 

�
∑

j∈S〈 - ,q], j�i θjψj−iσ
2 = 0

�� � ����� �������
j ∈ S〈 7 , q] � i � j

 

3�Ê�É�ß � É�� � �����Ä²	8°�Áf�	8�®á�+ }�Ô 	8�
�
�¸± } À�	8°/º8�����8��°®À�����° | �
	 Ôs}�Ô Ä¼±¼ÄÐ¯� | 	8���#�	8�® i ∈ S〈  , p]��<�	8�®
j ∈ S〈  , q] ����Á�¯��������Á

1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

Xt−iεt−j .
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Ç �4º��-����± } �
��± } ¯Ä¼	�° ) C � C � , �®	8° }
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

Xt−iεt−j
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ψj−i
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

ε2t−j +
∑

k∈S[ � ,∞], k 6=j−i

ψk
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

εt−i−kεt−j
Á�Ä
j � i

∑

k∈S[ � ,∞], k 6=j−i

ψk
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

εt−i−kεt−j

Á�Ä²°�	8°
.

ç 	�°�Á�Ä²�����
	8°�Á�±¼��Á�¯���
� ��Á<¯��	�°��n����Á»Á���ÄÐº } °/¯Á

YNK =
∑

k∈S[ � , � ], k 6=j−i

ψk
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

εt−i−kεt−j

�Ã�°�	��	8°�Á
YN =

∑

k∈S[ � ,∞], k 6=j−i

ψk
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

εt−i−kεt−j.

ò¡ }�| � ó Á�±²� ±¼������� | ����À�������°/+�

YN,K
P−−−→

N→∞
YK = 0.

ÅZ	8���O��°B�����®��Ä¼�
�g± } À�	8°/º8���,�8��°�À��g��° | ��	 Ôs}¸Ô Ä¼±²Ä²¯�-º8���
Á 0
���

YN

�<Ä¼± Á
�- �j�+ }�| � ó Áª± }Åî�
	 | 	�Á�Ä²�Ä¼	8° 3 � C � �³����â��
	�À � �¾��±¼±��Ã»ò } º�Ä²Á#)æ���+�®� , )dº�	8Ä¼� � â�ò �®� � , �s����������	8°/¯�
��� �n���

lim
K→∞

lim
N→∞

E|YN − YN,K| = 0.

�Þ���
E|YN − YN,K|

≤
∑

k∈S[ � ,∞]\S[ � , � ], k 6=j−i

|ψk|
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

E|εt−i−kεt−j|

≤ σ2 Np

Nd

∑

k∈S[ � ,∞]\S[ � , � ]

|ψk|.
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� �r� } ½
	8� } °/#����± } �®����°®Ä ó �
��Ä²°��$� } ±¼Ä²��îÀ�	8°/º����,����º8����Á 0 �n� } °�� K ¯��°®�Sº8����Áá±l�Ä²°-�s°�Ä �À } � |s} � è ¿ | 	� è�ó Á
��� ∑
k |ψk| <∞ �sÅ } ��À�	8°�Á����n����°/+�

YN
P−−−→

N→∞
0.

�Þ°O��°ª�������®Ä² } ±¼	���Á$� �8� � À�� } �O±¼��� ��� | �
��À�������°/$�>�n���

1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−p∈S[ � , � ]

Xt−iεt−j =

{

ψj−iσ
2 Á�Ä

j � i
0

Á�Ä²°�	8°
.

Ç Ä²°�Á�Äî�+ }�| � ó Á�± } �
��± } ¯Ä²	8° ) C � C � , � Γ̂p(φ̂p − φ)
À�	8°/º8���,�8����° | ��	 Ô�}�Ô Ä¼±²Ä²�� �n� } °�� N ¯��°®�

º8����Á»±  Ä¼°-��°�Ä`º�����Á»±¼�Þº���ÀÃ¯���®����	�°n»± } i Ä ó � �ÞÀ�	8� | 	8Á } °/¯����Áñ»��	8°�°���� |�} �
∑

j∈S〈 � ,q], j�i

θjψj−iσ
2,

	%<O± } Á
	8� ���Þ��Á
»°n��±¼±²� ±¼	8�
Á,�n����±  ��°�Á
��� Ô ±¼� ����Á�	�� � } ¯Ä²	8°���Á
�º&Ä¼�����Å } �<±¼��Á�� ��� ��Á�¯��À è °�Ä*�n����Á �n����À���±¼±²��Á���� | ±¼	a¿8����Á�� } °�Á<± }S| �
���®º��¡���O±²����� � | ����À����®��°/+�	8°O����� 	8°/����1�n���
Γ̂p

P−−−→
N→∞

Γp.

Å } � è ¿ | 	� è�ó Á���� Γp
��Áñ�Á
� |�| 	8Á����SÄ²°nº����
Á�Ä Ô ±¼���®��	8°�À

φ̂p − φp
P−−−→

N→∞
Γ−1

p







∑

j∈S〈 � ,q], j�i

θjψj−iσ
2







i∈S〈 � ,p]

. �

� C 
��� ��
�=  @?  >=  ¬ Ä
d = 2

�
p = (1, 0)

�
q 6= (0, 0)

�Ã
γ(0) 6= 0 } ±²	8��Á

φ̂p − φp
P−−−→

N→∞

1

γ(0)





∑

j∈S〈 � ,q], j�(1,0)

θjψj−iσ
2
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Å#	���� �&�+�Ä²±�¿ } ÄÐ���° Ô Ä } Ä²Á���=`��ÀÃ¯Ä²Æ ��Ä¼±�Æ } �� �&�®� q � p
� |s} ���ÃÜ���� | ±²� q = (1, 0)

	8�
q = (1, 1)

�
¬ Ä � } �jÀ�	8°/¯� } Ä¼����� q = (0, 1) |s} �»�ÃÜ���� | ±²����Ä¼±x°� ¿ } |s} ÁM��� Ô Ä } Ä¼Á$�1Åî±²��Á ����°���� } ±²������°/+�1Á�Ä
p � q

� } ±¼	8�
Á�±  ��Áñ¯Ä²� } �����������Á»� 	�Ä¼°����
��Á<À } ���
��Á���Áñ�À�	8°�Á
Ä¼Á
 } °/+�ç ����Ü®��� | ±¼��Ä²±¼±¼�®Á
¯�
� Ô Ä¼��°³± } �®Ä�=`������°�À�� } º���À<± } ��Ä¼����°®Á�Ä¼	�° d = 1
� | 	����á± } �&�®��±¼±²�z±  ��Á
�Ä¼� } �¯�����<����Á»��	8Ä²°�������Á�À } ������Á<����Á�À�	��   À�Ä¼��°n�Á } �®¯	����$������Á
Á�ÄÐÆdÁ<� } °�Á<��°O��	�� ó ±¼� Ç Ò�Â Ç ) p � q ,} º8��À q 6= 0

��Á
��	8�{½
	8���
Á Ô Ä } Ä²Á�� )6º8	8Ä²�<Ú<Ä } 	��Ã�ÚZÁ } ¿ )æ���+� C+, � Ú<Ú � C � , �
.î���Á
¯Ä²� } ¯���®������ÁO��	8Ä¼°®������Á�À } �
����Á4°���Ã } °/ |s} Á��	8�{½
	8�®��Á�À�	8°�Á�Ä²Á
 } °/+�<Ä¼±���Áñ } ±¼	8�
Á°���À���Á
Á } Ä²��������À�	�°�Á�Ä²�����
��������°�	8�®º�� } �&ÜP��Á
�Ä¼� } ¯������Á �®�Nº���ÀÃ¯���®�¡����Á¡À�	��  �À�Ä¼��°/¯Á } �®�	�������8����Á�Á
Ä²ÆdÁ$� ç  ��ÁñM±l�	 Ô ½
�������± } Á���ÀÃ¯Ä²	8°-Á
��Ä²º } °/����
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ç } �®Á } ± �n� } ��� } °/ } ± �  ¿ | ��Á |s} �Ä } ± Ç ÒMÂ Ç ) p � q , � 	&����±²Á ��Ä² è Ä¼°®��� | ��°��®��°/ } °��jÄ²����° ��Ä¼À } ±¼±Ð¿4��Ä¼Áñ¯�
Ä Ô �®����=Ä²°�°�	aº } ¯Ä²	8°�Á } ���¡À�	8°®Á�Ä¼�®�������
�+Ñ °?	��������M¯	�Á
��±²��À�M è �¡	8��������Á ) p � q , 	�Æ è ��Á
�S��	��®��±¼Á } °®�=��Áñ¯Ä¼� } ��� è ��Ä²� } �®¯	8�
�$�8�
��Á
Á�Ä²º�� |s} � } ���������Á��1��Á
�Ä¼� } ¯	���Á�	�Æá è � } ��¯	���
�$�8�
��Á
Á�Ä²º���À�	&�� �À�Ä²��°/¯Á��8�����
Ä²º�����Æd��	8�� è �<��Ü&¯��°®����� �r��±¼� ��� } ± �¸���f���n� } ¯Ä²	8°�Á } �
����� �s°����'�Ú è ��°
�sÀ�	8°�Á�Ä²Á
���°�ÀÃ¿ } °�� } Á
¿&� | ¯	��Ä¼À °�	���� } ±¼ÄÐ ¿ } ����	 Ô  } Ä¼°����4Æd	8�� è ��Á�����Áñ¯Ä²� } �	8��Á��

� 	 �	�� R �®�!�  �  � ���  ñ� � � � � � � � ~ � ���  � ���
Ú è �
	8��� è 	8�®  è Ä¼Á �¾	8�	� �

(εt)t∈Zd

����°�	¸¯��Á } Æ } ��Ä¼±Ð¿O	�Æ¾Ä¼°���� | ��°�����°n } °��NÄ¼����°n�Ä¼À } ±¼±Ð¿�®Ä¼Á
���Ä Ô �®¯��� )dÄ � Ä � � , À���°/¯�������D� } °���	�� º } ��Ä }�Ô ±¼��Á ��Ä² è º } �
Ä } °�À�� σ2 > 0
� �h��Á } ¿N è }  }� } °���	�� �s��±¼�

(Xt)t∈Zd

Ä²Á<±¼Ä²°�� } ��Ä²Æ�Æd	8� } °/¿ t �

Xt =
∑

j∈Zd

ψjεt−j

) C � ·�� ,

��ÄÐ è ∑ |ψj| <∞ �
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¿���Ú è ��¿
} ��� À } ±¼±¼���ªÂ Ç � } °®��	8� �s��±¼��Á�Ä²° ç�è 	8Ä ) µ�¶�¶8¶ , )dÀ�� Æ � � ç�è 	8¶8¶�� , �
Ós	8�Þ �¾	ª±¼Ä¼°®� } �Þ� } °���	�� �s��±²��Á

(Xt)t∈Zd
} °�� (Yt)t∈Zd

� ������� �s°��� è ��Ä¼� À��
	8Á�Á
À�	aº } ��Ä } °�À��Æd�®°�À��Ä¼	8° } Á γxy(h) = E(XtYt+h)
Æd	8�<��º����
¿

h
Ä¼°

Zd �
 Ä²º���°N ��	jÁ } � | ±¼��Á {Xt, t ∈ S[
�
,
�

]} } °�� {Yt, t ∈ S[
�
,
�

]} �	�¾� ��� �s°��  è ��Á } � | ±¼�À���	8Á
Á�À�	cº } �
Ä } °®À�� Æd��°�ÀÃ¯Ä¼	�° } Á�Æd	�±¼±¼	 ��ÁÞ�

γ̂xy(h) =
1

Nh

∑

t∈S[ � , � ]

t+h∈S[ � , � ]

XtYt+h
) C � ·nµ ,

��ÄÐ è
Nh =

∏

i=1...d(N − hi)
} °®� � è ����� Æd	8� N ∈ N\{0} � ��������°�	�¯� Ô ¿
�K è � ��±¼������°/	¸Æ

Zd � è 	8Á�� } ±¼±`À�	8� | 	8°���°/�Á»���n� } ± N �
Ñ °P è � |s} �ñ¯Ä²À���± } �ÞÀ } Á�� � è ��° Xt = Yt

�
γ } °�� γ̂ } ��������Á | ��ÀÃ¯Ä²º���±Ð¿ )o����Á | � , �®��°�	�����PÆd	8�

γxy
} °�� γ̂xy

�
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 è ��À�	aº } ��Ä } °�À�� Æd��°®À�¯Ä²	8°�Á<	�Æ (Yt)
} °�� (Xt)

�
��Á | ��ÀÃ¯ÄÐº8��±Ð¿%�
��ø{÷%�î÷�þ(ú6ùcúd÷ ��� � � � � �	
 
�

(Xt)t∈Zd

	 � 
(Yt)t∈Zd

�
 ��� � � � � 
 	 ����	 � ���� 4 
�� �� 	�� � �
#�=  @? � %  �() !�� ������ � ����� � ! = 	 � F! ? 	 �/� �� �(	 
�;) ���

p ∈ S〈0,∞]
	 � 

q ∈ S[0,∞]
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+ γy(q + u+ h)γx(q + v + h) + γyx(−2q − u− v − h)γyx(h).
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Xt−iXt−ν−j =
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−i∈S[ � , � ]
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Xt−iXt−ν−j =
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∑
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XtXt+(i−ν−j) − R2
N
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�
,
�

]}.Ç Á<Æd	8�
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t+(i−ν−j)∈S[ � , � ]

XtXt+(i−ν−j) + oP(1)
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∑
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�� è � εt } ����Ä � Ä � �
�Ós	8�
h ∈ Zd Á
��À è  è }  hl 6= τl +K

�&Æd	8�r�ÃÜ } � | ±¼� hl > τl +K
� �¾�ÞÁ è 	 �B è }  Zt

} °��
Zt+h

} �
��Ä¼°���� | ��°�����°n$�1Ós	8�� è Ä²Á$��	 Ô Á����
º8�� è } 

Zt =
(

∑

i∈S[ � , � +λ]

βK
i εt−i

)(

∑

k∈S[j+ν,
�

+j+ν]

ψk−ν−jεt−k

)

,

Á�	³ è }  Zt
Ä¼Á } Æd��°®À�¯Ä²	8°O	�ÆZ è � εt−i

Æd	8�
il ≥ 0

��Ñ °O è ��Á } � � � } ¿%�

Zt+h =
(

∑

i∈S[−h,
�

+λ−h]

βK
i+hεt−i

)(

∑

k∈S[ν+j−h,
�

+ν+j−h]

ψk−ν−j+hεt−k

)

	8°�±Ð¿���� | ��°���Á»	8°4 è � εi Æd	8� il < 0
�

Ú è �<Ä²°���� | ��°®����°�À���	�Æ Zt
} °�� Zt+h

Æd	�±¼±¼	 ��ÁZÆd��	8�: è } á	�Æ1 è � εt  Á$�+.���°®À�� (Zt)
Ä¼Á

(
�

+τ)
�

��� | ��°�����°/$�
�



� 3

.x�����Á<����°®	�¯� Ô ¿ γK
xy(h)

 è �ÞÀ���	8Á
Á�À�	aº } �
Ä } °�À�� Æd��°�À��Ä¼	8° E(Y K
t XK

t+h)
} °�� Ô ¿ γK

x (h)
�

γK
y (h)

 è ��À�	aº } ��Ä } °�À���Á�	�Æ XK
t
} °®� Y (ν)K

λ, t

����Á | ��ÀÃ¯Ä²º���±Ð¿%�®Ú è ��Æd	8±²±¼	 ��Ä¼°���±²����� } �8ÄÐº8��Áz è �
} Á
¿&� | ¯	��Ä¼ÀÞ°�	���� } ±¼ÄÐ ¿ 	�ÆZ è �������°®À } ����O¯���
� WN,K

} Á N ¯��°���Á�¯	�Ä¼°-��°�Ä² ¿��
ôzû� hõ � � � ��� � � !�� �����
 �(	 	 �

(εt)t

� 	 � ���*4 
 � !�� �� ��� � ����� ��!�= 	 � ;! ?  � 	 
�

Nd/2(WN, K − E(WN, K))
L−−−→

N→∞
N (0, vK),

� 	 
� 

vK = r′VKr

��� �*	
A′

�
� ��� � � ���*	 
 � ��	 �&� ����
 � ) 	 �
	 � �� C
A
	 �  ) ���

u, v ∈ S〈 7 , λ]
�

VK(u, v) = (η − 3)γK
yx(−ν − u)γK

yx(−ν − v)

+
∑

h∈Zd γK
y (h)γK

x (h− u+ v) + γK
yx(−h− ν − v)γK

yx(h− ν − u).
3�Ê`ÙáÙ�� �MÓs�
	8�QÚ è ��	8����� C � � �²���%��Ä²�Æd	8±¼±²	���Á� è } 

Nd/2(WN, K − E(WN, K))
L−−−→

N→∞
N (0, vK),

� è �����
vK = limN→∞Nd � } � (WN,K)

= limN→∞ r′Nd � } �
[

(

1
Nd

∑

t∈S[ � , � ] Y
(ν)K
λ, t XK

t−λ−j

)

j∈S〈0,λ]

]

r

= r′VKr.
Ós�
	8��Åî��	 | 	8Á
Ä²�Ä¼	8° C � � � � �

VK(u, v) = (η − 3)γK
xy(−ν − u)γK

xy(−ν − v)

+
∑

h∈Zd γK
y (h)γK

x (h− u+ v)γK
xy(−h− ν − v)γK

xy(h− ν − u)

Æd	��
u, v ∈ S〈0, λ]

�
�

Ú è � Æd	8±²±¼	 ��Ä¼°-�¹±¼��� � } ��Áñ }�Ô ±¼Ä¼Á è ��Á< è � } Á
¿&� | ¯	��Ä¼À °�	���� } ±¼ÄÐ ¿ 	¸Æ# è �1�&� } °/¯Ä²�Ä¼��Á

WN =
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

Y
(ν)
λ, t

∑

j∈〈 � ,λ]

rjXt−ν−j

� è Ä¼À è À�	8�
����Á | 	�°��ª�	³ è ��	8�
Ä*�8Ä²° } ±���°/¯���®°�À } ����ª¯���
� Á��
ôzû� hõ � � � ��� �'� �*) !�� ������ � ����� ��! ���"!  � ! = 	 � :! ? 	 �/� �� �(	 
�

Nd/2WN
L−−−→

N→∞
N (0, r′V r),

� 	 
� 
E) ���
u, v ∈ S〈 7 , λ]

V (u, v) =
∑

h∈Zd

γy(h)γx(h− u+ v) + γyx(−h− ν − v)γyx(h− ν − u).



�/�

3�Ê+ÙáÙ�� �MÓs��	8� .x����� } C � � �Ð� C �

Nd/2(WN, K − E(WN, K))
L−−−→

N→∞
WK = N (0, vK)

��Ä² è
vK = r′VKr

�sâ��®�Æd	8�
u, v ∈ S〈  , λ]

�

limK→∞ VK(u, v) = (η − 3)γyx(−ν − u)γyx(−ν − v)

+
∑

h∈Zd γy(h)γx(h− u+ v) + γyx(−h− ν − v)γyx(h− ν − u).
Â-	8�
��	aº8���$�®Æd�
	8� �$�n� } �Ä¼	8°®Á ) C ��·n� , �n è � �s��Áñ�¯����� Ä¼°  è � } Áñ¿&� | �	�¯Ä²À�º } �
Ä } °�À��M���&� } ±¼Á 0

�
Ç Á } À�	�°�Á����&�®��°�À���� WK

L−−−→
K→∞

N (0, r′V r).��	 � �	 | ��	aº��� è ��±¼��� � } � ������Á
� } � } Ä¼° | ��	 | 	8Á
Ä²¯Ä²	8° 3 � C � �4Ä¼°Nâ��
	�À � �¾��±¼± 	 ò } º&Ä¼Á)ñ�*�+�®� , } °��-Á è 	 �E è } �Æd	8� } ±²± ε > 0
�

lim
K→∞

lim sup
N→∞

P(Nd/2|WN − (WN, K − E(WN, K)| > ε) = 0.

â��® } À�À�	8����Ä²°��=¯	 ç�è � Ô ¿&Á è �Ãº` Á Ä²°��$�n� } ±¼Ä² ¿��#ÄÐ } ��	8��°/�ÁS¯	 | �
	aº8�4 è } ¹Æd	8�S�Ãº8���
¿ j Ä¼°
S〈0, λ]

�

lim
K→∞

lim sup
N→∞

Nd � } �




1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

(Y
(ν)
λ, t Xt−ν−j − Y

(ν)K
λ, t XK

t−ν−j)



 = 0.

Ós	8�� è Ä¼Á��s	 Ô Á����
º��� è } 
� } � ( 1

Nd

∑

t∈S[ � , � ](Y
(ν)
λ, t Xt−ν−j − Y

(ν)K
λ, t XK

t−ν−j)
)

=
� } � ( 1

Nd

∑

t∈S[ � , � ] Y
(ν)
λ, t Xt−ν−j

)

+
� } � ( 1

Nd

∑

t∈S[ � , � ] Y
(ν)K
λ, t XK

t−ν−j

)

− 2
ç 	aº ( 1

Nd

∑

t∈S[ � , � ] Y
(ν)
λ, t Xt−ν−j ,

1
Nd

∑

t∈S[ � , � ] Y
(ν)K
λ, t XK

t−ν−j

)

.

â¾¿OÅî��	 | 	8Á
Ä²�Ä¼	8° C � � � � �

limN→∞Nd � } � ( 1
Nd

∑

t∈S[ � , � ] Y
(ν)
λ, t Xt−ν−j

)

= (η − 3)γyx(−ν − j)2 +
∑

h∈Zd γy(h)γx(h) + γyx(−h− ν − j)γyx(h− ν − j).
¬ Ä²°�À��

γyx(−ν − j) = 0
�® è ��± } Áñ<¯���������&� } ±¼Á V (j, j)

�
Ç � } Ä¼° Ô ¿ªÅî��	 | 	8Á�ÄÐ¯Ä²	8° C � � � ���

limN→∞Nd � } � ( 1
Nd

∑

t∈S[ � , � ] Y
(ν)K
λ, t XK

t−ν−j

)

= (η − 3)γK
yx(−ν − j)2 +

∑

h∈Zd γK
y (h)γK

x (h) + γK
yx(−h− ν − j)γK

yx(h− ν − j).



�&�

â¾�®+�
γK

x (h) =
∑

j∈S[textbf0,K−h]

ψjψj+hσ
2,

� è Ä¼À è À�	8°/º8���,�8��Á»�	
γx(h)

� è ��°
K
���°��®Á��	 Ä²°-�s°�ÄÐ ¿%�

Ós���ñ è ������	8�����
γK

y (h) =
∑

j∈S〈 � ,λ]

∑

k∈S〈 � ,λ]

φ
(ν)
λ, jφ

(ν)
λ, kγ

K
x (h− k + j).

Ú è ��Á��
γK

y (h)
À�	�°nº������8��Á�¯	

γy(h)
� è ��°

K
���°���Á�¯	�Ä²°-�s°�ÄÐ ¿%�

Ñ °4 è ��Á } ��� � } ¿%�1ÄÐ<À } ° Ô ��Á è 	 ��°ª è }  γK
yx(h)

À�	�°nº������8��Á»¯	
γyx(h)

Á�	� è }  ��° } ±¼±Ð¿%�

lim
K→∞

lim
N→∞

Nd � } �




1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

Y
(ν)K
λ, t XK

t−ν−j



 = V (j, j).

Ï»Á�Ä¼°-�� è ��Á } ��� } ���8������°/¯Á } Á�Ä¼°ªÅî��	 | 	8Á
Ä²�Ä¼	8° C � � � � ���¾�"�8��

limN→∞Nd/2
ç 	aº

( 1
Nd

∑

t∈S[ � , � ] Y
(ν)
λ, t Xt−ν−j,

1
Nd

∑

t∈S[ � , � ](Y
(ν)K
λ, t XK

t−ν−j)

= (η − 3)γyx(−ν − j)γyxK(−ν − j)

+
∑

h∈Zd γyyK (h)γxxK(h) + γyxK (−h− ν − j)γyKx(h− ν − j).
� Ô Á
���ñº�Ä²°��� è }  γyx(−ν− j) = 0 } °��� } �&Ä²°��  è ��±²Ä¼��Ä² � è ��° K ¯��°���Áz¯	�Ä¼° �s°�Ä² ¿¡¿&Ä¼��±²��Á

lim
K→∞

lim
N→∞

Nd/2 ç 	aº ( 1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

Y
(ν)
λ, t Xt−ν−j ,

1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

(Y
(ν)K
λ, t XK

t−ν−j) = V (j, j). �

�»	��1��Æd�
	8� .x��� � } C � ���²�(·-�

r′Nd/2





1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

Y
(ν)
λ, t Xt−ν−j





j∈S〈 � ,λ]

L−−−→
N→∞

N (0, r′V r)

Æd	�� } ±²± } � Ô Ä²�� } �ñ¿�º8��ÀÃ¯	8�î	¸Æ`�
� } ±²Á r = (rj)j∈S〈 � ,λ]

�+.���°�À����8Æd��	8�  è � ç � } ����� ���g	8±¼�¡����º&Ä²À����Åî�
	 | 	�Á�Ä²�Ä¼	8° C � ���²�c�SÆd	8±²±¼	 ��Á$�
��øc÷%�î÷`þ�údùcúd÷"� � � � ��� � � �() !�� ������ � ����� � !���� !  � ! = 	 � F! ? 	 �/� �� �(	 
�

Nd/2





1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

Y
(ν)
λ, t Xt−ν−j





j∈S〈 - ,λ]

L−−−→
N→∞

N (0, V ).

Ú è ��°���Ü& | �
	 | 	8Á�ÄÐ¯Ä¼	�°�Á
 } ¯��Á» è � } Á
¿&� | ¯	��Ä¼À °�	���� } ±¼ÄÐ ¿ 	¸Æ# è ��Á
 } ¯Ä¼Áñ¯Ä²À�Á
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−τ∈S[ � , � ]

Y
(ν)
λ, t Xt−ν−j.
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��ø{÷%�î÷�þ(ú6ùcúd÷ ��� � � ��� ����� � �
� !�� �� ��� � ����� � ! ��� !  � !�= � ! ? �
Nd/2

(

Γ̂
(ν)
λ (φ̂

(ν)
λ − φ

(ν)
λ )
)

L−−−→
N→∞

N (0, V ),	 
� 
E) ���
u, v ∈ S〈 7 , λ]

�

V (u, v) =
∑

h∈Zd

γy(h)γx(h− u+ v) + γyx(−h− ν − v)γyx(h− ν − u).

3�Ê+ÙáÙ�� � .x��»��Á | �
	cº��� è } <Æd	8� } ±¼± j ∈ S〈  , λ]
�

Nd/2(
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

Y
(ν)
λ, t Xt−ν−j −

1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−τ∈S[ � , � ]

Y
(ν)
λ, t Xt−ν−j) = oP(1).

â¾¿� è ��Á } ��� À } ±¼À��®± } �Ä¼	8°�Á } Á<Ä¼°ªÅî��	 | 	8Á
Ä²¯Ä²	8° C � � � � �

E
(

1
Nd/2

∑

t∈S[ � , � ]\S[ � +τ,
�

] Y
(ν)
λ, t Xt−ν−j

)2

= 1
Nd

∑

t∈S[ � , � ]\S[ � +τ,
�

]

∑

s∈S[ � , � ]\S[ � +τ,
�

]

[

(η − 3)σ4
∑

i∈Zd θiψi−ν−jθi+(s−t)ψi−ν+(s−t)−j

+ γyx((s− t)− ν − j)γyx((t− s)− ν − j) + γy(t− s)γx(t− s)
]

.��	 �1�sÁ
��
h = t− s } °��

Th = (η−3)σ4
∑

i∈Zd

θiψi−ν−jθi−hψi−ν−h−j +γyx(−h−ν−j)γyx(h−ν−j)+γy(h)γx(h).

¬ Ä²°�À�� ∑ |ψj| <∞ } °®� ∑ |θj| <∞ ��ÄÐ�Æd	8±²±¼	 ��Á� è }  ∑ |Th| <∞ �%.���°®À����

E
(

1
Nd/2

∑

t∈S[ � , � ]\S[ � +τ,
�

] Y
(ν)
λ, t Xt−ν−j

)2

≤ 1
Nd

∑

t∈S[ � , � ]\S[ � +τ,
�

]

∑

h∈Zd |Th|

≤
∑

i=1...d τi

N

∑

h∈Zd |Th|.¬ Ä²°�À��Þ è ��± } Áñ<¯���
��À�	�°nº������8��Á»¯	 0
� è ��°

N
¯��°®��Á»�	�Ä¼°-�s°®Ä² ¿%�� è � | �
	�	�Æ� è ��°ª��°��®Á$�

�Ú è ��Æd	8±¼±²	���Ä²°��¡ è ��	������©Ä²Á<Ä¼��� ����Ä } ¯��±Ð¿������®��À����-Æd��	��©Åî��	 | 	8Á�ÄÐ¯Ä²	8° C � � �Ð� 3 �
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λ ∈
S〈 7 ,∞]

	 � 
ν ∈ S[ 7 ,∞]

�
Γ

(ν)
λ

��� � ��3 
� � � ����
 � �(	 
�
Nd/2(φ

(ν)
λ − φ̂

(ν)
λ )

L−−−→
N→∞

N (0,Σ
(ν)
λ V Σ

(ν)′

λ )

��� �(	
Σ

(ν)
λ = (Γ

(ν)
λ )−1

	 � 
V
	�� �
*4 � 
  � � � � �
� ���� � ����� =  ��  �� �  

	 
�
	 ����=  ��  ����  Ú è � } Áñ¿&� | �	�¯Ä²À?°�	8�
� } ±²Ä² ¿UÆd	8�� è � . ¬ ��Á
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} �®�	8�����8����Á�Á
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 è ��Ä¼� )æ���+� C-, �¾Ñ Æ  è �jÄ²°�°�	aº } ¯Ä²	8°�Á } ���jÄ � Ä � �
���á è Ä¼Á ����Á���±Ð�Ä¼Á } Á | ��À�Ä } ±»À } Á��=	�ÆÚ è ��	8����� C � � �²�a� �®Æd	8�

ν =
 } °�� λ = p

�
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� �� � C%C ) C+, � µ¸·����µ8���������+�/���
� ç�è 	/¶�¶���â � ¬ � ç�è 	8Ä � �Þ°@ è � } Á
¿&� | ¯	¸¯Ä¼À?�®Ä¼Á
���Ä Ô �®¯Ä²	8°�Á4	�Æ¡��� } °
� } �®¯	&À�	aº } ��Ä } °�À����

} �®�	�À�	8���
��± } ¯Ä²	8°
�nÀ��
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Xt −
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j∈S〈 � ,p]

φjXt−j = εt +
∑

k∈S〈 � ,q]
θkεt−k,

s �&W�� t
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∑
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φjz
j
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θ(z) = 1 +
∑

k∈S〈 � ,q]
θkz

k
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deg = (1, 0)
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1− az1
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{z1 =
1

a
, z2 ∈ C}.
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a < 1
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1− 0.45z1
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deg = (1, 1)
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a
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1

b
}
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a < 1
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b < 1
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1− 0.7z1 − 0.8z2 + 0.56z1z2
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.
(0, 0) 1/
(1, 0) 1− 0.45 z10
(1, 1) 1− 0.7 z1 + 0.56 z1z2 − 0.8 z21
(2, 1) 1− z1 + 0.7 z1z2 − 0.7 z2 + 0.16 z2

1
− 0.112 z2

1
z22

(2, 2) 1− 1.3 z1 + 0.455 z1z2 − 0.35 z2 + 0.4 z2

1

−0.14 z2

1
z2 − 0.228 z2

1
z2

2
+ 0.741 z1z

2

2
− 0.57 z2

2
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<

(0, 0) 1=
(1, 0) 1 + 0.2 z1>
(1, 1) 1− 0.8 z1 + 0.3 z1z2 − 0.5 z2
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L_Mgf
Xt = εt + 0.2 ε(t1−1,t2),YVU f
Xt − 0.7X(t1−1,t2) + 0.56X(t1−1,t2−1) − 0.8X(t−1,t2−1) = εt,YFPhf
Xt − 0.7X(t1−1,t2) + 0.56X(t1−1,t2−1) − 0.8X(t−1,t2−1)

= εt + 0.8 ε(t1−1,t2) + 0.3 ε(t1−1,t2−1) + 0.5 ε(t1,t2−1),
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q � < ;�5:^hg*5(c	�
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q t %K/.#-&31�#58HV�Dq8&#5E&2A#-# &A#58HVXW
�8!$!?)$)*% &U%K1@C>1$!@#51@2K)�
N'*)*!$!?)k/X69872vE&)*%|/&236q'*)<%3%K8&% T�R &3)*C>/X6523)"!?%*W
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q t (Xt)t∈Zd

E7;<u #&1�/.#52
Xt = εt +

∑

j∈S〈0,q]

θjεt−j ,
s �&W!
 t

6 �
(εt)t∈Zd

)<%�&>8,#&)�~�#5C>1$!�!@)+E&)�L0#52K1�#5F,!?)*%N#-!@;M# &A691?23)*%=1$#&E7;*/n)"#&E.#-# &3)*%>)*&+1?E&)"#.&A1?DB8&)*C>)"#.&E&1?%�&A2K1@F&87;*)*%vE7)(C>6��9)*#,#&)F#q8�!$!@)k))&|E&)kL5#0231�#-#&'*)
σ2 > 0

WjU6987% #&6-&A6�#&%
γ
))&
ρ

!@)<%�~�6D#&'*&31@6�#&%�E�lm#58�&36H'<6�L5#0231�#-#&'*)r)*&�E�lm#58�&36H'<69232K;"!@#-&A1?6�#NE&8o'-,&#5Cp/
(Xt)t∈Zd

W��)=/&2K69/n69%31+&A1@6D#�%38&1�L5#-# &3)=E76�#,#&)F!zl{)iVH/&2K)*%3%K1@6�#�E&)F!�#I~�6�#&')&A1?6�#	E�lw#58 &A6q'*6�L0#5231@#D#&'*)kE�lm8,#/&2K6H'<)*%3%K8&% T	RNs
q t W�������������������� Z � Y!�7L"�

(Xt)t∈Zd

($# #�1 ! �$% ,.*�&('�)+*
q ,.-0/�1 !"2�& ,.-43 ,$- (�3 , #52 �"!6* 46587 , ,87.( �

(εt)t∈Zd

1 ! ( & ,.*92�3�38( - (:7 ,.-;2 ,=<>38($# ,83 / , #���2;- ($#?2/! -0/ & ( ! - , !$#�($# ( #@2 - ( !$#52 /213(+* ( !$# - 2A# # -�2�B<21 / ($#$C � ( !$# - / ($# ( # - (�7 ,.-;2 , !1� ( σ2 5!)�3 � -D#$C
γ(u) =

∑

j∈S[ E ,q−|u|] σ2θjθj+|u|
#�2 |u| � q,

γ(u) = 0
#�2/!1�"!

.

FHG I�J!KLI��U��871@%3DB8&)
(Xt)t∈Zd

L9;<231?u&) s �&W!
 t 4&6D#�/n)*8 &U;<'*2K1@23):/n698&2 &3698�&
u ∈ Zd 4

γ(u) =
∑

j∈S[ � ,q]
θj

∑

k∈S[ � ,q]
θkE(εt−jεt+u−k),

s �&Wm� t
6 �

θ � = 1
W

�H8&/&/n69%K6�#&%�&A698�& E�lm#5Fn6923E(DB8&)
u ∈ S[−q, q] W �q1 k 6= u+j

4 #D!?6923%
E(εt−jεt+u−k) = 0

'M#52
(εt)t∈Zd

)*% &�8�#&)v~�#5Cp1�!$!?)�E&)rL0#5231@#5F,!@)<%�#D!?;M#-&3691@2K)*%�1zW{1zW{E�W9'<)"#.&A2K;*)<%*WH�a#52�'*6D# &323)04q%K1
k = u+ j

4#D!?6923%
E(εt−jεt+u−k) = σ2 )*&

j
#5/&/.#52 &A1?)"#.&M


S[max(
�
, u),min(q−u, q)] 4¡6 � !?)*%h~�6�#&')&A1@6D#&%

min
)*&

max
%36�#.&fE&;<u #71@)*%�'<69Cp/n69%3#D#.&A)r/.#52�'<69Cp/n69%3#D#.&A)5Wq�'#>E&;*E78&1�&�#D!?6923%�E7) !@#k23)"!@#-&A1?6�#s �7Ww� t DB8&)

γ(u) =
∑

j∈S[ � ,q−|u|]
θjθ|u|+jσ

2.

�8#	/&#52�&31@'*8�!@1@)<2*4
γ(

�
) =

∑

j∈S[ � ,q]
θ2

jσ
2.

�H8&/&/n69%K6�#&%ICp#51$#.&3)"#.#D#.&(DB8&)
u /∈ S[−q, q] W 
 !�)iVH1@% &A)�#-!@692K%

i
4 &3)"!�DB8&) |ui| > qi

WL��)
&A)<23C>)

γ(u)
L9;<231�u #D#.&�!�#k23)*!�#-&31@6�# s �&Wm� t 456�#+%3)rE&)*Cp#D#&E7)|%<lm1�!&)*% &�/X69%K%31?F,!@)vDB8&) −j = u−k W
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S )*Cp#52KDq876�#&%E&A698�&|E�lm#5Fn6923E	DB8&) −j ∈ S[−q, � ]

))&�DB8&)
u− k ∈ S[u− q, u]

W �q1
ui > qi

4#-!@692K%
ui − qi > 0

)*&	/.#52d%3871�&A)
u − k /∈ S[−q, � ]

W|"�)�C$�*C>)54�%K1
ui < −qi

4r#D!?6923%
u−k /∈ S[−q, � ]

W 
 !.)<%�&fE&6�#&'r1@C>/n69%3%K1@F,!?)�DB8&) −j = u−k WB��#52�'*6�#7%3;*DB8&)*#.&M4
γ(u) = 0

W
�

P ����� ����� ����� Z � Y � S!� )�7.( � 38($##*��+* ( %	�;&$�"#�%�
$# ($# /21 ( � (�3�38($# - (�3 ,�!- �$&$� #�2/# 2 �"! 465�� 5;:�C �"!
,

ρ(u) = 0
&$� 19-

u /∈ S[−q, q].
��) '*692K6�!$!@#51@2K)dL0#�#7698&%�/n)*2KCp))& &A2K)54fE&)�Cp#D#&1@Q<23)	#D#.#D!?69}98&) #58�'*#5%

d = 1
4�E�l{1@E&)*# &31?u.)<2

!ylm6523E&2K)(E78�'-,.#5C>/ T	RIs
q t WX��698&2U'*)*!�#74�#&6987%�E&)iL96�#&%�E&;<u #71@2�E7)*%�)<%�&31@Cp#-&A)<8&23%UE&)*%U'*692K23;iG

!@#-&A1?6�#&%f)*&|)"#�;*&38&E&1@)<2E!@)*872vE&1@% &A231?F&8�&31@6�#�#0%K�qCp/ &A6D&31@DB8&)5W
� 698&2r8,#&):69F&%K)*2�L5# &A1@6D# {Xt, t ∈ S[

L
, � ]} 4.E&;<u #71@%3%K6�#&%E!�#NC>6��9)"#�#&):)*C>/&1@2K1@DB8&)k/.#52

XN =
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

Xt.
s �7W � t

"�#D#&%>��,&691 s 
5�9�9� t 4a/�!@8&%K1@)*8723%I)<%�&A1?Co# &A)*8723%NE&)<%>'<6�L5#0231�#-#&'*)<%N%36�#.&+1$#.&3236qE&8&1�&3%*WajU698&%N)*#2K)*&3)"#&6�#7%|1?'*1 !?)*%rE&)<8HV4& �q/X)<%UE7)('<6�L5#0231�#-#&'*)<%|)<Cp/71@231?DB8&)*%v%K8&1?L0#D#.&A% "

γ̂(k) =
1

Nk

∑

t∈S[ � , � ]

t+k∈S[ � , � ]

(Xt+k −XN)(Xt −XN)
s �7W�� t

γ̃(k) =
1

Nd

∑

t∈S[ � , � −k]

(Xt+k −XN)(Xt −XN)
s �7W � t

/n698&2 &3698�&
k
W

')(+*$,.-0/21 ()465�� 5�� 5U� 698&2
k ∈ S[

�
,∞]
4
γ̃(k) = Nk

Nd γ̂(k)
W

')(+*$,.-0/21 ()465�� 5 465U� 698&2
k /∈ S[

�
,∞]
4
γ̃(k)

#&)I/n)*8�&��*&323)I8�&31$!?1@%3;:/n698&2U)*%�&31@C>)*2
γ(k)

'M#02
#7698&%E#&):E&1@%K/X65%36�#&%rDB8&):E&) !zl{69F&%K)*2�L5# &A1@6D# {Xt, t ∈ S[

L
, � ]} W

�'#d)"#�E&;<E&8&1�&U#D!?6923%�E&)*8HV9& �q/n)*%|E&):'*692K23;*!�#-&31@6�#&%�)*C>/&1@2K1@DB8&)*%#"

ρ̂(k) =
γ̂(k)

γ̂(0)

s �7W % t
/n698&2

k ∈ Zd ))&

ρ̃(k) =
γ̃(k)

γ̃(0)

s �7W � t
/n698&2

k ∈ S[
�
,∞]
W"$#-#&%(��,&691 s 
5�9�9� t 4 !@#o'*6D#&%31?%�&-#-#&'*)+)*& !@# #&692KCo#-!@1�&3;J#0%K�qCp/ &A6D&31@DB8&)NE&)<%k)*%�&31@Cp#-&A)<8&23%E7)*%k'*652323;*!�#-&31@6�#7%�%36D# &(;)&A8&E&1?;*%kE.#-#&% !@)I'*#5%kE&)N'-,.#0Cp/&%(#D!?;M#-&3691@2K)*% T	RNs∞ t W�jU698&%k2K;*%K8HGC>6�#&%<4 E.#D#&%�!@)F�v,&;*692KQ*C>) �&Wm�7W �>%3871?L0#D#.&M4 !@)<%U'<69236�!�!�#51?23)<%%��)*& �>E&)I��,&691 s 
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q t W



���7�
����� ������� � Z � Y � ] �
	�� 
� � 	�������������� 2 38($#+%	�$&$�"#�%�
$# ($# - ( 3 , �!- �$&$� #�2/# 2 �"!
465�� 5;::# �"!$##2, #52A#'& ,82/# ($# ( #�#�2 - (H&�3 1=#$C

E(ε4t ) = ησ4

,83 � -D#$C &$� 19- #%� 1 #
k ∈ Zd C

Nd/2(ρ̂(k)− ρ(k))
L−−−→

N→∞
N (0, wkk),

Nd/2(ρ̃(k)− ρ(k))
L−−−→

N→∞
N (0, wkk),

,87.( �
wkk =

∑

a∈Zd

[ρ(a + k)2 + ρ(a− k)(ρ(a+ k)− 4 ρ(k)ρ(a)ρ(a + k) + 2 ρ(k)2ρ(a)2].

P ����� � � � �5� � Z � Y ��� ��� ��2/#
(Xt)t∈Zd

1 !��$% ,.*�&:' ) *
q ,.-0/�1 !"2�& ,.- 3 , - (�3 , # 2 �"!6* 46587 , 5 � 1 &�B&$� # �"! # /21 (

(εt)t∈Zd

($# #�1 ! (�& ,.*92�3�38( - (�7 ,.-;2 ,=<>38($# ,83 / , #%��2;- ($#42 5A2 5 - 5 � ( !$# - / ($# - ( 7 ,.-;2 , !1� (
σ2 #�(�3�38( /21 (

E(ε4t ) = ησ4.)�3 � -D#$C &$� 19- #%� 1 #
k ∈ S[

�
,∞]\S[

�
, q]

C
Nd/2ρ̂(k)

L−−−→
N→∞

N (0, wk),

Nd/2ρ̃(k)
L−−−→

N→∞
N (0, wk),

,87.( �
wk =

∑

a∈S[−q,q]

ρ(a)2.
s �&W ¢ t

FHG I�J!KLI�� � #�/&23)<87L9)oE&;*'<698,!@)>E&8 �v,7;*692KQ*C>) �&Wm�7W �d))&IE&8 ��69236�!�!�#51?23) �&Wm�7W!
H4�Cp#51@%:/n698&2/,!?8&%vE&):'"!@#52�&3;54,#&658&%E!�#NE&;*&A#51$!�!@6�#7%�1@'<1zW�'#�#5/&/�!@1@DB8&)F!@) �v,&;<6923Q<Cp):�&Wm�7W��NE.#D#7%(!@):'*#5%
k ∈ S[

�
,∞]\S[

�
, q]
)*&U6�# #&6-&A)

wk

!�#L0#5231@#D#&'<)p#0%K�qCp/ &A6D&31@DB8&)5Wh��8&1?%3DB8&)
ρ(k) = 0

E�lw#5/723Q*%:!@)p��692K6�!$!@#51@2K) �&Wm�7W!
H4h6�#�)*# E&;<E&8&1+&DB8&)
wk =

∑

a∈Zd

[ρ(a + k)2 + ρ(a− k)(ρ(a+ k)].

�a#02k,B�q/n6D&A,7Q*%3)04h1$!a) VH1@%�&3)
i = 1 . . . d

4 &3)"!�DB8&)
ki > qi

W��q1
ai ≥ 0

4�#D!?6923%
ai + ki > qi

)*&

ρ(a−k)ρ(a+k) = 0
E�lm#5/&2KQ*%!@)f��69236D!$!�#01@23) �&Ww�HW�
HW "U)fC$�*C>)54�%K1

ai < 0
4 #-!@692K%

ai−hi < −qi)*&
ρ(a− k)ρ(a+ k) = 0

W R 1$#7%31z4
wk =

∑

a |a+k∈S[−q,q]

ρ(a+ k)2,

=
∑

a∈S[−q,q]

ρ(a)2. �
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q t '*69C>Cp)|E&;iu #&1�E&#D#&% !?)$��,.#0/&1�&323)J�54qE7)$/.#523#5CpQ)&A2K)

q1�#&'*6D#,#B8�W �H872'!�#>F.#5%3)NE�lm8,#7)N69F&%3)<2KL0#-&31@6�# {Xt, t ∈ S[
L
, � ]} 4X6�#�'-,&)<23'-,&)+
oE&;)&A)<23C>1$#&)<2

!ylm6523E&2K)
q
WR u #pE7)U/n6987L5691@2�8�&31$!?1@%3)<2 !@)<%�23;*%K8,!�&A#-&A%�/&2K;*'<;*E&)*# &3%*4 #&698&%�E&)<L56�#&%�Co#01$#.&A)*#.#D#.&�)*%�&31@C>)*2

!@#�L0#5231@#D#&'*)|#5%��qCp/�&36D&A1?DB8&)
wk
E&6�#,#&;<)U/&#528!�#k23)*!�#-&31@6�# s �&W ¢ t W �q8&1�&3) 
 !�# S )*Cp#52KDq87) �7Ww�7W	�&4

#7698&%+'-,&691?%31@%K%36�#7%>E�lm)<%�&A1?Cp)<2
wk
/.#52

ŵk
69F &A)"#B8�4 
�/.#02�&A1?2NE&)*%+)<%�&A1?Co# &A)*8723%

ρ̂(a)
E7)�!@#Cp#D#&1?Q*2K)$%38&1�L0#D#.&A)

ŵk =
∑

a∈S[−q,q]

ρ̂(a).

�'#()"#=E&;*E&871�& }92	�0'*)f#58:!?)*C>Cp)�E7) �C!@8�&3%�
�� s L9651@2 �v,&)<6923)<C �qW��vE&)U� ��1�! � �  B/.#52h) V7)<Cp/�!@) t )*&
#08o��65236�!�!�#51?23) �&Wm�7W��kDq87) Nd/2√

ŵk
ρ̂(k)

)*& Nd/2√
ŵk
ρ̃(k)

%36D# &�#5%��HC>/�&36D&A1?Dq87)*C>)"#.&�E&1@% &A2K1@F&8&;<%�%3)"!?6�#
8�#&) !?691 #&6923Cp#D!?) N (0, 1)

W0� #J/X)<8�&�#D!?6923% '*6D#&%�&3238&1?23)�E7)*8HVJ/&236q'*;<E&8&2K)*%�%3;<DB8&)"#.&A1?)"!�!@)*%�/X658&2E7;*&A)<23C>1$#&)<2 !zl{692KE&23)
q
E&8+Cp6qE&Q"!?)5W5��)*%�/&2K6H'<;*E&8&2K)*%�%36D# &f#D#&#D!@69}58&)*%�
$'<)"!�!@)*%�'<6�#,#B8&)<%�/n698&2

!?)*%vC>6HE7Q"!@)<% T	R &A)<Cp/n6923)*!@%<W
����� ����� � � ��� � � �0��������� � � �5��� L

�8#�~�#51?%A#D#.&�L0#52K1@)<2
q0
E.#D#&%

S[
�
,∞]
4X6�# &A)*% &A)N%K8&'*'<)*%3%K1?L5)*C>)"#.&

H0,q0

"
q = q0

'<6�#.&A2K)
H1,q0

"
q 6= q0

'<69CpC>)$%K8&1�&*W
�q698&%

H0,q0

4
ρ(k) = 0

/n698&28&A698 &
k /∈ S[

�
, q0]
E�lm#5/&2KQ*%�!@)���69236D!$!�#01@23) �&Ww�HW�
k)*& Nd/2√

ŵk
ρ̂(k)

)<%�&
#0%K�qCp/ &A6D&31@DB8&)*C>)"#.&|E&1?%�&A2K1@F&87;(%K)"!?6�#	8�#&):!?691 N (0, 1)

W �'# %3)(E&6�#�#&)J#-!@692K%
K ∈ N∗ #5%K%3)  }52A#D#&Ed))&U/n698&2

α = 5%
4.6�#dE&;*'<1@E&)(#D!?6923%vE�lw#5'<'*)</�&A)<2

H0,q0

%K1

ρ̂(k) ∈ [−uα/2

√
ŵk

Nd/2
, uα/2

√
ŵk

Nd/2
],

s �&W���� t
/n698&2%&3698�&

k ∈ S[
�
, � ]\S[

�
, q0]
4n6 �

uα/2 = 1, 96
)<%�&�!@):DB8.#D#.&A1�!@)(E�l{6923E&2K)

1− α/2
E�lm8�#

!?691 N (0, 1)
W

����� ����� � � ��� � � �0��������� � � �5��� S
��))& &A)�/&2K6H'<;*E&8&2K)f)<%�&a#D#.#D!?69}98&) 
E!�#v/&2K;*'<;*E&)*# &3)�)*#J23)<Cp/�!�#5�*#D#.&

ρ̂
/.#52

ρ̃
W��h#U��6�#&E&1+&A1?6�#s �&W���� t )<%�&�#D!@692K%�23)<Cp/�!�#5'<;*)k/.#52E!@#I'*6�#&E71�&A1?6�#�%3871?L0#D#.&A)

ρ̃(k) ∈ [−uα/2

√
ŵk

Nd/2
, uα/2

√
ŵk

Nd/2
].

s �&W��9� t
j|698&%$#ML56�#&%:#5/&/�!@1@DB8&;('*)<%$E&)<8HV�/7236q'*;*E78&23)<%k#58�C>6HE7Q"!@) L6M 4X'0lm)<%�&�G 
¡G E&1@2K)J#58 '-,.#5C>/T�RNs
(1, 0) t E&;iu #&1�/.#02#"

Xt = εt + 0.2 ε(t1−1,t2),6 �
(εt)t∈Z2

)*% &|8,#&)k%3871�&A)kE7):L0#52K1�#5F�!@)*%�#D!@;*#-&A691?23)<%�1$#7E&;*/n)"#&E&#D#.&A)*%r))&U1?E&)"#.&31@DB8&)*C>)"#.&rE&1?%�G
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�
,
]$���

]} %38&2 !@)(23)<'*&-#-#&}�!@)
S[

�
,
]����

]
4 !?)*%|23;<%38,!+&-#-&3%65F�&A)*#q87%�/.#52 !@#U/&2K)*C>1@Q*2K) s 23)*%K/�W9%K)*'*6D#&E&) t /&2K6H'<;*E&8723)�/n)*87L5)"#.&�%3)v/&2K;*%K)"#.&A)<2*4�/n698&2a'-,&#5DB8&)
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Estimateur 1

*-,/.�� �&W % 3d��236q'*;<E&8&2K)>�$G�� )*% &
q = (0, 0)

L0#D!@)<8&2
q0

&A)<%�&3;*)545%3698&%�~�6923C>)fE�lm8,#NCp#51�!$!�#0}9)�%3872
S[

�
,
S$�

]
4¡6 � )*#N'-,.#5DB8&)v/n691$#.&

k
#5/7/.#52A# � &8,#&) ∗ %K1 !@#('<6�#&E&1+&A1@6D# s �&W���� t s 23)<%3/�W s �7W?�9� t3t )*%�&fL9;<231?u&;*)�))&�8�# ◦ %31�#&6�#�WH��)<%�23;<%38,!+&-#-&3%�6�#.&;*&3;:69F�&A)*#B8&%U}52	�5'<):#58	/72369}923#5C>Cp) � ����_���	E&) !zl R #�#&)iVH) R /.#5}9)+��
��qW

��)*%�2K;*%38�!�&-# &A%�E7)'!�#(/&23)<Cp1?Q*23)U/&236q'*;<E&8&2K)$%36�#.&�E&6�#,#&;<%v/.#52 !@)*%�u.}98&2K)*%�* ,/.����&W % 4�*-,/.��
�&W ¢ 4 *-,/.�� �&W � ))& *-,/.�� �&W����7W ��))& &A)f/&236q'*;<E&8&2K)f'<6�#&E&8&1+& 
|E7;*'*1?E&)*2

q = (1, 0)
W �8#=)*�X)*&M4�/n698&2

q0 = (0, 0)
))&
q0 = (0, 1)

4.6D#	69F &A1@)*#.&�!?)*%vu.}98723)*%0*-,/.����&W % )*&2*-,/.����&W ¢ %3872 !?)*%KDq87)"!$!?)*% !@)
◦ 
 !ylm)<Cp/,!@#5'*)<Cp)*#.&

(1, 0) /∈ S[
�
, q0]
/n)*23C>)*&|E&)(23) �K)*&3)*2

H0,q0

Wn� 698&2
q0 = (1, 0)

4.Cp#D!@}523;DB8&)"!?DB8&)*% ◦ !@651$#.&-#51�#&% 
 !zl{)iVC&A;<231@)<8&2IE&)
S[

�
, q0]
4 !@#	u.}98&2K) *-,/.�� �&W � 1$#&'<1�&A)<2A#51+&J/�!@8�&3�D&9
#5'<'*)*/ &A)*2

H0,q0

W�� 698&2+8,#&)�L0#D!@)<8&2NE&)
q0
;<}�#D!@) 
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q0
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q = (1, 0)
W
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*-,/.����&W?�M�74 *-,/.�� �7W?��
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�'<)"!�!@)NE&6�#�#&;*)'*1 G E&)<%3%K8&%*W �'#�/n)*8 &v69F&%K)*2KL5)*2rDB8&)'!?)*%�E&)<8HV�/7236q'*;*E78&23)<%vE�lm1?E&)"#.&31?u.'*#-&A1?6�#o'<6�#&E&8&1?%3)*# & 
:!�#C$�*C>)$'*6�#7'"!@87%31@6D#�W
jU6987%N#ML96�#&%+#08&%3%K1�#5/&/�!@1@DB8&; !@)<%JE&)<8HVO/&2K6H'<;*E&8723)*%JE�lm1?E&)"#.&31?u.'*#-&A1?6�# #58OC>6qE&Q"!?) LQP 4DB8&1�)<%�&>8,#�'-,.#5C>/ T	RNs
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*-,/.����&W��9�43���2K6H'<;*E&8&2K) 
=G�� )*% &
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Estimateur 2

*-,/.����&W�� � 3���2K6H'<;*E&8&2K) 
=G�� )*% &
q = (1, 1)

Y�Z Y \Xb46r]N^hg��	e 5k^hg<`=] b46 2 `>b��%3)6E< =@? �
p � < ;�5:^hg*5(c	�

��6923%KDq87) !zl{6923E&2K)
p
E�lm8,#�'-,&#5Cp/ R�SJs

p t )<%�&:'<6�#,#B8�4�6�# /X)<8�&k)*C>/,!?6 �5)*2'!?) �v,&;<6923Q<Cp)�7W!
HW���E7)�!@#E�H)*')&A1?6�#(�7W�
�/n698&2�)<%�&A1?Cp)<2�%3)<%�/.#02A#5C>Q*&323)*%<W �8#='<)�Dq871q'<6�#&'<)*2 #7)�!ylm1?E&)"#.&31?u.'*#-&A1?6�#E&)9!zl{692KE&23)
p
E&8xCp6qE&Q"!?)54�1�!v)*% &p/n69%K%31@F�!@)dE�l{8�&A1�!@1@%K)*2 !@#�Cp;)&A,&6qE&)dE&)������9%�&3,&)*1?C s � ¢D� � ts L5691@2=� ����� � �¡  t ~�6D#&E&;*)=%38&2�!@)<%U'<231�&3Q*2K)*%�E�lm1�#7~�6923Cp#-&31@6�# s�R�
 ��4 � 
 � t /n698&2 !�#+%3;"!?)*')&A1@6D# E&)C>6HE&Q*!@)<%*4.C>;*&A,76HE&)(2A#0/&/X)*!@;<)=E.#-#&%(!@# �H)<'*&31@6�# �7W�
>#58�/.#02A#5}923#5/&,&)=�7W!
HWm�7W jU6987%�E&6�#�#&6�#&%1@'<1X8�#&):#58�&323)$C>;*&3,&6HE7)$E�l{1@E&)*# &31?u.'*#-&A1?6�#p~�6D#&E&;*)k%K8&2v8,#&)UL9)*2K%31?6�#d%3/.#-&31�#D!?)�E&)(!�#=~�6�#7'*&A1?6�#E�lm#58�&36H'<69232K;"!�# &A1@6D#�/.#52�&31@)*!$!@)U)*C>/&1@2K1@DB8&)k8&%K8&)"!�!@)0W���!�!@)k)<%�&UE&6�#&'(#D#.#-!@69}987) 
 !@#+/7236q'*;*E78&23)E�l{1@E&)*#.&A1?u&'M#-&31@6�#�E&):C>6HE7Q"!@)<% R$S &3)*C>/X6523)"!?%*W

��� ����� � C �_G � E I E � E 	 C � �  � G � �
"$#D#&%+'<)*& &3)d/.#52�&31@)04 #&6987%>8 &A1$!?1@%K6�#&% !?)*%NC$�*C>)*% #76D&-#-&31@6�#7%IDB8&)dE.#D#&% !�#��q)*'*&31@6�#��HW�
)*&�'*6�#7%31@E7;*236D#&%$8,#�'-,.#0Cp/ R�SJs

p t 'M#58&%3#D!
(Xt)t∈Zd

E7)I/.#523#5CpQ)&A2K)
p 6= � 1�#&'*6�#�#q8�))&$E&)~�6�#&')&A1?6�#�E&):'*6�L0#5231@#D#&'<)

γ
4HL9;*2K1?u #-# &

Xt −
∑

j∈S〈 � ,p]

φjXt−j = εt,
s �&W?� 
 t

6 �
(εt)t∈Zd

)*% &a8,#7)fE&1+��;<23)*#&'*)�E&)�Co#02�&A1�#&}�#D!?)�DB8.#5E&23#D#.&-#D!?)�'5l{)*%�&�G 
¡G E&1@2K)�L9;<231?u.#D#.& !@#r'<6�#&E&1 G
&A1?6�# s 
qWw� t W"�) !�#�C$�*C>)ICo#-#&1@Q<23)NDB8&)+E.#D#&% !@# �q)*'*&31@6�#��7W ��E&8 ��,.#5/&1+&A23)+�H4�1$#.&A2K6HE&871@%36D#&%$/n698&2
&A658�&

λ ∈ S〈 � ,∞]
4 !@)JL5)*')&A)*872=E&)N'<6H) � '*1@)*#.&A%

φλ = (φλ,j)j∈S〈 � ,λ]

%36D!@8�&31@6�#�4 !@692K%3DB8�lX)"!$!?)
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) VH1@%�&3)54.E&)<%r;*DB8.#-&31@6�#&%rE&)���8,!?)iG � #D! 
5)<2*4

E(Yλ,tXt−j) = 0 ∀j ∈ S〈 � , λ],
s �7W?��� t

6 �
Yλ,j = Xt −

∑

j∈S〈 � ,λ] φλ,jXt−j

W
�8#	6923E&6D#,#.#D#.&�!@)*%E&A)<23C>)*%UE&)

S〈 � , λ]
/.#52E!ylm692KE&23)F!@) VH1@'*65}92A#5/7,&1@DB8&) s �5W�
 t 4 '*)*%U;*DB8.#-&31@6�#7%%K):23;*%K8&C>)"#.&|/.#52E!zl{;*DB8.#-&31@6�#�Cp#-&3231@'<1@)*!$!@)|%3871?L0#D#.&A)
Γλφλ = γλ

s �&W�� � t
#ML5)*'(/X69872

i, j ∈ S〈 � , λ]
4

Γλ(j, i) = γ(j − i),))&

γλ(j) = γ(j).
�8#7u #�4,#&698&%r'<6�#&%31?E&;*2K6�#&%v/n698&2�8�#&)k69F&%K)*2KL0#-&31@6�# {Xt, t ∈ S[

L
, � ]} 4,!zl{)*% &A1@Cp#-&3)*8&2

φ̂λE7)
φλ

%K6�!@8 &A1@6D#�4�!?6923%KDq87)()*!$!?)$)iVH1@% &A)04nE7)F!ylm;<DB8.#-&A1?6�#�Cp#-&A2K1@'*1?)"!�!@)|%38&1�L5#-# &3)
Γ̂λφ̂λ = γ̂λ,

s �&W�� � t
#ML5)*'(/X69872

i, j ∈ S〈 � , λ]
4

Γ̂λ(j, i) =
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−λ∈S[ � , � ]

Xt−iXt−j

))&

γ̂λ(j) =
1

Nd

∑

t∈S[ � , � ]

t−λ∈S[ � , � ]

XtXt−j.

j|698&%�;*&38&E&1@6D#&%�!�#$'*6D#&%31?%�&-#-#&'*)r)*&�!@# #76923Cp#D!@1+&A;f#5%K�qC>/�&A6-&A1@DB8&)rE&)r'<)*&�)*% &A1@Cp#-&3)*8&2�#0u,#E�lm69F &A)"#71@2v8,#&):/&2K6H'<;*E&8723):E�l{1@E&)*# &31?u.'*#-&A1?6�#�W
����������>��������� Z � Z �7L���� 2

(Xt)t∈Zd

($# #<1 ! �$% ,.*�& )�' *
p , � ,.1 #2,8347 / -;2 1 , !$#(* 465;:.7 , ���

(εt)t∈Zd

($# # 1 ! ( - 2 � / - ( !1� ( - ( *$,.- #52/!��&,838( /21 , - -0, !$#�,838( #�(�3�38( /21 (+&$� 1 - #%� 1 #
t ∈ Zd C

E(ε4t ) <∞ ( # 7 / -;2 1 ( &$� 1 -0#%� 1 #
t ∈ Zd C

E(ε2t | ∨d
i=1 F i(ti − 1)) = σ2 & 5 #25

,83 � -D#$C &$� 19-2#�� 1 #
i, j ∈ S〈 � , λ]

C
Γ̂λ(j, i)

P−−−→
N→∞

Γλ(j, i)

( #
γ̂λ(j)

P−−−→
N→∞

γλ(j).
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p
4
q t 4 p 6= � W

�

"�)<%U;<Dq8&#-&A1?6�#&% s �7W?� � t )*& s �&W�� � t 6�#	E7;*E&8&1+&E!@)k2K;*%38�!�&-# &rE&):'*6�#&%K1@% &-#D#&'<)=%K8&1?L0#D#.&*W
P ����� � � � �5� � Z � Z � S ��� 2

(Xt)t∈Zd

7 / -;2 1 (@38($#4%	�$&$�"#�%�
$# ($# - ( 3 , &6- �$&$� #�2/# 2 �"! &6- / � / - ( !$#�( ( ##�2 - ( &�3 1=# Γλ
($# # 2/!"7.(+-D#�25<>38(H&$� 19- 1 ! � (+- # ,82/!

λ ∈ S〈 � ,∞]
C!,83 � -D#

φ̂λ
P−−−→

N→∞
φλ.

� &A8&E&1?6�#&%>Co#01$#.&A)*#.#D#.& !@#�#76923Cp#D!@1+&A;�#0%K�qCp/ &A6D&31@DB8&)�E&) !ylm)<%�&A1?Co# &A)*872>E7)*%oC>691�#&E&23)<%'M#02323;<%
φ̂λ

W "Jlm#5/&2KQ*%E!�#+��2369/n69%K1�&A1?6�#4�&W	�&W��94
Γ̂λ

P−−−→
N→∞

Γλ.

"�6�#7'54�E.#-#&% !zl{,��q/X6D&3,&Q*%K)P6 �
Γλ

)<%�&d1�#BL5)*2K%31@F�!@)54 !zl{;*&38&E&)�E&) !@# '*6D#BL5)*2K}9)"#&'<)�)*# !@691|E&)
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φ̂
(ν)
λ,λ

P−−−→
N→∞

φ
(ν)
λ,λ

)*&

φ̂
(ν)
λ,λ

)*% & AN (φ
(ν)
λ,λ,

(Σ
(ν)
λ V Σ

(ν)′

λ )λ,λ

Nd
).

jU6987%I#ML96�#7%+#5/&/,!?1@DB8&;>'*)*%JE&1��X;*2K)"#.&A)<%I/&2365/&231?;*&A;<% 
 !ylm1?E&)"#.&31?u.'*#-&A1?6�#PE&8 C>6HE&Q*!@) YXPDB8&1�)*% & !@)k'-,.#5C>/ R$SUT	RNs
(1, 1)

4
(1, 1) t "

Xt − 0.7X(t1−1,t2) + 0.56X(t1−1,t2−1) − 0.8X(t1,t2−1)

= εt + 0.8 ε(t1−1,t2) + 0.3X(t1−1,t2−1) + 0.5 ε(t1,t2−1),

6 �
(εt)t∈Z2

)*%�&a8,#&)�~�#5Cp1�!$!?)�E&)fL0#52K1�#5F�!@)*% #D!?;M#-&3691@2K)*%h1$#7E&;*/n)"#&E&#D#.&A)*%a)*&�1@E&)*# &31@DB8&)<Cp)*# &aE&1@% G
&A2K1@F&87;*)*%�E&)'!@651 #&6523Cp#D!@)<%�'*)*#.&A23;<):23;*E78&1�&3)5WHjU698&%r#ML56�#&%v%31?CI8,!?;

500
23;</,!@1?DB8&)*%�E78�'-,.#5C>/

(Xt)t∈Z2
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S[
L
,
]$�
�

]
)*&k'*#D!@'<8,!@;F!�#pCp6��9)*#,#&)I))&'!ylm;<'M#52 &KG & �q/n)I)*C>/&1?231@DB8&)<%

E&)
φ̂

(ν)
λ,λ

/n698&2�E&1+��;<23)*# &3)*%�L0#D!@)<8&23%aE&)
λ
)*&
ν
/&#528!@)�/72369}923#5C>Cp) � ����_���>E7;*'*2K1�& 
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������� �7W � 3 T 6��9)*#,#&)*%�)*&r;*'*#52�&3%�G & �H/n)*%U)*C>/&1@2K1@DB8&)<%�E&)
φ̂

(ν)
λ, λ

/n698&2%!@)kC>6qE&Q"!?)k���
/10�2�3�465,273�8	9;:

(0.7038,−0.5628, 0.7989)

�H1 !zl{6�#d#5/7/,!@1?Dq87) !@)*%r/&2K69/&2K1@;*&3;*%v/&2K;*'<;*E&)*# &3)*%4
N'<)(C>6qE&Q"!?)54&6�#d69F &A1@)*#.&rDq87)
(i) φ̂

(ν)
(1,1),(1,1) ∼ φ̂

/X69872
ν � q = (1, 1)

4
(ii) φ̂

((1,1))
λ,λ ∼ 0

/X658&2
λ � p = (1, 1)

4
λ 6= p
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φ̂
(ν)
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L6M f
Xt = εt + 0.2 ε(t1−1,t2)

• S )</&23;<%3)"#.&A#-&A1?6�#&%|}92A#5/7,&1@DB8&)<%
LQP f

Xt = εt + 0.8 ε(t1−1,t2) + 0.3 ε(t1−1,t2−1) + 0.5 ε(t1 ,t2−1)

• S )</&23;<%3)"#.&A#-&A1?6�#&%|}92A#5/7,&1@DB8&)<%
• ��2K6H'<;*E&8723)*%|}923#5/&,&1?Dq87)*%rE&):E&;*&3)*2KCp1�#.#-&A1?6�#�E&) !zl{692KE&23)kE&8�C>6HE&Q*!@)
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SVU f
Xt − 0.45X(t1−1,t2) = εt

• S )</&23;<%3)"#.&A#-&A1?6�#&%|}92A#5/7,&1@DB8&)<%
SVM f

Xt − 0.45X(t1−1,t2) = εt + 0.2 ε(t1−1,t2)

• S )</&23;<%3)"#.&A#-&A1?6�#&%|}92A#5/7,&1@DB8&)<%
SXP f

Xt − 0.45X(t1−1,t2) = εt + 0.8 ε(t1−1,t2) + 0.3 ε(t1−1,t2−1) + 0.5 ε(t−1,t2−1)

• S )</&23;<%3)"#.&A#-&A1?6�#&%|}92A#5/7,&1@DB8&)<%
• �a#5F�!@)M#08�E7)F!ylm1?E&)"#.&31?u.'*#-&A1?6�# R$SUT	R
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YVU f
1− 0.7X(t1−1,t2) + 0.56X(t1−1,t2−1) − 0.8X(t1−1,t2−1) = εt

• S )</&23;<%3)"#.&A#-&A1?6�#&%|}92A#5/7,&1@DB8&)<%
• �a#5F�!@)M#08�E7)F!ylm1?E&)"#.&31?u.'*#-&A1?6�# R$SUT	R

YVM f
1− 0.7X(t1−1,t2) + 0.56X(t1−1,t2−1) − 0.8X(t1−1,t2−1) = εt + 0.2 ε(t1−1,t2)

• S )</&23;<%3)"#.&A#-&A1?6�#&%|}92A#5/7,&1@DB8&)<%
• �a#5F�!@)M#08�E7)F!ylm1?E&)"#.&31?u.'*#-&A1?6�# R$SUT	R

YXP f
1− 0.7X(t1−1,t2) + 0.56X(t1−1,t2−1) − 0.8X(t1−1,t2−1) = εt + 0.8 ε(t1−1,t2)

+0.3 ε(t1−1,t2−1) + 0.5 ε(t−1,t2−1)

• S )</&23;<%3)"#.&A#-&A1?6�#&%|}92A#5/7,&1@DB8&)<%
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Z[U f
Xt −X(t1−1,t2) + 0.7X(t1−1,t2−1) − 0.7X(t1,t2−1) + 0.16X(t1−2,t2)

−0.112X(t1−2,t2−1) = εt

• S )</&23;<%3)"#.&A#-&A1?6�#&%|}92A#5/7,&1@DB8&)<%
Z[M f

Xt −X(t1−1,t2) + 0.7X(t1−1,t2−1) − 0.7X(t1,t2−1) + 0.16X(t1−2,t2)

−0.112X(t1−2,t2−1) = εt + 0.2 ε(t1−1,t2)

• S )</&23;<%3)"#.&A#-&A1?6�#&%|}92A#5/7,&1@DB8&)<%
ZeP f

Xt −X(t1−1,t2) + 0.7X(t1−1,t2−1) − 0.7X(t1,t2−1) + 0.16X(t1−2,t2)

−0.112X(t1−2,t2−1) = εt + 0.8 ε(t1−1,t2) + 0.3 ε(t1−1,t2−1) + 0.5 ε(t−1,t2−1)

• S )</&23;<%3)"#.&A#-&A1?6�#&%|}92A#5/7,&1@DB8&)<%
• �a#5F�!@)M#08�E7)F!ylm1?E&)"#.&31?u.'*#-&A1?6�# R$SUT	R

P � � � �0�+� � � � ��� � � � f %3)*871$!$!@#5}9)U)"#.&A2K):GJ
5�N)*&B
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]VU f
Xt − 1.3X(t1−1,t2) + 0.455X(t1−1,t2−1) − 0.35X(t1,t2−1) + 0.4X(t1−2,t2)

−0.14X(t1−2,t2−1) − 0.228X(t1−2,t2−2) + 0.741X(t1−1,t2−2) − 0.57X(t1,t2−2) = εt

• S )</&23;<%3)"#.&A#-&A1?6�#&%|}92A#5/7,&1@DB8&)<%
]VM f

Xt − 1.3X(t1−1,t2) + 0.455X(t1−1,t2−1) − 0.35X(t1,t2−1) + 0.4X(t1−2,t2)

−0.14X(t1−2,t2−1) − 0.228X(t1−2,t2−2) + 0.741X(t1−1,t2−2) − 0.57X(t1,t2−2) = εt
+0.2 ε(t1−1,t2)

• S )</&23;<%3)"#.&A#-&A1?6�#&%|}92A#5/7,&1@DB8&)<%
]XP f

Xt − 1.3X(t1−1,t2) + 0.455X(t1−1,t2−1) − 0.35X(t1,t2−1) + 0.4X(t1−2,t2)

−0.14X(t1−2,t2−1) − 0.228X(t1−2,t2−2) + 0.741X(t1−1,t2−2) − 0.57X(t1,t2−2) = εt
+0.8 ε(t1−1,t2) + 0.3 ε(t1−1,t2−1) + 0.5 ε(t−1,t2−1)

• S )</&23;<%3)"#.&A#-&A1?6�#&%|}92A#5/7,&1@DB8&)<%
• �a#5F�!@)M#08�E7)F!ylm1?E&)"#.&31?u.'*#-&A1?6�# R$SUT	R
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