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Introduction

L’objectif de ma thése est d’étudier le spectre d’opérateurs de Schrédinger périodiques
perturbés, en dimension 1. Précisément, pour € > 0 et ¢ € R, on considére 'opérateur défini sur
L?(R) par :

2
- dx?

lorsque V est une fonction périodique de carré localement intégrable et W décroit suffisamment
vite vers 0 & l'infini.
L’opérateur H, . apparait comme une perturbation d'un opérateur périodique Hy :

H,.= + [V(z) + W(ex + ¢)], (1.1)

HQ =-A+V. (12)

Le spectre de Hy est absolument continu et est constitué d’intervalles réels appelés bandes séparés
par des lacunes.
Si la perturbation W est relativement compacte par rapport a Hy, il apparait dans les lacunes de
Hj des valeurs propres [39, 31]. On se propose de localiser ces valeurs propres appelées niveaux
d’impureté.
L’équation

Hyoth = Y (13)

dépend de deux paramétres € et . On se place dans le cadre de la limite adiabatique ou le
parametre € est petit. La périodicité de V' implique que les valeurs propres de H,. sont e-
périodiques en . On choisira donc le parameétre ¢ complexe et on supposera que W est analytique
dans une bande du plan complexe.

Lorsque le potentiel V' est nul, le probléme a été largement étudié. Par exemple, le cas ou W
est un puits de potentiel est bien connu : dans l'intervalle ]ilﬂ%f W,0[, il y a une suite quantifiée

de valeurs propres [9]. On donne une description similaire des valeurs propres de H, . dans
un intervalle J hors du spectre de Hy. Précisément, lorsque W et J vérifient de plus quelques
conditions supplémentaires décrites dans les paragraphes 2.2.1, 2.2.3 et 2.3.1 du chapitre 2, on
montre que les valeurs propres de H, . oscillent autour de certaines énergies quantifiées par une
condition de type Bohr-Sommerfeld ; I’amplitude des oscillations est exponentiellement petite et
est déterminée par un coefficient tunnel.

Des perturbations plus compliquées du laplacien ont été étudiées. Le cas ou W est un double
puits est notamment un probléme intéressant [34, 20, 26, 19]. Ces études ont en particulier mis
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en évidence des phénomeénes de « splitting » entre les valeurs propres associées a chaque puits.
On démontre au chapitre 10 des résultats analogues pour H ..

1.1 Motivation physique

L’opérateur H, . est un des modeles importants de la physique du solide. La fonction
est la fonction d’onde d’un électron dans un cristal avec des impuretés. V' représente le potentiel
du cristal parfait : il est périodique. Le potentiel W modélise la perturbation induite par les
impuretés. Dans les semi-conducteurs notamment, cette perturbation est a variation lente ([40],
[2] chap. 29) ; il est donc naturel de se placer dans le cadre de la limite semi-classique, c’est & dire
lorsque ¢ — 0. Les valeurs propres du probléme & un électron forment une échelle de niveaux
d’énergie quantifiés. La statistique de Fermi-Dirac appliquée a ces niveaux d’énergie pour une
particule permet de développer une théorie du transport similaire & celle des gaz ou des métaux
(2] chap. 28, [3] chap. 15, [22] chap. 8).

1.2 Perturbation des opérateurs périodiques
Dans R?, la théorie spectrale des perturbations d’un opérateur périodique
Hp=Hy+ P (1.4)

a donné lieu & de nombreuses études avec des points de vue différents.

La caractérisation de I'existence des valeurs propres n’est pas aisée : en particulier, en dimension
quelconque, [23| met en évidence la présence de valeurs propres plongées dans les bandes. Sur
I’axe réel, la situation est plus claire. Si la perturbation est intégrable, les seules valeurs propres
possibles sont dans ’adhérence des lacunes ([32, 21]).

Pour dénombrer les valeurs propres dans les lacunes, 1’étude des fonctions de comptage a de
multiples applications. Dans le cas des grandes constantes de couplage, c’est-a-dire lorsque P =

AU, et A — 400, [1, 4, 35] ont étudié )\DEIEOO tr(P[E,E’

de Hy sur un intervalle [E, E'] d'une lacune de Hy). Dans le cadre semi-classique, [8] a donné,
sous des hypothéses voisines des miennes, un développement asymptotique de tr[f(H, )], pour
f € C°(R) et Supp f dans un gap de Hy. Ces formules asymptotiques de trace sont valables en
toute dimension mais peuvent s’avérer insuffisantes. Dans asymptotique obtenue dans [8] par
exemple, la précision du reste dépend des dérivées successives de la fonction f et ne donne pas
une localisation exponentiellement précise des valeurs propres.

En dimension 1, la théorie de la diffusion bien connue dans le cas V' = 0 a été développée dans
ce cadre plus général [16, 27|. Précisément, on construit des solutions particuliéres de 1’'équation
(1.4) tendant vers 0 en +oo, appelées récessives. Les valeurs propres de ’équation (1.3) sont alors
simplement données par une relation de colinéarité entre ces solutions.

]), ol P[%?E,] = 1ig,pH) (projecteur spectral

1.3 Principales étapes de I’étude

On donne ici les grandes lignes qui vont guider ce travail. Une des difficultés principales
de I’étude est de prendre en compte la dépendance de ’équation en les paramétres € et ¢ et,
en particulier, de découpler la variable « rapide » x et la variable « lente » ex. L’idée nouvelle
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développée dans [10, 12] est la suivante : on construit des solutions particuliéres de (1.3), vérifiant
une relation dite de cohérence :

f(x+1780>E7€):f(x790+5aE75)' (15)

Cette relation permet de relier le comportement en x et le comportement en .

Pour trouver une solution récessive de (1.3), il suffit de trouver une solution de (1.3) qui vérifie
(1.5) et qui tend vers 0 quand |Re ¢| tend vers +oco. On commence donc par construire, sur la
demie-bande horizontale {¢ € C ; ¢ €] — oo, —A] 4+ i[-Y, Y]}, une solution hY de I'équation
(1.3) qui est cohérente et tend vers 0 quand Re ¢ tend vers —oo. De méme, on construit hjl_ pour
{p € C; ¢ € [A,+oo[+i[-Y, Y]} (chapitres 6 et 7). Ces deux fonctions sont récessives en la
variable x. La caractérisation des valeurs propres est alors simplement donnée par la relation de
colinéarité entre h? et he :

w(h?,hd) = 0.

Dans l'équation ci-dessus, w désigne le wronskien dont la définition est rappelée en (3.4).

Il reste alors & calculer w(h?, hi). Pour cela, on utilise la méthode WKB complexe établie par A.
Fedotov et F. Klopp. Cette méthode consiste principalement & décrire certains domaines du plan
complexe, appelés domaines canoniques, sur lesquels on construit des fonctions vérifiant (1.5) et
admettant de plus une asymptotique particuliére :

fe(z, @, Ee) = eiéfw”(zpi(x, 0, E)+0(1)), e—0. (1.6)

Dans la relation (1.6), la fonction x est une fonction analytique multi-valuée définie en (2.4) ; les
fonctions ¥4 sont des solutions particuliéres de I’équation

Hoyp = (E = W(p)),

analytiques en ¢ sur ces domaines canoniques, appelées solutions de Bloch. On justifiera 1’exis-
tence de telles solutions au paragraphe 5.2 du chapitre 5.

A. Fedotov et F. Klopp ne prouvent Iexistence de fonctions avec I'asymptotique (1.6) que sur
des domaines compacts du plan complexe des ¢. Nous étendrons certains résultats a des bandes
infinies du plan complexe. La relation de cohérence (1.5) implique en fait que la fonction h?
veérifie a gauche de —A I'asymptotique (1.6) et que hi vérifie une propriété analogue a droite de
A. Le calcul de w(h? , hi) ainsi formulé est alors similaire aux calculs traités par A. Fedotov et
F. Klopp. Il s’agit de trouver un domaine suffisamment grand du plan complexe dans lequel on
connait le wronskien de h? et h.

Les techniques mises en place dans leurs travaux mettent en évidence des obstacles topologiques
qui modifient ’asymptotique (1.6) et qui dépendent de l'allure de W et de E.

Mon étude envisagera essentiellement deux cas pour W, dont les exemples les plus parlants sont
respectivement le simple et le double puits. Les hypotheéses précises sont données aux paragraphes
2.2 et 2.3.1 du chapitre 2.
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Les principaux résultats

Dans ce chapitre, on décrit le cadre général et les résultats principaux de la thése.
On commence par présenter les hypothéses concernant les potentiels V' et W, ainsi que 'intervalle
J. Ces hypothéses sont essentiellement de trois types. Tout d’abord, 1’étude demande certaines
hypothéses de décroissance sur le potentiel, nécessaires pour mettre en place la théorie de la
diffusion. D’autre part, étant donné les hypothéses imposées par la méthode WKB complexe de
[10], on exigera que W soit analytique dans un certain domaine du plan complexe. En dernier
lieu, il faut fixer le cadre géométrique, et en particulier I'allure de I’ensemble (E — W)~1(R)
lorsque E est réel.
Au vu des études menées dans le cas V' = 0 (|18, 6, 19]), deux exemples de potentiel W ont
principalement motivé ce travail : le simple et le double puits.
Pour chaque cas, on énonce une équation aux valeurs propres qui s’écrit en termes d’objets
géométriques construits a partir de Hy, W et E : les intégrales de phases et d’actions, définies
précisément aux paragraphes 2.3.2 et 2.4.4 de ce chapitre.

2.1 Le potentiel V

On suppose que V a les propriétés suivantes :

(Hvp) V est L2 , 1-périodique et a valeurs réelles.

On consideére alors (1.3) comme une perturbation de I’équation périodique :

2
)+ V@) = (B - W(o)). 1)

On utilisera donc certains résultats connus de la théorie des opérateurs périodiques, que l'on
présente en détail au chapitre 4.

L’opérateur Hy défini en (1.2) est un opérateur auto-adjoint sur H?(R). Le spectre de Hy est
formé d’intervalles réels :

o(Ho) = | [Bant1, Bansal, (2.2)
neN
ou les {E,} veérifient :
Ey < Ey < E3s < By..Eyy, < Fopt1 < Eopgo..., FEp, — 4o0o,n — +00.
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Ces intervalles [E9y,+1, Eon+2] sont tous de longueur positive mais peuvent se toucher. Ils sont
appelés zones spectrales. On posera Ey = —oo. Les intervalles (Ea,, Fop41) sont les lacunes.
Lorsque Fa, # Eany1, on dit que la lacune (Eay,, F2,41) est ouverte.

On supposera de plus que V est tel que :

(Hv g) Toutes les lacunes de Hp sont ouvertes.

Revenons quelque peu sur I'hypothése (Hy,). Cette hypothése est assez « générique ». Par
exemple, s’il y a un nombre fini de lacunes, alors V' est une fonction analytique réelle sur R.
Pour les détails et des compléments, on renvoie a [29], section XIII.16.

Un des objets principaux de la théorie des opérateurs périodiques est le quasi-moment de Bloch
noté k (voir paragraphe 4.2 du chapitre 4). Cette fonction de I’énergie & valeurs complexes est
multivaluée et admet un point de branchement en chaque borne du spectre E, ; ces points de
branchement sont de type racine carrée. En fait, cette fonction k généralise au cas V périodique,
le role joué par la racine carrée pour le laplacien libre; on trouvera des exemples dans les études
de [9, 17]. Le lecteur trouvera plus de détails sur cette fonction k au chapitre 4. Enfin, on notera :

(Hv) V vérifie (HV,p) et (HV,g)-

2.2 La perturbation W

2.2.1 Hypothéses de régularité
On suppose que W est tel que :

(Hw ) Il existe Y > 0 tel que W est analytique dans la bande Sy = {|Im (§)| <Y}
et il existe s > 1 et C > 0 tels que pour z € Sy, on a :

C

W < —-.
W) <

(2.3)

Ces deux hypothéses sont essentielles pour mettre en place la méthode WKB complexe. L’ana-
lyticité est I'un des points clefs dans la théorie de [10]. La condition de décroissance a l'infini
supplée a la compacité découlant de I'hypothése de périodicité de [10].

Avant d’énoncer les hypothéses géométriques sur W, on introduit le moment complexe, essen-
tiel dans la méthode WKB. Celui-ci fait apparaitre en particulier de facon tout-a-fait naturelle
I'importance de W~1(R).

2.2.2 Le moment complexe et ses points de branchement

On note :

Ci={peC;Imp>0}et C_={peC; Imyp<0}

Pour I'équation (1.3), on considére la fonction analytique x définie par la relation
r(p) = k(E - W(p)), (2.4)

ou la fonction k est le quasi-moment de Bloch (voir section 2.1). La fonction x est appelée moment
complexe. Elle joue un role crucial dans les problémes perturbés adiabatiquement, voir [5, 10].

6



2.2. La perturbation W

m;

FI1G. 2.1 — Une partie de W=H(R) = {(z,y) ; W(x +1i.y) € R}

On définit :
Y(E)={p€Sy; IneN; E—-W(p)=Ep} (2.5)

L’ensemble des points de branchement de k est clairement inclus dans Y(E). Le résultat suivant
donne une caractérisation des points de YT(F) qui sont des points de branchement de k. On
rappelle que N désigne I’ensemble des entiers positifs ou nuls.

Lemme 2.1. Soit o € Y(E). Si inf{qg ; W@W(p) # 0} € 2N + 1, alors ¢ est un point de
branchement pour k.

Ce résultat est une conséquence directe du fait que les bords du spectre de Hy sont des
points de branchement en racine carrée pour k.

2.2.3 Hypothéses géométriques

Le spectre o(Hp) est composé d’intervalles réels. Soit £ € R. Si E — W(p) est dans le
spectre o(Hy), alors W(yp) est réel. L’étude spectrale de (1.3) est donc étroitement lice a la
géométrie de W—L(R).

On donne maintenant les hypothéses géométriques sur W. Ces hypothéses sont essentiellement
une description de W~!(R) dans une bande autour de I’axe réel. Dans toute la suite, on appelle
ligne strictement verticale une courbe dont la pente est toujours strictement positive. On renvoie
au paragraphe 5.1.2 du chapitre 5 pour une définition plus précise.
(Hw.,g)

1. W est réel et a un nombre fini d’extrema qui sont tous non dégénérés.

2. 1l existe Y >0 et une suite finie de lignes strictement verticales {X;};c(1. ;)5
chacune passant par un extremum réel de W, tels que :

WIR) NSy = [J ZiuR (2.6)
ie{1...p}
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2.2.4 Quelques remarques

— Etant donné que W est analytique et réel sur R, on sait que W (@) = W(yp) ; en particulier,
W~Y(R) est symétrique par rapport a I’axe réel.
Certaines hypothéses de comportement asymptotique de W assurent que le point (1) de
(Hw,g) implique (2). C'est le cas par exemple si :

ds>1 W(z)~ — +00.

T+ 2"

— On pose Ej =3;NCret X =%;NC_.

— La figure 2.1 montre un exemple de la pré-image du réel par un tel potentiel.
Comme nous ’avons expliqué au paragraphe 1.3 du chapitre 1, on recouvre la bande Sy par
des domaines canoniques. Sur ces domaines, on construit des fonctions cohérentes a 1’asympto-
tique standard (c’est a dire vérifiant (1.5) et (1.6)). Pour faire le lien entre les bases associées
a des domaines différents, il faut en particulier contourner les points de branchement (pour des
études similaires, on renvoie a [17, 12]). On va donc énoncer certaines hypothéses plus précises
sur la configuration des points de branchement ; ces hypothéses permettent de fixer en particulier
(E —W)~(0(Hp)). Les résultats spectraux obtenus par A. Fedotov et F. Klopp pour l'équation
périodique perturbée par un potentiel périodique ont clairement mis en évidence I'importance
des positions relatives de J et o(Hp).

2.3 Le cas de la croix simple

2.3.1 Hypothéses sur Dintervalle J

On décrit maintenant l'intervalle d’énergie J ou l'on étudie la famille d’équations (1.3).

Enoncé

On suppose que l'intervalle J est un intervalle compact vérifiant :

(Hj)

1. Pour tout E € J, il existe une seule bande B de o(Hp) telle que (E — W)~ 1(B)

est non vide.
o]

2. Pour tout Ec€ J, C:=(E - W) 1(B) est connexe et compact et (E— W) 1(B)
contient exactement un extremum réel de W.

Conséquences

— Ces hypotheéses impliquent que l'intervalle J est inclus dans un gap.
La bande B intervenant dans le point (1) de (Hy) dépend de E a priori. Mais puisque J
est connexe, la bande B est la méme pour tous les E dans J.
De méme, 'extremum de W intervenant dans le point (2) de (H ;) dépend également de
E, mais par connexité, c’est le méme pour tous les E dans J.
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Pr

F1G. 2.2 - (E — W) Y(o(Hy))

Notations

On pose alors B = [Fa,_1, E9,], avec n € N*.
De plus, quitte a modifier W ou ¢, on peut supposer que l'extremum de W intervenant dans (2)
est 0.
L’hypothése (Hy) a alors les conséquences suivantes :

1. Pour tout E € J, (E— W) Y (o(Hy)) NSy = (E— W) YB) N Sy.

2. Soit E, € {E9,—1, Eay,} extrémité de B vérifiant E, € (E — W)(R) pour tout E dans J.
On définit aussi E; tel que {E;, By} = {Eap—1, Eop }.

3. Tl y a exactement quatre points de branchement (¢, , ;") € R? et (¢;,%;) dans Sy associés
a E,. et E;. On choisit les notations de telle facon que :

E-W(e)=E=E—-W(g,), oy <0<,
E—-W(p:)) =E—-W(%;) = E;, Im ¢; > 0.

4. Tl existe une ligne strictement verticale o passant par 0 et reliant @; et ;, telle que (E —
W) Y B)N Sy = [¢;, 9] Uc. On pose alors 0 = 0 NC, et o_ = o N C_. On notera
Y = (E—- W) L(R)\R. La ligne o vérifie o C X.

On a illustré ces faits dans la figure 2.2.

Quelques exemples

On appelle C la croix.
Pour mettre en lumiére ces hypothéses peu explicites, on va maintenant donner quelques exemples
ainsi que des conditions nécessaires sur l'intervalle J. On a représenté quelques exemples dans la
figure 2.3.
Le cas le plus simple est lorsque W admet un unique minimum non dégénéré W_ (cf.
figure 2.3 A).
Concrétement, on peut penser a 'exemple :

—Q

W) =1

a >0,
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i W, E — Eop
\/' E — Esy W
W I an—l TE — FEopq1
E - E2n
A B

FiG. 2.3 — Exemples de potentiel W

Alors, si on fixe B = [Fa,—1, E9,] et Y < 1, on peut choisir J = [a, b] tel que :
a ) a
max{Fay—2, Fon—1 — @, Fap, — 1—v2 Y2} <a<b<min{Fy_1,Eop—a, Eopyq — Ty Y2}

On peut également envisager le cas o W admet un maximum W,y et un minimum W_,
lorsque J est choisi pour ne voir la bande qu’autour du maximum (cf. figure 2.3 B).
Concrétement, prenons ’exemple suivant :

2 1

W(m):1+$2_1+($—5)2

J ClEap—1 + Wy, Egy_o + Wi [U|Eay, Eapi1 + W_[, |J| <|E2p—2 — Eap—1]|

Détaillons un peu cet exemple. Le choix de Y est un peu plus compliqué ici. L’étude de

I'équation W (u) = w pour w > W, montre qu’il existe une unique solution dans la bande

{Im u €]0,1[} que 'on note Z(w); on choisit donc Y €]sup Z(E — Egl_l),éngZ(E -
€

EecJ
Eg-2)l.

— On verra par la suite que 'on pourrait adapter notre méthode avec des hypothéses plus
faibles, comme par exemple lorsqu’on ne voit pas les points de branchement ¢; et p;
(croix non entiére), c’est-a-dire lorsque la ligne verticale o ne contient pas de points de
branchement de k. On renvoie au paragraphe 2.3.3.

Pour des raisons de simplicité, on a supposé que tous les extrema de W étaient non
dégénérés. 1l suffit en fait de supposer que seul l'extremum de W au niveau de la croix,
c’est-a-dire en 0, est non dégénéré.

— On pourrait affaiblir 'hypotheése (Hyy). 11 suffit que les lacunes contigues a la bande B
intervenant dans (H ) soient ouvertes.

2.3.2 Phases et action

Dans ce paragraphe on définit le coefficient tunnel ¢ et les phases ® et ®4; ces objets analy-
tiques ont un role essentiel dans la localisation des valeurs propres. Ces coefficients s’expriment
en particulier comme des intégrales du moment complexe s dans le plan des .

Dans Sy, on considére x une détermination du moment complexe continue sur la croix C.

10



2.8. Le cas de la croix simple

Définition et propriétés

On introduit maintenant ’action S et les phases ® et &, associées a la détermination k.

Définition 2.1. On définit la phase :

l'action :

la seconde phase :

0 0
By(E) = / (s(u) (7 et [ () () )+ / (1s(u)— ()l / ((u)—(77))du, (2.9)

g_

les intégrales étant considérées dans le sens des parties imaginaires croissantes.

Dans le chapitre 9, on démontre le résultat suivant sur le comportement des coefficients ®,
S et Dy.

Lemme 2.2. [] existe une détermination K; telle que les intégrales de phases et d’action ont les
propriétés suivantes :

1. Les fonctions E — ®(E), E — S(E), E — ®4(F) sont analytiques dans un voisinage
complexe de l’intervalle J.

2. ®, 5, &, prennent des valeurs réelles sur J. ® et S sont positives sur J.

3. VEeJ, & (E)E;,—FE,)>0, S(E)<2rIm (p(E)).
On définit le coefficient de tunnel :
t(E,e) =exp(—S(E)/¢). (2.10)

Le coefficient ¢ est exponentiellement petit en vertu du point (2) du Lemme 2.2.

Remarque

La phase et 'action sont simplement une généralisation de coefficients du type [ /E — W (p)de,

bien connus lorsque V' = 0 (on renvoie par exemple a [9, 17, 28|).

On notera également que le coefficient ® fait intervenir uniquement la valeur de W sur le réel,
alors que S et ®; dépendent des valeurs prises par W sur le complexe et donc de 'analyticité de
wW.

2.3.3 Les valeurs propres dans le cas de la croix simple

On va maintenant énoncer 1’équation aux valeurs propres de I’équation (1.3).

11



Chapitre 2. Les principauz résultats

Caractérisation des valeurs propres

Proposition 2.1. On suppose que les hypothéses (Hy), (Hw.,), (Hw,g) et (Hj) sont vérifiées.
Il existe =g > 0, un voisinage ¥V =V de J, deuz fonctions (E,e) — ®(E, ) et (E,e) — ®4(E, )
définies sur V|0, o[ et deux fonctions (p, E,e) — F(p,E,¢) et (o, E,€) — Ra(p, E,€) définies
sur R x Vx]0, o] telles que :

1. E est une valeur propre de H, . si et seulement si :
F(p,E,e)=0
2. La fonction F vérifie :
Vo R, VE €V, Ve €]0,e0[, F(p,E,c) = F(p, E,e)

3. La fonction ¢ — F(p, E,c) est e-périodique et son développement en série de Fourier
s’écrit :

(E 4(E) 2
F(p,E,e) = cos <(€)> + e 3B/ cos <Cl£) + %80 + p) + e SEVERy (0, B, ¢)

(2.11)
4. Les fon(,;tions &D, 5; vérifient les propriélés suivantes pour tout € €]0, o] -
- Ew— ®(E,¢) et E— ®4(E, ) sont analytiques sur V.
B(E,e) = D(E) 4 o(e) et q?d(E, g) = ®4(FE) + o(e) uniformément pour E € V.
5. Pour tout £ €]0, ¢, la fonction (¢, E) — Ra(p, E,€) est analytique sur R x V. De plus, il
existe une constante o > 0 telle que, pour tout € €]0,e¢[, et tout E dans V, la fonction Ra
vérifie les propriétés suivantes :

€ —2imu
/RQUEE /RguEeelgudu— , /RQ(U,E,E)G E du =0,
0

sup  |Ra(p, E, )| < e <.
PpER,EEYV

Les fonctions ®, &4, S sont définies au Lemme 2.2. p est un coefficient réel indépendant de
E, ¢, e et défini en (9.6).
Les niveaux d’énergie quantifiés

On commence par s’intéresser aux zéros de I’équation :

O(E,e)

= 0. (2.12)

COS

On a la description suivante :

Lemme 2.3. L’équation (2.12) admet dans J un nombre fini de zéros que I’on note {E® ()}
pourl € {L_(g),...,Li(e)} :
S(ED
(((E)’g):lw—i—g, Vie{L_(g),...,Li(e)}. (2.13)
€
De plus, il existe une constante ¢ > 0 telle que les zéros {EW ()} vérifient :

%g < |EWD (@) — EO()| < ce, VIe{L_(e),...,Lo(c) -1} (2.14)

12



2.8. Le cas de la croix simple

Asymptotiques des valeurs propres
On décrit maintenant les valeurs propres pour la croix simple.

Théoréme 2.1. Soient V., W et J vérifiant les hypothéses (Hy), (Hw,), (Hwg) et (Hy).
Il existe un wvoisinage compleze V de J, un réel eg > 0 et deux fonctions ® et @5 a valeurs
complezes, définies sur Vx|0,eq[ tels que :
— Les fonctions ®(-,¢) et ®4(-,¢) sont analytiques sur V. De plus, ® et ®4 vérifient :

®(E,e) = ®(E) + ho(E,2) et Dq(E,e) = ®(E) +ep+ hi(E,e),
ot p est un coefficient réel, ho(E,c) = o(e) et hi(E,e) = o(e) uniformément en E € V.
Si on considere les niveauz d’énergie {EW(e)} dans J définis par (2.13), alors, pour tout
e €]0, &0/,

le spectre de H, . dans J est constitué d’un nombre fini de valeurs propres, c’est-a-dire

o(Hpe)NJ = U {Eip.)}, (2.15)
1e{L_(e),...L4+(e)}

— ces valeurs propres vérifient

Ey(p,e) = EW(e) + s(—l)l“w lcOs (ai(E(l)(g),e) + 27790) +r(ED(e), w,a)] ;

P(EO(e)) :
(2.16)
ot il existe une constante ¢ > 0 telle que :
I .
Sup ‘T(E7 9076)’ < Ee -

EcV,peR

On démontrera ces résultats au chapitre 9.

Remarque

Comme nous 'avons dit précédemment, on peut affaiblir les hypothéses du Théoréme 2.1.
Supposons par exemple que ’on ne voit pas les points de branchement ¢; et ; (croix non entiére),
c’est-a-dire que la ligne verticale o ne contient pas de points de branchement de . Dans ce cas,
lasymptotique (2.16) est remplacée par une majoration de la distance :

_27Y

|Ei(p.e) — EV(e)| < e

o1 2Y est la largeur de la bande Sy.

Application : développement asymptotique de la trace

En exploitant le résultat précédent, on peut calculer le premier terme dans le développement
asymptotique de la formule de la trace, et retrouver partiellement un résultat de [8].

Corollaire 1. Soit f € C§°(R) une fonction telle que Supp f € J. Alors la fonction f(H,.) est
e-périodique en @ et son développement de Fourier vérifie :

(o)) = - [ (a0 .17

13
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SOZI (pi2
g2
g1 _
o ot A or, o,
P iz

F1G. 2.4 — (E — W) Y(o(Hy))

avec

atr d = — —I—E drdu + 2.18
/O F(Ho)ldu //[] (k) drdu + ofe) (2.18)
ot S= inf S(e)>0

e€Supp f

On trouvera plus de détails et la preuve de ce corollaire au paragraphe 9.4 du chapitre 9.

2.4 Cas de la croix double

2.4.1 Hypothéses géométriques sur IV et ’intervalle J

On suppose que V' et W vérifient les hypothéses (Hv), (Hw ) et (Hw ). On suppose
désormais que l'intervalle J est un intervalle compact vérifiant les conditions suivantes :

(Hj)

1. Pour tout E € J, il existe deux bandes spectrales B; et B2 de o(Hy) distinctes
ou non, telles que :
— (E—W)1(B; UB3) est non vide.
— (E - W)71(B; UB3) a exactement deux composantes connexes compactes. On

les note Cq et Cs.

2. Pour tout E € J, il existe exactement deux extrema réels m; et ms distincts de

W vérifiant :
m; € (E—- W) 1(B;) et my € (E— W) }(By).

2.4.2 Conséquences

On donne tout de suite des conséquences de 'hypothése (H').
— Comme pour la croix simple, la connexité de J implique que les bandes B, Bs et les
extrema m1, mo sont indépendants de F € J.

14



2.4. Cas de la croixz double

Fixons j € {1,2}, on va décrire chaque croix C; en utilisant le formalisme de la croix
simple décrit au paragraphe 2.3.1 de ce chapitre.
— On note E,, et E;; les extrémités de B; vérifiant B, € (E—-W)(R) et E;; ¢ (E—W)(R)
pour tout E € J.
— Dans Sy, les points de branchement de x ont la configuration suivante :
— Dans Sy N{Re (¢) < A}, il y a exactement quatre points de branchement {¢}f, ¢, }
et (¢i,,Pi,) associés a E,, et E;,.
— Dans Sy N{Re (¢) > A}, il y a exactement quatre points de branchement {¢}}, ¢, }
et (¢i,, Piy) associés a E,, et E;,.
— Pour j € {1,2}, il existe une ligne verticale o; passant par m; et reliant %;; et ¢;;. On
note ¥, la composante connexe de (E — W)~ !(R) contenant o;.
On a alors Cj = [, L | U 0y
On a représenté cette configuration géométrique dans la figure 2.4.

2.4.3 Remarques et exemples

Analysons quelque peu I'hypothese (HY).

— Considérons les bandes By et By. Ces deux bandes sont identiques ou consécutives. En
effet, par connexité, 'image (E —W)([;), ¢;,]) est incluse dans un gap. Par conséquent,
les points ¢, et ;. sont associés, soit a deux points de branchement consécutifs de
o(Hyp), soit au méme point de branchement.

Doubles puits de potentiel symétrique et non symétrique.

C’est un des exemples les plus représentatifs. On considére un potentiel W avec deux

minima W, < W, ", séparés par un maximum local W = sup W. Concrétement, on
R

peut penser a I’exemple :
A B
1+ (x—5)2 14+ (z+5)?
J ClEon—1 + W4, Egy[N|Eon + Wy, Eongr + Wi [

On a représenté en figure 2.5A et B les doubles puits de potentiel symétrique et non
symétrique.

— L’hypothese (H';) recouvre aussi le cas de I'interaction de deux extrema de type différent.
On peut penser a I'exemple :

W(x) =

B A B B
T 1+ (x—5)2 1+ (z+5)?

J Clmax{Ea,_1 + W_, Egy_3+ Wy, Eop_o}, min{Eo,_1, Eay, + W_, Eg,_o + W4}

Un tel exemple est représenté en figure 2.5C.

W (z)

2.4.4 Phases et actions

La croix double (figure 2.4) apparait comme la réunion de deux croix simples (figure 2.2).
Pour écrire ’équation aux valeurs propres dans ce cas, on va donc considérer les phases et actions
associées a chaque croix simple ainsi que I'action entre les deux croix (voir figure 2.4).

15
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V%l %J W+[
Vv Rvi

Ww_ W_
F1G. 2.5 — Exemples de potentiel W

A B

Coefficients associés séparément a chaque croix C}

Pour chaque croix C; (j € {1,2}), on considére donc les phases ®;, ®,4; et I'action S
associées a Cj. On a présenté ces coefficients au paragraphe 2.3.2.
On notera t; les deux coefficients tunnel associés a chacune des croix Cj.

Coefficient tunnel d’action entre les croix

Soit & une détermination du moment complexe continue entre ¢} et ;..
Définition 2.2. On définit le coefficient d’action entre les deux croix associé a x par :

Pro
iS1(E) = 2 / () du. (2.19)
o
On démontrera au paragraphe 10.1.2 du chapitre 10 le résultat suivant :

Lemme 2.4. [l existe une détermination ko telle que l’action associée St vérifie les propriétés
sutvantes :

1. E+— Si(E) est analytique dans un petit voisinage compleze de l'intervalle J.
2. St prend des valeurs réelles sur J.

3. VEeJ, Si(E)>0.

On définit alors le coefficient tunnel d’action horizontal :

t7(E,e) = exp <_52(E)) . (2.20)

Le coefficient t; est exponentiellement petit en vertu du point (3) du Lemme 2.4.

2.4.5 Résultats

A ma connaissance, il y a trés peu de résultats dans le cas de la croix double pour des
perturbations lentes de potentiels périodiques. En revanche, les études dans le cas V' = 0 perturbé
par un double puits sont assez nombreuses [34, 20, 26, 18, 6, 19, 7] et on revient sur ces résultats
au chapitre 10.
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2.4. Cas de la croixz double

Equation aux valeurs propres

On donne une caractérisation des valeurs propres de la croix double sous la forme suivante :

Théoréme 2.2. On suppose que V., W et J vérifient les hypothéses (Hy), (Hw,), (Hwg) et
(H). Soit Yy €]0,Y7].
Alors il ewiste eg > 0 et un voisinage compleze V =V de J tels que, il existe un réel v > 0, une
constante ¢ et pour j € {1,2}, il existe des fonctions (E,e) — ®;(E,¢) et (E,e) — <I>dj(E €),
(p, E,e) — Fj(p,E,¢e) et (o, E,e) — n;(p, E,€) telles que, pour € €]0,eq] -

- Fe V est une valeur propre de H, . si et seulement si E est solution de l’équation :

Fl (307 E7 E)FQ(QOa Ea 8) + (_1)efyt1(E7 8)771 (Soa Ea 8)772(@7 E? 8) = 07 (221)

ot e est le nombre d’extrema de W entre mq et mo.
— Pour j € {1,2}, (¢, E) — Fj(¢, E,€) est analytique sur Sy, x V. De plus ¢ — F;(p, E,¢)
est e-périodique et son développement en série de Fourier s’écrit :

Fj(p, E,¢€) = cos (W) +t;(E,¢) (cos <@d’j(E’€) i 27“0) + hj(cp,E,s)>

5

. |

ou sup |hj(p, Ee)| < —e=.
0ESy,, EEV c

Pour j € {1,2}, la fonction (¢, E) — n;(p, E,€) est une fonction analytique sur Sy, x V.
De plus ¢ — n;j(p, E,€) est e-périodique et son développement en série de Fourier s’écrit :

9

0y, Er) = <sin (‘“E)) n 0<tj<E,e>>> 1+ g0, B, )],

ou lim sup g;(p, E,e) =0.
e=04e8y, Eey
Pour j € {1,2}, les fonctions Fj et n; vérifient également les propriétés suivantes :

VEGV, VQDESY(M Fj(@E;E):Fj(%E;E)a 77](¢7E7€):77](807Ea€)

— Pour j € {1,2}, les fonctions Eﬁ;(-,a) et 5;-(-,6) sont analytiques sur V pour tout j €
{1,2} et vérifient uniformément pour E €V :

©;(E,e) = D;(E)+o(e), ®qj(E,e)=qi(E)+e(pj+o(1)),

o les coefficients p; sont des réels définis en (10.1).

Analyse de I’équation (2.21)

L’équation (2.21) apparait comme une perturbation exponentiellement petite de 1’équation
Fy.F5 = 0. Pour j € {1, 2}, chacune des fonctions F} correspond a la caractérisation des valeurs
propres dans le cas de la croix simple C;. Au paragraphe 2.3.3, on s’est intéressé aux zéros de F)
dans J. On les note alors, pour j € {1,2} :

l.
Z(Fj) = {Ejj(90»5)}zje{L;(a),..,Lj(e)}’

P . n (1) L.
Ces zéros oscillent autour de valeurs quantifiées {E£;” () }lje{L].‘ ()L (E)} décrites par le Lemme

2.3 ; ils sont donc séparés par une distance d’ordre e.
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Asymptotiques des valeurs propres

De la caractérisation précédente, on déduit tout d’abord un résultat immédiat pour les
valeurs propres de H, . :

Théoréme 2.3. On suppose que V, W et J 1iériﬁent les hypotheses (Hy), (Hw,), (Hw,) et

(H’). On définit St = ing Si(e) et tr(e) = e51/5. Dans J, Uopérateur H,. admet un nombre
ec

fini de valeurs propres exponentiellement proches des zéros associés a chaque croiz simple ; plus

précisément, pour € assez petit :

o(Hpe)NJ = U {Eil(ﬂpag)} U {E?((p,g)} nJ,
(LT (), LT (e)} l2€{L; (e),-,L3 ()}

ou, pour j € {1,2}, et l; € {L;(a),..,L*(a)},

Ei(pe) € BV (p,6) + [FF]

Comme le coefficient tunnel t/}(s) est exponentiellement petit, on remarque que les valeurs

—

d’une méme suite {Eéj(ga,e)}, pour j € {1,2}, sont espacées d'une distance de taille e. Cepen-

—

dant, il est possible que deux valeurs {E! (p,e)} et {EZ(p,¢)} soient trés proches. A priori,
le Théoréme 2.3 n’exclut pas qu’elles soient méme confondues. Puisque le probléme est uni-
dimensionnel, on sait que c’est impossible.

Considérons Fj(g,e) un zéro de F. On s’intéresse a la distance d(E1, Z(F3z)) de Ei(p,e) aux
zéros de Fy. Considérons une fonction positive € — d(e) telle que :

Cde) . )
lim == =05 lim 55— =0. (2.22)

Le Théoréme 2.3 nous dit qu’il y a une seule valeur propre E\l(go, ¢) de Hy, . dans un voisinage de
taille d(e) de Ej (g, ) Lorsque la distance d(Eq, Z(F3)) est inférieure a d(e), il y a exactement
une valeur propre {EQ(cp, €)} a une distance inférieure a 2d(e) de E\l(go,e). Au vu des études
menées dans le cas V = 0 ([20, 34, 26]), on peut se demander s’il existe une distance minimale
dite de splitting séparant ces deux valeurs propres. C’est ce que prouve le résultat suivant.

Théoréme 2.4. On suppose que V., W et J vérifient les hypothéses (Hy), (Hw,), (Hwg) et
(H')). Soit E1(p,e) un zéro de Fy. Soit d une fonction vérifiant (2.22).

1. Si d(Ey, Z(F3)) > d(e), alors dans E1(p, e [ (), 1/t } 0.e admet ezactement

une valeur propre notée El(go,s) qui vérifie 'asymptotique suivante :

Ei(p,€) = E1(p,e)+v.e.(=1) (B (p,€),€)

1
CI)/l(E1(90, £)) tan Do (E1(ps€)) to(et(Bi(p,e), €))-

£

(2.23)
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2.4. Cas de la croixz double

2. Sid(Ei(p,¢e), Z(F2)) < d(e ) on note Ey(p, ) l'unique zéro de Fy le plus proche de E1(p,¢€).

Alors, dans [E1(p,€), Ea(p, [ \/tl \/t[ } o.c admet exactement deux valeurs

propres, notées Ejr(cp,s) et E,(go,e) vérifiant l’asymptotique :

1+ o))
2t (E1(p,e), . 2.24
B ) ) L (o )@ (Ba (i 2))] @20

Ei(p.e) + Balp) | J(Ezw,e) — Bi(p,))?
4

Ey(p,e) = 2

Quelques remarques
On remarque que l'asymptotique (2.24) coincide avec 'asymptotique (2.23) lorsqu’il
existe a > 0 tel que |E2€;E1| € }60‘/2 t1(e),e” [ En effet, il suffit d’écrire dans (2.24) :

Dy (E1(p,¢))

(1+0(e)),

tan

B, -F
= 2)(Ex(p,e)———

et de faire un développement limité de la racine carrée dans (2.24) :

(Ea(p,e) — Er(p,€))? [1+0(1)]
+ 752t1(E1(()07€)75)
\/ 4 |D] (Er(p,€)) P (E2(p, €))|
IBa(¢,9) - Bi(p,0)] P L [+ o(1)]
= 2 [”27 b (Ee ), )|<1>'1(E1<<p,s>><1>'2(E2<<p,s>>\<Ez<w,e)—E1<<p,s>>2]‘

— On a représenté dans la figure 2.6 les allures des valeurs propres associées & la croix
double. Les zéros de Fy et Fy oscillent en . Si les images des fonctions Ej([—1,1],¢)
et Eo([—1,1],¢) sont séparées par une distance trés supérieure au coefficient tunnel, les
zéros associés a chaque croix ne se croisent pas et on est toujours dans le cas (1) du
Théoréme 2.4. Tout se passe comme si on voyait séparément les deux croix. En revanche,
si 'amplitude des oscillations et les valeurs moyennes des zéros E1(p, ) et Ea(p,e) sont
telles que les images se croisent, on est dans le cas représenté en figure 2.6B. Dans cette
figure, on a représenté en traits pleins ’allure des valeurs propres et en traits pointillés
les zéros associés a chaque croix. Sur chaque période les zéros associés a chacune des deux
croix se croisent deux fois; au niveau de chaque croisement, il y a un éclatement donné
par (2.24).

— L’expression (2.24) est analogue aux résultats obtenus dans le cas on V' = 0 (|20, 34, 26]),
I’action St jouant ici le réle du double de la distance d’Agmon entre les deux puits.
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Spectre de la croix double



3

Schéma de I'étude

On va détailler ici la philosophie et les différentes étapes de ’étude.

3.1 Opérateurs périodiques perturbés en dimension 1

3.1.1

On traitera I’équation (1.3) comme une perturbation de I’équation périodique
Hot = By (3.1)

ou l'opérateur Hy est défini en (1.2). Pour cela, on décrira la théorie spectrale des opérateurs
périodiques au chapitre 4.

Pour l'instant, on se contente d’introduire les solutions de Bloch de (3.1). On appelle solution
de Bloch de (3.1) une fonction ¥ vérifiant (2.1) et :

Vz €R, U(z+1,E)=\NE)¥(z,E), (3.2)

pour A non nul indépendant de z. Le coefficient A(E) est alors appelé multiplicateur de Bloch-
Floquet. On peut choisir k(E) € C tel que A(E) = ¢*(E); k est le quasi-moment présenté au
paragraphe 2.1 du chapitre 2 et étudié au paragraphe 4.2 du chapitre 4. Lorsque E ¢ o(Hy),
il existe deux solutions de Bloch de (3.1) linéairement indépendantes (voir paragraphe 4.1 du
chapitre 4). On les note \TJJF et \Il_; les multiplicateurs de Bloch-Floquet associés sont inverses
I'un de 'autre et les fonctions \Tli s’écrivent :

\f/i(x,E) = eiik(E)xpi(m, E) avec pi(x+1,E)=pi(z,E).

Quand Im k(E) > 0, U (z, E) tend vers 0 lorsque z tend vers +oo et W_(z, E) tend vers 0
lorsque z tend vers —oo. En fait, la relation (3.2) définit les fonctions {IVJJF et W_ & un coefficient
multiplicatif prés. Précisément, ’équation (3.2) définit deux espaces vectoriels de dimension 1
que l'on appellera sous-espaces de Bloch.

Pour I’étude du spectre discret des perturbations d’opérateurs périodiques, [16] et [27] prouvent,
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Chapitre 3. Schéma de l’étude

lorsque Im k(FE) > 0, qu'il existe des fonctions (z,p, F,e) — Fi(z,p, E,¢) et (z,p,E,e) —
F_(z,p, E,¢) solutions de (1.3) définies par :

xli}l’iloo[F_i_(w, o, Ee) — Vi (z,E)] =0, ZEIPOO[F_ (x,p,E,e) —¥_(z,E)] =0 (3.3)
La condition (3.3) garantit I'unicité de Fy (respectivement de F_) car la fonction W, (respec-
tivement W_) tend vers 0 lorsque z tend vers +oo (respectivement —oo). Les fonctions de Jost
F, et F_ sont généralement construites comme des solutions d’une équation intégrale de type
Lippman-Schwinger. Cette construction est une adaptation de la théorie classique du scattering
(Chapitre XI de [30]) pour une perturbation du laplacien et consiste & chercher des solutions
particulieres de (1.3) & partir des solutions de 1’équation périodique.
On appellera sous-espaces de Jost les sous-espaces vectoriels Jy et J_ engendrés par F et F_.
J. (respectivement J_) est I'ensemble des solutions de (1.3) appartenant & L?([0, o)) (respec-
tivement L?((—ooc,0])).

Soient f et g deux fonctions dérivables, le wronskien de f et g noté w(f,g) est défini par

w(f,g)=fg—rfg (3.4)

On rappelle que lorsque f et g sont les solutions d'une équation du second ordre, leur wronskien
est indépendant de x. I'intérét spectral des sous-espaces de Jost réside notamment dans le ré-
sultat suivant :

Proposition 3.1. On suppose que Im k(E) > 0. Soient deuz solutions de Jost non triviales
hg_ cJ_ et h;; € J+. E est une valeur propre de H, . si et seulement si :

w(hy hy) =0 (3.5)

Pour calculer les valeurs propres, il suffit désormais de construire les sous-espaces de Jost.

3.2 Construction de solutions de Jost cohérentes. Coeflicient de
transmission

Comme nous l'avons expliqué au chapitre 1, une idée essentielle pour étudier (1.3) est de
construire des solutions cohérentes, c’est-a-dire vérifiant (1.5). On commence donc par choisir
dans J_ et J; des représentants cohérents. On démontre précisément le résultat suivant :
Proposition 3.2. On suppose que V wvérifie (Hy), W wvérifie (Hw,) et J vérifie (Hy) (ou
(H))). Soit X > 1 et A > 1 fizés. Alors, il existe un voisinage complere V =V de J, un réel
€0 > 0, une constante C' > 0, deuz nombres complezes my et mq, et deuz fonctions (z, ¢, E,€) —
hY (z,p,E ¢), (z,0,E,€) — hi(m,cp,E,a) tels que, si on note

A A
Bgz{goGSy; Reg0<—C’5_ﬁ} eth:{cpESy; Reg0>C€_s—71},
alors :
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3.8. Prolongement des asymptotiques

— Les fonctions (z, ¢, E,e) — h? (z,¢,E,¢) et (z,p, E, &) — h‘i(w,cp,E, g) sont définies et
cohérentes sur R x Sy x Vx]0,e|.

— Pour tout z € [-X, X] et € €]0,&0], (¢, E) — b (z,0,E,¢) et (p,E) — hi(z,p,E,¢)
sont analytiques sur Sy x V.

— Les fonctions h?. et hi ont le comportement asymptotique suivant :

W (2,0, B,e) = ¢ 7 1mo "My (2,0, B)(1 + Ry(z, 0, B, <)) (3.6)
ot Ry vérifie :
M
M > 0, V& 6]0,60[, ,\V/.'L‘ S [—X, X], \V/E S V, \V/SD € Bg, |Rg(.'L‘,QD,E,5)| S W
LI e(w)du
W (2,0, B,e) = e ma ™%y (2,0, B)(1+ Ry(x, 0, E,€)) (37)
ot Ry vérifie :
d M
aM >0, Vee€]0,e, ,Vze[-X,X]|, VE€V, Voe B! |Riz,p E )< W

— Les asymptotiques (3.6) et (3.7) sont une fois différentiables en x.

— La fonction x — hY (z, ¢, E,€) (respectivement x +— hi(m,ap,E, g)) est une base de J_
(respectivement J ).

— Il existe deuz réels g € {—1,1}, o4 € {—1,1}, un entier p et deux fonctions E — a4(E)
et E — oq(FE) tels que :

1. Pour tout € €]0,e9[, t € R, E€V,et p € Sy ,on a :

— i

ag(E)h (2,3, E,e) = ioge” =P ay(E)hY (z, ¢, E, ) (3.8)

(B (2,5, E, ) = ioges P ag(E)hd (x, ¢, B, ) (3.9)

2. Les fonctions oy et og sont analytiques et données par (6.18) et (6.21). Elles ne
s’annulent pas sur V.

— Les fonctions ¥y et Y_ sont les solutions canoniques de Bloch de l’équation périodique
(2.1) présentées au paragraphe 5.2 du chapitre 5.

On prouvera ce résultat au chapitre 6. Les Propositions 3.1 et 3.2 impliquent que les valeurs
propres sont caractérisées par :
w(h?,h%) = 0. (3.10)

3.3 Prolongement des asymptotiques

Pour calculer w(h*‘i,hi), il suffit de connaitre I'asymptotique de la fonction hY lorsque
© — +o00.
L’asymptotique (3.6) n’est pas une asymptotique tout a fait comparable a celle intervenant dans
les travaux de A. Fedotov et F. Klopp dans la mesure ou elle n’est vérifiée que sur un domaine
qui dépend de £. On doit donc étudier comment se prolonge cette asymptotique sur un domaine
indépendant de e. Pour ce faire, nous étendrons leurs résultats dans un cadre non compact (cf.
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Chapitre 3. Schéma de l’étude

chapitre 7); la décroissance de W compense alors I’absence de compacité.

Ensuite, pour prolonger plus loin Pasymptotique de hY | les études effectuées dans [10] mettent
en évidence certains obstacles topologiques. En particulier dans les deux cas que 1’on considére,
on doit contourner la ou les croix centrales : [¢;, p,] U o dans le premier cas (cf. figure 2.2), C}
et Cy dans le deuxiéme (cf. figure 2.4).

On montrera au chapitre 5 qu’il existe au voisinage de chaque croix un domaine compact muni
d’une base cohérente fi. On exprimera les fonctions h? et hi sur cette base intermédiaire
(chapitres 8, 9 et 10).
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4

Opérateurs de Schrodinger périodiques
en dimension 1

Dans ce chapitre, je vais rappeler des résultats importants de la théorie des opérateurs de
Schrédinger périodiques en dimension 1, dont je me servirai plus loin. Ces opérateurs ont été
beaucoup étudiés (on renvoie par exemple a |36, 25, 24, 33|). On considére 'opérateur Hy défini

n (1.2). On suppose que V vérifie 'hypotheése (Hy ) (cf. 2.1 du chapitre 2).

4.1 Fonctions de Bloch et structure en bande du spectre

Dans cette partie, on s’intéresse & I’équation :

2
Hob() = — 0 (z) + V() (a) = E0(a) (4.1

On commence par donner les propriétés des fonctions de Bloch en fonction de £. On a présenté
les fonctions de Bloch au paragraphe 3.1.1 du chapitre 3. Les solutions de Bloch sont en fait des
vecteurs propres de I'opérateur de translation L : ¥ — LU, avec LU(z) = ¥(z + 1).

On considére deux copies I'y et I'_ du plan complexe des énergies coupé le long des zones
spectrales. On les recolle pour obtenir une surface de Riemann avec des points de branchement
en racine carrée. On appelle cette surface de Riemann I'. On peut construire une solution de
Bloch ¥(z, £) de I'équation (4.1) méromorphe sur cette surface de Riemann. Les poles de cette
solution sont situés dans les lacunes spectrales. Plus précisément, pour chaque lacune, il existe
un unique pole se projetant dans la lacune. Ce pole est situé soit dans I'y, soit dans I'_. La
position du pole est indépendante de x. Ces résultats sont présentés en détail dans [16].

En dehors des extrémités des zones spectrales (c’est-a-dire des points de branchement de T'), les
restrictions W de W & I'y sont des solutions linéairement indépendantes de (4.1).

Enfin, les fonctions W (z, ) sont & valeurs réelles lorsque € est dans une lacune. Précisément :

Uy(z, & —i0) = Ui(z, & +i0), VE €Eap, Bonsi], n € N. (4.2)
Les fonctions \Tli(x, &) sont complexes conjuguées quand &£ est dans une bande, c’est-a-dire :
Uy(z, & —i0) = U(2,E +i0), VE €Eami1, Boniof, n€N. (4.3)

On note également

wo(€) = w(¥+ (-, ), V_(-,€)) (4.4)
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Fi1G. 4.1 — Le quasi-moment k

4.2 Quasi-moment de Bloch

4.2.1

On va décrire en détail le quasi-moment de Bloch k& correspondant a la fonction de Bloch
décrite ci-avant. k a les mémes points de branchement que \T/(x,g) mais la surface de Riemann
associée est plus compliquée. Pour décrire les propriétés principales de k, on considére le plan
complexe coupé le long de ’axe réel de E7 & +00, que 'on note Cy. On peut fixer une détermi-
nation univaluée du quasi-moment par la condition :

Zko(g) <0, si &< E. (4.5)
L’image de Cy par kg est située dans le demi-plan supérieur du plan complexe, c’est-a-dire :
vE € Cy, Im (ko(€)) > 0. (4.6)

Dans la figure 4.1, on trace quelques courbes dans Cy et leurs images par 'application £ — ky(E).
Le quasi-moment k(&) est réel le long des zones spectrales, et, le long des lacunes spectrales, sa
partie réelle est constante; en particulier, on a pour [ € N :

ko(El) = 0, kO(EQl + ’LO) = kO(E21+1 + ZO) = *+nl. (47)

Soit E,, un des points de branchement de k. Alors si / est la détermination principale de la
racine carrée, chacune des fonctions :

£€CE s fE(E) = (ko(E) — ko(Em £0))/\/E — Em, E€R (4.8)

peut étre prolongée analytiquement dans un voisinage du point de branchement E,, (cf. [10]).

4.2.2

On rappelle que :
ko(€) = VE+O0(1/VE) quand |€] — oo (4.9)
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4.3. Composantes périodiques des solutions de Bloch

ou & € I'et 0 < arg(€) < 27 (cf. [25]). Soit § €]0,27n[. Cette asymptotique est uniforme en &
pour 0 < 0 < arg(€) < 2w — 0.
Les valeurs du quasi-moment kg de chaque coté de la coupure | Ey, +00[ sont reliées par la formule :

VE €]By, +oo|, ko(E +i0) = —ko(€ —i0), E1 <& (4.10)

Pour [ € N, on considére la lacune spectrale |Ey;, E9;11]. Soit C; le plan complexe coupé de —oo
a Eo; et de E941 & +00. On note k; la détermination du quasi-moment analytique sur C; et
coincidant avec ko pour Im (£) > 0. On a :

vE G] — 00, EQZ[U]E21+1, +OO[, kl(g + iO) + k‘l(g - iO) = 27l (4.11)

Cette formule provient de (4.7) et de 'analyticité des fonctions définies dans (4.8) .

4.3 Composantes périodiques des solutions de Bloch

On fixe [ € N. On considére les solutions \T/i introduites dans le paragraphe 4.1. Elles
peuvent s’écrire sous la forme :

Uy(z,&) = eiikl(‘g)xpli(a:,g), £eC (4.12)
ol pli(a:,é’) sont des fonctions 1-périodiques en x

pi(x+1,8) = pif(x,E), VreR (4.13)

4.4 Les solutions analytiques de Bloch de I’équation (4.1)

On construit des solutions normalisées de 1’équation (4.1). Soit D un domaine de I' ne
contenant pas de points de branchement du quasi-moment k. On fixe sur D une détermination
continue k du quasi-moment et un point & € D. On rappelle le résultat suivant tiré de [10, 13] :

Lemme 4.1. On définit les fonctions g+ : D — C par :

_ Jo p(x,€)0ep(z, E)da

g+(&) = , (4.14)
f()l p+($7 g)p, ($, g)dilj‘
et les fonctions ¥ : R x D — C par :
& ~
WO (z,€) = /K (E)eleo 7+ OCT (1, 8). (4.15)

Les fonctions £ +— (z,E) sont analytiques sur D pour tout x € R. Les fonctions ¥ sont
appelées solutions analytiques de Bloch normalisées en &.

Pour faire apparaitre le point de normalisation, si besoin est, on notera parfois ¥4 (z, £, &).
On renvoie au paragraphe 1.4.4 de [13] pour les détails de la démonstration. La preuve est
simplement basée sur I’étude des poéles des fonctions {Ivfi et des zéros de V&' dans D. Les poles
de g+ sont simples et situés exactement aux pdles de \T/i ou aux zéros de k’. L’étude des résidus
en ces points permet d’obtenir le résultat. Précisément, si on note P I'’ensemble des pdles de T,
et @ 'ensemble des zéros de &/, alors :
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Chapitre 4. Opérateurs de Schrodinger périodiques en dimension 1

1. Sipe P\Q, respg+ = 1.
2. Sipe PNQ, respg+ = —1/2.
3. Sipe Q\P, respg+ = 1/2.

On renvoie & [13]| pour plus de précisions.

4.5 Formules utiles

On termine cette partie en donnant quelques formules utiles par la suite. On introduit

d’abord une nouvelle notation.
Pour une fonction f: U C C* — CP, on définit la fonction f*: U — CP :

(2) = [(2). (4.16)

On rappelle que les fonctions g4 sont définies en (4.14). Les relations (4.2) et (4.3) impliquent
les relations suivantes :

91(€) = g+(2,E), VE €]Eoy, Eanya], n €N (4.17)
g1 (€) = g5(x,E), YE €]Eapt1, Eopyal, n € N. (4.18)
On note enfin que, si & ¢ do(Hp) U Q,
w®l (€, £0),9° (-, €, €0)) = wo(Eo)K' (&)
On rappelle également la formule suivante tirée de [10]. Pour & ¢ do(Hp)UQ et & ¢ do(Hy)UQ,

WS () V0 EE)) [ et e 4
w(wl (€, E0), 00 (&, &) (4.19)
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5

Les principaux outils de la méthode
WKB complexe

Dans ce chapitre, on présente les résultats principaux de la méthode WKB complexe sur des

domaines compacts. La méthode WKB consiste a construire des bases cohérentes de solutions
de (1.3) ayant I"asymptotique (1.6). Ceci n’est pas possible sur des domaines arbitraires du plan
complexe, mais ’est sur des domaines dits canoniques.
On appliquera les résultats obtenus par [10, 12, 11] pour les hypothéses (Hyw,4) et (Hy) ou
(H’;). En particulier, on exhibe un voisinage de chaque croix, dans lequel on construit une
base cohérente & I'asymptotique (1.6). On travaille désormais dans la bande Sy définie dans les
hypotheses (Hyw,4) et (Hjy) ou (H’;). Pour simplifier 'exposé, on supposera donc dans tout ce
chapitre que Y est choisi pour que cette condition soit vérifiée.

5.1 Les domaines canoniques

Le domaine canonique est la notion géométrique principale de la méthode WKB complexe.

5.1.1 Le moment complexe

Les domaines canoniques sont décrits grace au moment complexe k(p). On rappelle que
cette fonction est définie par la relation (2.4). On a étudié les propriétés de k au paragraphe
2.2.2 du chapitre 2. Les propriétés de k et la structure de la surface de Riemann dépendent des
propriétés analytiques de la fonction W et de la valeur du paramétre spectral FE.

On présente maintenant quelques définitions.

5.1.2 Verticalité, verticalité stricte

Définition 5.1. On dit qu’une courbe complexe réguliére v est wverticale si elle intersecte les
droites Im z = Const en des angles 6 non nuls.
S’il existe un nombre strictement positif § tel que, en tout point de v, ’angle d’intersection 6
vérifie l'inégalité :

d<f<m—96 (5.1)

alors on dit que v est strictement verticale.
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Définition 5.2. Si v est une courbe verticale du plan complexe, on l'oriente dans le sens de
parties imaginaires croissantes.
On appelle domaine & gauche d’une courbe verticale vy tout domaine inclus dans I’ensemble :

Gy)={z+4+r; zevy, reR_}. (5.2)

5.1.3 Canonicité, J-stricte canonicité

Soit v une courbe verticale ne contenant pas de points de branchement. Sur v, on fixe une
détermination continue du moment k.

Définition 5.3. On dit que y est une ligne canonique pour la détermination « si, pour ¢ € 7,
Im ¢ — Im [¥ k(u)du est strictement croissante
— Im ¢+ Im [Y(k(u) — 7)du est strictement décroissante.
ot les intégrales sont considérées le long de ~.

On suppose que 7y est strictement verticale. S’il existe § > 0 tel que

ml/¢RWMuzﬁm®f—@ Ve, ¢') €4 (5.3)
et
S0/
mﬂ/(ﬂ—ﬂwﬂuzﬁm@d—@ V(p,¢') €7° (5.4)
©

alors, on dit que 7 est § — strictement canonique. Dans (5.3) et (5.4), on intégre le long de ~.
On identifie de facon usuelle C et R%. La construction des lignes canoniques se raméne a 1’étude
des deux champs de vecteurs k et k — m, ou plutot de leurs courbes intégrales. Pour ¢ € D, on
note S(p) C C le secteur de sommet ¢ tel que, pour tout vecteur z € S(¢), on a

Im (ik(p)(2 = ¢)) > 0 et Im (i(k(p) — 7)(z = ¢)) < 0. (5.5)

Alors une courbe v € D réguliére est canonique pour la détermination s si et seulement si
pour tout ¢ € 7, le vecteur t(y) tangent a 7 en ¢, et orienté dans le sens des Im ¢ croissants,
appartient a S(¢) (voir figure 5.1). Le cone S(¢) dépend de la détermination de x. En particulier
lorsque cette détermination k vérifie Re k €]0, 7], ce cone est non vide.

5.1.4

Dans ce qui suit, & et & sont deux points de C tels que
Im & < Im &.
On notera v une courbe réguliére reliant & et &s.

30



5.2. Solutions canoniques de Bloch

Fia. 5.1 Le secteur S(p)

5.1.5 Définition du domaine canonique relativement compact

Soit K un domaine simplement connexe inclus dans {Im ¢ € [Im &;,Im &]} et ne contenant
pas de points de branchement du moment complexe. Sur K, on fixe une détermination continue
du moment complexe notée k.

Définition 5.4. On dit que K est un domaine canonique pour k s’il est 'union de courbes
canoniques reliant &1 et & fixés comme ci-dessus, privée des points & et &o.

S’il existe & > 0 tel que K est I'union de courbes d—strictement canoniques, on dit que K est
& — strictement canonique.

5.1.6

Supposons que K est un domaine canonique. On note JK sa frontiére. Soit un nombre
d > 0 fixé. On appelle C = {z € K ; dist(z,0K) > 6} un sous domaine admissible de K. On
note que les points de branchement du moment complexe sont & I'extérieur de C, & une distance
plus grande que 4.

5.2 Solutions canoniques de Bloch

Pour décrire les formules asymptotiques de la méthode WKB complexe pour I'équation
(1.3), on va exprimer les solutions de (1.3) a I'aide des solutions analytiques de (4.1) définies
dans le Lemme 4.1, pour le paramétre spectral € = E — W (p). Précisément, on s’intéresse a
I’'équation :

Hopp = (E = W(p))y (5.6)

5.2.1

Soit D un domaine simplement connexe de la bande Sy, ne contenant pas de points de
branchement de . L’image D de D par 'application ¢ — E — W (p) ne contient pas de points
de branchement de k. Soit ¢o € D tel que k'(E — W (o)) # 0.

Dans le Lemme 4.1, on a construit les solutions analytiques de Bloch {11} de I’équation (4.1)
normalisées en E — W (pp). Fixons ¢ € D. On pose :

Vi(z, 0, E) =L (x, E—W(p)), VreR, VyecD. (5.7)

31
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Dans [10], les auteurs prouvent que les fonctions ¢ — 14 (z, ¢, F) se prolongent analytiquement
a tout le domaine D. On appelle 11 les solutions canoniques de Bloch de 1’équation (5.6).
Pour faire apparaitre le point de normalisation, on notera parfois ¥+ (z, ¢, E, @) = ¥ (z, E —

W(p), E—W(go)).
Enfin, on pose :

q9(p) = VK (E = W(p) (5.8)

5.3 La notion de cohérence

5.3.1 Fonctions et bases cohérentes

On rappelle qu'une fonction est cohérente lorsqu’elle vérifie la relation (1.5).
On dira de plus qu’'une base {f+} de solutions de (1.3) est une base cohérente lorsque :
Les fonctions fi et f_ sont cohérentes.
— Leur wronskien est indépendant de (.

5.3.2 Analyticité et cohérence

On définit tout d’abord la largeur d’un ensemble :

Définition 5.5. Soit Yy > 0 et M un ensemble de points de Sy,. On définit la largeur de M
dans Sy,, notée {(M,Yp) par :

I(M,Yy) = inf sup{|Re ¢ —Re ¢|;(p,¢) € M? tels que Im ¢ = Im ¢ = y} (5.9)
ye[_YO7YO]

On énonce ensuite le résultat suivant :

Lemme 5.1. Soit E fizé. On considére X > 0, Y €]0,Y[, &0 > 0 et K un domaine de C tel
que 1(K,Y) > eo. On suppose que pour tout € €]0,e0[, f(-, 0, E,€) est une solution cohérente de
(1.3) pour ¢ € K et que pour tout x € [—X, X|, la fonction p — f(z,p, E, €) est analytique sur
K. Alors pour tout € €]0,g¢[ et tout x € [—X, X], la fonction p — f(x,p, E,c) est analytique
sur Sy

Ce résultat est prouvé dans [11, 13].

5.4 Le théoréme de la méthode WKB complexe sur un domaine
compact

Dans cette partie, on rappelle le résultat principal de la méthode WKB complexe sur des
domaines compacts. Ce théoréme, établi dans [10], construit sur les domaines canoniques, des
solutions cohérentes de ’équation (1.3) au comportement asymptotique (1.6).

5.4.1 La notion de comportement asymptotique standard

On commence par rappeler la notion de comportement asymptotique standard telle qu’elle
est présentée dans [13]. On dit qu'une fonction a le comportement asymptotique standard lors-
qu’elle a les propriétés suivantes :
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5.5. Les objets géométriques principaux de la méthode WKB compleze

Soit Eg € C et soit D C C un domaine connexe ne contenant pas de points de branchement. Soit
k une détermination continue sur D et ¥i les solutions canoniques de Bloch associées & D et
normalisées en & € D. On dit qu'une fonction cohérente f solution de (1.3) a le comportement
asymptotique standard f ~ ez T “(“)d“er(:L‘, ¢, E), respectivement f ~ e~ < s w(u)duy, (z,p, E),
dans D si elle vérifie les propriétés suivantes :

— il existe un voisinage Vy de Ey et X > 0 telle que f est une solution cohérente (vérifiant

(1.5)) de I’équation (1.3) pour tout (z,¢, E) € [-X,X]| x D x Vy;
— pour tout x € [—X, X], I'application (¢, E) — f(x, ¢, E, ) est analytique sur D X Vy;

— pour tout domaine admissible A de D, il existe un voisinage V4 de Ej tel que :

V(l‘, ®, E) € [_Xv X] XDXVA? f($7cva>€) = eé'fwﬁ(u)du(er(xa¢7E)+T+(xaQDa E)E))a

(5.10)
avec lim sup Ir(z,0,E, )| =0;
e=0 X X]xDx V4
respectivement

V(x, 0, B) € [-X, X|xDxVa, f(z,¢,B,) = e /"0y (2,0, B)tr_(z,0,B,¢)),
(5.11)

avec lim sup lr_(z, o, E,e)|=0;
e=0 X X]xDxVa
les asymptotiques (5.10) et (5.11) sont une fois différentiables en x.

5.4.2

On énonce maintenant le Théoréme WKB sur un domaine compact.

Théoréme 5.1. [10, 13]

Supposons que V' vérifie (Hy) et que W vérifie (Hy,.). On fize X > 1, By € C et Y €]0,Y].
Soit K C Sy un domaine canonique borné pour (1.3) tel que I(K, }7) > 0; soit k une branche du
moment complexe pour laquelle K est canonique.

Il existe g > 0 et une base cohérente {fy(x, o, E, ¢), f—(x,p, E,e)} de solutions de (1.3) ayant
le comportement asymptotique standard (5.10) et (5.11) dans K.

De plus, pour tout v € R firé, les fonctions ¢ — fi(x,¢,E,¢c) sont analytiques sur Sy. Enfin,
les solutions sont normalisées en g € K et

w(f—i—('v()va?g)?f—('ﬂO? E,{;‘)) = (ka/)(E - W(SOO))' (5'12)

ot k est le quasi-moment associé a k.

5.5 Les objets géométriques principaux de la méthode WKB com-
plexe

L’objectif est de construire des domaines canoniques et plus généralement des domaines
sur lesquels 'asymptotique standard reste valide. Pour cela, on définit les objets géométriques
principaux de la méthode WKB. Pour cela, on reprend des idées développées notamment dans
[9, 10, 11, 38].
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Chapitre 5. Les principauz outils de la méthode WKB compleze

5.5.1 Les lignes de Stokes

La définition des lignes de Stokes est relativement classique [9, 10]. L’intégrale ¢ — [ k(u)du
a les mémes points de branchement que le moment complexe. Soit ¢ I'un d’entre eux. On consi-
dére les courbes commencant en g, et vérifiant 1’équation

[ (5(€) — rl0))dé = 0 (5.13)
©o

ot I'intégrale est prise le long de . Ces courbes sont les lignes de Stokes issues de ¢g. D’apreés les
relations (4.10) et (4.11), la définition des lignes de Stokes est indépendante de la détermination
choisie de .

Décrivons brievement les lignes de Stokes en ¢g. Supposons que W' (pg) # 0. Les formules (2.4)
et (4.8) impliquent qu'’il y a trois lignes de Stokes issues de ¢g. En ¢g, 'angle entre deux lignes
de Stokes adjacentes est 27/3.

5.5.2 Les lignes de type de Stokes

On rappelle que D C Sy est un domaine simplement connexe ne contenant pas de points
de branchement. Soit v C D une courbe réguliére. Sur ~, on fixe une détermination continue du
moment k. On dit que v est une ligne de type de Stokes pour k, si le long de v, on a :

Im ( / : n(u)du) = Const ou Im ( / " k() —w)du) = Const

5.5.3 Les lignes pré-canoniques

Soit v C D une courbe verticale. La courbe v est une ligne pré-canonique si elle est la
réunion finie de segments bornés de lignes canoniques ou de lignes de type de Stokes.

5.6 Construction de déterminations du moment dans le cas de la
croix simple et de la croix double

Dans cette partie, on va décrire les différentes déterminations de x prés des points de
branchement dans les cas décrits en 2.3.1 et 2.4.1. Dans le cas de la croix simple, la configuration
géométrique est assez proche de celle décrite dans [12]. Dans le cas de la croix double, c’est
essentiellement deux croix simples. Ce cas est proche du cas étudié dans [14].

5.6.1 La croix simple : différents cas possibles
Choix d’une détermination au voisinage de la croix

On suppose que les hypothéses (Hw,.), (Hw,q), (H) sont vérifiées. Pour étudier les objets
géomeétriques principaux de la méthode WKB complexe, on doit préciser les propriétés de Im et
Re k. L’hypothése (H ;) recouvre essentiellement deux cas différents selon la nature de la bande B
dans (Hj). L’étude des opérateurs périodiques résumée au chapitre 4 entraine que (") = 0[x].
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5.6. Construction de déterminations du moment dans le cas de la croiz simple et de la croiz double

FiG. 5.2 — Les domaines S_ et S

On distingue les cas oul k(;F) = 0[27], et x(¢;) = 7[2n]. On définit tout d’abord S_ le domaine
ouvert délimité en bas par la droite réelle et & droite par > :

S_={p—r;peXi,reRi}NSy (5.14)

De méme, on définit S, le domaine ouvert délimité en bas par la droite réelle et & gauche par
2+ .
Si={p+r; peXi reRi}NSy (5.15)

Les domaines Sy et S_ sont représentés sur la figure 5.2. On va prouver le résultat suivant :

Lemme 5.2. On suppose que les hypotheéses (Hw,), (Hw,), (Hy) sont vérifiées. Il existe une
détermination k; du moment complexe telle que
1. Im ki(p) > 0 pour ¢ € S_, ki(p, +10) =0 et ki(p; —0) =,
ou

2. Im ki(p) <0 pour ¢ € S_, Kki(p, +1i0) =7 et ki(p; —0) = 0.

Démonstration On s’intéresse au cas x;(p, ) = 0[27].

— On commence par fixer le signe de la partie imaginaire de ;. L'image (E — W)(R —
[o;,¢F])) est incluse dans une lacune G. On pose A_ = (E — W)(S_). On va prouver
que A_ est un domaine connexe du plan complexe qui ne rencontre R que dans la lacune
G. D’apres I'hypothése (Hwy) (2.2.3), il existe une suite de lignes verticales S telles
que : _

A-NR = (B = W)((=00,¢,]U [p], +00)) U (E = W)(Zy).

(E—W)(f];:) est un connexe de R qui contient au moins un point de G et qui ne rencontre
pas 9o (Hy). Par conséquent, (E — W)(X;) est inclus dans G et finalement :

A_NR=G.

On fixe sur A_ une détermination continue du quasi-moment k. La partie imaginaire de
cette détermination ne change pas de signe car (E — W)(S_) ne rencontre pas o(Hy).
Par conséquent, si on pose ki(¢) = k(E — W(p)), Im k; reste de signe constant sur S_.
On peut supposer que Im x; > 0 sur S_.

— On va désormais préciser la partie réelle de x;. D’aprés le paragraphe 4.2 du chapitre 4, on
peut choisir x; tel que x;(¢, +i0) € {0, 7}. Décrivons tout d’abord les deux possibilités
recouvertes par I’hypothése k(¢ ) = 0.
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F1G. 5.3 — Les domaines S, Si et BL,2

1. Le point 0 est un minimum de W et la bande B intervenant dans (Hjy) est du
type [Eq11, Eqso]. Alors les points E,. et E; vérifient E, = Ey 1 et E; = Eqyo. 11
existe un voisinage V de [p,,0] U o tel que (E — W)(S_-NV) C CL\R. En effet,
au voisinage de 0, on a Im (E — W(y)) > 0. De plus, d’aprés (Hywg), il existe un
voisinage V' de [¢, ,0]Uo tel que (E —W)(S_NV) ne rencontre pas R. Comme elle
est continue, ¢ — Im (E — W (y)) reste strictement positive sur S_ N V. Il existe
une détermination £ du moment de Bloch telle que

Im k(&) > 0 pour Im € > 0 et k(E, +i0) =0, k(E; +i0) = 7.

On pose k() = k(E — W(p)), ce qui donne le résultat annoncé.

2. Le point 0 est un maximum et la bande B est du type [Eyy3, F4]; avec les
notations introduites dans (Hy), les points E, et E; vérifient E, = Eyy4, E; =
Ey43. Dans ce cas, on a E—W(p, +1i0) = E, —i0 et E— W (p; —0) = E; —i0. Si
k est la détermination du moment de Bloch telle que Im £k(€) > 0 pour Im &€ < 0,
et k(E,) =0, alors k(E;) = w. On obtient donc le résultat.

On traite de méme le cas ou x;(p;, ) = 7.
Ceci termine la preuve du Lemme 5.2.

¢

Pour fixer les idées, dans toutes les preuves pour la croix simple, on se placera désormais dans
le cas :
ki(p, +1i0) =0cet Ki(p; —0) = (5.16)

Les arguments dans le deuxiéme cas sont identiques et on ne donnera pas les détails.

5.6.2 Le cas de la croix double

On suppose désormais que les hypothéses (H{,V’g), (H';) sont vérifiées. Par un raisonnement
similaire & celui du Lemme 5.2, on peut décrire au voisinage de chaque croix C; et Cs deux
déterminations k1 et ko vérifiant les points (1) ou (2) de ce lemme. On s’intéresse au choix d'une
détermination du moment complexe entre les points de branchement ;" et ;..
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5.6. Construction de déterminations du moment dans le cas de la croiz simple et de la croiz double

On introduit comme pour la croix simple le domaine ouvert S délimité en bas par 'axe réel et
a droite par X 4 :
SL={p—r; pesi  reR}NSy. (5.17)

On définit aussi S_2~_ délimité en bas par 'axe réel et a gauche par ¥q | .
St ={e+r; peT;,,reR}NSy. (5.18)

On note B2 le domaine ouvert compris entre X1 et ¥y et coupé sur [my, 907"{] et [gar;,mg]. Ces
différents domaines du plan complexe sont représentés dans la figure 5.3.

Lemme 5.3. Il existe dans le domaine BY? une détermination continue ko du moment compleze
ayant les propriétés suivantes :

1. Im ko(p) > 0 pour ¢ € BL2.

2. ko, +0) = ko(p,, —0) € {0, 7}

3. ko(@i; +0) = ko(pi, — 0) ;5 ko(@i; —0) = ko, +0).
4. Ko(@i; +0) + ko(pi, +0) = 2k0(p)f +0).

Démonstration On note que par continuité, 'image de l'intervalle réel [‘prf790r2‘] est
incluse dans le gap G contigu aux bandes By et By de I'hypothese (H’). On s’intéresse a A =
(E — W)~1(B?). A est un domaine du plan complexe qui ne rencontre l'axe réel que dans G.
En effet, d'aprés (Hw,y) (paragraphe 2.2.3 du chapitre 2) il existe une suite de lignes verticales

{ik}ke{plmpz} telles que :

ANR=(E-W)(eh e, DU U (B-W)(E)
ke{p1...p2}

(E— W)(f]k) est un connexe de R qui contient au moins un point de G et qui ne rencontre pas
do(Hy). Par suite, (E—W)(Z) C G, et ANR = G.

On considére le plan complexe coupé le long de R—G. Sur ce domaine, il existe une détermination
continue k. Cette détermination a une partie imaginaire de signe constant. On peut donc supposer
que Im k£ > 0. On sait de plus (paragraphe 4.2 du chapitre 4) que :

k(E,,) = k(E,,) € 7Z

On fixe donc la détermination k pour que k(E,,) € {0,7}. On pose désormais ko(p) = k(E —
W(p)). On va maintenant préciser les valeurs de kg en les points de branchement. On a vu
(paragraphe 2.4.3 du chapitre 2) que I'hypothése (H’;) recouvre deux cas :
— Les bandes B; et Bs sont deux bandes consécutives. Dans ce cas, E,, et L, sont deux
extrémités différentes de la lacune G . Les extrema my et mo sont de type différent et
il y a un nombre pair d’extrema entre m; et ms. Supposons pour fixer les idées que
my est un maximum et mgo est un minimum. Alors E,, < E,, et la bande Bj est en-
dessous de la bande Bs. Cette situation est représentée en figure 5.4A. Dans ce cas, on
effectue un raisonnement identique & celui de la preuve du Lemme 5.2 pour étudier le
signe de Im (E — W (yp)) au voisinage de chaque croix. Cette étude montre qu'il existe
deux voisinages V7 de la croix C et V5 de la croix Cy tels que :

Im (E—W(p)) >0 pour peVinBY?ncCt
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Im (E—W(p)) >0 pour ¢eVonBY?nCt
De cette étude, on déduit que :
HO((p;j_l + 0) = k<ET1) = ’%0(907?2 + 0) = k(Em)
mg(goil +0) = ]{Z(Eil +10) ; lﬁo(tpi; —-0) = k(EZ'Q +i0)
Enfin, on a les relations suivantes pour les valeurs du quasi-moment (paragraphe 4.2 du
chapitre 4) :
k(E;, +1i0) = k(E;, —i0) ; k(E;, —i0) = k(E;, +10) ; k(E; +1i0)+k(E;, —i0) = 2k(E,,).
ce qui implique le résultat lorsque my est un maximum et mo un minimum. On raisonne
de la méme maniére lorsque my est un maximum et m; un minimum.
— Les bandes B; et By sont confondues. Dans ce cas, E,, = E,,, I;, = E;, et les extrema
my et my sont de méme type; pour fixer les idées, supposons que ce sont deux minima

(voir figure 5.4B). De méme, on s’intéresse au signe de Im (E — W (y)) au voisinage de
chacune des croix. Il existe un voisinage V1 de C et un voisinage Vo de Cs tels que :

Im (E—W(p)) <0 pour peVinBY?nCt
Im (E—W(p)) >0 pour ¢eVanBY?nCt

Par suite,
Ko(y, +0) = k(Er,) = rolpy, +0) = k(Er,)

ko(wiy, +0) = k(E;, —1i0) ;5 ko(p;, —0) = k(L +10)
Le quasi-moment vérifie
k(E; +10) + k(E;, —i0) = 2k(E,,),

ce qui implique le résultat. On traite de méme le cas de deux maxima.
Ceci achéve la preuve du Lemme 5.3.

&

De méme que pour la croix simple, on se placera pour les preuves de la croix double dans le cas :
Im ro(p) > 0 pour ¢ € B2 (5.19)

ko(), +0) = ko(y, —0) =0,

r0(iy +0) = ro(pi, —0) =,

ko(piy +0) = ko(Pi, —0) = —.

5.6.3 Les autres déterminations possibles

On décrit ici certaines déterminations du moment complexe et les domaines qui leur sont
attachés. Les propriétés générales du moment complexe sont des conséquences des hypothéses
sur W et de la description du quasi-moment de Bloch. Les propriétés de k prés des points de
branchement ¢;, @;, ¢;", ¢, découlent des propriétés de k pres de E,. et E;.
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B1 G B G By = By
E,, E. E. E, By, Ei,
A B

FiG. 5.4 — Image des croix dans le plan des énergies

Le cas de la croix simple

Les déterminations décrites ici sont obtenues par prolongement & partir de la détermination
k; définie au Lemme 5.2. On considére la détermination continue x; définie dans le Lemme 5.2.
On se place dans le cas (5.16).
On note kg4 le prolongement de cette détermination x; au domaine {Re (¢) < Re ()}
kg vérifie :
Im ((7)) > 0 pour {Re (¢) < Re (¢;)}
Re (kg)(¢) — 0 quand Re (¢) — —oo0.

kg est le prolongement de k; & travers (—oo, ;).

— On considére la bande Sy coupée le long de (Z\o) U (X\7) U (=00, ¢, ) U (7, +00). On
note encore k; le prolongement de x; & travers C.

— De méme, sur {Re (¢) > Re (¢;7)}, on fixe une détermination continue kg4 par les condi-

tions :
Im (kq(p)) > 0 pour {Re (p) > Re (¢)}
Re (kq)(¢) — 0 quand Re () — +oo.

kq est le prolongement de x; a travers Sy.
On décrit ici les liens entre ces différentes déterminations de & :

Vo € SL, kelp) = kilp) 5 Yo e S, kelp) = —ri(p). (5.20)

Vo e S%, ka(p) = —rilp) ;5 Vo €Sy, rale)=ri(p). (5.21)

Le cas de la croix double

On décrit maintenant le choix des déterminations s dans le cas de la croix double :

— De méme que pour la croix simple, on considére la détermination k1 du moment complexe
fixée au niveau de la croix C; par I’équation (5.16). On note encore k1 le prolongement
continu de k1 a travers Cy. kq vérifie :

1. Im k1(¢) > 0 pour p € S_,
2. k1lpr,) = riled) =0,
3. k1(ei) = mi(pi) = .
— On définit de maniére analogue ko le prolongement de ko a travers Cs. ko vérifie :
1. Im k2(p) < 0 pour ¢ € Sy,
2. ka(pr,) = ra(pf,) =0,
3. Ka(piy) = ra(Piy) = m.
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— On note kg le prolongement de x1 au domaine {Re (¢) < Re (¢,,)}. Ky vérifie les pro-
priétés suivantes :

Im (rg(p)) > 0 pour {Re (¢) <Re (¢;,)}
Re (kg(¢)) — 0 quand Re () — —o0

— De méme, sur {Re (¢) > Re (¢;f)}, on considére le prolongement r4 de k3. La fonction
Kq vérifie :
Im (ka()) > 0 pour {Re () > Re (¢],)}
Re (kq)(¢) — 0 quand Re (p) — 400

— Entre goj,“l et ¢,.,, on rappelle que kg est la détermination décrite dans le Lemme 5.3. On
se place dans le cas (5.19). kg vérifie :

Im (ko(p)) > 0 pour ¢ €]p;, or |
Re (ko(¢)) =0 pour ¢ € [, ¢, ]

On décrit maintenant les liens entre ces diverses déterminations :

Les relations entre x4 et k1 d’une part et kg et Ko d’autre part sont similaires aux relations
(5.20) et (5.21), c'est-a-dire :

Vo e SL, relp) =rilp) 5 VoS, rylp) = —ri(p): (5.22)

Vo €52, ka(e) = —kralp) ; Vo€ @, ka(p) = Ka(p). (5.23)

— On s’intéresse également aux relations dans le domaine entre les deux croix :
Vo € BY2NCy, role) = —ri(p) ; YoeBYNC_, ko(p)=ri(p). (5.24)

Vo € B2 NCh, kolp) =ra(p) ;5 Yo eBYNC_, ko(p) =—ra(p). (5.25)

5.7 Lignes de Stokes

Dans ce paragraphe, on va décrire les lignes de Stokes au voisinage des points o, , @7, ©;
et ;. On a représenté cette configuration sur la figure 5.5. Sur cette figure, on a indiqué entre
parenthéses la valeur prise par x aux points de branchement.

Etant donné que W est réel sur 'axe réel, on sait que la figure représentative des lignes de Stokes
admet 'axe réel pour axe de symétrie.

Tout d’abord, r; est réel sur le segment [, , p;] C R; par conséquent, [¢; , ;"] est une ligne de
Stokes. Il y a deux autres lignes de Stokes issues de ¢, ; on note b la ligne qui va vers le haut et
b, sa symétrique par rapport a l’axe réel. De méme, on désigne par a et a les deux autres lignes
de Stokes issues de ¢ ; a est celle qui va vers le haut.

Pour ce qui concerne les lignes de Stokes issues de ;, il y en a trois, séparées par un angle de
27 /3. Dans la région délimitée par X et eQZTWZ‘, il existe une ligne de Stokes, qui est localement

dirigée vers la droite de X ; on la note d. De méme, il existe une ligne de Stokes entre X et ey
On la note e. Enfin, la troisiéme ligne de Stokes issue de ¢; est dirigée vers le haut. On 'appelle
c. Par symétrie, on en déduit I'existence des lignes de Stokes ¢, d et € issues de %;.

Le comportement des lignes de Stokes a, b, ¢, d et e dans la bande Sy est décrit dans le lemme
suivant.
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5.7. Lignes de Stokes

Lemme 5.4. On suppose que V' et W wvérifient les hypothéses (Hy ), (Hw). Lorsque J vérifie
(Hjy) ou (HY), les lignes de Stokes autour d’une croiz ont les propriétés suivantes :

1. a reste verticale ; elle coupe {Im (p) =Y} et ne rencontre aucune ligne de Stokes d’équation

Im [k=0.

2. b reste verticale ; elle coupe {Im (¢) =Y} et ne rencontre aucune ligne de Stokes d’équation
Im [k=0.

3. d coupe a au-dessus du point o) ; le segment de d entre p; et lintersection avec a est
vertical.

e coupe b au-dessus de @, ; le segment entre @; et ['intersection avec b est vertical.
c reste verticale, coupe {Im (@) =Y} et ne coupe pas o.

a et ¢ ne se coupent pas dans Sy .

IR

. b et ¢ ne se coupent pas dans Sy .

Démonstration On énonce tout d’abord deux remarques générales sur les lignes de Stokes.
D’abord, une ligne de Stokes devient horizontale seulement en un point ot Im x = 0, c’est a dire
en un point de la pré-image d’une bande spectrale. D’autre part, une ligne de Stokes issue de
¥ (respectivement issue de ¢; ou @;) est localement orthogonale a is(p) (respectivement a
i(m — ().

On effectue la démonstration en détail lorsque J vérifie (Hy). Le cas ou J vérifie (H') est
analogue et on indiquera juste les modifications.

On commence par démontrer le point (1). D’aprés (H ), la pré-image des bandes spectrales est
[0, , @] Uo. a devient donc horizontale seulement si elle rencontre o. Montrons par I’absurde
que c’est impossible. Supposons que a coupe la ligne ¢ en ¢, alors :

Pa
Im K

(u)du =0 =1Im /0% k(u)du

o

oll cette derniere intégrale est prise le long de o,
Pa
= / (Re k(u))d(Im (u)) < —ki(E—W_)Im ¢, <0
0

ce qui est impossible. Donc, a reste verticale. De plus, lorsque ¢ — oo, ¢ € Sy, Im (ik) — 0.
Donc, a admet une asymptote verticale et intersecte {Im (¢) = Y'}. Deux lignes de Stokes du
méme type et distinctes ne se rencontrent pas; par conséquent, a ne rencontre aucune ligne de
Stokes d’équation Im [ k(u)du = 0.

On obtient de la méme fagon le point (2).

Pour démontrer le point (3), on considére la ligne de Stokes d. Si a et d ne se coupent pas, alors
d rencontre soit o, soit [0, ¢;7]. Dans le premier cas, si on note ¢4 le point d’intersection, on a :

m /@ (k(w) — 7)du = 0 /w Re (i(u) — 7)d(Im (u)) < 0
Pd ¥d

Par conséquent, d et a se coupent. Entre ; et son intersection avec a, d ne rencontre pas la

pré-image d’'une bande spectrale et donc reste verticale. On démontre de maniére analogue les

propriétés de e.

On s’intéresse maintenant au point (5). c est dirigée vers le haut. Cette ligne ne devient horizontale
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Fi1G. 5.5 — Lignes de Stokes

que si elle rencontre la pré-image d’une bande spectrale. Ceci est impossible dans le domaine
{Im ¢ €]Im ¢;,Y[}. c reste donc verticale.
On prouve enfin le point (6) par 'absurde. Supposons qu'il existe ¢, € a Nc. Alors on calcule :

Pa Pa
Im / k(u)du =0 =1Im / k(u)du 4+ Im k(u)du
0 o

Pi

en intégrant le long de [0, ¢;7] U a. D’une part Im f:;a k(u)du = 7Im (o, — @;) > 0 et d’autre
part Im [ k(u)du = [ Re k(u)d(Im u) > 0.
Il y a donc une contradiction ; par conséquent, a et ¢ ne se coupent pas dans Sy.
Lorsque J vérifie (H';), on note aj, bj, ¢j, dj, e; les lignes de Stokes associées a chacune des
croix Cj. On imite la preuve du cas (Hy) en remarquant les faits suivants :
— ap et by ne se rencontrent pas. En effet, a; et bs sont des lignes de Stokes de méme type
et donc ne se coupent pas.
— ap ne rencontre pas gg. Puisque by est strictement & gauche de o, et que a; et bs ne se
coupent pas, a; ne rencontre pas oo. Par conséquent, a; reste verticale.
— De méme, by ne rencontre pas oy et reste donc verticale.
c1 ne rencontre pas oo et reste donc verticale.
— ¢9 ne rencontre pas oq et reste donc verticale.
Ceci termine la preuve du Lemme 5.4.

¢

5.8 La construction d’une base cohérente & ’asymptotique stan-
dard autour de la croix
5.8.1 Description du domaine K*

On va décrire désormais certains domaines canoniques relativement compacts autour de la
croix simple. La configuration géométrique est similaire & celle présentée dans la section 7 de
[12], & I'exception de la parité du potentiel W.
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On commence par introduire une nouvelle notation.
Soient deux lignes de Stokes 7 et s, admettant un point d’intersection. On note 75, le segment
de 7 compris entre le point de branchement & l'origine de r et son intersection avec s.
On définit :
Li =bUb, UeyUc, (5.26)

R;=¢Ud, UagUa. (5.27)

D’aprés le Lemme 5.4, les lignes L; et R; ne se coupent pas dans Sy. Par suite, les lignes L; et
R; ainsi que les droites d’équation Im ¢ = =Y, Im ¢ = Y délimitent un domaine connexe du
plan complexe, que I'on note K°. K° est représenté dans la figure 5.7.

Soient &1 et & deux points de K® tels que Im & = =Y et Im & =Y.

5.8.2 Description des lignes de type de Stokes

On donne ici une description des lignes de type de Stokes Im f;’; k(u)du = Const et
Im f:;(w — k(u))du = Const. On a défini ces lignes au paragraphe 5.5.2 de ce chapitre. La
situation a été étudiée en détail dans [12]. On reprend donc leurs constructions.
On notera de fagon générique 4 les lignes de type de Stokes Im f;’; k(u)du = Const et yp les
lignes de type de Stokes Im f;} (m — k(u))du = Const.
On dit que les lignes d’une famille (I,,),cp fibrent un domaine D si D est I'union disjointe des
lignes (l,)yer. Les familles de lignes de type de Stokes 4 et g fibrent toutes deux le domaine
K2 (12]).
Pour représenter les familles de lignes de type de Stokes, il suffit d’étudier les champs de vecteurs
iRk et i(m — R). Pour j € {1,2}, et & € K, on note v4(&;) et yg(&;) les courbes passant par §;
et vérifiant :

)
va(&) : Im . k(u)du =0
%)
7B(§;) ¢ Im . (m — K(u))du =0

5.8.3 Le domaine K;(&,&)

La encore, on se référe a la section 7 de [12]. L’étude des lignes de type de Stokes y4 montre
que la ligne de type de Stokes v4(&1) coupe R; (définie en (5.27)) dans Sy. De méme, la ligne
vB(&1) coupe L; (définie en 5.26) dans Sy. Enfin, les lignes y5(&2) et R; se coupent ainsi que
les lignes v4(&2) et L;. On note K;(&1,&2) le domaine limité & gauche par L;, a droite par R;, en
bas par yp(£1) U~ya(&1) et en haut par v4(£2) Uvp(&2). Ce domaine est représenté sur la figure
5.6A. Sur cette figure, les lignes v4 sont représentées par des courbes continues et les lignes vp
sont représentées par des courbes en pointillés. On démontre désormais le résultat suivant :

Lemme 5.5. K;(&1,&2) est un domaine canonique relativement compact.

Le reste du paragraphe 5.8.3 est consacré a la démonstration de ce résultat. En fait, la
preuve est la méme que celle de la Proposition 7.1 de [12]. On ne donne donc que les grandes
lignes et on renvoie & cet article pour les détails. Il y a essentiellement deux étapes :
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3

B C
F1G. 5.6 — Les domaines K;(¢1,&), KV, K¢

La premiére étape est la construction d’une ligne canonique v reliant &; et . Pour cela, on
construit une ligne pré-canonique # comme réunion de segments de courbes des familles
Y4, vB et de lignes canoniques. On « lisse » ensuite § grace a la propriété suivante :
Lemme 5.6. [12]

Soit B une ligne pré-canonique. On suppose qu’elle commence et se termine par des
segments de lignes canoniques Y, et vp. On note @ et @y les extrémités de ces segments,
qui sont des points intérieurs a (3, choisis tels que Im @, < Im @y. Alors, pour 6 > 0, il
existe une ligne canonique située dans un d-voisinage de 3, contenant vy, et 7y, privées
d’un d-voisinage de p, et wp.

— Ensuite, on utilise la propriété suivante pour construire le domaine K;(&1,&2) a partir de
v
Proposition 5.1. [12/Domaines canoniques entourant une courbe

Soit v une ligne canonique pour la détermination k. On suppose que K C D est un
domaine simplement conneze contenant 7y (sans ses extrémités). Le domaine K est un
domaine canonique entourant v s’il est la réunion de courbes pré-canoniques, chacune
étant obtenue a partir de v en remplacant certains segments intérieurs par une ligne
pré-canonique par rapport 4 K.
11 suffit alors de prouver que K;(&1,&2) est un domaine canonique entourant . Pour cela,
on se donne un point quelconque & de K;(£1,£2). On montre ensuite que, dans K; (&1, &2),
il existe une courbe pré-canonique [ reliant deux points intérieurs de «y et contenant &g.
On renvoie a la section 7 de [12] pour les détails de cette construction.

5.8.4 Les domaines canoniques K/ et K¢

Dans toute la suite, on choisit Y €] sup Im ¢;(E), Y.
EeJ
En choisissant les points & et & de facon particuliére, on va construire deux domaines canoniques

Kf] et Kl-d.
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F1G. 5.7 — Le domaine K;*

On considere les lignes b.Uey, d,Uag et [¢;, ¢;7], ces lignes délimitent un « pentagone curviligne »
que I'on note P. On a représenté P dans la figure 5.8.

Lemme 5.7. [l eziste & € KX N{Im o= -Y} et & € K N{Im ¢ =Y} tels que le domaine
K? = K;(&9,£)) vérifie les propriétés suivantes :

1) K} NSy contient L; N Sy

2) KY contient P.

Démonstration Soit & € K tel que Im & = —Y. On rappelle que yp(§1) est la ligne
de la famille yp passant par &. On pose Zyg = L; N {Im ¢ = —Y}. Les relations Z € L;
et Tm fg(w — k(u))du = 0 définissent implicitement une fonction & +— Z(&;) continue sur
Im & = —Y. Cette fonction vérifie de plus :

1Z(&1) — Zol| < Cl[&1 — Zo||-

En effet, soit [0,a] — L; ; s — Z(s) un paramétrage curviligne de L; tel que Z(0) = Zp. On

consideére alors la fonction définie sur [0, @] x {Im ¢ = =Y} par :
Z(s)
F(s,&) =1Im (m — k(u))du.
&1

F' vérifie les propriétés suivantes :

FO.20) =0, 20(0.20) #0.

Il existe donc une fonction f continue sur un voisinage de Zj telle que :
f(Zy) =0, F(s,§1)=0 < s= f(&).

f vérifie de plus :
IF (€I < CllE&r = Zoll-

Par suite, pour &/ assez proche de L;, v5(£Y) coupe L; en-dessous de la droite Im ¢ = —Y.
On choisit de méme le point & assez proche de L; pour que la ligne de Stokes y4(&J) coupe L;
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e dq

be d
P oy
FiGg. 5.8 Le domaine P

au-dessus de la droite Im p =Y.

Par construction, la courbe v5(&7) coupe L; en-dessous de Im ¢ = ~Y et v4(&9) coupe L; au-
dessus de Im ¢ =Y. Le domaine KY = K;(£],£J) contient donc L; N Sy

On montre maintenant que K7 contient P. Par construction, y4(&]) coupe L; au-dessus de ;.
De plus, les deux courbes v5(£J) et d sont deux lignes de type de Stokes Im [*(7 — ) = Const.
Elles ne se rencontrent donc pas et yp(£5) reste au-dessus de d. Par conséquent, K} contient P.
On note que Kf contient en particulier o.

&

On a le résultat correspondant pour R; :

Lemme 5.8. Il eziste £&§ € KN {Im o =—-Y} et €4 € KX N {Im p =Y} tels que le domaine
K% = K; (&, €9) vérifie les propriétés suivantes :

1) K¢N Sy contient R; N Sy-.

2) K& contient P.

La démonstration de ce lemme est complétement similaire & la démonstration précédente.
On ne donne pas les détails.

5.8.5 Construction d’une base a asymptotique standard sur K;*

On prouve maintenant le résultat suivant.

Proposition 5.2. Soit H, . vérifiant (Hy), (Hw.,), (Hw,) et (H;). Soient Y €]0,Y[ et X > 1
fizés. Soit Eg € J et A C K° un sous-domaine admissible de K°. On pose Ay = AN Sy
Alors, il existe un voisinage U4 compleze de Ey, €9 > 0 et deuz fonctions fi(z, p, E, ) vérifiant
les propriétés suivantes :
— Les fonctions (z,p, E, &) — fi(x, ¢, E,¢) sont définies sur R x AxUax]0,¢e0] et forment
une base cohérente de solutions de (1.3).
— Pour tout x € R, pour tout ¢ €]0, o[, les fonctions ((p, E) — fi(xz,p, E,€)) sont analy-
tiques sur Sy X Un.
— Pour (z,¢,E) € [-X, X] x Ay xUgx les fonctions ont les représentations asymptotiques
suivantes :

fi(e, @, Boe) = 2 5RO (44 (2, 0, B) + ra(a, 0, B, )) (5.28)
— Les fonctions r4 vérifient :

lim sup max{|rs(z, ¢, E,¢)|, [0xr+(z, 0, E,€)} = 0.
70 (2,0,E) e[~ X, X]x Ay xUa
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~ 11 existe un réel o; € {1,—1} tel que les fonctions fi vérifient les relations de symétrie :

(f)*(z, 0, E ) = fi(z,3,E,e) = oifi(x, , E,e).

La détermination k; est décrite au Lemme 5.2.
— Le wronskien des fonctions fi vérifie :

w(f—zi-(a ®, Ea 5)7 fz—() 2 Ea 6)) = (wok‘;)(E - W(O))
ot k; est la détermination du quasi-moment associée d K;.

Le reste de cette partie est consacré a la démonstration de la Proposition 5.2. Soit Ey € J
fixé et A un sous-domaine admissible de K (on renvoie au paragraphe 5.1.6 de ce chapitre pour
la définition de cette notion). Le domaine K ° N Sy n’est pas a proprement parler un domaine
canonique. On ne peut donc pas lui appliquer directement le Théoréme 5.1. La construction
se rapproche en fait plus des notions de domaine maximal introduites plus récemment par A.
Fedotov et F. Klopp (cf. [13]).

Les domaines K} et Kid sont des domaines canoniques. Le Théoréme 5.1 implique donc 'exis-
tence d’un voisinage U4, d'un nombre réel g9 > 0 et de deux bases cohérentes (f29) et ( id) a
I'asymptotique standard sur Kf et Kid.

On commence par montrer que les fonctions fi’g et f&d gardent la méme asymptotique sur ANSy.
Pour cela, on rappelle tout d’abord certaines techniques de prolongement des asymptotiques dé-
veloppées dans [10, 13].

5.8.6 Résultats préliminaires de prolongement des asymptotiques
Lemme de prolongement sur des domaines compacts

Lemme 5.9. [10] Soit o_, v+, o, des points fixés tels que
Imp_=1Im @, ;
— il n’y a pas de points de branchement de ¢ — k(@) sur Uintervalle [o—, @4];
@0 € (p—p+),a(po) # 0.
On fize une détermination continue de k sur [p_, p4]. Soit f(x, 0, E,¢), f(x,p, E, &) des solu-
tions de (1.3) pour ¢ € [p_, py| et x € [-X, X|, vérifiant (1.5) et telles que :

L f(e,p.Be) = et 10 ™y (2,0, E) + o(1)) pour ¢ € [p—,po] quand & — O et les
asymptotiques sont différentiables en x ;

2 fu(z,0,Be) = eE 1o ™My (2.0, ) + 0(1)) pour ¢ € o, 4] quand & — 0, et les

asymptotiques sont différentiables en x.

On rappelle que () sont les solutions de Bloch canoniques associées au moment compleze k.
Alors,
si Im (k(p)) > 0 pour tout ¢ € [p_,p4], il existe C > 0 telle que, pour € > 0 assez petit,

df L 190 | Imk(u)|du
‘dx(xaso,E,a) (2,0, B, e)| < Ce &7 1maldu - e (00 o, ; (5.29)

— si Im (k(p)) < 0 pour tout v € [p_,p+], alors

fo, g, Be) = et T ™8y (10 B) +0(1)), w€lpnpy],  (5.30)

et les asymptotiques sont différentiables en x.
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g3

Sa S3

o2 1
S1

Fi1G. 5.9 — Les lignes de Stokes

Moralement, ce résultat signifie que le comportement asymptotique standard d’une solution
reste vérifié le long d’une ligne horizontale tant que le terme principal reste croissant (pour des
résultats analogues pour la méthode WKB réelle [37]).

Principe du Domaine Canonique Adjacent

L’estimation obtenue dans le Lemme 5.9 pour la solution décroissante est loin d’étre opti-
male. On va rappeler un résultat qui précise ’asymptotique d’une solution décroissante.
On introduit d’abord quelques notations. Soit « une courbe verticale. Soit U un domaine du plan
complexe. On dit que U est un voisinage gauche s’il existe o > 0 tel que :

{z—=r; re€l0,a];ze~} CU.

On dit de méme que U est un voisinage a droite de v s'il existe o > 0 tel que :
{z+r; re€l0,a];ze~} CU.

La proposition suivante donne un résultat plus précis :

Proposition 5.3. [11] On suppose que la solution f a un comportement asymptotique standard
(voir paragraphe 5.4.1) dans un voisinage constant gauche ou droit d’une courbe verticale . On
suppose que 7y est canonique par rapport a une détermination donnée du moment compleze. Alors
f a un comportement asymptotique standard dans n’importe quel domaine canonique entourant

v.

Le Lemme de Stokes

Notations et hypothéses :
On suppose que &y est un point de branchement du moment complexe tel que W' (&) # 0. Il y
a trois lignes de Stokes commencant en &y. Les angles entre elles au point &y sont égaux a 2m/3.
On note ces lignes o1, o2 et o3. On choisit la numérotation pour que o soit verticale en &y. Soit
V un voisinage de &y assez petit pour que o1, 02 et o3 divisent V' en trois secteurs. On note ces
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trois secteurs S7, S et S3 de telle facon que S| est délimité par o et o9 et Sy est situé entre oy
et o3. On a représenté cette situation dans la figure 5.9.
On énonce maintenant le résultat :

Lemme 5.10. [13] Lemme de Stokes.

Soit V' un woisinage assez petit de § pour que la description ci-dessus soit vérifiée. Soit f
une solution qui a l'asymptotique standard f = eéfw"‘(“)d“(w_i_(a:,go) + o(1)) a Uintérieur du
secteur S1 U oo U Sy de V. De plus, on suppose que, dans Sy, prés de o1, on a Im x > 0 si
S1 est a gauche de o1 et Im k < 0 sinon. Alors f a le comportement asymptotique standard
f=es7rWduy, (2 B o)+ 0(1)) a Uintérieur de V\oy ot k est prolongé analytiquement de
S1UoyUSy a V\O’l.

Heuristiquement, le Lemme de Stokes signifie que le comportement asymptotique standard
reste valide en « contournant » les points de branchement dans le sens des Im & croissants.

5.8.7 Asymptotiques de f2’
On prouve le résultat suivant :

Lemme 5.11. La fonction fig garde lasymptotique standard dans le domaine K° N {Im ¢ €
[-Y, Y]}

Démonstration On commence par montrer qu’il existe une ligne canonique v4 C Kld
reliant {f et {g telle que fi’g a 'asymptotique standard dans le domaine de K° N {Im ¢ €
[-Y,Y]} a gauche de 4.

D’apres le Lemme 5.8, sz contient & donc il existe une ligne canonique 7, reliant §f a 5‘21 telle
que :
{v €74 Im g€ [-Im ¢;,0]} C S-

On va montrer que fi’g a I'asymptotique standard & gauche de cette ligne v4. On distingue quatre
bandes :
— Im p € [-Y, —Im ¢;].
Dans cette bande, Im x; < 0. Le Lemme 5.9 montre donc que ’asymptotique de fi’g reste
vérifiée dans toute la bande.
— Im ¢ € [-Im ¢;,0].
Dans cette bande, Im k;(p) < 0 tant que Im ¢ € S_. Puisque {¢ € 74 ; Im ¢ € [-Im ¢;,0]}
est inclus dans S_, I'asymptotique de f19 reste vérifice a gauche de vq N {Im ¢ €
[—Im ¢;, 0]}.
— Im ¢ € [0,Im ;).
D’apres le Lemme 5.7, 0 C K7. A droite de o, Im x; < 0 donc fi’g garde ’asymptotique
standard dans K7 ° N {Im ¢ € [-Im ¢;,0]}.
— Im ¢ € [Im ¢;,Y]. ‘
A droite de ¢, Im k; < 0 donc f? garde 'asymptotique standard dans K° N {Im ¢ €
[_Ya —Im 902]} .
En utilisant la Proposition 5.3, on en déduit que f1? garde asymptotique standard dans tout le
domaine Kfl. Par conséquent, fi’g garde 'asymptotique standard dans le domaine K>°N{Im ¢ €

[-Y,Y]}. Ceci termine la preuve du Lemme 5.11.
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o

On montre de la méme maniére que fﬁd garde l'asymptotique standard dans K° N {Im ¢ €

[-Y, Y]}

5.8.8 Base cohérente

) R g pind .
Pour conclure, on va déformer légérement la base {f7?, f“} pour construire une base
cohérente. On calcule dans K?° le wronskien :

w7, £ = [1+ o(1)]

. i,d
La base { b9 =

V9, ——=— ¢ est une base cohérente que l'on note {f%, f'}.
w( 9,129

5.8.9 Construction d’une base {f;, f*} du domaine K

On a prouvé 'existence d'une base cohérente {f1} possédant 'asymptotique standard dans
le domaine K. On a choisi le point 0 comme point base (cf. (5.28)). On va construire & partir
de {f.} une base cohérente du type {fi, f#}. On va étudier tout d’abord 'asymptotique de f% a
gauche de c. Pour cela, on va utiliser le Lemme 5.10. On considére désormais un rectangle R de
S5 dans un voisinage gauche de cU o U¢. On étudie maintenant I'asymptotique de fiet (fi)*
dans R. On rappelle que les fonctions g+ sont définies en (4.14). On pose :

wi(p, B) = —W'(p)g(E — W(p)) (5.31)

Calcul du wronskien w(f%, (f1)*).

On commence par étudier, dans R, les objets liés au moment complexe k;. Soit k; la dé-
termination du moment de Bloch de I'équation (4.1), continue & travers [E,, E;] et vérifiant de
plus :

kz(Er) =0 et kz(Ez> =T

k; est réel sur [E,, E;] donc k;(€) = k;i(€). La détermination k; verifie k;(¢) = ki(E — W (p)).
Les solutions de Bloch associées W vérifient donc ¥ (z,%) = ¥ (z, ).
On en déduit donc les relations suivantes dans R :

Ri(p) = rilp) (P () = Vi(p) (W) (p) =wllp), Vo €eR (5.32)
De plus, puisque k] est réel sur la bande, il existe un réel o; € {—1,1} tel que :
q; (¢) = 0iqi(p) (5.33)

On précisera ce coefficient ¢; au paragraphe 8.1.2 du chapitre 8. On calcule :
w(f—ﬁ—(a ®, Ea 5)7 (f—zi—)*(v P, Ea E)) = QZ(O)Q:(O)U}(\I/:-(’ 0)7 \Iﬂ—(a 0))9(()07 E7 5)

Puisq_ue w(V (-,0), T (-,0)) = —w(¥(-,0), ¥ (-,0)), le facteur g(p, E,¢) vérifie g*(p, E,¢) =
g(@,E,e) = g(p,E,e) et g(p,E,e) = [1 + o(1)]. Comme le wronskien est analytique et e-
périodique, cette asymptotique est vérifice dans S;.
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Piy
©r u 9 \
o >
F1G. 5.10 — Les domaines K7° et K3°
Conclusion

Puisque g* = g et g = [1 + o(1)], il existe une fonction analytique (p, E) — h(p, E,€) sur
S5 x U telle que :
-9(p, E.e) = h(p, E,e)h*(p, E, ),
- h(p,E,e) =[1+0(1)].

On va modifier légérement la fonction fi et poser f; =
cohérente. Ceci termine la preuve de la Proposition 5.2.

i
h(p,Ee)’

la base {f;, f7} est une base

5.8.10 Remarques et compléments

Les résultats de la Proposition 5.2 restent valides lorsqu’on remplace (Hj) lorsque 1'hy-
pothése (H')) est vérifice. En effet, tout d’abord la construction du domaine K° dépend du
comportement des lignes de Stokes. Ensuite, la construction développée pour la croix simple et
pour la Proposition 5.2 est une construction locale subordonnée au choix de la détermination x;,
au comportement des champs de vecteurs i; et i(m — k;) au voisinage des points de branchement
et a la description des lignes de Stokes. Soient x; et kg les déterminations décrites au paragraphe
5.6.3 de ce chapitre. On a alors le résultat suivant :

Proposition 5.4. Soit H, . vérifiant (Hy), (Hw,), (Hw,y) et (H). Soit Y < Y. Soit Ey € J.
Il existe deur domaines K{° et K5° disjoints et vérifiant les résultats de la Proposition 5.2 pour
les déterminations k1 et Ko.

Sur chaque domaine K7° N Sy pour j € {1,2}, il existe une base {f;,(f;)*} cohérente, &
I'asymptotique standard. On a représenté ces deux domaines dans la figure 5.10.

5.9 Compléments pour le cas ot k(¢ ) =7

On commence par décrire briévement ici les diverses déterminations du moment complexe
lorsqu’on est dans le cas (2) du Lemme 5.2.
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F1G. 5.11 — Le domaine K;® dans le cas k(¢ ) =7

La détermination k; vérifie :
Im £;(p) <0 pour p € S,
riler ) = rilpl) =7, Kilwi) = Ki(@i) = 0.

— Soit Ky la détermination du moment complexe qui coincide avec x; dans S~ prolongée
continuement a travers (—oo, ¢, |. La détermination k4 vérifie :

Im kg4(p) > 0 pour Re p < ¢,

Re k4(¢) — m quand Re ¢ — —o0.

— Soit kg la détermination du moment complexe qui coincide avec x; dans ST prolongée
continuement a travers [p;", +00). La détermination kg vérifie :

Im kg(p) > 0 pour Re p > ¢,

Re k4(¢) — 7 quand Re ¢ — +o0.

Les relations entre k4 et x; d’'une part et xq et x; s’écrivent :
Vpe S, krelp)=2m—ri(p) ; YoeS_, ry(p)=ri(p) (5.34)

Voe Sy, ra(p) =ri(p) 5 Yoe S, ra(p) =21 — ri(p). (5.35)

Les lignes de Stokes aux points de branchement o, , o, ©; et p; ont les propriétés décrites au
Lemme 5.4. On peut construire pour la détermination x; un domaine K représenté sur la figure
5.11 qui vérifie les propriétés de la Proposition 5.2.
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6

Solutions de Jost cohérentes de
I’équation (1.3).

Le but de ce chapitre est de démontrer la Proposition 3.2. En fait, on va en donner la preuve
lorsque J vérifie ’hypothése suivante, plus faible que (Hy) :

(Hg) Il existe n € N tel que J est un intervalle compact de |Ez,, Eop 1]

On va construire des solutions de Jost cohérentes (vérifiant (1.5)) de 'équation (1.3). Pour ce
faire, on considére ’équation (1.3) comme une perturbation de I’équation (2.1) avec le paramétre
&€ = E. On s’inspire de la construction des fonctions de Jost présentée dans [16, 27]. Précisément,
pour ¢ fixé, on cherche des solutions de (1.3) sous la forme :

F9 = e RER/2y0 (2 E)(1+ 0(1)),2 — 00, FL=e*E%/ey0 (2 E)(1 4 o(1)), & — +oc.

Les fonctions (x,¢, E,¢) — eﬂk(E)‘p/Ez/Ji(x,E) sont cohérentes. Elles nous permettent donc
de construire une résolvante cohérente pour I'équation périodique. Cette propriété couplée a
I'invariance de I’équation (1.3) par la transformation de cohérence (z, ¢) — (x—1, p+¢) entraine
la cohérence des fonctions de Jost.

6.1 Construction des fonctions de Jost

On commence par construire F*Y. La construction de F_ﬁ est similaire. Puisque le paramétre
E est au voisinage d'une lacune, la partie imaginaire de k(F) est non nulle; la solution F“
est donc exponentiellement décroissante et tend vers 0 lorsque x — —oo. Une telle solution est
appelée récessive.

6.1.1

Sur un voisinage V assez petit de J, tel que ¥V = V, on choisit une détermination k telle
que :

Im k(E) >5>0, YE€V

On fixe mgy un point de Sy tel que :
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Chapitre 6. Solutions de Jost cohérentes de ’équation (1.3).

1. Le point m, n’est pas un point de branchement de .
2. Le point my veérifie Im m, > 0 et kf;(mg) # 0.

3. Le domaine {¢ € Sy ; Re (¢ —my) < 0 et Im (¢ —my,) > 0} ne contient pas de points de
branchement de .

On pose alors £, = E — W (mg). On note ¥Y les solutions analytiques de Bloch de 1’équation
(2.1) normalisées au point E,. Ces solutions sont définies au Lemme 4.1. On pose :

(2, E) = F*E7p0 (2 B) avec pl(z+1,E) = pl(z, E)

Soit
wi(xa v, B, 8) = eiik(E)(erf)p(j)[(% E) = eiik(E)fwi(li’ E)
On considére la résolvante R de Hy — F/, définie par :

v 40 (0, )0 (o, B) — (o', BYO (z, E)
(r) =~ [ = (o) (Ey)

g(z')da’

6.1.2

_ Puisque wN_ tend vers 0 lorsque z tend vers —oo, on cherche une solution cohérente récessive
f de (1.3) sous la forme :

f(.%', 907E75) - w—(% ¢7E7€) - R[W(5$ + (P)f(x7 12 E,&“)]. (61)

On définit f(a:,cp,E, ) = efik(E)(H%)f(az,go,E,a); I’équation (6.1) devient :
fap B0 =@ B)+ [ Aw s EW(Er +Qf @ B (02

—0o0

ou la fonction A est définie par :

PNl (@, BYpY (2, E) — p (2!, E)pY (2, B)

Az, 2',E) = . 6.3
e b (7o) (Ey) (03

Puisque sur V, Im k(E) > > 0, il existe une constante C' > 0 telle que :
Ve >a', VEeV, |Alx,2,E)|<C (6.4)

6.1.3

Soit Xg € R et un réel a > 0. Pour un intervalle I C R, on note :
Rr={p €Sy ; Repel}.

Soit B((—o00, Xo] X R[_44) I'ensemble des fonctions {f : (z,9) = f(z,¢)} bornées sur
(=00, Xo] X R|_4 4], muni de la norme :

[flloo = sup |f(z, )|
z€(—00,Xo],Re pe[—a,d]
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6.2. Propriétés de F?

On définit 'opérateur Tg par :

TE : B((—OO,X()] X R[,a’a]) — B((—OO7X0] X R[,(l’a})
— F

ot Flz, ) = /_ " Aw, o EYW(ed! + ) (o o) da (6.5)

L’opérateur Ty est bien défini et on estime sa norme par :

xT

Ve € (=00, Xol, Vo € Riaa, |Te()(2,0)] < CHfHoo/ W (ez" + Re (p) +ilm (¢))|da’.

—00
En utilisant (Hy,,) (paragraphe 2.2.1 du chapitre 2), on obtient :

M 1
el < = sup
€ 2€(—00,Xo], Rep€l—a,a] lex + Re (¢)

|s,1|!fHoo~

6.1.4
Fixons A > 1. Il existe une constante C' > 0 telle que :
As
| Xo| > Ce™5-1 = |||Tx||| < ePY.

On réécrit (6.2) sous la forme :

(1—=Tg)f =p° (2, E) (6.6)
L’opérateur (1 — Tg) est alors inversible sur B((—00, Xo] X R[_44)) €t on pose :
Fi(x, 0, B,e) = e MO (1 = Ty)~'p0 ) (2, 0, B, ) (6.7)

On s’intéresse maintenant aux propriétés de FY.

6.2 Propriétés de Y

6.2.1 Asymptotiques en

En écrivant
1-Tg) t=1-01-Tp) g

dans I’équation (6.7), on obtient que :
F(x,p,E,e) = e My _(a, E)(1+ Ry(z, ¢, E, ), (6.8)
avec, pour € (—00, Xo] et » € R|_, 4,

M

R Ee)l< —— .
| Q(LL‘?SO’ 6)| 5|€l’|871

La fonction F? est donc dans le sous-espace de Jost J_.
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Chapitre 6. Solutions de Jost cohérentes de ’équation (1.3).

6.2.2 Etude de la cohérence

On suppose que a > 1 et € < 1. On montre maintenant que la fonction F? est une fonction
cohérente.
Notons G la fonction :

G : (x,gO,E,S)HG(ZE,QO,E,{-:):FE(IE+1,SO—5,E,€)

G est définie pour © € (—00,Xo — 1] et ¢ € R|_441,4-1)- De plus, la fonction G vérifie G €
B((—00, Xo — 1] X Rj_441,4—1])- On définit I'opérateur :

TE : B((—OO,XO — 1] X R[,aJrl’a,l]) — B((—OO,XO — 1] X R[,aJrl,a,l])
— F

ot Flz, ) = /_ Ao EYW (ed! + ) (o 0)da (6.9)

Puisque B((—00, Xo] X R[_q,q]) C B((—00, Xo — 1] X R_q41,4-1]) et en vertu des équations (6.5)

et (6.9), opérateur j”; est un prolongement de I'opérateur Tx. Notons FY la restriction de FY
a (—OO, Xo — 1] X R[—a+1,a—1]- Calculons dans B((—OO,XO — 1] X R[—a+1,a—1]) :

(Tu(G)(z, ¢, E ) = (Tu(F)(z + 1,¢ — ¢, B,¢)
On obtient que :

((1 —ﬂ)(G))(.ﬁC—i—l,g&—&E,E) = ((1 —TE)(FE))($+1,§0—E7E,E) :p(l(a:—i—l,E) :p(l(a:,E),

Les fonctions FY et G vérifient donc 1’équation :
(1= Tp)(G)) = (1 = Tp)(F2)).

Pour ¢ assez petit, l'opérateur TE vérifie pour tout & €]0, g :
~ 1
I1Te|ll < 3

Lopérateur (1 — Tg) est donc inversible dans B((—00, Xo — 1] X Rj_q41,4-1]) €t :

F! =G.

Pour ¢ € R|_q41,4-1], les fonctions F? et G coincident sur (—oo, X — 1]; par le théoréme
de Cauchy-Lipschitz, elles coincident pour tout x € R. Pour z fixé, elles coincident pour ¢ €
R_441,0—1]- Par analyticité, elles sont égales pour ¢ € Sy

6.2.3 Asymptotiques en

On va utiliser la cohérence de la fonction F? pour en préciser I'asymptotique lorsque Re ¢ —
—00. Soit X > 0 fixé, on étudie FY pour z € [-X, X]. La fonction FY est cohérente, donc :

Re (¢)]

Fi(x,p,E,e) = F? <x—|—[ . ,©— [Re (gp)],E,e)
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6.3. Renormalisation des fonctions F? et Fﬁ

—7, X 1
_ —ik(E)( +<p/s) ?(z,E) <1 +O(€|€$ TRe 90]|31))

Par conséquent, il existe une constante C' telle que, pour Re ¢ < —Cs_s%l :
FY (2,0, E,¢) = ¢ ME 0 (2, B)(1+ Ry(w, ¢, B, €)),

A
avec, pour = € [—X, X] et Re ¢ < —Ce™ 51,

— 1
R Ee&)| < ——.
| 9(1‘5907 a€)| - ise 90’8_1

A
On pose alors BY = {¢ € Sy ; Re ¢ < —Ce™ 5-1}. On construit de méme la fonction F¢.

6.3 Renormalisation des fonctions F? et Fﬁ

On va maintenant renormaliser F7. On pose :

ik(E)mg

B (2,0, By) = e = bmg KOO TREME T2 0o 0 BLe) (6.10)

La fonction E frggoo [k — k(F)] est définie et analytique sur V. On a alors pour ¢ € BY :

W (0, B, ¢) = ¢ & dmg KOOI = [ lmh(B)] = S0 (0 py(1 4 R(z, g, B, €),

avec

sup |R(z, 0. B.e)] <&t

A

Par analyticité des fonctions analytiques de Bloch, et puisque W (yp) = O(esfl) pour ¢ € BZ, on
a:
V@EBgv Y_(z, 0, E) :@Z)O_($,E—W(QO))=¢9($,E)(1+R($,QP,E,6)) (6.11)
avec
lim sup |R(z, ¢, E, )| =0.
=0 2e[-X,X),BeV,peBY
On en déduit alors que pour = € [—X, X] et p € BY :

?  k(u)du

W (2,0, B e) = ¢ = ma "My (0 o B)(1+0(1))

6.3.1 Etude des symétries

On remarque que si 7y est un chemin du plan complexe et f une fonction analytique sur +,

on a alors :
L f(z)dz = A F*(2)dz. (6.12)

Puisque J vérifie (HY), d’aprés la relation (4.11), il existe un entier naturel p tel que :
k(E) + k" (E) = 2p. (6.13)
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Chapitre 6. Solutions de Jost cohérentes de ’équation (1.3).

On rappelle que les fonctions wy associées & k sont définies par la relation (5.31). On se donne
7¢ un chemin reliant My a m, symétrique par rapport a l’axe réel et ne contenant pas de points
de branchement de &, et de poles de w4. On suppose qu'une détermination g, de \/@ continue
sur 7, est fixée. En vertu de la relation (4.11), on a (k*)’ = —k’ ce qui implique qu’il existe
og € {—1,1} tel que :

*

dg = 10gqg (6.14)
Les fonctions 14 (x, ¢, E, my) vérifient la relation :

2
4 2ip

(2,0, Bymy) = ioge™ 5 o i (2, 0, B, my). (6.15)

De plus, on déduit de (6.12) et (4.17) les égalités suivantes :

/%W*:_/a Wt ; /%“’ :—/%w- (6.16)

g

D’apres (Hw,), W* = W. En utilisant (6.3), on calcule :

Az, E) = A(z, 2, E).

L’opérateur Ty vérifie donc :
Te(f*) = [Te(f)]"
Par conséquent, en utilisant (6.6) et (6.15), on obtient que, pour E dans V, x dans R et ¢ dans
B,
(F9)*(2,0,E,¢) = F9(x,p,E,¢) = e*§2pmiagef% L g9 (x, 0, E,€). (6.17)
Ce qui donne finalement :
(h)* = ioye t2me olE) b

ou
g

g () = ¢ % sy (KO —pmdutpmtms i) 3 s, o (6.18)

Similairement, on fixe un point my de Sy tel que :
1. Le point mg n’est pas un point de branchement de k.
2. Le point mg vérifie Im mg > 0 et kfz(mg) # 0.

3. Le domaine {¢ € Sy ; Re (¢ —mg) > 0 et Im (o —mg) > 0} ne contient pas de points de
branchement de &.

On pose alors Eg = E — W(mg) et on définit la fonction h? par :

i ptoo “ _ ik(E)mg
he (z, 0, B,¢) = e+ Jma WO RENETZpd (0 B ) (6.19)

On se donne 74 un chemin reliant mg a my symétrique par rapport a ’axe réel et ne contenant
pas de points de branchement de &, et de poles de wi. On suppose qu'une détermination gq de
k', continue sur 74 est fixée. Il existe alors un réel og tel que :

4y = 10494 (6.20)
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6.4. Quelques remarques

La fonction hi vérifie alors :

(h1)* = ioge=? ht,

ou
calE) = o (J5, (5w —pm)dutpr(ma+m)) 4 J5 wd (6.21)

6.4 Quelques remarques

6.4.1

L’hypothése (Hy,) peut étre affaiblie pour prouver la Proposition 3.2. En fait, il suffit de
supposer que W est une fonction analytique réelle dans Sy et qu'il existe une fonction f € L!(R)
telle que

VeeR  sup |[W(z+iy)| < f(z).
yE[—Y,Y]

6.4.2

Dans les relations (3.8) et (3.9), on aurait pu inclure les coefficients ioy et iog dans les

fonctions o et ag mais on a préféré rendre apparentes les relations entre gq et g, qq et g3

6.4.3

On remarque que cette construction différe des constructions de domaines canoniques de
[10], dans la mesure ou les domaines sur lesquels on construit ces fonctions dépendent de e.
Néanmoins, grace au lemme de prolongement sur des domaines non compacts (cf. chapitre 7),
on prolongera ces asymptotiques sur une bande fixe indépendante de € au voisinage du réel.

6.4.4

On définit alors le coefficient de transmission :
d(p, B,e) = w(agh? (-, ¢, B,€), agh?(-, ¢, E,¢)) (6.22)

On déduit immeédiatement des Propositions 3.1 et 3.2 que les valeurs propres de H, . sont ca-
ractérisées par :

d(p, E,¢) = 0 (6.23)
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7

Le théoréme WKB sur des domaines
non compacts

Dans ce chapitre, on établit un théoréme de prolongement sur des domaines non compacts
de Sy. Ce résultat est une extension sur des domaines non compacts de la méthode développée
dans [10] et en particulier de son Lemme 5.9.

On montre que les principes de prolongement des asymptotiques restent valides sur des domaines
{¢ € Sy ; |Re ¢| > A} de Sy. Pour ce faire, on recouvre ces domaines non compacts par une
succession infinie de petits domaines canoniques locaux, appelée §-chaine (voir au paragraphe
7.1.5 de ce chapitre).

Cette idée rejoint les développements et améliorations récents de la méthode WKB complexe,
établis notamment dans [11]. Dans ce nouveau cadre, une des idées est de dépasser le cadre local
du domaine canonique au profit de domaines plus étendus appelés domaines maximauz. Ces
domaines obtenus par des recollements de domaines canoniques sont des domaines sur lesquels
une fonction garde 'asymptotique standard (cf. [11]).

7.1 Théoréme de prolongement sur des domaines non compacts

7.1.1 Enoncé

On va prouver le résultat suivant :

Théoréme 7.1. Théoreme de prolongement non compact.

Soit Y €]0,Y|[. On suppose que V wvérifie (Hy), que W vérifie (Hw,) et que J vérifie (HY).
Alors il existe e9 > 0, un voisinage V de J et deux réels Ay et Ag tels que, si f a les propriétés
sutvantes :

— La fonction f(-, ¢, E,c) est une solution cohérente de (1.3).
~ La fonction (¢, E) — f(x, 0, E,c) est analytique sur Sy x V pour tout x € [-X, X] et
tout € €0, gol.
Alors,

1. Il existe k, une détermination continue sur {¢ € Sy ; Re ¢ < Ay} et telle que Im k > 0.
De plus, pour tous C < B < Ay, si la fonction f vérifie I'asymptotique :

f(@, 0, Eye) = e /70y (2. 0 B) + ro(x, ¢, E,€)) (7.1)
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Chapitre 7. Le théoréeme WKB sur des domaines non compacts

avec lim sup max{|rc(z, ¢, E,¢)|,|0zrc(x, ¢, E €)|} =0,
20 X XX R(_ oo, 01 XV

alors cette asymptotique reste valide jusqu’a B. Précisément :
f(@, 0, Bye) = e #7500y (2,0, B) + rp(x, 0, B, €)) (72)

avec lim sup max{|rp(z,p, E,¢)|,|0.rB(x, ¢, E,e)|} = 0.
€20 [ X, X]XR(_ oo, g XV

2. Il existe k, une détermination continue sur {¢ € Sy ; Re ¢ > A} et telle que Im r > 0.
De plus, pour tous C > B > Ay, si f vérifie 'asymptotique

f(@, 0, E,¢) = et WAy (2 0, E) + 1oz, ¢, B, ) (7.3)

€20 [ X, X]X R0, 4 ooy XV

alors cette asymptotique reste valide jusqu’a B. Précisément :

fl@, 0, E,e) = e I7mWdu(y (2 0, B) + rp(e, ¢, B, ) (7.4)

avec lim sup max{|rp(z, v, E,¢)|,|0.rB(x, ¢, E,&)|} = 0.
€20 [ X, X]X R, 00) XV

7.1.2 Remarques

On va en fait démontrer le Théoréme 7.1 lorsque W vérifie les hypothéses plus faibles
suivantes :
(H1) W est une fonction analytique réelle dans Sy.
(H2) 3C >0, Is>1tel queVzeSy, \W'(z)yg%‘w
(H3) 3 f € L1(R) telle que ¥x € R sup  |W(x +iu)| < f(x)
ye[-Y,Y]
Le lemme suivant permet de faire le lien entre (Hy,) et (H1), (H2) et (H3) :

Lemme 7.1. Soit W wvérifiant (Hy,) sur Sy. Soit Y €]0,Y[. Alors W wvérifie (H1), (H2) et
(H3) sur Sy.

Démonstration Supposons que W vérifie (Hyy,) sur Sy. Pour montrer que W vérifie
(H2) sur Sy, on prouve le lemme suivant :

Lemme 7.2. Soit f une fonction analytique sur Sy telle que |f(2)] < =%, C > 0.
Soit n > 0. Alors :

Vp e N* 3C, >0 tel que Vz € Sy, 17 (2))]

IN

Démonstration
Ce résultat est une conséquence de la formule de Cauchy. Pour z € Sy et R > 0 tel que

D(z,R) C Sy, on écrit :
C 2m do
(p) < -
|f (Z)| — ZWRP/O |Z+R6i0’8’
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7.1. Théoréme de prolongement sur des domaines non compacts

On remarque que D(z,Y — |Im (2)|) C Sy. Donc, si n > 0, il existe C,, > 0 telle que, pour
Im (2)| <Y —net pe N,

C
(p) < __ P
19 <
Ceci termine la preuve du Lemme 7.2.
¢
- W vérifie clairement (H1) sur Sy.
- W vérifie également (H3) avec f(x) = TCIIS

Le Lemme 7.1 est ainsi prouvé.

&

7.1.3 Schéma de la preuve

Donnons briévement une idée de la preuve du Théoréme 7.1. On prend 'exemple de
Bi={¢ € Sy; Re (p) > Agq}. On proceéde en trois étapes.
On commence par recouvrir By par une suite de domaines canoniques compacts locaux K, tels
que l'intersection entre deux domaines successifs K, et K,,11 est non vide.
Dans chaque domaine canonique K,,, on sait construire une base cohérente locale grace au
Théoréme 5.1. Pour calculer le lien entre les bases cohérentes de K, et K, 1, il suffit de faire
le produit des n matrices de passage entre les bases canoniques de deux domaines successifs. La
précision du reste dans 'asymptotique ne peut étre meilleure que la somme des précisions obte-
nues pour chaque domaine. Les restes obtenus dans le Théoréme 5.1 sont en o(1) en la variable
€ ; la précision est insuffisante si on veut faire tendre n vers oo.
Le calcul des asymptotiques nécessite donc un raffinement du Théoréme 5.1 qui consiste essen-
tiellement & prendre en compte la dépendance du reste en le paramétre .

7.1.4 Points de branchement

Le résultat suivant précise quelque peu la position des points de branchement de k. On
rappelle que 'ensemble Y(E) est défini en (2.5).

Lemme 7.3. Soit V un voisinage compleze de l'intervalle J. Soit W wvérifiant

lim sup |W(x+iy)| =0,
T yel-Y Y]

alors :

JA >0 telle que V E €V, ¢ e Y(E)NSy = |Re ()| < A.

Démonstration Puisque V N do(Hy) = 0, il existe a > 0 tel que :
VEeV, VpeN', |E-E)|>a
Par conséquent, on obtient que, si ¢,(E) vérifie E — W (pp(E)) = E,, alors :
VEeV, VpeN, |[W(py(E))|>oa.

Enfin, {u € Sy ; |[W(u)| > a} est inclus dans un compact de Sy. Ceci achéve la preuve du
Lemme 7.3.

&
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Chapitre 7. Le théoréeme WKB sur des domaines non compacts

7.1.5 Asymptotiques WKB uniformes sur une §-chaine
Définition de la )-chaine

On introduit d’abord une nouvelle définition. On rappelle que la largeur d’un sous-ensemble
de C est définie en (5.9).

Définition 7.1. §-chaine de domaines strictement canoniques.

Soit Y €0, Y. Soit E fixé. Soit D un domaine simplement connexe de S5 ne contenant pas de
points de branchement du moment complexe. On fixe sur D une détermination continue x du
moment complexe. Soit {7, }nen une suite de nombres réels et K un compact de S5

On dit que {K + Tp}nen est une d-chaine associée & E, k et D si elle vérifie les propriétés

suivantes :
[ee)

L U (K+7)=D.

2. 3r>0telque Vn e N (K 4 7,) N (K + Tp41),Y) > 7.

3. Le domaine K est une réunion de courbes ~ telles que, pour tout n, v+ 7, est une courbe
d-strictement canonique pour k.

K est alors appelé le domaine élémentaire de la d-chaine.

Etudes des asymptotiques

On énonce le résultat intermédiaire suivant :

Proposition 7.1. Soit V vérifiant (Hy) et W vérifiant (Hy), (Hs) et (Hs). Soit Y €]0,Y[. Soit
V un voisinage de J et D C Sy un domaine vérifiant les propriétés suivantes :

- inf  dist{D E)Y >C
pENII}EEV ZS{ ,9010( )}— )

— il existe {Tp }nen telle que, pour tout E € V, {K + 7, }nen est une d-chaine associée & E
et D.
Fizons pg € D.
Alors, il existe g > 0 tel que pour tout n € N, il existe deux fonctions (z, p, E,€) — V% (x, ¢, E, )
vérifiant les propriétés suivantes :
— Les fonctions (z, ¢, E,e) — 1L (x, @, E,€) sont définies sur R x (K + 1,) x Vx]0,¢eq] et
forment une base cohérente.
— pour tout x € R, € €]0,e0[ fizés, les fonctions (¢, E) — Y (x, 0, E, ) sont analytiques
sur (K 4+ 1,) x V.
—pour x € [-X, X], ¢ € (K +71,) et E €V, les fonctions L ont la représentation
asymptotique suivante :

W (2,0, B, e) = 52 heo " (g (2,0, E) + 1o (2, 0, B €)) (7.5)

avec pour x € [-X, X]|, p € (K + 1) et E€V :

max{|rn(x, ¢, E, )|, |0srn(x, 0, E,€)|} < %, ?L%T(g) =0.

On démontrera ce résultat au chapitre 11.
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7.2. Construction d’une d-chaine de domaines strictement canoniques

7.2 Construction d’une 5-chaine de domaines strictement cano-
niques

Dans ce paragraphe, nous allons construire une d-chaine sous les hypothéses (Hy), (Ha) et

(Hs3).

Proposition 7.2. Soit Y €]0,Y][ fizé. Soit V wérifiant (Hy). Soit W wvérifiant (Hy), (Ha) et
(Hs). Soit J vérifiant (HY). Alors il eziste un voisinage compleze V de J, deuz réels (Ag, Aq) €
R?, un domaine K C Sy et deur suites de réels {1} }nen, {72 }nen tels que :
pour tout £ € V, il existe une détermination continue r sur {p € Sy ; Re ¢ € (=00, Ay}
(resp. sur {¢ € Si- ; Re ¢ € [Ag,00)}),
pour tout E € V, {K + 7 }pen (resp. {K + 72} nen) est une §-chaine associée a k, E et
{p € Sy ; Re p € (—00,Agl} (resp. {p € Sy 5 Re ¢ € [Ag,+00)})).

Le reste du paragraphe 7.1.5 est consacré & la preuve de la Proposition 7.2. La preuve
n’utilise que des arguments géométriques élémentaires. On ne fait la construction que pour {¢ €
Sy ;5 Re ¢ € (=00, Ay]}. L'autre demie-bande se traite de la méme facon.

7.2.1 Construction de droites /-strictement canoniques

On a présenté les lignes canoniques au paragraphe 5.1.3 du chapitre 5 et donné une des-
cription en terme du vecteur tangent ¢(y).
Posons a = % inf Im k(E) et m = 2 sup |Re k(E)|.
EeJ EeJ

Puisque lapplication (E,¢) — E — V[e/(cp) est continue et que W (yp) tend vers 0 quand |Re ¢|
tend vers 400, il existe un voisinage complexe V de J et un réel A, tels que, pour E dans V et
¢ € (—oo, Ag} :

Re (k(E—W(p))) € [-m,m|, Imk(E—-W(p)) >«

On pose By = (—00, Ay —i—z’[—}}, }7] Les courbes canoniques pour Re ¢ au voisinage de —oo sont
décrites par le lemme suivant :

Lemme 7.4. Il existe 0y €]0,7/2[ tel que, si y est une courbe réquliére de By vérifiant :
Vo €y, arglt(e)] €60, m/2 — bl (7.6)

alors v est une courbe canonique pour k.

) 7r+m—(5[
a o

Démonstration Pour arg(u) = 6 et cot§ €] ,ona:

Im (k—0)u) >0 et Im ((r—r+3d)u) >0

Par suite, il suffit de choisir 8y tel que cot y = mTf‘S pour que (7.6) soit vérifiée.

%
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Chapitre 7. Le théoréeme WKB sur des domaines non compacts

3

—Uo Yu UuQ
V Y=V
&1

Fi1G. 7.1 — Le domaine élémentaire K

7.2.2 Le domaine élémentaire K

Soient & = —iY et & = iY. On note K le losange délimité par les droites passant par &;
et &, de vecteurs directeurs d’affixes i et ¢! (m—00),
On note [—ug,up] = K N {y = 0}. K est représenté sur la figure 7.1. Montrons que K + x est
un domaine J-strictement canonique, pour tout réel z tel que K + = C By. Pour cela, d’aprés le
Lemme 7.4, il suffit d’écrire K comme une réunion de courbes réguliéres veérifiant (7.6).
Pour tout u € K, on considére un segment vertical [¢, £] contenant u et inclus dans K (voir figure
7.1). La ligne brisée [&1,E]JU[E, EJU[E, &) vérifie (7.6). La relation (7.6) est stable par déformation
C'; on peut donc déformer la ligne [¢1,&] U [€,€] U [€, &) pour obtenir une courbe C! vérifiant
(7.6).
K vérifie donc les propriétés suivantes :
- KNSy contient un rectangle de largeur 4n > 0.

- (K =) N (K = (n+1)n),Y) > .
- K est 'union de courbes ~ telles que v — nn est J-strictement canonique pour n assez grand.

7.2.3 Conclusion

Le lemme de prolongement est alors la conséquence de la Proposition 7.2 et de la Proposition
7.1. On donne les détails de la preuve au chapitre 11.
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8

Calcul du coeflicient de transmission
dans le cas d’une croix.

Dans ce chapitre, on va calculer dans le domaine K (décrit au paragraphe 5.8.1 du chapitre
5) le wronskien entre deux solutions de (1.3), cohérentes et analytiques, et dont ’asymptotique
croit dans des directions opposées.
Fixons Y < Y. Soit Ey € J. On suppose qu'il existe un domaine K37°, associé & Fy, décrit au
paragraphe 5.8.1 du chapitre 5. On rappelle que les points de branchemement sont notés ¢,
et @i, ©;. Les lignes de Stokes sont décrites au paragraphe 5.7 de ce méme chapitre.
Soit [ > 0. Pour [ assez petit, on introduit les domaines Ky C R4 p) et Kq C R4 p) définis par :

Ky ={6—u,&€bubuel0l},

et
K;={{+u,£ €aUa,u €)0,l[}.

On commence par décrire les hypothéses du calcul.

8.1 Hypothéses. Notations
8.1.1 Déterminations
Hypothése (Cp)

On énonce maintenant I’hypothése fixant les déterminations :
(Cp)

1. Il existe sur K, une détermination kg vérifiant :
Im k¢(¢) >0 pour {Reyp <Reyp,} (8.1)

kgl —0) =0.

2. Il existe sur K, une détermination k4 vérifiant :
Im kg(p) >0 pour {Rep > Re g} (8.2)

Ka(pl +0) = 0.
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Chapitre 8. Calcul du coefficient de transmission dans le cas d’une croiz.

Notations

On rappelle qu’il existe sur K une détermination x; du moment complexe vérifiant :

Im ki(p) >0 pour eS_NR (8.3)

Rilr) = i) =05 Rilps) = (@) =
(E — W) Y(K,) est un domaine simplement connexe qui ne rencontre I’axe réel que dans une
seule lacune. On note donc k4 la détermination du quasi-moment vérifiant :

kg(E —W(p)) = kg(p).

On définit de méme :

ki(E—W(p)) = ri(w), ka(E—W(p)) = kalp).

On pose également :
qi(p) = \/Fi(E=W(p)), o) = \/kg(E=W(p)) qalp) = \/ky(E—W(p)).

— —~ —d
On note alors \I/ig(x,é'), \Iliz(a:,é’) et Uy (z,€) les solutions de Bloch décrites au paragraphe
4.1 du chapitre 4. On pose alors :

Vi (2,0, E) = Uy (2, E—~W()) ; Wh(z, 0, E) = Uy (x, E-W()) ; Wh(z, 0, E) = Uy (z, E—~W(y)).

On définit enfin les fonctions wy, wi et wl associées par la relation (5.31) aux déterminations
kg, ki et kq.

8.1.2 Solutions a Pasymptotique standard
Hypothése (Cp)

On décrit maintenant les hypothéses sur I'asymptotique des fonctions f7 et fji :
(Cr) _
Il existe un réel €9 > 0, un voisinage Uy = Uy de Ey et deux fonctions (z, ¢, F, ) — f7(x, p, E,€),
(z,0,E,¢) — fi(z, 0, E,e) tels que :
1. Les fonctions (¢, E) — f9 (2, ¢, E,€) et (¢, E) — fl(z, ¢, E, ) sont analytiques sur Sy xU.
2. Les fonctions f7(-, ¢, E,€) et fﬂ(~,g0, E, ¢) sont solutions de 'équation (1.3).

3. La fonction f7, respectivement fj‘i vérifie I'asymptotique standard dans K, respectivement
K, et est normalisée en —0 + 40, respectivement 0 + 0. Précisément f7 et ffﬁ s’écrivent :

i [er r L [P © 9
S “g(u)due. 0wl (u)due_i f(pr— "“g(“)duef(p?T w? (u)du

fo=qgemelo (P72 +0(1)),

u)du fo wd u)du ef "Jid(u)du pr “ U)du(

f4 = qaez et e 1 o(1)),

ot les chemins [0, ¢, ], et [0, ;"] sont situés dans C.
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8.2. Meéthode de calcul des asymptotiques des wronskiens

Notations. Choix des déterminations

On rappelle que les fonctions f; et (f;)* vérifient les asymptotiques standard suivantes sur
Ki .
fi = qies & riWdu ] W (Wdugi 4 o(1))

(£ = qre—t ¥ mlwdufif o e (i o(1))

On rappelle qu'il existe un réel o; € {—1,1} tel que :

q
=+ = 0. 8.4
qi ‘ ( )

On renvoie au paragraphe 5.8.9 du chapitre 5.
Le wronskien vérifie w(f;, (fi)*) = oi(wok])(E — W (0)).
Le réel o; dépend du signe de k' le long de la bande B :
— Sila bande B est du type [Eupy1, Eapio], k' > 0 sur B et 0; = 1.
— Sila bande B est du type [Eapy3, Eaptal, k' <0 sur B et o; = —1.
On choisit alors la détermination g, telle que g, = ¢; dans S_ et telle que g4 est prolongée
continuement dans K,. D’aprés la relation (8.4), la détermination ¢, vérifie alors :

qy = 10iqy (8.5)

De méme, on fixe qq telle que g = ¢; dans S, et telle que g4 est prolongée continuement dans
K. La détermination gy vérifie alors :

gy = 10iqq (8.6)

Le but de ce chapitre est de calculer les coefficients :

__wlfi, /7)
a;, = ol f7) (8.7)
et :
gt — w(f;, f1)
g = 710(]5;, 17} (8.8)

Les calculs des wronskiens sont similaires a ceux effectués dans |12, 10]. Ils reposent sur quelques
principes simples que ’on va rappeler ici.

8.2 Meéthode de calcul des asymptotiques des wronskiens

8.2.1 Périodicité

La relation de cohérence (1.5) implique que les wronskiens sont e-périodiques (pour la
variable ¢). Pour obtenir les asymptotiques de ces wronskiens, il suffit donc de les estimer sur
un segment de longueur €. La périodicité entraine de plus que ces wronskiens admettent un
développement en série de Fourier dont on va chercher a estimer les coefficients.
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Chapitre 8. Calcul du coefficient de transmission dans le cas d’une croiz.

8.2.2 Analyticité

Pujsque les fonctions ((P,E) = fg(xa(pa E7€): <307 E) = fi(wv(paEa 8) et (SD7E) = fli(x7 ') E,€)

sont analytiques sur Sy x U, leurs wronskiens sont analytiques en (¢, E) € Sy x U.
Soit w(p, E,€) une fonction analytique en (p, E') et e-périodique en la variable . Notons le
développement en série de Fourier :

2ikmo
w(p, E,€) Zwk (E,e)e =
kEZ

La formule de Cauchy nous donne une estimation des coefficients de Fourier :

22k7rgp

1 wote
wk(E76) = / w<907E7€)
©

- dp, VkeN, Vg€ S{,. (8.9)
0

En déplagant Im ¢g dans [—}7,17], on obtient un contréle des coefficients positifs et négatifs.

8.2.3 Valeurs complexes de E et )—sous-domaines admissibles

On insiste sur la notion de sous-domaine admissible. Soit § > 0 assez petit, on considére le §-
sous-domaine {¢ € K ; d(p, 0K°) > 0}. Sur ce d-sous domaine admissible, les asymptotiques
de {fL} sont vérifiées et uniformes en E dans un voisinage constant de Ey. Par la suite, on notera
de facon impropre K7° ce d-sous-domaine admissible.

On fixe désormais F € Y. On va calculer un développement asymptotique des coefficients a_ et

g
a:{ lorsque ¢ tend vers 0. On démontre le résultat suivant :

Proposition 8.1. On suppose que les hypothéses (Cp) et (Cg) sont vérifiées. Il existe deux
constantes C > 0 et a > 0 tels que les coefficients a et a;r admettent les développements de

g
Fourier asymptotiques uniformes suivants pour (E, @) € U x Sy, :
— _ 2ikmy
Qg (SO:Ea E) - Z(ag )k(E76)e €
keZ
avec
(ag )o(E,€) = o[l + o(1)], (8.10)
et —2|k|7Yy
VE#0, |(ag)k(E,e)| < Ce e =, (8.11)
2ikmy
aj(p, Ee) =Y (a)(E,e)e <,
keZ
avec
(a4)o(E, ) = ioi[1 + o(1)], (8.12)
+ N e P (ky—) [+ Wl —wt Pi(wi —wt)
(a))1(E,e) = —igze® “or Te= o WiTeler elo T + o(1)], (8.13)
et —2|k— 1|7TY0
Vk > 1, [(af)k(e, Bye)| < Cl(af)i(E,e)|e e ; (8.14)
—2|k|mY(
k<0, |(a))i(e, Boe)l < Ce /o=, (8.15)
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8.3. Calcul du coefficient ay

Fic. 8.1 — Bandes I, I, II]

8.3 Calcul du coefficient a,

Pour étudier a, (donné par la formule (8.7)) dans la bande Sy, on divise cette bande en
trois sous-bandes I, I1, I11.

I={p/Img; <Imp <Y} (8.16)
IT={p/0<Im ¢ <Im ¢;} (8.17)
III={p/-Y <Im ¢ < 0}. (8.18)

Ces trois sous-bandes sont décrites dans la figure 8.1. Chaque sous-bande va demander un calcul
différent.

8.3.1 Propriétés des objets analytiques de la méthode WKB dans chaque
bande

On commence par décrire les liens entre kg4 et sy, U9 et U, qq et g; dans les bandes I, I
et I11.

Bande 7]

D’aprés les définitions données au paragraphe 5.6.3 du chapitre 5, les déterminations &; et
kg du moment complexe coincident sur S_. On a donc les relations suivantes, pour ¢ € b, Uey, :

kil +0) = k(9 = 0), Ti(p+0)=Vi(p—0), wi(p+0)=wi(p—0). (8.19)
I reste & étudier le lien entre g; et qq.
2i(p +0) = qg(p — 0).

Bande 1]

Dans cette bande, la frontiere de K est la ligne de Stokes b commengant en ¢, (cf.
chapitre 5, paragraphe 5.7). On considére k, et k; : k; est le prolongement de ky & travers la

71



Chapitre 8. Calcul du coefficient de transmission dans le cas d’une croiz.

bande [E,, E;]. D’aprés la formule (4.10), on a donc les relations suivantes, pour ¢ € b :
Kilp +0) = —kg(p —0),  Th(z, +0) = V(2,9 - 0), (8.20)
Wi(p+0) =wh(p=0),  ailp+0) = —igy(p —0)

Bande [

La frontiere de K?° dans cette bande est la ligne de Stokes ¢ (cf. paragraphe 5.7). On
considére les quasi-moments k, et k; associés a k4 et k;. La relation (4.11) appliquée a kg et k;,
de part et d’autre de [Ey, E3], implique que k4 et x; vérifient les relations suivantes, pour ¢ € c,

kgl —0) =21 — Ki(p+0), Vi(z,p—0)= \PiF(x,go +0) (8.21)

wl (o —0)=wh(p+0), ale+0)=ig(p—0)

8.3.2 Calcul du développement asymptotique de a,

On peut désormais commencer le calcul du coefficient ag .

Dans la bande 71

Dans cette bande, le Lemme 5.9 nous dit que, puisque Im s, > 0, la fonction f¢ garde la
meéme asymptotique dans K7°. On a donc pour F € Uy, et o € KN 11T :

. i © 9
= 0 ot fsfor ri (w)du f«ﬂr Wl (w)du, " fw? /ig(u)duefw; w? (u)du

(P9 +0(1))

et ‘ . '
fi = quet I el 0t 4 o(1))

et donc
Yo ell, a;(ap, E,e) = o;[1 + o(1)]. (8.22)

Dans la bande 1171

Dans cette bande, on va obtenir grace au Lemme 5.9 une majoration du coefficient |a  (¢)].

On se donne un point ¢, € b tel que Im ¢} € [—}7,0]. Puisque Im k4 > 0 a gauche de bn Sy
et que b n’est pas dans I'image réciproque d’une bande, I’asymptotique de f? est encore vérifiée
A droite de cette ligne b N Sy. Précisément, soient E € Uy, ¢ et ¢, dans K° N 111 tels que
Im ¢ = Im ¢p. Alors :

Pr i or — L [ gg(uydu [P W (u)du _i [k
e ¥r e €Y%

9 = qgeld” Wt s I R W 4 o(1))

e or

On a également :
) — i [Pb .. B i .
- qieé fer ,{i(u)dueg fw: m(U)duefOsa “’fk(“)dueg f:fb Hi(U)du(\I’:- n 0(1))

On obtient que
2% ‘Pb d 2 [
ag (9, B, < O * Tor [ F I

(8.23)
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8.3. Calcul du coefficient ay

On va maintenant majorer chacun des facteurs de I'inégalité (8.23). )
Tout d’abord, Im go_ * ki(u)du = 0 car ¢}, appartient a la ligne de Stokes b issue de ¢, .

Il reste & étudier f;pb ki(u)du. Par périodicité, il suffit d’estimer ce coefficient sur une bande de
taille . Pour Re (¢ —¢p) € [6,0 +¢], on a :

/¢ @ ki (u)du

Vo € III, |a, (¢, E,)| < Ce®/* (8.24)

<Co

L’inégalité (8.23) s’écrit donc :

Bande I

En appliquant le Lemme 5.9, comme Im x, > 0 a gauche de ¢ N Sy, f? garde la méme
asymptotique & droite de cNSy.. Soient E € Uy, pp € cNSy et o € KP°NI tels que Im ¢ = Im .
Alors :

or i er —ﬁ “l kg (u)du f“"zw (u)du —é f:’ng u)du f“’
e €%

fo = quel” et I e 02 S ma 0 (g o (1)

£ = ql'@é I m(u)dueﬁ f;"ib(%r—ng)(u)due o wi ef;i w? (U)dueé .ffb@ﬂ—“g)(u)du(qjg +0(1))

Par suite,

LIS (r—ng)wydu| | 2 [ (m=rg)()dul | & £ |

lag (¢, E,e)| < C e

(8.25)

Dans l'inégalité (8.25), on va majorer chaque terme.
Premicérement, Im f;’;” (m — kg)(u)du = 0 car ¢, appartient a la ligne de Stokes issue de ;.
Ensuite, pour Re (¢ — ¢p) € [0,0 +¢], on a :

©
/ (m — Kg)(u)du| < C6.
®p
Enfin, &; est réel sur [0, ¢, ].
On obtient donc I’estimation suivante dans la bande I :
Vo eI, |a; (¢, Ee)| < Ce®* (8.26)

8.3.3 Asymptotiques uniformes de a, (¢, F,c) dans Sy,.

Dans la bande Sy;, on écrit :

. (p, Ee) Z ozne%raw (8.27)
neL
Les coefficients a,, vérifient :
1 [eote - —2imn¥
an = - ay (@, E,e)e cdp, YneN, Veye{-Yy<Imyp <Y} (8.28)
¥o
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Chapitre 8. Calcul du coefficient de transmission dans le cas d’une croiz.

Soit m > 0. On va majorer |a,|. En utilisant la majoration (8.24) de la bande I1] et la formule
(8.28) pour Im ¢y = —(Y — §), on obtient

|05n‘ < CefQWn(Yf(s)/ee%‘

Pour n < 0, on applique le méme raisonnement avec Im @y = (Y — ) et la majoration (8.26) de
la bande I et on obtient :
|Oln‘ < CeZﬂ'n(Yfé)/Ee%é.

D’aprés le calcul (8.22) de la bande II, on a

ag = o;[1 + o(1)].

27 (Y —Yp)

On choisit § < Cron

(8.11).

. Pour une constante a < 27(Y —Yj) —d(C+27), on obtient la majoration

8.4 Calcul du coefficient a

On va estimer le développement en série de Fourier de ag, donné par la formule (8.8). De
méme que précédemment, on va calculer ce coefficient dans chaque bande I’, II' et I1I'. Ces
bandes sont représentées sur la figure 8.2 et sont définies par

I'={0<1Im ¢ <Yy},

II' = {~Im ¢; < Im & < 0},

et
I = {-Yy <Im £ < —Im ;}.

8.4.1 Propriétés des objets analytiques de la méthode WKB dans chaque
bande

Dans ce paragraphe, on décrit le lien entre les objets k; et kg, Ui et \Ifi, Wi et wdi, q; et
gq dans les bandes I’, II' et I11'.

Bande I’

La frontiere de K est la ligne de Stokes a commengant en ¢, le long de cette ligne, on
a les relations suivantes :

Ki(p —0) = —ka(p +0), Ti(z,o—0)=T%(z,0+0), (8.29)
wh(p—0)=wh(p+0), qule+0)=—iglp—D0)

Bande I’

Dans K?°, on a les relations suivantes :

ki = kg, UL=0l Wi =uwl et ¢=q. (8.30)
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8.4. Calcul du coefficient a(';

Bande III’

La frontiére de K° dans cette bande est la ligne de Stokes ¢ commencant en ;. On a
alors :

ka(p+0) =21 — ki —0), Vi(z,0+0)= \IféF(x, ©—0) (8.31)
wi(p+0) =wi(p—0) qalp+0)=ig(p—0)

On va pouvoir désormais calculer le coefficient a}.

8.4.2 Calcul du développement asymptotique de a,
Dans la bande I’

Puisque Im x4 > 0 & droite de a U S5, la fonction fj‘i garde la méme asymptotique dans
KX\(S-NK>®)NTI', agauche de la ligne aN Sy f_‘f_ et f; ont les asymptotiques suivantes, pour
Eclyet pe KP\(S_-NK>X)NI":

na. i g L[ du [?, wi(u)d
FL = queld” “hem s ITT pig Joy ratwde I G () Y0 4 o(1))
o i(u)d d .
fz _qzee o f@,(u)du sf +H u f du f +w+(u) u(\I/f,_—i—O(l))

ce qui donne
Voel, af(p E.e)=rio[l+o(1)]. (8.32)

Dans la bande 111’

Puisque Im x4 > 0 a droite de eNIII’, la fonction ffﬁ garde la méme asymptotique & gauche
de la ligne ¢N III'. On a donc pour E € Uy et p € KX NIIT -

+ + i (P Pi i ;
Propi i er =) iﬁz(u)due.fwf ny(u)dueéf%nd(u)duef%wi(u)du(

Fh = quel et miet e vt 4 o(1))

£ = qzesfo ri(u)du gz [‘*" (2m—kq)(u) duefw Wi (u due,f%w‘i(u)du(qji +o(1))
et on obtient :
Vo e III', al(p, B,e) = _Z.Uie% f;} ri(u)du 2 f(fﬁ(mfw)(u)duefs;r(wi(“)_w (W)du [25 (0 —w? ) (w)du,, 2
(8.33)

Dans la bande II’

Il n’est pas utile d’étudier a:; dans cette bande. En effet, I’étude dans la bande I7I' donne
une estimée des coefficients de Fourier pour n > 1 et I’étude dans I’ donne une estimée des
coefficients de Fourier pour n < 0.
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Chapitre 8. Calcul du coefficient de transmission dans le cas d’une croiz.

I/

\ r

F1G. 8.2 — Bandes I’, II', III'

8.4.3 Asymptotiques uniformes de a] dans Sy,.

De méme que précédemment, on écrit dans la bande Sy; :

2imtne
+
ag = E Bne <

nez
Les coefficients (3,, sont donnés par :
1 po+e o, - ~
Bn = / al(p,B,e)e ™ =dp WneN, Vg€ {-Y <Imp<Y}.
€ Jgo

On en déduit par un raisonnement analogue a celui du paragraphe 8.3.3 les relations (8.12) a
(8.15).
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9

Valeurs propres associées a la croix
simple

Le but de ce chapitre est de démontrer les résultats énoncés au paragraphe 2.3.3 du chapitre
2.
Pour cela, on démontre d’abord les propriétés des phases et actions énoncées au Lemme 2.2.
Ensuite, on exprime I’équation aux valeurs propres grace aux coefficients de phases et au coeffi-
cient tunnel. L’étude de cette équation donne finalement 1’expression asymptotique des valeurs
propres de H .
On suppose dans tout le chapitre que les hypothéses (Hy ), (Hw,), (Hw,g) et (H ) sont vérifiées.

9.1 Démonstration du Lemme 2.2
On rappelle qu’on a noté ¢ et o;, B; les points de branchement du moment complexe, E,
et F; les extrémités de o(Hj) associées. On va effectuer la démonstration dans le cas (5.16). Soit

k; la détermination décrite au paragraphe 5.6.1 du chapitre 5. k; vérifie de plus (5.32).
On va prouver le Lemme pour la détermination k; = ;.

On commence par exprimer ®, S et ®; comme des intégrales du moment complexe le
long de chemins du plan complexe. Si v est une courbe orientée, on note 7' la courbe
orientée en sens contraire. Soient ¢q et ¢, deux points du plan complexe tels que :
Re g > Re ¢ ; Re pg < Re ¢, .
On commence par définir les chemins v, vs et vg,q :
= [ +1i0, 0, +i0] U [pf — 0, ¢, — i0]
Yo = |Pr ) Pr Pr ) Pr )
vs = (0 +0)U (0" —0),

Ygud = [pg + 10,0 + 0] U (o1 — 0) U (0. + 0) U [0 + 0, g + 70)].

Ces chemins sont représentés sur la figure 9.1. On a alors le résultat suivant :
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Chapitre 9. Valeurs propres associées a la croixz simple

Lemme 9.1. Les coefficients ®, ®4 et S s’écrivent :

1
o= j{ k(u)du,
2 Yo

2

g,d Yg,d

Dy=1 ( / (k) = m)du+ [ (f(u) - w)du> + (0 — pa)-
it

ol k = Kk; dans S_ et est prolongé continuement le long de chaque chemin et Kk = k; dans

S_ est prolongé continuement le long de Yo.d-

Démonstration

— On commence par justifier le fait qu’on peut fermer les lacets v et vg. Pour cela, il
suffit de montrer que x admet un prolongement continu sur yg et vg.
Considérons donc la courbe vyg. On a choisi la coupure de v3 en ¢, . Montrons que x
prend les mémes valeurs de chaque coté de la coupure. k = k; sur [¢;” + 0, ¢ + 0],

puisque x est continu & droite de ¢;7, on obtient que K = —x; sur [¢;” — 0, p,; — i0].
De plus, x(p, +1i0) = 0 = k(p, —i0), ce qui montre que 'on intégre sur la courbe
fermée vo .

On effectue un raisonnement identique pour montrer que x est continu de part et
d’autre de ;.
- On calcule :

;7{@ k(u)du = /:j Ki(u)du = (E).

On procede de méme pour le coefficient S(E).

L 1,[/ (7 — s () ) + / (7 — k(1) ).

20 Jog )
On s’intéresse finalement a 'expression de ®4. On introduit la détermination k; et on
décompose 7, 4 en segments élémentaires :

/7 g’d(ﬁ(u) — )du + /(%(u) — )du

Yg,d

0

=2 [ (ki(u) — m)du + 2/

Pg 0+

0

(ki(w) — m)du + / (i(w) — m)du — 2 / (ki(u) — 7)du

Pd o—

o o_

0 0
=2 Ki(uw)—m)du+2 Kki(u)—m)du Ki(uw)—m)du—2 ki(u)—m)du—27(pg—p, )+2m(Pa—
2 [ riw)-mdus [ G2 [ (sit)-mu2m(ypr ) 2o

=2%4(E) + 27 (pa — ¥g)

Ceci termine la preuve du Lemme 9.1.

%
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9.1. Démonstration du Lemme 2.2

— On utilise maintenant le Lemme 9.1 pour prouver I'analyticité de ®, S et & .
Considérons ¢ tout d’abord. On peut déformer le contour v¢ en une courbe fermée autour
de [p,, p;] et restant & une distance non nulle de cet intervalle. De plus, x est analytique
en E sur le contour d’intégration, lorsque E est assez proche de l'intervalle J. On raisonne
de la méme maniére pour le coefficient S. Pour prouver ’analyticité de &4, on déforme
les courbes 7y, 4 et 7, 4 pour étre & une distance strictement positive de la croix.

~ Soit E € J. Sur lintervalle [¢;,, ¢;7], la fonction ; prend ses valeurs dans [0, 7]. ®(F)
est donc réel et positif sur J.

On donne maintenant une expression simplifiée de S :

S(E) = —i [/U+ (1 — ri(w))du + /U (1 — ni(u))du] = 9Tm /0+ (m— ri(u))du  (9.1)

De plus, sur o, k; prend ses valeurs dans [0, 7]. D’aprés (2.8) et (9.1), on obtient que
0 < S(FE) <2rlm ¢;(F).
On note finalement que [ (ki(u) — m)du = — ﬂ(m(u) — m)du. Par conséquent, ®4(F)
est réel.

— On calcule maintenant S’ et ® sur .J. Soit k la détermination du moment de Bloch
continue a travers [E,, E;|, alors k(p) = k(E — W(yp)) et :

+ +
(B) = [ KE-W)dur E- W) KE-W(e) = [ KE- W)y
or ©r
On rappelle que k a des points de branchement en racine carrée 4 la fin des zones spectrales
(cf. paragraphe 4.8, chapitre 4); par conséquent, l'intégrale f;? K'(E — W(u))du est
convergente. Dans lintervalle [E,, E;], ¥'(£) > 0 donc (E; — E,)®’ prend des valeurs
positives sur J.
On étudie S’ de la méme fagon.
— On termine avec les formules suivantes :

0 0
By(E) + iS(E) = /  i(u)du — 2 / (ks — 7)(u)du + / Cm(de (92)
Pr o— Pr
0 0
_by(E) +iS(E) = / s — 2/ (ki — ) (u)du — /+ pw)du (9.3)
©Or O+ T

Dans le cas ou k(g ) = 7, la preuve est similaire pour la détermination r; = 27 — k;.

9.1.1 Calculs complémentaires

On s’intéresse ici aux intégrales de w’ et w’ , définis en (5.31), le long de certains chemins
remarquables du plan complexe. On a les relations suivantes :

Lemme 9.2. — Les intégrales de wi et W' wérifient les relations suivantes :
VE € J, / w' (u, B)du = 0, / W' (u, B)du = 0 (9.4)
[or o] [pr o]
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Chapitre 9. Valeurs propres associées a la croixz simple

Vs

Pg ©d

F1G. 9.1 — Les chemins dans le plan complexe

VE € J, /wi(u, E)du = 0, /wi_ (u, E)du =0 (9.5)
1l existe un réel p tel que
VE € J, / (W' (u, B)+w" (u, E))du/ (W (u, B)—w" (u, E))du = 2ip
[@,T,O}Ul?q» a_U[0,p,]
(9.6)

Démonstration Comme toujours, on se place dans le cas (5.16).
On commence par démontrer (9.4). D’aprés la définition (5.31), on calcule :

/ . w' (u, B)du = —/ . gi(E—W(u))W'(u)du:/ . g’ (e)de =0
[or o7 ] [r sor ] E-W([er ,or])

En effet, pour E € J, l'image E—W ([p, ,»,"]) est un chemin du plan des énergies reliant
E, et E, passant par (E — W(0)) €]E;, E,[). On a représenté ce chemin dans la figure
9.2A. En particulier, E — W ([, ,¢,F]) est un chemin fermé et n’entoure aucun poéle de
la fonction méromorphe gi. Par suite, 'intégrale est nulle. On montre de méme que

W' (u, B)du =0
[or it ]

— On traite maintenant (9.5). On écrit :

/wi(u, E)du = —/ g’ (e)de
o E-W(o)

L’image du chemin o est représentée dans la figure 9.2B. On fait le méme raisonnement
pour w* .
— Enfin, on calcule :

/ (wi(u, E) —w' (u, E))du — / (wi(u, E) — ' (u, E))du
[pit,0]Uo ¢ o-U0,er]
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9.2. FEquation auzx valeurs propres

lacunes lacunes lacunes
A N A R i
A B C

F1G. 9.2 — Chemins dans le plan des énergies

- (¢'.(e) — g (e))de — / (¢l (¢) — g (e))de

/E—W([goj',O]Ucmr) E-W(o-U[0,¢r])

Les chemins images E — W ([p;",0] Uoy) et E— W(o_ U0, p,]) sont deux chemins du
plan des énergies reliant E, et E; (cf. figure 9.2C). Par analyticité de (g%, — g°) dans le
domaine Re (e) €]E,, E;[ , on obtient finalement que :

[ Bl B [ (Bl E)du =2 [ (gh-ge)de
[er ,0]uo 4 o-U[0,p, ] Er (9 7)

Il reste & montrer que ce coefficient est imaginaire pur. Pour cela, on remarque que
(9L)* = g'., d’aprés (4.18). L'égalité (9.7) devient :

/ (W — W) (u, E)du — / (W, —w")(u, E)du
[Lp;!’,O]UOUr

o-U[0,¢, ]

o ( / E die)de~ [ E <gi>*<e>de> = ( / E sy [ B gi(e)de)

T

Ceci termine la preuve du Lemme 9.2.

o

9.2 Equation aux valeurs propres
On démontre maintenant la Proposition 2.1.

9.2.1 Lien avec le calcul du chapitre 8

On commence par prouver le résultat suivant :

Lemme 9.3. Pour tout Fy dans J, il existe un voisinage complexe Uy de Ey et deux fonctions
(p.E,) by (0, E,c) et (p,E,€) — b} (0, E, ) tels que :
— Le coefficient d défini en (6.22) s’écrit :
d(p, E,e) = ioiw(fi, (fi)*)[by (b7)" — (b )*by]. (9.8)
— Les fonctions (¢, E) — by (¢, E,¢) et (o, E) — b} (¢, E,€) sont analytiques sur Sy x Up.
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Chapitre 9. Valeurs propres associées a la croixz simple

— Les fonctions ¢ — by (p, E,€) et p b;l'r((p,E,E) sont e-périodiques et admettent le
développement en série de Fourier asymptotique suivant, lorsque € — 0 :

2ikm
b;(@, E,E) = Z(b;)k(E,€)€ € ‘pv (99)
keZ
avec _ _
(b )o(E,e) = e 07 miea [T @il 4 o(1)), (9.10)
et —2|k|7Yy
Vk#0, |(b)k(E,e)| < Ce e = (9.11)
2ikm
b;}_((p,E,e’f) :Z(bjl_)k(Eag)e € va (912)
keZ
avec
13 SOJL 1 SD;L 7 7
(bF)o(E, ) = igses o Fiea Jo" @it 4 o(1)], (9.13)
+ R ) P (15 —) N R [P (wi )
(b))1(E,e) = —igjes"er e Jo \RimMe2del T Trelo (@ mWS)I] 4 o(1)], (9.14)
et —2|k—1|7Yy
Vk>1, (b )k(e, E,e)| < Cl(b])1(E,e)le e =, (9.15)
—2|k|m
Wk <0, |(bD)(p,E.e)| < Ce/ce= 2, (9.16)
Démonstration

— Soit Ey € J. On considere le domaine K ° associé a Fy décrit au paragraphe 5.8.1 du
chapitre 5. Il existe un voisinage Uy de FEy et une base de fonctions fi vérifiant les
propriétés de la Proposition 5.2.

On commence par appliquer les constructions de la Proposition 3.2 pour les points my =
—0+ 140 et mg = 04 40. Le Théoréme 7.1 montre qu’il existe A > 0 tel que :

R i
Vi tel que Re ¢ € (—o0,—A] hY =et 0" Rige Iz ng_(x, 0, E,—0+1i0)(1 + o(1)).

iy

. +
Y tel que Re ¢ € [4,+00) hl = o= Io7 Rig ot Hder(:L‘,go, E;0+10)(1+ o(1)).

D’aprés le Lemme 5.9, I'asymptotique de kY (respectivement h‘fr) est encore vérifiée dans
K, (respectivement dans Kj).
On sait qu'il existe deux fonctions analytiques ay(E) et aq(FE) telles que :

(agh?)* =icgayh?,

(Ozdhi)* = Z‘O'dozdhi.

On peut donc poser :
agh? = —iog(by )" fi + by (fi)",
aght = —ioa(b])" fi + by (fi)".

On considére le chemin 5, = [-0 — 10, ¢, — 0] U [¢,” + 0,0 4 40] et le chemin 54 =
[+0 — i0, ¢ — 0] U [ + 40,0 + i0]. La détermination g, (respectivement g4) décrite
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9.2. FEquation auzx valeurs propres

au paragraphe 8.1.2 du chapitre 8 est continue sur 4, (respectivement 74,4). D’apres les
relations (8.5) et (8.6), on a donc :

Og=0; ; 0Ogq=0;.

ero .
/wgz/ (wh —wl),
Vg 0

d ot i i
ﬂu@r:/ (W —wh).
y 0

Les fonctions h? et hd vérifient les propriétés (Cp) et (Cp) présentées au chapitre 8 donc
les coefficients b, et b} vérifient :

On a alors :

— o= bt — aat
by = aga,, by =aqgay,

ou les coefficients a/ et a;; sont donnés dans la Proposition 8.1. En utilisant les expres-
sions de a4 et ag données en (6.18) et (6.21), on obtient que :

i (Pr o 1 Pr (i i
ag(E)=e" ¢ 0" RigzJo " (Wi “’1—)’

. + + . .
ag(E) = et f7 riea Jo” @h—wt),
On calcule alors pour E € Uy :
d(p, E, ) = w(agh? , azht)

= [b, (03)" = by (b)) ioaw(fi, (fi)°)-
Ceci acheéve la preuve du Lemme 9.3.

¢

Démonstration de la Proposition 2.1

— 11 reste donc a calculer le développement en série de Fourier :

_ % 2inmy
by (b5)* (0, Ere) = > y(E,e)e = .
neZ

En utilisant les asymptotiques des coefficients de Fourier de b et bz{ donnés par le Lemme

9.3, on montre que :
i [Pr
_,f Ki

Yo = —ie “Ter [1+4o0(1)].

N N N T P i
o = i e B ) 2 [T ki) T (L) T L) 1 4 o(1)].

Z vnem% = 0(e™*/%)  pour ¢ € Sy,.
nez\{0,1}
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Chapitre 9. Valeurs propres associées a la croixz simple

En effet,

_i W;LR, 1| per (i i + Cr (W — gt
70=aoﬂo+2anﬂ_n:—ie o 162{0 RS +)}[1+0(1)].

n#0
D’apres (9.4), on simplifie :

[/O¢T<wi—wé>+/0%<wi—wi>] —o.

De plus, d’apres (2.7), f(;pjr ki = ®(F). Par suite,

i®(E)

Yo = —ie = [1+o(1)].

On calcule :
M =00b+ Y anbin
n#l
On commence par étudier a3y, pour cela on déduit de la relation (9.2) que :
0 0
[ wtoro [ watorto— [ (ale) = mde = Ba(E) +iS(B).
Pr Pr o—
i/ 0 . 0 ) i (P v 0 i _ i —a
Oéoﬂl — ie_g(fwi /‘ir‘!‘f@; Hl)e% fov (Iiz‘*ﬂ')e 0('0 w++f907. w_ fa’+(w+ W_)[l_i_o(l)]_i_o(eT)efs(E)/E
La relation (9.2) entraine que :
0 0
[ mtoro [ wtoro= [ (le) - mde = Bu(B) +iS(E).
Pr Pr g—

De plus, d’aprés le Lemme 9.2

2 o , .
/ wi—i—/ wz—/ (W —wh) =ip.
0 or o+

aoB = ie—S/se—iq)d/seipGQiTrgo/a[1 + 0(1)].
Enfin, puisque S(E) < 27Im ¢;(F), on estime le reste du développement :
> anfn| = o).
n#0
Enfin, pour p # 0,1, on estime :

d’ou :

Tp = Z O‘nﬁp—w

nez

Pour p > 1, on a:

_2nYp(p—1)
€

gl = eSO

De méme, on estime pour p < 0,

).

_2nYp(pl=1)
€

pl = e=5/2e=/=0 e

).

84



9.2. FEquation auzx valeurs propres

On se restreint désormais & ¢ € R. On en déduit maintenant le développement en série
de Fourier du coefficient d(E, ¢,¢) dans un voisinage Uy de Ej :

(e, E,e) = iw(fi, 0i(fi)") (AO(E,é) + Y (B e)e 57 + (/\n)*(E,g)e_%f“”)>

neN*

= i(wok;)(E — W (0 Zun (p, E,€)
neN

2inmTe —2inmTp

ou up(p, Eye) = M(E,e)e = + ()" (E,e)e” =, pour n € N* et up(p, E,e) =
)\O(E,ﬁ).

On calcule :

uo(p, B, ¢) = 10(E, ) — 1 (E,€) = —ie' = g(E,¢) — ie'= g*(E, o).

ou g(E,e) =1+ o(1).
On pose alors g(E,¢) = ry(E, £)e%(F=) ot les fonctions F — ry(E,¢) et E v+ 0,(E,¢)
sont analytiques et vérifient

Ty =71y Tg=1+0(1) 05=104 0,=0(1).

On simplifie donc :

uo(p, E,e) = —iry(E, ) cos (@(gE) + GQ(E,5)> .

De la méme facon, on calcule :

Dy 4+ 2mp

uy (¢, E,€) = iry(E, e)e 5 E)/e cog ( 5

+p+ Qh(E,E)> .
ou les fonctions E — rp(E,¢) et E+— 0,(E,¢) sont analytiques et vérifient
ry=rp, rh=14+0(1) 607 =60, 6,=0(1).

De plus, on obtient la majoration suivante du reste dans le développement de Fourier :

S(E) —a

Zup(% E,e)|<Ce = e= pour peR.
p>2

On a donc démontré que pour E dans un voisinage de Ejy, le développement en série de
Fourier de d(E, ¢, €) s’écrit :

d(@y E,&) — o cos @ .
ifwok) (B —wioy) ~ ‘el < — (1)> (9.17)

—S(E) —a

+p+0(1)>—|—€ = Oe=).

—5(E) Dy + 2
+i[1 4 o(1)]e = cos <d+7w
5

Par compacité de J, il existe un nombre fini d’intervalles {Jk}ke{l-~-p} tels que :
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Chapitre 9. Valeurs propres associées a la croixz simple

.Jc U

ke{l--p}
2. Pour tout k € {1,---,p — 1}, les intervalles Ji et Jiy1 ont une intersection non
vide.
3. Pour tout k € {1,---,p}, il existe un voisinage complexe U}, de Jj, tel que le déve-

loppement (9.17) est vérifié sur U.

On va montrer que 'on peut définir des fonctions d et &)d sur tout le voisinage V =
U Uk Pour cela, on va « recoller » les développements sur chaque intervalle.

ke{l--p}
Le coefficient ug s’écrit :

O(E
VE € Ji, wy(E,e) =rox(E,¢)cos (5) + 007k(E,5)>

d(E
VE € Jyt1,  uo(E,€) =rop+1(E, €) cos <(6) + 90,k+1(E75)>

ot 7o (E,e) =1+ 0(1) et by x(E,e) = o(1) (respectivement 79 ;11(E,e) = 14 o(1) et
0o k+1(E,€) = o(1)) pour E € Jj, (respectivement E € Jy41). On obtient que :

rox(E,€) =rorr1(E,e) =10(E,¢€) et Ogr(E,e) = o rr1(E,€) = 0o(E,€) pour E € JpNJpy1

La fonction ® définie par ses restrictions & chaque U est donc analytique sur V.
On raisonne de méme pour 4.

En posant
d(p, E, )

i(woki) (E' = W(0))ro(E,€)’

on termine la preuve de la Proposition 2.1.

F(p,E,e) =

9.3 Localisation des valeurs propres

Dans ce paragraphe, on déduit le Théoréme 2.1 de la Proposition 2.1.
On va résoudre 1'équation F'(p, E,e) = 0, ou F est précisée en (2.11).

9.3.1 Niveaux d’énergie E")(¢)

Pour £ € V, on commence par démontrer le Lemme 2.13. Pour cela, on s’intéresse a
I'équation (2.12).
E— &)(E,s) est analytique réelle. Pour g assez petit, par application du Lemme 2.2, il existe
une constante m > 0 telle que :

VE €V, Ve€|0,ef, |®(E,e)>m (9.18)

Par conséquent, 1’équation (2.12) admet donc un nombre fini de zéros dans J. On les note E® (e),
pour l € {L_(g),...,Ly(e)}. Ces zéros sont donnés par :

&)(E@(s)):e(gﬂw) le{l_,....,Li}
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9.8. Localisation des valeurs propres

et vérifient : )
EMY(e) — EV(e) = ————7e + o(e 9.19
0= B = £+l (9.19)
En combinant (9.18) et (9.19), on obtient (2.14).
On démontre maintenant le Théoréme 2.1. On va commencer par montrer que les zéros de F
sont dans un voisinage exponentiellement petit des énergies E(!)(e).

9.3.2 Approximation au premier ordre

On donne tout d’abord une approximation au premier ordre des zéros de F.
On pose
O(E,¢)

E.c) —
ap(E,e) = cos 5

On peut supposer le voisinage V assez petit et tel que, pour tout £ € V),
Re (S(FE)) > 3> 0.
Alors, il existe une constante positive A telle que
|F(p, E,e) —ag(E,¢)| < Ae™P/=,

De plus, on a l'inégalité suivante :

3C >0/ :>gddl U  EYCe). (9.20)

En effet, il existe une constante ¢ > 0 telle que :
|cosO| > cd(0,nZ + 7/2).
En utilisant (9.18), on obtient I'inégalité :
(B, e) — (EV(e),e)| = m|E - EV(e)|

et finalement :

C
> — O]
> Ed E, | EY(¢e)
lE{L—77L+}

Lorsque zg € C et r > 0, on note
D(zp,7) ={2€C; |z — 2| <7}

L’inégalité (9.20) implique qu'il n’y a pas de zéros de F' en dehors de voisinages exponentiellement
petits des E® (€). Précisément, il existe une constante strictement positive D telle que, si on
choisit > Dee~P/¢ alors pour tout E € dD(E®(¢),r), on a :

[F(p, E,€) — ao(E,€)| < lao(E,¢€)|)
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Le théoréme de Rouché entraine donc que, pour chaque [, F' a exactement un zéro noté Ej(p, )
dans le disque D(EW(g), Dee=?/¢) de EW(e). La relation F = F* permet de retrouver que les
valeurs propres sont réelles. En effet, si E est un zéro de F, E V’est aussi. Par unicité, on obtient
donc que E=E.

On pose donc

El((pve) = E(l)(g) + 5)\l((;076)'

On sait que A\j(p,€) est exponentiellement petit. On va maintenant en préciser I’asymptotique.

9.3.3 Approximation au deuxiéme ordre

On pose
ai(p, B,e) = Fp, E,¢) — ao(E,¢)

On écrit
e~ SEpa/e — o=SEDEN/(1 1 O\ (p,e))).

De méme, en introduisant &Z la phase modifiée, on obtient le développement :

3 3, (ED
cos (q)d(El(gD, 6))6-1— 2mp + p€> — cos (q)d(E (5))6+ 2mp + P€> + 0(6*5/6)‘

Le développement de aq s’écrit donc :

a1(p, Bi(p,e),€) = ai(p, EV(e),e) (1 + r(p, BV (e), ¢))
D’autre part, le développement de Taylor au premier ordre de la fonction E +— ag(FE,¢) s’écrit :
ao(Ei(p,e)€) = (=1 (EO(e),e) (g, 2).(147(p, BV ) = (=1) 1@ (EV) (i, 2).(140(1)).

En remplacant dans I’inégalité, on obtient finalement que :

141 . o (ED T
Mpre) = M@S(E()(e)’/e (cos <q’d<E (Ehe) 2 +p> +0(1)> |

9.4 Application a la formule de trace

Dans [8], 'auteur démontre I'existence d'un développement asymptotique de tr[f(H,. )],
pour f € C§°, lorsque Supp f est un intervalle J disjoint des bandes de Hp, et calcule explicite-
ment les deux premiers termes de ce développement.

En dimension 1, le Théoréme 2.1 est plus précis que la formule de la trace, dans le sens ol nous
obtenons une localisation exponentiellement précise de chaque valeur propre.

Le Corollaire 1 permet de retrouver les deux premiers termes du développement asymptotique
de [8].
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9.4.1

Soit J un intervalle vérifiant I'hypothese (H ). En particulier, J est tel que J N (0ac(Hyp,e)U
0sc(Hype)) = 0. Pour f e C5°, avec Supp f C J, on calcule :

trlf(Hye)] = > f(Ei(p,€)).
1e{L_(¢),....L4+ ()}

Soit B > 0 tel que S(F) > 8 pour tout E € J; grace au Théoréme 2.1, il existe une constante
C > 0 telle que :

Vu € [0,e],  [tr[f(Hpe)] — tr[f(Hue)ll < C > ee~P/e
1e{L_(¢),. L4 ()}

En intégrant par rapport & u, on obtient que :

tr [f(Hype)] = ! /0 Tt [f(Hyue)]du+ O(e7P/%)

g

Toujours d’aprés le Théoréme 2.1, il existe une constante C telle que

Vu e [0,¢e],  |trf(Hue)] — > FEO@E)| < ce P,
1€{L_(e),..L4 (e)}

En intégrant, on obtient :
1 €
el Y E0E) + o), (9.21)
0 1E{L(e),.L1 ()}

On évalue maintenant :

> FEDE) = > fod  (e(lm +/2))

le{L_(¢),....L+(e)} le{L_(e),....L+(e)}
9.4.2
On va tout d’abord prouver le résultat suivant :

Lemme 9.4. Soit f € C§° telle que Supp f C J. La trace de H,. vérifie le développement
asymptotique suivant :

/Otr[f( == /f (€, €)dE + O(=>)

Démonstration La démonstration de ce Lemme repose sur des résultats relativement
élémentaires d’analyse réelle. B
e On commence par appliquer la formule de Poisson a la fonction fo ®~! ¢ (Of

— /2
e fod el +m/2) =2 (-1 <1>1)<:>.
l€Z ne”L
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De plus, la transformée de Fourier de f o &1 vérifie les estimées :

Vw>1, 3C,>0, tq ‘(fo(f)‘l) <2n>‘ <o,

En effet, puisque f o 1 est de classe C, €Y f o 5_1(5)\ est bornée.
En reportant dans I'expression précédente, on en déduit que :

—

e> fod Ne(pr+m/2)) =2(f 0 271)(0) + O(e™).

PEZL

e Il reste désormais & calculer :

En effectuant le changement de variable u = 5(8), on obtient que :
T~ 1

2(f o ®-1)(0) = 7T/Jf(5)<T>’(5,g)ozs.

Ceci achéve la preuve du Lemme.

%

9.4.3 Conclusion

Pour obtenir un développement asymptotique de la trace a tous les ordres, il suffit donc
d’avoir un développement asymptotique de la phase modifiée a tous les ordres. Nos calculs ne sont
pas poussés assez loin pour obtenir ce résultat, néanmoins nous savons que ®'(€) = ®'(E)+o(¢),

donc :

1 ~, . 1 / o
/Jf(é’)(l) (£)dE = W/Jf(é’)@ (€)dE + o(e)

s

Pour transformer le deuxiéme membre de 1'égalité précédente, on effectue le changement de
variable (k,u) — (E(k) + W (u),u) et on remarque que :

1 ) 1 o
= /J FE(E)de = - /[_m] / U)W ()
On obtient donc finalement :
& 1 %2
/ tr [f (o) = — / F(B() + W (w))drdu + ofc).
0 [—m,7]

Ceci acheéve la preuve du Corollaire 1.
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9.5 Développement asymptotique des valeurs propres

On va donner ici une autre application du Théoréme 2.1 pour le calcul du développement
asymptotique des valeurs propres de H,.. Un tel calcul est présenté lorsque V = 0 dans [6].
Dans ce cas encore, on obtiendra explicitement un développement au premier ordre.

Sous les hypothéses du Théoréme 2.1, E, est I'unique bord du spectre de Hy appartenant a
(E —W)(R).
Soient E, et E), les deux bords distincts d'une méme bande. On définit :

. k(E) — k(E,
E€[En By "

Corollaire 2. Soit H, . vérifiant les hypothéses du Théoréme 2.1. Les valeurs propres E(l)(go,e)
de H, . admettent alors le développement asymptotique :

EW(p,e) = & Ye(lr 4 m/2)) + 0().
En particulier, E(l)(cp,z—:) admet le développement limité au premier ordre en € :

W7(0) 1

@ —
EY(p,e)=E, + W(0) + > 4B

(20 +1)e + o(e),

ou d;i(Ey) est défini par (9.22).

Démonstration La premiére égalité est évidente. Il suffit donc de donner un développe-
ment de ®~!(g(I7 + 7/2)). Pour cela, on calcule un développement au premier ordre de :

o (Er+W_+a)
BB, + W(0) + a) = / KBy + W(0) + a — W (u))du.
‘P; (ET+W7+O¢)

Le potentiel W est une bijection de [0, ¢;"] sur [W(0), E,]. En faisant le changement de variable
av =W (0) + a — W (u), on obtient que :

k(E, + av)

1 (0) +a(l— o)™

/cpf(ErJrW(O)Jra)

1
; k(Er—l—W(O)—f—oz—W(u))du:a/O oW

. k(Eq+av) _ di(Br) Vv
Or 01}_)“}) WoW=T(W_+a(1-v)) — | 2w (0) VI—v'

En raisonnant de la méme maniére sur [, , 0], on trouve finalement que :

™ 2
5 W(O)aﬂ + o(1)].

(B, +W(0) 4+ «) =d;(Ey)
Par conséquent, en inversant le développement limité de @ au voisinage de E, + W(0), on
démontre le résultat annoncé.

¢

On note que, comme pour le résultat précédent, un développement asymptotique plus poussé de
la phase modifiée nous donnerait un résultat plus précis sur les valeurs propres.
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10

Etude de la croix double

Dans ce chapitre, on va utiliser le calcul effectué dans le cas de la croix simple ainsi que les
techniques de la méthode WKB complexe pour décrire les valeurs propres de I'opérateur H,, .
associé a une croix double. Ce calcul est assez comparable & celui effectué dans [15] pour mesurer
les effets d’interaction entre deux extrema successifs du cosinus. On suppose donc désormais que
les hypotheses (Hy ), (Hw,), (Hw,g) et (H’;) sont vérifiées.

Un des exemples les plus connus de tels opérateurs est un opérateur périodique perturbé par un
double puits de potentiel. A ma connaissance, peu de résultats ont été établis en ce qui concerne
ces potentiels. En revanche, le cas V' = 0 perturbé par un double puits a été largement étudié
([34, 20, 26, 6, 18, 19, 7]). D’apres ces études, les valeurs propres du double puits se déduisent
4 une erreur exponentiellement petite prés des valeurs propres associées & chaque simple puits.
Cette erreur est alors donnée par I'effet tunnel horizontal d’interaction entre les deux puits. Dans
le cas du double puits symétrique, de nombreuses études [34, 20, 26| ont précisé I'écart entre les
deux plus petites valeurs propres de l'opérateur et ont montré que ce splitting est relié¢ a la
distance d’Agmon entre les deux puits. Ces formules basées sur des formules de trace ont été
établies en dimension quelconque.

Pour le cas périodique perturbé par la croix double, on démontre un résultat semblable dans le
Théoréme 2.2, 'interaction est mesurée par 1’action horizontale f k entre les deux croix.

10.1 Compléments sur les coefficients de phases, et d’actions

Les notations dans le cas de la croix double ont été introduites au paragraphe 2.4.1 du
chapitre 2. En particulier, on a noté <pff1, ©r, et iy, i les points de branchement de la premiere
croix et gp;';, ©ry €6 @iy, P4, les points de branchement de la deuxiéme.

10.1.1 Coefficients associés a chaque croix simple

On a présenté ces coefficients au paragraphe 2.4.4, chapitre 2. Il y a d’une part les coefficients
;, dg; et S; associés séparément a chaque croix et d’autre part le coefficient d’interaction entre
les deux croix. Les coefficients associés a chaque croix ont été bien étudiés au paragraphe du 9.1
du chapitre 9. On définit également, pour j € {1,2}, le coefficient réel p; associé a chaque croix :

zz'pj:_/+ (wi(u,E)—wj(u,E))dw/ (W (4, E) — o (u, E))du, (10.1)
[(p»,«].,O]UO’j’_'_

j,-U[0,pr]
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o Pr—

Pir

Fi1G. 10.1 — Chemin ~g,

on rappelle que ce coefficient est indépendant de E et on renvoie au paragraphe 9.1.1 du chapitre
9 pour les propriétés de ces coefficients.

10.1.2 Coefficient S;

On s’intéresse désormais a I'action S7 définie en (2.19). Dans le cas V = 0, ce coefficient
correspond au double de la distance d’Agmon entre les deux puits. A la différence des actions
verticales Sy et So, 'action St dépend uniquement de W g. On va prouver le Lemme 2.4.

Le Lemme 5.3 a fixé sur B2 une détermination de , que 'on note xg. On effectue la preuve
dans le cas ou cette détermination vérifie les conditions (5.19).
On rappelle que Sy est défini en (2.19). Soit E € J.

— On commence par prouver I'analyticité de S7. Pour cela, on introduit le chemin g, défini

par :

vs = et +140, 05, +10] U g5, — 0, ¢}, — i0].

Le chemin g, est représenté en figure 10.1. On réécrit S; comme une intégrale de contour :
Si(E) = ?4 v, (10.2)
vs

oit k(@) = ko(p) pour p € BY2 N C, et Im ¢ > 0 et k est prolongée continuement le
long de «g,. Le raisonnement est similaire a la preuve du Lemme 9.1 et on ne donne pas
les détails. La représentation (10.2) implique Ianalyticité de S; dans un voisinage de J.

— Soit E € J. Sur l'intervalle [¢, ¢, ], Ko est imaginaire pur, Im kg > 0 et donc S7(E) est
réel et positif.

10.1.3 Compléments

On prouve enfin ce résultat technique qui nous servira par la suite.
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Lemme 10.1. Soit [a,b] un segment inclus dans |¢) , ¢y [. Soit v un chemin de B2 reliant a
et b et ne contenant pas de pdles de wi. Alors, on a la relation suivante :

oz @ +w?) (_1)n€%.f7(w(i+w(l),

ot n est le nombre de zéros réels de k' sur l'intervalle [a,b].

Démonstration On calcule :

1 1 1
Jetrat) =3 [ +a0) =5 @ +a)
2/, 2 /. 2/,

On utilise les propriétés de (wg_ et w?) rappelées au paragraphe 4.4 du chapitre 4 pour calculer
1 1

2 ffy(wg + wg) ) 7(‘”3 + 0.)9)

Les poles de la fonction %fv(wg + w?) admettent un résidu i% en les zéros de k. Les autres
résidus sont 1. La formule des résidus donne donc :

;A(w3+w0) —;[y(w(}r—i-wo) = nr[27),

ou 7 est le nombre de zéros de k' a l'intérieur de v U #. Les zéros non réels de k' a l'intérieur de
v U7 sont deux a deux conjugués, donc :

6% f"/(wg—jng) = (-1)”6% f’y(wng“’g)‘

&

10.2 Démonstration du Théoréme 2.2

Dans ce paragraphe, on démontre 1’équation de caractérisation des valeurs propres donnée
par le Théoréme 2.2. On démontre le Théoréme dans le cas décrit par (5.19).
Il suffit de raisonner localement, c’est a dire au voisinage d’une énergie Ej fixée. Par un raison-
nement similaire a la preuve de la Proposition 2.1, on recolle alors les asymptotiques.
Soit Ey dans J. D’apres le chapitre 8, on sait qu’on peut construire autour de chaque croix Cj
un domaine K3° et une base du type {f;, f;} (voir Proposition 5.4).

10.2.1 Remarques préliminaires

A partir de maintenant, pour deux fonctions & valeurs complexes ou matricielles (¢, E, €) —
P(p,E,e) et (p,E,e) — Q(p, E, ) définies sur Sy x Vx]0,&p[, on note

P((p,E,E) ~ Q(QD,E,€)

s'il existe une fonction analytique réelle (E,e) — «a(E, ) qui ne s’annule pas sur Vx]0,¢eq] et
telle que P(p, E,e) = a(FE,£)Q(p, E,¢).

Soit h? la solution récessive a gauche de C7, normalisée en mq — 04140, & 'asymptotique standard
suivante a gauche de Cf :

i Yy fr1 1 *ifw_ Rg fgp w?
hg_:e = Jmy Nlefml wfe Prq

e (W0 +o(1)).
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De méme, soit hi, la solution récessive a droite de C'9, normalisée en mo + 0 + ¢0 avec ’asymp-
totique standard suivante :

+ + i e ¢
i ‘PTQ Wr2 2 *f + Kdq f + w+
hd = eme Jma” mapfmy” W= el Teten (WY 4 o(1)).

Ces deux fonctions sont construites par la Proposition 3.2. D’apreés la Proposition 3.2 et le Lemme
9.3, il existe une fonction analytique o, (F), un réel o1 € {—1,1} et une fonction b (¢, E,¢) tels
que :

(agh? ) = —io1(b1)" 1 + b2 (1),
ot bl est le coefficient by associé a la croix C.
De méme, il existe une fonction analytique oy (E), un réel o5 € {—1, 1} et une fonction b2 (p, E, £)
tel que :

(aah) = —io2(b)" f2 + b3 (f2)"

ol bi est le coefficient b; associé a la croix Cs.

10.2.2 Etude des coefficients o, et o»

— Si les extrema sont de méme type, alors la méme bande intervient pour les deux croix.
Par suite, o109 = 1.
— Si les extrema sont de signe différent, les coefficients o1 et o9 vérifient o109 = —1.
On note pour terminer que le nombre n de zéros de k' dans l'intervalle ]<p;*'1,<p;2[ vérifie :

(=1)" = o109.

10.2.3 Caractérisation des valeurs propres

Pour calculer d(p, E, ¢), il suffit donc de calculer la matrice de transfert P o entre les bases

(f1, (f1)") et (f2, (f2)") :
) -nit)

Précisément, on a la caractérisation suivante des valeurs propres :
Lemme 10.2. E est une valeur propre de H .
d #
& wlagh?,aqht) =0 < —io1(bL)* L )P =0
( g d +) ( 1( ) ) 1,2 ZUQ(bi)*

Démonstration Il suffit de calculer

et = (im0 o) () = (momoty i) ma(3)

Par conséquent,
w(aghg_,adhi) =0 < det (( —ioy(bL)* bl )PL?v( —ioy(b1)* b} )) =0,
et donc :

b2
dy _ . . al B
wlagh? ,aghy) =0 & ( —ioi(bL)" bl ) Prp (iaz(bi)*) ="
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10.2.4 Calcul de la matrice de transfert entre (fi,(f1)*) et (f2, (f2)*)

Le but de ce paragraphe est de calculer une asymptotique de la matrice P; 2. On démontre
le résultat suivant :

Proposition 10.1. Il eziste des fonctions bl (¢, E,€), b% (¢, E,€) et u(p, E,€) telles que :

1. La matrice Py o s’écrit :

=

—ioa(b
—0'10'2(b

o~ v P GEGD

V(62 (1 = p)  io (L)% (14 p)
2

2. La fonction bl | respectivement b2 | est une fonction associée a la croiz Cy, respectivement
a la croiz Cy, possédant le développement asymptotique de Fourier donné en (9.9), (9.10),
(9.11) respectivement en (9.12), (9.13), (9.14), (9.15), (9.16).

3. La fonction (¢, E) — u(p, E,€) est analytique sur Sy X Uy, est e-périodique en ¢ et admet
le développement asymptotique suivant pour € petit :

+ =

®ro 0 0
(Wi —w?)
0103 S @8R g myge

. [1+o(1)].

De plus, p vérifie la relation :

N*(907 E,e) = u(p, E,¢).

Démonstration La matrice P o s’écrit :

w(f1,(f2)*) w(f2,f1)
Poy= ( w(f2,(f2)") w§f27gf2;*) > ]

w((f1)*,(f2)*)  w(f2,(f1)*)
w(fz,(f2)*)  w(f2,(f2)*)
On commence par calculer les coefficients de P; 5. Pour cela, on utilise les techniques présentées au
chapitre 8. Ces techniques nécessitent de connaitre le comportement de certains prolongements
des déterminations ¢; et ¢o associées & chaque croix. On distingue donc les cas o100 = 1 et
0102 = —1. On commence par le premier cas.

Lemme 10.3. On suppose que o109 = 1. Il existe trois fonctions B, B% et B2 telles que la
matrice Py o admet les asymptotiques suivantes :

Pry mq—1i0

= ga(mag +i0)

. Pre ) . ~
Py, = Dlmati0) JoBeR 4 pmoven o) o < ios(BY)(B2)* (B1)B2 >
o109(BL)*(B2)*  —io1(BL)*(B2)

ou les coefficients B, B? et B2 admettent un développement asymptotique en série de Fourier
donné par les formules (9.9), (9.10), (9.11) respectivement (9.12), (9.13), (9.14), (9.15), (9.16).
De plus, on a la relation :

y 2 meo+1
det Py = ((h (mg + ZO)) efmfji(?(“’?rwg).
g2(ma + i0)

Ici, on a noté abusivement [my — i0, mg + i0] un chemin de BY2 reliant my — i0 et ma + i0 ne
contenant pas de poles de (w9 + w®). La notation q1(ma + i0) représente la valeur prise par le
prolongement de q le long de ce chemin.
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Démonstration
— Fixons un chemin v dans BY? reliant m; — i0 et mg 4 i0 ne contenant pas de poles de

q1(ma+i0)

2
qz(m2+i0)> lorsque la détermination

(w9 +w?). On commence par étudier la valeur de (

q1 est prolongée le long de . On va montrer que :

(Ch(mz +i0)>2 .

g2(ma + i0)

Puisque o103 = 1, les extrema sont de méme type. L'image de v dans le plan des énergies
est un chemin qui relie les points E — W (my —i0) et E — W {(mg + i0) avec :

Im (E — W (my — i0))Im (E — W (mg + i0)) > 0.

Le chemin (E — W)(~) rencontre donc le gap G un nombre pair de fois.

Si (E—W)(7) ne rencontre pas le gap, le prolongement continu de g; vérifie ¢%(mg+i0) =

k{(E — W (mz + i0)). Puisque les déterminations k} et kj coincident, ¢?(mg + i0) =
q3(ma + 40).
Pour traiter le cas général, il suffit de faire la remarque suivante. Soit I' une courbe fermée
qui intersecte 1’axe réel en deux points &1 € G et & € G tels que k' (E1) # 0 et k'(E2) # 0.
Soit @ une détermination de vk’ continue en &£;. On note Q. le prolongement de Q le
long de I' dans C, et Q)_ le prolongement de @ le long de I" dans C_. Alors Qa_ =Q?
sur I'. En effet, les prolongements continus &/, et k&’ coincident.

On va maintenant calculer les coefficients :

W), wlhf)
w(fz,(f2)*) w(fa, (f2)*)

Ce calcul est similaire aux calculs effectués au chapitre 8. On ne donne donc que les
grandes lignes.

Etudions le cas du coefficient b.

En utilisant le Lemme de Stokes 5.10, on sait que ’asymptotique de fo est obtenue
par prolongement & travers bs en contournant les lignes de Stokes co et by. fo admet
I’asymptotique standard :

i e ® 0
2 "¢ ko [Y_ w

+
fo = et b maghit e e ™ ten T (w0 4 o(1)).

D’aprés le Lemme de prolongement 5.9, la fonction fo garde cette asymptotique dans
tout le domaine BY2. Le calcul de b est donc similaire au calcul du coefficient af au
paragraphe 8.4 du chapitre 8.

On obtient que :

897‘2 _ 0)

_ aulma 4 10) et vt L0 g g

q2(ma +i0)

ott le coefficient B!, respectivement B2 est décrit par les formules (9.9), (9.10), (9.11)
respectivement (9.12), (9.13), (9.14), (9.15), (9.16).
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On calcule de méme le coefficient a. Pour cela, on applique le Lemme de Stokes a la

fonction f5 pour contourner ¢ et by. On obtient que :

. . 1 p¥r2, 0 0
@i(me +10) 1 ety +o) 2R 5

.
72 4o (ma + 10)

2

A . P . P Pl _ pl
Quitte a modifier légerement le coefficient B=, on peut supposer que B, = By .

e e BL(B*)*.

— 1l reste a calculer @ et b. Pour cela, on utilise le Lemme 10.1 et I'étude du paragraphe

10.2.2 pour conclure.
— Pour calculer le déterminant de P 2, on écrit :

det P172 — w(f1>fl)

w(f%f;)

On applique alors les relations (5.12) et (4.19) pour obtenir le résultat.
Ceci achéve la preuve du Lemme 10.3.

&

On montre désormais

Lemme 10.4. Il existe trois fonctions b’ , b* et u telles que
~ Les fonctions BY, B2 et B2 définies au Lemme 10.3 s’écrivent :

BLBZ = bib2 (1 p),

BL(B®)" = b} (52)* (1 + p).

Les fonctions bﬂ_ et b2 wérifient les propriétés du Lemme 9.3.
— La fonction (p, E) — u(p, E, ) est analytique. De plus p vérifie :

p(p, Ee) = p(p, E,¢).

Démonstration On utilise un raisonnement similaire & celui du paragraphe 9.2.1. 1l existe

deux fonctions (¢, E,€) — r(p, E,¢) et (¢, E,€) — 0(p, E,€) avec les propriétés suivantes :
(p, E) —r(p,E€) et (p, E) — 0(p, E, ) sont analytiques sur Sy x Up.

— Les fonctions r et 8 vérifient :
(o, E,e) =r(p,E,e) 5 0(p,E,e) =0(p, E,¢).

La fonction B2 §’écrit :
B? =r(p, E,e)?#Fe),

— Les formules (9.9), (9.10), (9.11) impliquent que les fonctions r et @ vérifient, pour E €

UNJ xR:

1 [¥r2 1 [¥r2 . ) —1
0+/ pr—o | (@ —wl) + 022
€ Jo

1<
|T | ) 220 + 9

2
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On définit de méme les fonctions 7 et § associées & B2. On pose alors :

r—r
e

b-li- _ Biei(e—é)/Q’
g2 T i)

Z 5 .
Ceci acheve la preuve du Lemme 10.4.
&
Il reste maintenant & préciser ’asymptotique de la fonction u. Pour cela, on utilise le déterminant
de la matrice P . En utilisant I’expression des coefficients de P 2 donnée par le Lemme 10.3,
on obtient que :

Yro . o _WS—)

2wl
Ap = e=5/% ¢ on [1+ o(1)].
Ceci termine la preuve de la Proposition 10.1 dans le cas o109 = 1. On énonce un résultat
similaire au Lemme 10.3 pour o109 = —1.

Lemme 10.5. On suppose que o109 = —1. Il eziste trois fonctions B}_, B2 et B2 telles que la
matrice P o admet les asymptotiques suivantes :
. P } . ~
_ q1(mg — zO)eé f“’ﬁ (wﬁ—wﬂ)eé f&nf:i?(w%wg)e% zag(B}r)(BQ )* (B}F)BE
QQ(mg — iO) ’

Py o109(BL)*(B2)* —ioy(BY)*(B2)

)

ot les coefficients B2 et B2, respectivement B_li_ admettent un développement asymptotique en
série de Fourier donné par les formules (9.9), (9.10), (9.11) respectivement (9.12), (9.13), (9.14),
(9.15), (9.16).

: 2 )
det P]_ 9 = ((]1(771/2—7/0)> e.fr;n12:il()0(""9r+w9)
’ q2(ma — i0)

Ici, on a noté abusivement [my — i0, mg — i0] un chemin de BY2 reliant mq — i0 et my — i0 ne
contenant pas de pdles de (wg +wY). La notation qi(ma — i0) représente la valeur prise par le
prolongement de q le long de ce chemin.

Démonstration La preuve est similaire. Aussi, on ne donne pas les détails. Les seules
différences sont les suivantes :
L’origine et larrivée du chemin (E — W)([m; — i0, mg — i0]) sont dans le méme demi-plan des

énergies et on a donc :
) 2
(ql(mg —20)) 1
q2 (m2 — ZO)
Le déterminant vérifie :

Wi, f7) _ wo(d v0) (B = Wmy = i0) _ jmaioin pun)

det PLQ = " = - — e/m1—-i0
w(fs, f)  wo(d, 2 )(E — W(mg —i0))
&
Ceci achéve la preuve de la Proposition 10.1.
&

100



10.2. Démonstration du Théoréme 2.2

Equation aux valeurs propres

La matrice P; o s’écrit donc :

bl
(o1T5P: o ~ +
1oL (iU 1(b})

bl , .
+“<—wibg)*> (—ioa(t2) —2 ).

D’aprés le Lemme 10.2, on en déduit que ’équation aux valeurs propres s’écrit :

) ( —ioa(B2)* b2 )

(ool ol ) ( % ) (im0 ) ( 0% ) a6 + L5 02)" 62037 = 0.
- - ioy (b1)* - - ioa(b3)* e - L -

On réécrit cette équation sous la forme :

S7(E)
F\(E,¢,e)Fa(E,p,e)+ ¢ = g(E,¢,e) =0,

ou Fi et F5 sont les fonctions associées aux croix Cp et Co et ont I'asymptotique suivante :

@;(E By (E ) +2
Fi(E,p,e) = cos 2i(Bye) +ti(E) (cos ai(Eye) + 2mp + 0(1)>

9 9

On renvoie au chapitre 9 pour les détails sur cette fonction Fj.
La fonction g s’écrit :

1SR -

9(E,p.e) = —o10275¢ *n (b1 (0})" + L (b1)") (02 (b3)" + b7 (62)")[1 + o(1)].

Le coefficient fsﬁf ((,u?F —wY) est un réel indépendant de E. Par un raisonnement similaire & la
e

démonstration du Lemme 9.2, on calcule

4Pr_2 ET2+Z'0
[t == [ g - o (e)de e B
%)

4 Eyy+i0
Par suite : B
Pr.
o 0 —wt)
e “n € R*.
On pose :
Pro. 0 _.0
1 f + (“L_“Q)
v=—e 1 > 0. (10.3)
Le réel o109 vérifie :
0109 = —(—1)6.
L’équation aux valeurs propres s’écrit donc :
Fi(B, g, ) Fa(B,,2) + (—1) e S1(P)/2 (m(@) N s>) Gm(@) + Ra(E. . 5)) H+om=0  (0.4)

eci achéve la preuve du éoréme 2.2. L’équation F} = 0 est ’équation caractéristique
C héve 1 du Théoreme 2.2. L’équation F;(E, p,c) = 0 est I'équat térist
de la croix C'; (voir Proposition 2.1). Tout se passe donc & une erreur exponentiellement petite
J

prés comme si on voyait séparément les deux croix. Le terme d’erreur est donné par I'effet tunnel
entre les deux croix.

mm ur ’étu roix sim nv nner un isation valeurs propr
Comme pour I’étude de la croix simple, on va donne e localisation des valeurs propres de
l'opérateur H, . en étudiant cette équation implicite.
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10.3 Localisation des valeurs propres : démonstration des Théo-
rémes 2.3 et 2.4

On note Fj un zéro de Fy. on rappelle que la fonction d vérifie (2.22).

10.3.1 Premier cas d(E, Z(Fy)) > d(e)

Approximation au prem1er ordre :

Lorsque |E — E1(yp,¢)] < 49 ]E Es(p,e)| > @. De plus, on a la majoration suivante :

|F(E7907€) - (FIFQ)( y 5 € )| < Ctl( )
Or il existe m > 0 tel que :

|E = Er(p,e)| |E — Ex(p,€)|
9 9

|(FLF2)(E, p,€)| >m (10.5)

Par suite, il existe une constante c telle que, si r > cs(ts :

Ee {E; |E_E1(9075)| :T}a = ‘F(E,gp,s) - (FIFQ)( P € )| < |(F1F2)(E79075)|'

Le théoréme de Rouché implique que F' admet exactement un zéro E\l(%s) dans un voisinage
de Ei(p,¢).

Approximation au deuxiéme ordre :
On pose alors

Ei(p,2) = Bi(p,€) + M(p,€),
A1 vérifie :
1

£) — ~e e). e _1\e+1
)\1(907 ) Y t[(El(SO; )7 ))( 1) @/I(El((,O,E))tan(D

(El((p@)) + O(Et1<E1 (SO, 5), E))

10.3.2 Deuxiéme cas d(E1, Z(Fy)) < d(e)

Approximation au premier ordre :
Dans ce cas, étant donné que les zéros de F3 sont séparés par une distance de taille €, il y a un
seul zéro Ea(yp,¢) tel que

|E1(QP75) - E2(907€)’ < 52'
D’aprés (10.5), il existe une constante c telle que, si E € {E ; |E —
r> \/ i) Ea@0 | (3, alors

E1(<P,€)+E2(<P,E)‘ =}, avec
2 - bl

|F(E79078) - (FlFZ)( P, € )| < |(F1F2)(E79075)|'

En appliquant & nouveau le théoréme de Rouché, on en déduit qu’il y a exactement deux zéros de

F dans le cercle de centre w et de rayon \/'El(%g)QEz(%E)P + ctr(e). Approximation
au deuxieme ordre :
L’équation (10.4) s’écrit :

F(E,p,¢)
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= F{(E1(p, €))Fy(Ea(p, €)) (E—E1)(E—Ea)—(=1)vt(E)n (E, ,€)n2(E, ¢, ) [1+9(E, ¢,€)] = 0,
%ﬁ 9(E,p,€) = o(1).
n pose :

R(E, ¢,e) = F{(E1(p,€))F3(E2(p,€))(E — E1)(E — E3) — (—1)°vt(E1)n1 (E1, ¢, €)n2(E1, ¢,€)g(E1, ¢, €).

771(E1,§075)712(E1:<P7€) — 52
F{(E1)F3(E?) @ (E1)®5(E2)
va noter K :

Puisque [1 4 o(1)], cette équation admet deux racines que 1'on

g Bt B (B 12 7(_1)%(&)771(E1)772(E2)9(E1)
+ 2 4 F/(E))F}(Es)
Estimons la différence
|F(B, ¢,e) — R(E, ¢,2)| = |v(=1)t1 (B)m (B, ¢,e)n2(E, ¢, e)[1 + g(E, ¢,2)] — 7(=1)°t1 (E1)n1(E1, ¢, e)n2(E1, ¢, &) [1 + g(E1, ¢, )]l

V(=1 t1(E)ni(E, ¢, e)n2(E, ¢, e)[1 + g(E, ¢, )] = v(=1)“t1(E1)n1(E1, ¢, e)n2(E1, ¢, €)[L + g(E1,¢,¢)]| < C < t1 >supg.

On en déduit donc que :

|[F(E,¢,e) — R(E,p,e)| < C <ty >supg.

De plus, on a la minoration :

By~ E| B~ B

R(E,¢,¢)| > D _
Il existe ¢ > O tel que :
<tr> ~
B = Bl < STt = (B, ¢,2) = R(E,¢,)| < [R(E, 0.2)).
-+

e<tr>supg On

On applique le Théoréme de Rouché sur le disque de centre EY et de rayon c B —E%]
-Tht

obtient que F admet un unique zéro réel E; dans ce disque soit :

m(E1)n2(E2)g(Er) o6 <tr> supg
Fi(Ey)F3(E?) |E* —E%| 7

—y(=1)°t1(En)

—~ Ei+E (Ey — E9)?
Be=" +\/ 1

2
En remarquant que (0(@?&%2 |)) = o(?t;(E)), on obtient que :
-y

— ’y(—l)eézt](El)

—~ Ei+E (Ey — E3)?

En faisant le méme raisonnement avec E*, on obtient qu’il existe un zéro E_ tel que :

o2 (B (Er)
D1 (Er)P5(E2)

—y(=1)°t1(En)

I _Ei+ B (B - By)?
T2 4

Ceci termine la preuve des Théorémes 2.3 et 2.4.
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11

Démonstrations des résultats de la
méthode WKB sur des domaines non
compacts

On compléte ici le chapitre 7 en donnant les preuves de la Proposition 7.1 et du Théo-
réme 7.1 de prolongement. Ces deux résultats reposent sur une généralisation des raisonnements
développeés dans [10].

11.1 Démonstration de la Proposition 7.1

Dans ce paragraphe, on démontre la Proposition 7.1. La preuve suit les principes du Théo-
reme WKB de [10], section 4.

11.1.1 Solutions de I’équation (1.3) proches des solutions de Bloch de I’équa-
tion (5.6)

Soit B C Sy tel que B ne contient aucun point de branchement du moment complexe. Soit
o € B et Yy(x,p, E) les solutions canoniques de Bloch de (5.6) normalisées en ¢g. On rappelle
que ces solutions s’écrivent :

%:(l"a%E) Zwi(%E—W(@)), peDB (11'1)

ot Y9 (z,E) sont les fonctions définies en (4.15).
Puisque B ne contient pas de points de branchement de &, la fonction ¢ — wo(E — W (p)) est
analytique sur B et n’a pas de zéros dans B.

Fixons X > 0. Pour ¢ petit, on va construire deux solutions 11 de 'équation (5.6) proches
de 49, uniformément en ¢ € B et = € [-X, X].
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On rappelle que B([—X, X] x B) deésigne I’ensemble des fonctions (z,¢) — f(z, ) bornées sur
[—X, X] x B. On fixe X1 < X et on définit 'opérateur intégral Rp :

Rp: B(-X,X]xB) — B(-X.X]xB)
f - Re(f) /

T

Rp(f)(x,¢) = ¢y (2, ¢, E) . -t 0, E)f(t,0)dt — ¢ (x,, E) ;%(t,%E)f(t,@)dt

) (11.2)
Rp est la résolvante de l'opérateur Hy — E + W (p), c’est-a-dire :

(Ho — E+W(p))Rp(f) = —wo(E —W(p)).f (11.3)

Pour ¢ € Bet E € V, W(yp) est borné. Par suite, il existe une constante C telle que Rp vérifie :
sup |[Re(f)|| < C|f]
Eey

c’est-a-dire :
sup ||| Re||| < C
Eey

Comme dans [10], on cherche des solutions de 'équation (1.3) sous la forme :

w:ll:(w7<p7E7€) :Tﬂi(%,waE)‘i‘EREQi(fBa%E,f) (114)

On a alors :
—Avy = —wog+ + AcRpg+ (11.5)

W (ez+¢) =W (p) )
€

avec Az, @, ) =

Le lemme suivant permet de controler A :

Lemme 11.1. A vérifie les estimées suivantes :

Az, p,e)] < [EamE Ve e [-X,X], Vee€]0,1], Vo€ B (11.6)
Az, p,€) — W (0)z] < 1f|°:p|s Vee[-X,X], Veelo,1, VeeB  (11.7)

Démonstration On écrit simplement W (ez+¢)—W (@) =€ [ W’ (cu+yp)du. On applique
a la fonction W le Lemme 7.2 pour obtenir :

w’ + < ——Mmm.

Puisque la fonction (Y, ¢) — % est bornée sur [—X, X] x B, on en déduit (11.6).
¢
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Puisque I'application (¢, F) — E — W () est bornée sur B x V, et puisque wg n’a pas de
zéros dans B x V), il existe C' > 0 telle que :
‘ A C

Sl<— Vael|-X,X], Ve€lo,1], Vee B.
w| =TT 1oF z €| ] 10,1[, Ve

Aussi, (11.4) s’écrit :

RE} o= —2 g, (11.8)

{1 — e A
wo(E — W(p)) wo ()

Soit g¢ assez petit fixé. Pour E € V et g¢ €]0, g¢[, opérateur [1 RpE| est inversible

A
T S (F-W ()
sur B([—X, X]| x B). L’équation (11.8) a donc une solution unique qui satisfait de plus :

C

On introduit désormais la notation suivante : on note O(x, ¢, F, ) une fonction qui vérifie

sup |O(z,p, E, )| < 400 (11.10)
zp,E,e

On déduit immédiatement de (11.9) 'estimée uniforme en x et ¢, E suivante :

Az, @, €)
gx(z, 0, B,6) = ——————— 1 (z, 9, E) + ¢

1
———O(z,p,E,e), Vo€ B, Vze|[-X,X], Vec€l0,epl.
wo (B — W(9)) 1+ |2

Grace a la formule (11.4), on reconstruit les fonctions ¥l qui satisfont les propriétés sui-
vantes :
- Pour tout ¢ € B, E € V, pour tout ¢ €]0, go[, L vérifie (1.3);

- Pour tout z € [-X, X], pour tout € €]0, 0], (¢, E) — ¥i(z, ¢, ¢) est analytique sur B x V;
B wli(x,QO,E,E) = 1/H:(377<P7E) +€ﬁ0($,@,E,€).

On a également besoin des asymptotiques du wronskien w1 (¢, E, €) des solutions w}r(:c, o, B e)
et YL (z,p, E,¢). On pose :

wl(QD,E,&) = w(w—li-('a@7E75)7¢£('7§03E75))-
On établit :
Lemme 11.2. On a, pour ¢ € B, E €V et e €]0,¢¢] :
X1

w1(907E7€> - wO(E - W(gp)) + EW/(()O> ¢+<377 2 E)w—(ma 2 E)CL'CZ.T + 62 s
—X 1+ gl

O(p, E,¢)
(11.11)
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Démonstration Ce calcul est similaire & celui présenté dans le Lemme 4.1 de [10]. On en
donne uniquement les étapes principales :

wi(p, B,e) = w(¥y +eRpgy,¥_ +eRpg_) = wo(E — W(p)) +¢e[w(y, Reg_) +w(REpg4,¥_)] + EQWO(% E,e).
On a de plus :
X T
w(Yy, Rpg-) + w(Rpg+,¥-)) = —wo(E — W(p)) [ ig-dt +wo(E — W(p)) Y_gydi
X1 X3
X1 )
= A¢+¢—dt+5 70(()07 E7€)
X 1+ |

D’aprés (11.7), A(z,p,e) = W(p)x + 8ﬁO(x,go,E,5), on obtient finalement le résultat
annonce.

o

A partir de maintenant, pour plus de lisibilité, on « omet » la dépendance des fonctions en les
variables F et ¢.

11.1.2 Condition de cohérence et asymptotiques des coefficients de T

Comme dans [10], les fonctions ¢} vérifient I'équation (1.3), mais ne forment pas néces-
sairement une base cohérente. Pour construire deux solutions cohérentes a partir de ces deux
fonctions, on pose :

U(z,0) = APVl (z,9) + B(o)vl(z,¢), Vo€ B (11.12)
1 vérifie la condition de cohérence (1.5) si et seulement si pour (p,p+¢) € B, A et B vérifient :
Alp + 6)) <A(<P)>
—T(p 11.13
<B(90 +6)) T By) (11.13)
ou T est la matrice 2 x 2 dont les coefficients sont donnés par :
Tl _ w(d}_l‘_(.,Lp),'L/,vl_(.fl,Lp+E)) T12 — w(wl_(w@)’wl_('*L(P‘i’e))

(D ey o (S o)
w —1,p0+¢€), ") w —1,+e) bt (L
= ="t T2 = =79

On renvoie a [10] pour les détails.

On calcule les asymptotiques des coefficients de T :

Proposition 11.1. Pour ¢ € B, E €V et e €]0,e9[, on a :

. e d 1
T11 = exp (ZH(SO+€/2) + 5%111]@(%0) +5W9r> +521 n MSO(%E; €)
, e d 0 5 1
Too = exp | —ik(p +¢/2) + 5%111]{/‘15(80) +ew’ | +e T ‘@’SO(%E’ £)
Th=e—— O(p,E,e), Ty=c—— O(p E,e
12 1+ gl (¢ ) 21 1+ |l (¢ )

ot wY sont définies par les formules (5.31) et kp(p) = (4%) k(E — W(p)).
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Démonstration Ce résultat est trés proche de la Proposition 4.1 de [10]; la preuve est
basée sur les mémes idées. On étudie 19 ; 'estimation de Ty est similaire. Puisque les fonctions
¥l sont analytiques en ¢ € B, on a pour x € [-X, X], p € B, E €V et € €]0, o] :

wl—(ff—la@+5):¢1—(ff—1a@)+ O(fL’a%EaE)

T1eP
w(qpl‘("fu)l’l(i‘)('_l’@) + 51+|1§0|S O(z,p,E ) = 6ﬁ0($, o, Ee).
Pour étudier les asymptotiques de 771, on utilise (11.4) ; on peut écrire :
YL(z—1,0+¢)
=y _(x—1,p+¢e)+eRpg_(x—1,p+¢)
="ty (2,0 +e)+eRpg_(z—1,p+¢)

et on obtient Tio =

. . - ov_
= elﬁ(¢)¢— <$7 SD)—FE[Z.H,(SO)eZR(SD)w— ({I:a QD)—Fe“{(SO) (r;fp(xa 90)+REg— (Z’-l, 90)]+€2TWO($7 P, E7 5)

En utilisant (11.4), pour @D}r, et le résultat du calcul ci-dessus, on obtient finalement :

3 . K 1K 8 —
WL (L 0), (. — 1o+ &) = 5w + efin (9)e™ Py + ey, 227)

dp
‘ 2
+w(Regy, e Py ) + w(y, Reg (. — 1)) + TMSO(% ¢, E,e)
Les arguments de [10] et I'analyticité de W entrainent :
w(REng,eM(Ap)wf) +w(g, Rpg_ (. — 1)) = (@) ! (/_):1 Ypp_xdw + /uu_l w+¢—zd1> + %WO(ZE,AP,E,E)
On en déduit alors :
w(,(/)_l*—(‘,(p),d)l_(. ClLe+4e)= cir(®) [w1 +e (i,{/wo/2 + w(’) + WO(%i Inkg + wﬂ_))] + JWO(AP,E,S),
ce qui nous donne enfin :
T o+ 2/2) +e/2-L kg + 202 | + < O(p, E, ¢)
= exp |ik —In w .
11 p 80 ng E —+ 1 + ‘90’5 807 I

¢

11.1.3 Solution de 1’équation aux différences finies (11.13)

Pour résoudre cette équation, on va utiliser la technique de [10].

Le lemme suivant (Lemme 4.2 de [10]) nous permet de transformer 1’équation aux différences
en une équation intégrale. On rappelle donc ce résultat :

Lemme 11.3. [10] On fize € > 0. Soit f(z) une fonction de z € C analytique dans la bande
Im z € [Y1,Ya], (Y1,Y2) € R2. Soient 2, et zo tels que Im z; = Y| et Im 2z = Yo, soit
. une courbe verticale réquliére reliant z, et zo et passant par z. La fonction g(z) = Lf(z)

ou Lf(z) = ;Tsf% cot[ﬂ(gfzfo)]f@)dﬁ est une solution de ’équation g(z + ) — g(z) = f(2),
analytique dans la bande Y1 < Im z < Ys.
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On explique désormais la construction de 97 . On définit :

10 i0 1 ¥o
Ap) = €949 A1 (p), B(p) =29 B(y), 6 = E/ kdyp,
®
;[P0 1 ) ;[P0 1 @
Oaly) = ;/ tdp + 5 Inkp +/ widp, Op(p) = —2/ rd + 5 nkp +/
@ @ @ @

0
w’ de.

Pour ¢ € K + 7, au vu des asymptotiques de T, 'équation s’écrit :

(o) =0+ (50)

ou

~ 1 0% e 200(e)
=1 ( 200(5)  0(2) >

On fixe deux points & et & dans K tels que Im & < Im & et une courbe verticale v C K
les reliant. Soit o €]0,1[, on effectue la transformation B; = £*e2% By. En utilisant les mémes
principes que dans [10], ’équation aux différences devient :

(o) = (o) (ot a6 ) (2)

ol Li et Kf sont des opérateurs intégraux définis sur une courbe verticale § par :

LI f(p) = 21%/5 <cotw —i) f(dy' (11.14)
K2 f(¢) = @1 () 1() () (11.15)

On renvoie & [10] pour les détails.
La prochaine étape consiste donc & estimer les normes de ces opérateurs intégraux sur des espaces
bien choisis.

11.1.4 Estimations des normes des opérateurs intégraux L, et K,

On adapte ici certains calculs de [10] & la d-chaine. En particulier, on estime les normes
de Lfﬂ et Kr” sur la courbe v + 7, indépendamment de 7. Pour v, une courbe suffisamment
réguliére, on considére les courbes {v + 7};e7. Dans toute la suite, la lettre C' désigne une
constante positive indépendante de e et 7 € 7.

On rappelle tout d’abord la définition et les propriétés de certains espaces fonctionnels introduits
dans [10].
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11.1. Démonstration de la Proposition 7.1

Espaces fonctionnels C, (/)

On considére une courbe strictement verticale 3. On note 3, la courbe [ privée de ses
extrémités &1, &. Pour 0 < b < a < 1, et pour une fonction f définie sur (3, on pose :

| fa(p) = fal(¢')]

1 llcu i) = suple = &%l = &I f(@)[ +  sup (11.16)
S wores  le—¢
On rappelle que [.[[¢(g) (resp. ||.|lc1(g)) désigne la norme sup sur les fonctions continues sur 3

(resp. la norme C' standard sur ). Soit 7 € 7 et v une courbe strictement verticale dans K.
On a les résultats suivants :

ab(7+ 7) muni de la norme définie en (11.16) est un espace de Banach.
oVf€CHy+1), Ifllc,yin < A||f||c1 (v+7)
et [ flle,,tvir < Allfllean + HfHC (r+7) Hf’Hl(’;(er)}, ol A est une constante indépendante de
fetT.
Si F'(vy) est n’importe quel espace fonctionnel normé sur 7, on définit :

T, : Fi(y+71) — F(v)
f = TTf tel que (T‘rf)(z) = f(Z + T)

T’; est une isométrie bijective.

(11.17)

11.1.5 Estimations des normes de L1, KJ*7

On va désormais estimer les normes de L]™", K]7" comme des opérateurs bornés agissant

sur Cop(y + 7), indépendamment de 7. Premsement, on prouvera le résultat suivant :

Lemme 11.4. Estimation de la norme de L'HT et K'HT

1) Soit v une courbe verticale assez regulzere 1l emste une constante C > 0 telle que pour tout
7 €T, la norme de L:FT dans Cqp(y + T) vérifie Uestimation :

NZYTI < ce™tre

2)Soit v une courbe verticale assez réguliére, telle que {v + T} est une courbe §-strictement
canonique, pour tout T € 7. Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout 7 € T, la norme
de Krﬁ dans Cop(y + T) vérifie lestimation :

BT < ceme

Démonstration Dans [10], ces estimations sont établies dans le cas plus retreint o 7 est
une courbe fixée. On va donc compléter le raisonnement.
1) On prouve d’abord 1), c’est une conséquence immeédiate du calcul de [10], section 4.5 et du
fait que L7 =T, L) T;.
2) L'estimation de |||[K]"7||| est moins évidente. Comme dans [10], on écrit

Kl—‘rTf _ R’y+7f i S’Y+‘rf

ol

S™TI(p) = 5 [oor LAY BT () = 5 [, (0, @) F()di!
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Chapitre 11. Démonstrations des résultats de la méthode WKB sur des domaines non compacts

avec

/
. e(p,¢") -

e(p,¢') = <cot <7W> _ Z) e% ff/ w(uw)du

9

o) = (2 1),

On remarque tout d’abord que S7™7 = T_.S7T,. De plus, les estimées établies dans [10] pour
R+ dépendent de trois éléments :

- le maximum de |x|.

- la stricte verticalité de ~, qui reste inchangée par translation.

- la constante ¢ de §-stricte canonicité, que ’on suppose uniforme.

On en déduit donc que :

IR fllcu yr4m) < Ce™ N fllcn y(r4m)

et que
IR eusrem < Ce 7 I ey arem

ce qui entraine le résultat annoncé.

o

Conclusion

On pose :

1
m, = (11.18)

= sup
K+7 1+ ‘(p‘s
La solution o7 = ATy} + BTyl vérifie 'équation :
l—m e2L10(p, E,e,1) L0, E, e, 7) AT\ (1
T el_aKf“TO(ap, E, e, T) €2K1+TO(<p, E,e,T) B3) \0

ou O(p, F,e,7) admet une majoration indépendante de p € B, E € V, ¢ €]0,e9[ et 7 € 7. On

sait de plus que :
LT < e, vreT

KT < Cemab, WreT

En appliquant les méthodes de [10], on en déduit alors que :

AT 1 +m.e’0(p, B, e,7)
— 0,1].
(BQT) <m7—€5_0‘0(g0,E,€,7') , BE]

En utilisant les opérateurs L_ et K_ définis par

2ie €

L f(g) = = / oot TE= 20 i p(tha

et
K_f(p) = @ L_(e 200 f())(p),

on construit de fagon similaire une famille de fonctions {7 }.
On a donc construit une famille de fonctions {¢7} sur K + 7, telle que :
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11.2. Démonstration du Théoréme de prolongement 7.1

Y = eE 7RO (o (2,0) + mO(p, B e, T)r(e)),
avec lim r(g) = 0.

e—0

On a de plus :

VreT wl,¢l)= (Kswo)(¢o) (1 +mO(p, E,e,7)r(c))

En divisant chacune des deux fonctions ¥7. par /1 + m,O(p, E, &, 7)r(¢), on obtient finalement
une base cohérente.

Ceci termine la preuve de la Proposition 7.1.

11.2 Démonstration du Théoréme de prolongement 7.1

La preuve est une adaptation assez élémentaire du lemme de prolongement de |10] présenté
au paragraphe 5.9.
L’idée directrice reste la méme : 'asymptotique WKB d’une solution reste vérifiée tant que son
terme dominant est exponentiellement croissant. Le passage a 'infini est une conséquence de la
décroissance de |W|. Pour plus de lisibilité, dans ce paragraphe, on note abusivement o(1) une
fonction des variables (z, ¢, F, e, 7,) qui vérifie :

o(1) = O(z,p, E e, m,)r(e)

avec lim r(e) = 0.
e—0

On va prouver le point (1). On recouvre {¢ € Sy;Re ¢ €] — 00, A4]} par la é-chaine {K + 7,}
construite dans la Proposition 7.2. Soient B < C' < A,. Il existe deux entiers naturels p et m
tels que :

J—o00,Bl= |J {K+m}, |-,C]= U{K+Tn}

n=m-+p n=m
On introduit les bases cohérentes fI* et ijer construites par la Proposition 7.1; elles vérifient :

1
f;:n = €:|:5 f (’lpi(l‘ QO,E) + 1—|—|7’7n|50(1)> .

iner — eis fwo <¢i(l‘7 907E) + 10(1)) ‘

1+ ‘Tm+p‘s

On commence par faire le lien entre f™ et f”*. Pour cela, on pose :

f Q) (f 7 >
= An m
() =0 (1
an,m bn,m
An,m N < Cn,m dn,m )

Soit () une suite de nombres réels telle que ¢, € (K + 7,) N (K + 741) pour tout n. On a
alors les estimées suivantes pour les coefficients de Ay, 41, :

avec

w(fi* 1) S
psin = -0t I o)
v = et ey~ 1o 2
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Chapitre 11. Démonstrations des résultats de la méthode WKB sur des domaines non compacts

w TL’ el 2i n ntl 1
bgin = % — e oo 0(1)27
w(fEFL, o) 2 T4
+1
w(fEH m) eipen % 1
C = ——1T_ " 2 —¢e 7% o1l
T (L ( ),2 Lt [l
+1
w(fF, [ -l
dupin = o) o)y
T (T ) 2 TP
En faisant le produit
m—+1
Am—i—p,m = H Ak+1,k
k=m-+p
Ce qui nous donne :
m—+p
21
_ 7 f:m k(u)du 1 1
Crntpm = € © 10 o)X 17 |7i*”
k=m
m—+p 1
i =1 o) 3
k=m

On obtient finalement que I'asymptotique de f™*? reste valide sur le domaine K + 7, :

—1i

FP (2,0, Bre) = e @ 0 MMy (2,0, E) + o(1))

On en déduit la méme propriété pour f.

Les arguments pour le point (2) sont similaires. On remarque que ce cas est une simple variante

du Lemme 5.9 de [10].
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12

Conclusion et perspectives

Dans ce travail, on a effectué I’analyse spectrale d’un opérateur périodique perturbé par un
simple et un double puits. Cette étude laisse envisager certaines extensions. On livre ici quelques
pistes qu’il nous semble intéressant d’explorer.

12.1 Généralisation au probléme a n puits

Tous les outils nécessaires au probléme & n puits sont développés ici, le calcul de 1'équa-
tion aux valeurs propres est relativement immeédiat. L’analyse de I’équation est plus délicate
cependant, c’est pourquoi cet aspect n’est pas traité dans ce travail.

12.2 Extensions techniques de la méthode WKB

Il reste également des améliorations aux résultats techniques de la méthode WKB.

12.2.1 Développements a tous les ordres

Le Théoréme WKB sur un domaine compact ou infini donne un développement asymtotique
au premier ordre en €. Pour obtenir des résultats plus précis sur la condition de quantification
par exemple, il semble fructueux d’obtenir un développement & tous les ordres. Précisément, il
s’agit d’obtenir des résultats similaires au développement asymptotique formel obtenu dans [5]
grace a la méthode WKB réelle.

12.2.2 Conditions plus faibles sur le potentiel W

La rigidité imposée par I'analyticité de W est une condition trés forte indispensable pour
quantifier les oscillations. Pour obtenir des résultats plus satisfaisants pour un potentiel plus
général W il faut construire pour ce potentiel W un potentiel analytique W assez proche de
W. Lorsqu’on dit assez proche, cela signifie par exemple que W — W est exponentiellement petit
en € autour du puits. Une des difficultés majeures est alors que W dépend du paramétre ¢, cela
nécessite donc une adaptation des méthodes présentées.

115



Chapitre 12. Conclusion et perspectives

12.2.3 Application au calcul des résonances

On souhaite également appliquer cette méthode au cas ou E est dans une bande de Hy
et obtenir des informations sur les résonances. Il s’agit donc d’exprimer une caractérisation des
résonances semblable a celle utilisée dans [17] et de la relier aux objets de la méthode WKB.
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Résumé

Ce travail est consacré a I’étude de perturbations adiabatiques de I’équation de Schrodinger
périodique en dimension 1. Précisément, on considére lopérateur Hy, . = —A+[V (z)+W (ex+¢)]
lorsque V' est périodique, W tend vers 0 & l'infini, € et ¢ sont des paramétres réels. On se
place dans le cadre de la limite adiabatique ot le paramétre € est petit. On s’intéresse aux
valeurs propres de H,, . dans les lacunes de l'opérateur périodique —A 4 V'; sous des hypothéses
adéquates sur W, ces valeurs propres sont créées par les extrema de W. Lorsque W a un unique
extremum, on montre que ces valeurs propres oscillent autour de certaines énergies quantifiées
par une condition de type Bohr-Sommerfeld. L’amplitude des oscillations est exponentiellement
petite et déterminée par un coefficient tunnel.

Lorsque deux extrema sont en jeu, ils créent chacun une suite de valeurs propres ; celles-ci peuvent
étre « résonantes ». Dans ce cas, on met en évidence un phénomeéne d’éclatement ; ce phénomeéne
est I’analogue de celui bien connu de « splitting » dans le cas du double puits.

Mots-clés : équation de Schrédinger périodique, perturbations adiabatiques, méthode WKB
complexe, diffusion, valeurs propres, éclatement des valeurs propres.

Abstract

This work is devoted to the study of adiabatic perturbations of the periodic one-
dimensional Schrodinger equation. We consider the operator Hy, . = —A + [V (z) + W (ex + ¢)]
where V is periodic, W tends to zero as z tends to infinity, € and ¢ are real. We deal with the
adiabatic limit where ¢ is a small parameter. We are interested in the eigenvalues of H, . in the
gaps of the periodic operator —A + V' ; under suitable assumptions for W, these eigenvalues are
created by the extrema of W. If there is only one extremum, we prove that these eigenvalues
oscillate around some quantized energies, given by a Bohr-Sommerfeld quantization rule. The
amplitude of the oscillations is exponentially small and determined by a tunneling coefficient.
If there are two extrema, each creates a sequence of eigenvalues; these can be resonant. In that
case, we highlight a splitting phenomenon of the eigenvalues; this phenomenon is analogous to
the well-known splitting for the double well.

Keywords: periodic Schrédinger equation, adiabatic perturbations, complex WKB method,
scattering, eigenvalues, splitting.






