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Résumé

Le but de cette these est d’étudier la somme et le zéro dans deux principaux cadres : les iso-
morphismes de types et la normalisation de A-termes. Les isomorphismes de type avaient déja
été étudiés dans le cadre du A-calcul simplement typé avec paires surjectives mais sans somme.
Pour aborder le cas avec somme et zéro, jai commencé par restreindre 1'étude au cas des iso-
morphismes linéaires, dans le cadre de la logique linéaire, ce qui a conduit a une caractérisation
remarquablement simple de ces isomorphismes, obtenue grace a une méthode syntaxique sur les
réseaux de preuve.

Le cadre plus général de la logique intuitionniste correspond au probleme ouvert de la ca-
ractérisation des isomorphismes dans les catégories bi-cartésiennes fermées. J’ai pu apporter
une contribution a cette étude en montrant qu’il n’y a pas d’axiomatisation finie de ces isomor-
phismes. Pour cela, jai tiré partie de travaux en théorie des nombres portant sur un probleme
énoncé par Alfred Tarski et connu sous le nom du « probléeme des égalités du lycée ».

Pendant tout ce travail sur les isomorphismes de types, s’est posé le probleme de trouver une
forme canonique pour représenter les A-termes, que ce soit dans le but de nier I'existence d'un
isomorphisme par une étude de cas sur la forme du terme, ou pour vérifier leur existence dans le
cas des fonctions trés complexes que j'étais amené & manipuler. Cette réflexion a abouti a poser
une définition « extensionnelle » de forme normale pour le A-calcul avec somme et zéro, obtenue
par des méthodes catégoriques grace aux relations logiques de Grothendieck, apportant ainsi une
nouvelle avancée dans I'étude de la question réputée difficile de la normalisation de ce A-calcul.

Enfin je montrerai comment il est possible d’obtenir une version « intentionnelle » de ce résul-
tat en utilisant la normalisation par évaluation. ]’ai pu ainsi donner une adaptation de la technique
d’évaluation partielle dirigée par les types pour qu’elle produise un résultat dans cette forme normale,
ce qui en réduit considérablement la taille et diminue aussi beaucoup le temps de normalisation
dans le cas des isomorphismes de types considérés auparavant.

Mots-clés

A-calcul, types, catégories, isomorphismes, somme, co-produit, zéro, objet initial, formes nor-
males, modeles, logique linéaire multiplicative, égalités arithmétiques, probleme des égalités du
lycée de Tarski, relations logiques de Grothendieck, normalisation par évaluation, évaluation par-
tielle dirigée par les types, opérateurs de contrdle, Objective Caml
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Abstract

A study of strong sums: isomorphisms and normal forms

The goal of this thesis is to study the sum and the zero within two principal frameworks: type
isomorphisms and the normalization of A-terms. Type isomorphisms have already been studied
within the framework of the simply typed A-calculus with surjective pairing but without sums. To
handle the case with sums and zero, I first restricted the study to the case of linear isomorphisms,
within the framework of linear logic, which led to a remarkably simple characterization of these
isomorphisms, obtained thanks to a syntactic method on proof-nets.

The more general framework of intuitionistic logic corresponds to the open problem of char-
acterizing isomorphisms in bi-cartesian closed categories. I contributed to this study by showing
that there is no finite axiomatization of these isomorphisms. To achieve this, I used some results
in number theory regarding Alfred Tarski’s so-called “high school algebra” problem.

The whole of this work brought about the problem of finding a canonical form to represent A-
terms, with the aim of either denying the existence of an isomorphism by a case study on the form
of the term, or checking their existence in the case of the very complex functions I was brought to
handle. This analysis led us to give an “extensional” definition of normal form for the A-calculus
with sums and zero, obtained by categorical methods using Grothendieck logical relations.

Finally, I could obtain an “intentional” version of this result by using normalization by evalu-
ation. By adapting the technique of type-directed partial evaluation, it is possible to produce a result
in the new normal form, reducing considerably its size in the case of the type isomorphisms con-
sidered before.

Keywords

A-calculus, types, categories, isomorphisms, sum, co-product, zero, initial object, normal forms,
models, multiplicative linear logic, arithmetic equalities, Tarski high school algebra problem,
Grothendieck logical relations, normalisation by evaluation, type directed partial evaluation, con-
trol operators, Objective Caml
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Introduction

USTE APRES avoir appris a compter, a 1'école primaire, les enfants apprennent 1’addition. Ce
n’est que bien apres qu’est introduite la notion plus abstraite de multiplication. La somme
et le produit réapparaissent ensuite sous de multiples formes dans 'étude des nombres a
virgule, des nombres négatifs, des groupes et anneaux, des espaces vectoriels... En logique, ce
sont respectivement les connecteurs « ou » et « et » ; en théorie des ensembles, 'union disjointe et
le produit cartésien ; en théorie des catégories, le co-produit et le produit. En informatique aussi,
les notions de somme et produit apparaissent dans les types; par exemple en C ce sont les types
union et struct. Mais trés souvent, contrairement a I’école primaire, la somme est définie comme
la notion « duale » du produit. Définie apres le produit... Souvent méme, dans les livres, dans les
cours de DEA, on n’en parle pas, ou trés peu. C’est la notion duale. Elle doit se comporter de la
méme fagon...

Malheureusement ce n’est pas si simple. Dans bien des domaines, les systémes avec somme
posent des problemes. En A-calcul typé, la somme a de trés mauvaises propriétés de confluence.
Ce n’est que récemment qu’ont été prouvées deux propriétés fondamentales de la théorie équa-
tionnelle du A-calcul avec somme, a savoir sa décidabilité, par Neil Ghani [47, 48], et sa complé-
tude par rapport aux égalités de la catégorie des ensembles (Dougherty et Subrahmanyam [43]).
En évaluation partielle dirigée par les types, nous verrons que la somme oblige & introduire des
opérateurs de contrdle. Nous verrons aussi que méme en arithmétique, elle n’a pas toujours des
propriétés aussi simples que le produit.

La somme vient avec un objet étrange, son élément neutre, le zéro, I'ensemble vide, I'objet
initial... Historiquement, il n’est apparu qu’au deuxiéme ou troisieme siécle avant Jésus-Christ,
a Babylone et en Gréce, puis fut adopté par les Arabes au huitieme siécle, et en Europe au dou-
ziéme siecle seulement! Il n’est réellement devenu un nombre a part entiere qu’au sixieme siecle,
en Inde. Cette notion aujourd’hui courante n’est donc pas si naturelle. En programmation, le zéro
est un type mystérieux, quasiment jamais utilisé, qui n’a aucun élément... En logique, c’est une
formule toujours fausse.

Nous allons étudier comment se comportent la somme et le zéro dans deux domaines précis
liés plus particulierement a I'informatique et a la logique, qui sont les isomorphismes de types et
la normalisation du A-calcul.

Le A-calcul

Le A-calcul est un modele de représentation du calcul qui a donné naissance a un nouveau
style de langages, dits fonctionnels (on peut citer Lisp, Scheme, Haskell, ou les dialectes de ML
comme SML ou Caml). Sa syntaxe repose sur les notions de variable, d’abstraction (Ax. t) et
d’application (¢t u). Intuitivement, si x est une variable et t et u des A-termes, le terme Ax. t re-
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14 INTRODUCTION

présente la fonction x +— t et I’application (¢ u) correspond a l’application d’une fonction ¢ a
une donnée u. L'exécution dans un langage fonctionnel correspond a la notion de B-réduction en
A-calcul, qui est définie par la régle suivante :

B—  (Axt)u — /4]

(ot t[*/y] représente le terme t dans lequel chaque occurrence de la variable x a été remplacée
par le terme u). On considérera souvent une autre regle, dite regle d'n-réduction, témoignant
d’une propriété dite d’extensionalité ou de catégoricité :

n— Ax. (M x) — M

Les regles 3_, et n_, définissent une notion d’équivalence sur les termes du A-calcul, appelée 7-
équivalence.

Il est possible de contraindre la formation des A-termes en ajoutant une notion de typage. Par
exemple une application (¢ u) sera mal formée si f n’est pas de type « fonction ». Le A-calcul peut
étre étendu a d’autres constructions comme le produit (produit cartésien) et la somme (union dis-
jointe). Il suffit d’étendre sa syntaxe et de rajouter les régles 3 et 1 et les types correspondants. On
peut également introduire le type unité 1 qui correspond au produit vide, et le type vide 0 qui
correspond a la somme vide.

Une fois la syntaxe et les régles de réduction du langage définis, il faut en préciser la séman-
tique. Pour ce faire, on interpreéte les termes et les types du langage dans un modéle mathématique.
Nous utiliserons pour cela des catégories.

Les isomorphismes de types

L’étude des isomorphismes dans les catégories trouve une application pratique particuliere-
ment intéressante en programmation, ot elle permet de considérer les types « a isomorphisme
preés », c’est-a-dire sans se préoccuper de détails sans importance dans la représentation de don-
nées, comme par exemple 1'ordre des parametres d’une fonction. De nombreux travaux ont par
exemple porté sur la recherche de fonctions dans une bibliotheque en utilisant le type comme clef
de recherche [34, 35, 36, 71, 72, 73, 75] (par exemple 'outil CamlSearch écrit par Jérome Vouillon,
Julien Jalon et Roberto Di Cosmo pour le langage Caml Light) ou bien sur la recherche d’un mo-
dule d’apres une spécification [15, 33, 5], ou encore dans un assistant de preuve pour trouver des
preuves dans des bibliotheques [33]. Une autre application est l'inter-opérabilité entre langages,
dans le but par exemple d’utiliser une bibliotheque écrite dans un langage pour programmer dans
un autre, qui ne dispose pas forcément des mémes types. Cette idée a été utilisée en 1997 par IBM
pour le projet Mocking Bird. Si ces deux applications peuvent paraitre anecdotiques au premier
abord, elles deviennent primordiales pour des fonctions au type trés complexe ou bien pour les
programmeurs de grands logiciels, qui doivent gérer des bibliotheques gigantesques de fonctions.

Formellement, deux types A et B sont dits isomorphes s'il existe une fonction f : A — B etune
fonction g : B — A telles que les compositions f o g et g o f soient respectivement égales (pour
une théorie donnée) a 'identité de B et de A. L'idée de base est qu'une donnée de type A peut étre
codée par une fonction en une donnée de type B et réciproquement, sans perte d’information.

On peut définir également une notion d’isomorphisme sémantique : deux types sont dits iso-
morphes sémantiquement s’ils sont isomorphes dans tous les modeles du langage. Dans une
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catégorie, deux objets A et B sont isomorphes si le diagramme suivant commute (c’est-a-dire si

fog=idpetgof=idy).:

f
idACACBOidB

8

Nous verrons que cette notion d’isomorphisme sémantique est équivalente a la définition d’iso-
morphisme énoncée juste avant!.

Cette notion d’isomorphisme peut aussi étre transportée en théorie de la démonstration, sous
le nom d’équivalence forte de propositions [68], grace a la correspondance de Curry-Howard, qui
établit un parallele entre formule logique et type, et entre preuve et programme (voir page 48).
Deux propositions A et B sont dites fortement équivalentes s’il existe une preuve de A = B et
une preuve de B = A, qui, composées dans un sens ou dans 'autre, conduisent apres élimination
des coupures (voir page 2.1.2) a une expansion de I'axiome identité.

Enfin nous verrons que la notion d’isomorphisme de types est également trés proche de la
notion d’égalité en théorie des nombres.

Un exemple célebre d’isomorphisme de types non-trivial est celui de la curryfication de fonc-
tions :
(AxB) - C=A— (B—C)

Autrement dit une fonction prenant deux parametres de type A et B peut étre transformée en une
fonction prenant un parametre a de type A et renvoyant une fonction de type B — C, version
« spécialisée » de la fonction pour le parametre a. Cela correspond a une application du célebre
théoreme S) de Kleene de la théorie de la calculabilité.

Les exemples d’application mentionnés ci-dessus nous laissent entrevoir deux champs de re-
cherche :
— la détection de types isomorphes,
— la construction, éventuellement automatisée, de fonctions de conversion entre types iso-
morphes.
Ce deuxiéme sujet est encore largement ouvert. Le premier a été déja étudié dans de nombreux
cadres, que je vais maintenant résumer.

Des 1983, Sergei Soloviev a montré que les isomorphismes des catégories cartésiennes fermées
étaient finiment axiomatisables grace a la théorie Th',, (voir figure 1 page 17). Pour cela, il a mon-
tré que les isomorphismes d’une catégorie cartésienne fermée particuliere (a savoir la catégorie
des ordinaux finis et des applications entre eux) étaient axiomatisables par Thl ,, ce qui implique
qu’il ne peut y avoir d’autres isomorphismes vrais dans toutes les catégories cartésiennes fermées
que ceux engendrés par Thl, (Soloviev [77]).

L’article fondateur de la recherche sur les isomorphismes dans le cadre des types et du A-
calcul est dti a Kim Bruce et Giuseppe Longo, en 1985 [20], qui se sont intéressés a un A-calcul
sans paires. Le probleme résolu par Sergei Soloviev a été étudié ensuite par Kim Bruce, Roberto
Di Cosmo et Giuseppe Longo [19] en 1992 grice a des méthodes purement syntaxiques, dans le
cadre du A-calcul avec paires surjectives et type unité.

Enfin en 1990, Roberto Di Cosmo a donné une caractérisation complete des isomorphismes

Voir théoreme 2.37 page 71
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de types valides dans le A-calcul de second ordre, avec paires surjectives et type unité, résultat
résumé figure 1, qui inclut tous les systemes étudiés auparavant (voir Di Cosmo [37, 36]). Le
tableau ci-dessous donne la correspondance entre A-calculs typés, systemes logiques, modéles ca-
tégoriques et théories d’isomorphismes, en donnant les références aux travaux dans lesquels les
premiers résultats de complétude ont été établis. Dans ce tableau, CPI(c) dénote le calcul propo-
sitionnel intuitionniste sur 1’ensemble de connecteurs c, A}; , et Al désignent respectivement

X181

le A-calcul sans et avec type produit et unité, et A%n et A2 des extensions de ces calculs oit

x1B1n
'on autorise les quantifications sur des variables de types.

A-calcul catégorie logique théorie auteurs
Abn CPI(=) Th! Martin [67], Bruce-Longo [20]
AL . CCC CPI(T, A, =) Thl,  Soloviev [77], Bruce-Di Cosmo-Longo [19]
A% CPI(VY, =) Th? Bruce-Longo [20]
A2y . CPI(Y, T, A, =) Th%, Di Cosmo [37]

Enfin mentionnons le travail de Joseph Gil [49], qui a étudié récemment les isomorphismes de
types dans un cadre adapté particulierement aux langages impératifs, a savoir avec somme et
produit mais sans fleche (ce qui correspond aux catégories distributives). I s’est intéressé aux
types algébriques et a prouvé que dans ce cadre, le sous-typage additif (inclusion de types) est
indécidable.

Pour appréhender le probleme des isomorphismes avec somme, la premiére étape a consisté
a limiter la question aux isomorphismes dits « linéaires ». Sergei Soloviev a montré que la théorie
constituée des axiomes 1,2,3,5 et 7 de la figure 1 est complete pour ces types. Plutoét qu’étudier
ainsi les isomorphismes linéaires de formules intuitionnistes, nous allons nous intéresser dans le
chapitre 3 au cas de ces isomorphismes dans le cadre de la logique linéaire multiplicative. Grace
a une étude de la forme des réseaux de preuves, nous allons montrer que ces isomorphismes sont
remarquablement simples et correspondent exactement aux régles d’associativité de commutati-
vité pour les connecteurs ® et ’@, ainsi qu’aux regles pour leurs éléments neutres.

L’étude des isomorphismes de types dans les catégories cartésiennes fermées rejoint un pro-
bleme de théorie des nombres énoncé par Alfred Tarski, et connu sous le nom de probléme des
égalités du lycée [41]. Il s’agissait de déterminer si les égalités sur les entiers apprises au lycée (as-
sociativité, la commutativité, distributivité, etc...) et présentées a la figure 2 sont suffisantes pour
prouver toutes les égalités numériques possibles écrites avec des variables, I’exponentiation, la
somme et le produit. Autrement dit, la théorie présentée figure 2 est-elle complete pour les équa-
tions sur les entiers naturels ?

Charles Martin a montré [67] que la réponse est affirmative si 'on se restreint aux équations
sans somme, avec les quatre équations présentées en haut sur la figure 2. Ce résultat est valable
également en présence de la constante 1 et des axiomes associés, a savoir :

la=a at=a 1 =1

Cette théorie coincide exactement avec la théorie Th', des isomorphismes de types sans somme
ni type vide, lorsque 1’on remplace le produit et la constante 1 par les types correspondants et
I'exponentiation b par le type a — b.
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(swap) A— (B—C)=B—(A—C) }Tht

1. AXB=BxA
2. Ax(BxC)=(AxB)xC
3. (AxB)—»C=A—(B—0C)
4. A— (BxC)=(A—B)x(A—C) »Th',
5, Ax1=A
6. A—1=1
7. 1—-A=A
Th?,

8. VX.VY.A=VY.VX.A -10,11
9. vX.A=vwr.A|Y/x| i =Tht

. A= . X (X libre pour Y dans A, +swap

etY ¢ FTV(A)) T2

10. VX.(A— B)=A —VX.B (X ¢&FTV(A))
11. VX.A x B =VYX.A x YX.B
12. VX1=1
split VX.Ax B =VX.VY.A x (B [Y/X})

A, B, C sont des types quelconques, 1 est le type terminal unit.

L’axiome swap de Th'! est dérivable de 1 et 3 dans Thl;.

FTV(A) est ’ensemble des variables de types libres dans A.

ThML désigne la théorie des isomorphismes pour le noyau de ML, c’est-a-dire pour A2, pn Tes-
treint aux types avec quantification préfixe et avec inférence de type.

FIG. 1 - Théories des isomorphismes pour divers A-calculs.

ab = ba (ab)c = a(bc)
b= ()b (ab)t = a‘b°
a+b = b+a (a+b)+c = a+(b+o)
a(b+c) = ab+ac b = cfch

FIG. 2 — « Egalités du lycée ».
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Dans le cas des entiers avec somme et constante 1, Alex J. Wilkie a montré que la conjecture de
Tarski était fausse, et R. Gurevi¢ a méme montré qu’il n’y a pas d’axiomatisation finie des égalités
entre entiers naturels avec cette grammaire [54]. Pour cela, il a donné une suite infinie d’égalités
et a montré qu’elle ne pouvait se déduire d’aucun ensemble fini d’axiomes.

Dans le cas des isomorphismes avec somme et type vide, nous pouvions espérer que le paral-
lele avec les entiers n’allait pas se poursuivre, étant donné que les arguments utilisés par Gurevic¢
ne semblaient pas avoir de correspondant en A-calcul. Une axiomatisation finie pour les types au-
rait permis de réaliser facilement des tests d’isomorphisme et 1’écriture automatique des fonctions
de conversion. Le probléme est resté ouvert assez longtemps, et I'un des principaux résultats de la
thése énonce que ces isomorphismes des types ne sont pas finiment axiomatisables. Nous allons
voir en effet que les égalités de la suite de Gurevic sont aussi des isomorphismes — ce qui est un
résultat assez inattendu.

Nous verrons également que malgré cette propriété commune, la correspondance entre entiers
et types n’est plus vraie en général.

Formes normales

Pour un A-calcul simplement typé sans type produit ni somme ni les constantes associées,
les propriétés de la 3-réduction sont trés simples. Il suffit d’appliquer la réduction autant de fois
qu’il est possible et dans un ordre quelconque. Le processus termine toujours et le résultat, appelé
forme normale, est unique. Avec les types produits et sommes, ces propriétés ne sont pas toujours
vérifiées.

Dans certains cas cependant, il serait intéressant de pouvoir trouver un représentant unique
d’une classe de termes. Par exemple le travail sur les isomorphismes de types mentionné ci-
dessus a conduit a utiliser des A-termes compliqués dont il fallait prouver qu’ils étaient des
isomorphismes. Il fallait donc les composer avec leur inverse supposé et montrer qu’ils étaient
Bn-équivalents a 'identité. La 3-réduction associée & I'n-réduction ne permettent plus d’obtenir
une forme normale unique. Il a donc fallu trouver une autre méthode.

La premiere étape a consisté a définir extensionnellement une notion de forme normale « ca-
nonique » pour le A-calcul simplement typé avec somme, produit et constantes. En fait, nous ne
pouvons pas parvenir a un représentant unique d’une classe d’équivalence modulo net 3, es-
sentiellement a causes de certaines équations dites « conversions commutatives » que 1’on peut
difficilement éviter. Cependant la forme que nous obtenons doit respecter des contraintes struc-
turelles tres fortes qui limitent de maniere drastique les possibilités de formations des termes.

Ce travail a été effectué grace a une étude des modeles catégoriques du A-calcul, et en parti-
culier grace aux relations logiques de Grothendieck. Il vient a la suite de plusieurs articles sur le
sujet. Tout d’abord, en 1993, Achim Jung et Jerzy Tiuryn ont donné une preuve de A-définissabilité
gréace aux relations logiques de Kripke dans les catégories cartésiennes fermées [58]. Marcelo Fiore
a ensuite montré dans le premier cas que ce résultat de définissabilité pouvait étre adapté pour
donner un résultat de normalisation extensionnelle [45]. Le résultat de définissabilité a été étendu
aux catégories bi-cartésiennes fermées par Marcelo Fiore et Alex Simpson en 1999 au cas des
catégories bi-cartésiennes fermées grace aux relations logiques de Grothendieck [46]. Le travail
présenté ici étend le résultat de normalisation a ce cas.
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Dans son article sur les formes normales du A-calcul sans somme [45], Marcelo Fiore montre
ensuite que l'algorithme de normalisation par évaluation est une version « intentionnelle » de ce
résultat, c’est-a-dire qu’il donne une méthode effective de normalisation.

La normalisation par évaluation est une technique tres astucieuse inventée par Ulrich Berger
et Helmut Schwichtenberg [17] en 1991 permettant « d’inverser » la fonction d’évaluation pour
obtenir la syntaxe d"un terme en forme normale & partir de sa sémantique. En 1996, Olivier Danvy
redécouvrait cet algorithme pour faire de la normalisation de programme ML de maniére tres
élégante [27]. Cette méthode est connue sous le nom d’évaluation partielle dirigée par les types. Elle
utilise notamment les opérateurs de controle shift et reset pour traiter le cas du type somme.

Les deux derniers chapitres montrent une utilisation originale de cet algorithme : nous al-
lons l'appliquer au probleme de la vérification des isomorphismes de types. Malheureusement
I'algorithme existant ne produit pas les termes dans notre forme normale canonique. De plus,
deux termes 3n-équivalents peuvent donner des résultats compléetement différents, et nous ver-
rons méme que dans la cas des isomorphismes de la suite de Gurevi¢, on obtient des termes
pn-équivalents a I'identité dont la normalisation produit des résultats de plusieurs milliers de
lignes...

Heureusement, ce probleme a été résolu. Le dernier chapitre montre comment on peut modi-
fier I'algorithme d’évaluation partielle dirigée par les types pour qu’il produise un résultat répon-
dant a la définition de nos formes normales, notamment grace a un travail sur les opérateurs de
controle. Cela aboutira dans les cas mentionnés ci-dessus a une drastique optimisation en taille et
en temps de normalisation.

La these est divisée en trois parties. La premiere contient des rappels sur les catégories et le A-
calcul, la deuxieme traite plus particulierement des isomorphismes de type et la derniere s’attache
aux problémes de formes normales.

Le chapitre 1 contient des rappels de théorie des catégories, pour introduire les notions né-
cessaires a la compréhension de la suite. Il s’attarde en particulier sur 1'étude des isomorphismes
dans les catégories.

Dans le chapitre 2, je rappelle les définitions relatives au A-calcul, ainsi que les problemes
de confluence. Ensuite j'introduis les modéles catégoriques du A-calcul et je relie les questions
d’isomorphismes entre types a celles sur les isomorphismes dans les catégories.

Le chapitre 3, qui décrit un travail réalisé avec Roberto Di Cosmo et publié a CSL 1999 (voir [12]),
est I’étude des isomorphismes linéaires en logique linéaire multiplicative, d’abord sans puis avec
constantes.

Le chapitre 4 s’intéresse quant a lui aux isomorphismes en logique intuitionniste et montre
en particulier que les isomorphismes des catégories bi-cartésiennes fermées ne sont pas finiment
axiomatisables, en reliant ce probléme avec celui des égalités du lycée de Tarski. C’est un travail
fait avec Marcelo Fiore et Roberto Di Cosmo, publié a LICS 2002 (voir [14]).

L’étude extensionnelle de la normalisation (réalisée avec Marcelo Fiore et Roberto Di Cosmo,
pas encore publiée) est décrite dans le chapitre 5.

Enfin les chapitres 6 et 7 montrent 'application de 1’évaluation partielle dirigée par les types
au probleme des isomorphismes de type. Je présente d’abord au chapitre 6 une implantation en
Objective Caml de I'évaluateur partiel (travail réalisé sous la direction d’Olivier Danvy en 1997 et
publié a TIC 1998 [9, 10]). Je montre ensuite les optimisations apportées a cet algorithme (cha-
pitre 7) pour qu’il soit utilisable pour traiter le cas des isomorphismes de type du chapitre 4. Cela
m’amene a utiliser des opérateurs de contrdle plus puissants. J’ai adapté récemment une petite
partie de ce travail avec Olivier Danvy pour un langage avec constructions let pour obtenir un
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évaluateur partiel completement paresseux (qui ne calcule jamais deux fois la méme chose) de
programmes sans effets de bords. Cette adaptation a été publiée a GPCE 2002 [11].
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Avertissement

Les sujets abordés sont souvent pointus et s’adressent a des spécialistes. Cependant, étant
donné leur diversité, j'ai voulu faciliter la lecture pour un grand nombre de personnes en présen-
tant le plus possible la these comme un ouvrage « auto-contenu ». J’ai donc essayé de définir au
maximum les termes et notions employés et d’énoncer tous les théoremes utilisés avec les nota-
tions et 'énoncé exact utilisés dans la suite. Ceci permet au lecteur de se reporter a des références
précises sans avoir a se plonger dans des ouvrages extérieurs. Ce parti a été également pris pour
des exigences de rigueur, pour éviter notamment les références a des hypothétiques « résultats
bien connus ». Vous trouverez donc dans la suite des rappels de bases utiles & mon propos dans
les domaines du A-calcul, de la logique linéaire, de la théorie des catégories et de I'évaluation par-
tielle. Cependant le but n’est pas de faire un cours sur ces notions et je renvoie a d’autres ouvrages
pour des explications détaillées et d’autres développements de ces sujets, ainsi que pour les dé-
monstrations. Ces parties pourront évidemment étre ignorées par les connaisseurs. Les autres y
trouveront un bref rappel des notions essentielles.

Présentation et conventions typographiques

Pour permettre de les repérer facilement, les nouvelles notions introduites sont composées
en gras italique, et sont référencées dans I'index. Les nouveaux symboles introduits seront éga-
lement composés en gras. Un symbole en gras ne doit donc pas étre distingué du méme sym-
bole en maigre. Les couleurs utilisées dans certaines versions de ce document ne servent qu’a
mettre en valeur certaines portions du texte et n’ont aucune valeur sémantique. Enfin le symbole
[> translation | donne la traduction anglaise de certains termes.

Terminologie

Nous utiliserons la plupart du temps la terminologie francaise pour les objets mathématiques.
Notamment une fonction d'un ensemble E vers un ensemble F est une relation de E vers F telle
que tout élément de E est en relation avec au plus un élément de F [ > partial function ]. On pourra
donc parler d’ensemble de définition d’une fonction. Si cet ensemble de définition est E tout en-
tier, on parle d’application (ou de fonction totale). Enfin une paire de E est un ensemble de deux
éléments de E, un n-uplet est une application de N, = {1, ..., n } dans E. Un couple est un
2-uplet. On utilisera néanmoins 1’anglicisme paire pour désigner un couple lorsque I'on parlera
d’une structure de données en informatique. Une famille d’éléments de E indexée par un en-
semble I est une application de I dans E (souvent notée (e;);c;).

N =1{0,1, 2, ...} est 'ensemble des entiers naturels, N* est 'ensemble des entiers naturels
strictement positifs, et Z = { ..., =2, —1, 0, 1, 2, ... } estl’ensemble des entiers relatifs.
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Chapitre 1

Introduction aux isomorphismes
dans les catégories

Résumé

Ce chapitre présente de maniere succincte les défini-
tions et résultats classiques de théorie de catégories qui
seront utiles par la suite. 1l doit étre vu comme un cata-
logue permettant de fixer les notations et auquel on pourra
se référer pour trouver un énoncé exact. Il ne comporte
aucun résultat nouveau et peut donc étre ignoré par les
connaisseurs. Pour plus de détails, nous renvoyons par
exemple aux livres de Saunders Mac Lane [65] ou de An-
drea Asperti et Giuseppe Longo [6]. Cependant certains
petits résultats importants pour la suite sont démontrés
ici. Il s’agit de propriétés concernant les isomorphismes
dans les catégories et dont les preuves figurent rarement
dans la littérature.

1.1 Définitions de base

Définition 1.1 (graphe orienté) Un graphe orienté est un quadruplet & constitué :
— d’une collection notée Obje dont les éléments sont appelés objets de &,
— d’une collection notée Morg dont les éléments sont appelés morphismes ou fleches de &,
— de deux applications dom¢ et codome qui associent a chaque morphisme f des objets
A et B appelés respectivement domaine et co-domaine de f, ce que'on notera f : A — B,

La collection des fleches d"un objet A vers un objet B d’un graphe & est notée & (A, B).

25
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Définition 1.2 (catégorie) Une catégorie est un graphe orienté € vérifiant les conditions sui-
vantes :

— étant donné trois objets quelconques A, B et C de €, un morphisme f : A — B et un mor-
phisme g : B — C, il existe un morphisme particulier noté g o f et appelé composition de
get f, vérifiantgo f: A — C

— pour chaque objet A de €, il existe un morphisme particulier id4 : A — A appelé identité
de A

— pour tous les objets A, B, C, D et morphismes f : A — B,g: B — Ceth:C — D,
—idpof = fetfoidy = f (lois de l'identité)

— ho(gof)=(hog)o f (associativité)

La fleche identité d"un objet A sera souvent notée simplement id au lieu de id 4 si cela n’en-
traine pas de confusion.

Exemple : &ns, la catégorie des ensembles, dont les fleches sont les applications (fonctions
totales) entre les ensembles. On notera &ns; la catégorie des ensembles finis.

Définition 1.3 (catégorie duale) On appellera catégorie duale d'une catégorie € la catégorie
notée €°7 définie par

— Objgop = Obje,

— Morgop = Moryg,

— domgop = codomg et codomgop = domg
La composition de deux morphismes f et g de €% est donnée par f ogop g = g o¢ f.

Définition 1.4 (catégorie produit) Le produit ¢ x © de deux catégories € et ® est la catégorie
définie de la maniere suivante :
— les objets sont les couples (A, B), ou A et B sont respectivement des objets de € et D,
— les fleches entre (A, B) et (A’, B’) sont les couples (f, ¢),ou f: A—Betg: A’ — B
sont respectivement des fleches de € et D,
— ida, p) = (ida, idp),
- (fr89)o(f, 8)=(fof. 808"

Définition 1.5 Soit € une catégorie et A, B € Obj¢.

— Un morphisme f: A — B est dit épimorphisme si pour tous g et h de domaine B

gof=hof = g¢=h
— Un morphisme f : A — B est dit monomorphismesi fog=foh — g=h
— Un morphisme f : A — B est dit isomorphisme siil existe g: B — Atelque gof =id
et fog=id

S’il existe un isomorphisme f : A — B, on dira que A et B sont isomorphes, ce que 1’on notera
A =B.

On utilisera la notation A >— B pour représenter un monomorphisme de A vers B. Dans
€ns, une fleche est un monomorphisme si et seulement si c’est une application injective. Notam-
ment une fonction d’inclusion est un monomorphisme. De méme, dans €ns, une fleche est un
épimorphisme (resp. un isomorphisme) si et seulement si c’est une application surjective (resp.
bijective). Cependant ces propriétés ne sont pas toujours vraies dans d’autres catégories.

Une catégorie € est dite petite si Mor¢ (et donc Objg) sont des ensembles. Elle est dite locale-
ment petite si €(A, B) est un ensemble (et non une classe) pour tous les objets A et B.
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Définition 1.6 (catégorie libre) Etant donné un graphe orienté &, on appelle catégorie libre
engendrée par & la catégorie
— dont les objets sont les objets de &,
— et dont les fleches sont les suites finies de fleches « composables » de &, c’est-a-dire les
suites de la forme (fi, ..., fu)uen telles que codomg (f;) = dome (fi11) pour 1 <i < n.
Les identités sont les suites vides; la composition est la concaténation de suites.

1.2 Catégories bi-cartésiennes fermées

Les propriétés des catégories sont souvent énoncées a 'aide de diagrammes. 1l est possible
de donner une définition formelle de cette notion comme un homomorphisme de graphes entre
un graphe quelconque et le graphe sous-jacent a une catégorie (voir par exemple dans le livre
de Saunders Mac Lane [65]). Nous nous en tiendrons ici a une définition intuitive. Dans un dia-
gramme, un morphisme f de €(A, B) est représenté par une fleche de A vers B, étiquetée f. Nous
dirons qu'un diagramme commute lorsqu’étant donné deux objets A et B du diagramme, toute
composition de fleches commencant a A et se terminant a B donne le méme résultat.

1.2.1 Constructions de base

Définition 1.7 (produit) Dans une catégorie €, on appelle produit de deux objets A et B un
triplet composé :
— d’un objet noté A x B,
— de deux fleches nf’B :AXB— Aet nf’B : A X B — B, appelées projections,
tels que pour tout objet C et pour toutes fleches f : C — Aetg:C — B
il existe une unique fleche (f,g): C — A x B telle que le diagramme suivant commute :

Nous noterons la plupart du temps les projections 711 et 71, quels que soient A et B, au lieu de
A,B A,B

et
Définition 1.8 (objet terminal) Un objet 1 d"une catégorie € est dit terminal si pour tout objet
A de € il existe une unique fleche de A vers 1, que 'on notera !A.

1A
A——1

Il est facile de montrer que si une catégorie a deux objets terminaux, alors ils sont isomorphes,
et que si un objet est isomorphe a un objet terminal, il est lui-méme terminal.

Définition 1.9 (catégorie cartésienne) Une catégorie est dite cartésienne si elle a
— un objet terminal
— et pour tout couple d’objets, un produit.
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Définition 1.10 (exponentielle ou exposant) Dans une catégorie €, on appelle exponentielle
ou exposant d’un objet B par un objet A un couple composé :
— d’un objet noté B4,
— et d’un morphisme evalpp: B4 x A — B
tels que pour tout objet C et pour toute fleche f : C x A — B
il existe une unique fleche 1 : C — B telle que le diagramme suivant commute :

C CxA f4> B
J{h hxidl /

eval s g
BA BAx A

Dans la définition ci-dessus et dans toute la suite, nous notons f X gla fleche (f o 71y, f o m2).
Nous simplifierons encore une fois les notations en écrivant eval au lieu de eval 4 g, et nous note-
rons A(f) la fleche h ci-dessus, et A~1(h) la fleche eval o (h x id). La fleche A(f) est la curryfica-
tion de f, et A= (h) la dé-curryfication de h. Il est facile de montrer que A est une bijection dont
l'inverse est A~ 1.

Définition 1.11 (catégorie cartésienne fermée) Une catégorie cartésienne € est dite fermée s’il
existe une exponentielle pour tout couple d’objets de €.

Définition 1.12 (co-produit) Dans une catégorie €, on appelle co-produit ou somme de deux
objets A et B un triplet composé :
— d’un objet noté A + B,
— de deux flechest; : A — A+ Beti, : B— A+ B appelées injections,
tels que pour tout objet C et pour toutes fleches f: A — Cetg: B — C
il existe une unique fleche (é) : A+ B — C telle que le diagramme suivant commute :

AN

A?A‘FBTB

Définition 1.13 (objet initial) Un objet o d’une catégorie € est dit initial si pour tout objet A
de € il existe une unique fleche de o vers A, que I'on notera iA.
iA

0o—— A

11 est facile de montrer que si une catégorie a deux objets initiaux, alors ils sont isomorphes, et
que si un objet est isomorphe & un objet initial, il est lui-méme initial.

Définition 1.14 (catégorie co-cartésienne) Une catégorie co-cartésienne est une catégorie avec
co-produit et objet initial.
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Définition 1.15 (catégorie bi-cartésienne) Une catégorie bi-cartésienne est une catégorie avec
produit, co-produit, objet terminal et objet initial, c’est-a-dire une catégorie cartésienne et co-
cartésienne.

Définition 1.16 (catégorie distributive) Une catégorie distributive est une catégorie bi-
cartésienne € telle que pour tout triplet (A, B, C) d’objets de €,

1. il existe un isomorphisme 6 : (A X B) + (A xC) — A x (B+C),

2. etl'unique fleche o : 0 — (A x 0) est un isomorphisme.

En fait, la premiere propriété implique le seconde, méme si ce n’est pas immédiat a prouver.

Définition 1.17 (catégorie bi-cartésienne fermée) Une catégorie € est dite bi-cartésienne fer-
mée si

— elle est cartésienne fermée,

— elle a un objet initial,

— et s’il existe un co-produit pour tout couple d’objets de €.

On utilisera les abréviations anglo-saxones CCC et biCCC pour parler respectivement des
catégories cartésiennes fermées et des catégories bi-cartésiennes fermées.

1.2.2 Limites

Nous allons maintenant généraliser les définitions de produit, co-produit, efc. en introduisant
la notion de limite. Pour cela, nous avons besoin de quelques définitions :

Définition 1.18 (cdne) Soit € une catégorie et D un diagramme de €, d’objets {B;};c;. Un céne
de base D est défini par :

— un objet A de €, appelé sommet

— une famille de morphismes {f; € €(A, B;)}ictellequeVi,j € I Vf € €(B;, B;) dans D

fofi=f;

Un cdne peut étre visualisé de la fagon suivante :

A

fk
f.

Bi — < B j<— Bk
Dans une catégorie ¢ donnée, et pour un diagramme D de cette catégorie, les cones de base D
forment une catégorie, que 1’on notera Cones¢ p. Les morphismes entre un cone (A, { f; }) etun

cone (A’, { f! }) sont les morphismes g € €(A, A')telsqueVie I flog=f.

Définition 1.19 (limite) FEtant donnée une catégorie € et un diagramme D de €, une limite (ou
cone universel) du diagramme D est un objet terminal dans Cones¢ p.

Autrement dit, pour tout cone (A, { f; }) sur le diagramme D, une limite (L, { g; }) est un
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cone de méme base tel qu’il existe une unique fleche h : A — L vérifiantVi € [ g;oh = f;.

S

B

Exemples de limites :

» produit Le produit de deux objets A et B est une limite pour le diagramme constitué des seuls
objets A et B (sans fleches).

» égaliseur Un égaliseur [ 1> equalizer ] est une limite pour un diagramme de la forme

Ce qui signifie que pour tout céne (C, {c1:C — A, c;: C— B}),

I'égaliseur (E, {e;: E — A, e : E — B }) est par définition un cone tel qu'il existe une unique
fleche h : C — E vérifiante; oh = cy etepoh = ¢5.

Or d’apres la définition d’'un cone, c; = foc; = gocjetep = foe; = goep. Un codne sur
ce diagramme est donc défini entierement par la donnée d’une fleche entre le sommet et A. La
propriété de 1'égaliseur peut donc étre lue de la fagon suivante :

Un égaliseur de f et g est un objet E et une fleche ¢ : E — A vérifiant :

- foe=goe
— pour toute fleche ¢ : C — A vérifiant f o c = g o ¢, il existe une unique fleche 1 : C — E telle
queeoh =c.

Cette derniére propriété implique qu'un égaliseur est toujours un monomorphisme.

Dans €ns, E est I'ensemble { x € A | f(x) = g(x) } et e est I'injection de ce sous-ensemble de
Adans A.

» produit fibré Un produit fibré [ > pullback ] est une limite sur un diagramme de la forme

f 8

A—C~<—8B

Autrement dit c’est un objet P (que ’on notera souvent A x ¢ B) et deux fleches p; : P — A et
p2 : P — Btels que

—gop2=fop
— et pour tout triplet (Q, q1: Q — A, q2:Q — B) vérifiant go gy, = f oqy, il existe une
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unique fleche h : Q — Ptellequeqq = pyohetqy = pyoh.

I

—>f C

Dans €ns, le produit fibré existe toujours; c’est ’ensemble { (a, b) € A x B | f(a) = g(b) }.

On peut bien entendu définir les notions duales : co-cone, co-limite, co-égaliseur, et somme
amalgameée [ > pushout ] (dual de produit fibré).

1.3 Foncteurs et catégories de foncteurs

1.3.1 Définitions

Définition 1.20 (foncteur) Un foncteur F entre deux catégories € et © est un couple d’applica-
tions Fopj : Obje — Objp et Fnor : More — Morg telles que,
VABCe¢ Vf:A—B, Vg:B—C

- Fmor(f) : Fobj(A) = obj(B)

= Funor(§© f) = Finor(8) © Fuor(f)

— Buor(ida) = idPobj(A)

On omettra souvent les indices obj et mor des foncteurs.

Définition 1.21 (foncteur pleinement fidele) Soit F : € — © un foncteur. Pour tous objets A
et B de €, appelons Fy,or(A, B) la restriction de Fy,or @ €(A, B), vue comme une application de
€(A, B) dans ©(F(A), F(B)).
— Le foncteur F est dit fidéle [ > faithful | si F,o-(A, B) est injective pour tout couple (A, B)
d’objets de €.
— Le foncteur F est dit plein [> full | si Fynor(A, B) est surjective pour tout couple (A, B)
d’objets de €.
— Le foncteur F est dit pleinement fidéle [ > full and faithful | si Fyuor(A, B) est bijective pour
tout couple (A, B) d’objets de €. On parlera aussi de plongement [ > embedding ].

Onnotera F : A “— B un foncteur pleinement fidele entre A et B.

On peut définir la composée de deux foncteurs tres simplement, ce qui permet de définir la
catégorie des catégories, que I'on notera €at. Deux catégories sont donc dites isomorphes si elles
sont isomorphes en tant qu’objets de la catégorie Cat.
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Définition 1.22 (hom-foncteur contravariant) Soit ¢ une petite catégorie, et B un objet de €.
On notera €(—, B) : € — €ns le foncteur appelé hom-foncteur contravariant défini par :

— pour tout objet Ade ¢, ¢&(—, B)(C)=¢€(A, B)

- pour toute flecche h: A — A’,  &(—, B)(h) : €(A’, B) — ¢€(A, B)
f — foh
La fleche €(—, B)(h) sera souvent notée — o h.

Bien noter le sens de la fleche — o k, qui justifie ’appellation contravariant.

Définition 1.23 (transformation naturelle) Etant donnés deux foncteurs F et G de méme do-
maine € et méme co-domaine ®, une transformation naturelle entre F et G est une famille

¢ ={wa: F(A) = G(A)} acopj,

de fleches de ®, telle que :
pour toute fleche f : A — B de ¢, le diagramme suivant commute.

F(A) 225 G(A)
F(f)l G(f)
F(B) — 22~ G(B)

Une transformation naturelle est représentée de la maniére suivante :

La notion de transformation naturelle nous permet de considérer les foncteurs comme des
objets d’une catégorie. Etant données deux catégories € et D, on notera D¢ la catégorie dont
les objets sont les foncteurs de ¢ dans D, et les morphismes les transformations naturelles entre
ces foncteurs. La composition de deux transformations naturelles ¢ : F — Get: G — Hestla
transformation naturelle ¢ o ¢ : F — H, appelée composée verticale, et définie par (P o @) =

Yaopa.
o ™
S~ v~

¢ D

On vérifie simplement que 'on définit bien ainsi une catégorie.

1.3.2 Pré-faisceaux

Définition 1.24 (pré-faisceau) A une catégorie localement petite € est associée a la catégorie
¢ns®” (des foncteurs de €% dans Ens) appelée catégorie des pré-faisceaux sur C.

Parmi de nombreuses autres propriétés, on peut démontrer que quelle que soit la catégorie €,
la catégorie des pré-faisceaux sur € est cartésienne fermée.



1.3. FONCTEURS ET CATEGORIES DE FONCTEURS 33

Définition 1.25 (plongement de Yoneda) Le plongement de Yoneda entre une catégorie € et sa
catégorie de pré-faisceaux est le foncteur y défini par

y : ¢ — ens®”
A — ya=¢€(—, A

Autrement dit, le plongement de Yoneda est défini pour tout objet A de € par la donnée du
foncteur y 4 : €% — €ns défini par :
— pour tout objet Bde €, y4(B) = €(B, A)
— pour tout fleche f : B— Cde €, ya(f) : €, A) — ¢€&(B, A)
h — foh

Théoreme 1.26 Le foncteur y est pleinement fidele.

Cette proposition justifie 'appellation de plongement. La preuve utilise le lemme de Yoneda
énoncé ci-dessous.

Théoreme 1.27 (Lemme de Yoneda) Soit A un objet d'une catégorie €, et P un élément quel-
conque de ¢ns®”. Tl existe une bijection canonique

i(A,P): P(A) — &ns®" (ya, P)

qui associe a tout élément a de I’ensemble P(A) la transformation naturelle o, : y4 — P définie,
pour tout B € Obj¢ et pour tout f € y(B) par

aq,8(f) = P(f)(a)

Une application intéressante du théoreme 1.26 a 1’étude des isomorphismes est la suivante :

Propriété 1.28 Deux objets A et B d"une catégorie € sont isomorphes si et seulement si y 4 est
isomorphe a yp.

Supposons que l'on veuille montrer que deux objets A et B d’une catégorie petite € sont iso-
morphes. Il suffira de montrer que y 4 et yp sont isomorphes. En d’autres termes, si nous arrivons
a montrer que €(X, A) estisomorphe a ¢(X, B) « naturellement en X », nous pouvons en dé-
duire que A et B sont isomorphes dans €. L'expression naturellement en X signifie qu’il existe un
isomorphisme naturel g entre y 4 et yp.

¢(—, A)
e (7 ——

€( T B)
On doit donc vérifier que pour toute fleche f : D — C de €°7, le diagramme suivant commute :

¢(C, A) £~ ¢(C, B)

|

¢(D, A) 22~ ¢(D, B)
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On a défini plus haut la composée verticale de transformations naturelles. Il existe une autre
composition de transformations naturelles, appelée composée horizontale, et définie de la ma-
niére suivante. Soient ¢ : F — F' et : G — G’ deux transformations naturelles, avec F et F/ sont
des foncteurs de € dans © et G et G’ sont des foncteurs de © dans €. La composée horizon-
tale de ¢ par ¢ est la transformation naturelle (¢ ¢): GoF — G’ o F’ définie par (¢ ¢)s =

Yr(a) 0 G(@a). On peut montrer que (Y @) 4 = G'(@4) o Yp(a).

1.3.3 Catégories bi-cartésiennes fermées et transformations naturelles

Nous pouvons donner une nouvelle caractérisation des biCCC en utilisant des isomorphismes
naturels (voir Asperti-Longo [6]). Elle nous permettra notamment de montrer plus facilement les
isomorphismes usuels dans la section 1.4.

Proposition 1.29 (caractérisation des catégories cartésiennes) Une catégorie € est cartésienne
si et seulement si

— elle contient un objet terminal

— et pour tout couple (A, B) d’objets de €, il existe un objet A x B et un isomorphisme

naturel
(,):€x€(—, (A, B))oA —¢&€(—, AxB)

out A estle foncteur diagonal est défini par A < —
C — (C 0O
f -

Proposition 1.30 (caractérisation des CCC) Une catégorie € est cartésienne fermée si et seule-
ment si elle est cartésienne et
pour tout couple (A, B) d’objets de ¢, il existe un objet B# et un isomorphisme naturel

A:¢(—x A, B) — &(—, BA)

Proposition 1.31 (caractérisation des biCCC) Une catégorie € est bi-cartésienne fermée si et
seulement si
— elle est cartésienne fermée
— elle contient un objet initial
— et pour tout couple (A, B) d’objets de €, il existe un objet A + B et un isomorphisme
naturel
():¢€x¢€((A B), —=)oA—¢EA+B, —)

Les trois derniéres propositions nous permettent d’énoncer le corollaire suivant :

Proposition 1.32 Soit € une biCCC, et A, B, et C des objets de €.
- €x¢((C, C), (A, B))estisomorphe a €(C, A x B) naturellement en C
- €(A x B, C) estisomorphe a €(A, CP) naturellement en A
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1.4 Isomorphismes dans les biCCC

Dans cette section, nous allons montrer les isomorphismes connus des catégories bi-cartésiennes
fermées, en donnant le plus souvent possible explicitement les fleches réalisant ces isomorphismes.
L’un des résultats principaux de la these sera de montrer dans le chapitre 4 que la théorie engen-
drée par ces isomorphismes n’est pas complete.

Remarque 1.33 Pour trouver les fléches réalisant les isomorphismes, il est souvent pratique de
chercher d’abord les A-termes réalisant les isomorphismes entre les types correspondants (qui
sont beaucoup plus simple a trouver intuitivement), et d’utiliser la sémantique présentée dans la
section 2.2.2 page 57.

Remarque 1.34 Les énoncés des propositions de cette section sont de la forme
Pour tous les objets A, B, C de &, F(A, B, C) est isomorphe i G(A, B, C)
ce qui revient a dire
F(A, B, C) est isomorphe a G(A, B, C) naturellement en A, B, C

En effet, F(A, B, C) peut étre vu tour-a-tour comme chacun des foncteurs F(—, B,C), F(A, —,C),
et F(A, B, —), définis par

— X B ¢ — ¢ A X — ¢ —- ¢
A — AxB B —~ AXxB
fo= fxid fo ddxf
—+B ¢ — ¢ A+ — ¢ — ¢
A — A+B B — A+B
o oid
fom Gl foe @
B . er o ¢ (=) e = ¢
A — BA B — B4
f — Alevalppo (id x f)) f — A(foevalsp)
idx eval
BA BAxA/%BAxAﬁ-B BA BAwaB—f>C
\ \ AB
Aleval 4 go(idx f)) \L / A(foeval 5 p) l /
v eval 41 g v eval 5 ¢
BA BA x A’ cA CAx A

Nous allons pouvoir utiliser le lemme suivant :

Lemme 1.35 SiF:¢ — D, F' : € — D sont des foncteurs isomorphes
etsiG: D — €etG' : ® — € sont isomorphes,
alors leurs composées G o F et G’ o F/ sont isomorphes.

Pour démontrer ce lemme, il suffit de prendre la composée horizontale des isomorphismes
naturels.
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Proposition 1.36 Dans une catégorie cartésienne, pour tous les objets A, B, et C, les isomor-
phismes suivants sont vérifiés :

A= AXxX1
AXB=BxA
Ax (BxC)=(AxB)xC

Démonstration :

» A= Ax1 Prenons f = nf'l et ¢ = (idy,!A). La composition f o ¢ est bien l'identité de
A (propriété du produit). Pour montrer que 1’autre composition est aussi l'identité, nous allons
montrer qu’elle fait commuter le diagramme suivant :

AXx1

m 7T

<0Q — N <= —

A%7Il A><1*>7I2 1

Onamogof = mo ({ida'A))om = moidy = m et myogof = m (par unicité de la
fleche entre A x 1 et 1).

> AxB=BxA Onvérifie facilement que les fleches (nﬁq’B , 71{"3 ) et (715 A, nf AY forment
I'isomorphisme recherché.

> Ax(BxC)=(AxB)xC L'isomorphisme et son inverse sont les fleches
(m omy, (myomy, m)) et ((mmy, M 0 my), 7y © 7). [ |

Proposition 1.37 Dans une catégorie cartésienne fermée, les isomorphismes suivants sont vrais
pour tous les objets A, B, C.

CAXB o (CB)A
(Bx C)4 = BAx A

R g

At = A

Démonstration :
> CAXB o~ (CB)A

des isomorphismes. Pour changer, nous allons utiliser la propriété 1.28 page 33. Il suffit de

montrer que ycaxs =y

Nous pouvons une fois de plus donner les fleches et vérifier que ce sont

(et

Or y(cg)A(X) = ¢(X, (CB)A) est isomorphe a €(X x A, CB), naturellement en X, d’apres la
proposition 1.32 page 34.

De méme ¢(Y, CB) est isomorphe a €(Y x B, C), naturellement en Y, d’ott 'on peut déduire
assez simplement que €(X x A, CB) estisomorphe a ¢((X x A) x B, C), naturellement en X.
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Enfin ycaxs(X) = €(X, CA*B) estisomorphe a ¢(X x (A x B), C), naturellement en X.
On peut conclure en utilisant l'isomorphisme d’associativité du produit et le
lemme 1.35 page 35.

» (BxC )A >~ BA x C4 En utilisant encore une fois la propriété 1.28, il suffit de montrer que
y(BXC)A = Ypaxca-

Or y(BXc)A(X) =¢(X, (Bx C)™)est isomorphe a €(X x A, B x C), naturellement en X.
L'ensemble ypa, c4(X) = €(X, BA x CA) est isomorphe a € x €((X, X), (B4, C4)), qui est
isomorphe a ¢(X, B4) x ¢(X, C4) donca &(X x A, B) x €(X x A, C)eta&(X x A, BxC),
toujours naturellement en X.

» 1421 Nous voulons montrer que 14 est terminal.
Pour cela, prenons un objet B quelconque. Il existe une unique fleche entre B x A et 1, notée
(B x A).Lafleche A(!(B x A)) vade Ba14.
Reste a montrer 'unicité. Supposons que ¢ va de B a 14. On a A~1(g) =!(B x A), donc
A(A71(g)) = A(I(B x A)), ce qui implique ¢ = A(!(B x A)), parce que A est une bijection.
> A*= A En utilisant la propriété 1.28 page 33, il suffit de montrer que y4 = y4:. Or
yar(X) = €(X, A') estisomorphe a €(X x 1, A), qui lui méme est isomorphe a €(X, A)
naturellement en X (car X x 1 = X).

|

Proposition 1.38 Dans une catégorie co-cartésienne, pour tous les objets A, B, et C, les isomor-
phismes suivants sont vérifiés :

A+B=B+ A
A+ (B+C)=(A+B)+C
A+o0=A

Démonstration :

A,B B,A
> A+B=B+ A Onvérifie que (?,B) et (ié 4) sont les fonctions recherchées.
1 1

» A+ (B+C) = (A+B)+C Cette fois-ci, les témoins de I'isomorphisme sont :

(o) : A+ (B+C) — (A+B)+C
)
et
1
(‘o)) (A+B)+C— A+ (B+C)
> A+o0=A Lestémoins sont 1 et x = ({f‘). On vérifie d’abord que a0 11 = id (propriété
du co-produit). Ensuite on peut montrer que 1; o @ o 11 = 11 en utilisant le résultat précédent, et
t1oaoly =Ii(A+0) = par unicité. Donc ¢; o & = id (propriété du produit). [ |
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Proposition 1.39 Dans une catégorie cartésienne fermée avec
— un objet initial o
— et un isomorphisme entre B x o et o pour tout objet B,
I'isomorphisme suivant est vérifié pour tout objet A :

AO

Il

1

Démonstration :
Nous voulons montrer que A° est terminal.
Pour cela, prenons un objet B quelconque. Nous savons que B X o est initial. Il existe donc une
unique fonction f entre B x o et A.
L'existence de I’exponentielle A° nous donne 'existence d’une fleche A(f) entre B et A°.
Reste a montrer 1'unicité. Soit ¢: B — A°. On a A~!(g) = f par unicité de f, et donc
A(A71(g)) = A(f). Ce qui implique ¢ = A(f) (A étant une bijection). |

Toutes les catégories bi-cartésiennes ne sont pas distributives. En revanche, la distibutivité est
vérifiée dans les catégories bi-cartésiennes fermées.

Proposition 1.40 Une catégorie bi-cartésienne fermée est distributive et les fleches

5= (4% . (Ax B)+(AxC)— Ax (B+C)

idAXlz
v = AT Q) o (mem) - Ax (B+C) — (A x B) +(4x C)

sont les témoins de 'isomorphisme entre A x (B+ C) et (A x B) + (A x C).

Démonstration :
» Montrer que A X o est isomorphe a o, revient a montrer que o X A est initial. Or nous savons
qu'il existe une unique fleche entre o et B, notée iB4. Donc il existe une fleche entre o x A et B
qui est A~1(iB4), et cette fleche est unique, carsi f : 0 x A — B, alors d’aprés la propriété de
'exponentielle, f = eval o (A(f) x id), et, o étant initial, A(f) = iB# indépendamment de f.

0 oOX A *>f B
/\(f)l /\(f)xidl oal
BA BAx A

» Pour montrer la propriété de distributivité, calculons d’abord y o é.
Les fleches hg = A(1y o (mp, m)) et he = A(p o (mp, 711)), vérifient

eval o (hg X id ) = 11 o (7mp, 711)

et
eval o (he X id4) = 1y 0 (mp, 711)
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Ona:

o my, 7)o (ids X ll))

hp X id4) o (7, 1)
he xidy) o (m, m)

» Pour calculer 6 o y, nous aurons besoin du petit lemme suivant : Pour toutes fleches f et g,

go A_l(f) = A_l(A(goeval) of)

En effet, le membre de droite est égal a eval o (A(g o eval) x id) o (f x id), qui est lui méme égal
agoeval o (f xid).Enfin il est facile de voir que le membre de gauche est lui aussi égal a cette
derniére expression.

Nous avons donc

. idA X 11 1 hB
boy = (idAXLz)OA ( o (m, m)
ldA hB , N . .
= oeval | o o (my, 1) d’apres le petit lemme ci-dessus
ldA X Ly hC

- A <(QE§§°h3)>o<m, m)

Or

A"Y(A(f) o hp) eval o (A(f) x id) o (hg x id)

= fo(hp xid)
ZdAXLl

(szx 2)oevalo (hp x id)

ZdAXLl

ldAXlz

(ZdAXLl O<7'[2,7T1>

)otlo 7'[2,7'[1
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Donc A(f)ohp = A((ida x 11) o (12, m1)).

Deméme A(f)ohe = A((idp X 1p) 0 (m, 711)). On en déduit

A ((ida x 1) o (1, 1))

soy=A"l (/\ ((ida x ) © (M3, 1))

))O (2, m1)
Or

A((idgx)o(m,m)) = A({{m,m)o(1q xida))
= A (AT A m)) o (u xida))
= A(eval o (A{my, m)o (11 xidy))
- /\(A*l(/\<n2,n1>oq))

= A{m,m)oy

De méme A ((idg X 1) o (1, m)) = A(mp, 1) © 1.
Donc

1 (A{m, m) oy

_ 1

Soy = A (/\<7T2,7'[1>OL2 o (m, m)
A Ay, m)) o (mp, 1)

= id

Proposition 1.41 Dans une catégorie bi-cartésienne fermée, l'isomorphisme suivant est vrai
pour tous les objets A, B, C.
A(B+C) o~ AB % AC

Démonstration :
On vérifie que

(Aleval o (m, 11 0 ), Aleval o (11,15 0 ) : ABTC) — AB x AC

et

(ot ) 082 A7 x AC = AP

sont mutuellement inverses.
Ces fleches correspondent respectivement aux interprétations des A-termes

[f:B+C— A (Ab. f (ing b), Ac. f (iny ¢)): (B— A) x (C— A)]
et
[p:(B—A)x(C— A) F As.case (s, x. ((proj1 p) x), y. ((proja p) y)): B+C — A]

(voir page 57)
La preuve dans les catégories est un peu fastidieuse. Il est beaucoup plus simple de faire la
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preuve en utilisant les A-termes (voir chapitre suivant). u

La figure 1.1 récapitule les isomorphismes que nous venons de prouver dans les biCCC.

1. AxXxB = BxA

2. Ax(BxC) 2 (AxB)xC
CA><B o (CB)A

(BxC)? = BAxc4

Ax1 ¢ A

6. 14 =

7. At =2 A

8. A+B = B+ A

9. A+ (B+C) = (A+B)+C

10. (AxB)+(AxC) =~ Ax(B+C)

11. ABHC) o AB 5 AC

12. Axo = o

13. A+o0o =2 A

14. A° = 1

FIG. 1.1 — Quelques isomorphismes vrais dans les biCCC.

Proposition 1.42 Dans une catégorie distributive, s’il existe une fleche entre un objet A et un
objet initial o, alors A est isomorphe a 0. Notamment A est initial.

On dira qu'un objet initial est strict.
Démonstration :
Rappelons que dans une catégorie distributive, il existe un isomorphisme & : 0 — (A x 0).
Supposons f : A — o,etposons g =moa:0— Aeth=a lo(idy, f): A— o.

N

A%AXOHO

o

h o g est une fleche de o vers o. Il existe une seule fleche io de o vers o qui est aussi égale a id,.
Pour l'autre composition :

goh = moaoa tol(ida,f)
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711 © <ldA,f>
= idy



Chapitre 2

Modeéles du A-calcul

Résumé

Ce chapitre rappelle d’abord succinctement les défini-
tions et quelques résultats sur le A-calcul simplement typé
avec type somme. Le probleme de normalisation en pré-
sence de sommes fortes est abordé. Ensuite, différents mo-
deles catégoriques du A-calcul sont présentés. A la fin du
chapitre, je montrerai en détails que le modele dit « des A-
termes » est isomorphe a la catégorie bi-cartésienne fermée
libre engendrée a partir des types de base, ce qui permettra
d’identifier le probleme de la recherche des isomorphismes
de types avec celui de la recherche des isomorphismes dans
les catégories bi-cartésiennes fermées.

E A-CALCUL est un langage mathématique qui a donné naissance a une catégorie de lan-
gages de programmation comme Lisp ou Objective Caml, appelés langages fonctionnels.
Il permet au théoricien des langages de programmation de raisonner sur un objet ma-
thématique sans se préoccuper de toute la complexité d’un langage dédié a la production d’ap-
plications. Dans sa version de base, le A-calcul est un langage extrémement simple comprenant
uniquement une notion de variable, une notion d’abstraction et une notion d’application. Tous les
termes sont construits a partir de ces trois briques de base. Pour avoir une notion de calcul, ou
encore d’évaluation, on définit une relation de réécriture en une seule regle appelée 3-réduction.
Malgré cette étonnante simplicité, ce langage a la puissance de calcul des machines de Turing,
c’est-a-dire celle de n’importe quel langage de programmation. Il est en particulier possible de
coder les entiers sous la forme de A-termes, par exemple en utilisant ce que I'on appelle les entiers
de Church'.

Cependant pour obtenir un langage réellement utilisable pour programmer, les langages fonc-
tionnels ajoutent un grand nombre de constructions prédéfinies, par exemple les entiers et des
fonctions pour les manipuler, ou encore des structures de données comme le produit ou la somme,
et leurs constructeurs et destructeurs associés.

Enfin pour faciliter la tiche du programmeur, les langages évolués utilisent une notion de

voir figure 6.7 page 152

43



44 CHAPITRE 2. MODELES DU A-CALCUL

typage permettant d’interdire tout ou partie des termes mal formés, qui produiraient une erreur a
'exécution.

Nous allons nous intéresser ici au A-calcul simplement typé avec types produit et unité ainsi
que types somme et zéro.

Une fois définies la syntaxe du calcul et la notion de réduction associée, il nous faut en définir
la sémantique. Disons rapidement qu’il s’agit de « donner un sens » aux termes, compatible avec
la notion de réduction, en leur associant une interprétation mathématique. A un méme langage
on peut donner plusieurs sémantiques différentes, en fonction des propriétés que 1’on cherche a
prouver.

Apres avoir défini le A-calcul et rappelé ses liens avec la logique, je présenterai dans ce chapitre
ses sémantiques dans les catégories bi-cartésiennes fermées. Nous verrons que toute biCCC est
un modele du A-calcul. Enfin, dans la section 2.3, je m’attacherai a prouver en détail, pour des
raisons didactiques, que le modele le moins abstrait, dit modele syntaxique, est lui-méme une biCCC
qui est isomorphe a la biCCC libre engendrée sur les types de base (voir Lambek et Scott [60]).
Ce résultat a une importance particuliere pour 1’étude qui nous intéresse puisqu’il permet de
déduire que les isomorphismes de types sont exactement les isomorphismes vrais dans toutes les
catégories bi-cartésiennes fermées.

2.1 Le A-calcul avec type somme

2.1.1 Le A-calcul pur

La syntaxe du A-calcul est définie de la maniére suivante :

Définition 2.1 (A-terme) Etant donné un ensemble infini dénombrable dit ensemble de va-
riables, un A-terme est
— soit une variable,
— soit un terme de la forme (#; @ t;), plus souvent noté (t1 t»), appelé application de t;
atp, (ou ty et tp sont eux-mémes des A-termes),
— soit un terme de la forme (Ax. t), appelé A-abstraction, (o x est une variable et f un
A-terme, appelé corps de 'abstraction).

Par exemple, (Ax. Ay. (y x)) et (x (Ay. x)) sont des A-termes. Les parentheses sont utilisées
pour éviter toute ambiguité dans la lecture.

Nous devrons faire attention a certains probléemes :

— tout d’abord, les termes sont définis modulo une relation d’équivalence sur les noms de
variable, que 1'on appellera a-équivalence. Par exemple les termes (Ax. x) et (Ay. y) sont
a-équivalents.

— ensuite les problemes de capture de noms de variables, mis en évidence dans 1’exemple sui-
vant : (Ax. Ax. x). Ici 'occurrence de x renvoie au deuxiéme A. On pourra supposer pour
simplifier que les A sont suivis de noms de variables distincts ce qui évitera ces problemes.
Il faudra étre vigilant sur ce probléme lorsque 'on pratiquera la 3-réduction et donc la sub-
stitution (voir ci-apres).

Pour terminer, nous allons définir quelques notions concernant les variables dans les A-termes.
Tout d’abord, nous dirons qu'une occurrence d’une variable x est liée si elle apparait sous un
Ax (c’est-a-dire dans le corps de 'abstraction). Dans le cas contraire, I'occurrence sera dite libre.
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Une variable libre dans un terme ¢ est une variable ayant au moins une occurrence libre dans .
Un terme sans variable libre est dit clos. On notera FV(t) ’ensemble des variables libres d’un
terme ¢.

Enfin on notera t [#/,] le terme obtenu en substituant dans ¢ toutes les occurrences libres de
la variable x par le terme u.

Réécriture

Rappelons d’abord quelques définition de réécriture. Pour définir un langage de programma-
tion, nous devons définir une notion d’exécution dite aussi réduction. Pour cela, nous allons utiliser
des regles de réécriture. Une régle de réécriture est un couple de termes (, u) noté sous la forme
t — u. Tout terme obtenu par instanciation des variables libres de la partie gauche d'une regle de
réécriture est appelé un redex. Un ensemble de regles de réécriture forme ce que 'on appelle un
systeéme de réécriture, et définit une notion de réduction sur les termes du langage. On dira que le
terme p(t), obtenu par instanciation des variables de t, se réduit (en une étape) en p(u), ce que I'on
notera p(t) — p(u). Si p(u) est lui-méme un redex pour une autre régle (ou la méme), on peut
poursuivre le processus de réduction. On notera t; —* t; si le terme t; se réduit en ¢, en zéro,
une ou plusieurs étape. Un systéme de réécriture est dit confluent si pour tous termes t, u et v tels
que t —* u ett —* v, alors il existe un terme w tel que u —* wetv —* w.

t
u [
N Ve
N v

A 4
*w*

Si un tel w n’existe pas, la paire de termes { u, v } est appelée paire critique.

Un systeme de réécriture définit une relation d’équivalence = sur les termes par cloture tran-
sitive, réflexive et symétrique. On dira qu'un systéme vérifie la propriété de Church-Rosser si
quels que soient deux termes u et v équivalents, il existe un terme w tel que u —* wetv —* w
(autrement dit : pas de paire critique).

Un systeme de réécriture est dit fortement normalisant s’il n’existe aucune réduction infinie.

Un terme est dit en forme normale s’il ne contient aucun redex. Si un systéme est confluent et
fortement normalisant, tout terme admet une forme normale unique, obtenue en appliquant les
regles de réécriture dans un ordre quelconque tant qu’il reste des redex.

Lorsqu’un systéeme de réécriture n’est pas confluent, on pourra parfois fixer une stratégie
de réduction en imposant 1’'ordre d’application des régles de maniére a obtenir une réduction
confluente.

B-réduction

Au langage défini par les A-termes on associe le systeme de réécriture formé par la seule regle
suivante :

B Owt)u — [y
La réécriture associée a cette regle est appelée B-réduction.

Proposition 2.2 La -réduction dans le A-calcul pur est confluente et a la propriété de Church-
Rosser.
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Cependant il est facile de voir que la 3-réduction dans le A-calcul pur ne termine pas toujours
(considérer par exemple le terme Q = (A A) avec A = Ax. (x x)).

Extensionalité et n-réduction

Au systéeme de réécriture ci-dessus, on ajoute souvent la regle n_, suivante :

n— Ax. M x) — M

Cette regle est appelée n-réduction. La regle orientée dans l'autre sens est appelée n-expansion.
Lorsque nous ne voudrons pas préciser le sens des regles, nous parlerons d’'n-conversion. Le sys-
téme de réécriture obtenu avec les deux regles 3_, et 11—, est appelé 7.

Proposition 2.3 Le A-calcul pur est confluent pour 7.

Puissance de calcul du A-calcul pur

L'intérét du A-calcul réside en grande partie dans le fait qu’il permet de coder les entiers et
n’importe quelle fonction récursive partielle de Nk dans N. Autrement dit, il a la méme puissance
de calcul que les machines de Turing. Pour plus de détails la-dessus, voir par exemple le livre de
Jean-Louis Krivine [59].

2.1.2 Le A-calcul simplement typé

Afin de construire un langage de programmation plus évolué, nous devons d"une part associer
au A-calcul un systeme de typage, permettant d’exprimer des propriétés simples sur les termes
et d’en interdire certains, et d’autre part ajouter a la syntaxe des constructions permettant par
exemple de définir des couples de termes.

Nous allons donner dans cette section une présentation rapide du A-calcul simplement typé, qui
est obtenu en associant au A-calcul pur un systeme de typage. On pourra se référer par exemple
aux livres de Lambek et Scott [60] ou de Krivine [59] pour plus de détails. Dans ce systéme, on ne
peut plus définir comme avant par des termes du A-calcul les notions de couples de termes et de
projections. Pour résoudre ce probléme, on ajoute ces constructions au langage. Dans la plupart
des ouvrages, le A-calcul simplement typé est présenté avec un type produit cartésien, permettant
de typer des couples de termes, mais sans la notion duale d’union disjointe (appelée aussi somme
disjointe). La raison a cela est que les sommes sont beaucoup plus difficiles a manipuler que les
produits car elles ne se comportent pas aussi bien vis-a-vis notamment de la 3-réduction, comme
nous le verrons plus loin. Notre but ici est d’étudier cette notion de somme, donc nous allons
définir le A-calcul simplement typé avec somme que nous distinguerons de celui sans type somme.

Types

Nous ne considérerons que le cas des sommes et produits finis, et pour cela nous définirons
des constructeurs binaires. Le cas des constructeurs n-aires s’en déduit assez facilement . Nous
nous intéresserons aussi au cas des sommes et produits vides. L'ensemble des types contiendra
donc deux constantes, notées 1 et 0, pour dénoter respectivement le produit et la somme vides,
ainsi qu'un ensemble dénombrable de types atomiques (appelés aussi types de base). Enfin cet
ensemble sera clos par les constructeurs de type fleche, produit et somme.

Nous pouvons résumer la syntaxe des types par la grammaire suivante :

Ti=0 | oD | 1| x| 0| nm+n
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ou 0 représente un type de base. Le type 1 correspond au type unit de Caml.

Syntaxe

A chaque constructeur de type sont associées des constructions du langage, appelés destruc-
teurs et constructeurs. Ainsi la A-abstraction est le constructeur associé au type fleche, alors que
son destructeur est 'application. La syntaxe des termes du A-calcul est donc étendue avec les
constructeurs et destructeurs suivants :

— un élément noté () (prononcez « nil ») seul élément (et constructeur) du type 1 — qui n’a

pas de destructeur,

— un élément que 'on notera L (t), destructeur associé au type 0 — qui n’a pas de construc-

teur. Ici t est un A-terme.

— proj; V™ estlai-éme projection, destructeur du type produit 7y X 5. (1, t2) estle construc-

teur associé a ce type,

- in]"™ etiny "™ sont les injections a gauche et a droite dans le type somme T; + T, (construc-

teur), et case (t, x1: T1. t1, x2 : T2. t2) est le destructeur associé a ce type.

En résumé, la syntaxe des termes du A-calcul simplement typé, en notation dite de Church, est
donc la suivante :

Foo= x| Axctot | B oty |

01 (5 02) | prof™ b | profg™ t |

Lo(t) | inTV™ ¢ | ing™ t | case(t, x1:71. t1, Xp i To. £p)

ol x (et xq et xp) appartiennent a un ensemble dénombrable de variables.
Les symboles inj""™ et in,""™ seront souvent écrits plus simplement ing et inz. De méme, on
écrira souvent proj; quel que soit le type. Enfin, nous omettrons souvent les types dans I'écriture

des abstractions et des case, utilisant ainsi la notation dite de Curry.

Remarquons que nos notations imposent que chaque branche d'un case soit une abstraction,
empéchant par exemple d’écrire case(x, f,g), ou f et ¢ sont des termes quelconques. Cette nota-
tion correspond au choix d’Objective Caml notamment. Cependant, pour simplifier les notations,
nous écrirons souvent par exemple case (f, f, g) pour
case (t, x1. f x1, x2.§ xp)avecx; € FV(f g),(i=1,2).

Typage

Nous allons maintenant définir la notion de terme bien typé. Pour cela, il nous faut d’abord
associer un type aux variables libres d’un terme. Pour cela, nous utiliserons ce que I'on appelle un
contexte de typage, défini comme une suite finie de déclarations de types pour les variables, de la
forme xq1 : Ty, ..., Xu : Ty (n > 0), oit chaque variable ne peut étre déclarée qu'une seule fois. On
pourra voir un contexte comme une application des variables dans les types.

Un terme ¢ est de type T dans le contexte I' (ce que l'on notera I" F t: 7) si le jugement
I' k= t: 7 peut étre dérivé des regles décrites a la figure 2.1 page suivante, c’est-a-dire si ’on peut
construire avec ces régles un arbre dont la racine est ce jugement et les feuilles des regles axiomes
(sans prémisse). A I'exception de la régle ax, les regles sont classées en deux catégories :

— regles d’introduction (indicée par la lettre I) qui servent au typage des constructeurs,

— etrégles d’élimination (indicée par la lettre E), qui servent au typage des destructeurs.
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—_— 1
F,x:T,F’I—x:TaX re():1 I
r-t:%mn (=12 :
[ (i’l, t2):T1><"L'2 [ (p?’O]l' t)ZTi
MNx:mm Ft:7 r-t:m—r 'k t:m
—)I —
e (Ax:m.t):m — 1 e (tt):T
'k t:0 OF
ME L.(t):7
F it : i T i | =
'k t:m i (i=1,2) r-t:m+m Mxi:m Fti:t (i=1,2) .

FE ("™ t):m+m I ocase(t, x1:11. t, X2 1T ) 1 T

FIG. 2.1 — Regles de typage du A-calcul simplement typé avec sommes.

Notons en particulier la régle d’élimination du 0 : lorsque le contexte est inconsistant, c’est-a-
dire lorsqu’il permet de construire un terme ¢ de type 0, alors pour n'importe quel type 7, nous
pouvons construire un A-terme de type 7 de la forme L (). Remarquons qu’avec cette notation,
nous conservons un témoin (le terme t) de I'inconsistance.

Dans la suite, 1'expression A-calcul simplement typé avec somme et zéro désignera le calcul
que je viens de décrire (qui contient également le type produit et les types 1 et 0). On désignera
par A-calcul simplement typé sans somme ni zéro la version sans type somme ni 0, ni les construc-
teurs, destructeurs et regles de typage associés.

Correspondance de Curry-Howard

A un type peut-étre associée de maniére évidente et bijective une formule de la logique propo-
sitionnelle. Le type somme correspond au connecteur V («ou »), le type produitau A (« et ») et
le type fleche a I'implication =>. Enfin le type 1 est associé a la valeur booléenne « vrai » (T) et le
type 0 au « faux » (L). Les regles de la figure 2.1 sont exactement celles de la déduction naturelle
utilisées pour faire des preuves en logique intuitionniste?. Elles ont simplement été annotées par
des A-termes qui représentent les preuves. Ainsi, par exemple, une preuve d’une formule E A F
est un couple (1, v) ot u est une preuve de E et v une preuve de F.

Dans cette optique, la regle d’élimination du 0 devient la régle dite « intuitionniste », qui dit
que si le contexte est inconsistant, on peut prouver n'importe quelle formule.

Enfin la -réduction correspond au processus d’élimination des coupures dans les preuves.
On rappelle qu’en déduction naturelle, une coupure est une regle d’élimination d’un symbole
dont la prémisse principale est démontrée par une regle d’introduction de ce symbole.

2Ce n’est pas exactement la logique utilisée en mathématiques (appelée logique classique) puisque la logique intui-
tionniste ne permet pas par exemple les démonstrations par I’absurde ou bien de montrer le tiers-exclus (A V —A). Une
présentation alternative a la déduction naturelle est le calcul des séquents. Nous en verrons un exemple lors des rappels
sur la logique linéaire page 79.
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pBn-équivalence

Donnons maintenant les regles de B-réduction associées a ce calcul :

5 (AxH) u — /]
/3><1 pr0j1 (u, 0) — u

Bxo proj, (u, v) — v

Bi1 case ((iﬂl t), x1.t1, X3. k) — 1 t/xl
Baio case ((inp t), x1.t1, X2. b)) — t ’f/x2

Comme dans le cas du A-calcul pur, nous souhaitons ajouter des regles d’n-conversion. En
particulier, nous parlerons de sommes fortes lorsque nous voudrons insister sur le fait que nous
disposons de la régle d’n-conversion pour la somme. Comme nous le verrons juste apres, le choix
d’orientation de ces regles 1 n’est pas évident et conditionne beaucoup les propriétés du systeme.
Enongons-les donc d’abord sous la forme d’égalités :

n— Ax. (t x) = ¢t

Mx (projit, projat) = 't

m t:1 = ()

1o t' = L1.(t) (out:0ett :7)

e case (. # [ 3], v [(n2 x2) /) = # [t (ot x g FV(F)

La regle ny est souvent appelée SP (pour Surjective Pairing). La regle 11 dit simplement qu’il
n’y a qu'un seul habitant du type 1. Enfin la régle 1o dit que si l’on peut construire un terme t de
type 0, alors tous les termes ¢’ de type 7 sont n7-équivalents a L (t).

Chacune des régles peut étre orientée dans un sens ou dans 'autre. Pour 11—, 11, et 14+ nous
appellerons 7n-réduction la regle orientée de gauche a droite et n-expansion la regle orientée de
droite a gauche. Pour les régles 111 et 10, ces appellations sont moins évidentes. Pour la plupart
de ces regles, des résultats ont été prouvés avec les deux orientations.

Normalisation

Le A-calcul simplement typé ainsi défini a perdu une partie de son pouvoir expressif. Pour
pouvoir définir toutes les fonctions récursives partielles, il faudrait par exemple ajouter un opé-
rateur de point fixe, ce qui nous donnerait la possibilité de définir des fonctions récursivement.

Cependant ce langage a le mérite d’étre simple et bien compris, notamment gréce a la corres-
pondance de Curry-Howard. Enfin il a une propriété essentielle :

Proposition 2.4 (normalisation forte) Le A-calcul simplement typé avec somme et zéro est
fortement normalisant pour la S-réduction.

Cependant, quelle que soit I’orientation des régles 7, la confluence pose des problemes, notam-
ment a cause du type 1 ou des types sommes. Prenons par exemple les regles 11—, et 1y orientées
de la fagon suivante :

n— Ax. (t x) —
1 1 — ()
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nous obtenons la paire critique suivante :

Ax: 1. (z x)

S

z Ax: 1. (z ()

Nous verrons dans la suite de nombreux exemples de paires critiques faisant intervenir des
case. Par exemple le lemme 2.6 page 52 montre une paire critique (pour 14 orientée dans le sens
de la réduction) entre les termes

case (case (x, x1.in1 X1, X2. 112 2), Y1. Y1, Y2- [ Y2)

et
case (x, z1. 21, z2. [ 2)

qui sont 3n-équivalents.

De nombreuses personnes ont tenté de montrer des propriétés de convergence, et de norma-
lisation forte pour différents systémes, notamment en utilisant des régles d’n-expansion condi-
tionnelles a la place de I'n-réduction. [26, 38] Aucune d’entre elles ne parvient a résoudre a la
fois le probleme de la confluence et celui de la normalisation forte, dans le cas du A-calcul avec
somme forte. La 3n-réduction ne permet plus d’obtenir une forme normale unique, quelle que
soit l'orientation des regles 7.

Nous allons donc proposer une autre approche dans les chapitres 5 4 7. Ne pouvant pas obtenir
une forme normale unique grace a des méthodes de réécriture, nous allons étre amenés a définir
extensionnellement une notion de forme normale, par un ensemble de régles de typage contraint.
Le but cherché sera de réduire les possibilités d’n-conversion afin de trouver un représentant
canonique de chaque classe d’équivalence de termes modulo 37. La normalisation par évaluation
nous permettra d’obtenir effectivement ce représentant.

Je m’intéresserai donc surtout dans la suite a la théorie équationnelle engendrée par ces neuf
regles 7. L'équivalence engendrée par cette théorie est appelée la 3n-équivalence, que 1’on no-
tera =g,. Elle peut étre résumée par I’ensemble de regles présenté figure 2.2 page suivante.

Quelques lemmes de 3n-équivalence

Nous allons tout d’abord montrer 1’équivalence du systéme de réécriture 3n présenté plus
haut avec celui ot la regle 17 est remplacée par la régle 1/, suivante, qui va nous permettre de
simplifier un peu les notations :

', case (t, x1. (h (in1 x1)), x20. (h (inp x3))) = ht

On appellera =g, I'équivalence associée. Nous allons montrer que nous pourrons la plupart
du temps utiliser indifféremment 14 ou 17/, .

Proposition 2.5

— Laregle de réécriture 1/, se déduit de n; (méme orientation)

— Laregle de réécriture n4 se déduit des regles n’+ et 3_, (méme orientation pour 7 et n’+)
On peut donc en déduire que t =g, t’ équivauta t =g, t' (o t et t’ sont des termes quelconques)
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r-t:r k-t T T ' ti=t:T N th=tz:7
FFt=t:v r-+t=t:v Ik ti=t3:7
FE=t:1
Fret=(:1
' t1:m ' th:m . ' t:m X1
. (i=12) . .
I+ (proji (t1, t2)) =ti: T '+ t=((proj1 t), (projo t)): 11 X 1o
r,x:Tll—tZT rl—tliTl Fr-t:m —»1
, —Th . — (x & FV(1))
Fl—((Ax.Tl.t)tl)—t{l/x}.T TFt=v:m.(fx):m—7
Frktim—1 reth=t:m Mx:m Ft=t:1
FeE(tt)=(t1t):7 e Ax:m.t)=Ax:m.t'):m — 1
ret:0 TkEtH:7
N 1L.(t)=+t:7
rFf:T]‘ Mxi:m Fti:t (i=1,2) )
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I' b+ case ((in;”2 t), x1: 7. t1, X2 To. t2) =t [t/x]} T

Fr-t:m+mn Nx:m+m kFt:T
I' b case (t, x1:1. [(1’”?@ xl)/x}, Xyt Ty [(in?’“ xz)/xD =t [t/x} T

FIG. 2.2 — Théorie équationnelle du A-calcul simplement typé avec type somme et type vide.
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Démonstration :
» 1y = 1’y : Ilsuffit de choisir ' =h x

» f_n', = n4: Ilsuffitde prendre h = Ax. ¢/ [

En faisant I’abus de notation présenté page 47, nous pouvons écrire également la regle n’/
suivante :
'y case (t, (hoiny), (hoiny)) = h t

Ici (comme apres), f o g représente le A-terme Ax. f (¢ x) (avec x ¢ FV(f g)). Encore une
fois, la théorie engendrée est trivialement la méme. Dans la suite, nous ne distinguerons plus les
regles ny, n', et 1’| lorsque nous parlerons de régles équationnelles (non orientées).

Nous allons maintenant montrer quelques conséquences des regles de 3n-équivalence. Il s’agit
de montrer quelques formules qui nous seront utiles dans la suite. Remarquons qu’elles sont as-
sez intuitives, mais leurs preuves a partir des regles 37 ne sont pas si évidentes. Ces exemples
donnent une idée des difficultés pour écrire une fonction d’n-réduction ou bien un test d'n-
équivalence.

Lemme 2.6
case (case (t, iny o hy, inyoha), f, §) =pn case(t, fohy, gohy)

Démonstration :
Appliquons la regle ', a h = Ay. case (case (y, ini o hy, inp o hz), f, g).
On obtient
case (t, hoiny, hoiny) =g, case (case (t, iny o hy, iny o ha), f, g).

avec hoiny = Az. case (case (iny z, inyohy, inpohy), f, )
—p,, Az case (in1 (M1 z), f, §)
— B AZ.f (hl Z) :ﬁnthl

(de méme h o iny = g o hy) ]

Lemme 2.7
(f (case(t, x1.t1, x2. £2))) =py case (t, x1. (f t1), x2. (f t2))
((case(t, x1. t1, x2.tp)) t') =py case (t, x1. (t1 '), xp. (t2 t'))

Démonstration :
— Pour la premiére égalité, poser i = Ax. (f (case (x, x1.t1, xp. tp))) et appliquer la regle
n’,, puis B-réduire.
— Pour la deuxiéme, procéder de fagon analogue.

Lemme28 Six; € FV(') (i=1,2):

case (t, x1. t/, xo. t') =gy t/
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Démonstration :
C’est une conséquence directe de la régle .. [ |

Lemme 2.9

case (t, x. case (t, x1. t1, x2. t2), y. u) =gy case (t, Xt [x/xl}/ y. u)

case (t, x.u, y. case (t, x1. t1, x2. t2)) =gy case (t, xX.u, y. by {y/xZD

Démonstration :
Pour la  premiere  égalité, il  suffit  d’appliquer 1n/, a h =
Ay. case(y, x.case (y, x1.t1, x2.t2), y. u) et de B-réduire. La preuve de la deuxiéme est
analogue. |

Lemme2.10 Six € FV(f)etx; € FV(t) (i=1,2):
case (t, x. case (t', x1. u1, xp. up), y. u)

=pn case (t
case (t, y. u, x. case (t', x1.uy, x3.up))

=gy case (t', xy. case (t, y. u, x. uq), xp. case (t, y. u, x. uz))

!, x1.case (t, x. uy, y.u), xp.case(t, x.uy, y.u))

Démonstration :
Pour obtenir par exemple la premiere égalité, il suffit par exemple d’appliquer la regle i/, a
h = Az. case (t', x1. case (z, x. uy, y.u), xo. case (z, x. up, y.u)), puis appliquer le lemme 2.8
|

2.2 Sémantique du A-calcul simplement typé

Tout programmeur connait la nécessité pour un langage d’avoir une sémantique précise, que
ce soit par exemple pour assurer un comportement prévisible aux programmes et réduire par la
les possibilité d’erreurs, ou bien encore pour qu'un méme programme ait le méme comportement
sur des systémes différents ou s’il est généré par différents compilateurs.

Il existe essentiellement trois fagons de définir la sémantique d'un langage :

— la sémantique opérationnelle décrit pas a pas I'exécution du programme appliqué a ses

données,

— la sémantique dénotationnelle associe a chaque programme un objet mathématique,

— la sémantique axiomatique décrit les propriétés vérifiées par le programme a chaque étape

de son exécution.

Pour l'instant nous allons nous intéresser a la sémantique dénotationnelle. Le principe consiste
a donner une interprétation mathématique des termes et des types. L'image de cette fonction
d’interprétation sera appelée modéle du langage.

Nous allons étudier ici plus précisément les modeles catégoriques du A-calcul. Le principe
consiste a interpréter un type T par un objet [7], un contexte I' comme le produit de ses types,
et un jugement de typage I' F t: 7 par une fleche entre [ et [7], notée [T F ¢:7]. Une
sémantique doit vérifier une condition essentielle, appelée correction [ > soundness | :

correction: pour toutjugement de typagel" F f:7,si
t=pgyt'alors[I' - t:7] =T F ' :1]
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Nous verrons que les catégories répondant a cette condition sont les catégories bi-cartésiennes
fermées.

En fonction des propriétés a prouver sur le langage, il peut étre intéressant de choisir le mo-
dele le plus adapté. Pour ce faire, on choisit généralement une notion d’equivalence observation-
nelle léquivalence observationnelle, et ’on dira que le modéle est correct vis-a-vis de cette notion
si I'égalité des interprétations de deux termes implique I'équivalence observationnelle. Récipro-
quement, si ’équivalence observationnelle implique 1'égalité des interprétations, on dira que la
sémantique est compléte. Une sémantique correcte et complete est dite complétement abstraite
vis-a-vis de cette notion d’équivalence observationnelle.

2.2.1 Modéle des A-termes

Pour obtenir une sémantique complete et correcte (pour la 31-équivalence), on peut tout sim-
plement quotienter ’ensemble des A-termes par la relation d’équivalence associée a la théorie 37,
de sorte que tous les termes 317-équivalents soient interprétés par la méme fleche. On parle par-
fois de modele syntaxique. Nous allons définir plus précisément cette catégorie et montrer que
c’est une catégorie bi-cartésienne fermée.

Intéressons-nous d’abord au cas du A-calcul sans somme. Nous allons I'interpréter dans une
catégorie définie de la maniére suivante :

Définition 2.11 (A «15,) Soit A1, le graphe dont les objets sont les types du A-calcul sim-
plement typé avec paires et unité, et dont les fleches entre deux objets A et B sont les classes
d’équivalence modulo 1-équivalence des A-termes de type A — B dans le contexte vide.

Notations : Pour tout entier n supérieur ou égal a 3, et pour tout n-uplet (A, ..., A,) d’objets
d’une catégorie, on note Aq X Az X ...A, 'objet (...(A1 X Ap) X ...A;) (parenthésage a gauche).
Les n-uplets seront donc également parenthésés a gauche.

On note T'* la conjonction des formules d'une liste I' de formules. Si T est vide, I'’* = 1.

On note [M] la classe d’équivalence du A-terme M modulo B1n-équivalence.

Nous allons interpréter un type par un objet de A, 4g,, un contexte I' par l'interprétation du
type I'* etun séquent I' + t: 7 par la fleche [Ax : I'*. t]. Notamment un séquent F f: T sera
interprété par [Ax : 1. t].

Proposition 2.12 A3, est une catégorie

Démonstration :

— Pour chaque objet 4, il existe une fleche id 4 de A vers lui-méme qui est [Ax. x]

- Soient f: C — D, g: B — Ceth: A — B trois fleches de A, 14,
Soient F et F’ deux éléments de la classe d’équivalence f, G et G’ deux éléments de g, et
H un élément de h.
La composition dans A1, est définie par f o ¢ = [F o G].
On vérifie que [Fo G| = [F' 0 G/].

—idpo f = [(Ax.x)oF] = [F] = f

- deméme: foidc = f

— composition :

(fog)oh = [FoGloh
= [(FoG)oH] car FoG estun représentantde f o g
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= [Fo(GoH)] (associativité en A-calcul)

= fo(goh)

Nous allons montrer que ce modéle est une catégorie cartésienne fermée.

Théoréme 2.13 A4, est une catégorie cartésienne fermée.

Démonstration :
» Terminal: Le type 1 est terminal. Pour tout type A il existe une unique fonction 'A (a
Bn-équivalence pres) de type A — 1 qui est !A = [Ax. ()] L'unicité vient de la regle .
» Produit: Le produit est x (type produit), 711 et 7, sont les classes des projections proj; et
projs.

A

A<7A><B*>B

Onprend < f,¢ >= [Ax. (F x, G x)] (que l'on notera h, F et G étant des représentants de
fetg)etl'onvérifieque moh = fetmoh=g
Reste a montrer 1'unicité d’un tel k. Pour cela supposons que la fleche 1’ : C — A x B vérifie
moh' = fetmoh' =g.Onaalorsh = [Ax. ((projio H') x, (proj,oH') x))] etdonch = h’
grace a la regle 17 (ou H' est un représentant de la classe '.)

» Exponentielle :

C C x Af*>B
lh hxidl /
eval

BA BAx A

Pour tous les objets A et B, 'objet B est le type A — B et la fonction eval est la classe
de Ap. ((proj1 p) (proja p)). Pour h, on prend la classe de Ay. Az. (F (y, z)) (ou F est un
représentant de la classe f). On vérifie que le diagramme commute :

(Ap. (proj1 p) (proj2 p)) o (Ax. ((Ay. Az. F (y, z)) (proj1 x), id (projz x)))]
(Ap. (proj1 p) (projz2 p))o (Ax. (Az. F ((proj1 x), z)), (proja x)))]

[
[

= [Ax. (Ap (Proh p) (proj2 p)) ((Az. F ((proj1 x), z)), (projz x))]
[Ax. (Az. F ((proj1 x), z)) (proj2 x)]

= [M.F ((th x), (projz x))]

= [Ax. F x] (regle nx)

= [Fl=f

Pour vérifier 'unicité de h, supposons que ' : C — B# (dont un représentant est H') vérifie
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eval o (h' x id) = f.On a donc

f = [@p.(projr p) (proja p)) e (Ax. (H" (proji x), (proja x)))]
= [Ax. (H' (proj1 x)) (projz x)]

Donc

h = [Ay.Az. F (y, z)]

= [Ay. Az. (Ax. (H' (proj1 x)) (proj» x)) (v, z)]
= [Ay.Az. (H y 2)] =1

Etendons maintenant ce résultat au A-calcul avec somme :

Définition 2.14 On appelle Ay 10, le graphe dont les objets sont les types du A-calcul sim-
plement typé avec produit, co-produit et unités, et dont les fleches entre deux objets A et B sont
les classes d’équivalence des A-termes de type A — B modulo 3n-équivalence.

On gardera la méme notation que précédemment pour les classes d’équivalence.
Proposition 2.15 A, | 10p, est une catégorie

Démonstration :
Méme preuve que pour la proposition 2.12 page 54. u

Théoréme 2.16 A, 10, est une catégorie bi-cartésienne fermée.

Démonstration :
Il reste a vérifier les propriétés de 'objet initial et de la somme.

» Objet initial : Le type O est initial. [Ax : 0. L 4(x)] est'unique fleche entre 0 et A.

» Somme : Lasomme est + (type somme), i1 et ip sont les classes des injections inj et irny.

On prend (g) = [Ax. case (x, F, G)] (que l'on notera h, F et G étant des représentants de f et
g.) etl’on a bien ho [in]] = f et ho [iny] = g d’apres les régles 341 et f4,. Pour montrer
l'unicité, supposons qu’une fleche i’ : A + B — C vérifie h' o [iny] = f et h' o [iny] = g. On
aalors h = [Ax. case (x, H' oiny, H oiny)] et donc h = h’ d’apres la regle n/, (ot H' est un
représentant de la classe '.) |
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2.2.2 Les biCCC modeéles du A-calcul avec somme

Nous avons trouvé une (bi-)CCC particuliére modele du A-calcul. Nous allons maintenant
montrer que n'importe quelle catégorie (bi-)cartésienne fermée peut étre un modele du A-calcul.
Ftant donnée une interprétation Z(.) des types de base dans une biCCC €, on notera Z[7]
l'interprétation d"un type 7 induite par la structure bi-cartésienne fermée. A savoir :
Z[0] = Z(0) (0 type de base)
I[[l]]:l, I[[T]XT2]]:I[[T]HXI[[T2H
[t — o] = I "
Z[o] =0, Z[m+ 1] =ZI[n]+Z[r]

Etendons maintenant cette interprétation aux contextes, comme auparavant :
Z[r) = Z[r*]

et notons Z[I" - ¢ : 7] le morphisme Z [l — Z[ 7] de € interprétant le jugement I' - ¢ : 7. (Pour
plus de détails, voir [60, 25, 79])

On peut donner une sémantique du A-calcul simplement typé dans n'importe quelle biCCC
de la maniére suivante (voir le livre de Lambek et Scott [60]) :

[x1:7,...cx0n:m b xi:y] = m
[T At — 1] = A([Mx:m F t:1])
ﬂ'_l“ F t tz:Tz]] = evalo([[l" H t1: 1T —>T2]], [[F F tz:’l’]ﬂ>

On peut étendre ceci en une sémantique du A-calcul simplement typé avec produit et unité en
ajoutant les clauses suivantes :

[[F H (i’l, tz):’l'l ><"L'2]] = <[[F - tllTlﬂ, [[F H t2:’1’2]]>
[T F proj; t:1] = mo[l F t:1 X 13]
e 01 = 7]

Pour le A-calcul avec type somme et produit, on peut étendre cette interprétation dans une
biCCC en ajoutant :

[TFin; t:m4+m] = ol b t:1]
[[F, xX1:1 F tli’T]]
[ . . : =
[T F case(t, x1.t1, xp.t2) : 7] ([[F, it b bl

oy o <Zd[m], [F F ot T + T2]]>

[T F Le(t): 7] iZ[t]o[r F t:0]

ouy:(Ax (B+C))— ((AxB)+ (A xC)) est'isomorphisme de distributivité.
Dans la section suivante, nous prouverons notamment que I'on définit bien ainsi une séman-
tique. Nous pouvons, en particulier, choisir la catégorie cartésienne fermée libre engendrée sur
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les types de base. En fait, on peut méme montrer que cette catégorie est isomorphe a A 1041,
comme nous le verrons dans la section 2.3.

2.3 Isomorphisme entre A 105, et la biCCC libre

Dans cette section, je vais montrer que le modele des A-termes est isomorphe a la catégorie
bi-cartésienne fermée libre engendrée sur les types.

2.3.1 Sans co-produit

Définitions

Définition 2.17 On appelle £ la catégorie cartésienne fermée libre engendrée a partir de 1’en-
semble des types de base.

Remarque 2.18 On peut établir de maniére triviale une bijection entre les objets de A 13, et ceux
de £. On considérera donc dans la suite que les objets des deux graphes sont les mémes.

Les isomorphismes sont les mémes

En décrivant le modele des A-termes page 54, nous avons en fait associé a chaque fleche de £
une fleche dans A, 1g,. Pour montrer 'isomorphisme entre £ et A, 13y, il nous faut montrer que
cette association est un foncteur bijectif. Nous allons définir plus formellement cette fonction (ou
plutét sa réciproque) puis nous allons montrer que c’est un foncteur, puis qu’elle est bijective.

Afin d’étre plus proche des catégories et donc de simplifier un peu les calculs, nous allons don-
ner la sémantique des jugements de typage en passant par l'intermédiaire des arbres de preuves
de la déduction naturelle, et nous allons utiliser un systeme de reégles de typage légérement dif-
férent de celui de la page 48 : nous allons introduire des regles structurelles, affaiblissement et
permutation, qui correspondent respectivement dans les catégories aux projections et aux iso-
morphismes de commutativité, comme nous le verrons plus loin. Plus précisément, nous gardons
les regles de la figure 2.1 page 48 en remplacant seulement la regle axiome par les trois regles

suivantes :
x:tFx:1t
e t:1 F,y:T,x:a,F’l—t:Cperm
F,x:o*l—t:fra{f Mx:oy:7, "E¢t:C

11 est facile de vérifier que le nouveau systéme d’inférence obtenu est équivalent au premier,
dans le sens ot1 il permet de typer exactement les mémes termes. On peut remarquer que contrai-
rement au premier, ce systéme permet d’écrire plusieurs dérivations de typage pour le méme
A-terme, qui different uniquement par la position des régles structurelles. C’est cette propriété
qui nous sera utile. Il sera notamment possible de placer toutes les regles structurelles immédia-
tement sous les axiomes.

On va donc commencer par définir une fonction (que I'on notera @) qui associe a un arbre de
preuve du calcul des séquents de conclusion I' - A une fleche de £ entre I'* et A. La définition de
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la fonction entre A, 14, et £ découlera directement de cette définition. On la notera également @.

SiT est vide, la définition de @ pose un probleme. Pour le résoudre, on pourrait associer une
fleche entre 1 et A aux séquents de la forme F A ce qui conduirait a séparer a chaque fois le
cas otl " est vide. On pourrait aussi associer a Ay,... A, F A une fleche entre 1 x Ay x ... Ay
et A. Mais ces deux solutions compliquent beaucoup les calculs. On va plutdt remarquer que si I’
n’est pas vide a la conclusion, alors il existe une preuve du méme séquent dans laquelle tous les
séquents ont au moins une hypothese. Il suffit de « faire remonter » les reégles d’affaiblissement.
Nous verrons plus loin que les preuves qui nous intéressent ont une hypothese a la racine. On
ne s’intéressera donc dans les pages qui suivent qu’aux preuves dans lesquelles tous les séquents
ont au moins une hypothese.

Définition 2.19 Soit TT un arbre de preuve du calcul des séquents de conclusion I' | A, dans
laquelle tous les séquents ont au moins une hypotheése. @ (TT) est une fleche de £ entre ' et A
définie par induction sur la structure de IT.
Pour les preuves de profondeur 1, on a deux possibilités :

- O(AF A)=idy

- O F 1) =IT*
Pour les autres cas, on appellera IT; et éventuellement IT, et T3 les sous-arbres obtenus en enle-
vant la derniére regle de TT, dans 'ordre donné par la reégle. On définit @ (TT) en fonction de la
derniere régle de IT :

"'+ B
“Tarpf
®(TT7) est une fleche entre I'* et B. On prend @ (1T) = ®(TT;) o my
rX
7’ (M)
X -
I xA o B
Ir,A,B,A + C
-2/ = -~ perm
I''B,ALAF C

On prend @ (TT) = @(T1y) o i, ot i est 'isomorphisme canonique entre I'* x A x B x A*

et X Bx A xA*.
A F B
— —7T
' A—B
®(TTy) est une fleche entre ' x A et B. On prend @ (IT) = A(®(TTy)) 'unique fleche entre

I et B4 qui fait commuter le diagramme de I’exponentielle.

D(TT
M M x A, p
cp(n)l (D(I'[)xidl/
eval
BA BAX A
_TFATFB,
r- AxB I

®(TTy) est une fleche entre ' et A et @ (TT,) une fleche entre I'* et B. On prend pour @ (TT)
I'unique fleche entre ' et A x B qui fait commuter le diagramme du produit. @ (IT) =
(@(TTy), @(TT2))
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r><
©(TT7) q)iﬂ)x(iz)
A~ AxB——B

_r-A-B THEA_
'+=B
®(TT1) est une fleche entre I'* et B4 et ®(TT,) une fléche entre I'* et A. On prend pour
@ (TT) la fleche eval 4 g o (@ (TT1), @(TT)) (entre ' et B).

o (T
ks ( )/B
BAx A
_I'FAXB
r-a °H
@ (TT;) est une fleche entre I'* et A x B. On prend pour @ (IT) la fleche 71; o @ (TTy) (entre
' et A).
r><
o (I
m \L‘D(ﬂl)
A=<~ AXB

- m o O(TTy) pour Xy

Le lemme suivant nous permet de voir que I'on définit bien ainsi une interprétation pour les
jugements de typage. Il est facile de voir que c’est exactement celle présentée a la section 2.2.2.

Lemme 2.20 SiIT et IT" sont deux arbres de typage du méme A-terme, alors @ (TT) = @ (TT).

Démonstration :

IT et TI' ne different que par la position des regles structurelles (affaiblissement et permu-
tation). On montre que 1’on peut remonter les regles structurelles jusqu’en haut, et on utilise
ensuite la canonicité de la fleche entre ' x A x A* et A. La preuve est exactement identique
dans le cas des affaiblissements et des permutations. On notera I'" le contexte obtenu a partir de
I" apreés affaiblissement ou permutation. On notera « la fleche 711 (dans le cas d"un affaiblisse-
ment) ou i (dans le cas d'une permutation). Montrons que les régles structurelles « traversent »
toutes les autres vers le haut sans changer I'image de la preuve par @ :

> Regle —:
I, A+-B
M—q ————— struct
r-A—B ", A+ B
————— struct I
"M+ A—B — M+ A—B

O(T) = A(D(TT))oax — () = A(DO(TTy 0 (a X id)))

Or A~YA(D(TTy)) o) = eval o (A(D(TTy)) x id) o (a« x id) = A(D(TMy)) o (a x id) Donc
O(TT) = O (1T")
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> Reégle x;: (O(TTy), @(TTp)) oax = (O (TTy) o ax, O(TT3) 0 )
» Regle —p: eval o (O(TT), (M) o ax = eval o (O (TTq) o a, D(TTy) 0 )
>Régle XE1: (71'10(1)(”1))00(:7'[10((1)(”1)00()

> Regle Xy : idem [ |

Lemme 2.21 SiIT et T’ sont deux arbres de preuve n-équivalents, alors @ (TT) = @ (TT').

Démonstration :
I s’agit de montrer que pour chaque régle, on obtient la méme chose avant et apres réduc-
tion.

> Regle B_, : Cherchons la fleche associée a I'arbre TT suivant :

M .
I

TF (Ax.b):A— B M,
Ik (Ax.b) a:B

—E

La fleche associée a TT par la définition précédente est @ (TT) = eval 4 g o (A(D(TT1)), @(TT2))

O(TT O(TT
e (M) A PX % A (1) B
A(D () conl g
BA BAx A

Il faut montrer que @ (IT) = ©(TTy) o (idpx, ©(TT7))
Ce qui se déduit de I'égalité @ (TT;) = evaly g o (A(D(TT1)) X idy)

> Regles Bx1 et Bxa: Cherchons la fleche associée a ’arbre IT suivant :
M Tl

It (a,b): AxB
I+ proji(a,b): A

X

XE

La fleche associée a TT par la définition précédente est 7y o (@ (TTy), @ (1)), qui est égale a
®(TTy) (propriété du produit).

r><

@(TTy) (172

A'?AXB?B

Le deuxiéme cas est quasiment identique.
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> Regle n_, : Cherchons la fleche associée a I’arbre IT suivant :

aff
perm

x:AF x:A
AT FHXx A M
x:AF x: A Nx:AFF:A—
Nx:AF (F x):B
'+ Ax. (F x):A— B

el f
a
I_‘/ B —E

La fleéche associée a IT par la définition précédente est :

/\(EUQZA,B o <(D(n1) O 711,711 © <7'L'2, 7'L'1>>) /\(evalA,B 0] (d)(ﬂl) X ldA))
= AATH(@(M)))

= ©O(Th)

> Regle 1 : Cherchons la fleche associée a I'arbre T suivant :

T Ty

- XE : X
' proj; x: A Fl—pro]zx:BX
I

I+ (proji1 x, proj, x): AXB

La fleche associée a TT par la définition précédente est @ (TT) = (7r; 0 @(T1y), 7 0 ©(TTy)) =

O (TTy)
=
O (I1q)
/ ! \

» Regle 71 : Sillapour conclusion ' F t:1,1a fleche @(TT) va de I'’* a 1. Par unicité d'une
telle fleche, @(TT) = ®(I" F ():1) [

Définition 2.22 Soit @ la fonction a valeurs dans £ définie sur la catégorie A, 14, par :
— Pour tout objet A de A, 45, P(A) = A
- Soit f : A — B une fleche de A 13,, et F un représentant de f, que I'on peut supposer de
la forme Ax. F/ (quitte a faire une n-expansion).
On appelle T un arbre de preuve correspondant a F, sans la derniére regle (—), et I'on
pose @(f) = O(TT).

Cette définition est valide parce que la conclusion de TT a au moins une hypothese. Elle est
indépendante du choix du représentant F d’apres le lemme 2.21 page précédente.
Proposition 2.23 @ est un foncteur entre A .15, et £.
Démonstration :

Soient f : A — Betg: B — C des fleches de A 13, et F et G des représentants de ces deux
classes respectivement, que 1’on supposera étre des A-abstractions.
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— On vérifie que @ (f) : ®(A) — @ (B) (trivial)

- ©(idy) = id 4 (trivial)

— Cherchons la fleche associée a g o f. Par définition, go f = [GoF| = [Ax. G (F x)].
On peut supposer F et G en forme normale de téte. L’arbre de preuve IT associé est le

suivant :
1Ty
. . - perm + aff
”2 - perm+aff X.A,y A}_F/ —
A y:BEG:C x:AFx:A x:AFF:A—B
x:AF G:B—C x:AF (Fx):B

x:AF G (Fx):C

ot Iy et IT, sont les arbres de preuves associés respectivement a F et a G.
Notons o = ®(f) et 3 = ®(g). Par définition de @, ona o = O(TTy) et B = @ (T1). On
veut montrer que ®(IT) = foa.

La fleche associée au sous-arbre A - A estidy.
La fleche associée au sous-arbre de racine A - A — Besth; = A(ao mp)

o7y

A AXxA—>B
]’l] thidA e‘(]alA 5
BA BAx A

La fleche associée au sous-arbre de racine A F B est la fleche evaly g o (hy,idy) =
evaly po (hy X idy) o (id,id) = a0 my o (id, id) = «.
La fleche associée au sous-arbre de racine A + B — C estla fleche iy = A(B o m).

A AxB T ¢
hz thidB
evalg ¢
CcB CBxB
La fleche associée a 1T est la fleche
evalg co (hy, ) = evalgco (hy xid)o (id, x)
= Bomolida)

= [300(

Théoréme 2.24 Les isomorphismes de A .15, sont exactement ceux de £.

Démonstration :
Ax1pn est une catégorie cartésienne fermée (d’apres le théoréme 2.13 page 55) donc tous



64 CHAPITRE 2. MODELES DU A-CALCUL

les isomorphismes des catégories cartésiennes fermées sont des isomorphismes de A 4g,. La
réciproque découle directement de I'existence du foncteur ®. |

Les catégories sont isomorphes

On peut méme aller plus loin et montrer que les catégories sont isomorphes en montrant
que @ est une bijection. Pour cela, on définit une fonction ¥ en suivant la démonstration de la
propriété 2.12 page 54 et du théoreme 2.13 page 55 et on montrera que @ oW =idetVWo @ =id.

Définition 2.25 Soit ¥ la fonction définie par induction sur la structure de £ par :

- Y(idy) = [Ax: A. x]

_ S1W(f) = [F] et ¥(g) = [G] alors ¥(f og) = [Fo G|

_ w(14) = . ()]

— Soient f: C — A et g: C — B deux fleches de £. Si ¥(f) = [F] et ¥(g) = [G], on pose
Y((f,g)) = [Ax. (F %, G x)], ¥(m) = [proja] et ¥(m) = [proja).

— Soit f : C x A — B une fleche de £. Si ¥(f) = [F], on pose ¥(A(f)) = [Ay. Az. F (y, z)]
et W(evalp,) = [Ap. ((proj1 p) (proj2 p))]

Cette définition est valide parce que £ est une catégorie cartésienne fermée.
Notation: On pourra noter ¥(f) un représentant quelconque de la classe ¥(f).

Proposition 2.26 Y est un foncteur.

Démonstration :
L'image d"une fleche de £ est une fleche de A .4 g,, entre les mémes objets. La restriction de
Y aux objets de £ est I'identité. L'identité est préservée. Reste a montrer que ¥ préserve aussi
la composition, ce qui est vrai car ¥(f o g) = [F o G] = [F] o [G]. |

Notation : On notera A(x, y). M le terme At. M {(P”Ojl t)/x, (proja t)/y}. Comme d’habi-
tude, on parenthésera les n-uplets a gauche, et on étend la notation :
A((x1, %2),x3...). M= A(x, x3...). M [(th %) [y (PTO2 x>/x2}-

Théoréme 2.27 Les catégories £ et A4, sont isomorphes.

Démonstration :
» Montrons @ oW = id par induction sur la structure de £. (On garde les notations de la
définition de ¥.)
- O(W(idy)) = O([Ax. x]) = idy

!

[FoGl))

[F]o[G])

[F]) o @([G]) car @ est un foncteur
g par hypothese d’'induction

O¥(feg)) = o
= O

= Q)(
fo

- ©(¥(14)) = O([Ax. ()]) =!A
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- O(W((f,8))) = ©([Ax. (F x, G x)])

Ty 1T,
+ aff + aff
x:C y:CFF.aAPemTa x:C y:CrF G .gPremTa
x:CFx:C x:CHF:C—>A x:CFHx:C x:CHG:C—B
x:CF Fx:A x:CF Gx:B

x:CF (Fx,Gx):AXB
La fleche associée a cette preuve IT est
(evalc 4 o (h1,idc), evalc,p o (hy,idc))

ou hy vérifie evalc 4 o (hy X idc) = @ (T1q) o 7y et hy vérifie evalc 4 o (hy x idc) = O (TTy) o
7.
Or m o (id,id) = id, donc en composant les deux précédentes égalités par (id,id) a
droite, on obtient que la fleche associée a TT est (@ (TT1), @ (TT3)), qui est égale a (f, g) par
hypothese d’induction.

- ©(¥(m)) = O([proji]) = m et ®(¥(m)) = ©([proj2]) = m

- ©(Y(A(f)) = ©([Ay- Az. F (y, 2)])

1Ty

ff ... ... ff
y:C,z: A, x:CxAt+ F:B perm+a y:C,z:AF y:C aff y:C,z:AkF z: A perm-+a
y:C,z:AF F:CxA—B y:C, z:AF (y,2z):CxA
y:C,z:AF F (y,z):B
y:C+F Az.F (y,z):A—B
La fleche associée a cette preuve est 'unique / telle que
evalgpo (hxids) = evalcyap o (h,idcxa)
(car (7, mp) = idcx o) ol by est I'unique fleche vérifiant
evalcxap o (h1 X idcxa) = @(My) o m
D(TT1)o
Cx A (Cx A) x (Cx 4y
h1i \ \L /
evalCXA,B
BCxA B4 x (C x A)
C CxA——B
|7
BA BAx A
Or my 0 (idcxa,idcxa) = idcx 4 done
O(My) = evalcxapo (h xidcxa)o (idexa,idexa)

= evalcyppo (h,idcxa)
= evalA/B o (h X idA)
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= AT

Par hypothese d'induction @ (TT;) = f, donc h = A(D(TTy)) = A(f).

- ®(Y(eval)) = ©([Ap. ((proji p) (proja p))]) = eval o (m, ) = eval
» Montrons W o @ = id: Soit f une classe d’équivalence, et F un A-terme de f.Si F = proj,
Y(O(f)) = ¥(m) = [proj1] = f. idem pour 7. Sinon, soit T I'arbre de dérivation de F sans
la derniere regle (—;). On fait une induction sur la structure de TT (en gardant les notations
de la définition 2.19 page 59) pour montrer que I'image par ¥ o ® d'une preuve de conclusion
e M:A@ul=(x1:A1,...,, Xn: Ay)) estla classe du A-terme A(xq,...,x,) : T M.

Le cas ot I" est réduit a une seule formule correspond au résultat cherché.

Y(D(A F A)) =Y(idy) = [Ax. x]

- WO - 1)) =¥(Ir*) = [Ax. ()]
'_7]\4 aff
A+ M:
v(@(m) = ¥(@(M)om)
= Y(DO(TTy)) o¥(m ) car ¥ est un foncteur
= [AX:T*.M]o[proji] ou X = (x1,..., xn)
= [A(X,x):T* x A. M]

Y(o(IT) = Y(O(TT))o¥(i)
[A(X1, voes Xi, Xj4 1, ooy X ). M] 0 W(i)
= [A(X1, s Xig1, Xiy ooy Xn) . M]

_ Ix:AF M:B
- Ax.M:A—B
‘1’(@(”)) [Ay. Az. ¥(@(TT)) (y,2)].
Or ¥Y(@(TTy)) = [A(X,x) : (I x A). M] par hypothese d’induction, donc ¥(®(1T)) =
[Ay Az. MY/x, Z/x]] [AX:T*. Ax: A. M]
r-M:A T N:B

- T'H (M, N):AxB

I

Yo () = Y((o(Mh), @(112)))
=[x (¥(0(Th)) x), (L(O(TT2)) x))]

= [Ax. ((AX:T*.M) x), ((AX:T*.N) x))] par hypothese d'induction
= [AX:T*. N)] par B-réduction et a-conversion
r- M:A—B FFN:A_,E
I~ (MN):B
Y(@(IM) = Y(evalapo (®(M), ®(TT2)))

Y(evaly p)o [Ax. (W(D(TT1)) x), (W(D(MTp)) x))] car ¥ est un foncteur
= [Ap- ((proji p) (proj2 p))]o [AX:T*. (M, N)]
[Ap- ((proji p) (proj2 p)) o AX:T*. (M, N)]
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= [AX:T*.(M N)]

_I'EM:AxB
I' = proj; M: A

XE1

Y(O(M)) = Y(mo®(My))

Y(rm) o W(D(TTq)) car ¥ est un foncteur
= [proj1]o [AX : T*. M]

= [AX:T*.proj; M]

(méme chose pour X g»)

2.3.2 Avec co-produit

Je vais maintenant prouver un résultat similaire en ajoutant le type somme et le type vide.
Définitions

Définition 2.28 On appelle £, 4 la catégorie bi-cartésienne fermée engendrée a partir de 1’en-
semble des types de base.

Les isomorphismes sont les mémes

Pour continuer, nous avons besoin de la proposition 1.40 page 38, qui définit deux isomor-
phismes ‘
5= (47" (AxB)+(AxC) = Ax (B+C)

idAXLZ
et
v = /\—1</\(L1O(712,711>§) o <7‘L’2, 7'[1> A X (B + C) — (A X B) + (A X C)

A(po{m, 1)

Nous allons maintenant étendre la définition de @ a tout A, 10g,. On commence encore une
fois par définir d’abord @ sur les dérivations de typage :

Définition 2.29 Soit IT un arbre de preuve du calcul des séquents de conclusion I' = A, dans
laquelle tous les séquents ont au moins une hypothese. @ (TT) est une fleche de £, + entre ' et
A définie par induction sur la structure de TT.

Les premiers cas sont identiques a la définition 2.19 page 59. On ajoute les quatre cas suivants :
r+o

_FIL_I—A
“TEa+p "
(0]

A Or (axiome intuitionniste) On pose @ (TT) = iA o O (TTy).
(TTy) est une fleche entre I'’* et A. On pose @ (TT) = ¢; o @(TTy).
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- 1p o O(TTy) pour +5.
_ILAFC T,BEC FI—A+B+
= C

(gggg) est une fleche entre (I'* x A) + (I'* x B) et C.

La fléche

y = /\_1((/\(L10<7'(2, 7Tl>)>)o<7'[2, 7.[1>

A(tz o (72, 711))
A(1 o (7, 711)

)
= EUﬂer,(FXXA)+(rXXB) © <(/\(L2 o (my, 1))

) o 7, 71'1>

vadel* x (A+B)a (Il x A)+ (I'* x B)

(Une catégorie bi-cartésienne fermée est distributive)

Enfin (idp~, ®(TT3)) est une fleche entre ' et I'* x (A + B).
On prend

o) = <$E23)0yo<idrx,®(n3)>

Lemme 2.30 SiTT et TT sont deux arbres de typage du méme A-terme, alors @ (TT) = @ (TT).

Démonstration :
II faut rajouter les cas suivants a la démonstration du lemme 2.20 :

> Régle +71: (L] o (D(ﬂl)) ox =10 ((D(ﬂl) OOC)
> Regle +p: idem

> Regle +p :
(M) = (ggl;) oy o (idp<, ®(TT3)) 0
o(IT') = (g&; Z Ez i zg> oy o (idpx, D(TT3) o )
(M) = (ggg;;) oyodo <2§Egizg) 0y o (idr, d(TT3) o )
= ($E23>oyo (axid)osoyo (idp, D(TT3) o a)
_ (ggg) oy o (idp, D(TT3)) o

> Regle O : (IAo®(TTy))oa=iAo (D(TT1) o) ]
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Lemme 2.31 Si [T et IT sont deux arbres de preuve fn-équivalents, alors @ (TT) = @ (TT).

Démonstration :
II faut rajouter a la preuve du lemme 2.21 page 61 les cas suivants :

» Regle 14 : Cherchons la fleche associée a I'arbre T suivant :

Ty
T xArhA+B—C T 2 AF im x:A+B m,

I,x:AF h (ing x):C Ix:BF h(ingx):C I'ka:A+B
I+ case(a, x.h (iny x), x. h (inp x)):C

M x A

@(ITy)orr \L %&

CA+B<—CATB x (A+B)——=A+B

evalg4p,co (D(IMy) o7y, 13 0 7)) .
o = ’ <, @
(ﬂ) (CUQZA+B,CO <q)(]—[1) 07,10 7T2> oyo <1dr s (n2)>
= 6’0ﬂlA+B,C ¢} ((D(T[l) X ldc) 0o oyo <idrx, (D(ﬂ2)>
evalpypco (P(TT), ©(TTy)) cardoy = id

Cherchons maintenant la fleche associée a 1’arbre TT’ suivant :

M, M,
r-h:A+B—C I''+a:A+B
r=(ha):C

O(T") = eval y 1 g,c o (@(TTy), D(TT))
> Regle B11: Cherchons la fleche associée a I'arbre TT suivant :

k!
IT1 IT2 Fl—inla:A—l—B
I' - case(iny a, f, g):C

+1

(M) = @223) oy o (idpx, 1 0 ®(TT3))
- @EES) oeval o <<222 . 2772 2;;) 011 0 ®(TT3), idp+)
N (2523) oeval o (A(y o (m,m))o ®(T3), idrx)
N @EE;D o ATH A 0 (m, m))) o (@(TT3), idpx)
- (EEB) oty 0 (my, m) o (@ (M3), idpx)
= O(Ty) o (idrx, ©(TT3))
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> Regle 315 : idem

T
> Reégle 119 : La fleche associée a I'arbre T = m est iA o @(TTy). Soit IT" un arbre
de preuve de conclusion I' = ' : A. La fleche ®(TT) o il'* a pour domaine 0 et co-domaine A.
Par unicité d'une telle fleche, iA = ©(TT") o il"*. Donc

iAo ®@(Ty) = O(TT) o il o O(TTy)

Or d’apres le lemme 1.42 page 41, i o ®(T1y) = idrx, ce qui donne le résultat recherché.

Définition 2.32 Soit @ la fonction a valeurs dans £, + définie sur la catégorie A 10, par:
— Pour tout objet A de Ay 1 10p,, P(A) = A
— Soient f : A — B une fleche de A 1105, et F un représentant de f, que I’on peut supposer
de la forme Ax. F/, quitte a faire une n-expansion.
On appelle IT un arbre de preuve correspondant a F, sans la derniére regle (—), et I'on
pose @(f) = O(TT).

Cette définition est indépendante du choix du représentant F d’apres la proposition précé-
dente.

Proposition 2.33 @ est un foncteur entre A, 10g, et Lo +.

Démonstration :
La méme que celle de la proposition 2.23. |

Théoréme 2.34 Les isomorphismes de A, 10g, sont exactement ceux de £, +.

Démonstration :
La méme que celle du théoreme 2.24. |

Les catégories sont isomorphes

Définition 2.35 Soit ¥ la fonction définie en ajoutant les cas suivants a la défini-
tion 2.25 page 64 :
— Soient f : A — Cetg: B — C deux fleches de £,,+. Si ¥(f) = [F] et ¥(g) = [G], on pose
‘P((g)) = [Ax. case (x, E, G)|,¥(u) = [in1] et ¥(1n) = [iny].
- Y(IA) = [Ax:0. La(x)].

Cette définition est valide parce que £, 4 est une catégorie bi-cartésienne fermée.

Proposition 2.36 V¥ est un foncteur.

Démonstration :
La méme que celle de la proposition 2.26. u
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Théoreme 2.37 Les catégories £,,+ et A, _10p, sont isomorphes.

Démonstration :

» Montrons @ oW = id: Ilne manque que les cas suivants a la preuve du théoreme 2.27 :
- O(Y(iA)) = D([Ax. La(x)]) =iA
— Soient F et G des représentants en forme normale de téte de f et g.

ou(1)) = (. ase(x, £, G))

8
)t

) oyo((idayp ida+p)
ol © 7'[2 . .

) oyo(idatp idatp)
Olp O 7'[2

OﬂzO(idX Ll)

AAAA
0Q “ 0Q “ 0Q % 0Q %
NEDARANED NG NG

, ) oyo(idatp ida+p)
om0 (id X 1)

id x 51 . .
070 (id " 12) oyo(idatp ida+p)

omodoyo (idayp,idayp)

N—— — 0

Ty 1>

aff+ perm aff+ perm

x:A+B, y:AF F:C x:A+B,y:BF G:C x:A+Bt+F x:A+B

x:A+B F case(x, F, G):C

- ®(¥Y(11)) = ®([ing]) = 11, de méme pour (5.
» Montrons W o ® = id: Ilne nous manque que les cas suivants :
rMAtr f:C I'BFg¢g:C I'a:A+B
- I' + case(a, f,g): C
W(@(IM) =¥ ((gin) o v o (idrs, D(TT3)))
:W(@EES))OW( ) o W({idrx, @(TT3))) car ¥ est un foncteur
— [Ax. case (x, R(O(Th)), W(O(TT)))]
[ - ((projy p) (projz p))]
x (LG M) 0 m) x), (proju )]
[Ax (x, ¥(@(T3)))]

E

o [ (AR ) (o) ), 2]

. "
o {Ax. (((Ay. case ( Y(A(n o (m, m))), )) (E(2(TT3)) x)) ’ x)]
Y(A(p o (m, m)))
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[ Y(0(M3)) x,
o | Ax. (case | W(A(y o (m, m))), ), x)]
L Y(A(z 0 (mp, m)))
[ Y(0(M3)) x,
o |Ax. (case | Ay. Az.¥(yo(m,m)) (y, z), |, x)
L Ay. Az. ¥(i 0 (mp, m)) (Y, 2)
[ Y(0(T3)) x

o | Ax. (case

Ay. Az. (ing o At. (projp t, proji t)) (y, z),
i Ay. Az. (ing o At. (proja t, proji t)) (y, z)

Y(0(TT3)) x,
o |Ax. (case | Ay. Az. (ing (z, y)), |, x)
_ et i (e )
= [Ax. case (x, Y((TTy ( M)))]
' W(0(TT;
o |Ax. (case | Ay. Az. zn1 (z, v)),
L )\y )\z zn2 (z, v )
= [Ax. case (x, E Y(D(TT7)))]

o | Ax. (case hoznl,
hoiny

avech = Ab. Az. case (t, w. inq

") ]

(z, w), w.ing (z, w))

= [Ax. case (x, ¥(D(TTy)), Y(O(TTp)))]

o[Ax. (b (Y(@(TT3)) x))

x| d’apres la regle 4
= [Ax. case ((h (¥(@(TT3)) x)) x, ¥(O(TTy)), (D (T,
= [Ax. case (Y(D(TT3)) x) x, u. ¥(D(TT1)) (x, u), u.

d’apres le lemme 2.6 page 52
D’apres I'hypothese d’induction,

B

(M2)) (x, u))]

W(D(TT)) = At TX X AL ff =gy At :T%. f

W(O(TTy)) = At:T* x B.g' =, At:T". g

Donc Y(@(T)) =
- Wo d([in])

=Y¥(u) = [im
- Y(@([Ax:0. L

a(x)]))

At T, case (a

Y(O(TT3)) = At: T*.a

| idem pour [in,].

=VY({A) =Ax:0. Ls(x)

2.3.3 Note sur la regle d’élimination du 0

, f, §) apres a-conversion et 1-conversion.

Jusqu’a présent, nous avons utilisé la regle d’élimination suivante pour le type vide :

' t:0
Nk L.(t): T

Il sera parfois utile, notamment dans le chapitre 5, de considérer une autre régle, dans laquelle

le terme ne conserve pas de témoin de I'inconsistance du contexte :
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'FHt:0
N 1r::7

Cette regle nous permettra d’avoir une seule forme normale de type 7 dans le cas d"un contexte
inconsistant. Cependant elle ne vérifie pas toutes les propriétés habituelles des regles de typage,
ce qui nous oblige a étre prudent. Par exemple, si 'ona T, x: 7" F t:7etquex ¢ FV(t),
on ne peut plus en déduire que I' ~ t: 7. Il suffit de considérer par exemple x: 0 F L::7
qui est un séquent valide avec la nouvelle regle. Avec I’ancienne, on aurait x : 0 F Lr(x):Tet
x € FV(Lt(x)).

Nous pouvons vérifier que certains résultats importants montrés précédemment restent vrais
avec cette nouvelle regle, notamment :

» Le lemme 2.31 page 69 est toujours vrai. En effet, d’apres le lemme 1.42 page 41, pour I incon-
sistant, I'* est initial, donc la fleche (@ (TT;)) entre I'* et 0 est unique.

» On pose W(iA) = [Ax : 0. L 4], etla démonstration du théoréme final reste la méme.
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Deuxieme partie

Isomorphismes de types avec somme

75






Chapitre 3

Isomorphismes linéaires en logique
linéaire

Résumé

Ce chapitre donne une caractérisation remarquable-
ment simple et élégante des isomorphismes linéaires dans
le cadre de la logique linéaire multiplicative, en utilisant
en particulier le critére de correction pour les réseaux de
preuves dil a Jean-Yves Girard.

OUS ALLONS commencer 1'étude des isomorphismes avec somme par le cas plus simple
des isomorphismes dits « linéaires », que nous allons étudier dans le cadre de la logique
linéaire multiplicative. L'étude des isomorphismes linéaires a un intérét par exemple

pour la recherche dans les bibliotheques de composantes logicielles. Ils correspondent aux iso-
morphismes entre des objets de catégories sites symétriques monoidales. On peut les voir égale-
ment comme les isomorphismes de types dans le systéme du A-calcul correspondant a la logique
linéaire intuitionniste multiplicative.

Sergei Soloviev a montré dans [78] que la théorie constituée des axiomes 1, 2, 3, 5 et 7 de la
figure 4.1 page 95 définit une relation d’équivalence sur les types qui coincide avec la relation
d’isomorphisme de types linéaire. Une preuve en théorie des modéles de ce résultat est présen-
tée dans [42]. Enfin il existe un algorithme tres efficace pour décider les isomorphismes linéaires,
présenté dans [4].

Plutot qu’étudier ainsi les isomorphismes linéaires de formules intuitionnistes, nous allons
nous intéresser dans ce chapitre, aux isomorphismes linéaires a l'intérieur du fragment multipli-
catif de la logique linéaire (MLL, Girard [50]), qui est le cadre naturel pour étudier les effets de la
linéarité.

Nous verrons que les isomorphismes dans MLL ne sont pas les mémes qu’en A-calcul linéaire :
MLL est un systéme plus riche, qui permet d’écrire des formules, comme A+ ® A, et des preuves
qui n’ont pas de correspondance en A-calcul linéaire. Nous entrons donc dans un monde plus fin.
Nous verrons qu'une conséquence particulierement intéressante de ce changement de point de
vue est que les axiomes des isomorphismes linéaires sont réduits a une forme remarquablement

77
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simple, a savoir 1’associativité et la commutativité pour les connecteurs logiques ® et ' de MLL,
et les axiomes triviaux pour les constantes.

Par exemple, si nous interprétons l'implication A — B du A-calcul linéaire par I'implica-
tion linéaire A —o B de la logique linéaire, qui est équivalente 8 A-$B, 'isomorphisme 1 —
A = A devient juste la regle de I'élément neutre L'?A = A. De le méme facon, la curry-
fication (A x B) — C =2 A — (B — C) devient simplement l’associativité du connecteur o,
a savoir (A1eBt)eC =2 At(eBLeC)et (A — (B—C) &2 B — (A — C)) devient juste
AL (BLeC) = BLe(ALwC), qui est une conséquence évidente de l'associativité et la commu-
tativité du .

Nous commencerons par rappeler dans la section 3.1 les principales définitions et propriétés
de la logique linéaire.

3.1 Lalogique linéaire

Je vais rappeler ici treés brievement quelques définitions de logique linéaire. Pour une intro-
duction complete, on pourra se référer a I’article fondateur de Jean-Yves Girard [50].

3.1.1 Les regles de la logique linéaire

La logique linéaire permet de donner a la logique une gestion plus rigoureuse des ressources
en interdisant la duplication et I’élimination d’hypotheses et de conclusions. La présentation ha-
bituelle de la logique linéaire utilise le calcul des séquents classique, duquel on a retiré les regles
de contraction et d’affaiblissement. Cette modification a pour effet de faire disparaitre I'équiva-
lence entre les présentations dites additive et multiplicative des régles des connecteurs V et A,
d’ot1 la nécessité de distinguer un V multiplicatif (« par », noté ’g), un V additif (« avec », noté &),
un A multiplicatif (« tenseur », noté ), et un A additif (« plus », noté @). Les atomes sont de
la forme A ou A'. La définition de la négation * est étendue a toutes les formules par les régles
suivantes :

(A%B)t = (At ®B') (A®B)' = (AbwBt)
(A®B): = (At&B')  (A&B): = (At @B

Les symboles 1, 0, T et L représentent respectivement les éléments neutres des connecteurs
®, @, & et 8. L'implication linéaire (—o) peut étre définie par A — B = A9B.

Des connecteurs ! et ? sont également utilisés pour réintroduire de maniére controlée l'affai-
blissement et la contraction. L'utilisation des connecteurs de la logique linéaire permet de décom-
poser I'implication intuitionniste en deux opérations plus simples : A — B correspond en fait a
!A —o B. En fait, !A signifie que 'on a A autant de fois que l'on veut. Il peut étre réutilisé ; ce
qui correspond a l'utilisation d’une hypothése en mathématiques, ou a une mise en mémoire en
informatique. Lorsque 1'on écrit A —o B, cela signifie que I'on a B, mais en utilisant A. Ensuite A
disparait.

Les regles de la logique linéaire propositionnelle sont rappelées sur la figure 3.1. Nous appel-
lerons MLL (sans constantes) le fragment constitué des seuls connecteurs multiplicatifs et MALL
(sans constantes) le fragment constitué des connecteurs multiplicatifs et additifs, toujours sans
les exponentielles. Nous allons nous intéresser ici au fragment MLL, d’abord sans, puis avec
constantes.
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FAA FALA
— ax —F cut
FAL A FAA
- A,B,A FAA FBA
- A%B, A FA®B,A A
FAA FBA FAA FBA
- A&B, A FA®B,A ! FA®B,A 2
A
1! TLat

(pas de regle pour 0) FT,A T

EA F2A,24A,A
FeAA Y TE2AA
FAA . FA?A
2aa 9T Tiaa P

FIG. 3.1 — Les regles de la logique linéaire.

3.1.2 Les réseaux de preuves

Les réseaux de preuve ont été introduits par Girard comme transposition en logique linéaire
de la déduction naturelle de la logique intuitionniste. Un réseau est un graphe particulier dont les
neeuds sont des formules de la logique linéaire.

Un réseau représente la preuve d'un séquent. Un avantage par rapport au calcul des séquents
est de supprimer tous les problémes de permutation de régles, ce qui réduit les indéterminismes
lors de la construction de la preuve.

Nous allons nous intéresser d’abord aux réseaux multiplicatifs sans constantes. Définissons
d’abord les structures de preuves.

Définition 3.1 (structure de preuve) Une structure de preuve (ou pré-réseau) est un graphe
dont les sommets sont des formules, construit a partir des liens suivants :

_a&x A B A B A B
A At A®B A®B cut

(ot A et B sont des formules quelconques), et vérifiant :
— toute formule est prémisse d’au moins un lien,
— toute formule est conclusion d’exactement un lien.

Les réseaux sont des structures de preuves particuliéres :
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Définition 3.2 (réseau de preuve) Un réseau de preuve est une structure de preuve définie in-
ax

. N . . . A AL A . N . .
ductivement a partir de liens axiomes A A~ grace aux trois régles de construction suivantes :

(P62 p DG

r A
A®B AeB cut

Dans cette définition, chaque boite représente un réseau de preuve. On peut déduire de cette
définition que pour tout réseau ayant au moins une conclusion ), il en existe une d’elles qui, si
on I'enléve, déconnecte le réseau. On appellera un tel nceud un tenseur split .

Le théoreme suivant fait le lien entre le calcul des séquents (séquentiels) et les réseaux de
preuve (non séquentiels).

Théoreme 3.3 Il existe un réseau de preuve de conclusions I si et seulement si il existe une
preuve en calcul des séquents de conclusion = T.

On peut définir une opération de réduction sur les réseaux, dite élimination des coupures, qui
correspond a la 3-réduction dans le A-calcul. S’il existe un réseau de conclusions T, alors il en
existe un sans liens cut .

La procédure d’élimination des coupures est décrite figure 3.1.2.

ax ax ax
E E*- E EFr ——————= E E-
cut
E F E- F- . - v -
EQF E*®F" -

FIG. 3.2 - Elimination des coupures dans les réseaux MLL.

3.2 Définitions et présentation des résultats
Un isomorphisme de formules de MLL est défini formellement de la maniére suivante :

Définition 3.4 Deux formules E et F sont dites isomorphes si
— E et F sont linéairement équivalentes, i.e. - E L Fet+ FLHE
— il existe des preuves de - E*,F et de - F',E qui, lorsqu’elles sont composées par un
lien cut, se réduisent aprés élimination des coupures en une preuve de - E*, E (resp.
I F1,F)), qui est I'n-expansion de I'axiome + E*,E (resp - F*,F)

Nous allons montrer que deux formules E et F sont linéairement isomorphes si et seulement
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si AC(®,7?) F E = F dans le cas de MLL sans constantes, et ACI(®,?) F E = F dans le cas de
MLL avec constantes oit AC(®,9) et ACI(®,’®) sont définis de la fagon suivante :

Définition 3.5 (AC(®,?)) Soit AC(®,’®) I'ensemble constitué des quatre équations sui-

vantes :
XY = Y®X (X9Y)9Z = Xz(YvZ)

XeY = YoX (XRY)®Z = X®((Y®Z)

AC(®,%®) F E = F signifie que E = F appartient a la théorie équationnelle engendrée par
AC(®, ) sur I'ensemble des formules de la logique linéaire; en d’autres termes, cela signifie
que les formules sont égales modulo associativité et commutativité de ' et ®.

Définition 3.6 (ACI(®,?)) Soit ACI(®,®) 'ensemble constitué des équations de AC(®,9)
auxquelles on ajoute :
X®l = X Xl = X

ACI(®,7®) F E = F signifie que E = F appartient a la théorie équationnelle engendrée par
ACI(®,7).

Comme toujours, dans 1’étude de théories d’objets isomorphes, la correction est facile a prou-
ver :

Théoréme 3.7 (Correction de la théorie) Si ACI(®,7?) b E = F, alors E et F sont linéairement
isomorphes.

Démonstration :
Il suffit d’exhiber les réseaux pour les axiomes et de montrer la cléture par contexte. u

Toute la difficulté réside dans la preuve de la seconde implication, a savoir la complétude. Le
reste du chapitre est consacré a cette preuve. La preuve que nous proposons ici utilise la notion
de réseau de preuve.

Nous allons avoir besoin de la notion suivante :

Définition 3.8 (réseau simple) Un réseau est dit simple s’il ne contient que des liens axiomes
atomiques (c’est-a-dire des liens axiomes entre formules atomiques).
Dans le cas de MLL, il est facile de prouver le résultat suivant :

Proposition 3.9 (17-expansion des réseaux de preuves MLL) Pour tout réseau S, il existe un
réseau simple avec les mémes conclusions, que nous noterons 1(S).

Démonstration :
Il suffit d’itérer une simple procédure d'n-expansion des liens non-atomiques, qui peuvent
étre remplacés par deux liens axiomes et un lien ’g et un lien ®. [ |

Cela signifie que, en ce qui concerne la prouvabilité, nous pouvons restreindre notre attention
aux réseaux simples. Nous allons montrer que nous pouvons également le faire en ce qui concerne
les isomorphismes.

Nous allons d’abord donner une caractérisation des formules isomorphes dans MLL sans
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constantes, en réduisant I'isomorphisme a l'existence de deux réseaux de preuves particuliers
appelés réseaux de preuves simples bipartites. . Ensuite, nous allons montrer que nous pouvons nous
restreindre aux formules non-ambigués (c’est-a-dire aux formules dans lesquelles les atomes appa-
raissent au plus une fois positivement et une fois négativement). Cette caractérisation en terme
de réseaux permet de prouver la complétude de AC(®, ) pour MLL(sans constante) par une
induction sur la taille du réseau.

En présence de constantes, nous simplifions d’abord les formules en enlevant tous les nceuds
de la forme L’9E et 1 ® E. Ensuite, nous remarquons que les isomorphismes pour les formules
simplifiées sont tres similaires au cas sans constantes. En utilisant une propriété remarquable des
réseaux pour les formules simplifiées, nous pouvons en effet réduire la preuve de complétude au
cas sans constante.

3.3 Réduction aux réseaux de preuves simples bipartites

Nous allons tout d’abord formaliser la réduction en réseaux simples.

Définition 3.10 (arbre d’une formule, réseau simple identité) Un réseau sans coupure S prou-
vant E est en fait composé de l'arbre de E, (noté T(E)), et d’un ensemble de liens axiomes sur des
formules atomiques. Nous appellerons réseau simple identité de E le réseau simple sans cou-
pure obtenu par une 77-expansion compléte du réseau E E- (a priori pas simple). Ce réseau
est constitué de T(E), T(E') et d’un ensemble de liens axiomes qui connectent des atomes de
T(E) avec des atomes de T(E™).

Notons que, dans les réseaux simples, l’axiome identité pour E est interprété par le réseau
simple identité de E.

Remarquons tout d’abord que nous pouvons nous attacher aux témoins d’isomorphismes qui
sont des réseaux de preuves simples, ce qui va simplifier le traitement des isomorphismes li-
néaires.

Lemme 3.11 (Réseaux simples/réseaux non-simples) Si un réseau (non-simple) S se réduit par
élimination des coupures en S/, alors le réseau simple 11(S) se réduit en n(S’).

Démonstration :

I suffit de montrer que si S 7 S’ (réduction en une étape), alors n(S) >* n(S’) (réduction
de longueur arbitraire). Si le redex R réduit dans S ne contient aucun lien axiome, alors exac-
tement le méme redex apparait dans 7(S), et il peut donc étre réduit en une étape en n(S’).
Sinon R contient un lien axiome, qui peut étre non atomique (s'il est atomique, alors le redex
considéré est exactement le méme dans S et dans 717(S) et la propriété est évidente). Si F est
non atomique et F__F est le lien cut de R, soit 1 le nombre d’atomes de F (comptés avec leur
multiplicité). Alors F a n — 1 connecteurs, et n(S) peut se réduire en n(S’) en 2n — 1 étapes
(n — 1 étapes pour propager le liens cut vers les formules atomiques et n étapes pour réduire
chaque lien atomique produit de cette fagon). u

Théoreme 3.12 (Réduction en réseaux simples) Deux formules E et F sont isomorphes si et
seulement si il existe deux réseaux simples S de conclusions E L F et S de conclusions FL, E
qui, lorsqu’ils sont composés par un lien cut sur F (resp. E), se réduisent apres élimination des
coupures en le réseau simple identité de E (resp. F).
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Démonstration :

La partie « si » de la preuve est triviale, car un réseau de preuve représente une preuve et
la réduction des coupures dans les réseaux correspond a I'élimination des coupures dans les
preuves.

Pour la partie « seulement si », prenons deux preuves témoins de l'isomorphisme et construi-
sons les réseaux de preuves associés S et S’. Ces réseaux ont pour conclusions E*, F (resp.
F*,E), et nous savons que apres les avoir composés par un cut sur F (resp. E) et appliqué la
réduction des coupures, on obtient un réseau axiome pour E (resp. F). Maintenant prenons les
n-expansions completes de S et S’ pour les réseaux simples requis : le lemme 3.11 page ci-contre

nous montre qu’ils se réduisent aprés composition sur F (resp. E) en le réseau simple identité
de E (resp. F). |

Nous allons maintenant montrer que si deux formules sont isomorphes, alors I'isomorphisme
peut étre prouvé par le moyen de réseaux de preuves de structure particulierement simple.

Définition 3.13 (réseau de preuve simple bipartite) Un réseau simple sans coupure est dit
bipartite s'il a exactement deux conclusions E et F, et s'il est constitué de T(E), T(F) et d'un
ensemble de liens axiomes connectant des atomes de E a des atomes de F, mais pas d’atomes de
E entre eux ni d’atomes de F entre eux (un exemple est présenté figure 3.3).

. liens axiomes atomiques - *
|
1 1

T(E) T(F)

FIG. 3.3 — Forme d’un réseau de preuve bipartite.

Lemme 3.14 (Arbres et coupures) Soit S une structure (qui n’est pas un réseau de preuve)
sans conclusion construit uniquement a partir de T(E) et T(E"), sans lien axiome, et du lien
cut E_E*. Alors la réduction des coupures appliquée sur S conduit a un résultat constitué uni-
quement d'un ensemble de liens cut atomiques p; p;* entres des atomes de E et des atomes de
E*L.
Démonstration :

Par simple induction sur la taille de la structure. |

Théoréeme 3.15 (Les isomorphismes sont bipartites) Soit S un réseau de preuve simple sans
coupure de conclusions E* et F, et S’ un réseau de preuve simple sans coupure de conclusions
F! et E. Sileur composition par cut donne, respectivement les réseaux simples identités de E et
F, alors S et S’ sont bipartites.
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Démonstration :

Nous allons montrer la contraposée : si S ou S’ n’est pas bipartite, alors le résultat de
I'élimination des coupures n’est pas bipartite, et donc n’est pas un réseau simple identité. Pour
des raisons de symétrie, nous pouvons supposer que S n’est pas bipartite, et contient un lien
axiome entre deux atomes de E+. Nous allons montrer que la composition de S et S’ par un cut
sur F ne donne pas un réseau bipartite.

Comme S et S’ sont sans coupure, leur composition ne contient qu'un seul lien cut (entre F
et F-). Comme S et S’ sont simples, tout lien axiome de la composition est atomique. Donc
chaque lien axiome (atomique) duréseau S__ S’ qui est réduit par élimination des coupures est
connecté a un atome de F ou de F*. En particulier, le lien axiome de S qui est est connecté a
des atomes de E n'est pas réduit. Ce qui prouve que 1’élimination des coupures dans S S’ ne
donne pas un réseau bipartite.

Le théoreme s’en déduit. |

3.4 Réduction a des formules non-ambigués

Pour prouver le théoréme de correction, nous allons d’abord montrer que nous pouvons res-
treindre notre étude aux formules non-ambigués, c’est-a-dire aux formules dans lesquelles chaque
atome apparait au plus une fois positivement et une fois négativement.

Définition 3.16 (formules non-ambigués) Nous dirons qu'une formule E est non-ambigué si
chaque atome de E apparait au plus un fois positivement et au plus une fois négativement.

Par exemple, A ® B et A ® Al sont non-ambigués, alors que A ® A est ambigué. Dans la
suite, nous appellerons substitution I'opération usuelle [G1 /A1, ...G,/A,] de remplacement des
atomes propositionnels A; d’une formule par les formules G;. Une substitution sera dénotée par
une lettre grecque o, 7, .... Nous considérerons également les substitutions étendues aux réseaux
de preuves tout entiers : si R est un réseau, o(R) sera le réseau obtenu a partir de R en remplacant
toute formule A; apparaissant dans R par o(A).

Nous allons également avoir besoin d"une notion plus faible, que 'on appellera renommage,
qui pourra remplacer, dans un réseau, différentes occurrences d"un méme atome par différentes for-
mules.

Définition 3.17 (renommage) Une application « de I'ensemble des occurrences des atomes d'un
réseau de preuve R dans un ensemble d’atomes est appelée un renommage pour R si «(R) (le
réseau obtenu par substitution de chaque occurrence p d’un atome de R par «(p)) est un réseau
de preuve correct.

Remarquons que si R est simple, la définition de « sur les seules occurrences d’atomes dans
les liens axiomes est suffisante pour définir « sur toutes les occurrences dans R. Si R est simple et
bipartite, alors la définition de « sur les seules occurrences d’atomes dans une des conclusions de R
est suffisante pour définir & sur toute occurrence dans R.

Notons aussi que, si les conclusions de R sont des formules ambigués, alors deux différentes oc-
currences du méme atome peuvent étre renommées différemment, contrairement a ce qu’il se
passe dans le cas des substitutions.

Comme on pouvait I'espérer, une formule non-ambigué ne peut étre isomorphe qu’a une for-
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mule non-ambigué.

Lemme 3.18 (formules isomorphes non-ambigués) Soient E et F des formules isomorphes, et o
un renommage tel que «(E) est non-ambigug, alors a(F~) est non-ambigué.

Démonstration :

Si E et F sont des formules isomorphes, alors (en utilisant le théoreme 3.15 page 83) il existe
un réseau de preuve bipartite de conclusions E, F-. Comme « est un renommage, il existe aussi
un réseau de preuve bipartite de conclusions a(E), a(F*). Donc, (E) et a(F*) ont exactement les
mémes atomes. Et comme a(E) est non-ambigué, a(F) est aussi non-ambigué. |

Nous allons maintenant prouver que les isomorphismes sont invariants par renommage.

Théoréme 3.19 (Le renommage préserve les isomorphismes) Si E et F sont isomorphes, soient
R et R’ les réseaux simples associés (de conclusions EL FetFL E respectivement). Si o est un
renommage des (occurrences d’) atomes de R, alors il existe o/, renommage des atomes de R’ tel
que o (E) et «(F) sont isomorphes, i.e. :

- o/ (R’) est un réseau de preuve correct,

- a(E) = (@(E))" et (FF) = (a(F))"

— La composition de a(R) et ’ (R") par une coupure sur «(F) (resp. & (E)) donne le réseau

simple identité de &/ (E) (resp. a(F)).

Démonstration :

Nous devons commencer par définir «’. Comme, d’apres le théoréme 3.15 page 83, R’ est
bipartite, il suffit de définir &’ sur les occurrences de F*, c’est-a-dire définir &’ (F). Nous pou-
vons poser : o' (F+) = (a(F) )t La composition de a(R) et ' (R’) par une coupure sur F est un
réseau de preuve correct. Et puisque la réduction des réseaux ne dépend en rien des étiquettes
des nceuds du réseau, la composition se réduit en un réseau identité de conclusions a(E*) et
&/ (E). Une induction simple (sur le nombre de connecteurs de «(E)) montre que 1'n-réduction
de ce réseau donne un lien axiome. On a donc a(EL) = («(E))*.

Mais alors, la composition de a’(R’) avec a(R) par une coupure sur o (E) est un réseau de
preuve correct, qui se réduit en un réseau identité (puisque la réduction des réseaux ne dépend
pas des étiquettes), et ce réseau simple identité est celui de o (F).

On en déduit que &/ (E) et a(F) sont isomorphes. [

Nous pouvons maintenant montrer qu’il est possible de limiter notre attention aux formules
non-ambigués.

Lemme 3.20 (formules isomorphes ambigués) Soient E et F des formules isomorphes, telles que
E est ambigué. Il existe une substitution o et des formules E’ et F’ non-ambigués, telles que E’ et F/
sont isomorphes et vérifient E = o(E") et F = o(F').

Démonstration :

Soient R et R’ des réseaux bipartites de conclusions F 1 EetELF respectivement, associés
a l'isomorphisme entre E et F. Puisqu’il est suffisant de définir « seulement sur les occurrences
d’atomes de E, on peut définir un renommage « tel que a(E) a uniquement des atomes distincts
(i.e. aucun atome de «(E) n’apparait plusieurs fois dans «(E), méme une fois positivement et
une fois négativement). En particulier, «(E) est non-ambigué. Le théoréme 3.19 donne alors un
algorithme pour définir un renommage o' tel que «(E) et & (F) sont isomorphes : en particulier
o (EY) = (a(E)) " et a(FL) = (o (F)) ™.
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Soient E' = «(E) et F/ = o (F). D’apres le théoreme 3.19 page précédente, E’ et F’ sont
isomorphes et a(R) a pour conclusions E’ et F/*.

Nous pouvons définir sur &(R) un renommage o~ ! tel que a !(E’) = E, et donc
a Y(F') = FL.

Puisque a(R) est bipartite, il est équivalent de définir ™" sur les occurrences de R, ou
seulement sur les occurrences des atomes de E’. Mais comme tous les atomes de E’ sont dis-
tincts, deux occurrences distinctes d’atomes de E’ correspondent a des atomes distincts de E’.
Nous pouvons donc définir une substitution o sur les atomes de E par : o(p) = a1 (Occ(p))
ot Occ(p) est la seule occurrence de ’atome p dans E’.

Ainsi, R = a ! («(R)) = o(«(R)). En particulier o(E’') = E et o(F'F) = o(a(FL))
a Y(a(F)) = Ft,donc o(F') = F.

Enfin, E’ et F/ sont des formules non-ambigués isomorphes telles que o(E’) = E et o(F’)

1

F.

Corollaire 3.21 (réduction a des formules non-ambigués) L'ensemble des couples de for-
mules isomorphes est 'ensemble des instances (par substitution sur les atomes) de couples de
formules isomorphes non-ambigués.

Démonstration :
Nous montrons chacune des deux inclusions séparément.

Soient E et F deux formules isomorphes. D’aprés le lemme 3.20 page précédente, E et F sont
des instances de deux formules isomorphes non-ambigués E’ et F’.

A linverse, soient C et D des formules isomorphes et o une substitution sur les atomes C (et
donc aussi les atomes de D). Soient R et R" deux réseaux de preuves bipartites associés a C et D.
La substitution o définit sur R un renommage « (chaque substitution peut étre vue comme un
renommage). Soit &’ le renommage défini sur R’, associé a « comme dans le théoréme 3.19 page
précédente. Comme o(Ct) = a(Ct) = (o (C))*, o est aussi le renommage induit par o sur
R’. D’'apres le théoreme 3.19 page précédente, a(C) et (D) sont isomorphes. Donc o(C) et
o (D) sont isomorphes. ]

Nous pouvons donc, dans ce qui suit, nous intéresser uniquement aux formules non-ambigués.

Nous sommes maintenant en mesure de montrer que pour deux formules non-ambigués,
I'existence méme de réseaux simples bipartites implique I'isomorphisme.

Théoreme 3.22 (réseaux simples bipartites pour des formules non-ambigués) Soit S un ré-
seau simple bipartite sur E* et F, et S’ un réseaux simple bipartite sur F* et E. Leur composition
par une coupure sur F se réduit au réseau simple identité de E (resp. leur composition par une
coupure sur E se réduit au réseau simple identité sur F).

Démonstration :
Considérons la composition de S et S’ par une coupure sur F (voir figure).
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liens axiomes atomiqués liens axiomes atomiqués
| ’ | ’
[ ] | [ ] |
T(E) T(F) T(F*) T(E)
E+ F F* E
coupure

D’apres le lemme 3.14 page 83, I'élimination des coupures dans le réseau T(F) T(F')
aboutit & un ensemble de liens cut atomiques entre atomes de F et atomes de F-. Comme S et
S’ sont bipartites, chacun de ces liens cut atomiques est connecté a un lien axiome atomique entre
un atome de E- et un atome de F, et & un lien axiome atomique entre un atome de F et un atome
de E. Le réseau contient désormais uniquement des redex atomiques composés de coupures et
de liens axiomes. La réduction de ces redex donne I’arbre identité de E (puisqu’il n'y a aucun
lien axiome reliant des atomes de E — resp. (lE ) entre eux).

liens axiomes atomigues - |liens axiomes atomiques

N Atomesde F Atomes de F-
T(E™) | | ‘ T(E)

coupures atomiques

Les théoremes 3.22 page ci-contre et 3.15 page 83 ont la conséquence fondamentale suivante :

Corollaire 3.23 Deux formules E et F sont isomorphes si et seulement si il existe des réseaux
simples bipartites de conclusions E*, F, et F*, E.

3.5 Complétude pour les isomorphismes dans MLL

En utilisant le résultat de la section ci-dessus et le simple lemme suivant, nous sommes en
mesure de prouver le résultat principal du chapitre, a savoir la complétude de AC(®,’9) pour
MLL sans constante.

Lemme 3.24 (formules isomorphes) Si E et F sont linéairement isomorphes, elles sont soit toutes
deux des formules 9, soit toutes deux des formules ®.
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Démonstration :

Effectivement, une formule ’® et une formule ® ne peuvent pas étre isomorphes. Si E1’9E;
et E3 ® E4 étaient isomorphes, il existerait un réseaux simple bipartite de conclusions (E;* ®
E»t), (E3 ® Ey), ce qui est impossible, car un tel réseau n’a pas de tenseur split terminal. En
effet, enlever un des deux tenseurs terminaux ne déconnecte pas le graphe car il est bipartite.
Donc deux formules isomorphes sont forcément soit toutes deux des ’® soit des ®. |

Théoreme 3.25 (Complétude) Si E et F sont linéairement isomorphes, elles vérifient
AC(®,%) F E=F.

Démonstration :

La preuve se fait par induction sur la taille du réseau simple bipartite de conclusions E+, F
donné par l'isomorphisme.
Si E et F sont atomiques, la propriété est évidente.
Sinon les formules E* et F sont toutes deux non atomiques (puisque le réseau est bipartite, elles
doivent contenir le méme nombre d’atomes). De plus, (d’apres le lemme 3.24 page précédente)
puisque E et F sont isomorphes, I'une des formules E*, F est un ’s et 'autre un ®. Nous
pouvons supposer par exemple que F est un ®, et Et uns.

Enlevons maintenant tous les nceuds '® « pendants » dans le réseau de conclusions E*, F.
On obtient un réseau de preuve correct dont les conclusions sont de la forme E; + ... E kl, F®
F,.Sil'une des formules E1 4, ..., E kL est un nceud tenseur, il n’est pas possible d’obtenir deux
graphes déconnectés en enlevant ce lien, puisque (étant donné que le réseau initial est bipartite)
chaque atome de Eit, ..., E;t estrelié a la formule F; ® F,.

]
| |
\ / \ /
\ / \ /
F1 Fz ’ 1/?
\ 7
\ /
\ 7
\ //
®
F

Le nceud tenseur split (qui doit exister d’apres le critere de correction de Girard) est néces-
sairement le nceud F; ® F,. On obtient, en le supprimant, deux réseaux déconnectés, qui sont
toujours simples puisque les liens axiomes n’ont pas été modifiés.

Nous pouvons reconstruire a partir de ces réseaux deux réseaux de preuves simples et
bipartites (un réseau bipartite doit avoir exactement deux conclusions) en ajoutant des liens ’®
sous les E; (grace a AC(®,®),1’ordre des E; n’est pas important). Ceci construit deux formules
E’lL (reliée a Fp) et 15’2L (reliée a F,). Les réseaux obtenus contiennent au moins un lien de moins
que le réseau de départ, et donc sont strictement plus petits. Il ne nous reste plus qu’a vérifier
que Fj et E/ sont isomorphes, et que F, et E/, sont isomorphes, de fagon a pouvoir appliquer
I'hypothese d’induction.
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]
\ T >7 /
\ // \\ /
Fy F, %
\ 7z
\ 7
\ d
\ s
\ ,
\ 7
® e
F

Pour ceci, nous utilisons le fait que les deux formules initiales sont isomorphes. Si nous
remettons en place le ’® et ® de départ, nous obtenons deux formules E’ et F, isomorphes
(d’apres le théoreme 3.7 page 81). Il existe donc un réseau simple bipartite de conclusions E’ et
F+. Comme les formules sont non-ambigués, nous pouvons extraire de ce réseau deux réseaux
simples bipartites ; 1'un de conclusions E ’1 et Fll, I"autre de conclusions E’2 et le. Ainsi, d’apres
le théoreme 3.22 page 86, E/ et F; sont isomorphes, et E}, et F, sont isomorphes.

m®

4 1
< : F; F; F, F, » 3
\ / \ / \ / \ /
\ / \ /
\ / \ /
\ / \ /
\ / A /

) ®

Ft F

ErL

l l

Par hypothese d’induction, AC(®,®) F E| = F et AC(®,%) + E, = F, et donc
AC(®,7®) F E' = F. Nous concluons en utilisant le fait que AC(®,®) + E = E’. ]

3.6 Prise en compte des constantes

Nous avons montré ci-dessus des résultats de correction et de complétude pour la théorie des
isomorphismes de MLL.. Cela correspond aux isomorphismes des catégories *-autonomes, qui
est un sur-ensemble des catégories Symétriques Monoidales Fermées sans constantes. Maintenant,
si nous voulons un résultat intéressant également en termes de modeles, et prendre en compte les
catégories Symétriques Monoidales Fermées, nous devons aussi traiter le cas des constantes.
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3.6.1 Expansions des axiomes avec constantes : les réseaux simples identité
revus et corrigés

En présence des constantes 1 et L, les réseaux de preuve deviennent souvent beaucoup plus
complexes, car L force a introduire la notion de boite .

Rappelons ici les regles de formation des réseaux pour les constantes :

- r
1 —
roi

L’expansion d'un axiome peut maintenant contenir des boites, si la formule fait intervenir des
constantes. Par exemple, I'axiome + (E® 1)*, (E®1) est completement n-expansé en :

] d

L1
N Y

E

3.6.2 Réduction aux isomorphismes entre formules simplifiées

Remarquons d’abord qu'une formule de la forme 1 ® E est toujours isomorphe a E, et que
1’9E estisomorphe a E.

Définition 3.26 (formules simplifiées) Une formule est dite simplifiée si elle n’a aucune sous-
formule de la forme 1 ® E ou L’9E (oi1 E est une formule quelconque). A chaque formule E,
on associe la formule s(E) obtenue en normalisant E d’apres le systéme de réécriture canonique
suivant (confluent et fortement normalisant) :

1 E — E E®1— E 19E — E Esl — E

Nous pouvons nous limiter aux formules simplifiées en utilisant la proposition suivante :

Proposition 3.27 Deux formules E et F sont linéairement isomorphes si et seulement si s(E) et
s(F) sont linéairement isomorphes.

Démonstration :
11 suffit de montrer d’abord que 1 ® E est isomorphe a E, et que L’9E est isomorphe a E, et
d’utiliser le fait que la notion d’isomorphisme linéaire est une congruence. u

3.6.3 Complétude avec constantes

Pour des formules simplifiées, la preuve de complétude est tres similaire a celle du cas sans
constante. Nous avons juste a étendre la définition de réseaux de preuves simple bipartite :
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Définition 3.28 (réseau simple bipartite) Un réseau de preuve simple sans coupure est dit
bipartite s'il a exactement deux conclusions E et F, et est constitué de
- T(E), T(F),
— un ensemble de liens axiomes reliant des atomes de E a des atomes de F, mais pas
d’atomes de E entre eux, ni d’atomes de F entre eux,
— et de boites avec au moins une conclusion dans T(E) et au moins une dans T(F).

Proposition 3.29 Soient E et F deux formules simplifi€es. Soit S un réseau simple sans coupure
de conclusions E* et F, et S’ un réseau simple sans coupure de conclusions F* et E. Toutes les
boites de S et S’ ne contiennent que la constante 1.

Démonstration :
Dans cette preuve, notons 7{ le nombre de 1 et n le nombre de L dans le réseau de preuve
X.

— Le cas dans lequel E ou F est une constante est trivial.

— Sinon, toutes les occurrences de la constante 1 dans les deux réseaux sont un des deux
sous-termes d'un lien ’¢. La seule fagon d’avoir ces réseaux connectés (ce qui est néces-
saire pour faire un réseau de preuve) est de mettre le 1 dans une boite. Chacune de ces
boites correspond a un L distinct. Nous pouvons en déduire que n5 > nj, et ni/ > nf/.

— Mais ni = nf/, ni/ = nf . Donc ni = nf . Ainsi il n’y a aucune boite contenant autre
chose que 1 dans S. C’est la méme chose pour S'.

|

I1 est facile de montrer que les boites de cette forme se comportent comme des liens axiomes
lors de l'élimination des coupures. Il suffit de remarquer que le seul cas possible d’élimination
des coupures faisant intervenir des boites dans un tel réseau est le suivant :

1 1 1 1

1 1

qui se réduit en

Les constantes peuvent donc étre vues dans ce cas exactement comme des atomes, et nous
pouvons montrer, en procédant exactement comme dans le cas sans constantes, que

Proposition 3.30 Si E et F sont linéairement isomorphes, alors AC(®,®) + s(E) = s(F).

Et donc

Théoreme 3.31 (Complétude avec constantes) Si E et F sont linéairement isomorphes, alors
ACI(®,%) F E=F.

3.7 Conclusions

Nous avons montré que dans MLL, les seuls isomorphismes de formules sont donnés par les
axiomes les plus intuitifs, a savoir l'associativité et la commutativité, et seulement ceux-ci. Au
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dela de l'intérét du résultat lui-méme, cela donne une interprétation symétrique tres élégante des
isomorphismes linéaires dans le A-calcul linéaire, et justifie le fait, observé plusieurs fois par le
passé, que la curryfication en programmation fonctionnelle correspond a un sorte d’associativité
(cela se produit dans I'implantation de machines abstraites, ou bien dans le codage de A-termes
dans les CDS de Berry [18]). Notre résultat confirme une fois encore que la logique linéaire est
une paire de lunettes a travers lesquelles les propriétés fondamentales du calcul fonctionnel ap-
paraissent simplifiées et plus symétriques. 1l est aussi intéressant de remarquer que les réseaux
étaient vraiment I'outil qui manquait pour comprendre la linéarité. Pour prouver le résultat, nous
avons utilisé essentiellement les propriétés topologiques des réseaux de preuves de la logique
linéaire, ce qui a simplifié grandement notre tache (par exemple la réduction aux formules non-
ambigués lorsque 1'on travaille directement sur des A-termes est beaucoup plus complexe qu’ici,
otl les liens axiomes nous permettent de donner une preuve élégante).

11 serait intéressant d’essayer d’étendre ce résultat a MALL. Cependant la méthode utilisée ici
se heurte au fait que les réseaux de preuves pour MALL connus a ce jour gardent tous une trace
de séquentialité, que ce soient les réseaux a poids de Jean-Yves Girard [51], ou les réseaux a boites
de Lorenzo Tortora [80].

Olivier Laurent a réussi a résoudre le probleme des isomorphismes dans la logique linéaire
polarisée LLP [63] et le Ap-calcul [69], en utilisant une sémantique des jeux [62]. Cette fois encore,
les isomorphismes sont remarquablement simples. Il a montré que ce sont exactement les isomor-
phismes de types que pour le A-calcul si l’on se restreint aux types produits et fleche. Cependant
nous ne pouvons pas en déduire le résultat pour le A-calcul simplement typé avec sommes et zéro
car la disjonction de LLP n’est pas un co-produit (catégories de contrdle et non biCCC).



Chapitre 4

Isomorphismes pour le A-calcul avec
type somme et type vide

Résumeé

Les égalités arithmétiques apprises au lycée sont-elles
completes pour montrer toutes les égalités valides pour les
entiers naturels ? La réponse a cette question est positive
pour le langage des expressions arithmétiques contenant la
constante 1 et les opérations produit et exponentiation. La
théorie axiomatique correspondante caractérise également
les isomorphismes en A-calcul typé, ot la constante 1, le
produit et I'exponentiation sont remplacés respectivement
par les types unité, produit et fleche. Ce chapitre étudie les
isomorphismes en A-calcul avec type vide et type somme
de ce point de vue. Il clot notamment un probleme ouvert
en montrant que la théorie des isomorphismes de types en
présence de produit, fleche, somme (et avec ou sans le type
unité) n'est pas finiment axiomatisable. Nous observerons
aussi que pour les théories de types avec fleche, somme et
type vide, la correspondance entre isomorphismes et égali-
tés arithmétiques n’est plus vraie en général, mais qu’elle
existe toujours dans quelques cas particuliers.

OUS ALLONS étudier dans ce chapitre les isomorphismes en A-calcul typé avec type somme
et type vide, en reliant comme d’habitude ce cas a la théorie des langages de program-
mation, a la théorie des catégories et a la logique.

Nous allons d’abord énoncer dans la section 4.1 un résultat permettant de mettre en relation
les différentes théories de types considérées, qui dit que les foncteurs d’extension entre elles sont
pleinement fideles. On pourra en déduire que les théories équationnelles des isomorphismes de
types sont conservatives.

Ensuite nous allons montrer que la théorie des isomorphismes de types en présence des types
produit, fleche et somme n’est pas finiment axiomatisable. Pour cela, nous allons relier le pro-

93
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bleme au probléme des égalités du lycée de Tarski : pour le cas des types utilisant les constructeurs
produit, fleche et unité, deux types sont isomorphes si et seulement si les expressions arithmé-
tiques associées sont égales dans le modele standard des entiers naturels. (On obtient cette tra-
duction en interprétant simplement le type unité par le nombre 1, le produit par la multiplica-
tion, et la fleche par 'exponentiation). Dans ce cas, les isomorphismes de types (et les égalités
numériques) sont finiment axiomatisables et décidables; et c’est donc vrai également pour les
isomorphismes des CCC.

Nous allons nous poser la question de savoir si une telle correspondance est limitée ou non
a ce cas, ou si au contraire elle peut étre étendue a des types plus problématiques contenant les
constructeurs somme et vide. D’un point de vue pratique, il est intéressant de savoir si les isomor-
phismes de types en présence de sommes sont finiment axiomatisables — ce qui serait pratique
pour implanter des procédures de décision dans des outils de recherche dans des bibliotheques
comme ceux présentés dans [72, 36]. La section 4.2 montre que ce n’est pas le cas, et qu’en cela,
encore une fois, les isomorphismes se comportent comme les entiers naturels.

On pourrait donc espérer que le parallele se poursuive plus loin en établissant que les iso-
morphismes de types sont exactement les égalités entre entiers. Nous allons montrer dans la sec-
tion 4.2.3 que c’est vrai dans certains cas particuliers mais que dans le cas général cette coincidence
n’est plus observée.

4.1 Mise en relation des différentes théories

Dans cette section, je vais énoncer un résultat dit a Marcelo Fiore qui permet de mettre en re-
lation les différentes théories de types qui nous intéressent dans la suite. Des détails de la preuve
peuvent étre trouvés dans [14].

Pour cela, notons £[€] la CCC libre engendrée par €
£,[€] la CCC libre avec objet initial engendrée par €
£, [€] laCCC libre avec co-produits binaires engendrée par ¢
£o,+[€] 1abiCCC libre engendrée par €
Le résultat qui nous intéresse est le suivant :

Théoreme 4.1 Les foncteurs préservant la structure suivants :

£le] —— £,[€]

]

£4[€] — 2o 4 [€]

étendant les inclusions universelles € — £[€], € — £,[€], € — £.[¢€], et € — £, .[¢] sont
pleinement fideéles.

La méme méthode de preuve fonctionne pour tous les foncteurs et d’autres variations, ce qui
indique qu’il existe une théorie générale sous-jacente au théoreme. Nous avons par exemple le
résultat suivant :

Théoreme 4.2 Les foncteurs canoniques préservant la structure allant de la catégorie libre dis-
tributive sur une petite catégorie vers la biCCC libre sur la méme petite catégorie est pleinement
fidele.
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Une conséquence de ces théoremes est la conservativité des différentes théories de types.
Dongc, non seulement les isomorphismes de types vrais dans une théorie des types sont égale-
ment vrais dans ses extensions, mais aussi les types non-isomorphes dans la théorie des types
originale restent non-isomorphes dans la théorie étendue.

4.2 Le probleme des égalités du lycée et les isomorphismes de
types

La figure 4.1 rappelle I'axiomatisation des isomorphismes dans les catégories cartésiennes fer-
mées. Sinous lisons ces isomorphismes en voyant le nombre 1 a la place de 1’objet terminal 1, des

1. AxB = BxA

2. Ax(BxC) = (AxB)xC

3. cAxB = (cB)”

4. (BxO)* = BAxCA Theee
5. Ax1 =2 A

6. At = A

7. 14 =

FIG. 4.1 — Théorie des isomorphismes vrais dans les CCC.

variables numériques a la place des variables de types, le produit A - B de deux expressions numé-
riques au lieu du type A x B, et enfin 'exposant B#  la place du type A — B, les isomorphismes
ci-dessus deviennent des égalités numériques bien connues apprises au lycée. Cela est di au fait
que les entiers naturels peuvent étre utilisés pour construire une catégorie bi-cartésienne fermée :
a chaque entier n on associe un ensemble fini a n éléments, et les morphismes entre deux objets m
et n sont les n applications (au sens de la théorie de ensembles) entre ces ensembles finis!. Dans
cette catégorie, I’objet terminal est le singleton associé a 1, et le produit et I’exponentielle corres-
pondent respectivement au produit d’entiers et a 'exponentiation. En utilisant cela, il est facile
de montrer que deux objets sont isomorphes dans la catégorie des ensembles finis si et seulement si
ils sont égaux en tant qu’expressions numériques. Cela signifie que le probléeme de la caractérisa-
tion des types isomorphes dans la catégorie des ensembles finis peut étre rapporté a celui de trouver
toutes les équations numériques valides entre des expressions construites a ’aide du produit, de
la puissance, de la constante 1 et de variables.

C’est un cas particulier du fameux probléme des égalités du lycée de Tarski [ > Tarski’s high
school algebra problem ]| que nous allons rappeler ici, pour lequel la solution est exactement I’en-
semble des équations de la figure 4.1 donnant les isomorphismes des CCC?.

10n peut utiliser la catégorie des ordinaux finis.

2Cette analogie remarquable entre isomorphismes et égalités en théorie des nombres fonctionne bien également pour
certaines variantes naturelles (les isomorphismes avec fleche seulement coincident avec les égalités numériques entre
expressions utilisant uniquement ’exponentiation, etc.), du moment que 1'on limite le langage a une combinaison de
I'exponentiation, du produit et du 1.
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Le probléme des égalités du lycée En 1969, Alfred Tarski [41] a posé la question suivante : la
théorie équationnelle £ des identités arithmétiques usuelles apprises au lycée (voir figure 4.2)
est-elle complete pour le modele standard (N*,1,-, T, +) des entiers naturels strictement posi-

(&1) xy=y-x (&) (xy)-z=x-(y 2)
(&) V2= (x¥)° (&) (x-y)*=x"-y*

(&) 1-x=x
(56) 1*=1 (57) xlzx

X+y=y+x
(x+y)+z=x+(y+2)
1) x-(y+z)=x-y+x-z
E11) xUt2) = x¥ . x7

FIG. 4.2 - Egalités du lycée.

tifs ? Autrement dit peut-on avec elles-seules montrer toute égalité arithmétique® ? Il a conjecturé
qu’elles l'étaient?, mais n’a pas réussi a montrer ce résultat. Son étudiant Charles Martin [67] a
montré que 'identité (£3) a elle-seule est complete pour le modele standard (N*, T) des entiers
naturels positifs avec exponentiation, et que la théorie constituée par les identités (£1), (£2), (€3),
et (£4) est complete pour le modele standard (N*, -, T) des entiers naturels avec multiplication et
exponentiation. De plus, il a exhibé une I'égalité

(xu +xu)v . (]/U + yv)u _ (xv + xv)u . <yu + yu)v

qui n’est pas prouvable dans £ si l'on se restreint au langage sans la constante 1... Cela montre
déja qu’en présence de la somme, tout n’est pas si simple’... Cependant la question n’était pas
completement résolue par ce contre-exemple, car c’est un contre-exemple uniquement pour le
langage ne comportant pas la constante 1, que Tarski considérait clairement nécessaire, méme
s’il ne la mentionnait pas explicitement dans sa conjecture. En présence de la constante 1, les
équations (&), (&7), et (&) apparaissent, et nous permettent de montrer facilement l'identité
de Martin®. Ce probleme a attiré I'attention de nombreux autres mathématiciens, comme Leon
Henkin, qui s’est attardé sur les égalités valides dans (N, 0, +), et a montré la complétude des
axiomes usuels (commutativité, associativité de la somme et axiome du zéro), et a donné une
intéressante présentation du sujet [56].

Alex J. Wilkie [83, 84] a été le premier a établir que la conjecture de Tarski était fausse. Par une
analyse en théorie de la preuve, il a montré que 1’égalité

(A*+ BY)Y - (CY + DY)* = (AY + BY)* - (C* + D")Y

3Nous avons vu au chapitre 1 que les quatre régles utilisant 'addition sont aussi des isomorphismes dans les biCCC,
tout comme les identités usuelles utilisant le zéro.

4En fait, il a fait une conjecture plus forte, & savoir que & est complete pour (N*, Ack(n,_,_)), les entiers naturels
équipés d'une famille d’opérateurs binaires plus généraux Ack(n,_,_) (proches de la célebre fonction d’Ackermann) qui
étendent la somme +, le produit - et 'exponentiation 7. Dans la définition de Tarski, Ack(0,_, _) estla somme, Ack(1,_, )
la multiplication, et Ack(2,_, _) est ’exponentiation (pour les autres cas, voir par exemple [74]).

511 a aussi montré qu’il n’y a que des équations triviales pour (N*, Ack(n,_, _)) sin > 2.

Tl suffit d’écrire (x* +x*) = (1-x* +1-x%) = (x* -1+ x*-1) = x* - (1+1), etc.
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A = 1+x, B 14 x + 2

C = 14+4x%, D = 1+x2+x*

n’est pas prouvable dans £.

Gurevic a construit plus tard un contre-modele ad hoc [54] permettant de le prouver, et surtout,
il a montré qu’il n'y a pas d’axiomatisation finie des équations valides dans le modele standard
(N*,1,-,1,4) des entiers naturels avec 1, multiplication, exponentiation, et addition [55]. Pour
cela, il a donné une suite infinie d’équations telles que, pour tout ensemble fini d’axiomes, on
peut montrer qu'une des équations ne s’en déduit pas. Les identités de Gurevi¢, qui généralisent
celles de Wilkie, sont les suivantes :

(A* +B,*)* - (ChZ + D) = (A¥ +B,*)*- (C*+Dy¥)*  (n > 3 impair) (4.2)

ol
A = 1+«x
By = l4x4--4x"1 =gy
Cn == 1+xn
D?’l = 1+x2+...+x2(n_1) = Z:l:_ol x2i

Cependant, 1’égalité dans ces structures, méme non-finiment axiomatisables, a été montrée
décidable [66, 54]”.

Comme souvent en théorie des nombres, ces derniers résultats utilisent des outils largement
plus complexes que de simples raisonnements arithmétiques, comme dans le cas de [57], ol1 la
théorie de Nevanlinna est utilisée pour identifier une sous-classe des expressions numériques
pour lesquelles les axiomes usuels de +, -, T et 1 sont complets.

Isomorphismes de types Les équations de £, ainsi que les deux suivantes
(D7) x-0=0 (D) x+0=x

ont une interprétation combinatoire trés claire, qui est rendue évidente lorsqu’on les interprete
comme des isomorphismes de la catégorie des ensembles finis €ns;, ou en fait dans n'importe
quelle biCCC, a I'aide de la traduction évidente donnée ici :

X = x (x variable) , 1=1
e1”?  (que I'on notera parfois &; — &)
0=o, e1+e=¢e +e

Les isomorphismes réalisant les traductions des équations de £ sont donnés dans le cadre des
catégories au chapitre 1. Notons que I'équation

x-0*=0
qui correspond a l'isomorphisme de types

Ox(0—0)=0

Pour les curieux, voici I'idée de la preuve : a partir de la taille de I'équation a vérifier, il est possible de calculer une
borne supérieure; si les deux membres de I'équation coincident pour toutes les valeurs de variables jusqu’a cette borne,
alors elles coincident partout.
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n’a pas de signification combinatoire évidente, bien qu’elle corresponde a la tautologie intuition-
niste (p A —p) & L.

Pour des expressions arithmétiques e; et e, dans le langage avec la constante 1, les opérations
-, 1, +, et les inconnues dans un ensemble U, nous avons donc la chaine d’implications suivante :

5"61262 - Egaln£+[tﬂ
— Cnsj=e1 =2 (4.3)
- N*Izel =e

otl, pour des types 7j et T, et une catégorie S, on note S |= 11 = 1, lorsque l'identité 71 = 1
est valide en tant qu’isomorphisme de & ; c’est-a-dire si pour toutes les interprétations Z(.) des
types de base dans &, nous avons Z[11] = Z[1;]] dans &. (Notons que les expressions 71 = T,
dans £,,+[U] et £, (U] = 71 = 15 correspondent aux isomorphismes de type dans la théorie
équationnelle du A-calcul typé avec type vide et type somme.) Il est facile d’établir la derniere
implication de (4.3) en observant que des ensembles finis sont isomorphes si et seulement s’ils
ont la méme cardinalité, et que les constructeurs de types sur les ensembles finis coincident avec
I'arithmétique cardinale.

Sergei Soloviev, ainsi que Kim Bruce, Roberto Di Cosmo et Giuseppe Longo ont montré que
les implications de (4.3) sont des équivalences dans le cas des catégories cartésiennes fermées [77,
19]. Le reste du chapitre est consacré a étudier dans quelle mesure ces implications peuvent étre
inversées dans les théories des types avec type vide et/ou type somme.

421 Types produit et somme

Considérons d’abord le cas des catégories distributives, qui correspondent a la théorie des
types avec type unité, type vide, produit, et somme.

Soit D la théorie équationnelle constituée des équations (€1), (£2), (€5), (&), (£9), (E1p) et
(D1), (D7). Nous avons le résultat suivant qui peut étre établi en remarquant que D permet
de réduire I'égalité des expressions arithmétiques a 1'égalité de polyndmes, et que 1'égalité de
polyndmes est juste I'identité dans N.

Proposition 4.3 (D est correcte et compléte) Pour des expressions arithmétiques e; et e; dans
le langage utilisant 1, 0, -, et + et avec des inconnues dans un ensemble U, les affirmations
suivantes sont équivalentes :

1. DEep =ep
2. ¢1 2 e in D[U]
3. €nss =61 =&
4 NEey=e

ou D[U]| dénote la catégorie distributive libre engendrée sur I'ensemble U, et ot la derniere
affirmation exprime la validité dans le modele standard des entiers naturels.

La chaine d’implications (1) = (2) = (3) = (4) est triviale, et I'implication (4) = (1)
correspond a la complétude de D pour le modeéle standard des entiers naturels. Ce résultat est
connu (voir, par exemple, [21]) et nous le rappelons ci-dessous.

Lemme 4.4 La théorie équationnelle D est complete pour le modele standard (Ny, 1,0, -, +)
des entiers naturels.
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Démonstration :

Toute expression dans le langage des variables, 1, 0, -, et 4+ peut étre réécrite, en utilisant
les équations de D, en une forme polynomiale canonique, que 1’on peut rendre unique.

Maintenant, Ny |= e1 = e; si et seulement si, pour les polyndmes canoniques p; et p, cor-
respondant respectivement a e; et e;, Ng = p1 = p2. Ceci revient a dire que p; et p, sont le
méme polyndme (i.e., égal syntaxiquement) comme le polyndme p; — p, a coefficients ration-
nels a une infinité de zéros et donc est nul.

On en déduit le résultat de la maniere suivante : si ’égalité e; = e, est vraie dans le modele
standard, alors, en utilisant D, e; peut étre transformé en sa forme canonique polynomiale, qui
peut elle-méme étre transformée en e;. |

Notons que I'argument de la preuve ci-dessus montre aussi que D est décidable (voir aussi
Gil [49]). Comme corollaire, nous avons la propriété de simplification suivante :

Corollaire 4.5 Pour tout type non vide 7 (a savoir T 2 0) de D[T], nous avons
T X T 2 1 X Tdans D[T] = 7 = 1, dans D[T]
pour tout couple (71, 1) de types de D[T].

I1 est intéressant de remarquer qu’en présence d’exponentielles, la propriété de simplification
ci-dessus n’est pas toujours vraie. En effet, pour tout type 7 de £,,+[T], nous avons l'isomor-
phisme

(1 —0)x7=0xtdans £, +[T],

mais la simplification par 7 ne donne pas toujours un isomorphisme (par exemple, 6 — 0 % 0
pour toutd € T).

Lemme 4.6 Toutes les égalités de D sont des isomorphismes valides dans les catégories distri-
butives.

Voir la démonstration dans le chapitre 1
Théoreme 4.7 D est complete pour les isomorphismes des catégories distributives.

Démonstration :

Toutes les équations de D sont valides dans toutes les catégories distributives. Remarquons
que la catégorie des ensembles finis est une catégorie distributive particuliere pour laquelle les
seuls isomorphismes valides sont ceux qui sont dérivables de D, et donc aucun autre isomor-
phisme ne peut étre valide dans toutes les catégories distributives.

Maintenant, comme rappelé dans la section 4.2, dans la catégorie des ensembles finis, deux
objets sont isomorphes si et seulement si ils ont le méme cardinal, et le calcul des cardinalités
est le méme dans ce cadre que les regles de formation des objets (card(AB) = card(A)card(B),
card() = 0, card(1) = 1, etc.). Donc deux objets A et B sont isomorphes si et seulement si,
lus comme des expressions numériques, A = B est vrai dans (N, +,-,1,0); ce qui, d’apres le
lemme 4.4, se produit uniquement si A = B est dérivable de D. u
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4.2.2 Types produit, fleche, et somme

Dans le but de comprendre les isomorphismes de types en présence de types produit, fleche et
somme, il est naturel de se demander si les équations de Gurevic sont aussi des isomorphismes de
types. Comme d’habitude, on peut d’abord vérifier que ce sont bien des équivalences, en utilisant
un logiciel de preuve en logique intuitionniste, comme Strip (Galmiche-Larchey [61]).

Ensuite nous allons continuer en présentant deux maniéres de prouver les identités (4.2) pour
les entiers naturels, dues respectivement a Wilkie et Gurevic.

» méthode de Wilkie Utiliser le faitque C, = A-E,etDy, =B, -E,pour E, =1—x+ .-+
» méthode de Gurevi¢ Multiplier le c6té gauche de (4.2) par (D,*)?" et utiliser 1'égalité A -
D, = By - C, deux fois pour montrer que 'on obtient le c6té droit de (4.2) multiplié par (Dnzx)x ;
conclure (4.2) en simplifiant par (D,*)2" = (D,*")*

(AZ"CDHZ"C + Bn2"Dn2")x . (Cnx + an)Zx
— (BnZXCHZX + BnZXDHZX)X . (Cnx + DnX)ZX
anxX(CnZX + DnZX)X . (Cnx + an)zx

Dn2"x . (A2X + Bn2x)x . (Cnx + an)2"

De la méme fagon,
Dnzxx . (AX + an)zx . (anx + DnZ"C)X — BnZXX<Cn2x + DnZ"C)X . (Cnx + DnX)ZX

Donc, Dn2xx . <A2x + BnZ")x . (Cnx + an)2x _ Dn2"x . (Ax + an)2x . (Cn2x + DﬂZ")x.
Ensuite, en simplifiant par Dnzx" , on obtient le résultat cherché.

Comme les deux méthodes exposées ci-dessus utilisent, respectivement, des entiers négatifs
(qui n"ont pas de correspondant en théorie des types) et la simplification (qui n’est pas correcte
en théorie des types), nous avons d’abord conjecturé que les identités de Gurevi¢ ne sont pas
des isomorphismes. Nous avons donc commencé par chercher a prouver qu’aucun terme du
type correspondant aux équations de Gurevi¢ n’est un isomorphisme, en étudiant avec attention
les formes normales du A-calcul avec type vide et type somme. Pour cela, nous avons fait une
étude précise de ces formes normales qui sera présentée dans le chapitre 5 (et Balat-Di Cosmo-
Fiore [13]).

Les identités de Wilkie-Gurevic généralisées Pour simplifier ’étude des formes normales entre
les types induits par les expressions de (4.2), nous avons introduit les identités de Wilkie-Gurevic
généralisées suivantes, qui n’ont pas de constante.

(A" 4 By")? - (Cu” + D" )"

= (A" +By")" - (G + Dn")" 01 = 3 mpal) b
ou
A = y+x
BYI — y}’l—l _|_ yn—Zx _|_ . _|_ x}’l—l
_ z?:—ol yn—(1+l)x1 (45)
Ch = y"+x" .
Dn — y2(l’l71) + y2(l’l72)x2 + . + x2(l’l71)

(1701 y2(n7(i+1))x2i

1=
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Remarquons qu’en remplagant y par 1, u par x, et v par 2* dans (4.4) on obtient les équations (4.2).
Le résultat de non-fini-axiomatisabilité ne dépend donc pas de la présence de constantes dans le
langage, et nous pouvons donc énoncer le résultat suivant :

Proposition 4.8 La théorie équationnelle de (N, -, T, +) n’est pas finiment axiomatisable.

Les identités de Wilkie-Gurevi¢ sont des isomorphismes de types En analysant les formes
normales des termes dont le type correspond aux identités de Wilkie-Gurevi¢ généralisées (4.4)
dans le cas n = 3 nous avons fini, contre toute attente, par trouver un isomorphisme. Nous allons
présenter ci-apres la construction générale.

Lemme 4.9 Pour des types A, B, C, D, et des termes clos mutuellement inverses ¢ : A X D —
CxBetg:CxB — AxD du A-calcul simplement typé avec type somme et type vide, les
termes suivants (ot 'on utilise la notation 79 pour o — ) définis figure 4.3 sont mutuellement
inverses :

tasepuvle ¢l « (AY+BY)Y x (CV+ DY) — (A + BY) x (¢¥ + DY)Y

tasepyule ¢l @ (A + BV x (CH +DH)Y — (A4 + BH)Y x (CV + DY)

Démonstration :
Voir section 4.3. [ |

def
tascouvle ¢ = Ah: (AU + BY)Y x (C‘f n Dv)u'. | |
(pascouvle ¢ proji hproja hl, pep ayuld, ¢, proja h,projr h])

N

ou

L. case(g(u),

g1:CY.iny (Av: V. case(f(v),
fl : AZ/{. f](u),
{2 :BY. proji ($(81(v), fo(u)))

pABcouve e, f,8l

),
g2:DV.iny (Av: V. case(f(v),
fre A proja (@(fi(u), 82(v) ),
{2 : Bu. f2(1/l)

FIG. 4.3 — Définition de f 4 .c pu v][®, ¢]
de type (AY + BY)Y x (CY + DV)U — (AY + BV x (CY + DU)V.

Pour les expressions (4.5), 'identité A - D, = C, - B, peut étre prouvée a l'aide des axiomes
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standards. Il y a donc des termes mutuellement inverses ¢, : A x Dy — Cyy X By et ¢y @ Cy X
By, — A x D, (out A est mis pour A, B, pour By, Cu pour C,, et D, pour D,,). Il s’ensuit que,
t A B,.Co Dyt V] ®n, O] est un isomorphisme dont 'inverse est t 4 3, ¢, D, v,1[®n, ¢n]. Nous avons
donc le résultat suivant :

Corollaire 4.10 La théorie équationnelle des isomorphismes de types dans les catégories carté-
siennes fermées avec co-produits binaires n’est pas finiment axiomatisable.

4.2.3 Type vide et type somme

En présence de fleche et des types vide et somme, on observe que tous les isomorphismes de
la catégorie des ensembles finis ne sont pas des isomorphismes en théorie des types.

Par exemple, en écrivant =7 pour T — 0, nous avons
Enss =0 — 0 =0+ -0

mais comme la formule (——p = p) = (—pV p) est une tautologie classique qui n’est pas valide
intuitionnistiquement, il n’existe pas de terme de type (——0 — 0) — (=6 + 0). Une autre équa-
tion avec cette propriété, dérivée de la précédente, obtenue en remplacant les types de base par
leur négation et en utilisant le fait que 1 = ——=—0 — =0, est

Ens; ‘: 1==-0+-—0 . (4.6)

~

Dong, en général, €ns; |= 171 = T, n'implique pas 71 = T, dans £, +[T]. Cependant, nous
avons le résultat suivant :

Proposition 4.11 Pour tout couple (11, T2) de types en A-calcul typé avec type somme et type
vide sur un ensemble de types de base T, les affirmations suivantes sont équivalentes :
1. =7y & -1, dans £, [T].

2. La formule =77 & —T; est une tautologie intuitionniste, ott

(0eT), 1=T,
2 M—T=T =T,
0=1, mt+tn=mVvmh.
3. Pour toute interprétation Z(.) des types de base dans la catégorie des ensembles finis €nsy,
I[n] = 0iff Z[[rp] = 0.
4. (‘ft‘le lZ T = T2.

5. Ng E 01 = 0%, 0ue] =11 ete; = 1.

Démonstration :
Les équivalences (1)< (2) et (3)<(4)<(5), ainsi que 'implication (1) = (4) sont évi-
dentes.
Pour établir I'implication (3) = (2) nous allons utiliser la traduction négative (de Godel-
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Gentzen) 7* des types T définie par

0 =--0(0¢€T)
=1, (qxn)"=1"x1n",
(Tl — Tz)* = ’l’]* — Tz* ,

0*=0, (m1+m)*"=-(-1*Xx-1%)

ainsi que les faits suivants :

(i) Pour tout type T et toute interprétation Z(.) des types de base dans la catégorie des en-
sembles finis, nous avons
It ] Zo ou I[t*] =1
et .
I[t*] =1 <= 7* est une tautologie classique

<= T* est une tautologie intuitionniste

(ii) Pour tout type T, la formule T* < ——T est une tautologie intuitionniste.

En effet, en supposant (3) on peut montrer grace a (i) que (77 — 13) = (171 — T2)* est une
tautologie intuitionniste. Nous en déduisons (grace a (ii)) que -—T7 = ——7T; est une tautologie
intuitionniste, d’ot1 'on peut conclure que =7, = —77 aussi. De la méme fagon, on voit que
—T1] = —T; est aussi une tautologie intuitionniste, ce qui finit la démonstration. u

Corollaire 4.12 Pour tout type T de £,,+[T] et toute expression arithmétique e telle que e = T,

T=0dans £, 4 [T] <= €nss =7 =0<= Ny |=e=0

Démonstration :
T 0dans £,+[T] <= -7 —0dans £,,[T]
— €nssl=-T=-0
— Cnssl=T=0

Corollaire 4.13 Le probleme de savoir si deux négations de types sont isomorphes dans la
théorie des biCCC est décidable.
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4.3 Preuve dulemme 4.9

Nous allons montrer que dans la théorie équationnelle du A-calcul typé avec type somme et
type vide, la composée

tas,cpyvule, ¢l otascouyvie dl
= A tapepyvule O)(taseouvie ¢](h))
= M. t[o, Ol ((ple, &, proj1 h,proja h], pld, @, proja h,proj1 h))

= Ah. (ple, ¢, plo, ¢, proji h, proja h), pld, @, proja h, proji h]],
pld, @, pld, @, proj h,proji h], ple, d, proji h, proj, hl])

est égale a I'identité du type (AY + BY)Y x (CY + DY)!. Pour cela, nous allons prouver que les
premiere et seconde composantes de la paire du dernier terme sont respectivement égales aux
termes proj; (h) et proj, (h) dans le contexte h : (AY + BY)Y x (CY + DY)Y.

En effet, par un calcul direct, on voit que la deuxiéme composante de la paire

plé ¢, pld, @, proja h,proji h], ple, ¢, proji h,proja h|
est égale au terme

Au:U.
case((projo h) u,
g1:CV.iny(Av: V.
case((proj1 h) v,
fro A (g1 )
fo:BY. projo (9(o((f2 u), (g1 0))))

)
),
g2 : DV iny(Av: V.
case((proj1 h) v,
fr: A profa (d(e((f1 u), (32 0)))),
f2:BY. (g2 v)
)
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et, comme @ et ¢ sont mutuellement inverses, le terme ci-dessus est égal au suivant :

Au:U.case((projp h) u,
g1:CY.iny (Av: V. case((proji; h) o,
fi: A% (g1 0)
f2:B%. (1 v)
)
)

g2:DY.iny (Av: V. case((proj; h) v,

)

qui, par extensionalité, est égal a (proj, h).
L’autre identité

ple, &, plo, , proji h, proja hl, pld, @, proja h, proji h]] = (proji h)

est établie de la méme facon.

Les détails du calcul sont présentés ci-apres :
@: AD — B.C,d:BL— ADF tyyle,d]: (A4 +BHY.(CY + DV — (AY 4+ BV)H.(CY + DU)Y
tuvle, @) = Al (AY 4 BH4)Y.(CY + DV (plo, ¢, proji b proja 1), qle, &, projs h, proja h])
def

ple, ¢, f, 8] = Au:U. case((g u),

g1:CViny (palo, f,81,u]),
g2 : DY iny (palo, f,82,u])
)

p1ld, f, g1, u] = Av: V. case((f v),
fr A4 (fw),
{213“ proji (¢((f2 u), (g1 ©)))

pale, f, g2, u] = Av: V. case((f v),
fr: A projy (o((f1 u), (82 ©))),
f2 : Bu. (f2 u)

)
qle, ¢, f, 8] 4 xo: V. case((f v),

leAu'inl (ql[(p/fl/g/v] )/
')fziBu.l'}’lz (‘72[¢)/f218/0])

qile, f1, 8, 7] def yu - . case((g u),
g1:CY. (81 v),
§2¢DV- proja (o((f1 u), (g2 ©)))
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0$, f2,8,0) C Au U case((g u),
g1:CY. proja (B((f2 u), (g1 0))),
g2:DY. (g2 )
)

Ah. tV,u[W, ¢] (tZ/{,V [(P, (b] (h))
= Aty ylo, &l (ple, &, proj1 h, proja h, qle, ¢, proj1 h, proja h))

:Ah( p[(Pr(i)/P[(Pr(prProjl h/PT’OjZ h]rq[(Pr(i)/th h/PT’OjZ h”/
q[(p/(i)/p[(pldj/projl h/pron h]rq[(Pr(i)/th h/PT’OjZ h]])

P[(P/¢1P[(Pr¢rproj1 h/pron h}/Q[(P/(PIPm]’l h/pron h]]

= Av: V. case(q[@, ¢, proj1 h, projo hl(v),
g1:C4 iny (p1[, plo, &, proji h, projp hl,g1,9]),
g2 : DY iny ( pale, ple, &, proji h, proja hl,g2,9])
)

= Av:V.case((proj; h) v,
f1: A% iny (p1l, ple, &, proji h, projp k], q1le, f, proja h,0],0]),
f2 : BU inz ( PZ[(P/ P[(Pr d)/ PT’Oj] h/ pron h}/ qZ[(b/fZ/ P”sz h/ 'U],'U] )
)

= Av: V. case((proj; h) v,
f1: AY ing (Au: U.case(pep, , proji h, proja h(u),
fi A fi(0),
{é :BY. proji (#(f3(v),q1le, f1, proja h,v](u)))

fo: BY. iny (Au: U.case(plo, , proji h, proj, h](u),
fi+ AV proji (e(f](v), q2]¢, f2, proja h,v](u))),
J)’é :BY. f3(v)

)

= Av: V. case((proj; h) v,
f1: AU ing (Au: U. case((proj h) u,
81:CY. pile, proji 1, g1, u(v),
§2:DY. proji (( pale, proji h, 2, ul(v),
qle, fr,proja h,v](u)))
)

fo: BY. iny (Au: U.case((projo h) u,
g1:CY. proji (o pald, proji h,g1,u](v),
92($, f2, proja h,v](u)),)
?2 :CY. palo, proji b, g2,u)(v)
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= Av: V. case((proj; h) v,
f1: AU ing (Au: U.case((proja h) u,
g1 CV. (f] 1/[),
g2: DY proji (¢ proj1 (¢(f1 u,82 v)), )
| projz (@(f1 u,82 v)))

fo: BY. iny (Au: U.case((projo h) u,
g1:CV.proji (o( proji (¢(fou,g10)), )),
proja (§(f2u,810)))
g2 : DV. (f2 u)
)

)

= Av:V.case((proj; h) v,
f1: AU ing (Au: U.case((proja h) u,
g1 CV. (f] 1/[),
g2:DY. proji (¢(@(fi u,g2 ©)))
)

fo: BY. iny (Au: U.case((projo h) u,
g1:CY. proji (@($(f2u,810))),
§2:DY. (f2 u)
)

)
qle, ¢, ple, ¢, proji h,proja hl,qle, ¢, projy h, projo h]]

= Au :U. case(plo, d, proj1 h, projo h](u),
fi - AV ini(qile, f1,qle, &, proj1 h, proja hl,ul),
fé : BV inz( q2[¢/f£/q[(p/ d)/ Projl h/ prOjZ h},l/l] )
)

= Au:U. case((projp, h) u,
g1:CV.in1 (q1le, p1l, proj1 h,g1,u],qle, &, proji h,projp h,ul),
g2 : DY iny (qad, pale, proji h, g2, ul,qle, &, proji h, projp hl,u])
)

= Au:U. case((projp h) u,

g1:CY.iny (Av: V. case(q[p, ¢, proji h, proj, h](v),
gy :C%. g (u)
52’2 : DY profo (@(p1ld, proji h, g1,u)(v), 85

),

g2 : DY iny (Av: V. case(qlo, ¢, proji h, proja h](v),
g1 C4 proja (d(p2le, proji h,ga,u)(v), 8}
f/z : DY gh(u)
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= Au:U. case((projo h) u,
g1:CY.iny (Av: V. case((proji h) o,
fl D AH n [(Pfflf proja h, T)](M)
fa: B4 projy (@( p1ld, proji h,g1,u](v),
qZ[(perIPron h,v](u) )
)

)
g2 :DV.iny (Av: V. case((proji h) o,
fi: A4 proja (o pale, proji b, ga,ul(v), ),
ql[(plfll P”OjZ h,v](u)
f2:BY. g2, fo, projo h,v](u)
)

)

= Au:U. case((proj, h) u,
g1:CY.iny (Av: V. case((proji h) o,
f] ZAM. (gl 'U)

fo:BY. proja (o( proji (¢((f2 u), (g1 0))), )
| proja (¢((f2 u), (g1 v))))
),
g2 :DV.iny (Av: V. case((proji; h) v,
fre A proja ((( proji (@((fi ), (g2 ©))), ),

N
—~
oQ
N

s
=
=
N
~—

projz (@((f1 u)
f2 : Bu. (g2 'U)
)

)

= Au:U. case((projp, h) u,
g1:CV.iny (Av: V. case((proji h) o,
f1 : AZ/[. (31 U)
fo:BY. projo (9(d((f2 u), (g1 0))))

)g2: DY iny (,)\v : V. case((proj; h) v,
fi e A proja ((e((fi u), (82 0)))),
f2:B%. (g2 0)
)

4.4 Remarques conclusives

Les résultats présentés dans ce chapitre sont les premiéres avancées significatives dans 1’étude
des isomorphismes de types en présence de type vide et type somme.

De nombreuses questions restent ouvertes, comme par exemple celle de I'existence d’équa-
tions arithmétiques dans le langage constitué de 1, -, 1,0 oude 1, -, T, + qui ne correspondent pas
a des isomorphismes de types. Nous avons conjecturé que le résultat de Gurevic [55] établissant la
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non-fini-axiomatisabilité de la théorie équationnelle du modele des entiers naturels (N*,1,-, T, +)
peut étre généralisé au cas du modele des entiers naturels (N, 1,0,-,1,+), et donc, grace aux
résultats de ce chapitre, que la théorie équationnelle des isomorphismes de types dans les catégo-
ries bi-cartésiennes fermées n’est pas finiment axiomatisable. La question de la décidabilité de la
théorie équationnelle des isomorphismes de types dans les extensions du A-calcul typé avec type
vide et/ou type somme est encore ouverte. Enfin, les observations de la section 4.2.3 suggerent
que le cadre approprié pour caractériser les isomorphismes de types valides dans la catégorie des
ensembles finis avec type fleche, type vide, et type somme pourraient étre des calculs pour des
logiques classiques ou intermédiaires.

La preuve du lemme 4.9 a été volontairement détaillée pour montrer I'intérét d’automatiser ce
calcul, ce qui sera 1’objet des chapitres 6 et 7.
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Chapitre 5

Formes normales extensionnelles du
A-calcul avec somme

Résumé

Ce chapitre montre comment il est possible de définir
par des regles d’inférence une notion de forme normale ca-
nonique pour les A-termes avec somme et zéro. Pour mon-
trer le résultat de normalisation, nous utiliserons la notion
de relation logique de Grothendieck.

probleme de A-définissabilité est le suivant : quelles sont les fleches f : [o] — [7] de &

pour lesquelles il existe un A-terme ¢ tel que f = [ F t:0 — 7] ? En 1980, Gordon
Plotkin a donné une caractérisation des termes définissables de la « Full Type Hierarchy » [70].
Pour cela, il a introduit la notion de relation logique de Kripke. En 1993, Achim Jung et Jerzy
Tiuryn ont généralisé cette notion, en en faisant varier 1'« arité » et ont donné une caractérisation
des éléments définissables de n'importe quel modele de Henkin [58]. Marcelo Fiore a récemment
montré que ce résultat de définissabilité pouvait étre adapté en un résultat de normalisation pour
le A-calcul simplement typé sans somme [45]. Pour cela, il définit une notion de forme normale
a l'aide d’un systéme de régles d'inférence, et montre que 1’ensemble des fleches A-définissables
est inclus dans I'ensemble des fleches définissables par des termes dans cette forme normale. En
choisissant la sémantique canonique dans la catégorie cartésienne fermée libre engendrée par les
types de base, cela implique que tout A-terme simplement typé est 3n-équivalent a un terme en
forme normale. Ce résultat ne donne pas de moyen d’obtenir la forme normale a partir du terme
initial (en particulier il n’est pas basé sur la réécriture), d’ott la dénomination « forme normale
extensionnelle ».

/
ETANT DONNEE une sémantique [[.] du A-calcul simplement typé dans une catégorie &, le

Dans ce chapitre, nous allons étendre ce résultat au A-calcul avec type somme et type vide, en
nous appuyant essentiellement sur la preuve de A-définissabilité étendue a ce cadre par Marcelo
Fiore et Alex Simpson [46]. Cela va nous permettre d’associer un représentant canonique a chaque
classe d’équivalence de termes modulo 7, sans utiliser la réécriture (qui, nous 1’avons vu dans
le chapitre 2, n’a pas de bonnes propriétés de normalisation/confluence). Nous n’obtenons pas
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exactement 1'unicité, en particulier a cause des « conversions commutatives » (voir définition 5.11)
que l'on peut difficilement éviter. Cependant la forme des termes obtenus est trés contrainte et
les possibilités de Sn-conversion sont tres limitées. Le travail le plus proche de celui-ci est un
article de Thorsten Altenkirch, Peter Dybjer, Martin Hofmann et Philip Scott [2]. Grace a des
techniques proches des notres dans les faisceaux, ils parviennent a une notion de forme normale
unique pour un A-calcul avec case n-aires dans lequel les branches ne sont pas ordonnées. Notre
preuve présente 'avantage de donner une construction plus explicite, et correspond au cas des
case binaires qui nous intéresse.

Cerésultat de normalisation a un intérét pour I’étude des isomorphismes de types, car il réduit
de maniere drastique les possibilités de construction des A-termes. Il va nous permettre de raison-
ner sur la structure des A-termes. En réalité, c’est grace a ces formes normales canoniques que j'ai
pu trouver le terme présenté au chapitre 4 (figure 4.3 page 101), plus exactement en essayant de
prouver la conjecture inverse, a savoir qu'un tel isomorphisme ne pouvait exister. Nous verrons
dans les chapitres 6 et 7 un moyen pour obtenir cette forme normale canonique pour un terme
donné. Cela nous donnera un moyen simple de vérifier qu'un terme est bien un isomorphisme,
en comparant la normalisation de la composition de ce terme avec son inverse supposé, avec celle
de l'identité.

5.1 Survol de la preuve

Commengons par exposer brievement le cas du A-calcul sans somme (voir Fiore [45]). Soit
[.] une sémantique du A-calcul simplement typé dans une catégorie cartésienne fermée S, obte-
nue comme a la page 57 a partir d'une interprétation quelconque des types de base. On définit
I'ensemble D, (T) des fleches définissables de G de la maniére suivante :

De(N={[F F t:7] [T F t:7}

D+(T) est un sous-ensemble de G([I, [])-

Considérons maintenant la catégorie C dite catégorie des contextes, dont les objets sont les
contextes et les morphismes sont les renommages injectifs de contextes préservant les types; c’est-
a-dire les fonctions p : dom(T") — dom(T”) telles que si x : T € T, alors p(x) : 7 € T’'. On peut
étendre facilement [.] en un foncteur de C dans & de la maniére suivante :

[[p]] = <[[r/ + p(x) : T]]>(X:T)EF

Définissons les ensembles R(I) € &([I, [r]) pour tout I' € C et pour tout type T de la
maniére suivante :

Ro(T) = Dy(T) pour 6 type de base
Ra(h) = T
7z7’1><’f2(r) = (RTl A RTZ)(F)
Ro—r(l) = (Re D Re)(T)



5.1. SURVOL DE LA PREUVE 115

Ry ARt)(N) = {feS([M, [mxm])[mofeRey(lNetmofeRy(T)}
(Re DR)(N = {fe6(, [o—r1])|VgeRAT') Vp:T"—=T evalo(folp],g) € R(I")}

On peut vérifier que les objets D et R sont des relations de Kripke'. Les R sont appelés
relations logiques de Kripke.

Le résultat de définissabilité (d(i a Jung et Tiuryn) énonce que pour tout type 7, on a l'éga-
litt Dr = R+. Pour le montrer, il suffit de prouver que

Dy = T
DT1><T2 = DTl A DTZ
D(rﬁvr == DO’ D) DT

Pour obtenir le résultat de normalisation, Marcelo Fiore a défini deux systemes d’inférence
de types Iy et Fp4 permettant de définir respectivement les termes normaux et neutres. On
peut définir les fléches normales et neutres suivant le méme principe que les fleches définissables
ci-dessus, a savoir, respectivement :

N () = {[FT+t:a]|T bp t:7}
Mo() = {[FF t:7]|T Faqtit)

M et Ny sont également des relations de Kripke.
On peut montrer que si des familles de relations de Kripke (L) et (Uz) vérifient les inclusions
suivantes (pour tous types T, 0, T, T2) :

U =T
Loyiry © Loy Nry Uy AUy € Usyry
Losr CUs DLy Lo DUr CUsxr
Lo C Ry CUy (Otype de base)

alors elles vérifient, pour tout type 7 :
ET g RT g MT

En prenant £; = U; = D, on retrouve le résultat de définissabilité (D, = Rr). Mais sil’on prend
Lr = Mz etU; = Nz, on arrive a prouver les inclusions ci-dessus, et donc

Mz CRr CN:

Ce qui montre que toute fleche de R(T") est définissable par une forme normale de type T dans
le contexte T".

Pour en conclure que tout terme bien typé est égal a un terme en forme normale, il ne reste
plus qu’a montrer que R (T) contient I'interprétation de tous les termes bien typés de type T dans
le contexte T".

Nous allons maintenant étendre ce résultat au A-calcul avec somme et type vide. Le résultat
de A-définissabilité de Achim Jung et Jerzy Tiuryn a été étendu au A-calcul avec somme et zéro
par Marcelo Fiore et Alex Simpson [46]. Pour cela, ils ont eu besoin de placer les contextes dans
une catégorie dotée d'un topologie de Grothendieck, obtenant ainsi une généralisation de la notion

1Pour la définition de relation de Kripke, voir page 117 et [45]
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de relation de Kripke appelée relation de Grothendieck.

Le reste de ce chapitre montre en détails comment adapter ce résultat pour obtenir un résultat
de normalisation pour le A-calcul avec somme et zéro.

II nous faut des notions de relations logiques duales de R, A R, et T, que l'on notera
Rz V Ry, et L. Pour les définir, nous allons utiliser la notion de recouvrement de la topologie
de Grothendieck.

Remarque 5.1 La régle habituelle d’élimination du 0 est la suivante :

'Et:0
Nk L.(t):7T

Ici, nous n’utiliserons pas cette regle, mais la suivante :

' t:0
e Lr:7

Cette nouvelle régle nous permettra de n’avoir qu'une seule forme normale de type T (a savoir
1) dans un contexte I' inconsistant. Nous avons vu a la section 2.3.3 page 72 que ce choix ne pose
pas de probleme.

5.2 Sémantique dans la biCCC des relations de Grothendieck

Pour traiter le cas du co-produit, nous allons introduire la notion de recouvrement et de topologie
de Grothendieck (voir Fiore-Simpson [46]).

Définition 5.2 (topologie de Grothendieck) Soit ¢ une catégorie petite. Une (base d'une) to-
pologie de Grothendieck K sur €, est définie par la donnée, pour chaque objet 2 de € d"une col-
lection K(a) de recouvrements [1> cover | de a (une famille de morphismes de ¢ de codomaine
a), satisfaisant les conditions suivantes :

» (Identité) Pour touta € Objg, K(a) contient la famille constituée du seul morphisme id,.

» (Stabilité) Pour tout {¢; : a; — a};c; € K(a), et tout morphisme ¥ : b — 4, il existe une
famille {d); :bj — b} ey € K(b) telle que toute composition 1 o d)? :bj — a se factorise par I'in-
termédiaire d'un ¢; (i.e. pour tout j € Jilexistei € I ety;;: b; — a; telsque o cl); = $i oYij)-
» (Transitivité) Pour tout {¢; : a; — a}ic; € K(a), et pour tous {y;j}jecj, € K(a;) (i € I), la
famille {¢; o vij}ic1,jej, appartient a K(a).

Une catégorie petite munie d"une topologie de Grothendieck est appelée un site.

Les relations de Grothendieck généralisent la notion de relation de Kripke afin de prendre en
compte la topologie de Grothendieck.
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Définition 5.3 (relation de Grothendieck) Ftant donné un site (€, K) et un foncteur
s: € — &, une (¢, K)-relation de Grothendieck R d’arité s sur A € Objgs est une famille
{R(c) €6&(s(c), A) }ecop jo Vérifiant les deux propriétés suivantes :

» (Monotonie) Pour toute fleche 1 : ¢/ — cde €, et toute fleche x : s(c) — Ade &,six € R(c),
alors x o s(¢) € R(c').

» (Caractere local) Pour tout recouvrement { ¢; : c; — ¢ };o; € K(c) et pour tout x : s(c) — A
de &, si xos(¢;) € R(c;) pour touti € I, alors x € R(c).

La définition de relation de Kripke est la méme sans la propriété de caractere local.

Nous utiliserons comme foncteur d’arité un foncteur « sémantique » allant d’une catégorie de
contextes (contraints) dans &. Une fleche de ¢’ vers ¢ dans € peut étre vue comme une « extension
de contexte » (ou une fleche vers un « monde futur »). On demande a une relation de Kripke d’étre
stable par cette extension. Autrement dit, nous devons étre capables de transformer toute fleche
de R(c) en une fleche de de R(c’), qui est sa « ré-interprétation » dans le nouveau contexte.

Pour obtenir une relation de Grothendieck, on demande non seulement de pouvoir ré-interpréter
les fleches aprés changement de contexte, mais également que lorsque nous avons une fleche x de
I'interprétation d’un contexte dans A, s’il existe un recouvrement de ce contexte qui « envoie » x
dans la relation (pour les composants du recouvrement), alors x est aussi dans la relation pour le
contexte original !

Nous allons maintenant définir la catégorie des relations de Grothendieck.

Définition 5.4 (catégorie des relations de Grothendieck) FEtant donné un site (¢, K) et un
foncteur s : € — &, la catégorie des relations de Grothendieck G(€, K, s) est définie de la ma-
niere suivante :
— Les objets sont des couples (A, R) constitués d'un objet A de G et d'une (€, K)-relation de
Grothendieck R d’arité s sur A ;
— Les morphismes (A, R) — (A’, R’) sont les morphismes f: A — A’ de & tels que pour
tout objet ¢ de € et pour tous morphismes x : s(¢) — A de R(c), la composée f o x est dans
R'(c).

Nous allons maintenant définir quelques notations.

Définition 5.5 Soit G(€, K, s) une catégorie de relations de Grothendieck. Pour tout ¢ € Obj,
pour A,B € Objg, et pour Ry et Rp relations de Grothendieck sur A et B respectivement, on
pose :

T(e) = {'s(c)}
(RAARg)(c) = {f:s(c)—>AxB|mofe€Ry(c)etmof e Rgp(c)}
(RADRp)(c) = {f:s(c)—B4|
Va € Ry(c") V¢ :c" —c evalo(fos(y),a) € Rp(c') }
1) = { 0 si la famille vide n’est pas un recouvrement de K(c)
{f:s(c) — o} silafamillevide est un recouvrement de K(c)
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(RaVRp)(c) = {f:s(c)— A+B| ilexiste unrecouvrement { ¢; : ¢; — ¢ };c; € K(c)
tel que pour touti € I :
—soit fos(¢p;) =y oa:s(c) — A
pouruna : s( i) — Ade Ry(c)
—soit fos(¢;) =1poa :s(c;) — B
pouruna’: s(c;) — Bde Rg(c;) }

Proposition 5.6 Ces constructions définissent des relations de Grothendieck.

Démonstration :
11 faut vérifier pour chacune d’elles les propriétés de monotonie et caractere local.

> T(c)
Monotonie Soit {: ¢’ — cetx:s(c) — 1dans T(c). Ona x =!s(c), et par unicité, x o s(1p) =
Is(¢’), donc appartienta T (c’).

Caractere local Soit x : s(c) — 1. Nécessairement x =!s(c) donc x € T (c).

» (Ra ARpg)(c)

Monotonie Supposons x € (R4 A Rp)(c). Nous avons 7 o x € Ry(c) donc en utilisant la
propriété de monotonie de la relation de Grothendieck R 4, on peut déduire que

moxos(P) € Ra(c')

De méme
70 x05(1) € Ry(c)
Etdonc x os() € (R4 ARp)(c)
Caractere local Soit { ¢;:¢c; — c };c; € K(c), et x:s(c) — A x B. Supposons x o s(¢;)
(Ra A Rp)(c;) pour tout i € I. On a donc 71 o x 0 s(¢p;) € Ra(c;). En utilisant la pro-

priété de caractere local de R 4, on déduit que 713 o x € R4(c). De méme 7, o x € Rp(c).
Donc x € (R4 ARp)(c)

» (Ra D Rp)(c)

Monotonie Supposons x € (R4 D Rp)(c).Soienta € Ry(c”) ety : " — ',
La fleche eval o (x o s(p) os(¢'),a) = eval o (x os(po1p’),a) est dans Rg(c”) d’apres la
monotonie appliquée a x.

Caractere local Soit { ¢; :¢; — ¢ };o; € K(c), et x : s(c) — B*. Supposons x 0 s(¢;) € (Rg D
Rp)(c;) pour touti € I.
Soienta € Ra(c') et : ¢’ —c.

Par stabilité, il existe un recouvrement { cj)’ c —c } o dans K(¢’) tel que pour tout
j€
j€Jilexistei € I ety;;: c; — ¢; tels que P o cbj = ¢i oYij.

eval o (x o s(1), a) os(cp;) = evalo (xos(y)os(¢p ) IZOS(d) )
= evalo (xos(yo¢j),aos(¢)))
= evalo (xos(¢;ovij),a0s(¢))

)
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= evalo(xos(¢;)os(vij),ao 5(479»

Par monotonie, a 0 s(¢}) € Ra(c}).
Etxos(¢;) € (R4 D Rp)(c;), donc comme ;; : c; — cj,ona

eval o (x o s(¢;) 0 s(vij), a0 s(¢))) € Rg(c))

Donc
eval o (x 0 s(), a) o s(§;) € Rp(c))

pour tout j € |.
En utilisant la propriété de caractere local pour Rp, on déduit que

eval o (x os(),a) € Rp(c)

et donc que x € (R4 D Rp)(c)
> L(c)
Monotonie
— Premier cas : la famille vide n’est pas dans K(c). Il n’existe aucun x dans L (c¢) donc la
monotonie est vraie.

— Deuxieéme cas : la famille vide est dans K(c). Par stabilité, elle est aussi dans K(c’).
Supposons x € L(c). La fleche x o s(1) va de s(¢’) dans o, donc appartienta L (c’).

Caracteére local
— Premier cas : la famille vide n’est pas dans K(c).
Soit { ¢;:c; — ¢ };c; € K(c), et x : s(c) — o. Supposons x o s(¢p;) € L(c;) pour tout
icl
Cela implique que L (¢;) n’est pas vide, donc la famille vide est dans K(c;).
Par transitivité, la famille vide appartient aussi a K(c), ce qui est en contradiction avec
les hypotheses. On en déduit que la propriété Vi € I. x os(¢;) € L(c;) n’est jamais
vérifiée, et donc que le caractere local est vrai.

— Deuxiéme cas : la famille vide est dans K(c).
x est une fleche entre s(c) et o, donc x € L(c).

> (R4 VRp)(c)

Monotonie Supposons x € (R4 V Rp)(c). La définition nous donne un recouvrement
{ ¢i:ci = c }ic; € K(c). Par stabilité, il existe un recouvrement { ¢ — }jGI dans
K(c") tel que pour tout j € Jil existei € I et y;; : c; — ¢j tels que Yo (i); = ¢; 0 vij.

Nous avons

xos(P)os(¢)) = xos(pod))
= xos(¢iovij)
= xos(¢;)os(vij)
= [xodao S(’)/ij)
avec k et a donnés par la définition de (R4 V Rp)(c). Le domaine de la fleche a o s(;;) est
s(c}-), donc elle appartient & RA(cg-) sia € Ry(c) eta RB(cg-) sia € Rg(c;).

Caractere local Soit { ¢;:c; —c };c; € K(c), et x:s(c) — A+ B. Supposons x o s(¢;) €
(Ra V Rp)(c;) pour tout i € I.
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Pour tout i, la définition de (Ry V Rp)(c;) nous donne un recouvrement

{ bij:cij—c }jeh € K(c;)-

Considérons le recouvrement { ¢; o ¢ : ¢jj — ¢ }iel, i), € K(c).

xos(¢jodij) =xos(¢;) os(¢ij) = yoay;

otk eta;j:s(cij) — Aoua;:s(cij) — Bsont donnés par la définition de (R4 V Rp)(c;).
|

Proposition 5.7 (préservation de la structure bi-cartésienne fermée) Pour un site (¢, K) et
un foncteur s : € — & dans une catégorie bi-cartésienne fermée donnés, la catégorie des rela-
tions de Grothendieck G(¢, K, s) est bi-cartésienne fermée et le foncteur d’oubli G(¢, K,s) — &
préserve la structure bi-cartésienne fermée.

Démonstration :
Donnons les constructions pour les objets terminal, produit, exponentielle, initial et co-
produit.

» terminal L’objet terminal est (1, T).

En effet, soit (A, R) dans G(¢, K, s). Les fleches de la catégorie des relations de Grothen-
dieck sont un sous-ensemble des fleches de &. Nous savons que 1 est terminal, donc il existe
une unique fleche !A de A dans 1. Nous voulons montrer que c’est une fleche de la catégorie
des relations de Grothendieck.

Soit x € R4(c). La fleche !A o x va de s(c) dans 1, et donc appartient a T (¢). On en déduit
que !A estdans G(€¢, K, s).

» produit Le produitde (A,R4) et (B,Rp) est (A x B,R4 A Rp).

Pour le montrer, notons tout d’abord que les projections 711 et 71, de & sont des fleches de
la catégorie des relations de Grothendieck, car pour tout x € (R4 A Rp)(c), m ox € Ry(c) par
définition de R4 A Rp.

Ensuite, nous vérifions que le diagramme du produit commute. Soit (D, Rp) dans G(¢, K, s),
f:(D,Rp) — (A,Rya), et g: (D,Rp) — (B,Rp). Nous savons que f:D — Aetg:D — B
sont des fleches de &. Prouvons que (f, g) appartienta G(¢, K, s).

Soit x € Rp(c). Nous savons que fox € Ryu(c) et que gox € Rg(c), cest-a-dire :
mo(f,g)ox € Ra(c)etmo(f,g)ox e Rg(c). Donc (f,g)ox € (Ra ARp)(c).

» exponentielle L’exponentielle de (4, R,4) et (B, Rp) est 'objet (B4, R4 D Rp).

Pour montrer cela, montrons d’abord que eval appartient a G(¢, K,s). Soit x €
((Ra D Rp) ARy)(c). Nous savons que ;o x € (R4 D Rp)(c) et my ox € Ry(c). Par défi-
nition de (R4 D Rp), en prenant ¢ = id, nous avons eval o (711 0 x, 7 0 x) = eval o x € Rg(c).

Soit f : (C x A,Rc ARy) — (B, Rp). Soit h 'unique fleche de C vers B4 faisant commuter
le diagramme de I'exponentielle dans &.

Nous voulons maintenant montrer que h appartient a G(¢, K, s). Soit x € R¢(c). La fleche
h o x appartient-ellea (R4 D Rp)(c)?

Soit P : ¢’ — cet g € Ry(c’). Par commutation du diagramme de I'exponentielle dans G,
nous avons eval o (hoxos(y),g) = fo (xos(y),g). La fleche x o s(1) appartient a Rc(c’)
par monotonie, et ¢ appartient a R4 (c’), donc (x o s(v), g) appartient a (Rc A R4)(c’). Nous
pouvons donc déduire que eval o (ho x o s(¢), g) appartient a Rg(c’), puisque f est une fleche
de G(¢,K,s).

» initial L’objet initial est (o, L).
En effet, soit (A, R4) dans G(¢, K, s). G est une biCCC, donc nous savons qu'il existe une
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unique fleche iA de o vers A.

Si () ¢ K(c), nous avons L (c) = (), et donciA € G(¢, K, s).

Si 0 € K(c), nous utilisons la propriété de caractere local avec le recouvrement vide pour
montrer que iAox € Ry(c) (oux € L(c)).
» co-produit Le co-produitde (A1, Ry, ) et (A2, Ra,) est (A1 + Az, Ra, V Ra,).

Pour montrer cela, nous devons vérifier que 11 : A; — A1 + Ay etip: Ap — A1 + Ap sont
des fleches de la catégorie des relations de Grothendieck.

Soit x dans Ry, (c). Prenons le recouvrement {id.} € K(c). t; o x os(idc) = 11 o x est de
la forme requise pour que t; appartienne a (R4, V Ry,)(c). De la méme fagon, 1, appartient a
(Ra, V Ra,)(c).

Considérons un objet (D,Rp) et deux fleches fi: (A1, Ra,)— (D,Rp) et
f2: (A2,Ra,) — (D, Rp).

A1 + Ajp est un co-produit, donc il existe une unique fleche (g) : A1+ Ay — D telle que
ow = fi(i=1,2).

C’est le seul candidat pour devenir ({é
Montrons donc qu’il appartient a cette catégorie.

) dans la catégorie des relations de Grothendieck.

Soit x € (R4, V Ra,)(c). Nous voulons montrer que (g) ox € Rp(c). Il existe un recouvre-
ment { ¢; :¢c; — ¢ };c; € K(c) tel que Vi € I. Jj;, x; € RA].]_(ci).x os(¢i) = tj, 0 x;.

Pour touti € I, comme x; € R A (¢i), nous pouvons montrer, en utilisant que f; et f, sont
dans la catégorie des relations de Grothendieck, que

(2) oxos(di) = (f;) otj; 0 x; = fj;ox; € Rp(ci)

Donc, par caractere local, ({’;) ox € Rp(c). [

5.3 Normalisation dans les biCCC

5.3.1 Lemme de base

Définition 5.8 (relation logique de Grothendieck) Soit (¢, K) un site, s : € — & un foncteur
vers une biCCC, et Z(.) une interprétation des types de base dans &.

Pour une famille de relations de Grothendieck {(Z[0], Rg)}¢ dans G(€, K, s) indexées par les
types de base, soit {(Z[7], R+) }r la famille de relations de Grothendieck indexées par les types
induite par la structure bi-cartésienne fermée de G(¢, K, s) :

Ro = 1L

Ri1 = T
Roxt = RoAR:
Rotr = RoVRr
Ro—r Roe D Re

Ces relations sont appelées relations logiques de Grothendieck.

Marcelo Fiore et Alex Simpson ont démontré le lemme suivant [46] :
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Lemme 5.9 (lemme fondamental des relations logiques de Grothendieck) Soit (¢, K) un site,
s : € — & un foncteur vers une biCCC, et Z(.) une interprétation des types de base dans &.
Soit {(Z]t], R+) }r une famille de relations logigues de Grothendieck de G(¢, K, s).

Pour tout terme I' + t: 7, l'interprétation Z[I' + t: 7] est une fleche de la catégorie des
relations de Grothendieck, entre (Z[I], Rr) et (Z[t], R+).

Démonstration :
La preuve découle directement de la proposition 5.7. u

Le résultat de normalisation repose sur le lemme suivant :

Lemme 5.10 (lemme de base) Soit (€, K) un site, s : € — & un foncteur vers une biCCC, et
Z(.) une interprétation des types de base dans .
Soient {(Z[[t], L)} et {(Z]7],Uzr) }r deux familles de relations de Grothendieck de G(¢, K, s)
indexées par les types, telles que

Lo=1 U =T

EO'XTQEO'/\ﬁT Z/{U/\L[TQUO'XT

Lotr €T LV L Us V Ur C U511

Lor CUs D Lr Lo DU CUs—r

Soit {(Z]t], Rr) }+ une famille de relations logiques de Grothendieck.
SiLg C€ Ry C Up pour tous les types de base 6, alors

L: C Ry C Uy pour tous les types T

Démonstration :
La preuve se fait par induction sur les types. Les cas de base sont dans les hypotheéses.
Pour des relations de Grothendieck R4 et R/, nous avons Ry C R/, si et seulement si
ida : (A,Ra) — (A, R)). Nous pouvons en déduire, par fonctorialité des constructeurs de
types catégoriques, que si R4 C R/, et Rg C R}, alors
R4 ANRp € R, AR}
R4V Rp C R, VRE
Ry, DR C R4 DR}

Par exemple pour la premiére inclusion il suffit de voir que m ocidgxp = ids o m et
ﬂZOidAXB = idB O 70p.

Et enfin, grace a 'hypothese d’induction, nous avons
£o‘/\£q‘ g Ro‘/\RT QZ/{UAZ/{T

EUVETQRUVRTQUUVZ/{T
U DL C Ry DR+ C Ly DU
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Nous voulons appliquer ce lemme de base pour obtenir un résultat de normalisation séman-
tique.

5.3.2 Termes neutres, termes normaux

Nous allons définir, grace aux regles de la figure 5.1, deux sous-ensembles de 'ensemble des
termes bien typés : les termes normaux, qui nous donneront les formes normales canoniques, sont
ceux pour lesquels le jugement I' s t: T est dérivable. Les termes neutres, appelés ainsi car ils
correspondent aux termes neutres des preuves de normalisation forte, sont ceux pour lesquels le
jugement I 4 t: 7estdérivable. Notre but sera ensuite de montrer que ces ensembles vérifient
les conditions du lemme de base 5.10.

Définition 5.11
1. Un contexte I est dit inconsistant s'il existe un terme t tel que I' = ¢ : 0.

2. Nous noterons ~ la relation d’équivalence engendrée par

case (M, x. case (My, x1. N1, x3. Np), y. N)
~ case (M1, xj.case (M, x. N1, y. N), xp. case (M, x. Np, y. N))

case (M, y. N, x. case (M1, x1. N1, x3. Np))
~ case (M1, xj.case (M, y. N, x. N1), x5. case (M, y. N, x. Np))

lorsque x € FV(M;) etx; ¢ FV(M) (i = 1,2)

N;~ N/ (i=1,2)
case (M, x1. Ny, x3. Np) = case (M, x1. N}, xp. N})

Les deux lemmes suivants sont cruciaux pour la démonstration des résultats qui suivront. Ils
donnent une idée de l’algorithme qui peut étre utilisé pour trouver la forme normale d"un terme.

Lemme 5.12

1. Pour tout terme neutre I' 4 M : 7y X 17 il existe des termes neutres I' F,q M : 11 et
Iy Mp:mptelsquel = proj; M=M,;:1; (i=1,2).

2. Pour tout terme neutre I' F¢ M : 171 — T et tout terme normal I' Fys N : 19, il existe un
terme neutre ' Fyy M’ :7telquel’ F M N=M': 1.

Démonstration :

1. Soit M un terme neutre de type 71 X 7. Nous allons faire la preuve par induction sur la

profondeur de case (_, _, _).

— Premier cas : ' Fpq, M: 711 X Tp Soit My = proj; M. Nous avons I' =y, My : 11,
donc " a4 Mj : 71. Idem pour M.

— Deuxiéme cas : M = case (A, x1, AH)xA? : iy xm ou T by A:iop+oy et
T, Xi . 0j |_./\/l AIZTl X Tp (i:1,2).
Par hypothese d’induction sur A’, nous savons qu’il existe des termes neutres
Mty AlimetT by Ay :mptelsquel H proj; Al = A; 1 (j=1,2).
Il est facile de vérifier que M; = case(A, x1. A}, x5. A?) a les bonnes
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W((x:'r)mr)
MFpm, Moty X1 12 ey, Mimp — 7 MNbxyy, Nim
T bam, proji M:m (i=12) Fbpmy M N:T
FI_MOM:T
FI—M M:T

m (F inconsistant)

rl—MOM:Tl-FTz F,xiit by Mijct(i=1,2)
I Fa case (M, x1. My, xp. Mp) i T

MEam, M:6 ot deb
T Fy, Mg (O typedebase)
Iy, Nicti(i=1,2) Iba, N:m

I "NO ()21 I "NO (Nl, Nz):Tl X Tp I "NO ii’li NZT1+T2 (121,2)

MbEy, Nt
Ny N:7T

gardes(N) def

INx:mm Fy Nt

Ty, AT Nt — 1 (x € FV(C) pour tout C € gardes(N)) o

m (T" inconsistant)
FI_MOM:Tl—l-Tz I,xi:1 by Nic1(i=1,2)
I' Fa case (M, x1. Ny, x2. Np) @ 7
M ¢ gardes(x1. N7) U gardes(xp. Np), [ )
et N1 % Nj lorsque x1 ¢ FV(N;p) et xa € FV(N3) &

ot gardes(x;. N;) def { C € gardes(N;) | x; € FV(C) },
gardes(case (M, x1. N1, x2. N3)) & { M }UUi-1 2 gardes(x;. N;)

FIG. 5.1 — Termes neutres et termes normaux.
(Le contexte I" est supposé consistant sauf mention du contraire.)
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propriétés, en utilisant le fait que  proj; case (A, x1. A}, xp. A7) =
case (A, x1. proj; A}, xp. proj; A?).

— Troisiéme cas : M = L, xr, Prendre M; = L ... Le terme proj; M est de type T; dans le
contexte I', et I est inconsistant, donc I' = proj; M = M; : 7;.

2. Soit M un terme neutre de type 71 — T et N un terme normal de type 7;. Nous allons

faire la preuve par induction sur la somme des profondeurs de M et N.

— Premiercas:T" Fp M: Ty — TetT Fpy N:7p.Prendre M' = (M N).

— Deuxieme cas : N = case (A, x1. N1, x2. Np). L'hypothese d’induction sur N; et N;
nous donne des termes neutres Ay = M Njet Ap =M No.
Prenons M’ = case (A, x1. A1, x2. Ap). Il est facile de vérifier que M N = M.

— Troisieme cas : N = L. Le terme (M N) est de type T dans le contexte I' qui est
inconsistant doncT" - L; =M N : 7. Donc M’ = 1 convient.

— Quatrieme cas : M = case (A, x1. Mj, x. My). L'hypotheése d'induction nous donne
des termes neutres Ay = M; NetA, =M, N.
Prenons M’ = case (A, x1. A1, x2. Ap). Il est facile de vérifier que M N = M.

— Cinquieéme cas : M = L, ... Encore une fois M’ = 1. convient.

Lemme 5.13

1. Pour tout terme I' -5, C: T dérivable d’apres les regles suivantes

IkFay Nt

F Py Nit (T consistant)

m (F inconsistant)

r|_/\/10 M:11+1 I, x;:7 I_N'l Ci:t (i=1,2)
I Fay case (M, x1.Cy, x2.Co) : T

(T consistant)

il existe un terme normal I' -y N:7telquel’ - C=N:T.

2. Pour tout couple de termes normaux I' -y N;:1; (i = 1,2), il existe un terme normal
'y N:imyxtytelquel F (N1, N) =N:1 X 1p.

3. Pour touttermenormal " Fy N:1; (i € {1,2}),ilexiste untermenormall" Fy N': 1 4+ 1
telquel F in; N=N':1 + 1.

4. Pour tout terme normal I', x: 71 Fp Nj: 7, il existe un terme normal ' Fyy N:1y — 7
telquel' F Ax: . Ny=N:11 — 7.

Démonstration :

1. Nous allons d’abord définir une procédure ® qui va « aplatir » le terme C, dans le sens
ot elle va construire un terme équivalent vérifiant les conditions #. La procédure est la
suivante :

- Si Cn’a pas de gardes, ®(C) = C
- Si

C =~ case (M, xy.case (M, x3....case (M, x.Co, Yg----)eoes Y2ueus), Y1o--2)
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avecx; ¢ FV(M) (1 <i <k)et M ¢ gardes(Cp) et
C'~case (M, y1...., xj.case (M, ya...., x5....case (M, yy...., x;.Cp) ...))

avecx; ¢ FV(M) (1 <i < k)et M ¢ gardes(Cy),
on pose
M,
@ (case (M, x.C, x'.C")) = case | - ®(Co {x/xk} [x/xl}),
/ /
X, (C) [x /x/é} [x /x’J

Notons qu’a chaque appel récursif de @, la cardinalité de ’ensemble des gardes du terme
décroit, et donc que O est bien définie.

Nous avons donc, pour I' Fp; C: 7,
C~ 0(C)

ol @ (C) vérifie la condition &.
Maintenant, nous allons simplifier encore ce terme afin qu’il vérifie la condition &. Nous
définissons pour cela la fonction ~ de la maniére suivante :

I(N)=N  siCn’apasde gardes
et

. / / !
5 (case (M, x.C, ¥'.C') { G six ¢ FV(Cy),x" ¢ FV(C]), et C; = C}

case (M, x.C1, x'.C]) sinon

ouCy =X(C)etCy =X(C)

Nous obtenons l'égalité
C=1x(o(C))

ot Z(®(C)) est un terme normal, ce qui termine la preuve de le premiére partie du
lemme.

Pour finir, donnons un algorithme permettant de calculer @ :

O®(N)=N  si Nn’apasde gardes

et
M,
@ (case (M, x.C, x'.C")) = case | x. ®(@}(C)), (x,x' ¢ FV(M))
x. (0N ()
ou

M, _ . 7
©."*(N) =N  si Nn'apas de gardes
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et
M,
;" (case (M, x1.C1, x2.C3))

OM(C) [*/ ] siM' = M
- 1 L (v1,%2 ¢ FV (M)
case (M’, x1.0;77(Cy), x0.@;7 (Cz)) sinon

De plus ~ est décidable, donc la fonction X peut également étre calculée.

2. SoientT" Fpr Ny:T1yetl Fp Np:1p deux termes normaux. Nous faisons la preuve par
induction sur la somme des profondeurs des case des hypotheses. Nous allons d’abord
contruire un terme N de A puis nous obtiendrons un terme normal en utilisant la pre-
miere partie du lemme.

- SiT Fpy Ny:metl Fp, No: il suffit de prendre N = (Ny, Ny).
— Deuxieéme cas : si Ny = case (M, x'. N’, x”. N"'), on prend

case (M, x'. (N, Np), x"". (N", Np))

(en faisant attention aux problemes de capture de variables), puis on applique ’hypo-
thése d’induction a chacune des branches du case.

— Troisiéme cas : si N; = case (M, x'. N’, x”". N"), on procede de la méme fagon.

— Quatriéme cas : si Ny = L4, (donc I est inconsistant). N = L, xz, convient.

— Cinquieme cas : si Ny = L, idem.

3. Soit I' s N : 71 un terme normal. Nous faisons la preuve par induction sur la somme

des profondeurs des case des hypothéses.

- SiT kp;, N:milsuffit de prendre N’ = iny N.

— Deuxieme cas : si N = case (M, x1. N1, x5. Np), on prend

N’ = case (M, x1. N, x. Nj)

(en faisant attention aux problemes de capture de variables), ot N7 et N} nous sont
fournis par ’hypothése d’induction.

— Troisiéme cas : si N = L, (donc T est inconsistant). N’ = L, 4, convient.

On procede bien stir de la méme fagon pour i = 2.

4. Soit T, x: 71 Fp Nj : T un terme normal. Posons N’ = Ax : 7. N7. On a bien
Ik Ax:Tl.leN,ZTl—WT

Mais N’ ne vérifie pas nécessairement la condition <. Si elle n’est pas vérifiée, N7 est de
la forme case (M, x. A, y. B), etl’on fait la méme opération sur A et B.

5.3.3 Contextes contraints

Pour appliquer le lemme de base, il nous faut d’abord choisir un site. Nous allons avoir be-
soin de poser des contraintes sur les contextes. Pour cela, nous définissons la notion de contexte
contraint T | Z (I'intuition est que nous voulons considérer un contexte I' uniquement s'il satisfait
les contraintes dans =) (voir Fiore-Simpson [46]).
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Syntaxe

Définition 5.14 (contexte contraint) Les contextes contraints sont définis par les regles sui-

vantes :
I | g

010 I, x:7T|Z, x=rx

F‘E rl—MoMlTl+T2

F,x:7|Z, (ing x) =q4n, M

(T" consistant, i = 1,2)

Mz Trtm+n
I,x:7 |2 (ing x) = 4x, t

(T inconsistant, i = 1, 2)
ot x ¢ dom(T).

Notons que seuls les termes neutres sont autorisés dans les contraintes de contextes consis-
tants.

Définition 5.15 (catégorie des contextes contraints) La catégorie des contextes contraints C a
pour objets les contextes contraints et pour morphismes I’ | =/ — T | Z les renommages injectifs
p : dom(T") >— dom(I") qui préservent le typage (i.e. six : T € T, alors p(x) : T € T’) et les
contraintes (i.e. si t =1 t' € Z, alors t[p] =1 t'[p] € Z').

Dans cette définition, il faut bien remarquer que le sens des fléches est inversé : un morphisme
del” | Z dansT | = est une fleche de dom(T") dans dom ().

Définition 5.16 La famille des recouvrements K(T' | Z) d’un contexte contraint I' | = est définie

par les régles suivantes :

————— (" inconsistant
DeR(r2) )

{ idgom(r) } cK(r|2)

{pj}je]u{p:r’\E’—>r|z}eK(r|E) FrEtim+m

{ o }jGIU{po(i:ri/|E;—>F|E}i:1/2€K(r|E)

ot pour i = 1,2, les contextes contraints Fl-’ E; sont de la forme

(M, %7 | 2, (in; xi) =g4my t)

=

et les renommages ¢; sont les inclusions I/ | Z/ >— T’

Proposition 5.17 Le couple (C, K) est un site.

Démonstration :
» Identité Par définition, { id gom(n) } e K(r|2)

» Stabilité Soit I' | = un contexte contraint, et { ¢; : I; | Z; — T' | Z },.; € K(T" | Z). Considé-
rons un morphisme 1 : I'* | =¥ — T' | Z. Nous allons faire la preuve par induction sur la forme
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du recouvrement :

- Si I = () (recouvrement vide, I' inconsistant) alors I'* est inconsistant, et le recouvrement
vide convient.

- Si le recouvrement contient uniquement la fleche identité, alors le recouvrement
{ id gom(r+) } de K(I'* | =Z*) convient.
— Enfin si le recouvrement est obtenu par la troisieme regle de la définition 5.16, notons

{ & bier={ 0k bkexU{ P0G, poln}

avecp: I |2 =T | =

Par hypothese d’induction, il existe un recouvrement { p}f }jGI U { p* } telle que toute
composition 1P o p}f se factorise par l'intermédiaire d'un p;, et o p* = poy, ou
y:r |z -1z

Pour conclure, nous allons remarquer que le diagramme suivant commute :

k], —x/ X+ y[x§»—>x*§ o — v
(M, x*om | 29, (ing X)) =q4x, 1) = (I, xj: =, (in; x}) =141, 1)
\L \LCI
*/ | = /| =
(| =+ 5 (r1zh
our tout x*! ¢ dom(T"™*
(p i
» Transitivité Découle directement de la définition de K(T" | Z). [

Sémantique

Nous allons restreindre notre attention aux interprétations stables des types; c’est-a-dire les
interprétations Z(.) des types de base dans une biCCC telles que, pour tous les couples de types
(11, 12), le co-produit Z[t1] 4+ Z[,] est stable par produits fibrés.

Définition 5.18 (co-produit stable) Dans une catégorie quelconque, un co-produit A; + A est
dit stable si, pour toute fleche f : X — A; + Aj il existe des produits fibrés Xj et X,

X1 X2

X1 X X5 X
A
A]?Al—f—Az AzT—A1+A2

tels que le diagramme Xj L x<2 Xy est aussi un co-produit.

Les topos élémentaires ou les algebres de Heyting sont des exemples de catégories bi-cartésiennes
fermées avec sommes stables.

Pour une interprétation stable Z(.), nous définissons la sémantique Z[I'" | =] d’un contexte
contraint I" | =, par induction sur la structure des contextes. Pour les cas avec contraintes triviales,
nous avons la sémantique habituelle d"un contexte comme produit des sémantiques des types des
variables du contexte. Pour prendre en compte le cas des contraintes non-triviales, nous avons
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besoin de définir simultanément et inductivement un monomorphisme de Z[I" | =] dans Z[I7. La
sémantique Z[I" | Z] est définie comme le domaine de ce monomorphisme.

Définition 5.19 (sémantique de T' | ) FEtant donnée une interprétation stable Z(.) des types
de base dans une biCCC, on associe a chaque contexte contraint I' | = un objet Z[I" | Z] et un
monomorphisme |z : Z[T" | Z] = Z[I7 définis comme suit :

def .
1. Wl()‘() = ZdlilHl.

def q -
P T | B, = mp |z X iz Z[T | E] x Z[7] = Z[1] x Z[7].

def
3. Mr, xit | 2, (ing X)=r 40, M — (mp |=©°Pir ql> :
I[[F, Xi T | =8 (ii’li xi) =11+1 M]] HIIIF]] X I[[Tiﬂ
oll le diagramme suivant est un produit fibré :

_ Pi —_
[T, xi: 7 | 2, (in; x;) =g+, M] ————Z[T | Z]
i |2

qi [

lZ[[F F Mt +15]

T[] + I[]

Z[]

4G

Par stabilité, la famille

{200, 512, (s ) = M) - 217121
i=1,2

3 - . . — !/ _ /
estun co-produit, et pourtoutl" | Z = (x1: 11, ..., Xy Tn | B = P t,), nous avons
un diagramme d’égaliseur :

(ZITF tat ] 1<i<n
70 I[[T{ﬂ X ... xI[7)]
(Z[r+ tQ:T{]Dlgign

r\u

I E=——

Le foncteur d’arité est défini comme dans [46] :

Définition 5.20 Le foncteur d’arité Z : C — G est défini de la maniére suivante :

» sur les objets: Z(T' | 2) d—efI[[F | =]

» sur les morphismes: pourp: T’ |Z — T |Z ondéfinit Z(p) : Z[I" | Z'] — Z[T | Z] comme
l'unique fleche telle que

Z[r | Z] = Z" = MredomnZ[Mx)]
I(p) T (np(x))xedom(F)
I[[r/ ‘ H/ﬂ >%'I[[r/]] = x’edom ) I[[r ( )ﬂ

/‘/
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On peut voir que la fleche Z(p) existe et est unique en utilisant la propriété universelle de
I'égaliseur mr | = (voir page précédente), et le fait que p préserve les contraintes.

5.3.4 Formes normales

Etant donnée une interprétation stable Z (.) des types de base dans une biCCC &, posons :
M(T|2) :{I[[F - M:tfomp =z |T Fa M:T} c &(Z[r | T], Z[])
Ne(T | Z) = {Iﬂ'_r F N:itfomp = |T Fy N:’l’} C &(Z[r | =], Z[*])

Proposition 5.21 Soit Z(.) une interprétation stable des types de base dans une biCCC. Pour
tout type 7, les couples (Z[1], M=<) et (Z[t], N=z) sont des relations de Grothendieck de
G(C, K, T).

Démonstration :

» Monotonie Soit¢: T’ |Z =T |Z etx:Z(I'|Z) — Z[7]. Supposons x dans M (T | Z).
Montrons
xoZ(p) e ML (|2

Soit M un terme neutre tel que x = Z[[I' = M : 1] omp |z
On peut vérifier facilement que

I[r = M: 1] o (my(x) xedomr) = Z[IM = M[Y]: 7]

OrxoI[Y] =Z[I b M: 1] o (my(x))xedom(r) © M | = (Voir définition 5.20).
D’ott le résultat.
» Caracterelocal Prenons un recouvrement de K(T" | Z). Nous allons faire la preuve par in-
duction sur la forme de ce recouvrement.
- Si c’est le recouvrement vide (T inconsistant), toute fleche x : Z[[T" | Z] — Z[1] est dans
N(T|Z) et ML(T| 2).
— Si le recouvrement ne contient que 'identité, la propriété est évidente.
— Supposons le recouvrement obtenu par le troisieme reégle de la définition 5.16. Soit
x: Z[I" | Z] — Z[t]. Notons ce recouvrement { p; }._ U{ pody, po(y } comme dans
la définition 5.16.
Supposons x o Z[[po {;] € M(T] | Z}) pour i = 1,2. 1l existe des termes neutres M et
M tels que xo Z[[po ] = Z[I] + M;: 1] o mpy | = (pouri =1,2).
Posons M’ = case (t, x}. My, x}. My). Nous avons
I[F/ M T]] o mrr | = OI[QH

j€l

I[[r/ F M ’Tﬂ o (”C,-(x))xedom(l") o eri/ |z
. Iﬂ'_l“l’:’rl "MliTﬂ
B Iﬂ:réiTzl—MziTﬂ
© (7z,(x)) xedom(r) © Mr! | =

Iﬂ:rlliTll—MliTﬂ 0 &
Iﬂ:rﬁiTz F MziTﬂ

)O 5O<id1[[r/]],l-[[r/ F t:T1+’l’2ﬂ>
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O<<7TC,‘(X)) o mr[/ | = I[[Fl-’ F t[Ci} T —l—’l’zﬂ omr[/ ‘ E;>

I :m B M 1] o 5
T[T :m B My : 1]

o((71,(x)) 0 mpr |z, ZIT & (ini x) : 11 + T2 o iy =)
car mpy | z est un égaliseur de Z[I7 & (in; x) : 11+ ] et Z[I} = t[G]: 71 + 12
= I[[F[:Ti F MiZT]]Oﬂ”lr(|3{
= xoZfp]oZ[¢]
Or ¢ et ¢ sont les injections d"un co-produit donc

I[[F/ F M/:T]]ommg/ :on[[p]]

D’out 'on peut déduire que x o Z[[p] € M(T" | Z').
On applique ensuite ’hypothese d’induction pour déduire que x € M(T' | Z).

Le cas des termes normaux est identique.

Théoréeme 5.22 Les relations de Grothendieck des termes neutres et normaux vérifient les pro-
priétés de cloture suivantes :

Mo =1 Ni=T

Moz S Mo AMz No ANz C Noxr

Mo CMeV Mr NoVN: CNoir

Mosr CNe D Mr Mg DNy C Nio

et
Mo C Ny (0 type de base)

Ce théoréme sera prouvé en détails dans la section 5.4. Il nous permet d’appliquer le lemme
de base, qui nous montre, en posant Ry = Mg pour les types de base 6, que pour tout type T

MTQRTQNT

Ftant donné un contexte contraint I' | Z, tout morphisme de R(T" | =) est donc définissable
par un terme normal de type 7 dans le contexte I'. Pour en conclure que tout terme bien typé est
égal & un terme en forme normale, nous devons encore montrer que R(I" | Z) contient l'inter-
prétation de tous les termes bien typés de type 7 dans le contexte I'. Enfin, il nous faudra montrer
que le terme obtenu est bien 31-équivalent au terme initial.

Résultat sémantique

Pour = (x1: 7y, ..., Xp : Tn) (1 <i < mn),laprojection; = Z[I' + x;: 7] : Z[I] — Z[7]

est un morphisme neutre de M, (T" | Ar) ot Ar def (X1 =g, X1, ..., Xy =g, Xp) (ona Z[l" | Ar] =
.
C’est donc également un morphisme de R+,(T" | Ar) (car My, € Ry,).
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Posons g = (71, ..., 7). Comme Rp = Ry A... ARy, nousavons g = idzpy € Rr(T' | Ar).

D’apres le lemme fondamental, Z[I' + t: 7] est une fleche de la catégorie des relations
logiques de Grothendieck entre (Z[I], Rr) et (Z[7], R+), et donc (en appliquant la définition
des morphismes de cette catégorie)

I[F F t:7]og=Z[ F t:7] € R(T | Ar)
En appliquant I'inclusion R+ C N, nous avons donc le corollaire suivant :

Corollaire 5.23 Soit Z(.) une interprétation stable des types de base dans une biCCC &. Pour
tout terme I' F  t:7, il existe un terme normal I' -y N:7 tel que Z[I + t:17] =
Z[T + N:7]:Z[r — Z[7] dans &.

Résultat syntaxique

I1 nous reste a montrer que le terme normal N que nous avons trouvé avec la méme séman-
tique que le terme t de départ, est vraiment égal a ¢t dans la théorie équationnelle 37. Pour ce
faire, nous allons essentiellement prendre comme catégorie sémantique la biCCC libre (ou de ma-
niére équivalente le modele des A-termes). Dans cette catégorie, l'interprétation de ¢ est la classe
d’équivalence [t] de t modulo 7. Le fait que [¢] soit « définissable » par un N en forme normale
signifie juste que l'interprétation de N est [t], cest-a-dire que N = t dans la théorie équationnelle
Bn.

Cependant le modele des A-termes n’a pas de sommes stables. Mais Marcelo Fiore a mon-
tré que l'on pouvait le plonger dans un modele avec sommes stables, qui convient pour notre
preuve?.

5.4 Lemmes utilisés

Cette section contient la preuve du théoréme 5.22.

Lemme 5.24 My = 1.

Démonstration :
Par définition nous avons

Mo(r|5)={z[[r F M:o]omp =z | T Fa M:o}

Doncssi I est consistant, Mo (T" | Z) = () etla famille vide n’est pas un recouvrementde K(T" | =),
donc Mo(T"|Z) = L(T'| 2).

Enfin si I" est inconsistant Z[[' = M : 0] omp |z est une fleche entre Z[[I' | Z] et o. Réci-
proquement, soit f : Z[I" | Z] — o. Le recouvrement vide appartient a K(T" | =) donc d’apres
le caractere local des relations de Grothendieck f € Mo(I' | Z). On a donc donc bien
Mo(T|Z)=L(T|2). ]

Lemme 5.25 N =T.

2Communication personnelle — référence a venir
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Démonstration :
Par définition, nous avons

Nl(r|z):{z[[r - N:tJomp =z | T Fy N;l}

Or Z[I' + N:1]omp = est une fleche entre Z[I" | =] et Z[[1] = 1 donc par unicité c’est
IZ(T|2). ]

Lemme 5.26 Mz xr, C My A Mo,

Démonstration :
Par définition de M, x1,, nous avons f € My xr,(T" | Z) si et seulement si

f=I[" F M:7 X1 omp |z pour un terme neutre I' ¢ M: 11 X To.

Par propriété des paires surjectives, et d’apres la définition de la fonction d’interprétation, nous
avons

f=r = m(M): 1], Z[T & m(M): w]) omp =
qui est égale, d’apres le lemme 5.12 (1), a
(I[[F H M] ITlﬂ,I[[r F Mz : Tz]]> omr‘z

pour un terme neutre I' ¢ M;: 11 (i =1,2).
Donc, pour i = 1,2, nous avons 71;(f) € M,(I' | Z) etdonc f € (Mg AM)(T[Z). =

Lemme 5.27 Ny AN, € Ny xr,.

Démonstration :
Par définition de N, A N, nous avons f € (N ANG,)(T | Z) si et seulement si, pour
i=1,2,

miof =TI = Nj:7]ompzpourdestermesT Fy N;:
Par la propriété des paires surjectives et la définition de la fonction d’interprétation, nous avons
f=I[F + (N1, N2): 11 X ©] omp | =
qui, d’apreés le lemme 5.13 (2), est égal a
I[N = N:my x ] omp |z

pour un termenormal I' Fyr N : 13 X 13 [ |

Lemme 5.28 M ¢, C Mg V Mq,.

Démonstration :
Supposons que f € My, 4, (" | Z). Par définition, nous avons

f=I[" F M:o01+0p] omp |z pouruntermel Fy M: 1 + 7o
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Nous voulons montrer qu’il existe un recouvrement { p; : I3 | Z; = T'| Z },c; € K(T' | )
tel que, pour tout i € I, il existe j; € { 1,2 } et fi € My, (i | Z;), tels que f o Z(p;) = 1,0 fi.
Nous allons procéder par induction sur la dérivationde I' - M : 71 + .
» Cas de base:

1.

m (F inconsistant)

Nous avons () € K(T' | Z) et donc la propriété est démontrée.

rl—MOM:T1+T2
FFy Mo+ 1

Pour le recouvrement d’inclusions
{Pizri|5i—>r|5}i:1,2

ouly|Z; = (T, x;:7|Z, (in; x;) =g+, M) nous montrons que, pour i = 1,2, le dia-
gramme suivant commute :

~ () ~
I[r) =] ——— [ | =]

mr,-E[I Imrs
TI % T[w] 0]
nzl \LI[[FFM:TlJrTZ]]
In] —— Z[u] + Z[=]
oumomp =z, =I[F, xi:1 b xj:m]omp z, € Mg(Ti | Z)).

Remarquons tout d’abord que, par définition de I'interprétation de I'inclusion de contexte
p; (voir définition 5.20), le diagramme suivant commute :

- Z(p) —
I =] —2% 7] | =]

mr,|z; mr|z

I x Z{r] —— 2111

Il est donc suffisant de montrer que le diagramme qui suit commute :
[T ) =]
" | EiI
AL — M
nzl + \LI[[FI— M:T+1]

Z[] T[] +Z[]

L

ce qui est vrai puisque mr, |z, égalise Z[I', x;:1; F in; x;:m1+ 1] = yyom et



136 CHAPITRE 5. FORMES NORMALES EXTENSIONNELLES DU A-CALCUL AVEC SOMME

I, i1 F M+ 1] =Z[F b M: 11 + 1] o m, voir (5.3.3).
» Etape d’induction :

r|_/\/10 M:o1+4+0y: I, xi:0 F MiZTl—FTz(i:l,Z)

I' Faq case (M, x1. My, xp. Mp) : 11 + T2

Pouri = 1,2,posons I | Z; = (T, x;: 07| Z, in; xj =¢,+0, M). Par induction, pour i =

1 oxi (@) . pl) | =) N } ;
1,2, il existe des recouvrements { pj i T |2 i = h | =i i € K tels que, pour tout j €
], le diagramme

- ") 0 | 7 - M )]
7[r | 2] A 7[r] f Mol
I(py))l \legi)
M | =] T Z(r] x Z{oi] TIF soo - Mool Z[n] + Z[]

commute pour un terme neutre Fj(l) F M;l) FT)
i
Dong, pour le recouvrement

G G ) R
{ piop; Ty | M }ie{l,z},jej(i)

ol p; : T | Z; — T | Z est l'inclusion, nous sommes dans la situation suivante :
mr.| =
1

e "~ 7] x Z[o}] AL oo Mim ) I[n] +I[w]
Z(p)
I, | =] G wa el
me |2 /
11 [ S (ZM] x Z[o1])+
(id, Tl +Zlea]) = (Z[M) x Z[oa])

I[N - M:oy+ o))

En mettant ensemble les deux diagrammes, le lemme est prouvé.

Lemme 529 N VN, € Ny qr,.

Démonstration :

Soit f dans (N V Ng,)(T | 2). Il existe un recouvrement { p; : I} | Z;, =T |Z },.; €
K(I" | ) tel que pour tout i de I, il existe j; € { 1,2 } et un terme normal T; Fy N;: 1j,
pour lequel foZ(p;) =, o Z[I; & Nj:7j]omp =,

Si I = 0, alors ' est inconsistant et f = Z[I" F Lgig 71+ 7] omp |z est dans
NT1+T2(F | Z). Sinon, pour i € I, en utilisant le lemme 5.13 (3), il existe un terme nor-
mal I; by Ni:1p+1tel que ;' F Ni=(;(N;):711+1; dong, foZ(p;)) = I[Ii F
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Nj: 11+ ) omy, | z, est dans N, 1, (T | Z;), et par caractere local, f est dans Nz +r, (T | Z). ®

Lemme 5.30 My C Ny D M.

Démonstration :
Soit f une fleche de M+, _.-(T" | Z); donc, par définition, il existe un terme neutre
I'Fpm M:1 — Ttel que
f=I[F = M:1y —t]omp|=
Pour montrer que f € (Ny, D Mq)(T" | Z), nous devons montrer que, pour toute injection de

=/ =/

contexte p: I" | 2/ — I' | Zdans C, et pour toute fleche a € N, (" | Z’), nous avons
eval o (foZ(p),a) € M(T"|Z)

Mais foZ(p) est égal a Z[T F M:7 — 1] ompzoZ(p), et, d’apres la défini-
tion 5.20 page 130 et les remarques suivantes, c’est égal a Z[I" = Mlp]: 11 — 7] o mpr | =
qui est dans M, _.-(T" | Z’). Ensuite, par définition de N7, (I'" | '), il existe un terme normal
I" Fa N:ttel que

a:I[[F/ F NZT]H Omr/|5/

Donc,
evalo (foZ(p),a) = evalo(Z[I = Mlp]: 1 — 7], Z[I" = N:m]))omp =
= I F (M[p] N):1]omp =

et comme, d’apres le lemme 5.12 (2), il existe un terme neutre I’ F ¢ M : 7 tel que I’ +
M’ = (M[p] N): 1, lapreuve est finie. ]

Lemme 531 M D N; C Ny _r.

Démonstration :
Soir f € (Mg D N7)(T | Z). Par définition, f est tel que pour tout renommage de contexte
p:T"|Z =T |ZdeC, etpourtouta € M (I"|Z'), nous avons

eval o (foZ(p),a) € No(T"|Z)

Nous devons montrer que f est dans Ny, (" | Z); autrement dit qu'il existe un terme
normal ' Fy N:7p — ttelque f=Z[F - N:o — t]omp =

Pour 'extension de contexte donnée par l'inclusion p: (I', x: 71 | Z,x =1, x) = T | Z, et
pour Z[T', x: 1y b x:mome v |z, x=qx) = 20 (mp |z x Z[m]) = mp dans M (T, x :
T1 | 2, x = x),nous avons

eval o (foI(p), m) € Nz(T, x:11 | Z, x =q, x)

Donc, comme Z(p) = 71, nous pouvons déduire eval o (f x idz,) = Z[I', x: 11 Fp N:t]o
(mp |z X idz[s]) pour un terme normal I, x : 71 - N : 7. Donc,

f = AQ[M, x:m k N:t])ompz = I[MF Ax:1. N:my — tfompz
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D’apres le lemme 5.13 (4), il existe un terme normal T' Fy N :1y — 7 tel que '+
N'=Ax:1.N:m —1;donc f = I[I = N':7 — 7] omp zestdans Nry_.r(T | Z), ce
qui montre le résultat. |

Lemme 5.32 M,y C N pour 0 type de base.

Démonstration :
C’est une conséquence directe des regles. |



Chapitre 6

Normalisation par évaluation du
A-calcul avec somme

Résumé

Ce chapitre décrit comment il est possible d’appli-
quer la technique dite de normalisation par évaluation
et plus particulierement d’évaluation partielle dirigée
par les types pour normaliser des A-termes, et optimiser
des programmes Caml. Je vais présenter ici ces techniques
et décrire une implantation que j'ai réalisée en Objective
Caml.

et zéro était fn-équivalent a un terme normal, mais sans donner de moyen effectif de

réaliser cette normalisation. Nous avons vu dans le chapitre 2 qu’il n’existait pas de mé-
thode de réduction satisfaisante basée sur la réécriture. Nous allons donc utiliser une autre tech-
nique de normalisation connue sous le nom de normalisation par évaluation [> normalisation
by evaluation ] (On utilisera 'abréviation NBE).

DANS LE CHAPITRE PRECEDENT, nous avons prouvé que tout terme du A-calcul avec somme

Dans ce chapitre, je décrirai cette méthode et je montrerai comment Olivier Danvy 1'a utilisée
pour faire de I’évaluation partielle dans des langages de la famille ML, en utilisant des opérateurs
de controle pour traiter le cas des types sommes. L'algorithme obtenu est appelé évaluation par-
tielle dirigée par les types [ > type-directed partial evaluation ] (souvent dans la suite TDPE). Je
décrirai ensuite mon implantation en Objective Caml, qui utilise des techniques de génération de
code au moment de I’'exécution pour normaliser in situ des valeurs Caml compilées.

L’adaptation de ces techniques au probleme des isomorphismes de types sera étudiée au cha-
pitre suivant.

6.1 Normalisation par évaluation

Les langages fonctionnels comme Objective Caml implantent ce que 'on appelle la B-réduc-
tion faible, ce qui veut dire qu’ils ne réduisent pas le corps des abstractions tant qu’elles ne sont

139
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pas appliquées a des parametres. Le résultat obtenu est dit en forme normale de téte faible'. Un
langage permettant des effets de bord? doit par exemple avoir cette stratégie faible pour que ces

effets se produisent au moment voulu. On appelle valeur un terme en forme normale de téte
faible.

La normalisation forte, qui consiste a mettre un terme sous une forme ne contenant plus au-
cun redex, se heurte aussi au probléeme de non-terminaison possible dans beaucoup de systemes,
dont les langages de programmation (et non-décidables). Cependant, elle est utile dans bien des
domaines. En théorie de la preuve, elle est utilisée par exemple pour obtenir des preuves sans
coupures. En programmation, elle peut servir a faire de 1'évaluation partielle, technique que je
détaillerai plus loin, servant a spécialiser une fonction pour des valeurs données de certains de ses
arguments. Dans le monde des isomorphismes de types, elle est utile pour vérifier qu'une fonc-
tion est bien un isomorphisme, comme nous 1’avons fait manuellement au chapitre 4, mais une
méthode automatique de normalisation pourrait étre utile également pour simplifier des fonc-
tions de conversion entre types, générées automatiquement.

Une notion essentielle en normalisation est le repérage des redex, autrement dit des endroits
ol une réduction peut avoir lieu. Nous commencerons donc généralement par décorer le terme
initial sous la forme d’un terme a deux niveaux : I'un pour représenter les parties a réduire, ’autre
utilisé pour les sous-expressions déja en forme normale. J'utiliserai dans la suite le vocabulaire
issu du monde de l'évaluation partielle, en parlant de niveau statique pour les expressions pou-
vant étre réduites au moment de la compilation et de niveau dynamique pour celles qui ne pour-
ront étre réduites qu'au moment de 1’exécution, lorsque la fonction a normaliser sera appliquée
a tous ses parametres. Si le terme est bien annoté, la réduction des parties statiques doit toujours
pouvoir se faire, en aboutissant a la fin a un terme complétement dynamique. Il faudra faire atten-
tion a la confusion que peut engendrer cette terminologie lorsque 1’on parle de normalisation de
A-termes. Il faudra toujours avoir en téte que I'exécution d’un programme produit une réduction
(dynamique) du terme appliqué a ses parametres alors que nous voulons ici nous intéresser a un
probleme de normalisation statigue d’un terme non appliqué, c’est-a-dire une normalisation au
moment de la compilation.

Nous allons définir précisément le langage a deux niveaux de la maniére suivante :

1En mémoire, il est stocké sous forme de code natif, propre au micro-processeur, ou bien en « bytecode » (indépendant
du processeur), destiné a étre évalué par une machine abstraite.

2En programmation fonctionnelle, on appelle effets de bord les actions ayant lieu en marge du calcul (affichage, modi-
fication ou lecture d'une case mémoire ou sur un périphérique, etc.)
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Définition 6.1 (A-calcul a deux niveaux) Un A-terme a deux niveaux (en notation a la Curry)
est un terme de la forme f donnée par la grammaire suivante :

t w= d|s
s u= x| Ax.t | t@t |

() | paire(t, t) | proji t | proja t |

ing t | ing t | case(t, x1.t, xp. t)
d == x| Ax.t|t@t |

() | paire(t, t) | proj1 t | projp t |

ing t | ing t | case(t, x1.t, xp.t)

ou x appartient a un ensemble infini dénombrable dit de variables statiques, et x appartient
a un ensemble infini dénombrable dit de variables dynamiques. Les termes de la forme s sont
dits statiques, ceux de la forme d sont dits dynamiques.

Dans la suite, nous verrons que nous pourrons contraindre davantage la syntaxe des termes
dynamiques puisque nous voulons leur imposer d’étre en forme normale.

Les différentes techniques de normalisation

11 existe essentiellement deux approches pour faire de la normalisation forte : la plus évidente
est dite « offline ». Elle s’appuie sur une analyse statique du terme a normaliser, afin de repérer les
parties statiques et dynamiques, et utilise souvent des méthodes de substitutions explicites pour
effectuer syntaxiquement les réductions possibles.

La deuxieéme approche est dite « online ». Elle consiste a tirer partie des propriétés de norma-
lisation d’un langage de programmation fonctionnel, pour éviter d’avoir a écrire un programme
de -réduction syntaxique. Le A-terme a normaliser est donc représenté par un programme dans
ce langage, et la normalisation est basée sur I'exécution du programme. Le test sur les parties sta-
tiques et dynamiques est réalisé au vol pendant la normalisation. Cette idée se heurte néanmoins
a deux difficultés de taille :

— les langages fonctionnels comme Objective Caml compilent leurs valeurs en forme normale

de téte faible, alors que nous voulons normaliser fortement,

— les langages produisent des valeurs compilées, ce qui peut parfois étre ce que 1'on désire
sil’on souhaite par exemple faire de 'optimisation de programme par évaluation partielle,
mais dans beaucoup d’autres cas, comme celui qui nous intéresse plus particulierement,
nous souhaitons obtenir le résultat sous forme syntaxique.

Je citerai deux exemples de normaliseurs online :

— les machines abstraites de réduction fortes, technique utilisée par exemple par Pierre Cré-
gut [24, 23] pour faire de 'évaluation forte paresseuse, et par Xavier Leroy et Benjamin
Grégoire pour faire de I'inférence de type pour un systeme avec types dépendants dans I'as-
sistant de preuves Coq [64]. Ils résolvent le premier des deux problémes énoncés ci-dessus
en modifiant la machine abstraite du langage pour la rendre capable de travailler sur des
termes non-clos, et de produire ainsi des valeurs compilées en forme normale. Elle nécessite
donc de modifier I'implantation du langage.

— La deuxiéme méthode, que je vais détailler ici, est bien stir I'évaluation partielle dirigée
par les types, basée sur l'algorithme de normalisation par évaluation. Elle peut fonctionner
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sans qu'il soit nécessaire de toucher au langage®. L'idée principale consiste a donner les
parametres manquants aux fonctions, afin que la réduction de téte ait lieu. Pour ce faire, elle
utilise principalement une n-expansion dans le langage a deux niveaux défini ci-dessus. En
jouant sur les deux niveaux du calcul, I’évaluation combinée avec 1'n-expansion produit un
terme sous forme normale syntaxique (non compilé).

Bref historique

L’algorithme de normalisation par évaluation pour le A-calcul simplement typé a été décrit
pour la premiére fois par Ulrich Berger et Helmut Schwichtenberg dans un article intitulé An
inverse of the evaluation functional for types A-calculus [17]. L'idée était donc clairement d’inverser la
fonction d’évaluation, autrement dit de donner une technique permettant de retrouver le terme
initial (la syntaxe) a partir du terme évalué (ou la sémantique), et qui plus est, en forme normale.

Cette technique, présentée d’abord du point de vue de la théorie de la preuve a depuis été uti-
lisée dans de nombreux domaines : en logique, par exemple par Ulrich Berger [16], en théorie des
types par Catarina Coquand [22], en théorie des catégories notamment par Thorsten Altenkirch,
Martin Hofmann, et Thomas Streicher [2, 3], par Djordje Cubri¢, Peter Dybjer, Phil Scott [81],
et récemment par Marcelo Fiore [45] , et enfin en évaluation partielle, notamment par Olivier
Danvy [27].

Remarque sur la terminologie L’évaluation partielle dirigée par les types est donc une applica-
tion de l’algorithme de normalisation par évaluation au probleme de l'évaluation partielle. Elle
utilise diverses techniques permettant d’'implanter effectivement la normalisation par évaluation
pour obtenir le code du programme en forme normale a partir du programme compilé dans un
langage en appel par valeur* comme ML. Elle a notamment un mécanisme d’insertion d’instruc-
tions let...in..., permettant de préserver 1’'équivalence observationnelle avec le programme
initial, et utilise des opérateurs de controle, notamment pour gérer le type somme. Dans le cas
présenté ici, la distinction entre TDPE et NBE ne sera pas si claire puisque le but du chapitre
suivant est d’utiliser les techniques développées pour 1'évaluation partielle afin de faire de la
normalisation en A-calcul. J'utiliserai parfois le terme TDPE pour désigner un algorithme de nor-
malisation forte utilisant les techniques de TDPE, notamment les opérateurs de controle.

L'algorithme

L’application a I'évaluation partielle permet de se faire une idée intuitive de la maniere dont
I'algorithme fonctionne. Comme nous I'avons vu plus haut, TDPE transforme 1’évaluation de téte
en évaluation forte en appliquant les fonctions a des parametres pour permettre a toutes les ré-
ductions d’avoir lieu. Pour ne pas changer la sémantique du résultat, ce passage de parametres est
fait par I'intermédiaire d’'une n-expansion. Je vais d’abord présenter l'algorithme d’'n-expansion
dirigée par les types. 1l s’agit de faire une n-expansion du terme en se basant sur l'information
contenue dans le type :

9t = ¢
fto= ()

3en tout cas si le langage dispose d’opérateurs de contrdle, ce qui n’est pas le cas de Objective Caml...

“appel par valeur : les parametres sont évalués avant I’application
appel par nom : 1'application est évaluée d’abord (et donc la variable de I'abstraction est substituée par le parametre
non-réduit)
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17t = Ax |2 (t@ | x) (x variable neuve)
X2t = (| (proji t), | (proja t))
T2t = case(t, x1.iny (|™ x1), x2.in2 (| x2))

Cependant une telle 17-expansion ne résout pas le probleme puisqu’elle transforme par exemple
une abstraction en une autre. Pour permettre I'évaluation a l'intérieur du corps des abstractions,
il faut utiliser une n-expansion a deux niveaux, résumée a la figure 6.1. Les parties statiques (qui
doivent étre réduites a la compilation) sont écrites en ML, les parties dynamiques qui représentent
le résultat final sont écrites grace a une structure de données ML. Ainsi le corps d'une abstraction
dynamique sera évalué. Une autre conséquence sera que le terme final completement dynamique
sera exprimé dans cette structure de données, donc sous forme syntaxique. Le cas du type somme
posant un probléme, nous le traiterons plus loin.

19 v = v
to = 0
197" = M [T (v@1%x) (x variable neuve)

|7 = paire(|™ (proji v), |2 (projs v))
1%e = e
e = ()

177% = Ax. 1° (e@lT x)

191%%2 ¢ = paire(19 (proj1 e), 19 (proj e))

FIG. 6.1 — Normalisation par évaluation.

Pour un type 7, la fonction |* , que l'on appellera réification (et qui est parfois appelée a tort
« quote » ; il s’agit plutoét du « quasi-quote » de Lisp, Scheme...) transforme un terme dynamique
(valeur compilée) en une expression en forme normale; pour un type o donné, la fonction 19,
que l'on appellera réflexion (appelée parfois « unquote ») transforme un terme neutre (dans le
sens du chapitre 5) en terme dynamique.
L’algorithme final de normalisation (ou résidualisation) pour un A-terme clos est donc le suivant :

1. Ecrirele terme a normaliser de maniére complétement statique. Notre but étant de permettre
au terme de s’évaluer completement (en lui passant des parameétres), cette décoration est
justifiée.

2. Appliquer l'algorithme de réification | dela figure 6.1,

3. Réduire les parties statiques.

Théoréeme 6.2 (NBE sans somme) L’algorithme ci-dessus produit un terme complétement dy-
namique en forme 3-normale 3n-équivalent au terme initial.

Démonstration :
Je donnerai juste un apercu de cette preuve :
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11 est facile de voir que le terme final est f1-équivalent au terme initial, étant obtenu par une
n-expansion suivie d’une 3-réduction. On peut se convaincre qu’il est en forme 3-normale
par des arguments de typage en restreignant la grammaire des parties dynamiques a celle des
formes normales canoniques vue au chapitre 5, qui ne permet pas d’écrire de -redex. Pour
plus de détails sur le typage de I'algorithme, voir la section 6.3.1 ci-aprés. u

I1 est intéressant de voir que les six lignes de la figure 6.1 a elles-seules donnent non seulement
un algorithme de normalisation d"une valeur compilée, mais extraient aussi un représentant syn-
taxique de la forme normale de cette valeur! C’est donc un décompilateur a peu de frais, que I'on
peut écrire sans avoir la moindre idée du bytecode du langage ou de ’assembleur !

6.2 Evaluation partielle dirigée par les types

6.2.1 Introduction a I’évaluation partielle

Olivier Danvy a redécouvert la méthode décrite ci-dessus dans le but d’écrire un évaluateur
partiel pour un langage utilisant une stratégie d’appel par valeur, comme ML. Avant de parler de
mon implantation, je vais résumer la présentation de TDPE que I'on peut trouver dans ses articles
(Danvy [27] et [29]).

L'évaluation partielle est une transformation de programme visant a les spécialiser pour cer-
taines données. Etant donnés un programme et une partie de ses données, elle va construire un
programme « résiduel » (en forme normale), qui, appliqué au reste des données produira le méme
résultat que le programme initial appliqué a 'ensemble des données. Il s’agit donc d"une version
effective du théoreme S} de Kleene connu en théorie de la calculabilité.

Considérons I'exemple classique de la fonction puissance :

let rec puissance n x =
if n=0
then 1
else x * (puissance (n-1) x);;

La spécialisation de cette fonction pour n = 3 donne la fonction suivante :
let rec puissance3 x = x * X * x * 1

Pour des exemples plus gros, cette technique peut devenir trés intéressante et faire gagner beau-
coup. Supposons par exemple que nous avons écrit une fonction d’interprétation pour un langage
quelconque. Cette fonction prend en parametres le programme a interpréter et les données sur
lesquelles I’évaluer. Une évaluation partielle de I'interpréteur sur un programme donné (sans ses
données) va produire une version spécialisée de 'interpréteur pour ce programme, en forme nor-
male. Ce résultat peut lui-méme étre compilé pour obtenir une version compilée du programme
source! En deux mots, nous avons obtenu un compilateur a partir d'un autre compilateur, en
associant un évaluateur partiel a un simple interpréteur... (premiere projection de Futamura)

Dans d’autres exemples néanmoins, la normalisation peut entrainer une augmentation (voire
une explosion) de la taille du code.

6.2.2 De NBE a TDPE

Pour appliquer I'algorithme de normalisation par évaluation a ’évaluation partielle de pro-
gramme ML, nous allons écrire 'algorithme de la figure 6.1 en utilisant le langage ML pour les
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parties statiques, et en représentant les parties dynamiques dans un type de données que 1’on ap-
pellera normal, qui utilise la grammaire des termes normaux canoniques du chapitre 5. (Le type
Caml utilisé est présenté a la figure 6.5.)

En résumé, il faut tenir compte des points suivants :

— Nous voulons appliquer la fonction de réification (| ) a des valeurs compilées du langage.
I est donc hors de question de regarder la forme de ¢, notamment pour gérer les types
sommes.

— ML est une extension du A-calcul qui comporte des types prédéfinis (entiers, chaines de
caracteres,...), des fonctions récursives, des effets de bord...

— ML utilise une stratégie d’évaluation en appel par valeurs, alors que NBE est prévu pour
I'appel par nom. Par exemple, la fonction

fun f x -> (fun y -> x) (f x)
qui peut boucler est normalisée en
fun f x -> x
qui termine toujours (exemple tiré de Danvy [29]).
Pour les détails sur la fagon de résoudre ces problémes, je renvoie a l'article d’Olivier Danvy [29].
Je donnerai juste quelques éléments de réponse :

— Les effets de bords de la fonction a normaliser se produisent au moment de la normalisation,
ce qui en général n’est pas ce que 1’on souhaite. Il n’y a pas a ma connaissance de moyen de
corriger ce défaut pour l'instant.

— Normaliser une fonction récursive risque de faire boucler indéfiniment la normalisation.

— Les programmes a normaliser doivent étre completement polymorphes, ce que 1'on peut
obtenir en travaillant sur des termes complétement clos. En fait, on peut autoriser des types
non-polymorphes lorsqu’ils apparaissent avec une polarité positive dans le type.

— Enfin l'introduction de constructions let...in... permet de résoudre le probleme lié a la
stratégie d’évaluation de ML exposé ci-dessus, et évite certaines duplications de code.

Les défauts mentionnées ci-dessus obligent a utiliser TDPE avec prudence. Néanmoins c’est

un évaluateur partiel trés ingénieux qui peut étre utilisé dans des cas concrets.

6.2.3 TDPE et les types sommes

Etendre 1'algorithme de TDPE aux types sommes et booléens n’est pas évident. Pour com-
prendre le probleme, essayons simplement d’appliquer la méme technique d’n-expansion a deux
niveaux. On obtiendrait les définitions suivantes :

[Tt 2 case (t, x1.inp (1™ x1), x0.inp (1™ x72)) 6.1)
1ot e L case(e, x1.img (190 x1), X2 iny (192 x3)) (6.2)
Essayons d’appliquer cette solution a la normalisation de I’exemple suivant :
v=Ax.case (x, y.y, z. z) : 0+6—06
On obtient :
19400y = v |9 (v@ 1970 y) (x variable neuve)
= Ax. |% (v @ case (L x1.iny (19 x1), x0.inp (19 Xz)))

= M. (v @ case (x, x1. (ing x1), x2. (iny x2)))
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Mais ce terme ne peut plus étre réduit, puisque v attend un terme de type somme alors qu’il est
appliqué a un terme de type normal. Nous voyons que les définitions 6.1 et 6.2 sont mal typées.
Nous voudrions obtenir le terme suivant :

Ax. case (x, x1. (v @ (ing x1)), x2. (v @ (iny x3)))

Il faudrait donc extraire le case pour le placer sous le A précédent. On vérifie facilement que ce
nouveau terme est 3n-équivalent au premier et qu’il se réduit en un terme complétement statique
en forme normale.

Nous ne pouvons pas poser une définition de |"1"™ t dépendante de t, car il s’agit d’une
valeur compilée. Il nous faut trouver un moyen de déplacer les case sous le précédent A. TDPE
fait ceci grace aux opérateurs de controle shift et reset.

shift et reset

Les opérateurs de controle shift et reset ont été introduits en 1990 par Olivier Danvy et Andrzej
Filinski (voir notamment [30, 31]). Je me contenterai ici de donner une intuition de leur fonction-
nement.

L'opérateur reset est utilisé pour délimiter un contexte d’évaluation. Ensuite shift abstrait ce
contexte dans une fonction. Ainsi I'exemple suivant

1+ reset (2 + shiftc. (3 + (c4) + (¢5)))

se réduit en
1+3+ (2+4)+(2+5)

Le reset délimite le contexte 2 4 O (out O est appelé un « trou », voir par exemple [32]), qui est
abstrait en une fonction ¢, puis 4 et 5 sont successivement insérés dans ce contexte, et I'expression
résultante est évaluée.

shift/reset au secours du case

Nous pouvons maintenant écrire l'algorithme de normalisation dirigé par le typage grace a
shift /reset comme expliqué a la figure 6.2.

6.3 Implantation de TDPE en Objective Caml

Je vais maintenant résumer mon implantation de TDPE en Objective Caml, en insistant parti-
culierement sur ce dont nous avons besoin pour le normaliseur de A-termes dont il sera question
dans le chapitre suivant. Pour plus de détails, notamment sur les applications a 1’évaluation par-
tielle et sur la génération de code a I'exécution, il convient de se référer aux articles sur le sujet
(Balat [9] et Balat-Danvy [10]).

Le premier probleme auquel on est confronté pour implanter cet algorithme de normalisation
en Objective Caml est bien stir 'implantation des opérateurs de contréle. Andrzej Filinski a donné
une implantation de shift et reset pour le langage SML/NJ, autre dialecte de ML, grace a 'opéra-
teur call/cc [44]. Malheureusement le langage Objective Caml ne dispose pas a 'heure actuelle de
call/cc, mais Xavier Leroy m’a gentiment fourni une implantation basique de call/cc pour Objec-
tive Caml, écrite en C. Elle se contente de faire des copies entieres de la pile, ce qui est évidemment
trés lourd et inefficace sur de gros exemples, mais qui permet néanmoins de tester le programme.
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19t = ¢

Mt =

—~

)

197" = Ax.reset [T (t@ 17 x) (x variable neuve)

|72t = paire(]™ (proji t), | (projp t))

1772t = case (t, x1.inp (1™ x1), x0.inp (1™ x2))
e = e
e = ()

177% = Ax.1%(e@ [ x)

191%% ¢ = vpaire(19 (proj; e), 1°% (proja e))

e,
191792 ¢ = shiftc. case | x7.reset (c @ing (17 x1)),
xp. reset (c @iny (192 x3))

FIG. 6.2 — Normalisation dirigée par le typage en appel par valeur.

Nous allons voir maintenant que malgré ’apparente simplicité de ’algorithme, I'implantation
dans un langage fortement typé n’est pas évidente. Je présenterai d’abord une solution due a
Andrzej Filinski et Zhe Yang [28, 86], puis je montrerai une alternative a cette solution, basée sur
la génération de code au moment de I'exécution. Cette méthode m’a permis d’écrire une fonction
de normalisation in situ de valeurs Caml compilées.

6.3.1 Le probleme

En Scheme, I'implantation de TDPE est tres simple. Il suffit d’utiliser les mécanismes de retar-
dement de I'exécution rendus possibles par la « quasi-quotation » pour simuler les deux niveaux de
A-calcul. La figure 6.3 montre cette implantation pour les types de base et fonctions (Danvy [27]).
La fonction residualize prend en parametre une valeur et un type (sous forme de donnée struc-
turée). (Ici gensym ! est une fonction générant des variables neuves).

Cependant en ML, il n’est pas possible de faire la méme chose, pour des raisons de typage. En
effet, supposons que reify et reflect sont des fonctions Caml! qui prennent en argument d’abord
le type puis une valeur (resp. une expression). Alors, par exemple, ’expression :

reflect Arrow(Base, Base) e
est de type a -> normal, et
reflect Arrow(Base, Prod(Base, Base)) ej

est de type ’a -> (normal * normal).
(Dans les exemples précédents, Arrow(Base, Base) et Arrow(Base, Prod(Base, Base)) sontles
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(define residualize
(lambda (v t)
(letrec ([reify
(lambda (t v)
(case-record t
[(Base)
v]
[(Func t1 t2)
(let ([x1 (gensym!)])
¢(lambda (,x1)
,(reify t2 (v (reflect t1 x1)))))1))]
[reflect
(lambda (t e)
(case-record t
[(Base)
el
[(Func t1 t2)
(lambda (v1)
(reflect t2 ‘(,e ,(reify t1 v1))))I))1)
(begin
(reset-gensym!)

(reify (tdpe_parse-type t) v)))))

FIG. 6.3 — TDPE en Scheme.

expressions utilisées respectivement pour représenter les types 6 — 0 et 0 — (0 x 0), et normal
est le type utilisé pour représenter les termes dynamiques.)

Or ML utilise des types simples, et donc le type de la fonction reflect ne peut dépendre d"une
donnée...

6.3.2 La solution de Filinski/Yang

Pour résoudre ce probléme, Andrzej Filinski et Zhe Yang [28, 86] ont proposé (chacun de
leur c6té) la méme astuce, qui permet de construire trés facilement la fonction de résidualisation
associée a un type. Il suffit de remarquer que 1'on peut toujours construire le couple de fonc-
tions (|™*™ , 191%92 ) ou % est un constructeur de type quelconque, connaissant (|™ , 171 ) et
(1™, 19 ). 1l suffit donc d’écrire une telle fonction pour chaque constructeur de type, et une
fonction residualise prenant en parametres un couple de la forme (|7, 19 ) et une valeur v,
appliquant |* a v. Dans les exemples qui suivront, nous appellerons respectivement base, **->,
produit et somme les fonctions Caml associées respectivement de cette maniére aux types de base,
fleche, produit et somme. La figure 6.4 montre leur implantation. Les types utilisés pour cette
implantation sont montrés figure 6.5 et I'interface du module implantant shift et reset est mon-
trée a la figure 6.6. Names est un module permettant la génération de noms de variables neuves.
Remarquons que le type normal suit la syntaxe des formes canoniques du chapitre 5 (page 124).

Voici un exemple d’utilisation du programme :

# let toto = (fun f g -> ((fun h a ->h (fun b -> f a b)) g));;
val toto : (a -> ’b -> ?c) -> ((°b -> ’¢) -> ’d) -> ’a -> ’d = <fun>

# residualise ((base **->(base **-> base))**x->
(((base **-> base)**-> base) **x->
(base **x-> base))) toto;;
- : Controls.ans = NormalQ (Lam ("v0'", NormalQ (Lam ("w1",
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let base = ((fun x -> x),
(fun x -> (NeutralO x)))

let unit = ((fun c x -> Nil),
(fun ¢ x -> ()))

let ( **%->) (downl,upl) (down2,up2) =

((fun v ->
let var = Names.new_name ()
in Lam
(var,
(reset
(fun O ->

NormalO (down2 (v (upl (Var var)))))))),
(fun e vl -> up2 (Appl(e, downi v1))))

let produit ((downl,upl),(down2,up2)) =
((fun v ->
Pair (downi (fst v),down2 (snd v))),
(fun v ->
((upl (Projl v),up2 (Proj2 v)))))

let sum ((downi,upl),(down2,up2)) =
((fun v ->
match v with
Gauche a -> Inl (downl a)
| Droite a -> Inr (down2 a)),
(fun e ->
let var = Names.new_name ()
in (shift
(fun k ->
(Match(
e,

(var, (reset (fum () -> k (Gauche (upl (Var var)))))),
(var, (reset (fun () -> k (Droite (up2 (Var var)))))))))))

)

let residualise (down,up) v =
Names.init (); (run (fun () -> NormalQ (down v)))

FIG. 6.4 — TDPE en Objective Caml.
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type (’a,’b) sum = Gauche of ’a | Droite of ’b;;
type var = string

type normal =
Match of neutral0 * (var * normal) * (var * normal)
| NormalO0 of normal0
and normalQ =
Lam of var * normal
| Pair of normal0 * normal0
| Nil
| Inl of normalQ
| Inr of normalQ
| NeutralO of neutralO
and neutralQ =
Var of var
| Projl of neutralQ
| Proj2 of neutral0
| Appl of neutralQ0 * normalQ

FIG. 6.5 - Types.

module type SHIFTRESET =
sig
type ans
val run : (unit -> ans) -> ans
val reset : (unit -> ans) -> ans
val shift : ((’a -> ans) -> ans) -> ’a
end;;

FIG. 6.6 — Interface du module Controls implantant shift/reset.
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NormalO (Lam ("w2", NormalQ (NeutralQ (Appl (Var "w1", Lam ("v3",
NormalO0 (NeutralO (Appl (Appl (Var "w0", NeutralO (Var "w2")),
NeutralO (Var "v3"))))))))))))))

Pour étre plus lisible, le résultat peut étre affiché avec la syntaxe de Objective Caml en utilisant
un « pretty-printer » :

# #install_printer affiche_normal;;
# residualise ((base **->(base **-> base))**->
(((base **-> base)**-> base) **x->
(base **x-> base))) toto;;
- : Controls.ans = (fun vO vl v2 -> (v1 (fun v3 -> ((vO v2) v3))))

6.3.3 La solution avec génération de bytecode

La solution de Filinski/Yang utilise donc une fonction de résidualisation construite « a la
main » pour chaque type. Il est bien stir possible de simplifier ce travail en utilisant une syntaxe
proche de celle utilisée pour les types du langage (voire méme identique). Cette solution pré-
sente I'avantage d’étre tres facilement implantable et c’est celle que j'utiliserai dans le chapitre 7.
Cependant j’ai voulu essayer de me débarrasser de cet encombrant parametre pour obtenir un
résultat plus simple d’utilisation.

Pour cela, j’utiliserai une structure de données permettant de représenter un A-calcul a deux
niveaux. Le niveau statique n’est donc plus le langage Cam! lui-méme. Commencons par étudier
la solution naive suivante :

1. Etant donné un type T, construisons la représentation dans cette structure de données de la
fonction de réification.

2. Affichons maintenant ce résultat de la maniere suivante :
— la partie statique avec la syntaxe de Caml,
— la partie dynamique avec la syntaxe des formes normales (type normal).

3. Compilons (par copier/coller!) le terme obtenu appliqué a la valeur a résidualiser. On ob-
tient un terme de type normal.

Cette méthode en deux étapes d’exécution peut étre simplifiée en faisant de la génération de
bytecode a l'exécution [ > runtime code generation ]. Pour cela, nous avons besoin de compiler au
vol une fonction Caml, et de charger en mémoire, également au moment de 1'exécution, le byte-
code généré. Dans ce but, j’ai utilisé le générateur de bytecode de Objective Caml, et j’ai comparé
le résultat obtenu avec une générateur de bytecode que j'ai écrit. Celui-ci, beaucoup plus simple
et spécialisé pour ma structure de données, se révele beaucoup plus rapide.

Cependant, pour faire cela, j’ai bien s{ir eu besoin de modifier légerement le code d’Objective
Caml :

— des points d’acces aux fonctions utiles ont été ajoutés dans le module Topdirs (qui est un

des modules chargés par défaut par l'interpréteur de commandes);

— certaines interfaces (. cmi) définissant des types utilisés par le compilateur doivent étre ren-
dues accessibles en étant copiées dans le répertoire contenant les bibliothéques d’Objective
Caml.

Les principales fonctions dont j’ai eu besoin sont :

— des fonctions utilisées pour les différentes étapes de la compilation ;

— des fonctions nécessaires au chargement du code en mémoire

— une fonction retournant I'environnement courant, pour pouvoir avoir les informations né-
cessaires sur les valeurs chargées en mémoire ;



152 CHAPITRE 6. NORMALISATION PAR EVALUATION DU A-CALCUL AVEC SOMME

— des fonctions permettant de retrouver des objets dans cet environnement.

Enfin on peut également se donner le droit d’accéder directement au type inféré par Caml pour
la fonction a optimiser, ce qui évite d’avoir a le passer en parameétre. L'utilisation est donc rendue
trés simple. Voici I’exemple de la page 148 avec cette nouvelle version :

# let toto = (fun £ g -> ((fun ha ->h (fun b -> f a b)) g));;
val toto : (a -> ’b -> ’¢) -> ((°b -> ’¢c) -> ’d) -> ’a -> ’d = <fun>

# residualise_rtcg” “toto;;
- : Controls.ans = (fun vO vl v2 -> (vl (fun v3 -> ((vO v2) v3))))

6.3.4 Normalisation in situ

Maintenant que nous pouvons générer et charger en mémoire le bytecode au moment de 1'exé-
cution, il devient possible de remplacer directement les valeurs par leur version normalisée, en
compilant au vol le résultat obtenu.

Voyons maintenant un exemple simple d’utilisation. La figure 6.7 montre un module définis-
sant 'entier de Church zéro (cz), le successeur d'un entier de Church (cs), 'addition de deux
entiers de Church (cadd), ainsi que des fonctions de conversion d’entiers vers entiers de Church
(n2cn), et vice-versa (cn2n).

module ChurchNumbers =
struct

let cz s z

1]
N

let csnsz=ns (s z)
let cadd a b=a cs b

let recn2cn n = if n = 0 then cz else (cs (n2cn (n-1)))
let cn2n n =n (fun i -> i+1) 0

end;;

FIG. 6.7 — Entiers de Church en Objective Caml.

Définissons I'opération « ajouter 1000 » de la maniére suivante :

# let ¢cs1000 a = cadd (n2cn 1000) a;;
val ¢s1000 : ((’a -> ’a) -> ’b -> ’a) -> (’a -> ’a) -> ’b -> ’a = <fun>

L'application de csn a cz nécessite O(n) 3-réductions qui auraient pu étre réalisées statiquement
auparavant.

# cn2n (cs1000 cz);;
- : int = 1000

La résidualisation de cette valeur s’effectue simplement en tapant la commande suivante :

# residualise_rtcg "cs1000";;
- : unit = ()
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D’apres les tests effectués, le résultat est 4800 fois plus rapide que l'original.

En résumé, cette technique d’implantation a le grand avantage d’aboutir a un résultat tres
simple a utiliser. Cependant elle nécessite quelques modifications légeres d’Objective Caml, et n’est
pas trés simple a implanter. J’ai également fait une version de I'évaluateur partiel qui fonctionne
pour le langage de modules d’Objective Caml, ce qui permet de réaliser la cloture des termes (né-
cessaire pour TDPE) élégamment.

6.4 Conclusion

Nous avons vu dans ce chapitre que 1'évaluation partielle dirigée par les types permet de
construire a peu de frais un outil de normalisation forte pour un langage fonctionnel. La tech-
nique d’implantation utilisant la génération de code a I'exécution permet d’intégrer pleinement
I'évaluateur au langage et de rendre son utilisation tres simple.

La normalisation forte peut aboutir dans certains cas a une sérieuse accélération de 1'exécu-
tion du programme, mais elle n’est pas toujours souhaitable (augmentation possible de la taille
du code, probleme des effets de bord,...). De plus TDPE ne peut étre appliqué a n'importe quel
programme ML sans modification.

Nous allons voir dans le chapitre suivant que TDPE est en revanche parfaitement adapté pour
résoudre notre probléme de normalisation d’isomorphismes de types, et méme que 'on peut
encore I’améliorer dans ce but.
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Chapitre 7

Un normaliseur produisant des
formes normales canoniques

Résumé

Dans ce chapitre, je vais appliquer I'algorithme vu
au chapitre précédent au probleme de la recherche des iso-
morphismes de types. Cela mettra en évidence la néces-
sité d’'une définition de forme normale plus contrainte
pour I'n-conversion, comme celle du chapitre 5. Nous ver-
rons comment modifier I'algorithme de TDPE pour obte-
nir un résultat sous cette forme canonique. Je montrerai
que ces modifications entrainent des optimisations non né-
gligeables pour la normalisation des termes présentés au
chapitre 4, optimisations dont on peut tirer partie en éva-
luation partielle. Nous verrons également que ce travail
souleve des questions intéressantes concernant les opéra-
teurs de controle.

fier les isomorphismes de types du chapitre 4 a mis en évidence la nécessité d’optimiser la

technique pour obtenir un résultat plus compact. Je montrerai comment j'ai pu adapter la
technique pour produire des résultats dans la forme normale canonique présentée au chapitre 5,
obtenant ainsi dans notre cas des termes d"une taille plusieurs dizaines de fois inférieure !

L’UTILISATION de l’algorithme de normalisation présenté au chapitre précédent pour véri-

7.1 Le probléme

Au chapitre 4, j’ai présenté une suite d’isomorphismes permettant de prouver qu’une axioma-
tisation finie des isomorphismes de types avec somme n’est pas possible. Cette fonction, écrite
en Caml, est présentée dans le cas n = 3 a la figure 7.1. Comme nous l’avons vu, prouver que
cette fonction est un isomorphisme n’est pas évident (voir pages 104 a 108). J’ai voulu tirer partie
du travail sur la normalisation par évaluation pour réduire automatiquement la composition de

155
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let £3 =
fun (al,a2) -> (
(fun u ->

match (a2 u) with
Gauche b -> Gauche (fun v ->
match (al v) with
Gauche ¢ -> (c u)
| Droite c¢ -> (match (c u),(b v) with
(Gauche d), (Gauche e) -> (# y2,y3 #) Gauche (fst d)
| (Gauche d), (Droite e) -> (# y2,z3 #) Droite (fst e)
| (Droite (Gauche d)), (Gauche e) -> (# yz,y3 *) Droite (snd d)
| (Droite (Gauche d)), (Droite e) -> (* yz,z3 #*) Gauche (fst d)
| (Droite (Droite d)), (Gauche e) -> (* 22,y3 *) Gauche (fst e)
| (Droite (Droite d)), (Droite e) -> (* z2,z3 *) Droite (fst d))
)
| Droite b -> Droite (fun v ->
match (al v) with
| Gauche c¢ -> (matech (c u),(b v) with
(Gauche d), (Gauche e) -> (* y,y4 *) Gauche (d,(fst e))
| (Gauche d), (Droite (Gauche e)) -> (* y,y2z2 *) Droite (Droite (snd (snd e)))
| (Gauche d), (Droite (Droite e)) -> (* y,z4 *) Droite (Gauche ((d,fst e)))
| (Droite d), (Gauche e) -> (* =z,y4 *) Droite (Gauche ((fst e,d)))
| (Droite d), (Droite (Gauche e)) -> (* z,y2z2 *) Gauche (fst e,(fst (snd e)))
| (Droite d), (Droite (Droite e)) -> (* z,z4 *) Droite (Droite (d,fst e)))
| Droite ¢ -> (c u)
N,
(fun v ->
match (al v) with
Gauche c -> Gauche (fun u ->
match (a2 u) with
Gauche b -> (b v)
| Droite b -> (match (c u),(b v) with
(Gauche d), (Gauche e) -> (# y,y4 *) Gauche (snd e)
| (Gauche d), (Droite (Gauche e)) -> (# y,y2z2 *) Gauche (d,((fst e),(fst (snd e))))
| (Gauche d), (Droite (Droite e)) -> (# y,z4 #) Droite (snd e)
| (Droite d), (Gauche e) -> (* z,y4 *) Gauche (snd e)
| (Droite d), (Droite (Gauche e)) -> (# z,y2z2 #) Droite (d,(snd (snd e)))
| (Droite d), (Droite (Droite e)) -> (* z,z4 #) Droite (snd e))
)
| Droite ¢ -> Droite (fun u ->
match (a2 u) with
| Gauche b -> (match (c u),(b v) with
(Gauche d), (Gauche e) -> (# y2,y3 #) Gauche ((snd d),e)
| (Gauche d), (Droite e) -> (* y2,z3 #) Droite (Gauche (fst d,(snd d,snd e)))
| (Droite (Gauche d)), (Gauche e) -> (* yz,yd *) Gauche ((fst d),e)
| (Droite (Gauche d)), (Droite e) -> (* yz,z3 #) Droite (Droite ((snd d),e))
| (Droite (Droite d)), (Gauche e) -> (* z2,y3 *) Droite (Gauche ((fst (snd e)),
((snd (snd e)),d)))

| (Droite (Droite d)), (Droite e) -> (* z2,z3 *) Droite (Droite ((snd d),e)))
| Droite b -> (b v)

DD

val £3 : (’a -> (°b -> (’c, ’d) sum, ’b -> (’°c * ’c, (’c * ’d, ’d * ’d) sum) sum) sum) *
(b -> (’a -> (°c * (’c * ’c), ’d * (°d * °d)) sum,

‘a => (Pc *x (Pc * (Pc * ’¢c)), (Pc *x (Pc *x (°d * °d)),

’d * (°d * (°d * ’d))) sum) sum) sum)

->

b -> (’a -> (’¢c, ’d) sum, ’a -> (’c * ’c, (’°c * °d, ’d * ’d) sum) sum) sum) *

(’a -> (°b -> (P’c * (°c * ’¢), ’d * (°d * °>d)) sum,

b -> (Pc * (Pc * (P’c * ’¢c)), (Pc x (Pc * (°d * °d)),

’d * (°d * (°d * >d))) sum) sum) sum) = <fun>

FIG. 7.1 — Isomorphisme dans le cas n = 3.
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cette fonction avec son inverse supposée (en fait ¢’est une involution), et prouver qu’il s’agit bien
de l'identité. Le résultat de cette résidualisation est présenté en partie a la figure 7.2. La version

complete fait environ 1200 lignes (alors que £3 fait seulement 52 lignes).

# let comp3 x = £3 (£3 x);;

# residualise (((prod ((base **-> (sum ((base **-> (sum (base,base))),(base **-> (sum ((prod (ba
se, base)), (sum ((prod (base, base)), (prod (base, base)))))))))), (base **-> (sum ((base **-> (s
um ((prod (base, (prod (base, base)))), (prod (base, (prod (base, base))))))), (base **-> (sum ((p
rod (base, (prod (base, (prod (base, base)))))), (sum ((prod (base, (prod (base, (prod (base, base
1)))), (prod (base, (prod (base, (prod (base, base)))))))))))))))),Names2.Fixname "a") **=> (prod

(((base,Names2.Fixname "u') **=> (sum (((base,Names2.Fixname "v") **=> (sum (base,base))), ((base
,Names2.Fixname "v") **=> (sum ((prod (base, base)), (sum ((prod (base, base)), (prod (base, base)
1ININ)), ((base,Names2.Fixname "v") **=> (sum (((base,Names2.Fixname "u") **=> (sum ((prod (base
, (prod (base, base)))), (prod (base, (prod (base, base))))))), ((base,Names2.Fixname "u") **=> (s
um ((prod (base, (prod (base, (prod (base, base)))))), (sum ((prod (base, (prod (base, (prod (base

, base)))))), (prod (base, (prod (base, (prod (base, base))))))))))))))))) comp3;;

- : Controls.ans =
(fun a ->
((fun u ->

(match ((projl a) u)

with

| Gauche v160 ->
(Gauche (fun v ->
(match ((proj2 a) v)

with

| Gauche v241 -> (match ((projl a) u)
with
| Gauche v313 -> (match (v313 v)

with
| Gauche v319 -> (Gauche v319)
| Droite v319 -> (Droite v319))

| Droite v313 -> (match (v313 v)
with
| Gauche v314 -> (match (v241 u) with
| Gauche v318 -> (Gauche (projil v314))
| Droite v318 -> (Droite (proji v318)))

| Droite v314 -> (match v314 with
| Gauche v315 -> (match (v241 u) with
| Gauche v317 -> (Droite (proj2
| Droite v317 -> (Gauche (proji

| Droite v315 -> (match (v241 u) with
| Gauche v316 -> (Gauche (proji
| Droite v316 -> (Droite (proji

)
| Droite v241 -> (match ((projl a) u)

with
| Gauche v242 -> (match (v242 v) with

FIG. 7.2 — Résidualisation de la composition de £3 avec elle-méme (petit extrait).

v315))
v315)))

v316))
v315)))
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En observant ce résultat, nous pouvons voir qu’il ne respecte pas les conditions de la figure 5.1,
asavoir :

Dans Ax. N :

la variable x vérifie x € FV(C) pour tout C € gardes(N) &

Dans case (M, x1. N1, x2. Np) :

M & Ui=1, gardes(x;. Nj), L]

etsix; € FV(Np) etx, & FV(N,) alors N7 % Np &

Regardons quelques exemples plus simples.

Exemple 7.1 La résidualisation de la fonction suivante ne vérifie pas la condition <, puisque
(v2 v0) ne contient pas la variable v4 :

# let £t x g = match g x with
| Gauche c -> (fun y -> Gauche y)
| - > (funy -> (g £));;

# residualise (base **-> (base **x-> ((base **-> (sum (base ,base)))
**%-> ((base **-> (sum (base ,base))))))) f;;
- : Controls.ans =
(fun vO vl v2 -> (match (v2 v1) with
| Gauche v3 -> (fun v6 -> (Gauche v6))
| Droite v3 -> (fun v4 -> (match (v2 v0) with
| Gauche v5 -> (Gauche v5)
| Droite v6 -> (Droite v5)))))

Exemple 7.2 Testons maintenant la fonction de résidualisation sur un exemple suggéré par An-
drzej Filinskil. Il est possible de montrer que pour toute fonction booléenne f,ona fo fo f = f.

# let fff £f x = £ (f (£ x));;
val £ff : (Pa -> ’a) -> ’a -> ’a = <fun>

Définissons la fonction bool de la manieére suivante :

# let bool = sum (unit,unit);;

# residualise ((bool **-> bool) **-> (bool **-> bool)) fff;;
- : Controls.ans =
(fun vO v1 ->
(match vi1
with
| Gauche

!Copenhague, FLoC 2002
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v2 -> (match (vO (Gauche ()))
with
| Gauche v10 -> (match (vO (Gauche ())) with
| Gauche v14 -> (match (vO (Gauche ())) with
| Gauche v16 -> (Gauche ())
| Droite v16 -> (Droite ()))

| Droite v14 -> (match (vO (Droite ())) with
| Gauche v15 -> (Gauche ())
| Droite v15 -> (Droite ()))

| Droite v10 -> (match (vO (Droite ())) with
| Gauche vi1 -> (match (vO (Gauche ())) with
| Gauche v13 -> (Gauche ())
| Droite v13 -> (Droite ()))

| Droite v11l -> (match (vO (Droite ())) with
| Gauche v12 -> (Gauche ())
| Droite v12 -> (Droite ()))

)
)
| Droite
v2 -> (match (vO (Droite ()))
with
| Gauche v3 -> (match (vO (Gauche ())) with
| Gauche v7 -> (match (vO (Gauche ())) with
| Gauche v9 -> (Gauche ())
| Droite v9 -> (Droite ()))
| Droite v7 -> (match (vO (Droite ())) with
| Gauche v8 -> (Gauche ())
| Droite v8 -> (Droite ()))
)
| Droite v3 -> (match (vO (Droite ())) with
| Gauche v4 -> (match (vO (Gauche ())) with
| Gauche v6 -> (Gauche ())
| Droite v6 -> (Droite ()))
| Droite v4 -> (match (vO (Droite ())) with
| Gauche v5 -> (Gauche ())
| Droite v6 -> (Droite ()))
)
)
)
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On voit clairement que la condition & n’est pas vérifiée, puisque 1'on a par exemple deux match
(v0 (Gauche ())) imbriqués. Enfin ona fff =g, id, mais la résidualisation de I'identité avec le
méme type ne produit pas le méme code :

# let id x = x3;;
val id : ’a -> ’a = <fun>
# residualise ((bool **-> bool) **-> (bool **-> bool)) id;;
- : Controls.ans = (fun vO vl -> (match vl with
| Gauche v2 -> (match (vO (Gauche ())) with
| Gauche v4 -> (Gauche ())
| Droite v4 -> (Droite ()))

| Droite v2 -> (match (vO (Droite ())) with
| Gauche v3 -> (Gauche ())
| Droite v3 -> (Droite ()))

7.2 Trois solutions pour répondre aux trois conditions

Cette section décrit les optimisations permettant de prendre en compte les contraintes sur les
formes normales décrites au chapitre 5.

7.2.1 Condition &

En étudiant rapidement le code produit par TDPE sur la fonction comp3 (voir figure 7.2), on
s’apergoit tout de suite que de nombreuses branches du terme ne sont jamais atteintes. Pour ré-
soudre ce probléme, nous pouvons utiliser le lemme 2.9 page 53.

Pour cela, remarquons que le programme résiduel est un arbre de syntaxe abstraite construit
en profondeur d’abord, de droite a gauche, ’évaluation se faisant en appel par valeur. L'idée
consiste 4 maintenir une table globale tenant a jour les branches conditionnelles traversées depuis
la racine du programme résiduel jusqu’au point courant de la construction.

Cette table associe un drapeau (G ou D) et une variable a une expression de la maniere sui-
vante :

ing (19 z) si e est globalement associé a (G, z)
ing (192 z) si e est globalement associé a (D, z)
TO‘1+O'2 e = e,
shift c. case | xq. reset ing T xq, sinon
Xp. reset inp, 192 xp
ou x; et x, sont neuves

Si e n’est associé a rien dans la table, alors nous lui associons (G, x1) en entrant dans la premiere
branche du case, et (D, x;) en entrant dans la seconde.
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7.2.2 Condition &

Pour gérer la condition &, nous devons implanter un test de I’équivalence ~ définie page 123,
que l'on appellera égalité modulo conversions commutatives. Cela correspond a 'application du
lemme 2.8 page 52. Pour cela, nous devons d’abord écrire une fonction vérifiant I'égalité de deux
termes dynamiques (de type normal) modulo a-conversion, ainsi qu'un test d’appartenance aux
variables libres. Ces fonctions ne posent pas de probleme théorique.

Ensuite nous allons écrire une fonction testant ’égalité modulo conversions commutatives de
deux termes normaux, en supposant qu'ils vérifient déja tous deux la condition . Commengons
par démontrer le lemme suivant :

Lemme 7.3 Si Nj et N, sont deux termes normaux vérifiant la condition & et tels que
N 1~ N2

alors gardes(N7) = gardes(Ny).

Démonstration :

gardes(case (M, x. case (M1, x1. N1, x2. Np), y. N))
= { M } Ugardes(x. case (M1, x1. N1, xp. N»)) U gardes(y. N)
={ M, M } Ugardes(x. x1. N1) Ugardes(x. xo. Np) U gardes(y. N)

gardes(case (M1, x1. case (M, x. Ny, y. N), x3. case (M, x. Np, y. N)))
= { My } Ugardes(xy. case (M, x. N1, y. N)) U gardes(xy. case (M, x. Np, y. N))
={ M, M; } Ugardes(x. x;. N1) Ugardes(x. xp. Np) U gardes(y. N)

Le deuxiéme cas est identique. |

La premiere étape de notre fonction peut donc étre le test de I'égalité des deux ensembles
de gardes. S'ils sont différents, les termes ne sont pas équivalents. Sinon, on continue suivant la
méthode suivante. A chaque garde correspond deux choix possibles, soit en tout 2" choix (o1 71 est
le nombre de gardes). Pour chacun de ces choix, on peut facilement trouver la branche du terme
concernée, et vérifier que c’est la méme pour les deux termes (modulo a-équivalence). On n’a pas
besoin de vérifier récursivement la condition a l'intérieur de ces branches puisque 1'on sait que
Nj et Ny vérifient déja la condition &, TDPE construisant le terme en profondeur d’abord.

7.2.3 Condition <>

Pour obtenir des termes dans la forme normale du chapitre 5, nous devons aussi vérifier une
condition concernant les gardes du corps des abstractions (condition <}).

Pour cela, regardons 'exemple 7.1 page 158. Nous voulons introduire le « match (v2 v0) »
au-dessus de « fun v4 »... Or un shift renvoie toujours au reset précédent. Il faudrait pouvoir
nommer les reset et choisir le meilleur au moment d’introduire le match. C’est ce que permettent
de faire les opérateurs de controle cupto/set.

Utilisation de cupto/set

Les opérateurs de contrdle set et cupto ont été introduits en 1998 par Carl A. Gunter, Didier
Rémy et Jon G. Riecke [53]. Ils généralisent les exceptions et les continuations (alors que shift et
reset ne permettent pas de coder les exceptions). Cependant ils ne sont pas tirés d'une étude sur
les continuations, contrairement a shift/reset, qui en tirent leur légitimité.

Pour le détail de leur sémantique opérationnelle, je renvoie a l’article mentionné ci-dessus. Je
me contenterai encore une fois de donner l'intuition de leur fonctionnement sur un exemple.
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Le fonctionnement de cupto/set repose sur la notion de prompt, permettant de marquer les occur-
rences de set. Il est possible de créer a la demande des nouveaux prompts. Si p; et p, sont deux
prompts, on peut écrire par exemple 'expression suivante :

1+set p1in2 + set poin3 4 cuptoprascin (4 + (c5))

se réduit en :
1+4+(243+5)

Application a TDPE

Pour utiliser ces opérateurs de contrdle a notre probleme, nous devons créer un nouveau
prompt a chaque A dynamique créé (remise a zéro de 1’'ensemble des gardes). Nous maintenons
une liste globale associant a chaque prompt un ensemble de variables. Pour introduire un nou-
veau case, il suffit de chercher toutes les variables libres de sa condition, et d’aller chercher dans
cette liste le dernier prompt introduit associé a I'une de ces variables. Le terme étant construit
en profondeur d’abord et de droite a gauche, cela assure que l'on obtient bien de cette fagcon un
terme clos.

Nous modifions donc I'algorithme de la figure 6.2 de la maniére suivante :

1977t = Ax.setpin [T (t@ 17 x) (x variable neuve, p nouveau prompt)
e,
19172 ¢ = cuptomascincase | xi.setmin (c@iny (1 x1)),

xp.setmin (c @iny (192 x3))
ot m est le meilleur prompt pour e.

Notons que tel quel, I'algorithme peut boucler sur certains exemples?. Mais en associant cette
optimisation a celle pour la condition #, nous obtenons un algorithme qui termine toujours. L'al-
gorithme final est présenté a la figure 7.3.

Discussion sur les opérateurs de controle

Le nouvel algorithme n’utilise pas toute la puissance des opérateurs cupto/set; en particulier
nous ne nous servons pas du codage des exceptions grace a eux. Nous pourrions donc n’utiliser
qu’une version restreinte de ces opérateurs. Il existe par exemple une version hiérarchisée de
shift/reset, permettant d’avoir plusieurs niveaux de contréle (voir Danvy-Filinski [30]). Mais ils
nécessitent de connaitre a ’avance la profondeur maximale nécessaire, ce qui est impossible dans
notre cas. Apres de multiples discussion avec Olivier Danvy, Andrzej Filinski et Didier Rémy, une
implantation avec des shift /reset (hiérarchisés ou non) ne semble pas évidente, méme si elle parait
possible théoriquement.

7.2.4 Les résultats

Observons le code produit pour les exemples 7.1 et 7.2 page 158.

# residualise2 (base **-> (base **x-> ((base **-> (sum (base ,base))) **x->
((base **-> (sum (base ,base))))))) f;;

2En fait le seul exemple faisant boucler ’algorithme que j’ai trouvé pour I'instant est I'isomorphisme pour les formules
de Wilkie-Gurevi¢ généralisées.
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1%t =t
It =0
197"t = Ax.setpin [T (t@ 17 x) (x variable neuve, p nouveau prompt)
|t = paire(|™ (proji t), 1™ (proja t))
|72t = case(t, x1.in1 (1™ x1), x2.inp (1™ x2))
e = ¢
e = ()
177%e = .17 (e@ |7 x)

197% e = paire(1% (proj1 e), 1% (projz e))

ing (19 z) si e est globalement associé a (G, z)
ing (192 z) si e est globalement associé a (D, z)
cuptomascin | let n; = setmin (c@iny (1° x1))
S and n; = setmin (c@iny (172 x3))
19172 e = in ny six ¢FV(T[1), X2 gFV(le) etny = ny

case (e, x1. 11, Xp.1y) sinon
sinon, ol m est le meilleur prompt pour e.

Si e n’est associé a rien dans la table, alors nous lui associons
(G, x1) en entrant dans la premiére branche du case,

et (D, x;) en entrant dans la seconde.

FIG. 7.3 — Normalisation dirigée par les types optimisée.
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- : normal =
(fun vO v1 v2 -> (match (v2 vl1) with
| Gauche v3 -> (fun vb -> (Gauche v5))
| Droite v4 -> (match (v2 v0) with
| Gauche v7 -> (fun v6 -> (Gauche v7))
| Droite v8 -> (fun v6 -> (Droite v8)))

# residualise2 ((bool **-> bool) **-> (bool **-> bool)) fff;;
- : normal =
(fun vO -> (match (vO (Gauche ())) with
| Gauche v4 -> (match (vO (Droite ())) with
| Gauche v6 -> (fun vl -> (Gauche ()))
| Droite v7 -> (fun vl -> (match vl with
| Gauche v2 -> (Gauche ())
| Droite v3 -> (Droite ()))
))

| Droite vb -> (match (vO (Droite ())) with
| Gauche v10 -> (fun vl -> (match vl with
| Gauche v2 -> (Droite ())
| Droite v3 -> (Gauche ()))
)
| Droite vil -> (fun vl -> (Droite ())))

)
Cette fois-ci, le résultat est identique a la résidualisation de l'identité :

# residualise2 ((bool **-> bool) **-> (bool **-> bool)) id;;
- : normal =
(fun vO -> (match (vO (Gauche ())) with
| Gauche v4 -> (match (vO (Droite ())) with
| Gauche v6 -> (fun vl -> (Gauche ()))
| Droite v7 -> (fun vl -> (match vl with
| Gauche v2 -> (Gauche ())
| Droite v3 -> (Droite ()))
)

| Droite vb6 -> (match (vO (Droite ())) with
| Gauche v8 -> (fun vl -> (match vl with
| Gauche v2 -> (Droite ())
| Droite v3 -> (Gauche ()))
)
| Droite v9 -> (fun vl -> (Droite ())))

La figure 7.4 montre la résidualisation de la fonction comp3 avec le nouveau normaliseur. Com-
parée au résultat présenté a la figure 7.2, le résultat est environ 48 fois plus petit (25 lignes au lieu
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de 1200, et environ 250 sans tenir compte de la condition &).

# residualise2 (((prod ((base **-> (sum ((base **-> (sum (base,base))),(base **-> (sum ((prod (b
ase, base)), (sum ((prod (base, base)), (prod (base, base)))))))))), (base **-> (sum ((base **-> (
sum ((prod (base, (prod (base, base)))), (prod (base, (prod (base, base))))))), (base **-> (sum ((
prod (base, (prod (base, (prod (base, base)))))), (sum ((prod (base, (prod (base, (prod (base, bas
e)))))), (prod (base, (prod (base, (prod (base, base)))))))))))))))),Names2.Fixname "a") **=> (pro
d (((base,Names2.Fixname "u") **=> (sum (((base,Names2.Fixname "v") **=> (sum (base,base))), ((bas
e,Names2.Fixname "v") **=> (sum ((prod (base, base)), (sum ((prod (base, base)), (prod (base, base
)))))))))), ((base,Names2.Fixname "v") **=> (sum (((base,Names2.Fixname "u") **=> (sum ((prod (bas
e, (prod (base, base)))), (prod (base, (prod (base, base))))))), ((base,Names2.Fixname "u") **=> (
sum ((prod (base, (prod (base, (prod (base, base)))))), (sum ((prod (base, (prod (base, (prod (bas
e, base)))))), (prod (base, (prod (base, (prod (base, base))))))))))))))))) comp3;;

- : normal =
(fun a ->
((fun u -> (match ((projl a) u) with
| Gauche v32 -> (Gauche (fun v -> (match (v32 v) with
| Gauche v36 -> (Gauche v36)
| Droite v37 -> (Droite v37))
))
| Droite v33 -> (Droite (fun v -> (match (v33 v) with
| Gauche v50 -> (Gauche ((proji v50) , (proj2 v50)))
| Droite vb1 -> (match vbl1 with
| Gauche v54 -> (Droite (Gauche ((projl v54) , (proj2 v54))))
| Droite vb5 -> (Droite (Droite ((projl v55) , (proj2 v55)))))
)
),
(fun v ->
(mateh ((proj2 a) v) with
| Gauche vO -> (Gauche (fun u -> (match (vO u) with
| Gauche v4 -> (Gauche ((proji v4) , ((projl (proj2 v4)) , (proj2 (proj2 v4)))))
| Droite vb5 -> (Droite ((projil v5) , ((projl (proj2 v5)) , (proj2 (proj2 v5))))))
)
| Droite vi -> (Droite (fun u -> (match (vl1 u) with
| Gauche v20 -> (Gauche ((projl v20) , ((projl (proj2 v20)) ,
((proj1l (proj2 (proj2 v20))) , (proj2 (proj2 (proj2 v20)))))))
| Droite v21 -> (match v21 with
| Gauche v22 -> (Droite (Gauche ((proj1l v22) , ((proji (proj2 v22)),
((proj1l (proj2 (proj2 v22))) , (proj2 (proj2 (proj2 v22))))))))
| Droite v23 -> (Droite (Droite ((proji v23) , ((projl (proj2 v23)) ,
((proj1l (proj2 (proj2 v23))) , (proj2 (proj2 (proj2 v23)))))))))
NN

FIG. 7.4 — Résidualisation de la composition de £3 avec elle-méme, avec le nouvel algorithme.

7.3 mn-réduction

Les formes normales produites par le nouveau normaliseur sont des formes normales 7-
longues, comme présentées au chapitre 5. Contrairement au cas général, il est possible pour les
termes de cette forme, d’écrire une fonction d’n-réduction qui va réduire notre terme en une iden-
tité non n-expansée.

Cette fonction d’'n-réduction parcourt le terme en profondeur d’abord en repérant les motifs
correspondant aux régles 7 (2 a-équivalence pres), et en les remplagant par leur réduction. Nous
avons vu au chapitre 2 que cette technique ne peut pas faire « toutes » les n-réductions, et méme
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qu’il n’est pas facile de définir une notion de forme 7n-réduite en présence de la somme. En par-
ticulier cette fonction d’n-réduction appliquée au terme de la figure 7.2 ne produit pas le terme
Ax. x (en fait il comporte toujours des centaines de lignes).

La figure 7.5 montre qu’avec le nouveau normaliseur, nous obtenons bien l'identité non 7-

expansée.

# etared (

residualise2 (((prod ((base **-> (sum ((base **-> (sum (base,base))),(base **-> (sum ((prod (bas
e, base)), (sum ((prod (base, base)), (prod (base, base)))))))))), (base *x-> (sum ((base **-> (su
m ((prod (base, (prod (base, base)))), (prod (base, (prod (base, base))))))), (base **-> (sum ((pr
od (base, (prod (base, (prod (base, base)))))), (sum ((prod (base, (prod (base, (prod (base, base)
1)), (prod (base, (prod (base, (prod (base, base)))))))))))))))),Names2.Fixname "a") **=> (prod
(((base,Names2.Fixname "u") **=> (sum (((base,Names2.Fixname "v') **=> (sum (base,base))), ((base,
Names2.Fixname "v") **=> (sum ((prod (base, base)), (sum ((prod (base, base)), (prod (base, base))
)))))))), ((base,Names2.Fixname "v") **=> (sum (((base,Names2.Fixname "u") **=> (sum ((prod (base,
(prod (base, base)))), (prod (base, (prod (base, base))))))), ((base,Names2.Fixname "u') **=> (su
m ((prod (base, (prod (base, (prod (base, base)))))), (sum ((prod (base, (prod (base, (prod (base,
base)))))), (prod (base, (prod (base, (prod (base, base))))))))))))))))) comp3);;

- : normal = (fun a -> a)

FIG. 7.5 — n-réduction du résultat de la résidualisation de comp3.

7.4 Insertion de let et mémoisation

J'ai présenté avec Olivier Danvy dans [11] une application de l'optimisation basée sur la
condition & en utilisant le procédé d’insertion d’instructions let. Grace a l'utilisation de mémo-
fonctions, nous obtenons un évaluateur partiel « completement paresseux », qui n’évalue jamais
deux fois le méme sous-terme. Ce travail est bien entendu valable uniquement pour un langage
sans effets de bord, puisque si 'application d"une fonction produit un effet, 'application doit
avoir lieu autant de fois dans le programme résiduel que dans l’original.



Conclusion

Le travail exposé dans cette these se place dans le cadre de la recherche effectuée dans le do-
maine des isomorphismes de types, thématique qui forme le fil conducteur de toute la these.

L'idée de base qui sous-tend ce domaine de recherche est trés simple : on cherche a savoir
quand une donnée a de type A peut étre « codée » par un programme (ou fonction) f sous la
forme d’une donnée f(a) de type B « sans perte d’information », c’est a dire qu'il doit étre possible
apres de « décoder » f(a) al’aide d’un programme (ou fonction) g tel que g(f(a)) soit a lui-méme.

Cette notion a plusieurs applications qui deviennent de plus en plus intéressantes avec la
masse grandissante d’information disponible en ligne : la recherche de composantes dans des bi-
bliothéques logicielles [73, 36, 85], 1a recherche de théorémes dans des bibliotheques de preuves [33,
1], la génération automatique de code d’adaptation [5, 7] entre composantes logicielles, le chan-
gement de représentation des données pour faciliter I’écriture de programmes [82].

Pour pouvoir répondre a ces besoins, il est important de connaitre et savoir décider les iso-
morphismes de types dans le cadre des systemes de types complexes qui sont utilisés dans les
langages modernes : les types fonctionnels, les produits et enregistrements, les types variants, les
types récursifs.

Pourtant, nos connaissances étaient remarquablement limitées en dehors du cas heureux des
catégories cartésiennes fermées, et notamment, on ne savait rien a propos des difficultés intro-
duites par le type somme et le type vide. Le résultat de non-fini-axiomatisabilité de Gurevi¢ pour
les entiers était connu depuis dix ans, mais on ne savait pas s’il pouvait ou pas se transposer dans
le théorie des types : il n’était pas évident de construire les termes inversibles correspondant a ces
égalités, en ’absence de tout systeme de réécriture pour le lambda calcul avec types sommes, et
en "absence méme d’une notion raisonnable de forme normale pour les termes.

La quéte d'une solution nous a donc amené a développer des outils théoriques pour défi-
nir une notion de forme normale de termes, et pratiques, pour pouvoir calculer efficacement ces
formes normales, dont l'intérét dépasse le cadre initial que nous nous étions posés. D'un coté la
fructueuse collaboration avec Marcelo Fiore a débouché sur une notion de forme normale cano-
nique pour le A-calcul avec sommes binaires. De l'autre, la dimension des termes qui ressortent
des égalités de Gurevi¢ a motivé le développement d’une application originale de 1’évaluation
partielle dirigée par les types, qui incorpore les idées de ces formes canoniques pour simplifier
énormement les termes produits par ’approche traditionnelle de I'évaluation partielle des types
sommes. Ces idées pourront également apporter des optimisations non négligeables dans certains
cas pour 'évaluation partielle de programmes sans effets de bords.

167
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On aurait pu espérer que le remarquable parallele avec les identités entieres, qui était valable

sans la somme, s’arréterait 1a en nous permettant de trouver une axiomatisation finie, qui aurait
eu une utilité pratique immédiate, puisqu’elle nous aurait permis de déterminer simplement si
deux types sont isomorphes ou non. Mais nous avons montré que la situation est bien plus com-
plexe : d'un coté, les isomorphismes de types avec somme ne sont pas finiment axiomatisables,
parce que les identités de Gurevi¢ ont un contenu calculatoire qui est capturé par les termes in-
versibles exhibés au chapitre 4, alors que le paralléle avec les entiers n’est plus vrai en présence
du zéro; cependant, la question reste ouverte pour le cas de la somme et sans le zéro.
Beaucoup de travail reste a faire pour clarifier la relation entre la longue série d’articles de théorie
des nombres, initiée par la conjecture des égalités du lycée de Tarski, et les isomorphismes de
types dans les catégories bi-cartésiennes fermées, et plus en général le domaine de 1'« Objective
Number Theory » [76], mais nous croyons que cette thése apporte une prémiere contribution si-
gnificative dans cette direction.

En méme temps, le résultat négatif sur ’axiomatisabilité des isomorphismes avec somme
donne une justification supplémentaire a la recherche de sous-systéemes comme celui défini par
les isomorphismes linéaires. Dans ce domaine, nous avons montré comment 1'utilisation des ré-
seaux de preuve de la logique linéaire permet d’obtenir d'une fagon remarquablement simple et
élégante une preuve de complétude pour la théorie des isomorphismes de MLL. Le jour ot1 I'on
disposera d"une notion de réseau additif qui ne gardent pas de trace de séquentialité, ce qui n’est
pas encore connu, cette technique devrait pouvoir s’étendre au cas des connecteurs additifs et 'on
peut conjecturer que les isomorphismes de MALL sont obtenus par des régles de commutativité,
associativité, distributivité et éléments neutres.
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Une étude des sommes fortes :
isomorphismes et formes normales

Le but de cette these est d’étudier la somme et le zéro dans deux principaux cadres : les iso-
morphismes de types et la normalisation de A-termes. Les isomorphismes de type avaient déja
été étudiés dans le cadre du A-calcul simplement typé avec paires surjectives mais sans somme.
Pour aborder le cas avec somme et zéro, j’ai commencé par restreindre I'étude au cas des iso-
morphismes linéaires, dans le cadre de la logique linéaire, ce qui a conduit a une caractérisation
remarquablement simple de ces isomorphismes, obtenue grace a une méthode syntaxique sur les
réseaux de preuve.

Le cadre plus général de la logique intuitionniste correspond au probléme ouvert de la ca-
ractérisation des isomorphismes dans les catégories bi-cartésiennes fermées. J’ai pu apporter
une contribution a cette étude en montrant qu’il n’y a pas d’axiomatisation finie de ces isomor-
phismes. Pour cela, j'ai tiré partie de travaux en théorie des nombres portant sur un probleme
énoncé par Alfred Tarski et connu sous le nom du « probléme des égalités du lycée ».

Pendant tout ce travail s’est posé le probléeme de trouver une forme canonique pour représen-
ter les A-termes, que ce soit dans le but de nier I'existence d"un isomorphisme par une étude de
cas sur la forme du terme, ou pour vérifier leur existence dans le cas des fonctions trés complexes
que j’étais amené a manipuler. Cette réflexion a abouti a poser une définition « extensionnelle »
de forme normale pour le A-calcul avec somme et zéro, obtenue par des méthodes catégoriques
gréace aux relations logiques de Grothendieck.

Enfin, j’ai pu obtenir une version « intentionnelle » de ce résultat en utilisant la normalisation
par évaluation : en adaptant la technique d’évaluation partielle dirigée par les types, il est possible de
produire un résultat dans cette forme normale, ce qui en réduit considérablement la taille dans le
cas des isomorphismes de types considérés auparavant.
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