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Chapitre 1

Introduction et plan de la these



Le theme de cette these est I’étude de 'hyperbolicité des hypersurfaces et
complémentaires d’hypersurfaces projectives, en dimension 2 et 3, par ’étude
des jets de Demailly-Semple.

La notion d’hyperbolicité au sens de Kobayashi est équivalente dans le
cas d'une variété complexe compacte X, a I’absence de courbes holomorphes
entieres non constantes f : C — X (critere de Brody).

En 1970, S.Kobayashi [21] a posé le probleme suivant : Est-il vrai que le
complémentaire d’une hypersurface générique de degré d > 2n + 1 dans P¢
est hyperbolique 7

Pour PZ, les résultats connus sont que le complémentaire d’une courbe trés
générique C' a k composantes C1, ..., Cy de degrés (dy, ..., di) est hyperbolique
et hyperboliquement plongé dans P? dans les cas suivants :

1) k > 5 et des degrés quelconques ([1])

2) k = 4 avec des degrés tels que Y d; > 5 ([15], [11))

3) k=3et dy,do,ds > 2 ([11], [12]); D d; > 5 ([10],[34])
4) k=1et d; > 15 ([34], [13])

La premiere partie de ma these a consisté en 1’étude du cas k£ = 2, en
utilisant les techniques de jets développées par J.P. Demailly, J. El Goul,
G.Dethloff, S.Lu. ([6] , [9]). Pour X une variété complexe et V' un sous fibré
vectoriel holomorphe de Tx, la construction due a J.-P. Demailly de fibrés
de k-jets de courbes Xj = P,V permet d’analyser I’hyperbolicité en termes
de négativité de courbure. Le fibré 7, : X, — X est une tour de fibrés
projectifs sur X et il est muni d’un fibré en droites tautologique Ox, (1). Les
images directes (7%).Ox, (m) peuvent étre vues comme des fibrés vectoriels
d’opérateurs différentiels d’ordre k et de degré m agissant sur les germes de
courbes holomorphes dans X tangents a V' et invariants par reparamétrage.
J.-P. Demailly a démontré que pour tout opérateur différentiel P de ce type,
a valeurs dans le dual d’un fibré en droites ample, toute courbe entiere f :
C —X tangente a V vérifie 'équation différentielle P(f) = 0. Ce résultat
précise l'approche de Green et Griffiths [17]. L’utilisation de ces outils a
permis a J.-P. Demailly et J. El Goul de prouver 'hyperbolicité des surfaces
tres génériques de P2 de degré d > 21 [7] et, par analogue logarithmique, J.
El Goul a montré que le complémentaire d’une courbe tres générique de P4
de degré d > 15 est hyperbolique et hyperboliquement plongé dans P2. Nous
utilisons la méme stratégie pour obtenir des résultats sur I’hyperbolicité du
complémentaire d’une courbe tres générique a 2 composantes.

Dans un deuxieme temps nous attaquons le probleme de I’hyperbolicité
des hypersurfaces projectives génériques de grand degré de dimension 3 pour
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lequel il n’y a pas encore de résultats. Suivant la méme stratégie qu’en dimen-
sion 2, nous étudions les jets de Demailly-Semple. Cette étude est d’abord
algébrique avec la caractérisation de 1’algebre des opérateurs différentiels en
un point z € X. Nous obtenons ensuite la caractérisation du gradué du fibré
des 3-jets, qui nous permet, par un calcul de type Riemann-Roch, de prouver
la croissance de la caractéristique d’Euler. Nous poursuivons par une étude
de la cohomologie nécessaire contrairement au cas de la dimension 2 ou des
théoremes d’annulation dus a Bogomolov permettaient de conclure [3].

Chapitre 2 : Préliminaires

Ce chapitre rappelle tout d’abord les principales notions liées a I’hyperboli-
cité. Ensuite nous introduisons les espaces des jets de Demailly. Soit X une
variété complexe de dimension n et f : (C,0) — X un germe d’application
holomorphe. On introduit le fibré vectoriel E,CGSLT;( — X dont les fibres sont
les polynomes & valeurs complexes Q(f', f, ..., f®)) sur les fibres de J, X,
fibré des germes de courbe d’ordre k sur X, de poids m par rapport a ’action
de C* :
QU N M) = AmQUf f s f).

On définit le sous-fibré Ey,,,T% C E,ng %, appelé le fibré des opérateurs
différentiels invariants d’ordre k et de degré m, i.e :

QUfod),(fod),...(fod)®)=d(0)"QU" [ fV)

pour tout ¢ € Gy le groupe des germes de k jets de biholomorphismes de
(C,0). L’importance de ces fibrés provient du théoreme annoncé par Green
et Griffiths [17] et démontré completement par Siu : si P(f', f, ..., f*)) est
défini globalement sur X, a valeur dans le dual d’un fibré ample A, alors toute
courbe entiere f : C — X vérifie P(f) = 0. Une stratégie alors possible pour
étudier I’hyperbolicité est de montrer I'existence de suffisamment de jets de
différentielles. Nous démontrons une autre propriété des jets de Demailly : ils
permettent de désingulariser les germes de courbes. Finalement, nous rappe-
lons les bases de la théorie des invariants ainsi que celles de la théorie de la
représentation du groupe linéaire et nous démontrons un résultat qui fait le
lien entre le caractere formel d’une représentation associée a un fibré vectoriel
et le caractere de Chern du fibré vectoriel.

Chapitre 3 : Hyperbolicité du complémentaire dans P? d’une courbe
a deux composantes

L’étude de ’hyperbolicité du complémentaire dans P2 d'une courbe & deux
composantes est fondée sur 'utilisation des jets logarithmiques, développés
par Dethloff et Lu et utilisés par El Goul dans le cas d’une seule composante.
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Le résultat principal de cette étude est :

Théoreme Le complémentaire d’une courbe trés générique a deux compo-
santes de degrés d, < dy dans P? est hyperbolique pour :

1)dy >5

2)di=4etdy>7

3) d1:4 6td2:4

4)d1:3 6td229

5)dy =2 et dy > 12.

Ce résultat a donné lieu a une publication (cf. [30]).

Chapitre 4 : Etude des jets de Demailly-Semple en dimension 3

Cette étude est fondée sur I'utilisation de la théorie de la représentation. Si

on définit Ay = (LT %), V'algebre des opérateurs différentiels en un point

xr € X, celle-ci peut-étre vue comme une représentation du groupe linéaire
Gl,. On sait alors que 'on a une décomposition de cette représentation en
somme directe de représentations irréductibles de Schur. Ainsi Demailly [6]
a caractérisé les fibrés de jets d’ordre 2, de degré m :

GriByTy = @© T[WAOTy
A1+2X 2=m

ou I est le foncteur de Schur.

L’étude algébrique de As, par la théorie classique des invariants, m’a
permis d’obtenir une caractérisation des jets d’ordre 3, en dimension 3 :

Théoréme En dimension 3 :

(YK
ok fs
oo W=| fI'" f5 f5 |,wy=[f—Ff'f
nmn " n
1 J2

3
wyy = () 'd(i) = KA = 1) = 35 (FLf] = £ f)-
De plus, deg .tr(C(f{, w;, w};, W)) =T et le calcul de Iidéal des relations
entre les générateurs est fait en annexe.

Cette étude algébrique a conduit a des applications géométriques au niveau
des fibrés de jets.
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Le résultat principal que j’ai obtenu est la caractérisation du gradué du fibré
des jets d’ordre 3 en dimension 3 :

Théoreme Soit X une variété complexe de dimension 3 :

Alors :

GT.Eg’mT;( = & ( P F(A17)\2,>\3)T)*{)
0<y< T {Ai+2X2+3A3=m—7; \i—A;>7, i<j}

ou I' est le foncteur de Schur.
Un calcul de type Riemann-Roch fournit alors :

Proposition Soit X une hypersurface lisse de degré d de P4, alors
81648 x 106
Corollaire Pour d > 43, x(X, B3, T%) ~ a(d)m® avec a(d) > 0.

X(X, B3, T5%) d(389d* — 20739d* + 185559d — 358873) + O (m®)

Pour obtenir l'existence de suffisamment d’opérateurs différentiels, une
étude de la cohomologie s’avere nécessaire contrairement au cas de la di-
mension 2 ou des théoremes d’annulation dus a Bogomolov permettaient de
conclure [3].

L’étude en dimension 3 a montré la nécessité de considérer les jets d’ordre
3. En effet, I'utilisation des complexes de Schur m’a permis d’obtenir le
résultat suivant par une méthode élémentaire, qui peut aussi s’obtenir comme
corollaire de résultats plus généraux [4]. Ce résultat illustre I'idée plus générale
qu’en dimension n, il faut étudier les jets d’ordre n :

Théoreme : Soit X une hypersurface lisse et irréductible de degré d > 2 de
P4 :
Alors :

H(X, E,,,T%) = 0.

Autrement dit, il n’y a pas de jets de différentielles d’ordre 2 défini globale-
ment sur X.

J’ai montré qu’on pouvait utiliser les théoremes d’annulation classiques pour
obtenir le résultat qui peut aussi s’obtenir comme corollaire de [4] :

Théoréme Soit X C P* une hypersurface lisse et irréductible de degré d.
Alors pour g > 1,

HY(X, T@a29)Ty = 0 pour ag(d — 1) > 2(ay + ag) + 3(d — 1).
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L’étude m’a permis de constater que contrairement au cas des jets d’ordre
2 en dimension 2, on ne peut espérer avoir H*(X, Gr*Fj,,T%) = 0 car pour
tout m suffisamment grand, il existe H?(X, 22275 £ 0 par la

Proposition Soit X C P* une hypersurface lisse et irréductible de degré
d>6.
Alors

e 7
hz(XaS TX)&<_ﬂ

1
d+ —d*)ym®.
8
La perspective de ce travail est, apres avoir démontré 1’existence d’opérateurs
différentiels a valeur dans le dual d’un fibré ample, d’obtenir des résultats
sur ’hyperbolicité des hypersurfaces génériques de P* de degré suffisamment
grand.
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Chapitre 2

Préliminaires
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Ce chapitre a pour but d’introduire les principales notions utilisées par
la suite. On y rappelle les principaux concepts liés a ’hyperbolicité et la
construction des jets de Demailly-Semple, ainsi que ceux de la théorie clas-
sique des invariants et de la théorie de la représentation.

2.1 Hyperbolicité

Soit X une variété complexe de dimension n.
On note par f : A — X une application holomorphe arbitraire du disque
unité A C C vers X. On définit la pseudo-métrique infinitésimale de Kobayashi-
Royden sur X, pour z € X,{ € Tx,, par :

kx(€) = inf{\ > 0;3f : A — X, £(0) = 2, A\f'(0) = £}

La pseudo-distance de Kobayashi dx (z,y) est la pseudo-distance géodésique
obtenue en intégrant la métrique infinitésimale de Kobayashi-Royden.

Définition 2.1.1 La variété X est dite hyperbolique au sens de Kobayashi si
dx est une distance.

dx et kx vérifient les deux propriétés suivantes :

Proposition 2.1.2 1) Si f : X — Y est une application holomorphe entre
deuz variétés complexes alors

dy (f(x), f(z") < dx(x,2"), pour tous x,2' € X,
ky(f(ﬂT), f*(g)) S kX(x7€)7 pour tOUtf € TX,J:-

2) Soit X une variété complexe et soient d et F, respectivement une pseudo-
distance et une pseudo-métrique sur X vérifiant

d(f(p), f(@)) < da(p,q) et F(f(p), [+(€)) < ka(p,§)

pour toute application holomorphe f : A — X, tous points p et q dans A et
tout vecteur £ € T,A. Alors :

deX €tF§]€)(.
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S'il existe une courbe entiere passant par x € X dans la direction § € Ty,
alors kx (&) = 0. Il est clair par exemple que kc = 0. Une application de C
dans une variété hyperbolique est nécessairement constante. La réciproque
n’est vraie en général que dans le cas compact. Rappelons les résultats bien
connus de Brody :

Lemme 2.1.3 (Lemme de reparamétrisation de Brody) Soit w une métrique
hermitienne sur X et soit f : A — X une application holomorphe. Pour tout
e >0, il eviste R> (1 —¢) || f'(0)||, et une transformation homographique ¢
du disque D(0,R) sur (1 —e)A telle que :

1(f 0 @Y O)ll, = LI 0 6 (1), < = pour tout € D(O, R).

Corollaire 2.1.4 (Théoréme de Brody) Une variété complexe compacte est
hyperbolique si et seulement si toute application holomorphe g : C — X est
constante.

Soit (X,V) une variété complexe munie d’un sous-fibré holomorphe V' C
Tx. On dit que (X,V) est une variété dirigée. On peut généraliser la notion
d’hyperbolicité comme suit :

Définition 2.1.5 Soit (X, V) une variété compleze dirigée.

La métrique infinitésimale de Kobayashi-Royden de (X,V) est définie pour
tout x € X, € €V, par :

koxv)(§) = inf{A > 0;3f 1 A — X, f(0) =2, Af'(0) =&, f(A) CV}
On dit que (X,V) est infinitésimalement hyperbolique si k(x,) est définie

positive sur chaque fibre Vy et satisfait kxvy(§) > €||£]|,, pour une métrique
hermitienne w sur X, quand x décrit un sous-ensemble compact de X.

L’une des idées de base concernant 1’étude de I'hyperbolicité est que celle-
ci est liée a une certaine propriété de négativité de la courbure.

Lemme 2.1.6 (d’Ahlfors-Schwarz) Soit (t) = o(t)idt A dt une métrique
hermitienne sur Agr ou log~yy est une fonction sous-harmonique telle que :

17



i00log Yo(t) > Av(t) au sens des courants, pour une constante positive A.
2 R2|di|?

Alors v peut étre comparée avec la métrique de Poincaré : ~y(t) < AT P/ ee

Exemple 2.1.7 Les surfaces de Riemann hyperboliques sont celles dont le

revétement universel est A, 1.e celles dont le genre g est supérieur ou €qgal a
2.

Grace a la propriété 2 de la proposition précédente 2.1.2, on a le résultat
suivant di a S. Kobayashi :

Théoreme 2.1.8 Soit X une variété complexe. Supposons que Tx admette
une métrique finslérienne a courbure sectionnelle majorée par une constante
négative. Alors X est hyperbolique.

2.2 Espaces des jets et hyperbolicité

Soit X une variété complexe de dimension n. On définit le fibré J, — X
des k-jets de germes de courbes dans X, comme étant I’ensemble des classes
d’équivalence des applications holomorphes f : (C,0) — (X, z) modulo la
relation d’équivalence suivante : f ~ g si et seulement si toutes les dérivées
f9(0) = ¢g“(0) coincident pour 0 < j < k. L’application projection J, — X
est simplement f — f(0). Grace a la formule de Taylor appliquée a un
germe [ au voisinage d’'un point x € X, on peut identifier Jj , a I’ensemble
des k—uplets de vecteurs (f'(0),..., f*)(0)) € C"™. Ainsi, J, est un fibré
holomorphe sur X de fibre C". On peut voir qu’il ne s’agit pas d’un fibré
vectoriel pour k > 2 (pour k = 1, ¢’est simplement le fibré tangent T'y).

Définition 2.2.1 Soit (X,V) une variété dirigée. Le fibré J,V — X est
lespace des k—jets de courbes f : (C,0) — X tangentes a V, c’est-a-dire
telles que f'(t) € Viw pour t au voisinage de 0, Uapplication projection sur
X étant f — f(0).
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2.2.1 Construction

Nous présentons la construction des espaces de jets introduits par J.-P.
Demailly dans [6].

Soit (X, V') une variété dirigée. On définit (X', V') par :
i) X'=P(V)
ii) V! C Tx est le sous-fibré tel que pour chaque point (z, [v]) € X’ associé
a un vecteur v € V;\{0} on a :
V({r,[v]) ={¢ € Tx;m& € Cv}oun: X' — X est la projection naturelle et
Ty © Txl — W*TX
On a donc V' = 771 (Ox/(—1)).

On définit par récurrence le fibré de k-jets projectivisé P,V = X et le
sous-fibré associé Vj, C Ty, par :
(Xo, Vo) = (X, V), (Xi, Vi) = (X}, V{_1). On a par construction :

dim Xy =n+k(r — 1),rangVy = r := rangV

Soit 7, la projection naturelle 7, : X, — X1, on notera ;5 : X — X
la composition 71 0 Tji9 0 ... 0y, pour j < k.

Par définition, il y a une injection canonique Op,y(—1) — 7};Vs_1 et on
obtient un morphisme de fibrés en droites

(Trk)*(ﬂ'k:—l)*
H

Opv(—1) = m Vit m0p,_v(—1)

qui admet
Dy = P(Tp,_ ,v/p, ,v) C BV

comme diviseur de zéros
Ainsi, on a :

Op,v(1) = m.0p,_,v(1) ® O(Dy,).

Remarque 2.2.2 Chaque application non constante f: Agr — X de (X, V)
se reléve en fig : Agp — PV, En effet :
si f nest pas constante, on peut définir la tangente [f'(t)] (aux points sta-

tionnaires f'(t) = (t —to)*u(t), [f'(to)] = [u(to)] ) et fuy(t) = (f (1), [f'(D)])-

Nous allons décrire cela par des coordonnées dans des cartes affines :
pour chaque point zy € X, il y a des coordonnées locales (zq, ..., z,) sur un
voisinage U de xq telles que les fibres (V,),cy peuvent étre définies par des
équations linéaires :
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V,={¢= Zlgjgnfjaizj;gj = > 1<her Gr(2)& , pour j =r+1,...,n}. Donc la
carte affine {; # 0 de P(V)y peut étre décrite par le systeme de coordonnées :
(21, ey Zn; %, s g—j)

On peut calculer les coordonnées de fir) dans les cartes affines :

. : F} F
si fig = (F1,..., Fy) on obtient fpy1) = (F1, ..., Fiv, F—S,l, s T L)

ot N = n+k(r—1) et {s1,...s5,} C {1,.. N}. Si k > 1, {s1,..., s}
contient les derniers r-1 indices de {1,..., N} correspondants aux compo-
santes verticales de la projection P,V — P,_1V, et s, est un indice tel que
m(F,,0) = m(f,0), ot m(g,t) désigne la multiplicité de la fonction g en t.

Il est clair que la suite m(fjy, %) est décroissante au sens large puisque
Jik—1) = Tk © fix). En fait, on a :

Proposition 2.2.3 [6] Soit f : (C,0) — X un germe de courbe non constant
tangent a V. Alors pour tout j > 2, on a m(fjj_2,0) > m(f;_1,0) et
linégalité est stricte si et seulement si fi;(0) € D;.

Réciproquement, si w € P,V est un élément arbitraire et mg > ... >
my_1 > 1 sont des entiers tels que pour tout j € {2, ...k}, mj_o > m,_y si et
seulement si wj(w) € D;, alors il existe un germe de courbe, f: (C,0) — X

tangent a V tel que fi)(0) = w et m(fi;),0) = m;.

2.2.2 Points réguliers et points singuliers

Un point w € X}, est dit régulier s'il existe un germe f : (C,0) — X tel

que fi(0) = w et mo(f,0) = m(fp),0) = ... = m(fje—1),0) = 1. Ceci est
possible par la proposition précédente si et seulement si 7;,(w) ¢ D; pour
tout j €{2,...,k}. On définit donc [6] :

PV = ﬁQﬁjgkﬂj_Ji(PjV\Dj%
kasing — Uzgjgkﬂ-‘;kl;(Dj) = PkV\kaTeg_

2.2.2.1 Jets de Demailly et désingularisation

Une question naturelle que I’on peut se poser est de savoir si la construc-
tion précédente des jets de Demailly permet de désingulariser les courbes. Le
probleme de résolution des singularités des courbes est un probleme classique.
Pour les courbes algébriques planes, une méthode est d’utiliser les séries de
Puiseux. Avec cette résolution on a w : B — X ou B est une variété abstraite,
alors que la courbe X est plongée dans une surface.
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La proposition précédente nous montre que la multiplicité décroit a 1’origine
lorsque l'on releve les germes, aussi on peut s’intéresser a une question :
savoir si 'on peut désingulariser le germe a l'origine par relevements. Cette
question nous amene a comparer la construction précédente avec celle des
éclatements. En effet, on sait que l'on peut désingulariser une courbe par
éclatements successifs :

Commencons par quelques rappels sur les éclatements [33] :

on considere une variété X, £ € X et (x1,...,x,) des coordonnées pour X
centrées en . Considérons le produit X xP" ! et la sous-variété Y C X xPn—!
des points (z;t1, ..., t,) avec x € X, et (t1,....,t,) € P71, tels que z;t; = xt;
pour 7,7 = 1...n.

L’application ¢ : Y — X obtenue comme restriction de la premiere projection
est appelée I’éclatement de X en &.

Prenons dim X = 2. Soit C' une courbe irréductible sur une surface X pas-
sant par £. L’image réciproque o~ 1(C) a deux composantes : la courbe ex-
ceptionelle L = 071(¢) et la courbe C’ définie comme Padhérence dans Y de
o~ HC\§). La courbe C” est appelée la courbe transformée de C.

Le procédé décrit ci-dessus est appelé o — process, ou transformation qua-
dratique.

Rappelons le résultat bien connu dont on trouve une démonstration par
exemple dans [2] :

Théoreme 2.2.4 Soit C' une courbe irréductible sur une surface non sin-
guliecre X ; alors il existe une surface Y et une application f:Y — X, telle
que f est composée d’éclatements Y — X; — ... = X,, — X et la courbe
transformée C' de C sur'Y est réguliére.

Montrons maintenant qu’effectivement les jets de Demailly permettent de
désingulariser les germes de courbes.
Soit f : (C,0) — X un germe de courbe, avec une paramétrisation irréductible,
i.e f ne peut pas s’écrire sous la forme f(t) = g(¢°). Deux paramétrisations
f et g sont dites équivalentes s’il existe une fonction analytique z(t) telle que
2(0) =0, Z/(t) # 0, pour laquelle : g(t) = f(2(t)).
On peut montrer [36] que deux paramétrisations irréductibles du méme en-
semble de points sont équivalentes. Ainsi, un point d’une courbe C' est régulier
si et seulement si m(f,0) = 1, pour une, et donc toute paramétrisation
irréductible.
Nous allons montrer le résultat :
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Théoréme 2.2.5 Soit f : (C,0) — X un germe de courbe, avec une pa-
ramétrisation irréductible et une singularité en f(0). Alors on peut désingulariser
le germe de courbe par la construction des jets de Demailly, i.e il existe un
entier k tel que m(f,0) = 1.

Démonstration. Nous allons faire la démonstration pour dim X = 2. L’idée
est de comparer la construction des relevés par les jets de Demailly avec celle
des éclatements.

Prenons V' = Tx dans la construction des espaces de jets de la variété di-
rigée (X, V) et traduisons 1’éclatement, g;, de la courbe en 'origine par les
coordonnées des cartes affines :

soit € = f(0), (z,y) des coordonnées locales en £ et 0 : Y — X 1'éclatement
centré en €. Il existe un voisinage U de & dans X tel que o~ (U) est la sous-
variété de U x P! définie par toy = tyx, ou (to : ;) sont des coordonnées sur
P

Dans 'ouvert ou ty # 0, I’éclatement est donné par les équations :

r=u et y=uv, ouv=t/t.

Ainsi, pour f = (fi, f2) oum(f,0) =m(f1,0) on a g = (f1, %)

Pour les jets de Demailly-Semple on a: fj11 = (f1, fa, ;—%) On a donc m(g,0) =

m(f[1]70) car m(?vo) - (;%70)
Montrons que si g, est le germe de courbe transformée de f par k éclatements

successifs, on a : m(gi, 0) = m(fp,0).

k \7
Si fi = (fF, ..., f¥) alors fiiq) = (ff,...,fﬁ,,%) olt {s1,52} contient le
dernier indice correspondant a la composante vericale et un indice, s;, tel
que m(fix),0) = m( Skj,O).
Montrons par récurrence, que pour tout k, g, = (g% ,9%) ot m(gk,0) =
m(fE,0) . Ainsi, on aura bien m(gy,0) = m(f,0).
Pour k = 1:{f} f.} = {fl,%} et {g1,95,} = {fl,%} donc la propriété
est vraie.
Supposons la vraie au rang k, et montrons qu’elle est vraie au rang k+1 :

on a donc : g, = (951>932) et fiy = (fl,... 31, "‘) ol m(gs ,0) =m( fi,()).
(fEY

Donc gk+1 = (gs ’g )et f[k-‘rl] - (fl y e 517 3127 WZ)/) ou m(gk,O) - m(g§]70) -

m( fj,O) = m(f[k],()).

Par définition de fj49, on peut prendre {fE+1, fr+t { }

Or {gh+, g5} = {gk, 5} donc m(gk,0) = m(f51,0).

539

La récurrence est demontree.
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Par le théoreme précédent on obtient donc qu'’il existe k tel que m(f,0) = 1
i.e la courbe est réguliere a l'origine : on a désingularisé notre germe de
courbe. On généralise facilement le résultat pour dim X = n.

Montrons que cette propriété reste vraie pour V sous-fibré quelconque de Ty
dans la construction des jets de Demailly de la variété dirigée (X, V).

On a des relations : fi(t) = > <, ain(f(1)) fe(t), 5 > r, donc m(f;,0) >
m(fx,0),1 < k <r,j >r aussi, les f;, 7 > r n’interviennent pas pour la
multiplicité.

On a toujours : m(gx, 0) = m(fp, 0) et donc il existe & tel que m(fj,0) = 1.
O

Remarquons qu’il est important que la paramétrisation soit irréductible.
En effet, soit f un germe de courbe régulier et considérons g : t — f(¢°),
s> 2. 0On a gy (0) = fiiy(0) € PV pour tout k, car gp(t) = fi(t*).

En effet, par récurrence :
st fiw(t) = (F1(t), ..., Fn(t)) et gp(t) = fiug (°), alors :

/ /

F Sr—1
f[k—H] :(Flv'- FNaF, T T g )

et

/ /

Fs s 57‘ 1 s
(1) = (FE), o, F(t), F0), o 0)
Et donc, gper)(t) = flern (8°)-
Ainsi m(gp,0) = m(g, ) > 1 pour tout k, et donc m(gp,0) n'est jamais
égale a 1.

La résolution des singularités des surfaces est beaucoup plus difficile;
un procédé général pour la résolution des singularités de dimension 2 a été
trouvé par Hirzebruch en 1952. Pour les variétés algébriques de dimension
quelconque, 'existence d'une résolution des singularités a été prouvée par
Hironaka en 1964 ; et quelques années plus tard il a pu I’étendre aux espaces
complexes arbitraires. La preuve d’Hironaka est parmi les plus difficiles en
mathématiques, selon E.Brieskorn, mais I'idée de base est encore ’application
de généralisations de transformations quadratiques.

2.2.3 Opérateurs différentiels sur les jets

D’apres [17], on introduit le fibré vectoriel des jets de différentielles,
d’ordre k et de degré m, E,?f;;V* — X dont les fibres sont les polynomes
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a valeurs complexes Q(f', f”, ..., f*) sur les fibres de J,V, de poids m par
rapport a l'action de C* :

QNI N L N FEY = X Q(fF, f7, oy f)

pour tout A € C* et (f/, f",..., f®)) € J,V.
EgﬁV* admet une filtration canonique dont les termes gradués sont

Gri(EJGV*) = ShVr @ 5BV @ .. @ S*V*,

ottl := (Iy,lo, ..., I,) € NF vérifie I, +2lo+...+klp = m. En effet, en considérant
I’expression de plus haut degré en les ( fi(k)) qui intervient dans l’expression

d’un polynome homogene de poids m, on obtient une filtration intrinseque :
Egﬁ mV* = S() cS C..cC S[ﬂ] = E,CG,%V*
b k b

ou A
Si/Sic1 = SV @ EZS V™.

Par récurrence, on obtient bien une filtration dont les termes gradués sont
ceux annoncés plus haut.

D’aprés [6], on définit le sous-fibré By, V* C EZGV*, appelé le fibré des
jets de différentielles invariants d’ordre k et de degré m, i.e :

Q((fod),(fod), ..(fod)®)=¢0)"QUf, f", ... fP)

pour tout ¢ € Gy le groupe des germes de k-jets de biholomorphismes de
(C,0). Pour Gy le sous-groupe de Gy des germes ¢ tangents a l'identité
(¢'(0) = 1) on a By, V* = (EFGV*)%%.

La filtration canonique sur EZ¢V* induit une filtration naturelle sur
Ey ., V* dont les termes gradués sont

Gy,
( = SZIV*®Sl2V*®...®S‘kV*) :
l14+2lo+...+kl=m
Le lien entre ces espaces d’opérateurs différentiels et les espaces de jets
construits précédemment est donné par :

Théoreme 2.2.6 [6/ Supposons que V a un rang r > 2.
Soit o : PV — X, et J, V" le fibré des k-jets réguliers i.e f'(0) # 0.
i) Le quotient J, V"9 /Gy a la structure d’un fibré localement trivial au-
dessus de X, et il y a un plongement holomorphe J V™9 /Gy — PV, qui
identifie J,V"9 /Gy avec PV,
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ii) Le faisceau image direct (mox)«Op,v(m) peut étre identifié avec le fais-
ceau des sections holomorphes de Ej,,V*.

iii) Pour tout m > 0, le lieu de base du systéme linéaire |Op,y(m)| est
égal a P,V*"9. De plus, Op,v(1) est relativement big (i.e pseudo-ample )
au-dessus de X.

2.2.4 Opérateurs différentiels invariants et dérivation

(cf.[9])

On peut définir une dérivation,V, sur les opérateurs différentiels par :
(VQ)(f)(t) = d(Q(f))/dt.
Cependant, on remarque que Ej,,V* n'est pas laissé stable par V : par
exemple f” =V f' n’est pas un polynoéme invariant.

Aussi, une question naturelle, qui n’est pas traitée dans l'article de De-
mailly, est celle de la construction d'une dérivation qui laisse invariant les
opérateurs différentiels invariants.

Par le théoreme précédent, il est équivalent de construire une dérivation
d pour les sections des Op,y(m).

Soient s et t des sections holomorphes du fibré Op,y(m). Alors { est une
fonction méromorphe sur F,V. On peut considérer d(7) comme une section
méromorphe de Op,(p,vy(1). En effet, g = d($) peut étre vue comme une
fonction sur Op, (p,v)(—1) & valeurs complexes telle que g(A.v) = A.g(v),
aussi g est bien une section du dual Op,(p,v)(1).

On a une inclusion P,V C P(PV) = P(TB,V), donc aussi une inclusion
Op,,.,v(=1) C Op,(p,v)(—1). Ainsi, on peut ramener notre section g a une
section méromorphe de Op,, v (1).

On peut voir t* comme une section de Op,,,v(2m), donc t>.d(2) comme une
section méromorphe de Op,, v (2m + 1).

De plus, cette section est holomorphe. En effet, par une trivialisation locale
et la regle de dérivation d'un produit pour les fonctions holomorphes s et t :
t.d(2) = tds — sdt, qui est holomorphe.

Ainsi, on a trouvé un procédé, modifiant la dérivation, qui laisse stable
les opérateurs différentiels invariants i.e les sections des Op,y (m).
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2.2.5 Meétriques sur les k-jets a courbure négative

Définition 2.2.7 [6] Une métrique singuliere hy de k-jets sur une variété
compleze dirigée (X,V) est une métrique sur le fibré en droites Op,y(—1),
telle que la fonction de poids ¢ est quasi-plurisousharmonique ( Pour une
trivialisation Ly ~ U x C de L, la métrique est donnée par |§|ik = |¢]Pe?).
On note ¥y, C P,V le lieu singulier de la métrique i.e 'ensemble des points
ot ¢ nest pas localement bornée, et @hgl(Oka(l)) = 5-00¢ le courant de
courbure.

On dit que hy, est a courbure négative au sens des jets sl existe € > 0 et une

métrique hermitienne wy sur TP,V tels que :
0,1 (Opv(1)() = |€LZ, , pour tout € € V;

Remarque 2.2.8 ["inégalité est prise au sens des distributions :

Comme application du lemmme d’Ahlfors-Schwarz on a :

Théoreme 2.2.9 [6] Soit (X,V) une variété compleze compacte dirigée. Si
(X, V) a une métrique de k-jet avec courbure négative, alors toute courbe
entiere f : C — X tangente a V vérifie fi)(C) C Xy,. En particulier, si
Y, C PV alors (X, V) est hyperbolique.

En particulier, I'existence de suffisamment de jets de différentielles glo-
bales implique I'hyperbolicité :

Corollaire 2.2.10 [6] Supposons qu’il existe des entiers k,m > 0 et un fibré
en droites ample L sur X tel que

HO(Pk‘/, Opkv(m) X 71'87]{[/_1) ~ HO(X, E;@mv* X L_l)

ait des sections non nulles o1, ...,on. Soit Z C P,V le lieu de base de ces
sections. Alors toute courbe entiére f : C — X tangente a V vérifie fu(C) C
Z. Autrement dit, pour tout opérateur différentiel P, G—invariant a valeurs
dans L™1, toute courbe entic¢re f : C — X tangente a V vérifie I’équation
différentielle P(f) = 0.
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Définition 2.2.11 [6] Soit A un fibré en droites ample sur une variété com-
plexe compacte X. L’ensemble base des k—jets est défini par :

B, = nN Bk,m C X
m>0

0t By, est le lieu de base du fibré Ox, (m) @ 75, 0(—A).

D’apres le corollaire précédent toute courbe entiere non constante
[ :C — X vérifie f(C) C By, donc f(C) C i Th,0(B)-
>

Ceci peut-étre mis en relation avec la conjecture de Green et Griffiths
[17] :

Conjecture 2.2.12 Si X est une variété de type général, toute courbe entiére
f + C — X est algébriquement dégénérée et il existe un sous ensemble
algébrique propre Y C X contenant toutes les images des courbes entieres
non constantes.

2.2.5.1 Le cas des surfaces

Décrivons la méthode, présente dans [6], pour obtenir 'existence de suf-
fisamment de jets de différentielles dans le cas de la dimension 2.

Dans le cas des surfaces lisses de type général on obtient par Riemann-
Roch [18] :

3
m
X(X, STy ® O(=A)) = (] = &) + O(m”),
puis par le théoréme d’annulation de Bogomolov h?(X, S™T5% @ O(—A)) =0
pour m suffisamment grand donc :

3
(X, STy @ O(—A)) >

NE

(¢ — cy) + O(m?).
Il en résulte que pour ¢ — ¢y > 0, Ox, (1) est big et donc
By = onBS(OXl (m) ® O(—=A))

est un sous-ensemble algébrique propre de X;.

Pour obtenir de meilleures estimations la stratégie est d’étudier les jets de
plus grand ordre. Malheureusement, il est difficile de trouver une décomposition
simple des fibrés Ej ,,,T% pour pouvoir calculer leur caractéristique d’Euler.
Ainsi, la troisieme partie de cette these est consacrée a la détermination de
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cette décomposition pour k = 3 sur les variétés de dimension 3. Cependant,
pour k = 2 et sur une surface on a la filtration simple :

Gr*Ey Ty = @ S™ 3T @ K.

- m
0<j<?

Ceci donne (cf. annexe)

4
XX, By nT5) = 2 (13¢2 — 9¢) + O(m?).
’ 648
En utilisant a nouveau le théoreme d’annulation de Bogomolov on obtient :
4

m
648

Par conséquent Ox, (1) est big et Ox,(—1) admet une métrique singuliere
non triviale & courbure négative sur X, deés que 13¢ — 9¢y > 0.

h(X, By, Ty) > ——=(13¢] — 9¢y) + O(m?).

Remarque 2.2.13 Comme le remarque J.P. Demailly dans [6], 'une des
motivations principales pour ’étude des jets de différentielles Ey 1% dans
les questions d’hyperbolicité est la propriété de positivité du fibré gradué
Gr*Ey /T par opposition au cas des jets de Green-Griffiths. Par exemple,
on voit facilement que dans le cas d’une surface X C P de degré d, S™T% est
la seule partie de Gr*Es /T qui n'est pas ample lorsque d est suffisamment
grand a m fixé.

2.3 Théorie de la représentation, théorie des
invariants

Cette section a pour but de rappeler les bases de la théorie de la représentation
du groupe linéaire GI,,C et celles de la théorie classique des invariants. Ces
deux théories seront utilisées dans le chapitre 4.

2.3.1 Théorie classique des invariants

2.3.1.1 Polarisation

Soit f un polynome dont les variables sont des vecteurs, i.e un polynéme
en les coordonnées des vecteurs, d'un espace vectoriel fixé V. Pour tous vec-
teurs s,t on note par D:f le résultat de la différentiation de f par rapport a
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s dans la direction de t, i.e :
of
Dif =) t,—

ou les s;,t; sont les coordonnées des vecteurs s et t respectivement.

Les opérateurs de la forme DY sont appelés opérateurs de polarisation. Ils
commutent avec 'action du groupe GI(V') sur l'algebre des polynomes.

Considérons la somme directe de m copies de V' munie de I'action naturelle
de GI(V) et de I'action de Gl,, qui commute avec celle-ci, i.e pour A € Gl,,,
A(x1y ey @) = (21, ...y xm) AL Ainsi chaque vecteur z; est remplacé par
une combinaison linéaire de vecteurs x1, ..., x,, avec des coefficients pris dans
la j-éme colonne de A~1. Cette action induit une action de Gl,, sur 'algebre
des polynomes en les variables z1, ..., z,,,. Explicitement, la matrice A = (a;;)
agit sur un polynome f comme suit :

(Af) (21, .oy ) = f(Zailxi, ...,Zaim:vi).

Si un polynome f dont les variables sont des vecteurs a pour degré p en la
variable x, alors I'opérateur P, = ﬁDil ...D3" (ou 2y, ..., z, n’apparaissent pas
dans l'expression de f) transforme f en un polynome qui est symétrique et
multi-linéaire en x4, ..., x,. On peut retrouver f a partir de P, f en substituant
x a la place de x1,...,x,. Si f est homogene en toutes ses variables, si I'on
répete 'opération précédente avec toutes les variables, on obtient une forme
multi-linéaire P f appelée la polarisation compléte de f. On retrouve f en y
substituant les variables originelles.

Définition 2.3.1 (cf. [28]) Soit F' une forme multi-linéaire en les variables
Uy, ..., u; ou les u; sont des vecteurs d’un espace vectoriel V. Soient x1, ..., Ty,
m vecteurs de V. On définit S™"(F), l'espace vectoriel engendré par tous
les polynomes obtenus en substituant les variables x4, ..., x,, auzx variables
Uy, ..., u; en permettant les répétitions. Cet espace est clairement invariant
sous laction de Gl,,.

Soit G un groupe linéaire arbitraire agissant sur un espace vectoriel de
dimension n. On considere le probleme de trouver les GG—invariants d’un
systeme de vecteurs de V/, i.e les polynomes invariants sous l'action de G dans
la somme directe de plusieurs copies de V. Il est clair que ’algebre de tous
les G—invariants d’un systeme de vecteurs est linéairement engendré par les
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invariants qui sont homogenes en chaque variable. Si f est un tel invariant, sa
polarisation complete en est un aussi. Ainsi si l'on est capable de trouver tous
les invariants multi-linéaires, alors on obtient tous les invariants homogenes
en y substituant de nouvelles variables (en permettant les répétitions).

Définition 2.3.2 (cf.[28]) Un ensemble {F,} de formes multi-linéaires G-
invariantes est appelé systeme complet de G-invariants d’un systéme de m
vecteurs si les espaces de polyndmes S*v%m(F') associés auz formes F, en-
gendrent l’algebre de tous les G-invariants du systeme de vecteurs xy, ..., Tp,.

Théoreme 2.3.3 (/28]) Soit V un espace vectoriel de dimension n.

1) Tout systéme complet de G-invariants d’un systéme de n vecteurs est aussi
un systeme complet pour tout nombre de vecteurs.

2) Si G C SL(V) alors tout systéme complet de G-invariants d’un systéme
de n — 1 vecteurs auquel on ajoute la forme "det” est un systéme complet de
G-invariants pour tout nombre de vecteurs.

On rappelle qu'un groupe G est dit linéairement réductif si tout G-module
V de dimension finie est semi-simple. On a alors le théoreme de Hilbert :

Théoréeme 2.3.4 (cf.[28]) Soit G C GI(V) un groupe réductif. Alors il
existe un systeme fini complet de G-invariants.

Dans le cas des groupes qui ne sont pas réductifs il y a quelques résultats
connus et des conjectures & propos du 14°™¢ probleme de Hilbert sur 1’exis-
tence d’'un systeme fini de générateurs de l'algebre des invariants. Le cas
général se rameéne au cas des groupes unipotents. Nagata (1959) a construit
un exemple de groupe unipotent dont l'algebre des invariants n’a pas de
systeme fini de générateurs. Les résultats positifs découlent du

Théoréme 2.3.5 (cf.[28]) (Principe de Grosshans) Soit G un groupe algébrique
qui agit rationnellement sur une k-algébre A, et H un sous-groupe fermé de
G. Alors :

AT = (K[G)H ® A)°C.
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Si G est réductif et A de type fini, cela ramene le probleme de savoir si A7
est de type fini & celui de savoir si k[G]" = k[G/H] est de type fini. D’ol la
définition suivante :

Définition 2.3.6 (cf.[28]) Un sous-groupe H d’un groupe réductif G est ap-
pelé sous-groupe de Grosshans s’il vérifie les conditions : H est fermé, G/H
est quasi-affine, k[G/H] est de type fini.

On peut alors substituer au probleme de Hilbert le probleme suivant
proposé par K. Pommerening [27] : Trouver les sous-groupes de Grosshans
de Gl,, ou plus généralement d’un groupe réductif G.

On a alors la conjecture de Popov-Pommerening [27] :

Conjecture 2.3.7 Tout sous-groupe unipotent régulier, i.e normalisé par un
tore maximal, d’un groupe réductif est de Grosshans.

L. Tan [35] a montré que cette conjecture est vraie pour tous les sous-
groupes de Gl,,(k), Sl,,(k), PSl, (k) (k corps algébriquement clos) pour n < 5.

2.3.2 Théorie de la représentation

Cette partie rappelle brievement la théorie de la représentation de GI(V),
ou V est un espace vectoriel complexe de dimension finie r.

2.3.2.1 Les foncteurs de Schur

A T’ensemble des r-uplets décroissants (a1, ...,a,) € Z", a1 > as... > a,, on
associe de maniere fonctorielle une collection d’espaces vectoriels I'(@1ar)1/
qui fournit la liste de toutes les représentations polynomiales irréductibles du
groupe linéaire GI(V'), a isomorphisme pres. I'* est appelé foncteur de Schur.

Donnons une description simple de ces foncteurs. Soit U, = { ( (1) >X1< ) } le

groupe des matrices unipotentes triangulaires supérieures r X r. Si tous les
a; sont positifs, on définit

F(a1,...,ar)v C Sy R..RQ Sy

comme étant l'ensemble des polynomes P(z1,...,z,) sur (V*)" qui sont ho-
mogenes de degré a; par rapport a x; et qui sont invariants sous l'action a
droite de U, sur (V*)" i.e tels que

P(il?l, ey Tj1, X5 + Tpy Tjg1, ...,er) = P(l’l, ...,[L’r) VEk < j.
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particuliers on retrouve les puissances symétriques et les puissances extérieures :

Skv — F(k,O,.A.,O)V7
AV = D100y (avec k indices 1),
detV = TV

Les foncteurs de Schur satisfont la formule
F(a1+l ..... ar—&-l)v _ F(ah...,ar)v ® (det V)l
qui peut étre utilisée pour définir I'@»+*)V si I'on a des a; négatifs.

On fixe une base de V et on identifie G = GI(V) avec GI,(C). On note
T = {(x = diag(z1, ...,z,)} C G le sous-groupe des matrices diagonales.

Définition 2.3.8 (cf.[14]) Un vecteur e d’une représentation E est appelé
vecteur de poids o = (v, ..., ) (0t les oy sont des entiers) si

r.e =27 ...xv"e pour tout x de T.

Proposition 2.3.9 (¢f.[14]) Toute représentation E est somme directe de
ses espaces de poids :

E=&F,, E,={ecE:ze=a"..ame Noe T}

Définition 2.3.10 (cf.[14]) Soit B C G le groupe de Borel des matrices tri-
angulaires supérieures. Un vecteur e d’une représentation F est appelé vecteur
de plus haut poids si B.e = C*.e.

Proposition 2.3.11 (c¢f.[14]) Une représentation (de dimension finie, po-
lynomiale) E de Gl.(C) est irréductible si et seulement si elle a un unique
vecteur de plus haut poids, a multiplication par un scalaire pres. De plus, deux
représentations sont isomorphes si et seulement si leurs vecteurs de plus haut
poids ont le méme poids.

Nous utiliserons aussi la semi-simplicité des représentations holomorphes

de GI,.(C) :

Proposition 2.3.12 (c¢f.[1}]) Toute représentation holomorphe de Gl,.(C)
est somme directe de représentations irréductibles.

Ainsi pour déterminer completement une représentation holomorphe de
GI,.(C), il suffit de déterminer ses vecteurs de plus haut poids.
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2.3.2.2 Dualité de Schur, Tableaux de Young (cf.[14])

Faisons le lien avec les représentations du groupe symétriques. Les représen-
tations irréductibles du groupe symétrique S, correspondent aux classes de
conjugaison de S,, i.e aux partitions (I) : r =1 +lo+ ... + g avec |; € Z et
l1 > 1y > ... >1; > 0. La partition (I) peut étre décrite par un diagramme de
Young avec r cases et dont les longueurs des lignes sont [y, [, ..., 4. Les lon-
gueurs de ses colonnes sont d; = card{i € Z : [; > j} (7 =1,2,...,11;1 =y :
longueur du diagramme; d = d; : hauteur du diagramme; Y [; = Y d; =r).
Un tableau de Young ¢ associé a un diagramme de Young est tout simple-
ment une numérotation des cases par les entiers 1,2, ...,r. Pour un tableau
de Young fixé t on introduit un idempotent e; de 'algebre C.S., :

e = %-(ZSQTL(Q)-Q)(ZP)

q€Q: peEP;
r! 7! 1;—1;
avec v(y = d—;. ?:1 mkgq(ﬁ + 1) et les sous-groupes
SIS
P, = {p€ S, :p préserve chaque ligne de t},
Q: = {q €S, : q préserve chaque colonne de t}.

Un tableau de Young t est appelé tableau standard si sur chaque ligne
et chaque colonne les entiers sont rangés par ordre croissant. Le nombre de
tableaux standards associé¢ a un diagramme de Young est égal a vg). Soit
D(r) l'ensemble de tous les tableaux standards a r cases. Alors l'identité
1 € C.S, se décompose en

1= Z N

teD(r)
et ces idempotents sont orthogonaux deux a deux.
Le groupe symétrique S, et donc l’algebre C.S, agit sur V" par permu-
tations des indices des éléments de tenseurs :
p(a1 X as... ¥ ar) = Qp-1(1) X Ap—1(2)-- X Ap=1(r), Vp € Sr.

Par la décomposition précédente de I'identité on obtient

Ve = o T'V

teD(r)

avec TV = ¢,(V®"). Si les tableaux de Young t,t correspondent au méme
diagramme de Young, i.e a la méme partition (1) alors IV et TV sont
isomorphes. D’ou

Ver = a(TOV)®0, on (1) décrit les partitions de 7.
0]
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2.3.2.2.1 Cas du fibré cotangent Considérons une variété algébrique
lisse X et son fibré cotangent T%. Pour chaque partition (I),

dim HO(X,TOT%)

est un invariant birationnel de la variété X (cf.[24]). Dans le cas de certaines
partitions particulieres, on a par exemple le genre cotangentiel

dim H°(X, S™T%)

(cf. [32]) pour (I) = (m,0,...,0), ou bien le nombre de Hodge h°" pour (1) =
(1,..,1,0...,0) avec r fois ”1”. Malheureusement le calcul de ces invariants
et celui des groupes de cohomologie d’ordre supérieur est assez difficile (cf.
chapitre 4).

2.3.2.2.2 Coefficient de Littlewood-Richardson Un diagramme de
Young gauche est le diagramme obtenu en enlevant un diagramme plus pe-
tit d'un diagramme de Young qui le contient. Si deux diagrammes corres-
pondent aux partitions A = (A1, Mg, ...) et u = (p1, ft2,...), on écrit u C A
si le diagramme de g est contenu dans celui de A, i.e, y; < A; pour tout i.
Le diagramme gauche est noté \/u. Un tableau gauche est un diagramme
gauche rempli par des entiers positifs qui sont en croissance stricte sur les
colonnes et croissance faible sur les lignes. On définit le mot d’un tableau
gauche ¢ (ou mot en ligne), w(t) (ou w,(t)) en lisant les entiers de ¢ de la
gauche vers la droite et de bas en haut. Un mot w = xyx5...x, est dit de
Yamanouchi si, quand on le lit en partant de la fin jusqu’a n’importe quelle
lettre, la suite ., z,_1, ..., xs contient au moins autant de ”1” que de”2”, au
moins autant de 72" que de ”3”,...

Un tableau gauche ¢ est un tableau gauche de Littlewood-Richardson
si son mot w,(t) est de Yamanouchi. Un tableau gauche a pour contenu
= (1, ..., py) si les entiers qu'il contient vérifient : il y a py 717, us 727...,
o

Définition 2.3.13 (cf.[14]) Le coefficient de Littlewood-Richardson cf , est
le nombre de tableauzr gauches de Littlewood-Richardson de forme v/\ de
contenu [t

Remarque 2.3.14 [14] C’est aussi la multiplicité de TVV dans TNV @ THV.
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2.3.2.3 Caracteres, fonctions de Schur

On définit le caractere multiplicatif de T' = {(x = diag(z1, ...,2,)} C G le
sous-groupe des matrices diagonales inversibles comme étant 1’application :
xr: 1T — C*

d(t) — 3.t
On pose : X* = XM X On définit le caractere formel ch(E)(X) de E
comme étant le polynome :

ch(E)(X) = (dimEy\)X* ou E, ={e € F:x.e =a{'..a%e, V2 T }.
)

Faisons le lien avec le caractere de Chern.

Proposition 2.3.15 Soit V un fibré vectoriel de rang r sur X.
Notons la factorisation formelle :

Zci(V):L'i = ﬁ (1+ a;x)
i=0 =
Soit A= (A, N) €A(rn) ={( A, \) EZT N > > N D N =0t
Alors :
Ch(T*V) = ch(T*V)(e™, ..., e"),

ou Ch désigne le caractére de Chern.

Démonstration. Par [18] il suffit de le vérifier pour V somme directe de
fibrés en droites.

Soit donc :

V= @151-. Soit U = {U; }ie; un recouvrement ouvert pour lequel les & sont

L Kl
représentés par les cocycles {a;; } :
kvl . *
a,; .UkﬁUl—>C .
V est donc représenté par un cocycle :

kl
ay; ()
gralx) = = diag(ayi (z), .., al}'(z)) pour = €
ay!(x)
U.NU.
Soit :

p:GL(V) — GL(I'V) la représentation associée a \.
Le fibré vectoriel [V est donc représenté par le cocycle hy, (x) = p(gri()).

Par le fait que I'*V est somme de ses espaces de poids, [V = @ (I*V)#
HEA(T,N)

on obtient :
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(ayy ) (agy
hia(z) = p(gri(x)) = diag( ), ma-
(k). (at
trice diagonale par blocs ou les blocs sont des matrices diagonales de dimen-
sion dim(I*V)~,

Ainsi :
MV = & [dm[V)")' ®... .
HEA(r,n)
Donc :
Ch(T2V) = ch(TAV)(e™, ..., e%). O

Rappelons maintenant [25] qu’en caractéristique 0, ce qui est notre cas, on a
acces au caractere formel :
ch(T*V) = chy = sy oll sy est la fonction de Schur de type \ définie par :

ax+6
as

S\ =

ot pour @ € A(r,n) : an(X) = det[(X;7)] et § = (r — 1,7 — 2,...,0).
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Chapitre 3

Hyperbolicité du
complémentaire d’une courbe
dans P? : le cas des deux
composantes
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3.1 La conjecture de Kobayashi

En 1970, S.Kobayashi [21] a posé le probleme suivant : Est-il vrai quune
hypersurface générique de P¢ de grand degré d par rapport a n est hyper-
bolique et que son complémentaire est hyperbolique pour d > 2n 4+ 17 Des
progres importants ont été réalisés dans la résolution de ce probleme, prin-
cipalement dans le cas de complémentaires de courbes dans PZ.

Pour PZ, les résultats connus sont que le complémentaire d’une courbe tres
générique C' a k composantes C1, ..., Cy de degrés (dy, ..., di) est hyperbolique
et hyperboliquement plongé dans P? dans les cas suivants :

1) k > 5 et des degrés quelconques ([1])

2) k = 4 avec des degrés tels que > d; > 5 ([15], [11])

3) k=3etdy,dyds >2 ([11], [12]), - d; > 5 ([10] et [34])
4) k=1et dy > 15 ([34], [7], [13]).

Les travaux de Dethloff-Schumacher-Wong reposent sur la théorie de Ne-
vanlinna. Les travaux de Y.T. Siu et S.K. Yeung utilisent une construction
explicite de différentielles de 2-jets et aboutissent a une borne élevée du
degré d > 5.10'3. J. El Goul obtient une meilleure borne en utilisant les jets

de Demailly, dont la construction a été étendue au cas logarithmique par G.
Dethloff et S. Lu.

Dans ce chapitre nous étudions le cas k = 2. On suit la méme stratégie
que dans [13] avec I'utilisation des jets logarithmiques.

3.2 Enoncé du résultat principal

Théoreme 3.2.1 Le complémentaire d’une courbe trés générique a deux
composantes de degrés dy < dy dans P? est hyperbolique pour :

1)dy >5

2)di=4etdy >7
3)di =4 el dy = 4
4)di=3etds>9
5)dy =2 etdy > 12
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3.3 Les fibrés de jets logarithmiques de De-
mailly

Soit X une variété lisse complexe avec un diviseur a croisements normaux
D. En suivant [19], on définit le faisceau cotangent logarithmique

Tx" = Ty(log D)

comme le faisceau localement libre engendré par T% et les différentielles lo-

garithmiques %, ou les s; = 0 sont les équations locales des composantes
J

irréductibles de D.

Son dual, le fibré tangent logarithmique
Tx = Tx(—log D)

est le faisceau des germes de champs de vecteurs tangents a D.

Soit w € HY(U,T%) une section holomorphe au-dessus d'un ouvert U C
X. Pour un germe d’application holomorphe f dans U on definit f*w =
Z(t)dt. On a alors une application holomorphe :

& Xy — C*ji(f) = (Z29(0))o<jzn-1.

On dit qu'une section holomorphe s € H°(U, J,X) est un champ de k-
jet logarithmique si I'application W o sy : V' — CF est holomorphe pour
tout w € H°(V,T%) et tout ouvert V de U. L’ensemble des champs de k-jets
logarithmiques au-dessus des ouverts de X définit un sous-faisceau de Jp X
appelé le fibré des k-jets logarithmiques de (X, D) et noté J, X.

Par [9], on obtient une généralisation des jets de Demailly dans le cas
logarithmique. On définit une variété logarithmique dirigée comme le triplet
(X,D,V) o1 V est un sous-fibré holomorphe de Tx de rang 7. On lui associe
une suite de variétés dirigées définie par récurrence (Xy, Dy, Vi) par le procédé
suivant : (X, Do, Vo) = (X, D, V), Xy = P(V,_1) avec la projection naturelle
Tt Xp — Xp_1, Dp = m(Dy_1) et Vj est le sous-fibré de T (—log Dy) défini

au point (, [v]) € Xg,v € Vj_, par

Vi o)) = 1€ € T (o) (— 108 Dip); (71,) € € Cuv}.

On note Ox(—1) le sous-fibré tautologique de m;V},_1, tel que

Ox (=)@, = Cov.

Par définition le fibré Vi, donne la suite exacte :
0 — T o — Vi ™ Ox(~1) = 0.
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On a la suite exacte d’Euler :
0— Ox; — Vi1 @ Ox (1) = T e — 0.
De ces suites on obtient que :
rangVy = rangVi_1 = ... = rangV = r,dim X; = n + k(r — 1).

On note m,; = mjp1 0...0m_g o7, © X — X;. L'injection canonique
([ * -
Ox(=1) = m;Vi_1 et la suite exacte

(71' — )*
0— TXk—l/Xk—Z = Vi = OXk—l(_1> —0
donnent un morphisme de fibrés en droites :

(T, k—2) " o(Th—1)x

qui admet la section hyperpane I’y := P(T x5 2) C X}, comme diviseur
de zéros. On a alors : Ox (1) = 7;O0x%—(— ) ® O(—T'%) et en utilisant la
notation Ox (a1, az) := 7,0z —(a1) ® OXk( as),

O(Fk) ~ OX7;E<_17 1)
est associé a un diviseur effectif dans X, .

Dans le cas oit V = Ty, soit f : A, — X\D une application non constante
tangente a V. Alors f se releve en une application unique fj : A, — X3\ Dy
tangente a V. De plus, la dérivée f[/k—l] nous donne une section

fi-1y : T, = finOx(=1)

A toute section o de Ox-(m), m > 0, sur un ouvert quelconque W,;é(U )
U C X\D, on peut associer un opérateur différentiel holomorphe d’ordre k,
Q, agissant sur les k-jets de germes de courbes f : (C,0) — U tangent a V,
en posant :

Q) = o (fir(1)-fl—y()*™ € C.

D’apres [6] cette correspondance est bijective.
La généralisation aux jets logarithmiques est donnée par [9] :
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Proposition 3.3.1 (/9]) Une fonction holomorphe Q sur Jy X /uy sur un ou-
vert connexe U C X qui satisfait

(%) QUir(f 0 9)) = ¢ (0)"QUir(f)), Vir(f) € kX |V V¢ € Gy

ot, Gy est le groupe des germes de k-jets biholomorphes de (C,0),V est un
ouvert de U\D, définit une section holomorphe de Ox(m) sur U, et vice
versa.

On obtient :

Proposition 3.3.2 (/9]) L’image directe (my0)Ox(m) coincide avec le fais-
ceau, O(Ekvmﬁ*) des différentielles de jets logarithmiques, 1.e, le faisceau lo-
calement libre engendré par tous les opérateurs polynomiaux en les dérivées
d’ordre 1,2,...k de f, auzquelles on ajoute celles de la fonction log(s;(f)) le
long de la j-eme composante de D, qui de plus sont invariants par change-
ment de paramétrisation arbitraire : un germe d’opérateur () € Ekmﬁ* est
caractérisé par la condition que, pour tout germe f dans X\D et tout germe

¢ de k-jet biholomorphe de (C,0),

Q(f 0 ¢) =¢"Q(f) 0 o.

Par le lemme d’Ahlfors on obtient :

Théoréme 3.3.3 ([9]) Si (X,D) a une métrique de k-jet, i.e une métrique
singuliere au sens de Demailly sur Ox(—1) avec une courbure négative (le
long de V), alors toute courbe enticre f: C — X\D est telle que f(C) C
Yh,, ou Xy, représente le lieu singulier de hy.

Un cas important ou le théoreme précédent s’applique est celui ou pour
des entiers k,m > 0 et un fibré en droite ample on a des sections non nulles
dans

HO(Xk, (’)ka(m) (029 (Wk’o)*Ail) ~ H0<X, Ek,mTX X Ail).

En effet, on peut alors construire une métrique de k-jet a courbure négative,
singuliere sur le lieu de base des sections Z C Xj. On peut donc appliquer le
théoreme lorsque Ox,(1) est big.
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Pour étudier la dégénérescence des courbes entieres sur une variété loga-
rithmique de type général, il est important de calculer le lieu de base des
sections globales des différentielles de k-jets, i.e

B,:=nN Bk;,m C Yk
m>0

oll By, est le lieu de base de Ox(m)®(mi0)* A~ pour A diviseur ample
arbitraire sur X.

Revenons a la situation qui nous intéresse. Soit C' = C U (Y, une courbe
algébrique dans P? & deux composantes, olt C; est une courbe algébrique
irréductible et lisse. C; = {P; = 0} ou P; est un polynéme de degré d;,
d1 < ds, d = di+dy. On supposera que C et Cy se coupent transversalement.
Soit X = P2, X = P?\C.

3.4 Utilisation des jets d’ordre 1

3.4.1 Calcul des classes de Chern logarithmiques

En utilisant Riemann-Roch [18], on montre que si (X, D) est une surface
logarithmique de type général avec des classes de Chern logarithmiques telles
que ¢;2 > ¢ alors il y a beaucoup de différentielles d’ordre 1 i.e des sections
de El,mﬂ* = SmE* et le lieu de base B; est de dimension 2.

Une différence avec le cas d'une seule composante est que les techniques
d’ordre 1 permettent de traiter un certain nombre de cas.

La proposition 3.5.4 ci-dessous montre que contrairement au cas d’une
composante, ici H(X, Sm@*) # 0 pour tout m > 0.

Calculons donc les classes de Chern logarithmiques, qui sont par définition
les classes de Chern du fibré tangent logarithmique : & := ¢, (Tx), &z =
Co (Tx>

Proposition 3.4.1
el =(d—-3)? e =d*—3d+3—did,
Démonstration. On utilise les formules démontrées dans [31] :
o =TI% oul = Kp +C

et
¢ = e(X), (la caractéristique d’Euler de X).
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On a
[' = Op2(d — 3)

donc
o’ =(d-3)%

D’autre part :

2

e(X) = e(X) — e(C) avec ¢(C) = Y (2 —29(C})) — trz

=1

ot g(C;) est le genre géométrique de C; et t;;, le nombre d’ intersection C;C}.
Donc, ici :

e(C) = (2—(d1—1)(dy—2))+(2—(dy—1)(da—2))—d1dy = —d>—d3+3(dy+ds)—dyds.

Or :
o(T(P?) = (1 +w)’

oll w=ng € H*(P?,Z) est la classe d'un hyperplan. Donc :
e(P?) = cy(P?) = 3.
Finalement :
& = e(X) = e(P?)—e(C) = 3—(—di —d5+3(dy+d2) —d1dy) = d*—3d+3—dydy.

0

3.4.2 Premiers résultats d’hyperbolicité

Les techniques d’ordre 1 vont pouvoir étre exploitées grace a la généralisation
au cas logarithmique du théoreme principal de [26] que I'on trouve dans [13].
On utilise le corollaire 2.4.3 de [13] :

Proposition 3.4.2 ([13]) Soit (X,D) une surface de type général logarith-
mique (i.e avec Kx = Kx ® O(D) big ) telle que ses classes de Chern
logarithmiques vérifient ¢? > ;. Alors toute courbe entiére f : C — X\D
est dégénérée.

Comme conséquence on obtient le :
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Théoreme 3.4.3 Soit C'la réunion de deux courbes lisses C; ,i = 1,2 dans
P2 de degré d; tels que di,dy > 5 oudy > 4,dy > 7. Alors pour de telles confi-
gurations trés génériques, P>\C' est hyperbolique et hyperboliquement plongé
dans P?.

Démonstration.
& — G = —3d+6+didy = (di — 3)(dy — 3) — 3.

Donc pour dy,dy > 5 ou dy > 4,dy > 7 on a ¢;2 > . Soit f une courbe
entiere f : C — P*\C.

Kp2 = Kp2 ® Op2(C) = Opa(d — 3).

Donc (P2, C) est une surface de type général logarithmique. Ses classes de
Chern logarithmiques vérifient ;2 > ¢. Donc par la proposition 3.4.2, f
est dégénérée et donc, a son image contenue dans une courbe algébrique
plane. Or, toute courbe algébrique plane dans P? intersecte une courbe tres
générique de degré d > 5 en au moins 3 points ([34]) et alors f est constante
et ([16]) P*\C est hyperbolique et hyperboliquement plongé dans P2. O

Pour obtenir des résultats pour les cas ou d; est plus petit, il faut passer
aux techniques d’ordre 2.

3.5 Utilisation des jets d’ordre 2

Rappelons tout d’abord une définition utile (cf.[13]) :

Définition 3.5.1 Soit (X, D) une variété projective lisse de type logarith-
mique général. On définit :

5k = inf gk,m eR
m>0
ot gk,m est le plus petit rationnel % tel qu’il y ait une section non nulle dans
HY(X, BTy @ O(tK x)).
L’étude du lieu de base des 2-jets B, est généralisée au cas logarithmique

grace a [13]. Citons d’abord le théoreme 1.2.1 de [13] :
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Théoréme 3.5.2 Si (X,D) est une surface algébrique de type général loga-
rithmique et A un fibré en droites ample au-dessus de X, alors :

m4

(X, EymTx ® O(—A)) > @(13@ —9) — O(m?).

En particulier : si 13612 — 9¢; > 0, 0y <0 et By + X,.

goroll_aire 3.538id; >3, dy>30udy =2, dy > 5 alors 0y < 0 et
By # Xs.

Démonstration. 13¢;% — 9¢; = 9(d; — 3)(dy — 3) — 27 + 4(d — 3)%. On
applique directement le théoreme 3.5.2. O

Comme conséquence du calcul ci-dessus toute courbe entiere holomorphe
f:C— X\D aun relevé fp :C — X, dont I'image est contenue dans une
composante irréductible Z de Bs.

L’étude de la restriction du fibré tautologique a Z ([13]) aboutit au théoreme
3.5.9 ci-dessous et montre la nécessité d’avoir de bonnes estimations de
01 =1,2.

3.5.1 Estimation de 6,

Une grande différence avec le cas d’une seule composante est le résultat :

Proposition 3.5.4 Soit la surface logarithmique (P%,C) avec C = Cy U Cy.
Alors

6, <0.
Démonstration. Soit f la fonction méromorphe définie par : f = . Cal-
culons sa dérivée logarithmique : Cj{c = dy 3t — ¢, %2 Ainsi Cj{ €H O(IP’2 Tp2).
Donc HO(P?, S™T%.). # 0 pour tout m. A1ns1 0, g 0. O

Passons maintenant au calcul d’'une borne inférieure. Soit X C P* la
surface définie comme intersection complete par les équations :

{23 = Pi(Zo, 71, Z0); Zi* = Py(Zo, %1, Z2)}-
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o7 97
orY orh
X est lisse car 57 57 est bien de rang 2 : au-dessus d'un
di—1
do—1

point n’appartenant pas a C c’est clair par les deux dernieres composantes,
sinon c’est du au fait que C; et Cy sont lisses et se coupent transversalement.
Ainsi, on a un recouvrement ramifié au dessus de C' = Cy + Cy :

T: X CP'— P
On a alors un morphisme injectif en prenant le pullback :
H(P?, STy, ® O(k)) —H°(X, S"T%(log L) ® O(k))

ou L = Ly + Lo, L; est la section hyperplane correspondant a C;. D’ou une
injection :

H(P?,S"Ty, ® O(k)) —H°(X,S™T% @ O(2m + k)).

Proposition 3.5.5 Soit la surface logarithmique (P%,C) avec C = Cy U Cs.

Alors . 5
0> m > min(0; d_— 3 + m(ld_— 3)) pour tout m > 0.

Démonstration. On a la suite exacte d’Euler :
0— O — O1)% — Tps — 0
d’ou la suite exacte :
0 — S"T@0(k) — S™(0)20(k—m) — S™ HO")20(k—m+1) — 0.

Comme HI(P* O(p)) = 0 pour tout ¢ = 1,2,3 et ¢ = 0, p < 0, on conclue
que HY(P*, S™Tr, @ O(k)) = 0 dans tous les cas :

q=0k<2m—1, ouq=1,k<m—2, ouq=2,3,k €Z.

(Le cas ¢ = 0 est obtenu en prenant la restriction des sections & des droites
arbitraires dans P*). L’intersection compléte X nous donne les deux suites
exactes :

(1) 0— O]p4(—d) — O]p4(—d1) D O]pzl(—dg) — IX — 0
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(2)0—=>Zxy — Ops — Ox — 0

On tensorise (2) par S™1}, et on regarde la suite exacte longue des groupes
de cohomologie. On a donc :

HO(P*, S™ T © O(k)) =~ H(X, S" T3 x @ O(k))
des que H'(P*, S™Ty, @ O(k) ® Iyx) = 0 pour i = 0, 1.
On tensorise (1) par S™1}, et on regarde la suite exacte longue des groupes
de cohomologie. Il vient :

HO(P* S" T @ O(k) @ Zx) =0 pour k —dy <2m —leth—d<m—2.

HY(P*, S™ Ty @ O(k) ® Ix) = 0 pour k —d; < m — 2.

Finalement, on a :
HO(P*, S™ T © O(k)) ~ HO(X, S™ T x @ O(k))

pour k <m — 2+ d;.
De plus, on a

HY(X,S™ pix @ O(k)) = 0 pour k <m —2
car H?(P*, S™T3, ® O(k) ® Ix) = 0. On a la suite exacte :
(3) 0— TX — T]p4|X — Ox(dl) D Ox(d2> — 0.

On dualise (3) et on passe aux puissances symétriques. On obtient la suite
exacte :

0— Sm_1T§4|X ® (Ox(=d1) ® Ox(—ds)) — S™Tpax — S"Tx — 0
La suite exacte longue des groupes de cohomologie donne :
HY(X, SmT§4|X ® O(k)) ~ HY(X,S™T5% ® O(k))

des que H'(X, 8™ T x ® (Ox(—d1) ® Ox(—ds)) ® O(k)) = 0 pour i = 0, 1.
Par ce qui précede :

HZ(X, Sm_1T§4|X®(OX(—dl)@oX(—dg))®O(k)) =0 pour 1= O, ]., k S m—3+d1

Ainsi :
H°(X,S™"T% @ O(k)) =0
pour k < min(2m — 1,m — 3 + dy).
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Supposons qu’il y ait une section non nulle dans H°(P?, Smfl’;z ® O(tKp2))
donc on a une section non nulle dans H°(X, S™T% ® O(2m+t(d—3)). Donc :

2m + t(d — 3) > min(2m, m — 2 4 d;), donc : £ > min(0, —1+(§1_g2)/m). 0

Il y a donc deux situations :

i) soit §; < 0 : les techniques d’ordre 1 suffisent car alors on a un feuilletage
F sur une surface X C X; et on applique le théoreme 2.4.2 de [13] pour
conclure a la dégénerescence des courbes entieres.

i) soit §; = 0 : on a alors besoin des techniques d’ordre 2.

On suppose donc maintenant : 6; = 0.

3.5.2 Estimation de 0,

Pour l'estimation de 5 on distingue le cas des différentielles de 2-jets de
grand degré m des différentielles de 2-jets de petit degré. Pour les grands
degrés on obtient la :

Proposition 3.5.6 Supposons que le lieu de base des 2-jets, B, associé a
(X, D) = (P%,C) est de la forme Z, = ZyUTy, ou Z, est le lieu des zéros
d’une section o € H°(X,,0x,(mo) @ O(toKx)), to < 0 et Zy une section
wrréductible.

Pour mg > 4 on a Uestimation

— 1
92,m0 Z _Z

Démonstration. Supposons que le lieu de base des 2-jets, Bs, associé a
(X, D) = (P?,C) est de la forme Z, = Zy U Ty, ol Z, le lieu des zéros d'une
section o € H°(X5, Ox,(mo) ® O(tgKx)), to < 0. o peut étre considérée
comme une section du fibré Ey Ty @ O(toK x). On a la suite exacte :

0 — SmOT; — EQ,mOT; i) E2,m0—3T§( ® O(Fx) — O

On multiplie tous les termes de la suite par O(toK ) et on considere la suite
exacte longue associée en cohomologie.

Comme ty < 0 : H(X, SmOT} ® O(tyK x)) = 0 puisque A, = 0. On obtient
donc une injection :

HO(X, EQ,mOT; X O(tofx)) —> HO(X, E27m0_3T§( X O((to + 1)?}())
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Par hypothese sur Bs, on a ty + 1 > 0. Donc t“ > —=. Ainsi, pour mgy > 4
on a: 927m0 > —;11. O
Pour les petits degrés (m = 3) on obtient la :
Proposition 3.5.7 Pour 1 < dy < dy < 14, 4 < d,d; < 5, on a pour la
surface logarithmique (P2, C) avec C = Cy U Cy générique :
-8
[2 —_
23 2 3(d — 3)

Démonstration. Considérons le systeme linéaire de courbes :

CA = {)\080(2) + /\181(2’) + )\282(2) = 0},

ds d d
Oll 59 = 22,51 = 22, 59 = 227N (c2d" + 12" + 291), g; € C*.

On résout le systeme linéaire :

~. 0 02
STt =l 0<i gl <3

ij B
0o 0z, 07,0z

On obtient une connexion méromorphe V = V(Ffj) sur P? telle que Cy soit
totalement géodésique pour tout A. Soit :

Cl = {Pl = 8026[1 + 812?1 + Zgl = 0},

Cy={Py = 28 4 2 + 227N (g2t + e12f0 + 281)) = 0.

Montrons que I'on peut choisir C} lisse coupant ) transversalement. On a :

@ = alzg2 1+502d2 4, zdl 1,

3z0

oP.

ndall - doz +52 dlalzd1 1,

82’1

OP:

8_22 = d22§271+<€020 +€1Z )(dg—dl)ngidlil,
2

Cherchons les points singuliers.
Si z9 = 0 alors zg = 23 = 0 ce qui est impossible.
Sizo =1, 2y =0 alors 29 # 0 et on est amené a résoudre :

d22g2_d1 + 60d1 =0
d2 + 80231 (dg — dl) =0
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Ce qui nous donne :

€0d1 - 1 —d2 1
[ — 2—d] — (— = )dg
( i ) (Eo(dg—dl))
et donc : . p p
2 — d
(dg—dy) — 2 __2 d —1d
=0 G=a' g "

Par symétrie entre zy et z; :
Sizg=1, 29p=0alors z; # 0 et :

d
E{lQEdl — (dQ__d2d1 )(_Z_j d2d_ld1 .

Sizo=1, 29 #0, z1 # 0 alors on résout :

dyzg> M + ggdy = 0
Az 4 ggdy = 0
dg + (dg — dl)(sozgl + 6121111) =0

On a alors : ] .
dQEdl dzfdl _ _d2 _% a d_ld
dy —dy" dy
Pour s’assurer de la lissité il suffit donc de choisir ;1 et 5 tels que :
do do do do 4
dg—d; dy—d; dg—d] dg—dy . s —dy o\
(1) 5>, ey et g, + &, soient différents de (22-)(—3)%="4.

Trouvons maintenant les conditions pour que C; et C5 se coupent trans-
versalement.On a :

C1NCy = {22+ 22 =0} N {epzd" +e12{" + 20" =0}

De plus, {20> + 22 =0} = U {20 —wz = 0}. Donc il suffit de choisir &,
w®?2=—1

et g5 tels que :
€
(2) = # —wh siw® =—1.
€0

En effet, alors chaque droite {2y — wz, = 0} coupe {gozg" + 120 + 258 = 0}
en d; points distincts. Au total, on a card(Cy; N Cy) = dody car deux droites
distinctes se coupent en [0 : 0 : 1] qui n’est pas sur {eozg" 4 12" + 25 = 0}.
Donc par Bezout, C} et (5 se coupent transversalement.

Par (1) et (2), on voit donc qu'il est possible de choisir Cy lisse coupant C
transversalement.

Le diviseur des poles de V est donné par :

B = {2’0212’2((d2 — dl)eozgl + (dz — dl)elzfl + dzzgl) = 0}
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V peut étre considérée comme une connexion méromorphe sur Tp2 par rap-
port & la structure logarithmique donnée par C; 4+ Cs. Donc en prenant
l'opérateur wronskien : Wy (f) = f' A f& ot f& = Vi f', on obtient une
section :

P, € H(P? Ey 3T @ O(—Kp2) @ O(B)) = H'(P?, By 3T @ Ot Kp2))
ot ty = U3 — 1 = =6
On démontre que :

HO(P?, Fy 3T @ O(tKp2)) = 0

pour ¢ < d_TB?).
Supposons le contraire :

soit Py € HO(P?, By 3Tpe @ O(to Kp2)) pour ty < — 5.

Soit 3; = ®(P;). On a : B Py — BoP € HO(P?, 3T 5 @ O((1 +ty + t5) Kp2)).
14+t14+1 < 62:35 donc 31 Py— 2P, = 0 car 5173 > % par 3.5.5. (On ne peut
pas affirmer que 91,3 = 0 car on a choisi une configuration particuliere qui
peut se trouver en dehors du cas générique 6, = 0, d’ott la nécessité d’avoir
une estimation globale de 0, ,,).

Donc % = %. Comme % est irréductible, on conclut :

1
% € H°(P%,0((ty — t1)Kp2)) doit étre holomorphe, ce qui implique to > t;.

D’otl une contradiction car ty < d%83 < _dd+'§6.

Par la semicontinuité de la cohomologie :

HO(P?, By 3T @ O(tKp2)) = 0
pour t < —d—fg et C' = C1 Uy générique. D’ou I'estimation. O
On peut améliorer le résultat de 3.4.3 pour d; = 4 grace a la proposition :

Proposition 3.5.8 Pour di = dy = 4, on a pour la surface logarithmique
(P%,C) avec C' = C, U Cy générique :

— 4
Or3 > ——.
=15
Démonstration. Considérons le systeme linéaire de courbes :
C)\ = {)\080(2) + )\181(2’) + )\232(2) = 0},

ot s; =z, i=0,1,2.
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On résout le systeme linéaire :

~,. 0 0?
STt =l 0<i <3

ij I
oS Oz, 07,0z

On obtient une connexion méromorphe V = V(Ffj) sur P? telle que C)

soit totalement géodésique pour tout A. On choisit C7,Cy dans le systeme

linéaire de courbes Cy. Pour avoir C} = {\}so(2) + Als1(2) + Adsa(2) = 0} et

= {A\2s0(2) + A¥51(2) + A3sa(z) = 0} se coupant transversalement il suffit
N2

de choisir les coefficients tels que les mineurs de | A] A}

A A

soient tous non

nuls.
Le diviseur des poles de V est donné par :

B = {202122 = O}

V peut étre considérée comme une connexion méromorphe sur Tp2 par rap-
port a la structure logarithmique donnée par Cy + Cs.

Donc en prenant I'opérateur wronskien Wy (f) = f' A fo ot fo =V f,
on obtient une section

Py € H(P? Ey3Tp: @ O(=Kp2) @ O(B)) = H(P?, By 3Tpe @ Ot Kp2))

Ol\ltlzg—l:—é
On démontre que B o
H (P, By 3Tp: @ O(tKp2)) = 0

pour t < —%.

Supposons le contraire :

soit Py € H(P?, By 3T @ O(toKp2)) pour by < —32.

Soit 3; = ®(P, ) Ona: P, — 3P € H(P?, S3TP2 @ O((1+t; + t2) Kp2)).
I+t +t <= L donc B, Py — ﬂgPl—Ocarﬁlg_ls par 3.5.5.

Donc 1;2 = gl Comme gl est irréductible, on conclut :

g? € H°(P?, O((ty — t1)Kp2)) doit étre holomorphe, ce qui implique t, > ;.
D’ott une contradiction.
Par la semicontinuité de la cohomologie :

HO(sz EQ,?)T;[;Z ® O(tfﬁu)) =0

pour t < —z pour C = (7 U0y générique. D’out 'estimation. 0
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3.5.3 Applications
On utilise les théoremes 1.3.3 et 2.4.2 de [13] :

Théoréme 3.5.9 (1.5.3 [13]) Soit (X,D) une surface de type général loga-
rithmique telle que Pic(X) = Z. Supposons que O < 0 et les classes de Chern
logarithmiques satisfassent :

(13 + 120,)e? > 965.

Alors toute courbe holomorphe f : C — X\D est une feuille d’un multi-
feuilletage algébrique sur X.

Corollaire 3.5.10 Toute courbe entiere dans le complémentaire de
C = C1UCy générique, avec di = 3,dy > 9 ou dy = 2,dy > 12 est une feuille
d’un multi-feuilletage sur P2

Démonstration.

(13 4 12053)c1% — 92, 9(dy —3)(dy — 3) — 27 + 4(d — 3)* — 32(d — 3)

9(dy — 3)(dy — 3) — 27 + 4(d — 3)(d — 11).

(AVARYS

Pour d; =3 :
(13 4 12053)e1% — 965 > ddy(dy — 8) — 27 > 0 pour dy > 9.

Or,
_ -1 =
92 2 min(j, 92,3)

et
12,

(13 — Z)cl2 — 96, = 106, — 9¢; = d3 — 27

donc pour dy > 9 3
(13 + 120,)e% — 92, > 0.

Pour d; =2 :
(1341205 3)e7° — 965 > 4(dy —1)(de—9) —9(dy — 3) — 27 = 4d5 —49dy+36 > 0

pour dy > 12.
10,2 — 9¢; = d3 — 11dy + 1

donc par le méme raisonnement que précédemment :
pour dy > 12, B
(13 + 120,)e% — 925 > 0.

On applique le théoreme 3.5.9. O
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Corollaire 3.5.11 Toute courbe entiere dans le complémentaire de
C = C1UCy générique, avec di = dy = 4 est une feuille d’un multi-feuilletage
sur P2

Démonstration.

12 x4 49

)ert — 96 = 3612 —9¢y

(13 +1205)e — 9, > (13 —
= 49x5-9x (82 =3 x8+3—4%) =245 —243 =2,

Donc pour dy =dy =4 on a
(13 + 120,)% > 9¢5.

On applique le théoreme 3.5.9. O

Théoréme 3.5.12 (2.4.2 [13]) Soit X une surface avec un feuilletage F et
un diviseur D telle que (X,D) soit de type général logarithmique. Alors toute
courbe entiere f : C — X\ D contenue dans une feuille de F est dégénérée.

Théoreme 3.5.13 Soit C'la réunion de deux courbes lisses C; ;i = 1,2 dans
P? de degré d;. Alors pour les configurations di = dy = 4, di = 3,dy > 9 ou
di = 2,dy > 12 trés génériques, P2\C' est hyperbolique et hyperboliquement
plongé dans P2.

Démonstration. Soit f une courbe entiere f : C — P?\C. Par les corol-
laires 3.5.10 ou 3.5.11, f est une feuille d’un multi-feuilletage sur P2

Ainsi, il existe un revétement ([13]) Y € X; sur P? muni d'un feuilletage
F tel que f)(C) C Y\C et telle que Ji21(C) est une feuille de F définie par
Ty N V4.

Par le théoreme 3.5.12, fj) est dégénérée dans Y, donc f l'est aussi. On
termine la démonstration par les mémes arguments qu’en 3.4.3. pour dy > 5.
Pour d; = dy = 4, on peut conclure par exemple grace au théoreme 1.10
de [37] qui montre que C; + C5 rencontre une courbe algébrique de genre
0 ou 1 en au moins d — 4 points distincts, donc ici 4 points distincts. f est
donc constante et on conclut que P*\C est hyperbolique et hyperboliquement
plongé dans P? ([16]). O
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Chapitre 4

Etude des jets de
Demailly-Semple en dimension

3
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Soit X une variété complexe de dimension n et f : (C,0) — X un germe
d’application holomorphe.

4.1 Etude algébrique

On définit : Ay = B(Ek,T% ). V'algebre des opérateurs différentiels en un

point z € X.

Soit G, le groupe des reparamétrisations ¢(t) = t+byt?4...+-bpt* +O(tF+1)
tangentes a l'identité. G}, agit sur (f', f”, ..., f*)) par action unipotente. Par
exemple pour k£ = 3, on a l'action :

(foqzs)/:f/;(fo¢)//:fl/+2b2f/;(fo¢>///:fl/l+6b2fl/+6b3f/

Donc une représentation :

1 0 0
Go—U@B):o— [ 20, 1 0
6bs Gby 1

!

Déterminer Ay, revient donc & déterminer (C[(f'), (f"), ..., (f*))])%%.

En dimension 2, on a G5, = U(2). Les invariants par le groupe unipotent sont
bien connus (cf.[29]). Ainsi :

(1) A = C[fi, fal,
(1) Ay = C[f}, f3,wiz] ot wig = f1fy — fi [

On a la propriété suivante :

Proposition 4.1.1
An = An[ {_1] N An[ é_l]

Démonstration. 11 suffit de prouver A,[f;™'] N A.[fy '] C A,. Soit F €
ALATINALST] F =y = %. Ainsi : (f3)™P = (f)'Q et (f])! divise
P, donc F' € C[f', f”, f]. De plus F est invariant par reparamétrisation donc

FeA,. O
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4.1.1 Etude de la dimension 3

Nous étudions maintenant la dimension 3 :

10 0
Gy = 20, 1 0 c U(3).
6b3 6by 1
Faisons le lien avec la théorie classique des invariants (partie 3 des préliminaires).
| i
G agit sur 7y fY | par multiplication a gauche.
" " "
1 J2o I3
Considérons 'action de GLs :
fong fonon
A E GL?”A 1 " " — " " I A— .
e p e P
1 J2 I3 1 J2 I3

Cette action induit une action sur les polynomes P(f’, f”, f”') qui commute
avec celle de Gg. Ainsi on a une action de G L3 qui laisse A3 invariant.

Nous cherchons & déterminer les invariants par G5 du systéme de vecteurs
fi
(I1,5E27I’3) ou xT; = f-”

K3
"
7

Appliquons le théoreme 2.3.3 des préliminaires a notre situation. On a
bien G C SLsz. Il nous suffit donc de connaitre un systeme complet de G-
invariants pour deux vecteurs i.e en dimension 2. Cela nous est donné par le
théoreme annoncé par J.P. Demailly dont nous donnons ici une démonstration :

Théoréme 4.1.2 (Demailly) En dimension 2 :

AB = C[f{a fé? w%Q? w%2][w12]

ot wiy = (f)'d(ps) = fi(fifs" = A" f3) - 3f (fLf = 11 13)
et (R) : 3(w12)2 = féwiz - f{w%z-

La démonstration nécessite deux lemmes :

Lemme 4.1.3 wyy est quadratique sur C[f], f5, w3y, wi,).

Démonstration. Par (R), wis est algébrique sur C[f], f}, wi,, wiy] de degré
2 ou 1.
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Supposons qu’il existe deux polynomes P et Q tels que :

2 1 2 1
P(f{, féawuawu)wu = Q(ﬁu fé:wmawu)'

Par (R) on remplace w, par %‘?(wm)? dans P et Q.

Ainsi on obtient une égalité, apres multiplication par (f{)™ avec m suffisam-
ment grand, entre deux polynémes en les variables { f{, f5, w12, wi,} qui sont
algébriquement libres. Mais I'un des polynomes a toutes ses puissances en
wio impaires et 'autre, paires; ce qui implique P = @) = 0.

Ainsi le degré de wqo est 2. O

Lemme 4.1.4 {f], f}, w?, wi,} sont algébriquement libres.

Démonstration. wysy est algébrique sur C(f;, f3, wi,, wi,) donc

deg tr(C(fi, fo, wis,wiy)) = deg.tr.(C(f], f3, Wiy, wip, wi2))
> degt'r( (f17f27w12;w12>) 4.

0

On peut maintenant passer a la démonstration du théoreme 4.1.2 :

Démonstration. D’apres la proposition 4.1.1 on est ramené a déterminer
As[fi71 N As[f3 '], On considere la reparamétrisation ¢ = f; ' sur la carte
(fi #0). Soit P € As. Donc P(f o ¢) = (¢')"P(f) o ¢. Remarquons mainte-

nant par le calcul :

(f?ofl_l)/ = ofl 5
(fao /i) = —F5ofi,

(oo fT1)" = %o fi

Ainsi P € (C[f{afwwlz;wn][ {71] et donc As| {71] = C[f{aféawlzawb“ {71}-

Par symétrie : As[f - 1] [f17f27w12,w%2” é_l]'
L’inclusion

C[f{af£>w12,wizaw%2] - C[f{aféaww,w%z” {71] ﬂC[f{,fé,wm,w%zH éfl]

est immédiate puisque par (R) :
w%? € (C[f{v fé) W12, wiQH {_1] et wi? € (C[f{a fév W12, w%?” é_l]‘
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Il reste donc & montrer
(C[f{aféawl%wh][ {_1] N C[f{’féawmawé” é_l] C C[fi?féawl%wbaw% :
SOlt F S C[f{:fé7w127w%2][ {_1] N C[f{vfé7w127w%2][ 5_1] :

o PUL foiwiziwny) - QU f3wizs wiy)
()" (f)m

Par (R) :
P(ff? f§3w12;w%2> = Pl(fi? f2,§w}2§w%2)w12 + P2(f{§ fé;wb;wé),
Q(f1; faswiz;wiy) = Qulfi; fo; win; wi)wiz + Qo f1; fo; wia; wiy)
Ainsi :

((f2)"Pr(fi; féﬂU}z?w%z) - (f{)lQl(f{7 fé;wb;w%Q))wl?
H((f) " Paf1; fa; wig; wihy) — (F1)'Qa(f1; fa5 wip; why)) = 0.

Or wyy est quadratique sur C[ff, f5, w?,, w},] donc :
()™ Pi(fi; fos wigs wiy) — (f)'Qi(f1s fo wizswhy) = 0, i = 1,2.
{f1, f3, wi, wi,y} sont algébriquement libres donc :
Py(f; faiwizs wis) = (f)' Ril f1; f; wiz; wip)-
Et le résultat est prouvé. O

On peut maintenant caractériser les opérateurs différentiels d’ordre 3 en di-
mension 3.

uj
En notant u; = | u? | et en définissant :
u}
1,
F1<u1) = Uy,
12 2 1.
Fy(ui,ug) = wujuy — uius;
1,13 31 2/ 1 2 2 1
Fi(uy,ug,ug) = ug(ujuy — ujus) — 3us(ujus — uius).

on obtient que I’ensemble { F, F;, F3} de formes multilinéaires G;—invariantes
est un systeme complet de Gy-invariants d'un systéme de 2 vecteurs.

Par application du théoreme 2.3.3 de Popov, on obtient la caractérisation
algébrique de 'algebre As des germes d’opérateurs invariants en dimension

3

59



Théoréeme 4.1.5 En dimension 3 :

As = C[f],wij,wl;, W], 1<i<j<3,1<k<3
i fs
ou W désigne le wronskien | f{ fi fY

" " "
1 2 3

De plus, deg .tr(C(f], w;, w};, W)) =T et le calcul de Iidéal des relations
entre les générateurs est fait en annexe.

Démonstration. Il ne reste qu’a justifier I’assertion sur le degré de trans-
cendance. Mais celle-ci est une conséquence immédiate du théoreme 2.2.6 qui
identifie Ej, T, avec les sections de Op,y(m) au-dessus de (m) "' (z). O

Remarque 4.1.6 1) Pour tout k, G;g C SLy, donc par le raisonnement
précédent pour déterminer Ay en toute dimension il suffit de déterminer Ay
en dimension k — 1.

1 0 0
2) On a montré que le groupe Gy = 200 1 0 C U(3) est un
6bs 6Gby 1

groupe de Grosshans de G L3 i.e (C[GL;),]G; est une algebre de type fini. De
plus, ce groupe n’est pas régulier i.e normalisé par un tore mazximal car :

A 00 1 0 0 A0 0
0 X O 20, 1 0 0 X' 0 =
0 0 X3 6b3 6by 1 0 0 A*

1 0 0

2 A7 Ny 1 0] ¢ G
6bsA; A3 Gba Ayt As 1

On ne peut donc pas appliquer le résultat de L. Tan [35] sur la conjecture
2.3.7 de Popov-Pommerening cité dans les préliminaires pour montrer que
Gé est un sous-groupe de Grosshans.

3) Sans lutilisation du théoréme de Popov, la détermination par un calcul
“a la main” des générateurs de Az semble difficile.

4.2 Applications géométriques

Il s’agit d’étudier le fibré 3, T% en dimension 3 pour obtenir sa filtration
en représentations irréductibles de Schur qui nous permettra, par un calcul
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de Riemann-Roch, de calculer sa caractéristique d’Euler. Rappelons que par
la section 2.2.3 des préliminaires, Es,,T% est muni d'une filtration dont les
termes gradués sont

Gy
GreEs Ty = o ShTy e SRTy @ SBTy | .
’ l1+2l24+3l3=m

D’apres la théorie de la représentation, ces termes gradués se décomposent
en représentations irréductibles de GI(T%) : les représentations de Schur.
La caractérisation algébrique précédente va nous permettre de trouver les
représentations irréductibles qui interviennent dans cette décomposition.

On prouve le théoreme :

Théoréme 4.2.1 En dimension 3 on a :

GroBs,Te = @ ( D F(Al,kz,ks)T;()
0<y<E {A1+2 23 3=m—7; \i—X;>7, i<j}

Pour cela, on a besoin de la filtration des 3-jets en dimension 2 :

Théoréme 4.2.2 En dimension 2 on a :

GT.Eg,mT;( _ @ ( @ I‘(Al,/\?)T}"{)

0<y<E {A1+2 a=m—7; A1—A2>v; A2>7}

Démonstration. On sait que
Ag = C[f1, f5, wip, wiy][wra]
ou wiy = (f)) (i) = fi(ff = A" f5) = 3L (fLfs = 113)

et 3(wip)? = fywiy — fiwd,.

As m est une représentation polynomiale de G Lq. La théorie de la représentation
(proposition 2.3.11 et 2.3.12) nous dit que A ,,, est somme directe de représentations
irréductibles qui sont déterminées par les vecteurs de plus haut poids.

Rappelons (définition 2.3.10) qu'un vecteur est vecteur de plus haut poids

sl est invariant sous l'action de U(2) = { < Lo > } .

01
Ici :
V= {(f))*(wia)(wi2)” / o+ 5y + 35 = m}
est clairement un ensemble de vecteurs de plus haut poids, de poids (a+ 3+
27,8+ 17).
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AL,A2)

On en déduit que chaque représentation I'( vérifiant

{M+200=m—y N =X >7 >}

apparait une et une seule fois dans les représentations déterminées par cet
ensemble de vecteurs de plus haut poids. En effet, soit (A1, A2) un tel couple
alors

{O‘:)\l_)\2_’7§6:)\2_7}

et (a, 3,7) sont déterminés de maniére unique.
On a donc :

GrEs, Th D> @ ( = P27y ),

0<Y<Z {Ar+2X0=m—v; A1—A2>7v; A2>7}

Pour avoir 1’égalité il suffit de montrer que I’ensemble V est 'ensemble de
tous les vecteurs de plus haut poids, i.e :

V = (As,)"®.

Soit P € (A3,,)V® 1 P = P, + Py.wyy, avec Py € C[f], f5, wiy, w].
Soit u € U(2) : u.P = u.P; + (u.Py).wyp car u.wip = wis.
Donc u.P = P < u.P; = P, (car wis est quadratique par le lemme 4.1.3).

Donc pour déterminer (As,,)Y?), il nous suffit de déterminer C[f], f3, wi,, w3,]V ).
. 1 A
Smt.u-(o 1>EU(2).
On a les relations suivantes :
wfi = fi
Wl = Mt A
wwy = Wi
wwl, = Wi, + A\wi,.

Rappelons que {f], f5, wly, wi,} sont algébriquement libres par le lemme
4.1.4, donc déterminer C[f!, f3, wiy, w?,]Y? revient & déterminer les inva-
riants du groupe unipotent U(2) qui sont bien connus en théorie classique
des invariants (cf.[29] p.87). Donc on a ’égalité :

(C[ﬁ’ fé»“’%%w%Q]U@) = C[fivw%% féw%z - f{w%2] = (C[f{’ w%Qa (w12)2]'

Finalement on obtient l'inclusion :
(A?nm)U(Q) C C[f1, wiy, wia).
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Par I'unicité de («, 3,) vue précédemment on obtient bien :

(Ag)V® = V.

On passe maintenant a la preuve du théoreme principal 4.2.1 :

Démonstration. On suit le méme schéma que dans la preuve précédente.
Soit
Vo= {(f)*(wiy) (i)’ W® / o+ 57 + 33+ 66 = m}.

V est un ensemble de vecteurs de plus haut poids de poids (o + 5+ 2y +
0; B+ v+6;9).
Soit (/\1, /\2, )\3) vérifiant :

(P):{h+20+30=m—70<y< %;Ai_Aj > 7,1 <j}
Comme précédemment on obtient que chaque représentation T*1AzA3) 7%
ol (A1, Ag, Ag) vérifie (P) apparait une et une seule fois dans les représentations
déterminées par cet ensemble de vecteurs de plus haut poids. En effet, soit
()\1, )\2, )\3) vérifiant (P)
Alors :
{az)\l—)\z—% B=MX— A3 —7; 52)\3}

et (a, 8,7, 9d) sont déterminés de maniere unique.
Donc on a l'inclusion :

GT.E&mT;( D @ ( @ F(A17A27)\3)T;;) .
0<y<E {A1+2 2 +3A3=m—7; Ai—X;>7, i<j}

Pour avoir I’égalité il suffit a nouveau de montrer que V est I'ensemble de
tous les vecteurs de plus haut poids de As,, i.e : V = (A3,,)V@.

L’idée importante ici est d’utiliser un argument qui apparait dans la
preuve du théoreme 2.3.3 de Popov [28] et permet de voir que le résultat
obtenu pour la dimension 2 implique le résultat pour la dimension 3.

Si (21, g, x3) est un systéme de vecteurs en position générale tel que

det(zq, x9,23) =0

alors par 'action de U(3) on se ramene au systéme (z1, zs,0).
Soit P € (Asz,,)"®, un vecteur de plus haut poids. Montrons que

P e C[f{> w%27 W12, W]
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par récurrence sur m. Pour m = 0, c’est trivial.
Supposons maintenant (As,)Y® C C[f], wly, wia, W] pour p < m. Montrons
que le résultat est vrai pour m. Considérons P; la restriction de P a I’hyper-
surface (W = 0). Par 'invariance de P; sous 'action de U(3) et la remarque
précédente montrant que par U(3) on transforme le systéme (x1, 9, z3), en
position générale, en le systeme (x1, z5,0), on obtient que P, ne dépend que
des deux premiers vecteurs i.e P; est un vecteur de plus haut poids de dinen-
sion 2, donc par le théoreme 4.2.2 P; € C[f], wiy, w1a].
P — Py est un polynéme qui s’annule sur 'hypersurface (W = 0). Par le
Nullstellensatz, on obtient que (P — P;) € /(W) donc par l'irréductibilité
de W on a:

P=P +W.Ph.

Il est clair que P, € (As,,_6)"® donc par hypothese de récurrence
P2 € C[fi? w%% wWi2, W]

et de méme pour P.

On en déduit que (Asz,,)"® C C[f], wiy, wia, W].

Donc V = (A3,,)Y® par I'unicité de (a, 3,7, 6).

Le théoreme est démontré. O

4.3 Calculs de caractéristiques d’Euler

Soit X C P* une hypersurface lisse et irréductible de degré d. Grace aux
filtrations obtenues dans la section précédente nous allons pouvoir calculer
les différentes caractéristiques d’Euler qui nous intéressent. Les calculs ont
été faits sur le logiciel Maple et détaillés dans I'annexe.

4.3.1 Calcul des classes de Chern
Soit [ Ci(TX)-
Proposition 4.3.1

C? = (5 o d)gda
cicy = d(5—d)(d® — 5d + 10),
cs = d(—d®+5d* —10d + 10).
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Démonstration. On a la suite exacte du fibré normal :
0 — Tx — Tpsyx — Ox(d) — 0.
Donc par définition des classes de Chern :
(1+c +ca+c3)(1+dh) = (1+h)°
ou : h =¢;(Ox(1)). Donc, par identification on obtient les identités :

cg = (5—d)h,
¢y +dcth = 10R2,
c3 +desh = 10R3,

R = d.

d’ou les relations annoncées :

C? = (5 - d)3d7
cs = 10d —10d* + d*(5 — d),
cica = (5—d)10d — d*(5 — d)*.

4.3.2 Les 1-jets

L’absence de 1-jets définis globalement est bien connue :

Proposition 4.3.2 ([32])

H°(X,S™T%) =0 pour m > 1.

Donc les 1-jets ne pourront pas étre utilisés.

Remarque 4.3.3 Un calcul de type Riemann-Roch (cf. annexe) donne :
5 5

mpry = M3 _ 4y M _ 4
X(X,8™T%) = 120( c) 4 2c109 — ¢3) + O(m*) 1205d(3d 7) + O(m").
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4.3.3 Les 2-jets
On a la filtration [6] :

GroBmTy = @ rt0 s
1 2=m

d’ou le calcul :

X(X, By Tx) = X(X,Gr By T5) = Y x(X,T0ROTY),
114+2lo=m

Proposition 4.3.4 (cf. annexe)
7

m
X Fy TE) = — 1
XX BamTx) = Jaamogs

(89¢} — 141c¢ycy + 52¢3) + O(m®)

Donc :

m7

~ 1837080

On constate donc la négativité de la caractéristique d’Euler pour d suf-
fisamment grand. En effet, on démontrera la non existence de jets d’ordre 2
globaux sur X dans le théoreme 4.4.2 ci-dessous.

X(X, By T%) (=5d(37d* — 452d + 919)) + O(m")

Remarque 4.3.5 Pour les jets de Green-Griffiths (cf. annexe) :

m8  —15 9
x(X, ‘72’7”) = QTS'(TC? + 3cicp — 563) + O(m7)
Donc :
—15m? ) :
X(X, Jom) = (d(51 — 25d + 2d%) + O(m").

837!

4.3.4 Les 3-jets

Grace a la filtration obtenue précédemment dans le théoreme 4.2.1 on
peut effectuer un calcul de Riemann-Roch (cf. annexe) :
Proposition 4.3.6

43 . 29233 3 951
c c;— c
1417500000 ° ' 408240000000 * 5670000000

X(X, E3,mT)*() = _mg(

Donc :
9

m
X Fy, To) = —
XX BsmTx) = gr6a8 % 109

d(389d® —20739d* + 185559d — 358873) + O (m®)
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Corollaire 4.3.7 Pour d > 43, x(X, E3,,T%) ~ a(d)m? avec a(d) > 0.

Remarque 4.3.8 Pour les jets de Green-Griffiths on a (cf.annexe)

—m!t 575 395 251
X — i B o 10
XX Tam) = G196 ~ 103012 T o) + O
mll

= - 3_1 211 _ 34 10
63.11!.216d(36d 980d~ + 17985d — 34885) + O(m ")

Et on a la positivité pour d > 45.

Cette positivité renforce 'idée plus générale que sur une variété de di-
mension n, il faut étudier les jets d’ordre n.

4.3.5 Le cas logarithmique

Nous pouvons appliquer les résultats obtenus au cas logarithmique. Soit
X C P? une surface lisse et irréductible de degré d. On considere la variété
logarithmique (P2, X).

4.3.5.1 Calcul des classes de Chern

On pose : o
C; = Ci(TPB),C_Z‘ = Ci(TIP’3)-

Le calcul des classes de Chern est un peu plus long que dans le cas com-
pact.

Proposition 4.3.9

GS = (4_d)37
e = (4-d)(d®—4d +6),
G = —d®+4d* —6d+ 4.

Démonstration. Pour la premiere identité il suffit de remarquer que :
o = —c1(Kps) = —c1(Ops(d — 4)).
La troisieme vient du fait [20] que :
o3 = e(P3\ X)
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ou e désigne la caractéristique d’Euler.
On a e(P3\X) = e(P3) — e(X) et e(P?) = 4. Calculons e(X) = cp(Tx). Par
la suite exacte

0— TX — T]P’3|X - OX<d) — 0

on obtient
(Tpsix ) = o(Tx)e(Ox(d))
donc
(1+h)* = (1+c1(Tx) + ea(Tx)).(1 + dh)

olt h = ¢1(O0x(1)) et h? = d. De plus
c1(Tx) =—c1(Kx)= (4 —d)h
donc on a I’égalité
1+4h+ 602 = (14 (4 — d)h + co(Tx)).(1 + dh).
On a donc l'identité
e(X) = cy(Tx) = 6h* — (4 — d)dh*® = d(6 + d* — 4d)

d’ou finalement

e(PP\X) = 4 — d(6 + d* — 4d).

Montrons la deuxieme. Rappelons que par Riemann-Roch, si E est un fibré
vectoriel de rang e sur P3| avec des classes de Chern notées d;, alors ([22]
p508) :

e

1 1 1
X(Pg, E) = é(d:f — 3d1d2 + 3d3) + ch(d% — 2d2) + E(C% + Cg)dl -+ ﬂclc2.

Par Riemann-Roch :

" 1 1 1 1
X(Tps ) = 6(—53 -+ 3@ — 3@) + 161(6_12 — 2@) — E(C% + CQ)C_l + §01C2.

Donc :
1 " 1 1 1 1
5(@ —16) = x(Tps ) — (6(—c—13 —3G3) + chc—f — E(cf + co)eT + éclcg).

Pour déterminer ¢1¢éz, il suffit donc de déterminer x(7ps ).
On a la suite exacte :

O—>T§3—>sz*—>(9x—>0

68



ot la fleche ¢ : Tps — Oy est donnée par :
soit # € PP w € (Tps )p. Siz ¢ X : p(w) =0.Siz e X,w= LB+ fodz +
fsdzs, ot (21 = 0) est une équation locale de X : ¢(w) = fi.
Donc :
X(Tes ") = x(Ox) + x(T3s).

Calculons x(T3s) :
on a

c1(Tps) = c1(Ops(—4)) = —dw
olt w est la classe d’un hyperplan, co(T3;) = 6w?, c5(Ths) = —4.
Par Riemann-Roch :

1 1
x(Tps) = 6(<_4)3+3X4X6_3X4)+4_}X4X<42_2X6)

1 1

+E(42+6) X (—4)+§ X 4 x 6
= —1

Calculons x(Ox). On a la suite exacte :

0—0(-X)— Ops —Ox — 0.

qui nous donne :
X(Ox) = x(Op:) = x(O(=X)).
X(Ops) = 5;c109 et x(O(=X)) = _Td?’ +d* — Zd+ L.

Donc : B "
Ox)=——d*+ —d.
X(Ox) 5 + 5
Finalement : 3 "
g =4dw = ﬁc_l. Donc :
. 1 4 —d
X(Tps ) = (1 — m)m = mm

Et :

2(d — 4 — 1 1 1 1
os = 2@ - (e - 5m) + 2ot — (e 4 )+ i)

2(d —4) d° 11 1

= ( g >(€_d2+gd_1_(6 X ((d—4)3—3>< (—d3+4d2—6d+4))

1 1
+Z><4><(4—d)2—ﬁ><22><(4—d)+3)
= (4—d)(d®—4d +6).
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4.3.5.2 Calcul des caractérisiques d’Euler

Nous montrons d’abord que les filtrations restent les mémes que dans le
cas compact mis-a-part que le fibré tangent est remplacé par le fibré tangent
logarithmique. Comme dans le cas compact (cf.[6]), on munit le faisceau
O(E,?gﬁ*) des différentielles de jets logarithmiques (i.e le faisceau loca-
lement libre engendré par tous les opérateurs polynomiaux en les dérivées
d’ordre 1,2,..k de f, auxquelles on ajoute celles de la fonction log(s;(f)) le
long de la j-éeme composante de D) d’une filtration dont les termes gradués
sont

GrEfSTy =S"Tx ®..0S"Tx ,
l:= (lh, g, ..., lx) € NF vérifie Iy + 2l + ... + kl, = m. Pour le faisceau des
différentielles de jets invariants O(Ej,,, Tx ) (cf. proposition 3.3.2) on obtient
une filtration dont les termes gradués sont

Gy

Gr*EpmTx = ( e ST ®...® %K*)
I 42lo+...+kl=m

ou l'action de G, est étendue de U\ D, ou U est un ouvert de X, a U grace

a l'isomorphisme (cf. [9]) ﬁTU —T%,xU, (p€U\D). On a le diagramme

commutatif

G

Gk
SllTX*@..@SZkTX*) SllT§(7p®...®SlkT3}7p> x(U\D)

® — @
<l1+212+...+klkm U\D <11+2l2+..4+klkm
leumx™ laiyxid
G/
k

G/
k
SllTx*®...®S’ka*> SllT},p®...®SlkT§(,p> x(U\D)

52} — D
11 +2lg+...+kl=m U\D 11 +2lg+...+kl=m

ol les fleches horizontales sont des isomorphismes qui s’étendent a U. L’action
de Gls x id s’étend clairement & U, donc I'action de GI(Tx ), & gauche dans
le diagramme aussi. Les représentations irréductibles a droite s’identifient
donc avec celles de gauche car les vecteurs de plus haut poids et les poids
s’'identifient par la commutativité du diagramme. Ainsi on a bien la méme
décomposition en représentations irréductibles dans le cas logarithmique et
dans le cas compact i.e

GrE,Tx = @ TOROT
11+2ls=m
GriEsnTx = @ ( i P22

0<y<E {A14+2 2 +3A3=m—7; A\i—\;>7, i<j}

D’apres les calculs dans le cas compact, on obtient les résultats suivants (cf.
annexe) :
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Pour les 1-jets :
5

—x m
MThs ) = — (10d — 2 4.
X(8"T") = 155(10d = 20) + O(m?)

EypTps ) =m” ~ 129
X(EomTps ) m(459270 +30618O 129)

+ O(m").

On obtient a nouveau la positivité pour les 3-jets :

389 o, 63, 6290 1513
81648000000 34020000000 ' 4252500000 63787500

Corollaire 4.3.10 Pour d > 34, x(X, EsmTps ) ~ a(d)m® avec a(d) > 0.

X(EspmTps ) = m( O(m®).

4.4 FEtude de la cohomologie

Nous étudions maintenant les fibrés ['*1:222)T% et leur cohomologie.
Pour obtenir I'existence de suffisamment d’opérateurs différentiels, i.e de sec-
tions globales des fibrés Ej ,,,T%, il est crucial de controler les groupes de
cohomologie. En dimension 2 le point clé est 'utilisation d'un théoreme d’an-
nulation de Bogomolov valable sur les surfaces de type général. En dimension
3, nous allons voir que 'on ne peut espérer un tel théoreme d’annulation et
que cette étude des groupes de cohomologie semble beaucoup plus difficile.
En effet, on a peu de résultats explicites sur leur détermination. Citons tout
de méme un théoreme d’annulation da a J.-P. Demailly [6] :

Théoreme 4.4.1 Soit X une variété algébrique projective de dimension n, et
L un fibré en droites sur X. Supposons que X est de type général est minimal
(i.e. Kx est big et nef) et soit a = (a1, ...,a,) € Z", a1 > ... > a,. Si l'on a
L pseudoeffectif et |a| = > a; > 0, ou L big et |a| > 0, alors

H(X,TTx ® L*) = 0.

Malheureusement ce théoréme ne nous renseigne que sur le groupe H3
par la dualité de Serre. Or, ce que nous souhaitons obtenir est un controle du
H?. Nous allons donc présenter dans cette section une approche élémentaire
pour traiter ce probleme utilisant des outils algébriques (essentiellement les
suites exactes), et des outils provenant de l’analyse complexe (théoremes
d’annulation sous hypothese de positivité des fibrés).

Rappelons la formule :

P12 ) e — PAa—ds heAs O @) 33,
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4.4.1 Les jets d’ordre 2

Montrons tout d’abord la nécessité d’étudier les jets d’ordre 3.
En effet, on a le résultat suivant :

Théoréme 4.4.2 Soit X C P* une hypersurface de degré d > 2, lisse et
irréductible. Alors :
H°(X, By, T%) = 0.

Autrement dit, il n’y a pas de jets de différentielles d’ordre 2 définis globale-
ment sur X.

Nous allons donner une démonstration de ce résultat, sans faire appel au
théoreme de Borel-Weil-Bott [8], a I’aide des complexes de Schur qui ne sont
pas utilisés dans la preuve d'un théoreme plus général de P. Briickmann et
H.G. Rackwitz [4] qui permet de montrer aussi ce résultat :

Théoréme 4.4.3 Soit T tableau de Young, d; le nombre de cases de la co-
lonne i et X une intersection compléte de dimension d de P™. Alors

n—d
HY(X,T"T%)=0si » d; <dimX =d.

i=1

L’outil fondamental est I'existence de suites exactes. En effet, on a la suite
exacte :
0 — Tx — Tpsx — Ox(d) — 0.

Donc par dualité :

0— Ox(=d) = Tpsx — Tx — 0.

Rappelons la proposition suivante qui donne une résolution de tout fibré
de Schur :

Proposition 4.4.4 ([23]) Soit 0 — A — B — C — 0 une suite exacte
d’espaces vectoriels. Il y a un compleze C, — I'"C' — 0, dont le j-eme

terme est C) = @ cﬁpFV*A ®@ "B od d; , est le coefficient de Littlewood-
lvl=j.p ’
Richardson et v* désigne la partition conjuguée de v.
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On applique cette proposition a la suite exacte précédente pour obtenir une
résolution de I'1:b20T%

Proposition 4.4.5 Soit by > by > 1. On a la suite exacte :

(1) : 0— Ox(—2d) @100,
— Ox(—-d)® F(b1*1,b2,0,0)T];4‘X ® Ox(—d) @ [trb2-100) i

— F(bl’bz’O’O)T§4|X - F(bl,bg,o)T;} 0.

Démonstration. Puisque la dimension du fibré Ox(—d) est 1, v* est de
la forme (), 0,0) donc les seules possibilités pour v sont : v = (1,0,0);v =
(1,1,0) puisque v C p = (by, b2,0,0).

Reste la détermination des partitions p telles que les coefficients de Littlewood-
Richardson ¢/} , soient non nuls. Par la définition 2.3.13, nous devons déterminer
les tableaux gauches de Littlewood-Richardson de type p/v de contenu p.
Pour v = (1,0,0), la croissance faible sur les lignes et stricte sur les co-
lonnes impose que le mot w(p/v) = (2,..2,1,..,1) ouil y a by 72" et (by — 1)
717 ou w(p/v) = (1,2,.2,1,..1) ou il y a by 717 et (by — 1) ”2”. Pour
v = (1,1,0), la seule possibilité est w(u/v) = (2,...,2,1,...1) avec (by — 1)
72" et (by —1) ”1”. Dans tous ces cas une seule partition p convient : respec-
tivement ((by — 1), b); (b1, (ba — 1)) et (by — 1,by — 1). De plus il n’y a qu’un
seul tableau gauche de Littlewood-Richardson qui convient dans chaque cas,
Lec,, =1 U

On considere maintenant la suite exacte d’Euler :

0— 0O — O — Tps — 0.

On lui applique la proposition 4.4.4 :

Proposition 4.4.6 Soit by > by > 1. On a la suite exacte :

(2) : 0= O(by + by — 2)FO1=102=1) , O(py by — 1)BEG1=Lb2)F5(b1,b2—1))
— O(by + by)Psbrb2) , pOLR200T, g

Ou :

(x+2)(z+3)(x+4)

(y+2)(y+3)
2 3 4 '

2 3

(y+1)

s(r,y) = (r —y+1)
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Démonstration. Le complexe de Schur nous donne la suite exacte :

0 — F(bl_LbQ_Lo,o,o)(O(l)@s)_>F(bl—l,bg,O,O,O)(O(l)@S)@F(b1,b2—1,0,0,0)(0(1)®5)
= TO000(0(1)%) — 0100 g — 0.

Il nous suffit donc de déterminer T@H%%0(O(1)¥). Dans la preuve de la

proposition 2.3.15, on a montré que, pour V somme directe de fibrés en
droites i.e V.= @& et A = (A1,..,\) € A(ryn) = {(A\1,.., \) €Z7, 0 >
i=1
e 2 A N =n},ona
Mv= @ @mnV)""®.. .

neA(r,n)
Dong, ici :
F(a,b,o,o,o)(o(l)@5) — (’)(a + b)@d
ot d est le rang de ['@>000(O(1)#). Le rang des fibrés de Schur est connue
(cf.[14]) :
le rang de I'’E est donné par s,(1,1,...,1) ou s, est la fonction de Schur.
On a la propriété ([14]) :

Pi — Pj+j—i
1,1,....1) = _
SP( y ) Y ) H j_'l
1<J
Donc :
d = s(a,b).

OJ

Passons aux applications au niveau de la cohomologie en utilisant le lemme
standard :

Lemme 4.4.7 Soit E un fibré vectoriel sur X.

a) Supposons que l'on ait une résolution de longueur m E* — E — 0, et que
H (X, E7) =0 pour tout j > 0. Alors HI(X, E) = 0.

b) Supposons que l'on ait une filtration de E et notons Gr*E la somme directe
des quotients successifs de la filtration. Si H1(X,Gr*E) = 0 pour g > 0 fizé,
alors H1(X, E) = 0.

Démonstration. En notant £ % E7=! on obtient les suites exactes

0 — im¢p, — E°— E —0,
0 — im¢p,— E" P —imp;_1 — 0, pour2<i<m—1,

0 — E™—=E™"—im ¢, — 0.
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a) découle immédiatement des suites exactes longues de cohomologie.
Soit
EDE'D..DE'D..DE"=0

la filtration. On montre par récurrence sur p que H(X, E/EP) = 0 grace a
la suite exacte

0— E*/EPT — E/EPT — E/EP — 0.
Et b) est montré. O
On obtient la proposition :

Proposition 4.4.8 Soit by > by > 1.
1) Si:1—by —by <0 alors H(X, F(b17b2’070)T§4|X @ O(l)) = 0.
)

)
3) Si:l—by — by +2 <0 alors H*(X, F(bl’b2’0’0)T§4|X ®O0(l)) =0.
4) Si i by +by =1+ (d—5) <0 alors H¥ (X, TO:2200Ty, @ O(1)) = 0.

Démonstration. On applique la partie a) du lemme 4.4.7 précédent a la
suite exacte (2) :

H°( ( ) (p)) = 0 pour p+ b +by <O,
H*'(P*, T : (p)) = 0,
H?(P* 112007, @ O(p)) = O0pour —3 —by —by —p <0,
H( ( ) (p)) = Opour —4—b; —by—p <0,
H( ( ) (p)) = O0pour —5—b; —by—p<0.
Par la dualité de Serre
HY(X, 1020078, @ O(1) = H (X, T2 00T x @ O(d -5 - 1)).
Montrer 1) revient a voir pour quelles conditions
(X, 102007, @ O(d—5—1)) = 0.

On a la suite exacte :

0 — TDEb2007, & O(—5 —1) — TErP2007, @ O(d -5 - 1)

— [0, @ O(d—5—1) — 0.
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Donc : H3(X,Tb200T v @ O(d — 5 — 1)) = 0 pour

HP (P, T 20T @ O(d — 5 1)) = 0,
H (P!, 10200 T © O(=5 - 1)) = 0.

Ce qui est vrai par ce qui précede pour

—4—b1—bg—(d—5—l) < 0,
b —by—(=5-1) < 0.

Et 1) est montré.
Montrer 2) revient a voir pour quelles conditions

H2(X’ F(bl,bQ,O,O)TP4/X ® O(d —5— l)) =0.
Ceci est le cas pour

H*(P, 1200 e @ O(d — 5~ 1)) = 0,
HY (P, 10209 © O(=5 - 1)) = 0.

Ce qui est vérifié pour

3=l —by—(d—5—1)
4= by —by— (=51

< 0,
< 0.

Et 2) est montré.
Montrer 3) revient a voir pour quelles conditions

HY(X,TO200 0 v @ O(d -5 —1)) = 0.
Ceci est le cas pour

HY (P, T2 @ O(d -5 1) =
H (P!, 1O 200 s @ O(=5 — 1)) = 0.

Ce qui est vérifié pour
—3—by—by—(-5—1) <0.

Et 3) est montré.
Montrer 4) revient a voir pour quelles conditions

HO(X, IO 00T v ® O(d—5—1)) = 0.
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Ceci est le cas pour

HO(P, T2 o @ O(d — 5 1)) = 0,
HY(PL T, @ 0(=5 = 1)) = 0.

Ce qui est vérifié pour
(d=5—1)+b +by<O.

Et 4) est montré. O
On en déduit donc :
Proposition 4.4.9 Soit by > by >1,d > 2.

HO(X, TCr0207% @ O(1) = 0 pour | — by — by < 0.
Démonstration. On applique la partie a) du lemme 4.4.7 a la suite exacte
(1). HO(X,DC1b20T% @ O(1)) = 0 pour

HO(X, D020, @ O(1))
HY(X,0x(—d) @ TO=H20073, @ O(1) @ Ox (—d) @ DO 00T, o @ O(1)
H?(X,Ox(—2d) @ TO=107100T8, o ® O(1))

Ce qui est vérifié par la proposition 4.4.8 pour

[—01—by < O,
l—d—by—by+2 < 0,
l—2d—b1—52+4 < 0.

Et la proposition est montrée. Il

On peut maintenant démontrer le théoreme annoncé 4.4.2 :

Démonstration. On sait que : Gr*E,,,Tx = @& TO20T7% On ap-
A2 o=m

plique la proposition précédente 4.4.9 et la proposition 4.3.2 qui nous donnent
HY(X,Gr*FE,,,T%) = 0. Donc, par la partie b) du lemme 4.4.7,

H(X, By, T%) = 0.
O

La prochaine section va montrer que nous pouvons aussi utiliser les théoremes
d’annulation classiques.
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4.4.2 Les jets d’ordre 3

Faisons tout d’abord quelques rappels. Soit E un fibré vectoriel hermitien
de rang r sur une variété complexe compacte X de dimension n. On note par
Cro(E) Tespace des formes différentielles C> de type (p,q) sur X a valeurs
dans E et par

Dp = Dy + Dy : Cp(E) — O3 (E) © Gy (E)

p,q+1

la connection de Chern de E. Soient (zy, ..., ) des coordonnées holomorphes
sur X et (eq,...,e,) un repere orthonormal mobile C*° de E. Le tenseur de
courbure de Chern ¢(F) est défini par D% = ¢(E) A e et peut s’écrire

c(F) = Z CijapdrdT; @ ey ®e,, 1 < 4,7 <n, 1< A <.
1,5\

Le tenseur de courbure ic(E) est en fait une (1,1)—forme a valeur dans le
fibré Herm(E, E) des endomorphismes hermitiens de E, i.e ¢;ijan, = Cjipn;
ainsi ic(F) peut étre identifié avec une forme hermitienne sur Ty ® E.

Rappelons qu’un fibré vectoriel E est positif (respectivement semi-positif)
au sens de Griffiths si on peut munir E d’une métrique hermitienne telle qu’en
tout point x € X :

ic(B)((®@v,(@v) = 3 cijpnu()G(uavs > 0, resp. > 0; ot ic(E) est

GJA

le tenseur de courbure, ( = ZQ% € Tx,v = Y uvyex € E,. Rappelons
également que tout fibré engendré par ses sections, i.e tel que 'application
H°(X, E) — E, est surjective, est semi-positif (cf.[5])

Nous allons utiliser un théoreme d’annulation da a J.-P. Demailly [5] :

Théoreme 4.4.10 Soit X une variété compleze de dimension n et L un fibré
en droites sur X ; E un fibré vectoriel de rang r. Supposons EE > 0 et L > 0,
ou B >0 et L>0.Soithe{l,..,r—1} et I'*E le fibré de Schur de poids
a€Z", avec a; > as > ... > ap > aprq = ... = a, = 0.

Alors pour ¢ > 1, H4(X,T°E ® (det E)! ® L) = 0 pour [ > h.

Nous allons montrer le résultat suivant :
Théoréme 4.4.11 Soit X C P* une hypersurface lisse et irréductible de
degré d.
Alors pour ¢ > 1,

HI(X, T2y = 0 pour as(d — 1) > 2(ay + az) + 3(d — 1).
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Démonstration. Dans notre situation on a X C P* une hypersurface lisse
et irréductible de degré d. On a T3, ® O(2) qui est engendré par ses sections,
puisque Ty, — O(—1)%°, donc Tk ® Ox(2), quotient de Ty, @ O(2), est
semi-positif. Appliquons le théoreme précédent a EF =T% @ Ox(2) >0 :

ple—asaz=as0) p — pla—ase-alre o Oy (2(a; — az + ay — a3))

et
det F = KX X Ox(G)

F(al—(lg,ag—ag,o)E®(det E)2 — F(a1—a3,a2—a3,0)T)*(®OX(2(a1+a2)_4a3+2(d+1)>.
Donc :

HQ(X7 I‘(a1,a2,a3)T)*(> — HS,q<X, F(a1fa3,a27a3,0)T;< ® K)(?371)> -0

pour
(CL3 — 1)<d — 5) > 2(@1 + CLQ) — 4asz + 2(d + 1)
le
ag(d — 1) > 2((11 + CLQ) + 3(d — 1)
U

Remarque 4.4.12 1) l’étude des suites exactes décrites précédemment par
les complexes de Schur fournissent des résultats équivalents en utilisant le
théoréme de Borel-Weil-Bott [8] comme l'ont montré [24] et [4]. Ainsi, ['uti-
lisation du Théoréme 7 de [4] fournit le résultat :

pour ¢ > 1, HY(X,T@28)T5) = 0 pour as(d — 1) > 2(ay + ay) + 3d — 8.

2) On obtient donc qu’a m fixé, pour d suffisamment grand on a "peu” en
proportion de partitions qui donnent une contribution non nulle du H?.

On obtient donc le corollaire suivant :
Corollaire 4.4.13 Pour az(d — 1) > 2(ay + a2) + 3(d — 1),

RO(X, T L) = x (X, Do a) ),

Par le théoreme de Riemann-Roch on peut donc faire le calcul explicite :
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Corollaire 4.4.14 Soit

Qu=_@ ( @ POARITE) C Gr* By Tk
0E [ N A2 +3 s =m— N — A >0 < )
As(d —1) > 2(A + Ag) +3(d — 1)

Alors :

X(X,Qm) = h(X,Qm)
m? (d —5)
= 203125d" + 1710000d° + 2572750d° — 11695025d*
1300064648704 (54 + 1177 * +

—21771095d° 4 74079478d* + 105651588d + 7530907) + O(m®)

Donc (X, Gr*Es ,, T%) I~ am?®, a > 0 pour d suffisamment grand.

Remarque 4.4.15 1) Malheureusement, le corollaire précédent ne permet
pas de déduire directement le résultat pour h°(X, F3,,T%).

2) Contrairement au cas des jets d’ordre 2 en dimension 2, on ne peut
espérer avoir H*(X, Gr*Es ,T%) = 0 car pour tout m suffisamment grand, il
existe H(X,TA1A2 )Ty o£ (),

En effet :

Proposition 4.4.16 Soit X C P* une hypersurface lisse et irréductible de
degré d > 6.

Alors . )
2 mrk v ~ g2 5
WX, 5" T}) r~ (—gpd+ g d)m?

Démonstration. On sait par la proposition 4.3.2 que
R(X,S™T5%) = 0.

De plus H*(X, S™T%) = H(X, S™Tx®Kx) = 0 pour m > 6 par le théoreme
4.4.1 car X est de type général (d > 6) et

SmTX X KX = F(m_z’_Z’_2)TX & K;(l
On a les suites exactes :

(1):0—= 8"y — & O(-m)— @& O(1l-m)—0

) (")
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(2):0 — gm1! pax ® O(=d) — ST x — S™Tx — 0.

De (1) il vient H*(X,S™Tgyx ® O()) = 0 powr m > O et | € Z et
HY (X, 5™ T ) = 0 powr m > 2. Donc par (2) H'(X,S"Tx) = 0 pour
m > 2. Finalement

X(X,S"Ty%) = h*(X, S™T%) pour m > 6.

On conclut grace au calcul de la remarque 4.3.3. U
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Annexe A

Calculs des caractéristiques
d’Euler
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CALCUL DE LA CARACTERISTIQUE D’EULER DES 1-
JETS DE DEMAILLY-SEMPLE EN DIMENSION 3

1) Calcul du caractere de Chern des fibrés de Schur associés aux 3-uplets
(m,0,0).

1)a) Calcul du numérateur et du dénominateur de la fonction de Schur.

> restart:with(linalg):
Warning, new definition for norm

Warning, new definition for trace

> d:=[m+2,1,0]:

> A:=matrix(3,3,(i,j)->exp(d[jl*ali])):
p:=det(A):

> h:=[2,1,0]:

> B:=matrix(3,3,(i,j)->exp(h[jl*alil)):

q:

> =det (B):

1)b) On effectue le développement du numérateur et du dénominateur a
I’ordre 7 pour obtenir le développement de la fonction de Schur a I'ordre 3 :

> readlib(mtaylor):

=factor(mtaylor(p, [a[1],a[2],a[3]]1,7)):
:=factor(mtaylor(q, [a[1],a[2],a[3]]1,7)):
:=simplify(s/((al1l]l-a[2])*(-a[2]+a[3])*(a[3]-al1]))):

> S:
t
r
> u:=simplify(t/((al1l]l-a[2])*(-a[2]+a[3])*(a[3]-a[1]))):
A%
W

:=1-u:
:=mtaylor (1+v+v~2, [a[1],a[2],a[3]],4):

1)c) Caractere de chern du fibré de Schur.

> n:=factor(mtaylor(r*w, [a[1],a[2],a[3]],4)):
2) Calcul d'un équivalent de la caractéristique d’Euler
> eul:=lcoeff(n,m);
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eul := —a22a3—|——a1a2a3+ia2a32+ L&23+L6133+ LCL13+LCL12GQ
= 120 120 120 120 120 120 120
L L 2, L 2

T gp s T g dsT Tt 5y M2

3) Calcul de I’équivalent en fonction des classes de Chern du fibré cotan-
gent.

eql:=al1]+a[2]+a[3]=c[1]:
eq2:=al1]l*a[2]+a[1]*a[3]+a[3]*a[2]=c[2]:
eq3:=a[1]"2+a[2] "2+a[3]"2=c[1]"2-2xc[2]:
eq4:=a[1]*a[2]*a[3]=c[3]:

eqb:=a[1]"3+a[2] "3+a[3] "3=3*c[3]+c[1] "3-3*c[1]*c[2]:

eq6:=al[2]*a[1] "2+a[3]*al[1] "2+a[3]"2*a[1]+a[2] "2*xa[1]+a[3]*a[2] "2+a[3]
"2xa[2]=1/3%(c[1]"3-(3*c[3]+c[1] "3-3*c[1]*c[2]))-2*c[3]:
algsubs(eq6,algsubs(eqd,algsubs(eq5,eul)));

1 N 1, 1
— C —C — —C1 C
120 ° 7120 " 60 ' °

vV VV V V V V V

4) Calcul en fonction du degré de I'hypersurface

> restart:

> a:=-(5-d)"3xd:

> b:=—d*(5-d)*(d"2-5%d+10) :

>  c:==d*(-d"3+5%d"2-10*d+10) :

> factor(1/120*%c+1/120%a-1/60%Db) ;
1
§Zd(3d__7>
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CALCUL DE LA CARACTERISTIQUE D’EULER DES 2-
JETS DE DEMAILLY-SEMPLE EN DIMENSION 2

1) Calcul du caractere de Chern des fibrés de Schur associés aux 2-uplets
(m-21 , 1).

1)a) Calcul du numérateur et du dénominateur de la fonction de Schur.

> with(linalg):
> d:=[m-2*%1+1,1];
d:=[m-21+1,1
> A:=matrix(2,2, (i, j)->exp(d[jl*ali]));

- 6((m—2l+1) ai) 6(l ai)
- 6((m—2l+l) az) 6(l az)

> p:=det(A);
p = e((m—?l—‘rl) a) e(laz) _ e(lal) e((m—21+1) az)
> h:=[1,0]:

> B:=matrix(2,2,(i,j)->exp(hl[jl*alil));
et 1
B.ZLM 1}

> q:=det(B);
q = e —e*?

1)b) Rappelons que le caractere de Chern est un polynme en les ”a(i)” de
degré 2. On effectue le développement du numérateur et du dénominateur a
I’ordre 4 pour obtenir le développement de la fonction de Schur a 1'ordre 2 :

> readlib(mtaylor):
> s:=factor(mtaylor(p, [a[1],a[2]],4));

1
s::é(al—@2)(—3l—i—m—|—1)(a12m2—|—a1a2m2+a22m2+2a12m+3a1m+3a2m
+2a1aam—3a’>ml—3a;’ml+2a’m+6—31la; —3las+3a, +3as
+3l2a22+3l2a12—3a22l—3a121—|—a22+a12—|—a2a1—3a1a2l2)

> t:=factor(mtaylor(q, [a[1],a[2]],4));
1

t::g(al—ag)(a12+3a1+a2a1+6+3a2+a22)
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> r:=simplify(s/(al1]-al2])):
> u:=simplify(t/(al1]-al2])):
> v:=1l-u;
I, 1 1 1 1
Vi=——=a°— =01 — < Q201 — = G2 — = Q
6 U S A e A
> w:=mtaylor(1+v+v~2,[a[1],a[2]],3);
=1 Lt =t + ?
w = 2&1 2&2 12&1 361,2(11 12@2

1)c) Caractere de chern du fibré de Schur.
> n:=factor(mtaylor (r*w, [a[1],a[2]],3));

n: =3l+m+1)(2a1asm* +2a;>m?* +2a>m?* —6a>ml+ ax>m — 6a,>ml

:E(
+6asm+a’m+6a,m—2a,am+12—6la; —6lay +61%a? +61%a,?
—3a22l—3a12l+6a2a1l—6a1a2l2)

2) Calcul d’un équivalent de la caractéristique d’Euler

> P:=expand(sum(n,1=0..m/3));

::1—7a2a1m4—|—1—|——m+—m2—|—la2m2+—a1m+1a2m+—a22m2+—a22m
648 6 6 18 2 2 72 9
17 1 37 4 2 7
+ﬁa12m2+§a12m+@a2a1m3+3ﬂa12m3+2—7a2m3+ﬁa1m2
1 41 13 13 2
_ i 2, * 2,3, 2 92, 4, -2 2 4, Z 3
36a1a2m+24a1a2m +324a2m+648a2m+648a1m+27a1m
> eul:=lcoeff(P,m);
1T PRECIPRNS
eul ;= ——=as a —a —
648 071 T 648 0 T 648!

3) Calcul de I’équivalent en fonction des classes de Chern du fibré cotan-
gent.

> eql:=al1]+a[2]=c[1];
eql ==a1+ay =01
> eq2:=al[l]l*a[2]=c[2];
eq2 == as a1 = Cy
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> eq3:=al[l]"2+a[2]"2=c[1]"2-2*c[2];
eql == a1 + ax? = 12 — 2¢y
> algsubs(eql,algsubs(eq2,algsubs(eq3,eul)));
1 13

_502+@01

2
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CALCUL DE LA CARACTERISTIQUE D’EULER DES 2-
JETS DE DEMAILLY-SEMPLE EN DIMENSION 3

1) Calcul du caractere de Chern des fibrés de Schur associés aux 3-uplets
(m-21,1, 0).

1)a) Calcul du numérateur et du dénominateur de la fonction de Schur.

> restart:with(linalg):
Warning, new definition for norm

Warning, new definition for trace

> d:=[m-2%1+2,1+1,0]:

> A:=matrix(3,3,(i,j)->exp(d[jl*alil)):
=det (A):

p:
> h:=[2,1,0]:
> B:=matrix(3,3,(i,j)->exph[jI*alil)):

q:

> =det (B):

1)b) On effectue le développement du numérateur et du dénominateur a
I'ordre 7 pour obtenir le développement de la fonction de Schur a l'ordre 3 :

> readlib(mtaylor):

=factor (mtaylor(p, [a[1],a[2],a[3]],7)):
:=factor(mtaylor(q, [a[1],a[2],a[3]],7)):
:=simplify(s/((al[1]-a[2])*(-a[2]+a[3])*(a[3]-a[1]))):

> S:
t
Ir
> w:=simplify(t/((al1]-al[2])*(-a[2]+a[3])*(al3]-al[1]1))):
\"4
)

i=1-u:
:=mtaylor (1+v+v~2, [a[1],a[2],a[3]],4):

1)c) Caractere de chern du fibré de Schur.

> n:=factor(mtaylor(r*w, [a[1],a[2],al[3]],4)):
2) Calcul d’un équivalent de la caractéristique d’Euler
> P:=expand(sum(n,1=0..m/3)):
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> eul:=lcoeff(P,m);

l a2 as + I a1 as? + 163 ai as as + 1 (s a3 + 1 aila
UL .=

14580 ¢ 2T 14580 7P T 1837080 TP T 14580 2P T 14580 ¢ P
. 1 2t 1 i 89 i 89 4 89 4

14580 2 " T 14580 17 T 1837080 2 ' 1837080 ° ' 1837080

3) Calcul de I’équivalent en fonction des classes de Chern du fibré cotan-
gent.

eql:=al[1]+a[2]+a[3]=c[1]:
eq2:=a[1]*a[2]+a[1]*a[3]+a[3]*a[2]=c[2]:
eq3:=a[1]"2+a[2] "2+a[3]"2=c[1]"2-2*c[2]:
eqd:=al[1]*a[2]*a[3]=c[3]:

eqb:=a[1]"3+a[2] "3+a[3] "3=3*c[3]+c[1] "3-3*c[1]*c[2]:
eq6:=a[2]*a[1] "2+a[3]*a[1] "2+a[3] "2*a[1]+a[2] "2*a[1]+a[3]*a[2] "2+a[3]
"2%a[2]=1/3*%(c[1]73-(3*c[3]+c[1]"3-3*c[1]*c[2]))-2*c[3]:

algsubs(eq6,algsubs(eq4,algsubs(eqb,eul)));
13 AT . 9
459270 ° 612360 © ° ' 1837080

vV VV V V V V V

4) Calcul en fonction du degré de I'hypersurface

> restart:
> a:=-(5-d)"3xd:
> b:==d*(5-d)*(d"2-5*d+10) :
>  c:=-d*(-d"3+5%d"2-10*d+10) :
> factor(13/459270%c-47/612360*b+89/1837080%a) ;
1
367416

d(37d? — 452d + 919)
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CALCUL DE LA CARACTERISTIQUE D’EULER DES 2-
JETS DE GREEN-GRIFFITHS EN DIMENSION 3

1) Calcul du caractere de Chern de la l-eme puissance symétrique.

1)a) Calcul du numérateur et du dénominateur de la fonction de Schur.

> restart:with(linalg):
Warning, new definition for norm

Warning, new definition for trace
d:=[1+2,1,0]:

A:=matrix (3,3, (i,j)->exp(d[jl*alil)):
p:=det(A):

h:=[2,1,0]:
B:=matrix(3,3, (i, j)->exp(h[jl*alil)):
q:=det(B):

vV VV V V V

1)b) On effectue le développement du numérateur et du dénominateur a
I’ordre 7 pour obtenir le développement de la fonction de Schur a I'ordre 3 :

readlib(mtaylor) :

s:=factor (mtaylor(p, [a[1],a[2],a[3]1]1,7)):

:=factor (mtaylor(q, [a[1],a[2],al3]],7)):
:=simplify(s/((al[1]l-a[2])*(-a[2]+a[3])*(a[3]-a[1]))):
:=simplify(t/((al1]l-a[2])*(-a[2]+a[3])*(a[3]-a[1]))):
:=1-u:

>
>
>
>
>
>
> w:=mtaylor (1+v+v~2, [a[1],a[2],a[3]],4):

s < & H o

1)c) Caractere de chern du fibré de Schur.

> n:=factor(mtaylor(r*w, [a[1],a[2],a[3]],4)):

1)d) Caractere de Chern de la (m-2l)-eme puissance symétrique.
> b:=algsubs(l=m-2*1,n):

2) Calcul d’'un équivalent de la caractéristique d’Euler
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> eul:=factor(mtaylor (n*b, [a[1],a[2],a[3]],4)):
> P:=expand(sum(eul,1=0..m/2)):
> eull:=lcoeff(P,m);

11 ! iy 1 R R - 2
= a a a1 a a a a
e 172032 1V T 172032 T 122880 1P T 172032 % T 122880 2 2
1 2 2 2 2
t 199830 M2 T 122880 2% T 190830 M2 T 1o0880 U 8
3
* 986720 73 1 2

3) Calcul de I’équivalent en fonction des classes de Chern du fibré cotan-
gent.

eql:=al[1]+a[2]+a[3]=c[1]:
eq2:=al[1]*a[2]+a[1]*a[3]+a[3]*a[2]=c[2]:
eq3:=al1]"2+a[2] "2+a[3]"2=c[1]"2-2*c[2]:
eqé:=al1]*a[2]*a[3]=c[3]:

egb:=a[1]"3+a[2] "3+a[3] "3=3*c[3]+c[1]"3-3*c[1]*c[2]:

eq6:=al[2]*a[1]"2+a[3]*al[1] "2+a[3]"2*a[1]+a[2] "2*a[1]+a[3]*a[2] "2+a[3]
~2xa[2]=1/3*(c[1]"3-(3*c[3]+c[1]"3-3*c[1]*c[2]))-2xc[3]:

algsubs(eq6,algsubs(eq4,algsubs(eq5,eull)));
1 Lo ; L,
C C _
286720 ° ' 172032 ' 107520 ' 7

vV V.V V V V V V

4) Calcul en fonction du degré de I'hypersurface

> restart:
> a:=-(5-d)"3x*d:
> b:=—d*x(5-d)*(d"2-5%d+10) :
>  ¢:==d*(-d"3+5%d"2-10*d+10) :
> factor(1/286720%c+1/172032*a-1/107520%Db) ;
1
172032

d(2d* —25d + 51)
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CALCUL DE LA CARACTERISTIQUE D’EULER DES 3-
JETS DE DEMAILLY-SEMPLE EN DIMENSION 3

1) Calcul du caractere de Chern des fibrés de Schur associés aux 3-uplets
(m-3j-bk-2i , i+j+k , k).

1)a) Calcul du numérateur et du dénominateur de la fonction de Schur.

> restart:with(linalg):
Warning, new definition for norm

Warning, new definition for trace

d:=[m-3*j-5*k-2%i+2,i+j+k+1,k] :

A:=matrix(3,3,(i,j)->exp(d[jI*alil)):
=det (A):

p:
h:=[2,1,0]:
B:=matrix(3,3,(i,j)->exph[jl*alil)):
q:

=det (B):

vV VV VvV V V

1)b) On effectue le développement du numérateur et du dénominateur a
I’ordre 7 pour obtenir le développement de la fonction de Schur a l'ordre 3 :

readlib(mtaylor):

s:=factor (mtaylor(p, [al[1l],a[2],al3]],7)):
t:=factor(mtaylor(q, [a[1],a[2],al3]],7)):
r:=simplify(s/((al[1]-a[2])*(-a[2]+a[3])*(a[3]-a[1]))):
:=simplify(t/((al1]-al2])*(-a[2]+a[3])*(al3]-al1]))):
:=1-u:

:=mtaylor (1+v+v~2, [a[1],a[2],a[3]],4):

c

vV V V V V V V
<

=

1)c) Caracteére de chern du fibré de Schur.
> n:=factor(mtaylor(r*w, [a[1],a[2],a[3]],4)):
2) Calcul d’'un équivalent de la caractéristique d’Euler

> P:=sum(n,i=0..((m-5%j)/3-2%k)):
> Q:=sum(P,k=0..((m-5%j)/6)):
> R:=expand(sum(Q, j=0..(m/5))):
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> eul:=lcoeff(R,m);

11461 L 29233 ; 29233 ;
U - —m ——m— A1 A A —_— —_———
68040000000 277 " 408240000000 ' 408240000000
20233 5, 2287 - 2287 o
408240000000 © " 19440000000 > T 19440000000 2 *

N 2987 2y 1 2987 2 2287 ,
—_— a — (U9 A — (A3
19440000000 ° ' " 19440000000 > ° " 19440000000 -

2287 )
——————— Q3 Gy
19440000000

3) Calcul de I’équivalent en fonction des classes de Chern du fibré cotan-
gent.

eql:=al1]+a[2]+a[3]=c[1]:
eq2:=al1]*a[2]+a[1]*a[3]+a[3]*a[2]=c[2]:
eq3:=al[1]"2+a[2] "2+a[3] "2=c[1]"2-2*c[2]:
eqd:=al1]*a[2]*a[3]=c[3]:

eqb:=a[1]"3+a[2] "3+a[3] "3=3*c[3]+c[1]"3-3*c[1]*c[2]:
eq6:=al2]*a[1]"2+a[3]*al[1] "2+a[3] "2*a[1]+a[2] "2*a[1]+a[3]*a[2] "2+a[3]
~2¥a[2]=1/3*(c[1]1"3-(3*c[3]+c[1]"3-3*c[1]1*c[2]))-2*c[3]:

algsubs(eq6,algsubs(eq4,algsubs(eq5,eul)));
43 29233 5 551
1417500000 ° ' 408240000000 ' 5670000000

vV VV V V V V V

C1 Co
4) Calcul en fonction du degré de I'hypersurface dans le cas compact

> restart:

> a:=-(5-d)"3x*d:

> b:==d*(5-d)*(d"2-5*d+10) :

>  ¢c:=—d*(-d"3+5%d"2-10*d+10) :

> factor(43/1417500000%c+29233/408240000000*a-551/5670000000%*b) ;

—— > —2 d2 +1 d—
51648000000 ¢ *%° 0739 d" + 185559 d — 358873)

5)Détermination du degré a partir duquel la caractéristique d’Euler est
positive

>  8:=x->389%x73-20739*x"2+185559*xx-358873:
> plot(s(x),x=0..50);
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b+06 |

p+06 -

40/ 50

+06 |

6) Le cas logarithmique

> restart:
> a:=-(4-4)°3:
> b:=-(4-d)*(d"2-4%d+6) :

c:=—(-d"3+4*d"2-6%d+4) :

\Y

V

factor(43/1417500000%c+29233/408240000000%a-551/5670000000%b) ;
389 3 6913 2 6299 1513
81648000000 34020000000 4252500000 637875000

s:=x->389/81648000000%x"~3-6913/34020000000*x ~2+6299/4252500000*x-1513
/637875000

AR

\Y

plot(s(x),x=0..35);
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CALCUL DE LA CARACTERISTIQUE D’EULER DES 3-
JETS DE GREEN-GRIFFITHS EN DIMENSION 3

1) Calcul du caractere de Chern de la l-éme puissance symétrique.

1)a) Calcul du numérateur et du dénominateur de la fonction de Schur.

> restart:with(linalg):
Warning, new definition for norm

Warning, new definition for trace

> d:=[1+2,1,0]:

> A:=matrix(3,3,(i,j)->exp(d[jl*alil)):
=det (A):

p:
> h:=[2,1,0]:
> B:=matrix(3,3,(i,j)->exphl[jl*alil)):

q:

> =det (B) :

1)b) On effectue le développement du numérateur et du dénominateur a
I'ordre 7 pour obtenir le développement de la fonction de Schur a l'ordre 3 :

> readlib(mtaylor):
> s:=factor(mtaylor(p, [a[1],a[2],al[3]],7)):
t:=factor(mtaylor(q, [a[1],a[2],a[3]],7)):
r:=simplify(s/((al[1]-al[2])*(-a[2]+a[3])*(a[3]-al1]))):
> u:=simplify(t/((al[1]-al[2])*(-a[2]+a[3])*(a[3]-al1]))):
v:=1-u:

w:=mtaylor(1l+v+v~2, [a[1],a[2],a[3]],4):

1)c) Caractere de chern du fibré de Schur.

> mn:=factor(mtaylor(r*w, [a[1],a[2],a[3]],4)):
> b:=algsubs(l=j,n):
> e:=algsubs(l=m-3*1-2%j,n):

2) Calcul d’'un équivalent de la caractéristique d’Euler
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> eul:=factor(mtaylor (n*bxe, [a[1],a[2],a[3]],4)):
> P:=expand(sum(sum(eul, j=0..(m-3%1)/2),1=0..m/3)):
> eull:=lcoeff(P,m);

eMZ_u——lL——aZG+~——£L——aa2+———g;——aa2
33861058560 © ° ' 33861058560 - ° ' 33861058560  °
. 17 2 17 o 23 ,
— (U9 4 —_— a _—
33861058560 ~ ° ' 33861058560 & ° ' 74494328832 °
. 23 5 121 . 17 )
74494328832 “* T 169305292800 ' “*** T 33861058560 "+ 2
23 ,

* 71194328332

3) Calcul de I’équivalent en fonction des classes de Chern du fibré cotan-
gent.

> eql:=al[l]+a[2]+a[3]=c[1]:

> eq2:=al[l]l*a[2]+al[1]*a[3]+a[3]*a[2]=c[2]:
> eq3:=al[1]"2+a[2]"2+a[3]"2=c[1]"2-2*c[2]:
> eqd:=al[1]*a[2]*al[3]=c[3]:

eqb:=a[1]"3+a[2] "3+a[3] "3=3*c[3]+c[1] "3-3*c[1]*c[2]:

> eq6:=a[2]*a[1]"2+a[3]*a[1]"2+a[3]"2xa[1]+a[2] "2*a[1]+a[3]*a[2] ~2+a[3]
> "2%a[2]=1/3%(c[1]73-(3*c[3]+c[1]"3-3*c[1]*c[2]))-2*xc[3]:

> algsubs(eq6,algsubs(eq4,algsubs(eqb5,eull)));

251 79 23

e A
1862358220800 “* ~ 186235822080 1 T 71494328832 €

1

4) Calcul en fonction du degré de I'hypersurface

> restart:

> a:=-(5-d)"3x%d:

>  b:=-d*(5-d)*(d"2-5%d+10) :

>  c:=-d*(-d~3+5*%d"2-10%d+10) :

> factor(251/1862358220800*c+23/74494328832*a-79/186235822080%b) ;

d(36d> —1980d% + 1 d— 34
1869358220300 (36 980 d* + 17985 34885)
> 8:=x—>(36*x"3-1980%x"2+17985*x-34885) :

> plot(s(x),x=0..50);
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CALCUL DU COROLLAIRE 4.4.14

1) Calcul du caractere de Chern des fibrés de Schur associés aux 3-uplets
(m-3j-5k-2i , i+j+k , k).

1)a) Calcul du numérateur et du dénominateur de la fonction de Schur.

> restart:with(linalg):
Warning, new definition for norm

Warning, new definition for trace
H:=[m-3%j-5*k-2%1i+2,i+j+k+1,k] :
A:=matrix(3,3,(i,j)->exp(H[jl*alil)):
:=det (A):

:=[2,1,0]:
:=matrix (3,3, (i,j)->exp(h[jl*alil)):

:=det (B):

vV VV V V V
Q wWe T

1)b) On effectue le développement du numérateur et du dénominateur a
I’ordre 7 pour obtenir le développement de la fonction de Schur a l'ordre 3 :

readlib(mtaylor):

:=factor (mtaylor(p, [al[1],a[2],al3]],7)):

:=factor (mtaylor(q, [a[1],a[2],a[3]],7)):
:=simplify(s/((al1]l-al[2])*(-a[2]+a[3])*(al3]-al1]))):
:=simplify(t/((al1]-al2])*(-a[2]+a[3])*(al3]-al1]))):
:=1-u:

:=mtaylor (1+v+v~2, [a[1],a[2],a[3]],4):

>
>
>
>
>
>
>

s < £ H o w0

1)c) Caractere de chern du fibré de Schur.
> n:=factor(mtaylor(r*w, [a[1],a[2],a[3]],4)):
2) Calcul de Q(m)

P:=(sum(n,i=(m-2%j+3*(d-1) /2-k*(d+7)/2) .. ((m-5%j) /3-2%k))) :
Q:=sum(P,k=((4*m-2+%j+9%(d-1))/ (3% (d+3)) .. ((m-5%3)/6))):
Q1l:=lcoeff(Q,m):

Q2:=coeftayl(Q, [m, j1=[0,0],[7,1]):

vV V. V V
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Q3:=coeftayl(Q, [m,j1=[0,0],[6,2]):
Q4:=coeftayl(Q, [m,j]l=[0,0],[5,3]):
Q5:=coeftayl(Q, [m,j]1=[0,0], [4,4]):
Q6:=coeftayl(Q, [m, jl=[0,0],[3,5]):
Q7:=coeftayl(Q, [m,j1=[0,0],[2,6]):
Q8:=coeftayl(Q, [m,jl=[0,0],[1,7]):

Q9:=1lcoeff(Q,j):
S :=Ql*m"8+Q2%m" 7 +Q3*m" 6% j " 2+Q4%m" 5 j ~3+Q5*m"4d*  ~4+Q6*m" 3% “5+Q7*n"2
%3~ 6+Q8%m*j ~7+Q9*] "8

R:=sum(S, j=0.. (m*(d-5)-18*(d-1))/(5xd+11)):

vV VV V V V V V V V

> degree(R,m);

> eul:=lcoeff(R,m):
3) Calcul en fonction des classes de Chern du fibré cotangent.

eq4:=al1]*a[2]*a[3]=c:

eqb:=a[1] "3+a[2] "3+a[3] "3=3*c+e-3%b:
eq6:=al[2]*a[1]"2+a[3]*al[1] "2+a[3]"2*a[1]+a[2] "2*xa[1]+a[3]*a[2] "2+a[3]
~2xa[2]=1/3%(e-(3*%c+e-3%b) ) -2xc:

eull:=algsubs(eq6,algsubs(eq4,algsubs(eq5,eul))):

vV V V V V

4) Calcul en fonction du degré de I'hypersurface

eql:=e=-(5-d) "3x*d:

eq2:=b=-d*(5-d) *(d~2-5*%d+10) :

eq3:=c=-d* (~d"3+5%d"2-10%d+10) :
factor(algsubs(eq3,algsubs(eq2,algsubs(eql,eull))));

vV V. V V

1
(d — 5)? d(203125 d7 + 1710000 d° + 2572750 d° — 11695025 d*

1300264648704
——21771095d3+—74079478d2%—105651588(1+-7530907)/%5(1%—11)7
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CALCUL DE I'IDEAL DES RELATIONS ENTRE LES GENERATEURS

DE L’ALGEBRE A(3).

Nous effectuons ce calcul a 'aide des bases de Grobner.
1) Définition des générateurs f(i).

>

VVV V. V V V V V V V V V

wl2:=x[1]*y[2]-x[2]*y[1]:

wil3:=x[1]*z[2]-x[2]*z[1]:

w23:=y[1]1*z[2]-y[2]*z[1]:

w123:=z [1]* (x [1]1*y [3]-x [3]1*y [1]) -3*z[2] * (x [1] *y [2] -x [2] *y [1]) :
w121 :=x[1]*(x[1]*y [3]1-x [3] *y [1]) -3*x [2] * (x [1]*y [2] -x [2] *y [1]):
w122:=y [1]*(x[1]*y [3]-x [3]*y [1])-3*y [2] * (x [1]*y [2] -x [2] *y [1]):
wi31l:=x[1]*(x[1]*z[3]-x[3]*z[1])-3*x [2] * (x [1]*z[2] -x [2] *z[1]) :
w132:=y[1]*(x[1]1*z[3]-x[3]*z[1])-3*y [2] * (x [1]*xz[2] -x [2] *z[1]) :
w133:=z[1]1*(x[1]1*z[3]-x[3]*z[1])-3*z [2] * (x [1]*z [2] -x [2] *z[1]) :
w232:=y [1]*(y[1]*z[3] -y [3]*z[1]) -3y [2] *(y [1] *z [2] -y [2] *z[1]) :
w233:=z[1]*(y[1]1*z[3] -y [3]*z[1]) -3*z[2] *(y [1]1*z[2] -y [2] *z[1]) :
w231:=x[1]1*(y[11*z[3] -y [3]1*z[1])-3*x[2] * (y [1]*z[2] -y [2] *=z [1]) :

We=x[1]1*(y[2]*z [3] -y [3]*z[2] ) -x [2] *(y [1]*z [3] -y [3] *z [1] ) +x [3] * (y [1] *z
[2]-y[2]*z[1]):

2) Calcul d’une base de Grobner de I'idéal I=(f(i)-t(i)).

vV V VV V VYV YV

with(Groebner) :
WL:=[x[1]-t[1],y[1]-t[2],z[1]-t[3],w12-t[4] ,w23-t [5] ,w13-t [6] ,w123-t[
7] ,w121-t[8] ,w122-t[9] ,w131-t[10] ,w133-t[11] ,w132-t[12] ,w231-t[13],w23
2-t[14] ,w233-t[15] ,W-t[16]]:
gb:=gbasis(WL,plex(z[1],z[2],=z[3],x[1],x[2],x[3],y[1],y[2],y[3],t[1],
t[2],t[3],t[4],t[5],tl6],t[7],t[8],t[9],t[10],t[11],t[12],t[13],t[14],
t[15],t[16])):

nops (gb) ;

135

3) Calcul de l'idéal des relations comme 'intersection de I et C[t(i)].

vV VVVVVYVVYV

h:=proc(P) local i,s; s:=0: for i from 1

to 3 do s:=s+degree(P,x[i]): od: for i from 1 to 3 do
s:=s+degree(P,y[i]): od: for i from 1 to 3 do s:=s+degree(P,z[i]):
od: s;

end:

g:=proc(q) local s,i; s:=[]: for i from 1

to 135 do if h(ql[il)=0 then s:=[op(s),i]: fi od: s;

end:

op(g(gb));
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1,2,3,4,5,6,7, 8,9, 10, 11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20, 21, 22, 23, 24, 25, 26, 27
28, 29, 30, 31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40, 41, 42, 43, 44, 45, 46, 47, 48, 49,
50, 51, 52, 53, 54, 55, 56, 57, 58, 59, 60, 61

> gbl1];gbl[2];gb[3];gbl4];gb[5];gbl6];gb[7];gb[8];gb[9];gb[10];gb[11];g
b[12] ;gb[13];gb[14];gb[15];gb[16];gb[17];gb[18];gb[19];gb[20];gb[21];g
b[22] ;gb[23];gb[24];gb[25];gb[26] ;gb[27] ;gb[28] ;gb[29];gb[30];gb[31];g
b[32];gb[33],gb[34];gb[35];gb[36];gb[37];gb[38];gb[39];gb[40];gb[41];g
b[42];gb[43] ;gb[44];gb[45] ;gb[46];gb[47];gb[48];gb[49];gb[50];gb[51];g
b[52];gb[53];gb[54],gb[55] ;gb[56] ;gb[57];gb[58];gb[59];gb[60];gb[61];

vV V.V V V

tiatgtin? — tiatir tia? + tiatan tio tig — tra tin tig® + tio tar tia® — tis tia tg by + tys t10°
— tis tig by tin + to tis tig — 212 tia tis tio + ti tia tis tio
—tiatig — tiatis — to tiy + tg tis + 12 + t13°
tiatin ts + to tis tio — tiatyg tin — tigto tir — 2t12 tiatio + taz tra tro + t12°
t7 +t13 — t12
9t6° t1s — t1o t11 tiz + 2t10 t11 trs + t11% s — 15 t1o”
—lelistia +tet11 tia + tstistio — tin ts tas
tiatgtio — tiate try — tis to e + ts tra tio + ts by by — ts5 112
bt ts ts — tiots tia + tio ts tiz — t11 te o + Lo t1® — tizte tio

tststiatio — tststie® + totiots t1a — totiots tis + s tiate tia — s tiate trs — tio tiate to
+ to tg t13
9t6? tig ts + ti1 tiatas + to t1r? — tig t1o® — tio tas tao + tio tir tia
952 tig te + t11 tig tia + tis by tin — 15 t1o?
9t5 tig — 2t15 tia tra + tis bz tia + tis” to + t11 t1a”
—tet1a + latis + 5113
lsts —tat1zs +latia — et
t5tio + tatin — e ta2
tatiatio — tatiz® + tiats ts + g tsts — tstotig — tiatg ls
9t16tate® + tstin tia — tioto tin — tiatio® + tio tia ts
9tgtiets ta — totistio + tiato tir + tiatiatiy — taz tra tio — t1o® + tia” ts
9t52 tigts — tio® tra + 2tiatiz ty — i3 tia — taz tis o + to tyg tis
9t16ts® ts — tiatro ts + tstia® — Lo tiatio + tio trs by
9t16tsta® + tstiatia — tytiztia — totiatio + to t13>
9t16ts” — to® tio + tots tia — trats® + to 1z s
=3t t5® + tir tstia + 3tis tste — tis tstio
3tiytste — tin tstis — 3tiste® + tis tytio
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tiatatio — tiotatis — 352t + 3tiats te + 3tiatste — 3tiate”
tistots — tiatytis + tigtatia + 3tiats® — 3tstgtia
tintgty — tatin® + tiaty by + 3t5° tio — 3tazts le
tstatiy — totstis + 3tigtsty — Stetatiy — 3tsts® + 3tglsts
tgtztia — totztio + 3tatstio — 3letatis
t1 tsts — tiats tio + tiz ts tio + 3te ts tio — 313 te”
—t15t10 + 3tet3tie + t11 t13
—tistia + 33 ts tie + ti1 tia
Btgtatie — tiatio +tia tis, tstatatiy — tatytatiy — ts tats + tstytlo + 3t4° tstio — 3ta” te tas
—tgtis + ts tin + t3% g
3t5® +tatys — l3tiy
3t5ty — tizta + 1ty — tot3
3tste +tatin — t3l1o
totiatip — tatis® — totstis + 6tiststys — Stetatiy — Ststs? + 3tgtsts
—3t4% b1y + 3tytsto + tatists — tatizty
=3ty t1z — tatotio + t1ztats + tstots
Stotetis — totin — tiatio + t1o?
tiotiy — t13tis + 3tatstis — 15ty
—3tyts® +tatstiy —tatglia + tatstis
totstig — tiztate +t3tatiy — t3ts5ts
—3tsty® Ftstoty —totats +totsly
—tiats + 3tatigts + tistg
lalatis + 15112 —tet1a
—tyt1s + to® tig + ts b
tisti + 3t5te — t3ty3
t1tig —tizta + 3t5ty
—totio + i3ty +tsts
tioty —tatio +3tats
3te? + t1t11 — t3tig, 3ts2 —tats + 11 tg
t12 t1o — t13 10 + 31 te t1e — ts t11
t1ls —tatg + 131y
totio — tgt1z + 3t tisty
tstitie + 15110 — te t1s
lotilie —tatis + 1513
t1% tig — tiota + te ts
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