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3R�esum�eOn s'int�eresse dans un premier temps �a un probl�eme de division dans les espaes de Hardy de laboule B de C n . Il s'agit, �etant donn�ees m fontions g1; :::; gm holomorphes et born�ees dans B , etune fontion f holomorphe dans B , de donner une ondition suÆsante, plus faible que l'hypoth�eselassique de la ouronne, pour qu'il existe m fontions f1; :::; fm dans un espae de Hardy de Bv�eri�ant f1g1 + ::: + fmgm = f . La d�emonstration repose sur l'utilisation du omplexe de Koszul,et la r�esolution du � ave de bonnes estimations. La prinipale nouvelle diÆult�e, par rapports auxtravaux ant�erieurs, provient du fait que les fontions g1; :::; gm peuvent s'annuler simultan�ement.Dans un deuxi�eme temps on s'int�eresse au probl�eme de la ouronne dans les espaes de Hardy dubidisque muni de son bord topologique. On donne un r�esultat de r�esolution du � dans le bidisqueave estimations dans Lp(�D 2), quand les donnn�ees v�eri�ent des hypoth�eses de type Carleson.En�n on termine ave un r�esultat permettant de d�eduire d'un th�eor�eme de la ouronne dans unespae de Hardy d'un domaine de C n , un th�eor�eme de la ouronne �a valeurs dans des espaesvetoriels de dimension �nie. Cei nous permet d'obtenir un th�eor�eme de la ouronne op�erateurdans les espaes de Hardy de la boule de C n et du polydisque muni de son bord distingu�e.Mots-l�es : Probl�eme de la ouronne, espaes de Hardy, mesures de Carleson, fontion maximale,r�esolution du �. AbstratIn a �rst part, we are interested in a problem of division in Hardy spaes of the unit ball B of C n .Given m funtions g1; :::; gm holomorphi and bounded in B , and a holomorphi funtion f , we givea suÆient ondition, weaker than the lassial orona hypothesis, so that there exist m funtionsf1; :::; fm in a Hardy spae of B suh that f1g1 + ::: + fmgm = f . The proof is based on the Koszulomplex method, and the resolution of �-equations with good estimates. The main new diÆulty,with respet to previous works, omes from the fat that the funtions g1; :::; gm may have ommonzeros.In a seond part we are interested in the orona problem in the Hardy spaes of the bidis equippedwith its topologial boundary. We give a result about the resolution of a �-equation in the bidiswith estimates in Lp(�D 2), when the data verify Carleson-type hypotheses.Finally, we end with a result allowing to dedue a orona theorem with values in vetor spaesof �nite dimension from a lassial orona theorem in a Hardy spae of a domain in C n . As aonsequene we obtain an operator orona theorem in Hardy spaes of the ball of C n and of thepolydis equipped with its distinguished boundary.Key-words : Corona problem, Hardy spaes, Carleson measures, maximal funtion, resolution of�-equation.
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Chapitre 1Introdution.
En 1962, L. Carleson a montr�e dans [10℄ que si g1; :::; gm sont des fontions holomorphes et born�eesdans le disque de C , alors on a �equivalene entre les deux propri�et�es suivantes :9Æ > 0= jgj2 = jg1j2 + :::+ jg2j2 � Æ29(f1; :::; fm) 2 H1(D )m= f1g1 + :::+ fmgm = 1 (0.1)Le probl�eme analogue pour le as plus g�en�eral des domaines stritement pseudoonvexes de C n esttoujours ouvert. Cependant des versions plus faibles, dans les espaes de Hardy de ertains domainesomme la boule et le polydisque sont onnues.Par exemple, dans la boule de C n (et plus g�en�eralement dans les domaines stritement pseudo-onvexes) E. Amar dans le as de deux g�en�erateurs (voir [1℄), et M. Andersson et H. Carlsson dansle as de plusieurs g�en�erateurs (voir [6℄), ont montr�e que si g1; :::; gm sont des fontions holomorpheset born�ees dans B qui v�eri�ent9Æ > 0= jgj = �jg1j2 + ::: + jgmj2�1=2 � Æ (0.2)alors pour toute fontion f dans l'espae de Hardy Hp(B ), o�u p 2 [1;+1[, il existe des fontionsf1; :::; fm dans e même espae Hp(B ) telles quef1g1 + ::: + fmgm = f: (0.3)Cependant, quand on herhe �a r�esoudre l'�equation (0.3) onnaissant les fontions holomorphesg1; :::; gm et f , la ondition (0.2) n'est plus n�eessaire. On peut don herher une ondition suÆsanteplus faible pour r�esoudre ette �equation. Je m'int�eresse dans les hapitres 2 et 3 �a e probl�eme dedivision dans les espaes de Hardy de la boule. 7



8 CHAPITRE 1. INTRODUCTION.Pour pouvoir r�esoudre l'�equation (0.3) ave des fontions fi dans un espae de Hardy, il faut d'abordsavoir la r�esoudre ave des fontions simplement holomorphes. Pour ela il faut au moins que lafontion f s'annule sur l'ensemble des z�eros ommuns aux fontions g1; :::; gm. Plus pr�eis�ementl'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz nous montre que jf jjgj doit être loalement born�ee.Pour e qui est des onditions suÆsantes pour r�esoudre (0.3) sans estimations, dans le as depolynômes, le th�eor�eme des z�eros de Hilbert dit que si f s'annule sur l'ensemble des z�eros ommuns�a g1; :::; gm alors une ertaine puissane de f est dans l'id�eal engendr�e par g1; :::; gm. Le th�eor�eme deBrian�on-Skoda (d�emontr�e dans [9℄) pr�eise ette puissane dans le as de fontions holomorphesau voisinage d'un point :Th�eor�eme 1.0.1 Soient g1; :::; gm et f des fontions dans l'anneau C fz1 ; :::; zng des s�eries onver-gentes �a n variables. Soit q = min(n;m). Si il existe une onstante positive C telle quejf j � C jgjalors f q appartient �a l'id�eal engendr�e par les fontions g1; :::; gm, 'est-�a-dire9(f1; :::fm) 2 C fz1 ; :::; zngm= f1g1 + :::+ fmgm = f q:De plus l'exposant q donn�e dans e th�eor�eme est optimal.H. Skoda a d�emontr�e en 1972 un th�eor�eme (dans [20℄), bas�e sur des estimations L2 de H�ormander,qui entrâ�ne le r�esultat suivant, donnant une ondition suÆsante pour la r�esolution de (0.3) sansestimations.Th�eor�eme 1.0.2 Soit 
 un ouvert de C n , suppos�e de Stein. Soient g1; :::; gm et f des fontionsholomorphes dans 
. On note k = min(n;m� 1).Si jf jjgjk+1 2 L1lo(
)alors 9(f1; :::; fm) 2 Hol(
)m= f1g1 + :::+ fmgm = fAinsi, si f est une fontion qui s'annule suÆsamment sur l'ensemble des z�eros ommuns aux fontionsgi, alors elle appartient �a l'id�eal engendr�e par es fontions. Si on demande en plus que les fontionssolutions fi soient dans un espae de Hardy, il faut une ondition plus forte.Tout d'abord, l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz nous montre que si l'�equation (0.3) est r�esolue quandles fontions g1; :::; gm sont dans H1(B ) ave des solutions f1; :::; fm dans l'espae de Hardy Hp(B ),alors la fontion maximale de jf jjgj , not�ee M � jf jjgj�, est dans Lp(�B ).Pour e qui est des onditions suÆsantes, U. Cegrell a d�emontr�e dans [11℄ le r�esultat suivant dansle as d'une variable :



9Th�eor�eme 1.0.3 Soient g1, g2 et f des fontions dans H1(D ). Si elles v�eri�ent9� > 0= jf jjgj2+� 2 L1(D )alors 9(f1; f2) 2 H1(D )2= f1g1 + f2g2 = fA la question pos�ee par T. Wol�, qui �etait de savoir si, dans ette situation, la même ondition ave� = 0 est enore suÆsante, S. Treil a r�epondu par la n�egative dans [24℄.Dans la boule de C n , dans le as de deux g�en�erateurs et d'une fontion f = 1, E. Amar et J. Brunaont donn�e dans [3℄ une ondition suÆsante sur les fontions g1; g2 2 H1(B ) pour qu'il existe deuxfontions f1 et f2 dans Hp(B ) telles que f1g1 + f2g2 = 1. J'ai �etendu e r�esultat au as o�u f estquelonque et o�u il y a plus de deux g�en�erateurs de la fa�on suivante, r�epondant ainsi �a une questionde M. Putinar et S. Sandberg :Th�eor�eme 1.0.4 Soient n un entier sup�erieur ou �egal �a 2, B la boule de C n , m un entier sup�erieurou �egal �a 2 et p 2 [1;+1[. On note r = min(n; m). Soient g1; :::; gm et f des fontions holomorphesdans B . On suppose que 8j 2 N= 1 � j � m; gj 2 H1(B )et 9� > 0= M � fjgjr+1 jlog jgjj (2+�)r2 � 2 Lp(�B ) (0.4)Alors 9(f1; :::; fm) 2 Hp(B )m= f1g1 + :::+ fmgm = f
La d�emonstration de e r�esultat repose sur la m�ethode du omplexe de Koszul. Une des prinipalesdiÆult�es vient du fait que jgj peut s'annuler, et que les formes qu'il faut alors r�esoudre ne sontpas r�eguli�eres, ni même d�e�nies en tant que produits de ourants. Pour ontourner et obstaleje r�egularise le probl�eme en introduisant une fontion gm+1 = � ; il faut alors r�esoudre le nouveauprobl�eme ave des estimations ind�ependantes de �. De plus, pour obtenir ertaines d'entre elles, ilest n�eessaire d'estimer �f en utilisant uniquement l'hypoth�ese (0.4) (ette diÆult�e disparait biensûr quand f = 1). Cette m�ethode de r�egularisation fait 'perdre' une puissane au d�enominateurquand r = m. Pour se rapproher au maximum du r�esultat 1.0.2 de Skoda, il faudrait am�eliorer ler�esultat en obtenant la même hose ave r = min(n;m� 1).Dans le as o�u m = 2 et n = 2, j'ai ependant obtenu une meilleure estimation en r�egularisant laforme �a r�esoudre par onvolution, e qui est possible dans e as ar le omplexe de Koszul s'arrêteau rang 1 et ne fait don pas apparâ�tre de produits de ourants. On obtient en fait



10 CHAPITRE 1. INTRODUCTION.Th�eor�eme 1.0.5 Soit 1 � p < 1. Soient g1 et g2 deux fontions dans H1(B ) et f une fontionholomorphe dans B . On suppose que9� > 0= M  f jlog jgjj2+�jgj2 ! 2 Lp(�B )Alors il existe f1 et f2 dans Hp(B ) telles que f1g1 + f2g2 = f dans B .Pour e qui est du polydisque, K. C. Lin a montr�e dans [18℄, en 1994, que si g1 et g2 sont des fontionsholomorphes dans le polydisque D n qui v�eri�ent la ondition (0.2) alors, pour toute fontion f dansl'espae de Hardy usuel Hp(T2), il existe des fontions f1 et f2 dans et espae qui v�eri�entf1g1 + f2g2 = f (0.5)J'ai pour ma part essay�e de d�emontrer le même r�esultat pour l'espae de Hardy du bidisque muni deson 'vrai' bord, Hp(D 2), 'est-�a-dire l'espae des fontions holomorphes dans D 2 muni de la norme :kfkpHp = Sup0<r<1 Z�D2 jf(rz)j2 d�(z)Sans aboutir, j'ai ependant d�emontr�e, dans le hapitre 4, un th�eor�eme sur la r�esolution du � dansle bidisque ave estimations dans Lp(�D 2) quand la donn�ee est le produit d'une fontion de Hp(D 2)par une forme v�eri�ant des hypoth�eses de type mesure de Carleson.Ii B d�esigne la boule unit�e de C 2 et V 1(D ) et V 1(B ) les espaes de mesures de Carleson dans D etB .Th�eor�eme 1.0.6 Soit ! = !1dz1+!2dz2 une (0; 1)-forme de lasse C1 dans D 2 telle que �! = 0.On suppose qu'il existe une onstante positive C1 telle quea) 8z2 2 D ; !1(:; z2) 2 V 1(D ) de norme major�ee par C1.b) 9� > 0= 8z2 2 D ; ��!1(z1; z2)dz1 ^ ��(z1; z3)��2(��(z1; z3))� 2 V 1(B ) de norme major�ee par C1.) 8z1 2 D ; !2(z1; :) 2 V 1(D ) de norme major�ee par C1.d) 9� > 0= 8z1 2 D ; ��!2(z1; z2)dz1 ^ ��(z2; z3)��2(��(z2; z3))� 2 V 1(B ) de norme major�ee par C1.Alors il existe une onstante C ne d�ependant que de C1 et de � telle que pour toute fontion f dansl'espae Hp(D 2) \ C1(D 2) il existe une solution u de l'�equation�u = f!v�eri�ant kukLp(�D2 ) � C kfkHp :



11La d�emonstration de e th�eor�eme utilise fortement la struture produit du bidisque, et fait intervenirdes noyaux int�egraux en une variable.En�n, dans le hapitre 5, je m'int�eresse �a une version op�erateur du probl�eme de la ouronne. Ene�et, dans le probl�eme de la ouronne introduit i-dessus, on peut onsid�erer lem-uplet de fontionsholomorphes (g1; :::; gm) omme une fontion �a valeurs dans l'espae des appliations lin�eaires deC m dans C , not�e L(C m ; C ). Ainsi r�esoudre l'�equation (0.3) revient �a se donnerG = (g1; :::; gm) 2 H1(
; L(C m ; C )) et f 2 Hp(
)et �a trouver F = (f1; :::; fm) 2 Hp(
; C m) tel queGF = f (0.6)On peut g�en�eraliser e probl�eme en onsid�erant G 2 H1(
; L(C m ; C n)) et k 2 Hp(
; C n) et enherhant F 2 Hp(
; C m) tel que GF = k (0.7)J'ai d�emontr�e dans e hapitre que si on sait r�esoudre l'�equation (0.6) pour tout entier positif m,alors on peut r�esoudre l'�equation (0.7). J'en d�eduis des th�eor�emes de la ouronne op�erateur pourles espaes de Hardy de la boule et du polydisque.



12 CHAPITRE 1. INTRODUCTION.



Chapitre 2Division dans Hp(B ).
2.1 D�e�nitions, r�esultat.Dans e hapitre on va d�emontrer le th�eor�eme de division dans les espaes de Hardy de la boule(th�eor�eme 1.0.4). On ommene par pr�eiser les d�e�nitions et notations qui interviennent dans son�enon�e.Soit n � 2. On note B la boule unit�e de C n , �B son bord et �(z) = jzj2� 1 sa fontion d�e�nissante.On note d� la mesure de Lebesgue de C n et d� la mesure de Lebesgue de �B .De fa�on g�en�erale, si g = (g1; :::; gm), on notejgj2 = mXi=1 jgij2Pour �enoner le th�eor�eme 1.0.4 dans une forme un peu plus g�en�erale on introduit la fontion �,omme dans [3℄, qui jouera le rôle de la fontion 1jlog jgjj2+� .Soit d�0 une mesure positive dans [0; 1[ telle queZ 10 d�0(s)s2 < +1On note alors 8x 2 R+ ; �(x) = Z 10 x2sd�0(s)Par exemple, pour � > 0 et pour d�0(s) = s1+�ds, on obtient �(x) �x!0+ 1jlog xj2+� .Pour tout point � du bord de la boule on d�e�nit, omme dans [19℄, le domaine admissible de sommet� par �� = fb 2 B = ��1� b��� < 2(1� jbj2)g13



14 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).On d�e�nit alors pour h 2 L1(B ) la fontion maximale de h par8� 2 �B ; Mh(�) =Supz2�� jh(z)jCei nous permet de d�e�nir, pour p 2 [1;+1℄, les espaes suivants :Mp(B ) = fh 2 L1(B )=Mh 2 Lp(�B )gqu'on munit de la norme khkMp = kMhkLp(�B)On note aussi Hol(B ) l'ensemble des fontions holomorphes dans B et H1(B ) l'espae des fontionsholomorphes et born�ees dans B , muni de la norme khk1 =Supz2B jh(z)j ; pour 1 � p < 1 on noteHp(B ) l'espae de Hardy d�e�ni parHp(B ) = fh 2 Hol(B )= khkHp <1go�u khkpHp = Sup0<r<1 Z�B jh(r�)jp d�(�)On peut �a pr�esent �enoner le th�eor�eme 1.0.4, qui donne une ondition suÆsante pour la divisiond'une fontion de Hp(B ), sous une forme un peu plus g�en�erale.Th�eor�eme 2.1.1 Soient n un entier sup�erieur ou �egal �a 2, B la boule de C n , m un entier sup�erieurou �egal �a 2 et p 2 [1;+1[. On note r = min(n;m). Soient g1; :::; gm et f des fontions holomorphesdans B . On suppose que 8j 2 N= 1 � j � m; gj 2 H1(B )et fjgjr+1 �(jgj) r2 2Mp(B )Alors 9(f1; :::; fm) 2 Hp(B )m= f1g1 + :::+ fmgm = f (1.1)On va dans la suite du hapitre d�emontrer e th�eor�eme en utilisant la m�ethode du omplexe deKoszul apr�es avoir r�egularis�e le probl�eme.D�esormais on garde les notations du th�eor�eme : g1; :::; gm sont des fontions dans H1(B ) et f estune fontion holomorphe dans B .



2.2. R�EGULARISATION ; COMPLEXE DE KOSZUL. 152.2 R�egularisation ; omplexe de Koszul.Si on pose, pour tout entier j ompris entre 1 et m,f 0j = gjjgj2 f (2.1)on obtient une solution �a l'�equation (1.1). Mais es fontions ne sont pas holomorphes, ni mêmer�eguli�eres, ar jgj peut s'annuler. Ce sont ependant des distributions, ar jgj2 est r�eelle analytique,et on peut appliquer le th�eor�eme de Lojasiewiz.Pour orriger le d�efaut d'holomorphie des fontions f 0j il suÆt de trouver des fontions f 1j telles queSup0<r<1 Z�B ��f 1j (r�)��p d�(�) < +1�f 1j = �f 0j (2.2)et mXj=1 f 1j gj = 0 (2.3)Les fontions f 0j � f 1j r�esoudront alors l'�equation (1.1) et seront n�eessairement r�eguli�eres ar holo-morphes.Pour faire ela on va utiliser le omplexe de Koszul, introduit dans e adre par H�ormander. Ceomplexe fait intervenir des produits des formes �(f 0j ), qui ne sont pas bien d�e�nis en tant que pro-duits de distributions. Pour ontourner ette diÆult�e on va r�egulariser le probl�eme en introduisant,pour � > 0, la fontion gm+1 = �, qui ne s'annule pas, puis on fera tendre � vers 0.On va en fait d�emontrer le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 2.2.1 Soient (n;m) 2 N2 sup�erieurs ou �egaux �a 2, p 2 [1;+1[ et B la boule de C n. Onnote r = min(m;n). Soit K un r�eel positif. Il existe une onstante positive C telle que pour toutesfontions g1; :::; gm; f 2 Hol(B ) \ C1(B ) v�eri�ant fjgjr+1 �(jgj) r2 Mp � K (2.4)et kgk1 < 1on ait, pour tout � > 0 ,9(f1; :::; fm; fm+1) 2 Hp(B )m+1= f1g1 + ::: + fmgm + fm+1� = fet 81 � j � m + 1; kfjkHp � C



16 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).On note que l'estimation obtenue est uniforme en �. Plus exatement, la onstante C ne d�ependque de n, K, p, et m. D�esormais toute telle onstante sera not�ee C(K).On d�emontrera au paragraphe 2.10, en faisant tendre � vers 0, que e th�eor�eme entrâ�ne le th�eor�eme 2.1.1.On va �a pr�esent s'attaher �a prouver le th�eor�eme 2.2.1 et on se plae dans les hypoth�eses de elui-i.On note gm+1 = � et jg�j2 = jgj2 + �2.Nous reprenons ii les notations de M. Andersson et H. Carlsson dans [6℄ pour introduire le omplexede Koszul.Soit �� l'alg�ebre ext�erieure des formes lin�eaires altern�ees sur C m+1 et soit fe1; :::; em+1g la base dualede la base anonique de C m+1 . Le produit ext�erieur dans �� sera not�e \, pour ne pas le onfondreave le produit ext�erieur des formes di��erentielles, not�e ^.On va travailler dans les espaes C1(r;s)(B ;�l) des (r; s)-formes de lasse C1 dans B �a valeurs dans�l. Si f 2 C1(r;s)(B ;�l), f s'�erit f = XjIj = l 0fI eI o�u la somme XjIj = l 0 s'e�etue sur les multi-indiesordonn�es I = (i1; :::; il) , fI 2 C1(r;s)(B ), et eI = ei1 \ ::: \ eil.On remarque qu'on peut notamment avoir f \ f 6=0. Par exemple si f = f1e1 + f2e2, o�u f1 et f2sont des (0; 1)-formes on a f \ f = 2(f1 ^ f2) e1 \ e2. On note f\k = f \ ::: \ f (k fois).Si f = XjIj = l 0fI eI on note, pour tout z 2 B , jf(z)j2 = XjIj = l 0 jfI(z)j2.On d�e�nit alors, sur es espaes, d'une part l'op�erateur � prolongeant naturellement elui sur lesformes di��erentielles, et d'autre part le produit int�erieur par (g1; :::; gm+1).D�e�nition 2.2.2Soit � : C1(r;s)(�l)�!C1(r;s+1)(�l)d�e�ni par �(XjIj=l 0fI eI) =XjIj=l 0�fI eISoit Æg : C1(r;s)(�l+1)�!C1(r;s)(�l)le produit int�erieur par le veteur Xg de oordon�ees (g1; :::; gm+1), 'est-�a-dire d�e�ni par8(X1; :::; Xl) 2 �C m+1�l ; Ægf(X1; :::; Xl) = f(Xg; X1; :::; Xl)
Dans les oordonn�ees (e1; :::; em+1) l'op�erateur Æg s'exprime de la fa�on suivante :



2.2. R�EGULARISATION ; COMPLEXE DE KOSZUL. 17Lemme 2.2.3 Soient l 2 N et h 2 C1(r;s)(�l+1). Si h = XjIj = l + 1 0hI eI alorsÆgh = (�1)l XjJj=l 0 m+1Xj=1 gjhJj! eJ
D�emonstration :On note fe�1; :::; e�m+1g la base anonique de C m+1 . Si Ægh = XjJ j = l 0�J eJ alors, pour tout multi-indie ordonn�e J = (j1; :::; jl), on a(Ægh)(e�j1; :::; e�jl) = XjJ j = l 0�J eJ(e�j1; :::; e�jl) = �j1;:::;jlOr par d�e�nition (Ægh)(e�j1 ; :::; e�jl) = h(m+1Xj=1 gj e�j ; e�j1; :::; e�jl)On en d�eduit que�j1;:::;jl = XjIj = l + 1 0hI eI  m+1Xj=1 gj e�j ; e�j1 ; :::; e�jl! = XjIj = l + 1 0hI m+1Xj=1 gj eI(e�j ; e�j1; :::; e�jl)Or eI(e�j ; e�j1 ; :::; e�jl)6=0 si et seulement si I = J [ fjg et dans e as eI(e�j ; e�j1; :::; e�jl) est �egal �a lasignature de la permutation qui envoie I sur (j; J). Comme hJj = 0 si j 2 J , on en d�eduit que�j1;:::;jl = (�1)l m+1Xj=1 hJjgje qui ah�eve la d�emonstration du lemme.On obtient alors un double omplexe :Lemme 2.2.4 Ave les notations pr�e�edentes on a :a) Æg Æ Æg = 0b) � Æ � = 0) � Æ Æg = Æg Æ �D�emonstration :a) Pour tout h dans C1(r;s)(B ;�l+2), pour tous hamps de veteurs X1; :::; Xl, on a par d�e�nitionÆg Æ Ægh(X1; :::; Xl) = h(Xg; Xg; X1; :::; Xl) = 0



18 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).ar h est altern�ee.b) Imm�ediat.) Pour tout h dans C1(r;s)(�l+1) qui s'�erit XjIj = l + 1 0hI eI , on a, d'apr�es le lemme 2.2.3,� Æ Ægh = (�1)l XjJ j = l 0�(m+1Xj=1 hJjgj) eJ = (�1)l XjJ j = l 0 m+1Xj=1 �hJjgj eJ = Æg Æ �har �gj = 0; 8j 2 f1; :::; m+ 1g.Ave es nouvelles notations, trouver des fontions F1; :::; Fm+1 2 Hp(B ) telles que m+1Xi=1 Figi = f denormes major�ees par C(K) revient �a trouver F = m+1Xi=1 Fi ei 2 C1(0;0)(B ;�1) tel queÆgF = m+1Xi=1 Figi = f et kFkHp � C(K)Le lemme suivant montre qu'il suÆt en fait de d�emontrer que9F 2 C1(B ;�1)= ÆgF = f; �F = 0 et kFkLp(�B) � C(K) (2.5)Lemme 2.2.5 Si h 2 C1(B ) alorsh 2 Hp(B ) () hj�B 2 Lp(�B ) et h 2 Hol(B )De plus, dans e as on a khkHp = hj�B Lp(�B)On va �a pr�esent s'attaher �a d�emontrer (2.5).2.3 Division sans estimations.On remarque qu'ave es notations, en prenant en ompte gm+1, la solution non holomorphe (2.1)s'�erit F 0 = m+1Xj=1 f 0j ej =  \ f



2.3. DIVISION SANS ESTIMATIONS. 19o�u  = m+1Xj=1 gjjg�j2 ej (3.1)Notons que ette solution F 0 v�eri�e bien Æg(F 0) = fPlus g�en�eralement, le produit par  (qui d�epend de �) r�esoud Æg au sens suivant :Lemme 2.3.1 Pour toute fontion h 2 C1(r;s)(B ; �l) si Ægh = 0 alors Æg( \ h) = h.D�emonstration :On peut �erire h = XjIj = l 0hI eI . AlorsÆgh = 0()8J 2 f1; :::; m+ 1gl�1; m+1Xj=1 hJ;jgj = 0 (3.2)On note = m+1Xj=1 jej ;  \ h = XjJ j = l + 1HJeJ ; Æg( \ h) = (�1)l XjJ j = l GJeJOn a par d�e�nition, pour J 2 f1; :::; m+ 1gl+1, ave J = (J1; :::; Jl+1);HJ = l+1Xj=1 (�1)j+1JjhJnJjDe plus GL = m+1Xj=1 gjHLj = m+1Xj=1 lXi=1 gj(�1)i+1Lih(LnLi)j + m+1Xj=1 gj(�1)ljhLGL = lXi=1 (�1)i+1Li m+1Xj=1 gjh(LnLi)j + (�1)lhL m+1Xj=1 gjjEn utilisant alors la d�e�nition (3.1) de  et l'hypoth�ese (3.2) on obtientGL = (�1)lhL i:e: Æg( \ h) = hSi on se donne alors un op�erateur qui r�esoud le � dans B , le omplexe de Koszul nous permet der�esoudre les �equations ÆgF = f et �F = 0 simultan�ement, omme le montre la proposition suivante :Proposition 2.3.2 Soit A un op�erateur r�esolvant le �, 'est-�a-direA : C1(0;s+1)(B ;�l)�!C1(0;s)(B ;�l)



20 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).tel que �(Ah) = h si �h = 0.Soit F = rXk=0 (�1)k(Æg Æ A)k( \ (�)\k \ f) (3.3)Alors F 2 C1(0;0)(B ;�1) et v�eri�e ÆgF = f et �F = 0
On dessine le omplexe de Koszul dans C 2 .�3 A( \ (�)\2 \ f) ��!  \ (�)\2 \ f ��! 0Æg# Æg# Æg#�2 A(w1) ��! w1� Æg Æ A( \ (�)\2 \ f) \ � \ f ��! (�)\2 \ f ��! 0Æg# Æg# Æg#�1 F � Æg Æ A(w1) \ f ��! � \ f 0Æg# Æg#�1 f ��! 0(0; 0) (0; 1) (0; 2) (0; 3)D�emonstration :On d�e�nit par r�eurrenewr =  \ (�)\r \ fwl =  \ (�)\l \ f � Æg Æ A(wl+1) si 0 � l < rOn onstate alors que, pour tout entier l tel que 0 � l � r,wl = rXk=l (�1)k�l(Æg Æ A)k�l( \ (�)\k \ f)On a notamment F = w0.



2.3. DIVISION SANS ESTIMATIONS. 21Montrons qu'on a, pour tout l, Ægwl = (�)\l \ fPuisque Æg Æ Æg = 0 il suÆt pour ela de montrer queÆg( \ (�)\l \ f) = (�)\l \ fD'apr�es le lemme 2.3.1 il suÆt pour ela de montrer queÆg((�)\l \ f) = 0Pro�edons par r�eurrene sur l. Le as l = 0 est imm�ediat. Supposons queÆg((�)\l \ f) = 0 (3.4)alors, puisque Æg et � ommutent,Æg((�)\(l+1) \ f) = � Æ Æg( \ (�)\l \ f)En utilisant l'hypoth�ese de r�eurrene (3.4) et le lemme 2.3.1 on en d�eduit queÆg((�)\(l+1) \ f) = �((�)\l \ f) = � Æ �( \ (�)\(l+1) \ f) = 0On a ainsi montr�e que Ægwl = (�)\l \ f pour tout l ; en partiulier ÆgF = f .Montrons par r�eurrene desendante sur l que pour tout l on a �wl = 0.� Pour l = r on a wr =  \ (�)\r \ f don �wr 2 C1(0;r+1)(B ;�r+1). Deux as se pr�esentent alors.Si r + 1 = n+ 1 alors C1(0;r+1)(B ) = f0g, et �wr = 0.Si r + 1 = m+ 1, omme on l'a vu pr�e�edemment,�wr = (�)\(r+1) \ f = Æg( \ (�)\(r+1) \ f)Or  \ (�)\(r+1) \ f 2 C1(0;r+1)(B ;�r+2), et �r+2 = �m+2 = f0g, d'o�u �wr = 0.� Supposons que �wl = 0. Alors�wl�1 = �( \ (�)\(l�1) \ f)� � Æ Æg Æ A(wl) = (�)\l \ f � Æg Æ � Æ A(wl)Puisque A r�esoud le � et que �wl = 0 on a � ÆA(wl) = wl et puisque Ægwl = (�)\l \ f on a don�wl�1 = (�)\l \ f � (�)\l \ f = 0On a ainsi montr�e que �F = 0 et ÆgF = f .



22 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).Pour ahever la d�emonstration du th�eor�eme 2.2.1 il reste �a obtenir une estimation de kFkHp. Onprend pour A l'op�erateur utilis�e dans [6℄ (th�eor�eme 4.1). Alors la solution F obtenue est de lasseC1(B ). Il reste don �a montrer, d'apr�es le lemme 2.2.5, la proposition suivante :Proposition 2.3.3 Si A est l'op�erateur donn�e dans [6℄, la solution F donn�ee par (3.3) est dansLp(�B ) de norme major�ee par C(K).
2.4 Estimations.
Il s'agit de d�emontrer la proposition 2.3.3. Pour ela on va d�emontrer que haque terme de lasomme (3.3) est dans Lp(�B ) de norme major�ee par C(K). On examinera par ordre de simpliit�eles as k = 0, k � 2 puis k = 1.Pour k = 0 il faut montrer que  \ f 2 Lp(�B ). Grâe �a la d�e�nition de  et sahant que jgj � 1 etjg�j > jgj on a j \ f j � jf jjg�j � jf jjgjr+1 �(jgj) r2L'hypoth�ese 2.4 nous montre alors que  \ f 2 C1(B ;�1) \Mp(B ) de norme major�ee par K. Lelemme suivant nous permet alors de onlure que  \ f 2 Lp(�B ) de norme major�ee par K.Lemme 2.4.1 Si h 2Mp(B ) \ C1(B ) alors h 2 Lp(�B ) etkhkLp(�B) � khkMp
D�emonstration :Soit � 2 �B . Puisque h 2 C1(B ), h(r�) tend vers h(�) quand r tend vers 1 ave r 2 [0; 1[. De plus,8r 2 [0; 1[; r� 2 �� , don jh(r�)j � Mh(�), d'o�u, en passant �a la limite, jh(�)j � Mh(�). On end�eduit que khkLp(�B) � kMhkLp(�B) = khkMp.On s'int�eresse ensuite aux termes pour k � 2.



2.4. ESTIMATIONS. 232.4.1 Estimations des termes pour k � 2.Pour ela on va utiliser les estimations de l'op�erateur A donn�ees par M. Andersson et H. Carlssondans le th�eor�eme 4.1 de [6℄. On introduit pour ela les espaes de mesures de Carleson.On rappelle que le noyau de Hardy-Littlewood P 0 est d�e�ni par8z 2 B ; 8� 2 �B ; P 0(z; �) = 1��B� zjzj ;��(z)��1B� zjzj ;��(z)�(�)o�u la pseudo-boule B(a; t) entr�ee en a 2 �B et de rayon t est d�e�nie parB(a; t) = fb 2 �B = j1� abj < tgOn note aussi T C� B l'espae tangent omplexe �a B en � 2 �B . Pour s > 0 et � 2 �B on d�e�nit deplus la tente de entre � et de rayon s parTs;� = fz 2 B =d(T C� B ; z) < sgo�u d d�esigne la distane eulidienne dans C n .D�e�nition 2.4.2a) On dit qu'une mesure � dans B est dans l'espae des mesures de Carleson, not�e V 1(B ), si ilexiste une onstante C positive telle que pour tout � 2 �B et tout s > 0,j�j (Ts;�) � CsnDans e as k�kV 1 est par d�e�nition la plus petite onstante C qui onvient.b) Soit � 2℄0; 1[. On dit qu'une mesure � dans B est dans l'espae des mesures de Carleson d'ordre�, not�e W �(B ), si la balay�ee P 0� j�j = ZB P 0(z; �)d j�j (z)de j�j par le noyau de Hardy-Littlewood appartient �a Lp(�B ), o�u 1p = 1 � �. Dans e as on notek�kW� la norme P 0� j�jLp(�B) .On notera aussi V 0(B ) l'espae des mesures born�ees dans B . Les espaes ainsi d�e�nis sont des espaesde Banah.Par abus de langage on dira qu'une fontion h d�e�nie dans la boule est une mesure de Carleson sihd� est une mesure de Carleson.On d�e�nit aussi les normes suivantes, tenant ompte de la g�eom�etrie de la boule. Si h est une(0; s)-forme on note jhj2� = (��) jhj2 + j�� ^ hj2



24 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).On remarque notamment que si h est une fontion jhj� est �equivalente �a jhj. Plus pr�eis�ement on ajhj2� � 2 jhj2 � 4 jhj2� .On peut alors �enoner le th�eor�eme suivant, prouv�e dans [6℄.Th�eor�eme 2.4.3 Il existe un op�erateur lin�eaireA : C1(0;s+1)(B ;�l)�!C1(0;s)(B ;�l)tel que , pour tout � 2 [0; 1[, pour tout � 2℄� 1;+1[, et pour toute forme h 2 C1(0;s+1)(B ;�l) on a :(i) k(��)�Ahk�W� � C (��)�+ 12h�W�(ii) kAhk�Lp(�B) � C (��)� 12h�W�, o�u p = 1� 1� et C est une onstante positive.De plus A v�eri�e �(Ah) = h si �h = 0.Pour estimer les termes de (3.3) pour k � 2 on va appliquer suessivement e th�eor�eme et le lemmesuivant :Lemme 2.4.4 Pour tous s � 1 et l 2 N, pour tout W 2 C1(0;s)(B ;�l) on a l'in�egalit�ejÆgW j � pl jW jD�emonstration :Soit W = XjJ j = l 0WJeJ . AlorsÆgW = (�1)l�1 XjKj = l � 1 0 m+1Xj=1 gjWKj! eKOn en d�eduit quejÆgW j2 = XjKj = l � 1 0 �����m+1Xj=1 gjWKj�����2 � XjKj = l � 1 0 m+1Xj=1 jgjj2! m+1Xj=1 jWKjj2!jÆgW j2 � jg�j2 XjKj = l � 1 0 m+1Xj=1 jWKjj2 = jg�j2 l XjJ j = l jWJ j2 � l jW j2
Soit k � 2. Puisque (Æg Æ A)k( \ (�)\k \ f) 2 C1(0;0)(B ;�1), on a2 ��(Æg Æ A)k( \ (�)\k \ f)��� � ��(Æg Æ A)k( \ (�)\k \ f)��



2.4. ESTIMATIONS. 25On en d�eduit, grâe au point (ii) du th�eor�eme 2.4.3, que(Æg ÆA)k( \ (�)\k \ f)Lp(�B) � 2p2 (��)� 12 (Æg Æ A)k�1( \ (�)\k \ f)�W�puis, en appliquant suessivement le point (i) du th�eor�eme 2.4.3 et le lemme 2.4.4, on obtient :(Æg Æ A)k( \ (�)\k \ f)Lp(�B) � Ckp(k + 1)!(��) k�22 ( \ (�)\k \ f)�W�On utilise alors le lemme suivant pour estimer (��) k�22 ( \ (�)\k \ f)�W� :Lemme 2.4.5 Soient h1 et h2 des formes �a valeurs dans ��. Alors on ajh1 \ h2j� � C jh1j� jh2j�o�u C est une onstante ne d�ependant que des degr�es de h1 et h2.Pour la d�emonstration voir le paragraphe 2.9.On en d�eduit que���(��) k�22 ( \ (�)\k \ f)���� � C jf j� (��) k�22 jj� ������ ��(�)\(k�1)���d'o�u, en utilisant le fait que jj � jgj�1, et en prenant t un r�eel stritement positif,���(��) k�22 ( \ (�)\k \ f)���� � C jf jjgj �t(��)k�2 ��(�)\(k�1)��2� + 1t �����2��Estimons d'abord �����2�. Par d�e�nition de la norme on a :�����2� = (��) �����2 + ���� ^ ���2Par d�e�nition de , sahant que � = m+1Xi;j=1 gj gi�gj � gj�gijg�j4 ei; (4.1)on a : �����2� � (��) j�gj2jgj4 + j�� ^ �gj2jgj4On en d�eduit que �����2� � 1jgj2 �(jgj)(A+B)o�u A = (��) j�gj2jgj2 �(jgj) et B = j�g ^ �gj2jgj2 �(jgj)D'autre part on estime (��)k�2 ��(�)\(k�1)��2� de la fa�on suivante :



26 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).(��)k�2 ��(�)\(k�1)��2� = (��)k�1 ��(�)\(k�1)��2 + (��)k�2 ���� ^ (�)\(k�1)��2On a d'une part ��(�)\(k�1)��2 � 1jgj4k�4 XjIj = k � 1 ���gI1 ^ ::: ^ �gIk�1��2et d'autre part ���� ^ (�)\(k�1)��2 � 1jgj4k�4 XjIj = k � 1 ���� ^ �gI1 ^ ::: ^ �gIk�1��2On en d�eduit que (��)k�2 ��(�)\(k�1)��2� � 1jgj2k�2 �(jgj)k�1 (D + E)o�u D = XjIj = k � 1 (��)k�1 ���gI1 ^ ::: ^ �gIk�1��2jgj2k�2 �(jgj)k�1et E = XjIj = k � 1 (��)k�2 ���� ^ �gI1 ^ ::: ^ �gIk�1��2jgj2k�2 �(jgj)k�1On hoisit alors t = jgjk�2 �(jgj) k�22 et on obtient���(��) k�22 ( \ (�)\k \ f)���� � jf jjgj  D + Ejgjk �(jgj) k2 + A +Bjgjk �(jgj) k2 !'est-�a-dire ���(��) k�22 ( \ (�)\k \ f)���� � jf jjgjk+1 �(jgj) k2 (A+B +D + E)Pour pouvoir onlure on va d'une part montrer que A, B, D et E sont des mesures de Carlesonet d'autre part montrer que jf jjgjk+1 �(jgj)k=2 2 Mp(B ), e qui nous permettra d'appliquer le lemmesuivant et d'obtenir la majoration voulue :Lemme 2.4.6 Soit p 2 [1;+1℄. Si � 2 V 1(B ) et h 2 Mp(B ) alors h� 2 W �(B ), o�u � = 1� 1p , denorme major�ee par k�kV 1 khkMp.Pour la d�emonstration de e lemme voir le lemme 2.4 p 12 de [3℄.Pour montrer que A, B, D et E sont des mesures de Carleson il suÆt d'appliquer diretement laproposition suivante, qui sera d�emontr�ee au paragraphe 2.6.



2.4. ESTIMATIONS. 27Proposition 2.4.7 Pour tout entier k tel que 1 � k � n, pour toutes fontions h1; :::; hk de H1(B ),les fontions $1 et $2 i-dessous sont des mesures de Carleson de norme major�ee par max(1; khk2k1)$1 = (��)k j�h1 ^ ::: ^ �hkj2jhj2k �(jhj)k$2 = (��)k�1 j�� ^ �h1 ^ ::: ^ �hkj2jhj2k �(jhj)kEn�n on a, sahant que jgj est major�ee par 1, et en utilisant l'hypoth�ese (2.4) :jf jjgjk+1 �(jgj) k2 = jf jjgjr+1 �(jgj) r2 jgjr�k �(jgj) r�k2 � jf jjgjr+1 �(jgj) r2 2Mp(B )e qui ah�eve la d�emonstration du fait que, pour tout entier k ompris entre 2 et r on a :(Æg Æ A)k( \ (�)\k \ f)Lp(�B) � C(K)Remarque 2.4.8 Pour estimer le terme d'ordre k dans (3.3) quand k 6=1 on utilise seulementl'hypoth�ese jf jjgjk+1 �(jgj)k=2 2 Mp(B ), qui est une ons�equene de l'hypoth�ese (2.4) omme on vientde le voir.
2.4.2 Estimation du terme pour k = 1.Pour estimer e terme on utilisera seulement l'hypoth�esejf jjgj3 �(jgj) 2Mp(B ) (4.2)qui est une ons�equene de l'hypoth�ese (2.4) (puisque m et n sont sup�erieurs ou �egaux �a 2, r + 1est bien sup�erieur ou �egal �a 3).On note w =  \ � \ f .Pour montrer que Aw 2 Lp(�B ) on prend  2 Lq(�B ), o�u 1p + 1q = 1, et on �evalueI = Z�B Aw(z) (z)d�(z)D'apr�es [5℄ p 333 I = J + L



28 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).o�u J = ZB w ^ T et L = ZB 1p��w ^ �� ^ T 0 et T (�) = Z�B (��)O(1) (z)d�(z)v(�; z)nv(z; �) T 0 = Z�B (��)1=2O(j� � zj) (z)d�(z)v(�; z)nv(z; �)o�u les fontions O sont de lase C1.On herhe alors �a appliquer le lemme suivant :Lemme 2.4.9 Soit q 2℄1;+1℄ et � = 1q . Soit P = T ou T 0. Il existe alors une onstante positiveC telle que 8 � 2 W �(B ); 8  2 Lq(�B ); ZB jP j j�j � C k�kW� k kLq(�B)D�emonstration :Constatons d'abord que T et T 0 sont des op�erateurs de type Poisson, omme ils sont d�e�nis dans [5℄p 330. Pour T il suÆt de hoisir � = 1, k = 0 et j = 1 et pour T 0, � = 1=2, k = 0 et j = 1, sahantque O(j� � zj) est a fortiori un O(1).D'autre part, d'apr�es la proposition 1 p 30 dans [2℄, si � 2 W �(B ) alors il existe une mesure deCarleson �0 et une fontion h 2 Lp(�0) telles que � = h�0, o�u 1p = 1� �. On peut de plus hoisir het �0 tels que k�0kV 1 = 1 et khkLp(�0) � k�kW�. On utilise alors l'in�egalit�e de H�older pour obtenirZB jP j j�j � �ZB jP jq j�0j�1=q �ZB jhjp j�0j�1=pD'apr�es la proposition 7.1 de [5℄ on a alorsZB jP j j�j � khkLp(�0) k�0k1=qV 1 k kLq(�B) � k�kW� k kLq(�B)e qui termine la preuve du lemme.Or, a priori, w n'appartient pas �a W �(B ), mais (��)w oui. On utilise alors le lemme suivant pourfaire apparâ�tre (��)w dans l'int�egrale.Lemme 2.4.10 Pour toute fontion F 2 C1(B ) on a :a) ZB F (z)d�(z) = (n+ 1) ZB (��)(z)F (z)d�(z) + ZB (��)(z)LF (z)d�(z)b) ZB 1p��(z)F (z)d�(z) = (2n+ 1) ZB p��(z)F (z)d�(z) + 2 ZB p��(z)LF (z)d�(z)o�u on note Lh = nXj=1 zj �h�zj



2.4. ESTIMATIONS. 29D�emonstration :a) En appliquant le formule de Stokes on a, pour i6=j :0 = Z�B (��)(�)F (�)�i!i = ZB ���i ((��)(�)F (�)�i) d�i ^ !io�u !i = d�1 ^ ::: ^ d�i�1 ^ d�i+1 ^ ::: ^ d�n ^ d�1 ^ ::: ^ d�n.On en d�eduit que0 = ZB �(��)(�)��i F (�)�id�(�) + ZB (��)(�)F (�)d�(�) + ZB (��)(�)�F��i (�)�id�(�)En additionnant les �egalit�es pour i = 1 �a n on obtientZB j�j2 F (�)d�(�) = n ZB (��)(�)F (�)d�(�) + ZB (��)(�)LF (�)d�(�)Or j�j2 = 1 + �(�) d'o�uZB F (�)d�(�) = (n+ 1) ZB (��)(�)F (�)d�(�) + ZB (��)(�)LF (�)d�(�)b) Soit � > 0. On note ��� = �� + �. Alors p��� 2 C1(B ). Comme pr�e�edemment on peutappliquer la formule de Stokes et obtenir, si i6=j,p� Z�B F (�)�i!i = Z�B q���(�)F (�)�i!i = ZB ���i �q���(�)F (�)�i� d�i ^ !iEn additionnant les �egalit�es obtenues pour i = 1 �a n, et sahant que �q���(�)��i = �� i2q���(�), onobtientnp� Z�B F (�)�i!i = n ZB q���(�)F (�)d�(�) + ZB q���(�)LF (�)d�(�)� ZB j�j2 F (�)2q���(�)d�(�)et puisque j�j2 = 1 + �(�) on obtient, en faisant tendre � vers 0,ZB F (�)2p��(�)d�(�) = (n + 12) ZB p��(�)F (�)d�(�) + ZB p��(�)LF (�)d�(�)Remarque 2.4.11 On �etend la d�e�nition de L aux formes di��erentielles de la fa�on suivante : si! s'�erit dans la base anonique ! =XI;J !I;J dzI ^ dzJ alors L! =XI;J L!I;J dzI ^ dzJ . On d�e�nitde même �k! =XI;J �!I;J�zk dzI ^ dzJ de sorte que L! = nXk=1 zk�k!. On v�eri�e imm�ediatement quesi !1 et !2 sont deux formes di��erentielles alors L(!1 ^ !2) = (L!1) ^ !2 + !1 ^ (L!2).On obtient alors, d'apr�es e lemme,J = (n+ 1) ZB (��)w ^ T + ZB (��)L(w ^ T ) = (n + 1)J1 + J2 + J3o�u



30 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).J1 = ZB (��)w ^ T J2 = ZB (��)(Lw) ^ T J3 = ZB (��)w ^ L(T )On a aussiL = (2n+ 1) ZB p��w ^ �� ^ T 0 + 2 ZB p��L(w ^ �� ^ T 0 ) = (2n+ 1)L1 + 2L2 + 2L3o�u L1 = ZB p��w ^ �� ^ T 0 L2 = ZB p��L(w ^ ��) ^ T 0 L3 = ZB p��w ^ �� ^ L(T 0 )Pour estimer J1, J2, L1 et L2, d'apr�es le lemme 2.4.9, il suÆt d'appliquer le lemme suivant, qu'ond�emontrera au paragraphe 2.4.3.Lemme 2.4.12 (��)w, (��)Lw, p��(w ^ ��), p��L(w ^ ��) sont dans W �(B ) de normes ma-jor�ees par C(K).Il restera alors �a d�emontrer les estimations suivantes, e qui sera fait au paragraphe (2.4.4).Lemme 2.4.13 Il existe une onstante C(K) > 0 ne d�ependant que de K telle que8 2 Lq(�B ); J3 � C(K) k kLq(�B) et L3 � C(K) k kLq(�B)
2.4.3 Estimations onernant w.On d�emontre ii le lemme 2.4.12. On ommene par estimer les termes qui ne font pas intervenirde d�erivation.



2.4. ESTIMATIONS. 31Estimation de (��)w et p��(w ^ ��).On a, puisque jg�j > jgj,(��) jwj � jf jjgj3 X1�k<m+1 j�gkj (��) � jf jjgj2p�(jgj)  (��) j�gj2jgj2 �(jgj) + (��)!D'apr�es l'hypoth�ese (4.2), et sahant que �(jgj) est born�e, jf jjgj2p�(jgj) 2Mp(B ) de norme major�eepar C(K).On utilise alors la proposition 2.4.7 et on en onlut que (��) j�gj2jgj2 �(jgj) + (��) 2 V 1(B ). Lelemme 2.4.6 nous permet d'en d�eduire que (��)w 2 W �(B ) de norme major�ee par C(K).D'autre part on ap�� ��w ^ ���� � p�� jf jjg�j3 X1�k�m+1 j�gk ^ ��j � jf jjgj2p�(jgj)  j�g ^ ��j2jgj2 �(jgj) + (��)!En utilisant �a nouveau la proposition 2.4.7, le lemme 2.4.6, l'hypoth�ese (4.2), et sahant que (��)est dans V 1(B ), on en d�eduit que p��(w ^ ��) 2 W �(B ) de norme major�ee par C(K).Estimation de (��)Lw.Par d�e�nition de w on a �kw = �k( \ �) \ f +  \ � \ �kfPuisque Lw = nXi=1 zk�kw, il suÆt de monter que (��) j�kwj 2 W �(B ) pour tout k.Pour le premier terme on a�k( \ �) \ f = �k \ � \ f +  \ �k� \ fOr �k = m+1Xi;j=1�gigj�kgjjg�j4 ei� = m+1Xi;j=1�gj gj�gi � gi�gjjg�j4 ei�k� = m+1Xi;j;l=1 gl gj�gi � gi�gjjg�j4 (2gj�kgl � gl�kgj) ei



32 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).On en d�eduit que��(��)�k( \ �) \ f �� � (��) j�gj2 jf jjg�j4 � (��) j�gj2jgj2 �(jgj) jf jjgj2 �(jgj)On utilise alors l'hypoth�ese (4.2), la proposition 2.4.7 et le lemme 2.4.6 pour montrer que (��)�k(\�) \ f est dans W �(B ) de norme major�ee par C(K).On majore le deuxi�eme terme de la fa�on suivante :��(��) \ � \ �kf �� � (��) j�f jjg�j6 m+1Xk=1 j�gkj jg�j3 � p�� j�f jjgj3 p�� j�gjOn applique alors le lemme suivant, qu'on d�emontrera au paragraphe 2.4.5.Lemme 2.4.14 Soient p 2 [1;+1℄ et � = 1� 1p . Soit � une fontion positive dans B . Si�2jgj2�(jgj) 2 V 1(B )et f v�eri�e fjgj2 �(jgj) 2Mp(B ) (4.3)de norme major�ee par K alors p�� �fjgj3 � et j�f ^ ��jjgj3 � sont dans W �(B ) de normes major�ees parC(K)  �2jgj2�(jgj)V 1.D'apr�es la proposition 2.4.7 (��) j�gj2jgj2 �(jgj) 2 V 1(B ). Puisque jgj < 1, l'hypoth�ese (4.2) en-trâ�ne (4.3).On peut don appliquer le lemme 2.4.14 ave � = p�� j�gj et en d�eduire que ��(��) \ � \ �kf ��est dans W �(B ) de norme major�ee par C(K).Estimation de p��L(w ^ ��).On a �k(w ^ ��) = �k( \ (� ^ ��) \ f) = wk1 + wk2 + wk3o�u



2.4. ESTIMATIONS. 33wk1 = �k \ (� ^ ��) \ fwk2 =  \ �k(� ^ ��) \ fwk3 =  \ (� ^ ��) \ �kfComme pr�e�edemment il suÆt d'estimer haque wkj .p�� ��wk1 �� � p�� ���k \ (� ^ ��) \ f ��� p�� jf jjg�j4 j�gj j�g ^ ��j� jf jjgj2 �(jgj)  (��) j�gj2jgj2 �(jgj) + j�g ^ ��j2jgj2 �(jgj)!En utilisant l'hypoth�ese (4.2), la proposition 2.4.7 et le lemme 2.4.6, on d�eduit que p�� ��wk1 �� estdans W �(B ) de norme major�ee par C(K).De la même fa�on on majore p�� ��wk2 �� :p�� ��wk2 �� � p�� jf jjg�j(���k� ^ ����+ ��� ^ �k����)� p�� jf jjg�j( j�gj j�g ^ ��jjg�j3 + j�gjjg�j2 )� jf jjgj2 �(jgj)  (��) j�gj2jgj2 �(jgj) + j�g ^ ��j2jgj2 �(jgj) + �(jgj)!On en d�eduit de même que p�� ��wk2 �� 2 W �(B ) de norme major�ee par C(K).p�� ��wk3 �� � p�� j�f j j�g ^ ��jjgj3D'apr�es la proposition 2.4.7 j�g ^ ��j2jgj2 �(jgj) 2 V 1(B ), e qui nous permet, grâe au lemme 2.4.14,appliqu�e ave � = j�g ^ ��j, de d�eduire que p�� ��wk3 �� 2 W �(B ) de norme major�ee par C(K), etdon l'estimation voulue pour p��L(w ^ ��).Cei ah�eve la d�emonstration du lemme 2.4.12.Il reste enore �a d�emontrer le lemme 2.4.14 et le lemme 2.4.13.2.4.4 Estimation des deux derniers termes.On d�emontre ii le lemme 2.4.13, qu'on rappelle i-dessous :Il existe une onstante C(K) > 0 ne d�ependant que de K telle que



34 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).8 2 Lq(�B ); J3 = ZB (��)w ^ L(T ) � C(K) k kLq(�B)et L3 = ZB p��w ^ �� ^ L(T 0 ) � C(K) k kLq(�B)Pour ela, on va utiliser le lemme suivant, d�emontr�e plus loin dans e paragraphe, qu'on pourraappliquer pour estimer J3 et L3.Dans la suite on note C = fb=(��) jbj2 2 V 1 et (��) jbj 2 L1(B )g etkbk2C = (��) jbj2V 1 + Sup (��) jbjLemme 2.4.15 Soit P = T ou T 0. Si p 2 [1;+1℄ et q v�eri�e 1p + 1q = 1, alors8 2 Lq(�B ); 8G 2 Mp(B ); 8b 2 C; ����ZB (��)Gb ^ L(P )���� � C kbkC kGkMp k kLq(�B)o�u C est une onstante positive.Pour l'appliquer �a J3 on �erit w = Gbo�u G = fjgj3p�(jgj) et b = jgj3jg�j6p�(jgj) m+1Xi;j;l=1 gigj(gj�gl � gl�gj) ei \ elAlors (��) jbj2 � (��) j�gj2jgj2 �(jgj)et, d'apr�es la proposition 2.4.7, (��) jbj2 2 V 1(B ) de norme major�ee par une onstante ne d�ependantque de kgk1. Pour voir que b 2 C il suÆt alors d'utiliser le lemme suivant, sahant que(��) jbj � (��) j�gjLemme 2.4.16 Il existe une onstante positive C telle que, pour toute fontion g 2 H1(B ) on ait(��) j�gj � C kgk1 et p�� j�g ^ ��j � C kgk1Ce lemme sera d�emontr�e au paragraphe 2.7.De plus, d'apr�es l'hypoth�ese (4.2), G 2Mp(B ). On en d�eduit grâe au lemme 2.4.15 quejJ3j � C(K) k kLq(�B)



2.4. ESTIMATIONS. 35Pour l'estimation de L3 on �erit de même w ^ ��p�� = Gbo�u G = fjgj3p�(jgj) et b = 1p(��) jgj3jg�j6p�(jgj) m+1Xi;j;l=1 gigj(gj�gl � gl�gj) ^ �� ei \ elAlors G 2Mp(B ) d'apr�es l'hypoth�ese (4.2) et(��) jbj2 � 1(��)(��)Xk j�gk ^ ��j2jgj2 �(jgj) � j�g ^ ��j2jgj2 �(jgj)et, d'apr�es la proposition 2.4.7, on a don (��) jbj2 2 V 1(B ). De plus (��) jbj � p�� j�g ^ ��j,d'o�u, en utilisant le lemme 2.4.16, b 2 C. Cei nous permet d'appliquer �a nouveau le lemme 2.4.15et d'obtenir l'estimation jL3j � C(K) k kLq(�B)On a ainsi d�emontr�e le lemme 2.4.13.D�emonstration du lemme 2.4.15.On pro�ede ii par interpolation.On d�e�nit pour haque fontion  mesurable sur �B l'appliation lin�eaireL (G) = ZB (��)Gb ^ L(P )On utilise alors le lemme suivant pour majorer L (G).Lemme 2.4.17 Soient  une fontion mesurable sur �B et b une fontion de Carleson dans B .Soit P = T ou T 0. On a alors les in�egalit�es suivantes :a) ZB (��) jLP j jbj d� � C k kH1 kbkCb) kLP kC � C k k1Ii H1 d�esigne l'espae atomique d�e�ni par exemple dans [13℄ dans le hapitre 2.Pour la d�emonstration du lemme voir [5℄ proposition 7.1.On a, d'apr�es le point a), jL (G)j � kbkC kGk1 k kH1D'autre part on a, d'apr�es l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz,jL (G)j � �ZB (��) jbj2 jGj�1=2 �ZB (��) jLP j2 jGj�1=2Alors, d'apr�es le point b) du lemme 2.4.17, et en utilisant le lemme 2.4.6, on obtientjL Gj � kGkM1 kbkC k k1



36 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).On en d�eduit que l'appliation lin�eaire L d�e�nie par L( ) = L est born�ee :H1�!(M1(B ))0et L1(�B )�!(M1(B ))0de norme major�ee par kbkC. On en d�eduit par interpolation que, si 0 < � < 1 et t 2℄1;1[, L estborn�ee dans (H1; L1(�B ))�;t�!((M1(B ))0 ; (M1(B ))0)�;tde norme major�ee par kbkC. On utilise alors les lemmes suivants :Lemme 2.4.18a) L'espae Mp(B ) est un espae de Banah, 8p 2 [1;+1℄.b) Soit p 2 [1;+1[ et soit q 2℄1;+1℄ tels que q > p, alors M q(B ) est dense dans Mp(B ).) Soient p0; p1 2 [1;+1℄, � 2℄0; 1[ et p tels que 1p = 1� �p0 + �p1 . Alors(Mp0(B );M p1 (B ))�;p =Mp(B )Ce lemme sera d�emontr�e au paragraphe 2.5.2.Lemme 2.4.19 Soit (A0; A1) un ouple d'espaes de Banah tels que A0 \A1 est dense dans A0 etA1. Soient q 2 [1;+1[ et � 2℄0; 1[. Alors (A0; A0)0�;q = (A00; A01)�;q0, o�u 1q + 1q0 = 1.Pour la d�emonstration de e lemme voir [8℄ p 53 th�eor�eme 3.7.1.Puisque M1(B ) \M1(B ) = M1(B ) on peut, d'apr�es le lemme 2.4.18, appliquer le lemme 2.4.19 etobtenir ((M1(B ))0 ; (M1(B ))0)�;t = (M1(B );M1(B ))0�;so�u 1t + 1s = 1 et t < +1. Prenons s = p, t = q et � tel que 1p = 1� �1 + �1, i.e. � = 1p < 1. Alors,d'apr�es le lemme 2.4.18 ), ((M1(B ))0 ; (M1(B ))0)�;t = (Mp(B ))0En�n on utilise le lemme suivant pour onlure. Celui-i est une ons�equene du th�eor�eme 3.34 etde la remarque (1) p 75 dans [13℄.Lemme 2.4.20 Soit � 2℄0; 1[ et t > 0 tels que 1t = 1� �. Alors on a(H1; L1(�B ))�;t = Lt(�B )On en d�eduit que L est born�e de Lq(�B )�!(Mp(B ))0 , de norme major�ee par kbkC , e qui nousdonne le r�esultat.



2.4. ESTIMATIONS. 372.4.5 Estimation de j�f j.On d�emontre ii le lemme 2.4.14, qui s'�enone ainsi :Soient p 2 [1;+1℄ et � = 1� 1p . Soit � une fontion positive dans B . Si�2jgj2�(jgj) 2 V 1(B )et f v�eri�e fjgj2 �(jgj) 2Mp(B )de norme major�ee par K alors p�� �fjgj3 � et j�f ^ ��jjgj3 � sont dans W �(B ) de normes major�ees parC(K)  �2jgj2�(jgj)V 1.Pour ela on suppose que � v�eri�e �2jgj2�(jgj) 2 V 1(B ) et on pro�ede par interpolation entre p = 1 etp = +1 pour montrer que p�� j�f jjgj3 � 2 W �(B ) et j�f ^ ��jjgj3 � 2 W �(B ) quand jf jjgj2 �(jgj) 2Mp(B ).� Pour p = +1, � = 1. On va utiliser le lemme suivant qui arat�erise les mesures de Carleson :Lemme 2.4.21 Une mesure positive � dans B est dans V 1(B ) si et seulement si9C 2 R+= 8h 2 H2(B ); ZB jhj2 � � C khk2H2Ce lemme est d�emontr�e dans [17℄ (th�eor�eme 4.3).D'apr�es e lemme il suÆt de prendre h 2 H2(B ) et d'�evaluerI1 = ZB jhj2p�� j�f jjgj3 �d�I2 = ZB jhj2 j�f ^ ��jjgj3 �d�D'apr�es l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz on aI21 � ZB jhj2 �2jgj2�(jgj)d� ZB jhj2 (��) j�f j2jgj4 �(jgj)d�I22 � ZB jhj2 �2jgj2�(jgj)d� ZB jhj2 j�f ^ ��j2jgj4 �(jgj) d�



38 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).L'hypoth�ese sur �2jgj2�(jgj) et le lemme 2.4.21 nous permettent de d�eduire queZB jhj2 �2jgj2�(jgj)d� �  �2jgj2�(jgj)V 1 khk2H2Pour estimer J1 = ZB jhj2 (��) j�f j2jgj4 �(jgj)d� et J2 = ZB jhj2 j�f ^ ��j2jgj4 �(jgj) d� on applique le lemmesuivant �a la fontion holomorphe hf .Lemme 2.4.22 Si h est une fontion holomorphe dans B de lasse C1(B ) elle v�eri�e :ZB (��) j�hj2jgj4 �(jgj)d� � C1 ZB jhj2jgj4 �(jgj)d�+C2 ZB Z�B jhj2jgj4 �(jgj)(�)P (z; �)d�(�)d�(z)+C3 ZB (��) jhj2 j�gj2jgj6 �(jgj)d�et ZB j�h ^ ��j2jgj4 �(jgj) d� � C1 ZB jhj2jgj4 �(jgj)d�+C2 ZB Z�B jhj2jgj4 �(jgj)(�)P (z; �)d�(�)d�(z)+C3 ZB (��) jhj2 j�gj2jgj6 �(jgj)d�+C4 ZB jhj2 j�g ^ ��j2jgj6 �(jgj) d�o�u P est le noyau de Poisson de la boule et C1, C2, C3 et C4 sont des onstantes absolues.Ce lemme sera d�emontr�e au paragraphe 2.4.6.Pour ela on suppose d'abord que h 2 C1(B ). On a �(hf) = h�f + f�h donjhj2 j�f j2 � 2 j�(hf)j2 + 2 jf j2 j�hj2et jhj2 j�f ^ ��j2 � 2 j�(hf) ^ ��j2 + 2 jf j2 j�h ^ ��j2On en d�eduit que J1 � 2 ZB (��) j�(hf)j2jgj4 �(jgj)d�+ 2 ZB j�hj2 (��) jf j2jgj4 �(jgj)d�J2 � 2 ZB j�(hf) ^ ��j2jgj4 �(jgj) d�+ 2 ZB j�h ^ ��j2 jf j2jgj4 �(jgj)d�



2.4. ESTIMATIONS. 39En utilisant l'hypoth�ese (4.3) ave p = +1 et le lemme suivant on en d�eduit que les deux derni�eresint�egrales sont major�ees par C(K) khk2H2 .Lemme 2.4.23 Si h 2 H2(B ) alors (��) j�hj2 et j�h ^ ��j2 sont des mesures born�ees dans B demasse totale major�ee par khk2H2.Ce lemme est d�emontr�e dans [1℄ p 294.D'autre part le lemme 2.4.22 nous permet d'avoirZB (��) j�(hf)j2jgj4 �(jgj)d� � C1A+ C2B + C3CZB j�(hf) ^ ��j2jgj4 �(jgj) d� � C1A+ C2B + C3C + C4Do�u A = ZB jhj2 jf j2jgj4 �(jgj)(�)d�(�)B = ZB Z�B jhj2 jf j2jgj4 �(jgj)(�)P (z; �)d�(�)d�(z)C = ZB (��)(�) jhj2 jf j2 j�gj2jgj6 �(jgj) (�)d�(�)D = ZB jhj2 jf j2 j�g ^ ��j2jgj6 �(jgj) d�En utilisant l'hypoth�ese (4.3) ave p = +1 on en d�eduit imm�ediatementA � C(K) ZB jhj2 d�B � C(K) ZB Z�B jhj2 (�)P (z; �)d�(�)d�(z)C � C(K) ZB (��)(�) jhj2 (�) j�gj2jgj2 (�)�(jgj)d�(�)D � C(K) ZB jhj2 (�) j�g ^ ��j2jgj2 (�)�(jgj)d�(�)et don, en utilisant la proposition 2.4.7,I21 � C(K) khk2H2 et I22 � C(K) khk2H2 (4.4)pour h 2 H2(B )\C1(B ). Si h 2 H2(B ), pour tout r 2℄0; 1[, on applique (4.4) �a la fontion hr d�e�niepar 8z 2 B ; hr(z) = h(rz). Le membre de droite est alors uniform�ement major�e par C(K) khk2H2 .Puisque de plus hr tend vers h presque partout dans B quand r tend 1, on obtient (4.4) pour h. Ainsion a montr�e que p�� j�f jjgj3 � 2 V 1(B ) et j�f ^ ��jjgj3 � 2 V 1(B ) quand p = +1, de norme major�ee parC(K).



40 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).
� Pour p = 1, � = 0. Il suÆt d'�evaluer les int�egralesI1 = ZB p�� j�f jjgj3 �I2 = ZB j�f ^ ��jjgj3 �On applique l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz et on obtient :I21 � ZB jf jjgj2 �(jgj) �2jgj2�(jgj) ZB (��) j�f j2jf j jgj2I22 � ZB jf jjgj2 �(jgj) �2jgj2�(jgj) ZB j�f ^ ��j2jf j jgj2L'hypoth�ese (4.3), le fait que �2jgj2�(jgj) 2 V 1(B ) et le lemme 2.4.6 appliqu�es ave p = 1 permettentde dire que la premi�ere int�egrale est major�ee par C(K). Pour les deux derni�eres int�egrales on utilisele lemme suivant, appliqu�e �a f :Lemme 2.4.24 Soit h 2 Hol(B ) \ C1(B ). AlorsZB (��) j�hj2jhj jgj2d� � C1 ZB jhjjgj2d�+C2 ZB Z�B jhjjgj2 (�)P (z; �)d�(�)d�(z)+C3 ZB (��) jhj j�gj2jgj4 d�et ZB j�h ^ ��j2jhj jgj2 d� � C1 ZB jhjjgj2d�+C2 ZB Z�B jhjjgj2 (�)P (z; �)d�(�)d�(z)+C3 ZB (��) jhj j�gj2jgj4 d�+C4 ZB jhj j�g ^ ��j2jgj4 d�o�u P est le noyau de Poisson de la boule et C1, C2, C3 et C4 sont des onstantes absolues.Ce lemme sera d�emontr�e au paragraphe 2.4.6.



2.4. ESTIMATIONS. 41Puisque jf jjgj2 2 M1(B ) de norme major�ee par C(K), les deux premi�eres int�egrales obtenues sontmajor�ees par C(K). On majore la troisi�eme de la fa�on suivante :ZB (��) jf j j�gj2jgj4 d� � ZB (��) j�gj2jgj2 �(jgj) jf jjgj2 �(jgj)d�Puisque, d'apr�es la proposition 2.4.7, (��) j�gj2jgj2 �(jgj) 2 V 1(B ) et que d'apr�es l'hypoth�ese (4.3)jf jjgj2 �(jgj) 2 M1(B ) de norme major�ee par C(K), le lemme 2.4.6 nous permet de onlure que etteint�egrale est major�ee par C(K). La quatri�eme et derni�ere int�egrale est major�ee de la fa�on suivanteen utilisant la proposition 2.4.7 ave k = 1 et le lemme 2.4.6, et l'hypoth�ese (4.3) ave p = 1ZB jf j j�g ^ ��j2jgj4 d� = ZB jf jjgj2 �(jgj) j�g ^ ��j2jgj2 �(jgj)d��  jf jjgj2 �(jgj)M1  j�g ^ ��j2jgj2 �(jgj)V 1� C(K)e qui ah�eve la d�emonstration pour p = 1.� Interpolation :Consid�erons l'appliation lin�eaire L d�e�nie parL(G) = p���jgj3 �(G jgj2 �(jgj))On a montr�e que L est born�ee de M1(B ) dans V 0(B ) et de M1(B ) dans V 1(B ), de normes ma-jor�ees par C(K). On en d�eduit par interpolation que L est born�ee de (M1(B );M1(B ))�;p dans(V 0(B ); V 1(B ))�;p , i.e., d'apr�es le th�eor�eme 2.4.25 i-dessous et le lemme 2.4.18 ), de Mp(B ) dansW �(B ), o�u 1p = 1� �.Th�eor�eme 2.4.25 Soit � 2℄0; 1[ , et p tel que 1p = 1� �. Alors on a(V 0(B ); V 1(B ))�;p = W �(B )
Ce th�eor�eme a �et�e d�emontr�e par E. Amar et A. Bonami dans [2℄.



42 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).2.4.6 D�emonstration des in�egalit�es onernant j�f j.D�emonstration du lemme 2.4.22.Il s'agit de d�emontrer queSi h est une fontion holomorphe dans B de lasse C1(B ) elle v�eri�e :ZB (��) j�hj2jgj4 �(jgj)d� � C1 ZB jhj2jgj4 �(jgj)d�+C2 ZB Z�B jhj2jgj4 �(jgj)(�)P (z; �)d�(�)d�(z)+C3 ZB (��) jhj2 j�gj2jgj6 �(jgj)d�et ZB j�h ^ ��j2jgj4 �(jgj) d� � C1 ZB jhj2jgj4 �(jgj)d�+C2 ZB Z�B jhj2jgj4 �(jgj)(�)P (z; �)d�(�)d�(z)+C3 ZB (��) jhj2 j�gj2jgj6 �(jgj)d�+C4 ZB jhj2 j�g ^ ��j2jgj6 �(jgj) d�o�u P est le noyau de Poisson de la boule et C1, C2, C3 et C4 sont des onstantes absolues.Montrons d'abord la premi�ere in�egalit�e. Il s'agit de majorer l'int�egrale ZB (��) j�hj2jgj4 �(jgj)d� quandh 2 Hol(B ) \ C1(B ). Pour ela on prend � > 0 et on applique la formule de Green �a la fontionv = jhj2jg�j4 �(jg�j) 2 C1(B )Puisque v 2 C1(B ), on a, pour z 2 B ,v(z) = ZB G(z; �)�v(�)d�(�) + Z�B P (z; �)v(�)d�(�)o�u G est le noyau de Green de B et P le noyau de Poisson. On int�egre alors ette �egalit�e par rapport�a z 2 B , et on obtient :ZB vd� = 18 ZB � �vd�+ ZB Z�B P (z; �)v(�)d�(�)d�(z) (4.5)



2.4. ESTIMATIONS. 43En e�et, alulons L(�) = ZB G(z; �)d�(z) ; par sym�etrie de G on a L(�) = ZB G(�; z)d�(z). Alorspar d�e�nition du noyau de Green, L est la fontion qui v�eri�e �L = 1 dans B et L j�B= 0. DonL(�) = j�j2 � 18 = 18�(z).Calulons le Laplaien de v. �v = 4 nXi=1 �i�ivDans la suite de ette d�emonstration on note � pour �(jg�j).�iv = h�ihjg�j4 � � 2 jhj2jg�j6 ��i jg�j2 � jhj2jg�j4 �2�i��i�iv = �ih�ihjg�j4 � � 2h�ih�i jg�j2jg�j6 � � h�i��ihjg�j4 �2 � 2h�ih�i jg�j2jg�j6 ��2 jhj2 �i�i jg�j2jg�j6 � + 6 jhj2 ���i jg�j2��2jg�j8 � + 2 jhj2 �i��i jg�j2jg�j6 �2�h�ih�i�jg�j4 �2 � jhj2 �i�i�jg�j4 �2 + 2 jhj2 �i jg�j2 �i�jg�j6 �2 + 2 jhj2 j�i�j2jg�j4 �3Or �i�i jg�j2 = m+1Xk=1 �i�i jgkj2 = m+1Xk=1 �igk�igk = m+1Xk=1 j�igkj2d'o�u nXi=1 �i�i jg�j2 = j�gj2De même nXi=1 ���i jg�j2�� = ��� jg�j2��2Nous utilisons alors le lemme suivant qui donne les d�eriv�ees de � et qui sera d�emontr�e au para-graphe 2.8.Lemme 2.4.26 Soit � > 0. On a, pour tout entier i ompris entre 1 et n,�i�i� = �i�i jg�j2jg�j2 �1(jg�j) + ���i jg�j2��2jg�j4 �2(jg�j)et �i� = �i jg�j2jg�j2 �1(jg�j)



44 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).o�u �1 et �2 sont d�e�nis par�1(x) = Z 10 sx2sd�0(s) et �2(x) = Z 10 s(s� 1)x2sd�0(s)et v�eri�ent 0 � �i(x) � �(x) (4.6)On en d�eduit que14�v = j�hj2jg�j4 � � 2Re hjg�j6 �( nXi=1 �ih�i jg�j2)(2 + �1� )!�jhj2 j�gj2jg�j6 � (2 + �1� ) + jhj2 ��� jg�j2��2jg�j8 � (6 + 2�1� � �2� + 2�1� + 2�21�2 )En utilisant les in�egalit�es (4.6), ��� jg�j2��2 � jg�j2 j�gj2 et l'�egalit�e (4.5), on obtient, pour tout t > 0,ZB (��) j�hj2jg�j4 �d� � 14 ZB vd�+ ZB Z�B P (z; �)v(�)d�(�)d�(z)+t ZB (��) j�hj2jg�j4 �d�+ 36t ZB (��) jhj2 j�gj2jg�j6 � d�+17 ZB (��) jhj2 j�gj2jg�j6 � d�On en d�eduit queZB (��) j�hj2jg�j4 �d� � 21� t ZB jhj2jg�j4 �d�+ (17 + 36t )1� t ZB (��) jhj2 j�gj2jg�j6 � d�+ 21� t ZB Z�B jhj2jg�j4 �(�)P (z; �)d�(�)d�(z) (4.7)Il suÆt alors de hoisir t 2℄0; 1[ et de faire tendre � vers 0 pour obtenir le r�esultat.Montrons �a pr�esent la deuxi�eme in�egalit�e :ZB j�h ^ ��j2jgj4 �(jgj) d� � C1 ZB jhj2jgj4 �(jgj)d�+C2 ZB Z�B jhj2jgj4 �(jgj)(�)P (z; �)d�(�)d�(z)+C3 ZB (��) jhj2 j�gj2jgj6 �(jgj)d�+C4 ZB jhj2 j�g ^ ��j2jgj6 �(jgj) d�



2.4. ESTIMATIONS. 45Pour ela on prend � > 0 et applique deux fois la formule de Stokes de la fa�on suivante :0 = Z�B ��h ^ �h ^ �� ^ (���)n�2jg�j4 �(jg�j) = ZB �h ^ �� ^ �h ^ �� ^ (���)n�2jg�j4 �(jg�j)+ ZB (��)�h ^ �h ^ (���)n�1jg�j4 �(jg�j)+ ZB ��( 1jg�j4 �(jg�j)) ^ �h ^ �h ^ �� ^ (���)n�2et0 = Z�B h��( 1jg�j4 �(jg�j)) ^ �h ^ �� ^ (���)n�2 = � ZB h��( 1jg�j4 �(jg�j)) ^ �h ^ (���)n�1+ ZB ��( 1jg�j4 �(jg�j)) ^ �h ^ �h ^ �� ^ (���)n�2+ ZB h �� ^ �( 1jg�j4 �(jg�j)) ^ �h ^ �� ^ (���)n�2Si on note A = ZB j�h ^ ��j2jg�j4 �(jg�j)d�B = ZB (��) j�hj2jg�j4 �(jg�j)d�D = ZB h�� ^ �( 1jg�j4 �(jg�j)) ^ �h ^ �� ^ (���)n�2E = ZB h��( 1jg�j4 �(jg�j)) ^ �h ^ (���)n�1on obtient alors A +B = D � E (4.8)Nous herhons �a majorer A. L'int�egrale B est major�ee grâe �a la premi�ere in�egalit�e du lemme(in�egalit�e (4.7)).Grâe au lemme 2.4.26 on peut aluler� � 1jg�j4 �(jg�j)� = � � jg�j2jg�j6 �(jg�j)(2 + �1� )Pour majorer D et E on applique alors l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz tout en utilisant le fait que�1 � � :



46 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).jDj � 3 ZB jhj2 j�g ^ ��j2jg�j6 �(jg�j) d�!1=2 ZB j�h ^ ��j2jg�j4 �(jg�j)d�!1=2� 1t ZB jhj2 j�g ^ ��j2jg�j6 �(jg�j) d�+ tA
jEj �  ZB (��) jhj2 j�gj2jg�j6 �(jg�j)d�!1=2 ZB (��) j�hj2jg�j4 �(jg�j)d�!1=2� 1t ZB (��) jhj2 j�gj2jg�j6 �(jg�j)d�+ tBCes deux in�egalit�es, l'in�egalit�e (4.7) ainsi que (4.8) nous permettent d'en d�eduire, en hoisissant tsuÆsamment petit et en faisant tendre � vers 0, la deuxi�eme partie du lemme.D�emonstration du lemme 2.4.24.Il s'agit de d�emontrer ei :Soit h 2 Hol(B ) \ C1(B ). AlorsZB (��) j�hj2jhj jgj2d� � C1 ZB jhjjgj2d�+C2 ZB Z�B jhjjgj2 (�)P (z; �)d�(�)d�(z)+C3 ZB (��) jhj j�gj2jgj4 d�et ZB j�h ^ ��j2jhj jgj2 d� � C1 ZB jhjjgj2d�+C2 ZB Z�B jhjjgj2 (�)P (z; �)d�(�)d�(z)+C3 ZB (��) jhj j�gj2jgj4 d�+C4 ZB jhj j�g ^ ��j2jgj4 d�o�u P est le noyau de Poisson de la boule et C1, C2, C3 et C4 sont des onstantes absolues.



2.4. ESTIMATIONS. 47On d�emontre d'abord la premi�ere in�egalit�e. Pour ela on prend � > 0 et on applique ommepr�e�edemment la formule de Green �a la fontionv = (jhj2 + �2) 12jg�j2qui est bien dans C1(B ). Dans la suite on note jh�j2 = jhj2 + �2. Calulons le Laplaien de v :�v = 12 jh�j�1 j�hj2jg�j2  1� jhj22 jh�j2!� Re jh�j�1 hjg�j4 nXi=1 �ih�i jg�j2!�jh�j j�gj2jg�j4 + 2 jh�j ��� jg�j2��2jg�j6On applique alors l'�egalit�e (4.5), en utilisant le fait que 1 � jhj22 jh�j2 � 12 ainsi que le fait que��� jg�j2��2 � jg�j2 j�gj2, et on obtient, pour tout t > 0,C ZB (��) jh�j�1 j�hj2jg�j2 d� � ZB vd�+ ZB Z�B P (z; �)v(�)d�(�)d�(z)+t ZB (��) jh�j�1 j�hj2jg�j2 d�+1t ZB (��) jh�j�1 jhj2 j�gj2jg�j4 d�+ ZB (��) jh�j j�gj2jg�j4 d� (4.9)
o�u C est une onstante positive. Il suÆt alors de hoisir t suÆsamment petit (t < C) et de fairetendre � vers 0 pour obtenir l'in�egalit�e voulue.Pour la deuxi�eme in�egalit�e du lemme on prend � > 0 et on applique deux fois la formule de Stokesde la fa�on suivante :0 = Z�B ��h ^ �h ^ �� ^ (���)n�2jh�j jg�j2 = ZB �h ^ �� ^ �h ^ �� ^ (���)n�2jh�j jg�j2+ ZB (��)�h ^ �h ^ (���)n�1jh�j jg�j2+ ZB ��( 1jh�j jg�j2 ) ^ �h ^ �h ^ �� ^ (���)n�2



48 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).0 = Z�B �h�( 1jh�j jg�j2 ) ^ �h ^ �� ^ (���)n�2 = � ZB �h�( 1jh�j jg�j2 ) ^ �h ^ (���)n�1+ ZB ��( 1jh�j jg�j2 ) ^ �h ^ �h ^ �� ^ (���)n�2+ ZB h�� ^ �( 1jh�j jg�j2 ) ^ �h ^ �� ^ (���)n�2Or on a � � 1jh�j jg�j2� = � jg�j2jh�j jg�j4 � 12 h�hjh�j3 jg�j2On en d�eduit queZB (1 + jhj22 jh�j2 )(��)�h ^ �h ^ (���)n�1jh�j jg�j2 + ZB (1 + jhj22 jh�j2 )�h ^ �� ^ �h ^ �� ^ (���)n�2jh�j jg�j2 =ZB (��)h � jg�j2jh�j jg�j4 ^ �h ^ (���)n�1 + ZB h�� ^ � jg�j2jh�j jg�j4 ^ �h ^ �� ^ (���)n�2Puisque 1 � 1 + jhj22 jh�j2 � 2, si on noteA = ZB j�h ^ ��j2jh�j jg�j2 d�B = ZB (��) j�hj2jh�j jg�j2d�D = ZB (��)h � jg�j2jh�j jg�j4 ^ �h ^ (���)n�1E = ZB h�� ^ � jg�j2jh�j jg�j4 ^ �h ^ �� ^ (���)n�2on a alors A � 2(B + jDj+ jEj)On herhe �a majorer A. L'in�egalit�e (4.9) permet de majorer B. Pour estimer D et E on utilise lefait que jhj � jh�j et l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz pour obtenirjDj � pB ZB jhj (��) j�gj2jg�j4 d�!1=2� tB + 1t ZB jhj (��) j�gj2jg�j4 d� et jEj � pA ZB jhj j�g ^ ��j2jg�j4 d�!1=2� tA + 1t ZB jhj j�g ^ ��j2jg�j4 d�Il suÆt alors de hoisir t suÆsamment petit et de faire tendre � vers 0 pour obtenir le r�esultat.



2.5. LES ESPACES MP (B ). 492.5 Les espaes M p(B ).2.5.1 Desription des domaines admissibles.Le domaine admissible de sommet � 2 �B est d�e�ni par�� = fb 2 B = ��1� �:b�� < 2(1� jbj2)gOn aurait pu hoisir, omme dans [19℄, de d�e�nir les domaines admissibles par�� = fb 2 B = ��1� �:b�� < s(1� jbj2)g o�u s > 12. Cependant, omme les fontions qu'on onsid�erene sont pas r�eguli�eres dans B , on a besoin que tout point de la boule se trouve dans un domaineadmissible. En partiulier, il faut que 0 soit dans un de es domaines, e qui entrâ�ne que 1 < s.Cette ondition est suÆsante pour assurer que les domaines admissibles reouvrent enti�erement leboule (e qui entrâ�ne par exemple qu'une fontion de Mp(B ) est born�ee presque partout sur toutompat de B ). Pour des raisons de simpliit�e on hoisit s = 2.Ave ette d�e�nition �� est tangent �a �B dans les diretions tangentes omplexes et non tangentdans la diretion onjugu�ee de la normale. Pour le montrer, il suÆt de s'int�eresser au as o�u � estle point 1 = (1; 0; :::; 0), ar si R est une rotation, R(��) = �R(�). On a par d�e�nition�1 = fb 2 B = j1� b1j < 2(1� jbj2)g
0 1

Fig. 2.1 { Le domaine admissible dans le plan engendr�e par (1,0,...,0) et (0,1,0,...,0)La ourbe  d�e�nie dans la base anonique de C n par8t 2℄� 12 ; 12[; (t) = (1� t2; 0; :::; 0; t2 ; 0; :::; 0)v�eri�e (0) = 1 et 0(0) = (1; 0; :::; 0; 12 ; 0; :::; 0)



50 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).don a sa d�eriv�ee dans l'espae omplexe tangent �a �B en 1. De plus  est inluse dans �1. En e�et,pour tout t 2℄� 12 ; 12[, j1� 1:(t)j = ��1� (1� t2)�� = t21� j(t)j2 = 1� (1� t2)2 � t24 = t2(74 � t2)d'o�u, puisque t2 < 34, j1� 1:(t)j < 2(1� j(t)j2). En�nj(t)j2 = 1 + t2(t2 � 74)et, puisque t2 < 74, (t) est dans B . On a ainsi montr�e que �1 est tangent �a �B dans les diretionstangentes omplexes.
10

Fig. 2.2 { Le domaine admissible dans le plan engendr�e par (1,0,...,0) et (i,0,...,0)
Pour montrer que �1 est non tangent dans la diretion onjugu�ee de la normale, prenons  uneourbe r�eguli�ere telle que (0) = 1 et 0(0) = (i; 0; :::; 0) (5.1)Montrons que  ne peut pas être inluse dans �1 au voisinage de 0. L'hypoth�ese (5.1) nous permetde d�evelopper  au voisinage de 0 :(t) = (1 + it + tx(t) + ity(t); t�(t))o�u x et y sont des fontions r�eelles et � est une fontion �a valeurs dans C n�1 , qui tendent vers 0quand t tend vers 0. On peut alors aluler :j1� 1:(t)j = jtj ji(1 + y)� xj1� j(t)j2 = �t(t(1 + x2 + y2 + 2y + j�j2) + 2x)On en d�eduit que j1� 1:(t)j1� j(t)j2 = �sg(t) ji(1 + y)� xjt(1 + x2 + y2 + 2y + j�j2) + 2x



2.5. LES ESPACES MP (B ). 51et puisque les fontions x,y et � tendent vers 0 quand t tend vers 0, on en d�eduit que j1� 1:(t)j1� j(t)j2n'est pas born�e au voisinage de 0, et don que (t) n'appartient pas �a �1 au voisinage de 0, e quimontre bien que �1 est non tangente dans la diretion onjugu�ee de la normale.2.5.2 Propri�et�es des espaes Mp(B ).On va d�emontrer le lemme 2.4.18 qu'on rappelle i-dessous :a) L'espae Mp(B ) est un espae de Banah, 8p 2 [1;+1℄.b) Soit p 2 [1;+1[ et soit q 2℄1;+1℄ tels que q > p, alors M q(B ) est dense dans Mp(B ).) Soient p0; p1 2 [1;+1℄, � 2℄0; 1[ et p tels que 1p = 1� �p0 + �p1 . Alors(Mp0(B );M p1 (B ))�;p = Mp(B )D�emonstration du point a) : On d�emontre que pour tout p 2 [1;+1℄, l'espae Mp(B ) est unespae de Banah.Pour ela montrons que Mp(B ) est un sous espae ferm�e de Lp(�B ; L1(�)), o�u � d�esigne le domaineadmissible de sommet 1. Consid�erons l'appliationI : Mp(B )�!Lp(�B ; L1(�))d�e�nie par I(f)(�; ) = f(r�())o�u r� est la rotation telle que r�(1) = �. On v�eri�e ais�ement que I est lin�eaire, isom�etrique, et onidenti�e Mp(B ) ave son image par I. Soit (fn) une suite de Mp(B ) qui onverge vers une fontionf de Lp(�B ; L1(�)). Montrons que f 2 Mp(B ) . Soient (�; � 0) 2 �B 2 et (; 0) 2 �2 tels quer�() = r�0(0). Alors, 8n 2 N on ajf(�; )� f(� 0; 0)j � jf(�; )� fn(�; )j+ jf(� 0; 0)� fn(� 0; 0)jOr Sup2� jf(�; )� fn(�; )j tend vers 0 dans Lp(�B ), don il existe une sous-suite qui tend vers 0presque partout dans �B . On en d�eduit qu'une sous-suite de jf(�; )� fn(�; )j tend vers 0 presquepartout dans �B � �. Ainsi f(�; ) = f(� 0; 0) pour presque tous �; � 0; ; 0 tels que r�() = r�0(0)don f est �egale presque partout �a une fontion de Mp(B ), e qui ah�eve la d�emonstration du pointa).D�emonstration du point b) : On montre que si p 2 [1;+1[ et q 2℄1;+1℄ v�eri�ent q > p alorsM q(B ) est dense dans Mp(B ).



52 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).Soit f 2Mp(B ) et, pour n 2 N , fn = � f si jf j < n0 si jf j � nAlors 8z 2 B ; jfn(z)j < n, don fn 2 L1(B ) et, par ons�equent, fn 2 M q(B ). Montrons que fntend vers f dans Mp(B ).On a jfn � f j (z) = � 0 si jf(z)j < njf(z)j si jf(z)j � nOn en d�eduit que M(fn � f)(�) = � 0 si M(f)(�) < nM(f)(�) si M(f)(�) � nAinsi Sn = kfn � fkpMp = Z�B jM(fn � f)jp d� = Zf�=Mf(�)�ng jMf(�)jp d�(�)Et, puisque f 2Mp(B ), Sn tend vers 0 quand n tend vers l'in�ni.D�emonstration du point ) : On montre que si p0; p1; p 2 [1;+1℄ et � 2℄0; 1[ v�eri�ent l'�egalit�e1p = 1� �p0 + �p1 alors l'espae interpol�e (Mp0(B );M p1 (B ))�;p est �egal �a Mp(B ).Montrons d'abord que (Mp0(B );Mp1 (B ))�;p �Mp(B ).Puisque la fontion I d�e�nie en a) est lin�eaire, ontinue, en onsid�erant suessivement p = p0et p = p1 on en d�eduit (par interpolation) que I est aussi ontinue de (Mp0(B );Mp1 (B ))�;p dans(Lp0(�B ; L1(�)); Lp1(�B ; L1(�)))�;p. Or e dernier espae est �egal �a Lp(�B ; L1(�)) (voir [8℄ p 108).Soit f 2 (Mp0(B );Mp1 (B ))�;p , alors I(f) 2 Lp(�B ; L1(�)). De plus f 2 Mp0(B ), e qui entrâ�neque si r�() = r�0(0) alors I(f)(r�()) = I(f)(r�0(0)). On en d�eduit que f 2Mp(B ).
� Pour la deuxi�eme inlusion examinons d'abord le as o�u p1 = +1. On a alors 1p = 1� �p0 .Soit f 2Mp(B ). On note Mf � le r�earrangement d�eroissant de Mf d�e�ni de la fa�on suivante :Pour tout t 2 R+ on note m(t;Mf) = �f� 2 �B = jMf(�)j > tgo�u � est toujours la mesure de Lebesgue sur �B . Alors si u 2 R+ ,Mf �(u) = infft 2 R+=m(t;Mf) � ugSoient t 2 R+ et z 2 B ; on d�e�nitf0(t)(z) = f(z)� (Mf �)(tp0) f(z)jf(z)j si jf(z)j > (Mf �)(tp0)= 0 sinon



2.5. LES ESPACES MP (B ). 53et f1(t) = f � f0(t)Soit H(t) = kf0(t)kMp0 + t kf1(t)kM1Alors, par d�e�nition de (Mp0 ;M1)�;p , on akfk(Mp0 ;M1)�;p � Z +10 (t��H(t))pdtt = IEvaluons H(t).Si jf(z)j > Mf �(tp0), alors jf1(z)j = Mf �(tp0) ; sinon jf1(z)j = jf(z)j � Mf �(tp0). On en d�eduitque kf1k1 �Mf �(tp0)Soit E = f� 2 �B =Mf(�) > Mf �(tp0)gSi jf(z)j > Mf �(tp0) alors jf0(z)j = jf(z)j ����1� Mf �(tp0)jf(z)j ���� et, puisque jf(z)j > Mf �(tp0), on a1� Mf �(tp0)jf(z)j > 0 don jf0(z)j = jf(z)j �Mf �(tp0)On en d�eduit que siMf(�) > Mf �(tp0) alorsMf0(�) = Mf(�)�Mf �(tp0), et que sinonMf0(�) = 0.Ainsi kf0kpMp0 = Z�B kMf0kp0 d� = ZE (Mf(�)�Mf �(tp0))p0d�(�)et don H(t) � �ZE (Mf(�)�Mf �(tp0))p0 d�(�)�1=p0 + tMf �(tp0)Soit G(�) = (Mf(�)�Mf �(tp0))1ECalulons le r�earrangement d�eroissant G� de G. Soit t 2 R+ , � 2 �B ,jG(�)j > �()Mf(�) > Mf �(tp0) + �ar G � 0, d'o�u m(�;G) = m(�+Mf �(tp0);Mf)Ainsi, 8u 2 R+ ; m(�;G) � u()m(�+Mf �(tp0);Mf) � uAinsi f� 2 R+=m(�;G) � ug = �fv 2 R+=m(v;Mf) � ug \ [Mf �(tp0);+1[��Mf �(tp0)d'o�u on d�eduit que



54 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).G�(u) = �Mf �(u)�Mf �(tp0) si Mf �(u) �Mf �(tp0)Mf �(tp0)�Mf �(tp0) = 0 si Mf �(u) �Mf �(tp0)Or Z�B G(�)p0d�(�) = Z +10 G�(u)p0du:don H(t) � �Z +10 G�(u)p0du�1=p0 + tMf �(tp0)De plus Mf � est une fontion d�eroissante, donH(t) � �Z tp00 (Mf �(u)�Mf �(tp0))p0 du�1=p0 + tMf �(tp0)Or tMf �(tp0) = (tp0(Mf �(tp0))p0)1=p0 = �(Mf �(tp0))p0 Z tp00 du�1=p0Puisque Mf � est d�eroissante on atMf �(tp0) � �Z tp00 (Mf �(u))p0du�1=p0d'o�u H(t) � 2�Z tp00 (Mf �(u))p0du�1=p0alors I � 2p Z +10 t��p�Z tp00 (Mf �(u))p0du�p=p0 dttOn e�etue le hangement de variable u = vtp0 et on obtientI � 2p Z +10 t��ptp�Z 10 (Mf �(vtp0))p0dv�p=p0 dttSoit � 2 R+ . Sahant que (1� �)p = p0 on aI � 2p Z +10 tp0 �Z 10 v�(Mf �(vtp0))p0 dvv��p=p0 dttOn applique alors l'in�egalit�e de H�olderI � 2p Z +10 tp0 �Z 10 v �pp0 (Mf �(vtp0))pdv��Z 10 dvv �pp�p0 �(p�p0)=p dttar pp0 > 1. Si �pp� p0 < 1, i.e. si � < 1� p0p alors



2.5. LES ESPACES MP (B ). 55
I � 2p 11� �pp�p0! p�p0p Z +10 tp0 �Z 10 v �pp0 (Mf �(vtp0))pdv� dttOn hange l'ordre d'int�egration, on e�etue le hangement de variable (en t) u = vtp0 et on obtientI � C(p; p0; �) Z 10 v �pp0 Z +10 Mf �(u)p dup0vdvd'o�u I � C(p; p0; �) kMf �kpLp Z 10 v �pp0 �1dvSi 1� �pp0 < 1, i.e. si � > 0 on a I � C 0(p; p0; �) kfkpMpPuisque p� p0p > 0, il est possible de hoisir � tel que 0 < � < p� p0p et on obtient don l'in�egalit�evoulue kfk(Mp0 ;M1)�;p � C(p; p0) kfkMp� Pour obtenir le r�esultat g�en�eral on va utiliser le th�eor�eme de r�eit�eration �enon�e dans [8℄ p 50.Pour ela on onsid�ere p0; p1 2 [1;+1℄, � 2℄0; 1[ et p tel que 1p = 1� �p0 + �p1 .D'apr�es e qu'on vient de d�emontrer on aMp0 = (M1;M1)�0;p0 o�u �0 = 1� 1p0Mp1 = (M1;M1)�1;p1 o�u �1 = 1� 1p1De plus, d'apr�es le point a), Mp0 et Mp1 sont des espaes de Banah. On peut alors appliquer leth�eor�eme de r�eit�eration et on obtient(Mp0 ;Mp1)�;p = (M0;M1)�;po�u � = (1��)�0+��1. En rempla�ant �0 et �1 par leurs valeurs on obtient � = 1��1� �p0 + �p1� eten utilisant la d�e�nition de p on obtient � = 1� 1p , e qui nous permet d'utiliser �a nouveau e qu'ona d�ej�a d�emontr�e et d'obtenir (Mp0 ;Mp1)�;p = Mp, e qui ah�eve la d�emonstration de e lemme.



56 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).2.6 Mesures de Carleson.On d�emontre ii la proposition 2.4.7 dont on rappelle l'�enon�e i-dessous :Pour tout entier k tel que 1 � k � n, pour toutes fontions h1; :::; hk de H1(B ), les fontions $1et $2 i-dessous sont des mesures de Carleson de norme major�ee par max(1; khk2k1)$1 = (��)k j�h1 ^ ::: ^ �hkj2jhj2k �(jhj)k$2 = (��)k�1 j�� ^ �h1 ^ ::: ^ �hkj2jhj2k �(jhj)kPour ela on g�en�eralise la d�emonstration faite dans le as o�u n = 2 et k = 1 dans [3℄.On pro�ede par r�eurrene sur k.2.6.1 Cas d'une seule fontion.Dans e paragraphe on d�emontre la proposition pour k = 1.On ommene par d�emontrer la proposition suivante :Proposition 2.6.1 Il existe une onstante C1 ne d�ependant que de la dimension de l'espae telleque, si � 2℄0; 1[, si h 2 H1(B ), alors (��) j�hj2 jhj2(��1) et j�h ^ ��j2 jhj2(��1) sont des mesures deCarleson de norme major�ee par C1�2 khk2�1 .D�emonstration :Par d�e�nition des mesures de Carleson, en utilisant l'invariane par rotations, il suÆt de montrerque pour tout s 2℄0; 1℄, si Ts est la tente de entre (1; 0; :::; 0) et de rayon s,I1 = ZTs (��) j�hj2 jhj2(��1) d� � C1�2 khk2�1 sn (6.1)I2 = ZTs j�h ^ ��j2 jhj2(��1) d� � C1�2 khk2�1 sn (6.2)
� On suppose pour ommener que h 2 C1(B ) et on estime les mesures (��) j�hj2 jhj2(��1) d� etj�h ^ ��j2 jhj2(��1) d� dans B . A�n de r�egulariser jhj on introduit � > 0, et on onsid�ere la fontion



2.6. MESURES DE CARLESON. 57(jhj2 + �2)� qui est bien de lasse C1 dans B , e qui nous permet d'appliquer la formule de Stokeset d'obtenir les trois �egalit�es suivantes :Z�B (jhj+ �2)��� ^ (���)n�1 = � ZB (jhj2 + �2)��1h�h ^ �� ^ (���)n�1� ZB (jhj2 + �2)�(���)n (6.3)
0 = Z�B (��)(jhj2 + �2)��1h�h ^ (���)n�1= ZB (jhj2 + �2)��1h�h ^ �� ^ (���)n�1+(�� 1) ZB (��)(jhj2 + �2)��2 jhj2 �h ^ �h ^ (���)n�1+ ZB (��)(jhj2 + �2)��1�h ^ �h ^ (���)n�1 (6.4)
0 = Z�B (��)(jhj2 + �2)��1�h ^ �h ^ �� ^ (���)n�2= � ZB (jhj2 + �2)��1�� ^ �h ^ �h ^ �� ^ (���)n�2� ZB (��)(jhj2 + �2)��1�h ^ �h ^ (���)n�1 (6.5)

Si on note : A� = Z�B (jhj2 + �2)��� ^ (���)n�1B� = ZB (jhj2 + �2)�(���)nJ� = ZB (jhj2 + �2)��1h�h ^ �� ^ (���)n�1les deux premi�eres �egalit�es (6.3) et (6.4) nous permettent d'obtenirA� +B� = �J� = �� ZB  1 + (�� 1) jhj2jhj2 + �2 ! (��)(jhj2 + �2)��1�h ^ �h ^ (���)n�1Or 1 + (�� 1) jhj2jhj2 + �2 = �2 + � jhj2�2 + jhj2 � �On en d�eduit que �2 ZB (��)(jhj2 + �2)��1 j�hj2 d� � jA�j+ jB�j



58 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).puis, en faisant tendre � vers 0,�2 ZB (��) jhj2(��1) j�hj2 d� � ZB jhj2� d�+ Z�B jhj2� d� (6.6)D'autre part l'�equation (6.5) nous donne, en faisant tendre � vers 0,ZB jhj2(��1) j�� ^ �hj2 d� = (n� 1) ZB (��) jhj2(��1) j�hj2 d� (6.7)� Pour d�emontrer les in�egalit�es (6.1) et (6.2) on va faire le hangement de variables donn�e par lafontion suivante. On note r = 1� s.�1(z) = r � z11� rz1�j(z) = p1� r2zj1� rz1 si 1 < j � nAlors � = (�1; :::; �n) est holomorphe et v�eri�e :� Æ � = Id �(B ) = B �(r; 0; :::; 0) = 0Calulons ses d�eriv�ees :��1 = � 1� r2(1� rz1)2dz1��j = p1� r21� rz1 dzj + p1� r2rzj(1� rz1)2 dz1 si 1 < j � nOn peut alors aluler le Jaobien de �J(�) = j��1 ^ ::: ^ ��nj2 = (1� r2)n+1j1� rz1j2n+2On a aussi � Æ �(z) = nXj=1 j�j(z)j2 � 1 = 1� r2j1� rz1j2 �(z)Exprimons j(�h) Æ �j2 en fontion de j�(h Æ �)j2.On a �1(h Æ �) = nXj=1 �1�j (�jh) Æ ��j(h Æ �) = �j�j (�jh) Æ �



2.6. MESURES DE CARLESON. 59On en d�eduit que (�1h) Æ � = 1�1�1 (�1(h Æ �)� nXj=2 �1�j�j�j �j(h Æ �))(�jh) Æ � = �j(h Æ �)�j�j (6.8)Alors j(�h) Æ �j2 � CS21(1 + S22) j�(h Æ �)j2o�u C est une onstante qui ne d�epend que de n, tandis que S1 et S2 sont d�e�nis parS1 = Sup1�j�n 1j�j�jj et S2 = Sup2�j�n �����1�j�j�j ����On peut don majorer es deux quantit�es de la fa�on suivante1j�1�1j = j1� rz1j21� r21j�j�jj � j1� rz1jp1� r2 si 1 < j � n�����1�j�j�j ���� � rj1� rz1j si 1 < j � nd'o�u S1 � j1� rz1jp1� r2 Sup (1; j1� rz1jp1� r2 )S2 � rj1� rz1jOn e�etue alors le hangement de variables dans (6.1) :I1 = Z�(Ts) (�� Æ �) j(�h) Æ �j2 jh Æ �j2(��1) J(�)d�� Z�(Ts) (��) j�(h Æ �)j2 jh Æ �j2(��1) Fd�o�u F (z) = 1� r2j1� rz1j2 j1� rz1j21� r2 Sup  1; j1� rz1j21� r2 !�1 + rj1� rz1j�2 (1� r2)n+1j1� rz1j2n+2Il s'agit �a pr�esent de majorer F (z) quand z 2 �(Ts). Dans un premier temps, montrons l'impliationsuivante z 2 �(Ts) =) 1� r2j1� rz1j2 � 2s (6.9)Puisque z 2 �(Ts), il existe � 2 Ts tel que z = �(�). Alors j1� �1j < s. On �erit alors �1 = 1+ u o�ujuj < s et on alule :



60 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).1� r2j1� rz1j2 = js+ (s� 1)uj21� r2 � s2 + (1� s)2 juj2 + 2s(1� s) jujs(2� s) � s(2� s) � 2se qui d�emontre (6.9). En partiulier, si z 2 �(Ts),1 � 2s j1� rz1j21� r2En utilisant le fait que s � 1 on aSup (1; j1� rz1j21� r2 ) � 2 j1� rz1j21� r2D'autre part on a aussi, d'apr�es (6.9),�1 + rj1� rz1j�2 �  1 + rp2sp1� r2!2 = (psp1 + r + rp2s)2s(1 + r) = (p1 + r + rp2)2(1 + r) � Co�u C est une onstante absolue. On en d�eduit �nalement en utilisant �a nouveau (6.9)F � C (1� r2)nj1� rz1j2n � C(2s)nEn reportant ette majoration dans I1 on trouveI1 � C2nsn ZB (��) j�(h Æ �)j2 jh Æ �j2(��1) d�On applique alors l'in�egalit�e (6.6) �a la fontion holomorphe h Æ � et on obtient :I1 � C�2 sn(ZB jh Æ �j2� d�+ Z�B jh Æ �j2� d�)On applique ensuite l'in�egalit�e de H�older pour obtenirI1 � C1�2 sn kh Æ �k2�H2 (6.10)o�u C1 est une onstante ne d�ependant que de n. Or il est lair que kh Æ �k2�H2 � khk2�1 , e qui montreque (��) j�hj2 jhj2(��1) est une mesure de Carleson de norme major�ee par C1�2 khk2�1 .� Si h n'est pas de lasse C1(B ), on onsid�ere la fontion hr(z) = h(rz), o�u r 2 [0; 1[, qui est biendans C1(B ) \Hol(B ), et on lui applique l'in�egalit�e suivante, d�eoulant de (6.10),ZTs (��) j�hj2 jhj2(��1) d� � C1�2 sn khk2�1Alors, puisque khrk1 � khk1, il suÆt de faire tendre r vers 1 pour obtenir le r�esultat.



2.6. MESURES DE CARLESON. 61Remarque 2.6.2 Si h est seulement dans l'espae BMOA, alors kh Æ �kH2 � khkBMO et on montreainsi la même propri�et�e pour les fontions de BMOA.� De la même mani�ere on e�etue le hangement de variable � pour majorer I2. On �evalue laquantit�e suivante j(�� ^ �h) Æ �j2 = X1�i<j�n j(�ih�j�� �jh�i�) Æ �j2En utilisant (6.8) on obtient :j(�� ^ �h) Æ �j2 � S21(1 + S22) j�(� Æ �) ^ �(h Æ �)j2o�u S1 = Sup1�i<j�n 1j�i�i�j�jj et S2 = Sup2�k�n �����1�k�k�k ����Comme pr�e�edemment, on prouve que si z 2 �(Ts) alorsS1 � 2 j1� rz1j3(1� r2) 32 et S2 � rj1� rz1jOn en d�eduit, grâe �a (6.9), que1 + S22 � 1 + r22s1� r2 = s(1 + r) + 2sr2s(1 + r) � 4D'autre part on a aussi�(� Æ �) = 1� r2j1� rz1j2�� + (1� r2)r(1� rz1)j1� rz1j4 �dz1j(�� ^ �h) Æ �j2 � j1� rz1j21� r2 j�� ^ �(h Æ �)j2 + 1(1� r2)(��)2 j�(h Æ �)j2On e�etue alors le hangement de variables dans I2 et on obtient :I2 � Z�(Ts) j�(h Æ �) ^ ��j2 jh Æ �j2(��1) F1d�+ Z�(Ts) (��) j�(h Æ �)j2 jh Æ �j2(��1) F2d�o�u F1 = j1� rz1j21� r2 (1� r2)n+1j1� rz1j2n+2 et F2 = ��(1� r2) (1� r2)n+1j1� rz1j2n+2on a alorsF1 � (2s)n et F2 � (2s)n ��j1� rz1j2 � (2s)n 2s1� r2 = (2s)n 21 + r � 2(2s)nIl suÆt alors d'appliquer (6.6) et (6.7) pour onlure omme pr�e�edemment.



62 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).Remarque 2.6.3 On peut d�emontrer ette proposition plus rapidement grâe �a la formule de Green,mais la d�emonstration donn�ee i-dessus a l'avantage de pouvoir se g�en�eraliser au as de plusieursfontions omme on le verra dans le prohain paragraphe. Voii toutefois les grandes lignes de lad�emonstration utilisant la formule de Green.Pour montrer que (��) j�hj2 jhj2(��1) est une mesure de Carleson, d'apr�es le lemme 2.4.21 il suÆtde prendre une fontion  2 H2(B ) et d'estimer l'int�egraleI = ZB j j2 (��) j�hj2 jhj2(��1) d�Pour ela on ommene par supposer que toutes les fontions onsid�er�ees sont de lasse C1(B ), onprend � > 0, et on applique la formule de Green �a la fontion j j2 (jhj2 + �)�. On obtient alors,apr�es alul et estimation de � �j j2 (jhj2 + �)��, en faisant tendre � vers 0, l'estimation�2I � C1 ZB j j2 jhj2� d�+ C2 ZB Z�B P j j2 jhj2� (�)d�d�+ C3 ZB (��) j� j2 jhj2� d�e qui nous permet, grâe au lemme 2.4.23, de d�eduire queI � C�2 khk2�1 k k2H2o�u C est une onstante ne d�ependant que de la dimension de l'espae. Il suÆt alors de r�egulariser puis h quand es fontions ne sont pas dans C1(B ) pour obtenir le r�esultat.Pour montrer que j�h ^ ��j2 jhj2(��1) est mesure de Carleson il suÆt alors de prendre  2 H2(B )et d'appliquer la formule de Stokes �a (��) j j2 jhj2(��1) �h^�h^��^ (���)n�2 pour pouvoir obtenirle r�esultat.On montre �a pr�esent la proposition 2.4.7 dans le as o�u k = 1 qui s'�enone omme suit.Proposition 2.6.4 Il existe une onstante C2 ne d�ependant que de la dimension de l'espae telleque, si h 2 H1(B ), alors (��) j�hj2jhj2 �(jhj) et j�� ^ �hj2jhj2 �(jhj) sont des mesures de Carleson denorme major�ee par C2 max(1; khk21).D�emonstration :Par d�e�nition des mesures de Carleson, en utilisant la proposition 2.6.1, si Ts est une tente de B derayon s 2℄0; 1[ on a, pour tout � 2℄0; 1[,ZTs (��) j�hj2 jhj2(��1) d� � C1khk2�1�2 snOn int�egre alors ette in�egalit�e par rapport �a �, pour la mesure d�0. Puisque l'int�egrande est positiveon peut inverser l'ordre d'int�egration et on obtient :ZTs (��) j�hj2jhj2 Z 10 jhj2� d�0(�)d� � C1sn Z 10 khk2�1�2 d�0(�)En utilisant la d�e�nition de �(jhj) et le fait que Z 10 d�0(�)�2 <1 on obtient



2.6. MESURES DE CARLESON. 63ZTs (��) j�hj2jhj2 �(jhj)d� � C2 max(1; khk21)sne qui, par d�e�nition des mesures de Carleson, d�emontre que (��) j�hj2jhj2 �(jhj) est une mesure deCarleson de norme major�ee par C2 max(1; khk21). On pro�ede de la même fa�on pour la deuxi�emepartie de la proposition.Cei ah�eve la d�emonstration dans le as o�u k = 1.2.6.2 Cas de plusieurs fontions.Dans e paragraphe on suppose que la proposition est vraie pour un ertain entier k � 1, et on end�eduit qu'elle est vraie pour k.Comme pour le as o�u k = 1 on ommene par d�emontrer la proposition suivante :Proposition 2.6.5 Soit k un entier stritement sup�erieur �a 1.On suppose qu'il existe une onstante positive C telle que, si � 2℄0; 1[, pour toutes fontionsh1; :::; hk�1 2 H1(B ) les quantit�es(��)k�1 j�h1 ^ ::: ^ �hk�1j2jhj2k�2 �(jhj)k�1 et (��)k�2 j�� ^ �h1 ^ ::: ^ �hk�1j2jhj2k�2 �(jhj)k�1o�u jhj2 = k�1Xj=1 jhjj2, sont des mesures de Carleson de norme major�ee par C max(1; khk2k�21 ). Alorsil existe une onstante C1 telle que, si h1; :::; hk 2 H1(B ), alors(��)k j�h1 ^ ::: ^ �hkj2jhj2k�2 jhkj2(��1) �(jhj)k�1 et (��)k�1 j�� ^ �h1 ^ ::: ^ �hkj2jhj2k�2 jhkj2(��1) �(jhj)k�1sont des mesures de Carleson de norme major�ee par C1C max(1; khk2k�21 )khkk2�1�2 .D�emonstration :Le plan de ette d�emonstration suit elui du as o�u k = 1. Dans un premier temps on suppose quetoutes les fontions onsid�er�ees sont dans C1(B ).Soit � > 0. On note G� = �h1 ^ ::: ^ �hk�1(jhj2 + �2) k�12 ��qjhj2 + �2� k�12o�u jhj2 = k�1Xj=1 jhjj2.



64 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).� On ommene de nouveau par montrer des in�egalit�es grâe �a la formule de Stokes. Soit � > 0. Ona alors :0 = Z�B (��)k�1(jhkj2 + �2)��� ^G� ^G� ^ (���)n�k =�(k � 1) ZB (��)k�2(jhkj2 + �2)��� ^ �� ^G� ^G� ^ (���)n�k+� ZB (��)k�1(jhkj2 + �2)��1hk�hk ^ �� ^G� ^G� ^ (���)n�k� ZB (��)k�1(jhkj2 + �2)���� ^G� ^G� ^ (���)n�k0 = Z�B (��)k(jhkj2 + �2)��1hk�hk ^G� ^G� ^ (���)n�k =�k ZB (��)k�1(jhkj2 + �2)��1hk�� ^ �hk ^G� ^G� ^ (���)n�k+(�� 1) ZB (��)k(jhkj2 + �2)��2 jhkj2 �hk ^ �hk ^G� ^G� ^ (���)n�k+ ZB (��)k(jhkj2 + �2)��1�hk ^ �hk ^G� ^G� ^ (���)n�k0 = Z�B (��)k(jhkj2 + �2)��1�� ^ �hk ^ �hk ^G� ^G� ^ (���)n�k�1 =�k ZB (��)k�1(jhkj2 + �2)��1�� ^ �� ^ �hk ^ �hk ^G� ^G� ^ (���)n�k�1+ ZB (��)k(jhkj2 + �2)��1��� ^ �hk ^ �hk ^G� ^G� ^ (���)n�k�1Si on note J� = ZB (��)k�1(jhkj2 + �2)��1hk�hk ^ �� ^G� ^G� ^ (���)n�kA� = ZB (��)k�2(jhkj2 + �2)��� ^ �� ^G� ^G� ^ (���)n�kB� = ZB (��)k�1(jhkj2 + �2)���� ^G� ^G� ^ (���)n�kla premi�ere �equation nous donne �J� = B� + (k � 1)A�et la deuxi�eme s'�erit�kJ� = ZB (��)k(jhkj2 + �2)��1 1 + (�� 1) jhkj2jhkj2 + �2 ! �hk ^ �hk ^G� ^G� ^ (���)n�kComme pr�e�edemment on a



2.6. MESURES DE CARLESON. 651 + (�� 1) jhkj2jhkj2 + �2 = �2 + � jhkj2�2 + jhkj2 > �Ce qui implique�2 ZB (��)k(jhkj2 + �2)��1 j�hk ^ �G�j2 d� � k(jB�j+ (k � 1) jA�j)Il suÆt alors de faire tendre � vers 0 pour obtenir�2 ZB (��)k jhkj2(��1) j�hk ^ �h1 ^ ::: ^ �hk�1j2jhj2(k�1) �(jhj)k�1d� �k ZB jhkj2� (��)k�1 j�h1 ^ ::: ^ �hk�1j2jhj2k�2 �(jhj)k�1d�+k(k � 1) ZB jhkj2� (��)k�2 j�� ^ �h1 ^ ::: ^ �hk�1j2jhj2k�2 �(jhj)k�1d� (6.11)
et, en utilisant la troisi�eme �egalit�e, on a aussiZB (��)k jhkj2(��1) j�hk ^ �h1 ^ ::: ^ �hk�1j2jhj2(k�1) �(jhj)k�1d� =ZB (��)k�1 jhkj2(��1) j�� ^ �hk ^ �h1 ^ ::: ^ �hk�1j2jhj2(k�1) �(jhj)k�1d� (6.12)
� Par d�e�nition des mesures de Carleson, en utilisant l'invariane par rotations, il suÆt de montrerque pour tout s, si Ts = fz 2 B = j1� z1j < sg est la tente de entre (1; 0; :::; 0) et de rayon s,I1 = ZTs (��)k j�h1 ^ ::: ^ �hkj2jhj2k�2 jhkj2(��1) �(jhj)k�1d� � CsnI2 = ZTs (��)k�1 j�� ^ �h1 ^ ::: ^ �hkj2jhj2k�2 jhkj2(��1) �(jhj)k�1d� � Csno�u C est une onstante ind�ependante de s et des fontions hj.Comme pr�e�edemment on utilise la fontion � pour faire un hangement de variables. Il nous fautdon �evaluer j(�h1 ^ ::: ^ �hk) Æ �j2 . Pour ela on utilise l'�equation (6.8).(�h1 ^ ::: ^ �hk) Æ � = XjIj = k 0 X�2Sk �(�)�I1(h�(1) Æ �):::�Ik(h�(k) Æ �)�I1�I1:::�Ik�Ik !

� XjIj = k=I1 = 1 0 X�2Sk �(�) nXl=2 �1�l�l�l �l(h�(1) Æ �)�I2(h�(2) Æ �):::�Ik(h�(k) Æ �)�I1�I1:::�Ik�Ik !



66 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).o�u le signe 0 signi�e que la somme s'e�etue sur les multi-indies ordonn�es, Sk d�esigne le groupedes permutations de k �el�ements et �(�) la signature de la permutation �.On note S1 = SupjIj = k 1���I1�I1:::�Ij�Ij �� et S2 = Sup2�j�n �����1�j�j�j ����On a alorsj(�h1 ^ ::: ^ �hk) Æ �j � S1 (j(�(h1 Æ �) ^ ::: ^ �(hk Æ �)j+ S2 j(�(h1 Æ �) ^ ::: ^ �(hk Æ �)j+ S2A)o�u A = XjIj = k=I1 = 1 0 X2�l�n= l2I �����X�2Sk �(�)�l(h�(1) Æ �)�I2(h�(2) Æ �):::�Ik(h�(k) Æ �)�����Montrons que A = 0. Soit I un multi-indie ordonn�e de longueur k tel que I1 = 1. Soit 2 � s � net l = Is. On note � la transposition qui �ehange 1 et s.Soit T = X�2Sk �(�)�l(h�(1) Æ �)�I2(h�(2) Æ �):::�l(h�(s) Æ �):::�Ik(h�(k) Æ �)T = X�2Sk��(� Æ �)�l(h�Æ�(1) Æ �)�I2(h�Æ�(2) Æ �):::�l(h�Æ�(s) Æ �):::�Ik(h�Æ�(k) Æ �)Or l'appliation qui �a � assoie � Æ � est une bijetion de Sk sur lui-même. On a donT = X�02Sk��(�0)�l(h�0(1) Æ �)�I2(h�0(2) Æ �):::�l(h�0(s) Æ �):::�Ik(h�0(k) Æ �) = �TDon T = 0, et on en d�eduit que A = 0.On a ainsi montr�e quej(�h1 ^ ::: ^ �hk) Æ �j � S1(1 + S2) j(�(h1 Æ �) ^ ::: ^ �(hk Æ �)jComme pr�e�edemment on a S2 � rj1� rz1jPuisque, d'apr�es (6.9), 1� r2j1� rz1j2 � 2s si z 2 �(Ts) on a aussiS22 � r2j1� rz1j2 � 2sr21� r2 = 2r21 + r � 2De même on a, pour j > 1, 1j�j�jj � 2psj�1�1j � 2j�1�1j



2.6. MESURES DE CARLESON. 67On en d�eduit que S1 � 2 j1� rz1jk+1(1� r2) k+12Cela nous permet d'obtenirI1 � Z�(Ts) (��)k j�(h1 Æ �) ^ ::: ^ �(hk Æ �)j2jh Æ �j2k�2 jhk Æ �j2(��1) �(jh Æ �j)k�1Fd�o�u F (z) = (1� r2)kj1� rz1j2k 4 j1� rz1j2k+2(1� r2)k+1 9 (1� r2)n+1j1� rz1j2n+2 � 36 (1� r2)nj1� rz1j2n � 36(2s)nPuisque �(Ts) � B on aI1 � C2sn ZB (��)k j�(h1 Æ �) ^ ::: ^ �(hk Æ �)j2jh Æ �j2k�2 jhk Æ �j2(��1) �(jh Æ �j)k�1d�o�u C2 est une onstante ne d�ependant que de n.On applique alors l'in�egalit�e (6.11) aux fontions holomorphes hj Æ � pour obtenirI1 � C2k(k � 1)�2 sn(ZB (��)k�1 j�(h1 Æ �) ^ ::: ^ �(hk�1 Æ �)j2jh Æ �j2k�2 jhk Æ �j2� �(jh Æ �j)k�1d�+ ZB (��)k�2 j�� ^ �(h1 Æ �) ^ ::: ^ �(hk�1 Æ �)j2jh Æ �j2k�2 jhk Æ �j2� �(jh Æ �j)k�1d�)On applique alors l'in�egalit�e de H�older et le lemme 2.4.21 pour obtenirI1 � C1�2 sn khk Æ �k2�H2 No�u N = (��)k�1 j�(h1 Æ �) ^ ::: ^ �(hk�1 Æ �)j2jh Æ �j2k�2 �(jh Æ �j)k�1V 1+ (��)k�2 j�� ^ �(h1 Æ �) ^ ::: ^ �(hk�1 Æ �)j2jh Æ �j2k�2 �(jh Æ �j)k�1V 1et C1 est une onstante ne d�ependant que de n et k.Or on a pour tout l , jhl Æ �j < khlk1. On en d�eduit, en utilisant l'hypoth�ese, queI1 � C1�2 sn khkk2�1 C max(1; khk2k�21 )e qui nous permet de onlure grâe �a la d�e�nition des mesures de Carleson.



68 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).� Pour �evaluer I2 on pro�ede de la même fa�on. Comme pr�e�edemment on a, si k � n� 1,j�� ^ �h1 ^ ::: ^ �hk Æ �j � C2 j1� rz1jk+2(1� r2) k+22 j�(� Æ �) ^ �(h1 Æ �) ^ ::: ^ �(hk Æ �)jOr, �(� Æ �) = 1� r2j1� rz1j2�� + r(1� r2)(1� rz1)j1� rz1j4 �(z)dz1On en d�eduit quej�� ^ �h1 ^ ::: ^ �hk Æ �j � C2 j1� rz1jk(1� r2)k=2 j�� ^ �(h1 Æ �) ^ ::: ^ �(hk Æ �)j+C2 j1� rz1jk�1(1� r2)k=2 (��) j�(h1 Æ �) ^ ::: ^ �(hk Æ �)jAinsi on aI2 � Z�(Ts) (��)k�1 j�� ^ �(h1 Æ �) ^ ::: ^ �(hk Æ �)j2jh Æ �j2k�2 jhk Æ �j2(��1) �(jh Æ �j)k�1F1d�+ Z�(Ts) (��)k j�(h1 Æ �) ^ ::: ^ �(hk Æ �)j2jh Æ �j2k�2 jhk Æ �j2(��1) �(jh Æ �j)k�1F2d�o�u F1(z) = (1� r2)k�1j1� rz1j2k�2 C2 j1� rz1j2k(1� r2)k (1� r2)n+1j1� rz1j2n+2 � C2 (1� r2)nj1� rz1j2n � C2(2s)net F2(z) = (1� r2)kj1� rz1j2k C2 j1� rz1j2k�2(1� r2)k (1� r2)n+1j1� rz1j2n+2 � C2 (1� r2)n+1j1� rz1j2n+4 � C2(2s)n+1On utilise alors l'�egalit�e (6.12) et l'in�egalit�e (6.11) pour obtenirI2 � C1�2 sn khk Æ �k2�H2 No�u N a �et�e d�e�ni pr�e�edemment. On onlut alors omme pour I1.Le as o�u les donn�ees ne sont pas dans C1(B ) se traite omme dans le as o�u k = 1.On d�emontre �a pr�esent la proposition suivante :Proposition 2.6.6 Soit k un entier stritement plus grand que 1.On suppose qu'il existe une onstante positive C telle que pour toutes fontions h1; :::; hk�1 2 H1(B )les quantit�es(��)k�1 j�h1 ^ ::: ^ �hk�1j2jhj2k�2 �(jhj)k�1 et (��)k�2 j�� ^ �h1 ^ ::: ^ �hk�1j2jhj2k�2 �(jhj)k�1



2.6. MESURES DE CARLESON. 69o�u jhj2 = k�1Xj=1 jhjj2, sont des mesures de Carleson de norme major�ee par C max(1; khk2k�21 ).Alors il existe une onstante C2 ne d�ependant que de la dimension de l'espae et de k telle que, sih1; :::; hk 2 H1(B ), alors(��)k j�h1 ^ ::: ^ �hkj2(jhj2 + jhkj2)k �(qjhj2 + jhkj2)k et (��)k�1 j�� ^ �h1 ^ ::: ^ �hkj2(jhj2 + jhkj2)k �(qjhj2 + jhkj2)ksont des mesures de Carleson de norme major�ee par C2 max 1; qjhj2 + jhkj22k1!.D�emonstration :Par d�e�nition des mesures de Carleson, en utilisant la proposition 2.6.5, si Ts est une tente de B derayon s on a, pour tout � 2℄0; 1[,ZTs (��)k j�h1 ^ ::: ^ �hkj2jhj2k�2 jhkj2(��1) �(jhj)k�1d� � C1C max(1; khk2k�21 )khkk2�1�2 snOn int�egre alors ette in�egalit�e par rapport �a �, pour la mesure d�0. Puisque l'int�egrande est positiveon peut inverser l'ordre d'int�egration et on obtient, omme dans le as o�u k = 1,ZTh (��)k j�h1 ^ ::: ^ �hkj2jhj2k�2 jhkj2 �(jhj)k�1�(jhkj)d� � C1C max(1; khk2k�21 )sn Z 10 khkk2�1�2 d�0(�)
Montrons alors que ��qjhj2 + jhkj2�k(jhj2 + jhkj2)k � �(jhj)k�1�(jhkj)jhj2k�2 jhkj2 . Pour ela, puisque jhj2 � jhj2 + jhkj2et jhkj2 � jhj2 + jhkj2 il suÆt de d�emontrer que la fontion d�e�nie sur R�+ par  (x) = �(x)x2 estd�eroissante. Or  est d�erivable et 0(x) = 1x3 (x�0(x)� 2�(x)) = 2x3 Z 10 (s� 1)x2sd�0(s) < 0On peut don en d�eduire queZTs (��)k j�h1 ^ ::: ^ �hkj2(jhj2 + jhkj2)k �(qjhj2 + jhkj2)kd� � C2 max(1; khk2k�21 ) max(1; khkk21)sn� C2 max(1; qjhj2 + jhkj22k1) sne qui, par d�e�nition des mesures de Carleson, d�emontre que (��)k j�h1 ^ ::: ^ �hkj2(jhj2 + jhkj2)k �(qjhj2 + jhkj2)kest une mesure de Carleson de norme major�ee par C2 max 1; qjhj2 + jhkj22k1!. On pro�ede dela même fa�on pour la deuxi�eme partie de la proposition.



70 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).
2.7 Estimation des d�eriv�ees d'une fontion holomorphe etborn�ee.On d�emontre ii le lemme 2.4.16 qu'on rappelle i-dessous :Il existe une onstante positive C telle que, pour toute fontion g 2 H1(B ) on ait(��) j�gj � C kgk1 et p�� j�g ^ ��j � C kgk1� On ommene par d�emontrer la premi�ere in�egalit�e. Pour ela on onsid�ere g 2 H1(B ). Il suÆt,pour obtenir l'estimation voulue, d'estimer ���� �g�zi ���� pour 1 � i � n. Comme toutes les oordonn�eesjouent le même rôle on s'int�eresse uniquement �a ���� �g�z1 ����. Pour ela on �xe z0 dans la boule de C n�1et on applique la formule de Cauhy dans le disque unit�e �a la fontion holomorphe d�e�nie parh(z1) = g(Rz1; z0), o�u R2 = 1� jz0j2. On obtient alorsh(z1) = 1i2� ZT h(�)� � z1d�On en d�eduit que �g�z1 (z1; z0) = 1i2�R ZT g(R�; z0)d�(� � z1R )2puis, en utilisant une rotation ���� �g�z1 (z1; z0)���� � kgk12�R Z 2�0 d����ei� � jz1jR ���2On note alors � = jz1jR , b = �(1 + �)1� � et on e�etue le hangement de variables ei� = x� ib�x� ib . Onobtient alors ���� �g�z1 (z1; z0)���� � kgk12�R ZR 2b dx(x2 + b2) �� x�ib�x�ib � ���2et apr�es simpli�ations ���� �g�z1 (z1; z0)���� � kgk1 2�2�R(1� �)(1 + �) ZR dxx2 + �2



2.7. ESTIMATION DES D�ERIV�EES D'UNE FONCTION HOLOMORPHE ET BORN�EE. 71On obtient �nalement ���� �g�z1 (z1; z0)���� � 2 kgk1R(1� �2)et en rempla�ant R par q1� jz0j2 on a���� �g�z1 (z1; z0)���� � 2 kgk1q1� jz0j21� jz0j2 � jz1j2 � 2 kgk1��(z1; z0)e qui nous donne la premi�ere in�egalit�e.� D�emontrons �a pr�esent la deuxi�eme in�egalit�e. Soit g 2 H1(B ). On a�g ^ �� = X1�k<l�n (zl �g�zk � zk �g�zl ) dzk ^ �zlIl suÆt don d'estimer zl �g�zk � zk �g�zl , et puisque toutes les oordonn�ees jouent le même rôle ons'int�eresse �a z2 �g�z1 � z1 �g�z2 . Pour ela on �xe z0 dans la boule unit�e de C n�2 et on applique laformule de Cauhy dans la boule B 2 de C 2 �a la fontion holomorphe h(z1; z2) = g(Rz1; Rz2; z0), o�uR =q1� jz0j2 : h(z1; z2) = 2 Z�B2 h(�1; �2)(1� �1z1 � �2z2)2d�(�)On en d�eduit que�g�z1 = 22R Z�B2 g(R�1; R�2; z0)�1(1� �1 z1R � �2 z2R )3d�(�) et �g�z2 = 22R Z�B2 g(R�1; R�2; z0)�2(1� �1 z1R � �2 z2R )3d�(�)On en d�eduit que ����z2 �g�z1 � z1 �g�z2 ���� � 22R kgk1 Z�B2 ��z2�1 � z1�2����1� �1 z1R � �2 z2R ��3d�(�)On fait alors le hangement de variables suivant :�1 = �1z1 + �2z2jzj�2 = �1z2 � �2z1jzjo�u jzj2 = jz1j2 + jz2j2, et on obtient����z2 �g�z1 � z1 �g�z2 ���� � 22R kgk1 jzj Z�B2 j�2j���1� jzjR �1���3d�(�)



72 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).Puisque (�1; �2) 2 �B 2 , on a j�1j2 + j�2j2 = 1 d'o�u on d�eduit queZ�B2 j�2j����1� jzjR �1����3d�(�) = Z�B2 q1� j�1j2����1� jzjR �1����3d�(�) = ZD q1� j�1j2����1� jzjR �1����3 Zj�2j2 = 1� j�1j2 d�(�2)d�(�1)Ainsi on a ����z2 �g�z1 � z1 �g�z2 ���� � 22R kgk1 jzj ZD 1� j�1j2���1� jzjR �1���3d�(�1)Or on a, puisque jzjR � 1, 1� j�1j2 � 2(1� jzjR j�1j) � 2 ����1� jzjR �1���� d'o�u����z2 �g�z1 � z1 �g�z2 ���� � 22R kgk1 jzj ZD 1���1� jzjR �1���2d�(�1) = 22R kgk1 jzj IOn e�etue alors le hangement de variables �1 = �ib + x+ iy�ib� (x+ iy) o�u � = jzjR , b = �(1 + �)1� � et onobtient I = Zx2R Zy2R+ 4b2 dx dyjib + (x+ iy)j4 ���1� � �ib+x+iy�ib�(x+iy) ���2I = Zx2R Zy2R+ 4b2 dx dy(x2 + (y + b)2)(1 + �)2(x2 + (y + �)2)On pose alors x = �u et y = �v et on obtientI = 4(1� �)2 Zx2R Zy2R+ du dv(u2 + (v + 1+�1��)2)(u2 + (u+ 1)2)On utilise alors une d�eomposition en �el�ements simples, on int�egre d'abord par rapport �a u, puispar rapport �a v et on obtient I = ��2 log( 11� �2 )On en d�eduit que����z2 �g�z1 � z1 �g�z2 ���� � 22R kgk1 jzj ��2 log( 11� �2 ) � C kgk1 1� log( 11� �2 )Ainsi, puisque ��(z1; z2; z0) = 1� jzj2 � jz0j2 = R2 � jzj2 = R2(1� �2), on ap�� ����z2 �g�z1 � z1 �g�z2 ���� � C kgk1 Rp1� �2� log( 11� �2 )or ette derni�ere quantit�e est born�ee quand � 2 [0; 1℄, e qui ah�eve de d�emontrer la deuxi�emein�egalit�e.



2.8. PROPRI�ET�ES DE LA FONCTION �. 732.8 Propri�et�es de la fontion �.Rappelons que d�0 est une mesure positive sur [0; 1[ v�eri�antZ 10 d�0(s)s2 < +1 (8.1)et que � est d�e�nie sur R+ par �(x) = (Z 10 x2s d�0(s) si x6=00 si x = 0D�emontrons d'abord que �(x) tend vers 0 quand x tend vers 0.Pour x suÆsamment petit on note A(x) = 1pjlog xj . On a alors�(x) = Z A(x)0 x2sd�0(s) + Z 1A(x) x2sd�0(s)� Z A(x)0 s2x2sd�0(s)s2 + x2A(x) Z 1A(x) d�0(s)� A(x)2 Z 10 d�0(s)s2 + x2A(x) Z 10 d�0(s)Or A(x)2 = 1jlog xj tend vers 0 quand x tend vers 0 et x2A(x) = exp(�2pjlog xj) aussi, e qui, grâe�a l'hypoth�ese (8.1), nous donne la ontinuit�e de �.R�egularit�e de � et d�emonstration du lemme 2.4.26.Montrons que la fontion �1 d�e�nie par �1(x2) = �(x) est d�erivable sur R�+ . Pour ela on �evalue letaux d'aroissement Tt = �1(x+ t)� �1(x)t pour x > 0, grâe �a la formule de Taylor ave resteint�egral :Tt = Z 10 (x+ t)s � xst d�0(s) = Z 10 �sxs�1 + t Z 10 (1� u)s(s� 1)(x + tu)s�2du� d�0(s)Si t est suÆsamment petit, x+ tu > x2 d'o�uZ 10 (1� u)s(s� 1)(x+ tu)s�2du � s(s� 1)�x2�s�2



74 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).On en d�eduit que Tt tend vers Z 10 sxs�1 d�0(s) quand t tend vers 0. Ainsi �1 est d�erivable sur R�+et 8x 2 R�+ ; �01(x) = Z 10 sxs�1 d�0(s) (8.2)Pour montrer que �1 est aussi de lasse C2 sur R�+ on pro�ede de la même fa�on et on obtient8x 2 R�+ ; �001(x) = Z 10 s(s� 1)xs�2 d�0(s)D�emontrons �a pr�esent le lemme 2.4.26, qui s'�enone ainsi :Soit � > 0. On a, pour tout entier i ompris entre 1 et n,�i�i� = �i�i jg�j2jg�j2 �1(jg�j) + ���i jg�j2��2jg�j4 �2(jg�j)et �i� = �i jg�j2jg�j2 �1(jg�j)o�u �1 et �2 sont d�e�nis par�1(x) = Z 10 sx2sd�0(s) et �2(x) = Z 10 s(s� 1)x2sd�0(s)et v�eri�ent 0 � �i(x) � �(x)Puisque jg�j ne s'annule pas sur B , la fontion �(jg�j) = �1(jg�j2) est de lasse C2 dans B , et on a�i�(jg�j) = �01(jg�j2)�i jg�j2 = �i jg�j2jg�j2 Z 10 s jg�j2s d�0(s) = �i jg�j2jg�j2 �1(jg�j)De même on a�i�i�(jg�j) = �001(jg�j2) ���i jg�j2��2 + �01(jg�j2)�i�i jg�j2= ���i jg�j2��2jg�j4 Z 10 s(s� 1) jg�j2s d�0(s) + �i�i jg�j2jg�j2 Z 10 s jg�j2s d�0(s)= ���i jg�j2��2jg�j4 �2(jg�j) + �i�i jg�j2jg�j2 �1(jg�j)Il reste alors �a voir que, si s 2 [0; 1℄, alors s et s(s� 1) aussi, e qui montre les in�egalit�es (4.6).



2.9. IN�EGALIT�ES DE NORMES. 75Exemple de fontion �.Si on prend pour d�0 la mesure d�0(s) = s1+�ds, ave � > 0, qui v�eri�e bien la ondition (8.1), alors�(x) �x�!0+ Cjlog xj2+�Pour le d�emontrer on s'int�eresse plutôt �a la fontion �1. On a d'apr�es (8.2)�01(x) = Z 10 sxs�1 s1+�dsApr�es une int�egration par parties on obtient�01(x) = 1log(x) � 2 + �xlog(x)�1(x)et on en d�eduit que �1(x) jlog(x)j2+� = l(x)o�u l0(x) = sg(log(x)) jlog(x)j1+� et l(0) = 0Au voisinage de 0 la fontion l s'�erit don, pour un ertain a 2 R�+l(x) = � Z xa (�log(t))1+�dt+ l(a)Or au voisinage de 0 0 < (�log(t))1+� � 1ptdon (�log(t))1+� est int�egrable en 0 et l a une limite �nie en 0, e qui montre l'�equivalene.Plus g�en�eralement on peut montrer que si a < 2 alors �(x) jlog(x)ja tend vers 0 quand x tend vers0 et que si b > 2 alors �(x)xb tend vers +1 quand x tend vers 0.2.9 In�egalit�es de normes.On herhe ii �a d�emontrer le lemme 2.4.5 qui s'�enone ainsi :Soient h1 et h2 des formes �a valeurs dans ��. Alors on a



76 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).jh1 \ h2j� � C jh1j� jh2j�o�u C est une onstante ne d�ependant que des degr�es de h1 et h2.On ommene par d�emontrer deux lemmes interm�ediaires.Lemme 2.9.1 Soit (p; q) 2 N2 . Il existe une onstante positive C(p; q) telle que pour toute (0; p)forme h et toute (0; q) forme k dans B ,jh ^ kj2 � C(p; q) jhj2 ��k ^ ����2j��j2 + jkj2 ��h ^ ����2j��j2 + ��k ^ ����2 ��h ^ ����2j��j4 !
D�emonstration :On note h0 = hjhj et k0 = kjkj . On note e1 = ��j��j et on ompl�ete en une base orthonorm�ee (e1; :::; en)de C n . Alors on a h0 = XjIj=p 0hIeI et k0 = XjJj=q 0kJeJOn en d�eduit que h0 ^ �� = j��j h0 ^ e1 = j��j XjIj=p=162I 0hIeI ^ e1et don que ��h0 ^ ����2 = j��j2 XjIj=p=162I 0 jhI j2 (9.1)De plus, puisque jh0j = 1 on a aussi XjIj=p=12I 0 jhI j2 � 1 (9.2)Alorsjh0 ^ k0j2 = XjLj = p+ q 0 ����� XI[J=L �I;JhI ^ kJ�����2� X12L ������ XI[J=L=12I �I;JhI ^ kJ + XI[J=L=12J �I;JhI ^ kJ ������2 +X162L ����� XI[J=L �I;JhI ^ kJ�����2� X12L  X12I 0 jhI j2! X162J 0 jkJ j2!+X12L  X162I 0 jhI j2! X12J 0 jkJ j2!+X162L X162I 0 jhI j2! X162J 0 jkJ j2!



2.9. IN�EGALIT�ES DE NORMES. 77On utilise alors (9.1) et (9.2) ainsi que leurs �equivalents pour k et on obtientjh0 ^ k0j2 �X12L jh0j2 ���� ^ k0��2j��j2 +X12L jk0j2 ���� ^ h0��2j��j2 +X162L ���� ^ h0��2 ���� ^ k0��2j��j4Il suÆt alors de multiplier ette in�egalit�e par jhj2 jkj2 pour obtenir la onlusion du lemme, aveC(p; q) = 3 ardfL= jLj = p+ qg.Lemme 2.9.2 Soit (p; q) 2 N2 . Il existe une onstante positive C 0(p; q) telle que pour toute (0; p)forme h et toute (0; q) forme k dans B ,jh ^ kj� � C 0(p; q) jhj� jkj�D�emonstration :Par d�e�nition de la norme j:j� on ajh ^ kj2� = (��) jh ^ kj2 + ���� ^ h ^ k��2 (9.3)Si j��j > 12, d'apr�es le lemme 2.9.1 on ajh ^ kj2� � C (��) jhj2 ��k ^ ����2j��j2 + (��) jkj2 ��h ^ ����2j��j2 + ��k ^ ����2 ��h ^ ����2j��j4 !o�u C = max(C(p; q); C(p+ 1; q)), et on en d�eduit que, si j��j > 12,jh ^ kj2� � 16C((��) jhj2 + ���� ^ h��2)((��) jkj2 + ���� ^ k��2)i.e. jh ^ kj2� � 16C jhj2� jkj2�Si j��j � 12 alors (��) � 34 et on en d�eduit, �a partir de (9.3), quejh ^ kj2� � 43(��)2 jhj2 jkj2 + 43(��) jhj2 ���� ^ k��2 � 43 jhj2� jkj2�On obtient ainsi le r�esultat ave C 0(p; q)2 = max(16C; 43).Nous pouvons �a pr�esent d�emontrer le lemme 2.4.5.Si on note hi = XjIj = li 0hi;I eI pour i = 1 ou 2 on a par d�e�nition des normes



78 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).jh1 \ h2j2� = XjLj=l1+l2 0 ����� XI1[I2=L �(I1; I2)h1;I1 ^ h2;I2�����2�On utilise alors l'in�egalit�e triangulaire pour j:j�, le lemme 2.9.2 et l'in�egalit�e de Cauhy-Shwarzpour obtenir jh1 \ h2j2� � C 0 XjLj=l1+l2 00�XjIj=l1 0 jh1;I j2�1A0�XjIj=l2 0 jh2;I j2�1A � C jh1j2� jh2j2�o�u C ne d�epend que des degr�es de h1 et h2., e qui termine la d�emonstration du lemme 2.4.5.2.10 Retour au th�eor�eme de division.On se plae dans les hypoth�eses du th�eor�eme 2.1.1 et on se ram�ene �a elles du th�eor�eme 2.2.1 pourpouvoir appliquer elui-i et en d�eduire la onlusion voulue.Si kgk1 � 1, on d�e�nit 8j 2 N=1 � j � m; g0j = gj2 kgk1Alors g02 = kgk24 kgk21 < 1On pose aussi f 0 = f2 kgk1 . Alors f 0 est bien holomorphe.De plus jf 0jjg0jr+1 �(jg0j) r2 = (2 kgk1)r jf jjgjr+1 �(jg0j) r2La d�e�nition de � permet de voir que si kgk1 � 1 alors �(jgj)4 kgk21 � �(��g0��). On en d�eduit quejf 0jjg0jr+1 �(jg0j) r2 < (2 kgk1)2r jf jjgjr+1 �(jgj) r2de sorte que ��f 0����g0��3 �(��g0��) 2Mp(B ) de norme major�ee par K(2 kgk1)2r.En�n soit s 2℄0; 1[. On d�e�nit f s(z) = f 0(sz) et gsj(z) = g0j (sz). Ces fontions v�eri�ent alors leshypoth�eses du th�eor�eme 2.2.1. En e�et, les fontions ainsi d�e�nies sont holomorphes dans B(0; 1s ),don de lasse C1 dans B et jgsj (z) = ��g0�� (sz) � g01 < 1. En�n soit � 2 �B et z 2 �� . Alors



2.10. RETOUR AU TH�EOR�EME DE DIVISION. 79jf sjjgsjr+1 �(jgsj) r2 (z) = jf 0jjg0jr+1 �(jg0j) r2 (sz) � M( jf 0jjg0jr+1 �(jg0j) r2 )(�)ar si s < 1 alors sz 2 �� . En e�et, si jzj < 12 alors ��1� s�:z�� < 32 � 2(1 � s2 jzj2). Sinon,jzj � 12 � 12(s+ 1) d'o�u��1� s�:z�� < 2(1� jzj2) + (1� s) jzj� 2(1� s2 jzj2) + (1� s) jzj (1� 2(1 + s) jzj)� 2(1� s2 jzj2)On en d�eduit don que jf sjjgsjr+1 �(jgsj) r2 2Mp(B )de norme major�ee par K(2 kgk1)2r. D'apr�es le th�eor�eme 2.2.1 pour tout � > 0 on a :9(f s;�1 ; :::; f s;�m ; f s;�m+1) 2 Hp(B )m= f s;�1 gs1 + ::: + f s;�m gsm + f sm+1� = f s (10.1)et 8j 2 N=1 � j � m + 1; f s;�j Hp � COn utilise alors la proposition suivante pour faire tendre � vers 0.Proposition 2.10.1 Soit (hl)l2N une suite de fontions de Hp(B ) v�eri�ant8l 2 N ; khlkHp � Co�u C est une onstante positive. Alors il existe une fontion h 2 Hp(B ) et une suite extraite (hlk)k2Ntendant vers h uniform�ement sur les ompats. De plus khkHp � C.Cette proposition sera d�emontr�ee au paragraphe 2.11.Ainsi, il existe une suite (�l)l2N tendant vers 0 et il existe des fontions (f s1 ; :::; f sm; f sm+1) 2 Hp(B )m+1telles que 8j 2 N=1 � j � m + 1; f sj Hp � CDe plus, pour tout j, la suite f s;�lj tend vers f sj uniform�ement sur les ompats. On en d�eduit enpassant �a la limite dans (10.1) que f s1gs1 + ::: + f smgsm = f s (10.2)On utilise alors �a nouveau la proposition 2.10.1 en faisant tendre s vers 1. On en d�eduit qu'il existeune suite (sl)l2N tendant vers 1, et des fontions (f 01 ; :::; f 0m) 2 Hp(B )m telles que



80 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).8j 2 N=1 � j � m+ 1; f 0j Hp � CDe plus, pour tout j, la suite f sj tend vers f 0j uniform�ement sur les ompats. On en d�eduit enpassant �a la limite dans (10.2) que f 01 g01 + :::+ f 0mg0m = f 0Il suÆt alors de multiplier ette �equation par 2 kgk1 pour obtenirf 01 g1 + :::+ f 0mgm = fPuisque les fontions f 0j sont dans Hp(B ) ela �nit la d�emonstration du th�eor�eme 2.1.1.2.11 Convergene dans Hp(B ).On d�emontre ii la proposition 2.10.1. Pour ela on onsid�ere une suite (hl)l2N de fontions dansHp(B ) v�eri�ant 9C > 0= 8l 2 N ; khlkHp � Cet on herhe �a montrer que ette suite admet une sous-suite onvergeant uniform�ement sur lesompats vers une fontion h 2 Hp(B ) telle que khkHp � C. D'apr�es le lemme 2.11.1 i-dessous ona 8z 2 B ; jhl(z)j � C2 khlkHp(1� jzj2)n�2+2=p � C2 C(1� jzj2)n�2+2=pd'o�u 8z 2 B(0; R); jhl(z)j � CC2(1� R2)n�2+2=pi.e. (hl)l2N est une famille de fontions holomorphes uniform�ement born�ee sur les ompats. Donil existe une sous-suite (hlk)k2N et une fontion h holomorphe dans B telle que hlktend vers huniform�ement sur les ompats de B . Montrons que h 2 Hp(B ). Soit � > 0 et r < 1. Alors, enutilisant la onvergene uniforme sur B(0; r), on obtient9K 2 N= 8k � K; 8z 2 B ; jh(rz)� hlk(rz)j � �:Alors, Z�B jh(rz)� hlk(rz)jp d�(z) � Z�B �pd� � C�pd'o�u



2.11. CONVERGENCE DANS HP (B ). 81�Z�B jh(rz)jp d�(z)� 1p � �+ �Z�B jhlk(rz)jp d�(z)� 1p � � + khlkkHp � � + COn peut alors faire tendre � vers 0 e qui nous permet d'obtenir8r < 1; �Z�B jh(rz)jp d�(z)� 1p � Cet don, sahant que h est holomorphe dans B , on a h 2 Hp(B ) et khkHp � C.Lemme 2.11.1 Il existe une onstante C2 > 0 telle que8h 2 Hp(B ); 8a 2 B ; jh(a)j � C2 khkHp(1� jaj2)n�2+2=p :D�emonstration :Soit h 2 Hp(B ) et soit h� sa limite radiale. On note P le noyau de Poisson-Szeg�o de B . On a8a 2 B ; jh(a)j = ����Z�B P (a; �)h�(�)d�(�)���� � kP (a; :)kLq(�B) kh�kLp(�B)o�u 1p + 1q = 1. Or on a, d'apr�es le lemme i-dessous8q � 1; 9q > 0= 8a 2 B ; kP (a; :)kLq(�B) � q 1(1� jaj2)n�2=q :don jh(a)j � q 1(1� jaj2)n�2+2=p khkHp d'o�u le r�esultat.Lemme 2.11.2 Si on note,8a 2 B ; 8� 2 �B ; P (a; �) = C (1� jaj2)n(1� a:�)2nle noyau de Poisson-Szeg�o dans B alors8q � 1; 9q > 0= 8a 2 B ; kP (a; :)kLq(�B) � q 1(1� jaj2)n�2=q :D�emonstration :On remarque d'abord que kP (a; :)kLq(�B) ne d�epend que de jaj ar la mesure de Lebesgue sur �Best invariante par rotation. On peut don supposer que a = (r; 0).Soit A = kP (a; :)kqLq(�B) ; par d�e�nition, A s'�eritA = (1� r2)nq Z�B d�(�)j1� r�1j2nq



82 CHAPITRE 2. DIVISION DANS HP (B ).
A = (1� r2)nq Z�12D 1j1� r�1j2nq �Zj�2j2=1�j�1j2 d�(�2)� d�(�1);or 8�1 2 D ; Zj�2j2 = 1� j�1j2 d�(�2) � 1, donA � (1� r2)nq2� ZD d�1 ^ d�1j1� r�1j2nq = (1� r2)nq2� IOn e�etue le hangement de variables suivant dans I :�1 = �ib + x+ iy�ib� (x+ iy) o�u b = r(r + 1)1� rOn a alors I = 4b2(1 + r)2nq Z +1x=�1 Z +1y=0 (x2 + (y + b)2)nq�2(x2 + (y + r)2)nq dxdyOr on a y + b = y(1� r) + r(1 + r)1� r d'o�u(x2 + (y + b)2)nq�2 � 4nq�2(1� r)2nq�4 (x2 + (y + r)2)nq�2On en d�eduit queI � Cqb2(1 + r)2nq(1� r)2nq�4 Z +1x=�1 Z +1y=0 1(x2 + (y + r)2)2dxdy = Cqb2(1 + r)2nq(1� r)2nq�4 I2Alors on a I2 � Z +1s=r Z ��=0 sdsd�s4 � � 12r2On obtient en�n, en rempla�ant b par sa valeurA � (1� r2)nq2� Cqr2(1 + r)2(1� r)2(1 + r)2nq(1� r)2nq�4� 12r2 = 4(1� r2)nq�2e qui nous donne le r�esultat.



Chapitre 3Division dans Hp(B ) : as de deuxfontions.
3.1 Introdution.Dans e hapitre on am�eliore le r�esultat obtenu pr�e�edemment (th�eor�eme 2.1.1) dans le as o�uon n'a que deux g�en�erateurs g1 et g2 et o�u les fontions d�ependent de deux variables. En e�et,la m�ethode de r�egularisation employ�ee pour d�emontrer le th�eor�eme 2.1.1, qui onsiste �a rajouterune fontion g�en�eratrie gm+1 nous donne dans le as de deux g�en�erateurs la ondition suÆsantefjgj3 �(jgj)3=2 2 Mp(B ). Pour se rapproher du r�esultat de H. Skoda dans le th�eor�eme 1.0.2 il faudraitdiminuer les exposants du d�enominateur.Dans le as de deux g�en�erateurs le omplexe de Koszul s'arrête au rang 1, et ne fait intervenirqu'une forme �a r�esoudre, qu'on peut alors r�egulariser par onvolution. Cei nous permet d'obtenirle r�esultat �enon�e i-dessous.Th�eor�eme 3.1.1 Soient 1 � p <1 et B la boule unit�e de C 2 . Soient g1 et g2 deux fontions dansH1(B ) et f une fontion holomorphe dans B . On suppose quefjgj2 �(jgj) 2Mp(B )Alors il existe f1 et f2 dans Hp(B ) telles que f1g1 + f2g2 = f dans B .Comme dans e th�eor�eme, dans tout le hapitre, B d�esignera la boule unit�e de C 2 .Pour d�emontrer e th�eor�eme on va r�esoudre une (0; 1)-forme, qu'on va d'abord r�egulariser paronvolution. Pour ela on a besoin qu'elle soit d�e�nie dans un domaine un peu plus grand que laboule. C'est pourquoi dans un premier temps on r�esoud le probl�eme quand les donn�ees sont d�e�niesdans une boule de rayon plus grand que 1, pour ensuite se ramener au th�eor�eme 3.1.1 dans leparagraphe 3.3. 83



84 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.3.2 R�esolution quand les donn�ees sont dans B Æ .Comme dans le as de plusieurs g�en�erateurs, si on pose f 0i = f gijgj2 on a f 01 g1 + f 02 g2 = f , mais lesfontions f 0i , si e sont bien des distributions, ne sont ni holomorphes ni r�eguli�eres. Cependant sion trouve des distributions f 11 et f 12 telles que�f 1i = �f 0i et f 11 g1 + f 12 g2 = 0alors les fontions fi = f 0i �f 1i seront holomorphes et v�eri�eront f1g1+f2g2 = f . Or le alul montreque �f 01 = �g2! et �f 02 = g1! (2.1)o�u ! est le (0; 1)-ourant suivant ! = fjgj4 (g1�g2 � g2�g1):Il suÆt alors de trouver u tel que �u = ! (apr�es avoir v�eri��e que ! est bien �-ferm�e) et de poserf1 = f g1jgj2 + g2u et f2 = f g1jgj2 � g1upour obtenir �fi = 0 et f1g1 + f2g2 = fSi de plus la solution u obtenue v�eri�e de bonnes estimations, les fontions fi seront bien dansHp(B ), e qui d�emontrera le th�eor�eme.Dans la suite on va don herher �a r�esoudre le ourant !. Pour ela, on pro�ede en r�egularisant laforme ! par onvolution. Pour que la forme r�egularis�ee obtenue soit bien d�e�nie dans B on a besoinde supposer que !, et don g1, g2 et f , sont d�e�nies dans une boule un peu plus grande que B .Pour Æ > 0 on d�e�nit B Æ = fz 2 C 2= jzj < 1 + Ægla boule de rayon 1 + Æ, de fontion d�e�nissante�Æ(z) = jzj2 � (1 + Æ)2On va en fait herher �a d�emontrer le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 3.2.1 Soit Æ > 0. Soient g1 et g2 deux fontions dans H1(B Æ ) et f une fontion holo-morphe dans B Æ telles qu'il existe une onstante K positive telle quefjgj2 �(jgj) 2 Mp(B Æ ) (2.2)



3.2. R�ESOLUTION QUAND LES DONN�EES SONT DANS B Æ . 85de norme major�ee par K.Alors il existe deux fontions f1 et f2 dans Hp(B ) de norme major�ee par une onstante C(K) ned�ependant que de K telles que8z 2 B ; f1(z)g1(z) + f2(z)g2(z) = f(z): (2.3)
Les espaes Mp(B Æ ) sont d�e�nis de la fa�on suivante. Si � 2 �B Æ on d�e�nit le domaine admissiblede sommet � par �Æ� = fz 2 B Æ= ��(1 + Æ)2 � �:z�� < 2((1 + Æ)2 � jzj2)get si h est une fontion mesurable dans B Æ sa fontion maximale en un point � 2 �B Æ est d�e�nie parMÆh(�) =Supz2�Æ� jh(z)jOn peut alors d�e�nir l'espaeMp(B Æ ) = fh 2 L1(B Æ )=MÆh 2 Lp(�B Æ )gqu'on munit de la norme khkMpÆ = kMÆhkLp(�BÆ )
3.2.1 La forme ! est �-ferm�ee.Pour r�esoudre l'�equation �u = ! il faut d'abord v�eri�er que �! = 0.D'apr�es (2.1) on a g1�! = 0 et g2�! = 0e qui permet de voir qu'en dehors de l'ensemble Z des z�eros ommuns �a g1 et g2 la forme ! est delasse C1 et �-ferm�ee.Pour montrer que ! est �- ferm�ee en un point a de Z on onsid�ere une (2; 0)-forme � dans C1(B Æ )�a support dans un voisinage 
 de a qu'on pr�eisera dans la suite. Pour � > 0 on noteZ� = fz 2 B Æ=d(z; Z) < �gSoit �� une fontion de lasse C1 dans 
 telle que 0 � �� � 1 et�� � 1 sur Z�� 0 sur 
nZ2�



86 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.On suppose de plus que ������� � C0� o�u C0 est une onstante positive(voir le paragraphe 3.4 pourla d�emonstration qu'une telle fontion existe). On note ��1 = ��� et ��2 = (1 � ��)�. Alors ��1 est �asupport dans Z2� et ��2 est �a support dans 
nZ�.
�!; �� = 
�!; ��1�+ 
�!; ��2� = 
�!; ��1�ar �! = 0 sur le support de ��2. Ainsi
�!; �� = � ZZ2�\
 ! ^ ���1:Par d�e�nition de ��1 on a ���1 = 0 dans Z� et �����1�� � k�k1 C0� dans (Z2�nZ�) \ 
.On utilise alors le lemme suivant, qui permet de majorer j!j sur 
.Lemme 3.2.2 Si F 2Mp(B Æ ) alors F est born�ee presque partout sur haque ompat de B Æ .D�emonstration :On d�emontre en fait la ontrapos�ee. SoitK un ompat de B Æ . Si F n'est pas born�ee presque partoutsur K alors 8C 2 R+ ; �(EC) > 0o�u EC = fz 2 B Æ= jF (z)j > CgAlors il existe un point z0 tel que z0 2 \C>0EEn e�et, puisque haque ensemble EC est non vide on peut prendre, pour tout entier n, zn 2 En.Alors la suite est ontenue dans le ompat E0. On peut don en extraire une sous-suite (znk)k2N quionverge vers un point z0 2 B Æ . Soit C > 0. Montrons que z0 2 EC . Puisque znk 2 EC si C � nk, ilexiste un entier k0 tel que 8k � k0; d(z0; EC) � d(z0; znk)Puisque la suite znk tend z0 on en d�eduit qued(z0; EC) = 0et puisque EC est ferm�e que z0 2 EC .On note alors �z0 = f� 2 �B Æ=z0 2 �Æ�gSoit C > 0. Si � 2 �z0 alors �Æ� est un voisinage ouvert de z0, et puisque z0 2 EC , �Æ� \ EC estun ouvert non vide, qui est don de mesure non nulle, et sur lequel F > C. On en d�eduit queMÆF (�) � C. Puisque ei est vrai pour tout C > 0 et pour tout � 2 �z0, on a don MÆF = +1sur �z0 . Or �z0 = f� 2 �B Æ= ��(1 + Æ)2 � z0:��� < 2((1 + Æ)2 � jz0j2)gest un ouvert non vide de �B (il ontient par exemple le point (1 + Æ) z0jz0j) et est don de mesurenon nulle. On en d�eduit que MÆF n'est pas dans Lp(�B Æ ).



3.2. R�ESOLUTION QUAND LES DONN�EES SONT DANS B Æ . 87
Ce lemme et l'hypoth�ese (2.2) entrainent qu'il existe une onstante C telle que j!j � C j�gjjgj �(jgj)presque partout dans 
.De plus dans (Z2�nZ�)\
 on a � � jgj � 2�. Puisque pour tout s 2 [0; 1℄, la fontion qui �a x assoiex2s est roissante, et puisque la mesure d�0 est positive, la fontion � est roissante. On en d�eduitque 
�!; �� � k�k1CC0 k�gkL1(
) 1�2�(2�)�(Z2�nZ� \ 
) (2.4)A�n d'estimer �(Z2�nZ� \ 
) on utilise le lemme suivant :Lemme 3.2.3 Ave les d�e�nitions pr�e�edentes, il existe un voisinage 
 de a dans B Æ tel que9C > 0= 8� 2℄0; 1[; �(Z� \ 
) � C�2:On fait alors tendre � vers 0 dans (2.4) et on en d�eduit, sahant que � tend vers 0 en 0 (voir leparagraphe 2.8), que 
�!; �� = 0D�emonstration du lemme 3.2.3 :On utilise la proposition 2.40 de [15℄ pour Y = Z. On se plae dans un bon syst�eme de oordonn�eeset on distingue plusieurs as de �gure.Si dimaZ = 0 il existe un voisinage 
 de a et un ensemble analytique de 
 de la formeY = fz 2 
=P1(z1) = P2(z2) = 0g, o�u P1 et P2 sont des polynômes, tels que (Z \ 
) � Y . On end�eduit que Y est une r�eunion �nie de points. Si on note enore Y� = fz 2 
=d(z; Y ) < �g on end�eduit que 8� > 0; �(Y�) � 2�N�4o�u N est le nombre de points de Y . D'autre part (Z� \ 
) � Y� d'o�u on d�eduit que8� 2℄0; 1[; �(Z� \ 
) � 2�N�2:Si dimaZ = 1 il existe un voisinage D de a et un ensemble analytique Y de D tels que(Z \D) � Y . De plus Y = fz 2 D=P (z2; z1) = 0g o�u P est un polynôme de Weierstrass en z2. Orl'ensemble Y ainsi d�e�ni est une sous-vari�et�e. Soit alors � un di��eomorphisme loal de C 2 d�e�ni surun voisinage 
 de a tel que �(Y \ 
) = f(z1; z2) 2 C 2=z2 = 0g \ �(
). On �evalue alors la mesurede Y�. ZY�\
 d� = Z�(Y�\
) d�jJa �j



88 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.Or jJa �j est minor�e sur 
 d'o�u9C1 > 0= ZY�\
 d� � C1�(�(Y� \ 
))Or si z 2 Y� \ 
, 9z0 2 Y= jz � z0j < � et on en d�eduit que9C2 > 0= j�(z)� �(z0)j � C2 jz � z0j � C2�d'o�u �(Y� \ 
) � f(z1; z2) 2 C 2= jz2j < C2�g \ �(
)et en ons�equene 9C > 0= �(�(Y� \ 
)) � C�2Puisque on a aussi (Z� \ 
) � (Y� \ 
) on obtient la onlusion.3.2.2 R�egularisation et r�esolution de la forme !� obtenue.Soit � 2 C1(C 2) positive �a support dans B telle que k�kL1(C 2 ) = 1.Soit �0 > 0 qu'on �xera plus tard, 0 < � < �0 et 8z 2 C 2 ; ��(z) = 1�4��z��. On d�e�nit alors!� = �� �! omme la onvol�ee de �� ave !. La forme !� est don de lasse C1 sur B . On montreraau paragraphe 3.2.5 que !� tend vers ! dans L1(B � ).On herhe �a r�esoudre ette nouvelle forme en appliquant le orollaire p 13 de [3℄, qui s'�erit ommesuit :Corollaire 3.2.4 Soient 1 � p <1 et w une (0; 1)-forme de lasse C1 dans B telle que �w = 0et v�eri�ant les deux hypoth�eses suivantes :a) Les oeÆients de ���w, p���w^��, p���w^�� et �w^��^�� sont dans W �(B ) de normemajor�ee par C(K).b) Les oeÆients de w sont major�es par � o�u  2Mp(�B ) et ���2 2 V 1(B ) de normes major�eespar C(K).Alors il existe une solution u 2 C1(B ) de l'�equation �u = w telle que u 2 Lp(�B ) de norme major�eepar une onstante ne d�ependant que de K.V�eri�ons d'abord que !� est �-ferm�ee.Soit � une (0; 2)-forme de lasse C1 �a support ompat dans B .
�!�; �� = � 
!�; ��� = � ZB ZC 2 ��(z)!(z0 � z) ^ ��(z0)d�(z)= � ZC 2 ��(z)�ZB !(z0 � z) ^ ��(z0)� d�(z)= � Zfjzj < �g ��(z) Zfjuj < 1 + �g !(u) ^ ��(u+ z)! d�(z)



3.2. R�ESOLUTION QUAND LES DONN�EES SONT DANS B Æ . 89Soit �z(u) = �(z + u). Alors
�!�; �� = � Zfjzj < �g ��(z) 
!; ��z� d�(z)= Zfjzj < �g ��(z) 
�!; �z� d�(z)Or �! = 0 dans B Æ , et �z est �a support dans B Æ don
�!�; �� = 0:Pour pouvoir appliquer le orollaire 3.2.4, on ommene par v�eri�er que ! v�eri�e les hypoth�eses a)et b) dans B � pour tout � < Æ. Nous devons d'abord pour ela d�e�nir les mesures de Carleson dansB � .D�e�nition des mesures de Carleson dans B � .Comme dans B on d�e�nit les tentes de la fa�on suivante. Si � 2 �B Æ et s > 0 la tente de entre �et de rayon s est d�e�nie par T Æs = fz 2 B Æ=d(T C� B Æ ; z) < sgMontrons que T Æs = fz 2 B Æ= ����(1 + Æ)� 11 + Æ �:z���� < sgPour ela il suÆt de montrer qued(T C� B Æ ; z) = ����(1 + Æ)� 11 + Æ �:z����Il suÆt de onsid�erer le as o�u � = (1 + Æ; 0; :::; 0). On a alorsT C� B Æ = fz 2 C 2=z1 = 1 + ÆgSoit (e1; e2) une base hilbertienne de C 2 telle que e1 = (1; 0). Soit u 2 T C� B Æ . Alorsu = (1 + Æ)e1 + u2 e2o�u u2 2 C . Alors, pour tout z 2 B Æ tel quez = z1e1 + z2e2on a d(T C� B Æ ; z)2 � jz � uj2 = jz1 � (1 + Æ)j2 + jz2 � u2j2



90 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.On en d�eduit que d(T C� B Æ ; z) = jz1 � (1 + Æ)jOr on a z1 = z:e1 = z: �1 + Æe qui nous donne bien d(T C� B Æ ; z) = ����(1 + Æ)� 11 + Æ �:z����On d�e�nit alors les mesures de Carleson omme dans B :D�e�nition 3.2.5 On dit qu'une mesure � est dans V 1(B Æ ) si il existe une onstante postive C telleque 8� 2 �B Æ ; 8s > 0; j�j (T Æs ) � Cs2 (2.5)On d�e�nit alors k�kV 1 omme la plus petite onstante C v�eri�ant (2.5).Comme dans B on note V 0(B ) l'espae des mesures born�ees dans B Æ et on d�e�nit alors les espaesW �(B Æ ) par interpolation :D�e�nition 3.2.6 Si � 2℄0; 1[ et p = 1� 1� on d�e�nitW �(B Æ ) = (V 0(B Æ ); V 1(B Æ ))�;pAve es d�e�nitions on peut maintenant montrer que ! v�eri�e les hypoth�eses a) et b) du orol-laire 3.2.4 dans B � , d�es que � < Æ.Estimations de ! dans B � .On suppose dans e paragraphe que p 2 [1;+1℄ et que f v�eri�e l'hypoth�ese (2.2), et on d�emontreque ! v�eri�e les points a) et b) dans B � ave des normes major�ees par C(K).Point a). �! = !1 + !2o�u !1 = �fjgj4 ^ (g1�g2 � g2�g1)!2 = � 2fjgj6 (g1�g1 + g2�g2) ^ (g1�g2 � g2�g1)



3.2. R�ESOLUTION QUAND LES DONN�EES SONT DANS B Æ . 91(i) Montrons que (���) j�!j 2 W �(B � ).(���) j!1j �p��� j�f jjgj3 j�gjp���On va utiliser le lemme suivant, de fa�on similaire �a e qu'on a fait au hapitre pr�e�edent, pourestimer �f �a partir d'une hypoth�ese sur f .Lemme 3.2.7 Soient p 2 [1;+1℄ et � = 1� 1p . Soient g1; g2 2 H1(B � )\C1(B �) et f une fontiondans Hol(B � ) \ C1(B �). Si fjgj2 �(jgj) 2Mp(B � ) (2.6)de norme major�ee par K alors les mesures p��� �fjgj3 j�g ^ ��j, (���) �fjgj3 j�gj, j�f ^ ��jjgj3 j�g ^ ��jet p��� j�f ^ ��jjgj3 j�gj sont dans W �(B � ) de normes major�ees par C(K).D�emonstration :On pro�ede par interpolation.� On suppose d'abord que fjgj2 �(jgj) 2M1(B � ). Montrons quep��� �fjgj3 j�g ^ ��j 2 V 1(B � ). Pourela on onsid�ere une tente T �s de B � de rayon s et on �evalueI = ZT �s p��� j�f jjgj3 j�g ^ ��j d�Pour ela on introduitF (u) = f((1 + �)u) et Gi(u) = gi((1 + �)u)et on e�etue le hangement de variable u = z1 + � , e qui nous donneI = ZT 0 p�� j�F jjGj3 j�G ^ ��j (1 + �)4d�o�u T 0 est une tente de B de rayon s1 + � . En e�et, si T �s est entr�ee en �,z 2 T �s () d(T C� B � ; z) < s () d( 11 + �T C� B ; z1 + � ) < s1 + � (2.7)e qui �equivaut �a dire que z1 + � est dans la tente de B de entre �1 + � et de rayon s1 + � .Montrons que F;G1 et G2 v�eri�ent les hypoth�eses du lemme 2.4.14 ave � = j�G ^ ��j. Toutd'abord les fontions ainsi d�e�nies sont bien holomorphes dans B , et de plus kGik1 = kgik1. Deplus FjGj2 �(jGj) est aussi born�e dans B de norme major�ee par K. En�n la proposition 2.4.7 ave



92 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.k = 1 montre que �2jGj2�(jGj) 2 V 1(B ). On peut don appliquer le lemme 2.4.14 et en d�eduire quep�� j�F jjGj3 j�G ^ ��j 2 V 1(B ) de norme major�ee par C(K) et don, par d�e�nition des mesures deCarleson, que I � C(K)� s1 + ��2 (1 + �)4 � C(K)(1 + �)2s2On a ainsi montr�e que p��� �fjgj3 j�g ^ ��j 2 V 1(B � ) quand fjgj2 �(jgj) 2M1(B � ).� On suppose �a pr�esent que fjgj2 �(jgj) 2 M1(B � ) et on montre que p��� �fjgj3 j�g ^ ��j 2 V 0(B � ).Pour ela on �evalue I = ZB� p��� j�f jjgj3 j�g ^ ��j d�En e�etuant le même hangement de variable que pr�e�edemment on obtientI = ZB p�� j�F jjGj3 j�G ^ ��j (1 + �)4d�On va de la même fa�on que pr�e�edemment appliquer le lemme 2.4.14. Pour ela il nous reste �amontrer que FjGj2 �(jGj) 2 M1(B ). Or, par d�e�nition des domaines admissibles on a l'�equivalenesuivante : u 2 �� () (1 + �)u 2 ��(1+�)�On en d�eduit que pour � 2 �B on aM( FjGj2 �(jGj))(�) = M( fjgj2 �(jgj))((1 + �)�)e qui montre que FjGj2 �(jGj) 2 M1(B ). Ainsi le lemme 2.4.14 montre que p�� j�F jjGj3 j�G ^ ��j estdans V 0(B ) de norme major�ee par C(K), e qui montre queI � (1 + �)4C(K)e qui ah�eve de d�emontrer que p��� �fjgj3 j�g ^ ��j 2 V 0(B � ) de norme major�ee par C(K).� On onsid�ere alors l'appliation lin�eaire qui �a fjgj2 �(jgj) assoiep��� �fjgj3 j�g ^ ��j. On a montr�equ'elle est born�ee de M1(B � ) dans V 1(B � ) et de M1(B � ) dans V 0(B � ), de normes major�ees parC(K). On en d�eduit par interpolation, grâe au lemme 3.2.8 i-dessous et �a la d�e�nition des espaes



3.2. R�ESOLUTION QUAND LES DONN�EES SONT DANS B Æ . 93W �(B � ) que ette appliation est aussi born�ee de Mp(B � ) dans W �(B � ), o�u p = 1 � 1� , de normemajor�ee par C(K), e qui d�emontre la premi�ere partie du lemme.Pour les trois autres parties on pro�ede de la même fa�on.Lemme 3.2.8 Soient � 2℄0; 1[ et p tels que 1p = 1� �. Alors(M1(B � );M1(B � ))�;p = Mp(B � )D�emonstration :L'appliation qui �a h 2Mp(B � ) assoie H(z) = h((1+�)z) est une isom�etrie de Mp(B � ) sur Mp(B ).En e�et, par d�e�nition des domaines admissibles, on az 2 �� () (1 + �)z 2 ��(1+�)�et don pour tout � 2 �B on a M�h((1 + �)�) = MH(�) et en ons�equene khkMp� = kHkMp.D'apr�es le lemme 2.4.18 on a (M1(B );M1(B ))�;p = Mp(B ), e qui, grâe �a ette isom�etrie, nousdonne le r�esultat.Pour pouvoir appliquer le lemme 3.2.7 on utilise l'hypoth�ese (2.2) et le lemme i-dessous, e quinous permet de onlure que (���) j!1j 2 W �(B � ) de norme major�ee par C(K).Lemme 3.2.9 Soit p 2 [1;+1℄. Soient Æ et � deux r�eels positifs tels que � � Æ. AlorsMp(B Æ ) �Mp(B � )D�emonstration :Soit � 2 �B . Montrons qu'alors ��(1+�)� � �Æ(1+Æ)�Soit z 2 ��(1+�)� . Alors ��(1 + �)2 � (1 + �)�:z�� < 2((1 + �)2 � jzj2) (2.8)Pour montrer que z 2 �Æ(1+Æ)� il suÆt de montrer que��(1 + Æ)2 � (1 + Æ)�:z�� < 2((1 + Æ)2 � jzj2)Or ��(1 + Æ)2 � (1 + Æ)�:z�� � (1 + Æ)2 � (1 + �)2 + ��(1 + �)2 � (1 + �)�:z�� + (Æ � �) ���:z��On utilise alors (2.8) pour obtenir��(1 + Æ)2 � (1 + Æ)�:z�� < (2 + Æ + �)(Æ � �) + 2((1 + �)2 � jzj2) + (Æ � �) ���:z��



94 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.Il suÆt don de montrer que(2 + Æ + �)(Æ � �) + 2((1 + �)2 � jzj2) + (Æ � �) ���:z�� � 2((1 + Æ)2 � jzj2)'est-�a-dire ���:z�� < 2 + Æ + �e qui est v�eri��e ar � 2 B , z 2 B Æ et ���:z�� � j�j jzj.Ainsi on a ��(1+�)� � �Æ(1+Æ)� .On en d�eduit que, pour toute fontion h et tout � 2 �B ,M�h((1 + �)�) �MÆh((1 + Æ)�)et don que khkMp� � khkMpÆDe même ��� j!2j � 2(���) jf jjgj4 (j�g1j j�g2j+ j�g1j2 + j�g2j2)d'o�u ��� j!2j � h�o�u h = 4 jf jjgj2 �(jgj) et � = (���) j�g1j2jgj2 �(jgj) + (���) j�g2j2jgj2 �(jgj):D'apr�es l'hypoth�ese (2.2), h 2 Mp(B Æ ) don, grâe au lemme 3.2.9 h 2 Mp(B � ) de norme major�eepar K. Il suÆt alors d'utiliser le lemme 3.2.10 i-dessous pour d�emontrer que � 2 V 1(B � ) de normemajor�ee par C(K), puis le lemme 3.2.11 pour onlure que ��� j!2j est dans W �(B � ).Ainsi, en rassemblant les estimations pour !1 et !2, on obtient bien��� j�!j 2 W �(B � ) (2.9)de norme major�ee par une onstante C(K) ne d�ependant que de K.Lemme 3.2.10 Si h 2 H1(B � ) alors (���) j�hj2jhj2 �(jhj) et j�h ^ ���j2jhj2 �(jhj) sont dans V 1(B � ) denorme major�ee par (1 + �)2 khk1.D�emonstration :On d�e�nit 8z 2 B ; H(z) = h((1 + �)z)



3.2. R�ESOLUTION QUAND LES DONN�EES SONT DANS B Æ . 95Alors H 2 H1(B ) et kHk1 = khk1. Soit Ts une tente de B � de rayon s. Pour montrer que(���) j�hj2jhj2 �(jhj) 2 V 1(B � ) on �evalueI = ZTs (���(z)) j�hj2jhj2 (z)�(jhj)d�On fait le hangement de variable u = z1 + � et on obtientI = ZT 0 (��) j�H j2jHj2 (z)�(jHj)(1 + �)4d�o�u T 0 est une tente de B de rayon s1 + � (voir (2.7)).On applique alors la proposition 2.4.7 ave k = 1 �a la fontion H et on obtientI � kHk21� s1 + ��2 (1 + �)4 � khk21 (1 + �)2s2e qui ah�eve la preuve que (���) j�hj2jhj2 �(jhj) 2 V 1(B � ). Pour la deuxi�eme partie du lemme onpro�ede de la même mani�ere pour obtenir le r�esultat.
Lemme 3.2.11 Soit p 2 [1;+1℄. Si � 2 V 1(B � ) et h 2Mp(B � ) alors h� 2 W �(B � ), o�u � = 1� 1p ,de norme major�ee par k�kV 1 khkMp.D�emonstration :On pro�ede par interpolation. Soit � 2 V 1(B � ).� Commen�ons par montrer que si h 2 M1(B � ) alors h� 2 V 1(B � ). Pour ela on onsid�ere unetente T �s de B � de rayon s et on �evalue I = ZT �s jh�jOn a alors I � khk1 ZT �s j�j et puisque � 2 V 1(B � ) on a �nalementI � k�kV 1 khkM1 s2e qui d�emontre que h� 2 V 1(B � ) de norme major�ee par k�kV 1 khkM1.� Montrons �a pr�esent que si h 2M1(B � ) alors h� 2 V 0(B � ). Pour ela il suÆt d'�evaluerI = ZB� jh(z)�(z)j



96 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.On suppose ii que � = nd�. On introduitH(u) = h((1 + �)u) et N(u) = n((1 + �)u)et on e�etue le hangement de variable u = z1 + � , e qui nous donneI = (1 + �)4 ZB jH(u)j jN(u)j d�(u)Montrons que H 2M1(B ). Puisque u 2 �� () (1 + �)u 2 ��(1+�)� on aMH(�) = M�h((1 + �)�)d'o�u kHkM1 = Z�B jMH(u)j d�(u) = 1(1 + �)3 Z�B� jM�h(z)j d��(z) = khkM1�(1 + �)3Montrons aussi que Nd� 2 V 1(B ). Pour ela on prend une tente Ts de B et on onsid�ere l'int�egralesuivante : I = ZTs jN(u)j d�(z) = 1(1 + �)4 ZT 0 jn(z)j d�(z)et T 0 est une tente de B � de rayon (1 + �)s (f (2.7)). On en d�eduit queI � knd�kV 1 s2et don que Nd� 2 V 1(B ) de norme major�ee par knd�kV 1 .On utilise alors le lemme 2.4.6 qui nous montre que HNd� 2 V 0(B ) de norme major�ee parkHkM1 kNd�kV 1 � khkM1 k�kV 1 . On en d�eduit queI � 1(1 + �)3 khkM1 k�kV 1et don que h� 2 V 0(B � ) de norme major�ee par 1(1 + �)3 khkM1 k�kV 1.� On a ainsi montr�e que l'appliation lin�eaire qui �a h assoie h� est born�ee de M1(B � ) dans V 1(B � )et de M1(B � ) dans V 0(B � ). On en d�eduit par interpolation, grâe au lemme 3.2.8 et �a la d�e�nitionde W �(B � ), qu'elle est born�ee de Mp(B � ) dans W �(B � ), o�u p = 1� 1� .(ii) Montrons que p��� j�! ^ ���j 2 W �(B � ).Tout d'abord on a p��� j!1 ^ ���j �p��� j�f ^ ���jjgj3 j�gjOn utilise alors l'hypoth�ese (2.2) et le lemme 3.2.9 pour appliquer le lemme 3.2.7 et obtenirp��� j!1 ^ ���j 2 W �(B � ) de norme major�ee par C(K).



3.2. R�ESOLUTION QUAND LES DONN�EES SONT DANS B Æ . 97p��� j!2 ^ ���j �p��� jf jjgj4 X1�k;l�2 j�gk ^ ���j j�glj (2.10)d'o�u p��� j!2 ^ ���j � h�o�u h = jf jjgj2 �(jgj) et � = (���) j�gj2jgj2 �(jgj) + j�g ^ ��� j2jgj2 �(jgj)En utilisant �a nouveau l'hypoth�ese (2.2), le lemme 3.2.10 et le lemme 3.2.11 on en d�eduit quep��� j�! ^ ���j 2 W �(B � ) de norme major�ee par C(K).(iii) Montrons que p��� ���! ^ ����� 2 W �(B � ).p��� ��!1 ^ ����� �p��� j�f jjgj3 j�g ^ ��� jOn applique de nouveau le lemme 3.2.7 et on en d�eduit, grâe �a l'hypoth�ese (2.2) et au lemme 3.2.7que p��� ��!1 ^ ����� 2 W �(B � ) de norme major�ee par C(K).D'autre part on a p��� ��!2 ^ ����� �p��� jf jjgj4 X1�k;l�2 j�gk ^ ���j j�gljqu'on peut estimer omme en (2.10). On en d�eduit que p��� ���! ^ ����� 2 W �(B � ) de normemajor�ee par C(K) ne d�ependant que de K.(iv) Montrons que ���! ^ ��� ^ ����� 2 W �(B � ).On a ��!1 ^ ��� ^ ����� � j�f ^ ���jjgj3 j�g ^ ���jOn applique de nouveau le lemme 3.2.7 et on en d�eduit, grâe �a l'hypoth�ese (2.2) et au lemme 3.2.7que ��!1 ^ ��� ^ ����� 2 W �(B � ) de norme major�ee par C(K).D'autre part on a ��!2 ^ ��� ^ ����� � jf jjgj4 X1�k;l�2 j�gk ^ ���j j�gl ^ ��� jd'o�u ��!2 ^ ��� ^ ����� � h�o�u h = jf jjgj2p�(jgj) et � = 2 j�g ^ ��� j2jgj2 �(jgj)En utilisant �a nouveau l'hypoth�ese (2.2), le lemme 3.2.10 et le lemme 3.2.11 on en d�eduit que���! ^ ��� ^ ����� 2 W �(B � ) de norme major�ee par C(K) , e qui ah�eve la v�eri�ation du point a)pour !.



98 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.Point b).Soient  = jf jjgj2p�(jgj) et � = j�gjjgj p�(jgj)Alors on a bien j!j � � (2.11)dans B � et, d'apr�es l'hypoth�ese (2.2) et le lemme 3.2.9 on a 2 Mp(B � ) (2.12)de norme major�ee par K et, d'apr�es le lemme 3.2.10,����2 2 V 1(B � ) (2.13)de norme ind�ependante de �.Estimations de !� dans B .V�eri�ons �a pr�esent que !� v�eri�e les points a) et b) dans B .point a).Pour haque point on va pro�eder par interpolation entre p = 1 et p =1.(i) Montrons que �� j�!�j 2 W �(B ).� On ommene par d�emontrer que si f v�eri�e l'hypoth�ese (2.2) pour p = +1 alors �� j�!�j estdans V 1(B ).Pour ela on onsid�ere une tente Ts de B de rayon s et on estimeI = ZTs (��(z)) j�!�(z)j d�(z):Par d�e�nition de !� on aI � Zz2Ts Z�2C 2 ��(� � z)(��(z)) j�!(�)j d�(�)d�(z):Or pour z 2 B et � � z 2 Supp(��) on a��(z) = 1� jz � � + �j2 � ��(�) + 4 j�j jz � �j :Or �� est �a support dans fz 2 C 2= jzj < �g don��(z) � ��(�) + 4(1 + �)� = ��2�(�) (2.14)Sahant de plus que k��k1 � ��4 k�k1 � C��4 on obtientI � C��4 Zz2Ts Z�2B(z;�) (��2�(�)) j�!(�)j d�(�)d�(z)



3.2. R�ESOLUTION QUAND LES DONN�EES SONT DANS B Æ . 99De plus si z 2 Ts et � 2 B(z; �) alors � 2 B 2� et pour �0 = (1 + 2�)� on ad(�; T C�0 (B 2�)) � d(�; z) + d(z; T C� B ) + d(T C� B ; T C�0 B 2�)d(�; T C�0 (B 2�)) � � + s+ 2�don � est dans une tente Ts+3� de B 2� de rayon s + 3�.I � C��4 Z�2Ts+3� (��2�(�)) j�!(�)jA(�)d�(�)o�u A(�) = Zz2Ts\B(�;�) d�(z)Puisque la mesure de Lebesgue d� est invariante par rotation on peut se ramener au as o�u � = (1; 0).Alors on obtient (en notant enore � le point image de � par la rotation e�etu�ee)A(�) = Zfz2=jz2��0j<�g ZE d�(z1)d�(z2)et E = fz 2 C = jz1 � 1j < s et jz1 � �1j2 < �2 � jz2 � �2j2gEn partiulier E � fz 2 C = jz1 � 1j < sg, d'o�uA(�) � �2�2s2:De plus, puisque Ts \B(�; �) � B(�; �) on a aussiA(�) � �2�4ainsi A(�) � �2�2min(s2; �2)Et, puisque d'apr�es (2.9) on a, quand p = +1, ��2� j�!j 2 V 1(B 2�) de norme major�ee par C(K)on obtient que I � C��4C(K)(s+ 3�)2�2�2min(s2; �2)et, en distiguant les as o�u s < � et o�u s > �, on obtientI � C(K)s2



100 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.� On montre maintenant que si f v�eri�e l'hypoth�ese (2.2) pour p = 1 alors �� j�!�j 2 V 0(B ). Pourela on �evalue l'int�egrale I = ZB (��(z)) j�!�(z)j d�(z):Par d�e�nition de !� on aI � Zz2B Z�2C 2 ��(� � z)(��(z)) j�!(�)j d�(�)d�(z):On utilise alors l'in�egalit�e (2.14), et le fait que si z 2 B et � � z 2 Supp(��) alors � 2 B 2� pourobtenir I � Z�2B2� (��2�(�)) j�!(�)jZz2B ��(� � z)d�(z)d�(�)On utilise alors le fait que d'apr�es (2.9) ��2� j�!j 2 V 0(B 2�) et le fait que k��kL1 = 1 pour d�eduireque I est major�ee par une onstante ne d�ependant que de K, e qui montre que �� j�!�j 2 V 0(B )de norme major�ee par C(K).� On onsid�ere alors l'appliation lin�eaire L� qui �a fjgj2 �(jgj) assoie (��)�!�. On a montr�e que L�est born�ee de M1(B Æ ) dans V 0(B ) et de M1(B Æ ) dans V 1(B ) de normes major�ees par C(K). On end�eduit par interpolation que L� est born�ee de (M1(B Æ );M1(B Æ ))�;p dans (V 0(B ); V 1(B ))�;p pour tout� 2 [0; 1℄. En partiulier, si � = 1� 1p , on a, d'apr�es le lemme 3.2.8, (M1(B Æ );M1(B Æ ))�;p = Mp(B Æ ),et, d'apr�es le lemme 2.4.25, (V 0(B ); V 1(B ))�;p = W �(B ). On en d�eduit que si fjgj2 �(jgj) 2 Mp(B Æ )alors (��)�!� 2 W �(B ) de norme major�ee par une onstante ne d�ependant que de K.(ii) Montrons que p�� j�!� ^ ��j 2 W �(B ).� Comme pr�e�edemment on ommene par d�emontrer que si f v�eri�e l'hypoth�ese (2.2) pour p = +1alors p�� j�!� ^ ��j 2 V 1(B ). Pour ela on �evalueI = ZTs p�� j�!� ^ ��j d�:I � Zz2Ts Z�2C2 ��(� � z)p��(z) j�!(�) ^ ��(z)j d�(�)d�(z)Or ��(z) = ��(�) + T o�u T = (z1 � �1)dz1 + (z2 � �2)dz2. On en d�eduit don queI � I1 + I2o�u I1 = Zz2T Z�2B(z;�) ��(� � z)p��(z) j�! ^ ��(�)j d�(�)d�(z)



3.2. R�ESOLUTION QUAND LES DONN�EES SONT DANS B Æ . 101
I2 = Zz2Ts Z�2B(z;�) ��(� � z)p��(z) j�!(�)j j� � zj d�(�)d�(z)Alors en pro�edant omme pr�e�edemment on obtient dans un premier tempsI1 � C��4�2�2min(s2; �2) Z�2Ts+3�p��2�(�) j�! ^ ��(�)j d�(�)puis, sahant que p��2� j�! ^ ��2�j 2 V 1(B 2�) et que �� = ��2� on en d�eduit queI1 � C(K)s2:Pour I2 on obtient dans un premier temps, puisque 2� > 0,I2 � C��4� Zz2Ts Z�2B(z;�)p��(z) + 2�p��(z) + 2�p��(z) + 2� j�!(�)j d�(�)d�(z)Or, si z 2 Tr et � 2 B(z; �) on a��(z) + 2� � ��(�) + 4(1 + �)� + 2� � ��3�(�):De plus � appartient �a une tente de rayon r + 4� de B 3� . Ainsi on a, sahant que ��(z) + 2� � 2�,I2 � C��3 1p2� Z�2Ts+4� (��3�(�)) j�!(�)jA(�)d�(�):Puisque ��3� j�!j 2 V 1(B 3�) on en d�eduit queI2 � C 1�3p2�C(K)(s+ 4�)2�2�2min(s2; �2)et don que I2 � C(K)p�s2:On a ainsi montr�e que p�� j�!� ^ ��j 2 V 1(B ) de norme major�ee par C(K).� On montre maintenant que si f v�eri�e l'hypoth�ese (2.2) pour p = 1 alors p�� j�!� ^ ��j 2 V 0(B ).Pour ela on �evalue l'int�egrale I = ZB p�� j�!� ^ ��j d�:Par d�e�nition de !� on aI � Zz2B Z�2C2 ��(� � z)p��(z) j�!(�) ^ ��(z)j d�(�)d�(z)Or ��(z) = ��(�) + T o�u T = (z1 � �1)dz1 + (z2 � �2)dz2. On en d�eduit don que



102 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.I � I1 + I2o�u I1 = Zz2B Z�2B(z;�) ��(� � z)p��(z) j�! ^ ��(�)j d�(�)d�(z)I2 = Zz2B Z�2B(z;�) ��(� � z)p��(z) j�!(�)j j� � zj d�(�)d�(z)Alors en pro�edant omme pr�e�edemment on obtient dans un premier tempsI1 � Z�2B2� p��2�(�) j�! ^ ��(�)jZz2B ��(� � z)d�(z)d�(�)puis, sahant que p��2� j�! ^ ��2�j 2 V 0(B 2�) et que �� = ��2� on en d�eduit queI1 � C(K)Pour I2 on obtient dans un premier temps, puisque 2� > 0,I2 � � Zz2B Z�2B(z;�)p��(z) + 2�p��(z) + 2�p��(z) + 2� j�!(�)j��(� � z)d�(�)d�(z)Or, si z 2 B et � 2 B(z; �) on a��(z) + 2� � ��(�) + 4(1 + �)� + 2� � ��3�(�):De plus � appartient �a B 3� . Ainsi on a, sahant que ��(z) + 2� � 2�,I2 � �p2� Z�2B3� (��3�(�)) j�!(�)jZz2B ��(� � z)d�(z)d�(�):Puisque ��3� j�!j 2 V 0(B 3�) on en d�eduit queI2 � C �p2�C(K)et don que I2 � C(K)p�:On a ainsi montr�e que p�� j�!� ^ ��j 2 V 0(B ) de norme major�ee par C(K).� On onsid�ere alors l'appliation lin�eaire L� qui �a fjgj2 �(jgj) assoie p���!� ^ ��. On a montr�eque L� est born�ee de M1(B Æ ) dans V 0(B ) et de M1(B Æ ) dans V 1(B ) de normes major�ees par C(K).On en d�eduit par interpolation que L� est born�ee de Mp(B Æ ) dans W �(B ), e qui d�emontre bienque si fjgj2 �(jgj) 2 Mp(B Æ ) alors p���!� ^ �� 2 W �(B ) de norme major�ee par une onstante ned�ependant que de K.



3.2. R�ESOLUTION QUAND LES DONN�EES SONT DANS B Æ . 103(iii) Pour montrer que p�� ���!� ^ ���� 2 W �(B ) de norme major�ee par C(K) on pro�ede exate-ment de la même fa�on.(iv) Montrons en�n que ���!� ^ �� ^ ���� 2 W �(B ).� Montrons d'abord que si f v�eri�e l'hypoth�ese (2.2) pour p = +1 alors ���!� ^ �� ^ ���� 2 V 1(B ).Pour ela on onsid�ere une tente Ts de B de rayon s et on estimeI = ZTs ���!� ^ �� ^ ���� d�I � Zz2Ts Z�2C 2 ��(� � z) ���!(�) ^ ��(z) ^ ��(z)�� d�(�)d�(z)Or ��(z) ^ ��(z) = (�� ^ ��)(�) + T ^ ��(�) + ��(�) ^ T + T ^ T donI � I1 + I2 + I3 + I4o�u I1 = Zz2Ts Z�2C2 ��(� � z) ���!(�) ^ ��(�) ^ ��(�)�� d�(�)d�(z)I2 = Zz2Ts Z�2C 2 ��(� � z) ���!(�) ^ ��(�)�� j� � zj d�(�)d�(z)I3 = Zz2Ts Z�2C2 ��(� � z) j�!(�) ^ ��(�)j j� � zj d�(�)d�(z)I4 = Zz2Ts Z�2C 2 ��(� � z) j�!(�)j j� � zj2 d�(�)d�(z)En pro�edant omme pr�e�edemment on obtientI1 � C��4 Z�2Ts+3� ���! ^ �� ^ ��(�)��A(�)d�(�)et omme ���! ^ �� ^ ��(�)�� 2 V 1(B 2�) on obtientI1 � C��4(K)(s+ 3�)2�2�2rmin(s2; �2)et I1 � C(K)s2:Pour I2 on a I2 � C��4� Zz2Ts Z�2B(z;�) p��(z) + 2�p��(z) + 2� ���! ^ ��(�)�� d�(�)d�(z)



104 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.I2 � C��3 Z�2Ts+4� p��3�(�) ���! ^ ��(�)�� Zz2Ts\B(�;�) 1p��(z) + 2�d�(z)d�(�)et puisque p��3� ���! ^ ���� 2 V 1(B 3�) on obtientI2 � C��3(K)(s+ 4�)2 1p2��2�2min(s2; �2)d'o�u I2 � C(K)p�s2On obtient de la même fa�on I3 � C(K)p�s2En�n I4 � C��4�2 Zz2Ts Z�2B(z;�) ��(z) + 2���(z) + 2� j�!(�)j d�(�)d�(z)I4 � C��2 Z�2Ts+4� (��3�(�)) j�!(�)jZz2Ts\B(�;�) 1��(z) + 2�d�(z)d�(�)et puisque ��3� j�!j 2 V 1(B 3�) on obtientI4 � C��2C(K)(s+ 4�)n 12��2�2min(s2; �2)I4 � C(K)�s2e qui ah�eve le as o�u p = +1 .� On montre maintenant que si f v�eri�e l'hypoth�ese (2.2) pour p = 1 alors ���!� ^ �� ^ ���� 2 V 0(B ).Pour ela on �evalue l'int�egrale I = ZB ���!� ^ �� ^ ���� d�I � Zz2B Z�2C 2 ��(� � z) ���!(�) ^ ��(z) ^ ��(z)�� d�(�)d�(z)Comme pr�e�edemment on a I � I1 + I2 + I3 + I4o�u



3.2. R�ESOLUTION QUAND LES DONN�EES SONT DANS B Æ . 105I1 = Zz2B Z�2C2 ��(� � z) ���!(�) ^ ��(�) ^ ��(�)�� d�(�)d�(z)I2 = Zz2B Z�2C 2 ��(� � z) ���!(�) ^ ��(�)�� j� � zj d�(�)d�(z)I3 = Zz2B Z�2C2 ��(� � z) j�!(�) ^ ��(�)j j� � zj d�(�)d�(z)I4 = Zz2B Z�2C 2 ��(� � z) j�!(�)j j� � zj2 d�(�)d�(z)En pro�edant omme pr�e�edemment on obtientI1 � Z�2B2� ���! ^ �� ^ ��(�)�� Zz2B ��(� � z)d�(z)d�(�)et omme ���! ^ �� ^ ��(�)�� 2 V 0(B 2�) on obtientI1 � C(K)Pour I2 on a I2 � � Zz2B Z�2B(z;�) p��(z) + 2�p��(z) + 2� ���! ^ ��(�)����(� � z)d�(�)d�(z)I2 � � Z�2B3� p��3�(�) ���! ^ ��(�)�� Zz2B\B(�;�) ��(� � z) 1p��(z) + 2�d�(z)d�(�)et puisque p��3� ���! ^ ���� 2 V 0(B 3�) on obtientI2 � C(K)p�:On obtient de la même fa�on I3 � C(K)p�En�n I4 � �2 Zz2B Z�2B(z;�) ��(z) + 2���(z) + 2� j�!(�)j��(� � z)d�(�)d�(z)I4 � �2 Z�2B3� (��3�(�)) j�!(�)jZz2B\B(�;�) 1��(z) + 2���(� � z)d�(z)d�(�)et puisque ��3� j�!j 2 V 0(B 3�) on obtient I4 � C(K)�e qui ah�eve le as o�u p = 1.



106 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.� On onsid�ere alors l'appliation lin�eaire L� qui �a fjgj2 �(jgj) assoie �!� ^ �� ^ ��. On a montr�eque L� est born�ee de M1(B Æ ) dans V 0(B ) et de M1(B Æ ) dans V 1(B ) de normes major�ees par C(K).On en d�eduit par interpolation que L� est born�ee de Mp(B Æ ) dans W �(B ), e qui d�emontre bienque si fjgj2 �(jgj) 2 Mp(B Æ ) alors �!� ^ �� ^ �� 2 W �(B ) de norme major�ee par une onstante ned�ependant que de K.Cei ah�eve la d�emonstration du point a) pour !�.Point b).Soit z 2 B . On a j!�(z)j � ZC 2 ��(� � z) j!(�)j d�(�)et d'apr�es (2.11) on a don j!�(z)j � ZC2 ��(� � z)(�)�(�)d�(�):Or d'apr�es l'hypoth�ese (2.2), p�(jgj) 2 Mp(�B Æ ). On en d�eduit, sahant que �(x) �!x�!0 0, que est ontinue dans B Æ , et don que  est uniform�ement ontinue sur B � pour � < Æ. Don9�0 > 0=8z; z0 2 B �; jz � z0j < �0=)j(z)� (z0)j < Ket on en d�eduit que pour � < �0 on aj!�(z)j � (z) ZB(z;�) ��(� � z)�(�)d�(�) + ZC 2 ��(� � z)�(�)((�)� (z))d�(�)j!�(z)j � ((z) +K)��(z)o�u ��(z) = ZB(z;�) ��(� � z)�(�)d�(�):On sait alors en utilisant (2.12) que M( +K) 2 Lp(�B ) de norme major�ee par une onstante ned�ependant que de K. Montrons que ���2� est une mesure de Carleson dans B . Pour ela on onsid�ereune tente de B de rayon s et on �evalueI = ZTs (��)�2� d� = Zz2Ts (��(z))�Z�2B(z;�) ��(� � z)�(�)d�(�)�2 d�(z):En utilisant l'in�egalit�e de Cauhy-Shwartz, et sahant que k��kL1(C2 ) = 1 on obtientI � Zz2Ts Z�2B(z;�) ��(� � z)(��(z))�(�)2d�(�)d�(z):



3.2. R�ESOLUTION QUAND LES DONN�EES SONT DANS B Æ . 107En majorant omme pr�e�edemment ��(z) par ��2�(�) et en inversant les int�egrales on obtientI � C��4 Z�2Ts+3� (��2�(�))�(�)2A(�)d�(�)et en utilisant (2.13) ave � = 2� on obtient que ���2� est une mesure de Carleson de norme major�eepar C(K).Conlusion.On a ainsi montr�e que les hypoth�eses du orollaire 3.2.4 sont v�eri��ees par !�. On peut alors appliquerelui-i et on obtient9C(K) > 0=8� < �0; 9u� 2 C1(B )=�u� = !� et ku�kLp(�B) � C(K):
3.2.3 R�esolution de la forme !.Puisque (u�) est une famille born�ee dans Lp(�B ) il existe une suite (�n)n2N tendant vers 0 telle quela suite (u�n)n2N onverge faiblement dans Lp(�B ) vers une fontion u telle que kukLp(�B) � C(K).Montrons que �bu = !. Soit � une (2; 1)-forme de lasse C1 dans B telle que �� = 0. Alors, puisque�u� = !�, d'apr�es la formule de Stokes on a8n 2 N ; Z�B u�n� = ZB !�n ^ �Or par d�e�nition de u on a Z�B u�n� �!n�!1 Z�B u�:De plus, d'apr�es le lemme 3.2.12 i-dessous ! 2 L1(B ), don !� tend vers ! dans L1(B ). Puisqued'autre part � est born�ee sur B on a aussiZB !�n ^ � �!n�!1 ZB ! ^ �D'o�u on d�eduit que Z�B u� = ZB ! ^ �i.e. �bu = !:Lemme 3.2.12 Si jf jjgj2 �(jgj) 2Mp(�B Æ ) alors ! = fjgj4 (g1�g2 � g2�g1) 2 L1(B ).Ce lemme sera d�emontr�e au paragraphe 3.2.5.



108 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.3.2.4 Conlusion.Soient f1 = fg1jgj2 + g2u et f2 = fg2jgj2 � g1uSahant que jgj est born�ee, qu'on a l'hypoth�ese (2.2), et que u 2 Lp(�B ), on en d�eduit que f1 et f2sont dans Lp(�B ) de norme major�ee par C(K).De plus, puique gi est holomorphe au voisinage de B on a �b(giu) = gi�bu = gi! et on en d�eduitque �bfi = 0. On utilise alors le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 3.2.13 Soit p � 1 et u une fontion d�e�nie sur �B . On a les �equivalenes suivantes :1) u 2 Lp(�B ) et �bu = 02) 9U 2 Hp(B )= U� = u o�u U� repr�esente les valeurs au bord presque partout de U .Ce th�eor�eme sera d�emontr�e au paragraphe 3.5.On en d�eduit que 9f 01; f 02 2 Hp(B )=(f 0i )� = fi et kf 0ikHp = kfikLp(�B)o�u (f 0i)� d�esigne les limites radiales de f 0i sur �B . Sur �B on a alors f 01g1+f 02g2 = f . Ainsi f 01g1+f 02g2et f sont deux fontions de Hp(B ) qui sont �egales sur �B , elles sont don �egales dans B . Ainsi on amontr�e que 9f 01; f 02 2 Hp(B )=f 01g1 + f 02g2 = f et kf 0ikHp � C(K):
3.2.5 La forme ! est dans L1(B ):On d�emontre ii le lemme 3.2.12. Pour montrer que ! 2 L1(B ) il suÆt de montrer que j!j 2 L1lo(B Æ ).Pour ela on se plae au voisinage d'un point de B Æ . On peut supposer sans perte de g�en�eralit�e quee point est 0.On a j!j � jf jjgj2 � j�g1jjg1j + j�g2jjg2j �L'hypoth�ese (2.2) et le lemme 3.2.2 permettent de voir, sahant que �(jgj) est born�e, que jf jjgj2 estborn�e dans B Æ . Il suÆt don de montrer que j�gijjgij 2 L1lo(B Æ ) pour i = 1; 2.



3.2. R�ESOLUTION QUAND LES DONN�EES SONT DANS B Æ . 109Montrons d'abord que gi s'�erit sous la formegi(z1; z2) = u(z1; z2)zn2 NYj=1 (z1 � bj(z2)) (2.15)o�u n;N 2 N , et u est une fontion holomorphe telle que u(0; 0)6=0. Si gi est la fontion nulle il n'ya rien �a faire. On suppose maintenant que gi n'est pas identiquement nulle. D'apr�es le th�eor�eme depr�eparation de Weierstrass (voir par exemple [23℄ p 28), si gi est r�eguli�ere d'ordre k par rapport �az1 en 0 alors elle s'�erit au voisinage de 0gi(z1; z2) = u(z1; z2) kXj=0 j(z2)zj1o�u u; j sont holomorphes, u(0; 0)6=0 et k = 1. Si on �xe z2 alors kXj=0 j(z2)zj1 est un polynômeomplexe de degr�e k en z1 don il se fatorise sous la formekXj=0 j(z2)zj1 = kYj=1 (z1 � bj(z2)) (2.16)On ainsi obtenu l'�eriture voulue quand gi est r�eguli�ere par rapport �a z1 en 0. Si e n'est pas le asalors 8k 2 N ; �kgi�zk1 (0; 0) = 0, et la fontion holomorphe gi(z1; 0) a un z�ero d'ordre in�ni en 0, donest identiquement nulle. On en d�eduit, en utilisant le d�eveloppement en s�erie enti�ere de gi(z1; z2)que gi(z1; z2) = z2h(z1; z2) o�u h est une fontion holomorphe au voisinage de 0. Si h est r�eguli�ere parrapport �a z1 on obtient diretement l'�eriture voulue. Sinon on reommene. Montrons qu'il existen 2 N tel que gizn2 est holomorphe et r�eguli�ere par rapport �a z1 en 0. Si e n'est pas le as on montrepar r�eurrene que 8n 2 N ; hn = gizn2 est holomorphe. Alors,8k; l 2 B ; �k+lgi�zk1�zl2 (0) = �k+l(zl+12 hl+1)�zk1�zl2 (0)= �k�zk1  lXj=0 Cjl (l + 1)!(l + 1� j)!zl+1�j2 �l�jhl+1�zl�j2 ! (0)=  lXj=0 Cjl (l + 1)!(l + 1� j)!zl+1�j2 �l+k�jhl+1�zk1�zl�j2 ! (0)= 0On en d�eduit que gi est identiquement nulle, e qui n'est pas. On peut don onlure que gi s'�eritsous le forme (2.15).On en d�eduit que



110 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.1gi �gi�z1 = 1u �u�z1 + NXj=1 1z1 � bj(z2)Montrons alors que j�1gijjgij est int�egrable au voisinage de 0. Pour ela, puisque u ne s'annule pas en0, il suÆt de montrer que les fontions 1z1 � bj(z2) sont int�egrables au voisinage de 0.Pour ela on onsid�ere l'int�egrale I = ZD2 d�(z1)d�(z2)jz1 � bj(z2)jOn peut majorer I par I1 + I2 o�uI1 = ZD ZD(bj(z2); 12 ) d�(z1)jz1 � bj(z2)jd�(z2)et I2 = ZD ZDnD(bj (z2); 12 ) d�(z1)jz1 � bj(z2)jd�(z2)On obtient alors I � �2 + 2�2e qui nous donne le r�esultat pour j�1gijjgij . Pour j�2gijjgij on a, par sym�etrie, le même r�esultat, et,puisque j�gijjgij � j�1gijjgij + j�2gijjgij , ei ah�eve la d�emonstration du fait que ! est loalement int�egrabledans B Æ , et don int�egrable dans B .3.3 Retour au probl�eme dans B .Soient 0 < r < 1 et Æ = 1r � 1. On onsid�ere les fontions d�e�nies sur B Æ par f r(z) = f(rz) etgri (z) = gi(rz). Alors f r et gri v�eri�ent les hypoth�eses du th�eor�eme 3.2.1. Don9f r1 ; f r2 2 Hp(B )=f r1 gr1 + f r2gr2 = f r et kf ri kHp � C(K)Ainsi, d'apr�es la proposition 2.10.1 il existe un suite roissante (rk)k2N tendant vers 1 telle que lessuites (f rk1 )k et (f rk2 )k onvergent uniform�ement sur les ompats vers deux fontions f1 et f2 quisont dans Hp(B ) et qui v�eri�ent f1g1+ f2g2 = f , e qui ah�eve la d�emonstration du th�eor�eme 3.1.1.



3.4. UNE FONCTION R�EGULI�ERE QUI VAUT 1 AU VOISINAGE D'UN ENSEMBLE ANALYTIQUE.1113.4 Une fontion r�eguli�ere qui vaut 1 au voisinage d'unensemble analytique.Soient g1; g2 deux fontions holomorphes et Z l'ensemble des z�eros ommuns �a g1 et g2. Pour � > 0on note Z� = fz 2 B Æ=d(z; Z) < �g. Soit 
 un ensemble relativement ompat dans B � . On veutmontrer qu'il existe, pour haque � > 0, une fontion �� de lasse C1 dans 
 telle que 0 � �� � 1,�� � 1 sur Z� et �� � 0 sur 
nZ2� v�eri�ant en plus ������� � C0� . On note d(z) = d(z; Z), fontionqui est bien d�e�nie et ontinue sur 
. On d�e�nit alorsC�(z) = 1 si d(z) � 43�= e 9�29d(z)2 � 25�2 + 1 si � < d(z) < 2�= 0 si d(z) � 53�On onstate ais�ement que la fontion C� ainsi d�e�nie est bien ontinue.On d�e�nit aussi R(z) = (3� )4�(3z� ) o�u � 2 C1(C 2) est une fontion positive �a support dans B telleque k�kL1(C 2 ) = 1. Alors R 2 C1(C 2) et son support est inlus dans la boule de rayon �3. On posealors �� = R � C�Cette fontion est de lasse C1 dans 
 et v�eri�e bien 0 � �� � 1, �� � 1 sur Z� et �� � 0 sur
nZ2�. Il reste �a v�eri�er que ������� � C0� . Pour ela on va utiliser le fait que C� est d�erivable presquepartout dans 
 et montrer que ���C��� � C0� . Il suÆt alors de voir que������� (z) = ��� � �C��� (z) = ZCn ���(z � �)�C�(�)�� d�(�) � C0� k�kL1(Cn ) = C0�Calulons �a pr�esent �C�.Si d(z) < 43� ou d(z) > 53� alors �C�(z) = 0.Si 43� < d(z) < 53� alors�C�(z) = �81�2 2d(z)(9d(z)2 � 25�2)2 e 9�29d(z)2 � 25�2 � 1�(d(z))La fontion d est d�erivable presque partout et de plus sa d�eriv�ee est born�ee par 1 sur 
.



112 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.Soit F (x) = 9�29x2 � 25�2 . Alors quand43� < d(z) < 53� ,���C��� = ����2F (d(z))2d(z)�2 eF (d(z))�(d(z))����d'o�u, sahant que jd(z)j � 53�, on a ���C��� � 103 F (d(z))2� eF (d(z)):Il suÆt alors de montrer que 8x 2 [43�; 53�[; G(x) = F (x)2eF (x) � 4e�2.On a G0(x) = F (x)F 0(x)(2 + F (x))eF (x)et F (x) < 0 sur [43�; 53�[. De plusF 0(x) = �81�2 2x(9x2 � 25�2)2 < 0sur [43�; 53�[ et 2 + F (x) = 29x2 � 25�2 (3p2x�p41�)(3p2x+p41�):On en d�eduit que G admet un maximum en x = p413p2� qui vaut 4e�2 e qui ah�eve la d�emonstration.3.5 Prolongement holomorphe d'une fontion du bord �b-ferm�ee.Soit D un domaine born�e de lasse C2 de C n .D�e�nition 3.5.1 Soit u 2 Lp(�D) et f 2 L1(0;1)(D). On dit que �bu = f si pour toute forme� 2 C1(n;n�1)(D) telle que �� = 0 on a Z�D u� = ZD f ^ �On peut �a pr�esent arat�eriser les fontions du bord qui sont �b-ferm�ees.



3.5. PROLONGEMENT HOLOMORPHE D'UNE FONCTION DU BORD �B-FERM�EE. 113Th�eor�eme 3.5.2 Soit p � 1 et u une fontion d�e�nie sur �D. On a les �equivalenes suivantes :1) u 2 Lp(�D) et �bu = 02) 9U 2 Hp(D)= U� = u o�u U� repr�esente les valeurs au bord presque partout de U .D�emonstration :� 2) =) 1)Soit � 2 C1(n;n�1)(D) tel que �� = 0. Soit � > 0 et �D� = fz 2 D= d(z; �D) = �g. Alors d'apr�es leth�eor�eme de Stokes Z�D� U� = 0:Montrons que ette quantit�e tend vers R�D U�� quand � tend vers 0.Pour ela on onsid�ere l'appliation �� de �D dans �D� d�e�nie par ��(�) = � � �n� , o�u n� d�esignela normale ext�erieure �a �D en �. Si � est assez petit �� est un C1-di��eomorphisme (voir [7℄ p 106)et on a Z�D� U� = Z�D ���(U�) = Z�D U(� � �n�)���(�):Or U(� � �n�) tend vers U�(�) dans Lp(�D) quand � tend vers 0 et ���(�) tend uniform�ement vers� quand � tend vers 0, d'o�u le r�esultat.� 1) =) 2)Soit KB le noyau de Bohner-Cauhy-Martinelli sur C n � C nn� (o�u � d�esigne la diagonale deC n � C n) : KB = nXi=1 (�1)i�1 (�i � zi)j� � zj2n ^j 6=i (d�i � dzj) ^nj=1 (d�j � dzj):Soit f = �[�D℄0;1u o�u [�D℄0;1 est la omposante de degr�e (0; 1) du ourant d'int�egration sur le bordde D. On a alors 8� 2 C1(n;n�2)(C n) �a support ompat
�f; �� = � 
f; ��� = Z�D u�� = 0ar �bu = 0. Ainsi �f = 0 au sens des ourants. Si on note K0;0 la omposante de KB de degr�e(n; n� 1) en � et (0; 0) en z, on a d'apr�es [21℄ p 234 :�(hK0;0(z; :); fi) = nfau sens des ourants, o�u n = (2i�)n=(n� 1)!. Cela nous onduit �a poserU(z) = �n hK0;0(z; :); fi = ��n Z�DK0;0(z; �)u(�):o�u �n est une onstante qu'on �xera ult�erieurement. On a alors 8� 2 C1(n;n�1)(C n) �a support ompat��nn Z�D u� = �nn hf; �i = 
�U; �� = � 
U; ��� = � ZCn U��: (5.1)



114 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.Montrons que U est �a support dans D. Soit z 62 D, alors K0;0(z; :) 2 C1(D). Or d'apr�es [21℄ (p234),dans D on a ��K0;0 = 0, don, u �etant �b-ferm�ee, U(z) = �nn Z�D uK0;0(z; :) = 0. Ainsi U est �asupport dans D et on obtient dans (5.1)�nn Z�D u� = ZD U��: (5.2)Pour montrer 2) montrons que la fontion U ainsi d�e�nie est l'int�egrale de Poisson de u. Pour elaon introduit la fontion de Green de D :G(z; �) = 0n j� � zj2�2n �H(z; �)o�u 0n = (n� 2)!=(4�n) et H(z; :) est harmonique et de lasse C1 dans D pour tout z dans D. Soit� = i2�� j�j2 = i2 nXj=1 d�j ^ d�j. Alors on a�nK0;0(z; �) = an��(j� � zj2�2n �n�1):En e�et K0;0(z; �) = nXj=1 (�1)j�1 �j � zjj� � zj2n ^k 6=j d�k ^nk=1 d�ket d'autre part��(j� � zj2�2n �n�1) = ( i2)n�1(n� 1)! nXj=1 (1� n)jz � �j2n (�j � zj) ^k 6=j (d�k ^ d�k) ^ d�jd'o�u le r�esultat ave an = �n2n�1in�1(n� 1)(n� 1)! . Ainsi, si on pose bn = an0n = �n�n2n+1in�1((n� 1)!)2 , on a�nK0;0(z; �) = bn��(G(z; �)�n�1) + bn��(H(z; �)�n�1)�nK0;0(z; �) = bn��G(z; �) ^ �n�1 + bn��H(z; �) ^ �n�1Or H(z; :) est harmonique don ��(��H(z; �) ^ �n�1) = 0, et sahant que �bu = 0, on en d�eduitque Z�D u(:)��H(z; :) ^ �n�1 = 0d'o�u U(z) = Z�D bnu(:)��G(z; :) ^ �n�1Or on sait que pour tout z dans D et tout � dans �D, G(z; �) = 0. On en d�eduit qued�G(z; :) = az(�)d�(�)



3.5. PROLONGEMENT HOLOMORPHE D'UNE FONCTION DU BORD �B-FERM�EE. 115o�u � est une fontion d�e�nissante de D et az(�) un salaire. Alors, sahant d'une part que ��G(z; :) 2C1(D) , ��(��G(z; :)) = 0 et �bu = 0, d'autre part que d�G(z; :) = ��G(z; :) + ��G(z; :), on obtientU(z) = Z�D u(�)bnaz(�)d�(�) ^ �n�1Or �G�n (z; �)dS = �dG: d�jd�j�� d�jd�jy dV� = �az(�)d�:d�jd�j2 � (d�y dV )�G�n (z; �)dS = az(�)d�y dV
�G�n (z; �)dS = az(�) nXj=1 ��dzj (�1)n+j ^nk=1 d�k ^k 6=j d�k + nXj=1 ���zj (�1)j ^k 6=j d�k ^nk=1 d�k!�G�n (z; �)dS = az(�)(�1)n(n�1)2 �2i�n�1 1(n� 1)!d� ^ �n�1Ainsi U(z) = dn Z�D �G�n (z; �)u(�)dS(�)o�u dn = 4�n�ni(n+1)(n�1)(n�1)! . Or �G�n (z; :) = P (z; :) est le noyau de Poisson de D. On a ainsi montr�e que,si �n est hoisi tel que dn = 1, U est l'int�egrale de Poisson de u. D'autre part, d'apr�es (5.2) (enprenant � �a support ompat dans D), �U = 0 dans D au sens des ourants, don U est holomorphedans D , et d'apr�es [22℄ (p 5) U 2 Hp(D).Il reste �a voir que U� = u. Soit f(z) = Z�D (U�(�)� u(�))P (z; �)dS(�). C'est une fontion harmo-nique dans D ayant pour valeurs au bord U� � u. Or on sait que U est aussi l'int�egrale de Poissonde U�, don f est nulle dans D, don U� � u = 0 presque partout, e qui ah�eve la preuve.



116 CHAPITRE 3. DIVISION DANS HP (B ) : CAS DE DEUX FONCTIONS.



Chapitre 4R�esolution du � dans le bidisque.
4.1 D�e�nitions et r�esultat.On note D = fz 2 C = jzj < 1g le disque unit�e de C et d� la mesure de Lebesgue dans D .Le bidisque sera not�e D 2 = D � D et son bord �D 2 = T � D [ D � T.On note Hp(D 2) l'ensemble des fontions f holomorphes dans D 2 telles quekfkHp =Supr<1 Z�D2 jf(rz)jp d�(z) < +1et Hp(T2) l'ensemble des fontions f holomorphes dans D 2 telles que Supr<1 ZT2 jf(rz)jp d�(z) < +1.Il serait int�eressant de d�emontrer pour Hp(D 2) un th�eor�eme similaire �a elui qu'on trouve dans [18℄pour l'espae de Hardy usuel du bidisque Hp(T2). Plus pr�eis�ement, on voudrait montrer que si g1et g2 sont dans H1(D 2) et v�eri�ent jgj � Æ > 0, alors pour toute fontion f 2 Hp(D 2) il existe deuxfontions f1 et f2 dans Hp(D 2) telles que f1g2+ f2g2 = f dans D 2 . Pour ela, en suivant la m�ethodeutilis�ee au hapitre 3, il suÆt de r�esoudre la (0; 1)-forme! = f g1�g2 � g2�g1jgj4qui, ii, est bien r�eguli�ere dans D 2 , ave une solution u ayant une norme kukHp �nie. Pour ela onpeut supposer d'abord que toutes les fontions sont de lasse C1 dans D 2, r�esoudre la forme !obtenue ave une fontion u qui est dans C1(D 2) et dont la norme dans Lp(�D 2) est major�ee parune onstante ne d�ependant que de kgk1 et de kfkHp . Un argument de familles normales, ommeau paragraphe 2.10, permettrait alors de onlure.Je me suis ainsi attah�ee �a r�esoudre les (0; 1)-formes �-ferm�ees dans D 2 ave des estimations dansLp(�D 2). Le r�esultat obtenu onerne les formes qui sont le produit d'une fontion de Hp(D 2) parune forme v�eri�ant des hypoth�eses de type Carleson. Si la forme ! d�e�nie plus haut est bien le117



118 CHAPITRE 4. R�ESOLUTION DU � DANS LE BIDISQUE.produit d'une fontion de Hp(D 2) par une forme, elle ne v�eri�e pas, a priori, les hypoth�eses dur�esultat obtenu.Pour �enoner le r�esultat on a besoin de d�e�nir l'op�erateur qui donne la solution minimale du � dansL2(D ; (1 � jzj2)d�). Pour toute fontion h 2 C1(D ) et tout z dans D on d�e�nitS(h)(z) = 1� ZD h(�) 1� j�j21� �z !2 1z � � d�(�)Si h 2 C1(D 2) et z 2 D 2 on note aussiS1(h)(z) = S(h(:; z2))(z1) S2(h)(z) = S(h(z1; :))(z2)On note aussi Ap(D ) l'espae des fontions holomorphes dans D qui sont aussi dans Lp(D ) muni dela norme khkAp = khkLp(D) .On peut �a pr�esent �enoner le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 4.1.1 Soit p 2 [1;+1[. Soit ! = !1dz1 + !2dz2 une (0; 1)-forme de lasse C1 dansD 2 telle que �! = 0. Si ! v�eri�e :9Cp > 0= 8f 2 Hp(D ) \ C1(D ); kS1(f!1(:; z2))kLp(T) � Cp kfkHpkS2(f!2(z1; :))kLp(T) � Cp kfkHp8f 2 Ap(D ) \ C1(D ); kS1(f!1(:; z2))kLp(D ) � Cp kfkApkS2(f!2(z1; :))kLp(D ) � Cp kfkAp (1.1)alors9C 0p > 0= 8f 2 Hp(D 2) \ C1(D 2); 9u 2 C1(D 2) \ Lp(�D 2)= �u = f! et kukLp(�D 2 ) � C 0p kfkHpDans la suite B d�esignera la boule de C 2 , et �(z1; z3) = jz1j2 + jz3j2� 1 la fontion d�e�nisante de B .On utilisera la notation (z1; z2) pour les points du bidisque et la notation (z1; z3) ou (z2; z3) pourles points de B . On rappelle que les mesures de Carleson ont �et�e d�e�nies au paragraphe 2.4.1.On peut �a pr�esent �enoner le orollaire suivant.Corollaire 4.1.2 Soit ! = !1dz1 +!2dz2 une (0; 1)-forme de lasse C1 dans D 2 telle que �! = 0.On suppose qu'il existe une onstante positive C1 telle quea) 8z2 2 D ; !1(:; z2) 2 V 1(D ) de norme major�ee par C1.b) 9� > 0= 8z2 2 D ; ��!1(z1; z2)dz1 ^ ��(z1; z3)��2(��(z1; z3))� 2 V 1(B ) de norme major�ee par C1.) 8z1 2 D ; !2(z1; :) 2 V 1(D ) de norme major�ee par C1.



4.2. PROPRI�ET�ES DES OP�ERATEURS DE PROJECTION ET DE R�ESOLUTION DU � DANS LE DISQUE DE C .119d) 9� > 0= 8z1 2 D ; ��!2(z1; z2)dz1 ^ ��(z2; z3)��2(��(z2; z3))� 2 V 1(B ) de norme major�ee par C1.Alors il existe une onstante C ne d�ependant que de C1 telle que pour toute fontion f dans l'espaeHp(D 2) \ C1(D 2) il existe une solution u de l'�equation�u = f! (1.2)v�eri�ant kukLp(�B) � C kfkHp :Pour d�emontrer es r�esultats on va utiliser fortement le struture produit du bidisque et utiliserdes noyaux de projetion et de r�esolution du � dans le disque D . Avant de donner la solution u del'�equation (1.2) et de l'estimer, on d�e�nit es op�erateurs et on �enone les propri�et�es qu'ils v�eri�entet dont on aura besoin par la suite.4.2 Propri�et�es des op�erateurs de projetion et de r�esolutiondu � dans le disque de C .Pour toute fontion h 2 C1(D ) et tout z dans D on d�e�nitP (h)(z) = 2� ZD h(�) 1� j�j2(1� �z)3 d�(�)et on rappelle que S(h)(z) = 1� ZD h(�) 1� j�j21� �z !2 1z � � d�(�)Si h 2 C1(D 2) et z 2 D 2 on note aussiP 1(h)(z) = P (h(:; z2))(z1) S1(h)(z) = S(h(:; z2))(z1)P 2(h)(z) = P (h(z1; :))(z2) S2(h)(z) = S(h(z1; :))(z2)Proposition 4.2.1 Les op�erateurs P et S v�eri�ent les propositions suivantes :(1) P est la projetion orthogonale de L2((1 � jzj2)d�(z)) sur le sous-espae des fontions holo-morphes.(2) Si h 2 C1(D ), S(h) est la solution minimale dans L2((1� jzj2)d�(z)) de l'�equation �u = h dz.(3) Si h 2 C1(D ) alors h = P (h) + S ��h�z�.(4) Si h 2 C1(D 2) et i 2 f1; 2g alors P i(h) et Si(h) sont dans C1(D 2).



120 CHAPITRE 4. R�ESOLUTION DU � DANS LE BIDISQUE.(5) Si h 2 C1(D 2) alors ��z2P 1(h) = P 1� �h�z2� et ��z2S1(h) = S1� �h�z2�.(6) P est un op�erateur born�e de Lp(D ) dans Lp(D ) pour tout p 2 [1;+1[.(7) Si h 2 C1(D ) alors P Æ S(h) = 0.(8) Si h 2 C1(D 2) alors P 1 Æ S2(h) = S2 Æ P 1(h).La d�emonstration de ette proposition sera faite au paragraphe 4.5.4.3 R�esolution du � dans le bidisque sans estimations.On reprend ii les notations du th�eor�eme 4.1.1. On poseb1 = S1(f!1); b2 = S2(f!2)et u = b1 � P 1(b1 � b2)D'apr�es la proposition 4.2.1 assertion (4) b1, b2 et u sont dans C1(D 2). Montrons que u est solutionde l'�equation �u = f! dans D 2 .Calulons �u�z1 . Par d�e�nition on a�u�z1 = �b1�z1 � ��z1 (P 1(b1 � b2))D'apr�es la proposition 4.2.1 (2) �b1�z1 = ��z1S1(f!1) = f!1et d'apr�es la proposition 4.2.1 (1) ��z1P 1(b1 � b2) = 0don �u�z1 = f!1Calulons �u�z2 . �u�z2 = �b1�z2 � ��z2 (P 1(b1 � b2))D'apr�es la proposition 4.2.1 (5) on a��z2 (P 1(b1 � b2)) = P 1��b1�z2 � �b2�z2�



4.4. ESTIMATIONS DES SOLUTIONS DU � DANS LE BIDISQUE. 121D'autre part ��z1 ��(b1 � b2)�z2 � = �(f!1)�z2 � �(f!2)�z1 = 0ar �! = 0. En utilisant la proposition 4.2.1 (1) on en d�eduit queP 1��b1�z2 � �b2�z2� = �b1�z2 � �b2�z2Ainsi �u�z2 = �b1�z2 � �b1�z2 + �b2�z2 = f!2et �u = f!Il reste maintenant �a montrer que u v�eri�e les bonnes estimations.4.4 Estimations des solutions du � dans le bidisque.Pour d�emontrer le th�eor�eme 4.1.1 il suÆt de montrer que la solution u obtenue pr�e�edemment estbien dans Lp(�D 2). Pour ela on pro�ede en deux temps.Estimation de kukLp(D�T).On a kukLp(D�T) � kb1kLp(D�T) + P 1(b1 � b2)Lp(D�T)don d'apr�esl'hypoth�ese (1.1), sahant que b1 = S1(f!1(:; z2)), on akb1kLp(D�T) = Zz22TS1(f!1(:; z2))pLp(D ) d�(z2)� Cpp ZTkf(:; z2)kpLp(D) d�(z2)= Cpp kfkpLp(D�T)De plus P 1(b1 � b2)pLp(D�T) = Zz22TZz12D ��P 1(b1 � b2)��p d�(z1)d�(z2)En utilisant la proposition 4.2.1 (6) et l'hypoth�ese (1.1) on obtient alors



122 CHAPITRE 4. R�ESOLUTION DU � DANS LE BIDISQUE.P 1(b1 � b2)pLp(D�T) � Zz22TZz12D jb1 � b2jp d�(z1)d�(z2) = kb1 � b2kpLp(D�T) � 2Cpp kfkpLp(D�T)Ainsi kukLp(D�T) � 3Cpp kfkLp(D�T) :Estimation de kukLp(T�D) .On a u = b1 � P 1(b1 � b2). Grâe �a l'hypoth�ese (1.1) on sait quekb1kLp(T�D) = Zz22D S1(f!1(:; z2))pLp(T) d�(z2)� Cpp ZD kf(:; z2)kpLp(T) d�(z2)= Cpp kfkpLp(T�D)De plusP 1(b1) = P 1ÆS1(f!1) = 0 d'apr�es la proposition 4.2.1 (7). Il reste don �a majorer P 1(b2)Lp(T�D) .OrP 1(b2) = b2 � S1(�b2�z1 ) d'apr�es la proposition 4.2.1 (3)P 1(b2) = b2 � S1( ��z1S2(f!2)) par d�e�nition de b2P 1(b2) = b2 � S1 Æ S2( ��z1 (f!2)) d'apr�es la proposition 4.2.1 (5)P 1(b2) = b2 � S1 Æ S2(f �!2�z1 ) ar f est holomorpheP 1(b2) = b2 � S1 Æ S2(f �!1�z2 ) ar �! = 0. Or, d'apr�es la proposition 4.2.1 (3) on af!1 = P 2(f!1) + S2(f �!1�z2 ), d'o�u on d�eduit queP 1(b2) = b2 � S1(f!1) + S1 Æ P 2(f!1)P 1(b2) = b2 � b1 + P 2 Æ S1(f!1) d'apr�es la proposition 4.2.1 (8), d'o�uP 1(b2) = b2 � b1 + P 2(b1)Or, grâe �a l'hypoth�ese (1.1) et �a la d�e�nition de b1 et b2, on sait que kb1 � b2kLp(T�D) � C kfkLp(T�D)etP 2(b1)pLp(T�D) = Zz12TZz22D ��P 2(b1)��p d�(z2)d�(z1)P 2(b1)pLp(T�D) � Zz12TZz22D jb1jp d�(z2)d�(z1) d'apr�es la proposition 4.2.1 (6). Finalement onobtient kukLp(�D ) � 6Cp kfkLp(�D)



4.4. ESTIMATIONS DES SOLUTIONS DU � DANS LE BIDISQUE. 123o�u C ne d�epend que de C1 et C2.Cei ah�eve la d�emonstration du th�eor�eme 4.1.1. On s'attahe maintenant �a en d�eduire le orol-laire 4.1.2. Pour ela il suÆt de d�emontrer que si la forme ! v�eri�e les hypoth�eses du orollaire 4.1.2,alors elle v�eri�e aussi elles du th�eor�eme 4.1.1. Dans la suite du paragraphe on suppose don quela forme ! v�eri�e les hypoth�eses du orollaire 4.1.2, et on estime les normes de b1 = S1(f!1(:; z2))et b2 = S2(f!2(z1; :)).4.4.1 Estimation de kbikLp(�D 2 ).Estimation de kb1kLp(T�D) .
Montrons que le noyau S(�; z) = 1�  1� j�j21� �z !2 1z � � v�eri�e la ondition (H1) d�e�nie p 26 dans [2℄.Pour ela, puisque le noyau de Poisson-Szeg�o la v�eri�e, il suÆt de voir que8� 2 D ; 8z 2 T; jS(�; z)j = 1� �����1� j�j21� �z �����2 1j1� z�j � 2� 1� j�j2��1� �z��2 = 2� jP (�; z)jD'autre part, pour tout z2 2 D , !1(:; z2) est de Carleson dans D et f(:; z2) 2 Hp(D ). Le lemmei-dessous nous permet d'en d�eduire que f!1(:; z2) est une mesure de Carleson d'ordre 1 � 1p denorme major�ee par C1 kf(:; z2)kLp(T). En�n b1(:; z2) est la balay�ee de f!1(:; z2) par le noyau S, don,d'apr�es le th�eor�eme 2 de [2℄, b1(:; z2) 2 Lp(T) etkb1(:; z2)kLp(T) � C1 kf(:; z2)kLp(T) :On en d�eduit quekb1kpLp(T�D) = ZD kb1(:; z2)kpLp(T) d�(z2) � Cp1 ZD kf(:; z2)kpLp(T) d�(z2) � Cp1 kfkpLp(T�D) i.e.kb1kLp(T�D) � C1 kfkLp(T�D) :
Lemme 4.4.1 Soit p 2 [1;+1℄. Si � 2 V 1(D ) et f 2 Hp(D ) alors f� 2 W �(D ), o�u � = 1� 1p , denorme major�ee par k�kV 1 kfkHp.Pour la d�emonstration de e lemme voir [2℄.



124 CHAPITRE 4. R�ESOLUTION DU � DANS LE BIDISQUE.Estimation de kb1kLp(D�T).On �xe momentan�ement z2 2 D et on onsid�ere les fontions suivantes, d�e�nies dans la boule B deC 2 : 8(z1; z3) 2 B ; f z2 (z1; z3) = f(z1; z2); !z21 (z1; z3) = !1(z1; z2)On les notera respetivement f et !1.On introduit la (0; 1)-forme h(�) = (f z2!z21 )(�)d�1 de lasse C1 dans B . On va r�esoudre ette formedans B grâe au noyau donn�e dans [12℄ p134, et on en d�eduira des estimations sur b1. Pour ela ona besoin des estimations suivantes sur h.Lemme 4.4.2 La forme h v�eri�e les hypoth�eses suivantes :(1) �h = 0 .(2) Les oeÆients de h sont des mesures de Carleson d'ordre � = 1 � 1p de norme major�ee parC1 kf(:; z2)kLp(D) .(3) Les oeÆients de h(�) ^ � j�j2q1� j�j2 sont des mesures de Carleson d'ordre � = 1 � 1p de normemajor�ee par C1 kf(:; z2)kLp(D ) .Soit alors u(z) = ZB h(�) ^K1(�; z)pour tout z 2 �B , o�uK1 est le noyau bC1 donn�e dans [12℄ p134. D'apr�es [12℄ p136 et le lemme (4.4.2)on a alors �b(u) = h et kukLp(�B) � C kf(:; z2)kLp(D )o�u C est une onstante ne d�ependant que de C1. On d�e�nit alorsU z2(z1) = Z 2�0 u(z1;q1� jz1j2ei�)d�2�On obtient grâe aux propri�et�es de u que�U z2 = f z2!z21 dz1 et kU z2kLp(D) � kukLp(�B) � C kf(:; z2)kLp(D)Montrons que U z2 est un multiple de b1, e qui donnera les bonnes estimations pour b1. Pour elaalulons U z2 . U z2(z1) = Z 2�0 ZB h(�) ^K1(�1; �3; z1;q1� jz1j2ei�)d�2�



4.4. ESTIMATIONS DES SOLUTIONS DU � DANS LE BIDISQUE. 125
U z2(z1) = Z 2�0 ZB (f!1)(�1)K�1(�1; �3; z1;q1� jz1j2ei�)d�(�1)d�(�3)d�2�En posant �3 =q1� j�1j2�ei� on obtientU z2(z1) = ZD (f!1)(�1)(1� j�1j2)K(�1; z1)d�(�1)o�u K(�1; z1) = Z 10 Z 2�0 Z 2�0 K�1(�1;q1� j�1j2�ei�; z1;q1� jz1j2ei�)�d�d�d�2�Or K�1(�; z) =  1� j�j2(1� �z)3(1� �z)(z1 � �1)o�u  = 14�2B(2; 1), d'o�u2�K(�1; z1) = Z 10 Z 2�0 Z 2�0  (1� j�1j2 � (1� j�1j2)�2)(z1 � �1)(1� �1z1 �q1� j�1j2�e�i�q1� jz1j2ei�)3�d�d�d�(1� �1z1 �q1� j�1j2�ei�q1� jz1j2e�i�)Si on pose � = �� � ainsi que A2 = 1� j�1j2, B2 = 1� jz1j2 et a = 1� �1z1AB on obtient2�K(�1; z1) = z1 � �1A2B4 Z 10 (1� �2)�J(�)d�o�u J(�) = Z 2�0 e2i�ei�d�(aei� � �)3(a� �ei� )Calulons J(�). J(�) = �i ZT g(�)d�o�u g(�) = �2(a� � �)3(a� ��)est une fontion m�eromorphe dans C de pôles �a et a� ; seul �a est dans D donJ(�) = 2� Res(g; �a)



126 CHAPITRE 4. R�ESOLUTION DU � DANS LE BIDISQUE.Or il existe des nombres omplexes �; �;  et Æ tels queg(�) = �a� �� + �a� � � + (a� � �)2 + Æ(a� � �)3 (4.1)et Res(g; �a) = �a . On a � = �a2(jaj2 � �2)3et en multipliant (4.1) par � et en faisant tendre � vers +1 on obtient0 = ��� + �a d0o�u �a = �� = a2(jaj2 � �2)3et J(�) = 2� a2(jaj2 � �2)3On obtient ainsi K(�1; z1) = z1 � �1A2B4 a2 Z 10 (1� �2)�d�(jaj2 � �2)3d'o�u, en int�egrant par parties,K(�1; z1) = z1 � �1A2B4 a2 14 jaj4 (jaj2 � 1) =  (z1 � �1)(1� j�1j2)4(1� �1z1)2 j�1 � z1j2Ainsi on obtient U z2(z1) = 4 ZD (f!1)(�1)(1� j�1j2)2(1� �1z1)2 1z1 � �1d�(�1) = 4b1(z1)On en d�eduit don que b1 v�eri�e les mêmes estimations que U z2 , et en int�egrant es estimations parrapport �a z2 dans T on obtient kb1kLp(D�T) � C kfkLp(D�T) (4.2)o�u C est une onstante qui ne d�epend que de C1.Par sym�etrie b2 v�eri�e les mêmes estimations.4.4.2 Estimations dans la boule de C 2.On d�emontre dans e paragraphe le lemme 4.4.2 qui onerne la forme h = f z2!z21 d�1 et dont onrappelle l'�enon�e :La forme h v�eri�e les hypoth�eses suivantes :



4.4. ESTIMATIONS DES SOLUTIONS DU � DANS LE BIDISQUE. 127(1) �h = 0 .(2) Les oeÆients de h sont des mesures de Carleson d'ordre � = 1 � 1p de norme major�ee parC1 kf(:; z2)kLp(D) .(3) Les oeÆients de h(�) ^ � j�j2q1� j�j2 sont des mesures de Carleson d'ordre � = 1 � 1p de normemajor�ee par C1 kf(:; z2)kLp(D ) .(1) �h = ���3 (f z2!z21 )d�3 ^ d�1 = 0 ar f z2 et !z21 ne d�ependent pas de �3.(2) Montrons que !1d�(z1)d�(z3) est une mesure de Carleson dans B . On note 1 = (1; 0) et, pours > 0, on herhe �a �evaluer la mesure de la tente Ts;1 pour la mesure j!1j (z1)d�(z) = j!1jz2 d�(z).ZTs;1 j!1j (�1)d�(�) = ZD\D(1;s) j!1j (�1)d�(�1) Zj�2j2�1�j�1j2 d�(�2)ZTs;1 j!1j (�1)d�(�) = ZD\D(1;s) (1� j�1j2) j!1j (�1)d�(�1)Or 1� j�1j2 � 2 j1� �1j donZTs;1 j!1j (�1)d�(�) � 2s ZD\D(1;s) j!1j (�1)d�(�1)et omme !z21 est une mesure de Carleson dans D on en d�eduit queZTs;1 j!1j (�1)d�(�) � 2C1s2:Le même r�esultat est valable pour toute tente au-dessus d'un point (ei�; 0). Il reste �a mesurer lestentes au-dessus des points (�1; �3) tels que �3 6=0.Soit � = (�1; �3) 2 �B tel que �3 6=0 et s > 0. On herhe �a �evaluer la mesure de la tente Ts;� pourj!1j d�.On a Ts;� = f(z1; z3) 2 C 2= jz1j2 + jz2j2 � 1; ��1� z1�1 � z3�3�� < sgOn note Ts;� = f(z1; z3) 2 C 2=z1 2 E1; z3 2 E2(z1)gAlors E1 = fz1 2 D = ���� 1� z1�1�3 ���� < sj�3j +q1� jz1j2gEn e�et



128 CHAPITRE 4. R�ESOLUTION DU � DANS LE BIDISQUE.z1 2 E1 () 9z3 2 C = jz3j2 � 1� jz1j2 ; ����1� �1z1�3 � z3���� < sj�3j=) jz1j < 1; ����1� z1�1�3 ���� < sj�3j +q1� jz1j2R�eiproquement, on �erit 1� z1�1�3 = sei�, et on suppose que s < sj�3j +q1� jz1j2.Si q1� jz1j2 � s � sj�3j +q1� jz1j2 � 2�en posant z3 = (q1� jz1j2 � �)ei� on obtient bienjz3j <q1� jz1j2 et ����1� z1�1�3 � z3���� = s�q1� jz1j2 + � � sj�3j � � < sj�3jSi s <q1� jz1j2en posant z3 = sei� on a bienjz3j <q1� jz1j2 et ����1� z1�1�3 � z2���� = 0 < sj�3jEvaluons �a pr�esent A(z1) = Zz32E2(z1) d�(z3)On note R =q1� jz1j2 , Z = 1� z1�1�3 et s0 = sj�3j .Alors E2(z1) = fz3 2 C = jz3j � R; jZ � z3j < s0gPuisque E2(z1) est inlus dans le disque de entre Z et de rayon s0 on aA(z1) � �s02et puisque E2(z1) est inlus dans le disque de entre 0 et de rayon R on aA(z1) � �R2On en d�eduit que A(z1) � � min(s02; R2)On en d�eduit que ZTr;� j!1j (�1)d�(�) � I + J



4.4. ESTIMATIONS DES SOLUTIONS DU � DANS LE BIDISQUE. 129o�u I = ZE1\fR�s0gR2 j!1j (�1)d�(�) et J = s02 ZE1\fs0�Rg j!1j (�1)d�(�)Evaluons I. Pour ela montrons que E1 \ fR � s0g est inlus dans la tente T de D de entre �1j�1j etde rayon 2s+ j�3j2. Si z1 2 E1 \ fR � s0g alors����1� z1�1�3 ���� < sj�3j +q1� jz1j2 et q1� jz1j2 � sj�3jdon ��1� z1�1�� � 2s (4.3)On en d�eduit que����1� z1 �1j�1j���� � ��1� z1�1�� + jz1j �����1 � �1j�1j ���� � 2s+ (1� j�1j) � 2s+ (1� j�1j2) = 2s+ j�3j2e qui montre que z1 appartient �a la tente T .On distingue �a pr�esent les as o�u s < j�3j2 et o�u s � j�3j2.Si s < j�3j2, puisque R < s0 on a I � � s2j�3j2 ZT !1(z1)d�(z1)Or, par hypoth�ese, !1(z1)d�(z1) est une mesure de Carleson dans D de norme major�ee par C1, equi nous donne, dans e as,I � � s2j�3j2C1(2s+ j�3j2) � � s2j�3j2C13 j�3j2 � 3�C1s2Si s � j�3j2, on majore R de la fa�on suivante :1 � ��1� �1z1�� + jz1j j�1j � 2s+ jz1j j�1jd'apr�es (4.3). On en d�eduit que 1� jz1j � 2s+ (j�1j � 1) jz1j � 2set don que R2 = 1� jz1j2 � 4sAinsi on a, I � � 4sC1(2s+ j�3j2) � 12�C1s2dans e deuxi�eme as.On a ainsi montr�e que I � Cs2 o�u C est une onstante ne d�ependant que de C1.



130 CHAPITRE 4. R�ESOLUTION DU � DANS LE BIDISQUE.Pour �evaluer J , montrons que E1 \ fs0 � Rg est inlus dans la tente T de D de entre �1j�1j et derayon 9 j�3j2. Pour ela on onsid�ere z1 2 E1 \ fs0 � Rg. Alors on a��1� z1�1�� � s + j�3jq1� jz1j2 et s � j�3jq1� jz1j2don ��1� z1�1�� � 2 j�3jq1� jz1j2 (4.4)D'autre part on a 1 � ��1� �1z1��+ jz1j j�1j � 2 j�3jq1� jz1j2 + jz1j j�1jd'o�u 1� jz1j � 2 j�3jq1� jz1j2 + (j�1j � 1) jz1j � 2 j�3jq1� jz1j2d'o�u 1� jz1j2 � 4 j�3jq1� jz1j2et en ons�equene q1� jz1j2 � 4 j�3j (4.5)On en d�eduit, grâe �a (4.4) et (4.5) que����1� z1 �1j�1j ���� � ��1� z1�1��+ jz1j �����1 � �1j�1j ���� � 2 j�3jq1� jz1j2 + (1� j�1j)� 2 j�3jq1� jz1j2 + (1� j�1j2) = 8 j�3j2 + j�3j2 = 9 j�3j2e qui montre bien que z1 est dans la tente T . On en d�eduit, sahant que !1(z1)d�(z1) est unemesure de Carleson dans D de norme major�ee par C1, queJ � � s2j�3j2C19 j�3j2 = 9�C1s2On a ainsi montr�e que ZTr;� !1(�1)d�(�) � Cs2o�u C est une onstante ne d�ependant que de C1, e qui montre bien que !1d�(z1)d�(z3) est unemesure de Carleson dans B de norme major�ee par une onstante ne d�ependant que de C1.En�n f z2 est dans Hp(B ). En e�et f z2 est holomorphe dans B etZ�B jf z2(z1; z3)jp d�(z) = Zz12D jf(z1; z2)jp Zjz2j2=1�jz1j2 d�(z3)d�(z1) = kf(:; z2)kpLp(D)



4.4. ESTIMATIONS DES SOLUTIONS DU � DANS LE BIDISQUE. 131don kf z2kHp(B) = kf(:; z2)kLp(D ) . On en d�eduit don, grâe au lemme 4.4.1, que f z2!z21 d�(z1)d�(z3)est une mesure de Carleson d'ordre 1� 1p de norme major�ee par C1 kf(:; z2)kLp(D) .(3) Par d�e�nition des espaes W �(B ) il suÆt ii de montrer que P o� ����fw1 ^ ��p�� ���� est dans Lp(�B ).Pour ela, par dualit�e, il suÆt de prendre une fontion  2 Lq(�B ), o�u 1p + 1q = 1, et de majorerl'int�egrale I = Z�B  P o� ����fw1 ^ ��p�� ����Par d�e�nition de P 0� on a I = ZB P 0( ) ����fw1 ^ ��p�� ����On applique alors l'in�egalit�e de H�older pour obtenirjIj � �ZB ��P 0( )��q ����w1 ^ ��p�� ���� d��1=q �ZB jf jp ����w1 ^ ��p�� ���� d��1=pD'apr�es les deux lemmes suivants, sahant que f 2 Hp(B ) de norme major�ee par une onstante foiskf(:; z2)kLp(D) ; il suÆt alors de montrer que ����w1 ^ ��p�� ���� est une mesure de Carleson dans B .Lemme 4.4.3 Soit � une mesure de Carleson dans B . On a alors8 2 Lq(�B ); ZB ��P 0� ��q d j�j � k�kV 1 k kLq(�B)Ce lemme est d�emontr�e dans [2℄.Lemme 4.4.4 Soit p 2 [1;+1[. Si � 2 V 1(B ) et h 2 Hp(B ) alors jhjp � 2 V 0(B ) de norme major�eepar k�kV 1 khkpHp.Ce lemme est d�emontr�e dans [17℄.On herhe maintenant �a montrer que w1 ^ ��p�� 2 V 1(B ) de norme major�ee par une onstante ned�ependant que de C1. Pour ela, par d�e�nition des mesures de arleson il suÆt de onsid�erer unetente Ts de B de rayon s et d�evaluer I = ZTs ��w1 ^ ����p�� d�L'in�egalit�e de Cauhy-Shwarz nous donne alors



132 CHAPITRE 4. R�ESOLUTION DU � DANS LE BIDISQUE.I �  ZTs ��w1 ^ ����2(��)� d�!1=2 �ZTs d�(��)1���1=2On utilise alors l'hypoth�ese b) du th�eor�eme 4.1.2 pour majorer la premi�ere int�egrale par pC1s.Calulons la deuxi�eme int�egrale. On peut supposer sans perte de g�en�eralit�e que Ts est la tenteentr�ee en (1; 0) 'est-�a-dire que Ts = f(z1; z3) 2 B = jz1 � 1j < sg. On a alorsZTs d�(��)1�� = Zfz12D=jz1�1j<sg Zfz22C=jz2j2<1�jz1j2g d�(z2)(1� jz1j2 � jz2j2)1��d�(z1)En e�etuant le hangement de variable u = z2q1� jz1j2 on obtientZTs d�(��)1�� = Zfz12D=jz1�1j<sg (1� jz1j2)� Zu2D d�(u)(1� juj2)1��d�(z1)Puisque � > 0 l'int�egrale Zu2D d�(u)(1� juj2)1�� est �nie. On note C� sa valeur. De plus, si jz1 � 1j < set z1 2 D alors 1� jz1j < s. On en d�eduit queZTs d�(��)1�� � C�(2s)��s2On alors I � Cs�=2s2o�u C est une onstante ne d�ependant que de C1 et �. Cei �nit de montrer que ����w1 ^ ��p�� ���� est unemesure de Carleson, et don le lemme 4.4.2.4.5 D�emonstration des propri�et�es des op�erateurs P et S.On d�emontre ii la proposition 4.2.1.Pour les points (1), (2) et (3) voir par exemple [12℄.Le point (6) est d�emontr�e dans [16℄ p 10.4.5.1 R�egularit�e de P et S.On d�emontre ii le point (4).



4.5. D�EMONSTRATION DES PROPRI�ET�ES DES OP�ERATEURS P ET S. 133R�egularit�e de S.Par d�e�nition on a S1(1)(z) = ZD  1� j�1j21� �1z1!2 d�1 ^ d�1z1 � �1et d'autre part, puisque ��z1 z1 = 1 et que8n 2 N ZD z1zn1 (1� jz1j2)d�(z1) = 0d'apr�es la proposition 4.2.1 (2) on a S1(1)(z) = z1:Ainsi, pour toute fontion h dans C1(D 2) on aS1(h)(z)� z1h(z) = ZD (h(�1; z2)� h(z1; z2)) 1� j�1j21� �1z1!2 d�1 ^ d�1z1 � �1d'o�u S1(h)(z) = z1h(z) +K(z)et omme z1h(z) 2 C1(D 2) il suÆt de montrer que K 2 C1(D 2). Soit N 2 N . Alors, par r�egularit�ede h on a h(�1; z2)� h(z1; z2) = NXn=1 1n! nXp=0 �nh�zp1�zn�p1 (z1; z2)(�1 � z1)p(�1 � z1)n�p+ N+1Xp=0 (�1 � z1)p(�1 � z1)N+1�pgp(z; �1)o�u gp 2 C1(D 3). Ainsi on peut �erireK(z) = NXn=1 1n! nXp=0 �nh�zp1�zn�p1 (z1; z2)In;p(z1) + N+1Xp=0 Jp(z1; z2)Evaluons la r�egularit�e de In;p et Jp.



134 CHAPITRE 4. R�ESOLUTION DU � DANS LE BIDISQUE.�In;p(z1) = � ZD (�1 � z1)p(�1 � z1)n�pz1 � �1  1� j�1j21� �1z1!2 d�(�1)= Z 10 Z 2�0 (rei� � z1)p�1(re�i� � z1)n�p(1� r2)2(1� re�i�z1)2 rdrd�= Z 10 (1� r2)2rdr Z 2�0 (r � z1e�i�)p�1(re�i� � z1)n�pe�i�d�(1� re�i�z1)2e�ip�= i Z 10 (1� r2)2rdr ZT g(�)d�o�u g(�) = (r � z1�)p�1(r� � z1)n�p(1� rz1�)2�pest une fontion m�eromorphe dans C de pôles 1rz1 et 0 si p � 1. Or ���� 1rz1 ���� > 1 donZT g(�)d� = 2i�Res(g; 0)Si p � 1 on aRes(g; 0) = 1(p� 1)! dp�1d�p�1 (�pg(�)) j�=0= p�1Xk=0 p;k dkd�k (r � z1�)p�1 j�=0 dp�1�kd�p�1�k �(r� � z1)n�p(1� rz1�)2 � j�=0= p�1Xk=0 p�1�kXl=0 p;k;lzk1rp�1�k dld� l (r� � z1)n�p j�=0 dp�1�k�ld�p�1�k�l (1� rz1�)�2 j�=0= p�1Xk=0 min(p�1�k;n�p)Xl=0 p;k;lzk1rp�1�krlzn�p�l1 (rz1)p�1�k�l= p�1Xk=0 min(p�1�k;n�p)Xl=0 p;k;lr2(p�1�k)zp�1�l1 zn�p�l1Ainsi �In;p(z1) = p�1Xk=0 min(p�1�k;n�p)Xl=0 Cp;k;lzp�1�l1 zn�p�l1o�u Cp;k;l = p;k;l Z 10 (1� r2)2rp�kdr. On en d�eduit que In;p 2 C1(D ) si p � 1.Si p = 0 la fontion g a pour pôles 1rz1 et rz1 . Si r < jz1j alorsZT g(�)d� = Res(g; rz1 )



4.5. D�EMONSTRATION DES PROPRI�ET�ES DES OP�ERATEURS P ET S. 135et si r > jz1j alors ZT g(�)d� = 0Calulons Res(g; rz1 ). Il existe un polynôme P et des nombres omplexes a; b et  tels queg(�) = P (�) + ar � z1� + b1� z1r� + (1� rz1�)2On a alors Res(g; rz1 ) = az1 = 1z1 (r rz1 � z1)n(1� rz1 rz1 )2 = (r2 � jz1j2)nzn+11 (1� r2)2d'o�u �In;0 = Z jz1j0 (1� r2)2r (r2 � jz1j2)nzn+11 (1� r2)2dr= 1zn+11 "(r2 � jz1j2)n+12(n+ 1) #jz1j0= � 12(n + 1)zn+11 (� jz1j2)n+1= (�1)n2(n+ 1)zn+11Ainsi 8p; n In;p 2 C1(D ).Examinons la r�egularit�e de Jp pour p � 1.�Jp(z1; z2) = ZD (�1 � z1)p�1(�1 � z1)N+1�p 1� j�1j21� �1z1!2 gp(z; �1)d�(�1)= ZD h(z; �1)d�(�1)Montrons que h 2 CN�1(D 3). On en d�eduira que Jp 2 CN�1(D 2). Soit D � N � 1.d(D)h =XE G(z1; �1)H(z; �1)o�u G(z1; �1) = (�1 � z1)k(�1 � z1)l(1� j�1j2)m(1� �1z1)qet E = f(k; l;m; q) 2 N4=0 � k � p� 1; 0 � l � N + 1� p; 0 � m � 2; q � 2et (p� 1� k) + (N + 1� p� l) + (2�m) + (q � 2) � Dget H 2 C1(D 3) ontient les d�eriv�ees de gp. On peut r�eerire l'ensmble E de la fa�on suivante :



136 CHAPITRE 4. R�ESOLUTION DU � DANS LE BIDISQUE.E = f(k; l;m; q) 2 N4=0 � k � p� 1; 0 � l � N + 1� p; 0 � m � 2; 2 � q � k + l +m+D �NgMontrons que G est ontinue sur D 2. Tout d'abord G est ontinue sur f(z1; �1) 2 D 2=1� �1z1 6=0g.De plus jG(z1; �1)j = ���� �1 � z11� �1z1 ����k+l �����1� j�1j21� �1z1 �����m ��1� �1z1��k+l+m�qOr sur D 2 les quantit�es ���� �1 � z11� �1z1 ���� et �����1� j�1j21� �1z1 ����� sont born�ees et, puisque q � k+ l+m+D�N etD � N � 1, les exposants k+ l et m sont positifs. De plus k+ l+m� q � 1 don ��1� �1z1��k+l+m�qtend vers 0 quand 1� �1z1 tend vers 0, e qui montre la ontinuit�e de G sur D 2 . On en d�eduit qued(D)F est ontinue si D � N � 1, don que F est de lasse CN�1, ainsi que Jp si p � 1.Examinons pr�esent la r�egularit�e de Jp pour p = 0.�J0(z1; z2) = ZD (�1 � z1)N+1z1 � �1  1� j�1j21� �1z1!2 gp(z; �1)d�(�1)= ZD h(z; �1)d�(�1)Montrons de même que h 2 CN�1(D 3). On en d�eduira que J0 2 CN�1(D 2). Soit D � N � 1.d(D)h =XE G(z1; �1)H(z; �1)o�u G(z1; �1) = (�1 � z1)k(1� j�1j2)l(z1 � �1)m(1� �1z1)qet E = f(k; l;m; q) 2 N4=0 � k � N + 1; 0 � l � 2; 1 � m; q � 2et (N + 1� k) + (2� l) + (m� 1) + (q � 2) � Dget H 2 C1(D 3) ontient les d�eriv�ees de gp. On peut r�e�erire l'ensemble E sous le formeE = f(k; l;m; q) 2 N4=0 � k � N + 1; 0 � l � 2; 1 � m; 2 � q; m+ q � D + k + l �NgMontrons que G est ontinue sur D 2. Tout d'abord G est ontinue sur f(z1; �1) 2 D 2=z1 6=�1 et 1��1z1 6=0g. De plusjG(z1; �1)j = ���� �1 � z11� �1z1 ����k�m�1=2 �����1� j�1j21� �1z1 �����l ��1� �1z1��k+l�m�q�1=2 j�1 � z1j1=2



4.5. D�EMONSTRATION DES PROPRI�ET�ES DES OP�ERATEURS P ET S. 137Or sur D 2 les quantit�es ���� �1 � z11� �1z1 ���� et �����1� j�1j21� �1z1 ����� sont born�ees. De plusk �m� 1=2 � q � l � (D �N)� 1=2 � q � l + 1=2 � 2� 2 + 1=2 > 0l � 0; 1=2 > 0 et k �m� 1=2 + l � q � 1=2 > 0On en d�eduit que G est bien ontinue.On en d�eduit ainsi que pour tout N , S1(h) est de lasse CN�1, don S1(h) est de lasse C1 dansD 2.R�egularit�e de P .Par d�e�nition on a 1 = P 1(1)(z) = ZD 1� j�1j2(1� �1z1)3d�1 ^ d�1ar 1 est holomorphe.Ainsi, pour toute fontion h dans C1(D 2) on aP 1(h)(z)� h(z) = ZD (h(�1; z2)� h(z1; z2)) 1� j�1j2(1� �1z1)3d�(�1)d'o�u P 1(h)(z) = h(z) +K(z)et omme h(z) 2 C1(D 2) il suÆt de montrer que K 2 C1(D 2). Soit N 2 N . Alors, par r�egularit�ede h on a h(�1; z2)� h(z1; z2) = NXn=1 1n! nXp=0 �nh�zp1�zn�p1 (z1; z2)(�1 � z1)p(�1 � z1)n�p+ N+1Xp=0 (�1 � z1)p(�1 � z1)N+1�pgp(z; �1)o�u gp 2 C1(D 3). Ainsi on peut �erireK(z) = NXn=1 1n! nXp=0 �nh�zp1�zn�p1 (z1; z2)In;p(z1) + N+1Xp=0 Jp(z1; z2)Evaluons la r�egularit�e de In;p et Jp.



138 CHAPITRE 4. R�ESOLUTION DU � DANS LE BIDISQUE.�In;p(z1) = � ZD (�1 � z1)p(�1 � z1)n�p(1� j�1j2)(1� �1z1)3 d�(�1)= Z 10 Z 2�0 (rei� � z1)p(re�i� � z1)n�p(1� r2)(1� re�i�z1)3 rdrd�= Z 10 (1� r2)rdr Z 2�0 (r � z1e�i�)p(re�i� � z1)n�pe�i�d�(1� re�i�z1)3e�i(p+1)�= i Z 10 (1� r2)rdr ZT g(�)d�o�u g(�) = (r � z1�)p(r� � z1)n�p(1� rz1�)3�p+1est une fontion m�eromorphe dans C de pôles 1rz1 et 0. Or ���� 1rz1 ���� > 1 donZT g(�)d� = 2i�Res(g; 0)On a Res(g; 0) = 1p! dpd�p (�p+1g(�)) j�=0= pXk=0 p;k dkd�k (r � z1�)p j�=0 dp�kd�p�k �(r� � z1)n�p(1� rz1�)3 � j�=0= pXk=0 p�kXl=0 p;k;lzk1rp�k dld� l (r� � z1)n�p j�=0 dp�k�ld�p�k�l (1� rz1�)�3 j�=0= pXk=0 min(p�k;n�p)Xl=0 p;k;lzk1rp�krlzn�p�l1 (rz1)p�k�l= pXk=0 min(p�k;n�p)Xl=0 p;k;lr2(p�k)zp�l1 zn�p�l1Ainsi �In;p(z1) = pXk=0 Min(p�k;n�p)Xl=0 Cp;k;lzp�l1 zn�p�l1o�u Cp;k;l = p;k;l Z 10 (1� r2)r2(p�k)+1dr. On en d�eduit que In;p 2 C1(D ).Examinons la r�egularit�e de Jp .�Jp(z1) = � ZD (�1 � z1)p(�1 � z1)n�p(1� j�1j2)(1� �1z1)3 gp(z; �1)d�(�1)= ZD h(z; �1)d�(�1)



4.5. D�EMONSTRATION DES PROPRI�ET�ES DES OP�ERATEURS P ET S. 139Montrons que h 2 CN�2(D 3). On en d�eduira que Jp 2 CN�2(D 2). Soit D � N � 2.d(D)h =XE G(z1; �1)H(z; �1)o�u G(z1; �1) = (�1 � z1)k(�1 � z1)l(1� j�1j2)m(1� �1z1)qet E = f(k; l;m; q) 2 N4=0 � k � p; 0 � l � N + 1� p; 0 � m � 1; q � 3et (p� k) + (N + 1� p� l) + (1�m) + (q � 3) � Dget H 2 C1(D 3) ontient les d�eriv�ees de gp. L'ensemble E s'�erit aussiE = f(k; l;m; q) 2 N4=0 � k � p; 0 � l � N + 1� p; 0 � m � 1; 3 � q � k + l +m+ 1 +D�NgMontrons que G est ontinue sur D 2. Tout d'abord G est ontinue sur f(z1; �1) 2 D 2=1� �1z1 6=0g.De plus jG(z1; �1)j = ���� �1 � z11� �1z1 ����k+l �����1� j�1j21� �1z1 �����m ��1� �1z1��k+l+m�qOr sur D 2 les quantit�es ���� �1 � z11� �1z1 ���� et �����1� j�1j21� �1z1 ����� sont born�ees et, puisque q � k+ l+m+D�N +1et D � N�2, les exposants k+ l et m sont positifs. De plus k+ l+m�q � 1 don ��1� �1z1��k+l+m�qtend vers 0 quand 1� �1z1 tend vers 0, e qui montre la ontinuit�e de G sur D 2 . On en d�eduit qued(D)F est ontinue si D � N � 2, don que F est de lasse CN�2, ainsi que Jp .On en d�eduit ainsi que pour tout N ,P 1(h) est de lasse CN�2, don P 1(h) est de lasse C1 dansD 2.4.5.2 Les op�erateurs P 1 et S1 ommutent ave ��z2 .On d�emontre ii le point (5) de la proposition 4.2.1.Soit h 2 C1(D 2). D'apr�es 4.2.1 (2) on a ��z1S1h = h. On en d�eduit que��z1 ( ��z2S1h) = �h�z2



140 CHAPITRE 4. R�ESOLUTION DU � DANS LE BIDISQUE.Or d'apr�es 4.2.1 (2) on a ��z2S1h = P 1( ��z2S1h) + S1( ��z1 ( ��z2S1h))'est-�a-dire ��z2S1h = P 1( ��z2S1h) + S1( �h�z2 )Il suÆt don de montrer que ��z2S1h est orthogonal aux fontions holomorphes en z1 dans l'espaeL2((1� jz1j2)d�(z1)), pour obtenir ��z2S1h = S1( �h�z2 ). Soit V 2 Hol(D ) \ C1(D ). AlorsZD ��z2S1h(z1; z2)V (z1)(1� jz1j2)d�(z1) = ��z2 ZD S1h(z1; z2)V (z1)(1� jz1j2)d�(z1)et d'apr�es 4.2.1 (2) on a ZD S1h(z1; z2)V (z1)(1� jz1j2)d�(z1) = 0Soit maintenant V 2 Hol(D ) \ L2((1� jz1j2)d�(z1)). Pour tout � > 0 il existe V� 2 H(D ) \ C1(D )tel que kV � V�kL2((1� jz1j2)d�(z1)) � �. Alors����ZD ��z2S1h(z1; z2)V (z1)(1� jz1j2)d�(z1)���� � ����ZD ��z2S1h(z1; z2)V �(z1)(1� jz1j2)d�(z1)����+ ����ZD ��z2S1h(z1; z2)(V � V �)(z1)(1� jz1j2)d�(z1)�����  ZD ���� ��z2S1h(z1; z2)����2 (1� jz1j2)d�(z1)!1=2� C�o�u C ne d�epend que de h. Cette in�egalit�e �etant vraie pour tout � on en d�eduit queZD ��z2S1h(z1; z2)V (z1)(1� jz1j2)d�(z1) = 0e qui ah�eve de montrer que ��z2S1h = S1( �h�z2 ) (5.1)D'autre part, d'apr�es 4.2.1 (3) on a h = P 1h+ S1( �h�z1 )d'o�u �h�z2 = ��z2P 1h+ ��z2S1( �h�z1 )



4.5. D�EMONSTRATION DES PROPRI�ET�ES DES OP�ERATEURS P ET S. 141Sahant (5.1) on en d�eduit que �h�z2 = ��z2P 1h+ S1( �h�z2�z1 )Or d'apr�es 4.2.1 (3) on a aussi �h�z2 = P 1 �h�z2 + S1( �h�z1�z2 )e qui nous donne ��z2P 1h = P 1( �h�z2 )4.5.3 L'op�erateur P Æ S est nul.On d�emontre ii le point (7) de la proposition 4.2.1.Soit h 2 C1(D ). D'apr�es 4.2.1 (3) on aS(h) = P Æ S(h) + S( ��zS(h))D'apr�es 4.2.1 (1) on a ��zS(h) = hd'o�u on d�eduit que P Æ S(h) = 04.5.4 Les op�erateurs P 1 et S2 ommutent.On d�emontre ii le point (8) de la proposition 4.2.1.Soit h 2 C1(D 2). Montrons que P 1 Æ P 2(h) = P 2 Æ P 1(h)Soit T 1h(z1; z2) = ZD (1� j�j2)h(�; z2)j1� �z1j3 d�(�)et T 2h(z1; z2) = ZD (1� j�j2)h(z1; �)j1� �z2j3 d�(�)



142 CHAPITRE 4. R�ESOLUTION DU � DANS LE BIDISQUE.D'apr�es [16℄ th�eor�eme 1.9 L'op�erateur T est born�e sur Lp(D ) don l'op�erateur T 1 ÆT 2 est born�e surLp(D 2). On en d�eduit que T 1 Æ T 2(jhj) est �ni presque partout dans D 2 . On peut don appliquer leTh�eor�eme de Fubini et obtenir que P 1 Æ P 2(f) = P 2 Æ P 1(f) (5.2)presque partout dans D 2 , et par r�egularit�e, la même �egalit�e partout dans D 2 .AlorsP 1 Æ S2(h) = P 2(P 1 Æ S2(h)) + S2( ��z2 (P 1 Æ S2(h))) d'apr�es 4.2.1 (3)P 1 Æ S2(h) = P 1 Æ P 2 Æ S2(h) + S2 Æ P 1( ��z2S2(h)) d'apr�es 4.2.1 (5) et (5.2)P 1 Æ S2(h) = 0 + S2 Æ P 1(h) d'apr�es 4.2.1 (7) et (1).



Chapitre 5Probl�eme de division dans des espaes dedimension �nie.
5.1 Cadre et th�eor�eme g�en�eral.Soit 
 un domaine de C N . Soient H et K deux espaes de Hilbert de dimensions respetives met n , qu'on identi�era via des bases orthonormales fei; i = 1:::mg et ffj; j = 1:::ng �a C m et C n .On notera le produit salaire h:; :i. Soit H1(
) l'espae des fontions holomorphes born�ees sur 
,muni de la norme khk1 =Supz2
 jh(z)j. Soit H un espae de Banah de fontions sur 
. On supposeque H est un H1(
)-module de Banah, 'est-�a-dire que si h 2 H et g 2 H1(
) alors gh 2 H etkghkH � kgk1 khkH .Exemple 5.1.1 Si 
 = B , Hp(B ) est un H1(
)-module de Banah.D�e�nition 5.1.2 Soit H (
;H) = fh : 
�!H= 8~h 2 H; Dh(:); ~hE 2 H g. On munit H (
;H) de lanorme suivante : khkH =  mXi=1 khh(:); eiik2H!1=2.On montre ii le th�eor�eme suivant, qui permet de d�eduire un th�eor�eme de la ouronne op�erateur �apartir du th�eor�eme usuel. on verra au prohain paragraphe omment elui-i s'applique.Th�eor�eme 5.1.3 Soient n et m deux entiers non nuls tels que n � m. On note m0 = m!n! . Soit Hun H1(
)-module de Banah de fontions dans 
 et H un espae de Hilbert de dimension �nie m.On suppose que le th�eor�eme de la ouronne est vrai quand K = C , i.e. :Si g1; :::; gm0 2 H1(
) v�eri�ent 143



144CHAPITRE 5. PROBL�EME DE DIVISION DANS DES ESPACES DE DIMENSION FINIE.9Æ > 0= 8z 2 
; jg(z)j2 � Æ2 (1.1)alors 8� 2 H ; 9f1; :::; fm0 2 H m0= 8z 2 
; m0Xi=1 gi(z)fi(z) = �(z)et de plus kfkH � C k�kH , o�u C ne d�epend que de 
; H ; m0; Æ et kgk1.On en d�eduit le th�eor�eme de la ouronne quand K est de dimension �nie n, i.e. :Si G 2 H1(
; L(H;K)) v�eri�e9Æ > 0= 8k 2 K; 8z 2 
; kG(z)�kkH � Æ kkkK : (1.2)alors 8� 2 H (
;K); 9h 2 H (
;H)= 8z 2 
 G(z)h(z) = �(z);et de plus khkH � ~C k�kH o�u ~C ne d�epend que de 
; H ; m; n; Æ et kgk1.Ce th�eoreme a pour ons�equene le th�eor�eme de la ouronne Hp pour la boule et le polydisque dansle as de deux espaes de dimension �nie, omme on le verra dans le prohain paragraphe.Andersson [4℄ a montr�e le th�eor�eme de la ouronne pour deux espaes de dimension �nie dans le aso�u 
 est un domaine de C N admettant une fontion d�e�nissante pluri-sous-harmonique de lasseC2 et H = H2(
). Il utilise une m�ethode, di��erente de elle utilis�ee ii, qui ne se g�en�eralise pas �aHp. Si son r�esultat ne ontient pas le as du polydisque, qui sera une ons�equene de th�eor�eme 5.1.3,il donne en revanhe le as de domaines plus g�en�eraux que la boule ou les domaines stritementpseudoonvexes.On s'inspire dans ette partie du travail de P.A. Fuhrmann [14℄.On d�emontre d'abord un lemme qui permet de relier les deux hypoth�eses (1.1) et (1.2) entre elles.Remarquons d'abord que si l'hypoth�ese (1.2) est v�eri��ee alors G�(z) est injetive et don n � m.Lemme 5.1.4 Soit G 2 H1(B ; L(C m ; C n)) tel que9Æ > 0= 8k 2 C n ; 8z 2 B ; kG(z)�kkCm � Æ kkkCn : (1.3)Si I = (i1; :::; in) est un multi-indie on note GI(z) la matrie extraite de G(z) ayant pour olonnesles olonnes d'indies i1; :::; in de G(z). Alors il existe ~Æ > 0 tel que8z 2 B ; XjIj=n 0 jdetGI(z)j � ~Æ:D�emonstration :



5.1. CADRE ET TH�EOR�EME G�EN�ERAL. 145On note HI = G�I et H = G�. On note fyi(z); i = 1:::mg les lignes de H(z). On raisonne parl'absurde et on suppose qu'il existe une suite (zk)k2N dans B telle que�k = XjIj=n 0 jdetGI(zk)j�!0 quand k�!1:On peut supposer, quitte �a extraire une sous-suite, que (�k)k2N est stritement d�eroissante.� 1� as : 9k 2 N= �k = 0 . Alors pour tout I, jdetGI(zk)j = 0. Alors rang(H(zk)) � n � 1. Ononsid�ere x un veteur non nul de C n dans l'espae orthogonal de l'espae form�e des lignes de H(zk)e qui permet d'�erire kH(zk)xk2Cm = mXi=1 jhyi(zk); xij2 = 0;e qui ontredit l' hypoth�ese (1.3).� 2� as : 8k 2 N ; �k 6=0. Soit k �x�e. Il existe un multi-indie I = i1 < ::: < in tel que pour toutmulti-indie J jdetHJ(zk)j � jdetHI(zk)j 6=0: (1.4)On utilise alors le lemme suivant :Lemme 5.1.5 Pour toute matrie arr�ee d'ordre n et pour toute norme matriielle k:k on al'in�egalit�e suivante : jdetAj � A�1�n ;o�u par onvention A�1�1 = 0 si A n'est pas inversible.D�emonstration :Si A n'est pas inversible il n'y a rien �a d�emontrer. Sinon detA = nYi=1 ai o�u les ai sont les valeurspropres de A. Alors A�1 a pour valeurs propres fa�1i gi=1:::n, don A�1 � ��a�1i �� ; 8i = 1:::n e quinous permet d'obtenir le r�esutat.Grâe �a e lemme on d�eduit que�k+1 > �k � jdetHI(zk)j � HI(zk)�1�n ;d'o�u HI(zk)�1n > 1=�k+1:Or par d�e�nition de la norme d'un op�erateur on aHI(zk)�1 = supx6=0kHI(zk)�1xkCnkxkCn = supy 6=0 kykCnkHI(zk)ykCn ;d'o�u 9xk 2 C n= kxkkCn = 1 et kHI(zk)xkkCn < �1=nk+1;



146CHAPITRE 5. PROBL�EME DE DIVISION DANS DES ESPACES DE DIMENSION FINIE.'est-�a-dire nX�=1 jhyi�; xkij2 < �2=nk+1: (1.5)D'autre part , puisque det (HI(zk))6=0, les lignes yi1; :::; yin de HI(zk) forment une base de C n , d'o�u81 � l � m; 9(�l;�)�=1:::n= yl = nX�=1 �l;�yi�: (1.6)Or en utilisant (1.4) on a jdetHI(zk)j � jdetHJ(zk)j = jdet(yj1; :::; yjn)jjdetHI(zk)j � ����� X�1;:::;�n �j1;�1:::�jn;�ndet(yi�1 ; :::; yi�n )�����jdetHI(zk)j � �����X�2Sn �j1;�(1):::�jn;�(n)det(yi�(1); :::; yi�(n))�����jdetHI(zk)j � jdetHI(zk)j jdet(�j�;)�;=1:::njd'o�u, pour tout multi-indie J , on a jdet(�j�;)�;=1:::nj � 1. Il suÆt alors de onsid�erer les multi-indies de la forme j� = i� si � 6=�0 et j�0 = 0, pour obtenir j�0;�0 j � 1. Alors d'apr�es (1.6)8l = 1:::m; jhyl; xkij2 = ����� nX�=1 �l;� hyi�; xki�����, et en utilisant (1.5) on trouvejhyl; xkij2 � nX�=1 jhyi�; xkij2 < �2=nk+1;d'o�u kH(zk)xkk2Cm = mXl=1 jhyl; xkij2 � (m� n+ 1)�2=nk+1:Or d'apr�es l'hypoth�ese (1.3) 0 < Æ � kH(zk)xkkCm � (m� n+ 1)�2=nk+1et en faisant tendre k vers +1 on obtient une ontradition.D�emonstration du th�eor�eme 5.1.3 :D'apr�es le lemme 5.1.4 9~Æ > 0= 8z 2 
; XjIj=n 0 jdetGI(z)j � ~Æ: (1.7)Soit k(z) = (k1(z); :::; kn(z)) 2 H (
;K). Pour haque j on applique l'hypoth�ese du th�eor�eme avepour fontions gj les fontions detGI qui sont bien dans H1(
) et pour fontion � la fontion kjqui est bien dans H . Puisque on a (1.7) on peut appliquer ette hypoth�ese et on obtient



5.1. CADRE ET TH�EOR�EME G�EN�ERAL. 1478j = 1:::n; 9hjI 2 H = XjIj=n 0hjIdetGI = kjave les estimations 8j = 1:::n; hjH � C kkjkH : (1.8)On d�eveloppe les d�eterminants, en notant gi;j les oeÆients de G(z).kj = XjIj=n 0 X�2Sn hjI�(�)g�(1);i1 :::g�(n);inkj = nXk=1 XjIj=n 0 X�2Sn= �(k)=j hjI�(�)g�(1);i1 :::gj;ik:::g�(n);in :Alors on peut �erire ette somme sous la forme suivantekj = mXl=1 gj;lbl;jo�u bl;j = nXk=1 XI=ik=l X�2Sn= �(k)=j hjI�(�)g�(1);i1 :::g�(k�1);ik�1g�(k+1);ik+1 :::g�(n);in (1.9)et bl;j 2 H . D'autre part, si i6=j,mXl=1 gi;lbl;j = mXl=1 nXk=1 XI=ik=l X�2Sn= �(k)=j hjI�(�)g�(1);i1 :::g�(k�1);ik�1gi;lg�(k+1);ik+1 :::g�(n);inmXl=1 gi;lbl;j =XI 0hjIdet ~GI ;o�u ~GI a pour lignes elles de GI sauf la jeme qui est rempla�ee par la ieme, d'o�u pour tout I,det ~GI = 0. Ainsi si on note B = (bl;j)l=1:::m;j=1:::n, B est �a oeÆients dans H (
) et v�eri�eG(z)B(z) = 0� k1(z) 0. . .0 kn(z)1Ad'o�u si h(z) = B(z)u o�u u est le veteur (1; :::; 1) de C n , on a h 2 H et l'�egalit�e G(z)h(z) = k(z)pour tout z 2 
.On �evalue �a pr�esent khkH . Par d�e�nition de h on a8z 2 
; kh(z)k2Cm = mXl=1 ����� nXj=1 bl;j�����2:



148CHAPITRE 5. PROBL�EME DE DIVISION DANS DES ESPACES DE DIMENSION FINIE.Or d'apr�es (1.9) jbl;jj � C1 nXk=1 XI=ik=l X�2Sn=�(k)=j ��hjI��o�u C1 ne d�epend que de n et kGk1. On en d�eduit quekhk2Cm � C1 mXl=1 ( nXj=1 nXk=1 XI=ik=l 0 X�2Sn=�(k)=j ��hjI��)2 (1.10)khk2Cm � C1C2 nXj=1 XjIj=n 0 ��hjI��2o�u C2 d�epend du nombre de termes dans (1.10), 'est-�a-dire de m et n. On en d�eduit grâe �a (1.8)que khkH � ~C kkkHo�u ~C d�epend de C; C1; C2 et n, e qui nous donne le r�esultat.5.2 Appliations : th�eor�emes de la ouronne op�erateur dansles espaes de Hardy de la boule et du polydisque.5.2.1 Le th�eor�eme de la ouronne op�erateur dans Hp(B ).On peut appliquer le th�eor�eme 5.1.3 dans le as o�u 
 est la boule B de C N et H est l'espae deHardy Hp(B ) grâe au th�eor�eme d�emontr�e par M. Andersson et H. Carlsson dans [6℄. On obtientalors le th�eor�eme de la ouronne Hp suivant :Th�eor�eme 5.2.1 Soit 1 � p <1. Soient H et K deux espaes de Hilbert de dimension �nie. SoitG 2 H1(B ; L(H;K)), tel que 9Æ > 0= 8k 2 K; 8z 2 B ; kG(z)�kkH � Æ kkkK.Alors 8k 2 Hp(B ;K); 9h 2 Hp(B ;H)= 8z 2 B ; G(z)h(z) = k(z):De plus khkHp � C kkkHp o�u C ne d�epend que des dimensions respetives de H; K; de Æ; kGk1 ; Net p.
5.2.2 Le th�eor�eme de la ouronne op�erateur dans Hp(D N ).



5.2. APPLICATIONS : TH�EOR�EMES DE LA COURONNE OP�ERATEUR DANS LES ESPACES DE HARDYDE LA BOULE ET DU POLYDISQUE.149Soit D N le polydisque dans C N . On rappelle la d�e�nition des espaes de Hardy dans D N :Hp(D N ) = ff 2 H(D N )= sup0�r<1 ZTN jf(r�)jp d�(�) <1g :On rappelle que Hp(D N ) est un H1(D N )-module de Banah.Kai-Ching Lin d�emontre dans [18℄ le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 5.2.2 Soient g1; :::; gm des �el�ements de H1(D N ) tels que9Æ > 0= 8z 2 D N ; jg(z)j2 � Æ2:Soit 1 < p < +1. Alors8� 2 Hp(D N ); 9 f1; :::; fm 2 Hp(D N )= 8z 2 D N ; mXi=1 gi(z)fi(z) = �(z):De plus 8i = 1:::m; kfikHp � C k�kHp, o�u C ne d�epend que de m; N; Æ; kgk1 et p.Cei orrespond exatement au as 
 = D N et H = Hp(D N ) dans les hypoth�eses de 5.1.3. On peutalors utiliser le th�eor�eme 5.1.3 et obtenir le th�eor�eme suivant :Th�eor�eme 5.2.3 Soit 1 < p <1. Soient H et K deux espaes de Hilbert de dimension �nie. SoitG 2 H1(D N ; L(H;K)) tel que 9Æ > 0= 8k 2 K; 8z 2 D N ; kG(z)�kkH � Æ kkkK.Alors 8k 2 Hp(D N ;K); 9h 2 Hp(D N ;H)= 8z 2 D N ; G(z)h(z) = k(z):De plus khkHp � C kkkHp o�u C ne d�epend que des dimensions respetives de H; K; de Æ; kGk1 ; Net p.



150CHAPITRE 5. PROBL�EME DE DIVISION DANS DES ESPACES DE DIMENSION FINIE.
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