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Avant-Propos
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et le regretté Jean-Pierre VIGIER. Je les remercie tous pour leur disponibilité, leur soutien, leur bonne
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DRAGIN. Je tiens notamment & remercier Benjamin CANUEL, Patrick CHEINET, André CLAIRON,
Irene COURTILLOT, Jérome FILS, Alexandre GAUGUET, David HOLLEVILLE, Frangois IMPENS,
Pierre LEMONDE, Franck PEREIRA, Albin VIRDIS, Peter WOLF, Florence YVER-LEDUC et Tho-
mas ZANON pour leur appui constant, ainsi que pour les discussions enrichissantes et constructives
que j’ai eues avec eux.

Je remercie également tous les membres du GREX et toutes les personnes qui le font vivre de prés ou
de loin. J’ai été trés heureux de participer & cette “petite entreprise” incarnant une conception ouverte,
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Je remercie Ashok MOHAPATRA, Sanjukta ROY, Saptarishi CHAUDHURI, Vasant NATARAJAN,
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“ On ne peut résoudre un probléme avec le mode de pensée qui I’a créé. ”
Albert Einstein

“S’il n’y a pas de solution, c’est qu’il n’y a pas de probléme. ”
Devise Shadok
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Chapitre 1

Introduction

Cela fera bientot un siécle que nous explorons et exploitons les propriétés ondulatoires de la matiére.
Leur mise en évidence dans les années 1920 a en effet permis d’étendre aux ondes de matiére toutes les
expériences utilisant des interférences a ondes lumineuses. Cette intéressante symétrie entre matiére et
lumiére a ainsi conduit au développement conjoint de deux des domaines les plus actifs de la physique
actuelle : I'optique atomique et I'interférométrie atomique.

On aurait tort de croire que l'objet d’étude de ces deux disciplines est restreint aux seuls atomes.
En effet, le mot atomique est générique : il désigne tout type de matiére pouvant étre manipulé de
fagon cohérente, c’est-a-dire de facon telle que 1’on sache limiter et controler les processus modifiant de
fagon aléatoire la phase des ondes matérielles (et détruisant, par la méme, les franges d’interférences).
Une des ambitions de I'interférométrie atomique est d’ailleurs de pouvoir faire interférer des quan-
tités de matiére toujours plus importantes, afin d’explorer la frontiére entre les mondes classique et
quantique (interférences de bio-molécules dans le groupe de Zeilinger & Vienne, étude de la transition
classique/quantique au LKB a Paris...).

L’interférométrie atomique se nourrissant des progres effectués en optique atomique, elle y a puisé
derniérement ses deux composants principaux - la source et les séparatrices - donnant ainsi une autre
dimension a la symétrie lumiére-matiére. On peut en effet observer aujourd’hui aussi bien un interfé-
romeétre ou la source est une onde lumineuse cohérente (laser) et ou les séparatrices sont matérielles
(miroirs et lames semi-réfléchissantes), qu'un interféromeétre ou la source est une onde matérielle cohé-
rente (condensats de Bose-Einstein) et oul les séparatrices sont faites de lumiere (séparatrices a ondes
laser stationnaires ou progressives). L’analogie n’est cependant pas parfaite, car nous ne disposons pas
encore de "laser & atomes” & proprement parler (méme si expression est utilisée pour désigner des
atomes sortant de fagon quasi-continue d’un condensat). Toutefois, plusieurs travaux en cours visent
a amplifier de fagon cohérente des ondes de matiére (& partir de champs atomiques ou moléculaires).

Dans ce contexte, plusieurs études théoriques ont vu le jour, permettant de proposer des expériences
originales de physique fondamentale ou appliquée, et de rendre compte, avec succes, du signal de franges
observé en sortie des divers types d’interférométre atomique (pour le principe de fonctionnement de
ces appareils, voir la figure 1.1).

Cependant, le niveau de précision, de sensibilité et de stabilité de ces appareils (gyromeétres, gra-
vimeétres, gradiomeétres, horloges en fontaine ou optiques...) est aujourd’hui devenu tel qu’il n’est plus
consistant avec les approximations usuellement réalisées (traitement quasi-classique et modélisations
simplifiées des séparatrices, traitement non-simultané de ’action de plusieurs champs inertiels et gra-
vitationnels...).

Le présent travail a précisément pour ambition d’aller au-dela de ces approximations, pour fournir
une modélisation des interféromeétres atomiques cohérente avec les objectifs - actuels ou envisagés - de
ces appareils (en particulier dans le cadre des programmes spatiaux en cours d’étude).

Ce mémoire expose le travail effectué dans cet objectif, tant au sujet de I’étude théorique et de
la modélisation des différents éléments constitutifs d’un interféromeétre atomique (source, séparatrices,
zones sombres entre les séparatrices, détection), qu’au sujet de sa modélisation globale a laide de
nouveaux outils de calcul du déphasage (chemins homologues et théoréme des quatre points finaux).

1



2 CHAPITRE 1. INTRODUCTION
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Fi1G. 1.1: Schéma de principe d’un interférométre atomique. L’appareil est constitué de quatre zones
spatio-temporelles distinctes : la zone source, d’otl sont issus les atomes qui vont étre lachés ou
lancés dans U'interférometre ; les séparatrices (miroirs et lames semi-réfléchissantes) servant a diviser,
défléchir et recombiner les paquets d’ondes atomiques dans l'interféromeétre ; les zones sombres entre
les séparatrices; la zone de détection, qui fournit le signal de franges interférométrique (amplitude,
contraste et déphasage). Les atomes associés aux deux bras de cet interférometre (de type Ramsey-
Bordé symétrique) peuvent étre repérés a la fois par leurs états externe et interne. D’autres géométries
(horloges en fontaine, interférometre de Ramsey-Bordé asymétrique) sont détaillées dans la partie
4.2.1.

Le résultat principal de cette étude est ’obtention d’une expression analytique du signal de franges
complet (déphasage, contraste et amplitude) valable pour une trés large variété d’interférometres, et
plus précisément pour :

— tous types de géométries d’interférométre
— tous types de sources atomiques ou moléculaires (thermiques, froides, ultrafroides)

— tous types de séparatrices, spatiales ou temporelles, pour lesquelles I'approximation a deux
ondes est valide (séparatrices temporelles & deux niveaux effectifs, séparatrices spatiales en
régime de Bragg...)

— tous types de champs inertiels et gravitationnels (traités simultanément) dont le potentiel
représentatif est de degré au plus deux en position et impulsion (rotations, accélérations,
gradients d’accélération, ondes gravitationnelles...), les termes d’ordre supérieur étant, par
conséquent, accessibles de facon perturbative

— tout type de détection (le signal de franges est fourni avant et apres processus de détection).

En outre, cette expression rend notamment compte :

— de la structuration dispersive qui a lieu dans les séparatrices (sélectivité en vitesse, multi-
plication des paquets d’ondes en sortie, dispersion anormale et effet Borrmann...)

— de laction simultanée de plusieurs champs inertiels et gravitationnels sur les séparatrices

— des différences de masse effective (terme d’horloge et effets relativistes).

Avant de détailler les trois outils de base de notre modélisation (formalisme ABCD, schéma ttt,
chemins homologues), et de montrer comment obtenir cette expression générale du signal de franges, il
est intéressant de rappeler les étapes historiques clefs de I’étude et de la construction des interférométres
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atomiques. Nous donnerons également quelques informations sur les nombreux domaines d’application
de ces appareils, leur performances actuelles, et les limitations que l'on vise a dépasser dans cette
étude.

1.1 Bref historique de l’interférométrie a ondes de matiére

La possibilité de réaliser des interférométres & ondes de matiére est apparue dans les années 1920,
lorsque de Broglie postula qu’a toute particule matérielle d’impulsion p, on pouvait associer une onde
dont la longueur d’onde est donnée par la relation suivante :

h
ADB = —
p

dite "relation de de Broglie” [1].

Malgré la difficulté de détecter ce caractére ondulatoire de la matiére (les longueurs de De Broglie
atomiques typiques sont en effet inférieures de plusieurs ordres de grandeur aux longueurs d’ondes
optiques), celui-ci fut treés vite démontré expérimentalement, grace aux travaux de Davisson et Germer
[2], Estermann et Stern [3], et Halban [4] portant respectivement sur la diffraction des électrons, des
atomes d’Hélium et des neutrons.

En ce qui concerne les électrons, les premiers interféromeétres furent construits par Marton en
1952 [5], et Mollenstedt en 1955 [6]; ils furent rapidement améliorés grace aux développements de la
microscopie électronique (pour une revue détaillée de ce type d’interférométrie, voir [7, 8] et [9]).

Le premier interféromeétre a neutrons fut, quant & lui, construit en 1962 par Maier et Springer
[10] ; mais le premier véritable signal de franges fut obtenu en 1974 par 1’équipe de Rauch [11], dont
I'interférometre servit de modele & toute une série d’expériences menées a la fin des années 1970 (effet
Sagnac et mesure du déphasage da a la gravité terrestre [12], changement de signe d’un spin 1/2 aprés
rotation spatiale de 27 [13]) et dans les années 1980 (effets Aharonov-Bohm scalaire et Aharonov-
Casher par exemple [14]). Une revue détaillée des interférométres & neutron et de leurs applications
est réalisée dans [15].

Pour les atomes, la chronologie est un peu plus délicate & établir, car on a, pendant longtemps,
réalisé des interféromeétres atomiques sans le savoir. En effet, ce n’est que dans les années 1980 que
I'on s’est rendu compte que certaines expériences de spectroscopie, menées depuis les années 1950
[16] pour divers types d’atomes et de molécules, pouvaient étre interprétées comme de véritables
expériences d’interférométrie atomique. Plus précisément, c’est Bordé, en 1984 [17] et 1989 [18], qui
montra comment la méthode de Ramsey, en spectroscopie optique, conduisait & de vrais interférométres
atomiques, dans lesquels les atomes des différents bras interférométriques devaient étre repérés a la
fois par leur état interne et leur état externe. Les premiers interféromeétres de ce type ont été construits
en 1979 par Berquist et al. [19].

En dehors de cette ré-interprétation des expériences de spectroscopie, les premiers signaux d’inter-
férences atomiques furent détectés en 1965 par Hundhausen et Pauli [20] ; et le premier interférometre
atomique fut construit en 1973 par Sokolov [21]. Ce n’est qu’au milieu des années 1980 que se mani-
festa un réel intérét pour ce type d’interférométrie, lorsque les progres réalisés en physique atomique
(fabrication de nanostructures périodiques) et en optique atomique (refroidissement laser [voir la par-
tie 4.1.1] et séparatrices a ondes laser stationnaires ou progressives) permirent de manipuler de fagon
cohérente des ondes atomiques, recréant ainsi, pour les atomes, tous les composants utilisés en inter-
férométrie lumineuse (miroirs et séparatrices). Il fallut ainsi attendre 1991 pour voir apparaitre les
premiers interféromeétres atomiques utilisant :

— des séparatrices mécaniques (Carnal et Mlynek [22] avec deux fentes, Keith et al. [23] avec
des microstructures matérielles)
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— des séparatrices laser (Riehle et al. [24] avec des transitions & un photon, Kasevich et Chu
[25] avec des transitions Raman stimulées)

— des séparatrices magnétiques (Robert et al. [26] par effet Stern-Gerlach)

Plus tard, en 1995, Rasel et al. [27] et Giltner et al. [28] complétérent le lien entre les deux types
de séparatrices - mécaniques et lumineuses - en réalisant un interféromeétre o la séparation atomique
était obtenue grace a des microstructures lumineuses (transitions Raman dégénérées et régime de
Kapitza-Dirac). Un autre lien fiit mis a jour en 1995, avec la réalisation d’une version temporelle des
séparatrices mécaniques [29] (rebonds d’atomes sur une onde évanescente désaccordée vers le bleu,
jouant ainsi le role de miroir a atomes).

Depuis lors, de nombreux autres interférométres atomiques (ou moléculaires [30, 31, 32, 33]) ont
vu le jour, utilisant divers types de séparatrices et d’atomes (voir la partie 3.2), et poursuivant des
objectifs différents (voir le paragraphe suivant). Pour plus d’informations, nous renvoyons le lecteur
aux derniéres revues couvrant ce sujet : [34, 35, 36, 37, 38, 39].

Les horloges atomiques, utilisées notamment pour définir le Temps Atomique International, existent
depuis les années 1950. Il existe principalement deux types d’horloges basées sur 1’utilisation d’atomes
neutres : les horloges micro-ondes et les horloges optiques. Les premiéres ne nécessitent pas de géométrie
fermée (méthode usuelle d’interrogation de Ramsey a deux séparatrices), contrairement aux horloges
optiques, pour lesquelles 'important recul encaissé par les atomes nécessite de refermer les trajectoires
en sortie.

Comme nous 'avons dit plus haut, le lien avec l'interférométrie atomique a été réalisé dans les
années 1980 par Bordé, qui a montré de fagon explicite comment ré-interpréter ces horloges en termes
d’interféromeétres atomiques. Signalons également l’existence, depuis la fin des années 1980, d’une
nouvelle géométrie plus efficace pour les horloges micro-ondes. Il s’agit de la géométrie en fontaine
[40, 41] - aujourd’hui largement utilisée - que permirent notamment par les progres effectués ces deux
derniéres décennies dans le domaine du refroidissement atomique (voir [42, 43] pour une revue des
différents mécanismes de refroidissement existants, ainsi que la partie 4.1.1).

Ce rapide historique ne serait pas complet sans évoquer les avancées majeures qui ont eu lieu
ces derniéres années concernant le traitement théorique des interférometres atomiques. En fait, peu
d’études théoriques globales existent & ce jour, les trés nombreuses avancées concernant essentiellement
les différents éléments constitutifs d’un interféromeétre atomique, a savoir la source atomique (voir
partie 4.1.1), les séparatrices & atomes (voir chapitre 3 et partie 4.1.2), et les zones dites ”sombres”
entre les séparatrices (voir chapitre 2). Nous ne dirons que quelques mots de ces éléments largement
détaillés dans la suite du mémoire.

Pendant longtemps, les calculs de déphasage interférométrique se sont basés sur un traitement
quasi-classique de ’évolution des atomes, sur une modélisation simplifiée des séparatrices (voir la
partie 3.7 et le paragraphe 4.1.2), et sur un traitement perturbatif de I’action des champs extérieurs
(gravitationnels, inertiels, électromagnétiques...), ces approximations étant justifiées par la faible pré-
cision des interférométres existants. Le cadre théorique communément utilisé était alors celui initié
par Feynman (voir [44, 45, 46, 47, 48] et paragraphe 4.2.1) en termes d’évolution d’ondes planes, ”le
long” des trajectoires classiques suivies par les centres des paquets d’ondes présents dans l'interféro-
metre. Ce formalisme a notamment permis de mettre en évidence l'effet d’un gradient d’accélération
dans un interférometre utilisé comme gravimetre (Wolf & Tourrenc en 1999 [49]) et de calculer 'effet
perturbatif de certains termes d’ordre supérieur [50].

Un autre formalisme, proposé il y a prés de 15 ans par Bordé, est a la source d’améliorations
importantes. Ce formalisme, appelé ” ABCD”, en référence aux matrices du méme nom habituellement
rencontrées en optique Gaussienne, a pour objectif de fournir une description cohérente et unifiée
des divers types d’interféromeétres atomiques et de rendre compte de fagon la plus précise possible de
Paction simultanée de plusieurs champs extérieurs sur 'interféromeétre.

Il est présenté pour la premiére fois en 1990 [51] pour décrire la propagation de paquets d’ondes
atomiques en présence de divers champs gravito-inertiels. S’en suit alors une étude théorique systé-
matique des différentes séparatrices laser (en champ fort avec une modulation de I’amplitude laser
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[30, 52], en présence de gravité [53, 54|, etc.; voir chapitre 3), ainsi qu’une généralisation du calcul du
déphasage interférométrique pour un champ atomique quantifié dans un cadre relativiste [55, 56] (ce
calcul généralise la formule de Linet-Tourrenc [57] & des champs atomiques de spin non-nul). Enfin, en
2001 [58] et 2002 [35], Bordé présente les expressions analytiques du déphasage mesuré en sortie d’un
gradio-gravimeétre et d’un gyrométre atomiques, et dérive, avec Wolf, I’expression quantique du signal
de franges d’une fontaine atomique [35, 59].

Signalons également le récent travail du groupe de Vigué [34] sur I'utilisation d’états de Bloch
pour calculer le déphasage d’interférométres atomiques utilisant des séparatrices & réseaux de phase
ou d’amplitude (permettant entre autres d’aller au-dela du modele en ondes planes qui n’est plus
pertinent pour ce type de séparatrices).

Soulignons par ailleurs les travaux d’Audretsch et Marzlin [60] sur le calcul du déphasage créé par
un nombre arbitraire de séparatrices (avec une modélisation simplifiée de ces derniéres), qui rendent
compte - sous forme de développements - de ’action de plusieurs champs inertiels et gravitationnels
sur l'interférometre.

Enfin, d’autres problémes liés & I'interférométrie atomique ont récemment été étudiés : décohérence
dans les interférometres atomiques dans le groupe de Reynaud [61], et mise en évidence de limitations
importantes dans les mesures d’effets relativistes ténus par des interféromeétres atomiques (Angonin-
Willaime et al. [62]).

1.2 Applications, performances et limitations théoriques

Le domaine d’application des interféromeétres atomiques est extrémement vaste.

En effet, ces derniers étant sensibles aux effets gravitationnels, comme les autres types d’interfé-
rometres a ondes de matiére, ils peuvent étre utilisés comme gravimetres [63] et gradiomeétres [64, 65]
(ce que ne permet pas Uinterférométrie lumineuse), avec des applications immédiates en géodésie, en
géophysique, dans la mesure de la constante de gravitation G [66, 67] et dans le test du principe
d’équivalence [63, 66], etc.

Les interféromeétres atomiques sont également sensibles aux effets inertiels (rotations, accéléra-
tion...), et leur utilisation en tant que gyrometres [68, 69] et accélérometres est 'une des plus promet-
teuses (comme en témoignent les sensibilités actuelles rappelées ci-apres).

Les interféromeétres atomiques présentent par ailleurs de nombreux avantages par rapport aux
interférométres électroniques et neutroniques : outre leur plus grande sensibilité de structure du fait
que les atomes ont une longueur de De Broglie plus faible, ils ne sont pas sensibles aux champs
électromagnétiques parasites (neutralité électrique des atomes) et ne nécessitent pas la présence d’un
systéme complexe de production de la source (contrairement aux neutrons). De plus, les progres
accomplis dans les domaines du piégeage, du refroidissement et de la manipulation d’atomes permettent
de réaliser des interféromeétres atomiques a la fois compacts, trés sensibles et ayant un fort contraste.
Ces trois qualités ouvrent la voie a toutes les applications dédiées a la navigation, qu’elle soit terrestre,
sous-marine ou spatiale.

Bien stir, comme nous ’avons déja souligné, I'utilisation d’atomes dont on peut manipuler les degrés
de liberté - a la fois internes et externes - permet de généraliser les dispositifs usuels de spectroscopie et
de réaliser des mesures de fréquences avec diverses géométries d’interférometre (configuration Ramsey-
Bordé asymétrique par exemple). Cette ré-interprétation en termes d’interféromeétres atomiques des
horloges - micro-ondes ou optiques - fait définitivement tomber les barriéres entre horloges atomiques
et senseurs inertiels : on peut en effet considérer que toute horloge atomique est un senseur inertiel,
et réciproquement. Ainsi, les applications propres aux horloges (références de fréquence, systémes
de positionnement type GPS, synchronisation de réseaux de télécommunication...) peuvent étre vues
commes d’authentiques applications d’interféromeétrie atomique.

D’autre part, le signal de franges interférométrique pourra dépendre - selon le type de géométrie
considéré - du rapport h/mg; (dés qu'il y a dissymétrie en fait), ce qui offre la possibilité de mesurer
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la constante de structure fine avec précision [66] et d'une fagon totalement indépendante des calculs
d’Electrodynamique Quantique .

Enfin, lorsque les deux bras principaux de 'interférométre sont suffisamment espacés, il est possible
d’appliquer une perturbation sur un seul des deux bras, et ainsi d’avoir acceés & diverses propriétés de
physique atomique et moléculaire (polarisabilité électrique [70], indice de réfraction d’un gaz plus ou
moins dense [71, 72, 73] ...).

En ce qui concerne leurs performances, les interféromeétres atomiques actuels (utilisés en tant que
senseurs inertiels ou gravitationnels) ont une sensibilité du méme ordre de grandeur, voire supérieure,
a celle des meilleurs autres senseurs (gyromeétres laser, gravimeétres a coin cube, balances de torsion...),
et leur potentiel de perfectionnement est énorme (en gyrométrie par exemple).

La sensibilité extréme de ces appareils offre la posibilité d’étendre leurs applications & des tests de
physique fondamentale : principe d’équivalence, mesure des paramétres PPN, mesure d’effets ténus de
Relativité Générale (effet Lense-Thirring par exemple), mesure de la variation de « et de ¢, recherche
d’une cinquiéme force, détection d’ondes gravitationnelles...

Néanmoins, comme on 1’a déja dit, les approximations effectuées dans la modélisation de ces in-
terférometres atomiques et dans le calcul de leur signal de franges ne sont plus compatibles avec leur
niveau de performance.

11 est en effet assez simple de constater que les termes négligés par ces approximations (la structu-
ration dispersive des séparatrices et 'action de champs inertiels et gravitationnels d’ordres supérieurs
essentiellement) sont aujourd’hui du méme ordre de grandeur que les sensibilités mesurées ou recher-
chées.

Par exemple, l'effet du gradient de gravité terrestre sur un gyromeétre entraine une correction de
I'ordre de quelques 10719 rad.s™1, ce qui correspond a la précision actuelle des meilleurs gyrométres
atomiques (sensibilité de 6.10710 rad.s~'.Hz=/2 en 2000 [68]). Il en est de méme pour les gradio-
gravimétres, sur lesquels effet des termes croisés du type ”gradient-rotation” conduit & une correction
de I'ordre de quelques 10719 en valeur relative, ie & moins d’un ordre de grandeur de la sensibilité rela-
tive obtenue avec les meilleurs gravimétres atomiques (incertitude absolue égale & 5.10~% en 2001 [66])
et gradiometres atomiques (sensibilité de 4.107% s~2. Hz~/2 en 2002 [65]). Plus contraignante encore,
la présence d’un gradient de gravité dans les expériences de mesure de a conduit & une correction de
quelques 107Y, supérieure & I'incertitude visée (incertitude égale 4 7.10~? dans le groupe de Chu [66]).
Enfin, pour ce qui est des horloges optiques, on prévoit des corrections dues au gradient de gravité
terrestre de I'ordre de quelques 10717 en fréquence relative, ce qui pourrait s’avérer génant dans les
années venir compte tenu de leur perfectionnement attendu (la stabilité en fréquence, qui est actuel-
lement de 4.107 Hz~1/2 [74, 75], est limitée théoriquement par le bruit de projection quantique a
10718 H271/2),

Eut égard aux objectifs annoncés, ces limitations séveéres révelent la nécessité de disposer aujour-
d’hui d’une expression du signal de franges tenant compte de 'effet simultané de plusieurs rotations,
accélérations et gradients d’accélération, qui soit en outre analytique, afin de permettre d’atteindre de
fagon perturbative 'effet de termes d’ordre supérieur, comme les gradients de gradients d’accélération
(ce qui est nécessaire pour les projets spatiaux du type HYPER [76, 62] ou pour les mesures de la
constante de gravitation G [66, 67]).

Il est également fondamental de pouvoir disposer d’'une modélisation pertinente des séparatrices
atomiques prenant en compte les propriétés dispersives particuliéres de ces éléments.

On peut en effet montrer que, sous certaines conditions, le déphasage en sortie d’un interférométre
atomique peut étre modifié par la structuration particuliére des paquets d’ondes atomiques ayant lieu
dans les séparatrices laser. L’effet Borrmann atomique entraine, par exemple, des corrections de 'ordre

IGrace a la relation :

2 2Roo mp Mat h
o =
C Me Mp Mat

ou les trois premiers rapports du membre de droite sont connus & mieux que 1072,
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de 7/T dans le déphasage de sortie d’un gyromeétre atomique, ot 7" est le temps de vol interférométrique
total et ou 7 est le temps que met un atome pour traverser ’onde laser (voir partie 5.2.2).

Pour toutes ces raisons, il importe aujourd’hui d’aller au-dela des approximations communément
utilisées dans la modélisation des interféromeétres atomiques, et d’obtenir une expression du signal de
franges rendant compte de tous les effets listés ci-dessus. C’est dans cette perspective que s’inscrit la
présente étude.

1.3 Plan du mémoire

Le présent mémoire comporte des développements théoriques et d’autres parties plus pratiques
(modélisations).

En ce qui concerne la modélisation des interférométres atomiques, 'objectif est de fournir une
expression analytique du signal de franges la plus générale et compléte possible, et d’utilisation la
plus commode pour le lecteur. C’est pourquoi un chapitre entier est dédié & la méthode pratique de
modélisation. En outre, des rappels sont régulierement effectués au fil du texte pour en simplifier la
compréhension, de sorte a faciliter, dans la mesure du possible, une éventuelle lecture autonome de
chaque chapitre du mémoire.

En ce qui concerne les aspects plus théoriques, 'objectif est non seulement d’approfondir et de
généraliser les deux outils de base de I'étude (formalisme ABCD et schéma ttt), mais également de
développer de nouveaux outils théoriques, concernant aussi bien la propagation d’ondes matérielles
dans des champs inertiels et gravitationnels quelconques (par la théorie des opérateurs intégrales
premiéres), que ’étude des séparatrices laser en présence de certains de ces champs (schéma ttt géné-
ralisé, méthode des états adiabatiques successifs, méthode de ’élimination opératorielle, modélisation
ttt champs forts, effet Borrmann généralisé...), ou encore la mise en évidence d’invariants symplec-
tiques utiles a I'interprétation et a la simplification de ’expression des déphasages (théoréme des quatre
points finaux).

De facon plus précise, le chapitre 2 commence par définir le cadre théorique - et plus particuliére-
ment I’Hamiltonien H.,; - qui sera utilisé dans les chapitres suivants pour ’étude des séparatrices laser
et des interférometres atomiques. Il détaille ensuite le formalisme ABCD (définition et propriétés des
matrices ABCD, intérét et application du théoréme ABCD), qui traite principalement de 1’évolution
de paquets d’ondes atomiques en présence des divers champs inertiels et gravitationnels représentés
par Hey:. Il présente enfin une nouvelle méthode de résolution de ’équation de Schrédinger pour tout
Hamiltonien (dépendant ou non du temps), fondée sur la théorie des opérateurs intégrales premiéres,
et montre comment cette méthode peut généraliser ’approche ABCD & tous types d’Hamiltonien.

Le chapitre 3 est consacré a I'étude et a la modélisation des séparatrices atomiques, et plus parti-
culierement des séparatrices & ondes laser progressives. Il commence par rappeler le cadre d’étude du
probléme, en précisant les approximations et limitations considérées. Il montre ensuite comment sim-
plifier ’équation obtenue (passage dans la représentation d’interaction, passage(s) dans le référentiel
tournant, approximations de certains termes non pertinents), avant de détailler différentes méthodes
de résolution de cette derniére. Le schéma ttt généralisé est alors exposé en détail dans la partie 3.5.
Il montre comment décrire, de facon rigoureuse, l'interaction atome-laser - en présence des champs
inertiels et gravitationnels décrits au chapitre 2 - sous forme d’une interaction instantanée équiva-
lente (matrice S). L’étude du cas libre (ie sans champ inertiel, ni gravitationnel) est ensuite détaillée,
d’abord pour un paquet d’ondes atomique incident & trés faible largeur en impulsion, puis pour un
paquet d’ondes quelconque. Une modélisation réaliste de ’effet Borrmann et de la structuration dis-
persive des séparatrices est proposée dans ce cas libre, mais également dans le cas plus général ot I'on
tient compte de I'action des champs inertiels et gravitationnels pendant 'interaction laser.

Le chapitre 4 aborde la modélisation des interféromeétres atomiques. Il commence par donner une
description unifiée des diverses sources atomiques utilisées aujourd’hui, puis rappelle ’expression des
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modélisations établies précédemment (séparatrices et zones sombres), avant de calculer 1'effet des pro-
cessus de détection. Il introduit ensuite deux outils importants : le concept de chemins homologues
et le théoréme des quatre points finaux, qui permettent d’exprimer le déphasage en sortie d’un inter-
féromeétre atomique sous une forme analytique trés compacte. Le signal de franges complet est alors
calculé explicitement pour deux modélisations des séparatrices, notamment celle réalisée au chapitre
3; et les différents résultats ainsi obtenus sont ensuite comparés.

Le chapitre 5 expose la méthode pratique d’utilisation de cette modélisation générale des inter-
férometres atomiques. Celle-ci est ensuite détaillée dans le cas des interférométres de Ramsey-Bordé
symétriques (géométrie Mach-Zehnder), tout d’abord selon 1'une des modélisations simplifiées des sé-
paratrices (infiniment fine ou ttt champ faible), puis selon les modélisations ttt champs forts établies au
chapitre 3. Les corrections d’ordre supérieur (termes croisés du type gradient d’accélération - rotation)
et l'effet Borrmann généralisé sont alors obtenus de fagon explicite, puis commentés.



Chapitre 2

Formalisme ABCD et extensions

Ce chapitre traite de ’évolution des paquets d’ondes atomiques en présence de champs inertiels et
gravitationnels. Il a essentiellement pour but de :

1.

définir précisément le cadre théorique - et plus particulierement I’Hamiltonien - qui sera utilisé
dans les chapitres suivants (pour I’étude des séparatrices laser et des interférométres atomiques),

. passer en revue et approfondir le formalisme ” ABCD” introduit récemment en optique atomique

(définition et propriétés des matrices ABCD, intérét et application du théoréme ABCD...),

. proposer une méthode générale de résolution de I’équation de Schrodinger pour tout Hamiltonien

(dépendant ou non du temps), en s’appuyant sur la théorie des opérateurs intégrales premiéres
(et montrer comment elle généralise ’approche ABCD pour connaitre 1’évolution de paquets
d’ondes atomiques dans un potentiel extérieur quelconque),

. faire le lien avec le formalisme d’opérateurs création-annihilation introduit dans [51], et en donner

une nouvelle perspective,

. enfin, introduire et détailler plusieurs concepts également trés importants pour la suite de I’étude

(fonction génératrice, invariant symplectique...).
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2.1 Hamiltonien considéré

2.1.1 Origine et approximations

Bien qu’il n’existe pas, a ce jour, de théorie totalement consistante avec la Relativité Générale et la
Théorie Quantique Relativiste des Champs, il est cependant possible de décrire l'effet - sur des atomes
- des champs inertiels et gravitationnels usuels dans un cadre qui tient compte a la fois de la Relativité
Générale et de la seconde quantification du champ atomique. Parmi les différentes approches connues,
une méthode a été plus particulierement étudiée par Bordé dans les années 90 [58, 77, 78]. Elle revient,
par exemple, & considérer les équations de champ usuelles (pour un spin donné) dans un espace-temps
courbe, dont le tenseur métrique g,, rend compte de la gravitation. Les atomes apparaissent alors
comme les quanta d’un champ matériel, dont la masse et le spin sont définis respectivement & partir
de leur niveau d’énergie interne et de leur moment angulaire total. Selon la valeur du spin atomique,
on est ainsi amené a utiliser les équations de Klein-Gordon, Dirac, Proca...

L’étude de I’équation de Dirac - couplée & des champs gravitationnels faibles et & des champs
électromagnétiques - a déja été réalisée dans le cadre de l'interférométrie atomique [77, 78], afin de
mettre en évidence les différentes contributions possibles au déphasage final, et en particulier les termes
dépendant du spin. Néanmoins, cette approche néglige de nombreux autres effets qui peuvent étre tres
importants en interférométrie atomique [58], comme la structure et I’évolution particuliere des paquets
d’ondes atomiques, la trajectoire réelle de leur centre (trajectoires perturbées), l'effet structurant des
séparatrices...

Par conséquent, afin d’obtenir un cadre de travail qui nous permette de traiter le maximum de ces
effets, nous ne tiendrons pas compte du spin des atomes, et nous considérerons simplement 1’équation
de Klein-Gordon pour un champ atomique scalaire [58, 79] :

m2c?

hZ

[D+ }cp:() (2.1)

Celui-ci sera couplé aux champs inertiels et gravitationnels par I'intermédiaire du d’Alembertien
] exprimé en fonction du tenseur métrique :

Do = 9"V, Ve = (—g) /%0, [(*g)l/ 29",
ou g := det (g )-

A ce stade, il nous faut définir ce que I'on entend par les ”g,,”.
Dans cette étude, nous allons en fait nous placer en champ faible, ie que nous admettons qu’il
existe un systéme de coordonnées dans lequel le tenseur métrique s’écrit sous la forme :

Guv = 77#11 + h;w avec |hu1/‘ <1

avec la métrique Minkowskienne :

77#1/ : -1
-1
Deux raisons principales nous conduisent & ce choix :

— premiérement, le fait de considérer des g,, quelconques souleve de nombreux problémes
conceptuels (voir [58, 78]), alors qu’un traitement au premier ordre permet de les éviter,
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— deuxiémement, on peut rendre compte de tous les effets inertiels et gravitationnels connus
en optique atomique grace a un tel tenseur métrique (voir paragraphe suivant).

Finalement, I’équation de Klein-Gordon précédente devient :

[auau + mh—] 0+ 1 (0h) o — 8™ B, = 0 (2.2)

avec :
h=h*, =0, b

Contrairement & une idée regue, le passage de cette équation a une équation du type ”Schrodinger”
ne repose pas sur une approximation non-relativiste, mais sur une approximation de phase et
d’amplitude lentement variables.

Dans le cas d’une telle approximation en effet, le champ scalaire ¢ est quasi-monochromatique
(énergie Fy constante, amplitude ¢ (t) variant peu avec le temps) et s’écrit :

Eo,

Ly

=€
On obtient alors :

0%p 9%y, By 2iE 9y ,ighlt_gg _ 2By 0y | E§

9z o © noot Y= o T ?

qui conduit & ’équation :

ih%:<@ m2c4> _h2c2 9 h2c?

Al il == 9,h"9,
ot 2 ' 2E, 25y Y P ag, e
ou il faut appliquer la régle : 9, — —iEy/h pour le dernier terme.

Finalement, en représentation impulsion, on obtient I’équation de Schridinger suivante :

-3 O 2.4 2 . 2
ih% = (B + 2 ) o — pine + smpuh Py (2.3)

(ou la régle précédente devient pg — Ep/c).

Cette équation est valable pour des particules de masse quelconque, en particulier pour des par-
ticules non-massives (m = 0), dont la vitesse est égale a la vitesse de la lumiére c. Le passage de
2.2 & 2.3 ne correspond donc pas a une approximation non-relativiste, qui consisterait & développer
les solutions des équations précédentes en puissances de vge/c (ol vge est de Pordre de grandeur des

vitesses atomiques typiques considérées) et a ne conserver que les termes d’ordre au plus deux !.

Pour retrouver I’équation non-relativiste habituelle [57, 77] :

. -2 v
ihgs = [mc2 + o +pu%pu] v (2:4)

il faut alors choisir comme énergie au repos ’energie de masse :

Ey = mc? (2.5)

' A ne pas confondre évidemment avec le fait de traiter h,, au premier ordre
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Approximation parabolique :

On peut voir en fait que ce choix Fy = mc? revient & approximer localement la courbe de dispersion
usuelle :

pr— E(p) = vVm?c! + p*c?

qui est une hyperbole, par une parabole tangente en p = 0 (voir figure 2.1) :

F1G. 2.1: Diagrammes d’énergie-impulsion pour particules massives et non-massives (en trait pointillé).
Approximation non-relativiste (en trait plein).

Néanmoins, cette approximation n’est pertinente que pour des vitesses atomiques proches de zéro.
Deés que 'on considére des atomes en mouvement (d’impulsion moyenne py), il semble plus avantageux
d’approximer localement cette courbe de dispersion hyperbolique par une courbe tangente au point
(o, E (po))-

On peut ainsi développer E (p) en puissances de (p — po) /mc, mais cela conduit & un terme linéaire
en p qui change beaucoup la physique dans I’équation de Schrodinger obtenue. Un autre choix, introduit
récemment par Bordé dans [79)], est de développer E (p) en puissances de (p? — pg) /m?c? :

2 2 2 2
_ 2.4 4 2.2 b~ — Do ~ 24,22, L P
Elp) = ymiet+ poc ( 1+mzc2+pg> A AR Wy
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et ainsi d’approximer la courbe de dispersion précédente par une parabole tangente au point (pg, Ep := F (pg))
(voir figure 2.2) :

.20 — -2 v
ihSE = |mc? + £ +pu%p,,} © (2.6)

avec :

* .= Ey/c? t m=—+— =
m o/c e m 202+2E0 5

(2.7)

Ey m*c® m* m?
m*2

Cette approximation, qui résulte d’une “parabolisation” de I’équation hyperbolique F (p) = \/m?2c* + p?c?,
sera appelée par la suite “approximation parabolique”.

2 2
N p%w[m2c4+p02c2 +%7€ p;) -
«/m +p, /c \
E(p)

F1G. 2.2: Diagrammes d’énergie-impulsion pour particules massives et non-massives (en trait poin-
tille). Comparaison entre I’approximation non-relativiste habituelle (parabole centrée en p = 0), et le
développement autour de py proposé par Bordé [79] (parabole centrée en py).

Signalons que ce choix permet d’obtenir une équation valable pour des particules massives et non-
massives? (par exemple, pour une onde lumineuse monochromatique, on a : m = 0 et Fy := iw). On
dispose donc d’une approche unificatrice de ’évolution des ondes a la fois matérielles et lumineuses
(aux propriétés dispersives prés, pour la lumieére).

L’équation obtenue ne repose donc pas sur une approximation non-relativiste, mais simplement sur
une approzimation de faible vitesse au voisinage de la vitesse pp/m. En ce sens, ’équation précédente
2.6 reste bien relativiste dans un petit intervalle de vitesse autour de py/m.

?En effet, bien que les courbes p — E (p) = v/m2ct 4 p2c2 (pour les atomes) et hk — E,, (hk) = hw = lik.c (pour la
lumiéere) soient trés différentes autour de la valeur p = hk = 0, elles tendent vers le méme comportement lorsque p = hk
augmente. L’approximation de ces courbes de dispersion par la parabole précédente sera donc d’autant meilleure que
p = hk sera grand.
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Par la suite nous considérerons seulement les ondes matérielles, pour lesquelles nous prendrons
I’équation non-relativiste habituelle (sauf mention contraire et explicite de cette approximation para-
bolique, ie de la présence des deux masses effectives m* et m).

2.1.2 Hamiltonien au plus quadratique

L’équation de Schrodinger abtenue précédemment

-2 hv

I P
h— — 2, 2 i
’ ot mes 2m +p“2mpy 14
avec :
hHY mc? T = T)?T)
Pusm Py = 5-hoo —ch . P+ 5 (2.8)
ou :

W= {0 et = {h)

fait apparaitre des termes linéaires et quadratiques en impulsion. Chacun des termes de h*" a une
origine physique particuliére, et peut dépendre du temps et du vecteur position 7. Donnons en
quelques exemples.

Le terme

2
"= hoo

qui ne dépend pas de P, a pour origine, par exemple :
— Paction d’un potentiel du type Newtonien :

2
hoo = ?U (7,1)

Par exemple dans le cas d’un champ gravitationnel planétaire, on obtient :
2

m
FTT 0.7~ (2.9)
ou l'on reconnait la gravité usuelle g et la "matrice gradient de gravité” fy> On peut
également voir ces termes comme résultant de 'action d’un champ d’accélération (avec
un gradient d’accélération), ou encore comme 'effet d’un tenseur de courbure Ro;o;7"77.

— Deffet d’ondes gravitationnelles en jauge de Fermi :

2
mc m =F
Th&:*ET.’Y (t)T‘

avec

2
F w =
7)) = Y hp cos (wow t+9)
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Le terme linéaire

I

—cP.

peut, quant a lui, rendre compte des rotations, quelle qu’en soit 'origine :

— référentiel en rotation (artificielle, terrestre...) :

()= (t) x T /e (2.10)
— effet Lense-Thirring :
1 Glwr-3(w. 7
mzi('VPPN"i_l"i_al/Zl)? T5( ) (2.11)

ou G est la constante de gravitation, I le moment angulaire du corps en rotation et @
son vecteur rotation, et ol vppy et a; sont les parametres post-post-Newtonien usuels
(vppy =1 et a1 = 0 en Relativité Générale).

Cet effet relativiste - dit gravito-magnétique - est di a la modification de la métrique
locale & proximité de corps massifs en rotation, et se traduit entre autres par 1’apparition -
locale - d’un vecteur de rotation effectif Qz;

Le mot ”gravito-magnétisme” fait alors référence au fait que les lignes de champ de
QL (t) ont la méme structure que celles du champ magnétique créé par un dipole. Plusieurs
expériences tentent actuellement de mesurer 'effet Lense-Thirring da & la rotation terrestre
(Gravity Probe B par exemple), et un projet spatial de détection par interférométrie ato-
mique est également en cours (voir [76]).

Enfin, le terme quadratique en impulsion

=
7. h.T /2m

rend essentiellement compte de I'action d’ondes gravitationnelles en jauge d’Einstein :

=

I (t) =hp . cos (waw t+ 6) (2.12)

Lorsque 'on tient compte du spin des atomes, de nombreux autres termes sont présents
dans p:,i%p,, [58]. Citons entre autres Ueffet De Sitter (geodetic precession) qui fait inter-

venir h et qui se traduit par une précession du spin atomique (effet gravito-magnétique
analogue a celui de Lense-Thirring).
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Si 'on considére que leffet des gradients de gradients (d’accélération ou de gravité) est sufi-
samment faible par rapport aux autres effets listés ci-dessus, on peut alors restreindre les termes de
pu%p,, a ceux qui sont au plus quadratiques en position (ie en le vecteur 7). On obtient finalement
que la plupart des effets inertiels et gravitationnels usuels peuvent étre décrits grace & un Hamiltonien
extérieur au plus quadratique en impulsion et en position. De plus, du fait que notre calcul du dépha-
sage interférométrique est exact pour tous les termes de cet Hamiltonien, nous pourrons quand méme
avoir acces a l'effet de termes d’ordre supérieur de fagon perturbative (pour les gradients de gradients
par exemple).

L’Hamiltonien typique que 'on doit considérer s’écrit par conséquent :

7.

N
—_
+
=4

=
<

Hop = mc® + — 7. (ﬁ(t)x?)—m?(t).?— P57 (2.13)

= = . . .
oll h et v sont ici des matrices 3 x 3.

En fait, nous allons nous placer dans un cas encore plus général en considérant tous les termes
possibles d’'un Hamiltonien au plus quadratique en position et impulsion :

=
Hepp = ZE2OT 9 G (). -2 7.5 (). 7 —-mg (). 7 +F ()7 (2.14)
. . = 7 > — N
ie avec des coefficients «, 3, v, f et g
. . . > 7 =
— exprimés avec des matrices 3 X 3 non-diagonales (pour a, [ et ),

— et dépendant du temps.

Remarquons que le champ d’action de cet Hamiltonien ne se limite pas aux seuls effets inertiels et
gravitationnels. Il peut en effet rendre compte de tout potentiel pouvant s’écrire sous la forme d’un
développement au plus quadratique en 7, en particulier de tout potentiel piégeant (du type de ceux
utilisés dans les horloges atomiques qui conduisent & l'effet Lamb-Dicke) 3. De plus, bien que nous
n’envisagions par la suite que des atomes neutres, les résultats que l'on obtiendra & partir d’un tel
Hamiltonien seront également valables pour tout potentiel électromagnétique pouvant s’écrire sous la
forme d’un développement au plus quadratique en 7 et P (champs électriques ou champs magnétiques
uniformes par exemple).

3L Hamiltonien que I'on considére permet de traiter également les oscillateurs harmoniques amortis (généralisés et a
3 dimensions).
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2.2 Matrices ABCD

2.2.1 Origine et définition

Historiquement, les matrices ABCD ont été introduites en optique atomique pour rendre compte
- par analogie avec les méthodes utilisées en optique Gaussienne - de ’évolution de paquets d’ondes
atomiques Hermito-Gaussiens (pour une comparaison des deux méthodes, voir [51]).

La justification d’une telle approche est triple. Premiérement, parce qu’il est intéressant d’obtenir
une méthode, aussi puissante que la méthode ABCD en optique, permettant de décrire 1’évolution
des ondes atomiques sous forme d’une matrice de transfert. Ensuite, parce qu’a 'approximation pa-
raxiale, ’équation de propagation d’un mode laser est analogue & une équation de Schrédinger & deux
dimensions, et que ’on peut donc transposer directement de nombreux résultats d’optique Gaussienne
[51]. Et enfin, parce que I'on sait - grace au théoréme d’Ehrenfest - que le centre (77, p.) d'un paquet
d’ondes atomique soumis a un tel Hamiltonien H.,; (au plus quadratique en position et impulsion)
évolue de fagon classique selon une loi linéaire du type ABCD :

7)) _( Altto) Bltito) \ (T2 (to) < (t.1o)
< pe (t) ) B < C(t.to) D(t o) )( pe (to) ) " ( @ (t,to) )
ou A,B,C et D sont des matrices 3 x 3.

On peut alors se demander :

1. com_)ment les ”coefficients” A, B, C, D, ? et E) s’expriment en fonction des parameétres «, [,
Y f et ? de Hezta

2. comment évoluent les autres caractéristiques du paquet d’ondes atomique (largeurs en position
et impulsion par exemple).

Nous examinerons dans la partie suivante comment le théoréeme ABCD répond & la seconde ques-
tion. En particulier, nous verrons que les largeurs en position et en impulsion obéissent également
a une loi linéaire du type ABCD, et plus précisément que cette loi est la méme que celle qui régit
I’évolution des données centrales 7¢ et Pg.

Quant & la premieére question, il suffit de résoudre les équations classiques du mouvement pour
I’'Hamiltonien :

o.B(t). D
Ho= ZBOTP oy 5 -

m_, —= > — 7 —
5 27’.’y(t).7’ myg (). 7T+ f(t).p

Les équations de Hamilton pour cet Hamiltonien s’écrivent alors sous la forme :

‘C% =T (t)x+ () (2.15)

a ’aide du bi-vecteur :

v=(5m)

et avec :
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T(t) = ( 353 ggg > (2.16)
mo:<§8> (2.17)

Un tel Hamiltonien au plus quadratique conduit donc a des équations de Hamilton linéaires, dont
la solution s’écrit :

we = (G Pl )+ ( ST ) (218)

avec :

o= (88 5) (o8 ) )] o

et ol on a utilisé 'opérateur 7 de Dyson (voir appendice A), et :

?(tvtﬂ) .t / / /
( 3 (10 ) = Ji M@ ) d (220

— —
Lorsque 'on a &, on obtient directement ¢ par la relation :
—
— _ dé& -  —
¢ =p 1<W015 f)
Les matrices ABC D sont donc définies comme les coefficients linéaires de la solution des équations

de Hamilton pour ce Heqt (7, D', t) [51, 58, 80, 81, 35].

Il convient de souligner d’une part que les r@triceg} ABCD ne dépendent que des termes quadra-
tiques Heyt (77, P, t) - alors que les vecteurs & et ¢ dépendent de tous les parametres de Heyy -
d’autre part que tous ces termes sont obtenus de fagon classique (et non quantique).

2.2.2 Propriétés des matrices ABCD

Les matrices ABCD possédent de nombreuses propriétés trés intéressantes, dont la plupart dé-
coulent de la structure symplectique de la mécanique Hamiltonienne. Certaines de ces propriétés sont
détaillées dans 'appendice B, et nous ne rappelons ici que les principales.

— Propriété d’évolution :

A =aA+BC
B =aB+§D (2.21)
C =~vA+aC
D =~vB+aD
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— Propriétés de symétrie :

AC ,CD , DB , BA

Y

DB-' | B7'A , AC~' , C-'D

AD et AD| , |BC et BC
— Propriétés d’unitarité :
AD-CB=1
AD-BC =1

— Matrice inverse :

— Propriétés de groupe :

les familles de matrices suivantes sont symétriques :

d’ou :
<A<t,to) B(t.t) ) :< D(to.t) B (to,1) )
C(tto) Dt o) —C (to,t)  Alto,t)
M () M (¥ 1) = M(t, to)

d’otu :
At ) A to) + B(t,).C (¥, to) = A(t, to)
At,t).B (', to) + B (t,t').D(t',to) = B(t,to)
C (). A, to) + D (t,t).C (¢, t0) = C (¢, t0)
C(t,t).B(,to) + D (t,t') .D (¢, t0) = D (¢, to)

— Nullité de C :

vy=0 & C=0

19

(2.22)

(2.23)

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)
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2.2.3 Exemples et cas particuliers

— Cas libre :

Dans ce cas, ’'Hamitonien H,; précédent s’écrit simplement :

—2
p
He:rt =

[\~

m

d’ou :

%) ) (2.28)

moo=(3 )] e (§)(

et la solution des équations du mouvement s’écrit :

T (t) = T (to) + (t—to)

7 () = T ()

— Gravité - ou accélération - simple :

Dans ce cas Hoyy s’écrit :

d’ou :

(1 t—t €N ([ hTW).t—t)a
M(t,to)_<0 10> ot <$>_< S ar ) (2.29)

ou encore, lorsque g est indépendant du temps :

( g ) -( T )

— Gradient de gravité ou d’accélération, potentiel harmonique :

7
- ., =
Hext:— .

Y. r

m
2

[\

m

d’ou (pour « indépendant du temps) :
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[ At,to) B(tto) \ _ cosh [y1/2 (t — to) 12 sinh [y1/2 (t — to)
M (t,t0) = < C(t . D(t X ) - < A1/2 sinE1 [+1/2 (tot]o)] cosh [’71L2 (t—to)]o | ) (2.30)

ol les sinus et cosinus hyperboliques sont définis par :

1/2 i T
cosh [?/ T] ::Z?y> -

|

1=0 (22>

L [=172 i T
sinh [’y T} = 2 ot m

Lorsqu’il y a un_‘germg> de gravité simple ¢ en plus, les matrices ABC'D précédentes sont inchangées
mais les vecteurs £ et ¢ deviennent :

€\ (v (cosh (Y2 (t—te)] —1) T
( ¢ ) B < 2 sinh [y2 (1~ to)] 7 ) (2:31)

— Rotation :

o= -2®n o e (2.32)

ou O (t) = (Q (), 2y (t), 2 (2)) est le vecteur de rotation instantanée (dépendant du temps).

On a ainsi la relation suivante entre o et €2 :

=—-Qxw pour tout vecteur w

A(t,t B (t,t R (t,t t—1tg) R(L,t
< (t.t0) B 0)>_< o) (¢- )R 0)> (239

ou :

Rtto) =T (eft'i) () (2.34)
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est la matrice de rotation associée a € ().

Lorsque ) est constant, on peut exprimer R (¢,tg) de facon simple avec des cosinus _e:c sinus (voir
formule A.13 de I'appendice A). Par exemple, pour une rotation suivant ’axe z, ie pour = (0,0, 2),
on obtient simplement :

cos[Q(t —to)] sin[Q(t—1to)] O
R (t,to) = —sin[Q(t—to)] cos[Q2(t—1to)] O
0 0 1

— Hamiltonien indépendant du temps

Les expressions précédentes donnant 2.19 et 2.20 sont valides pour un Hamiltonien H.,; dépendant
du temps (et au plus quadratique en position et impulsion). Cependant, dans beaucoup d’expériences
d’interférométrie atomique, 'action des champs inertiels et gravitationnels sur les atomes peut étre
modélisée par & un Hamiltonien indépendant du temps.

Cest le cas, par exemple, des interférométres atomiques posés sur le sol dans le but de mesurer les
effets gravitationnel et inertiels terrestres (gyromeétres du SYRTE a Paris [69], du IOQ a Hannovre [82]
et celui du groupe de Kasevich a Yale [68]; gravimétres du SYRTE [83], du LENS a Florence [67] et
du groupe de Chu a Stanford [66] ; gradiometre de Kasevich a Yale [65] ...) ou de s’en passer (horloges
atomiques non-embarquées...). En effet, dans le référentiel lié a la terre - ie dans le référentiel usuel du
laboratoire, ou encore dans celui ou les faisceaux laser sont au repos (ce sont d’ailleurs les lasers qui
définissent en fait ce référentiel) - les champs inertiels et gravitationnels terrestres sont indépendants
du temps (en premiére approximation bien sar).

—

Lorsque H.y est indépendant du temps, les matrices ABCD (et ?, ¢ ) s’écrivent alors simple-

ment :

A(tat) B(tat) (t—1o
<C’(tt0 D(t X >:er( ) (2.35)

z(tvt()) — 1 (I (t—t0) 7)
( ¢(t,to)> re 1)<?’> (230

en fonction de 'exponentielle de la matrice I :

r— < a 1 )
S ae’

L’inconvénient de ces solutions exactes est qu’elles s’expriment & I’aide de ’exponentielle d’une
matrice 6 X 6 peu commode & manipuler. Il est donc intéressant d’examiner s’il est possible de calculer
explicitement les différents termes des matrices ABCD. C’est le cas pour la matrice I', la théorie des
matrices permettant précisément de montrer comment transformer I’exponentielle d’une matrice 6 x 6
en une matrice 6 X 6 d’exponentielles. La méthode est détaillée dans I'appendice D, ou I'expression
des éléments de matrices est fournie.

Souvent, seuls les premiers termes du développement de ces matrices ABC D sont pertinents dans
les calculs de déphasage. Dans ce cas, il n’est pas nécessaire de considérer les solutions analytiques
de 'appendice D. 11 suffit juste de développer 1’exponentielle en puissances de I'. (¢ — tg), et de ne
conserver que les puissances voulues de 3, a. (t — tg) et . (t — t0)2. Un tel développement de Taylor
est donné dans I'appendice C.
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— Ondes gravitationnelles

L’expression des éléments de h,, dans le cas des ondes gravitationnelles dépend fortement du choix
du systéme de coordonnées.

Ainsi, dans le systéme de coordonnées d’Einstein, on obtient :

B (£) =hp .cos(waw t+6) et T ()=0

ol waw est la fréquence des ondes gravitationnelles.

=
Des formules précédentes, on déduit alors - au premier ordre en hg [79) :

At tg) =1
B(t,tg) =t —to + W—ZE— [sin (wew t + @) — sin (wew to + )]
C(t, tg) =0
D (t,tp) =1

Dans l'autre systéme de coordonnées usuel - celui de Fermi - on obtient par ailleurs :

= 2 =
Bt =1 et 5 (t) = “’GQW hr cos (wew ¢+ ¢)

qui conduit & :
=

At tg)=1— ﬂﬂg’—h:;l sin (waw to + @) . (t — to) — 2. [cos (waw t+ @) — cos (waw to + B)]

B(t,to) = (t —to). |1 - % [cos (wew t + @) + cos (waw to + ¢)]

= =

+ g [sin (wew ¢+ ¢) — sin (wew to + @)] + P50 [cos (waw ¢ + @) — cos (waw to + )]
C (t,to) = 2£§W. [sin (wgw t + @) — sin (waw to + ¢)]

| D (t,to) = 1 + “SWRE gin (wow t+ @) . (t — to) + 2E. [cos (wew t + @) — cos (waw to + B)]

=
au premier ordre en hp.

2.2.4 Action et fonction principale de Hamilton

Les matrices ABC D peuvent étre obtenues de mutiples fagons, chacune d’elles correspondant & une
approche différente de la mécanique classique. Ainsi, nous venons de voir comment, les obtenir grace aux
équations de Hamilton, mais on peut également les obtenir en résolvant ’équation de Hamilton-Jacobi
[58] :

84S + Heony (? VS, t) =0 (2.37)
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Cette équation permet en effet d’avoir acces a la fonction principale de Hamilton [84] :

S(7,t, )

qui vérifie :

S + Hewr (T, VS, 1) =0
OS — Hopy (?”, VS, t') —0

et qui fait intervenir les matrices ABCD. Cette fonction particuliére - plus connue sous le nom d’action
fonction des coordonnées [85, 86| - se révelera d'une grande utilité dans la prochaine partie (théoréme
ABCD).

Le lien avec les matrices ABCD est simple. Lorsque ’'Hamiltonien Hey: est au plus quadratique en
position et impulsion, cette fonction S (7,¢, 7/,t’) est également au plus quadratique en 7 et 7.
En réécrivant alors les équations du mouvement :

T=VrS e P'=-VmS

sous la forme 7 (7, ) = fonction (7', P"')”, on fait apparaitre trois coefficients matriciels qu’on

note A, B et D, et que I'on compléte en définissant une matrice C', vérifiant la relation d’unitarité :
C:=DB'A—- Bl
Finalement, pour ’'Hamiltonien que I'on considére, on obtient :

Yy Y

S(T Tt = B|r—ODBr—-20 -8B\ +r'B A
(2.38)

+me (r — &) + 2 [ dt" (B + EvE + 2g€)

ol on a supprimé les fleches sur les vecteurs pour une meilleure lisibilité.

Comme on I’'a déja dit, cette fonction principale de Hamilton est égale a 1’action fonction de ses
coordonnées, et il en résulte un lien trés fort entre 1’action classique S, et cette fonction
S(7,t, 7't

Scl (t, tO) = Scl (ta t07 T—(])a ]TO) = S( @ (ta mv mv tO) atv mv tO) (239)

ou 74 (t, 7¢, Pg, to) est le vecteur position évolué classiquement de ¢y a ¢ (en partant de (7q, pg) a to) :
—
Tl (¢, 70, Do to) = A (t,t0) To + B (t,t0) Po/m + &£ (¢, to)

On obtient par conséquent l'expression de 'action classique pour un tel Hamiltonien Hey: :

% [rg AC 1o+ 1 BD 2 4-2r) CB 2]
Sel (ta tO) = (240)
+me (Arg + BE) + 2 [0 dt' (pB¢ + 7€ + 29€)
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On peut alors écrire cette action classique sous une forme différente en faisant apparaitre les deux

points finaux :
, P (£, 70, D3, to))

~—

(76,p5) et (77, p1) == (7 (t, 75, Po, to

En effet, on montre facilement que :
~ N N ]T(f — ZTf - — —
7o AC 0+—BD—+2 CB =77. T’Q.E*fl.ﬁfébl-rl‘F 1-®1

avec la notation :
— — —
£ = € (t,to) et 1= ¢ (L, to)

d’ou :
Sa (t,to) /m = %<ﬁ%‘mﬁo> <-1>r—1> g%)
1 ! - —
+5 [/t dt' (¢80 + £7€ +29€) — &1 1}

Mais on peut aussi montrer que :

t t
/t 0t (BB + ExE + 296) — &7 = /t at' (g€ — )

car :

2 (€.8)) = 066 + &€ + g6 + 16

Par conséquent, on obtient ’expression suivante pour S (t,to) /

7 BR - - By t — — —
Set(tt0) fm = 77 B — g B 4 1507 — 16 B4 L [t ar (g (). € @) - T (). 9 (1))

(2.41)

qui se révelera trés utile pour établir le théoréme des quatre points finaux (voir partie 4.2.2)
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2.3 Evolution temporelle des paquets d’ondes atomiques

2.3.1 Equation d’évolution et propagateur

On aimerait maintenant savoir comment évolue un atome (ou plutdt la fonction d’onde associée
a cet atome) en présence des potentiels décrits dans 'Hamiltonien extérieur He,;. Pour cela, il faut
résoudre I’équation de Schrodinger suivante :

i |0 (1)) = Heat (Top, Do t) 19 (1)) (2.42)

ou Hegt (Top, Pop,t) est obtenu & partir de I'Hamiltonien classique Hegt (77, 7', t) par le principe de

correspondance usuel :

5 5 —>
Heat (Top, o, t) = PEB0PE b al8) 5oy o @0 o — B oy (£) g — m G (2) g+ F (E) oy
(2.43)

en n’oubliant pas de symétriser correctement le terme 7 .« (t) . p" afin de garantir 'hermiticité de
Hegt (Top, Pop, t) (que 'on pourra aussi noter simplement He, par la suite). Nous allons voir que les
matrices ABCD calculées dans la partie précédente ont alors un role trés important dans la solution.

Mais avant d’aller plus loin, nous allons changer de point de vue en considérant 1’équation de
Schrodinger non pas sur le ket |¢), mais sur Iopérateur d’évolution U :

d
ih—U = H,, 2.44
ZhdtU t U ( )
ou U (t,tp) est défini par :
[v () =U(t,t0) [ (o)) (2.45)
et vaut :
.t
Ult,te) =T <exp [% / Heat (Top, Dop, t') dt/D (2.46)
to

avec l'aide de l'opérateur 7 de Dyson (voir appendice A).
En représentation position, cet opérateur d’évolution devient ce que 'on appelle un propagateur :
K (7,t, 7 t) =(7|U (t,t0) | 7") (2.47)

qui permet de relier les fonctions d’ondes initiale (a I'instant tg) et évoluée (& l'instant ¢) :

(T (1) =9 (7, 8) = [d®T" K (7., 7", t0)- 4 (7" o) (2.48)

Le propagateur est donc un outil précieux pour savoir comment évolue un paquet d’ondes atomique
quelconque. Il reste maintenant & connaitre I’expression de ce propagateur pour un tel Hamiltonien
H_.; au plus quadratique en position et impulsion.

Son expression, en fait assez simple, va nous amener & comprendre pourquoi on a introduit et
calculé la fonction principale de Hamilton. En effet, il existe une propriété, démontrée par Van Vleck
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en 1928 [87], et plus récemment par Bordé [51, 58], qui lie le propagateur a la fonction principale de
Hamilton (dans le cas d’un tel Hamiltonien) :

K (7., 7 ) = (525)*% [det (B)] V2 exp [£5 (T, £, 7, t0)] (2.49)

Ce propagateur peut étre construit par application d’une suite de transformations unitaires [35] -
sur le ket de I’équation initiale par exemple - afin d’éliminer pas & pas les différents termes de Hey;. 11
peut également étre obtenu dans le cadre de la théorie des opérateurs intégrale premiére, comme cela
sera fait dans la partie 2.4.

Maintenant que I’on connait la forme du propagateur ( fonction Gaussienne en 7 et 7°'), reste a
savoir comment, effectuer I'intégration spatiale permettant de passer du paquet d’ondes au temps tg a
celui évolué au temps t > g :

R m \3/2 i g g
— —1/2 33— +S(7T,t, T to) —/
Y (7, 1) (27Tih> [det (B)] /d T eh W (7o) (2.50)

C’est précisément le but du paragraphe suivant.

2.3.2 Paquets d’ondes atomiques et fonction génératrice

On ne sait pas, dans le cas général, comment réaliser I'intégration spatiale :
3—s1 LS(Tt, T —/
/d 7! enS( 0).@&(7" ,to)

ou 1 (77, ty) est une fonction de 7’ quelconque. On peut néanmoins chercher & décomposer ce
¥ (T, t9) sur une base de l'espace de Hilbert des fonctions d’ondes otu, pour chaque élément de
cette base, on sait effectuer I'intégration précédente.

Il existe de nombreuses bases de ’espace des fonctions d’ondes qui remplissent cette condition
(par exemple celles du type ”Gaussienne x Polynomes orthogonaux du type Legendre, Laguerre,
Hermite...” ), mais nous utiliserons ici uniquement la base compléte des modes Hermito-Gaussiens (a
trois dimensions). Cette base de fonctions, dont les éléments sont du type :

Gaussienne x Polynéme d’Hermite 3D d’ordre n

et qui est trés utilisée en optique Gaussienne, présente également plusieurs avantages en optique
atomique :

i. comme on vient de le dire, les modes Hermito-Gaussiens forment une base compléte de
I’espace de Hilbert des fonctions d’ondes.

ii. les modes Gaussiens ont une forme proche de beaucoup de paquets d’ondes atomiques
réels, et le produit de ces Gaussiennes par des polynémes d’Hermite rend bien compte
de leur écart a4 une pure Gaussienne. Les modes Hermito-Gaussiens peuvent étre ainsi
vus comme une des généralisations les plus naturelles des Gaussiennes usuelles.

Soulignons que notre objectif est d’obtenir une description proche de la réalité expérimen-
tale, et donc d’utiliser une base de fonctions ”plus physiques” que la pseudo-base des ondes
planes. Néanmoins, les calculs en interférométrie atomique peuvent étre menés avec des ondes
”quasi-planes” :

e7 P8-(T7=T73)
ie des ondes planes munies d’un centre fictif .

Enfin, il existe un lien trés fort entre un propagateur et les ondes planes, comme cela sera
montré dans la partie 2.4.
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iii. le théoreme ABCD du paragraphe suivant s’applique non-seulement aux modes Gaus-
siens, mais également & tout mode Hermito-Gaussien.

iv. la fonction génératrice de ces modes Hermito-Gaussiens est simple : c’est une Gaus-
sienne (& une dimension comme & trois dimensions).

Le dernier point est trés important car dans la suite de ce mémoire nous utiliserons a diverses
reprises cette notion de fonction génératrice. Rappelons donc en quoi consiste cette méthode.

Une fonction génératrice est en fait une fonction dépendant d’un ou plusieurs paramétres, pouvant
étre développée sous forme d’une somme dont chaque terme dépend de fagon unique de ces parameétres,
par exemple sous forme d’une puissance particuliére des parameétres :

Fgéné (ﬁ) == Z flmn.a;.azﬁ”.ag

I,m,n

Chacun de ces termes est donc repérable de facon univoque dans le développement, d’otl le nom de
fonction 7 génératrice”.

Maintenant, si on applique un opérateur a cette fonction génératrice, et que cet opérateur est
linéaire, alors on connaitra ’action de cet opérateur sur chacun des termes du développement précé-
dent :

Op [Foene (@)] = Z glmn.ozé.oz;”.ozg
l,m,n
= > Op|fimn] oh-al .0
l,m,n
- Op [flmn] = Jimn

Si ces termes sont les éléments d’une base d’un certain espace (un espace de fonctions par exemple),
alors connaitre I’action d’un opérateur linéaire sur la fonction génératrice reviendra & connaitre I'action
de cet opérateur sur chaque élément de la base, et donc, par combinaisons linéaires, sur tout élément
de 'espace.

Dans notre cas, la fonction génératrice Gaussienne Fe,¢ ”génére” les modes Hermito-Gaussiens
(a 3D) qui forment une base compléte de 1’espace des fonctions d’ondes :

X X ~
Foene (T3 X,Y, Z, @) := exp <T’3T> +i7TYd + ﬁ—a’) — T3, Z i ol o™ o Hipm <YT>

Bilan : en connaissant ’action du propagateur sur une telle Gaussienne, on connaitra son action
sur n’importe quel mode Hermito-Gaussien, et donc, par combinaisons linéaires, sur toute fonction
d’onde.

La définition des polynémes d’Hermites a 3 dimensions différe selon les auteurs [88]. La fagon
la plus simple de les introduire est alors de les définir comme on vient de le faire, ie a partir
d’une fonction génératrice Gaussienne (avec coefficients matriciels 3D). Les polynomes d’Hermite
ainsi obtenus sont faciles & manipuler, mais en contre-partie certaines difficultés apparaissent. Par
exemple, le terme Hy,,y, dépend de ses indices I, m, n d’une fagon beaucoup plus complexe que
les polynomes d’Hermite & 1D (H,, ne dépendant que de 'unique indice n). En ce sens, les Hymn
définis précédemment ont une expression tre différente de celle qui est usuellement utilisée pour les
polynémes d’Hermite a une dimension.
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Par la suite, nous prendrons done, pour ¢ (77, to; 75, Pg ), une Gaussienne (avec coefficients ma-

triciels 3 x 3 complexes) du type :

= exp [ (T - ) YoXg (T = T0) + 4 (77— 7). (B - 200! @) +4@ X5'% @

det(X())
(2.52)
ou encore plus simplement le paquet d’ondes suivant :
U (00175 59) =~ exp [ (7 — ) YoXo | (7~ 79) + 4 (7 —70).p5] | (259)

en sous entendant les termes constants —2h.X L et %ﬁ Xy 1Zy @ dans Pexponentielle, et on le
sens physique des matrices Xy et Yy sera précisé au paragraphe suivant.

Pour une telle fonction d’onde initiale, on peut alors facilement effectuer I'intégration suivante :

m \3/2 -1/2 3—=1 _LS(7t, 7 to) P
(27rih> [det (B)] /d 7 en .1/}(7“ 10,70, 0)

et ainsi avoir acces a la solution générale 1 (7 ,t) (c’est le but du théoréeme ABCD).

Remarque sur la forme de la solution générale :

Avant que le théoréeme ABC D ne nous donne I'expression compléte de la solution générale ¢ (7, t),
on peut déja savoir quelle sera sa forme. Nous allons voir d’ailleurs qu’elle a la méme forme que le
propagateur, ou, dit autrement, que le propagateur est la fonction génératrice d’une base de fonction
de ’espace de Hilbert.

On sait en effet que 'action d’un propagateur sur un paquet d’ondes ayant la méme forme que lui
redonne un autre propagateur :

/d3?/ K (7,6, 7', ¢) K (7.8, 75, 10) = K (7,4, 75, t0) (2.54)
Cette propriété, qui résulte simplement de la structure de groupe des opérateurs d’évolution :
U (t,t') U(t' to) = U (t,to) (2.55)

exprime également le fait que tout propagateur est solution de 1’équation de Schrodinger correspon-
dante.

Ainsi, si on arrive a mettre ¢ (77, to; 7o, Pg) sous une forme analogue a celle du propagateur, on
saura que la solution générale a précisément la forme de ce propagateur.

Or on vient justement de voir que ¢ (7' to; 7, Do) et le propagateur avaient la méme forme
Gaussienne. On peut donc affirmer, avant tout calcul, que la solution générale

m_\3/2 ~1/2 [ B LS(7
w70 = (goz) | et (B) V2 [ @b et ST (75, )

a la méme forme (Gaussienne) que le propagateur.
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2.3.3 Notation des paquets d’ondes atomiques

Comme nous venons de le dire, nous utiliserons par la suite, & de nombreuses reprises, la méthode de
la fonction génératrice, en considérant ’évolution non pas d’un paquet d’ondes atomique quelconque,
mais celle d’'un paquet d’ondes atomique Gaussien :

=T ) 1 m (! 53\ Yo X (T =78 )+ L (T —78).p8
V(T 7t0,7“07p0)—m62h( Yo Xy B+ ¢)-Po (2.56)

Précisons alors le sens des parameétres matriciels Xy et Yy de cette fonction d’onde (les autres
parametres Tg et Ppg s’interprétent comme les position et impulsion centrales - ou moyennes - de ce
paquet d’ondes).

Ces matrices Xg et Yy (matrices 3 x 3 a coefficients complexes) ont été introduites par analogie
avec celles qui sont utilisées en optique Gaussienne. Ainsi, de la méme fagon que 'on peut définir un
rayon de courbure complexe en optique pour décrire la structure d’un faisceau laser, on peut définir
pour les paquets d’ondes atomiques des largeurs matricielles complexes en position et impulsion.

Ces matrices X et Yy peuvent alors étre reliées simplement aux largeurs en position et impulsion
usuelles. Par exemple, pour un paquet d’ondes minimal & une dimension, on a :

iXg = Az :largeur initiale en position
mYy = ~ : largeur initiale en impulsion
z
d’ott :
im 1 1
— WX, = ————
2p 070 2022

De plus, nous verrons au paragraphe suivant que ces largeurs complexes évoluent selon la méme
loi ABCD que les centres du paquet d’ondes :

X(6) = A@#)Xo+B@®)Yo
Y(t) = C@t)Xo+D(®)Ye
Ainsi, dans le cas libre, on retrouve la relation usuelle d’étalement des paquets d’ondes atomiques :
1 1

mAz?2

um —1_ im -1 _
2hY(t)X(t) = 2hY()(X0+Y()*t>

Méme a trois dimensions, il est ainsi aisé de passer des matrices X et Y aux largeurs habituelles de
I’espace des phases. Cependant, le passage inverse est délicat, car il faut pour cela définir préalablement
des matrices de largeurs réelles en position et impulsion, pour ensuite les relier aux matrices complexes
XetY.

On peut en fait définir de telles matrices de largeurs réelles de la fagon suivante :

B = (7 o) — () {Fen)
m? R i = (P P — (Pop) -(Pir) (2:57)
m A : = (7 Par) — () o)
m A : = (P 7o) — () 7on)
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ou le signe () désigne la moyenne atomique sur le ket |¢) :

(Top) = (V| Top )
et ot 'on a défini quatre opérateurs (attention a la place de la transposition) :

— — — — =
Top Top Pop Pop Top Pop Pop Top

=
Par exemple, A, s’écrit en fonction des largeurs a 1D usuelles :

- <$gp> - <x0p>2 <$0p yOp> - <$0p> . <90p> <$0p ZOp> - <$0p> . <ZOp>
Apr= <$0p y0p> - <$0p> . <90p> <y(2)p> - <90p>2 (yOp ZOp> - <90p> . <ZOp>
<$0p ZOp> - <$0p> . (ZOp> (yOp ZOp> - <90p> . <ZOp> <ng> - <20p>2

L’équation d’évolution de ces matrices est simple :

WY o _rvivr (2.58)
dt
ou :
= =
V= &m &m (2.59)
AUT AUU

et o I est la matrice déja rencontrée lors de I’étude des matrices ABCD :

< A )
Cette équation s’intégre en (Voir appendice A) :

a2 5
Viy=T|e \7E) ) Vo). T | e

@) a)
ie :
[ Altto) Bt to) Altto) B(tto)
Vi) = < c<t,t2> D(t,tg) >'V(t°)‘< c<t,t2> D(t,tg) > (2.60)
Le probléme est alors de déterminer deux matrices complexes X et Yy telles que :

(%) (x5 %) =vw (261)

car alors on pourrait écrire :
V)= ( ‘;(((:)) ) (X @) V(&) ) (2.62)

| X (@) \ _ [ A(t,to) Bt to) Xo

( Y (1) ) - < C(t,to) D (tto) ) ( Yo ) (2.63)

et le lien entre les matrices de largeurs réelles précédentes et les matrices X et Y serait univoque.
A 1D, ce lien est simple a construire (une seule phase & choisir), mais a 3D, il n’a pas encore été
réalisé du fait du nombre trés important de phases relatives a choisir et d’équations & résoudre.

Bilan sur la notation : Nous considérerons donc par la suite des paquets d’ondes Gaussiens
du type :
L__ o (T XN (T =T) 44 (7 -7). ;¢ (2.64)
\/det(X)

ie centrés en 7. et pe, et ayant X et Y comme largeurs complexes en position et impulsion.
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2.3.4 Théoréme ABCD

Cette propriété, démontrée par Bordé en 2001 [58] - dont une autre démonstration sera donnée
dans la partie suivante - précise comment évolue temporellement un paquet d’ondes atomique de forme
Gaussienne (et méme de forme Hermito-Gaussienne) pour un Hamiltonien H.,; au plus quadratique
en position et impulsion.

Ce théoréme montre plus particuliérement que le lien entre un tel paquet d’ondes & l'instant tg
et le paquet d’ondes évolué a l'instant t; > ty dépend uniquement des matrices ABCD calculées
(classiquement) auparavant.

Ainsi, pour un paquet d’ondes initial wp (7,tg ; Tg, P, Xo, Yo) centré en (75, Pg) et ayant Xg et
Yy comme largeurs complexes :

V(T t0) = wp (Tt T8, 8, Xo, Vo) =~ BT TN (7)1 £ 5

on obtient au temps t1 > ty le paquet d’ondes suivant :

w(?yt:l) — G%Scl(tl,to,ro’,ITO)) wp (?}7t1’ 7“_1>7271>,X17Y1) (265)

ie un paquet d’ondes ayant la méme structure qu’au temps tg, auquel on a ajouté une phase
Sei (t1,t0, 76, Po) /I - qui n’est rien d’autre que 'action classique entre ¢y et ¢; - et dont les nouveaux
parametres 77, Py, X1, Y7 sont reliés & ceux au temps to par la loi ABCD classique :

(2)=( & s ) (Z)+( S ) 250

(3) - (& Do) (3) @)

Trois points méritent alors d’étre soulignés :
1. le paquet d’ondes évolué a la méme forme que le paquet d’ondes initial,
2. les largeurs complexes obéissent & une loi linéaire du type ABCD,

3. cette loi ABCD est la méme que celle qui régit ’évolution des centres en position et
impulsion.

A la lumiére du théoréme d’Ehrenfest, ce résultat n’a rien de surprenant pour un tel Hamiltonien
au plus quadratique en position et impulsion, et le théoréeme ABCD peut étre vu simplement comme
une généralisation du théoréme d’Ehrenfest pour les largeurs de paquets d’ondes.

Mustrons ce théoréme ABCD dans le cas libre.

Exemple du cas libre :

Dans ce cas, les matrices ABCD s’écrivent :

A=D=1 C=0 B=t -t
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d’oti :
X1:X0+Yb.(t1*t0) T-1>:7'-0>+(t1*t0)']70> = PR _@
{ Y, = Y, ; 5 = 70 et Su(t1,t0,70,P0) = 5 (t1 — o)

et on retrouve bien I’évolution usuelle d’un tel paquet d’ondes atomique :

(T, t) = 1 erﬁﬂz—)'rgz(tlfto) o 3 (P =T7).YoXg H [14+Y0 Xy ! (t1—t0) | (7= 77) +i(7—77).B7
Vdet (Xo + Yo. (t1 — to))

Théoréme ABCD en représentation |7) :

Il est intéressant de transposer les résultats obtenus ci-dessus en représentation position | 7), dans
Pautre représentation canonique, ie la représentation impulsion |p’). On peut en effet montrer que
le passage d’une représentation a 'autre s’effectue de la fagon suivante (en utilisant les résultats de
lappendice A) :

Si le ket |4 (o)) s’écrit en représentation position :

B(Tt0) = (T [ () = wp (T,to 5 75, s Xo, Yo) = —mmmem e BT 0NN (7)1l ™16 75
det (X())
alors il devient en représentation impulsion :
W (P st0) i= (B 140 (to)) = -z (PP XY, H(7'=09) = 767 (2.68)
mdet(Yo)

et réciproquement.

Le théoreme ABCD en représentation impulsion s’écrit par conséquent :

Pour un paquet d’ondes impulsionnel initial wp (p’,to ; 70, Do, Xo, Yo) centré en (7g, pg) et ayant

Xo et Yy comme largeurs complexes :

1 1 - 1= =\ 4= —>
w(ﬁvtﬂ) :wp(ﬁvtﬂ ; T-())avaOa}/U) = —F7/————=¢€ th(p pO)XOYO (7"=P0) n'o-P
mdet (Yp)
on obtient au temps t; > g le paquet d’ondes impulsionnel suivant :
w(?7t1> — e%Scl(tl,t07r_0>J)_())) wp (?}7t17 ’I“—f,]Tl),Xl,Yl) (269)

ie un paquet d’ondes ayant la méme structure impulsionnelle qu’au temps tg, auquel on a ajouté
une phase S¢ (t1,t0, 76, Po ) /B - qui n’est rien d’autre que Paction classique entre ¢y et t1 - et dont les
nouveaux parametres 77, pr, X1, Y7 sont reliés & ceux au temps tg par la loi ABCD classique.
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2.4 Théorie des Opérateurs Intégrales Premiéres

Dans cette partie, nous allons montrer comment 'utilisation des opérateurs intégrales premiéres
permet de démontrer trés simplement le théoréme ABCD, tout en donnant une plus vaste perspective
au probléme de I’évolution des paquets d’ondes atomiques.

2.4.1 Introduction

Il y a de nombreuses fagons de résoudre ’équation de Schrodinger :

i (1) = Hen (7 1) 0 (1) (2.70)

Si ’'Hamiltonien H.,: est suffisamment simple - par exemple lorsqu’il ne dépend que d’un seul
opérateur indépendant du temps - on peut choisir une représentation adaptée (par exemple la re-
présentation | ') dans le cas libre, ie lorsque Heyt (Top, Popst) = Dop?/2m) et transformer 1'équation
précédente en une équation différentielle ordinaire. On peut alors résoudre cette équation différentielle
temporelle de diverses fagons (solutions exactes, développements du type Magnus ou autres... voir
partie 3.4) et exprimer ainsi analytiquement la solution [ (¢)).

On peut également chercher a transformer - & I'aide de transformations unitaires - I’équation de
Schrodinger en une autre équation plus simple a résoudre. En ce sens, on peut toujours intégrer
formellement ’équation précédente sous la forme :

0 0) =7 (o [ [ o () ] ) 100

ou 7 est l'opérateur de Dyson (voir appendice A). Reste alors & obtenir une expression analytique
pour cet opérateur d’évolution :

Ult,it)) =T (67" I Hm(ﬁp,m,t')dt'>
qui n’est rien d’autre que le propagateur lorsque I'on se place en représentation position :

Dans le cas d’un Hamiltonien au plus quadratique (en position et impulsion), on peut alors exprimer
simplement ce propagateur, comme on ’a vu dans les paragraphes précédents (par une méthode
directe [87, 51] ou par une construction pas a pas en éliminant les différents termes de H.,; par des
transformations unitaires [35]).

En dehors de ces méthodes qui s’appuient essentiellement sur la résolution directe de ’équation de
Schrodinger, il existe une méthode peu connue - ou en tous cas peu utilisée 4 - qui est extrémement
puissante pour résoudre cette équation : il s’agit de la théorie des opérateurs intégrales premiéres [89].

Inspirée des résultats de mécanique classique au sujet des intégrales premiéres, cette méthode
va nous permettre non seulement de simplifier considérablement la recherche de solutions de 2.70,
mais également de mettre en évidence des concepts importants, comme celui d’invariant symplectique,
donnant ainsi la possibilité de dégager une méthode générale de résolution de ’équation de Schrodinger
pour des Hamiltoniens plus que quadratiques.

4La théorie des opérateurs inégrales premieéres est trés utilisée en mécanique quantique dans ’étude du moment
cinétique orbital, ou 'ECOC (H, f2, Lz) de trois opérateurs intégrales premiéres (de complexité croissante) permet de

déterminer les bons nombres quantiques (n, [, m) de la solution de I’équation de Schrodinger. Cette méthode est également
utilisée pour établir le théoréeme d’Ehrenfest concernant I’évolution des position et impulsion moyennes (voir ci-apres),
ainsi que leur lien avec les résultats classiques.
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Signalons qu’une méthode proche de celle-ci a été développée par Omote et Kamefuchi [90,
91]. Ils n’utilisent pas le terme ”opérateur intégrale premiére”, mais parlent de ”description de
Hamilton-Jacobi”. Leur formalisme s’appuie sur la description de Heisenberg, et consiste également
a chercher des quantités invariantes classiquement, dont I’équivalent quantique permet de résoudre
une équation de Schrédinger dépendant du temps (le lien entre la description de Heisenberg et la
théorie des opérateurs intégrales premiéres sera précisé plus loin).

Nous allons donc d’abord rappeler ce que sont les opérateurs intégrales premiéres et quel est leur
intérét principal. Ensuite, nous verrons comment obtenir toute une famille d’opérateurs intégrales
premiéres dans le cas d’un Hamiltonien quelconque. Nous insisterons en particulier sur I'un de ces
opérateurs - le plus simple - dont les valeurs propres sont intimement liées au concept d’invariant
symplectique, et dont les vecteurs propres - dans le cas d’un Hamiltonien au plus quadratique -
permettent de démontrer avec trés peu de calculs le théoréeme ABCD. Enfin, nous montrerons comment
le propagateur peut étre vu comme un cas particulier du résultat précédent, et nous ferons le lien avec
les opérateurs de création-annihilation introduits dans [51] et [35].

2.4.2 Définition et intérét des opérateurs intégrales premiéres

Par définition, un opérateur intégrale premiére est un opérateur I (t) qui vérifie I’équation suivante :

Zh% = [Hextvl] =Hepy I —1 Hegy (2.71)

oul H.; est un Hamiltonien quelconque.

On peut alors facilement démontrer les deux propriétés fondamentales suivantes (ou U (¢,tg) est
Popérateur d’évolution usuel, solution de I’équation de Schrodinger pour 'Hamiltonien Hyt), qui
établissent que :

les solutions de l’équation de Schridinger sont les vecteurs propres des opérateurs intégrales
premieres,
et réciproquement.

(par souci de simplicité, on suppose dans toute cette partie que les valeurs propres considérées ne
sont pas dégénérées)

Propriété 1 :

Si I(t) est un opérateur intégrale premieére,
et si |pg) est vecteur propre de Iy = I (to) pour la valeur propre ey au temps to,
alors |p (t)) = U (t,to) |pg) est vecteur propre de I (t) pour la méme valeur propre ey.

Preuve. Si:
ih3L = [Hep, 1]
Io |¢g) = eo- |w0)
lo (1)) = U (t,t0) lpo)

alors :
e (1 () = ihor i () + Tifar o (1)

= (Hoor T~ 1 Hea) [0 (8)) + Fih o [ (1)
= Hew (I lo(0)
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d’ou :
I'le(t) = (I ]e) @) =Ul(tto) (I |@))(to) =U (L to) Lo |po)
= Ut to)eo- o) = eo.U (¢, t0) [¢0)
= 0.l (1))
|
Propriété 2 :
Réciproquement,

st I(t) est un opérateur intégrale premiere,
et si, pour tout t, |¢ (t)) est vecteur propre de I (t) pour la valeur propre eq,
ot ey est indépendante du temps,
alors | (t)) obéit a l’équation de Schrodinger.

Preuve. Si:

ihE = [Hep, 1]
I'lp(t)=eo-lp(t) Vi

4 =0
alors :
0 L0 L0 ol
co.ih (9 (1) = i (eo. o (4) = ihoy (7 Iw(t)>) S o (1)) + Fif 1 (1)

= (Hezt I—-1 Hezt ‘QO +IZh QO

dt |
— Hewt I o (@) +1 (m& [ (6) — Heat \so<t>>)

= Hercarlo @) +1 (i 1o (0) = Hea o (0))
o, (h% (o (8))) = Heat <t>>) y (n% o (6)) — Hont |¢<t>>)

et par conséquent ih% | (t)) — Heat |@ (t)) est proportionnel au ket |o (£))

[ (1)) — Heae i (1)) = o | (1)

avec « une constante indépendante du temps.
Comme H,y; est défini & une constante prés (ou que | (t)) est définie & une phase constante prés), on
obtient finalement :

’Lh% ‘QO (t)> — Hezt |()0 (t)>

Ces propriétés montrent le grand intérét de connaitre des opérateurs intégrales premiéres. En effet,
les équations aux valeurs propres de ces opérateurs sont souvent plus simples & résoudre que 1’équation
de Schrodinger. On peut donc commencer par résoudre une de ces équations aux valeurs propres, pour
ensuite reporter les solutions trouvées dans l’équation de Schrodinger initiale, et ainsi achever de
déterminer |p (1)).
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Les équations aux valeurs propres des opérateurs intégrales premiéres ne déterminent en effet
la fonction d’onde solution qu’a une phase (dépendant du temps) pres, et il faut donc reporter
cette fonction d’onde dans I’équation de Schrodinger afin de déterminer ce facteur de phase (égal
a Se (t,to) /h dans le cadre du théoréme ABCD). Cela prendra plus de sens dans les paragraphes
suivants.

En outre, lorsque 'on connait un opérateur intégrale premiére I (¢) et que ’on cherche a résoudre
I'équation de Schrodinger précédente pour un ket initial ¢ (f)), la méthode est la suivante :

i. tout d’abord, on cherche les vecteurs propres de I (t). Ces |<pj (t)> forment alors, pour
tout ¢, une base de ’espace de Hilbert.

ii. ensuite, on décompose [t (tg)) sur la base des |¢; (to)) :

[ (to)) = Z cjo- |0 (to))

ili. on obtient finalement le ket a l'instant ¢ :

1Y (t)) = U (t,to) [¢ (to)) = ZCjO-U(tvtO) lo; (to)) = cho- o (£))

J

Ce schéma de résolution souligne également 'un des avantages les plus importants des opérateurs
intégrales premiéres : leurs valeurs propres sont de bons nombres quantiques (comme on le verra lors
de I'établissement du théoréeme ABCD). En effet, toute solution de 1’équation de Schrédinger peut étre

indexée a ’aide de valeurs popres de ces opérateurs, et cette indexation reste inchangée au cours du
temps.

Avant d’exposer notre recherche des opérateurs intégrales premiéres et d’en montrer plus clairement
l'intérét, signalons trois autres propriétés intéressantes de ces opérateurs (les démonstrations sont
simples) :

Propriété 3 :

Si I(t) est un opérateur intégrale premieére,
1€ :

L0l
’Lha = [Heztal]

alors :
I(t) U(t,tg) =U (t,to) I(to) (2.72)

et réciproquement

Propriété 4 :

Si I(t) et J(t) sont deux opérateurs intégrales premieéres,
alors

I T, JOIE) et M) +pd(2)

sont ausst des opérateurs intégrales premiéres.
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ie que tout produit et toute combinaison linéaire (avec coefficients indépendants du temps) d’opé-
rateurs intégrales premiéres sont également opérateurs intégrales premieres.

Propriété 5 :

Si I (t) est un opérateur intégrale premiére,
alors
sa valeur moyenne est constante :

d 1 .
SAT®) = S @ OIT@) [0 0) = = @l (LH]+ihdd) ) =0

Remarque : théoréme d’Ehrenfest :

d, .. 1
dt (rop) = ih ([Fop, H])
S = = (o H))

Remarque importante :

Il faut faire attention & ne pas confondre ’équation de définition des opérateurs intégrales pre-
mieres :

ol
h—— = He:]c ,I
S = (e, )
avec I"équation de Heisenberg :
d 00y
’LhdtOH ih ot [OH, ext] (273)

qui régit ’évolution des opérateurs “O” en description (ou représentation) de Heisenberg.
On rappelle que cette description de Heisenberg s’obtient en reportant ’évolution temporelle des
kets - valable en description de Schrodinger - sur les opérateurs :

1% () sehrodinger = [0 (t)) = U (t,t0) ¢ (to)) = U (t,t0) [V (20)) meisenberg

d
ou U (t,tg) vérifie : ihaU =H..: U

Par exemple, ’équation aux valeurs propres dans ces deux descriptions devient :
Schrodinger :  Ag (Top, Dops t) | (£)) = a. |¢ (1))
Heisenberg : Ay (Top, Popr t) | (t0)) = a. | (to))

avec :

Ang (77)17717—)0]77@ o =U" ! (t7t ) AS (@717—01370 U(t7t0>
Ry,

- AS< o (t,t0) , Py (t,tg),t)
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ou 'on a écrit les opérateurs canoniques en description de Heisenberg sous la forme :

Rop (t,t0) == U~ (t,t0) Top U (t,t0)
(2.74)
P,y (t,t0) := UL (¢, t0) Doy U (t,t0)

C’est dans cette description d’ailleurs que le lien avec la mécanique classique est le plus immédiat.
. . —— =
En effet, selon 2.73, les équations d’évolution de ces opérateurs R,, et P,, sont égales a :

e —
%R = lﬁ {RO}D? Heﬂ?t (ROP (ta tO) aPOp (tv tO) 7t>}

-

—— —— —
% Pop = 5 | Pops Hear (Fop (,10)  Pop (1:10) )|

ie (voir appendice A) :

t
]?’—>R_(,,;(t,t0) , P—Pop(t,to) 2.75)
2.75

2l
) T —Rop(t,to) , P — Pop(t,to)

et I'on obtient ainsi des équations semblables aux équations de Hamilton classiques.

Par exemple, avec 'Hamiltonien particulier des parties précédentes (au plus quadratique en

position et impulsion) :
o.hA(t). D
o (7,70 = ZEUT o) 9 = 2w ()7 7 ()7 + T ().
on obtient simplement les équations suivantes :

—
fiBop = (t)

Rop

Op/m"i_?()

4 Pyp/m = a(t) Pop/m+7 (t) Rop + 7 (1)

En réécrivant ’équation de Heisenberg 2.73 comme :

(UtosU) =U~ ( 129 | [Os, m]) U

d
h = th—
7 OH 7 5

dt

le lien avec I’équation des opérateurs intégrales premiéres devient évident. En effet, lorsque 'opérateur
Og est opérateur intégrale premiére (en description de Schrodinger), opérateur O qui lui est associé
en description de Heisenberg est une intégrale premiére au sens habituel de la mécanique classique :

d
%OH =0
ie aussi :
—

% 105 (Rop (t:10)  Pop (1 10) 1) | = 0 (2.76)

exprimant que 'opérateur Oy = Og <R—>0p (t,to) ,P_>Op (t,t0) ,t) décrit une quantité invariante.
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Depuis le célebre papier de Noether en 1918 [92], de nombreux travaux ont consisté a identifier
les quantités invariantes (tant d’un point de vue classique que quantique) propres & des systémes ou
I'Hamiltonien dépend explicitement du temps. La plupart de ces études (Lutzky [93], Chattopad-
hyay [94]...) s’appuient sur le théoréme de Noether [84], ou sur la transformation de 'Hamiltonien
dépendant du temps en un Hamiltonien indépendant du temps grace a des transformations cano-
niques bien choisies (’'Hamiltonien obtenu étant alors un invariant) [95 90], ou plus simplement
encore sur I'utilisation de diverses familles d’ansitze (polynoémes en 7 et p’) [96, 97].

Au paragraphe suivant, nous allons précisément montrer comment obtenir toute une nouvelle
famille d’invariants, valables pour les deux types de mécaniques, classique et quantique.

2.4.3 Une famille d’opérateurs intégrales premiéres pour Hamiltoniens quelconques

Il n’y a pas de regle générale pour obtenir des opérateurs intégrales premiéres, et leur recherche
n’est a priori pas évidente. Nous allons montrer néanmoins comment obtenir toute une classe de
ces opérateurs pour un Hamiltonien H.,; quelconque (en effet, dans ce paragraphe, comme dans le
précédent, on ne suppose pas que H, est au plus quadratique en position et impulsion). Les calculs
qui suivent sont donc wvalables pour tout Hamiltonien, dépendant ou non du temps.

On peut d’abord voir facilement que les deux opérateurs suivants :

Ry, i= Bop (to,t) | = U (t,t0) 7o U= (,t0)  # Rop (t,t0)

(2.77)
— —
PJ P_>op (t07 ) =U (ta tU) ]70?0 Ut (tv tO) 7£ POP (ta tO)

sont bien des opérateurs intégrales premiéres, ou U (¢, o) est 'opérateur d’évolution usuel, défini pour
un Hamiltonien quelconque :

U (b, to) = T (¢ F Jio Mot 007
(ou 7 est 'opérateur chronologique de Dyson, dont la définition est rappelée dans 'appendice A).

Preuve.

0= 0 N 0
zh&Rop = [zhatU(t to)] Fop U™t (t,t0) + U (t,t0) Top [zh U1 tto)}

- [zhgtU(t,to)] Top U1 (1) — U (t,t0) Top U™t (¢, t0) [zhgtU(t,to)] U=t (t,to)

= Hew Ut to) Top U (t,t0) — U (t,to) Top U ' (ko) Hemt
= [Hewt , U(t:t0) Top U™ (t1t0)] = [Hert , Ry

|5

. .y , , — — )
Ces opérateurs sont en fait simplement les opérateurs inverses de Rop (t, to) et Pop (t,to) (”inverses”
au sens de ”évolution inverse”).
Dans le cas libre, par exemple, on obtient :

Ry =75+ B (1 t) Ry =53~ B (¢~ t0)

et

— —

POP:pOP Po;;:pop
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et dans le cas d’un Hamiltonien au plus quadratique, il faut utiliser les résultats de la partie précédente,
en intervertissant ¢ et ¢y (évolution inverse) :

Rop = A(t,to) 7oy + B (t, to) Do /m + z
By fm = C (t,10) 7o, + D (£, 0) o /m + 6 (1, t0)

€

o)

R, = Alto,t) oy + B (to, ) Pop/m +
_>
Po;)/m:C(tht)"TOZ+D(t07t)E7_p>/m+

Du fait de la propriété suivante des matrices ABCD (voir partie 2.2 et appendice B) :

A(t,to) B(t,to) \ [ D(to,t) —Bl(to,t)
(et br )‘(—6*(20,@ A(to.1) ) (279

— —
on peut méme ré-écrire ces termes R;p et Po;) en fonction des matrices ABCD habituelles (ie ayant

le sens normal d’évolution) :

— - = e
Rop =D (t,t()) Top — B (t,t()) m + ¢ (t(],t)
(2.79)
— ~ L~ R
Pop/m =-C (tv tO) Top + A (ta t()) 712 + ¢ (tO, t)
— — - —
et on verra au paragraphe suivant comment également exprimer 1= £ (to,t) et ¢~ := ¢ (o, 1)

en fonction de ? (t,to) et ? (t,t0).

En examinant la démonstration précédente, on se rend alors compte qu’en fait tout opérateur du

type :

U (t,tg) O Ut (t,t0) (2.80)

ot O est un opérateur quelconque indépendant du temps, est également opérateur intégrale premiére.

De plus, comme tout produit et toute combinaison linéaire (avec coefficients indépendants du
temps) d’opérateurs intégrales premiéres sont également opérateurs intégrales premiéres, on obtient
que les opérateurs suivants sont aussi opérateurs intégrales premiéres :

Zm,km:m Wijk,,,.w.vjivki.. (2.81)
avec .
R Vo= R
— =
Vﬁ = ( __>0;D ) ie : { 71 ’ __}0;0
P, /m Vy =P, /m

et ot chaque terme Wi, . est une matrice 3 x 3 & coeflicients complexes indépendants du
temps.
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Parmi les cas particuliers, citons le cas quadratique (scalaire) :

— (Wi Wi\ 72
Vv %4
< War Wag )

qui fournit un invariant quadratique autre que I’'Hamiltonien (lorsque celui-ci est indépendant du
temps), et le cas linéaire (vectoriel) :

— —
Wi.R,, + Wa.P,, /m (2.82)

dont I'utilité apparaitra plus clairement au paragraphe suivant.

Comme cela a été souligné a la fin du paragraphe précédent, tous ces opérateurs ont un équivalent
en mécanique classique, sous forme d’une intégrale premiére classique (ie d’'une quantité invariante).
En ce sens, les familles d’invariants déterminées ici sont valables pour les deux types de mécanique :
classique et quantique.

Dans le cas d’ui Hamiltonien quelconque, on ne sait alors pas forcément calculer analytique-

—
ment les termes R;p et P

op: €0 par conséquent obtenir une expression simple du terme général

Wijk....V;" V.V, ... Dans certains cas cependant, et dans le cas particulier d’'un Hamiltonien au
— P
plus quadratique en position et impulsion, on sait comment exprimer R,, et F,,, et tous les invariants

établis précédemment peuvent étre exprimés simplement grace aux matrices ABCD.

L’intérét de toutes ces quantités conservées n’a - & notre connaissance - pas encore été étudié, et
c’est 'un des travaux qu'il reste a effectuer (en particulier, le role de ces familles d’invariants - et des
symétries associées - pour des Hamiltoniens dépendant du temps, décrivant I’évolution de systémes

— —
non-conservatifs). Le cas linéaire W1.R,, + W2.P,, /m est en effet d’'une grande utilité pour I'étude
de I’évolution de paquets d’ondes atomiques, comme nous allons le voir maintenant.

2.4.4 Une autre démonstration du théoréme ABCD

— P

Ce paragraphe montre comment l'opérateur Wi. R, + Wa. P, /m permet de redémontrer simple-
ment le théoréme ABCD. Nous détaillons volontairement ici les calculs afin de donner un exemple
concrét d’utilisation des opérateurs intégrales premieres.

—
La méthode est la suivante : nous calculons d’abord le vecteur propre de l'opérateur W1.R,, +

WQ.P_J) /m pour la valeur propre € ; puis nous changeons un peu les notations afin d’étre en accord
avec les notations utilisées dans les autres parties de ce mémoire ; ensuite, nous rappelons ce qu’est un
invariant symplectique, et nous mettons en évidence le lien entre €g et ce type d’invariant ; enfin, nous
calculons le dernier préfacteur en reportant notre solution dans I’équation de Schrodinger initiale.

— —
Vecteur propre de 'opérateur W1.R,, + Wa. P, /m pour la valeur propre ej

Ce vecteur propre |p) obéit donc a I’équation :

[(Wl.A* + WO ) g+ (Wi.B™ + Wa. D7) i/ + (Wl.? + Wz.d?’)] ) = &5 o)
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qui devient en représentation position :

(WiB™ + WD) Vo (F,t) = 72 [&@ — (Wi +Wag ) = (Wi.A™ +Wa.C7) 7| o (711)
oul I’on note par simplicité :
A7 = A(to,t) # A(t,to) = A (2.83)

Cette équation différentielle du premier ordre s’intégre alors directement en :

e —im [(W1 .Af;T/Vz.C*).(Wl.B%g.D*)il} pim [a)u (Wl.?JrWz.f)] (Wi B—Wo.D-) .7
= e
(2.84)

ou f(t) est un terme dépendant du temps que 'on déterminera plus tard.

Changement de notation

A Paide de la propriété suivante des matrices ABCD (voir partie 2.2 et appendice B) :

(A(t,to> B(t,to>):( D (to, 1) —Euo,t))

e (to, t) A (to, t)
le terme :
—_—~ P —1

—(W1.A= + Wo.C).(W1.B~ + Wa.D7)

peut en effet s’écrire :

o (-7) D[4 (- + ]

Afin d’étre en accord avec les notations des paquets d’ondes introduits au paragraphe 2.3.3, posons
donc :

Xoi=-Wo e  Yy=W (2.85)
ainsi que :
{ );11 = é)‘){(s i gfg (2.86)
La fonction d’onde ¢ (7, t) s’écrit alors :
@ (7,1) = (1) B TAXTL T {e_‘)}_ (Wl'ﬁvz'f)}xfl'? (2.87)

Essayons maintenant de réécrire le terme :

= — == =
Wi.& +Waom =Y. — Xo.9
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en fonction de quantités dont le sens d’évolution est normal (du type de ? (t,tp) ou E) (t,tp) par

exemple).
On peut alors montrer que :
&\ _( Dt Bt \ [ E(tto)
( = ) - ( Ctto) —Altto) ) ( () ) (2:55)
Preuve.
? _ ?(to,t) _ fo / / /
($> _<$%ﬁ>_lﬂﬂmm®@ﬁ
= —M(to,1) /tM (t,t') @ (t') dt’
_ € (t.to)
- M ( ¢ <t,t3>>
_ < ~A(to,t) —B(to,1) ) € (tto)
_C(t()?t) _D(t07t) ?(tatO)
_ [ -D(t.t0) B(tt) E(tto)
C(t,to) —A(t o) ¢ (t,to)
u
d’ou :

Vol ~Xod~ = Yo.(-DE (1) + BE (tt0)) = Xo. (CT (t,t0) — A6 (t.10))
= AXo+ BYy. $ (t.to) — OXo + DYy. € (t,to)
ie :

Wi.E + Wao = Yo.l — Xo.0~ = X1. 6 (Lto) — V1. € (t.t0) (2.89)

Et la fonction d’onde ¢ (77, t) s’écrit finalement :

o (7,1) = f (1) exp {g—rg?.ylxl—l.? _im [e’(f . (? (t,t0) X1 — € (t,to) .Ylﬂ Xl_l.?} (2.90)

Sens de ¢; : invariant symplectique

Nous avons obtenu au paragraphe précédent ’expression du vecteur propre ¢ (7, t) de Vopérateur
- G
Yo.R,, — Xo.P,, /m (2.91)

associé a la valeur propre €.
~ — —~
Comme Yp.R,, — Xo.F,, /m est un opérateur intégrale premiére, la valeur propre €g est un inva-
riant :

@=0 (2.92)

&l

qui caractérise le vecteur propre ¢ (T’, t) a tout instant ¢. Cette valeur propre est donc une quantité
invariante qui dépend des parameétres de ¢ (7,¢). Or, ¢ (7 ,t) étant une fonction d’onde Gaussienne,
elle est caractérisée par :
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— ses position et impulsion moyennes (ou centrales) :

- =

To,Pg & linstant tg
1, P1 a 'instant ¢

ses matrices de largeurs en position et impulsion (voir paragraphe 2.3.3 pour les notations)

Yo, Xo a l'instant tg
Yl, Xl a linstant ¢

— et un facteur d’amplitude qui dépend de f ()

Quelle quantité invariante peut-on donc construire a partir de ces parameétres? La réponse est
simple, et elle utilise un résultat de mécanique symplectique : la notion d’invariant symplectique
/85, 98].

On peut en effet montrer que :

Propriété (invariant symplectique) :

Pour deux paires de quantités (scalaires, vecteurs, tenseurs d’ordre quel-

conque) :
(o)« (20)

qui suivent la méme loi ABCD :

alors on peut former une autre quantité :

b.a—a.3 (2.93)

qui est invariante :

b(t).a(t)—a(t).B(t) =b(t).alt) —a(t).B(ty) = constante

et que l'on appelle un invariant symplectique.

Preuve. La démonstration repose sur 'unimodularité de la matrice d’évolution, et plus précisément sur
le fait que la matrice :

([ A(t,to) B(t,to)
M (t,t0) = < C(t, tg) D (t, tz) )

appartient au groupe des matrices symplectiques et qu’elle vérifie donc :

MIM=]

(%)

avec (voir appendice B) :
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En effet :

~ —_— e~ ——~——

b(t).at)—a).B(t) = (blto)A(tto)+alte)-B(tito)).(C (tto).B to) + D (tto) . (t0)

- (z@o/).c/(t\t/o) + a (o). D/(t\,?o)) (A (tt0) B (to) + B (¢ to) . (to))
0)A B
+b (to). (A/(t\,t/o)D (t,to) — C/(Et/())B (t, to)) a(to)
+a(to)- (B (t:10)C (t,to) — D (t o) A (1, ) ) .5 (to)
(o (t0)B (o)

+a(to). (B (t:0)D (tt0) = D (£, t0) B (t.to)

or, suivant les propriétés suivantes des matrices ABCD (voir appendice B) :

AL to)C (bto) = C(bto)A(t t)

B(tvtO)D (tatO) = D(tatO)B(tvtO)

—_~— —_~——

A(t,t0)D (t,to) — C (£, £0)B (t,t0) = 1 (2.94)

on obtient finalement :

b(t).cu(t) — @ (1) B(t) = b(to) . (to) — @ (to) -5 (to)

Or on a défini précisément Y7 et X7 a partir de Yy et Xg suivant la loi ABCD :

X1 :=AXy + BY,
Y: :=CXy+ DYy

et on sait également que les centres du paquet d’ondes ¢ (7,¢) suivent la méme loi ABCD (par le
théoreme d’Ehrenfest par exemple) :

pl/m _C’I“o +Dp0/m+->( to)

On peut donc construire tout naturellement un premier invariant symplectique qui caractérise la
fonction d’onde ¢ (77, t) :

{ 71 = ATG + Bpg/m + € (t,to)

i (77 = T (b 10) - X1 (B =5 (1,t0) (2.95)

dont on peut vérifier facilement 'invariance temporelle :
—

Vi (7 - T (o) - X (ﬂ _F to>) ~ o - Ko I8

m

Choisissons donc pour €g cet invariant symplectique :

es = Y. 75 — Xo.

38

(2.96)

ie aussi :

@ — (X179 (o) = V1. € (L t0)) = ViT7 - X1 20
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et réécrivons finalement ¢ (77,1) :
© (?’,t) = f (t) e T .Y1X1*1. - .T(W.leflfp_f/m). -

ie encore :

qui est du type :

o (T) = exp [ (F — 17) YiX[ . (F = 71) + 150.(F —70) + +h(t)] (2.97)

avec h (t) qu'il faut maintenant déterminer.

Calcul du terme restant

Reportons maintenant 1’expression précédente de ¢ (7,t) dans I’équation de Schrodinger initiale
afin de calculer le terme restant h (t).
Comme on sait que h (t) ne dépend pas de 7, on ne regardera que les termes indépendant de 7~
dans 'expression obtenue. On trouve finalement :
dh ih

— = —Tr [BY1X; 1] + m7y.

"7 D Am

2m

-2

qu’on peut intégrer en :

h(t,to) = h(tg)+% [ro Ecrﬁ@ BD @+2r0 CB p—nfz

mo (Am+Bp°) z / A (956 + ExE + 206)

Ly s [BYiXy!] !
2 to

grace aux propriétés suivantes des matrices ABCD :
% (AC) = CpC + Aya
4 (BD) = DBD + ByB
% (BC) = DSC + ByA

On reconnait alors bien 'expression de ’action classique établie au paragraphe 2.2.4 :

- t
Sa (t,t0) = 5 [ro ACro+ 22 BD B2 190 O ]+m¢(Aro+B%)+%/todt/(¢ﬁ¢+£v£+2g§)

plus un terme égal a :

ih

) _th d —1| g
> TT [ﬁYle ] dt’ = > /to Tr [(th1> X } dt

to
En utilisant alors la formule suivante donnée dans ’appendice A :

Tr <djf X~ ) - % (In (det (X))) (2.98)
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on peut réécrire h (t,ty) sous la forme :

h(t,to) = h (to) + S (t,to) + % lIn (det (X1)) — In (det (Xo))]

qui conduit finalement & :

o (7, 1) = el (o) FSaltto) o B2 (T—T1) VX[ (T 7T) + £P7.(T-T7) (2.99)
’ det(X1.X, 1)
A tg ce paquet d’ondes devient :
0 (T, 1) = et h(to) ¢ F(T=T6)YoXg " (T'=78) + 4:76.(77=75)
ie :
=L T YXg (T -T0) + 156 -(T-70)
0 (7, t) = 1 e i (T'=78)-Yo X, g (2.100)
\/det(Xo)
en prenant :
A
h(to) = % In (det (Xo))
Finalement on obtient & ¢t > tg le paquet d’ondes suivant :
1 (7). VX, L (T TT) + £P7 (T - T7) (2.101)

T t) = = enSaltito) S

~/det (X7)

Bilan : théoréme ABCD

Nous venons de démontrer le théoreme ABCD par une méthode différente de celles qui ont été
utilisées jusqu’a maintenant : la méthode des opérateurs intégrales premiéres.
Une autre expression du théoréeme ABCD est ainsi la suivante :

Soit un paquet d’ondes Gaussien au temps tg du type :
to) = I S o (T —T8).Yo Xy '.(T—T%) + 4 56.(T—77)
\/ det (Xo)

alors on obtient ’expression du paquet d’ondes au temps t > g
(apres évolution due & 'Hamiltonien au plus quadratique Heyy) :

T,

o (

1

@(T,t):meﬁ

Sa(tito) ¢ Gp(T=T) VX (T =7TT) + 177

en calculant le vecteur propre de 'opérateur :
52 v 5
Yo.R,, — Xo0.F,, /m
pour la valeur propre :

— v =
e():}/o. o—Xo.

38

qui est un invariant symplectique caractérisant le paquet d’ondes initial.
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2.4.5 Cas particulier : le propagateur

Le propagateur
K (?)a t, ?)/a tO) = <?>| U (tv tU) |?>/>

ou U (t,tp) est opérateur d’évolution habituel, peut étre vu d’une fagon légerement différente.
En effet, on peut toujours I’écrire sous la forme :

K (76,7 1) = / 47" (P U (4, t0) | 7Y (7" |7 (2.103)
ou :
<T>” ‘?/> =4 (TW ?/)

qui montre qu’un propagateur n’est rien d’autre que la fonction d’onde évoluée d’une onde plane (en
position) initiale :
7.7

(T |7") = (2nh) 2 .71

Ce propagateur n’est donc qu’un cas particulier d’évolution d’une certaine fonction d’onde, le
"paquet d’ondes” initial ayant comme parameétres :

Y . Xo=0
B=0 Yo=1

Par conséquent, en appliquant le résultat précédent (théoréme ABCD selon la théorie des opéra-
teurs intégrales premiéres), on obtient simplement que :

le propagateur est le vecteur propre de 'opérateur :

==
R,
pour la valeur propre :
—/
7
D’ou :
K (70,7 tg) = CTM) 7 hsuteto) o 52 (7 -m)nXTT ) + (7 )
det (Xl)
avec :
ﬁ:A(,to)?”+§(,to) o X, = B(t,to) Yo
pr/m=C(t,to) T'+ ¢ (t.to) Y1 = D (t,t0) Xo
ainsi que :
m_, v~ —s — m t 1 (— - — s
Sa(tito) = 37 AC T/ +m AT + 2 | dt (¢5¢ +EvE +29.§)
to

Et grace aux propriétés des matrices ABC' D, on obtient finalement :

K (7., 7 ) = (32)*? [det (B)] Y2 exp [£5 (T, 1, 7, to)] (2.104)
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ou :
S (7,1, T b)) = % [(r DB (r—€)—2(r— &) B4 + r/B’lAr’] (2.105)

t
m
+mé(r—&)+ o | dt" ($5 + EvE +29€)
t/
est la fonction principale de Hamilton introduite et détaillée dans la partie 2.2. On retrouve alors bien
lexpression obtenue dans la partie 2.3 [87, 51, 35] :

m
2mih

K (77 0) = (50 ) " et (B esp [is (7.1, ?”,to)] )

h

a un facteur de phase exp (—i37/4) pres (sans conséquence).

2.4.6 Interprétation en terme d’opérateurs création-annihilation

Nous avons vu, dans les paragraphes précédents, que les solutions de ’équation de Schrodinger -
pour un Hamiltonien quelconque - étaient également vecteurs propres d’une certaine famille d’opéra-
teurs (les opérateurs intégrales premiéres), et plus particuliérement de I'opérateur :

— —
Wl-Ro_p + WQ.PO; /m

— —
avec R, et P, tels que :

e — -
Ro_p = Ry (to, 1) # Rop (t,to)
—— —— —
Py, = Py (to, t) # Pop (t,t0)

o }?op (t,to) et PT,p (t,to) sont les solutions des équations de Hamilton classiques.

Dans le cas quadratique, on a vu comment cet opérateur permettait de démontrer le théoréme
ABCD, en décrivant explicitement I’évolution de ses vecteurs propres (paquets d’ondes Gaussiens).
On a vu par conséquent quelle était ’action d’un tel opérateur sur une fonction d’onde Gaussienne, qui
est, on le rappelle, fonction génératrice d’'une base de fonctions d’ondes : les modes Hermito-Gaussiens
(voir partie 2.3.2).

~_~— ~ —

Maintenant, on aimerait pouvoir décrire explicitement Ueffet de I'opérateur Yy.R,, — Xo.F,, /m sur
chacun des modes Hermito-Gaussiens. Nous allons en fait voir que cet opérateur agit sur cette base de
fonctions comme un opérateur d’annihilation (en faisant baisser les indices du polynome d’Hermite 3D
Himn intervenant dans les modes d’Hermite-Gauss). Cette approche utilisant les opérateurs intégrales
premiéres rejoint, en ce sens, la démarche suivie dans [51] et [35] par Bordé, tout en offrant la possibilité
de la généraliser pour un Hamiltonien quelconque.

L’opérateur
T A T o
Yo.R,, — Xo.P,,/m
est d’ailleurs tres proche de Popérateur ” A” donné dans 1'appendice 2 de la référence [35]. On peut en

effet écrire cet opérateur difféeremment en faisant agir les termes d’évolution sur les largeurs complexes
Xoet Yy :

_—  ~ — —~ — —~ —
Yo.Rop = Xo P/ = Yo. (A" i+ B mp/m+€ ) = Xo. (C” 7y + D™ pog/m+ ")
—~ ~ ~ ~ ~ —~ ~ ~ — ~ ~.
- Y().(D@—Bp_)Op/m—D?+B$)—X0.<—C'@+Ap_>op/m+¢7+0?—z4$)

= (CXo+DY). (7o — €) — (A% + BYy). <]jn—” - E’)
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ie :

Yo.Ry, = Xo.Pop/m = V. (7o — € ) = X1 (2 - 9) (2.106)

qui differe légerement de l'opérateur ” A” dans [35] par la prise en compte des termes ? et ?

On cherche donc & connaitre ’action de cet opérateur
O,
Y1.<77p— §> - X1. <—Wf - ¢>>

sur la fonction génératrice des modes Hermito-Gaussiens (voir partie 2.3.2) :

1 i T
N ->,t;->,-> - = _S (t,t;-),-)—thfl —>>
Gw (7,t:71,D1) det(Xl)eXp [h (£, t0; 70, Po 0 «
. . 1
.exp [% (7 — T X (T — ) + % (7 —7).P0 + 5@ X' Zo ﬁ]

prise aprés évolution jusqu’au temps t de la fonction génératrice initiale :

- e [ (P X (P - ) 4 (7 ) (- 2 W) 4 X @)

det (X()) 2h h 2
ou 77 et Py valent par conséquent :
T=AT+B (B -20X,' @) /m+ € =Ri-2MB X;' @/m
pi/m=C 75+ D (po —ZHXO_]‘ W) /m+$ = Ij{/m—ZhD XO_1 o /m

ol l'on reconnait I'invariant symplectique :
=5 (5 = N — > =
Y:. (Rl Sy ) ~ X, (Pl/m— ¢>) = Yo.70 — Xo.p3/m = &

et ou 'on peut simplifier le terme suivant :

(%0 ¥iB) Xt = [(%deviB)D (% 0+% b)B| 5"

= Xo.(4D-CB) Xy
-1

Pour arriver finalement a :

~ — =~ A — 2h
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ou encore :

Développons maintenant - en puissances de @ - les termes dépendant de @ dans G (7, ¢; 77, PT)
— 4= = —= g = iTY o+ oL w
Ow (7,6:7,01) = G (T,67,01).€" atasa
~ A
1 1
= Gy (7, t,7,p1). E 7 +m+”.az.a;”.ozg.7'{lmn <YT>, -3
l,m,n

ol Y et Z s’expriment en fonction de Xy, Yy, Zp.

L’action de lopérateur précédent fait donc monter les puissances de @ d’une unité dans cette
égalité, ce qui se traduit - lorsque ’on compare les puissances de @ avant et aprés action de 'opérateur
- pour chaque terme Hj,,, par :

— m

Y e _ X p- — .
o 2h ( Yo.R,p, — Xo.Pop/m — & ) Himn = —t.Hi—1,mn

écrit ici pour la composante suivant ’axe x.
L’opérateur

m = = = .,
ﬁ<YO.ROp—X0.POp/m — eo>

apparait donc bien comme un opérateur d’annihilation de modes Hermito-Gaussiens 3D.

Sans entrer dans plus de détails, on peut ensuite, comme cela est fait dans [51], définir également un
opérateur de création similaire pour monter et descendre & volonté sur 1’échelle de ces modes Hermito-
Gaussiens, la fonction génératrice précédente étant ainsi vue comme un état cohérent généralisé. On
peut également ré-exprimer I’Hamiltonien initial grace a ces opérateurs et y faire apparaitre des termes
de squeezing [51].

On peut alors se demander jusqu’a quel point cette approche - consistant a exprimer les opéra-
teurs intégrales premiéres en termes d’opérateurs création-annihilation, et leur vecteurs propres en
terme d’états cohérents - peut étre généralisée & un Hamiltonien quelconque. Il serait donc intéres-
sant d’examiner en détail le cas d’un Hamiltonien plus que quadratique, pour vérifier si 'opérateur
%.R—;;, — )/(VO.P—)O;, /m conduit correctement & ce genre d’approche.

2.4.7 Conclusion

Dans cette partie, nous avons vu qu’il était possible d’extraire beaucoup d’informations de ’équa-
tion de Schrodinger. Nous avons mis en particulier en évidence toute une famille d’opérateurs intégrales
premiéres, valables pour un Hamiltonien quelconque, dépendant ou non du temps (dont les vecteurs
propres donnent accés aux solutions de I’équation de Schrédinger correspondante). On a également
souligné que cette famille d’opérateurs décrivait un ensemble de quantités invariantes, conservées a la
fois en mécanique quantique et en mécanique classique.

Nous avons ensuite vu 'intérét des opérateurs intégrales premiéres dans le cas particulier d’un
Hamiltonien au plus quadratique (en position et impulsion), en redémontrant le théoréme ABCD par
cette méthode. Nous avons vu plus spécifiquement que ce dernier pouvait étre vu comme un calcul
de vecteur propre pour une valeur propre égale a 'un des invariants symplectiques associés au paquet
d’ondes initial.
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Insistons sur le fait que la démarche suivie ici est tres différente de celles utilisées dans les dé-
monstrations antérieures. En effet, on ne cherche pas a calculer d’abord un propagateur, pour ensuite
I’appliquer sur un paquet d’ondes, et obtenir son évolution. Dans notre approche, 1’évolution d’un
paquet d’ondes apparait comme une certaine propriété d’'un opérateur intégrale premiére, et le pro-
pagateur comme un cas particulier de cette propriété.

L’utilisation des opérateurs intégrales premiéres donne ainsi une perspective plus large au probléme
de l’évolution de paquets d’ondes atomiques en présence de champs inertiels et gravitationnels. En effet,
on a vu que, quelque soit I’'Hamiltonien, les solutions de I’équation de Schrodinger étaient égales aux
vecteurs propres de 'opérateur :

N
op

—
W].'Ro_p + Ws.P,

— .
% = < % (t07t) )
Po;) Pop (t07 t)
ot R (t,to) et P (t,tp) sont les solutions des équations de Hamilton.
On obtient ainsi ’équivalent du théoréme ABCD dans le cas d'un Hamiltonien quelconque.

avec :

Bien str, la difficulté principale reste 'obtention d’une expression ar@ytique pour les grandeurs

R (t,to) et 7 (t,t0), afin de calculer ensuite les vecteurs propres de R, et P,,. Il serait donc intéressant
d’appliquer cette méthode de résolution dans le cas d’Hamiltoniens plus que quadratiques dont on
connait une solution analytique, pour examiner ainsi :

1. quels sont les vecteurs propres obtenus (autres que des Gaussiennes a priori),
quelle est alors 'expression de leurs invariants symplectiques,

comment ces paquets d’ondes sont modifiés par ’évolution temporelle,

s’ils conservent la méme forme générale pendant 1’évolution,

si le propagateur a la méme forme que ces solutions générales,

AR el i o

si ce propagateur est également fonction génératrice d’une base de I’espace de Hilbert des fonc-
tions d’ondes...

Il convient de souligner que cette méthode fournit également une méthode d’obtention du propaga-

teur dans le cas d’un Hamiltonien quelconque. En effet, on a montré que le propagateur K (77, ¢, 7', to)
—

était égal au vecteur propre de l'opérateur R, pour la valeur propre 7T, et ce quelque soit ’'Hamil-

tonien.

—
On peut d’ailleurs définir également un autre propagateur, a partir de P, :
K(7,t, 9" t0) :==(T|U (t,t0) | P") (2.107)
qui permet d’exprimer I’évolution - en représentation position - de paquets d’ondes impulsionnels :
v(70) = [apK (78T ) 6 (7 0)

—
Ce propagateur "mixte” est alors vecteur propre de F;, pour la valeur propre 7D’, et on obtient

son expression comme au paragraphe précédent :

3/2 ,
K(7.t, 7 to) = <%) [det (A)]*l/2 exp %S (7,t, 7", to) (2.108)
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avec :

S(7.t, k) = % [(r —OCA Y (r—)+2(r—¢) Z—Vl% - %A*lB% (2.109)

t
o (=) + 5 [t (080 + ¢ + 206)
t/

Finalement, on peut résumer cette partie par le schéma suivant :

1. Solutions de ’éq. de Schrodinger = Vect. Propres des Op. Int. premiéres

2. Ensemble d’Op. Int. premiéres pour H.,;: quelconque :

—
— R—
> Wik Vi ViV avee Vo= ( —p )
ijk...=1,2 Fop
— —
3. Vecteurs Propres de Wi.R,, + Wa.P,,
J
H.,; quelconque : évolution des paquets d’ondes
U
H.,; au plus quadra : th. ABCD
U

Wiy=1,Wy=0 = propag. K (7,t,

ot T
ticuli :
Cas particuliers { Wiy =0,Wy=1 = propag. K(7,t, D" to)




Chapitre 3

Théorie et modélisation des
séparatrices laser

Cet important chapitre est consacré a I’étude et a la modélisation des séparatrices laser, et plus
particuliérement des séparatrices & ondes laser progressives.

Le premier objectif est de comprendre le fonctionnement de telles séparatrices en présence de divers
champs inertiels et gravitationnels (ceux du chapitre précédent), et, d’une fagon générale, d’approfondir
la compréhension de I'interaction lumiére-matiére en présence de tels champs extérieurs. On examinera
en particulier la structuration du paquet d’ondes atomique initial en plusieurs paquets d’ondes et
on mettra en évidence leurs caractéristiques principales (vitesses de groupe, sélectivité complexe en
impulsion).

Le second objectif est lié & la modélisation des interféromeétres atomiques, et consiste a fournir une
modélisation des séparatrices qui soit consistante avec le niveau de précision (actuel ou envisagé) de
ces appareils. On examinera, entre autres, la possibilité de décrire la triple interaction ”laser - matiére
- champs inertiels et gravitationnels” sous forme d’une interaction effective instantanée (théoreme ¢t
champ fort généralisé), dont 1'utilité apparaitra plus clairement au chapitre suivant (lors du calcul du
déphasage interférométrique).

95
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3.1 Introduction

Le concept de séparatrice atomique est trés large, et peut d’ailleurs, comme I’a souligné Bordé
des 1997 [102], étre étendu a tout processus de diffusion de particules par un potentiel. On peut ainsi
écrire trés généralement :

A(ma, Ea,pA) + B(mp, Ep,pg) — C(mc, Ec,pc) + D (mp, Ep, pp)

ou A est la particule incidente (possédant une masse effective m 4, une énergie F 4, et une impulsion
P4 liée & E4 par une relation de dispersion), B et C' les quasi-particules du champ extérieur cohérent
(servant de potentiel diffuseur), et D la particule diffusée. Ce schéma s’applique alors facilement a la
difusion de neutrons par des phonons, et & la diffusion d’atomes par des photons. Dans le cas de la
diffusion d’atomes & deux niveaux par des photons, on a ainsi : A = atome dans ’état fondamental, D
= atome dans I’état excité et B = photon absorbé (un autre photon C' est présent lorsque la transition
atomique est a deux photons).

On peut finalement toujours écrire ’action d’une séparatrice atomique sous la forme d’une matrice
S entre quatre champs quantiques. Dans notre cas, la motivation d’une telle description est double.
On veut en effet comprendre comment est diffusé un paquet d’ondes atomique par un champ laser en
présence de champs inertiels et gravitationnels, mais on veut également et surtout pouvoir fournir une
modélisation pratique et pertinente - sous forme de matrice S - de ces séparatrices atomiques, en vue
de la modélisation des interféromeétres atomiques.

La plupart des modélisations actuelles ne tiennent en effet pas compte de nombreux effets impor-
tant. Ainsi, jusqu’a trés récemment (2003), le niveau de précision des appareils (existants ou envisagés)
utilisant de telles séparatrices laser n’en nécessitait pas une modélisation trés fine, et seuls étaient pris
en compte les effets suivants :

— la division du paquet d’ondes incident en deux paquets d’ondes,
— dont 'un est égal au paquet d’ondes incident, & un facteur d’amplitude pres,
— et autre difféere du paquet d’ondes incident par un changement :

— d’impulsion centrale,

— d’amplitude,

— d’état interne,

— et de phase.

Cette modélisation simplifiée des séparatrices - qualifiée ”d’infiniment fine”, car elle revient a
litéralement imprimer instantanément une phase et une amplitude effectives sur le paquet d’ondes
incident - laisse cependant croire qu’elle rend compte de leurs effets principaux, ou qu’elle en est une
approximation au premier ordre. Mais il n’en est rien, car d’une part, cette modélisation infiniment
fine ne rend pas compte d’effets majeurs comme la sélectivité en vitesse transverse ou la structuration
en plusieurs paquets d’ondes de chacun des états de sortie; d’autre part, car elle n’est pas équivalente
a une théorie du premier ordre, comme le montre I’étude en champ faible de la référence [79)].

Cette autre modélisation - le théoréme ttt champ faible [99, 79] - a vu récemment le jour avec pour
buts, premiérement de donner une justification de la modélisation infiniment fine précédente (et d’en
préciser les limites), deuxiémement de fournir une modélisation des séparatrices - en champ faible et en
négligeant tout effet dispersif autre que I’étalement naturel - commune aux deux types de séparatrices
connues : spatiales et temporelles.

Bien que cette seconde modélisation soit plus claire et pratique que la modélisation infiniment fine
(elle est utilisée dans les références [80] et [81] pour la modélisation des interférométres atomiques),
elle ne rend pas compte, entre autres, des effets :

— du laser en champ fort (traitement non-perturbatif, avec pour conséquences : sélectivité en
vitesse transverse, structuration en plusieurs paquets d’ondes, etc),
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— de la dépendance temporelle et spatiale de 'amplitude du champ laser réel,
— de la structure du paquet d’ondes atomique incident,

— des champs inertiels et gravitationnels présents lors de 'interaction.

A ce titre, signalons qu’il existe plusieurs études - en champ laser fort - concernant certains de
ces effets. Par exemple, les études [53, 54, 101] traitent le cas de séparatrices soumises & un champ
gravitationnel constant et uniforme (solution exacte sous forme de fonctions spéciales dans le cas
temporel, et approche WKB dans le cas spatial), et les études [30, 52] négligent les effets dispersifs
mais prennent en compte la dépendance en la structure temporelle du champ laser (cas spatial et
temporel). Dans tous les cas cependant, la structuration particuliére du paquet d’ondes incident en
plusieurs paquets d’ondes de formes différentes n’est pas traitée (la présence de deux ou quatre vitesses
de groupe distinctes est toutefois étudiée dans [102, 103]), et une modélisation de cet effet reste encore
a faire méme dans le cas le plus simple (sans champs inertiel, ni gravitationnel, et avec une impulsion
laser en forme de créneau temporel).

A la lumiére de ce qui s’est passé en optique neutronique, ol la modélisation de 'action des
séparatrices s’est finalement révélée primordiale pour interpréter correctement les déphasages interfé-
rométriques (par la prise en compte de l'effet Borrmann par exemple [104, 105, 15]), il est nécessaire
d’aller au deld de ces modélisations qui ne fournissent pas une description compléte de I'action réelle
des séparatrices.

En plus du travail de compréhension, de compilation et de mise & jour des différentes travaux sur
le sujet de I'interaction laser - matiére, il apparait donc nécessaire d’étudier en détail 'action d’une
séparatrice atomique en champs (laser, inertiels et gravitationnels) forts - en tenant également compte
de la structure du laser et du paquet d’ondes atomique - pour finalement en dégager les caractéristiques
principales et en fournir une modélisation pertinente.

Nous verrons d’abord dans ce chapitre comment mettre en équation le probléme de la triple inter-
action ”atomes - laser - champs inertiels et gravitationnels” (partie 3.2), puis comment la transformer
(par différents changements de représentations) en une équation :

% o (£)) = iMp (t) 0 (1))

plus simple a résoudre (partie 3.3), avant de résoudre cette équation (numériquement ou par des
développements, des approximations ou des solutions exactes) (partie 3.4) et de revenir dans la repré-
sentation initiale (schéma ttt, partie 3.5). Nous étudierons - et modéliserons - ensuite la solution en
champ fort obtenue dans le cas particulier d’'une séparatrice & champ constant (impulsion laser cré-
neau de durée 7) sans aucun champ inertiel ou gravitationnel (cas ”libre”, partie 3.6), et nous verrons
finalement comment appliquer cette démarche au cas général décrit plus haut (partie 3.7).
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3.2 Cadre de ’étude et approximations considérées

Comme on ’a souligné dans 'introduction, une séparatrice peut étre vue comme un mélange a
plusieurs ondes, ou certaines jouent le role d’ondes incidentes (associées aux particules incidentes
qui doivent étre diffusées) et ou d’autres jouent le role de potentiel diffuseur ou potentiel séparant
(conduisant & une ”séparation” plus ou moins efficace des ondes incidentes). D’une fagon plus concréte,
on a généralement affaire & un systéme atomique & plusieurs niveaur soumis G un certain potentiel
d’interaction (qui couple les niveaux entre eux), en présence de processus de relaxation et de divers
champs extérieurs (inertiels, gravitationnels...), et dont la source d’évolution peut étre décrite par un
Hamiltonien (les termes de cette expression sont explicités dans la suite).

Si ce cadre de travail permet effectivement de mettre en équation le probléme de la triple interaction
"matiére - potentiel séparant - champs inertiels et gravitationnels”, il est cependant peu utilisé sous
cette forme, qui est trop générale. Ainsi, d’'un point de vue pratique, de nombreuses restrictions et
approximations sont couramment utilisées de facon plus ou moins explicite. Dans ce mémoire par
exemple, nous étudierons cette triple interaction fondamentale sous la forme d’une équation de
Schrodinger 4 deux composantes :

ih% (W (£)) = (Ho + Hewt (Top; Pop: ) + Vem (Top, 1)) [V (£)) (3.1)
avec : W () =a(t) |a) + b(t) |b)

traduisant l'action d’ondes laser progressives (quasi-résonnantes) sur des atomes a deux
niveaux effectifs (a et b).

Le but de cette partie est alors précisément de mettre en exergue les diverses restrictions et ap-
proximations les plus courantes conduisant du cadre général décrit plus haut a cette simple équation
de Schrodinger. Nous procéderons en deux étapes :

— en précisant premiérement le sens de I'expression :

" systéme atomique & plusieurs niveaur soumis & un certain potentiel d’interaction (qui
couple les niveaur entre eux), en présence de processus de relazation et de divers champs
extérieurs (inertiels, gravitationnels...), et dont la source d’évolution peut étre décrite par
un Hamiltonien”

— en détaillant ’origine et les conséquences des diverses approximations - et restrictions -
considérées dans ce mémoire.

3.2.1 Précisions concernant le cadre général d’étude

Il est important de connaitre le sens réel des différents termes de 'expression précédente. En effet,
certains sont génériques et font référence a de plus vastes phénoménes physiques que ce qui peut
paraitre & premiére vue. On peut alors se poser les questions suivantes : quelles sont les ondes de
matiére concernées par ce type de séparatrice? A quoi correspondent réellement les niveaux entre
lesquels s’effectuent les transitions? Quels sont les différents types de potentiel d’interaction et de
séparatrices atomiques 7 Enfin, qu’entend-on vraiment par ” processus de relaxation” ?

Ce paragraphe, sans prétendre & I'exhaustivité, vise a répondre & ces questions.
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“Systéme atomique”

Le mot ”atomique” est ici générique, et lorsque 1'on parle de ”systéme atomique”, on fait en fait
référence a des particules matérielles, seules ou en groupes. Ces particules de matiére peuvent alors
étre des atomes (neutres ou non), des molécules, ou toute autre quantité de matiére qu’on peut
manipuler de fagon cohérente '. De plus, les ondes de matiére considérées peuvent étre issues
de sources cohérentes (bosonique ou fermionique), partiellement cohérentes ou incohérentes (de telles
sources atomiques sont modélisées au paragraphe 4.1.1).

D’une fagon générale, le choix de la matiére que 1'on cherche & ”séparer” dépend du type de
séparatrice considéré. Ainsi, d’un point de vue mécanique (séparation par diffraction grace a des
microstructures), sont utilisées toutes sortes d’atomes (Na, He métastable, K...), des molécules (g,
Nag, Hy, Lis, Cgg, Cr...), et méme récemment des biomolécules (Porphyrin...). Pour les techniques
utilisant des champs magnétiques et électriques statiques (voir ci-apres), il suffit généralement que les
atomes et molécules aient un spin non nul (gaz rares, alcalins, chrome...) ou qu’ils soient ionisés. Enfin,
pour la technique de séparation qui nous intéresse plus particuliérement, & savoir celle qui est basée
sur 'interaction laser - matiére, on compte aujourd’hui plusieurs dizaines de transitions atomiques
effectivement utilisées. Les atomes peuvent étre des alcalins (Li, Na, K, Rb, Cs) ou non (Ca, Mg,
Sr...), et le choix de 'un de ces atomes est directement lié¢ & la qualité des transitions entre niveaux
hyperfins (spécialement pour les horloges atomiques), et a la possibilité de controler facilement les
parametres externes (vitesse centrale et dispersion en vitesse par exemple) du nuage atomique initial.

“Niveaux atomiques”

Les niveaux atomiques dont on parle ici correspondent aux états propres de I’Hamiltonien
atomique, ie de 'Hamiltonien décrivant le systéme atomique seul (sans potentiel diffuseur, ni potentiel
extérieur). Les énergies associées & ces états peuvent étre discrétes et/ou continues, et peuvent étre
dégénérées ou présenter une structure hyperfine (cette structure hyperfine est trés intéressante, car
elle permet d’obtenir des niveaux stables, ie de grande durée de vie).

Selon le type de séparatrice considéré, seul un petit nombre de niveaux peut &tre concerné par
Iinteraction. Souvent on peut méme se restreindre a deux niveaux. C’est le cas par exemple des
transitions a un photon entre un état fondamental et un état excité (induites par une onde laser quasi-
résonnante avec la fréquence de transition atomique), ou encore des transitions Raman a trois niveaux,
dont un peut étre éliminé adiabatiquement (les deux niveaux sont alors des niveaux effectifs).

En fait, les niveaux atomiques ne correspondent pas forcément a des états propres d’énergie interne.
Ils peuvent faire référence également aux états propres d’'un autre opérateur, comme celui d’impul-
sion. Il est alors préférable de parler d’états d’énergie-impulsion (E, P’) plutot que de niveaux
atomiques, et il est judicieux de représenter les transitions possibles entre ces états & ’aide de dia-
grammes d’énergie-impulsion [106, 102, 35].

Sur ces diagrammes sont représentées les courbes donnant 1’énergie en fonction d’une compo-
sante de 'impulsion. L’énergie des atomes est ainsi une fonction hyperbolique de I'impulsion :

7 —— /E2 + P22

(expression relativiste), tandis que I’énergie des quasi-particules (photons par exemple) dépend
linéairement de I'impulsion :

T =hk — hk.c = hw

'En maitrisant les variations de phase de 'onde de De Broglie associée lors de I'interaction avec le potentiel diffuseur.
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(droite de pente *£c).
Il est alors possible de représenter les énergies associées & plusieurs niveaux atomiques internes
sur le méme diagramme (voir la figure 3.1) :

niveau a

N E'g + 7262
—

7
niveau b N E? + P2
(lorsque l'on néglige Iénergie cinétique des atomes (approximation de Raman-Nath par exemple),
ces courbes sont des droites horizontales d’ordonnées FE, et Ej; et lorsque I'on néglige les effets
relativistes, ces courbes sont des paraboles, voir le paragraphe 2.1 2).
En superposant les différentes courbes précédentes, on peut ainsi visualiser les transitions pos-
sibles entre les divers états d’énergie-impulsion (voir les exemples donnés ci-apres).

E(p
p—>\E +pc ,(\ ) poE +pc

hk — hk.c

ho

Désaccord
généralisé

A 4
=

Fic. 3.1: Diagramme d’énergie-impulsion d’un atome & deux niveaux soumis & une onde laser quasi-
résonnante progressive.

Les transitions peuvent ainsi s’effectuer entre des états :

— différant uniquement par leur énergie interne (par exemple, pour une transition laser a deux
photons sans effet de recul, ie lorsque les photons sont issus de deux ondes laser contra-
propageantes, voir figure 3.2),

2 Afin de respecter les écarts énergétiques entre ces niveaux atomiques (pour = U}), tout en respectant
le comportement commun de I’énergie pour les grandes valeurs de I'impulsion (pour p tendant vers l'infini, les
courbes paraboliques doivent étre tangentes aux droites de pente p° — +¢.p’), une masse au repos effective
est alors associée a chaque niveau atomique interne :

E, = myc? et Ey = mpc?

(voir le paragraphe 2.1 pour une définition plus pertinente des masses au repos).
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F1a. 3.2: Diagramme d’énergie-impulsion d’un atome & trois niveaux soumis a deux ondes laser (pro-
gressives) contra-propageantes : transition a deux photons sans effet Doppler. L’onde laser progressive
équivalente est également représentée.

— différant uniquement par leur état d’impulsion (par exemple, lorsque des atomes sont dif-
fractés par une microstructure mécanique ou lumineuse : régimes de Kapitza-Dirac ou de
Bragg, voir figures 3.3, 3.4 et 3.5),

— différant a la fois par leur état d’énergie interne et par leur état d’impulsion [102] (par
exemple, pour des transitions Raman & deux photons du type de celle représentée sur la
figure 3.6).

Les états précédents peuvent étre considérés comme des états intriqués, au sens d’une intrica-
tion “interne-externe” des degrés de liberté du systéme atomique (degrés de liberté internes - degrés
de liberté externes). De la méme fagon, il faut également tenir compte du couplage entre les états
atomiques et le potentiel diffuseur, les états caractéristiques entre lesquels s’effectuent les transitions
étant en fait des états intriqués ”atomes-potentiel” (état propre atomique - état propre du potentiel
diffuseur). L’exemple le plus courant est l'intrication des états atomiques avec les états de Fock du
champ électromagnétique quantifié, lorsque celui-ci est utilisé comme séparatrice.

“potentiel diffuseur” : les diverses techniques de séparation atomique

Le role du potentiel diffuseur est d’induire des transitions entre les états caractéristiques décrits
ci-dessus (niveaux atomiques internes, états d’énergie-impulsion, états intriqués...), pour ”séparer”
une onde matérielle incidente en une superposition d’ondes matérielles distinctes. Il existe alors de
nombreuses techniques de séparation atomique (et moléculaire), qui correspondent chacune a un type
de potentiel diffuseur.

Ces diverses techniques sont en fait liées aux développements de 'optique atomique - par analogie
avec les optiques photoniques, électroniques et neutroniques - ie du domaine de la physique qui traite
de la réalisation d’éléments optiques, tels que les lentilles et les séparatrices (miroirs et lames semi-
réfléchissantes), dans le but notamment de réaliser des interférometres atomiques (senseurs inertiels
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Fia. 3.3: Diagramme d’énergie-impulsion d’un atome & deux niveaux soumis & une onde laser station-
naire : régime de Kapitza-Dirac.

et horloges atomiques), et plus généralement de toute une nouvelle gamme d’éléments dissipatifs
(ralentissement, piégeage, refroidissement) n’ayant pas forcément d’analogues dans les autres types
d’optiques.

Comme ces éléments d’optique atomique, les séparatrices s’appuient sur essentiellement deux pro-
priétés des atomes (ou des molécules) :

— leur aspect ondulatoire (grace a la relation de de Broglie),

— leur interaction avec des champs extérieurs, électromagnétiques (statiques ou non) ou ma-
tériels.

Les trois principaux types de séparatrices connues a ce jour sont alors :

1. celles utilisant I'interaction atomes - matiére : diffraction par des microstructures pé-
riodiques [107, 108, 109, 110, 111]

2. celles basées sur 'interaction entre des atomes possédant un moment magnétique ou dipd-
laire électrique, et des champs électriques ou magnétiques statiques [112, 113, 114,
115] : effet Stern et Gerlach transverse ou longitudinal, miroirs magnétiques, miroirs pour
molécules polaires...

3. celles basées sur I'interaction résonnante ou quasi-résonnante entre atomes et
champs laser : effet Stern et Gerlach optique, miroirs & ondes évanescentes, diffraction
par ondes stationnaires ou progressives (en fonctionnement spatial et/ou temporel)...

Comme nous le verrons par la suite, c’est sur ce troisiéme type d’interaction que nous axerons
notre étude, et plus généralement sur les séparatrices pour lesquelles I’approximation & deux ondes est
valide.
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Fic. 3.4: Diagramme d’énergie-impulsion d’un atome & deux niveaux soumis a une onde laser sta-
tionnaire : diffraction de Bragg du premier ordre. L’onde laser progressive équivalente est également
représentée.

“Processus de relaxation”

Ces processus résultent de couplages particuliers (entre atomes, entre les atomes et I’environnement
extérieur...) qui entrainent une perte de cohérence (due a une modification aléatoire de la phase ato-
mique) et/ou une perte de signal (perte de contraste interférométrique par exemple, due a ’absorption
des atomes avant la fin de U'interférometre).

Cette dégradation du ”signal” a ainsi plusieurs origines :

— la désexcitation spontanée des niveaux atomiques excités

les collisions entre atomes

— l'interaction des atomes avec le réseau cristallin, quand il y en a un

I’absorption des atomes par les microstructures matérielles

Lorsque 1’'on ne peut pas négliger ces processus de relaxation, il est nécessaire d’utiliser une des-
cription de I’évolution atomique en termes d’opérateur densité (le formalisme des fonctions d’ondes
ne permet pas en effet de rendre compte correctement de ces phénomeénes) et 1’équation d’évolution
correspondante peut étre non-linéaire.

3.2.2 Approximations et restrictions considérées

Le cadre trés général décrit au paragraphe précédent est peu utilisé tel quel, car il est peu com-
mode (multiples niveaux atomiques, potentiel diffuseur sans forme explicite, possible non-linéarité de
l’équation d’évolution atomique...). En fait, il est souvent possible de simplifier ce cadre d’étude en
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Fia. 3.5: Diagramme d’énergie-impulsion d’un atome & deux niveaux soumis & une onde laser sta-
tionnaire : diffraction de Bragg du second ordre. L’onde laser progressive équivalente est également
représentée.

se restreignant & un certain type de séparatrice. Moyennant certaines approximations justifiées, il est
alors possible d’obtenir une équation d’évolution simple entre deux états atomiques effectifs.

L’objectif de ce paragraphe est de préciser le type de séparatrice que I’on compte modéliser par la
suite, ainsi que les approximations qui permettent de passer du cadre trés général décrit ci-dessus a
I’équation de Schrodinger 3.1.

Approximation & deux niveaux, approximation & deux ondes

On va supposer par la suite que le potentiel diffuseur couple principalement deux niveaux atomiques
(interaction quasi-résonnante avec ces niveaux, dont la durée de vie est supposée trés longue), et
plus généralement deux états d’énergie-impulsion différents (approximation a deux ondes). Le
couplage peut étre direct ou non, et ces deux niveaux (ou états) peuvent étre en fait des niveaux
effectifs.

Ce modeéle rend compte de nombreux cas expérimentaux. Par exemple :

— pour deux états (E, P’) couplés directement (voir figure 3.1),

— pour deux états (E, ') couplés indirectement (transitions Raman avec changement d’éner-
gie interne, voir figure 3.6),

— ou pour deux états d’impulsion () couplés indirectement (transitions Raman sans chan-
gement d’énergie interne, voir figures 3.4 et 3.5).

Cette approximation a deux ondes permet ainsi de rendre compte de ’action de séparatrices spa-
tiales (microstructures périodiques matérielles ou ondes électromagnétiques stationnaires) lorsqu’elles
fonctionnent en régime de Bragg (dans ce cas en effet, la conservation de I’énergie interdit la présence
de plus de deux ordres de diffraction différents, et ’approximation & deux ondes est valide).
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Fia. 3.6: Diagramme d’énergie-impulsion d’un atome a trois niveaux soumis a deux ondes laser contra-
propageantes : transition Raman & deux photons. L’onde laser progressive équivalente (ou effective)
est également représentée.

Type de séparatrice envisagé et onde laser progressive équivalente

Dans ce mémoire, nous étudierons essentiellement l'interaction entre des atomes a deux
niveaux effectifs et des ondes laser progressives effectives.

Mais ce cas en englobe beaucoup d’autres. En effet, comme I’a souligné Bordé en 1997 [102],
I’évolution d’un atome a plusieurs niveaux effectuant une transition multiphotonique (grace a plusieurs
ondes lasers progressives ou stationnaires), pour laquelle les niveaux atomiques intermédiaires peuvent
étre éliminés adiabatiquement, est équivalente a celle d’'un atome a deux niveaux effectifs soumis a
une onde laser progressive effective (transition a un seul photon effectif).

Par exemple, dans le cas d’une transition Raman entre deux états (E, ') (voir figure 3.6), on
peut en effet montrer que [45, 46], lorsque 1’état intermédiaire est fortement hors-résonance, cette
interaction a deux photons (entre trois vrais niveaux) est équivalente a une transition a un photon
effectif” entre les deux états (F, p’). Le photon effectif n’est bien str pas réel (il ne respecte pas
la relation k = w/c), mais la transition a toutes les caractéristiques d’une transition due & une onde
progressive effective.

Quant aux séparatrices atomiques & ondes laser stationnaires, on a vu qu’en régime de Bragg, on
obtenait un schéma identique & celui des transitions Raman, mais pour des états (E, ) de méme
énergie interne (transition Raman dégénérée, voir figures 3.4 et 3.5). Le photon effectif de 'onde laser
progressive effective est alors un photon trés particulier : il a une fréquence nulle.

Finalement, pour de telles séparatrices, le caractére spatial ou temporel des ondes laser
réelles apparait seulement dans ’amplitude de ’onde laser progressive effective. Cette amplitude
sera ainsi, selon le cas, modulée spatialement (sous forme d’un créneau spatial par exemple) et/ou
temporellement (sous forme d’une impulsion de type créneau, Gaussienne, Blackman...).

Bien que I’équation d’évolution qui leur est associée soit la méme, ces deux cas ne sont cependant
pas équivalents. En effet, dans le cas libre par exemple (ie sans autre champ extérieur que celui
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du laser), la relation de conservation d’énergie-impulsion des atomes (avant et apreés 1’absorption du
photon (w, ?) faisant passer 'atome de 1'état (E,, P’) & létat (Eb, T+ h?)) s’écrit simplement
(voir figure 3.1) :

2
(?Jrhk) 2
Eb"’ :Ea+hLd+_
m 2m

ou :
—
w—wo— k. (7+%> /m=0

avec hwg := Ej, — E,. Cette relation donne en fait une condition sur 7', w et E pour que 'atome
absorbe bien le photon effectif.

Lorsque w et % sont parfaitement définis (onde laser monochromatique et plane), une seule im-
pulsion atomique est donc autorisée :

un unique P tel que :

wL—wo—k-]:.(ﬁ—i-ﬁ—gL)/m:O

Par contre, lorque 'amplitude de 'onde laser effective est modulée spatialement, la fréquence
"absorbée” w est toujours définie de fagon précise (w = wy), mais ce n’est plus le cas du vecteur
d’onde ?, dont 'imprécision AE est reliée 4 la largeur de la transformée de Fourier de I'amplitude,
et la condition précédente est ainsi partiellement relaxée (plus le waist w est petit, plus I'imprécision
AT est grande) :

7 vérifie la condition

w=wr, (partiellement relaxée sur k) :

ke lkp —m/w, kr + m/w) _
wr —wo — k. (ﬁ+%)/m:0

De la méme fagon, lorsque 'amplitude laser est modulée temporellement (de largeur caractéristique
7), le vecteur d’onde ”absorbé” k est parfaitement défini (£ = kr), mais c’est la fréquence w qui
n’est plus définie de fagon précise, et la condition précédente est également relaxée :

7 vérifie la condition
w € lwp — /7, wr, + 7/7] (partiellement relaxée sur w) :
-5
k =kr _ —
w—wo—kL.(?’ercTL) /m =0

Dans les deux cas, c’est pour toute une gamme d’impulsions atomiques que la transition est au-
torisée (on peut dire que les atomes ”choisissent” le photon adéquat pour effectuer la transition).
Cependant, dans le cas temporel, seule 'impulsion des photons absorbés est connue a priori (la méme
pour tous les atomes, égale a hikr,, a cause de la conservation de I'impulsion), et non leur énergie ; alors
que dans le cas spatial, c’est I’énergie communiquée aux atomes qui est connue a priori (Awr, a cause
de la conservation d’énergie), mais pas I'impulsion des photons responsables.
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Cette différence est trés importante lorsque ’on recherche les vitesses de groupe des paquets d’ondes
impulsionnels créés par les séparatrices. Le cas spatial est alors beaucoup plus complexe & modéliser
que le cas temporel [30, 103, 101] (I’équation sur I’énergie est en effet du second ordre, alors que
I’équation sur I'impulsion est du quatriéme ordre), et c’est pourquoi nous ne modéliserons, dans cette
étude, que le cas temporel (voir les modélisations ttt champs forts de la partie 4.1.2).

Dans le cadre de la modélisation des interférométres atomiques, on pourra néanmoins considérer
des séparatrices spatiales, et on verra en particulier au paragraphe 4.1.2 comment la modélisation
ttt champ faible rend compte d’une grande partie de leurs effets principaux.

Modélisation de 'onde laser

Le faisceau laser utilisé comme séparatrice sera décrit par la suite comme un état cohérent du
champ électromagnétique quantifié. En effet, un tel état est non seulement celui qui décrit le
mieux un champ laser réel, mais il permet également de décrire d’autres sources, comme les sources
classiques (sources micro-ondes par exemple).

On peut alors montrer que 'action de ce champ cohérent quantique sur un atome est équivalente
a l’action du champ classique correspondant, auquel s’ajoute le champ quantique du vide [116]. L’in-
teraction entre le champ classique et ’onde atomique est alors & l'origine des processus d’absorption
et d’émission induites, et celle entre le champ du vide et ’onde atomique rend compte du phénomeéne
d’émission spontanée (relaxation).

Il est finalement possible d’exprimer 'interaction entre un champ laser et le systéme atomique a
deux niveaux sous la forme d’'une double interaction entre trois systémes :

champ e.m.
classique

systeéme champ
— V — . — — .
AL atomique Var du vide

(avec les notations de la référence [116] : Var et Vag sont les couplages du systéme atomique au
champ électromagnétique classique et au champ du vide).

I1 est également possible de considérer une description du champ laser par des états de Fock (ie
ayant un nombre de photons bien déterminé). Le formalisme et les calculs développés dans les parties
qui suivent s’appliquent en effet & deux niveaux effectifs sans qu’il soit précisé si ces niveaux sont des
niveaux habillés (par les photons, selon la terminologie utilisée par Cohen-Tannoudji dans [116]) ou
non.

Les deux niveaux peuvent ainsi correspondre & des états intriqués du type :

état atomique) ® |état & n photons d’un mode laser) := |E, p’,n
état atomi état a hot d de 1 E 7D

(® désigne le produit tensoriel d’états). Pour un mode laser quasi-résonnant (avec la fréquence de
transition des deux niveaux atomiques), on peut alors se limiter a une seule multiplicité de deux
niveaux habillés :

{\a, 7,n+1), b,7+h?,n>}

ot I’absorption d’un photon E fait passer le systéme atomique de ’état |a, D", n + 1) alétat |b, D" + h?, n>
Néanmoins cette troisiéme “étiquette”, qui est associée aux deux ondes atomiques principales
évoluant dans un interféromeétre atomique, est un handicap sérieux pour obtenir des interférences en
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sortie. En effet, dans ce cas les deux kets décrivant les ondes atomiques en sortie sont orthogonaux et
leur produit scalaire est nul (il n’y a donc pas d’interférence).

Par contre, on retrouve les interférences en prenant des combinaisons linéaires d’états de Fock pour
décrire les champs laser. Il en est ainsi dés que la dispersion sur le nombre de photons est non nulle
(dans le cas d’un état cohérent, cette dispersion est due aux fluctuations du champ du vide).

On considérera donc par la suite uniquement des états cohérents pour décrire les faisceaux laser,
méme si les calculs qui suivent s’appliquent également & une multiplicité de deux niveaux habillés
(couplés par une fréquence de Rabi propre a la multiplicité).

Modélisation du couplage atomes - champ laser

Lorsque la longueur d’onde typique du rayonnement électromagnétique est trés supérieure aux
dimensions caractéristiques de I’atome (ceci est vrai pour les rayonnements micro-ondes ou optiques), il
est possible de simplifier ’'Hamiltonien d’interaction (entre une onde de matiére et un champ classique),
en ne gardant que le premier terme de son développement multipolaire, ie le terme dipolaire. Selon
cette approximation, dite approximation dipolaire ou approximation des grandes longueurs
d’ondes, I’'Hamiltonien d’interaction peut s’écrire, aprés un changement de jauge adéquat, sous la
forme :

Vem (Fops t) = —Tigy E (Fops 1)

ol /T>Op est opérateur dipolaire électrique, et E (77,t) le champ électrique classique.

Cette approximation dipolaire n’est en fait justifiée que si ’on néglige - en plus des termes qua-
drupolaires, etc - les termes de couplage ”spin-champ magnétique”, ie si I'on néglige les effets liés
au spin des électrons de 'atome. Par la suite, nous négligerons ces effets et considérerons seulement
I’'Hamiltonien dipolaire électrique.

Processus de relaxation négligés

Parmi les diverses approximations que nous sommes amenés a faire, celle-ci est fondamentale car
elle va nous permettre d’employer un formalisme de fonctions d’ondes, plus simple & manipuler que
celui basé sur 'opérateur densité. Dans ce mémoire, nous négligerons en effet tous les processus de
relaxation vus auparavant.

Cette approximation est justifiée par le fait qu’il n’y a pas d’absorption d’atomes par I'onde laser,
et qu’il est possible d’ignorer les collisions entre atomes du fait que le milieu atomique est supposé
trés dilué. D’autre part, le processus d’émission spontanée peut étre négligé lorsque la durée de vie
des niveaux atomiques effectifs est beaucoup plus longue que la durée d’interaction laser. En
fait, il faut comparer l'inverse des largeurs radiatives (associées a ces deux niveaux effectifs) au temps
de vol total dans l'interférometre atomique (ie entre la coupure du potentiel piégeant de la source
atomique et la fin du processus de détection, voir paragraphe 4.1.4). On supposera cette condition
satisfaite pour les interféromeétres atomiques décrits dans ce mémoire, ce qui nous permettra, entre
autres, comme on ’a déja souligné, de décrire I’évolution du systéme atomique considéré par une
équation de Schrodinger.
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Bilan

Partant d’une définition théorigue d’une séparatrice atomique, on a montré comment passer de ce
cadre général & une équation de Schrédinger portant sur deux niveaux atomiques seulement,
le couplage entre le champ de matiére et le champ laser s’écrivant sous la forme d’'un Hamiltonien
dipolaire électrique V., :

L d
ihies |9 (8)) = (Ho + Heat (753, t) + Ve (73, £)) ¥ (8)

avec Hy 'Hamiltonien interne, H.,; 'Hamiltonien externe, et ou le champ électrique E (7,t)
donné plus haut représente une onde laser progressive (équivalente).

En fait, nous avons implicitement supposé que les champs extérieurs (inertiels et gravitationnels)
décrits par Hez; ne modifiaient ni les niveaux internes de I’atome, ni le champ laser. Cette approxi-
mation est néanmoins justifiée par le fait que les champs extérieurs considérés sont trés faibles.

Dans la partie suivante, nous présenterons la derniére approximation importante de notre étude :
I’approximation des ondes tournantes ou approximation séculaire. Elle permettra - aprés passage dans
le référentiel tournant - de simplifier encore plus I’équation d’évolution du systéme atomique (I’équation
obtenue sera alors 1’équation principale sur laquelle portera notre étude).
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3.3 Différentes formes de I’équation a résoudre

Nous avons vu, dans la partie précédente, que le probléme de I’interaction entre des atomes et des
champs électromagnétiques, inertiels et gravitationnels (ceux que 'on considére dans notre étude),
pouvait se ramener & la résolution de I’équation de Schrodinger suivante :

ihg; ¥ () = (Ho + Heat (Top Pops t) + Vem (Tap, 1)) |¥ (£)) (3.2)

ou Hy est 'Hamiltonien interne (E, > E,) :

_ (B 0\ _EatE  hwo
HO"(() Ea>_ g 1T o

qui rend compte des deux niveaux énergétiques effectifs des atomes, et ot 'on a posé :

_ Eb - Ea
==
pour désigner la fréquence de transition atomique; ou H,; est ’'Hamiltonien externe que I'on a établi
au chapitre 2, et qui modélise les potentiels inertiels et gravitationnels auxquels sont soumis les atomes :

1 = m = = —
Heat = 5 —Dop B (t) Pop — 5 Top 7 () Top = Top & () Pop —m'G" () Top + f (t) Pop
(ot on a posé m = m*, voir partie 2.1) et ol Vg, est 'Hamiltonien d’interaction électromagnétique, a
Papproximation dipolaire électrique, qui rend compte de 'effet du champ laser quasi-résonant sur les
atomes.

wo -

La résolution directe de (3.2) n’est pas aisée pour essentiellement deux raisons. Premiérement,
parceque I’Hamiltonien Heyr + Ve, fait intervenir des opérateurs 77{, et ﬁfp qui ne commutent
pas entre eux, et qu’il n’est donc pas possible de se placer dans une représentation particuliére
(représentation position ou impulsion par exemple) sans transformer 1’équation (3.2) en une équation
aux dérivées partielles peu maniable (avec des dérivations par rapport & 7 ou P par exemple).
Deuxiémement, parce que ’on veut pouvoir étudier l'effet de potentiels dépendant du temps (pour
Vem comme pour H,,;), et qu’il n’est donc pas possible, a priori, de tranformer I’équation (3.2) en une
équation indépendante du temps, plus facile a résoudre (par exemple par un développement sur les
états propres dont ’évolution est simple).

Dans cette partie, nous allons voir en détail comment simplifier cette équation a ’aide de transfor-
mations unitaires (passage en représentation d’interaction) et d’approximations réalistes (approxima-
tion des ondes tournantes et passage dans le référentiel tournant). Parmi les équations obtenues, une
sera plus particuliérement étudiée :

1A Qo F,
4 — 27=0p 0 op
flewr=i( gz B Ylew)

ou :
Aop = w—wo—?.}?op(t,tl)
F,, = F(}T’Op(t,tl),t>

On examinera donc d’abord la structure de cette équation, ainsi que la dépendance spatio-
temporelle de A,, et F;, pour des champs extérieurs usuels. Ensuite, on détaillera deux autres
formulations importantes : celle basée sur I’équation du deuxiéme ordre que vérifie chaque composante
de ¢ (t), et celle utilisant le passage de la base usuelle (diabatique) & la base des états propres (états
adiabatiques). Nous dirons enfin quelques mots sur les autres formulations usuelles : équations de
Bloch optique et interprétation en termes de spin fictif, représentation de Wigner...
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3.3.1 Transformations unitaires et représentation d’interaction

Commengons donc par simplifier I'équation (3.2) en passant en représentation d’interaction par
rapport & ’'Hamiltonien Hg + Heyy :

19 (1)) :=Un (t,11) [y ()|

a ’aide de la transformation unitaire :

Up(t,t1) =T <eXp (% /tt (Ho + Heat (Tops Popst')) dt’)) (3.3)
1 (3.4)

= e_r%HO-(t—tl) Ug1 (t,11)

avec 'opérateur d’évolution :

. ot
Upi (t,t1) =T <exp <%/ Hegt (Top, Dops t') dﬂ))
t1

ou 7 est lopérateur de Dyson (voir partie 3.4.3), et ¢; est un temps arbitraire (avec comme seule
condition : t; # t).
L’équation (3.2) devient alors :

oy (0) = Ur (60) Ve (75, 1) U (1, 12) Ly (1)

= Y (R (1 10) ) e H 0070 |, (1)) (35)

ou 'on a introduit 'opérateur R—O; (t,t1) déja défini au paragraphe 2.4.2 :

ITOP (ta tl) =Um (tvtl)il TTOz Uri (ta tl) =A (tvtl) "TO?D + B (tvtl) E’Z/m + ? (tvtl) (36)

A T'approximation dipolaire (ou approximation des grandes longueurs d’ondes), ’'Hamiltonien V.,
décrivant l'interaction matiére-rayonnement est I’Hamiltonien dipolaire électrique (on néglige par la
suite les effets liés au couplage spin-champ magnétique).

Pour deux vrais niveaux atomiques, cet Hamiltonien est alors purement anti-diagonal ; mais pour
deux niveaux effectifs (issus par exemple d’une systéme a trois vrais niveaux, comme pour les tran-
sitions Raman a deux photons), il peut contenir des termes diagonaux (lentement variables dans le
temps et l'espace) : Vg4 et Vip. En premiére approximation, on peut alors les prendre constants et les
éliminer par une transformation unitaire. Dans la suite, on ne considérera pas ces termes diagonaux,
et ’'Hamiltonien d’interaction électromagnétique s’écrira simplement :

Vo 73,00 = V7300 § 5

L’équation (3.5) devient finalement :

0 e’iwo(t—tl)

i lor ) =V (B t).1) (e g ) ler 0 (3.7)

On peut alors exprimer V (7 ,¢) en représentation de Fourier :

V(7,1 :/(Qis)];/z/(;;"l/zei(wt—?_?) 5(?,@
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ou faire apparaitre directement la structure des impulsions laser que ’on considérera par la suite (ondes
progressives avec enveloppe spatio-temporelle) :

X/(vﬁi)::-—thUF(vﬁJQCOS(wt—-Z?7ﬁ4-¢) (3.8)

ol on a introduit la fréquence de Rabi €0y de la transition atomique.

Afin d’étre cohérent avec les approximations précédentes (approximation dipolaire et atomes a deux
niveaux), il faut que ’enveloppe F (7, t) varie lentement avec 7 et ¢ ; ie que la longueur caractéristique
de variation de F' soit trés supérieure a A, la longueur d’onde de la source laser :

F@T’i !

et que le temps caractéristique de variation de F’' soit trés supérieur a la période de la source :

1 0F
Fﬁ <L w (39&)

Il est alors facile de voir que dans notre cadre de travail (transitions Raman 7 et 7/2) ces conditions
sont largement satisfaites.

Avec cette expression de V' (77, t), 'équation (3.7) s’écrit :

&l (1))
. e—i(wt—?.R—O;(t,tl)—Hjn)+iw0(t—t1)
_ N L wt— K Rop(t,t1)+¢)+iwo(t—t1)
= ’LQOF (ROP (t7 tl) ’t) ei(wt—?.R—O,;(til)+¢)—iw0(t—t1) |()01 (t)>
_i_efi(wtf?.ﬁo;(t,tl)+¢)7iw0(t7t1) 0
(3.10)

— Approximation des ondes tournantes

Meéme dans le cas le plus simple (cas libre, fonction F' constante et uniforme), on ne connait pas
de solution exacte a I’équation (3.10). Ceci vient essentiellement du fait qu’il y a deux fréquences
naturelles différentes intervenant dans le membre de droite : w — wo ~ 0 et w + wg ~ 2w( (on suppose
que l'onde laser est proche de la pulsation de résonance wp). On peut néanmoins, dans certains cas
négliger les termes non-résonants (ceux qui ont la fréquence w + wg) et ne conserver que les termes
résonants : c’est 'approzimation des ondes tournantes (Rotating Wave Approximation ou RWA) ou
approximation séculaire.

En effet, on peut montrer que 'effet des termes non-résonants (action rapide a la fréquence ~ 2wy)
se moyenne pendant le temps naturel d’évolution (~ Q') de ¢ (t). Ainsi, lorsque I'on a les deux
conditions suivantes :

lw—wo| <K wo
Qo <€ wo

les corrections & apporter a approximation des ondes tournantes sont de 'ordre de /2 + (w — w0)2 Jwo K
1 [117, 118, 119, 116, 120, 121, 122].
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Ces termes non-résonants conduisent a l'effet Bloch-Siegert [118, 119, 117], qui se manifeste par
une oscillation supplémentaire de la courbe de variation de population (par rapport a la courbe
de Rabi habituelle). L’origine de cette modulation est la possible transition atomique a 'aide de
deux photons (virtuels) qui intervient pour une fréquence hors-résonance ~ 2wq. Dans le cas de
transitions micro-ondes, et avec une fréquence de Rabi forte (faible wq et fort {2), on peut arriver
a des oscillations de Bloch-Siegert dont amplitude vaut plus de 1% de celle des oscillations de Rabi
(voir [123, 124]).

Dans le cas considéré des transitions Raman stimulées (voir [46, 47, 102, 125]), nous n’avons pas
affaire & un wvrai systéme & deux niveaux, mais & un systéme a deux niveauz effectifs, couplés par une
transition non-résonnante 4 deux photons optiques (de fréquence wg ~ 10'° Hz). Ainsi, bien que la
fréquence de transition effective wqg soit micro-onde, les fréquences wg intervenant dans le calcul des
oscillations de Bloch-Siegert sont optiques, et 1’effet Bloch-Siegert est faible [126]. Par exemple, pour
des désaccords et fréquences de Rabi usuels (Jw — wg| ~ Qo < 105571), on obtient :

02 + (w—wp)?/@p < 1077

Dans le cas général (avec gravitation, inertie et structure non-triviale de F'), on doit comparer les
fréquences caractéristiques des termes

Qo F <R_>0p (t,t1) ,t> eii(wt*w‘m(t’tl)+¢7“0(t7t1))
a wp; ie comparer essentiellement ?.W) + hk?/2m et %%—f a wq (voir paragraphes suivants). La
deuxiéme condition (voir 3.9a) est déja satisfaite. Et en ce qui concerne les termes Doppler ?%’ et
de recul 7k?/2m, ils sont trés inférieurs a wo pour les vitesses atomiques g et les vecteurs d’onde %
considérés.
L’approximation des ondes tournantes est donc légitime dans notre étude, et, sauf mention explicite
du contraire, on négligera par la suite les termes non-résonants en w + wq dans 1’équation (3.10).

L’équation (3.10) s’écrit alors :

. = 0 e ®op(tt1)
S0 0) = 10F (R 0).1) (e g ) ler o) .11

avec :

—

®,, (t,1) := wt —wp (t — t1) — k Rop (t,11) + &

— Référentiels tournants et désaccord généralisé

Afin d’éliminer la dépendance temporelle principale du membre de droite de I’équation (3.11), on
réalise alors une transformation unitaire sur |p; (¢)) que on peut interpréter comme le changement
de référentiel qui généralise 'habituel ” passage dans le référentiel tournant”.

Remarquons qu’il existe une infinité de transformations unitaires possibles conduisant au référentiel
tournant. Par exemple, la famille de transformations suivantes :

—i®op(t,t1).x
¢ 0 > (3.12)

Us (z,t,11) := < 0 o~ i®op(tit1).(z—1)

conduit bien, comme nous allons le voir, au référentiel tournant.



74 CHAPITRE 3. THEORIE ET MODELISATION DES SEPARATRICES LASER

La seule condition pour ces transformations unitaires est en effet que la différence des arguments

complexes de Us (z,t, 1) soit égale & Py (¢,21) (la "rotation” du référentiel ”tournant” est en fait
une “rotation relative” entre les deux composantes de |¢; (£))).
On obtient ainsi :
lp1 (1)) == Uz (z,t,t1) |0y (2, 1))
p _ei'i)op.z % (efi'i)op.x) 'LQO eiéop.zFop'efiq)op.z
7 P2 (2.0)) = o (z,1))  (3.13)

iQo ei@"p'(x_l)Fop.e_iq)Op'(I_l) 7ei<1>op.(a:—1) % (€—i<1>op.(a:—1))

avec des notations abrégées évidentes pour F,), et @,

Il est & remarquer que la transformation unitaire Us (x,t,t1) n’est pas un opérateur d’évolution.
On n’a donc pas les propriétés usuelles :

U™t (t,t1) = U (t1,t) et U(t,t) =U (t1,t1) =1

En fait, dans le cas de Uy (z,t,t1), on a les relations :

+i®, (t7t1).1‘ —iq)op(tl,t).x
1 e P 0 e 0
Uy (z,t,t1) = ( 0 o Hi®op(t,i1).(z—1) ) < 0 o i®op(t1,t).(z—1) >
et :
e—i@op(t,t).z 0 1 0
Us (z,t,t) = ( 0 o—i®op(tt).(x—1) > #~ ( 0 1 >
avec :

Doy (1) =wt— k Ty + &  #0

L’équation (3.13) se simplifie beaucoup du fait que F' ne dépend que de 7, ie que F,, ne dépend
que de R_>Op et donc commute avec ®,,. La formule A.2 de I’appendice A nous conduit donc a :

ez@op.x Fop 6—7,<I>op.z — Fop

D’autre part, comme ®,, ne dépend que linéairement des opérateurs 7o, et Py, la dérivation de
I'exponentielle e ®or% 3 1’aide de la formule A.9 de appendice A, est immédiate (le point désigne la
dérivation temporelle) :

o - d SETCN Py
e@o""z% (efz'bop.x) — —ir (I)Op 75552 [(Dop,(bop:|

. s . o . N 1., . -5
ou le signe ”~” désigne la transposition, et ot on a utilisé I’expression (3.6) de Rp.
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Introduisons alors le terme de "recul généralisé” 0 (¢,t1) :

5@@):n?(32—A§)?/%1

dont ’expression peut s’écrire plus simplement en utilisant les propriétés des matrices ABC' D (appen-
dice B). En effet, comme :

A = aA+BC
B = aB + 8D

on peut réécrire B A— A B sous la forme :

EhlmAEZa(Bﬁ—A§)+ﬁ(Dﬁ—C§>

Or, selon les propriétés démontrées dans 'appendice B, la matrice AB est symétrique et la matrice
DA — CB est égale a la matrice unité. On obtient donc :

BA-AB=5

ie :

L’équation (3.13) se réécrit alors sous la forme :

7 o2 (2,1)) = iMop (2, 1) |10 (2, 1)) (3.14)
avec :
T (w —wp — % R—><m xd) QoFyp
Moy (2,t) := _ (3.15)
QoFop (x—l)(w—wg—?.R_:,p—(x—l)(S)

ou Iy, R_>Op et 0 dépendent a priori du temps t.

A chaque valeur particuliére de = correspond une matrice M,, (z,t) (et une équation sur
|ps)) particuliere.

Par exemple, pour , on obtient :

0 QoF,p

MO;D (O’t) . QOlj‘op - (W —wo — ? ]%—)op +5>
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et pour , on a:

SN
Mop (Lt) = ( W—WOS; II;.ROP —0 Qo(fop )
0Lop

ce qui revient, en terme de référentiel tournant, a ne faire ”tourner” qu’'une des deux composantes de

o1 (2))-

Remarquons que le choix £ = 1 est le plus naturel d’'un point de vue physique. En effet,
on peut voir sur I’équation (3.11) que c’est précisément e~ 1®op(tit1) qui agit sur la composante
inférieure de |y (t)) pour donner la variation de la composante supérieure de |, (¢)). Inversement,

eti®or(bi) qui agit sur la composante supérieure de |1 (t)) pour donner la variation de

c’est
sa composante inférieure. En clair, cela revient a dire que le référentiel naturel d’évolution de
la composante inférieure de |¢; (t)) est le référentiel immobile, et que celui de sa composante

supérieure est le référentiel qui ”tourne” grace a l'action de I'opérateur e ®op(tit1)

On peut alors introduire le ”désaccord généralisé” A, (t,1) :

Aopl (t,t;[) =W —wo — ? }?op -6 (316)
qui permet d’écrire Moy, (1,t) comme :
. AOpl (ta tl) Q01?010
MOP (17t) T < QOFop 0

Ce désaccord généralisé A, (t,t1) peut encore s’écrire sous la forme :

— = —_— =

k BP. hk Bk

Agpr (£,11) = w-— (wo + k aRgy + fn P 4% F + %)

= UJ(WO+?

Wk
%(F)@+T>+OZR—>@+7

)

Cette expression s’interpréte facilement en considérant la conservation de I’énergie-impulsion

en utilisant les relations de définition de R—O;, P—O; et § (cf partie 2.4.2).

pour un atome non-excité absorbant un photon (w, ?) a linstant ¢ (Patome est donc en R (t,to)

avec I'impulsion P (t,tp) au moment de ’absorption) :
E (ﬁ (t,t0), P (L, to) ,t) Y Ey+hw = E (ﬁ(t,to),?(t,to) +h?,t) tE,
avec :
B(RPi)=5 PFP-ZRIR-RaP -mgR+ TP

et qui donne comme condition :

w— <w0+? %(t) (ﬁ(t,to)—i-%) +a) R (tto)+ [ () >:0

que l'on peut naturellement appeler : ” condition de Bragg généralisée” ou ” condition de résonance
généralisée” | puisqu’elle indique comment doivent étre les caractéristiques externes (position et im-
pulsion) d’un atome pour que son interaction avec le potentiel laser soit résonnante.
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Un autre choix de x trés important est le choix |x = % qui conduit & une expression de M,, plus

"symétrique” (nous reviendrons sur ce point dans la suite) :

%(W—WO—?. }?op> —% QQFOp
Moy (3,1) =

et qui met en évidence un terme —d,/4 proportionnel a la matrice unité que ’on peut éliminer facilement
grace a la transformation unitaire suivante :

log (5.1)) := Us (t,t1,13) |3 (1))

avec :

t /
Us (t,t1,t3) :== exp <z/ Mdt’) (3.17)
t3

dont I’expression est particulierement simple lorsque 5 = 1 (cas usuel) :

B Uy (toty t) = exp | i (¢t — 1)
- 3 s U1, 03) — p 8m 3

On obtient finalement I’équation suivante :

E oz (1)) = iMop (t) 3 () (3.18)
avec .
1A QO F,
M, (t):= [ 27 ~0 o
p( ) < QoFop *%Aop )
et :
Agp = Aop (t,11) :=w —wo — k. Ry (3.19)

11 faut faire attention de ne pas confondre les matrices Mo, (,t) avec la matrice M, (t) définie
ci-dessus, ainsi que lopérateur Ay, (1,2, 11) avec Aoy = Ay (¢, 11), qui peut étre, comme nous le
verrons, également interprété comme un ”désaccord généralisé”.

— Remarque au sujet du temps t;

Le temps ¢ étant arbitraire (avec comme seule condition t; # t ), les calculs menés a partir des
équations (3.7), (3.10), (3.11), (3.13), (3.14) ou (3.18) et leurs solutions doivent étre indépendants de
ce temps t1. Cette indépendance, aisément démontrable avant toute approximation, peut étre mise en
défaut aprés les diverses approximations que l'on sera amené & faire. Il faudra alors s’assurer, apreés
chaque approximation, que les résultats (ou les équations) sont bien indépendants du temps arbitraire
t.

On peut ainsi adopter plusieurs attitudes face a ce probléme :
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1. éliminer le temps ¢1 dés le début des calculs, avant toute approximation
2. vérifier aprés chaque approximation que les équations obtenues sont indépendantes de t;

3. faire I’hypothése (ou l'approximation) qu’a priori les résultats ne doivent pas dépendre de t;
(méme apres plusieurs approximations), et lui attribuer une valeur arbitraire finale (par exemple,
I'instant central d’une impulsion) en vue de simplifier les résultats.

Afin de démontrer explicitement 'indépendance des équations précedentes vis & vis du temps t1,
considérons I’équation de Schrodinger suivante :

iﬁ% (W () = (H @)+ V@) [¥({)

ou H (t) et V (t) sont deux Hamiltoniens quelconques dépendant du temps.
En représentation d’interaction par rapport & H, ie :

W) =UEmle@)  avees Uln)=T (oo <%/ttH(t/)‘“l)>

1

cette équation de Schrodinger devient :

m% o () =V (t,11) o () avec : V (t,t1) :=U""(t,t) V() U (t,t1)

Elle s’integre alors en :

o (1) =T <exp (-% /tt V(' 0) dt’)) o (t0))

ou, dans la représentation initiale :

W) = Ut t) T (exp (4 fi, V(0 dt') ) U (t1,10) 12 (10)) (3.20)

ot U™ (tg,t1) a été remplacé par U (t1,ty) (U est un opérateur d’évolution).

On peut alors faire disparaitre le temps t1 grace a la propriété importante suivante :

Ultotr) T <exp <% /t: v (#.[u]) dt’)) Uti,to) =T <exp <% /t: v (#.[t]) dﬂ))

et en utilisant la loi de composition des opérateurs d’évolution :
U (t,t1) =U(t o) U (to, t1)

On obtient ainsi :

W (1)) = U (t,t0) T (eXp (f%' JEV (t to) dt')) W (t0)) (3.21)

qui peut se retrouver simplement en choisissant ¢; = ¢y dans expression précédente (3.20) de |V (1)) ;
ou alors :

W) =T (exp (—4 i, V(1.0 dt')) U (t:10) ¥ (t0)) (3:22)

qui ne peut pas étre obtenue en posant ¢; = ¢ dans l'expression (3.20) de |¥ (¢)) car t; # t par
définition de ty.
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On peut démontrer ainsi explicitement 'indépendance des équations (3.7), (3.10), (3.11), (3.13),
(3.14) ou (3.18). Il est & remarquer que approximation des ondes tournantes revient simplement
a considérer un potentiel laser différent du potentiel laser initial, 'indépendance vis & vis de ¢ des
équations obtenues se démontrant alors de la méme fagon que précédemment.

En dehors de I'avantage d’avoir fait disparaitre le temps ¢; , ces formulations (3.21) et (3.22) ont
une interprétation simple. Par exemple, dans 'expression (3.22) :

. t -

U (1)) =T <eXp <%/ V (tt) dt’)) U (t,t0) |V (o))

to

I’évolution de W (t) se sépare en deux sources distinctes d’évolution (de to a t ) :
— une selon H () : U (t,to) |¥ (to)) := [P (1))

~etuneselon V(t): T (exp (—%’ LV dt’)) Wo (1)) = [T (¢))

ouT (exp (—% ftz; 1% (t',t)dt/ )) peut étre vu comme une matrice S d’interaction.

Dans la suite, nous serons amenés a faire des approximations pouvant briser I'indépendance des
équations vis-a-vis de t1 , nous aurons donc la possibilité soit d’utiliser des expressions indépendantes
de t1, telles que (3.21) ou (3.22), soit d’utiliser (3.20), et de garder ainsi une liberté sur le choix de #;
permettant de simplifier certains calculs (assimiliation du temps ¢; & un temps physique, par exemple
a l'instant central d’une impulsion laser).

3.3.2 Etude préliminaire de ’équation & |¢; (1)) = iM,, (t) . |¢s5 (t))

Dans cette partie, on étudie plus spécifiquement les ordres de grandeur des termes intervenant
dans I’équation (3.18) :

d .
77 93 (8)) = iMop () - |5 (1)) (3.23)
avec
1A O F,
_ 2—o0p op
Mo (8):= < QoFop _%Aop )
et :

— =
Aop =Dop (tt1) :=w—wo— k. Ry (3.24)
Structure de 1, (%)
Contrairement aux choix @ # % , le choix = % conduit & une matrice d’interaction Mo, (t)

"symétrique”, ie faisant intervenir la matrice de Pauli o3 mais pas la matrice unité. Ceci permet
d’éliminer tout facteur de phase global enregistré par s (¢) aprés intégration de (3.23).

En effet, on peut montrer aisément (par un développement itératif par exemple) que la solution de
(3.18) est du type :

Qop + 1bop  Cop + idyp
. . i
< —Cop + Zdop Qop — Zbop |(,03 ( 0)>
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qui conduit par exemple aux termes usuels du cas libre (pour une amplitude F' uniforme et constante) :

cos (\t) + i% sin (At) Z%Q sin (At)
(p s (t))
2&/\1 sin (At) cos (At) — i%@ sin (At)

avec : X :=4/Q% + (%3)2.

Dans le cas x # % au contraire, un terme de phase global (ie commun aux deux composantes
de @3 (1)) :

ei[A(p)(:chl /2)=6(x2—ax+1/2)] (t—to)

apparait en facteur de ’expression précédente.

D’autre part, cette "symétrie” de M,, (t) dans I’équation (3.18) permet de faire jouer des roles
symétriques & A, et QoF,,. En effet, effectuons la transformation suivante :

|03 (2)) := Us |y (1))

(4 1)

avec Uy unitaire :

alors :

d o QF, A
Fle@r =i G0 B i) (3.29

ou les roles de A,, et QpF,, sont échangés. Cette remarque simple peut se révéler trés utile dans
I'étude des cas exactement résolubles de I’équation (3.18) lorsque A, et 2F,, dépendent de fagon
non triviale du temps (voir partie 3.6).

Développement du désaccord généralisé

Il est intéressant maintenant de quantifier les différents termes qui apparaissent dans ’expression
(3.24) de Ay (t,t1), afin de distinguer les termes qui seront pertinents lors de 'intégration de (3.23).
Comme on a pu le voir précédemment, le temps d’évolution caractéristique de ¢ (t), dans le cas

2
libre et avec une impulsion uniforme et constante, est égal a 7= 1/4/Q3 + (#) ~ [10_33 — 10_65].
Ce temps caractéristique d’évolution interne est a comparer aux temps typiques d’évolution externe

(évolution des matrices ABCD par exemple) dus, par exemple, & une rotation (1/Qerre ~ 10%s > 7)
ou & un gradient de gravité (,/7ore © ~ 103s > 7). Par conséquent, dans I’expression (3.24) du

désaccord A,y (t,t1), on peut développer les matrices A et B, ainsi que le vecteur ? en puissances
de at et y72 (on ne tient pas compte, ici, de I'effet de 7, ni de leffet de 5, dont ’écart & la matrice
unité est extrémement faible, voir partie 2.2).
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Dans le cas simplifi¢ ou «, v et g ne dépendent pas du temps et pour des temps ¢ < 7 on obtient

(voir appendice C) :

: t—t1)?
A(tt) = a+ (oz2+’y) (t—t1)+ (a2+2a’y+’yo¢)%+...
- t—tp)?
B(t,t1)) = 14+2a(t—1t1)+ (3a2+’y)%+...
E(tt) = Gl—t)+ag t—t)>+ ...
(on rappelle que « est défini tel que a. @ = O xw , pour tout vecteur ).
D’ou :
—>]T3p — — — ]ij
Agp(t,t1)) = w—wo— k—=—— kg {t—t1)— kargp —2ka—(t—t1) (3.26)
m m

“F ()t —t) - Fag (t—t)° — ..

L’ordre de grandeur de chacun de ces termes dépend fortement de l'orientation du vecteur T
Dans un gyromeétre par exemple, on cherche & maximiser 'effet de « et & minimiser 'effet de j et v
(ce qui revient souvent a prendre k 17g"), alors que c’est 'inverse pour un gradio-gravimetre ( k|| 7).

En outre, afin de quantifier 'ordre de grandeur des termes faisant intervenir 7o, et pgp, il est
nécessaire de connaitre l'effet de tels opérateurs sur un paquet d’ondes atomique typique ayant les
meémes caractéristiques (position et impulsion centrales, largeurs en position et impulsion...) que ceux
qui prennent forme a 'intérieur d’une telle séparatrice laser.

A Pinstar de ce que I'on peut déduire de 1’étude du cas libre (ie sans champ inertiel, ni gravita-
tionnel, voir partie 3.6), considérons par exemple un paquet d’ondes |1) (on aura donc |¥) ~ |1}, on

|¥) est la solution supposée connue de ’équation (3.2)), d’impulsion centrale p;, de position centrale
s
Te

m 2
—
hk

e Ty

et de largeurs en position o, (supposée isotrope) et en impulsin o, (selon la direction de % ). Bien
qu’il soit inexact de traiter la source atomique de notre étude en termes de fonction d’onde (voir partie
4.1.1), on peut néanmoins estimer grossiérement ’effet des distributions initiales sur les séparatrices en
assimilant les largeurs o, et U—nfb’ aux largeurs des distributions initiales (position et vitesse). Ces largeurs
dépendent de la qualité du piége dont les atomes sont issus, du temps qu’ils ont mis pour atteindre
la séparatrice aprés avoir quitté le piége, et bien str des divers potentiels (inertiels, gravitationnels et
électro-magnétiques) qu’ils ont traversés.

Dans les expériences usuelles d’interférométrie atomique, o, n’excéde pas le mm et est supérieure
au pum (taille du piege initial) :

107 5m < oy < 107 3m

De méme, aprés refroidissement et sélection atomique, la largeur en vitesse n’excéde pas 10~ 1m.s~!

et peut atteindre parfois 1073m.s~! aprés une premiére interaction laser (sélectivité en vitesse des
processus Raman pour les paramétres de notre étude, voir partie 3.6) :

o
103m.s <22 <107 'm.st
m

Enfin, du fait des transformations unitaires Uy (¢,t1), Uz (5,t,t1) et Us (¢, t1,t3) définie en (3.3), (3.12)
et (3.17), Aop (t,t1) n’agit pas sur les composantes de 1) mais sur celles du paquet d’ondes transformé
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par Uy, U et Us : 15 (qui est, rappelons le, une approximation de ¢5 (¢)). Ce paquet d’ondes a alors
pour caractéristiques :

70
Pa ~ Po+hk/2
gr3 o Ur(tO)

Op3 ~ Moy (to)

avec po|| (ie la partie colinéaire a % ) de 'ordre de 10~ tm.s™! ou en-dessous (dans le cas des gyrométres

atomiques on a souvent p’oﬂ_? et poj ~ 0).

11 est facile de voir en effet que, dans le cas libre (ie sans champ inertiel, ni gravitationnel),
—_ . . . . H
la transformation U, ! (%,t, tl) a pour effet principal de translater 'impulsion de —h k / 2 ou

- . .. . .
+hk / 2 des composantes, respectivement, supérieures et inférieures de ¢ (t) :

o2 (3:1) ) =05 (3.0 ) len )

L (wt—wo(t—t1)— K (Top+Pop-(t—t1)/m)+¢)
Uy <1,t,t1)=<62 o 0

2 0 o~ 5 (wt—wo(t—t1)=F (Top+Pap-(t—t1) /m)+0)

Or les composantes de ¢; (t) ont pour impulsion centrale dans le cas libre : g pour la composante
—

inférieure (état fondamental) et pg + /i k pour la composante supérieure (état excité). Par consé-

quent, en utilisant la propriété A.10 de 'appendice A au sujet de l'effet de e*3 FTor gup lo1 (1)),

on obtient que les deux composantes de |5 (f)) ont dans le cas libre la méme impulsion centrale

N —

Do +hk /2.

D’autre part, en ce qui concerne Veffet de 3 K Pop-(t=t1)/m gy |p; (t)), on peut, en premiere
approximation, le négliger, et ainsi la position centrale des deux composantes de |@3 (1)) est égale

aTg.

Finalement, l'effet sur ¢35 ~ @3 (t) des divers termes de A, (¢,11) peut s’évaluer comme :

Do, hk?
7 Por pPol DR s ko, (to)
m 2
R
kare, ~ = klalor(to)
TP (t—t) ~ sklal P g—t) 7+ koo () (¢ —t)
- 1 - 1 v \t0 1
R
B (0 +) i(t—t) ~ = ko 4] o (1) (¢t~ 1)

ete...

Ces termes sont & comparer a la fréquence naturelle d’évolution de 5 (¢) : /2 + (w — wg)Qqui
est de l'ordre de I'inverse du temps total d’interaction laser 7 (pour des lames 7 et /2 ).
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Prenons donc un cas réaliste et usuel ot |w — wg| < Qg avec €y compris entre 10* s~ et 106 571,
et ot k ~ 107 m~! (transitions optiques). Les termes de A,y (¢,t1) s’évaluent alors comme :

FR < g0t
m
hk?
i 105 —1
2m s
104571 < Koy (o) < 105571
102571 < ‘?7‘751043—1
1073571 < kllaloy (to) S1s7!
kllaf 2Ly < 107257
m
Elaloy (to) < 1072571
k Ha2 +9|or (to) < 1072571
‘?a?‘# < 1072571
etc...

otl on a utilisé les paramétres terrestres |[af ~ 107* s71, ||y|| ~ 1076 572 et |g| ~ 10 m.s72; et o1 la
masse atomique est celle du Césium.

On peut calculer l'effet sur 13 ~ 3 (t) des autres termes du développement de A, (¢,1) : ils sont
négligeables par rapport aux plus petits de ceux calculés ci-dessus. Cela vient bien sir du fait que les
paramétres 7 ||a| 77 et 7 ||y|| 72”7 sont extrémement petits :

10710 < Jaf|r <1078
1071 < flqyf|r2 <107

pour les grandeurs terrestres et pour les temps d’interaction 7 des séparatrices usuelles.

On constate donc que les termes de A,y (¢,¢1) faisant intervenir || 7 et [|v| 72 ont un effet to-
talement négligeable sur 15 ~ 5 (t) par rapport aux autres termes de A, (t,t1). Pour que leur effet
ne soit plus négligeable, il faudrait des temps d’interaction 7 beaucoup plus longs et des vitesses de
rotation (ou des gradients) beaucoup plus importantes. Par exemple, avec ||a| ~ 1s~! (rotation de
~ 0.2 tours par seconde) et avec 7 ~ 1073571 on aurait : k ||| %U'T ~ 103571 ~ Qg et alors les termes
précédents ne seraient pas tous négligeables par rapport & €.

Finalement, pour les rotations « et les gradients v que 'on considére dans notre étude, seuls les
quatre premiers termes de I'expression (3.26) de A, (¢,¢1) ont un effet non-négligeable sur |y (2)).
On peut donc raisonnablement restreindre le développement de A, (t,%1) & ces termes :

Aop (tt1) = Dpp (1) i=w —wo — k=2 — kg (t—t1) (3.27)

Cette analyse a plusieurs conséquences importantes :

Premiérement, on ne peut pas négliger 1’effet du terme ?7 (t —t1) (effet de la gravité ou d’une
accélération) lorsque k et g ne sont pas orthogonaux, surtout lorsque les temps d’interaction laser
sont longs. Dans ce cas, A—Op (t,t1) dépend du temps linéairement.

Deuxiémement, le terme ko, (tp) (résultant de P'action de I'opérateur po, sur @3 (t)) ne peut étre
ignoré, méme lorsqu’une sélection en vitesse a été faite sur les atomes avant leur entrée dans la
séparatrice. On pourrait néanmoins le négliger dans un cas extréme : avec €y > 10%s~! (impulsion
laser intense) et o, (tp) < 1073m.s~! (trés fine sélection en vitesse préalable), I'erreur commise sur
I’évolution de 5 () étant alors de 'ordre du pourcent. Pour les parameétres de notre étude (voir partie
3.6), on ne peut cependant pas négliger cet effet, et nous devons donc conserver le caractére opératoriel
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du terme ?% dans ’expression de A_op (t,t1). Cette remarque indique qu’'une approximation classique
de A,y (t,t1), oit 'on voudrait remplacer p,, par une impulsion classique, et ainsi ignorer son aspect
opératoriel, conduirait & négliger des termes du méme ordre de grandeur que ), et ne serait donc pas
valide.

Enfin, on verra au chapitre suivant d’autres facons d’approximer A, (¢,t1) qui conduiront a un
désaccord dépendant a la fois de P, et de 7. Le désaccord obtenu n’aura donc pas une expression
simple dans 'une ou l'autre des représentations canoniques (position ou impulsion), mais on verra

comment supprimer cette difficulté.

Dépendances spatiale et temporelle des impulsions laser :

Examinons maintenant l'autre élément de M,, (t) qui peut dépendre du temps et des opérateurs
canoniques 7o, €t Pop. 11 s’agit de Penveloppe F (}?op (t,t1) ,t) qui apparait dans ’expression (3.8), et
qui traduit le fait que 'on a affaire & une impulsion laser possédant une structure spatio-temporelle,
et non & une onde plane monochromatique.

— Dépendance spatiale :

Les impulsions laser que 'on considére dans cette étude ne sont pas censées, comme leur nom
Iindique, perturber les atomes par la dépendance spatiale de leur enveloppe. Ainsi, les longueurs
caractéristiques de variation des impulsions considérées (longueur de Rayleigh selon la direction de
propagation, et largeur selon la direction transverse) sont supposées étre choisies nettement supérieures
a la taille du nuage atomique lors de son évolution dans une séparatrice. Néanmoins, lorsque la largeur
caractéristique de variation transverse de l'intensité de l'impulsion (généralement Gaussienne) est
proche de la taille du nuage atomique, il faut tenir compte de la dépendance en 7 de amplitude F,

ie de la dépendance en 7, et Py, de F (R_>0p (t,t1) ,t).

La présence d'une fonction non-triviale de 7, et Py, dans I’équation d’évolution temporelle (3.23)
n’est évidemment pas souhaitable, ’objectif étant précisément d’éliminer cette présence opératorielle
grace a diverses approximations (voir partie suivante) et a un choix particulier de représentation
(passage en représentation impulsion par exemple), afin de n’avoir plus qu’a résoudre une équation
différentielle ordinaire.

Dans le cas ou cette dépendance spatiale de 'amplitude F' n’est pas négligeable, on peut néanmoins
remarquer que nous décrivons dans notre étude le nuage atomique initial en termes de distributions
statistiques sur des paquets d’ondes peu larges en position (voir paragraphe 4.1.1). Ainsi, si la largeur
caractéristique de variation transverse de ’enveloppe de I'impulsion est comparable a la largeur du
nuage, elle est beaucoup plus grande que la largeur de chaque paquet d’ondes de la distribution
statistique. De plus, les vitesses centrales de ces paquets d’ondes et les temps d’interaction étant faibles,
les paquets d’ondes n’ont pas le temps d’explorer une zone spatiale ot I'intensité de I'impulsion varie
de facon non-négligeable. Par conséquent, chacun de ces petits paquets d’ondes verra une intensité
uniforme, dont la valeur dépendra de la position centrale du paquet d’ondes considéré.

On peut donc en fait approximer 'effet de la dépendance spatiale de ’enveloppe F' en remplagant
R_>Op (t,t1) par son action ”semi-classique” sur un paquet d’ondes typique évoluant a l'intérieur d’une
séparatrice. On a vu au paragraphe précédent, et on verra dans la partie 3.6, qu’un tel paquet d’ondes
a pour position et impulsion centrales 723 et Dg3 :

Te3 ~

—
To
_)
D3 ~ Do+Nk
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Une approximation réaliste de cette dépendance spatiale particuliére de F' sera donc :

£ (tatl) )t

7+ Ak /2
F(m(t’tl)’t)NF(A(tatl)ﬁ))+B(t,tl)W+’> )

Par exemple, dans le cas libre on aura :

o+ hk /2
F (Rop (t,12) 1) NF(%’+M(L‘L‘1)J>

m

On peut méme, du fait de la faible variation du mouvement externe pendant le temps d’évolution
interne 7, faire une approximation supplémentaire en remplacant }T,p (t,t1) par sa valeur semi-classique
prise en un instant particulier, par exemple au temps médian (ou central) de 'impulsion considérée
(supposée symétrique) :

t1/2 = to +’7’/2
On obtient alors :

P +hk /2

F (RT,, (t,t1) ,t) ~F(tt):=F (A (t12,t1) T + B (t1/2,11) + 7€ (t1/2,t1) ,t) (3.28)

Expression qui se simplifie beaucoup si 'on choisit comme temps arbitraire ¢; précisément l'instant
médian tl /2 :

—

b=ty = F(By(th),t)~F (1)

En dehors de son profil transverse, il existe une autre source de dépendance spatiale d’une im-
pulsion : le ”speckle” (ou tavelure), qui peut étre beaucoup plus génant, et qui est essentiellement
di au fait que cette impulsion lumineuse traverse divers systémes de lentilles et de hublots avant de
rencontrer les atomes cibles. Il en résulte la présence de nombreux défauts de front d’onde, dont la
taille caractéristique (typiquement 10~%m [127, 128]) peut étre inférieure a la largeur transverse du
nuage atomique (si o, (tg) > 1073m.s~! & la sortie de la zone de préparation du nuage atomique,
celui-ci aura une taille supérieure & 10~%m au bout de 107 s, qui est un temps typique d’évolution
dans les interférometres atomiques).

La modélisation du ”speckle” est complexe et dépend de chaque systéme d’optiques utilisé pour
acheminer 'impulsion laser aux atomes. Par conséquent, les solutions face & ce probléme consistent & :

e diminuer le speckle de I'impulsion laser en modifiant et en ajustant les lentilles et hublots

e ¢étudier prélablement le speckle (pour un systéme d’optiques fixé) afin de délimiter des zones
spatiales (par exemple les centres des hublots) dont la taille est supérieure a la taille du nuage
atomique et dont le speckle est localement faible. On utilisera alors ensuite ces zones particuliéres.

e diminuer les largeurs (dans l’espace des phases) des paquets d’ondes atomiques incidents en
améliorant les mécanismes de piégeage et de préparation de la source atomique.

— Dépendance temporelle :

On sait aujourd’hui réaliser divers types d’impulsions avec des structures temporelles bien contro-
lées. Le choix de la "forme” temporelle de ces impulsions dépend essentiellement de deux facteurs.
D’un point de vue expérimental, on cherche a minimiser ’apparition de lobes secondaires (autour du
pic central) dans la réponse en impulsion de la séparatrice (utilisation d’impulsions Blackman et de
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fonctions apodisantes). D’un point de vue théorique, on cherche a utiliser des impulsions exactement
résolubles, ie telles qu’il existe une solution analytique a I’équation (3.23) (avec une modulation par
exemple de forme créneau ou sécante hyperbolique).

L’objectif principal de nombreux travaux consiste donc & chercher et a lister toutes les impulsions
exactement résolubles, et a déterminer quelles impulsions présentent le moins de lobes secondaires
dans la distribution en impulsion solution. C’est notamment ['objectif des théories dites "z (t)” (voir
partie suivante), ou l'on transforme le systéme différentiel du premier ordre (3.23) en une équation
différentielle du second ordre, et o 'on effectue un changement de variable sur ¢ (¢ — z(¢)) afin de
ramener I’équation fondamentale & une équation connue (hypergéométrique par exemple).

Soulignons dés & présent qu’il existe une certaine catégorie d’impulsions exactement résolubles qui
présentent un bon compromis vis-a-vis de 'apparition de lobes secondaires : les impulsions de type
sécante hyperbolique, ot 'amplitude de 'impulsion laser s’exprime sous la forme d’une fonction sécante
hyperbolique (sech (t) := 1/cosh (t)). Largement utilisée dans I’étude des solitons [129, 130, 131],
cette fonction sech posséde par ailleurs des propriétés trés intéressantes, que nous ne détaillerons pas
d’avantage dans ce mémoire.

Bilan : quel type d’équation a-t-on a résoudre ?

Partant de I’équation (3.23), nous avons vu précédemment que les dépendances spatiales et tem-
porelles de A,, et F;, pouvaient ne pas étre toutes prises en compte.

Pour les champs inertiels et gravitationnels usuels, il est en effet 1égitime de ne conserver, dans le
développement (3.26) de Ay, (¢,1), que les termes suivants :

 — —

Aoy (tt1) m Doy (tt1) i=w—wo— K22 — K g (t—1) (3.29)

R

D’autre part, on peut négliger la dépendance spatiale de 'amplitude F' dans la plupart des cas,
en dehors du phénomeéne de "speckle”. En outre, il a été souligné 'importance de cartographier ce
speckle, afin d’en délimiter les zones & faible importance, pour utiliser préférentiellement ces derniéres.

On obtient finalement :

F (RTP (t,t1) ,t) ~TF(t1,t) = F (A (t1/2:11) 70 + B (tyo, tr) BEEL L (1, 1) ,t) (3.30)

ot F (t,t1) décrit la forme temporelle (créneau, sech, Blackman...) de I'impulsion laser qui agit sur les
atomes.

Cette expression se simplifie méme d’avantage si I'on choisit pour ¢; I'instant central de I’impulsion
laser ty /5 :

t=t1/ = F(R—ﬁ,p (t,tl),t> ~ F (75,1

En conclusion, ’équation d’évolution principale qu’il faut savoir résoudre a minima pour notre
étude est la suivante :

L1 (1)) =i My (t) [0 (1)) (3.31)

avec :

%Aop (t, tl) QOF (tla t)

M,, (t) ==

QoF (t1,t) —1A,, (L, 1)

méme si dans la suite on pourra revenir & ’équation non-approximée (3.23), et considérer A, (¢,11)
et F (RTP (t,t1) ,t), au lieu de A,y (t,1) et F (t1,1).
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3.3.3 Autres équations équivalentes

Le probléme de 'interaction entre un champ laser quasi-résonant et un systéme atomique & deux ni-
veaux effectifs peut étre mis en équation de plusieurs fagons. Chaque équation - ou systéme d’équations
- obtenue présente alors des avantages qui lui sont propres, pour des raisons tant calculatoires (facilité
de résolution ou d’implémentation numérique), que physiques (modélisation d’effets supplémentaires,
interprétations complémentaires). On peut ainsi passer d’un systéme de deux équations différentielles
couplées (équations (3.23) ou (3.31) par exemple), & trois équations différentielles couplées (équations
de Bloch optique), a& une seule équation du deuxiéme ordre (théorie z () ) ou & une équation aux
dérivées partielles (fonction de Wigner).

Ce sont ces diverses équations que nous allons maintenant rapidement présenter. Deux formulations
seront néanmoins plus particuliérement détaillées car elles seront plus pertinentes pour la suite de notre
étude : celle utilisant deux équations différentielles du premier ordre couplées, et celle basée sur une
seule équation différentielle du deuxiéme ordre.

1. Les systémes de deux équations différentielles du premier ordre.

Dans la partie 3.2 on a vu comment, partant d’'une équation trés générale ot les champs atomiques
et électromagnétiques étaient tous deux quantifiés, on pouvait se restreindre a deux niveaux atomiques
(ie & une seule multiplicité de niveaux adiabatiques lorsque I’approximation des ondes tournantes est
justifiée) et & un champ laser classique (équivalence avec un champ laser cohérent). Cela nous a amené
a considérer un systéme de deux équations différentielles couplées dépendant des opérateurs canoniques
Top €t Dop (équation 3.23) :

d bs (t .
G (2 O) = [ les©) = My ) s @) (3.32)
avec :
1A, QF )
Moy (t) = 2°5° o
() < Qolop —3580p
et :
Aop = Aop(t,tl) ::w—wo—?.]?(m

—
F, = Fyp(tt):=F (Rop (t,t1) ,t)
agissant sur les composantes supérieure |bs (t)) et inférieure |as (t)) de |¢3 (1)).
Ces deux composantes sont en fait les projections du vecteur d’état |¢s (t)) sur les états propres de

M,y (t) lorsqu’il n’y a pas d’interaction laser (¢ = 0), ie sur les états non-perturbés par I'impulsion
laser qu’on appelle encore états diabatiques. La base diabatique est donc D =: {D,, Dy} avec :

» ()
no ()

On a également vu une autre base d’états lorsque 1'on a fait la transformation

|03 (1)) = Ua |4 (1))

avec Uy unitaire :
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pour obtenir une inversion des roles de A,, et QF,, :

d o QF, A
Glesn=i( S e Yo (3.3

Dans ce cas, la nouvelle base d’états s’exprime en fonction des vecteurs de la base diabatique comme :

D, + Dy

V2

— Bases d’états adiabatiques

On peut évidemment construire une infinité de bases d’états, dépendant ou non du temps et ayant
une interprétation plus ou moins physique. Parmi celles-ci, et comme nous 'avons déja vu dans la
partie précédente, une est particulierement intéressante : c’est la base des états propres de M,y (t)
(pour €y quelconque), appelée aussi base adiabatique [132] (ou base des états habillés lorsque
l'on considere les états de Fock du champ laser [133, 116]).

Elle ne s’obtient pas aisément lorsque M,, (t) dépend des opérateurs 7o, et pop d'une fagon non-
triviale, et qu’il n’existe pas de représentation dans laquelle I’équation (3.32) reste un systéme d’équa-
tions différentielles (et non un systéme d’équations aux dérivées partielles). Cependant, lorsqu’apres
diverses approximations - ou dans certains cas particuliers - M,, (¢) ne dépend que d’un seul opérateur
Sop indépendant du temps (qui peut étre combinaison par exemple des opérateurs 7o, et Pop), on peut
écrire (3.32) dans la représentation |s) associée a cet opérateur :

b (sit) \ ._ A ((slbs @)\ _ypapy ( U3(55D)
( ag (s;t) ) ot < (s]asz (t)) ) = iM(s;) < as (s;t) )

A (sit,t1)  QoF (s;t,t)

avec :

M (s;t) ==
QoF (s;t,t1) —3A(s;t,t1)

Les valeurs propres (ie les énergies adiabatiques) de M (s;t) sont alors données par :

ey, = |e(s;t) = \/Q%F2 (s;t,t1) + TA2 (s;t, 1)

e = —€(s;t)

et la base & =: {E,, Ep} de vecteurs propres (ie les états adiabatiques) de M (s;t) s’écrit :
cos (0

By = Ey(sit):= < sin (6) )

)
En = Eu(sit)= < —Czlsn(x) )

avec 6 € [0;7/2[ défini par :

200 F (s;t,t
tan (20 (s;t)) := —AO (sft tl)l)

Dans cette base &, le systéme d’équations (3.32) devient :

d ba ia SQt B
dt < aa(jzmz ((S’t; ) = | & Padiab (5:1) = iMadiab (531) Pagian (571) (3.34)
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avec :

(105 (1)) = Usdiab [@adias ()]

ol Uugiap €st la matrice de passage de la base diabatique D a celle adiabatique & :

. cos(0) —sin(0)
Uadiab := < sin (9) Ccos (9) )

et avec :

Magiap (s5) = 5<5§t) i0 (s;1)
—i 0 (s;t) —e(ss5t)

ou # peut s’écrire en fonction de F' et A :

0(sit) =% (FA-F A) /e

Dans le cas le plus simple (A et F' indépendants du temps), on a § = 0 et on retrouve bien que les
états adiabatiques ont une énergie F he constante (séparation des niveaux d’une valeur 2he).

Dans le cas général, on obtient finalement 1’équation suivante :

d < badiab (5:1) ) _i e i 0 (s;t) < badiab (83 ) ) (3.35)

a Aadiab (3§ t) — 9 (S; t) —e (S; t) Qadiab (S; t)

dont l'interprétation est simple : les états adiabatiques sont non-seulement séparés d’une fréquence
2¢ (s;t) qui dépend de la variable s (en représentation |s)) et du temps, mais ils sont également couplés

par 'intermédaire du parameétre 6 (s;t).

Cle(sit) = Q) F? (s31) + A% (s32)

-

Fic. 3.7: Impulsion laser typique : courbes représentant la distance - en fréquence - entre les deux
états adiabatiques (trait pointillé) et leur couplage dans la base adiabatique (trait plein).



90 CHAPITRE 3. THEORIE ET MODELISATION DES SEPARATRICES LASER

Pour une impulsion typique (voir la figure 3.7), la séparation 2¢ (s;t) est constante avant 'impul-
sion, puis augmente jusqu’a atteindre un maximum, diminue ensuite, pour étre & nouveau constante.

De son coté, le couplage 0 (s;t) (ie essentiellement la dérivée temporelle de ’enveloppe de 'impulsion)
commence par étre nul, augmente, atteint un maximum, puis décroit, devient nul, puis négatif et
atteint un minimum, avant de croitre & nouveau vers zéro.

Cette équation (3.35) peut également étre écrite sous forme anti-diagonale en effectuant la trans-
formation unitaire suivante :

Gadiab (5:1) = Usdiab2 - Padiape (5;1)

avec :
exp {z fttd ,, E(s3t) dt’} 0
Uadiab2 (8; t) = 0 ex [72 ft e (S' t/) dt/]
p tadiab2 ’

On obtient alors :

_ 0 — 0 exp [—21’ ftt (s t’)dt’}

Padiab2 (S; t) - ; .ot adiat? Padiab2 (8; t)

6 exp [22 S € (1) dt/] 0

(3.36)

ou lécart au cas idéal (ie lorsque le désaccord et 'enveloppe de 'impulsion sont indépendants du
temps) apparait plus clairement encore.

2. Les équations différentielles du deuxiéme ordre.

Partant des divers systémes d’équations établis précédemment, on peut obtenir une équation dif-
férentielle du deuxiéme ordre sur une seule des deux composantes (de |p5 (t)) par exemple). A chaque
systéme correspond alors une certaine équation différentielle du deuxiéme ordre, et nous allons voir
qu’elles ne sont pas toutes aussi simples & obtenir et qu’elles n’ont pas les mémes avantages.

Par exemple, si ’on dérive une seconde fois le systéme (3.23) :

d 1A Qo F,
—i[ 2%op op
dt |()03> t < QOFop *%Aop ) |903> (337)

en posant :

03 (£))

I
N
55
—_~~
~
~— —
~ ~—
N———

on obtient pour la composante supérieure de |¢3) (avec des notations évidentes) 1’équation suivante :
b3= §A0p b3 + <§ Aop — (QOFop>2> bs + Qo <Z Fop +§FOPAOP> as (3.38)
ol ag est lié & bg par :
ZQoFop as :b3 - §Aopb3

Il n’est donc pas aisé d’éliminer ag de 1’équation (3.38) car pour cela il faudrait définir inverse de
—_—
lopérateur Fy,, := F (Rop (t,t1) ,t).
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On peut cependant, comme on I’a vu en détail au paragraphe (3.3.2), raisonnablement négliger la
dépendance spatiale de 'enveloppe F' et considérer I’approximation (3.28) :

F (}T,p (t,t1) ,t) ~TF (t, 1)

Dans ce cas, et si d’autre part on suppose que F ne s’annule jamais totalement, I’équation (3.38)
devient :

b+ () + 403, b+ 5 (B oy )t = E o

Cette équation est intéressante car elle met bien en évidence la déviation par rapport & un cas
"idéal” ou il n’y aurait ni champ inertiel ni champ gravitationnel (cas libre) et ou l'enveloppe F
de I'impulsion lumineuse serait uniforme et constante (créneau temporel). Néanmoins elle comporte
beaucoup de termes dont certains peuvent s’éliminer grace a une transformation unitaire bien choisie.

Considérons par exemple une transformation équivalente a 'inverse de celle qui a conduit & I’équa-
tion (3.18) :

(3.39)

by =T <€% ftt4 Aop(t',h)dt’) N

alors :

= i / ’ -1 i / ’
n (QOF)2 o % & 4 <T <e§ JE, Dop(t' 1)t )) Aoy T <e§ JE, Dop(t' 1)t ) o0

qui se simplifie en utilisant la relation A.5 de 'appendice A :

ft Aop(t't1)dt! ft Aop (! t1)dt! h? . N
T AOpT :Aop+5—%B(t,t4)k

Le dernier terme de cette expression vient du fait que, pour passer de bz & «, nous avons utilisé
une transformation unitaire égale a 1'intégrale de 5A,, (avec l'opérateur de Dyson 7) et non & une
primitive, ce qui a pour effet de faire intervenir un nouveau temps arbitraire t4.

On peut voir aussi 'effet d’une telle transformation en comparant « et by (b; étant la composante
supérieure du vecteur d’état |¢; (t)) intervenant dans I’équation (3.11)).
En effet, si on utilise le résultat A.1 de ’appendice A, on montre que :

T<e%ft4 Aop(t ,tl)dt) — exp ( Aop (#',ty) dt’ __/ / [ op (t"511) ZAop (t,,tl):|
2 ts tg Jt 2

D’autre part, on peut simplifier ft ft op (1", 11), Aop (', t1)] grace aux propriétés suivantes des

matrices ABC'D (voir appendice B) :

BA-AB=258

B(ts,t1) A(t,tr) — A(ta, ) B(t,t1) = B(ta,t1) D (tr,t) + A(ta, t1) B (t1,1)
= B(t47t>

et on obtient finalement :

" ) , nk [t -
__/t4/t4 [ op (t",11) ;Aop(tatl)} =z8m (/t4ﬁ(t)dt +B(t4,t)> k
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On peut alors comparer « & by car on sait que bs est obtenu & partir de b; grace aux transformations
unitaires Up (1/2,¢,%1) et Us (t,11,t3) définies respectivement en (3.12) et (3.17) :

. t .
bs = exp [%/ 1) (t”tl) dt/] exp [%@Op (t,tl)} b1
t

3

et que « est défini en (3.39) & partir de b3 :

LS " E o LY Aop(tt1)dt!
by = e4ft46(t7t1)dt6’L8—m.B(t4,t).ke2ft4 op(t'5t1) o

. t ; 3
e |5 o (et at] e |50 00| exp | 1) o

4

ol on a utilisé la formule A.6 de I’appendice A et la propriété suivante de ’appendice B :
B (ty, t) = —B (t,t4)

Finalement on arrive a :

. t4 .
= exp [ﬁ / 5(t’,t1)dt’] exp B@op (t4,t1)] b
t

3

qui donne pour le choix le plus simplificateur t4 = t3 = ¢ :

a = exp [% (wtl — k4 gb)} b1

ou l'on voit que « est résolument différent de by, CQFD.

Au lieu de dériver le terme ®,, (,t1) (et obtenir I'’équation (3.18)) pour ensuite 'intégrer (a tra-
vers la transformation unitaire (3.39)) et faire intervenir des termes supplémentaires dépendant d’un
nouveau temps arbitraire ¢4, il est par conséquent plus judicieux de partir de I’équation (3.11) pour
obtenir une équation différentielle du deuxiéme ordre sur une des deux composantes du vecteur d’état.

Ainsi, en dérivant (3.11) on obtient pour la composante supérieure by :

bt <z (Aop+8)— T /F) by 02 F by = 0 (3.40)

ou 'on note la présence de I'expression A,, + d qui différe de 'expression du désaccord généralisé
Aopt (t,t1) == Agp — § introduit en (3.16).

Cette équation peut étre d’avantage simplifiée lorsque A,, ne dépend que d'un seul opérateur
Sop indépendant du temps (ie simplement l'opérateur p,, si I'on néglige l'effet des rotations et des
gradients de gravité) ou lorsque 1'on approxime A, (¢,t1) par A,y (t,t1) (voir paragraphe 3.3.2). On
se place alors dans la représentation adaptée |s) (représentation impulsion le plus souvent) et ’équation
opératorielle (3.40) devient une équation différentielle ordinaire :

. F\ - _
bt | i(A+0) - — b +OQ2F b =0 (3.41)

ou A représente l'opérateur A,, (ou P'opérateur A,, lorsque c’est possible) en représentation |s).

Remarquons que (3.41) peut étre vue soit comme le résultat de 'interaction non-parfaitement
résonnante entre une impulsion laser (avec une enveloppe F ) et un atome a deux niveaux, soit
comme le résultat de l'interaction résonnante entre une impulsion modulé en fréquence (”chirped
pulses”) et un atome & deux niveaux.
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Remarque :

On peut également écrire une équation différentielle du deuxiéme ordre & partir des équations sur
les états adiabatiques (3.35) et (3.36).
On obtient alors pour la premiére :

. 0 - 0 _ )
badiab — badiab + | i | 7e— € | +€*+ 0 | bagian =0 (3.42)
0 0
et pour la seconde :
badiab2 + 2ie — - badiab2 + 0 badiabQ =0 (343)
0

3. Les équations de Bloch optiques

Les équations de Bloch optiques (EBO) sont équivalentes au systéme d’équations (3.18) et sont
constituées de trois équations différentielles du premier ordre. Elles s’obtiennent en considérant 1’évo-
lution de l'opérateur densité (de ses éléments de matrice plus exactement) qui obéit a I’équation de
Schrodinger :

.1
p= 7 [H.pl +T(p) (3.44)
ou :
H = Hy+ Heyy (@aﬁh t) + Vem (77]7’ t)

et o le dernier terme de (3.44) traduit le couplage des atomes au champ électromagnétique du vide
(traité comme un reservoir [116]), ie Pamortissement di a la désexcitation spontanée des niveaux
atomiques. C’est d’ailleurs une propriété importante de I’équation (3.44) que de pouvoir rendre compte
de certains processus de relaxation (voir partie 3.2).

Dans le cas des transitions Raman que 1’on considére (deux niveaux métastables couplés de fagon
non-résonnante a un troisiéme niveau que l’on peut éliminer adiabatiquement) on peut négliger ces
termes de désexcitation spontanée et obtenir ainsi :

1
ih
En représentation d’interaction par rapport & Hg + Hey et aprés avoir effectué 'approximation

des ondes tournantes et les transformations Uy (1/2,t,t1) et Us (t,t1,t3), ie avec ’'Hamiltonien effectif
(voir équation (3.18)) :

p=— [H, ]

3Bop (1) QoFop (1)
Herp:=—h .
QoFop () —280p (t)

on obtient I'équation de Liouville-Von-Neuman (en posant p,s:= o) :

% [AO]N Ubb] % (Aopaba + UbaAop>
y : +Qo (Fopaab - UbaFop) - (Fopabb - UaaFop)
< ot Tba ) = (3.45)
Tab Oaa *% (Aopo'ab + UabAop) *% [Aopa Uaa]
+Qo (Fopabb - UaaFop> +o (Fopaba - UabFop)
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oll on a exprimé o avec ses éléments de matrice g,,.
Dans le cas ol F' est rendue indépendante des opérateurs o, et pop, (voir le paragraphe précédent),
léquation (3.45) devient égale a :

) ) %_[Aopa Ubb] % (Aosza + UbaAop)
Opp  Opa -3 +QOF (Uab — O'ba) —QOF (Ubb — O'aa>
dab 0-;1(1 7% (A%Uab + UabAop) *%_[Aop, Oaa]

+QOF (Ubb - Uaa) +Q0F (Uba — Uab)

dont I'expression se simplifie encore si A,, ne dépend que d'un seul opérateur s,, indépendant du

temps (par exemple P, dans le cas libre, ou lorsque 'on approxime A,, par A,, défini dans ’équation
(3.31)).

On obtient ainsi dans la représentation |s) :

- —Qo? (Ubb (S) — Oqaqa (S))
—A(8).0u (5)

Oab (5) Oaa (s — F(0pa (5) — oap (s
b 1QoF (Ubb (8) — Oua (8)) QOF( ba( ) ab( ))

F A (5) -Oba (5)
( o () o (5) ) [ T a8 = o)

Il est alors souvent trés pratique d’introduire de nouvelles variables :

1
u i =5 (Obat Oab)
1
v = 57 (900 = o)
1
w = 5 (Uaa - Ubb)
dont les équations d’évolution sont :
v = —Av
) = Au+2Q0Fw
w = —2QFv

et dont l'interprétation en terme de spin fictif fournit une représentation géométrique trés pratique
(voir [117] et [134] par exemple).

L’évolution du vecteur de Bloch (ou spin fictif)

U
VBloch = v
w
est ainsi donnée par (équations de Bloch optiques) :
U 0 ~A(t) 0 u
v | =1 A®) 0 200 F (t) v
w 0 —2QF (t) 0 w
ou encore :
vBloch: B fictif N vBloch
avec :

—200F (t)
ﬁfictif (t) = _0
A(t)



3.3. DIFFERENTES FORMES DE L’EQUATION A RESOUDRE 95

Nous ne développerons pas d’avantage cette formulation qui n’est pas la plus adaptée a la résolution
de notre probléme (voir partie suivante). Néanmoins, et comme on I'a déja souligné, il est nécessaire
de 'utiliser si 'on veut tenir compte de certains processus de relaxation (désexcitation spontanée par
exemple).

4. La représentation de Wigner.

Dans les équations étudiées précédemment, nous avions affaire a un probléme de représentation.
En effet, I’étude de l'interaction laser-atomes conduit & des équations ol interviennent les deux opé-
rateurs canoniques r’fp et ﬁfp, qui ne commutent pas. Ces équations opératorielles, dans les cas trés
généraux que ’on considére ici, ne peuvent que trés rarement étre résolues sans auparavant choisir une
représentation particuliere (position ou impulsion par exemple). Malheureusement, le choix d’une de
ces deux représentations transforme les équations différentielles temporelles en équations aux dérivées
partielles (par exemple, I'opérateur p,, devient en représentation position : —ihv—% ) dont la résolution
est plus complexe.

Pour remédier & ce probléme, on peut alors chercher d’autres types de représentations (une repré-
sentation intermédiaire, combinaison des deux opérateurs canoniques par exemple), ou trouver une
méthode pour éliminer 'un ou autre des opérateurs 7o, et pop (voir partie 3.4.3), ou encore essayer
de s’affranchir de tout choix d’une des deux représentations canoniques.

La derniére proposition a été largement étudiée depuis plusieurs années dans le cadre des ” quasi-
probabilités” (représentations de Wigner et Shirley) et des diverses ” fonctions de ’espace des phases”
(fonction @ de Husimi et Kano et distribution P de Glauber et Sudarshan) (pour une revue, voir
[135, 136]). L’étude de ces représentations dépasse le sujet de ce mémoire, d’autant plus que nous
considérons un champ laser dans un état quasi-classique (cohérent) et que nous négligeons les effets
dus a la quantification du champ électromagnétique (ces représentations sont en effet trés utiles pour
rendre compte de certains effets d’électrodynamique quantique en cavité, voir [136, 137]).

Signalons tout de méme que la fonction de Wigner est utilisée avec succés dans ’étude du mouve-
ment des atomes dans une onde laser [138, 139], mais essentiellement pour le régime de Stern-Gerlach
(paquets d’ondes atomiques bien localisés, de taille treés inférieure a la longueur d’onde laser, et dont
la position moyenne varie trés peu pendant la durée de linteraction laser), qui n’est pas le régime
dans lequel notre étude se place (on veut pouvoir rendre compte des effets dispersifs du type de effet
Borrmann, voir parties 3.6 et 3.7).

En outre, lorsque 'on tient compte des champs inertiels et gravitationnels du chapitre 2, ’équa-
tion d’évolution de la fonction de Wigner se complique sensiblement, et il est nécessaire d’effectuer
plusieurs approximations importantes pour la résoudre. Nous ne détaillerons donc pas d’avantage ces
formulations en termes de quasi-probabilités.

Examinons maintenant comment résoudre les équations obtenues dans cette partie.
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3.4 Meéthodes de résolution

Cette partie a pour objectif d’établir un bilan détaillé des différentes méthodes de résolution de
I’équation :

% @ (£)) = iMop () |0 (1))

Il est en effet important d’effectuer une mise & jour des approches théoriques les plus appropriées a la
résolution de cette équation fondamentale.

Nous commencerons donc par rappeler quels sont les obstacles a la résolution de cette équation
(probléme de double non-commutation), puis nous verrons comment diverses méthodes de résolution
analytique ont permis, ces derniéres années, d’augmenter considérablement le nombre de cas particu-
liers exactement résolubles (théorie z (t)). Nous détaillerons ensuite quelques méthodes de résolution
basées sur des développements linéaires ou non-linéaires (développements de Dyson, de Magnus, des
états adiabatiques successifs...), dont on précisera le domaine de convergence. Enfin, nous verrons
plusieurs méthodes d’approximation de 1’équation et/ou de ses solutions, dont une sera plus particu-
lierement détaillée : ’élimination opératorielle.

3.4.1 Position du probléme et présentation des méthodes

Nous avons vu dans la partie précédente que le probléme de la triple interaction entre une impulsion
laser (quasi-monochromatique avec enveloppe spatio-temporelle), un atome a deux niveaux effectifs
et divers champs inertiels et gravitationnels (pouvant étre décrits dans la cadre d’'un Hamiltonien au
plus quadratique en position et impulsion), pouvait se mettre en équation sous la forme :

2 1o (1) = iMoy () |0 (1)) (3.46)

avec :

%Aop QoFon)

Mop (t) = < QOFop *%Aop

—
—

Bop = Doy (ttr) i=w—wo— F A (1) T = F B (1) 2~ F € (tt1)
et une enveloppe d’impulsion laser que 1’on peut approximer par (voir paragraphe (3.5.2)) :

Fp=F (R_/,p (t,t1) ,t) ~TF (t,t)

On a vu également qu'il existe plusieurs équations équivalentes & (3.46).

On peut ainsi passer du systéme différentiel opératoriel du premier ordre (3.46) & un systéme
différentiel scalaire du premier ordre, dans le cas ou My, (t) ne dépend que d’un seul opérateur s,
indépendant du temps (aprés approximation ou non). On obtient alors dans la représentation |s) :

Lo (s;t) = iM (s5¢) @ (558) (3.47)
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ou l'expression de la matrice M (s;t) est différente selon que 'on se place dans la base d’états diaba-
tiques (base naturelle ou canonique associée a |5 (t))) ou non (base d’états adiabatiques par exemple).

On peut également se restreindre & 1’évolution temporelle d’une seule composante de | (t)), et
ainsi obtenir une équation différentielle opératorielle du deuxiéme ordre :

) AW _
bt | (Do +0) — = b1 +Q2F by =0 (3.48)

dont I'expression en représentation |s) (quand M, (t) ne dépend finalement que d’un seul opérateur
S0p) conduit & une équation différentielle ordinaire du type :

A+Gx—g>b+ﬁb:0 (3.49)

A=A(s;t):=A(s;t)+0(t) et n=n(t) = QF (t)

dans le cas diabatique, et :

A= A(s;t) :=2¢e(s51) et n=mn(s;t):=0 (s;t)
dans le cas adiabatique (cf paragraphe 3.3.3).

Une autre approche consiste a étudier, au contraire, plus de deur composantes en considérant 1’évo-
lution des éléments de matrice densité (les trois équations différentielles du premier ordre couplées de
Bloch optiques). L’avantage d’une telle méthode réside dans la représentation graphique de ’évolution
du vecteur de Bloch (interprétation en termes de spin fictif), qui illustre 1’évolution des populations
et des cohérences associées & la matrice densité des atomes.

D’autres approches sont également envisageables (représentation de Wigner, analogie avec 1’équa-
tion de Dirac...), mais elles ne sont pas les plus adaptées a notre étude.

Selon le cas envisagé (forme des champs extérieurs) et le résultat que 'on veut obtenir, on emploiera
I'une ou ’autre de ces équations, ou encore une combinaison de plusieurs de ces équations.

Il convient de remarquer dés maintenant que I’étude et la modélisation des séparatrices ato-
miques sont deux choses trés différentes, pour lesquelles nous n’avons pas besoin des mémes informa-
tions.

En effet, dans le cas de ’étude de l'interaction atomes-laser, on cherche a obtenir toutes les
informations possibles, ce qui suppose d’intégrer le systéme d’équations différentielles précédent, afin
d’exprimer ensuite | (t)) en fonction de |¢ (t)). L’attention est ainsi dirigée vers ce qui se passe a
P’intérieur de la séparatrice.

En revanche, dans le cadre de la modélisation des interférométres atomiques, on cherche simple-
ment & décrire les paquets d’ondes atomiques qui sortent des séparatrices. Dans ce cas, on n’a besoin
que de certaines informations : par exemple, le nombre de paquets d’ondes et leur état interne, leurs
impulsion et position centrales, leurs largeurs en position et en impulsion... I’étape finale étant de relier
ces paquets d’ondes sortant aux paquets d’ondes entrant, sous forme, par exemple, d’une matrice S de
transfert. On peut montrer alors qu’on n’a pas toujours besoin d’intégrer I'une des équations rappelées
ci-dessus (voir paragraphe 3.4.3).

Dans cette partie, nous adoptons le premier point de vue, et nous nous concentrons sur la résolution
des équations (3.46), (3.47), (3.48) et (3.49).
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Probléme de la double non-commutation

Remarquons tout de suite que résoudre I’équation (3.46) dans le cas le plus général n’est pas une
chose aisée. En effet, ce n’est alors pas un systéme différentiel ordinaire car M, (t) dépend a la fois
du temps ¢ et des opérateurs 7, et Doy, qui ne commutent pas entre eux.

On sait par exemple que la solution de I’équation :

d

dt”
ou M (t) est une matrice qui dépend du temps d’'une fagon non-triviale (ie que l'on ne peut pas
factoriser M (t) tel que : M (t) = M x fonction (t) ), n’est pas égale a :

(t) =iM (t) ¢ (t) (3.50)

exp [z /tt M (t') dt’} < (to) (3.51)

0

En fait, on peut montrer (développement de Magnus, voir paragraphe 3.4.3) qu’elle peut s’écrire par
exemple sous la forme :

o (1) = exp [Z /tt M () dt' +iN (t)] (o)

ou N (t) est une matrice difficile & obtenir (avec des problémes de convergence du développement dont
N est la somme) et qui s’exprime en fonction de l'intégrale de commutateurs du type :

2 (£), M ()]
avec t' # t"”. Par conséquent, si M (t) ne commute pas avec elle méme & des instants différents, la
solution de (3.50) n’est pas égale a (3.51).

De la méme facon, si 'on cherche & exprimer la solution de I’équation :

Clo@) =i (T O+ T )7+ ) o (1)

sous forme d’une exponentielle d’opérateur agissant sur | (tg)), on obtient une expression qui dépend
de l'intégrale de commutateurs du type :

Dans le cas général de I’équation (3.46), on obtient finalement que sa solution (sous forme d’une
exponentielle d’opérateur agissant sur |¢ (fp)), ie sous forme explicitement unitaire) dépend de
I'intégrale de commutateurs du type :

[Mop (') , Mop (t")]

avec t' #t".

Il y a alors deux raisons de non-commutation : le fait que M,, (¢) soit une matrice dépendant
du temps, et le fait que M,, (t) dépende de deux opérateurs 7, et p,, ne commutant pas entre
eux. Cest cette double non-commutation qui nous empéche d’appliquer les méthodes d’intégration
habituelles, et d’obtenir dans le cas le plus général (champs extérieurs arbitraires) une solution exacte
a I’équation (3.46).

La méthode générale de résolution de ce probléme de la triple interaction ”laser - atomes - gravito-
inertie” et des diverses équations le modélisant est alors simple :
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— si le cas étudié fait partie des cas exactement résolubles connus, il suffit d’utiliser la
solution exacte qui lui correspond. Il est alors important de répertorier le maximum de cas
exactement résolubles (objectif de la théorie z (t)).

— s’il n’en fait pas partie, on ne peut obtenir qu'une solution approchée (analytiquement
et/ou numériquement).

Or avoir une solution approchée signifie que I'on dispose :

i. d’'une méthode d’approximation de I’équation permettant d’obtenir une équation
résoluble exactement (par exemple, développement et approximation du désaccord,
approximation de I’enveloppe de I'impulsion laser...)

ii. d’une méthode de résolution directe donnant le résultat sous forme d’un développe-
ment (somme de termes, produit, récurence, développement en arbre, etc) que 'on
tronque, approxime et/ou implémente numériquement.

iii. d’une méthode intermédiaire utilisant les deux approches précédentes : approxima-
tion & la fois de I’équation et du développement qui est solution de I’équation approchée.

Nous allons donc commencer par lister les couples (A (t),F (t)) connus qui conduisent & une
solution exacte du probléme (et décrire leur méthode d’obtention); puis nous verrons des solutions
sous forme de développements (Magnus, états adiabatiques successifs ou autres) dont on soulignera les
domaines de convergence ; enfin, nous verrons comment, dans le cas général, approximer les équations
initiales pour retomber sur des cas soit exactement résolubles, soit bien adaptés aux développements
vus avant.

3.4.2 Recherche de solutions exactes : la théorie z (t)

Bien que des solutions exactes aient été répertoriées pour de nombreux couples (Aop (t) ,F(t)),
on ne connait pas a ce jour de solution générale aux équations différentielles opératorielles (3.46) et
(3.48), et il faut souvent recourir a une intégration numérique.

Néanmoins, lorsque M,, (t) ne dépend que d’'un seul opérateur s,, indépendant du temps (apres
diverses approximations ou non), ces équations opératorielles deviennent, en représentation |s), des
équations différentielles ordinaires (équations (3.47) et (3.49)). Ces équations concernant I’évolution
temporelle d’un systéme a deux niveaux interviennent dans de nombreux domaines de la physique
(résonance magnétique, physique des collisions, spectroscopie laser, optique quantique...), et ont a ce

titre été largement étudiées, essentiellement sous la forme de I’équation différentielle du deuxiéme ordre
(3.49) :

A+GA—§)5+ﬁb:0 (3.52)

Les premiers couples (A (t),n(t)) non-triviaux conduisant a des solutions exactes et physiques ont
été étudiés par Rosen et Zener dans les années 30 [140], dans le cadre de la résonance magnétique.
S’en suivit une recherche méthodique de ces couples & solution exacte : modéles de Demkov et Kunike
[141] et travaux de McCall et Hahn [142], et Allen et Eberly [117] dans les années 60 et 70; classes
de Bambini et Berman [143] et modele a8y de Hioe et Caroll [144] dans les années 80; travaux de
Suominen, Garraway et Vitanov [145, 132, 146] dans les années 90 ; approche géométrique de Carmel-
Mann [147] et invariants de Ishkhanyan plus récemment [148, 149].

La plupart des solutions exactes connues ont été trouvées par l'intermédiaire de la ”théorie z (¢)”
initiée par Rosen et Zener, améliorée par Demkov et Kunike, puis par Hioe et Caroll, et généralisée



100 CHAPITRE 3. THEORIE ET MODELISATION DES SEPARATRICES LASER

par Ishkhanyan. Elle repose sur la transformation de 1’équation (3.49) par un changement de variable
sur la variable temporelle

t— z(t)

ou t — z (t) est une fonction C*° strictement monotone.
Un tel changement de variable conduit a 1’équation :

0"+ fo ()0 + gy (2) =0 (3.53)

avec :

= (2)

ol on a gardé la méme lettre b pour désigner la nouvelle fonction de z et ou le prime désigne la
dérivation par rapport a la variable z.

L’idée principale de la théorie z (t) est de comparer cette équation avec une équation connue (par
exemple une équation vérifiée par des fonctions spéciales) pour répertorier le maximum de couples
(A (t),n(t)) tels que la solution de (3.53) soit analytique.

Si 'on compare par exemple I’équation (3.53) a ’équation hypergéométrique :

d—(a+c+1)z ac
b’ b — b=20 3.54
* z(1—2) z(1—2) (3:54)
on obtient deux équations :
d—(a+c+1)z _ 1 i‘i‘ o
z(1—2) 2 \z U]

5 - (O

liant A(t), n(t) et z(t). On a donc une liberté sur le choix d’une de ces trois fonctions, on parlera
alors de ”classe de solutions” associée & un choix particulier de deux de ces fonctions. Par exemple,
lorsque A (ie A (s;t) + d (t) dans le cas diabatique usuel) est choisi constant (cas libre par exemple),
on obtient une certaine classe d’enveloppes acceptables qui constitue la classe de solutions dite de
Bambini-Berman [143], et qui généralise I'impulsion sécante hyperbolique (& enveloppe symétrique) de
Rosen-Zener [140].

Parmi les mutiples traitements mathématiques des deux équations précédentes, la démarche suivie
par Hioe et Carroll [144] est trés pratique. Elle consiste & introduire une fonction f (g (¢)) telle que :

2= 2 (L4 F o (1)

et & déterminer la relation entre f et g pour que la solution de (3.54) soit exacte. Ils obtiennent alors
des couples solution qui dépendent de quatre paramétres «, (3, v et d , et de la fonction g ().

Parmi ces solutions (listées et commentées dans article [144] de Hioe et Carroll), ensemble des
solutions pour § = 0 est particuliérement intéressant :

0 = s (3e0)
A = % g (t) [ﬁ+2'y + B tanh <%g(t)>}
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parcequ’il redonne pour ¢ (t) = 2t/7 le premier modeéle de Demkov-Kunike :
t
Ibk1 = ~~sech <—>
2T T
1 t
Apk1 = — |B+2y+ [tanh | —
T T

pour une impulsion laser symétrique (fonction sécante hyperbolique) avec modulation de fréquence en
tanh (%) ; et pour 8 = 0 le modéle original de Rosen-Zener :

o h t

= —sech | —

"Rz 2nT T
2
Arz = =L
T

pour une impulsion laser symétrique (fonction sech) avec un désaccord constant.

Une autre approche, plus récente et due a Ishkhanyan [149], est plus puissante pour fournir des
classes de solutions. Elle généralise ’approche précédente en effectuant non seulement un changement
de variable (t — z (t) ou z (t) est & valeur complexe) dans I’équation (3.52), mais aussi un changement
de fonction :

b—u(z)=p(z)xb (3.55)

L’équation obtenue :

b+ 2£+fb2—z_ b+ f—i- sz_i £—i-gbz b=0 (3.56)
® z % z) ¥

peut s’identifier alors a I’équation initiale (3.52) pour donner le systéme d’équations :

z

13 WL & S A
n ‘2 z
. SN S
n” = 24 foz—= £+9b2
@ z ) @

La premiére de ces équations permet de déterminer ¢ :

Lot ) o
@ (t) =exp —/ i)\—ﬂ—sz—i-i (t) at’
2 n z
et la seconde conduit a :

. N . N 2
1d (. n 1. n 2 1d -z 1 -z
2___ _ L JE——— - - — - R - PR
"5y <1)\ 77) 1 (2)\ 77) BE o (fb z ,é) 1 (fb z ,é) (3.57)

ol on reconnait au membre de gauche l'invariant de 1’équation (3.52) et au membre de droite celui
de I'équation (3.56) quand ¢ =1 :

z

b+<sz )b+gbz b=0 (3.58)

z

Cette égalité est une illustration du théoréme des invariants :

" les solutions des équations (3.52) et (3.58) sont reliées par (3.55) si et seulement si les équations
ont le méme invariant”.
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Cela signifie que, pour fj, et g, donnés (ie pour une certaine forme d’équation imposée, par exemple,
hypergéométrique), les couples (A (), 7 (t)) solutions de (3.57) sont les couples pour lesquels 'équation
initiale (3.52) peut étre transformée en I’équation (3.53), ie les couples conduisant & une solution exacte
de (3.52).

On peut alors montrer [149] que si n* (z) et A\* (z) sont des solutions particuliéres de (3.57) pour
z = t, ie de I’équation :

1d . 77*/ 1/ ,,7*/ 2 1 1
*2 _ * o - * . _ 1 ’ 1 9
T <“ ) 1 (M ) =e— 3 =7 () (3.59)

nt) : =n"(z)=
At - =X(2)z

sont solutions de (3.57) pour toute fonction z ()

Par conséquent, chaque couple (n*(z),\* (z)) solution de (3.57) génére un ensemble de couples
(n(t),A(t)) solution de (3.49), ie fournit un ensemble de cas exactement résolubles du probléme
initial.

On peut alors choisir une équation particuliére, ie un couple (f; (2),gp (2)) particulier, dont on
connait les solutions et a laquelle nous pouvons comparer notre équation initiale.

Par exemple, le cas de I’équation hypergéométrique :

d—(a+c+1)z ac
7 ;o _
o+ z(1—2) b z(l—z)b 0
revient & choisir :
d—(a+c+1)z
fo(z) = z(1—2)
ac
g (2) = )

On peut montrer que 'invariant de cette équation hypergéométrique s’exprime sous la forme :

a o B Y
erl—er,2’2+(1—z)2

et qu’il est donc sensé de rechercher des couples (n* (z), A" (2)) solutions de (3.57) ayant la forme :

U TR

n* z 1—-=2
A A

P
z 1—2

avec 1y, 1y, A1 et Ay des constantes.
On trouve finalement, pour ce choix de (fy(2),gp(2)) et pour cette forme de solutions, quatre
solutions indépendantes pour (7* (2),A* (2)) :

o | S S
m z(1-2)Vz(1-2) (1-2)"/2(1-2)
o= Ay R

z 1—2z

On peut alors appliquer la propriété des invariants énoncée plus haut.
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Par exemple, dans le quatrieme cas n* = n§/+/2 (1 — z), on obtient comme ensemble de solutions :

nt) = %
At) = <§+1Ajz>z

qui redonne, lorsque 1’on se limite & des transformations ¢ — z (¢) a valeur réelle, la classe de solutions
de Hioe et Caroll [144], et pour z (t) = (1 + tanh (¢/7)) /2 le premier modéle de Demkov et Kunike
[141, 145]. Ce cas redonne également la classe de solutions de Bambini-Berman [143] quand A (¢) = A
est constant, et donc en particulier le modele de Rosen-Zener [140] (impulsion en sech).

D’une facon générale, 'approche de Ishkhanyan englobe les résultats antérieurs et les généralise
(fonction z (¢) complexe et transformation ¢). On peut ainsi trouver de nombreuses autres solutions (en
choisissant d’autres transformations z (¢) et d’autres fonctions fj, et g5) dont I'interprétation physique
reste a faire (forme réelle des impulsions laser et dépendance temporelle physique du désaccord A).

Par exemple, suivant la méme démarche, on peut transformer I’équation initiale (3.52) en I’équation
dite cylindrique parabolique lorsque (modéle de Landau-Zener [150, 151]) :

nt) = no
A() = do+ A=t

(créneau temporel avec désaccord linéaire en temps) dont l'intérét est trés important lorsque 'on
tient compte de la gravité pendant 'interaction laser (voir par exemple [53, 54]), et dont la solution
s’exprime avec des fonctions cylindriques paraboliques (ou fonctions de Weber).

L’étude précédente de I'équation différentielle du deuxiéme ordre (3.41) montre I'utilité de cette
derniére pour déterminer des solutions exactes au probléme de I’'interaction d’atomes a deux niveaux
avec des champs extérieurs variés (inertie, gravitation, impulsion laser avec enveloppe modulée dans
le temps). Nous ne développerons pas d’avantage cette recherche de nouvelles solutions exactes, car
nous utiliserons essentiellement par la suite trois des solutions les plus simples vues précédemment :

i. 'impulsion créneau avec un désaccord constant (modéle de Rabi [152])

ii. 'impulsion créneau avec un désaccord linéaire en temps (modéle cylindrique parabo-
lique)

ili. I'impulsion sécante hyperbolique (sech) avec un désaccord constant (modéle de Rosen-
Zener)

dont les solutions exactes sont données par exemple dans [152], [53] et [52] respectivement.

Evidemment, les impulsions réellement utilisées en interférométrie atomique n’ont pas toutes une
enveloppe en sech (et encore moins en créneau, pour les raisons détaillées au paragraphe (3.5.1)) :
beaucoup ont une forme proche de fonctions Gaussiennes ou de diverses fonctions apodisantes (pour
limiter au maximum l’apparition de lobes secondaires, voir la modélisation des parties 3.6 et 3.7).
Cependant, la fonction sech présente de nombreux avantages. Tout d’abord, elle a une forme trés
proche d’une Gaussienne ou d’une Lorentzienne, et peut donc étre utilisée comme fonction approchant
une enveloppe Gaussienne ou Lorentzienne. Ensuite, elle présente un bon compromis vis-a-vis de
Papparition de lobes secondaires dans ’espace des impulsions. Enfin, ¢’est une fonction simple (sech :=
1/cosh) qui a été largement étudiée et qui est facile & manipuler.

Remarquons qu’il pourrait étre judicieux d’envisager des impulsions ayant une forme non-conventionnelle
(asymétriques, modulés en fréquence, définis a partir de fonctions spéciales...) et remplissant un peu
moins les conditions de séparatrice requises par les expériences, mais pour lesquelles nous connaissons
une solution exacte, ce qui permettrait notamment d’augmenter la précision théorique des calculs
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concernant I’évolution d’atomes a l'intérieur de séparatrices ou des calculs de déphasages interféro-
métriques (aprés résolution numeérique). La diminution du contraste des franges due a la perte en
efficacité des séparatrices (a cause d’une inversion non-totale dans les lames 7 par exemple) serait
alors compensée par une plus grande précision dans I'expression du déphasage.

Précisons également que, dans les cas ou la structure des interactions (types d’impulsions laser,
géomeétrie de l'interaction avec les lasers et avec les autres champs extérieurs) est fixe, on peut recourir
a diverses approximations (voir paragraphes suivants) et/ou utiliser des moyens numériques pour
résoudre I'équation (3.41).

Soulignons enfin I'existence d’autres méthodes analytiques de résolution de ces équations différen-
tielles. Citons, entre autres, la méthode de Floquet, qui s’applique lorsque les coefficients des équations
sont périodiques (avec la méme période), et ses généralisations que sont la théorie de Floquet multi-
périodique et la théorie (t,t’).

Ces méthodes, qui reposent sur le théoréme de Floquet (utilisation de 'opérateur translation tem-
porelle pour passer des solutions de Floquet aux solutions initiales [153]), permettent de transformer
une équation de Schrodinger avec un Hamiltonien dépendant du temps en une équation équivalente
avec un Hamiltonien indépendant du temps (dit Hamiltonien de Floquet ou opérateur quasi-énergie),
et ainsi d’appliquer les régles de calcul usuelles pour de tels Hamiltoniens (développement sur une base
d’états propres, évolution temporelle de chaque état propre & I’aide de la valeur propre correspondante,
re-sommation finale sur les états évolués). L’inconvénient d’une telle simplification est la transforma-
tion d’un paramétre (une phase laser par exemple) en une variable dynamique supplémentaire et la
nécessité de calculer les états propres de ce nouvel Hamiltonien (pour une revue voir [154]).

La théorie de Floquet fut initialement utilisée par Autler et Townes en 1955 [155], par Shirley
en 1965 [156] et par Sambe en 1973 [157], dans le but de traiter, d’'une fagcon générale, l'effet d’un
champ sinusoidal sur un systéme a deux niveaux, afin d’aller au dela de ’approximation des ondes
tournantes. Son application a 1’étude de 'effet Bloch-Siegert et aux transitions multiphotoniques est
en effet particulierement bien adaptée [156, 158, 122, 159], que ce soit en optique atomique ou en
résonance magnétique nucléaire. On peut également montrer que la matrice (infinie) représentant
I’Hamiltonien de Floquet est intimement liée & celle de I’'Hamiltonien adiabatique. Aussi, de nombreux
travaux cherchent aujourd’hui & éclaircir et a utiliser les relations entre les états adiabatiques (états
habillés d’une cavité par exemple) et les états de Floquet [160, 154, 122].

Néanmoins, le calcul des états propres de 'Hamiltonien de Floquet est, dans le cas général, trés
compliqué [161, 162], et les solutions s’obtiennent le plus souvent a ’aide de développements perturba-
tifs. De plus, bien que plusieurs généralisations aient été réalisées : théorie de Floquet multi-périodique
[163, 164], théorie (t,t”) [165, 166, 167, 168]... , et que leur implémentation numérique soit tres efficace,
ces méthodes ne s’appliquent pas facilement aux Hamiltoniens dont la dépendance temporelle n’est
pas simple (comme dans notre cas, voir paragraphes suivants). Par conséquent, nous ne développerons
pas d’avantage la recherche de solutions analytiques par ces méthodes de type Floquet. Soulignons tout
de méme que dans certains cas simples (aprés approximations par exemple), la méthode de Floquet
peut s’appliquer efficacement, et qu’il serait intéressant, dans les cas plus complexes, de développer
une méthode intermédiaire du genre multi-(t,t°), a 'instar des résultats obtenus dans le cadre des deux
généralisations précédentes.

3.4.3 Approche directe : solution sous forme de développements

Comme on ’a déja précisé, il n’existe pas a ce jour de solution exacte a 1’équation générale (3.46) :

Do 1) = My (1)l (1)
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méme si on connait de plus en plus de solutions particulieres ayant une forme compacte (créneau
temporel avec désaccord linéaire en temps, impulsions en sech avec désaccord constant... voir le pa-
ragraphe précédent), le mot ” compact” étant ici employé pour désigner une solution dont I’expression
est une somme (ou un produit) finie de termes.

11 existe en effet de nombreuses méthodes de résolution de (3.46) conduisant & un développement,
infini ou non, de la solution (sous forme d’une somme, d’un produit ou autre). Nous allons maintenant
en voir quelques unes.

1. Développement linéaire de Dyson

Considérons donc ’équation différentielle suivante :

d

%X =A(t)X avec X (to)=Xo=1 (3.60)

ot A(t) est une famille finie d’opérateurs d’un espace de Banach (muni d’une norme |...||). Cette

définition englobe naturellement les cas qui nous intéressent dans cette étude, a savoir : A (t) = 1Moy, (t).
Parmi les différentes méthodes de résolution de cette équation, la plus simple est le développement

itératif obtenu & partir de I’équation intégrale :

X (1) :X0+/tA(t’)X(t’) @t

to

qui donne un développement sous forme d’une somme infinie : le développement de Dyson :

X () - (1+ / A dr + / t / Ay A @) dt/dt”+...> X,

qui n’est pas compact (au sens défini plus haut) mais que ’on peut écrire sous une forme a ’apparence
compacte au moyen de ’opérateur dit de Dyson ou d’ordonancement dans le temps T (time ordering
operator) :

X({#)=T (exp ( JhA@) dt/)) Xo

qui généralise 'opérateur exponentiel et qui redonne le résultat habituel dans le cas ou [X (¢'), X (t")] =
0 pour t' # t”.

Le développement linéaire de Dyson est trés pratique lorsque A (¢) peut étre traité en perturbation
(JA(¢)|| petit, ou ¢ proche de ty) , car dans ce cas il fournit les différents ordres du traitement
perturbatif.

Par exemple, le développement au premier ordre est :

Xt = <1+/ttA(t’)dt’)Xg

0

= exp < /t : At dt’) Xo

ce qui revient a négliger les commutateurs évoqués au paragraphe (3.6.1).
Cela nous permet d’ailleurs d’écrire I'opérateur de Dyson d’une autre maniére :

T<exp ( /t A dt’)) = I ew At (3.61)

0

beaucoup plus efficace lors des calculs numériques.
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2. Méthodes non-linéaires d’intégration et développement de Magnus

En dehors de cette méthode linéaire de résolution, il peut étre intéressant de travailler avec des
méthodes non-linéaires, ie de transformer 1’équation linéaire (3.60) en une équation non-linéaire.

Il peut paraitre étrange d’utiliser de telles méthodes qui compliquent le probléme initial (apparition
de problémes de convergence), mais elles ont ’avantage de préserver, lors de approximation des dé-
veloppements obtenus, certaines caractéristiques géométriques importantes de la solution (I'unitarité
par exemple). En effet, & quelques exceptions pres, les développements dont on parle sont infinis, et
il faut & un moment donné les tronquer pour obtenir des solutions approchées utilisables (analytique-
ment et/ou numériquement). Il est alors important que ces développements tronqués aient les mémes
propriétés que la solution non-tronquée. En particulier, la propriété d’unitarité est cruciale, et c’est
pourquoi beaucoup de ces développements utilisent la fonction exponentielle.

Parmi les méthodes non-linéaires qui ont été largement étudiées, citons :

i. la méthode de Magnus [169] :
X (t) = M X,
ii. la méthode originelle de Fer [170] :
X (1) = P00 X,

iii. les méthodes symétriques de Fer [170, 171] :

X (t) — eSl (t) eSz(t) o eSQ(t) eS;l (t)XO
= ...elWNMTM) . Xo

iv. la méthode de Cayley [172, 171] :

X (1) = <1 _ %cw) - <1 + %cw) X,

De toutes celles-ci, c’est la méthode de Magnus qui a connu le plus grand succés, et ce dans
tous les domaines de la physique (pour une revue succinte, voir [173, 174]).
Son principe est simple : écrire X (¢) sous la forme d’une exponentielle :

X (t) = 2 X,

et résoudre I’équation (non-linéaire) sur € (t).
Ainsi, selon la propriété A.8 de 'appendice A sur la dérivation de I'exponentielle d’'une matrice
(ou d’une famille finie d’opérateurs), on obtient :

X = <Q+% [2.0] +% [, [2.0]] +...>X

_ ii(j i i (2) X

—0

<

- o foin ()

avec :
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En outres, pour || (¢)|| < 7, ¢ est inversible et :
(¢lada)) ™ (V)= “adh(Y) vy

avec f3; le j¢™€ nombre de Bernouilli apparaissant dans la formule :

ezz—l :Z&Zj

qui converge pour |z| < 27.
On obtient finalement I’équation non-linéaire suivante :

sz%adg (A) et Q(t) =0
j=0 *

(avec add, (A) = A et adg (A) = [, A]), qui est équivalente & (3.60) et dont la solution s’exprime sous
la forme d’un développement en série :

Q) =22, 9 (t) avec 2 (t) =0 (3.62)

Deux problémes se posent alors :
— comment obtenir les termes du développement précédent ?

— quel est le domaine de convergence d’un tel développement 7

(a) Comment obtenir les termes du développement de Magnus

Des le premier papier de Magnus en 1954 [169], la question s’est posée de savoir s’il existait une
formule explicite des coefficients du développement de Magnus. Nous allons voir dans quelle mesure
on sait répondre aujourd’hui & cette question.

Une premiére méthode de résolution repose sur un calcul itératif des coefficients en utilisant 1’algébre
des commutateurs de I’équation précédente

fpz%%m> (3.63)
=0

On obtient ainsi des formules récursives [175] ou des développements en arbre [176, 177, 178] qui
fournissent facilement les premiers coefficients :

mw:l[A@ﬁ%%[l%MﬁA@ﬂﬁw (3.64)
1 ¢ ¢ ¢ / " n ! g4 "
*6/2/2 1A @) A A @) dearar

t t !
+1/ / [A (t/) ’ [A (t”) A (tm)ﬂ arat’dt" + ...
6 to Jio to

(Pexpression des quatriéme, cinquiéme et sixiéme coefficients est donnée dans les références [175],
[179], [180] respectivement). Bien que ces méthodes soient puissantes (surtout d’un point de vue
numérique), elles ne fournissent pas de formule explicite permettant de connaitre n’importe quel terme
du développement de Magnus.

Ce genre de formule explicite existe pourtant depuis 1970 et les travaux de Mielnik et Plebanski
[181] sur la formule de Baker-Campbell-Hausdorff (voir appendice A).
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Remarquons d’ailleurs que le développement de Magnus peut étre vu comme 1’analogue
continu de cette formule de Baker-Campbell-Hausdorff (voir formule (3.61)) :

A,B] | [A,JA,B]+[[A.BLB
eAeB — 6A+B+[ 5 ]+[ [ ]]12[[ ] ]+

Mielnik et Plebanski, et plus récemment Suarez et Saenz [174], ont en effet montré qu’il était
possible d’obtenir une telle formule explicite en utilisant une autre approche que la résolution de
Iéquation (3.63), ie en n’utilisant pas explicitement 1’algébre de Lie des commutateurs.

A T’aide de fonctions créneaux 6; ;, ils obtiennent ainsi [174, 173] :

Q) =302, [y - i diy .ty @Ot (1) O A t,) A () (3.65)
avec
0, : = Hn,n—l + ...+ (9271
©; : =0
0;;j; : =1sit;>t; et 0 sinon

ie en introduisant n! secteurs définis par t;, >1t; |, >...>t;.

En utilisant les résultats de 'appendice A, on peut évidemment retrouver la structure usuelle en
terme de commutateurs (voir aussi [174]).

Une telle approche a non seulement l'avantage de fournir I’expression de chacun des termes du
développement de Magnus, mais aussi, comme nous allons maintenant le voir, de permettre une analyse
plus fine de la convergence d’un tel développement

b. Quel est le domaine de convergence d’un tel développement ?

Le probléme de la convergence des développements non-linéaires vus ci-dessus est crucial, car dans
le cas d’un traitement en champ fort des séparatrices laser (ie pour A (t) quelconque, et pour des
temps d’interaction et d’intégration longs), on doit absolument savoir si ces développements infinis
convergent, et donc s’ils peuvent étre utilisés comme solution physique au probléme de 'interaction
atome-laser (plusieurs études et observations de la divergence de tels développements ont été réalisées,
voir par exemple [182, 183, 184, 185, 54]).

D’une fagon générale, et comme le précisait déja Magnus en 1954 [169], de tels développements ont
une convergence locale, ie ils convergent pour des temps suffisamment courts et a condition que || A (¢)||
ne soit pas trop grand. Il est alors nécessaire de quantifier au mieux ces domaines de convergence et
de donner une approximation de leurs bornes.

La méthode de délimitation du domaine de convergence du développement de Magnus s’est pendant
longtemps appuyée sur le développement itératif qu’'on obtient & partir de (3.63). Le résultat le plus
récent [186, 187] basé sur cette approche montre que le rayon de convergence est au moins égal a
1,086869, ie que le développement de Magnus converge pour ¢ et A (t) vérifiant :

t
/t |A (&) dt’ < 1,086869 (3.66)
0

Récemment, une autre méthode s’appuyant sur la formule de Mielnik et Plebanski a fourni une
borne de convergence différente.

En effet, selon les travaux de Moan et Oteo [173], on peut, en bornant astucieusement le terme
général de I’équation (3.65), obtenir comme condition de convergence :

A"t <2 (3.67)
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ott |4 (1)]]* = max (| A (s)]]) pour s € [0, 1]
Dans le cas ou A (t) ne varie pas trop rapidement, on obtient alors :

/t A )] dt" ~[[A@)"t < 2

qui montre que le domaine de convergence établi par la méthode non-itérative (a partir de (3.65)) est
environ deux fois plus grand que celui établi par la méthode utilisant les commutateurs.

L’établissement de la borne supérieure du domaine de convergence dépend donc fortement de la
fagon dont on écrit les termes du développement de Magnus (ie ici avec ou sans commutateurs). C’est
tout & fait normal car, comme le soulignent Moan et Oteo [173], le fait de borner un commutateur
II[A, B]|| par la valeur 2||A|| || B|| fait apparaitre un facteur géométrique important, qui augmente de
fagon dramatique avec le nombre de commutateurs présents dans les termes de (3.64).

Ce domaine de convergence peut étre encore augmenté losque A (¢) a une forme particuliére.
Par exemple, dans le cas d’un systéme a deux niveaux soumis & un Hamiltonien dépendant du
temps (ie précisément notre cas) :

ou 7 (t) est un vecteur unitaire dépendant du temps et ou @ est le vecteur représentant les trois

matrices de Pauli, Maricq [188], et plus récemment Miao [189], obtiennent comme condition de conver-
gence :

[Hw @) dt’ < 2n

to

ol +w (t) /2 sont les deux valeurs propres de 'Hamiltonien H (t).

Dans le cas pratique que nous considérons dans ce mémoire (systéme a deux niveaux effectifs
modélisant une transition Raman a deux photons optiques), nous cherchons a réaliser des séparatrices
atomiques, et plus particulierement des ”lames” (ou ”impulsions”) 7 ou m/2, pour lesquelles on a,
dans le cas libre :

t

\ !w (t’)‘ dt’ = g :lame 7
t

/ ro_ T m

\ |w (t )‘ dt' = 1 :lame >

En présence de champs inertiels et gravitationnels, et du fait que I’enveloppe de 'impulsion la-
ser dépend du temps, ces relations doivent étre modifiées. Cependant, du fait de la faible influence
des champs extérieurs (voir partie 3.5), on aura vraisemblablement des relations du méme ordre de
grandeur :

t

™ ™
o |U) (t/)‘ dt/ ~ 5 ou Z

Dans tous les cas, pour les champs extérieurs et les impulsions que ’on considére, on aura toujours :

/j w1 (¢) —wn (¢)| ' < 2n

ol wi (t) et wy(t) sont les deux valeurs propres du Hamiltonien (voir paragraphe suivant), et la
convergence du développement de Magnus sera assurée.

On observe d’ailleurs que, du fait que 1,086869 < § < 2, la condition (3.66) n’est pas vérifiée
alors que la condition (3.67) est vérifiée lorsque l'enveloppe temporelle de I'impulsion ne varie pas
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trop rapidement. On voit donc, sur cet exemple, que 'utilisation de I’équation (3.63) pour délimiter le
domaine de convergence du développement de Magnus ne nous permettrait pas de conclure pour une
impulsion 7, alors que ’approche de Moan et Oteo [173], qui est basée sur la formule de Mielnik et
Plebanski, le permet.

3. Implémentation numérique de ces développements

Une des raisons essentielles de 'utilisation de tels développements (Magnus ou autres) est leur faci-
lité d’implémentation numeérique et leur efficacité (optimisation et réduction du nombre d’opérations a
effectuer par les calculateurs). De nombreuses procédures de résolution numérique de I’équation initiale
(3.60) ont ainsi été développées (pour une revue rapide et récente de ces méthodes, voir [177, 190]) :
régle de ’exponentielle médiane, méthode de Runge-Kutta, méthode de Strang-Marchuk-Trotter, ap-
proximations de Chebyshev ou Lanczos... et bien str développement de Magnus.

Les méthodes numériques basées sur le développement itératif (3.63) sont en effet de plus en plus
utilisées et étudiées [180, 178, 191] car elles se révelent trés performantes (voir [190, 178]).

Elle reposent principalement sur une discrétisation de I'intervalle d’intégration (t; :=tog + s.j avec
s:=(t—1tp) /net je[0,n]), puis dun calcul pas & pas du X de chaque tranche [t;,¢;41] :

Xjr1 = X (1) = exp (@) X;

ou §; est une approximation adaptée de € (¢;). Cette approximation se fait en deux étapes : d’abord
on tronque le développement itératif (3.64) a un certain ordre choisi, puis on remplace A (t) dans
I'expression restante par un polynéme d’interpolation afin de simplifier le calcul numérique de ces ;.

Par exemple, 'approximation la plus simple est celle utilisant la régle du point milieu. Elle conduit
a:

Qy=s*xA(tj+s/2)

D’autres procédures d’approximation plus sophistiquées permettent d’augmenter la rapidité de
convergence du calcul numérique. Citons, entre autres, la procédure trés puissante de Blanes, Casas
et Ros [180] qui utilise la régle de Simpson et qui conduit & :

2

s Cl
12

Q) = ¢ (Aty) +4A(t; +5/2) + Atj11)) — 35 [A (%), A(L4)]
Cette méthode d’ordre 4 (ie exacte a des termes en s prés) ne requiert le calcul que d’un seul com-
mutateur, mais d’autres méthodes, plus fines, peuvent nécessiter le calcul de plusieurs commutateurs
(meéthodes d’ordre 6 avec 4 commutateurs, d’ordre 8 avec 10 commutateurs, etc) [180, 178].
Evidemment, ces procédures n’ont de sens que si le développement concerné converge (ie pour s
suffisamment petit). Néanmoins, on a pu observé que le développement "numérique” de Magnus était
proche de la solution exacte méme pour des valeurs élevées de s || A (¢ € [t;,t;41])] [191], et plusieurs
études sont en cours pour comprendre ce bon comportement inattendu.

4. Une autre approche : les états adiabatiques successifs

Notre recherche d’informations sur 1’évolution des paquets d’ondes atomiques & lintérieur des
séparatrices laser nous ameéne & construire, avec 'idée précédente de transformation de 1’équation
initiale, une équation que ’on pourrait appeler ”sur-mesure”. En effet, il serait trés utile de trouver une
procédure (itérative par exemple) de transformation de I’équation initiale conduisant a une équation,
peut-étre moins simple a résoudre exactement, mais plus simple a approximer, et qui nous fournirait
directement des informations importantes comme les états propres d’évolution, les vraies énergies du
systéme et les vitesses de groupe atomiques...
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Paraléllement & cela, on sait que le passage de la base diabatique a la base d’états adiabatiques
est particuliérement puissant dans le cas d’'un Hamiltonien indépendant du temps (voir paragraphe
3.3.3). Dans ce cas, la matrice d’interaction (ie Mygiqp (S;t) par exemple) de I’équation obtenue est
diagonale et indépendante du temps, et on a ainsi directement accés aux états propres d’évolution
(les états adiabatiques) et aux vraies énergies du systéme, ce qui permet, entre autres, d’obtenir les
vitesses de groupe atomiques (voir partie 3.6).

L’idée du développement en états adiabatiques successifs est alors de combiner ces deux approches
en itérant le processus de passage dans une base d’états adiabatiques, comme celui décrit au paragraphe
3.3.3, et en observant si les termes non-diagonaux successifs deviennent négligeables par rapport aux
termes diagonaux.

Dans ce paragraphe 3.3.3, on a montré en effet comment passer de la base diabatique D & la base
dite adiabatique £ a l’aide de la transformation unitaire Ugg;qp :

_( cos(f) —sin(0)
Uadiab == < sin (0)  cos (6) )

ou 6 € [0;7/2[ est défini par :

200 F (s;t,t
tan (20 (s;t)) := W

ce qui permettait de passer de I’équation différentielle :
b () | _, < A (st t)  QF (sit,h) ) < b3 (s31) ) (3.68)
az (s;t) QoF (s;t,t1) —3A (st t1) as (s;t) '

a I’équation différentielle adiabatique :

(éadiab<s;t>>_i c(sit) 00 (s50) <badmb<s;t>>

Qadiab (S; t) —3 0 (3; t) —e (3; t) Qadiab (3§ t)

avec

e(s;t) :\/Q%FQ (s;t,tl)—i-iAQ (s;t,t1)

QWFA-FA
4 g2

Considérons donc ’équation différentielle ordinaire indicée par j :

‘ij: iM; (1) P

avec :

et (aj (t) et B; (t) sont réels) :

M, (1) = < a; (t) B (1) )

Bi(t) —a;(t)

dont les valeurs propres réelles sont égales a +e¢; :

gj (t) == /a2 (t) + B3 (t)
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Considérons alors le changement de fonction :

a l'aide de la transformation Uj () :

_ cos (6;) —sin(6;) 1 0
B < sin (0;) cos (0]-; > ( 0 —i >
ou (o (t) est supposé différent de zéro)
(T
tan (260, (t)) := ij Et;

avec :

. 5 o — [ Iy
0; (t) = Lﬂ]
2¢e%
J
qui a la méme structure que I’équation différentielle précédente indicée par j.
Posons donc :

Pj+1 (t) == ij (t)

o (an® B N _ [ 50 65
Mﬁl“)‘(ﬁ;(t) éﬁmt))“ P

aji(t) © o= g(t) =y/a2(t)+52()
_lgjaj—ﬁjdj
- 2

Bisat) = = () =5~

ce qui nous redonne finalement ’équation initiale mais indicée cette fois ci par j +1 :

@i 1= iMj1 () @i

On peut donc répéter le processus autant de fois que 'on veut, en partant de 'indice 1; avec par
exemple :

LA (s;t,t)  QoF (s;t,t1)
O 2 » Y r Yy
My () = < QoF (sit.t1) —3A(s;t, 1) )

Si a une étape n donnée I'un des deux termes «, ou 3,, est négligeable devant I’autre, on pourra alors
approximer M, (t) en ignorant ce terme (ou en le traitant en perturbation), et résoudre immédiatement

I'équation ,,= iM, (t) @, obtenue. Le terme restant (le plus souvent o, quand n est supérieur a 2)
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fournira alors une bonne approximation des énergies propres réelles du probléme, et la base de vecteurs
utilisée une bonne approximation de la base des états propres d’évolution. Il ne restera alors plus qu’a
effectuer la transformation inverse :

Uy ().... .Up_1(t)

sur ,, (t) pour obtenir la solution.
Par exemple, il arrive souvent que les variations temporelles de A (s;¢,t1) (ie 1) et de F' (s;t,t1) (ie

B) soient lisses, et qu’ainsi 0 (t) soit faible. Dans ce cas, le développement est rapidement convergent,
et on peut par exemple s’arréter directement a ’ordre 1, ou pousser & l'ordre 2 pour améliorer la
précision sur € (t).

Remarquons cependant que 1’on a pas besoin d’avoir une méthode convergente : il faut seulement
que 'un des deux termes («, ou 3,,) soit petit par rapport a lautre & un ordre particulier n.

Cette méthode peut donc étre trés puissante car elle permet non seulement de résoudre les équations
différentielles telles que (3.68), mais elle fournit aussi directement des informations essentielles
sur la solution (énergies propres, états propres...).

Signalons que cette approche a également été développée par Berry a la fin des années 80
[192, 193, 194] (méthode superadiabatique). En utilisant ce schéma itératif, il a de plus montré
qu’il existe un certain ordre n*, et donc une certaine base adiabatique indicée par n*, pour laquelle

0., (t) est minimal : c’est la base superadiabatique. Cette méthode a été appliquée a plusieurs
problémes physiques, dont 'interaction entre un atome & deux niveaux et un champ non-résonant
[195] (en utilisant la théorie de Floquet) et I’étude de modéles non-linéaires de croisement de niveaux
[196].

Dans notre étude, nous ne cherchons cependant pas & nous placer dans cette base superadia-
batique, et nous considérons seulement le premier ordre pour lequel le couplage adiabatique 6, (t)

est faible par rapport a &, (t) (par exemple quand 0,, (t) /e, () est inférieur 4 1072). En ce sens

notre démarche est un compromis entre la minimisation de 6,, (t) et celle de la complexité de la
transformation Uy (t).... .Uy,—_1 (¢).

5. Bilan

Nous avons montré dans ce paragraphe que les systémes d’équations différentielles obtenus aux
chapitres précédents, sous leur forme opératorielle :

% o (£)) = iMp (t) 0 (1))

ou scalaire :

%go(s;t) =M (s;t) o (s;t)

(voir paragraphe 3.4.1), pouvaient étre traités a 1’aide de développements linéaires (série de Dyson)
ou de développements non-linéaires (Magnus, Fer, etc). On a montré également que le développement
de Magnus était une méthode possible de résolution de notre probléme de 'interaction ”laser-atomes-
champs inertiels et gravitationnels”, en soulignant que le type d’impulsions envisagé (impulsions 7
et 7/2) appartenait aux solutions convergentes d’un tel développement. Ensuite, on a souligné que
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plusieurs méthodes d’implémentation numérique étaient disponibles, et que le développement ”numé-
rique” de Magnus était 1'un des plus efficaces (meilleur que la méthode de Runge-Kutta par exemple,
voir [197, 174] 3). Enfin, on a développé une autre méthode de résolution (les états adiabatiques suc-
cessifs), qui a l'avantage de fournir directement des informations physiques (énergies propres, états
propres, etc) sur le systéme en évolution.

Par conséquent, dans notre cas pratique des séparatrices laser, on peut donc :

— soit utiliser 'un des développement décrits ci-dessus (par exemple Magnus ou états adiabatiques
successifs) pour calculer numériquement les solutions de ces équations différentielles,

— soit s’en servir analytiquement en le tronquant et en ne gardant que les premiers termes et obtenir
une solution approchée.

3.4.4 Approximation des équations

Dans le cas général, ’équation différentielle modélisant le probléme de la triple interaction ” atomes-
laser-champs inertiels et gravitationnels” s’écrit (cf la fin du paragraphe 3.3.2) :

d .
7 |9 (1) = iMop (t) lp (t)) (3.69)
avec :
1A O F, )
M,, (t) .= 27 9P op
p( ) < QoFop 2=op
ou :

. . ’% )
Ay = Agptt)=w—wo— k A(t,t)) 7o — & B (t,tl)p—;f % E

F, = F(R—O;,(t,tl),t>

~ F(tt)

(ta tl)

et devient en représentation |s) :

P (s:8) =M (s5t) p (s;1)
lorsque M, (t) ne dépend que d’un seul opérateur s,, indépendant du temps (aprés approximations
ou non, voir équations (3.47) et (3.49)).

Nous avons alors vu, dans les paragraphes précédents, diverses méthodes de résolution de ces équa-
tions (solutions exactes, développement de Magnus, états adiabatiques successifs, etc) dont efficacité
dépend crucialement de la dépendance temporelle de A, (¢,t1) et F (¢,t1).

Nous avons également vu que les termes du développement temporel de I'expression de A, (t,t1) :

—>]70E,> — — — ]70_;,
Aop(t,tl) = W*UJO*I{I—*k?}(t*tl)*kaﬁ,;*Qka—(t*tl)
m m

K ()it —t) — Kag (t—t)* — ..

n’étaient pas tous pertinents (voir paragraphe 3.3.2), et on a montré entre autres que les temps ca-
ractéristiques de variation de Ay, (¢,¢1) dus aux termes quadratiques de I'Hamiltonien He,; (gradient

*D’un point de vue analytique, les développements de Magnus et de Runge-Kutta sont identiques [52] & tout ordre,
mais la maniére de les obtenir est différente. Il a alors été montré que l'implémentation numérique du développement de
Magnus était plus performante que celle basée sur la méthode de Runge-Kutta, spécialement pour des systémes a fortes
oscillations ou ayant un comportement asymptotique compliqué (voir [197] et [174]).
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de gravité ou d’accélération =, et rotation «/) étaient trés longs par rapport au temps caractéristique
d’évolution interne 7 ~ 1/4/92 + (w — wo)Q, et qu’ils pouvaient donc étre négligés en premiere ap-

proximation (seul le terme en ??t peut rester pertinent).

On peut alors se demander s’il n’y a pas d’autres facons d’approximer cette équation, et voir si elles
conduisent & des équations résolubles exactement ou développables facilement (au sens de Magnus ou
des états adiabatiques successifs).

Considérons tout d’abord le terme A, (,t1).
Ce terme, a la lumiére de I'analyse des ordres de grandeur exposée au paragraphe 3.3.2, peut étre
approximé de multiples fagons. Voici la liste des différentes approches envisagées :

1. Approximations de A,, (t,t)

i. Approximation des champs extérieurs faibles :

!

-%

3

O,

S

Agp ~ Ay (libre) := w — wy

3|

— _(;’est une bonne approximation pour les données terrestres (pour « et ) et
lorsque k L7 (configuration usuelle d’un gyromeétre atomique), ou lorsque le temps 7

d’évolution est faible (ie pour 7 < 1/4/ %G~ 10~4s).
Dans ce cas, A, est indépendant du temps, et 'opérateur s,, n’est autre que 'opérateur
Dop-

— Si ’enveloppe F' (t,t1) de 'impulsion laser appartient & une classe de fonctions
a solution analytique (du type créneau ou fonction sech par exemple), il s’agit d’un cas
a solution exacte.

ii. Approximation des champs extérieurs quadratiques faibles :

—

—D —
Agp (t,11) ~ Aop (G) i=w —wo — k ﬁ — kg ({t—t)

— Bonne approximation pour les données terrestres (pour « et ).

— Sop = Pop, Mais A, dépend maintenant linéairement du temps.

— Lorsque F (t,t1) est constante (impulsion créneau), on connait une solution
exacte (en terme de fonctions cylindriques paraboliques, voir paragraphe 3.4.2). Sinon,

il faut recourir a des développements (Magnus, états adiabatiques successifs, ou autre).

iii. Approximation de la matrice lentement variable :

. . ’_> )
Aop (t, tl) ~ Aop (t, tl) =W —wo— ? (A (t,tl)’l“’oz + B (t,tl)p—;f + ? (t,t1)>

ou le signe désigne une moyenne temporelle (& définir) pour Uintervalle [t1,¢], par
exemple telle que :

F@):=f (t1/2)

ol t1 /5 est I'instant central de I'impulsion laser (enveloppe symétrique).
— Se simplifie beaucoup si 1 est choisi égal a ¢ :

t1 = t1/2 - Aop ~ Aop (lzbre)



116 CHAPITRE 3. THEORIE ET MODELISATION DES SEPARATRICES LASER

— Valable lorsque les temps caractéristiques de variation de A, (t,%1) sont longs
par rapport au temps caractéristique d’évolution interne : bonne approximation pour
les données terrestres, meilleure que 7. mais moins pertinente que ..

— A,y est indépendant du temps, mais 'opérateur s,, vaut maintenant par
exemple :

Al — r 170—17) -
sopi= K | A L0+ B (t0) 2+ & (1)

et il faudra deés lors travailler dans la représentation |s) (dont les fonctions propres en
représentation | 7) sont de simples Gaussiennes).

— On peut remarquer néanmoins qu’en faisant la transformation unitaire sui-
vante :

—~—

o (1)) := exp [m (m <t,tl>wp) /20K A (t.t1) B <t,t1>?] 0% (£))

sur |¢(t)), on peut éliminer les termes en 7, de I'équation initiale, et obtenir une
équation sur |¢* (¢)) ou n’intervient que 'opérateur poy. On peut ainsi rester dans la
représentation | p’) habituelle. Cette possibilité vient du fait que c’est la méme combi-

naison A (t,t1)7op + B (¢, tl)lﬁmp} qui intervient dans les deux termes opératoriels de la

diagonale de M,,.

— Comme A,, est indépendant du temps, on arrive au méme résultat qu’en
i. : on a une solution exacte si I'’enveloppe F (t,t;) de I'impulsion laser appartient a
une classe de fonctions & solution analytique (du type créneau ou fonction sech par
exemple).

iv. Approximations semi-classique (WKB) :

ey

Aop (t,11) ~ Doy (WKB) 1= w — wo — & Ra (£, 1)

B —
ol on remplace Rop par Re (t,t1), ie par la grandeur classique correspondante.

— Cela revient a effectuer une approximation du type WKB, ie a négliger I’aspect
opératoriel a la fois de 7, et de Pop. Or on a vu au paragraphe 3.3.2 qu’on ne pouvait pas,
dans le cadre de notre étude, négliger ’aspect opératoriel de Py, car sinon on négligerait
des termes du méme ordre que la fréquence de Rabi €y du systéme a deux niveaux
(disparition du mécanisme important de sélection en vitesse transverse). C’est une
bonne approximation cependant dans le cas ot la largeur en vitesse du paquet d’ondes
atomique incident est trés faible (typiquement inférieure & 1073 m.s—1), et lorsque
le désaccord généralisé est également faible (|A,, (WK B)| < g, voir le paragraphe
3.6.3).

— D’autre part, la dépendance temporelle de A,, (WK B) est complexe, et il
faut donc effectuer une seconde approximation (comme celles précédentes) ou utiliser
une méthode de résolution avec développement (Magnus et/ou numérique).

— Néanmoins, on peut garder I'idée de substitution semi-classique pour 7o, et
conserver 'opérateur P,y : c’est la méthode suivante.

. . . . — .
v. Approximation semi-classique pour 7,; seulement :

2|8l

Aop (t7 tl) ~ Aop (Tapprox) =W —Wwo — ? (A (t7 tl) Tapprox (t> + B (t7 tl) —+ ? (t7 tl))
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OU Tqppros (t) désigne une approximation de 75, ou plutdt une approzimation de l’effet
de Topsur [ (1)).

On verra par ailleurs (voir partie 3.6) que, dans le cas libre et lorsque le désaccord est
faible par rapport a la fréquence de Rabi g, les centres des paquets d’ondes atomiques
évoluant dans la séparatrice suivent & peu prés la méme trajectoire :

t
~r’0>+/ vy (t') dt’
to
avec Ty (t) une vitesse de groupe commune aux paquets d’ondes.
D’autre part, du fait des transformations unitaires Uj (¢,¢1), Us (%, t, tl) et Us (t,t1,13)
définies en (3.3), (3.12) et (3.17), Aoy (¢, t1) n’agit pas en fait sur ces paquets d’ondes,
mais sur ceux transformés par Uy, Us et Us (voir 3.3.2) dont les centres n’évoluent
quasiment pas (~ 7q).

v. A. Un premier choix naturel de 7gpprop () est par conséquent :

Tapproz (t) = Tg

d’ou :
— o | — 7 ]70_7’) -
Aop (t, tl) ~ Aop (’I“appmx) =w—wy— k | A (t, tl) o+ B (t, tl) E+ f (t, tl)

— Revient a négliger la largeur en position des paquets d’ondes solutions de
(3.69) (ie par exemple a négliger le terme k ||| o (t9) évalué au paragraphe 3.3.2).

— Selon le développement du désaccord fait au paragraphe 3.3.2, on ne peut
négliger aspect opératoriel de 7o tout en gardant des termes dépendant de « et y
(dont lordre de grandeur est inférieur, excepté pour k ||« o). Par conséquent, cette
approximation semi-classique pour 7o, implique de négliger également les termes
dépendant de « et v, excepté k ||a| ro :

—

. — P
Aoy (t,11) ~ Doy (Fapproa) == w —wo — k (am + ﬁ + 77 (t— tl))

. ) . —
— On est ainsi ramené au cas ii. avec Sop := Pop €t Wo —> wo — k aTg.

v. B. Afin de conserver une partie de 'effet de 7, on peut améliorer le modéle précédent
en introduisant un parameétre de largeur dans ’espace des phases (analogue aux
matrices X et Y de la partie 2.3) :

Fammron 1= 70 + XY ! (p—;p — e —-hE /2) /m

— C’est le résultat de effet de 7, sur un paquet d’ondes Gaussien centré
en (75, Po + Wk /2) et caractérisé par une matrice XY ~! exprimant ses largeurs
complexes dans ’espace des phases.

On peut choisir par exemple, pour XY !, la "largeur” simplifiée des paquets
d’ondes que I'on obtient dans le cas libre (voir partie 2.3), ie :

XY7L(t) = XoYyt +t —to

ol XOY(;1 est la matrice des largeurs complexes du paquet d’ondes initial et ol
t — to rend compte de I’étalement naturel.

— Comme pour le précédent modele, on est ramené au cas ii. avec Sop := Pop.
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Ces deux méthodes fournissent une meilleure approximation que les précédentes,
mais elles nécessitent - du fait que la dépendance temporelle de A,, est non-triviale
(comme dans le modele iv.) - d’effectuer une seconde approximation ou d’utiliser une
méthode de résolution avec développement (Magnus et/ou numérique).

Ces différentes méthodes d’approximation nous font prendre conscience de la difficulté
de trouver un compromis ”moindre approximation / facilité d’intégration”. Finalement, si
I’on veut des modeles résolubles analytiquement, on choisira les méthodes i., i¢. ou i4i. pour
lesquelles la dépendance temporelle de A, est simple. D’autre part, si ’'on veut approximer
A,p pour pouvoir intégrer numériquement les équations, on pourra par exemple employer
les méthodes v.A ou v.B.

Remarquons tout de méme qu’il est regrettable, lorsque ’on veut intégrer numérique-
ment les équations précédentes, de faire a la fois des approximations sur les équations et
des erreurs numériques. On peut ainsi se demander s’il n’y a pas une autre fagcon d’expri-
mer My, (t) pour simplifier I'intégration numérique de I’équation (3.69). C’est précisément
I’objectif du paragraphe suivant.

2. Elimination opératorielle

Bien que 'on connaisse des méthodes directes d’intégration de (3.69) (développements de
Fer, de Magnus, etc), le fait que M), (t) dépende de deux opérateurs ne commutant pas (7o €t
Dop) complique énormément Pexpression des développements obtenus. En effet, dans le cas de la
méthode de Magnus par exemple, on obtient un développement du type :

9 (1)) = exp[i€0p (8)] . | (o)) = expi | Y Djgp ()| |0 (t0))

Jj=1

ou chaque terme € o, (¢) est une matrice 2 x 2 qui dépend du temps et des opérateurs 7oy et pop
(voir paragraphe 3.4.3).

Plus j est élevé, plus ces deux opérateurs canoniques sont enchevétrés dans €., (t). Par
conséquent, on ne peut écrire facilement exp [i€2,, (t)] en un produit d’exponentielles ne dépen-
dant que d’un seul opérateur, et, quelque soit la représentation choisie, on ne sait pas exprimer
exactement Ueffet de exp [i€2, (t)] sur |¢ (t0)).

Par contre, lorsque M,, (t) ne dépend que d'un seul opérateur (indépendant du temps),
on sait comment, en se placant dans la représentation de cet opérateur, calculer 'effet de
exp [iQ0p (t)] sur |¢ (tp)). On va alors voir qu'il est possible de généraliser I'approche utilisée
au modele v., ie d’éliminer un des deux opérateurs canoniques de M,, (t), mais cette fois-ci sans
aucune approximation.

Cette méthode (I'élimination opératorielle) s’appuie essentiellement sur une des propriétés
de l'opérateur de Dyson et sur un outil : les fonctions génératrices. Elle est présentée ici pour
I’élimination de I'opérateur 7, mais se traite de la méme fagon pour I’autre opérateur canonique.

Considérons donc la solution formelle de I’équation (3.69) écrite avec 'opérateur 7 de Dyson
(voir paragraphe 3.4.3) :

0 (£)) = Uop |2 (to)) ou: Up:=T (eiffo Mop(ﬂ)dt/)

L’action de 7oy sur |¢ (t)) peut ainsi s’écrire :

Top- |0 (1)) = Top Uop 0 (t0)) = ([Tops Uop] + UopTep) | (o))

ou on a fait apparaitre le commutateur 7, Uop).
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Choisissons alors comme |¢ (tg)) le ket suivant :

‘_ 0
o (o)) == < la (75, B3, Xo, Y0)) )

ou |a(7g, pg, Xo, Yp)) décrit un paquet d’ondes Gaussien de position centrale 7, d’impulsion
centrale pg, et de largeurs complexes dans ’espace des phases X et Yj :

(7 |a (75, B3, Xo, Yo)) = _ 1 @)X (T - i
det (mYp)
(voir paragraphe 2.3.3 pour les notations).
Comme ’équation (3.69) est linéaire, on peut en effet ne considérer que la composante inférieure
du ket |¢ (t0)) ; lorsque |p (t9)) a deux composantes, on les traite I'une apres 'autre (somme d’un
ket & composante inférieure et d’un ket & composante supérieure).

L’utilisation d’un paquet d’ondes Gaussien se justifie de la méme fagon qu’au paragraphe
3.5.2 : il est la fonction génératrice des modes Hermito-Gaussiens 3D, ie d’'une base de 'espace
des fonctions d’ondes. Ainsi, en connaissant I’action de 7, sur ce |¢ (o)) particulier, on connaitra
'action de 7o, sur n’importe quel |¢ (tp)).

Or P'action de 7o, sur ce |¢ (tp)) conduit & :

(%

B B i 1)

comme on peut le voir sur Pexpression de |a (7g, Pg, Xo, Yp)) en représentation |p’).

P o (t0)) = (7) XY

Ainsi :
= =
U el ) = Vo (75 + X5 P8 1 )
- _>—XY_1p-0> Unp + Xo¥; 00 22| [ (¢
0o 0ty op T Xo o |Q0(0)>
— =
= (5 2 BB o 1) XV (Ui 22 o )
D’ou :
— _ l(pop Pg A
ol (1)) = (75 + Xo¥g " 2 [ (1)) + [ Qg U I (t0))
avec

— p
L —1Fop
Qop := Top — X0, g

f Mop(t")dt! )

et I'on cherche donc maintenant a évaluer {Qgp, Op} sachant que Uy, :=T (

Or on peut montrer (voir formule A.4 de 'appendice A) que VA (t), B :

[T <exp < /t: A(t) dt’)) ,B] (3.70)
_ (/tt A (), B dt/+/t: /tt (A), [A ("), B]] dtadt” +> T <exp </t:,4 (t) dt’))

d’ou :

Qopa Uop = Ooonp

(@ U] = O
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avec :

7:< / (Mo (), Q)+ /to /t Moy (7). [V (t//),mﬂdydtff+...>

Finalement, on obtient :

o e (1)) = (78 + Xo¥g ' 2 10 ) o (1))

ol (T,p est un opérateur facilement calculable & partir du développement précédent.

N . S , . , = o,
Il reste & savoir si O, dépend de 7. Dans le cas contraire, on aura, comme annoncé, éliminé
un des deux opérateurs canoniques de M, (t).

En fait, seuls les premiers termes de I'expression de O—O;, ne dépendent pas de 7. A partir du
troisiéme commutateur, 7, apparait et nous sommes a nouveau face au probléme de la présence
explicite des deux opérateurs 7o, et Doy. L’idée finale de cette méthode est alors d’itérer le
processus & chaque fois que ’on rencontre 7, dans un des termes du développement de O—>0p. On
construit ainsi pas-a-pas un opérateur qui ne dépend que de pop :

N (o) := lim

|
Fop — O+ XoY, BP0 o

Oup (7or 77|

et finalement on obtient :

o lo (1) = (76 + Xo¥g ! (B~ P0) /m + N (7)) lo (1)

qui conduit en représentation | p’) a I’équation différentielle ordinaire :

Lo (pst) = iMy (p; ) ¢ (p;t) (3.71)

avec

) _
3AN (pst,t1)  QoF (t,t1)
. — 2 v
My (pit) := ( OWF (t,t1)  —5AN (p3t,t1)

et :

Ax (p:t,t1) ::w—wo—?B(t,tl)% ?_{(t,tl)
(p O) +jj(i?)>

m

~-F A (t,t1) <7‘-0> + XY,

On peut alors appliquer les différentes méthodes d’intégration vues précédemment (Magnus
ou autres), et ainsi obtenir une expression analytique de la solution ¢ (p;t) (sous forme d’un
double développement).

Cette approche est donc intéressante pour plusieurs raisons :

— Tout d’abord, elle permet d’exprimer la solution de (3.69) dans une des représentations
canoniques (ici on a éliminé 74p, mais I’élimination de opérateur pop s'effectue de la
méme fagon), ce que ne permet pas I'utilisation directe du développement de Magnus
(enchevétrement final des opérateurs canoniques)
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— ensuite, elle permet précisément d’exprimer - a posteriori - les développements opé-
ratoriels précédents (du type Fer, Magnus, Dyson ou autres) dans une représentation
particuliére

— enfin, elle illustre 'utilité de la propriété (3.70) lors de lintégration d’équations diffé-
rentielles opératorielles.

Il est a remarquer que la structure du ket initial ¢ (p;tg) (ie les parameétres 75, pg, Xo
et Yp) intervient deux fois lors de la résolution de (3.71) : une premiére fois dans Ay (p; ¢, 1)
et une seconde apres intégration :

ept)=T (6i fio MN(p;wdt,) ¢ (p;to) (3.72)

C’est cette double présence qui permet en fait de passer de Uy, ¢ (to)) & (3.72) 4.

3.4.5 Bilan

L’étude des différentes méthodes de résolution de I’équation (3.69) :

1 (1)) = iMap (8 (1) (373)

nous ameéne donc aux conclusions suivantes :

e Il n’existe pas & ce jour de solution exacte a I’équation générale % lo () = iMoyp () [ (1)),
étant donné que Mo, (t) est une matrice dépendant a la fois du temps et des deux opérateurs
Top €t Dop (double source de non-commutation de M,, (t) avec elle-méme & des instants
différents).

e Il est possible cependant d’écrire une solution formelle sous forme de développements opé-
ratoriels : Dyson, Fer, Magnus... , mais I’enchevétrement des opérateurs 7o), et po, dans
les termes de ces développements rend impossible le choix d’une représentation permettant
d’exprimer analytiquement la solution.

e Ce probléme peut étre résolu :

— dans le cas général, avec la méthode de ’élimination opératorielle, mais la solution
s’exprime alors sous forme d’un double développement, aisément calculable bien que
lourd, ce qui a priori en limite son utilité au domaine numérique.

— dans le cas terrestre, pour lequel on peut négliger 'effet de v (rotation) et 7y (gradient de
gravité ou d’accélération) lors de 'intégration (et seulement & ce niveau) de (3.73). Dans
ce cas, on peut se placer dans la représentation impulsion, et transformer ’équation
opératorielle en une équation différentielle ordinaire.

— dans un des cas particuliers pour lesquels on connait une solution exacte (appartenant
par exemple & une classe de solutions de la théorie z (t)).

e Lorsque I'équation (3.73) est rendue non-opératorielle, on peut alors utiliser diverses mé-
thodes d’intégration :

— approche directe, avec les développements de Dyson, de Magnus... que ’on peut tron-
quer (quand ils convergent) ou utiliser numériquement.

.t / /
4 i M sth)dt . N . . P
4 (6 ftU N(p’ ) ) s’mterprete egalement comme la valeur propre de l’operateur Uop, associée au vecteur propre

@ (p;to) -
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— approche intermédiaire, avec la méthode des états adiabatiques successifs, qui est trés
utile pour obtenir les énergies réelles du systéme “atomes-laser-champs inertiels et gra-
vitationnels”, et ainsi obtenir directement les vitesses de groupe des paquets d’ondes
atomiques qui prennent forme a l'intérieur des séparatrices.

— approche exacte, dans le cas ou ’équation obtenue (aprés approximations ou non)
appartient a un cas exactement résoluble connu (par théorie z () ou méthode de Floquet
par exemple).

e Trois cas exactement résolubles sont plus particuliérement intéressants pour nous :

— le modele de Rabi (désaccord constant et impulsion créneau)
— le modele de Landau-Zener (désaccord linéaire en temps et impulsion créneau)

— le modele de Rosen-Zener (désaccord constant et impulsion sécante hyperbolique sech)

et d’autant plus que les impulsions laser en sech sont une trés bonne approximation des
impulsions réellement utilisées dans les expérience, et qu’elles ne font pas apparaitre de
lobes secondaires dans la distribution en impulsion de la solution.

L’étude de ces solutions particuliéres est loin d’étre évidente. En particulier, la structuration en
plusieurs paquets d’ondes (avec des vitesses de groupes distinctes) du paquet d’ondes atomique initial
n’apparait pas explicitement dans la forme des solutions. C’est un point essentiel, non seulement pour
comprendre ce qui se passe réellement & I'intérieur d’une séparatrice laser, mais également pour obtenir
une modélisation pertinente de telles séparatrices dans le cadre de la modélisation des interférométres
atomiques.

Nous allons illustrer ce point dans les paragraphes suivants, aprés avoir donné quelques résultats
concernant le retour dans la représentation initiale, et exposé en détail le schéma ttt, qui permet
d’exprimer 'action d’'une séparatrice sous forme d’une interaction instantanée équivalente.
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3.5 Transformations unitaires inverses et matrice S : schéma ttt

Dans la partie 3.3, nous sommes partis de I’équation initiale (3.2) :
L d
i (W (1)) = (Ho + Heat (Top, Pop, 1) + Vem (Top, 1)) [V (2)) (3.74)

pour arriver finalement a I’équation ”symétrique” (3.18) :

L oy (1) = Moy (1) 3 (1) (3.75)
ou :

1A QoF,
._ 2 —op 04 'op
Mo (t) = < QoFop *%Aop )

a l'aide des transformations unitaires Uy (¢,t1), Us (%, t, tl) et Us(t,t1,t3) définies respectivement en
(3.3), (3.12) et (3.17).

Nous avons ensuite étudié plus précisément la structure de cette équation et nous avons vu com-
ment la transformer pour obtenir d’autres équations équivalentes. Enfin, dans la partie 3.4, nous avons
vu comment résoudre ces équations, par des méthodes a résolution exacte (théorie z (t)), des déve-
loppements (développements de Dyson ou Magnus, méthode de I’élimination opératorielle) ou grace
a diverses approximations (développement du désaccord en puissance de « et -y, méthode des états
adiabatiques successifs). Le but de ces méthodes de résolution est de nous fournir une solution |¢,,; (¢))
plus ou moins proche de la solution exacte |5 (t)) de (3.75) :

|50t (1)) == |03 (2))

ou |pg (t)) s’écrit formellement :

s (0 =T (e (i / Moy (¢) ) ) s 1)

en utilisant 'opérateur 7 de Dyson (voir paragraphe 3.4.3).

La solution |¢,,; (t)) obtenue s’exprime donc en fonction de |5 (o)) sous la forme :

|50t (£)) = Sop (t,0) |05 (t0))

avec comme opérateur d’évolution :

t
Sop (t,t0) = S (Tops Dop; s to; t1) = T <exp <z/ Moy (1) dt’))
to

ie sous la forme d’une matrice S de diffusion (matrice 2 x 2 opératorielle) entre les quatres états
finaux bsol (t)a Qsol (t)v b3 (tO) et a3 (tO) :

( [bsot (2)) > _ ( Sopbb (t;t0)  Soppa (t,t0) ) < |3 (to)) )

‘asol (t>> Sop,ab (t7 tO) Sop,aa (t7 tO) |CL3 (t0)>

qu’on pourra écrire plus simplement :

< bsol (t) ) — < Sop,bb Sop,ba ) < b3 (tO) )
Aol (t) Sop,ab Sop,aa as (t0>

et qui illustre les propos de Bordé sur le concept de séparatrice généralisée (voir [102, 58] et partie
3.1).
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Une fois cette solution |p,, (t)) obtenue, il est alors possible d’effectuer les transformations
unitaires inverses de (3.3), (3.12) et (3.17) pour revenir a la représentation initiale :

s (8)) = Us " (t,t1,83) Uy (1/2, 8, 81) U (¢,11) [ (8))

On obtient ainsi :

|Woor (£)) = Uy (t,t1) Ua (1/2,,t1) Us (t,t1,t3) Sop (£, t0) Uz * (to, t1,t3) Uyt (1/2,t0,t1) Uyt (to, t1) | ¥ (o))

qui exprime le lien entre la solution générale |W, (¢)) et le ket initial | (¢p)).

Il reste maintenant & simplifier et & interpréter cette expression.
Remarquons tout d’abord que, du fait de la définition de la transformation scalaire Us, le terme

UsSopUs ! se simplifie trés simplement en :

Us (t,t1,t3) Sop (t,t0) Uy * (to, 1, t3)

Sop (t,t0) Us (t,t1,20)

= U3 (tvtlatO) Sop (tatO)

= exp <z

et il reste en fait essentiellement a étudier le terme :

0

t /
Mdt’) Sop (t,t0)

4

Ul (tv tl) U2 (1/2a ta tl) Sop (ta tO) Ugl (1/2a tUa tl) Ufl (th tl)

Selon que est quelconque, ou qu’il est choisi égal a ¢y (ou t, voir paragraphe 3.3.1), cette
expression a une forme et une interprétation différentes. Nous détaillons donc les deux cas, avant
de montrer comment ces formulations nous permettent d’exprimer l'effet d’une séparatrice sous la

forme d’une interaction instantanée équivalente (au temps t;)

paragraphe 3.5.3.

3.5.1 Cast;=ty:

: c’est le schéma ttt exposé au

On va voir que, dans ce cas, l'interaction ”laser-atomes-champs inertiels et gravitationnels” peut

se schématiser en quatre étapes :

—
ajout d’une impulsion i%

action de Sop (t,t0)

L

ajout d’une impulsion +A4 (¢, t) % et translation en position de FB (¢, to) 5
action des champs inertiels et gravitationnels de g a t

h

k
m

-

ie avec une structure du type :

)
paquet d’ondes . .

ato

évolution interne
et structuration

— | translations| —

évolution externe
de to at
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Avec le choix t; = tg, on obtient en effet :

|Weor (1)) = Us (¢, to, t3) Uy (t,t0) Uz (1/2,t,t0) Sop (t,t0) Uyt (1/2,t0,t0) | (to))

ou plus explicitement :

W (t)) = exp [—i/t:@dt/}exp [—%Hg.(t—to)]

e_%¢0P (tvto) S

i i

Pop(to,to) o5 Pop(tito) Sop pac™ 2 er(ioito)

op,bb€2
Ug (t, o) - _ _ ' _ |\I] (t0))
€+%¢'0p(t7t0)Sop,abeé(bop(tmto) €+%¢0p(t7to)Sop’aa,g*%q’op(to,to)
avec :
— —
q)op (t, to) = wt — wy (t — to) — k .Rop (t, to) + ¢ (376)

En écrivant e+3®or(tt0) sous forme d’un produit d’exponentielles (utilisation de la formule A.7 de
Pappendice A) :

ei%q)op (t,to)

=

LE ABF

AB

FE +i

+5 (Wi—wo(t—to)+¢) T35 K ATop ,F5 k BPop/m . F e

s
[*d

= € m
on peut alors interpréter simplement I’expression de |y (¢)).

En effet, considérons un ket initial (représentant le paquet d’ondes atomique incident) du type :

)= oy )

(atomes dans ’état fondamental), alors la composante supérieure de |V, (t)) devient :

L L

; iE AT L
efova Upy (t,tg) e2 FATP e3

Bpep/m g

pour laquelle I'action combinée de I'impulsion laser et des champs inertiels et gravitationnels se résume
a:

— une premiére translation de +% de "impulsion centrale du paquet d’ondes (celui qui
est associé au ket |a (t9))) (voir propriété A.10 de 'appendice A) :

i 5
k'

e2 K70 |a, (t))

Par conséquent, le paquet d’ondes initial a maintenant une impulsion centrale égale & pg +

% (voir la figure 3.8).

— ensuite, 'action struturante de 1’élément non-diagonal de matrice S (changement
d’état interne par absorption stimulée, avec structuration particuliére du paquet d’ondes

incident) :
Sop,ba (t, tO)

Nous verrons dans la partie 3.6 qu’il y a en fait - a4 I'intérieur de la séparatrice - structuration
du paquet d’ondes incident en deux paquets d’ondes principaux, dont les vitesses de groupe

sont comprises entre pg /m et (170’ + h?) /m (attention, ici les impulsions (divisées par m)
sont différentes des vitesses de groupe). On verra également que les positions centrales de
ces paquets d’ondes sont différentes de celle du paquet d’ondes incident (voir la figure 3.9).
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A
1
7/ ©"
/7 .
AR
Ip+7k/2 7
p ) > A
tal <
/7 /
A f—-= la
/'// .p)
la,p) . -—=>
vitesse de groupe
= (p +7k/2)/m
t t

Fia. 3.8: Diagramme spatio-temporel représentant les trajectoires des centres de paquet d’ondes dans
une séparatrice : schéma ttt avec t; = tg. Effet de la premieére translation de 'impulsion centrale (ce
schéma et les suivants ont une valeur illustrative, puisque les trajectoires ne sont pas rectilignes en
présence de gravitation et de rotation).

— puis une translation spatiale de — B (¢, to) % du centre du paquet d’ondes (voir propriété
A.11 de lappendice A) due a ’action de 'opérateur :

o3 F Bltto)pap/m
(voir la figure 3.10)

— et une seconde translation de I’impulsion centrale de +A (t,t0) % due a l'opérateur :

ie que, si Sop ba (t,t0) n’a pas ou peu d’effet sur 'état externe des atomes, alors les trois trans-

lations précédentes se résument & : une translation en position de —B (¢, tg) % et une translation
en impulsion de (1 + At t0)> %
(voir la figure 3.11)

— puis le facteur d’évolution externe, dii aux champs inertiels et gravitationnels, entre ¢
et t() :

ot
UE]. (t7 to) = T <eXp <_%/ HECCt (@7@7 t/) dt,))
to

— et enfin un facteur de phase e%be avec :

Ey(t—t —wo) (t—to) — K € (t,t
Bops = — b(h 0)  (w—wo)( (;) £ ( 0)7wt07¢
Wk ~ St t)
+8—mA(t7to)B(t7to) k —/to —

dt'
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b

Structuration en 2
paquets d’ondes
principaux
(avec modification de
I’état interne, des
positions centrales et

des vitesses de groupe)

t

F1G. 3.9: Schéma ttt avec t1 = tg. Action structurante de 'élement de matrice S (seuls les états excités

sont représentés).

On obtient de méme pour la composante inférieure de |V, (¢)) :

ie :

¢ifoaa U (t,to) e

(voir la figure 3.12)

(voir la figure 3.13)

h—)

— puis une translation spatiale de +B (t,t0)
d’ondes :

— puis une translation de l'impulsion centrale de —A (t,1¢)

5 -

=

Sop,aa (t7 tO)

— Daction de l’élément diagonal de matrice S (diffusion structurante sans changement d’état
interne) :

(opposée a la précédente) du centre du paquet

E B(t,to)pop/m

.
hE A

. ?A(t,to )7?17

lations précédentes se résument & : une translation en position de —I—E (t,t0)
en impulsion de (1 — g(t, to)>
(voir la figure 3.14)

opposeée a la précédente) :

ie que si Sop.aa (t,tp) n’a pas ou peu d’effet sur I'état externe des atomes, alors les trois trans-

BE ot une translati
o » €6 une translation
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A
N
7 >
p+7k/2) A
’ 7
, 7/
7 / //
4 /
la’p> // g 7 /
2 /
/7 Vitesses de
,/ groupe
/ _ - apres
‘”’ translation
spatiale
ty t

F1G. 3.10: Schéma ttt avec t; = tg. Effet de la translation spatiale du centre des paquets d’ondes issus
de la structuration précédente (ceux dans 'état excité).

— puis le méme facteur d’évolution externe entre t et tg :

-
Ugp1 (t,to) =T (eXp (-%/ Heat (Top, Dop, t') dt,))
to

— et enfin un facteur de phase e+ avec :

Boua = 2 (th_ to) | (w=wo)(t= t(;) — k& (t,to)

Wk ~ — LSt to)
—A(t, to) B(t,to) k — | ———=dt'
Al Bt T~ [

qui différe de g, par le changement FE, — F, et par 'ajout d’une phase :

900@ = 90ba + wt + ¢ - ?? (tv tU)

On obtient donc, & I'instant ¢, des paquets d’ondes atomiques n’ayant pas le méme état interne et
la méme phase, et ayant été translatés différemment (en position et en impulsion).

Néanmoins, si la matrice de transfert Sy, (t,t0) n’a pas, ou tres peu, d’effet sur I'état externe des
atomes (par exemple lorsque le désaccord est négligeable par rapport a la fréquence de Rabi €, voir
parties 3.6 et 3.7), alors on observe que les centres des paquets d’ondes associés & chaque composante
évoluent selon la méme trajectoire : c’est I'effet Borrmann.
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Paquets d’ondes
sortants
et
interaction
instantanée
équivalente

F1a. 3.11: Schéma ttt avec t; = to. Trajectoires des paquets d’ondes sortant d’une séparatrice (état
excité) et interaction instantanée équivalente.

Cas particulier : effet Borrmann atomique

En diffraction dynamique [198, 199, 15], le fait que les centres des paquets d’ondes atomiques évo-
luent, sous certaines conditions, selon une unique trajectoire est connu sous le nom d’effet Borrmann.
Découvert par Borrmann en 1941 dans le cadre de la diffraction des rayons X [200], ce phénomeéne a
été mis en évidence par Knowles en 1956 pour les ondes neutroniques [201], et plus récemment par
Oberthaler et al. pour les ondes atomiques [202]. Historiquement, 'effet Borrmann est associé a un
phénomene plus spécifique que celui évoqué ci-dessus (unique trajectoire atomique), valable pour toute
diffraction d’ondes (matérielles ou non) dans un cristal absorbant :

“pour un certain angle d’incidence défini par rapport & la surface du cristal, la propagation du
paquet d’ondes incident o lintérieur de ce dernier s’effectue :

1. sans atténuation,
2. selon une unique trajectoire,

3. trajectoire qui est orthogonale & la surface du cristal”

Cet angle particulier d’incidence est ’angle bien connu de Bragg, défini par la relation suivante :
7. (175 +P /2) ~0

ou pg est 'impulsion centrale du paquet d’ondes incident, et ou P estle quantum d’impulsion commu-
niqué aux paquets d’ondes diffractés (la condition de Bragg est écrite pour une diffraction au premier
ordre, voir la partie 3.2 pour les ordres supérieurs). Inversement, si cette condition n’est pas respectée,
il y a création de deux paquets d’ondes dont les trajectoires au sein du cristal sont trés différentes.
Lorsqu’il y a succession de plusieurs cristaux de la sorte (utilisés comme séparatrices par exemple),
il en résulte alors une multiplication du nombre de paquets d’ondes ayant des trajectoires distinctes
(d’ott une plus grande complexité des interféromeétres utilisant ce type de séparatrices).
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p+7k/2)
Y alimiinliad <
7
/ la,p)
7
>
Structuration en 2
—~ ~| paquets d’ondes
principaux
(avec modification des
positions centrales et
des vitesses de groupe)
t t

F1G. 3.12: Schéma ttt avec t; = to. Action structurante de I’élement de matrice S (atomes dans 'état
fondamental).

En outre, une autre caractéristique essentielle de cette “transmission anormale” est liée & sa grande
sensibilité a la condition de Bragg. En effet, toute déviation de ’angle de Bragg amplifie de facon trés
importante ’angle entre les trajectoires des deux paquets d’ondes créés dans le cristal. Par exemple,
dans le cas des neutrons, le facteur d’amplification est de I'ordre de 108 [15]. Cette propriété s’est
révélée fondamentale dans l'interprétation du déphasage mesuré par les interféromeétres a neutrons
[104, 105, 15].

Dans le cas d’atomes en interaction avec une onde laser quasi-résonante, deux modifications essen-
tielles doivent étre apportées a l'effet Borrmann usuel [102, 103] :

1. il n’y a pas d’absorption d’atome par 'onde laser

2. la condition de Bragg (qui ne traduit rien d’autre que la relation de conservation d’énergie-
impulsion) est transformée en (voir partie 3.2) :

w—wo— k. (}To>+h?/2>/m20

Cette condition de Bragg généralisée - ou condition d’élasticité - est trés intéressante car elle permet
de relaxer la condition usuelle de Bragg, et autorise ainsi la propagation de paquets d’ondes atomiques
selon une trajectoire unique, comme précédemment, mais non-orthogonale au vecteur d’onde laser %

L’autre avantage de cette condition est qu’elle peut étre respectée dans un plus grand nombre de
configurations expérimentales. En effet, on peut trés bien avoir ?%’ = 0 (incidence normale), et
compenser la présence du terme de recul e /2m en jouant sur la fréquence du champ laser :

w=wo+ h?2/2m

En ce qui concerne la sensibilité de 'effet Borrmann atomique & cette condition d’élasticité, le
facteur d’amplification est beaucoup plus faible que celui observé en diffraction neutronique, mais
reste tout de méme important, de 'ordre de 102 (voir partie 3.6.1). Il en résulte que cet effet ne pourra
étre controlé et utilisé que si 'on sait maitriser la vitesse des atomes incident a mieux que 1072 m.s~ L.
Dans le cas contraire, il y aura création de plusieurs paquets d’ondes ayant des trajectoires distinctes

pendant 'interaction laser, et le nombre de bras interférométriques - dans un interférometre atomique
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Ip+7Kk/2)
Vitesses de groupe /
apres translation 7
spatiale /

—————t >

t t

Fic. 3.13: Schéma ttt avec t; = tg. Effet de la translation spatiale du centre des paquets d’ondes issus
de la structuration précédente (ceux dans ’état fondamental).

- sera d’autant plus important qu’il y aura de séparatrices laser (voir les parties 3.6 et 3.7, ainsi que
les chapitres 4 et 5).

Signalons que plusieurs études de 'effet Borrmann atomique ont déja été réalisées dans le cas libre
(ie sans champ inertiel ni gravitationnel) [103], ainsi qu’en présence d’un champ de gravité uniforme et
constant [101]. Dans ce paragraphe, nous ’examinons dans le cas général o plusieurs champs inertiels
et gravitationnels (décrits par I’'Hamiltonien H,,;) agissent simultanément pendant 'interaction laser
(effet Borrmann généralisé), et nous montrons en outre que la trajectoire commune est en fait égale a
la moyenne des deux trajectoires extrémes A7g + Bpg/m+ ? (atome absorbant un photon a I'instant

final t) et AT + B (p’o> + h?) /m+ € (atome absorbant un photon a l'instant initial #o).

En effet, décomposons par exemple le ket |a (t9)) en modes Hermito-Gaussiens pour lesquels on
peut définir un centre, en position et en impulsion. Soit WP (7§, b5, tp) un de ces paquets d’ondes
initiaux (le principal par exemple, qui peut étre Gaussien ou non), il a donc comme centres : 7g en
position, et pg en impulsion.

Si leffet de Sy, (¢, to) sur I'état externe de es ETob Wy p (79, Do, to) est négligeable (ie qu’il n’y a donc
pas de modification de la forme du paquet d’ondes et de ces centres), alors, selon 1’analyse prédédente
et avec I'aide des résultats de la partie 2.3 (sur I’évolution des paquets d’ondes atomiques), les centres
des deux paquets d’ondes évoluent selon (77 (t,t0), Pe (t,t0)) :
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t :

F1a. 3.14: Schéma ttt avec t; = to. Trajectoires des paquets d’ondes sortant d’une séparatrice (état
fondamental) et interaction instantanée équivalente.

pour la composante supérieure, et :

pe/m = C —>+§@ +D —>+(1—A)h— /m+ ¢
Dc/m = 70 om Po B m

pour la composante inférieure (ot on a sous-entendu la dépendance en (¢,1o)).
En utilisant les propriétés suivantes des matrices ABC D (voir appendice B) :

AB—BA = 0
DA-CB = 1

on obtient alors :

_ . . hk .
’r‘c(t,to) = ATO+B po—i-T /m—i—f
N
= Tz*(t,to,mm+%)

Pk hi
pe (t to) /m = CW+D(%+T>/m+$+ -

pour la composante supérieure, et :
SN
hk
?c)(ta tO) = ﬁ (tu t077“-0>7m+7>
Wk
2

e (tto) /m = ?(t,to,r’o’,m+
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pour la composante inférieure.

Le résultat principal est alors que les centres des paquets d’ondes associés aux deux composantes ont
la méme trajectoire, donnée par 7. (t,%), et qui n’est rien d’autre_(glue la moyenne arythmétique
des deux trajectoires atomiques extrémes A7 + Bpg/m + £ (atome absorbant un photon a

l'instant final ¢) et AT¢ + B (pT) + h?) /m+ € (atome absorbant un photon & I'instant initial #o) :

72 (t,to) = 4 (Ar’o’+Bp’0>/m+f> + Am’+B(m+h?>/m+?)

D’autre part, on observe bien que la composante supérieure a un supplément d’impulsion de hk /m
par rapport & la composante inférieure, et cela & tout instant t.
Enfin, ’évolution de ces positions et impulsions centrales ne dépend que de deux quantités : 7q, la

position centrale initiale, et pg + % : Vimpulsion initiale de Bragg.

Cas général : structuration dispersive en plusieurs paquets d’ondes

Dans le cas général, So), (t,10) agit aussi sur 'état externe de e3 Kby p (T, Dg,to) : il y a en fait
structuration en plusieurs paquets d’ondes atomiques wp; (7o}, Po; ), qui n’ont pas la méme forme
que WP (r’g’, o + Wk /2, t0>, ni les mémes largeurs en position et en impulsion (sélectivité en vitesse
transverse), ni les mémes position et impulsion centrales 7o; et pg; (cette structuration dispersive sera
analysée dans les parties 3.6 et 3.7) On n’a donc pas, dans le cas général, deux paquets d’ondes qui
suivent une seule trajectoire commune, mais plusieurs paquets d’ondes avec des trajectoires différentes.

On peut néanmoins savoir comment ces paquets d’ondes wp; (To;, Po;) évoluent dans la séparatrice
en suivant la démarche précédente.

Ainsi, chacun de ces wp; (To;, Poi) peut étre décomposé en paquets d’ondes Hermito-Gaussiens qui
subissent les translations FB (¢, to) % (en position) et +A (t,to) % (en impulsion) avant d’évoluer
de to a t suivant Ugy (¢, tp).

Par exemple, pour des paquets d’ondes Hermito-Gaussiens wp; (7o;, Po;) approchant au mieux les
wp; (To;, Dor ), on obtient que la trajectoire de leur centre est donnée par :

= — ’“h? . ~h? —
Tci(t,t()):A TOZ':FB% + B pgiiAT /m—i—§

ie :

—
7a (t,t0) = R (t,t0, 70}, o)) = A¥o; + Bpoi/m + €

et que leur impulsion centrale vaut a ¢ :

. =k ., +hk N
Dai (t,t0) /m=C TOi:FB% +D pm‘iAT /m+ ¢

ie :

— — —
e (t,t0) = P (t,to, 7o), Poy) + M = mCig; + Do +m ¢ + 1E

ou le signe indique si 'on a affaire a4 une composante supérieure ou inférieure (respectivement). Les
conclusions que l'on peut tirer de ce cas général sont alors les mémes qu’au-dessus : trajectoires
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. 1 e, . . - L, . .
médianes, différence d’impulsion entre les deux composantes de % k , et dépendance des trajectoires
uniquement en fonction des deux quantités 7o; et po;.

Signalons enfin que cette démarche peut également étre suivie en prenant ¢; =t~ (ie égal a une
valeur infiniment proche de t par valeurs inférieures) bien que t; = ¢ soit exclu par définition de t;
(voir paragraphe 3.3.1).

3.5.2 Cast>t; >t:

Dans le cas ou t; est distinct de £y et de ¢, on obtient un schéma d’évolution intermédiaire ou t;
joue le role central.

Il y a alors cing étapes :

1. action des champs inertiels et gravitationnels de tg & t1
2. ajout d’une impulsion +A4 (to, tl) et translation en position de FB (to, t1) 2—’“
3. action de S, (¢,t0)
4. ajout d'une impulsion +A4 (t, tl) E ot translation en position de FB (¢, t1) 2—’“
5. action des champs inertiels et grav1tat10nnels det; at
ie un schéma du type :
évolution .. évolution

- évolution interne -
externe — | translations| — . — | translations| — externe

t structurat
de to a1y et structuration dety at

L’expression Us (1/2,t,t1) Sep (t,t0) Uy * (1/2,%0,11) peut en effet s'écrire :

eféq)op(tytl) S bb e%¢op(t07t1) efé(bop(tytl) S b e 2¢'op(t07t1) )

1 _ ' )
U2 (1/27t7t1> SOp (tato) U2 (1/27 t07t1> - ( G%q)op(tytl) S b €2¢0p(t07t1) e%@g;;(t,tl) Sop e 2¢'0p(t07t1)

(avec ®,, donné en 3.76) et donc, si 'on considére comme précédemment un ket initial du type :

600 = (oo )

on obtient que la composante supérieure de |V, (t)) s’écrit :

¢01ba Ug1 (t,t1) e3 LE A(t,t)rop e3 LK B(t,t)pop /m Sop,ba e% k A(to,t1)7op e% k" B(to,t1)Pop/m Upi (t1,t0) |a(to))
dont l'interprétation est la suivante :

— évolution de ty a t; (due aux champs inertiels et gravitationnels) :
Ugi (t1, o) |a (to))

— translation en position de —B (to,t1) —m et en impulsion de +A (to, tl)

AT At )75 o4 T Blto)pss/m

(voir la figure 3.15)
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vitesse de groupe
= (p + 7k/2)/m

Fia. 3.15: Schéma ttt avec t1 = t; /5. Effet des deux premiéres translations (en position et impulsion)
sur le paquet d’ondes atomique incident (représentation ici du cas libre, ie sans champ inertiel ni
gravitationnel).

— action de l’élément non-diagonal de matrice S (changement d’état interne) :
Sop,ba (£, t0)
(voir la figure 3.16)
— puis & nouveau deuz translations : en position de —B (t,t1) % et en impulsion de +A (t,t1) % :
*

e%?A(utl)TTP) e% B(tvtl)pTP)/m

ie que si Sop,pa (t,to) n’a pas ou peu d’effet sur 'état externe des atomes, alors les quatres trans-

lations précédentes se résument & : une translation en position de — (é (to,t1) + B (¢, tl)) %, et
une translation d’impulsion de + (g (to,t1) + g(t, tl)) %
(voir la figure 3.17)
— puis évolution de t; & t (due aux champs inertiels et gravitationnels) :
Ug (t,t1)
— et enfin un facteur de phase e1va :
— [(— —
By(t—ty) @—wo)t—t)—F (€ tt)+ € (totr))
O =— . - 5 —wty — ¢
—
hk ~ ~ Lot
+— (A (t,t1) B (t,t1) + A(to, t1) B(to,t1)> = / udt’
8m to 4

De méme, pour la composante inférieure de |, (t)), on a :

Bltpos/m g ¢3 FAlto,1)7o3 o3 F Blto,t1)Bop/m 17, (t1,0) |a (o))

LK

; iR = i
ezelaa UE]. (t,tl) e 2 kA(tvtl)roPe 2

qui s’interpréte en :
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F1G. 3.16: Schéma ttt avec t; = ;5. Action structurante de I’élement de matrice S (atomes dans
létat excité).

— évolution de ty a t; (due aux champs inertiels et gravitationnels) :
Uk (t1,to) a (o))

— translation en position de —B (to,t1) % et en impulsion de +A (to,t1) % :

6%?*’4@07“)@ e%?B(to,t1)W/m

— action de l’élément diagonal de matrice S (diffusion sans changement d’état interne) :
Sop.aa (L, to)

(voir la figure 3.18)
— puis & nouveau deux translations (opposées a celles de la composante supérieure) : en
position de +B (t,t1) B et en impulsion de —A (t,t1) L

—LFAtt)Top o

o E B(t,t1)pop/m

3
ie que si Sopﬂa (t, to) n’a pas ou peu d’effet sur I’état externe des atomes, alors les quatres
translations précédentes se résument & : une translation en position de (E (t,t1) — B (to, tl)) %,
et une translation d’impulsion de (A (to,t1) — g(t, t1)> %
— puis évolution de t1 a t (due aux champs inertiels et gravitationnels) :

Ugi (t,t1)

(voir la figure 3.19)

— et enfin un facteur de phase e¥1ee :

Bult—to) (@ =wn) (=)~ F (€(0t) — € ort)
h 2

h? ~ ~ N t 5(t/,t1) )
3m (A (t,t1) B (t,t1) + A(tmtl)B(to,tl)) k- /to Tdt

O1aa @ =—
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F1G. 3.17: Schéma ttt avec t1 =t /5. Paquets d’ondes atomiques apres les deux dernieres translations
(en position et impulsion). L’interaction instantanée équivalente est représentée pour les atomes dans

I’état excité.
qui differe de 61y, par :

glaa - 91ba = wt + ¢ - ?? (t7 tl)

On peut alors donner une valeur simplificatrice au temps arbitraire ;.
Par exemple, dans le cas ot ’on considére seulement U'effet de g (ie d’'un champ de gravité uniforme
ou d’une accélération), les quantités dépendant de ¢; deviennent :

- - tt
B(to,t1) + B(t,t1) = 2( 20—t1>

Ao, b))+ A(t,t) = 2

2 2
T(ttr) + € (toty) = (t ””t%)?’

B = t+t
A(t,t)) B (t,t1) + A(to,t1) B (to, t1) = 2( + 0t1>

B(t,t1) — B(to,t1) = t—to
Alto,t) = At ) = 0

E(tt) - € (to,tr) = 05

et se simplifient beaucoup en choisissant pour ¢; I'instant médian :

t4t
t = 20

car dans ce cas :

A(t,ty) B (t,t1) + A(to, t1) B (to,t1) =

B
— — —to 2_)
En)+ T — (52) 7
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F1G. 3.18: Schéma ttt avec t; = t;/5. Action structurante de I’élement de matrice S (atomes dans
l’état fondamental).

D’autre part, lorsque effet de Sy, (¢, to) sur 'état externe de s Kby p (7o, Do, to) est négligeable

(voir partie suivante), on retrouve les trajectoires du cas t; = tg.
En effet, pour un paquet d’ondes centré en (7g, pg), le "schéma tg ¢1 t” précédent conduit a :

Wk Wk
— ~
e = A(t,t1) |A(t1,to) 7o + B (t1,10) (17())4-7) + & (t1,10) $B(t,t1)%]
Wk hk
~ —
+B (t,t1) |C (t1,t0) To + D (t1,t0) (p-(f-i- 7) /m+ ¢ (t1,t0) £ At t1) S | T8 (t,t1)
hk ~ nk
pe/m = C(t,t1) [A (t1,t0) To + B (t1,10) (29-6 + 7) + € (t1,t0) F B (t, 1) 2—]
., Wk - ~ Wkl -
+D (t,tl) C(tl,to) T0 +D(t1,t0) (] + T /m+ ¢ (t1,t0) :l:A(t, t1) % + Qb (t, tl)
ou les signes correspondent aux deux composantes (—B (t, 1) g—? — supérieure, +B (t, t1) 2 hE
inférieure) de |Wyy (1)).
Grace aux propriétés :
At t1) A(ti,to) + B (t, t1) C (t1,t0) = A(t,to)
A(t,t1) B(t1,t0) + B (t,t1) D (t1,t0) = B(t,to)
Ctt1) A(tr,to) + D (t,11) C (t1,t0) = C (L, to)
C (t,t1) B (t1,t0) + D (t,t1) D (t1,t0) = D (2, o)
A(tt) € (tto) + B(t,h) @ (ti,to) = € (tto)
— — —
C(t,t1) & (t1,t0) + D (t, 1) ¢ (t1,t0) = ¢ (t,t0)
A(t,t))B(t,t1) — B(t,t1) A(t,t1) = 0
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F1G. 3.19: Schéma ttt avec t; = t; /5. Paquets d’ondes atomiques aprés les deux dernieres translations
(en position et impulsion). L’interaction instantanée équivalente est représentée pour les atomes dans
I’état fondamental.

des matrices ABC'D (voir appendice B), on peut alors simplifier ces expressions, et on retrouve fina-
lement I'unique trajectoire précédente (effet Borrmann généralisé) :

hk
T—c>(t7t0) = ﬁ <t7t07m7m+ T)

ainsi que les deux impulsions suivantes (qui different de h?) :

hE\ Kk
ﬁ(tat()):? <t,t0,7“.0>,170>+7> :tT

On peut également, comme au paragraphe précédent, traiter le cas général, ie quand Sy, (¢, o) agit
aussi sur I’état externe de e%?m’) WP (Tg, D0, to) et qu'il y a structuration en plusieurs paquets d’ondes
atomiques wp; (To;, Po; ). La démarche est la méme : évolution du paquet d’ondes WP (7, Pg, to) jusqu’a
t1, puis interaction structurante effective due a Sy (t,t0), et enfin évolution des paquets d’ondes
wp; (For, Po;) Obtenus de ¢; a t. On obtient ainsi le schéma ttt (avec "ttt” pour tot1t, voir paragraphe
suivant) qui permet de modéliser simplement l'effet des séparatrices sur un paquet d’ondes atomique
incident.

3.5.3 Bilan : schéma ttt

Le but du schéma ¢ttt (initialement introduit par Bordé en 2002 dans le cas d’une modélisation
en champ faible des séparatrices [35, 79]) est de décrire l'effet d’une séparatrice sous la forme d’une
interaction effective instantanée (au temps ¢1). Les motivations sont essentiellement d’ordre pra-
tique :
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1. faire le lien avec les modélisations antérieures. Entre autres, avec celles consistant a simple-
ment translater I'impulsion centrale du paquet d’ondes atomique pris au temps milieu, et
a lui ajouter ensuite une phase laser effective (modélisations infiniment fine et ttt - champ
faible),

2. donner une image claire de 'effet des séparatrices en termes de trajectoires centrales et de
matrice de diffusion,

3. fournir une modélisation pratique pour le calcul du déphasage des interféromeétres atomiques
(voir chapitres 4 et 5).

Afin de séparer clairement, dans les expressions précédentes, les termes de diffusion (matrice S)
des termes de translation et des termes de phase, nous allons transformer les expressions du type :

i
e+2q)op(t07t1) Sbb (TOpapOp) e z@op(tmtl)
en

Sbb (ezq)op(tOytl),r pe 2(I>op(t07t1) q)op(t07t1)p e Qq)op(tOytl))

puis en :

—

—
~ hk ~ hk
Shb <7To_>p — B (to, 1) %,@Z + A (to, t1) T)

en se servant des formules A.2 et A.3 de appendice A.

Grace & ces formules, on peut en effet exprimer Us (1/2,¢,t1) Sop (t,t0) Uy * (1/2,t0,t1) comme :

Ua (1/2,t,t1) Sep (t,10) Uy * (1/2, 0, 1)

e~ 3Pop(t,t1) o3 Pop(to,t1) e~ 3 ®Pop(tt1) ——i<I>Op(t0,t1)

-Shb (Top + B (to, t1) ﬁm Do — A (to,t1) %) -Sha (77); B (to, t1) L= vpop + A(to,t1)

St
S
N——

eé@OP (tvtl ) e%@OP (to 7t1) l’ @017 (t tl) - @()P (tO 7t1)

Sap (r; + B (to, t1) B poy — A (to, 11) %) Saa (rop — Blto,t1) 2K poy + A (to, 11) %)

. . . . iR
en faisant apparaitre une partie de Ueffet des translations ets ¥ Aot of oF3 F B(tot)Pob/ ™ direc-
tement dans I'expression de 5.

Dans le cas libre (ou avec seulement l'effet de g’), les éléments de matrice de S, ne
dépendent que de I'opérateur p,p, via l’expression :

w—wo— & Do/m (—?7 (t — t0)>
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et on fait ainsi apparaitre ’habituel terme de recul hk2 /2m directement dans I’expression
de Sop :

i i i i
Sopiibre (ei2<I>op(to,t1)77pe$2<1>op(to,t1)7 ei2<I>op(to,t1)p—>we$2<1>op(to,t1))

= Sop,libre

nk
== Sop,libre (U) —wo — ? (]70_;, + T) /m)

¥ Doy h%’?)
:': _—
2m

= Sop,libre (w —Wo —

ol on reconnait le désaccord A,y introduit au paragraphe 3.5.1 :

by  WE?

Aopl libre = W — W —
P m 2m

Finalement, en regroupant les termes de translation en position d’un c6té, ceux en impulsion de
I’autre, on peut écrire le ket solution :

Wt (£)) = Uy (t,t1) Ua (1/2,,t1) Us (t,t1,t3) Sop (t,t0) Us ' (to,t1,t3) Uyt (1/2,t0,t1) Uyt (to,t1) | (o))

sous la forme :

Wsot () = Ut (t,t1) S, (Top, Pop, t to, 11) Us (t1, t0) |¥ (to)) (3.77)

ou 'on a défini la matrice de diffusion au temps t; :

S _ < S Sim )

1,ab SLaa

dont les éléments valent :

pour la transition b — b :

Sl,bb = el 6%775-1)_1)5 e_f%%'r—bb) St <T_O;, + E (to, t1> %,p_)op — Av(to, t1> @) (378)
ou :
I -
m =4 (tatl) 2A(t07t1)h?
B(t,t1) — B(to, t1) i &k
== (t,t1) — B (to, t1) (3.79)
2 m
1
=5 @ —wo) (t—t)) = K. (€ (t11) = € (t0,11))]
—
hk ~ ~ ~ Lot t
T ) B t) + Alto, 1) B ) — 24 (o) Blet)] T — [ 2
to
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pour la transition a — b :

Sta 1= e eI iR Sy, (75— B (to. 1) b B + A lto, 1) 1 ) (3.80)
ou :
A(t,t1) + A (to, t
i _ (t.t1) + A(to,tr)
2
. B(t,t1)+ B (to,t1) h 'k
o == (3.81)
2 m
— —
t4t t+t t,t to,t
Dy, :—w+0—wg +0—t1 +¢_?.§(71)+5(0,1)
2 2 2
A t /
~ ~ ~ St
+Z—:L [A(t, t1) B (t,t1) + A (to, t1) B (to, t1) + 24 (tg,tl)B(t,tl)] % —/ %dt’
to
pour la transition b — a :
Stap 1= P eI =R S (755 + B (to 1) b By — A (o, 1) 15 ) (3:82)
ou :
17@_1; _A(t,tl)—;A(to,tl)h?
~ ~ —
B(t,t B (tg,t1) h k
Tm =+ ( ) 1) + (07 1) (383)
2 m
— —
t4t t+t t,t to,t
Pyp = 4wt g (R +¢>—?.§(’1)+5(0’1>
2 2 2
Nk ~ ~ ~ bt
. [A(t, t1) B (t,t1) + A(to, t1) B (to, t1) + 24 (tg,tl)B(t,tl)] % —/ %dt’
to
pour la transition a — a :
Sl,aa 1= giPaa eﬁwm e*%p—()p’.m Saa <7T0;; - E (thtl) %’m + g(thtl) %) (384)
ou :
ITML) - 7A(t7t1> ;A(t07t1>h?
~ ~ —
. Bt Bltet)hE (3.55)
2 m
1
oo =g |@—wo)(t—t) = K (T (t.) = € (to,t0))]
Wk ~ ~ ~ tS
S [AG0) B () + Alto, 1) B (to,12) — 24 t0,10) B t.)] T = [ 25 ar
to
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L’interprétation de ces termes est simple et constitue le coeur du schéma ttt. L’expression du
ket |Wyo (1)) :

|\Ijsol (t)> = Ul (ta tl) Sl (TT();;’ZTO_;D)’ tv th tl) Ul (tla tO) |\I] (t0)>
et des éléments Sl,w nous indiquent en effet comment fonctionne ce schéma ttt :

1. De tg a t1 : le ket initial |Uy, (¢)) évolue selon 'Hamiltonien H,,; (comme s’il n’y avait pas
d’interaction laser) :

W (t))  —  Ui(tito) [¥(t0))
2. Aty : le ket évolué Uj (t1,10) |¥ (o)) subit une interaction laser instantanée effective :
Ui (tito) | (t))  — S, (Fop, Popt:to, 1) Un (ta,to) | (to))

La matrice de diffusion correspondante Sl (Tops Dop» ts to, t1) modifie alors les caracté-
ristiques du paquet d’ondes associé a ce ket par :

i. une structuration en plusieurs paquets d’ondes wp; (7g;, po;) due aux termes :

— —
~ hk ~ hk
Sij (T’OZ + B (to,t1) %,@Z + A (to, 1) 7)
(cette structuration est détaillée dans les deux parties suivantes)

ii. puis une translation de la position et de I'impulsion centrales des paquets d’ondes
obtenus :

>

— L —
Top-Puv e*ﬁpop-'ruv

=

— — 701 +7ud)-Dud = | o = | =
e wp; (7o}, o) — eh AT Ps (79} + Taw, Do} + Dun)

iii. puis I’ajout d’une phase laser effective : ®,,

3. De t; at : les paquets d’ondes ei®utiT0i+Tud)-Pud/h qpp, (757 + o, POy + Pu) €voluent selon
H.y (comme s'il n’y avait pas d’interaction laser) :

S, U (t1,t0) ¥ (to)) —  Ui(t,t1) S, Un(ti.to) [¥(to))

Par exemple, dans le cas libre (ie sans champ inertiel ni gravitationnel), on obtient comme éléments
de S1 :

Si o = /P i BT ¢~ iPRTE G, (IToZ - @) (3.86)
avec .
o= 0
R
T, = —(t—to) % (3.87)
Dy, = *%(w*woJr(s)(t*to)
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pour la transition b —— b; puis :

S pq = P en TP =P Gy (ﬁfp + %) (3.88)
avec :
Pba = +h?
_
t+to hk
Tba = — —t1 | — 3.89
o= - (o) (3.59)
t+t
Py, = —|:(UJ_WO_5>< 20—t1)+(f)+wt1:|
pour la transition a — b; puis :
S N (s (3.90)
avec :
b = —hk
—
t+t hk
o= (S -a) it (3.9)
2 m
t+t
Py = (w—wo+9) ( 5 s —t1> + ¢+ wt
pour la transition b — a; et enfin :
Sl,aa = ¢i®aa e%ﬁ'm 6‘%@-77; Saa (]70_11; + @) (392)
avec :
P = 0
_
hk
o= () (3.98)
1
‘I)aa = 5(&)—&)0—5)(15—150)
pour la transition a — a.
On voit alors tres clairement apparaitre le temps médian (ou temps milieu) : t; 2 = t+2t , qui,

s'il est choisi comme temps intermédiaire (ie t; = t;/5), permet de simplifier significativement les
expressions précédentes, car on a alors :

oo = Tah=0
Bpy = —DPaup = — (¢ +wtyya)

Meéme dans le cas le plus général, ce choix particulier de t; simplifie grandement les expressions de
Tuys Duv €t @yy. Nous prendrons donc par la suite :

ti=typ=5°

Il reste maintenant & établir la forme et les caractéristiques des paquets d’ondes wp; (7o, Po;) qui
)
prennent naissance dans une séparatrice. Nous étudierons d’abord cette structuration dans le cas
libre, puis nous verrons comment étendre nos résultats au cas général.



3.6. ETUDE DU CAS LIBRE 145

3.6 Etude du cas libre

L’étude du cas libre (ie lorsque 1’on néglige les effets gravitationnels et inertiels pendant I'interaction
laser) est trés importante pour trois raisons.

Premiérement, parce que notre étude de la matrice M,, (t) au paragraphe 3.3.2 nous a montré
que les différents termes du développement du désaccord généralisé n’étaient pas tous du méme ordre,
et que 'on pouvait négliger quasiment tous les termes inertiels et gravitationnels lors de la résolution
de I’équation :

L 1o (1)) = Moy (1)l (1) (39)

et seulement dans ce cas (ou pour des équations issues de celle-ci, comme celles utilisant les états
adiabatiques, voir paragraphes 3.3.3 et 3.4.2). En fait, nous sommes arrivés a la conclusion que seul
leffet de g (champ de gravité ou d’accélération uniforme) pouvait étre non-négligeable lors de la
résolution de cette équation (dans le cas ot g n’est pas orthogonal & ?, et pour des valeurs de g
suffisamment grandes).

On peut méme, en premiére approximation, et lorsque €y > 10°s~! (valeurs usuelles en interfé-
rométrie atomique), négliger également 'effet de g° dans My, (), car pour les données terrestres, on
a:

— —
7 |[Flwie [Flier
< ~ ~ 10
Q2

200 20 0

avec H?H ~ 10”m~!. Ce terme peut méme disparaitre dans certains cas (en gyrométrie atomique par

exemple, si § est orthogonal au vecteur d’onde ?)

Une autre solution est de considérer, comme on ’a déja souligné, une modulation de la fréquence
du laser qui compense le terme ??t (et de fagon plus générale, qui compense tout effet Doppler
d’origine inertielle ou gravitationnelle).

Finalement, on peut presque toujours approximer My, (t) par son expression obtenue dans le cas
libre. L’étude de ce cas libre est donc précieuse pour nous fournir des informations sur le cas général.

Insistons encore sur le fait que négliger les effets inertiels et gravitationnels lors de la résolution de
l’équation % lo (t)) = iMop (t)|¢ (t)) (évolution principalement interne) ne signifie en aucun cas que
lon néglige ces effets sur le mouvement des atomes pendant linteraction laser (évolution externe).
Voir a ce sujet la partie 3.5.

La seconde raison est qu’il n’existe pas, a notre connaissance, d’étude vraiment compléte des
séparatrices, méme dans le cas libre et avec une impulsion laser de forme créneau. Il existe en effet de
nombreux travaux, par exemple sur I’évolution des populations (oscillations de Rabi avec désaccord
non nul), sur la modification de la distribution en impulsion des paquets d’ondes (sélectivité en vitesse
transverse et bandes latérales), sur les vitesses de groupe des paquets d’ondes prenant naissance a
lintérieur des séparatrices [30, 102, 58] (uniquement pour des paquets d’ondes atomiques incidents
a faible largeur en impulsion), sur l'effet mécanique des interactions laser (effets Kapitza-Dirac et
Stern-Gerlach, transfert d’impulsion multiple de h?)

L’attention est ainsi portée sur 'utilisation d’un aspect de l'interaction laser-matiére (en tant que
séparatrice interne et/ou externe, ou en tant que filtre en vitesse par exemple), mais non sur ’étude
globale de tous ses aspects, et en particulier lorsque ’on considére de vrais paquets d’ondes. Par
exemple, on connait bien l'expression de la solution de < |p (£)) = iMqpjipre (t) | (£)), mais on ne
sait pas comment se transforme un paquet d’ondes atomique incident sous 'action d’une impulsion
laser, ou quels sont les paquets d’ondes qui prennent forme dans la séparatrice, et quelles sont alors
les trajectoires des centres de ces paquets d’ondes...

On sait par ailleurs que 'interaction atomes-laser donne naissance & des états particuliers : les
états adiabatiques, qui sont en fait les états propres de I'interaction. En représentation impulsion,



146 CHAPITRE 3. THEORIE ET MODELISATION DES SEPARATRICES LASER

on peut alors montrer que ces états sont caractérisés par des vitesses de groupe différentes [102] (en
utilisant par exemple leur relation de dispersion, ie ’expression de leur énergie ici). Malheureusement,
ce traitement n’est valable que pour des paquets d’ondes incident ayant une faible largeur
en impulsion, et, dans le cas de paquets d’ondes incidents quelcongues, on ne sait pas encore relier
ces vitesses aux vitesses de groupe des paquets d’ondes atomiques qui prennent réellement naissance
dans les séparatrices.

L’étude et la modélisation de la structuration en paquets d’ondes des séparatrices laser, méme
dans le cas le plus simple (sans champ inertiel, ni gravitationnel et avec un créneau temporel), reste
donc a faire, d’autant plus qu’elle est maintenant devenue un chainon essentiel de la modélisation des
interféromeétres atomiques, tant le niveau de précision de ces appareils est élevé (voir les chapitres 1
et 5).

Enfin, ’étude du cas libre va nous permettre de mieux appréhender le cas général, ie lorsque
Pon tient compte de 'effet des champs inertiels et gravitationnels. Cela nous aidera en particulier a
modéliser la structuration en paquets d’ondes due & une séparatrice laser en présence de
champs inertiels et gravitationnels.

Nous commencerons donc par étudier ces vitesses de groupe dans la base des états adiabatiques et
pour une impulsion de forme créneau (F (t) = 1), puis nous reviendrons dans la représentation initiale
pour exposer les principales propriétés de la solution de Rabi (oscillations interne, sélectivité en vi-
tesse...). Ensuite nous verrons comment évolue un paquet d’ondes atomique dans une telle séparatrice :
d’abord lorsque la largeur en impulsion du paquet d’ondes incident est faible (paquets d’ondes fins),
puis dans le cas général (paquets d’ondes quelconques). Enfin, on verra comment adapter ce modeéle a
d’autres types d’impulsions (par exemple pour une impulsion de forme sécante hyperbolique sech).

3.6.1 Vitesses de groupe des états adiabatiques

Notre recherche d’une équation de moindre mouvement nous a conduit, aux paragraphes 3.3.3 et
3.4.3, a considérer une base particuliére de ’espace des états : la base des états adiabatiques, dans
laquelle I’équation précédente % lo (t)) = iMop tibre (t) | (t)) devient (en représentation |s)) :

%(padmb (S; t) = iMadiab (S; t) Padiab (S; t) (395)

avec le changement de base suivant :

|()0 (t» = Uadiab |()0adiab (t)>

ou :

- [ cos(0) —sin(0) o . s 1)) = 200 F (s5t,t1)
Undiab = < sin (f)  cos (6) > t tan (20 (s;t)) A (s;t,t1)

et avec :
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Dans le cas libre et avec une impulsion laser constante (créneau temporel), on obtient alors
pour lopérateur |s), "amplitude F (s;t,¢1) et le désaccord A (s;t,t1) respectivement :

ls) — |7P)
F(s;t,t1) — 1 pour ¢t € [to,to+ 7]

— 0 ailleurs

A(s;t,ty) — A (D) ::w—wo—?.ﬁ/m

ie que F'(s;t,t1) et A(s;t,t1) sont indépendants du temps et que la représentation adaptée est la
représentation impulsion.

Dans ce cas, le parameétre 6 (s;t) est nul, et la base adiabatique diagonalise l’équation %g@adiab =

Z‘Madiabsoadiab :
d < badiab (?)) ) = < 5(7) 0 ) < badiab (7) )
dt Aadiab (ﬁ) 0 —€ (?}) Aadiab (ﬁ)

avec :

Les états bygiap (P°) et aqgiap (P°) ont donc les énergies —he (p’) et +he (') respectivement, et
I’équation précédente s’intégre facilement en :

badiab (77 t) = eia(ﬁ)(t—to) badiab (?)a tO)
Qadiab (77 t) e_ia(?)(t_to) Qadiab (?)a tO)

Ces deux énergies permettent également d’avoir accés aux vitesses de groupe des états adiaba-
tiques.

Ici —he (') et +he (P’) sont en effet les relations de dispersion des états adiabatiques, et en
prenant leur dérivée par rapport & P :

=

=27 (P') == FAVy (e(P))
on obtient 'expression des vitesses de groupe de ces états.

Remarquons que ces vitesses ne coincident pas forcément avec les vitesses centrales des paquets
d’ondes solutions. C’est le cas uniquement lorsque ’on considére des paquets d’ondes infiniment fins,
ie dont la largeur en impulsion est infiniment fine (une version physique des ondes planes en quelque
sorte). On verra alors au paragraphe 3.6.4 que ces deux types de vitesse peuvent étre trés différentes
pour des paquets d’ondes de largeur en impulsion quelconque (cette différence vient de la structuration
particuliere du paquet d’ondes incident par la séparatrice, ce dernier étant en effet multiplié par une
filtre impulsionnel qui n’est pas centré sur 'impulsion centrale incidente pg).

Avec 'expression de € (P’), nous obtenons donc comme vitesses de groupe :

+7 (D . = () — Wk y(@)
vz (7)) avec 2 (7)) =%, TR

ou le parameétre y () est défini par [102] :

y () = (w—wo— K. 7/m) /2%
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connu et introduit en physique des neutrons sous le nom de ”Off Braggness Parameter” (ou
paramétre OB) pour rendre compte de l'influence de 'écart a incidence de Bragg, ie lorsque la
condition de Bragg est violée : pg + hk /2 # 0, ou pg est 'impulsion moyenne des neutrons avant
traversée du réseau mécanique servant de séparatrice.

En fait, dans le cas libre et selon les résultats de la fin de la partie précédente, la matrice Sy, agit,
non pas sur le paquet d’ondes atomique incident WP (7g, Pg, to), mais sur un paquet d’ondes ayant
Pimpulsion centrale pg = h'k /2 (&£ selon I'état interne de WP (7g, Pg,to)). La matrice de diffusion
(en représentation | p’)) s’écrit par conséquent :

— —
E.p  hk?
Slibre <Ww0—p:F_>
m

2m

Avec cette nouvelle matrice de diffusion, on obtient un parameétre OB différent :

yi (7) = (w —wo— K. mF %) /29 (3.96)

dont on cherche généralement & minimiser la valeur pour une certaine impulsion p¢ (pour I'instant, on
choisit ps = Ppg, ie 'impulsion centrale du paquet d’ondes incident), car il peut faire chuter fortement
les taux de transition interne lorsqu’il n’est pas nul (voir ci-apres).

Remarquons qu’en optique atomique, la déviation par rapport a ’angle de Bragg n’est pas
la seule raison de non-nullité de y (pg). Dans le cas des atomes on a en effet plusieurs possibilités
pour annuler y1 (P7) : par exemple, étre a la résonance (w = wy) et satisfaire la condition de Bragg

Pe+hk/2=0

ou étre désaccordé pour compenser 1’écart a l'incidence de Bragg (lorsque E)J_? par exemple). Inver-
sement, si ’on est a réscglance sans remplir la condition de Bragg, le parameétre y+ (ps) n’est pas nul.
Par exemple, avec pZ_L k , on obtient :

B h?2/2m )

—)

SN
pour les valeurs usuelles de & ~ 107 m™1, Qg ~ 10° s7 et m = mgs ~ 2,2 1072 Kg.

Nous reviendrons sur ce point ultérieurement pour donner des précisions sur la valeur de pZ qui
peut, comme nous le verrons, ne pas étre égale a pg.

Il convient de souligner ’extréme sensibilité du paramétre OB a ’imprécision de la vitesse
centrale initiale p./m. En effet, un écart égal a Awv, dans la vitesse centrale transverse du paquet
d’ondes atomique incident est amplifié, dans y, par le facteur k/€g. Pour les valeurs usuelles rappelées
ci-dessus ce facteur est trés important :

k/Q ~ 102 m™1.s
et par conséquent y est non-négligeable dés que Av, est de l'ordre de 1072 m.s™!:

Avg ~ 10 ?m.s~* = ly+ (P2)| ~ 1

Nous verrons plus loin que la valeur de ce paramétre OB est trés importante car elle conditionne
lexistence de plusieurs trajectoires atomiques distinctes dans la séparatrice (dés que y+ (Do) est non
négligeable devant 1), et par conséquent ’existence de plus de deux bras interférométriques distincts
dans un interféromeétre atomique (voir chapitres 4 et 5). Il est donc essentiel - si ’on veut que les atomes
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E(p
p>AE +p’c (7) p—=AE, +p'c

hk — hk c

ho
Désaccord

généralisé

4
=

Do p, +hk

Fia. 3.20: Diagramme énergie-impulsion d’un atome a deux niveaux soumis & une onde laser quasi-
résonnante progressive. Cas d’une transition inélastique entre le niveau fondamental a et le niveau
excité b.

ne suivent qu’une seule trajectoire dans les séparatrices (effet Borrmann, voir la partie 3.5.1) - de
savoir maitriser leur vitesse centrale initiale & mieux que Qo /k.

Par la suite, nous appellerons ce parameétre y ”paramétre d’inélasticité” pour faire référence a
la relation de conservation d’énergie-impulsion et au caractére non-élastique de la transition atomique
lorsque y # 0.

Par exemple, pour un atome dans I’état fondamental absorbant un photon (w, ?) le faisant passer
de I'état (E,, P’) a l'état (Eb, D+ h?), on obtient la relation de conservation d’énergie-impulsion

suivante : (voir figure 3.20) :

2
(7 +17F) 77
By + =F,+h+—
m 2m

ie aussi :

N
w—wo— k. (?—i—%) /m =0

qui donne en fait une condition sur 7', w et % pour que ’atome absorbe bien le photon (w L, k-g)

On peut alors avoir y # 0 sans qu’il y ait pour autant violation de la conservation d’énergie-
impulsion. En effet, comme on I’a vu en détail dans la partie 3.2.2, la structure de ’onde laser servant
de séparatrice induit une certaine incertitude sur la fréquence w/2m et sur le vecteur d’onde % du
photon réellement absorbé par ’atome. Par exemple, une impulsion laser dont 'amplitude est modulée
spatialement (de largeur focale égale & w suivant la direction x) autorisera les transitions atomiques
avec des photons de vecteur d’onde k, compris entre kr, —7/w et kr,+7/w, et la condition précédente
sera partiellement relaxée.
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Dans le cas présent, "amplitude n’est modulée que temporellement (F' = 1 sur 'intervalle [to, tg + 7]).

Le vecteur d’onde des photons absorbés est donc parfaitement défini :
% =kr

(onde plane), mais c’est leur fréquence w qui n’est plus définie de fagon précise (comprise entre wy, —m /7
et wr, + m/7), et qui autorise par conséquent la transition entre les deux états internes, méme pour
y #0.

On dira donc que la transition est effectuée de fagon inélastique lorsque y # 0, et que la structure
de 'impulsion laser autorise cet écart (soulignons qu’une transition avec changement d’état interne ne
signifie pas pour autant qu’elle est inélastique).

L’examen des vitesses de groupe +77 (P’) nous améne alors a plusieurs conclusions impor-
tantes :

1. On a bien confimation de la différence entre impulsions et vitesses de groupe (fois la
masse) lorsque les atomes sont en présence d’un champ électromagnétique.

En effet, les atomes d’impulsion P soumis a l'interaction laser ont comme impulsion : soit P’
. , N . . , . .
avant absorption d’un photon, soit p’+ i k aprés absorption d’un photon ; or, suivant les résultats de
la partie précédente (sur les transformations unitaires inverses), les vitesses de groupe permises sont
finalement égales & :

7 hk 1+ y(P) b t b
m + 2m ( 1+y(p)? 7& m ¢ 7& m + m

pour un ket initial dans I’état fondamental. Les trajectoires correspondant & ces vitesses de groupe
sont alors symétriques par rapport a la direction de I'impulsion médiane "+ 7 k' /2 (voir figure 3.21).

\\)me\a

la,p)
A

la,p)

A\ 4

\2 .7\] g,2>

Fi1G. 3.21: Schéma des trajectoires correspondant aux deux vitesses de groupe du texte pour un pa-
rameétre d’inélasticité égal a 1. Lorsque le paquet d’ondes incident posséde une largeur en impulsion
suffisamment fine, ces trajectoires sont celles des centres des paquets d’ondes créés par la séparatrice.

Ces deux vitesses sont alors égales & :

7 hE
% — lorsque ly(P) <1

2m
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FiG. 3.22: Schéma identique au précédent mais pour un parameétre d’inélasticité proche de 0. Une seule
vitesse de groupe est alors présente (effet Borrmann atomique).

ie quand le paramétre OB est proche de zéro (voir figure 3.22).

Au contraire, lorsque |y ()| > 1, ie lorsque le désaccord généralisé est trés grand, on retrouve les
deux vitesses extrémes

/m et P/m+hk/m

(voir figure 3.23), mais alors la séparatrice ne remplit plus son role comme on le verra par la suite
(plus de transition interne).

0 2;v0) ‘

F1G. 3.23: Schéma identique aux précédents, mais pour un parameétre d’inélasticité trés supérieur a 1.
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2. On peut néanmoins relier les vitesses de groupe +77 (") aux impulsions moyennes du systéme
a deux niveaux.

En effet, la relation :

@)= ols) ety ) Wi ®)

nous indique que lorsqu’un atome d’impulsion 7" est dans I’état adiabatique up, ie :

cos (0)

1 . .
< 0 ) dans la base adiabatique = < sin (0)

) dans la base initiale (diabatique)

alors il a une certaine probabilité d’étre dans I’état initial up :

1+cos(20) _ 1+ A(7) /26 (P)
2 2

cos? (0) =

et une certaine probabilibité d’étre dans I’état initial down :

1—cos(20) 1-A(7P)/2¢(P)
2 o 2

sin? () =

Or selon les resﬁats du paragraphe 3.3.3, ces etats initiaux correspondent & des états d’impulsion
bien définie : +4 k /2 pour 'état initial up, et —h % /2 pour l'état initial down. On peut ainsi connaitre
I'impulsion la plus probable de I'é¢tat adiabatique up :

(+hk/2> cos? (6) + ( hk:/Z) sin? () = +%l(%% = +m7v: (P)

qui est égale comme on le voit & la vitesse de groupe (fois la masse) de cet état, qui a été calculée plus
haut. On trouve de méme pour "impulsion la plus probable de ’état adiabatique down :

(+hk/2> sin? (6) + ( hk/Q) cos?(0) = —SUBVEE — i ()

qui n’est rien d’autre que la vitesse de groupe (fois la masse) de cet état.
On obtient ainsi le résultat suivant : les impulsions les plus probables des états adiabatiques
sont égales a leurs vitesses de groupe (multipliées par la masse atomique).

3. Les deux vitesses sont différentes lorsque le parameétre OB est non-nul ( yi (P’) # 0,
ou plutot y4 (pl) # 0 comme on le verra par la suite) : dans ce cas, il y a formation et
propagation de deux paquets d’ondes atomiques distincts dans la séparatrice.

On peut alors estimer 'ordre de grandeur de la séparation physique qui en résulte : au bout
du temps 7, les deux centres des paquets d’ondes sont ainsi espacés de la quantité :

%

y(@®) h

—APe) NIk L
Vity(p)? ™

. ) . — _ _
Pour les valeurs numériques des séparatrices laser usuelles (k' ~ 10"m™1, 7 < 107%s, m = mcs),
on obtient :

v 7] VT o
Lty () ™ L+y(pd)”
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ie un décalage de I’ordre du micrométre au bout de 10~* secondes (lorsque |y (p2)| ~ 1). Ce décalage
est tres faible comparé a la taille des paquets d’ondes atomiques (surtout apres étalement naturel),
mais il peut néanmoins étre observable dans certains cas trés particuliers.

En effet, considérons un paquet d’ondes atomiques cohérent, ou quasi-cohérent, ie tel que :

O (to) Oy (to) ~ h/2m

alors au bout d’un temps 7, sa largeur en position aura subi I’étalement naturel pour devenir égale & :

h2712
4m2o, (to)?

Or (7—) = \/Ur (t0)2 + oy (t0)2 T2 = \/UT (t0)2 +

En supposant que l'action de la séparatrice ne modifie pas trop cette largeur, il faut donc

dil

ey ) 14y ()

comparer o (1) a

Par exemple, pour avoir

— —
i HF] 7]
ly (Pc)| o~ T > o (1)
L+y(pl)? "
et sachant que 2 H?H or (to) > 1, le temps d’interaction 7 doit obéir a la condition suivante :

2mo, (ty)?

NEEEOE

Ce qui conduit, par exemple avec o, (tg) ~ 107%m, & la condition :

T >

e —Jr_gto) ~107% 57t
[ m
ce qui est parfaitement réalisable expérimentalement.

Ainsi, pour un paquet d’ondes atomique initialement cohérent (état quasi-classique), on peut ob-
server physiquement la séparation spatiale des paquets d’ondes a la sortie d’une sépara-
trice. Evidemment, dans le cas de paquets d’ondes atomiques initiaux quelconques, et méme s’il n’y
a pas de séparation observable physiquement, le fait d’avoir deux vitesses de groupe distinctes a des
conséquences importantes sur la modélisation des séparatrices et des interférometres atomiques (voir
partie 77).

4. Enfin, ces deux vitesses de groupe +77 (") dépendent de 7', et par conséquent le milieu dans
lequel évoluent les atomes est un milieu dispersif (vitesses de phase et de groupe différentes).
Ainsi, les paquets d’ondes atomiques se propagent dans la séparatrice en se déformant (déforma-
tion de I’enveloppe en plus de I’étalement naturel). Ce point sera éclairci plus loin lorsque nous
développerons ¢ (7P’) en puissances de P’ dans le cas de paquets d’ondes fins.
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3.6.2 Expression et propriétés de la solution de Rabi

Dans le cas libre, la solution de I'équation 4 | (¢)) = iM,, () |¢ (t)) s’écrit facilement (en repré-
sentation | p’)) :

i G R o DR 597
avec les expressions :
Spp (75t —to) = cos[e (D). (t —to)] +icos[20 (P)]sin[e (D). (t —to)]
Sap (Pt —tg) = isin[20(p)|sinle (D). (t — to)]
Spa (D't —tg) = isin[20(p)|sinle (D). (t — to)]
Saa (Pt —to) = cosle(P).(t—to)] —icos[20 (P )]sinle (D). (t—to)]
que I'on peut mettre sous la forme :
S (71— t0) = cos e (). (¢t~ t0)] + iz sin[e (7). (¢~ to)] (3.99
y(P)

Sup (7', — to) —z\/#sm[ 7). (t —to)]

Sha (7t —to) = it sin £ (7). (t — to)]

y(P)

.msm[ (7') - (t—to)]

~—

Saa (Pt —to) =cos[e (D). (t—to)] —

en utilisant les relations :

cos[20 ()] = A(é

1+y

(2 ()] = %

1+y

On peut également exprimer la solution dans la représentation initiale, en utilisant simple-
ment les résultats établis dans la partie 3.5 sur le schéma ttt. Selon la valeur de I'instant #; choisie,
I'interaction instantanée équivalente sera différente, ainsi que l'expression de |V (%)).

Par exemple, on a vu au paragraphe 3.5.1 que le schéma d’évolution avec t; = ¢y était dissymé-
trique (on privilégie en effet I'instant du début d’interaction laser), mais qu'il était plus intuitif (les
trajectoires des centres de paquets d’ondes sont continues de ¢y a t). Inversement, le schéma symétrique
avec t; = ty/o (I'instant central de I'impulsion laser) est plus simple & manier mais moins intuitif (&
cause des translations en position et impulsion qu’il faut ajouter aux paquets d’ondes au temps effectif
d’interaction ¢, voir le paragraphe 3.5.2).

Dans le premier cas cependant, un instant privilégié apparait dans I'expression de |U (¢)) : c’est
I'instant central de I'impulsion ¢; /5. Il semble donc plus pertinent de se placer dans le cas t1 =ty o, et
c’est ce schéma d’évolution que nous considérerons par la suite.

Néanmoins, il est intéressant de considérer en détail le premier cas, afin d’illustrer I'importance
de cet instant central. Quant a l'autre cas, il a déja été étudié a la fin du paragraphe 3.5.3 : voir les
expressions 3.86, 3.88, 3.90 et 3.92.

Dans le cas ou t; = ¢y (premier schéma d’évolution), on obtient ainsi :
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0 (t)) = T (Popy 1) e EIO T (5 ) Y g )
ez(wto— k -TTp'-Hf)) Top (170—5’ t) T (]70—:;’ t)
avec
— £&+l 72 ,l‘a‘+é+ua (t—to) h?
Tip (7', 1) =e LM Mmoo oE o ® VS | P - TN
— &+lﬁ,l@+§,u&_ (t—to) h?
Tab ( p 7t) —e h h 2m 2m 2 2 | 0 Sab ?) o 2
— £&+lﬁ+ﬁ+é+ua_ (t—to) h?
Ty, (?7@ =e P am 2 ’ Sha ?) + 9
— &+lﬁ+k__&’+§,u&_ (t—to) h?
Taa (?)7 t) —e h h 2m 2m 2 2 | 0 Saa ? + 2

Il est alors intéressant de réécrire | (t)) en faisant apparaitre I’instant médian :

t+1to
2

tl /2 =
Chacun des termes donnant | (¢)) devient alors :

_ iwtiyn e_i% (t—to) e—,—j [Eb(t—t1/2)+Ea(t1/2—t0)]

) =\ 2 =
el ), - 15

Tob (Pops t)
2

ei (u}t()f?.?Tp’thﬁ) Tab (270—57 t)

; -\ 2 —
e_m(poza_%) (t_tO)Sab (p—>op . %)

e—i(wto—?-m+¢) Tha (]TJP’ t)

2
Taa (170_;’1;) - = eiwtl/Z eii%(tfto)e_)‘%[Eb(t_t1/2)+Ea(t1/2_t0)]
i (s BN h?
et (7 1)

_ (ot a T 6) i3 -10) o~ [Fo(ttr/2) 4 Bu(tj210)]

_ ity F ) i3 -t0) gt [Bu(tt1/2) +Fa(isja—10)]
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(3.99)

dont 'interprétation est simple : tout se passe comme si ’interaction se produisait au temps
milieu t;/,, avec une trajectoire effective des atomes, de ¢ a tp, le long des directions

.
médianes P + %

Plus précisément, on distingue quatre phases :

1. le paquet d’ondes représentant le ket initial |¥ (¢g)) est modifié instantanément par les éléments
de matrice S (plusieurs paquets d’ondes wp; peuvent étre créés et 'impulsion centrale pg; de

ceux-ci peut étre différente de 'impulsion centrale pg du paquet d’ondes incident),

2. puis chacun des paquets d’ondes obtenus suit une trajectoire médiane (suivant pg; + %) de tg

at,
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3. les atomes subissent alors une transition interne qui semble instantanée : avant 'instant £y ils
sont dans leur état initial, puis ils subissent la transition interne au temps ¢ /o (avec changement
ou non d’état), et ils restent dans ce nouvel état interne de t; /5 a t,

4. une phase laser vient finalement s’ajouter pour rendre compte d’une interaction effective au
temps 11 /9.

.« 1, “ ex —1 7_> 7
Comme exemple, considérons le troisiéme terme e i(wto— K .T35+9) Tya (Pop, t) -

e—i(wto—?-W-F(ﬁ)Tba (Bopst)  : = e—i(wtuz—?-@—i—(b) G*i%(t*to)e—%[Eb(t—t1/2)+Ea(t1/2—to>]
i (o h RNy h?
e s, (134T

En dehors du facteur de phase e~ (t—to) (commun & tous les termes), ce terme est constitué de :

Wk
Sha (p_o{; + T)

qui modifie, comme nous allons le voir, la structure de la composante inférieure du ket incident
|W (o)) (il y a ainsi création de plusieurs paquets d’ondes wp; (ps;) centrés en pg;).

1. un élément de matrice S :

2. une phase cinétique (action classique) :
—L<—’+Q>2(t—t )
e 2mh \PorT 0
qui montre que chaque paquet d’ondes wp; (pg;) évolue selon la direction pg; + %
3. une phase interne (énergie interne) :
¢~ [Bo(t=t/2)+Fa(t1/2—t0)]
équivalente a celle d’un atome qui serait dans I'état a de to a ¢1/o puis dans I'état b de ¢1/5 a ¢.

4. une phase laser prise au temps ¢ 5 :

e—’l(wtl/z —?TT;;‘*'(b)

montrant I’équivalence avec une interaction laser effective concentrée en un seul instant : le
temps milieu ¢y .

Nous allons voir maintenant deux des propriétés les plus importantes et les plus utilisées de cette
solution : le phénoméne d’oscillation de Rabi et la sélectivité en vitesse transverse induite par 'inter-
action laser.

1. Oscillations de Rabi
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L’écriture de la solution (3.98) en termes de fonctions sinusoidales de € (P’) . (t — tp) montre que
I’évolution temporelle des populations atomiques est sinusoidale. De plus, du fait que les phénomeénes de
désexcitation spontanée sont négligés (voir partie 3.2), la somme des deux populations reste constante
et égale & un, et par conséquent les courbes d’évolution de ces deux populations sont complémentaires.

On peut donc se servir de ces oscillations de populations (oscillations de Rabi) pour transférer une
partie des atomes d’un état interne dans 'autre état. En jouant sur les paramétres du probléme, et en
particulier sur la durée d’interaction laser 7, on peut ainsi réaliser des miroirs a atomes (impulsions
7 ou lames 7) pour lesquels le transfert d’un état a lautre est total (100%), ou des séparatrices
semi-réfléchissantes (impulsions 7/2 ou lames 7/2) pour lesquelles la moitié des atomes changent
d’état (50%).

Enfin, lorsque y (") # 0, ie hors de la résonance généralisée, les préfacteurs dépendant de y (p’)
dans (3.98) atténuent 'amplitude des transitions internes et diminuent ainsi l'efficacité des séparatrices.

Lorsque 'on parle d’oscillation de populations, on sous-entend que c’est entre les deux états dia-
batiques, ie les états initiaux. Dans la base adiabatique, il n’y a en effet pas d’oscillations, et les
populations des états adiabatiques restent constantes et égales & un. Bien stir, ’évolution des popula-
tions des états initiaux dépend de la base choisie, mais ne dépend pas de la représentation choisie (ie
des diverses transformations unitaires conduisant a 3.94 par exemple).

Considérons donc la solution (3.97) avec, par exemple, pour fonction d’onde initiale :

@0 = (o) )

représentant un paquet d’ondes atomique initial dans 1’état fondamental.

A ty les populations de chaque composante "7 (ondes planes) formant a (7, p)) valent par

conséquent :
Po(to) =1 et Pp(tg) =1—"Pq(to) =0

et deviennent & l'instant ¢ :

Py (D', t) = Wlﬁ)z sin® [ (7). (t — to)]

— T S [ (7)) - (t — to)]

Pour les composantes ” p’” telles que y (") = 0, on obtient ainsi des oscillations totales, ie qui
varient entre 0 et 1. Pour les autres, 'amplitude des oscillations est réduite a Wlﬁ’)? < 1. Les courbes
d’évolution des populations atomiques sont données dans ces deux cas sur la figure 3.24.

En choisissant ¢ (7). 7 = 7/4 ou ¢ (P’).7 = w/2 dans le cas ou y(p’) = 0, on obtient alors
respectivement les lames 7/2 et 7.

La dénomination "7 / 2” ou "m” a deux origines équivalentes : le mouvement du spin fictif et
I’aire de I'impulsion créneau.
En effet, on peut montrer facilement que, dans le cas libre avec une impulsion créneau
et un désaccord nul, le spin fictif associé au ket solution subit une rotation d’'un angle égal a
2¢ (P') .7 = 2Qp7. Au bout du temps 7/2€y le vecteur de Bloch (spin fictif) aura donc tourné
d’un angle 7 (tous les atomes auront ainsi changé d’état interne), alors qu’au bout du temps /40,
il n’aura tourné que d’un angle 7/2 (et la moitié¢ seulement des atomes aura changé d’état interne).
L’autre dénomination (équivalente) vient du fait que, pour une interaction 7 (ou m/2),
I'intégrale temporelle de 'enveloppe de 'impulsion laser (ie I’aire sous la courbe t —— 2QoF (1))
est précisément égale a 7 (ou 7/2).
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F1G. 3.24: Courbes d’évolution de la population atomique du niveau b, a résonance (—) et hors
résonance (— —) (ici pour y (p’) = 1)

Il convient de remarquer que, dans le cas oti le désaccord généralisé n’est pas nul, ¢c’est non seulement
Pamplitude des oscillations qui est modifiée, mais aussi la position temporelle des maxima. Ainsi,
le fait d’étre hors résonance diminue doublement ’efficacité des séparatrices lorsque 'on
ne modifie pas la durée d’interaction convenablement (ie en prenant e (p’) .7 = m/2 pour une lame 7
par exemple au lieu de Qo7 = 7/2).

Dans la réalité, la fonction d’onde initiale a (', tg) posséde une certaine largeur en impulsion. Ainsi,
s’il y a résonance pour son impulsion centrale pg, seules les composantes ayant une impulsion proche
de pg auront alors la méme évolution interne, mais le transfert d’état interne des autres composantes
sera altéré et une partie des atomes ne sera pas séparée comme prévu.

Selon les résultats du début de ce paragraphe, les lames 7 et 7/2, dans le cas général, sont donc a

lame 7 Qory/1+ ys (pc||)2:7r/2
lame 7/2 Qomy/1+y+ (pc||)2:7r/4

ol 'expression de y+ (ch) est donnée en (3.96), et ou le signe + fait référence & un ket initial dans
létat fondamental (transition @ — a ou b). Nous verrons cependant que ces relations doivent étre
corrigées dans le cas de paquets d’ondes dont la largeur en impulsion est grande.

priori définies par :

2. Sélectivité en vitesse transverse

Une autre propriété trés importante de la solution de Rabi tient au fait que les préfacteurs dans
(3.98)

1 y(P)

1+y( 1+y (7))

=l
=
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dépendent de I'impulsion 7', et plus s_1>)éciﬁquement de la composante transverse de p’, ie celle suivant
la direction du vecteur d’onde laser k :

cary(p) =y (pH) = (w —wgy — ?F/m) /2Q.
Ainsi, si 'on trace les courbes

P Suv <?} + h?/Z,t — to) = Suv (pH + hk/2,t — tg) ou p| ‘S’m, (p” + hk/2,t — t0)|2

(avec les éléments de matrice S, (pH,t — tg) exprimés plus haut, et avec u,v = a ou b), on obtient des
filtres en impulsion qui agissent sur les fonctions d’ondes initiales.

Par exemple, pour la transition a — b, on obtient la courbe :

) — ; sin
= | QyT.sinc [QOT\/W}

p| +— —iSka (pH + hk/2,T

[Qon [14+y+ (p||)2}

avec :
7] = w—wo—?.ﬁ/m—ﬁ?Q/Zm
 w—wo—kp/m—4
B 2Q0

qui donne un filtre impulsionnel en sinus cardinal, dont la forme bien connue est tracée sur la figure
3.25.

! =S, (3.) = Q7 sinc(ﬂowl+ yf)

Qr=m/2

MRAYARV VAR

-10 -5 0 5 10

v, (p+nki2)
Fic. 3.25: Filtre impulsionnel en sinus cardinal pour une impulsion 7.

Ce filtre en sinus cardinal a des caractéristiques importantes, parmi lesquelles :
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— un lobe central d’amplitude sin (Qy7), centré en

ps|/m = (w —wo — 0) [k (3.100)

et de largeur totale :

4Q0 ™ 2
A == (=) -1
PI/m= (QOT>

dont la valeur diminue lorsque 7 augmente.
Ainsi dans le cas des lames 7 et 7/2 définies précédemment, on obtient comme largeur

du lobe central :
40
lame 7 : Ap|/m270\/2\/1+y+ (pey)” — 1
40
lame 7/2 Ap|/m=—k0\/4\/1+y+ (pCI|)2_1

qui devient, lorsque la condition de résonance généralisée est satisfaite (ie y4 (pc”) =0):

lame 7 : Ap|/m = 4—20
lame 7/2 Ap||/m:4—§jo\/§

de I'ordre de 1072 m.s~! pour des valeurs expérimentales usuelles (g ~ 10° s~ et & ~ 107
-1
m”).

— des noeuds espacés de Ap” /2m et des lobes secondaires, a valeurs positives ou négatives,

dont 'amplitude décroit rapidement

— une décroissance générale avec la vitesse transverse pj/m.

Appliquons donc cette fonction filtre sur un paquet d’ondes atomique de forme Gaussienne. Par
exemple, sur la figure 3.26 sont représentées les deux courbes initiales (le filtre en sinus cardinal et le
paquet d’ondes Gaussien, en traits pointillés) et la courbe produit (solution du filtrage de la Gaussienne
par le filtre en sinc, courbe en trait plein) dans le cas d’une impulsion 7. Le parameétre d’inélasticité
est non nul pour la porteuse (yo4+ = 2), et la largeur de la Gaussienne initiale est égale & 3 (en unités
y, ie : oy = 3).

La figure 3.27 est identique a la précédente, mais pour une impulsion 7/2.

On remarque alors que :

i.

il.

le filtre n’est pas centré sur py (ie 'impulsion centrale transverse du paquet d’ondes
incident) lorsque yot := vy (Dg) # 0, et par conséquent, I’impulsion centrale de la
fonction filtrée (ie celle égale au produit du filtre en sinc par le paquet d’ondes initial)
n’est pas égale a py| (on obtient par exemple y. ~ 0,2 pour 'impulsion 7 de la figure
3.26). Nous en verrons les conséquences plus loin.

la largeur du filtre peut étre inférieure a la largeur en impulsion du paquet d’ondes initial,
il en résulte alors une sélection en vitesse transverse de ce paquet d’ondes, ie une
diminution de sa largeur en p) /m.

Cette sélectivité en vitesse transverse est trés intéressante en interférométrie (augmen-
tation du contraste des franges), mais également et surtout dans le domaine du refroi-
dissement atomique. En effet, I'utilisation de transition Raman & deux photons avec des
vecteurs d’ondes laser opposés (impulsions contra-propageantes) permet de créer des réso-
nances noires sélectives en vitesse (VSCPT [203, 204, 205]), et ainsi de refroidir les atomes
en dessous de leur énergie de recul (Ap; < hk). Une autre méthode utilise directement les
séparatrices Raman dont on a parlé précédemment (ie avec impulsions co-propageantes) :
en répétant plusieurs fois le cycle ”transition Raman - pompage optique”, elle permet de
comprimer la distribution en vitesse des atomes jusqu’a des températures sub-recul [45].
Une revue de ces mécanismes est détaillée dans [206, 207, 42].
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y0+ =2
y, =0 :
1 // . /‘/ : N
| / IS
| // \\ / -
I [ ! // ’ _[y»f*yt)-pj 1
"l w/ \>/ (Q7) SinCz(QOT\/l+y+2),g % |
I / A |
0.6 F 7
0.4 r 7
0.2 7
O i = kv\\\\7 -
_ 48
y. =0.2077... v, (p+nki2)

FiG. 3.26: Distribution en impulsion d’un paquet d’ondes atomique filtré par une séparatrice laser
(amplitude de transition a — b). Les courbes en trait discontinu représentent les distributions avant
filtrage (ie le filtre en sinus cardinal et la Gaussienne atomique) et la courbe en trait plein représente
la distribution aprés filtrage (mutiplication des deux courbes précédentes). Comme on peut le voir,
celle-ci n’est pas centrée sur 'impulsion centrale initiale (y. # yo+ ).

Il est & remarquer également que cette sélectivité en vitesse ne vient pas du terme

sin [QOT\/l +ys (?})2} /\/1 +yr (7))

mais essentiellement du préfacteur 1/4/1+ y4 (?)2, le sinus venant simplement d’une
combinaison particuliére des états adiabatiques. Cette remarque n’est plus valable pour
des temps d’interaction 7 longs (plus exactement lorsque T 2 /2, ie pour des lames

772 7.(_77).

iii. la distribution en impulsion des atomes présente une structure en arches (les lobes secon-
daires) qui diminue D’efficacité des séparatrices.

En effet, si la largeur en impulsion du paquet d’ondes initial est suffisament large pour
englober un ou plusieurs de ces lobes secondaires, le paquet d’ondes filtré contiendra ces
lobes et sera alors la somme de plusieurs paquets d’ondes impulsionnels dont les impulsions
centrales ne seront plus en accord avec les conditions de résonance précédentes. Lorsque
plusieurs séparatrices se succeédent (comme en interférométrie), ce phénomeéne diminue le
nombre d’atomes utiles en sortie, et, par conséquent également le contraste des franges
finales.
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F1G. 3.27: Distribution en impulsion d’un paquet d’ondes atomique filtré par une séparatrice laser /2
(amplitude de transition a — b). Les courbes en trait discontinu représentent les distributions avant
filtrage (ie le filtre en sinus cardinal et la Gaussienne atomique) et la courbe en trait plein représente
la distribution aprés filtrage.

Lorsque le paquet d’ondes initial est dans 1’état fondamental (état a), on obtient deux tran-
sitions : la transition avec changement d’état interne a —— b dont on vient de parler, et la
transition sans changement d’état interne a —— a °. Méme si les deux transitions présentent
des comportement similaires, elles ne sont pas liées par une simple relation de complémentarité et les
propriétés de leur filtre en impulsion sont trés différentes.

Le filtre impulsionnel de la transition a — a :

p |Saa(p+hk‘/2,7')‘2:1;)28in2 |:Q()T\/1+y+(p|)2]

L+y+ (p)

= (1= (orsine[owr s )] )

dont la courbe représentative est donnée sur la figure 3.28, présente en effet les caratéristiques sui-
vantes :

— un trou dans la distribution - complémentaire du pic de la distribution correspondant a la
transition a — b - centré en py (voir la relation 3.100), et dont I’amplitude peut atteindre
1 lorsque Qo7 = 7/2 (dans ce cas, la distibution est coupée en deux).

— des lobes secondaires (sous forme de pics asymétriques centrés sur les noeuds précédents)
dont I'amplitude croit avec la vitesse transverse p)/m

— et des zones d’amplitude 1 pour ‘p”/m‘ trés grand.

P R ce - . .. . .
°Par simplicité, nous employons le mot ”transition” pour désigner une "amplitude de transition”, méme si cette
dénomination n’est pas trés judicieuse pour les amplitudes de transition sans changement d’état interne.
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F1G. 3.28: Filtre impulsionnel de la transition a — a, pour une impulsion 7 (en trait continu) et pour
une impulsion 7/2 (en trait discontinu).

Comme précédemment, appliquons ce filtre particulier sur un paquet d’ondes atomique de forme
Gaussienne. Pour une impulsion 7/2, on obtient alors la courbe de la figure 3.29, sur laquelle sont
représentées les deux courbes initiales (le filtre en 1 — sinc® et le paquet d’ondes Gaussien, en traits
pointillés) et la courbe produit (solution du filtrage de la Gaussienne par le filtre, en trait plein). Le
parameétre d’inélasticité est non nul pour la porteuse (yo+ = 2), et la largeur de la Gaussienne initiale
est égale a 5 (en unités y, ie : 0, = 5).

La figure 3.30 est identique a la figure 3.29 mais pour une impulsion 7.

Ce filtre n’est alors pas centré sur 'impulsion transverse initiale pg||. De plus, il y a maintenant trois
zones d’impulsion (ou deux lorsque Qo7 = 7/2) bien délimitées qui conduiront a la création d’autres
paquets impulsionnels lorsque le paquet d’ondes incident aura une trés grande largeur en impulsion. Il

s’agit de la zone du trou central (de largeur ~ % QLOT — 1), et des deux zones de chaque coté du trou

(pour p < —2—20 aor — 1 et pour pj 2 +% aor — 1). La fonction filtrée sera ainsi doublement

structurée : & la fois par les pics secondaires et par ces zones d’impulsion non-nulle.

Lorsque Q7 = 7/2 on n’aura alors, dans cette fonction filtrée, que deux lobes primaires présentant
chacun des pics secondaires, ainsi qu'un troisiéme lobe primaire dans la zone du trou. Chacun de ces
lobes (primaires et secondaires) induira ’apparition de plusieurs maxima d’impulsion, différents de Ps|
ou po|, qui conduiront alors a la création de plusieurs paquets d’ondes dont les impulsions centrales
seront différentes de pg| (voir figure 3.30).

L’étude de la sélectivité en vitesse des solutions de Rabi montre bien qu’il n’est pas évident de
connaitre 1’état externe - I'impulsion centrale par exemple - des paquets d’ondes obtenus pendant et
aprés le filtrage. De plus, nous allons voir que certaines de ces impulsions particuliéres sont liées aux
vitesses de groupe des paquets d’ondes. La structuration en plusieurs paquets d’ondes impulsionnels
étant d’autant plus marquée que la largeur en impulsion du paquet d’ondes initial est grande, nous
allons par la suite commencer par prendre un paquet d’ondes initial fin, avant de considérer des largeurs
impulsionnelles quelconques.
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Yo+

=2

1 —

sinz[QOT\/1+ yf} {"

2

I+y,

.e

0.2 r

yc—

5 10

D, (i)

Fi1ag. 3.29: Distribution en impulsion d’un paquet d’ondes atomique filtré par une séparatrice laser
/2 (amplitude de transition a — a). Les courbes en trait discontinu représentent les distributions
avant filtrage (ie le filtre laser et la Gaussienne atomique) et la courbe en trait plein représente la
distribution aprés filtrage (multiplication des deux courbes précédentes). Comme on peut le voir, il
y a formation de deux paquets d’ondes principaux centrés en y.4 et y.— (ils ne sont pas centrés sur
Iimpulsion centrale initiale : y.4 # Yo+ €t Ye— = Yot )-

Remarquons, pour finir, que le filtrage dii aux transitions b — a et b —— b se traite avec les
mémes formules et propriétés que précédemment ©.

3.6.3 Séparation d’un paquet d’ondes atomique fin

Considérons un ket initial dans 1’état fondamental

W) = (i ) Galo) a0 )

pour lequel la solution 3.99 s’écrit (schéma d’évolution avec t; = tg, voir paragraphe 3.5.1 et plus

haut) :

W (t) =

( e*i(&)lﬁg*?.ﬁ#ﬂﬁ) Tba(

°T1 faut effectuer néanmoins le changement de parameétre OB : y4 — y— (voir la relation 3.96).
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Fi1G. 3.30: Distribution en impulsion d’un paquet d’ondes atomique filtré par une séparatrice laser
(amplitude de transition a — a). Les courbes en trait discontinu représentent les distributions avant
filtrage (ie le filtre laser et la Gaussienne atomique) et la courbe en trait plein représente la distribution
apreés filtrage.

avec :
e e [ nE
Tu(gy o = RS ey
—i| Bt T g uQ}(lﬁ—to) Wk
Taa(?’t) —e |:}‘ h 2 2 2 2 ' 7+ 2

ou aussi (schéma d’évolution avec t; = t; /2, VOIr paragraphe 3.5.3) :

1 (0) =t () (g Lol o) )

avec :

Wk
S e—i(wt1+¢)ez‘?_m Sh (er_)
2

; L

+ i (w—wo—08)(t—to) ,—i—E2B (t—tg) — Wk
Sl,aa = ez e Tam ) Sha Dop + ——

2

Comme ce sont les mémes matrices S qui interviennent dans les deux formulations, nous pouvons
choisir I'une ou l'autre sans distinction. En fait, nous voulons étudier ici le terme principal de la

transition a —— b, ie finalement 'effet de la matrice Sy, (p_>op + %) sur un paquet d’ondes ato-

mique incident. Celui-ci sera donc égal a (P’ |a(to)) := a (7, to) pour la premieére formulation et a
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(P U1 (t /25 to) |a (to)) pour la seconde. Néanmoins, pour simplifier les notations, on écrira générique-
ment a (', tg) pour le paquet d’ondes incident dans les deux cas.

De plus, I’élément de matrice Sy, (ﬁfp + %) ne dépend de po, qu’a travers le produit scalaire

]70;.?, ie que Sp, (ﬁfp + %) ne fait intervenir que la composante transverse de 'impulsion : pj.

Finalement, le terme & étudier s’écrit :

Sha () +15°) a (p), o) = m sin [QOT\/ 14y, (Pn)ﬂ a (). to)

ol a (p” , tg) est la partie transverse du paquet d’ondes atomique (en représentation impulsion) associé
au ket |a (to)).

Pour connaitre Deffet de Sy, (p” + %) sur un paquet d’ondes quelconque, nous allons appliquer la
méthode de la fonction génératrice, qui a déja été utilisée & plusieurs reprises dans ce mémoire et qui
est rappelée au paragraphe 2.3.2 : en connaissant 'effet de Sp, sur une Gaussienne (ie sur la fonction
génératrice de la base des Hermites-Gauss), on connait son effet sur chaque mode Hermito-Gaussien,
et par conséquent sur toute fonction.

On consideére donc le paquet d’ondes Gaussien suivant (on revient a une notation vectorielle plus
générale pour P  méme si c’est seulement la composante p| qui intervient dans les calculs) :

a(7P,to) = a(P,to;r0,Po, )

_ Ntz m-m)x0Y (F-m) i (7 -P0)

avec XOYO_1 une matrice 3 X 3 complexe (voir paragraphe 2.3.3 pour la notation des paquets d’ondes
atomiques; ici d’ailleurs on a simplifié cette expression en n’écrivant pas le facteur d’amplitude

1/4/det (mYy) et en ajoutant une phase exp [ipg.7o /h]).

Comme nous recherchons les paquets d’ondes qui évoluent dans une séparatrice, il faut revenir aux
états propres de 'interaction, ie les états adiabatiques, pour lesquels nous connaissons les vitesses de
groupe. Ces deux état adiabatiques correspondent aux deux exponentielles complexes du sinus :

sin [Qoﬂ/ 1+ ys (7)2] = 2l (eﬂ'ﬂw Iy (P)® _ it 1+y+(?’)2)
7

Décomposons donc ce sinus et étudions chacun des deux termes obtenus :

0 (Fo8) = + 1 Ei0TV Tyt (P) o5 (P —18) XoYy (P~ P8) — £ (7'~ 18). 78

2/1+yy (7)

Pour un paquet d’ondes dont la largeur en impulsion est suffisamment fine on peut alors développer
ces termes autour dﬁ) la valeur pg. A l'aide de la formule A.12 de 'appendice A, on obtient ainsi au
deuxieéme ordre en k. (P — pg) /2mSy :

v i e w1 (Fw-m),
Y (P)° = Yo ,71+y%+ ol )3/2 P

2 (1493,

et :

— — 2
e F.(P-7) , 3 (Mﬁm)) .

1 1
= 1+ 5 5
V1t (7)) 1+ Lo, 2mih (1+55:) 2mélo
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avec :

=

Yo+ =Y+ (Po)

ay (P, t) s’éc_r)it donc a cet ordre comme le produit de trois termes : un préfacteur réel au plus
quadratique en %gi)m), qui va essentiellement modifier la forme du paquet d’ondes a (7', o) ;
un facteur de phase qui va ajouter un terme dispersif et modifier la vitesse de groupe de
l’enveloppe de a (7', tg), et le paquet d’ondes initial a (7, tp).

On peut tout d’abord séparer I'effet des deux termes développés ci-avant en écrivant le préfacteur
comme une combinaison linéaire de polynomes d’Hermite H,, (afin de l'exprimer dans la base de

fonctions utilisée tout au long de ce mémoire) :

1 _ 1 T R PR T E (P — )
—\2 1 2 2 (1 +y2 )2 2 (1 +y3 ) 2mQ0
1+y. (D) + Yot 0+ +

y&*% k. (P — o)
27’[2 + ...
4(1+y3+) 2mSo

et en étudiant simplement les paquets d’ondes restants :

=
3 — = N —
57 (D —P3) [XOYO F 372 67/90} (P —p3) —i(p-753). |7 * _ Yo+ hEk
2(1 2 h 2 2m
at (7,t) :=e (448 e Vit
ol on a posé :
2
T _WEE _ b & ka:];y bk
0= "5 =g | keky Ky kyl;z
kpk, kyk, k2

qui est la matrice complémentaire du terme de recul § = Wk k /2m = hk?/2m, appelée aussi
" matrice de recul”.

Bilan : ces deux paquets d’ondes oy (P’,t) ont donc Pg comme impulsion centrale, Tg +

. =
7?”2 % (t —to) comme positions centrales, et XoYy * + ﬁ d (t —to) /Qo comme matrices
Vo 2(1+45,)

des largeurs en impulsion.

On retrouve ainsi le résultat du paragraphe précédent, a savoir que deux paquets d’ondes
prennent naissance dans la séparatrice avec comme vitesses de groupe :

L’expression de a (P’,t) montre également que ces paquets d’ondes subissent une dispersion
supplémentaire, et qu'ils s’étallent différemment avec le temps : ainsi ay (7P',t) s'étalle plus
rapidement que la normale (ie que I’étalement naturel) et a— (p’,¢) moins rapidement.

Wk
0
+Tg0 avec :  Tgo := U7 (Do) _ Yo+ TR

Cet effet apparait plus clairement dans la représentation initiale.
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En effet, dans celle-ci, la composante supérieure de (P |V (¢)) s’écrit :

(7| e (Cto= K Ti40) Ty (5on 1) |a (t0)) 4

[N R -
.| E, P —hk kK. (Pp—-hE —
)671{7’4,—&(” S B )+%+w2‘”0}(t7t0)

2m

— :te—i(wt()-f—(b

eEi0mV/ 14y (7)°

2144 (7)?

ie :
—i(wto+Pp+wLT) - h?
+° ~ exp —% (F— (po +h?)). 7o+ |pg/m+ |1+ o+ - o | 7
24/14+y4 (P) 1+ vy
: 30
xexp | — zh<7—(p’o>+h?>) XoYy '+ 1:F¢3/2 T (W— ]TO’JrFL?)) + ..
2m 2 (1 + y§+)

ol on a introduit la phase wy * T avec :

B, 1p2 KPS0 w—wo \/72
=t o Ty tat T Tyt

Pour la transition a —— b, les caractéristiques des paquets d’ondes solutions sont alors :

impulsion centrale : pg + Wk

—
h k

vitesses de groupe : po/m+ |1+ 0+ 5
L+yg, ) =™

5 /9
largeurs en impulsion XoY(f1 +|1F %
2(1+42,)

Les matrices des largeurs en impulsion sont ainsi constituées de trois termes :

=
_ J /S
XOY() ! + + 03/2T

2(1+y3,)

ie :
largeurs initiales 4 étalement naturel + dispersion supplémentaire

Suivant la direction de % on obtient donc deux étalements différents : 1+ —2/ Q°)3 75 (plus impor-

2(1493,
%(plus faible au contraire). Dans certaines conditions,
2(1+yo4

on peut ainsi méme supprimer I’étalement d’un des deux paquets d’ondes, par exemple lorsque :

tant que I’étalement naturel), et 1 —

5/

)3/2

ST R
2 (142,

ie lorsque Qp = §/2 pour yot = 0.
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Il est a remarquer que, quel que soit la valeur de yg4, il y a structuration en deux paquets
d’ondes distincts. -
En effet, lorsque yo+ = 0, les deux paquets d’ondes ont la méme vitesse de groupe pg/m + %

(effet Borrmann atomique), mais pas la méme largeur en impulsion :

=

5
XYt 1F —
0¥y =+ ZFQQQ T

Inversement, lorsque |yo+| > 1, ces deux paquets d’ondes ont méme largeur en impulsion (= XOYO_1 +
T), mais ont des vitesses de groupe trés différentes :

po/m ou (p’&—i—h?) /m

Dans ce cas cependant, la séparatrice ne joue plus son réle car les taux de transition (oscillations de
Rabi) tendent vers zéro (voir paragraphe précédent).

Le préfacteur 1/4/1+y4 (P ) intervient également dans la modification des caractéristiques du
paquet d’ondes atomique incident. On peut I’écrire, comme plus haut, sous la forme d’une somme de
polynoémes d’Hermite, mais son effet sur les vitesses de groupe et sur les largeurs en impulsion n’est pas
explicite. Il est alors intéressant d’écrire le début du développement de 1/4/1 + 44 (7°)?
d’une fonction Gaussienne. On obtient ainsi :

sous forme

1
1+y. ()
—
1 Yo k. ? — m 1 y2 1 =
- P 1++2 (ZmQ )+2mh(ﬁ_m> 0+7225/93 (P —13) + ...
qui conduit & :
+iQ 1492 —i_>—_>._’:|:y—0‘L_7 +y0 T —rg)
a4+ (W,t) = iMe ﬁ'(p pO) o \/mbr 1+y+ 2mQg

20/1+ 93,

— 5 (P—P0) | XoYy 'F 67-/9 JrZLl?/QZ (P —P3)+
2mh 0 3/2 0 (1 0 P —Di

2(1+y(2)+) +y0+)

On peut alors calculer les position et impulsion centrales de ces paquets d’ondes (attention, nous
ne sommes pas dans la représentation initiale) :

-1
2 -1 =
= 70— (Im (Xo¥Vyl) + —De—— 5 /Q%) %n?/ao

2(1+y§+)2 0+

e

0 hk _ 1 =
@ = T—O>:l:y7+2—7'+<Re(X0}/0 1):F 5 \2 57—/90)(]70)]70))
NEE 2 (1+y5,)
pour réécrire ay (', t) avec ses paramétres centraux :
1D
as (Fl) = t—ee et TR
20/1+ 93,
— (p—-p2) | XoYy ! 6Q+ 592—>—g+
. 2mh(p )|: 0¥p $2 y8+ 7/ Z +y3+) / (P—p2)



170

ou :

N

CHAPITRE 3. THEORIE ET MODELISATION DES SEPARATRICES LASER

2 - 2 -1
(et
4(1+y3,)" 2m 2(1+y5,)

-1
_ 1 = _ v, -1 = —

ARe (XY ) F—o— 57/ | . [ Im (XY ) + —202 — 5 /02 E /02
(retx0 ) g o) (00 i )

2 - 2 -1

Yo+ hk -1 Yor —1 % 2) —

Im (XoY; +7(5/Q kT/QO

2<1+y3+>3/22m< B gy

De ces expressions compliquées nous pouvons tirer des conclusions importantes et trés utiles pour
I’étude de 'effet des séparatrices sur des paquets d’ondes atomiques a grande largeur en impulsion :

(a)

(b)
()

le préfacteur 1/4/1+y4 (?)2 modifie les paramétres des paquets d’ondes solu-
tions (positions et impulsion centrales, largeurs en position et en impulsion, vitesses de
groupe)

les nouveaux parameétres dépendent de la matrice X()Y(fl, ie de la matrice des largeurs
dans lespace des phases du paquet d’ondes initial a (7, to)

I’impulsion centrale pg est modifiée en p; dont la valeur - selon la direction & - est
comprise entre py| et py), avec :

p()” : Zm?/lﬂ
w—wp—20

Ds| = k

k=[]

En effet, du fait que le paquet d’ondes initial considéré est supposé trés fin en impulsion

=
(d’ou la condition T (P — o) /2mQo < 1), le terme & /92 est négligeable par rapport
au terme Im (XOYO_l) et on obtient :

Pe~ g — Im (Xo¥y ) ' 25T /0
Pe = Do m(00)1+y§+ /S
ou plutot :
-1 2 Yoy N

1+y§+k_§20

ey = pojj — K -Im (XoYgh)

Or % .Tm (XOYO*l)f1 & est négatif (distribution en impulsion bornée), et le paramétre
d’inélasticité yo4 peut s’écrire comme :

w —wo — kpoj/m — 94

Yo+ = 200
k (psj = Poj)
277’LQO

par conséquent, p.| — pg| est du signe de py| —po|, et ainsi p.| est comprise entre pg| et py.

Pour un paquet d’ondes infiniment fin (onde quasi-plane), on retrouve les impulsion
-
et position centrales précédentes : Pe = Pg et For = 7g £ —2—L1E - Dans ce cas, il y a

encore deux vitesses de groupe différentes :

yoir hK

1+ vE, 2m

+
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qui s’annulent pour yg; = 0 (effet Borrmann atomique), mais dont il faut tenir compte
lorsque yo+ # 0. Cette remarque importante montre qu'une approximation semi-classique
consistant a négliger ’aspect opératoriel de p,; lors de la résolution de 1’équa-
tion (3.94) n’est pas valable pour yo+ # 0 (il ne suffit donc pas de supposer que la
largeur en impulsion du paquet d’ondes atomique incident est trés fine pour utiliser cette
approximation semi-classique).

(e) La remarque précédente nous indique qu’écrire le préfacteur 1/4/1 4 y4 (F)2 comme une
combinaison linéaire d’Hermite-Gauss est non-seulement plus simple mais permet aussi de
séparer clairement les effets de la séparatrice sur ’amplitude atomique (sélection en vitesse)
des effets sur la phase et les vitesses de groupe.

Nous allons voir maintenant comment traiter le cas des paquets d’ondes & grande largeur en
impulsion.

3.6.4 Paquet d’ondes atomique quelconque

On a vu, lors de I'étude de la sélectivité en vitesse transverse que la distribution en impulsion du
paquet d’ondes solution était structurée en plusieurs paquets d’ondes impulsionnels wp; (7o;, Po;) (un
lobe central et des lobes (ou pics) secondaires). Par exemple, dans le cas d’une transition a — b, et
pour un paquet d’ondes incident Gaussien

a(ﬁatO) = a(ﬁato;rﬂapﬂvXOYbil)

1 4 - =
D) p [ 5 (7 = Po

de largeur en impulsion quelconque, on obtient la distribution en impulsion de la figure 3.31, o 'on

a tracé la courbe :
1 . / 2
P —2 S |:Q07- 1+ Y+ (p||) :| u (y+’ t())

1+y+ (p))

- {
) Xo¥s (P —78) — £ 776

pour une impulsion 7, avec u (y4, o) le terme d’amplitude de a (pH,to) :

_1 (?foryi )2
u(y-l—?t()) =e ? 7Y
exprimé en fonction de la largeur en impulsion (en unités ”y”) :

O, = -9
v \/29(2)(Im(X0Y01))““

et du parameétre d’inélasticité évalué en I'impulsion centrale du paquet d’ondes incident :

w — wo — kpg/m —§
Yo+ = Y+ (POH) = 200

Notation : Par simplicité, nous ne ferons plus apparaitre les signes + ou — dans I’expression
du parameétre d’inélasticité y..

Ceux-ci sont en effet censés rappeler que ce paramétre d’inélasticité posséde une expression dif-
férente selon que 'on considére un paquet d’ondes initial dans I’état fondamental a (conduisant aux
transitions @ — a et @ — b) ou dans l'état excité b (conduisant aux transitions b — a et b — b).
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Par la suite, nous considérerons uniquement des transitions du type a — a et a — b (les calculs
pour les deux autres types de transition étant identiques a celles-ci, au changement y; — y_ pres),
et I'indice + dans yp+ ne sera donc pas nécessaire :

w —wo — kpo|/m —§
20

Yo+ — Yo ‘=

Cela évitera toute confusion entre les parameétres yo+ et Y.+, qui n'ont pas du tout le méme sens,
comme on va le voir ci-aprés (les signes 4+ dans y.+ font en effet référence aux deux paquets d’ondes
principaux prenant naissance dans la séparatrice).

Yo =2
y.=0| =5
1
1 [ // . /‘/ i \‘\
r // \‘ // :
7 Cp S ) _(n—m} ]
il 1 @) sine (@efienT)e e
I / A |
0.6 | 7
0.4 ]
0.2 |
of . ]
I |
]
! 1
-6 -4 -2 | | A . ] _.8
y, =02077... v, (p+7k/2)

Fic. 3.31: Distribution en impulsion d’'un paquet d’ondes atomique filtré par une séparatrice laser m
(amplitude de transition a — b). Les courbes en trait discontinu représentent les distributions avant
filtrage (ie le filtre en sinus cardinal et la Gaussienne atomique) et la courbe en trait plein représente
la distribution apreés filtrage (mutiplication des deux courbes précédentes). On voit clairement la
structuration du paquet d’ondes initial en un paquet d’ondes central, auquel s’ajoutent des paquets
d’ondes secondaires, correspondant aux lobes secondaires de la fonction sinus cardinal.

De cette figure (et des autres données au paragraphe 3.6.2), on peut alors extraire les conclusions
suivantes : lorsque g # 0, il y a structuration du paquet d’ondes incident en plusieurs paquets d’ondes
(un ou deux paquets principaux, et des paquets secondaires correspondant aux lobes secondaires de la
fonction sinus cardinal) dont les impulsions centrales sont différentes de 'impulsion initiale (y. # yo
pour la transition a — b et y.+ # yo pour la transition a — a).

Par conséquent, si yg # 0, la composante impulsionnelle qui sera la plus intense en sortie de la
séparatrice n’est pas la composante |pg) (ie la porteuse initiale), mais la (ou les) composante(s) | e )
( |pez) ). Autrement dit, c’est la partie du paquet d’ondes incident qui est centrée en p; qui sera
"séparée” le plus efficacement lorsque yg # 0. Dans ce cas, il apparait plus pertinent de considérer le
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parameétre d’inélasticité pour la composante centrale utile :

ye =y (B) =y (1))

plutot que celui correspondant & 'impulsion centrale initiale yo = vy (pg).

La définition des lames 7 et m/2 dans ce cas est légérement différente de celle vue au paragraphe
3.6.2.
En effet, lorsque yg # 0 :

w —wo — kpg|/m — 38§ #0

et que 'on ne peut pas agir sur w ou py|, il est important de savoir comment optimiser I'efficacité des
lames 7 et m/2 en jouant sur le parameétre 7, ie la durée d’interaction laser. Par ailleurs, on a déja vu
au paragraphe 3.6.2 comment les relations de définition de ces lames pouvaient tenir compte du fait

que yo # 0. On obtenait alors :
lame 7 : Qor\/1+y¢ =7/2

lame 7/2 Qo /1493 =7/4

Cependant, ces relations supposaient implicitement que le paquet d’ondes incident avait une trés
faible largeur en impulsion (voir le paragraphe précédent) ou que sa structure n’était presque pas
modifiée par la séparatrice. Nous venons de voir que ce n’est pas le cas, et que, dans le cas général,
il vallait mieux considérer la partie centrée en p; du paquet d’ondes incident, ie la partie de sa
distribution en impulsion qui est utile.

Cette impulsion centrale pZ peut alors étre obtenue de plusieurs fagons (numériquement ou en
I'approchant par 'impulsion correspondant au maximum de la distribution filtrée, voir ’appendice
F), et elle dépend principalement du parameétre d’inélasticité initial yo et de la largeur en impulsion
du paquet d’ondes initial (ie de o, en "unités y”). En premiére approximation, elle dépend donc
explicitement de g, la fréquence de Rabi effective, mais pas de 7, la durée d’interaction laser.

A Qg fixé (ie a intensité laser fixée) et lorsque yp # 0, on peut donc déterminer la durée d’interaction
laser conduisant & une séparation atomique optimale. Cette durée 7. est alors définie par les relations
suivantes :

lame m Qote/1+y2 =7/2
lame /2 Qore/1+y2 =7/4

Par exemple, pour la figure 3.31, on obtient une durée d’interaction optimale plus courte que
celles obtenue par la relation simplifiee Q¢ = 7/2, mais plus longue que celle obtenue par la relation

Q(ﬂ'm =m/2:

™
<

™
200+/1 + 12 2

L’élément principal & déterminer en premier est donc cette (ou ces) impulsion(s) centrale(s) Do

(Pez). Comme on I'a déja dit, cette recherche est détaillée dans ’appendice F.

Dans cet appendice, on cherche en fait a connaitre ’ensemble des caractéristiques principales de
chacun des paquet d’ondes wp; (To;, Po;) créés par la séparatrice (parameétres centraux, vitesses de
groupe, structure en impulsion...). La motivation d’un tel travail est de pouvoir obtenir une modé-
lisation simple de 'effet d’une séparatrice sur un paquet d’ondes initialement Gaussien (ie sur la
fonction génératrice des modes Hermito-Gaussiens).

En limitant le plus possible les approximations, on montre comment obtenir une modélisation qui
rend compte de presque tous les effets principaux d’'une séparatrice traitée en champ fort, a
Savoir :
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— la structuration en deux paquets d’ondes principaux, pour chaque amplitude de
transition v — v, avec (u,v) € (a,b),

le changement global d’amplitude (oscillations de Rabi),

la sélectivité (complexe) en vitesse transverse,
— le changement de phase et d’impulsion centrale,
— l'apparition de deux vitesses de groupe distinctes pendant la durée d’interaction,

— le décalage spatial qui en résulte en fin d’interaction, pour tous les paquets d’ondes créés,

et la dispersion anormale, ie le fait que I’étalement de certains paquets d’ondes soit moins
rapide que I’étalement naturel, et qu’il soit plus rapide pour d’autres.

Avant de continuer et d’exposer les résultats demontrés dans 'appendice F, il convient de souligner
qu’il n’est pas nécessaire de construire une telle modélisation pour connaitre ’effet d’une séparatrice
sur un paquet d’ondes atomique incident.

En effet, on sait aujourd’hui comment résoudre analytiquement ce probléme dans de nombreux cas
particuliers, entre autres dans le cas libre (ie sans champ inertiel ni gravitationnel), ou lorsque 1’on
tient compte d’un champ d’accélération uniforme et constant (voir [53] et [54]), ou encore lorsque le
champ laser a une amplitude modulée dans le temps (pour les familles de fonction a solution exacte
du paragraphe 3.4.2). Dans ces cas, on posséde au minimum une solution analytique en représentation
impulsion |7P’), dont on peut calculer numériquement la transformation de Fourier (pour passer en
représentation position |7) ).

Il est ainsi possible de connaitre parfaitement les caractéristiques des ondes matérielles sortant
d’une séparatrice laser temporelle, et en particulier leur phase (ce qui n’est pas le cas avec une sé-
paratrice spatiale, avec séparation par champ laser ou microstructure matérielle). En ce sens, les
séparatrices laser temporelles ne constituent pas un handicap & la détermination du déphasage en
sortie d’'un interféromeétre atomique, car il est toujours possible, in fine, de calculer numériquement
leur effet exact sur des ondes atomiques.

Il est cependant important de remarquer qu’il n’est pas suffisant de pouvoir résoudre numéri-
quement l’effet d’une séparatrice sur un paquet d’ondes atomique. En effet, le probléme majeur d’un
appareil de mesure est précisément de savoir... ce qu’il mesure. Le ”probléme inverse”, qui consiste
a pouvoir relier un effet mesurable & une cause précise apparait alors aussi important que le fait de
savoir résoudre numériquement l'action d’une séparatrice sur un paquet d’ondes atomique. Lorsque
lon désire discriminer et évaluer plusieurs contributions & un méme signal (par exemple,
dans le déphasage de sortie d’un interféromeétre atomique), une solution analytique est finalement
nécessaire. La modélisation des séparatrices (et celle des autres zones d’un interféromeétre atomique,
voir partie 3.5.2) entreprise ici s’inscrit dans cette démarche ou 'on cherche & pousser le modéle le
plus loin possible, afin d’extraire une expression analytique qui rende compte du maximum
d’informations possible, tout en restant manipulable.

Ainsi, aprés avoir modélisé les ”zones sombres” d’un interféromeétre atomique au chapitre 2 (évo-
lution d’ondes atomiques en présence uniquement de champs inertiels et gravitationnels — théoréme
ABCD), nous voulons modéliser maintenant les zones constituées par les séparatrices et obtenir une
expression analytique relativement simple de ’action réelle de celles-ci.

Bien str, selon le degré de finesse de la modélisation, on obtiendra des expressions plus ou moins
complexes. Dans ce mémoire, nous cherchons essentiellement & obtenir une modélisation qui rende
compte des effets principaux d’une séparatrice temporelle (sur un paquet d’ondes atomique inci-
dent, voir plus haut la liste des effets pris en compte) et qui soit compatible avec la modélisation
des zones sombres obtenue au chapitre 2.

L’approximation principale sur laquelle repose cette modélisation ttt champ fort (sans champ
inertiel ni gravitationnel pour l'instant) est alors une approximation ” Gaussienne”. Elle consiste
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a généraliser les résultats du paragraphe 3.6.3 et & décrire les paquets d’ondes principaux qui
prennent naissance dans la séparatrice sous forme Gaussienne 7.

Le choix d’approcher ces paquets d’ondes par des fonctions d’ondes Gaussiennes résulte du fait
que l'on considére des paquets d’ondes atomiques initialement Gaussiens. En effet, et comme on
I’a détaillé dans la partie 2.3.2, une fonction Gaussienne est la fonction génératrice d’une base de
fonctions : les modes Hermito-Gaussiens. Il suffit donc de considérer un paquet d’ondes incident
Gaussien, pour finalement connaitre I’effet d’une séparatrice sur tout mode Hermito-Gaussien, et donc
- par combinaisons linéaires - sur toute fonction d’onde. Il est ainsi trés avantageux de conserver - lors
de I'interaction laser - la forme Gaussienne incidente, d’autant plus que les résultats concernant
I’évolution de paquets d’ondes en dehors des séparatrices (théoréeme ABCD) s’expriment simplement
dans ce cas Gaussien.

L’autre avantage majeur de cette modélisation ”Gaussienne” est qu’elle permet de traiter de la
méme fagon tous les éléments de matrice S, ie que I'on obtient une modélisation commune pour
les quatre amplitudes de transition u — v, avec (u,v) € (a,b), alors que la structuration en
impulsion correspondant a ces diverses transitions n’est pas du tout semblable (voir les figures 3.27,
3.29, 3.30 et 3.31 par exemple). Cet aspect pratique se révelera trés important lors de la modélisation
globale des interférométes atomiques.

Avant de donner le résultat explicite de cette modélisation ttt champ fort (cas libre), rappelons donc
en quelques mots la démarche suivie dans ’appendice F. Elle y est détaillée dans le cas particulier
d’une impulsion laser temporelle de forme créneau, mais la démarche générale est transposable
a d’autres types d’impulsions (par exemple, pour celles dont on connait une solution analytique :
fonction sécante hyperbolique, etc).

Cette modélisation est en fait construite en deux étapes. Premiérement, comme on I’a déja souligné,
on détermine les impulsions centrales p; et p.x des paquets d’ondes principaux issus du filtrage de
la distribution en impulsion initiale. On peut les calculer numériquement ou les approcher par les
impulsions qui correspondent aux maxima des distributions filtrées. On trouve ainsi une seule impulsion
centrale p. dans le cas des transitions avec changement d’état interne (du type a — b ou b — a,
voir les figures 3.31 et 3.27), et deux impulsions distinctes, Py et p.— dans le cas des transitions sans
changement d’état interne (du type a — a ou b — b, voir les figures 3.30 et 3.29).

Une fois ces impulsions centrales connues, on obtient directement les deux vitesses de groupe
associées a chacun des paquets d’ondes formés :

—)
hk Ye
Uget = T———=—= pour ceux créés par les transitions a — b (ou b+— a
gc om \/@ ( )
—
_— h k yc:I: 7 2 oy
Vget = :|:2—— pour ceux créés par les transitions a — a (ou b — b)
VAR T

(avec yo = y (Pe) et yer = y (Pet)), ce qui nous donne également accés aux positions centrales de ces
paquets d’ondes :

Tex = T0 + UgetoT
ou 7 est la durée d’interaction laser (lorsque y. = 0, une seule trajectoire est suivie par les atomes, et
on retrouve les résultats de la partie 3.5.1 concernant 'effet Borrmann atomique).

Ensuite, on modélise 'amplitude et les largeurs (en position et impulsion) des paquets d’ondes
formés. Pour cela, comme on ’a déja dit, on utilise des fonctions Gaussiennes dont on optimise les
parameétres (paramétres matriciels a coefficients complexes). En fait, on généralise les développements

"Cette modélisation souffrira donc de plusieurs compromis, dont celui de ne pas rendre rigoureusement compte des
lobes secondaires (une modélisation de la structuration en impulsion, ou les lobes secondaires sont inclus, est toutefois
possible en approchant les paquets d’ondes créés par des sommes d’Hermite-Gauss).
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quadratiques établis au paragraphe 3.6.3, en faisant attention de préserver les impulsions centrales Do
et Pt obtenues précédemment. On vérifie alors que ces développements conduisent a des distributions

en impulsion proches des distributions exactes.

Finalement, on obtient que l'action des éléments de matrice Sy, (pH =+ h—zk) et Saq (p|| + %) sur le

paquet d’ondes initial :

a(P,to) = a(P,to;7s, D5, XoY; ')
1 i - = -1 /(= = Z'—> =
= —————=6xp |—5 5 (P — D) XoY, (P —P5) — =P .70
e O | TR (T W) - g
peut étre modélisée sous la forme suivante :
Sea (p) + ) .a (P, t0)
5
_ Mba+-€i0ba+'a P, to; To + Vge+-T, po + g (—c> - —0>> 7XOYE] —coefi x QoT — ibct
I
+ My .€0a— a | P, t0; 75 + Uge—-T, P + 5 (Pé — po) ,XOYO_]‘ + coef_ * Qo1 — ib._

et :
Saa (pH + h_gk) a(?,to)
i
= Myqr €%t .a | 7 to; 70 + Uget T, PO + 3 (Pet — D0) 7X0Y(fl —coefi * Qo1 — ibey
K
+ Mg .€%%= a | P to: 7o + Uge—.T, P06 + 5 (P — P0) ,XOYO_]‘ + coef_ * QoT — ib._
avec :
1 1
Mpo+ @ =t;——
2V1+y2
=
e —1Dg). 0 .Tg 1 = =
Opar = = FQ7V/1+y2 — Sz pfgg - - 2ms? (P~ P [5 KoY 5] (B~ )
et :
1
Muat =7 14—t
\/1+ygﬁ:
(H H) 3} — 1
i — . .7 = 1=
O = = Q7 /1 432 — f;_fd ¢ _ 5= (et = 7). [6 XoYy L. 6] (P2 — 79)

et ou les paramétres matriciels coefi et b.+ sont donnés dans 'appendice F et seront rappelés plus

loin.
Enfin, dans le cas des amplitudes de transition Sy, (pH — h—f) et Spp (p” — %), on trouve des résultats

identiques au changement prés suivant :
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— il faut remplacer y par —y_ :

_w-wo—kpy/m[d] _, _ wowo—kpy/m[49]
0 0

Y=+ 20 - 20

— d’oul la modification d’amplitude :

1 1
Maa:l::§ 1%7i . Mbbi:§ 1%7i

1+ y2e 1+ 2

Autrement dit, selon cette modélisation, ’action des éléments S, sur le paquet d’ondes incident
a (P ,to) se résume a la création de deux paquets d’ondes principaux (notés wpi 2 (7et, Pet)), pour
chaque élément S, qui possédent la méme forme que a (P, tg), mais o les parameétres de ce dernier
subissent une modification :

— d’amplitude :

Muvj:

de phase globale :
exp [i O]
— de position centrale :
76 — 70 + Uget.T

— d’impulsion centrale :

| >y

]TO—)p—O)"i_ DPect — Do

— et de largeur dans l’espace des phases :

XoYy !t — XoYy ! F coefy * Qor — ibes

Il nous reste maintenant a exprimer ces paquets d’ondes dans la représentation initiale, en utilisant
les résultats de la fin du paragraphe 3.5.3 sur le schéma ttt. On obtiendra ainsi la modélisation ttt
champ fort dans le cas libre (sans champ inertiel ni gravitationnel), qui est I’équivalent en champ
fort du théoréme ttt démontré en champs faibles (et pour un paquet d’ondes initial & faible largeur en
impulsion) par Bordé dans [79].

— Modélisation ttt champ fort - cas libre

Le schéma ttt, comme nous l'avons déja exposé au paragraphe 3.5.3, consiste & décrire les effets
d’une séparatrice sous la forme d’une interaction effective instantanée (au temps ¢;). Dans la
représentation initiale, nous avons montré en effet que le ket solution pouvait s’écrire :

(Weor (£)) = Ut (t,t1) S, (Fops Pops £ t0, t1) Ut (t1,t0) |¥ (o))

a l'aide d’une matrice de diffusion S; (au temps t; pris égal au temps milieu t; /2) :

S _ ( Siw Sim )

1,ab SLaa
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dont les éléments s’exprimaient sous la forme :

—

3 G G —

avec u,v = a, b.

L’étude présente du cas libre nous a alors permis de modéliser ’action des éléments S, (p_>0p T 5

sur le paquet d’ondes atomique incident, et nous a conduit aux paquets d’ondes principaux wpi 2 (7ex, Dot )-

. . , ; L= 5> L m—
Enfin, on peut montrer facilement que 'action de I'opérateur e!®w enTor-Puv = nPor-Tuv gur ces
paquets d’ondes wp; (7et, Per) revient a translater leurs centres (en position et en impulsion)
Tex €t Pet, et & leur ajouter une phase globale @, :

1 z _ i m— i A (P 5
e AT Pl ¢ ZRPoR Ty (e, Pet) — € wp (T + T Do+ Puy) € T 7Pt

Il est & souligner que ce que I'on entend par paquet d’ondes incident est en fait le paquet
d’ondes atomique initial mais pris & ’instant ¢; (et non a Uinstant ¢(). Il s’écrit par conséquent :
1 i i —1li—  =—\_
- (P-p1)X1Y] (P—pr)

wp (P t1) =wp (P, t1;m1,01, X1, Y1) = ————=€ 2mh
(7, t1) = wp )= T

T

s

avec des parameétres - au temps t; - que ’on peut relier & ceux au temps £y par la loi ABCD :

=70+ (t1—t) ps et pr=po
X1=Xo+(t1 —to) Yo et Yi=Y

On obtient finalement la "modélisation ¢ttt champ fort - cas libre” :

Soit un paquet d’ondes atomique initialement Gaussien au temps ty, et soit une séparatrice laser
temporelle constituée d’une impulsion de forme créneau (de tg a t = tg + 7), alors on peut modéli-
ser Ueffet de cette séparatrice sur ce paquet d’ondes atomique sous la forme d’une interaction laser
instantanée effective (au temps t1) :

siat=t] (ie juste avant l'instant t1) le paquet d’ondes atomique initial s’écrit :

wp (P t1) = wp(P,ti;r1,p01,X1,Y1)
! b 1 1 :l
= T P — )X YN T - ) — =TT
det (mY7) p[ 2mh(p p1) X1Yy (7 — P R P

(en étant dans un des états internes a ou b),
alors a t = tf (ie juste aprés linstant t1) il y a quatre paquets d’ondes solutions - deux pour
chaque transition u+— v (u,v = a,b) - qui s’écrivent sous la forme :

, 1\t
M€ wp (?’,tf; [EGEN AN (X1Y1 1) ) m1>

avec
T o= W+al
—)
it = pr+b
()T = xR
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et ot les quantités My, 01, a7, H et Iy s’expriment a laide des coefficients (Mli , 014, af+ Hi , Fli),
issus de la modélisation précédente, et des termes Tuy, Puy €t Puy du schéma ttt (donnés a la fin du
paragraphe 3.5.3 et rappelés plus bas) :

My : =M+

01 : =PQuy+ Pur. (77T + Tupy) /h+ 011

N (3.101)
bl =Pt b

. =F4

Concernant les termes indicés par + et —, ils dépendent essentiellement des deux impulsions cen-
trales poy et po— issues de la modélisation précédente. S’il n’y a qu’une impulsion centrale pZ, comme
dans le cas des transitions a — b (ie avec changement d’état interne), ces deux impulsions py et p—
sont simplement prises identiques :

transition a +—— b: une seule impulsion centrale : Dot = P’ = Pe
transition ¢ —— a: deux impulsions centrales distinctes : Der €t Pz

On obtient alors des expressions communes aux deux types de transition (¢ — b et
a—a):

i+ = Vget T (3.102)
5 h
— . = — =
= —. c+ — . = — . 1
bre =~ (Pt — P1) avec: 0 o <k k) (3.103)
=
Fie = — (Fcoefe * QT +1i ber) 6 /B (3.104)
— —> (—> —>) ? — 1
uv- @ ct — T < 13
g =LwBE g, Pt P L_ 5 (P2 — D7) 0 XuYy ' 6 (P2 —Di)  (3.105)
h ho 2mhoé

expressions auxquelles il faut ajouter les relations définissant les facteurs d’amplitude, dont la forme
dépend du type de transition :

1 1

transition a +—— b: My =+ T— (3.106)
V1+ s
1
transition a +—— a: Miyz==-|1+ Yot

2
1+ vk

ainsi que les paramétres matriciels coefi et b.. caractérisant les largeurs - en position et
impulsion - des paquets d’ondes formés (la méthode d’obtention est détaillée dans ’appendice F).

Pour la transition ¢« — b :

7/2\?
c+ = Uc— ~ 1 1 PRy
bor = b 6/< +3907>
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coefy =coef_| ~ (coefi1+ coef_1)/2

Qo1
3?95* 1+ygf\/1i—yg(ymin*yc+)

coefir = Yz
Q (ymm_yc)
3?9%* 1+yg*~L(fyminfyc)
avec : coef_q = 1442
-1 (7ymin*yc)2

2
Qot
i =/ (32) 1

\

Pour la transition ¢« — a :

7 7 1}F§ pour une lame 7
= _ ~ Y
A T pour une lame 7/2
. Yy

2
Yot

coefy = (1— 1+yg++\/m /yg+

avec :

2
coef_=(1-— 1+y§,+\/% /yZ_

(ces expressions n’ont pas de valeur universelle et correspondent & une impulsion laser temporelle de
forme créneau. Pour d’autres types d’impulsions, il est plus judicieux d’obtenir les matrices coef+ et
be+ expérimentalement ou numériquement.)

Enfin, concernant I’expression des termes 7, Dy €t @y, elle est donnée a la fin du paragraphe
3.5.3 (formules 3.86, 3.88, 3.90 et 3.92 pour t; = t;/9 = (¢ + o) /2). Nous donnons ici uniquement les
termes correspondant aux transitions a — b et a — a :

Do = +hk
transition a+—— b : =10

et :
__ —
Paa = 0
" N
transition a+—— a : - hk
m

Soulignons encore une fois que 'on obtient les mémes expressions dans le cas des transitions
b+ a et b — b, les seuls changements intervenant dans ’expression du parametre d’inélasticité
(y = y+ — y—) et dans un des facteurs d’amplitude :

1
transition b+——b : My = 3 1F
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3.6.5 Bilan et extensions

Nous avons vu dans ce chapitre que la solution de Rabi du probléme de I'interaction laser-matiére
(dans le cas libre, ie sans champ inertiel, ni gravitationnel, et avec une impulsion temporelle de forme
créneau traitée en champ fort) présentait des caractéristiques étonantes.

En dehors des propriétés bien connues d’oscillation de Rabi et de sélectivité en vitesse transverse,
on a souligné en effet 'importance de la structuration du paquet d’ondes atomique incident
en plusieurs paquets d’ondes. En particulier, et ce quelque soit le type de transition considéré
(a — a ou a — b par exemple), on a montré I'existence de deux paquets d’ondes principaux ayant
des vitesses de groupe et des largeurs en impulsion différentes. Ces paquets d’ondes correspondent aux
états propres de l'interaction, ie aux états adiabatiques usuels, et ont des caractéristiques radicalement
différentes.

Dans tous les cas, et méme lorsque le parameétre d’inélasticité (” Off-Braggness Parameter”) y (pg)
est nul, on a montré que 'action réelle des séparatrices sur un paquet d’ondes atomique était tres
éloignée de celle qui est communément modélisée et utilisée en interférométrie atomique (séparatrices
infiniment fines, approximation classique, traitement en champ faible...).

Que le paquet d’ondes incident ait une largeur en impulsion faible ou trés grande, les paquets
d’ondes issus de cette structuration ne sont généralement pas centrés sur I’impulsion centrale
initiale pg, et il faut, avant toute tentative de modélisation, chercher (numériquement ou non) quelles
sont les impulsions centrales de ces paquets d’ondes solutions. Celles-ci permettent d’avoir acces a leur
vitesse de groupe, ce qui permet ensuite de modéliser leur largeur complexe (en position et impulsion).

Dans un souci de simplicité (pour rendre plus aisée l'utilisation du formalisme ABCD, et pour
garder une modélisation relativement simple des séparatrices), nous nous sommes restreints a une
modélisation Gaussienne, ie n’utilisant que des Gaussiennes pour approximer les éléments de matrice S.
Cette approche permet néanmoins de rendre compte efficacement des principales propriétés
étudiées précédemment (oscillations de Rabi, sélectivité en vitesse transverse, vitesses
de groupe différentes, décalage des positions centrales en fin d’interaction, phénoméne
de dispersion anormale) et offre la possibilité de modéliser simplement le résultat d’une succession
de séparatrices (lames 7 et 7/2), comme c’est le cas par exemple en interférométrie atomique.

Bien str, cette modélisation n’est pas parfaite, et ne rend pas compte, en particulier, de la sous-
structuration en lobes secondaires des distributions en impulsions. On peut néanmoins étendre la
modélisation présentée ici dans le cas des transitions avec changement d’état interne (du type a — b
ou b —— a). En effet, dans ce cas, on peut facilement modéliser les distributions en impulsion
sous forme Hermito-Gaussienne, et ainsi rendre compte des lobes secondaires.

— Extension aux impulsions de forme sécante hyperbolique sech :

Bien que l'on sache aujourd’hui réaliser des impulsions ayant une forme de quasi-créneaux, il
est fondamental, pour des raisons théoriques (validité du modeéle a deux niveaux par exemple) et
expérimentales (diminution des lobes secondaires), d’avoir une modélisation des séparatrices pour des
impulsions de forme quelconque. On connait des solutions exactes pour beaucoup d’impulsions
différentes (voir le paragraphe sur la théorie z (¢)), mais hélas pas pour celles usuellement manipulées
(Gaussiennes, Lorentziennes...), ou alors sous forme de fonctions spéciales difficilement manipulables
(fonctions hypergéométriques ou cylindriques paraboliques par exemple), et il faut trés souvent avoir
recours & des modélisations numeériques.

Cependant, il existe un type d’impulsion, pour lequel on connait une solution analytique simple, et
qui posseéde une forme trés proche d’une Gaussienne : il s’agit de 'impulsion sécante hyperbolique
(sech = 1/ch), dont on a tracé la courbe représentative sur la figure 3.32. Il est donc important de
savoir si on peut - et auquel cas comment - adapter la modélisation précédente au cas des impulsions
sécantes hyperboliques.
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Dans le cas de telles impulsions, nous sommes cependant confrontés & deux problémes.

Le premier concerne la détermination des vitesses de groupe. En effet, du fait que la matrice
M,y (t) dans I’équation initiale % lo (t)) = 1M,y (t) | (t)) dépend du temps (F (t) = sech (t/oy)), les
vecteurs propres de M,, (t) dépendent eux aussi du temps, et il faut employer la méthode des états
adiabatiques successifs (exposée au paragraphe 3.4.3), a la recherche d’un éventuel ordre n pour lequel
I'un des deux éléments «,, () ou 3,, (t) de la matrice

M () = < B, () —om (t) )

serait négligeable devant 1’autre, afin de pouvoir ainsi facilement diagonaliser I’équation o, = iM, (t) ©,,,
ie obtenir les vrais états adiabatiques dont on pourrait tirer les vitesses de groupe pertinentes.

Hélas, dans le cas des impulsions en sech, on peut montrer facilement qu’un tel ordre n n’existe
pas (sauf dans le cas trés particulier on le parametre d’inélasticité est nul et lorsque le paquet d’ondes
atomique incident a une largeur en impulsion trés faible : o,,/m < 2€g/k). On ne peut donc pas définir
de vitesses de groupe a partir des états adiabatiques comme nous ’avons fait jusqu’a maintenant.

Une maniére d’approcher ces vitesses de groupe possibles consiste & approximer I'impulsion sécante
hyperbolique par un créneau équivalent (avec la méme aire d’impulsion par exemple) lors du calcul
des vitesses de groupe, et a revenir ensuite & 'impulsion en sech pour modéliser les distributions
en impulsion. Il serait d’ailleurs intéressant de mesurer expérimentalement (avec un paquet d’ondes
incident minimal par exemple) les vitesses de groupe dans le cas d’une telle impulsion laser.

D’autre part, dans le cas des transitions du type a —— b ou b — a, et lorsque le parameétre
d’inélasticité est nul, le lobe principal des distributions solutions est centré sur la méme impulsion
centrale que le paquet d’ondes incident, et il n’y a donc qu’une seule vitesse de groupe Ug. qui est
nulle. On peut alors modéliser les paquets d’ondes solutions en multipliant simplement le paquet
d’ondes incident par une distribution en impulsion Gaussienne approchant au mieux celle en sech
(voir figure 3.32).

F1G. 3.32: Courbes u — sech (u) (—), u — exp (—0.35 u?) (— — -) et u— exp (—0.5 u?) (-
-)

Le second probléme est dii au fait que le domaine d’existence de 'impulsion sech est non borné
(sech (u) # 0 quelque soit u), et que les solutions analytiques ne sont simples qu’en dehors de ce
domaine, ie en intégrant 'équation < | (t)) = iMop () | (t)) de —0o & +oo (sinon il faut faire appel
a des fonctions hypergéométriques délicates & manipuler). Il faut donc définir des instants de début
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et de fin d’interaction, suffisamment éloignés de l'instant central de 'impulsion laser, et considérer
seulement la solution analytique obtenue en fin d’interaction. On a donc un fonctionnement de
type ”boite noire” ot ne peut étre modélisé que ce qui sort de la séparatrice, et non ce qui se passe
a l'intérieur.

Finalement, en dehors de certains cas trés particuliers (paquets d’ondes fins en impulsion, parameétre
d’inélasticité nul), il n’est pas aisé de transposer les résultats de notre modélisation, qui est valable
pour des impulsions de forme créneau, et la fagon la plus simple de modéliser les cas avec impulsions
de forme quelconque semble étre de les approximer par une succession continue d’impulsions créneau.
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3.7 Cas général et modélisation ¢ttt champ fort généralisée

3.7.1 Position du probléme

Dans les paragraphes précédents, nous avons vu successivement :
1. comment mettre en équation le probléme de la triple interaction ”atomes - laser - champs
inertiels et gravitationnels”,

2. comment transformer (par différents changements de représentations) cette équation en une
équation :

— o () =iMop (t) | (1)) (3.107)

plus simple a résoudre,

3. comment ensuite résoudre cette équation (numériquement ou par des développements, ap-
proximations ou solutions exactes),

4. et comment revenir dans la représentation initiale en exprimant la solution sous la forme
d’une interaction instantanée équivalente (schéma ttt),

Enfin, nous avons étudié en détail - et modélisé - la solution en champ fort obtenue dans le cas
particulier d’une séparatrice & champ constant (impulsion créneau de durée 7) sans aucun champ
inertiel ou gravitationnel (cas dénommeé ”libre”).

Nous avons également vu au paragraphe 3.3.2 que les différents termes de la matrice

1
Mop(t):< 100 Q?Fop )

Q0F1op *QAop
ou :
— - R ]70_;, — —
AOPZAop(t,tl) =w-—wy— k A(t,t1>T0p— k B(tatl)ﬁ_ k & (t,tl)

Q()Fop = QQF (1%_>op (t, tl) ,t) ~ Q()F (t, t1>

n’étaient pas tous du méme ordre - pour les données inertielles et gravitationnelles usuelles - et que
I'on pouvait négliger dans 'expression de A, les effets dis au gradient de gravité (ou d’accélération)
et aux rotations :

Ao (1)) ~ Doy (tt1) i=w —wo — kL2 — TG (t—t1)

Moy ()  — M (Dop,t)

On peut méme négliger le terme dépendant de g lorsque ‘ 7‘ 2 < 1 (ie ‘?7‘ < Q2) et ainsi
retrouver l'expression du cas libre :

%

s
S

0,
Aop,libre =W —Wwo —

3|

Notre but maintenant est de généraliser la démarche du paragraphe précédent (recherche des
vitesses de groupe et de la sélectivité complexe en impulsion) afin d’obtenir une modélisation ttt
champ fort valable dans le cas général, ie une modélisation des séparatrices en champ fort en
présence de champs inertiels et gravitationnels.
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3.7.2 Recherche des vitesses de groupe et approximation du désaccord

Comme dans le cas libre, on veut pouvoir avoir accés aux vitesses de groupe principales, ie aux
vitesses de groupe des paquets d’ondes principaux associés aux deux vrais états propres (adiabatiques)
du systéme.

Le calcul de ces états adiabatiques n’est pas simple, comme on I’a déja souligné a la fin du chapitre
précédent (mise en défaut de la méthode des états adiabatiques successifs pour des impulsions de type
sécante hyperbolique), et nous devons en premier lieu restreindre notre modélisation au cas des
impulsions laser constantes (ie sous forme de créneau temporel).

Par ailleurs, du fait que le terme A—Op dépend du temps par I'intermédiaire de 7, les états adiaba-
tiques de M (7', t) dépendent du temps et ne sont généralement pas égaux aux vrais états adiabatiques
(ie & ceux qui permettent de diagonaliser 'équation < | (t)) = iM, (t) |¢ (t)), voir paragraphe 3.4.3).
Il faut donc appliquer la méthode des états adiabatiques successifs afin de déterminer ces vrais
états adiabatiques, et ainsi pouvoir appliquer la modélisation du chapitre précédent (recherche des
impulsions centrales, vitesses de groupe associées, structuration complexe en impulsion).

Hélas, lorsque ‘?7‘ T/4 ~ Qp, on a le méme probléeme qu’avec les impulsions sécantes hyper-

boliques, a savoir qu’il n’y a pas d’ordre n pour lequel I'un des deux éléments «, (t) ou 3, (t) de la

matrice
{an® B ()
M (1) '_<ﬁn(t) an<t>>

est négligeable devant ’autre. On ne peut donc pas définir de vrais états adiabatiques, et ’on est obligé
soit de modéliser la séparation atomique d’une autre fagon (par exemple en étudiant numériquement
la solution analytique de ce probléme, exprimée en termes de fonctions cylindriques paraboliques), soit
de faire une approximation supplémentaire pour permettre le calcul de vitesses de groupe pertinentes
(par exemple avec la méthode de la matrice lentement variable exposée au paragraphe 3.4.4).

En fonction de la valeur de ‘?7‘ /4922 on obtient par conséquent le schéma suivant :

1. ‘??‘ < 4Q(2) , alors : Aop (t, tl) ~ Aop,libre

2. ‘??‘ > 402, alors :

(a) soit on augmente expérimentalement la valeur de €y pour se ramener au cas 1.

soit on modélise autrement (étude numérique)

—_
o T
S—

soit on approche A, (t,t1) par Ay (tl /25 tl) (méthode de la matrice lentement variable,

trés intéressante lorsque t1 =t /9, car dans ce cas Agp (t1/2,t1) = Aoplibre)

3. 11072 < ‘??‘ /403 < 1071 | : dans ce cas intermédiaire, ot on peut ne pas négliger

| /03,

la méthode des états adiabatiques successifs est efficace, et on peut diagonaliser rapidement
I’équation % lo (1)) = iMoyp (1) [ (2)).

Dans la suite, nous prendrons t1 =t /5 et Aoy (t,11) = Agp (tl/g, tl), ie :

Aop (t, tl) = Ao;o,libre

tout en gardant & Pesprit que dans le cas intermédiaire ot 1072 < ‘??‘ /493 < 107! on peut

ameéliorer la modélisation grace a la méthode des états adiabatiques successifs.
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On est donc ramené au cas libre pour la résolution de I’équation % lo (1)) =My (t) | (2)),
et on peut alors appliquer les résultats démontrés dans la partie précédente (et en particulier en ce
qui concerne la recherche des impulsions centrales et des vitesses de groupe principales).

3.7.3 Bilan : modélisation ttt champ fort généralisée

Fort de cette approximation sur A,y (t,t1), on peut reprendre les résultats démontrés dans le cas
libre et généraliser la modélisation ttt champ fort établie dans ce cas. En effet, a 'aide du schéma ttt
détaillé au paragraphe 3.5.3 et de la modélisation du paragraphe précédent, on obtient I'un des résultats
majeurs de ce mémoire : la modélisation ¢ttt champ fort généralisée, appelée aussi modélisation
ttt champs forts pour souligner que tous les champs (inertiels, gravitationnels et laser) sont traités
en champ fort (hormis lors de la résolution de I’équation fondamentale 3.107).

Ce schéma ttt, comme nous l'avons déja exposé aux paragraphes 3.5.3 et 3.6.4, consiste a décrire
les effets d’une séparatrice sous la forme d’une interaction effective instantanée (au temps t1, qui est
égal au temps ty/, ici). Dans la représentation initiale, nous avons montré en effet que le ket solution
pouvait s’écrire :

|\Ijsol (t» =U; (tvtl) Sl (777;7]70;71571507151) Ux (tlato) |\I] (t0)>

a l’aide d’une matrice de diffusion Sy (au temps t1) :

S, — < Sl,bb Sl,ba )

1,ab 1,aa

dont les éléments s’expriment sous la forme :

%

S1 v = exp [i®uy] - exp [LTop-Pus] - XD [~ PopTat] - Sun (])Tp ¥ ﬁT)

avec u,v = a, b.
N
L’étude du cas libre nous a alors permis de modéliser les éléments Sy, ( Por, F 22 ) en représentation
P DPop + 73 p
impulsion. Ces derniers, appliqués au paquet d’ondes atomique incident, conduisent & ce que 'on a
appelé les deux paquets d’ondes principaur wp1 2 (Tex, Pet)-
o i®uv 1 Top-Puv o~ 1Pop-Tut : ; "

Enfin, 'action de e'®uw en’or e~ nPor consiste & translater les centres (en position et en

impulsion) 7.7 et p.1, et & ajouter une phase laser effective @, :

. t
wpi (Tet, Pet) — exp |i®uy + 3 (Tt + Tuv) Pud | - wpi (Tex + Tus, Pk + Puv)

De plus, il est bon de souligner que ce que I'on entend par ” paquet d’ondes incident” est le paquet
d’ondes atomique initial pris & 'instant ¢; (et non a l'instant ¢g). Pris sous forme Gaussienne, il s’écrit
alors :

7T

SIS

a(P,t) =a (P, ti;r,p, X1, Y1) = ———— e~z (P=PDX1Yy (P —P1)—

\/det(mY1)

avec des parameétres - au temps t; - que ’on peut relier & ceux au temps £y par la loi ABCD :

7T = A(t1,to0) 70 + B (t1.to) B3/m+ € (t1,t0)
Bi/m = C (t1,t0) 73 + D (t1,to) B3/m—+ & (t1,%0)
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et :

X1 = A(t1,tg) Xo+ B(t1,to) Yo
Y1 = C (t1,t0) Xo+ D (t1,t0) Yo

(les matrices ABC'D sont définies au paragraphe 2.2.1 et sont détaillées au paragraphe 2.2.3 et dans
les appendices C et D).

Finalement, les deux seules différences avec le cas libre étudié dans la partie précédente
résident

1. dans l’expression des quantités 7., Py, et ®,, (détaillées au paragraphe 3.5.3),

2. et dans l’expression du paquet d’ondes incident effectif (égal au paquet d’ondes
incident initial (ie celui au temps tp) mais évalué au temps milieu ¢; grace au théoréme
ABCD,).

C’est dans ces quantités qu’apparait en fait I'influence, sur la séparation atomique, des champs
inertiels et gravitationnels détaillés au chapitre 2.

On obtient ainsi la "modélisation ttt champ fort généralisée” :

Soit un paquet d’ondes atomique initialement Gaussien au temps ty, et soit une séparatrice laser
temporelle constituée d’une impulsion de forme créneau (de tg a t = tg + 7), alors on peut modéli-
ser Ueffet de cette séparatrice sur ce paquet d’ondes atomique sous la forme d’une interaction laser
instantanée effective (au temps central t1 =t/5) :

siat=t] (ie juste avant l'instant t1) le paquet d’ondes atomique initial s’écrit :

1 i —>_ = —1(m =\ = =
wp (P, t) =wp (Pt 71,1, XaYy Limo) = —F———e Zmoh (P —P1)Xa¥y (P =P0) =3, 7.7
det (moY1)

(en étant dans un des états internes a ou b),
alors a t = tf (ie juste aprés linstant t1) il y a quatre paquets d’ondes solutions - deux pour
chaque transition u— v (u,v = a,b) - qui s’écrivent sous la forme :

. —1\t+
Ml.ewl wp (7,tf; 7"_1>+ ) ]T1+ ’ (XlYI 1) ) ml)

avec
G T+ af
o
pit o= pr+b
()T = Xy R

et ot My, 04, a7, b-f et Fy s’expriment a l'aide des coefficients (Mli L 014, afy b-fi , Fli), 185US
de la modélisation de la partie précédente 3.6 (donnés respectivement en 3.106, 3.105, 3.102, 3.103 et
3.104), et des termes Ty, Duy €t Puy du schéma tit (donnés au paragraphe 3.5.3 par les expressions
3.79, 3.83, 8.81 et 3.85 selon le type de transition considéré) :

M, : =DM+

01+ =Py + Pup- (71T + Tuw) /R + 014

ai . =Twtars (3.108)
bl =Put b

Fr . =Ft
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Remarque : effet Borrmann généralisé
Les trajectoires des centres des paquets d’ondes atomiques sont identiques lorsque :

hk
a-fi:/I—Tg—(_Z:—l:}T::i:ilyi 3 %:H
Ye

ie lorsque le parameétre d’inélasticité utile y. est nul, ou de facon équivalente, lorsque le désaccord utile
est nul :

w—wo—?.p?/m—é_

2Q0 0

Dans ce cas, on retrouve bien les résultats de la partie 3.5.1 concernant ’effet Borrmann généralisé,
ie en présence de champs inertiels et gravitationnels : lorsque y. = 0, les atomes suivent une unique
trajectoire donnée par l’expression suivante :

Wk
Te (t,to) = A(t,t0) .70 + B (t, to) - (ﬁJrT) Jm+ € (t,to)

(ot on a remplacé pg par 'impulsion centrale utile ;).

3.7.4 Lien avec les modélisations antérieures et conclusion

Comme on l'a dit au début de ce chapitre, les modélisations antérieures (modélisation infiniment
fine, théoreme ¢ttt champ faible ou autres [52]) négligent beaucoup d’effets importants, dont les effets
dispersifs que peut engendrer une séparatrice (en dehors de I'étalement naturel) 8. Ces effets dispersifs
supplémentaires viennent du fait que la solution de I’équation

% |0 () = iMop (1) ¢ (1))

dépend d’une fagon non-triviale de 'impulsion 7, et les modélisations précédentes reposent essentiel-
lement sur I’approximation consistant & négliger 1’aspect opératoriel de p,, lors de la résolution de
cette équation (approximation semi-classique).

Une autre fagon, communément utilisée, d’interpréter ces modélisations est de considérer que les
paquets d’ondes entrant dans une séparatrice ont une largeur en impulsion infiniment fine, ou en tous
cas beaucoup plus fine que celle du filtre en impulsion de la séparatrice :

ZmQO

op K V3 pour une lame 7

2mQ
op; K V15 % pour une lame 7/2

ie :
ZmQQ
IS T
et par conséquent que les distributions en impulsion de ces paquets d’ondes incidents ne sont pas
beaucoup perturbées par ce filtre.

On a vu néanmoins qu’en champ fort (cas libre ou cas général), il y avait structuration du paquet
d’ondes incident en plusieurs paquets d’ondes, et que les effets dispersifs étaient principalement de
deux types :

8Ces deux modélisations simplifiées seront plus détaillées au paragraphe 4.1.2.
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— une structuration complexe de la distribution en impulsion

— et apparition de plusieurs vitesses de groupe distinctes.

On a vu également que ces vitesses de groupe :

hk Pt

Vget+ = om —
1+ y+ (Pet)

(ot les impulsions p4 sont les impulsions centrales des deux paquets d’ondes principaux, et ot :

—9

hk
ys (P) = [w—wo—?w/m:F 5

| /20

sont les parameétres d’inélasticité correspondant aux différents types de transition : y4 pour les transi-
tions a — b ou a — a, et y_ pour les transitions b — b ou b — a) ne dépendaient qu’assez peu de
la largeur du paquet d’ondes incident (seulement a travers les impulsions centrales p.¢). Ainsi, méme
pour des paquets d’ondes ayant une largeur en impulsion trés fine, il y a bien structuration en deux
paquet d’ondes principaux et apparition de deux vitesses de groupe différentes :

—
0
ZmQO Y+ (pCi) 7& 5 5 -

k )
si yt (pr) #0
Ce n’est seulement

2mf)
lorsque : op; K TO et y=+(pr) =0
(résonance parfaite pour la composante centrale, ie la porteuse), que le paquet d’ondes incident ne se

scinde pas en deux paquets d’ondes principaux ayant des vitesses de groupe distinctes :
2mS N
Tp| < T et y+ (ﬁ) =0 — Vge— = VUgef = 0
Il est donc insuffisant de supposer que la largeur du paquet d’ondes incident est faible pour appliquer
les modélisations précédentes (par exemple celle infiniment fine ou le théoréme ¢ttt champ faible).

On peut en outre se demander si ces conditions :

ZmQO
Opy < —3— ¢t y+ (p1) =0
sont suffisantes pour négliger tous les effets dispersifs dus aux séparatrices.
La réponse est bien stir négative comme on a pu le voir au paragraphe 3.6.3. En effet, pour un paquet
d’ondes extrémement fin et lorsque y+ (p7) = 0, il y a quand méme structuration en deux paquets
d’ondes distincts. Ils ont alors la méme vitesse de groupe mais pas la méme largeur en impulsion :

=

)
X,V 1F —
1Yy~ + ZFQQO T

L’un des deux paquets s’étale ainsi plus rapidement que 1’étalement naturel, et I’autre moins. Utiliser
les modélisations ”antérieures” implique donc de négliger également cet étalement anormal, ou alors
de considérer des ondes planes.
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Une autre question importante est de savoir comment la modélisation ttt champs forts obtenue
ci-avant redonne ces modélisations simplifiées, et, dans le cas contraire, de savoir quels sont les autres
effets importants négligés par celles-ci.

Plagons nous donc dans un cas idéal ou le paquet d’ondes incident :

a(p,t1) =a(P,t1;77,D1)

(centré en 77 et py) posséde une trés faible largeur en impulsion suivant la direction %

2mh 2mSo
I | (X2%7) |

Opyy -=

avec: (XYY, = kXYL E /R

ou de facon équivalente (en unités "y”) :

-0
Oy i= — < 1
Y \/293 (Im (X1Y; 1))IIH

(il n’y a alors qu'une seule impulsion centrale p.Z = p7 pour les deux paquets d’ondes principaux
prenant naissance dans la séparatrice), et qu’il soit & résonnance parfaite pour son impulsion
centrale :

Y+ (D1 =Dex) =0

(ie pour la porteuse), et examinons ce que deviennent les résultats du paragraphe précédent pour les
deux transitions a — b et a — a.

Nous allons voir en fait que ’on ne retrouve les résultats usuels des modélisations antérieures qu’a
la condition de négliger les champs inertiels et gravitationnels, et de facon équivalente :

— de faire tendre la durée d’interaction 7 vers 0,

— ou de négliger tous les effets dispersifs de la séparatrice (autres que I’étallement naturel).

Dans ce cas idéal, les relations 3.109, 3.102, 3.103, 3.105, 3.104 et 3.106 s’écrivent en effet :

Ugcj: e ﬁ
Tl:i: = Vgt T - 6)
I
— —
Puv- 01+
Ore = === +Ox + fonction (pcz —p)  —  Ox —  EQo7

=
Fiy — — (i be £ coef * Q1) & /0
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communément pour les deux types de transition, et :

191

coef =1
be ~ 1. : lame
transition ¢ —— b : b. =
be ~0.32  : lame w/2
Mys =+
coef = %
be~14 : lamew
transition ¢ — a : be =
be ~ 2.5 : lame /2
_ 1
My = +3

pour les quantités dépendant du type de transition.

A Taide des relations 4.7, on obtient ainsi les deux paquets d
tion) :

— transition a—— b :

]. . = (7 L :
_|__€1[‘1>ba+pba-(7’1+7"ba)/’ﬂ+ZQOT a (?,tl; T+ T, P+ P
et :

]. . = (7 L 4
7561[q)ba+pba-(7’1+7"ba)/h} Q7 <F,t1; ™ 4 7o, DL+ P

dont la somme vaut :

’ondes solutions (pour chaque transi-

=
, XYt — [i be + coef * Qot] 6 /Q%)

=
, X1V —[i be — coef x Q7] 0 /Q%)

. A (7P L - <
e[ Poat i (TT475) /1] ¢ <7,t1; T+ Tog » DT+ Pog » X1Yy ' —ibe 0 /ﬂ%)
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On remarque alors que la somme des paquets d’ondes redonne bien les sinus et cosinus habituels,
mais cette fois-ci avec des corrections quadratiques en 1’impulsion (ce qui empéche de considérer
ces sommes comme des paquets d’ondes purement Gaussiens, ie ayant la méme forme que le paquet
d’ondes initial).

Meéme en négligeant ces termes quadatiques, nous ne reconnaissons pas encore la forme habituelle
des modélisations antérieures car les champs inertiels et gravitationnels ne sont pas négligés ici (les
coefficients indicés par ba ou aa sont exprimés en 3.83 et 3.85). Dans le cas libre, ces coefficients sont
donnés par les relations 3.89 et 3.93, et les paquets d’ondes précédents deviennent égaux & :

— transition a—— b :

. T 5
e—Z(wtl—k-T1+¢) a <?>7t17 ’]“_f , 171) —i—h? s X1Y1_1 —1 bc 5 /Q%)

.1 SIn 2milo

Qot (1+coef <J—M b s L >2>]

— transittion a— a :

i & 3
e3(W—wo—0)T ¢ <W,t1; A, bl XaYy  —ibe 6 /Q%>
F.(p-pi)\?
.cos |Qo7 | 1+ coef ( 2mQlo )

Si 'on pouvait négliger les modifications quadratiques (qui dépendent des quantités coef et b.), on
retrouverait alors bien le résultat usuel des modélisations antérieures pour ’amplitude de transition
a — b (ie avec changement d’état interne), a savoir que ’effet principal d’une séparatrice se réduit
a:

— un changement d’amplitude :

sin (Qo7)

— l'ajout d’une phase effective :

— et un changement de 'impulsion centrale initiale :

. — pi+hk

Ce serait cependant faux pour l'autre amplitude de transition ¢ —— a, ou deux changements
importants apparaissent par rapport aux modélisations antérieures (qui ne tenaient compte que du
changement d’amplitude en cosinus) :

— une phase supplémentaire :

eé(wfwofé)ﬂ'

— et une translation de la position centrale :

T — T 4iEr
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Fi1c. 3.33: Trajectoires atomiques dans une séparatrice laser lorsque le paramétre d’inélasticité est
quasi-nul : mise en évidence du décalage spatial en fin d’interaction pour les atomes sortant dans le
méme état interne que celui initial (représenté ici pour 'état fondamental a).

Ce changement de position apparait clairement sur la figure 3.33.
Il résulte simplement du fait que, dans le cas libre et pour y4 (p7) = 0, le centre des paquets
d’ondes solutions évolue selon la direction médiane :

_
k
7o + |Po + o—| (t —to)
et qu’il est donc décallé de :

— —

hk hk
T ADT+—T=T1+—-—T

2 2m

au bout du temps 7.

Par conséquent, il ne suffit pas de
1. négliger les autres champs extérieurs (gravito-inertiels)

et de supposer que :
2. le paquet d’ondes incident a une trés faible largeur en impulsion,
3. et qu'il est & résonnance parfaite pour sa porteuse,

pour retrouver les modélisations simplifiées antérieures du type modélisation infiniment fine ou ttt
champ faible.

Pour ce faire, il est en effet nécessaire de faire également ’une des approximation suivante :

4.a. soit la durée d’interaction laser est supposée infiniment courte :

T—0 en gardant le produit g7 constant

4.b. soit tous les effets dispersifs propres a la séparatrice sont négligés.

Dans ces deux cas, on observe alors bien que les quantités (w — wo — 9) T, %7’, coef et b, tendent
vers 0, et I'on retrouve bien la forme des modélisations antérieures, ol le déphasage supplémen-
taire (w —wp — §) 7/2, le décalage spatial en fin d’interaction %7’, et les modifications de largeur

=
[i be & coef x Qo7] & /Q% sont négliges.
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| Conclusion : |

L’étude de la triple interaction ”laser - matiére - champs inertiels et gravitationnels” exposée dans
ce chapitre aboutit finalement a une modélisation performante des séparatrices laser temporelles en
présence de tels champs extérieurs.

Dans la suite logique de la modélisation ttt champ faible, qui a permis de justifier et d’améliorer
les modélisations antérieures du type ” amplitude + phase + changement d’impulsion” (comme celle
infiniment fine par exemple), cette ” modélisation ttt champ fort généralisée” permet en effet de rendre
compte de quasiment tous les effets majeurs d’une séparatrice temporelle sur un paquet d’ondes
atomique incident :

la structuration en plusieurs paquets d’ondes, dont deux principaux,

le changement global d’amplitude (oscillations de Rabi),
— la sélectivité (complexe) en vitesse transverse,
— les changements de phase et d’impulsion,

— D’apparition de deux_> vitesses de groupe distinctes, symétriques par rapport & la vitesse
médiane pg/m + h k /2m

Ce résultat, qui est issu d’un traitement en champ fort :

— de I'impulsion laser

— des champs inertiels et gravitationnels (ceux du chapitre précédent, pour He,y au plus
quadratique en position et impulsion),

rend également compte d’effets nouveaux ou trés peu connus, comme :

— le décalage spatial en fin d’interaction pour les paquets d’ondes n’effectuant pas de
transition interne du type a — a ou b —— b (dt a la présence des vitesses de groupe
précédentes),

— le fait que I’étalement d’un des deux paquets d’ondes principaux soit moins rapide que
Iétalement naturel (et qu’il soit plus rapide pour autre).

De plus, grace a la propriété trés importante sur la fonction génératrice des modes Hermito-
Gaussiens, ce résultat ne s’applique pas uniquement aux paquets d’ondes atomiques Gaussiens, mais
a tout mode Hermito-Gaussiens, et par conséquent & tout type de paquet d’ondes atomique.

Cette modélisation est néanmoins loin d’étre exhaustive. Pour cela, il faudrait qu’elle tienne
compte de modulations temporelles et spatiales plus complexes de I'amplitude du champ laser
(profils Gaussiens par exemple). De plus, il faudrait qu’elle rende compte des lobes secondaires, ie
de la structuration plus fine du paquet d’ondes incident (lobes secondaires du sinus cardinal par
exemple). Si ce phénomeéne est facile a intégrer dans la modélisation - en ajoutant des polynomes
d’Hermites - dans le cas des transitions avec changement d’état interne (du type a — b ou b +—— a),
ce n’est pas le cas pour les autres transitions (a — a ou b —— b), pour lesquelles il faut remettre en
cause la méthode de modélisation.

Par ailleurs, nous n’avons pas tenu compte du changement de masse effective qui a lieu quand
on change de niveau interne (et qui entraine 'apparition de corrections relativistes comme 'effet
Doppler du second ordre). Il faudrait donc, en toute rigueur, reprendre les précédents calculs (et
modélisations) en faisant apparaitre explicitement les deux masses effectives m, et my (voir la partie
3.2 de ce chapitre). Par chance, les vitesses atomiques considérées sont faibles par rapport a la vitesse de
la lumiére, et ’effet Doppler du second ordre reste par conéquent trés faible. Il peut donc étre négligé en
premiére approximation. Ces corrections relativistes seront toutefois prises en compte dans I’évolution
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des paquets d’ondes entre les séparatrices (zones sombres), et par conséquent dans la modélisation
globale des interféromeétres atomiques (voir le chapitre suivant).

Enfin, cette modélisation ttt champs forts suppose que les termes quadratiques de H;: (ie
principalement les rotations et les gradients d’accélération et de gravité) sont suffisamment faibles
pour pouvoir résoudre facilement I'équation fondamentale < [ (£)) = iMop () ¢ (t)). Ceci est vrai
pour les données usuelles (rotations et gradients terrestres ou artificiels), mais peut étre mis en défaut
pour des rotations artificielles importantes ou pour de forts gradients d’accélération (lors de chocs
violents).
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Chapitre 4

Modélisation des interféromeétres
atomiques

Un interférometre atomique est constitué de quatre zones spatio-temporelles distinctes : la zone
source, d’otl sont issus les atomes qui vont étre lachés ou lancés dans 'interféromeétre ; les séparatrices
(miroirs et lames semi-réfléchissantes) servant & diviser, défléchir et recombiner les paquets d’ondes
atomiques dans 'interférométre ; les zones sombres entre les séparatrices ; et la zone de détection,
qui fournit le signal de franges (amplitude, contraste et déphasage).

Jusqu’a récemment, le calcul du déphasage global consistait alors & identifier deux bras interfé-
rométriques, & calculer la phase totale (directement reliée a la modélisation des zones précédentes)
accumulée par chacun des bras, et a en évaluer la différence (en un point particulier ou aprés intégra-
tion sur un certain volume d’espace-temps). Les possibilités d’améliorer ce calcul de déphasage - et
par la méme la modélisation des interférométres atomiques - sont ainsi de deux types :

— par 'amélioration de la modélisation de chacune des zones de 'interférométre,

— et par 'amélioration de la méthode de calcul du signal de franges.

C’est précisément ’objet de ce chapitre.

On commence ainsi par détailler les modélisations que I’on considére pour chaque élément constitu-
tif d’un interféromeétre & ondes de matiére. Concernant les sources atomiques, on examine entre autres
la possibilité de les décrire de facon unifiée, quelque soit leur temperature cinétique et les mécanismes
de piégeage et de refroidissement qui leur sont associées (sources thermiques, froides ou ultra-froides).
La modélisation des séparatrices établie au chapitre précédent, ainsi que son domaine de validité, sont
alors rappelés en détail. On introduit en outre deux autres modélisations, plus simples & utiliser et de
complexité décroissante, 'objectif étant de faire le lien avec les modélisations antérieures des sépara-
trices, du type infiniment fine et ttt champ faible, et de les comparer. Quelques résultats du chapitre
2 sont ensuite rappelés (théoreme ABCD sur I’évolution d’ondes matérielles en présence de champs
inertiels et gravitationnels), et 'on finit cette partie en examinant effet, sur le signal de franges, de
la prise en compte de plusieurs processus de détection.

Dans un deuxiéme temps, on propose une nouvelle approche des interféromeétres ainsi qu’une nou-
velle méthode de calcul du signal de franges, valable pour tout type d’interféromeétre et de séparatrice
atomiques. L’interféromeétre n’est alors plus vu comme 1’évolution indépendante de deux bras dont on
prend la différence de phase en sortie, mais comme 1’évolution d’une seule entité (& plusieurs bras) ca-
ractérisée par les déphasages instantanés entre chaque paire de bras. L’interféromeétre est alors découpé
en tranches temporelles et en paires de “chemins homologues”, pour lesquelles on montre comment
P'utilisation de certains invariants symplectiques permet de grandement simplifier ’expression du dé-
phasage instantané (“théoréme des quatre points finaux”).

Enfin, dans une troisiéme partie, on montre comment utiliser tous ces outils pour obtenir 'expres-
sion du signal de franges complet (amplitude, contraste et déphasage) pour deux types de modélisation
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des séparatrices : d’abord avec les modélisations infiniment fine et ttt champ faible, puis avec les mo-
délisations ttt champs forts de la partie 4.1.2. Le signal de sortie est donné avant et aprés prise en
compte d’un processus de détection, ainsi qu’avant et aprés intégration sur les distributions statistiques
décrivant le nuage atomique initial. Plusieurs points sont plus particulierement détaillés :

1. Porigine symplectique de la compensation essentielle entre le déphasage dit de propagation
et le déphasage dit de séparation,

2. équivalence de tout interféromeétre atomique avec une ligne de points milieux (classiques)
soumise & des interactions effectives,

3. la nature des modifications du déphasage liées a la prise en compte des modélisations ttt
champs forts.
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4.1 Modélisation des différents éléments d’un interférométre ato-
mique

4.1.1 Modélisation de la source atomique

En interférométrie atomique, une ”source atomique” est un ensemble de particules de matiére
(par exemple des atomes, des molécules...)! ayant des caratéristiques (internes et externes) semblables
et bien controlées, et dont on utilise les propriétés ondulatoires pour mesurer 'effet de potentiels
extérieurs (champs inertiels, gravitationnels, électromagnétiques...). Seuls certains des parameétres ca-
ractéristiques de ce nuage atomique sont accessibles & la mesure, comme par exemple les distributions
en position (par imagerie) et en impulsion (par temps de vol - TOF en anglais - ou par mesure directe
de la fonction de cohérence spatiale (égale a la transformée de Fourier de la distribution en impulsion)
pour les source trés froides, sub-recul ou condensée). On peut alors définir une température fictive 7,
a partir de la largeur o, de la distribution en vitesse mesurée 2, et ainsi classer les types de sources
selon leur temperature cinétique T, :

Typiquement, les sources utilisées actuellement se classent en trois catégories : les sources chaudes
(thermiques), les sources froides (issues de pieges magnéto-optiques (MOT), de mélasses optiques, de
piéges dipolaires...), et les sources ultra-froides (condensats de Bose-Einstein (BEC), quasi-condensats,
lasers & atomes...).

La zone ”source atomique” est alors presque toujours constituée de quatre phases (dans cet ordre
ou non) :

préparation (dont production des atomes, puis piégeage et refroidissement),
— coupure du potentiel piégeant (adiabatiquement ou non)?,
— seélection finale (excitation, avec refroidissement supplémentaire ou non),

— lancement (ou lacher) dans l'interférometre.

Dans cette partie, nous cherchons précisément a modéliser cette zone ”source atomique”, de la fagcon
la plus simple et néanmoins la plus fidéle possible, en essayant d’obtenir une description unifiée des
différentes sources précédentes qui soit compatible avec le formalisme mis en place dans les chapitres
précédents (théoreme ABCD et modélisations ttt).

'Dans la suite, on parlera essentiellement des sources d’atomes.

2Les densités atomiques typiques des sources froides sont généralement trop faibles pour que les collisions conduisent
a un équilibre thermodynamique, et que ’on puisse alors définir une véritable température thermodynamique.

30n ne peut pas véritablement parler de ”potentiel piégeant” dans le cas, par exemple, des mélasses optiques. Il vaut
mieux parler de force de pression de radiation.
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Fonction d’onde et mélange statistique d’états

Lorsque I’on cherche & décrire les sources atomiques précédentes, il est souvent trés utile d’introduire
leur cohérence spatiale :

h

2moy,

L~

ou L est la longueur de cohérence du nuage (& trois dimensions, il y a en toute rigueur trois longueurs
de cohérence * associées a chaque direction propre de I'espace des vitesses - aprés diagonalisation de la
matrice de largeur en vitesse). Cette taille caractéristique définit alors une échelle spatiale au-dessus de
laquelle les corrélations inter-atomiques disparaissent (par exemple, deux atomes de la source séparés
d’une distance inférieure & £ donnent naissance & des interférences, dont le contraste s’annule pour
des distances supérieures & L. La mesure du contraste permet ainsi d’avoir directement accés & cette
longueur de cohérence).

De facon plus précise, la longueur de cohérence £ peut étre définie comme la largeur de la
transformée de Fourier de la distribution en impulsion du nuage atomique (qui n’est, attention, pas
égale a la distribution en position), connue également sous le nom de fonction de cohérence spatiale.

On peut ainsi classer les sources atomiques en fonction du rapport £/D, ou D est la taille carac-
téristique du nuage. Cela permet de distinguer les sources cohérentes (condensats par exemple), pour
lesquelles £ ~ D, des sources incohérentes (L < D), et plus généralement des sources partiellement
cohérentes (pour L < D).

Selon le type de source atomique, la modélisation sera alors a priori trés différente. En effet, si
les sources cohérentes peuvent étre décrites par une unique fonction d’onde (ou plus généralement
par une superposition linéaire de fonctions d’onde), on ne peut toutefois pas se contenter d’une seule
fonction d’onde dés lors que £ < D, et I'on doit dans ce cas considérer en toute généralité un mélange
statistique d’états. Par exemple, on peut décrire un nuage thermique (haute température 7, ou trés
faible rapport £/D) par un ensemble de paquets d’ondes, dont les centres - en position et en vitesse -
obéissent & des distributions statistiques, que I’on peut relier facilement aux distributions effectivement
mesurées (par imagerie CCD et TOF par exemple).

Dans les cas intermédiaires (sources froides non condensées), les éléments non-diagonaux de l'opéra-
teur densité (les cohérences) deviennent importants, mais il n’est pas non plus possible de se contenter
d’une description par une unique fonction d’onde, et il faut alors considérer un mélange statistique
d’états. En fait, il n’existe pas de modélisation universelle de ces diverses sources froides, et il faut
a chaque fois revenir a leur méthode d’obtention. Nous allons voir en particulier que la modélisa-
tion de ces sources dépend fortement de la présence d’un réseau (sous-jacent) de puits de potentiels
microscopiques, dans lesquels les atomes peuvent étre piégés ou non.

En toute généralité, on doit donc considérer un mélange statistique d’états, caractérisé - comme son
nom l'indique - par un ensemble d’états dépendant de parameétres parami, params..., dont certains
obéissent a une distribution statistique (par exemple, distributions en position et vitesse centrales de
paquets d’ondes). Les ”états atomiques” peuvent alors étre décrits par des vecteurs d’états ou par un
opérateur densité.

Néanmoins, on n’a pas accés expérimentalement a ces fonctions d’onde typiques (associées aux
états du meélange), mais seulement & certaines distributions de ces états. De plus, d’un point de vue
théorique, les études concernant ces sources froides ne portent pas sur I’évolution de fonctions d’onde,
mais essentiellement sur I’évolution de 'opérateur densité ou des distributions en vitesse et position
(équation de Fokker-Planck). L’opérateur densité est en effet un outil souvent plus complet et plus
adapté a I’étude des processus mis en jeu dans ce type de source (prise en compte de 1’émission
spontanée, des collisions...).

*L’usage veut que l'on parle de longueur de cohérence si I'on se place selon la direction de propagation du nuage
atomique, et de largeurs de cohérence (ou longueurs de cohérence transverse) pour les autres directions (transverses).
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Pour étre en accord avec le formalisme développé dans les chapitres précédents (théoreme ABCD
sur I’évolution de paquets d’ondes atomiques, modélisation ttt des séparatrices), il nous est pourtant
nécessaire d’utiliser la premiére approche, en termes de fonctions d’onde.

Comme on 'a dit, il est plus juste de considérer I’évolution de 'opérateur densité, afin de
rendre compte, entre autres, des phénomeénes de relaxation. Ce type de phénoméne étant générale-
ment négligeable dans les expériences d’interférométrie atomique, nous pouvons nous restreindre &
létude de simples fonctions d’onde (dont on maitrise bien ’évolution en présence de champs iner-
tiels, gravitationnels et électromagnétiques). Néanmoins, dans une deuxiéme phase de modélisation
des interférometres atomiques, il sera nécessaire de considérer I’évolution d’un opérateur densité.
Signalons qu’un tel travail a déja été entrepris par Bordé dans [106].

Pour décrire les sources précédentes & l'instant initial g, il nous faut donc finalement
considérer un mélange statistique d’états, exprimé & l'aide de fonctions d’ondes élémen-
taires :

Yo (paramy, params, ...) ( =0 (75,P0--) )

(dont il faut préciser la forme et les parameétres) et d’une ou plusieurs distributions sta-
tistiques :

Dparami ; Dparamj

portant sur certains parameétres pertinents (densités de probabilité D et Dy sur les
positions et vitesses centrales pour un nuage thermique par exemple). Dans un tel cas, le
signal de sortie s’exprimera alors comme la somme pondérée (discréte ou continue) des
signaux de sortie élémentaires :

S* = /Dpammi /Dpammj---WS (paraml,pammg,...)|2

(avant intégration sur le volume de détection, voir partie 4.3.2).

Signalons que cette recherche (des fonctions d’ondes élémentaires et des distributions statistiques
les plus pertinentes) n’est pas simple. Nous allons voir qu’elle dépend fortement de la méthode utilisée
pour refroidir les atomes. En particulier, la présence d’un réseau optique sous-jacent sera essentielle.

Premier bilan :

Soit d la taille typique d’un piége microscopique du réseau (voir ci-aprés pour Uinterprétation du
potentiel de déplacement lumineux comme un réseau de pieges élémentaires de taille comparable a la
longueur d’onde laser), il est alors possible d’affiner le classement précédent des sources atomiques en
définissant quatre catégories selon la valeur des rapports £/D et L/d :

- L/D~1 : sources cohérentes (BEC, lasers a atomes...) pouvant étre décrites par une unique
fonction d’onde ° :

S* = | (paramy, params, ...)|*

- L/D <1 et L)dZ1 : sources froides partiellement cohérentes (quasi-condensats...) dont
nous dirons quelques mots plus loin

®Cette fonction d’onde est réelle avant coupure du potentiel piégeant et explosion ballistique due aux interactions
atomiques.
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— L/d < 1 (mais pas < 1) : sources froides incohérentes’ (MOT, mélasses optiques...), dont la
modélisation en terme de distributions statistiques n’est pas unique, comme nous allons le voir
ci-apres

- L)d <1 : sources chaudes (nuages thermiques...) décrites par un mélange statistique de
fonctions d’ondes typiques associées a chaque atome, avec comme distributions principales les
distributions en position et vitesse issues des mesures évoquées précédemment (imagerie CCD
et TOF) :

5 = [P [ Doyl (75, 7.0

En ce qui concerne les fonctions d’onde atomiques typiques, on a le choix entre plusieurs
bases de fonctions. On pourrait considérer des distributions d’ondes planes, mais ce choix serait
tres éloigné des réalités expérimentales (les ondes planes ne sont bien sir pas physiques), et
il faudrait deéfinir ce que 'on entend par position et impulsion centrales dans ce cas (on peut
néanmoins effectuer les calculs avec une telle pseudo-base et reconstruire aprés coup des paquets
d’ondes physiques). Les paquets d’ondes élémentaires physiques les plus simples sont alors les
paquets d’ondes Gaussiens. C’est donc ceux que nous choisirons par la suite :

nuage thermique : 1o = Gaussienne

d’autant plus que le formalisme développé dans les chapitres précédents est particuliérement bien
adapté au traitement de telles fonctions d’ondes.

Il nous faut maintenant modéliser les ”sources froides incohérentes”.

Modélisation des sources froides

Recherche des fonctions d’ondes élémentaires 1) :

Il n’est pas facile de déterminer ces fonctions d’onde élémentaires 1), et on peut méme se demander
a quel point ce concept de fonction d’onde (associé a une ou plusieurs distributions statistiques) rend
compte d’une réalité expérimentale. Expérimentalement, en effet, nous pouvons avoir accés a certaines
distributions (en position, en vitesse...), mais pas a des fonctions d’onde. De méme, d’un point de
vue théorique, les études des sources froides portent sur I’évolution de matrices densités p dont il est
souvent difficile - voire impossible - d’extraire des fonctions d’onde (pour deux niveaux a et b, le lien
entre p et (¢,,1;) est univoque (& une phase prés), mais ce n’est pas le cas a plus de deux niveaux).

Ainsi, pour les sources atomiques issues de MOT ou de mélasses optiques, Drewsen et al. [208] ont
montré que 'on pouvait qualitativement se restreindre a ’étude d’un atome a 3 4+ 5 niveaux (du type
j =1,7 = 2) soumis a plusieurs champs lasers et champs magnétiques. Les calculs effectués dans
[209] montrent alors que les états stationnaires sont proches de fonctions Lorentziennes :

+ champs lasers et Lorentziennes
" — ~ z
et magnétiques P0,st Pa0,st

a: S0 T

mais il n’est pas possible d’avoir accés a deux fonctions d’ondes effectives 1, et 1,9, méme si on peut
supposer qu’elles sont également de forme Lorentzienne.

8T es sources froides issues de MOT ou de mélasses optiques sont qualifiée d’incohérentes du fait de 1’émission spontanée,
essentielle dans ce type de processus. Cela ne signifie pas pour autant que £ = 0.
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Une autre approche de ce probléme - qui semble plus adaptée, car elle traite de fonctions d’onde - est
la méthode des fonctions d’onde stochastiques [210, 211, 212]. Hélas, cette méthode puissante (surtout
pour effectuer des simulations numériques par méthode Monte-Carlo) ne permet en fait d’avoir acces
qu’aux distributions atomiques (aprés moyennage temporel), et non a des fonctions d’onde initiales

typiques.

Face a cette impossibilité, il est intéressant de revenir sur la méthode d’obtention de ces sources
d’atomes froids, et plus particuliérement sur la pertinence de considérer les atomes évoluant dans un
réseau tridimensionnel de piéges microscopiques. Les sources froides dont on parle ici font référence
aux nuages atomiques issus d’un refroidissement Doppler (mélasses optiques simples [213, 214, 215])
ou sub-Doppler (MOT [216, 217, 218], mélasse optique ot —o ™ [219, 220, 221], refroidissement Sisyphe
avec configuration lin L lin [219, 222, 223] ou assisté magnétiquement [219, 224, 225]...).

Comme on le verra au paragraphe suivant, la dynamique des sources atomiques froides utilisées en
interférométrie atomique est souvent décrite a ’aide d’une approche semi-classique en négligeant la
quantification du mouvement externe des atomes. [’équation de Fokker-Planck obtenue suppose alors
que les atomes sont suffisamment rapides pour ne pas sentir les modulations spatiales du potentiel
de déplacement lumineux (ce potentiel refléte le déplacement des niveaux d’énergie des atomes di au
couplage avec les champs laser, appelé aussi effet Stark dynamique). Dit autrement, les atomes sont
supposés avoir une énergie cinétique plus élevée que le potentiel créé par les déplacements lumineux”,
et les coefficients de friction et de diffusion de ’équation de Fokker-Planck (voir ci-apres) peuvent alors
étre considérés comme constants (aprés moyennage spatial). Dans ce cas, on obtient une description
similaire & celle des atomes chauds (nuage thermique), avec des distributions Gaussiennes en vitesse
et en position.

Inversement, si le potentiel de déplacement lumineux est comparable & [’énergie cinétique des
atomes, ceux-ci en ressentent beaucoup plus les modulations spatiales, et ils peuvent rester piégés
dans ses minima microscopiques®. On ne peut plus alors négliger la quantification de I’état externe
des atomes, et 'on doit changer de description en considérant non pas un ensemble d’atomes globa-
lement piégé, mais plutdt un ensemble de pieges élémentaires fortement ou faiblement occupés, ie un
réseau.

Bien sir, cette modélisation n’est valable que pour les méthodes de refroidissement faisant appa-
raitre des modulations spatiales du potentiel de déplacement lumineux. C’est le cas du refroidissement
Sisyphe (direct avec une configuration lin L lin, ou indirect avec un champ magnétique faible), mais
pas des refroidissements sous forme de mélasses optiques (Doppler simple ou sub-Doppler avec mélasse
optique o — ¢7) ou de MOT.

Dans ces derniers cas, il n’y a pas de réseau optique bien défini, et la modélisation la plus simple
consiste & continuer & négliger la quantification de I’état externe des atomes. On peut alors considérer
des fonctions d’ondes Lorentziennes, comme les études théoriques semblent I'indiquer, ou changer de
point de vue en considérant des paquets d’ondes Gaussiens minimaux (ie cohérents) dont la largeur en
position est égale a la longueur de cohérence £ du nuage (interprétation du nuage comme un ensemble
de paquets d’atomes cohérents) :

mélasse Doppler Lorentziennes
MOT = Yo = ou
meélasse optique o — o~ Gaussiennes minimales de largeur £

"La vitesse des atomes est considérée comme constante sur des distances de l'ordre de plusieurs longueurs d’onde
laser. Cela revient en fait & négliger le recul dii aux phénoménes d’aborption et d’émission de photons par rapport a la
vitesse des atomes.

$Meme si I'on néglige le piégeage possible des atomes dans ce réseau optique, nous verrons au paragraphe suivant que
leurs distributions en position et en vitesse ne sont plus de simples Gaussiennes. Cela vient du fait que I'on ne peut plus
considérer la vitesse des atomes comme constante sur plusieurs longueurs d’onde laser.
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Quant aux autres sources atomiques (avec effet Sisyphe), elles peuvent étre vues comme des réseaux
de piéges élémentaires (périodiques, isotropiques et & trois dimensions) dont la taille caractéristique
est de l’ordre d’une longueur d’onde laser.

Du fait des données expérimentales usuelles, on obtient alors :

volume du nuage atomique ~

1 mm?3 : .
A typique ~ 1 pm i } = ~ 10° piéges élémentaires
aser

qui montre qu’en moyenne les piéges élémentaires sont faiblement occupés pour les densités atomiques
utilisées :

Na < 10®° = 0.1 atome par piége en moyenne
et que 'on peut considérer en moyenne un seul atome par piege.

Cet atome évolue alors dans un puits de potentiel quasi-harmonique dont on connait bien les
fonctions propres, méme en présence d’autres potentiels liés & des effets inertiels et gravitationnels
(formalisme ABCD pour Hamiltonien au plus quadratique en position et impulsion) : ce sont les modes
Hermito-Gaussiens détaillés dans la partie 2.3. Les fonctions d’ondes recherchées sont donc égales a
des Gaussiennes lorsque les atomes correspondant sont dans 1’état fondamental du piége élémentaire,
et égales a des fonctions d’Hermite-Gauss lorsqu’ils sont dans les états excités :

état fondamental d’un piége élémentaire = 1), ~ Gaussienne

refroidissement
Sisyphe

états excités = 1oy ~ Hermite-Gauss

Par exemple, pour T, tendant vers zéro, tous les atomes sont dans ’état fondamental Gaussien,
et lorsque T, augmente, les niveaux excités (discrets) Hermito-Gaussiens se peuplent progressivement
(suivant une statistique de Boltzmann par exemple). Enfin, lorsque 7T, est suffisamment élevée, les
niveaux excités s’étalent de fagcon quasi-continue, et on retrouve le mélange statistique usuel des nuages
atomiques thermiques.

Soulignons ici la puissance du formalisme ABCD, qui permet de s’affranchir de I’hypothése d’un
arrét instantané du potentiel de piegeage (gradient de champ magnétique pour les MOT, ou champs
lasers pour les refroidissements Sisyphe) et de rendre compte d’une coupure adiabatique du piege.
En effet, pour un potentiel harmonique dépendant du temps (décroissance linéaire par exemple entre
to et to + Tp), on peut encore calculer les matrices ABCD régissant I’évolution des paquets d’ondes
atomiques, et ainsi approcher au mieux I’état atomique au temps tg + 1y aprés coupure adiabatique
du piége (voir la figure 4.1).

Recherche des distributions pertinentes :

Contrairement & la recherche précédente, nous disposons - tant d’un point de vue théorique qu’ex-
périmental - de plusieurs études sur les distributions principales (ie en position et en vitesse) des sources
atomiques froides, du type de celles issues d’'un MOT ou d’une mélasse optique (avec refroidissement
sub-Doppler ou non).

Comme on I’a dit précédemment, les modélisations théoriques usuelles s’appuient sur I’ équation de
Fokker-Planck [226, 209] :

B + T .Drw = —d. (?w) + OBy, (Dyjw) (4.1)
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5
7
Source § Evolution suivant le théoreme ABCD Début de
atomique 3 I’interférometre
L] — 4 atomique
o)
=
Coupure
p " adiaba- Evolution .
élémentaires séparatrice P
t ty+T, t,+T+T,

Fic. 4.1: Schéma typique d’évolution du nuage atomique incident avant la premiére séparatrice d’un
interféromeétre atomique.

ou w (7, ],t) est la fonction de Wigner d’ou l'on extraie les distributions en position R(7T) et en
impulsion P ("), et ol les deux sources d’évolution sont respectivement la force de radiation dipolaire
(friction) et la diffusion d’impulsion. Une étude de cette équation dans le cas général (ie & 3D et entre
les niveaux atomiques j et j + 1) est détaillée dans la référence [209].

Lorsque l'on considére le modeéle le plus simple :
B —
F=— A7 et D : indépendant de @

(valable pour les faibles vitesses), I’état stationnaire de I’équation 4.1 est alors une fonction Gaussienne :

P(7) = up e DAT

mais dans le cas général ol (V) et :D> (W) dépendent de la vitesse d’une fagon moins triviale, et
P () n’est plus une Gaussienne.

En outres, pour les MOT, la présence de gradients de champ magnétique implique que la force
dissipative dépend également du vecteur position : bal (7, 70), ce qui rend encore plus complexe la

résolution de 4.1.

Remarquons alors que - pour aller au-dela du régime linéaire précédent - Castin et al. [227, 228] ont
montré qu'il fallait considérer (refroidissement Sisyphe pour des atomes & deux niveaux seulement) :

e av = =) = Do
PO mme ¢ POy

ol T est une vitesse atomique typique au-dessus de laquelle le mécanisme de refroidissement Sisyphe
s’arréte. Dans ce cas, on obtient comme distribution en vitesse la fonction de Tsallis [227, 229] :

Py (7)) =wo (1+5(1 - q) P2

avec :

q:=1+ 2Dy

aTg?

ﬁ — a/2m

— Di+Ds

qui permet - selon la valeur de ¢ et de D; - de couvrir une large gamme de fonctions allant de la
fonction Lorentzienne (pour ¢ = 2) a la fonction Gaussienne (pour ¢ tendant vers 1). Récemment
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Jersblad et al. [230] ont testé ce modele en comparant les distributions expérimentales aux courbes
théoriques (Lorentzienne, Tsallis, somme de plusieurs Gaussiennes...) pour mettre en évidence leur
écart & une distribution Gaussienne.

D’un point de vue expérimental, les distributions en position et vitesse des nuages d’atomes froids
(MOT ou mélasses optiques) ont jusqu’a récemment été approchées au mieux par des fonctions Gaus-
siennes [208, 230]. Mais des différences notables ont été observées, tant sur la forme des fonctions
servant & approcher les courbes (Lorentzienne, Tsallis...) que sur le nombre de fonctions nécessaires
(régime a deux composantes par exemple).

Ainsi, en 1995, Townsend et al. [218] ont montré que les nuages atomiques issus d'un MOT étaient
constitués - selon la valeur de la densité atomique - d’une ou deux composantes Gaussiennes pour les
deux distributions (en position et en vitesse) :

R(7) et P(p) = Z de 2 Gaussiennes

En effet, lorsque la densité augmente, le nuage atomique grossit, et les atomes au bord du nuage ne
ressentent plus le gradient de champ magnétique; ils subissent alors simplement un refroidissement
Doppler. 11 en résulte deux composantes superposées : une sub-Doppler (piégée) et une Doppler (au-
dessus du piege). On retrouve également cette structure bi-modale dans le cas du refroidissement
Sisyphe [230, 231],00 une partie des atomes est piégée dans le réseau formé par la modulation spatiale
du déplacement lumineux (atomes de faible énergie), et ou 'autre partie évolue plus ou moins librement
au-dessus de ce réseau (atomes plus ”chauds”). Signalons pour finir que ce type de structure bimodale
est courant pour les sources ultra-froides dont une partie seulement des atomes est condensée.

De plus, des différences de forme de fonction ont été observées. Ainsi, Sortais et al. [232] ont
obtenu une fonction Lorentzienne comme fonction approchant au mieux la courbe de distribution en
vitesse de leur MOT 3D de Rubidium. De méme, Jersblad et al. [230] ont étudié quelles étaient les
meilleures approximations de la distribution en vitesse d’un nuage d’atomes froids de Césium issu d’un
réseau optique (important dans notre cas, pour des sources issues d’un refroidissement Sisyphe 3D par
exemple [voir paragraphe précédent]). Leur conclusion est que les fonctions conduisant aux meilleures
approximations sont :

une Lorentzienne
ou

une somme de 2 Gaussiennes.

Il semble donc - au vu des études théoriques et expérimentales - que les distributions en position
et en vitesse sont approchées au mieux par des fonctions Lorentziennes ou par une somme de deux
Gaussiennes. Dans le cadre de notre formalisme, et comme nous ’avons déja souligné, le plus pratique
est finalement de considérer des sommes de fonctions Gaussiennes :

Dz et Dpg = >, de 2 Gaussiennes

Avant d’aller plus loin, il faut souligner le fait que ces études présentent I'inconvénient majeur de
ne pas chercher & modéliser les sources atomiques froides, mais seulement & en mesurer les principales
caractéristiques. On peut alors se demander si les deux distributions précédentes (sur les positions et
impulsions centrales des paquets d’ondes associés a chaque atome du nuage) sont les plus pertinentes
pour modéliser une source froide issue d’'un MOT ou d’une mélasse optique.

Comme au paragraphe précédent, revenons donc & la méthode de refroidissement considérée. On
a en effet déja souligné le fait que certaines de ces méthodes - lorsque le potentiel de déplacement
lumineux était comparable & I’énergie cinétique des atomes - étaient équivalentes & piéger une partie
des atomes dans un réseau optique (piéges élémentaires quasi-harmoniques a 3 dimensions, ou il y a
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moins d’un atome par piége (ie occupation des pieges ~ 0 ou 1)). On a vu également que les modes
propres de chacun des piéges élémentaires constituant ce réseau étaient des fonctions d’Hermite-Gauss
(Gaussienne pour l'état fondamental et modes Hermito-Gaussiens pour les états excités).

Pour T, proche de 0 K, tous les atomes sont dans I’état fondamental, ie qu’ils sont décrits par
une fonction d’onde Gaussienne. Pour une source trés froide, la partie des atomes non-condensée
(qui augmente lorsque T, augmente) peut donc étre modélisée par un ensemble de paquets d’ondes
Gaussiens, centrés sur les piéges, ayant une vitesse moyenne nulle (dans le référentiel du piege), et
distribués spatialement (sur le volume du nuage). Lorsque T, augmente, la largeur de la distribution
en vitesse du nuage augmente, non pas a cause d’une diminution de la taille des pieges élémentaires
(qui reste de l'ordre de la longueur d’onde laser), mais du fait que certains atomes passent du niveau
fondamental aux premiers états excités. On peut ainsi interpréter I’élargissement de la distribution
en vitesse du nuage comme une conséquence du peuplement progressif des niveaux excités des piéges
individuels. Il semble donc plus rigoureux de considérer une distribution de ces niveaux vibrationnels
plutot qu'une distribution en vitesse.

Cette distribution des taux d’occupation est alors une distribution discréte (qui devient quasi-
continue pour T, élevée) :

ap.Ng dans le mode 0 (Gaussien)
o1.Ng dans le mode 1

a9 2

avec: agt+a; t+tas+..=1

et ou les coefficients «; vérifient une statistique de Boltzmann (ap = 1 quand T, — 0 K).

Remarquons également qu’il n’est pas juste de considérer un mélange de paquets d’ondes distribués
& la fois spatialement et impulsionnellement.

En effet, si la distribution des positions centrales de ces paquets est justifiée, celles des impulsions
centrales I’est beaucoup moins. La distribution en impulsion mesurée expérimentalement concerne en
effet le nuage entier, et non les paquets d’ondes constituant le nuage. L’impulsion centrale de chaque
paquet d’ondes est en fait bien déterminée, et sa distribution ne doit refléter simplement que son
imprécision (par exemple celle causée par les lasers servant a piéger et a pousser les atomes). C’est
finalement la largeur en impulsion de chaque paquet d’ondes qui doit rendre compte de la distribution
en impulsion du nuage. Il en résulte que la seule distribution pertinente s’avére étre celle sur les
positions centrales de ces paquets d’ondes, paquets dont la largeur en position est égale a la longueur

. _ h
de cohérence L = Tmo -

une seule distribution pertinente : Dz avec Gaussiennes de largeur = £

Nous verrons en fait au paragraphe 4.1.4 que le fait de choisir £ comme largeur des paquets d’ondes
¢élémentaires revient bien & transformer la distribution Dpz en une distribution de Dirac piquée en pyg.

Signalons que cette démarche s’applique également au cas des nuages thermiques, pour lesquels
la longueur de cohérence s’exprime en fonction de la température thermodynamique T' de la fagon
suivante :

mh2

L= ImkpT

Remarquons pour finir que le lien avec les sources cohérentes (ou partiellement cohérentes comme
les quasi-condensats) peut étre réalisé simplement, en considérant non pas un nuage d’atomes en partie
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condensé, mais un ensemble de paquets d’atomes cohérents (la taille des paquets étant donnée par la
longueur de cohérence £ du nuage), comme nous ’avons fait pour les sources froides sans effet Sisyphe.
Par exemple, & T, ~ 0 K, il y a un seul paquet de la sorte : le nuage entier (£ ~ D = la largeur du
nuage) ; et pour T, suffisamment grand, un paquet est égal & un atome (£ < d ~ Ajgser = la largeur
d’un piege).

Bilan

On obtient finalement un schéma du type :

— L ~ D : une seule fonction d’'onde Gaussienne (réelle)

— L <D et L Z d: ensemble de fonctions d’ondes Gaussiennes de largeur £
distribuées spatialement

— L < d avec refroidissement Sisyphe : ensemble de modes Hermito-Gaussiens avec
distribution des positions centrales et des niveaux vibrationnels de chaque piege
élémentaire

-~ L < d ou L <d sans refroidissement Sisyphe (MOT, mélasses Doppler simple,
mélasses optique o7 —o7) : ensemble de fonctions d’ondes Gaussiennes de largeur
L distribuées spatialement

ou les distributions sont égales a la somme de deux fonctions Gaussiennes (distributions
a deux composantes en accord avec les résultats expérimentaux détaillés ci-avant).

Par souci de simplicité, on peut bien siir - en premiére approximation - traiter de la méme maniére
les sources thermiques et les sources froides (avec ou sans effet Sisyphe), en ne considérant que des
fonctions d’ondes Gaussiennes de largeur L, avec une distribution statistique de leur position centrale
(distribution & deux composantes Gaussiennes). Selon ce schéma simplifié, il suffit alors d’intégrer le
signal de sortie sur la densité de probabilité Dy associée a cette distribution :

en ayant auparavant établi le lien entre les données expérimentales (distributions mesurées par imagerie
et TOF par exemple).

Pour chacune des deux composantes Gaussiennes, ce lien peut étre obtenu simplement [59]. En
effet, considérons a £y un ensemble de paquets d’ondes Gaussiens du type :

1 AM (> > —1li— = i (>
Yo (7) = (T 10) = wp (7't 5 78,75, Xo, ¥o) = ————e (770N (7)1 (- 9

dont on suppose qu'ils n’ont pas encore eu le temps de s’étaller (ie que ty est I'instant de coupure des
champs piégeant et refroidissant) :

Vo (T) = ———e~3(T=78)20(7 =78)+4 (7 ~7%).76 (4.2)

\/ det(Xo) €

et ou Zy est la matrice de largeur en position de 1, (pour l'instant, on ne suppose pas que les valeurs
propres de Zy sont égales & 'inverse du carré des 3 longueurs de cohérence £;. Nous considérons donc
une double distribution, sur les positions centrales Dr; et sur les impulsions centrales Dpg).
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Les distributions en position et impulsion sont alors définies par les relations :
R(7) = (T pop (o) | T7) (4.3)
P(P) = ={Dlpop(to) | D)

ot p,, (to) est 'opérateur densité (au temps tg) correspondant au mélange statistique sensé décrire le
nuage atomique :

pop 5= [ T (70) [ L8, 35) ) () (4.9

et ou les fonctions A, (7g) /N, et Ay, (Pg) /N, sont les densités de probabilité associées respectivement
aux distributions en position et impulsion :

drg

Dry = N, A (7T7)
dpg

Dr = N, A, (7o)

(c’est sur ces densités de probabilité quil faut intégrer le signal de sortie d’un interférometre par
exemple).

Supposons donc que les distributions (mesurées) aient une forme Gaussienne du type :

R(7) = /det(Uo/2m) exp {%?Uoﬂ (4.5)
P(F) = Vamen | -5 77)

ot les matrices de largeur Uy et Vj sont définies a partir des dimensions du nuage et des températures
cinétiques selon trois axes propres (selon une direction propre, on a par exemple : Uy = 1/I? et
Vo = (kaTC)_1 avec [ et T, la taille et la température du nuage selon cette direction). Par simpliciteé,
le nuage est supposé centré en 7 = 0 et P’ = 0.
En reportant 4.2 dans 4.4, et en comparant 4.3 avec les distributions mesurées 4.5, on obtient alors
les densités de probabilité recherchées :
A () = exp {—%m (20,20~ U3/2) 7 03] r_d} (4.6)

1 _
A, (7)) = exp{—ﬁ). (1= 1VoZo/2) " V] m}

A une dimension, on obtient simplement :

1 2
AT‘ (TO) = €exp {5 12 *O’UJQ }
2

1 D
Ap(P6) = eXp{§kaT —O(h/2w)2}

ol w est la largeur commune des paquets d’ondes (waist) suivant cette dimension :

1
Y= 52

Le lien avec la discussion concernant la pertinence de considérer des distributions statistiques a
la fois sur les positions et sur les impulsions centrales est alors immeédiat. En effet, A, (pg) peut se
réécrire avec la longueur de cohérence

[ h | h
- 2mo,  \ 4mkpT.
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comme :

_ S D S—
A, (Po) = exp { 2 mkpTe[1—(L/w)?] }

On en déduit que la densité de probabilité en impulsion est une distribution de Dirac lorsque la
largeur focale w des paquets d’ondes du mélange statistique est choisie égale & la longueur de cohérence
L du nuage. Autrement dit, pour :

w=L

nous n’avons pas besoin d’intégrer les signaux atomiques (celui observé en sortie d’un interféromeétre
par exemple) sur la distribution en impulsion du nuage. Cette distribution est en effet déja présente a
travers la largeur focale des paquets d’ondes du mélange statistique. La seule distribution sur laquelle
il nous reste a intégrer est alors la distribution de la position centrale des paquets d’ondes (dans le
cas ou l'on choisirait w > L, il serait cependant nécessaire d’utiliser les deux distributions). Bien
str, si 'on veut tenir compte de I'imprécision de 'impulsion centrale des atomes a 'instant ¢y (due
a 'imperfection des lasers pousseurs par exemple), il est nécessaire de considérer une distribution de
I'impulsion centrale (dont la largeur ne dépend pas de la température cinétique).

4.1.2 Modélisation des séparatrices laser

Dans cette partie, nous allons établir une liste détaillée des différentes modélisations envisagées
pour les séparatrices (dans le cadre de la modélisation des interféromeétres atomiques).
Nous considérerons en fait deux modélisations principales :

1. la modélisation ttt champ fort généralisée,

2. la modélisation ttt champ faible,

la premiére correspondant au travail de modélisation effectué dans les parties 3.6 et 3.7, la seconde
a la modélisation (simplifiée) décrite dans la référence [79], dont la forme est équivalente a celle de la
modélisation dite infiniment fine, qui est usuellement utilisée en interférométrie atomique (voir la fin
de cette partie).

Ces deux modélisations sont treés différentes. L’objectif de la modélisation ttt champ faible (ainsi
que de celle infiniment fine, voir plus loin) est en effet de rendre compte, de fagon simple, de 1’action
"typique” d’une séparatrice sur un paquet d’ondes atomique. Seuls les effets suivants sont alors pris
en compte :

— la division du paquet d’ondes atomique incident wp; en deux paquets d’ondes de méme
structure,

— le fait qu'un de ces paquets d’ondes est distinct de wp; uniquement par un changement
d’amplitude, alors que 'autre subit :

— un changement d’amplitude :
A = A7 M; avec : AT = A(t7) et A7 =A(t))
— un changement d’état interne (ie de masse effective) :
mi—1 —— My

— un changement d’impulsion centrale :

E)Jr:ﬁ_—i-b_i) avec:E-):hE?
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— et un changement de phase globale :

o = ¢ +

tous ces effets étant instantanés, au temps central t; de la séparatrice n°i considérée 9.

Ainsi, quasiment ' tous les effets additionnels (diis & d’autres potentiels agissant pendant la phase
de séparation atomique) et les effets liés & un traitement en champ fort des séparatrices sont négligés
L C’est en particulier le cas de la ”structuration dispersive” du paquet d’ondes incident en plusieurs
paquets d’ondes ayant des caractéristiques trés différentes.

Un schéma spatio-temporel de cette action effective instantanée est donné sur la figure 4.2. Plu-
sieurs chemins atomiques (correspondant aux trajectoires des centres de paquets d’ondes, voir partie
4.2.1) sont représentés, avant et aprés Uinstant effectif d’interaction t;. Les modifications des deux
chemins atomiques « et 3 sont ensuite détaillées sur les figures 4.3 et 4.4.

avec
changement
d’état
interne

s . o+
separatrice n-1 ,

Paquet d’ondes
atomique
incident 2 paquets d’ondes

atomi que sortants

A r——————

I
| sans
| changement
i 7i ¢
P I 4 ‘d état
2 mterne

Fi1a. 4.2: Diagramme spatio-temporel d’une séparatrice atomique selon les modélisations ttt champ
faible et infiniment fine.

Inversement, comme on a pu le voir dans la partie 3.7, la modélisation titt champ fort généralisée
cherche précisément a rendre compte de la majeure partie de ces effets. Les champs extérieurs adition-
nels (inertie, gravitation...) sont alors traités en champ fort, de méme que le champ laser servant de
séparatrice atomique (temporelle).

Le résultat principal des parties 3.6 et 3.7 est alors que l'action d’une séparatrice sur un paquet
d’ondes atomique incident peut étre modélisée par une interaction effective instantanée (au temps

?Cette modélisation simplifiée est valable pour les séparatrices temporelles et spatiales (ce qui en fait son intérét). On
verra alors plus loin ce que vaut ce temps central pour une séparatrice spatiale.

10Nous avons au chapitre 3 que I’étude de la séparation laser en présence d’un champ de gravité uniforme et constant
a été réalisée en 1995 [53, 54]. Ce calcul a alors été repris en 1999 dans [101] (dans le cas spatial) pour déterminer Deffet
d’un champ de gravité sur un interféromeétre, séparatrices comprises.

" Plusieurs traitements en champ fort ont néanmoins été réalisés [30, 52], mais de facon particlle, ie en négligeant
généralement 'effet du laser - en champ fort - sur I’état externe des atomes.
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(séparatrice n°i)

Paquet d’ondes Paquet d’ondes
atomique : atomique sortant:
incident chemin «

— .
_ - = rm b pai = pal
ti > rai’
+
Am. Am' - Am‘ M ai

(X Y *1)* =X v

ai” ai ai”ai

¢m’+ = ¢m‘ + wm’

8
8

F1G. 4.3: Modifications du chemin « du diagramme spatio-temporel précédent (séparatrice atomique
selon la modélisation ttt champ faible ou infiniment fine).

central de la séparatrice), ou le paquet d’ondes initial Gaussien est divisé en quatre paquets d’ondes
de méme structure, dont deux sont dans le méme état interne et deux sont dans I’état interne
complémentaire (atomes & deux niveaux effectifs).

Le principal point commun avec la modélisation simplifiée précédente est que 'on cherche a pré-
server la structure (Gaussienne) du paquet d’ondes incident. Néanmoins, il y cette fois-ci quatre
paquets d’ondes sortants et non deux, et les paramétres de ces paquets d’ondes (centres en position
et impulsion, largeurs en position et impulsion...) peuvent étre trés différents de ceux caractérisant
le paquet d’ondes initial. Ainsi, les quatre paquets d’ondes sortants subissent (par rapport au paquet
d’ondes initial) :

— non seulement un changement d’état interne, d’amplitude, d’impulsion centrale et de phase,
— mais également un changement :

— de position centrale :

Tt =T @
— et de largeurs complexes :
(Xinl) = X,Yi_1 + E; avec F; une matrice 3 x 3 complexe

La figure 4.5 représente un schéma (spatio-temporel) typique d’évolution atomique dans une sépara-
trice temporelle. On y voit un paquet d’ondes initial se scinder en deux paquets d’ondes intermédiaires,
qui & leur tour se scindent en deux paquets d’ondes distincts (passage d’un seul chemin atomique a
quatre chemins atomiques «, 3, v et ). Lorsque 'on décrit cette interaction structurante par une
action effective instantanée, on obtient le schéma de le figure 4.6, ou les changements de position cen-
trale sont évidents. Afin de comparer la modélisation ttt champ fort généralisée avec la modélisation
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(séparatrice n°i) Paquetq ondes
atomique
Paquet d’ondes sortant:
atomique .
incident chemin B
: ot = = — e
s Ty Pt 7 | e T Py TPty
i
I t_
Ap,- !
I -1\" -1
| +
Py i Ps =+ 0y
I
I

F1a. 4.4: Modifications du chemin 5 du diagramme spatio-temporel précédent (séparatrice atomique
selon la modélisation ttt champ faible ou infiniment fine).

ttt champ faible ou infiniment fine, on a détaillé, sur les figures 4.3, 4.4, 4.7 et 4.8, les modifications
subies par le paquet d’ondes incident pour les deux modélisations et pour deux chemins atomiques

typiques.

Il est alors intéressant de considérer d’autres modélisations dont le degré de finesse est intermédiaire
a celui des deux modélisations précédentes. Nous pouvons ainsi envisager les modélisations suivantes :

— la modélisation ttt champ fort idéalisée, ot 'on considére un paquet d’ondes incident ayant
une treés faible largeur en impulsion, et dont la composante centrale (ie la porteuse) est a
résonance,

— la modélisation ttt champ fort idéalisée libre, version simplifiée de la précédente ou 'on
néglige 'effet des champs inertiels et gravitationnels pendant l'interaction laser.

Finalement, nous serons amenés a considérer les quatre modélisations suivantes :

1. la modélisation ttt champ fort généralisée,

2. la modélisation ttt champ fort idéalisée, qui n’est rien d’autre qu’'une version simplifiée de la
modélisation précédente,

3. la modélisation ttt champ fort idéalisée libre, version encore plus simplifiée des précédentes, et
qui correspond & la version champ fort de la modélisation ttt champ faible,

4. la modélisation ttt champ faible (équivalente de forme a la modélisation infiniment fine).

La raison pour laquelle nous considérons de telles modélisations simplifiées est double.
Premieérement, la modélisation ttt champ fort généralisée est assez difficile d’acces, car elle né-
cessite de nombreux calculs intermédiaires (calcul des impulsions centrales, présence de nombreux
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avec
changement
d’état
interne

séparatrice n°i

Paquet d’ondes
atomique
incident

Paquets d’ondes
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? sans
| changement
: d’état
: interne
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Fic. 4.5: Schéma spatio-temporel typique d’évolution atomique dans une séparatrice temporelle.

coefficients...). Il est donc intéressant d’en obtenir des versions simplifiées pour montrer de fagon gra-
duelle comment un traitement en champ fort des séparatrices modifie les modélisations antérieures
des interférométres atomiques.

Deuxiémement, cette modélisation trés générale ne s’applique qu’aux séparatrices laser temporelles,
alors qu’on peut définir des versions simplifiées valables pour les deux types de séparatrices - spatiales
et temporelles - comme c’est notamment le cas pour les modélisations ttt champ faible et infiniment

fine.

Précisons a présent les caractéristiques essentielles et le domaine de validité de ces modéli-
sations.

Modélisation ttt champ fort généralisée

Des quatre modélisations précédentes, la modélisation tit champ fort généralisée est, comme son
nom l'indique, la plus générale. Elle a été établie en détail au chapitre 3, et nous avons plus spécifi-
quement vu quel était son domaine de validité dans la partie 3.7.

C’est une modélisation issue d’un traitement en champ fort :

— du champ laser (avec une structure temporelle de son amplitude)

— des champs inertiels et gravitationnels décrits par He,;; (au plus quadratique en
position et impulsion, voir partie 2.1)

qui permet de rendre compte de presque tous les effets majeurs d’une séparatrice laser temporelle
sur un paquet d’ondes atomique incident, notamment :

— le changement global d’amplitude (oscillations de Rabi),
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avec
changement
d’état
interne

séparatrice n°i

Paquet d’ondes
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incident

Paquets d’ondes
atomi que sortants

—— Ny — =N — : sans
changement
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Fic. 4.6: Diagramme spatio-temporel d’une séparatrice atomique selon la modélisation ttt champ fort
généralisée.

la sélectivité (complexe) en vitesse transverse,

le changement de phase et d’impulsion centrale,
— la structuration en plusieurs paquets d’ondes, dont deux principaux,

— l'apparition de deux vitesses de groupe distinctes, symétriques par rapport a la
—
vitesse médiane pg/m + h k /2m,

— le décalage spatial en fin d’interaction pour les paquets d’ondes n’effectuant pas de
transition interne du type a —— a ou b+—— b,

— la dispersion anormale, ie le fait que I'étalement d’'un des deux paquets d’ondes
principaux soit moins rapide que 1’étalement naturel (et que I’étalement du second
soit, au contraire, plus rapide que ce dernier).

L’approximation principale conduisant & cette modélisation est une approximation Gaussienne.
On cherche en effet, dans cette modélisation ttt champ fort généralisée, & décrire sous forme Gaussienne
les paquets d’ondes principaux qui prennent naissance dans une telle séparatrice laser temporelle, en
d’autres termes, & les approximer par une fonction Gaussienne.

Le choix d’approcher ces paquets d’ondes par des Gaussiennes résulte du fait que ’on considére des
paquets d’ondes atomiques incidents Gaussiens. En effet, comme on ’a détaillé dans la partie 2.3.2, une
fonction Gaussienne est la fonction génératrice d’une base de fonctions : les modes Hermito-Gaussiens
(voir partie 2.3.2). Il suffit donc de considérer un paquet d’ondes incident Gaussien, pour finalement
connaitre ’effet d’une séparatrice sur tout mode Hermito-Gaussien, et donc - par combinaisons linéaires
- sur toute fonction d’onde. Lors de I'interaction laser, il est donc intéressant de conserver la forme
Gaussienne incidente, d’autant plus que les résultats concernant 1’évolution de paquets d’ondes en
dehors des séparatrices (théoréme ABCD) s’expriment simplement dans le cas Gaussien. Comme on
I’a déja souligné (voir 'appendice F par exemple), on peut néanmoins améliorer cette modélisation en
approchant les paquets d’ondes créés par la séparatrice par des sommes d’Hermite-Gauss (quitte a les
ré-exprimer ensuite comme les coefficients du développement d’une fonction génératrice Gaussienne).
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(séparatrice n°i)
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F1a. 4.7: Modifications du chemin o du diagramme spatio-temporel précédent (séparatrice atomique
selon la modélisation ttt champ fort généralisée). Le décallage spatial aq; est clairement mis en évidence.

L’autre approximation principale de cette modélisation consiste, lors de la résolution de 1’équa-
tion (détaillée dans le chapitre 3)

d IA W F,
B — 2 op op
Z 1o () ( A g ) o (1)

Aop=Dop(t,t1) i=w—wo— K A(t,t01)Top— k B(t,t1) 2L —F € (t,t1)
avec : F,=F (RT,, (t,t1) ,t)
\ t1 =ty

a négliger, dans A, (t,t1), les termes dépendant des éléments quadratiques de H.,. Cette
approximation suppose que les grandeurs en question (rotations, gradients de gravité et d’accéléra-
tion...) sont suffisamment faibles par rapport aux grandeurs caractéristiques de la séparatrice, ie en
pratique :

H? (th X ﬁ/m) H ? o< 1 pour une rotation ..

ny> ?H o, 7T < 1 pour un gradient y

L ) , ) . . .
(ou k, pg, o, et T sont respectivement le vecteur d’onde laser, 'impulsion atomique centrale incidente,
la largeur en position du paquet d’ondes incident, et le temps d’interaction laser). Dans les expériences

~ 1074

d’interférométrie atomique actuelles, ces conditions sont respectées (on rappelle que ||t

_ = 6 — ) . . . . ,
s7tet |[7] ~ 1076 572 pour les données terrestres), mais elles pourraient étre mises en défaut, par
exemple dans les cas :

— d’une rotation artificielle, pour un temps d’interaction laser suffisamment long,

— d’un gradient d’accélération, lors d’un choc ou d’une vibration trop forte subis par l'inter-
féromeétre.
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(séparatrice n°i)
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yi
tl > Ty p}/i

| A=A M

A, ! vio T
| -\t -1
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F1a. 4.8: Modifications du chemin v du diagramme spatio-temporel précédent (séparatrice atomique
selon la modélisation ttt champ fort généralisée). Comme précédemment, le décalage spatial a,; est
clairement apparent.

On a alors montré qu’on pouvait utiliser une des méthodes d’approrimation détaillées dans la
partie 3.4.4, pour finalement retrouver une équation similaire & celle qu’on obtient par ’approximation

précédente. On a également vu que le terme k £ (¢,t1) pouvait étre, lui aussi, souvent négligé, et
qu’il était possible,dans le cas contraire, d’approcher son effet par une des méthodes de la partie 3.4.4.

Signalons également que, du fait de la faible variation du mouvement atomique externe pendant
Iinteraction laser, on approxime le terme F (R_>Op (t,t1) ,t), lie & Pamplitude F' (7,t) du champ

laser (utilisé comme séparatrice), par sa valeur semi-classique prise en un instant particulier, I'instant
central ¢y, =13 :

Fp=F (R_/,p (t,t1) ,t) ~F (RT,, (t, 1) ,t) = F(71,1)

ou 77 est la position centrale du paquet d’ondes incident au temps ¢;. Cette approximation est justifiée
dans la plupart des cas de séparatrices laser temporelles, a condition de se placer dans une zone spatiale
a faible speckle (voir partie 3.3.2).

Remarquons enfin que la modélisation est réalisée pour une amplitude laser en forme de
créneau temporel (forme aujourd’hui bien maitrisée expérimentalement), la modélisation d’une dé-
pendance temporelle plus complexe restant & effectuer. Dans la partie 3.4, nous avons volontairement
détaillé les principales et plus efficaces méthodes de résolution pour une dépendance temporelle quel-
conque de 'amplitude laser. On a d’ailleurs rappelé quelles étaient les différentes classes d’impulsions
laser qui conduisent & des cas exactement résolubles, et nous avons notamment insisté sur le cas trés
pratique, mais difficile & modéliser malgré les apparences, des impulsions sécantes hyperboliques.

Rappelons maintenant la forme explicite de la modélisation ttt champ fort généralisée (cf

partie 3.7).

Soit un paquet d’ondes atomique initialement Gaussien au temps ty, et une séparatrice laser tem-
porelle constituée d’une impulsion de form créneau (de ty a t = to+7), alors on peut modéliser leffet
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de cette séparatrice sur ce paquet d’ondes atomique sous la forme d’une interaction laser instantanée
effective (au temps central t1 =t1/5) :

siat=t] (ie juste avant l'instant t1) le paquet d’ondes atomique initial s’écrit :

1 b (= = —1 (== =\ _ L= =
wp (?7 tl) = wp (7,151; ™, 1Tl>a X1Y1_1,m0) — e 2m0h(p pr)-X1Yy (P -Ppr)—3 P -TT
det (moY1)

alors a t = tf (ie juste aprés linstant t1) il y a quatre paquets d’ondes solutions - deux pour
chaque transition u+—— v (avec u,v = a,b) - qui s’écrivent sous la forme :

‘ I
M€ wp (7,#; L, (), ml)

avec :
o= tal
_—
pit o= p+bh
xyyhHT = xR

et ou My , 01, a7 , b? et Iy s’expriment a laide des coefficients (Mli , 014, at+ b_fi et F1i>,

issus de la modélisation des parties 3.6 et 3.7 (rappelées ci-dessous), et des termes Ty, Puy €t Py du
schéma ttt (donnés au paragraphe 3.5.3 et rappelés également ci-dessous) :

My : =M+

01 1 =Py + Pup- (71 + Tuw) /R + 014

al . =T+ ar+ (4.7)
bl =Put b

Fr . =F4

Les signes + et — font alors référence aux deux paquets d’ondes associés a une transition u —— v
particuliere (u,v = a,b). Par exemple, si le paquet d’ondes initial est dans I’état fondamental a, il y a
en sortie deux fois deux paires de paquets d’ondes : une paire dans ’état a, et une paire dans 1’état
b. Pour différencier les deux paquets de chacune de ces paires, on emploie alors les signes + et —. Ces
termes indicés par + et — peuvent s’exprimer a I'aide des coefficients py+ , O , coefy et bey , établis
dans la partie 3.6. Par exemple, on a :

5
b-fi—T (Pet — D7)
sachant que :
R h — =
Pt =pejx* k/k = oy \ PR
et :
—
Fie = —(coefy* Qo1 +ibet). & /O3
—
Dun- Q1 Dot — P1). 0 .77 1 = 1
b, — p—1:t+@i_(p:t pr) 1 (Pez —77) 0 X0Y7' 6 (P2 — 1)

i hé " 2mgho?
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Au vu de la complexité des autres termes, et pour une interprétation physique plus claire, on
procéde en deux étapes, en introduisant plusieurs données intermédiaires importantes (comme les
impulsions centrales per, les vitesses de groupes Uger, le parametre d’inélasticité y et la largeur adi-
mensionnée o, des paquets d’ondes). Comme on l'a déja vu, le parameétre ”y” est particuliérement

important car il intervient directement dans ’expression des vitesses de groupe vy.1, et par conséquent
dans 'expression du décalage spatial a7+ :

— —

a1+ = Vget+ T
Ce parametre y a une expression différente selon que 1’on considére des transitions atomiques & partir

de l’état fondamental (du type a — a ou a — b) ou a partir de 'état excité (du type b — a ou
b—b):

w—wo—?.?/mg -0 k(pS” —pH)

transitions ¢ +—— aoua+—b: Y =Yg (pH) = 70 =50
0 mM0320
5 —~
it w—wo— T 9 /mo [+6] _ k(5] —py)
transitions b —— aoubr—b: Y= 1Yp (pH) = 50 = o q
0 Mmoo

Dans les expressions qui suivent, nous nous plagons implicitement dans le cas des transitions du type
ar—aouar—b:

_ w—wo— k. P/m—6 _ k(pSpr“)
y (p)) = “—"30; = ~2mf

Les expressions correspondant au cas du type b — a et b — b s’obtiennent alors en remplagant
simplement y (p”) par yp (pH) (& une exception pres, signalée plus loin).

L’autre parameétre trés important est I'impulsion centrale p.f des paquets d’ondes sortants.
Cette impulsion, qui est unique dans le cas des transitions avec changement d’état interne (du type
a — b), est double dans le cas des transitions sans changement d’état interne (du type a — a). 1l
est donc nécessaire de distinguer ces deux cas.

Cas des transitions a — b :

Il y a une seule impulsion centrale p; = p.; = p._, telle que :

=y (pey)
vérifie ’équation :

Yo+ (e =) 1+ y2) Jos = 0 (4.8)

-0
avec L Oy =
! \/QQ% (Im (X2Y771)

et y:=y(py)
ainsi que  : (XlYl_l)”H = ?.XlYl_l.?/kZ
On en déduit :
N
hk
les vitesses de groupe Uget = 2—%
m + e
. 1 1
les facteurs d’amplitudes My =+ §ﬁ
+ Yz

et les facteurs de phase Oy ==+ Qor/1+ 9?2



220 CHAPITRE 4. MODELISATION DES INTERFEROMETRES ATOMIQUES

Quant aux paramétres b.+ et coefi intervenant dans

=
Eir = —(coefy *xQor +1 bet) & /Q%

ils dépendent fortement de la modélisation considérée. Suivant les résultats de la partie 3.6, ils ont

pour expression :

/22
et = be ~ 1 1 A
bey = b 6/< +3QOT>

et :

coefy1 + coef_q

coefy = coef_ ~

2
( 3201 1442 c
/2 +yé— 2 (Ymin—Ye)

coefr1 = L

(ymin_yc)

Q
3505 —V1+y2———=(~Ymin—Ve)
avec coef o 1+y2
-1 (7ymin7yc)2
2
Qo
ymil’l - (3 7r/2 ) - 1

\

Cas des transitions a — a :
Il y a dans ce cas deux impulsions centrales p.7, telles que :
Yet ' =Y (pc”:l:)
vérifie I’équation :
Yo + (Yer —11) (L+92) oo, = 0
—J
avec 1 Oy :i= —
205 (Im (XY ))IIH

et oy =y (py)
ainsi que  : (XlYfl)”H = E>.X1Yfl.%>/k2

Comme précédemment, on en déduit les vitesses de groupe vy.+, les facteurs d’amplitudes M+ 12 6t
les facteurs de phase O :

s h? Yex
Vgt = % 5
1 +yc:|:
1
My = - [1+2&

1+ y2
01 = £Qo74/1 +y2i

120n a dit que le passage des transitions du type a — a ou @ — b aux transitions du type b — @ ou b — b
s’effectuait uniquement en changeant y = y, (ch) en yp (ch). Il y a une exception cependant, concernant les facteurs
d’amplitude M;1, mais seulement pour les transitions du type b — b.En effet, dans ce cas, il est également nécessaire

de changer 3 (pc”) en —yp (pC”) dans 'expression de M.
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Quant aux paramétres b.+ et coef, ils ont pour expression :

_ 1.4 .
betr = be— ~ 7 Yo : pour une lame 7
_ 2 .
bey = be_ ~ 08to; & bourune lame 7 /2

et :

coefy = <1 — 1+ +\/17?> Jy2s
2
coef_ = <1 — 1/1—|—y2_ + JﬁT) /yg,

L’expression des termes 7y, Py, €t @y, est donnée au paragraphe 3.5.3 concernant le schéma
ttt (formules 3.79, 3.81, 3.83 et 3.85 pour t; =t/ = (t +tp) /2). Ces termes s’expriment en fonction
des matrices ABCD obtenues au chapitre 2 et détaillées dans les appendices C et D, et différent selon
le type de transition considéré :

— dans le cas des transitions a — a :

( M — 7Al(t7t1)—2g(t0,t1)h?
7o e 4 Blt)-Bltoty) nE
2 m (4.10)
Daa =43 [(w—wo) (t —t0) = F. (€ (t,t2) — € (to,11) )]
\ +LE {A (t,t1) B (t,t1) + A(to, t1) B (to, t1) — 24 (to,tl)ﬁ(t,tl)] - [ A gy
— dans le cas des transitions a —— b :
( Do, 1= _i_g(tytl)gg(to,tl)h?
T _é(ttl)gé(to,tl)%
(4.11)
By, = [wt1+¢ g(t t1)+£(to,t1)
A B A N - t S(t' 1) t1) '
\ BB [A (4 00) B (t,12) + Alto, 1) B (to, 1) + 24 (to, 1) B (t,42)| 7 — [} X5kar
— dans le cas des transitions b+— a :
( ZTQ_[; — 7g(t7t1)—;g(to,t1)h?
@ — (tt1)+B(t07t1)%
(4.12)
Doy = + [wty + ¢ — T LA Elo)
\ + K [A (t,t1) B (t,t1) + A(to,t1) B (to, t1) + 24 (to, t1) B (t,tl)] T - fL S gy
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— dans le cas des transitions b——b :

( — . A t,t1 —Av!to,tl -
Dob =+ 3 hk

— . B(tt1)-B(tot1) h'E
5 1= — Bltan)Blioun) nT

(4.13)
e [(w —wo) (t—to) — K. (? (t,t1) — € (to, tl)ﬂ

+2E [A (t,t1) B (t,t1) + A (to, t1) B (to, t1) — 24 (to, t1) B (t,tl)] T - fL o) gy

Modélisation ttt champ fort idéalisée

La modélisation ttt champ fort généralisée précédente utilise deux types de données :

— celles qui sont issues du schéma ttt (cf partie 3.5.3) et qui traduisent I’action des diverses
transformations unitaires de la partie 3.3.1 (passage dans le référentiel de moindre mouve-
ment), et qui sont indicées par uv,

— celles qui sont issues de la modélisation établie dans la partie 3.7, dépendant principalement :
— des impulsions centrales py4 et p,—, ou de fagon équivalente des termes y.q =
Y (Pe)+)

— de la largeur en tmpulsion suivant la direction %

2mh
Im {(lefl)m

Opyy -=

avec: (X171, = ?.XlYfl.?/kQ

99,5,

ou de fagon équivalente de la largeur en "y :

oo -5
Y \/293 (Im (lel—l))HII

Par ailleurs, on a vu que lorsque o, < 1 (trés faible largeur en impulsion), il n’y avait qu'une
seule impulsion centrale p. = py) pour les deux paquets d’ondes principaux prenant naissance dans la
séparatrice (pour les deux formés lors de la transition a —— b par exemple). Les données précédentes
se simplifient donc beaucoup si 'on considére en plus que 'on est a résonance parfaite pour cette
impulsion centrale, ie : y. = ¥y (p1||) = 0. Dans ce cas particulier, les seules données restantes sont
celles qui sont issues du schéma ¢ttt (celles dépendant des indices uv).

Ce cas idéal est tres intéressant car il permet de faire le lien entre la modélisation généralisée et les
modélisations du type tit champ faible ou infiment fine On peut le voir comme une étape intermédiaire,
plus simple dans sa formulation que la modélisation précédente, et cependant plus rigoureuse que les
modélisations antérieures, du type infiniment fine ou ttt champ faible.

Considérons donc ce cas extréme :

oy < 1 (= Pe|+ =Pe|- =Pe| = P1))

et : ye =y (p1)) =0
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d’un paquet d’ondes incident (& I'instant t; = t;/5) trés fin en impulsion et étant & résonance parfaite
pour son impulsion centrale. On obtient ainsi la modélisation ttt champ fort idéalisée :

siat=t] (ie juste avant l'instant t1) le paquet d’ondes atomique initial s’écrit :

1 _ 1 7 —p7) X Y71 —=_ = _£—>'—>
wp (7', 0) = wp (B, 0577, 51, X1, Y1) = —— ¢ oo (7 PORN (TP

det (mo Y1 )

alors a t = t] (e juste aprés linstant t1) - et pour chaque transition u— v (u,v =a,b) - il y a
deux paquets d’ondes solutions qui s’écrivent :

My €%+ wp (Pt 71+ Taw » DL+ Puv » X1V~ + E1y)
et :
M- €%~ wp (P, t1; 77 +Tuw » DT+ Puv » X1Y7 '+ E1)
avec :
oy = <I>w+m'(r-1;_b+m) L Qo7
Eix = —(ib.Ecoef Qo) T5> /Qg

ot les données indicées par uv sont précisées ci-dessus, et ol les autres ont pour valeur :

— dans le cas des transitions a—— b et b—— a :

1
My = i§
coef = 1
be ~ 1. : lame
b =

be ~0.32 : lame 7/2

— et dans le cas des transitions a—— a et b—— b :

1
My = B
1
coef = 3
be~14 : lamew
b =
be ~ 25  : lame /2

Remarquons que la somme de ces deux paquets d’ondes redonne bien les sinus et cosinus habituels
(mais cette fois-ci avec une dépendance quadratique en impulsion, qui empéche de considérer cette
somme comme un unique paquet d’ondes Gaussien) :
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— dans le cas des transitions a—— b et b—— a :

. — (T | — . =
e PuvtPud-(TT4Twd) /1] gy <?’,t1; 7T+ Tuw, DT+ Puv s X1Yy " —ibe 6 /Q%>

2mQg

T s s\ \ 2
4 sin [QOT (1+coef (J—H P —P1 " Puv ) ﬂ

— et dans le cas des transitions a — a et b—— b :

: S (> - . e
62[¢’uv+puv-(r1+ruv)/ﬁ] wp <?>,t1, T-f +7Tu—v> bl ZTf +Z)—m)> 3 X1Y1 1 —1 bC 5 /Q%)

2mQg

. COS |:Qo7’ (1+coef <M>2>}

Modélisation ttt champ fort idéalisée libre

Dans le prolongement de la démarche précédente, on peut simplifier d’avantage les données qui
définissent la modélisation, en négligeant 1’effet des champs inertiels et gravitationnels pen-
dant ’interaction laser. Dans ce cas, on obtient alors des décalages spatiaux 7, et des transferts
d’impulsion Py, trés simples (7 =t — g et t1 =ty = (t +to) /2) :

— dans le cas des transitions a — a :

— -

Paa = 0
= — L hE
Taa = +5,7T

d’ou les deux paquets d’ondes :

N

1 .. i hk = =

§€+ZQOT etsw—wo—0)7, <?’,t1; 7+ o T 1, XlYl_1 —ib. & QB —coefx o T/Qg)
m

et :

-
1 . i hk = =
+§e—1907 etalw—wo—d)r, (?’,tl; T+ 5T P, Xa¥V7 b —ib. 6 /O3 +coefx § T/Qo>
m

— dans le cas des transitions a — b :
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—)
o = Wk
o= 0

d’ot les deux paquets d’ondes :

1 .. . — = =
§e+’Q°T ei(wh—F.17+9) <7,t1; T, p’f+h? , XlYfl —ib. 0 /3 — coefx O T/Qo>

et :

1 . . N = =
—Ee_ZQOT emi(wh—F.1T49) <?’,t1; ™, P+ Wk , XaY Tt —ibe & /% + coefx § T/Qo>

— dans le cas des transitions b — a :

Pa,=—hk
Tab= 0
(I)ab—Wt1+¢

d’ott les deux paquets d’ondes :

1 . . N = =
§e+’Q°T eTi(wh—F.17+9) <7,t1; ™, D1 — Wk , X1 Y7 —ib. & JQ% — coefx § T/Qo>

et :

1 . : - = =
*5671907- ctilwh—F.T1+9) <?’,t1; ™, Pl — hk , XlYfl —43b. d /Q% + coef* 0 T/Qo>

— dans le cas des transitions b—— b :

_y =
bb —
= ik
Toh = — 55T

d’ot les deux paquets d’ondes :
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.
1 .. i hk = =
§e+ZQOT e~ 3(W—wotd)T, (W,tl; T — o T o1, XlYfl —ib. & /B —coefx o T/Qo>

et :

i

-}
1 . hk = =
+§€71907 e~ 3(wwotd)T, (?,tl; T — 2—7’ , DT, X1Y1_1 —ib. 0 /Q% + coefx* § T/Qo)
m

avec
changement

d’état

séparatrice n°i interne

Paquet d’ondes
atomique

o Paquets d’ondes
incident

atomi que sortants

sans
aetf changement
d’état
interne

Ti
t+ -
2

F1c. 4.9: Schéma spatio-temporel représentant I’évolution des chemins atomiques principaux dans une
séparatrice. Les approximations sous-jacentes sont celles de la modélisation ttt champ fort idéalisée
libre.

Un schéma (spatio-temporel) correspondant & une paire de ces transitions (par exemple, celles
a — a et a — b) est représenté sur la figure 4.9. On y voit clairement le décalage spatial en fin
d’impulsion laser pour le chemin atomique ou les atomes ne changent pas d’état interne (d’une valeur

H%TH) Le diagramme spatio-temporel associé a la modélisation tit champ fort idéalisée libre est
alors donné sur la figure 4.10.
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incident atomi que sortants

avec
changement
d’état
, . o interne
séparatrice n°i
Paquet d’ondes I :
atomique | y eto Paquets d’ondes
I

|
. | sans
! | changement
| | aetP °
i y d’état
i : terne
f, —% 1, +%
l;

Fi1a. 4.10: Diagramme spatio-temporel d’une séparatrice atomique dans le cadre de la modélisation
ttt champ fort idéalisée libre.

Modélisations ttt champ faible et infiniment fine

Nous voulons rappeler ici les caractéristiques de la modélisation tit champ faible établie en détail
dans [79]. Nous verrons en particulier son équivalence de forme avec la modélisation dite infiniment
fine, qui est couramment utilisée en interférométrie atomique.

Bien que cette modélisation tit champ faible soit obtenue en champ laser faible, et qu’elle ne puisse
donc pas rendre compte de fagon rigoureuse de l'action réelle des séparatrices (utilisation en champ
fort dans les interférometres atomiques, ie pour "Qprapi * Tinteraction > 17), elle est trés utile car elle
permet :

1. de justifier la forme usuelle des modélisation antérieures (du type ”changements d’amplitude,
de phase et d’impulsion centrale du paquet d’ondes initial”),

2. de fournir une modélisation valable a la fois pour des séparatrices temporelles et spatiales (elle
montre par exemple comment - dans le cas spatial - une impulsion longitudinale doit étre ajoutée
aux atomes qui sont hors résonance).

C’est essentiellement le deuxiéme point qui nous intéresse ici.

Lorsque 'on ne tient compte :

— ni des champs inertiels et gravitationnels pendant 'interaction,

— ni des propriétés dispersives de la séparatrice (ie que l'on néglige toute déformation du
paquet d’ondes incident pendant l'interaction),

on peut en effet montrer que 'action en champ faible d’une séparatrice laser se résume ainsi :

— a la division du paquet d’ondes atomique incident wpg en deux paquets d’ondes ayant la
méme structure,
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— au fait qu’'un de ces paquets d’ondes est distinct de wpy uniquement par un changement
d’amplitude, alors que ’autre subit :

— un changement d’amplitude :
A — A My,
— un changement d’état interne (ie de masse effective) :
mo — My
— un changement d’impulsion centrale :
e — P+ hk"

— un changement de phase globale :

¢ — ¢ — (w*t* N 90*>

tous ces effets étant instantanés (l'instant effectif d’interaction est précisé ci-dessous).

En fait, t* et 7* dépendent de t4 et 74, I'instant central et la position centrale de I'impulsion
laser utilisée comme séparatrice atomique (dans le cas temporel, t4 = t1 = ty/3).

Les données intervenant dans ’expression de I’impulsion T et de la phase ¢* s’expriment alors
difféeremment selon que 'on se place dans le cas temporel ou le cas spatial. En effet, dans le cas
spatial, il faut tenir compte du supplément d’impulsion communiquée aux atomes lorsque ceux-ci sont
hors résonE)nce (cette impulsion aditionnelle longitudinale ok est alors proportionnelle au désaccord
w—wp— k.pc/mo—9).

On obtient ainsi le schéma suivant :

Séparatrices temporelles :

t" =ty
T =Tg (ta) ie 77
=K
wr=w
Pt =
Séparatrices spatiales :
=74
t* tel que: 74 (t*) =74
=Tk + ok
W =w
" =+
avec :
ok = (w—wg—?.ﬁ/mo—ﬁvd_ Jvs,
ou: Ul =Tl -0k [k
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Quant aux facteurs d’amplitude M,,, ils sont donnés par (au premier ordre en Qo7) [79] :

Séparatrices temporelles :

Moy = My,=1

sin [(w —wo — ?.ﬁ/mo — (5) 7/2]
(w —wo — ?.E}/mo - 5) T/2

My = Mg (6 — —0)

My, = 1iQo7.Fy.

ou Fy désigne le profil spatial de 'onde laser (Gaussien par exemple).

Séparatrices spatiales :

Maa = Mbb =1
Mba = Mba = ’iQoT*.GQ

ou Gy désigne le profil spatial transverse de 'onde laser (Gaussien par exemple), et o 7% est défini
par :

avec wq le waist du faisceau laser.

En fait, il est facile de voir que cette modélisation ttt champ faible donne le méme type de résultats
que la modélisation dite infiniment fine. Cette modélisation, couramment utilisée en interférométrie
atomique, consiste & faire tendre la durée d’interaction 7 vers 0 et & ne garder que les termes res-
tant (dans le cas spatial, on envisage bien stir une largeur spatiale (waist) infiniment fine). Ce genre
d’approximation revient en fait & négliger tous les effets de structuration dus a la durée finie
des séparatrices, entre autres, toutes les modifications de largeurs complexes, de position centrale
(décalage spatial en fin de séparatrice) et d’impulsion centrale (le fait d’avoir une impulsion centrale
en sortie différente de celle d’entrée, méme pour les transitions sans changement d’état interne) mises
en évidence dans la partie 3.6, et rappelées dans les paragraphes précédents.

Par exemple, dans le cas temporel, on obtient cette modélisation simplifiée en prenant simplement
la limite 7 — 0 dans les expressions caractérisant la modélisation ¢ttt champ fort généralisée (tout en
conservant, attention, une valeur finie non-nulle pour o7, ce qui implique Qy — +00). Les équations
de définition des impulsions centrales 4.8 et 4.9 conduisent alors & l'existence d’une seule impulsion
centrale P. égale & 'impulsion centrale initiale py :

Pt =P =P =D

ce qui simplifie énormément ’expression de b;+ et ¢ :

b = 0

P+ = O+
sachant que :

as=0
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du fait que 7 — 0.
De plus, comme g — +00, les parameétres matriciels F14 tendent également vers O :

Eir =0

Concernant les données indicées par uv (ie Ty, Puy €t Puy), la nullité de 7 conduit a :
m:ﬁ (u,v) S (a7b)
(ie que cette modélisation ne rend pas compte des décallages spatiaux en fin d’interaction), ainsi qu’a :
—
MZWZO et (I)aa:(pbbzo

et :

— A —

DPba = hk = —Pab et (I)ba = - (th + d)) = _q)ab

Enfin, les phases O4 et les facteurs d’amplitudes M4+ s’écrivent en fonction de y. de la fagon
suivante :

Oy ==+ Qor/1+ 9?2

et :
M L1 les t iti b
1+ = 5 pour les transitions a —
2\V1+y2
1 Ye i
My = - |1+—— pour les transitions a — a
2 ( Vit y?)

ou on rappelle que y. est le Off Braggness Parameter, ou pramétre d’inélasticité, défini par :

B w—wo—?.p?/mo—cs
Ye = 2%

(pour étre cohérent avec I’approximation infiniment fine, y. doit étre nul, mais on peut dans un premier
temps le garder non nul pour rendre compte de ’écart & la résonance).

Finalement, en partant du paquet d’ondes (dans I’état a par exemple) :
wp (?)7 tlv T—fa ]Tl7 Xlifl_l)

on obtient les deux paquets d’ondes suivants :

cos (Q()T\/ 1+ yg) — z\/% sin (QQT\/ 1+ yg)
+ e

pour celui issu de la transition a — a, et :

sin (Qo’]’\/@)

i e—i(wtl—

Vit

pour celui issu de la transition a — b.
On retrouve par conséquent le méme type de modélisation que celle ttt champ faible, avec néanmoins
une définition légérement différente des facteurs d’amplitude :

M,, = cos (QoT\/ 1+ yf) - z\/% sin (Q()T\/ 1+ yg)
+ e

Myy = Mgy =isin (Q()T\/l + y2) IVt g2

My, = cos (Q()T\/ 1+ yg) + z\/% sin (QQT\/ 1+ yg)
+ Yz

-wp (?7 tlv T—1>7 77 Xlifl_l)
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Le cas spatial se traite alors de la méme fagon (& partir des expressions données dans [52] ou [102]),
et on obtient les mémes formules que ci-dessus en remplacant T par 7*.

La conclusion principale est que ces deux modélisations simplifiées ont la méme structure (pour
les deux types de séparatrices, spatiales et temporelles). Elles résument en effet I’action d’une sépara-
trice par la division d’un paquet d’ondes incident en deux paquets d’ondes distincts :

— dont 'un est égal au paquet d’ondes incident, & un facteur d’amplitude pres,

— dont 'autre différe du paquet d’ondes incident par des changements :

d’impulsion centrale,
— d’amplitude,
— d’état interne,

— de phase.

avec
changement
d’état
interne

Paquet d’ondes
atomique
incident 2 paquets d’ondes

atomi que sortants

sans
changement
i d’état
interne

F1a. 4.11: Diagramme spatio-temporel d’une séparatrice atomique selon les modélisations ttt champ
faible et infiniment fine.

Cette structure commune est résumée sur le schéma spatio-temporel 4.11, o sont également re-
présentées en pointillé les chemins atomiques obtenus avec les modélisations ttt champ fort détaillées
dans les paragraphes précédents.

Il y a cependant une différence notable entre les deux modélisations : d’un coté, la modélisation
infiniment fine ne rend pas compte de I'impulsion aditionnelle ok communiquée aux atomes hors
résonance (dans le cas des séparatrices spatiales); de lautre, la modélisation ¢ttt champ faible ne
rend pas compte de la modification d’amplitude réelle (oscillations de Rabi) obtenue avec de vraies
séparatrices (lames 7 et 7/2 avec fonctionnement en champ fort).
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Selon 'objectif visé, on emploiera donc I'une ou l'autre de ces modélisations. Par exemple, dans
I’étude des horloges atomiques avec séparatrices spatiales, il est nécessaire de rendre compte de I'im-
pulsion aditionnelle ok pour interpréter correctement le déphasage final. Inversement, dans I’étude des
senseurs inertiels (gyrométres, gradio-gravimetres ...), il est souvent plus important de bien connaitre
le contraste en sortie, ce qui nécessite de rendre compte des modifications d’amplitude induites par les
lames 7 et 7/2 présentes sur chacun des deux bras atomiques.

Signalons qu’une modélisation mixte a été réalisée par Bordé & al. dans la référence [30] (qui rend
compte de I'impulsion supplémentaire 5k et des oscillations de Rabi).

4.1.3 Modélisation des zones sombres

Dans cette partie, nous voulons rappeler les résultats principaux du chapitre 2 concernant 1’évo-
lution de paquets d’ondes atomiques en présence de champs inertiels et gravitationnels (ceux décrits
par I'Hamiltonien H.,; au plus quadratique en position et impulsion). Notre but est de fournir ainsi
une modélisation des zones dites ”sombres” d’un interféromeétre atomique, ie des zones entre les sé-
paratrices. Nous verrons dans la partie 4.2.1 que ces zones sombres sont des intervalles temporels (et
plus précisément des ”tranches temporelles” ou plusieurs ”chemins homologues” sont présents).

Comme nous ’avons expliqué dans la partie 2.3, nous utilisons dans ce mémoire la méthode de la
fonction génératrice, qui permet de considérer uniquement des paquets d’ondes atomiques Gaussiens.
L’évolution de tels paquets d’ondes en présence des champs inertiels et gravitationnels décrits par Heyt
est alors fournie par le théoréeme ABCD qui donne le lien entre un paquet d’ondes & l'instant g et le
paquet d’ondes évolué a l'instant ¢ > ¢y (voir partie 2.3.4).

Théoréme ABCD :

Pour un paquet d’ondes initial wp (7 ,to ; To, Po,Xo, Yo) centré en (Tg,pg) et ayant Xo et Yy

comme largeurs complexes :

O (T ot0) = wp (P o 3 70, B0 Xo, V) = e 30 (T =TV X (7= T9) 45 (7' =70) 75

0 Jdet (Xo)

on obtient au temps t1 > tg le paquet d’ondes suivant :

w (?7 t1> — e%scl(tlyt()vr_dvp_o)) wp (?)7 tla ’r‘-f7 171)7 X17 Yl) (414)

ie un paquet d’ondes ayant la méme structure qu’au temps tg, auquel on a ajouté une phase
Sei (t1,t0, 70, po) /I - qui n'est rien d’autre que l’action classique entre to et t1 - et dont les nouveaux
parameétres 71, pr, X1, Y1 sont reliés a ceuxr au temps ty par la loi ABCD classique :

(7)-(&8 3ed) (R)-(Fhg) oo
(3) - (& 2em) (3 19

Evolution d’un paquet d’ondes modifié instantanément :

Au vu des différentes modélisations envisagées pour les séparatrices, il est également intéressant
de préciser I’évolution d’'un paquet d’ondes ayant été modifié par I'action d’une séparatrice. Comme
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on I’a vu en détail dans la partie précédente, cette action peut étre modélisée par une action effective
instantanée (au temps milieu) qui transforme le paquet d’ondes incident en une superposition de
paquets d’ondes de méme forme Gaussienne, mais avec des parameétres (impulsion et position centrales,
largeurs complexes, amplitude, phase...) modifiés par l'interaction :

Action effective instantanée des séparatrices :

siat=t] (ie juste avant l'instant t1) le paquet d’ondes atomique initial s’écrit :

7T

>

_ ]. i (= = —1l/—_ =>\_
wp (P,17) = wp (P05, T, B, X1, i) = —— e mn (P DX (770

det (mY?)

alors a t = tf (ie juste aprés Uinstant t1), il y a plusieurs paquets d’ondes solutions qui s’écrivent
sous la forme :

A e wp (7,751; %, Pt (X1Y171)+>

ot A, ¢, T11, P11 €t (XlYfl)Jr s’expriment en fonction de 71, p1, (XlYfl) et des paramétres de la

séparatrice comme :

Ty = T{+TE
Py = PI+DE
(X, = X\ +E

Le probléme est alors de savoir si on peut définir deux matrices complexes X1, et Y7, telles que :
-1 -1
X1 Y = (XlY1 )+

pour ainsi retrouver exactement la méme forme que a (p’, t1), et pouvoir appliquer le théoréeme ABCD
entre t] et to >t

En fait, cela ne présente aucune difficulté car les deux matrices X4 et Y1, apparaissent dans
les calculs d’évolution uniquement sous la forme du produit X 1+Yljrl, et jamais de fagon isolée. Ces
matrices X et Y peuvent étre vues comme des artefacts qui permettent de calculer aisément 1’évolution
des paquets d’ondes, mais qui n’ont pas de définition univoque, comme on a pu le voir dans la partie
2.3.3 (on ne peut pas lier de fagon univoque ces matrices de largeur complexes avec les largeurs réelles
des distributions en position et en impulsion). Par conséquent, on peut tout a fait définir virtuellement
deux matrices X7 et Y7, vérifiant la relation précédente, et écrire les paquets d’ondes solutions sous
une forme identique a celle de a (?, tl_) :

— =

A€ wp (Pt 717, Pt s Xugs Vi)

Selon le théoréme ABCD, au temps to > tf, le paquet d’ondes évolué s’écrira alors :

io 18 (ta,tT FiT.PiT = 4 = = —1
Aeweh d(zl 1+p1+) wp(p7t27 r27p27X27}/2 )

773

>

_ A ¢i® e Se(taot] 7757) 1 o an (TP XY, N(P-13) -

det (mYs)

avec les lois ABC' D suivantes :

(2)-(& 5) (2 (8
D3 Co1 Do )"\ pig ®91
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Xy \ _ [ A1 Ba X1y
Ys Coi Do )7\ Yiy

ol on a noté par simplicité la dépendance temporelle sous forme d’indices :

notation : A21 = A (tg, tl)

On vérifie alors bien que X2Y2*1 ne s’exprime en fait qu’a l'aide des matrices X 1Yfl et I :

Xo¥y ! = (AnXiq + BaViy) (Coi Xa4 4 Doy Vi)™t
= (Aa X1y + BaYiy) [(Coa X1 Yy + Do1) Y1y ] -
= (AnXiy + BaYiy) Y] (Ca Xy Y + D21)_1
= (AnX14YJ 4 Bar) (Con X1y Y + D21)_1
(Ag1 [X1Y; '+ E] + Bar) (Cor [X0Yy '+ E] + Dyy) ™

et ’on voit d’ailleurs que I'action effective d’une séparatrice sur les largeurs de paquets d’ondes peut
étre interprétée comme 'effet de champs inertiels ou gravitationnels fictifs :

XoYy ' = (An X1V ' 4+ [An E + Ba]) (Ca X1 Y] ' + [Con E + Dzl])il

Soulignons également que ’on obtient le méme type de résultat dans I'autre représentation cano-
nique (ie la représentation position).
Dans cette représentation, le paquet d’ondes précédent s’écrit en effet sous la forme :

1 M (> 1l — i )
wp (?atf) = wp (?atla Tlaﬁaleyl) = +ai (TN (=) 4 (7T P

et on peut également écrire pour la matrice :
nxyt = (Y
une loi de modification instantanée :
XY =vx + B
avec F7p défini par :
X E= (XY R) T

Cette matrice Eq se révélera trés utile dans la partie 4.3.3, car c’est souvent dans la représentation
position que ’on calcule le signal de sortie d’un interféromeétre atomique.

4.1.4 Modélisation de la détection

Le dernier élément principal d’un interférométre atomique est la zone de détection, o I'on interroge
les atomes sortant, pour avoir accés ensuite au signal de franges. Il existe de nombreuses méthodes de
détection, qui varient selon les parameétres du nuage atomique (type d’atomes, température ou degré
de cohérence du nuage...) et le type de transitions utilisées pour séparer, dévier et recombiner les
paquets d’ondes atomiques (changement d’état externe et/ou interne, multiples faisceaux atomiques
en sortie...).
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Lorsque I'on utilise des transitions Raman stimulées comme séparatrices (voir le chapitre 3), les
atomes évoluant dans l'interféromeétre sont indexés a la fois par leur état externe et par leur état
interne, et on peut donc se contenter de mesurer ’état interne des paquets d’ondes atomiques en
sortie. Le signal de sortie S obtenu (par fluorescence) est alors lié simplement a la fonction d’onde de
sortie ¢g :

S = fVD fTD &7 % Vs (77,1) Y5 (7,1

ou Vp et Tp sont respectivement le volume et la durée de la détection, ot 104 est égale a la somme de
toutes les fonctions d’onde atomiques sensibles & la méthode de détection :

g = Z¢s¢

et ol on a volontairement mis de coté 'intégration supplémentaire sur les distributions statistiques
décrivant le nuage atomique initial (voir partie 4.1.1).

Suivant le protocole employé pour interroger I’état du nuage atomique, cette double intégrale sera
plus ou moins simple a effectuer (observation de la fluorescence du nuage entier & un instant donné,
avec Vp = R3 et Tp = 0; ou grace a une lame de détection avec analyse du nuage par un faisceau
sonde pendant le temps Tp, avec Vp = R? % 67 et Tp # 0).

Par exemple, pour une détection par fluorescence avec un faisceau sonde d’épaisseur dr pendant
le temps Tp, on doit intégrer |1hg (7,t)|* sur le temps d’arrivée ¢ des atomes dans la lame. Or la
dépendance du paquet d’ondes g (7,¢) en ce temps ¢ est généralement trés complexe.

Pour un paquet d’ondes Gaussien qui évolue librement de tg & ¢, nous devons par exemple effectuer
lintégration suivante :

1 — (T =TG- x(t—t0))- Im [ (XoYg ' +t—t0) | (T~ TG~ TG (t—t0))

dt
Tp  +/det [Xo+ Yo * (£ — to)]

qui devient extrémement difficile lorsque 'on tient compte des champs inertiels et gravitationnels.
Remarquons qu’il faut également définir ce que 1’on entend par ”temps d’arrivée” lorsque §r n’est pas
infiniment petit.

De plus, d’un point de vue pratique, les domaines d’intégration Vp et Tp sont bornés, et il faut
par conséquent pouvoir calculer de fagon exacte une primitive de |[¢g (77, t)\Q, ou alors étre capable
d’estimer l'erreur commise lorsque 1’on étend les bornes d’intégration & I'infini. Néanmoins, cette erreur
est trés faible dés que Vp englobe totalement le nuage atomique de sortie.

Dans la suite du mémoire, nous nous placerons préférentiellement dans le cas particulier ou la
double intégration précédente peut se ramener & une unique intégration spatiale sur Vp = R® :

S = fVDg]R3 dS? ¢S (T)at) Wé‘ (?715)

et nous verrons comment cette intégration peut s’effectuer simplement dans le cadre du formalisme
développé dans les parties précédentes.

Le formalisme utilisé jusqu’a maintenant utilise en effet des paquets d’ondes Gaussiens comme
constituants élémentaires (méthode de la fonction génératrice, théoreme ABCD, modélisation ttt
champ fort...). Ainsi, aprés évolution a l'intérieur d’un interféromeétre atomique, un paquet d’ondes
initialement Gaussien devient, en sortie, égal & la somme de plusieurs paquets d’ondes eux aussi
Gaussiens. L’intégrale précédente s’écrit alors :

/R3 B (Zwi (?,t)) : (Z Uy (?’,t))
p> /Radg? s (TP + 32> /Rgdi”? i (7, 8) 4% (7.1)

)
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ou chaque paquet d’ondes 1g; (77,t) est Gaussien :

~

b (T7,1) = Ai (t) exp [ (T = 77 (1) A (1) . (7 =77 (1) + @ (t). (T — 77 (t))]

avec A; (t) une matrice 3 x 3 symétrique complexe (dont la partie hermitienne est définie positive, voir
appendice A), et @; (t) un vecteur a valeurs complexes.

Nous avons donc affaire a des intégrales Gaussiennes du type :
AB | B7 3(T-)A(T-T) + T(T-@) 3 (T-T).B(T-0) + B(7-7D)
R3
qu’il est facile de calculer grace aux formules de I’appendice A :

/ B AT RVAT DT (T-T)  A(T-F)B(T-F)+F(T-F)
R3
- (2m)? ~L(@+B-A@-BTV).(A+B) ' (@+B-AT-BY )+ w4@ + 0LV - @@ - BT
= —l——t——c 2 : 2 2
det [A + B]

On peut alors chercher a sirgpliﬁer ceﬁe expression afin de faire apparaitre des combinaisons
symétriques des paramétres @, b, @ et [, et plus particuliérement le point milieu :

T+
2

On obtient ainsi une généralisation a 3D du théoréme du point milieu démontré a une dimension dans
[35] :

Théoréme du point milieu généralisé :

Le terme linéaire aprés intégration est égal au terme linéaire avant intégration, évalué au point
malieu :

oo |@(T-@)+ B (T-V)] = exp[ﬁ.<7+??>+ﬁ.<?+??>_

2 2

ou, de fagcon plus compléte :

N

s @7 e |(F =) 4.(F )+ (T-0) L (T-F) + m(T-T)+ B (T -7

e (E5Ta-miE) (a8 (s

~ VA ©

Preuve.

— . A = = -1 (— | & — = —>AH B, =
—2(a+6—aA—bB (A+ B) .(a+5—Aa—Bb>+a§a+bEb—a.a—B
A —B— — (A—i—B)_l — — (A—i—B)_l —

=t = (= — (= —

—TST+ VS (aA+bB) 5 Aa+Bb> (a+5) 5 (a—l—ﬁ)
+(ﬁ+?)(A+B)—1(A7+B7)—ﬁ?—?.?

(= _ T (A‘FB)il — (=, 7 (A+B) 1 ., =

—<a b)A - B(a b) (a+6 > (a+6)
+(6’+B’)(A+B)1<ATB>(E>?’)+<6’+F).a;ba’aﬁ.?

_(m-F, @B\ (ArB\ (pw-¥ w+F) V@ pa@-¥

N 2 2 2 ' 2 2 2 2



4.1. MODELISATION DES DIFFERENTS ELEMENTS D’UN INTERFEROMETRE ATOMIQUE237

qui est bien fonction du point milieu du fait que :

77?_64777
2 T 2
?—?_E’—i—?_?
2 T 2

Ce résultat est treés pratique car il fournit une méthode rapide d’obtention du déphasage entre deux
des paquets d’ondes 1) g,. En effet, on verra dans la partie suivante que les points milieux ont une grande
importance dans l'expression du déphasage avant intégration spatiale sur le volume de détection. On
montrera plus précisément que le déphasage aprés intégration spatiale est égal au déphasage avant
intégration pris en un point particulier : le point milieu final (ie la demi-somme des positions centrales
des paquets d’ondes au temps de détection).

Bien siir, dans le cas d’une détection par faisceau sonde (nappe d’épaisseur dr), il faut considérer
le déphasage au point d’abscisse égale a celle de la nappe supposée infiniment fine.
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4.2 Une nouvelle approche des interféromeétres

Dans la partie précédente, on a vu comment modéliser les différents éléments constitutifs d’un
interférométre atomique. On a donc, a priori, tous les outils pour s’attaquer au calcul du signal de
franges, en particulier au calcul du déphasage global qu'un tel appareil met en évidence.

Jusqu’a trés récemment, le calcul de ce déphasage interférométrique s’effectuait en trois étapes.
Premieérement, on identifiait les divers bras de 'interféromeétre ; ensuite, on calculait la phase enregistrée
- et accumulée - le long de chacun des bras (phase due a la propagation atomique et aux séparatrices) ;
enfin, on prenait la différence de phase entre deux des bras, a laquelle on ajoutait un déphasage
supplémentaire - dit de séparation - di a la possible non-fermeture de l'interféromeétre (par exemple,
on verra dans la partie 5.2 qu’il y a non-fermeture dans le cas d'un gyromeétre ou d’un gradiometre).

Le premier point dépend principalement du type de séparatrice envisagé (pour les séparatrices spa-
tiales, par exemple, multiples ordres de diffraction dans le régime de Kapitza-Dirac ou deux faisceaux
de sortie en régime de Bragg) et des conditions d’interaction (résonance ou non, présence de deux ou
quatre paquets d’ondes atomiques en sortie selon le niveau de modélisation considéré), qui peuvent
multiplier le nombre de bras, ou chemins atomiques 3.

Le deuxiéme point est lié, d’une part a la modélisation des séparatrices (dans le cadre des modéli-
sations infiniment fine ou ttt champ faible, 'action d’une séparatrice revient par exemple & modifier
Pamplitude et 'impulsion du paquet d’ondes dévié, et a lui ajouter une phase effective), d’autre part
a la méthode de calcul de ’évolution des paquets d’ondes atomiques entre les séparatrices.

Deux formalismes ont pour l'instant été développés : le formalisme de Feynman (dont on peut
trouver un exposé pédagogique dans [233] et dans les cours donnés au Collége de France par Cohen-
Tannoudji [47, 48]) et le formalisme ABC D, développé récemment par Bordé [51, 58] et détaillé dans
le chapitre 2. Ils utilisent le méme outil : le propagateur quantique, et conduisent aux mémes résultats
concernant I’évolution de paquets d’ondes (dans le cas des Hamiltoniens au plus quadratique).

Appliquées a la modélisation des interférometres atomiques, ces deux approches ne sont cependant
pas équivalentes (voir ci-dessous). Le formalisme ABCD étant plus adapté a la prise en compte de
Veffet réel des séparatrices (structuration complexe du paquet d’ondes incident) - puisqu'il traite de
paquets d’ondes (et non d’ondes planes) - et au calcul du signal de franges di & plusieurs effets inertiels
et gravitationnels simultanés, c’est lui que nous utiliserons par la suite.

Enfin, en ce qui concerne le troisiéme point, il est intéressant de se demander si I’'on peut envisager
une méthode de calcul du déphasage interférométrique (et du signal de franges complet) différente de
celle qui est habituellement utilisée et qui consiste, comme on ’a dit, a calculer la phase totale accu-
mulée par chaque bras et a en prendre la différence. En effet, ce genre de calcul est généralement lourd
et fastidieuz, et il dépend fortement de la géométrie (spatio-temporelle) de I'interférometre considéré
(il est donc non réutilisable pour d’autres géométries). De plus, il ne permet pas de mettre en évidence
Vorigine véritable de simplifications finales essentielles (par exemple, le fait que le déphasage di a la
propagation est presque entiérement compensé par le déphasage de séparation, voir partie 4.3.2).

Contrairement aux apparences, ce troisiéme point est extrémement important, et il est a la base
de notre modélisation des interféromeétres atomiques. En effet, nous allons voir qu’il est possible de
développer de nouveauz outils de calcul du déphasage, ainsi qu’une nouvelle vision des interférométres
atomiques. L’idée principale de cette approche est de ne pas simplement chercher a améliorer la modéli-
sation des différents éléments constitutifs de I'interféromeétre (voir partie précédente), mais d’améliorer
la modélisation globale de 'interféromeétre, en améliorant par exemple la méthode de calcul du signal
de franges elle-méme.

En particulier, nous allons voir qu’il est trés avantageux de diviser un interférométre en tranches
temporelles (et plus précisément en paires de chemins homologues, pour lesquels il est plus facile de
calculer le déphasage grace au théoréme des quatre points finauz), et de sommer ensuite les déphasages

130n emploie I'expression ”chemins atomiques” pour rappeler que ce sont les trajectoires suivies par le centre des
paquets d’ondes atomiques.
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de chaque tranche. Cela nous permettra, en outre, de préciser 1’origine véritable du déphasage global,
qui est intimement liée a la présence d’une quantité invariante propre a chaque paire de chemins
homologues (invariant symplectique).

Remarque : Non équivalence du formalisme de Feynman et du formalisme ABCD

En effet, dans le cadre d’une approche de type Feynman, on considére 1’évolution d’ondes pseudo-
planes (ie des ondes planes qui possédent un centre fictif, du type exp [%pT) (7" = 70)]), et le déphasage
est calculé de fagon perturbative (intégration du Lagrangien de perturbation sur la surface d’espace-
temps embrassée par les trajectoires non-perturbées).

Ce formalisme a jusqu’a maintenant été beaucoup utilisé car :

— il ne nécessite que trés peu de résultats de mécanique quantique (le déphasage s’obtient par
la différence des actions classiques calculées le long des trajectoires classiques; les ondes de
matiéres prises sous forme d’ondes pseudo-planes [définies par une position et une impulsion
centrales] sont trés proches des particules classiques ; les séparatrices sont considérées comme
infiniment fines...)

— il permet d’obtenir rapidement le déphasage au premier ordre dans des cas simples (gravi-
métrie, gyrométrie et gradiométrie...)

— il donne une interprétation simple du propagateur en termes d’amplitudes spatio-temporelles :
K (7,t, 7', ty) peut étre vu en effet comme Pamplitude de probabilité, pour la particule,
d’arriver au point d’espace-temps (7, t), sachant qu’elle est partie du point (7, o).

Cette approche présente toutefois des limites importantes qu’il n’est plus possible d’ignorer tant
le niveau de précision et de sensibilité (atteint ou espéré) des interféromeétres atomiques est élevé (voir
I'introduction).

En effet, si 'on veut par exemple tenir compte de plusieurs effets inertiels et gravitationnels sur le
déphasage (gravité + gradient de gravité + rotations...), il faut, avec ce formalisme, d’abord calculer
les trajectoires non-perturbées (avec, par exemple, les effets suivants : gravité + rotation), puis intégrer
la perturbation (le gradient de gravité ou d’accélération par exemple) le long des trajectoires. Dans
le cas d’un seul effet (gravité ou rotation), ces trajectoires sont simples a obtenir, et l'intégration
précédente 'est aussi. Par contre, dans le cas de plusieurs effets (gravité et rotation par exemple), les
trajectoires et I'intégration sont beaucoup plus complexes & déterminer.

Par ailleurs, se pose le probléeme de la définition de la surface d’espace-temps embrassée par les
trajectoires non-perturbées. En effet, nous verrons plus loin que ces trajectoires atomiques peuvent
ne pas se croiser (dans le cas d’un interféromeétre soumis a une rotation par exemple), et qu’il n’est
donc pas toujours possible de fermer I'interférométre. Comment alors définir la surface d’espace-temps
comprise entre les deux bras de 'interférometre ? Et sur quelles trajectoires intégrer la perturbation ?
(le traitement perturbatif précédent doit, en effet, étre également considéré pour la ”"zone de non-
fermeture”...).

En outre, comment déterminer le déphasage de séparation di & cette non-fermeture de 'interféro-
metre 7 Autrement dit, en quelle position évaluer le déphasage 7 Comment prendre églement en compte
le processus de détection (intégration du signal de sortie sur le volume de détection) si 'on consideére
des ondes planes (donc d’amplitude non-bornée) ? Dans un tel cas, comment obtenir alors le vrai signal
de franges (avec termes d’amplitude et de contraste)?

Enfin, outre le fait que cette base de fonctions d’onde n’est pas physique, le fait d’associer une
seule onde plane & chaque bras interférométrique rend impossible la prise en compte de [’effet réel
des séparatrices atomiques (notamment de la structuration en plusieurs paquets d’ondes du paquet
d’ondes incident [voir parties 3.6 et 3.7], avec apparition de propriétés de dispersion différentes de
l’étalement naturel).

Il apparait donc nécessaire d’aller au-dela de cette approche, en développant un formalisme plus
adapté aux conditions expérimentales (modélisation réaliste des séparatrices, évolution de vrais paquets
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d’ondes atomiques), qui permette de calculer de fagon méthodique le signal de sortie (déphasage,
amplitude et contraste) pour un interférométre soumis & plusieurs effets inertiels et gravitationnels
simultanés. C’est précisément 'un des objectifs du formalisme ABCD, introduit par Bordé en 1990
[51] et approfondi plus récemment [58, 35, 80] (voir également le chapitre 2).

4.2.1 Chemins homologues et représentation spatio-temporelle

On a vu dans l'introduction qu’il existe de nombreux types d’interférométre atomique :

— ayant des géométries spatio-temporelles trés différentes (fermées ou non, symétriques ou
non, d’aire nulle ou non...)

— avec des séparatrices atomiques diverses (spatiales ou temporelles, avec recul micro-onde
ou optique, en régime de Bragg ou de diffraction pour les séparatrices spatiales...)

— sensibles a des effets différents (gravimetres, gradiométres, gyrometres, horloges atomiques,
détecteurs d’ondes gravitationnelles, appareils embarqués ou au sol, soumis & des potentiels
dépendants du temps ou non...)

— ayant des fonctionnements différents (pulsé ou continu, avec sources cohérentes ou non, avec
double jet...)

— visant des objectifs différents (sensibilité-exactitude-précision, long terme / court terme...).

Comme on ’a déja dit, la méthode de calcul du signal de franges, et plus particuliérement du
déphasage, observé en sortie de ces interféromeétres atomiques était jusqu’a trés récemment basée sur
le schéma suivant :

1. identifier les bras interférométriques pertinents (ceux qui interférent en sortie),

2. calculer la phase accumulée le long de chaque bras (due aux séparatrices et a la propagation
entre les séparatrices),

3. prendre la différence de phase entre deux des bras.

Le déphasage n’était alors calculé qu’en sortie de l'interférométre, et I'aspect "boite noire” de
cette méthode ne permettait pas de mettre en évidence 'origine des simplifications essentielles obser-
vées dans l'expression finale du déphasage (notamment le fait que le déphasage du a la propagation
compense presque totalement le déphasage di a la non fermeture éventuelle de U'interférometre).

Ainsi, au lieu de voir l'interférométre comme 1’évolution indépendante de deux (ou plusieurs) bras
dont on prend la différence de phase en sortie, il est désormais intéressant de considérer ces bras
comme une seule entité a deux (ou plusieurs) composantes, qui évolue au cours du temps, et qui est
caractérisée par le déphasage instantané entre chaque paire de bras.

Par exemple, dans le cas d’un interférométre avec séparatrices temporelles comme celui de la figure
4.12, on ne cherche pas a calculer la phase accumulée pendant t3 — t1 le long de chaque bras, et a en
prendre la différence, mais a calculer le déphasage entre ces bras a tout instant t € [t1, t3].

Cette approche permet de voir le déphasage se construire progressivement, et d’identifier ainsi
précisément les diverses origines du déphasage final.

Cette vision des interféromeétres comme ’évolution d’une seule entité a plusieurs composantes
a également été investiguée par Bordé, sous la forme de diagrammes (similaires aux diagrammes
de Feynman de électrodynamique quantique) représentant 1’évolution des éléments de matrice
densité. Basée sur I’étude perturbative de I’équation d’évolution relativiste de I'opérateur densité,
cette méthode permet de montrer comment les interféromeétres atomiques peuvent étre décrits par
de tels diagrammes. Un exposé complet de cette approche est détaillé dans [106].
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Fia. 4.12: Interféromeétre atomique de Ramsey-Bordé symétrique.

Un interféromeétre étant constitué de zones spatio-temporelles distinctes (séparatrices, zones sombres
entre les séparatrices...), il nous faut savoir calculer le déphasage instantané entre deux bras quel-
conques dans chacune de ces zones.

Pour un interféromeétre temporel, ces zones sont temporelles :

Ti T . .
{ti — 5 ti + 5] : interaction laser pendant 7;
[ti + % tirn — %] évolution de la sép. i & la sép. i + 1

Pour un interférométre spatial, elles sont spatiales :

[ri — %, ri + %] : interaction sur l'intervalle d’espace p;
[ri + %, Titl — %] évolution de la sép. ¢ a la sép. i + 1

Cependant, du fait que les atomes mettent un certain temps pour traverser les zones spatiales, on
peut associer a chaque zone spatiale une zone temporelle équivalente (attention, la réciproque n’est
pas vraie, et il s’agit 1a d’une dissymétrie de plus entre séparatrices spatiales et temporelles).

Il est ainsi toujours possible de diviser un interféromeétre en une succession de zones temporelles
distinctes, appelées par la suite ”tranches temporelles”.

Le nombre de tranches temporelles dépend du type de séparatrices utilisées. Pour un interféro-
meétre temporel, il est égal & 2n, oil n est le nombre de séparatrices temporelles ; pour un interféromeétre
spatial, il est compris entre 2n et 2% (3. | N; — 1), ou N; est le nombre de bras distincts entrant dans
la séparatrice n° ¢ (s'il n’y a que deux bras, on obtient simplement 2 (} ;" ;2 —1) = 2% (2n — 1)). La
différence vient du fait que les atomes des différents bras n’ont pas la méme impulsion en sortie d’une
séparatrice, et qu’ils n’entrent donc pas au méme instant dans la séparatrice suivante.

Le nombre de tranches temporelles peut étre considérablement réduit si 'on se place dans le cadre
d’une des modélisations ttt, ie lorsque les séparatrices peuvent étre modélisées sous la forme d’une
interaction instantanée équivalente, aussi bien dans le cas temporel que dans le cas spatial (voir la
partie 4.1). Dans ce cas, les zones associées aux séparatrices deviennent ponctuelles (instantanées), et
le schéma spatio-temporel d’un interférométre est extrémement simplifié : il est simplement constitué
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d’une suite d’instants (les instants effectifs d’interaction des modélisations ttt) séparant la durée totale
de temps de vol [t1, ¢p] en une sucession de tranches temporelles du type de celles qui sont représentées
sur la figure 4.13.

vitl

Yi v, !
k.. \/Iny\/lﬂ’ kﬁ”l

m,
DOy
I
(li 1 |
z N
< >t
1 _ |
t T_ ti+1_ ti t
i i+1

F1G. 4.13: Tranche temporelle typique d’un interféromeétre atomique.

Les bras évoluant dans cette tranche [t;,ti+1], ie les trajectoires des centres de paquets d’ondes
atomiques entre t; et t;11, sont appelés chemins homologues, en référence a leurs extrémités tem-
porelles communes. La figure 4.13 représente donc quatre chemins homologues, ou quatre interactions
effectives instantanées sont figurées : deux au temps t; sur les bras « et 8, deux au temps ¢; 1 sur les
bras ( et v.

Finalement, tout interféromeétre peut étre découpé en un ensemble de chemins homologues dont
les extrémités (appelées aussi verter) rendent compte d’une possible interaction. Sur le schéma 4.13,
ces interactions effectives sont représentées par un vecteur d’onde du type lg;, dont la notation sous-
entend I'ensemble des changements dus aux séparatrices (modification de la forme du paquet d’ondes
incident, de sa phase, de ses position et impulsion centrales). Si une interaction n’agit que sur un seul
bras au temps t;, les vecteurs d’ondes des autres bras sont pris nuls a cet instant.

Il convient de noter que cette distinction - entre bras subissant I'interaction et bras ne la subissant
pas - dépend de la modélisation des séparatrices. En effet, dans le cadre de la modélisation ttt champ
faible, seul un des deux paquets d’ondes sortant d’une lame m/2 ”subira” une modification de ses
parametres d’évolution (changement de I'impulsion centrale et impression de la phase laser), alors
qu'une modélisation plus complete (ttt champ fort) fait apparaitre des modifications pour tous les
paquets d’ondes principaux émergant de la séparatrice. Bien sfir, les modifications ne sont pas les
meémes pour tous les paquets d’ondes (changement ou non de I'impulsion centrale, phase imprimée
différente...), et on indiquera par la suite, si besoin est, cette différence sur les schémas spatio-temporels
de la facon suivante :

— une fleche ondulée pour les bras subissant un changement de +hE de leur impulsion
centrale (changement d’état interne du type a — b ou b — a),

— un cercle pour les bras subissant une séparation sans changement (important) de 'impul-
sion centrale (changement d’état interne du type a — a ou b —— b).

Enfin, signalons que certains vertex peuvent étre superposés, comme le montrent les exemples qui
suivent (pour une lame /2, par exemple, un unique paquet d’ondes atomique incident se sépare en
plusieurs paquets d’ondes). Ces exemples ne font usuellement intervenir que deux bras principaux (ie
une seule paire de chemins homologues pendant toute la durée de l'interféromeétre), mais nous verrons
dans la partie 5.2 des exemples avec plus de deux bras (effet Borrmann atomique).



4.2. UNE NOUVELLE APPROCHE DES INTERFEROMETRES 243

Exemple 1 : fontaine atomique avec deux séparatrices

Couramment utilisé comme horloge (micro-onde) ou dans les expériences de spectroscopie, ce type
d’interféromeétre atomique comporte deux séparatrices visant respectivement a diviser et & recombiner
un paquet d’ondes atomique incident (voir figure 4.14). Dans ce cas, plusieurs chemins atomiques
peuvent conduire & des interférences en sortie (selon le nombre d’ordres de diffraction présents et la
largeur en impulsion du nuage atomique initial [35, 59]). Le diagramme spatio-temporel correspondant
a deux de ces chemins atomiques cohérents est donné sur la figure 4.15. Il y a une seule paire de chemins
homologues (« et ) et 4 interactions effectives aux vertex al et 81 (dont la position est identique),
ainsi qu’aux vertex a2 et 52 (dont la position est distincte). Dans le cadre de la modélisation infiniment
fine ou ttt champ faible des séparatrices, il n’y a que 2 interactions effectives en 51 et a2 (voir [81]).

a: b:
état état
fondamental excité

t;: kg % W NWV)% t,: Kk,

\ \
X \ \
I Y ¥
z Sou‘rce Zone de détection
atomique

F1G. 4.14: Fontaine atomique avec deux séparatrices spatiales.

Exemple 2 : interférométre de Ramsey-Bordé symétrique (géométrie Mach-Zehnder)

Composé de trois ou quatre séparatrices, ce type d’interféromeétre est le plus simple des interféro-
meétres & géométrie fermée (voir figure 4.12) ; il permet donc d’utiliser des transitions optiques (ie avec
forte déviation des trajectoires due au recul). Sa symétrie axiale (en forme de losange) permet notam-
ment d’éliminer du déphasage final le terme de recul et celui d’horloge (le temps passé par chaque
bras dans chacun des états internes est en effet le méme). Il est utilisé en gyrométrie (il posséde une
aire non-nulle), en gravimétrie, en gradiométrie... Le diagramme spatio-temporel correspondant a trois
séparatrices est représenté sur la figure 4.16 : il comporte une seule paire de chemins homologues et 6
interactions effectives (4 selon la modélisation infiniment fine ou ttt champ faible des séparatrices).

Exemple 3 : interférométre de Ramsey-Bordé asymétrique

Contrairement au cas précédent, le déphasage principal dans ce type d’interférométre dépend du
recul et du terme d’horloge. On utilise alors généralement sa non-symétrie pour réaliser des horloges
(optiques) ou pour mesurer le recul (ie mesurer ), et avoir ainsi une mesure indirecte de la constante de
structure fine a.. La figure 4.17 représente le schéma de principe d’un tel appareil. Parmi les nombreux
chemins atomiques présents dans ce type d’interférométre, seuls les quatre chemins conduisant & des
interférométres fermés sont représentés. Le diagramme spatio-temporel de 'un de ces deux couples de
chemins homologues est donné sur la figure 4.18, ou 8 interactions effectives sont figurées (4 seulement
selon la modélisation infiniment fine ou ttt-champ faible des séparatrices).
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Fic. 4.15: Diagramme spatio-temporel d’une fontaine atomique.

Reste maintenant & obtenir le déphasage instantané entre les deux bras principaux d’un interfé-
romeétre atomique. Pour cela, on a essentiellement besoin de connaitre le déphasage instantané d’une
seule paire de chemins homologues ; c’est précisément I'objectif des paragraphes suivants.

4.2.2 Théoréme des quatre points finaux

On a vu qu’une paire de chemins homologues (comme celle qui est représentée sur la figure 4.19)
constituait une brique fondamentale & partir de laquelle on peut construire n’importe quel interféro-
meétre atomique. Pour un Hamiltonien au plus quadratique en position et impulsion, ces chemins ne
sont rien d’autres que les trajectoires classiques suivies par le centre des paquets d’ondes atomiques
présents dans U'interférometre (conséquence du théoréeme d’Erhenfest).

Ces trajectoires sont alors repérées par les masses effectives (mo ou mg) des niveaux atomiques
correspondant (voir 'introduction de ce chapitre concernant la nuance entre les masses m, m et m*),
et complétement déterminées par I'intervalle!* de temps de vol [t1, 2] et par les position et impulsion
initiales (Fal, Pai, 781, Ppi) du centre des paquets d’ondes.

Au vu des résultats du chapitre 2 concernant 1’évolution de paquets d’ondes atomiques en présence
d’un tel Hamiltonien, il est alors simple d’obtenir le déphasage entre les deux paquets d’ondes associés
a chacun des chemins homologues. Plus précisément, on va montrer que la partie principale de ce
déphasage s’exprime uniquement en fonction des coordonnées des quatre points finaux (ie aux vertex
al, 51, a2 et $2). On montrera de plus que l'origine de ce ”théoréme des quatre points finaux” est
intimement liée & la présence d’'une quantité invariante (un invariant symplectique) propre & la paire
de chemins homologues considérée.

M Pour un Hamiltonien He.yt indépendant du temps, on a uniquement besoin de la durée du vol T" := t2 — t1.
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kBl kB2

F1G. 4.16: Diagramme spatio-temporel d’un interféromeétre atomique de Ramsey-Bordé symétrique.
Déphasage principal et déphasage de propagation

Comme dans les autres chapitres de ce mémoire, on utilise ici la méthode de la fonction génératrice
(voir partie 2.3.2), qui nous permet de ne considérer que des paquets d’ondes atomiques Gaussiens du

type :

1 im R 1/ 4 (=
@Da (?)71:1) — IUP(?),LH y Mea m7MaXa17Ya ) - —6#( " m)YalXal(T m)+h(r m).m

det (Xa1)
(exprimé a 'instant ¢; pour le niveau interne «).
A Tinstant to > t1, ce paquet d’ondes devient alors égal 4 :
Y, (T, te) = eFiSCl(tQ’tl’m’m)wp(?’,tg; Mea s Tads Dass Xa2, Ya2)

ou Sy (t2, t1,Tal, Pal, Ma) est Iaction classique entre ¢1 et to, et ou les quantités (7o3, Paz, Xa2, Ya2) &
I'instant to s’expriment en fonction des quantités (741, Pai, Xa1, Ya1) & Uinstant ¢1, grace & une unique
loi ABCD (théoreme ABCD, voir partie précédente et partie 2.3.4).

L’action classique est légérement différente des expressions établies dans la partie 2.2.4.

En effet, du fait que les atomes ont plusieurs états internes distincts (deux effectifs dans ce
mémoire), il faut tenir compte de ’écart en énergie entre ces niveaux lors de la propagation des
paquets d’ondes. Pour le chemin atomique «, cela se traduit simplement par I'ajout du terme :

—FEy. (ta —t1)

a Paction usuelle Sg (t2, t1, 7o, Dal, Ma) :

Scl (t27t1a maM7ma) — D¢l (tQa tlv@vﬂama) - Ea- (t2 - tl)
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F1G. 4.17: Interférométre atomique de Ramsey-Bordé asymétrique.
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Fi¢. 4.18: Diagramme spatio-temporel d’un interférométre de Ramsey-Bordé asymétrique.

Comme on a vu dans l'introduction, I’énergie E, est intimement li¢e a la masse my, :

E, = my, ¢

définie a partir de la masse au repos m lorsque l'on fait approximation tangente (voir partie
2.1). Dans la suite, nous utiliserons la notation (Eq,mMq), qui nous laisse la liberté de choisir
I’approximation non-relativiste habituelle :

E, — mgc?
Mg — Mg
ou I'approximation tangente :
—~ 2
E, — mgc
Mo — m),

La phase locale (définie a une constante pres) de ce paquet d’ondes a I'instant ¢, est donc égale a :

1 1 o _ 1
=S (b2 ta, 7o ad) + 5 (7 — 7a3) P — g”—h (7 — 7a3) . Tm [Yoa X.3] . (7 — 7a3) — 5 Tm [In (det (Xa2))]
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t, T=1-1 t,

F1a. 4.19: Une paire de chemins homologues

alors qu’elle vaut :

1
= (7~ 7l ad -

ma — — S( 1 — T —_ = ||| Ill det ;((y

On peut alors se demander quelle est la phase accumulée par un tel paquet d’ondes entre deux
instants t1 et to.

Du fait que la phase atomique instantanée dépend du vecteur position 7, cette question n’a de
sens que si I'on précise, avant tout, en quel point on veut la mesurer. La phase dont on parle est alors
une phase locale, dont on mesure ’évolution en un certain point fire de 'espace. Néanmoins, lorsque
le paquet d’ondes est en mouvement, cette phase qui varie beaucoup n’est alors plus caractéristique
du paquet d’ondes. Se pose également la question du point le plus pertinent pour évaluer cette phase
afin d’étre ensuite capable de comparer le résultat & deux instants différents.

Ce probléme disparait lorsque I'on a affaire a des ondes planes car, dans ce cas, tous les points de
I’espace sont équivalents, et on peut alors donner du sens a la différence de phase entre deux instants.
On obtient ainsi que la phase accumulée entre 1 et t2 par 'onde plane :

exp |t (7 = 7))

a pour valeur :

7 [Ser (t2,t1, Tal, Pal, Ma) + Pai-Tail — Pas-Tas)

Bien stir, nous ne nous contenterons pas d’un traitement en ondes planes, et le signal de franges
établi le sera pour de vrais paquets d’ondes (Gaussiens). Néanmoins, dans ’expression du déphasage
obtenu entre deux paquets d’ondes, on pourra toujours identifier un terme correspondant & la partie
"onde plane” des paquets d’ondes (porteuses). Ce déphasage, appelé par la suite ” déphasage principal”
ou " partie principale du déphasage”, est issu de I'interférence des ondes planes centrales associées aux
paquets d’ondes, ie des ondes planes dont I'impulsion est égale & I'impulsion centrale des paquets
d’ondes. Nous verrons bientdt que le théoréme des quatre points finaur montre précisément comment
déterminer ce déphasage principal et quelle est son origine véritable.

Introduisons donc pour le paquet d’ondes précédent une phase accumulée principale :

1 i

= [Scl (t2a tla mamv ma) + m-T’al - paQ-ToQ]

h
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correspondant & la phase accumulée par sa partie ”onde plane centrale” entre les instants ¢; et to (ie
finalement la partie indépendante de la forme du paquet d’ondes).

Une autre approche de ce probléme de définition de la phase accumulée par un paquet d’ondes
de t; a to consiste a séparer la phase locale précédente en une phase directe due a la propagation, ou
phase de propagation :

1
ﬁ cl (tQatla mam)

ie laction (divisée par h), et en une phase indirecte :

1 1
= (7 = 7a) Pad — 5 (77— 7a3) . Tm (Yoo X 5] (7 —Ta3) — o Im [In(det (Xa2))]

exprimant essentiellement la variation de phase avec le vecteur 7 — a3, ie en fonction de la distance
au centre du paquet d’ondes.

Les deux phases caractéristiques qu’un paquet d’ondes accumule de t; 4 to sont donc :

1. la phase accumulée principale :

!

- aZ-@]

—.

1
Pa (t27t1) = ﬁ [SCZ (tQa tlvﬁv@ama) +p0¢1-ra

2. la phase de propagation (ie simplement I’action) :

1
ﬁsd (t2,t1,Tal, Do)

Pour la paire de chemins homologues de la figure 4.19, on peux donc également définir deux types
de déphasage entre le chemin S et le chemin « :

1. le déphasage principal :

5¢Ba (t2’ tl) = ¥p (t27 tl) — Pa (tQa tl) (417)

1
— ﬁ [{Scl (t27t1a771>5m5 m,@) + 71)7% - @@} - {Scl (tQa tlvmvmama) +p0¢1'm - 042-772)}]

qui n’est rien d’autre que le déphasage entre les ondes planes centrales associées aux deux paquets
d’ondes, ie la partie qui ne dépend pas de la structure des paquets d’ondes (dans la partie suivante,
on considérera le déphasage complet, en tenant compte des largeurs X et Y des paquets d’ondes),

2. le déphasage de propagation :
dS/h
08 = Se (ta 11,751, Ppi, mp) — Sei (t2, 1, Tad, Pad , Ma)

est la différence des actions classiques.
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Action classique et densités massiques

Introduisons maintenant 1’expression de ’action classique établie dans la partie 2.2.4 :

Scl (tQat1>m>Mama) = %@m - %mm - Ea- (t2 - tl)

—

+ ma Gpiah — $8 b + dma [Pt (7). T @)= T #).F 1))

=

Le déphasage principal d¢g,, s’écrit alors :

1 1 1 1
hixdpg, = 5@@ — 5@.—55 + 5@@ — 5@@
1— 1—-
—|—§¢>2.(m5@—ma 772))—5 o (P33 — Da3)
1

+3 (s —ma) / “at (7). () - T ()5 ()
— (EB — Ea) . (tg — tl)

ot I'on voit apparaitre des termes dépendant de la différence (mg — m,) des masses au repos (associées
a chaque niveau interne).

En fait, on peut voir facilement qu’il est plus avantageux d’écrire la différence d’action 65 et le
déphasage principal dpg, en séparant les quantités indépendantes des masses au repos des quantités
qui en dépendent (ie des termes qui dépendent des différences de masse).

Ainsi la différence d’actions devient égale & :

+ e S S - « S S
5S:SB—SQ:%(m—‘;—ﬁ—)+%<m—i+ﬁ) (4.18)
avec :
Sa = Ol (t27t17m7M7ma)

et chaque action classique divisée par la masse s’écrit :

Sa 1 — Da2 1 _ Pal E, 1 N 1 — Da3 1 [ 1 [ —> ’
—— = st R 2 (g — ¢ — — =& — 4+ = dt( ') . t') — ). t,>
— 27“a2ma 27“a1ma ma(2 1)+2¢>27”a2 252 ma+2/t1 9() f() f() ¢()

(pour l'action dépendant de m, par exemple).

A l’aide de ces diverses densités massiques, on obtient par conséquent :

S Sa _ 1z P83 _ 1z Pas | lo— Pai _ lz— P51
mg EQO: - 2T52'm,g 2T0‘2'ma + 2Ta1'ma 2T51‘m5
(4.19)
177 (> 177 (P82 pa3 Eg E,
+3 2-(7’52*%2)*552-(%*% —m; — ) (k2 —ta)
et :
S, ba2 p—f Sa o o
{7 -t i) - {5 - B+ il Bl
_ 1= Pa3 1— P33 1— Pal 1— Dal
= 571&2'% — 57"52.7 + 57’51.7 — QTQI-LO[ (420)
177 (> 17> (B3 Dad Eg E,
+ 392 (752 — Taz) — 362 (7—% ~ (g~ ) (2= 11)
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Invariant symplectique associé aux chemins homologues

Dans les parties 2.2.2 et 2.4.4, on a déja vu 'importance de la structure symplectique de la méca-
nique Hamiltonienne.

En effet, dans la partie 2.2.2 (et de fagon plus précise dans ’appendice B), on a utilisé le fait que
les solutions des équations de Hamilton appartiennent au groupe des transformations symplectiques de
'espace des phases V (V := RS dans notre cas) pour montrer que la matrice :

M (¢, to) = < Al(t,to) Bt to) )

vérifiait la relation suivante :
MIM=]

(le signe ~ désigne la transposition).

Cette derniére relation exprime le fait que toute quantité ne dépendant que de M JM est in-
variante dans le temps; elle n’est rien d’autre que la relation de définition d’une transformation
symplectique (dans la base de V ou la forme symplectique fondamentale w s’écrit :

w (u,v) =uJo

(%)

est la matrice symplectique fondamentale).

avec u et v appartenant a )V et ou :

On en a alors déduit de nombreuses propriétés intéressantes pour les matrices ABCD, dont la
propriété d’unitarité :
AD—-CB=AD—-BC =1

et I'existence de tout un ensemble de quantités invariantes faisant intervenir MIM (voir partie 2.4.4).
En effet, la quantité suivante est constante :

b(t).a(t) —a(t).B(t) =b(to).a(to) —a(to).B(to)

si:

sont deux paires de quantités (scalaires, vecteurs, tenseurs d’ordre quelconque) obéissant a la méme
loi ABCD :
< b(t) ) _ < A(t,to) Bt to) ) < b(to) )
a(t) C(t,to) D(t,to) )\ alto)
< B(t) > _ < At to) B(t,to) > ( B (to) )
a(t) C (t,to) D(t,to) )\ al(to)

Par exemple, dans la partie 2.4.4, on a montré que le théoréme ABCD pouvait étre vu comme un
calcul de vecteur propre pour une valeur propre invariante dans le temps :

—

= (Pl — 5 (P ot L
Xl. H* gb(t,to) *Yi.(T’lf f (t,t())):XO.E*Yb.TO
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DA . o e, , . .
ou (7g, %, Xo, Y0> caractérise le paquet d’ondes initial. Cette valeur propre peut alors s’écrire sim-

plement avec la matrice J :

(% ﬁ)J(%%Eﬂg):(ﬁ %)J<g> (4.21)

montrant de fagon plus explicite le lien avec la structure symplectique des matrices ABCD.

La richesse de cette structure est bien mise en évidence par la présence d’un autre invariant
symplectique trés important, associé a la conservation du volume de ’espace des phases.
A partir des largeurs complexes X7 et Y7 du paquet d’ondes Gaussien :
ex iﬂﬁ_ﬁYXfl - = i—>_—> =
p 2h(7“ M) Y1X, (T T1)+h(7“ 1) .D1

on peut en effet construire 'invariant suivant :
TV _vRx, — (¥ Ve X1 T P Xo
X -viXo= (X ).J.<Y1>:(X0 YO).J.<Y0> (4.22)

qui rend compte simplement de la conservation du volume de I’espace des phases au cours du mouve-
ment (théoréme de Liouville).
Par exemple, dans le cas libre et & une dimension, cet invariant s’écrit :

1)
21Im [XgYp] = =
m

pour un paquet d’ondes minimal au temps tg (voir paragraphe 2.3.3) :

h
1 Xo=A Yo = —
1A0Q z s mrg QAZ

Dans ces exemples, on a construit deux quantités invariantes a partir d’un seul paquet d’ondes
(a partir de ses parameétres de structure, ie de ses position et impulsion centrales et de ses largeurs
dans l’espace des phases), mais on peut également construire de telles quantités a partir de plusieurs
paquets d’ondes. La seule condition est alors que les paramétres mis en jeu respectent la méme loi
ABCD®, ie que I'on considére des paquets d’ondes évoluant pendant le méme intervalle de temps, ce
qui n’est autre que la définition des chemins homologues.

On peut ainsi construire plusieurs invariants symplectiques & partir des paquets d’ondes associés
aux chemins homologues.

Par exemple, pour une seule paire de chemins homologues, on peut vérifier facilement que les
quantités suivantes sont bien des invariants symplectiques :

(m-8)- (%) - (m-8). (%) - (== 577):1(2;)

Xa2.<m—5¢2>ya2-<7?2>52):(Xa2 Ya2>'J'<@ H)

5Cette loi ABCD est identique uniquement pour les parameétres indépendant de la masse. Du point de vue de la
mécanique symplectique, les quantités 7 et P’ /m sont ainsi considérées comme plus fondamentales que les quantités 7
7P usuellement utilisées en mécanique quantique.

et
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D — T §

— __ I 3 — &

Koo (B2 3) Ve (72 8) = (% ¥ ) (@” )
(e} Mo 2

En particulier, le premier invariant de cette liste :
g Das — — —
5) (B-5)(7-5) (2-#) -k =

est trés important car il ne dépend que des parameétres définissant les chemins homologues : il carac-
térise en fait une telle paire de chemins homologues. Comme 1’a souligné Bordé [234], cet invariant est
I’analogue, en optique atomique, de 1'invariant de Lagrange, qui est bien connu en optique classique
[235].

Comme il a la dimension d’une vitesse au carré que multiplie un temps, on peut également le voir,
en le divisant par la vitesse de la lumiére au carré, comme un temps propre T;B, caractéristique des
chemins homologues [234] :

I
o

(4.23)

!
|

3
=
i

— — Pal 2
Tal-—— —Tgl.—— = C".Typ
mg Me

Cet invariant caractéristique va alors se révéler trés utile pour exprimer le déphasage entre
deux chemins homologues.

Théoréme des quatre points finaux

L’équation 4.23 peut aussi s’écrire comme :

- - D35 DaT
0 (73 —73) = G- (M~ B ) = Bl —r D el B - | (2

ou ’on reconnait le dernier terme des relations 4.19 et 4.20.

La différence d’actions massiques peut alors se ré-écrire sous la forme :

S S 1 1 1 Pl 1

S _So Ll mh logpa | doel Lo mal

mg Mg 2 mg 2 “"mg 2 a 2 mg
1 paz 1 p—) 1_.psi 1 _.Pai (Es Ea
S e 2 g g P e P (2R e ) g, g
+2T5 m. 2@ 5+2Ta1mﬁ 27‘1 ms e (ta —t1)

ie aussi :
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Finalement, comme :

S S, — S S,
58 =S58 :w<m_ﬁi>+w<_ﬁ+i>
3 Ma mg = Mg
et :
mg—i—ma @_@ :(F ’—?)_i_mﬁ_ma @+@
2 Mo Mg 2 mg  Mq

on obtient l'expression suivante pour la différence des actions classiques (ou déphasage de
propagation divisé par h) :

88 = B3tPEE (g o3y PPl (g
= Dt e :

g2 — Tq 2 TlfTal)*(EﬁfEa).(tQ*tl)
ms—ma [Ss | Sa 1 (P53 _ pa3 | (PR pad (4.26)
pragte By S 1 (B B) (7 — 7o) + 3 (B - L) (7t — )|

dont les termes principaux ne dépendent que des quatre coordonnées finales (positions 74 3; et
impulsions p, ;) des chemins homologues (ie les quatre points finauz), et plus précisément :

— de la différence de leur position :

!
!

T8 —Tas et

ﬁ
@
=
\
<
e
=

— et de la demi somme de leur impulsion :

Pad + D33
2

S
Q
2
S

=

et

|
v |+
|

On peut également ré-écrire le terme principal du déphasage principal avec 1'aide de 4.24. On
obtient alors :

Sp P2, P\ [Sa o Pad . Pal
rg2. + 731

—Tas-—— +Tal-——
mg mg mg Ma Ma o

_ (Pa3 Pz TEi+Tad (Dol DBl TBitTal (Es Ea (s — 1)
-~ mg .—2 S . \l2 1

qui nous permet d’écrire le déphasage principal dpg,, (exprimé en 4.17) comme :

5o, —Matma [ (Pa D53\ Ta2 4753 (Pad DPpiY Tal +751
SOBQ 2h mCM m,@ : 2 ma mIB . 2

+M lf@@Jrr—{@ + _O‘f@.@ +771>-M fu‘(bftl)
2h mg mg mg m h

Enfin, en utilisant comme précédemment la propriété :

mg+ ma (Dai  Dpi
J%iﬁﬂ—ﬁzﬁzmw
M Mg

mg —ma [ Dpi N @
2 mg Mg
on obtient le théoréme suivant :
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Théoréme des quatre points finaux :

La partie principale du déphasage entre deux chemins homologues ne dépend que des coordonnées

finales de ces trajectoires :

0Pga = %[( 51 — Pai) -

+—m57m0‘ [&+i_1<@_@)(—> —>)+1<@_@

2h

mg  Ma 2
et plus précisément :

— de la différence d’impulsions des quatre points finaux :
]@ — Das et W — Dot

— et de la demi somme des positions :
— |

785 + Tas of ALt Tad
2 2

appelés ausst “points milieux”.

Cas des masses identiques :

h

Eg— E,

(t2 —t1)

Comme on ’a dit en introduction, les paquets d’ondes atomiques sortant d’une séparatrice peuvent
différer selon leur état externe et/ou leur état interne. Dans les cas ou il n’y a pas de changement
d’état interne, les masses au repos correspondant aux différents chemins homologues sont identiques :

ma:mg = ...

et les termes du déphasage précédent qui dépendent des différences de masse s’annulent (ainsi que le
terme en Eg — E,). Il en résulte que le déphasage principal entre les deux chemins homologues 3 et «

a une expression simple et compacte :

2]

— —>)

&pﬁa = % (pﬁl — Pal) -

+751 —>>

2 - (pﬁ2 — Pa

=]
2l

+753

2

]

(4.27)

De méme, la différence des actions classiques donnant le déphasage de propagation s’écrit simplement :

Pa3+Pp3
0Smp=ms = g5 (T3 —

5 — Tad) — BLAPRL (3

<

sl —

]

«

—

)

(4.28)

Lorsque les états internes - donc les masses au repos - différent d’un chemin a I'autre, ces résultats

ne sont valables qu’au premier ordre en la différence des masses :

mg — Meq

mg + Mg
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On ne peut alors a priori pas négliger les termes :

Ej — E,
_TP T (gt
- (t2 —t1)

et :

Mg — Ma &_’.i 1 (P82 _ Pa3 (75 —>)+1 P5l _ Pad (751 — 7at)
mg o mg 2 ’ ’

rg2 — Ta2 - sl — Tal
2h mg Mg o 2\mg Mg *

d’autant plus si 'interférometre considéré n’est pas symétrique (dans les horloges atomiques, ces termes

conduisent notamment a I’habituel ”terme d’horloge” et au déphasage Doppler du second ordre).
Pour les interféromeétres symétriques, les atomes passent autant de temps dans chaque état interne

avant d’interférer, et il est donc possible de négliger ces différences de masse dans le calcul du déphasage

global.

Interprétation en termes de temps propre

De méme que 'on peut voir I'invariant symplectique caractérisant les deux chemins homologues «
et # comme un temps propre 7,5 :

Tql-— —Tgl.— = C '7—045
mﬁ mMea

on peut également interpréter le terme :

Sy 1pm 1751
28 P2 i — )+ 522 (it — )
mg  2mg 2mg

qui est invariant par interversion des indices (o« — /3 et f — ), comme un temps propre 7,312 :

_2 ._ S 1DpB3 (F—> _ r—>> + 1Pa1 (77—> _ T—>)
TaB,12 ‘= ms 2mg 2 a2 2mg - \TAL al

_ S 1Pa3 (7 — 1DPal (7 S

= m—z — §mLa (TQQ — 7"52) + Qmia. (Tal — Tﬁl)

Ce temps propre permet alors de ré-écrire la derniere ligne de dpg, d’une fagon tres simple :

mg  Mq 2

mpg — Ma [&_’_i 1<p_?2>_]@>'(H —>>+;<p_?1>_@>'(7ﬁ_r—>>:|__m5mac27_a5712

Tgs — T - =
2h mg Mg 2 a2 mg Mg ! ol h

dont l'intérét apparaitra plus tard.
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Conclusion

Nous venons de voir que toute paire de chemins homologues est caractérisée par un invariant
symplectique, qui permet de simplifier grandement ’expression du déphasage entre les deux chemins.

L’intérét majeur de cet invariant est résumé par le théoréme des quatre points finauzx. Celui-ci
énonce que la partie principale du déphasage (celle ne dépendant pas de la structure des paquets
d’ondes associés a chaque chemin, que 1'on peut appeler aussi ”partie onde plane” du déphasage)
dépend uniquement des coordonnées des quatre points finaux (positions et impulsions aux vertex al,
a2, f1 et 52), et plus précisément de la différence des impulsions et de la demi-somme des positions
(ie les points milieux).

Ce résultat est également trés pratique du fait qu’il s’exprime sous la forme de la différence de
deuz termes, dont I’'un dépend uniquement de la position centrale & 'instant initial ¢ :

— |
Tail + 751
(73t — ) 5

et autre dépend uniquement de la position centrale & I'instant final ¢ :

Tos + T3
2

— (P2 — Da3) -

Au vu des modélisations envisagées pour les séparatrices (voir partie 4.1.2) et de la possibilité de
découper tout interféromeétre en tranches temporelles et en paires de chemins homologues (voir partie
précédente), cette caractéristique est trés précieuse pour le calcul du déphasage total. En effet, on a vu
que les séparatrices modifiaient beaucoup I'impulsion centrale des paquets d’ondes incidents (pg; ——
Do + hk’:;), mais trés peu leur position centrale (décalage de gi?

i).

En premiere approximation (ie avec la modélisation infiniment fine ou ttt champ faible des sépa-

ratrices), la position centrale
Tai + 75\
2

en fin de tranche ¢ — 1 (ie juste avant ¢;, & 'instant "¢, ") est par conséquent quasiment identique a la
position centrale juste aprés 'interaction instantanée effective au temps t;, ie en début de tranche i :

Toi T 75" <@-+@>
2 - 2

T; ou T; est la durée de la séparatrice

i
feY

Les points milieux juste avant et juste aprés chaque instant t; sont donc quasiment égaux, et le
deuxiéme terme du déphasage de la tranche ¢ — 1 sera presque totalement compensé par le premier
terme du déphasage de la tranche ¢. Par exemple, entre les instants ¢; et t3, on obtient :

hedpn () T ) T
bt - pt) T () T2 TR
+1 (K — Faz) @;@

(on a volontairement omis les termes dépendant de (mg — mg) par simplicité).

Il ne restera donc, en premiére approximation, que les phases dues aux séparatrices prises aux
points milieux (dans la partie suivante, nous verrons que l'on peut interpréter les interféromeétres
atomiques comme des lignes de points milieux). Cette remarque est a la base du calcul du déphasage
global que nous allons maintenant effectuer.
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4.3 Expression du signal de franges

4.3.1 Multiples chemins atomiques et signal de sortie

Dans la partie précédent, on a vu qu’un interférométre atomique pouvait étre considéré comme
une succession de tranches temporelles dont chacune comporte plusieurs chemins atomiques, appelés
aussi chemins homologues du fait de leurs extrémités temporelles communes. Ces chemins homologues
sont en fait les trajectoires des centres de paquets d’ondes, ie simplement les trajectoires classiques
lorsque I’'Hamiltonien extérieur H.,; est au plus quadratique en position et impulsion (conséquence du
théoreme d’Erhenfest).

Or il peut y avoir plus de deux chemins homologues par tranche. En effet, méme pour un unique
paquet d’ondes & ’entrée d’un interféromeétre atomique, son interaction avec les séparatrices va multi-
plier le nombre de paquets d’ondes évoluant dans 'appareil. Cette multiplication dépend alors du type
de séparatrices considéré et, du point de vue de la modélisation globale des interférometres, du niveau
de modélisation envisagé pour les séparatrices.

Parmi tous ces chemins atomiques, seuls certains vont conduire a des interférences en sortie. En
effet, pour que deux paquets d’ondes interférent (avec un contraste de franges suffisant), ils doivent
étre dans le méme état interne et avoir un état externe proche.

Cette condition sur ’état externe peut étre vue comme une condition de cohérence entre
les chemins atomiques. On a déja souligné I'importance de la longueur de cohérence £ du nuage
atomique servant de source pour un interférométre atomique (voir partie 4.1.1), et son role dans la
construction d’interférométres atomiques avec transitions optiques. Par exemple, I'origine des interfé-
romeétres " fermés” est directement liée a 'impossibilité d’obtenir des interférences avec un systéme de
Ramsey a deux ondes optiques [236, 237, 17]. Pour une telle configuration, le brouillage des franges
est en effet di au recouvrement insuffisant des paquets d’ondes atomiques aprés la deuxiéme et der-
niére séparatrice. Plus précisément, on peut montrer que lorsque les centres de paquets d’ondes sont
distants de plus de £, 'intégration du signal de sortie sur les distributions statistiques initiales (celles
qui décrivent la source) fait beaucoup chuter le contraste des franges.

Il est donc nécessaire que les centres des deux paquets d’ondes soient proches 'un de 'autre dans
la zone de détection, & une distance A, inférieure & la longueur de cohérence du nuage16 :

A <L

La condition de brouillage de frange s’écrit par conséquent :

|Br0uillage des franges <— A, >/L

Selon le mode de détection considéré, cette condition pourra porter uniquement sur la distance A, (¢tp)
au temps de détection tp (par exemple lorsqu’il y a détection globale avec interrogation au temps tp
de l'ensemble des atomes sortants), mais également sur la différence des impulsions centrales A, (tp)
si la durée de détection n’est pas sufisamment faible (lorsqu’il y a détection par nappe, avec analyse
du nuage atomique de sortie pendant la durée Tp).

Cette différence d’état externe entre deux paquets d’ondes en sortie a de multiples origines. Pour
un interférometre ”ouvert” (en configuration de Ramsey a deux ondes par exemple), cette différence
vient essentiellement de la différence du recul encaissé par les atomes dans chacun des bras.

1La longueur pertinente régissant la présence des franges est bien la longueur de cohérence £ de la source atomique,
et non pas la largeur o, des paquets d’ondes individuels. Les paquets d’ondes en sortie de U'interféromeétre peuvent alors
avoir un recouvrement non nul (o, > A,), mais ne pas conduire & des interférences observables pour autant (lorsque
L <A
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Pour un interférometre ”fermé” (du type Ramsey-Bordé symétrique ou asymétrique), ce probléme
de recul est résolu, mais la différence d’état externe qui résulte de l'effet de champs extérieurs (iner-
tiels, gravitationnels...) sur les atomes peut finalement entrainer la non-fermeture de 'interféromeétre.
On peut ainsi montrer que tout terme quadratique dans I’'Hamilonien He,; (ie par exemple, une rota-
tion, un gradient de gravité ou d’accélération...) provoque la non-fermeture d’un interférométre
a géométrie fermée. Cette non-fermeture peut alors étre simplement temporelle (les trajectoires
atomiques se croisent, mais pas les paquets d’ondes) ou plus généralement spatio-temporelle (les tra-
jectoires atomiques ne se croisent pas du tout).

Il est donc nécessaire que ces champs extérieurs soient suffisamment faibles pour préserver la
cohérence des chemins atomiques principaux. Ainsi, la notion d’interféromeétre fermé est plus générale
que celle qui est habituellement associée a la compensation des termes de recul, d’autant plus lorsque
les champs extérieurs ne sont pas traités comme des perturbations.

Nous verrons ultérieurement quelle est ’expression exacte di cette non-fermeture. Pour un__i}nter—
féerometre de Ramsey-Bordé symétrique sminis a une rotation {2 et & un gradient de gravité + (ou
d’accélération), elle s’écrit au 1" ordre en Q7T et yT? :

— —
hk hk
A, (tp) ::@7@22<—6T> w ey <7T2) R
m m
ot T est le temps de vol d’une séparatrice & 'autre (voir partie 5.2).
Si 'on suppose que ’échauffement du nuage atomique durant le vol interférométrique est suffi-

samment faible (ie que la longueur de cohérence L reste & peu prés constante), il faut donc comparer
A, (tp) a L. On obtient ainsi la condition de brouillage des franges suivante :

2
(2QT +~T7) > o T

ol VUree st la norme de la vitesse de recul.
Pour les valeurs terrestres :

Q~107% st
v ~1076 572

et pour des conditions expérimentales usuelles (T ~ 107 1s, T, ~ 107K, v, ~ 1072m.s71), on obtient
alors :

(207 +~T?) % ~1

qui montre que le contraste des franges d’interférence est suffisant, méme aprés intégration sur les
distributions statistiques du nuage atomique initial.

De méme, pour cette géométrie symétrique de Mach-Zehnder, les impulsions des centres de paquets
d’ondes différent en sortie de :

Ay (t0) = 75— e =~ (T ((m) ; %) L (7 1) 1E

au 1" ordre en 772 et au 2 ordre en QT. Comme on l'a déja souligné, cette différence d’impulsion
va imposer une condition sur la durée T de détection (quand il y a détection par nappe pendant
Tp) : il y aura en effet brouillage des franges si :

0? 72>
( + ’Y) Vreel D

condition qui n’est heureusement pas vérifiée pour les configurations usuelles :
1

2 2Vrec 10-2 1 o L
(Q*+~)T L 0T s <o
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Le signal de sortie correspondant & I’ensemble des chemins atomiques cohérents se présente alors
sous la forme suivante :

W}S(T}at)ﬁ = <Z/l/}SV (?at)> . <Zw§u (?vt)>
= > e (T + D0 v, (7.6 4%, (T.1)

vonFv

ou chaque paquet d’ondes g, (7,t) est associé a 'un des chemins atomiques.
En exprimant ces fonctions d’ondes complexes sous la forme d’une amplitude et d’une phase :

Vs, (7,1) = A, (T,) €971 (4.29)

on peut ré-écrire le signal de sortie :

. . . 2
lg)? = ‘Aae% + Age'®s + A e’ + ‘

sous la forme suivante :

sl = A2 + A%+ A2+ 4 240 A5 cos [6, — dg + 240 A, cos ¢, — b, ] + 2454, cos [d5 — ¢, + ...

qui montre simplement comment la longueur du vecteur ¢ g est fonction des longueurs élémentaires
A, et des angles relatifs entre vecteurs g, (voir schéma 4.20).

F1G. 4.20: Vecteur d’onde de sortie dans le plan complexe. 1g est la somme des vecteurs d’ondes
associés aux différents chemins atomiques cohérents.

Le calcul du signal de sortie revient donc & sommer les signaux correspondant a chaque paire
de chemins atomiques (cohérents) '7. Chacune de ces paires de chemin est alors constituée d’une
succession :

'"En fait ce sont les termes 2.4,.4, cos [qby - qbn] (avec m # v) que 'on somme, et pas & proprement parler les signaux
produits par chaque paire de chemins atomiques.
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— de paires de chemins homologues (pour lesquelles on connait le déphasage en tout point
grace au théoréme des quatre points finaux)

— d’interactions effectives instantanées (dont l'effet dépend du niveau de modélisation
envisagé pour les séparatrices).

Le diagramme spatio-temporel correspondant est dessiné sur la figure 4.21, o1 les instants suivants
divisent les deux chemins atomiques en N paires de chemins homologues :

t; = instant central de la i®™¢ séparatrice (pour i de 1 a N)

tp = instant caractéristique de la détection

F1G. 4.21: Diagramme spatio-temporel d’une paire de chemins atomiques cohérents. Il y a N interac-
tions effectives instantanées et N paires de chemins homologues.

Il nous faut donc obtenir le signal de sortie pour un tel diagramme. Comme on I’a déja dit, ce calcul
dépend du type de modélisation que 'on envisage pour les séparatrices atomiques. Avant d’utiliser la
modélisation ttt champ fort généralisée établie en 3.7, qui est la modélisation la plus compléte de ce
mémoire (voir la partie 4.1.2), il est intéressant de considérer une modélisation moins perfectionnée,
afin :

— d’illustrer d’une fagon simple les outils développés précédemment (théoréme des quatre
points finaux, théoréme du point milieu généralisé, modélisation de la source atomique),

— de montrer comment la modélisation globale des interférométres atomiques est améliorée
par la prise en compte de ces seuls outils,

— de montrer précisément 'origine du déphasage final, en expliquant la présence de simplifi-
cations essentielles du type Ay, + Apg,, ~ 0,

— de fournir une modélisation intermédiaire, permettant ensuite de mettre en évidence les
ameéliorations possibles dues a une description plus fine des séparatrices (effet Borrmann).

En effet, les résultats des parties précédentes (formalisme ABCD, chemins homologues et théo-
réme des quatre points finaux) nous permettent déja d’améliorer notablement la modélisation de ces
appareils sans faire appel aux modélisations ttt champs forts.

Nous procéderons donc en deux étapes, en considérant :



4.3. EXPRESSION DU SIGNAL DE FRANGES 261

1. tout d’abord la modélisation ttt champ faible (ou infiniment fine),

2. puis les modélisations tit champs forts.

4.3.2 Signal de franges avec modélisation ttt-champ faible

Déphasage principal entre deux chemins atomiques

On a vu précédemment qu’avec une modélisation simplifiée du type infiniment fine ou tit champ
faible, action d’une séparatrice sur un paquet d’ondes incident Gaussien se résumait ainsi :

création de deux paquets d’ondes de méme forme (Gaussienne),

— dont I'un est simplement modifi¢ par un changement d’amplitude (transition sans change-
ment d’état interne),

— dont l'autre subit une modification de son état interne (ie de sa masse effective), de son
amplitude, de son impulsion centrale et de sa phase,

toutes ces modifications ayant lieu instantanément au temps t;, I'instant central de la sé-
paratrice considérée.

Cette modélisation particuliére est schématisée sur la figure 4.2, tandis que le diagramme spatio-
temporel correspondant est donné en figure 4.22.

kg

o,i-1

F1a. 4.22: Diagramme spatio-temporel associé a une séparatrice (selon les modélisations infiniment
fine et ttt champ faible). Le chemin atomique au temps ¢; se divise en deux chemins au temps t;r.

On peut alors considérer que les paquets d’ondes associés aux deux chemins atomiques (« et ) de
ce diagramme sont modifiés en ¢; de la fagon suivante :

O i ——+

— — 7 + —+
WPa, (ti 7ma,i7177ﬂaiapai) — Mqi-€ - WP (ti yMaiy Tai 5 Pai )
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avec 18

—+
Tz Tz
—+ = [
Pai = Pai + hkai

—

—

eai - kaz Tas — waz i~ Pai

ou t; est l'instant juste avant t;, et tf I'instant juste aprés (écrit ici pour le chemin «). En effet,
comme on I’a souligné dans la partie précédente, on peut toujours prendre a posteriori :

—
kaizo s Wai =0 5 Qoai:() , et Mai = Ma,i—1

pour le chemin atomique qui ne subit pas de changement d’état interne.

Selon cette modélisation, la position centrale des deux paquets d’ondes au temps t;r est identique
a celle du paquet d’ondes incident au temps ¢; . Ce résultat est tres intéressant pour le calcul du
déphasage global entre les chemins 3 et a.

En effet, on a vu au paragraphe 4.2.2 que la partie principale de ce déphasage pour la tranche
temporelle 7 — 1 (ie celle définie par I'intervalle [t;_1,%;]) s’exprimait sous la forme de la différence de
deuz termes, dont 'un dépendait uniquement de la position médiane - ou point milieu - & I'instant
initial tz;l .

—

(PBi1 — Payi—1) -Qi—1

avec :

Q; 1’ o Taid+TBi—4
i—1-— 2

et dont I'autre dépendait uniquement du point milieu & l'instant final ¢; :
—
— (D3 — Pai) Qi

(on a omis pour I'instant les termes dépendant de la différence de masse mg ;1 — mqi—1).
De méme, le déphasage principal pour la tranche ¢ s’écrit :

—) —>
(Pgi — Pai) -Qi — (Pgiti — Payiti) Qi1
ou plus exactement :

Tai " + 75+
(pﬁz 7&_;—’—) -% - (pﬁ,i—l—l DPa, erl) QHI

lorsqu’il y a une interaction effective au temps t;, comme celle qui est décrite plus haut.
Enfin, le déphasage principal da & la séparatrice vaut simplement :

Wai-ti + Qo — wgi-ti — Pgi

Le déphasage principal entre les deux chemins de ¢;_; a ¢;;1 s’obtient alors en sommant
les trois contributions précédentes, et s’écrit par conséquent :

N
h-AﬁpiJrLiq = (pﬁ,i 1— Pa,i— 1) Qz 1— (pﬁz‘—ﬁcm Qi

Fwaiti + ©os — wm.ti — Vg
) Tai t + T

9 - (p57i+1 Pa Z+1> QHI

+ (pai" — P "

"8Dans ce mémoire, une quantité W; désigne une grandeur prise juste avant le temps t; (ie a 'instant t; ) et une quantité
W;r désigne une grandeur prise juste aprés le temps t; (ie a U'instant t:r) Seules exceptions : les masses effectives.
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Cette expression dépend essentiellement des coordonnées des points milieux et des différences
d’impulsions aux temps finaux des tranches. Or on vient de voir que, selon la modélisation infiniment
fine ou ttt champ faible, le point milieu

Q:
en fin de tranche 1 — 1 (ie a I'instant ¢; ) était identique au point milieu en début de tranche i :
T + TR
Ty W@
Les points milieux juste avant et juste aprés chaque instant t; étant égaux, le deuxiéme terme du

déphasage de la tranche ¢ — 1 est presque totalement compensé par le premier terme du déphasage de
la tranche i, et ’on obtient finalement :

1 N oo~ 1 o A —\ =
Apityi1 = 5 (Ppi—1 — Payi—1) -Qi—1 — 7 (PBit1 — Payiti) -Qit1 + (km - kai) Qi+ waiti + 0o —wsiti — Pg;

>t

On peut répéter cette démarche pour un nombre quelconques de tranches, avec & chaque fois
une simplification importante entre le déphasage de deux tranches qui se suivent. Il est ainsi possible
d’obtenir une expression extrémement compacte pour le déphasage principal du diagramme de la figure
4.21 :

1 1
Appr = 3 (B3l —Pai) Q1 — 5 (B3 — Pap) Qb
N — —\ =
—+ Z [(k,& — kai) QZ — (Wﬁi - Wozi) t; — (()057, - (pai)]
=1

En tenant compte de tous les autres termes (dépendant des différences de masse et du vecteur
position 7, phases initiales en ¢1), on obtient finalement I’expression suivante du déphasage global
entre les deux chemins « et 3 :

— v
) /h B (5t — 7o)

N T T\ A Egi—Eqi
+ >t { ( Bi kaz‘) Qi — (Wi — wai) ti — (@m - S%i) - 7 (tit1 — ti)]

) = N i—mai\ [ Sgi | Sa otk paithka;
A%Q’D(T) +Zi:l (%){ﬁ*@*%(pﬁmmﬁ *pntm )-(7“.5;‘*7717‘)
- 3 (B - B (it — )
+755 (7 = 758) Re [Yp X' (77— 758) — " (7" — 7o) Re [Yp X5 '| (7 — 7aB)
(4.30)
Remarques :

1. Le deuxiéme terme de la premiére ligne est toujours nul dans les expériences usuelles d’interféro-
métrie atomique. En effet, c’est toujours un unique paquet d’ondes atomique qui est divisé dans
une premiére séparatrice (au temps ¢;), puis dévié et recombiné afin de produire des interférences
en sortie.

— — — —
gl = Tal et 31 = Pal
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2. De méme, on a toujours égalité entre les états internes finaux, d’ou :
mgN = MaqN

dans la derniére ligne.

3. Enfin, du fait de ’égalité 4.25, les troisiéme et quatriéme lignes de ’expression précédente peuvent
s’écrire comme :

immmai{é‘m Seui 1(1757%!?5?_@%@)(_) )

+ + = T3, — Tos
2h mg;  Mai 2 mg; Mei pi o

_L (P Paird ) ey ey
2 mg M B,i+1 a,i+1

=1

N
1 ma; 1 1 —
=7 ;1 <—BZ — 1) {Sai + SPajitd- (TByit1 — Taitl) — 3 (pm‘ + hkai) (7@ — Tai)}

Mag

ou d’une facon encore plus compacte :

mg;  Mai 2 mg; M

o —
1 (pgiti  Poyitl \ oy —
—— | —=— ——— ) ("8i+1 — Tayit1)
mp; Meg

N mg; — Maqi Sf@i S 1 m + hk—fgg D + h@ N
Z 2% + + - (75i )

N (0
=->n Wéa)ifﬁai

a l'aide des temps propres Tgq; introduits dans la partie précédente :

Su 1P 1 575+ i,
_c? | . 28 IPBitl o oy IPE T 4.31
C" TBai . ma; 2 mgsi : (T,B,H-l Ta7l+1) + 2 mgi . (TBZ TM) ( : )
—
M 2 My \Ta,i+1 8,141 2 Mt \Taa B
et des fréquences atomiques effectives définies par :
0 i~ Mai
w(ﬁo)ﬂ = ot 2 (4.32)

Signal de sortie avant détection

On a vu précédemment que le signal de sortie |¢g|” était égal a la somme des signaux correspondant
a chaque paire de chemins atomiques (cohérents). Plus précisément, il s’exprime sous la forme :

Wg|® = A2 + A% + A2+ .+ 2A0Ag cos [Adgy p| + 240 Ay cos [Ad., p] + 243A, cos [Ads, p] + ...

ou les A, sont les amplitudes finales des paquets d’ondes associés & chaque chemin atomique, et ol
les Ag,, p sont les déphasages finaux entre les chemins.

On vient d’établir 'expression de ces déphasages A¢,, p, il nous reste donc a obtenir les amplitudes
finales A,.
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Dans le cadre de la modélisation infiniment fine ou tit champ faible, on a vu qu’une séparatrice
modifiait les amplitudes des deux chemins atomiques incidents par des facteurs multiplicatifs M,;
et Mpg; (pour la i®™¢ interaction au temps effectif ¢;), mais qu’elle ne modifiait pas la structure des
paquets d’ondes entre ¢, et t;r (Ma; et Mg, sont donc indépendants du vecteur position 7).

Si a l'instant t; on considere les paquets d’ondes 19 .

(7 =) X (7 = 7l) + - (7 = 7d) ud

1 _ _ _ )
Ve, (T7) = exp [z oh (T—TQB)YDXDl (T)—Ta_ﬁ)—i-g(r —TaD) -Pab
det (XpX;')
N (Sai —
M, exp [z Z < gl + ki -Top — Waiti — cpm)] (4.33)
i=1
et :
1 .m _ )
Vs (77) = exp [Z zﬁhN (7 —70) Yo Xp' (7 — 73D) + 7 (7 —78D) -PBD
det (XpX;1)
N g
Mpg exp [ZZ < 7»;3’1 + kgi.Tg;i — wpaiti 9052)] (4.34)
i=1
avec : M, = TIY, My, et Mg = [T, Mg (4.35)
: a - i=1 1ai B - i=14"pBi ’

On observe alors que le facteur compleze 1/4/det (X pX| 1) est commun aux deux paquets d’ondes,

et qu'il n’intervient donc pas dans I'expression du déphasage local 20 :

1 1

Apgap (T) = 7 (DD — Pab) - T+ 7 (TaD-PaD — T3D-PAD) (4.36)
+ ; |:< h + k’[g’z@ — wgiti — 9061‘) — <7 + ki Top — Weaiti — (pm-):|
+ (7~ 758) Re (Y X, | (7 = 738) — o (7 — 7ap) Re [Yp X '] (7~ 7a)

En outre, on verra au paragraphe 4.3.2 que cette expression du déphasage est bien identique a celle
établie plus haut (relation 4.30).

YDans un interférométre réel, et si t; est 'instant central de la premiére séparatrice atomique, ces deux paquets
d’ondes sont en fait identiques. Ils peuvent alors étre reliés simplement au paquets d’ondes issus de la source initiale (&
Pinstant to).

20Ce ne sera pas le cas avec les modélisations ttt-champs forts.
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Finalement, le signal de sortie entre les deux chemins atomiques « et § s’écrit :

A2 + A%+ 2A0Ap cos [Adg, p] (4.37)
avec
Aa = Moz exp [~ 24 (7 = 7aB) I (YD X3') (7 — 7o)

|\/aet(xpx; )|

As = Mo o] - (7 = 738) Im (Y X ') (7 — 7553)]

eXp
\/det( XDX ‘

Avant de continuer, et d’intégrer le signal sur le volume de détection et sur les distributions statis-
tiques décrivant la source atomique initiale, soulignons que les matrices X p X, Let YDX51 s’expriment
simplement en fonction des matrices ABC'D et de la largeur complexe initiale Y1 X, !

XpX;t=Ap, +Bp1 1 X * (4.38)

et :

YpXp! = [Cp1+ Dpi.YiXy Y. [Apy + Bpr.Yix; Y™ (4.39)

Intégration sur le volume de sortie

On a vu au paragraphe 4.1.4 que le signal de sortie aprés détection pouvait étre obtenu a partir
du signal avant détection par la double intégration suivante :

S = /V /T d?’?’;—;ws(?’,t)-wi%(?’,t)
D D

ou Vp et Tp sont respectivement le volume et la durée de la détection.

Lorsque I'on peut modéliser le processus de détection par une seule intégration spatiale (interro-
gation de I’ensemble des atomes & un instant donné) avec un volume de détection Vp infini (ie que Vp
englobe totalement le nuage atomique de sortie), ce signal devient alors simplement égal a :

S = / BT g (T 8) 4% (T, 0)
R3

En outre, on a vu comment le théoréeme du point miliew généralisé permettait de calculer trés
facilement ce type d’intégrale pour des paquets d’ondes Gaussiens :

[7 e[ -m 4.0 -m e (v-7) 5. (7- )

5 +

3/2 T gis -1 (pw-F @+ b @

Z'Le( bAi'@;B).(A—;B) .(B L+ ) exp | @. m_ﬁ _‘_7_ u
det [A + B] 2 2
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ou A et B sont des matrices 3 x 3 complexes et ol @ et ﬁ peuvent étre également complexes.

Dans le cas d’une seule paire de chemins atomiques, les expressions 4.33, 4.34 et 4.30 nous indiquent
qu’il suffit d’intégrer le signal élémentaire suivant :

1
T) e, () = M. M, . AT 4.40
Vs (7) V8o (7) = Ms- Moo oy exp A (7) (4.40)
avec
.m — a —_ —17*
A() 1= i (7 = 758) Yo Xp! (7 = T38) — it (7 — 7ap) [YpXp'] (7~ 7aB)

+h (PD — DPaD) ( —QD> +iAdg,

et ol Agg, est la partie indépendante de 7 du déphasage 4.30 précédent :

N

1
A¢Ba = Z |: <k—,3; - ]?M)> 67; - (wﬁl wal) 7 (()057, (pozi) - w(goo)ﬂ'-'rﬁai - ﬁ (EBZ - Eai) (ti+1 - ti)
=1

(on rappelle que les points @ sont les vecteurs médians ou points milieuxr définis par : 672 =
(F3i + Tai) /2)-
On reconnait alors les paramétres du théoréme du point milieu généralisé :

A = mgNYDX L

maN A*

sl oAl oele
|
§

M. M, o)/
[ @7 s (7) 450 (7). = i enp [i Adga] =
R3 | et ( DA )‘ \/det [imaN (YDXgl)* — ’L"ITLBNYDXB:[]
_i m - m . 1 (=
. exp [ o <7m5N Yp X, (78D — TaD)
YpXpt (YoXp) - PBD — Pab .
I G-
MaN mgN MaN

Il y aura donc a priori 3 termes qui contribueront au déphasage apreés intégration sur le volume de
détection :

L. le terme Adg,,
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2. Pargument du nombre complexe 1/\/det {ima]\z (YDXBI)* — imgNYDXgl],

3. la partie réelle dans ’exposant du dernier terme.

Cependant, on a vu que les masses finales mqn et mgy étaient égales (méme état interne pour les
deux chemins en sortie) :

MaN = MBN = MN
Cela implique en particulier que le terme suivant :
Z"rnozN (X/DAXBI)jk — imgNYDXBI = 2mN Im [YDXBI]

est réel, et par conséquent, seul le premier terme A¢g, contribue au déphasage final (apres intégration
sur le volume de détection) :

Déphasage final aprés détection :

R

Adgo =300y [ (km m) Qi — (Wpi — wai) ti — (Vi — Pas) — w(goo)éi-mm — 3 (Egi — Eai) (tiy1 — tz‘)]

(4.41)

On vérifie alors bien que le théoréme du point milieu est respecté : le déphasage aprés intégration
(sur le volume de sortie) est égal au déphasage avant intégration pris au point milieu Qp :

Ao = Adgap (Q0)

Il est également possible d’exprimer le signal de sortie complet :

S:=81. (14 e . cos [Agg,]) (4.42)

ot S, n et Agg, sont respectivement amplitude, le facteur de contraste et le déphasage du signal.
On obtient ainsi amplitude :

MZ+Mj 2h)3/?
S = . ( 4.43
P aet(xp X, )] VJdet[21m[maYn X 51| (4.43)
et le facteur de contraste :
2Mo M, P30 —PaDb — — —11-1
n=—In [M§+M%] + oy [Limf L —YpXp' (758 —1“03)} JIm [Yp X,
(4.44)

(PR (v X)) (758 - 7))
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On peut alors exprimer simplement ces quantités a partir des données initiales du probléme (ie en
fonction des parameétres caractéristiques du paquet d’ondes initial et des séparatrices).

En effet, on a déja vu comment exprimer les quantités Xp X Let YDXB1 uniquement & partir des
largeurs complexes initiales X et Y1. L’amplitude du signal s’écrit donc finalement :

M(%-FME (27{'5)3/4
1= — .
|det(AD1+BD1'Y1X1 1>| \/det [2771]\7 Im([CD1+DD1.Y1Xf1].[AD1+BD1.Y1X171]71>]

S (4.45)

Quant au facteur de contraste, il est la somme de deux termes, positifs ou nuls, le premier étant
nul lorsque M, = Mg, ie lorsque '’ensemble des modifications d’amplitude subi par le bras o est égal a
celui subi par le bras § (on rappelle que ces modifications d’amplitude sont dues a I’action des diverses
séparatrices). Dans ce cas, le contraste est simplement égal au deuxiéme terme, qui dépend de fagon
essentielle de :

— la différence des impulsions finales :

App = PaD — Pab (4.46)

— la différence des positions finales :

Arp :=Tgp — oD (4.47)

Nous avons déja insisté sur le fait que ces différences finales n’étaient pas nulles lorsqu’il y avait des
termes quadratiques dans I’'Hamiltonien (rotations, gradients...). Un interféromeétre n’est ainsi jamais
rigoureusement ”fermé”, ni en position, ni en impulsion. Il vaut mieux d’ailleurs employer I’expression
"interféromeétre a géométrie fermée” plutét qu’interférometre fermé.

Le calcul de ces différences est en fait assez simple.

En effet, considérons le changement de position et d’impulsion centrales que subit un paquet
d’ondes lors de la traversée de la séparatrice n° ¢ :

Tai — Toi+ Go
NN
m - m + bai
(Efms le’gadre des modélisations infiniment fine et ttt champ faible, on a par exemple ag; = 0 et
boi = hkqi).
On a donc, juste apreés I'instant t; :

—+ =t == = — -
Toi —Tai =T —Tai + (85— Gai)

et 21 :

mgi Mai

— —
Pgit  Pai' _ DB Pt . bgi  bai
mg; Mai mp;  Maj

En appliquant alors la loi ABCD entre t; et t;—1, puis entre t;_1 et t;_o, etc... jusqu’a t1, et en notant
que :

gl — T«

!

=0 et  Papi-Dai=0

81 — Pal

—

on obtient finalement (notation A;; := A (t;,t;)) :

Aryi= 75—t = S0y [Ai (@5 — @) + By (72 - 224 )| (4.48)

210n a déja souligné au chapitre 2 Pimportance de considérer non pas les impulsions, mais les impulsions massiques
(qu’il ne faut pas confondre avec les vitesses). En particulier, ce sont ces quantités qui entrent dans ’expression de la loi
ABCD.
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et :
i .__ Ppi Pas. i—1 bs; beos
Afs = - — s =251 |Gy (@5 — aaj) + Dij. (ﬂmﬁj - —Lmaj)} (4.49)

ou les matrices ABCD sont établies dans la partie 2.1 (certains cas particuliers pertinents sont dé-
taillés au paragraphe 2.2.3 et dans 'appendice D, et des développements de Taylor sont fournis dans
lappendice C).

. — — — , s , o, .
Ici Gg; = 0 et by = hke;, et par conséquent les différences finales Arp et App se ré-écrivent sous
la forme :

N hkg, Bk,
Arp =30 Boj. (S — et (4.50)
A hks;  hka;
Seo — 32 | Dp;. (e — ed) (4.51)

permettant ainsi d’exprimer simplement le facteur de contraste précédent en fonction des vecteurs
d’ondes caractéristiques des séparatrices.

On remarque que ces différences finales font intervenir uniquement les matrices ABC'D (et pas les
vecteurs ? et E) par exemple). Ce résultat est tout a fait logique du fait que ces matrices ne dépendent
que des termes quadratiques de 'Hamiltonien H.,; (rotations, gradients...), ie des termes associés a
des forces dépendant de ’état externe des atomes (position et impulsion). Lorsque les deux chemins
atomiques sont séparés (d’un point de vue externe, grace a l'action des séparatrices), les atomes ne
sont ainsi pas soumis aux mémes contraintes pendant un certain temps, et ils ne peuvent donc pas
avoir le méme état externe en sortie d’'un interférometre, méme si celui-ci est refermé en jouant sur les
vecteurs d’ondes k—,,z 22

Nous allons voir maintenant comment ces différences finales sont essentielles pour faire le lien avec
Pautre méthode principale d’obtention du déphasage (ot 1’on somme trois déphasages caractéristiques :
un lié & la propagation, un lié aux séparatrices et un dernier, lié précisément & la non-fermeture Arp
des interféromeétres).

Autre méthode d’obtention du déphasage

On peut trés bien calculer le déphasage global sans diviser 'interférométre atomique en tranches
temporelles. Il suffit alors de laisser évoluer les deux paquets d’ondes initiaux (qui sont identiques en
fait, mais associés a deux chemins atomiques différents) tout au long de 'interféromeétre, et comparer
leur phase respective en sortie. On obtient ainsi I’expression 4.36 :

1 1
Adga,p (T7) = ﬁm- (7 —76D) — ﬁm- (7" —TaD) (4.52)
Al Tr—
+ Z |: hﬁl + k,BZT.B; —wgili — @ﬁl) < + kaz Tai — Waiti — (pai>:|
i=1
m Mq _ _
=5 (7 = T3B) Re Yo Xp'] (7 = 758) — — (7 — 7ab) Re [YpX},'] (7 — 7ab)

220n peut bien sar imaginer et construire des géométries trés particuliéres conduisant & la nullité de ces différences
finales.
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ou les diverses simplifications dues au théoréme des quatre points finaux ne sont pas encore effectuées.

Ce déphasage peut alors étre vu comme la somme de trois termes :

A(/J)ﬁoz,D (?) = A(/1)107"010 + Ad)znt + A(/J)sep (T)) (453)

avec :

1. un déphasage de propagation :

A(/1)107"010 = % ZZJ\LI (S,Bl - Sai) (454)

associé a l'accumulation des phases d’action le long de chaque chemin atomique,

2. un déphasage d’interaction :

— —
Ay = Ziil kgi-T8; — kai-Tai — (Wi — wai) ti — (QOM - gom-)} (4.55)
lié aux interactions avec les séparatrices,
3. un déphasage de séparation :
1 1
Doy ()] = 2035 (7 = 758) = 10ab (7 = TaD) (4.56)
MEN (— 1=  ——n _ MaN _ __ 11 (= ——
+—2h (7 —73p)Re [YDXD ] (7 —73D) o (7 —Tap) Re [YDXD ] (7 —TaD)

dépendant du vecteur position 77, et lié aux différences de position et d’impulsion finales calculées
a la fin du paragraphe précédent.

Ce dernier terme est nul lorsque Arp = 0 et App = 0. Comme il dépend du vecteur position,
il n’a de sens qu’en un point donné de l'espace, ou aprés intégration spatiale sur un certain volume
(comme résultat d’une détection instantanée par exemple).

Il est alors possible de faire le lien avec la méthode usuelle d’obtention du déphasage, qui consiste
a définir le déphasage en sortie comme la somme de trois termes :

— un déphasage de propagation et un déphasage d’interaction, égaux a ceux définis plus haut :

-

Ad)prop = A (SBZ - Sai)
=1
N — —
Appy =) [km-@ — kai-Ta; — (wpi — wai) ti — (Ppi — @az‘)}

=1

— un troisiéme déphasage, également dit ”de séparation”, exprimé généralement sous la forme :

PaD + DD _
Ay 1= — L8 (755 — 7o) (4.57)

dépendant de facon essentielle de la différence des positions finales Arp.

—_~—

Il est généralement sous-entendu que ce déphasage Agy,, est obtenu avant intégration du signal
de sortie sur un quelconque volume spatial. Le probléme est donc de savoir quel est le sens d’un tel
déphasage.
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En fait, il est aisé¢ de voir qu'’il correspond au déphasage de séparation Ag,,,, (7) évalué au point
milieu final Cﬁ :

Koy = 86 (@)

ie au déphasage obtenu aprés intégration du signal de sortie sur le volume spatial R? (qui équivaut a
effectuer une détection instantanée de ’ensemble des atomes, voir le paragraphe 4.1.4).

Choisir ce déphasage de séparation particulier Ad)sep revient donc a choisir une méthode de détection
particuliére.

On peut également se demander quel écart il y a entre ce déphasage (ie Ag,,, (77) évalué au point

milieu Cﬁ) et le déphasage A¢g,, (7°) évalué en un autre point, par exemple en un des deux points
finaux 7,5 ou 7gp. On obtient ainsi :

1 m
Aoy (FaB) = —3P5D- (T3B — TaB) + 52

1
A¢sep (@) + ﬁApD-ATD + %ATD. Re [YDXBI] Arp

(73D — 7aB) Re [Yp X '] (758 — Tab))

avec les différences finales Arp et App données plus haut.
On remarque d’abord que la correction a Ag,,, (@;) est quadratique en les vecteurs d’ondes k_,,;
(v = a ou (). De plus, comme Arp et App dépendent des termes d’ordre 2 de 'Hamiltonien Hy

(rotations €), gradients ~...) pour les interféromeétres & géométrie fermée, cette correction sera au
minimum quadratique en ces termes pour de tels interférométres :

€

ZHAPD-ATD + MAT’D.Re [YDXgl] Arp x Q

2h

et elle pourra étre négligée dans de nombreux cas pratiques.

P

Compensation entre Ag,,,, et Ad,,, :

Dans I’étude des interféromeétres atomiques & géométrie fermée, et plus précisément dans les calculs
de déphasage au premier ordre (de l'effet & mesurer, comme la rotation par exemple), il a souvent été
constaté la simplification suivante :

Agb;m"op + A¢sep ~0

a des termes proportionnels a 1’énergie de recul (ie en 52) prés. Dans ce cas, le déphasage global est
simplement égal au déphasage d’interaction Ag¢;,,;, qu'il est trés facile d’obtenir & partir des phases
”imprimées” par les séparatrices sur les atomes aux temps t; :

N
— —
A¢5a ~ Agip = Z {km@ — kai-Tai — (Wﬁi — Wai) ti — (@m - %n')]
i=1

On peut alors se demander quelle est [’origine et la validité d’une telle compensation, et quel est

le lien exact entre Ag,,,, et Agg,,.

Comme on peut s’y attendre, cette simplification résulte du théoréme des quatre points finaux, ie de
lexistence d'un invariant symplectique caractéristique des chemins atomiques entre deux séparatrices
successives. La seule différence avec la démarche suivie plus haut (avec tranches temporelles et chemins
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homologues) est qu’on ne simplifie pas ici le déphasage au fur et & mesure de la progression dans
I'interféromeétre, mais uniquement & sa sortie.

En effet, on a montré dans I’équation 4.26 qu’on avait le résultat suivant pour deux chemins
homologues (ie pour une seule tranche temporelle avec deux bras interférométriques, voir figure 4.19) :

5S _ Poil P8 Poi + DB B E O
i1 = (TR —Tagd) = — 5 (T5i = Tai) = (Epi = Bai) - (i1 — i) — Iwg ;. Tgai

lié a la présence d’un invariant (symplectique) qui caractérisait la paire de chemins.
Le déphasage de propagation :

mIH

Aprrop =

N
Z (Spi —

s’obtient alors trés simplement, en remarquant que les séparatrices - avec ’approximation infiniment
fine ou ttt champ faible - ne modifient pas les positions centrales des paquets d’ondes atomiques entre
t; et t;7 (ou les instants ¢; sont les instants effectifs d’interaction) :

e T = = S
i —Toai =78 —Tw

mais seulement les impulsions centrales :

— —
bgi T + pozz W + m hkﬁ@' + hkai
+
2 2 2
Comme dans la démarche suivie au paragraphe 4.3.2, on observe alors de nombreuses simplifications
entre les termes indicés par ¢ et ceux indicés par ¢ — 1 et ¢ + 1, et on aboutit finalement a I’expression
suivante pour le déphasage de propagation :

N —
pozD + p k i 1 kai 0 1
Ad)prop TB (@ - @) - Z ﬁT (7? - TTQ_;) + W(BOZZ TBai + ﬁ (Eﬁi - Eai) (tiJrl - tl)]
=1
(4.58)
ie également :
N kgi+Fai
A¢pT0p + A¢sep = - Zi\il [ s ATZ + wéo{z TBai + % (Eﬁz - Eai) (tiJrl - tl) (459)

avec :

ol B;; est la matrice B des matrices ABCD :

Bl'j =B (tl',tj)

En toute rigueur, la relation Ag,,.,, + Ad,,, = 0 est donc inexacte, les termes correctifs étant

. , T 3 . : 2z
proportionnels au carré des vecteurs d’ondes k,; (énergies de recul) et aux différences de masses
mpgj; — Mqj-

On peut néanmoins considérer des cas ou ces termes correctifs s’annulent.
. 2 \ < 2 2, . 4 . . — — —_ .
Pour un interféromeétre & géométrie symétrique par exemple, ie tel que kg + kai = 0 pour tout @
de 2 & N — 1 (voir paragraphe 4.3.2) la relation précédente devient simplement :

— ksn + kan al 1
Ad)prop + Agi)sep = 7M‘ATN o Z |:w,(6’(27, TBai + <

Egi — Eqi) (tiv1 — Ui
2 g h( BZ )(t+1 t)
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De plus, si on néglige les différences de masses, ainsi que 'effet des termes quadratiques de Heyt
sur le déphasage (seuls les termes linéaires de Hy: [gravité uniforme par exemple] sont donc pris en
compte), on obtient alors bien I’égalité :

Agbprop + A¢sep =0

qui n’est valable que dans ce cas trés particulier.

Intégration sur les distributions initiales

Dans les paragraphes précédents, nous avons vu comment établir le signal de sortie associé & deux
chemins atomiques cohérents :

S :=51. (14 e . cos [Adg,])

sous forme d'un déphasage Agpg,, d'un terme d’amplitude Sy et d’'un terme de contraste 7. Ce signal
tient alors compte de la modélisation de la zone de détection (modélisation particuliere en fait, avec
détection intantanée de I’ensemble des atomes en sortie 23), mais pas de la modélisation décrivant
le nuage atomique initial (ie la source atomique). C’est précisément 1'objet de ce paragraphe. On
obtiendra ainsi une modélisation du signal réellement observé dans les expériences : le signal de franges.

Au paragraphe 4.1.1, on a vu en détail comment modéliser les diverses sources atomiques & ’aide
d’'un mélange statistique d’états, ou les distributions statistiques portaient sur les centres (en position
et impulsion) des paquets d’ondes atomiques initiaux. On a observé cependant que seule la distribution
en position était pertinente, alors que la distribution portant sur les impulsions centrales pouvait étre
superflue (si I'on considére des largeurs impulsionnelles de paquets d’ondes égales a la dispersion en
impulsion du nuage initial),voire inadaptée (dans le cas des sources [avec refroidissement Sisyphe par
exemple| ot une partie des atomes reste piégée dans les puits de potentiels microscopiques d’un réseau
sous-jacent ; il vaut alors mieux considérer une distribution de ’occupation des niveaux vibratoires des
piéges).

En premiére approche (voir fin du paragraphe 4.1.1), on peut toutefois modéliser simplement
ces sources atomiques en considérant un mélange statistique de paquets d’ondes Gaussiens dont les
position et impulsion centrales obéissent o des distributions Gaussiennes. En effet, a partir de ce
schéma particulier, il sera toujours possible d’affiner la modélisation en prenant, par exemple, une
distribution en impulsion infiniment fine (pic de Dirac), ou en considérant des distributions sous forme
d’une somme de plusieurs Gaussiennes (régime a plusieurs composantes).

Avant de continuer, précisons que 'instant central t; de la premiére séparatrice atomique ne coin-
cide pas avec l'instant caractéristique tg du début d’évolution des paquets d’ondes dans l'interféromeétre
atomique. L’instant ¢y représente, par exemple, le début de la coupure (adiabatique ou non) du poten-
tiel qui piégeait les atomes dans le nuage source (voir paragraphe 4.1.1). Les paquets d’ondes s’étalent
alors entre ty et t; de facon naturelle, mais aussi & cause des champs inertiels, gravitationnels ou
électromagnétiques agissant pendant ce temps 24, Le signal de sortie écrit plus haut doit alors tenir
compte de cette évolution entre tg et t1, qui modifie uniquement le facteur d’amplitude S;. On obtient
ainsi :

S = 5. (1 +e7 . cos [A¢5a])

Z3Pour les autres méthodes de détection, voir la discussion du paragraphe 4.1.4.

2*Dans un piege laser, par exemple, les atomes sont lies au référentiel des lasers, ie & celui du laboratoire, et ils ne
ressentent donc pas en moyenne effet de la rotation terrestre (pour une expérience terrestre) ou du potentiel de gravité.
Néanmoins, dés qu'’ils sont lachés (adiabatiquement ou non), ils ressentent ces potentiels.
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avec :
So == S1/ |det (X1X5 )|
et out S1, n et Agg, sont exprimés a partir des grandeurs indicées 0 (ie mo, 7o, Po et Yo X OF
S (7, o, Zo)

avec la notation plus compacte :

Zy = -y xgt

Le signal de franges est alors obtenu en intégrant le signal de sortie S (7q, pg, Zo) sur les distri-

butions statistiques établies a la fin du paragraphe 4.1.1 :

51:/1%’ /Dp—d S (73, pg, Zo)

avec :

(271')3/2
\/det [(1 — B2V Zo/2)

= vo] exp {% (’o’ —~ Fé) . [(1 — W?VpZo/2) " .VO] . (p—(; _ ?0)}

et ou les matrices Uy et 1)) sont les matrices de dispersion (mesurées) du nuage (ie les largeurs
des distributions expérimentales) :
(7~ T) o (v - o)

Vdet (Up/2m) exp [
) = VA e |3 (7 - )% (7 -

DN | =

R(7)

P

<l

N———
| S|

Ces intégrales sont alors calculables car, dans S, seul le déphasage Ag¢g,, :

N
1
Adge =Y { (E;, - EJ) Qi — (Wi — wai) ti — (951 — i) — w(g‘ﬁimm =3 (Esi = Bai) (tiv1 — ti)

i=1

dépend de Tg et pg, et la dépendance est au plus quadratique :
A¢gs, (T6,Po) = au plus quadratique en 75 et pg
Plus précisément, cette dépendance est linéaire pour le premier terme :

N
> (i) @

i=1
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au plus quadratique pour le quatriéme :

N
DI
Bai* ! Bai

i=1

et nulle pour les autres termes.

Concernant le premier terme, on peut montrer en effet que les points milieux 672 dépendent
linéairement de 7§ et pg :

- — — . > —»
Qi = Ai0TS + Bio B+ &0 + Y07 [ Ay B 4 . (et 4 ﬂ) /2] (4.60)
ou 'on a utilisé les notations de la fin du paragraphe 4.3.2, ie :
Tai — Tai T Qag et Pai — Pai + baz

pour décrire le changement de position et d’impulsion centrales que subit un paquet d’ondes lors de
la traversée de la séparatrice n° 1.

Dans le cadre des modélisations infiniment fine et ttt champ faible (ay; = 0 et baz = hkzm)
obtient par conséquent :

Qi = Awo.T5 + Bio. B+ 55 + T By, (Mt 1) po (4.61)

et le premier terme de A¢g, s’écrit finalement :

hkq,  hkg,
— — — po aj B
k T kai) (k 7 kaz) Az Bz i Bz — - 2
; <B ; 5i — 0.0 + Bio.— +£o+jzl j<maj+mﬁj /

Quant au terme — va 1 w(ﬁ(gz TBais, il est fonction des actions S,; et Sg;; dont on a vu au para-

graphe 2.2.4 qu'elles dépendaient de fagon au plus quadratique des coordonnées des points (7ai, Da;)
t (73;,Dp;), ie finalement de facon au plus quadratique de 75 et pg lorsque l'on a relié ces points au
point (7g, pg) par la loi ABCD.

Il est donc possible de calculer le signal de franges (intégrales Gaussiennes) avec tous ces termes
linéaires et quadratiques. Néanmoins, par souci de simplicité, nous ne considérerons ici que les termes
linéaires en 7¢ et pg de Ag¢g,. Cette approximation (qui n’est pas nécessaire, rappelons-le) revient en
fait a négliger les différences de masses mg; — mq; lors de l'intégration sur les distributions initiales.

Dans ce cas, on peut écrire :

Adge (75, 75) = Adga (Ro. B) + 3 (R — Far) - {Am. (75~ ) + B (50 - Fé)]
i=1

et I'intégration suivante s’effectue simplement :

[ Drs [ Dpg cos [Agg, (Tg,P6)] = e ™ cos {AQZ)BQ (RO,P())}
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avec les deux facteurs de contraste additionnels :

mei= 3 (SN (B~ Far) i) - [ Z0. (20— Un/2) ™" U] o (=N 4io- (o —Fai) )

et :

Ty = 5 (zgvzl (5 - 15) .Bw) . [(1 — B2VoZo/2) .VO} - (zﬁil Bio. (@ - lZ))

dus respectivement aux distributions en position et impulsion du nuage atomique initial.

Finalement, I'intégration du signal de sortie S (7¢, Pg, Zo) (pris aprés détection) sur les distributions
statistiques initiales conduit au signal de franges :

S = S (1 + e, cos [ZEB/QD (4.62)
avec :
Pamplitude : g’a =5
le contraste n:=n+n,+n,
le déphasage : % = Agg, (]?0, ﬁ;)

ol nous observons que I’ effet principal des distributions statistiques est une possible baisse de contraste
des franges d’interférence 2°.
Quant au déphasage final, on obtient un résultat du type ”théoréme du point milieu” :

le déphasage aprés intégration sur les distributions statistiques est égal au déphasage avant inté-
gration, mais évalué au point milieu de la source, ie en (}?0, 176) :

Adpe = A (R0, R) (4.63)

Equivalence avec une ligne de points milieux

Nous avons déja souligné le fait que le déphasage Adg, (ou Z_gi;ﬁ/a ) avait une expression particulie-
rement simple lorsque les différences de masses mg; — mq; étaient nulles pour tout ¢. En effet, lorsque
les états atomiques internes sont semblables, ou lorsque ’on néglige les termes dépendant de mg; —mq;
dans A¢g,, on obtient une expression extrémement compacte du déphasage :

Adg, = i [ <k—5; - @) Qi - (wpi — wai) ti — ((Pﬁi - ‘Pm)]

=1

qui dépend uniquement :

% Lorsque I’on ne néglige pas les termes quadratiques en 75 et pg dans A¢g,, (T, Do) (ie ceux dus aux différences de
masses), il y a une baisse supplémentaire du contraste ainsi qu'un déphasage supplémentaire, dont il faut tenir compte
en toute rigueur.
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— des coordonnées des points milieux :

— Tor + 75,
QiZ—ZQ el

obtenues classiquement (on rappelle que le théoréme d’Ehrenfest s’applique pour ’Hamil-
tonien He,; considéré)

— de la différence des parameétres caractérisant les interactions :

—_ =
</€5¢ —kai , Wi —Wai 5 g —SOai)

Ce déphasage ressemble beaucoup au déphasage d’interaction vu plus haut :

N
— —
Adjnt = E [k,@z@ — koiTar — (Wpi — Wai) ti — (pg; — 900”‘)}
i=1

qui exprime simplement le fait qu’a chaque interaction entre les atomes et une séparatrice, une phase
caractéristique vient ”s’imprimer” sur les paquets d’ondes atomiques. Pour obtenir A¢g, a partir de
Ado,,,;, il suffit alors de considérer que les interactions effectives ont lieu aux points milieux );, et non
aux points 7o; ou 75;. Ainsi, tout se passe comme s’il y avait un seul chemin atomique (le chemin fictif
des points milieux) soumis a des interactions effectives (aux instants t;) dont les vecteurs d’ondes dk;
seraient égaux aux différences kg; — ka4, les pulsations dw; égales a wg; — wai, et les phases dp; égales

a ¥ei — Pai
Finalement (voir figure 4.23) :
Tout interférométre atomique peut étre considéré comme une ligne de points classiques (la ligne

des points milieuzx); en certains de ces points, ont lieu des interactions effectives, dont les paramétres
sont égauz & la différence des parameétres caractérisant les interactions individuelles.

k|32-ka/2 kBN'kaN

o
Q
[\®])

Ligne des
points milieux

£ tlz N tp

F1G. 4.23: Ligne de points milieux correspondant & un interféromeétre atomique quelconque.
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Ce résultat est tres intéressant du point de vue de la modélisation globale des interféromeétres.

En effet, on a vu, tout au long de ce mémoire, comment modéliser un interférométre atomique
le plus complétement, mais aussi le plus simplement possible. Bien que le schéma de desciption d’un
tel appareil soit généralement trés complexe, nous avons vu comment le réduire progressivement, en
passant d’un ensemble de bras atomiques et de séparatrices quelconques, & un ensemble de chemins
atomiques soumis a des interactions effectives instantanées (théoréme ABCD et schéma tit), puis & un
ensemble de tranches temporelles caractéristiques (chemins homologues et théoréme des quatre points

finauz), et finalement & un simple ensemble de points :

tout interférométre <= un ensemble de points (ti, 67; , 5’]3 , 0w, 5cpi>

, . ) . . — . . .
Le déphasage s’obtient alors grace aux points milieux );, dont on connait une expression simple

en fonction des matrices ABCD et des coordonnées initiales (7¢, pg) :

— e i1 1 (Foj+ks;
Qi = Aio.To + Bio- 5> + &0 +25-1 Bz‘j-l%l

Cas particulier des géométries symétriques

L’expression précédente du déphasage se simplifie d’avantage dans le cas des interférométres a

géométrie symétrique (voir figures 4.12 et 4.24).

Atomes dans
I’état
fondamental

Interactions
effectives
instantanées

+k;
+k,

( chemin )

( chemin « )

FiG. 4.24: Exemple d’interférométre atomique a géométrie symétrique.

En effet, ce type de géométrie, tres utilisé pour les raisons évoquées plus haut (élimination des
termes de recul et des termes d’horloge), mais aussi pour d’autres raisons (compensation d’effets

inertiels avec deux jets atomiques contra-propageants), est défini par :

@—Fk—m)-:ﬁ pour tout ¢ € [2, N — 1]
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et conduit par conséquent & :

= — —_ =

Adga = Ok1.q0 + 2 Zz’]\gl ki @ + 0kN.ON  — Zz]\il [(Wﬁz’ — Wai) ti + ((Pﬁi - %n‘)] (4.64)

avec
ki : = kst — kat
Fi o = kg = —Fa
Sk =Fkgy —Fan

. — . , N
et ou les vecteurs @); s’expriment d’une facon trés simple :

Q; = Ap.77 + B2 P+ + & (4.65)

m

en fonction des matrices ABC D¢ et d’une seule impulsion - 'impulsion initiale moyenne :

h (Fat + ks )
2

—

P1+ Zzﬁ"i‘

Lorsqu’un seul des chemins atomiques est dévié au temps initial ¢; (le chemin § par exemple) :

gt = ki
Fa1 =0

cette impulsion s’appelle I'impulsion de Bragg :
Pi + hk1 /2
dont la partie colinéaire a k-f s’annule lorsque la condition de Bragg est remplie :
. (171’ + hk’f/z) —0
ce qui implique :
@ = Ap. 71 + é.lf
Dans ce cas, les deux bras interférométriques non-perturbés ont un azxe de symétrie précisément suivant

la direction de I'impulsion de Bragg, ie suivant la ligne des points milieux (un exemple est donné sur
la figure 4.25).

Nous allons maintenant voir comment sont modifiés tous ces résultats lorsque ’on considére une
modélisation plus fine des séparatrices, du type de celles qui sont établies au chapitre 3 (et listées dans
la partie 4.1.2).
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oY
X, 4 .
Atomes dans | : *s (chemin B )
I'état . ; ; ,
fondamental X i : : E kg

+k, | [+2k,
= L
Ligne de I K
points milieux +, ( chemin )
équivalente

Fic. 4.25: Interféromeétre atomique a géométrie symétrique, avec sa ligne de points milieux équivalente.
4.3.3 Signal de franges avec modélisations ttt champs forts

On a vu dans la partie 4.1.2 que la modélisation ttt champ fort généralisée des séparatrices et ses
versions simplifiées (appelées ”idéalisée” et ”idéalisée libre”) présentaient trois différences importantes
par rapport aux modélisations infiniment fine et tit champ faible.

En effet, selon les modélisations plus complétes (appelées ttt champs forts), ce ne sont pas deux
paquets d’ondes atomiques principaux qui sortent d’une séparatrice, mais quatre. Il y a donc une
mutiplication du nombre de chemins atomiques dans l'interféromeétre, et cela d’autant plus qu’il
y a de séparatrices. Ainsi, le nombre de chemins atomiques cohérents en sortie peut étre trés supérieur
a deux, comme c’est le cas avec les modélisations ttt champ faible et infiniment fine. La participation de
plusieurs chemins atomiques & un méme signal de franges peut alors modifier non seulement I’amplitude
et le contraste de ces franges, mais également le déphasage global de I'interféromeétre (ce sont bien sar les
calculs qui sont modifiés, et non les franges). On rencontre cet effet dans divers types d’interférométrie
(optique, neutronique...). Nous l'illustrerons au chapitre suivant.

Une autre différence majeure avec les modélisations infiniment fine et tit champ faible est que
I'on ne néglige plus ’action de la séparatrice sur la position centrale du paquet d’ondes
incident. Les centres des paquets d’ondes (associés aux différents chemins atomiques de 'interféro-
meétre) subissent alors une modification de trajectoire pendant Iinteraction (méme s’il n’y a pas de
changement d’état interne), et il n’y a donc pas continuité des positions centrales aprés l'interaction

instantanée équivalente (voir la figure 4.6 de la partie 4.1.2) :
I avec: vV =a,f, ...

(entre linstant ¢; = ¢; juste avant 'interaction effective, et 'instant ¢} juste apres).
Enfin, les modélisations ttt champs forts rendent également compte de la modification des lar-
geurs (en position et impulsion) des paquets d’ondes lors de la traversée d’une séparatrice :

XVinx_il - XViYuzl + FVi = (XViYy_il)Jr
ou :

— — —1\*+
YViXVil - YViXVil + EVi = (YViXVil)

avec : E, = (Xinl,_il + Fm‘)_l - YViXu_il
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Nous allons voir que ce changement a beaucoup d’effet sur ’expression du signal de franges.

Outre ces trois différences majeures, nous avons également vu que les modifications usuelles du
paquet d’ondes incident, & savoir :

— le changement d’impulsion centrale :
i — B+ b = B
— le changement d’amplitude :
Ayi — My Ay = A,
— le changement de phase :
1 — expli 0]

— le changement d’état interne se traduisant notamment par la modification des masses
au repos :

myi—1 > My

avaient une expression différente de celles qui sont obtenues avec lis, modélisations infiniment fine
et ttt champ faible. Par exemple, le changement d’impulsion centrale b,; n’est pas rigoureusement égal
~ T ) A N T — . 3 .
a hky;, et la phase 6,; n’est pas égale a la phase laser kq;.Ta; — Wai-ti — @, (voir les équations 4.7).
De plus, ces modifications sont valables pour les quatre paquets d’ondes principaux, ie méme pour
les paquets associés & des transitions atomiques sans changement d’état interne (du type a — a ou
b+ b, ou a et b désignent les deux niveaux atomiques effectifs).

Nous avons cependant déja insisté sur le point commun fondamental a toutes ces modélisations
des séparatrices : elles préservent la structure des paquets d’ondes associés aux divers chemins
atomiques. Or cette continuité de structure (paquets d’ondes Gaussiens dans notre cas) est a la base du
calcul précédent du signal de franges. Il est donc possible d’obtenir simplement ce signal de franges avec
les modélisations ttt champs forts. 1l suffit en effet de reprendre tous les calculs précédents (déphasage,
contraste et amplitude) en considérant I’ensemble des modifications instantanées rappelées ci-dessus.

Par exemple, pour une séparatrice centrée en t;, le paquet d’ondes associé au chemin atomique «
sera modifié en ¢; de la fagon suivante :

— — — -1 10 i + —+ —+ -1\t
WPq (ti 7moz,i—17raiapai7YaiXai ) — Mgy;.e'o . WPq (tl' yMaiyTai s Pai s (YoziXal' ) )

avec :
Tai! = Tait@a;
—
er = m+bai
—1\t+ -1
(YaiXai) = YaiXai + Eai

ou t; est l'instant juste avant ¢;, et tj I'instant juste aprés. On pourra alors toujours prendre a
posteriori :

Mai = Mai—1

pour les chemins atomiques ne subissant pas de changement d’état interne.

Il convient de remarquer que, parmi les trois différences majeures énoncées ci-dessus, seules la mul-
tiplication des chemins atomiques et la modification des largeurs complexes (en position et impulsion)
changeront sensiblement la forme des résultats obtenus dans la partie précédente. En effet, on a déja,
pour ainsi dire ”préparé le terrain”, en démontrant nombre de propriétés valables pour un changement
instantané a la fois des positions et des impulsions centrales (voir par exemple les relations 4.48, 4.49
et 4.60).
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Signal de sortie

Comme dans la partie précédente, le signal de sortie | S|2 (avant prise en compte de la détection
et de la structure de la source atomique) est égal a la somme des signaux correspondant a chaque
paire de chemins atomiques (cohérents). Plus précisément, il s’exprime sous la forme :

gl = A2 + .A% + .A% + ... + 24, A5 cos [Agg, p| + 2AaA, cos [Ad)m,D] +2A3A, cos [Aéf)g%D] + ..

ou les A, sont les amplitudes finales des paquets d’ondes associés & chaque chemin atomique, et ou
les Ag,,, p sont les déphasages finaux entre les chemins.

Considérons donc deux chemins atomiques cohérents (« et /3) pour lesquels on peut appliquer les
résultats du paragraphe 4.1.3. Ces deux paquets d’ondes évoluent ainsi de t; & tp, en enregistrant
l’ensemble des modifications (listées plus haut) induites par les N séparatrices.

Si I'on considere alors les paquets d’ondes suivants a 'instant ¢; :

_ i
(7 = ") ViX{ (T = 7l) + = (7 = 7l) Bud

h

avec v = « ou 3, alors les deux paquets d’ondes auront pour expression au temps tp :

Vs (7)) = exp {2 (7 = 75) Yo X (7 = 7) + (7 = 7) 640

N
avec : M, = HMM et Mg = HM[%
i=1 i=1

La différence principale par rapport aux expressions 4.33 et 4.34 réside dans le fait que les matrices
de largeurs X et Y dépendent dans ce cas des chemins :

XD I XaD et XﬁD
YD I YaD et Y,BD

et qu’il y a donc un terme en plus dans le déphasage local :

N
1 1 Sgi Sai
A¢pa.p(T') = 7 (PsD ~PaD). T + 7 (TaD-PaD — T5D-P5D) + 2 [( ifj +‘96i> < o+ lai ]
=1
magnN _ MaN _
+8 (7 —758) Re |YapX3p | (P —758) — o (7 — 7aB) Re [Yap X (7 — D)

D

1

—5 \UgD — MaD
5 (45D = tap)
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avec fi,p et pgp définis par :

paD.ei"aD := det (XaDXfl)

Pap € 1D

pﬁD.ei"BD = det (XBDXfl)

Le signal de sortie entre les deux chemins atomiques « et 3 s’écrit finalement :

(4.69)

A2+ .A% + 2A0Ag cos [Adg p]

avec

A, = Ma—_plaD exp [T (7 — Top) Im (YQDX;E) (7 —7aD)]

Ag = My—z exp [ 752 (7 = 758) Im (Vo X33 ) (7 = 78|

Il reste maintenant & intégrer ce signal sur le volume de détection et sur les distributions statis-
tiques décrivant la source atomique initiale. Il est également nécessaire de simplifier et d’interpréter
le déphasage local Agg, p (7). Pour cela, nous devons exprimer les paramétres complexes Y, p X, 5
et XypX| L en fonction des parameétres initiaux X et Y7, ainsi que des parameétres F,; caractéris-
tiques des séparatrices. C’est précisément 1'objet de I’appendice G, dans lequel on montre par ailleurs
I'importance de I'invariant symplectique suivant :

—~— P

Xap-Ysp — Yap- XD

qui caractérise une paire de chemins homologues.

Expression du déphasage

Comme au paragraphe 4.3.2, le déphasage local 4.68 peut s’exprimer sous la forme d’une somme
de déphasages caractéristiques :

Ad)ﬁa,D (?}) = Agf)prop + Ad)znt + Agbsep (?) + Agbsupl (470)

avec :

1. un déphasage de propagation :

Adprop =1 >iv1 (Spi — Sas) (4.71)

associé a l'accumulation des phases d’action le long de chaque chemin atomique,

2. un déphasage d’interaction :

Ay = Zi\il (0pi — bai) (4.72)

da aux interactions avec les séparatrices,
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3. un déphasage de séparation (local) :

A¢sep (?)) = %WB (?) - @) - %m (?> - 'FQB)

+52 (7~ 73D) Re Yap X5 | (P —750) — " (7 — 7ad) Re [Yap Xb] (7 — ap)
(4.73)

lié aux différences de position et d’impulsion finales,

4. un déphasage supplémentaire :

Agbsupl = 7% (:UJ,BD - :uaD)

lié & la non identité des matrices Xgp et Xop.

Il est alors possible de simplifier le déphasage de propagation en utilisant le théoréme des quatre
points finaux pour chaque tranche temporelle des deux chemins atomiques considérés (ie entre deux
séparatrices successives). En effet, on a vu au paragraphe 4.3.2 comment la présence d’un invariant
symplectique caractérisant chacune de ces paires de chemins homologues permettait d’exprimer la
variation d’action :

0Sit1,i = Spi — Sai
d’une facon simple et trés pratique :
_ Payird tPpid Pai + Dpi
0Sit1 = ———F——.(

0
: Pt — Fard) = = (7 — Pal) = (Bgi — Bai) - (ti1 — 1) = Bl T

L’aspect pratique de cette expression venait essentiellement du fait qu’avec I’approximation infini-
ment fine ou ttt champ faible, les séparatrices ne modifiaient pas les positions centrales 7o; et 75; des
paquets d’ondes pendant l'interaction. On avait alors :

Arf = Ar;
avec:  Arti=7gT - et Arp:=75 —Ta

et de nombreux termes se compensaient lors de I'addition des différents déphasages élémentaires du
type 6Siy1,i/ I
Dans le cadre des modélisations ttt champs forts, cette simplification disparait en partie car on a :

Ari+ = Ar; + Aa;

avec : Aa; := ag; — Go;

Finalement, en sommant toutes les contributions 0.5;41;, on obtient I’expression suivante pour le
déphasage de propagation :

_ . N
DaD +P3D ., ; ., (0) 1
T. (TﬁD — ’I“aD> — Z _ (7“51‘ — Tai) =+ wﬁai'Tﬁai + - (Egi — Eai) (ti+1 — tl')

A¢;m"op h
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qui differe de I'expression 4.58 essentiellement par le dernier terme, qui est fonction des différences

— —
agi — Qqsj -

Concernant le déphasage de séparation Ag,,, (7), on peut I'exprimer au point milieu final :

— | ——
Abyey (@) = ~PL P (g ) 4 " (153 — ) Re [Van X35 — Yon X (75 — 7o)
P 2h YD D ~ YaDA4p a

et observer qu’il différe de 4.57 par un terme dépendant quadratiquement de la différence des positions
(centrales) finales

Arp = T80 — Tab

Lorsque 'on considére 'une des modélisations tit champs forts pour les séparatrices, la relation
4.59 de compensation essentielle entre A¢,,.,, et Ag,,, (@) se trouve donc modifiée de la fagon
suivante :

bgi + bai 1
B (75 — ) + wggl--mm‘ + = (Egi — Eai) (tiv1 — ti)

Abprop + Dbse, (Q0) = i .

ou de facon plus compacte :

A prop + Absey (@) — I App. Re [YBDXB’I% - YaDX;g,] Arp

bgi+bai PRi+Pai | bsitbai 0
— S | e Ay (pB e | B ) Aa; + U)Egozi-Tﬁozi + 1 (Bgi — Eai) (tiy1 — t:)

Le déphasage total au point @; a par conséquent ’expression suivante :

APga,p (@)> =30, (0 — Oai)

bpi+bai PBi+Pat | bpitbai 0
*va:l[ St A (pﬁ o+ 5 )-Aai + Wi Thai + & (Bgi = Bag) (ti1 — i)

AT Re [YapXjh — YanXap| Arp =3 (1sp — ttap)

(4.74)

ol la premiére ligne rend compte des modifications de phase dues aux interactions laser ; ou la seconde
rend compte essentiellement de la somme des déphasages de propagation et de séparation; et ou la
derniére ligne rend compte de la non identité, au temps tp, des matrices de largeur (dans ’espace des
phases) des paquets d’ondes considérés.
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Intégration sur le volume de sortie

On peut, comme au paragraphe 4.3.2, prendre en compte le processus de détection atomique
en intégrant le signal de sortie sur un certain volume d’espace-temps :

Vp JTp Tp

(ou Vp et Tp sont respectivement le volume et la durée de la détection).
Dans le cas particulier ou cette double intégration peut se réduire & une seule intégration spatiale
sur un volume de détection Vp infini, ce signal devient simplement égal & :

S = / BT g (T8) 0% (T, 0)
R3

auquel on peut appliquer le théoréme du point milieu généralisé (voir paragraphe 4.3.2).

En effet, selon les expressions 4.66 et 4.67, le signal élémentaire qu’il suffit d’intégrer s’écrit sous
la forme :

det ([XapX7]")
det (XspXi')

Vs (T7) Yo (T7) = Mp.Ma -exp [A (7]

avec

.M - .M —17%* _
M) =iy (7 = T50) Yo X (7 = 75D) — imge (7 = 7aB) [Yan X" (7 ~ 7o)
{

b — A A —
+ (PBD — DaD) - < T QD) + 1Ay,

ol Ad)ga est défini de la fagon suivante (en analogie avec le déphasage Ad¢g, introduit au paragraphe
4.3.2) :

A, = Ao + Adiny — PEGI (755 — TaD) + Adgup

ie :

N T bgi + ber 1
Apgy = =D ﬁz% = (T3i — Tai) + wéa)l Tgai + 7 (Bpi = Eaa) (tiv1 — i) = (0pi — Oai)
=1
N —
1 DPBi +Dai bgi + bai I |
“ ; ( 5 + 5 -(aﬁi — af) — 5 (MﬁD - :uaD)

qui n’est rien d’autre que le déphasage local précédent Agg, p (7) pris au point milieu final @,
auquel on a retranché le terme dépendant de Ygp X g [1) -Y, DX;LI) :

>

D95, = Abgap (Q0) — B (758 — Tab) - Re | Yap X — Yap X5h| - (758 — 7a)

(on a utilisé le fait que les masses finales mqn et mgn sont égales)
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Les paramétres du théoréme du point milieu généralisé rappelé au paragraphe 4.3.2 s’écrivent

alors comme :
N
N

= i (YapXp)"

-1
YspXsp

|
el

|
o
ol

(PBD — PaD)

@l ol olel w o

ou l'on observe que A et B ne sont plus liés par une simple relation de conjugaison (ils dépendent
maintenant du chemin considéré).
L’application du théoréme du point milieu généralisé conduit alors a l’expression suivante :

&7 s (7) 5 (7)
1 . (2mh)3/2
\/det (Xon X7 [XapX71)") \/det [imy | (YanX2h)" = Yoo X35 |

imn (PBD — PaD
2h my

— M. M,

exp [z Agbga] . exp [

«\~! (PBD — Pab .
(Y Xgh — (YenX2)") <m—N — (YanX,p)" (755 — @)ﬂ

— Yap X5} (75D — 723))

Le déphasage final, aprés processus de détection, sera donc constitué de 3 termes :

Ad)ﬁa = Ad)ga + Agbsup2 + Ad)sup?; (475)

ot Agyg,,9 est égal & 'argument du nombre complexe de la deuxiéme ligne :

1 1
i (30 L) e (0038105

et ot Agg,, 3 est la partie réelle dans I'exposant du dernier terme :

A(/J)supZ = arg

A . mNR me Y. X—l —
(/J)sup?) : __% e TN_ 8D BD(TﬁD_raD)

1 1y+) ! pb’—ﬁ_m 1\*
: (YBDXED — (YapX.p) ) : <TN — (YapX,p) (73D — @)>}

Dans le cadre des modélisations infiniment fine et ttt champ faible, ces deux déphasages supplé-
mentaires sont nuls ( voir paragraphe 4.3.2), mais ici, du fait que :
YapXgp # Yo X 1)

ils ne s’annulent pas et doivent étre pris en compte.
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11 est alors possible d’exprimer le signal de sortie complet (pour un interféromeétre élémentaire, ie
avec deux chemins atomiques seulement) :

S:=81. (14 e . cos [Agg,]) (4.76)

avec 'amplitude :

/2 M?2 3/2
S, — M2 _ (27h)® B (27h) 477
1 Jdet(Xap X7 ) Vdet[21m[mxYap X A]] X )] \Jdet[21m]myYsp X5 3] (417)

et le facteur de contraste :

(4.78)

ou :
_mn PBD — DaD
Uil %I {< _— _YﬁDX,BD (rﬁD_TaD>)
Yan X Y. Xfl* 1 p,B—[;_paD I *
( BD3D (Yap X5 p) ) my — (YanX,p) (73D — TaD)
et :
oMg. M, (27h)>?
Ny = —1 5 ( ) / S1

\/‘det (Xep X1 [XanX7") ‘.\/‘det [imw [(YanX2h)" = YanX5h] |

Toutes ces quantités (déphasage, contraste et amplitude) s’expriment alors en fonction :

— des matrices caractéristiques finales étudiées au paragraphe G :
Xop Xt Yoap X YspXsp — YanXoh
—1 -1 -1 —1y*
Xpp X, YBDXBD YBDXBD - (YaDXaD)

— de la différence des impulsions finales :

App = DD — PaD

— de la différence des positions finales :

Arp = T30 — Tal}
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Ces différences finales, déja déterminées a la fin du paragraphe 4.3.2 (relations 4.48 et 4.49 prises
au temps tp), s’écrivent :

Arp =755 —7ab = S, [Api. (@5 — 30) + Bow. (2 — &t )] (4.79)
et :
App = DpD — Pal = MmN Yoiey [CDi-(W—@)JFDDi- (% _%)} (4.80)

On remarque qu’elles different nettement (notamment par la présence des termes en ag; — aq;) des
relations obtenues avec les modélisations infiniment fine et ttt champ faible.

Signal de franges et conclusion

Le signal de sortie obtenu ne concerne que deux chemins atomiques, et ne prend pas en compte
la modélisation de la source atomique. Pour obtenir le signal de franges, il faut donc non seulement
sommer les différentes contributions finales (correpondant a chaque paire de chemins atomiques
cohérents), mais également intégrer le signal sur les distributions statistiques décrivant le nuage
atomique intial (voir partie 4.1.1).

La premiére de ces opérations (somme des signaux élémentaires) dépend du nombre de chemins
atomiques présents, ie du nombre de séparatrices présentes, et par conséquent de l'interféromeétre
considéré. Nous ne détaillerons pas d’avantage ce point, mais l'illustrerons sur un cas particulier dans
la partie 5.2.

Quant a la seconde opération (intégration sur les distributions statistiques), elle a été détaillée au
paragraphe 4.3.2 pour les modélisations infiniment fine et ttt champ faible. Le fait de considérer 'une
des modélisations ttt champs forts ne modifie alors pas le type de calculs effectués dans ce paragraphe
(intégrations Gaussiennes sur les position et impulsion centrales du paquet d’ondes initial). En effet,
la structure des paquets d’ondes est préservée pour toutes ces modélisations, et les calculs dont on
parle s’appuient précisément sur la structure Gaussienne des paquets d’ondes et des distributions
statistiques. Nous ne referons donc pas ces calculs qui ménent finalement au signal de franges :

§:= [ Drg [ Dy (75,78, 2Z0) = 8. (1+ ¢ . cos [Ad5,] ) (4:81)

Nous venons de montrer comment déterminer le signal de sortie (et plus généralement le signal de
franges) d’un interférometre atomique dans le cas ot ’on considére une modélisation plus compléte des
séparatrices atomiques (modélisation ttt champs forts). Nous avons vu en particulier quelles étaient
les conséquences, sur le déphasage final, de la prise en compte de la structuration des paquets d’ondes
initiaux (établie au chapitre 3) a chaque interaction avec une séparatrice.

Toutes ces résultats analytiques nécessitent maintenant d’étre illustrés par des exemples concrets,
afin de quantifier les différences entre modélisations. Nous allons donc appliquer ’ensemble des résultats
détaillés dans les deux derniéres parties & des interférométres atomiques particuliers. La plupart des
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calculs seront effectués a partir des expressions obtenues dans la partie 4.3.2, et ils montreront la
puissance du formalisme ABCD pour traiter plusieurs effets inertiels et gravitationnels simultanés.
L’influence des modélisations ttt champs forts et de I’effet Borrmann qui en découle seront, quant a
eux, illustrés sur un seul exemple, et essentiellement a l’aide de diagrammes (voir partie 5.2).



2092 CHAPITRE 4. MODELISATION DES INTERFEROMETRES ATOMIQUES



Chapitre 5

Applications

Ce chapitre est destiné & illustrer les modélisations établies au chapitre précédent, et & montrer
comment appliquer les différentes formules, de déphasage et de signal de franges, & des cas concréts
d’interféromeétres atomiques. 1l fait ainsi le lien fondamental entre théorie, modélisation et expérience.

On insistera en particulier sur la méthode générale de modélisation d’un interférométre atomique
quelconque, en en donnant les clefs principales, mais également les étapes intermédiaires, pour per-
mettre & tout lecteur intéressé d’adapter cette modélisation a 'interférometre de son choix (en sachant,
par exemple, quelle formule du déphasage utiliser pour un type particulier de géométrie, de sépara-
trices et de champs extérieurs...). Bien qu’'un effort ait été fourni pour permettre une compréhension
générale et une lecture la plus autonome possible de ce chapitre, la mise en oeuvre pratique des ré-
sultats qu’il présente appelle cependant une connaissance préalable des théories développées dans les
chapitres précédents

Cette méthode sera alors appliquée au cas des interférometres de Ramsey-Bordé symétriques (géo-
métrie de Mach-Zehnder). En effet, comme on I’a vu dans l'introduction, ce type d’interféromeétre -
dont la géométrie est la plus simple des géométries fermées - est trés utilisé actuellement, que ce soit en
tant que gyrometre, gravimetre, gradiometre ou autres (possible détecteur d’ondes gravitationnelles),
et il est fondamental de savoir le modéliser de la fagon la plus fine et compléte possible.

Pour cela, nous avons vu au chapitre précédent comment rendre compte de nombreux effets qui
n’étaient jusqu’a maintenant pas considérés (ou pris en compte de fagon erronée), parmi lesquels :

— le traitement exact et simultané de multiples champs inertiels et gravitationnels,

— l’intégration du signal de sortie sur les distributions statistiques réelles de la source atomique
et sur le volume de détection,

— la prise en compte de la structuration dispersive des paquets d’ondes atomiques par les
séparatrices.

Le signal de franges obtenu par cette approche générale est cependant souvent complexe. Il semble
donc judicieux de progresser par paliers, en incluant petit & petit ces différents effets dans le signal, et
en détaillant leur influence respective.

Dans un premier temps, nous analyserons donc le signal de franges obtenu dans le cadre de la mo-
délisation ttt champ faible des séparatrices (voir parties 4.1.2 et 4.3.2). Nous détaillerons en particulier
I’expression analytique du déphasage global, discuterons de sa richesse, et verrons comment retrouver
simplement les résultats antérieurs (exacts ou perturbatifs).

Dans un deuxiéme temps, nous ameéliorerons le modele en utilisant la version ”champs forts” de
la modélisation ttt des séparatrices, et examinerons quelles sont les modifications que cela induit
sur le signal de franges (influence de la multiplication des trajectoires et de 'effet Borrmann). Nous
détaillerons plus particuliérement les corrections du déphasage qu’entraine la prise en compte de 'effet
Borrmann pour un tel interféromeétre atomique de Ramsey-Bordé symétrique.

Enfin, aprés avoir étudié en détail cette géométrie particuliere, nous dirons quelques mots sur
I’application de la modélisation précédente au cas des autres géométries couramment utilisées : horloges

293
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atomiques en fontaine, horloges optiques de Ramsey-Bordé asymétriques, interférométre atomique a
forte dissymétrie (utilisé pour la mesure de «) ...



5.1. METHODE GENERALE DE MODELISATION 205

5.1 Meéthode générale de modélisation

Nous avons déja vu la portée de la modélisation des interférométres atomiques du chapitre précé-
dent. Ainsi, cette modélisation est valable pour :

— tout type de géomeétrie d’interférometre (fermée ou non, symétrique ou asymétrique, avec
un nombre quelconque de séparatrices...)

— tous types de séparatrices, spatiales et temporelles, dans le cadre de ’approximation &
deux ondes (avec les modélisations infiniment fine et ttt champ faible pour les deux types
de séparatrices, et avec la modélisation ttt champ fort généralisée pour les séparatrices
temporelles)

— tout type de source atomique (sources thermiques, froides, ultra-froides) et/ou pour tout
type de paquet d’ondes initial

— plusieurs modes de détection (par nappe ou par détection instantanée de 1’ensemble des
atomes sortant)

— tous types de champs extérieurs dont 'effet peut s’écrire sous forme d’un Hamiltonien au
plus quadratique en position et impulsion (accélération, rotation, champ de gravité, ondes
gravitationnelles, potentiel harmonique quelconque...)

En outre, les formules exprimant le signal de franges sont obtenues de facon non-perturbative et
permettent d’avoir acces a divers effets d’ordre supérieur de maniére perturbative (gardient de gradient
d’accélération ou de gravité par exemple, rotation non-uniforme...).

Plusieurs autres effets sont également pris en compte :

— la structuration dispersive des séparatrices, avec multiplication du nombre de chemins ato-
miques cohérents et modification non-triviale des paquets d’ondes associés

— la présence de deux masses effectives différentes correspondant aux deux niveaux internes
atomiques (responsable du terme d’horloge)

— les corrections relativistes (responsables de 1'effet Doppler du second ordre)

bien qu’ils puissent étre négligés dans une premiére approche.

Toutefois, de nombreux effets ne sont pas pris en compte. Il s’agit entre autres :

— de Deffet des séparatrices spatiales hors du régime de Bragg (régime de Kapitza-Dirac avec
plus de deux ordres de diffraction) et de toute autre séparatrice dont la modélisation ne
peut pas étre réduite a celle décrite dans ce mémoire (approximation a deux ondes)

— des effets dus a la quantification du champ servant de séparatrice (Hamiltonien quantique
de Jaynes-Cummings par exemple)

— de D'effet di aux divers processus de relaxation connus (collisions, désexcitation spontanée,
interaction avec d’autres potentiels...)

— des effets liés au spin des ondes de matiéres considérées

Il est donc nécessaire, avant toute utilisation de la modélisation générale du chapitre précédent,
de savoir si 'un des effets négligés ci-dessus est important pour I’expérience & modéliser. Dans le cas
contraire, ou si I’on peut tenir compte phénoménologiquement de certains de ces effets, il est possible
d’utiliser les formules de signal de franges détaillées dans les parties 4.3.2 et 4.3.3.

Cependant, ces expressions peuvent étre complexes dans le cas le plus général, et il est important
de déterminer quelle est la formule du signal de franges la plus pertinente pour un interféromeétre
atomique particulier et pour un niveau d’exigence et de précision donné.
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D’autre part, ces formules dépendent de nombreux parameétres propres a chaque interférométre
atomique (parameétres géométriques par exemple), qu’il est impératif de repérer rapidement pour
exprimer plus facilement le signal de franges (d’importantes simplifications apparaissent dans le cas
d’une géomeétrie symétrique par exemple, voir paragraphe 4.3.2).

Enfin, leffet des divers champs inertiels et gravitationnels est pris en compte uniquement & travers
les matrices ABC'D (détaillées au chapitre 2) : il est donc nécessaire d’obtenir une expression explicite
de ces matrices en fonction de ces champs extérieurs.

La méthode générale de modélisation des interférométres atomiques peut alors s’articuler en huit
étapes ou ’on précise successivement :

1. le type de séparatrices considéré

le nombre d’interactions effectives

le nombre de chemins atomiques cohérents
les caractéristiques des séparatrices

le mode de détection employé en sortie

les caractéristiques de la source atomique

la géométrie de I'interférometre considéré

® N oUW

I’expression des matrices ABC' D

Chacun de ces points est exposé schématiquement ci-dessous (en précisant, pour chaque cas, le
paragraphe et les équations du mémoire correspondant).

1. Quel est le type de séparatrice considéré ?

On a vu dans la partie 3.2 qu’il existe de multiples facons de réaliser une séparatrice pour ondes
atomiques. Deux cas principaux se présentent alors :

— si la séparatrice est spatiale (avec ondes laser stationnaires ou microstructures matérielles),
il est alors nécessaire d’examiner son régime de fonctionnement. Les deux régimes extrémes
sont les suivants :

— régime de Kapitza-Dirac lorsque la séparatrice est suffisamment fine (présence de
plusieurs ordres de diffraction mettant en défaut 'approximation a deux ondes). Ce
cas se traite généralement en faisant I’approximation de Raman-Nath, qui consiste
a négliger leffet de la séparatrice sur le mouvement externe des atomes pendant
la traversée de la séparatrice (supposée trés courte). La séparatrice est alors équi-
valente & un réseau de phases, et son effet peut étre modélisé de plusieurs facons
[246, 247, 34].

— régime de Bragg lorsque deux ordres de diffraction seulement sont peuplés (ap-

proximation a deux ondes). Dans ce cas, on peut utiliser 'une des modélisations
simplifiées de la partie 4.1.2 : modélisations infiniment fine et ttt champ faible.

— si la séparatrice est temporelle (avec deux niveaux effectifs couplés par une onde laser
progressive équivalente), on peut alors utiliser au choix I'une des modélisations simplifiées
(infiniment fine ou ttt champ faible) ou 'une des modélisations ttt champ fort généralisées
(appelée aussi modélisations ttt champs forts).

On obtient finalement le schéma suivant :

séparatrice spatiale . modélisations infiniment fine
(en régime de Bragg) et ttt champ faible
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modélisations infiniment fine

séparatrice temporelle et ttt champ faible
a ondes laser progressives

modélisations ttt champs forts

Le signal de franges issu des modélisations infiniment fine et ttt champ faible est alors donné par
les expressions :

— 4.37, avec le déphasage (local) donné en 4.30 — avant prise en compte du processus de
détection et des distributions statistiques décrivant la source atomique

— 4.42, avec le déphasage donné en 4.41, 'amplitude donnée en 4.45 et le contraste donné en
4.44 — aprés intégration du signal précédent sur le volume de détection supposé infini,
mais avant prise en compte des distributions statistiques décrivant la source atomique

— 4.62 (avec déphasage, amplitude et contraste) — apreés intégration du signal précédent
sur le volume de détection et sur les distributions statistiques décrivant la source atomique

Le signal de franges issu des modélisations ttt champs forts est quant a lui donné par les expressions :

— 4.69, avec le déphasage (local) donné en 4.70 — avant prise en compte du processus de
détection et des distributions statistiques décrivant la source atomique

— 4.76, avec le déphasage donné en 4.75, ’amplitude donnée en 4.77 et le contraste donné en
4.78 — aprés intégration du signal précédent sur le volume de détection supposé infini,
mais avant prise en compte des distributions statistiques décrivant la source atomique

— 481 — aprés intégration du signal précédent sur le volume de détection et sur les
distributions statistiques décrivant la source atomique
Ces expressions dépendent de nombreuses quantités (voir par exemple les relations 4.41 ou 4.75) :
— — - =
N, tiy Qis @iy buiy Myiy Ouiy Eviy myi, Vo, Tp, Ro, Po, Uo, Vo, Zo ...

liées a la géométrie particuliere de l'interféromeétre, aux modélisations des séparatrices, au mode de
détection considéré et aux caractéristiques de la source atomique.
Ce sont ces quantités qu’il faut maintenant préciser.

2. Quel est le nombre d’interactions effectives 7

Le nombre N, qui est la premiére quantité de la liste précédente, est en fait égal au nombre
d’instants centraux associés aux interactions instantanées équivalentes de la partie 4.1.2.

Dans le cas de séparatrices temporelles, ce nombre est simplement égal au nombre n de séparatrices
présentes :

séparatrices temporelles : N=n

Dans le cas spatial par contre, ce nombre N peut étre supérieur au nombre de séparatrices, du fait
que les différents paquets d’ondes sortant d’une séparatrice n’ont pas la méme impulsion centrale, et
qu’ils n’atteignent donc pas la zone spatiale de la séparatrice suivante au méme instant (voir paragraphe
4.1.2).

On obtient finalement un nombre N compris entre n et 2n — 1 :

séparatrices spatiales : N € [n,2n — 1]
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3. Quel est le nombre de chemins atomiques cohérents ?

Dans la suite logique de I'étape précédente, il s’agit désormais d’identifier le nombre de chemins
atomiques distincts formant 'interféromeétre. On a vu en effet que le nombre de bras atomiques pouvait
étre supérieur & deux lorsque l'on prenait en compte la structuration dispersive des séparatrices. En
fait, dans le cadre de la modélisation ttt champs forts des séparatrices, il y a deux fois plus de
paquets d’ondes créés par une séparatrice qu’avec I'une ou 'autre des modélisations simplifiées du
paragraphe 4.1.2. Ceci implique qu’il y a généralement deux fois plus de chemins atomiques cohérents
dans linterférometre (et ceci aprés chaque séparatrice) :

. 2 avec les modélisations infiniment fine et ttt champ faible

nombre de chemins

N, cac +— . , =
atomiques cohérents

ontl avec les modélisations ttt champs forts

ol n est le nombre de séparatrices présentes.

Comme on I’a déja souligné, le signal de sortie total est alors égal a la somme des signaux de
sortie de chaque interférométre élémentaire formé par deux des chemins atomiques précédents. Plus
précisément, il s’écrit sous la forme :

. A A 2
ol = Auce A A
= AL+ A+ A+
+ 240 A5 cos ¢y, — dg| + 2A0 A, cos [¢, — ¢, ] + 24345 cos [p5 — ¢, ] +
= (A2 + A%+ 240 A5 cos (¢, — dp)) + (A2 + A2 + 240.A, cos (¢, — ,])

+ (A5 + AT + 2454, cos (g5 — 0, ]) +... - (Ai + AR+ A2+ )
ie aussi :
NC(ZC
|2 = Z,C:21 (signaux élémentaires) — (Nege — 2) (Zi\;cizc «4?)
ou :

Ne 1
CQ € = ENcac- (Ncac - 1)
est égal au nombre de signaux élémentaires qu’on peut former avec N, chemins atomiques cohérents,
et ou les A; sont les amplitudes finales des paquets d’ondes associés aux divers chemins atomiques

(exceptionnellement, nous avons employé un indice latin pour désigner les chemins atomiques).

Exemple : s'il y a n = 3 séparatrices, il y aura N,q. = 2371 = 16 chemins atomiques cohérents dans
Pinterféromeétre, et donc C’év cac = 120 signaux élémentaires 4 sommer.

4. Quel est le mode de détection utilisé ?
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Il est en effet important de savoir si on peut approximer le processus de détection par une intégration
spatiale du signal de sortie (expressions 4.37 ou 4.69) sur I’espace tout entier (interrogation instantanée
de tous les atomes sortants), ou s’il faut restreindre cette intégration & un certain volume fini Vp
d’espace (interrogation instantanée d’une partie des atomes) ou a un certain volume d’espace-temps
(interrogation par nappe 2D pendant le temps Tp).

Selon le type de modélisation des séparatrices, on obtient ainsi :

expr. 4.37
avant intégration

modélisations infiniment fine
et ttt champ faible

expr. 4.42
aprés intégration infinie

expr. 4.69
avant intégration

modélisations ttt champs forts| =

expr. 4.76
apreés intégration infinie

ol les signaux de sortie avant intégration dépendent du vecteur position et peuvent étre intégrés
sur le volume d’espace-temps voulu (numériquement par exemple).

5. Quelles sont les caractéristiques de la source atomique ?

Il y a deux groupes de données concernant la source atomique (voir le paragraphe 4.1.1) :

— les données décrivant la source entiére, que ’on peut mesurer expérimentalement, et qui
interviennent dans I’expression des distributions statistiques associées :

]76 . position centrale du nuage atomique a l'instant ¢

]36 :  impulsion centrale du nuage atomique a l'instant £,

Up : matrice de dispersion en position du nuage atomique a l'instant ¢g
Vo : matrice de dispersion en impulsion du nuage atomique a l'instant g

— les données décrivant un des paquets d’ondes typiques du mélange statistique précédent :

To : sa position centrale (& I'instant tg)
Po : son impulsion centrale (& linstant ¢g)
i _ . . .
h—XgYO 1. sa matrice de largeur complexe en impulsion
mo
mo : la masse effective associée

(pour plus de précisions concernant les notations, voir le paragraphe 2.3.3).

En fait, on a vu au paragraphe 4.1.1 que I’on pouvait relier certaines données d’un groupe avec celles
de l’autre groupe. Ainsi, on en a conclut qu’il était pertinent de ne considérer qu’une seule distribution
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sur les positions centrales 7 des paquets d’ondes, en incorporant la distribution en impulsion dans la
définition de la largeur en impulsion du paquet d’onde ! :

2

— XYy ' =

hmo 0o VO
w o= B

(ce qui revient a considérer des paquets d’ondes d’extension égale a la longueur de cohérence du nuage
atomique initial).

Cette conclusion n’est cependant valable que dans le cas ou il n’y a pas de réseau optique sous-
jacent avec piégeage des atomes dans des puits de potentiel microscopiques et présence d’effet Sisyphe
(voir le paragraphe 4.1.1). Dans le cas contraire, il semble plus pertinent de considérer une distribution
des niveaux d’énergie des atomes piégés (dans ces minima de potentiel), ainsi qu’une distribution sur
la position de ces minima (ie finalement de 7).

En dehors de ce cas particulier, il est possible de décrire la source atomique sous la forme d’un
mélange statistique de paquets d’ondes du type :

1 .my _
U0 (7) = ey O 1gg (7~ T VX (7 = 70) + 4 (7 = 76). 7%
0
avec :
.1 -1 _ |
ptto = b
w o=

ol ]30) et Vp sont I'impulsion centrale du nuage atomique initial et sa dispersion en impulsion (mesurée
par temps de vol par exemple), et ot 7y obéit & une distribution statistique Gaussienne centrée en }?6
et de largeur donnée par la relation 4.6 (directement reliée a I’extension réelle du nuage mesurée par
imagerie).

L’intégration du signal de sortie sur ces distributions statistiques est décrite en détail au paragraphe
4.3.2 dans le cadre des modélisations infiniment fine ou ttt champ faible des séparatrices. Le signal de
franges apreés intégration est alors donné par I’expression 4.62.

Ce calcul n’est pas effectué dans le cas des modélisations ttt champs forts, mais il est de méme
nature.

6. Quelle est la géométrie de ’'interféromeétre 7

L’appellation ”géométrie de I'interféromeétre” recouvre ici essentiellement deux aspects :

— la structure temporelle de l'interférometre, ie les différents temps de vol
Ti =tit1 —t

des atomes entre les séparatrices

. . .o — . A . 2
— les relations particuliéres entre les vecteurs d’ondes k,; qui controlent la forme de I'interfé-
rometre.

1] est & remarquer que I'on peut toujours garder une distribution statistique sur les impulsions centrales pg pour
rendre compte d’une imprécision due au lancement non parfait des atomes au temps to.
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Par exemple, dans le cas d’un interféromeétre élémentaire & géométrie symétrique, on a la relation :
— o —
kai +kgi = 0

pour tout ¢ entre 2 et N — 1, ce qui permet de simplifier grandement ’expression du déphasage final
(voir la fin du paragraphe 4.3.2).

7. Quelles sont les caractéristiques des séparatrices ?

Comme pour le point n° 2, ce sont en fait les caractéristiques des interactions instantanées équi-
valentes (appelées aussi ”effectives”) que 'on cherche a connaitre, soit, pour chaque chemin atomique
indicé par v et pour chaque interaction effective indicée par 7 :

— le changement de position centrale :

— — | =
Tevi > Tevi + Qui

le changement d’impulsion centrale :
Pai — Pavi + b
— le changement de phase globale :
1 — exp[0,i]
— le changement d’amplitude globale :

-Al/i — M,,; -Aui

le changement de masse effective :
Myi—1 — My
— le changement des largeurs (matricielles) en position et impulsion :

Yl/iX;z‘l — Yl/iX;z‘l + By

Certaines de ces quantités se simplifient beaucoup dans le cas des modélisations infiniment fine et
tit champ faible :

@ o= 0
E,;, =0

les autres quantités dépendant de la modélisation simplifiée considérée (voir le paragraphe 4.1.2).

Dans le cas des modélisations ttt champs forts, ces quantités sont explicitement données dans la
partie 4.1.2.

8. Quelle est I’expression des matrices ABCD ?
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Parmi toutes les quantités dont dépend le signal de franges obtenu précédemment, une seule caté-
gorie reste & connaitre : les matrices ABC'D. Ces matrices sont trés importantes car elles sont généra-
lement liées aux effets que l'on cherche & mesurer (rotation, accélération...) ou a éliminer (gravité et
gradient de gravité, gradients d’accélération, rotation terrestre...).

Les matrices ABC' D interviennent en fait de deux fagons différentes dans le signal de franges :

— explicitement (dans amplitude du signal par exemple, voir la relation 4.45)
— implicitement, dans ’expression :

— des points milieux :
—_—
Qi
(voir les relations 4.60 dans le cas général, 4.61 lorsque 'on considére les modéli-

sations infiniment fine ou ttt champ faible des séparatrices, ou encore 4.65 lorsque
I'interférometre est & géométrie symétrique)

— des différences finales en position et impulsion :
App et App

(données respectivement en 4.50 et 4.51)

— des positions et impulsions centrales :
et pr

des paquets d’ondes initiaux pris & l'instant central ¢; de la premiére séparatrice.
Ces quantités au temps ¢1 sont en effet reliées a celles au temps tg (ie & 'instant de
lancement des atomes dans I'interférometre) via les matrices ABCD prises entre ¢
et t1 (voir le début du paragraphe 4.3.2). Il en est de méme pour les matrices de
largeur Yle_l et Y()Xo_l.

Les matrices ABCD s’expriment alors en fonction des différents termes de ’Hamiltonien H,,; défini
dans la partie 2.1 (Hamiltonien au plus quadratique en position et impulsion et dépendant du temps).
Une expression analytique de ces matrices est donnée :

— dans certains cas particuliers importants (rotation seule, gravité uniforme seule [ou accélé-
ration], gravité avec gradient de gravité [ou d’accélération], ondes gravitationnelles...), dans
la partie 2.2,

— dans le cas plus général ot 'Hamiltonien est au plus quadratique, mais indépendant du
temps, dans ’appendice D.

I1 est également possible d’obtenir des développements de Taylor des matrices ABCD (voir 'ap-
pendice C) plus faciles & manipuler que les expressions complexes de I’appendice D.

Le travail ne s’arréte cependant pas la, car il faut encore relier les termes de H.yy, ie

a(t) , @), @), f(E), g()

aux vrais potentiels inertiels et gravitationnels. Ce point est important car He,+ est souvent obtenu en
prenant un développement limité (& 'ordre 2) d’un potentiel V' (7) en un point particulier de I'espace
(par exemple, le champ de gravité en un point de la surface terrestre), et il peut y avoir des différences
entre les termes linéaires f et g de Heyt et les potentiels usuels (ce point est illustré pour le champ de
gravitation terrestre dans ’appendice E).
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Conclusion :

Nous venons de décrire les étapes principales qu’il est nécessaire d’examiner pour pouvoir utiliser
efficacement la modélisation des interféromeétres atomiques établie au chapitre précédent.

Une fois ces 8 étapes validées, nous avons alors tous les ingrédients pour calculer explicitement le
déphasage, le contraste et 'amplitude associés a I'un des interféromeétres élémentaires décrits au point
n® 3 (cet interféromeétre constitue en fait I'interférometre total dans le cas des modélisations infiniment
fine ou ttt champ faible des séparatrices).

Apres avoir sommé les contributions de chacun de ces interféromeétres élémentaires, nous obtenons
ainsi une expression analytique pour le signal de franges total (les franges étant en fait obtenues
lorsqu’'un des parameétres vus plus haut varie, artificiellement ou non ), que l'on peut comparer au
signal expérimental pour déterminer la quantité recherchée (rotation, accélération, fréquence...).

Nous pouvons maintenant appliquer cette méthode aux interférométres atomiques décrits dans
Iintroduction et dans la partie 4.2.1 : gyrométres atomiques, gradio-gravimétres, horloges optiques
ou micro-ondes... Ce mémoire ne traite cependant pas en détail chacune des géométries particuliéres
associées a ces appareils. Nous ne détaillerons qu’une seule géométrie : la géométrie dite de Mach-
Zehnder (en référence aux interférometres optiques du méme nom), qui est la plus simple des géométries
fermées, et qui est utilisée dans de nombreux interféromeétres atomiques (gyrométre, gravimetre...),
existants ou en projet (projet spatial HYPER par exemple [76]).
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5.2 Interférométres de Ramsey-Bordé symétriques

Considérons un interféromeétre a géométrie Mach-Zehnder (appelé également interférometre de
Ramsey-Bordé symétrique) comme celui représenté sur la figure 5.1.

Atomes dans
I’ état
fondamental

Zone de
détection

PE—— 0 0 0 R
Séparatrices:  x/2 - - /2 -

t t

oo B r B

Fia. 5.1: Interférométre atomique de type Ramsey-Bordé symétrique.

Ce type d’interférométre est composé de trois ou quatre séparatrices, spatiales ou temporelles,
utilisant des transitions, optiques ou non, telles que la géométrie de I'interféromeétre soit fermée.

Le diagramme spatio-temporel correspondant a trois séparatrices (temporelles) est représenté sur la
figure 5.2. Selon les termes introduits dans la partie 4.2.1, il y a une seule paire de chemins homologues
et 6 interactions effectives (4 seulement selon la modélisation infiniment fine ou ttt-champ faible des
séparatrices).

Appliquons donc la méthode de la partie précédente & un interférométre atomique dont les carac-
téristiques sont les suivantes :
— géométrie de type Ramsey-Bordé symétrique [— point n° 6 |,
— avec 3 séparatrices temporelles [— point n° 1| (d’ou N = 3, [— point n° 2 ]),
— en configuration 7/2 — m — /2 et issues d’'une méme faisceau laser [— point n° 7 ],

— avec une détection en sortie dont 'effet est modélisable par une intégration du signal de
sortie sur tout l'espace [— point n° 4 |,

— pour une source atomique dont la structure est modélisable par un mélange statistique de
paquets d’ondes, d’extension égale a la longueur de cohérence du nuage [— point n° 5 |,

— pour divers champs inertiels et gravitationnels dont le potentiel est au plus quadratique en
position et impulsion (nous restreindrons plus loin le domaine d’application de H.,; aux
potentiels indépendants du temps) [— point n° 8 |.

Nous verrons tout d’abord le cas des modélisations infiniment fine et ttt champ faible des sépara-
trices, puis celui des modélisations ttt champs forts [— point n° 1 et 7 |.
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K, kg,

T: tz- tl

Fi1G. 5.2: Diagramme spatio-temporel d’un interféromeétre atomique de type Ramsey-Bordé symétrique
(avec 3 séparatrices temporelles).

5.2.1 Signal de franges avec les modélisations infiniment fine et ttt champ faible
des séparatrices

L’action d’une séparatrice sur un paquet d’ondes incident est modélisée sous la forme qui est
détaillée dans les parties 4.1.2 et 4.3.2.

Suivant la méthode précédente, les données ci-dessus nous indique qu’il y a, dans ce cas, seulement
deux chemins atomiques cohérents dans l'interféromeétre (et donc une seule contribution au signal de
franges total), et que le signal de franges & considérer aprés prise en compte du processus de détection
est celui donné par ’expression 4.42 :

S = S1. (1+e . cos [Adg,])

avec le déphasage donné en 4.41 (N = 3) :

3
— —\ = 0 1
Aga = [ (kﬁi - km’> Qi — (wgi — wWai) ti — (9gi = Pai) — w(ﬁo)”‘-'r,@ai 7 (Epi — Eoi) (tit1 — i)
i=1
I’amplitude donnée en 4.45 :
MZ + M3 (2mh)*/?
S1 = 57
|det (XDXl )| \/det [2 Im [M3YDX51]]
et le contraste donné en 4.44 :
o m, ‘_)_‘oz—) - o - -1
ot [ ] [FED 555 - )] o 1

[P - (Vo x5Y) (5 — )
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Expressions analytiques du déphasage

Utilisons le fait que les interactions aux points a1 et 53 sont nulles (voir la figure 5.2) et la relation
suivante, qui est due & la symétrie de la géométrie de l'interférométre :

—

ks + ks =0

On obtient alors ’expression suivante du déphasage :

Agg, = km Q1 + (kﬁ2 — a2) Qs — ka3.Q3
—wpit1 — (w2 — wa2) t2 + wasts — ©g1 — (P2 — Pa2) + Pas

1 1
W a1 — Wy Tpaz — 3 (B — ) (t2 — 1) = 5 (B — Ea2) (t3 — t2)

que I'on peut ré-écrire en faisant apparaitre explicitement le rapport des masses effectives mg/m,
(voir les relations 4.31 et 4.32 a la fin du paragraphe 4.3.2) et les actions classiques S,; :

— — —
Abgo = ko Qi + (ko —kes) @ — kas.Qs
—wp1t1 — (g2 — wa2) 2 + wasts — 051 — (Va2 — Paz) + a3

1 /m 1 1
#3 (22 1) |Sua-t S+ 5 (7 + 753 + ) . 5 — ) — 575 5 — )

Me

1 1
7 (Ep1 — Eo1) (t2 — t1) — 7 (Eg2 — Eq2) (t3 — t2)

On peut également exprimer les énergies E,; et Eg; en fonction des masses effectives (voir la partie
2.1 au sujet des diverses fagons de le faire) pour obtenir le terme d’horloge du déphasage. Néanmoins,
pour simplifier ’exposé, nous ne considérerons par la suite qu’une seule masse effective m, et ne
conserverons donc que les termes indépendant des différences de masses (voir paragraphe 4.3.2).

De plus, on a vu au paragraphe 4.3.2 que I’expression des points milieux 67; était tres simplifiée
du fait de la symétrie de I'interférométre :

i1 = —
i= AT+ =L Pt + &,
m
avec les matrices ABC D¢ suivantes : A;1, B et le vecteur 57{ ; et avec 'impulsion initiale de Bragg :

g1

Pt =pi+ 5

Dans ce cas, les trois points milieux s’écrivent comme :
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et le déphasage s’exprime sous la forme suivante :

—
2

Agge = [%}Jr(@z}—k

+[(F ~ ) B — B (m @) /m

) Az — @)-Aiﬂ} T

2
— =\ — — —
+ {(1%2 - ka2> o1 — kai’)-fi’,l} — 51 — (Pa2 — Paz) + Pa3
ol 'on a incorporé par simplicité les termes w,;t; dans les phases laser ¢,; :

Pui — Pui T Wil

) . . N . —
En outre, lorsque les séparatrices sont issues d’'un méme faisceau laser ( k,w, (pl-> :

— — @:+? — —
51:+k ’ . _ ’ koz?):_k
[

(voir la figure 5.1), cette expression se simplifie d’avantage, et 1’on obtient finalement :

Api=Apgo = k. [1—24(T) + AT +T)] .77 + ?-[B(T+T’>—2B<T)]-(?+%)/m

+ENE@T+T)-2€ ()] — (p1— 203+ ¢u3)

(5.1)
ot l'on a introduit les durées T et T définies par :

T : =ty—t1
T  =t3—ty

(en accord avec les notations de la figure 5.1).
Il reste maintenant & exprimer les matrices ABC D&, ou plus exactement les trois combinaisons
suivantes :

1-2An+A43 = 1-2A(T)+A(T+T)
—2By1+ By = B(T+T')—2B(T)
2+ &y = € (T+T)—2€ (T)

qui interviennent dans I’expression du déphasage.

Selon les champs inertiels et gravitationnels considérés, les matrices ABCD n’auront alors pas la
méme forme (voir le paragraphe 2.2.3), et I'on doit préciser le type de potentiels (ie les parameétres
a, B, 7, 7> et g de 'Hamiltonien H,,; défini par la relation 2.14) dont on veut rendre compte dans
Iexpérience d’interférométrie considérée ([— point n° 8 | de la méthode précédente).

Nous étudierons tout d’abord les cas simples ot un seul effet inertiel ou gravitationnel est pris en
compte (pour faire le lien avec les résultats antérieurs, exacts ou perturbatifs), puis nous détaillerons
deux configurations particuliéres ou agissent simultanément plusieurs de ces effets (accélération +
gradient d’accélération + rotations).
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Lien avec les résultats antérieurs : gyrométre et gradio-gravimeétre simplifiés

Par simplicité, on n’écrira plus le terme (p; — 29, + ¢,3) dans les déphasages.

Gyromeétres simplifiés :

Lorsque I'on néglige I'effet de la gravité (et des autres accélérations présentes), les matrices ABC' D
s’expriment simplement sous la forme :

At tg) = RI(t,to)
B(t,to) = (t—to) R(¢to)

a ’aide de la matrice de rotation suivante :

R(tity) =T [exp (/t: a(t) dt/ﬂ

ou la matrice o peut s’exprimer en fonction des trois générateurs infinitésimaux J,, Jy et J, définis
a la fin de 'appendice A, et du vecteur rotation o (t) :

at)=iJ.Q (1)

Dans ce cas, le déphasage précédent s’écrit simplement :

AG(T+T)=F.70 — 2K R(T) 77+ (B +45)T| + FRT+T) |78+ (B +45) (T +1)]

et est valable pour toute rotation, dont ’axe et la vitesse de rotation peuvent varier dans le temps
(effet Sagnac généralisé).

Lorsque o (t) est constant, I’expression générale de la matrice de rotation :
R(T) := exp (i?.ﬁ T)
peut s’exprimer facilement en termes des sinus et cosinus usuels (voir la fin de 'appendice A) :
2
R(T) =R (7, QT) = 1+i .7 sin (QT) — (ﬁ.?) (1 — cos (7))

oll T est le vecteur unitaire donnant la direction de rotation :

—

Q=07
L’effet d’une telle matrice sur un vecteur ? s’écrit alors sous la forme :
%

R(W,QT) Kk =F + sin(QT) Wx k + (cos(QT)—1) ks

avec :

=Tk — (W?) w

Avec T' =T, et en définissant I'impulsion massique suivante :

. (p? ﬁ)
1 =—+—=—
m 2m
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on obtient finalement :

— — —

A (2T) = cos (20T) k1. 57T + sin (2Q7) 7. kaWT) + kT
+ [cos (2QT) — 2 cos (QT)] k. . (77 + o7 T)

—

+ [sin (207 — 25in (QT)] 7. [lﬁ GE v’fT)]

ot l'on reconnait le résultat analytique de la référence [35].

En coordonnées cartésiennes et avec une configuration usuelle :

Q=0ee , k=keg , Dpi=pe

on retrouve alors au premier ordre en Q7 (on a posé¢ 77 = 0 par simplicité) :

A (2T) = 222Q « Aire + O [(QT)Q}

le résultat bien connu de l'effet Sagnac ou le terme Aire est 'aire (au premier ordre) de 'interférometre
(voir la figure 5.1) :

Gradio-gravimétres simplifiés :

Lorsqu’au contraire, on néglige tous les effets dus aux rotations, les matrices ABC' D sont égales a
celles données au paragraphe 2.2.3 :

A(T) = cosh (71/2T)
B(T) = ~ Y2sinh <71/2T)
() = [cosh (71/2T> - 1] LT =AM -1y

(v est une matrice attention), et le déphasage A¢ (T + T") s’écrit de fagon analytique sous la forme :

AGT+T) =T [1+cosh (V2 (T +T)) — 2eosh (427)].. (71 +717)

+ T2 [sinh (V2 (T + 1)) = 2sinh (1/27)] . (B + 5

qui est la généralisation a trois dimensions de la formule 1D établie dans la référence [58].
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Au premier ordre en vI'2, et pour 7" = T, cette formule redonne alors bien le résultat perturbatif
usuel (formule de Wolf-Tourrenc) [49, 60, 66, 58] :

A¢(2T) = K. gT%+ k ~T2. (r’f + LT+ (%’ + %) T) +0 [(7T2)2]

Action simultanée d’une accélération non-uniforme et de rotations

Considérons maintenant deux configurations particuliéres, qui sont largement utilisées aujourd’hui
d’un point de vue expérimental, et pour lesquelles les potentiels inertiels et gravitationnels apparais-
sant dans He,; sont indépendants du temps (nous ne considérons donc pas ici l'effet d’ondes gravi-
tationnelles, et nous nous restreignons a 'effet de rotations et d’accélérations non-uniformes [ie avec
gradient]).

On peut les distinguer selon le référentiel dans lequel cet Hamiltonien H,,; est constant :

1. Cas spécifique n° 1 : H,;; indépendant du temps dans le référentiel ou les faisceaux laser
sont au repos

Cette configuration correspond par exemple aux interféromeétres qui demeurent immobiles dans
le référentiel terrestre, et qui sont tels que les faisceaux lasers des séparatrices sont également fixes
dans ce référentiel (dans ce cas, le référentiel du laboratoire est en fait défini par les faisceaux laser).
I’action des champs de rotation et de gravité terrestres sur le nuage atomique se traduit alors par
un potentiel dont les paramétres « (rotation 2), v (gradient de gravité) et g (gravité uniforme) sont
indépendants du temps.

L’Hamiltonien H.,; est donc constant dans ce référentiel, dont l'origine peut étre prise a priori
en tout point de I'espace. Lorsque 1'on considére les champs inertiels et gravitationnels créés par une
planéte, il est cependant souvent judicieux de prendre 'origine du référentiel au centre de cette planéte
(situé a U'intersection de I'axe de rotation planétaire et de la direction du vecteur gravité ). Dans ce
cas, ’Hamiltonien ne fait intervenir en effet que les termes suivants :

@132 — = -

— =
H..: = o —Top- O Pop —M G .Top —

m —
— =
E Top- Y Top

ou g est lié au vecteur de gravité réel g7 par la relation (voir appendice E) :

L’autre choix couramment considéré est de prendre 'origine du référentiel au centre de la
premiére séparatrice (ie en 77). Dans ce cas, I'Hamiltonien s’exprime en fonction de la vraie quantité
physique g7, mais il fait également intervenir un terme linéaire en p,, (voir appendice E) :

—2
Pop — = - m =

— — — B = =
H..: = el Top. O .Pop — MYT-Top — 57“01,. Y Top — Rr. o .pop
20n rapelle que la matrice o est définie & partir du vecteur rotation Wdela fagon suivante : a.w = O xw pour

tout vecteur .
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qui modifie expression du vecteur & .
Par la suite, nous considérerons le premier choix d’origine (au centre de la Terre en 'occurence).

Comme H.,; est indépendant du temps, nous pouvons utiliser I’expression des matrices ABC D
établie dans les appendices D (calcul exact par la théorie des matrices) et C (développements de Taylor
en o et yT?). A I'aide des développements en a1 et yT2, on peut ainsi exprimer simplement les trois
combinaisons précédentes en fonction de la durée T et de la différence 77 — T (voir la fin de 'appendice

Q).

Lorsque 7" = T, le déphasage s’écrit ainsi sous la forme [81] :

Ap(2T) = Mg,y + Adop + Ady

avec (dans la référence [81], ces développements sont poussés & l'ordre 6) :

Ad)rl L=

%

(1 —-2A49; + As3y) .77

=%. (2 +7)T? + (@ +2ay+7ya) T +..].77

pour la partie du déphasage qui dépend de la position centrale 77 de la premiére séparatrice de
Iinterférometre,

Nk
N
A¢OB = k.(—ZBgl—i-Bgl). (}Tf—i——) /m

2

=%. [20T? + (3a®+7)T% + (203 +ay+ya)T* +..]. (]Tf + @) /m(9.2)

pour la partie du déphasage qui dépend de I'impulsion initiale de Bragg p7 + hE (Pindice OB désigne

2
le terme ” Off Braggness”), et :

g =%, <—2§—21>+§;;>

Ag

=% [T? + 2aT° + 1—72 (32 +7)T* + %(2a3+a’y+’ya) T +..].79 |(53)

pour la partie du déphasage qui dépend du vecteur gravité g’.

Il convient de souligner que I’on peut exprimer ces développements & n’importe quel ordre, puisque
les expressions de A¢,, Appp et Ap, sont obtenues de fagon exacte.

D’autre part, il faut faire attention a relier correctement les quantités g et py/m aux quantités

effectivement mesurées. Ainsi, nous avons déja vu que le vecteur §° pouvait se ré-écrire en fonction

du champ de pesanteur réel g7 comme :

| 7 =97 — .77

De plus, I'impulsion massique :

—

pl/m
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est différente de la vitesse de lancement des atomes prise dans le référentiel non-tournant o,; :
—
pr/m=70q+ Q x 77

ie :

— R —
pr/m = Uaf — .77

Ces deux relations, & appliquer dans le cas particulier décrit précédemment, simplifient alors beau-
coup l'expression de A¢, :

Ay = K. [-a?T? = 2037 — L (304 +7a2) T4+ ..] .77 (5:4)

mais ne 'annulent pas pour autant. Le déphasage global comprend donc des termes qui dépendent,
a travers le vecteur 77, de la position de l'interféromeétre. Cette dépendance est alors au minimum
quadratique en « (rotation) et 7 (gradient d’accélération).

Par exemple, pour une configuration du type :

_ 0 - 0 0
Q=1 Qcos(A) , k = k , = 0
Qsin (A) 0 Ry

(laboratoire a la latitude A, vecteur d’ondes laser selon la direction nord-sud, axe z selon le rayon
terrestre), le premier terme de A¢,; s”écrit :

AT = -, [ﬁ X (ﬁ X r-f)] T2 = 7% sin (2\) kQ2 Ry T?

et est nul lorsque sin (2\) = 0 (au pole et a ’équateur). De méme, si T est orienté selon la direction
est-ouest :

- k
k = 0
0

le premier terme de A¢,; est nul (il y a ainsi plusieurs fagons d’éliminer a priori le terme dominant

de A(Z)Tl)'

Ces termes dépendant de la position de I'interféromeétre n’ont rien d’étonant : ils traduisent sim-
plement ’action de la force centrifuge due a la rotation terrestre.
Cet effet apparait clairement sur les expressions 5.3 et 5.4 de Ag, et Ag, :

Ady+Adpy = k. |T? + 2T + 5 (3* +9) T + 5 (207 +ay +90) T° + .| . (T —a”.77)
oll § est l'accélération centripéte d’origine purement gravitationnelle, et ott —a?.77 est I’accélération
centrifuge due & la rotation terrestre.

Ce que 'on entend communément par “gravité” correspond alors a la somme de ces deux contri-
butions, ou plus exactement au vecteur suivant (voir ci-dessus et 'appendice E pour la définition de

g7) :

g+ (v—a?) T =77 — 2.7

En utilisant la relation suivante :
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(valable pour tout Hamiltonien H,; indépendant du temps, voir I'appendice B), ce vecteur apparait
en fait simplement dans ’expression 5.1 du déphasage total :

Ap = %. (B31 —2Bo1) . (@ + %)

+? [(Bgl.oz — Az + 1) -2 (B21.0é — Ao + 1)] . (042 — ’y)_l . (? + (’y — 042) T‘-f)

Le développement de Taylor (en o et 4T, avec T' = T') de cette expression conduit finalement
au résultat suivant (voir ’appendice C) :

&

Ap=TF. 20T + (3a®+7) T3 + %(2a3+a'y+’ya)T4 +..]. v’at’Jrh—)

m

+%. [T? + 2213 + 1—72(3a2+'y) T + 323+ ay+72)T° +..]. (G +7.77 — 2.77)

Les termes de ce développement peuvent alors étre évalués pour différentes orientations de I'in-
terféerometre et différents parameétres initiaux (vitesse initiale des atomes U4, type d’atomes et masse
atomique m, vecteur d’onde effectif % des transitions Raman utilisées, temps de vol T entre les sépa-
ratrices, latitude A a laquelle 'expérience est réalisée). Les tableaux de 'appendice H listent ainsi les
valeurs numériques de ces termes pour quelques interféromeétres atomiques réels (gyrometres a Césium
du SYRTE [69] [pour deux orientations différentes| et du groupe de Kasevich & Yale [68], gravimetre
a Césium du groupe de Chu a Stanford [66] et celui & Rubidium du SYRTE).

2. Cas spécifique n° 2 : H.,; indépendant du temps dans le référentiel o les faisceaux laser
sont en rotation

Cette configuration correspond, par exemple, au cas ou un interféromeétre atomique est soumis a un
champ de gravité (ou d’accélération) constant (mais non-uniforme) dans le référentiel du laboratoire,
référentiel par rapport auquel les faisceaux lasers sont en rotation. Ce cas rend compte des expériences
avec rotation artificielle des lasers par rapport au laboratoire terrestre, ou lorsque le laboratoire est
en rotation artificielle par rapport au référentiel ou le champ de gravité est constant (trés utile pour
la navigation, terrestre ou spatiale).

Du point de vue de ’'Hamiltonien H.,; et des matrices ABCD, ce cas est trés différent du précédent.
En effet, leffet de la rotation des lasers n’apparait pas dans H..; si 'on se place dans le référentiel ot
le champ de gravité est constant. Dans ce référentiel, seul le champ de gravité agit sur les atomes, et
I’'Hamiltonien s’écrit par conséquent :

H _p—>0p2 s M, =
ext — m _mg’Top_grop- Y -rop

Les matrices ABC D sont alors simplement égales & celles données au paragraphe 2.2.3 :
A(T) = cosh (71/2T)
B(T) = ~ Ysinh ('yl/QT)

? (1) = [cosh (71/2T> — 1] i
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Quant & la rotation considérée, elle agit également sur les atomes, mais de fagon indirecte, par
. s e . - 2 . . N .,
Iintermédiaire des vecteurs d’ondes laser k; des séparatrices. Ceux-ci peuvent alors étre reliés aux
vecteurs d’ondes initiaux kg; de la maniére suivante :

kor ZR(ti,to)-H‘

a l’aide de la matrice rotation vue plus haut :

R(tity) =T [exp (/t: a(t) dt/ﬂ

R(T) :=exp (zjﬁ T)

qui s’écrit :

dans la cas ot Q) (t) est constant.

Lorsque les séparatrices sont issues d’'un méme faisceau laser (notre cas), les vecteurs d’ondes
initiaux sont identiques :

ko= &
d’ou la relation :
ko =k ka2 =R ). K = ~kss fog = —RUT+T). %

qui conduit & ’expression suivante du déphasage :

Ap : =K.[1-2R(MVAT)+R(T+T)A(T+T)] .7
+&.[-2R(T)B(T)+R (T +T')B(T +1")]. <p-f + %) /m
+ & [-2R(T) (A(T) = 1)+ R(T+T) (A(T+T) - 1)] 71T — (91— 205 + Paz)

dont invariance vis a vis du référentiel est manifeste 3.

Comme précédemment, on peut alors effectuer des développements de Taylor en aT et vT? des
matrices A, B et R, et obtenir ainsi une valeur approchée du déphasage a la précision voulue (on ne
détaillera pas ici ces calculs qui sont donnés dans [81]).

Remarquons pour finir que cette configuration particuliére rend également compte du cas o chaque
vecteur d’ondes laser subit une rotation d’origine différente.

Bilan :

Les développements du déphasage obtenus pour chaque configuration comportent différents termes :

#Soit 'on se place dans le référentiel (tournant) des lasers, et alors I'Hamiltonien dépend du temps :

’ m2 -1 —] = m.__, -1 = =
H.: (t,to) = T —m[R™" (t,t0) 7] Top = 5 Top: [R (t,to) v R(t,to)} Top

et les vecteurs d’ondes laser sont fixes; soit I’on se place dans le référentiel ou le champ de gravité est constant, et alors
I’Hamiltonien est constant :

Do —
op — —
Hepr = — MG Top — =Top- ¥ -Top

2m

mais les vecteurs d’ondes laser sont en rotation. Dans les deux cas, on obtient évidemment le méme déphasage (qui est
invariant de jauge).
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— ceux qui correspondent aux effets perturbatifs usuels (formule de Wolf-Tourrenc pour la
gravité non-uniforme et effet Sagnac pour la rotation)

— de nombreux termes d’ordre supérieur, dont certains sont croisés (rotation-gradient), et
dont il faut tenir compte en toute rigueur (selon le niveau de précision souhaité, voir les
tableaux de 'appendice H).

T # T : le déphasage a la carte

Les expressions précédentes du déphasage font intervenir de nombreux termes ot se mélangent les
effets dus a la gravité (g et gradient 7) et ceux dus aux rotations. Il est donc nécessaire, aprés mesure
du déphasage, d’en extraire les valeurs respectives. On a déja évoqué ce probléme, appelé ”probléme
inverse”, qui consiste a savoir discriminer, dans le signal de franges expérimental, I’origine des diverses
contributions qui le constituent.

Ce probléme est souvent complexe, et plusieurs techniques doivent étre employées pour atteindre
la valeur de la contribution recherchée (utilisation de deux jets atomiques contra-propageants pour
discriminer l'effet d’une rotation par rapport a celui d’une accélération par exemple [69]).

11 est donc intéressant d’avoir une méthode qui puisse fournir directement (avec un seul jet ato-
mique) la valeur des diverses contributions au déphasage, ie telle que 'on puisse lire directement sur le
signal de franges la valeur du champ de gravité ou d’accélération, celle des rotations présentes, celle du
recul.... Nous allons voir qu’il est en fait possible d’obtenir une telle méthode en jouant sur le rapport
T'/T des deux temps de vol atomiques.

Considérons en effet 'expression du déphasage obtenue pour la configuration spécifique n° 1 (dé-
taillée plus haut), dans laquelle nous n’imposons pas I'égalité 7" = T. A l'aide des développements
de la fin de 'appendice C, on peut alors écrire le déphasage sous la forme d’un développement en
puissance de 7" — T :

AG(T+T)=A¢g+ (T —T) %« Ay + (T = T) % Ay + ... + (T" = T)" x Ag,,

ou le terme A¢, est le déphasage obtenu pour 7/ =T :

Ay = Ao (2T)
et ou les premiers termes du développement en 7" — T s’écrivent sous la forme :
Apy :?.[a+2(a2+'y)T+2(oz3+2a’y+’yo¢)T2+...].r’f
8 hWE
+ & [1+4ozT+2(3a2+’y)T2+§(2a3+oz’y+’yoz)T3+..}.(]TerT) /m
T 2 4 2 3, 4 3 4 —>
+ k. |27 +4aT +§(3a +9)T —|—§(2a tay+y) T +..|. g
R A 1 2 3 N
Apy : = k. 2(a +7) T + (o 4+ 20y +y2) T + ... | .77

_
+E. Ja+ (362 +9) T +2 (2% + ay +7a) T2 + ... (}Tf—i-%) /m

+%. B + 2a1" + (3@2 + ’y) T2 + % (2@3 +ay+ ’ya) T3 + ] g
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En faisant alors varier expérimentalement 7" par rapport a T, on obtient un signal de franges dont
la dépendance en la variable 7" — T nous renseigne directement sur la valeur des quantités «, v, g et
 (le recul). En effet, en mesurant les n dérivées successives de la courbe suivante :

(T' = T) — A (T+T')

on obtient n relations indépendantes o se mélangent a, v, § et §. On peut alors résoudre le systéme
obtenu et déterminer ces quantités.

De plus, si le terme dominant de chacun des déphasages A¢,, ne fait intervenir qu’une seule de ces
quantités, il suffit alors de mesurer les dérivées de la courbe précédente pour obtenir directement leur
valeur.

Il convient de souligner que I’on n’a généralement pas accés a cette courbe, mais seulement au signal
de franges. Si 'on n’a pas accés aux dérivées de la courbe précédente, on peut néanmoins utiliser les
maxima de la courbe du signal de franges pour déterminer quelques points particuliers de la courbe
(T"—T) — A¢ (T +T"). En utilisant ces points, on peut ainsi obtenir, comme précédemment, un
systéme d’équations dont la solution nous donne directement la valeur des quantités o, v, g et 0.
Pour appliquer la méthode précédente, il est donc nécessaire qu’il y ait suffisamment de franges, ie
essentiellement que la source atomique soit suffisamment cohérente.

Amplitude, contraste, signal de franges

Comme on I’a vu plus haut, 'amplitude et le contraste sont donnés respectivement par (4.45 et
4.44) :

M2 + M2 (2nh)*/?
S1 = .
[det (Xp X Jdet [21m [mYp X;,']]
0= || [ X )] e o)

(PR — (VoY) (55 — )|

Si I’on consideére les séparatrices idéales de la modélisation infiniment fine (voir paragraphe 4.1.2),
les facteurs d’amplitude M,,; ont pour valeur :

transition a — a : 0 transition a — a : 1/v2
lame 7 - transition a — b : 1 lame 7/2 : transition a — b : 1/\/5
transition b — b : 0 ’ transition b — b : 1/v/2
transition b — a : 1 transition b — a : 1/\/§

et par conséquent les facteurs d’amplitudes globaux sont égaux :
1
M, = Mg = 3

2M, Mg
MZ+Mj

et le terme — In [ } dans ’expression du contraste est nul.
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Quant a l'autre terme du contraste, il dépend principalement des différences finales en position et
impulsion :

Arp =730 — TaD et App = P3p — DaD
que 'on peut ré-écrire en fonction de % et des matrices ABCD grace aux formules 4.50 et 4.51 :
hk
A’I“D = (BDl — QBDQ + BD3) 7

hk
= [Aps.(Bs1 —2Bs3) + Bps. (D31 — 2D3g + 1)] —
hk
App/m = (Dpi1 —2Dpa+ Dp3) -

—

hk
= [Cps.(Bs1 —2Bs2) + Dps. (D31 — 2D33 + 1)] -

ou 'indice p fait référence a I'instant de détection tp, et ot 'on est passé des lignes 1 et 3 aux lignes 2
et 4 grace aux propriétés de groupe des matrices ABC'D (voir 'appendice B ou le paragraphe 2.2.2).

Pour apprécier 'origine de ces différences finales, plagons nous a I'instant t;{, ie juste apreés I'instant
central t3 de la derniére interaction. Dans ce cas, on a tp = t;, et les deux différences précédentes
s’écrivent sous la forme :

—

hk
AT; = (Bgl — 2332) W

hk

m

= [B(T'+T'")-2B(T")]

)

= | 2aT%+ (32 +7) T3+ § (203 + ay +7a) T* +..] .

|3

+(T'=T) [-1+ (Ba®+7) T +2(20° + ay +va) T? + ..] .
W
' m

2

+(T'=T)" [—a+ (20° + ay+va) T+ .. ]

—

hk

et :

%

Ap;,r = (Dgl — 2D32 + 1) h

3
m

— [(a2 -|-fy) T2 1+ (a3 + avy+ 2704) T3 + ] . h

= [D(T+T)-2D(T) +1]

%

+(T"-1T) [—a+(o¢3+a’y+2’ya)T2+ A

+ (1T -1)? [—% (0 +7) + } hE

+ (1T -1)° [—é (a3+a~y+2fya)+...] RE

Ces relations expriment en fait la non-fermeture (en position et impulsion) d’un interférometre
de Ramsey-Bordé symétrique. On observe alors que l'interféromeétre n’est pas fermé spatialement dés
qu’il y a une rotation ou un gradient d’accélération. Cette non-fermeture est méme du premier ordre
dans ce cas.

Quant a la non-fermeture impulsionnelle, elle est du deuxiéme ordre en « (rotation) et du premier
ordre en v (gradient de gravité). Ce résultat est trés intéressant dans le choix du processus de détection
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utilisé dans un interférometre. En effet, une détection des atomes par nappe (voir la partie 4.1.4)
implique une durée de détection non-négligeable, pendant laquelle les deux chemins atomiques peuvent
s’écarter sensiblement si leur impulsions respectives sont suffisamment différentes. Le fait que Apd
dépende quadratiquement de « (la rotation) et linéairement de v (le gradient d’accélération) suggeére
que cette méthode de détection par nappe est appropriée pour des expériences de gyrométrie (apres
avoir rejeté le gradient d’accélération), alors qu’elle n’est pas la plus adaptée pour des expériences de
gradio-gravimétrie.

L’amplitude et le contraste font également intervenir les deux quantités matricielles suivantes :
YpXp! et XpX;!
dont 'expression est donnée par les formules (voir 4.39 et 4.38) :
XpX;t=Api + By Y1 X!
et :

YDX51 = [CDl + DDl.Yle_l] . [AD1 + BDl.Yle_l]il

A Taide de toutes ces expressions (et des développements des matrices ABC'D donnés dans 'ap-
pendice C), on peut alors calculer les facteurs globaux de contraste et d’amplitude, et ainsi avoir acces
au signal de franges complet :

S(T.T) = $1 (T,T) . (1+ 71T, cos [A¢ (T +1T")])

On peut alors tracer la courbe de ce signal a T' et T fixés (en faisant varier n’importe quelle
quantité, par exemple une des phases laser) ou tracer la courbe représentative de la fonction suivante :

T'—T+ 8 (T,T)

dans la méme logique que le paragraphe précédent.
Le nombre de franges visibles dépendra alors de fagon essentielle de la largeur en impulsion du
paquet d’ondes au temps ¢1.

5.2.2 Signal de franges avec la modélisation ttt champ fort généralisée des sépa-
ratrices

Comme on I’a déja souligné a plusieurs reprises, la modélisation ttt champ fort généralisée comporte
essentiellement trois différences importantes par rapport aux modélisations simplifiées précédentes :

— la modification du centre des paquets d’ondes associés aux chemins atomiques lors de la
traversée de 1’onde laser,

— la modification des largeurs en position et impulsion de ces paquets d’ondes,

— la multiplication des paquets d’ondes atomiques en sortie (quatre au lieu de deux).

De ces trois changements, seul le premier est simple a prendre en compte lors du calcul du signal
de franges, comme cela est détaillé dans les parties 4.1.2 et 4.3.3. Les deux autres compliquent en
effet beaucoup 'expression du déphasage, de ’amplitude et du contraste. Des expressions analytiques
sont néanmoins fournies dans la partie 4.3.3, et la prise en compte de la multiplication des chemins
atomiques cohérents peut s’obtenir aisément avec tout logiciel de calcul formel (avec n = 3 séparatrices,
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il y a en effet N, = 231 = 16 chemins atomiques cohérents dans l'interférometre, et donc Cév cac — 120
signaux élémentaires a sommer).

L’expression analytique du signal de franges total (somme de toutes les contributions élémentaires)
étant trop longue pour étre écrite dans ce mémoire, nous allons illustrer les résultats de ce traitement
en champs forts a I'aide de diagrammes spatio-temporels, et nous verrons comment évaluer simplement
leffet Borrmann généralisé (ie en présence de champs inertiels et gravitationnels).

Conséquence de l’effet Borrmann sur le déphasage : approche simplifiée

Considérons la modélisation ttt champ fort idéalisée, qui est I'une des versions simplifiées de la
modélisation ttt champ fort généralisée décrite en détail dans la partie 4.1.2.

Cette modélisation est en fait valable lorsque le paquet d’ondes incident posséde une trés faible
largeur en impulsion (suivant la direction ?) :

e 2h < 24
m mIm {(XlYfl)M

avec : (X 1Y171) = ?.X 1}/171.? / K2 et Qo la pulsation de Rabi

et qu’il est & résonance parfaite pour son impulsion centrale p¢ :

—9

hk
y+ (pe) := (w —wp — ?ﬁ/m:F 5

)
ou le signe + dans y indique le type de transition considéré (4 pour le transitions a — a et a — b,
et — pour les transitions b — a et b — b, ol a et b désignent respectivement les états fondamental
et excité).

On suppose donc qu’il y a une sélection en vitesse préalable suffisante, et que la condition de
résonance précédente n’est pas trop perturbée par l'effet des champs inertiels et gravitationnels durant
le vol interférométrique (voir la partie 3.7).

Dans ce cas trés simplifié, seules deux trajectoires distinctes sont suivies par les centres des paquets
d’ondes (il y a néanmoins dans linterféromeétre encore 16 paquets d’ondes distincts, et autant de
chemins atomiques cohérents), auxquelles nous pouvons associer un diagramme spatio-temporel comme
cela est fait sur la figure 5.3 :

On peut alors appliquer les résultats de la partie 4.3.3, et utiliser en particulier I’expression 4.74
du déphasage :

Adgan (Q8) = X1 (05— ba)

bg;+bai PG +Pat 0
—Zle[ pitlel (Ar; 4+ Aa;) + 222Pe Ag; wéa)@-fﬁm + L(Bgi — Bui) (tis1 — t;)

AT Re [YapXh — YanXap| Arp =3 (1sp — ttap)
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B1

Fi1G. 5.3: Diagramme spatio-temporel d’un interféromeétre atomique de type Ramsey-Bordé symétrique
(avec 3 séparatrices temporelles).

Par souci de simplification, on peut, comme au paragraphe précédent, ne pas tenir compte des
termes dépendant des différences de masses effectives (troisiéme et quatriéme termes de la seconde
ligne), ainsi que ceux résultant de la non identité des matrices Yy, DX;é et Ygp X, 5 (derniere ligne).
Cette derniére simplification revient en fait & négliger la modification, par les séparatrices, de la
largeur des paquets d’ondes asociés a chacun des bras interférométriques. Dans ce cas, la modélisation
se simplifie beaucoup, puisqu’elle ne rend compte que de deux paquets d’ondes principaux, et il n’y
a par conséquent que deux chemins atomiques cohérents dans l'interféromeétre (comme au paragraphe
précédent).

L’expression obtenue s’écrit alors simplement sous la forme :

3 —
b i + bai m +@
A¢,6’oz7D :Z (Hﬁi_gm') - 'BT(ATZ + Aai) — BT.AG@
=1

Précisons maintenant la valeur des différents termes de cette expression (ie les phases 0,; et 03;,
et les vecteurs aq;, Gg;, ZZZ et l;@;) Dans le cas précis, ils sont issus de la modélisation ttt champ fort
dite ”idéalisée” rappelée dans la partie 4.1.2, et ils dépendent uniquement des parameétres établis dans
la partie concernant le schéma ttt (partie 3.5.3).

Selon cette modélisation ttt champ fort idéalisée (voir partie 4.1.2), les vecteurs a,; et 571 sont
égaux aux vecteurs 7y, et Py :

— —
Quz = Tuvg
—

—
bui = Puva

et les phases effectives 6,; ont pour expression :
gui = q)uv,i + Puv,i- ('sz) + Tuv,i) /h

ou les indices u et v correspondent aux diverses transitions atomiques, et o tous les parameétres (y
compris 77 ) dépendent fortement de la séparatrice n° i considérée. Il est méme préférable de préciser
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le point d’espace-temps pi (par exemple f1, al, 52, etc) ou se situe 'interaction (afin de ne pas
confondre v et v, on emploie ici la lettre 1 au lieu de v pour désigner les divers chemins atomiques).

Ainsi, pour le chemin § de la figure 5.3, les atomes sont initialement dans 1’état fondamental a,
puis ils subissent une interaction instantanée équivalente a l'instant ¢; (point 51 dont la position est
71) qui les fait passer dans 1'état excité b (transition a — b), la phase effective 03, s’écrivant par
conséquent sous la forme :

081 = Pva,p1 + Prapi- (77 + Toapi) /h
ou les parametres ®pq 81, Tpa,31 €t Dpa,p1 sont donnés par I'expression 4.11 :

( Poapt = +A(t,t1)‘;f4(to,t1)hkgl’

T_ba,‘ﬁ_l) = _B(t7t1)gB(t07tl)h]€—Bl>/ma
N2 —
q)baﬂl — [Wﬁltl + (/J),Bl _ k,Bl- g (t,tl)JF25 (to,t1)

+ B [A (t,t1) B (t,t1) + A (to, t1) B (o, t1) + 24 (to,tl)é(t,tl)] Fo1 — i o) gy

\

ou 'on pris le soin de préciser le point S1 ou se situe l'interaction particuliére.
Attention, dans ces expressions, les instants ¢y, t; et t dépendent également de la séparatrice
considérée, et il vaut mieux les ré-écrire sous la forme :

T1

to = 751*?
ty

T1

t = t1+?

avec 71 la durée de la séparatrice n° 1. Donnons un autre exemple pour illustrer ce point.

Avant l'instant ¢3, les atomes de ce méme chemin 3 sont dans ’état fondamental, et le résultat
de l'interaction instantanée équivalente est une transition sans changement d’état interne du type :
a — a. Dans ce cas, la phase effective 03 s’écrit sous la forme :

‘9,6’3 = (I)aaﬂ?) + Paa,B3- (T‘B—é + Taaﬂ?)) /h

ou les parametres ®uq 3, Taq 33 €t Paa,ps sont donnés par expression 4.10 :

m} — 714(25,151)72‘4(250,2‘/1) h%
Taa B3 i= —i—B(t’tl);B(tO’tl)hk—ﬁg/ma

Daa o = +5 | (was —wo) (¢ — to) — g (T (6,42) = € (to. 1))
+ hk“ [A (t,t1) B (t,t1) + A (to, t1) B (to, t1) — 24 (tg,tl)B(t,tl)] ks — [ 22 gy

\

et ou les instants “tg”, “t1” et “t” sont en fait égaux aux instants suivants :

«tow — tl + T + T/ o E
“t = ts3=t1+T+ T’
cctw — tl +T+T/+ %

avec T3 la durée de la séparatrice n° 3.

Le vecteur position 733 intervient également dans l’expression de la phase 633. Il correspond a la
position centrale - évaluée a l'instant t3 - du paquet d’ondes associé au chemin atomique 5, et peut
s’exprimer en fonction des positions et impulsions centrales au temps to =t + 1" :

—
753 = Asy. [T53 + Tab,p3] + B32. [Pp3 + Pab,ps) /M + E32
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qui elles-mémes peuvent étre exprimées en fonction des positions et impulsions centrales de ce paquet
d’ondes au temps t; :

.
s = Ao [T1 + Teapi] + Boi. [PT + Prapil /Ma + a1

—

ppz/ma = Co1.[T1 + Tpapi) + Do1. [PT + Doa i) /Ma + ¢o1

(les matrices ABC' D¢ sont notées selon la régle : Ay := A (ta,t1)).

On peut ainsi déterminer ’expression analytique de chacune des phases effectives 6,;, de chacun
des vecteurs m et b_M;, et de chacune des "différences spatiales” Ar; = 75; — Ta;, pour finalement
obtenir I'expression du déphasage total Adg, p-

Ce déphasage rend alors compte non seulement de l'effet de plusieurs champs inertiels et gravita-
tionnels sur U'interféromeétre (sous entendu : sur les atomes lors de leur évolution entre les séparatrices),
mais également de l'effet Borrmann généralisé, qui n’est autre que ’effet Borrmann atomique usuel
(évolution des atomes selon une unique trajectoire pendant U'interaction laser, lorsque certaines condi-
tions particuliéres sont remplies, voir les parties 3.5, 3.6.1 et 4.1.2) calculé en présence des champs
inertiels et gravitationnels.

Le calcul de Ad)ﬁa, p beut étre assez long, et il vaut mieux faire appel a un logiciel de calcul formel
pour obtenir son expression analytique. Néanmoins, dans le cas d’un interférométre de Ramsey-Bordé
symétrique temporel, plusieurs observations permettent de simplifier ce calcul. En effet, dans ce cas
particulier, les interactions instantanées équivalentes ne dépendent pas du chemin atomique considéré :

Tuv,pi = Tuv,ai = Tuvy ) Puv,Bi = Puv,ar = Puv,i s (I)uv,ﬁi = (I)uv,ai = (I)uv,i
avec :
—_ — =
kgi = kai = ki ;W= Wi = Wi : Ppi = Pai = O

ce qui permet, a ’aide des relations démontrées dans la partie 4.1.2 :

Tbby = _m
Pobi = —Daaj
Taby = _TTJaT;
DPab,i _p*bajg

de simplifier les trois expressions entre crochets de la somme :

(I)ba,l +pba,1- (ﬁ + m) /h - (I)aa,l - paa,l- (ﬁ + raa,l) /h

Adga.p

q)ab,2 + Pab,2- (T‘B—i + Tab,Q) /h - q)ba,2 — DPba,2- (@ + @,—5) /h

_l’_
Pab3+Pbas3 PB3tPal (s s
| P b,22hpb 2 (735 — Ta3) + (Fabs — Thad)] — pazQﬁW‘ (Tab2 — Tba,3)
+ (I)aa,S + pa—a>,3' (@ + Taa,3> /h - (I)(lb,3 — Pab,3- (m + r“b73> /h

w

+Pab 3 R
| - PeBd (5 — 7ad) + (Taad —Tand)] — PR (Faad — Tand)
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On obtient en effet les expresions suivantes :

(I)bml ~+ Dba,1- (T-f + Tba,l) /h - (I)aa,l — Paa,1- (T-f + Taa,l) /h

Pt | Pbai+Paad o
- (% + _’ﬁ . (Tba,l - Taa,l)

N Tba,i + Taa,i N
= (I)ba,l - (I)aa,l + (pba,l - paa,l) . <T—1) + %) /h (Tba,l - 'raa,l) ﬁ/h

—wits — ¢ — (w1 —wo) 71/2
5 T1 o T1 v - T1
+ k1. [A (tl + 7,251) .1+ B (tl + 7,251) pr/m+ € (tl + 7,t1)]

TR A (=% 0) B+ 30) — Al +5,0) B (- 3,0)| 5k /2m

pour le premier terme entre crochets;

(I)ab,Q + Pab,2- (@ + 7Tb,2>> /h - (I)ba,Q — DPba,2- (@ + Tba,2> /h

Pab3+Pba3 PE3tPad (73 s
P b,22hpb 2 (735 — Ta3) + (Tabs — Thas)] — pm%ﬁ- (Tabs — Tba,3)
T3+ T3 Tabd + Thad s > D53+ Dad
Pap2 — Ppao + (prz — pbaz) . < B 5 @s 4l . a /h— (Tab72 — T’ba,z) %/h

2 (wth + (Z)Q)

*k-2>- [A(terT—Qz,tl)-T‘-erB(terT—; ) pr/m+ f (752+ t1)+B(t2+T2 t] — l)ﬁk-l)/?m}

k3. [A(t2— 3, 0) T+ B (ta = F.ta) Bi/m+ € (to— Fh) + B (ta— Bt — F) bkl /2m)]

pour le second terme entre crochets; et :

D03 + Paas- (783 + Taas) /B — Pap,3 — Pabs- (Tas + Tap3) /1

— P B3 ((7ay —7od) 4 (Fand — Tabd)] — ZEAPR (Foad — Tand)
— | — |
. 753 +Ta3  Taas + Tabs ___.\ DPp3+Da3
(I)aa,3 - (I)ab73 + (paa,3 *pab73) . < g 5 = + - 5 B ) /h (Taa3 Tab,S) %/h
—wst3 — ¢3 + (w3 — wo) 73/2
e — - T T
+Fg. |A(ts = 5 t1) T+ B (ts— 5, 10) Bi/m+ € (ta— 3.0) + B (ta— Bt — 3) hki /2m)

pour le dernier terme entre crochets.

On obtient ainsi, en sommant les trois termes encadrés ci-dessus, 'expression du déphasage A¢g,, p,

qui rend compte :

— de leffet des champs inertiels et gravitationnels sur tout 'interférométre
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— de Deffet Borrmann généralisé, ie de 'effet Borrmann en présence de ces champs inertiels
et gravitationnels.

Lorsque les trois séparatrices 7/2 - m - /2 sont issues d’un méme faisceau laser :

— — — —

ki = ko=k3=k

W) = Wy =w3=uw
T2

TT = —=T3=T
2

ce déphasage se simplifie alors en :

A¢,6’017D - = (()01 - 2()02 + @3) + A(/1)7"1 + A(/J)]ol + A(/J)g + A¢recul

ou ’on incorporé par simplicité les termes w;t; dans les phases laser ¢; :
¢; — ¢; + wit;

et ou 'on a défini les quatre déphasages suivants :

A, = ? [A (tl—i—%,tl) —A(tz—i—T,tl)—A(tz—T,tl)—i-A(tg—%,tl)] T

pour la partie du déphasage qui dépend de la position centrale 77 de la premicre séparatrice de
I'interférometre ;

A(/J)pl = ? [B (tl +%,t1) — B (ty +7,t1) —B(tQ—T,tl)—i-B(tg —%,tl)] pi/m

pour la partie du déphasage qui dépend de 'impulsion centrale py du paquet d’ondes entrant dans la
premiére séparatrice de 'interférométre ;

Ag, = T [? (t1+%,t1) —?(tQ—FT,tl) —?(t2—77t1>+?(t3_%,t1)]

pour la partie du déphasage qui dépend du vecteur gravité g (et plus généralement des termes linéaires
de 'Hamiltonien He.;); et :

A¢recul = ? [B (tl + %,tl — %) — B (t2 + 7,1t — %)

—B (tQ*T,h*%) +B(t3*%,t1*%)] h?/Qm

pour la partie du déphasage qui dépend de fagon quadratique en le vecteur d’onde laser %
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Lorsque 'on néglige les durées d’interaction laser 7; par rapport aux différents temps de vol inter-
férométriques T;, on retrouve alors bien les résultats de la partie précédente, & savoir :

A,y = K.[1—2A(ts,t1) + A(ts, t1)] .77

Ay % .[B(ts,t1) — 2B (t2,t1)] . P17 /m
Ao, = k. [?(tg,tl)—z?(tz,tl)]
Adrees = k-[B(ts,t1)— 2B (ts,t1)] .k /2m

Comme au paragraphe précédent, considérons maintenant un Hamiltonien indépendant du temps,

du type :
=2
b = m —
Hepp = 7~ —Top. & Doy — MG Top — 5 Top 7 Top
2m 2
qui permet de décrire I'effet simultané de rotations I} (& travers «, qui est tel que a@ = ~Oxw

pour tout vecteur @), d’accélérations g (gravité uniforme par exemple) et de gradients d’accélération
v (gradient de gravité par exemple).

Dans ce cas, pour obtenir les matrices ABCD qui interviennent dans le déphasage précédent, on
peut utiliser les formules exactes établies dans 'appendice D, ou les développements de Taylor en o1’
et vI'? donnés dans 1’appendice C.

Si 'on considére ces développements pour des temps de vol interférométriques égaux :
ts—to=T =ty—t; =T

(des expressions analogues s’obtiennent facilement pour 7" # T'), les quatre parties précédentes du
déphasage total s’écrivent sous la forme :

Mo = T [0 +) 12 {1 e/ 4o/} +

Mgy = K. 2072 {1=7/T =3 (r/T)?} + (302 +9) T {1 = 7/T = 3 (/T} +..] 72 /m

Ao, =K. [T2 {1—T/T—g(T/T)2}+2aT3 {1—7/T—§(7/T)2}

g

3 (302 +9) T {1 =30/ = 2 (/1) — & (/1) = 5 (/1) } + .| 7

Abrecu = K| (302 +9) T2 {1 3r/T =3 (/T = 3 (r/T)°} + .| W F /2m

et le déphasage total s’obtient en sommant ces quatre contributions :

A¢BQ,D - = (()01 - 2()02 + @3) + A(/1)1"1 + A(/J)pl + A(/J)g + A¢recul
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On peut également introduire - comme au paragraphe précédent - la vitesse de lancement des
atomes prise dans le référentiel non-tournant vg; :

Ut = D1/m— Q X T4 =Dp7/m+ .77
et utiliser la relation :

§(T)=(B(T).a—A(T)+1).(a>=4) .7

(valable pour tout Hamiltonien H.,; indépendant du temps, voir l'appendice B), pour réécrire le
déphasage total Agg, p sous la forme :

A(/J)ﬁoz,D - - (()01 - 2(102 + @3) + A¢vat + A(/J)gT + Aqﬁrecul

avec :

Adyy = . [B (t1 n %,tl) “ Bty +7,t1) — B(ts—7,t1) + B (t3 - %,tlﬂ Ko

et :

AgbgT = ? [{B (tl +%,t1) .OZ*A(tl +%,t1) +1}
*{B(tQ‘I’T,tl).OJ*A(tQ‘I’T,tl)+1}*{B(tQ*T,tl).Ol*A(tQ*T,tl)+1}

F{B(ts— 5, t1).a—Ats—5,t1) +1}] . (a2 =) (T + 777 — A7)

et ainsi faire apparaitre explicitement le vecteur de “gravité” usuel :

gt =9 +7.7 —al7
(tenant compte, entre autres, de I'accélération centrifuge due a la rotation terrestre).

Quant au développement de Taylor (en o1 et yT2) de ce terme, il s’écrit directement & P'aide de
I'expression de A¢, :

A, =K. [T2 {1 — )T -3 (T/T)Q} + 2aT? {1 T3 (T/T)Q}

55 (302 +9) T {1 = 8r/T =3 (/) = & (/T)* = 35 (1))} + .| (T + 777 — a2.77)

L’observation de ces diverses expressions nous conduit alors aux remarques suivantes :

1. Chacunes des contributions au déphasage Adg, p dépend des durées d’interaction des sé-
paratrices 7 (on peut facilement estimer I'importance de ces effets grace aux tableaux nu-
meériques de 'appendice H).
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2. Cette dépendance est linéaire, ce qui implique des corrections de l'ordre de 7/7 pour les
déphasages habituellement calculés (en gyrométrie, gravimétrie, gradiométrie ...). Notons
que ces corrections dépendent de la définition de la durée T. Par exemple, avec la
définition suivante :

T=T+71/2

(T est ainsi égale & la durée séparant ’instant de sortie de la premiére séparatrice de I'instant
central de la deuxiéme), on obtient des corrections de Pordre de (7/T)? uniquement.*

3. Une combinaison particuliere de 7 et T" revient a plusieurs reprises :
3 2
1—7/T — 1 (t/T)

Cette quantité n’est autre que le rapport de la surface de I'interférométre calculée au premier
ordre (ie sans effet inertiel, ni gravitationnel ) avec celle réellement délimitée par les bras
interférométriques :

aire de 'interf. ato. AVEC effet Borrmann
aire de l'interf. ato. SANS effet Borrmann

3
~1-7/T = (t/T)?

En effet, comme on peut le voir sur le schéma de la figure 5.4, la surface embrassée par
les chemins atomiques est trés différente selon que l'on considére une modélisation des
séparatrices ignorant ou non l'effet Borrmann atomique. En outre, on remarque que la
surface réelle est inférieure a la surface obtenue de fagon simplifiée (ie avec une modélisation
des séparatrices du type infiniment fine ou ttt champ faible).

2aT? {1 —7/T — % (T/T)2}

4. Ce ne sont pas exactement les mémes corrections qui interviennent dans l’expression des
déphasages Ay et Aoy 1l en résulte une légere modification [en (302 +~) .7/T] de
Pangle initial de Bragg, qu’il serait trés intéressant de valider expérimentalement (en toute
rigueur, il y a un terme supplémentaire dans A¢,...,;, proportionnel & ?.a.?, mais qui est
nul & cause de anti-symétrie de «).

Les corrections apportées aux déphasages par cette modélisation (trés simplifiée) de l'effet Borr-
mann atomique peuvent étre trés importantes. Prenons, par exemple, le cas d'un gravimétre pour
lequel on aurait 7 ~ 5.107% s et T~ 5.1072 s. Dans ce cas, les corrections apportées & la mesure ab-
solue d’une accélération seraient de 'ordre de ~ 1074 en valeur relative, ie bien supérieures au niveau
de précision recherché (voir I'introduction du mémoire). De méme, pour une expérience de gyrométrie
atomique oll on aurait 7 ~ 2.107° s et T~ 3.1072 s, la correction apportée a la mesure absolue d’une
vitesse de rotation serait de l’ordre de ~ 10~3 (en valeur relative), ce qui dépasserait également la
précision affichée de ces appareils. B B

Avec une autre définition du temps de vol T (par exemple avec T' = T+7/2, ou T est la durée utilisée
pour calculer le déphasage a l'ordre 0 en 7/T"), ces corrections peuvent n’étre que du deuxiéme ordre

4Une autre définition communément utilisée est la suivante [66] :
T=T+37/2

(f est alors égale a la durée séparant 'instant de sortie de la premiére séparatrice de I'instant d’entrée dans la deuxiéme,
voir la figure 5.4).
Le terme T2 — 7T — %7’2 devient ainsi égal a :

T (T+2T)

(on retrouve alors bien les résultats de la référence [66], les corrections données ici étant du deuxiéme ordre en 7/T).
% Au-dela du premier ordre, Uinterférométre n’est plus fermé, et il faut définir ce que I’on entend par ”surface” dans
ce cas.
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Fic. 5.4: Diagramme spatio-temporel d’un interférométre atomique de Ramsey-Bordé symétrique.
Les trajectoires des centres des paquets d’ondes atomiques sont représentées pour deux types de
modélisation des séparatrices. La trajectoire en trait plein correspond & la modélisation ttt champs
forts (ie avec effet Borrmann), celle en trait pointillé a la modélisation infiniment fine ou ttt champ
faible (sans effet Borrmann). Les aires embrassées dans ces deux cas sont trés différentes (on a grisé
Paire superflue).

en 7/ T, ie de I'ordre de 1078 et 10710 en valeur relative respectivement pour les mesures d’accélération
et de vitesse de rotation.

La pertinence de ces corrections est & considérer avec précaution, celles-ci n’ayant dans ce cas
qu’une valeur illustrative du fait que nous n’avons considéré qu’un cas trés simplifié de la modélisation
ttt champ fort établie au chapitre 3. Nous avons en effet supposé que les conditions d’existence de ’effet
Borrmann étaient vérifiées pour chaque séparatrice (ie que le désaccord généralisé est nul pendant toute
la durée de chaque interaction laser, ce qui implique, en toute rigueur, une modulation de la fréquence
laser pendant I'interaction pour compenser 'effet Doppler d’origine inertielle et gravitationnelle). On
a également négligé tous les effets liés aux modifications de largeurs des paquets d’ondes, et on n’a
pris en compte ni 'influence du processus de détection, ni celle de la structure de la source atomique
(intégration sur les distributions statistiques décrivant le nuage atomique initial).

Il serait donc intéressant de poursuivre cette étude (numériquement au moins) pour évaluer la
véritable dépendance du déphasage interférométrique réel en la durée 7 des séparatrices. Soulignons
qu’une telle étude a été entreprise dans le cas d’un gravimetre atomique (dans 1’équipe de Chu [63, 66]),
mais qu’aucun effet significatif n’a encore été mis en évidence.

Le déphasage écrit plus haut est une version extrémement simplifiée du déphasage que 1’on peut
obtenir grace & la modélisation des interféromeétres atomiques proposée dans ce mémoire. L’effet Borr-
mann, méme dans sa version généralisée (ie en présence de champs inertiels et gravitationnels), n’est
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en effet qu'un aspect particulier de la structuration des paquets d’ondes atomiques dans une sépa-
ratrice. D’autres effets, comme la modification des largeurs de paquets d’ondes (sélectivité complexe
dans D’espace des phases) ou la multiplication de ces paquets d’ondes, sont également & prendre en
compte. Par exemple, la sélectivité en vitesse réalisée par les séparatrices est essentielle si 'on veut
rendre compte de fagon précise du contraste du signal de franges mesuré.

En outre, les interactions laser ont peu de chance d’étre toutes a résonance parfaite. Il en résulte que
le parameétre d’inélasticité y pourra étre non nul pour certaines de ces séparatrices, et que la condition
d’exitence de l'effet Borrmann disparaitra pour celles-ci. Les atomes ne suivront alors plus une seule
trajectoire dans ces séparatrices, et il en résultera une muliplication des chemins atomiques cohérents
dans l'interférometre. Le signal de franges sera ainsi égal a la somme de nombreuses contributions
éléementaires (voir le début de ce chapitre). Par exemple, pour un interférométre de type Ramsey-
Bordé symétrique, il y aura 16 chemins atomiques cohérents distincts et 120 signaux élémentaires a
sommer en sortie (voir la figure 5.5). Ce point est d’autant plus important qu’il s’est révélé fondamental
dans linterprétation du déphasage observé en sortie des interférométres neutroniques [104, 15].

Fic¢. 5.5: Diagramme spatio-temporel d’un interférométre atomique de Ramsey-Bordé symétrique
lorsque les interactions dans les séparatrices ne sont pas a résonance parfaite (il n’y a alors plus
d’effet Borrmann). A chaque séparatrice, le nombre de chemins atomiques est multiplié par 4. En
sortie, il y a 16 chemins atomiques cohérents et 120 contributions au signal de franges total.

Remarque finale : autres géométries usuelles

La modélisation établie au chapitre précédent, dont on a détaillé un protocole d’utilisation dans la
partie 5.1, s’applique a tout type d’interféromeétre atomique. Afin de l'illustrer, nous avons présenté le
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cas des interféroméetres de Ramsey-Bordé symétriques (dont une étude plus compléte reste a réaliser),
aujourd’hui trés largement utilisés en gyrométrie, en gravimétrie, en gradiométrie...

D’autres géométries sont également trés importantes, parmi lesquelles la configuration en fontaine
(avec deux séparatrices, voir la figure 4.14) utilisée dans les horloges micro-ondes, et la configuration
dite de "Ramsey-Bordé asymétrique” (avec quatre séparatrices, voir la figure 4.17) utilisée dans les
horloges optiques et pour la mesure de la constante de structure fine (via h/m). Si le traitement
des fontaines atomiques est relativement simple (on retrouve alors les différents termes du déphasage
exposés dans la référence [35]), celui des interféromeétres asymétriques est plus complexe, et il n’a
pas encore été réalisé & ce jour. Il serait néanmoins trés intéressant de poursuivre ’application de la
modélisation générale développée dans ce travail & ces interférométres atomiques dissymétriques, afin
d’évaluer les corrections d’ordre supérieur qu’elle implique sur leur déphasage de sortie.



Chapitre 6

Conclusion et perspectives

Ce travail a permis ’étude et la modélisation des différents éléments constitutifs d’un interféro-
metre atomique (séparatrices, zones sombres, source atomique et processus de détection), en vue non
seulement de sa modélisation globale, mais également d’une compréhension plus approfondie et com-
pléte des processus mis en jeu : évolution d’ondes matérielles pour un Hamiltonien quelconque, action
d’une séparatrice laser en présence de champs inertiels et gravitationnels, structuration dispersive des
séparatrices et effet Borrmann généralisé, présence d’invariants symplectiques...

En ce qui concerne la modélisation des interféromeétres atomiques, le résultat majeur est 'obtention
d’une expression analytique du signal de franges (complet, avec déphasage, contraste et amplitude)
valable pour :

— toute géométrie d’interféromeétre

tout type de source atomique ou moléculaire (thermique, froide, ultrafroide), et/ou tout
type de paquet d’ondes initial

— tout type de séparatrice, spatiale ou temporelle, pour laquelle ’approximation a deux ondes
est valide (séparatrice temporelle & deux niveaux effectifs, séparatrice spatiale en régime de

Bragg...)

— tous types de champs inertiels et gravitationnels (traités simultanément) dont le potentiel
représentatif est de degré au plus deux en position et impulsion (rotations, accélérations,
gradients d’accélération, ondes gravitationnelles...), les termes d’ordre supérieur étant, par
conséquent, accessibles de fagon perturbative (essentiel pour les expériences dont I’objectif
est de mesurer la constante G (projet MAGIA par exemple [67]) ou effet Lense-Thirring
[projet HYPER [76]])

— tout type de détection

Grace a la modélisation des séparatrices en champs forts du chapitre 3, cette expression rend
également compte d’effets nouveaux comme :

— la structuration dispersive ayant lieu dans les séparatrices (sélectivité en vitesse transverse,
multiplication des paquets d’ondes en sortie, dispersion anormale et effet Borrmann géné-
ralisé...), et ce, pour tout paquet d’ondes atomique

— P’action simultanée de plusieurs champs inertiels et gravitationnels sur les séparatrices

Il serait désormais intéressant de tester la validité des corrections d’ordre supérieur de ce modéle,
en mettant en oeuvre la méthode pratique d’utilisation de la modélisation détaillée au chapitre 5.

Par ailleurs, signalons qu’un des facteurs essentiels d’amélioration de cette modélisation réside
dans le traitement des séparatrices laser. En effet, de nombreuses approximations sont couramment
réalisées pour obtenir une modélisation analytique des séparatrices : processus de relaxation négligés,

331
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état quasi-classique du champ laser servant de séparatrice, approximation des ondes tournantes, ap-
proximation dipolaire... Il serait donc opportun de reprendre les calculs du chapitre 3 pour identifier
les modifications auxquelles conduirait la prise en compte des effets jusqu’alors négligés.

D’autre part, la présente étude se limite aux séparatrices a ondes laser progressives (équivalentes),
alors qu’il est nécessaire d’aller au-deld de 'approximation & deux ondes si 'on souhaite pouvoir
rendre compte des séparatrices matérielles, ou plus généralement de celles fonctionnant en régime de
Kapitza-Dirac (voir partie 3.2).

Outre les modélisations réalisées, ce travail visait plusieurs objectifs théoriques.

Il a notamment conduit & une nouvelle méthode de résolution de ’équation de Schriédinger valable
pour tout Hamiltonien (dépendant ou non du temps), basée sur la théorie des opérateurs intégrales
premiéres et qui offre la possibilité de généraliser le formalisme ABCD a tout type d’Hamiltonien.

L’étude des séparatrices laser a également contribué & améliorer la compréhension de leur fonction-
nement en présence de champs inertiels et gravitationnels (généralisation du schéma d’évolution ttt),
ainsi que de leurs effets structurant et dispersif (effet Borrmann généralisé pour un paquet d’ondes
atomique de forme quelconque).

Enfin, plusieurs outils mathématiques, dont 'application n’est pas restreinte a 'optique atomique
(utilisation possible dans les domaines de la résonance magnétique et de 'informatique quantique par
exemple), ont été développés :

— méthode des états adiabatiques successifs
— méthode de I’élimination opératorielle

— utilisation d’invariants symplectiques pour résoudre ou simplifier certaines équations d’évo-
lution

Parallélement, il a été réalisé un travail de compilation et d’actualisation de résultats importants
susceptibles de contribuer a I’étude des séparatrices laser, par exemple au sujet des derniéres méthodes
de résolution exacte du probléme des séparatrices (théorie z (t)), ou encore des derniéres avancées
concernant le développement de Magnus.

A cet égard, rappelons qu’il serait intéressant de considérer expérimentalement des cas exactement
résolubles (avec des formes d’impulsion laser plus complexes par exemple), afin de gagner en précision
sur la modélisation théorique, quitte & perdre en efficacité lors de la séparation atomique expérimentale.

D’autre part, il apparait aujourd’hui nécessaire de mettre en évidence et de caractériser expérimen-
talement 'effet Borrmann, la structuration dispersive et les effets inertiels et gravitationnels présents
dans une séparatrice (d’autant plus si 'on considére des séparatrices & deux ou trois dimensions,
comme cela est suggéré dans [79]).

Il est également essentiel de caractériser avec précision I'influence des différentes sources atomiques
sur le signal de franges d'un interféromeétre atomique, et d’évaluer les éléments non-diagonaux de la
matrice densité initiale (en représentation impulsion) pour chacune de ces sources. L’utilisation de
sources cohérentes ne devrait d’ailleurs plus étre limitée & un usage démonstratif, mais entrer dans
une phase d’utilisation réelle comme sources des interférométres atomiques, avec le développement
d’outils de guidage et de séparation bien controlés et miniaturisés, ie avec le développement d’une
véritable ”optique atomique intégrée cohérente” (d’ou la nécessité de préciser et de controler la perte
de cohérence due aux couplages de la matiére a son environnement [miroirs, champs extérieurs...}).
Les progrés obtenus en sensibilité et en stabilité permettront alors d’envisager plus sereinement des
expériences spatiales de physique fondamentale (détection d’effets relativistes ténus, comme les ondes
gravitationnelles ou 'effet Lense-Thirring) ou appliquée (horloges atomiques et senseurs inertiels ultra-
stables pour la navigation).
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L’étape suivante consistera & développer une optique purement atomique, ol les sources seront
d’authentiques laser a atomes (amplification réelle d’ondes de matiére [238, 239, 240, 241]), et ou les
séparatrices seront issues, par exemple, de mélanges a quatre ondes matérielles.

Enfin, eut égard a I’évolution d’ondes de matiére en présence de champs extérieurs quelconques, il
convient d’examiner la pertinence de 1'utilisation des opérateurs intégrales premiéres, et d’appliquer les
résultats de la partie 2.4 & des Hamiltoniens plus que quadratiques (mais pour lesquels on connait une
solution analytique a ’équation de Schrodinger correspondante), afin de préciser le lien fondamental
entre fonction génératrice, propagateur et forme de la solution générale.

Un aspect complémentaire & cette généralisation du formalisme ABCD serait d’aller au-dela de
Iapproximation linéaire de la Relativité Générale. Un tel travail, récemment entrepris pas Bordé,
consiste & généraliser les équations du mouvement pour des effets relativistes traités en champ fort, et
& introduire une quatriéme dimension sous la forme d’un temps propre, comme variable conjuguée de
la masse.
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Annexe A

Formules mathématiques utiles

Dans cet appendice, les lettres majuscules font référence a des opérateurs (plus particuliérement a
une famille finie d’opérateurs d’un espace de Banach munie de la norme ||...||) ou plus simplement &
des matrices carrées. Le signe™ indique la transposition, et il n’est pas indiqué sur les vecteurs.

La plupart des formules de cet appendice sont triviales ou faciles & démontrer et peuvent étre
trouvées dans les ouvrages généraux de physique. Les autres (en particulier les généralisations des
parties (A.5) et (A.6)) ont di certainement étre déja démontrées dans des traités de mathématique
ou de physique théorique.

A.1 Propriétés de ’opérateur trace

(en dimension finie)

Tr(AB) = Tr(BA)
Tr (/T) = Tr(A)
Tr(ABC) = Tr(BCA)=Tr(CAB)

e = Det (eA)
Tr(A) = In(Det (eA))
Tr <%.A‘1) _ % (In (Det (A)))
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A.2 Commutateurs

[A,B] = AB—-BA=—[B,A]
[A,BC] = [A,B|C+ BIA,C)|
0 = [A[B,C]+[B,[C, A]+][C,[A B]
[A,[A,B]] = A’B—-2ABA+ BA?
[[A,B],B] = AB?-2BAB+ B*A

(A+B)? = A2+ AB+ BA + B?
= A*4+2AB+ B?-[A, B]

A.3 Commutateurs avec les opérateurs canoniques

—

On pose ici : T :=Top et P = Dop
7. (7P = iV f
e
[P, f (7, P)] = —ihV=f
[w. 7, 0. P =ihw. v

[7CT, 7. T] = 25hTCT

[PD7,w. 7] = —2hwDT

[7C7, 7DP] = 2ih(7CDP + pDCT)
= 4ih 7 CDFJ + 2h*Tr (CD)

A.4 Intégration d’équations matricielles ou opératorielles

Définition de I'opérateur de Dyson

L’opérateur de Dyson, ou d’ordonancement dans le temps, 7 est défini tel que :
t
Xt)=T <exp </ At dt')) Xo
to

d
X =AMX
dt *)

soit solution de I’équation :
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Expressions de ’opérateur 7 et propriétés

T (eftto A(t/)dt/) = H exp (A (t;) dt;)

dt;—0
= H (1+A(tj)dtj)
dt;—0
t t pt
= 1+/ A(t’)dt/+// A)A@R")dt'dt" + ...
to to to
t

t
= 1+ / A(t)dt' + / A" A () dt'dt"” +
t to Jt/

0

ou le passage de I'avant derniére ligne a la derniére s’effectue grace a la propriété suivante (résultant
de l'identité des domaines d’intégration) :

t t t
/ dt’ / dt"A(t")A(t) = / dt" / dt' A (t") A(t)
to t! to to

/ dt’ / dt"A (') A (t")
to t
Cette propriété conduit également a :

/t /t (¥)], A (¢")] de'dt” = /t /t ! [[A),A(t")],A(¢)] dt'at”
</t:A(t/) dt/)z - /t /t ")+ A (") A(t)] dt'dt”
</t:A(t/)dt’> B. </t0 ) /to/t ) B.A(t") dtdt”+/to/t (t') dt'at”

Quelques autres expressions de 'opérateur 7

1. Méthode de Magnus [169] :
T (effo A(t')dt’) _ Q) (A.1)

avec (voir la partie 3.4.3 pour le développement itératif et la formule explicite & tous les ordres) :

t
Q) = / At a' + / / A(t")] dt'at”
to to Jt
_l’_l /t/ /tn //)] A( ///)] dt dt//dt/ll
6 Jio Jto Jt 7
+1 /t/ /t// //) A(///)]] dt dt”dt/”+
6 Jiy Jio Jt ’

2. Méthodes de Fer [170, 171] (symétriques ou non) :
T (o O1) = R0 R0

51t 52(8) | o52(t) oS1(t)
L) Ti() JT2(t)
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3. Méthode de Cayley [172, 171] :

T (e A0 <1 - %c (t)) - <1 + %c (t))

Autres équations matricielles

L’équation :

—X=A(t).X
I (t)
a pour solution :
¢
X(t)=T <exp </ A(t) dt’)) Xo
to
De méme, I'équation :
d
%X = X.A(t)

a pour solution (ou le signe™ indique la transposition) :

—_—

X () =Xo0.T <eXp < /t : At dt/))

Il faut en effet faire attention a :

P

r{on () 7 o 3005
(e a00)) 47 (on(- [ 009)

d
ZX = A(D).X+X.B()

et :

Enfin, ’équation :

a pour solution :

—_~—

X(t)=T <exp < /t: A(t) dt/)) Xo.T <exp < /t : B() dt’))



A.5. COMMUTATEURS ET EXPONENTIELLES DE MATRICE 339

A.5 Commutateurs et exponentielles de matrice

B+ (A.2)

A —A
Be ' =B+[A B+

w,](mm ;mmmwn)&

De mém
erf (B et =f (eA.B.e_A) (A.3)
Exemple :
eA B o= A — (BHAB+5[AAB]+...
— Généralisations :

T(exp(/;“ i) (T(xp(ftfﬂ >dt>))_l
::B+/ ﬁ+//’ J drar” +.

o)
([ [ [ s e ) (o0
De méme, on a aussi : (attention 4 Tordre des commutateurs)

Clelfoms)) arelfons)
::B+/ ﬁ+// ([B, At )] dtdt” + ..

ou :

dt’)
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A.6 Formules de Glauber et de Baker-Campbell-Hausdorff

Formules de Glauber et application

A partir du développement de la fonction exponentielle, on peut obtenir toutes sortes de formules,

semblables & celle dite de Glauber :

A+B _ oA B —3IAB] ,5([A[AB]-2([A,B],B]) (A.6)
eA+B _ A B—3[ABI+§([AAB]-3([AB],B])+...

ATB _ A o—3[AB] ,5(AJABI+[ABLB) B

— Application :
(T TG T poite) i@ i b (s @) (A7)
_ 61?.771,’ 67'( b pop—&-c—l—%? 7)
Ezxzemple :

ei?'m R ez‘?.(Arop Bpop/m+€)

—_—
zk ATop ezk .Bpop/m €Z<k &+ 5m

— Généralisation :

(oo [ 1505 1010))
- e[ 20 >>T<exp</toB<f>dﬂ>>

0
t t

<1+/tt /ttl B (t") —i—B(t’)A(t”)]dt/dt”—/tOA(t’) dt'. /tOB(t’) dt/+...>

0 0

Formules de Baker-Campbell-Hausdorff

eA B — A+B+5[ABl+5 ([A[AB|+[[A,B],B])+...

A B _ B oA [AB-3([A]AB]~[[A,B],B])+..
olAB1=3 ([A[A,B]|-[[A,B],B))+... ,B ,A

— Application :



A.7. DERIVATION D’UNE EXPONENTIELLE DE MATRICE

A.7 Dérivation d’une exponentielle de matrice

(o) = o (g ) ] ]+

_ <,'4 +% [A,A] +% [A, [A,AH +> AW

£ AeA)
— Application :

d [ i(@ )73+ T () Fote(t))
ai e

Exemple :

dt

qui conduit & l'expression du désaccord généralisé de la partie 3.3.

A.8 Fonction §

— Définition :

0(z):= P ( Heavyside () )

0(7):=0d6(x)d(y)o(z)  en coordonnées cartésiennes

— Propriétés :

/a+ef(x)5(x—a)dx:f(a) pour €>0

4 (T R0) = o T (? A i T e+ (A

341
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A.9 Intégrales Gaussiennes

/d (VT,V> e VIAY — N [det (A)] 7!

ou :

— v est un vecteur & N composantes complexes (vJr est son complexe conjugué)
N

—d(vl,v) =[] d(Re(v;))d (Im (v;))
i=1

— A est une matrice N x N complexe dont la partie hermitienne ( ie (A + AT) /2) est définie
positive.

— Propriété :
/ d(V*,V) e VI AVEWIVIVIW N (et (A)] L eV AT

pour w et w' deux vecteurs & N composantes complexes.

— Application :

ol A est une matrice 3 x 3 complexe dont la partie hermitienne ( ie (A + AT) /2) est définie
positive.

A.10 Translations et représentations position et impulsion

— Représentations canoniques :
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— Translation d’impulsion de +7@ :

et T | P) = |7+ @)
(P |en 7 | opg) = 9 (P =) (A.10)
= o((P - @) - m)
= (P - (P +@))
= P (7P) A& une phase pres

(ie translation de 'impulsion centrale de +7a’).
Pour un paquet d’ondes Gaussien |¢ (7¢, pg)) du type :

(T 10 (78, 7)) = — e BP0 X5 (77— 7)+

~ et (Xo)

on obtient ainsi :

S
al
Il
AS)
=i
—
!
|
~—

(A.11)

(ie translation de la position centrale de —?)

Ainsi, pour le paquet d’ondes Gaussien précédent | (75, Dg)), qui s’écrit en représentation | p’) :

7o —))> = ;e_ﬁ(T}_I)-O))Xoyoil(ﬁ—p—o’)—/—jr-o’,ﬁ

P le(T o)

[e=)
(=]

on obtient :

—

et TP o (75, 7%)) = |v (7 - 7. 7%))

Remarque : Combinaison des deux types de translation pour le paquet d’ondes Gaussien pré-
cédent :

A== i3 = i— (= _ T —
f T ot T | (75 7)) = ef (V) o (7 - T 5+ )
et :
A 5 i R —
I T | (75, 59)) = e | (76 - T B+ @) )
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— Formule de Taylor vectorielle :

F(r+7) = (™
¥

f) (A.12)

. <1+?.V_T?+%<?’.V_Ti>2+ )(f(?))
” <1+3’.vf+g—!2AT+ ..)(f(?’))

A.11 Matrices de Pauli

— Propriétés :

1. — ?7 —
e 7 =cos(||@|)+i Kl sin (|| @’[])
A.12 Rotationa 3 D
— Générateurs infinitésimaux
00 O
Jy = 0 0 —1¢
0 7 0
0 0 1
Jy = 0 00
-3 0 0
0 — 0
J = i 0 0
0 0 O
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— Propriétés :

[z, Jy) = 1,

el = 14 17% sin [0] + (27i> (1 —cos[f])

0
u2+(v2+w2)cos[0] uv(l—cos[6]) + wsin[f]  uw(l—cos[f])  wsin[6]
02 02 2 ]
uv(l—cos w sin v2+ (w2 +u?) cos[d vw(l—cos u sin
- (cosfo)) _ wsinfo +( K ) cos(e] (—cosld) 4 usinf] (A.13)
uw(1—cos[d]) + vsin[f]  vw(l—cos[d])  wusin[f] w2+(u2+v2>cos[0]
62 0 62 0 62

avec :
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Annexe B

Propriétés des matrices ABCD

Les matrices ABC' D vérifient I’équation de Hamilton suivante :

<gg>:<38 %D(ég) (B.1)

et s’écrivent par conséquent sous la forme :

- (B Be) (o (6 (o 2)))] o

avec l'aide de l'opérateur 7 de Dyson (voir appendice A).

Ces matrices d’évolution ont de nombreuses propriétés, dont la plupart découlent de la structure
symplectique de la mécanique Hamiltonienne (certaines des propriétés établies ci-dessous ont également
été démontrées par Guillemin & Sternberg dans [98]).

On peut en effet montrer que les solutions des équations de Hamilton appartiennent au groupe des
transformations symplectiques de I’espace des phases V (V := RS dans notre cas). Ces transformations
S sont définies comme les transformations linéaires de I'espace V dans lui méme (transformations de
coordonnées de R®) qui laissent la forme symplectique w invariante, ie telles que :

w (Su, Sv) = w (u,v)

quelque soient u et v appartenant a V.
On peut également montrer qu’il existe une base de V dans laquelle cette forme symplectique w -
forme bilinéaire antisymétrique et non-dégénérée de V x V dans R - s’écrit :

w (u,v) =uJv

avec

e < _OI é) (B.3)

ou le signe ~ désigne la transposée, et ou I est la matrice identité (matrice 3 x 3), qu’on notera
simplement 1 par la suite.
Par exemple, avec :
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on obtient :
w(u,v) =79 — .7

Une transformation symplectique S vérifie donc :

SJS=17

Dans notre cas, ce résultat implique que la matrice

mew=(2in i )
vérifie :
MIM=]
ie :

A C 0 1 A B\ ([ AC—-CA AD-CB\ [ 0 1
B D -10 ¢ D) \ Bc—-DA Bp-DB ) \ -1 0

qui conduit aux propriétés suivantes :

AC symétrique
BD  symétrique

AD - CB=1

Ces propriétés nous permettent alors de trouver la matrice inverse (& gauche) de M (¢, o)

(65) (% 7)

qui, du fait de I’égalité des inverses & gauche et a droite, implique que :

AB symétrique
CD  symétrique

AD - BC =1

De plus, les solutions M (t,tg) étant réversibles dans le temps, on a le résultat :

[M(t,t0)] ! = M (to, 1)

qui se traduit par :

(B.4)

(B.5)

(B.6)

(B.7)

(B.8)



[ Dito.t)
B _6 (tﬂvt)

~B (to,t)
;{(tOvt)

)
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(B.10)

Toujours en utilisant les propriétés de groupe des solutions M (¢, tg), on montre de méme que :

M (t,t) M (¥, t0) = M (¢, t0)
qui se traduit par :
A (t7 t/) A (tla tO) + B (t7 t/> C (t/a tO) =A (t7 tO)
At t').B(t',to) + B(t,t') .D (t',t0) = B (t, to)
¢ (t7 t/) A (t/7 tO) +D (t7 t/> C (t/a tO) =C (t7 tU)
C(t,t").B(t',to) + D (t,1').D(t',t0) = D (¢, to)

(B.11)

D’autres propriétés découlent simplement de la définition B.1. En effet, on peut montrer que les

matrices suivantes :

DB™Y | B7'A | Ac! |,

Cc'D

et leur transposée obéissent a la méme équation différentielle, et qu’elles vérifient les mémes conditions
initiales. Par conséquent, on obtient les propriétés supplémentaires :

DB™!
B71A
AC1
C~'D

symétrique
symétrique
symétrique
symétrique

dont on peut se servir pour montrer la symétrie des matrices suivantes :

AD

DA

CB

BC

symétrique
symétrique
symétrique
symétrique

(par exemple AD = AC71CD est symétrique car AC~!

Remarque sur la nullité de la matrice C :

forment un groupe, nous obtenons également le résultat suivant :

vy=0 & C=0

et CD sont symétriques).

(B.12)

(B.13)

Du fait que les matrices triangulaires par blocs

(B.14)
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Cas particulier d’'un Hamiltonien indépendant du temps

—

)

Dans ce cas, ie lorsque «, v, g et ? sont constants (avec § = 1), les matrices ABCD (et ?,
s’écrivent sous la forme :

(F) -0 (3)

en fonction de 'exponentielle de la matrice I :

Lorsque I' est inversible :
det (a® —7) #0
on peut écrire simplement sa matrice inverse :
-l = ( (@®=7) e —(a?=7)" )
1—a.(a? - ’y)*l o a(o? - ’y)*l

et obtenir ainsi une expression trés pratique pour & et ¢.
Par exemple, lorsque f = ﬁ, on obtient :

= (B.afA+1).(oz2f’y)71.?’
? = (D.a—a—C’).(oﬂ—'y)fl.?

|

Ces expressions peuvent s’écrire sous une autre forme en utilisant la propriété :
(eF.T . 1) 1‘171 — 1'171 (eF.T . 1)
qui conduit entre autres a la relation :
-1 -1
(oz27'y) (a.B—=D+1)= (B.ozfAJrl).(onf'y)
. . —
et, par conséquent, & I’expression suivante de & :

?:(QQ—W)_l.(a.B—D—i—l).?

D’autres propriétés peuvent également étre déduites d’égalités du type :
(eF.T . 1) =1 (eF.T . 1)
(avec n entier positif).
Par exemple, avec n = 1, on obtient les relations :
aA+C = Aa+ By
aB+ D A+ Ba
yA+aC = Aa+ Dy
yB+aD = C+ D«



Annexe C

Développement de Taylor des matrices
ABCD

Dans le cas d’un Hamiltonien H.,; indépendant du temps, on peut donner une formule explicite
aux matrices ABC'D, comme cela est détaillé dans 'appendice D. Néanmoins, il est souvent plus
intéressant - et moins fastidieux - de ne considérer qu'un développement de Taylor de ces matrices
(développement en puissances de £, a. (t — to) et 7. (t — to)?).

Lorsque 8 =1, les premiers termes du développement des matrices ABCD deviennent alors :

1 4+ o7 + (oz2+’y)T72 + (a3+2a’y+’ya)€—!3 + (0z4—i—30z2’y—i—20ryoz—i—’y042—l—’y2):Z—;1

A(T) =
+ (0® + 403y + 3a%ya + 20v0% + ya? 4 209* + 2vay +72a) T5—? + ...
(C.1)
T + oT? + (3oz2 +7) :g—? + (4a3 + 20y + 27y0x) %1 + (5a4 + 302y + daya + 3ya® + 'yZ) T5—,5
B(T) =
+ (60° 4 40Py + 60’ ya + 6aya? + 4y 4 2a9* + 2yay + 29%a) :g—? + ...
(C.2)
2 3
VT + (ay+va) L% + (aPy+aya+va? +42) L
c(T)= (C.3)
+ (a3'y + a?ya + aya? + yad + ay? + 2yay + 'y%z) 2—? + ...
1+ ol + (a?+47) %2 + (a®+ ay + 27a) g—? + (a* + a?y 4 207a + 3va? +7?) 2—?
D(T) =
+ (0® + a3y + 202ya + 3aya® + 4ya? + ay? + 2yay + 27%a) T5—,5 + ...
(C.4)
Remarque : On vérifie bien que D (T) = A(=T), B(T) = —B(-T) et C(T) = —C (-T)

(voir I'appendice B), et on fait surtout attention au fait que D (T") # A (T).
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— Expression de ? et E’ :
A partir de 'expression de ? et ? :

(5)-rea( )

pour un tel He,; indépendant du temps, il est facile d’en obtenir le développement de Taylor. Lorsqu’on
.1 ) . = . .
ne considére que l'effet de g" (ie f = 0), on obtient ainsi :

()= (B(T).a—[AT)~1).(a® —9) .7

avec :
(B(T).a—[A(T) —1]). (a* — ’y)_l = %2 + oz%3 + (302 +17) %1 + (403 + 20y + 27a) T5—,5
+ (5044 + 3a2’y + darya + 37012 + ’yz) jé—f
+ (6045 + 4a3’y + Gozzfyoz + 6oz’yo12 + 4’ya3 + 204’y2 + 2vary + 2’yza) TTT + ...
(C.5)
et :
b (1) =(D(T)-1].a=C(D).(a*—v) .7
avec :
—1 2 3 4
(D@ ~1].a-C@D).(a2=7)" = T + o + (2+7) L + (&P +ay+270) L7
+ (oz4 + azfy + 2aya + 3’yo¢2 + 72) T5—,5
+ (oz5 + oz3’y + 2a2’yoz + 3047012 + 4’ya3 + a’y2 + 2vary + 27204) %f + ...
(C.6)

~ Expression de 1 —2A(T) + A(T+T") , —2B(T)+B(T +T") et —2& (T)+ € (T +1T") :

Ces expressions interviennent dans I'expression du déphasage global (voir la partie 5.2 par exemple)
et s’obtiennent directement a partir des expressions ci-dessus (en fonction de la différence 7" —T') :

1-24(T)+A(T+T) = (+7)T° + (4207 +7y2) T? + ...

+(T"=T) .Ja+2(@+7)T+2(a’ + 20y +7a) T? + ...]
+(T’7T) . %(a2+'y)T+(oz3+2a’y+'yoz)T+...
+...
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—2B(T)+B(T+T') = 22T° + (3> +7)T° + g(2a3+ory+'ya) T + ...

+(T'-T) .[1+4aT+2(3a2+7)T2+§(2a3+a~y+7a)T3+..}

+(T’7T)2 . [a+ (3a2+’y)T+2(2a3+a'y+'ya) T2+...]
+...
2EM+E(T+T) = {TQ + 2aT? + 1—72(30z2+’y) T + %(2&34—&7—1—7&) T +] 7

+(T'-17) . [2T+4aT2+§ (30% +7) T3+§ (20® + ay +7a) T4+..} g

r_ 2 1 2 2 2 3 3 —
+(T'-7) .[2—1—204T+(30z +7)T +3(2a +ay+ya)T —i—..}.g
+...
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Annexe D

Matrices ABCD pour H.,; indépendant
du temps

Cet appendice montre comment la théorie des matrices [242] permet d’obtenir explicitement chaque
terme des matrices ABC D, lorsque ’Hamiltonien H.,; est indépendant du temps.

En effet, lorsque Heyt est indépendant du temps, les matrices ABC'D (et ?, E)) s’écrivent sous

la forme :

( %Eiig; ) =t (P ) < ! ) (D.1)

en fonction de ’exponentielle de la matrice I :
r— ( a 1 )
v o«

Pour obtenir I'expression de chaque élément des matrices ABCD, il est donc nécessaire de savoir
transformer 'exponentielle de I'. (¢ — o) en une matrice 6 x 6 explicite.
On peut alors le faire en écrivant I’exponentielle sous forme d’un développement infini :

qui est une matrice 6 x 6 réelle.

_ [T (t— to)]™
JTo(t—to) _ Z[ ( - )]
n=1

et en obtenant ainsi chacun des éléments voulus sous forme d’une somme infinie. Cette approche est
la plus utilisée du point de vue de la modélisation des interférométres atomiques, car on considére
souvent des effets inertiels et gravitationnels tels que o (t —to) et 7. (t — to)? soient de norme trés
inférieure & un. Le développement précédent est alors vu comme un développement perturbatif, dont
on ne conserve que les premiers termes (voir I’appendice C).

Cependant, lorsque les champs extérieurs ont un effet important sur les ondes atomiques (rotations
rapides, forts gradients d’accélération lors de chocs violents, temps de vol longs...), ces développements
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ne sont plus valables, et il est nécessaire de tenir compte de tous les termes des développements infinis
précédents, & moins de pouvoir obtenir une expression analytique de ces matrices ABCD. Nous allons
voir que c’est le cas grace a certains résultats de la théorie des matrices. Plus précisément nous allons
montrer comment transformer I’exponentielle de la matrice I'. (£ — ¢p) (matrice 6 x 6) en une matrice

6 x 6 d’exponentielles.

La démarche est la suivante : on commence par exposer rapidement les formules qui permettent de
passer d’une fonction de matrice & une matrice de fonctions, on applique ensuite les résultats obtenus

au cas particulier de I'exponentielle de la matrice I'. (t — tp).

D.1 Quelques résultats de théorie des matrices

Dans le cas général, si I' est une matrice (n X n, ol n est un entier) et f une fonction quelconque
(par exemple : f = exp), et si 'on désire exprimer f (I') sous forme d’une matrice ezplicite (ie dont
Pexpression de chaque terme est connue), trois étapes sont nécessaires (pour plus de détail, se référer

A [242]) -

Calcul des valeurs propres et du polynéme caractéristique de I' :

Les valeurs propres \; de la matrice I' sont les racines du polynéme caractéristique A () :

A(\) : =Det(A\—T)

= A=)t A=) (A=)

ou :

sl+s2+...+sp=n:=dim()

Polynéme minimal de T :

Définissons la fonction ¢ :

_AN-AW)
o(\v):= -
et la fonction de matrice p :
p(A) =35 (AT)

p (A) peut alors étre toujours étre divisée par un polynéme du type :

A=)t A=) (A=)

ou 0 <tz < st pour chaque ¢ .
Considérons maintenant la valeur maximale de ¢ :

Ut = thmax

et définissons le polynome suivant :

A1 (N) = (A= A)" (A= )" (A= AP
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Le polynéme minimal de I" est alors défini par la relation suivante :

YN = % = A=A N = )T (A = NP

Il convient de remarquer que :

si I" posséde n valeurs propres différentes (i.e. p=n ).

Formule fondamentale :

Pour toute fonction f et toute matrice T',on peut écrire f (T') sous la forme :

FO) = FO0)ZE+ FD ()22 4ot fEI0D (A) Zgt et
FF(Ae) Zh 4 F D (Ng) Z2 + .+ 02702 (N Z52 vl
+f(Ap) .Z; + f(l) (Ap) ,Zz + .+ f(sp*up) (Ap) ‘Zzszpfup+1

ot les coefficients Zij ne dépendent pas de la fonction f, mais uniquement de la matrice
I.

Par conséquent, en remplacant f par des fonctions simples (du type A — 1, X — Ay, (A — )\1)2 ..

on peut avoir acces aux coefficients Z7 (souvent aprés avoir résolu un systéme linéaire).

Dans le cas particulier de 'exponentielle d’une matrice I'.t, on obtient ainsi :

e o= (Z] + Zit+ .z sl A
+...
+(Z) + Z2t+ . Zgpm L g upm L) At
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),

De plus, si I a n valeurs propres différentes A1, Ag, ..., A, , expression précédente devient égale & :

avec (pour tout 7) :
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D.2 Application au calcul des matrices ABCD

Appliquons les résultats précédents au cas particulier de I'exponentielle de matrice :

oLt
ou I' est la matrice suivante (traduisant l’effet d’'un Hamiltonien H,; indépendant du temps) :
r— < a 1 )
v o«
La premiére étape consiste & calculer le polyndéme caractéristique de I" :
A (X) = Det (' = \)

qui peut en fait étre exprimé comme le déterminant d’une matrice 3 x 3 :

A (N) = Det ((a —\)? - ’y)

On remarque alors que A (\) est paire :

du fait que la matrice « est anti-symétrique :

a = —«

(on rappelle que la matrice v est liée au vecteur rotation o par la relation . @ = ~0 x W, pour
tout vecteur ).
Par conséquent, A () est un polynéme d’ordre trois en A := A% | et 'équation A (\) = 0 est une

équation du troisiéme degré en A :
A3 + al.A2 +as.A+a3=0

ou les coefficients a; sont obtenus par la méthode de Faddeev [242] :

a : =-Tr (oz2 +7)

1 1
ar i =5 (Tr(a®+7))" = 57 ((o? +7)°) — 277 (o)
ag : = Det (oz2 — fy)

Finalement, les trois racines de cette équation du troisiéme degré sont données par la formule de
Cardan :

q 1/3 q 1/3 ai
b () (40
! g tH) Tk 3
1/3 x 1/3 T
o= (o) () g
B q /3 .4n q 1/3 awoaq
Ao = (5Hm) T (g o) e -
avec :
_ 2, (P?
po=n(3) +(5)
2
g
b = a2 3
as.a ai\3
¢ T 231”(31)
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et :

a; =202 —~

Il convient de souligner que :

1
2 _ 2 B 2 B 2
K= —Trar 7 (A —A9)" (A — A3)” . (As — Ay)
si bien que A1, Ag et A3 sont distints lorsque u # 0.

Par conséquent, si p # 0 et si A; # 0 pour tout i, les six racines de A (\) sont différentes :

Moo= /A
N - Vh-
do = /Ay
e = VA=
As = +/As
X3 = —vVAs=-X

Enfin, concernant les coefficients Z;, ils sont donnés par les relations suivantes :

(T2 —Ag). (T2 —A3) T+ X\
(Al — Ag) . (Al — Ag) ’ 2)\1

Zy = Z1(\M) =
Zy = Zi1(=M\)
et par celles obtenues en permutant les indices 123.

Finalement, pour toute fonction f, on obtient la matrice 6 x 6 suivante :

(P —A). (TP —Ag) 1 f0) = f (=) FO)+f(=M)
F = (AlAz)-(AlA?))')\l'(F'( 2 >+>\1'< 2 >)

ERHES ( () o (25
+EA3 _x)) & - B (r (L Y o, (L0021 O0))

qui conduit au résultat voulu lorsque I'on particularise f par la fonction exponentielle :

- (4 59)

_ (o) (o) 1
N ) )

(Ay — Ag). (Ap — A3) "\~
(T2 —Ap). (T2 —A3) 1

+ (= A1) (A —As) o’ (I sinh (Agt) + Ag. cosh (Aat))
(F2 — Al) (F2 - A2) 1

- (As — A1) . (Ag — Ag) A3 (. sinh (Ast) + Az. cosh (Ast))

On peut alors vérifier que cette expression redonne bien les relations du paragraphe 2.2.2, obtenues
dans les deux cas particuliers a = 0 et v = 0.
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Annexe E

Précision concernant I’expression de
He,+ pour le champ de gravité terrestre

Le but de cet appendice est de préciser le lien entre les termes de 'Hamiltonien He,; (défini dans
la partie 2.1) et les parameétres du potentiel gravitationnel de la Terre. C’est une illustration du type
de probléme susceptible de se poser lorsque 'on cherche a appliquer les diverses formules du signal de
franges établies aux chapitres 4 et 5 (voir le point n° 8 de la partie 5.1).

Plagons nous dans le référentiel cartésien dont 'origine est prise égale au centre de rotation de
la Terre, et dont 'axe z est suivant un rayon terrestre (celui qui transperce le centre de la premiére
séparatrice d’un interféromeétre atomique par exemple). La force de gravité s’écrit alors, au point R,
comme :

F=-lm

ol u; est un vecteur unitaire radial (attention w,; est différent de w;), le potentiel associé devient
alors :

. GmMT

Viran (B) = =7

car 1l vérifie :

_—
F = —grad (Vgray)

Plagons nous maintenant au voisinage du point ?T défini par :
. 0
Rp = 0
Ry

(ot Ry est la valeur du rayon terrestre), et développons le potentiel de gravité & 'ordre 2 en ! :

X
?::ﬁ——f: Y
7 _

w8
I

Rr

1Ce calcul peut également étre effectué avec Iexpression de la force gravitationnelle.
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Nous obtenons ainsi :
GTTLMT
\/(RT+z)2+sc2+y2

B GmMT- 2\ 2 z \? Y 2
- Br <1+RT> +<RT) +<RT)

Voraw (R) = —

Rr | R ° R B R 2Ry

ie :

=
Vgraw (R) =m@ .Rpr —mq. T — %m?.’y.? —
avec :
0
? = ()
g = _GMp
g - R%
le vecteur usuel de gravité uniforme, et :
9
Rt
— 9
Y= Ry
9
24

le gradient de gravité au voisinage du point R?

En ce qui concerne la forme de ce potentiel dans I’Hamiltonien quantique H,,; de la partie 2.1, on
peut choisir de se placer dans le référentiel dont 1'origine est située en :

. 0
T = 0
Ry
ce qui conduit & :
= 1
Vs (B) = 9T — G5 — Sy -

mais dans ce cas, le potentiel dii & la rotation de la Terre devient égal & :
— =
Vot = = 0. [ (B +733) % g

et un terme linéaire en po, apparait dans He, (le parametre 7) n’est alors pas nul).
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0
On peut également se placer dans le référentiel dont l'origine esten | 0 | (ie au point appartenant
0
al’axe de rotation terrestre et a la direction de la force de gravité), et exprimer les potentiels précédents
grice a 'opérateur :

— D
Gop ‘= Ry + Top

(opérateur position translaté de }?T)
On obtient ainsi :

et :

ie :

ou le terme constant :
1
cst = Zm?’]TT — §mR—T)’y]?T

peut étre éliminé car il n’est pas physique (définition du potentiel a une constante pres).
On obtient finalement un potentiel de gravité du type :

— = 1, = ~ —
qurav = —Mgcor-op — 3MYGop-7-dop

avec

le vecteur de gravité corrigé de —'y.}Tf.

C’est dans ce deuxiéme référentiel que I'on se placera préférentiellement par la suite, et que 'on
calculera I’évolution des paquets d’ondes atomiques et le déphasage interférométrique (voir par exemple
la partie 5.2 et la référence [81]).

Remarque :

Comme on I’a déja dit, le potentiel est défini & une constante prés. Si 'on veut garder, dans
Pexpression de Vgrqy, les vraies quantités gravitationnelles (ie g° et pas geor), on peut toujours ré-
écrire Vyrqp sous la forme :

—

—
Vgrav = —mG .G — m <q-p> - RT) . (q'; - RT) .




364ANNEXE E. PRECISION CONCERNANT L’EXPRESSION DE Hgx1 POUR LE CHAMP DE GRAVITE T



Annexe F

Modélisation des séparatrices pour
paquets d’ondes incidents quelconques

Dans cet appendice, nous détaillons la modélisation aboutissant aux résultats exposés au para-
graphe 3.6.4, ie la modélisation de l'effet d’une séparatrice laser temporelle (avec impulsion laser
uniforme et constante pendant la durée 7) sur un paquet d’ondes atomique Gaussien (probléme de
Rabi libre, ie sans champ inertiel, ni gravitationnel).

Le cadre d’étude et les notations sont ceux du paragraphe 3.6.4.

F.1 Présentation de la modélisation

Comme nous I'avons déja dit (aux paragraphes 3.6.2 et 3.6.3), la distribution en impulsion solution
du probléme de Rabi libre est différente de la distribution du paquet d’ondes atomique incident. Elle
est en fait structurée en plusieurs paquets impulsionnels, dont les impulsions centrales et les largeurs
sont différentes de celles du paquet d’ondes initial (voir les figures 3.27, 3.29, 3.30 et 3.31).

Lorsque le paquet d’ondes incident posséde une largeur en impulsion extrémement fine, on a vu
comment on pouvait avoir acces aux différentes caractéristiques des paquets d’ondes formés (impulsions
centrales, vitesses de groupe, matrices de largeur...voir le paragraphe 3.6.3). La méthode était simple :
on prenait simplement des développements limités autour de I'impulsion centrale initiale pg, que
I’on tronquait & P'ordre deux, et que 'on exprimait sous forme exponentielle. On obtenait ainsi des
Gaussiennes (modélisation Gaussienne), ie des paquets d’ondes ayant la méme forme que le paquet
d’ondes incident, et il était facile de les comparer.

Dans le cas général, on ne peut pas faire de développement limité comme celui-1a, et il faut, en
toute rigueur, considérer les solutions complétes du type :

;'2 sin [Qm'm} a (P, t)

1+y+ (p))

(pour I'amplitude de transition a — b) ou a (7P, %) est le paquet d’ondes incident (initialement
dans ’état a). Il est alors possible d’effectuer une étude numérique de cette distribution complexe, et
d’obtenir ainsi la structuration en paquets d’ondes souhaitée.

Cependant, on a déja souligné a plusieurs reprises qu’il est important d’avoir des solutions ana-
lytiques pour pouvoir inverser les signaux détectés (en interférométrie par exemple), afin de pouvoir
identifier 'effet & mesurer. Il est par conséquent nécessaire d’obtenir une modélisation analytique per-
formante (au sens ou elle rend compte avec justesse de la structuration précédente) des séparatrices.

365
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Plusieurs raisons nous poussent alors a choisir une modélisation Gaussienne, ie une modélisation
des paquets d’ondes formés par des fonctions d’ondes Gaussiennes.

Premiérement, gardons a 'esprit qu’il est important d’avoir une modélisation compatible avec la
modélisation des paquets d’ondes détaillée au chapitre 2 (évolution de paquets d’ondes quelconques
grace a l’étude de paquets d’ondes Gaussiens par la méthode de la fonction génératrice, voir 2.3.2).
Ainsi, il est judicieux de conserver la forme Gaussienne du paquet d’ondes incident, d’autant plus
lorsque plusieurs séparatrices se succédent (comme en interférométrie atomique).

Deuxiémement, on peut modéliser 1’essentiel de la structuration précédente en termes de paquets
d’ondes Gaussiens : les modifications d’impulsion centrale, de position centrale (liée aux vitesses de
groupe), d’état interne (masse effective), de phase, d’amplitude et de largeur complexe en position et
impulsion peuvent, en effet, étre prises en compte avec ce type de modélisation (comme nous l’avons
vu au paragraphe 3.6.3).

Enfin, cette modélisation en termes de fonctions Gaussiennes généralise directement les résultats
du paragraphe 3.6.3, et nous permet ainsi de faire le lien avec le cas extréme qu’il décrit.

Nous adopterons donc la méme démarche qu’au paragraphe 3.6.3, & savoir, pour chaque type de
transition (u —— w ou u — v, u,v = a,b) :
1. déterminer les impulsions centrales des paquets d’ondes formés dans la séparatrice,

2. modéliser leur structure en impulsion sous forme de distributions Gaussiennes (complexes).

Bien stir, comme nous I'avons déja souligné, cette modélisation ne pourra pas rendre compte de la
sous-structuration en lobes secondaires (voir figures 3.30 et 3.31), et seuls les paquets d’ondes princi-
paux seront modélisés (un seul paquet impulsionnel wpy dans le cas des transitions avec changement
d’état interne du type u —— v, deux paquets impulsionnels wp; ¢ 2 pour les transitions sans change-
ment d’état interne u — u).

F.2 Cas des transitions avec changement d’état interne (a — b)

Dans ce cas, le terme & modéliser s’écrit :

\/117 sin [Qoﬁ /14 yﬂ s u (Yy,to)
+

avec :

w—wo —kp|/m—3 k(py —p))
Y+ (pH) - 290 - Qon

et ot u (y4,to) est le terme d’amplitude du paquet d’ondes incident Gaussien :

1 . 2
u (y+,t0) = exp [5 <y0+07y+> ]
Yy

Le cas b —— a se traite de la méme fagon, en faisant le changement :

Y4+ — Y-

Impulsion centrale et vitesses de groupe principales
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Pour déterminer I'impulsion centrale (et ainsi les deux vitesses de groupe associées) du paquet
d’ondes principal wpg, nous étudions la distribution finale en impulsion

u(ys to) /(/1+y%

de chaque état adiabatique :

1 .
u (y+7 to) e:l:zQ()T, /1—‘,—y%r
2¢/14+ 92

Celle-ci est représentée sur la figure F.1.

y0+:1

-6 -4 -2 Y. 2 4 6 8
v, (p+nki2)

F1c. F.1: Distribution finale en impulsion de chaque état adiabatique (en trait plein). Celles du pa-
quet d’ondes incident Gaussien et du filtre di au préfacteur sont égalements représentées (en trait
discontinu).

e Lorsque yo+ = 0, la distribution finale en impulsion est centrée en py| = py|, et par conséquent pyj|
est 'impulsion centrale du paquet d’ondes principal. Comme 394+ = 0, on peut déduire des résultats de
la partie 3.6 que les deux paquets d’ondes associés a ce paquet d’ondes principal ont méme trajectoire
centrale (effet Borrmann atomique) :

+i,5=0

e Au contraire, lorsque |yo+| > 1, la distribution finale est proche de zéro, et la séparatrice ne joue
plus son role. D’une fagon générale, il en est de méme lorsque le paquet d’ondes principal n’est pas
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issu du lobe central de la distribution sinc (ie lorsque la distribution en impulsion du paquet d’ondes
incident ne recouvre pas suffisamment le lobe central du sinc).

e Pour 194 quelconque, et a condition que le paquet d’ondes incident recouvre suffisamment le lobe
central de la distribution sinc, 'impulsion centrale est celle du paquet d’ondes

1
*U (y-l-?t(])

2
L+y (p)
et est comprise entre py| et py| (on rappelle que p, = %’—T‘S) : voir figure F.1.

Une des fagons d’approcher cette impulsion centrale est de I’approximer par 'impulsion p,,, don-
nant le maximum de la distribution finale. On trouve alors que p,| est la solution réelle de I'équation
du troisiéme ordre suivante :

y+ @y —wo) (L+y?) Jop =0

ou encore :

(ps =) + (poy —p) |1 +a (pgy —)*] o =0

k 2
@ <2on>

On peut alors résoudre analytiquement cette équation et trouver p,,.
Cependant, et comme nous 'avons déja dit, les séparatrices ne sont utiles que si I’on a au moins
I’une des conditions suivantes :

avec

— la distribution en impulsion du paquet d’ondes incident recouvre le lobe central du sinc

— po| est proche de py (plus précisément |yoy| < 4/ (m/Q7)? — 1)

Dans ces deux cas, le maximum de la distribution finale est proche de p,| (ie du maximum du

lobe central du sinc), et on peut ainsi négliger le terme (pS” — pm||)2 dans I’équation précédente. On
obtient alors :

_ ps| oy /oy
Pl = 1102

Cette expression est en fait celle de I'impulsion centrale du produit des deux Gaussiennes :

i)’ u (y+,to)

1

=+ u (y4,%p) oll on a approximé 1/4/1+y (pH)2 par sa partie
1+y+(pu)

ie celle du paquet d’ondes

Gaussienne

(développement autour de y; = 0 a l'ordre deux).

En effet, pour le produit de deux Gaussiennes on obtient :

+ __ojag N2
e*%(?*?l)2e*%2(P*P2)2 — efglz_az(pfpcentralefe 2(aq+ag) (pl p2)

avec :

a1p1 + a2p2
o1 + o

Pcentrale =
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Dans la suite, nous pouvons donc prendre comme impulsion centrale :

._ Psjtpoy/o}
Pe|| = 1+1(}a§ : (F.1)

méme si en toute rigueur il faut plutdt considérer la solution de I’équation du troisiéme ordre précé-
dente.

Une fois p, connue, il est alors simple d’obtenir les vitesses de groupe principales. Elles sont
données par :

et correspondent aux vitesses des paquets d’ondes associés aux deux états adiabatiques du paquet
d’ondes principal.

Modélisation

Dans le cas des transitions a — b, la distribution finale en impulsion

1 /

14+ y2

peut comporter de nombreux lobes. Nous ne modélisons ici que le lobe principal dont la largeur

est controlée essentiellement par le terme 1/4/1+ y4 (pH)Q, responsable de la sélectivité en vitesse
transverse vue au paragraphe 3.6.2. Il est & souligner que ce préfacteur est commun aux deux états
adiabatiques, ce qui n’est pas le cas des transitions sans changement d’état interne du type a — a
oubr—b.

On peut alors modéliser ce préfacteur 1/4/1 + y4 (p”)2 sous une forme Hermito-Gaussienne simple.

Etant donné la forme particuliere de la distribution 1/4/1 + yi qui est naturellement proche d’une

distribution Gaussienne, nous pouvons nous restreindre 4 une Gaussienne pure. On I'obtient en prenant
un développement quadratique en (" — p7) ot Pe est Pimpulsion centrale calculée auparavant, ou -
de facon équivalente - en (y4 — Yot ) :

ack (Yt —Yer )= 3ber (Y —yer )’

1 1
~ e
\/ 1+y% \/ 1+y2,
ol on a introduit les paramétres a. et b, qui peuvent étre trés différents des coeflicients obtenus dans
le développement limité de 1/,/1 + y?%, pris au deuxiéme ordre autour de y.4 (voir paragraphe 3.6.3).

Afin d’obtenir un paquet d’ondes final centré en pg, il faut que le paquet d’ondes produit :

1 9 _1 (y+*yo+ )2
exp |ac * (Y4 — Yot ) — §bc (Y+ —yes)| xe 2\ v
n’ait pas de terme linéaire en (y;+ — ye4 ), ce qui impose :

_ Ye+ — Yo+

2
Ty

Qc
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Pour 'autre paramétre b., la modélisation la plus simple est celle pour laquelle b, = 1, ie celle
correspondant au développement limité de 1/4/1 + yi a l'ordre deux en y,. Pour les valeurs usuelles

de p¢ et de oy, on observe que cette modélisation conduit au meilleur accord entre le paquet d’ondes
réel et le paquet d’ondes modélisé pour les lames 7. Par contre, dans le cas des lames /2, le coefficient
donnant le meilleur fit vaut : b, ~ 0.32 (en diminuant légérement lorsque o, augmente) :

|bc ~ 1. — lame 7r| (F.2)

be ~0.32 — lame /2

En fait, plus le temps d’interaction 7 augmente, plus ce paramétre est grand. C’est une conséquence
directe de la sélectivité en vitesse étudiée avant. La loi ”d’évolution” de b. vaut alors approximative-
ment :

7/2\?
e~ 16/ (14322
b 6/< +3907>

Signalons aussi que cette modélisation peut étre améliorée d’une fagon simple pour rendre compte
des lobes secondaires : en multipliant le paquet d’ondes modélisé par des polyndémes d’Hermite du
type :

* {1 - (y+/yj+)2}

ou les £y;4 sont les racines de la fonction sinc [Qoﬂ /1+ yi] :

. 2
Jm
Yj+ = (Q_OT> -1

et en modifiant convenablement le parameétre b..

D’autre part, en ce qui concerne la modélisation des exponentielles complexes, nous voulons faire
apparaitre explicitement les deux vitesses de groupe calculées avant. Pour cela, on peut décomposer
le paquet d’ondes principal wpg en paquets d’ondes fin (au sens du paragraphe 3.6.3) auxquels on

applique 'analyse du paragraphe 3.6.3. On aimerait ainsi pouvoir également écrire Qu74/1 + yi sous

la forme dun développement quadratique en (P — Do), oU P = ch?/lﬁ est 'impulsion centrale
calculée auparavant (et ainsi continuer a travailler avec des Gaussiennes complexes). Une fagon simple
d’obtenir ce développement est de considérer le développement limité en (" — P¢) vu précédemment :

— — 2
k. (P —pc) 1 k. (P —p)
V1 7Y = V14— L ¢ ‘

2 (1 4 y2)*?

Rigoureusement, ce développement n’est valable que pour des impulsions proche de P., ou bien il
faut le voir comme un développement en série entiére et considérer tous les termes au-dela du terme
quadratique. Cependant le terme linéaire rend bien compte des vitesses de groupe possibles, car ces

vitesses sont définies par la dérivée impulsionnelle de +€g,/1 + y%r prise en pg :

Wk
770 = Fh [V [ Qoy/1 772)| ="
g :Fh|:vp< 0 +y+(P)>L_g 1142 2m

Par contre, il semble logique que le coefficient 1/2 (1 + 92 +)3/ 2, qui est devant le terme quadratique et
qui modifie la largeur complezre en impulsion d’un paquet d’ondes fin, ne soit plus pertinent dans le
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cas de paquets d’ondes larges en impulsion. On peut donc modéliser /1 + y+ (?})2 simplement par le
développement :

— — 2

k. (P —pc) k. (P —pc)
1 —>2N 1 2 Ye c c
VIitu (F) ~ Ity - === 7 2% + coef ol

ou l'on a introduit le parameétre ” coe f” pour précisément mieux rendre compte de I'effet de :

exp [ﬂcmm/l oyt <7>2]

sur les largeurs complexes.

Ce que nous voulons, c’est obtenir le meilleur accord possible entre sin {Qo’ﬁ /14 yﬂ et

N — 2
: k(P —p) k(P — )
0 1 2 Ye c c
sin | Qo7 ¢ 1+ y2 =y 9mSlo + coef * ol

sur la plus grande plage d’impulsions possible autour de p.. En particulier, il est important d’avoir
un bon accord pour le lobe central du sinus cardinal, ie entre les lobes centraux de ces deux fonctions
sinus. En imposant alors 1’égalité de leurs premiers minima, on obtient un trés bon fit (voir figure F.2).

Sinus

0.5t

\A

Sinus modélisé

-0.5

0
y.(p+nki2)

Fic. F.2: Comparaison des courbes représentant la fonctions sinus du texte et sa modélisation.

Cette condition s’écrit :

Q c
3?%— Y/ 1+ yg - /_f_i_yg (ymin - yc+)

(ymin - yc)2

coefr1 =
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avec :

Q()T 2
min = e -1
i = (3577

pour le premier minimum & droite du lobe central, et :
Q T2 Ye
3#}% o 1+ yg - /1+y_g (*ymin - yc)

(_ymin - yc)2
pour celui & gauche. Finalement, le meilleur fit s’obtient pour la condition médiane (voir figure F.3) :

coef 1 =

coef+142rcoef,1 (F3)

coef =

Par conséquent, la modélisation considérée s’écrit :

: = A Yc LK
. A — i (p—p2 57/ | (P—P2 (P =pe). |+ T
e:l:ZQOT\ / 1+y2+ ~ eilQoT\/ 1+y2 e 3o (P —PC) [Icoef* 7/ 0} (7—p2) e h V1+y2 2

o les vitesses de groupe apparaissent explicitement (on a réintroduit la notation vectorielle pour plus
de généralité).

Finalement, on obtient une modélisation relativement simple (Gaussienne réelle pour la sélectivité
en vitesse et développement des exponentielles complexes (associées aux états adiabatiques) pour les
vitesses de groupe) pour rendre compte des deux paquets d’ondes adiabatiques wpg+ issus du paquet
d’ondes principal wpy :

+iQo7/1+y?2 _1(?_173)_ 4 ¥e h?T
eV tanm-m) bR | T 12 2"
2
VI+ye

) =
(P [(ﬂFcoef*T—ibc/Qo) ; /szo} (7—72)
€

WpPo+ (:l:’r-t;v ]TC)) = {

U (mvtO)

Et on peut vérifier le bon accord entre la distribution exacte et celle modélisée (voir figure F.3).

Remarque 1 : lorsque yor = 0, on a égalité entre Pe et pg et y. = 0. Dans ce cas, il n’y a
qu’une seule vitesse de groupe, et on peut alors étre tenté de ne considérer qu’un seul paquet d’ondes. 11
ne faut cependant pas perdre de vue que, méme s’il n’y a qu’une vitesse de groupe, il y a deux largeurs
complexes différentes lorsque y. = 0. Il y a donc bien encore deux paquets d’ondes distincts ¢ modéliser
dans ce cas.

Remarque 2 : pour un paquet d’ondes incident non-minimal, ie pour lequel on a :
1 (ys —yos ), 1
u (y+,to) = exp [5 <7 +ispr (s — yor)?
Oy 2

avec | réel, il faut également ajouter un facteur multiplicatif & la modélisation de Ty

xe 1 (Ye—y04)

afin que le paquet d’ondes modélisé ait bien la bonne impulsion centrale p.. C’est la méme démarche

2
que celle suivie plus haut pour la partie linéaire du terme réel exp —% (%) ] .
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; _ o} - Différence ]
1 Qr=7/2
g oo des deux
Yor = courbes
o QO ¢
O 8 o =
0.8 .2 < —_ y i
o X o
=
g9 °
0.6 1 o5 § 1
S2 £
S 2 £
=5 g
0.4 r = = |
4
A £
0.2 i
/j \\ /
0L _ o _ - 5 - B
-7.5 -5 -2.5 2.5 5 7.5

y+(5fh%/2)

F1a. F.3: Distribution en impulsion ,en sortie d’une séparatrice laser (lame 7), des paquets d’ondes
atomiques correspondant a la transition a — b (ie avec changement d’état interne). En trait discontinu
est tracée la solution exacte, et en trait continu est représentée la distribution modélisée.

F.3 Cas des transitions sans changement d’état interne (a — a)

Dans ce cas, le terme a modéliser s’écrit :

<cos [Qoﬂ /1 + yﬂ + z\/fier sin [Qoﬂ /1+y2 > * U (Y4, to)
T

avec comme précédemment :

w—wo —kp/m—3 k(py—p))
v+ (o)) = 200 T o

1 - 2
u(ys,to) = exp [5 <y0+07y+> ]
)

Le cas b +—— b se traite de la méme facon, en faisant le changement :

Y+ — — Y-

Vitesses de groupe principales

Comme pour le cas a — b, nous étudions - afin de déterminer les impulsions centrales des paquets
d’ondes principaux wpi ¢t 2 - les distributions finales en impulsion

Y+ ot 1— Y+

———| *u(ys,to) /2 ——
V1+vd Y1+t

1+ *U(y+,t0)/2
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coreespondant & chaque état adiabatique :

14+ Y+ u(y+,to) e:l:iQ()’rm

1
2 V1492

Ces deux distributions (qui ont une forme de marche - ascendante ou descendante - et qui sont
tracées sur la figure F.4) montrent 'existence de deux paquets d’ondes impulsionnels ayant une forme
a peu prés Gaussienne. L’un a une plus grande amplitude que I'autre, et cette propriété change selon
que Yo+ est positif ou négatif (lorsque yo4+ est positif, la Gaussienne incidente recouvre plus la marche

Yt

ascendante 1+ \/ﬁ—yi que celle descendante 1 — m)

y+(53h%/2)

Fi1c. F.4: Distributions en impulsion des paquets d’ondes correspondant aux deux états adiabatiques
(en trait plein). Celles correspondant au paquet d’ondes initial et aux deux filtres sont également
représentées (en trait discontinu).

Comme précédemment, on peut alors approximer les impulsions centrales (ch+ et ch_) de ces
paquets d’ondes par celles donnant le maximum des deux distributions.

Le maximum p,, 4 de la distribution <1 + J%) u (y+, to) obéit par exemple a 1’équation :
+

03 = (y+ —yo4) (L +v7) (\/ 14yt +y+)

et celui p,,|— de la distribution <1 — iyiyz > u (y4,to) obéit a :
+

on=—(y+ —vot) (1 +47) <\/1 +12 y+>
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On ne connait pas de solution analytique & ces équations, et il faut les résoudre numériquement.
Cependant, une étude rapide montre que :

P+ = Pm||— = Po| lorsque oy <1

et :

2ms?
P ~ pyl — mio 9y 4 Pl = —Pp lorsque o, > 1
m||+ s|| A /2 m|| m||+ Y

(on rappelle que o, est une quantité sans dimension).
Pour o, quelconque, on obtient numériquement p,,4 et py,— approchant p. et py_ :

Pell+ ~ Pmf+ €6 Dejj— ~ Pm— (F.4)

Ces deux impulsions centrales permettent alors de connaitre les deux vitesses de groupe principales.
Elles sont données par :

— s hE_ Y(Py)
/Ugc—‘,- — +%

14y (pe4)’

pour le paquet d’ondes issu de la distribution <1 + % ) u (Y4, t0) /2, et :

V12

W% (e )

o = _AE__u\pa)
gc 2m /1+y(pCH,)2

pour le paquet d’ondes issu de la distribution <1 — 43”—) u (Y4, to) /2.

Vi+2

Modélisation

Comme précédemment, nous cherchons a modéliser chacune des deux distributions adiabatiques :

1+ —Z | vy to) /2
V1+y2
1 Y+

— ———| *u(y4.t0) /2
\1+y2

d’une fagon simple et pratique, ie a ’aide de Gaussiennes préférentiellement. Ce choix peut paraitre
étrange du fait que les "marches” 1+ —2£— et 1 — —2— n’ont pas du tout la forme Gaussienne.

1443 Vit

Néanmoins, nous ne voulons pas modéliser a proprement parler ces deux ”marches” mais plutot leur
produit avec la Gaussienne incidente u (y4, o).

Comme pour le cas a — b, nous allons donc approximer ces deux fonctions par des Gaussiennes
dont I'exposant est un développement au plus quadratique en (y4 — y.+). Nous obtenons ainsi :

1+ Y+ ~ 1+ Y+ =14+ Yet et * (Y —Yet) —berxg (Y4 —yet)”

J1+vd VIt Ve



376ANNEXE F. MODELISATION DES SEPARATRICES POUR PAQUETS D’ONDES INCIDENTS QUELCO:

et :

19 - 1= Y| pae i —yes) —be—xg(ys—ye-)?
N V1492 J1+92
mod

en introduisant des parametres ac4, bey, a.— et b.— pour rendre compte de I’écart au développements

limités de 1 £y /4/1+ yi, pris au deuxieme ordre autour de ye+ .

Comme dans le cas des transitions a — b, on impose alors aux coefficients a.+ et a.— d’assurer que
les impulsions centrales des paquets d’ondes finaux soient respectivement : et p.—. Cela revient
cll+ cl|

3 2
a éliminer le terme linéaire — (Y4 — Yot +) (Yot + — Yo+ ) / 05 de 'exponentielle exp —% (%) ] a

l'aide de ces coefficients. On obtient ainsi :

ey = (Yer+ — Yoi) /o0

Ae— = (yc_,+—yg+)/0§

Pour les coefficients b.+ et b.—, on ne peut suivre la démarche utilisée dans le cas précédent
(transitions a — b) ou la largeur des paquets d’ondes solution était essentiellement controlée par le

préfacteur 1/4/1 + yi (sélectivité en vitesse). Les largeurs ici dépendent principalement de celle du

paquet d’ondes incident u (y4, 1), et les deux parametres b., et b.— vont dépendre fortement de o,
et yo+. Plus précisément, on s’attend & ce qu’ils augmentent avec o, pour yoi fixé, et & ce que b4
augmente (resp. b._ diminue) avec yo4 pour o, fixée. L’expression de ces paramétres en fonction de
oy et yo4 est accessible numériquement, mais on peut néanmoins en rechercher une version analytique
simplifiée.

Une modélisation trés simple consiste alors a négliger la dépendance en yg,, et & évaluer la fonction
de o, donnant le meilleur fit autour de la valeur y; = 0 pour une lame 7/2 (cette valeur est tres
importante lorsqu’une autre séparatrice succéde a une lame 7/2) et pour y4 quelconque dans le cas
d’une lame 7 (dans ce cas en effet, ce n’est pas la zone autour de y; = 0 qui importe, car les paquets
d’ondes solutions sont sensés étre négligeables autour de y4 = 0).

On trouve finalement les deux lois suivantes :

bey = be— ~ 1i§y ¢ lame 7 (F.5)
bc+:bc_'\/ﬁ : lame 7T/2

qui conduisent & un assez bon accord entre les paquets d’ondes réels et ceux modélisés pour les valeurs
usuelles de o, et yo.

En ce qui concerne la modélisation des exponentielles complexes, nous voulons comme précédem-
ment faire apparaitre explicitement les vitesses de groupe. On choisit donc le méme genre de modélisa-
tion, ie sous forme de développements quadratiques en (D" — Ppe), oll Pt sont les impulsions centrales
calculées auparavant.

On développe donc - comme dans le paragraphe précédent - le terme /1 + 4 (7)2 a ordre deux
en y — Y+, et on introduit deux parameétres : coefi et coef_ afin de mieux rendre compte de l'effet
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de exp [iz’Qoﬂ 1+ 9y, (F)Q] sur les largeurs complexes des paquets d’ondes solutions :

Ly (P ~ ( 1+y+(?’)2>

mod

T (= T (= 2
Ye+ k(p pc+)+CO€f+*<k‘(p pc+)>

= 1ty ——/—
1+ yg+ QmQO QmQO

Ly (P)F ~ ( 1+y+<7>2)

mod_
A R — T (= 2
= 4/1+9y2 — Yo k'(szpc_)—i—coef_*<—k'(2prc_)>
it e

Puis, on cherche la valeur de ces parameétres pour obtenir le meilleur fit possible entre les distri-
butions d’impulsion réelle et modélisée.

En comparant ces deux distributions, ie celle réelle :

1
- —— sin? [Qon/l oy (7)2]
1+yy (7)°

avec celle modélisée :

2
4 /1 2 /1 2
+y+ mod +y+ mod
(View@?) +(ien@?)
14— 1 Y+ sin? | Qo7 mody mod.

2

V1+yi mod V1+yi mod

on observe que leur valeur en y = 0 (abscisse centrale) est importante. Elle I'est d’autant plus a

la lumiére de la modélisation des interférométres atomiques, car dans ce cas ’attention est portée

uniquement sur la partie des deux paquets d’ondes solution qui repose sur cette gamme d’abscisse

(intervalle autour de y = 0). En effet, par exemple, lorsqu’une séparatrice 7 succéde & une séparatrice

/2, c’est la partie (des paquets d’ondes impulsionnels solutions pour la lame 7/2) qui est centrée en
yo+ = 0 qui sera séparée efficacement par la lame 7 suivante.

On peut alors choisir d’imposer a < 1+ys (7)2) et a < 1+ys (?)2> de respecter
mod

mod _

la valeur de \/1 4 y4 (7))* en y =0, ie 1. On est ainsi conduit & :
—(1_./ 2 Yoy 2
coef = <1 I+yz, + M) Jyéy (F.6)

2
coef_ = <1,/1+y62_+ \/ﬁ7> Jy2

On obtient donc comme modélisations :

=

. = 1 (—> —> Yet+ rE

- (P - —coefy*x0T o — -+ (P — L+ T

; / 2 ; / 2 ( p—=p ) |: coefi*6 /QO:| ( p—=p ) h ( C) |: / 22 :|
e+lﬂoﬂ' 1+y ~ e+lﬂoﬂ' 1+yc e 2mh ¢ ¢ e 14+yg m

. = i (=

i (o> =) — —

Qo7 /1412 Qo7 /1412 *m,(pfpc)[Jrcoeff*éT/Qo}(p*c) i (P
e—onT I+y7 o e—onT 1—1—@107e 2mh e




378ANNEXE F. MODELISATION DES SEPARATRICES POUR PAQUETS D’ONDES INCIDENTS QUELCO:

pour chacun des paquets d’ondes adiabatiques.

Finalement, comme dans le cas des transitions a — b, on obtient une modélisation relativement
simple & I'aide de Gaussiennes complexes pour rendre compte des deux paquets d’ondes adiabatiques

wp1,2 -

1 y 1 vE %wm[—”w —]
. 2 _ 1= = h 2 m
wpr (73, pef) = 5 |1+ —F—— = | TV e w(PoPed) act s g /o 4 ¢ Vg
1+yc+

= =
—coef 443/ b3 /03] (7-7e7)

e*ﬁ(?’*zﬁ’)

1 y T e 1o
7 s 1l s i L m
wps (o2, D) = = 17;2 e~ 0T/ 14Y2_ =3 (P —Pe2)ac—*5- /0 1+y2_
J91+yi

) = =
(P [+coeff* 57/ —ibe_xd /Qa} (7—p2)
€

dont on peut évaluer la pertinence en comparant les deux distributions : celle exacte et celle issue de
la modélisation (voir figure F.5).

1 o
: o O ,( \
0w
-2 g .
0.8 B 3 ; /’ \ Qr=rl4 |
[ g g < . \ y0+=0
L : o ( N
L 2 3 ©° ‘ o, =
S 8 & :
0.6 - ' E G -
5 S
T 24 g
. o E
~ ~
- g
0.0 R > ]
- /
\
0.2 // N .
L / N
e
L \\
-7.5 -5 -2.5 2.5 5 7.5

y+(5fh%/2)

F1a. F.5: Distribution en impulsion ,en sortie d’une séparatrice laser (lame 7/2), des paquets d’ondes
atomiques correspondant a la transition a — a (ie sans changement d’état interne). En trait discontinu
est tracée la solution exacte, et en trait continu est représentée la distribution modélisée. L’accord entre
les deux courbes est trés bon pour les abscisses comprises entre les deux premiers minima du sinus
cardinal (courbe — - — - —).
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Remarque : pour un paquet d’ondes incident non-minimal, ie pour lequel on a :
1 (ys —yos ), 1 2
u (Y4, to) = exp [5 <7 +ispx (Y4 — Yo+ )
Oy 2

avec p réel, il faut également ajouter un facteur multiplicatif aux deux modélisations de eT*%7v Lol

we— W (Yex—vo+)

afin que les paquets d’ondes modélisés aient bien les bonnes impulsions centrales p.; et p.—. Clest la

2
méme démarche que celle suivie plus haut pour la partie linéaire du terme réel exp [—% (%) ] .

F.4 Résumé des modélisations considérées

Les modélisations précédentes peuvent étre schématisées en trois étapes :

(a) ré-expression du paquet d’ondes incident a (', to; 70, po, Xo, Yo) sous forme diagonale
(b) recherche des impulsions centrales des paquets d’ondes solution

(c) modélisation de leur structure en impulsion (réelle et imaginaire)

Ré-expression du paquet d’ondes incident sous forme diagonale

Soit un paquet d’ondes incident Gaussien (générateur de la base des fonctions d’Hermite-Gauss) :

a(pat()) - a(putO;T07p07X07Yb)
7 1 1
= (P - XY (P —18) — = (P —B3) .o
exp th(p P6) XoYy, (7P —10o) h(p 70)-To

Comme on I’a dit au début de ce paragraphe, on il)lerche d’abord & mettre en évidence sa structure
en impulsion suivant la direction du vecteur d’'onde k. On réécrit donc a (P, to) en séparant la phase
de Pamplitude et les parties paralléles & & (notées avec le signe ||) des parties orthogonales a %
(notées avec le signe 1), puis on diagonalise 'exposant dans le terme d’amplitude :

i — 1 —

a (P, to) = e 3w (P =P Re(XaYg ) (F=P0)— (P =P0)-T0 ¢ 5505 (PP I (Xo¥g ) (7 ~P0)

o3 (P —10) Im(Xo Yy ") (P —P3)

oz [(m(X0Y5 ™)) (py=poy )+ —po7) (Im(XoYg 1)), | (P2 —57)+2(py —poy) (Im(XoYy 1)), | (P —7a7)]

(t=(x0%5 1)) (Im(XoYol)M}

o | (tm(Xo¥5 ™))y (b =67)*+(P7 =) | (1 (Xo¥g ™)) |, = (m (0% )y

@-m]
=e
ou :
. (Im (XoY5 ™))
Do|| = Po|| — (Im (XOYO—l))
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est 'impulsion centrale suivant la direction de %,

Recherche des impulsions centrales des paquets d’ondes solutions

Dans la solution de Rabi, on peut mettre en évidence les états adiabatiques (cela revient simplement
a écrire les sinus et cosinus sous forme d’exponentielles complexes), et étudier les expressions obtenues.

Elles s’écrivent sous la forme :
préfacteur x exp <:|:ngT v/ 1+ yi)

Le produit de la distribution en impulsion u (p”, tg) du paquet d’ondes incident avec les distribu-
tions données par les préfacteurs de la solution de Rabi conduit alors a des distributions ayant un
ou deux lobes principaux, et des lobes secondaires. On cherche alors & connaitre les impulsions cen-
trales des paquets d’ondes associés a ces lobes principaux. En premiére approximation, ces impulsions
centrales P, sont prises égales aux impulsions donnant les maxima des distributions finales.

Ces distributions sont égales a :

1
———=*u (Y, %)
2¢/14+ 42

dans le cas des transitions a — b;

1
———=xu(y-, %)
2,/1+42

dans le cas des transitions b — a;

1+ —2 | wu(ys, to)

V31+y2

N —

dans le cas des transitions a — a; et :

Yy
1492

1F «u (y—,to)

1
2
dans le cas des transitions b — b, ol :

_w-wy— k. P/m=0 _k(py —p))

Y+ =Y+ (pu) = 200 = 2mSl
o w-wo— K.P/m+8  k(pg —py)
Y- Y (pH) - 290 - QmQO

Par conséquent les maxima de ces distributions obéissent aux équations suivantes :

y+ + (yx —yox) (1 +93) foz =0 - De| (F.7)

dans le cas des transitions a — b et b —— a (une seule impulsion centrale), et :

032/ = (y+ — Yox) (1 + yi) (\/ 1+ yi + y:l:) — P+ €t Pe|— (F.8)
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dans le cas des transitions a — a et b —— b (deux impulsions centrales), avec :

qu’on peut résoudre numériquement ou en les approchant.

> _
= t =
Ty \/ 202 (Im (Xo¥g L)), . T (vo)

A partir de ces impulsions centrales, on obtient alors les vitesses de groupe des paquets d’ondes
solution :

_ ih? Y (pc||)

Vget =
2y ()

L hE_ y(paz)

Vget+ =
2m V1+y (ch:t)Z

pour ceux créés par les transitions a — b (ou b — a)

pour ceux créés par les transitions a — a (ou b — b)

Modélisation de leur structure en impulsion (réelle et imaginaire)

Par souci de simplicité (utilisation du formalisme ABC D), nous modélisons la structure en impul-
sion des paquets d’ondes solution sous forme Gaussienne (ou Hermito-Gaussienne). Plus précisément,
nous approximons les préfacteurs précédents et les énergies adiabatiques par des développements qua-
dratiques en (p” — chi), et nous conjecturons de fagon simple les coefficients de ces développements
(afin d’obtenir la meilleure approximation possible, tout en préservant la valeur des impulsions cen-
trales précédentes).

On obtient finalement une modélisation des éléments Sy, (p = &) (avec u,v = a,b) qui s’écrit :

=—

) ) =
M, ¢80+ o PP 7 o pr (P pet) 8 /FRlcocfs o807 —iber] (7—pe?)
3 —1 —1
o (et —poy) [(Xo¥g ™) (b —peg ) +(Xo¥o ) |, (77 —77)]
) ) =
LM O (TP g 7 gy (P i) 8 /9B eoef Q07 —ibe_] (F—p2)

g (pet==pon) [(X0¥5 ™)y (py—pey-)+(Xo¥g ), (P2 —Po)]

avec :

Me=—+4i—1 F.9
S TV ) (-9)

Ot = £Qo7y/1 +yy (pe2)?

dans le cas des transitions a — b, et :

My =1 (1 + M) (F.10)

14y (pez)’

04 = £Q7\/1 +yy (Pe1)?

dans le cas des transitions a — a (pour la transition b — a , il faut changer y; en y_ ; et pour celle
b+—— b, il faut changer y; en — y_.

Autrement dit, les éléments S, s’écrivent sous la forme d’une somme de deux fonctions complexes,
qui, une fois appliquées sur le paquet d’ondes incident, donnent les deux paquets d’ondes solutions
principaux wp1 2 (7ef, Pt )-

Chaque terme de ces sommes est ainsi le produit de cing termes :
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— un facteur d’amplitude : M4
— un terme de phase : exp (104 )
— un facteur donnant la vitesse de groupe : exp ( — (P —Ped) Vged T )

— un terme de structuration complexe de la distribution en impulsion :

; =
eXp( — 5 (T —F) 0 /9 [Feoefu x Qor — ibea] m@)

— un terme correctif pour préserver la valeur des impulsions centrales (lors du produit du
paquet d’ondes incident par les Sy, modélisées) :

exp < #L (pete = poy) | (XoYg ™)y (01 = pey) + (Xo¥g ™), (2 — 7)) )



Annexe G

Quelques résultats concernant les
matrices X,p et Y, p

Cet appendice montre comment exprimer les parameétres complexes Y, p X, 5 et XupX| ! en fonc-
tion des paramétres initiaux X7 et Y7, ainsi que des paramétres F,; caractéristiques des séparatrices.
Il s’inscrit dans le cadre de la partie 4.3.3, et fait suite plus précisément au paragraphe 4.3.3.

Ré-expression des matrices v, pX,} et X, pX;*

Les matrices complexes Y, p X 5 et X,pX| ! intervenant dans de nombreuses expressions (dépha-
sage local, amplitude, contraste...), il est important de pouvoir les exprimer en fonction des parameétres
initiaux X7 et Y7, ainsi que des modifications F,; dues aux N séparatrices.

Contrairement a la partie 4.3.2, on ne peut pas lier simplement ces matrices Y, p X, [1) et X,pX| !
a la matrice de largeur complexe initiale Y7.X ! (voir les relations 4.39 et 4.38). En effet, selon les
modélisations ttt champs forts, on n’obtient pas la matrice Y, ;11X ” 21 1 simplement & partir de Y,,; X ;Z-l
et des matrices ABCD correspondantes, car il faut également tenir compte de la matrice complexe
supplémentaire F,;, qui rend compte de la modification des largeurs complexes par la séparatrice n°i :

Y, i1 X, g = [Cz‘+1,i + Dit1- (YViX,/_Z'l)+] : [Ai—&-Li + Bit1,i- (Yinl,_il)Jr}

ie :

Y, it X;,}H = [Cit1,i + Dis1,- (Yin,,_Z-l + Eyi)] - [Ait1i + Bis1, (Yinl,_il + Em‘)]il

La présence d'une matrice inverse complique beaucoup le calcul des matrices Y, p X, 5 et X,pX| L
et il faut en fait les construire par récurence.
En remarquant alors que :

B B -1
YoinX, i = (MinX)'). (XX,
XV7Z'+1X1_1 = (XV7Z'+1X121) . <X1/z‘XU_7@'1,1> (XVQXl_l)
et :
X, i1 X8 = Aij1i+ Biy1a (Yuz’X;il + Ey;)
Vi1 X' = Citri+ Dipri (VX' + Evi)

cette construction itérative peut se faire de la fagon suivante :

383
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on calcule Xy7i+1Xl;~1 et Y,,,Z-HX;il a partir de Y,,Z-X;il,
qui nous donne Yu,i+1X;i1+1 ;
on répete le processus N fois & partir de Y1.X, L

on obtient finalement Y,,DX;[l) et X,,DXl_l.

Ll e

Les premiers termes peuvent se calculer aisément (en fonction des matrices E,; ou Fy;) :

X2 X[t = Ay + Ba. (Ylel + En)
YeXi' = Cu+Dn. (YiX{'+En)
d’ou :
YoXg = [Cot+ Doy (ViX; '+ Et)] - [As1 + Bar. WX+ E)] ™

= [Cor. (X1Y7 + F) + Do . [Agr. (X1 ' 4 Fyt) + Bo]

qui permet d’exprimer les termes :

Xu3X,5 = Ao+ Bsa. (Yoo X5 + Ev)

V,3X,5 = Cs2+ Dss. (YV2X;21 + E,2)
VysX,3 = [Cs2+ Dso. (Yo X,y + Ev2)] . [Ase + Bsa. (Yi2 X, 5 + Evs)] -
[Cs. (X02Y,5" + Fuo) + Do) . [Aso. (X12Y,5" + Fo) + Bag] -
X,,gXl_l = [Agg + Bss. (YVQXV_21 + EVQ)] . [Agl + Ba;. (Yle_l + E,,l)]

en fonction de Y1.X| 1, E,1 et E o (on peut également utiliser les relations de groupe des matrices
ABCD pour simplifier certains termes dans ces expressions, et faire apparaitre des matrices du type
A31 et Bgl).

De plus, nous allons voir qu’il n’est pas nécessaire de calculer ces matrices pour chaque chemin
atomique (ie pour v = «, 3,7...). En effet, la présence d’un invariant (symplectique) particulier va
nous permettre d’exprimer les matrices Y,,iXU_il (avec v # «) en fonction des matrices Yy; X, ;il. Cest
l’objet des lignes qui suivent.

Ré-expression des matrices YspX ;) — Yap X, et Ysp X5 — (Yap X 1)

Ces deux matrices complexes interviennent dans le signal de franges (voir partie 4.3.3). Nous allons
montrer ici qu’il n’est pas nécessaire de calculer Ygp X ey [1) et Yop X, 1'15 pour les obtenir. La démonstration

de ce résultat étant identique pour les deux matrices YﬁDXﬁ_[]j — YaDXojé et YBDXB_E‘) — (YaDX;[l))*,

nous la détaillerons uniquement pour la matrice Ygp X 5 [1) —Yup X, 1‘1).
En effet, cette différence peut étre exprimée a ’aide de la quantité suivante :
Xop-Ysp — Yap- XD

sous la forme :

YapXsp —YanXop = YanXgp —YanXop
= Xob (XanYop — Yap-Xop) X3
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Or on a vu que )/(;B.Yﬁ D— %.X sp faisait partie des invariants (symplectiques) caractéris-
tiques d’une paire de chemins homologues (cf. la fin du paragraphe 4.2.2), et qu’il vérifiait par
conséquent 1’égalité :

—~—

Xap-Yap — Yap-Xap = X1\ Yy = Valy Xy

entre 'instant initial t;(, et instant final ¢p .
En exprimant alors les quantités indicées + (ie juste aprés I'instant ¢) a ’aide des quantités prises
juste avant 'instant £, on en déduit la relation suivante :

—_~—

1
Ygané ~Yap X, = |:ADN + Bpn. (YaNX;fV + EaN):|

—1
. (YgNngi, — YaNXOj]%f + Egny — EaN) . [ADN + Bpn. (YgNX&%, + EgN)]

qui montre que YgpX 5_[]5 - Yup X, 1'15 s’exprime uniquement en fonction des matrices Y,y X ]]\‘,,
YanXgn et Yan Xy — Yan X on-

On peut alors recommencer 'opération pour Ygn X 51 ]%, — YaNX;]%,, et passer de ’étape N a I’étape
N — 1. En itérant ce processus jusqu’a I’étape 1, pour laquelle on a :

megf —YuX ! =nX;'-vix;'=0

on obtient ainsi que Y3 DX@% -Y, DX;}) ne dépend que des quantités YaiX;Z-I et Y X gl.l, pour ¢ allant
delaN.

En fait, comme Yj3; X E,‘l —YuX Ojil s’exprime uniquement en fonction des matrices Y, ;—1.X o }_1,
Yﬁ,ileg_zl_l et Ym,lXﬁ_:ﬁ_l — Ya7i_1XO:Zl_1, on peut finalement exprimer Y/D’DXﬁ_[]) — YaDXOj[l) en
fonction uniquement :

— des matrices ABCD,
— des matrices de modification instantanée E,; et Eg;,

— des matrices caractéristiques d’un seul des deux chemins - les Y,; X ;Z-I pour le chemin « par
exemple.

Au passage, nous avons montré qu’il n’est pas nécessaire de calculer les matrices Y,,Z-Xl,_i1 pour
tous les chemins atomiques, et qu’il suffit de les connaitre pour un seul chemin (qu'il y ait deux
chemins ou plus).

' invariant symplectique pour la matrice YBDXgé — (YaDXgé)* s’écrit sous la forme )/(:;L/)*.ng — %*.XBD comme
il est dit & la fin du paragraphe 4.2.2. Les calculs suivants sont alors les mémes : il suffit juste de remplacer X,; et Ya;
par X, et Y.
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Annexe H

Valeur numérique des différents termes
du déphasage

Dans cet appendice, nous évaluons numériquement les différents termes du développement de
Taylor (en oT et vT™?) du déphasage :

A¢(2T) = Ay + Adop + A,

détaillé dans la partie 5.2 (voir les relations 5.2, 5.3 et 5.4).

Ces termes sont calculés (a titre illustratif) pour différentes configurations réelles d’interféro-
metrie atomique. Nous examinons ainsi successivement le cas du gyrometre a Césium du SYRTE [69]
(pour deux orientations différentes), celui du groupe de Kasevich & Yale [68], puis le gravimétre a
Césium du groupe de Chu a Stanford [66] et enfin celui & Rubidium qui est en construction au SYRTE
(les caractéristiques utiles de ces interféromeétres sont rappelées succintement ci-dessous).

Chaque tableau donne ’expression analytique de la partie du déphasage qui est évaluée, sa valeur
numérique et sa valeur relative par rapport au terme dominant.

On suppose que les interférométres sont immobiles & la surface terrestre (a la latitude A). L’axe z
du repére cartésien utilisé est un rayon terrestre percant la surface terrestre au centre de la premiére
séparatrice de I'interférométre. L’axe y appartient a la surface formée par ce rayon et I’axe de rotation
de la Terre. ’axe = du triédre orthonormé est orienté ouest-est. L’origine du référentiel est en outre
prise au centre de la Terre (voir 'appendice E), d’ou les relations :

N 0 ’Y:L":*%
Q=1 Q=Qcos()) , v = vy =—%
Q, = Qsin () v, = 2%
et :
0 0
m=10 , g = 0
R 9z=—g

(g2 est donc négatif).

Toutes ces données dépendent de I'emplacement ot a lieu 'expérience, et en particulier de sa
latitude (corrections dues a la forme du géoide terrestre et a I’accélération centrifuge). Afin de tenir
compte de ces corrections, nous utilisons les expressions et valeurs de la référence [243].

Les autres données utiles sont le vecteur d’onde effectif k des transitions Raman, la masse m des
atomes utilisés, le temps de vol T entre les séparatrices et la vitesse centrale U5; du nuage atomique
initial. k& et U4 ont a priori trois composantes :
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ks (%
—
—
k = k)y s Vat — Vy
k. Uz

-> A 2z z . . .
La norme du vecteur k peut en outre étre évaluée facilement pour les deux transitions Raman
stimulées que 1’on considére ici (ainsi que le rapport i/m) :

H?H — s = 1,47 107 m!
Césium :
h/mes = 4,94 10710 m2 571

H?H — %y = 1,61 .107 m~!
Rubidium :
h/mpy = 7,72 10719 m2.s71

Gyrometre a Césium froid du SYRTE [69]

Données inertielles et gravitationnelles (a Paris) :

= 48,8°

6,37 .10 m

= 9,82 m.s?

= 7,29 .107° rad.s™*

D T >
I

Données cinétiques et temps de vol :

Configuration n° 1 : & est orienté selon la direction ouest-est, les atomes sont lancés quasi-
verticalement (_.'EL> 2,4 m.s~') selon la direction sud-nord (angles de 8° avec la verticale et 6° selon la
direction de — k) :

. ky = 2kcs vy = —2,4 % sin (8%) x sin (6°) = —3,49 .1072 m.s~!
k= 0 , Vgt = vy = 2,4 % sin (8°) * cos (6°) = 3,32 .10~ m.s~!
0 v, = 2,4 % cos (8°) = 2,38 m.s~!

Le temps de vol T" est égal & :

T=3.102s

Les différents termes du déphasage sont alors listés et évalués dans le tableau 1.



Termes du déphasage

Valeur en rad

Valeur relative
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-2k T? Qv, -3,03 1
2k, T Q,v, 4,84 10! -1,6 .10
2kT Qg, 3,76 .10°! -1,2.10"!
-2k, T Q°Q R -1,29 .10 43 .10+
kT y,v, 2,15.10° -7,1.10°
hk
kT v, 2r; -2,24 .10 7.4 .107
-3k, T Q% 2,22 .107 -7,3.10°8
hk
-3k, T Q> —= -2,31.108 7,6 .10
2m
7
- KTy, 9,82 .10 3,2.107
7. s
gkﬂffhmvy -7,84 1010 2,6 .10°10
1
B kT Qy,g, 2,61 .101° -8,6.10°1
—; KT 1.0, 11,30 .10°10 43 .10
; kT QQ v, 1,69 .10 -5,6.10°12

Tableau 1 : valeur numérique des différents termes du déphasage observé en sortie du gyrométre &

Césium froid du SYRTE (configuration n°1).

Configuration n° 2 : & est orienté selon la direction sud-nord, les atomes sont lancés quasi-
verticalement (& 2,4 m.s~!) selon la direction ouest-est (angles de 8° avec la verticale et 6° selon la

direction de —?) :

0
?(@%@) , @(
0

Le temps de vol T est identique :

vy = 2,4 % sin (8°) * cos (6°) = 3,32 .10~ m.s7!
vy = —2,4 *sin (8°) * sin (6°) = —3,49 .1072 m.s~!
v, = 2,4 % cos (8°) = 2,38 m.s~!

T=3.102s

Les différents termes du déphasage sont alors listés et évalués dans le tableau 2.

|
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Termes du déphasage Valeur en rad Valeur relative
-k, T Q QR -2,23 102 1
-2k, T Q,v, -4,84 .10°! 2,2 .10
k, T y,v, 2,15.10° -9,6.10°8
3k, T QQ,v, 7,48 .10°6 -3,4.10°8
Ty 2,24 .10 1,0.10°
y y 2m
7
4 kT QQ,g, -5,41 .107 24 .10°
T
-5 KT 1,QQR 1,80.107 -8,1.1010
3k,T Qv 1,26 .107 -5,6 .10
SrT ™ 2131 .10 591011
’ " 2m
ZkyT4 Q’Q QR 1,86 .10 -8,4.102
(-
-5 kT Qny, 7,84.10°10 -3,5.1012

Tableau 2 : valeur numérique des différents termes du déphasage observé en sortie du gyrométre &
Césium froid du SYRTE (configuration n°2).

Gyromeétre a Césium du groupe de Kasevich & Yale [68]

Données inertielles et gravitationnelles :

A = 41,3°

R = 6,37.10°m

g = 9,82 m.s?

Q = 7,29.107° rad.s*

Données cinétiques et temps de vol :

k est orienté selon la direction ouest-est (configuration identique & la configuration n°1 précé-
dente), les atomes sont lancés horizontalement (& 290 m.s~!) selon la direction sud-nord :

_ kx = Zsz 0
E = 0 , Ta=| v, =290 m.s7?
0 0

Le temps de vol T est égal & :

T =1/290 = 3,45 .1073 s

Les différents termes du déphasage sont alors listés et évalués dans le tableau 3.



Termes du déphasage

Valeur en rad

Valeur relative

2k,T? Q,v, 4.50 1
2kT Qg, 6,90 .10 1,5 .10
-2k, T° QQ R 22,37 .10°6 -53.107
hk
kT vy, 5 . -3,40 .10 -7,6 .10-10
m
7 4 11 1
— kT Qyyv, 9,66 .10- -2,1 .10
3
hk
-3k, T’ 922—* -3,51 .10 -7,8.1012
m
7 4 2
3 k, T" QQv, -3,32.10°13 74 .10
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Tableau 3 : valeur numérique des différents termes du déphasage observé en sortie du gyrométre &

Césium du groupe de Kasevich a Yale.

Gravimeétre & Césium froid du groupe de Chu a Stanford [66]

Données inertielles et gravitationnelles :

Données cinétiques et temps de vol :

D e T o>

37,4°

6,37 .10 m

9,83 m.s 2

7,29 .107° rad.s™*

% et 0, sont orientés verticalement (axe 2). Les atomes sont lancés de bas en haut (4 1,57 m.s™1) :

k=

0
0
k, = 2kcs

Le temps de vol T est égal & :

—

> Vgt =

vy = +1,57 m.s~!

T=1,60.10"1s

Les différents termes du déphasage sont alors listés et évalués dans le tableau 4.
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Termes du déphasage Valeur en rad Valeur relative
kT g, -3,72 .106 1
k,T> Q'R 7,23 .10° -1,9.10°
kT y,v, 2,94 .10 -7.9.10°8

7
o k,T* v,g, -1,71 .10 46.10°8
3k,T Q, -8,57 .10 23 .10
hk
kT v, —=2 6,81 .10 -1,8 .10°10
2m
—% kT Q g, 5,00 .10 -1,3.10°10
7 4 2
- k,T" v,Q R 3,33 .10 -9,0.10°1
hk
3k, T° QF — 21,99 .10 53 .10
2m
7
-3 k,T* Q°Q 'R 11,72 .10°6 4,6 103

Tableau 4 : valeur numérique des différents termes du déphasage observé en sortie du gravimeétre a
Césium froid du groupe de Chu & Stanford.

Gravimeétre & Rubidium froid en construction au SYRTE

Données inertielles et gravitationnelles (a Paris) :

A o= 48,8°

R = 6,37.10°m

g = 9,82 m.s?

Q = 7,29.107° rad.s*

Données cinétiques et temps de vol :

k et Ug; sont orientés verticalement (axe z). Les atomes ne sont pas lancés mais lachés au-dessus
de linterféromeétre (ils atteignent la premiére séparatrice au bout de 20 ms, ie avec une vitesse égale
a1,57.107 m.s71)

- 0 0
k = 0 . Vgl = 0
k, = 2kpp vy = —1,57 1071 masT!

Le temps de vol T est égal & :

T=5.102s

Les différents termes du déphasage sont alors listés et évalués dans le tableau 5.



Termes du déphasage

Valeur en rad

Valeur relative

k, T g, -3,96 .10° 1
k,T* Q'R 591107 -1,5.103
172 kK, T" v,g, -1,78 .10 4,5 .10
kK, T’ y,v, -1,22 .10°3 3,1.10°
nk
k,T" v, 0 3,87.10° 9.8.101
7
. kT Q g, 3,99 .10 21,0101
-3Kk,T Qv, 2,73 10 691012
7
- k,T* v,Q 'R 2,66 .10 -6,7 .10°12
nk
3k,T Q7 -8,66 .10°% 2,2.10°13
2m
7
. k,T* Q°Q 'R -1,37 .10 3,5.10°14
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Tableau 5 : valeur numérique des différents termes du déphasage observable en sortie du gravimétre

& Rubidium froid en construction au SYRTE.
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