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Préambule

Le désordre dont il est question ici est introduit par des impuretés dans un réseau
cristallin. Les particules évoluent alors dans un potentiel aléatoire. En 1958, ANDERSON
prédit que dans un tel systeme sans interaction les interférences des réflexions multiples
des particules sur les impuretés menent a la localisation des fonctions d’onde mono-
particulaires. Le systeme est alors qualifié d’isolant d’Anderson. A trois dimensions, il
existe cependant une transition de cet état d’isolant vers un état métallique lorsque
les fluctuations du potentiel aléatoire deviennent suffisamment faibles. Dans un cadre
plus général, ABRAHAMS, ANDERSON, LICCIARDELLO et RAMAKRISHNAN montrerent
en 1979 grace a une théorie d’échelle de la localisation, qu’a température nulle et en
I’absence d’interaction, I'état fondamental d’un systeme désordonné est un isolant a une
et a deux dimensions, et peut étre métallique a trois dimensions si le niveau de Fermi
se situe dans une région du spectre ou les états monoparticulaires sont étendus.

Le principal type d’interaction, dont il est question dans cette these, couple les
particules via un potentiel attractif local. Ce type d’interaction locale correspond, sans
désordre, a I'interaction responsable de ’appariement des particules en paires de Cooper
dans la théorie de la supraconductivité de BARDEEN, COOPER et SCHRIEFFER (BCS).

Ainsi, cette these est plus précisément dédiée a 1'étude des effets conjugués du
désordre et de l'interaction, locale et attractive, sur la localisation de particules. Aussi
nous pensons que les travaux présentés dans le cadre de cette these apportent des
éléments nouveaux a la compréhension de la supraconductivité en milieu désordonné.

Le premier chapitre comporte une introduction présentant différentes notions et
théories physiques nécessaires a la compréhension des travaux exposés aux chapitres
2,3,4 et 5. Ainsi dans ce chapitre, nous commencerons par présenter, section 1.1, le
probleme de Cooper, qui est un modele ou 'interaction attractive entre particules mene
a la formation d’une paire provoquant l'instabilité de la mer de Fermi. Dans le cadre
plus général de la théorie BCS, cet appariement des particules sous forme de paires de
Cooper est responsable de la supraconductivité de type onde s.

Nous introduirons ensuite, section 1.2, la notion de désordre au travers du modele
d’Anderson. Nous nous intéresserons plus particulierement a la transition métal-isolant
du modele tridimensionnel d’Anderson et nous donnerons des éléments de la théorie
d’échelle de la localisation.

A la section 1.3, nous présenterons une revue du modele de deux particules en inter-
action dans un milieu aléatoire (modele noté TIP pour Two Interacting Particles). En
1994, SHEPELYANSKY montra dans le cadre de ce modele que I'interaction, attractive ou
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répulsive, entre particules peut mener a la formation de paires pouvant se propager de
maniere cohérente sur une distance beaucoup plus grande que la longueur de localisation
d’une seule particule sans interaction.

A la section 1.4, nous rappelerons les notions et résultats clefs de la théorie BCS de la
supraconductivité. Nous décrirons également la méthode de BOGOLUBOV-DE (GENNES
(BdG), qui est une adaptation de la théorie de champ moyen de BCS permettant d’intro-
duire le désordre sous forme d’un potentiel aléatoire local. Nous poursuivrons ensuite ce
chapitre introductif par une breve revue, section 1.5, de la transition supraconducteur-
isolant. Nous indiquerons quelle est la nature physique du désordre pouvant occasionner
une telle transition dans les différents matériaux supraconducteurs. Puis nous verrons
deux scénarii possibles permettant lors de I'ajout de désordre de supprimer la supracon-
ductivité.

Le premier de ces scénarii est dii aux fluctuations de la phase du parametre d’ordre
de la supraconductivité. Les paires de Cooper perdent alors spatialement leur cohérence
de phase. Si 'amplitude du parametre d’ordre n’est pas affectée par I’augmentation du
désordre, le systeme entreprend alors une transition d’un état supraconducteur, constitué
de paires de Cooper étendues a travers tout le systéme, vers un état isolant, constitué
de paires de Cooper localisées. En 1990, FISHER, pour traiter ces fluctuations de la
phase, considéra que, des deux cotés de la transition, les paires de Cooper peuvent étre
assimilée a des entités bosoniques de charge 2e interagissant entre elles via la répulsion
Coulombienne.

L’autre scénario de suppression de la supraconductivité est di quant a lui aux fluc-
tuations de l'amplitude du parametre d’ordre. La phase isolante est alors composée
d’ilots supraconducteurs entourés par une mer isolante ou le parametre d’ordre est nul.
La méthode de champ moyen de BAG autorise une dépendance spatiale de 'amplitude
du parametre d’ordre ce qui permet alors d’étudier ce deuxiéme scénario.

Les travaux présentés dans le cadre de cette these, n’emploient quant a eux ni ’as-
similation des paires de Cooper en entités bosoniques ni l'approximation de champ
moyen utilisée dans le probleme de Cooper, la théorie BCS et la méthode de BAG. Nous
étudierons la délocalisation/localisation de réels fermions induite par les effets combinés
du désordre et de I'interaction attractive et cela sans faire aucune hypothese concernant
I’appariement des particules.

Nous terminerons ce chapitre introductif par la revue de travaux expérimentaux mon-
trant un lien étroit entre la transition supraconducteur-isolant et la transition métal-
isolant dans I’état normal d’un supraconducteur lors de I'application d'un champ magné-
tique. En effet, 'application d’un champ magnétique sur un supraconducteur désordonné
détruit la supraconductivité révélant ainsi la nature intrinseque de 1’état normal. L’état
normal opere alors, avec 'augmentation du désordre, une transition d'un état métallique
vers un état isolant. Certains matériaux supraconducteurs désordonnés apparaissent
ainsi étre modélisable par un modele possédant une transition métal-isolant, auquel on
surimposerait une interaction responsable de la supraconductivité. Ceci légitime 1’ap-
proche utilisée dans le chapitre 2, ou nous étudierons un modele dans lequel nous
établissons une interaction attractive de Hubbard entre particules évoluant dans un
réseau tridimensionnel régi par le modele d’Anderson. Ce modele est analogue au cas
attractif du modele TIP décrit a la section 1.3 auquel on imposerait une mer de Fermi.
Plus important, ce modele constitue une généralisation du probleme de Cooper dans
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le cas d’'un milieu désordonné. Nous montrerons qu’il est nécessaire d’aller plus loin
que 'ansatz de Cooper pour décrire correctement la physique engendrée par les effets
conjoints de l'attraction entre particules et du désordre. Nous montrerons également
que l'interaction attractive permet de localiser les particules par paires pour des in-
tensités du désordre pour lesquelles les particules sans interactions sont habituellement
délocalisées : C’est une phase d’états biparticulaires localisés (phase BLS). Cette phase
BLS est détruite cependant pour des intensités du désordre suffisamment faibles, le
systeme est alors composé de paires de Cooper délocalisées. Dans ce chapitre nous
établissons un diagramme de phase de la transition supraconducteur-isolant.

Au chapitre 3, nous étudierons le probleme de Cooper généralisé vu au chapitre
2 pour le cas particulier de la dimension deux. Comme pour le cas tridimensionnel, la
phase BLS existe en dimension deux. Cette phase apparait également pour un régime de
désordre ou les particules sans interaction se trouvent étre délocalisées dans les systemes
de tailles finies que nous avons considérés. Lors de I'application d’un champ magnétique
normal au réseau bidimensionnel, la phase BLS est détruite au-dela d’un certain flux
magnétique critique, ceci est di a l'altération de la structure des paires localisées.

Le chapitre 5 présente quant a lui ’extension du probléme bidimensionnel de Co-
oper généralisé au cas d'un nombre N > 2 de particules au-dessus de la mer de Fermi.
Nous montrons dans le cadre de cette extension que le systéme entreprends avec ’aug-
mentation de l'intensité du désordre une transition d’un état supraconducteur vers un
état isolant. Cette transition est déterminée au travers de I’étude du gap d’appariement
des particules, de I’étude de la densité de charge sur le réseau et du parametre d’ordre de
la supraconductivité. Nous montrons également que la phase BLS, trouvée dans I’étude
du probleme de Cooper, subsiste également dans ce modele ou les interactions résiduelles
entre les paires de particules sont prises en compte.

Le chapitre 4 n’est pas directement consacré a la transition supraconducteur-
isolant. Il présente I’étude de deux particules sur un réseau bidimensionnel désordonné et
couplées entre elles par une interaction attractive a longue portée. Nous montrerons que
ce type de modele possede la méme topologie que le modele d’Anderson tridimensionnel
pour une seule particule et que par conséquent il permet la délocalisation des particules
pres du niveau de Fermi pour une intensité du désordre en-dega d’une intensité critique.
Les particules forment des paires dont la structure est un anneau. Cet anneau peut alors
diffuser a travers tout le réseau bidimensionnel.

Xv
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1.1 Probleme de Cooper

“\:') n 1956, COOPER [16] montra qu'une interaction attractive entre deux parti-
cules au-dessus d’'une mer de Fermi provoque l'instabilité de celle-ci. En effet,
= le systeme composé des particules “gelées” remplissant la mer de Fermi et des
deux particules libres couplées par I'interaction, préfere, dans 1’état fondamental, créer
un état lié dont I'énergie Ej est plus basse que 'énergie 2¢r de deux particules libres
a la surface de Fermi. La différence d’énergie A = 2ep — Ey est ’énergie de liaison
des deux particules qui forment alors ce que 'on appelle une paire de Cooper. Les
deux particules de cette paire sont appariées de facon a ce que leurs spins o respectifs
soient opposés et que leurs impulsions k respectives soient opposées. C’est I'idée de cet
appariement proposé par COOPER [16] qui mena BARDEEN, COOPER et SCHRIEFFER
(BCS) a I’élaboration en 1957 de la théorie de la supraconductivité [7], théorie qui fut
récompensée ensuite en 1972 par le prix Nobel. En effet, I’état fondamental proposé
dans la théorie BCS est une combinaison linéaire d’excitations de paires de Cooper

k

ol CLU est 'opérateur de création d’une quasiparticule d’impulsion k et de spin ¢ agissant

sur le vide |0).

Le vif succes obtenu par la théorie BCS vient d’une part du fait qu’elle prédit de
maniere précise les caractéristiques d’une large classe de matériaux supraconducteurs et
d’autre part qu’elle n’utilise que des notions physiques simples et clairement définies qui
sont d’ailleurs déja contenues dans le probleme original de Cooper. En effet, méme si
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ce dernier ne traite que de deux particules au-dessus d’'une mer de Fermi, sa résolution
permet d’obtenir une énergie de liaison et une longueur de cohérence des paires de
Cooper en tres bon accord qualitatif avec la théorie BCS. En fait, il est raisonnable de
dire que les ingrédients principaux de la physique de la supraconductivité sans désordre
sont en partie déja contenus dans le probleme originellement posé par COOPER [16]. Nous
allons par conséquent dans ce qui va suivre I’exposer clairement de facon a ce qu’il nous
serve de référence lorsque nous introduirons le désordre.

1.1.1 Origine de l’interaction attractive

L’interaction Coulombienne directe entre électrons ne favorise aucunement leur ap-
pariement. Il faut par conséquent que ces derniers soient couplés a d’autres formes
d’excitations du systeme. La découverte de 'effet isotopique [70, 82] a montré que la
température critique 7. des supraconducteurs est liée a la masse M des ions composant
le cristal par la relation

T.M~" = cte avec (~0.5. (1.2)

Cet effet nous permet de dire que les modes de vibration du cristal jouent un role
déterminant dans le phénomene de supraconduction et que par conséquent les excitations
auxquelles sont couplés les électrons sont les phonons. A température nulle, il n’existe
pas de phonons libres dans le cristal; les électrons sont alors couplés entre eux par
échange de phonons virtuels.

Considérons un état initial |k, —k, 0) de deux électrons de spins opposés et d’impul-
sions respectives k et —k. L’indice 0 indique qu’il n’y a pas de phonon dans I’état initial.
Ces deux électrons peuvent de maniere indirecte, via I’échange d’'un phonon virtuel, faire
une transition vers un état final |k, —k’, 0) ou les deux électrons auront des impulsions
respectives k' et —K’. Les deux scénarii possibles impliquant un seul phonon sont alors
(F1G. 1.1) :

(a) un électron k émet un phonon d’impulsion —q = k — k’. L’état intermédiaire
du systeme est alors |k’, —k, —q). Le phonon est ensuite absorbé par le second
électron, celui d’impulsion —k

(b) T’électron d’impulsion —k émet un phonon d’impulsion q = k' — k. L’état in-
termédiaire est alors |k,k’, —q). Le phonon est ensuite réabsorbé par 1’électron
d’impulsion k.

Ces deux processus amenent le systeme a des états intermédiaires |k',—k,—q) et
|k, k', —q) dont 'énergie est équivalente. L’élément de matrice de transition indirecte
induite par I’échange d’un phonon est alors [17]

2

<k7 _k> 0| Hindirecte ’k,a _kl7 0> = ’V[;;| (w _1Wq - w jwq) ) (13)
ou Wy est le couplage électron-phonon pour I’émission ou l’absorption d’un phonon
d’impulsion q par un électron, w est la fréquence de transition entre deux états mo-
noparticulaires |k’) et [k), telle que iw = (h*/2m) (k> — k?), et hw, est D'énergie du
phonon d’impulsion q. L’élément de matrice de transition comporte finalement deux
termes,
2[Wel>  wy

h w2—w§’

<k’ _k| Hinteraction |k/, —k,> = Uq +

(1.4)
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~k—q k+q

K+q

________________________>
Temps

(@) (b)

F1G. 1.1 — Les deux possibilités d’interaction entre les électrons via I’échange d’un pho-
non (voir texte).

le premier terme Uy est l'interaction directe Coulombienne (répulsive) et le second est
l'interaction assistée par phonon virtuel (1.3). Si Uy > 0 n’est pas trop grand par rapport
a wy, l'interaction totale peut étre négative pour w < w,. C’est-a-dire qu’il existe pour
I’énergie de transition w, une fenétre énergétique d’une largeur de 'ordre de w, dans
laquelle I'interaction entre les deux électrons est attractive. w, est alors reli¢ a ce que
I'on appelle la fréquence du phonon ou fréquence de Debye wp. Nous prendrons par la
suite le modele simplifié qui consiste a prendre une interaction attractive constante entre
les électrons dans une fenétre énergétique de dimension hwp
e < Bk < ep+ hwp

U<0 si 2m,
<k7 _k’ Hinteraction ‘klv _k/> = { er < h;—fnz < ep+ hwp (1'5)
0 sinon.

C’est cette interaction qui fut utilisée avec succes pour le probleme de Cooper et pour
la théorie BCS.

1.1.2 Instabilité de la mer de Fermi

La structure cristalline du systeme a considérer ne jouant pas un role fondamental
en regard des propriétés supraconductrices, nous pouvons assimiler ce dernier a une

19
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boite tridimensionnelle de volume V. A lintérieur de cette boite se trouvent, d'une
part des particules remplissant les niveaux quantiques de plus basses énergies, for-
mant ainsi une mer de Fermi, et d’autre part deux particules au-dessus de la mer de
Fermi entre lesquelles on établira une interaction attractive. Ces deux particules ont des
moments respectifs k; et ka. Il est préférable de choisir d’autres variables quantiques
indépendantes pour caractériser le systeme comme l'impulsion totale K = k; + ks du
centre de masse des deux particules et I'impulsion relative k = (ka —kj) /2 des deux
particules. Nous prenons naturellement la base des ondes planes pour développer la
fonction d’onde décrivant les deux particules dans la boite et en ne considérant que des
processus €élastiques pour des particules de moment total K, leur fonction d’onde s’écrit

k) = [K) @ a k) (1.6)
k
\ 1 iK.R 1 ikr "
ou |[K) = i en > |R) , k) = 7 en<T|r) , R = (r2+r1) /2 est la position du

centre de masse, r = rp — ry est la position relative des deux particules et af € C.
Pour modéliser la mer de Fermi gelée, la somme dans I’équation (1.6) est restreinte aux
vecteurs k tels que ki, ko > krp ou hkp = v/2mep. Pour un moment total conservé K
I’Hamiltonien de ces deux particules s’écrit

Hic =Y (& + @) k) (k[ + > [k) (k| Hin [K') (K| (1.7)

ot &k = (R*/4m)K? et ¢, = (R*/m)k?. Comme nous I’avons vu dans la section 1.1.1
I'interaction attractive peut exister a 'intérieur d'un certain intervalle énergétique

U<0 siky<kk <k,

N __
(el Hime 1) = { 0 sinomn. (1.8)

La fréquence de Debye (h?/m) (k%, — k%) = €x,, — €r, = 2hwp représente alors la largeur
de la fenétre énergétique a I'intérieur de laquelle le potentiel d’interaction est attractif. kg
est la plus petite impulsion telle que K soit conservée et que ky, ko > kp. L’Hamiltonien
(1.7) devient ainsi

He=Y (Ext+a) k) kI +U S [k) (K], (L9)

k KK/
ko<k,k'<kpm

1.1.2.a Energie de liaison A
L’équation de Schrodinger associée au Hamiltonien (1.9) est alors
(Ex +ea)as +U Z ay = Eay. (1.10)
kogiljgkm

Ce qui nous donne 1’équation a résoudre pour trouver les énergies propres F du systeme

1 1
= = —_— 1.11
U ; E—gK—Gk ( )

ko<k<km
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En tragant chaque membre de I’équation (1.11), on peut aisément visualiser les énergies
solutions du probleme de Cooper (F1G. 1.2).

Comme les énergies € forment un quasi-continuum, les poles de ’équation (1.11)
sont infiniment proches et par conséquent le spectre du probleme de Cooper est lui
aussi un quasi-continuum & partir de £ = ¢, + €k (voir F1G. 1.2). Cependant 1’état
fondamental du systeme se sépare du quasi-continuum avec 1’énergie

Eo(K) = €k + (C:K - AK (112)

créant ainsi une instabilité du niveau de Fermi. Il est important de noter que cette
instabilité existe quelque soit I'intensité |U] de l'interaction, aussi petite soit elle tant que
U < 0 (voir F1a. 1.2). Ak est alors I'énergie de liaison des deux particules, d'impulsion
totale K, couplées au-dessus de la mer de Fermi par 'interaction attractive (1.8).

Etant donné le caractére continu des énergies €, la somme discrete dans (1.11) peut
étre remplacée par une somme continue sur les énergies

1_ /Em ge NK.e) (1.13)

1/U]

Fi1G. 1.2 — Spectre des énergies F; du probleme de Cooper pour une impulsion totale
K # 0. L'énergie &, est la ™€ énergie au-dessus du niveau de Fermi pour deux
particules libres sans interaction; &, = ek, + k.

21
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ou N(K,e) est la densité d’états couplés d’impulsion totale K et d’énergie totale Ex + €.
Supposons que les deux particules soient couplées dans une fenétre énergétique petite
en comparaison avec ’énergie de Fermi, €, — €, = 2hwp < ep. Nous pouvons alors
considérer que dans cette fenétre énergétique la densité d’états couplés est constante
pour une impuslion totale K donnée, N(K,¢) ~ N(K). Ainsi, cherchant 1’énergie de
liaison Ak en utilisant (1.12) et (1.13), on obtient

2hwp

» () !

Il apparait clairement que 1’énergie de liaison Ak disparait rapidement a mesure que
N(K) tend vers 0. L’énergie de liaison Ak sera maximale pour une impulsion totale
K qui donnera N(K) maximale. En observant la F1G. 1.3 on s’apercoit que la densité
d’états couplés N(K) est maximale lorsque I'impulsion totale des deux particules est
nulle, K = 0, autrement dit, lorsqu’on couple deux particules avec impulsions opposées
k; = k = —k, telles que

Ak =

(1.14)

Cette inégalité (1.15) est ce qu’on appellera par la suite 'ansatz de Cooper. En
reprenant (1.14) pour K = 0 et dans la limite des faibles interactions, |U|N(K = 0) < 1,
on obtient alors pour I’énergie de liaison

2
A ~ 2hwp exp (_NFlU’) (1.16)

ou Np = 2N (K = 0) est la densité d’états de Bloch a la surface de la mer de Fermi.
Les deux particules forment donc dans I’état fondamental du probleme de Cooper une
paire dont ’énergie de liaison A est proportionnelle a la fréquence de Debye.

1.1.2.b Longueur de corrélation

La longueur de corrélation des deux particules [. est donnée par

A~ = 2
(Wo| 7% |Wo)  (Wo| — Vi |¥o) > i |Viay

2= (r?) = — — . (1.17)
(W[ To) (Wo|To) AL
En passant a I'intégration sur les énergies,
(8, Lol
_ . €
12~ c=Dep » 2er (1.18)

NF/ de |al?
2€F

0
avec a = C/ (2ep — A —€) et (8_;;) = 2hvp on obtient la longueur de corrélation
€e=2€ep
2 hUF
| = = F 1.19
Ve (19
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Fia. 1.3 — Etats couplés par l'interaction attractive dans le probleme de Cooper. Le
nombre d’états couplés dans l'intervalle énergétique hwp tels que k; + ko = K est
représenté par les zones hachurées. Ainsi, la densité d’états couplés est maximale lorsque
les deux couronnes sont superposées, c¢’est-a-dire pour une impulsion totale K = 0.

qui est inversement proportionnelle a ’énergie de liaison A. Ainsi plus ’énergie de liaison
entre les deux particules est élevée plus les particules sont proches I'une de l'autre.
L’inverse de 1'énergie de liaison A~! mesure par conséquent la taille typique de la paire
de Cooper.

1.1.2.c Température critique

La température peut influer sur 'appariement des particules. En effet, A est ’énergie
de liaison dans I'état fondamental a température nulle, 7' = 0K. En augmentant la
température les phonons vont transmettre de ’énergie cinétique aux particules de la
paire qui formeront alors une paire d’impulsion totale K # 0. En développant (1.14)
pour les K faible on obtient [84]

UFFLK

Ag = A — + 0 (K?). (1.20)

Ainsi, & mesure que la température augmente I'impulsion totale K augmente menant a
la disparition de Ag. On peut alors définir une température critique 7, de I'ordre de
A o kgT,. au-dessus de laquelle les paires de Cooper sont totalement détruites via la
suppression de ’énergie de liaison Ak. La relation (1.20) nous donne alors I'impulsion
critique

K. A kgT.,

N — Y

2 hUF hl)F

g N zl (1.21)

23



1.2 Transition Métal-Isolant d’Anderson

24

transmise par les phonons a chacune des deux particules permettant de “briser” la paire
de Cooper®.

1.1.2.d Discussion sur ’ansatz de Cooper

Nous venons de voir que l'interaction attractive entre deux électrons au-dessus d’une
mer de Fermi mene dans ’état fondamental a la formation d’une paire de Cooper. Cette
paire est une superposition d’états biparticulaires noninteractifs |ky, ks). L’énergie de
liaison Ak entre les deux électrons est alors maximale lorsqu’on considere le secteur
d’impulsion totale K = k; + ko = 0. Ceci mena COOPER [16] a suggérer que les états
contribuant majoritairement a la supraconductivité sont les états dits symétriques par
renversement du temps, c’est-a-dire les états biparticulaires |k, —k). Suivant cette idée,
BARDEEN, COOPER et SCHRIEFFER [7] élaborerent leur théorie en considérant unique-
ment une interaction attractive de symétrie onde s, ¢’est-a-dire ne couplant que les quasi-
particules ayant des spins et impulsions opposés”. Ce type d’interaction est équivalent &
considérer des paires de quasiparticules (k T, —k |) voyant chacune un potentiel moyen
créé par les autres paires de quasiparticules (k' 7,—k’ |) présentes dans le systeme.
De part ce fait, la théorie BCS est une théorie dite de champ moyen, décrivant certes
une large classe de matériaux supraconducteurs de basse température, mais ne pouvant
décrire de maniere correcte les systemes supraconducteurs désordonnés. En effet, nous
montrerons aux chapitres 2 et 3, ou nous introduisons le désordre dans le probleme de
Cooper, qu’il est nécessaire d’aller au-dela de 1'ansatz de Cooper (au-dela du champ
moyen) pour pouvoir capturer les effets physiques essentiels produits conjointement par
le désordre et l'interaction attractive.

1.2 Transition Métal-Isolant d’Anderson

1.2.1 Description du modele

Le modele d’ANDERSON (1958) [3] est un paradigme pour décrire les systeémes
électroniques désordonnés sans interaction. Son Hamiltonien est une variante du modele
de liaisons fortes (modele tight-binding) avec énergies aléatoires sur site. Ces énergies
aléatoires modélisent les fluctuations énergétiques introduites par les impuretés du sys-
teme. L'Hamiltonien d’Anderson s’écrit de la maniere suivante

Hy=Y enn)(n/+V Y |n)(m|. (1.22)

n (n,m)

Les vecteurs n et m indexent les différents sites du réseau de volume L? avec des condi-
tions aux bords périodiques. Les énergies aléatoires sur site €, sont uniformément dis-
tribuées dans U'intervalle énergétique [—W/2, W /2]. W est alors l'intensité des fluctua-
tions énergétiques dues au désordre. V' est 'amplitude de probabilité pour une particule
de sauter sur un des sites les plus proches et la notation (n, m) signifie que les sites n
et m sont “plus proches voisins”.

2En effet, puisque k1 = K/2 — k et ko = K/2 + k, Uimpulsion ¢ = K/2 mesure alors 1'écart
d’impulsion pour les deux particules par rapport a 'appariement a T'= 0K, k; = —k et ko = k.
bUn exposé de la théorie BCS de la supraconductivité se trouve a la section 1.4.1.
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F1G. 1.4 — Chemin Ay et son symétrique Az par renversement du temps.

Ce modele conduit pour des systemes a une ou deux dimensions a des états monopar-
ticulaires exponentiellement localisés quelque soit le désordre introduit. Le phénomene
tient au caractere ondulatoire de 1’électron ; ce sont les interférences entre les différentes
réflexions sur les impuretés qui menent a la localisation. Par exemple dans le cas de la
localisation faible, la probabilité de retour P(n,n) d’un électron a un point n du réseau
est le module au carré de la somme des amplitudes de probabilité Ay = |Ax|exp (i.Sk)
liées aux différents chemins k permettant de revenir au site n. Sy est I'action classique
associée au chemin k. La probabilité de retour s’écrit donc

2

=D AP+ D A4y (1.23)
k

k£k!

P(n,n) = ‘ZA’“

Dans le cas d'une particule classique, donc totalement incohérente, il n’y a pas d’in-
terférences possibles et donc le second terme de 1'équation (1.23) disparait P(n,n) =
Prassigue(n,m) = >, |Ak|2. En raison du caractere ondulatoire de 1’électron, les termes
d’interférences A, A}, doivent étre pris en compte. Apres avoir effectué la moyenne sur
le désordre presque tous les termes d’interférences dans P(n,n) (1.23) s’annulent en
raison des phases aléatoires S;, des différents chemins Aj. Seules les interférences entre
les chemins Aj, et leur symétrique respectif par rapport au renversement du temps Az
persistent car en l’absence de champ magnétique ces deux types de chemin ont une
action Sy identique (F1G. 1.4). On obtient alors pour la probabilité de retour

(Pn,n)) =2 (| A = 2 (Pugssique(n, m)) (1.24)

Par conséquent les interférences dues au caractere ondulatoire des particules doublent la
probabilité de retour sur un site n donné et donc favorisent la localisation des particules.
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P(E) A

Etats localises

Etats etendus

my m,

Fic. 1.5 — Densité d’états pour le modele d’Anderson a trois dimensions. E,,, et E,,,
sont les barrieres de mobilité.

En trois dimensions par contre il existe un seuil critique du désordre W, en-dessous
duquel il apparait une bande au milieu du spectre composée d’états délocalisés. Les
autres états, les états aux bords du spectre, sont quant a eux localisés (F1aG. 1.5). L'iso-
lant d’Anderson apparait donc non pas parce que la densité d’états au niveau de Fermi
est nulle mais lorsque le niveau de Fermi du systeme se trouve dans une région du spectre
ou les états sont localisés.

Plus tard en 1979, ABRAHAMS, ANDERSON, LICCIARDELLO et RAMAKRISHNAN [1]
introduisirent une théorie d’échelle de la conductance de systemes métalliques désor-
donnés sans interaction, démontrant le caractere universel de I'absence d’états étendus
a une et deux dimensions et de la possibilité d’avoir un caractere métallique pour des
systemes a trois dimensions. La section suivante présente les principaux résultats de
cette théorie d’échelle.

1.2.2 Théorie d’échelle de la localisation

La théorie d’échelle permet d’étudier la localisation en considérant la conductance
de systemes de taille finie L bien plus grande que le libre parcours moyen ¢ d’une
particule, c’est-a-dire, L > ¢ (régime diffusif). Deux comportements asymptotiques de
la conductance apparaissent naturellement :

e pour les systemes avec peu d’impuretés, les fonctions d’ondes des électrons sont
encore assimilables a des ondes planes, la conductance adimensionnée pour un
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hypercube de dimension d est alors donnée par la loi d’Ohm
g(L) = oL (1.25)

e pour les systemes localisés, les états proches en énergie sont éloignés dans I'espace
de telle facon que le recouvrement entre les différents états localisés est exponen-
tiellement faible. La longueur typique a considérer est la longueur de localisation
li,e < L. Dans ce régime on s’attend a ce que la conductance diminue exponen-
tiellement avec la taille du systeme

9(L) o< exp (=L /o). (1.26)

La théorie d’échelle repose sur I’hypothese que la conductance g(aL) pour un systeme
de volume (aL)? ne dépend que du coefficient de dilatation « et de la conductance
g(L) pour un systéme de volume L9 En d’autre terme, la fonction d’échelle 8(g) =
dIn(g)/dIn(L) introduite par ABRAHAMS, ANDERSON, LICCIARDELLO et RAMAKRI-
SHNAN [1] doit étre indépendante de L. La conductance est ici une mesure du changement
de désordre effectif lorsque 1’échelle du systeme est modifiée. En prenant la conductance
go = g(¢) pour une taille de 'ordre du libre parcours moyen ¢ et en suivant les flots de
variations de la fonction d’échelle 3(g), le systeme peut évoluer vers un des deux régimes
asymptotiques suivants :

1.2.2.a Forte conductance g > 1
La loi d’Ohm (1.25) s’applique alors et par conséquent

Blg) =d—2. (1.27)

En dimension deux, 3(g) tends vers 0 ce qui traduit le fait bien connu que dans un
plan la conductance est indépendante de la taille du systeme. Un calcul perturbatif en

puissance de g~ ! [1, 64] donne la déviation de 3(g) par rapport a sa valeur asymptotique
(1.27)

5(g) —d—2—g+(9(g2) (1.28)

oua~ 1.

1.2.2.b Faible conductance g < 1

Les états sont localisés et par conséquent en utilisant (1.26), 3(g) devient

B(g) xIng. (1.29)

B(g) donne le sens de variation de la conductance g(L) lorsque L varie. La F1G. 1.6
donne alors I’évolution de la conductance du systeme a mesure que 'on s’approche de
la limite thermodynamique (L — o0).

Ainsi, en dimension un, la conductance disparait a mesure que L — o0. Les

électrons sont exponentiellement localisés sur une longueur de localisation [}2 de 1'ordre
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F1a. 1.6 — Fonction d’échelle 5(g) = dIn(g)/dIn(L). Le signe de (3(g) donne le sens de
I'évolution (fleches) de la conductance adimensionnée g lorsque la taille du systeme L
augmente.

du libre parcours moyen ¢. Ce résultat était déja connu antérieurement grace au travail
de MOTT et TWOSE (1956) [76].

En dimension deux, (3(g) est toujours négatif, il apparait donc qu’a la limite
thermodynamique le systeme est isolant®. Ce qui signifie que méme pour un désordre
faible, il n’existe pas de véritables états étendus pour des systemes bidimensionnels de
grande taille (L — o00). Si on définit la longueur de localisation comme étant la longueur
L = 22 telle que la conductance g(L) soit de l'ordre de 1 alors en utilisant pour d = 2

loc
la correction (1.28), on a

line o< exp (go) (1.30)

ol gy est la conductance pour L = £. Bien que la longueur de localisation (22 puisse étre

tres grande si go = g () > 1, elle reste tout de méme finie (pas de divergence).

En dimension trois, le résultat differe des deux autres cas. Le point g = ¢g* est
instable, un écart relatif dg par rapport a ¢g* mene le systeme, lorsque 'on augmente
L, vers un des régimes asymptotiques. Si gy < g*, le systeme est alors isolant pour les
tailles L > (. Par contre si gy > ¢* la fonction d’échelle 3 devient de 'ordre de 1 pour
L — 00, exhibant ainsi le caractere ohmique du systeme. La position initiale de gy par
rapport a ¢* dépend de la position du niveau de Fermi ez par rapport a la barriere de

2Le raisonnement présent n’inclut pas les interactions entre électrons. En effet, de récents travaux
expérimentaux [57] mettent en évidence 'existence dans des systémes bidimensionnels dopés d’une
phase métallique induite par les interactions inter-particules.
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mobilité €,,. Ainsi en gardant le désordre fixe et en modifiant ’énergie de Fermi, il est
possible de passer continument de gy < ¢g* a go > ¢g*. En regardant § pour de faibles
variations de er pres de ¢, on a

s = (5) =2 (131)

1/v est alors la pente de [ (g) au point critique g = ¢* (voir F1a. 1.6). En intégrant
(1.31) de g = go < ¢* pour L = ¢ jusque g < 1, on obtient [64]

g(L) =g exp(—B|dg|" L/C). (1.32)

L’équation (1.32) donne alors 'expression de la longueur de localisation en trois dimen-
sions

1D o t5g7". (1.33)

loc

Il apparait clairement que lorsque e s’approche de la barriere de mobilité €,,, la longueur
de localisation diverge avec un exposant critique v.

Ainsi, a trois dimensions, il peut exister une phase métallique pour une certaine
amplitude du désordre et surtout a partir d’une énergie donnée ¢,, appelée barriere de
mobilité. Comme on I’a dit dans la section 1.2.1 une telle phase apparait dans le modele
d’Anderson tridimensionnel : en baissant ’amplitude du désordre on fait apparaitre
dans la bande des niveaux deux barrieres de mobilité (voir F1G. 1.5) entre lesquelles
les états du systeme deviennent délocalisés. Cette apparition des barrieres de mobilité
correspond a la transition d’Anderson qui nous servira de modele de référence lorsque
nous introduirons le désordre dans le probleme de Cooper tridimensionnel.

1.2.3 Propriétés statistiques de la transition d’Anderson
1.2.3.a Domaines d’application des matrices aléatoires

Les propriétés statistiques des spectres quantiques de systemes complexes comme les
noyaux, les molécules ou les systemes mésoscopiques, peuvent étre décrites de maniere
universelle par la théorie des matrices aléatoires développée par WIGNER et DYSON
[20, 71, 8]. Un Hamiltonien H appartenant a l’ensemble des matrices aléatoires possede
une distribution de probabilité

P(H) xexp (=8 Tr V(H)). (1.34)

Le potentiel V (H) oc H? est quadratique pour le cas d’une matrice aléatoire gaussienne,
et (0 est la signature des symétries présentes dans les systeme :

e [ =1 ¢’il existe une symétrie par renversement du temps et si le spin des parti-
cules est conservé. H appartient alors a ’ensemble GOE des matrices gaussiennes
aléatoires orthogonales,

e § = 2 si l'invariance par renversement du temps est brisée (typiquement en
présence d’'un champ magnétique). H appartient alors a 'ensemble GUE des ma-
trices gaussiennes aléatoires unitaires,
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e [ = 4 i I'invariance par renversement du temps est conservée et si le spin des
particules n’est pas conservé, par exemple s’il existe une interaction spin-orbit
dans le systeme. H appartient alors a I'’ensemble GSE des matrices gaussiennes
aléatoires symplectiques.

L’idée de la théorie des matrices aléatoires® est que les détails microscopiques des énergies
propres de ‘H importent peu, seul est important la moyenne des corrélations entre les

différents niveaux d’énergie du systeme. En regardant la probabilité jointe des valeurs
propres {E,} de H,

P({E,}) x exp [—ﬁ (— Zln |E; — E;| + Z 1% (Ez))

i<j i

(1.35)

on s’apercoit qu’on peut l'assimiler a une fonction de distribution classique de la mé-
canique statistique [8, 20, 81]. 3 joue alors le role de 'inverse de la température et les
énergies F; sont alors les positions de particules classiques. Le potentiel logarithmique
dans (1.35) empéche donc les particules (les niveaux) de se rejoindre, il y a donc ce
que l'on appelle une répulsion des particules (des niveaux). Le potentiel quadratique
V(E;) o< E? empéche cependant les particules (les niveaux) de s’éloigner a I'infini.

La théorie des matrices aléatoires fut initialement introduite pour décrire les pro-
priétés statistiques des résonances observées dans les expériences de diffusion de neutron
sur des noyaux lourds. Cependant, la répulsion des niveaux et la rigidité spectrale ca-
ractéristiques des spectres des matrices aléatoires furent également observées lors de
I'étude des fluctuations des énergies du spectre quantique du billard de Sinai [13]. Bo-
HIGAS, GIANNONI et SCHMIT montrerent au travers de cette étude [13] que la théorie
des matrices aléatoires ne s’applique pas seulement a ’étude de systemes complexes
comportant une multitudes de degrés de liberté (comme 1’étude des résonances dans
les noyaux lourds), mais s’applique aussi a I’étude de systeémes quantiques chaotiques
comportant peu de degrés de liberté, comme par exemple une particule dans un billard
irrégulier bidimensionnel : il existe alors un lien étroit entre le chaos quantique et la
théorie des matrices aléatoires.

Un systeme constitué d’électrons diffusant au milieu d’impuretés dans un métal
est aussi un systeme chaotique [74]. Rapidement, avec la diffusion des particules par
les multiples potentiels induits par les impuretés, toutes les constantes du mouvement
existantes pour un systeme sans désordre sont détruites. Par exemple, 'impulsion d'une
particule k n’est plus un nombre quantique acceptable pour définir les états quantiques
d’une particule dans un systeme désordonné, seuls les énergies des niveaux permettent de
caractériser les différents états du systeme. Les premiers travaux utilisant les ensembles
de matrices aléatoires de Wigner-Dyson pour étudier les propriétés électroniques de
petits grains métalliques furent effectués en 1965 par GOR'’KOV et ELIASHBERG [48]. Plus
tard au début des années 8o, EFETOV montra, par la méthode de la supersymétrie [21,
22, 23], que la fonction de corrélation des niveaux d’énergie d’une particule diffusive dans
un grain métallique est similaire a celle obtenue dans le cas des ensembles de matrices
aléatoires. Ainsi les ensembles de matrices aléatoires de Wigner-Dyson caractérisent le
spectre énergétique de particules pouvant diffuser a travers I’ensemble du systeme ; elles

2Voir les revues exhaustives sur le sujet de MEHTA [71] et de BEENAKKER |[8].
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Fic. 1.7 — Distributions de Poisson et de Wigner.

caractérisent donc le spectre d’états étendus (délocalisés) de particules. Cependant, ceci
n’est vrai que si ’étude du spectre se fait dans un intervalle d’énergie plus petit que
I'énergie de Thouless E7*. En effet, pour |E; — E;| > Er l'interaction entre les niveaux
dévie de sa forme logarithmique [2] décroissant alors sous forme de loi de puissance et
devenant méme attractive a trois dimensions [55].

Mentionnons enfin les études [75, 80|, ou il est montré que la distribution des écarts
de niveaux de systemes de fermions fortement corrélés suit la méme loi que celle des
matrices gaussiennes aléatoires. L’étude [75] porte sur les propriétés du spectre quantique
du modele t — J, — J, ol un trou seul est corrélé a un bain antiferromagnétique. L’étude
[80] quant a elle porte sur les propriétés du spectre d'un modele ot un ou plusieurs états
intrus sont couplés a une mer de Fermi composés d’états dont le spectre est Poissonien.
Dans ces deux études, ce n’est plus le désordre, mais les corrélations dues a un grand
nombre de particules qui induisent un spectre d’énergie chaotique obéissant a la théorie
des matrices aléatoires.

1.2.3.b Distribution des écarts de niveaux

Ainsi pour étudier le régime métallique de la transition d’Anderson, nous pouvons
nous attendre a ce que le spectre des niveaux d’énergies ait les méme propriétés sta-

a]énergie de THOULESS [96] est I'inverse du temps de diffusion de la particule & travers le systéme,
Er = hD/L?, D est le coefficient de diffusion et L la taille linéaire du systéme (Voir la section 1.3.4)
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Fi1G. 1.8 — Parametre n en fonction du désordre W pour différentes tailles L du systeme.
Les données numériques sont celles obtenues dans [90] pour les états au milieu de la
bande du modele d’Anderson tridimensionnel. Encadré : Schéma de I'évolution de n
lorsque la taille L du réseau augmente.

tistiques que celles des matrices aléatoires appartenant a l’ensemble GOE?*. Pour cet
ensemble, la distribution des écarts en énergie entre des niveaux adjacents est correcte-
ment approximée par la distribution de WIGNER [71]

Py (s) = gs exp <—£s2> (1.36)

ou s est I’énergie entre deux niveaux adjacents normalisée par rapport a I’espacement
moyen §, ainsi (s) = 1. La répulsion des niveaux est traduite ici par le facteur s devant
I'exponentielle, ainsi Py (s = 0) = 0, deux niveaux adjacents ont une probabilité nulle
d’étre confondus. La distribution de Wigner Py (s), tracée sur la F1G. 1.7, caractérisera
donc les systemes dont les états seront completement étendus.

A Topposé, le régime isolant de la transition d’Anderson est constitué d’états loca-
lisés. Deux états localisés, dont les énergies respectives sont proches 'une de 'autre, ne
sont pas forcément proches dans l'espace. Ainsi, il n’y a pas de corrélations entre les
différentes fonctions d’ondes et donc pas de répulsion des niveaux. Le spectre est alors
comparable a celui d’un systeme intégrable. On s’attend a ce que la distribution des
écarts de niveaux soit alors assimilable a la distribution de Poisson

Pp (s) = exp(—s). (1.37)

2Les symétries en temps et par rapport au spin étant conservées.
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En 1993, SHKLOVSKII et al [90] étudierent la distribution statistique P(s) des espace-
ments de niveaux adjacents pour le modele d’Anderson tridimensionnel. L’étude fut faite
sur un intervalle énergétique symétrique centré au milieu de la bande spectrale. Pour
caractériser la transition métal-isolant d’Anderson, les auteurs de [90] introduisirent le
rapport 7 définit par

A—Aw

=2 1.
P (1.38)

n
ou A = f:’f P(s)ds est le poids relatif sous la distribution P(s) entre les écarts d’énergie
s1 et s9. Sip — 1 la distribution P(s) ressemble a celle de Poisson, le systeme est alors
localisé. Inversement, si  — 0 la distribution P(s) est proche de celle de Wigner, le
systeme est alors délocalisé.

Ainsi, pour le modele d’Anderson tridimensionnel, 7 passe continiiment d’une valeur
proche de 0 pour des désordres W faibles a une valeur proche de 1 pour des désordres
élevés. Cette transition devient de plus en plus abrupte a mesure que la taille L du
systeme croit, définissant de maniere précise un désordre critique W, pour lequel le
systéeme entreprend une transition d’un régime métallique vers un régime isolant (voir
F1a. 1.8). Pour les états se situant au centre de la bande du modele d’Anderson tridimen-
sionnel, la valeur critique de I'intensité du désordre est W, ~ (16 £ 0.5) V' [90, 67, 68, 56].
Nous adopterons dans 'exposé de nos travaux (CHAP. 2 et 4) la valeur de W, ~ 16.5V/,
récemment calculée dans [77], comme référence de la transition d’Anderson pour les
états monoparticulaires au milieu de la bande.

Notons que, dans leur étude SHKLOVSKII et al [90] choisirent de prendre s; = 2 et
sy — 0o dans la définition des poids A, Ap et Ay. Deux points de croisement existent
entre les distributions de Poisson et de Wigner, a savoir s = sq et s &~ 2 (voir F1a. 1.7).
Ainsi, la définition de 7, prise dans I’étude [90], permet de comparer le poids A avec les
poids de Poisson Ap et de Wigner Ay, pour les larges espacements de niveaux (s > 2).
Dans les travaux présentés a la section 2.3.1, nous choisirons au contraire de comparer
le poids A avec les poids Ap et Ay pour les petits écarts de niveaux (s < so =~ 0.4729) ;
nous prendrons alors s; = 0 et sy = 59 dans la définition (1.38).

1.3 Deux particules en interaction dans un milieu
aléatoire : Modele TIP

Nous allons introduire ici un modele constitué de deux particules sur un réseau
désordonné couplées I'une & 'autre par une interaction locale (modele appelé TIP pour
Two Interacting Particles). Comme on I’a vu a la section précédente (section 1.2), sans
interaction les fonctions d’ondes associées aux particules sont localisées en dimension un
et deux et peuvent I’étre aussi en dimension trois pour un désordre suffisamment fort.
I1 est alors intéressant de voir comment I'interaction influe sur cette localisation.

Ce modele de deux particules en interaction dans un milieu aléatoire a été introduit
en 1994 par SHEPELYANSKY. Son étude [87] montra que les deux particules en interaction
locale, attractive ou répulsive, peuvent se propager par paire sur une distance bien plus
grande que la longueur de localisation d’une particule sans interaction. Cet effet est
indépendant du signe de 'interaction, ainsi méme une interaction répulsive permet de
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former une paire de particules se propageant de maniere cohérente sur une distance plus
grande que la longueur de localisation monoparticulaire.

Un résultat précurseur avait été établit auparavant par DOROKHOV [19] qui mon-
tra dans un cadre plus restreint la possibilité d'une augmentation de la distance de
propagation des particules pour une interaction attractive forte a longue portée.

Nous allons présenter (sections 1.3.2 et 1.3.3) le raisonnement de SHEPELYANSKY
qui a conduit a la dérivation de cet effet [87]. Nous présenterons ensuite le raisonnement
alternatif d’IMRY [50] conduisant au méme résultat en utilisant I'image des boites de
Thouless et une extension de la théorie d’échelle de la conductance (section 1.2.2) ap-
pliquée a deux particules. Nous ferons ensuite une revue non exhaustive des différents
travaux sur le modele TIP (section 1.3.5) et nous finirons par I'introduction d’une mer
de Fermi dans le systeme ce qui va conduire a une suppression de 'effet de délocalisation
des paires TIP pour des énergies proches de ’énergie de Fermi (section 1.3.6).

1.3.1 Description du modele TIP

Le modele consiste a étudier deux particules régies chacune par le modele de Ander-
son (1.22)

Hy=Y enn)(n[+V ) |n)(m| (1.39)

n (n,m)

et entre lesquelles on établit une interaction sur site®”

Hy=U) |nn)(nn]. (1.40)

L’Hamiltonien complet pour les deux particules est alors®

H=Hy®1lq+1a® Ha+U ) _|nn) (nn]. (1.41)

Puisque le modele TIP est construit a partir du modele d’Anderson, il est clair que les
propriétés de ce dernier vont jouer un role important. Ainsi, il est judicieux pour étudier
le modele TIP de réécrire I'Hamiltonien (1.41) dans la base préférentielle constituée
des fonctions propres du modele d’Anderson (1.39). Ainsi, connaissant les états propres
{Ea,|Pa) }aeq, e du Hamiltonien monoparticulaire H4 définis par

Hy ‘¢a> = E, |¢a> ) (1-42)

nous sommes en mesure de construire la base biparticulaire {|af)}a.<s définie de la
maniere suivante
1 .
75 (162) @ 169) +165) @ |0n)) sia 75
) = (1.43)

$a) @ [¢a) si a = 8.

2n désigne le vecteur position d’une particule sur le réseau d-dimensionnel.

PLe ket [nm) = |n) ® |m) dénote le produit tensoriel entre le ket |n) appartenant & I’espace de la
premiére particule et le ket |m) appartenant & celui de la seconde.

°L’opérateur 14 est I'opérateur identité.
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Les fonctions d’ondes |a3) a deux particules sans interaction (1.43) sont prises symé-
triques par rapport a I’échange des particules. En effet, I'interaction sur site Hy (1.40)
n’affecte pas les fonctions d’ondes antisymétriques. Ces dernieres constituent un sous-
espace vectoriel inchangé par I'ajout de l'interaction et donc inintéressant pour notre
étude?.

En utilisant la base (1.43), I'Hamiltonien TIP (1.41) se réécrit

H =Y (Ea+ Es)|ap) (@Bl +U > Qapslas) (1] (1.44)

a,ﬁ a7ﬁ»7’6

ou les énergies F, sont les énergies propres du Hamiltonien d’Anderson (1.42) et ou
I’élément de matrice

UQapys = U Y ¢5(n)d5(n)o,(n)gs(n)  avec ¢o(n) = (n|¢a) (1.45)

est 'énergie de transition entre les états |a3) et (yd|. Dans la section suivante, nous
allons estimer cette énergie de transition.

1.3.2 Estimation des éléments U(),3,s de la matrice d’interac-
tion

Les éléments de la matrice d’interaction sont des sommes de produits de fonctions
d’ondes du modele d’Anderson. En dimension un, ces fonctions d’ondes sont toutes
exponentiellement localisées sur une distance typique l; (longueur de localisation mono-
particulaire),

6o (1) = —— exp (—M b, (n)) | (1.46)
2[1 ll

La fonction ¢, (n) (1.46) est centrée sur un site de localisation n,. Il existe par consé-

quent une relation biunivoque entre les fonctions d’onde noninteractives a un corps ¢,

et les différents sites de localisation associés n,. Les phases aléatoires 6,(n) assurent

I’absence de corrélations entre les différentes amplitudes de probabilité sur les différents

sites n et entre les différentes fonctions d’onde ¢,,.

Ainsi, d’apres la forme exponentielle (1.46) deux fonctions ¢,(n) et ¢z(n) auront
un recouvrement exponentiellement faible si [n, — ng| > [; et donc I’état biparticulaire
correspondant |af3) sera tres faiblement sensible a l'interaction (1.45). Ceci concerne la
majorité des états biparticulaires |a3) présents dans le systeme. Par contre les fonctions
d’onde ¢o(n) et pp(n) telles que |n, — ng| < I seront quant a elles réorganisées par
'interaction UQqp46. Ce sont ces états |aF) qui seront mélangés par l'interaction et qui
nous intéressent dans notre étude.

Les éléments de matrice Qo35 peuvent étre considérés comme des variables aléatoires
dont la moyenne est nulle puisqu’il n’existe pas de corrélation entre les différentes fonc-
tions d’onde ¢, (n),

(Qapys) = 0. (1.47)

2En terme de spin de particule, I'interaction Hy (1.40) n’occasionne que des transitions entre états
avec spin total nul (secteur S, = S, + S2, = 0).
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Fic. 1.9 — Recouvrement de quatre amplitudes de probabilités ¢,(n), pz(n), ¢, (n) et
¢s(n) (1.46). Le recouvrement n’est pas exponentiellement faible si les centres de loca-
lisation n,, ng,n, et ns sont tous situés dans une fenétre spatiale de largeur /.

Evaluons alors I'écart-type de 1’élément d’interaction UQagys :

D=

(1.48)

2
1 U ) . ) .
<(UQaﬁ'y(5)2>2 ~ l_2 << E e—zea(n)—z@/g(n)—&-zew(n)—&-zeé(n)> > ~
1

[1 sites

o~
olw Q}

La somme dans (1.48) est restreinte a une fenétre spatiale de dimension /; contenant
tous les sites de localisation n,,ng,n, et ns. Les crochets ( ) dénotent ici la moyenne
sur le désordre. L'intensité typique de la matrice d’interaction est par conséquent

1/2

Usp = {(UQags)*) ™ ~ U1 (1.49)

1.3.3 Longueur de cohérence /. des deux particules

Nous allons suivre ici un raisonnement di a Shepelyansky [87, 88] permettant d’éva-
luer la longueur de corrélation des deux particules couplées par l'interaction. Ce rai-
sonnement est basé sur le fait qu’il existe une relation directe entre ’espace de Hilbert
constitué des fonctions d’ondes monoparticulaires d’Anderson et I’espace réel du réseau.
Ainsi la diffusion des deux particules due a l'interaction a travers ’espace de Hilbert
équivaut a une diffusion dans ’espace réel. Cette technique est similaire a celle utilisée
dans I’étude de la localisation dynamique du rotateur pulsé [14, 15, 86].

Ainsi, en indexant les vecteurs |¢,) de I'espace de Hilbert avec les indices de réseau
n,, il apparait que seule une bande d’états biparticulaires sans interaction va étre
mélangée par U'interaction. Cette bande correspond aux états |a/3) tels que |n, —ng| < [y
(voir F1G. 1.10). Prenons a présent un état biparticulaire sans interaction |a/3) appar-
tenant & cette bande, il sera couplé avec b ~ [? états biparticulaires |yd) appartenant
a cette méme bande. Typiquement, ces états couplés sont contenus dans une fenétre
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Fi1G. 1.10 — Représentation de 'espace de Hilbert des deux particules. Seuls les états
dans la bande |n, —ng| < l; sont concernés par l'interaction. Un état |o3) sera couplé
par l'interaction avec b ~ [? états (états dans la partie grisée).

énergétique de quelques V', ainsi la densité d’états biparticulaires couplés par l'interac-
tion est pg ~ [2/V. En utilisant la regle d’or de Fermi, on obtient le taux I' de transition
entre deux états biparticulaires (|a3) — |yd)) induit par U'interaction

U2

— 1.50
Vi (1.50)

L~ Uy p2
Sachant que pendant le temps I'"! la taille typique de la transition dans I'espace réel
est [1, le coefficient de diffusion de la paire sur le réseau est alors

U 2
D,~BT ~V (V) . (1.51)

Considérons a présent une fenétre d’énergie 0F a travers laquelle nous regardons
les états noninteractifs excités par la diffusion de la paire. Le nombre de ces états est
AN ~ An,l,6E/V, ou An, ~ (Dpt)l/2 est le nombre d’états visités par le centre de
gravité de la paire et [; la distance séparant les deux particules. Tous les niveaux excités
AN étant uniformément distribués dans l'intervalle d’énergie JE, I'espacement moyen
des niveaux est alors donné par Av = §E/AN. La diffusion s’arréte apres un temps
caractéristique t* donné par la relation d’incertitude entre temps et énergie

Av ~ 1/t (1.52)
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En effet la diffusion classique associée a un spectre continu ne peut se poursuivre au-
dela d'un temps t* qui correspond a l’établissement du régime quantique associé a un
spectre discret dont ’espacement est Av. Ainsi le temps limite de localisation t* donné
par (1.52)

l 0\’
* w172 11 1
t* ~ (Dyt*)" v~ D (V) (1.53)
va nous permettre de trouver la longueur de cohérence [. de la paire
U\ 2
le ~ An, ~ (Dpt*)? ~ 12 (V) : (1.54)

Ce résultat (1.54), établit en 1994 par SHEPELYANSKY [87], implique que deux par-
ticules couplées par une interaction locale ont la possibilité de se propager par paire de
taille /; sur une distance [. bien plus grande que la longueur de localisation individuelle
l; de chaque particule. De plus cet effet est indépendant du signe de I'interaction : que
Iinteraction U soit attractive U < 0 ou répulsive U > 0 le facteur d’accroissement de la
longueur de localisation a une dimension est toujours

l U\?
_e (2. 1.5
"I 1(v) (1.55)

Le fait que les deux particules forment effectivement une paire grace a 'interaction
a été confirmé dans une étude [109] basée sur la diagonalisation exacte du modele TIP
unidimensionnel. Cette étude [109] montre que les états TIP sont sensibles a un flux de
Aharonov-Bohm de périodicité h/2e correspondant a une entité composite de charge 2e
formée par deux électrons.

1.3.4 Image des boites de Thouless et extension de la théorie
d’échelle de la conductance pour deux particules

Dans cette section, nous allons exposer le raisonnement d’IMRY [50, 51] permettant de
retrouver la longueur de cohérence I, (1.55) a partir de I'image des boites de THOULESS
[96] et d’une extension pour deux particules de la théorie d’échelle (section 1.2.2) de la
conductance.

Considérons une particule dans une boite métallique de volume L¢. La conductivité
o est alors donnée par la relation d’Einstein

o=¢e*Dn (1.56)

ou e est la charge de la particule, D son coefficient de diffusion dans la boite et n =
AT'L™? la densité d’états par unité de volume, les états a l'intérieur de la boite étant
uniformément espacés avec un espacement moyen A;. La conductance sans dimension
g s’écrit alors
h hD
g= _O.Lde -
62 L2A1
Dans I'équation (1.57), il apparait 'énergie Er = hD/L?, appelée énergie de Thouless,
qui est associée au temps L?/D que mets la particule pour diffuser d'un bord & un autre

(1.57)
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de la boite. Si on place deux boites de volume L¢ cote a cote, les états quantiques des
deux boites seront couplés par l'intermédiaire d’éléments de matrice de 'ordre de E7.
Ainsi si Ep > A les états du systeme global seront une combinaison linéaire complexe
des états des deux sous-systemes (états étendus). En revanche, si Er < A; alors les
états du systeme global seront décrits par des états de boite faiblement perturbés et
localisés sur une longueur équivalente a la taille L de la boite.

Ainsi la conductance g est le rapport entre I’énergie de couplage de plusieurs boites
et I'espacement des niveaux d’énergie d’une boite

_ T 1.
9= 4, (1.58)

Nous pouvons généraliser cette formule pour la conductance g, associée a deux particules

ga ~ ALQ =T'ps. (1.59)
Par analogie avec la conductance g associée a une particule, Ay est ’espacement entre
états biparticulaires noninteractifs (p, = A, est alors la densité d’états noninteractifs
a deux particules) et I' est I’énergie permettant aux deux particules de passer dans la
boite voisine.

Considérons a présent les deux particules dans une boite de volume [¢. Sans inter-
action, méme avec ’ajout d’une boite a coté de la boite initiale, les deux particules ne
pourront sortir de la boite puisque les états biparticulaires seront localisés a 'intérieur.
Seul l'effet de I'interaction pourra coupler deux boites voisines et faire sortir les deux
¢lectrons de leur boite initiale. L’énergie de transition I' associée est donnée par la regle
d’or de Fermi )

Vi

oit po(l1) ~ 12¢/V. La conductance g, devient alors pour L = [

U~ Up pa(ly) ~ (1.60)

g2(l) ~ (%)2 1. (1.61)

On peut remarquer que g, peut devenir tres grand alors qu’a la méme échelle [; la
conductance a une particule est g ~ 1. Si a présent on suppose que 'on peut appliquer
la théorie d’échelle a la conductance go(L), pour go > 1 on doit retrouver la loi d’Ohm
et donc

L

92(L) o< g2(lh) <E>d2- (1.62)

Ainsi en définissant [, telle que go(l.) ~ 1, on retrouve en dimension d = 1

L, U\?
=t~ () (163
qui est analogue au résultat (1.55) obtenu par SHEPELYANSKY [87]. Ce raisonnement
d’IMRY basé sur la théorie d’échelle de la conductance a été ensuite justifié dans une
étude analytique d’un modele o-nonlinéaire supersymétrique [31, 30, 32].
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Pour finir signalons simplement le cas critique de la dimension deux. D’apres (1.62),
en dimension deux, la conductance g, est indépendante de la taille L du systeme

92(L) = g2(ln). (1.64)

Ainsi par analogie avec la théorie d’échelle de la conductance pour une particule, on
peut utiliser pour g, une formule analogue a (1.30)

lc ~ exp (gg(ll)) > gg(h). (165)

La longueur de localisation [, pour deux particules TIP dans un systeme bidimensionnel
est alors exponentiellement plus grande que celle dans un systeme a une dimension.

1.3.5 Matrice de bande aléatoire avec diagonale surimposée

Plusieurs confirmations de 'expression de la longueur de corrélation (1.55) furent
données en utilisant ’analogie entre le modele TIP et un modele de matrice de bande
aléatoire particulier [87]. En effet, si on indexe les états biparticulaires a 'aide d’un
indice i parcourant l'espace (n,,ng) en “serpentant” le long de la diagonale n, = ng
(voir F1G. 1.10), on obtient pour la matrice d’interaction une certaine matrice G. Cette
matrice G est alors la superposition d’une matrice de bande (5 avec b ~ [ diagonales et
d’une matrice diagonale 7;; = 17;035. Les éléments de matrice (3; correspondent aux termes
d’interaction UQap4s qui, comme on 'a vu a la section 1.3.2, peuvent étre considérées
comme des variables aléatoires d’écart-type Uy,y,. Les éléments diagonaux surimposés 7;
correspondent quant a eux aux énergies I, + Eg des deux particules sans interaction. Ces
énergies 7; fluctuent fortement dans l'intervalle d’énergie A ~ 2(2V + W). La matrice
Gij = Gj+midy; est alors ce que 'on appelle une matrice de bande aléatoire avec diagonale
surimposée [Superimposed Band Random Matriz (SBRM)].

Ainsi la premiere des confirmations de (1.55) fut une étude numérique, incluse dans
[87], utilisant la technique des matrices de transfert sur ce type de matrice SBRM. Cette
technique permet de calculer I'exposant de Lyapunov minimal le long de la diagonale de
la matrice aléatoire a étudier. L’inverse de ’exposant de Lyapunov donne la longueur
de localisation I” dans I'espace indexé par i. Pour trouver I'expression (1.55) de .. il faut
alors diviser I par [;.

Ensuite des études analytiques sur les SBRM furent menées parallelement par
FRAHM & MULLER-GROELING [29] et par FYODOROV & MIRLIN [38] en empruntant
le modele o nonlinéaire supersymétrique® utilisé dans I’étude des matrices de bande
aléatoires simples [35, 36, 37, 73]. Ces études [29, 38| permirent entre autres de confir-
mer analytiquement ’expression (1.55) de la longueur de localisation /. et de retrouver
la forme de Breit-Wigner de la densité locale® d’états

FB[/V/QTF
(B —m)* + Ty /4

p(E) =) [U\({)5(E~E) = (1.66)

2Voir [22, 23] pour une revue compléte des techniques supersymétriques et en particulier du modele
o nonlinéaire supersymétrique.
PLocale dans 'espace des états biparticulaires indexés par i (voir le “serpentin” sur la F1c. 1.10).
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Fia. 1.11 — Distribution de Breit-Wigner de la densité locale d’états (a gauche) et
représentation d’une fonction propre d’une matrice de bande aléatoire avec diagonale
surimposée (a droite). Figures adaptées de [52].

trouvée auparavant de fagon numérique par JACQUOD et SHEPELYANSKY [52]. Dans
(1.66), {|Wx)} et {E\} sont respectivement les vecteurs et valeurs propres de la matrice
de bande G aléatoire avec diagonale fluctuante. La largeur de Breit-Wigner ' gy, apparait
comme étant égale au taux de transition entre deux états biparticulaires noninteractifs,
Tpw ~ T ~ U?/(V1) [52, 29, 38]. La forme Lorentzienne (voir Fic. 1.11 & gauche)
de la densité locale (1.66) implique que les états biparticulaires |[i) = |a3) d’énergie
mi = Ea+ Eg contribuant & un vecteur propre |¥,) sont tels que |n; — E)| < I'. Ainsi, une
fonction propre localisée |U,) du modele TIP possédera une structure tres fluctuante
(voir F1G. 1.11 a gauche) puisque deux états biparticulaires successifs |i) et |i+ 1)
peuvent chacun contribuer de fagon tres inégale a [Wy)®.

Il est possible également de calculer I'inverse & du taux de participation qui est
un décompte du nombre d’états biparticulaires participant a une fonction d’onde TIP
localisée |¥,). Ici, d’'une maniére pratique, £ est en fait le nombre de “pics” comptés sur
le carré de la fonction d’onde (voir F1G. 1.11 a droite), il peut étre estimé [52] au produit
entre la largeur de Breit-Wigner I' et la densité p;,; ~ l11./V d’états biparticulaires |af3)
a l'intérieur du domaine de localisation de |¥),

7\
§ ~ Lpiny ~ <V) l%- (1.67)

¢ est a comparer avec Epgsean ~ l1le > & qui est lui I'inverse du taux de participation
calculé dans la base du réseau réel, a savoir le nombre de sites |n,ng) occupés par
la fonction d’onde |W,). Le fait que £ < & gsean montre la dépendance de l'inverse du

20n pourra par exemple avoir |n; — Ex| < T et |nip1 — Ea| > T pour deux états successifs i et i+ 1
le long du serpentin indexé par i (voir F1a. 1.10).
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taux de participation vis-a-vis de la base a partir de laquelle on le calcule®. Cela montre
également, que les fonctions d’ondes noninteractives se trouvant a l'intérieur du domaine
de localisation [;l. d'une fonction d’onde TIP ne contribuent pas toutes a I’élaboration
de celle-ci.

Signalons finalement d’autres travaux numériques [109, 33, 101, 92, 93, 28, 63, 105]
confirmant tous l'effet d’augmentation de la longueur de localisation pour deux parti-
cules. Cependant tous ces travaux ne donnent pas le méme comportement de [, vis-a-vis
de la longueur de localisation [; d’une particule sans interaction. Ainsi le comportement
l. o< 1}® est trouvé dans [92, 104, 93, 63], I. o< [1-%° dans [33] et I. o< I3 [103, 28]. D’autre
part il semblerait que [. dépende linéairement de l'intensité |U| de Uinteraction [103]
et non pas quadratiquement (1.55). Ceci s’explique par le fait que l'utilisation de la
regle d’or de Fermi qui constitue le plus bas ordre de la théorie des perturbations est
ici insuffisante, ainsi en resommant des séries infinies de diagrammes de perturbation
les auteurs de [54] trouverent preés du centre de la bande un comportement I, o |U|
confirmant ainsi [103].

1.3.6 Mer de Fermi et barriere de mobilité

Jusqu’ici il était question de deux particules dans un milieu aléatoire couplées par une
interaction locale. Ce modele “a deux particules” peut néanmoins nous donner quelques
indications intéressantes sur des systemes plus réels comportant une densité finie de
particules [50, 51]. Considérons des états & N-corps décrivant Ny + 2 et Ny particules
dans deux boites adjacentes. L'interaction Uy, permet alors de faire une transition de
ces états vers des états ou les deux boites adjacentes comporterons respectivement N; et
N5+2 particules. On peut alors considérer les N = N;+ N, particules comme constituant
une mer de Fermi gelée. Les deux particules restantes sont alors des quasiparticules
dotées d’un temps de vie infini. La mer de Fermi modifie alors sensiblement la densité
po d’états noninteractifs couplés par 'interaction. Pour une excitation ¢ au dessus du
niveau de Fermi ez, on a naturellement

ep+e
p2(ep +€) = / p1(E)pi(ep +€— E)dE. (1.68)
€p
La somme dans (1.68) est effectuée sur toutes les énergies accessibles au dessus de la mer
de Fermi gelée. La coupure haute de la somme est due au fait que les deux particules
ont une énergie totale fixe ex + €. Ainsi pour des excitations € < A; = pfl la densité po
(1.68) devient [50, 51]

b~ 2, (1.69)
Il apparait clairement que la densité py d’états couplés par l'interaction est tres faible
proche du niveau de Fermi (¢ — 0). Ceci implique qu’il n’est pas possible d’avoir d’états
étendus g, > 1 pres du niveau de Fermi puisque la conductance g ~ I'py décroit alors
avec le carré de I'énergie d’excitation €

2

U
g ~ Wlfﬁ% (170)

aMeéme si dans le cas présent les fonctions d’onde noninteractives sont localisées et donc quasiment
assignées a un seul site sur le réseau.
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Il est par conséquent nécessaire de s’éloigner du niveau de Fermi afin de trouver une
densité d’états py a deux particules suffisamment élevée pour créer des états étendus.
L’équation (1.70) montre qu’il faut une énergie d’excitation € ~ V' pour retrouver la
conductivité go (1.61) nécessaire a la délocalisation. Ceci fut vérifié dans une étude
numérique [101, 102] de la fonction de Green & deux particules du systéme composé de
deux quasiparticules au dessus d’une mer de Fermi.

Définissons la barriere de mobilité e = E,,, telle que g2 ~ 1. De (1.70) on obtient

V2
—.
Ule?

V
Em2 ~ UAll(li/2 ~

(1.71)

Ainsi pour des énergies d’excitation € > FE,,,, il existera des états biparticulaires délo-
calisés alors que pour € < E,,, tous les états biparticulaires seront localisés. La barriere
de mobilité pour une particule est donnée par

Vv
ll

ou v > 2/d. La relation d’ordre entre les barrieres de mobilité pour une particule E,,,
et pour deux particules F,,, est alors établie

V
1

B, >
Ce qui implique 'existence d’une bande énergétique d’excitation F,,, < e < E,,, ou les
états biparticulaires sont délocalisés grace a I'interaction alors que les états monoparticu-
laires sans interaction peuvent étre localisés [50]. Ainsi, I'interaction sur site, attractive
ou répulsive, permet d’abaisser la barriere de mobilité du systeme.

1.3.7 Note sur les travaux présentés

I1 est a noter cependant, que la valeur (1.71) de la barriere de mobilité E,,, donnée
par IMRY [50] est établie en utilisant le taux de transition I' ~ U?/V1¢ obtenu avec I’hy-
pothese d’ergodicité des fonctions d’onde monoparticulaires (1.46). JACQUOD et SHE-
PELYANSKY [54] montrérent que I' varie en fait avec 1'énergie d’excitation e au-dessus
de la mer de Fermi. En considérant cette dépendance de I' vis-a-vis de €, la barriere
de mobilité E,,, est alors pour U ~ V beaucoup plus faible que celle (1.71) estimée
par IMRY [50], puisque d’apres [54], E,,, est de l'ordre de I'espacement moyen A; des
niveaux monoparticulaires,

Epy ~ A (1.74)

Comme E,,, ~ Ay, la densité p, d’états biparticulaires devient rapidement suffisante
pour permettre la délocalisation, il semble alors peu probable de localiser les états TIP
au-dessus de la mer de Fermi. Ceci est important dans le cadre des travaux présentés
dans cet ouvrage (CHAP. 2,3 et 5), puisque a l'inverse, nous allons montrer qu’il est en
fait possible de localiser I’état fondamental du modele TIP attractif en présence d’une
mer de Fermi. Et cela méme pour une intensité du désordre pour laquelle les particules
sans interaction sont délocalisées.

43



1.4 Théorie de la supraconductivité

44

1.4 Théorie de la supraconductivité

Nous allons rappeler (section 1.4.1) les principaux résultats de la théorie de la su-
praconductivité introduite par BARDEEN, COOPER et SCHRIEFFER (BCS) en 1957.
Cette théorie a permis de décrire une large classe de matériaux supraconducteurs a
basse température et non-désordonnés. La méthode auto-cohérente de BOGOLUBOV-DE
GENNES (section 1.4.2) est une méthode permettant d’étudier les systemes supracon-
ducteurs désordonnés en utilisant une approximation de champ moyen équivalente a
celle utilisée dans la théorie BCS.

1.4.1 Théorie BCS

L’étude du probléeme de Cooper (section 1.1) montre que deux particules interagissant
de maniere attractive au-dessus d’une mer de Fermi forment une paire de particules liées.
Si a présent un nombre macroscopique de particules s’extrait de la mer de Fermi, les
paires ainsi formées vont interférer entre elles puisque le principe de Pauli interdit que
deux paires n’occupent simultanément le méme double état de Bloch (k T, —k |). Ceci
introduit alors une interaction résiduelle entre les différentes paires qui ne peuvent plus
étre traitées indépendamment comme dans le probleme de Cooper.

Dans la section 1.1, nous avons vu que |’énergie de liaison est maximale pour les
paires dont I'impulsion totale est K = 0. Ainsi, ’'Hamiltonien considéré par BARDEEN,
COOPER et SCHRIEFFER (BCS) [7] comporte une interaction entre couple d’électrons
d’impulsions opposées et de spins opposés. Cet Hamiltonien responsable de ’apparie-
ment des électrons est

H = Zeknka + ZV/7k CL,Tcik/lc_kLckT. (1.75)
k,o

kK

Ici e = hk?/2m est I'énergie d’une particule libre de moment k, les opérateurs ¢l (c,,)
sont respectivement, en seconde quantification, les opérateurs de création (annihilation)
d’une quasiparticule d’impulsion k et de spin o =T ou | et n,, = cLackU est l'opérateur
donnant le nombre de quasiparticules d’impulsion k et de spin ¢. On suppose comme aux
sections 1.1.1 et 1.1.2 que l'interaction attractive assistée par les phonons est dominante
par rapport a l'interaction Coulombienne écrantée, ainsi Vi < 0 dans (1.75).

Supposons que dans 1’état fondamental tous les électrons soient appariés par paires
de Cooper. Il est alors utile d’introduire les opérateurs

bl = cLTcT_ki (1.76)
bk = C_k|Ckt (177)

qui sont respectivement les créateurs et annihilateur d’'une paire d’électrons dans les
états monoparticulaires (k T) et (—k |). Il faut cependant noter que ces opérateurs ne
décrivent pas de réels bosons puisque leurs relations de commutation

[bk, bH — O0sik#£K (1.78)

Botl] = 1= (g +ny) sik=K (1.79)
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n’obéissent pas a la statistique de Bose-Einstein. Le terme (ny; + n_y;) apparaissant
pour k = k' est la manifestation du principe d’exclusion de Pauli (bL2 =0 =0).

Dans l'expression de H (1.75) les termes du type nx; + n_x; peuvent étre remplacés
par QbLbk, puisque nous avons fait 'hypothese que dans I'état fondamental 1'existence
d’un électron dans ’état (k T) implique Pexistence d'un autre électron dans 1'états
(—=k |). Ainsi ’'Hamiltonien & considérer devient

Hpcs = Y _ 26 0kb + > Vipo bluby. (1.80)
k k.’
Dans [7], BARDEEN, COOPER et SCHRIEFFER proposéerent la fonction d’onde
[Wpso) = H <Uk + Ukblg |0) (1.81)
k

avec la condition de normalisation |uy|” + |vk|”° = 1 pour décrire état fondamental de
Hpcs. Le parametre vy, peut étre alors interprété comme 'amplitude de probabilité de
trouver deux particules condensées dans I'état (k T, —k |). uyx est alors 'amplitude de
probabilité complémentaire.

1.4.1.a Gap supraconducteur A,

L’Hamiltonien Hpcg (1.80) ne commute pas avec 'opérateur ), _n,  donnant le
nombre de particules dans le systeme. N n’étant pas fixé, la quantité a minimiser dans
I’ensemble grand canonique est

Wo = (Upes|Hpes — MZ N, |UBes) (1.82)
k,o
= Z 2(ep — w)|v]* + Z Vi 1o Ui Uk Uger Vg (1.83)
k KK

ou le multiplicateur de Lagrange p est le potentiel chimique. La minimisation de W,
nous donne

1 _
fu® = 5 (1 + ekEk“> , (1.84)
1 €x —
oel* = 5 (1 - kEk“) (1.85)
et A
* k

1
olt By = [(exx — p)? + |Ak|?]? est I'énergie nécessaire pour créer une quasiparticule d’im-
pulsion k dans I’état supraconducteur. L’excitation |Ag| est alors appelée le gap supra-
conducteur, il est donné par la relation

|Ak| = - Z Vk,k/ <‘I’Bcs| bk |\IJBCS> = - Z Vk,k’ultvk
K K

Ay
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Ainsi pour un type d’interaction Vi donné et pour une valeur de départ |/A\;| du gap,
I'équation intégrale (1.87) permet de déterminer |Ag| de maniere auto-cohérente.
Cherchons a présent une solution a (1.87) en prenant comme interaction

Vi = { U<0 si lex — p| < hwp et |ew — pu| < hwp ’ (1.88)
’ 0 sinon
ce qui implique
_f Ag st |ex — pf < hwp
Al = { 0  sinon (1.89)

Avec l'interaction (1.88), le gap est uniforme dans la fenétre énergétique de largeur 2hiwp
centrée autour de la surface de Fermi. L’équation intégrale (1.87) devient alors

_ Ul 1
1= 5 ZEk/ (1.90)
k/
\U|Np [#+7ep de
R R VACE DR,

— |U|Npsinh™ (Z—DO)

et ainsi dans la limite d’une interaction faible |U|Np < 1 on obtient®

1
Ay ~ 2hwp exp <— |U|NF> . (1.91)

1.4.1.b Température critique 7T,

A température finie, I’équation intégrale (1.90) donnant le gap supraconducteur A(T")
devient

1= VI3 5 (1= 2£(Bw) (192
.

ou f(Ex) = 1/ (exp(BEx) + 1) est la distribution de Fermi-Dirac. Le facteur 2 devant
f(Ex) dans (1.92) s’explique par le fait qu’il est possible de diagonaliser I'Hamiltonien
Hpeos (1.80) a l’aide de deux jeux d’opérateurs fermioniques 731((701{) et ﬂk('ylk) créant-
annihilant chacun deux types de quasiparticules fermioniques indépendantes et chacune
d’énergie EP. Ainsi I'état fondamental de Hpcg peut étre décrit par une superposition
d’excitations de ces deux quasiparticules indépendantes.

La supraconductivité disparait lorsque le gap A(T') s’évanouit. La température cri-
tique T, est alors définie par

|U| 1 €k —
1 = — tanh
2 ;ek—,u an 2kgT.
pthwp - ge €— [
~ |U|IN tanh . 1.93
e [© v () (1.93)

aL’expression de ’énergie de liaison A d’une paire de Cooper possede qualitativement la méme forme
que le gap supraconducteur Ag. La différence réside dans 'argument de I’exponentielle qui pour A est
le double de celui de Ag.

PCette diagonalisation de Hpcg s’opere grace a la transformation (Ciers cikl) - (Yoo 'yjk) de
BOGOLUBOV-VALATIN [11, 12, 98] (voir section 1.4.2.b).
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En supposant kT, < hwp et dans la limite des couplages faibles Np|U| < 1, on trouve

1

kgT, ~ 1.14hwp exp <——) : 1.94

Np|U] (1.94)

On remarque ainsi que la température critique 7, du supraconducteur est proportionnel
au gap énergétique Ay,

T, x Ag. (1.95)

L’étude de (1.93) montre que le gap se comporte comme

A(T) ~ (1 - Z)m (1.96)

T

pour des températures T proches de T.. Le gap s’annule donc a T" = T, avec une
pente infinie (F1G. 1.12), ceci est dans le cas présent le signe d’une transition de phase
du second ordre. Cette transition fais passer l’état fondamental du systeme d'un état
supraconducteur 7" < T, a un état métallique normal 7" > T.. Le gap supraconducteur
A(T) est par conséquent le paramétre d’ordre de cette transition.

A A

—
1y

F1G. 1.12 — Représentation du gap supraconducteur A(7") en fonction de la température
T.

1.4.1.c Energie d’excitation d’une quasiparticule

Montrons brievement que Fy est bien I’énergie d’excitation d’une quasiparticule et
que Aq est I'énergie de liaison d’une paire de Cooper appartenant a 1’état fondamental
BCS.

Ainsi, supposons que 1’on veuille extraire de 1’état fondamental |¥gcg) une quasipar-
ticule (p 1) initialement appartenant a une paire (p T, —p |). La quasiparticule (—p |)
sera alors dans I'impossibilité de se réapparier puisque toutes les autres quasiparticules
sont condensées en paires de Cooper. La différence entre, 1'énergie W_, de I'état ou les
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quasiparticules (p T) et (—p |) sont désappariées, et I'énergie W, de 'état fondamental
(1.83), sera donc I'énergie d’excitation nécessaire a 'extraction de la quasiparticule (p 1)
de 'état fondamental. Ainsi en utilisant (1.84), (1.85) et (1.87),

W—p ~Wo = (ep—p)+—2(ep — p)|vp* — 2ugvy, Z Vi plig Vg
k/
= E ,=E,. (1.97)

L’énergie W_p — Wy = E_, est typiquement I'énergie nécessaire pour casser la paire
(p T,—p |). L’énergie minimale pour casser une paire est donc ming{ Ex } = A(7T'). Ainsi
pour T' = 0K, I'énergie de liaison d’une paire de Cooper sur la surface de Fermi est A,.

Le systeme est composé d'un nombre macroscopique 2N > 1 de quasiparticules.
Ainsi on a 2(N — 1) + 1 ~ 2N + 1, et I'énergie W_, de l'état fondamental a 2N
particules auquel on a enlevé 1 paire de Cooper est sensiblement égale a 1’énergie de
I’état fondamental a 2N particules auquel on aurait ajouté 1 particule. Les deux états
fondamentaux décrivent tous les deux un systeme avec une quasiparticule seule et une
collection macroscopique de N paires de quasiparticules. Ainsi, en vertu de (1.97), Ex
est bien ’énergie d’excitation d’une quasiparticule d’impulsion k.

X

Fia. 1.13 - Energie excitation Fy d'une quasiparticule en fonction de son impulsion k a
T = 0K. Le tracé en pointillés correspond a I’énergie d’excitation d'une quasiparticule
dans I’état normal. On voit que pres du niveau de Fermi, I’énergie d’excitation dans
I’état supraconducteur differe de celle de I’état normal. Le gap entre ces deux énergies
est donné par Ay.

1.4.2 Traitement “champ moyen” et désordre : Méthode de
Bogolubov-de Gennes

L’idée de la méthode de BOGOLUBOV-DE GENNES [17] est d’introduire, dans la
théorie BCS, un potentiel aléatoire local Z(r). Ce potentiel aléatoire va briser l'inva-
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riance par translation de ’énergie potentielle vue par les électrons, il est alors préférable
d’utiliser les opérateurs de 1'espace réel W, (r) et Wi (r) définis par

U,(r) = Z e et Ul (r) = Z e~krel (1.98)

k k

Les opérateurs W, (r) et Wl (r) obéissant au reégles d’anticommutation suivantes

{0, (), Uo ()} = {01 (), 0], ()} =0 (1.99)
{\I/a(r), quj,,(r'>} = 5y (r— 1), (1.100)

sont les opérateurs de création et d’annihilation de quasiparticules fermioniques de spin
o en un point r de l'espace. L’Hamiltonien BCS (1.75) peut alors étre écrit a 1’aide des
opérateurs U, (r) et Ul (r),

H = Ho+ Hom (1.101)
- Z / dr ! (r) [%—1—5(1")} , (r)

(0] [ dv W@ 0w 0 @)

ou Z(r) est le potentiel aléatoire et olt on a pris 'interaction de type onde s déja utilisé
dans la section précédente (1.88). Le nombre de particules n’étant toujours pas conservé,
la quantité a minimiser est encore 1’énergie donnée par ’'Hamiltonien modifié

H— puN =H, — |U]| /dr Ul ()Wl (r) ¥ (r) T4 (x) (1.102)

ou N =3 [dr Ul (r)¥,(r) est I'opérateur associé au nombre de particules présentes
dans le systeme.
1.4.2.a Approximation de “champ moyen”

L’approximation de champ moyen consiste a remplacer le terme d’interaction quar-
tique “U*?” dans H,,, par plusicurs termes quadratiques “¥2”. Ainsi, le terme d’interac-
tion devient un opérateur pour une seule particule voyant un champ moyen associé aux
différents opérateurs quadratiques “¥U?”. Sous cette approximation 1'équation (1.102)
devient I’Hamiltonien effectif suivant

Hepr = Y / dr Wl (r)H U, (r)
+ ) / dr W (r)¥! (r)¥,(r) (1.103)

+ / dr [A(r)lﬂ(r)\lﬂ(r)—|—A(r)*\11l(r)\IJT(r) .

L’Hamiltonien H,y; décrit un systeme de particules n’interagissant pas directement entre
elles, mais via des champs moyens locaux W(r), A(r) et A*(r). Le terme W] (r)¥,(r)
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annihile et crée au point r une pseudo-particule de spin o, par conséquent 'intensité de
ce processus W (r) est tout naturellement liée a 'amplitude de probabilité de trouver
une quasiparticule de spin opposé @ au point r. Ainsi, on doit avoir

W(x) = U] (W)W, (x) ) = —U] (W} (1), (r)) (1.104)

ou( )={(¥pos| |Vpcs). Dela méme fagon, les termes \I/J{(r)\I/I(r) [resp. W (r)¥;(r)]
créent [resp. détruisent] deux quasiparticules T et | au point r. Les intensités des proces-
sus associés sont donc reliées aux amplitudes de probabilité d’annihiler [resp. de créer]
deux quasiparticules de spins opposés au point r. Ainsi, on a

Alr) = —|U| <\I/l(r)\IfT(r)> et A*(r):—\Uy<qq(r)\1@(r)>. (1.105)

La valeur du parametre d’ordre n’est a présent plus constante comme dans le cas sans
désordre (1.89), A(r) fluctue a présent d’un point a un autre sur le réseau, traduisant le
fait que le désordre modifie localement ’amplitude de probabilité de condensation des
paires.

1.4.2.b Diagonalisation de H.s; et auto-cohérence

Il est possible de diagonaliser H.;; grace au jeu d’opérateurs v,; et 7, de
BOGOLUBOV-VALATIN [11, 12, 98], qui sont des combinaisons linéaires des opérateurs
fermioniques Wy (r) et ¥ (r),

Uy(r) = Z(Un@)”YnT—UZ(I')”YL),

n

Vi) = Y (un(®)yas + o)) (1.106)

n

Les nouveaux opérateurs obéissent aux relations d’anticommutation fermionique
{77107'711’0’} = {7;[00’77]:’0’} =0 (1107)
{’yncru 77];/51} = 6nn’5aa" (1108)

La diagonalisation de H.ss se fait en fixant correctement les coefficients u,, et v,
dans la transformation (1.106) pour que I'on puisse écrire I’'Hamiltonien sous la forme
suivante

Hepr = Ey+ Z enY) Vo (1.109)

no
ou I, est I’énergie fondamental de H.ys et €, I'énergie d’excitation de la quasiparticule
fermionique créée par opérateur ! . Il vient alors les équations dites de BOGOLUBOV

[17]
17 ( HeAt(VrV)(ﬂ —HeA_(rIEV(r) ) ( Z: ) —e ( Z: ) , (1.110)

Ce systeme est a résoudre de maniere auto-cohérente en fixant au début de I’étude des
fonctions d’essais A’(r) et W’(r) et en utilisant a chaque nouvelle itération les valeurs
précédemment trouvées.
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1.5 Transition Supraconducteur-Isolant

1.5.1 Nature du désordre

Un des exemples les plus intéressants de compétition entre interaction et désordre
est le cas de la supraconductivité en milieu désordonné. La nature du désordre est alors
essentiellement de deux types [47] :

Morphologique, c’est le cas par exemple des films bidimensionnels supraconduc-
teurs. Ils peuvent étre obtenus de différentes fagons parmi lesquelles on peut citer :

e les méthodes par déposition de métal sur des substrats froids recouverts d’une
pré-couche amorphe de Germanium (Ge) ou d’Antimoine (Sb); le désordre est
alors établit a ’échelle atomique. Le type de film ainsi obtenu est homogene et ne
contient pas a prior: d’agrégats métalliques. La transition supraconducteur-isolant
(SI) est modulée par 'épaisseur du film [49, 66]. La phase isolante apparait lorsque
I’'on diminue suffisamment 1’épaisseur du film.

e les méthodes par évaporation directe de métal a basse température sur un sub-
strat sans pré-couche, le type de films obtenu est alors constitué d’une assemblée
d’agrégats supraconducteurs. Le désordre est alors établit a 1’échelle mésoscopique.
Les températures de transition supraconductrices sont dans ce cas présent indé-
pendante de I’épaisseur du film. C’est le couplage entre les différents agrégats
qui module la transition SI. Ce type de systeme bidimensionnel peut alors étre
modélisé par une assemblée de jonctions Josephson couplées [47].

Chimique, c’est le cas par exemple des cristaux supraconducteurs a haute tempéra-
ture. Le désordre est alors induit par le dopage en impuretés comme par exemple pour le
cuprate YBasCuzO7_s ou I’'on peut remplacer stochcemétriquement des atomes de Cuivre
(Cu) par des atomes de Zinc (Zn) donnant ainsi le composé dopé YBay(Cu;_,Zn,);07_5.
Ces composés supraconducteurs sont des supraconducteurs dont la température critique
T, est bien plus élevée que celle des supraconducteurs traditionnels. Leur étude est
relativement complexe puisque aux problemes dus au désordre vient s’ajouter le fait que
jusqu’a présent la nature exacte de I'interaction® menant a ce type de supraconductivité
n’est pas encore tres bien connue et d’ailleurs fait ’objet d’une recherche intense.

La plupart des matériaux étudiés sont bidimensionnels ou quasibidimensionnels car
méme pour le cas des cristaux comme le cuprate YBayCu3zO7_s la supraconduction
s’opere dans des plans supraconducteurs de CuQO,, le couplage entre les plans de CuO,
étant alors controlé par la déplétion d en oxygene (O).

1.5.2 Fluctuations du parametre d’ordre

Les électrons dans les systemes supraconducteurs se comportent collectivement com-
me une seule entité macroscopique caractérisée par ce qu’on appelle un parametre d’ordre
supraconducteur

d = |P|e™. (1.111)

Dans la théorie BCS, le parametre d’ordre est supposé homogene est constant a travers
tout le systeme étudié. Sa suppression équivaut a la destruction de I’état de supracon-

2La symétrie de l'interaction n’est pas de type “s” comme dans la théorie BCS mais serait plutot
de type “d”.
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ductivité dans le systeme. Si le parametre d’ordre ® n’est pas nul et s’il possede une
tres longue cohérence de phase dans l'espace, 1’état supraconducteur survit.

Toutefois en introduisant du désordre dans le systeme, des fluctuations spatiales vont
altérer localement le parametre d’ordre qui ne sera alors plus homogene a travers le
systeme. Ces altérations peuvent intervenir a la fois sur 'amplitude |®| et sur la phase
¢ du parametre d’ordre. Ces deux types de fluctuations possibles, qui sont strement
combinés dans la réalité, impliquent séparément des effets différents.

La fluctuation de l'amplitude |®| peut conduire & la suppression du parametre
d’ordre. ’amplitude du parametre d’ordre étant relié a ’énergie de liaison des paires
de Cooper. La suppression de celui-ci entraine par conséquent la destruction des paires
de Cooper. Une résistance non nulle apparait alors.

Par contre la fluctuation de la phase ¢ conduit a la destruction de la cohérence de
phase entre les paires de Cooper a travers le systeme. Comme les fluctuations de la phase
n’impliquent pas la disparition de I’'amplitude du parametre d’ordre, la phase isolante
est donc constituée de paires de Cooper localisées. Il y a alors apparition d’une résistance
bien que le parametre d’ordre ne soit pas nul.

Deux types de modeles sont alors en concurrence : ceux pour lesquels la destruction
de la supraconductivité est due aux fluctuations de la phase, et ceux pour lesquels ce
sont les fluctuations de 'amplitude du parametre d’ordre qui jouent un role essentiel.

1.5.2.a Fluctuations de la phase : Modele de bosons en milieux désordonnés

Originellement, le modele de bosons en milieux désordonnés fut introduit pour décrire
la superfluidité de I’'Hélium dans les milieux poreux. Dans le cas de la transition SI dans
les systemes bidimensionnels, FISHER et al [25] formulérent I'hypothese que 1’ensemble
des électrons du systeme est correctement décrit a T' = 0K par un ensemble de bosons de
charge 2e évoluant dans un potentiel aléatoire. En effet, dans la phase supraconductrice,
les électrons sont appariés sous forme de paires de Cooper (section 1.1) et peuvent donc
étre raisonnablement assimilés a des bosons composites de charge double de celle d'un
électron. Par contre dans la phase localisée I’hypothese d’assimilation des électrons en
bosons composites est moins évidente : on suppose que pour les films supraconducteurs
il existe deux températures critiques. La premiere T, est celle pour laquelle le systeme
entier opere une transition de phase d’un état macroscopique supraconducteur vers un
état isolant due a la perte de la cohérence de phase du parametre d’ordre a travers le
systeme. La seconde est la température Tg > T, qui est la température en dessous de
laquelle les paires de Cooper se forment. Bien que le systeme soit isolant pour T, < T <
Tw (F1G. 1.14), localement le parametre d’ordre n’est pas nul, ce qui fait que les paires
de Cooper ainsi que le gap supraconducteur persistent dans la phase localisée. Les paires
de Cooper sont alors localisées sur une distance de ’ordre de la longueur de cohérence du
parametre d’ordre. L’hypothese principale réside dans le fait que lorsque la température
critique T, est amenée a zéro, T, reste non nulle (F1G. 1.14) ce qui implique que la
phase isolante est constituée de paires de Cooper préformées. Ce scénario permet alors
de considérer dans les deux phases, supraconductrice et isolante, les électrons comme
appariés en entités bosoniques composites de charge 2e.

De plus des travaux antérieurs [45, 46] a celui de FISHER et al [25] ont montré, qu’a
une dimension, la transition SI d’un modele d’électrons avec interaction attractive de
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Supraconducteur | solant o
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F1a. 1.14 — Schéma du diagramme de phase proposé dans [107] montrant la température
T en fonction du désordre W pour la transition SI dans les films bidimensionnels supra-
conducteurs désordonnés. La ligne pleine représente la température critique de transition
T, et la ligne en pointillés représente la température T,y en-dessous de laquelle les paires
de Cooper se créent. W, est le désordre critique de la transition a température nulle.
Figure adaptée de [107].

type BCS appartient a la méme classe d’universalité que la transition superfluide-isolant
d’un modele de bosons interagissant de maniere répulsive. La théorie de FISHER et al
[25] repose alors sur l'extension de ce modele bosonique & deux dimensions. L’action
Euclidienne du modele [25]

S = [ d%dr|y* e +u ? 1.112
= [ dtaar |00+ o VO UG P (1112)
_no} “?ﬂ(:ﬂﬁ)‘z—no}

décrit un systeme de bosons, caractérisé par la fonction d’onde . 1) s’avere étre ici
I’analogue du parametre d’ordre supraconducteur pour la transition superfluide-isolant.
D’une part, ces bosons sont soumis a un potentiel aléatoire local U(z) et d’autre part
ils sont soumis entre eux & une répulsion Coulombienne V(z) = (2¢)?/|z|. Pour un
potentiel aléatoire U (z) donné, la transition de phase entre un verre de Bose et une phase
supraconductrice se produit lorsque la densité bosonique ny devient égale a une densité
critique n.. En effet, dans le cas d’'un film supraconducteur avec désordre homogene
I’augmentation de son épaisseur induit une augmentation de la concentration de porteurs
de charge, et induit par conséquent, dans le cas d'une attraction entre électrons, une
augmentation de la densité de paires de Cooper dans le systeme. Ainsi, en atteignant

‘ 2

+ /ddacddw’dr V(r—2) “w(x ,T)
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une épaisseur critique et par la méme occasion une densité critique de paires de Cooper,
il se produit pour le film bidimensionnel une transition d’un état isolant vers un état
supraconducteur [49, 66].

L’étude de FISHER et al [25] du modele (1.112) ne suppose que des variations spatiales
de la phase ¢(x) du parametre d’ordre ¢ (x) = |1)[e’*®) I'amplitude |¢)| restant constante
a travers tout le systeme. Dans cette approximation, I’étude de la transition de phase
a T = 0K faite au travers d’une analyse des exposants critiques du systeme, révele, au
point de transition critique ng = n., ’existence d’une phase métallique caractérisée par
une résistance universelle dont la valeur est proche de celle du quantum de résistance
pour deux électrons Rg = h/(2e)?. Une étude numérique [107] basée sur 1’étude Monte-
Carlo du modele de bosons en milieu désordonné ne considérant que les fluctuations
de la phase du parametre d’ordre confirme les résultats analytiques de FISHER [25,
24]. Plusieurs travaux expérimentaux montrent effectivement 'existence d’une phase
métallique au point de transition, cependant la résistance correspondante ne semble pas
étre universelle selon les matériaux étudiés [49, 65, 66, 108] contrairement & ce qu'il est
suggérer dans les travaux [25, 24, 107].

1.5.2.b Fluctuations de amplitude

D’autres approches basées sur la méthode de champ moyen de Bogolubov-de Gennes
privilégient les fluctuations spatiales de I'amplitude du parametre d’ordre supracon-
ducteur [43, 42, 44, 34]. En effet a la section 1.4.2 nous avons vu que la méthode
auto-cohérente de Bogolubov-de Gennes permet de considérer les variations spatiales
de lopérateur A(r) = —|U|¥ ,(r)¥,(r) donnant 'amplitude de condensation des paires.

Le parametre d’ordre Agp(l), quant & lui, est directement 1ié & cet opérateur A(r) puisque

AZ (1) <Z A(r)AT(r+1)> (1.113)

pour les grandes distances [ = ||1/|.

GHOSAL, RANDERIA et TRIVEDI [43, 42] résolverent numériquement les équations
de BdG de maniere auto-cohérente pour le cas de systemes désordonnés supraconduc-
teurs de type s. Ils trouverent [43, 42] pour les forts désordres que la distribution de
I'amplitude locale d’appariement (ou amplitude de condensation des paires) A(r) =

—|U| <\Ifl(r)\DT(r)> est tres étendue avec cependant un fort poids pour A(r) — 0. De

plus, pour la méme intensité du désordre le gap énergétique dans le spectre d’excita-
tion des quasiparticules demeure non nul. Cette persistance du gap pour les désordres
élevés est due au fait que le systeme présente localement des ilots supraconducteurs, ot
A(r) # 0, entourés d’une mer isolante, ou localement I’amplitude d’appariement s’annule
A(r) — 0 (voir F1a. 1.15). La F1G. 1.15 montre également qu’on ne peut plus associer
le parametre d’ordre (et a fortiori 'amplitude d’appariement) avec le gap énergétique
lorsque le désordre devient trop fort. Cette association n’est clairement valable que pour
les systemes faiblement désordonnés ou sans désordre.

Dans 1’étude [43], une fois les fonctions d’ondes BAG obtenues, I'incorporation ho-
mogene de fluctuations spatiales dans la phase du parametre d’ordre montre que la
superfluidité du systeme diminue fortement lorsque le désordre augmente, puis disparait
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F1G. 1.15 — A gauche : Gap FEg,, du spectre d’excitation des quasiparticules et parametre
d’ordre A,, en fonction du désordre V. A droite : Représentation spatiale de I’ampli-
tude d’appariement A(r) pour la méme configuration du désordre mais pour différentes
intensité V' du désordre. Les parties sombres correspondent aux valeurs les plus grandes
de A(r), les plus claires correspondent a A(r) — 0. Figures tirées de [43].

de maniere abrupte pour une intensité du désordre critique donnée, suggérant ainsi la
nécessité de conjuguer les deux types de fluctuations, sur 'amplitude et la phase, pour
décrire convenablement la transition SI dans les milieux désordonnés.

Signalons finalement 1’étude Monte-Carlo quantique [83] ou les particules inter-
agissent via une interaction attractive de Hubbard sans faire aucune hypothese initiale
sur l'appariement des particules. De cette fagon, pour un systeme bidimensionnel, les
auteurs de [83] montrerent qu’avec 'augmentation de l'intensité du désordre le systeme
entreprend une transition d’une phase supraconductrice vers une phase isolante ; cette
transition s’opérant pour une certaine intensité du désordre.

1.5.2.c Travaux présentés

Pour les travaux présentés dans les chapitres suivants (CHAP. 2, 3 et 5) nous n’uti-
liserons ni I'assimilation des électrons en entités bosoniques utilisée dans la théorie de
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F1G. 1.16 — Diagramme de phase montrant, en ’absence de supraconductivité, le compor-
tement des résistivités p,, et p. de 'état normal du composé Lay_,Sr,CuO,4 en fonction
de la température et du dopage en Sr. La ligne en pointillés représente la température
critique T.(z) du supraconducteur en I'absence de champ magnétique. Figure tirée de
[10].

FISHER [25], ni I'approximation de champ moyen employé dans la théorie BCS et dans
la méthode de BdG [43, 42]. D’une part nous prendrons le parti de garder la nature
fermionique des particules pour étudier les effets conjugués du désordre et de l'inter-
action attractive sur la localisation/délocalisation des particules. Et d’autre part nous
montrerons que l'approximation de champ moyen n’est pas capable de capturer les ef-
fets physiques essentiels dus au désordre. Pour ce faire nous étudierons au CHAP. 2 et
3 deux particules au-dessus d’une mer de Fermi couplées entre elles par une interaction
attractive et locale. Cette étude constitue une généralisation du probleme de Cooper [16]
puisque nous introduirons d’une part le désordre dans le systeme et d’autre part nous
permettrons a l'interaction de coupler également les états qui ne sont pas symétriques
par renversement du temps (états biparticulaires non-diagonaux), contrairement & l’ap-
proche de champ moyen employée dans BCS et BAG. Au CHAP. 5 nous généraliserons le
probleme de Cooper avec désordre a I’étude d’un systeme plus réel composé de plusieurs
particules (N > 2).

1.5.3 Lien entre la transition Supraconducteur-Isolant et la
transition Métal-Isolant d’Anderson

L’état de supraconduction d’un systeme peut étre détruit a partir de 'applica-
tion d’un champ magnétique suffisamment élevé B. amenant le systeme dans un état
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dit normal. Des travaux expérimentaux [10] sous un intense champ magnétique pulsé
(||IB]] = 617")* ont permis de supprimer la supraconductivité dans les cuprates du type
Lay_,Sr,CuOy (LSCO) et d’étudier par conséquent ’état normal de ceux-ci. Cette étude
de I'état normal des composés LSCO s’est faite en fonction du dopage x en Strontium
(Sr). Le dopage joue ici le role du désordre. Les résultats principaux de [10] sont résumés
sur la F1G. 1.16 : En ’absence de supraconductivité, I’état normal entreprend une tran-
sition d’un état isolant pour les matériaux sous-dopés (z faible) vers un état métallique
pour les matériaux avec dopage plus élevé (x fort). Pour une température T' 2 10K,
les comportements respectifs de la résistivité p,, dans les plans ab perpendiculaires au
champ magnétique et de la résistivité p. selon le troisieme axe cristallographique ¢ sont
différents. En augmentant le dopage x en Sr, le régime métallique s’établit d’abord dans
les plans ab (dpa/dt > 0 et dp./dt < 0) puis finalement suivant les trois dimensions
(dpap/dt > 0 et dp./dt > 0). A tres basse température (" — 0K) par contre la transition
métal-isolant (MI) s’opere simultanément suivant les trois dimensions pour un dopage
critique particulier x.. Cela suggere que la transition MI est de nature tridimensionnelle
et peut donc s’apparenter a la transition d’Anderson (voir section 1.2). De plus le do-
page critique x. pour lequel se produit la transition est tres proche de ce qu’on appelle
le dopage optimal, ¢’est-a-dire celui qui donne la plus grande température critique T,(x)
du supraconducteur.

Une telle corrélation entre la transition supraconducteur-isolant (SI) et la transition
MI fut également observée dans d’autres matériaux supraconducteurs comme les cu-
prates YBayCuzOg, . [41], YBayCuzO7_5 [85]°, Pry_,Ce,CuOy [27], BisSry_,La,CuOg s
[78]° et les films de InO [40].

Dans ce type d’expériences [10, 41, 40, 27, 85, 78] assistées par un champ magnétique,
il semble que la phase isolante (la phase métallique) ne soit pas induite par le champ
magnétique [5]. Ce dernier au contraire en détruisant 1’état de supraconductivité dévoile
la nature intrinseque de ’état normal du systeme étudié [5]. Ces matériaux apparaissent
comme des systemes dont 1’état normal peut étre décrit par un modele présentant une
transition métal-isolant, comme le modele d’Anderson, et auquel on surimposerait 'effet
de supraconduction. Dans cette optique nous étudierons dans un premier temps au
CHAP. 2 deux particules évoluant sur un réseau désordonné d’Anderson tridimensionnel
et couplées entre elles par une interaction attractive locale de Hubbard. Ceci constitue
ce qu’on appellera le probleme de Cooper généralisé. Nous étudierons ensuite ce méme
modele en deux dimensions (2d) et sous I'influence d’un champ magnétique (CHAP. 3),
puis nous étendrons notre modele a plus de deux particules afin de prendre en compte
un systeme a N-coprs (CHAP. 5).

aLe champ magnétique est dirigé suivant I’axe cristallographique ¢ perpendiculaire aux plans supra-
conducteurs du cristal.

bCependant, il est & noter que les travaux [41, 85] indique la possibilité que I’état fondamental de
I’état normal des cuprates YBaCuO demeure métallique a température nulle.

“Pour le cuprate BisSry_,La,CuOgys le dopage critique z. ne correspond pas a celui donnant la
température critique T,.(x) optimale.
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Probleme de Cooper généralisé
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ous allons étudier ici un modele de deux particules situées au-dessus d'une mer de
/ Fermi et couplées par une interaction attractive dans un milieu tridimensionnel
aléatoire. Outre l'intérét théorique d’étudier le modele TIP (voir section 1.3)
pour le cas particulier d'une interaction attractive en présence d’une mer de Fermi gelée,
ce modele constitue une généralisation du probleme original de Cooper (voir section 1.1).
Le probleme de Cooper étant a l'origine de la théorie BCS de la supraconductivité
(voir section 1.4), on peut alors espérer que 1’étude d’un modele le généralisant en in-
cluant le désordre puisse éclairer notre compréhension de la supraconductivité en milieux
désordonnés. La généralisation du probleme de Cooper proposée ici consiste [60, 58] :
e d’une part, a introduire du désordre. Pour cela nous utiliserons le modele
d’Anderson tridimensionnel, pour lequel on connait 'existence d’une transition
métal-isolant pour un certain désordre critique. Comme il a été vu au chapitre
précédent, il existe une forte corrélation entre la transition métal-isolant (MI) et
la transition supraconducteur-isolant (SI). C’est pourquoi il est intéressant, pour
étudier cette corrélation MI/SI, de fonder notre étude sur le modele d’Anderson.
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Nous étudierons donc l'effet d’une interaction attractive et locale entre les deux
particules a proximité de la transition d’Anderson,

e d’autre part, & abandonner ’ansatz de Cooper qui consiste a autoriser seule-
ment les transitions induites par 'interaction entre états symétriques par renver-
sement du temps (k T,—k |) (voir section 1.1.2). Ici nous autoriserons toutes
les transitions possibles induites par l'interaction dans une fenétre énergétique ou
I'interaction est attractive. Notre méthode est alors exacte et sans approximation
quant a ’appariement des états par l'interaction. Nous montrerons que effective-
ment il est nécessaire de considérer toutes les transitions possibles pour permettre
la mise en évidence des différents phénomenes physiques dus aux effets conjugués
du désordre et de 'interaction attractive.

2.1 Description du modele

Supposons donc deux particules de spins opposés sur un réseau tridimensionnel de
volume L? régies toutes deux par le modele TIP (1.41) avec interaction attractive (U <
0)

H=H®lg+14®H +U»_|nn)(nn]|. (2.1)

H; est 'Hamiltonien a une particule sans interaction. L'interaction Hy = U ) [nn)(nn)|
est l'interaction attractive de Hubbard couplant localement les particules sur le réseau.
Utilisons a présent la base symétrisée (1.43) des états biparticulaires sans interaction
1 .
7 (16a) ® |¢p) + |¢5) @ |¢a)) sia# 0
|f) = (2.2)

’¢o¢>®‘¢a> SiOé:ﬁ,

construite a l’aide des états monoparticulaires sans interaction |¢,) définis naturellement
par I'équation de Schrodinger Hy|¢n) = Eal¢a). Dans cette base {|af)}a<ps 1'équation
de Schrédinger du Hamiltonien TIP (2.1) s’écrit

(Ea/ + Eﬁ/)xg/[@/ + U Z Qa’ﬁ’aﬁxgg = E)\Xé/ﬁ/ (23)
a,f

ou [x*) =, P Xéﬁ|aﬁ> est I’état propre de ’'Hamiltonien TIP d’énergie E*. L’élément
de matrice de transition induit par 'interaction entre les états biparticulaires noninte-
ractifs |af) et |y0) est

UQapys = UZ¢Z(H>¢E<H)¢7<H)¢6(H) avec ¢ (n) = (nfdq) - (2.4)

Dans le cas ou I’Hamiltonien H; est celui d'une particule libre sur un réseau cristallin
sans désordre, les états propres associés |¢,) sont alors des ondes planes et les énergies
propres associées F, peuvent étre indexées par des vecteurs d’onde k.. Dans ce cas, la
matrice de transition UQapgs o< U cskcﬁrkﬁ?kﬁk7 est une manifestation de la conservation
de I'impulsion totale des deux particules au cours de la transition. L’ansatz de Cooper
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considere en plus de cela que seuls les transitions entre états biparticulaires d’impulsion
totale nulle k, + ks = 0 sont importantes pour la supraconductivité. Ceci est justifiable
pour le cas sans désordre (voir section 1.1.2). La condition k, + kg = 0 implique que
E, = Eg < k2 = k3, I'ansatz de Cooper (1.15) s’écrit alors avec nos notations

Ep < Ey=Es < E, (2.5)

ou bien ce qui est équivalent
l<a=p<m. (2.6)

si les indices {a} sont ordonnés et si I'indice du niveau de Fermi est fixé arbitrairement
a ap = 1. Avec cet ansatz (2.6) I’équation (2.3) est alors analogue a ’équation de
Schrodinger (1.10) du probleme orignal de Cooper pour K =k, + ks = 0.

Dans le cas qui nous intéresse, les états monoparticulaires sont régis par le modele
d’Anderson (voir section 1.2.1)

Hy=Hy=>) ean)(n]+V > |n)(m] (2.7)

n (n,m)

ol les énergies €, sont distribuées aléatoirement et de facon homogene dans l'intervalle
énergétique [—WW/2,TW/2], ou V est I'amplitude de probabilité de saut, et ou (n,m)
dénote deux sites adjacents n et m sur le réseau. Dans ce cas, le désordre implique
que les vecteurs d’onde k des particules ne sont plus de bons nombres quantiques pour
indexer les états monoparticulaires. Comme on l'a vu (section 1.3.2) les éléments de la
matrice de transition UQ) g5 peuvent alors étre approximés par des variables aléatoires
d’écart-type Uy, ~ U/ l:fd/ 2 couplant de maniere ergodique les états biparticulaires no-
ninteractifs |af3) et |yd). Le désordre mélange non pas seulement les états biparticulaires
|a8) diagonaux obéissant a I'ansatz de Cooper (o = [3), mais aussi les états biparticu-
laires hors-diagonaux (o # [3). Nous proposerons alors la généralisation suivante de
I'ansatz de Cooper (2.6),

2<a+ <M (2.8)

ou M = 2m. Ce nouvel ansatz (2.8) est donc la restriction imposée a la somme sur les
indices a et § dans I’équation de Schrédinger du modele TIP (2.3). Il englobe 'ansatz
de Cooper (2.6) et permet de coupler grace a linteraction tous les états biparticu-
laires noninteractifs situés au-dessus de la mer de Fermi (2 < a + () dans une fenétre
énergétique de largeur wp o« MA; (voir FiG. 2.1); A; ~ V/L? étant P'espacement
moyen des niveaux monoparticulaires du modele d’Anderson (2.7). La fréquence wp est
alors ce qu’on appelle la fréquence de Debye du systeme, c’est la largeur de la fenétre
d’énergie dans laquelle I'interaction peut étre considérée comme attractive (voir section
1.1.1). Dans la suite de notre étude nous utiliserons le parametre o = L3/M oc wp!,
il sera gardé constant lorsque nous voudrons comparer les propriétés du modele pour
différentes tailles L du systeme, cela afin de garder la méme fréquence de Debye?.
Nous plagons notre étude du modele TIP (2.3) au demi-remplissage du spectre mo-
noparticulaire, v = 1/2. Ainsi, la condition (2.8) gele la moitié inférieure des états |¢,)
du spectre monoparticulaire noninteractif de I’'Hamiltonien d’Anderson (2.7). Ces états

aLes résultats présentés dans ce chapitre ont été obtenus pour o = 30.
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ne seront donc pas accessibles pour construire le modele TIP (2.3). Aussi, le choix du
remplissage v = 1/2, nous permet d’utiliser le fait qu’au milieu de la bande du modele
tridimensionnel d’Anderson la valeur du désordre pour laquelle se produit la transition
métal-isolant est bien connue. Cette valeur critique du désordre est W, ~ 16.5V (voir
section 1.2.3).

Ainsi, I’étude du probleme de Cooper généralisé repose sur la diagonalisation exacte
pour plusieurs réalisations du désordre de I'équation de Schrodinger du modele TIP
(2.3) soumise a la contrainte de I'ansatz (2.8). Nous étudierons d’abord (section 2.2)
I’état fondamental |x") du probleme de Cooper généralisé (2.3), puis le spectre des états
excités {|x)} de celui-ci (section 2.3).

a A

Fic. 2.1 — Etats biparticulaires couplés par l'interaction. Puisque l'interaction est in-
variante vis-a-vis de 1’échange des role des deux particules, seuls les états symétriques
s’averent étre couplés par 'interaction.

2.2 Etude de I’état fondamental

2.2.1 Distributions de probabilité

L’étude directe de la fonction d’onde |x°) de 1’état fondamental de I'Hamiltonien du
modele TIP (2.3) nous permet d’étudier qualitativement la localisation des particules.
Pour cela écrivons |x°) dans la base du réseau en utilisant la relation |¢,) = > @q(n)|n)
existant entre la base du réseau et la base des états monoparticulaires. La fonction d’onde
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de l'état fondamental est alors obtenue sous la forme [x°) = 37 A} | [0, ng).
Définissons & présent la distribution F°(ny,nz) = |xj, n,|> donnant la probabilité que
les deux particules soient I'une sur le site n; et I'autre sur le site ny. De F°(ny,ny),
nous pouvons alors définir deux distributions de probabilité :

e la distribution donnant la probabilité de présence d’une particule sur un site par-

ticulier n; du réseau tridimensionnel

f(n1) =Y F°(ny,ny), (2.9)

e la distribution donnant la probabilité que les deux particules soient séparées I'une
de 'autre d’un vecteur r = ny — ny

far) =) F'(ny +1,n,). (2.10)

nz

La distribution de probabilité f permet de mesurer ’extension spatiale d’une parti-
cule dans I'état fondamental |x°). La distribution de probabilité f; quant & elle permet
de mesurer 'espacement relatif entre les deux particules dans I'état fondamental. Pour
des raisons de représentation graphique, ces deux distributions de probabilités sont pro-
jetées sur un plan (z,y) du réseau tridimensionnel. La distribution projetée associée a
f(ny) est alors

fp(n117n1y) = Z f(nlxynlya nlz)- (211)

niz

Nous définissons de méme, fpq(riz, 1), la distribution projetée associée a fy(r). Des
exemples typiques de distributions f,(n1,,n1y) €t fpa(r12,71,) sont montrés a la FiaG.
2.2 pour une réalisation donnée du désordre. La troisieme colonne de la F1G. 2.2 illustre
la transition métal-isolant d’Anderson. En effet, sans interaction f(ny) s’apparente a la
densité de probabilité de présence d’une particule sur le réseau dans un \état situé au
centre de la bande du modele d’Anderson. Nous constatons (F1aG. 2.2, 3°™€ colonne)
que pour une intensité du désordre au-dessus du désordre critique (W > W, ~ 16.5V) la
particule est localisée et qu’en-dessous (W < W) la particule est totalement délocalisée.
Avec interaction attractive (U < 0), pour W = 1.1W, > W, la localisation de 1’état fon-

damental est amplifiée (FI1G. 2.2, 187€ colonne, 191€ ligne) par rapport au cas sans inter-
action (U = 0V, F1G. 2.2, 3*™€ colonne, 1€ ligne) ot la localisation est déja présente.
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F1G. 2.2 — Distributions de probabilité pour I’état fondamental du modele TIP attractif
(2.3) projetées sur un plan (x,y) du réseau tridimensionnel : probabilité de présence
pour une particule f, pour une interaction U = —4V (1ére colonne), probabilité f,4 de
position relative des deux particules sur le réseau pour U = —4V (Qéme colonne), f, sans
interaction U = 0 (3°™€ colonne). L'intensité du désordre est W = 1.1, (1€ ligne),
W = 0.5W, (284€ ligne) et W = 0.3W, (3°™€ ligne). Les distributions de probabilité
ont été calculées sur des réseaux tridimensionnels de taille linéaire L = 16 et projetées
sur des plans de dimensions 16x16. La fréquence de Debye est telle que o = 30.
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Cette localisation persiste pour un désordre W = 0.5W, < W, (F1G. 2.2, jere colonne,
onde ligne) alors que sans interaction I'image de la fonction d’onde d’'une particule est

délocalisée (F1G. 2.2, geme colonne, gnde ligne). Cette phase localisée disparait cepen-
dant de maniere abrupte pour une intensité du désordre W = 0.3W, < W.. Il semble
donc qu’il existe un désordre critique W,(U) < W, en-dessous duquel les particules se
trouvent étre totalement délocalisées a travers tout le réseau. La colonne centrale de la
F1G. 2.2 nous montre de plus une structure piquée autour de r = 0 pour fy(r); ceci est
le signe que les deux particules restent proches I'une de I'autre aussi bien dans la phase
localisée (W > W (U)) que dans la phase délocalisée (W > W (U)). Une telle transition
dans le cas du probleme a N-corps correspond a une transition entre une phase isolante
(I) et une phase supraconductrice (S).

2.2.2 Diagramme de phase de la délocalisation / localisation

Afin de confirmer 'existence ou non de la transition de phase révélée a la section
précédente pour une réalisation du désordre, il est nécessaire d’étudier de maniere plus
quantitative les propriétés de la fonction d’onde |x") de I’état fondamental. Pour cela
calculons l'inverse ¢ du taux de participation (ou IPR pour inverse participate ratio)

définit par
- <Z 5 <n>>. 212

Les crochets () dénotent ici la moyenne faite sur plusieurs réalisations du désordre®. Si
les particules sont completement délocalisées sur le réseau tridimensionnel, la probabilité
de trouver une particule sur un site n est f(n) = 1/L3 quelque soit n et par conséquent
£ = Emax = L?. Par contre si les particules sont localisées sur un site, & = 1. L’inverse
du taux de participation, ici calculé dans la base du réseau {|n)},, compte le nombre
de sites occupés par une particule dans I'état fondamental |x°) du modele TIP (2.3).

La F1G. 2.3 montre £ en fonction du désordre pour une interaction U = —4V et pour
différentes tailles du systeme de L = 8 a L = 14. Il apparait clairement qu’il existe un
désordre critique Wy (U = —4V') ~ 0.4W.. au-dessus duquel ¢ est indépendant de la taille
L du systeme, ce qui traduit le fait que les particules sont alors localisées, et en-dessous
duquel ¢ varie en fonction du volume L3 du réseau, ce qui traduit la délocalisation des
particules dans I’état fondamental.

La F1G. 2.4 montre £ en fonction du désordre W pour différentes interactions de
U =0V aU = —6V. Sion compare ¢ avec une interaction attractive (U < 0) et sans
interaction (U = 0V') nous constatons que 'interaction (U < 0) réduit tres fortement
I'IPR ¢ dans la région W (U) < W < W, ou I’état d'une particule sans interaction est
normalement délocalisé. Pour une taille donnée L du systéme, nous constatons (F1G.
2.4) que plus l'interaction est forte, plus 'effet de localisation s’accentue dans la phase
localisée (W(U) < W < W.), et plus l'effet de délocalisation s’accroit dans la phase
délocalisée (0 < W < W,(U)). La transition entre la phase délocalisée et la phase
localisée devient par conséquent de plus en plus abrupte a mesure que l'intensité de
I'interaction |U| augmente.

aPour tous les résultats présentés dans cette section, la moyenne de £ a été faite sur une centaine de
réalisations du désordre.
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Fic. 2.3 — Inverse ¢ du taux de participation en fonction de l'intensité du désordre
W /W, pour une interaction U = —4V et des tailles du réseau L = 8 (x), L = 10 (o),
L =12 (0) et L = 14 (x). Le symbole (+) correspond a la valeur de £ calculée en
utilisant I'ansatz de Cooper pour le cas U = —4V, L = 14.

Afin de connaitre plus précisément le bord W(U) de la transition, nous comparons
les variations relatives de {(W,U) par rapport a celles de 'TPR &(W,,0) obtenu sans
interaction au point critique W = W, lorsque la taille L du systeme varie. La variation

relative de &(W,U) est

EW,U,L=14) — W, U, L = 8)

AW U) = EW,U,L=5)

(2.13)

lorsque la taille du systeme passe de L = 8 a L = 14. Ainsi, lorsque AW, U) >
AE(W,,0) Iétat fondamental est considéré comme délocalisé et lorsque AE(W,U) <
AE(W,, 0) I'état fondamental sera considéré comme localisé quelque soit la taille linéaire
L du réseau. Il est a noter que le bord de délocalisation W(U) dépend peu de la
fagon exacte dont on le définit, puisque pour W = W(U) la variation de I'IPR ¢
est treés brutale (voir Fi1a. 2.3). Nous avons également vérifié que la variation de la
fréquence de Debye wp n’affecte pas le bord de délocalisation W(U)?. La définition de
la délocalisation /localisation proposée ci-avant nous permet donc de tracer le diagramme
de phase de la transition (voir FiG. 2.5). Ce diagramme montre que l'interaction am-
plifie la localisation de I’état fondamental de telle facon que celui-ci reste localisé dans

2Par exemple W, /W, varie de 0.35 & 0.36 lorsque « varie de 30 & 15 pour U = —4V.



Chapitre 2. Probleme de Cooper généralisé
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F1G. 2.4 — Inverse ¢ du taux de participation en fonction de I'intensité du désordre W/W,
pour pour différentes intensités de 'interaction U = 0V (o), U = =2V (O), U = —4V
(0) et U = —6V (A). Les symboles vides/pleins correspondent a une taille du réseau
L=10/L = 12.

une région Wy(U) < W < W, ou l'état fondamental de I’état normal sans interaction
est délocalisé. La phase isolante pénetre donc a lintérieur de la phase qui normalement,
sans interaction, est métallique. Ceci est en accord avec le théoreme d’Anderson qui
prédit que ’ajout d’un faible désordre a un systeme supraconducteur n’affecte pas la su-
praconductivité. Pour une intensité donnée de I'interaction, la supraconductivité survit
alors jusqu’a W = W,(U). La F1G. 2.2 (seconde ligne) montre de plus que la localisation
des particules se fait par paire, nous baptiserons donc cette nouvelle phase située dans
la région W(U) < W < W, de phase d’états biparticulaires localisées (phase BLS pour
Bi-particle Localized State phase).

A faible désordre W < W, (U) la phase délocalisée réapparait. Dans cette région
W < Ws(U), les particules semblent former une paire de Cooper délocalisée a travers
tout le réseau (voir F1G. 2.2, troisieme ligne). Ainsi par analogie au probléeme a N-corps
nous pouvons qualifier cette phase de supraconductrice (S). La transition montrée a la
F1G. 2.5 est alors une transition supraconducteur-isolant (SI).

Le bord de délocalisation présenté par la F1G. 2.5 peut étre expliqué qualitativement
de la maniere suivante : les deux particules liées entre elles par l'interaction attractive
forment une pseudo-particule de masse m, ~ 2m qui est le double de la masse m
d’une particule. Sachant que I'amplitude de saut au plus proche voisin est inversement
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F1G. 2.5 — Diagramme de phase pour la transition entre la phase localisée BLS (isolante)
et la phase délocalisée (supraconductrice S) de ’état fondamental du probleme de Cooper
généralisé. La ligne verticale en pointillés indique la transition métal-isolant d’Anderson
en l'absence d’interaction.

proportionnel a la masse, 'amplitude de saut effective pour la pseudo-particule est
alors la moitié de celle pour une particule sans interaction Vg ~ V/2. L’amplitude de
probabilité de saut étant 1’étalon d’énergie du systeme, l'intensité critique du désordre
W, menant a la localisation de la pseudo-particule est alors lui aussi diminué de moitié,
W /W. ~ 0.5. Cet argument semble étre correct pour |U| fort (voir F1G. 2.5) mais n’est
pas capable d’expliquer de maniere précise la forme exacte de la fonction W (U).

2.2.3 Energie de liaison

Définissons 1’énergie de liaison des deux particules par la différence
A =2Ep — E°. (2.14)

E° est I'énergie de I’état fondamental des deux particules couplées via l'interaction U < 0
et 2EF est I'énergie de I'état fondamental sans interaction (U = 0V'). L’énergie de liaison
A est alors la mesure de l'instabilité du niveau de Fermi due a l'interaction attractive
(U < 0). Dans le probleme de Cooper original (voir section 1.1.2), A > 0 est relié au
gap d’excitation des quasiparticules de la théorie BCS (voir section 1.4.1). L’énergie de
liaison A est alors proportionnelle a la température critique 7, du supraconducteur et
inversement proportionnelle a la longueur de corrélation des paires de Cooper.
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Fi1G. 2.6 - Energie de liaison A en fonction du désordre W pour L = 12 et pour différentes
interactions U = —2V (0), U = —4V (¢), U = —6V (A); les symboles pleins corres-
pondent aux valeurs calculées sans approximation, les symboles vides correspondent aux
valeurs calculées avec 'ansatz de Cooper. Les lignes verticales marquent a W = W, la
transition MI d’Anderson et & W = W, ~ 0.35V la transition SI extraite de la F1G. 2.5
pour |U| > 2. La figure encadrée montre le cas U = —4V pour L = 10 (¢), L = 12 (0),
L = 14 (x); la courbe en pointillés montre A avec ’approximation de Cooper pour le
cas U = —4V et L = 12 (le logarithme est décimal).

La F1G. 2.6 montre 1’énergie de liaison A en fonction du désordre W pour différentes
intensités |U| de l'interaction. Pour une interaction U donnée et pour W > W (U),
A croit de maniere importante avec l'augmentation du désordre W?. Cette rapide
augmentation de A avec le désordre est due au fait qu’a fort désordre le taux de
séparation I'"! des particules diminue fortement, ce qui augmente d’autant plus 1'in-
teraction effective entre elles [53]. Pour W < W (U), la variation de I’énergie de liaison
est négligeable en comparaison avec la variation subie lors du passage dans la phase BLS
(Ws(U) < W < W,).

Dans la phase localisée (W > W (U)), nous pouvons considérer que A et £ corres-
pondent aux valeurs attendues a la limite thermodynamique (L — +00). En effet, 'ana-
lyse combinée des figures F1G. 2.3 et 2.6 montre que dans la phase localisée (W > W),
la taille L du réseau est d'une part beaucoup plus grande que la longueur de localisation

aPar exemple pour U = —6V, A est multipliée par ~ 35 lorsque le désordre varie de W = W, ~ 0.35
aWw =W,
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des particules puisque £ ne varie pas avec la taille (F1G. 2.3) et d’autre part beaucoup
plus grande que la longueur de corrélation des deux particules puisque A reste constante
lorsque L varie (voir 'encadré de la F1G. 2.6)*. Ainsi nous pouvons interpréter les dis-
tributions piquées de fy(r) pour W > W, (F1G. 2.2) comme étant la manifestation de
la formation dans I’état fondamental de paires de particules localisées dans la phase qui
sans interaction est métallique.

Par contre, dans la phase délocalisée (W < W), I’énergie de liaison A ne se sature
pas lorsqu’on fait varier la taille L du systéme et méme diminue avec I'augmentation
de celle-ci (voir l'encadré de la F1G. 2.6). A étant relié a la longueur de corrélation
de la paire de particules, il est nécessaire de travailler avec des tailles de réseau L
beaucoup plus grandes que celles utilisées ici (jusqu'a L = 16) pour atteindre la limite
thermodynamique et étudier plus précisément la propagation des paires de Cooper dans
ce régime délocalisé (W < W).

2.2.4 Comparaison avec ’ansatz de Cooper

L’ansatz de Cooper (2.6) ne considere dans le modele TIP (2.3) que les éléments
de matrice d’interaction Q.gs tels que @ = 3 et v = . Nous pouvons comparer nos
résultats sans approximation avec ceux obtenus sous ’approximation de Cooper. La FIG.
2.6 montre Iénergie de liaison A, obtenue avec I'ansatz de Cooper. Nous constatons
que, pour des faibles valeurs du désordre (W < W, =~ 0.35V), Aggop = A (voir I'encadré
de la F1G. 2.6). A faible désordre 'ansatz de Cooper semble donc donner une valeur
correcte de I’énergie de liaison des particules. Par contre au-dela de la transition (W >
W, ~ 0.35V), I'énergie de liaison A@oop donnée par I'ansatz de Cooper est beaucoup
plus faible que celle donnée par le modele exacte (F1G. 2.6)". Ceci nous ameéne & dire que
les éléments hors-diagonaux a # 3 et v # ¢ de la matrice d’'interaction (Qup,5 négligés
dans 'approximation de Cooper jouent un role important dans la phase localisée a
proximité de la transition d’Anderson.

La F1G. 2.7 compare les distributions de probabilité f(ni) et fq(r) de I’état fonda-
mental obtenues de maniere exacte avec celles obtenues avec 'ansatz de Cooper dans la
phase BLS (W = 0.5W, et U = —4V'). La distribution f(n;) obtenue avec I’approxima-
tion de Cooper est totalement homogene par rapport a la distribution réelle montrant
la localisation des particules. De plus l'inverse du taux de participation obtenu pour
I'ansatz de Cooper (£ ~ L3) est bien plus élevé que celui obtenu sans approximation
(& ~ 1) pour W = 0.5V et U =—4V (voir symbole (+) sur la F1a. 2.3).

L’utilisation de l'approximation de champ moyen, a savoir ici I’ansatz de Cooper,
n’est définitivement pas capable de capturer I'effet conjugué de 'attraction entre par-
ticules et du désordre, c’est-a-dire la localisation de paires de particules (phase BLS) a
I'intérieur d’une phase qui sans interaction est normalement métallique (délocalisée).

APour U = —4V, W = 0.4W,.., A ne varie que d’environ 6% autour de la valeur A ~ 0.035V lorsque
le volume L? varie de 310% (L = 10 — 16).

bPar exemple pour W = W,, I'énergie de liaison A est quatre fois plus élevée que ACOOp obtenue
avec ’ansatz de Cooper.
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f(n) f,(r)

[ With

F1G. 2.7 - Distributions de probabilité f(nj) et f4(r) calculées pour la méme réalisation
du désordre sans approximation (premiere ligne) et avec I’approximation de I'ansatz de
Cooper (deuxieme ligne). Les intensités du désordre et de 'interaction sont W = 0.5W,
et U = —4V. La derniere ligne montre la distribution de probabilité de présence f(n;)
d’une particule dans un état situé au milieu du spectre du modele d’Anderson pour

W = 0.5W..
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2.3 Etude des états excités

2.3.1 Distribution des écarts de niveaux d’énergie

Afin d’étudier la localisation des états excités {|x*)}rso du probleéme de Cooper
désordonné, nous déterminons la distribution des écarts d’énergie s entre niveaux d’éner-
gie adjacents E*. A partir de la distribution P(s) nous calculons le paramétre

"’ [P(s) — P (s)] ds

= =3 , 2.15
e Pe(s) = Pus)] ds (219)
ol
Pp(s) = exp(—s) (2.16)
est la distribution Poissonienne, et ou
s 752
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F1G. 2.8 — Parametre 7 en fonction de I'énergie d’excitation AE pour W = 18V > W,
et U = —4V pour différentes tailles linéaires du réseau L = 6 (o), L = 7 (o), L = 8
(AN),L=10(A), L =12 (0) et L =14 (m). Le nombre de réalisations du désordre est
Np = 3000 (a = 30).
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Fia. 2.9 — Parametre 7 en fonction de ’énergie d’excitation AFE pour W = 12V < W,
et U = —4V pour différentes tailles linéaires du réseau L = 6 (o), L = 7 (o), L = 8
(A), L=10 (A), L =12 (0) et L =14 (m). Le nombre de réalisations du désordre est
Np = 3000 (a = 30).

est la distribution de Wigner. Dans (2.15), so ~ 0.4729 est le point d’intersection des
deux distributions Pp(s) et Py (s)*. La distribution Pp(s) (resp. Py (s)) caractérise
un systeme d’états localisés (resp. délocalisés). Ainsi, la variation de n = 1 (P(s) =
Pp(s)) an =0 (P(s) = Py(s)) caractérise une transition d’états localisés vers des états
délocalisés. Ce parametre n fut déja utilisé avec succes par SHKLOVSKII et al [90] pour
étudier la transition MI du modele d’Anderson (voir section 1.2.3).

Sur les figures F1a. 2.8 et 2.9, n est représenté en fonction de ’énergie d’excitation
AF des deux particules au-dessus de la mer de Fermi; AE = E—2Fp ou E est I'énergie
des deux particules en interaction dans un état excité.

Au-dela de la transition MI d’Anderson, W > W, les états monoparticulaires sans
interaction sont bien localisés (voir F1G. 2.10 a). Avec Uinteraction attractive la mer
de Fermi devient instable puisque des états liés a deux particules apparaissent pour
(AE < 0). La Fi1c. 2.8 montre n pour W = 18V > W, ~ 16.5V et U = —4V pour
différentes tailles du systeme (L = 6 — 14). Nous constatons que pour les états AE < 0,
1 tend rapidement vers 1 lorsque L croit de L = 6 a L = 14 suggérant ainsi qu’a la
limite thermodynamique tous les états tels que AE* = E* — 2FEp < 0 sont localisés.

aVoir section 1.2.3.b.
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F1G. 2.10 — Densité de probabilité de présence fA(ny) = Y7 |xa, n,|* d’une particule
dans I'état excité |x*) du modele TIP (2.3). Ici la projection de f*(ny) est représentée
sur un plan (z,y) du réseau tridimensionnel. La taille du réseau est L = 16. f*(n;) est
présentée pour W = 18V [ (a) état fondamental sans interaction, (b) état excité A\ = 25
avec A ~ —0.25V pour U = —4V et (c) état excité A = 758 avec A* ~ 0.25V pour
U = —4V] et pour W = 12V [ (d) état fondamental sans interaction, (e) état excité
A =83 avec A* ~ —0.05V pour U = —4V et (f) état excité X = 512 avec A* ~ 0.125V
pour U = —4V].
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Pour W > W,, les états monoparticulaires étant déja localisés, 'attraction sur site
U < 0 agit alors comme une contrainte supplémentaire forgant les deux particules de
spins opposés a rester dans le méme puit de potentiel (F1G. 2.10 b). Au-dessus du niveau
de Fermi, n tend progressivement vers 0 indiquant que les états excités avec AE > 0 sont
délocalisés (F1G. 2.10 c). Cette délocalisation est due au fait qu'une interaction répulsive
ou attractive entre deux particules détruit la localisation individuelle des particules et
mene a la propagation d’'une paire de taille /; (longueur de localisation monoparticulaire)
sur une distance [. > [ (voir section 1.3). Le facteur d’accroissement x = [./l; est
déterminé par le taux de transition I' induit par l'interaction et la densité p, d’état
couplés par cette méme interaction, x = I'py (voir section 1.3.4). Pour AE > 0, po
croit linéairement avec I'énergie d’excitation AFE (voir section 1.3.6) ce qui favorise la
délocalisation des paires au-dessus de £ = 2Ep (F1a. 2.10 c).

En-dessous de la transition MI d’Anderson, W < W.,, les états noninteractifs mono-
particulaires sont délocalisés (F1G. 2.10 d). La F1G. 2.9 montre 1 en fonction de Iénergie
d’excitation AE pour W = 12V < W, ~ 16.5V . 1l apparait que I’état fondamental reste
localisé (n ~ 1) quelque soit la taille L du systéme, ce qui est cohérent avec 1’étude faite
a la section précédente de I’état fondamental du probleme de Cooper généralisé. En effet,
puisque W(U = —4V) ~ 58V < W < W, ~ 16.5V, 'état fondamental appartient a la
phase BLS ou Wj est le bord de délocalisation de la transition SI trouvée a la section
2.2.2. Dans la région —0.25V < AE < 0, bien que n diminue de n ~ 0.9 a n ~ 0.25,
les paires de particules semblent rester localisées (F1G. 2.10 e). Pour AE > 0, les états
excités sont évidemment délocalisés (F1a. 2.10 f).

2.3.2 Propriétés des fonctions d’onde des états excités

Afin de caractériser les fonctions d’onde des états excités du probleme de Cooper
désordonné, nous calculons l'inverse du taux de participation dans la base des fonctions
d’onde biparticulaires sans interaction |a/3),

&(B) = <<Z 125 | 4) > . (2.18)
af BMc[E—e, B+

Ici les crochets ( ) indiquent la moyenne sur Np = 400 réalisations du désordre et sur
un intervalle énergétique 2¢ centré autour de E. &(F) compte alors le nombre moyen
d’états biparticulaires sans interaction |a3) couplés par I'interaction pour construire un
état excité |x*) du modele TIP (2.3) tel que E* € [E — ¢, E + ¢]. La F1G. 2.11 montre
& en fonction de I'énergie d’excitation AE pour W < W, et W > W,.. Pour W = 18V,
les états biparticulaires sans interaction sont localisés, ainsi seuls quelques uns de ces
états (£, ~ 5 — 10) suffisent pour construire les états localisés avec AE < 0 (F1a. 2.10
b). Le contraire advient pour W = 12V les états excités occupent pour AE < 0 plus
d’états biparticulaires sans interaction (£ ~ 30) que pour le cas W = 18V. En effet,
pour W < W, les états sans interactions sont délocalisés, il est alors nécessaire de
mélanger un grand nombre de ces états délocalisés pour permettre la localisation des
états biparticulaires en interaction |x*) induite par les interférences quantiques.
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FiG. 2.11 — Inverse & du taux de participation en fonction de I’énergie d’excitation AE
pour W = 12V (o) [AE est alors lue sur 'axe horizontal supérieur| et pour W = 18V (e)
[AE est alors lue sur I'axe horizontal inférieur|. L'intensité de I'interaction est U = —4V
et la taille du réseau est L = 12. Np = 300 réalisations du désordre ont été nécessaires,
a =30, 2¢ ~ 0.05V pour W = 18V et 2¢ ~ 0.025V pour W = 12V,

2.4 Conclusion

Notre étude de I’état fondamental du probleme de Cooper généralisé montre qu’en
présence d’un désordre suffisamment fort, mais pour lequel les particules sans interaction
sont encore délocalisées, il existe une intensité critique de l'interaction attractive a partir
de laquelle les particules forment une paire localisée. Ce résultat ne peut pas étre obtenu
en utilisant I’approche de champ moyen que constitue I'ansatz de Cooper, puisqu’il
est nécessaire de considérer toutes les transitions possibles a l'intérieur de la fenétre
énergétique de largeur Awp au-dessus de la mer de Fermi. La localisation induite par
I'interaction disparait cependant pour les faibles intensités du désordre.

Les états excités du probleme de Cooper généralisé restent localisés tant que leur
énergie de liaison est définie, c’est-a-dire tant que AE < 0. La phase BLS persiste donc
pour les états excités. Pour AE > 0, les particules sont délocalisées grace a 'augmen-
tation importante de la longueur de cohérence due a l'interaction.



Chapitre 3

Effet de ’interaction attractive sur
les systemes désordonnés
bidimensionnels

J. Lages et D. L. Shepelyansky, Phys. Rev. B, 64 (2001), 094502

3.1 Probleme de Cooper généralisé bidimensionnel . .. ... ... ... 78
3.1.1 Analyse des distributions de probabilité . . . . .. ... ... ... ... 78
3.1.2 Phase BLS . . . . . . . ... 80
3.1.3 Energie deliaison . . . . . . . ..o Lo 85

3.2 Effet d’'un champ magnétique . . ... ... .. ... ... 0000 86
3.2.1 Imtroduction du champ magnétique . . . . . . . . . ... ... ... 86
3.2.2 Altération de la phase BLS par le champ magnétique . . . . . . . .. .. 88

3.3 Conclusion . . . . . . . e e e e e e e e e e e 91

ous étudions ici le probleme de Cooper généralisé en dimension 2. Nous avons
) vu (section 1.5.3) qu'il existait effectivement une forte corrélation entre la tran-
sition supraconducteur-isolant (SI) et la transition métal-isolant (MI) tridimen-
sionnelle d’Anderson. Cependant, méme si certaines expériences sur la transition SI sont
faites sur des cristaux tridimensionnels, le couplage entre les différents plans supracon-
ducteurs est relativement faible. Il s’avere alors pertinent d’étudier un modele théorique
de la transition SI pour des systemes bidimensionnels. Nous allons donc étudier ici I’état
fondamental du modele bidimensionnel de deux particules couplées entre elles par une
interaction attractive au-dessus d’une mer de Fermi gelée. L’équation de Schrodinger est
analogue a celle (2.3) utilisée au chapitre précédent,

(B + Eﬁ’)Xg/ﬁ' + UZ Qa/ﬁ’aﬁxgﬁ = EOXg/g/a (3.1)
a.p

{E.}a étant le spectre des énergies du modele d’Anderson bidimensionnel, ng la com-
posante |a3) de la fonction d’onde de I'état fondamental |x°), E° I’énergie fondamentale
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et UQqpys I'élément de la matrice de transition entre les états biparticulaires |of3) et
|79). La somme sur « et § dans I’équation de Schrédinger (3.1) est soumise a ’ansatz
général que nous avons introduit au chapitre précédent

2<a+ <M (3.2)

ou le niveau de Fermi est repéré arbitrairement par 'indice ap = 1 et ou M est relié
a la fréquence de Debye par la relation® wp o« M/L? = 1/a. Le niveau de Fermi est
fixé ici par le facteur de remplissage v = 1/2, la moitié des états du spectre du modele
d’Anderson (E, < EF) est alors gelée et ne contribue pas a la construction des états
TIP régis par ’équation de Schrodinger (3.1).

3.1 Probleme de Cooper généralisé bidimensionnel

3.1.1 Analyse des distributions de probabilité

La résolution de (3.1) nous permet d’obtenir la fonction d’onde |x°) de I'état fon-
damental du probléeme de Cooper généralisé bidimensionnel. Nous pouvons alors en ex-
traire les distributions de probabilité f(n;) et fy(r) dont les définitions ont été données
précédemment aux équations (2.9) et (2.10). La FI1G. 3.1 nous montre pour la méme
réalisation du désordre des exemples types de ces distributions.

Sans interaction, pour les intensités du désordre considérées, W = 2V et W =5V, les
deux particules étudiées sont délocalisées a travers tout le réseau bidimensionnel de taille
L =40 (F1cs. 3.1a et 3.1b). Sous 'action de l'interaction U = —2V, 'état fondamental
reste délocalisé pour W = 2V ; la distribution de probabilité de présence f(ny) associée
(F1G. 3.1c) n’est pas affectée par l'interaction si on la compare au cas noninteractif
(comparer F1G. 3.1a et 3.1c). Par contre pour un désordre plus élevé, W = 5V les
propriétés de 'état fondamental (FiG. 3.1e) sont completement changées par rapport
au cas sans interaction (F1G. 3.1b) puisque les deux particules apparaissent localisées.
La Fi1G. 3.1f indique que les deux particules se trouvent étre fortement corrélées sur un
domaine spatial bien plus restreint que la surface L? du réseau; ceci suggere alors que
les éventuels effets de taille finie n’affectent en rien ce phénomene de localisation des
particules par paire sur le réseau.

aSauf indication contraire, o = 15 tout au long de cette étude sur le probleme bidimensionnel de
Cooper généralisé. Les résultats présentés ici ne varient pas avec a.
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Fi1G. 3.1 — Distributions de probabilité pour les particules dans 1’état fondamental du
probleme désordonné de Cooper bidimensionnel. La taille du réseau est L = 40. Les
figures (a) et (b) montrent la probabilité de présence f(n;) pour une particule sans
interaction (U = 0V') et pour un désordre W = 2V (a) et W = 5V (b). Toutes les
autres figures sont obtenues pour une interaction de Hubbard U = —2V'. Les figures (c)
et (d) montrent, pour W = 2V, la distribution f(ny) (c) et la distribution fu(r) (d).
Les mémes distributions de probabilités que (c) et (d) sont montrées en (e) et (f) pour
W =5V [f(n1) pour (e) et fq(r) pour (f)]. Les figures (g) et (h) sont les analogues des
figures (e) et (f) pour W = 5V en utilisant ’approche de champs moyen de I’ansatz de

Cooper. Toutes les figures ont été obtenues avec la méme réalisation du désordre.
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Cette localisation biparticulaire de I’état fondamental est obtenue par diagonalisation
exacte du modele (3.1) ou toutes les transitions induites par I'interaction entre les états
biparticulaires noninteractifs |«3) sont permises dans une fenétre énergétique de largeur
MA au-dessus de la mer de Fermi (3.2). Il est alors intéressant de comparer ce résultat
avec celui obtenu avec 'approximation de Cooper qui n’autorise que les transitions
entre états biparticulaires diagonaux |aa). Seuls les éléments de la matrice de transition
du type Qaapp sont alors pris en compte dans I’équation de Schrodinger (3.1). L’état
fondamental obtenu avec I'ansatz de Cooper pour W = 5V et U = —2V est illustré sur
les figures F1G. 3.1g et 3.1h; il apparait clairement que celui-ci est totalement délocalisé
a travers tout le réseau bidimensionnel. L'image de l'état fondamental renvoyée par
I'ansatz de Cooper (F1G. 3.1g) est plus proche de celle de 1'état fondamental délocalisé
sans interaction (F1a. 3.1b) que de I’état fondamental réel en présence de l'interaction
(F1G. 3.1e).

Les résultats exposés sur la F1G. 3.1 montrent que 'interaction attractive entre les
deux particules mene a la localisation par paire dans un régime de désordre ou les
états noninteractifs sont totalement délocalisés. Cet effet de délocalisation induit par
I'interaction n’est pas capturé par I'ansatz de Cooper, ce qui suggere, comme dans le
cas tridimensionnel (voir CHAP. 2), que les éléments non-diagonaux de la matrice de
transition jouent un role important pour 1’établissement de celui-ci.

3.1.2 Phase BLS

En dimension deux, I’état fondamental d'un systeme désordonné (méme faiblement)
est toujours localisé (voir section 1.2.2). Ceci est strictement vrai a la limite thermody-
namique lorsque la taille du systeme tend vers l'infini, L — oo. Ici, dans notre étude de
systemes de taille finie, la plus grande taille linéaire accessible numériquement avec notre
méthode de diagonalisation exacte est L = 40. Pour cette taille (L = 40), I’état fonda-
mental sans interaction® apparait délocalisé jusqu’a une intensité du désordre W = 5V,
la localisation semblant timidement apparaitre au-dela de W 2 5V (voir I'inverse du
taux de participation £ pour U = 0V sur la F1G. 3.2).

En revanche, en présence d'une interaction attractive, le bord de localisation ap-
parait nettement en W ~ 2V pour U = —4V et en Wy ~ 3V pour U = -2V (F1G.
3.2). En effet, pour W < W, £ augmente avec 'augmentation de la taille du systeme
et, pour W > W, & n’est plus sensible a cette méme augmentation. L’abaissement
induit par Uinteraction du bord de délocalisation W(U) montre par conséquent, que
I'interaction attractive localise les paires de particules dans un régime de désordre pour
lequel les particules sans interaction sont encore délocalisées pour les systemes de tailles
finies considérés ici. Comme pour le cas tridimensionnel (CHAP. 2), nous pouvons dire
que la phase isolante, grace a l'interaction attractive, pénetre a l'intérieur de la phase
normalement (sans interaction) délocalisée. Les résultats exposés pour le cas bidimen-
sionnel et tridimensionnel (CHAP. 2) sont qualitativement les mémes : La phase d’états
biparticulaires localisés (phase BLS) existe a deux et trois dimensions.

Cependant dans le cas bidimensionnel, il est impossible d’établir précisément un
diagramme de phase de la transition SI comme au chapitre précédent pour le probleme

aEtat au milieu de la bande (v = 1/2) du modele d’Anderson bidimensionnel pour L = 40.
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F1G. 3.2 — Inverse £ du taux de participation (2.12) de I’état fondamental du probleme
de Cooper généralisé bidimensionnel en fonction du désordre W. Les lignes avec les
symboles pleins correspondent a une interaction U = —4V, celles avec les symboles
vides a U = —2V/, et celles avec les symboles (4, x, ) a U = 0V Les différents symboles
correspondent a différentes tailles linéaires du réseau L = 20 (o,+), L = 30 (O, x) et
L =40 (A, *).

de Cooper tridimensionnel généralisé. En effet, pour le probleme monoparticulaire sans
interaction le seuil critique de localisation W, n’est pas précisément défini pour un
systeme de taille finie; de plus nous rappelons que ce seuil critique n’existe pas a la
limite thermodynamique pour les systemes a deux dimensions : sans interaction 1’état
fondamental est localisé quelque soit 'intensité du désordre présent dans le systeme. Il
est alors impossible comme au chapitre 2 de comparer la variation relative de £ pour des
parametres (U, W) donnés avec la variation de £ pour (U = 0, W = W,.) lorsque la taille
L du systeme varie. Néanmoins en présence d’une interaction entre particules pour un
systeme bidimensionnel, rien n’interdit 'existence d’une transition d’un état délocalisé
(étendu) vers un état localisé, ceci méme a la limite thermodynamique. L’existence
d’une transition métal-isolant a méme était observée [57] dans des gaz bidimensionnels
d’électrons de basses densités et a tres basses températures. Cette transition semble étre
due [57] aux interactions entre électrons.

La F1aG. 3.3a montre la variation de I'inverse £ du taux de participation en fonction
de la taille linéaire L du systeme pour deux intensités différentes du désordre , W = 2V
et W =5V, et pour plusieurs intensités |U| de I'interaction. Sans interaction, les états
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Fi1c. 3.3 — Inverse £ du taux de participation en fonction de la taille linéaire L. Sur
les figures (a) et (b), les lignes en pointillés et les symboles vides correspondent a un
désordre de W = 2V, les lignes pleines et les symboles pleins correspondent a un désordre
de W = 5V. Les résultats de la figure (a) ont été obtenus a partir de notre modele, ceux
de la figure (b) sont extraits de 1’étude [95]. Pour la figure (a), U = 0V (o), U = =1V
(0), U = =2V (o) et U = —4V (A). Pour la figure (b), U =0V (o), U = —4V (O) et
U = —6V (o). Ici le facteur de remplissage est v = 1/4. Pour notre modele, o = 2 et la
moyenne a été faite sur 100 réalisations du désordre.

biparticulaires noninteractifs sont délocalisés pour ces intensités du désordre considérées
(voir aussi F1G. 3.1a et b) et pour les tailles L considérées (L = 6 — 12). L’interaction
abaisse fortement £ par rapport au cas noninteractif et pour W = 5V, £ devient méme
insensible a 'augmentation de la taille pour des intensités de l'interaction |U| 2 2V
(F1G. 3.3a). Par contre pour W = 2V, ¢ continue d’augmenter avec L pour U = —2V
(et méme U = —4V'). Ce comportement est qualitativement le méme que celui observé
dans I’étude Monte Carlo quantique du modele de Hubbard attractif en présence de
désordre [95]. La F1a. 3.3b présente 'inverse du taux de participation & pour une par-
ticule obtenu dans 1’étude [95]*. Dans cette étude, les paires de Cooper se localisent a
partir d’une interaction critique U. ~ —4V pour un désordre de W = 5V et restent,
pour les tailles considérées 6 < L < 12P, délocalisées pour W = 2V. Les résultats
des figures F1G. 3.3a et 3.3b sont qualitativement similaires, la différence quantitative
est cependant présente : dans notre modele biparticulaire la phase BLS semble, pour
W = 5V, apparaitre pour une intensité critique U. =~ —1.5V et non pas pour U, ~ —4V
comme dans ’étude [95]. Cette différence de seuil est due au fait que les auteurs de [95]

2Les résultats montrés a la F1G. 3.3a sont obtenus avec notre méthode en gelant le quart des niveaux
monoparticulaires afin de pouvoir les comparer avec ceux de ’étude Monte Carlo quantique [95] faite
au quart-remplissage (v = 1/4).

PDans [95], seules les tailles L < 12 sont numériquement accessibles.
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Fi1G. 3.4 — Distributions de charge dp; pour deux particules a proximité du niveau de
Fermi sur un réseau 12 x 12 avec N = 72 fermions et W = 5V. L’image (a) est obtenue
par diagonalisation exacte pour U = 0. Limage (b) est obtenue a ’aide de la méthode
auto-cohérente de BAG pour U = —6V. Données tirées de [95].

considerent jusqu’a 74 fermions de spin 1/2 traités de maniere exacte® par la méthode
Monte-Carlo quantique. En effet, la présence d’autres fermions peut renormaliser 1'in-
tensité effective de l'interaction entre deux particules, et changer également 'intensité
effective du désordre pour les fermions proches du niveau de Fermi.

L’étude [95] du modele de Hubbard en présence de désordre présente pour différentes
intensités du désordre et de l'interaction la différence dp; = pi(IV + 2) — p;i(INV) entre les
distributions de charge pour N + 2 et N particules. N = L?/2 est ici le nombre de
particules correspondant au quart-remplissage, v = 1/4. En l'absence d’interaction,
U = 0, la distribution dp; est égale a deux fois la distribution de probabilité de présence
d’une particule prés du niveau de Fermi, dp; = 2|¢,,. (i)|*. En présence d’interaction, dp;
nous renseigne alors sur la localisation de la charge de deux particules a proximité du
niveau de Fermi. Les figures F1G. 3.4 et 3.5, tirées de [95], montre des exemples types
de la différence de distribution de charge dp;. La F1G. 3.4a montre la distribution dp;
pour le cas sans interaction, U = 0, et pour une intensité du désordre W = 5V. Cette
distribution est quasiment homogene sur tout le réseau bidimensionnel, ceci indique que
la longueur de localisation est ici bien plus grande que la taille L du réseau. A la limite
thermodynamique, (L — o00), 'image de dp; = 2|¢, (1)|*> devrait indiquer la localisation
des particules pres du niveau de Fermi. La F1G. 3.4b montre la distribution dp; calculée
a l'aide de la méthode auto-cohérente de BAG (voir section 1.4.2) pour des intensité,
U= —6V et W =5V, de I'interaction et du désordre. Il apparait que I’approximation
de champ moyen (BdG) lisse les fluctuations apparaissant dans le cas non interactif
(F1G. 3.4a). La méthode de champ moyen de BdG donne alors une image délocalisée

2aux erreurs statistiques pres introduites par la décomposition de Trotter du temps imaginaire.

83



3.1 Probleme de Cooper généralisé bidimensionnel

84

FiG. 3.5 — Distributions de charge dp; pour deux particules a proximité du niveau de
Fermi obtenue a I'aide de la méthode Monte Carlo quantique pour un réseau 12 x 12
avec N = 72 fermions. L’intensité de 'interaction est U = —6V. La réalisation est ici la
méme que celle utilisée pour le F1G. 3.4. L'image (a) est obtenue pour une intensité du
désordre W = 2V et I'image (b) pour W = 5V. Données tirées de [95].

(métallique) des particules a proximité du niveau de Fermi. Les figures F1G. 3.5a et
3.5b quant a elles représentent dp; calculée sans approximation avec la méthode Monte
Carlo quantique. Ces figures ont été obtenues avec la méme réalisation du désordre
que celle utilisée pour les figures Fi1G. 3.4a et Fi1G. 3.4b. La FI1G. 3.5b correspond a
la distribution dp; pour W = 5V et U = —6V. Il apparait clairement que la charge
des deux particules au niveau de Fermi est localisée a l'intérieur du réseau, ce qui
est qualitativement différent du résultat obtenu par la méthode BAG (F1G. 3.4b). La
méthode de champ moyen de BdG, a l'instar de ’ansatz de Cooper pour le probleme a
deux particules, est incapable de donner I'image correcte de la localisation des paires de
particules a proximité de la mer de Fermi. Comme dans le cas du probleme de Cooper
généralisé, pour un désordre suffisament faible, la phase BLS disparait au profit d’une
phase délocalisé supraconductrice (F1G. 3.5a). La transition supraconducteur-isolant se
situe alors dans un régime de désordre pour lequel les particules sans interaction sont
délocalisées.

La comparaison des deux études, la notre et celle utilisant la méthode Monte Carlo
quantique [95], montre que I'approche des deux particules en interaction au-dessus d’une
mer de Fermi gelée capture les propriétés physique essentielles du systeme mais donne
des valeurs quantitativement différentes. En un sens, cette comparaison est similaire a
celle qui existe entre le probleme original de Cooper (section 1.1) et la théorie BCS
(section 1.4.1).
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F1aG. 3.6 — Dépendance de I’énergie de liaison A vis-a-vis du désordre W pour U = —2V.
Les tailles linéaires du réseau sont L = 20 (o) et L = 40 (A). Les données obtenues
par diagonalisation exacte sont représentées par les symboles et lignes pleines, celles
obtenues avec I'ansatz de Cooper sont représentées par les symboles vides et les lignes
pointillées.

3.1.3 Energie de liaison

La F1a. 3.1g montre clairement que 'approximation de I’ansatz de Cooper ne permet
pas de révéler la phase d’états biparticulaires localisés. La différence entre la solution
donnée par la diagonalisation exacte du modele (2.3) et la solution de champs moyen
donnée par I'ansatz de Cooper peut étre également mise en évidence grace a ’énergie
de liaison entre les particules, A = E°(0) — E°(U). L’énergie E°(U) est celle de I'état
fondamental des deux particules en présence de l'interaction U; on a en particulier
E°(0) = 2EF. La F1G. 3.6 nous montre la dépendance de A vis-a-vis du désordre pour
une interaction fixe U = —2V.

Dans la phase BLS, W > W, &~ 3V, I’énergie de couplage A obtenue par la diagona-
lisation exacte est beaucoup plus grande que celle obtenue avec 1’ansatz de Cooper qui
conduit a des états délocalisés (F1G. 3.1g). Ceci implique que du point de vue énergétique
la phase BLS est beaucoup plus favorable que les solutions basées sur ’approximation
de champs moyen comme par exemple la solution de BAG [95]. Ceci s’explique par le
fait que dans la phase BLS, les paires sont localisées et par conséquent les particules
restent proches I'une de 'autre ce qui a pour effet d’accroitre l'intensité du couplage
entre les particules, baissant ainsi ’énergie du fondamental.
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En revanche pour W < W; les paires sont délocalisées. Les valeurs données par
I'ansatz de Cooper et par la diagonalisation exacte sont tres proches (F1G. 3.6). L’ap-
proximation de Cooper est alors valable pour les désordres faibles, ce qui est en accord
avec le théoreme d’Anderson [4, 6].

Puisque pour deux particules la phase BLS est favorable a une phase délocalisée, il
est naturel de penser que pour une densité finie de particules (N > 2) cette phase reste
prédominante. Cette hypothese est en tres bon accord avec les simulations numériques
utilisant la technique Monte Carlo quantique [95]. Un autre argument en faveur de la
phase BLS peut étre donné pour le cas d'un systeme avec un nombre fini de particules
(N > 2) : Supposons que le facteur v de remplissage du systéme pour une particule
sans interaction soit proche de la valeur critique v, du bord de mobilité, avec cependant
v > v,. Les particules en-dessous de v, sont naturellement localisées. La densité de paires
de particules en interaction est alors proportionelle & |v — .| et devient tres faible si
|v — v.| < v. Dans ce régime particulier, les paires au-dessus de v, sont tres éloignées
les unes des autres et par conséquent I'approximation consistant a considérer I’ensemble
des particules du systeme comme une assemblée d’entités biparticulaires régies par notre
modele TTP (3.1) est justifiées; ¢’est pourquoi il est intéressant de généraliser le probleme
de Cooper désordonné a un ensemble (N > 2) de particules de spin 1/2 (voir Chap. 5).

3.2 Effet d’'un champ magnétique

3.2.1 Introduction du champ magnétique

Nous introduisons ici un champ magnétique B = Be, perpendiculaire au réseau
bidimensionnel®. Il est intéressant de caractériser les propriétés de la phase BLS sous
I’action d'un tel champ magnétique. Dans cette optique, ’'Hamiltonien monoparticulaire
est alors modifié par rapport a (2.7) de la maniere suivante

Zen|n (n +VZ n) + 77 (n)]. (3.3)

T (n) et 7T(n) sont les opérateurs de translation d’un site n & ses plus proches voisins®

T(n) = Ty, (n)n)(n+ex| + Ty, (n)|n)(n+ ey (3.4)

oll
T, (n) = exp <_h_qc/ A(n’).dn'> (3.5)
1—‘x[y](n)

sont les opérateurs de translations magnétiques le long des chemins I'y = (n — n + ey)
etI'y = (n — n+ey) (FI1G. 3.7). Dans (3.5), ¢ est la charge d'une particule, ¢ la célérité
de la lumiere et A le potentiel vecteur associé au champ magnétique B = V A A. Nous
choisissons la jauge de Landau pour fixer la forme du potentiel vecteur A(n) = —ny Bey.
Avec cette jauge les opérateurs (3.5) deviennent Ty, (n) = exp(2miyny) et Ty, (n) =1

*{ex, ey, €,} sont les notations pour les trois vecteurs orthonormés choisis. ex et e, définissent le
plan du réseau, e, est alors normal au réseau.
PLe pas du réseau carré est a = 1.
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n+e,

R(n)T

n|l—— [nt+e,

[(n)

F1G. 3.7 — Représentation des chemins I'y = (n = n+ex) et I'y, = (n — n+ey) surle
réseau bidimensionnel.

ou v = qB/hc est le flux magnétique. Sur le réseau carré bidimensionnel les conditions
périodiques aux bords impliquent que la topologie effective du systeme est celle d’un tore
de rayons longitudinal et transversal R, = R, = L (F1G. 3.8). Le champ magnétique
étant perpendiculaire en tout point de la surface du tore, une particule parcourant un
contour fermé quelconque doit acquérir un flux total nul. Ainsi, cette topologie impose
une quantification du flux traversant le réseau,

(3.6)

o
:olll 3
:oll| 3
hll 3

L:Rt

L=R

Fi1G. 3.8 — Topologie effective du réseau bidimensionnel avec conditions périodiques aux
bords.
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oum € [0, L — 1]. Le Hamiltonien monoparticulaire (3.3) s’écrit alors

H, = Zen|n><n|
+ Y (7™ [n)(n + ey + [n)(n + ey)
+ > (7™ n + ex)(n| + [n + ey )(n]) . (3.7)

n

Si v = 0, cet Hamiltonien est alors celui du modele d’Anderson sans champ magnétique
Hy4 (2.7). Rappelons que le désordre est toujours introduit a 1'aide des énergies €,
aléatoirement distribuées dans l'intervalle énergétique [—W/2,W/2]. Notre étude du
modele TIP avec champ magnétique se fonde alors sur ’Hamiltonien (3.7) ; la procédure
est la méme qu’a la section précédente ou B = 0 : Nous cherchons I’état fondamental
du modele (2.3) écrit dans la base des états biparticulaires noninteractifs construite a
I’aide des fonctions propres du Hamiltonien monoparticulaire avec champ magnétique
H, (3.7). Les états biparticulaires accessibles grace a Iinteraction obéissent toujours a
la restriction générale (3.2).

3.2.2 Altération de la phase BLS par le champ magnétique

La F1aG. 3.9 présente les distributions de probabilité f(n) et f(r) extraites de I’état
fondamental du probléeme bidimensionnel de Cooper généralisé avec champ magnétique.
Sur un réseau de taille L = 40 et pour des intensités fixes du désordre et de I'interaction
(W = 3V/U = —2V), différentes valeurs du flux magnétique ont été utilisées v = 0,
v = 4% et v = % (F1G. 3.9). Sans champ magnétique, v = 0, la probabilité de présence
d’une particule f(n) est bien localisée par 'interaction (1ére ligne, F1G. 3.9). Cependant,
lorsque v augmente la localisation est détruite suggérant qu’il existe un seuil de flux 7,
en-dessous duquel les paires de particules en interaction restent localisées (v < 7., onde
ligne, F1G. 3.9) et au-dessus duquel les particules sont totalement délocalisées (v > 7.,
zeme ligne, F1G. 3.9). De plus pour v > 7., la distribution relative f;(r) est moins piquée
autour de r = 0 par rapport au cas v < 7. indiquant une augmentation importante de
la taille des paires de particules.

La Fia. 3.10 montre l'inverse £ du taux de participation en fonction du désordre
pour une intensité fixe U = —2V de l'interaction et pour différentes valeurs du flux
magnétique . Dans la phase délocalisée W < W(U), I'ajout d’'un champ magnétique
accroit £ pour une intensité du désordre W fixée. Ainsi pour W < W,(U), le champ
magnétique amplifie la délocalisation des particules. Le champ magnétique change éga-
lement le bord de délocalisation Wy(y). Ainsi, pour U = —2V et v = 0.1 on obtient
Ws(y = 0.1) = 4V alors que sans champ magnétique Wy(y = 0) ~ 3V. Si on définit
Ws(7) comme étant U'intensité du désordre au-dela de laquelle & n’augmente plus avec
la taille L du systeme, nous pouvons approximativement tracer le diagramme de phase
(W, ~) montrant W en fonction du flux magnétique ~y (voir I'encadré de la Fia. 3.10).
Deux effets apparaissent clairement :

D’une part, pour un flux v fixe, 'augmentation de l'intensité |U| de 'interaction
permet a la phase BLS de s’étendre vers les désordres W plus faibles pénétrant ainsi
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F1G. 3.9 — Distributions de probabilité f(n) et f;(r) correspondant & ’état fondamental
des deux particules en interaction sur un réseau de taille linéaire L = 40 avec un désordre
de W = 3V et une interaction U = —2V. La colonne de gauche montre la distribution
de probabilité de présence pour une particule f(n) et celle de droite la distribution de
probabilité fu(r). Les différentes lignes montrent 1’état fondamental des deux particules
TIP pour différentes valeurs du flux magnétique v : 1°7€ ligne v = 0, 289€ ligne 4 = 2 /40
et 3ome ligne v = 5/40.
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plus avant dans la phase délocalisée. Ce phénomene est analogue a celui déja décrit dans
le cas sans champ magnétique (section 3.1).

D’autre part, pour une interaction U donnée, W, augmente avec le flux magnétique
v, ce qui implique que la phase délocalisée s’étend aux désordres plus forts au dépend
de la phase BLS. Ainsi, il est possible grace au champ magnétique B de délocaliser dans
I’état fondamental les paires de particules qui sans champ magnétique sont localisées
dans la phase BLS. Ceci est illustré a la Fic. 3.11 ou il apparait que & croit fortement
avec la taille du réseau lorsque v > .. Ceci est en accord avec le fait connu [72] que le
champ magnétique accroit la longueur de localisation monoparticulaire.

Bien que les résultats montrés aux figures FiG. 3.10 et 3.11 pour les tailles de
systémes considérés (jusqu’a L = 40) indiquent une délocalisation induite par le champ
magnétique, il est difficile de déterminer numériquement les propriétés de 1’état fonda-
mental des particules dans cette phase délocalisée. Dans le cadre de notre méthode, il
est difficile de répondre a la question de savoir si la supraconductivité (la structure de
paires de Cooper délocalisées) survit ou si le champ magnétique mene le systeme vers
un régime métallique (électrons délocalisés sans appariement par paires).

E 1000

750 r

500

250 r

4
WV

F1G. 3.10 — Dépendance de I'inverse £ du taux de participation de ’état fondamental vis-
a-vis du désordre W et du flux magnétique ~y. L’intensité de 'interaction est U = —2V.
Les symboles vides/pleins correspondent a v = 0/v = 0.1 pour différentes tailles du
réseau L = 20 (o) et L =40 (A). L’encadré montre le diagramme de phase (Ws,~); la
ligne pleine correspond a U = —2V et celle en pointillés a U = —4V. La phase BLS se
trouve alors dans la région W > Wi.
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3
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Fic. 3.11 — Dépendance de l'inverse ¢ du taux de participation de 1’état fondamental
vis-a-vis du flux magnétique v pour deux tailles de réseau L = 20 (o) et L = 40 (A).
Ici l'intensité de l'interaction est U = —2V et 'intensité du désordre est W = 3V.

Il est cependant intéressant de calculer ’énergie de liaison A dans 1’état fondamental
des deux particules en interaction en présence du champs magnétique. Dans le probleme
de Cooper original (section 1.1), A est relié a I'inverse de la taille de la paire de Cooper.
La F1G. 3.12 montre la dépendance de I'énergie de liaison A de la paire de Cooper vis-a-
vis du flux magnétique « dans le cas (U = =2V, W = 3V) déja présenté a la Fia. 3.11.
Dans le régime délocalisé (7 < 7.), A varie faiblement avec 'accroissement de la taille
L du systeme, alors que pour v > 7., A diminue de deux a trois fois entre v ~ 0.05 et
v =~ 0.15. Ceci peut étre une indication de la suppression de la supraconductivité induite
par un champ magnétique de flux v > ~.. Il serait toutefois intéressant de pouvoir
accéder a des tailles de réseau bien plus grandes que celles accessibles numériquement
a ce jour (L = 40) pour pouvoir répondre définitivement sur la nature exacte de cette
phase délocalisée induite par le champ magnétique.

3.3 Conclusion

Nous venons d’étudier le probleme de Cooper généralisé sur un réseau bidimensionnel
ou le désordre est introduit par le modele d’Anderson. Nos résultats montrent que pres
du niveau de Fermi l'interaction attractive de Hubbard entre deux particules crée, dans
un régime ou les états monoparticulaires noninteractifs sont totalement délocalisés, une
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Fic. 3.12 - Energie de liaison A en fonction du flux magnétique v pour L = 20 (e)
et L =40 (A). Les intensités de U'interaction et du désordre sont les mémes que celles
utilisées a la Fig. 3.11 : U = =2V et W = 3V.

paire localisée sur le réseau. L’énergie de liaison de paires comme celle-ci est bien plus
grande que celle donnée par l'ansatz de Cooper (approximation de champs moyen).
Ainsi, d'un point de vue énergétique il est plus favorable d’avoir un isolant constitué
de paires de particules localisées plutot qu'un supraconducteur constitué des usuelles
paires de Cooper délocalisées. Il apparait donc une nouvelle phase bidimensionnelle
d’états biparticulaires localisés (phase BLS) dans le régime de désordre ou les états
monoparticulaires noninteractifs sont étendus (métalliques). Ce résultat est en accord
qualitatif avec I’étude Monte Carlo quantique [95]. Cette phase BLS est différente de celle
pouvant étre obtenue avec les approches de champs moyen, que ce soit avec ’ansatz de
Cooper, la solution BCS ou bien la solution BAG. Cette phase BLS peut étre néanmoins
détruite par I'introduction d’'un champ magnétique qui amene le systeme biparticulaire
a se délocaliser; la phase délocalisée résultante, métallique ou supraconductrice, est
difficile a caractériser avec notre modele.
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»’ 'interaction, quelle soit attractive ou méme répulsive, peut détruire la localisa-
tion monoparticulaire et mener a la délocalisation de paires de particules (section
>'1.3). Cette propagation cohérente des paires se fait sur une distance [, bien plus
grande que la longueur de localisation monoparticulaire /;. Le facteur d’accroissement
de la longueur de localisation est alors k = [./l; = T'py ou ps est la densité d’états
couplés par l'interaction et I' le taux de transition entre ces états induit par l'interac-
tion. Lorsque x ~ 1, les éléments de la matrice de transition deviennent comparables
avec I’écart moyen d’énergie entre deux états biparticulaires sans interaction, la locali-
sation d’Anderson commence alors a se détruire. Pour les états excités loin au-dessus
du niveau de Fermi, la densité p, des états biparticulaires est tres grande devant celle
des états monoparticulaires p, la délocalisation peut alors se produire méme pour de
faibles intensités de l'interaction si la longueur de localisation monoparticulaire est suf-
fisamment grande (section 1.3). Cependant, pour des énergies d’excitation faibles € juste
au-dessus du niveau de Fermi, la densité d’états couplés par 'interaction p, décroit avec
€ puisque py =~ €p* (section 1.3.6). Par conséquent, le facteur d’accroissement x décroit
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également avec € ce qui implique que la délocalisation des paires est fortement supprimée
a proximité de la mer de Fermi (section 1.3.6).

Dans ce chapitre la délocalisation n’est pas due au fait que la densité d’états ps
couplés par 'interaction est suffisamment grande (ps > p) mais est due a des effets
géométriques liés a la forme de 'interaction adoptée. En effet, nous montrerons avec un
modele d’interaction a longue portée particulier qu’il est possible de délocaliser des paires
de particules a proximité du niveau de Fermi, ce qui ouvre de nouvelle possibilité de
délocalisation induite par I'interaction dans des régimes ou les particules sans interaction
sont localisées.

gx Jut _
//
%

\
17 A
j \
n/\-)
\ ]
VA i

/

NANAY

F1G. 4.1 — Schéma représentant les deux particules couplées par l'interaction attractive
a longue portée (4.2).
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4.1 Description du modele

Notre modele comporte une interaction attractive a longue portée entre deux par-
ticules évoluant sur un réseau bidimensionnel désordonné. L’équation de Schrédinger
décrivant ce modele est alors

(ény + €ny T UMy — 02)) Xp, 0y T

A A A A
V ( Xn1+ex,n2 + anfex,ng _'_ Xn1+ey,n2 + anfey,ng +

A A A A A A
an,n2+ex + an,nzfex + an,nngey + an,nzfey ) = E an,nz‘ (41)

Ici, n; (ny) sont les vecteurs de position des deux particules sur le réseau bidimen-
sionnel comportant L? sites et des conditions aux bords périodiques. V est I’ampli-
tude de saut entre sites adjacents et €,, (€n,) sont les énergies aléatoires du modele
d’Anderson distribuées de fagon homogene dans l'intervalle [—-W/2, W/2|. Les vecteurs
X)) = D niong Xayng/M1D2)* et les énergies E* déterminent le ™ état propre de
I'équation de Schrodinger (4.1). L’interaction a longue portée ne dépend que de la dis-
tance® r = ||n; — na|| entre les deux particules sur le réseau périodique

0 sinon (4.2)

] — <
L{(r):{U<0 si |r—R|<AR

Les deux particules ne sont alors couplées que si elles se situent a une distance R+AR
I'une de 'autre. Ainsi, 'interaction entre particules n’est présente que sur un anneau de
diametre R et de largeur AR (voir F1G. 4.1). Nous supposerons dans notre étude que
R > AR > 1. Sans interaction, U = 0, les états propres de (4.1) sont donnés par le
produit tensoriel de deux états monoparticulaires du modele d’Anderson. En présence du
désordre, ces états sont en dimension deux toujours localisés pour L — oo (section 1.2.2).
En fait, pour les systémes bidimensionnels de taille finie que nous utiliserons (jusque
L = 40) ceci n’est pas vrai pour toutes les intensités W du désordre. Pour observer la
délocalisation induite réellement par l'interaction (4.2), nous nous placerons donc dans
un régime de désordre W 2 6V ou les états du modele d’Anderson bidimensionnel pour
les tailles considérées ici (L = 20 — 40) sont effectivement bien localisés.

aLa relation d’ordre “>” entre n; et ny dans I'expression de |x*) indique symboliquement que les
états biparticulaires sont symétrisés vis-a-vis de I’échange des deux particules entre elles. Seuls les états
symétriques sont sensibles a 'interaction adoptée.

PLes conditions périodiques imposées aux bords impliquent I'existence de plusieurs distances ef-
fectives entre deux points quelconques du réseau. Nous choisirons toujours la plus courte & savoir :

r= \/min {(nlx — ﬂ2x>2 , (N + L — ngw)Q} + min {(nly — ngy)2 ,(ny + L — ngy)2}.
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4.2 Couplage fort |U| > V : Analogie avec le modele
d’Anderson tridimensionnel

4.2.1 Topologie induite par la géométrie de ’interaction

Dans cette limite ou U'intensité |U| de I'interaction attractive est grande devant I’am-
plitude de saut V' et devant 'intensité W du désordre, les états biparticulaires induits
par U'interaction forment une bande d’énergie de largeur 6 E' ~ 16V autour de £ ~ —|U]|

(F1G. 4.2). Les états de cette bande sont tels que les deux particules évoluent exclusi-
vement?® a l'intérieur d’un anneau dont le
centre, confondu avec le centre de masse E A

des deux particules, peut se mouvoir sur

le réseau bidimensionnel (F1G. 4.1). L'in-

teraction (4.2) implique que les deux par-

ticules doivent eétre placées en vis-a-vis 0+
sur I’anneau d’interaction. Le seul mou-
vement permis par l'interaction d’inten-
sité |[U| > V est la rotation conjointe
des deux particules autour de leur centre
de masse (F1G. 4.1) puisque ce mouve-
ment conserve leur énergie. Les degrés de
liberté effectifs du systeme composé des — | U I -T- 16V
deux particules soumises a l'interaction
(4.2) pour |U|] > V sont au nombre de
trois : un degré de liberté pour la rotation
conjointe des deux particules sur I'anneau Fig. 4.2: Bande d’états créés par l'interaction
et deux degrés de liberté pour le mouve- |y s v

ment de leur centre de masse sur le réseau. Nous pouvons par conséquent assimiler les
deux particules régies par I’équation de Schrédinger (4.1) pour |U| > V' a une pseudopar-
ticule évoluant dans un réseau tridimensionnel régi par le modele d’Anderson. Ce réseau
effectif est constitué de plans bidimensionnels analogue a celui sur lequel le centre de
masse de 'anneau évolue. Le nombre de sites a l'intérieur de 'anneau, Mpr ~ 2rRAR
détermine alors le nombre de ces plans bidimensionnels placés les uns au-dessus des
autres le long de la troisieme dimension. Cette troisieme dimension effective est due a
la rotation conjointe des deux particules le long de 'anneau. Le réseau tridimensionnel
effectif possede ainsi les dimensions L, = L, = L et L, = My (F1G. 4.3).

4.2.2 Longueur de localisation de ’anneau

A\
N\

Dans ce modele tridimensionnel qui régi la pseudoparticule, I'intensité du désordre est
approximativement 2W puisque le terme diagonal du modele d’Anderson pour la pseudo-
particule est a présent la somme des deux énergies €y, et €,, de I’équation de Schrodinger
(4.1). Si on suppose AR > 1, un site est couplé sur 'anneau avec Z© = 8 autres sites
alors que pour un modele monoparticulaire tridimensionnel, un site est couplé a Z3” = 6
autres sites. Pour les états au milieu du spectre du modele d’Anderson a trois dimen-
sions, la transition métal-isolant apparait pour un désordre W30 ~ 16.5V = 2.7523PV

2En effet, le colit énergétique pour sortir de I’anneau est prohibitif puisque |U| > V.
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F1G. 4.3 — Schéma du mouvement lié des deux particules (anneau) sur le réseau quasi-
bidimensionnel effectif de dimension L, = L, = L et L, = Mp. L’anneau peut diffuser
sur les différents plans, et chaque plan correspond a une position différente des particules
sur 'anneau.

(section 1.2.3). Ainsi, en faisant ’analogie entre les deux particules sur 'anneau et la
pseudoparticule correspondante évoluant dans le modele d’Anderson tridimensionnel,
nous pouvons écrire

2WE WP
Jor = any = 275 (4.3)

ce qui nous donne une estimation W2 & 11V de 'intensité critique du désordre en-
dessous de laquelle des états délocalisés peuvent apparaitre au milieu du spectre du
modele étudié (4.1). En dessous de W = W2, les éléments de la matrice de transition
induits par l'interaction deviennent comparables avec I’espacement moyen des niveaux
d’énergie des états biparticulaires sans interaction, ces derniers sont alors fortement
mélangés par U'interaction. Cela mene a une augmentation conséquente de la longueur
de localisation des deux particules lorsque W < W®. En nous référant a la théorie
d’échelle de la localisation (section 1.2.2), il nous est possible d’estimer la longueur
de localisation [. des deux particules. Cette derniere croit alors exponentiellement a

97



4.3 Couplage modéré U ~ V : Délocalisation a proximité du niveau de Fermi

98

proximité de W = W® passant de [, ~ 1 pour W > W® a I, ~ exp(g) pour W < W2.
La conductance g (section 1.3.4) est donnée par le rapport entre I’énergie de Thouless

D VvV [V\?
ET_ﬁ~ﬁ(W) (1.4)

et ’écart moyen entre les niveaux d’énergie a 'intérieur du réseau quasi-bidimensionnel

1%
Ay~ o—— 4.
YUrer, (4.5)

Ainsi dans le régime de désordre W < W, la longueur de localisation des deux particules

peut étre estimée a
We\?
lc. ~exp | 2rRAR ( VI; > . (4.6)

Nous avons fait, ici, 'hypothese suivante, [y > AR > 1. En effet, si AR > 1, les
états résultant de l'interaction (4.2) avec |U| > V sont de simples produits de deux
états monoparticulaires localisés. Toujours par analogie avec le modele tridimensionnel
d’Anderson, on s’attend a ce qu’au milieu de la bande il existe des états délocalisés ou
les deux particules se meuvent sur un anneau dont le centre diffuse a travers tout le
réseau bidimensionnel. Comme pour le modele d’Anderson tridimensionnel, lorsque W
décroit la barriere de mobilité doit approcher le bas du spectre d’énergie.

4.3 Couplage modéré U ~ V : Délocalisation a proxi-
mité du niveau de Fermi

Le cas présenté dans la section précédente, |U| > V est une limite du modele (4.1)
que nous cherchons a étudier. En dehors de cette limite, ¢’est-a-dire pour U ~ V', la ques-
tion est de savoir si I'interaction permet aussi de créer des états biparticulaires délocalisés
similaires & ceux décrits pour le cas |U| > V. Nous étudierons particulierement cette
délocalisation des particules a proximité du niveau de Fermi.

Pour résoudre ’équation de Schrodinger (4.1), nous utilisons la méme procédure que
celle employée pour le probleme de Cooper généralisé (CHAP. 2 et 3) : Nous réécrivons
I'équation de Schrodinger (4.1) dans la base d’états symétrisés {|af) }o>p (2.2) construi-
te a I’aide des fonctions d’onde des états monoparticulaires noninteractifs { £, |¢,)} du
modele d’Anderson bidimensionnel. L’équation de Schrédinger (4.1) devient alors

(Ba+ Eg)Xop +U Z QaprsXys = E*Xop: (4.7)
vé

Les éléments de matrice UQ)qp,s5 correspondent a la réécriture de I'interaction a longue
portée (4.2) dans la base symétrisée {|a3) }o>p des états biparticulaires sans interaction.
Comme cela a été fait pour le probleme de Cooper généralisé (CHAP. 2 et 3), nous
imposons a I’équation de Schrédinger (4.7) la restriction suivante

2<y+5< M. (4.8)
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La borne inférieure de I'inégalité (4.8) impose que les états monoparticulaires accessibles
aux particules se situent au-dessus du niveau de Fermi (ap = 1). Nous plagons ici notre
étude au demi-remplissage, v = 1/2, ou E,, ~ 0. La borne supérieure indique une
coupure a haute énergie des états monoparticulaires accessibles. L’interaction a longue
portée couple par conséquent les niveaux biparticulaires sans interaction se situant dans
une fenétre énergétique de largeur wp oc M/L?. Nous fixons tout au long de ce chapitre
le parametre a = L?/M ~ 15 de manitre a garder la fréquence de Debye indépendante
de la taille L du systeme®.

4.3.1 Image de la délocalisation de ’anneau

Apres résolution de I’équation de Schrodinger (4.7), nous réécrivons les états propres
{Ix*)} dans la base du réseau {|n)} afin de pouvoir extraire pour un état propre A donné
la distribution de la probabilité de présence d'une particule sur le réseau

FAm1) =" Xl (4.9)

et la distribution de la probabilité

1) = [Xagirmsl” (4.10)
nz

oll r = ny — ny. f7(r) mesure la probabilité que les deux particules soit séparées d’un
vecteur r I'une par rapport a 'autre. La FIG. 4.4 montre des exemples des distributions
de probabilité fA(ny) et f7(r) pour différentes énergies de liaison AE* = E* — 2Fp
entre les deux particules dans 1'état . L’état fondamental sera ainsi repéré par AE? =
—A. En présence de l'interaction a longue portée (4.2), les deux particules dans I’état
fondamental A = 0 du modele (4.7) sont localisées (F1G. 4.4b). Les deux particules se
trouvent alors a une distance approximative R l'une de 'autre (F1G. 4.4e). Il existe
cependant des états excités A > 0 avec —A < AFE < 0 qui sont délocalisés grace
a l'interaction attractive a longue portée (F1G. 4.4c). Les deux paires dans ces états
délocalisés peuvent alors se mouvoir a I'intérieur d’un anneau de diametre approximatif
R (F1G. 4.4f). Ceci est en accord total avec la discussion du cas |U| > V (section 4.2).
Ainsi, I'image de la distribution de probabilité f(ny) (F1G. 4.4c) dépeint la délocalisation
du centre de masse de 'anneau et I'image de la distribution de probabilité fy(r) (F1aG.
4.4f) dépeint la rotation des deux particules autour du centre de masse de 'anneau. II est
a remarquer que cette délocalisation est obtenue dans un régime de désordre pour lequel
les états monoparticulaires sont tous localisés (F1G. 4.4a). Cette délocalisation induite
par l'interaction attractive a longue portée disparait néanmoins lorsque l'intensité du
désordre est suffisamment élevée (F1a. 4.4d).

aLes résultats présentés ne sont pas affectés par le doublement de o par exemple.
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F1G. 4.4 — Distributions des probabilités f*(ny) et f7(r) pour les états |x*) du modele
(4.7) pour un réseau de taille linéaire L = 40, un rayon d’interaction R = 12 et une
largeur AR = 1. La colonne de gauche correspond & la probabilité de présence f* d’une
particule pour W = 8V : (a) dans l'état fondamental sans interaction (U = 0); (b)
dans 'état fondamental avec énergie de liaison AE = —1.05V pour U = —2V'; (c) état
couplé avec AE = —0.19V pour U = —2V. La colonne de droite présente : (d) f* pour
un état couplé d’énergie de liaison AE ~ —0.19V comparable & celle du cas (c) pour
W =12V et U = —2V; (e) probabilité f, associée au cas (b); (f) f; associée au cas (c).
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F1G. 4.5 — Distributions des probabilités f*(n;) et f7(r) de la F1G. 4.4 représentées
sous forme de densités de probabilité sur le réseau. L’ordre des figures est respecté.
La couleur bleue foncée correspond a un minimum de la distribution de probabilité
et la couleur rouge & un maximum. Les intensités des figures (a,b,d,e) sont données en
échelle logarithmique tandis que les intensités sur les figures (c,f) sont données en échelle
linéaire. La couleur bleue foncée/rouge correspond a : (a) f =1.3 x 10719/f = 0.2, (b)
F=11%x10"9/f =0.26, (c) f = 1.5x 1076/f = 0.014, (d) f = 1.14 x 10~11/f = 0.073,
(e) f1=38x10"7/f;=0.1, (f) f4=1.5x 1075/ f; = 0.0032.
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4.3.2 FEtude des états liés AE < 0

Seuls les états biparticulaires liés, c’est-a-dire avec AE* < 0, nous intéressent. Ces
états forment des paires de taille R qui se trouvent étre soit localisées (F1G. 4.4b et e)
soit délocalisées (F1G. 4.4c et f). L’énergie de couplage de la paire formée dans 'état
Ix*) est alors —AE?; cette énergie peut s’apparenter & I’énergie nécessaire pour briser
la structure de paire.

Ainsi pour étudier les propriétés des états dont 1’énergie de liaison est AE < 0, nous
calculons l'inverse {(F) du taux de participation définit par

§(EY) = <Z [fA(n)]2> : (4.11)

n

£(E?) compte ici le nombre de sites du réseau occupés par une particule dans I'état |x*)
dont I'énergie de liaison est AE* < 0. La FIG. 4.6 montre £(E) en fonction de AE pour
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F1G. 4.6 — Dépendance de 'inverse ¢ du taux de participation vis-a-vis de ’énergie de
liaison AE pour U = =2V.W =8V et AR =1:L =20 (o), L =22 (v), L =26
(0), L =30 (A) et L =40 (0); les symboles pleins (vides) sont pour R = 8 (R = 12);
la zone grisée horizontale montre les variations de {(E) avec E = Ep et U = 0 pour
20 < L < 40. La transition vers la délocalisation s’opere a AE, qui est indiquée par
les fleches. La figure encadrée montre la dépendance de & vis-a-vis du désordre W pour
R=28:(x)U= —=2V,L = 30; (+) sans interaction U = 0 et L = 30; (x) états dont
I’énergie de liaison est AE, pour U = —2V.
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F1G. 4.7 — Distribution P(s) des écarts de niveaux d’énergie adjacents pour les états
couplés par l'interaction avec L = 30, U = =2V, W =8V, R =8 et AR =1 : (o)
dans la phase localisée pres de I’état fondamental a l'intérieur de l'intervalle d’énergie
—A < AE < —3A/4 et (o) dans la phase délocalisée pour les états a l'intérieur de
I'intervalle d’énergie —A/4 < AE < 0. Iei AE, ~ —0.3A. Environ 3000 réalisations
du désordre ont été utilisées, donnant un nombre total de niveaux d’énergie 3 x 10* (o)
[7.5 x 10%(e)] qui ont permis de construire les distributions P(s).

différentes tailles linéaires L du réseau et pour différentes intensités du désordre W. Il
apparait que pres de ’état fondamental, 'interaction crée des états qui sont localisés
sur de plus petits domaines que ceux sans interaction. Ceci est visible dans ’encadré de
la F1G. 4.6 qui indique que I'inverse ¢ du taux de participation est bien plus faible pour
I'état fondamental avec interaction que sans interaction (U=0). Ainsi, pres de 1'état
fondamental, la localisation est amplifiée par l'interaction attractive a longue portée
(4.2). En fait, pour —A < AE < AE. < 0, {(E) décroit méme avec I'augmentation de
la taille L du réseau indiquant que les états a l'intérieur de cet intervalle d’énergie sont
localisés. Cependant, lorsque 1’énergie de liaison AFE est telle que AE, < AE < 0, la
situation s’inverse, £ croit de maniere significative avec 'augmentation de la taille du
réseau tandis que la variation de £ pour U = 0 reste négligeable lorsque L varie dans
les mémes proportions (voir zone grisée horizontale sur la F1G. 4.6). L’énergie de liaison
critique AFE, peut alors étre définie comme le seuil d’énergie ou {(F) est indépendant
de la taille L du systeme (voir fleches sur la F1a. 4.6). L'énergie AE,. détermine alors le
seuil de mobilité pour les états créés par l'interaction attractive a longue portée (4.2);
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ainsi pour des intensités fixes U et W de 'attraction et du désordre, les états propres du
systeme sont localisés pour —A < AF < AFE, et sont délocalisés pour AE. < AE <0
(des exemples de tels états sont montrés a la F1a. 4.4). Nous constatons (F1G. 4.6)
que pour L = 40, £ est multiplié par 30 lorsque AFE varie de —A a 0. Cette variation
s’accentue avec I’augmentation de la taille L du réseau et du rayon d’interaction R. Ceci
s’explique par le fait que lorsque L et R augmentent, le systeme étudié se rapproche de
plus en plus du modele d’Anderson tridimensionnel (section 1.2.3).

Dans les deux régions de part et d’autre de AE = AFE,, les états propres possedent
radicalement des structures différentes (F1G. 4.4). Le passage d’une région a 'autre,
implique également un changement dans la distribution des écarts de niveau P(s) (voir
F1a. 4.7). Ainsi, pres de 'état fondamental, la distribution P(s) est proche de la dis-
tribution Poissonienne Pp(s) = exp(—s) qui caractérise typiquement la phase localisée
d’Anderson (section 1.2.3). Par contre pour AE, < AE < 0, P(s) s’approche de la
distribution de Wigner Py (s) = (ws/2)exp (—ms?/4) qui caractérise d’ordinaire une
phase délocalisée (section 1.2.3). L’étude de la distribution des écarts entre les niveaux
d’énergie créés par l'interaction corrobore 'image de la transition déja constatée avec
I'inverse ¢ du taux de participation (F1G. 4.6) et avec les distributions de probabilités
f(ny) et fq(r) (F1a. 4.4).

Intéressons nous & présent au bord de délocalisation AE, pour les états couplés |x*)
par l'interaction attractive a longue portée. La F1G. 4.8 montre I’évolution de AFE, et de
AE® = —A en fonction de l'intensité du désordre W et de l'interaction U. Avec 1'aug-
mentation de W et de U, I'énergie de liaison de I’état fondamental croit, contrairement
au bord de délocalisation AFE. < 0 qui disparait* pour un désordre W suffisamment
fort. D’apres la F1G. 4.8, tout les états possédant une énergie de liaison AE < 0 sont
localisés pour W > W@ =~ 9.5V pour U = =2V et W > W® =~ 8V pour U = —V.
Au-dessus d’une intensité du désordre W2 il n’existe plus aucun état lié AE < 0 qui
soit délocalisé. L’augmentation de I'intensité de l'interaction accroit par conséquent la
plage de désordre a l'intérieur de laquelle il existe des états liés délocalisés. L’interaction
(4.2) induit ici la délocalisation des particules. Nous remarquons que les valeurs de W
obtenues pour U = —V et U = —2V sont proches de la valeur W® ~ 11V obtenue dans
la limite |U| > V,W. Cela nous indique que la physique de la délocalisation pour le
cas d'une interaction modérée U ~ V' est similaire a celle pour le cas d’une interaction
forte (section 4.2). Finalement, lorsque le désordre est faible, AE, se rapproche de la
valeur de I’énergie de liaison de I’état fondamental. Ceci indique qu’a faible désordre la
délocalisation a lieu des les premiers états excités.

4.4 Conclusion

Nous avons montré qu’'une interaction attractive a longue portée entre deux parti-
cules mene a 'apparition d’états diffusifs délocalisés a proximité du niveau de Fermi
dans un systeme qui sans interaction ne comporte que des états localisés.

L’analogie entre un modele biparticulaire bidimensionnel et le modele monoparti-
culaire d’Anderson tridimensionnel a été aussi étudiée pour le cas d’une interaction

a“disparait” veut dire que I’énergie AE, = FE, — 2Ep devient positive, elle ne correspond plus alors
a une énergie de liaison.
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Fic. 4.8 — Dépendance du bord de délocalisation AFE. et de I'énergie de liaison de
I’état fondamental —A vis-a-vis de l'intensité du désordre W. Les valeurs de AFE, sont
indiquées respectivement par les symboles (o) et (o) pour U = =V et U = —2V.
L’énergie de liaison de I’état fondamental —A est donnée par les lignes en pointillés pour
U = —V (ligne pointillée supérieure) et pour U = —2V (ligne pointillée inférieure). La
taille du systeme est L = 30. Les traits verticaux donne la variation de —A pour une
variation de la taille du réseau 20 < L < 30.

Coulombienne [89]. Dans cette étude [89], seuls les états excités ont été étudiés et la
délocalisation fut attribuée au rapport élevé ps/p entre la densité d’états biparticulaires
noninteractifs couplés par l'interaction et la densité d’états monoparticulaire. Ici dans
notre modele, la condition py/p > 1 n’apparait pas comme nécessaire, ce sont principale-
ment les effets induits par la géométrie de 'interaction qui occasionnent la délocalisation
des paires de particules.

Il serait intéressant de comprendre quels seraient les effets d’une telle délocalisation
pour des systemes comportant un grand nombre de particules avec une interaction a
longue portée attractive. Il est possible que le modele que nous venons d’étudier soit
aussi pertinent pour le cas d’électrons soumis a la répulsion Coulombienne. En effet,
dans cette situation pour un faible désordre, chaque électron oscille autour de sa position
d’équilibre et I'interaction a deux corps peut alors étre considérée comme une attraction
harmonique effective [26].

Notre modele peut aussi correspondre au cas d’une attraction Coulombienne a longue
portée entre des excitations électron-trou dans un semi-conducteur. Dans un fort champs
magnétique, les électrons/trous évoluent sur des trajectoires circulaires de rayon égale au
rayon cyclotron. Ces “cercles” ainsi formés évoluent alors lentement le long d’un cercle
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plus grand formé par une ligne équipotentielle d’interaction Coulombienne. Ainsi sans
désordre, un tel systeme correspond assez fidelement a notre modele d’anneau dont la
largeur serait le diametre cyclotron. En présence de désordre, le déplacement de I'anneau
peut étre localisé par les effets quantiques ou délocalisé pour un désordre en-dessous de
I'intensité critique de localisation.
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AV
R N ,
spin 1/2 évoluant sur un réseau bidimensionnel d’Anderson et couplés entre eux
par 'interaction attractive de Hubbard. Comme pour le probleme de Cooper généralisé
(N = 2), nous considérerons que ces N fermions peuvent interagir entre eux au-dessus
d’une mer de Fermi composée d'un ensemble de fermions “gelés”. Nous étudierons plus
particulierement 1’état fondamental d’'un tel modele qui constitue, pour le cas d’une
densité finie de particules (2 < N < 00), une extension du probleme de Cooper généralisé

(voir CHAP. 2 et 3).

L’étude de ce modele présente de multiples intéréts :

e [’extension du probleme de Cooper généralisé permet d’étudier la phase BLS
pour un nombre N > 2 de particules. En effet, a proximité de la mer de Fermi,
dans une fenétre énergétique petite en comparaison avec ’énergie de Fermi, les
paires de quasiparticules sont tres éloignées les unes des autres . L’approximation
la plus brutale serait de considérer I’ensemble des N quasiparticules comme N /2
paires régies indépendamment les unes des autres par le modele TIP (2.3) du

;@\3 ans ce chapitre, nous allons étudier les propriétés des paires de Cooper sur un
)‘/
Vi
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probleme de Cooper généralisé (voir CHAP. 2 et 3). Ici, dans le modele que nous
allons décrire, les N quasiparticules interagissent toutes entre elles, les paires de
quasiparticules ne sont pas indépendantes les unes des autres. Nous verrons que
I'interaction résiduelle existante entre les paires n’affecte pas la phase BLS qui
s’avere étre alors un nouvel état des systemes a N-corps (2 < N < 00).

e [’approche proposée ne fait aucune hypothese sur I'appariement des quasiparti-
cules : a l'intérieur de la fenétre énergétique dont la largeur est déterminée par
la fréquence de Debye du systeme, toutes les transitions entre états monoparticu-
laires sont autorisées®. Cette approche est alors différente des approches de champs
moyen comme celle de BAG (voir section 1.4.2 et 1.5.2).

e Dans le modele présenté, la nature fermionique des particules est pleinement prise
en compte. Cette derniere n’est pas masquée par I'approximation consistant a as-
similer les paires de fermions a des entités bosoniques, comme cela est envisagé
dans la théorie des bosons désordonnés de FISHER et al (voir section 1.5.2). La
transition supraconducteur-isolant est ici étudiée comme résultante des effets com-
binés du désordre et de 'interaction attractive locale entre les porteurs de charges
fermioniques.

e Notre modele peut étre aussi pertinent pour 1I'étude théorique de petits grains
supraconducteurs. En effet, récemment un grand intérét a été porté a 'étude de
I’énergie de couplage des paires de particules dans de tels systemes ot I’espacement
moyen des niveaux électroniques est comparable au gap supraconducteur [9, 69,
91, 99, 100]. De plus les propriétés des paires dans des systemes de petites tailles
peuvent étre reliées a celles des paires dans la phase localisée ou le mouvement des
paires est restreint a s’effectuer I'intérieur du domaine de localisation.

5.1 Description du modele a N-corps

Considérons N fermions en interaction sur un réseau bidimensionnel désordonné de
L? sites. L’Hamiltonien régissant ces fermions est alors définit par I’équation

H=-V CLCiU + Z €iNis + U Z nipng|, (51)
(i) i i
ot ¢l (c,,) est I'opérateur de création (d’annihilation) d’un fermion de spin o sur le site

i, ny, = ciTUciU est I'opérateur donnant le nombre d’occupation du site i par les fermions
de spin o. L’énergie V est 'amplitude de probabilité de saut d’un site i a un site
adjacent sur le réseau, V' caractérise alors ’énergie cinétique des fermions. Les énergies
sur sites ¢; sont choisies de facon aléatoire et homogene dans l'intervalle énergétique
[—W/2,W/2]. L’énergie U mesure l'intensité de 'attraction sur site de Hubbard (U < 0).
Des conditions périodiques aux bords sont prises dans les deux directions spatiales du
réseau bidimensionnel. La diagonalisation de I'Hamiltonien (5.1) se fera dans les sous-
espaces vectoriels caractérisés par un spin total S¢,,; = 0 lorsqu’on étudiera un nombre

N pair de fermions et S, = 1/2 lorsque N sera impair.

aEn particulier, I’ansatz de Cooper qui ne couple que les états biparticulaires noninteractifs diago-
naux (voir section 2.1) n’est pas utilisé dans notre approche.
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Sans interaction, U = 0, ’Hamiltonien a N-corps (5.1) décrit le modele monoparti-
culaire d’Anderson bidimensionnel dont les états sont localisés a la limite thermodyna-
mique quelque soit le désordre introduit dans le systeme.

Pour W = 0, 'Hamiltonien (5.1) est alors celui du modele de Hubbard attractif sans
désordre. Ce modele possede en dimension deux une transition supraconductrice avec
T. # 0 lorsque le remplissage v est différent de 1/2. Nous prendrons ici v = 1/4.

Le modus operandi pour étendre le probleme de Cooper généralisé a une densité finie
de particules (2 < N < 00) est le suivant :

i. Nous cherchons les énergies propres { £, }aep1,r2] et les états propres (ou orbitales)
{|#a) Yacp,r2) du probleme monoparticulaire en diagonalisant de facon exacte 'Ha-
miltonien d’Anderson (section 1.2.1).

ii. L’'Hamiltonien (5.1) est ensuite réécrit dans la base des orbitales {|¢a) }acpi,r2):

H= ZE By +U D Qapys diydf dsyd, (5.2)
a,B,7,0

ot df, = 3. ¢ali)cl, est Vopérateur créant une quasiparticule de spin o dans
l'orbitale |¢,). Les termes

UQapys = UZ &5 (1) 05 (1) (1) 05 (i) (5.3)

sont les éléments de la matrice de transition induite par I'interaction attractive de
Hubbard (U < 0).

iii. Comme dans le cas du probleme de Cooper généralisé (CHAP. 2 et 3), nous
introduisons une mer de Fermi en restreignant les sommes dans I’'Hamiltonien (5.2)
aux orbitales |¢,) dont 'énergie est supérieure a celle du niveau de Fermi, E,,.
Ainsi, les indices « des orbitales étant ordonnés par ordre d’énergies croissantes, la
condition sur les indices de ’'Hamiltonien (5.2) devient «, 3,7, > ap. Le facteur
de remplissage est v = ap/L* = 1/4 ce qui correspond (avec la dégénérescence de
spin) & 2ayp fermions gelés. Les autres fermions forment alors N quasiparticules
en interaction au-dessus de la mer de Fermi.

iv. Supposons 'espace de Hilbert £ sous-tendu par les fonctions d’ondes a N parti-
cules {|F;)} construites a I’aide des orbitales monoparticulaires {|¢qa) }acp1,z2] telles

que
®paT‘¢a Q) psilos l>] (5.4)

Ol Pao = 0 ou 1 suivant que l'orbitale monoparticulaire |¢,) est ou n’est pas oc-
cupée par un fermion de spin 0. On a évidemment )  poe = N et
> o(Pa1—Pay) = 0 ou £1 puisque nous nous intéressons au secteur de spin SZ.,.; = 0
(N pair) et Sz, = 1/2 (N impair). Pour entretenir la similarité de notre modele
a N-corps avec celui du probleme de Cooper généralisé, I’espace de Hilbert £ dans
lequel on travail est tronqué par une coupure a haute énergie qui est I'extension

de celle utilisée (2.8) pour le probleme de Cooper généralisé,

> (i —ap) <M. (5.5)

i

| F7) o
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<4 — q

max

F1G. 5.1 - Exemple d’états a N particules sans interaction. Les différents niveaux (traits)
correspondent a des orbitales monoparticulaires |¢p,) ordonnées de bas en haut par
énergies croissantes. Dans les exemples choisis ici, le nombre de particule est impair,
N =417 43 |= 7. L’état (a) représente ’état N-particulaire “le plus bas” en énergie.
L’état (d) représente un état dont ’énergie est la plus grande autorisée par la restriction
(5.5), a savoir ) . (a; —ap) = M = 23. Dans (d) les particules occupent comme dans
(a) les niveaux d’énergie monoparticulaires les plus bas a ’exception d’un spin . Le
niveau monoparticulaire |¢,, . ) dans lequel se trouve ce spin est I'orbitale la plus haute
accessible par une quasiparticule. La restriction (5.5) implique que o, — ap = M —
12 = 11. Les états N-particulaires (b) et (c) sont des états intermédiaires tels que
> (i —ap) =20 < M pour (b) et > . (a; — ap) =23 < M pour (c).

Chaque état |F;) de l'espace de Hilbert tronqué obéit a la restriction (5.5) ou
a; est la i®™¢ orbitale occupée par un fermion de spin T ou | dans I'état |F}).
Des exemples typiques de descriptions d’états |F;) a N particules sans interaction
sont présentés a la F1G. 5.1 [voir commentaires de légende]. L’état fondamental
| U0 des N particules régies par I'Hamiltonien (5.2) sera exprimé dans la base des
déterminants de Slater construits a ’aide des états N-particulaires non interactifs
{|F1)}. 11 est & noter que la restriction (5.5) introduit de nouveau une fréquence
de Debye dans le systéme, wp oc M /L.

v. L’état fondamental |¥°) du Hamiltonien (5.2) soumis aux conditions iii et iv
est alors déterminé numériquement en utilisant 1’algorithme de diagonalisation de
Lanczos [94].
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Nous considérerons dans la suite jusqu'a N = 8 fermions en interaction pouvant
opérer des transitions entre M = 20 orbitales monoparticulaires. Les variations de la
coupure M ne change qualitativement pas les résultats présentés ici.

5.2 Etude du gap d’appariement

Intéressons nous a 'énergie E°(U) de 'état fondamental des N particules en in-
teraction (U < 0) régies par le modele décrit précédemment. Pour cela définissons la
quantité

E,(N)=E°(U =0) — E°(U). (5.6)

L’énergie E£,(NN) mesure alors I'instabilité de la mer de Fermi causée par 'introduction

E/V

F1G. 5.2 — Dépendance de I'énergie d’appariement £, vis-a-vis du nombre N de parti-
cules présentes dans le systeme. Chaque courbe correspond a une intensité du désordre
différente ; W varie progressivement de W = 0 (courbe du bas) a W = 15V (courbe du
haut) par pas de AW = 1V. La taille linéaire du systéme est L = 10 et la coupure des
orbitales est telle que M = 12. L’interaction entre les particules est U = —4V. E, a été
obtenue apres avoir fait la moyenne sur Nz = 100 réalisations du désordre.

de lattraction de Hubbard (U < 0) entre N particules. Appelons cette énergie E,(N),
I’énergie d’appariement des N particules. La F1G. 5.2 montre, pour différentes intensités
du désordre, E, en fonction du nombre N de particules en interaction au-dessus de la
mer de Fermi. Cette figure révele I'existence d'un effet pair-impair dans I’évolution E,
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10 15

F1c. 5.3 - Gap d’appariement A(N) = E,(N) — E,(/N — 1) en fonction du désordre W.
Les données de E,(N) sont prises de la F1G. 5.2, N =2 (%), N =4 (o), N =6 (O) et
N =38 (0O).

en fonction de N : lorsque IV devient pair 'augmentation de I’énergie d’appariement F,
est beaucoup plus grande que lorsque N devient impair. Ceci s’interprete par le fait que
lorsqu’une quasiparticule supplémentaire est ajoutée a un systéme contenant un nombre
N impair de quasiparticules, cette derniere peut s’apparier et former une nouvelle paire
réduisant ainsi I’énergie de 1’état fondamental grace au couplage négatif U < 0; E), croit
alors fortement. Dans le cas inverse, lorsqu’une quasiparticule supplémentaire est ajoutée
a un systeme comportant un nombre N pair de quasiparticules, cette derniere ne pourra
pas créer une paire de quasiparticules supplémentaire. Dans un supraconducteur idéal
(sans désordre) décrit par la théorie BCS (section 1.4.1), toutes les particules forment
des paires, une particule impaire supplémentaire ne peut alors qu’interagir faiblement
avec les paires supraconductrices déja existantes, ce qui explique 'augmentation faible
mais tout de méme présente de E, lorsque N devient impair.
Le saut d’énergie

A(N) = E,(N)— E,(N —1) (N pair) (5.7)

existant entre une valeur de E,(NN) pour pour un nombre impair N — 1 de quasipar-
ticules et la valeur suivante pour un nombre pair N de quasiparticules peut étre in-
terprété comme étant 1’énergie nécessaire pour briser (former) une paire supraconduc-
trice. Dans le cas d’un supraconducteur idéal régi par la théorie BCS, A(NN) s’apparente
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F1a. 5.4 — Gap d’appariement A [moyenne entre A(N = 2) et A(N = 4)] en fonction
du désordre W, pour L = 6 (o), L =8 () et L = 10 (o). Le rapport M/L? =~ 0.2 est
gardé constant pour tout L.

par conséquent au gap supraconducteur A (section 1.4.1). Cette facon (5.7) d’extraire le
gap est également utilisée dans les expériences [18, 97] de mesure d’effet tunnel de paires
de Cooper a l'intérieur d’ilots supraconducteurs. D’autres travaux [69, 99], utilisent une
définition alternative du gap d’appariement a savoir

A'(N) = —(E°(N,U) —2E°(N — 1,U) + E°(N —2,U))  avec N pair.  (5.8)

Si on néglige les variations du niveau de Fermi lors de l'ajout de deux particules
supplémentaires, on obtient

A(N) m Ey(N) — 2B,(N — 1)+ E,(N —2) = A(N) = A(N — 1)  A(N)  (5.9)

puisque N est pair et que le saut pour un nombre pair N de particules est beaucoup
plus important que celui pour N — 1 impair, A(N) > A(N — 1) (voir F1G. 5.2). Ainsi,
les deux définitions (5.7) et (5.8) du gap d’appariement A(N) sont ici similaires.

La F1G. 5.3 montre A(N) en fonction du désordre pour N = 2,4, 6, 8 particules. Pour
N > 2, les différents sauts dénergie A(N) se superposent. Le gap d’appariement A(N)
croit avec 'intensité W du désordre. En effet lorsque le désordre augmente les particules
sont progressivement piégées dans des minima de potentiel de plus en plus profonds.
La taille effective des paires de particules se réduit alors fortement ce qui fait croitre le
couplage effectif entre les particules et donc le gap d’appariement A. Le cas N = 2 est
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particulier (voir F1G. 5.3). En effet, pour deux particules, seule une paire peut exister
dans le systeme, alors que pour N > 2 plusieurs paires peuvent interagir entre elles.
Cette interaction résiduelle entre paires n’est pas présente pour le cas biparticulaire, qui
explique la différence constatée sur la FiG. 5.3 dans le gap d’appariement A(N). Ceci
laisse suggérer également que les “effets a N-corps” apparaissent déja pour un systeme
composé de N = 4 particules puisque pour N > 2 les courbes de A(N) se superposent.

La F1G. 5.4 montre la dépendance du gap d’appariement A vis-a-vis de la taille L
du réseau bidimensionnel. La fréquence de Debye devant étre indépendante de la taille
L du réseau, nous gardons le rapport M/L? =~ 0.2 constant lorsque nous faisons varier
L. L’énergie A se sature avec ’augmentation de la taille L du réseau pour les désordres
forts W > 12V (F1aG. 5.4) alors que pour les faibles désordres A ne se sature toujours pas
pour une taille L = 10. Ceci suggere que pour les faibles désordres la taille 1/A des paires
de particules est encore comparable a la taille L du réseau; la limite thermodynamique
n’est toujours pas atteinte dans ce régime pour L = 10.

5.3 Localisation des paires

5.3.1 Occupation spatiale du réseau

Pour étudier la localisation des particules sur le réseau bidimensionnel, il est possible
d’étendre la définition (2.12) de I'inverse du taux de participation utilisée aux chapitres
précédents. Pour cela définissons & comme la fraction des sites du réseau bidimensionnel
occupés par la fonction d’onde collective |¥%) de 1'état fondamental des N fermions,

N2
= ———— (5.10)
202 " pi,

ol pis = (U0|n;,|PY) est, dans I’état fondamental, la densité de charge de spin o sur le
site i. Ainsi, £ varie entre la valeur maximale &, = 1 si les particules sont totalement
délocalisées (pi, = N/2L* Vi) et la valeur minimale &, = N/2L? si les particules
sont toutes localisées (p;, = 1 si i est un site occupé par une des particules de spin
0, pic = 0 sinon). La F1G. 5.5 montre la fraction £ des sites occupés en fonction du
désordre pour différentes tailles L du systeme. Deux régimes distincts apparaissent :
pour les faibles intensités du désordre, W < 2V, la fonction d’onde & N particules |¥?)
est étendue a travers tout le réseau puisque & ~ 1, ceci est ce qu’on peut appeler le
régime supraconducteur. Par contre pour les désordres forts, W = 5V, £ décroit avec la
taille du réseau (£ oc 1/L?), on est alors en présence d’un régime localisé.

L’encadré de la F1G. 5.5 montre les variations de £ en fonction de W pour L = 8
et L = 10 en conservant une densité, N/L? ~ 0.06, constante de fermions mobiles au-
dessus de la mer de Fermi. Les deux courbes, pour L = 8 et L = 10, se superposent
exactement suggérant que {(1V) est une fonction indépendante de la taille du systeme
a la limite thermodynamique. La diminution de £(W) lorsque W augmente est alors le
signe de la localisation des paires de Cooper par le désordre.

La comparaison de £ pour les cas avec et sans interaction est également présentée a la
F1G. 5.5. Il apparait clairement que l'interaction amplifie la localisation des particules,
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Fi1c. 5.5 — Fraction £ des sites occupés par les particules dans 1’état fondamental en
fonction du désordre W, pour M/L* ~ 0.2, U = —4V (symboles pleins) et U = 0
(symboles vides). Figure principale : N = 6 particules, L =6 (o), L =8 () et L =10
(¢). Encadré : £ pour une densité de fermions mobiles constante N/L? ~ 0.06; N = 4,
L=8(o)et N=6,L =10 (O).

confirmant ainsi les résultats présentés dans 1’étude du probleme de Cooper généralisé
tridimensionnel (CHAP. 2) et bidimensionnel (CHAP. 3). Pour les fortes intensités du
désordre, W = 2V la fraction £ des sites occupés par la fonction d’onde a N-corps
est bien plus faible pour une interaction U = —4V que pour le cas sans interaction
U = 0V. Cette tendance semble cependant étre inversée pour W < 2V. Ceci pouvant
s’expliquer par le fait que pour un systeme bidimensionnel, les particules sans interac-
tions se trouvent étre toutes localisées a la limite thermodynamique et ceci quelque soit
le désordre W =# 0 présent dans le systeme. Par contre, en présence de I'attraction de
Hubbard, pour une faible intensité W du désordre, le systeme est formé de paires su-
praconductrices qui sont par définition délocalisées. Ainsi, a la limite thermodynamique
L — oo, pour W faible, on aura (U =0) — 0 et {(U) — 1.

5.3.2 Suppression du parametre d’ordre supraconducteur

Les résultats présentés sur la F1G. 5.5 concernant la fraction £ de sites occupés par
la fonction d’onde macroscopique |¥°) indique qu’il existe une évolution d’un régime
délocalisé (supraconducteur) de I'état fondamental vers un régime localisé (isolant)
lorsque le désordre augmente. Sans désordre 1’état fondamental du modele N-particulaire
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(5.2) décrit un état supraconducteur. Avec I'introduction du désordre il est intéressant
de caractériser la survie de I’état supraconducteur. Pour cela définissons la fonction de
corrélation spatiale

1
0 0
Po(r) = (07| 75> A, A7 [99) (5.11)
i
ol opérateur Al = ciTTciTl ( Aj = ¢ ¢ip ) crée (annihile) une paire de quasiparticules sur le
site i. P,(r) est une fonction mesurant la corrélation spatiale entre les différentes paires

de quasiparticules séparées entre elles par un vecteur r sur le réseau bidimensionnel.
Pour un état supraconducteur de type onde s,

s (ru - {£2) o1

est le parametre d’ordre de la transition supraconducteur-isolant®. La suppression du
parametre A, est le signe de la destruction de ’état supraconducteur du systeme (voir
section 1.4.1 et 1.5.2).

2Dans la définition (5.12), le parametre d’ordre Agyp, est définit grace a la fonction Ps(rmax) mesurant
la corrélation des paires de quasiparticules sur la distance effective la plus grande ||rmax| = L/v2
accessible sur le réseau bidimensionnel de taille linéaire L avec conditions périodiques aux bords.

0.05 : . : ,

A

op

0.025

F1G. 5.6 — Dépendance du parametre d’ordre A, vis-a-vis du nombre N de particules
pour différentes intensités W du désordre, de W = 0 (ligne du haut) a W = 15V (ligne
du bas) par pas de AW = 1V. La taille linéaire du systéme est L = 10 et la coupure
orbitale est M = 12.
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F1G. 5.7 — Pente o du parametre d’ordre A, en fonction du désordre W. « est extraite
a partir de la régression linéaire des données de la F1G. (5.6) présentant A, en fonction
de N.

La F1G. 5.6 montre A,, vis-a-vis du nombre de quasiparticules en interaction au-
dessus de la mer de Fermi. Le parametre d’ordre A,, est fortement supprimé par le
désordre W. Ceci est en accord avec les résultats de I’étude Monte Carlo quantique [83]
de 'Hamiltonien (5.1). Cet effet est d’autant plus prononcé que le nombre de particules
dans le systeme est grand (F1G. 5.6). Nous pouvons remarquer que A, croit de fagon
linéaire avec le nombre de paires de quasiparticules présentes dans le systeme. Ceci est
naturel pour un état supraconducteur décrit par la fonction d’onde macroscopique de la

théorie BCS?
0% oc TT (1 + g,01) 0). (5.13)

Y

En effet, ’équation (5.13) décrit une superposition cohérente de paires de Cooper tota-
lement délocalisées sur tout le réseau. Nous avons vu (CHAP. 2 et 3) que cette approxi-
mation de champs moyen (5.13) est justifiée pour les faibles désordres. Ainsi dans ce
régime, le fait que toute les paires de Cooper soient délocalisées sur tout le réseau bi-
dimensionnel implique que la fonction de corrélation (5.11) est proportionnelle au carré

aDans ’équation (5.13), 'opérateur biY = dTdeTvl est I'opérateur de création d’une paire de quasipar-
ticule (1, ]) dans l'orbitale |¢,) et g, o< vy /u, est un parametre variationnel de la théorie BCS (section
1.4.1)
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du nombre de paires présentes dans le systeme®

N N
P,(r) ~ (1 paire T]| A;Al|1 autre paire T]) x 5 X5 (5.14)

Ainsi, le parametre d’ordre est proportionnel au nombre de paires de quasiparticules
dans le systeme,

Aop =/ Ps (Tmax) X Ozg (5.15)
ou N = 2m avec m € N et ol « est un parametre donnant la pente de la variation du
parametre d’ordre avec le nombre de paires de quasiparticules. La F1G. 5.7 montre la
pente « tirée des régressions linéaires des données de la F1G. 5.6 en fonction du désordre
W présent dans le systéme. Dans le régime supraconducteur (W faible), a # 0 car
chaque nouvelle paire supraconductrice ajoutée au systeme va contribuer d’une maniere
cohérente au parametre d’ordre. La suppression de cette quantité a avec le désordre est
mise en évidence a la F1G. 5.7, montrant une transition d’un état supraconducteur vers
un état isolant.

5.3.3 Phase BLS

L’étude de la fraction ¢ de sites occupés par |UY) (F1G. 5.5) et 'étude du parametre
d’ordre (F1G. 5.6 et 5.7) mettent en évidence une transition modulée par le désordre
entre une phase supraconductrice et une phase isolante. Méme si sur la (F1G. 5.5), le
changement de phase apparait comme un lent “cross-over” entre le régime délocalisé (W
faible) et le régime localisé (W fort), I'étude qualitative dans 1'état fondamental de la
distribution de charge p;, sur le réseau montre que la transition est en fait plus abrupte.
La F1G. 5.8 montre p;; pour ’état fondamental de N = 4 particules en interaction au-
dessus de la mer de Fermi. Sans interaction U = 0V, pour une intensité du désordre
W =3V (F1a. 5.8a) et W = 4V (F1G. 5.8b), I’état fondamental des N = 4 particules est
délocalisé sur tout le réseau bidimensionnel. Pour une attraction fixe, U = —4V, 'état
fondamental pour un désordre W = 3V reste toujours délocalisé (F1a. 5.8¢) alors que
pour W = 4V I’état fondamental est completement modifié exhibant une localisation
prononcée de deux paires de particules (F1G. 5.8d)°. La F1G. 5.8 montre donc que la
transition SI est beaucoup plus brutale que ne le suggere ’étude de la fraction £ de sites
occupés par [¥0) (5.5).

Il est intéressant d’étudier qualitativement la relation entre la phase isolante du
modele a N-corps étudié ici et la phase BLS mise en évidence dans I’étude du probleme
de Cooper généralisé (CHAP. 2 et 3). La F1G. 5.9 montre, pour U = —4V et W = 4V
d’une part, la densité de charge

o = (W | i | W) (5.16)

aLa délocalisation des particules fait que tous les sites i du réseau apportent, au travers de la
somme ) ; AH_rA;r, la méme contribution & Ps(r). Nous supposons également que g, ne varie que tres
faiblement & proximité du niveau de Fermi et que le nombre de particules en interaction est bien plus
petit que le nombre des particules gelées sous la mer de Fermi, N < 2ap.

PEn effet, N étant paire, le roles des fermions de spin T et de spin | sont interchangeables, par
conséquent la distribution de charges p;; pour les fermions de spins T est la méme que celle p;; pour
les fermions de spins |. Ainsi, 'image F1G. 5.8d correspond a la localisation de deux paires de fermions
de spins opposés (T, ]).
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FIG. 5.8 — Distributions de charge pi, = (Q_,|cl ¢i,|¥9_,) dans Pétat fondamental
|08 _,) de N =21 42 |= 4 particules pour (a) U =0, W =3V, (b) U =0, W =4V,
() U=—-4V, W =3V, (d) U = -4V, W = 4V. La taille du réseau est L = 30 et o =.
Les distributions de charge des figures (a),(b),(c) et (d) ont été toutes calculées avec
la méme réalisation du désordre. Les distributions de charge pour ¢ =T ou ¢ =] sont
identiques puisque le nombre de particules N = 4 est pair.

de I'état fondamental de N = 4 particules régies par le modele a N-corps (F1G. 5.9a), et
d’autre part, les distributions de charge f°(i) et f!(i) respectivement de I’état fondamen-
tal (F1G. 5.9b) et du premier état excité (F1G. 5.9¢) du probleme de Cooper généralisé
(CHAP. 3) impliquant deux particules sur un réseau bidimensionnel désordonné couplées
au-dessus de la mer de Fermi par une interaction attractive. Il apparait clairement que
la distribution de charge de I’état fondamental & N = 4 particules (F1G. 5.9a) est la
somme de la distribution de charge de 'état fondamental (F1G. 5.9b) et celle du premier
état excité (F1G. 5.9¢) du probleme de Cooper généralisé. La F1G. 5.9d représente la
distribution

Pio = (Uiea | nio | Piy—s) = fO(1) = [ (D) (5.17)
Cette distribution pj, est quasiment nulle sur tout ’ensemble du réseau bidimensionnel
confirmant le fait que dans la phase localisée, ’état fondamental a N-corps calculé avec

119



5.4 Conclusion

120

0.1‘

0.05

T
/e e

' SRR
0 1 ~ 15 30°0
0.1‘ C
— 1
0. 05 = 0.05 i
15 £EE 15
07 T 15 30°0

Fia. 5.9 — Distributions de charge pour U = —4V, W = 4V L = 30 : (a) pi, =
(U _lel 0|0 _,) distribution de charge dans I'état fondamental de N = 4 particules
dans le modele & N corps étudié [analogue a I'image F1G. 5.8d], (b) f°(i) distribution
de charge de I'état fondamental du probleme de Cooper généralisé, (c) f!(i) distribution
de charge du premier état excité du probleme de Cooper généralisé, (d) différence pi, =
pio— (f°(1)+ f1(i)) entre la distribution présentée en (a) et la somme de celles pr’esentées
en (b) et (c).

le modele décrit a la section 5.1 est la superposition des N/2 premiers états BLS du
probleme de Cooper généralisé. L’hypothese consistant a considérer les N particules
localisée comme étant appariées dans les états BLS du probleme a deux particules est
alors justifiée. Le probleme de Cooper généralisé est donc pertinent pour I’étude des
paires de Cooper dans la phase isolante de la transition SI.

5.4 Conclusion

Dans cette étude nous avons observé la localisation de paires de Cooper pour des
petits agrégats (IV = 2 — 8) de particules sur un substrat bidimensionnel désordonné.
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Nous avons montré que 1’énergie d’appariement possede une asymétrie pair-impair avec
le nombre de particules : cet effet sur la parité, caractéristique dans les nanojonctions
supraconductrices [18], survit et est méme renforcé en présence du désordre. Le désordre
amplifie fortement le gap d’appariement des particules et dans le méme temps mene a
la localisation des paires de particules (isolant avec gap). Ainsi, dans la phase localisée
induite par I'action conjuguée du désordre et de ’attraction de Hubbard, la destruction
des paires de Cooper doit permettre d’accroitre le transport dans le systeme. Cela est
consistant avec la chute brutale de la résistivité observée dans les expériences [39, 79|
lors de I'application d’'un champ magnétique; un cross-over se produit alors entre un
isolant formé de paires de Cooper et un isolant électronique.

La phase BLS obtenue pour deux particules dans le probleme de Cooper généralisé
survit également lorsque N > 2 particules sont considérées. Ceci renforce alors 'idée
que, dans la phase localisée induite par l'interaction, il est possible d’assimiler les N
fermions, évoluant sur un réseau bidimensionnel et soumis entre eux a l'attraction de
Hubbard, a une collection de paires de fermions régies par le modele de Cooper généralisé
que nous avons introduit aux chapitres 2 et 3.
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Au cours de ce travail, nous avons étudié I'effet du désordre et de l'interaction, lo-
cale et attractive, sur la localisation de particules quantiques. Nous avons montré que
lorsqu’on établit, au-dessus d’une mer de Fermi, une interaction attractive de Hubbard
entre deux particules évoluant toute deux dans sur un réseau désordonné d’Anderson, il
apparait, pour un régime de désordre ou les particules sans interaction sont habituelle-
ment délocalisées, une phase d’états biparticulaires localisés. Cette phase BLS, qui existe
aussi bien a deux qu’a trois dimensions, est cependant détruite lorsque le désordre de-
vient suffisamment faible ; les paires de particules se délocalisent alors sur I’ensemble du
réseau. Qualitativement, nous pouvons dire que l'interaction attractive locale crée une
pseudoparticule dont la masse est le double de celle d’une particule seule, diminuant
par conséquent par deux, par rapport au cas sans interaction, l'intensité critique du
désordre pour laquelle la transition entre états délocalisés et localisés se produit. Cette
phase BLS persiste également pour les états excités de notre modele tant que ceux-ci
possedent une énergie propre inférieure a ’énergie 2Er de deux particules sur la surface
de Fermi.

Le modele que nous avons étudié ici est une généralisation, pour le cas de systemes
désordonnés, du probleme de Cooper. En effet, ce dernier consiste en ’absence de
désordre a coupler, au-dessus d’'une mer de Fermi, deux particules via une interaction
attractive. Cette interaction couple les états biparticulaires noninteractifs symétriques
par renversement du temps, c’est-a-dire ceux pour lesquels les deux particules possedent
une impulsion opposée I'une de 'autre. Cet appariement particulier des quasiparticules
fut utilisé avec succes dans la théorie BCS pour décrire une large classe de supraconduc-
teurs non désordonnés. Pour le cas désordonné, le théoréme d’Anderson prédit que la
supraconductivité n’est pas affectée par les impuretés non magnétiques tant qu’il existe
une densité suffisante d’états biparticulaires symétriques par renversement du temps
pour pouvoir former les paires de Cooper. Ce théoreme n’est valable que pour les faibles
intensités du désordre. En effet nous montrons qu’avec 'augmentation du désordre les
résultats obtenus avec ’ansatz de Cooper ne permettent plus de décrire correctement les
effets conjugués du désordre et de I'interaction attractive. Pour révéler la phase BLS, il
est alors nécéssaire de prendre en compte toutes les transitions entre états biparticulaires
noninteractifs qui sont permises par ’attraction locale induite par les phonons.

Dans notre modele, la transition entre la phase d’états délocalisés et la phase BLS
s’accompagne d'un changement de comportement dans 1’évolution de I’énergie de liaison
des paires avec 'intensité du désordre. Dans la phase d’états délocalisés, I’énergie de liai-
son diminue tres faiblement avec 'augmentation du désordre ; les résultats obtenus avec
et sans 'ansatz de Cooper sont identiques : seuls les états biparticulaires symétriques
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contribuent a cette phase supraconductrice. Les effets du désordre sont faible en compa-
raison avec ceux de l'interaction attractive menant a la supraconductivité. L’énergie de
liaison des paires est alors essentiellement due a l'interaction. Par contre dans la phase
BLS, I'énergie de liaison croit tres fortement avec I’augmentation du désordre. L’attrac-
tion locale agit comme une contrainte supplémentaire pour les particules les forcant a
se localiser par paires bien en-dessous du bord de localisation des particules sans inter-
action. Pour une intensité donnée du désordre, I'énergie de liaison obtenue avec notre
modele est bien plus importante que celle obtenue avec 'ansatz de Cooper. La phase
BLS est d’un point de vue énergétique bien plus favorable a la phase d’états délocalisés
obtenue avec I'ansatz de Cooper.

L’application d’un champ magnétique perpendiculaire a un réseau bidimensionnel
désordonné altere la phase BLS : Le bord de localisation des particules est alors déplacé
vers les intensités du désordre plus élevées, laisant apparaitre a la place de la phase
BLS, une phase délocalisée. Cette phase bien que difficile a caractériser dans le cadre de
notre étude, semble étre métallique : en effet, le champ magnétique d’une part altere la
structure de paire formée par les particules et d’autre part diminue fortement 1’énergie
de liaison de celles-ci.

Dans le cas des modeles a N-corps, I'appariement proposé par Cooper correspond a
une approximation de champ moyen. Une étude [95] utilisant la méthode Monte Carlo
quantique pour traiter un grand nombre de fermions confirme, d'une part ’existence de
la phase BLS trouvée dans le cadre de notre modele, et d’autre part I'inadaptation des
techniques de champ moyen, comme la méthode de BdG, a décrire de maniere correcte
la supraconductivité en présence de désordre.

Nous avons également étendu le probleme de Cooper généralisé au cas d’'un nombre
N > 2 de fermions. Cette extension permet alors d’étudier N fermions couplés par
I’attraction de Hubbard au-dessus d’'une mer de Fermi. L’état fondamental des N fer-
mions opere alors une transition d’un état supraconducteur vers un état isolant lorsque
I'intensité du désordre augmente. Cette transition est caractérisée par la suppression
induite par le désordre du parameétre d’ordre supraconducteur. A linstar de 1’énergie
de liaison des particules dans la phase BLS du probleme de Cooper généralisé, le gap
d’appariement des quasiparticules augmente avec le désordre. Dans le méme temps, le
parametre d’ordre de la supraconductivité est fortement diminué. Ainsi, dans la phase
localisée, le gap d’appariement n’est plus lié au parametre d’ordre comme cela est le cas
dans une phase supraconductrice. Dans la phase BLS, notre systeme est alors un isolant
avec gap.

Notre extension du probleme de Cooper généralisé confirme 'existence de la phase
BLS dans un systeme ou il existe plusieurs paires de quasiparticules corrélées. En fait
nous montrons que dans la phase BLS, I’assimilation des N fermions & une collection de
paires de fermions régis par le modele de Cooper généralisé constitue, pour une densité
faible de particules, une tres bonne approximation.

Indépendamment du reste, nous avons également présenté 1’étude d’un modele de
deux particules dans un milieux aléatoire bidimensionnel couplées au-dessus du niveau de
Fermi par une interaction a longue portée particuliere. Pour une forte intensité de cette
interaction, ce modele biparticulaire est assimilable & un modele d’Anderson effectif. A
la lumiere de cette assimilation nous avons estimé une intensité critique du désordre en-
dessous de laquelle les particules sont délocalisées. La fonction d’onde des deux particules
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possede alors la forme d’un anneau diffusant a travers tout le réseau bidimensionnel.
Pour une intensité modérée de l'interaction, 1’état fondamental du modele est toujours
localisé. Cependant, a partir d’'une certaine énergie d’excitation, les états de ce modele
se trouvent étre délocalisés pour des intensités du désordre qui sans interaction menent
a la localisation. Ce nouveau type de délocalisation proche du niveau de Fermi est
essentiellement du a la topologie effective du modele induite par la géométrie particuliere
de l'interaction a longue portée.
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We study numerically the ground state properties of the Cooper problem in the three-dimensional Anderson
model. It is shown that attractive interaction creates localized pairs in the metallic noninteracting phase. This
localization is destroyed at sufficiently weak disorder. The phase diagram for the delocalization transition in
the presence of disorder and interaction is determined.

The pioneering experimental results for normal-state reping and the random on-site energiesare homogeneously
sistivity of high-temperature superconductors demonstrated distributed in the intervdl—W/2,W/2]. It is well known that
striking correlation between the optimal doping with maxi- at half filling (the band center witiE=0) the MIT takes
mal T, in the superconducting phase and the Andersomplace atW,/V~16.5 with the insulating and metallic phases
metal-insulator transitiofMIT) in the normal phase ob- at W>W, and W<W, respectively(see, e.g., Refs. 11,12
tained in a strong pulsed magnetic fiélNamely, the MITin  To study this problem with interaction it is convenient to
strong magnetic field takes place at such a doping for whiclwrite its Hamiltonian in the basis of noninteracting eigen-
T. is maximal at zero magnetic field. More recent experi-states of the Anderson model that gives
ments on the superconductor-insulator transiti@T) in
three dimension£3D),%~* which were done in various mate-
rials at different dopings and magnetic fields, also reveal  (Ep, +Emp,)Xm, m,+U > Qmy my,m{ miXm! m;
close correlation between these transitions even if it is pos- m;,m,
sible that the normal state remains metallic in some
materials** These experimental results put forward the im- =Exm, m, 2
portant theoretical problem of interaction effects in the vicin-
ity of Anderson transition in 3D. However, the full under- Herex m, are eigenfunctions of the TIP problem written in
standing of this problem is very difficult since even the gne_particle eigenbasis,, with eigenenergiek,,,. The tran-

origin of the highT; phase is not yet established completely. gjtion matrix ebmentle’mzvmi’mé are obtained by rewrit-

Due to that it would be interesting to understand the effects

of interaction and disorder in a more simple model of gen-'ng the Hubbard interaction in the noninteracting eigenbasis

eralized Cooper probletrof two quasiparticles above the of quel(l). The Fe,rmi sea is introduced by restr-icting the
frozen Fermi sea which interact via the attractive Hubbard®Um in EQ.(2) to my ;>0 with unperturbed energieS, ,
interaction in the presence of disorder. In spite of apparentEg. The value of the Fermi enerdy:~0 is determined
simplicity of this problem it is rather nontrivial. Indeed, even by the filling factor . which is fixed atu=1/2. To have
if the great progress has been reached recently in the invegiore close similarity with the Cooper problem we also in-
tigation of localized one-particle eigenstate propeftidse  troduce the high energy cutoff defined by the condition 1
analytical expressions for the interaction induced matrix el<mj;+m,<M. Such a rule gives an effective phonon fre-
ements in the localized phase and in the MIT vicinity are stillquency wp>=M/L® whereL is the linear lattice size. Since
absent. Furthermore, the recent results for the problem ahe frequencywp should be independent af we keep the
two interacting particle§TIP) in the localized phase demon- ratio a=L3%/M constant when varyindg.. The majority of
strated that the interaction effects for excited states can qualiata are obtained far~ 30 (Ref. 13 but we checked that its
tatively change the eigenstate structure leading to the appearariation by few times did not affect the results. Due to on-
ance of delocalizatiofi.'® Due to that the investigation of site nature of the Hubbard interaction only symmetric con-
the ground state properties of the above model in the vicinitffigurations are considered.
of the Anderson transition in 3D represents an interesting In fact the first studies of the modéR) with the frozen
unsolved problem which can shed light on the origin of SITFermi sea had been done by Ifiyith the aim to analyze
in the presence of disorder. the delocalization effect of TIP in the proximity of Fermi
To investigate the above problem we study numericallylevel at finite particle density. This model was also studied
the ground state properties of two particles with Hubbard omumerically in Ref. 14 where it was shown that n&rthe
site attraction J <0) in 3D Anderson model at half filling. interaction becomes effectively stronger comparing to the
In this case the one particle eigenstates are determined by teegodic estimate used in Refs. 7,8. However the above

2

Schralinger equation studie&'* were concentrated on the properties of excited
e Vv _E 1 states in the repulsive cas&e>0. On the contrary here we
nntV(¥n-1F ¥nsd) =B, (1) analyze the ground state properties for the attractive case.

wheren is the site index on the 3D lattice with periodic SinceU <0, then even in the limit of large system siz¢he
boundary conditions applied, is the nearest-neighbor hop- particles are always close to each other in the ground state

0163-1829/2000/62.3)/86654)/$15.00 PRB 62 8665 ©2000 The American Physical Society
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FIG. 1. Probability distributions for TIP in the ground state pro-
jected on the X,y) plane: one particle probabilitf;, for interaction
U=—4V (left column, interparticle distance probability,y for
U=—4V (centrum colump f, for U=0 (right column; the dis-
order strength i$V/W.= 1.1 (upper ling, W/W,= 0.5 (middle line),
W/W,=0.3 (bottom line. All data are given for the same realiza-

1.5

tion of disorder for the system sie=16 (see text for details FIG. 2. Dependence of IPR on the rescaled disorder strength
Upper line corresponds to the insulating noninteracting phase whildV/We for U=0 (0), U=-2V (L)), U=-4V (0), l_J:
two others are in the metallic one dt=0. —6V (A) (empty/full symbols are fot. =10/L=12). The inset

shows the data fo=—4V atL=8 (X), 10 (<), 12 (full dia-

) o ) ) mond, 14 (*); ¢ obtained in the Cooper approximatigsee text

the model(2) represents the generalized Cooper problem insmaller than symbol size. Lines are drawn to adapt an eye.
the presence of disorder.
To study the characteristics of the ground Sb@fﬂ?,mz we determine the inverse participating rati®R) ¢ for one par-

diagonalize numerically the Hamiltonid@) and rewrite the ticle probability: 1§:<2nf2(n)>’ where brackets mark the
eigenfunction in the original lattice bagis) with the help of ~ @veraging over 100 disorder realizations. Physicaly,
relation between lattice basis and one particle eigenstat&@Unts the number of sites occupied by one particle in the
IN)=3 R mbm. As the result of this procedure we deter- ground. state. Its variation ywth system slz¢5_shown in F_|g..
mine the two particle probability distributidR(n; ,n,) in the 2 for different strength of interaction a_md dlsqrder. This fig-
ground state(heren, , mark the positions of the two par- Y€ shows that in the localized interacting phaweé
tiCle.S), from which the one partiCIe prObabl“tyf(nl) >WS(U) thef value remains finite and Independent on size

—3. F(ny,n,) and the probability of interparticle distance L while in the delocalized phase it grows proportionally to
2 . the total number of sitet3. To find the critical disorder
fd(r)zEnzF(r+n2,n2) with r=n;—n, are extracted. For

strength Wy, we compare the relative change &f with
graphical presentation these probabilities are projected op (g<| <14) with its relative change for the noninteracting
(x;y) plane that givesfy(ny,,ny) ==, f(ns,ny,n;) and  case at the critical poitV=W,. ThenW,(U) is defined as
fra(X,y), respectively. The typical examples of projectedsuch a disorder at which the relative variation {oft |U|
probability distributionsf, and f,4 for different values of >0 becomes larger than in the cd$e=0. We note that near
disorderW are shown in Fig. 1. They clearly show that in the the transition the change &f with W is so sharp that the
presence of interaction the ground state remains localized natelocalization border is not really sensitive to the choice of
only in the noninteracting localized phas&/W,) but also  definition. We also checked that the changewgf does not
in the phase delocalized &=0 (W<W,). However the affect significantly the bordew,(U).!® The phase diagram
localized interacting phase abruptly disappears if disovder for SIT defined in the way described above is presented in
becomes smaller than some critical vaMg(U)<W,. For  Fig. 3. It shows that the interaction makes localization stron-
W< W; the ground state becomes delocalized over the wholger so that the localize@insulating phase penetrates in the
lattice. At the same time the peaked structure of the interpamoninteracting(norma) metallic phase. However, for suffi-
ticle distance distributiori,4 clearly shows that the particle ciently weak disorder delocalization takes over. This is in
dynamics remains correlated. In this sense we can say thagreement with the Anderson theorem according to which a
the pairs exist for any strength of disorder but Tot>W,  weak disorder in metallic phase does not affect
they are localized while folW<W; they become delocal- superconductivity® Qualitatively we can say that the attrac-
ized. We assume that such a transition should correspond tmn creates a pair with a total mass\f) twice larger than
the transition from insulating to superconducting phase in thehe one particle mass and due to that the critical disorder
many-body problem. strength for localization becomes twice small&(W,

To analyze this transition in a more quantitative way we=0.5) since the effective hoppingcs;>1/m,. Of course
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FIG. 3. Phase diagram for transition from localiz@usulating
I) to delocalizedsuperconducting) phase in the ground state of ~ FIG. 4. Variation of the ground state coupling eneryyin the
the generalized Cooper proble@). Vertical dashed line shows the model(2) with the rescaled disorder strengtfW, for L=12 and
Anderson transition in absence of interaction. different interactionU = — 2V (full box), U= —4V (full diamond,
U= -6V (full triangle); the open symbols are for the satdeval-

this argument is not sufficient to explain the exact border,.c put in the Cooper approximatiésee text. The vertical dashed

W(U) obtained numerically but it gives a reasonable eSti'Iine W/W,=1 marks the MIT atU=0; the other vertical dashed

mate in the case of strong interaction. Further studies arg,e w/w,=0.35 marks approximately the SIT line from Fig. 3 for

required to explain the form of the border. |U|=2. The insert shows the caté=—4V for L=10 (), L
Another interesting physical characteristic is the coupling=12 (full diamond, L =14 (*); the dotted line shows the Cooper

energyA of two particles in the presence of interaction. Its approximation case wittl = — 4V andL =12 from the main figure;

value is equal ta\ =2E¢— E, whereEg is the ground state logarithm is decimal.

energy in the presence of interaction artgi-2s equal toE

atU=0. In the standard Cooper problel>0 is related 0 ;o4 states exist in the noninteracting metallic phase while

the BCS gap and determines the correlation length of theolccording to the Cooper approximation pairs should be de-

pairl’ It is interesting to understand how varies with the localized forW<W, . Indeed, for example the graphical im-
disorder strengthV at fixed interactiorlJ. This dependence age as in Fig. 1 schows that faf=—4V. W=0.5V.>W.

. . . . e . ’ . Cc S

IS prleseljtr(]edhln .F|g. 4. 1t g}sarly shows_thhtgrqws LSJ'QC\';" the probability f, obtained in the Cooper approximation
canty with the Increase o at co.nstant Interaction U. We g4 Eq. (2) is completely delocalized contrary to the real
attribute the physical origin of this growth to the fact that at

) . . case in which the ground state is localizédg. 1). In addi-
stronger disorder the rate of separation between partlc_les bﬁbn to this case the average IPR within the Cooper approxi-

fiation is much larger than its real value obtained without
approximation(see inset in Fig. 2

The data presented in the insets of Figs. 2 and 4 clearly
show that in the localized interacting phage>W; the lat-

On the same figure we compare the exact value\pf  yqq gjze js sufficiently larger than the localization length and
found numerically in the mode2), with its valueAc ob- o\ ajues oft and A correspond to the limit.— o8 In-

tained by the Cooper approximatigmean field valug In deed, for example foW=0.4W,, U= — 4V the value ofA

this approximation only the matrix elemenG, m, m:.m;  varies only by 6% around the average=0.035/ when L
with m;=m, and m;=m, are kept in Eqg.(2) that corre- changes from 10 to 16. On the contrary, the first order cor-
sponds to the original Cooper ansatZhe comparison rection inU to A, computed over noninteracting delocalized
shows that at weak disordér. is very close to exach (see  eigenstates, drops 4 times {/L3). This fact, in combination
the inset where dotted line coincides with full diamonds forwith other data in the inset of Fig. 4 and a peaked probability
W/W,.<0.35) while when approaching the Anderson transi-distribution in interparticle distancky(r) in the middle col-
tion and beyond it\W/W.>0.35) A becomes much smaller umn of Fig. 1, clearly shows the formation of localized pairs
than A. This leads to the conclusion that the nondiagonain the noninteracting metallic phase. At the same time for
matrix elements i, #m, and m;#m,), neglected in the weak disordetW/W,<0.2 the asymptotic value ok be-
Cooper approximation, play an important role near MIT.comes very small and very large valuesloére required to
This is also clear from Fig. 1 according to which the local-reach it. Such largé. are also desirable to see better the

tween them, hencd, as it was discussed in Ref. 14. The
dependence ak on Wis changed drastically ne&lv that is
related to the delocalization transition.
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propagation of pairs with large size. We note thatin-  appearance of SIT in the norm@&oninteracting particlgs
creases strongly in the metallic noninteracting phas#&/at metallic phase is in a qualitative agreement with the
<W<W,. However in this region the TIP pair remains lo- experimentdwhich show that the “ground state” of the nor-
calized due to interaction that does not allow to obtain a gairmal state of YBCO is metallic. Indeed, an applied magnetic
in the value ofA=T,. It would be interesting to find some field effectively decreases the attractidrbetween quasipar-
possibility to delocalize the pair in this region and to keepticles and also eliminates the supraconducting gap that
large A at the same time. should drive the system to the norm@oninteracting par-

In conclusion, our numerical studies of the generalizedjcles) metallic phase. This is in a qualitative agreement with
Cooper problem show that at sufficiently strong disorder, abyr results according to which the decrease in interaction
which, however, the noninteracting particles are still deloca"strengthu can lead to a more delocalized state. However,
izgd(noninteracting metallic pha}setheT attractive interaction ¢, ther studies of the generalized Cooper problem with a
W'th. astreng_th Igrger than some critical value leads to IocalT”nagnetic field are required for a quantitative analysis of
ization of pairs in the ground state, contrary to the COOpanagnetic field effects
ansatz. This localization, however, disappears at sufficiently '
weak disorder in agreement with the Anderson theof®m.  We thank V. V. Flambaum, K. Frahm, and O. P. Sushkov
The phase diagram for the transition to delocalized states i®r stimulating discussions, and the IDRIS in Orsay and the
determined as a function of disorder and interaction. TheCICT in Toulouse for access to their supercomputers.
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This work presents the study of the excited states of the Cooper problem in the three-
dimensional Anderson model. It is shown that the excited pair states remain localized while
their excitation energy AF is negative. For AE > 0 the particles are delocalized over the
three-dimensional lattice.

The Cooper problemﬂ is the cornerstone of the well known BCS theory for superconductivity.
Even if the Cooper problem deals with only two interacting particles (TIP) above a frozen
Fermi sea, it nevertheless captures the essential physical features of the superconducting states.
Indeed, in comparison with the BCS theory, the solution of the Cooper problem leads to the
appearance of coupled states with a qualitatively correct coupling energy and pair size. Then it
seems natural that the study of the Cooper problem with disorder could provide a useful step
in the understanding of the superconductivity in presence of relatively strong disorder. The
first studies on the Cooper problem with disorder were done for three-dimensional B and two
dimensional H systems. These studiesB'H were focused on the properties of the ground state of
two particles above a frozen Fermi sea coupled via an on-site attractive Hubbard interaction.
This interaction creates a phase of bi-particle localized states (BLS) in the regime of disorder
where non-interacting states are delocalized. At the same time the mean-field solution of the
Cooper problem (Cooper ansatz) gives delocalized pairs. This shows that the non-diagonal
matrix elements of interaction play an important role in presence of disorder. These TIP results
are in qualitative agreement with recent many-body investigationstl of the ground state of the
attractive Hubbard model with disorder.

Here the studies are concentrated on the properties of excited TIP states. For that purpose
we introduce the Anderson Hamiltonian for one-particle,

> [n)(m| (1)

H1:ZEn|n>(n|—|—V
n (n,m)

where n and m are the index vectors on the three-dimensional lattice with periodic conditions,
(,) denotes nearest neighbor sites, V' is the hopping term and the random on-site energies E,, are

homogeneoulsy distributed in the energy interval [—%, %}, where W is the disorder strength.

To study the effects of the attractive interaction (U < 0) on two particles near the Fermi sea we
generalize the Cooper approacl® for the disordered case. We write the TIP Hamiltonian in the
basis of one-particle eigenstates of the Hamiltonian ([l). In this basis the Schrédinger equation
for TIP reads

A A A
(Eml + Emz) Xmi,ma +U Z le,mz,m’l,m’2 Xm’l,m’2 =E) Xmi,ma- (2)
m),ml

Here E,, are the one-particle eigenenergies corresponding to the one-particle eigenstates |¢,,)
of H; and X?Anl,mz are the components in the non-interacting eigenbasis |¢p, ® ¢m,) of the AH
TIP eigenstate ‘ X)‘> corresponding to the eigenenergy E. The matrix elements Uthmz,m/1 ml
give the interaction induced transitions between non-interactive eigenstates @, ® ¢m,) and
<25m/1 ® <25m/2>. These matrix elements are obtained by writing the Hubbard interaction in the

non-interactive eigenbasis of the model ([]). In analogy with the original Cooper problemﬂ the



summation in () is done over the non-interacting states above the Fermi level, in the labelling
E s Ef corresponds to mj 5 > 0. The Fermi energy is determined by a fixed filling factor
v = 1/2. To keep similarity with the Cooper problem we restrict the summation on mj , by the
condition 1 < m} +mf < M. In this way the cut-off of M unperturbed orbitals introduces an
effective phonon frequency wp oc M/L? = 1/a where L is the linear system size. When varying
L we keep « fixed so that the phonon frequency is independent of the system size. All the data
in this work are obtained with ae = 30 but we also checked that the results are not sensitive to
the change of a.

In order to analyze the properties of the TIP excited states of the disordered Cooper problem
we compute the energy level spacing distribution P(s) obtained by the diagonalization of ().
From P(s) we calculate

_ [ [P(s) — Pwp(s)] ds 3)
1T Pe(s) — Pwp(s)]ds

Here Pp(s) = exp(—s) and Pyp(s) = 5 exp (—”TSQ) are respectively the Poisson and the
Wigner-Dyson distributions, and s ~ 0.4729 is their intersection point. In this way, n varies
from 1 [P(s) = Pp(s)] to 0 [P(s) = Pwp(s)] and thus characterizes a transition from localized

to delocalized states. For examplﬁ for the one-particle problem this method allows to detect
efficiently the Anderson transitionH.
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Figure 1: Dependence of 1 on the excitation energy AFE for (a) W = 18V > W, =~ 16.5V and

(b) W = 12V < W.. The interaction strength is U = —4V and the linear lattice size is L =
6 (0),7(e),8(A),10 (full triangle), 12 (square) and 14 (full square). The number of disorder realization used is
Np = 3000 and a = 30.

In Fig. [, n is shown for disorder strength W = 18V (a) and W = 12V (b), an interaction
strength U = —4V and for different linear lattice size, from L = 6 up to L = 14. n is presented
versus the excitation energy AE = E — 2Epr where E is the energy of the two interacting
particles. Without interaction for W = 18V > W, ~ 16.5V { the one particle states are well
localized (see Fig. Pla). When the on-site Hubbard attraction is switched on, coupled states
appear below the Fermi energy of two non-interacting particles (AE < 0). Fig. flla clearly shows
that at the thermodynamic limit the coupled states with AE < 0 are localized (n — 1). As

®At the band center W, ~ 16.5V is the critical value of the disorder at which the Anderson transition occurﬂﬂ.



W > W, all the non-interacting orbitals are localized in the lattice basis. The on-site attractive
interaction acts as an additional constraint forcing the two particles (with opposite spin) to stay
together in the same well of potential (see Fig. Bb). Above the Fermi energy, 7 tends slowly to 0
indicating that these unbounded states (AE > 0) are delocalized. This delocalization is due to
the fact that an interaction (repulsive or attractive) between particles destroies single particle
localization and leads to a propagation of pairs of size [; over a distance [, much larger than [y

H, The enhancement factor « is then determined by the density ps of two-particle states coupled
by the interaction and the interaction induced transition rate I's between noninteracting states,
so that k = T'9py. For AE > 0 the density ps grows with the excitation energy (ps o AEH that
strongly enhances the delocalization of pairs (see Fig. Pc).

In Fig. [llb, n is shown for W = 12V < W,. For this regime the non-interacting one-particle
states are delocalized (see Fig. Pd). For the different linear lattice size L the ground state
is still localized (n ~ 1) in agreement withB. Indeed as W/W, ~ 0.72 > Ws/W, ~ 0.35 the
TIP ground state is in the BLS phase, where W; is the critical value of the disorder for the
superconductor-insulator transition found inH for TIP pairs. In the region —0.25V < AE < 0
although n drops from 0.9 to 0.25 a certain localization of TIP pairs still remains (see Fig. Pe).
For AE > 0, the TIP states become delocalized (see Fig. Bf).
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Figure 2: One-particle probability distribution fx(ni) = an | Xﬁl,nz | ? extracted from TIP eigenstates | X/\>
and projected on a (x,y)-plane. The linear lattice size is L = 16. f(n1) is presented for W = 18V [ (a) ground
state without interaction, (b) excited states A = 25 with AEy ~ —0.25V for U = —4V and (c) excited states
A = 758 with AEy ~ 0.25V for U = —4V | and for W = 12V [ (d) ground state without interaction, (e) excited
states A = 83 with AF, ~ —0.05V for U = —4V and (f) excited states A = 512 with AFE) ~ 0.125V for U = —4V].

In order to characterize the wave function properties of the excited states of the disordered
Cooper problem, we compute

—1
5<E>=<< > [, 4) > @)
mi,ma E)\€[E—¢,E+¢]

where the brackets mark the averaging over Np = 400 realizations of the disorder and over an
energy interval 2¢ centered on E. The inverse participation ratio (IPR) £ (E) counts the average
number of non-interacting states |¢,,, ® dm,) occupied by the TIP wave functions belonging to
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Figure 3: IPR ¢ as a function of the coupling energy AFE for a disorder strength W = 12 (o) [AE/V is then read

on the upper horizontal axis] and W = 18 (e) [AE/V is then read on the lower horizontal axis]. The interaction

strength is U = —4V and the linear lattice size L = 12. Np = 300 disorder realization are used, a = 30, 2¢ ~ 0.05
for W = 18 and 2e¢ ~ 0.025 for W = 12V

energy interval [E — ¢, E + ¢|. Fig. [] shows the IPR as a function of the coupling energy AFE
for W > W, and W < W,.. For W = 18V as the one-particle noninteracting states are localized,
only few of these states (£ ~ 5 — 10) are enough to build the TIP localized states with AE < 0.
On the contrary for W = 12V the TIP localized states (AE < 0) occupy more noninteracting
states (€ ~ 30) than for W = 18V (Fig. ). Indeed, for W < W, the one-particle noninteracting
states are delocalized and it is necessary to have a sufficient number of these states to see the
TIP eigenstates localization induced by the quantum interferences.

In conclusion, the stuﬁﬁr of the excited states of the disordered Cooper problem shows that
the BLS phase found in & i exists for TIP eigenstates with energy AE < 0. This phase is
destroyed for TIP eigenstates above the Fermi level AFE > 0.
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The Cooper problem is studied numerically for the Anderson model with disorder in two dimensions. It is
shown that the attractive Hubbard interaction creates a phase of biparticle localized states in the regime where
noninteracting states are delocalized. This phase cannot be obtained in the mean-field approximation and the
pair coupling energy is strongly enhanced in this regime. The effects of magnetic field are studied and it is
shown that under certain conditions they lead to delocalization.

DOI: 10.1103/PhysRevB.64.094502 PACS nuni®er74.20-z, 74.25-q, 74.40+k

[. INTRODUCTION states with a qualitatively correct coupling energy and corre-
lation length. Without disorder the Cooper problem can be
Recently a great deal of attention has been paid to invessolved exactly. However in the presence of disorder the situ-
tigation of the superconductor-insulator transiti®IT) in ation becomes more complicated even for only two interact-
systems with disorder. Various approaches are used to studlyg particles (TIP). Indeed, for relatively strong disorder
this problem including analytical theoretical methddsn-  even the matrix elements of interaction between noninteract-
tensive numerical simulations of many-body quantum sysing eigenstates cannot be obtained analytically and due to
tems with quantum Monte Carlo methotias well as mean  that the problem should be studied numerically. The first
field numerical simulation3.’ These theoretical studies are numerical studies of the Cooper problem in the presence of
stimulated by challenging experiments on the SIT in disorjisorder were done in Ref. 17 for two particles with attrac-
dered film&* and highT, superconductor*! The results  tive Hubbard interaction in the three-dimensional Anderson
obtained in Ref. 10 show an interesting correlation betweem,qdel. These studies showed that the interaction can lead to
the optimal doping and the Anderson transition in the norma|qajization of pairs in the noninteracting metallic phase.
phase obtained by application of a strong pulsed magnetigys resyit is qualitatively different from the mean-field so-
field. Even if the experiment3™ are done with three-  ion o e Cooper problem in the presence of disorder

O e oD et e Cooper ansat wnich gves deloalizd pars or e same
b y arameters. This shows that the nondiagonal interaction-

should play an important role. Due to that, it is relevant to.F:1d d matrix elements olay an imoortant role and lead to
study the SIT in two-dimensional disordered systems. In thenauce play P

case of weak disorder the Anderson thedfetiguarantees new physicgl eﬂ"ects, which are not captured by the mean-
that the superconductivity is not affected by disorder. How-1€!d @pproximation.
ever it is not obvious if the theorem is still valid in the !N this paper we study the Cooper problem on a two-
presence of relatively strong disorder. It is quite possible thaflimensional lattice with disorder described by the Anderson
in this regime the interplay of disorder and interaction canmodel. Our numerical studies show that near the Fermi level
lead to the appearance of new physical effects. The theoretbe attractive Hubbard interaction between two particles cre-
ical investigation of this regime is however rather difficult. ates localized pairs in the regime where noninteracting eigen-
The existing analytical methods are not well adapted to thétates are well delocalize@xtendedl The coupling energy
regime of strong interaction and disorder. At the same timedf these pairs is much larger than the coupling energy given
the numerical studies also meet with serious difficulties. Inby the mean-field solutiofCooper ansajz Therefore ener-
deed the direct diagonalization methods are restricted to relayetically it is more favorable to have an insulator with local-
tively small system size since the Hilbert space grows expoized pairs instead of usual weakly coupled delocalized Coo-
nentially with the number of particléd:®> The quantum per pairs. This result indicates the appearance of a new phase
Monte Carlo methods are not so sensitive to a huge size aif biparticle localized state@BLS phasg, which appears in
the Hilbert space but still they are restricted to systems ofhe regime when noninteracting states are exter{destal-
quite moderate siz€for example lattices of 88 sites in  lic). It is in a qualitative agreement with the quantum Monte
Ref. 4. Carlo studies obtained recently in Toulod8eThis BLS

In view of the above numerical difficulties it is natural to phase is qualitatively different from the BCS solution, which
develop the approach introduced by Codpeand to study corresponds to weakly coupled delocalized pairs.
the problem of two particles with attractive interaction near The paper is organized as follows. The properties of the
the frozen Fermi sea in the presence of disorder. Even if thBLS phase without magnetic field are discussed in Sec. Il.
original Cooper problem of two particles without disorder The effects of perpendicular magnetic field on the ground-
does not reproduce exactly the BCS theory of the many-bodgtate properties in the presence of interaction and disorder
problem it nevertheless captures the essential physical propse analyzed in Sec. Ill. The discussion of the results is pre-
erties of the system and gives the appearance of couplesknted in the last section.
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Il. GROUND-STATE PROPERTIES WITHOUT MAGNETIC ties of excited states while here we will investigate only the
FIELD properties of the ground state in the case of an attractive

To study the Cooper problem of two interacting partiClesinteraction. We also note that the attractive case in one di-

in the presence of disorder we use the two-dimensiona’lnenSion was discussed in Re_fs: 22 and 23.
Anderson model. In this model the one-particle eigenstates To determine the characteristics of the ground state of the

are determined by the Hamiltonian gengrglized Coopgr problei®) we solve n.umerically the
Schralinger equation. After that we rewrite the obtained
ground state in the original lattice basis with the help of the
Hi= En: Enln) (n| +V<n§%> In) {ml, 1) relation between the lattice basis and one-particle eigenstates
' IN)==Rn ml ém)- As a result of this procedure we obtain
wheren and m are index vectors on the two-dimensional the two-particle probability distributionF(n;,n;) from
square lattice with periodic boundary conditions,is the  which we extract the one-particle probabilityf(n)
nearest-neighbor hopping term, and the random on-site ene=X, F(n;,n;) and the probability of interparticle distance
giesE, are homogeneously distributed in the energy mtervalfd(r):gnZF(anlnz) with r=n;—n,.
[ —WI/2,W/2], whereW is the disorder strength. This one-

. ) . . Typical examples of such probability distributions are pre-
particle model has been extensively studied by different AUz niad in Fig. 1. Without interaction, at given disorder

thors_, see fOIf example Ref.. 19. For the.two-partllcle prOblgnﬁétrengthW: 2V and W=5V both particles are delocalized
on this two-dimensional lattice we consider on-site attractive

. : . on the lattice of given sizé& =40. In the presence of inter-
Hubpard |nteract|_on bgtween _partlcles of st_rerigtho. we .action U= -2V the ground state remains delocalized for
consider the particles in the singlet state with zero total spin

) I . W=2V and the probability distribution is rather similar to
so that the spatial wave function is symmetric with respect tc{he case o) =0 [compare Figs. (&) and 1c)]. On the con-
particle permutatiofinteraction is absent in the triplet state P gs. ’

To investigate the effects of interaction between particlestrary forw= SV, interaction completely changes the ground-
state properties leading to a clear localization of both par-

near the Fermi level we generalize the Cooper approach f .
the case with disorder. To do that we rewrite the TIP HamiI?“CleS near_eagh othe[lcom_pare Figs. () and 1e)]. The
wave function is localized in a rather compact way and the

tonian in the basis of one-particle eigenstates of the HaLm”finite size of the lattice definitely does not affect this local-
tonian (1). In this basis the Schdinger equation for TIP . . €y € ;
reads ization. Figure 1f) shows that in this localized state the par-

ticles remain correlated close to each other. This biparticle
localized ground state is obtained by exact diagonalization of
(Eml+ Emz)Xml,m2+ U z Qmy .mym! m Xm! ! Eq. (2) where all nqndiagonal intera.ctipn—indu.ced matrix el-
m!,m) vz ements are taken into account. It is interesting to compare
this solution with the mean-field approximati¢@ooper an-
=EXm, m,- (2)  sata in which only diagonal terms are taken into account.
Within the Cooper ansatz the particles occupy the same non-
HereE,, are _the o_ne-particle eigenenergies corresponding tghteracting orbitals and only matrix elemer@, m, m’ m,
the one-particle eigenstatps,) andym, m, are the COmpo-  yjth m,=m, and m]=my, are kept in Eq(2). The ground
nents of the TIP eigenstate in the noninteracting eigenbasistate obtained from the Cooper ansatz is shown in Figg. 1
| ¢m,sPm,). The matrix elements) Qm, m, m/,m, give the and ¥h) and is clearly delocalized contrarily to the strongly
interaction-induced transitions between noninteractive eigeriocalized ground state obtained from exact diagonalization of
states| ¢, bm,) and| by, dmy). These matrix elements are Eq. (2) and shown in Figs. () and 1f). In fact the ground
. . . . . state from the Cooper ansatz is closer to the delocalized non-
obtained by rewriting the Hubbard interaction in the nonin-; . : S )
teractive eigenbasis of modél). In the analogy with the interacting eigenstate in Fig(ld) than to the real eigenstate

original Cooper probleff the summation in Eq2) is done in Fig. 1(e) in the presence of interaction. The results of Fig.

over the states above the Fermi level with eigenenergie% definitely show that the attractive interaction leads to lo-

. , : . Calization of pairs in the regime when noninteracting states
Emi 2> Er with m »>0. The Fermi energf.~0 is deter- are delocalized. This localization is not captured by the Coo-

mined by a fixed filling factorw=3. To keep the similarity per ansatz, which neglects nondiagonal matrix elements and
with the Cooper problem we restrict the summationne,,  due to that misses the essential physical effect.

by the condition X m;+m,<M. In this way the cutoff with In order to study the ground-state properties of our model
M unperturbed orbitals introduces an effective phonon frein a more quantitative way it is convenient to compute the
quency wp*xM/L?=1/a wherelL is the linear system size. inverse participation ratio(IPR) ¢ defined as &1
When varyingL we keepa fixed so that the phonon fre- =(=,f?(n)) where the brackets mark the averaging aNgr
guency is independent of system size. All the data in thidisorder realization&ypically Np=100). Physically¢ gives
work are obtained withw= 15 but we also checked that the the number of lattice sites occupied by one patrticle in the TIP
results are not sensitive to the changeaofWe note that a ground state. The dependence of the IPRBn the disorder
similar TIP model was considered for the problem of twostrengthW is shown in Fig. 2 for different strengths of inter-
repulsive quasiparticles near the Fermi level in Refs. 20 andction U and different system sizels. In the absence of
21. However, there the studies mainly addressed the propeinteraction, for finite system sizes used in our numerical
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FIG. 2. Dependence of the inverse participation ratiof the
TIP ground state on the disordéf/V. The full lines with full sym-
bols correspond to an interaction strendgih= —4V, the dashed
ones with open symbols td = -2V, and the dot-dashed ones to
U=0V (+,X,*). Different symbols correspond to different
linear sizes of the latticee=20 (O,+), L=30 (d,X), and
L=40 (A,*).

similar to the situation in the three-dimensional Anderson
model for which the localization of pairs was discussed in
Ref. 17. As in Ref. 17 we attribute this phenomenon to the
increase of the effective masgy of the pair (/o 1/my¢) that
leads to a decrease of the critical disorder strengh~V
«1/mgg). For strong attraction the mass is approximately
doubled so that the value #Y, is decreased by a factor of 2

FIG. 1. Ground-state probability distributions of two interacting

particles for the Cooper problem with disorder on a lattice of IinearCOm ared to the noninteracting case. The numerical data in
sizeL=40. The case&) and(b) show the one-particle probability P 9 :

distribution f(n) in the absence of interactiolJE0V) for the two and three dimensions presented here and in Ref. 17 are

disorder strengttW=2V (a) and W=5V (b). All other cases are in satisfactory agreement with this estimate. .
obtained for the Hubbard interactidhh= —2V. The casegc) and The dependence of IPR on the system sizé for W

(d) show the one-particle probabiliti(n) (c) and the interparticle =2V andW=5V is shown in Fig. 3 for different values of
distance probab|||tyfd(r) (d) for W=2V. The same probab”ities interactionU. ForL=<12 the noninteracting States are de|0-
are shown in casds) and(f) for W=5V [f(n) for (e) andf 4(r) for calized. The introduction of interaction decreases signifi-
(f)]. The casegg) and (h) present the probabilities for the same cantly the IPR value and folV=5V the TIP ground state is
W=5V as in casege) and (f) however here the ground state is localized for|U|=2V. On the contrary folWW=_2V the IPR
obtained in the mean-field approximation of the Cooper ansatz. Albtill grows with L for U= —2V. This behavior is qualita-
data are given for the same realization of disorder. tively similar to the numerical data obtained in Ref. 18 by
the projected quantum Monte Carlo meth@ee Fig. 3 of
simulations [ <40), the ground state is delocalized for dis- Ref. 18. According to Ref. 18 the pairs at quarter filling
order W=5V and it becomes localized faV>5V. On the  become localized dl/V~ —4 for W=5V and remain delo-
contrary in the presence of interaction the TIP ground statealized forW=2V (only sizesL <12 were accessible by this
becomes localized fow>W,~2V atU=—4V and forW  method. While the qualitative behavior is simildcompare
>W, ~3V atU=—2V. Indeed forW<W, the IPR¢ starts  Fig. 3 with Fig. 3 in Ref. 18 the quantitative difference
to grow significantly with the increase of the system dize between the two sets of data is definitely present. For ex-
that corresponds to pair delocalization. The decrease of themple in our Fig. 3 aiW=5V the states become localized
W, value induced by the attractive interaction shows that thepproximately atU/V~—1.5 and not atU/V~—4 as in
attraction leads to localization of pairs inside the noninteractRef. 18. We attribute this quantitative difference to the fact
ing delocalized phase. This effect is absent in the mean-fielthat in Ref. 18 up to 74 real spin fermions were present and
approximation where the ground state remains well delocalwere treated exactljup to statistical erroysby the quantum
ized [compare Figs. () and Xg)]. This phenomenon is Monte Carlo method. The presence of other fermions can
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FIG. 3. IPR¢ as a function of the linear side Dashed lines and FIG. 4. Dependence of the coupling enedgyon the disorder

open symbols are fow/V=2 and full lines and full symbols are strengthW for U= —2V. The linear lattice .size ‘5?29 (©) and

for W/V=5V, with U/V=0 (O), —1 (0), —2 (diamond, and L=40 (A); data are obtained by exact diagonalization of the TIP
: emodel(solid lines, full symbols and by mean-field approximation

the filling factor i5v:% anda=L2M=2. from the Cooper ansaizashed lines, empty symbals

This indication is in agreement with the quantum Monte

renormalize the effective strength of interaction between tw . . . .
9 };arlo computations presented in Ref. 18. It is also possible

particles. Also it can change the effective strength of disorde]” . .
for fermions near the Fermi level. The comparison betwee 0 give another argument in favor of the BLS phase. Suppose
i Ehat the filling factorv is close to the critical value, at the

the two figures shows that the TIP approach captures thmobility edge of noninteracting particl€sut v>v.). Then it

qualitative physical properties of the system but quantita- . o
tively it gives different values. In a sense this situation is!> natural that all par'qcles pelow the mopmty edge_ are local-
similar to the comparison between the Cooper approximatiohzed_' Then the density _Of mter_actlng pairs aboxeis pro-
and the BCS theory. portional to|v—v¢| and is relatively low fov—v¢|<wv. In

The difference between exact diagonalization of the TIF1hIS reg_|me.the pairs above? are well separated and the TIP
Hamiltonian (2) and the mean-field solution given by the approximation we dI§CUSS in this paper shou!d be rather rea-
Cooper ansatz is also clearly seen in the coupling energy nable. Of_ course in the next step the re5|du_al interaction
the pairA = E4(U=0)— E4(U). HereE, is the TIP ground- | etween pairs should be taken into acc_o719r1n this picture
state energy%n the presence of interactidnFor U=0 we it is clear that the BLS phase is energetically more favorable

haveE,(U = 0)=2Eq . The dependence df on the disorder compared to the delocalized mean-field solution.
strengthW is shown in Fig. 4 forU=—2V. In the BLS

exact diagonalization becomes significantly larger than the FIELD

value ofA given by the mean-field approximation based on ¢ is interesting to understand how the TIP properties in

delocalized states. This shows that energetically the BL$,o g| s phase are affected by a magnetic fglderpendicu-

phase is more favorable than the mean-field Bogolubov-dg,; 5 the two-dimensional lattice. In this case the one-

Gennes solutioR? The physical reason for the increasefof particle Hamiltonian takes the form

compared to the mean-field value is related to localization.

the pairs are localized and particles remains closer to each

other, which effectively increases the coupling strength be- Hy=2, Eqn) (n[+VX [T(n)+T*(n)], 3

tween thenf® On the contrary foW< W, when the pairs are " "

delocalized the exact solution gives the values\ofwhich  whereT(n) andT*(n) are the translation operators from site

are close to the mean-field value. This is in agreement with, to its nearest neighbors

the Anderson theorem according to which the mean field

remains valid in the regime with weak disorder. T(n)=Ty (N|n)(n+e |+ Ty (N|n)(n+egl. (4
The fact that for TIP the BLS phase is energetically more * Y

favorable than the mean-field solution indicates that also atieree, ande, are the unitary vectors on the two-dimensional

finite particle density the BLS phase will be more favorable.lattice and
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FIG. 6. Dependence of the inverse participating ratiof the
TIP ground state on the disord®¥/VV and magnetic fluxy. The
interaction strength for the main figure $=—2V. Empty/full
symbols correspond tg/=0/y=0.1, with different linear lattice
>0~ 20 sizesL=20 (O) andL=40 (A). The inset shows the phase dia-
gram in the plane ofV./V and y; the full line corresponds ttJ
FIG. 5. Ground-state probability distributions of two interacting = -2V and the dashed line tdJ=—-4V; the BLS phase
particles in a lattice of linear size=40, with disorder strength is atW>W,.
W=3V and interaction strengthl = —2V; the left column shows
the probability distributiorf(n) and the right one the interparticle dinger equation of the forr(2). As in the case witlB=0 we
probability distributionfy(r). The different rows present the TIP yse the probability distributionign), f4(r), and the IPR to
ground state for different values of the magnetic fluxtop row  depict the ground-state properties of the TIP problem in the

y=0, middle rowy=2/40, and bottom rowy= 5/40. presence of a magnetic field. Thus Fig. 5 represents the TIP
probability distributions for a system of linear site=40
iq , and fixed disorder and interaction strength&¥=¢3V,U=
Tty (N ex;{ ~7c rx(y)(n)A' dn ) (®  —2V). The data are shown for different magnetic-flux ratios

v=0,y=2/40, andy=>5/40. At y=0 the one-particle prob-
are the magnetic translation operators a|0ng pd’t[;(sn) ab|||ty is We” Iocali;ed by interactiorﬁfi.rst row of Flga
=(n—n+e) andl'y(n)=(n—n+g,). For convenience we However, with the increase of magnetic flgxthe localiza- '
choose the Landau’s gauge for the magnetic fidle tion is destroyed: The data of Fig. 5 suggest tha_t there exists
—n,Be,. The magnetic translation operators are then deterd critical magnetic fluxy. below which the TIP pairs remain
mined asTy =exp(2riyn,) and TMyzl with y=qB/hc.  localized (y<y., middle row of Fig. 5 and above which

Due to the periodic boundary conditions the effective topol—pa'r; behcome total]y deflocahzed/ﬁ Yo bottom rlow d(')f Fig.
ogy of the two-dimensional lattice is that of a torus with a5)' L t._e same tw_ne ory= Ye the interparticle distance
transversal and a longitudinal radiBs=R,=L. This topol- probab|I|ty' d|str|but|onfd(r) 1S I.e.ss peqked. Hence for
ogy implies flux quantization on the lattice so thatm/L =17 the size of the pair is significantly increased.

- : e The ground-state properties can be studied in a more
th me[0,L—1]. Then the one-particle Hamiltonia o2 . :
\c,:\gn be Ee>[<plicitly]written as part ltoniaf®) quantitative way with the help of the IPR defined above.

Figure 6 represents the dependence&éobn the disorder
strengthW for a fixed interactiol = —2V. Data are shown
lez E.n )(n|+2 (ezqfiyny|n><n+ex|+|n><n+ ey|) for different values of magnetic fluy. They clearly show
n n that the introduction of magnetic field leads to an increase of
¢ at a fixed value ofV. Thus the magnetic field enhances the
+ 2 (e~ 2™ 7My|n+ g)(n|+|n+ ey><n|). (6) delocalization of particles foy> y.(U) andW<W,(U). On
n the contrary fory<y.(U) andW>W_(U) the variation of¢
We study now the ground state of the TIP Hamiltonianwith an lattice sizeL is weak and usually here there is a
constructed with this new one-particle Hamiltonieln (6).  small decrease of with an increase of (see Fig. 6. The
This Hamiltonian is written in the preferential basis of non-delocalization transition can be determined as the point
interacting eigenstates of E¢6), which leads to the Schvo  whereé is independent of the lattice sizerossing point An
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FIG. 7. Dependence of the inverse participation ratiof the FIG. 8. Pair coupling energy as a function of magnetic flux
TIP ground state on the magnetic flyx for two lattice sizest ~ for L=20 (®) andL =40 (triangle. The interaction and disorder
=20 (@) andL =40 (triangle. Here the interaction strength i Strengths are as in Fig. U= —2V andW=3V.
= —2V and the disorder strength W= 3V.

considered an indication that the superconductivity is signifi-
approximate phase diagram in the plaig, ) obtained in  cantly suppressed by magnetic field fgry.. However, a
this Wa.y is shown in the inset of F|g 6. With the increase Ofsigniﬁcant increase df_ is required to investiga‘[e the prop_
interaction the localized phase penetrates deeper in the rgrties of pairs in the delocalized regime.
gion of weak disorder. The fact that a magnetic field can
delocalize pairs inside the BLS phase is also illustrated in
Fig. 7 where the IPR is enormously increased by the mag-

netic flux. This result is in agreement with a general fact The present studies show that in the presence of disorder
known for noninteracting particles that the localizationthe attractive Hubbard interaction leads to localization of
length is increased by a magnetic fiéfdwhile the delocal-  pairs and the appearance of a phase with biparticle localized
ization induced by a magnetic field is clearly illustrated bystates that is located inside the noninteracting metallic re-
Figs. 6 and 7 it is rather difficult to determine numerically gime. This BLS phase cannot be obtained in the mean-field
the properties of pairs in the delocalized phase. In this phasgpproximation. It is shown that it can be destroyed by the
an effective pair size becomes too large to investigate nuintroduction of a magnetic field, which drives the system to
merically. The question of whether the superconductivitydelocalization. In the BLS phase the pair coupling energy is
survives or if a magnetic field drives the system to a metallionuch larger than the value obtained in the mean-field ap-
regime is difficult to answer in the frame of our numerical proximation. This indicates that the BLS phase is energeti-
approach. cally more preferable compared to the mean-field solution.
For a better understanding of both localized and delocalThe results obtained for two particlésne pai are in quali-
ized phases we studied the dependence of the pair couplingtive agreement with the recent results obtained with the
energyA on the strength of the magnetic field. In the stan-quantum Monte Carlo method in Ref. 18.
dard Cooper problen is related to the BCS gap and deter-
mines the Cooper pair sizg,,*1/A. Figure 8 shows the
dependence oA on the magnetic field for different lattice
sizes and for the casg=—2V andW= 3V, already used in It is our pleasure to thank G. Benenti and B. Srinivasan
Fig. 7. In the localized regime with<<y.~0.04 the value of for stimulating discussions. We thank the IDRIS in Orsay
A varies weakly with the growth of. In contrast, fory  and the CalMiP in Toulouse for access to their supercomput-
>y, its value decreases in two to three times. This can bers.
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We generalize the Cooper problem to the case of many interacting particles in the vicinity of the Fermi level
in the presence of disorder. On the basis of this approach we study numerically the variation of the pair
coupling energy in small clusters as a function of disorder. We show that the Cooper pair energy is strongly
enhanced by disorder, which at the same time leads to the localization of pairs.
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[. INTRODUCTION Cooper problem has been considéfefdr the case of two
particles in a disordered potential. Here, we further develop
The superconductor-insulator transitigBIT) in disor-  this approach for the case of many interacting Cooper pairs,
dered films of metals has attracted widespread interest iwhich allows us to study the case of finite particle density.
recent years.The SIT, driven by adjusting some tuning pa-  Our numerical studies allow us to determine the depen-
rameter such as film thickness or magnetic field strength, igence of the Cooper pair coupling energy on the strength of
particularly interesting in two dimension&D), where both ~ disorder. They show that this coupling can be strongly in-
superconductivity and metallic behavior are marginal. creased by disorder, which, however, leads to localization of
In the Composite boson mode|, Cooper pairs are treated ggiirs. In the regime of weak disorder the pairs are delocal-
pointlike charge 2 bosons. In this picture, the superconduct-ized but their coupling energy is significantly reduced com-
ing state displays a quantum phase transition to an insulatingared to the localized phase.
state characterized by a quenching of the condensate of com- The paper is organized as follows: In Sec. Il we introduce
posite boson&.In this scenario, the SIT is caused by the lossthe attractive Hubbard model and discuss the numerical
of phase coherence between the pairs in different parts of th@ethod used to study the case of a finite particle density. In
sample, while the magnitude of the pairing gap remains fi-Sec. lll we determine the Cooper pair coupling enelgir-
nite. Numerical studies support this scendrio. ing gap and investigate its dependence on the strength of the
However, a few relevant experimental aspects of the Siisorder. In Sec. IV we study the disorder-induced pair lo-
(Ref. 1) seem to be beyond the scope of the composite fercalization and compare the results with the case of noninter-
mion theory. It is therefore highly desirable to study modelsacting particles. In Sec. V we study the behavior of the su-
where the fermionic nature of charge carriers is not elimi-Perconducting order parameter, obtained from the pairing
nated from the beginning. Quantum Monte Carlo studies oforrelation function. The conclusions are presented in
the disordered attractive Hubbard model in two dimensions>ec. VI.
have supported the possibility of a disorder-driven supercon-
ductor to insulator quantum phase transitfoAt the same Il. MODEL AND NUMERICAL METHOD
time the mean-field approach within the Bogoliubov—de ) . .
Gennes framework has shown that also space fluctuations of, We study a disordered square lattice wiffermions on
the pairing amplitude should be taken into account in ordel~ Sites. The Hamiltonian is defined by
to give a full picture of the SIP.
In _parallel a gr_owing inter_est has been de_voted to the H=—VE CLC;U+E €Ny + UE nifM;, (1)
guestion of what is the coupling energy of pairs placed in {if) i i
small superconducting grains, with the average level spacing
of the same order as the superconducting §jabAlso the ~ Wherec!, (c;,) creates(destroy$ an electron at sité with
pair properties in small-size samples may be related to theBpin o, ni,=c/,c;, is the corresponding occupation number,
properties in the localized phase, where the pair motion ighe hopping termV between nearest-neighbor lattice sites
bounded inside the localization domain. characterizes the kinetic energy, the site energiase taken
In this paper we study numerically the properties of Coo-from a box distribution ovef —W/2,W/2], U measures the
per pairs in small two-dimensional clusters with disorder.strength of the Hubbard attractiord&0), and periodic
We take the Hubbard attractive interaction between fermiboundary conditions are taken in both directions. We restrict
onic particles with spin 1/2 which move in a two- our numerical investigations to the subspace @k 0 for
dimensional Anderson lattice. Following the approach intro-evenN (N/2 spins up and\/2 spins dowh and S,=1/2 for
duced by Coopel! we consider some part of the particles odd N.
below the Fermi sea as frozen, while the remaining particles, The model(1) atU=0 reduces to the one-body Anderson
in the direct vicinity of the Fermi level, can move and inter- model, giving localized states in two dimensions at the ther-
act in the presence of disorder. Recently, such a generalizedodynamic limit!*> At W=0 one gets the clean attractive
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Hubbard model, which in 2D and away from half filling
shows a finite-temperature Kosterlitz-Thouless transition to a E
superconducting state with power-law decay of the pairing
correlationg:**°

We study numerically the modél) for a finite density of
interacting quasiparticles above the frozen Fermi sea.

(i) Single-particle eigenvalues, and eigenstaterhbit-
als) ¢,(i) (a=1,... L% atU=0 are obtained via numeri-
cal diagonalization of the Anderson Hamiltonian.

(ii) The Hamiltonian(1) is written in the orbital basis:

HZQEU Eadj”“d““—’_ucy;yﬁ Qlpdl dbdsd,, (2

with d' =3¢ ,(i)c! and transition matrix elements

Q32=2i ba(i) (i) (1) o). 3

(iif) The Fermi sea is introduced by restricting the sums in
Eg. (2) to orbitals with energies above the Fermi energy FIG. 1. Dependence of thi-body pairing energyE, on the
EmF: a,B,v,6>mg. We consider a filing factorv numberN of electrons, at different disorder strengts from W
=mg/L?=1/4 (corresponding to & frozen electrons due =0 (bottom to W/V=15 (top) in steps of AW/V=1. The linear
to spin degeneragyand a finite density ol interacting qua- ~ System size i¢ =10 and the cut off orbitaM =12. Here and in the
siparticles above the Fermi level. fqllowing figgres_,U= —4V and data are averaged ovdg=100

(iv) The Slater determinant basis, built from the single-disorder realizations.
particle Orbi,taIS‘ﬁa’ is energetically cut off by means of the 1o jymp in the pairing energy from odd to even number
condition =;_;(m;—mg) <M, with m; orbital index for the particles,
ith quasiparticle if),>mg). Such a rule gives an effective
phonon frequencyspcM/L2. A(N)=Ep(N)—E,(N—-1), (5)

(v) The ground state of this truncated Hamiltonian is
found via the Lanczos algorithf.

In our numerical simulations we considered upNe- 8
interacting quasiparticles in up td1=20 orbitals. We
checked that results are qualitatively similar under variatio
of the cut off orbitalM. In the following sections we present
data forU= —4V, averaged oveNg= 100 disorder realiza-
tions.

with N even, can therefore be interpreted as the energy nec-
essary to break a superconducting pair; in the ideal BCS
case, this would give the superconducting energy’gape
note that the superconducting gap is extracted in a similar
r1Nay in experiments with single Cooper pair tunneling inside
superconducting island&:°

In Fig. 2 we show the pairing gafo(N) as a function of
the disorder strengtiV, for N=2,4,6,8. We see that, with the
exception of the first jump N=2), the other jumps are

lll. PAIRING GAP rather similar. It is clear thah grows significantly with the
In order to compute the pairing energy, we first computedisorder strengthV. We attribute this effect to the fact that at
the totalN-body pairing energy as strong disorder particles are trapped in the deepest minima of
the random potential. Therefore the pair size becomes
Ep(N)=E4(U=0)—E4(U), (4) smaller: this enhances the interaction between coupled par-

ticles, henceA.

In Fig. 3 we show the dependence/fofon the system size
6=<L=10. Since the Debye cutoff frequency should be inde-
pendent of the system size, we keep constant the ratio
M/L?~0.2. The coupling energg becomes independent of
fhe system size at largé#/, while it is not yet saturated at
%SmallW. As the pair size is determined byAl/this means
that at smalW the size of the pair becomes comparable with
the system size.

with E4(U) the many-body ground state for an attractive
interactionU.

In Fig. 1 we show thé\-body pairingE,(N) as a function
of the numberN of interacting quasiparticles above the
Fermi sea, at different disorder strengths. This figure shows
clear even-odd effect, with a much larger increase of th
pairing energy whem is even. This fact has a clear mean-
ing: for N even, it is possible to build a new pair, reducing
the ground-state energy due to the negative couplirgQ.
For _N odd, in an ideal BCS superc_:onductor _the Qddition_al IV. PAIR LOCALIZATION
particle cannot be paired and remains a quasiparticle excita-
tion. However, a small ground-state energy reduction is still In order to study the localization properties of the system,
present in our numerical simulations, since the unpaired pawe consider the fractiog of the sample occupied by the
ticle weakly interacts with the superconducting pairs. N-body wave functiod\Ifg>:

214516-2



DISORDERED HUBBARD MODEL WITH ATTRACTION:

2

AN

1.5

0.5

10 15

WHN

FIG. 2. Pairing gapA(N)=Ey(N)—Ey(N—1) vs disorder
strengthW, with E taken from Fig. IN=2 (star$, N=4 (circles,
N=6 (squares andN=28 (diamonds.

NZ
b= —m, (6)
2023 pf,
lo
where
Pia:<q}g|nio|qu> (7)

is the charge density of the ground state at theisitéith the
definition (6), N/2L2<¢<1, the lower limit corresponding

2 T T

AN

1.5
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FIG. 3. Dependence of pairing gap[average ofA(N=2) and
A(N=4)] on the disorder strengthV, at L=6 (circles, L=8
(squarel andL =10 (diamonds, keeping the ratidM/L?~0.2.
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FIG. 4. Fraction of occupied sit€sas a function of the disorder
strengthW, for M/L2~0.2, U= —4V (solid symbol$ andU=0
(open symbols Main figure:N=6 particles, at.=6 (circles, L
=8 (squarel andL =10 (diamonds. Inset: constant particle den-
sity of mobile fermionsN/L?~0.06; N=4, L=8 (circles andN
=6, L=10 (squares

to pairs localized in a single site, the upper limit to complete
charge delocalization.

In Fig. 4 we show the fraction of occupied sitésas a
function of disorder, at different system sizess6=<10, for
N=6 particles and a fixed Debye frequendyl (L?>~0.2).
This figure gives a clear indication of the presence of two
regimes: at small disorder the wave function fills a large
fraction of the samplgsuperconducting regimewhile at
large disorderé decreases with the system sizéx(l/L2,
localized regimg In the inset of Fig. 4 we show the param-
eter ¢ at different system sizes=8,10 and for a constant
electronic density of mobile fermionsl/L?~0.06. The two
curves are superimposed on top of each other, suggesting the
existence of a size-independent functi&iV) in the thermo-
dynamic limit. The drop of(W) with W demonstrates that
disorder gives localization of Cooper pairs.

Finally we examine the question of to what extent the
wave function localization is a many-body effect instead of a
single-particle Anderson localization phenomenon. There-
fore in Fig. 4 we also show the parameteat U=0. Com-
parison between the interactint € —4) and the noninter-
acting U=0) case suggests that the interaction makes
localization stronger, in agreement with results for two par-
ticles in a three-dimensional random potentfalhis effect
can be explained qualitatively with the following
argument:? an attractive interaction creates pairs of total
massm,, twice the electronic mass. This halves the effective
hopping termVegec 1/my,, thus doubling the ratioV/V g .

We remark that this rough argument fails in the delocalized
regime at small disorder, where the tendency seems to
be reversed. Actually, due to localization of single-
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FIG. 5. Dependence of the order parameigyon the numbeN FIG. 6. Dependence of the slopeof the order parametek
of particles, at different disorder strengttd§ from W=0 (top) to  on the disorder strengthV; « is extracted from a linear fit of
W/V =15 (bottom) in steps ofAW/V=1. The linear system size is Ao(N) vs N, with data taken from Fig. 5.

L =10 and the cutoff orbitaM =12.

the number of pairsh ,,(N) « «N/2 (here we have taken into
particles states in 2B for a given numbeN of particles one  account thatg, in BCS theory changes smoothly witt

should get{(U=0)—0 whenL— oo, around the Fermi levé] and here we considerdd<2ng).
Here « is a parameter which determines the slopeAgf,
V. PAIR CORRELATION variation with N. The order parameter decreases when an

_ _ unpaired particle is added. In our opinion, this is due to the
The superconducting state can be characterized by th@ct that this extra electron weakly interacts with the paired

s-wave pair correlation function particles, reducing the pair correlation function.
1 In Fig. 6 we show the slope of the linear fit of the order
ps(r)=<qu| = Z AmAﬂqu), 8 parameterd ,, as a function of the numbeM of quasiparti-
L= cles. In the superconducting regime#0 since each new

pair added to the system coherently contributes to the order
it parameter. The suppression of this quantity with disorder is
Aj=cjcy) 9 evident, indicating a rather sharp crossover from a supercon-

creates a pair at site For ans-wave superconducting state, ducting to an insulating behavior in our finite-size lattice.

Agp=\PJr=(L12L12)] (10) VI. CONCLUSIONS

: . In this paper we have investigated the localization of Coo-
IS th_e_ o4rder parameter of the superconductor-lnsulatober pairs for small clusters in a two-dimensional disordered
transition’ substrate. We have shown that the Cooper pair coupling en-

In Fig. 5 we show the dependence of the order parametet;qy gisplays an even-odd asymmetry: this parity effect sur-
Agp on the number of interacting quasiparticles above th&jyes also in the presence of disorder. The pairing gap is
Fermi sea. The order parameter is strongly suppressed krongly enhanced by disorder, which at the same time leads
disorder (see also Ref. 4 an effect which becomes more tg |ocalization of Cooper pairgapped insulator Therefor-
evident with the addition of particles. We remark thig, e,in the insulating regime, the breaking of Cooper pairs
shows an approximate linear increase with the number ofhould enhance transport. This is consistent with the resistiv-
pairs. This is quite natural if the many-body ground-statejty drop observed in experiments with an applied magnetic
wave function is in the BCS forf, built from single-  field ?22% which might signal the crossover from a Cooper
particle eigenfunctions including disorder: pair insulator to an electronic insulator.

where

(w1 (1+g,b%)]0), (12) ACKNOWLEDGMENTS
Y
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Abstract. We study analytically and numerically the problem of two particles with a long range attractive
interaction on a two-dimensional (2d) lattice with disorder. It is shown that below some critical disorder
the interaction creates delocalized coupled states near the Fermi level. These states appear inside well
localized noninteracting phase and have a form of two-particle ring which diffusively propagates over the

lattice.

PACS. 72.15.Rn Localization effects (Anderson or weak localization) — 71.30.+h Metal-insulator
transitions and other electronic transitions — 74.20.-z Theories and models of superconducting state —

05.45.Mt Semiclassical chaos (“quantum chaos”)

Recently a great deal of attention has been attracted to
the problem of interaction effects in disordered systems
with Anderson localization [1,2]. From the theoretical
point of view the problem is rather nontrivial. Indeed,
even if a great progress has been reached in the theoretical
investigation of the properties of localized eigenstates [3]
still the analytical expressions for interaction matrix el-
ements between localized states are lacking. In spite of
these theoretical difficulties it has been shown recently
that a repulsive or attractive interaction between particles
can destroy localization and lead to a propagation of pairs
in the noninteracting localized phase. This two interacting
particles (TIP) effect has been studied recently by differ-
ent groups [4-11] and it has been understood that the de-
localization of TIP pairs is related to the enhancement of
interaction in systems with complex, chaotic eigenstates.
Such an enhancement had been already known for par-
ity violation induced by the weak interaction in heavy
nuclei [12] where the interaction is typically increased
by a factor of thousand. However, since there the two-
body interaction is really weak the final result still remains
small. On the contrary, for TIP pairs in the localized phase
the enhancement of interaction qualitatively changes the
dynamics leading to a coherent propagation of TIP on
a distance [, being much larger than the pair size and
one-particle localization length [;. The enhancement fac-
tor k is determined by the density of two-particle states
p2, coupled by interaction, and the interaction induced
transition rate I's between noninteracting eigenstates, so
that kK = Isps. At kK ~ 1 the interaction matrix element

# e-mail: dima@irsacm2.ups-tlse.fr

http://w3-phystheo.ups-tlse.fr/~dima
> UMR 5626 CNRS

becomes comparable with two-particle level spacing and
the Anderson localization starts to be destroyed by in-
teraction. For excited states the TIP density po is sig-
nificantly larger than the one-particle density p and the
delocalization can be reached for relatively weak interac-
tion if [ is large. However, when the excitation energy e
above the Fermi level decreases then ps becomes smaller
and it approaches the one-particle density p at low en-
ergy: pa =~ ep® [5]. As a result the value of x also drops
with € so that the delocalization of TIP pairs practically
disappears near the Fermi energy. This result has been
found in [5,13] in the approximation of the frozen Fermi
sea created by fermions. Recent numerical studies of TIP
pairs with short range interaction near the Fermi level [14]
confirmed these theoretical expectations.

In this paper we discuss another type of situation in
which TIP delocalization takes place mainly due to geo-
metrical reasons and not due to the relation ps > p. As a
result the TIP pair can be delocalized in a close vicinity
to the Fermi level that opens new interesting possibili-
ties for interaction induced delocalization in the localized
noninteracting phase. To study this new situation we in-
vestigate a model with a long range attractive interaction
between particles in the 2d Anderson model. In this case
the particles can rotate around their center of mass, being
far from each other and keeping the same energy, while
the center can move randomly in two dimensions. As a
result the system has effectively three degrees of freedom
that makes it rather similar to the case of one particle in
the 3d Anderson model where delocalization takes place
at sufficiently weak disorder. A somewhat similar situa-
tion has been studied recently for particles with Coulomb
interaction but only excited states were considered there
and the delocalization was attributed to the large ratio
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p2/p [15]. Here we show that in fact the conditions for
delocalization are much less restrictive.

To illustrate the above ideas let us first discuss the case
of only two particles with attractive interaction U(r) < 0
in the 2d Anderson model described by the Schrodinger
equation

(El‘ll + En‘z + U(nl - n2))w1‘1171‘12 + V(wn1+1,n2
+ '(/Jn1—171‘12 + wl‘lhl‘lz-‘rl + 771111171‘12—1) = Ewl‘lhl‘lz' (1)

Here n; > are the indices of the two particles on the 2d lat-
tice with L? sites and periodic boundary conditions, V is
the hopping between nearby sites and the random on-site
one-particle energies Ey, , are homogeneously distributed
in the interval [-W/2,W/2]. The long range attractive
interaction depends only on the distance between parti-
cles r = |ln; —n2|| and is equal to a constant U < 0
if r — R| < AR and zero otherwise. The value of r is
determined as the minimal inter-particle distance on the
periodic lattice. Thus the interaction takes place only in-
side a ring of radius R and width AR, and we assume
that R > AR > 1. For U = 0 the eigenstates are given
by the product of two one-particle (noninteracting) eigen-
states which are always localized in 2d in a presence of
disorder [16].

In the limit of very strong attractive interaction |U| >
V,W the TIP coupled states form the energy band of
width ~ 16V around E ~ —|U| (we consider only the
states symmetric in respect to particle interchange). For
states in this band the particles are located always in-
side the ring which center can move over the 2d lattice.
Since |U| > V these states are decoupled from all other
states with particles outside the ring. In the ring the
Schrodinger equation is in fact rather similar to the case
of 3d Anderson model of one particle. In this analogy the
number of sites inside the ring Mg ~ 2r RAR determines
the effective number of 2d planes placed one over another
in the third z-dimension (length size L, = Mg). In this 3d
model the effective strength of disorder is approximately
2W since the diagonal term is now the sum of two Fy
values. Also one site is coupled with Z = 8 neighbours
contrary to Z = 6 for 3d case (assuming AR > 1). Since
in 3d the Anderson transition at the band center takes
place at W, = 2.75ZV = 16.5V [17], we expect that TIP
states inside the ring will be delocalized in the middle of
the band when 2W/ZV = 2.75 that gives the transition at
Weo = 11V. The above relation corresponds to the border
according to which the mixing of levels takes place when
the coupling becomes comparable to the spacing between
directly coupled states [13] which in our case is propor-
tional to W/Z with the numerical factor taken from [17].
This estimate is in agreement with preliminary numeri-
cal simulations of the model (1) [18]. Of course, since in
the slab the thickness in the third direction is finite the
eigenstates will be eventually localized. But their local-
ization length [. will make a sharp jump from [, ~ 1 at
W > We to l. ~ exp(g) > 1 at W < Wy that fol-
lows from the standard scaling theory in 2d [3,16,15].
Here ¢ is the conductance of the quasi-two-dimensional
layer of width L, = Mpg. As usual g = E./A; where
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E. = D/L? is the Thouless energy, A; ~ V/(L%L,) is
the level spacing [3] and the diffusion rate in the lattice
model is D ~ V(V/W)2. As a result for W < W, o the TIP
delocalization length jumps to exponentially large value
le ~ exp(2rRAR(We2/W)?). In these estimates we as-
sumed that I; > AR > 1 since if AR > [ the majority
of states inside the ring are noninteracting and can be
presented as the product of one-particle eigenstates. We
also note that for W < W,y there is an energy interval
around the band center with delocalized states where the
TIP ring diffuses with the rate Dy ~ V(Weo/V)2. When
W decreases the mobility edge approaches the bottom of
the band as it happens in 3d Anderson model.

The above arguments presented for the case |U| > V
indicate that it is possible to have a similar TTP delocal-
ization at moderate value of U ~ V near the Fermi level.
To investigate this case we rewrite the equation (1) in the
basis of the noninteracting eigenstates that gives

(Eml + E’rng)X'rnl,mQ
+U Z le:mzym;:méxmll,m; = EXmi,mo- (2)

’ ’
my,my

Here Xm,,m, are eigenfunctions of the TIP problem
written in the basis of one-particle eigenstates ¢,
with eigenenergies F,,. The matrix Uthm%m/l m), Tep-
resents the two-body matrix elements of interaction
U(ny — n2) between noninteracting eigenstates |¢m, Gm, )
and |zj>mf1 d)m;). The Fermi sea is determined by the restric-
tion of the summation in (2) to m§>2 > 0 with energies
Em(f) > Fr, where Ep is the Fermi energy related to the
1,2

filling factor p. We choose the case with half filling y = 1/2
for which Ex = 0. In this way our model corresponds to
the approximation of frozen Fermi sea successfully used for
the Cooper problem [19]. As it was done by Cooper we
also introduce the high energy cut-off defined by the con-
dition 1 < m) 4+my < M. This rule determines an effective
phonon frequency wp oc M/L? We fix « = L?/M ~ 15
since wp should be independent of the system size L [20].
We checked that the results are not affected by a variation
of a in few times. The first studies of the TIP model with
frozen Fermi sea was done by Imry [5] with the aim to
take into account the effect of finite fermionic density and
then was also analyzed in [13]. The one-dimensional case
was also studied in [7]. Recently a similar model was inves-
tigated for the case of Hubbard attraction in 3d [14]. Of
course, the Cooper approach does not take into account
many-body effects. However, it is known that without dis-
order it captures an important part of physics. Therefore
we think that the generalization of this approach to sys-
tems with disorder will allow to reach a better understand-
ing of rather complicated many-body problem.

To study the eigenstate properties of our model we
diagonalize numerically the Hamiltonian (2) and rewrite
the eigenfunctions in the original lattice basis. In this
way we determine the two-particle probability distribu-
tion F(ny,ng) from which we extract the one particle
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Fig. 1. Probability distributions f and f4q for TIP in 2d disor-
dered lattice of size L = 40, and interaction of radius R = 12
and width AR = 1. Left column, one-particle probability f for
W = 8V: (a) ground state at U = 0; (b) ground state with
binding energy AE = —1.05V at U = —2V/; (c) coupled state
with AE = —0.19V at U = —2V. Right column: (d) f for
coupled state, compare to case (c), at W =12V and U = -2V
with AE = —0.19V; (e) inter-particle distance probability fa
related to case (b); (f) fa related to case (c).

probability f(n;) = ZF (n1,n2) and the probability
nz
of inter-particle distance fq(r) = ZF(r + nz,ny) with
ns

r = n; — nz. The binding energy of an eigenstate in (2) is
AFE = E — 2Fp = F since Fr =~ 0. For the ground state
with energy E, the coupling energy is A = 2Ep — E,. The
typical examples of probability distributions are shown in
Figure 1. They clearly show that the ground state in the
presence of interaction remains localized (b) and the par-
ticles stay on distance R from each other (e). However,
there are states with negative binding energy (AE < 0)
which are delocalized by interaction (c¢) and for which the
particles move around the ring (f) in agreement with dis-
cussion of model (1) at |U| > V. We stress that this de-
localization of coupled states (AE < 0) takes place in the
well localized one-particle phase. However, at very strong
disorder this delocalization disappears (see top right case
in Fig. 1d).

To analyze the delocalization of states with nega-
tive binding energy AFE in a more quantitative way
we determine the inverse participating ratio (IPR) ¢

for one-particle probability 1/§ = Z f2(n)>, where
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Fig. 2. 2d density plots for the data of Figure 1 with
the same ordering of figures (color figures are available at
http://xxx.lanl.gov/abs/cond-mat/0002296). Black corre-
sponds to the minimum of the probability distribution and
light-grey to the maximum. Figures (a, b, d, e) are drawn
in logarithmic scale while Figures (c, f) are in linear scale.
Black/light-grey color corresponds to: (a) f = 1.3x 1070/ f =
0.2, (b) f=1.1x10"%/f = 0.26, (c) f = 1.5x107°/f = 0.014,
(d) f=114x10""/f =0.073, (e) fa =3.8 x 107"/ fq = 0.1,
(f) fa=1.5x 107"/ f4 = 0.0032.

brackets mark the averaging over 100 disorder realizations.
In this way £ gives the number of lattice sites occupied
by one particle in an eigenstate. The dependence of £ on
AE and W is shown in Figure 3 for different lattice sizes
L in the presence of interaction. This figure shows that
near the ground state the interaction creates states which
are even more localized than in the absence of interac-
tion (¢ is significantly smaller than at U = 0, see insert
Fig. 3). In fact for —A < AE < AE. < 0 the IPR value
even slightly drops with the increase of L. However for the
states with binding energy AE. < AFE < 0 the situation
becomes different and £ grows significantly with L while
the change of IPR at U = 0 with L is rather weak (see
shaded band in Fig. 3). The critical value of the binding
energy AFE,. can be defined as such an energy at which
¢ remains independent of L. In this way AFE. determines
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Fig. 3. Dependence of IPR ¢ on the binding energy AE/V
for U = =2V, W =8V and AR = 1: L = 20 (o), L = 22
(triangle down), L = 26 (diamond), L = 30 (triangle up),
L = 40 (square); full/empty symbols are for R = 8/R = 12;
the shaded band shows the variation of £ at Er and U = 0 for
20 < L < 40. The delocalization transition at AE. is marked
by arrows. Insert shows dependence of £ on disorder W/V at
R = 8 for the ground state at U = —2V,L = 30 (x) and at
U=0,L =30 (+); for the states with binding energy AE. at
U = —2V the ¢ value is shown by ().

the mobility edge for coupled states so that at given U and
W the TIP eigenstates are localized for —A < AE < AE.
while for AE. < AE < 0 the states becomes delocalized
(see an example in Fig. 1). In agreement with this picture
& varies up to 30 times when AE changes from —A up to
0. This variation grows with L and the interaction radius
R since the system becomes more close to the effective 3d
Anderson model as it was discussed above. The qualita-
tive change of the structure of the eigenstates leads also to
a change in the level spacing statistics P(s) (Fig. 4). Near
the ground state the statistics is close to the Poisson distri-
bution Pp(s) = exp(—s) typical for the localized Anderson
phase [21] while for AE, < AE < 0 it approaches to the
Wigner surmise Py (s) = 7sexp(—ms?/4) /2 correspond-
ing to the delocalized phase [21].

The variation of the delocalization border AE, for
TIP coupled states with disorder strength and interac-
tion is shown in Figure 5. While the coupling energy A
grows with U and W, the mobility edge AE. < 0, on
the contrary, disappears at strong W. According to the
data of Figure 5 all states with binding energy AE < 0
become localized for W > Wy = 9.5V (U = —2V) and
W > Wea = 8V (U = —V). This shows that at weaker in-
teraction a weaker disorder is required to have delocalized
coupled states. We note that the values of W,o obtained
for U = —V, =2V are rather close to the value Weo =~ 11
corresponding to the limit |U| > V,W. This shows that
the physics of delocalization at U ~ V remains rather
similar to the limiting case of very strong interaction. As it
follows from Figure 5, at small disorder W the delocaliza-
tion border AE. becomes closer and closer to the ground
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Fig. 4. Level spacing statistics P(s) for TIP coupled states
at L =30, U = -2V, W =8V, R =38, AR = 1 in the
localized phase near the ground state inside the energy interval
—A < AE < —3A/4 (o) and in the delocalized phase for
energies inside —A/4 < AE < 0 (e); here AE. ~ —0.3A and
the statistics is done over 3000 disorder realizations with the
total number of spacings being 3 x 10*(0)/7.5 x 10*(e). Full
lines show the Poisson distribution and the Wigner surmise.
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Fig. 5. Dependence of the delocalization border AE. and the
binding energy of the ground state —A on disorder W/V. The
values of AE. are shown by (o)/(e) for U = —V / — 2V; the
values of —A are shown by upper/lower dashed line for U =
-V / —2V and L = 30 (vertical intervals give variation for
20 < L < 30).

state. This means that at weak disorder the delocaliza-
tion will take place for excited states with low energy. For
W <« Weo and U ~ —V the diffusion rate of delocalized
TIP ring can be estimated as Dy ~ V(Weo/W)? [22].
Further studies are required to determine the dependence
of Weg on W oat |U| < V.

In conclusion, our results show that long range at-
tractive interaction between two particles in 2d leads to
the appearance of delocalized diffusive states near the
Fermi level inside the well localized noninteracting phase.
It would be interesting to understand what will be the
consequences of this delocalization for real many-body
fermionic problem with attractive interaction. It is pos-
sible that obtained results will be also relevant for elec-
trons with Coulomb repulsion. Indeed, in this case at very
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weak disorder each electron oscillates near an equilibrium
position and the two-body interaction can be considered
as an effective harmonic attraction [23]. Another physical
situation which can be related to the investigated model
corresponds to the case of long range attractive Coulomb
interaction between electron-hole excitation in a semicon-
ductor (e.g. spin-exciton). In a strong magnetic field elec-
tron/hole rotates on a cyclotron circle which drifts slowly
along another large circle formed by an equipotential line
of Coulomb interaction. Thus without disorder such a
system corresponds very closely to the ring model we an-
alyzed above with the ring width proportional to the cy-
clotron radius. In the presence of disorder the displace-
ments of the ring can be localized by quantum effects or
become delocalized below some critical disorder strength.
While this physical situation still should be studied in
more detail it is clear that its physical properties are
closely related to the ring model analyzed in the paper.

We thank O.P. Sushkov for stimulating discussions, and the
IDRIS in Orsay and the CICT in Toulouse for access to their
supercomputers.
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