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Chapitre 1

Introduction

1.1 Objet de la thése

Cette thése présente plusieurs résultats d’estimation minimax asymptotiquement exacte
en norme L., de fonctions multidimensionnelles principalement. Ces résultats sont obte-
nus dans deux modéles statistiques : le modéle de régression et le modéle de bruit blanc
gaussien. Nous estimons des fonctions appartenant & différentes classes de fonctions hol-
deriennes F (3, L) ou f est un paramétre de régularité et L est un paramétre d’amplitude.
Nous adoptons deux approches dans la procédure d’estimation : I’approche minimax dans
laquelle les paramétres de la classe de fonctions sont connus, et I’approche minimax adap-
tative dans laquelle les paramétres de la classe de fonctions sont inconnus. Nous nous
intéressons a la vitesse de convergence sur la classe F(3, L) et a asymptotique exact du
risque minimax ou du risque minimax adaptatif sur les différentes classes de fonctions
considérées.

Le modéle de régression non-paramétrique est donné par

ou f est la fonction & estimer a partir de n observations (Xi,Y1),..., (X, Ya), Vi € R,
X; € [0,1]%, d € N* et les & sont des variables gaussiennes de moyenne nulle et de variance
o? > 0 (N(0,0?%)) indépendantes et identiquement distribuées (i.i.d.). Ce modeéle est dit
modéle de régression a pas fixe si les X; sont des points déterministes dans [0,1]¢ (par
exemple pour d = 1, X; = i/n, i € {1,...,n}). Ce modéle est dit modéle de régression
A pas aléatoire si les X; sont des variables aléatoires dans [0, 1]¢, et nous étudions dans
cette thése le cas oul les X; sont i.i.d. et indépendantes des &;.

Le modéle de bruit blanc gaussien est défini par I’équation différentielle

o

ou f est la fonction a estimer & partir des observations (Y;)ica, Wy est un champ Brownien
sur A, 0 > 0 et n € N*. On étudiera le cas A = [0,1]? et A = R¢. Le modéle de bruit

4
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blanc gaussien joue un réle important en Statistique (cf. Ibragimov et Hasminskii (1981)).
L’avantage de ce modele est qu’il est simple a utiliser et qu’il approche d’autres modéles
statistiques, en particulier le modéle (1.1) (cf. Brown et Low (1996), Nussbaum (1996) et
Brown et al. (2002)).

Dans chacun des deux modéles décrits précédemment, notre but est d’estimer en norme
L sur [0,1]¢ 1a fonction f appartenant a une classe hélderienne, a partir de y, en adoptant
une approche minimax ou minimax adaptative, ou y est soit (X1,Y7), ..., (X, Y,) si nous
travaillons dans le modeéle (1.1), soit (Y;)ea si nous travaillons dans le modéle (1.2).

1.1.1 Approche minimax

Dans I'approche minimax, la qualité d’un estimateur f,,, i.e. une fonction mesurable
par rapport a y, se mesure a l'aide d’un risque maximal sur une classe de fonctions F
connue, associé a une fonction p :

sup Ey {p (fnf)}

ou E; représente ’espérance par rapport & y et p est une fonction a valeurs dans R, . Le
but est de trouver un estimateur qui minimise le risque maximal et on étudie le risque
minimax 7,(F)
ra(F) = infsup By {p (fo. 1) }
fn fEF

et son comportement quand n tend vers oo, ou inf 7, représente I'infimum sur tous les
estimateurs.

Dans cette thése, nous considérons pour chaque n un risque maximal renormalisé de

la forme .
supEf {w (Lf"’ f)> } ,
feF )‘n

ot w est une fonction w : [0, 00[— [0,00[, d est une semi-distance (i.e. d a les mémes
propriétés qu’'une distance sauf peut-étre | d(f,g) = 0 implique f = g |) et (An)nen est
une suite strictement positive telle que A\, — 0 quand n — oco. On supposera que w est
une fonction continue croissante telle que w(0) = 0 et w(z) < A(1 + z?) pour z > 0 avec

A>0etqg>0.
T’IL(FaAn) :infsup]Ef {w (M)}’
fn fer A'n,

On étudie
pour (A,)nen une suite strictement positive et on cherche a trouver la vitesse de conver-
gence minimax.

Définition 1.1. Etant donnée une suite (Yn)nen Strictement positive qui tend wvers 0
quand n tend vers oo, on dit que 1, est la vitesse de convergence minimax sur la
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classe de fonctions F, associée a la semi-distance d, s’il existe deur constantes C; > 0,
Cs > 0 telles que Vn € N
Cl S ’f‘n(j:, ’l/}n) S 02-

Un estimateur fn est dit optimal en vitesse de convergence pour la semi-distance d
et la classe F s’il vérifie Vn € N

sup Ef {w (M)} <,
feF wn

On peut ensuite vouloir préciser le comportement asymptotique de 7, (F, ;) en cher-
chant la constante exacte et un estimateur asymptotiquement exact.

avec une constante C > 0.

Définition 1.2. Soit 1, la vitesse de convergence minimaz sur la classe de fonctions F,
associée a la semi-distance d. Un estimateur f; est dit asymptotiquement exact pour
la semi-distance d et la classe F s’il vérifie

lim sup E; {w <M>} = lim infsupE; ¢ w d(fn: 1) = w(Cy),
n—oo feF (o n—o% f feF (o

et Cy est alors appelée constante exacte associée a la vitesse de convergence 1,.

La fonction w s’appelle fonction de perte. Quand d(f,g) = ||f — gll,, avec p € [1, ¢,
on parle d’estimation en norme L,, et quand d(f,g) = |f(z0) — g(z0)|, avec zo € R¢, on
parle d’estimation en un point fixé. Pour p € [1, 00, on définit [|g]l, = (Ji 4;a \g(t)[Pdt)t/P
et [|9lloo = supsepo,1e [9(2)]-

La vitesse de convergence n’est pas unique et on choisit classiquement de la représenter

sous la forme n® ou (logn)"n®. Dans la suite, une fois fixée la représentation de la vitesse,
nous parlons simplement de constante exacte et d’estimateur asymptotiquement exact.

Les vitesses de convergence ont été calculées pour de nombreux modeles et classes
de fonctions, en particulier, pour les modéles (1.1) et (1.2) sur les classes de Holder
unidimensionnelles (3, L) avec 8 > 0 et L > 0.

Définition 1.3. Pour > 0 et L > 0, on définit la classe de Holder unidimensionnelle
(B, L) = {f:R=R|f™(2) = f™(y)| < Lz —y/’™, w,y R},
ot m = | ] = max{n € N tel que n < }.

Sur X(8, L), dans le modéle de bruit blanc gaussien et le modéle de régression, la vitesse

.. __B . .
de convergence minimax est n~ ?#+1 pour I’estimation en norme L, avec p € [1,00[ ou en
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un point fixé, et (1(’%)% pour estimation en norme Ly, (cf. Ibragimov et Hasminskii
(1980, 1981, 1982), Stone (1982)). Les vitesses de convergence minimax ont aussi été
calculées dans le modéle de densité sur les classes de Holder (5, L) et sont les mémes
que dans les modéles de régression et bruit blanc gaussien (cf. Ibragimov et Hasminskii
(1981)).

Pour I'estimation sur des classes holderiennes multidimensionnelles isotropes, de ré-
gularité § > 0 dans chaque direction, Stone (1980,1982) a prouvé que, dans le modéle

de régression, la vitesse de convergence est n~25¥d pour l’estimation en norme L, avec

B
p € [1,00[ ou en un point fixé, et (l%glﬂ) ?+4 pour I'estimation en norme L.,. Nussbaum
(1986) a trouvé des vitesses identiques pour I'estimation sur des classes de Sobolev mul-
tidimensionnelles isotropes dans le modéle de régression.

Les vitesses de convergence pour ’estimation en norme L, sur des classes holderiennes
anisotropes n’ont pas été calculées dans les modeéles (1.1) et (1.2). Par contre, plusieurs
résultats d’estimation sur des classes anisotropes de régularité (51, ..., 84) € R, montrent
que les vitesses de convergence dépendent de 8 = (3.4, 1/8;)~". Barron et al. (1999) ont

montré que la vitesse de convergence est n 23111, dans le modéle de densité, pour I'estima-
tion en norme Lo de fonctions holderiennes anisotropes. Kerkyacharian et al. (2001), dans
le modéle de bruit blanc gaussien, pour I'estimation sur des classes de Besov anisotropes
en norme L, avec p € [1,00[ ont trouvé une vitesse similaire ( cf. aussi Neumann et von
Sachs (1997) dans le cas d = 2 pour Pestimation en norme L, sur des classes de Sobolev
anisotropes dans le modéle de bruit blanc gaussien).

Concernant I'estimation de fonctions hélderiennes additives, on a les résultats suivants.
Pour I’estimation en norme Ly de fonctions additives f vérifiant

f(t) = ﬂ'+ Zfi(ti)at = (tla .. -atd) € [0: 1]da (13)

avec 1 € Retles f; € X(B,L) avec § > 0 et L > 0, Stone (1985) a prouvé que la

vitesse de convergence est n~ %+ dans le modéle de régression, i.e. il existe un effet de
réduction de la dimension car la vitesse ne dépend pas de d. Baraud et al (2001) et Baraud
(2002) ont montré que, dans un modéle de régression, pour l'estimation en norme Lo de
fonctions f vérifiant (1.3) avec f; appartenant a une classe de Besov de régularité f; ou

_ B ~ )
(Biy...,Bq) € Ri, la vitesse de convergence est n 26+1, ol f = min;—y 4 53;.

Les ouvrages et articles de Korostelev et Tsybakov (1993), Donoho et al. (1995), Hardle
et al. (1998) et Tsybakov (2004) donnent un apergu des résultats sur les vitesses de
convergence.

Si les vitesses de convergence minimax sont connues pour de nombreux modéles et
classes de fonctions, par contre, il existe moins de résultats sur les constantes exactes.
Le premier résultat de constante exacte est dit & Pinsker (1980). Pinsker (1980) a trouvé
la constante exacte et un estimateur asymptotiquement exact dans le cas de I’estimation
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en norme L, pour la fonction de perte w(z) = z? sur des classes de Sobolev unidimen-
sionnelles dans un modéle de bruit blanc gaussien. Les résultats de Pinsker (1980) ont
été étendus a d’autres modeéles par Efroimovich et Pinsker (1981,1982) pour estima-
tion de densités et de densités spectrales, par Nussbaum (1985), Golubev et Nussbaum
(1992), Efromovich (1996) et Tsybakov (1997) pour I'estimation de fonctions de régression
non-paramétrique et par Golubev (1992) dans le modéle de projection pursuit.

Le deuxiéme cas pour lequel il existe des résultats de constantes exactes est ’estimation
en norme L., de fonctions holderiennes. Dans le cas de ’estimation en norme L., sur la
classe (8, L) avec 8 €]0, 1] et L > 0, dans le modéle (1.1) avec X; = i/npouri=1,...,n,
Korostelev (1993) a prouvé que la constante exacte associée a la vitesse de convergence

2641
U = (k’%)ﬂ/( P+ est la constante

Co(B) = (0’2’3L (@—2’21) B) o : (1.4)

et a trouvé un estimateur asymptotiquement exact qui est un estimateur a noyau de noyau
Kpg et de fenétre d’estimation A, ot

_ (CoB)n "
%_GTTJ ’

et
+1
Ko(t) = L 0= )t e R
26
avec £, = max(0,z). Donoho (1994a) a étendu le résultat de Korostelev & des régularités
B > 0 dans le modéle de bruit blanc gaussien (modéle (1.2)) dans le cas de I'estimation
sur (8, L) en norme L. Il a prouvé que des estimateurs asymptotiquement exacts et la

constante exacte associée & 1, dépendaient de la solution fg du probléme d’optimisation

a 0), 1.5
. max f(0) (1.5)
FES(B,1)

qui est relié & certains problémes d’optimal recovery (cf. Chapitre 5). En particulier, il a
prouvé que certains estimateurs asymptotiquement exacts sont des estimateurs a noyau
dont le noyau Kz dépend de la solution fz de (1.5) de la maniére suivante :

_ fs(®)
J fs(s)ds’

et que la constante exacte associée a 1, dépend de f3(0) (cf. Chapitre 5). Korostelev
et Nussbaum (1999) ont obtenu la constante exacte et un estimateur asymptotiquement
exact dans le cas de 'estimation en norme L., de fonctions de X(3, L) avec 8 > 0 et
L > 0 dans le modéle de densité. Les premiers chapitres de cette thése généralisent les

Kg(t) t e R,
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résultats de constantes exactes pour I’estimation en norme L., a des classes holderiennes
multidimensionnelles.

Un troisiéme cas ou I'étude des constantes exactes a été faite est I'estimation sur
des classes de fonctions analytiques, pour ’estimation en norme L,, 1 < p < oo, dans
le modéle de bruit blanc gaussien (cf. Golubev, Levit et Tsybakov (1996) et Guerre et
Tsybakov (1998)) et I’estimation en un point fixé dans le modéle de densité (cf. Golubev
et Levit (1996)).

D’autres résultats de constantes exactes sont donnés par Korostelev (1996) dans le
modele de régression pour le risque basé sur la probabilité de grande déviation en un
point fixé ou associé a la norme L, et par Lepski et Tsybakov (2000) pour I’etude des
tests d’hypothése asymptotiquement exacts.

1.1.2 Approche minimax adaptative

Dans ’approche minimax adaptative, on suppose toujours que la fonction f & estimer
appartient & une classe de fonctions F. Dans la pratique, la classe F est inconnue mais
nous pouvons supposer que F € {Fz}gep, oit B est un ensemble donné et les Fz sont des
classes connues de fonctions. On définit la quantité

Rn,/)’(fn: )‘n) = fsu}P IEf {w (M) } )
SV n

pour (A,)nen une suite strictement positive qui tend vers 0 et fn un estimateur. Pour
B € B, on suppose que ,(3) est la vitesse de convergence minimax sur la classe Fp
associée a la semi-distance d. On cherche tout d’abord s’il existe des estimateurs “optimal
au sens adaptatif en vitesse de convergence”, i.e. des estimateurs indépendants de 5 € B
qui convergent a la vitesse v, (f) sur chacune des classes F3. On s’intéresse ensuite a
préciser le comportement asymptotique de ces estimateurs en cherchant la “constante
exacte adaptative” et des estimateurs asymptotiquement exacts adaptatifs et on étudie le
risque minimax adaptatif

inf sup Ry, g (fo, ¥n(B))-

fn ,BEB

Définition 1.4. Un estimateur fn est dit optimal adaptatif en vitesse de conver-
gence (0.A.) sur la famille de classes {Fp}pep pour la semi-distance d s’il vérifie

lim sup sup Rn,ﬂ(fm wn (5)) < Ca
n—oo PEB
ot C > 0 est une constante. Un estimateur f; est dit asymptotiquement exact adap-
tatif sur la famille de classes {Fg}pep pour la semi-distance d s’il existe des constantes
Cp > 0 telles que

lim sup Rn,,@(f;aoﬂ"/]n(ﬁ)) = lim 11}f sup Rn,ﬂ(fnacﬂwn(/ﬁ)) = w(l)v

n—00 gc B n—oo f. BeB
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ot inf j, représente | infimum sur tous les estimateurs. On dit alors que Cg est la constante
ezacte adaptative associée a la vitesse de convergence 1, (5).

Dans certains problémes d’estimation adaptative, il n’existe pas d’estimateur O.A. (cf.
Lepski (1990) pour Iestimation en un point fixé de fonctions holderiennes (3, L) ou
g € B C R, et B contient au moins deux éléments). En revanche, on peut avoir

lim sup sup Rn”g(fn,)\n(ﬂ)) <C, (1.6)

n—oo PBEB

ou C > 0 est une constante, pour un estimateur f, et pour une suite \,(3) strictement
positive qui n’est pas la vitesse de convergence minimax sur la classe Fp.

Définition 1.5. Etant donné une suite (A, (B))nen Strictement positive qui tend vers 0,
on dit que \,(B) est la vitesse de convergence adaptative sur la famille de classes
{Fs}pen pour la semi-distance d si :

(1) la condition (1.6) est vérifiée pour un estimateur f,,

(2) la quantité S,(5) vérifie une condition analogue & (1.6) :

lim sup sup Rn,g(fn,Sn(ﬁ)) <C, (1.7)

n—oo PEB

et la condition

b On(B)
a8 EB'nh—g}o)\n(ﬂ') =0,

alors il existe f" € B tel que

LS8 Sa(B")
2% () M)

Un estimateur vérifiant (1.6) est alors dit adaptatif en vitesse de convergence.

Dans le modeéle de bruit blanc gaussien, Lepski (1991) a montré qu’il existait des
estimateurs optimaux adaptatifs en vitesse de convergence (avec une définition d*“optimal
adaptatif” légérement différente : il a utilisé la définition 1.4 avec le “sup” et la “lim sup”
inversés) pour l'estimation en norme L, avec p > 2 ou en norme L, sur des classes de
Holder ¥(8, L, Q) avec B un intervalle fermé de |0, oo ot

S8, L,Q) =B, L)N{f: [Iflle <Q}, B>0,L>0etQ>0.

Lepski (1990) a montré qu’en revanche pour 'estimation en un point fixé sur des classes

de Holder X(f, L), il n’existait pas d’estimateurs O.A. et que la vitesse de convergence

adaptative était (10%)'3/(2'3“). Pour I'estimation en norme L, sur des classes de Holder

(B, L), la fonction de perte w(z) = z", r > 0, et un ensemble B C]0, co| fini, Lepski
(1992) a construit un estimateur asymptotiquement exact adaptatif et il a montré que la
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(bﬂ) B/(26+1)

n

constante exacte adaptative associée a la vitesse de convergence 1, (/)
est
_B
T(/Bmax - /3) 2B+
2ﬁmaw + ]‘ ’

ol Bmae = max{f € B}. Il a également construit des estimateurs asymptotiquement
exacts adaptatifs et montré que la constante exacte adaptative est Co(3) dans le méme
cadre mais pour des fonctions de perte vérifiant pour tout r > 0 lim, o w(z)z™" = 0.
Tsybakov (1998) a construit un estimateur asymptotiquement exact adaptatif et a donné
la constante exacte adaptative dans le cas de I’estimation en norme L., sur des classes de
Sobolev dans le modéle de bruit blanc gaussien. Il a également montré dans le méme cadre
que pour ’estimation en un point fixé, il n’existait pas d’estimateurs optimaux adaptatifs
en vitesse de convergence.

Gy (8) = Co(8) (1 n

D’autres résultats de constantes exactes adaptatives sur des classes unidimensionnelles
sont donnés par Efromovich et Pinsker (1984), Golubev (1990), Golubev et Nussbaum
(1992), Goldenshluger et Nemirovski (1997), Goldenshluger et Tsybakov (2001), Cavalier
et Tsybakov (2002) pour l'estimation en norme Lo, et par Lepski et Spokoiny (1997),
Tsybakov (1998), Lepski et Levit (1998), Butucea (2001) pour Iestimation en un point
fixé (cf. aussi Butucea et Neumann (2004)). Des résultats d’estimation asymptotiquement
exacte adaptative sur des classes multidimensionnelles ont été obtenus par Lepski et Levit
(1999) (fonctions analytiques), Efromovich (2000) (estimation en norme L) et Klemeld
et Tsybakov (2001,2004) (estimation en un point fixé).

1.2 Principaux résultats

Nous démontrons dans cette thése des résultats d’estimation asymptotiquement exacte
en norme L, dans le modéle de régression ou le modéle de bruit blanc gaussien. Ce travail
est fait pour différentes classes de fonctions : (8, L), (8, L, Q), Xaa(8, L), Xani(8, L)
(cf. Définitions 1.6 et 1.7). Pour I'estimation en norme L., sur ces classes, nous nous
intéressons a préciser 'asymptotique du risque minimax en calculant la constante exacte
et en donnant un estimateur asymptotiquement exact pour chaque probléme considéré.
Nous étudions également le risque minimax adaptatif dans le cas de l'estimation sur
Yani(8, L). Dans la plupart des chapitres de cette thése, nous présentons des résultats
d’asymptotique exacte explicite, i.e. les constantes exactes ou exactes adaptatives, et les
estimateurs asymptotiquement exacts ou exacts adaptatifs sont connus et donnés de fagon
explicite en fonction de 3, L, Q) et des données du modéle étudié. C’est la raison pour
laquelle nous sommes amenés a considérer des régularités assez petites. Dans le Chapitre 5,
nous expliquons comment obtenir des résultats d’asymptotique exacte pour des régularités
plus grandes. Mais pour des régularités 8 plus grandes, on ne connait pas, généralement,
les constantes exactes et les estimateurs asymptotiquement exacts de facon explicite, et
ils dépendent d’une fonction fg qui n’est pas connue.
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1.2.1 Quelques résultats d’estimation asymptotiquement exacte

Le résultat du Chapitre 2 est une généralisation du résultat de Korostelev (1993) et
fait 'objet de larticle Bertin (2004). Alors que Korostelev (1993) travaille dans le modéle
de régression a pas fixe, nous considérons dans le Chapitre 2 le modéle (1.1) avec d = 1
et les X; sont des variables aléatoires de densité u sur [0, 1], indépendantes des &;. Nous
supposons de plus que p € X([,C) avec [ €]0,1], C' > 0, que p vérifie mingeo 1) pu(z) =
to > 0 et que la fonction f a estimer appartient & (5, L, Q). Stone (1982) a montré que
la vitesse de convergence dans ce modéle pour I’estimation en norme L., sur la classe

26+1 . .
Y(B,L,Q) est ¥, (B) = (10%)/3/( ) Le théoréme suivant démontré dans le Chapitre 2
donne la constante exacte et un estimateur asymptotiquement exact ;.

Théoréme 1.1. Pour 8 €]0,1], L>0et @ >0, on a

| E - R = =1 f E L =
W (o) | {w ( Un(B) w0 by fen(anQ) | {w ( U (B) ) } (G

ol L
o — (o2 ﬁ+1>ﬂ e
)= (" L<2ﬂ2uo |

L’estimateur 0 est proche d’un estimateur de Nadaraya-Watson construit a partir du

noyau

Kolt) = P05 (1= 1), (1.8)

avec un pas d’estimation h (cf. Chapitre 2 pour la construction précise de 6};) oi

b (%(ﬂ)ﬁﬂ))?

La constante C§(3) est égale a celle de Korostelev (1993) définie en (1.4) pour uy = 1.
Ceci parait logique car Korostelev (1993) considérait un design a pas fixe régulier (i.e.
X;=1i/n,i=1,...,n), qui est proche d’'un modéle de régression a pas aléatoire ou les X
suivent une loi uniforme (qui correspond au cas pp = 1). L’estimateur 67 et la constante
C{(B) dépendent de py, le minimum de la densité p, ce qui indique que les points ou il y a
le moins d’observations ont plus d’importance dans I’estimation. Par ailleurs, I’estimateur
0 ne dépend pas de () et nous donnons dans le Chapitre 2 une méthode pour construire
un estimateur asymptotiquement exact 5;; proche de 0} et indépendant de .

Dans les chapitres suivants, nous travaillons dans le modéle de bruit blanc gaussien
(1.2) avec soit A = [0,1]%, soit A = R?, et d > 1, et nous faisons de I'estimation sur
des classes de Holder multidimensionnelles. L’intérét de travailler dans ce modéle est que
les calculs y sont plus simples. Par ailleurs en adaptant les preuves des résultats obtenus
pour le modéle de bruit blanc gaussien au modéle de régression, ou bien en utilisant des
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propriétés d’équivalence de modéle, des résultats similaires pourraient étre obtenus pour
le modele de régression (1.1).

Dans les Chapitres 3 et 4, nous estimons une fonction f qui appartient & une classe hol-
derienne multidimensionnelle. Le Chapitre 3 correspond a I’article Bertin (2003). Dans le
Chapitre 3, nous supposons que f € Y.,:(8, L) avec B = (B4, ..., Ba) €]0,1]¢ et L €]0, oo[*
connus. Dans le Chapitre 4, nous supposons que f € $q4(8, L), ot f = (B1,...,0s) € RE
et L €]0,00[? sont connus et tels que min,—y 48 €]0,1] . Les classes Yq4(8,L) et
Yani(B, L) sont définies de la fagon suivante.

Définition 1.6. Pour d > 1, 8= (Bi,-..,54) €]0,00[¢ et L = (Ly, ..., Lq) €]0,00[%, on
définit la classe de fonctions hélderiennes additives

d
Y8, L) = {f RESR:f(E) = Zf,-(t,-) avec f; € X(B;, L;) et / fi(u)du = 0} .
i=1 R

pour t = (t1,...,1q) € R,

Définition 1.7. Soit 3 = (B4,...,B4) €]0,00[? tel que |B;] = |B;] £ 1 pour i,j €
{1,...,d} et L = (Ly,...,Ly) €]0,00[%. On définit la classe de Hélder anisotrope mul-
tidimensionnelle Y4,;(8,L) comme l’ensemble des fonctions f de classe C* sur R qui
vérifient

F(®) = P (b = a,a)| <Y Lifbi — ail%,

=1

ot a=(ay,...,aq),b= (b1,...,bs) € R? et P(f)(z,a) est le polynome de Taylor d’ordre
[ associé a [ au voisinage de a.

Dans le Chapitre 3, nous étudions le modéle (1.2) avec A = [0,1]¢ et d > 1 et dans le
Chapitre 4 nous étudions le modéle (1.2) avec A = R?. Les deux théorémes qui suivent
mettent en évidence que, pour l'estimation en norme Lo, sur Y..;(5, L), la vitesse de

(mﬂ)g/@g*'l)

convergence est ¢, (8) = , et pour l'estimation en norme Ly, sur ¥q4(8, L),

i 7 3/(26+1) .
la vitesse de convergence est 1, (8) = (k’%)ﬂ/( A+1) oil

d -1
8= (Z %) et/g’:i_n;lindﬁi.
— B; =1,...,

On a les théorémes suivants.

Théoréme 1.2. Pour (3 €]0,1] et L €]0,00[¢, on a

_ ||f—f;;||oo>} o If = Falloo \ | _
i fez?:}?ﬂ,m Es {w ( Yn(B) ik A feEil:}()ﬁ,L) EAl Yn(B) w(ColB)),
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ol
_ B\ 28+1
5 1
Co(ﬁ) = 0’2’BL* ( /8 +_3> )
a(B)B
avec _
2¢ I'(3
Ol(ﬁ) _ Hz 1 ( ) (HLl/ﬂJ)
T(5) [T B i=1

ou I désigne la fonction Gamma. L’estimateur f est Uestimateur défini pourt = (t1,...,tq) €
[0,1]* par

1 u —1 Ug—t a

)= ——— K| L1 .. 24— d) ui, t;, hi)dY, 1.9
0= [ (M o) Lot o) (19)
ot pour u = (uy, ..., uq) € RY,
B+1 -
Kg(’ul, e ,Ud) = (1 — Z |’U/Z|ﬂq‘> y
a(8)B i=1 +
BlB+1)\ P
e (CO(B) (logn> ) P
Li n
et
1 St ti € [hz,l—hz]

21110 (“h;t) sit; € (1— hi, 1]

Dans le Théoréme 1.2, si nous avions travaillé dans le modéle (1.2) avec cette fois
A = R¢, nous aurions obtenu la méme vitesse de convergence minimax, la méme constante
exacte et un estimateur asymptotiquement exact aurait été donné par (1.9) en prenant
g(u;,t;, h;) = 1 pour tous u;, t;, h;. Dans les Chapitres suivants, nous avons choisi de
travailler dans le modeéle (1.2) avec A = R%, ce qui permet d’avoir des estimateurs plus
simples.

Théoréme 1.3. Pour B € R telle que B €]0,1] et L €]0,00[%, on a

o 5 ) b, o ()] -

n—=00 fes 4 (B,L) B) n=00 fo fex,q(8,L)

ot
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z=§:Lﬁ7dA::Ve{Luqd}w%=§}

1EA

L estimateur f} est l'estimateur défini pour t = (t,...,ts) € [0,1]¢ par

i (ujj(_ﬁg ) I

ou Kz est défini par (1.8) et

1//3 2341 _ﬁ y .—N
()= 4 O (577 B i = 6

L
B

1 Z ~
(len) 555 (logn)”  si B # B

pour j € {1,...,d} et D > 0.

Ces deux théorémes donnent la vitesse de convergence minimax pour l'estimation en
norme L, sur les classes de Hélder X,,;(3, L) pour 3 €]0,1]% et ¥.4(3, L) pour B €]0, 1],
ce qui n’avait pas été fait précisément dans les cadres considérés. De plus, ils donnent de
fagon explicite 'asymptotique exacte (constante exacte et estimateur asymptotiquement
exact). La vitesse de convergence est donc meilleure et n’est pas influencée par la dimension
si f € Yqa(B, L). Cette différence apparait plus clairement dans le cas isotrope (ie. 8; =

Br =+ = Ba 2 b) puisquon a v (8) = (£2)" " et g, (5) = (‘ouz)" Y
ﬁn(ﬁ) correspond a la vitesse d’estimation sur une classe holderienne de régularité b.
Dans le cas de 'estimation en norme L, sur ¥,4(8, L), la vitesse de convergence dépend
uniquement de 8 via 8 et c’est aussi le cas de la constante exacte Clq.

. La vitesse

La démonstration des trois théorémes précédents se fait classiquement en deux étapes :
la borne supérieure qui consiste a trouver un estimateur f; tel que

s [o (V37| < wien

et la borne inférieure qui consiste & montrer que

[
(SN I

ot F est la classe de fonctions considérée (ici X(3, L, @), Xaa(B, L) et Xani(8, L)), Cx > 0,
n(F) est une suite qui tend vers 0 et I'infimum est pris sur tous les estimateurs 0,.
Montrer ces deux relations permet de prouver que 1, (F) est la vitesse de convergence sur
F, que Cr est la constante exacte et que f est un estimateur asymptotiquement exact
pour ’estimation en norme L, sur la classe F.

liminfinfsupEf (w
n—00 gn fE.7:

Pour prouver la borne inférieure de chacun de ces trois théorémes, nous utilisons des
méthodes développées par Tsybakov (2004) et des techniques de minoration du risque
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minimax par le risque bayesien, que Pinsker (1980) avait utilisé pour obtenir son résultat
d’estimation exacte en norme L,. Dans chacune des démonstrations de borne inférieure,
nous adoptons le schéma suivant.
(1) Réduction auz bornes en probabilité. Pour f € F et fn un estimateur, on a d’apres
I'inégalité de Markov et puisque w est croissante

£ 0nF)

pour 0 < ¢ < 1 et Py est la probabilité associée & y. Ainsi pour obtenir (1.10), €
pouvant étre choisi arbitrairement petit, il suffit de prouver que

y (M)] > w(Cr(1 = £))By [If = fulloe = Crvn(F)(1 = 2)]

liminfinfsup Py [1f = O lloo > Crtpn(F)(1—2)] > 1.
n=oo g, feF
On est donc amené a prouver un résultat de minoration sur des probabilités.

(2) Réduction a une sous-classe. Dans les trois démonstrations de borne inférieure, on
a choisit une sous-classe F' C F telle que F' est paramétrisable. La classe F' est
telle que pour tout f € F', il existe § € [—1,1]M, avec M € N* une quantité qui
dépend de n, tel que f(-) = fo.n(-), o0t fo,, € F. On est donc amené & prouver que

liminfinf sup Py, [||f9n — én”oo > Crpn(F)(1 — 5)] > L

n—00 én HE[—l,l]M

(3) Minoration du risque minimaz en probabilité par le risque bayesien. Pour une den-
sité donnée 7(-) sur [-1,1]M on a

inf sup Pp,., [[fon = Oulloe > Crun(F)(1 - 2)]
bn 6e[—1,1]M

Sinf [ Py, [Ifan— fulle 2 Crn(P0 - )] w00, (110
On [-1,1M

Dans chacun des cas, on a pris la distribution 7 uniforme sur {—(1—¢), 11—}, et on a
choisi des fonctions fy ,, et la quantité M pour avoir || fo.,— for nllo > 2CFY,(F)(1—¢)
deG,n
deO,n

permet d’obtenir que la quantité (1.11) tende vers 0.

Pour obtenir la borne supérieure de chacun de ces trois théorémes, nous construisons des
estimateurs a noyau avec des noyaux choisis a partir de résultats d’optimal recovery. Dans
le Chapitre 5, nous présentons comment la théorie de I'optimal recovery permet d’obtenir
des résultats d’estimation en norme L., de fonctions holderiennes. Nous étudions, dans
ce chapitre, le modéle déterministe

et de bonnes propriétés pour

, ou fon est la fonction identiquement nulle. Ceci

y(t) = f(t) +e2(t), t € RY, (1.12)

one >0, feX(B1)et z: R — R est tel que [, 2*(t)dt < 1. Nous nous intéressons a
l’approximation de la fonctionnelle T'(f) = f(0) a partir de y, ou 0 est le vecteur nul de
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R?. Pour d = 1 et f € ¥(3, L), les algorithmes optimaux (cf. Chapitre 5) dépendent de la
fonction fz solution du probléme d’optimisation (1.5). La solution fz du probléme d’opti-
misation (1.5) existe, est unique, paire et a support compact (cf. Donoho (1994a), Leonov
(1997) et Chapitre 5 de cette thése). La fonction fz n’est pas connue de fagon explicite,
sauf pour § €]0,1] et 8 = 2. Nous utilisons les résultats obtenus dans le modéle détermi-
niste (1.12) pour en déduire des résultats dans le modeéle de bruit blanc gaussien. Dans
le modéle de bruit blanc gaussien (1.2) avec A = R, pour l'estimation en norme L, de
fonctions f € X(8, L) avec § > 0 et L > 0, nous mettons en évidence qu’on peut trouver
un estimateur asymptotiquement exact qui est un estimateur a noyau construit a partir

du noyau Kpg(-) = ij:‘;E'S)) 7+ Le noyau Kpg(-) = 180 intervient dans la construction

s)ds
des estimateurs asymptotiquement exacts des Chfggli;’ér)es 2 et 4. Dans ces deux chapitres,
nous nous restreignons a des régularités 5 €]0,1] ou 3 €]0, 1] pour obtenir des résultats
d’asymptotique exacte explicite. Des résultats d’estimation asymptotiquement exacte au-
raient pu étre obtenus pour des régularités plus grandes mais les constantes exactes et les
estimateurs asymptotiquement exacts auraient été donnés en fonction de fs inconnue(cf.
remarques des paragraphes 2.2 et 4.2).

Pour 3 €]0,00[¢ et L €]0,00[¢ nous étudions le modéle (1.12) en supposant que f €
Yani(B8, L). Nous mettons en évidence que 1’erreur minimax du probléme d’approximation
de f(0) dépend de la solution fg”i du probléme d’optimisation

sup  f(0), (1.13)
fezani(/Bal)
IF1l2<1
o 1 = (1,...,1) est le vecteur unité de R?. Nous montrons 'existence, 'unicité et le

caractére symétrique de la solution fg"i de ce probléme. La solution de ce probléme est
connue de fagon explicite pour 8 €]0,1]%. Nous nous restreignons donc a des régularités
B €]0,1]¢ dans les Chapitres 3 et 6 pour obtenir des résultats d’asymptotique exacte ou
exacte au sens adaptatif, explicites.

1.2.2 Estimation asymptotiquement exacte adaptative de fonc-
tions holderiennes multidimensionnelles

Le Chapitre 6 correspond a la suite du Chapitre 3. Dans le Chapitre 3, nous estimons
une fonction f € Ygni(3, L) avec B €]0,1]¢ et L €]0,00[¢ connus. Dans le Chapitre 6,
nous considérons le modéle (1.2) avec A = R? et nous supposons que f € ,,:(8, L) avec
B €]0,1]¢ inconnu et L €]0,00[* connu et 8 € B C]0,1]%. A tous 8= (B4,...,084) € B, on
associe 8 € R tel que B = (3_i_, 1/B;)~ . Nous supposons que B vérifie 'hypothése (H;).

(Hy) L’ensemble B est fini et pour tous 3,7 € B tels que B # v, on a B # 7.

Pour des ensembles B vérifiant (H;) nous démontrons qu'’il existe des estimateurs
adaptatifs en vitesse de convergence pour l’estimation en norme L., dans le cas ou la
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fonction de perte est w(x) = 2P, p > 0. Pour des ensembles B vérifiant en plus ’hypothése
(Hj) (cf. Théoréme 1.4), nous donnons la constante exacte adaptative et un estimateur
asymptotiquement exact adaptatif. Nous montrons le théoréme suivant.

Théoréme 1.4. Soit B C|0,1]% un ensemble fini vérifiant la condition (H,) et la condition
sutvante :

(Hy) Si B = (B1,.-,Ba),7 = (Y1,---,7a) € B sont tels que B < 7, alors pour tout
iE{l,...,d}, ﬁz < -

Alors il existe un estimateur f) qui vérifie

IIf = fall% fnlloo
Uh(B)CE

I1f = FallE II”

EEes | T

= lim sup sup Ef
n—0 ﬂEB fEEani(ﬂy

lim infsup sup KE;
n—r00 fn ﬂEB fezani(ﬂaL)

= N
Cy = UzBL*<5+_13 (HZM)) ,

ol

2/Bma$ +1
et Bmaz = ma’X{B7 /6 € B}

Quand ’ensemble B vérifie seulement la condition (H;), nous montrons la borne infé-
rieure

If - fnll”
liminfinfsup sup E > 1, 1.14
n>00 g, peB fesanan) | | UR(B)CE (114)
et nous construisons un estimateur fam- qui vérifie
: ||f - J?;m'“p
limsupsup sup E x| <1, (1.15)
n-soo 5B fesatsr) | VR(B)CEME(B)

ou la quantité My(/3) est une constante plus grande que 1 qui dépend de 1’ensemble B et
qui est définie dans le Chapitre 6 dans la paragraphe 6.2.5.

Quand ’ensemble B contient seulement deux éléments, B = {7, 8}, avec 7 < B3, nous
construisons un estimateur fu,;2 un peu meilleur qui vérifie

limsup  sup By {[|fo — FIE(a(B)Cp) 7} <1, (1.16)

n—o0 fEEani (ﬂaL)

imsup  sup By {[fone = FIB(0n(0)C) P} < (Ms(), (117)

T—00 fezani('%L)
o Ms(7) €]1,2] et Mz(y) < Ma(y) (cf. §6.2.5).

La démonstration des résultats ci-dessus ainsi que ceux du Théoréme 1.4 se fait clas-
siquement en deux étapes, la borne supérieure et la borne inférieure. Pour obtenir la
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borne inférieure adaptative, autrement dit la relation (1.14), nous utilisons un théoréme
de borne inférieure démontré par Tsybakov (1998) et donné en annexe (cf. Annexe .2).
Pour obtenir les résultats de bornes supérieures, nous construisons des estimateurs a par-
tir de la méthode de Lepski ou en généralisant cette méthode. Lepski (1992) a construit
un estimateur asymptotiquement exact adaptatif dans le cas de I'estimation adaptative
en norme Lo, sur des classes de Holder (3, L) avec 8 € B C]0,1], B un ensemble fini et

L > 0 connu. Il s’est donné une famille d’estimateurs & noyau (fg)geB, ou pour 3 € B, f/g

togn /(28 +1)

a un pas d’estimation h(3) de ordre de (*& et Kg comme noyau. L’estimateur

fg est optimal en vitesse de convergence sur X(3, L) pour S € B. La méthode de Lepski
(1992) consiste a choisir 3 le plus grand 8 € B tel que || fz — fylloo < c¥n(y) pour tout

v < [ et & obtenir comme estimateur asymptotiquement exact adaptatif f/3’ en choisissant
judicieusement la constante ¢ > 0 et le pas des estimateurs fg. Ce choix est basé sur le

fait que, pour f € X(\, L) et v < 8 < ), le biais de fg —ﬁ, est borné en valeur absolue par
un terme d’ordre max{h*(3), h*(7)} qui est lui-méme borné par un terme d’ordre 1, (7).

Pour I'estimation en norme L, sur des classes de Holder Y.,;(8, L) avec 8 C]0,1]¢ et
B un ensemble fini, la méthode de Lepski (1992) fonctionne bien si B vérifie les conditions
(Hy) et (Hj). L'estimateur f du Théoréme 1.4 est construit a partir de cette méthode
et c’est le choix de la constante ¢ et des estimateurs fg qui permet d’avoir un résultat
d’asymptotique exacte.

Quand B ne vérifie pas (H,), on ne peut en général contrdler le biais de fﬂ - fA, pour
B,7 € B. Kerkyacharian et al. (2001) généralise la méthode de Lepski dans le cas de
I’estimation sur des boules de Besov et donnent un nouveau critére pour sélectionner une
régularité f. 1ls considérent I'ordre suivant sur B :

’Y:(71,---57d)Sﬁ:(ﬂla"',ﬁd) SSiWSBa (118)

et ont a leur disposition une famille d’estimateurs & noyau ( fﬂ)ﬁe B de noyau K et de
fenétre d’estimation h(8) = (h1(B),...,ha(B)). La fonction K est une fonction bornée
a support compact d’intégrale 1, et pour ¢ € {1,...,d}, A = (M1,...,\q) € B hi())
est d’ordre n_m Dans cette nouvelle méthode, qu'on appelle “méthode de Lepski
generahsee plutdt que de comparer fﬂ a f7 pour v < f3, ils comparent f7 a l'estimateur
a noyau fz, de noyau K et de fenétre d’estimation h(8,7) = (h1(8,7), - .., ha(8,7)) ou

hi(8,~) = max(h;(v), hi(8)). Leur méthode consiste & sélectionner £, le plus grand 8 € B

choix est basé sur le fait que si f € 3(, L), alors pour tout v < £, le biais de f/jﬁ — ﬁ, est
borné en valeur absolue par un terme d’ordre 7, = max;—y,._q4| max(h~(’y), hi(B))—hi (7).

(par rapport a I'ordre défini en 1.18) tel que || f5, — fyloo < cn” T pour tout v < 8. Ce

B
hi(5 )|ﬂz donc d’ordre n~ %+ < n~ 7. Nous apphquons ce

Or 7, est d’ordre max;—,
type de méthode pour construlre fam en modifiant ’estimateur de comparaison fﬁ7 et
en choisissant une famille d’estimateurs f,g de facon & obtenir la plus petite constante
possible pour M,(8) dans (1.15). La méthode de construction de faus est légérement
différente de celle de f;m car deux critéres interviennent dans la sélection de la régularité
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N

B (cf. §6.2.5), ceci pour permettre d’obtenir les relations (1.16) et (1.17) et la plus petite
constante possible pour M;(5).

1.2.3 Perspectives

Cette thése contient plusieurs résultats nouveaux d’estimation asymptotiquement exacte
ou exacte adaptative en norme L., pour I'estimation sur des classes holderiennes aniso-
tropes. On a adopté une approche minimax adaptative uniquement pour ’estimation sur
la classe ¥,,;(8, L). Comme on I’a suggéré dans les Chapitres 2 et 4, on devrait pouvoir
trouver des résultats d’asymptotique exacte adaptative pour ’estimation en norme L.,
sur X(8, L, Q) et X44(8, L), en utilisant la méthode de Lepski.

Il serait intéressant d’étendre nos résultats a des modéles statistiques plus proches des
applications, tels que le modéle de densité et le modéle de régression a pas aléatoire,
dans un cadre multidimensionnel anisotrope. L’importance de I’estimation dans un cadre
multidimensionnel anisotrope est liée a son application a 'image. Les résultats de cette
thése donnent une voie pour obtenir les estimateurs adaptatifs ou adaptatifs exacts dans
les modeéles de densité et de régression a pas aléatoire, en adoptant la méme approche
qu’on a utilisé dans le modéle de bruit blanc gaussien.

L’adaptation en norme L, est souvent basée sur des inégalités d’oracle qu’on peut obte-
nir par des méthodes classiques (estimation sans biais du risque, méthode C,, estimateur
de Stein,... cf. Mallows (1973), Akaike (1973), Stein(1981), Donoho et Johnstone (1995),
Barron et al. (1999), Cavalier et al. (2002)) ou bien par des méthodes d’aggrégation d’es-
timateurs (cf. Juditsky et Nemirovski (2000), Nemirovski (2000), Yang (2000), Catoni
(2001), Tsybakov (2003)). Dans le cas de 'estimation en norme L, a la différence de
Lo, il n’y a pas d’inégalité d’oracle connue. Il serait intéressant de développer des inégali-
tés d’oracle pour ’estimation en norme L., ou des méthodes d’aggregation qui sont plus
souples puisqu’elles s’appliquent & des estimateurs quelconques.



Chapter 2

Asymptotically exact estimation in
sup-norm for nonparametric regression
with random design

2.1 Introduction

We study the problem of estimating a nonparametric regression function f on [0, 1] from
observations

Yi=f(Xy)+&, i=1,...,n, (2.1)

for n > 1 where the X; are independent random variables in [0, 1] and the &; are indepen-
dent zero-mean Gaussian random variables with known variance o2 and independent of
the X;. We suppose that f belongs to the Holder smoothness class (5, L) with 8 and L
positive constants defined by:

E(IBaL) = {f |f(m)(x)_f(m)(y)| SL|x_y|aa xayER}a (22)

where m = | 3] is an integer such that 0 < & <1 and o = § — m. Moreover, we suppose
that f is bounded by a fixed constant Q > 0, so that f belongs to 3(3, L, Q) where

(B, L, Q) =X(8, L) N{f : [ fllo < @},

and || f|loco = sup,ep,1) |f ()| We suppose that the X; have a density 4 w.r.t. the Lebesgue
measure, 4 belongs to a Holder class ¥(I,C) with 0 < ! <1 and C > 0, and there exists
o > 0 such that mingejo 1) u(z) = pio-

An estimator 6,, = 0,,(z) of f is a measurable function with respect to the observations
(2.1) and defined for z € [0,1]. We define the maximal risk with sup-norm loss of an

estimator 6,, by
On - 00
R,(60,)= sup Ef (w (@)) ,
FES(B.L,Q) Un

21
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where w(u) is a continuous non-decreasing function defined for u > 0 which has a polyno-
mial upper bound w(u) < Wy (1 + »”) with some positive constants W, v and such that
w(0) = 0, E; is the expectation with respect to the joint distribution Py of the (X;,Y;) and

Yp = (1"%) %+ Let us recall that in our model, 1), is the minimax rate of convergence

(c.f. Ibragimov and Hasminskii (1981), Ibragimov and Hasminskii (1982) , Stone (1982)).

Our goal is to determine the minimax exact constant C' and an estimator 6 such that

w(C) = nll)ngo l(if R,(6,) = nli)ngo R,(6}), (2.3)
where inf, stands for the infimum over all the estimators. An estimator that satisfies
(2.3) is said to be asymptotically exact. The aim of this paper is to extend a result
proved by Korostelev (1993) to the regression model with random design. Korostelev
(1993) studied the estimation of a function f € X(5,L) with 0 < 8 < 1 with sup-norm
loss and for the regression model with fixed equidistant design (X; = i¢/n in (2.1)). He
obtained the exact constant which is w(Cy) with

B+1\” B
Co = (02’3L (Z—BQ) )

and an asymptotically exact estimator which is a kernel estimator close to

Fult) = %émf (t_hi/”>. (2.4)

Here h is a bandwidth depending on n and

k() = 2o = ), 25)
with z, = max(0,z). Donoho (1994a) extended Korostelev’s result to the Gaussian white
noise model for Holder classes with 8 > 1 for estimation in sup-norm. He proved that
asymptotically exact estimators and exact constants in several settings with Hoélder classes
(2.2) are closely related to the solution fz of the optimization problem

max 0), 2.6
[I7]l2<1 J0) (2.6)
fex(s,n)

which is linked to an “optimal recovery problem”. He proved that the asymptotically exact
estimators are kernel estimators (the equivalent of (2.4) for white noise model) where the
kernel K is expressed in terms of the solution fg:

K(t) = %, (2.7)
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and that the exact constant depends on fz(0). For 0 < g < 1, the solution of (2.6)
is known (see Korostelev (1993) or Donoho (1994a)) and the kernel used by Korostelev
defined in (2.5) is equal to that defined in (2.7) up to a renormalization on the support.
However the function fsz is not known for S > 1, except for 8 = 2. Korostelev and
Nussbaum (1999) have found the exact constant and asymptotically exact estimator for
the density model in sup-norm. Lepski (1992) has studied the exact constant in the case
of adaptation for the white noise model. The sup-norm estimation is only one of the
approaches studied in the nonparametric literature. For the Lo-norm risk, one can find
overview of results on exact minimax and adaptive estimation in the books of Efromovich
(1999) and Tsybakov (2004)

Our results are the following. In Section 2.2, we give an asymptotically exact estimator
0 and the exact constant for the regression model with random design. If the density p is
uniform (19 = 1), then the constant is equal to w(Cp) (the constant of Korostelev (1993)).
As it could be expected, the exact constant and the asymptotically exact estimator 6
depend on the minimum value of the design density po. It means that the asymptotically
minimax estimators contribute to the sup-norm risk essentially at the points where we
have less observations. The estimator 6 that is proposed in Section 2.2 is close to a
Nadaraya-Watson estimator and is independent of (). The proofs are given in Section 2.3.

2.2 The main result and the estimator

In this section, we define an estimator 6. We shall prove in Subsection 2.3.1 that 6} is an

asymptotically exact estimator. This estimator is close to a Nadaraya-Watson estimator
with the kernel K defined in (2.5). The bandwidth of € is

 (Cia\?
h_(OT) ’

with .
B\ 1
C(I): 025L<5+1) )
282 g
First let us define 6, in a regular grid of points z = £ € [0,1] for k € {1,...,[2]}, with

1
m = [0ynin + 1], 0y = oz and [z] denotes the integer part of z. To account for the

boundary effects, we need to introduce other kernels:
K1 (t) = 2K(t)[[0,1] (t), Kg(t) = QK(t)I[_l’()} (t) for te R
The estimator 6 is defined for k£ € {1,...,[Z]} by
n X;—z
n X;—z ?
max <#Z]‘:1K ( L ’“) ,(5n>

O (1) =




24 Exact estimation in sup-norm for nonparametric regression with random design

ifx, € [h,1—h]. If xx € [0, h) (respectively z; € (1—h,1]), 6% (zy) is defined by (2.8) where
K is replaced by K, (respectively by K5). Finally the function 6 is defined to be the
polygonal function connecting the points (zx, 6} (7)) for & € {1,...,[~]}. Moreover, we
put 0 (z) = 0, (x1) if z € [0,21] and if 2=y < 1 we put 6}, (z) = 0, (v(n7) for z € [z[~), 1].
The results we obtain are the following:

Theorem 2.1. We consider the model and the assumptions defined in Section 2.1. We
suppose that the function f € (8, L, Q), with 0 < § < 1. The estimator 0}, satisfies

lim inf R, (6,) = lim R,(6}) = w(Cy).

n—00 6, n—00

We are going to prove Theorem 2.1 in two steps: the upper bound (Subsection 2.3.1)
and the lower bound (Subsection 2.3.2). Let 0 < ¢ < 1/2. In Subsection 2.3.1, we show
that 07 satisfies

limsup sup E; [w(]|6; — fllotn )] <w (Cp(1+ 8)2) : (2.9)
n—oo  feX(B,L,Q)

In Subsection 2.3.2, we prove that

liminfinf  sup  Es[w(||0n — flleot; )] = w(Cy(1 —€)). (2.10)

n—=00 bn fex(6,L,Q)

Since 0 < € < 1/2 in (2.9) and (2.10) can be arbitrarily small and w is a continuous
function, this proves Theorem 2.1.

Remarks:

(i) We introduce the cut-off 6, in (2.8) to account for the case % Z?Zl K (Xj,zmk) =0

which leads to a zero denominator. As it is proved in Lemma 2.1, % Z?Zl K (Xj;$k> —

p(x) tends to 0 in probability as soon as n tends to co, so that - Y K (Xj;z’“) =0
essentially does not occur.

(73) The estimator 6 does not depend on @), but it depends on . It is possible to
construct an asymptotically exact estimator independent of g and () but the proof is
rather technical. For this purpose, we cut the sample (X7,...,X,) in two parts of size
a, and n — a,, where «, is an integer such that «,, — oo and «,/n — 0 as n — co. We

estimate po with the part (Xi,...,X,,) of the sample by

. .. [k
= min —
Ho k=1,...,n Hn n ’

where fi,(z) = ﬁ S K (%) and g, such that ¢, — 0 and o,g, — co. We con-

struct an estimator of f in the same way as 6 except we only use the part (Xg, 41, ---, X5)
of the sample and we replace pg by fig, if the latter is not zero, in C} and h. The results
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are similar to those of this paper for this estimator but one needs to consider the law
conditioned by (X1,..., Xa,)-

(731) We have only solved the problem of exact constant and asymptotically exact estima-
tor for the Holder classes (3, L, @) such that 0 < § < 1. In this case we have an explicit
form for the constant and the estimator. An extension to [ > 1 is possible but it does
not give realizable estimators (since the solution fz of the problem (2.6) is not explicitly
known except for # = 2). A similar result could be found and the exact constant will be

01 with
s 5 B\ 2871
i =150) ( L(m)) '

The analogue of inequality (2.9) for 5 > 1 holds for example for the estimator 67 defined
for t € [0,1] by:

iy = 2K (59 v
" max (n—lh Yia K (Xj,;t> ,(5n> ,

with certain modifications near the boundaries. To prove inequality (2.9) with this new
estimator, we will use methods similar to those of Lepski and Tsybakov (2000), based
on the supremum of Gaussian processes. For 5 > 1, the proof of inequality (2.10) is the
same as that of Subsection 2.3.2, but we need to use the function fz and the fact that
fs is compactly supported. This was proved by Leonov (1997)He also proved that f3 is
continuous and even for all 8 > 1.

(4v) Our result can be presumably extended to the white noise model

(2.11)

dY (t) = f(t)dt + o()dW(t), te[0,1],

where W is a standard Wiener process and o2 serves to replace the density of the design
points. In this model, the maximum of o corresponds to the minimum value of the design
density po. An asymptotically exact estimator will be of the form

0= [ 5 () av,

where h a bandwidth that depends on n and K is defined in (2.7).

(v) The constants L and § are supposed to be known, but using the techniques similar to
Lepski (1992), one can presumably obtain adaptive asymptotically exact estimator. One
should note however that the exact constant for adaptive estimator would be in general
different.
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2.3 Proofs

2.3.1 Proof of inequality (2.9)

We define the event A,, as

1 ~ X — Tk
A - -3k ()| <),

Similarly we define A;, (respectively A,,) which are obtained by replacing K by K;
(respectively by K5) and taking the supremum over z; € [0,h) (respectively over xj €
(1 — h,1]). We define also

+1) 1 X; —
AI — ‘,U,(-'Ek)(ﬂ - K2 J ‘ (5n
n {xkg[}ff‘_h} 26 +1 nh ; h SO

and the events A’ (respectively A5, ) obtained by replacing K by K, (respectively by
K,) and taking the supremum over x; € [0,h) (respectively over z € (1 — h,1]). Let
B, =A,NA N Ay, NA, NA, N A . We have the following result.

Lemma 2.1. There exists ¢ > 0 such that

PX(B,) >1— 122 exp (—cnhéfl) ,
m
for n large enough, where PX is the joint distribution of X = (X1,...,X,).

The proof of the lemma is given in Subsection 2.3.3.

Before proving inequality (2.9), we give four propositions studying the behaviour of
Ap =Y f — 0l on B, and BY. We postpone their proofs to Subsection 2.3.3. We
denote Ip the indicator function of a set B which takes the value 1 on B and 0 otherwise.
In the sequel, Dy, Dy,...are positive constants.

Proposition 2.1. We have

lim  sup Ef [w(¥,'||lf —0ille) Inc] = 0.

N0 fex(B,L,Q)
Define the bias and the stochastic terms for x € [0, 1]
bu(z, f) = By (0 (2)p,) — f(z)P¥(By),
Zn(, f) = 0, (x)P* (By) — By (0, (2)I5,)-

Proposition 2.2. The bias term satisfies

Cl
lim su su ~b, (., < 0o
mow sup (s Dl < 557
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We study the stochastic term at the points z; and we take n large enough such
that PX(B,) > 0. For k € {1,...,[%]}, the process Z,(-, f) satisfies Z,(zx, f)Ip, =

(Zn(xk, F) + Zn (s, f)) Iy, , where for 23 € [h,1 — h], on B,

- B i 2 G K (Xj;‘”’“) .
SRSy €=

Zn(xka f) = Un(xk: f)PX(Bn) - IEf (Un(xk’ f)IBn)a

with
n X;—x
a2t f (XK (—Jh k)

n X;—x
LS K (R)

For x4 € [0, h) (respectively (1 — h,1]), Zn(zk, f), Zn(zs, f) and Uy (zx, f) are defined in
the same way except that we replace K by K (respectively Kj).

Un(mk: f) -

Proposition 2.3. The process ZL(, f) satisfies for all z > 1 and n large enough

-1 ~ 2ﬁ062 1 1 —ai(n)
sup Py 94, maX|Zn(xlcaf)‘ > N B, | <9, (logn) 2w+ip=),
FE2(8,L,Q) k 28+1
where ay(n) = ZQgé‘sﬂ_l and C(8,) tends to 1 as n — oo.

Proposition 2.4. The process Zn(, f) satisfies for z > ¢/2

26C}z
28 +1

where Dy is independent of f € (8, L, Q).

P [{1/);1 max |§n(xk, f)| > } N Bn] < 26,14 P exp (= Doziby,)

Here we prove inequality (2.9). By Proposition 2.1, limsup,,_,., Es(w(Ay)Igc) = 0.
We have, using the monotonicity of w

Ef (w(An)Ip,) < w(CH(1 +€)*)Py [Anlp, < Ci(1+¢)?]

N

+ (B (w(An)Ip,))? (P; [Anls, > Co(1+2)2])

To obtain the inequality (2.9), it is enough to prove that
(’L) hmn_)oo supfez(B,L,Q) I['Df [A”IBn > 06(1 + 6)2] = O,
(1) there exists a constant D such that limsup,, ., SUp sexs,1,) Br (w*(An)Is,) < Dy

1

742> We have

Here we prove (i). Considering n large enough such that P*(B,) >

P; [AuIg, > Cy(1 +2)%] = P; [AIs, PX(B,) > CoPX(B,)(1 +¢)?]
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<Py [AuIp, PX(B,) > Cy(1+¢)].
Note also that
AnIBnPX(Bn) < wil(llbn(, f)”oo + ”Zn('a f)”OO)IBn'

Thus using Proposition 2.2, we deduce that, for n large enough

2BCH(1 +¢)
P [A,T '(1 <P “NZo( oo > =2 24N B,| .
s (Bt > 61+ 2] < By [{ur 12,0, Dl > 200
Since 6} is the polygonal function connecting the points (z, 0 (zx)), Zn(-, f) is the
polygonal function connecting the points (xy, Z,(zk, f)). Thus we have ||Z,(-, f)|lcoc =
maxy |Zn(xka f)‘a

By ({2l > 200 0 ) 2y [ max zuton 1> 200 08
and
B [{vr max o ) > D 0| <y [ o, 1) > B0

+8y |{r max| Zoto D) > D2 0B,

Since C(6,) tends to 1 as n — oo, in view of Propositions 2.3 and 2.4 used respectively
with z = 1+ ¢/2 and z = €/2, the right hand side of the last inequality tends to 0 as n
tends to oo uniformly in f € ¥(8, L, Q). So we obtain (7).

Here we prove (ii). We have, since w(u) < Wy(1 + u?),

Ey (w*(An)T5,) < Dot+Dy [Ey (7 170 Do) T, ) + (0510 (, Nlloe) '] (14+0(1).

Using the fact that

Ey (47" 1Za( Dloe)” I, ) = / B [ 1206 D) I > ]

Propositions 2.3 and 2.4, and noting that C(d,) tends to 1 as n — oo, we prove that
lim sup, . [(¢,;1||Zn(-, f)||oo)27] < 0. This and Proposition 2.2 entail (ii).

2.3.2 Proof of inequality (2.10)

Preliminaries

First, we need to define X', a subspace of X(f3, L, Q). Since y satisfies a Lipschitz condition
on [0, 1], there exists 2o € [0, 1] such that ji(zo) = mingep 1y (). Let v, = (n/logn) 2+
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for € introduced in Section 2.2. Let M = [m] and define the points aq,...,ay in

a neighbourhood of z; in the following way. For n large enough and if z € (0,1), we put
a1:$0—7n/2+(21/ﬂ+1)h, G,j+1—0,j:2(21/ﬂ+1)h,.

If zo = 0 (respectively xy = 1), we define the points a; in the same way except that a; is
(218 + 1) h (respectively 1 — v, + (212 4+ 1) h). We define the set X' as

¥ ={f(-0),0 € [-1,1]"}, (2.12)
where for = (0y,...,0x) € [-1,1]" and z € [0, 1]
)
+.

M
fla,0) =L "0, (1 -
j=1

For all 0 € [—-1,1]M, f(-,0) € ¥(B, L)(cf. the appendix of Chapter 2) and || f|| < @ for
n large enough. Therefore for n large enough X' C X(8, L, Q).
Remark: For § > 1 the subspace ¥’ should be defined in a similar way:

S = {f(:v,&) =LY 0, <x;l“j) . fe [—1,1]M}

and the values (a;);=1,. » should satisfy a;41 —a; = 2Aﬂh(21/f3 + 1) where [—Ag, Ag] is
the support of fs.

:U—aj

h

Then we need to introduce an event NV, that satisfies the following lemma

8 2
) -1 <eyp,
+
The proof is in Subsection 2.3.3.

Finally, we study a set of statistics. Let 8 € [—1,1]™. We suppose that f(-) = f(-,6).
The model (2.1) is then written in the form

Y;c:f(Xkae)—i_gka k:]-a"'ana

and the vector (X1,Y),...,X,,Y,) follows the law Py ) that we will denote for brevity
Py. For X € N, consider the statistics

y; = ZZ:1 kaj(Xk)
! ZZ:1 ff(Xk) ’

where f;(z) = Lh? <1 — |%|ﬂ) for z € [0,1]. For X € N, the statistics y; are well
+
defined. These statistics satisfy the following proposition.

Lemma 2.2. The event

N, =< (X1,...,X,) :

(B+1)(28+1) < {_ ‘Xk—aj
j=1,...,M 4,Ltoﬁ2nh 1 h

k=

satisfies lim, oo PX(N,) = 1.

=1,....M (2.13)
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Proposition 2.5. (i) For all j € {1,...,M}, the conditional distribution of y; given
X € N, is gaussian with mean 0; and variance UJQ-. The variance UJQ- does not depend on

0 and satisfies

28+1  _ > 28 + 1

2log(n)(14+¢) — 2log(n)(1—¢)
(1) Conditionally on X, for X € Ny, the variables y; are independent.
(7i1) In the model (2.1), with f(-) = f(-,0), conditionally on X, for X € Ny, (y1,-..,Ynm)
is a sufficient statistic for 0 and the likelihood function of (Y1,...,Y,) conditionally on
X, for X € N, has the form

(2.14)

M

n
Do y 7
g(}/la:Y H e T )
=1

j:l P, y]

where @, is the density of N'(0,v?) for v > 0.

The proof is in Subsection 2.3.3.

Proof of the inequality

Here we prove inequality (2.10). For f € ¥(B,L,Q) and an estimator 6,, using the
monotonicity of w and the Markov inequality we obtain that

By [w (¥ 110 = flloo)] 2w(Co(1 = ))Py [w (1, 116 — fllo) = w(Co(1 —€))]
>w(Co(1 = €))Py [9;10n — flloo > Co(1 —£)] .

Since ¥’ C X(8, L, Q) for n large enough, it is enough to prove that lim,_,,, A, = 1, where

A, = inf sup P; (wn_1||0n — flle > Co(1 — 8)) )
bn fexy

We have max;_1 s |0n(a;) — f(a;)| < ||0n — flloo- Setting 8; = 8,(a;)Che), and using
that f(a;) = Cyyonb;, we see that

A, > inf sup Py (Ch),

0ERM ge[—1,1]M

where C,, = {max;—,__um |§] —0;|>1—¢} and H = (91, e, éM) € RM is measurable with
respect to the (X;, Y;)’s. We have

A, > inf / / Py x (Cp)dP* (X)7(dh), (2.15)
{-(1—¢),1—e}M

HcRM

Nn

where Py x is the distribution of Y3,...,Y, conditionally on X = (Xi,...,X,) and 7 is
the prior distribution on 6, 7(df) = HJNil 7;(df;), where 7; is the Bernoulli distribution



2.3. Proofs 31

on {—(1—¢),1—¢} that assigns probability 1/2 to —(1 —¢) and to (1 —¢). We will prove
that for X € N,

HY = inf / By x (Co)(d8) > 1+ o(1), (2.16)

GcRM
where o(1) is independent of X. This entails that

/ inf /]P’gx 7(dO)dPX(X) > (1 + o(1)) PX(N,).

feRM

Using (2.15) and the Fubini and Fatou theorems, we find that A, is greater than the left
hand side of the last inequality. Thus we obtain that

An > PY(N,)(1 4 o(1)),

and by Lemma 2.2, we conclude that lim,, ,,, A, = 1.

Proof of the inequality (2.16). We fix X € N,. We have

=1-— sup /HI{W _o<1-e}Po,x(d0), (2.17)

HeRM

where the supremum is taken over all the estimators 0 measurable with respect to the
(X;,Y;)'s. By Proposition 2.5, the Fubini and Fatou theorems we have

feRM

M
7j=1

©q(Y3)
/H =1 _ (sup /H {16;—0;]<1— g}%](y 9j)7rj(d0j)> dyy---dY,

j=1 (pvj cRM

M
A l=1 ¥o\~"1/) SDU
/ : (H sup /I{éj—ojq_g}%,« (y; = Hj)ﬂj(d91)> dYy---dYy.
H] 1 Pu; yy j=10;€R

It is not hard to prove that the problem of maximization
max/l{|éj—0j|<l—a}g0”j (yj - ej)ﬂ-j (doj)

éj eRrR

has the solution ,(y;) = (1 — €)ly;>0y — (1 — €)1y, <03- This allows to compute the
supremum in (2.17) directly but to avoid calculations we can argue in follows. The above
inequality is in fact an equality and we have

HeRM dex
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where the max is taken over the class Y of all the estimators of the form 6 = (8y (1), - - -, Onr (ynr))
where 8; is a measurable function of y; with values in {—(1 —¢),1—&} and the supremum

is taken on the estimators which are measurable with respect to the (X;,Y;)’s. Moreover

we have, as § depends only on T' = (y1,...,Ym)

max / Hl{w o1 <1-1dPy x7(df) = max / HIW _o;1<1_)@Prx(d),  (2.18)

der der
where Pr x is the probability associated to the statistic 7' = (y1,...,yn) conditionally
on X. The quantity (2.18) is also equal by Proposition 2.5 to

M

H,;‘e{?faf) 16}/I{|e (w5)-t51<1-ey Po; (U7 — O3)dy;m; (D),
j=1" )

and then we have

M
HY>1-]]  max / L4, (505 <1 —ey P (45 — 05)dy;m; () (2.19)
-1 0;e{—(1—¢),1-¢}
M
“1-J[ 0
j=1
where
X )
Ty = min Loy niaq 0o (u— 6;)dum;(df;).
J éje{—(l—s),l—s}/ {165 (w)-0;1>1-€} ¥ i j)du;(do;)

We denote by Pej, x the probability measure with density u — ¢,, (u — @). We have

rX = min

; |
T 24e{-(-2)1-¢)
1

min I;; +1,; min (dP ,d 24 )}
20 e{—(1—e),1—¢} [/( {6;<0} T {4 >0}) (1-e),x> M (1-¢),x

:i/mln dP(Jl_E)’Xasz(l_g),X)

(e (52)

where @ is the standard normal cdf. By the inequality (2.14) and using that
P(—2) = Z\}ZTr exp(—2%/2)(1 + o(1)) for z — +o0, we have

J

Poogx{lli—-az0-a}+P_  {l+0-920-9}
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as n — oo and using inequality (2.14) for v;, we get

Dy _a-9%0+e
inf rX > n 2+ (1+o0(1)).
XeN, 7 7 /logn ( )

1—¢

Now M = O (( 1 )W), therefore

logn

(1—5)52

“ip s (14 0(1)).

1—¢

Xléljg M7 > Ds(logn) 2+t

From this last inequality and inequality (2.19), we obtain the inequality (2.16), which
finishes the proof of the lower bound.

2.3.3 Proofs of lemmas and propositions

Proof of Lemma 2.1

We are going to prove that the event A, satisfies
PX(A,)>1- p exp (—canhdy),
m

for a constant ¢4 > 0. There are similar results for the events Ai,,...,A5, with other
constants. Together these results entail the lemma. We are going to use Bernstein’s
inequality. First we take a point xz € [h,1 — h|. The proof will be similar for z; €
[0,h) U (1 — h,1] and we define the random variables Z;, for i € {1,...,n} by

_1 Xi—.Tk 1 Xi_mk
A () - e ()]

These variables satisfy Ef[Z;] = 0, Ef [Z7] < % and |Z;| < #5maz The constant Kpap
is such that K(z) < Kjap for all z in [—1, 1] and 4 is such that p(z) < py for all z in [0, 1]
(such y; exists because 1 is continuous). Let A(k) = {|u(z) — & S0, K (Fi2) | < 6,
We have

=1

P¥(A(k)) = P* (|%i(zz + Op)| < 5n> ;

where 0 ), = f_ll K (y)[m(xk + yh) — p(zy)|dy. As p satisfies a Lipschitz condition, dyp,
satisfies |0g,n| < ph f_ll K (y)|y|dy with p > 0. We have for n large enough

PX(A(k)) > P* (%XR:ZJ < 0p — \@e,h\) :

i=1
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By Bernstein’s inequality applied to the variables Z;, we have

n(0n — |Ok,n])”
2((sn_|(5-Is:,h|)l(maa:)

azll
h + 3h

1 n
X
P ('ﬁZIZA <5n_|5k,h|) Zl—?exp _Q(K%,
Using the fact that 6y, = O(h), we obtain that for n large enough, there exists a constant
c4 independent of k£ such that
P*(A(k)) > 1 — 2exp (—canhdy) .

From this we deduce easily the result about A, because card{k} < .

Proof of Proposition 2.1

Let f € (8, L, Q). We have

Ey [w (451 ~ Olloe) Tng] <y/Br [w? (5211 — Olloc)]y/ B (BE)
<VE; (14 (W17 — 03oe))* VP (B)
since the event B, only depends on X,

< V14 E; ((651f - 03l1)) V/PX(BD).

Now E; ((wn_1||f — 97*1”00)27) < Y7 Dg (Q* + Ef||67]127). Some algebra and the fact

that
1 - X; — Tk
_ E K= —F 5n | > 6p,
max (nh p ( h ) ) ) =

yield E;[|6]22 = O(n"), with some ; > 0. From the relations above and Lemma 2.1,
we deduce that lim, . Er [w (¢, || f — 0% l0) Inc] = 0.

Proof of Proposition 2.2

Let f € ¥(8, L, Q) and xy € [h,1—h]. Consider n large enough such that 6,, < p(zg)—d,.

We have on B,
1 - X'—.’Ek
-5, < —)Y K| .
plan) < 0SSR ()
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Thus some algebra and the fact f € (8, L, Q) yield

B/ (0w 15,) — @) P (B,)| <| s By [%ZK(( " (e - f(xk))an]\

LI [ |ylP K (y) (ke + yh)dy

(k) — On
LR pu(zy) (1 + o(1))
(1(zk) — 6,) (28 + 1)

For x;, belonging to [0, k) or (1—A, 1], we have the same result. Thus forallk € {1,...,[2]}

U By (65 (zk)IB,) — f (k) P (Bn)| < (1 + uo(sj 5n) 06(21B++01(1)) < 06(215++01(1)).

<

As f € X(B, L, Q), we have for z € [0,1]

e, f)] <, _max,_ [buCon, P+ () PX(B,)

ke{l,..,[2]}
< max |b,(zg, f)| + qﬁnégL(l + o(1)).
kell2])

Then we obtain that ¢, b, (z, f)| < 06(21[;01(1)) with o(1) independent of f.

Proof of Proposition 2.3

Let f € ¥(8,L,Q), z> 1 and

P, =Py [{m]?xwglﬁn(xk, > sgiﬂ’i } N Bn] .

We have

28C)z
<) P T Zn( . Bn| .
P S ({45 Futon 11> 555 )
We are going to reason for x € [h,1—h], but the proof is similar for z;, € [0, h)U(1—h, 1].

As B, depends only on X1,...,X,, we have

2pC}z
26+1

b =5 B [, Zon 01> 5 | 1]

P; [{¢n1|2n(xk,f)l >

The variable En(xk, f) is gaussian conditionally on the X;’s, with conditional variance
equal to

o (PX (B, S, K2 (H)

(550 (=)
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Since n has been chosen such that PX(B,) > 0 in the definition of the stochastic term,
we obtain

wesc? (S K ()]
o (PX(B)y Xy, K2 (R) |

2pC)%
26+1

Pf |:{¢7,;1|2n(37k,f)| > } N Bn:| S ]Ef exp

Replacing the expression for & and o2 in terms of n, Cj, L, 3 and g, we obtain that the
quantity above in the right hand side is equal to

Ef |exp |— #logn(f+1) <”’l23 1K( : wk)>2 Ip

po(PX(Bn))*(28 + 1) 5 325, K2 (@)

n

We have on B,

"1

—K( )>u(xk>—5 > o~
]1nh

"1 a;k B+1

— K? < .

Consider n large enough such that py — 9, > 0. Thus we deduce using the inequalities

above that
LB 28C}z 2?lognC(6,)
Py ({6 o) > B8 0| < e [-22ERCR) ),
with
(MO - 571) (Sn(?’ﬂ + 2)
C(,) = ———T0 |1 —
po(PX(By))? (B+1) (M + ‘5"(;5?1))

The quantity C(d,) tends to 1 as n — oco. Because of the fact that card{k} <9, Ly /8
we have .
P, < 6. (logn) mrip—a),

Proof of Proposition 2.4

Let f € 3(8, L, Q). We are still going to reason for z; € [h,1— h], and the proof is similar
for 24 € [0, h)U(1—h, 1]. Let Uy (z, f) = Up(xx, f) PX (Bp)Is, —Ef [Up(zk, ) PX(Bn)1p,].
If B, holds, we have Z,(z, f) = Uy (zs, f) — E; [Un(zk, f)I,|PX(BS). Consider n large
enough such that for all z > ¢/2 we have

By [Un (@, £)15,1P¥ (By)| <
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Such choice of n is possible in view of Lemma 2.1, since Ef[U,(zx, f)Ip,] is bounded.
Thus we have

pr [{ur Zutoe )1 > 22} 0B < e 01> S

We are going to apply Bernstein’s inequality to the variable ﬁn (2, f) which is a zero-mean
variable bounded by 2@Q). Since u(xy) > po, the variance of Uy, (xy, f) satisfies

LS () K (R
LS K ()

Ef [Un(xkaf)Z] <E; ) I, (PX(B,))’|,

1 \ , (X1 — o
S(H(xk)—5 )thQEf {f (XK ( )} (P7(Bn))",
Q*p(xy) (1 + ,
= (ular) — 30) 2nh / K- (y)dy,
<Dl +olt)

where o(1) is uniform in f € 3(3, L, Q) and Dy is independent of f € X(f5,L,Q), n and
k. By applying Bernstein’s inequality to the variable U, (zg, f) (note that here the family
of random variables contains only one summand), we obtain

= BChz A2
P Yo, <2 _
e Do 1) > 25| < 200 | — (ot 7))
nh 3
where \ = w;‘gféz Thus for n large enough, we have
T Cyz
P [t )] > 25| < 2exp (- Dust),

with Dy independent of f € (53, L, Q) and k. To finish the proof, it is enough to note
that card{k} = [2] < 67 ¢n /7.
Proof of Lemma 2.2

Like in Lemma 2.1, using Bernstein’s inequality we obtain that for n large enough

(B+DEB+1) ¢ Xk =05 57
pPX {‘ T ;(1 - |Tj| 1‘ > &?} < 2exp(—nhDg)

where Dy is a constant which depends on ¢, but does not depend on n. Now

1)(28+1
ZPX{ ﬁtmoé?ilj )Z(l_| a]|ﬁ 1‘>5}
k=1
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Thus
P* [N{'] < 2M exp(—nhDs).

1—¢

Since M = O ((L) e

logn

), we deduce that lim, . P* [NC] = 0.

Proof of Proposition 2.5

(¢) The fact that y; is conditionally gaussian with conditional mean #; comes from the
definition of y; and the fact that the functions f; have disjoint supports. The conditional
variance of y; satisfies for X € N,

Var(y;|X) =E, [(2;;1 63 (X0)) |X]

(ZL fj2(Xk))2

T (X

0.2

L2h?6 ZL (1 -

Xk—aj
h

ﬂ)2 '
+
Using that X € N, and replacing the expression for o and A in terms of Cj, n, § and L,
we obtain the inequality for v;.

(#7) comes from the fact the functions f; have disjoint supports and that the &’s are

independent and independent of the X;’s. (ii7) is obtained by calculating the likelihood
function of Y7, ..., Y, conditionally on X, for X € N,,.

2.4 Appendix of Chapter 2
Proposition 2.6. For all § € [-1,1]M, we have f(-,0) € X(3, L).

1700?. Le( T € [05 1] We set f](ﬂ')) I‘h ( ‘ h | ) ’
+
Then we have f(l',g) = Zz{\ij—o 6J'Jj(x)'
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e First we are going to show that f; € (8, L). Let z,2’ € [0,1]. We have

B / B
xr — aj xr — a;
(@) - fa)] < o || 20l [T
' B
<Lhﬂ l‘_aj_x_a/j
- h h
<Llz—2.

This gives the result.
o Let show that f(-,6) € X(5,L). To obtain that we consider the case + € [a; —

h,a; + h| and 2’ € [aj11 — h,aj11 + h], pour j € {1,..., M —1}. We have
[f(x) = f(2")] = 10;fi() — Oj11f51(2")]|
< |fi(@) = fila; + B)| + [ f+1(ajr1 — B) = fira(2")]
< 2L(2h)°
< L (2Y521)".

Since |z — '| > 2'/82h we obtain that |f(z) — f(2')| < |z — 2'|?. From this particular
case we can easily show that |f(z) — f(z')| < |z — 2'|? for all 2,2’ € [0, 1]. 0O



Chapter 3

Asymptotically exact minimax
estimation in sup-norm for anisotropic
Holder classes

3.1 Introduction

Let {Y}, t € [0, l]d}, be a random process defined by the stochastic differential equation
o
Vn
where f is an unknown function, n > 1, ¢ > 0 is known and W is a standard Brownian
sheet in [0, 1]%. We wish to estimate the function f given a realization y = {V},t € [0, 1]*}.
This is known as the Gaussian white noise problem and has been studied in several
papers starting with Ibragimov and Hasminskii (1981). We suppose that f belongs to
a d-dimensional anisotropic Holder class ¥(3, L) for 8 = (Bi,...,534) € (0,1]¢ and L =

(Ly, ..., L) such that 0 < L; < co. This class is defined by :

E(ﬁaL) = {f : Rd —R: ‘f(a:) _f(y)‘ < L1|$1 _yl‘ﬁl +"'+Ld‘md_yd|ﬁd’xay € Rd}a

dY; = f(t)dt + —=dW,, te€[0,1]% (3.1)

where © = (z1,...,24) and y = (y1,.-.,Ya)-

In the following Py is the distribution of y under model (3.1) and Ey is the corresponding
expectation. We denote by 3 the real number § = (Z?Zl 1/B;)7t. Let w(u), u > 0,
be a continuous non-decreasing function which admits a polynomial majorant w(u) <
Wo(1 4+ u”) with some finite positive constants Wy, v and such that w(0) = 0.

Let fn be an estimator of f, i.e. arandom function on [0, 1]? with values in R measurable
with respect to {Yt,t € [0, l]d}. The quality of f, is characterized by the maximal risk in

Sup-norm
FES(B,L) (I

40
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where v, = (k’%)# and |[|g]|cc = supyepo17¢[9(t)|. The normalizing factor ), is used
here because it is a minimax rate of convergence. For the one-dimensional case, the
fact that 1, is the minimax rate for the sup-norm has been proved by Ibragimov and
Hasminskii (1981). For the multidimensional case, this fact was shown by Stone (1982)
and Nussbaum (1986) for the isotropic setting (8; = --- = [4), but it has not been
shown for the anisotropic setting considered here. Nevertheless there exist results for
estimation in I, norm with p < oo on anisotropic Besov classes Kerkyacharian et al.
(2001) suggesting similar rates but without a logarithmic factor. The case p = 2 has been
treated by several authors (Neumann and von Sachs (1997), Barron et al. (1999)).

Our result implies in particular that 1, is the minimax rate of convergence for esti-
mation in sup-norm. But we prove a stronger assertion: we find an estimator f; and
determine the minimax exact constant C(3, L, o?) such that

C(B,L,0%) = lim inf R, (f,) = lim R,(f?), (3.2)
n—oo fn n—oo

where inf; stands for the infimum over all the estimators. Such an estimator f; will be
called asymptotically exact.

The problem of asymptotically exact constants under the sup-norm was first studied in
the one-dimensional case by Korostelev (1993) for the regression model with fixed equidis-
tant design. Korostelev found the exact constant and an asymptotically exact estimator
for this set-up. Donoho (1994a) extended Korostelev’s result to the Gaussian white noise
model and Holder classes with 5 > 1. However asymptotically exact estimators are not
available in the explicit form for 8 > 1, except for 8 = 2. Korostelev and Nussbaum (1999)
found the exact constant and asymptotically exact estimator for the density model. Lep-
ski (1992) studied the exact constant in the case of adaptation for the white noise model.
In Chapter 2, we have found the exact constant and an asymptotically exact estimator
for the regression model with random design.

The estimator f* defined in Section 3.2 and which will be shown to satisfy (3.2) is a
kernel estimator. For d = 1, the kernel used in our estimator (and defined in (3.3)) is the
one derived by Korostelev (1993) and can be viewed as a solution of an optimal recovery
problem. This is explained in Donoho (1994a) and Lepski and Tsybakov (2000). For our
set-up, i.e. the Gaussian white noise model and d-dimensional anisotropic Hélder class
¥ (B, L) for B=(B,...,B4) € (0,1]% and L € (0, +00)?, the choice of optimal parameters
of the estimator (i.e. kernel, bandwidth) is also related to a solution of optimal recovery
problems. In the same way as in Donoho (1994a), the kernel defined in (3.3) can be
expressed, up to a renormalization on the support, as

_ f5(®)
k)= Jza F5(s)ds’

where f; is the solution of the optimization problem

max /(0),

[lfll2<1
fex(s,1)



42 Exact minimax estimation in sup-norm for anisotropic Holder classes

where we denote || f|l2 = (fza fQ(t)dt)l/2 and 1 is the vector (1,...,1) in R?.

The anisotropic class of functions in this paper does not turn into a traditional isotropic
Lipschitz class in the case 5; = ... = 4. For an isotropic class defined as

{f:10,1] = R:[f(2) - f(y)| < Lllz — yl¥, 2,y € [0, 1]},

with 8 € (0,1}, L > 0 and || - || the Euclidian norm in R¢, radial symmetric ’cone-type’
kernels should be optimal. Such kernels of the form K (z) = (1 — ||z||)+, for z € R¢, are
studied in Klemeld and Tsybakov (2001). We denote (¢); = max(0, t).

In Section 3.2, we give an asymptotically exact estimator f; and the exact constant
for the Gaussian white noise model. The proofs are given in Sections 3.3 and 3.4.

3.2 The estimator and main result

Consider the kernel K defined for u = (uy,...,uq) € [-1,1]¢ by

K, ug) =" ;ﬁu ~ Juls)s, (33)

(67

where

2L, T()

F(%) H?:l Bi ,

I denotes the gamma function and |uls = 370, |us|%.

Lemma 3.1. The kernel K satisfies f[ K(u)du =1 and

_1,1]d

/ K*(u)du = M
[~ 1,1 Ba(28 +1)

This lemma is a consequence of Lemma 3.3 in the Appendix of Chapter 3.
We consider the bandwidth (A4, ..., hy) where

3/(98 1/Bi — B P}

B C() <logn) B/(26+1) o _ 2BL ﬁ 1 28+1
T f 3 0 — g * —3
i n af

with
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Finally, we consider the kernel estimator

1
hy - ha Jioe

() = K, (u,t)dYy, (3.4)

defined for t = (t,...,t4) € [0, 1]¢, where for u = (u1,...,uy) € [0, 1]¢

d

uy —t Ug — 1

Kn(u,t):K( 1h1 1,..., dhd d)Hg(ui,ti,hi),
i=1

and
1 if t; € [hi, 1 = hy]
g(ui, i, hi) = ¢ 2101 (“’}Z”) if t; € [0, hy)

%

20110 (T“) if t; € (1= hi, 1].

%

We add the functions g(u;,t;, h;) to account for the boundary effects. Here and later I4
denotes the indicator of the set A. We suppose that n is large enough so that h; < 1/2, for

1 =1,...,d. Using a change of variables and the symmetry of the function K in each of
its variables, i.e. for all u = (uy,...,uq) € RY, K(ug, ..., ug) = K(. .., i1, —Us, Uiy, - --),
we obtain that .
K, (u, ) du = / K (u)du = 1. (3.5)
hl A hd [0’1]d [,171]d

The main result of the paper is given in the following theorem.

Theorem 3.1. Under the above assumptions, relation (3.2) holds for the estimator f
defined in (3.4) with
C(ﬁa La 02) = ’U)(Co)

Remark. For d = 1 the constant w(Cjy) coincides with that of Korostelev (1993).

We will prove this theorem in two stages. Let 0 < ¢ < 1/2. In Section 3.3, we show
that f, satisfies the upper bound

limsup sup By [w (||fy = fllootin!)] < w(Co(1+¢)). (3.6)

n—oo  fex(g,L)

In Section 3.4, we prove the corresponding lower bound

liminfinf sup [E; [w (||fn - f||oo¢,;1)] > w(Co(1 - €)). (3.7)
N0 fn feS(B,L)

Since ¢ > 0in (3.6) and (3.7) can be arbitrarily small and w is a continuous function, this
proves Theorem 3.1.
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3.3 Upper bound

Define for ¢ € [0,1]% and f € X(3, L) the bias term
bn(t, ) = By (fo(8)) — f(2)

and the stochastic term

Zn(t) = fn(t) — Er (£ (1)) Ko (u, t)dW,.

o
N h1 cee hd\/ﬁ [0’1]d
Note that Z,(t) does not depend on f. Here we prove inequality (3.6).

Proposition 3.1. The bias term satisfies

Co
sup ¥, 1bn (s F)lloo < ——.
fex(s,L) e D 28 +1

Proof. Let f € (3, L) and t € [0,1]¢. Suppose n large enough such that (3.5) is satisfied.
Then

1
Es (f; () = f(t)] = ‘hl._.hd [Ol]dKn(u,t)(f(u)—f(t))du
d
9 oro — +.1Bi
< — [O’l]dKn(u,t) (;Lzm, t] )du.

Then, using a change of variables and the symmetry of the function K in each of its
variables, we have

- d
E(0) - f0) < 22N S Lk,
=1

of

where ,

B [l e =
[-1,1)¢ Ai(F+1)(28+1)
the last equality being obtained from Lemma 3.3 in the Appendix of this chapter. Putting
these inequalities together, we obtain, for all ¢ € [0, 1]¢

B
bt f)] < Co (logn)zrm
I T4\ n '

Proposition 3.2. The stochastic term satisfies for any z > 1 and n large enough,
_(22—1)

23C, _
sup Py |9 Znlloo > b OZ] < Dy (logn) Y2+,
FEX(B.L) 28+ 1

where D1 is a finite positive constant.



3.3. Upper bound 45

Proof. The stochastic term is a Gaussian process on [0, 1]%. To prove this proposition, we
use a more general lemma about the supremum of a Gaussian process (Lemma 3.4 in the
Appendix of Chapter 3). We have

Py 1/151||Zn||oo > ;gf_oi} =Py !tes[g,ll)}d &l > 7'0] )
with B
BBz Ty
o(26+1)
and
& ! K, (u,t) dW,.

B Vhihg [0,1]¢

We will apply Lemma 3.4 (cf. Appendix of this chapter) to the process & on the sets A
belonging to

S = {A = HAZ A\ € {[0, hz),[hz,l — hz],(l — hz,l]}} .

Let A € S. The process & on A has the form

1 / (51 —tl ud—td
S S ( ) aw.,,
Vhy---ha Jp,1)e hy hq

where Q(u1,...,uq) = K(ug,...,uq) H?Zl 9i(u;) and

2[[_1’01 lf Az = (]_ - hi, 1]

&t

The function @ satisfies | Q|| = [z« @° = || K|[3. Moreover we have the following lemma
which will be proved in the Appendix of Chapter 3.

Lemma 3.2. There ezists a constant Dy > 0 such that, for all t € [—1,1]%
d 2
/ (Q(t + u) — Q(u))*du < Dy (Z |tz-|‘“in<1/2,m>) _ (3.8)
R? i=1

The process &, satisfies the conditions of Lemma 3.4 and in particular satisfies condition
(3.12) of that lemma with o; = min(1/2, 5;) in view of Lemma 3.2. We have by Lemma 3.3

b Hh‘ _ C’é/ﬁ logn 1/(2B+1) 2 _ 22logn
i P \n 2K 2B+
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The condition ry > mch is then satisfied for n large enough. We obtain for n large

enough that the quantity N(h) (cf. Lemma 3.4) satisfies

Ds 1/B+1/2
N(h) < =2 (|loghl'"?)
< Dgnﬁ(log n)l/2p+1
where Djs is a finite positive constant. Moreover the quantity “()g’"% is well defined and
bounded independently of n, for n large enough. Then there exists D, > 0 such that
2-1)

Py {sup |&| > 7'0} < Dyn 26+t (logn)lﬂﬁJrl
teA

and we obtain Proposition 3.2 by noting that card(S) = 3¢.
U

We can now complete our proof of inequality (3.6). Let A, = ¥, ||ff — flloo for
f € X(8,L). We have, since w is non-decreasing,

Ef (w(Any)) =Ef (w (Anyg) Iia, ;<ate)c0)) + Er (w (Any) La, ;>04e)co})
< w((146)Co) + (B (w?(Any)))? (Pr[Any > (1+£)Co))? .

Therefore to prove inequality (3.6), it is enough to prove the following two relations

(1) llmn_)oo Supfez(ﬂyL) IPf [An,f > (1 + E)C()] = 0,
(ii) there exists a constant Dj such that limsup,, ., supress, ) B (w? (Anf)) < Ds.

Let f € X(B, L). To prove (i), note that, for n large enough
2300(1 + 8):|
26+1 |’
which is a consequence of Proposition 3.1. By Proposition 3.2 with z = 1 4 ¢, the right-
hand side of this inequality tends to 0 as n — oo.

By [Any > (1+)Ch] < Py [w;lnznnoo .

Let us prove (ii). The assumptions on w imply that there exist constants Dg and Dy
such that

Es (1 (Ang) < Do+ Dy [By (@ 1Zalloc)”) + (6, 10n (-, F)l10)]

Using the fact that
+00
B (00 1Z)") = [ B (6712001 > 1)t

and Proposition 3.2, we prove that limsup,_,. E; [(¢;1||Zn||oo)27] < oo. This and

Proposition 3.1 entail (ii).
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3.4 Lower bound

Before proving inequality (3.7), we need to introduce some notation and preliminary facts.
We write

1

th(,% (logn)zﬁlﬂ’ B — (%) B; (10;3171) Bi(2%+1)'
n i

Let m; = m - 1} with [z] the integer part of x and M = H?:l m;. Consider the

points a(ly,...,lq) € [0,1]¢ for [; € {1,...,m;} and i € {1,...,d} such that:

1
a(ll, ceey ld) = 2(25 + 1) (hllla P h’dld) .
To simplify the notation, we denote these points a4, ..., ay and each a; takes the form:
(J,j = (aj’l, ceey aj,d).

Let 8 = (01,...,0y) € [-1,1]™. Denote by f(-,0) the function defined for ¢ € [0, 1]¢ by

f(t,0) = Zijj(t),

where
t,' — Gy

hi

filt)=1° (1 -3

=1

ﬂi)
+

S ={f(0):0€[-1,1"}.
For all § € [-1,1)™, f(-,0) € £(B, L), therefore &' C (8, L).

Define the set

Suppose that f(-) = f(-, ), with # € [-1,1]*, in model (3.1), and denote Ps.0) = Py.
Consider the statistics:

y; = Joe F5(0)Y: fiody, = (1,...,M}.
f[o,ud f3(t)dt
Proposition 3.3. Let f = f(-,0) in model (3.1).
(1) Forallj € {1,..., M}, y; is a Gaussian variable with mean 0; and variance equal
to . 234_ .

Up,

~ 2logn’
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(ii) Moreover, Py is absolutely continuous with respect to Py and

dPH H Doy, y]

where ¢, is the density of N'(0,v2) and Py = P,... o).

Proof. (i). Let j € {1,..., M}. Since the functions f; have disjoint supports, the statistic
y; is equal to

0f01dfj th
\/_f01df2

Since (W}) is a standard Brownian sheet, y; is gaussian with mean 6; and variance

2 2
9 o g

"n o F7@)dE T nh2hy byl

v (3.9)

where (see Lemma 3.3) 3)

d 2 =3
_ _ B _ 2a3
I /[1,1]d (1 Z|tz| )+dt BT (3.10)

=1

Therefore _
o2 Li/ B

n 2Ej- 1

IC, " logn
Using the definition of Cy, we obtain (3.9).

(ii). Using the Girsanov’s theorem (see (Gihman and Skorohod, 1974, Chap. VII,
Section 4)), since the functions f(-,8) belong to L? ([0,1]?), Py is absolutely continuous
with respect to Py and we have

Z%(y) :exp{?/f(t,@)dwt— %/ﬂ(t,&)dt}.

Since the functions f; have disjoint supports

LN S SO SN | e
d]P’oy p V2 iYi 20?2 e

n j=1 n j=1 SD'Un yﬂ
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With these preliminaries, we can now prove inequality (3.7). For any f € (5, L) and
for any estimator f,, using the monotonicity of w and the Markov inequality, we obtain
that

Ey |w (4, 1 = flloe) | w(Co(1 = )Py [ 1 = flloe > Col1 =€)
Since X' C (B, L), it is enough to prove that lim, ,, A, = 1, where
An = inf sup Py [4,[1fu = flloe 2 Co(1 = 2)]
fn fEX
We have max;_,. |J/”\n(aj) — flaj)| < ||]/”;1 — flloo- Setting éj = J/”;(aj)Cown and using
the fact that f(a;,0) = Cotp,0; for 6 € [—1,1]™, we see that

A, > inf  sup Py(Ch),

geRM ge[—1,1]M

_____ \0 —0;|>1 —5} and § = (él,...,éM) € RM is measurable
with respect to y = {Y;,t € [0,1]¢}. We have

where C,, = {max] 1

A, > inf / B, (C,))m(db),
{—(1—¢),1—e}M

feRM
where 7 is the prior distribution on 0, w(df) = Hjﬂil 7;(df;), where 7; is the Bernoulli

distribution on {—(1 —¢),1 — ¢} that assigns probability 1/2 to —(1 —¢) and to (1 — &).
Since Py is absolutely continuous with respect to Py (see Proposition 3.3), we have

dPy
A, f 1 db
_egllw/]Eo ( C“dIP’O)ﬁ( )
. Doy, y]
= inf E, w(df).
9eRM/ ( ]1_[1 Do, (Y5) ) ()

By the Fubini and Fatou theorems, we can write

A, >1— sup/ / AP, (Y — 05)m;(db;) | dPg
P | Y (T ( H {Ie5=;1<12) B

1
Z]- _/— Sup/I _ . (Pvn( . H)W(de) d]PO
Hj]v; Do, (Uj) (1_[1«9-6R {16;—0;|<1—e} ) m;(db;

It is not hard to prove that the maximization problem

maX/I{éj_0j|<1_6}gp’un (y] - 0]) Wj(dej)

0;eR
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admits the solution ,0; (y;) = (1 =)l >0y — (1 — €)I{y;<0y- By simple algebra, we obtain
1
/I{ﬁjejas}%n (y5—0;)m;(d;) = 5 (@u, (g — (1 = ) gy;01 + Po, (Y5 + (1 — €)) [1y;<03) -

Under Py, the random variables y; are i.i.d. Gaussian A/ (0,v2). Thus

M
1
A21-1] 3 /R (0 (5 — (1= )y, 01 + Po, (Y5 + (1 — €)1y, <0) dy;
j=1

21— ([ "l — (1 2y
(oo ()

where @ is the standard normal cdf. Using the relation

M

1

O(—2) ~ o

exp (—2°/2)
for z — 400 and the definition of v,,, we have

_ (1-¢) _ Un n*ggf 0
® ( o ) Va1 =9 (14 0(1)).

1
Now M > C"< i )25+1, for some constant C’ > 0, therefore lim,,_,,, M® (—(1_5)) =

logn Un
1 _ M
lim (1—<I><—Q)> —0,
n—0o0 Un

which completes the proof of the lower bound.

+o00 and

3.5 Appendix of Chapter 3

Proof of Lemma 3.2. Lett € [—1,1]? and u € RY. We have Q(t+u)—Q(u) = Dy (@(t +u) — é(u)) )

where Q(u) = (1 — |ulg), [T, Ie,(us), with G; € {[0,1],[~1,1],[~1,0]} and Ds is a pos-
itive constant. We have:

o If [t+ulg > 1 and |u|g > 1, then Q(t +u) — Q(u) = 0.
o If [t +ulg <1and |ulg > 1, then

0<Qt+u) = Qu) =1~ [t+uls < Juls — |t +uls < |t]s.
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o If [t +u|g > 1 and |u|g < 1, then for the same reason 1Q(t+ u) — Q(u)| < |t]-

Thus to prove (3.8), it is enough to bound from above the integral

I(t):/(@(t+u)—@(u))2htdu,

where Ay ={u € R: [t +ulsg <1, |ulg < 1}. We have I(t) = Bi(t) + B2(t) where

Bat) = [ (@t+ ) = Gw) Tz, dn

Balt) = [ (@t +0) - Q) Lyzpd

At={ueR:@(u)¢o,©(t+u)7éo}.
We have

d 2
By(t) < 2% (|t[5)" < 2 (Z |ti‘min(ﬁi’1/2)) :

i=1
since mes{u € R : |u|g <1} < 2, where mes(-) denotes the Lebesgue measure. Moreover
we have mes(4; N AC) <237 | |t;| and then

d d 2
t)<2') |t < Dy (Z \ti|min<ﬁz-,1/2)>
=1 i=1

with Dy a positive constant. This completes the proof. O

Lemma 3.3. (Gradshteyn and Ryzhik, 1965, formula 4.685.2) For a continuous function
f: Ay — R, we have

/Aof( )Pll 22 gy - dag
L r(3) (

R ﬂdf(

|"B Qrﬁ

PLy .. Pd_
/f x51+ oy

m|*6 mr:s

where
AOZ{ (l'l,...,l'd)E[O,l]d:xf1+...+xgdSl }

and the B; and p; are positive numbers.
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Lemma 3.4. Let Q : R* — R be a function such that |Q3 = [pa @® < 00, A be a

compact set A = [[%, A; with A; intervals of [0,400) of length T; > 0 and W be the
standard Brownian sheet on A. Let hq, ..., hq be arbitrary positive numbers and we write
h = H;j:l hi. We consider the gaussian process defined for t = (t1,...,tq) € A:

—t
X, = td d) dW,, (3.11)

/ (Ul—tl
—hd - gy hd

with u = (ug,...,uq). Let (au1,...,cq) € (0,00)% and let o be the number such that
1a=3% 1/0;. Let T =[], T;. We suppose that there exists 0 < ¢; < 0o such that,
for t € [-1,1]4,

[ (@t+0) - Quyau< (clz\w) . (312)

Then there exists a constant ¢ > 0, such that for b > cy/|logh|'? and h small enough,

b2 Cgb
P X >bl < N(h S — - - 3.13
[32}3' 2 ]— ”e"p< 2IIQII%)eXp(I|Q||%|logh\1/2)’ (3.13)

where ¢y = c3(cq + 1/y/a), ¢ and ¢4 do not depend on hy, ..., hq, T and o, P denotes the
distribution of {X;,t € A} and

= 2H ( (c1d| 1ogh|1/2)1/"" + 1) .

Note that if the h;/T; — 0, then for the h;/T; small enough
a1l 1/2\ 1/
N(h) <2 T (crd|logh|'7?) 7.

This lemma is close to various results on the supremum of Gaussian processes (see Adler
(1990), Lifshits (1995), Piterbarg (1996)). The closest result is Theorem 8-1 of Piterbarg
(1996) which, however, cannot be used directly since there is no explicit expression for the
constants that in our case depend on h and 7" and may tend to 0 or co. Also the explicit
dependence of the constants on « is given here. This can be useful for the purpose of
adaptive estimation.

Proof. Let A > 0 and Ny (A,
1/ 1/a
length A, (q—d) 1,. .. hq (i) ‘ that cover a set S C A. We have

,_Ti Cld 1/a;
Sifad 1
e ( X ) K

S) be the minimal number of hyperrectangles with edges of
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where [z] denotes the integer part of the real x. Denote by Bi,...,By, ) such hyper-
rectangles that cover A and choose A = |logh|~'/2, well defined for h < 1. We have, for
b>0,

Ni(\,A) Ni1(A,A)
P[sup\Xt\Zb} < ) P sup Xy >b| <2 ) PlsupX,>0|. (3.14)
teEA j=1 j=1 teB;

Let j € {1,..., Ni(A, A)}. Using Corollary 14.2 of Lifshits (1995) (cf Annex .1), we obtain
for b Z 4\/§D(B],O'J/2)

P [sup X, > b] < exp <—g (b . 4\/_D(B],a]/2)) ) (3.15)

teB j

where o7 = SUDye g, E(X?),

/2
D(Bj,oj/g):/ (logNBj(u))l/2du,
0

where N, (u) is the minimal number of p-balls of radius u necessary to cover B; and p is
the semi-metric defined by

p(s,t) = (B[(X,— X)"])*, s teA,

where |E is the expectation with respect to P. Let us evaluate ojz. We have, by a change
of variables,

1 9 [U1 — 1t ud_td> 2
02 =su e du < ) 3.16
sy [0 (U ol (o

Sz tz

Let s, € B;. For h small enough, we have < 1 and, using (3.12) and a change of

variables, we obtain

A (3.17)

d
pst) <e |2
i=1

In view of (3.17), we have a rough bound for A small enough

()"])

A 1[ d 1/2
4v2D(B;,0,/2) < 4V2 / [log (N (u, B;))]Y? du < 4\V/?2 / [Zlog (1+ul/°"')] du

—1
hi

N, (u) < Ni(u, Bj) ﬁ(l—i—

Thus for A small enough

d 1
<2y / llog (1 + u=/)]""* du.
i=1 0
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Here

! 1/2 ! 1 1/2
/ [log (1 + u_l/o‘i)] du :/ [log ( + ul/o”) - — log u} du
0 0

/ | log z|/%dz.
Then we have for j € {1,...,N1(\,A)}

4V2D(B;,01/2) < Aes(cqa + 1/v/a) = ), (3.18)

log

where c3 and ¢, are positive constants independent of j, 7', h and «. Substituting (3.15),
(3.16) and (3.18) into inequality (3.14), we obtain, for b > ¢, A and for A small enough,

1
P [sup ‘Xt| Z b:| §2N1()\, A) exp (—W(b - Cg)\)2) y
2

T e (e (220)
= P20z P eIz )

Then for b > h|1 —<2 and for h small enough, we obtain (3.13).



Chapter 4

Asymptotically exact minimax
estimation in sup-norm for additive
models

4.1 Introduction

In Chapter 3, we estimate a d-dimensional Holder function in white noise model in L,
norm. For the estimation of anisotropic Hélder functions belonging to (53, L), with
B=(Br,---,Ba) €]0, 1]¢, we have seen that the optimal rate of convergence is of the form

_B _ -1
(1"%) 6+1 with § = (Z?Zl 1/&-) . For isotropic Holder functions (i.e. when g; = 8

for all 4), this rate is (10%) 25’%. The problem is that, when d increases, the optimal rate
of convergence becomes worse. This problem is known as “the curse of dimensionality”.
To overcome it, Stone (1985) presents a dimensionality reduction principle. He explains
that, for a non-parametric model in which the function f is defined explicitly in terms
of other functions and in which at least one is d’-dimensional and none is more than d'-
dimensional, the model will also be consider d’-dimensional. We can find in the literature
that this principle is satisfied for some generalized additive models. These models were
introduced by Hastie and Tibshirani (c.f. Hastie and Tibshirani (1986),(1990)). Stone
(1985) shows that this heuristic principle can be applied in the additive regression model
for the following setting. He studied the estimation in Ly norm of the regression function
f such that f(z) = E[Y'|X = z], where Y and X = (Xy,..., X,) are two random variables
with values in R and [0, 1]¢ respectively. He supposed that f is additive, i.e. that it takes
the form

d
f(xla"'axd) = :u'i'ij(xj)a (xla---axd) € [Oa 1]d’
j=1

with p = E[f(X)], E[f;(X;)] = 0 and that the f; belong to the class (8, L) with 8 > 0
and L > 0. He established under some mild conditions that the rate of convergence for

35
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the estimation of f in L, norm is n™ 26+1, in other words it is the same rate of convergence
as for the estimation of a one-dimensional Hélder function of smoothness 5. In Stone
(1986), he studied another generalized additive model, where E[Y |X = z] = b(f(x))
where b is a given function and f is additive. He proved that the dimensionality reduction
principle is valid for estimation in this model in Ly norm. Golubev (1992) studies the exact
asymptotics of the minimax risk for additive Gaussian white noise models and projection
pursuit models in Ly norm. Baraud (2002) and Baraud et al. (2001) study the estimation
in Ly norm of an additive regression. They suppose that the f; belong to a Besov class

__B_
of smoothness 3; and they prove that the rate of convergence is of order n 25+1 with

B= mind ;. (4.1)

i=1,...,

In this chapter, we study the Gaussian white noise additive model. Our goal is to estimate
an unknown function in L ([0, 1]%) norm and to study the exact asymptotics of the L-
risk. This will imply that the dimension reduction principle is satisfied under the L-risk

B
with the rate of convergence (k’%) 2841

Let {Y;,t € R?}, be a random process defined by the stochastic differential equation

o
dY, = f(t)dt + —=dW,, te R¢, 4.2
= FOdt -+ Z=aW, (42)
where f is an unknown function, n € N*, ¢ > 0 is known and W is a standard Brownian
sheet in RY. We want to estimate the function f on [0,1]¢ given a realization y =
{Yt,t € Rd}. We suppose that f belongs to the anisotropic additive class ¥,4(5, L) with
ﬁ: (ﬁl;---;ﬁd) ER(_ii_ and L = (Ll,...,Ld) ERi where

d
Zad(ﬁ, L) = {f : ]Rd —R: f(t) = Z‘fl(tz) with fz c E(ﬁZ,LZ) and / f,(.T)d.’E = 0}
i=1 R

for t = (t1,...,tq) € R An estimator 8, = 0,(z), x € R?, is a measurable function with
respect to the observations (4.2). We define the maximal risk with sup-norm loss of an

estimator 6,, by
071. - 00
R,(6,) = sup Ky <w (w)) )
F€Saa(Bi1) Un

where w(u) is a loss function, i.e. a continuous non-decreasing function defined for u > 0
which has a polynomial upper bound w(u) < Wy (1 + u”) with some positive constants
Wo, v and such that w(0) = 0, || f|lec = supep1 [f(7)| and E; is the expectation with
respect to the distribution Py of y under the model (4.2). We denote

_B
W = <logn) 25+1 ’ (43)

n
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with E defined in (4.1). We will study the case B €]0, 1]. We are going to prove that v, is
the minimax rate of convergence on the class ¥,4(53, L) and we will find the minimax exact

constant Cyq and an asymptotically exact estimator ﬁl for this problem of estimation, i.e.
the constant C,, and the estimator f, that satisfy
w(Coq) = lim inf R, (6,) = lim R,(f,), (4.4)
n—o0 Op n—o0

where inf, stands for the infimum over all the estimators. The rate of convergence

depends only 8. We will see that C,y and the asymptotically exact estimator depend
only on § and L. This is understandable because the estimation in the direction with
smoothness greater than /3 is faster. Moreover the optimal rate of convergence is the rate
of convergence for the estimation of a one-dimensional function of smoothness 3, which
can be interpreted as the dimension reduction principle.

This chapter is organized as follows. In Section 4.2, we give an asymptotically exact
estimator f, and the exact constant which satisfy (4.4). Section 4.3 and 4.4 are devoted
to the proofs.

4.2 Main result
Before giving the result, we introduce some notation. We set

A={ie{l,....d}:5=F},

We consider the estimator

7. = /R zd: %KE (%) na (4.5)

defined for t = (t1,...,tq) € [0,1]%, where the bandwidth h = (hy,..., hq) satisfies for
j€{l,...,d} and some D >0
CVF (lamym BT e p = p)

J— ad
h; = n

1 Z ~
(lEn)35+1 (logn)”  if B; # B,

|

(4.6)

W
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and the kernel K 5 is

Kioz) =22 (1- |x|5)+,xeR. (4.7)

We have the following result.

Theorem 4.1. Let 8 € R% such that B €]0,1] et L €]0,00]®. Let w a loss function and
let 1, be defined in (4.3). Under the above assumptions, we have

lim sup Ef [w (”fn - f||001/]r:1>i|
N0 fes,q(B,L)

= lim inf sup Ey [w (||9n - f||0<>1/);1)] = w(Caa),

n=00 On fex,4(8,L)

where infy  stands for the infimum over all the estimators.

We are going to prove this theorem in two stages. Let 0 < ¢ < 1/2. In Section 4.3,
we show that f,, satisfies the upper bound

limsup sup E; [w (||ﬁ1 — f||oo¢;1)} <w(Co(1+¢)). (4.8)

n—00  f€X,q(B,L)

In Section 4.4, we prove the corresponding lower bound

liminfinf sup E; [w ([|6n — fllo®n')] > w(Cua(1 —¢)). (4.9)

n=00 bn fex,4(8,L)

Since ¢ > 0 in (4.8) and (4.9) can be arbitrarily small and w is a continuous function, this
proves Theorem 4.1.

Remarks:

1. Our result is for Holder classes $,q(3,L) with 8 = (B1,...,584) € R% such that
B €]0,1]. For this setting the exact constant and the asymptotically exact estimator
depend only on § via # and are explicitly known. For 3 € Ri such that 5 > 1, a
similar result can be obtained but the exact constant and the exact estimator are

B
not explicitly known. It can be proved by a similar proof that 1, = (1"%) 26+1 s
the minimax rate of convergence and that the minimax constant is
B+1 2
~B+1\ 25+1
oL F

28 +1

C'ad = fﬁ(o)

where fﬁ is the solution of the optimization problem

max 0
lIfll2<1 1(0)
Fex(p,1)
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(cf. NChapter 5 for more details on this problem). The asymptotically exact estimator
for # > 1 has the form

d
falt :/ E:—K~< J ’)dYu,
(t) RdeIhj B h;

where h; is defined as previously with the new constant C,; and a new kernel

_ z®
K5(t) = trow

2. We suppose that we have observations Y; for ¢ € R¢. We could have obtained the
same result for observations Y; with ¢ € [0,1]? by modifying the kernel K3 on the
boundary as in Chapter 2 and Chapter 3.

3. Our result is for estimation in the Gaussian white noise additive model. We could
have obtained a similar result for the regression additive model with fixed design:

Y;Zf(lz)-i-é-z, izl,...,n,

where (ly,...,1l3) is an equidistant grid on [0, 1]? and the function f is of the form
d
fl@)=n+Y_ filz)),
j=1

with € R and the f; such that [ f;(t)dt = 0 and f; € ¥(8;, L;). For this model,
the minimax rate of convergence and the exact constant will be the same as in
Theorem 4.1 and an asymptotically exact estimator can be chosen as a Nadaraya-
Watson estimator defined for ¢ € [0,1] by:

n 2?21 Y;Kﬁ(ll}:t)
n(l) = n -
Snl8) Zi:l KE ( : )

h
where the notation % for two vectors t = (t1,...,t4),8 = (81,--.,84) represents the
vector (t1/s1,...,t4/Sa), b = (h1,..., hq) with the h; are defined by (4.6) and the
kernel Kj is the same as in (4.7) modified on the boundary.

For the regression additive model with random design, the exact constant and the
asymptotically exact estimator will be almost the same but they will in addition
depend on the minimum of the design density (as in Chapter 2).

4. For adaptive estimation, we conjecture that the Lepski method provides the exact
adaptive asymptotics for loss function w(z) = 2P (cf. Chapter 6). For the Lepski
method, in the case of estimation in sup-norm of Holderian functions (cf. Lepski
(1992)), the goal is to estimate a function f € ¥(f5, L) knowing that § € B where B
is a subset of R, . For each smoothness 8 € B, we denote 1, (/) the minimax rate of
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convergence on the class (8, L) and we associate an estimator fﬂ that converges at
the rate ¢, (8) on the class (3, L). Then, we choose 3, the largest 8 € B such that
||f,8 - f7||oo < ctpy(y) for all ¥ < 3, v € B, with an appropriately chosen constant
¢ > 0. This choice of § is based on the fact that if f € £(\, L) and v < 8 < A, with
v, B, A € B, the sup-norm of the bias of fﬂ — f7 is bounded from above by a term

of order 1, (7). Finally, the estimator f is adaptive in rate (i.e. converges at the
rate 1, (83) on each class (3, L)).

For additive models, we have a similar property on the bias of fg — ﬁ, with estimators
fs defined as in (4.5). Then, the Lepski method could be extended to additive
models and give exact asymptotics in the upper bound by an appropriate choice of
constants and selecting the larger B using a similar criteria.

4.3 Upper bound

For t € R? and f € 344(8, L), define the bias term
ba(t, ) = By (falt) = £(2)

and the stochastic term

d
o 1 u; —t;
Zt) = [ =% —ky (44 aw,
) /Rd\/ﬁjzlhj ﬂ( h; )

Note that Z,(t) does not depend on f.

As in the proof of Theorem 3.1 in Chapter 3, we study the bias and the stochastic term
of the estimator f,,. We have the following two propositions which are of the same type
as Propositions 3.1 and 3.2 in Chapter 3.

Proposition 4.1. We have

Cadwn
sup  Ibn (s fllloo < —
fezad(ﬂzL) 25 + 1

(1+0(1)).

Proof. Let f € X,4(B,L) and let fi,..., fqs be such that f(t) = ZJ L fity) for t =
(t1,...,ts) € R*. We have for t = (ty,...,tq) € R?, since [, fi(z)dz =0,

= 7 ] J J = -— ~ J J . . .
_/Rd;thﬂ( h; >f(u)du_jz:;hj /RKB( h )f](u])duj
d
-3 /R K5(u) f5(t; + uhy)du
j=1
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Then we have

& (F0) - 1) sZ / K5(w)|f(t +uh;) = £(t;)|du

d
<D Linp | Katuupau

adwn i ud,‘pn
Kj( u)|ulPdu L, P (1+0(1)) = (1+0o(1)).
A ALCLED I e

The first line comes from the equality fR ﬂ u)du = 1 and the second line follows from the

fact that f € $4q(B, L). The last line is a consequence of the equality [, Kz(u \u\ﬁdu =

2/3+ and of the fact that |h;|% = o(¢,,) for j ¢ A. O

Proposition 4.2. We have for z > 1

23 (2-1)
Pl Zn]|e > —
203

< Don” 251 (logn)™*,

1 andwn

where Dy is a positive constant and Dy € R.

Proof. To prove this proposition, we follow a similar scheme as in the proof of Lemma
3.4. We consider the Gaussian process &; defined for ¢ = (¢y,...,%;) € R¢ by

&:\/m/madéhijlfﬁ(% )dW

where h(n) = (1%82)25+ Bt Cl/ﬁ. We will study the quantity v*> = sup,c( 0 E[¢F] and the

semi-metric p on R? defined by p(s,t) = /E[(& — &)?] for t,s € Rd We have for
t=(t,...,ts) € R?

mel] =hir) [ (Z,%K (“h—t)) duzZh}(:)||f(g||§+d<d—1>h(n>

7 ] 1

=|IK5||§ZEZL§?“(1 o(1)) = | K3 B2 (1 +o(1)),

JEA
with o(1) tending to 0 as n tends to co. The third equality follows from the fact that
h(n)/h; = (logn)~P for B; # B. Then v2 < K5 ||§L (1+o(1)). For s = (s1,...,84),t =
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(tr,- ., ta) € RY, we have
d 1 t ’
Us; — Ts Ui — S5
p(s.) =him) [ (Zh—j{ffﬁ( ™ ) ‘K5< 7 )}) "
=1

d a4 B\ 2
o (f) (55 457/)
where the last line is obtained first by integration over u € R? and then by using the

properties of the function z — 2°. Here and in what follows we denote by D;, j = 2,3, ...
positive constants. Therefore

t —Sj
h;

d B

plo.t) S him 3 1 EE (4.10)
J=1 1%

with di (n) = |/ Dsh(n)
Now for A > 0, let Nl()\ S) be the minimal number of hyperrectangles with edges of

/B 1/8
length h1+1/’3 (dl(’\n)d) ,...,hcliﬂ/’g (dl(’;)d) that cover a set S = [[%,S; where S;

is an interval of R of length T; > 0. Now we choose A = |logh|™'/2 and we suppose n
large enough such that A < 1. We set N(h) = N;(},[0,1]%). Denote By,...,By) such
hyperrectangles that cover [0, 1]%. We have

).

[\, S) < H ( 1+i/;s (dl(;z)d)”ﬁ

where [z] denotes the integer part of the real z. We have for b > 0

N(h)

Plllélloc 28] < ) P LSUBP &l = b - (4.11)
j=1  L'%

Let j € {1,...,N(h)}. Using Corollary 14.2 of Lifshits (1995) (cf. Annexe .1), we get for
b > 4v/2D(B;,v/2)

< 2exp <-% (b - 4v2D(B,,0/2)) ) (4.12)

teB;

< 2P [sup &>0b
teB;

!sup & > b

where

v/2
D(Bj,v/2) :/0 (log]\fjgj(u))l/2 du,
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where Np, (u) is the minimal number of p-balls of radius u necessary to cover B;. In view
of (4.10), we have for n large enough

Ng, (1) < Ny (u, B;) < f[ (1 n (%)1/5) |

i=1
Following the same lines as in the proof of Lemma 3.4, we obtain that 4 < D3\ with some

positive constant Ds. Substituting (4.12) and the inequality on v? into the inequality
(4.11), we get for b > D3\ and for n large enough

b D3 b
P[|[&lloo > ] < 2N(h)exp o E exp 375_

2| K5l15L 1K 515

Here we come back to the process Z,(t). We have

Znlloo = — an¢n = P[||¢]loc = T0(n)],
12l 2510 LIl o(n)]
with ro(n) = %ZC’adwn ’*. We have, by using the equality ||K3||5 = 2'3[;11, that
1z logn
r =2||K5 2L
(ro(n))* = 2|| K5l i1
Therefore for n large enough 7¢(n) is larger than D3\ and
Dg)\T’()( )
ﬁ_
IK515L
is bounded. Then for n large enough
23 L
P ||Zn||oo Z ZCadwn S D4N(h)n 26+1,
28 +1

To finish the proof, we show that for n large enough N(h) < Ds(logn)P¢/h(n). Indeed,
we have for n large enough

N(h) <D7H 1+< )15 (Hh)QIB

JFi
: Dy, m—(1-4=1)
<Dy H (1 + (logn)“on28+1" 28 )
i=1

This yields
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- ford =1, N(h) < Dyo (1 + (IOg”)D“nﬁ»

1 2
- for d =2, N(h) < Dy (1 + (logn)D11n72<25+1>) ,
- for d > 3, N(h) is bounded from above by a constant.
This finishes the proof. 0

Now the upper bound (4.8) is proved exactly as in Section 3.3 of Chapter 3, replacing
Propositions 3.1 and 3.2 of Chapter 3 by Propositions 4.1 and 4.2.

4.4 Lower bound

The proof of the inequality (4.9) is similar to the proof of the lower bound for anisotropic
Hoélder classes (cf. Chapter 3). The only difference is the family of functions f; used in
the proof. Here in place of the functions f;, we consider functions g; defined for ¢ € R?

and j € {1,...,M} by
E)
+

1
with the h; defined as in Section 4.3, M = [( - )w“}, where [z] denotes the integer

5 li — Qi

1EA

i

logn

part of x and a;; = 2(21/5 + 1)jh; for j € {1,...,M} and i € A. We define the points
a; by a; = (aj1,...,a;q) for j € {1,...,M}. The points a; are chosen such that all the
functions g; have disjoint supports.

Now, as in Section 3.4, for @ = (0y,...,0x) € [—1,1]M, we denote by f (-, #) the function
defined for ¢ € [0, 1]¢ by

F(t:0) =3 039(t).

The functions f(-,#) satisfy similar properties as the functions defined in the same way
in Section 3.4. Indeed we have the following proposition.

Proposition 4.3. We have for all 0 = (0y,...,0u) € [-1,1]M:
(i) the function f(-,0) belongs to ¥q.4(5, L),
(i) f(a;,0) = 0;Caqthn,
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(iii) if f = f(-,0) in the model (4.2), for j € {1,..., M}, the statistic

Y = Jra 95 ()dY;
! fRd 912 (t)dt ’

is a Gaussian random variable with mean 0; and variance equal to

., 26+1

Up,

~ 2logn’

Proof. (i) The result (i) comes from the fact the functions g; belong to £,4(5, L) and
have disjoint supports.

(ii) Since the functions g; have disjoint supports, we have f(a;,6) = 0;9;(a;) and

Ca n _%
gj(CLj) = i,(/) ZL'LLZ A+ = Cadwn-

L 1EA

(iii) Since the functions g; have disjoint supports, the statistic y; is equal to :

9 Jra 95 (8)dW,
NN A0S

Since (W}) is a standard Brownian sheet, y; is Gaussian with mean 6; and variance

yj =0; +

2

o
Var (y;) = —F————-
(35) n [za 95 (t)dt
We have: .
~ -\ 2
l/ﬁ@ﬁ:i)ﬁ“ﬁ/(LﬁM)ﬁ.
R4 icA 0 +
-\ 2 ~,
i L1 — 148 . ; 4
Since fo (1 || )+ dt = ) A and using the value of h; and C,y we deduce
that
2B1

N 4B o
/ g‘? (t)dt :CadN ZE-(:lgn _ 6 _ Z Li2ﬂ+1
Rd nL 7 28+ 1)(B+1) A

_ 20%logn
n(QE-i- 1)

O

Finally using Proposition 4.3 and following the same lines as the proof of the lower
bound in Section 3.4, it is easy to obtain the result (4.9).



Chapitre 5

Optimal recovery et estimation
statistique

Dans un probléme d’optimal recovery (O.R.), le but est d’approcher un signal ou des
fonctions de ce signal a partir d’observations associées a un bruit déterministe. Il existe
un grand nombre de travaux concernant ces problémes (voir Stechkin (1968), Gabushin
(1970), Micchelli et Rivlin (1977), Arestov (1989)) dans lesquels est étudiée ’approxima-
tion d’opérateurs linéaires ou de fonctionnelles linéaires. Il existe un lien entre certains pro-
blémes d’O.R. et certains problémes d’estimation statistique. La résolution d’un probléme
d’O.R. peut permettre par exemple de trouver des vitesses de convergence, des constantes
minimax exactes ou des estimateurs asymptotiquement exacts dans un probléme d’estima-
tion statistique. Le concept d’O.R. est utilisé pour ’estimation de fonctionnelles linéaires :
Donoho et Low (1992) ont montré que la vitesse de convergence minimax dépendait du
module de continuité; Donoho et Liu (1991) et Donoho (1994b) ont mis en évidence
le lien entre des algorithmes optimaux d’O.R. et les estimateurs minimax linéaires. Do-
noho (1994a) s’est intéressé a l’estimation en norme Lo, d’une fonction Holderienne et a
utilisé des outils d’O.R. pour trouver des estimateurs asymptotiquement exacts. Koroste-
lev (1996) a montré comment étaient obtenus des estimateurs asymptotiquement exacts
a partir de résultats d’O.R., dans un probléme d’estimation de fonctions Hoélderiennes
pour le risque en grande déviation associé a la norme Ly,. Leonov (1997,1999) a prouvé
certaines propriétés de solutions d’un probléme d’O.R. qui permettent d’obtenir des ré-
sultats d’estimation statistique de fonctions holderiennes. De nombreux travaux utilisent
le concept d’O.R. : Tsybakov (1998) I’a fait pour le probléme d’estimation adaptative
en norme L., et en un point fixé sur des boules de Sobolev; Korostelev et Nussbaum
(1999) en ont déduit la constante exacte et un estimateur asymptotiquement exact dans
le modéle de densité sur des classes holderiennes; Lepski et Tsybakov (2000) Iont utilisé
pour I'étude des tests d’hypothéses asymptotiquement exacts. Pour 'estimation adapta-
tive de fonctionnelles linéaires, Klemeld et Tsybakov (2001) ont construit un estimateur
adaptatif asymptotiquement exact en utilisant la méthode de Lepski appliquée a une fa-
mille d’estimateurs obtenus par recalibration d’algorithme d’O.R. (voir aussi Klemeli et
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Tsybakov (2004)). Klemel4 (2003) étudie le lien entre des résultats d’O.R. et I’estimation
de la dérivée partielle en un point fixé d’une fonction appartenant a un espace de Sobolev,
dans un modéle de bruit blanc Gaussien et un modéle de régression.

Nous allons plus particuliérement développer dans ce chapitre 'application de I'O.R.
a estimation en norme L., de fonctions Holderiennes. On présentera dans un premier
temps le cadre général de ’O.R. avec un bruit déterministe (Paragraphe 5.1). Dans le
Paragraphe 5.2, on développera un exemple de probléme d’O.R. : 'approximation d’une
fonction Holderienne. Nous utiliserons cet exemple pour obtenir des résultats d’estimation
statistique en norme L., dans le Paragraphe 5.3. Le Paragraphe 5.4 présente quelques
résultats numeériques.

5.1 Cadre général de I’optimal recovery et principaux
résultats

Le cadre général de I’O.R. est décrit par exemple dans les articles de synthese de
Micchelli et Rivlin (1977) et d’Arestov (1989) (voir aussi Stechkin (1968) et Gabushin
(1970)). Les résultats de ce paragraphe sont présentés dans les articles précédemment
cités.

On considére X un espace vectoriel et (Y, || - ||y) et (V,]| - ||v) deux espaces vectoriels
normés. On suppose que C est un sous-ensemble de X et U un opérateur linéaire U : C' —
V. On suppose que ’on observe y € Y qui vérifie

y=1f+ez,

one>0,z€8, S={yeY:|ylly <1}, I:C =Y et f est un élément inconnu de C.
Le but de I’O.R. est d’approcher U f pour f € C a’aide d’un algorithme. Un algorithme
T est une application

T:1C+eS — V.

On mesure la qualité d’un algorithme 7' par Perreur
S(Ta €, C) = Sug ”Uf - T(y)”V
€
I f-ylly <e

Définition 5.1. La quantité

E(e,0) =infE(T, ¢, C),
T

ot linfimum est pris sur tous les algorithmes, est appelé erreur manimazx du probléeme
d’0.R. Un algorithme T qui vérifie E(T,e,C) = E(e,C) est appelé algorithme optimal.
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Définition 5.2. On note e(e,C) la quantité

e(e,C)= sup |[Ufllv
fec
I flly <e

et on appelle fonction la plus défavorable une fonction f qui vérifie |U f|lv = e(e, C)
avec |[Iflly <eet feC.

On a le théoréme suivant.

Théoréme 5.1. Si C est un convexe équilibré (c’est-a-dire si f € C alors —f € C) alors

e(e,C) < E(e,C) < 2e(g, 0).

Ce théoréme met en évidence 'importance de la quantité e(e, C') dans le probléme d’O.R.

Supposons désormais que X est un espace vectoriel sur R, que (V,| - |lv) = (R, | - |),
autrement dit U est une fonctionnelle linéaire, et que C' est un sous-ensemble convexe équi-
libré de X. Dans ce cas, s’il existe des algorithmes optimaux, alors il existe un algorithme
optimal linéaire et continu comme le montre le résultat suivant.

Théoréme 5.2. Pour e >0, on a

E(e,C)=ce(e,C) = inf sup ‘Uf - T(y)‘

Tec(y)  fec

[11f-ylly<e
= inf {sup Uf—T(If)‘+s||T||},
TeL(y) \ feC

ot L(Y) est ‘ensemble des algorithmes linéaires et continus. De plus, si il existe T e L(Y)
tel que supgeq \Uf —T(If)| < oo, alors pour € > 0, un algorithme optimal linéaire et
continu existe.

Théoréme 5.3. Si fy est une fonction la plus défavorable alors Ty € L(Y) est un algo-
rithme optimal ssi

(i) L
el|Toll = To(Lfo)
(i1) A )
I}'leac)‘( |Uf - T()(If)‘ = Uf() — T()(Ifo)

Ce théoréme est intéressant car il permet de donner une caractérisation des algorithmes
optimaux.
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5.2 Application au probléme d’approximation d’une fonc-
tion Holderienne

5.2.1 Cas d’une fonction unidimensionnelle

Supposons qu’on dispose des observations y(t), t € R, qui vérifient
y(t) = f(t) +e2(t), teR, (5.1)

ol € > 0, z est une fonction inconnue telle que ||z||2 < 1, f est une fonction inconnue a
approcher appartenant a

C(8,L) 2 2(B,L) N Ly(R)
ou ||fllz = (fRfQ(t)dt)l/z, B >0, L > 0, la classe X(8, L) est définie de la maniére
suivante
2(8,L) ={f :R=R[fV(2) - fOy)| < Ll —y* !, ¥z,y € R},
ou [ = | 3] et on a utilisé la notation suivante.

Notation 5.1. Pour m €]0,00[, on note |m| = max{n € N tel que n < m}.

e Approximation en un point fixé.

On s’intéresse tout d’abord a un premier probléme d’O.R. : 'approximation de f en
0. Notre but est d’approcher la fonctionnelle linéaire f(0) pour f € C(8, L) a partir des
observations {y(t),t € R}, de trouver l’erreur minimax et un algorithme optimal. Dans
la suite du paragraphe, posons C' = C(5,L) , X =Y = Ly(R) muni de la norme || - ||2,
V = R muni de la norme | - |, la fonctionnelle Uf = f(0) et I 'opérateur identité sur
C (B, L). En appliquant le Théoréme 5.2, on déduit que

A . el
Fyle, 1) £ £(, 06, 1) =inf_swp |T(y) ~ £(0)
T fec(p,L)
1f —yll2<e
= ee.C(8,1)= swp [Uf|= swp f(0) (52)
fec(g,L) fEX(B,L)
[1fll2<e l£lla<e

ou infs représente I'infimum sur tous les algorithmes possibles. En utilisant le Théoréme
5.2 et le théoréme de représentation de Riesz dans Ly(R), on a également que

Eg(e,L) = inf  sup ‘T f((])‘
Tec(y) fec(p,L)

If— y||2<6
= inf  sup dt—f(O)‘ (5.3)
KeL2(R) rec(s,L)
If—yll2<e

/ Kt f(O)‘ +e||K||2},

= 1nf sup
KeLx(R fec(B,L)
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ot L(Y) est 'ensemble des fonctionnelles linéaires continues sur Ly(R) & valeurs dans R.
On déduit donc de (5.2) et des relations précédentes que

Eg(e,L) = sup f(0)= inf {f sup t)dt — f((])‘ +6||K||2}. (5.4)

fex(B,L) KeL2R) | rec(p,L)
I fll2<e

Pour évaluer 'erreur minimax du probléme d’O.R., il suffit donc résoudre le probléme
d’optimisation

(P..(B)) sup f(0).
feX(B,L)
[l fll2<e

Pour trouver un algorithme optimal, il faut trouver K € Ly(R) qui réalise 'infimum dans
(5.3).

Renormalisation.

Donoho (1994a) a mis en évidence des propriétés de renormalisation relativement au
probléme d’optimisation (P ,(f3)) et aux algorithmes optimaux pour le probléme d’ap-
proximation de f(0), qui sont données dans la proposition suivante.

Proposition 5.1. Soit g > 0.
(i) Pour L >0 ete >0, ona

Eﬂ (65 L) = Eﬁ(l, 1)L1/(2ﬂ+1)62’3/(2’3+1)_

(i1) Si Tlﬁ = [o Ks(t)y(t)dt est un algorithme optimal pour le probleme d’ap-
proxzmatzon de la fonctionnelle f(0) avec ¢ = 1, L = 1 et Kg € Ly(R), alors
Ts’ﬂ(y) = fR Ky g(t)y(t)dt, ou Kpp(t) = %Kg(%) et h = ( )2“1, est un algorithme
optimal pour le probléme d’approzimation de la fonctionnelle f(0) avec ¢ > 0 et
L >0.

La preuve de cette proposition se trouve dans Donoho (1994a) ou bien s’obtient facile-
ment de la Proposition 5.6 donnée au Paragraphe 5.2.2. Ainsi pour trouver la solution du
probléme d’approximation pour L > 0 et € > 0 quelconques, il suffit de trouver la solution
pour e =1let L =1.

Probléme d’approximation de f(0) pour e =1 et L =1.

Il y a plusieurs résultats connus sur le probléme (P 1(3)) que 'on donne dans la propo-
sition suivante.

Proposition 5.2. Soit 8 > 0.



5.2. Application au probléme d’approximation d’une fonction Holderienne 71

(i) Il existe une unique solution fg au probleme (Py1(B)).

(ii) La fonction fz est paire, & support compact et vérifie fg(0) > 0.

(iit) La fonction fg vérifie || fzll2 = 1.

(i) Soit (Q11(B)) le probléme d’optimisation, dual de (Py,(5)),
(@1.1(8)) inf gl

9ex(B,1)
g(0)=1

Alors fp est solution de (Py1(5)) si et seulement si la solution de (Q1,1(5)) est, pour
teR,

slt) = 5505 () 1).

(v) La fonction gs vérifie

_ 28
[ttt =525 [ g

Les propriétés (i) et (i) sont montrées dans Leonov (1997). Les propriétés (iii) et (iv)
se démontrent de la méme fagon que (7ii) et (iv) dans la démonstration de la Proposi-
tion 5.7. La propriété (v) a été prouvée par Leonov (1999).

La fonction fz n’est pas connue excepté pour § €]0,1] et 5 = 2. On a la proposition
suivante.

Proposition 5.3. (i) Pour 0 < < 1, la solution de (P, 1(B)) est la fonction fg
définie par
fot) = As(1 =X tP) 4, teR,

ou

b= 13(0) = E5(1.1) = (2P

(i) Pour =2, la solution de (Py1(B)) est la fonction fsz définie par

(
folt) = 072 g5(072%),
(

ot gg est la solution du probléeme (Q11(B)) et satisfait

o0

o 1 .
g5(t) = [(—1)”(17 + 5(—1)“1(1? - t2j)2} Tisefty; o tas ]}
§=0

1 2
q:E<3+\/3_— 26+6\/§)

2(23¢% — 14q + 23)/T+ ¢

0 = ,
30(1 — ¢°/2)
ty=to=0,t, =T+qetpourj € N, to; = 2/T+ g0 s /%, toji1 = toj +

@2 /T¥q.
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La preuve de (i) appartient & Korostelev (1993) ou bien s’obtient a partir de la Pro-
position 5.8 donnée au Paragraphe 5.2.2. La solution pour 8 = 2 est donnée dans Fuller
(1960) (cf. aussi Leonov (1997), Lepski and Tsybakov (2000)).

Ce qui précéde permet d’évaluer 'erreur minimax. De plus, la solution fz de (P11(8))
permet d’obtenir les algorithmes optimaux (cf. par exemple Donoho (1994a) ou Lepski
and Tsybakov (2000) pour une démonstration détaillée).

Proposition 5.4. Soit 3 > 0. Si fg est la solution de (Py,1(8)) alors [, fa(t)dt > 0 et
T15(y) = [ Ks(@)y(t)dt, avec

0= T i

est un algorithme optimal pour le probléme d’approzimation de f(0) avece =1 et L = 1.

Démonstration. Prouvons tout d’abord que fR fs(t)dt > 0. On pose

Fo={f€C(5,1), f(0) = f5(0)}-

Si f € F, alors nécessairement on a [, f>(t)dt > [, f5(t)dt. En effet, si on avait
Jz f2(t)dt < 1, alors f serait une solution de (P;(8)) telle que |[f|lz < 1, ce qui est
impossible d’aprés le point (i7i) de la Proposition 5.2. Soit u €]0, 1] et f € Fy, alors, par
convexité de Fy, uf + (1 — u) fz appartient a Fy et donc

L [wro+a-wpora- [ goa) 2o (55

u

En développant et en faisant tendre u vers 0 dans la relation (5.5), on déduit que, pour
tout f € Fo,

[ soswa= [ foa-1. (5.6)

On pose
Fi={f€X(B,1), f(0) = fs(0)}.

Puisque fp est a support compact, si une fonction appartient a F; alors elle coincide sur
le support de fg avec une fonction de Fy. D’oul pour tout f € Fi, on a

[ s0s0i= [ foa=1. (5.7)

La fonction f, définie par f = fz(0) appartient a F;, donc

fﬁ(O)/Rfﬁ(t)dtz/ng(t)dtzl. (5.8)
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On déduit donc que fR fs(t)dt > 0 puisque fz(0) > 0 d’aprés la Propososition 5.2.

Montrons maintenant que Tl,g est un algorithme optimal. Ceci est une conséquence du
Théoréeme 5.3 et des deux propriétés suivantes

1Kl = T1,5(f5) (5.9)

10) = Tup(f)| = max |FO) = Tis(f)| = F50) ~Tus(fs)  (510)

max
feX(B,1)

La relation (5.9) vient du fait que ||fﬂ||2 = 1. En effet, on a

Je F5(0) 1
e Fs@)dt — [ fs(tyat

Prouvons (5.10). Soit f € ¥(3,1). La fonction g définie, pour ¢ € R, par ¢(¢t) = f5(0) —
f(t) + f(0), appartient & F;. En appliquant (5.7), on obtient que [, fs(t)g(t)dt > 1 et

donc
[ 5000 - 1oyt < 5500 [ ppi0d—1.

De méme, la fonction h(-) = f3(0) + f(-) — f(0) appartient & F; et donc (5.7) implique

. [ 50 - onar =1~ 5500) [ fayar

Puisque f5(0) [, fs(t)dt —1 > 0 d’aprés (5.8), on a que

T 5(f5) =

= [| K]z

sup
fex(s,1)

La fonction F(-) = (f5(0)— f5(-)) appartient a £(8, 1) et vérifie | [, f5(¢)(f(t) — f£(0))dt| =
fR fs(t)dt — 1, donc on a finalement

[ 00@ - 10)d| < 550 [ pt0ar -1 (5.11)

Je Fs(O(f(2) —f(O))dt‘ _ o _ _
B P, O T 50Tt
= sup | £(0) = Tus(0)|.
feC(B.1)
la derniére égalité venant du fait que fz € C'(5,1) C X(5,1). O

Probléme d’approximation de f(0) pour ¢ et L quelconques.

On connait en fonction de fz la solution du probléme (erreur minimax et algorithme op-
timal) pour ¢ = 1 et L = 1 grace aux Propositions 5.3 et 5.4. Il suffit donc d’utiliser
la Proposition 5.1 pour trouver, en fonction de fg, I’erreur minimax du probléme et un
algoritme optimal pour € > 0 et L > 0 quelconques.
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e Approximation en norme L.

Un point intéressant est que le noyau Kz n’est pas seulement optimal pour le probléme
d’approximation de f en 0, mais il I’est aussi pour celui de I'approximation de la fonction
f en norme L. Supposons maintenant que V' = L (R) et on pose || f||co = Sup,cg |f(2)|.
On a le résultat suivant.

Proposition 5.5. Soit >0, L >0ete>0. Ona

inf sup ||T— fllo= sup ||f — fllo = Es(e, L),
T feCc(B,L) fEC(B,L)
If—yll2<e |f—yll2<e

ot linfimum est pris sur tous les algorithmes T et

foy= [ 35 () sy, 1

_2

avec h = (%) 41 et Kg est donné dans la Proposition 5.4.

Démonstration. A partir des observations (5.1), on définit, pour ¢ € R,
glu) = g(u) + z(u+1), uveR,

avec g(u) = f(u+t) et §(u) = y(u+t). On a, par I'invariance par translation de la classe
¥(B, L) et de la norme Lo, pour tout t € R

sup |f(6)— ()] = sup | (0) - 9(0)| = By(e, L),
feC(B,L) geC(B,L)
lf—yll2<e llg—glla<e

ou f(0) = [ +K5(%)g(u)du. On en déduit que pour tout ¢ € R et pour toute fonction
feC(B,1L) telle que | f —yll» <,

6= 1) < Bsle, 1),

ce qui implique

sup ||f = flleo < Ep(e, L).
feC(p,L)
lf—yll2<e

<|7-4]..

(e o]
en prenant le supremum sur les fonctions f € C(3, L) telles que ||f — y||2 < &, puis en
prenant l'infimum sur tous les algorithmes 7" et en utilisant la définition de E(3, L), on
obtient le résultat de la proposition. O

Maintenant, en utilisant que pour un algorithme quelconque T, ‘f(O) — f(0)
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5.2.2 Cas d’une fonction Holderienne anisotrope

On dispose des observations {y(t), t € R} avec d > 1, qui vérifient
y(t) = f(t) +ez2(t), teRY (5.12)

o ¢ > 0, z est une fonction telle que ||z||2 < 1, f est une fonction inconnue appartenant
a
Cani(B, L) £ Xani(B, L) N {f : R = R, || fl|2 < 00}

ou [|flle = (fea F2(2) )1/2 (Biy---,Ba) €]0,+00[* tel que |B;] = |B;] pour 4,5 €
{1,...,d}, L= (Ly,...,Lyq) E]O oo[? et la classe Eam(ﬁ, L) est donnée dans la définition
suivante.

Définition 5.3. Soit 3 = (Bi,...,B4) €]0,+oo[¢ tel que |B;| = |B;] £ 1 pour i,j €
{1,...,d} et L = (Ly,...,Ly) €]0,+0c0[¢. On définit la classe de Hélder anisotrope mul-
tidimensionnelle ¥ on;i (B, L) comme l'ensemble des fonctions f de classe C' sur R qui
vérifient

d
F®) = P(H)(b—a,a)| <Y Lilb — ail”,
i=1
ot a = (ay,...,aq),b=(b1,...,b5) € R et P(f)(x,a) est le polynéme de Taylor d’ordre
[ associé a f au voisinage de a.

e Approximation en un point fixé.

Notre but est d’approcher, dans un premier temps, la fonctionnelle linéaire f(0,...,0) =
f(0), de trouver 'erreur minimax et un algorithme optimal. On notera par la suite
0= (0,...,0) et 1= (1,...,1). Notre démarche sera identique a celle du paragraphe pré-
cédent. De la méme facgon, on a

Egi(e,L) 2inf sup |T(y) - f(0)| = sup f(0)
T fecani(ﬂyL) fezani(/st)
lf—yll2<e [1fll2<e
= inf sup Ktytdt—fO‘
K€L2(RY) feCani(B,L) | JRE )yt ©)
If~yll2<e

R4

= inf su K@) f(t)dt— f(0)| +¢||K .
K€Ly (Rd) {feC’am'I()ﬂ,L) 07 # )‘ | ”2}

On définit le probléme d’optimation (P#3(5)) de la fagon suivante

(P2E(B)) sup  f(0).
fezani(ﬁvL)
lIFll2<e
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Renormalisation.

On peut mettre en évidence les propriétés de renormalisation suivantes.

Proposition 5.6. Soit 3 €]0, +-o00[.
(i) Pour L €]0,+o0c[® ete >0, on a

Eg"i(g, L)= E‘ém(l, 1)L1/(2ﬂ+1)52ﬂ/(2ﬂ+1)’

B - N
ou 8= (Z?:l é) et L, = (H;i:l L;/ﬂz) '
(i) Si Trg = [pa Ks(t)y(t)dt est un algorithme optimal pour le probleme d’approzi-
mation de la fonctionnelle f(0) avec e = 1, L = 1 et K3 € Ly(R?), alors T. g =
Jra Kns(t)y(t)dt avec

1 t tq
Kng(ti,...,te) = ———Ks [ —,..., -2
ha/B( 1 d) H;j:l hZ ,3 (hl hd)

1
et h; = (%) % est un algorithme optimal pour le probleme d’approximation de
la fonctionnelle f(0) pour e >0 et L = (Ly, ..., Lq) €]0, 400

Démonstration.
(i) Soient L = (Ly, ..., Lq) €]0,4+o00[? et € > 0. Si f vérifie les conditions f € ¥,,:(5,1)
et || fll2 <1, alors g(t) = af(bity,...,bals), avec a et b= (by,...,by) satisfaisant

d

S:aHbf/Q, (5.13)
=1

Li=abl, i=1,....d, (5.14)

vérifie les conditions g € X4, (3, L) et ||g]|2 < e. Puisque ¢g(0) = af(0), ceci implique
que E§" (e, L) > aE§™(1,1).

De la méme maniére, si g vérifie les conditions g € ¥.,;(5, L) et ||g|ls < € alors
ft) = a7 tg(b; 't1,..., b 'ta), avec a et b = (by,...,by) définis en (5.13) et (5.14),
vérifie les conditions f € X,,;(5,1) et || f|l2 < 1 avec L = (L, ..., Lg). Ceci implique
que E§"(1,1) > o 'E§"(e,L). On a alors E§"(e, L) = aFE§"(1,1). A partir des

équations (5.13) et (5.14), on déduit que a vérifie a = 6\/1_[;-1:1 b; et al/P H?:l b; =

M, L;/ﬂ", et donc que a = e"L1™" avec r = %
(ii) On considére de nouvelles observations §(t) = a ly(by'ts,...,b;'ts), ot a et b
vérifient (5.13) et (5.14), obtenues a partir des observations (y(¢),t € R?) du modéle

(5.12). Donc
g(t) = g(t) + 2(1), teR’, (5.15)
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ot g(t) = a=lf(by 1. .., by ) et Z(t) = ea”'z(by 'y, ..., by t4). Notons que ||§ —
glla =]l £ 1 et g € eni(B,1) N Ly(R?). On va appliquer la propriété d’optimalité
de Tl,ﬂ dans le modéle (5.15). En faisant un changement de variables et en utilisant
que b7 = (a/L;)"/% = h;, on obtient que aT 4(7) = T (y). De plus, on a ag(0) =
f(0), d’on on obtient que

Efie, L) < sup  |f(0)=Toply)|=a sup |g(0) = Tis(9)|.
F€Cuni(B,L) 9€Cani(B,1)
lly—fll2<e llg—gll2<1

Puisque TALE est optimal, on déduit d’aprés (i) que :

a sup
ge?ani(/jvl)
[1§—gll2<1

9(0) — Tt 4(3 ‘_aEam(l,) Emi(e, L).

Ceci prouve donc que

Egie, L) = sup | £(0) = Tup(y)|.
fecani(/BsL)
lly—fll2<e

L’algorithme Tg,g est donc optimal pour le probléme d’approximation de f(0) pour
e >0 et L €]0,+oo[’
O

Probléme d’approximation pour ¢ =1 et L =1.

On peut montrer plusieurs résultats concernant le probléme (P}*(8)) que 'on donne
dans la proposition suivante.

Proposition 5.7. Soit 3 €]0, co[?.
(i) Il existe une unique solution f§" solution du probleme (P{%(5)).
(i1) La fonction f‘”” est symétrique en chacune de ses variables.
(11i) La fonction f‘”” vérifie || f§™]l2 = 1 et f§™(0) > 0.
(iv) Soit ( “"’(5)) le probléme d optimisation suivant, dual de P (B)),

ani .

f .

1,1 (8)) gezig-(,ﬁ,l) lgll2
g(0)=1

Alors f§™ est la solution du probleme (P{4*(8)) si et seulement si la solution de
9 (B)) est la fonction g§™ définie, pour t € R, par

ggm (t)

Foe) 8 (U Ot U O)E). (a0
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Démonstration. (i) Pour montrer 'existence d’une solution pour le probléme Pﬁ’}i(ﬁ),
nous allons utiliser le théoréme de Weierstrass généralisé (cf Annexe .3). Puisque Ly(R?)
est réflexif, il suffit donc de montrer que A = C,i(8, L) N {f € Ly(R?) : || fll2 < 1} est un
fermé faible borné dans L,(R?¢) et que la fonctionnelle f(0) est faiblement semi-continue
supérieurement. Les fonctionnelles f +— || f||2 et

O -ROE-0a)
(@b)eRbazd Yooy b — gl

sont convexes et a valeurs finies, donc I'espace A est faiblement fermé (Vainberg (1972)
p107, Lemme 8.6). De plus, la fonctionnelle f(0) est concave & valeurs finies, donc elle est
semi-continue supérieurement. Avant de prouver 'unicité, prouvons (7).

(414) Tout d’abord, si fg est solution de (P{4*(53)) alors nécessairement on a fz(0) > 0.
On peut trouver facilement des fonctions f qui vérifient f(0) # 0, f € Tuni(B8,1) et
| £113 < 1. Si fz est solution de (P}*(8)) avec fz(0) < 0 alors —fg vérifie —f5 € Y4ni(6, 1),
| = f5ll3 < 1 avec —f3(0) > 0. Donc nécessairement f(0) > 0.

Montrons que si fz est solution de (P{4*(3)) alors nécessairement ||fs|l> = 1. Soit fg

. __2B_
solution de (PP4'(5)) telle que [[fsll = A < 1. On pose K = A 2#+1. On considére la
fonction gz définie pour ¢ € R?, par

. t tq

2B+1
Cette fonction vérifie g € Y4ni(8,1), [lGsll5 = & 7 ||f5]3 = 1 et pourtant gz(0) =
kfz(0) > fz(0) > 0, ce qui est impossible puisque fz est solution de (P{“}’(,B)) Donc si
fs est solution de (P{}(3)) alors nécessairement || ||z = 1.

(4) Prouvons I'unicité de la solution de (P}*(5)). Supposons que deux solutions existent
Ty et o telles que ||z; — z2|]2 > 0. La fonction z, = (21 — x2)/2 vérifie alors

1
(1]l + llz212) =l — 225 (5.17)

N | =

.12 =

D’aprés (4i1), on a ||z1]|2 = ||z2]|2 = 1, donc ||z.||2 < 1 d’aprés (5.17). De plus, la fonction
x, vérifie z, € Cons(B, 1) et 2,(0) = 21(0), donc la fonction z, est solution de (P7*(5)).
D’aprés (iii), ceci est impossible car ||z.||2 < 1. Donc il existe une unique solution au
probleme (P1(5)).

(#1) Soit fg™ la solution de (P{4’(6)). La fonction ¢ — f§™ (e1t1,. .., €q4ta), avec &; €
{-1,1},7=1,...,d, est aussi solution de (P{"(3)). Donc, par unicité de la solution de
(Pﬂqi(ﬂ)), on en déduit que fg”i est symétrique en chacune de ses variables.
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(4v) Montrons que si gg est solution de (Q}%(£)) alors la fonction fg définie par f5(t) =
agp(bity, ..., bata), avec a et b= (by,...,bs) donnés par

ab =1, i=1,...,d (5.18)
d
—1/2
a6 llgsl3 =1, (5.19)
=1

est solution de (P{(5)). En effet, si f n’est pas solution de (P{}(8)), alors il existe une
fonction fs qui vérifie f5(0) = Afs(0) avec A > 1, f5 € Xani(8, 1), || f5]13 = 1 d’aprés (id4).

La fonction gg définie par
. 1 - (t la
t) = — — e, —
g,B( ) )\a/fﬂ <b1, ’bd) )

verifie 75(0) = g5(0) = 1, G € Suni(8, 1). De plus, on a [Gslla = A lgslls < llgslls, ce
qui est impossible si gz est solution de (Q{'{(8)). D’oui fs est solution de (P{}*(3)). De
la méme maniére, on a que si fg est solution de (P{7*(8)), alors la fonction gz définie par
g5(t) = a=lgg(by 'y, ..., b ' ta), avec a et b = (by,...,bs) donnés par (5.18) et (5.19) est
solution de (Q{(8)). En utilisant 'équation (5.18), on déduit que la solution de (Q{Y(5))
est donnée par (5.16).

U

On peut trouver explicitement la solution du probléme (P{4*(5)) quand § €]0, 1]%.

Proposition 5.8. Pour 3 = (f4,...,84) €]0,1]%, la solution de (P{y'(3)) est la fonction
fg™ définie par

d
Fomi(t) = Agm (1—(A§”i)‘12|ti|5i) . t=(t,...,ty) eRe (5.20)
=1 +

ou

__B
anit __ pang _ ant _ 20“/33 o
A= IO = B = ((2B+1>(B+1>>

et
0 2 [T, T(1/5)
T(1/B) I, B

ou I' est la fonction Gamma.

Démonstration. Nous allons utiliser le résultat (iv) de la Proposition 5.7. Montrons que
la solution de (Q{"%(8)) pour 3 €]0,1]% est la fonction

d
95" (1) = (1 -2 \tilﬂz) , t=(t,...,ta) ER". (5.21)
=1 +
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Tout d’abord, elle vérifie g‘””( )=1et ggm € Yani(8,1). Par ailleurs si une autre fonction

g verifie §(0) = 1 et § € Tgni(B, 1) alors §(t) > §(0) = % |t =1 =% |t;/%. On a
alors

d
gt) > gg™(t), pourt= (t1,...,ts) € R? tel que Z P < 1.
i=1

Ceci implique que
Il = [ 3= oz

ot A ={t=(t,...,ta) € R? tel que 37, [t;|# < 1}. Donc g4™ est solution de (Q3%(5))
pour 8 €]0, 1]%.

La fonction f§™(t) = aggm(bltl, ..., batq) est donc solution de (P{}*(5)) pour 3 €]0, 1]
et a et b définis en (5.18) et (5.19). Identifions ces coefficients. D’aprés les Lemmes 3.1 ou

. -3
3.3 du Chapitre 3, on a [|g§™|5 = % On obtient par un calcul similaire & celui

98 )
de la preuve (ii) de la Proposition 5.6 que a = ||g,37”||2 20+ = f§"(0) et que b; = a” Fi. La
proposition est ainsi démontrée. O

De plus, la solution f§" de (P{4(8)) permet d’obtenir les algorithmes optimaux du pro-
bléme d’approximation de la fonctionnelle f(0).

Proposition 5.9. Soit 8 €]0,1]¢. L’algorithme Af’él = [ra K§™(t)y(t)dt, avec

fani( )
fRd am

et fgm la fonction définie en (5.20), est un algorithme optimal pour le probléeme d’estima-
tion de la fonctionnelle f(0), avece =1 et L =1.

Kg(n) =

Démonstration. Ceci est une conséquence du Théoréme 5.3 et des relations suivantes
K5 |2 = T78 (F5™), (5.22)
max |f(0) = TYF(f)| = max |f(0) = T{¥(f)| = f§"(0) = TYF (f§™). (5.23)

fEEani(ﬂal) fecani(/B71)

Ces deux relations se montrent de la méme fagon que dans la preuve de la Proposition 5.4.
On utilise en particulier que, pour 3 €]0, 1]¢, la fonction f‘”” est & support compact pour
prouver la relation (5.23). O

Probléme d’approximation pour ¢ et L quelconques.

Comme précedemment les Propositions 5.8 et 5.9 donnent la solution du probléme d’ap-
proximation de la fonctionnelle f(0) pour e = 1, L = 1 et 3 €]0,1]%. 11 suffit d’utiliser
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la Proposition 5.6 pour obtenir I’erreur minimax et un algorithme optimal pour € > 0
et L € R? quelconques, et 3 €]0,1]¢. Pour B €]0,+o0c[¢, € > 0 et L € R? quelconques,
la Proposition 5.6 donne en fonction de fg”i la valeur de I’erreur minimax. En prouvant
la compacité de la fonction fgm pour 8 €]0,+00[?, on obtiendrait que le résultat de la
Proposition 5.9 est vrai pour 8 €]0, +oo[?, ce qui fournirait un algorithme optimal pour
le probléme d’approximation de f(0).

e Approximation en norme L.

De la méme facon qu’au cas unidimensionnel, le noyau Kg"i n’est pas seulement optimal
pour le probléme d’approximation de la fonctionnelle f(0), mais il 1’est aussi pour celui
de I'approximation de la fonction f en norme L.,. Ainsi on a le résultat suivant.

Proposition 5.10. Soit 8 €]0,1]%. On a

inf sup [T fllw= sup |If— fllw=E"(e, L),
T feCam' (ﬂ;L) fECani (ﬂ:L)
[lf—yll2<e lf—yll2<e

0U || flloo = Supgere | f()| €t f(t) = Sz Knp(u—t)y(u)du pourt € R?, avec Ky g construit
a partir de Kgm (Proposition 5.9) comme dans la Proposition 5.6.

Démonstration. On raisonne comme dans la Proposition 5.5. O

5.3 Lien entre 'optimal recovery et ’estimation sta-
tistique en norme L.,

Nous mettons en évidence dans ce paragraphe que certains résultats d’O.R. démontrés
dans le Paragraphe 5.2 peuvent servir a obtenir les estimateurs statistiques a noyau opti-
maux et la constante exacte pour estimation en norme Ly, (cf. Donoho (1994a)). Nous
considérons le modéle de bruit blanc Gaussien qui est une version aléatoire du modéle
(5.1).

Supposons qu’on dispose des observations (Y;) g qui vérifient

1

ou f € X(B,L) avec § > 0et L >0 et W; est un mouvement Brownien standard sur R.

On s’intéresse a l'estimation de la fonction f sur [0, 1] & partir des observations (Y})er
et on pose | f|loc = Sup,epo,1) |f(*)[- On mesure la qualité d’un estimateur 6, par le risque
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. (ne wnfnoo)] |

ou w est une fonction de perte continue croissante majorée par un polyndéme et telle

maximum sur (3, L) défini par

R@,) = sup E;
fex(p,L)

_B
que w(0) = 0 et ¥, = (log")23+1 est la vitesse de convergence minimax sur (3, L)
(cf.Ibragimov and Hasminskii (1981)). On s’intéresse a ’asymptotique du risque minimax
quand n — oo et a trouver les estimateurs statistiques a noyau optimaux.

Considérons un estimateur a noyau défini pour ¢ € [0, 1] par

Fin®) = 5 [ 1 () v

avec K € Ly(R) et h > 0. Le biais de cet estimateur, pour f € X(8,L) et t € [0, 1], est
donné par

biealf,t) =By [ frca®)] = 1),

Notons
BK,h = Ssup ||bK,h(f7 )“00
fe

I

Soit Zk p, la partie stochastique de I'erreur de fK,h, définie pour ¢ € [0, 1] par

Zia) = Fealt) = % [Fran)] = 1 [ 1 () am

Proposition 5.11. On a

Bkp= sup ||brn(f)|lo= -sup
fex(s,L) fex(s,L)

f(0)—% / K(Z) f ()
/K

Cette proposition est une conséquence des propriétés de I'invariance par translation de
la classe X(f, L) et de la norme L, et se démontre de la méme fagon que la Proposition

= Lh? sup
feX(B,1)

5.5. De plus, en appliquant le Lemme 3.4 de I'annexe du Chapitre 3 au processus @Z K,h
on obtient la proposition suivante.

Proposition 5.12. Le processus Zk, vérifie

. 8 1

pour tout 0 < & < 1/2.
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Etant donné qu’on veut trouver les estimateurs a noyau optimaux, étudions la quantité

f R 9.25
ey R 2
h>0

Puisque la vitesse de convergence minimax sur X(3, L) est atteinte par des estimateurs a
1

noyau de pas d’estimation k de Iordre 7, = 1/, il suffit de prendre, dans la relation (5.25)
Pinfimum sur les h de cet ordre. Soit K € Ly(R) et h de l'ordre de 7,. Soit 0 < 6 < 1/2.
En raisonnant comme dans les démonstrations de bornes supérieures des Chapitres 2 et
3 et en utilisant les Propositions 5.11 et 5.12, on a que, quand n — oo,

R(fK,nSw(“”){ sup (£(0) = ¢ / K(Z) I )dt\+f||K||2\/2log%}>+o(1>.

(1 Fe(8,L)

La quantité 1/ 2log + est alors de 'ordre de 4/ QﬂZﬁl"i”. Posons é = ,/2/3%105”, on obtient

alors que, quand n — oo,
Rifia) < w ((1 ) { s |0~ [ (1) o]+ %IIKIIQ}) +o(1).
(5.26)

Yn FEN(B,L)

On a la proposition suivante.

Proposition 5.13. Soit 3 >0et L >0. On a

. 1
K%E%R){feggm f(0) - E/RK(t/h)f(t)dt‘ \/—||K||2}

0= Kw/hﬁ)f(t)dt\ T %ﬂnffﬁng — By(5, L) = o),

ot hg = (/L)% , Kz est défini dans la Proposition 5.4 et

= sup
fex(s,L)

B
1 2 2B8+1
() =177 (551 ) 7 Eat1 )

Démonstration. D’aprés le Paragraphe 5.2, ’algorithme T: 5(y) = % Sz Ka(t/hg)y(t)dt,

ou hg = (€ /L)Y ot K 5 est le noyau défini dans la Proposition 5.4, est un algorithme
optimal pour le probléme d’approximation de la fonctionnelle f(0) dans le modéle (5.1)
avec € = €. Donc, d’aprés le Théoréme 5.3, on a
Boen = s | [ Ko () s - 50|+ il
B g, sup 8\ — — Bll2-
rec@.n) | hs hg Vhs
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Si une fonction appartient a ¥(f, L), alors elle coincide sur le support de Kg(-/hg) et en
0 avec une fonction de C'(8, L), donc

hiﬂ/RKﬁ (hi[) f(t)dt—f(o)‘—i- \/%IIKﬁHz-

Eg(é,L) = sup
fex(g,L)

Es(é,L) = inf { sup /K dt—f(O)‘—i—éHKHg}

KeLs(R) feC(8,L)
1
= inf sup /Kthftdt—f() K
KeLa(®) | jec,n) | Jr (t/h)f(2) (0)] + \f” 2
1
< inf su —/Kth t)dt — f(0 K
- Kela(R) feE(/};,L) h Jr (t/m)f(¢) F0)] + \/*” ||2}
h>0
1 t :
< sup —/K (—)ftdt—f()‘_l,_ Kyl = By, ).
rex.n) | hs Jr g hg (*) (0) \/’T,BH 5l2 3(€, L)

Ainsi on a

L | Kmswd -1 )\ annQ} = Bs(e, L)

inf sup |7
KEhLz( ){fez(g L) h Jr
— gWL _WEﬂ(l, 1) = 1/Jn00(ﬁ)7

ol la derniére égalité est une conséquence de la Proposition 5.1. On en déduit le résultat
de la proposition. O

La Proposition 5.13 implique qu’il faut prendre K = Kz et h = hg pour minimiser le
membre de droite de (5.26) et laisse penser que I'estimateur JKs,ns €St un estimateur a
noyau optimal. Par ailleurs la Proposition 5.13 implique la borne supérieure suivante :

limsup inf R(fx,) < limsup R(fKﬂ ns) < w(Co(B)), (5.27)
n—00 KEhIgO(R) n—00

puisque, dans (5.26), § peut étre choisi arbitrairement petit. On peut démontrer la borne
inférieure suivante :
lim inf R(6,) > w (Cy(B)), (5.28)
e—0 o
ot inf; désigne cette fois I'infimum sur tous les estimateurs (cf. aussi Donoho (1994a)).
Ceci se fait en utilisant le méme type de démonstration de borne inférieure qu’aux Cha-
pitres 2 et 3 en faisant la réduction & une sous-classe de fonctions construites a partir de
fs (cf. Remarque dans les préliminaires du Paragraphe 2.3.2 ). Ainsi fKB:”’B est asymp-
totiquement exact parmi tous les estimateurs et optimal parmi les estimateurs a& noyau.
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De plus, on obtient que la constante exacte Cy(5) et I'estimateur fKﬁ,hﬁ dépendent de la
fonction fg.

Pour 0 < 8 < 1, en utilisant la valeur de Eg(1,1) obtenue dans la Proposition 5.3, on
trouve une valeur explicite de Cy(5)

an=(+(55))

qui est la méme que celle obtenue par Korostelev (1993) pour ¢ = 1 ou celle obtenue au
Chapitre 2 pour 0 =1 et oy = 1.

On peut faire un raisonnement similaire pour I’estimation en norme L., dans le modéle

1
dY} = f(t)dt + %th, t e Rd,

ou d > 1, f appartient a la classe de Holder anisotrope ¥,,;(5, L) avec 8 = (f1,.-.,584) €
10,1]%et L = (Ly, ..., Lq) € R et W est un champ Brownien standard. De la méme fagon,
en utilisant en particulier que la fonction fg”i est compacte, on obtient que la constante
exacte et un estimateur asymptotiquement exact dépendent de fg™. On trouve comme
constante exacte Cp(5) ou

_ B\ i
af

(la méme constante obtenue dans le Théoréme 3.1 avec o = 1), ou § = (3.0, é)*l,

d B
— 1/B;
=1

2T T (E)
L) I B

On obtient comme estimateur asymptotiquement exact, I’estimateur

~ 1 ot — uq tg — Uqg d
)=—— [ Ko dy,, t € (0,1
O R G T

ou K§™ est défini dans la Proposition 5.9,

et

28 1 I/Bl
~5=— T 28+1
SEE=Y Pod

Li

hi =
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et € =,/==

Pour faire un raisonnement similaire pour 8 €]0, +o0o[¢, une premiére possibilité consiste
a prouver que fg"i est une fonction & support compact. Si ceci était vrai, on devrait alors
obtenir les mémes résultats que pour 3 €]0,1]¢ . Une autre possibilité consiste & adapter
la méthode utilisée par Lepski et Tsybakov (2000) au cas multidimensionnel. Ces auteurs
considérent un probléme d’optimisation du type

sup  f(0),
Fex(s,1)
1P, r2<1

qui admet une solution fg p. Ils construisent, dans le modéle (5.24), des tests asymptoti-
quement minimax 7;, & partir f p, I|_p,,p,] (qui est & support compact) avec lim,_,o, D), =
00.

On a mis en évidence, comment on a choisi dans les chapitres précédents les noyaux des
estimateurs utilisés pour obtenir des résultats de bornes supérieures. L’approche qu’on
a adopté ici pour 'estimation en norme L., de fonctions Holderiennes peut étre utilisée
pour l’estimation en norme L, sur d’autres classes de fonctions.

5.4 FEtudes des constantes

B\
e Etude de la constante Cy(3) = (L (%) ) pour § €]0,1].

Pour 5 €]0,1], on a [ < max (1, L). Le graphique suivant représente la valeur de

5
f(B) = (/3+1) "' en fonction de 3 €]0, 1].

287

f(beta)

0.0 01 02 03 04 05 06 0.7 08 09 10 beta
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La fonction f(f) est toujours comprise entre 1 et 1.5 et admet 1 comme limite en 0.

1

— B\ 28+1
e Etude de la constante Cy(f) = (L* (’3—%&) ) ' pour 3 €]0,1]?.

Pour 3 €]0,1]%, on a LFH < max (1, L1, Ly), ot L = (L1, Ly). Le graphique suivant re-

_ B
présente la valeur de f(8) = (i—%’;) 1 en fonction de 8 = (B, ) €]0,1]2.

AN
f(betal,beta2) “‘
250 — ,““zg\
. PN
TSSOSO
: e PP O TP
SERSIS SIS SIS IS SIS
: SETSERII SIS IS S SSS
: ————
SOSSIIISIIIITISISTS
5 SSISISIIIIIISISISTS
® SSSSSese e e
7 RS eSS e et oo
. e
, <>
0.00

0.0 0.0

La fonction f(f3) est comprise entre 1 et 2.1 sur |0, 1]? privé du voisinage de ]0,0.01]%. On
a les comportements suivants :
— Pour 8y > 0, limg, ¢ f(B1, B2) = 1.
— Pour 5; >0, limﬂ2_>0 f(ﬂl, ﬁz) =1.
— Quand (51, f2) — (0,0), la limite de f(f,F2) dépend de la facon dont §; et [o
tendent vers 0.



Chapter 6

Sharp adaptive estimation in sup-norm
for d-dimensional Holder classes

6.1 Introduction

Minimax adaptive estimation of a non-parametric function f from noisy data is the subject
of many papers. Assuming that f belongs to a smoothness class ¥z, where 3 is an
unknown smoothness parameter, the aim is to find an estimator of f independent of
and which attains asymptotically optimal behaviour on all the classes X3, for 3 given
in a known set B. In this Chapter, we study the problem of adaptive estimation in the
Gaussian white noise model in sup-norm, assuming that the function f satisfies a Holder
condition. We observe {Y}, t € R }, where Y; is a random process defined by the stochastic

differential equation
o

Vn
where f is an unknown function, n € N, ¢ > 0 is known and W is a standard Brow-
nian sheet on [0,1]%. We want to estimate the function f on R? given a realization
y = {V,,t € R?}. We suppose that f belongs to a d-dimensional anisotropic Hélder
class (8, L) where L = (L1,...,Ly) € (0,+00)? is known, 3 = (B,...,8q4) € (0,1]¢ is
unknown and belongs to a finite set B C (0,1]¢ known. The class ¥(, L) is defined by

dY; = f(t)dt + —dW;, teR?, (6.1)

(8, L) ={f :R* = R [f(z) = f(y)| < Liles = | + - + Lalwa = ya™*, 2,y € R'}

where = (21,...,24) and y = (y1,...,Yq4). In the following, Py is the distribution of y
under the model (6.1) and E; is the corresponding expectation. An estimator 6, of f is a
random function on [0, 1]¢ taking its values in R, measurable with respect to y. We will
evaluate the quality of an estimator 6, by the maximal risk in sup-norm on B

Ro(6) = sup  sup Ef{(M>p}, (6.2)

BEB feX(B,L) Y (B)

88
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_B_
where [|g||co = SUDyelo,1]¢ lg(t)|, p > 0 and ¥,(B) has the form ¢, (8) = Cs (1"%) 28+1 for

B = (B,...,B) € B, B = (Zle l/ﬂi) 1, Cs being a constant depending on 3. In
the non-adaptive case, i.e. when B contains only one vector, it has been proved that
¥n(B) is the minimax rate of convergence for sup-norm estimation: for d = 1, it was done
by Ibragimov and Hasminskii (1981); for multidimensional case, this fact was shown by
Stone (1985) and Nussbaum (1986) for isotropic setting (51 = - -- = 84) and in Chapter 3
for anisotropic setting considered here. Moreover, there exist results for estimation in L,
norm with ¢ < oo on anisotropic Besov classes (Kerkyacharian et al. (2001) ), suggesting
similar rates but without a logarithmic factor. In an adaptive set-up, Lepski (1992) proved
that v, (8) is the adaptive rate of convergence (cf. Tsybakov (1998) for precise definition
of adaptive rate of convergence) for the problem considered here when d = 1.

Our goal is to study the asymptotics of the minimax risk in sup-norm on B (i.e. the
adaptive minimax risk), in others words to study the asymptotics of

iglf R,(6,).

We want to prove that there exist optimal rate adaptive estimators on the scale of classes
{X(B, L) }gep for the Ly, norm and to find an estimator f, and the constant Cs with

_B
¥n(B) = Cp (1B2)%7+1 such that we have

lim inf R,(6,) = lim R,(f,) =1, (6.3)
n—o00 6, n—o0
where infy, stands for the infimum over all the estimators. To obtain that there exist
optimal rate adaptive estimators, it is enough to have that there exist an estimator 6,
and a positive constant C' such that

limsup R, (f,) < C.

n—oo

An estimator fn that satisfies (6.3) is called asymptotically exact adaptive estimator on the
scale of classes {¥(58, L) }gep for the Ly, norm, and Cjp is called exact adaptive constant.

In the non-adaptive case (cf. Chapter 3), the relation (6.3) is satisfied by a constant
Co(8) which depends on 3, L and ¢?, and for fs a kernel estimator with kernel close to
the kernel K3. The kernel Kjp is defined for u = (uy, ..., uq) € R by

with
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I denotes the gamma function and (z); = max(0,z). The constant Cy() satisfies

B+1 P\
Co(B) = a%ﬁ( _3>
(8) (8) (35

and _
d B
=1

In this Chapter, we prove that there exist optimal rate adaptive estimators on {X(5, L) }gen
for the L, norm. We give precise upper and lower bounds for any finite set B. When B
contains only two vectors, we improve the upper bound.

For particular forms of the set B (including sets B of isotropic classes), we prove it exist
an estimator f, and a constant Cj satisfying (6.3). The constant Cj3 we have found is
equal to the constant Cy(S)(which was the solution of (6.3) in Chapter 3) multiplied by a
constant larger than 1, depending on the set B and p. As a consequence, for this case, we
lose efficiency in the constant under adaptation. We will see that the estimator satisfying
(6.3) is obtained using the Lepski method. This method is introduced in Lepski (1992)
for the problem considered here with d = 1 and it has been studied by many authors.
In particular, for d > 1, Klemeld and Tsybakov (2001) have used it for the estimation
of linear functionals in isotropic settings. Tsybakov (1998) used this method to study
pointwise and sup-norm estimation on Sobolev classes.

6.2 Main results

In this section, we introduce the notation and the assumptions about the set B, we define
three families of estimators and we give our results.

6.2.1 The set B

We suppose that the set B = {8, ..., 80} contains [ vectors belonging to (0,1]%. The
coordinates of 5 are denoted by ﬂj(-z), j=1,...,d:

BD = (89, 8% e (0,1)% (6.4)

We define the real B(i) by
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and we denote by B the set:
¥l =) yolU)
B:{,B ... B }

We suppose that B(i) #* B(j) for all 4,5 € {1,...,1} such that i # j. As a consequence,
a § € B is matched to a unique 8 € B via the relations (6.4) and (6.5). We define the
following relation of order in B: the vectors 8 and 7 satisfy

B <~ ifandonlyif B<7.

This is a relation of total order in B, thus the notion of maximum and minimum in B are
well-defined. We denote B0, = max{3® i =1,--- 1} (respectively B, = min{3® i =

1,---,1}) and B,,,, (respectively f,..,) the associated real number in B via (6.5).

Remark. In the isotropic setting (i.e. for all 8 = (51,...,04) € B, f1 = -+- = 4), this
order is the order 8 = (B1,...,84) <7 = (7,--.,7) if and only if 8; < ;.

men

6.2.2 Three families of estimators

Here we define three families of kernel estimators (f,B,l),BeBa (fﬁ,Q)ﬂeB and (f/j’g)/jeB. They
are close to the asymptotically exact estimator of Chapter 3, but the kernel is somewhat
different at the boundary. This is a consequence of the fact that the observations here
are for ¢t € R? whereas they were for ¢ € [0,1]¢ in Chapter 3. The estimators are defined
in the following way. For 5 € B and j € {1,2, 3},

foi(t) = /Rd Kp; (t —u)dYy,

defined for t = (t1,...,tq) € [0,1]%, where for u = (uq,...,uy) € R¢

— 1 Uy Ug
Ka. = K . .
s () 7 (B) -~ hai(B) " (hl,j(ﬂ)’ ’ hd,j(5)>
For j € {1,2, 3}, the bandwidth h; = (hy;(5), ..., ha;(3)) satisfies for i € {1,...,d}

| 5/@B+1)\ P
i (S22 2y )

n
where

1 _ forj=1,

Ai(B) = 27231 (2%) P for Jj =2,

2_2’52% for j = 3,
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_ p(Bmaa; - B)
01(5) ST 2Bma:c +1

e(8) =1+ pu(B)(28 + 1)

u(B) = max | — —  min L ,
> \20+1  <hi=led | 27+ 17 %(27 + 1)

where the maximum is taken for A = (Ay,...,\;) € B, and the minimum for v =
(m,---,7) € B.

Lemma 6.1. The kernel Kz satisfies f[_l 1jd Ks(u)du =1 and f[—1 1jd K (u)du = %

b

and

This a consequence of formula of Gradshteyn and Ryzhik (1965) (cf Appendix of Chap-
ter 3)

For t € [0,1]%, j € {1,2,3} and for a function f belonging to one of the classes %(8, L),
define the bias of fz ;

bt f) = Ep (f,4(1)) = F(t) = K * f(1) — f (1)

and the stochastic term of the error
Z5;(t) = fa;(t) — Ep (f5,5(t) /Kﬂj W

The symbol * stands here the convolution of functions defined on R?. The quantity K j* f
is well-defined since K ; is continuous with compact support and f is continuous.

6.2.3 A lower bound for anisotropic classes

In the following, we will use the maximal risk in sup-norm on B defined in (6.2) with

B
Pn(B) = Cp (2B2) 7+ Cy defined in (6.6) and p > 0. We have the following lower bound
which is valid for any finite set B satisfying the conditions of Subsection 6.2.1.

Theorem 6.1. The minimax risk in sup-norm on B satisfies

liminfinf R, (6,) > 1.

n—oo 6,

6.2.4 Exact asymptotics for particular forms of the set B

For 8 € B and j € {1, 2,3}, we consider

1/2
W):< 215 130%¢; (8) )1ogn> |

n I, hig(B)(2B +1
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where c3(5) = ¢1(5). We select the vector B(p) € B defined by

By =max{BeB: Vy<B, |~ fu

oo <m()}

We have the following theorem for particular forms of the set B, which include the sets
B of isotropic classes.

Theorem 6.2. We suppose that the set B satisfies the property (P):

(P) For all B = (B1,...,84),7 = (M1y---,7a) € B, if B < v then for alli =1,...,d
Bi < vi-

Then, the estimator fv(p) = fﬁ(p),l s asymptotically exact adaptive, i.e. it satisfies the
condition (6.3) with the constant Cy defined in (6.6):

lim inf R, (6,) = nlgglo R, (fp) =1

n—00 O,

Remark. The estimator fv(p) is obtained using the method of Lepski. The constant Cj has
the form of the constant obtained by Lepski (1992) in the case d =1 where we replace

by B.
6.2.5 Upper bounds for anisotropic classes

If the set B does not satisfy Condition (P), Theorem 6.2 is not true anymore. In this sub-
section, Theorem 6.3 gives an upper bound for any finite set B C (0, 1] and Theorem 6.4
improves this upper bound when B contains only two vectors.

We consider new estimators defined for 3 and v € B and t € [0, 1]¢ by

fﬂ*ﬂ(t) = /Kﬂ*7,2(t —u)dYy

where B B
K/B*'Y72 = K/BzQ * K’772

We consider the vector Bam € B defined by

Bam' = max {/B € B: \V/’}/ < 6’ ”fﬂ*%Q - f’Y,2|

o < 772(7)}-

Theorem 6.3. The estimator f;m = fBam,Z satisfies for p > 0

limsupsup  sup Ef{nfam-— i (z/zn(ﬂ)Mz(ﬂ))”’} <1, (6.7)

n—oo BEB fEX(B,L)
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where, for j € {2,3} and § € B,
: (ﬂ)) e
c1(B)

91/(28+1) | 5926/(2p+1)
M,(5) = ( ( |

28+ 1

The relation (6.7) imply that ﬁm is an optimal rate adaptive estimator on {X(5,L)}sen
for the Lo, morm, for any finite set B C (0,1]%.

For [ = 2, we have a better result. We suppose that B = {v, 8} with v < 3. We
consider a new estimator defined for ¢ € [0,1]¢ by

fﬂ*%l(t) = /Kﬂ*%l(t —u)dY,
where o o
Kpuyy = Kpgix Ky3.
We select the estimator famg defined by

F. fou if [ fpenn = Fralloo < ms(7) o1 | fua = Foalloo 220 0) (1 + py,)
o fy,3 otherwise,

where p, = %U))m and ¥, ()), for A = (A\y,...,Ag) € (0,1]¢ N B¢, is defined by
-1

A —
Pn(A) = (1BL) 34 with X\ = (Zgzl 1//\,) . Here B¢ denotes the complement of the set
B. Then we have the following theorem

Theorem 6.4. The estimator f;nig satisfies for p > 0

limsup sup E; {||ﬁln,2 — f||€o¢;p(ﬁ)} <1 (6.8)

n—oo  feX(B,L)
and

limsup sup By { oz — FIB07 () } < (Ma(7)" (6.9)

n—00  fex(y,L)

6.2.6 Some remarks

1. In the model here, we choose to have observations in R¢ to simplify the calculations.
To obtain the results, it is enough to have observations in a neighborhood in [0, 1]¢.

2. These results can be generalized to others models such regression with regular design.
This can be done by following the same proofs with minor modifications.
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3. In this chapter, we have considered a finite set B such that its cardinality, card(B),
does not depend on n. We could have considered a set B such that card(B) grows
as n — oo and there exists M > 0 such that, for all 3 € B, 8 > M. In Theo-
rems 6.2 and 6.4, following the same proofs, it is possible to have the same results
taking B such card(B) < (log n)m (The last condition is necessary to have
lim, ;o R1(8) = 0 in Section 6.5 and the relation (6.49)). A weaker condition is
possible on B. If, for j € {1,2,3}, we replace ¢;(8) by ¢;(8) + priozm in 75(8), the
results of Theorem 6.2, Theorem 6.3 and Theorem 6.4 can be obtained for B such
that card(B) < (logn)® with a > 0.

4. For d = 1, in the Lepski method, for a given family of estimators (fs)sen, we
choose 3, the largest B € B C R, such that ||fﬂ - f7||oo < () for all v < 3,
with a constant ¢ > 0. This choice is based on the fact that, if f € 3(8,, L) and
v < B < B,, the bias of fg - f,y is upper-bounded by a term of order ,(y). This
property is still valid for anisotropic settings when B satisfies Condition (P), but it
does not work for general anisotropic settings. Indeed, for anisotropic settings, we
do not have such a property on the bias of fg — ﬁ, and this bias can be very large.
Kerkyacharian et al. (2001) give a new criteria which permits to obtain results in
anisotropic Besov classes. Rather than comparing fﬂ to j?,y for v < 3, they compare,
for v < B, f, to a kernel estimator fz, with bandwidth (h1(8,7), ..., ha(8, 7)) where
hi(B,7) = mazx(hi(8), hi(7)) and (h1(B), - - ., ha(B)), respectively (h1(7), ..., ha(7)),
is the bandwidth of f3, respectively f,. This comparison permits to have a new
criteria for selecting B In Theorem 6.3 and Theorem 6.4, we use another estimator
fﬂ*m’ to do this kind of comparison. The different choice of fg*%j is motivated by
our goal to have better constants.

5. Our results are adaptation with respect to 5 and we suppose that L is fixed and
known. To use our method of estimation, the statistician need to know L. Here
we suppose the statistician does not know L. We suppose that 8 belongs to B and
Le{LW .. LW} )0, +ool® Wenoteforj=1,...,1, LU) = (ng), e, Ll(jj)). Our
method can be applied to select 3 € B with L = (maxj—1,. 4 ng), ..., MNaX;j=1, 4 Lfij)).

6. Theorem 6.2 gives a result of exact estimation. In Theorem 6.3 and in Theorem 6.4
in the case f € X(v, L), the difference between the lower bound and the upper bound
is the factor (My(B))? and (Mj5(7))? respectively. The following plot represents the
quantity M3(3)(on the vertical axis) as a function of g € (0,1/2].
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We can see that, for 8 € (0,1/2], 1.06 < M3(8) < 2 and then it implies that

s (G s (35)

The following sections are devoted to preliminary results and to the proofs of the theorems.

6.3 Some preliminary results

In the following, D;, with 7 = 1,2, ..., denote positive constants, except otherwise men-
tioned. These constants can depend on § € B but we do not indicate explicitly the
dependence on . This does not have consequences on the proofs since B is a finite set.
The quantity 7;(3) satisfies the following lemma which will be proved in Section 6.8.

Lemma 6.2. For 8 € B and j € {1,2}, we have

b (B)N,
(5) + 25 — v 3y ).
where My(5) = 1. Moreover, for 5 € B, we have
20 (B)As(8) _
n3(6) + Bl M3(8)¢n(8)-

A A

We have the following results for the families of estimators (fz1)gen, (fs2)ses and
(f ,3,3),3€B-

Proposition 6.1. For € B and j € {1,2,3}, we have

B Yn(B)A;(8)
f:;zgm 16,5 (5 Flloo < T
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Proposition 6.2. For 8 € B, j € {1,2,3} and t € [0,1]¢, we have

2 2
E Z2 ) 9 UKﬂHQ
f( ﬂ,a(t)) < nhj(,B) )
and for b > D, 10255-(?/;))’ we have
P, [ Zs. e > b] < =2 exp _ Dabi(B) | D0y nh ()
PR == 1(8) 2 K5 307 (log(hy(8)/2 (

where izj (B) = H;i:l hij(B).
Proposition 6.3. Forp >0, 8 € B and j € {1,2,3}, we have

limsup sup By [(11f2s — FlloolM(30a(8) )] <1 (6.10)

n—oo  fex(p

tim sup By (I~ ot (8)) Lz, slstecomin@onioy| =0 (611

n—oo fEZ( )

—1/4

where £(n) satisfies e(n) > (logn)™ """, and 14 denotes the indicator function of a set A.

Proposition 6.1, respectively Proposition 6.2, can be obtained following the proof of Propo-
sition 3.1, respectively Lemma 3.4, of Chapter 3. The proof of Proposition 6.3 can be
deduced from the proofs of Chapter 3 and we add some elements of proof in Section 6.8.

Define for ¢ € [0,1]%, j € {1,2} and a function f the bias term of fg,,
b1y (t, f) = Ef (foer,4(1)) = £ (1),

and the stochastic term of fg*%j

Z51yj () = Fory () — By (fpu,5(2) / Ky (t Wi

The estimator fg*%j satisfies the two lemmas.
Lemma 6.3. For 3,y € B, we have
Un(B)A2(B)
SUp |[bgey2 (5 f) = by2( f)llec < sup |lbga(:, f)lleo < :
FeS(B,L) FES(B,L) 26+1
When B = {~, 8} with v < § we have

N 4a ()
up 16617,1(, f) = b3 (5 fllos < L 166,15 F)lloo < B
and
_ )

sup  [|08ey,1 (5 f) = b1 (5 F)lloo < sup [[by,3(5 f)lloo <
fesomy ? 7 resen) T 2y +1
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Lemma 6.4. For 3,y € B such that v < 3 and j € {1,2}, we have for all t € [0, 1]

\2 o?|| Ksll3
IEf ((Zﬂ*m) (t)) < 77”3](5) )
and for b = Ds loZ?ffj(fﬁ)»
D, b2nh;(B) Dsby/nhj(B)
B 1 Zseralle = 01 < 35 0 {_W} ") Gty [ O

Lemma 6.5. Let j € {1,2,3}. We have, for v, € B such y < 3,

lim  sup Ep {[|1Z;1%%0" (B) {12, s 1 5ms ()} } = 05

N0 fex(B,L)

where

— 1/2
) = 2|1 K, 1202(1 + Bnas) logn
n 1%, his(7)(27 +1)

Remark: T,(7) is of the same order of 1, (7).

These three lemmas will be proved in Section 6.8.

6.4 Proof of Theorem 6.1

The proof of the lower bound is similar to the proof of lower bounds in Tsybakov (1998)The
difficulties consist in finding a good subclass of (3, L) and good parameters to apply
Theorem 6 of Tsybakov (1998). We have

A, =infsup sup Es {||Tn — f||§o¢;p(ﬁ)} > Igleaéi {An(8)},

Tn BeB fex(s,L)

where
An(B) =inf sup By {|IT, - [l5v,"(8)}-
m fex(B,L)

By Theorem 3.1 of Chapter 3, we know that lim inf, o Ay, (Bmez) > 1. This comes from
the fact that the loss function w(x) = a? satisfies the conditions required in this theorem
(i.e. w is a non-decreasing function which admits a polynomial majorant and such that
w(0) = 0), and the exact constant Cp_, in the rate of convergence is the same as the
exact constant in the non-adaptive case. Now, in order to prove the theorem, it is enough
to prove that liminf, ,,, A,(8) > 1 for all 8 € B\g,,,,-
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Let 0 < e < 1/2. Let 8 € B\g,,,- In the following several quantities depend on j,
but we do not indicate this dependence to simplify the notations. We consider the set of

functions f;g(-) defined, for j € {0,---, M}, by
Bi
) S j=1,....M
+

ti—aj.i

hi1(B)

{ fis = vn(B)(1 — ) (1 oy
fog =0,

where the a; = (a;1,...,a;4) form a grid of points in [0,1]%. This grid is defined in the
following manner. For

1
i = = -1
" [Zhi,l(Ql/ﬂ 1) ]

with [z] the integer part of x and M = H?Zl m;, we consider the points a(ly,...,l4) €
[0,1]¢ for I; € {1,...,m;} and i € {1,...,d}, such that:

1
a(ll, ey ld) = 2(23 + 1) (hl,llla ey hd,lld) .
To simplify the notation, we denote these points a4, ...,ay and each a; takes the form:
aj = (a1, ., 0ja)-

The functions f; g satisfy the following lemma which can be proved as in Chapter 3.

Lemma 6.6.

1- f];ﬂ S E(ﬁ?'L)J
a’c log n(1—¢)?
2 || fygllf = ZerBlcgntize
3- the functions f;z have disjoint support.

Here we come back to the study of A,. Let j € {1,..., M} and T, an estimator. We
have, since f;g(ar) = (1 — €)¢¥n(8)d;x,

U (BT — fiplloo 22, (B) max |T(ax) — fj5(ax)|

1<k<M

2(1-) max, |f — b

bl

~ —1
where d; j, is the Kronecker delta and 6, = %’w As a consequence

wrjl(ﬁ)”Tn - fj,ﬂ”oo > d(é, 0]’)’

where é: (él, .. .,éM), 07' = (51,j, .. -,5M,j), and d(u,v) = (1 — 6) maxi<g<m |Ug — Uk| for
two vectors u = (u1,...,uy) and v = (vq,...,vy) of RV,
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In the same way

b (B Tn = foplle >¥nt(8) max |T(ax)]

1<k<M
-1
Elﬁn (ﬁmaw) 12}21(\/1 ‘Tn(ak)‘
%(5) )
>———-—d(0,0,),
G Bma) )
where 6 is the null-vector of RM. Then we have
: _ P )P
An(B) 2 int max By (T — fis%vn”(5))
. wn (ﬂ) P (0 (0
Z éleand max {EO ((m d (0, 00) ; lgkaé)l(w Ek (d (0, ek)) s (613)

where Ej is the expectation Ep = Ey, ,. We denote also P, = Py, ,.

Here we apply Theorem 6 of Tsybakov (1998) to the relation (6.13). We consider the
M + 1 parameters {6y, ...,0)} C [0,1]", the family of probability measures {P, = P;},
the loss function w(z) = 2P and the distance d previously defined. The parameters 6;
satisfy d(6;,0;) > 1 —¢ for i,k € {0,..., M} and i # k. We are now going to prove that
there exists «ay,, with 0 < a,, <1 and lim,,_, o, = 0, such that

Q (Cfl—g > m) > 1— ay, (6.14)

Bmae . _PB “1(/3)(1 —¢/2) and ¢ is chosen

_ 1 M Vv _ P
where Q = 5> P, T =n"", v = 28, +1 2B+l 2841

small enough to have v > 0.
Indeed, if we prove (6.14), Theorem 6 of Tsybakov implies that

e \?
(1 - a1 - 22 (5H7525)

p
(1= 20 + 7 (5245

An(B) >

P
We have lim,,_, o 7, (%) = +o00. Then

liminf A, (8) > (1 — 2¢)P.

n—oo

Since ¢ can be arbitrarily small, we obtain that liminf,_, A,(8) > 1 and it proves the
theorem.

Here we prove (6.14). In the same way as Tsybakov (1998), we have that under P,

dby | exp{&un+v2} k=i
dPy | exp{&vn —vn} k#4,
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where the &, are i.i.d. N(0,1) variables and v} = 5| fxsl3 = zgi?cl(ﬂ)(l — €)% Now,

by the independence of the &;, we have

dp, o~ dP 1 1dpP, 1
1 P — — ). (61
( deo <Y T") ( 2. i 2%) <MdP0 <27n) (6.15)

k=1,k#i

The probabilities above satisfy, since the & are N (0, 1) variables,

1 & odp, 1 1 X 1
(35 o) 0 5 e <)

k=1k+i k=1k+i

- M
=1-P Z exp {&vn — v } > ?) (6.16)

k=1,k#i n
o7 (M — 1
>1— %El [exp {fkvn - vi}]
27, (M — 1)
=1-—- A7
M 7 (6 )
and
1 dP; 1 M
P <o) =P W+ 02} < o
(MdPO < QTn) (eXp {&wn +un} < 2Tn>
1
=1-& (— (—log M + log(27,) + Ui/?)) : (6.18)
Un

where ® is the Gaussian c.d.f. By replacing M, 7, and v, by their values in terms of n

Cl(IB) — p/Bma:c _ pB 3
and 3, since B4l 2ﬂ+1 + BT T 2gerr WE obtain that

1
— (—log M +log(27,) + vfl/Z)

n

_logn <_ S Y RN R S | C N A (1))
Un 28+1 2B,,,+1 28+1 28+1 28 + 1

__logn (a(B)e ., _ )

= <QB+ . (1—¢/2)+0(1)) . (6.19)

Using the relations (6.15), (6.17), (6.18), (6.19), noting that Lﬁ_l) tends to 0 and that
—logn (ﬁ( —€/2)+o(1 )) tends to —oo, as n tends to co, we deduce that

Un 28+1
nhm Q ( Tn> 1

This implies the existence of a sequence «, that satisfies (6.14) and lim,,_,, a;, = 0, which
concludes the proof of the lower bound.
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6.5 Proof of Theorem 6.2

Since Theorem 6.1 is true, in particular for set B satisfying Condition (P), to prove
Theorem 6.2, it is enough to show that

limsupsup _sup Ef{nf — flEer (B} < 1. (6.20)
n—oo  BeEB feX(B,L)

Here we prove (6.20). Since the cardinal of B is finite, we are going to prove that for all
f e B,
limsup A(B,n) <1,

where _
ABn) = sup By {Ifp) ~ FIE0.7(8)} < Rin(8) + Ro(B)
fex(s,rn)
with N
Rin(8) = sup B {llfor = It (5) 50 }
and

Ron(B) = sup E; | fo — FIER0P(B); .
2n(f) = sup s {1 = T8, (B) 5,5 |

This will be obtained by proving that

11_>m Ri,(B)=0 (6.21)
and that
limsup Ry, (5) < 1. (6.22)
n—oQ

eProof of (6.21)
Let 8 € B. We have

RiaB) < Y swp B {llfyn = FIBG." (B 5, - } -

We fix now v € B with v < 5. The event {Bp) = } satisfies

(=2 U {Ifm—foalle>m)},

B'eB,p <y
where v/ = min{\ € B such that A > v}. Then we have

sup By {1y = FIEt” (8) Lty }

B'eB,B < fEZ(IBaL

sup ]E{f,—foon }
2w By (s = IO
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with A
Ain(8) = {1 fra = foralloo > m(8) }
We do not indicate the dependence of the set Ay, (8') on 4" because we argue for fixed ~y

in B and then for fixed '. To prove the result (6.21), since the cardinal of B is finite, it
is enough to prove that the following quantity, for 5’ € B with g’ < v/,

sup By {|1fyn = P77 () Lsuion } (6.23)
JeX(B,L)

tends to 0 as n — oo.

Here we study the quantity (6.23). Let f € (8, L). We fix §' € B such that 8’ < +'. We
have

By {1y = F1802" () Lo b < 207 () (s (s F)IEPs (Ara(B) + By {1 Zyallulty a0 }) -

To study the quantity above, we need the following lemma which will be proved in Sec-
tion 6.8.

Lemma 6.7. We have for n large enough

1 _ P(Emam _E’)

sup P [A1,(8")] < Dg(logn) F+1n Fmae+DCF +1),
fex(s,L)

The bias b, satisfies, for all f € X(3, L),

11 s Do < / K ( Zuum )8 du.

Since for all 7 € {1,--- ,d}, 7; < f3;, we have that

sup |{by1 (- Il = o(¥n (7)),
fex(,L)

as n — 00. As a consequence, we deduce from Lemma 6.7 that

_ — — —1 _ —
Py _ _pB_  _ _PBmax pB_ _ _p¥ B

R P ¥ D
sup Y77(8) b1 (- DBy (A1(8) < Dillogm) o350 =38, 205 o,
fex(s,L)

(6.24)
Moreover,

Ef {4 (B Zy1l1BLar 5} < (Tna (0))P0, P (B)Pf (Arn(8'))
+Er {12, 18507 (B) 1512y 110> mmr (03 ) - (6.25)
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= —7
1 PBmaz B

From Lemma 6.7, we know that Py (A4, ,(8')) is at most of order (logn) 2F'+1n Pmastt 28+
thus

_ — = —/ _ —
Y pB PBmax »B Py B

1 - -
(Tt (NP P (B)P; (A1n(B) < Dg(logn) 41" 71 30kl Bmaeti ' a8+1 2741 2341,

Since ' < v < B < Biaz, We obtain that
Y

lim ~ sup ¢, P(B)||by,1 (-, FIIEPr(A1n(8) =0 (6.26)

n—0o0 fEE(ﬂ L

and

lim  sup (71 ()P (9P (Ara(8)) = 0.

N0 fex(B,L)

Using Lemma 6.5, we deduce that

lim sup Ej {¢7(8)]|Z,1
"TrO0 fEX(B,L)

Pl e} =0. (6.27)
From (6.26) and (6.27), we conclude that the quantity (6.23) tends to 0 as n — oo.

eProof of (6.22)
1/4
Let 6,, = (E) and 3 € B. We have

Ron(B) < (146n)" + S Ey {||f w —f |I’éow;”(ﬁ)f{ﬁkmzﬁ}n{nﬁp)—f||oo¢;1(6>>1+6n}}

SA+6)P+ D sup Qual(By,f),

YEB,y>B fex(s,L)

where

Qan(8,7: £) = By {1 =PI (B) 3 yotiis Sl @r51160) } -

By Proposition 6.3, we have lim,, ;oo SUpfes s,y @2,n(53, 8, f) = 0. To prove (6.22), since
the cardinal of B is finite and lim,, _, d, = 0, it is enough to prove, for v € B with v > [,
that

lim sup Q2.(58,7,f) =0. (6.28)

O fex(B,L)

_ Here we prove the result (6.28). Let v € B such that v > 8 and f € X(8,L). If
By = 7, since v > B, we have || f,1 — fs,1llcc < n1(8). Then,

1ot = FlloeTg=y < (1o = Foalloo + s = Fllo) Ty =y
< (m(B) + 15 = flloo) Iz =y (6.29)
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The quantity Q2,,(8,7, f) is upper bounded by

(=5 {1~ 112021 1) (B (B = 13 0 Ul — Flloti(8) > 145,3))

Then, (6.29) and Proposition 6.3 imply that

N 1/2
up (B {1172 = S0, 2 (D)5, })
o (B {1 = 12070V 5,

is bounded above by a positive constant for n large enough and we deduce that

. " /
sup Q8.7 1) < Do [By ({3 =13 1 {llfy — Flloti™(B) > 146,3)]

FEX(B,L)
(6.30)
for n large enough. Now we are going to prove that the right hand side of inequality
(6.30) tends to 0 as n — co. We have

1Fx = FllooLgg =y < Ulbsn (5 ) = b5 (s Nlloo + 1881 (5 Nlloo + 1 Zllo0) g, -y

u(5)
< (I8sa60) = i P+ 22 2,00 ) 1 e 630

where the last line is a consequence of Proposition 6.1.
We have [[bys (- £) = g (- flleo = By (Fr) ~ By ()|
E; ( fy,l(t)) —Ef ( fs.1 (t)) is a continuous function on [0, 1] which admits a non-random
maximum z, satisfying
163,15 F) = bga(c f)lloo = &(0)
< | fralmo) — fﬂ,l(l"o)‘ + 1]
<Nfan = foalloe + o1l <mB) +lea,  (6:32)

. The function ¢ : t ——

where o1 = £, 1(0) — fg.1(20) — Ef [fy,l(xo) - fg,l(azo)]. Since ¢; is a N'(0, 72) variable,
by Proposition 6.2, we deduce that its variance 72 satisfies

< 2Kpl30° (1 +o(1)).
B nhi(8)

72 < 2E; ((Zs,1(20))?) + 2E; ((Zy,1(w0))?) (6.33)

Then using (6.31) and (6.32) we deduce that

A ()
1= Pl g,y < |m(B) + 5577

< WalB) + 1 Zyalloo + L1 Igs, =y

1 Zyalle + l1l| Igg o

1/2
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the last line being a consequence of Lemma 6.2. Thus,

P; ({8 =23 N llFas = flloo > (14 6,)0(8)})

Slpf (||Z ,1”00 + |(,01| > 5n1/)n(ﬂ))

<F; (1Z2alle > F008)) + 21 (lor] > T0(9)) (6:34

As ¢y is a N(0,72) variable and using (6.33), we have

On Ya(B)dznha(B)
]Pf <|S01‘ > 5%(5)) < exp {_ 16||K,3||%0'2 }

The quantity 12 (8)02nhy () is of order /Iogn, and then

lim P, (w > %"%(5)) =0, (6.35)

n—00

Using Proposition 6.2, we have

5 Dy W2 (B)62nh (7) Dy tn(B) 4/ nha (7)
%(V”“>E%w0§awf”{‘sww%2}“ 2108 Fn (1)) 72

The quantity ¥2(8)62nhi(7) is of order 12(8)y;,2(v)(logn)P with some Dy € R and

hi(v) is of order (1"%)1/ Br) Hence, since 3 < v, this implies that

On
i Py (12l > Sn(9)) =0 (6:3)

Using (6.35), (6.36) and that the fact that the right hand side of inequality (6.34) does
not depend on f, we deduce that

lim sup Py ({B(p) =~}n {||f71 — fllo > (1 + 5n)¢n(5)}> = 0.

T fex(B,L)

Then we obtain the result (6.28) which implies (6.22).

6.6 Proof of Theorem 6.3

The scheme of proof is similar to the proof of relation (6.20) in the proof of Theorem 6.2.
To prove Theorem 6.3, we will prove that, for all § € B,

lim Rs,(8) =0 (6.37)

n—oo
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and
limsup Ry, (8) < (M2(B)), (6.38)

n—odo
where

Ryn(B) = sup By 3| fami — FIE0n" (B) 4,05 |
()= sup By {1 ons — Ut O )

Rin(B) = sup g ||/ ani = FIES77(B) 5,50 | -
(8 = 5w By {|lfoni = IOV i

eProof of (6.37)

Let 8, € B such that v < .
The event { Bani = 7} satisfies

{Bui=v}c U 4a8),
B'eB,'<p

where R X
Aon(8) = {Ifsnp2 = Frallow > m(8)}

Following the same reasoning as in the proof of relation (6.20), to prove (6.37), it is enough
to prove that, for all 8’ € B with ' < j3,

lim sup By {10 = fIEt? (8) Lag,n } = 0. (6.39)

"m0 feN(B,L)
The event A, ,(3') satisfies the following lemma:

Lemma 6.8. We have for n large enough

sup  P;[Ag,(8')] < Dyi(logn)” 2+1n P,
fex(s,L)

The bias b, satisfies for all f € X(5, L)

by 2 ma‘/K }:Lmzw )[Bidu,

then sup rexg 1) [104,2(5 f)lloo is at most of order

. BiY
]()gn mln('yi(27+1))
n b

where the minimum is taken on ¢ = 1,...,d. Therefore

sup 4,7 (B)|1b,2(-; FIIEPr (A2.n(8))
fex(8.L)
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is upper bounded by
Dis(log n) M55 11 P8 -w(B))
where B
P i AT
B+1 =l ,d%(27+ 1)

w(B,7) =
If B satisfies Condition (P), then
B 7
26+1 2+ 1

w(B,7) <

Since 8 > 7 and p(B') > 0, this implies that

lim  sup ()b PP (Asn(8)) = 0. (6.40)

"0 fex(p,L)

If B do not satisfy Condition (P), there exists i € {1,...,d} such that §;/y; < 1, then

B ¥
“28+1 27+1

p(B) = w(B,v) = > 0.

This implies that

lim sup 6y ()b PP (Asa(8)) = 0. (6.41)

N0 fex(B,L)

Reasoning as in the proof of (6.21), using the decomposition (6.25), Lemma 6.5, Lemma 6.8
and that .
B 5
286+1 2y+1

< (8",

we deduce that

lim sup E; {¢,?(8)||Z,
T fex(B,L)

From (6.41), (6.40) and (6.42), we obtain (6.37).

|p IA2n IBI } - 0 (642)

eProof of (6.38)

1/4
The proof will be similar to the proof in the proof of (6.22). We fix §,, = (@) . We

have

Rin(B) < (146" (Mx(B))"+ D sup Qun(B, f),

yeBy>p 1€FBL)
where

Q8.7 1) =By {ll sz = FIBA(B) o |

and

O = {llfr2 = Flloot (8) > Ma(B)(1 + 6,)}.
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By Proposition 6.3, we have limy, o SUp tesyg,1) @u,n(B, 8, f) = 0. To prove (6.38), it is
enough to prove that, for all v € B such that v > f,

lim sup Q4,n (/85 Y, f) =0. (643)

N0 fexy(B,L)

Let v € B, such that v > §, and f € X(8,L). Following the same reasoning as in the
proof of (6.22) from (6.31) to (6.33), using Proposition 6.1, Lemma 6.2 and Lemma 6.3,
we deduce that

|| Z 2 || ﬁani—’y <—(||b18*732(.7.}) b752(7=‘)||00 ||bﬂ*772(.7-} ) b/Bz2(.7J)||OO
{ }
||b/3’,2(': J )”oo ||Z%2||00)1{/3’am:7}

2 (8)0(6)
(2oL sy (5) 12l + ) T

< (M2(B) + 1 Zy2lloo + l2]) L1, =y (6.44)

<

where @y = fgy0(z0) — fo.2(20) — By [fﬂ*%g(xo) — fﬂ,Q(fL‘O)], with some x4 € [0,1]%. Using
Lemma 6.4 and Proposition 6.2, we have that ¢, is a N'(0,72) variable, with variance 72
satisfying

2| Kpll30*(1 + o(1))

nhi(3)

2
T, <

We have

Er (1252113890 7 (B)] < (Ta2 (1) P (B) + 0 P (B)Ey (12521128 1112, 210 5720 ]

Reasoning as in the proof of Lemma 6.5, we have that

lim (¢, (8)) % sup Ky [[|1Z,2

n—0o fex(s,L)

P12y plloo>ma(}] = O-

Since v > 3, we deduce that

lim sup B [|Z,220,%(8)] = 0. (6.45)

N0 fex(B,L)

Moreover, the variable @3 satisfies the properties

Py [[2] > 6210n(B)t] < exp {—D13t2\/10gn} t>0, (6.46)
lim sup Ef [[pa]?,*(B)] = 0. (6.47)

N0 fex(B,L)

The property (6.46) comes from the fact that ¢, is a N'(0,72) variable, and the property
(6.47) can be proved as (6.45) using (6.46) and the proof of Lemma 6.5.
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The relations (6.45) and (6.47) and Proposition 6.3 imply that

N 1/2
sup (Ef 11 fre — FIIRU P (B) 5,
o (B {llFe = 126 (D) s, })

is bounded above by a positive constant for n large enough. Now to have (6.43), it is
enough to prove that

lim sup Py [cl,n O { Bami = fy}} —0. (6.48)

"0 fen(p,L)

Using the relations (6.44) and (6.46), and following the proof of (6.22) from (6.34) to
(6.36), we deduce (6.48), which finishes the proof.

6.7 Proof of Theorem 6.4

eProof of (6.8)

By Proposition 6.3, we have

limsup sup By {||f5 — fI%077(8)} <1

n—oo  fex(B,L)

Then to have (6.8), it is enough to prove that

lim sup By {15 — FIB67 BV 70y | =0 (6.49)

N0 fex(B,L)

The event {ﬁmg = f.%g} satisfies {f;mg = f%g} C Az, N Ay, where

g = {1t = Fralloe > ()}

. . (V) A
A = { s = Frall < 222D 14 )

The event Ajs,, satisfies the lemma:

Lemma 6.9. We have for n large enough

___p(B-7)
sup Py[As,] < D14(10gn)_271+1n B+ () |
fex(p,L)
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The proof of Lemma 6.9 is similar to the proof of Lemma 6.7 and 6.8. Let f € 3(5, L).
We have

1o = FlooTagnann < (Ifsema = Fralloo + 1w = folloo + 11 = Flloe) Ltgniaa,

Using Proposition 6.3 and Lemma 6.9 we deduce that

i sup By {Ifas = S (8)asuna, } =0

Moreover, using the definition of A4,, we have

By {foens = Pl @), } < (DO 1t o ).

Using Lemma 6.9, we deduce that for n large enough Y P(B)YR(Y)(1 + pr)PPr(As ) is

lim sup Ef {“fﬂ*fy,l - fﬂ 1w, P (B )IAsnmA4n} =0
"m0 fexi(B,L)

To prove (6.49), it remains to prove that

lim sup E; {”.fﬂ*'y,l — f7,3||p (B )IA3nnA4n} = 0.

n0 fex(B,L)

We have

| faevt = Frslloodasnnan, < (108ey,1 (55 f) = by3(c, flloo + [ Zy3llcc + [ Z8sy,1

Reasoning as in the proof of (6.21), using the decomposition (6.25) and applying Lemma 6.5
to Z, 3, we deduce that

lim sup Ef{ (|1Z 3||oo)p w;p(lB)IAS,nﬂA4,n} = 0.

| 00) ‘[AS,n ﬂA4,n N

Since Zg,,1 satisfies Lemma 6.4, a similar reasoning permits to have

lim Sllp IE:f { ||Zﬁ*7 3”00) (ﬁ)IAs nﬂA4n} = 0.

Appying Lemma 6.3, we obtain that the quantity supsesyg,r) [[bger,1(, f) = by3(5 f) oo 18
of order ¥, (8), and finally we have by Lemma 6.9 that

lim  sup |lbguy,1(, f) = bys (s Flleotn P (B)Pr (A3 N Asn) = 0,

"0 fex(B,L)

which prove (6.49) and then (6.8).
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eProof of (6.9)

The proof will be similar to the proof in the proof of (6.22). Let f € X(v,L). We fix
1/4
Op = <logn> . We have

By {Ifoniz = FI807 (0 } <1+ 67 (Ms () + By { | Famz = FIE77 (M), |
<+ 6" (Mo ()Y + By {1 = FIEt” (N Iosna, }
;{1 = FIEn (e i }

where

Con = { IFaniz = Fllootis” (7) > (1 + 80 Ms(3) }

and A, = (A3, N As,)°¢. By Proposition 6.3, we have

lim sup By {[lfya = fIPth(0) Iesunac | = 0.

=0 fesi(y,L)
The event Ay, satisfies the lemma

Lemma 6.10. For n large enough, we have

D
sup Py [Af,] < 7 (15 exp { —Dys(logn)”'"n"* } exp {—Dlg (logn)D”nDlB},

FeS(y,L) 1(B)

with D7 € R.

Lemma 6.10 implies that

tim sup By {1 — SI%07" (D esnag, | =0

=0 fex(y,L)

Then to have (6.9), it is enough to prove that

lim sup E {||fﬂ1—f||f’ ~p(y )IAM} —0, (6.50)

=0 fex(y,L)

where A5, = Cy, N Ag’n N A, On Ag,n N Ay, we have

||fﬂ,1 - f”oo S”fﬂ 1= ﬁ*7,1||oo + ”fﬁ*% - f%?»“oo + ||f%3 - f”oo

<) + LOHCE0) 17— e,

Using Proposition 6.3, we deduce that, for n large enough,

sup By {151 — 112077 (). |

FeX(,L)



6.8. Proofs of the lemmas and propositions 113

is upper bounded by a constant. Now to have (6.50), it is enough to prove that

lim sup P;[A45,]=0. (6.51)

N0 fex(y,L)

We have by Lemma 6.2 and Proposition 6.1,

s = FlleoTasn < (s = Foumalloo + Bpens (o £) = bysC F)llae + by F)lle + 1 Zrtlloe) e

lbgurs (s F) = by f) oo + 222080 0)

A .
R L

Following the same argument as in the proof of (6.22) from (6.31) to (6.33), we deduce
that

10813,1 (5 ) = bya (5 Flloo < m3(7) + 03] (6.52)

where o3 = fg*7,1(x0) — ffy,g(.’]:()) —Ef fg*%l(xo) — f%g(xo)], with some z, € [0, 1]¢. Using
Lemma 6.4, we have that 3 is a random variable N (0,72), where 72 satisfies

2| K5 [l30° (1 + o(1))

7rfl < =
nh(7)
Using Lemma 6.3 and Lemma 6.4, we obtain finally that
2X3(7)¥n(7)

”fﬂ,l - f”OOIAs,n < <7I3(’Y) + 27 + 1 + ”Zﬂ*%lnoo + |903‘) IAS,n
< (MS(’Y)wn(’Y) + ”Zﬂ*%l”oo + |§03D IA5,n

Now following the proof of (6.22) from (6.34) to (6.36), we deduce (6.51), which finishes
the proof of (6.50).

6.8 Proofs of the lemmas and propositions

Proof of Lemma 6.2

Since || K33 = _26+1)__ e have for j € {1,2,3},

Ba(B)(28+1)’
B B\ V2
logn\ #5 ~ ( 26Dl L "
) — C.? J —~pl2 s 28
n) = (“E2) " ¢ ( 2l () 3,

logn ) 7 =3 4B2Cj(ﬁ)(ﬁ+1)a2Li/ﬂ>l/2 ]
_ . .
< n ) B ( (25 4 1)2a(ﬂ)33 ( (5))

Sl
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For j=1, we deduce that

logn o L Bn 28 28
) : -2 4.0

cEeE 2P -
n PP 9841 28+1

m(B) = (

This implies the result of the lemma for j = 1. For j € {2, 3}, we have

_ B
gy 28 /(2B +41) (Ca' (5)) i

which permits to have the result for j € {2,3}.

Proof of Proposition 6.3

Following the proof of Theorem 3.1 of Chapter 3 with the loss function w(z) = a?,
studying the bias term and the stochastic term of f3;, we can deduce, for j € {1, 2,3},
that

limsup sup )Pf |:||f,3,; flloo > (1 4+ €n)¥n(B) (

n—oo  fex(B,L

A (8) 1:(6) B
1 ne (ﬂ))lﬂ)] =0

and

Ai(B) n,(8) \°
26+ 1 * wn(ﬁ)cj(ﬁ)) '

wn(ﬁ) (cf. proof of Lemma 6.2), and that ¢;(8) > 1,

imsup sup By (I = 112077(9)] < (

n—oo  fex(p,L

For j = 1, using that n,(8) =
we have that

2,6+1

NGB w1 %
Bl pBal) B+l @B D@@)

.
For j € {2, 3}, using that n,(8) = 2ﬂ+1¢n(5) —1/(28+1) (Ziégg) 1 (cf. proof of Lemma 6.2),
and that ¢;(5) > 1, we have that

- M;(B).

Ai(B) ni(B)  _ (ci(B) w9 a 9F2 w
B+1 " va(B)e;(B) (q(ﬁ)) 2B+1+(23+1)(62(5))1/2 =

The above lines imply the results of Proposition 6.3.
Proof of Lemma 6.3

Here we prove the first result of the lemma. Let 8 = (51,...,04) € B,y € B, f € (5, L)
and = (z1,---,%q),y = (Y1, ---,%4) € RE. We have
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K2 % f(x) = Koo % f(y)]

= ‘/ Ky (u) {f(z1 —urh12(7), -+, Ta — ughaa (7)) — f(y1 — wah12(7), - - -, Ya — uaha2(7)) } du

d d
< (/ K’y(u)du) > Lilwi —yil® =) Lilwi — il
=1 =1

Then, K, o * f belongs to $(3, L). As a consequence, we have

188,205 F) = by2 (5 F)lloo = [105,2(5 Ko Flloo < up 165,205 f)lloo-

fex(s

Thus, from Proposition 6.1, we deduce that

o ¥ (8)2a(8)
20 Wsesalcsf) = brale Dl < 22725

The two other results can be proved exactly in the same way.
Proof of Lemma 6.4

We prove here the result for j = 2. The result for 5 = 1 can be proved exactly in the
same way. Let 3= (81,...,084),7 € B such that v < 8 and ¢ € [0, 1]¢. We have

© 12.00) = s | (9 () % (5) )

where the notation ¥, for two vectors u = (uy,...,uq) and t = (t1,...,%q), represents the
vector (u1/ty,...,uq/ts). By the generalized Minkowskii inequality (cf. Annex .3), we
deduce that

) (2ol < s (/ ([ (55 < () ) d“)

< U (i) ) =iy

Now the proof of (6.12) is similar to the proof of Proposition 6.3, and then to that of

Lemma 3.4 of Chapter 3. The process Z,, satisfies as Zg, Ef [Zg*y(t)] < %K(qu. Fur-

thermore, to apply that argument, we need to bound the quantity E; [(Zg*7 (t) — Zgw(s)) 2]

2

Si—t;

Bi .
nhr| for s =(s1,...,8q), t = (t1,...,ta) in [0, 1]¢. Here

. 1 d
by a multiple of TS Dot
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we look at this quantity. Let s,¢ € [0,1]¢, we have

By [(Z3,(0) = Z.,()°]

- ] [ (5i5) (5 (535°) - (545)) #)
(

<o\ (/7 i) (s (5557) -0 (585) o)

Bi

bl

Si—ti

hia(B)

Si—tz’

hi2(B)

Bi _ O'2D20 d
N nilz(ﬁ) Z

i=1

2D 1 2 d
(i () S
nhy(8) \ ha(7) ha(7v) —
the second line being obtained by the generalized Minkowskii inequality (cf. Annex .3)
and the third line coming from the fact Kz satisfies an Holder condition of order §.
As a consequence, following the proof of Lemma 3.4 of Chapter 3, we will obtain the
result for 7 = 2 of Lemma 6.4.

Proof of Lemma 6.5

Let f € X(8,L) and j € {1,2,3}. We have, by a change of variables,

“+o00o
Es {117,105 (B) {2, s 10w >0} } = Yn” (B) /0 Ps (12, 15 T(1 2y 51w >3 2y > 1)

~07(8) (s )Y | P, (17,1

P12y o> ()} > T (T i (7))F) dt

= 9.7 (8) (Tai (M) Pr (1 Zy.4lloc > 7 (1) +47(B) (7,5(7))” /1 OOIP’f (1254ll8 >t (7n5(1)") dt.

(6.53)
We are going to prove that the two elements of the sum (6.53) tend to 0 as n tends to oco.
We obtain by Proposition 6.2 that

Pr (12,515 >t (7n5(7))") < Dy (logn) exp {— 1 1 logn} exp {tl/ngm/logn} .
(6.54)

Using the formula (6.54) with ¢t = 1, we deduce that ¢, 2(83) (7,..; (7))’ Pt (1 Z+,5llcc > Tnj (7))
B A Pmaz

is of order nP(TFr = A )(log n)P22 with some Dy € R, and then it tends to 0 as n

tends to oo since v < § < B Moreover by (6.54) we have, after a change of variables,

+oc
/1 B (12,1

b > 1 (Tng(7))") di
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is bounded above by

n Tlﬂ +0o0 2 B
Das ( ) / P {_2— T 7+ PPiaa) log”} exp {Dglt\/@} #1dt.
1 v

logn

By using several integrations by parts, one can find that this integral is at most of order

ﬁ 1 + ¥ 71’Emam _ 1

Hence ¥,7(8) (1u; (7)) [ Py (1| Z+,511% > t (70,5(7))?) dt tends to 0 as n tends to co.
Proof of Lemma 6.7

Let f € ¥(B8,L). Using the same argument as in the proof of (6.21), we can deduce

that [[by,1(, fllec = 0(¥n (7)) and [[bg 1 (-, f)llo = 0(thn(B')) for all f € £(B,L). As a
consequence for all f € X(8,L) ||by1(-, f) — bgr1(-, )l = 0(¢n(8')), since g’ < ', and
therefore

By |l = fon

oo > (5')] <PilllZyalloe + 1125 1llc > mi (B) (14 6a)] < Pi(n) + Pa(n),

where &, is of order n=% with a § > 0 and

Pi(n) =P [ Zy alleo > (8" +7)/2)(1 + £n)],

g+
1Zpr 11l > m (B) (1 + £n) (1 - M)] :
B

ni(B)nka(8') _ 1 (
2[Kgll30? 28’41 1+py5

Py(n) =P

Using Proposition 6.2, since
n large enough

— —t

S P Brnaz — B
Po(n) < Doy (logn) 28+1 exp { —— _mazr logn ;. 6.55
5(n) < Doy (logn) p{ 26’+1<25m(n+1> g } ( )

Using Proposition 6.2, it can be proved that P;(n) is negligible with respect to P(n) as
n — oo. The relation (6.55) implies the lemma.

Proof of Lemma 6.8

Let f € ¥(8,L). By Lemma 6.3, we have that ||bg.p2(-, f) — bp 2(+, f)||lec is at most of
order ¥, (B). Since f' < B, 1¥,(B) is negligible with respect to 72(8’) and therefore

Py [“fﬂ*ﬂ’,? — foalloe > 12 (B)| < Pr 1 Zsspr2lloo + 1257 2llo0 > 2 (8') (1 + k)] < Pa(n) + Pa(n),
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where &, is of order ¢, (5)/n:(5'),
Py(n) =Py || Zsup 2lloo > ¥n((8"+ B)/2)(1 + k)],

, n(552)
>n2(ﬁ)(1+ﬂn) <1_ 2(B) )]

and

Py(n) =Py |[|Zp2

Using Proposition 6.2, since

2( 1! d /
13 (8') [Tizy hi2(8) 1 :
sy = | = tpulf) |logn,
Akl \ag a1 P
we obtain that for n large enough
o 1
Py(n) < Diy (logn) 7+ exp {— (pp(8')) logn} . (6.56)

Using Lemma 6.4, it can be proved that Ps(n) is negligible with respect to Py(n) as
n — oo. The relation (6.56) implies the lemma.

Proof of Lemma 6.10

Let f € ¥(v,L). By Lemma 6.3, we have that

83010 ) = s ) < 280,
Then \
Forss = il 2 20200 11 )| < o)+ Pato)
where ()
_ n\Y)A3\7Y)Pn
P5(n) =Py |:||Z5*7,1 oo W} ,
e Pu) )
_ Un(1)Xs(7)Pn
Foln) =Fy [ 7 a2+ 1) ] '
— ¥a((B4+7)/2)

Using Proposition 6.2, since p, , We obtain that

Pn ()

Dy {_A%(vwz((ﬁﬂ)/z)nﬁlw)}exp _ D2Xs(1)¥n((B +7)/2)y/nln (8)

8[| Ksll302(27 + 1) 2(27 + 1)1/log b (B)

(6.57)
Using Lemma 6.4, we have that Ps(n) satisfies the same inequality as (6.57) but with
different constants D; and Dy. Now, since 5 > v, we have

N)2((8 +7)/2)nhi(B)
8|| Ksll502(27 + 1)?
with D7 € R, which includes the lemma.

= Dig(log n)D” Dis,



Annexe

.1 Reésultats sur les processus gaussiens

Définition. Soit (T,p), un espace T muni d’une semi-métrique p et ¢ > 0. Un sous-
ensemble S C T est appelé un e-réseau de ’ensemble T si, pour tout t € T, il existe
s € S tel que p(s,t) < e. On note N(T,¢), le nombre minimum de points d’un e-réseau
de l’ensemble T'. On appelle alors intégrale de Dudley de U’espace (T, p), la quantité

D(T,¢) = /O (log N(T,£))/? .

Définition. Soit {&;,t € T} un processus gaussien(i.e. pour tout (t1,...,t,) € T, (&, .-, &)
est un vecteur gaussien). On définit la semi-métrique pe, associé a &, par

pe(s,t) = VE[(& — &)?];

ot (s,t) € T. L’ntégrale de Dudley associé au processus gaussien & est l'intégrale de
Dudley de ’espace (T, pe).

Théoréme. (Lifshits, 1995) Soit {&,t € T} un processus gaussien centré tel que son
intégrale de Dudley est finie (i.e. D(T,e) < oo pour tout € > 0) et tel que ’espace (T, p)
est totalement borné. Alors, pour tout r > 4v/2D(T,c/2), on a linégalité

P{sup&t > 7'} <1-o (’"_ 4\/§D(T’0/2)) ,

teT o

ot 0 = \/sup,ep Varé; et @ est la fonction de répartition d’une variable gaussienne centée
réduite.

.2 Un théoréme de borne inférieure

Soit w : [0,00[— [0,00[ une fonction croissante. Soit (©,S) un espace mesurable de
paramétres muni d’une pseudo-distance d(-, -) (i.e., d(-, -) satisfait la définition de distance,

119
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excepté peut-étre la condition d(6,60') = 0 = 0 = ¢'). Etant donné un entier M > 1, on
considére M + 1 éléments de © : , ..., 0, et une famille de mesure de probabilités { Py,
6 € ©} sur un espace mesurable (#,.A). Afin de simplifier les notations, on note, pour
ke{l,...,M}, P, = Py, et Ej I'espérance par rapport a Fj.

Théoréme. (Tsybakov, 1998) Soit ¢ > 0, 7 > 0, 0 < 6 < 1/2 et 0 < a < 1 des réels
fixés. On suppose que, pour tous i,k € {1,..., M} tels que i # k, on a

d(0;,0;) > 1— 6.

On suppose, de plus, que Py est absolument continue par rapport ¢ @ et que

Q(Z—Z)ET)zl_a7

ot Q = M1 Z,]cvil Py.. On a alors,

inf max {EO [w(qd(é, 00))] ,k:mlfl_i(M Ey [w(d(é, ek))} }

6
(1 — a)Tw(l — 25)w(gd)
w(l —26) + Tw(gd) ’

>

deés que w(l —26) > 0 et w(gd) > 0, ou inf; représente 'infimum sur toutes les fonctions
mesurables 0 : H— ©O.

.3 Quelques théorémes d’analyse

Inégalité de Minkowskii généralisée. Pour toute fonction g borélienne sur R¢ x R?,

o /(/g(u,x)du>2dx < (/ </92(u,w)d:v>l/2 du) .

La preuve de ce lemme est faite dans Besov et al. (1978).

Théoréme de Weierstrass généralisé. ( c¢f. Vainberg (1964), p100) Soit E un espace
de Banach réflexif et A C E un ensemble borné faiblement fermé. Alors si T : A — R est
une fonctionnelle faiblement semi-continue supérieurement, alors T atteint son maximum
sur A.
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