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Directeur de thèse : Antoine Dinh-Tuan PHAM

Examinateurs : Christian MUSSO
Jean-Pierre GUIBERT
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≪ Ma mort est sans importance [...]. Lorsqu’on meurt et qu’on laisse une oeuvre après soi,

on ne meurt pas complètement [...]. L’oeuvre de chaque individu apporte sa contribution à

l’ensemble et devient ainsi une partie immortelle du tout. Cette totalité des vies humaines

passées, présentes et à venir constitue une tapisserie qui existe maintenant depuis des

dizaines de milliers d’années, qui est devenue plus élaborée et, dans l’ensemble, plus belle au

cours de tout ce temps. [...]. Une vie individuelle est un fil de la tapisserie et qu’est-ce qu’un

fil en comparaison de l’ensemble ? ≫

[Isaac Asimov]
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dans le domaine de la navigation inertielle et au Professeur Antoine Dinh-Tuan Pham, esprit
scientifique ingénieux, pour m’avoir introduit dans le monde aléatoire des particules.
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et ses précieux conseils.
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soutien et leur bonne humeur m’ont permis d’effectuer cette thèse dans d’excellentes conditions.
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Glossaire-Notations

Partie filtrage non-linéaire :

x ∼ f : x est distribué suivant la densité f
f ∝ g : f est proportionnel à g
det P : déterminant de la matrice P
k : le temps discrétisé
x1:k = (x0, x1, ..., xk)

T : trajectoire du processus
y1:k = (y1, ..., yk)

T : vecteur de mesures jusqu’a l’instant k
pk = p(xk|y1:k) : densité conditionnelle
pk|k−1 = p(xk|y1:k−1) : densité prédite
< f, g >=

∫

f(x)g(x)dx
φ(.|P ) : densité gaussienne de matrice de covariance P
x̄ = ΣN

i=1ω
ixi, cov(xi|wi) = ΣN

i=1ω
i(xi − x̄)(xi − x̄)T

N : le nombre de particules
ωi : poids des particules xi

⌊.⌋ : partie entière
Ep[.] : l’espérance par rapport à la densité p
varp{.} : variance par rapport à la densité p
Pk|k−1 : matrice de covariance de l’état prédit x̂k|k−1

Pk : matrice de covariance de l’état corrigé x̂k

Qk : matrice de covariance du bruit dynamique
Rk : matrice de covariance du bruit de mesure
φ(m|P ) : densité Gaussienne de moyenne m et de matrice de covariance P
U(a, b) : loi de probabilité uniforme sur l’intervalle [a, b]
h : facteur de dilatation du noyau
q(x) : densité d’importance
(K ∗ p)(x) =

∫

K(x− u)p(u)du : produit de convolution entre les densités K et p

Γ(x) =
∫ +∞
0 e−ttx−1dt : la fonction gamma.

Ent : indicateur de ré-échantillonnage entropique
Th : seuil de ré-échantillonnage entropique
Si P est une matrice de covariance : P ≥ 0 ; P est semi-définie positive

Partie navigation inertielle :

[Rn2b] : matrice de rotation définie du repère (n) vers le repère (b)
pλ : latitude géographique
pφ : longitude
ph : l’altitude
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Glossaire-Notations

X : rayon vecteur joignant le centre de la terre à la position occupée par l’aéronef
V : vitesse de déplacement de l’aéronef par rapport à la terre
γm : forces non-gravitationnelles mesurées par les accéléromètres
ωm : vitesses angulaires mesurées par les gyromètres
ψ : l’angle de lacet
θ : l’angle de tangage
ϕ : l’angle de roulis
~Φ : l’attraction de la pesanteur
~ωie : vecteur de rotation de la terre exprimé dans le repère TGL
c : demi grand axe de l’ellipsoide terrestre
b : demi petit axe de l’ellipsoide terrestre
e : l’excentricité
fap : l’aplatissement
Rλ : rayon de courbure de la terre dans le plan méridien
RΦ : grande normale de l’ellipsöıde
ρ : vitesse de rotation du TGL par rapport au repère terrestre
δX : l’erreur de position
δV : l’erreur de vitesse
δΨ : l’erreur d’attitude
ba : biais accélérométrique
bg : biais gyrométrique

δ~θ : vecteur d’erreur d’orientation du TGL
εa : l’erreur de mesure des accéléromètres
εg : l’erreur de mesure des gyromètres
a : rayon terrestre
Jk+1 : matrice d’information de Fisher
PCRB : la borne de Cramér-Rao a posteriori
∇ : l’opérateur gradient
σp : l’écart-type de la variation de la pente
σT : l’écart-type de la variation d’attitude
XT : longueur de correlation du terrain
f : facteur de dureté de terrain
∆t : pas de discrétisation
hMNT () : fonction de profil de terrain représenté par le MNT embarqué

Abréviations :

FP : Filtre Particulaire
FNL : Filtrage Non Linéaire
MISE : Mean Integrated Square Error
MSE : Mean Square Error
MC : Monte Carlo
UKF : Unscented Kalman Filter
PCRB : Posterior Cramér-Rao Bound
EKF : Extended Kalman Filter
SIR : Sampling Importance Resampling
SIS : Sequential Importance Sampling

iv



RPF : Regularized Particle Filter
L2RPF : Local Rejection Regularized Particle Filter
KPKF : Kalman-Particle Kernel Filter
RBPF : Rao-Blackwellised Particle Filter
iid : indépendantes identiquement distribuées
GPS : Global Positioning System
RMSE : Root Mean Square Error
TBD : Track-Before-Detect
PDAF : Probability Data Association Filter
JPDAF : Joint Probabilistic Data Association Filter
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1.3.1 Méthodes Analytiques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3.1.1 Filtre de Kalman-Bucy (KF) . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

1.3.1.2 Filtre de Kalman Etendu (EKF) . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

1.3.1.3 Filtre de Kalman sans biais (UKF) . . . . . . . . . . . . . . . . 10

1.3.1.4 Filtre de Kalman-Schmidt (SKF) . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
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3.7.2 Le ré-échantillonnage par réjection locale . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.7.3 Le facteur de dilatation adaptatif . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
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4.2 Les équations de la navigation inertielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60

4.3 Les équations d’erreur de navigation inertielle . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.3.1 L’approche en Φ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 67

4.3.2 L’approche en Ψ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
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Introduction Générale

Considérons un système dynamique c’est-à-dire un système d’équations différentielles qui
régit l’évolution (déterministe ou stochastique) d’un état inconnu au cours du temps. L’état
peut représenter par exemple les paramètres cinématiques d’un mobile quelconque (position,
vitesse, accélération) ou peut représenter le prix d’une marchandise. L’observateur dispose de
mesures partielles entachées d’erreurs (mesures indirectes d’une partie du vecteur d’état) comme
des mesures de distance ou d’angle. Le filtrage consiste à restituer l’état à partir de ces mesures.
Notons qu’il peut s’appliquer dans de nombreux domaines comme le pistage (estimation d’une
trajectoire d’un véhicule [58]), le suivi de contours d’images [9], etc. La dimension du vecteur
d’état peut être faible (4 en trajectographie dans le plan) ou très grande (plusieurs millions en
océanographie [48]). On est conduit à construire un filtre qui fournit une estimation de l’état
à chaque instant à partir des mesures récoltées. Ce filtre doit pouvoir être implanté dans un
ordinateur. Le temps de son exécution doit être raisonnable (temps réel pour un grand nombre
d’applications) et la mémoire requise limitée. Les filtres récursifs sont alors préférés. En effet,
pour ces filtres, le calcul de l’estimée à l’instant courant ne dépend que de l’observation courante
et de l’estimée à l’instant précèdent.

Au début des années 1940, et dans le cadre de très gros efforts de recherche militaires menés
au MIT, N. Wiener s’intéressa au problème de filtrage et donna naissance au premier filtre qui
porte son nom � Filtre de Wiener ✁ . En 1961, Kalman et Bucy [33, 34] ont introduit un filtre qui
enrichit le filtre de Wiener sur deux points essentiels :

– le filtre est récursif.
– le filtre peut être appliqué à des systèmes décrits par des modèles variant avec le temps

(processus non stationnaires).

Le filtre de Kalman a été développé pour les modèles linéaires gaussiens. L’hypothèse des
bruits gaussiens n’est pas essentielle pour le fonctionnement du filtre de Kalman. D’une façon
générale, le problème du filtrage non linéaire n’admet pas de solution de dimension finie [14]. Dans
la plupart des cas non linéaires, on utilise des versions du filtre de Kalman-Bucy dit � étendu ✁
(Extended Kalman Filter) qui linéarise le modèle dynamique autour d’une solution approchée. Le
filtre de Kalman approche la densité de l’état sachant l’observation (densité conditionnelle) par
une densité gaussienne, déterminée par sa moyenne et sa matrice de covariance. La non-linéarité
du modèle peut entrâıner la multi-modalité de la loi conditionnelle de l’état, et ainsi rend le filtre
de Kalman inadapté. Lorsque le système est fortement non linéaire le filtre de Kalman étendu
peut diverger.

D’une manière générale la densité conditionnelle est décrite par des équations différentielles
(les équations de Fokker-Planck) [47, 31]. L’évolution de la densité conditionnelle est régie par
des équations faisant intervenir des intégrales multi-dimensionnelles. Pour évaluer cette densité
conditionnelle des méthodes de maillage ont été développées. Lorsque la dimension de l’état est
grande (> 3), ces méthodes sont trop lourdes en temps de calcul.
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Introduction Générale

Au début des années 90, les méthodes de Monte Carlo sont proposées pour résoudre le filtrage
non linéaire. Contrairement aux méthodes de maillage, ces méthodes, basées sur la loi des grands
nombres, ont des performances peu sensibles à la dimension de l’espace d’état. Ainsi, même en
grande dimension les méthodes Monte Carlo peuvent estimer la densité conditionnelle en temps
réel.

Les méthodes particulaires sont une version séquentielle des méthodes de Monte Carlo pour
résoudre le filtrage. Elles ont été introduites par Del Moral, Rigal, Salut [41], Gordon, Salmond
et Smith [26]. Elles proposent de représenter la loi conditionnelle de l’état par un nombre fini de
masses de Dirac pondérées. Un ensemble de points appelés � particules ✁ est génèré, chacune de
ces particules représente un état probable du système. Les coefficients de pondération (poids)
sur chaque particule sont une mesure du degré de confiance que l’on peut avoir en ces dernières
pour représenter effectivement l’état. Les particules évoluent suivant l’équation d’état du système
(étape de prediction) et les poids sont ajustés en fonction des observations (étape de correction).

Cependant, le filtre particulaire ainsi décrit a un défaut majeur : les poids des particules
ont tendance à dégénérer de sorte que, après un certain nombre de mesures, la plupart des
particules ont un poids négligeable. Ce phénomène est connu sous le nom de � dégénérescence
des poids ✁ . Le système de particules est appauvri et donc ne peut plus représenter correctement
la densité conditionnelle. Le filtre diverge. Pour éviter ce phénomène, une nouvelle étape dite de
ré-échantillonnage a été introduite. Celle-ci conduit à dupliquer les particules de poids fort et à
éliminer les particules de poids faible.

De nombreuses versions de filtres particulaires ont été proposées dans la littérature comme :
Sampling Importance Resampling filter (SIR) proposé par Gordon [26], Auxilary Particle Filter
proposé par Pitt et Sheppard [52], Kernel Filter proposé par Hürzeler et Künsch [30], Regularized
Particle Filter (RPF) développé par Musso et Oudjane [42]. Certains de ces filtres sont adaptés
à des applications particulières comme le Second Order Exact Ensemble Kalman Filter (EnKF)
proposé par Pham [48] appliqué à l’océanographie ou le Rao Blackwellisation Particle Filter
(RBPF) par Nordlund [44] appliqué à l’altimétrie.

Cependant, malgré ces améliorations on observe parfois la divergence de ces filtres parti-
culaires. Ces problèmes sont dûs aux approximations Monte Carlo en cascade aussi bien dans
l’évaluation des intégrales que dans l’étape de ré-échantillonnage.

Dans ce document, nous proposons un nouveau filtre appelé filtre de Kalman-particulaire
à noyaux (Kalman-Particle Kernel Filter) [49, 50, 17]. Ce nouveau filtre se place dans le cadre
des filtres particulaires régularisés en introduisant une étape de linéarisation permettant l’em-
ploi local d’un filtre de Kalman. Les filtres particulaires régularisés apportent une meilleure
robustesse. En effet, l’approximation de la densité conditionnelle par une somme de Dirac est
remplacée par une loi continue composée par un mélange de noyaux [62]. Le KPKF approche la
loi conditionnelle par un mélange de lois gaussiennes de petites matrices de covariance. L’utili-
sation d’un filtre de Kalman autour de chaque particule permet alors de diminuer la variance de
l’approximation Monte Carlo. De plus, pour préserver la structure précédente du mélange, nous
proposons une méthode adaptée de ré-échantillonnage (total, partiel). Ce type de filtre nécessite
moins de particules et présente moins de risques de dégénérescence.

Le KPKF est appliqué au problème de recalage de navigation inertielle par des mesures al-
timétriques. L’aéronef est muni d’une centrale inertielle (INS) composée par 3 accéléromètres
et 3 gyromètres. En intégrant les mesures délivrées par la centrale inertielle, on peut estimer
la position, la vitesse et l’attitude de l’aéronef. Cependant, pour estimer ces paramètres avec
une précision suffisante, l’aéronef doit recaler régulièrement sa navigation inertielle à l’aide de
mesures extérieures. En effet, la centrale inertielle fournit des mesures de navigation qui dé-
rivent à long terme. Les mesures extérieures considérées dans ce document sont des mesures
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radio-altimétriques. A chaque instant, l’aéronef mesure sa hauteur par rapport au sol. L’altimé-
trie consiste à comparer ces mesures de hauteur à celles obtenues avec un modèle numérique de
terrain (MNT) embarqué et d’une trajectoire candidate. Si l’information altimétrique est assez
riche, l’aéronef peut théoriquement en déduire sa position et sa vitesse. Dans cette thèse, l’alti-
métrie est utilisée pour recaler la centrale inertielle. L’utilisation du filtrage particulaire dans ce
contexte a été introduite par Bergman [6]. Le filtrage particulaire est bien adapté à ce contexte
en effet :

– l’équation d’observation qui relie à chaque instant, la mesure de hauteur délivrée par le
capteur à l’état du système est fortement non-linéaire.

– étant donnée l’ambigüıté du terrain, plusieurs trajectoires de l’aéronef peuvent donner les
mêmes profils de hauteur pendant un certain nombre de mesures. Ceci se traduit par la
multimodalité de la densité conditionnelle. Le filtre de Kalman étendu (EKF) est donc
inadapté.

– la dimension de l’espace d’état à estimer est grande (15), ce qui exclut l’utilisation des
méthodes de maillage.

Le mémoire s’organise de la façon suivante :

Dans le Chapitre 1, on présente le problème du filtrage non-linéaire (FNL). On rappelle
aussi les différentes méthodes analytiques (filtre de Kalman-Bucy, filtre de Kalman étendu, ...)
et numériques (méthodes de maillages) classiquement utilisées dans le filtrage. Nous montrons
les limites de ces méthodes de résolution.

Dans le Chapitre 2, on compare certaines méthodes de Monte Carlo appliquées dans le filtrage
non-linéaire. La liste de ces méthodes n’est pas exhaustive. Nous montrons certaines faiblesses
des méthodes particulaires classiques. Nous présentons le filtre particulaire régularisé (RPF) qui
sert de cadre au KPKF.

Dans le Chapitre 3, nous présentons un nouveau filtre particulaire de type hybride (filtre
particulaire combiné avec le filtre de Kalman étendu) appelé KPKF. Nous présentons aussi plu-
sieurs variantes de ré-échantillonnage associées au KPKF.

Dans le Chapitre 4, nous abordons la problématique du recalage de centrales inertielles par
radio-altimétrie. Nous commençons par décrire le principe de la centrale inertielle et la modéli-
sation des mesures inertielles. Nous présentons une formulation originale des équations d’erreurs
inertielles qui relient les erreurs de capteur de la centrale inertielle aux erreurs des paramètres
cinématiques (position, vitesse et angles d’attitude).

Dans le Chapitre 5, nous présentons des critères de qualité de terrain qui déterminent les
performances de l’altimétrie. Le critère empirique de dureté de terrain est comparé avec la borne
de Cramér-Rao (PCRB). La PCRB est un outil essentiel pour 2 raisons :

– elle permet d’évaluer les performances de précision de tout filtre non-linéaire.
– elle reflète la quantité d’information contenue dans le terrain et dans la centrale inertielle

pour la navigation.

Dans le Chapitre 6, nous présentons les simulations du KPKF pour le problème du recalage
altimétrique. Les données en entrée des simulations sont conformes à des situations réalistes
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(modèle d’erreurs inertielles, MNT). Nous comparons le KPKF avec le RPF et le RBPF. Les
simulations montrent un meilleur comportement du KPKF pour un coût de calcul identique.
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Chapitre 1

Le filtrage : Méthodes Analytiques
et Numériques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous commençons par exposer le problème du filtrage dans le cas général.
Les différentes approches classiques utilisées pour résoudre ce problème sont décrites. Deux
grandes classes de méthodes sont présentées : les méthodes analytiques, comme le célèbre filtre
de Kalman et les méthodes numériques comme les méthodes de maillage. Nous montrons les
limites et faiblesses de ces méthodes.

En 1949, N. Wiener pose explicitement le problème du filtrage d’un signal stochastique. Il
propose une méthode originale, qui se base sur des filtres linéaires minimisant une intégrale
du carré de l’erreur entre le signal utile et le signal estimée [66]. A. N. Kolmogorov obtient
indépendamment les mêmes résultats.

1.2 Le problème du filtrage

Le problème du filtrage consiste à determiner des estimateurs des variables d’un système
dynamique (variables d’états) sujet à des perturbations et observées partiellement. La modéli-
sation de l’évolution dans le temps des états (xt)t≥0 du système considéré s’écrit alors sous la
forme d’une partie d’évolution déterministe et d’une partie stochastique,

xt = x0 +

∫ t

0
f(s, xs, ws)ds, (1.1)

où x0 est de loi donnée, f est une fonction déterministe caractérisant la dynamique et (wt)t≥0

est un processus de Wiener standard modélisant les perturbations aléatoires de la dynamique et
notre méconnaissance du modèle. Le processus xt, (1.1) est un processus Markovien, on désigne
par Qk son noyau de transition. Dans le but de déterminer l’état du système, on est amené à
construire une équation d’observation qui relie à des instants k l’observation yk à l’état courant
xk. Ces mesures sont entachées d’erreurs dues à l’imperfection du capteur de mesure. La suite
des observations (yk)k≥0 est modélisée par l’équation suivante,

yk = hk(xk) + vk, (1.2)

où hk est la fonction d’observation connue et (vk)k≥0 une suite de variables aléatoires (v. a.) de
statistique connue modélisant l’imperfection des observations. On cherche à determiner l’état du
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système xk à partir d’observations bruitées (y1, ..., yn). Suivant la valeur de n, on distingue :

– si n > k, il s’agit d’un problème de lissage,
– si n = k, il s’agit d’un problème de filtrage,
– si n < k, il s’agit d’un problème de prédiction,

Les hypothèses classiques du filtrage non-linéaire sont :
– les observations {yk, k ≥ 1} sont mutuellement indépendantes, conditionnellement à {xk, k ≥

0}.
– le processus d’état xk est Markovien et le bruit de mesure vk est une séquence de variables

aléatoires indépendantes identiquement distribuées (iid), indépendant du processus xk.
– x0, l’état initial de densité p0 est supposé de densité connue et indépendant de vk et de
wk.

On cherche à minimiser la variance de l’erreur de filtrage. Ainsi, si x̂k désigne un estimateur de
l’état xk, celui-ci sera optimal s’il minimise l’erreur moyenne quadratique :

E[‖xk − x̂k‖2]

Partant de l’hypothèse que seules informations dont on dispose sur le système sont les mesures
y1,k = y1, ..., yk, l’espérance conditionnelle donnée par,

x̂k = E[xk | y1, ..., yk] (1.3)

donne l’estimateur non biaisé de variance minimale. Dans le cas où la loi conditionnelle de xk

sachant les observations (y1, ..., yk) est multimodale, il peut être souhaitable de prendre comme
estimateur le maximum a posteriori,

x̂k = ArgMaxxk
[p(xk | y1, ..., yk)] (1.4)

1.2.1 le filtrage optimal

Le filtrage optimal consiste à calculer la densité conditionnelle pk de l’état xk, sachant les
observations y1:k = (y1, ..., yk) jusqu’a l’instant courant k,

pk(dx) = P[xk ∈ dx|y1:k].

La suite des lois de probabilités conditionnelles (pk)k≥0, est appelée filtre optimal. On pratique,
on souhaite obtenir un algorithme récursif de pk. Le calcul de pk ne doit être fonction que
de la dernière observation yk et de la loi conditionnelle précédente pk−1. Le calcul effectif du
filtre optimal est un problème très délicat, par contre son formalisme mathématique est aisé.
Le passage entre pk−1 à pk fait intervenir la loi conditionnelle de pk|k−1 de l’état xk sachant les
observations y1:k−1 = (y1, ..., yk−1) jusqu’à l’instant précédent k − 1,

pk|k−1(dx) = P[xk ∈ dx|y1:k−1]

La suite des lois de probabilité (pk|k−1)k≥0, est appelée filtre de prédiction. L’évolution du filtre
optimal se décompose en deux étapes essentielles.

Prédiction : L’étape de prédiction du filtre optimal utilise la connaissance a priori du
système, à travers le noyau de transition Qk, en réalisant la transition de pk−1 à pk|k−1 de la
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manière suivante,

pk|k−1(dx) =

∫

Rd

pk−1(dx
′)Qk(x

′, dx) , (Qkpk−1)(dx). (1.5)

où R
d désigne l’espace d’état.

Correction :
La deuxième étape utilise l’observation yk à travers la densité conditionnelle de yk sachant

xk. Cette densité notée gk(x) = p(yk|xk) est appelée vraisemblance, elle permet de corriger la
densité prédite pk|k−1, par application de la formule de Bayes.

pk(dx) =
gk(x)pk|k−1(dx)

∫

Rd gk(x′)pk|k−1(dx′)
(1.6)

L’application de ces étapes (1.5) et (3.9) donnent la solution théorique du filtrage non linéaire
optimal. Son calcul effectif exige le calcul d’intégrales multi-dimensionnelles. Malheureusement,
dès que l’équation d’état et/ou l’équation d’observation est non-linéaire, ces intégrales ne se
calculent pas analytiquement. On a alors recours à des approximations soit par des méthodes
analytiques (par exemple le filtre de Kalman étendu qui considère le modèle linéarisé), soit par
des techniques numériques (méthodes de maillage).

1.3 Méthodes de résolution

1.3.1 Méthodes Analytiques

1.3.1.1 Filtre de Kalman-Bucy (KF)

Le filtre de Kalman est un outil essentiel pour les ingénieurs pour résoudre les problèmes de
filtrage. Version moderne et probabiliste de la méthode des moindres carrés, le filtre de Kalman
concerne essentiellement les systèmes linéaires. Le filtre fut développé par Kalman [33] en 1960
pour le cas discret et repris en 1961 par Kalman et Bucy [34] pour le cas continu. On considère
que le modèle est linéaire, avec un bruit additif Gaussien et l’observation est une fonction linéaire
de l’état entachée d’un bruit additif Gaussien,

{

xk = Fkxk−1 +Bk +Wk

yk = Hkxk +Dk + Vk

où
– Fk de dimension (d×d), Bk (d×1),Hk (m×d) etDk (m×1) sont des matrices déterministes

et connues.
– les bruits d’état et d’observation Wk et Vk à valeurs dans Rd et Rm sont des bruits blancs

Gaussiens de matrices de covariance respectives Qk et Rk. Ces bruits sont mutuellement
indépendants et indépendants de la condition initiale x0.

– la loi initiale x0 est Gaussienne de moyenne E[x0] = x0 et de matrice de covariance P0.
Et dans ce cas, on montre que le couple (xk, yk)k≥1 est Gaussien et que les lois conditionnelles

pk sont elles aussi Gaussiennes. Le problème est de dimension finie. Deux paramètres suffisent à
caractériser la densité pk : sa moyenne x̂k et sa matrice de covariance Pk. Ces paramètres sont
calculés de manière récursive à partir des équations (1.5) et (1.6) ces paramètres sont calculés
de manière récursive suivant les étapes de prédiction et de correction du filtre de Kalman.
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Fig. 1.1 – Rudolf Emil Kalman
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– Equations de prédiction
{

x̂k|k−1 = Fkx̂k−1 +Bk

Pk|k−1 = FkPk−1F
T
k +Qk

(1.7)

– Equations de correction






x̂k = x̂k|k−1 +Kk[yk − (Hkx̂k|k−1 +Dk)]

Pk = [I −KkHk]Pk|k−1

Kk = Pk|k−1H
T
k [HkPk|k−1H

T
k +Rk]

−1
(1.8)

Kk est le gain de Kalman. On remarque que les matrices de covariance (Pk)k≥0, (Pk|k−1)k≥0 et
le gain (Kk)k≥0 ne dépendent pas des observations (yk)k≥1. On peut donc les pré-calculer afin
de diminuer la quantité de calculs à effectuer en temps réel. On peut voir le filtre de Kalman de
trois manières différentes :

– le filtre de Kalman est solution récursive du maximum de vraisemblance (moindres carrés
récursifs).

– le filtre de Kalman résout les équations bayésiennes (1.5) et (3.9).
– le filtre de Kalman est la projection du processus d’état sur l’espace des mesures de base

orthonormale constituée par innovations [yk − (Hkx̂k|k−1 + Dk)] démontré par Anderson
et Moore [2].

Il est intéressant de noter que, dans le cas de bruits non Gaussiens, et de modèles linéaires, le
filtre de Kalman fournit l’estimée linéaire de l’état du système à variance minimale. Dans le
cas où les coefficients dépendent des observations passées, le modèle est dit ”conditionnellement
Gaussien”. Le processus (xk, yk) n’est pas un processus Gaussien mais la loi conditionnelle pk

reste Gaussienne et le filtre de Kalman fonctionne toujours [39].

1.3.1.2 Filtre de Kalman Etendu (EKF)

Cette fois ci, le système dynamique est non linéaire avec des bruits blancs Gaussiens additifs,
indépendants entre eux et indépendants de la loi initiale.

{

xk = fk(xk−1) +Wk

yk = hk(xk) + Vk

si les fonctions fk et hk sont dérivables, on peut linéariser le système autour de l’état prédit
x̂k|k−1 et autour de l’état courant x̂k.

fk(x) ≈ Fkx + Ck, avec Fk = ∇fk(x̂k−1), et Ck = fk(x̂k−1) − Fkx̂k−1, hk(x) ≈ Hkx + Dk,
avec Hk = ∇hk(x̂k), et Dk = hk(x̂k|k−1) −Hkx̂k|k−1.

Le modèle linéarisé est alors le suivant :

{

xk = Fkxk−1 + Ck +Wk

yk = Hkxk +Dk + Vk

Dans ce cas les matrices de covariance et de gain ne peuvent plus être calculés hors ligne car
Hk et Fk+1 sont fonction de l’état prédit, et de l’état courant (1.7) et (1.8).

Simple à mettre en oeuvre, rapide en temps de calcul, le filtre de Kalman est un outil complet,
il est utilisé couramment par les ingénieurs dans le domaine du filtrage. Des travaux récents de
Picard et Getout-Petit [51, 25] montrent que l’utilisation de l’EKF dans le cas d’un modèle état
/ observation en temps continu est justifiée lorsque le système est observable et lorsque le bruit
d’observation et l’erreur initiale sont faibles. Cependant, l’EKF ne peut pas s’appliquer lorsque
la densité conditionnelle est multi-modale.
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1.3.1.3 Filtre de Kalman sans biais (UKF)

Le filtre de Kalman sans biais, appelé dans la littérature � Unscented Kalman Filter (UKF) ✁
de Julier et Uhlmann [32] est une autre extension du filtre de Kalman aux systèmes non-linéaires.
Comme pour l’EKF la densité conditionnelle est supposée être une gaussienne qui sera mainte-
nant caractérisée par un ensemble de (2d + 1) points soigneusement choisis (sigma points). Ils
sont alors propagés grâce à la vraie équation dynamique non-linéaires du système. Ils permettent
d’évaluer précisément la moyenne et la matrice de covariance de l’état prédit (avec une précision
d’ordre 3 de Taylor). Contrairement à l’EKF, l’algorithme de l’UKF n’utilise pas explicitement
le calcul du gradient des équations du système. Les approximations sont basées sur les interpo-
lations des équations du système avec les sigma-points.

Principe de la transformation Unscented (UT) :

Soit X une variable aléatoire de dimension d ayant pour moyenne X̄ et matrice de covariance
PX . Soit Y une variable aléatoire fonction non-linéaire de X (Y = g(X)). L’objectif de l’UT
est de calculer précisément la moyenne et la matrice de covariance de Y . On construit 2d + 1
vecteurs χi (sigma points) de poids ωi de la manière suivante :



































χ0 = X̄

χi = X̄ + (
√

(d+ λ)PX)i, i = 1, ..., d

χi = X̄ − (
√

(d+ λ)PX)i, i = d+ 1, ..., 2d

ω
(m)
0 = λ/(d+ λ)

ω
(c)
0 = λ/(d+ λ) + (1 − α2 + β)

ω
(m)
i = ω

(c)
i = 1/2(d+ λ), i = 1, ..., 2d

(1.9)

avec λ = α2(d+ κ)− d un facteur d’échelle qui est fonction du paramètre α. Celui-ci contrôle la
répartition des points χi autour de la moyenne X̄. α prend en général des petites valeurs. κ est
un second facteur d’échelle, qui est pris égal à 0 habituellement. β est un paramètre qui est lié
au type de distribution de X (pour une distribution Gaussienne, β = 2 ).
√

(d+ λ)PX
i
est la i-ème colonne de la décomposition de Cholesky de la matrice (d+λ)PX . Les

vecteurs χi sont propagés selon la fonction non-linéaire g :

Yi = g(χi), i = 0, ..., 2d (1.10)

La moyenne et la matrice de covariance de la variable aléatoire Y sont donnés par :

Ȳ ≈
2d
∑

i=0

ω
(m)
i Yi (1.11)

Py ≈
2d
∑

i=0

ω
(c)
i (Yi − Ȳ )(Yi − Ȳ )T (1.12)

L’algorithme de l’UKF : Le filtre de Kalman sans biais est la forme récursive de la transfor-
mation UT . Cette forme est obtenue grâce à l’équation de correction du filtre de Kalman(1.8).
La variable aléatoire xa

k de dimension (da = 2d + m) est définie comme la concatenation de
la variable d’état xk, et des variables du bruit d’état et de mesure Wk, Vk respectivement.
xa

k = [xT
k W T

k V T
k ]T .
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– l’étape d’initialisation : à l’instant initial, on a

x̄0 = E[x0]

P0 = E[(x0 − x̄0)(x0 − x̄0)
T ]

x̄a
0 = E[xa

0] = [x̄0 0 0]T

P a
0 = E[(xa

0 − x̄a
0)(x

a
0 − x̄a

0)
T ] =





P0 0 0
0 Q 0
0 0 R





On calcul les sigma points :

χa,i
k−1 = [x̄a

k−1 x̄a,i
k−1 ±

√

(da + λ)P a,i
k−1] (i = 1, ..., 2da)

– l’étape de prédiction :

χx,i
k|k−1 = f(χx,i

k−1, χ
W,i
k−1)

x̄k|k−1 =

2da
∑

i=0

ω
(m)
i χx,i

k|k−1

Pk|k−1 =

2da
∑

i=0

ω
(c)
i [χx,i

k|k−1 − x̄k|k−1][χ
x,i
k|k−1 − x̄k|k−1]

T

yi
k|k−1 = h(χx,i

k|k−1, χ
V,i
k|k−1)

ȳk|k−1 =

2da
∑

i=0

ω
(m)
i yi

k|k−1

– l’étape de correction :

Pỹkỹk
=

2na
∑

i=0

ω
(c)
i [yi

k|k−1 − ȳk|k−1][y
i
k|k−1 − ȳk|k−1]

T

Px̃kỹk
=

2da
∑

i=0

ω
(c)
i [χx,i

k|k−1 − x̄k|k−1][y
i
k|k−1 − ȳk|k−1]

T

Kk = Px̃kỹk
P−1

ỹkỹk

x̄k = x̄k|k−1 +Kk(yk − ȳk|k−1)

Pk = Pk|k−1 −KkPỹkỹk
KT

k

Remarques : L’UKF est plus robuste aux non-linéarités que l’EKF, et il ne demande au-
cune linéarisation de modèle, ce qui ne demande aucun calcul explicite de gradient. De plus,
le coût de calcul de l’UKF est quasiment identique à celui de l’EKF. Dans les applications où
la dynamique est fortement non-linéaire, ce filtre donne de meilleures résultats que l’EKF. De
manière indépendante, un autre filtre similaire (le second order exact EnKF filter) à l’UKF a
été développé par Pham [48].
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1.3.1.4 Filtre de Kalman-Schmidt (SKF)

Dans certaines applications, le système peut dépendre de paramètres dont on ne connâıt pas
d’une façon précise l’évolution au cours du temps (paramètres incertains) et dont la connaissance
ne présente pas d’intérêt pratique. Par exemple, considérons le système suivant :

{

xk = Fkxk−1 +Bku+GkWk

yk = Hkxk +Nkp+ Vk

où u et p sont des vecteurs de paramètres incertains.
On suppose qu’on connâıt les propriétés statistiques de u et de p :

{

E[u] = 0
E[uuT ] = U0

{

E[p] = 0
E[ppT ] = W0

et que u, p, Wk et Vk sont décorrélés.
On peut aborder ce problème de 2 façons différentes :
(a) ignorer les paramètres incertains dans le modèle du filtre En fixant des valeurs arbitraires

et en gonflant la matrice de bruit d’état. Cependant, on risque de faire diverger le filtre
par le fait que le filtre a trop confiance en son estimée. La covariance de l’erreur estimée
par l’EKF est alors petite alors que la covariance réelle de l’erreur commise est grande
comme le montre Jazwinski [31].

(b) estimer les paramètres incertains en les incluant dans le vecteur d’état.

xk =





Fk Bk 0
0 I 0
0 0 I



xk−1 +





Gk

0
0



Wk

yk =
(

Hk 0 Nk

)

xk + Vk

On obtient alors un système de plus grande dimension. Le temps de calcul du filtre aug-
mente et d’autre part, les paramètres incertains peuvent dégrader la qualité de l’estimation
des autres paramètres du vecteur d’état.

En 1963, Stanley Schmidt propose une alternative intéressante à ce problème en développant
une variante de l’EKF appelée filtre de Kalman-Schmidt (SKF) [61]. Le vecteur d’état n’inclut
pas les paramètres incertains, mais le filtre prend en compte l’incertitude sur ces paramètres via
le calcul de leur matrice de covariance. Ceci permet de robustifier l’EKF quel que soit son mode
d’application (a,b).

On a

Pk =





P Cu Cp

CT
u U0 0

CT
p 0 W0



 (1.13)

P est la matrice de covariance de l’état xk. Et avec

Cu = E((xk − x̂k)u
T ) (1.14)

Cp = E((xk − x̂k)p
T ) (1.15)
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1.3. Méthodes de résolution

– Equations de prédiction















x̂k|k−1 = Fkx̂k−1

Pk|k−1 =





Fk Bk 0
0 I 0
0 0 I









Pk Cu
k Cp

k

CuT
k U0 0

CpT
k 0 W0









F T
k 0 0

ΨT
k I 0

0 0 I



+





GkQkG
T
k 0 0

0 0 0
0 0 0





(1.16)

Pk|k−1 = FkPk−1F
T
k + FkC

u
k−1B

T
k +BkC

uT
k−1F

T
k +BkU0B

T
k +GkQk−1G

T
k

Cu
k|k−1 = FkC

u
k−1 +BkU0

Cp
k|k−1 = FkC

p
k−1

(1.17)

– Equations de correction
On a

Mk =
[

Hk 0 Nk

]

.

Yk = MkPkM
T
k +Rk

= HkPkH
T
k +HkC

p
kN

T
k +NkC

pT
k HT

k +NkW0N
T
k +Rk (1.18)

x̂k = x̂k|k−1 + Kk[yk −Hkx̂k|k−1] (1.19)

Avec

Kk = [PkH
T
k + Cp

kN
T
k ]Y−1

k (1.20)

Pk = Pk|k−1 −Kk[HkPk|k−1 +NkC
p
k|k−1] (1.21)

Cu
k = Cu

k|k−1 −KkHkC
u
k|k−1 (1.22)

Cp
k = Cp

k|k−1 −Kk[HkC
p
k +NkW0] (1.23)

Les filtres analytiques présentés ci-dessus ne sont pas adaptés lorsque la densité conditionnelle
est multi-modale.

1.3.2 Méthodes Numériques

Considérons un système dynamique à temps continu d’état xt ∈ R
d et observé par la variable

yt ∈ R
m dont les équations d’évolution sont définies par :

{

dxt = a(xt)dt+ σ(xt)dWt

dyt = h(xt)dt+ dVt,
(1.24)

où dWt et dVt sont deux processus de Wiener indépendants. Parmi les approches utilisées pour
traiter le problème du filtrage non linéaire, l’approche numérique consiste à voir le filtre optimal
pt comme la solution d’une équation aux dérivées partielles stochastique, l’équation de Zakai
(sous forme continue) [47, 31].
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Chapitre 1. Le filtrage : Méthodes Analytiques et Numériques

dpt = LT ptdt+ pth
TR−1dyt (1.25)

avec L est un opérateur associé au processus xt, t ≥ 0

L =
1

2

m
∑

i,j=1

ai,j(.)
∂2

∂xi∂xj
+

m
∑

i,j=1

fi(.)
∂

∂xi
(1.26)

avec a = (ai,j) = σσT .
On discrétise l’équation de Zakai (4.6) par des méthodes de maillage de l’espace d’état

(schéma d’Euler). Il existe deux types de méthodes de maillage : méthode de maillage à pas
fixe qui a l’inconvénient de mailler des zones où la densité de probabilité prend des valeurs né-
gligeables. Pour cette méthode, la taille de la maille sera prise identique pour des zones de forte
probabilité. Les méthodes de maillage à pas variable développées par Cai, LeGland et Zhang [11],
sont plus intéressantes car elles permettent de raffiner le pas de maillage dans les zones de forte
probabilité. Pour de faibles dimensions de l’espace d’état (d ≤ 3), ces méthodes donnent de bons
résultats pour un temps de calcul acceptable. Mais au delà de la dimension 3 ces méthodes sont
inutilisables car, pour une précision donnée, le temps de calcul crôıt exponentiellement avec d.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit les deux principales méthodes utilisées dans le filtrage qui
sont les méthodes analytiques et numériques. Dans les méthodes analytiques, le filtre de Kalman
étendu est le filtre par excellence des ingénieurs, il donne de très bons résultats dans le cadre
des systèmes faiblement non-linéaires. Mais lorsque les systèmes sont fortement non linéaires, les
performances du filtre de Kalman étendu sont mauvaises. Quant aux méthodes numériques, elles
fournissent des résultats d’une bonne précision au problème du filtrage non linéaire. Cependant,
elles restent limitées à des espaces de dimension au plus égale à 3. Au delà de cette dimension,
le temps de calcul augmente d’une façon exponentielle avec la dimension de l’espace, ce qui les
rend impraticables en temps réel. C’est pour cela qu’une nouvelle catégorie de méthodes a été
introduite : les méthodes de Monte Carlo. Elles sont mieux adaptées au problème du filtrage non
linéaire car elles sont peu sensibles à la dimension de l’espace d’état. Nous appliquerons ce type
de méthodes, appelées filtrage particulaire au problème du recalage de navigation inertielle.
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Chapitre 2

Méthodes de Monte Carlo pour le
filtrage non linéaire

2.1 Introduction

L’idée d’utiliser les méthodes Monte Carlo pour résoudre des problèmes de physique date de
la seconde guerre mondiale. Pendant le projet Manhattan, von Neumann, Stanisalw, Fermi et
Ulam utilisèrent la simulation Monte Carlo. Pour simuler les réactions nucléaires, ils décidèrent
de determiner aléatoirement ce qui allait se passer pendant la collision d’un neutron avec un
atome ( s’il était absorbé ou s’il rebondissait). Cette méthode a nécessité la mise au point d’un
générateur aléatoire pour simuler la réaction en châıne.

Cette méthode tient son nom � Monte Carlo ✁ du célèbre quartier de la principauté de Monaco
dans lequel se situe le casino.

Depuis, cette technique de simulation s’est généralisée dans divers domaines : physique,
sciences économiques, sondages d’opinion, etc...

Échantillonnage Monte Carlo standard

Soit X une variable aléatoire dans R
d distribuée selon la loi de densité de probabilité p et

(Xi)i=1,...,N des variables aléatoires indépendantes sur R
d de même loi que X (iid). Pour toute

fonction ϕ bornée de R
d → R ; l’espérance de ϕ(X) vaut

E[ϕ(X)] =

∫

ϕ(x)p(x)dx (2.1)

La loi des grands nombres assure que, presque sûrement (p.s), la moyenne empirique tend vers
l’espérance.

ϕ̄N (X) =
1

N

N
∑

i=1

ϕ(X i) −−−−−→
N→+∞ E[ϕ(X)] (2.2)

La variance de ϕ̄N vaut,

var(ϕ̄N (X)) =
σ2

N
(2.3)
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Chapitre 2. Méthodes de Monte Carlo pour le filtrage non linéaire

avec

σ2 =

∫

(ϕ(x) − E[ϕ(x)])2p(x)dx

Le théorème central limite nous donne la loi de l’erreur de (ϕ(X)−E[ϕ(X)]) quand N tend vers
l’infini.

√
N

σ
(ϕ(X) − E[ϕ(X)]) −−−−−→

N→+∞ N(0, 1) (2.4)

avec N(0, 1) est la loi normale centrée réduite. Ceci montre que l’erreur moyenne d’une quadra-
ture Monte Carlo est de l’ordre de σ/

√
N . Ainsi l’erreur de l’approximation Monte Carlo est

peu dépendante de la dimension de l’état. Un autre avantage de cette méthode est qu’elle ne
dépend pas de la régularité de la fonction ϕ à intégrer, pourvu que ϕ soit de carré intégrable. Ces
méthodes sont basées sur la simulation de variables aléatoires pour calculer approximativement
des intégrales de grande dimension. Elles tirent leur justification de la loi des grands nombres
qui permet d’approcher une mesure de probabilité par la mesure empirique calculée à l’aide d’un
échantillon. Nous allons introduire dans le paragraphe suivant les méthodes d’échantillonnage.

2.1.1 Échantillonnage Monte Carlo pondéré

L’échantillonnage Monte Carlo pondéré peut être vu comme une généralisation de la méthode
d’échantillonnage Monte Carlo standard. Considérons p une loi de densité difficile à simuler.
Supposons que l’on sache simuler selon la loi de densité q, et que la densité p puisse se mettre
sous la forme :

p(x) = c g(x)q(x)

où c est une constante de normalisation, et où g est une fonction positive bornée que l’on sait
évaluer en tout point. Soit (x1, ..., xN ), un échantillon issu de la densité q. Par la loi des grands
nombres, on approche p par :

p(x) ≈ c

N

N
∑

i=1

g(xi)δ(x = xi) (2.5)

q est appelé la probabilité d’importance en anglais proposal density. La constante c se calcule
elle aussi par approximation Monte Carlo

c =
1

< g, q >
≈ 1

1
N

∑N
i=1 g(x

i)

Finalement, la densité approchée de p vaut :

p ≈
N
∑

i=1

ωiδ(xi), ωi =
g(xi)

∑N
j=1 g(x

j)
(2.6)

les pondérations ωi sont appelés les poids. L’erreur de l’estimation sera analysée dans le para-
graphe (2.2.4).
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2.2. Filtrage particulaire

2.1.2 Génération de variables aléatoires par la méthode d’acceptation/rejet

Cette méthode consiste à générer un échantillon de v.a. qui suit exactement la loi p en
acceptant ou rejetant les v.a. générées suivant q. Posons γ = supxg(x) < ∞. On applique
l’algorithme suivant :

(1) Générer xi
∼ q et U uniforme dans [0, 1].

(2) Si U 6 g(xi)
γ (test de rejection) alors on retient la variable aléatoire xj = xi, sinon

retourner en (1).
Voir Devroye [20].
En filtrage particulaire, cette méthode a l’inconvénient d’être très coûteuse en temps de calcul,
puisqu’on risque de rejeter beaucoup de variables aléatoires. En effet, la probabilité d’acceptation
vaut :

Pa =
< g, q >

γ
(2.7)

Si il y a peu de cohérence entre g et q(< g, q > petit), Pa sera faible. En revanche, l’échantillon
suit exactement la loi p.

2.2 Filtrage particulaire

Considérons un système Markovien discret non linéaire suivant. Par souci de simplicité, les
bruits sont pris additifs :

{

xk = Fk(xk−1) +Wk

yk = Hk(xk) + Vk
(2.8)

où xk est le vecteur d’état du système de dimension d, yk est le vecteur d’observation de dimension
m, Fk et Hk sont deux fonctions continues différentiables de R

d vers R
d et de R

d vers R
m

respectivement. Wk et Vk sont des vecteurs de bruits (pas nécessairement gaussiens).
Le Filtrage Particulaire appelé aussi � bootstrap filter ✁ ou � Monte Carlo filter ✁ est une méthode
numérique permettant d’approcher la distribution de probabilité conditionnelle de l’état sachant
les observations, au moyen de la distribution empirique d’un système de particules. Les particules
se déplacent selon des réalisations indépendantes à partir de l’équation d’état. Elles sont corrigées
ou pondérées en fonction de leur cohérence avec les observations (quantifiée par la fonction de
vraisemblance)(2.2). Les conditions de base nécessaires à l’implémentation de tout algorithme
particulaire sont :

– savoir générer suivant la loi de transition de l’état p(xk|xk−1).
– savoir évaluer la fonction de vraisemblance p(yk|xk) en tout point de l’espace d’état.

2.2.1 L’algorithme du Filtrage Particulaire

On peut présenter le filtrage particulaire classique de 2 façons différentes.

– Première approche du filtrage particulaire : La première façon est basée sur l’ap-
proximation d’une densité par une combinaison convexe de Dirac (voir figure (2.1)). On
suppose qu’à l’instant k − 1, on a une approximation de la distribution conditionnelle
p(xk−1|y1:k−1) de l’état xk−1 sachant les mesures y1:k−1 = y1, ..., yk−1 de la forme

p(xk−1|y1:k−1) ≈
N
∑

i=1

ωi
k−1δ(xk−1 = xi

k−1)
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Chapitre 2. Méthodes de Monte Carlo pour le filtrage non linéaire

Fig. 2.1 – Mesure discrète pondérée

Les ωi
k−1 sont des poids positifs de somme 1, x1

k−1, ..., x
N
k−1 sont des vecteurs de R

d appelés
� particules ✁ .
– L’étape de prédiction (1.2.1) : Considérons p(xk, xk−1|y1:k−1) comme la densité

conjointe (conditionnelle) alors on a

p(xk|y1:k−1) =

∫

p(xk, xk−1|y1:k−1)dxk−1.

Par définition de la probabilité conditionnelle, on a

p(xk, xk−1|y1:k−1) = p(xk|xk−1, y1:k−1)p(xk−1|y1:k−1)

par hypothèse, on a

p(xk|xk−1, y1:k−1) = p(xk|xk−1)

d’où

p(xk|y1:k−1) =

∫

p(xk|xk−1)p(xk−1|y1:k−1)dxk−1 (2.9)

si on approche p(xk−1|y1:k−1) ≈
∑N

i=1 ω
i
k−1δ(xk−1 = xi

k−1), on a alors

p(xk|y1:k−1) ≈
N
∑

i=1

ωi
k−1p(xk|xi

k−1) (2.10)

La loi de densité prédite p(xk|y1:k−1) s’approche par

p(xk|y1:k−1) ≈
N
∑

i=1

ωi
k|k−1δ(xk = xi

k|k−1) (2.11)
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2.2. Filtrage particulaire

Avec xi
k|k−1 qui sont obtenues par des réalisations indépendantes de la loi de transition

p(xk|xi
k−1) et les poids ωi

k|k−1 ne changent pas ωi
k|k−1 = ωi

k−1.

– L’étape de correction (1.2.1) :
à l’étape de correction, on passe de la loi de densité prédite p(xk|y1:k−1) à la loi de
densité conditionnelle p(xk|y1:k) grâce à la vraisemblance g(yk −Hk(x

i
k|k−1)) donnée par

le modèle du bruit de mesure. La loi de densité conditionnelle est alors approchée par
une autre distribution de Dirac de support xi

k = xi
k|k−1

p(xk|y1:k) ≈
N
∑

i=1

ωi
kδ(xk = xi

k) (2.12)

et de poids

ωi
k =

ωi
k|k−1g(yk −Hk(x

i
k|k−1))

∑N
j=1 ω

j
k|k−1g(yk −Hk(x

j
k|k−1))

(2.13)

– Seconde approche du filtrage particulaire : La seconde façon de presenter le filtrage
particulaire est basée sur l’échantillonnage pondéré séquentiel (2.1.1). On notera x0:k =
(x0, ..., xk)

T , la trajectoire de l’état de l’instant initial x0 à l’instant final xk. Soit à calculer

E[f(x0:k|y1:k)] =

∫

f(x0:k)p(x0:k|y1:k)dx0:k

=

∫

f(x0:k)
p(x0:k|y1:k)

q(x0:k|y1:k)
q(x0:k|y1:k)dx0:k

d’après la méthode d’échantillonnage pondéré séquentielle

ωk =
p(x0:k|y1:k)

q(x0:k|y1:k)
(2.14)

on a alors

Ef(x0:k|y1:k
) ≈

N
∑

i=1

f(xi
0:k)ω(xi

0:k)/
N
∑

j=1

ω(xj
0:k)

on a

p(x0:k|y1:k) =
p(x0:k−1|y1:k−1)p(xk|x0:k−1, y1:k−1)p(yk|xk)

p(yk|y1:k−1)

vu le caractère Markovien de xk, on peut écrire p(xk|x0:k−1, y1:k−1) = p(xk|xk−1), d’où

p(x0:k|y1:k) =
p(x0:k−1|y1:k−1)p(xk|xk−1)p(yk|xk)

p(yk|y1:k−1)
(2.15)

Pour obtenir un algorithme récursif, la fonction d’importance q doit vérifier la relation
suivante

q(x0:k|y1:k) = q(x0:k−1|y1:k−1)q(xk|x0:k−1, y1:k) (2.16)

si on remplace la relation (2.14), par (2.15) et (2.16), on a alors la relation récurrente
suivante

ωk ∝ ωk−1
p(xk|x0:k−1)p(yk|xk)

q(xk|x0:k−1, y1:k)
(2.17)
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qui ré-actualise les poids ωk en fonction de q(xk|x0:k−1, y1:k).
Si g désigne la densité de la loi du bruit de mesure, alors p(yk|xk) = g(yk −hk(xk|k−1)), et
on a

ωi
k ∝ ωi

k−1

g(yk −Hk(x
i
k|k−1))p(x

i
k|xi

k−1)

q(xi
k|xi

1:k−1, y1:k)
(2.18)

L’estimée de l’état x̂k est alors égale à

x̂k ≈
N
∑

i=1

ωi
kx

i
k (2.19)

et la matrice de covariance est estimée par

Pk ≈
N
∑

i=1

ωi
k(x

i
k − x̂k)(x

i
k − x̂k)

T (2.20)

2.2.2 Choix de la densité d’importance

Le choix de la loi de densité d’importance q(xk|x0:k−1, y1:k) conditionne le bon fonctionnement
de l’algorithme particulaire Doucet [23]. En effet, la méthode d’échantillonnage pondérée repose
sur la génération d’échantillons de particules à partir de la densité d’importance, qui va permettre
d’évaluer les poids d’importance. Elle doit être choisie de préférence à minimiser la variance de
ces poids et doit satisfaire les conditions suivantes :

– le support de la densité d’importance doit recouvrir le support de la loi de densité condi-
tionnelle.

– la densité d’importance doit tenir compte de l’observation récente.
Pour des raisons de coût de calcul, il n’est pas possible en général de construire une telle fonctions
d’importance. Cependant, on peut prendre la densité d’importance q(xk|x0:k−1, y1:k) égale à une
loi de densité Gaussienne φ(x̂k|Pk), tel que la moyenne x̂k et la matrice de covariance Pk sont
calculées par les équations de Kalman en linéarisant les équations d’état et de mesure autour de
xk|k−1 et de xk−1 respectivement. Un autre choix très courant est de prendre la densité a priori
q(xk|x0:k−1, y1:k) = p(xk|xk−1), la récente observation n’est pas prise en compte équation (2.13).
Ce choix facilite l’implementation de l’algorithme.
Malheureusement, la fonction d’importance optimale dépend de la densité recherchée :
Supposons que l’on génère un échantillon (x1, ..., xN ) qui suit une loi q(.) quelconque ne s’annu-
lant pas sur le support de p. On a

Ep(f(X)) =

∫

f(x)p(x)dx =

∫

f(x)
p(x)

q(x)
q(x)dx = Eq[f(X)

p(X)

q(X)
] (2.21)

où f est une fonction à valeurs dans R.
On associe à chaque particule xi le poids ωi (ici les poids ωi sont aléatoires et non normalisés)
défini par,

ωi =
1

N

p(xi)

q(xi)

L’estimateur de µ,

µ̄N ≃ 1

N

N
∑

i=1

p(xi)

q(xi)
f(xi) =

N
∑

i=1

ωif(xi) −−−−−→
N→+∞ Eq[f(X)

p(X)

q(X)
] = µ
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2.2. Filtrage particulaire

a pour variance,

varq {µ̄N} =
1

N
[

∫

f2(x)
p2(x)

q(x)
dx− (

∫

f(x)p(x)dx)2] =
1

N
[

∫

f2(x)
p2(x)

q(x)
dx− µ2]

on montre que cette variance est minimale pour

q(x) =
|f(x)|p(x)

∫

|f(x)|p(x)dx

Cette variance est nulle si f(.) est positive.

Fig. 2.2 – Evolution de la densité conditionnelle

2.2.3 Dégénérescence du filtre particulaire

D’après(2.14), on a

ωk =
p(x0:k|y1:k)

q(x0:k|y1:k)

L’augmentation de la dispersion des poids a des effets néfastes sur la qualité de la précision de
l’estimée [23], et provoque à long terme la divergence du filtre.
En pratique, si q n’est pas assez proche de p, les poids auront tendance à prendre des valeurs
disparates. En effet les poids normalisés décroissent vers 0 pour toutes les trajectoires simulées
sauf une qui prend tout le poids et ceci à cause du caractère multiplicatif de la formule récursive
des poids (2.13). Ce phénomène est appelé ✂ dégénérescence des pondérations ✄ et provoque la
divergence du filtre. Afin de remédier à ce problème, plusieurs méthodes ont été proposées dans
le but de régulariser les poids. La premiere méthode donne naissance au filtre de Monte Carlo à
facteur d’oubli qui propose l’introduction d’un facteur d’oubli au niveau des poids. Ceci permet
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de diminuer l’influence des mesures passées [45], et donc de diminuer la variance des poids. En
effet, le filtre à oubli pondère plus fortement les observations récentes. Les poids sont mis à jour
de la la manière suivante,

ωi
k ∝ p(yk|xi

k)(ω
i
k|k−1)

α, i = 1, ..., N

où α est un coefficient compris entre 0 et 1. Les mesures éloignées dans le passé (k −m) contri-
buent peu à l’estimation courante, les poids (ωi

k−m)αm
tendant vers 1 quand m est grand. Cette

méthode permet d’éviter de cumuler les erreurs depuis le 1er instant de mesure. Cependant,
cette technique empêche de tirer parti pleinement de toutes les observations.
Une autre approche pour éviter la dégénérescence des poids est la méthode de ré-échantillonnage.
Cette méthode consiste à favoriser les particules de forte vraisemblance et à éliminer les autres
(voir paragraphe (2.2.5)).

2.2.4 Analyse de l’erreur particulaire

Cohérence entre la densité prédite et la vraisemblance :
Dans le but de comprendre certains problèmes de divergence rencontrés dans le filtre particulaire,
nous allons calculer une approximation de l’erreur locale du filtre particulaire. On montre que
cette erreur dépend fortement du degré de cohérence entre la densité prédite et la vraisemblance.
La densité conditionnelle s’écrit,

pk(x) ≈
1

c
p(yk|xk)

N
∑

i=1

ωi
k−1pk|k−1(x)

avec c est un facteur de normalisation qui vaut,

c =

∫

p(yk|xk)
N
∑

i=1

ωi
k−1pk|k−1(x)dx

Par commodité, on pose ωi
k−1 = 1/N et q(x) = pk|k−1(x) la loi de densité prédite à partir de

laquelle, on génère l’échantillon de particules prédites,

(x1, ..., xN ) ∼ q(x)

Si on note la vraisemblance g(x) = p(yk|xk) et la densité conditionnelle p(x) = pk(x), on écrit

p(x) =
g(x)

∫

g(x)q(x)dx
q(x) = r(x)q(x) (2.22)

L’objectif est d’estimer p(x) au sens faible, ce qui veut dire estimer le paramètre µ suivant

µ = Ep[θ(x)] =

∫

θ(x)p(x)dx

avec θ(.) une fonction continue bornée.

On estime µ par :

µ̄N =
ΣN

i=1θ(x
i)g(xi)

ΣN
i=1g(x

i)
−−−−−→
N→+∞ µ (2.23)
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2.2. Filtrage particulaire

En faisant un développement limité (Delta method) [40], on obtient une approximation de la
variance de µ̄N

var {µ̄N} =
1

N
varp{θ(x)}(1 + varq(r(x)) +O(1/N3/2))

On peut considerer le terme varp[θ(x)] comme une donnée, on a alors

var {µ̄N} ∝ 1

N
(1 + varq(r(x)) =

1

N

∫

g2(x)q(x)dx

[
∫

g(x)q(x)dx]2
=

1

N
RSIR (2.24)

Afin de poursuivre les calculs de var(µ̄N ), nous posons les hypothèses suivantes :
– (H1) la densité à priori q est gaussienne.
– (H2) la dimension de l’état et de la mesure sont égales à 1.
– (H3) le bruit de mesure est gaussien.

L’hypothèse (H2) n’est pas restrictive, les calculs se mènent de la même façon dans le cas
multidimentionnel. On a alors

g(x) =
1√

2 πσ1

exp[− 1

2σ2
1

(y −H(x))2] = φ(y −H(x)|σ2
1) (2.25)

q(x) =
1√

2πσ2

exp[− 1

2σ2
2

(x− x̄)2] = φ(x− x̄|σ2
2) (2.26)

Fig. 2.3 – figure à gauche-incohérence entre la fonction de vraisemblance et la densité prédite,
figure à droite-cohérence entre la fonction de vraisemblance et la densité prédite

Lemme 1 : Pour A assez grand on a,

RSIR =

∫

|x−x̄|<A g
2(x)q(x)dx

[
∫

|x−x̄|<A g(x)q(x)dx]
2
(1 + o(

1

A
)) (2.27)

En effet, pour tout f on a,
∫

|x−x̄|>A
f(x)q(x) ≤ 1

A2

∫

(x− x̄)2f(x)q(x)dx
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Chapitre 2. Méthodes de Monte Carlo pour le filtrage non linéaire

∫

|x−x̄|>A
f(x)q(x) = o(

1

A
)

Le lemme 1 s’obtient en décomposant les intégrales du numérateur et du dénominateur de RSIR

dans le domaine, {|x− x̄| < A} ∪ {|x− x̄| ≥ A}.

Lemme 2 : Pour toutes matrices Ω1 et Ω2 symétriques de rang plein, la forme quadratique
suivante se factorise comme,

(x− x1)
T Ω1(x− x1) + (x− x2)

T Ω2(x− x2) = (x− µ)T Ω(x− µ) +K

où














Ω = Ω1 + Ω2

µ = Ω−1(Ω1x1 + Ω2x2)
K = (µ− x1)

T Ω1(µ− x1) + (µ− x2)
T Ω2(µ− x2)

= (x1 − x2)
T (Ω−1

1 + Ω−1
2 )−1(x1 − x2)

En développant H(x) autour de x̄ sur l’intervalle {|x− x̄| < A}, il existe ξA dans cet intervalle
tel que :

H(x) = H(x̄) + (x− x̄)
d H(x)

d x
|x=ξA

= H(x̄) + (x− x̄)H ′(ξA)

En utilisant le lemme 2, et les équations (2.25), (2.26), et en faisant tendre A vers l’infini (sous
l’hypothèse que dH(x)/dx est bornée), on a

∫

g2(x)q(x)dx =
1

2π(σ2
1 + 2H ′(ξA)2σ2

2)
1/2

exp(− (y −H(x̄))2

(σ2
1 + 2H ′(ξA)2σ2

2)
)

∫

g(x)q(x)dx =
1√

2π(σ2
1 + 2H ′(ξA)2σ2

2)
1/2

exp(− (y −H(x̄))2

2(σ2
1 + 2H ′(ξA)2σ2

2)
)

Finalement en utilisant (2.24), on obtient le théorème suivant :

Théorème 1 : Sous les hypothèses (H1), (H2) et (H3), la variance de µ̄N est approchée par

var {µ̄N} ≃ 1

N

(σ2
1 +H ′(ξA)2σ2

2)

σ1(σ2
1 +H ′(ξA)2σ2

2)
1/2

exp[C(y −H(x̄))2] (2.28)

où H ′(x) = dH(x)/dx est le gradient de la fonction H(x) et H(x̄) est la mesure prédite de la
moyenne a priori et :

C =
σ2

2H
′(ξA)2

(σ2
1 +H ′(ξA)2σ2

2)(σ
2
1 + 2H ′(ξA)2σ2

2)
(2.29)

Interprétation :
– la variance tend vers l’infini si l’écart-type du bruit de mesure σ1 tend vers 0.
– la variance crôıt exponentiellement lorsque la mesure prédite s’éloigne de la mesure.
– si le gradient H ′(x) tend vers 0 (la mesure ne dépend pas de l’état), la variance est égale

à la variance de la densité prédite. En revanche, si H ′(x) augmente la variance de l’erreur
augmente.
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2.2. Filtrage particulaire

Ces résultats nous montrent l’importance de la cohérence entre la densité prédite a priori et
la vraisemblance. La variance de l’estimation particulaire augmente de façon exponentielle en
fonction de cette incohérence. A chaque pas de calcul, le filtre effectue cette erreur Monte Carlo
locale. Il existe des théorèmes de convergence de l’erreur globale (obtenue en accumulant les
erreurs locales) du filtre particulaire [45]. Le théorème ci-dessous en est une version élémentaire :

Théorème 2 :

sup
‖f‖

E[< pk − p̂k, f >] ≤ 2
γ̄k√
N

(2.30)

où f est une fonction test continue bornée et l’espérance est prise par rapport aux particules
(p̂k =

∑N
i=1 ω

i
kδ(xk = xi

k) est une mesure discrète aléatoire),

γ̄k =
k
∏

i=1

γi; γi =
supx(g(yi −Hi(x)))

∫

g(yi −Hi(x))pi|i−1(x)dx

Ce théorème montre que pour un horizon de temps donné, l’erreur d’approximation du filtre
particulaire tend vers 0 à la vitesse 1/

√
N . Cependant la constante γ̄k tend vers l’infini quand

le nombre de mesures crôıt (k −→ ∞). En effet, l’inégalité,

∫

g(yi −Hi(x))pi|i−1(x)dx ≤ sup
x

[g(yi −Hi(x))]

∫

pi|i−1(x)dx = sup
x

[g(yi −Hi(x))]

montre que γ̄k > 1 et donc γ̄k se comporte comme ak avec a > 1. γ̄k crôıt vers l’infini à la
vitesse exponentielle. γ̄k sera d’autant plus mauvais que la cohérence entre la densité prédite et
la vraisemblance < gi, pi|i−1 > sera faible (4.3). On le voit, il y pas de convergence uniforme
du filtre particulaire dans le temps. Pour s’assurer le contrôle de l’erreur au cours du temps, il
faut un nombre de particules qui tend vers l’infini. Heureusement, cette borne est pessimiste :
elle a été obtenue en cumulant les erreurs locales maximales. En pratique, le filtre particulaire
fonctionne avec un nombre constant de particules.

2.2.5 Ré-échantillonnage des particules

Comme on l’a vu dans le paragraphe (2.2.3), si le système de particules pondérées [(x1, ω1),
..., (xN , ωN )] est tel que les poids ont une grande variance, on va générer un autre système de
particules de même taille en favorisant les particules de grands poids. Celles-ci seront dupliquées
et les autres éliminées. On obtient alors un nouvel échantillon de particules de même poids. Nous
allons décrire brièvement, les principales méthodes de selection des particules utilisées dans les
filtres � bootstrap ✁ comme le résume Doucet [22].

– Le tirage multinomial : Cette technique est la plus utilisée, chaque particule est sélec-
tionnée en fonction de l’importance de son poids ωi, voir l’exemple ci-dessous :
Exemple :
Soit un échantillon de particules xi, i = 1, ..., 5 auquelles sont associés les poids
{ωi}5

i=1 = {0.105, 0.26, 0.085, 0.43, 0.12} respectivement (voir figure(2.4)). On génère
5 v. a. uniformes ui ∈ [0, 1], i = 1, ..., 5 ordonnées {ui}5

i=1 = {0.07, 0.27, 0.32, 0.68, 0.88}
qu’on compare avec la somme cumulative des poids.
Si la v.a. uniforme uj tombe sur l’intervalle [

∑j
i=1 ω

i,
∑j−1

i=1 ω
i] la particule de poids

ωj =
∑j

i=1 ω
i −∑j−1

i=1 ω
i est sélectionnée [56]. On obtient alors un nouveau échantillon

de particules {x′i}5
i=1 = {x1, x2, x2, x4, x5}, la particule x2 est dupliquée et la particule x3

25



Chapitre 2. Méthodes de Monte Carlo pour le filtrage non linéaire

Fig. 2.4 – Selection des particules de l’échantillon selon les poids
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2.2. Filtrage particulaire

est éliminée. Les poids seront ré-initialisés en 1
N . Si on note par N ′

i le nombre de particules
dupliquées pour chaque particule i, tel que si N ′

i = 0 la particule i est éliminée. Nous
obtenons les résultats suivants E[N ′

i ] = Nωi et var(N ′
i) = Nωi(1 − ωi). Cependant il est

possible de réduire la variance par d’autres schémas de selection.
– Le ré-échantillonnage résiduel : Cette technique est une amélioration du tirage

multinomial, dans le but de diminuer la variance var(N ′
i) des particules dupliquées. On

crée ⌊Nωi⌋ copies de la particule xi où ⌊.⌋ dénote la partie entière. Pour garder un nombre
constant de particules, il reste à choisir

N̄ =
N
∑

i=1

(Nωi − ⌊Nωi⌋)

particules. Pour ce faire on peut utiliser l’échantillonnage résiduel qui consiste à générer un
N̄ -échantillon parmi (x1, ..., xN ), (ré-échantillonnage multinomial) pondérées maintenant
par les poids résiduels ω′i = (ωiN − ⌊Nωi⌋)/N̄ .

– Le ré-échantillonnage déterministe : Cette méthode a été proposée par Kitagawa [35],
on ne génère pas des variables uniformes ordonnées comme les méthodes précédentes mais
plutôt un échantillon de variable déterministe u′i = (i − m)/N , avec m ∈ [0, 1]. Nous
avons alors E[N ′

i ] 6= Nωi en revanche la variance var(N ′
i) est très petite.

L’indicateur de ré-échantillonnage :
Le ré-échantillonnage n’est pas effectué à chaque cycle de calcul, car il entrâıne des erreurs de
Monte Carlo. On choisit le moment propice pour le ré-échantillonnage des particules, c’est-à-dire
avant la dispersion des poids. Plusieurs méthodes ont été proposées dans la littérature, on citera
2 critères parmi les critères les plus utilisés. Le premier critère est de Kong et Liu [36], il est
basé sur la variance des pondérations. Il introduit le paramètre

Neff =
1

∑N
i=1 ω

i2
k

(2.31)

On montre que la variance de l’approximation S.I.R est proportionnelle à la variance des poids [36].
L’utilisateur se fixe un seuil NTh suivant l’application. Le ré-échantillonnage est exécuté si
Neff < NTh.

Le second critère de ré-échantillonnage a été proposé par Pham [48]. Le critère est basé sur
le calcul de l’entropie des pondérations

Ent = log(N) +
N
∑

i=1

ωi
k logωi

k (2.32)

On a toujours

0 < Ent ≤ log(N)

Le critère est nul si tous les poids sont égaux à 1/N et vaut log(N) si l’un des poids vaut 1. Le
ré-échantillonnage n’est enclenché que si Ent > Th, avec Th fixé par l’utilisateur en fonction
de l’application. En particulier, il dépend de l’amplitude de la variation du signal de mesure en
fonction de l’état.

Les filtres particulaires utilisant le ré-échantillonnage s’appellent les filtres S.I.R (Sampling Im-
portance Resampling) [26] ou les filtres S.I.S (Sampling Importance Sampling) ou les filtres I.P.F
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Chapitre 2. Méthodes de Monte Carlo pour le filtrage non linéaire

(Interacting Particle Filter) [41, 19].

Nous présentons ci-dessous l’algorithme du filtrage particulaire S.I.R où la fonction d’impor-
tance est égale à la densité prédite.

2.2.6 Résumé de l’algorithme du filtrage particulaire (S.I.R)

(1) l’initialisation :
On tire les particules x1

0|0, ..., x
N
0|0 selon une loi Gaussienne connue a priori de moyenne le

vecteur d’état initial et de matrice de covariance P0|0.
(2) l’étape de prédiction : Chaque particule xi

k−1 est propagée selon l’équation d’évolution
du système : xi

k|k−1 = Fk(x
i
k−1)+W

i
k, où les W i

k sont un échantillon (iid) du bruit de dynamique.

(3) l’étape de correction : à l’instant k, les poids de chaque particule ωi
k|k−1 sont ré-

actualisés en ωi
k via la formule :

ωi
k =

ωi
k|k−1g(yk −Hk(x

i
k|k−1))

∑N
j=1 ω

j
k|k−1g(yk −Hk(x

j
k|k−1))

(2.33)

(4) l’étape du ré-échantillonnage : Si le test du ré-échantillonnage est positif, on fait
un tirage multinomial des particules x1

k|k−1, ..., x
N
k|k−1 selon leur poids ω1

k, ..., ω
N
k . Les poids ωi

k

sont alors ré-initialisés à 1/N .

L’estimée de l’état est donnée par x̂k ≈∑N
i=1 ω

i
kx

i
k qui est la moyenne du nuage de particule.

La matrice de covariance de l’état est estimée Pk ≈∑N
i=1 ω

i
k(x

i
k − x̂k)(x

i
k − x̂k)

T .

Cependant, le filtre particulaire présente des comportements instables dus particulièrement
aux cas de bruit de dynamique ou de mesure faible. En effet, après chaque ré-échantillonnage, des
particules peuvent occuper la même position, si le bruit de dynamique est faible. Les particules
n’occupent alors qu’une petite zone restreinte de l’espace d’état. Ainsi, les particules perdent
leur capacité d’exploration de l’espace d’état, ceci provoque la divergence du filtre.

Fig. 2.5 – Dégénérescence des particules : faible bruit d’état
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Fig. 2.6 – Dégénérescence des particules : faible bruit d’observation

Dans la figure (2.5), chaque particule est pondérée suivant sa vraisemblance puis sélectionnée
ou abandonnée. Les particules sélectionnées suivent une évolution suivant le noyau de transition.
On constate, qu’a l’instant T = 3, toutes les particules sont regroupées, et viennent toutes de
la même particule initiale. Le filtre particulaire a peu de chance de retrouver l’état, ci celui-ci
n’est pas dans la petite zone couverte par les particules. Dans le cas du bruit de mesure faible
figure (2.6), la vraisemblance se concentre dans une petite zone dépourvue de particules. Il est
dans ce cas impossible d’exploiter efficacement l’information apportée par l’observation.

Dans ces deux cas extrêmes, la nature discrète de l’approximation particulaire limite consi-
dérablement la capacité exploratoire du filtre particulaire.

Dans le but de robustifer le filtre particulaire, un nouveau filtre particulaire a été proposé,
appelé filtre particulaire régularisé (RPF).

2.3 Le filtre particulaire régularisé (RPF)

Le filtre particulaire régularisé à été introduit par Musso et Oudjane [45], le RPF remplace
la distribution empirique (2.12) par une densité lissée. Celle-ci s’obtient à l’aide de la théorie de
l’approximation non-paramétrique par noyaux des densités [62]. La fonction de dirac δ dans le
filtre particulaire classique est remplacée par un noyau K qui vérifie :

– K est symétrique, i.e. K(−x) = K(x) pour tout x ∈ R
d, d est la dimension de l’espace.

– K est une fonction de densité de probabilité
∫

K(x)dx = 1.
Ainsi le RPF approche la loi de densité conditionnelle de xk sachant les mesures y1:k comme

p̂k(xk|y1:k) =
N
∑

i=1

ωi
kKh(xk − xi

k). (2.34)
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Fig. 2.7 – Mélange de Gaussiennes

où Kh est le noyau de régularisation : Kh(x) = K(x/h)/hd, h est le facteur de dilatation (taille
de la fenêtre du noyau de régularisation), il joue le rôle du paramètre de lissage. Un h très petit
rapproche la fonction K d’une impulsion de Dirac, un h très grand nous rapproche d’une loi
uniforme.

E[p̂k(xk|y1:k)] =

∫

1

h
K(

xk − u

h
)pk(u|y1:k)du

cette expression montre que la fonction que nous reconstruisons est une convolution par le noyau.
Le biais est défini comme la différence entre l’espérance de l’estimation et la fonction à estimer.

biaish =

∫

1

h
K(

xk − u

h
)pk(u|y1:k)du− pk(xk|y1:k) (2.35)

La valeur absolue du biais diminue avec la taille du noyau [62]. En effet, si h tend vers 0, le
noyau ressemble à une impulsion de Dirac, la convolution d’une fonction avec une impulsion de
Dirac produit cette fonction.

La variance peut être approchée par :

var {p̂k(xk|y1:k)} ≈ p̂k(xk|y1:k)

Nh

∫

K(t)2dt (2.36)

Cette relation nous montre que la variance augmente si la taille du noyau diminue. On déduit
que le facteur de dilatation h � idéal ✁ sera un compromis entre le biais et la variance. Il sera
calculé en minimisant l’erreur quadratique moyenne (MISE) [62] :

MISE(h,K) = E[

∫

(p̂k(xk|y1:k) − pk(xk|y1:k))
2dxk] (2.37)

=

∫

(E(p̂k(xk|y1:k) − pk(xk|y1:k))
2dxk +

∫

var {p̂k(xk|y1:k)}dxk (2.38)

L’erreur globale est la somme d’un biais moyen et d’une variance moyenne.
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2.3.1 Choix optimal du noyau

On montre que dans l’hypothèse de la densité pk Gaussienne de matrice de covariance iden-
tité, le noyau optimal vaut :

Kopt(x) =

{ d+2
2Cd

(1 − ‖x‖2) si ‖x‖ < 1

0 dans le cas contraire.

Kopt est appelé noyau d’Epanechnikov [62], il minimise le MISE. Le facteur de dilatation
optimal vaut

h0 = µA(K)N− 1
d+4 A(K) = [8c−1

d (d+ 4)(2
√
π)d]

1
d+4 (2.39)

où cd est le volume de la sphère unité de R
d, et µ est un paramètre de réglage compris entre 0.1

et 0.7. Ce paramètre a été introduit pour éviter le sur-lissage de la densité.
Le noyau K optimal est indépendant de la densité pk. Si on choisit un noyau Gaussien (légèrement
sous-optimal), on a alors

h0 = µA(K)N− 1
d+4 A(K) = (4/(d+ 2))

1
d+4 (2.40)

En revanche, le facteur de dilatation h dépend de la densité pk, son choix est important pour le
comportement de l’estimée. De nombreux travaux, comme les travaux de Delaigle [18] proposent
des méthodes fournissant un h adaptatif fonction de l’échantillon des particules. On proposera
au chapitre suivant, une nouvelle méthode pour le choix du facteur de dilatation h.

Deux types de filtres particulaires régularisés ont été proposés :

– Pré-régularisation : la régularisation s’effectue avant la correction (Le Gland [38]).

p̂k−1(x) =
N
∑

i=1

ωi
k−1δ(x = xi

k−1)
(1)−−−−−−→

prédiction
p̂k|k−1(x) = ωi

k−1

N
∑

i=1

δ(x = xi
k|k−1)

(2)−−−−−−−−→
régularisation

Kh ∗ p̂k|k−1(x) = ωi
k−1Kh(x− xi

k|k−1)
(3)−−−−−−→

correction
p̂k(x) ∝

N
∑

i=1

ωi
k−1gk(x)Kh(x− xi

k|k−1)

L’algorithme du filtre particulaire pré-régularisé :
(1) générer I suivant P (I = i) = ωi

k−1 dans 1, ..., N .
(2) générer ε suivant le noyau K(x) (Epanechnikov ou Gaussien) et U uniformément dans

[0, 1].

(3) calculer les nouvelles particules x′ = x
(I)
k|k−1 + hε, avec h = hopt donné par (2.39) ou

(2.40).

(4) si gk(x
′) > Usup gk(x), poser x

(i)
k = x′, sinon retourner à l’étape (1).

L’avantage de cette méthode est d’exploiter la vraisemblance gk(x) sur tout le support de
la densité Kh ∗ p̂k|k−1. Cependant, cet algorithme est généralement coûteux en temps de
calcul puisqu’il demande généralement l’utilisation de l’algorithme d’acceptation / rejet
pour simuler le produit des 2 fonctions gk(x)Kh(x− xi

k|k−1).

– Post-régularisation : la régularisation intervient après la correction (Musso et Oud-
jane [43, 46]).
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p̂k−1(x) =

N
∑

i=1

ωi
k−1δ(x = xi

k−1)
(1)−−−−−−→

prédiction
p̂k|k−1(x) = ωi

k−1

N
∑

i=1

δ(x = xi
k|k−1)

(2)−−−−−−→
correction

p̂k(x) ∝
N
∑

i=1

ωi
k−1gk(x

i
k|k−1)δ(x = xi

k|k−1)
(3)−−−−−−−−→

régularisation
Kh ∗ p̂k(x) ∝

N
∑

i=1

ωi
k−1gk(x

i
k|k−1)Kh(x− xi

k|k−1)

L’algorithme du filtre particulaire post-régularisé :
(1) générer I dans 1, ..., N suivant P (I = i) = ωi

k ∝ ωi
k−1gk(x

i
k|k−1).

(2) générer ε suivant le noyau K(x) (Epanechnikov ou Gaussien) et U uniformément dans
[0, 1].

(3) calculer les nouvelles particules x′ = x
(I)
k|k−1 + hε, avec h = hopt donné par (2.39) ou

(2.40).

L’algorithme est similaire à l’algorithme du filtre particulaire classique avec une étape sup-
plémentaire de bruitage contrôlé de particule appelée régularisation.

Remarque :
En pratique, avant de régulariser, il faut blanchir les particules. Soit S la matrice de covariance
empirique de l’échantillon des particules xi et A la racine carrée de S, le blanchiement des
particules consiste à remplacer les particules xi par les particules A−1xi. On applique alors la
régularisation sur ces nouvelles particules qui ont une matrice de covariance identité. Dans ce
cas, on peut alors utiliser un facteur de dilatation optimal donné par (2.39) ou (2.40) afin de ne
pas privilégier aucune direction de l’espace d’état. La densité post-régularisée s’écrit alors

p̂k ∝

N
∑

j=1

ωjK(h−1A−1
k (x− xj

k|k−1)) (2.41)

2.3.2 Le filtre RBPF (Rao-Blackwellisation particle filter)

Toutes les méthodes particulaires présentées précédemment s’appliquent sur des modèles
généraux non-linéaires. Cependant, dans certains cas, le vecteur d’état xk peut être décomposé
en 2 sous vecteurs (xn

k , x
l
k) de sorte que le modèle est linéaire par rapport à xl

k conditionnellement
à xn

k :
{

xn
k+1 = Fn

k (xn
k) +An

k(xn
k)xl

k +Gn
k(xn

k)wn
k

xl
k+1 = F l

k(x
n
k)xl

k +Al
k(x

n
k)xl

k +Gl
k(x

n
k)wl

k

(2.42)

yk = Hn(xn
k) +H l(xn

k)xl
k + vk (2.43)

avec

wk =

[

wn
k

wl
k

]

(2.44)

wk est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance Qk

32



2.3. Le filtre particulaire régularisé (RPF)

Qk =

[

Qn
k Qln

k

(Qln
k )T Ql

k

]

(2.45)

vk est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance Rk.

La partie linéaire du vecteur d’état xl
k sera intégrée analytiquement via un filtre de Kal-

man. Quant à l’autre partie non-linéaire du modèle xn
k , elle sera simulée via un filtre parti-

culaire. Ce filtre est appelé RBPF � Rao-Blackwellisation Particle filter ✁ (RBPF) (Casella et
Robert [13]). Ce filtre fut introduit sous le nom de � filtre particulaire pour modèles condition-
nellement linéaires-gaussiens ✁ [55]

On peut ré-écrire le modèle (2.42), comme suit :







z1
k = An

k(xn
k)xl

k +Gn
k(xn

k)wn
k

xl
k+1 = F l

k(x
n
k)xl

k +Al
k(x

n
k)xl

k +Gl
k(x

n
k)wl

k

z2
k = H l(xn

k)xl
k + vk

(2.46)

avec z1
k et z2

k
{

z1
k = xn

k+1 − Fn
k (xn

k)
z2
k = yk −Hn(xn

k)
(2.47)

La densité conditionnelle s’écrit :

p(xl
k, x

n
0:k|y1:k) = p(xl

k|xn
0:k, y1:k)p(x

n
0:k|y1:k)

la densité p(xn
0:k|y1:k) est estimée par un filtre particulaire et la densité p(xl

k|xn
0:k, y1:k) est estimée

par un filtre de Kalman. On notera φ(m|P ) la loi de densité gaussienne qui a pour moyenne le
vecteur m et la matrice de covariance P . A l’étape de correction, on a

p(xl
k|xn

0:k, y1:k) = φ(x̂l
k|Pk) (2.48)

avec







x̂l
k = x̂l

k|k−1 +Kk(yk −Hn(xn
k) −H l(xn

k)xl
k)

Kk = Pk|k−1H
l(xn

k)T [H l(xn
k)Pk|k−1H

l(xn
k)T +Rk]

−1

Pk = Pk|k−1 −KkH
l(xn

k)Pk|k−1

(2.49)

de même pour l’étape de prédiction, on a

p(xl
k+1|xn

0:k+1, y1:k) = φ(x̂l
k+1|k|Pk+1|k) (2.50)

avec















x̂l
k+1|k = Āl

kx̂
l
k +Gl

k(Q
ln
k )T (Gn

kQ
n
k)−1zk + F l

k + Lk(z
1
k −An

k x̂
l
k)

Pk+1|k = Āl
kPk(Ā

l
k)

T +Gl
kQ̄

l
k(G

l
k)

T − LkNkL
T
k

Nk = An
kPk(A

n
k)T +Gn

kQ
n
k(Gn

k)T

Lk = Āl
kPk(A

n
k)TN−1

k

(2.51)

avec les nouvelles matrices de covariances

{

Āl
k = Al

k −Gl
k(Q

ln
k )T (Gn

kQ
n
k)−1An

k

Q̄l
k = Ql

k − (Qln
k )T (Qn

k)−1Qln
k

(2.52)
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dans le but de décorréler les bruits wn
k et wl

k, on applique l’algorithme de Gram-Schmidt, comme
le montre Nordlund [44] afin d’obtenir un bruit gaussien w̄n

k décorrélé avec wl
k. La densité

p(xn
0:k|y1:k) est simulée par un filtre particulaire. On a, selon la règle de Bayes :

p(xn
0:k|y1:k) =

p(yk|xn
0:k, y1:k−1)p(x

n
k |xn

0:k−1, y1:k−1)

p(yk|y1:k−1)
p(xn

0:k−1|y1:k−1)

où p(xn
0:k−1|y1:k−1) est approchée par un filtre particulaire.

On a alors

p(yk, x
l
k|y1:k−1) = p(yk|xl

k, x
n
k , y1:k−1)p(x

l
k|xn

k , y1:k−1) = p(yk|xl
k, x

n
k)p(xl

k|xn
k , y1:k−1)

si on suppose que xl
k et xn

k sont connus, on a

p(yk|xn
0:k, y1:k−1) =

∫

p(yk, xk|xn
0:k, y1:k−1)dx

l
k

=

∫

p(yk|xl
k, x

n
k)p(xl

k|xn
0:k, y1:k−1)dx

l
k (2.53)

via la formule de prédiction de Kalman, on a

p(yk|xn
k , y1:k−1) = φ(Hn(xn

k) +H l(xn
k)x̂l

k|H l(xn
k)Pk|k−1H

l(xn
k)T +Rk) (2.54)

de même pour la loi de densité p(xn
k+1|xn

k , y1:k), on a

p(xn
k+1|xn

0:k, y1:k) =

∫

p(xn
k+1|xl

k, x
n
k)p(xl

k|xn
0:k, y1:k)dx

l
k

où

p(xn
k+1|xl

k, x
n
k) = φ(Fn(xn

k) +Al
k(x

n
k)x̂l

k|Gn
kQ

n
k(Gn

k)T )

p(xl
k|xn

0:k, y1:k) = φ(x̂l
k|Pk)

p(xn
k+1|xn

0:k, y1:k) = φ(Fn
k (xn

k) +An
k(xn

k)x̂l
k|An

kPk(A
n
k)T +Gn

kQ
n
k(Gn

k)T ) (2.55)

L’algorithme du RBPF :

– (1) l’initialisation : On tire les particules xn,1
1|0 , ..., x

n,N
1|0 selon une loi Gaussienne de

moyenne le vecteur d’état initial x̄l
0 et de matrice de covariance P̄0.

– (2) l’étape de correction particulaire : Pour i = 1, ..., N , on calcul les poids ωi
k =

p(yk|xn,i
0:k, y1:k−1) suivant la formule (2.54) et sont normalisés ω̃i

k =
ωi

k∑N
j=1 ωj

k

– (3) l’étape de ré-échantillonnage : Les particules sont tirées suivant leurs poids (tirage
multinomial). La probabilité P de tirer xn,i

k est égale

P(xn,i
k = xn,j

k|k−1) = ω̃j
k

– (4) l’étape de prédiction particulaire et correction de Kalman :
Les particules sont corrigées et prédites en 3 étapes :
(i) étape de correction de Kalman suivant l’équation (2.49)
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(ii) étape de prédiction du filtre particulaire. Pour i = 1, ..., N , les particules sont propa-
gées l’équation (2.55) :

xn,i
k+1|k ∼ p(xn

k+1|k|x
n,i
0:k, y1:k)

(iii) étape de prédiction du filtre de Kalman, en utilisant l’équation (2.51)

On constate que la seule différence entre l’algorithme du RBPF et le filtrage particulaire clas-
sique réside à l’étape (4) de l’algorithme. La partie du vecteur d’état xn

k est remise à jour via la
mesure par un filtre de Kalman après avoir simulé la partie non-linéaire xn

k par un filtre parti-
culaire. Par la suite xl

k+1|k est calculé par l’équation de prédiction de Kalman.

Remarques :
– dans le cas où les matrices An

k , Al
k, G

n
k , Gl

k, et H l sont indépendantes de la partie non
linéaire de l’état xn

k , le calcul de Pk de (2.49) est le même pour toutes les particules.

P
(i)
k = Pk, ∀i = 1, ..., N . Ceci permet de réduire le temps de calcul.

– les matrices de covariances des bruits d’état et de mesure dépendent de l’état xn
k ,

Qk = Qk(x
n
k) et Rk = Rk(x

n
k).

L’idée principale du RBPF est d’exploiter la linéarité de certaines composantes du vecteur d’état
du modèle de façon à réduire la dimension de l’espace d’état particulaire. Ainsi, on aura besoin
d’utiliser le filtre particulaire seulement sur la partie du vecteur d’état non linéaire. L’autre
partie est traitée par un filtre de Kalman, ce qui permet de réduire le nombre de particules et
donc de réduire le temps de calcul.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les méthodes particulaires classiques et régularisées.
Dans le cas général, les méthodes particulaires donnent une bonne approximation du filtre op-
timal. Cependant, dans le cas de bruits de dynamique faible, le filtre particulaire classique peut
diverger. Dans le but d’assurer la diversité du système de particules au cours du temps, une étape
de régularisation à été introduite, ce qui robustifie le filtre particulaire. Ces filtres particulaires
sont appelés filtres particulaires régularisés (RPF) et sont basés sur la théorie de l’estimation
par noyaux. En particulier, le RPF fonctionne quand le bruit de dynamique est nul. Le coût de
calcul de la régularisation est négligeable. Cependant, il reste le cas où les bruits de mesures
sont faibles. La vraisemblance est alors pointue dans l’espace d’état voir figure (2.6), dans ce cas
la quasi totalité des particules ont une vraisemblance nulle. Le filtre peut alors diverger mal-
gré l’étape de régularisation. Plus généralement, on observe en pratique des divergences pour
les filtres particulaires présentés dans ce chapitre. Ces problèmes sont dus aux approximations
Monte Carlo successives (surtout lorsqu’il y a incohérence entre la densité prédite et la vraisem-
blance) aussi bien dans l’évaluation des intégrales que dans l’étape de ré-échantillonnage. Nous
introduisons un nouveau filtre particulaire, appelé le Kalman-particulaire Kernel Filter (KPKF).
Cette nouvelle méthode apporte une correction locale de Kalman étendu au voisinage de chaque
particule. Ce filtre modélise la densité conditionnelle comme une mixture de gaussiennes à pe-
tites matrices de covariance. Cette modélisation permet l’utilisation locale du filtre de Kalman
et une nouvelle méthode de ré-échantillonnage.
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Chapitre 3

Nouvelle approche : le Filtre de
Kalman-particulaire à noyaux
(KPKF)

3.1 Introduction

Les techniques particulaires régularisées ont permis d’apporter une robustification par rap-
port aux méthodes particulaires classiques et ainsi de permettre d’éviter le phénomène de dé-
générescence des particules dans le cas des systèmes faiblement bruités. De même, le RBPF
permet de réduire les fluctuations Monte Carlo en appliquant l’approximation Monte Carlo sur
une partie du vecteur d’état. Malgré ces améliorations, il subsiste des problèmes de divergence de
ces filtres dans certaines applications. Dans ce chapitre, nous introduisons un nouveau type de
filtre appelé filtre de Kalman-particulaire à noyaux � Kalman-Particle Kernel Filter ✁ (KPKF),
qui combine le filtre de Kalman étendu (EKF) et le filtre particulaire régularisé (RPF). Ce nou-
veau filtre s’inscrit dans la famille des filtres particulaires hybrides comme le Gaussian particle
filtering de Kotecha et Djuric [37] et le Mixture Kalman Filters de Chen et Liu [15]. Ce filtre
modélise la densité conditionnelle comme une mixture de gaussienne à petite matrice de cova-
riance. On peut alors utiliser un filtre de Kalman local qui réduit les fluctuations Monte Carlo.
Nous montrons que la densité prédite et la densité corrigée peuvent se modéliser de la même
façon. De plus une nouvelle méthode de ré-échantillonnage est introduite afin de réduire encore
les fluctuations Monte Carlo. Le KPKF suppose que les bruits de dynamique et de mesure sont
additifs et gaussiens.

Considérons le système non-linéaire discret suivant :

{

xk = Fk(xk−1) +Wk

yk = Hk(xk) + Vk
(3.1)

où xk est un vecteur de dimension d, yk est un vecteur de dimension m, Fk et Hk sont deux
fonctions continues différentiables de R

d vers R
d et de R

d vers R
m respectivement. Wk et Vk sont

des bruits blancs Gaussiens indépendants de matrice de covariance Sk et Rk respectivement.
On suppose par la suite que les matrices Sk et Rk varient peu avec xk et xk−1, on écrira
Sk = Sk(xk−1) et Rk = Rk(xk) si on veut expliciter cette dépendance. Le vecteur d’état initial
x0 est supposé aléatoire et indépendant de Wk et Vk.
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3.2 La théorie du KPKF

Soit {xi} un N−échantillon issu de la loi de densité p. On estime cette densité par la méthode
des noyaux (2.3) [62]. Si les noyaux utilisés sont des noyaux gaussiens, l’estimateur s’écrit :

1

N

N
∑

i=1

φ(x− xi|P ) (3.2)

où
φ(x|P ) = exp[−(xTP−1x)/2]/

√

det(2πP )

est un noyau gaussien, de moyenne nulle et de matrice de covariance P égale à h2 fois la matrice
de covariance empirique de l’échantillon des particules x1, ..., xN . h est le paramètre de dilatation
du noyau. S’inspirant de cette méthode, nous proposons d’approcher la densité prédite par un
mélange de N gaussiennes (3.1) :

pk|k−1(xk|y1:k−1) ≈
N
∑

i=1

ωi
k|k−1φ(xk − xi

k|k−1|P i
k|k−1) (3.3)

où x1
k|k−1, ..., x

N
k|k−1 sont des particules dans R

d, ω1
k|k−1, ..., ω

N
k|k−1 des poids de somme 1 et P i

k|k−1

des petites matrices de covariance. En général, on prendra ces matrices égales à h2cov(xk|k−1|ωk|k−1)
(2.3.1), où

cov(xk|k−1|ωk|k−1) ,

N
∑

i=1

ωi
k|k−1(x

i
k|k−1 −

N
∑

j=1

ωj
k|k−1x

j
k|k−1)(x

i
k|k−1 −

N
∑

j=1

ωj
k|k−1x

j
k|k−1)

T (3.4)

est la matrice de covariance de l’échantillon {xi
k|k−1} associé aux poids ωi

k|k−1 et h est un pa-

ramètre de réglage de faible valeur. Nous verrons par la suite, que ces matrices P i
k|k−1 doivent

rester petites. A l’image des filtres particulaires, le KPKF se décompose en une étape d’initia-
lisation et 3 étapes dans le cycle du filtrage (étape de correction, étape de prédiction et étape
de ré-échantillonnage). Ces étapes devront preserver la structure de mélange de gaussiennes à
petites matrices de covariance (3.3).

3.3 L’étape d’initialisation

Le KPKF est initialisé avant la première étape de correction, selon la loi initiale donnée de
l’état x0 du système. On construit la densité prédite p1|0 à l’aide de la méthode des noyaux.

p1|0(x1) =

N
∑

i=1

ωi
1|0φ(x1 − xi

1|0|P i
1|0)

avec les poids ωi
1|0 égaux à 1/N et les matrices de covariance égales à P i

1|0 = h2cov(x1|0, ω1|0).

La densité prédite p1|0 a pour moyenne approchée 1
N

∑N
i=1 x

i
1|0 et pour matrice de covariance

approchée P̂1|0 = (1 + h2)cov(x1|0, ω1|0). Comme l’espérance de la matrice de covariance empi-
rique cov(x1|0, ω1|0) est égale à (N − 1)/N fois la matrice de covariance de la loi de x1 (P1|0), on
a :

P̂1|0 = (1 + h2)(N − 1)/NP1|0
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3.4. L’étape de correction

Puisque h est petit et N est grand, P̂1|0 est proche de P1|0. D’autre part, on peut supposer
que la distribution initiale p1|0 est gaussienne de moyenne x1|0 et de matrice de covariance P1|0.
Alors, pour l’initialisation, on génère un échantillon de particules {xi

1|0} selon la loi gaussienne de

matrice de covariance 1
(1+h2)

P1|0, dans le but d’avoir la matrice de covariance de la distribution

p1|0 égale à la matrice de covariance théorique initiale de x1 qui est connue.

Fig. 3.1 – Mélange de Gaussiennes

3.4 L’étape de correction

On suppose qu’à l’instant k, la densité prédite pk|k−1(xk|y1:k−1) est approchée par un mélange
de densités gaussiennes :

pk|k−1(xk|y1:k−1) =
N
∑

i=1

ωi
k|k−1φ(xk − xi

k|k−1|P i
k|k−1) (3.5)

avec y1:k = {y1, ..., yk}, l’historique des mesures jusqu’a l’instant k. La densité conditionnelle de
xk, yk sachant y1:k est donnée par :

pk(xk, yk|y1:k−1) = pk|k−1(xk|y1:k−1)φ(yk −Hk(xk)|Rk(xk)) (3.6)

D’après (3.17), on a

pk(xk, yk|y1:k−1) =
N
∑

i=1

ωi
k|k−1φ(xk − xi

k|k−1|P i
k|k−1)φ(yk −Hk(xk)|Rk(xk)) (3.7)

Les matrices de covariance P i
k|k−1 étant petites (de l’ordre h2), φ(xk − xi

k|k−1|P i
k|k−1) tend ra-

pidement vers 0 lorsque xk s’éloigne de xi
k|k−1. On peut donc linéariser la fonction non-linéaire

Hk(xk) au voisinage de la particule xi
k|k−1 (3.7) :

Hk(xk) ≈ yi
k|k−1 +H i

k(xk − xi
k|k−1) (3.8)
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où yi
k|k−1 = Hk(x

i
k|k−1) et H i

k est le gradient de Hk au point xi
k|k−1. On a alors

φ(xk − xi
k|k−1|P i

k|k−1)φ(yk −Hk(xk)|Ri
k) ≈

φ(xk − xi
k|k−1|P i

k|k−1)φ(yk − yi
k|k−1 −H i

k(xk − xi
k|k−1)|Ri

k) (3.9)

On pose Ri
k = Rk(x

i
k|k−1).

A cause de la linéarité de (3.9) par rapport à xk, le produit dans le second membre de (3.9)
est une densité conjointe gaussienne. Cette densité peut être vue comme la densité conjointe
du couple (X,Y ) et peut être factorisée en produit de la densité marginale de Y et la densité
conditionnelle de X sachant Y = yk. Avec un calcul semblable à celui de la dérivation du filtre
de Kalman (voir annexe B), on voit que la densité marginale de Y a pour moyenne yi

k|k−1 et

pour matrice de covariance Σi
k et la densité conditionnelle de X sachant Y = yk a pour moyenne

xi
k|k−1 et pour matrice de covariance P i

k, x
i
k|k−1 et Σi

k, P
i
k étant donnés par les équations de

Kalman :

xi
k = xi

k|k−1 +Ki
k(yk − yi

k|k−1) (3.10)

Σi
k = H i

kP
i
k|k−1H

iT
k +Ri

k (3.11)

Avec le gain Ki
k égal à

Ki
k = P i

k|k−1H
iT
k (Σi

k)
−1 (3.12)

P i
k = P i

k|k−1 − P i
k|k−1H

iT
k (Σi

k)
−1H i

kP
i
k|k−1 (3.13)

La densité (3.9) peut s’approcher par :

pk(xk, yk|y1:k−1) ≈
N
∑

i=1

ωi
k|k−1φ(xk − xi

k|P i
k)φ(yk − yi

k|k−1|Σi
k)

La loi de densité conditionnelle pk(xk|y1:k) est proportionnelle à pk(xk, yk|y1:k−1) et donc vaut

pk(xk|y1:k) =
N
∑

i=1

ωi
kφ(xk − xi

k|P i
k) (3.14)

Avec

ωi
k =

ωi
k|k−1φ(yk − yi

k|k−1|Σi
k)

ΣN
j=1ω

i
k|k−1φ(yk − yi

k|k−1|Σi
k)

(3.15)

La loi de densité conditionnelle obtenue est une composition de Gaussienne pondérée. On
constate que dans cette étape, les matrices de covariance P i

k ne sont plus identiques. Cepen-
dant, elles restent de norme petite (‖ P i

k ‖≤‖ P i
k|k−1 ‖) (3.13).

Remarque :
D’après (3.15), la correction des poids se fait par une vraisemblance de matrice de covariance
Σi

k plus grande que la matrice de covariance de la mesure Ri
k (3.11). Comme on l’a noté dans le

paragraphe (2.2.4) ceci rend plus précise l’approximation particulaire.
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3.5 L’étape de prédiction

La densité prédite pk+1|k est calculée selon les équations de Chapman-Kolmogorov

pk+1|k(xk+1|y1:k) = ΣN
i=1ω

i
k

∫

Rd

φ(xk+1 − Fk+1(u)|Sk+1(u))φ(u− xi
k|P i

k)du

Comme dans le cas de la correction, les matrices de covariance P i
k sont petites. Si u s’éloigne de

xi
k alors φ(u − xi

k|P i
k) tend rapidement vers 0. On peut donc linéariser la fonction Fk+1 autour

du point xi
k :

Fk+1(u) ≈ Fk+1(x
i
k) + F i

k+1(u− xi
k) (3.16)

où F i
k+1 est la matrice de gradient de Fk+1 au point xi

k. La densité prédite est égale à

pk+1|k(xk+1|y1:k) =
N
∑

i=1

ωi
kφ(xk − Fk+1(x

i
k)|P i

k+1|k)

Avec
P i

k+1|k = F i
k+1P

i
kF

T i
k+1 + Si

k+1 (3.17)

On constate que dans cette étape, les matrices de covariance ne sont plus petites (de l’ordre h2).
En effet, P i

k+1|k augmente d’une part à cause de la matrice de covariance du bruit d’évolution

Si
k+1 et d’autre part à cause de la multiplication de la matrice F i

k+1 (3.17).
La loi prédite reste une composition de gaussiennes de moyenne Fk+1(x

i
k) et de matrice de

covariance P i
k+1|k pondérée par les poids ωi

k qui restent inchangés durant cette étape.

3.6 L’étape du ré-échantillonnage

3.6.1 Etude théorique du ré-échantillonnage

L’étape du ré-échantillonnage est une étape cruciale pour tout filtre particulaire à cause du
phénomène de dégénérescence des poids. Pour le KPKF, en plus du problème de dégénérescence
des poids un autre problème se pose, qui est celui de la norme des matrices de covariance P i

k+1|k.

En effet, les matrices de covariance P i
k+1|k doivent rester suffisamment petites afin de justifier

les linéarisations locales (3.8) et (3.16). Pour cela, nous allons introduire un nouveau type de
ré-échantillonnage.

On suppose qu’a l’instant k + 1, on veuille approcher la densité prédite

pk+1|k(xk+1|y1:k) =
N
∑

i=1

ωi
kφ(xk+1 − Fk+1(x

i
k)|P i

k+1|k) (3.18)

par un mélange de densité gaussiennes

p̂k+1|k(xk+1|y1:k) =
N
∑

i=1

ωi
k+1|kφ(xk+1 − xi

k+1|k|Pk+1|k) (3.19)

où les matrices de covariance Pk+1|k sont petites et où, xi
k+1|k est un échantillon qui suit une loi

p̃k+1|k à déterminer. Conformément à l’approche du paragraphe (2.3), elles sont choisies de la
manière suivante :
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Pk+1|k = h2Πk+1|k (3.20)

avec Πk+1|k la matrice de covariance de la densité prédite (3.18) :

Πk+1|k =
N
∑

i=1

ωi
kP

i
k+1|k + cov[Fk+1(x

i
k)|ωi

k] (3.21)

Examinons à présent l’erreur entre p̂k+1|k et pk+1|k à l’aide du critère MISE.

– Calcul du biais E[p̂k+1|k(xk+1|y1:k)] − pk+1|k(xk+1|y1:k) :

Dans le cas où les particules xi
k+1|k suivent la densité pk+1|k, on a :

E[p̂k+1|k(xk+1|y1:k)] =
N
∑

i=1

ωi
k+1|kE[φ(xk+1 − xi

k+1|k|Pk+1|k)]

= E[φ(xk+1 − xi
k+1|k|Pk+1|k)] =

∫

φ(xk+1 − u|Pk+1|k)[
N
∑

i=1

ωi
kφ(u− Fk+1(x

i
k)|P i

k+1|k)]du

=
N
∑

i=1

ωi
kφ(xk+1 − Fk+1(x

i
k)|Pk+1|k + P i

k+1|k)

En effet, la loi de la somme de 2 lois gaussiennes a pour densité le produit de convolution
des 2 densités gaussiennes.

E[p̂k+1|k(xk+1|y1:k)] =

∫

φ(xk+1 − u|Pk+1|k)pk+1|k(u|y1:k)du

=
N
∑

i=1

ωi
kφ(xk+1 − Fk+1(x

i
k)|P i

k+1|k + Pk+1|k) (3.22)

On en déduit que le biais n’est pas nul.
Si maintenant on tire les particules xi

k+1|k selon la densité

p̃k+1|k(xk+1) =
N
∑

i=1

ωi
kφ(xk+1 − Fk+1(x

i
k)|P i

k+1|k − Pk+1|k) (3.23)

avec la condition que les matrices P i
k+1|k − Pk+1|k sont définies positives, alors avec les

mêmes calculs précédemment. On obtient :

E[p̂k+1|k(xk+1|y1:k)] =
N
∑

i=1

ωi
kφ(xk+1 − Fk+1(x

i
k)|P i

k+1|k)

E[p̂k+1|k(xk+1|y1:k)] − pk+1|k(xk+1|y1:k) = 0

On constate que la densité p̂k+1|k est un estimateur non biaisé. Cependant, le biais n’est
pas le seul critère de précision de l’estimateur, la variance est aussi importante.
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– Calcul de la variance var{p̂k+1|k(xk+1|y1:k)} :
D’après (3.19)

var{p̂k+1|k(xk+1|y1:k)} =
N
∑

i=1

(ωi
k+1|k)

2

{
∫

φ2(xk+1 − v|Pk+1|k)p̃k+1|k(v|y1:k)dv − [E[p̂k+1|k(xk+1|y1:k)]
2} (3.24)

où xi
k+1|k est un échantillon (iid) de (3.23). Si on pose le changement de variable suivant

u = (xk+1 − v)/h, on a

φ(xk+1 − v|Pk+1|k) =
1

hd
φ(u|Πk+1|k)

la variance s’écrit alors

var{p̂k+1|k(xk+1|y1:k)} =

∑N
i=1(ω

i
k+1|k)

2

hd

{
∫

φ2(u|Πk+1|k)p̃(xk+1 − hu)du− hd[Ep̂k+1|k(xk+1|y1:k)]
2} (3.25)

Pour un facteur de dilatation h petit, le dernier terme hd[Ep̂k+1|k(xk+1|y1:k)]
2 peut être

négligé. En faisant un développement de Taylor de p̃k+1|k(xk+1−hu|y1:k) autour de h = 0,
on a l’approximation suivante de la variance :

var{p̂k+1|k(xk+1|y1:k)} ≈
∑N

i=1(ω
i
k+1|k)

2

hd
p̃k+1|k(xk+1|y1:k)

∫

φ2(u|Πk+1|k)du (3.26)

On remarque que le paramètre h doit être suffisamment grand pour que la variance soit
petite (en respectant la positivité de la matrice P i

k+1|k − Pk+1|k).

En fait, pour diminuer cette variance, il peut être intéressant de biaiser légèrement l’estimateur
(3.19) en tirant les particules xi

k+1|k suivant la densité

p̃k+1|k(xk+1|y1:k) =
N
∑

i=1

ωi
kφ(xk+1 − Fk+1(x

i
k)|P i

k+1|k − h̃2

h2
Pk+1|k)

=
N
∑

i=1

ωi
kφ(xk+1 − Fk+1(x

i
k)|P i

k+1|k − h̃2Πk+1|k) (3.27)

où h̃ est un paramètre inférieur à h. La densité p̃ définie en (3.27) généralise la densité p̃ définie
en (3.23). Le paramètre h̃ doit rester suffisamment petit pour vérifier la contrainte
P i

k+1|k − h̃2Πk+1|k ≥ 0. Avec les calculs semblables qui conduisent à (3.22), on a :

E[p̂k+1|k(xk+1|y1:k)] =
N
∑

i=1

ωi
k+1|kE[φ(xk+1 − xi

k+1|k|Pk+1|k)]

= E[φ(xk+1−xi
k+1|k|Pk+1|k)] =

∫

φ(xk+1−u|Pk+1|k)[
N
∑

i=1

ωi
kφ(u−Fk+1(x

i
k)|P i

k+1|k−h̃2Πk+1|k)]du
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=
N
∑

i=1

ωi
kφ(xk+1 − Fk+1(x

i
k)|P i

k+1|k + (h2 − h̃2)Πk+1|k)

=

∫

φ(xk+1 − v|(h2 − h̃2)Πk+1|k)pk+1|k(v|y1:k))dv

Comme dans [62], on fait le changement de variable u =
xk+1−v

h′ et on développe pk+1|k autour
de h′ = 0. On obtient l’approximation suivante du biais :

E[p̂k+1|k(xk+1|y1:k)] − pk+1|k(xk+1|y1:k) ≈
1

2
(h2 − h̃2)trace[Πk+1|k p̈k+1|k(xk+1|y1:k)]

où

p̈k+1|k =
∂2 pk+1|k
∂ x2

On obtient le lemme suivant :

Lemme 3 :
Si xi

k+1|k est un échantillon (iid) de la loi

p̃k+1|k(xk+1|y1:k) =
N
∑

i=1

ωi
kφ(xk+1 − Fk+1(x

i
k)|P i

k+1|k − h̃2Πk+1|k)

alors l’erreur quadratique moyenne entre p̂k+1|k (3.19) et pk+1|k (3.18) vaut approximativement :

MISE(h, h̃) ,

∫

[E[p̂k+1|k(xk+1|y1:k)] − pk+1|k(xk+1|y1:k)]
2 + var{p̂k+1|k(xk+1|y1:k)}dxk+1

=
1

4
(h2 − h̃2)2

∫

(trace[Πk+1|kp̈k+1|k(xk+1|y1:k)])
2dxk+1 +

∑N
i=1(ω

i
k+1|k)

2

hd

∫

φ2(u|Πk+1|k)du

(3.28)
où h > h̃.
Le lemme suivant détermine la valeur maximale de h̃ qui assure la positivité des matrices
P i

k+1|k − h̃2Πk+1|k.

Lemme 4 :
Les matrices P i

k+1|k − h̃2Πk+1|k, (i = 1, ..., N) sont toutes définies positives si et seulement si

h̃ ≤ h∗ avec

h∗2 = min
i
λi

inf (3.29)

où λi
inf est la plus petite des valeurs propres de la matrice (CT

k+1)
−1P i

k+1|kC
−1
k+1, où Ck+1 est la

racine carrée de la matrice Πk+1|k (CT
k+1Ck+1 = Πk+1|k).

En effet, pour tout x ∈ R
d on a :

xT (P i
k+1|k − h̃2Πk+1|k)x = (Ck+1x)

T ((CT
k+1)

−1P i
k+1|kC

−1
k+1 − h̃2I)(Ck+1x)
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Donc la matrice (P i
k+1|k − h̃2Πk+1|k) est définie positive si et seulement si cette matrice

((CT
k+1)

−1P i
k+1|kC

−1
k+1 − h̃2I) est définie positive. Or les valeurs propres de la matrice

((CT
k+1)

−1P i
k+1|kC

−1
k+1 − h̃2I) sont égales aux valeurs propres de la matrice (CT

k+1)
−1P i

k+1|kC
−1
k+1

moins h̃2.
Le théorème suivant montre comment calculer le couple (h, h̃) minimisant le MISE.

Théorème 3 :

La minimum de MISE(h, h̃) avec h > h̃ est atteint pour h̃opt = h∗ et hopt est solution de

hd+2(h2 − h∗2) = hd+4
0 (3.30)

où hd+4
0 = d

∑N
i=1(ω

i
k+1|k)

2
∫

φ2(u|Πk+1|k)du
∫
(trace[Πk+1|k p̈k+1|k(xk+1|y1:k)])2dxk+1

.

Démonstration :

D’après (3.28), on note :

MISE(h, h̃) = α(h2 − h̃2)2 +
β

hd

où α = 1
4

∫

(trace[Πk+1|kp̈k+1|k(xk+1|y1:k)])
2dxk+1 et β =

∑N
i=1(ω

i
k+1|k)

2
∫

φ2(u|Πk+1|k)du.

Calculons le minimum du MISE(h, h̃) par rapport à (h, h̃). Pour h̃ donné,

∂ MISE(h, h̃)

∂ h
= 0 (3.31)

(3.31) donne

f(h, h̃) , hd+2(h2 − h̃2) − d
β

4α
= 0 (3.32)

hd+2(h2 − h̃2) crôıt de 0 à ∞ quand h crôıt de h̃ à ∞ donc l’équation (3.32) admet une unique
solution h = hopt(h̃) ∈ (h̃,∞) pour h̃ donné. Il reste à minimiser MISE(hopt(h̃), h̃) par rapport
à h̃. D’après le théorème des fonctions implicites :

∂hopt

∂h̃
= −(

∂f

∂h
)−1 |h=hopt(h̃)

∂f

∂h̃
|h=hopt(h̃)

on obtient :

dhopt

dh̃
=

2hopth̃

(d+ 4)h2
opt − (d+ 2)h̃2

> 0, ∀h̃ ≥ 0.

car h > h̃. La fonction hopt(h̃) est donc une fonction strictement croissante en fonction de h̃. Or
d’après (3.32), on a

(h2
opt(h̃) − h̃2) = d

β

4αhd+2
opt (h̃)

(3.33)

(h2
opt(h̃)−h̃2) est donc une fonction décroissante de h̃. D’après (3.32), on déduit queMISE(hopt(h̃), h̃)

est une fonction décroissante de h̃. Il faut donc prendre h̃ le plus grand possible. D’après le lemme
4, h̃ = h∗. La valeur de hopt est donc solution de (3.32).
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hd+2(h2 − h∗2) = hd+4
0 (3.34)

Notons que h0 = hopt(h̃ = 0) est le facteur de dilatation optimal classique (2.39) et (2.40) lorsque

les poids ωi
k+1|k sont tous égaux à 1

N . Dans ce cas,
∑N

i=1(ω
i
k+1|k)

2 = 1
N est la valeur minimale

de
∑N

i=1(ω
i
k+1|k)

2.

3.6.2 Mise en oeuvre du ré-échantillonnage

Choix empirique du facteur de dilatation :
La résolution de l’équation (3.34) donnant hopt peut être faciliter en observant que

max(h0, h
∗) ≤ hopt ≤ h∗

√

1 + (h0/h∗)d+4 (3.35)

En effet, en observant que hopt ≥ h∗, l’équation (3.34) nous donne le résultat.
Dans la plupart des applications, comme dans le recalage altimétrique h∗ est petit (c’est la plus
petite valeur propre de toute les valeurs propres des matrices (CT

k+1)
−1P i

k+1|kC
−1
k+1). Pour N

grand hopt(h
∗) est proche de h∗. En effet, l’équation suivante

hd+2
opt (h2

opt − h∗2) = hd+4
0

montre que hopt tend vers h∗, en effet, h0 tend vers 0.
Le facteur de dilatation optimal est en général petit. La matrice Pk+1|k est donc petite dans
l’approximation recherchée (3.19), ce qui justifie les linéarisations locales futures. Cependant, on
observe dans les simulations que le filtre est plus robuste si on prend une valeur de h supérieure
à hopt. On peut exprimer le paramètre h sous la forme suivante :

h = µh0 (3.36)

où µ > 1 est un paramètre de réglage qui dépend de l’application. Nous verrons dans le para-
graphe (3.7.3) que µ peut s’ajuster en fonction de la borne de Cramér Rao (PCRB)(5.4).

Le paramètre h̃ optimal est alors calculé suivant :

hd+2(h2 − h̃2) = hd+4
0

ce qui donne :

h̃ = h

√

1 − (
h0

h
)d+4 (3.37)

d’autre part, il faut que h̃ soit inférieur à h∗. Le paramètre h̃ optimal vaut alors

h̃opt = min(µh0,

√

1 − (
1

µ
)d+4) (3.38)

Le fait de prendre un h plus grand, introduit un biais dans l’estimation de la densité prédite. La
densité prédite ˆ̂pk+1|k aura une matrice de covariance Pk+1|k plus grande (3.19). Cette densité
est plus étalée, ce qui permet aux particules de recouvrir une zone plus vaste de l’espace d’état
et ainsi de réduire le risque de dégénérescence. Cette plus grande incertitude sur l’état a pour
conséquence que le filtre se base plus sur l’information de la mesure courante que sur l’infor-
mation des mesures passées et du modèle. On observe le même phénomène dans l’utilisation du
facteur d’oubli dans le filtre de Kalman. Il parait donc légitime de favoriser la réduction de la
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variance (liée a la divergence du filtre) au détriment du biais.

Ré-échantillonnage partiel/total :
Si la disparité des poids ωi

k (3.18) des particules est faible (test entropique inférieur au seuil
(2.2.5), on redistribue les particules sans toucher à leurs poids : ωi

k+1|k = ωi
k (3.18) et (3.19).

Ce ré-échantillonnage se nomme � ré-échantillonnage partiel ✁ . Au contraire, si la disparité des
poids est forte, on procède à un tirage multinomial des particules Fk+1(x

i
k) suivant les poids ωi

k,
ωi

k+1|k ≡ 1
N . Ce ré-échantillonnage s’appelle � ré-échantillonnage total ✁ .

En pratique, les normes des matrices de covariances P i
k+1|k varient peu au cours du temps,

tout particulièrement lorsque les mesures sont des mesures scalaires. En effet, à chaque étape
l’information apportée par ces mesures est faible. Dans ce cas, il suffit d’attendre m cycles de
calcul du filtre avant d’effectuer un ré-échantillonnage. Le nombre de cycle m peut être considéré
comme un paramètre de réglage, il est déterminé d’une façon empirique. De plus, cela réduit le
coût de calcul car on évite de tester si les matrices P i

k+1|k sont grandes.

Résumé de l’algorithme de ré-échantillonnage total/partiel :

– (1) Le ré-échantillonnage partiel : si le test entropique de ré-échantillonnage est négatif
( Ent < Th), on ajoute aux particules Fk+1(x

i
k) un bruit Gaussien de moyenne nulle et de

matrice de covariance P i
k+1|k − h∗2Πk+1|k, où h∗ est donné par le lemme 4.

– (2) Le ré-échantillonnage total : si le test entropique de ré-échantillonnage est positif
( Ent > Th), les particules Fk+1(x

i
k) sont tirées selon leurs poids ω1

k, ..., ω
N
k . Les poids

ωi
k+1|k sont ré-initialisés à 1/N . On ajoute à chaque particule Fk+1(x

i
k) un bruit Gaussien

de moyenne nulle et de matrice de covariance P i
k+1|k − h∗2Πk+1|k.

A la fin de l’étape du ré-échantillonnage (total/partiel), les matrices de covariance P i
k+1|k sont

initialisées à h2
opt Πk+1|k (3.20).

3.7 Autres approximations de mélange Gaussien

3.7.1 Le ré-échantillonnage classique

Cette méthode est le ré-échantillonnage de base [62], la densité prédite

pk+1|k(xk+1|y1:k) =
N
∑

i=1

ωi
kφ(xk+1 − Fk+1(x

i
k)|P i

k+1|k)

est approchée par la loi de densité

p̂k+1|k(xk+1|y1:k) =
1

N

N
∑

i=1

φ(xk+1 − xi
k+1|k|h2Πk+1|k)

On tire les particules xi
k+1|k = Fk+1(x

i
k) selon leur poids ωi

k (tirage multinomial), les matrices

de covariances P i
k+1|k sont remises à h2Πk+1|k. Où h = h0.
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3.7.2 Le ré-échantillonnage par réjection locale

Dans l’étape de ré-échantillonnage, il est possible d’utiliser un algorithme de rejet basé sur le
L2RPF de C. Musso [42] et sur le Kernel Filter de M. Hürzeler et H. R. Künsch [30] dans l’étape
de ré-échantillonnage, ceci permet d’obtenir un échantillon précis xi

k issu de la loi conditionnelle
pk(xk|y1:k).

pk(xk|y1:k) ∝
N
∑

i=1

ωi
k|k−1φ(xk − xi

k|k−1|P i
k|k−1)φ(yk −Hk(xk)|Rk) (3.39)

L’algorithme de la rejection locale :

(1) tirer I sur 1, ..., N suivant P (I = i) ∝ ck,i(αk)ω
i
k|k−1 (tirage multinomial).

(2) générer z ∝ φ(x)dx (φ est un noyau gaussien) et U uniforme sur [0, 1].
(3) calculer les nouvelles particules X = xI

k|k−1 + AI
k|k−1 z, avec AI

k|k−1 la racine carrée de

la matrice de covariance P I
k|k−1 de la particule xI

k|k−1 .

(4) faire le test de rejet, si φ(yk − Hk(X)|Rk) ≥ αkck,I(αk)U , on accepte la particule X,

xj
k = X avec j = j + 1.

où ck,i(αk) sont des coefficients qui vérifient la condition suivante

ck,i ≥ supx∈Σiφ(yk −Hk(x)|Rk) (3.40)

avec
Σi = {x/(x− xi

k|k−1)
T (P i

k|k−1)
−1(x− xi

k|k−1) ≤ α2
kη

2} (3.41)

Σi l’ellipsöıde de confiance centré sur la particule xi
k|k−1. Le coefficient αk, est un paramètre de

contrôle compris dans l’intervalle [0, 1]. η est choisi de manière a ce que : P [χ2(d) ≤ η2] = 0.99.
L’ellipsöıde Σi approche le support de φ(xk − xi

k|k−1|P i
k|k−1) lorsque αk = 1.

Proposition : L’algorithme de rejection locale génère un échantillon xi
k dans Rd de densité :

p̂k(xk) ∝
N
∑

i=1

ωi
k|k−1ci,k(αk)min(1,

φ(yk −Hk(xk)|Rk)

αkci,k(αk)
)φ(xk − xi

k|k−1|P i
k|k−1) (3.42)

Démonstration :
La loi de distribution de la variable X acceptée dans la boucle de rejection, est caractérisée

par

EI,U,Z [f(X)] = E[f(xI
k|k−1 +AI

k|k−1 z))1φ(yk−Hk(xI
k|k−1

+AI
k|k−1

z)|Rk)≥αkci,k(αk)U ]

avec f une fonction test quelconque,

∝
N
∑

i=1

ωi
k|k−1ci,k(αk)

∫

f(xi
k|k−1 +Ai

k|k−1 z)min(1,
φ(yk −Hk(x

i
k|k−1 +Ai

k|k−1 z)|Rk)

αkci,k(αk)
)φ(z)dz

par un changement de variable, x = xi
k|k−1 +Ai

k|k−1 z, tel que P i
k|k−1 = Ai

k|k−1A
iT
k|k−1

∝
N
∑

i=1

ωi
k|k−1ci,k(αk)

∫

f(x)min(1,
φ(yk −Hk(xk)|Rk)

αkci,k(αk)
)φ(x− xi

k|k−1|P i
k|k−1)dx
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On déduit la loi de densité de la variable X.

p̂k(xk) ∝
N
∑

i=1

ωi
k|k−1ci,k(αk)min(1,

φ(yk −Hk(xk)|Rk)

αkci,k(αk)
)φ(xk − xi

k|k−1|P i
k|k−1)

Probabilité d’acceptation Pa :
Le calcul de la probabilité que X sorte de la boucle de rejection noté Pa(α), est égale à

Pa(α) =
N
∑

i=1

ωi
k|k−1ci,k

∫

min(1,
φ(yk −Hk(x

i
k|k−1 +Ai

k|k−1z|Rk)

αkci,k(αk)
)]φ(z)dz

les matrices de covariance Ai
k|k−1 sont petites, on a alors

Pa(α) ≈
N
∑

i=1

ωi
k|k−1ci,k(αk)min(1,

φ(yk −Hk(x
i
k|k−1)|Rk)

αkci,k(αk)
) (3.43)

Calcul des coefficients ck,i(αk) :
Les coefficients ck,i(αk) pour chaque particule xi

k|k−1 sont calculés dans l’ellipsöıde de confiance

Σi(αk). On utilise l’algorithme de Dezert et Musso [21], pour générer l points ξ1, ..., ξl unifor-
mément à l’intérieur de l’ellipsöıde Σi(αk). Puis, on approche ci,k par

ci,k ≈ maxjφ(yk −Hk(ξ
j)|Rk)

Discussion sur le paramètre de contrôle αk :

Si on prend αk = 0, min(1,
φ(yk−Hk(xi

k|k−1
)|Rk)

αkci,k(αk) ) = 1. Comme Σi(0) se réduit à la particule

centrale. On a

p̂αk=0
k (x) ∝

N
∑

i=1

ωi
k|k−1φ(yk −Hk(x

i
k|k−1)|Rk)φ(x− xi

k|k−1|P i
k|k−1)

Dans ce cas, la méthode de ré-échantillonnage est la méthode (SIR). La probabilité d’acceptation
vaut 1, le coût de calcul est minimal.

Si on prend α = 1, min(1,
φ(yk−Hk(xi

k|k−1
)|Rk)

αkci,k(αk) ) = φ(yk−Hk(xk)|Rk)
αkci,k(αk) puisque ck,i(αk) est le maxi-

mum local sur Σi(1). Dans ce cas, on a,

p̂αk=1
k (x) ∝

N
∑

i=1

ωi
k|k−1φ(yk −Hk(xk)|Rk)φ(x− xi

k|k−1|P i
k|k−1)

qui est la densité initiale définie dans (3.39). Les particules xi
k ont pour loi la loi densité

initiale (3.39) pour αk = 1, la probabilité d’acceptation est minimale, c’est à dire le coût de
calcul est maximal.

La probabilité d’acceptation Pa(αk) est une fonction décroissante de αk. On conclut que le
paramètre αk établit un compromis entre la qualité de correction et le coût de calcul. En pratique,
on procède de la façon suivante. On prend la valeur maximale de αk telle que Pa(αk) ≥ Pmin

a

à l’aide d’une discrétisation grossière de l’intervalle [0, 1]. La valeur de Pmin
a est fixée selon la
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capacité de calcul, La correction est plus précise pour αk grand mais le coût de calcul est plus
cher et vice versa. Pour chaque αk, le nombre de particules Ne qui entrent dans la boucle vaut
en moyenne Ne = N/Pa(αk).

Remarques :
– Le ré-échantillonnage par rejection locale intervient seulement à la fin du cycle m, on

obtient alors un échantillon corrigé xi
k de poids ωi

k = 1/N . On construit par la méthode
des noyaux [62], une approximation de la densité conditionnelle

p̂k(x) =
1

N

N
∑

i=1

φ(x− xi
k|h2

0Πk)

où Πk = cov(xi
k) et le facteur de dilation optimal h0 est donné en (2.3.1).

Après ce ré-échantillonnage, on applique les filtres de Kalman pendant le cycle de longueur
m.

– pour réduire le coût de calcul, il est plus simple de procéder de la manière suivante :
on tire un grand nombre de particules suivant les 3 premières étapes du ré-échantillonnage
par réjection locale (3.7.2) avec αk = 1. On garde alors les N particules ayant les poids
ck,i(1)ω

i
k|k−1 les plus forts. Ceci évite la boucle de réjection.

3.7.3 Le facteur de dilatation adaptatif

Comme on vient de le mentionner dans le chapitre précèdent, le facteur de dilatation h
joue un rôle important dans le lissage de la densité à estimer. On conçoit que si la forme de
la densité à estimer change au cours du temps (par exemple d’une loi mono-modale à une loi
multi-modale), le facteur de dilatation hk doit s’adapter en fonction de la densité. Précisément,
la valeur du paramètre µ qui détermine h (h = µh0) (3.36) évoluera à chaque fin de m−cycle. La
borne de Cramér Rao a Posteriori (PCRB) décrite dans (5.4) nous permet d’ajuster h : µ sera
calculé de manière à ce que la matrice de covariance de la densité prédite soit adaptée à la PCRB.

Soit h2Πk+1|k la matrice de covariance du noyau gaussien autour de chaque particule xi
k+1|k

(3.19). Soit PCRBk+1|k la borne de Cramér Rao à l’instant k + 1 sachant les mesures jusqu’à

l’instant k. Soit V1 le volume de l’ellipsöıde unité {x|xT (h2Πk+1|k)
−1xT ≤ 1} et V2 le volume de

l’ellipsöıde unité {x|xT (PCRBk+1|k)
−1xT ≤ 1}. Nous choisissons le paramètre h de manière à

adapter l’ellipsöıde empirique (donné par le nuage de particules) à l’ellipsöıde théorique (celui
obtenu par la PCRBk+1|k) voir figure (3.2), on a :

V1 =
(π)d/2

Γ(d
2 + 1)

√

det h2Πk+1|k (3.44)

V2 =
(π)d/2

Γ(d
2 + 1)

√

det PCRBk+1|k (3.45)

le rapport des volumes donne le facteur de dilatation adaptatif :

ha = µ0(
det (PCRB)k

detΠk
)1/2dh0 (3.46)
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L’ancien paramètre de réglage µ (3.36) est remplacé par µ0. Il résulte de la formule (3.46) que
ha augmente lorsque la borne de Cramér Rao est plus grande que la matrice de covariance
de la densité prédite (3.21). L’ellipsöıde de confiance donné par la PCRB est par définition
la matrice de covariance idéale : tout estimateur à une matrice de covariance supérieure à la
borne de Cramér Rao. Inversement, si la borne de Cramér Rao est plus petite que la matrice de
covariance de la densité prédite, ha diminue. Le volume de la densité prédite approchée (3.19)
valant approximativement (1 + h2 − h̃2)Πk+1|k, la matrice de covariance réduite

(1+h2
a− h̃2

a)Πk+1|k est bornée inférieurement par Πk+1|k. Durant le déroulement de l’algorithme
du filtrage, l’ellipsöıde de confiance de la matrice de covariance de la densité prédite Πk+1|k doit
s’approcher de l’ellipsöıde de confiance de la PCRBk+1|k.

Fig. 3.2 – l’ellipsöıde de confiance de la PCRB et la matrice de covariance empirique Πk+1|k du
nuage de particule
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3.8 Résumé de l’algorithme du KPKF

(1) l’initialisation :
– on tire les particules x1

1|0, ..., x
N
1|0 selon une loi Gaussienne de moyenne le vecteur d’état

initial et de matrice de covariance 1/(1 + h2) fois la matrice de covariance initiale.
– les matrices de covariance des particules P1|0 sont prises égales à h2 fois la matrice de

covariance de la loi Gaussienne.
– les poids des particules ωi

1|0 sont pris égaux à 1/N .

(2) l’étape de correction : Pour i = 1, ..., N , on calcul yi
k|k−1 = Hk(x

i
k|k−1) et Σi

k via

(3.11). La correction s’effectue en 2 étapes :
– (i) Correction de Kalman : pour chaque i = 1, ..., N , on calcul K i

k via (3.12), les particules
xi

k|k−1 sont corrigées par la formule (3.10) et les matrices de covariance P i
k par la formule

(3.13).
– (ii) Correction particulaire : les poids de chaque particule ωi

k|k−1 sont ré-actualisés en ωi
k

via la formule (3.15).
– (iii) Calcul de l’estimée : l’état estimé x̂k est donné par la moyenne du nuage des particules
x̂k =

∑N
i=1 ω

i
kx

i
k.

(3) l’étape de prédiction : chaque particule xi
k+1|k = Fk+1(x

i
k) et leur matrice de cova-

riance P i
k+1|k est propagée selon l’équation (3.17).

(4) l’étape du ré-échantillonnage : A chaque fin d’in m − cycle, on a 3 possibilités de
ré-échantillonnages :

– (4.1) Ré-échantillonnage Partiel/Total (3.6.2) : On calcule la matrice Πk+1|k via

l’équation (3.21), cette matrice est décomposée Πk+1|k = CTC, on calcule h∗2 qui est la

plus petit des minimums des valeurs propres des matrices (CT )−1P i
k+1|kC

−1. Selon le test

de ré-échantillonnage Ent (2.2.5), on a :
– Ré-échantillonnage Partiel : si (Ent < Th), pour chaque particule Fk+1(x

i
k), on

ajoute un bruit Gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance P i
k+1|k−h∗2Πk+1|k,

on obtient alors les nouvelles particules xi
k+1|k de poids ωi

k+1|k égaux à ωi
k et les matrices

de covariance P i
k+1|k sont remises à h2

opt Πk+1|k (3.20).

– Ré-échantillonnage Total : si (Ent > Th), on fait un tirage multinomial des parti-
cules Fk+1(x

1
k), ..., Fk+1(x

N
k ) selon leur poids ω1

k, ..., ω
N
k et on ajoute un bruit Gaussien

de moyenne nulle et de matrice de covariance P i
k+1|k − h∗2Πk+1|k. Les poids ωi

k+1|k sont

remis à 1/N et les matrices de covariance P i
k+1|k sont remises à h2

opt Πk+1|k.

– (4.2) Ré-échantillonnage classique (Silverman) (3.7.1) : on fait un tirage multi-
nomial des particules Fk+1(x

1
k), ..., Fk+1(x

N
k ) selon leur poids ω1

k, ..., ω
N
k et on ajoute un

bruit Gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance P i
k+1|k. Les poids ωi

k+1|k sont

initialisés à 1/N .

– (4.3) Ré-échantillonnage par réjection locale (3.7.2) : on applique l’algorithme de
réjection (3.7.2), on obtient un échantillon de particules corrigées x1

k, ..., x
N
k , les poids sont

mis à 1/N . On passe directement à l’étape de prédiction.
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Durant les m cycles de calcul, seul le filtre de Kalman est appliqué.

3.9 Initialisation du filtre dans le cas d’une équation de mesure
partiellement linéaire

Pour certaines applications, comme le recalage altimétrique, la fonction d’observation Hk est
partiellement linéaire, c’est-à -dire de la forme suivante :

yk = Hk(x) = hk(x
(1)) + Hkx

(2) (3.47)

où x(1) est le vecteur formé par les d1 premières composantes et x(2) est le vecteur formé par les
d2 = d− d1 dernières composantes du vecteur d’état x.
Nous allons exploiter la forme particulière de Hk afin de mieux initialiser le filtre en utilisant la
première mesure y1. Pour la partie linéaire du vecteur d’état x(2)1 , nous proposons de générer

un échantillon de particules {x(2),i
1 } conditionnelle à (y1, x

(1)
1 ). On suppose que la loi de x1 est

Gaussienne connue a priori. Cette hypothèse est raisonnable car on connâıt assez mal l’état
initial du système.

Proposition 1 :

La moyenne conditionnelle de x
(2)
1 sachant y1 et x(1) vaut :

x̃(2)(y1, x
(1)) = x̂

(2)
1|0(x

(1)) + P
(22|1)
1 HT

1 (R1 + H1P
(22|1)
1|0 HT

1 )−1[y1 − h1(x
(1)) − H1x̂

(2)
1|0(x

(1))]

et la matrice conditionnelle de x
(2)
1 sachant y1 et x(1) est égale à :

P
(22|1)
1 = P

(22|1)
1|0 − P

(22|1)
1|0 HT

1 (R1 + H1P
(22|1)
1|0 HT

1 )−1H1P
(22|1)
1|0

Démonstration :

x1 ∼ φ(x− x1|0|P1|0)

La loi conjointe de x1 et y1 vaut :

φ(x− x1|0|P1|0)φ(y1 − h1(x
(1)) − H1x

(2)|R1) (3.48)

On notera x1|0 la moyenne de x1 et P1|0 sa matrice de covariance. Comme l’équation de mesure

est partiellement linéaire, il convient de partitionner le vecteur d’état x1 en [x(1)Tx(2)T ]. La

densité de x1 est décomposée en produit de la densité de x
(1)
1 et de la densité de x

(2)
1 sachant

x
(1)
1 .

φ(x− x1|0|P1|0) = φ(x(1) − x
(1)
1|0|P

(11)
1|0 )φ(x(2) − x̂

(2)
1|0(x

(1))|P (22|1)
1|0 ) (3.49)

où
x̂

(2)
1|0(x

(1)) = x
(2)
1|0 + P

(21)
1|0 (P

(11)
1|0 )−1(x(1) − x

(1)
1|0) (3.50)

est la moyenne conditionnelle de x
(2)
1 sachant x

(1)
1 au point x(1) et où

P
(22|1)
1|0 = P

(22)
1|0 − P

(21)
1|0 (P

(11)
1|0 )−1P

(12)
1|0 (3.51)
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est la matrice de covariance conditionnelle de x
(2)
1 sachant x

(1)
1 . A partir des équations (C.2) et

(4.3) on déduit la loi conditionnelle de x
(2)
1 au point x(2) sachant x(1) et y1. Elle est proportionnelle

à :

φ(x(2) − x̂
(2)
1|0(x

(1))|P (22|1)
1|0 )φ(y1 − h1(x

(1)) − H1x
(2)|R1) (3.52)

Par suite, le logarithme de cette densité conditionnelle vaut, à une constante près :

L1 = −1

2
[y1 − h1(x

(1)) − H1x
(2)]TR−1

1 [y1 − h1(x
(1)) − H1x

(2)]

−1

2
[x(2) − x̂

(2)
1|0(x

(1))]T (P
(22|1)
1|0 )−1[x(2) − x̂

(2)
1|0(x

(1))] (3.53)

C’est une forme quadratique en la variable x(2) (pour x(1) fixé). La matrice de covariance de
cette densité est donnée par le terme du second degré en x(2), soit :

P
(22|1)
1 = (HT

1R
−1
1 H1 + (P

(22|1)
1|0 )−1)−1

= P
(22|1)
1|0 − P

(22|1)
1|0 HT

1 (R1 + H1P
(22|1)
1|0 HT

1 )−1H1P
(22|1)
1|0 (3.54)

Le terme en facteur de x(2) est :

1

2
[y1 − h1(x

(1))]TR−1
1 H1 + x̂

(2)
1|0(x

(1))T (P
(22|1)
1|0 )−1x(2)

La moyenne conditionnelle est le point où L1 est maximum (3.53). En dérivant L1 par rapport
à la variable x(2), on déduit la moyenne de la loi conditionnelle de x(2) sachant x(1) et y1. Cette
moyenne vaut :

x̃(2)(y1, x
(1)) = P

(22|1)
1 {HT

1R
−1
1 [y1 − h1(x

(1))] + (P
(22|1)
1|0 )−1x̂

(2)
1|0(x

(1))} (3.55)

D’après (3.54) et le lemme d’inversion matricielle, on a :

P
(22|1)
1 HT

1

= P
(22|1)
1|0 HT

1 [I − (R1 + H1P
(22|1)
1|0 HT

1 )−1H1P
(22|1)
1|0 HT

1 ] = P
(22|1)
1|0 HT

1 (R1 + H1P
(22|1)
1|0 HT

1 )−1R1

(3.56)

La moyenne conditionnelle de x
(2)
1 sachant y1 et x

(1)
1 est égale à :

x̃(2)(y1, x
(1)) = x̂

(2)
1|0(x

(1))+P
(22|1)
1|0 HT

1 (R1 +H1P
(22|1)
1|0 HT

1 )−1[y1−h1(x
(1))−H1x̂

(2)
1|0(x

(1))] (3.57)

La proposition suivante nous donnent la loi du couple (x1
1, y1).

Proposition 2 :

La densité conjointe du couple (x(1), y1) vaut :

p(x(1), y1) ∝ φ1(x
(1))φ2(x

(1)) (3.58)

avec

φ1(x
(1)) = φ(x(1) − x

(1)
1|0|P

11
1|0) (3.59)
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et
φ2(x

(1)) = φ(y1 − h1(x
(1)) − H1x̂

(2)
1|0(x

(1))|R1 + H1P
(22|1)
1|0 HT

1 ) (3.60)

Démonstration :

On calcule la densité conjointe du couple (x
(1)
1 , z1) avec z1 = H1x

(2)
1 . La densité conjointe de

x
(1)
1 et z1 s’écrit comme le produit de la densité marginale de x

(1)
1 et de la densité conditionnelle

de z1 sachant x
(1)
1 . Or la loi conditionnelle de z1 sachant x

(1)
1 est une loi gaussienne de moyenne

H1x̂
(2)
1|0(x

(1)
1 ) et de matrice de covariance H1P

(22|1)
1|0 HT

1 . Donc la densité conjointe de x
(1)
1 , z1 et

y1 s’écrit :

φ(x(1) − x
(1)
1|0|P

(11)
1|0 )φ(z1 − H1x̂

(2)
1|0(x

(1))|H1P
(22|1)
1|0 HT

1 )φ(y1 − h1(x
(1)) − z|R1) (3.61)

Pour obtenir la densité conjointe de x
(1)
1 et y1, il faut intégrer (4.26) par rapport à z et comme

le premier facteur dans (4.26) ne dépend pas de z, il suffit d’intégrer le produit des 2 autres
facteurs. Ce produit à pour logarithme égale, à une constante près, à :

L2 = −1

2
[z − H1x̂

(2)
1|0(x

(1)
1 )]T (H1P

(22|1)
1|0 HT

1 )−1[z − H1x̂
(2)
1|0(x

(1)
1 )]

−1

2
[y1 − h1(x

(1)) − z]TR−1
1 [y1 − h1(x

(1)) − z] (3.62)

On remarque que (4.27) est une forme quadratique en z, dont les termes du second et premier

degré sont −1
2z

T [R−1
1 + (H1P

(22|1)
1|0 HT

1 )−1]z et

{R−1
1 [y1 − h1(x

(1))] + (H1P
(22|1)
1|0 HT

1 )−1x̂(2)(x(1))}T z

Par la suite (4.27) atteint son maximum en

[R−1
1 + (H1P

(22|1)
1|0 HT

1 )−1]−1{R−1
1 [y1 − h1(x

(1))] + (H1P
(22|1)
1|0 HT

1 )−1x̂(2)(x(1))}

Or l’inverse de matrice R−1
1 + (H1P

(22|1)
1|0 HT

1 )−1 s’écrit

R1(R1 + H1P
(22|1)
1|0 HT

1 )−1H1P
(22|1)
1|0 HT

1

Par suite, l’intégrale du produit des 2 facteurs de (4.26) à pour logarithme, à une constante près

−1

2
[x̂

(2)
1|0(y, x

(1)
1 ) − x̂

(2)
1|0(x

(1)
1 )]THT

1 (H1P
(22|1)
1|0 HT

1 )−1H1[x̂
(2)
1|0(y, x

(1)
1 ) − x̂

(2)
1|0(x

(1)
1 )]

−1

2
[y1 − h1(x

(1)) − H1x̂
(2)
1|0(x

(1))]TR−1
1 [y1 − h1(x

(1)) − H1x̂
(2)
1|0(x

(1))]

En se servant de l’équation (4.9), l’expression précédente se réduit à

−1

2
[y1 − h1(x

(1)) − H1x̂
(2)
1|0(x

(1))]T (R1 + H1P
(22|1)
1|0 HT

1 )−1[y1 − h1(x
(1)) − H1x̂

(2)
1|0(x

(1))]

On déduit que la densité conjointe p(x(1), y1) vaut

p(x(1), y1) ∝ φ(x(1) − x
(1)
1|0|P

(11)
1|0 )φ(y1 − h1(x

(1)) − H1x̂
(2)
1|0(x

(1))|R1 + H1P
(22|1)
1|0 HT

1 ) (3.63)
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Chapitre 3. Nouvelle approche : le Filtre de Kalman-particulaire à noyaux (KPKF)

Algorithme de l’initialisation conditionnelle :

(1) on tire N particules x
(1)
1,1, ..., x

(1)
1,N suivant la densité p(x

(1)
1 |y1) ∝ p(x

(1)
1 , y1) (3.58).

(2) on tire N particules x
(1)
2,i , i = 1, ..., N selon des Gaussiennes de moyenne x̃(2)(y1, x

(1)
1,i )

données par (3.50) et (3.57), et de matrice de covariance P
(22|1)
1 donnée par (3.51) et (3.54).

L’initialisation du filtre est faite à partir des particules {x1,i} qui sont la concatenation de

x
(1)
1,i et x

(2)
1,i .

La génération des {x(1)
1,i } de l’étape 1 peut se faire de 2 manières :

– (a) tirage exact par la méthode de rejet :
il faut générer les particules {x(1),i} issues de la densité proportionnelle à φ1(x

(1))φ2(x
(1))

(3.58). Dans la boucle de rejet φ1(x
(1)) joue le rôle de la fonction d’importance q et φ2(x

(1))
celui de la fonction g voir paragraphe (2.1.2). L’inconvénient de cette méthode est son coût
de calcul élevé.

– (b) tirage avec pondération :
on tire N ′ >> N particules suivant φ1(x

(1)) chaque particule est pondéré avec un poids
proportionnel à φ2(x

(1)). On fait un tirage multinomial de N particules parmi les N ′

particules suivant ces poids.

3.10 Conclusion

Nous avons présenté un nouveau filtre particulaire le KPKF. Les fluctuations Monte Carlo
dues à l’échantillonnage pondéré et à la redistribution sont la cause des divergences observées
dans les filtres particulaires classiques (FP). Le KPKF combine les avantages du filtre particulaire
régularisé (RPF) en terme de robustesse et du filtre de Kalman étendu (EKF) en terme de
précision. Le KPKF modélise à chaque pas de temps la densité conditionnelle par un mélange
gaussien où chaque composante a une matrice de covariance petite (estimation de densité par
noyaux). Ceci justifie la linéarisation locale du modèle pour appliquer un filtre de Kalman.
La correction de Kalman vient s’ajouter à la correction des poids. Les particules sont alors
ramenées dans la zone de l’espace d’état la plus probable. Par conséquent, le filtre effectue
moins de ré-échantillonnages. Pour préserver la structure de mélange de la densité conditionnelle,
nous avons proposé une nouvelle méthode de ré-échantillonnage basée sur la minimisation du
MISE. Les fluctuations Monte Carlo avec ce nouveau filtre sont réduites grâce à ce nouveau
ré-échantillonnage et grâce à l’utilisation locale d’un filtre de Kalman. Nous avons également
proposé une méthode de calcul du facteur de dilatation (h adaptatif) en fonction de la PCRB.
De plus, une initialisation conditionnelle (le tirage des particules initiales dépend de la première
mesure) du KPKF est présentée.
Le KPKF s’applique à des modèles généraux (non-linéarité des équations d’état et de mesure)
avec l’hypothèse que les bruits de dynamique et de mesure sont additifs et gaussiens.
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Chapitre 4

Modélisation de la navigation
inertielle

4.1 Introduction

La centrale inertielle :

L’objectif de la navigation inertielle, est d’estimer de façon autonome la position et la vitesse
d’un véhicule par rapport à la terre à partir d’une Unité de Mesure Inertielle (UMI) qui com-
prend des capteurs inertiels, accéléromètres, gyromètres et d’un calculateur de bord qui élabore
la solution de navigation. Ceci repose sur l’intégration des forces spécifiques (accélération absolue
moins la gravité) mesurées par les accéléromètres (en nombre de 3), et projetées dans le repère
de navigation à partir des informations fournies par les gyromètres. Il existe deux types de cen-
trale inertielle. Les centrales inertielles à plate-forme et les centrales inertielles à composants liés.

– Centrales inertielles à plate-forme :
Dans ce genre de centrale inertielle, les accéléromètres sont installés sur une plate-forme
mécanique isolée des mouvement angulaires du véhicule par des suspensions de cardan.
La plate-forme est asservie en position horizontale grace à des gyroscopes. Ainsi, les accé-
léromètres sont constamment dirigées selon les directions du Trièdre Géographique Local
(TGL). Leurs signaux après intégration et prise en compte d’une modèle de pesanteur
permettent d’obtenir la vitesse et la position du véhicule [53].

– Centrales inertielles à composants liés (Strap-down) :
Dans une centrale inertielle à composants liés (4.1), l’ensemble formé par les capteurs iner-
tiels est fixé à la structure de l’engin au lieu d’être installé sur une plate-forme asservie.
Les capteurs inertiels mesurent ainsi l’accélération et la vitesse angulaire dans un repère lié
à l’engin. Les accélérations sont projetées dans le repère TGL, qui est un repère virtuel en-
tretenu par le calculateur de bord en intégrant les mesures des gyromètres (4.2). La raison
du succès des centrales inertielles à composants liés est les avantages qu’elles présentent en
termes de coût par rapport aux centrales inertielles à plate-forme, et qu’elles présentent
moins d’encombrement et de maintenance [54]. Cependant, la cadence d’intégration des
mesures est plus élevée, elle est de l’ordre de 1000 Hertz.

Classe d’une centrale inertielle
La grandeur de la dérive limite la durée d’utilisation sans recalage de la centrale inertielle. On
distingue alors la qualité technologique par le niveau de cette dérive :
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Chapitre 4. Modélisation de la navigation inertielle

– classe engins : 10 à 0.1 ◦/h
– classe aéronautique : 0.1 à 0.001 ◦/h

Fig. 4.1 – Centrale inertielle à composants liés (Honeywell HG 1700)

Fig. 4.2 – Gyromètres laser (NASDA)
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4.1. Introduction

L’alignement de la centrale inertielle :
L’objectif de l’alignement de la centrale inertielle est de transférer à l’aéronef les valeurs initiales
de position, de vitesse et d’angle d’attitude au début de mission. L’initialisation des positions et
des vitesses est effectuée par recopie des valeurs de références fournies par la plate forme au sol.

Fig. 4.3 – Repères utilisés

Repères de Référence :

Quatre trièdres sont concernés (4.3) :

– trièdre inertiel [i] : Ce repère est centré sur la Terre, ses axes ayant une direction fixe
par rapport aux étoiles. L’axe Xi, pointe vers l’équinoxe vernal, l’axe Zi cöıncide avec l’axe
du moment angulaire de la Terre, et l’axe Yi complète le trièdre direct.

– trièdre Terrestre [e] : déduit du précédent par la rotation (ωie) de la terre.
– trièdre géographique local (TGL), ou de navigation [n] : est un repère couramment

utilisé en navigation ; il se déplace à la surface de l’ellipsoide terrestre en même temps que
l’aéronef. Son origine est située en O projection de M (lieu du véhicule) sur l’ellipsöıde
terrestre et ses trois axes sont dirigés respectivement vers le Nord, vers l’Est et vers la
verticale Descendante.
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Chapitre 4. Modélisation de la navigation inertielle

– trièdre lié au mobile [b] : c’est le repère lié au véhicule porteur des accéléromètres et
des gyromètres. L’orientation des axes est conventionnelle. L’axe x est dirigé selon l’axe
de symétrie longitudinal et vers l’avant de l’aéronef, l’axe z est perpendiculaire au plan de
la voilure est dirigé vers l’intrados du corps et l’axe y contenu dans le plan de la voilure
complète le trièdre. Il définit l’attitude de l’engin par rapport au repère TGL ; dans un
système traditionnel cette définition fait intervenir : un angle de lacet ψ, un angle de
tangage θ et un angle de roulis ϕ.

Les accéléromètres mesurent les forces spécifiques dans les trois directions (x, y, z), qui matéria-
lisent le repère engin, attaché au mobile. La vitesse angulaire de ce trièdre par rapport au repère
inertiel est mesurée par les gyromètres.

4.2 Les équations de la navigation inertielle

Dans une centrale de navigation à composants liées (strap-down), les capteurs sont par
définition solidaires de la structure rigide de l’aéronef. On suppose que les axes de mesure sont
confondus avec les 3 directions du repère engin x, y et z.

L’état de l’aéronef est défini par la vitesse de déplacement de son centre de masse G par
rapport à la terre. Cependant, les accéléromètres mesurent les forces spécifiques ~γm (accélérations
non-gravitationnelle) du point de référence de la centrale inertielle noté M , qui sont représentées
par le vecteur.

La centrale inertielle permet de connaitre la vitesse VM . La vitesse VG du centre de masse
est reliée à la vitesse en M par la relation suivante :

~VG = ~VM − ( ~ωm − ~ωie) ∧ ~GM (4.1)

avec
ωie : est le vecteur de la rotation de la terre.
ωm : est le vecteur de vitesse angulaire mesuré par les gyromètres.
GM : est le bras de levier entre le centre de masse G et le point M .

Définition des grandeurs
Ellipsöıde terrestre

La terre est représentée comme un ellipsöıde de révolution dont l’axe de symétrie est confondu
avec l’axe de révolution autour des pôles. Cet ellipsöıde est défini par son demi grand axe c et
par son demi petit axe b. On utilise également d’autre paramètres :

– l’excentricité e =
√

1 − b2

c2

– l’aplatissement fap = 1 − b
c

Le modèle WGS 84 (World Geodetic System 1984) fournit les données les plus à jour de
ces paramètres dont les valeurs numériques sont :

c = 6378137 m; fap = (c− b)/c = 1/298.2572; b = 6356752.3 m. (4.2)
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4.2. Les équations de la navigation inertielle

Position de l’avion par rapport à la terre :

Soit M le point situé au coeur de la centrale inertielle strap-down. Le mobile est repéré au
moyen des coordonnées géographiques : Les calculs de navigation permettent de déterminer la
position absolue du point G par rapport à la terre.

– latitude géographique pλ

– longitude pφ

– l’altitude ph comptée positivement au dessus de l’ellipsöıde

Il faut noter que la latitude géographique tient compte de l’ellipticité de la terre et quelle
est donc différente de la latitude géocentrique. La pesanteur qui agit sur le mobile est une force
normale à l’ellipsöıde ; elle est donc dirigée strictement selon le 3 ème axe du TGL et possède
des composantes nulles selon les axes Nord et Est.

Vitesse de déplacement du mobile :

L’état du mobile est défini de façon conventionnelle par la vitesse de déplacement ~V de
son centre de masse relativement à la Terre. Les composantes de cette vitesse exprimées dans le
repère TGL sont notés VN , VE , VD et sont reliées aux coordonnées géographiques par les formules
suivantes :







VN = (Rλ + ph)ṗλ

VE = (Rφ + ph)ṗφ cos pλ

VD = −ṗh

(4.3)

avec :

Rλ = a
1 − e2

(1 − e2 sin2(pλ))3/2
(4.4)

rayon de courbure de la terre dans le plan méridien.

Rφ =
a

(1 − e2 sin2(pλ))1/2
(4.5)

grande normale de l’ellipsoide.

Vitesse de rotation du TGL par rapport à l’espace absolu :

Soit ~ρ la vitesse angulaire de rotation du TGL par rapport à la Terre et soit ~ωie la vitesse de
rotation de la Terre sur elle-même. La vitesse de rotation du TGL par rapport à l’espace absolu
est alors représentée par la somme vectorielle ~ρ+ ~ωie. Les composantes de ces vecteurs exprimées
dans le repère TGL sont les suivantes :







ρN = ṗφ cos(pλ)
ρE = −ṗλ

ρD = ṗφ sin(pλ)
(4.6)

soit en utilisant les relations (4.3) pour éliminer ṗλ et ṗφ :











ρN = vE
Rφ+ph

ρE = − vN
Rλ+ph

ρD = − vE
Rφ+ph

tan(pλ)

(4.7)
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Pour la rotation de la Terre on a simplement :







ωN
ie = ω0 cos(pλ)
ωE

ie = 0
ωD

ie = −ω0 sin(pλ)
(4.8)

avec ω0 = 7.29105 rd/s.

Pesanteur terrestre :

La pesanteur ~g est une combinaison de l’attraction de la pesanteur ~Φ et de l’accélération
d’entrâınement due à la rotation de la Terre ~ωie ∧ ( ~ωie ∧ ~TM).

~g = ~Φ − ~ωie ∧ ( ~ωie ∧ ~TM)

Dans le modèle WGS 84, ~g à la surface de la Terre ne dépend que de la latitude pλ, ce qui
conduit, compte tenu du gradient de gravité en fonction de l’altitude ph à la formule suivante :

g ≈ 9.7803 + 0.0519 sin2(pλ) − 3.08 10−6ph (4.9)

avec ph : l’altitude (en mètre).

Orientation du mobile (angles d’attitude) :

La position angulaire du mobile par rapport au TGL est définie par l’intermédiaire de la
matrice des cosinus directeurs [Rn2b]. Cette matrice d’attitude amène le repère de navigation
(TGL) en cöıncidence avec le repère lié au corps (body frame). Les vecteurs unitaires du repère
TGL sont notés N , E, D et les vecteurs unitaires du repère engin sont notés x, y, z. Dans
(4.10), 〈N.x〉 désigne le produit scalaire des vecteurs unitaires portés respectivement par l’axe
Nord du TGL et par l’axe x du repère engin. Il en va de même pour les autres termes. Un jeu
de paramètres couramment employé permettant de représenter les éléments de la matrice de
rotation est constitué par les angles d’attitude : l’angle de lacet ψ, l’angle de tangage θ et l’angle
de roulis ϕ, rotations respectivement autour de z, y, x.

[Rn2b] =





〈N.x〉 〈E.x〉 〈D.x〉
〈N.y〉 〈E.y〉 〈D.y〉
〈N.z〉 〈E.z〉 〈D.z〉



 (4.10)

[Rn2b] =





cos θ cosψ cos θ sinψ − sin θ
− cosϕ sinψ + sinϕ sin θ cosψ cosϕ cosψ + sinϕ sin θ sinψ sinϕ cos θ

sinϕ sinψ + cosϕ sin θ cosψ − sinϕ cosψ + cosϕ sin θ sinψ cosϕ cos θ





(4.11)
Le roulis est positif lorsque l’axe y du mobile (aile droite d’un aéronef) s’incline vers le bas, le
tangage est positif lorsque l’axe x du mobile monte. Un autre jeu de variable permettant aussi
de représenter les éléments de la matrice de rotation est constitué par les quaternions [1] λ1, λ2,
λ3, λ4. Dans ce cas la matrice s’écrit :

[Rn2b] =





λ2
1 + λ2

4 − λ2
2 − λ2

3 2(λ1λ2 + λ3λ4) 2(λ1λ3 − λ2λ4)
2(λ1λ2 − λ3λ4) λ2

2 + λ2
4 − λ2

1 − λ2
3 2(λ2λ3 + λ1λ4)

2(λ1λ3 + λ2λ4) 2(λ2λ3 − λ1λ4) λ2
3 + λ2

4 − λ2
1 − λ2

2



 (4.12)
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4.2. Les équations de la navigation inertielle

Avec la condition supplémentaire :

λ2
1 + λ2

2 + λ2
3 + λ2

4 = 1. (4.13)

Selon la propriété des matrices de rotation, on a

[Rn2b]
T = [Rn2b]

−1

On pose :

[Rn2b]
T = [Rb2n]

Il s’ensuit que les composantes d’un vecteur quelconque ~U exprimées dans le repère TGL et
dans le repère lié à l’avion vérifient la relation ci-dessous :





uN

uE

uD



 = [Rb2n]





ux

uy

uz



 (4.14)

Vitesse angulaire du mobile :

Soit ~ω la vitesse angulaire de rotation du mobile par rapport au repère TGL et soit p, q,
r les composantes de cette vitesse angulaire angulaire exprimées dans le repère lié à l’avion.
Les dérivées des angles d’attitude sont reliés aux vitesses angulaires p, q, r par les relations
cinématiques suivantes :







ψ̇ = 1
cos θ (q sinϕ+ r cosϕ)

θ̇ = q cosϕ− r sinϕ
ϕ̇ = p+ tan θ(q sinϕ+ r cosϕ)

(4.15)

Les relations analogues pour les quaternions s’écrivent :















λ̇1 = 1
2(pλ4 − qλ3 + rλ2)

λ̇2 = 1
2(pλ3 + qλ4 − rλ1)

λ̇3 = 1
2(−pλ2 + qλ1 + rλ4)

λ̇4 = −1
2(pλ1 + qλ2 + rλ3)

(4.16)

Equation de navigation :

Les capteurs inertiels de l’aéronef fournissent en continu l’accélération absolue subie par le
point M ainsi que la vitesse angulaire de l’engin par rapport à l’espace absolu. Les calculs de
navigation strap down ont pour objet d’intégrer les équations de la mécanique dans lesquelles
figurent ces mesures. On calcule d’abord la vitesse du point M puis la vitesse de déplacement
du centre de masse G suivant l’équation (4.1) afin d’obtenir la position géographique du mobile.
Les angles d’attitude sont obtenus de leur coté à partir de la vitesse angulaire.

Vitesse du point M :

Soit ~γa l’accélération absolue du point M et ~γ l’accélération relative par rapport à la terre.
Les lois de la mécanique permettent d’écrire la relation suivante :

~γa = ~γ + 2 ~ωie ∧ ~V + ~ωie ∧ ( ~ωie ∧ ~TM) (4.17)
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on a aussi :

~γa = ~γm + ~Φ (4.18)

avec ~γm l’ accélération mesurée par les accéléromètres et ~Φ l’attraction de la pesanteur. La
vitesse du point M par rapport à la terre est définie au moyen de ses composantes dans le repère
TGL par :

~V = VN~n+ VE~e+ VD
~d. (4.19)

Et la dérivée de cette vitesse par rapport à la terre s’écrit :

~γ = ˙VN~n+ V̇E~e+ ˙VD
~d+ ~ρ ∧ ~V . (4.20)

En reportant (4.18) et (4.20) dans (4.17) on obtient alors la relation suivante :

˙VN~n+ V̇E~e+ ˙VD
~d = ~γm + ~Φ − ~ωie ∧ ( ~ωie ∧ ~TM) − 2 ~ωie ∧ ~V − ~ρ ∧ ~V .

˙VN~n+ V̇E~e+ ˙VD
~d = ~γm + ~g − (2 ~ωie + ~ρ) ∧ ~V . (4.21)

avec ~g = ~Φ − ~ωie ∧ ( ~ωie ∧ ~TM).
En projetant la relation (4.21) sur les axes du repère TGL et en utilisant (4.7)et(4.8) pour

exprimer les vecteurs ~ρ et ~ωie on obtient les 3 équations scalaires ci-dessous dont l’intégration
permet d’obtenir les vitesses :





˙VN

V̇E
˙VD



 = [Rb2n]





ax

ay

az



+





0
0
g



+







− V 2
E

Rφ+ph
tan pλ − 2ω0VE sin pλ + VNVD

Rλ+ph
1

Rφ+ph
(VEVN tan pλ + VEVD) + 2ω0(VN sin pλ + VD cos pλ)

− 1
Rφ+ph

(V 2
N + V 2

E) − 2ω0VE cos pλ







(4.22)
où γm = [ax, ay, az]

T sont les accélérations mesurées. Dans le second membre les termes prin-
cipaux sont constitués par la mesure accélérométrique ~γm et par la pesanteur ~g tandis que les
autres termes sont de faible amplitude. En effet, pour v = 250m/s l’accélération de Coriolis
2 ~ωie ∧ ~V vaut seulement 0.04m/s2 et l’accélération ~ρ ∧ ~V est de l’ordre de 0.01m/s2.

Position du mobile :

Connaissant la vitesse de déplacement ~V , les coordonnées du mobile s’obtiennent ensuite en
intégrant les équations différentielles (4.3) soit :





ṗλ

ṗφ

ṗh



 =







1
Rλ+ph

0 0

0 1
R(φ+ph) cos(pλ) 0

0 0 −1











VN

VE

VD



 . (4.23)

Vitesse angulaire :

La vitesse angulaire de l’aéronef par rapport au TGL, est égale à

~ω = ~ωm − ~ρ− ~ωie
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avec ~ωm est la vitesse angulaire mesurée par les gyromètres dans le repère engin et les
composantes de ~ρ+ ~ωie sont définies dans le repère TGL. A partir de l’équation de la cinématique
du mouvement angulaire d’un corps rigide en rotation, on déduit l’ équation matricielle suivante :

[ ˙Rn2b] = −[ωm×][Rn2b] + [Rn2b][(ρ+ ωie)×] (4.24)

où ωm = [p, q, r]T sont les vitesses angulaires mesurées par les gyromètres, [ωm×] est la matrice
anti-symétrique qui regroupe les mesures p, q, r, fournie par les gyromètres :

[ωm×] =





0 −r q
r 0 −p

−q −p 0



 . (4.25)

4.3 Les équations d’erreur de navigation inertielle

Les erreurs de navigation inertielle proviennent fondamentalement de ce que l’accélération
ainsi que la vitesse angulaire de l’aéronef ne sont pas mesurées de façon parfaitement exacte par
les capteurs de mesure. Le fait d’utiliser des données [p̃, q̃, r̃]T et [ãx, ãy, ãz]

T légèrement in-
exactes dans les équations conduit en effet, à l’apparition progressive d’une dérive des différentes
variables du problème. Une autre source provient du phénomène de Schuler lié à l’évaluation de
la pesanteur. Ce phénomène est le suivant :

– dès que l’on commet une erreur de navigation pour la position horizontale du mobile,
l’évolution de la direction de la pesanteur est légèrement incorrecte.

– dès qu’il y a une erreur de navigation pour l’altitude du mobile, l’amplitude de la pesanteur
est mal évaluée.

Il en résulte un couplage entre les erreurs de position et de vitesse qui se traduit par un régime
oscillatoire pour les variables horizontales et par un régime divergent pour les variables verticales.

Evolution des erreurs :
La qualité de la navigation inertielle dépend de la précision des capteurs employés et des algo-
rithmes de calcul implémentés dans le calculateur de navigation. Dans cette étude, on suppose
que l’algorithme d’intégration effectué dans le calculateur est parfait et on tient compte seule-
ment des erreurs des capteurs inertiels. Les équations d’erreur de navigation inertielle donnent
l’évolution des erreurs de position, de vitesse et d’angles d’attitude, engendrées par les erreurs de
capteurs. Le développement des équations d’erreur est établi par la différentiation des équations
de la mécanique. Dans la littérature spécialisée [10, 59, 60, 27], les équations d’erreur inertielle
sont généralement obtenues d’une façon peu claire ce que l’on peut attribuer au fait que l’ap-
proche utilisée héritée des centrales inertielles à plate-forme mécanique. Les erreurs de navigation
inertielle affectent l’ensemble des 9 coordonnées du mouvement, ces erreurs de navigation iner-
tielle sont solution d’un système d’équations différentielles que nous allons établir à partir de
considérations purement mathématiques en cohérence avec le fait que les calculs de navigation
sont effectués de façon entièrement numérique dans une centrale inertielle Strap-down, comme
le mentionne Guibert ([28] document à parâıtre).

Remarque :
On ne commet pas d’erreur sensible en utilisant uniquement la vitesse en M pour obtenir les
équations d’erreurs inertielles.
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Définitions :
Les grandeurs affectées d’une erreur sont notées par un tilde ˜ tandis que les grandeurs
exactes ou parfaites sont notées sans tilde. Les erreurs sont définies comme étant égales à la
différence algébrique entre la valeur parfaite et la valeur réelle de la grandeur considérée.

Erreurs de mesure :
Soit γ̃m les mesures réelles issues des capteurs et γm les mesures idéales dont on disposerait si
les capteurs étaient parfaits. Les erreurs de mesure sont définies de la manière suivante :

δγm = γm − γ̃m (4.26)

δωm = ωm − ω̃m (4.27)

Il en découle que les mesures véritables délivrées par les accéléromètres et par les gyromètres
s’écrivent respectivement : γm − δγm et ωm − δωm.

Erreur de position :
L’erreur de position du mobile provient par principe des erreurs δpλ, δpφ, δph qui affectent

les coordonnées géographiques de ce mobile. On définit les erreurs de position δX dont les
composantes dans le repère TGL sont les suivants :







δXN = (Rλ + ph)δpλ

δXE = (Rφ + ph) cos(pλ)δpφ

δXD = −δph

(4.28)

On rappelle par ailleurs que l’erreur de position est égale à :

δX = X − X̃ (4.29)

Il s’agit de la quantité à ajouter à la position fournie par le système de navigation pour
obtenir la position exacte du mobile.

Erreur de vitesse :
L’erreur de vitesse est définie par le vecteur δV de composantes δVN , δVE , δVD dans le repère
TGL.

δV = V − Ṽ (4.30)

Même chose que la position, il s’agit de la quantité qu’il faut ajouter à la vitesse inertielle
pour obtenir la vitesse exacte du mobile.

Erreur d’attitude :
Notons par [Rn2b] la matrice d’attitude exacte et [R̃n2b] la matrice des cosinus directeurs entre-
tenue par le système de navigation. Ces deux matrices sont très peu différentes l’une de l’autre
et leur écart dépend de 3 angles infiniment petits, tels que :

[Rn2b] = [R̃n2b]





1 −δψ δθ
δψ 1 −δϕ

−δθ δϕ 1



 (4.31)

δψ représente l’erreur d’attitude autour de la verticale descendante, δθ l’erreur d’attitude
commise suivant l’axe Est) et δϕ l’erreur d’attitude commise suivant l’axe Nord).
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On définie la matrice anti-symétrique [φ×] telle que :

[φ×] =





0 −δψ δθ
δψ 0 −δϕ

−δθ δϕ 0





On peut écrire la relation suivante :

[Rn2b] − [R̃n2b] = [R̃n2b][φ×]. (4.32)

Erreur d’orientation du TGL :

Soit la matrice de rotation qui amène le repère terrestre en cöıncidence avec le repère TGL
exact. Cette matrice appelée [B] est définie par :

[B] =





− cos pφ sin pλ − sin pφ sin pλ cos pλ

− sin pφ cos pφ 0
− cos pφ cos pλ − sin pφ cos pλ − sin pλ



 (4.33)

et l’on observe qu’elle dépend uniquement des coordonnées de latitude et de longitude du mobile.
La matrice [B̃] associée à la latitude et à la longitude entretenues par la navigation a la même
structure que la matrice [B] mais la latitude et la longitude sont légèrement erronées pλ − δpλ

et pφ − δpφ respectivement. L’erreur d’orientation du TGL est définie par les angles infiniment
petits δθx, δθy, δθz qui vérifient la relation matricielle ci-dessous :

[B] =





1 δθz −δθy

−δθz 1 δθx

δθy −δθx 1



 [B̃] (4.34)

En identifiant au premier ordre les termes de cette égalité, on a :







δθx = cos pλδpφ

δθy = −δpλ

δθz = − sin pλδpφ

(4.35)

En remplaçant δpλ et δpφ au moyen des relations (4.28) on réécrit ces relations en fonction de
l’erreur de position Nord et l’erreur de position Est :







δθx = δXE/(Rφ + ph)
δθy = −δXN/(Rλ + ph)
δθz = − tan pλ δXE/(Rφ + ph)

On constate que les erreurs d’orientation du TGL dépendent entièrement de l’erreur de
latitude et de longitude (l’erreur de position du mobile dans le plan horizontal).

4.3.1 L’approche en Φ

Les équations d’erreurs de navigation s’obtiennent en différentiant au premier ordre les équa-
tions de la navigation par rapport aux coordonnées du problème, et par rapport aux mesures
inertielles δωm et δγm. Cette méthode est appelée méthode de perturbation que l’on désigne
sous le nom � d’approche en Φ ✁ .
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Erreur d’attitude :

De l’équation (4.24), on a :

[ ˙Rn2b] = −[ωm×][Rn2b] + [Rn2b][(ρ+ ωie)×]

En réalité compte tenu des mesures erronées le système de navigation intègre l’équation
suivante :

[ ˙̃Rn2b] = −[(ωm − δωm)×][R̃n2b] + [R̃n2b][(ρ+ ωie)×] − [R̃n2b][(δρ+ δωie)×]

En dérivant l’équation (4.32) par rapport au temps, on a :

[R̃n2b][Φ̇×] = [Ṙn2b] − [ ˙̃Rn2b]([I] + [Φ×])

En remplaçant [ ˙̃Rn2b] et [Ṙn2b] par leurs expressions et en utilisant (4.32) pour exprimer
[Rn2b] en fonction de [ ˜Rn2b], on a :

[R̃n2b][Φ̇×] = −[ωm×][R̃n2b]([I] + [Φ×]) + [R̃n2b]([I] + [Φ×])[(ρ+ ωie)×]+

{[(ωm − δωm)×][R̃n2b] − [R̃n2b][(ρ+ ωie)×] + [R̃n2b][(δρ+ δωie)×]}([I] + [Φ×])

après élimination des termes qui s’annulent mutuellement on a :

[R̃n2b][Φ̇×] = [R̃n2b][Φ×][(ρ+ ωie)×] − [R̃n2b][(ρ+ ωie)×][Φ×]+

{−[δωm×][R̃n2b] + [R̃n2b][(δρ+ δωie)×]}([I] + [Φ×])

En négligeant les termes d’ordre supérieur à 1, on :

[R̃n2b][Φ̇×] ≈ [ ˜Rn2b][Φ×][(ρ+ωie)×]−[R̃n2b][(ρ+ωie)×][Φ×]−[δωm×][R̃n2b]+[R̃n2b][(δρ+δωie)×]

En multipliant à droite par [R̃n2b]
T on a la relation suivante :

[Φ̇×] ≈ [Φ×][(ρ+ ωie)×] − [(ρ+ ωie)×][Φ×] − [R̃n2b]
T [δωm][R̃n2b] + [(δρ+ δωie)×]

En utilisant les propriétés du produit vectoriel (voir en annexe), on aboutit à la relation
vectorielle suivante :

Φ̇ = −(ρ+ ωie) ∧ Φ − ǫg + δρ+ δωie. (4.36)

Φ représente ici un vecteur dont les composantes dans le repère TGL sont δφ, δθ, δψ.
ǫg représente l’erreur de mesure des gyromètres telle que ǫg = [Rb2n]δωm.
δρ et δωie représentent l’erreur d’évaluation des vitesses angulaires ρ et ωie commise par le cal-
culateur strap-down.

Erreur de vitesse :
L’équation théorique vérifiée par la vitesse est l’équation :

V̇ = [Rb2n]γm + g − (ρ+ 2ωie) ∧ V
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En raison des erreurs de mesure, on a l’équation suivante

˙̃V = [R̃b2n]γ̃m + g̃ − (ρ̃+ 2ω̃ie) ∧ Ṽ
En faisant la différence terme à terme de ces deux équations et en tenant compte des formules

(4.26), (4.29) et (4.30) on a

δV̇ = −[Φ×][R̃b2n]δγm + [R̃b2n]δγm + ...

On définit les deux vecteurs f = [Rb2n]γm et ǫa = [Rb2n]δγm

δV̇ = −Φ ∧ f + ǫa + δg − (ρ+ 2ωie) ∧ δV − (δρ+ 2δωie) ∧ V. (4.37)

Le vecteur δg représente l’erreur de la pesanteur. Elle ne porte que sur la troisième compo-
sante puisque la gravité est nulle dans le plan horizontal. Cette composante est définie par

δgD =
∂g

∂ph
δph +

∂g

Rφ∂pλ
Rφδpλ

où Rφδpλ l’erreur de position δXN . La sensibilité à l’erreur Nord est au moins 200 fois plus petit
que la sensibilité à l’erreur verticale et peut donc être négligée. On a δg = g(ph) − g(ph − δph)
d’où :

δgT = (0, 0,−2
g

a
δph)

a étant égal au rayon de la terre.

Erreur de position :

A partir de l’équation (4.28), la dérivée de cette erreur de position s’écrit :











δẊN = dRλ
dpλ

ṗλδpλ + (Rλ + ph)δṗλ + ṗhδpλ

δẊE = [
dRφ

dpλ
cos pλ − (Rφ + ph) sin pλ]ṗλδpφ + (Rφ + ph) cos(pλ)δṗφ + ṗh cos pλδpφ

δẊD = −δṗh

L’erreur de vitesse de composantes δVN , δVE , δVD se calcule en différentiant les composantes de
la vitesse ce qui donne :











δVN = dRλ
dpλ

ṗλδpλ + (Rλ + ph)δṗλ + δphṗλ

δVE = [
dRφ

dpλ
cos pλ − (Rφ + ph) sin pλ]δpλṗφ + (Rφ + ph) cos(pλ)δṗφ + δph cos pλṗφ

δVD = −δṗh

Les rayons de courbure de la terre dans le plan méridien (4.4) et la grande normale de l’ellipsoide
(4.5) vérifient la relation suivante :

dRφ

dpλ
cos pλ −Rλ sin pλ = −Rλ sin pλ
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d’où on déduit que :







δẊN = δVN + ṗhδpλ − ṗλδph

δẊE = δVE − (Rλ + ph) sin pλ(ṗλδpφ − ṗφδpλ) + cos pλ(ṗhδpφ − ṗφδph)

δẊD = δVD

On constate que la dérivée de l’erreur de position est égale à l’erreur de vitesse en ce qui
concerne la composante verticale. Par contre pour les composantes horizontales un terme égale
à δθ ∧ V − ρ∧ δX apparâıt (voir les calculs en annexe (E)). D’où l’équation d’erreur de position
s’écrit :

δẊ = δV − ρ ∧ δX + δθ ∧ V. (4.38)

Compte tenu de ce qui précède, les erreurs de navigation sont soumises aux équations suivantes :







Φ̇ = −(ρ+ ωie) ∧ Φ − ǫg + δρ+ δωie

δV̇ = −Φ ∧ f + ǫa + δg − (ρ+ 2ωie) ∧ δV − (δρ+ 2δωie) ∧ V
δẊ = δV − ρ ∧ δX + δθ ∧ V

(4.39)

Ces équations dépendent des 9 variables δX, δV et Φ et constituent un système d’équations
différentielles couplées. Elles dépendent aussi des quantités δρ, δωie, et δθ qui doivent être ex-
primées en fonction de ces variables pour que le système différentiel puisse être intégré.
La formulation en fonction des variables d’état pour δωie et δθ est directe. Mais elle n’est pas
évidente pour δρ. Ce qui nous amène à proposer une autre approche plus simple pour représenter
l’évolution des erreurs inertielles d’un système de navigation.

4.3.2 L’approche en Ψ

Au moyen d’un changement de variable, les équations d’erreur inertielle peuvent être ré-
écrites sans l’erreur d’évaluation des vitesses angulaires ρ et ωie. Le changement de variable
fait intervenir l’erreur d’orientation du TGL δθ est associée à l’erreur de position horizontale
de l’aéronef. On démontre aisément que la variation des vitesses angulaires ρ et ωie est reliée à
l’erreur de d’orientation δθ du TGL au moyen des formules suivantes :

δρ = δθ̇ + ρ ∧ δθ (4.40)

δωie = ωie ∧ δθ (4.41)

(voir les calculs en annexe).
On déduit alors :

δρ+ δωie = δθ̇ + (ρ+ ωie) ∧ δθ

Equations d’erreur d’attitude :

En remplaçant les relations (4.40) et (4.41) dans l’équation (4.36) on a :

Φ̇ − δθ̇ = −(ρ+ ωie) ∧ (Φ − δθ) − ǫg

Si on pose

Ψ = Φ − δθ (4.42)
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La relation (4.36) devient :

Ψ̇ = −(ρ+ ωie) ∧ Ψ − ǫg (4.43)

Equations d’erreur de vitesse :
Si on pose

δV ′ = δV + δθ ∧ V (4.44)

De l’équation (4.37) et de la relation (4.41) on a :

δV̇ + δθ̇ ∧ V = −Φ ∧ f + ǫg + δg − (ρ+ 2ωie) ∧ δV − [(ρ+ 2ωie) ∧ δθ] ∧ V

A partir de l’équation (4.3.1) on a :

δV̇ + δθ̇ ∧ V + δθ ∧ V̇ = −(Φ − δθ) ∧ f + ǫa + δg + δθ ∧ g+

−(ρ+ 2ωie) ∧ δV − (ρ+ 2ωie) ∧ (δθ ∧ V )

Des relations (4.42) et (4.44) on obtient l’équation suivante :

δV̇ ′ = −Ψ ∧ f + ǫa + δg + δθ ∧ g − (ρ+ 2ωie) ∧ δV ′ (4.45)

On constate qu’on obtient une nouvelle l’expression de l’erreur de gravité δg ′ = δg + δθ ∧ g qui
est fonction de l’erreur d’orientation du TGL δθ. Si on admet que RΦ + ph et Rλ + ph sont très
voisine du rayon terrestre a on a :

δg′ = −g
a
(δXN , δXE ,−2δXD) (4.46)

Equations d’erreur de position :

Selon le changement de variable défini en (4.44) on obtient l’équation d’évolution de l’erreur
de position :

δẊ = δV ′ − ρ ∧ δX (4.47)

On remarquera que l’erreur de position reste couplée avec la nouvelle erreur de vitesse δV ′. Par
contre l’équation d’erreur d’angle d’attitude est découplée du reste des équations d’erreur de
position et vitesse.

Ψ̇ = −(ρ+ ωie) ∧ Ψ − ǫg
δV̇ ′ = −Ψ ∧ f + ǫa + δg′ − (ρ+ 2ωie) ∧ δV ′

δẊ = δV ′ − ρ ∧ δX
(4.48)

Le système différentiel obtenu est équivalent au système obtenu précédemment par l’approche
en Φ, comme le montre Benson [5], sauf qu’il comporte moins de termes de couplage et donc il
est plus simple à intégrer.
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4.3.3 Modélisation des erreurs accélérométriques et des erreurs gyrométriques :

l’erreur accélérométrique δγm est modélisée par l’équation suivante :

δγm = ba +Kaγm + ξa (4.49)

avec :
ξa est un processus de Wiener.
Ka est un facteur d’échelle (calibrage du capteur)
ba est un biais qui est représenté par un processus de Markov du 1er ordre :

ḃa =
−1

τa
ba + νa (4.50)

avec : τa est la période de corrélation du processus ba
νa est un processus de Wiener.
De la même façon nous définissons l’erreur gyrométriques δωm, qui est modélisée par :

δωg = bg +Kgωg + ξg (4.51)

avec :
ξg est un processus de Wiener.
Kg est un facteur d’échelle (calibrage du capteur)
bg est un biais qui est représenté par un processus de Markov du 1er ordre :

ḃg =
−1

τg
bg + νg (4.52)

τg est la période de corrélation du processus bg
νg est processus de wiener.

Remarque :
Une modélisation plus simple consiste à prendre les biais ba et bg sont pris constants.

Oscillations propres des erreurs inertielles :

Le système d’équation d’erreur inertielle représente un système mécanique. En utilisant les
variables de Laplace noté p , l’équation caractéristique établie pour les variables δXN et δV ′

N est
la même que pour les variables δXE et δV ′

E et s’écrit :

p2 +
g

a
= 0

Les racines de cette équation sont p = ±ω avec ω =
√

g
a . Ce régime est oscillatoire et sa période

est égale à 84 mn dite période de Schuler.
Pour les variables verticales δXD et δV ′

D on a l’équation caractéristique suivante :

p2 − 2
g

a
= 0

Les racines sont alors p = ±
√

2g
a le régime est divergent. La constante de temps de diver-

gence est égale à 9 mn 30 Sec.
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, les principes de la navigation inertielle sont décrits. Nous avons présenté les
équations de la navigation inertielle, puis les équations différentielles qui régissent l’évolution des
erreurs de navigation inertielle. Ces erreurs ont été modélisées ici à partir de considérations pu-
rement mathématiques. Le défaut propre aux capteurs inertiels (accéléromètres et gyromètres)
et les erreurs d’alignement (initialisation de la centrale inertielle) produisent des erreurs de navi-
gation qui ne cessent d’augmenter avec le temps. Bien que les erreurs des variables horizontales
soient atténuées par le phénomène de Schuler, l’erreur de navigation devient rapidement incom-
patible des objectifs de la mission d’un aéronef volant quelques dizaines de minutes. D’où la
nécessité de faire appel aux moyens de recalage de navigation qui vont permettre de corriger ces
mesures inertielles. Les moyens de recaler la navigation inertielle sont divers. On se contentera
dans le chapitre 6 de décrire le recalage de navigation par mesures altimétriques.
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Chapitre 5

La Classification du terrain pour le
recalage altimétrique

5.1 Introduction

Ce chapitre concerne la planification a priori de mission d’un aéronef en choisissant une
trajectoire qui permette à celui-ci de se recaler le plus efficacement grâce à la richesse des
mesures altimétriques collectées le long du terrain survolé.

Cette planification revient à classer le terrain selon ses caractéristiques topographiques (du-
reté de terrain). On caractérise le terrain par des paramètres pertinents qui permettent de prévoir
la qualité du recalage altimétrique ce qui permet de choisir le terrain le plus apte à ce type de
recalage.

En pratique, on emploie le paramètre � facteur de dureté ✁ pour évaluer l’aptitude du terrain
au recalage altimétrique, le facteur de dureté. Cependant, on verra dans ce chapitre que le facteur
de dureté est un indicateur qualitatif : il ne permet pas de prévoir précisément les performances
de la navigation. De plus, il ne prend pas en compte la précision de la centrale inertielle et des
mesures altimétriques. Nous décrivons un outil plus complet et plus précis introduit dans ce
contexte par Bergman [7] qui est la borne de Cramér-Rao a posteriori. Cette borne permet de
prévoir précisément les performances optimales de la navigation en tenant compte du terrain et
de la centrale inertielle.

5.2 Modélisation du terrain

Processus stochastique :

Dans la littérature spécialisée[65, 64], la variation d’altitude du terrain en fonction de la
position horizontale est représentée par un processus stochastique gaussien. Ce processus est
caractérisé par :

– l’écart-type σT de la variation d’altitude.
– l’écart-type σp de la variation de pente.
– la longueur de corrélation XT du terrain.

Le relief du terrain survolé par l’aéronef est entièrement défini par au moins deux de ces para-
mètres. Les travaux réalisés par Whittle [65] et Webber [64] montrent que les modèles mathé-
matiques les plus représentatifs sont des processus de Whittle ou de Markov d’ordre 3. Dans le
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cas du modèle de Whittle, la densité spectrale uni-dimensionnelle des variations d’altitude est
telle que :

φz(ω) =
4ασ2

T

(1 + ω2α2)2
(5.1)

avec ω fréquence spatiale en rad/m et α = 1/ωT .
avec ωT la bande passante du terrain exprimée en rad/m. La fonction d’autocorrélation du
processus donne également :

XT = 1.6/ωT (5.2)

Le processus aléatoire vérifié par la pente du terrain se déduit du processus φz et permet d’obtenir
la relation suivante :

σp/σT = ωT , (5.3)

de (5.2) et (5.3), on obtient la relation suivante

σp = 1.6
σT

XT
(5.4)

Dans la cas du processus de Markov d’ordre 3, la densité spectrale du processus uni-dimensionnelle
de Markov d’ordre 3 :

φz(ω) =
16/3ασ2

T

(1 + ω2α2)3
(5.5)

avec XT = 2.9/ωT .
On obtient alors σp/σT = ωT /

√
3.

σp =
2.9σT√

3XT

= 1.67
σT

XT
(5.6)

On constate alors que les paramètres les plus pertinents pour évaluer l’aptitude du terrain au
recalage altimétrique sont l’écart-type de la pente σp ou le rapport σT /XT [16].

5.3 Le facteur de dureté

Afin de calculer la pertinence du terrain pour le recalage altimétrique, on utilise en pratique
un paramètre appelé le facteur de dureté . Le facteur de dureté f est donné par la formule
suivante :

f =

√

σTσp

2π
(5.7)

et le terrain est d’autant plus favorable au recalage que le facteur de dureté f est élevé. On classe
le terrain en plusieurs catégories selon la valeur du facteur de dureté f dans le tableau ci-dessous.
Type de terrain plat vallonné accidenté très accidenté extrêment accidenté

Dureté f 0 à 0.35 0.35 à 0.75 0.75 à 2 2 à 3.6 > à 3.6

σp 0 à 0.035 0.035 à 0.075 0.075 à 0.2 0.2 à 0.36 > à 0.36

σT (m) 0 à 21 21 à 45 45 à 120 120 à 220 > à 220
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Fig. 5.1 – relief de terrain

Limites du facteur de dureté :

A part la qualité du relief du terrain (5.1), la précision du recalage altimétrique dépend aussi
de la qualité de la centrale inertielle et de la qualité du radio altimètre. Ce qui compte ce n’est
pas le terrain en soi mais le terrain tel qu’on l’observe.

5.4 La borne de Cramér-Rao a posteriori (PCRB)

La borne de Cramér-Rao est un outil de la statistique mathématique qui s’applique à tout
type de système stochastique linéaires, ou non linéaires, bruit gaussien ou non gaussien. Dans
notre étude nous nous limiterons, aux systèmes de bruits additifs gaussiens.

Par définition, la borne de Cramér-Rao est l’inverse de la matrice d’information de Fisher.
Cette borne permet de répondre aux questions souvent posées au filtrage :

– Est-ce que les paramètres du processus sont observables ?
– Est ce que les performances demandées ne sont pas théoriquement hors d’atteinte ?
– Que peut-on espérer au mieux comme précision d’estimation ?

Dans le cadre des processus stochastiques linéaires gaussiens, la borne de Cramér-Rao se
confond avec la matrice de covariance du filtre de Kalman. La borne de Cramér-Rao est solution
d’une équation de Ricatti généralisée [31].

La PCRB quantifie la notion d’information (inverse de la matrice d’information de Fisher)
contenue dans la mesure.

Soit le système non-linéaire suivant :

{

xk+1 = Fk(xk) +Wk

yk = Hk(xk) + Vk
(5.8)

avec Wk et Vk des bruits blancs gaussiens de matrices de covariance Sk, Rk respectivement. Par

77



Chapitre 5. La Classification du terrain pour le recalage altimétrique

Fig. 5.2 – Cayampudi Radhakrishna Rao et Harald Cramér
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définition, la matrice d’information de Fisher J ij
k à l’instant k est donnée par :

J ij
k (xk) = Exkyk [−

∂2 log pxk,yk(xk, yk)

∂xk
i ∂x

k
i

] (5.9)

où l’espérance est prise relativement à la trajectoire du processus xk = (x1, ..., xk) et à la tra-
jectoire des mesures yk = (y1, ..., yk) jusqu’à l’instant k. Soit pxk,yk la densité conjointe de xk et

yk :

pxk,yk(xk, yk) = p(x0)
k
∏

j=1

p(yj |xj)
k
∏

l=1

p(xl|xl−1) (5.10)

on a alors, pour tout estimateur x̂k non-biaisé

Pk = E[(xk − x̂k)(xk − x̂k)T ] ≥ J−1
k = PCRBk

La borne de Cramér-Rao est une borne inférieure de la matrice de covariance de tout estimateur
non biaisé. Elle est homogène à une matrice de covariance. En pratique, les bons estimateurs
convergent rapidement vers la borne. C’est un outil peu coûteux en temps d’évaluation d’un
système (processus/observation).

Formule récursive de la PCRB :

La borne de Cramér-Rao se calcule à chaque instant k selon la formule récursive de Ti-
chaský [63], En notant (Jk)

−1 la matrice de covariance correspondant à l’état xk. On a la formule
récurrente suivante

Jk+1(xk+1) = D22
k −D21

k (Jk +D11
k )−1D12

k (5.11)

avec

D11
k = Exk

[∇xk
F T

k (xk)]S
−1
k [∇xk

F T
k (xk)]

T (5.12)

D12
k = −Exk

[∇xk
F T

k (xk)]S
−1
k (5.13)

D21
k = [D12

k ]T (5.14)

D22
k = S−1

k + Exk+1
[∇xk+1

HT
k+1(xk+1)]R

−1
k+1[∇xk+1

HT
k (xk+1)]

T (5.15)

où ∇xk+1
= ∂

∂xk+1
est l’opérateur gradient.

La récursion est initialisée avec J0 égale à l’inverse de la matrice de covariance initiale P0.
On remarque que la borne ne dépend pas des mesures mais seulement du modèle et de la nature
des bruits ce qui permet de la calculer hors ligne. Les termes d’espérance se calculent via des
tirages Monte-Carlo des trajectoires de l’état.
Dans notre application, la formulation de la borne de Cramér-Rao est plus simple que ci-dessus
compte tenu du modèle linéaire des équations d’erreurs inertielles.
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Jk+1(xk+1) = E[∇xk+1
HT

k+1(xk+1)]R
−1
k+1[∇xk+1

HT
k+1(xk+1)]

T + (Sk + Fk(xk)J
−1
k F T

k (xk))
−1

(5.16)
Le terme

E[∇xk+1
HT

k+1(xk+1)]R
−1
k+1[∇xk+1

HT
k+1(xk+1)]

T (5.17)

contient l’information concernant la variation de la pente du terrain survolé par l’aéronef.
En effet, plus la variation du terrain est grande, plus la matrice de Fisher est grande.
Quant au terme (Sk + Fk(xk)J

−1
k F T

k (xk))
−1, il représente la perte d’information dûe à la dyna-

mique du modèle (la précision de la centrale inertielle). Par exemple, plus le bruit de dynamique
est grand (Sk grand) plus l’information de Fisher est petite.

5.5 Utilisation de la PCRB comme critère de classification du
terrain

On suppose qu’un aéronef suit un mouvement rectiligne uniforme. L’équation de la trajectoire
s’écrit :

Xk = FXk−1 (5.18)

où

F =

















1 0 0 ∆t 0 0
0 1 0 0 ∆t 0
0 0 1 0 0 ∆t
0 0 0 1 0 0
0 0 0 0 1 0
0 0 0 0 0 1

















(5.19)

L’aéronef mesure l’altitude au dessus du sol tous les ∆t suivant l’équation de mesure (voir figure
(5.3))

Yk = h(Xk) + Vk = zk −H(xk, yk) + Vk (5.20)

où Xk = [xk, yk, zk, ẋk, ẏk, żk]
T est le vecteur d’état, zk est la hauteur absolue, H la hauteur

du relief donnée par le MNT en fonction de la latitude et de la longitude (xk, yk).
La matrice du bruit de dynamique Sk a été prise nulle, afin de montrer uniquement l’influence
des caractéristiques du relief du terrain sur la PCRB. Vk est un bruit blanc gaussien d’écart-type
σR = 15 m
La vitesse horizontale dans le plan (x, y) vaut 141 m/s.

Comportement de la PCRB sur un terrain peu favorable au recalage :

Afin de montrer les limites du facteur de dureté, on réalise un ensemble simulations en se
plaçant sur un terrain de faible relief (facteur de dureté f < 0.35). Sur cette zone de terrain, on
considère des trajectoires rectilignes uniformes (5.18) tirées dans le plan horizontal de la manière
suivante : l’origine est le centre, le cap des trajectoires varie de 0◦ à 360◦. On calcule alors la
PCRB, en calculant le terme (5.17) pour chaque trajectoire puis on effectue la moyenne de ces
termes à chaque instant k pour l’ensemble de ces trajectoires. La borne est calculée en supposant
une erreur initiale en position de 5km.
De plus, un filtre KPKF a été simulé pour une trajectoire. Les résultats obtenus sont présentés
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Fig. 5.3 – recalage altimétrique
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Fig. 5.4 – La borne de Cramér-Rao pour l’erreur de position en x
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sur la figure (5.4) pour l’erreur de position en x. On remarque que la borne de Cramér-Rao
converge bien que le terrain soit relativement plat selon le facteur de dureté (f < 0.35).

On remarque aussi l’écart-type de la position en x donné par le filtre (KPKF) converge vers
0 malgré un terrain plat (facteur de dureté f < 0.35). Ce qui montre que le facteur de dureté
n’est pas le meilleur outil pour quantifier l’aptitude du terrain au recalage altimétrique.

Sensibilité de la PCRB à la dureté du terrain :
Afin de déterminer, la relation existant entre la borne de Cramér-Rao et le facteur de dureté, la
borne de Cramér-Rao a été calculée pour des trajectoires survolant des terrains de dureté variée.
Les résultats obtenus sont présentés sur les figures (5.5) à (5.10).
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Les figures (5.5), (5.6), (5.8) et (5.9) montrent que l’écart-type théorique donné par la PCRB
et le facteur de dureté du terrain sont corrélés. En effet, plus le facteur de dureté du terrain est
grand (terrain vallonné), plus vite les écarts-type des paramètres horizontaux du vecteur d’état
(donnés par la PCRB) tendent vers 0.

En revanche, les écart-types verticaux z, ż donnée par la PCRB restent insensibles à la varia-
tion du relief du terrain (5.7) et (5.10). Ceci s’explique par le fait que la variation de l’écart-type
de la position verticale est approximativement proportionnelle au produit des écarts-type de
la pente du terrain et des écart-types des positions horizontales. Plus le terrain est vallonné,
plus les écarts-type des positions horizontales sont petits. Alors que l’écart-type de la pente du
terrain augmente. Dans le cas d’un terrain plat, l’écart-type de la pente est petit, alors que les
écarts-type des paramètres horizontaux sont grands. Ainsi l’écart-type de la pente et les écarts-
type des positions horizontales se compensent mutuellement. L’écart-type de la position verticale
est donc peu sensible aux variations du reliefs de terrain. A la limite, si le terrain est parfaite-
ment plat la hauteur absolue est observable bien que les paramètres horizontaux ne le soient pas.

Sensibilité de la PCRB au bruit de mesure :
Dans le but de montrer l’impact de la précision du radio-altimètre sur la borne de Cramér-Rao,
la borne de Cramér-Rao a été calculée pour plusieurs valeurs de l’écart-type de mesure σR. Les
résultats obtenus sont présentés sur les figures (5.11) à (5.14).
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Fig. 5.11 – Erreur de position x
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Fig. 5.13 – Erreur de vitesse vx
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Les figures (5.11), (5.12), (5.13) et (5.14) montrent que plus la précision du radio altimètre
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(l’augmentation de l’écart-type du bruit de mesure σR) est dégradée et plus la convergence des
écarts-type des paramètres théoriques donnée par la PCRB est lente.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un critère alternatif au facteur de dureté. Ce facteur
est un indicateur quantitatif pour l’évaluation de la qualité du recalage altimétrique. La PCRB
prédit plus précisément, les performances du recalage altimétrique. La PCRB donne une borne
inférieure de la matrice de covariance de tout filtre non biaisé. Elle est atteinte par le KPKF (voir
figure (5.4)) et sert donc d’outil d’évaluation de tout filtre. Contrairement au facteur de dureté,
la PCRB peut tenir en compte aussi de la modélisation de la dynamique (dérive inertielle) qui
est présentée au chapitre suivant.
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Chapitre 6

Application du KPKF au recalage de
navigation

6.1 Introduction

Du fait des dérives de la centrale inertielle, un moyen auxiliaire de recalage doit être utilisé
pour obtenir une précision suffisante sur la position, vitesse et attitude de l’aéronef. Le principe
de recalage de navigation est basé sur l’utilisation des mesures extérieures indépendantes des
mesures inertielles et sur la mise en oeuvre d’un filtre d’hybridation. Les mesures extérieures
sont généralement constituées par des mesures de position (radio-altimètre, GPS) et/ou par
des mesures de vitesse (radar Doppler). Dans ce document, on considère seulement le recalage
altimétrique effectué au moyen d’un radio-altimètre embarqué. Ce mode de recalage est une
solution intéressante car il a particularité de présenter deux avantages essentiels :

– ce procédé est totalement autonome, du fait que le radio-altimètre est placé à bord de
l’aéronef. Contrairement au procédé GPS qui est un procédé externe de recalage qui nous
échappe totalement car il dépend des États Unis d’Amérique.

– les mesures délivrées par le radio-altimètre sont difficiles à brouiller ce qui n’est pas le cas
pour les mesures du GPS.

Selon l’importance de l’erreur de position initiale de l’aéronef, on distingue deux types de reca-
lage qui exploitent les mesures altimétriques :

Le � Recalage Altimétrique Continu ✁ (RAC) consiste à exploiter les mesures du radio-
altimètre au fur et à mesure de leur arrivée. Le RAC compare les mesures de hauteur-sol délivrées
par le radio-altimètre et l’altitude du terrain survolé stockée sous forme de Modèle Numérique
de Terrain (MNT) dans le calculateur de bord. Cependant son inconvénient est qu’il ne peut être
utilisé que lorsque l’erreur sur la position de l’aéronef est faible. En effet, cette technique est basée
sur une linéarisation locale du MNT. Lorsque l’erreur est plus importante en début de mission,
par exemple du fait d’une distance importante entre le point de décollage de l’aéronef et la pre-
miere mesure altimétrique exploitable (après le survol de la mer), la méthode n’est pas utilisable.

Appartenant aux techniques du maximum de vraisemblance, le � Recalage par Bloc ✁ consiste
à utiliser les mesures de hauteur-sol recueillies pendant une portion de trajectoire de l’ordre de
5 à 8 km de longueur. Ces mesures sont comparées à un ensemble de profils possibles reconsti-
tués à partir du MNT et d’un état initial. Il faut donc mailler l’espace de l’incertitude de l’état
de l’aéronef au moment du recalage. Le point du maillage pour lequel la corrélation entre les
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deux profils est maximum correspond théoriquement à la position la plus probable de l’aéronef.
Cependant le recalage par bloc ne peut être effectué que dans le plan horizontal uniquement. En
effet, pour des raisons de coût de calcul, il est difficile d’effectuer une recherche exhaustive dans
un espace de dimension supérieure à 2. On préfère généralement se contenter d’un recalage de
position dans le plan horizontal en supposant la connaissance d’une certaine borne de la vitesse
de l’aéronef. D’autre part, le résultat de la corrélation entre le profil du terrain mesuré par le
radio altimètre et les profils possibles reconstitués à partir du MNT, peut être multimodal, ce
qui nécessite dans certains cas de relancer d’autres traitements blocs consécutifs afin de lever
l’ambigüıté. Lorsqu’un premier recalage a été effectué de cette manière, il est possible d’enclen-
cher un recalage continu dans lequel les mesures altimétriques sont traitées récursivement par
un algorithme de recalage appelé filtre d’hybridation (filtre de Kalman) (figure (6.1)). Le filtre
d’hybridation a pour but d’estimer les erreurs de navigation en utilisant les mesures fournies par
les capteurs de recalage (mesures altimétriques) [24]. De plus, il permet d’estimer aussi les biais
de mesure des capteurs inertiels.
Le filtrage particulaire classique a été appliqué pour le problème du recalage de navigation iner-
tielle par mesures altimétriques [8, 6, 3] et par mesures GPS [12]. En théorie, il s’accommode en
continu de l’aspect multimodal et traite directement les non-linéarités du système. Il est donc
bien adapté au problème de recalage de navigation inertielle.

Fig. 6.1 – Architecture d’hybridation
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6.2 Modélisation

6.2.1 Equation de dynamique

Le vecteur d’état contient 15 variables : les 9 variables cinématiques, et les 6 biais accéléro-
métriques et gyrométriques (voir paragraphe (4.3)).

x =













δX
δV
Φ
ba

bg













(6.1)

avec

δX =





δXN

δXE

δXD



 δV =





δVN

δVE

δVD



 Ψ =





δφ
δθ
ψ



 ba =





bax
bay
baz



 bg =





bgx
bgy
bgz





On a vu dans le Chapitre 4, que le système d’équations des erreurs inertielles selon l’approche en
Φ est un système mal conditionné. Cela nous amène à effectuer le changement de variable selon
les relations (4.42) et (4.44) pour obtenir les équations d’erreurs inertielles selon l’approche en
Ψ (4.48) qui est un système d’équations différentielles plus facile à intégrer. Dans un premier
temps, on estimera le vecteur d’etat x′

x′ =













δX
δV ′

Ψ
ba

bg













(6.2)

Puis via le changement de variables (4.42) et (4.44), on calculera le vecteur d’état x. Les modèles
des biais accélérométriques et gyrométriques sont donnés par les équations (4.50) et (4.52).
Selon l’approche en Ψ on a le modèle dynamique d’état suivant :

d

dt













δX
δV ′

Ψ
ba

bg













=













FXX I 0 0 0
FV X FV V FV Ψ Rb2n 0

0 0 FΨΨ 0 −Rb2n

0 0 0 −1/τa I 0
0 0 0 0 −1/τg I
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






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
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δX
δV ′

Ψ
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bg


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
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
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+













0 0 0 0
Rb2n 0 0 0

0 −Rb2n 0 0
0 0 I 0
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




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ξg
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νg
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(6.3)
avec

FXX =





0 ρD −ρE

−ρD 0 −ρN

ρE −ρN 0



 FV X =





−ω2
s 0 0

0 −ω2
s 0

0 0 2ω2
s





FV V =





0 (ρD + 2ωD) −ρE

−(ρD + 2ωD) 0 (ρN + 2ωN )
ρE −(ρN + 2ωN ) 0



 FV Ψ =





0 −fD fE

fD 0 −fN

−fE fN 0




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FΨΨ =





0 (ρD + ωD) −ρE

−(ρD + ωD) 0 (ρN + ωN )
ρE −(ρN + ωN ) 0





avec ~f le vecteur des accélérations spécifiques projeté dans le repère TGL et qui a pour compo-
santes

f =





fN

fE

fD



 (6.4)

et ξa, ξg, νa et νg sont des processus de Wiener (voir paragraphe (4.3.3)).
La centrale inertielle délivre à chaque instant les valeurs (X̃, Ṽ , Ψ̃). La discrétisation de

l’équation (6.3) par un schéma d’Euler du premier ordre donne :













δX
δV ′

Ψ
ba

bg













k+1

=













I − FXX∆t I∆t 0 0 0
FV X∆t I − FV V ∆t FV Ψ∆t Rb2n∆t 0

0 0 I − FΨΨ∆t 0 −Rb2n∆t
0 0 0 I − 1/τaI∆t 0
0 0 0 0 I − 1/τgI∆t

























δX
δV ′

Ψ
ba

bg













k

+













0 0 0 0

Rb2n

√
∆t 0 0 0

0 −Rb2n

√
∆t 0 0

0 0 I
√

∆t 0

0 0 0 I
√

∆t





















w′
a

w′
g

wa

wg









(6.5)

où ∆t désigne le pas de discrétisation et w′
a, w

′
g, wa et wg sont des bruits blancs gaussiens

d’écart-type respectivement σw′
a
, σw′

g
, σwa et σwg .

6.2.2 Equation d’observation

Définition des mesures altimétriques :

Le problème du recalage altimétrique est illustré sur la figure(6.2). La position réelle de
l’aéronef est au point M de coordonnées (XN , XE , XD) (4.3), la position estimée par la centrale
inertielle est en M0 de coordonnées (X̃N , X̃E , X̃D). Les erreurs de position sont définies par :







δXN = XN − X̃N

δXE = XE − X̃E

δXD = XD − X̃D

(6.6)

Par définition l’altitude de l’aéronef est telle que :

XD = hMNT (XN , XE) + εM + hA (6.7)

où εM est l’erreur d’altitude du MNT et hA est la distance exacte entre l’aéronef et le sol. Le
radio altimètre mesure la hauteur de l’aéronef au dessus du sol en commettant une erreur de
mesure εA. En notant y cette mesure, on a :

y = hA + εA (6.8)
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D’après (6.7) et (6.6), on a

hA = (X̃D + δXD) − hMNT (X̃N + δXN , X̃E + δXE) + εM (6.9)

y = (X̃D + δXD) − hMNT (X̃N + δXN , X̃E + δXE) + εA + εM

On en déduit l’équation d’observation

y = (X̃D + δXD) − hMNT (X̃N + δXN , X̃E + δXE) + ε (6.10)

où y est la mesure altimétrique et ε = εA + εM est le bruit de mesure modélisé par un bruit
blanc gaussien de moyenne nulle et de variance R.

Fig. 6.2 – Principe de la méthode altimétrique

6.3 Simulations

Dans le but d’étudier les performances du KPKF, 2 groupes de simulations sont présentés :

– (1) Etudes des performances du KPKF :
Nous présentons au paragraphe (6.3.1), les performances du KPKF étudiées par simula-
tions numériques en considérant 2 zones de terrain (vallonné, plat). On simule sur chaque
zone de terrain une trajectoire rectiligne et une trajectoire curviligne (avec virage) d’en-
viron 30 km de longueur chacune. Les résultats de simulation ne comportent qu’une seule
réalisation Monte-Carlo. La borne de Cramér-Rao a été calculée pour ce nouveau modèle
d’état (6.2) afin d’évaluer les performances du filtre. La grandeur tracée sur chaque figure
représente l’erreur résiduelle après filtrage définie par Xk − (X̃k +xk) où xk est l’erreur de
l’état calculée suivant les relations (4.44) et (4.42) qui est fonction de l’erreur de l’état x̂′k.
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Cette dernière erreur est estimée par le filtre à chaque instant k (2.19), (2.20) et comparée
à l’écart-type donné par la PCRB.

– (2) Comparaison du KPKF avec d’autres filtres particulaires (RPF, RBPF) :
Dans le paragraphe (6.3.2), nous comparons les performances du KPKF avec les filtres
RPF et RBPF à temps de calcul égal. On simule sur chaque région d’une carte de MNT
(plat, vallonné) une trajectoire curviligne de 30 km de longueur. Les résultats de simula-
tions ont été réalisés par la méthode de Monte Carlo en effectuant systématiquement 100
tirages aléatoires dans chaque cas de terrain. Les performances des filtres sont évaluées en
comparant l’erreur quadratique moyenne (MSE) de chaque filtre avec la borne de Cramer-
Rao (PCRB). La MSE à l’instant k est définie par :

MSEM
k =

1

M

M
∑

i=1

(Xk − X̂i
k)

T (Xk − X̂i
k) (6.11)

Modèle Numérique de Terrain :
Le MNT utilisé dans les simulations (figure (6.3)) représente une région de la France de l’ordre
de 350 km × 270 km. L’origine de la carte (en bas à gauche) se situe à 44◦ latitude Nord et à
3◦ longitude Est (la Dordogne). La résolution du MNT est de 15 sec d′arc. Le pas en x vaut
333.6451 m et 463.8212 m en y.
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Fig. 6.3 – MNT 44◦N, 3◦E

Carte de dureté de terrain :
La carte de dureté du MNT utilisée dans les simulations est représenté dans la figure (6.4). La
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Fig. 6.4 – Carte de dureté (44◦N, 3◦E)

palette de couleurs correspond au niveau de dureté de terrain f (voir l’équation (5.3)).
Afin d’évaluer la robustesse du filtre, l’aéronef survole 2 types de terrain. Le premier terrain est
un terrain plat (facteur de dureté f inférieur à 0.35). Par contre, le second terrain est un terrain
vallonné (facteur de dureté f compris entre 0.35 et 2.1).

Trajectoires de l’aéronef :
On simule 2 types de trajectoires :

– la trajectoire vraie
– la trajectoire inertielle fournie par le système de navigation (4.2), qui est légèrement erro-

née.

Les paramètres de la trajectoire vraie sont les suivants :
– point de départ (état de référence Xr) égal à (Xr

N , X
r
E) = (150 km, 150 km) sur la carte

pour un terrain vallonné et (Xr
N , X

r
E) = (50 km, 50 km) pour un terrain plat. L’état initial

X0 de la trajectoire vraie est tiré suivant une loi normale de moyenne l’état de référence
Xr et de matrice de covariance 1/2 P0, où P0 est la matrice de covariance initiale du filtre.

– altitude constante ph = 3000 m
– vitesse horizontale constante V = 250 m/s et vitesse verticale égale à 0 m/s.
– angles de roulis et de tangage nuls

La trajectoire inertielle est déterminée en tenant compte d’une erreur initiale par rapport à la
trajectoire vraie portant sur chacune des variables d’état et en propageant cet écart conformé-
ment aux équations de la navigation (voir paragraphe (4.2)). L’état initial X̃0 de la trajectoire
inertielle est tiré suivant une loi normale de moyenne l’état de référence et de matrice de cova-
riance 1/2 P0.
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La longueur de la trajectoire est de 30 km environ. Les mesures du radio-altimètre sont ef-
fectuées tous les 75 m, ce qui donne 400 mesures altimétriques au total au cours d’une trajectoire.

Divergence du filtre :
Par définition, on dira que le filtre diverge si en fin de trajectoire au cours des 5 derniers instants
de mesure consécutifs, l’estimée de l’état X̂k quitte l’ellipsöıde de confiance Γk donnée par la
PCRB, tel que

Γk = {Xk/(Xk − X̂k)
T (PBCRk)

−1(Xk − X̂k) ≤ α2} (6.12)

avec le seuil α égal à la probabilité P [χ2(d) ≤ α2] = 0.99.

6.3.1 Etudes des performances du KPKF

Conditions de simulation :

(1) Le KPKF est initialisé selon une loi a posteriori calculée en fonction de la première me-
sure voir paragraphe (3.9).

(2) Les paramètres de réglage du filtre KPKF sont :
– le nombre de particules du KPKF : N = 1000.
– le coefficient du facteur de dilatation µ0 = 1.2 (voir équation (3.46)).
– la longueur du cycle de calcul : m = 15 (voir paragraphe (3.6.2)).
– la paramètre h̃ calculé selon l’équation (3.38).
– le seuil entropique Th = 0.3 (voir paragraphe (2.2.5)).

(3) Le vecteur d’état x′ est initialisé à 0.

(4) La matrice de covariance initiale P0 est constituée des éléments diagonaux suivants :
– l’écart-type initial en position Nord est égale à 5 km.
– l’écart-type initial en position Est est égale à 5 km.
– l’écart-type initial en position Verticale est égale à 100 m.
– l’écart-type initial en vitesse Nord est égale à 10 m/s.
– l’écart-type initial en vitesse Est est égale à 10 m/s.
– l’écart-type initial en vitesse verticale est égale à 1 m/s.
– l’écart-type initial en angle de roulis est égale à 1 deg.
– l’écart-type initial en angle de tangage est égale à 1 deg.
– l’écart-type initial en angle de lacet est égale à 1 deg.
– l’écart-type initial des biais accélérométriques en x, y et z est égale à 10−02 m/s2.
– l’écart-type initial des biais gyrométriques en x, y et z est égale à 10−04 rad/s.

(5) la matrice de covariance du bruit de dynamique Sk est composée des éléments diagonaux
suivant :
– l’écart-type en position Nord : σXN

= 0.
– l’écart-type en position Est : σXE

= 0.
– l’écart-type en position Verticale : σXD

= 0.
– l’écart-type en vitesse Nord : σVN

= 10−4 m/s.
– l’écart-type en vitesse Est : σVE

= 10−04 m/s.
– l’écart-type en vitesse verticale : σVD

= 10−4 m/s.
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– l’écart-type en angle de roulis : σϕ = 180/π 10−6 deg.
– l’écart-type en angle de tangage : σΨ = 180/π 10−6 deg.
– l’écart-type en angle de lacet : σθ = 180/π 10−6 deg.
– l’écart-type du biais accélérométrique en x, y et z : σba = 3 10−5 m/s2.
– l’écart-type du biais gyrométrique en x, y et z : σbg = 10−6 rad/s.

(6) L’écart-type du bruit du radio-altimètre σR est égale à 15 m.

Résultats de simulation
Les résultats de simulation sont présentés de la façon suivante :

– (1) terrain vallonné :
– (1.1) vol rectiligne : figures de (6.5) à (6.16)
– (1.2) vol curviligne : figures de (6.17) à (6.28)

– (2) terrain plat :
– (2.1) vol rectiligne : figures de (6.29) à (6.40)
– (2.2) vol curviligne : figures de (6.41) à (6.52)

(1) Terrain vallonné :
(1.1) Vol rectiligne :

Fig. 6.5 – Les trajectoires vraie, inertielle et estimée par le KPKF
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Fig. 6.6 – Erreur de position XN
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Fig. 6.7 – Erreur de position XE
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Fig. 6.8 – Erreur de position XD
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Fig. 6.9 – Erreur de vitesse VN
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Fig. 6.10 – Erreur de vitesse VE
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Fig. 6.11 – Erreur de vitesse VD
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Fig. 6.12 – Erreur de l’angle de roulis ϕ
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Fig. 6.13 – Erreur de l’angle du tangage θ
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Fig. 6.14 – Erreur de l’angle du lacet ψ
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Fig. 6.15 – Biais accélérométrique ba
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Fig. 6.16 – Biais gyrométrique bg

(1.2) Vol curviligne :

Fig. 6.17 – Les trajectoires vraie, inertielle et estimée par le KPKF
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Fig. 6.18 – Erreur de position XN
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Fig. 6.19 – Erreur de position XE
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Fig. 6.20 – Erreur de position XD
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Fig. 6.21 – Erreur de vitesse VN
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Fig. 6.22 – Erreur de vitesse VE
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Fig. 6.23 – Erreur de vitesse VD
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Fig. 6.24 – Erreur de l’angle de roulis ϕ
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Fig. 6.25 – Erreur de l’angle du tangage θ
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Fig. 6.26 – Erreur de l’angle du lacet ψ
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Fig. 6.27 – Biais accélérométrique ba
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Fig. 6.28 – Biais gyrométrique bg

Commentaires : On observe dans les figures (6.6), (6.7), (6.8) (6.18), (6.19) et (6.20) que
les erreurs de position atteignent rapidement la PCRB. En effet, on remarque qu’à l’instant
t = 25 sec, les erreurs de position sont proches de 0. Ce genre de filtres est tout à fait adapté
pour estimer récursivement la position de l’aéronef à l’aide de mesures altimétriques. En re-
vanche, dans les figures (6.9), (6.10), (6.21), (6.22), (6.12), (6.12), (6.14), (6.24), (6.13) et (6.26)
on constate que les erreurs de vitesse et d’angle d’attitude sont importantes. Nous constatons
sur les figures (6.14) et (6.38) que la borne de Cramér-Rao concernant l’angle du lacet ψ est
plate, ceci veut dire que ce paramètre est peu observable. Pour pouvoir l’estimer, nous avons
effectué un virage dans le plan horizontal comme le mentionne Nordlund [44]. En effet, dans le
cas d’un mouvement rectiligne uniforme les accélérations horizontales ax et ay mesurées par les
accéléromètres sont nulles sauf l’accélération verticale az qui est égale à −g. En conséquence, le
terme [Rb2n] [0, 0, −g]T de l’équation de vitesse (4.22) est indépendant de l’angle du lacet ψ.
L’équation d’évolution de l’angle du lacet est découplé du reste de l’état (voir équation (4.48)).
Dans ce cas, l’angle de lacet n’est pas observable. En revanche, il y a couplage dès que l’aéronef
effectue un virage, l’angle de lacet devient observable. On remarque dans les figures (6.26) et
(6.50) que la borne de Cramér-Rao commence à décrôıtre à partir de l’instant du commencement
du virage (t = 20 sec).
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Chapitre 6. Application du KPKF au recalage de navigation

(2) Terrain plat :

(2.1) Vol rectiligne :

Fig. 6.29 – Les trajectoires vraie, inertielle et estimée par le KPKF

0 20 40 60 80 100 120
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

4.5

5

temps (s)

E
rr

e
u
r 

d
e
 p

o
s
it
io

n
 R

N
 (

k
m

)

KPKF
Borne de cramér−Rao

Fig. 6.30 – Erreur de position XN
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Fig. 6.31 – Erreur de position XE
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Fig. 6.32 – Erreur de position XD
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Fig. 6.33 – Erreur de vitesse VN
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Fig. 6.34 – Erreur de vitesse VE
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Fig. 6.35 – Erreur de vitesse VD
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Fig. 6.36 – Erreur de l’angle de roulis ϕ
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Fig. 6.37 – Erreur de l’angle du tangage θ
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Fig. 6.38 – Erreur de l’angle du lacet ψ
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Fig. 6.39 – Biais accélérométrique ba
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Fig. 6.40 – Biais gyrométrique bg
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Chapitre 6. Application du KPKF au recalage de navigation

(2.2) Vol curviligne :

Fig. 6.41 – Les trajectoires vraie, inertielle et estimée par le KPKF
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Fig. 6.42 – Erreur de position XN
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Fig. 6.43 – Erreur de position XE
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Fig. 6.44 – Erreur de position XD
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Fig. 6.45 – Erreur de vitesse VN
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Fig. 6.46 – Erreur de vitesse VE
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Fig. 6.47 – Erreur de vitesse VD
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Fig. 6.48 – Erreur de l’angle de roulis ϕ
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Fig. 6.49 – Erreur de l’angle du tangage θ
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Fig. 6.50 – Erreur de l’angle du lacet ψ
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Fig. 6.51 – Biais accélérométrique ba
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Fig. 6.52 – Biais gyrométrique bg
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Chapitre 6. Application du KPKF au recalage de navigation

Commentaires : On observe sur les figures (6.30), (6.31), (6.32) (6.42), (6.43) et (6.44) que
les erreurs de position convergent vers la PCRB à l’instant t = 30 sec. Cet instant est plus grand
que dans le cas du terrain vallonné. On constate que les écarts-type donnés par la PCRB sont
plus grands que les écarts-type donnés par la PCRB pour le terrain vallonné. On remarque dans
les figures (6.33), (6.34), (6.35) (6.45), (6.46) et (6.47) que les erreurs de vitesse sont toujours
plus grandes précises que les erreurs de position.

6.3.2 Comparaisons du KPKF avec d’autres filtres particulaires (RPF, RBPF)

Conditions de simulation :

A cause du nombre élevé de divergences du RPF et du RBPF pour des grandes zones initiales
en position, nous avons restreint la zone initiale (matrice de covariance P0). Les filtres (KPKF
RPF) et les filtres (KPKF RBPF) sont comparés à temps de calcul égal. A l’exception du
nombre de particules et de la matrice de covariance initiale P0 qui seront précisés dans chaque
cas, nous avons pris les mêmes conditions initiales de simulation mentionnées dans le paragraphe
(6.3.1).

KPKF / RPF
A temps de calcul égal, le nombre de particules pour le KPKF vaut : NKPKF = 1000 et vaut
pour le RPF : NRPF = 10000.

Les éléments diagonaux de la matrice de covariance initiale P0 valent :
– l’écart-type initial en position Nord est égale à 3 km.
– l’écart-type initial en position Est est égale à 3 km.
– l’écart-type initial en position Verticale est égale à 100 m.
– l’écart-type initial en vitesse Nord est égale à 10 m/s.
– l’écart-type initial en vitesse Est est égale à 10 m/s.
– l’écart-type initial en vitesse verticale est égale à 1 m/s.
– l’écart-type initial en angle de roulis est égale à 1 deg.
– l’écart-type initial en angle de tangage est égale à 1 deg.
– l’écart-type initial en angle de lacet est égale à 1 deg.
– l’écart-type initial des biais accélérométrique en x, y et z est égale à 10−02 m/s2.
– l’écart-type initial des biais gyrométriques en x, y et z est égale à 10−04 rad/s.

KPKF / RBPF
Le nombre de particule pour le KPKF vaut : NKPKF = 2500 et vaut pour le RBPF :
NRBPF = 15000 (nombre minimum de particules pour assurer la convergence du filtre).

Les éléments diagonaux de la matrice de covariance initiale P0 valent :
– l’écart-type initial en position Nord est égale à 1 km.
– l’écart-type initial en position Est est égale à 1 km.
– l’écart-type initial en position Verticale est égale à 100 m.
– l’écart-type initial en vitesse Nord est égale à 20 m/s.
– l’écart-type initial en vitesse Est est égale à 20 m/s.
– l’écart-type initial en vitesse verticale est égale à 1 m/s.
– l’écart-type initial en angle de roulis est égale à 1 deg.
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– l’écart-type initial en angle de tangage est égale à 1 deg.
– l’écart-type initial en angle de lacet est égale à 1 deg.
– l’écart-type initial des biais accélérométrique en x, y et z est égale à 10−02 m/s2.
– l’écart-type initial des biais gyrométriques en x, y et z est égale à 10−04 rad/s.

Résultats de simulation :

Les simulations sont présentées de la manière suivante :

– (1) KPKF / RPF
– (1.1) terrain vallonné :

– figures de (6.53) à (6.60)
– (1.2) terrain plat :

– figures de (6.61) à (6.67)
– (2) KPKF / RBPF

– (2.1) terrain vallonné :
– vol curviligne : figures de (6.68) à (6.74)

– (2.2) terrain plat :
– vol curviligne : figures de (6.75) à (6.81)

Nous obtenons les résultats suivants :
(1) Terrain vallonné :

Fig. 6.53 – Les trajectoires vraie, inertielle et estimée par le KPKF et le RPF
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Fig. 6.54 – Les erreurs de position XN
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Fig. 6.55 – Les erreurs de position XE
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Fig. 6.56 – Les erreurs de position XD
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Fig. 6.57 – Les erreurs de vitesse VN
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Fig. 6.58 – Les erreurs de vitesse VE
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Fig. 6.59 – Les erreurs de l’angle du lacet ψ
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Fig. 6.60 – Biais accélérométrique ba

(2) Terrain plat :

Fig. 6.61 – Les trajectoires vraie, inertielle et estimée par le KPKF et le RPF
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Fig. 6.62 – Les erreurs de position XN
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Fig. 6.63 – Les erreurs de position XE
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Fig. 6.64 – Les erreurs de position XD
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Fig. 6.65 – Les erreurs de vitesse VN
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Fig. 6.66 – Les erreurs de vitesse VE
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Fig. 6.67 – Biais accélérométrique ba
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Commentaires : on constate que les écarts-type de position des 2 filtres convergent rapide-
ment vers la PCRB. Dans les figures (6.54), (6.55), (6.56), (6.62), (6.63) et (6.64), on remarque
que le KPKF atteint plus tôt la PCRB que le RPF. En effet, le KPKF atteint le PCRB à l’ins-
tant t = 25 sec, et le RPF atteint la PCRB à l’instant t = 40 sec. Cependant dans les figures
(6.57), (6.58), (6.65) et (6.66) l’estimation des vitesses des 2 filtres sont moins précises que celles
des positions. Les écarts-type de position atteignent simultanément la PCRB. Concernant, les
angles d’attitude (figure (6.59)) la précision du KPKF est relativement meilleure que celle du
RPF.

KPKF / RBPF

Terrain plat :

Fig. 6.68 – Les trajectoires vraie, inertielle et estimée par le KPKF et le RBPF
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Fig. 6.69 – Les erreurs de position XN
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Fig. 6.70 – Les erreurs de position XE
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Fig. 6.71 – Les erreurs de position XD
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Fig. 6.72 – Les erreurs de vitesse VN
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Fig. 6.73 – Les erreurs de vitesse VE
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Fig. 6.74 – Biais accélérométrique ba
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6.3. Simulations

Terrain vallonné :

Fig. 6.75 – Les trajectoires vraie, inertielle et estimée par le KPKF et le RBPF
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Fig. 6.76 – Les erreurs de position XN
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Fig. 6.77 – Les erreurs de position XE
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Fig. 6.78 – Les erreurs de position XD
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Fig. 6.79 – Les erreurs de vitesse VN

0 20 40 60 80 100 120
0

5

10

15

20

25

temps (s)

 e
rr

e
u

r 
d

e
 v

it
e

s
s
e

  
V

E
 (

m
/s

)

RBPF 
KPKF
la borne de Cramér−Rao

Fig. 6.80 – Les erreurs de vitesse VE
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Fig. 6.81 – Biais accélérométrique ba

Commentaires : On constate sur les figures (6.69), (6.70), (6.71), (6.76), (6.77) et (6.78)
que les écarts-type de position des 2 filtres convergent rapidement vers la PCRB. En effet, les 2
filtres atteignent la PCRB à l’instant t = 33 sec. Sur les figures (6.72), (6.73), (6.79) et (6.80) on
observe que les écarts-type de vitesse du RBPF sont plus éloignés de la PCRB que les écarts-type
de vitesse du KPKF.

6.4 Résultats et Conclusion

Les performances du KPKF ont été évaluées sur un ensemble de vols effectués au-dessus de
différentes régions (vallonné, plat). L’aéronef se déplace en vol rectiligne et en vol curviligne. Les
résultats obtenus par le KPKF sur terrain plat (facteur de dureté f < 0.35) sont les suivants :

– on constate une bonne estimation des positions, et une moins bonne estimation des vitesses
et des angles d’attitude.

– on constate 3% de cas de divergences.

Les résultats obtenus par le KPKF sur terrain vallonné (facteur de dureté f > 0.35 ) :

– on constate une bonne estimation des positions, et une moins bonne estimation des vitesses,
et d’angles d’attitude. Le KPKF converge plus rapidement vers PCRB sur ce type de
terrain.

– on constate 1% de divergences.

Pour un temps de calcul identique pour le KPKF et le RPF, on a 1000 particules pour le
KPKF et 10000 particules pour le RPF. On constate 1 divergence pour le KPKF et 5 divergences
pour le RPF.

Pour un temps de calcul identique pour le KPKF et le RBPF, on a 2500 particules pour le
KPKF et 15000 particules pour le RBPF. On remarque 8 divergences pour le RBPF et 2 diver-
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6.4. Résultats et Conclusion

gences pour le KPKF. Pour des zones initiales plus grandes, le nombre de divergences augmente
de façon importante pour le RBPF. Ce n’est pas le cas pour le KPKF, qui continue à fonctionner
sur des grandes zones initiales.

L’angle de lacet Ψ n’est pas observable pour les trajectoires rectilignes. Afin de le rendre ob-
servable, il faut effectuer un virage sur le plan horizontal (XY). On constate que les écarts-type
d’erreur d’angle de lacet décroissent rapidement vers 0 après le virage.
On observe généralement que pendant les premiers instants de mesure, les erreurs des filtres
sont nettement supérieurs à la PCRB. En effet, dans cette phase la densité conditionnelle est
multimodale. Sur certaines figures (par exemple (6.59)), on constate que les erreurs du filtre
peuvent être inférieures à la PCRB. Ceci s’explique par un biais non nul du filtre.

Le temps de calcul du KPKF pour 400 cycles de calcul (ce qui représente une distance par-
courue de 30 km sur un temps de parcours de 120 sec) est de 60 sec sur un ordinateur pentium
P4 de fréquence 2 GHz.

Le but de ce Chapitre était d’étudier les performances du KPKF et de le comparer avec
d’autres filtres particulaires sur un problème de recalage de navigation inertielle de dimension
15 (estimation de la position, de la vitesse, des angles d’attitude, et des biais accélérométriques
et gyrométriques). On a pu observer que le nombre de particules requis par le KPKF augmente
peu dans des grandes zones d’incertitude initiale (simulations non rapportées). Le KPKF exige
moins de ré-échantillonnages (partiel/total) (les poids dégénèrent plus lentement).

Enfin, la mise en oeuvre du KPKF reste simple et rapide. Le KPKF peut s’adapter facilement
à d’autres applications comme le pistage avant détection présenté en annexe (D).

139



Chapitre 6. Application du KPKF au recalage de navigation

140



Conclusion Générale

Dans de nombreuses applications, comme le recalage altimétrique ou le pistage, l’estimation
des paramètres cinématiques d’une cible se résout théoriquement dans le cadre du filtrage non-
linéaire (FNL). La résolution exacte du FNL exige le calcul d’intégrales multi-dimensionnelles qui
donnent comme solution la densité conditionnelle. Les méthodes de maillage sont trop coûteuses
en temps de calcul dès que la dimension de l’espace d’état dépasse 3. Les méthodes analytiques
comme le filtre de Kalman et ses variantes fournissent une solution approchée et rapide du FNL
en estimant récursivement la moyenne et la matrice de covariance de la densité conditionnelle.
Cependant, lorsque les non-linéarités du modèle état/mesure sont trop fortes ou lorsque la den-
sité conditionnelle est multi-modale les méthodes analytiques sont inadaptées.

Le filtrage particulaire (FP) est une méthode intéressante pour la résolution du FNL. Le
FP est une technique basée sur l’approximation Monte Carlo. Il estime récursivement la densité
conditionnelle à partir d’un échantillon pondéré appelé nuage de particules. Ce nuage est pro-
pagé suivant la dynamique et corrigé suivant la vraisemblance de la mesure. Le FP classique peut
donner lieu à des divergences dues aux fluctuations Monte Carlo causées par les approximations
d’intégrales et par le ré-échantillonnage. Celles-ci sont importantes lorsque la densité prédite et
la vraisemblance sont peu cohérentes. De nombreuses variantes du FP ont été développées pour
rendre le FP plus robuste. Malgré ces améliorations, il arrive que ces filtres aient un comporte-
ment instable pour certaines applications comme le recalage altimétrique.

Nous avons proposé un nouveau filtre particulaire appelé le filtre de Kalman-particulaire
à noyaux (KPKF). Le KPKF modélise la densité conditionnelle comme une mixture de gaus-
siennes centrées sur chaque particule avec une petite matrice de covariance. Ce filtre suppose
que les bruits de dynamique et de mesure sont additifs et gaussiens. Cette modélisation permet
l’utilisation de filtres de Kalman locaux. Ce filtre combine à la fois les avantages du filtre de
Kalman étendu (EKF) en terme de précision et du filtre particulaire régularisé (RPF) en terme
de robustesse. Ce faisant, les particules sont maintenues dans la zone d’intérêt de l’espace d’état.
Le nombre nécessaire de ré-échantillonnages du système de particules est alors réduit. Le KPKF
introduit un nouveau type de ré-échantillonnage, d’une part pour préserver la structure de la
mixture, et d’autre part pour éviter la dégénérescence des poids des particules. Ces améliorations
permettent au KPKF d’atténuer les fluctuations Monte Carlo.

A partir des mesures accélérométriques et gyrométriques la centrale inertielle délivre des
estimations de positions, de vitesses et d’angles d’attitude. Le principe de la centrale inertielle
et les différents types de modélisations des équations d’erreurs inertielles sont décrits. Ces équa-
tions sont formulées d’une façon originale en se basant sur des considérations purement ma-
thématiques. A long terme la centrale inertielle dérive et la précision de des estimées devient
insuffisante. Il est alors nécessaire d’utiliser des mesures externes pour corriger cette dérive.
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Conclusion Générale

L’altimétrie est une solution autonome et robuste pour recaler la centrale inertielle. Un radio
altimètre mesure des hauteurs-sol le long de la trajectoire de l’aéronef. On compare alors le profil
de ces hauteurs à un ensemble de profils simulés reconstitués à partir d’un Modèle Numérique
de Terrain (MNT) embarqué sur l’aéronef. L’altimétrie est performante si le terrain survolé est
suffisamment vallonné. Des critères de qualité de terrain ont été étudiés afin d’évaluer la qualité
de l’altimétrie. Le critère empirique de dureté de terrain est communément utilisé. Cependant,
la borne de Cramér-Rao a posteriori (PCRB), qui dépend du type de terrain et du modèle de
dérive de la centrale inertielle, est un outil plus précis pour prédire la qualité de la navigation.
En effet, cette borne représente la matrice de covariance d’un filtre idéal.

Les performances du KPKF ont été étudiées et comparées à d’autres filtres particulaires
(RPF, RBPF) sur un problème de recalage de navigation par altimétrie. Cette comparaison est
faite à coût de calcul égal. Le vecteur d’état de dimension 15 est constitué des erreurs inertielles
et des défauts de capteurs (erreurs des positions, des vitesses, des angles d’attitude, biais accé-
lérométriques et gyrométriques). Le recalage altimétrique est un problème de FNL difficile pour
trois raisons : le vecteur d’état est de grande dimension (15), la mesure altimétrique est une
mesure scalaire et la densité conditionnelle peut être multimodale (ambiguı̈tés du terrain).

Nous avons simulé un ensemble de vols au-dessus de régions de différentes duretés (plat,
vallonné). Pour des zones restreintes d’incertitude initiale, les trois filtres particulaires donnent
une bonne estimation des positions (l’erreur tend rapidement vers la PCRB) et une moins bonne
estimation des vitesses et angles d’attitude. Le KPKF est plus précis que les autres filtres en
position. En revanche, pour des grandes zones d’incertitude initiale, le RPF et le RBPF ont un
taux de divergences importants (20 % pour le RBPF et 11 % pour le RPF) alors que le KPKF
reste performant. Le nombre de particules requis par le KPKF augmente peu avec la taille de
cette zone. Le KPKF peut s’adapter à de nombreux problèmes de FNL. Il a été appliqué avec
succès au pistage avant détection (voir annexe(D). Le KPKF montre l’intérêt des algorithmes
hybrides.

Il serait intéressant d’adapter le nombre de particules au cours du temps. En effet, dans le
cas de l’altimétrie, durant la première phase de mesure le nombre de particules doit être suffi-
samment élevé. Dans cette phase la densité conditionnelle est souvent multimodale. Par la suite,
lorsque le terrain est assez riche, cette densité devient monomodale. Le nombre de particules
pourrait alors être réduit. Une autre perspective d’intérêt théorique et pratique serait d’exploiter
la PCRB pour établir un critère simple de qualité du recalage altimétrique. Par exemple, si le
terrain peut être caractérisé par un nombre restreint de paramètres (écart-type d’altitude et de
pente), l’écart-type moyen des positions donné par la PCRB peut théoriquement s’exprimer en
fonction de ces paramètres.

Entre la solution � rigide ✁ du filtre de Kalman et la solution � molle ✁ du filtre particulaire,
une meilleure solution est le juste équilibre.

� Garder en tout un juste milieu, voilà la règle du bonheur ✁ [Diderot].
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Annexe A

Formules relatives au calcul vectoriel

Soit un vecteur quelconque de composantes a1, a2, a3 dans un repère cartésien

A =





a1

a2

a3





et soit la matrice anti-symétrique associé à ce vecteur et formée de la matrice suivante :

[A×] =





0 −a3 a2

a3 0 −a1

−a2 a1 0





A.1 Propriété 1

Soit [A] la matrice de rotation qui permet de passer d’un repère d’indice 0 à un repère
d’indice 1. Le produit vectoriel de 2 vecteurs p et q donnés s’exprime respectivement par [P0×]
et par [P1×]q1 dans les 2 repères. En utilisant les propriétés de projection il existe les égalités
suivantes :

[P0×]q0 = [A]T ([p1×]q1)

et q1 = [A]q0.
En éliminant q1 entre ces relations on obtient la formule suivante :

[P0×] = [A]T [P1][A]

A.2 Propriété 2

on considère 2 vecteurs p et q. Le produit vectoriel ce ces deux relations s’écrit de façon
équivalente sous la forme matricielle suivante : p∧q = [P×]q, [P×] est la matrice anti-symétrique
formée à partir des composantes de p et [Q×] est la matrice similaire construite à partir des
composantes de q. La matrice anti-symétrique formée à partir des composantes du produit
vectoriel p ∧ q est donnée par la formule suivante :

[(p ∧ q)×] = [P×][Q×] − [Q×][P×]
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Annexe A. Formules relatives au calcul vectoriel

A.3 Propriété 3

Les produits vectoriels intervenant entre 3 vecteurs quelconques A, B, C vérifient la propriété
ci-dessous :

A ∧ (B ∧ C) = (A ∧B) ∧ C +B ∧ (A ∧ C)
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Annexe B

Les équations du filtre de Kalman à
partir des équations du filtre optimal

On considère le modèle linéaire stochastique suivant :

Xk+1 = FkXk +GkWk

Yk = HkXk + Vk

avec Xk le vecteur d’état de dimension d, le vecteur d’observation de dimension m, Wk et Vk

des vecteurs aléatoires Gaussiens indépendants de matrices de covariances respectivement Sk et
Rk.

L’étape de correction :

On suppose qu’a l’instant t− 1, on a la loi prédite suivante

p(xk|Yk−1) =
1

(2π)d/2
√

det Pk|k−1

e
− 1

2
(xk−x̂k|k−1)T P−1

k|k−1
(xk−x̂k|k−1)

qui est une loi Gaussienne
La vraisemblance est égale à

p(yk|xk) =
1

(2π)m/2
√
detRk

e−
1
2
(y−Hkxk)T R−1(y−Hkxk)

En utilisant la vraisemblance, on corrige la densité prédite via la relation (3.9), on a la loi
de densité p(xk|Yk) qui est égale à

1

p(yk|Yk−1)(2π)(d+m)/2
√

detRkdet Pk|k−1

e
− 1

2
[(yk−Hkxk)T R−1

k (yk−Hkxk)+(xk−x̂k|k−1)T P−1
k|k−1

(xk−x̂k|k−1)]

avec la loi de densité p(yk|Yk|k−1) qui est égale à

∫

Rd

1

(2π)(d+m)/2
√

detRk det Pk|k−1

e
− 1

2
[(yk−Hkxk)T R−1

k (yk−Hkxk)+(xk−x̂k|k−1)T P−1
k|k−1

(xk−x̂k|k−1)]

on pose :
x̃k|k−1 = xk − x̂k|k−1 et ǫk = yk −Hkx̂k|k−1

avec ǫk est indépendant de la variable xk
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Annexe B. Les équations du filtre de Kalman à partir des équations du filtre optimal

De (B), on a :

x̃T
k|k−1P

−1
k|k−1x̃k|k−1 + (ǫk −Hkx̃k|k−1)

TR−1(ǫk −Hkx̃k|k−1)

sous forme quadratique, on a

[

x̃k|k−1

ǫk

]T [
I 0

−Hk I

]T
[

P−1
k|k−1 0

0 R−1
k

]

[

I 0
−Hk I

] [

x̃k|k−1

ǫk

]

=

[

x̃k|k−1

ǫk

]T
[

P−1
k|k−1 +HT

k R
−1
k Hk −HT

k R
−1
k

−R−1
k Hk R−1

k

]

[

x̃k|k−1

ǫk

]

Mais

[

P−1
k|k−1 +HT

k R
−1
k Hk −HT

k R
−1
k

−R−1
k H R−1

k

]

=

[

I −Kk

0 I

]T [
P−1

k 0
0 S−1

] [

I −Kk

0 I

]

(B.1)

tel que :
Kk = (P−1

k|k−1 +HT
k R

−1
k Hk)

−1HT
k R

−1
k

P−1
k = P−1

k|k−1 +HT
k R

−1
k Hk

S−1
k = R−1

k −R−1
k Hk(P

−1
k|k−1 +HT

k R
−1
k Hk)

−1HT
k R

−1
k

D’après la formule de l’inversion de la somme matricielle

(A+BCD)−1 = A−1 −A−1B(C +DA−1B)−1DA−1

on ré-écrit les équations précédentes

Pk = Pk|k−1 − Pk|k−1H
T
k (Rk +HkPk|k−1H

T
k )−1HkPk|k−1

Sk = HkPk|k−1H
T
k +Rk

Kk = (Pk|k−1 −Pk|k−1H
T
k (Rk +HkPk|k−1H

T
k )−1HP )HT

k R
−1
k = Pk|k−1H

T
k (Rk +HkPk|k−1H

T
k )−1

de (B) et (B.1), on a

[

x̃k|k−1 −Kkǫk
ǫk

] [

P−1
k 0

0 S−1
k

] [

x̃k|k−1 −Kkǫk
ǫk

]

= (x̃k|k−1 −Kkǫk)
TP−1

k (x̃k|k−1 −Kkǫk) + ǫTk S
−1ǫk

d’un autre côté, les déterminants sont égaux à

1

detRkdetPk|k−1
= detR−1

k detP−1
k|k−1 = det

([

P−1
k|k−1 0

0 R−1
k

])

= det

(

[

I Kk

0 I

]T [
I 0

−Hk I

]T
[

P−1
k|k−1 0

0 R−1
k

]

[

I 0
−Hk I

] [

I Kk

0 I

]

)

= det

([

P−1
k 0

0 S−1
k

])
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= det P−1
k det S−1

k =
1

det Pk det Sk

p(yk|Yk−1) =
1

(2π)m/2
√
det Sk

e−
1
2
ǫT
k S−1

k ǫk

∫

Rd

1

(2π)d/2
√
det Pk

e−
1
2
(x̃k|k−1−Kkǫk)T P−1

k (x̃k|k−1−Kkǫk)dxk

comme
∫

Rd
1

(2π)d/2
√

det Pk
e−

1
2
(x̃k|k−1−Kkǫk)T P−1

k (x̃k|k−1−Kkǫk)dxk est une loi de densité de proba-

bilité, on a alors

∫

Rd

1

(2π)d/2
√
det Pk

e−
1
2
(x̃k|k−1−Kkǫk)T P−1

k (x̃k|k−1−Kkǫk)dxk = 1

d’ou

=
1

(2π)m/2
√
det Sk

e−
1
2
ǫT
k S−1

k ǫk1

p(yk|Yk−1) =
1

(2π)m/2
√
det Sk

e−
1
2
ǫT
k S−1

k ǫk

En remplace (B) dans (B), on a alors

p(xk|Yk) =
1

p(yk|Yk−1)(2π)(d+m)/2
√
det Sk det Pk

e−
1
2
[ǫT

k S−1
k ǫk+(xk−x̂k)T P−1

k (xk−x̂k)]

=
1

(2π)d/2
√
det Pk

e−
1
2
(xk−x̂k)T P−1

k (xk−x̂k)

avec :
x̂k = x̂k|k−1 +Kkǫk

L’étape de prédiction :

On suppose qu’a l’instant t, on a la loi corrigée

p(xk|Yk) =
1

(2π)d/2
√
det Pk

e−
1
2
(xk−x̂k)T P−1

k (xk−x̂k)

La loi de transition est égale à

p(xn+1|xk
) =

1

(2π)d/2
√
detQk

e−
1
2
(xk+1−Fkxk)T Q−1

k (xk+1−Fkxk)

tel que Qk = GkSkG
T
k , de la relation (1.5), on a la loi prédite

p(xk+1|Yk) =

∫

Rd

1

(2π)d/2
√
detQk det Pk

e−
1
2
[(xk+1−Fkxk)T Q−1

k (xk+1−Fkxk)+(xk−x̂k)T P̂−1(xk−x̂k)]dxk

Si on pose

x̃k = xk − x̂k

ξk+1 = xk+1 − Fkx̂k
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x̃T
k P

−1
k x̃k + (ξk+1 − Fkx̃k)

TQ−1
k (ξk+1 − Fkx̃k)

[

x̃k

ξk+1

]T [
I −Lk

0 I

]T
[

θ−1
k 0

0 P−1
k+1|k

]

[

I −Lk

0 I

] [

x̃k

ξk+1

]

avec
θk = Pk − PkF

T
k (Qk + FkPkF

T
k )−1FkPk

Pk+1|k = FkPkF
T
k +Qk

Lk = PkF
T
k (Qk + FkPkF

T
k )−1

p(xk+1|Yk) =
1

(2π)d/2
√

det Pk+1|k
e
− 1

2
ξT
k P−1

k+1|k
ξk

∫

Rd

1

(2π)d/2
√
det θk

e−
1
2
(x̃k−Lkξk+1)T P̂−1(x̃k−Lkξk+1)dxk

=
1

(2π)d/2
√

det Pk+1|k
e
− 1

2
ξT
k P−1

k+1|k
ξk1

1

(2π)d/2
√

det Pk+1|k
e
− 1

2
ξT
k P−1

k+1|k
ξk

avec :

x̂k+1|k = Fkx̂k
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Annexe C

Calcul du facteur de dilatation
optimal h0

Soit la loi de densité Gaussienne φ(m|S) = 1
(2π)d/2

√
det S

e−
1
2
(X−m)T S−1(X−m)

si on dérive φ par rapport au vecteur X, on

∂φ

∂X
=

−1

2(2π)d/2
√
det S

e−
1
2
(X−m)T S−1(X−m)(2S−1(X −m))

Pour le j-ième élément, on a

∂φ

∂Xj
=

−2(S−1
j )T (X −m)

2(2π)d/2
√
det S

e−
1
2
(X−m)T S−1(X−m)

=
−(S−1

j )T (X −m)

(2π)d/2
√
det S

e−
1
2
(X−m)T S−1(X−m) (C.1)

tel que S−1
j est la j-ième colonne.

∂2φ

∂X2
j

=
−[(S−1

j )T (X −m)(S−1
j )T (X −m)]

(2π)d/2
√
det S

e−
1
2
(X−m)T S−1(X−m)−

−S−1
jj

(2π)d/2
√
det S

e−
1
2
(X−m)T S−1(X−m)

=
−1

2(2π)d/2
√
det S

e−
1
2
(X−m)T S−1(X−m)

tel que Sjj est le j-ième élément de la matrice S.
on a

=
−1

(2π)d/2
√
det S

e−
1
2
(X−m)T S−1(X−m)([(S−1

j )T (X −m)]2 − S−1
jj )

∑

j

∂2φ

∂X2
j

=
1

(2π)d/2
√
det S

e−
1
2
(X−m)T S−1(X−m)(

∑

j

[(S−1
j )T (X −m)]2 − trace(S−1))

(∇2φ)2 =
1

((2π)d/2
√
det S)2

e−(X−m)T S−1(X−m)(
∑

j

[(S−1
j )T (X −m)]2 − trace(S−1))2 (C.2)
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Dans le cas où φ ∼ N(0, Id),

∫

(∇2φ)2 =
1

((2π)d/2
√
det S)2

∫

e−2 1
2
XT S−1X(

∑

j

X2
j − d)2dX

si on pose Y =
√

2X, on X = 1
2Y , le jacobien est égale à | d X

d Y | = (
√

2)−d.
On a alors

1

(2π)d/2)2
(
√

2)−d

∫

e−
1
2
Y T Y (

1

2

∑

j

y2
j − d)2dY

(
√

2)−d

((2π)d/2)2

∫

e−
1
2
Y T Y (

1

2

∑

j

y2
j − d)2dY

(
√

2)−d

(2π)d/2
E[(

1

2

∑

j

Y 2
j − d)2]

On a

E[(
1

4

∑

j

Y 2
j − d)2] = E[

1

4
(
∑

j

Y 2
j )2 − d

∑

j

Y 2
j + d2]

=
1

4
E[(
∑

j

Y 2
j )2] − dE[

∑

j

Y 2
j ] + d2

on calcule

E[(
∑

j

Y 2
j )2] = E[

∑

i

∑

j

Y 2
i Y

2
j ]

=
∑

i,ji6=j

E[Y 2
i ]E[Y 2

j ] +
∑

i

E[Y 4
i ]

=
∑

i,ji6=j

1 + 3
∑

i

1 = d2 − d+ 3d = d2 + 2d

d’où, on a

∫

(∇2φ)2 = (2
√
π)−d[

d2

4
+
d

2
]

Dans le cas général, à partir de l’équation (C.2), on a

(∇2φ)2 =
1

((2π)d/2
√
det S)2

e−(X−m)T S−1(X−m)((X −m)TS−2(X −m) − trace(S−1))2

car

∑

j

[(S−1
j )T (X −m)]2 = (X −m)TS−1(X −m)

on a aussi

E[(X −m)TS−1(X −m)] = trace[S−2
E[(X −m)(X −m)T ]] = trace(S−1)
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(∇2φ)2 =
1

((2π)d/2
√
det S)2

e−(X−m)T S−1(X−m)((X −m)TS−1(X −m) − trace(S−1))2

si on pose Y −m =
√

2(X −m), on a

∫

(∇2φ)2dX =
1

((2π)d/2
√
det S)2(

√
2)d

∫

e−
1
2
(Y −m)T S−1 1

2
(Y −m)(

1

2
(Y−m)TS−2(Y−m)−trace(S−1))2dY

∫

(∇2φ)2dX =
1

(2π)d/2
√
det S(

√
2)d

E[
1

2
(X −m)TS−2(X −m) − trace(S−1)]2

∫

(∇2φ)2dX =
1

(2π)d/2
√
det S)(

√
2)d

1

4
E[((X −m)TS−2(X −m))2]

∫

(∇2φ)2dX =
1

πd/2
√
det S 2d+2

E[((X −m)TS−2(X −m))2]

on a E[(X −m)TS−2(X −m)]2, si on pose Y = S−1(X −m) et Ω = S−1.

E[Y TY Y TY ] = E(
∑

i,j

Y 2
i Y

2
j +

∑

i

Y 4
i ) =

∑

(i,j)i6=j

(ΩiiΩjj + 2Ω2
ij + 3

∑

i

Ω2
ii)

à l’aide des cumulants, on calcule

E(Y k
i Y

l
j ) = (−i)r ∂

rΦ(ωi, ωj)

∂ωk
i ∂ω

l
j

|ωi=ωj=0

où Φ(ωi, ωj) est la fonction caractéristique de la gaussienne φ(.|S) et r = k + l, après calcul, on
obtient

∑

(i,j)i6=j

(ΩiiΩjj + 2Ω2
ij) + 3

∑

i

Ω2
ii = (trace(Ω))2 + 2 ‖ Ω ‖2

∫

(∇2φ)2dX =
1

πd/2
√
det S2d+2

[
∑

(i,j)i6=j

(ΩiiΩjj + 2Ω2
ij) + 3

∑

i

Ω2
ii]

Pour φ ∼ N(0, Id), on a le facteur de dilatation optimal h0 = A(K)N− 1
d+4 voir (2.40), avec

A(K) = [dβα−2

∫

(∇2φ)2
−1

]
1

d+4

Avec

{

α =
∫

t2K(t)dt
β =

∫

K2(t)dt

dans notre cas K(t) = φ(t), on a alors

α =

∫

t2φ(t)dt = Id;

et
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β =

∫

φ2(t)dt =

∫

1

(2π)d
e−tT tdt

si on pose t = 1√
2
t′, on a le Jacobien qui est égale dt =

√
2
−d
dt′.

(
√

2)−d

(2π)d/2

1

(2π)d/2

∫

e−
1
2
t′T t′dt′

(
√

2)−d

(2π)d/2
=

1

(2
√
π)d

β =
1

(2
√
π)d

comme A(K) voir [62],

A(K)d+4 = dα−2β(

∫

(∇2φ)2)−1

on remplace

A(K)d+4 = dId
1

(2
√
π)d

((2
√
π)−d[

d2

4
+
d

2
])−1

A(K)d+4 = (
4

d+ 2
)

d’ou on a

hd+4
0 = (

4

(d+ 2)N
)

h0 = (
4

(d+ 2)N
)1/(d+4)

Dans le cas général,

A(K)d+4 = dα−2β

√
det S 2d+2 πd/2

(trace(S−1)2 + 2 ‖ S−1 ‖2)
on a

dβα−2 =
4

d+ 2
(2
√
π)−d(

d

2
+

1

4
d2)

A(K)d+4 =
4

d+ 2
(2
√
π)−d(

d

2
+

1

4
d2))

√
det S2d+2πd/2

(trace(S−1)2 + 2 ‖ S−1 ‖2)

A(K)d+4 =
4d

√
det S

(trace(S−1)2 + 2 ‖ S−1 ‖2)

d’ou

h0 = (
4d

√
det S

(trace(S−1)2 + 2 ‖ S−1 ‖2))
)1/(d+4)N−1/(d+4)

pour S = Id, on retrouve bien

h0 = (
4d

(d2 + 2d)N
)1/(d+4) = (

4

(d+ 2)N
)1/(d+4)
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Annexe D

Une autre application du KPKF :
le pistage

D.1 Introduction

Le pistage consiste à estimer les paramètres cinématiques d’un engin (position, vitesse,...) à
partir de mesures bruitées issues de capteurs comme le radar ou le sonar. Le modèle dynamique
de la cible est souvent linéaire :

Xk = FkXk−1 +Wk (D.1)

en revanche, l’équation d’observation est non-linéaire et dépend du capteur utilisé (mesure de
distance, d’angle ou de Doppler).

Yk = hk(Xk) + Vk (D.2)

hk est une fonction non-linéaire de Xk. Wk et Vk sont des bruits blancs gaussiens. On retrouve
exactement l’énoncé d’un problème de filtrage classique. Classiquement, le pistage se fait après
détection : les plots traités sont les mesures dont l’énergie dépasse un certain seuil. Un plot sera
issu de la cible pistée ou sera une fausse alarme due au bruit thermique. Dans ce contexte, les
techniques utilisées appartiennent à la famille des filtres de Kalman :
PDAF (Probability Data Association Filter), JPDAF (Joint Probabilistic Data Association Fil-
ter) [4]. Ces techniques sont sous-optimales car elles supposent la densité conditionnelle monomo-
dale. Des améliorations ont été apportées en utilisant le filtrage particulaire dans ce contexte [29].

D.2 Formulation de la détection avant le pistage ☎ Track-Before-
Detect ✆ (TBD)

Une autre approche théoriquement plus efficace consiste à pister sans détection préalable :
TBD (Track-before-Detect) [57, 58]. L’objectif essentiel du TBD est la détermination de la trajec-
toire la plus probable de la cible à partir, par exemple, de séquences d’images bi-dimensionnelles.
Le problème considéré ici consiste à pister une cible qui se déplace à une vitesse constante sur le
plan (XY). Le capteur fournit une image bi-dimensionnelle (frame) de résolution n×m pixels.
Les pixels sont de dimension ∆x × ∆y. A chaque instant k, on mesure l’intensité zk(i, j) de
chaque pixel suivant le modèle :
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zk(i, j) =

{

h
(i,j)
k (xk) + Vk(i, j) cible présente

Vk(i, j) cible absente
(D.3)

où h
(i,j)
k est le niveau d’intensité du pixel (i, j) (i = 1, ...n j = 1, ..,m) due à la cible et Vk

est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance σ2. On suppose que les mesures
d’intensité sont indépendantes entre les pixels et entre les images. L’intensité du pixel (i, j) due
à la contribution de la cible est donnée par la formule suivante [57] :

h
(i,j)
k (xk) ≈

∆x∆yIk
2πΣ2

exp{−(i∆x − xk)
2 + (j∆y − yk)

2

2Σ2
}

qui est une loi de densité gaussienne bi-dimensionnelle. Ainsi à chaque instant k, on a une matrice
de mesures de dimension n×m :

Zk = {zk(i, j) : i = 1, ..., n; j = 1, ...,m} (D.4)

On suppose que la cible suit un mouvement rectiligne uniforme dans un plan (XY), modélisé
par l’équation (D.1) avec :

Fk =













1 T 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 1 T 0
0 0 0 1 0
0 0 0 0 1













et
Xk = [xk ẋk yk ẏk Ik]

où (x, y), (ẋ, ẏ) et Ik sont respectivement la position, la vitesse et l’intensité de la cible. Wk est
un bruit blanc gaussien.

D.3 Simulations

Nous comparons les performances du KPKF aux performances d’un filtre particulaire clas-
sique (FP) sur le problème du TBD. Les résultats obtenus sont présentés sur les figures (D.1) à
(D.6) avec la borne de Cramér-Rao (PCRB).

Conditions de simulation :
Nous avons pris les mêmes conditions de simulation de Ristic [57] : 30 images de taille n = m =
20, ∆x = ∆y = 1, T = 1 s, σ = 3. Le rapport signal/bruit initial vaut

SNR = 10 log[
I∆x∆y/2πΣ2

σ
]2 = 6.7db

avec l’intensité initiale I = 20 et Σ = 0.7. Le vecteur initial X0 est pris comme suit : X0 =
[4.2 unités 0.45 unités/s 7.2 unités 0.25 unités/s 20] où unit est homogène à une distance. 100
tirages Monte Carlo ont été effectués pour les 2 filtres. A temps de calcul égal, le FP fonctionne
avec 5000 particules, tandis que le KPKF utilise 1500 particules.
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Fig. D.1 – Dans le plan image : trajectoires vraie, estimée par le KPKF, et estimée par le FP

D.4 Résultats et conclusion

Le KPKF fournit une estimation plus précise du vecteur d’état que le PF. L’erreur du KPKF
tend rapidement vers la PCRB. Sur 100 tirages Monte Carlo le KPKF n’a donné aucune diver-
gence alors que le PF a divergé 3 fois.

Le KPKF s’adapte bien à d’autres problèmes que le recalage altimétrique.
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Fig. D.2 – Erreurs de position en x
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Fig. D.3 – Erreurs de position en y
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Annexe E

Définition de l’erreur de position
dans le repère TGL

On considère le repère géocentrique X,Y, Z lié à la terre. Dans ce repère les coordonnées
cartésiennes de position du mobile sont les suivantes :







X = (Rφ + ph) cos(pλ) cos(pφ)
Y = (Rφ + ph) cos(pλ) sin(pφ)
Z = Rλ + ph

avec Rφ = a√
1−e2 sin2(pλ)

et Rλ = Rφ(1 − e2).

La vitesse de déplacement par rapport à la terre s’écrit par définition :











VX = [
d Rφ

d pλ
cos(pλ) − (Rφ + ph) sin(pλ)] cos(pφ)ṗλ − (Rφ + ph) cos(pλ) sin(pφ)ṗφ + cos(pλ) cos(pφ)ṗh

VY = [
d Rφ

d pλ cos(pλ) − (Rφ + ph) sin(pλ)] sin(pφ)ṗλ + (Rφ + ph) cos(pλ) cos(pφ)ṗφ + cos(pλ) sin(pφ)ṗh

VZ = [d Rλ
d pλ

sin(pλ) + (Rλ + ph) cos(pλ)]ṗλ + sin(pλ)ṗh

où ṗλ, ṗφ et ṗh désignent les dérivées par rapport au temps des coordonnées géographiques. Les
composantes ce cette vitesse dans le repère TGL s’obtiennent par projection :





VN

VE

VD



 = [B]





VX

VY

VZ





soit en tenant compte des coefficients de la matrice [B] :











VN = [(d Rλ
d pλ

− d Rφ

d pλ
) sin(pλ) cos(pλ) + (Rφ + ph) sin2(pλ) + (Rλ + ph) cos2(pλ)]ṗλ

VE = (Rφ + ph) cos(pλ)ṗφ

VD = [(Rφ −Rλ) sin(pλ) cos(pλ) − d Rφ

d pλ
cos2(pλ) − d Rλ

d pλ
sin2(pλ)]ṗλ − ṗh

En calculant les dérivées de Rφ et de Rλ par rapport à la latitude pλ, il vient :

{

(d Rλ
d pλ

− d Rφ

d pλ
) sin(pλ) cos(pφ) +Rφ sin2(pλ) +Rλ cos2(pλ) = Rφ

1−e2

1−e2 sin2(pλ)

(Rφ −Rλ) sin(pλ) cos(pφ) − d Rφ

d pλ
cos2(pλ) − d Rλ

d pλ
sin2(pλ) = 0
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de sorte que les composantes de la vitesse dans le repère TGL sont les suivantes :







VN = (Rλ + ph)ṗλ

VE = (Rφ + ph) cos(pλ)ṗφ

VD = −ṗh

L’erreur de position de l’engin dans le repère géocentrique est représentée par un vecteur de
composantes δX, δY , δZ. Ce vecteur s’obtient en différentiant les composantes X, Y , Z par
rapport aux coordonnées pλ, pφ et ph. En projetant ces composantes dans le repère TGL, on
obtient, par une stricte analogie avec les calculs effectués pour la vitesse, les résultats suivants :







δXN = (Rλ + ph)δpλ

δXE = (Rφ + ph) cos(pλ)δpφ

δXD = −δph

Expression du vecteur δθ ∧ V :
Compte tenu de δθT = (cos(pλ)δpλ, −δpλ, − sin(pλ)δpφ) on a :

δθ ∧ V =







(Rφ + ph) sin(pλ) cos(pλ)ṗφδpφ + δpλṗh

−(Rλ + ph) sin(pλ)ṗλδpφ + cos(pλ)ṗhδpφ

(Rλ + ph)ṗλδpλ + (Rφ + ph) cos2(pλ)ṗφδpφ

Expression du vecteur ρ ∧ δX :
Compte tenu de ρT = (ṗφ cos(pλ), ṗλ, −ṗφ sin(pλ)), il vient aussi :

ρ ∧ δX =







(Rφ + ph) sin(pλ) cos(pλ)ṗφδpφ + ṗλδph

−(Rλ + ph) sin(pλ)ṗλδpφ + cos(pλ)δphṗφ

(Rλ + ph)δpλṗλ + (Rφ + ph) cos2(pλ)δpφδpφ

Expression du vecteur δθ ∧ V − ρ ∧ δX :
En effectuant la différence entre les deux vecteurs précédents on obtient :

δθ ∧ V − ρ ∧ δX =







ṗhδpλ − ṗλδph

−(Rλ + ph) sin(pλ)(ṗλδpφ − ṗφδpλ) + cos(pλ)(ṗhδpφ − ṗφδph)
0
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Relation entre δρ, δωie et δθ

En différentiant les composantes de ρ indiquées par la formule (4.6), on obtient :

δρ =







−ṗφ sin(pλ)δpλ + cos(pλ)δṗφ

−δṗλ

−ṗφ cos pλδpλ − sin(pλ)δṗφ

De même en dérivant les composantes de δθ indiquées en (4.34), il vient :

δθ =







− sin(pλ)ṗλδpφ + cos(pλ)δṗφ

−δṗλ

− cos(pλ)ṗλδpφ − sin(pλ)δṗφ

Le produit vectoriel entre rho et δθ a pour composantes :

ρ ∧ δθ =







sin(pλ)ṗλδpφ − ṗφ sin(pλ)δpλ

0
cos(pλ)ṗλδpφ − ṗφ cos(pλ)δpλ

On en déduit l’égalité vectorielle suivante :

δρ = δθ̇ + ρ ∧ δθ

En ce qui concerne la vitesse de rotation de la terre, on obtient de même en différentiant les
composante de ωie indiquées en (4.8) :

δωie =







−ω0 sin(pλ)δpλ

0
−ω0 cos(pλ)δpλ

On en déduit directement l’égalité vectorielle :

δωie = ωie ∧ δθ
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[63] Tichavský, P., Muravchik, C. H., and Nehorai, A., “Posterior Cramér-Rao bounds
for discrete-time nonlinear filtering,” IEEE transactions on signal processing, vol. 46, no. 5,
pp. 1386–1396, 1998.

[64] Webber, W. F., On the statistical analysis of random surfaces. Ph. D. Thesis, Southern
Methodist University, Texas, U.S, Apr. 1971.

[65] Whittle, P., “On stationary processes in the plane,” Biometrika, vol. 41, pp. 434–449,
1954.

[66] Wiener, N., Extrapolation, Interpolation and Smoothing of Stationnary Time Series. The
M.I.T Press, Cambridge, Massachusetts, 1966.

166


