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<& Ma mort est sans importance |[...]. Lorsqu’'on meurt et qu’on laisse une oeuvre aprés soi,
on ne meurt pas complétement |[...]. L'oeuvre de chaque individu apporte sa contribution a
I'ensemble et devient ainsi une partie immortelle du tout. Cette totalité des vies humaines
passées, présentes et a venir constitue une tapisserie qui existe maintenant depuis des
dizaines de milliers d’années, qui est devenue plus élaborée et, dans |'ensemble, plus belle au
cours de tout ce temps. [...|. Une vie individuelle est un fil de la tapisserie et qu'est-ce qu'un
fil en comparaison de I'ensemble 7 >
[Isaac Asimov]|
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Glossaire-Notations

Partie filtrage non-linéaire :

x ~ f:x est distribué suivant la densité f

f o< g : fest proportionnel & g

det P : déterminant de la matrice P

k : le temps discrétisé

r1.% = (z0, 21, ..., 1) 7 : trajectoire du processus

Y1 = (Y1, .-, yr)? : vecteur de mesures jusqu’a l'instant k

pr = p(Tk|y1.x) : densité conditionnelle

Prjk—1 = P(Tx|y1:k—1) : densité prédite

< f.9>= [ f(@)g(x)da

¢(.|P) : densité gaussienne de matrice de covariance P

=3V 0!, cov(ztu?) = SN, Wiz — z) (2 — z)T

N : le nombre de particules

w' : poids des particules z’

|.| : partie entiere

E,[.] : 'espérance par rapport a la densité p

vary{.} : variance par rapport a la densité p

Ppjx—1 : matrice de covariance de I'état prédit Zp_;

Py : matrice de covariance de I'état corrigé

Q) : matrice de covariance du bruit dynamique

Ry, : matrice de covariance du bruit de mesure

¢(m|P) : densité Gaussienne de moyenne m et de matrice de covariance P
U(a,b) : loi de probabilité uniforme sur l'intervalle [a, b]

h : facteur de dilatation du noyau

q(z) : densité d’importance

(K *p)(z) = [ K(xz — u)p(u)du : produit de convolution entre les densités K et p
I(z) = f0+oo e t*=1dt : la fonction gamma.

Ent : indicateur de ré-échantillonnage entropique

Th : seuil de ré-échantillonnage entropique

Si P est une matrice de covariance : P > 0; P est semi-définie positive

Partie navigation inertielle :
[Rp2p] : matrice de rotation définie du repere (n) vers le repere (b)
py : latitude géographique
Py : longitude
pp, : Paltitude
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Glossaire-Notations

X : rayon vecteur joignant le centre de la terre a la position occupée par I'aéronef
V . vitesse de déplacement de I'aéronef par rapport a la terre
Ym : forces non-gravitationnelles mesurées par les accélérometres
wm, © vitesses angulaires mesurées par les gyrometres

1 : angle de lacet

0 : I’angle de tangage

@ : 'angle de roulis

® : Dattraction de la pesanteur

Wie @ vecteur de rotation de la terre exprimé dans le repere TGL
c : demi grand axe de l’ellipsoide terrestre

b : demi petit axe de 'ellipsoide terrestre

e : I'excentricité

fap : Paplatissement

R) : rayon de courbure de la terre dans le plan méridien

R : grande normale de ’ellipsoide

p : vitesse de rotation du TGL par rapport au repere terrestre
0X : lerreur de position

0V : Perreur de vitesse

OV : erreur d’attitude

bq : biais accélérométrique

by : biais gyrométrique

60 : vecteur d’erreur d’orientation du TGL

€q : Verreur de mesure des accélérometres

gg : erreur de mesure des gyrometres

a : rayon terrestre

Ji11 : matrice d’information de Fisher

PCRB : la borne de Cramér-Rao a posteriori

V : Vopérateur gradient

op : I'écart-type de la variation de la pente

or : I'écart-type de la variation d’attitude

X7 : longueur de correlation du terrain

f : facteur de dureté de terrain

At : pas de discrétisation

harnt() : fonction de profil de terrain représenté par le MNT embarqué

Abréviations :

FP : Filtre Particulaire

FNL : Filtrage Non Linéaire

MISE : Mean Integrated Square Error
MSE : Mean Square Error

MC : Monte Carlo

UKF : Unscented Kalman Filter

PCRB : Posterior Cramér-Rao Bound
EKF : Extended Kalman Filter

SIR : Sampling Importance Resampling
SIS : Sequential Importance Sampling
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RPF : Regularized Particle Filter

L2RPF : Local Rejection Regularized Particle Filter
KPKF : Kalman-Particle Kernel Filter

RBPF : Rao-Blackwellised Particle Filter

iid : indépendantes identiquement distribuées

GPS : Global Positioning System

RMSE : Root Mean Square Error

TBD : Track-Before-Detect

PDAF : Probability Data Association Filter

JPDAF : Joint Probabilistic Data Association Filter
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Introduction Générale

Considérons un systeme dynamique c’est-a-dire un systéme d’équations différentielles qui
régit I’évolution (déterministe ou stochastique) d’un état inconnu au cours du temps. L’état
peut représenter par exemple les parametres cinématiques d’un mobile quelconque (position,
vitesse, accélération) ou peut représenter le prix d’une marchandise. L’observateur dispose de
mesures partielles entachées d’erreurs (mesures indirectes d’une partie du vecteur d’état) comme
des mesures de distance ou d’angle. Le filtrage consiste a restituer I’état a partir de ces mesures.
Notons qu'’il peut s’appliquer dans de nombreux domaines comme le pistage (estimation d’une
trajectoire d’un véhicule [58]), le suivi de contours d’images [9], etc. La dimension du vecteur
d’état peut étre faible (4 en trajectographie dans le plan) ou tres grande (plusieurs millions en
océanographie [48]). On est conduit & construire un filtre qui fournit une estimation de 1’état
a chaque instant a partir des mesures récoltées. Ce filtre doit pouvoir étre implanté dans un
ordinateur. Le temps de son exécution doit étre raisonnable (temps réel pour un grand nombre
d’applications) et la mémoire requise limitée. Les filtres récursifs sont alors préférés. En effet,
pour ces filtres, le calcul de ’estimée a I'instant courant ne dépend que de I’observation courante
et de 'estimée a l'instant précedent.

Au début des années 1940, et dans le cadre de tres gros efforts de recherche militaires menés
au MIT, N. Wiener s’intéressa au probleme de filtrage et donna naissance au premier filtre qui
porte son nom « Filtre de Wiener». En 1961, Kalman et Bucy [33, 34] ont introduit un filtre qui
enrichit le filtre de Wiener sur deux points essentiels :

— le filtre est récursif.

— le filtre peut étre appliqué a des systémes décrits par des modeles variant avec le temps

(processus non stationnaires).

Le filtre de Kalman a été développé pour les modeles linéaires gaussiens. L’hypothese des
bruits gaussiens n’est pas essentielle pour le fonctionnement du filtre de Kalman. D’une fagon
générale, le probleme du filtrage non linéaire n’admet pas de solution de dimension finie [14]. Dans
la plupart des cas non linéaires, on utilise des versions du filtre de Kalman-Bucy dit «étendu»
(Extended Kalman Filter) qui linéarise le modele dynamique autour d’une solution approchée. Le
filtre de Kalman approche la densité de I’état sachant I’observation (densité conditionnelle) par
une densité gaussienne, déterminée par sa moyenne et sa matrice de covariance. La non-linéarité
du modele peut entrainer la multi-modalité de la loi conditionnelle de 1’état, et ainsi rend le filtre
de Kalman inadapté. Lorsque le systéme est fortement non linéaire le filtre de Kalman étendu
peut diverger.

D’une maniere générale la densité conditionnelle est décrite par des équations différentielles
(les équations de Fokker-Planck) [47, 31]. L’évolution de la densité conditionnelle est régie par
des équations faisant intervenir des intégrales multi-dimensionnelles. Pour évaluer cette densité
conditionnelle des méthodes de maillage ont été développées. Lorsque la dimension de 1’état est
grande (> 3), ces méthodes sont trop lourdes en temps de calcul.
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Introduction Générale

Au début des années 90, les méthodes de Monte Carlo sont proposées pour résoudre le filtrage
non linéaire. Contrairement aux méthodes de maillage, ces méthodes, basées sur la loi des grands
nombres, ont des performances peu sensibles a la dimension de 'espace d’état. Ainsi, méme en
grande dimension les méthodes Monte Carlo peuvent estimer la densité conditionnelle en temps
réel.

Les méthodes particulaires sont une version séquentielle des méthodes de Monte Carlo pour
résoudre le filtrage. Elles ont été introduites par Del Moral, Rigal, Salut [41], Gordon, Salmond
et Smith [26]. Elles proposent de représenter la loi conditionnelle de I’état par un nombre fini de
masses de Dirac pondérées. Un ensemble de points appelés « particules» est géneré, chacune de
ces particules représente un état probable du systéme. Les coefficients de pondération (poids)
sur chaque particule sont une mesure du degré de confiance que I'on peut avoir en ces dernieres
pour représenter effectivement 1’état. Les particules évoluent suivant I’équation d’état du systeme
(étape de prediction) et les poids sont ajustés en fonction des observations (étape de correction).

Cependant, le filtre particulaire ainsi décrit a un défaut majeur : les poids des particules
ont tendance a dégénérer de sorte que, apres un certain nombre de mesures, la plupart des
particules ont un poids négligeable. Ce phénomene est connu sous le nom de «dégénérescence
des poids». Le systeme de particules est appauvri et donc ne peut plus représenter correctement
la densité conditionnelle. Le filtre diverge. Pour éviter ce phénomene, une nouvelle étape dite de
ré-échantillonnage a été introduite. Celle-ci conduit a dupliquer les particules de poids fort et a
éliminer les particules de poids faible.

De nombreuses versions de filtres particulaires ont été proposées dans la littérature comme :
Sampling Importance Resampling filter (SIR) proposé par Gordon [26], Auxilary Particle Filter
proposé par Pitt et Sheppard [52], Kernel Filter proposé par Hiirzeler et Kiinsch [30], Regularized
Particle Filter (RPF) développé par Musso et Oudjane [42]. Certains de ces filtres sont adaptés
a des applications particulieres comme le Second Order Exact Ensemble Kalman Filter (EnKF)
proposé par Pham [48] appliqué & l'océanographie ou le Rao Blackwellisation Particle Filter
(RBPF) par Nordlund [44] appliqué a l'altimétrie.

Cependant, malgré ces améliorations on observe parfois la divergence de ces filtres parti-
culaires. Ces problemes sont diis aux approximations Monte Carlo en cascade aussi bien dans
I’évaluation des intégrales que dans I’étape de ré-échantillonnage.

Dans ce document, nous proposons un nouveau filtre appelé filtre de Kalman-particulaire
a noyaux (Kalman-Particle Kernel Filter) [49, 50, 17]. Ce nouveau filtre se place dans le cadre
des filtres particulaires régularisés en introduisant une étape de linéarisation permettant ’em-
ploi local d’un filtre de Kalman. Les filtres particulaires régularisés apportent une meilleure
robustesse. En effet, 'approximation de la densité conditionnelle par une somme de Dirac est
remplacée par une loi continue composée par un mélange de noyaux [62]. Le KPKF approche la
loi conditionnelle par un mélange de lois gaussiennes de petites matrices de covariance. L’utili-
sation d’un filtre de Kalman autour de chaque particule permet alors de diminuer la variance de
I'approximation Monte Carlo. De plus, pour préserver la structure précédente du mélange, nous
proposons une méthode adaptée de ré-échantillonnage (total, partiel). Ce type de filtre nécessite
moins de particules et présente moins de risques de dégénérescence.

Le KPKF est appliqué au probléeme de recalage de navigation inertielle par des mesures al-
timétriques. L’aéronef est muni d’une centrale inertielle (INS) composée par 3 accélérometres
et 3 gyrometres. En intégrant les mesures délivrées par la centrale inertielle, on peut estimer
la position, la vitesse et 'attitude de ’aéronef. Cependant, pour estimer ces parametres avec
une précision suffisante, ’aéronef doit recaler régulierement sa navigation inertielle a ’aide de
mesures extérieures. En effet, la centrale inertielle fournit des mesures de navigation qui dé-
rivent a long terme. Les mesures extérieures considérées dans ce document sont des mesures



radio-altimétriques. A chaque instant, ’aéronef mesure sa hauteur par rapport au sol. L’altimé-
trie consiste & comparer ces mesures de hauteur a celles obtenues avec un modele numérique de
terrain (MNT) embarqué et d’une trajectoire candidate. Si I'information altimétrique est assez
riche, ’aéronef peut théoriquement en déduire sa position et sa vitesse. Dans cette these, ’alti-
métrie est utilisée pour recaler la centrale inertielle. L’utilisation du filtrage particulaire dans ce
contexte a été introduite par Bergman [6]. Le filtrage particulaire est bien adapté a ce contexte
en effet :

— I’équation d’observation qui relie & chaque instant, la mesure de hauteur délivrée par le
capteur a I’état du systeme est fortement non-linéaire.

— étant donnée 'ambiguité du terrain, plusieurs trajectoires de ’aéronef peuvent donner les
mémes profils de hauteur pendant un certain nombre de mesures. Ceci se traduit par la
multimodalité de la densité conditionnelle. Le filtre de Kalman étendu (EKF) est donc
inadapté.

— la dimension de l'espace d’état a estimer est grande (15), ce qui exclut I'utilisation des
méthodes de maillage.

Le mémoire s’organise de la facon suivante :

Dans le Chapitre 1, on présente le probleme du filtrage non-linéaire (FNL). On rappelle
aussi les différentes méthodes analytiques (filtre de Kalman-Bucy, filtre de Kalman étendu, ...)
et numériques (méthodes de maillages) classiquement utilisées dans le filtrage. Nous montrons
les limites de ces méthodes de résolution.

Dans le Chapitre 2, on compare certaines méthodes de Monte Carlo appliquées dans le filtrage
non-linéaire. La liste de ces méthodes n’est pas exhaustive. Nous montrons certaines faiblesses
des méthodes particulaires classiques. Nous présentons le filtre particulaire régularisé (RPF) qui
sert de cadre au KPKF.

Dans le Chapitre 3, nous présentons un nouveau filtre particulaire de type hybride (filtre
particulaire combiné avec le filtre de Kalman étendu) appelé KPKF. Nous présentons aussi plu-
sieurs variantes de ré-échantillonnage associées au KPKF.

Dans le Chapitre 4, nous abordons la problématique du recalage de centrales inertielles par
radio-altimétrie. Nous commencons par décrire le principe de la centrale inertielle et la modéli-
sation des mesures inertielles. Nous présentons une formulation originale des équations d’erreurs
inertielles qui relient les erreurs de capteur de la centrale inertielle aux erreurs des parametres
cinématiques (position, vitesse et angles d’attitude).

Dans le Chapitre 5, nous présentons des criteres de qualité de terrain qui déterminent les
performances de 'altimétrie. Le critere empirique de dureté de terrain est comparé avec la borne
de Cramér-Rao (PCRB). La PCRB est un outil essentiel pour 2 raisons :

— elle permet d’évaluer les performances de précision de tout filtre non-linéaire.

— elle reflete la quantité d’information contenue dans le terrain et dans la centrale inertielle

pour la navigation.

Dans le Chapitre 6, nous présentons les simulations du KPKF pour le probleme du recalage
altimétrique. Les données en entrée des simulations sont conformes a des situations réalistes
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Introduction Générale

(modele d’erreurs inertielles, MNT). Nous comparons le KPKF avec le RPF et le RBPF. Les
simulations montrent un meilleur comportement du KPKF pour un cotit de calcul identique.



Chapitre 1

Le filtrage : Méthodes Analytiques
et Numériques

1.1 Introduction

Dans ce chapitre, nous commencons par exposer le probleme du filtrage dans le cas général.
Les différentes approches classiques utilisées pour résoudre ce probleme sont décrites. Deux
grandes classes de méthodes sont présentées : les méthodes analytiques, comme le célebre filtre
de Kalman et les méthodes numériques comme les méthodes de maillage. Nous montrons les
limites et faiblesses de ces méthodes.

En 1949, N. Wiener pose explicitement le probleme du filtrage d’un signal stochastique. Il
propose une méthode originale, qui se base sur des filtres linéaires minimisant une intégrale
du carré de l'erreur entre le signal utile et le signal estimée [66]. A. N. Kolmogorov obtient
indépendamment les mémes résultats.

1.2 Le probleme du filtrage

Le probleme du filtrage consiste a determiner des estimateurs des variables d’un systeme
dynamique (variables d’états) sujet a des perturbations et observées partiellement. La modéli-
sation de I’évolution dans le temps des états (z;);>p du systeme considéré s’écrit alors sous la
forme d’une partie d’évolution déterministe et d’une partie stochastique,

t
xt:x0+/ f(37$57ws)d37 (1'1)
0

ou xg est de loi donnée, f est une fonction déterministe caractérisant la dynamique et (w¢)e>o
est un processus de Wiener standard modélisant les perturbations aléatoires de la dynamique et
notre méconnaissance du modele. Le processus x, (1.1) est un processus Markovien, on désigne
par Q. son noyau de transition. Dans le but de déterminer I’état du systéeme, on est amené a
construire une équation d’observation qui relie a des instants k ’observation y; a I’état courant
x. Ces mesures sont entachées d’erreurs dues a I'imperfection du capteur de mesure. La suite
des observations (yx)x>0 est modélisée par I’équation suivante,

Uk = he(xr) + vy, (1.2)

ou hy, est la fonction d’observation connue et (vg)r>o une suite de variables aléatoires (v. a.) de
statistique connue modélisant I'imperfection des observations. On cherche a determiner 1’état du
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systeme xj a partir d’observations bruitées (yi, ..., yn). Suivant la valeur de n, on distingue :

— si n > k, il s’agit d’un probleme de lissage,
— si n =k, il s’agit d’un probleme de filtrage,
— si n < k, il s’agit d’un probleme de prédiction,

Les hypotheses classiques du filtrage non-linéaire sont :
— les observations {y, k > 1} sont mutuellement indépendantes, conditionnellement a {x, k >
0}.
— le processus d’état xj est Markovien et le bruit de mesure vy est une séquence de variables
aléatoires indépendantes identiquement distribuées (iid), indépendant du processus zy.
— xg, I’état initial de densité pg est supposé de densité connue et indépendant de vy et de
Wi .-
On cherche a minimiser la variance de lerreur de filtrage. Ainsi, si &; désigne un estimateur de
I’état xy, celui-ci sera optimal s’il minimise ’erreur moyenne quadratique :

El||zx — #x?]

Partant de ’hypothese que seules informations dont on dispose sur le systeme sont les mesures
Y1,k = Y1, ---» Yk, 'espérance conditionnelle donnée par,

tr = Elzg | Y1, -5 Ya] (1.3)

donne l'estimateur non biaisé de variance minimale. Dans le cas ou la loi conditionnelle de xj
sachant les observations (y1, ..., yx) est multimodale, il peut étre souhaitable de prendre comme
estimateur le maximum a posteriori,

T = ArgMazy, [p(wy | y1s -, Yi)] (1.4)

1.2.1 le filtrage optimal

Le filtrage optimal consiste a calculer la densité conditionnelle p, de 1’état xj, sachant les
observations y1.x = (1, ..., Yx) jusqu’a U'instant courant k,

pr(dz) = Plzy € dzlyr.i.

La suite des lois de probabilités conditionnelles (py)i>0, est appelée filtre optimal. On pratique,

on souhaite obtenir un algorithme récursif de pp. Le calcul de p; ne doit étre fonction que
de la derniere observation y; et de la loi conditionnelle précédente pg_1. Le calcul effectif du
filtre optimal est un probleme tres délicat, par contre son formalisme mathématique est aisé.
Le passage entre py_1 a py fait intervenir la loi conditionnelle de py 1 de P'état xj sachant les
observations y1.x—1 = (Y1, ..., Ys—1) jusqu’a 'instant précédent k — 1,

Prjk—1(dz) = Plz), € dz|y1.p-1]

La suite des lois de probabilité (pg|z—1)x>0, est appelée filtre de prédiction. L’évolution du filtre
optimal se décompose en deux étapes essentielles.

Prédiction : L’étape de prédiction du filtre optimal utilise la connaissance a priori du
systeme, a travers le noyau de transition ()y, en réalisant la transition de pg—1 a pyp—y de la
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maniere suivante,
Puir(dn) = [ pioa(d!)Qula’, ) £ (Qupe) (), (15)

ot R? désigne 'espace d’état.

Correction :

La deuxieme étape utilise ’observation ¥ a travers la densité conditionnelle de y; sachant
xg. Cette densité notée gi(z) = p(yr|xk) est appelée vraisemblance, elle permet de corriger la
densité prédite py,_1, par application de la formule de Bayes.

pi(dz) = Qk(x)pldkfl(dx)

fRd gk(x')PMkA (da')
L’application de ces étapes (1.5) et (3.9) donnent la solution théorique du filtrage non linéaire
optimal. Son calcul effectif exige le calcul d’intégrales multi-dimensionnelles. Malheureusement,
des que 'équation d’état et/ou I’équation d’observation est non-linéaire, ces intégrales ne se
calculent pas analytiquement. On a alors recours a des approximations soit par des méthodes
analytiques (par exemple le filtre de Kalman étendu qui considere le modele linéarisé), soit par
des techniques numériques (méthodes de maillage).

(1.6)

1.3 Meéthodes de résolution

1.3.1 Méthodes Analytiques
1.3.1.1 Filtre de Kalman-Bucy (KF)

Le filtre de Kalman est un outil essentiel pour les ingénieurs pour résoudre les problemes de
filtrage. Version moderne et probabiliste de la méthode des moindres carrés, le filtre de Kalman
concerne essentiellement les systémes linéaires. Le filtre fut développé par Kalman [33] en 1960
pour le cas discret et repris en 1961 par Kalman et Bucy [34] pour le cas continu. On considére
que le modele est linéaire, avec un bruit additif Gaussien et ’observation est une fonction linéaire
de I’état entachée d’un bruit additif Gaussien,

T Frrp_1 + B, + W
yr = Hpxp + D+ Vg

N

ou

— F}, de dimension (dxd), By (dx 1), Hi (mxd) et Dy (mx1) sont des matrices déterministes
et connues.

— les bruits d’état et d’observation Wy, et V. a valeurs dans R, et R,, sont des bruits blancs
Gaussiens de matrices de covariance respectives Q) et Rj. Ces bruits sont mutuellement
indépendants et indépendants de la condition initiale x.

— la loi initiale 2y est Gaussienne de moyenne E[xg] = Ty et de matrice de covariance Py.

Et dans ce cas, on montre que le couple (2, yr)r>1 est Gaussien et que les lois conditionnelles

pr sont elles aussi Gaussiennes. Le probleme est de dimension finie. Deux parametres suffisent a
caractériser la densité pg : sa moyenne j et sa matrice de covariance Pj. Ces parametres sont
calculés de maniere récursive a partir des équations (1.5) et (1.6) ces parametres sont calculés
de maniere récursive suivant les étapes de prédiction et de correction du filtre de Kalman.
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— Equations de prédiction

{ Zp—1 = Fr@r—1+ By (17)
Pyr—1 = FrPe FE+Qy '
— Equations de correction

T = Fpp—1 + Kelyr — (Hp@gpp—1 + Di)]

Py = [I — KpHg|Pyp— (1.8)

Ky = Py Hi [Hi Py H + Ri] ™

K, est le gain de Kalman. On remarque que les matrices de covariance (Pg)g>0, (Pgx—1)k>0 €t
le gain (K}j)r>0 ne dépendent pas des observations (yx)x>1. On peut donc les pré-calculer afin
de diminuer la quantité de calculs a effectuer en temps réel. On peut voir le filtre de Kalman de
trois manieres différentes :
— le filtre de Kalman est solution récursive du maximum de vraisemblance (moindres carrés
récursifs).
— le filtre de Kalman résout les équations bayésiennes (1.5) et (3.9).
— le filtre de Kalman est la projection du processus d’état sur ’espace des mesures de base
orthonormale constituée par innovations [y — (HgZpk—1 + Dx)] démontré par Anderson
et Moore [2].
Il est intéressant de noter que, dans le cas de bruits non Gaussiens, et de modeles linéaires, le
filtre de Kalman fournit ’estimée linéaire de 1’état du systeme & variance minimale. Dans le
cas ol les coefficients dépendent des observations passées, le modele est dit ”conditionnellement
Gaussien”. Le processus (zp,yx) n’est pas un processus Gaussien mais la loi conditionnelle py
reste Gaussienne et le filtre de Kalman fonctionne toujours [39].

1.3.1.2 Filtre de Kalman Etendu (EKF)

Cette fois ci, le systéme dynamique est non linéaire avec des bruits blancs Gaussiens additifs,
indépendants entre eux et indépendants de la loi initiale.

{517k = fulzg—1) + Wy
ye = hi(zr) + Vi

si les fonctions fj et hi sont dérivables, on peut linéariser le systeme autour de 1’état prédit
Zpp—1 et autour de l'état courant Zy.

fe(x) = Fpx 4 Cy, avec Fy = V fi(Zr-1), et Cx = fu(@r—1) — Frir—1, hi(x) = Hyx + Dy,
avec Hy = Vhi(2y), et Dy, = hk(i’k“g,l) — kak“g,l.

Le modele linéarisé est alors le suivant :

rp = Fap +Cp+ Wy
yr = Hpxp+ D+ Vy

Dans ce cas les matrices de covariance et de gain ne peuvent plus étre calculés hors ligne car
Hy, et Fj11 sont fonction de 1'état prédit, et de 1'état courant (1.7) et (1.8).

Simple a mettre en oeuvre, rapide en temps de calcul, le filtre de Kalman est un outil complet,
il est utilisé couramment par les ingénieurs dans le domaine du filtrage. Des travaux récents de
Picard et Getout-Petit [51, 25] montrent que 'utilisation de 'EKF dans le cas d’un modele état
/ observation en temps continu est justifiée lorsque le systéme est observable et lorsque le bruit
d’observation et l’erreur initiale sont faibles. Cependant, 'EKF ne peut pas s’appliquer lorsque
la densité conditionnelle est multi-modale.
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1.3.1.3 Filtre de Kalman sans biais (UKF)

Le filtre de Kalman sans biais, appelé dans la littérature « Unscented Kalman Filter (UKF) »
de Julier et Uhlmann [32] est une autre extension du filtre de Kalman aux systémes non-linéaires.
Comme pour 'EKF la densité conditionnelle est supposée étre une gaussienne qui sera mainte-
nant caractérisée par un ensemble de (2d + 1) points soigneusement choisis (sigma points). Ils
sont alors propagés grace a la vraie équation dynamique non-linéaires du systeme. Ils permettent
d’évaluer précisément la moyenne et la matrice de covariance de 1’état prédit (avec une précision
d’ordre 3 de Taylor). Contrairement & 'EKF, 1’algorithme de I'UKF n’utilise pas explicitement
le calcul du gradient des équations du systeme. Les approximations sont basées sur les interpo-
lations des équations du systeme avec les sigma-points.

Principe de la transformation Unscented (UT) :

Soit X une variable aléatoire de dimension d ayant pour moyenne X et matrice de covariance
Px. Soit Y une variable aléatoire fonction non-linéaire de X (Y = ¢g(X)). L’objectif de 'UT
est de calculer précisément la moyenne et la matrice de covariance de Y. On construit 2d + 1
vecteurs y; (sigma points) de poids w; de la maniere suivante :

X0 = X

Xi = X—l-(\/(d-l-)\)Px)i, iZl,...,d

xi = X —(/(d+NPx);, i=d+1,..,2d
W™ = A(d+ N (1.9)
0

W = MNd+N)+(1-a2+p)
W™ = w9 =1/2(d+ N), i=1,..,2d

avec A = a?(d+ k) — d un facteur d’échelle qui est fonction du parameétre .. Celui-ci controle la
répartition des points y; autour de la moyenne X. a prend en général des petites valeurs. s est
un second facteur d’échelle, qui est pris égal a 0 habituellement. 8 est un parametre qui est lié
au type de distribution de X (pour une distribution Gaussienne, 8 =2 ).

V/(d+ N)Px " est lai-ome colonne de la décomposition de Cholesky de la matrice (d+ \)Px. Les
vecteurs ; sont propagés selon la fonction non-linéaire g :

Yi = g(xs), i=0,..2d (1.10)

La moyenne et la matrice de covariance de la variable aléatoire Y sont donnés par :

2d
v~y o™y (1.11)
=0
2d
Py~ Y 0V - Y)Y - ¥)T (1.12)
=0

L’algorithme de ’'UKF : Le filtre de Kalman sans biais est la forme récursive de la transfor-
mation UT'. Cette forme est obtenue grace a ’équation de correction du filtre de Kalman(1.8).
La variable aléatoire xf de dimension (d, = 2d + m) est définie comme la concatenation de
la variable d’état zj, et des variables du bruit d’état et de mesure Wy, Vi respectivement.
ap =z Wi VI
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— I’étape d’initialisation : a l'instant initial, on a

On calcul les sigma points :

a,t

Xpt =l B (da + NP (i=1, ..., 2d,)
— I’étape de prédiction :
1’72‘ _ Z,i W,l
Xklk—1 = SO0 x21)
2d,

- _ (m) @i
Tklk—1 = Zwi Xk|k—1
i=0

2dq

7‘ o 7‘ o T
Prjg—1= ngc) [Xm,l - xk|k71”Xi|2,1 = ZTpf—1]
=0

i _ z,i Vi
Yel—1 = h(Xk|k—1’ Xk|k—1)
2da

Ykl—1 = Z %(m)yi;\k—l
i=0

— P’étape de correction :

2Ngq
. - . - T
Py, = Z%(C) [?/Z|k—1 - yk\kfl][yllﬂ\k—l - yk|k71]
i=0
SE
i . i . T
Py, = Zwic [Xiﬁc—l - xk|k—1”y;c|k—1 - yk;|k;—1]
i=0
-1
Ky = Pfkﬂkp@kflk

Ty = Tgjp—1 + K (Yr — Yrjr—1)
Py = Pyj1 — Ky Py, 5, K},

Remarques : L’UKF est plus robuste aux non-linéarités que 'EKF, et il ne demande au-
cune linéarisation de modele, ce qui ne demande aucun calcul explicite de gradient. De plus,
le cofit de calcul de 'UKF est quasiment identique a celui de ’EKF. Dans les applications ou
la dynamique est fortement non-linéaire, ce filtre donne de meilleures résultats que 'EKF. De
maniére indépendante, un autre filtre similaire (le second order exact EnKF filter) & 'UKF a
été développé par Pham [48].

11
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1.3.1.4 Filtre de Kalman-Schmidt (SKF)

Dans certaines applications, le systeme peut dépendre de parameétres dont on ne connait pas
d’une fagon précise I’évolution au cours du temps (parametres incertains) et dont la connaissance
ne présente pas d’intérét pratique. Par exemple, considérons le systéme suivant :

{a:k = Frrp_1 + Bru+ GpWy
ye = Hpxp + Ngp+ Vi

ou u et p sont des vecteurs de parametres incertains.
On suppose qu’on connait les propriétés statistiques de u et de p :

Eluu®] = U

{E[p] — 0
Elpp"] = W

et que u, p, Wi et Vi, sont décorrélés.

On peut aborder ce probleme de 2 fagons différentes :

(a) ignorer les parametres incertains dans le modele du filtre En fixant des valeurs arbitraires
et en gonflant la matrice de bruit d’état. Cependant, on risque de faire diverger le filtre
par le fait que le filtre a trop confiance en son estimée. La covariance de ’erreur estimée
par EKF est alors petite alors que la covariance réelle de ’erreur commise est grande
comme le montre Jazwinski [31].

(b) estimer les parameétres incertains en les incluant dans le vecteur d’état.

Fr, B 0 G
T = 0 I 0 Tp_1+ 0 Wi
0 0 I 0

ye=(Hy 0 Ny )ap+ Vi

On obtient alors un systeme de plus grande dimension. Le temps de calcul du filtre aug-
mente et d’autre part, les parametres incertains peuvent dégrader la qualité de I’estimation
des autres parametres du vecteur d’état.

En 1963, Stanley Schmidt propose une alternative intéressante a ce probléeme en développant
une variante de 'EKF appelée filtre de Kalman-Schmidt (SKF) [61]. Le vecteur d’état n’inclut
pas les parametres incertains, mais le filtre prend en compte I'incertitude sur ces parametres via
le calcul de leur matrice de covariance. Ceci permet de robustifier 'EKF quel que soit son mode

d’application (a,b).

On a
P C, G,
Pr=| CL Uy O (1.13)
C;;F 0 Wy
P est la matrice de covariance de 1'état x. Et avec
Cy = E((z — p)ul) (1.14)
Cp = E((zx — &x)p") (1.15)

12
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— Equations de prédiction

Tpp—1 = FrpEp—
F, Br 0 P, Ccy EF 0 0 GrLQrGE 0 0
Prjp—1 = 0 I 0 cvt Uy 0 vl 10 |+ 0 0 0
0 0 I a0 Wy 0 0 I 0 00
(1.16)
Pk|k—1 = FkPk_ng + chg,1B]Z + BkC}CLTIF,;f + BkaBg + Gka_ng
Cie—1 = FeCi_y + BrUo (1.17)
C£|k—1 = Gy
— Equations de correction
On a
My=[Hy, 0 Ny]J.
Ve = MyPiM}| + Ry,
— H,PHY + H,CPNE + NP HE + NyWoNE + Ry, (1.18)
Tk = g1 + Kelyr — HpZpp—1] (1.19)
Avec
Kk = [P.HI + CINEY, (1.20)
P, = Pk\kfl — ICk[HkPk‘k,1 + NkCﬁkfl] (1.21)
Ck = Chpr — K HkCpp 4 (1.22)
CIZ; = C]€|k,1 — ICk[HkC]}; + NkW()] (1.23)

Les filtres analytiques présentés ci-dessus ne sont pas adaptés lorsque la densité conditionnelle
est multi-modale.

1.3.2 Meéthodes Numériques

Considérons un systeme dynamique & temps continu d’état z; € R? et observé par la variable
y: € R™ dont les équations d’évolution sont définies par :

{d:ct = a(x)dt + o(ve)dWr (1.24)

dyt = h($t)dt+d%,

ou dW; et dV; sont deux processus de Wiener indépendants. Parmi les approches utilisées pour
traiter le probleme du filtrage non linéaire, I’approche numérique consiste a voir le filtre optimal
p¢ comme la solution d’'une équation aux dérivées partielles stochastique, 1’équation de Zakai
(sous forme continue) [47, 31].

13
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dp; = LT pydt + p,hT R~ dy, (1.25)
avec L est un opérateur associé au processus x4, t > 0

m

1 & 0?
L == ()
2 Z @i )ﬁmiaxj + &
ij=1 ij=

Fi)ae (1.26)
1 1

avec a = (a; ;) = ool.

On discrétise ’équation de Zakai (4.6) par des méthodes de maillage de l’espace d’état
(schéma d’Euler). 11 existe deux types de méthodes de maillage : méthode de maillage a pas
fixe qui a l'inconvénient de mailler des zones ou la densité de probabilité prend des valeurs né-
gligeables. Pour cette méthode, la taille de la maille sera prise identique pour des zones de forte
probabilité. Les méthodes de maillage & pas variable développées par Cai, LeGland et Zhang [11],
sont plus intéressantes car elles permettent de raffiner le pas de maillage dans les zones de forte
probabilité. Pour de faibles dimensions de I'espace d’état (d < 3), ces méthodes donnent de bons
résultats pour un temps de calcul acceptable. Mais au dela de la dimension 3 ces méthodes sont
inutilisables car, pour une précision donnée, le temps de calcul croit exponentiellement avec d.

1.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons décrit les deux principales méthodes utilisées dans le filtrage qui
sont les méthodes analytiques et numériques. Dans les méthodes analytiques, le filtre de Kalman
étendu est le filtre par excellence des ingénieurs, il donne de tres bons résultats dans le cadre
des systemes faiblement non-linéaires. Mais lorsque les systémes sont fortement non linéaires, les
performances du filtre de Kalman étendu sont mauvaises. Quant aux méthodes numériques, elles
fournissent des résultats d’une bonne précision au probleme du filtrage non linéaire. Cependant,
elles restent limitées & des espaces de dimension au plus égale & 3. Au dela de cette dimension,
le temps de calcul augmente d’une facon exponentielle avec la dimension de 'espace, ce qui les
rend impraticables en temps réel. C’est pour cela qu’une nouvelle catégorie de méthodes a été
introduite : les méthodes de Monte Carlo. Elles sont mieux adaptées au probléme du filtrage non
linéaire car elles sont peu sensibles a la dimension de I'espace d’état. Nous appliquerons ce type
de méthodes, appelées filtrage particulaire au probleme du recalage de navigation inertielle.
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Chapitre 2

Méthodes de Monte Carlo pour le
filtrage non linéaire

2.1 Introduction

L’idée d’utiliser les méthodes Monte Carlo pour résoudre des problemes de physique date de
la seconde guerre mondiale. Pendant le projet Manhattan, von Neumann, Stanisalw, Fermi et
Ulam utiliserent la simulation Monte Carlo. Pour simuler les réactions nucléaires, ils déciderent
de determiner aléatoirement ce qui allait se passer pendant la collision d’un neutron avec un
atome ( s’il était absorbé ou s’il rebondissait). Cette méthode a nécessité la mise au point d'un
générateur aléatoire pour simuler la réaction en chaine.

Cette méthode tient son nom « Monte Carlo» du célebre quartier de la principauté de Monaco
dans lequel se situe le casino.

Depuis, cette technique de simulation s’est généralisée dans divers domaines : physique,
sciences économiques, sondages d’opinion, etc...

E‘chantillonnage Monte Carlo standard
Soit X une variable aléatoire dans R? distribuée selon la loi de densité de probabilité p et

(X%);=1..n des variables aléatoires indépendantes sur R% de méme loi que X (iid). Pour toute
fonction ¢ bornée de R? — R 'espérance de (X)) vaut

E[p(X)] = / o(@)p(e)dx (2.1)

La loi des grands nombres assure que, presque stirement (p.s), la moyenne empirique tend vers
I’espérance.

N
] 1 ;
N (X) = N > (X7 vore Elp(X)] (2.2)
i=1
La variance de @ vaut,
var(@¥ (X)) = % 2.3)
2 =N .
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avec

Le théoreme central limite nous donne la loi de l'erreur de (¢(X) —E[¢(X)]) quand N tend vers
Pinfini.

e

(P(X) = Elp(X)]) 5=z N(O,1) (2.4)

avec N (0,1) est la loi normale centrée réduite. Ceci montre que 1’erreur moyenne d’une quadra-
ture Monte Carlo est de l'ordre de o/ V/N. Ainsi Perreur de I'approximation Monte Carlo est
peu dépendante de la dimension de I’état. Un autre avantage de cette méthode est qu’elle ne
dépend pas de la régularité de la fonction ¢ a intégrer, pourvu que ¢ soit de carré intégrable. Ces
méthodes sont basées sur la simulation de variables aléatoires pour calculer approximativement
des intégrales de grande dimension. Elles tirent leur justification de la loi des grands nombres
qui permet d’approcher une mesure de probabilité par la mesure empirique calculée a I’aide d’un
échantillon. Nous allons introduire dans le paragraphe suivant les méthodes d’échantillonnage.

2.1.1 Echantillonnage Monte Carlo pondéré

L’échantillonnage Monte Carlo pondéré peut étre vu comme une généralisation de la méthode
d’échantillonnage Monte Carlo standard. Considérons p une loi de densité difficile a simuler.
Supposons que 'on sache simuler selon la loi de densité g, et que la densité p puisse se mettre
sous la forme :

ou ¢ est une constante de normalisation, et ou g est une fonction positive bornée que ’'on sait
évaluer en tout point. Soit (x!,...,z"), un échantillon issu de la densité g. Par la loi des grands
nombres, on approche p par :

N
C . .
p(z) ~ > g@)s(x =) (2.5)
i=1
q est appelé la probabilité d’importance en anglais proposal density. La constante ¢ se calcule

elle aussi par approximation Monte Carlo

1 1
CcC = ~ N .
<g,9> % D oimq 9(xt)

Finalement, la densité approchée de p vaut :

PR iwié(aﬁi), wt = ]\g(i (2.6)
i=1 > i1 9(a?)

les pondérations w® sont appelés les poids. L’erreur de Iestimation sera analysée dans le para-
graphe (2.2.4).
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2.2. Filtrage particulaire

2.1.2 Génération de variables aléatoires par la méthode d’acceptation/rejet

Cette méthode consiste a générer un échantillon de v.a. qui suit exactement la loi p en
acceptant ou rejetant les v.a. générées suivant ¢. Posons v = supyg(x) < oo. On applique
I’algorithme suivant :

(1) Générer z* ~ q et U uniforme dans [0, 1].

(2) SilU < @ (test de rejection) alors on retient la variable aléatoire x/ = !, sinon

retourner en (1).
Voir Devroye [20].
En filtrage particulaire, cette méthode a 'inconvénient d’étre tres cotteuse en temps de calcul,
puisqu’on risque de rejeter beaucoup de variables aléatoires. En effet, la probabilité d’acceptation

vaut :
_<g.94>

v

Siil y a peu de cohérence entre g et (< g,q > petit), P, sera faible. En revanche, I’échantillon
suit exactement la loi p.

Py (2.7)

2.2 Filtrage particulaire

Considérons un systéeme Markovien discret non linéaire suivant. Par souci de simplicité, les
bruits sont pris additifs :
{ zp = Fg(zgp-1) + Wi (2.8)

ye = Hp(xp) + Vi

ol zy, est le vecteur d’état du systeme de dimension d, y;, est le vecteur d’observation de dimension
m, Fy et Hy sont deux fonctions continues différentiables de R? vers R% et de R¢ vers R™
respectivement. Wy, et Vj, sont des vecteurs de bruits (pas nécessairement gaussiens).
Le Filtrage Particulaire appelé aussi « bootstrap filter » ou « Monte Carlo filter » est une méthode
numérique permettant d’approcher la distribution de probabilité conditionnelle de 1’état sachant
les observations, au moyen de la distribution empirique d’un systeme de particules. Les particules
se déplacent selon des réalisations indépendantes a partir de I’équation d’état. Elles sont corrigées
ou pondérées en fonction de leur cohérence avec les observations (quantifiée par la fonction de
vraisemblance)(2.2). Les conditions de base nécessaires a I'implémentation de tout algorithme
particulaire sont :

— savoir générer suivant la loi de transition de I'état p(zy|rr—_1).

— savoir évaluer la fonction de vraisemblance p(yx|xy) en tout point de 'espace d’état.

2.2.1 L’algorithme du Filtrage Particulaire

On peut présenter le filtrage particulaire classique de 2 fagons différentes.

— Premiére approche du filtrage particulaire : La premiere fagon est basée sur l'ap-
proximation d’une densité par une combinaison convexe de Dirac (voir figure (2.1)). On
suppose qu’a l'instant & — 1, on a une approximation de la distribution conditionnelle
p(xk—1|y1.6—1) de 'état x;_1 sachant les mesures y1.,—1 = Y1, ..., yx—1 de la forme

N
p(zr-1|yre—1) = 2%45(%4 = Tp_1)
i=1
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@y
»'I :‘.l
£y 5 ~ o
& K b i} :
H : E i poids
3 E &y @, o %
‘ A ; B "-._ densité estirnée
e F | 2 )
B i /
@,
échantillon
*e - *

Fic. 2.1 — Mesure discréte pondérée

Les w}'ﬁfl sont des poids positifs de somme 1, 1‘,1671, e l’ivfl sont des vecteurs de R? appelés

« particules».

— L’étape de prédiction (1.2.1) : Considérons p(x,xg—1|y1.k—1) comme la densité
conjointe (conditionnelle) alors on a

p(@kly1k-1) = /p(xk,ifk—l!yhk—ﬂdxk—l.
Par définition de la probabilité conditionnelle, on a

P( @y Th—1|y1:6—1) = P(Tk|Th—1, Y1:6—1)P(@k—1|Y1:6—1)

par hypothese, on a

p(ﬂ«“k!xk—l,ylzk—ﬁ = p(iﬁk\iﬁk—l)

p(Tk|Y1:k—1) = /p(l’k!l’k1)p($k1\y1;k1)dl’k1 (2.9)

si on approche p(zg—_1|y1.x—1) =~ Ef\;l wi 8(zg—1 =% ), on a alors

N
p(arlyrn-1) =Y wiip(@rlz)_,) (2.10)
i=1
La loi de densité prédite p(zy|y1.x—1) s’approche par
N .
pl@rlyre—1) = Y wip16(xk = Thyy ) (2.11)
i=1
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2.2. Filtrage particulaire

Avec xz‘ x_1 qui sont obtenues par des réalisations indépendantes de la loi de transition
p(xk|ai_,) et les poids w,i‘k,_l ne changent pas w};‘k_l =wi .

— L’étape de correction (1.2.1) :
a l'étape de correction, on passe de la loi de densité prédite p(xk|y1.x—1) & la loi de
densité conditionnelle p(zy|y;.x) grace a la vraisemblance g(y — Hy (:1:}CI 4_1)) donnée par
le modele du bruit de mesure. La loi de densité conditionnelle est alors approchée par
une autre distribution de Dirac de support :1:}g = x}q b1

$k|y1 k Zwk5 (Ek = xk (2.12)

et de poids

i wk\k 19( Hk;(xk“{; 1))
Wi = N
Z] 1wk|k 19(yr — Hy (@ klk—l))

— Seconde approche du filtrage particulaire : La seconde fagon de presenter le filtrage
particulaire est basée sur 1’échantillonnage pondéré séquentiel (2.1.1). On notera xg. =
(0, ey x1)7, la trajectoire de ’état de I'instant initial 2 & I'instant final 2. Soit & calculer

(2.13)

E[f (2o lyra)] = / F(@ou)p(osklyin)dzo

fEO k|Yl:k
/f Plzolyik) q(zo:k|y1:6)dzo:k
a(@orlyre) ?
d’apres la méthode d’échantillonnage pondéré séquentielle
o = p(To:k|y1:k) (2.14)
q(zo:k|y1:1)
on a alors
N N
Ef(xO:Myl:k) ~ Z f(xO k)W /Zw
i=1 j=1
on a

P(20:k—1|Y1:6-1)P(Tk|T0:k—1, Y1:6—1)P(Yk | Tk)
P(Yk|Y1:k—1)

vu le caractére Markovien de xy, on peut écrire p(zg|xo.x—1,y1:k—1) = p(Tk|TK—1), d’OU

P(o:k|yik) =

P(o:k—1|Y1:6—1)P(@k | Th—1)P(Yk|2k)
P(Ykly1:r-1)

p(xoxlyrk) = (2.15)
Pour obtenir un algorithme récursif, la fonction d’importance ¢ doit vérifier la relation
suivante

q(xoklyik) = ¢(@ok—1|y1:6—1)0(@k|T0:k—1, Y1:k) (2.16)

si on remplace la relation (2.14), par (2.15) et (2.16), on a alors la relation récurrente

suivante
(k] zo:k—1)P(Yk| k)

q(xk|Tok—1,Y1:k)

(2.17)

Wi X Wg_1
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Chapitre 2.  Méthodes de Monte Carlo pour le filtrage non linéaire

qui ré-actualise les poids wy, en fonction de q(zk|xo.x—1,Y1:k)-
Si g désigne la densité de la loi du bruit de mesure, alors p(yk|zx) = g(yr — hi(Tkp—1)), et
on a

9(yr — Hi(hyy_,))p(af ]2} _,)

wh o wh_4 s (2.18)
q(l'k;‘l'l;kfl ’ yl:k)
L’estimée de I’état ;. est alors égale a
N
Bp Y wimh (2.19)
i=1
et la matrice de covariance est estimée par
N
Por S wh (el — ) (o) — #4)" (2.20)
i=1

2.2.2 Choix de la densité d’importance

Le choix de la loi de densité d’importance q(xg|zo.x—1, y1.x) conditionne le bon fonctionnement
de l'algorithme particulaire Doucet [23]. En effet, la méthode d’échantillonnage pondérée repose
sur la génération d’échantillons de particules a partir de la densité d’importance, qui va permettre
d’évaluer les poids d’importance. Elle doit étre choisie de préférence a minimiser la variance de
ces poids et doit satisfaire les conditions suivantes :

— le support de la densité d’importance doit recouvrir le support de la loi de densité condi-

tionnelle.

— la densité d’importance doit tenir compte de I’observation récente.

Pour des raisons de cotut de calcul, il n’est pas possible en général de construire une telle fonctions
d’importance. Cependant, on peut prendre la densité d’importance q(xg|zo.x—1,y1.1x) égale & une
loi de densité Gaussienne ¢(Zx|Py), tel que la moyenne Zj, et la matrice de covariance Py sont
calculées par les équations de Kalman en linéarisant les équations d’état et de mesure autour de
Tp|k—1 et de zi_; respectivement. Un autre choix tres courant est de prendre la densité a priori
q(zk|rok—1,y1:) = p(xk|TK—1), la récente observation n’est pas prise en compte équation (2.13).
Ce choix facilite I'implementation de ’algorithme.

Malheureusement, la fonction d’importance optimale dépend de la densité recherchée :
Supposons que 1’on génere un échantillon (x!,...,2Y) qui suit une loi ¢(.) quelconque ne s’annu-
lant pas sur le support de p. On a

p(x

B0 = [ fapio)is = [ @2 awits = B0 2] (221)
ou f est une fonction a valeurs dans R.

On associe & chaque particule 2° le poids w' (ici les poids w’ sont aléatoires et non normalisés)
défini par,

Wt — iP(UCi)
N q(a?)
L’estimateur de p,
N N
=N i p(xz) 74 = W :Ei ]ﬂ —
=3 2 g /@) = L) e BlICO 1=
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2.2. Filtrage particulaire

a pour variance,
1 2 1 2
vary (1) = L[ £@E o = ([ romn?] = S Pl Eao )
on montre que cette variance est minimale pour

@)
1) = T @pla)s

Cette variance est nulle si f(.) est positive.

P5)

Plx P’}:)

Fi1G. 2.2 — Evolution de la densité conditionnelle

2.2.3 Dégénérescence du filtre particulaire

D’apres(2.14), on a
_ p(zokyr:r)
q(zo:k|Y1:1)
L’augmentation de la dispersion des poids a des effets néfastes sur la qualité de la précision de
Pestimée [23], et provoque a long terme la divergence du filtre.
En pratique, si g n’est pas assez proche de p, les poids auront tendance a prendre des valeurs
disparates. En effet les poids normalisés décroissent vers 0 pour toutes les trajectoires simulées
sauf une qui prend tout le poids et ceci a cause du caractere multiplicatif de la formule récursive
des poids (2.13). Ce phénomene est appelé «dégénérescence des pondérationss et provoque la
divergence du filtre. Afin de remédier a ce probléme, plusieurs méthodes ont été proposées dans
le but de régulariser les poids. La premiere méthode donne naissance au filtre de Monte Carlo a
facteur d’oubli qui propose l'introduction d’un facteur d’oubli au niveau des poids. Ceci permet
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Chapitre 2.  Méthodes de Monte Carlo pour le filtrage non linéaire

de diminuer 'influence des mesures passées [45], et donc de diminuer la variance des poids. En
effet, le filtre a oubli pondere plus fortement les observations récentes. Les poids sont mis a jour
de la la maniere suivante,

Wi o plyeleh) (Whpp_1)®, i =1, N

ol v est un coefficient compris entre 0 et 1. Les mesures éloignées dans le passé (k —m) contri-
buent peu a ’estimation courante, les poids (w};_m)am tendant vers 1 quand m est grand. Cette
méthode permet d’éviter de cumuler les erreurs depuis le 1¢" instant de mesure. Cependant,
cette technique empéche de tirer parti pleinement de toutes les observations.

Une autre approche pour éviter la dégénérescence des poids est la méthode de ré-échantillonnage.
Cette méthode consiste a favoriser les particules de forte vraisemblance et a éliminer les autres
(voir paragraphe (2.2.5)).

2.2.4 Analyse de l’erreur particulaire

Cohérence entre la densité prédite et la vraisemblance :
Dans le but de comprendre certains problemes de divergence rencontrés dans le filtre particulaire,
nous allons calculer une approximation de 'erreur locale du filtre particulaire. On montre que
cette erreur dépend fortement du degré de cohérence entre la densité prédite et la vraisemblance.
La densité conditionnelle s’écrit,

N

P(ykler) D Wi 1paje—1 (@)
=1

pr(z) ~

[

avec c¢ est un facteur de normalisation qui vaut,
N

o= [ planlan) Yok sprn (@)
i=1

Par commodité, on pose wi | = 1/N et g(z) = Pijk—1(7) la loi de densité prédite a partir de
laquelle, on génere 1’échantillon de particules prédites,

(¢!, a™) ~ g()
Si on note la vraisemblance g(x) = p(yx|zr) et la densité conditionnelle p(x) = pg(x), on écrit
p@) = 2 a) = r(@)ate) (2.22)
[ 9(x)q(x)dx

L’objectif est d’estimer p(x) au sens faible, ce qui veut dire estimer le parametre p suivant

h= B o)) = [ oa)p(o)is

avec 0(.) une fonction continue bornée.
On estime p par :

iy = 2i,0(z")g(a") 1
SIS

(2.23)
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2.2. Filtrage particulaire

En faisant un développement limité (Delta method) [40], on obtient une approximation de la
variance de g
1
var {iN} = Nvarp{e(as)}(l + vary(r(z)) + O(1/N*/?))
On peut considerer le terme vary[f(x)] comme une donnée, on a alors

Ny L 1 [¢(@)g(z)de 1
var {a"} « N(l +varg(r(z)) = N [ g@)q(@)dal NRSIR (2.24)

Afin de poursuivre les calculs de var('), nous posons les hypotheses suivantes :

— (H1) la densité a priori ¢ est gaussienne.

— (Ha) la dimension de I’état et de la mesure sont égales a 1.

— (H3) le bruit de mesure est gaussien.
L’hypothese (Hs) n’est pas restrictive, les calculs se meénent de la méme fagon dans le cas
multidimentionnel. On a alors

M)

o) = vl — H@)) = oy ~ Hzlod) (225)

(2) = o expl— -
xTr) = eXp|l———=
1 V2mog P 203

(x —2)’] = ¢p(z — 7[03) (2.26)

vraisemblance vraisemblance

prédictic

prédiction

Fia. 2.3 — figure a gauche-incohérence entre la fonction de vraisemblance et la densité prédite,
figure a droite-cohérence entre la fonction de vraisemblance et la densité prédite

Lemme 1 : Pour A assez grand on a,

_ Ji—zi<a g*(z)q(x)dx 1
Rsir = [f|z—;f\<A 9(@)q(@)da]? (I+o0(=)) (2.27)

En effet, pour tout f on a,

1 _
[, fete) < 55 [ =2 ft@ta)is
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1
[ fat = o

Le lemme 1 s’obtient en décomposant les intégrales du numérateur et du dénominateur de Rgrr
dans le domaine, {|r — 7| < A} U {|z —z| > A}.

Lemme 2 : Pour toutes matrices (2 et 2o symétriques de rang plein, la forme quadratique
suivante se factorise comme,

(2 —a1)" (e — 21) + (2 — 22)" Qa(x — 22) = (2 — )" Uz — ) + K

ou
Q = Q1+
no = Qfl(lel + 921‘2)
K = (p—a1)"Q(p—z1) + (p — 22)" Qa(p — x2)
= (21— 22)T( Q7 + Q) (@ — 22)

En développant H(z) autour de Z sur l'intervalle {|z — Z| < A}, il existe £4 dans cet intervalle

tel que :
d H(x) |
dx &%

H(z)=H(Z)+ (z — 7)

= H(2)+ (v — 2)H'(§a)
En utilisant le lemme 2, et les équations (2.25), (2.26), et en faisant tendre A vers I'infini (sous
I'hypothese que dH (x)/dx est bornée), on a

1 (1= H@)?
21 (07 + 2H'(€4)202)1 2 TP\ (67 4 2H!(€4)202)

L/fWMWMx= )

B 1 - H@)
/g(x)q(x)d:r - \/ﬂ(()’% + 2H’(§A)2U§>1/2 exp( 2(0% =+ 2H’(§A)2U%)

Finalement en utilisant (2.24), on obtient le théoréme suivant :

)

Théoréme 1 : Sous les hypotheses (H1), (H2) et (H3), la variance de i’V est approchée par
1 (of + H'(64)03)
N oi(0f + H'(€a)?03)1/?

ou H'(x) = dH(z)/dx est le gradient de la fonction H(x) et H(Z) est la mesure prédite de la
moyenne a priori et :

var {iV} =~ explCly — H())?] (2.28)

- oy H'(€a)?
C= (07 + H'(€4)203) (07 + 2H'(£4)%03) (2.29)

Interprétation :

— la variance tend vers I'infini si I’écart-type du bruit de mesure o1 tend vers 0.

— la variance croit exponentiellement lorsque la mesure prédite s’éloigne de la mesure.

— si le gradient H'(z) tend vers 0 (la mesure ne dépend pas de I’état), la variance est égale
a la variance de la densité prédite. En revanche, si H'(z) augmente la variance de 1’erreur
augmente.
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2.2. Filtrage particulaire

Ces résultats nous montrent 'importance de la cohérence entre la densité prédite a priori et
la vraisemblance. La variance de ’estimation particulaire augmente de facon exponentielle en
fonction de cette incohérence. A chaque pas de calcul, le filtre effectue cette erreur Monte Carlo
locale. Il existe des théorémes de convergence de 'erreur globale (obtenue en accumulant les
erreurs locales) du filtre particulaire [45]. Le théoréme ci-dessous en est une version élémentaire :

Théoréme 2 :

A Vi
sup E[< py, — pr, [ >] < 2—= (2.30)
Il VN
ou f est une fonction test continue bornée et I'espérance est prise par rapport aux particules

(=N, wid(z), = 2} est une mesure discréte aléatoire),

k
o ) __ sup,(g(yi — Hi(x)))
k= H% i [ 9(yi — Hy(x))pjji—1(x)dx

Ce théoreme montre que pour un horizon de temps donné, 'erreur d’approximation du filtre
particulaire tend vers 0 a la vitesse 1/v/ N. Cependant la constante 7 tend vers 'infini quand
le nombre de mesures croit (k — o). En effet, I'inégalité,

/g(yi — Hi())pjji—1 (z)dz < St;p[g(yi — Hi(z))] /pu—l(x)dﬂﬁ = Sgp[g(yi — Hi(z))]

montre que 7, > 1 et donc 7, se comporte comme a® avec a > 1. 4, croit vers l'infini & la

vitesse exponentielle. 4, sera d’autant plus mauvais que la cohérence entre la densité prédite et
la vraisemblance < g;,p;;—; > sera faible (4.3). On le voit, il y pas de convergence uniforme
du filtre particulaire dans le temps. Pour s’assurer le controle de I'erreur au cours du temps, il
faut un nombre de particules qui tend vers I'infini. Heureusement, cette borne est pessimiste :
elle a été obtenue en cumulant les erreurs locales maximales. En pratique, le filtre particulaire
fonctionne avec un nombre constant de particules.

2.2.5 Reé-échantillonnage des particules

Comme on I'a vu dans le paragraphe (2.2.3), si le systéme de particules pondérées [(z!,w?),

ooy (2N, wN)] est tel que les poids ont une grande variance, on va générer un autre systeme de
particules de méme taille en favorisant les particules de grands poids. Celles-ci seront dupliquées
et les autres éliminées. On obtient alors un nouvel échantillon de particules de méme poids. Nous
allons décrire brievement, les principales méthodes de selection des particules utilisées dans les
filtres « bootstrap» comme le résume Doucet [22].

— Le tirage multinomial : Cette technique est la plus utilisée, chaque particule est sélec-
tionnée en fonction de I'importance de son poids w?, voir I'exemple ci-dessous :
Exemple :

Soit un échantillon de particules z?, i = 1, ...,5 auquelles sont associés les poids

{w'}?_, = {0.105,0.26,0.085,0.43,0.12} respectivement (Voir figure(2.4)). On génere

5 v. a. uniformes u’ € [0,1], i = 1,...,5 ordonnées {u'}?_; = {0.07,0.27,0.32,0.68,0.88}
qu’on compare avec la somme cumulatlve des p01ds

Sila v.a. unlforme u? tombe sur l'intervalle [y 7_,; w', ZZ 1 ! W] la particule de poids
wl = LW — 23_1 w' est sélectionnée [56]. On obtient alors un nouveau échantillon

de partlcules {2"}2_ = {x!, 22,22, 2%, 2°}, 1a particule 2% est dupliquée et la particule z3
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26

Somme cunulative des poids

ay +on + oy + o +an =1

ay +ay +ax + ay =088

ay +ay + ay = 045

ay + oy, = 0365

ay =0.105

Tirages uformes

Fi1G. 2.4 — Selection des particules de I’échantillon selon les poids
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est éliminée. Les poids seront ré-initialisés en % Si on note par N/ le nombre de particules
dupliquées pour chaque particule i, tel que si N/ = 0 la particule i est éliminée. Nous
obtenons les résultats suivants E[N/] = Nw' et var(N!) = Nw;(1 — w;). Cependant il est
possible de réduire la variance par d’autres schémas de selection.

— Le ré-échantillonnage résiduel : Cette technique est une amélioration du tirage
multinomial, dans le but de diminuer la variance var(N/) des particules dupliquées. On
crée | Nw'| copies de la particule 2 ou |.| dénote la partie entiere. Pour garder un nombre
constant de particules, il reste a choisir

N

N =) (Nw' — |Nu'|)

=1

particules. Pour ce faire on peut utiliser I’échantillonnage résiduel qui consiste a générer un
N-échantillon parmi (z!,...,2"), (ré-échantillonnage multinomial) pondérées maintenant
par les poids résiduels W’ = (W'N — [ Nw'|)/N.

— Le ré-échantillonnage déterministe : Cette méthode a été proposée par Kitagawa [35],
on ne génere pas des variables uniformes ordonnées comme les méthodes précédentes mais
plutét un échantillon de variable déterministe u/* = (i — m)/N , avec m € [0,1]. Nous

avons alors E[N/] # Nw® en revanche la variance var(N]) est trés petite.

L’indicateur de ré-échantillonnage :
Le ré-échantillonnage n’est pas effectué a chaque cycle de calcul, car il entraine des erreurs de
Monte Carlo. On choisit le moment propice pour le ré-échantillonnage des particules, c’est-a-dire
avant la dispersion des poids. Plusieurs méthodes ont été proposées dans la littérature, on citera
2 critéres parmi les criteéres les plus utilisés. Le premier critere est de Kong et Liu [36], il est
basé sur la variance des pondérations. Il introduit le parametre

1
Negp = SV 5 (2.31)
1=

On montre que la variance de ’approximation S.I.R est proportionnelle & la variance des poids [36].
L’utilisateur se fixe un seuil N7y, suivant ’application. Le ré-échantillonnage est exécuté si
N, fr < Nrp,.

Le second critére de ré-échantillonnage a été proposé par Pham [48]. Le criteére est basé sur
le calcul de I'entropie des pondérations

N
Ent =log(N) + Z wi log wt (2.32)
i=1
On a toujours
0 < Ent <log(N)

Le critere est nul si tous les poids sont égaux a 1/N et vaut log(N) si 'un des poids vaut 1. Le
ré-échantillonnage n’est enclenché que si Ent > Th, avec Th fixé par 'utilisateur en fonction
de 'application. En particulier, il dépend de I’amplitude de la variation du signal de mesure en
fonction de I’état.

Les filtres particulaires utilisant le ré-échantillonnage s’appellent les filtres S.I.LR (Sampling Im-
portance Resampling) [26] ou les filtres S.I.S (Sampling Importance Sampling) ou les filtres I.P.F
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(Interacting Particle Filter) [41, 19].

Nous présentons ci-dessous l'algorithme du filtrage particulaire S.I.R ou la fonction d’impor-
tance est égale a la densité prédite.

2.2.6 Résumé de l’algorithme du filtrage particulaire (S.I.R)

(1) Uinitialisation :

On tire les particules :c(1)|0, ...,mé\(o selon une loi Gaussienne connue a priori de moyenne le
vecteur d’état initial et de matrice de covariance FPy)o.

(2) létape de prédiction : Chaque particule zj,_, est propagée selon I’équation d’évolution
du systeme : x};‘ w1 = Fr(zi_)+ W}, ol les W} sont un échantillon (iid) du bruit de dynamique.

(8) Vétape de correction : a linstant k, les poids de chaque particule ""Z\kq sont ré-

actualisés en wj, via la formule :

Wiic\k—ﬂ(yk - Hk(xﬁcm—l))
N :
Zj:l wim_lg(yk - Hk(xi\k_l))

wh = (2.33)

(4) Uétape du ré-échantillonnage : Si le test du ré-échantillonnage est positif, on fait
un tirage multinomial des particules xllg|k—17 ...,:U]k\?kfl selon leur poids w,i, ...,wév . Les poids wy,
sont alors ré-initialisés a 1/N.

L’estimée de I’état est donnée par zj; ~ Zf\i 1 w}fmﬁc qui est la moyenne du nuage de particule.
La matrice de covariance de I’état est estimée Py ~ Zi\[zl wi (@t — 2p) (2t — 2)T.

Cependant, le filtre particulaire présente des comportements instables dus particulierement
aux cas de bruit de dynamique ou de mesure faible. En effet, apres chaque ré-échantillonnage, des
particules peuvent occuper la méme position, si le bruit de dynamique est faible. Les particules
n’occupent alors qu’une petite zone restreinte de ’espace d’état. Ainsi, les particules perdent
leur capacité d’exploration de I’espace d’état, ceci provoque la divergence du filtre.

FiG. 2.5 — Dégénérescence des particules : faible bruit d’état
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F1G. 2.6 — Dégénérescence des particules : faible bruit d’observation

Dans la figure (2.5), chaque particule est pondérée suivant sa vraisemblance puis sélectionnée
ou abandonnée. Les particules sélectionnées suivent une évolution suivant le noyau de transition.
On constate, qu’a l'instant 1" = 3, toutes les particules sont regroupées, et viennent toutes de
la méme particule initiale. Le filtre particulaire a peu de chance de retrouver 1’état, ci celui-ci
n’est pas dans la petite zone couverte par les particules. Dans le cas du bruit de mesure faible
figure (2.6), la vraisemblance se concentre dans une petite zone dépourvue de particules. Il est
dans ce cas impossible d’exploiter efficacement I'information apportée par I’observation.

Dans ces deux cas extrémes, la nature discrete de I’approximation particulaire limite consi-
dérablement la capacité exploratoire du filtre particulaire.

Dans le but de robustifer le filtre particulaire, un nouveau filtre particulaire a été proposé,
appelé filtre particulaire régularisé (RPF).

2.3 Le filtre particulaire régularisé (RPF)

Le filtre particulaire régularisé a été introduit par Musso et Oudjane [45], le RPF remplace
la distribution empirique (2.12) par une densité lissée. Celle-ci s’obtient & ’aide de la théorie de
Papproximation non-paramétrique par noyaux des densités [62]. La fonction de dirac ¢ dans le
filtre particulaire classique est remplacée par un noyau K qui vérifie :

— K est symétrique, i.e. K(—z) = K(x) pour tout x € R, d est la dimension de Iespace.

— K est une fonction de densité de probabilité [ K (z)dz = 1.

Ainsi le RPF approche la loi de densité conditionnelle de zj sachant les mesures y;.; comme

N
Pr(xilyin) = D whKn ok — o). (2.34)
=1
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denaité estimée

noyaux

échantillen

Fia. 2.7 — Mélange de Gaussiennes

ot K}, est le noyau de régularisation : Kj(x) = K(x/h)/h%, h est le facteur de dilatation (taille
de la fenétre du noyau de régularisation), il joue le role du parametre de lissage. Un h tres petit
rapproche la fonction K d’une impulsion de Dirac, un A trés grand nous rapproche d’une loi
uniforme.

T — U

E[pr(vxly1:x)] 2/%K( )k (ulyrx)du

cette expression montre que la fonction que nous reconstruisons est une convolution par le noyau.
Le biais est défini comme la différence entre I’espérance de ’estimation et la fonction a estimer.

1
biaisy, :/EK(“

La valeur absolue du biais diminue avec la taille du noyau [62]. En effet, si h tend vers 0, le
noyau ressemble a une impulsion de Dirac, la convolution d’une fonction avec une impulsion de
Dirac produit cette fonction.

DY pr(ulyra)du — py(@xlyrr) (2.35)

La variance peut étre approchée par :

var {pr(zx|y1e)} ~ “””’“ |yl k / K(t (2.36)

Cette relation nous montre que la variance augmente si la taille du noyau diminue. On déduit
que le facteur de dilatation h «idéal» sera un compromis entre le biais et la variance. Il sera
calculé en minimisant 'erreur quadratique moyenne (MISE) [62] :

MISE(h, K) = E| / (e (wxlyne) — pr(enlyre))?da) (2.37)

= /(E(Iak(fUHylk) — pr(r|yrx)) 2 day, -I-/var {Pk(xk|y1.k) Hdag (2.38)

L’erreur globale est la somme d’un biais moyen et d’une variance moyenne.
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2.3.1 Choix optimal du noyau

On montre que dans ’hypothese de la densité p, Gaussienne de matrice de covariance iden-
tité, le noyau optimal vaut :

Koy = { FEON®) s el <
0 dans le cas contraire.

Kyt est appelé noyau d’Epanechnikov [62], il minimise le MISE. Le facteur de dilatation
optimal vaut

ho = pA(K)N ™ @i A(K) = [8c(d + 4)(2y/m) ) 755 (2.39)

oll ¢g est le volume de la sphere unité de R?, et p est un parametre de réglage compris entre 0.1
et 0.7. Ce parametre a été introduit pour éviter le sur-lissage de la densité.

Le noyau K optimal est indépendant de la densité py. Si on choisit un noyau Gaussien (légerement
sous-optimal), on a alors

ho = pA(K)N ™ i A(K) = (4/(d + 2)) 7 (2.40)

En revanche, le facteur de dilatation h dépend de la densité pg, son choix est important pour le
comportement de I'estimée. De nombreux travaux, comme les travaux de Delaigle [18] proposent
des méthodes fournissant un h adaptatif fonction de ’échantillon des particules. On proposera
au chapitre suivant, une nouvelle méthode pour le choix du facteur de dilatation h.

Deux types de filtres particulaires régularisés ont été proposés :

— Pré-régularisation : la régularisation s’effectue avant la correction (Le Gland [38]).

N N
. ; j (1) A ; ; (2)
Prei(2) = Y whg0(z = ah_y) ——— Py (@) =wig Y S =apy ) —————
=1 prédiction P régularisation

N
. i i ®3) . i ‘
K * i1 (%) = w1 Kn (@ — 2jp_q) ———— pp(2) > whoagk(@) Kn(w =z, )
i=1

L’algorithme du filtre particulaire pré-régularisé :

(1) générer I suivant P(I = i) = w}_, dans 1,..., N.

(2) générer e suivant le noyau K () (Epanechnikov ou Gaussien) et U uniformément dans
[0, 1].

(3) calculer les nouvelles particules ' = 1:,5:1‘11_1 + he, avec h = hop donné par (2.39) ou
(2.40).

(4) si gr(2') > Usup gx(x), poser :B,(;) = 2/, sinon retourner & I'étape (1).

L’avantage de cette méthode est d’exploiter la vraisemblance gi(x) sur tout le support de
la densité Ky, * pyjr—1. Cependant, cet algorithme est généralement cotiteux en temps de
calcul puisqu’il demande généralement 1'utilisation de l’algorithme d’acceptation / rejet
pour simuler le produit des 2 fonctions gx(x)Kp(x — :1:2',671).

— Post-régularisation : la régularisation intervient apres la correction (Musso et Oud-
jane [43, 46]).
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N
(1) ; ; (2)
6 — — 3 5 — 7
Dr— 1 Zwk 1 IIZ xki ) prédiction ‘k 1( ) Wk-1 ; (:U xk‘kil) correction
al 3)
Pr() o > wh 1@y )0(x = @y _y) —————— K pr(z) o

— régularisation

N

> w19k (@) Kn(w — o)

=1

L’algorithme du filtre particulaire post-régularisé :
(1) générer I dans 1,..., N suivant P(I = i) = w} w,i_lgk(:):}akil).

(2

générer € suivant le noyau K (z) (Epanechnikov ou Gaussien) et I/ uniformément dans

1.

)
[0,
(3) calculer les nouvelles particules z’ = x
(2.40).

(I)

Kk—1 T he, avec h = hop donné par (2.39) ou

L’algorithme est similaire & ’algorithme du filtre particulaire classique avec une étape sup-
plémentaire de bruitage controlé de particule appelée régularisation.

Remarque :

En pratique, avant de régulariser, il faut blanchir les particules. Soit S la matrice de covariance
empirique de 1’échantillon des particules z’ et A la racine carrée de S, le blanchiement des
particules consiste & remplacer les particules x’ par les particules A~ 2. On applique alors la
régularisation sur ces nouvelles particules qui ont une matrice de covariance identité. Dans ce
cas, on peut alors utiliser un facteur de dilatation optimal donné par (2.39) ou (2.40) afin de ne
pas privilégier aucune direction de ’espace d’état. La densité post-régularisée s’écrit alors

N
oy wiK (A A (@ — gy, ))) (2.41)
Jj=1

2.3.2 Le filtre RBPF (Rao-Blackwellisation particle filter)

Toutes les méthodes particulaires présentées précédemment s’appliquent sur des modeles
généraux non-linéaires. Cependant, dans certains cas, le vecteur d’état xj; peut étre décomposé
en 2 sous vecteurs (7, w%) de sorte que le modele est linéaire par rapport a xﬁc conditionnellement
axp:

Ty = Fplap)zy + Ap(ep)zy, + Gi(ap)wy,
yp = H"(2}) + H' (z})ah, + vg (2.43)
avec
_ | wi
W = [1Ué } (244)

wy, est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance Qg
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[ oer e ]
Qr [ @mr QL (2.45)
v, est un bruit blanc gaussien de matrice de covariance Ry.

La partie linéaire du vecteur d’état xf,c sera intégrée analytiquement via un filtre de Kal-
man. Quant a l'autre partie non-linéaire du modele z7, elle sera simulée via un filtre parti-
culaire. Ce filtre est appelé RBPF «Rao-Blackwellisation Particle filter» (RBPF) (Casella et
Robert [13]). Ce filtre fut introduit sous le nom de «filtre particulaire pour modeéles condition-
nellement linéaires-gaussiens» [55]

On peut ré-écrire le modele (2.42), comme suit :

g = AP+ Gpapup
Ty = Fiap)z) + Al (af)) + Gl (ap)w), (2.46)
22 = H'(zW)al + vy
avec z,i et z,%
1 n n (N
Zp, = T — F'(x
{Zg = y:tlH"(];cé)k) (247)

La densité conditionnelle s’écrit :

p(xgc? xBL:k|y1:k) = p(x§€|xg:kv yl:k)p(mgzkwl:k)

la densité p(xg,|y1:x) est estimée par un filtre particulaire et la densité p(:ﬂi\:ng: s Y1:k) est estimée
par un filtre de Kalman. On notera ¢(m|P) la loi de densité gaussienne qui a pour moyenne le
vecteur m et la matrice de covariance P. A 1’étape de correction, on a

Pkl y1:k) = S| Pr) (2.48)
avec
B = @y + Kilye — H'(2f) — H'(e])})
Ky = Py H' @})" [H (2}) Py H' (2F)" + Ry] ™! (2.49)
Pk = Pk|k71 - KkHl(.TZ)Pk‘k,l

de méme pour I’étape de prédiction, on a
! N
P(Tpq 1|20 11 Y1:6) = S @y 1| Prrajre) (2.50)
avec

Bl = Al T GLQMT(GROY) o + Fi + Li(z, — Afiy,)
Pope = ALP(ADT + GLQL(GL)T — LNy LY

2.51
Ni = ALP(ADT + QLG 251
Ly = AP (ADTN
avec les nouvelles matrices de covariances
O S S O (252
Q. = Q,— QM Q) Q"
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dans le but de décorréler les bruits w;’ et wk, on applique I’ algorlthme de Gram—SChmldt comme
le montre Nordlund [44] afin d’obtenir un bruit gaussien w} décorrélé avec w!. La densité
p(x(.|y1:1) est simulée par un filtre particulaire. On a, selon la regle de Bayes :

PYk|Tl o Y1:k—1)P(CE|TE 1> Y1ik—1)
P(Yr|y1:6—1)

P(x0gly1k) = P(x0g_1|Y1:0-1)

ol p(x(._1|Y1:k—1) est approchée par un filtre particulaire.
On a alors

Pk, T lyie—1) = p(ylal, 22 vy ) p(@h |2l yie—1) = plylel, 2)pah|2?, yie_1)

si on suppose que :Ufg et x}; sont connus, on a
n n l
P(YR|T0.g> Y1ik—1) = /p(ykaxk‘$0:k7y1:k1)d$k

_ / plynlzh, o)p(ak e, 1o )ik (2.53)

via la formule de prédiction de Kalman, on a
p(yklai, yr-1) = $(H" (2}) + H' (2}) 2}, |H (27) Py H' ()" + Ry, (2.54)

de méme pour la loi de densité p(z} |7}, y1.x), on a

P(Tjep 1|00 Y1) = / (i ek, 2P (|2, yu) do

p(afalak, ) = o(F"(a}) + A(eR) 3 GRQR(GR)T)
Pt g, yiw) = S(E5 Pr)
(et yi) = S(FL () + AR (@f) 25| AR PL(AR) T + GRQR(GH)T) (2.55)
L’algorithme du RBPF :

— (1) Ulinitialisation : On tire les particules :r1|01 , ...,w?"év selon une loi Gaussienne de

moyenne le vecteur d’état initial 7)) et de matrice de covariance Pp.
— (2) l’étape de correction particulaire : Pour i = 1,..., N, on calcul les poids wt =
_
Z;'V:1 wi
— (3) Vétape de ré-échantillonnage : Les particules sont tirées suivant leurs poids (tirage
multinomial). La probabilité P de tirer z)" est égale

p(yk\a:g:’,i, Y1:k—1) suivant la formule (2.54) et sont normalisés &f =

x-u

P(wk: _$k|k )=

— (4) UVétape de prédiction particulaire et correction de Kalman :
Les particules sont corrigées et prédites en 3 étapes :
(i) étape de correction de Kalman suivant I’équation (2.49)
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. = 9 seey ) i ~
(ii) étape de prédiction du filtre particulaire. Pour i = 1 N, les particules sont propa
gées I’équation (2.55) : ‘ ‘
n,i n n,i
Tl ™ p($k+1|k:|x0:k7 Yik)

(iii) étape de prédiction du filtre de Kalman, en utilisant ’équation (2.51)

On constate que la seule différence entre l'algorithme du RBPF et le filtrage particulaire clas-
sique réside a 'étape (4) de I'algorithme. La partie du vecteur d’état x} est remise & jour via la
mesure par un filtre de Kalman apres avoir simulé la partie non-linéaire 7 par un filtre parti-
culaire. Par la suite :L'ﬁC ik est calculé par I’équation de prédiction de Kalman.

Remarques :
— dans le cas ou les matrices A}, AL, i G, et H' sont indépendantes de la partie non
linéaire de I'état x}, le calcul de P de (2.49) est le méme pour toutes les particules.

P,E,i) =P, Vi=1,...,N. Ceci permet de réduire le temps de calcul.
— les matrices de covariances des bruits d’état et de mesure dépendent de I'état x7,

Qr = Qr(z}) et Ry = Rp(a).

L’idée principale du RBPF est d’exploiter la linéarité de certaines composantes du vecteur d’état
du modele de fagon a réduire la dimension de I’espace d’état particulaire. Ainsi, on aura besoin
d’utiliser le filtre particulaire seulement sur la partie du vecteur d’état non linéaire. L’autre
partie est traitée par un filtre de Kalman, ce qui permet de réduire le nombre de particules et
donc de réduire le temps de calcul.

2.4 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté les méthodes particulaires classiques et régularisées.
Dans le cas général, les méthodes particulaires donnent une bonne approximation du filtre op-
timal. Cependant, dans le cas de bruits de dynamique faible, le filtre particulaire classique peut
diverger. Dans le but d’assurer la diversité du systeme de particules au cours du temps, une étape
de régularisation a été introduite, ce qui robustifie le filtre particulaire. Ces filtres particulaires
sont appelés filtres particulaires régularisés (RPF) et sont basés sur la théorie de 1’estimation
par noyaux. En particulier, le RPF fonctionne quand le bruit de dynamique est nul. Le cott de
calcul de la régularisation est négligeable. Cependant, il reste le cas ou les bruits de mesures
sont faibles. La vraisemblance est alors pointue dans I'espace d’état voir figure (2.6), dans ce cas
la quasi totalité des particules ont une vraisemblance nulle. Le filtre peut alors diverger mal-
gré I’étape de régularisation. Plus généralement, on observe en pratique des divergences pour
les filtres particulaires présentés dans ce chapitre. Ces problemes sont dus aux approximations
Monte Carlo successives (surtout lorsqu’il y a incohérence entre la densité prédite et la vraisem-
blance) aussi bien dans ’évaluation des intégrales que dans I’étape de ré-échantillonnage. Nous
introduisons un nouveau filtre particulaire, appelé le Kalman-particulaire Kernel Filter (KPKF).
Cette nouvelle méthode apporte une correction locale de Kalman étendu au voisinage de chaque
particule. Ce filtre modélise la densité conditionnelle comme une mixture de gaussiennes a pe-
tites matrices de covariance. Cette modélisation permet I'utilisation locale du filtre de Kalman
et une nouvelle méthode de ré-échantillonnage.
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Chapitre 3

Nouvelle approche : le Filtre de

Kalman-particulaire a noyaux
(KPKF)

3.1 Introduction

Les techniques particulaires régularisées ont permis d’apporter une robustification par rap-
port aux méthodes particulaires classiques et ainsi de permettre d’éviter le phénomene de dé-
générescence des particules dans le cas des systemes faiblement bruités. De méme, le RBPF
permet de réduire les fluctuations Monte Carlo en appliquant ’approximation Monte Carlo sur
une partie du vecteur d’état. Malgré ces améliorations, il subsiste des probléemes de divergence de
ces filtres dans certaines applications. Dans ce chapitre, nous introduisons un nouveau type de
filtre appelé filtre de Kalman-particulaire & noyaux « Kalman-Particle Kernel Filter» (KPKF),
qui combine le filtre de Kalman étendu (EKF) et le filtre particulaire régularisé (RPF). Ce nou-
veau filtre s’inscrit dans la famille des filtres particulaires hybrides comme le Gaussian particle
filtering de Kotecha et Djuric [37] et le Mixture Kalman Filters de Chen et Liu [15]. Ce filtre
modélise la densité conditionnelle comme une mixture de gaussienne a petite matrice de cova-
riance. On peut alors utiliser un filtre de Kalman local qui réduit les fluctuations Monte Carlo.
Nous montrons que la densité prédite et la densité corrigée peuvent se modéliser de la méme
fagon. De plus une nouvelle méthode de ré-échantillonnage est introduite afin de réduire encore
les fluctuations Monte Carlo. Le KPKF suppose que les bruits de dynamique et de mesure sont
additifs et gaussiens.

Considérons le systeme non-linéaire discret suivant :

{ Ty Fi(xp—1) + Wy
y =  Hp(xp) + Vi

(3.1)

ol zp est un vecteur de dimension d, y; est un vecteur de dimension m, Fj et Hj sont deux
fonctions continues différentiables de R? vers R? et de R? vers R™ respectivement. W, et Vj, sont
des bruits blancs Gaussiens indépendants de matrice de covariance S} et Ry respectivement.
On suppose par la suite que les matrices S; et Ry varient peu avec xj et xp_1, on écrira
Sk = Sk(rr_1) et Rx = Ri(xg) si on veut expliciter cette dépendance. Le vecteur d’état initial
xo est supposé aléatoire et indépendant de Wy, et V.
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3.2 La théorie du KPKF

Soit {2} un N —échantillon issu de la loi de densité p. On estime cette densité par la méthode
des noyaux (2.3) [62]. Si les noyaux utilisés sont des noyaux gaussiens, I'estimateur s’écrit :

N

+ 6 ') (32)

=1

o(z|P) = exp[—(aT P~ z)/2]/+/det(27 P)

est un noyau gaussien, de moyenne nulle et de matrice de covariance P égale & h? fois la matrice
de covariance empirique de I’échantillon des particules 2!, ..., 2. h est le parametre de dilatation
du noyau. S’inspirant de cette méthode, nous proposons d’approcher la densité prédite par un
mélange de N gaussiennes (3.1) :

N
Prik—1(@kly1a-1) & Y Wi 1 8@k — Thy1 | Phip_1) (3.3)
=1

N N : d 1 N : i
OU Ly g5 eees Thipe_y sont des particules dans R, Weik—17 > Whlk—1 des poids de somme 1 et Pk\k—l

des petites matrices de covariance. En général, on prendra ces matrices égales a hQCOU(£Ek| h—1 |wk‘ k1)
(2.3.1), ou

N N N
COU(ﬂfk|k—1\wk|k—1) = E :wlzc\k—l(l‘;c\k—l - E Wi|k_1$i\k_1)($2\k—1 - E wiw_lxi‘k_l) (3.4)
=1 j=1 j=1

est la matrice de covariance de 1’échantillon {a:i:'k_I} associé aux poids wzl w1 €t h est un pa-

rametre de réglage de faible valeur. Nous verrons par la suite, que ces matrices Pé‘ x_1 doivent
rester petites. A 'image des filtres particulaires, le KPKF se décompose en une étape d’initia-
lisation et 3 étapes dans le cycle du filtrage (étape de correction, étape de prédiction et étape
de ré-échantillonnage). Ces étapes devront preserver la structure de mélange de gaussiennes a
petites matrices de covariance (3.3).

3.3 L’étape d’initialisation

Le KPKF est initialisé avant la premiere étape de correction, selon la loi initiale donnée de
I'état zo du systeme. On construit la densité prédite p;|g a 'aide de la méthode des noyaux.

N
prjo(z1) = Zwioqﬁ(wl - xll\olpll\o)
i=1

. i oz N . . , N i 1.2

avec les poids Wi €gaux a 1/N et les matrices de covariance égales a Puo = hcov(xy|0,w10)-
sz z1: ‘ 1 N i . .

La densité prédite pyjg a pour moyenne approchée doin L et pour matrice de covariance

approchée Puo =1+ hZ)cov(xl‘O, wip). Comme l'espérance de la matrice de covariance empi-
rique cov(xq|g,wq)o) est égale a (N —1)/N fois la matrice de covariance de la loi de z1 (P)p), on
a:

Pyo=(1+h*)(N —1)/NPyj
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8.4. L’étape de correction

Puisque h est petit et IV est grand, 151|0 est proche de Pjjo. D’autre part, on peut supposer
que la distribution initiale pyo est gaussienne de moyenne x|y et de matrice de covariance Pyjq.

Alors, pour 'initialisation, on génére un échantillon de particules {xzﬂo} selon la loi gaussienne de

matrice de covariance ﬁPNO, dans le but d’avoir la matrice de covariance de la distribution

p1jo égale a la matrice de covariance théorique initiale de x1 qui est connue.

densité estimée

neyaux

échantillon

FiG. 3.1 — Mélange de Gaussiennes

3.4 L’étape de correction

On suppose qu’a l'instant k, la densité prédite py,_1 (zx|y1.6—1) est approchée par un mélange
de densités gaussiennes :

N
i1 (@rlyre—1) = D Wi 10(@k — 1| Plp_1) (3.5)
i=1

avec y1.x = {y1, ..., Yk }, U'historique des mesures jusqu’a l'instant k. La densité conditionnelle de
Tk, Yr sachant y1.; est donnée par :

Pr(@h Yely1:—1) = Prjp—1 (Tk|y1:6-1)d(yx — Hi (1) | Ri(wx)) (3.6)
D’apres (3.17), on a

N

Pk, yelyrn-1) = D i1 (@ — Ty [Pp—1)(ur — Hi(zy)| Ri () (3.7)
=1

: : i : . ) 2 i i
Les matrices de covariance Py, , étant petltes (de Vordre h*), ¢(xp — xk|k—1‘Pk|k—1) tend ra-
pidement vers 0 lorsque x; s’éloigne de xﬁd w1+ On peut donc linéariser la fonction non-linéaire

Hy(zy) au voisinage de la particule x}'dkfl (3.7) :
Hi,(xx) = Yy + Hior — 1) (3.8)
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Chapitre 3. Nouwvelle approche : le Filtre de Kalman-particulaire a noyauz (KPKF)

ol y,i‘k_l = Hk(x};‘k_l) et Hj est le gradient de Hj, au point $2|k—1‘ On a alors
Oz — @1 | Prpp—1) Sy — He(2k) | R) ~

S(xh — Ty | Pl 1) Ok — Yhpe1 — Hior — 21 |R) (3.9)

On pose Ri = Rk($2|k71)'

A cause de la linéarité de (3.9) par rapport a zy, le produit dans le second membre de (3.9)
est une densité conjointe gaussienne. Cette densité peut étre vue comme la densité conjointe
du couple (X,Y") et peut étre factorisée en produit de la densité marginale de Y et la densité
conditionnelle de X sachant Y = y. Avec un calcul semblable & celui de la dérivation du filtre
de Kalman (voir annexe B), on voit que la densité marginale de Y a pour moyenne yz‘ pp €t
pour matrice de covariance ¥} et la densité conditionnelle de X sachant ¥ = gy, a pour moyenne
:E;g' x_1 et pour matrice de covariance P,i, 33?@|k71 et Z};, P,i étant donnés par les équations de
Kalman :

zj, = x?ﬂk—l + Ki(yr, — ylis\k:—l) (3.10)
= HLPl, 1T+ ] 5.11)
Avec le gain K ,’; égal &
Kj, = Py HT (Z) 7 (3.12)
Pl =Py, — B H () T HLPL, (3.13)

La densité (3.9) peut s’approcher par :
N
(@ yrlyre-1) = Y i1 @(@r — o4 P OWE = Yijer 1S5)
La loi de densité conditionnelle py(zx|y1.x) est proportionnelle & py (2, yx|y1.k—1) et donc vaut

pr(@k|y1x) = ZWW xi:|PIi) (3.14)

Avec ' ‘ '
i W12k = Vi 20

S w100 — D)

i=1%k| k-1 P\YE — Y115k

(3.15)

La loi de densité conditionnelle obtenue est une composition de Gaussienne pondérée. On
constate que dans cette étape, les matrices de covariance P! ne sont plus identiques. Cepen-
dant, elles restent de norme petite (|| P} ||<|| P, w1 1) (3:13).

Remarque :
D’apres (3.15), la correction des poids se fait par une vraisemblance de matrice de covariance
3¢ plus grande que la matrice de covariance de la mesure Rf (3.11). Comme on I'a noté dans le
paragraphe (2.2.4) ceci rend plus précise 'approximation particulaire.
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3.5. L’étape de prédiction

3.5 L’étape de prédiction

La densité prédite pyyq); est calculée selon les équations de Chapman-Kolmogorov

Pk (@ |yie) = S w), /Rd G(@ps1 — Frop1 (w)| S (u))p(u — x| PY)du

Comme dans le cas de la correction, les matrices de covariance P,i sont petites. Si u s’éloigne de
mz alors ¢(u — mZ]P,i) tend rapidement vers 0. On peut donc linéariser la fonction Fj1 autour
du point zj, :

Fie1(u) = Fpa(a}) + Fip (u— op) (3.16)

ou F} 41 est la matrice de gradient de Fy1; au point 2. La densité prédite est égale a

N
Prr1k(Trr1lyix) = ZUJ}W(M — By (23) [ Peyap)
=1

Plz+1|k = in+1PéFkTi1 + Skt (3.17)

On constate que dans cette étape, les matrices de covariance ne sont plus petites (de I'ordre h?).
En effet, P,i 1k augmente d’une part a cause de la matrice de covariance du bruit d’évolution

,i 41 et d’autre part a cause de la multiplication de la matrice F; 12 1 (3.17).
La loi prédite reste une composition de gaussiennes de moyenne Fj1(z},) et de matrice de

covariance P} 1k pondérée par les poids wj, qui restent inchangés durant cette étape.

3.6 L’étape du ré-échantillonnage

3.6.1 Etude théorique du ré-échantillonnage

L’étape du ré-échantillonnage est une étape cruciale pour tout filtre particulaire a cause du
phénomene de dégénérescence des poids. Pour le KPKF', en plus du probleme de dégénérescence
des poids un autre probleme se pose, qui est celui de la norme des matrices de covariance Py ke

En effet, les matrices de covariance P,i doivent rester suffisamment petites afin de justifier

+1]k
les linéarisations locales (3.8) et (3.16). Pour cela, nous allons introduire un nouveau type de
ré-échantillonnage.

On suppose qu’a l'instant k£ 4+ 1, on veuille approcher la densité prédite

N
Ptk @k alyin) = Y wid(@rir — Fera (@) Pl (3.18)
i=1
par un mélange de densité gaussiennes
N
Pratpr(@rralvie) = Y wh 1, (@rir — Ty Pespe) (3.19)
i=1

ou les matrices de covariance Py 1), sont petites et ou, x}g 1k est un échantillon qui suit une loi
Pr+1|e & déterminer. Conformément a ’approche du paragraphe (2.3), elles sont choisies de la
maniere suivante :
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Chapitre 3. Nouwvelle approche : le Filtre de Kalman-particulaire a noyauz (KPKF)

Piape = WPy (3.20)
avec I 1), la matrice de covariance de la densité prédite (3.18) :

N

Wy x = Zwlchlz—f—uk + cov[Fiq1(w},)|wy] (3.21)
i=1
Examinons a présent l'erreur entre py 1|y et pgyq)x a l'aide du critere MISE.

— Calcul du biais E[py15(Trt1|y1:)] — Prgije(Tha1|yie)

N . Z . oy 7 .
Dans le cas ou les particules Ty suivent la densité pj 1%, on a :

N

Eprsik(@rralyin)] = Y @ik BIO@ri1 — Tyl Prae)]
=1

N
= E[p(zri1 — Ty 1l Prorrp)] = /@b(wkzﬂ — ul Prsi) D wid (v — Frepa (@) Plyypp)ldu

=1

Wi (@1 — Fra1(2h) [ Py + P/i+1\k)

I
.MZ

@
Il
—_

En effet, la loi de la somme de 2 lois gaussiennes a pour densité le produit de convolution
des 2 densités gaussiennes.

Eprt1jk (Trr1lyin)] = /¢($k+1 — U Ppy111)Prt1 ke (ul Y1k ) du

wip(Tp1 — Fk‘+1(x§c)’P]i+l|k + Petgr) (3:22)

Il
AMZ

Il
—

)

On en déduit que le biais n’est pas nul.
Si maintenant on tire les particules x, 1k selon la densité

N
Prape(@rrn) = > whd(@rin = Frpr ()| Phya — Proa) (3.23)

=1

oy . 'L 7 . oy
avec la condition que les matrices P} ik T Py 1) sont définies positives, alors avec les
mémes calculs précédemment. On obtient :

N

Eprape(@asalyin)] = Y wid(@rsr — Frpa (23| Plype)
=1

Elpr-r1k(@rs1ly10)] — Prgije(Trs1lyre) = 0

On constate que la densité p est un estimateur non biaisé. Cependant, le biais n’est
q Pk+1)k p )
pas le seul critere de précision de I’estimateur, la variance est aussi importante.
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3.6. L’étape du ré-échantillonnage

— Calcul de la variance var{pyix(Trt1|y1:1)} *
D’apres (3.19)

N
var{pap@eialyin)} = D (Whip)?
=1
{/ O (k41 — V| Pegr i) Pt js (011 dv — [EPgi (@ |y1)]} (3.24)

ou z 1)), est un échantillon (iid) de (3.23). Si on pose le changement de variable suivant
u= (zp41 —v)/h, on a
1
P(Tpr1 — V[ Pygap) = WWU’HHHH

la variance s’écrit alors

N A
R Zizl(w7c+1|k)2
UaT’{Pk+1\k($k+1|y1:k)} =T d

{/ & (Ul 1)) P(wpr1 — hu)du — BBy (rra y1:x)]7} (3.25)

Pour un facteur de dilatation h petit, le dernier terme h®[Epy 14 (2x41|y1:1)]? peut étre
négligé. En faisant un développement de Taylor de pj 1 (241 — huly1.x) autour de h = 0,
on a ’approximation suivante de la variance :

R vazl(wii 1 k)2 _
var{Pr 1|k (Tra1|Y1:k) b ~ T+pk+lk($k+l|ylzk)/¢2(U‘Hk+1|k)du (3.26)

On remarque que le parametre h doit étre suffisamment grand pour que la variance soit
petite (en respectant la positivité de la matrice P} kT Priijk)-

En fait, pour diminuer cette variance, il peut étre intéressant de biaiser légérement ’estimateur
(3.19) en tirant les particules z}, 1)), Suivant la densité

N 72
Pratpe(@riayin) = Y whéd(@rir — Frpr (@h)| Pl — 72 Prt1le)
i=1
N
= Zw;’ccb(xm - Fk+1($2)|Pﬁ+1|k - h2Hk+1|k) (3.27)
i=1

oil h est un paramétre inférieur & h. La densité p définie en (3.27) généralise la densité p définie

en (3.23). Le parametre h doit rester suffisamment petit pour vérifier la contrainte

P]iﬂ‘k — hQHk_H‘k > 0. Avec les calculs semblables qui conduisent & (3.22), on a :

N
Elprs1k(@rralyin)] = Y @ik BIS@ri1 — Tyl Prae)]

i=1

N
= E[¢(@pt1 =@y o[ Pretrp)] = /¢(90k+1—U|Pk+1|k)[zwiqﬁ(u—FkH(xi)\PziHm—hmkﬂk)]du
i=1
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Chapitre 3. Nouwvelle approche : le Filtre de Kalman-particulaire a noyauz (KPKF)

P(Tpq1 — Fk+1(xk)|Pk+1\k + (h? = W*) Mg pa)

HMZ

/¢ g1 — V|(h* = W) g i) P (v]y1a) Yo

Comme dans [62], on fait le changement de variable u = x’“;;f” et on développe py 1), autour

de A’ = 0. On obtient I'approximation suivante du biais :

. 1 = .
B[k (@rr1ly1:6)] — Prijp(Tra1|yie) = §(h2 — W?)tracelly 1 Protje(@relyie)]
ou
. O Prsl
Prt1kx = T o2

On obtient le lemme suivant :
Lemme 3 :

Si a 1)), ©st un échantillon (iid) de la loi

Prape@rralyre) = Y wid(@rsr — Fera (@) [Py — Ty
=1

alors l'erreur quadratique moyenne entre py 1, (3.19) et pryq) (3.18) vaut approximativement :

MISE(h,h) & /[E[ﬁk+1|k(xk+1|y1:k)] — D1 (@1 [y10)]7 + var P s (Trr [yre) Ydwpi

1 ~ .. k+1 k:
= 1(’12 — h?)? /(tmce[ﬂk+1|kpk+1k($k+1|y1:k)})2d$k+1 TRl s 2 /¢ (u[Hpq1)x)du
- (3.28)
ol h > h. .
Le lemme suivant détermine la valeur maximale de h qui assure la positivité des matrices
72
P;iﬂ\k B g1 -

Lemme 4 :
Les matrices Plz

h < h* avec

ik T B2Hk+1|k, (i = 1,...,N) sont toutes définies positives si et seulement si

h*? = min X}, (3.29)
(2

ol Agnf est la plus petite des valeurs propres de la matrice (C’,{_H) L pi Jrl|/,€C er1r OU Crpq est la
racine carrée de la matrice ITj 1, (CkTHCkH = jq1r)-

En effet, pour tout z € R% on a :
l’T(P1i+1|k; - BQHk-ﬁ-Hk)x = (Ck+1x)T((Cg+1)_1P,2+1|k0kj1 B2I)(Ck+133)

44



3.6. L’étape du ré-échantillonnage

. i
Donc la matrice (Pk+1\k

((C’,CTH)_IPIiH‘ka_il — h2I) est définie positive. Or les valeurs propres de la matrice

— BQH;CH‘ 1) est définie positive si et seulement si cette matrice

((C,€T+1)*1P]i+1‘k6'k_il — h2I) sont égales aux valeurs propres de la matrice (C’kTH)*lPIiH‘kajl

moins A2, .
Le théoréme suivant montre comment calculer le couple (h, h) minimisant le MISE.

Théoréme 3 :

La minimum de MISE(h, l~1) avec h > h est atteint pour fzopt = h* et hop est solution de

R (% — p*?) = pdtt (3.30)
< opd+d N i 2 J (Tl q ) du
ouhy' =d Zi:l(wkﬂm) J(trace[lly 1k Prir |k (ot lyrn)])?deggr

Démonstration :

D’apres (3.28), on note :

MISE(h,h) = a(h® — h?)? + %
ol = § [(trace[My 1 brsp(@riyrn)])?des et =30, (W y,)° [ 0 (ulTlkp ) du.
Calculons le minimum du MISE(h, k) par rapport & (h, k). Pour h donné,

MISE(h, h
0 Sh(h,h) 0 (3.31)
(3.31) donne

5 _
da
h*2(h2 — h2) croit de 0 a co quand h croit de h & oo donc Déquation (3.32) admet une unique
solution h = hgyt(h) € (h,o0) pour h donné. Il reste & minimiser M ISE(hopt(h), h) par rapport
a h. D’apres le théoreme des fonctions implicites :

B O iy o2 I
87:?/ - 8h h:hopt (h) 6}:1/ h:hopt(h)

f(h,h) & h*2(R% — h?) —d 0 (3.32)

on obtient :

dhopt _ 2hopth — >0, Vh > 0.

dh  (d+4)h2, — (d+2)h?

car h > h. La fonction hopt(fz) est donc une fonction strictement croissante en fonction de h. Or
d’apres (3.32), on a

B2 )~ i) =d— D 3.33
Wil =) =i (3.3
(hgpt(ﬁ)—ﬁz) est donc une fonction décroissante de h. D’apres (3.32), on déduit que M ISE (hopt(h), h)

est une fonction décroissante de h. 11 faut donc prendre £ le plus grand possible. D’apres le lemme
4, h = h*. La valeur de hoy est donc solution de (3.32).
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Chapitre 3. Nouwvelle approche : le Filtre de Kalman-particulaire a noyauz (KPKF)

R (% — p*?) = pdtt (3.34)

Notons que hg = hopt(h = 0) est le facteur de dilatation optimal classique (2.39) et (2.40) lorsque
les poids wli+1|k sont tous égaux a % Dans ce cas, Zi]il(w}'cﬂ‘k)Q = % est la valeur minimale

de Zi\il(wi+l|k)2'

3.6.2 Mise en oeuvre du ré-échantillonnage

Choix empirique du facteur de dilatation :
La résolution de I’équation (3.34) donnant h,y peut étre faciliter en observant que

maz(ho, B*) < hopy < h*\/1+ (ho/h*)d+4 (3.35)

En effet, en observant que hp: > h*, 'équation (3.34) nous donne le résultat.

Dans la plupart des applications, comme dans le recalage altimétrique h* est petit (c’est la plus
petite valeur propre de toute les valeurs propres des matrices (Cg+1)*1P]i Y +Cr il) Pour N
grand hop(h*) est proche de h*. En effet, I’équation suivante

O ) = 1
montre que hqy tend vers h*, en effet, hg tend vers 0.

Le facteur de dilatation optimal est en général petit. La matrice Py ), est donc petite dans
Papproximation recherchée (3.19), ce qui justifie les linéarisations locales futures. Cependant, on
observe dans les simulations que le filtre est plus robuste si on prend une valeur de A supérieure
a hope. On peut exprimer le parametre h sous la forme suivante :

h = phg (3.36)

ol i > 1 est un parametre de réglage qui dépend de I'application. Nous verrons dans le para-
graphe (3.7.3) que u peut s’ajuster en fonction de la borne de Cramér Rao (PCRB)(5.4).
Le parametre h optimal est alors calculé suivant :

d 7 d+4
h +2(h2 _ h2) — h0+

ce qui donne :
ho
h

d’autre part, il faut que A soit inférieur & h*. Le paramétre h optimal vaut alors

hopt = min(pho, 4 /1 — (%)d+4) (3.38)

Le fait de prendre un A plus grand, introduit un biais dans I’estimation de la densité prédite. La
densité prédite py, 41|k aura une matrice de covariance Py, plus grande (3.19). Cette densité
est plus étalée, ce qui permet aux particules de recouvrir une zone plus vaste de ’espace d’état
et ainsi de réduire le risque de dégénérescence. Cette plus grande incertitude sur ’état a pour
conséquence que le filtre se base plus sur I'information de la mesure courante que sur l’infor-
mation des mesures passées et du modele. On observe le méme phénomene dans 1'utilisation du
facteur d’oubli dans le filtre de Kalman. Il parait donc légitime de favoriser la réduction de la

h=hy/1—(=2)d+4 (3.37)
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3.7. Autres approximations de mélange Gaussien

variance (liée a la divergence du filtre) au détriment du biais.

Ré-échantillonnage partiel/total :

Si la disparité des poids wi (3.18) des particules est faible (test entropique inférieur au seuil
(2.2.5), on redistribue les particules sans toucher a leurs poids : wliﬂ‘k = w! (3.18) et (3.19).
Ce ré-échantillonnage se nomme « ré-échantillonnage partiel». Au contraire, si la disparité des
poids est forte, on procede a un tirage multinomial des particules F] k+1(:c};) suivant les poids w};,
w,i g = % Ce ré-échantillonnage s’appelle « ré-échantillonnage total ».

En pratique, les normes des matrices de covariances P]ﬁ ik varient peu au cours du temps,
tout particulierement lorsque les mesures sont des mesures scalaires. En effet, & chaque étape
I'information apportée par ces mesures est faible. Dans ce cas, il suffit d’attendre m cycles de
calcul du filtre avant d’effectuer un ré-échantillonnage. Le nombre de cycle m peut étre considéré
comme un parametre de réglage, il est déterminé d’une facon empirique. De plus, cela réduit le
colt de calcul car on évite de tester si les matrices Pli 1) Sont grandes.

Résumé de l’algorithme de ré-échantillonnage total/partiel :

— (1) Le ré-échantillonnage partiel : si le test entropique de ré-échantillonnage est négatif
( Ent < Th), on ajoute aux particules Fj11(z}) un bruit Gaussien de moyenne nulle et de

. . i *2 Nk 4
matrice de covariance Py kT h*“ I 1)k, ou h* est donné par le lemme 4.

— (2) Le ré-échantillonnage total : si le test entropique de ré-échantillonnage est positif
nt > , les particules Fj;(x%) sont tirées selon leurs poids wi,...,wi. Les poids

Ent > Th), 1 ticules Fj.1(x%) sont t lon 1 ds w}, .., wd. L d
wy, 1) Sont ré-initialisés a 1/N. On ajoute & chaque particule Fj1(z},) un bruit Gaussien

. . 7 B2
de moyenne nulle et de matrice de covariance Py ik g1

A la fin de I'étape du ré-échantillonnage (total/partiel), les matrices de covariance P 1k Sont
initialisées & h2,; Iy (3.20).
3.7 Autres approximations de mélange Gaussien

3.7.1 Le ré-échantillonnage classique

Cette méthode est le ré-échantillonnage de base [62], la densité prédite

N
Prat(@rialyir) = Y wid(@rir — Frp (@) Py )
i=1
est approchée par la loi de densité
1N
Pr1je(Trt1lyre) = N Z G(@ry1 = Ty gl P Tegay)
i=1

On tire les particules z = F k+1(2%) selon leur poids wi (tirage multinomial), les matrices

de covariances P]i sont remises & h2II, +1jk- O h = hy.

1k
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Chapitre 3. Nouwvelle approche : le Filtre de Kalman-particulaire a noyauz (KPKF)

3.7.2 Le ré-échantillonnage par réjection locale

Dans I’étape de ré-échantillonnage, il est possible d’utiliser un algorithme de rejet basé sur le
L2RPF de C. Musso [42] et sur le Kernel Filter de M. Hiirzeler et H. R. Kiinsch [30] dans I’étape
de ré-échantillonnage, ceci permet d’obtenir un échantillon précis x}c issu de la loi conditionnelle

Pr(Tk|Y1:8)-

N
pr(eklyin) o< Y wypo1&(@ — 2y | Phe_1) (ke — Hilaw)| Re) (3.39)

=1

L’algorithme de la rejection locale :

(1) tirer I sur 1,..., N suivant P(] = i) Ckvi(ak>wli|k71 (tirage multinomial).
(2) générer z x ¢(x)dx (¢ est un noyau gaussien) et U uniforme sur [0, 1].

calculer les nouvelles particules X = z7, , + _{ 2, avec _, la racine carrée de
3) calculer 1 I jcules X = ol + AL AL,y laraci ‘e d

la matrice de covariance Pkf| x—1 de la particule ZL‘£| b1 -
(4) faire le test de rejet, si ¢(yr — Hip(X)|Rg) > agcr,r(ar)U, on accepte la particule X,
xi:Xavecj:j—i-l.
ol ¢ (o) sont des coefficients qui vérifient la condition suivante

Chi > Supzes; ¢(yx — Hp(v)|Ry) (3.40)

avec
; T pi -1 ) 2,2
i ={z/(z - $§c|k71) (P;imfl) (x — w?ﬂk—l) < ain’} (3.41)
>; Dellipsoide de confiance centré sur la particule x}'d p_1- Le coefficient ay, est un parametre de

controle compris dans l'intervalle [0, 1]. 7 est choisi de maniere a ce que : P[x%(d) < n?] = 0.99.
L’ellipsoide ¥; approche le support de ¢(z) — x}ak_l\P,i'k_l) lorsque ay, = 1.

Proposition : L’algorithme de rejection locale génere un échantillon x}c dans R? de densité :

N

pr(Tr) o Z wi|k_1ci7k(ak)min(1,
=1

d(yr — Hy(wr)|Ry)
aci k(o)

)o(zk — xZ\k—1|PIi|k—1) (3.42)

Démonstration :
La loi de distribution de la variable X acceptée dans la boucle de rejection, est caractérisée
par

Ervz[f(X)] = E[f(xilk—l + ‘4£|If—1 Z))1¢(yk*Hk(zi\kfl+A£\k71 Z)\Rk)EakCi,k(ak)U]

avec f une fonction test quelconque,

N Oy — He () _q + Afyp_q 2)|Ri)
. , - , k|k—1 Elk—1 k
x Wi 1Cik (O /f T+ AL z)min(l, ¢(z)dz
; bi1Cin(0k) | f(@hypy + Agypy 2)min( (o) )6 (2)
par un changement de variable, x = :L'?dkil + A};kal z, tel que Pli|k—1 = A2|k71A2:\Fk71

(yx — Hi(wr)| Ry
;g (o)

N ¢ . .
o Y Whipo1Cik(ar) / f(x)min(1, V(2 — Ty | Phip_y)dz
i=1
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3.7. Autres approximations de mélange Gaussien

On déduit la loi de densité de la variable X.

N

pr(Tk) o Z wiw_lci,k(ak)min(l,
=1

o(yr, — Hy(z)| Ry.)
arci k()

)6 (@ = g1 | Papp—r)

Probabilité d’acceptation P, :
Le calcul de la probabilité que X sorte de la boucle de rejection noté P,(«), est égale a

Yk — Hk(xi\kq + A2|k—1Z’Rk)

aic;k(ag)

N
| o
Pala) = Y whyscaa [ min(, ( Jo(2)dz
i=1

les matrices de covariance A§€| x_1 sont petites, on a alors

i . |k—1
P,(a) =~ g W1 Gk (g )min(1,
( ) pa k|lk—1 ,k( k) ( kCi,k( k;)

(3.43)

Calcul des coefficients c; ;(ay) :
Les coefficients ¢y, ;(a;) pour chaque particule xz‘ 1 sont calculés dans 'ellipsoide de confiance

¥;i(ay). On utilise I'algorithme de Dezert et Musso [21], pour générer [ points &1, ..., & unifor-
mément a l'intérieur de I'ellipsoide X;(cy,). Puis, on approche c;, par

cik ~ max;o(yy — He(&7)|Ry)

Discussion sur le parametre de contréle «; :

P(ye—Hi(z}, )| Ri)
akci,k(ak)

Si on prend ai = 0, min(1, ) = 1. Comme ¥;(0) se réduit a la particule

centrale. On a
N .
Pt (x) 00 Wiy 10k — Hi(@hpp )| Ri) (@ — gy | Phipy)
i=1

Dans ce cas, la méthode de ré-échantillonnage est la méthode (SIR). La probabilité d’acceptation

vaut 1, le cout de calcul est minimal.

¢(y’€_H’“(I;€\k—1)|R’“)) _ ¢(yr—Hr ()| Re)
akcik(ar) - akci k(o)

mum local sur ¥;(1). Dans ce cas, on a,

Sion prend o = 1, min(1, puisque ¢y, ;(oy;) est le maxi-

N
N =1 ; . .
PR () o sz\k71¢(yk — Hy ()| Ry)p(x — $Z|k71!P;i\k71)
i=1
qui est la densité initiale définie dans (3.39). Les particules x}c ont pour loi la loi densité
initiale (3.39) pour ay = 1, la probabilité d’acceptation est minimale, c’est a dire le cout de
calcul est maximal.

La probabilité d’acceptation P,(ay) est une fonction décroissante de ag. On conclut que le
parametre oy, établit un compromis entre la qualité de correction et le colt de calcul. En pratique,
on procede de la facon suivante. On prend la valeur maximale de oy, telle que Py(ay) > P
a l'aide d'une discrétisation grossiére de l'intervalle [0, 1]. La valeur de P"" est fixée selon la
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capacité de calcul, La correction est plus précise pour «j grand mais le cotuit de calcul est plus
cher et vice versa. Pour chaque «y, le nombre de particules N, qui entrent dans la boucle vaut
en moyenne N, = N/Py(ag).

Remarques :

— Le ré-échantillonnage par rejection locale intervient seulement a la fin du cycle m, on
obtient alors un échantillon corrigé x}c de poids w,’; = 1/N. On construit par la méthode
des noyaux [62], une approximation de la densité conditionnelle

1 & :
pr(z) = + > (e — x| hgTT)

i=1

ot IT, = cov () et le facteur de dilation optimal hg est donné en (2.3.1).
Apres ce ré-échantillonnage, on applique les filtres de Kalman pendant le cycle de longueur
m.

— pour réduire le cotut de calcul, il est plus simple de procéder de la maniere suivante :
on tire un grand nombre de particules suivant les 3 premieres étapes du ré-échantillonnage
par réjection locale (3.7.2) avec ay; = 1. On garde alors les N particules ayant les poids
Ck,i(l)wli‘k,l les plus forts. Ceci évite la boucle de réjection.

3.7.3 Le facteur de dilatation adaptatif

Comme on vient de le mentionner dans le chapitre précedent, le facteur de dilatation h
joue un role important dans le lissage de la densité a estimer. On congoit que si la forme de
la densité a estimer change au cours du temps (par exemple d’une loi mono-modale & une loi
multi-modale), le facteur de dilatation hj, doit s’adapter en fonction de la densité. Précisément,
la valeur du parametre p qui détermine h (h = phg) (3.36) évoluera a chaque fin de m—cycle. La
borne de Cramér Rao a Posteriori (PCRB) décrite dans (5.4) nous permet d’ajuster h : u sera
calculé de maniére a ce que la matrice de covariance de la densité prédite soit adaptée a la PCRB.

Soit h2Hk+1‘ . la matrice de covariance du noyau gaussien autour de chaque particule a:?C 1k
(3.19). Soit PCRBy 41, la borne de Cramér Rao a l'instant & + 1 sachant les mesures jusqu’a
Pinstant k. Soit V7 le volume de Dellipsoide unité {z|z” (A2 1)) L2 < 1} et V3 le volume de
Pellipsoide unité {z|z” (PCRBy1);)'x” < 1}. Nous choisissons le parametre h de manicre &
adapter D'ellipsoide empirique (donné par le nuage de particules) a ellipsoide théorique (celui
obtenu par la PCRBy ;) voir figure (3.2), on a :

Vi = 7( )d/z \/det h2T1 3.44
t .
1 F(% ) € k+1|k ( )

(ﬂ)d/2
I'(¢+1)

Vo = \/det PCRByy (3.45)

le rapport des volumes donne le facteur de dilatation adaptatif :

det (PCRB);

det II,, )% o (3.46)

ha = ,UJO(
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L’ancien parametre de réglage 1 (3.36) est remplacé par pg. Il résulte de la formule (3.46) que
he augmente lorsque la borne de Cramér Rao est plus grande que la matrice de covariance
de la densité prédite (3.21). L’ellipsoide de confiance donné par la PCRB est par définition
la matrice de covariance idéale : tout estimateur & une matrice de covariance supérieure a la
borne de Cramér Rao. Inversement, si la borne de Cramér Rao est plus petite que la matrice de
covariance de la densité prédite, h, diminue. Le volume de la densité prédite approchée (3.19)
valant approximativement (1 + h? — fLQ)Hk+1| i, la matrice de covariance réduite

(14 h2 — Bg)HH” , est bornée inférieurement par Il 1. Durant le déroulement de 'algorithme
du filtrage, ’ellipsoide de confiance de la matrice de covariance de la densité prédite 11 q);, doit
s’approcher de I'ellipsoide de confiance de la PCRBy 3.

Ellipsoide de la matrice de covariance Ellipsoide de la matrice de covariance du
empirique des particules (1 + W=k 2)1‘[ e noyau gaussien de la particule Wl e
\q Ellipsoide de la PCRB

Ré-ajustement du facteur de dilatation A

F1c. 3.2 — lellipsoide de confiance de la PCRB et la matrice de covariance empirique I q;, du
nuage de particule
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3.8 Résumé de l’algorithme du KPKF

(1) linitialisation :

— on tire les particules xho, . selon une loi Gaussienne de moyenne le vecteur d’état

5”1\0
initial et de matrice de covariance 1/(1 + h?) fois la matrice de covariance initiale.

— les matrices de covariance des particules Pjg sont prises égales a h? fois la matrice de
covariance de la loi Gaussienne.

— les poids des particules wim sont pris égaux a 1/N.

(2) Vétape de correction : Pour i = 1,..., N, on calcul y,ilk_l = Hk(xz‘k_l) et ¥} via
(3.11). La correction s’effectue en 2 étapes :
— (i) Correction de Kalman : pour chaque i = 1,..., N, on calcul K} via (3.12), les particules
k
:L‘k| 1 sont corrigées par la formule (3.10) et les matrices de covariance P} par la formule
(3.13).
— (i) Correction particulaire : les poids de chaque particule w?,, . sont ré-actualisés en w?
klk—1 k
via la formule (3.15).

— (1i) Calcul de l’estimée : I'état estimé I, est donné par la moyenne du nuage des particules

Y g

5o SNV i
Ty =D Wi

(3) Vétape de prédiction : chaque particule $2:+1|k: = Fgy1(z}) et leur matrice de cova-

riance Pk’; est propagée selon 1’équation (3.17).

+1k
(4) UVétape du ré-échantillonnage : A chaque fin d’in m — cycle, on a 3 possibilités de
ré-échantillonnages :
~ (4-1) Ré-échantillonnage Partiel/Total (3.6.2) : On calcule la matrice I, via
I'équation (3.21), cette matrice est décomposée ITj ), = CTC, on calcule h*? qui est la

plus petit des minimums des valeurs propres des matrices (CT)~1P¢ . C~!. Selon le test

k+1|k
de ré-échantillonnage Ent (2.2.5), on a :
~ Ré-échantillonnage Partiel : si (Ent < Th), pour chaque particule Fjq(z%), on

ajoute un bruit Gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance P]z 1k h*zﬂkﬂ‘ ks
. . 1 . ) 7 .
on obtient alors les nouvelles particules 1k de poids wy, 1)k GgauX a wy, et les matrices

de covariance P} sont remises & h2,; 1 (3.20).

+1[k
— Ré-échantillonnage Total : si (Ent > Th), on fait un tirage multinomial des parti-
cules Fii1(21), oy Frg1(z) selon leur poids wk, .., wi et on ajoute un bruit Gaussien

*2 : 7
de moyenne nulle et de matrice de covariance Pk 1k — h**Il}4 1)k Les poids wy, |k sont

remis a 1/N et les matrices de covariance PZ o1 1 SONE remises a hopt g1 -

— (4.2) Ré-échantillonnage classique (Silverman) (3.7.1) : on fait un tirage multi-
nomial des particules Fii1(z}), ..., Fii1(2d) selon leur poids wk, ., wl et on ajoute un
bruit Gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance PZ Les poids w,i 1) sont
initialisés a 1/N.

k+1lk

— (4.3) Ré-échantillonnage par réjection locale (3.7.2) : on apphque Palgorithme de
réjection (3.7.2), on obtient un échantillon de particules corrigées '} B oo xk , les poids sont
mis & 1/N. On passe directement & 1’étape de prédiction.
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3.9. Initialisation du filtre dans le cas d’une équation de mesure partiellement linéaire

Durant les m cycles de calcul, seul le filtre de Kalman est appliqué.

3.9 Initialisation du filtre dans le cas d’une équation de mesure
partiellement linéaire

Pour certaines applications, comme le recalage altimétrique, la fonction d’observation Hy, est
partiellement linéaire, c’est-a -dire de la forme suivante :

yp = Hy(z) = hy(zM) + Hyz? (3.47)

ott (1) est le vecteur formé par les d; premitres composantes et z(2) est le vecteur formé par les
dy = d — di dernieres composantes du vecteur d’état x.

Nous allons exploiter la forme particuliere de Hy afin de mieux initialiser le filtre en utilisant la
premiére mesure y;. Pour la partie linéaire du vecteur d’état (21, nous proposons de générer
un échantillon de particules {x?)’i} conditionnelle a (yi, xgl)). On suppose que la loi de z1 est
Gaussienne connue a priori. Cette hypothese est raisonnable car on connait assez mal 1'état
initial du systéme.

Proposition 1 :

(2)

La moyenne conditionnelle de x;”" sachant y; et =) vaut :

5:(2)(3;1,90(1)) §|())( (1))_’_P1(22|1)H{(R1 +H, P1(‘202|1)HT) [ 1—h1(33(1)) Hlx%( (1))}

(2)

et la matrice conditionnelle de x;”" sachant y; et (1) est égale & :

P2 pC2D _ pCAgT (4 g, pRADHT) 1, pC2D

1|0 1/0 1/0 1/0
Démonstration :
w1 ~ ¢(x — 21)0| Py)0)
La loi conjointe de z1 et y; vaut :
¢(a — 10| Popo)p(y1 — I (2V) — H12®|Ry) (3.48)

On notera x|y la moyenne de z1 et Pj) sa matrice de covariance. Comme 1’équation de mesure

est partiellement linéaire, il convient de partitionner le vecteur d’état z; en [:c(l)T:U(2)T]. La
(1) (2)

densité de x1 est décomposée en produit de la densité de z; "’ et de la densité de z;” sachant
.
(221)
¢($ - $1|0|P1|0) = (;5(1‘(1) 1|0| 1|0 ))¢( @) — 1|0( )|P1‘0| ) (3'49)
ou 2 11 1
W) =2 + P (PLo) T @® = 2l)) (3.50)
est la moyenne conditionnelle de xg ) sachant :1;51) au point 2V et ol
(2211) _ p(22) (21) r p(11)y -1 p(12)
P1|0 = P1|0 - P1|0 (P1|o )" P1|0 (3.51)
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est la matrice de covariance conditionnelle de $§2) sachant xgl). A partir des équations (C.2) et
(4.3) on déduit la loi conditionnelle de xgz) au point 22 sachant (M) et y;. Elle est proportionnelle
a:
(221)
o — &) @) P oy — i (@) — Hiz®|Ry) (3.52)

Par suite, le logarithme de cette densité conditionnelle vaut, a une constante pres :

1
Ly =5y - h(2M) = Hiz® "Ry gy — ha(aM) — Hy2®)]

2[ 22 _ §|g(x(1))]T(P1(I2O2\1))—1[x(z) ﬁ[))( )] (3.53)

C’est une forme quadratique en la variable z(?) (pour =W fixé). La matrice de covariance de
cette densité est donnée par le terme du second degré en 2, soit :

P1(22|1) — (H?Rl—lHl + (P(22‘1))—1)—1

1/0
(2211) _ p(22f)gr (2201) Ty~ 151, p(22D)
= P — Py HT (R + HLPVHT) TTHL P (3.54)

Le terme en facteur de z(2) est :

1 - o —
Sl — )T REHY 4 3T (PE) )

La moyenne conditionnelle est le point ou Lj est maximum (3.53). En dérivant L; par rapport
a la variable z(?), on déduit la moyenne de la loi conditionnelle de z(?) sachant () et y;. Cette
moyenne vaut :

7 (yy, M) = PP TR 1 — (2 O)] + (PD) 1) (20)) (3.55)

D’apres (3.54) et le lemme d’inversion matricielle, on a :
P1(22|1)HT

277 @2 T 1. pR2 T _ p22D) T (221) (g7
= Py VET( - (R + |1 PV HET) THPSVHET) = PEYVHT (R + HL PG UHTD TR
(3.56)

(2)

La moyenne conditionnelle de x;

(1)

sachant y; et x] "’ est égale a :

- 2 221 22|1 (2
@y, 2W) = gl())( (1))+p(‘0| )HT(R1+H1P1(‘O| )HT) ly1 — b (V) — Hy & §|())( W)] (3.57)
La proposition suivante nous donnent la loi du couple (z1,y1).

Proposition 2 :

La densité conjointe du couple (z(1),y;) vaut :

p(zM,y1) o ¢1 (M) o (2 V) (3.58)

avec

o1(2) = o2 — 2 PE) (3.59)
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et
Go(2V) = p(yn — b (a) — Ha{ ) (@) By + Hy PV HT) (3.60)
Démonstration :
On calcule la densité conjointe du couple (xgl), z1) avec z1 = H1x§2). La densité conjointe de
(1) et z1 s’écrit comme le produit de la densité marginale de xgl) et de la densité conditionnelle
de z1 sachant l'g ). Or la loi conditionnelle de z1 sachant xgl) est une loi gaussienne de moyenne
H :%ﬁg (xgl)) et de matrice de covariance H1P1(|202|1)H{. Donc la densité conjointe de mgl), z1 et
y1 s’écrit :
(@) — 2| Pl o (=1 — Hyagl) (e W) Hy Py VHT oy — ha(a) — 2| Ry)  (3.61)

(1)

Pour obtenir la densité conjointe de 1’ et y, il faut intégrer (4.26) par rapport & z et comme
le premier facteur dans (4.26) ne dépend pas de z, il suffit d’intégrer le produit des 2 autres
facteurs. Ce produit a pour logarithme égale, a une constante pres, a :

1

Ly = 5 [z - Hug{{ (i) (B PGV HD) 7 e - Hig () af)
L Y — AT Ry — b (2D
—gly = h(@) =2 Ry — ha(a) — 2 (3.62)

On remarque que (4.27) est une forme quadratique en z, dont les termes du second et premier

degré sont —22T[Ry! + (Hy P1(‘202|1)HT) "z et

(BT i — ha (e M) + (B P VHT) @) (o)) T2

Par la suite (4.27) atteint son maximum en

Ry + (H P VHT) YR i — b (2O)] + (Hy P VHT) 1@ (o))

Or I'inverse de matrice R + (Hy P1(|202|1)HT) s’écrit

Ri(R; + H1P1(|202‘”HT) 1H1P1(§)2'1>HT

Par suite, 'intégrale du produit des 2 facteurs de (4.26) a pour logarithme, & une constante pres

L. X R X
5w at”) = 57 B (PP EY) T G (0 0) - 2]

1 _
—5[:91 — hi(z2W) - Hlﬂfg‘())( IR Yys — ha (M) — H1$§|())( )]

En se servant de ’équation (4.9), 'expression précédente se réduit a

( (1))]T(R1 + HIP(22‘1)HT) [ Y — hl (.1'(1)) N Hli'(Q) (.’B(l))]

1
3 (o)~ Hudy 10 10

1[0

On déduit que la densité conjointe p(z(), ) vaut

1 (11 22|1
@D, y1) oc (@ — ) IPL el — b (2V) — Hia ) ()| Ry + HI P VHT)  (3.63)
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Algorithme de Dl’initialisation conditionnelle :
(1) on tire N particules xﬁ, ,azglj)v suivant la densité p(xgl)\yﬂ x p(xgl),yl) (3.58).

(2) on tire N particules a:éll),z =1,...,N selon des Gaussiennes de moyenne z(? (yl,m&) )

données par (3.50) et (3.57), et de matrice de covariance P1(22|1) donnée par (3.51) et (3.54).

L’initialisation du filtre est faite & partir des particules {z;;} qui sont la concatenation de
(1) (2

Ty, etz
La génération des {xglz) } de I’étape 1 peut se faire de 2 maniéres :

— (a) tirage exact par la méthode de rejet :
il faut générer les particules {1} issues de la densité proportionnelle & ¢ (z(1))¢y(z™1))
(3.58). Dans la boucle de rejet ¢ (z(M)) joue le role de la fonction d’importance g et ¢ (z(1)
celui de la fonction g voir paragraphe (2.1.2). L’inconvénient de cette méthode est son cotit
de calcul élevé.

— (b) tirage avec pondération :
on tire N’ >> N particules suivant gbl(x(l)) chaque particule est pondéré avec un poids
proportionnel & ¢2($(1)). On fait un tirage multinomial de N particules parmi les N’
particules suivant ces poids.

3.10 Conclusion

Nous avons présenté un nouveau filtre particulaire le KPKF. Les fluctuations Monte Carlo
dues a I’échantillonnage pondéré et a la redistribution sont la cause des divergences observées
dans les filtres particulaires classiques (FP). Le KPKF combine les avantages du filtre particulaire
régularisé (RPF) en terme de robustesse et du filtre de Kalman étendu (EKF) en terme de
précision. Le KPKF modélise a chaque pas de temps la densité conditionnelle par un mélange
gaussien ou chaque composante a une matrice de covariance petite (estimation de densité par
noyaux). Ceci justifie la linéarisation locale du modele pour appliquer un filtre de Kalman.
La correction de Kalman vient s’ajouter a la correction des poids. Les particules sont alors
ramenées dans la zone de 'espace d’état la plus probable. Par conséquent, le filtre effectue
moins de ré-échantillonnages. Pour préserver la structure de mélange de la densité conditionnelle,
nous avons proposé une nouvelle méthode de ré-échantillonnage basée sur la minimisation du
MISE. Les fluctuations Monte Carlo avec ce nouveau filtre sont réduites grace a ce nouveau
ré-échantillonnage et grace a 'utilisation locale d’un filtre de Kalman. Nous avons également
proposé une méthode de calcul du facteur de dilatation (h adaptatif) en fonction de la PCRB.
De plus, une initialisation conditionnelle (le tirage des particules initiales dépend de la premiere
mesure) du KPKF est présentée.

Le KPKF s’applique & des modeles généraux (non-linéarité des équations d’état et de mesure)
avec I’hypothese que les bruits de dynamique et de mesure sont additifs et gaussiens.
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Chapitre 4

Modélisation de la navigation
inertielle

4.1 Introduction

La centrale inertielle :

L’objectif de la navigation inertielle, est d’estimer de fagon autonome la position et la vitesse
d’un véhicule par rapport a la terre a partir d’'une Unité de Mesure Inertielle (UMI) qui com-
prend des capteurs inertiels, accélérometres, gyrometres et d’un calculateur de bord qui élabore
la solution de navigation. Ceci repose sur I'intégration des forces spécifiques (accélération absolue
moins la gravité) mesurées par les accélérometres (en nombre de 3), et projetées dans le repere
de navigation a partir des informations fournies par les gyrometres. Il existe deux types de cen-
trale inertielle. Les centrales inertielles & plate-forme et les centrales inertielles & composants liés.

— Centrales inertielles a plate-forme :
Dans ce genre de centrale inertielle, les accélérometres sont installés sur une plate-forme
mécanique isolée des mouvement angulaires du véhicule par des suspensions de cardan.
La plate-forme est asservie en position horizontale grace a des gyroscopes. Ainsi, les accé-
léromeétres sont constamment dirigées selon les directions du Triedre Géographique Local
(TGL). Leurs signaux apres intégration et prise en compte d’une modele de pesanteur
permettent d’obtenir la vitesse et la position du véhicule [53].

— Centrales inertielles & composants liés (Strap-down) :
Dans une centrale inertielle & composants liés (4.1), ’ensemble formé par les capteurs iner-
tiels est fixé a la structure de I’engin au lieu d’étre installé sur une plate-forme asservie.
Les capteurs inertiels mesurent ainsi I’accélération et la vitesse angulaire dans un repere lié
a 'engin. Les accélérations sont projetées dans le repere TGL, qui est un repere virtuel en-
tretenu par le calculateur de bord en intégrant les mesures des gyrometres (4.2). La raison
du succes des centrales inertielles & composants liés est les avantages qu’elles présentent en
termes de cout par rapport aux centrales inertielles a plate-forme, et qu’elles présentent
moins d’encombrement et de maintenance [54]. Cependant, la cadence d’intégration des
mesures est plus élevée, elle est de 'ordre de 1000 Hertz.

Classe d’une centrale inertielle

La grandeur de la dérive limite la durée d’utilisation sans recalage de la centrale inertielle. On
distingue alors la qualité technologique par le niveau de cette dérive :
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Chapitre 4. Modélisation de la navigation inertielle

— classe engins : 10 2 0.1 °/h
— classe aéronautique : 0.1 a 0.001 °/h

F1G. 4.1 — Centrale inertielle a composants liés (Honeywell HG 1700)

F1G. 4.2 — Gyrométres laser (NASDA)
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4.1. Introduction

L’alignement de la centrale inertielle :
L’objectif de I’alignement de la centrale inertielle est de transférer a I’aéronef les valeurs initiales
de position, de vitesse et d’angle d’attitude au début de mission. L’initialisation des positions et
des vitesses est effectuée par recopie des valeurs de références fournies par la plate forme au sol.

Trigdre mobile
(lié¢ alenginy ¥

X

Triedre Terrestre Trigdre
Géographique
Local (TGL)

Trnedre inertiel

P

F1a. 4.3 — Repéres utilisés

Reperes de Référence :

Quatre triedres sont concernés (4.3) :

— triédre inertiel [i] : Ce repere est centré sur la Terre, ses axes ayant une direction fixe
par rapport aux étoiles. L’axe X, pointe vers ’équinoxe vernal, ’axe Z; coincide avec ’axe
du moment angulaire de la Terre, et ’axe Y; complete le triedre direct.

— trieédre Terrestre [e] : déduit du précédent par la rotation (w;.) de la terre.

— triédre géographique local (TGL), ou de navigation [n] : est un repére couramment
utilisé en navigation ; il se déplace a la surface de 'ellipsoide terrestre en méme temps que
Paéronef. Son origine est située en O projection de M (lieu du véhicule) sur I'ellipsoide
terrestre et ses trois axes sont dirigés respectivement vers le Nord, vers 'Est et vers la
verticale Descendante.
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— triédre lié au mobile [b] : c’est le repere 1ié au véhicule porteur des accélérometres et
des gyrometres. L’orientation des axes est conventionnelle. I’axe x est dirigé selon ’axe
de symétrie longitudinal et vers ’avant de ’aéronef, ’axe z est perpendiculaire au plan de
la voilure est dirigé vers 'intrados du corps et ’axe y contenu dans le plan de la voilure
complete le triedre. Il définit I'attitude de I’engin par rapport au repére TGL; dans un
systeme traditionnel cette définition fait intervenir : un angle de lacet 1, un angle de
tangage 0 et un angle de roulis ¢.

Les accélérometres mesurent les forces spécifiques dans les trois directions (z,y, z), qui matéria-
lisent le repere engin, attaché au mobile. La vitesse angulaire de ce triedre par rapport au repere
inertiel est mesurée par les gyrometres.

4.2 Les équations de la navigation inertielle

Dans une centrale de navigation a composants liées (strap-down), les capteurs sont par
définition solidaires de la structure rigide de ’aéronef. On suppose que les axes de mesure sont
confondus avec les 3 directions du repere engin z, y et z.

L’état de 'aéronef est défini par la vitesse de déplacement de son centre de masse GG par
rapport a la terre. Cependant, les accélérometres mesurent les forces spécifiques 7, (accélérations
non-gravitationnelle) du point de référence de la centrale inertielle noté M, qui sont représentées
par le vecteur.

La centrale inertielle permet de connaitre la vitesse V). La vitesse Vg du centre de masse
est reliée a la vitesse en M par la relation suivante :

Vo = Vi — (Wi — Wie) AGM (4.1)

avec

w;e . est le vecteur de la rotation de la terre.

wp, : est le vecteur de vitesse angulaire mesuré par les gyrometres.
GM : est le bras de levier entre le centre de masse G et le point M.

Définition des grandeurs
Ellipsoide terrestre

La terre est représentée comme un ellipsoide de révolution dont I’axe de symétrie est confondu
avec ’axe de révolution autour des poles. Cet ellipsoide est défini par son demi grand axe c et
par son demi petit axe b. On utilise également d’autre parametres :

« oy s 2
— Texcentricité e = \/—72’—2

) : _ b
— l'aplatissement fo, =1 — 2

Le modele WGS 84 (World Geodetic System 1984) fournit les données les plus a jour de
ces parametres dont les valeurs numériques sont :

¢ =6378137m;  fap = (c—b)/c=1/298.2572; b= 6356752.3 m. (4.2)
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Position de 1’avion par rapport a la terre :

Soit M le point situé au coeur de la centrale inertielle strap-down. Le mobile est repéré au
moyen des coordonnées géographiques : Les calculs de navigation permettent de déterminer la
position absolue du point G par rapport a la terre.

— latitude géographique p)

— longitude py

— Taltitude p;, comptée positivement au dessus de ’ellipsoide

Il faut noter que la latitude géographique tient compte de l'ellipticité de la terre et quelle
est donc différente de la latitude géocentrique. La pesanteur qui agit sur le mobile est une force
normale a lellipsoide ; elle est donc dirigée strictement selon le 3 éme axe du TGL et possede
des composantes nulles selon les axes Nord et Est.

Vitesse de déplacement du mobile :

L’état du mobile est défini de facon conventionnelle par la vitesse de déplacement V de
son centre de masse relativement a la Terre. Les composantes de cette vitesse exprimées dans le
repere TGL sont notés Vi, Vi, Vp et sont reliées aux coordonnées géographiques par les formules
suivantes :

VN = (Rx+pn)px
Ve = (Rg+ pn)pycospy (4.3)
Vb = —pn
avec :
1—e?
Ry = 4.4
T )7 o
rayon de courbure de la terre dans le plan méridien.
Ry = a (4.5)

(1 — e2sin?(py))1/2

grande normale de I'ellipsoide.
Vitesse de rotation du TGL par rapport a ’espace absolu :

Soit g la vitesse angulaire de rotation du T'GL par rapport a la Terre et soit w;. la vitesse de
rotation de la Terre sur elle-méme. La vitesse de rotation du TGL par rapport a l'espace absolu
est alors représentée par la somme vectorielle g+ w;.. Les composantes de ces vecteurs exprimées
dans le repere TGL sont les suivantes :

PN = Dgcos(py)
PE = —Dx (4.6)
pPD = DPesin(py)

soit en utilisant les relations (4.3) pour éliminer py et py :

VE

PN = Ry+pn

v
PE = _R%ﬁph (47)
o = —qiitan(py)
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Pour la rotation de la Terre on a simplement :

wg = wpcos(py)
wE =0 (4.8)
wilz = —wpsin(py)

avec wy = 7.2910° rd/s.
Pesanteur terrestre :

La pesanteur § est une combinaison de l'attraction de la pesanteur ® et de Daccélération
d’entrainement due a la rotation de la Terre wj. A (Wije A TM).

G=® — Wie A (Wie NTM)

Dans le modele WGS 84, ¢ a la surface de la Terre ne dépend que de la latitude py, ce qui
conduit, compte tenu du gradient de gravité en fonction de I'altitude pp a la formule suivante :

g ~ 9.7803 + 0.0519 sin%(py) — 3.08 10 5p, (4.9)

avec py, : l'altitude (en metre).
Orientation du mobile (angles d’attitude) :

La position angulaire du mobile par rapport au TGL est définie par I'intermédiaire de la
matrice des cosinus directeurs [R,2p]. Cette matrice d’attitude ameéne le repere de navigation
(TGL) en coincidence avec le repere lié au corps (body frame). Les vecteurs unitaires du repere
TGL sont notés N, E, D et les vecteurs unitaires du repere engin sont notés x, y, z. Dans
(4.10), (N.x) désigne le produit scalaire des vecteurs unitaires portés respectivement par ’axe
Nord du TGL et par 'axe x du repére engin. Il en va de méme pour les autres termes. Un jeu
de parametres couramment employé permettant de représenter les éléments de la matrice de
rotation est constitué par les angles d’attitude : angle de lacet v, 'angle de tangage 6 et 'angle
de roulis ¢, rotations respectivement autour de z, y, x.

[Rnoe] = | (N.y) (E.y) (D) (4.10)
(N.z) (E.z) (D.z)

cos f cos cos fsinvy —sinf
[Rnop] = | —cospsiny + sinpsinfcosty  cosgcosy + singsinfsiny  sinpcosd
sin psin Y + coswsinfcosy —sinpcosy + cospsinfsiny  cos ¢ cosf

(4.11)
Le roulis est positif lorsque 1’axe y du mobile (aile droite d’un aéronef) s’incline vers le bas, le
tangage est positif lorsque ’axe z du mobile monte. Un autre jeu de variable permettant aussi
de représenter les éléments de la matrice de rotation est constitué par les quaternions [1] A1, Ag,
A3, Ag. Dans ce cas la matrice s’écrit :

)\% + )\?1 — )\% — )\% 2()\1)\2 + )\3)\4) 2()\1)\3 — )\2)\4)
[anb] = 2()\1)\2 — )\3)\4) )\% + /\Z — )\% — )\g 2()\2/\3 + )\1/\4) (4.12)
2()\1)\3 + )\2)\4) 2()\2)\3 — )\1)\4) )\% + )\421 — /\% — )\%
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4.2. Les équations de la navigation inertielle

Avec la condition supplémentaire :

MAEMN+ N+ =1. (4.13)

Selon la propriété des matrices de rotation, on a
[RnQb]T - [Rn2b]_1

On pose :
[RnQb}T = [RbZn]

Il s’ensuit que les composantes d’un vecteur quelconque U exprimées dans le repere TGL et
dans le repere lié a 'avion vérifient la relation ci-dessous :

UN Uy
up | = [Rezn] | uy (4.14)
Uup Uz

Vitesse angulaire du mobile :

Soit & la vitesse angulaire de rotation du mobile par rapport au repere TGL et soit p, ¢,
r les composantes de cette vitesse angulaire angulaire exprimées dans le repere lié a 'avion.
Les dérivées des angles d’attitude sont reliés aux vitesses angulaires p, ¢, r par les relations
cinématiques suivantes :

@ﬁ. —L(gsing + rcos p)
0 gcosp —rsing (4.15)
¢ = p+tanf(gsiny + rcosyp)

Les relations analogues pour les quaternions s’écrivent :

)\:1 3(PAs — qAs + 1))
Ay = %(p)\g 4+ g4 — 7”)\1)

. 4.16
Yo = L(pha+ahi+rh) (4.16)
A = —3(pA1+ gl +1A3)

Equation de navigation :

Les capteurs inertiels de ’aéronef fournissent en continu ’accélération absolue subie par le
point M ainsi que la vitesse angulaire de I’engin par rapport a ’espace absolu. Les calculs de
navigation strap down ont pour objet d’intégrer les équations de la mécanique dans lesquelles
figurent ces mesures. On calcule d’abord la vitesse du point M puis la vitesse de déplacement
du centre de masse G suivant 1’équation (4.1) afin d’obtenir la position géographique du mobile.
Les angles d’attitude sont obtenus de leur coté a partir de la vitesse angulaire.

Vitesse du point M :

Soit v, 'accélération absolue du point M et 4 'accélération relative par rapport a la terre.
Les lois de la mécanique permettent d’écrire la relation suivante :

Vo =+ 2ie ANV + e A (e ANTH) (4.17)
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on a aussi :

Vo =Y + © (4.18)

avec vm |’ accélération mesurée par les accélérometres et ® lattraction de la pesanteur. La
vitesse du point M par rapport a la terre est définie au moyen de ses composantes dans le repere
TGL par :

V = Vnit 4 Vgé + Vpd. (4.19)

Et la dérivée de cette vitesse par rapport a la terre s’écrit :

¥ = Vyit+ Vgé+ Vpd+ A V. (4.20)
En reportant (4.18) et (4.20) dans (4.17) on obtient alors la relation suivante :

—

VN7 + Vg4 Vpd = iy + ® — wie A (wie NTM) — 257, AV — GAV.

Vnit + Ve + Vod = v + § — (207 + §) A V. (4.21)
avec § = S — il A (Wie /\TM).
En projetant la relation (4.21) sur les axes du repere TGL et en utilisant (4.7)et(4.8) pour
exprimer les vecteurs p et wj. on obtient les 3 équations scalaires ci-dessous dont 'intégration
permet d’obtenir les vitesses :

Vv Uy 0 R¢+ph tan py — 2wV sinpy + l‘%/iv""‘;?h
Ve | =Rl | ay |+ 0 |+ R¢+Ph (VEVN ta1f1p/\ + VEVD) + 2wo (Vi sinpy + Vp cospy)
Vb a g o e +p (VN + VE) — 2woVE cospy
(4.22)
ol Y = [ag, Qy, az]T sont les accélérations mesurées. Dans le second membre les termes prin-

cipaux sont constitués par la mesure accélérométrique ~,, et par la pesanteur ¢ tandis que les
autres termes sont de faible amphtude En effet, pour v = = 250m/s Paccélération de Coriolis
i AV vaut seulement 0. 04m/s? et 'accélération p A V est de l'ordre de 0. 01m/s?

Position du mobile :

Connaissant la vitesse de déplacement V, les coordonnées du mobile s’obtiennent ensuite en
intégrant les équations différentielles (4.3) soit :

. 1
Px Rx+pn (1) 0 VN
Dh 0 0 -1 Vb

Vitesse angulaire :

La vitesse angulaire de ’aéronef par rapport au TGL, est égale a

—

W=Wm — P — Wie
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4.8. Les équations d’erreur de navigation inertielle

avec Wy, est la vitesse angulaire mesurée par les gyrometres dans le repere engin et les
composantes de p+wj, sont définies dans le repere TGL. A partir de I’équation de la cinématique
du mouvement angulaire d’un corps rigide en rotation, on déduit I’ équation matricielle suivante :

[Ru2b] = —[wmx][Ruzs] + [Ruze] [(p + wie) ¥] (4.24)

ol wy, = [p, q, r]* sont les vitesses angulaires mesurées par les gyrometres, [wy, x| est la matrice
anti-symétrique qui regroupe les mesures p, ¢, r, fournie par les gyrometres :

]T

0 —r gq
[wim X] = r 0 —p |. (4.25)
—q —p 0

4.3 Les équations d’erreur de navigation inertielle

Les erreurs de navigation inertielle proviennent fondamentalement de ce que ’accélération
ainsi que la vitesse angulaire de I'aéronef ne sont pas mesurées de facon parfaitement exacte par
les capteurs de mesure. Le fait d’utiliser des données [p, G, 7|7 et [dy, dy, d»]T légerement in-
exactes dans les équations conduit en effet, a 'apparition progressive d’une dérive des différentes
variables du probleme. Une autre source provient du phénomeéne de Schuler 1ié & I’évaluation de
la pesanteur. Ce phénomene est le suivant :

— des que 'on commet une erreur de navigation pour la position horizontale du mobile,

I’évolution de la direction de la pesanteur est légerement incorrecte.
— des qu’il y a une erreur de navigation pour I'altitude du mobile, I’amplitude de la pesanteur
est mal évaluée.
Il en résulte un couplage entre les erreurs de position et de vitesse qui se traduit par un régime
oscillatoire pour les variables horizontales et par un régime divergent pour les variables verticales.

Evolution des erreurs :

La qualité de la navigation inertielle dépend de la précision des capteurs employés et des algo-
rithmes de calcul implémentés dans le calculateur de navigation. Dans cette étude, on suppose
que ’algorithme d’intégration effectué dans le calculateur est parfait et on tient compte seule-
ment des erreurs des capteurs inertiels. Les équations d’erreur de navigation inertielle donnent
I’évolution des erreurs de position, de vitesse et d’angles d’attitude, engendrées par les erreurs de
capteurs. Le développement des équations d’erreur est établi par la différentiation des équations
de la mécanique. Dans la littérature spécialisée [10, 59, 60, 27], les équations d’erreur inertielle
sont généralement obtenues d’une fagon peu claire ce que 'on peut attribuer au fait que 'ap-
proche utilisée héritée des centrales inertielles a plate-forme mécanique. Les erreurs de navigation
inertielle affectent I’ensemble des 9 coordonnées du mouvement, ces erreurs de navigation iner-
tielle sont solution d'un systéme d’équations différentielles que nous allons établir & partir de
considérations purement mathématiques en cohérence avec le fait que les calculs de navigation
sont effectués de facon entiérement numérique dans une centrale inertielle Strap-down, comme
le mentionne Guibert ([28] document & paraitre).

Remarque :
On ne commet pas d’erreur sensible en utilisant uniquement la vitesse en M pour obtenir les

équations d’erreurs inertielles.
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Définitions :
Les grandeurs affectées d’une erreur sont notées par un tilde ~ tandis que les grandeurs
exactes ou parfaites sont notées sans tilde. Les erreurs sont définies comme étant égales a la
différence algébrique entre la valeur parfaite et la valeur réelle de la grandeur considérée.

Erreurs de mesure :
Soit 4,, les mesures réelles issues des capteurs et v,, les mesures idéales dont on disposerait si
les capteurs étaient parfaits. Les erreurs de mesure sont définies de la maniere suivante :

Ym = Ym — Im (4.26)
OWm = Wm — Om (4.27)
Il en découle que les mesures véritables délivrées par les accélérometres et par les gyrometres

s’écrivent respectivement : v, — 0V €t W — dwpy,.

Erreur de position :
L’erreur de position du mobile provient par principe des erreurs dpy, dpgs, opp qui affectent
les coordonnées géographiques de ce mobile. On définit les erreurs de position 6 X dont les
composantes dans le repere TGL sont les suivants :

XN = (Rx+pn)ipx
0Xp = (Ry+pn)cos(pr)ipe (4.28)
(5XD = _6ph

On rappelle par ailleurs que 'erreur de position est égale a :

X=X-X (4.29)

Il s’agit de la quantité a ajouter a la position fournie par le systéme de navigation pour
obtenir la position exacte du mobile.

Erreur de vitesse :
L’erreur de vitesse est définie par le vecteur 0V de composantes 6V, Vg, 6Vp dans le repere
TGL.

V=V-V (4.30)

Méme chose que la position, il s’agit de la quantité qu’il faut ajouter a la vitesse inertielle
pour obtenir la vitesse exacte du mobile.

Erreur d’attitude :
Notons par [Rp] la matrice d’attitude exacte et [R5 la matrice des cosinus directeurs entre-
tenue par le systéeme de navigation. Ces deux matrices sont tres peu différentes 'une de I'autre
et leur écart dépend de 3 angles infiniment petits, tels que :

) 1 5 68
[RnQb] = [RnQb] 61;Z) 1 —5%0 (431)
50 S 1

61 représente I'erreur d’attitude autour de la verticale descendante, 06 'erreur d’attitude
commise suivant 1’axe Est) et dp lerreur d’attitude commise suivant I’axe Nord).
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On définie la matrice anti-symétrique [¢x] telle que :

0 =&y 40
[px] =1 Y 0 —dp
—50  dp O
On peut écrire la relation suivante :
[Ryzs] — [Rn2e] = [Rnzo)[6%]- (4.32)

Erreur d’orientation du TGL :

Soit la matrice de rotation qui ameéne le repere terrestre en coincidence avec le repere TGL
exact. Cette matrice appelée [B] est définie par :

—COSPgSinpy —sinpgsinpy cospy
[B] = —sinpg COS Py 0 (4.33)
—COSPyCOSP)  —sSinpgcospy —sinpy

et I'on observe qu’elle dépend uniquement des coordonnées de latitude et de longitude du mobile.
La matrice [B] associée & la latitude et & la longitude entretenues par la navigation a la méme
structure que la matrice [B] mais la latitude et la longitude sont légerement erronées py — dpy
et py — dpy respectivement. L’erreur d’orientation du TGL est définie par les angles infiniment
petits 60, 00,, 60, qui vérifient la relation matricielle ci-dessous :

160, 80, \
Bl=| -66. 1 46, |[B (4.34)
50, —60, 1

En identifiant au premier ordre les termes de cette égalité, on a :

00, = cosprODy
00, = —dépx (4.35)
00, = —sinpyipy

En remplacant 6py et dpy au moyen des relations (4.28) on réécrit ces relations en fonction de
I’erreur de position Nord et 'erreur de position Est :

5990 = 5XE/(R¢ +ph)
30, = —6Xn/(Rx+pn)
30, = —tanpy 0Xg/(Ry+ pn)

On constate que les erreurs d’orientation du TGL dépendent entierement de I'erreur de
latitude et de longitude (I’erreur de position du mobile dans le plan horizontal).

4.3.1 L’approche en ¢

Les équations d’erreurs de navigation s’obtiennent en différentiant au premier ordre les équa-
tions de la navigation par rapport aux coordonnées du probleme, et par rapport aux mesures
inertielles dw,, et dv,,. Cette méthode est appelée méthode de perturbation que 'on désigne
sous le nom «d’approche en ®».
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Erreur d’attitude :
De I’équation (4.24), on a :

[Rnab) = —[wm X][Rn2s] + [Rn2s][(p + wie) X]

En réalité compte tenu des mesures erronées le systeme de navigation integre I’équation
suivante :

[ﬁn%] = —[(wm — 0wm)X][Rnzp] + [Rn2p[(p + wie) x| — [Rn2p][(0p + dwie) X]

En dérivant I’équation (4.32) par rapport au temps, on a :

[Roop] [ 0] = [Rop] — [Ras] ([1] + [0])

En remplagant [R,9p) et [Rn2] par leurs expressions et en utilisant (4.32) pour exprimer

[Ry2p] en fonction de [Ry9], on a :

[Ruzp] (93] = —[wm ] [Ruzo) (L] + [@]) + [Ruz) (L] + [@x])[(p + wie) x|+

{[(wm = 0wm) X][Rnap] — [Rnap][(p + wie) X] + [Rn2p][(0p + dwie) X} ([I] + [@x])

apres élimination des termes qui s’annulent mutuellement on a :

[Ryze) (@ %] = [Ruzp][@%][(p + wie) ¥] — [Raz][(p + wie) x][@x]+

{=10wm x][Rnap] + [Rn20][(0p + dwic) x]}([I] + [@x])

En négligeant les termes d’ordre supérieur a 1, on :

[Rrop)[@x] ~ [Ruz] [@X][(p+wie) X] [ Ruz] [(p+wie) x][@ %] — [6wnm X] [ Rnzs] + [ Rnzs] [(§p+0wie) x]

En multipliant & droite par [R,2]7 on a la relation suivante :

[@x] & [@x][(p + wie) x] = [(p + wie) x][@X] — [Rnze]" [dwm][Rnzs] + [(5p + dwie) x]

En utilisant les propriétés du produit vectoriel (voir en annexe), on aboutit a la relation
vectorielle suivante :

= —(p+wie) NP — g+ 6p + Swie. (4.36)

® représente ici un vecteur dont les composantes dans le repere TGL sont §¢, 66, dip.
€g représente l'erreur de mesure des gyrometres telle que €5 = [Rp2y,|0wy,.
dp et dwje représentent l'erreur d’évaluation des vitesses angulaires p et w;. commise par le cal-
culateur strap-down.

Erreur de vitesse :
L’équation théorique vérifiée par la vitesse est I’équation :

V = [Run)vm + 9 — (p+ 2wie) NV
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En raison des erreurs de mesure, on a ’équation suivante

V = [Rion)¥m + 3 — (p + 2@ie) AV
En faisant la différence terme & terme de ces deux équations et en tenant compte des formules
(4.26), (4.29) et (4.30) on a

6V = —[®X][Rp2n]07Vm + [Ri2n]6Ym + ...
On définit les deux vecteurs f = [Rpon]Vm €t €a = [Rp2n]0vm

OV =—®NAf+ea+0g—(p+2wic) AV — (6p + 20w;ie) A V. (4.37)

Le vecteur d¢g représente I'erreur de la pesanteur. Elle ne porte que sur la troisiéme compo-
sante puisque la gravité est nulle dans le plan horizontal. Cette composante est définie par

0 0
dgp = Tiéph + g R46p)

0 R¢ap)\

ol Ryépy l'erreur de position 0. X . La sensibilité a I’erreur Nord est au moins 200 fois plus petit
que la sensibilité a l'erreur verticale et peut donc étre négligée. On a dg = g(pn) — 9(pr — dpn)
d’otr :

69" = (0,0, 2% p)

a étant égal au rayon de la terre.
Erreur de position :

A partir de ’équation (4.28), la dérivée de cette erreur de position s’écrit :

0Xn = ZEBp\opa+ (Rx -+ pr)dpa + Dropa
0Xp =[Gy cospx — (Ry + pn) snpalpxdps + (Rp + pn) cos(pa)0ps + Ph cos prdpy
0Xp = —opp

L’erreur de vitesse de composantes 6V, Vg, 6Vp se calcule en différentiant les composantes de
la vitesse ce qui donne :

SVn = Ep\5py + (R + pr)dpx + 6pnpa
Ve = [g2cospx— (Rg + pp)sinpalopaps + (Ry + pn) cos(pa)dpy + 6pn cos pape
SVp = —bph

Les rayons de courbure de la terre dans le plan méridien (4.4) et la grande normale de ’ellipsoide
(4.5) vérifient la relation suivante :

dR
—¢ COSpPy) — RA Sinp)\ == —R)\ Sinp)\
dpx
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d’ou on déduit que :

0XN = SV + Prdpx — Padpn
0Xp = 0Vg— (R +pp)sinpx(prdps — Pedpa) + cos pA(Prdpy — PyOph)
0Xp = 6Vp

On constate que la dérivée de l'erreur de position est égale a l'erreur de vitesse en ce qui
concerne la composante verticale. Par contre pour les composantes horizontales un terme égale
a 00 ANV —pA\0X apparait (voir les calculs en annexe (E)). D’ou ’équation d’erreur de position
s’écrit :

6X =06V —pASX +60AV. (4.38)
Compte tenu de ce qui précede, les erreurs de navigation sont soumises aux équations suivantes :

b = —(p+wie) N® — €5+ 0p + dwie
% —DAf+ea+6g— (p+2wie) NOV — (dp + 20wie) NV (4.39)
65X = 6V —pASX+60AV

Ces équations dépendent des 9 variables 60X, 0V et ® et constituent un systeme d’équations
différentielles couplées. Elles dépendent aussi des quantités dp, dw;e, et 66 qui doivent étre ex-
primées en fonction de ces variables pour que le systeéme différentiel puisse étre intégré.

La formulation en fonction des variables d’état pour dw;. et 66 est directe. Mais elle n’est pas
évidente pour §p. Ce qui nous amene a proposer une autre approche plus simple pour représenter
I’évolution des erreurs inertielles d’un systéeme de navigation.

4.3.2 L’approche en V¥

Au moyen d’'un changement de variable, les équations d’erreur inertielle peuvent étre ré-
écrites sans l'erreur d’évaluation des vitesses angulaires p et w;.. Le changement de variable
fait intervenir I'erreur d’orientation du TGL 0 est associée a I'erreur de position horizontale
de l'aéronef. On démontre aisément que la variation des vitesses angulaires p et w;. est reliée a
Perreur de d’orientation 660 du TGL au moyen des formules suivantes :

6p =060+ pAdb (4.40)

Swie = wie N 00 (441)

(voir les calculs en annexe).
On déduit alors : ‘
0p + dwie = 00 + (p + wie) N 60

Equations d’erreur d’attitude :

En remplagant les relations (4.40) et (4.41) dans I’équation (4.36) on a :
D — 30 = —(p+ wie) A (D —30) — ¢
Si on pose
V=040 (4.42)
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4.8. Les équations d’erreur de navigation inertielle

La relation (4.36) devient :

U=—(ptwe) AV —¢, (4.43)

Equations d’erreur de vitesse :
Si on pose

V' =6V +60AV (4.44)

De I’équation (4.37) et de la relation (4.41) on a :

SV +8ONV = —BAf+eg+08g—(p+2wie) NSV — [(p+ 2wie) NSO AV

A partir de I’équation (4.3.1) on a :

SV A+OOANV +60AV = —(D—00) A f+eq + g+ 00 A g+

—(p 4 2wie) NSV — (p + 2wie) A (SO A V)

Des relations (4.42) et (4.44) on obtient I’équation suivante :
V' = —UAf+ea+3g+30Ag— (p+2wic) NSV’ (4.45)

On constate qu’on obtient une nouvelle 'expression de l'erreur de gravité dg’ = dg + 06 A g qui
est fonction de l'erreur d’orientation du TGL §6. Si on admet que Rg + pp, et Ry + pp sont tres
voisine du rayon terrestre a on a :

5g' = —%(5XN, 5X 5, —26Xp) (4.46)

Equations d’erreur de position :

Selon le changement de variable défini en (4.44) on obtient I’équation d’évolution de l'erreur
de position :

0X =6V —pAGX (4.47)

On remarquera que erreur de position reste couplée avec la nouvelle erreur de vitesse 6V'. Par
contre 1’équation d’erreur d’angle d’attitude est découplée du reste des équations d’erreur de
position et vitesse.

SV! = —UAf+ea+6g — (p+2wie) ASV’ (4.48)
5X = SV —pASX

Le systeme différentiel obtenu est équivalent au systéeme obtenu précédemment par ’approche
en ¢, comme le montre Benson [5], sauf qu’il comporte moins de termes de couplage et donc il
est plus simple a intégrer.
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4.3.3 Modélisation des erreurs accélérométriques et des erreurs gyrométriques :

Perreur accélérométrique v, est modélisée par ’équation suivante :

6Ym = ba + KoVYm + &a (4.49)

avec :
&, est un processus de Wiener.

K, est un facteur d’échelle (calibrage du capteur)

by est un biais qui est représenté par un processus de Markov du 1¢" ordre :

S|
by = —ba + Va (4.50)

Ta
avec : T, est la période de corrélation du processus b,
V4 est un processus de Wiener.
De la méme fagon nous définissons l'erreur gyrométriques dw.,, qui est modélisée par :

dwg = by + Kgwg + &4 (4.51)
avec :
&y est un processus de Wiener.

K, est un facteur d’échelle (calibrage du capteur)
by est un biais qui est représenté par un processus de Markov du 1" ordre :

- -1
by = T—gbg + vy (4.52)

74 est la période de corrélation du processus by
vy est processus de wiener.

Remarque :
Une modélisation plus simple consiste a prendre les biais b, et b, sont pris constants.

Oscillations propres des erreurs inertielles :

Le systeme d’équation d’erreur inertielle représente un systeme mécanique. En utilisant les
variables de Laplace noté p , ’équation caractéristique établie pour les variables § X y et §Vy; est
la méme que pour les variables 0 X et 0V}, et s’écrit :

ﬁ+g:0
a
Les racines de cette équation sont p = +w avec w = \/g . Ce régime est oscillatoire et sa période

est égale a 84 mn dite période de Schuler.
Pour les variables verticales X p et 6V}, on a I’équation caractéristique suivante :

9

p2—2—:0
a

Les racines sont alors p = +£4/ %g le régime est divergent. La constante de temps de diver-
gence est égale a 9 mn 30 Sec.
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4.4 Conclusion

Dans ce chapitre, les principes de la navigation inertielle sont décrits. Nous avons présenté les
équations de la navigation inertielle, puis les équations différentielles qui régissent 1’évolution des
erreurs de navigation inertielle. Ces erreurs ont été modélisées ici a partir de considérations pu-
rement mathématiques. Le défaut propre aux capteurs inertiels (accélérometres et gyrometres)
et les erreurs d’alignement (initialisation de la centrale inertielle) produisent des erreurs de navi-
gation qui ne cessent d’augmenter avec le temps. Bien que les erreurs des variables horizontales
soient atténuées par le phénomeéne de Schuler, I'erreur de navigation devient rapidement incom-
patible des objectifs de la mission d’un aéronef volant quelques dizaines de minutes. D’ou la
nécessité de faire appel aux moyens de recalage de navigation qui vont permettre de corriger ces
mesures inertielles. Les moyens de recaler la navigation inertielle sont divers. On se contentera
dans le chapitre 6 de décrire le recalage de navigation par mesures altimétriques.
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Chapitre 5

La Classification du terrain pour le
recalage altimétrique

5.1 Introduction

Ce chapitre concerne la planification a priori de mission d’un aéronef en choisissant une
trajectoire qui permette a celui-ci de se recaler le plus efficacement grace a la richesse des
mesures altimétriques collectées le long du terrain survolé.

Cette planification revient a classer le terrain selon ses caractéristiques topographiques (du-
reté de terrain). On caractérise le terrain par des parametres pertinents qui permettent de prévoir
la qualité du recalage altimétrique ce qui permet de choisir le terrain le plus apte a ce type de
recalage.

En pratique, on emploie le parametre «facteur de dureté» pour évaluer ’aptitude du terrain
au recalage altimétrique, le facteur de dureté. Cependant, on verra dans ce chapitre que le facteur
de dureté est un indicateur qualitatif : il ne permet pas de prévoir précisément les performances
de la navigation. De plus, il ne prend pas en compte la précision de la centrale inertielle et des
mesures altimétriques. Nous décrivons un outil plus complet et plus précis introduit dans ce
contexte par Bergman [7] qui est la borne de Cramér-Rao a posteriori. Cette borne permet de
prévoir précisément les performances optimales de la navigation en tenant compte du terrain et
de la centrale inertielle.

5.2 Modélisation du terrain

Processus stochastique :

Dans la littérature spécialisée[65, 64], la variation d’altitude du terrain en fonction de la
position horizontale est représentée par un processus stochastique gaussien. Ce processus est
caractérisé par :

— ’écart-type o7 de la variation d’altitude.

— I"écart-type o, de la variation de pente.

— la longueur de corrélation X7 du terrain.

Le relief du terrain survolé par ’aéronef est entierement défini par au moins deux de ces para-
metres. Les travaux réalisés par Whittle [65] et Webber [64] montrent que les modeéles mathé-

matiques les plus représentatifs sont des processus de Whittle ou de Markov d’ordre 3. Dans le
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cas du modele de Whittle, la densité spectrale uni-dimensionnelle des variations d’altitude est
telle que :
4aa%

1+ &-1)

¢z(w) =
avec w fréquence spatiale en rad/m et o = 1/wrp.
avec wy la bande passante du terrain exprimée en rad/m. La fonction d’autocorrélation du

processus donne également :
XT = 1.6/wT (52)

Le processus aléatoire vérifié par la pente du terrain se déduit du processus ¢, et permet d’obtenir
la relation suivante :
op/or = wr, (5.3)

de (5.2) et (5.3), on obtient la relation suivante
ar
=1.6— 5.4
Op XT ( )

Dans la cas du processus de Markov d’ordre 3, la densité spectrale du processus uni-dimensionnelle
de Markov d’ordre 3 :

_ 16/3a07.
¢Z(w) - (1 +w2a2)3 (55)
avec X7 = 2.9/wrp.
On obtient alors op/or = wr/V3.
2907 or
op = =1.67— 5.6
p \/EXT XT ( )

On constate alors que les parametres les plus pertinents pour évaluer 'aptitude du terrain au
recalage altimétrique sont I’écart-type de la pente o, ou le rapport o/ X7 [16].

5.3 Le facteur de dureté

Afin de calculer la pertinence du terrain pour le recalage altimétrique, on utilise en pratique
un parametre appelé le facteur de dureté . Le facteur de dureté f est donné par la formule
suivante :

oTop
=,/ —F 5.7
f=y (57)
et le terrain est d’autant plus favorable au recalage que le facteur de dureté f est élevé. On classe
le terrain en plusieurs catégories selon la valeur du facteur de dureté f dans le tableau ci-dessous.

Type de terrain plat vallonné accidenté | tres accidenté | extrément accidenté
Dureté f 0a0.35 0.35 4 0.75 0.75 a2 2a3.6 > a3.6
op 02 0.035 | 0.035 & 0.075 | 0.075 & 0.2 0.2 4 0.36 > 4 0.36
or(m) 0a21 21 a 45 45 a 120 120 a 220 > a 220
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g
N e =
Y "-FT-'E' Al C _.-?;41_

Fi1G. 5.1 — relief de terrain

Limites du facteur de dureté :

A part la qualité du relief du terrain (5.1), la précision du recalage altimétrique dépend aussi
de la qualité de la centrale inertielle et de la qualité du radio altimetre. Ce qui compte ce n’est
pas le terrain en soi mais le terrain tel qu’on 1’observe.

5.4 La borne de Cramér-Rao a posteriori (PCRB)

La borne de Cramér-Rao est un outil de la statistique mathématique qui s’applique a tout
type de systeme stochastique linéaires, ou non linéaires, bruit gaussien ou non gaussien. Dans
notre étude nous nous limiterons, aux systémes de bruits additifs gaussiens.

Par définition, la borne de Cramér-Rao est l'inverse de la matrice d’information de Fisher.
Cette borne permet de répondre aux questions souvent posées au filtrage :

— Est-ce que les parametres du processus sont observables ?

— Est ce que les performances demandées ne sont pas théoriquement hors d’atteinte ?

— Que peut-on espérer au mieux comme précision d’estimation ?

Dans le cadre des processus stochastiques linéaires gaussiens, la borne de Cramér-Rao se
confond avec la matrice de covariance du filtre de Kalman. La borne de Cramér-Rao est solution
d’une équation de Ricatti généralisée [31].

La PCRB quantifie la notion d’information (inverse de la matrice d’information de Fisher)
contenue dans la mesure.

Soit le systéeme non-linéaire suivant :

{xk+1 = Fip(xg) + Wy (5.8)

yr = Hp(ap) + Vi
avec Wy, et Vi, des bruits blancs gaussiens de matrices de covariance Sy, R respectivement. Par
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C. R. Rao and Harald Cramér, 1978

Fia. 5.2 - Cayampudi Radhakrishna Rao et Harald Cramér
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définition, la matrice d’information de Fisher J,ij a l'instant k est donnée par :

02 1og por i (¥, y*)

T (2%) = B[~ 5.9
ot1 I'espérance est prise relativement & la trajectoire du processus z* = (z1,...,23) et a la tra-

jectoire des mesures y* = (y1, ..., yx) jusqu’a I'instant k. Soit Dak yk la densité conjointe de z* et
k
Yo

k k
P e (2, 4%) = plxo) [ [ plwsles) [ [ plailais) (5.10)
Jj=1 =1

k

on a alors, pour tout estimateur Z* non-biaisé

P = E[(2F — #F)(a* — 3%)T] > J ' = PCRB,

La borne de Cramér-Rao est une borne inférieure de la matrice de covariance de tout estimateur
non biaisé. Elle est homogene a une matrice de covariance. En pratique, les bons estimateurs
convergent rapidement vers la borne. C’est un outil peu colteux en temps d’évaluation d’un
systeéme (processus/observation).

Formule récursive de la PCRB :
La borne de Cramér-Rao se calcule a chaque instant k£ selon la formule récursive de Ti-

chasky [63], En notant (J;)~! la matrice de covariance correspondant  I’état ). On a la formule
récurrente suivante

Tit1(@ri1) = D2 = D' (Ji + D) ' Dy (5.11)
avec
DY = o, [V B (2] S [V Y (0] (5.12)
Dllc2 = _El‘k [kaFI;[(JUk)]S;;l (5'13)
D} = D" (5.14)
DI%Q = 51;1 + Emkﬂ[v1k+1Hg+1(xk+1)]R;i1[vkale(xk-i—l)]T (5'15)
ou Vg, = ﬁaﬂ est 'opérateur gradient.

La récursion est initialisée avec Jy égale a 'inverse de la matrice de covariance initiale Pj.
On remarque que la borne ne dépend pas des mesures mais seulement du modele et de la nature
des bruits ce qui permet de la calculer hors ligne. Les termes d’espérance se calculent via des
tirages Monte-Carlo des trajectoires de 1’état.

Dans notre application, la formulation de la borne de Cramér-Rao est plus simple que ci-dessus
compte tenu du modele linéaire des équations d’erreurs inertielles.
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Tr1(@pr1) = B[V, HE (@r )R Ve Hiy (@eg)]” + (S + Frlae) J, B () ™!
(5.16)
Le terme

EVaypr Hi 1 (@)1 R Vg Hi o (z)]" (5.17)

contient 'information concernant la variation de la pente du terrain survolé par ’aéronef.

En effet, plus la variation du terrain est grande, plus la matrice de Fisher est grande.

Quant au terme (Sg + F, (xk)Jk_leT(xk))*l, il représente la perte d’information dte a la dyna-
mique du modele (la précision de la centrale inertielle). Par exemple, plus le bruit de dynamique
est grand (Sy grand) plus l'information de Fisher est petite.

5.5 Utilisation de la PCRB comme critére de classification du

terrain

On suppose qu'un aéronef suit un mouvement rectiligne uniforme. L’équation de la trajectoire
v
s’écrit :

X =FX_4 (5.18)
ou
1 0 0 At 0 0
01 0 0 At 0
001 0 0 At
F= 000 1 0 O (5.19)
000 0O 1 O
| 000 0 0 1 |

L’aéronef mesure l'altitude au dessus du sol tous les At suivant I’équation de mesure (voir figure
(5.3))

Yi = h(Xg) + Vi = 2 — H(xg, yg) + Vi (5.20)
ott X = [Tk, Yk, 2k, Thy Uk, 2)7 est le vecteur d’état, z; est la hauteur absolue, H la hauteur
du relief donnée par le MNT en fonction de la latitude et de la longitude (zg, yx)-

La matrice du bruit de dynamique Sy a été prise nulle, afin de montrer uniquement l’'influence
des caractéristiques du relief du terrain sur la PCRB. V} est un bruit blanc gaussien d’écart-type
OR = 15m

La vitesse horizontale dans le plan (z,y) vaut 141 m/s.

Comportement de la PCRB sur un terrain peu favorable au recalage :

Afin de montrer les limites du facteur de dureté, on réalise un ensemble simulations en se
plagant sur un terrain de faible relief (facteur de dureté f < 0.35). Sur cette zone de terrain, on
considere des trajectoires rectilignes uniformes (5.18) tirées dans le plan horizontal de la maniere
suivante : l'origine est le centre, le cap des trajectoires varie de 0° a 360°. On calcule alors la
PCRB, en calculant le terme (5.17) pour chaque trajectoire puis on effectue la moyenne de ces
termes a chaque instant k& pour ’ensemble de ces trajectoires. La borne est calculée en supposant
une erreur initiale en position de 5km.

De plus, un filtre KPKF a été simulé pour une trajectoire. Les résultats obtenus sont présentés

80



5.5. Utilisation de la PCRB comme critere de classification du terrain

F1G. 5.3 — recalage altimétrique

8 T T
i — PCRB
n - = KPKF
I‘ ’
7+ n‘ ’\\| -
"l .
1 n oy
s
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Fi1G. 5.4 — La borne de Cramér-Rao pour l’erreur de position en x

81



Chapitre 5. La Classification du terrain pour le recalage altimétrique

sur la figure (5.4) pour lerreur de position en x. On remarque que la borne de Cramér-Rao
converge bien que le terrain soit relativement plat selon le facteur de dureté (f < 0.35).

On remarque aussi I’écart-type de la position en x donné par le filtre (KPKF') converge vers
0 malgré un terrain plat (facteur de dureté f < 0.35). Ce qui montre que le facteur de dureté
n’est pas le meilleur outil pour quantifier 'aptitude du terrain au recalage altimétrique.

Sensibilité de la PCRB a la dureté du terrain :
Afin de déterminer, la relation existant entre la borne de Cramér-Rao et le facteur de dureté, la
borne de Cramér-Rao a été calculée pour des trajectoires survolant des terrains de dureté variée.
Les résultats obtenus sont présentés sur les figures (5.5) a (5.10).

2 T
— PCRB (f>1.7)
‘= PCRB(1.2<f<1.6)
18F ... PCRB(0.35<f<0.5)
= = PCRB (f < 0.35)
16§ .
g
1.4 .
rl
g 1
12 .
x 1
2 1
g 1 1
o 1
© 1
308F 1 .
i )
1 \
06 -\ 4
0.4 .
0.2 -
~ea
o k1 \—!-V-!.\"\-"H--!"'l-'!--lﬂ‘_—'\—\ e B K s B B B B P e e )
0 1 1 I T
0 50 100 150 200 250 300

temps (s)

Fic. 5.5 — Erreur de position x

82



5.5. Utilisation de la PCRB comme critere de classification du terrain

2 ;
— PCRB(f>1.7)
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Fia. 5.7 — Erreur de position z
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Les figures (5.5), (5.6), (5.8) et (5.9) montrent que I’écart-type théorique donné par la PCRB
et le facteur de dureté du terrain sont corrélés. En effet, plus le facteur de dureté du terrain est
grand (terrain vallonné), plus vite les écarts-type des parametres horizontaux du vecteur d’état
(donnés par la PCRB) tendent vers 0.

En revanche, les écart-types verticaux z, Z donnée par la PCRB restent insensibles a la varia-
tion du relief du terrain (5.7) et (5.10). Ceci s’explique par le fait que la variation de I’écart-type
de la position verticale est approximativement proportionnelle au produit des écarts-type de
la pente du terrain et des écart-types des positions horizontales. Plus le terrain est vallonné,
plus les écarts-type des positions horizontales sont petits. Alors que ’écart-type de la pente du
terrain augmente. Dans le cas d’un terrain plat, I’écart-type de la pente est petit, alors que les
écarts-type des parametres horizontaux sont grands. Ainsi I’écart-type de la pente et les écarts-
type des positions horizontales se compensent mutuellement. L’écart-type de la position verticale
est donc peu sensible aux variations du reliefs de terrain. A la limite, si le terrain est parfaite-
ment plat la hauteur absolue est observable bien que les parametres horizontaux ne le soient pas.

Sensibilité de la PCRB au bruit de mesure :
Dans le but de montrer 'impact de la précision du radio-altimetre sur la borne de Cramér-Rao,
la borne de Cramér-Rao a été calculée pour plusieurs valeurs de 1’écart-type de mesure o . Les
résultats obtenus sont présentés sur les figures (5.11) a (5.14).
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Les figures (5.11), (5.12), (5.13) et (5.14) montrent que plus la précision du radio altimetre
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(Paugmentation de 1’écart-type du bruit de mesure o) est dégradée et plus la convergence des
écarts-type des parametres théoriques donnée par la PCRB est lente.

5.6 Conclusion

Dans ce chapitre, nous avons présenté un critere alternatif au facteur de dureté. Ce facteur
est un indicateur quantitatif pour I’évaluation de la qualité du recalage altimétrique. La PCRB
prédit plus précisément, les performances du recalage altimétrique. La PCRB donne une borne
inférieure de la matrice de covariance de tout filtre non biaisé. Elle est atteinte par le KPKF (voir
figure (5.4)) et sert donc d’outil d’évaluation de tout filtre. Contrairement au facteur de dureté,
la PCRB peut tenir en compte aussi de la modélisation de la dynamique (dérive inertielle) qui
est présentée au chapitre suivant.
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Chapitre 6

Application du KPKF au recalage de
navigation

6.1 Introduction

Du fait des dérives de la centrale inertielle, un moyen auxiliaire de recalage doit étre utilisé
pour obtenir une précision suffisante sur la position, vitesse et attitude de ’aéronef. Le principe
de recalage de navigation est basé sur l'utilisation des mesures extérieures indépendantes des
mesures inertielles et sur la mise en oeuvre d’un filtre d’hybridation. Les mesures extérieures
sont généralement constituées par des mesures de position (radio-altimetre, GPS) et/ou par
des mesures de vitesse (radar Doppler). Dans ce document, on considere seulement le recalage
altimétrique effectué au moyen d’un radio-altimetre embarqué. Ce mode de recalage est une
solution intéressante car il a particularité de présenter deux avantages essentiels :

— ce procédé est totalement autonome, du fait que le radio-altimetre est placé a bord de
I’aéronef. Contrairement au procédé GPS qui est un procédé externe de recalage qui nous
échappe totalement car il dépend des Etats Unis d’Amérique.

— les mesures délivrées par le radio-altimetre sont difficiles a brouiller ce qui n’est pas le cas
pour les mesures du GPS.

Selon I'importance de 'erreur de position initiale de ’aéronef, on distingue deux types de reca-
lage qui exploitent les mesures altimétriques :

Le «Recalage Altimétrique Continu» (RAC) consiste & exploiter les mesures du radio-
altimetre au fur et & mesure de leur arrivée. Le RAC compare les mesures de hauteur-sol délivrées
par le radio-altimetre et I'altitude du terrain survolé stockée sous forme de Modele Numérique
de Terrain (MNT) dans le calculateur de bord. Cependant son inconvénient est qu’il ne peut étre
utilisé que lorsque 'erreur sur la position de ’aéronef est faible. En effet, cette technique est basée
sur une linéarisation locale du MNT. Lorsque ’erreur est plus importante en début de mission,
par exemple du fait d’'une distance importante entre le point de décollage de ’aéronef et la pre-
miere mesure altimétrique exploitable (apres le survol de la mer), la méthode n’est pas utilisable.

Appartenant aux techniques du maximum de vraisemblance, le « Recalage par Bloc» consiste
a utiliser les mesures de hauteur-sol recueillies pendant une portion de trajectoire de ’ordre de
5 a 8 km de longueur. Ces mesures sont comparées a un ensemble de profils possibles reconsti-
tués a partir du MNT et d’un état initial. Il faut donc mailler ’espace de 'incertitude de I’état
de l'aéronef au moment du recalage. Le point du maillage pour lequel la corrélation entre les
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deux profils est maximum correspond théoriquement & la position la plus probable de ’aéronef.
Cependant le recalage par bloc ne peut étre effectué que dans le plan horizontal uniquement. En
effet, pour des raisons de cott de calcul, il est difficile d’effectuer une recherche exhaustive dans
un espace de dimension supérieure a 2. On préfere généralement se contenter d’un recalage de
position dans le plan horizontal en supposant la connaissance d’'une certaine borne de la vitesse
de l'aéronef. D’autre part, le résultat de la corrélation entre le profil du terrain mesuré par le
radio altimetre et les profils possibles reconstitués a partir du MNT, peut étre multimodal, ce
qui nécessite dans certains cas de relancer d’autres traitements blocs consécutifs afin de lever
I’ambiguité. Lorsqu’un premier recalage a été effectué de cette maniere, il est possible d’enclen-
cher un recalage continu dans lequel les mesures altimétriques sont traitées récursivement par
un algorithme de recalage appelé filtre d’hybridation (filtre de Kalman) (figure (6.1)). Le filtre
d’hybridation a pour but d’estimer les erreurs de navigation en utilisant les mesures fournies par
les capteurs de recalage (mesures altimétriques) [24]. De plus, il permet d’estimer aussi les biais
de mesure des capteurs inertiels.

Le filtrage particulaire classique a été appliqué pour le probleme du recalage de navigation iner-
tielle par mesures altimétriques [8, 6, 3] et par mesures GPS [12]. En théorie, il s’accommode en
continu de l'aspect multimodal et traite directement les non-linéarités du systeme. Il est donc
bien adapté au probleme de recalage de navigation inertielle.

i - i Capteurs de recalage
: Mogele dg Capteurs inertiels i Radio-altimétre

| la pesanteur Accélérometres !

| Gyrometres E

i i ¥

| L i Filtre d’hybridation -
i *| Calculs de navigation | |

i = | +

I Alignemsnt l !

: Initialization mEme i Erreurs de navigation
| Ftat inertiel : s

Navigation recalée

FiG. 6.1 — Architecture d’hybridation
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6.2 Modélisation

6.2.1 Equation de dynamique

Le vecteur d’état contient 15 variables : les 9 variables cinématiques, et les 6 biais accéléro-
métriques et gyrométriques (voir paragraphe (4.3)).

56X
sV
r=| @ (6.1)
ba
bg
avec
SX N SV 8¢ be b
65X = | 6Xg SV =| 6Vg U= 60 bo = | b2 by = | b9
5Xp 5Vp 0 b2 bl

On a vu dans le Chapitre 4, que le systeme d’équations des erreurs inertielles selon ’approche en
® est un systeme mal conditionné. Cela nous amene a effectuer le changement de variable selon
les relations (4.42) et (4.44) pour obtenir les équations d’erreurs inertielles selon 1’approche en
U (4.48) qui est un systeme d’équations différentielles plus facile a intégrer. Dans un premier
temps, on estimera le vecteur d’etat z’

(6.2)

Puis via le changement de variables (4.42) et (4.44), on calculera le vecteur d’état x. Les modeles
des biais accélérométriques et gyrométriques sont donnés par les équations (4.50) et (4.52).
Selon I’approche en ¥ on a le modele dynamique d’état suivant :

0X Fxx I 0 0 0 0X 0 0 0 0
d %4 Fyx Fyy Fyy Rpon 0 sV’ Rpon 0 0 0
P v = 0 0 Fyy 0 —Rpon v + 0 —Rp, 0 0
b 0 0 0 1/, I 0 b 0 0 I 0
b9 0 0 0 0 —1/141 b9 0 0 0 I
(6.3)
avec
0  pp —pE ~w2 0 0
Fxx=1|—-pp 0 —pn Fyx = 0 —-w? 0
PE  —PN 0 0 0 ng
0 (pp + 2wp) —PE 0 —fp [E
Fyy = | —(pp +2wp) 0 (P + 2wn) Fye=1 fo 0 —fy
PE —(pN + 2wn) 0 e In 0
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0 (pp +wp) —PE
Fyy = | —(pp +wp) 0 (pN +wn)
PE —(pn +wn) 0

avec f le vecteur des accélérations spécifiques projeté dans le repere TGL et qui a pour compo-
santes
INn

f=117re (6.4)
Ip

et &, §g, Va et vy sont des processus de Wiener (voir paragraphe (4.3.3))
La centrale inertielle délivre a chaque instant les valeurs (X, V, V)
I’équation (6.3) par un schéma d’Euler du premier ordre donne :

La discrétisation de

6X I — FyxAt IAt 0 0 0 5X
% Fyx At I — Fyy At FyoAt Ryon At 0 oV’
T — 0 0 I — FygAt 0 — Ry At v
ba 0 0 0 I —1/7,IAt 0 be
N 0 0 0 0 I—1/7,IAt b9
0 0 0 0 ,
Ryon VAL 0 0 0 w?
0 —Rpn VAL 0 0 Yy (6.5)
0 0 IVAL 0 Wa
0 0 0o IvAr L™

ou At désigne le pas de discrétisation et w/, w;, w, et wy sont des bruits blancs gaussiens
d’écart-type respectivement o, Twly Ow, €6 Oy

6.2.2 Equation d’observation

Définition des mesures altimétriques :

Le probleme du recalage altimétrique est illustré sur la figure(6.2). La position réelle de
aéronef est au point M de coordonnées (X, Xp, Xp) (4.3), la position estimée par la centrale
inertielle est en My de coordonnées (Xn, Xg, Xp). Les erreurs de position sont définies par :

Xy = Xy-—Xu
6Xg = Xgp-—Xg (6.6)
5Xp = Xp—Xp

Par définition I'altitude de 'aéronef est telle que :
XD:hMNT(XN;XE)+5M+hA (67)

ou g)s est U'erreur d’altitude du MNT et hy est la distance exacte entre 'aéronef et le sol. Le
radio altimetre mesure la hauteur de ’aéronef au dessus du sol en commettant une erreur de
mesure € 4. En notant y cette mesure, on a :

y=ha+ea (6.8)
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D’apres (6.7) et (6.6), on a

ha=(Xp+6Xp) — hunt(Xn + XN, Xg + 6XE) +eum (6.9)

Y = (XD+5XD) —hMNT(XN-i-(sXN,XE—i-(SXE)+€A+EM

On en déduit ’équation d’observation
y=(Xp+06Xp) — hunt(Xn + XN, Xp +6Xp) +¢ (6.10)

ou y est la mesure altimétrique et € = €4 + )7 est le bruit de mesure modélisé par un bruit
blanc gaussien de moyenne nulle et de variance R.

Position inertielle

MK Xg. X ) Position réelle I
! B
1 - = -
----- T S
|
1
! Hauteur sol
1
1
i hy
i
: Y
X, N Efrain num éri s
Terrain réel Zp

Hiveau de référence

Fic. 6.2 — Principe de la méthode altimétrique

6.3 Simulations

Dans le but d’étudier les performances du KPKF, 2 groupes de simulations sont présentés :

— (1) Etudes des performances du KPKF :
Nous présentons au paragraphe (6.3.1), les performances du KPKF étudiées par simula-
tions numériques en considérant 2 zones de terrain (vallonné, plat). On simule sur chaque
zone de terrain une trajectoire rectiligne et une trajectoire curviligne (avec virage) d’en-
viron 30 km de longueur chacune. Les résultats de simulation ne comportent qu’une seule
réalisation Monte-Carlo. La borne de Cramér-Rao a été calculée pour ce nouveau modele
d’état (6.2) afin d’évaluer les performances du filtre. La grandeur tracée sur chaque figure
représente 'erreur résiduelle apres filtrage définie par X — (f( k + xr) ou xy est Uerreur de
I’état calculée suivant les relations (4.44) et (4.42) qui est fonction de 'erreur de I'état 2.

93



Chapitre 6. Application du KPKF au recalage de navigation

Cette derniére erreur est estimée par le filtre a chaque instant & (2.19), (2.20) et comparée
a Iécart-type donné par la PCRB.

— (2) Comparaison du KPKF avec d’autres filtres particulaires (RPF, RBPF) :
Dans le paragraphe (6.3.2), nous comparons les performances du KPKF avec les filtres
RPF et RBPF a temps de calcul égal. On simule sur chaque région d’une carte de MNT
(plat, vallonné) une trajectoire curviligne de 30 km de longueur. Les résultats de simula-
tions ont été réalisés par la méthode de Monte Carlo en effectuant systématiquement 100
tirages aléatoires dans chaque cas de terrain. Les performances des filtres sont évaluées en
comparant l'erreur quadratique moyenne (MSE) de chaque filtre avec la borne de Cramer-
Rao (PCRB). La MSE a l'instant k est définie par :

M
1 g g
MSEM = 7 > (X = X)) (X — X}) (6.11)
=1

Modéle Numérique de Terrain :
Le MNT utilisé dans les simulations (figure (6.3)) représente une région de la France de 'ordre
de 350 km x 270 km. L’origine de la carte (en bas a gauche) se situe a 44° latitude Nord et a
3° longitude Est (la Dordogne). La résolution du MNT est de 15 sec d’arc. Le pas en x vaut
333.6451 m et 463.8212 m en y.

44°N,3° E hauteur du relief (m)

1600

1400

11200

<1000

1800

1600

400

200

Fic. 6.3 - MNT 44°N,3°E

Carte de dureté de terrain :
La carte de dureté du MNT utilisée dans les simulations est représenté dans la figure (6.4). La

94



6.3. Simulations

415

50 100 150 200 250

F1c. 6.4 — Carte de dureté (44°N,3°F)

palette de couleurs correspond au niveau de dureté de terrain f (voir I’équation (5.3)).

Afin d’évaluer la robustesse du filtre, 'aéronef survole 2 types de terrain. Le premier terrain est
un terrain plat (facteur de dureté f inférieur a 0.35). Par contre, le second terrain est un terrain
vallonné (facteur de dureté f compris entre 0.35 et 2.1).

Trajectoires de ’aéronef :
On simule 2 types de trajectoires :
— la trajectoire vraie
— la trajectoire inertielle fournie par le systeme de navigation (4.2), qui est légeérement erro-
née.

Les parametres de la trajectoire vraie sont les suivants :

— point de départ (état de référence X, ) égal a (X}, Xf) = (150 km, 150 km) sur la carte
pour un terrain vallonné et (X3, X)) = (50 km, 50 km) pour un terrain plat. L’état initial
Xy de la trajectoire vraie est tiré suivant une loi normale de moyenne 1’état de référence
X, et de matrice de covariance 1/2 Py, ou Py est la matrice de covariance initiale du filtre.

— altitude constante p, = 3000 m

— vitesse horizontale constante V' = 250 m/s et vitesse verticale égale & 0 m/s.

— angles de roulis et de tangage nuls

La trajectoire inertielle est déterminée en tenant compte d’une erreur initiale par rapport a la
trajectoire vraie portant sur chacune des variables d’état et en propageant cet écart conformé-
ment aux équations de la navigation (voir paragraphe (4.2)). L’état initial X de la trajectoire
inertielle est tiré suivant une loi normale de moyenne 1’état de référence et de matrice de cova-
riance 1/2 Py.
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La longueur de la trajectoire est de 30 km environ. Les mesures du radio-altimetre sont ef-
fectuées tous les 75 m, ce qui donne 400 mesures altimétriques au total au cours d’une trajectoire.

Divergence du filtre :
Par définition, on dira que le filtre diverge si en fin de trajectoire au cours des 5 derniers instants
de mesure consécutifs, I'estimée de 1'état X, quitte I'ellipsoide de confiance I'y, donnée par la
PCRB, tel que
T = {Xp/(Xp — Xp)T(PBOR,) N X — X3) < o2} (6.12)

avec le seuil a égal & la probabilité P[x?(d) < a?] = 0.99.

6.3.1 Etudes des performances du KPKF

Conditions de simulation :

(1) Le KPKF est initialisé selon une loi a posteriori calculée en fonction de la premiere me-
sure voir paragraphe (3.9).

(2) Les parametres de réglage du filtre KPKF sont :
— le nombre de particules du KPKF : N = 1000.
— le coefficient du facteur de dilatation pp = 1.2 (voir équation (3.46)).
— la longueur du cycle de calcul : m = 15 (voir paragraphe (3.6.2)).
~ la parametre h calculé selon équation (3.38).
— le seuil entropique Th = 0.3 (voir paragraphe (2.2.5)).

(3) Le vecteur d’état x’ est initialisé & 0.

(4) La matrice de covariance initiale Py est constituée des éléments diagonaux suivants :
I’écart-type initial en position Nord est égale a 5 km.

— D’écart-type initial en position Est est égale a 5 km.

— D’écart-type initial en position Verticale est égale a 100 m.

— D’écart-type initial en vitesse Nord est égale a 10 m/s.

— Décart-type initial en vitesse Est est égale a 10 m/s.

Pécart-type initial en vitesse verticale est égale a 1 m/s.

I’écart-type initial en angle de roulis est égale a 1 deg.

— D’écart-type initial en angle de tangage est égale a 1 deg.

— Décart-type initial en angle de lacet est égale a 1 deg.

— D’écart-type initial des biais accélérométriques en x, y et z est égale a 1 m/s?.
I’écart-type initial des biais gyrométriques en x, y et z est égale & 1079 rad/s.

0—02

(5) la matrice de covariance du bruit de dynamique Sy, est composée des éléments diagonaux
suivant :
— T’écart-type en position Nord : ox, = 0.
— l’écart-type en position Est : ox, = 0.
— D’écart-type en position Verticale : ox, = 0.
— Décart-type en vitesse Nord : oy, = 1074 m/s.
— DPécart-type en vitesse Est : oy, = 1079 m/s.
— T’écart-type en vitesse verticale : oy, = 10~* m/s.
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I’écart-type en angle de roulis : o, = 180/7 1076 deg.

— D’écart-type en angle de tangage : oy = 180/7 1076 deg.

— T’écart-type en angle de lacet : o9 = 180/7 107 deg.

— Décart-type du biais accélérométrique en x, y et z : o5, = 3 107° m/s2.
I'écart-type du biais gyrométrique en x, y et z : op, = 1075 rad/s.

(6) L’écart-type du bruit du radio-altimetre o est égale a 15 m.

Résultats de simulation
Les résultats de simulation sont présentés de la facon suivante :

— (1) terrain vallonné :
— (1.1) vol rectiligne : figures de (6.5) & (6.16)
— (1.2) vol curviligne : figures de (6.17) a (6.28)
— (2) terrain plat :
— (2.1) vol rectiligne : figures de (6.29) a (6.40)
— (2.2) vol curviligne : figures de (6.41) a (6.52)

(1) Terrain vallonné :
(1.1) Vol rectiligne :

44°N,3° E

«  Trajectoire inertiale
« Trajectoire vraie

Trajectoire estimée par le KPKF

150 155 160 165 170
km

F1G. 6.5 — Les trajectoires vraie, inertielle et estimée par le KPKF
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Commentaires : On observe dans les figures (6.6), (6.7), (6.8) (6.18), (6.19) et (6.20) que
les erreurs de position atteignent rapidement la PCRB. En effet, on remarque qu’a I'instant
t = 25 sec, les erreurs de position sont proches de 0. Ce genre de filtres est tout a fait adapté
pour estimer récursivement la position de ’aéronef a I'aide de mesures altimétriques. En re-
vanche, dans les figures (6.9), (6.10), (6.21), (6.22), (6.12), (6.12), (6.14), (6.24), (6.13) et (6.26)
on constate que les erreurs de vitesse et d’angle d’attitude sont importantes. Nous constatons
sur les figures (6.14) et (6.38) que la borne de Cramér-Rao concernant l'angle du lacet v est
plate, ceci veut dire que ce parametre est peu observable. Pour pouvoir ’estimer, nous avons
effectué un virage dans le plan horizontal comme le mentionne Nordlund [44]. En effet, dans le
cas d’'un mouvement rectiligne uniforme les accélérations horizontales a, et a, mesurées par les
accélérometres sont nulles sauf 'accélération verticale a, qui est égale & —g. En conséquence, le
terme [Ry2,] [0, 0, —g]T de I’équation de vitesse (4.22) est indépendant de I’angle du lacet .
L’équation d’évolution de 'angle du lacet est découplé du reste de 1’état (voir équation (4.48)).
Dans ce cas, I’angle de lacet n’est pas observable. En revanche, il y a couplage des que I'aéronef
effectue un virage, 'angle de lacet devient observable. On remarque dans les figures (6.26) et
(6.50) que la borne de Cramér-Rao commence a décroitre a partir de I'instant du commencement
du virage (t = 20 sec).

109



Chapitre 6. Application du KPKF au recalage de navigation
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(2.2) Vol curviligne :
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Commentaires : On observe sur les figures (6.30), (6.31), (6.32) (6.42), (6.43) et (6.44) que
les erreurs de position convergent vers la PCRB a l'instant ¢ = 30 sec. Cet instant est plus grand
que dans le cas du terrain vallonné. On constate que les écarts-type donnés par la PCRB sont
plus grands que les écarts-type donnés par la PCRB pour le terrain vallonné. On remarque dans
les figures (6.33), (6.34), (6.35) (6.45), (6.46) et (6.47) que les erreurs de vitesse sont toujours
plus grandes précises que les erreurs de position.

6.3.2 Comparaisons du KPKF avec d’autres filtres particulaires (RPF, RBPF)

Conditions de simulation :

A cause du nombre élevé de divergences du RPF et du RBPF pour des grandes zones initiales
en position, nous avons restreint la zone initiale (matrice de covariance Py). Les filtres (KPKF
RPF) et les filtres (KPKF RBPF) sont comparés a temps de calcul égal. A Iexception du
nombre de particules et de la matrice de covariance initiale Py qui seront précisés dans chaque
cas, nous avons pris les mémes conditions initiales de simulation mentionnées dans le paragraphe

(6.3.1).

KPKF / RPF
A temps de calcul égal, le nombre de particules pour le KPKF vaut : Ngpgr = 1000 et vaut
pour le RPF : Nppr = 10000.

Les éléments diagonaux de la matrice de covariance initiale Py valent :
I’écart-type initial en position Nord est égale a 3 km.

I’écart-type initial en position Est est égale a 3 km.

— D’écart-type initial en position Verticale est égale a 100 m.

— Décart-type initial en vitesse Nord est égale a 10 m/s.

— I’écart-type initial en vitesse Est est égale a 10 m/s.

— Décart-type initial en vitesse verticale est égale & 1 m/s.

I’écart-type initial en angle de roulis est égale a 1 deg.

I’écart-type initial en angle de tangage est égale a 1 deg.

— Décart-type initial en angle de lacet est égale a 1 deg.

— T’écart-type initial des biais accélérométrique en x, y et z est égale & 10792 m /s2.
— Décart-type initial des biais gyrométriques en x, y et z est égale & 107 rad/s.

KPKF / RBPF
Le nombre de particule pour le KPKF vaut : Ngprxr = 2500 et vaut pour le RBPF :
Nrppr = 15000 (nombre minimum de particules pour assurer la convergence du filtre).

Les éléments diagonaux de la matrice de covariance initiale Py valent :
— D’écart-type initial en position Nord est égale a 1 km.

— D’écart-type initial en position Est est égale a 1 km.

— D’écart-type initial en position Verticale est égale a 100 m.
Pécart-type initial en vitesse Nord est égale a 20 m/s.

Pécart-type initial en vitesse Est est égale a 20 m/s.

— DI’écart-type initial en vitesse verticale est égale & 1 m/s.

— D’écart-type initial en angle de roulis est égale a 1 deg.
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Iécart-type initial en angle de tangage est égale a 1 deg.
— Décart-type initial en angle de lacet est égale a 1 deg.

— Técart-type initial des biais accélérométrique en x, y et z est égale & 10792 m /52
— Técart-type initial des biais gyrométriques en x, y et z est égale & 10~ rad/s.

Résultats de simulation :

Les simulations sont présentées de la maniere suivante :

~ (1) KPKF / RPF
— (1.1) terrain vallonné :
— figures de (6.53) a (6.60)
— (1.2) terrain plat :
— figures de (6.61) a (6.67)
- (2) KPKF / RBPF
— (2.1) terrain vallonné :
— vol curviligne : figures de (6.68) & (6.74)
— (2.2) terrain plat :
— vol curviligne : figures de (6.75) a (6.81)

Nous obtenons les résultats suivants :
(1) Terrain vallonné :

44°N,3° E

150

155

160

£165 [
=

170

== Trajectoire inertielle
175 — Trajectoire vraie
Trajectoire estimée par le RPF
+ Trajectoire estimée par le KPKF

180

150 152 154 156 158 160 162 164 166 168 170
km

F1G. 6.53 — Les trajectoires vraie, inertielle et estimée par le KPKF et le RPF
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Chapitre 6. Application du KPKF au recalage de navigation

— RPF
=1 KPKF
= = la borne de Cramér-Rao

3.5

s I

1

R |

[P |

<25

|

o I

s !

a | \

3 al
5 0 W
g 15 : |
E 1
\ .

1L

1

I

1

0.54\

s

Fi1G. 6.54 — Les erreurs de position Xy

— RPF
=1 KPKF
= = la borne de Cramér-Rao

25

erreur de position RE (km)

F1G. 6.55 — Les erreurs de position Xg
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6.3. Simulations

RD erreur de position (m)

erreur de vitesse VN (m/s)

00y
— RPF
I =+ KPKF
Oy = = laborne de Cramér-Rao
|
]
80§
|
I
70 3
|
1
60 =
I
|
i

F1a. 6.56 — Les erreurs de position X p

— RPF
=1 KPKF
= = la borne de Cramér-Rao

temps (s)

F1G. 6.57 — Les erreurs de vitesse Vi
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Chapitre 6. Application du KPKF au recalage de navigation
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erreur d’angle de lacet © (deg)

erreur de vitesse VE (m/s)

— RPF
=1 KPKF
= = la borne de Cramér-Rao

—_
-

o
©

o
®

o
~N

0.6

0.5

0.4
0

-

20 40
Fi1G. 6.58 —
]l_
A 4
TR
N N

v

—-_—— e~y

60 80 100 120
temps (s)

Les erreurs de vitesse Vg

— RPF
v =1 KPKF
= = la borne de Cramér-Rao

20 40

| |
60 80 100 120
temps (s)

Fi1G. 6.59 — Les erreurs de ’angle du lacet v



6.3. Simulations

0.017

— RPF
= KPKF
= = la borne de Cramér-Rao

0.016

0.015

50.014

0.013

0.012

biais accélérométrique

0.011

0.01

0.009 I I I I I |
0

F1G. 6.60 — Biais accélérométrique b,

(2) Terrain plat :

44°N,3° E

== Trajectoire inerticlle

— Trajectoire vraie
Trajectoire estimée par le RPF
Trajectoire estimée par le KPKF

F1G. 6.61 — Les trajectoires vraie, inertielle et estimée par le KPKF et le RPF
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Chapitre 6. Application du KPKF au recalage de navigation

3r
— RPF
o =1 KPKF
- = = la borne de Cramér-Rao

2.5

erreur de position RN (km)
(3] N

-

0.5

time (s)

F1G. 6.62 — Les erreurs de position Xy

— RPF
=1 KPKF
= = la borne de Cramér-Rao

25

erreur de position RE (km)

F1G. 6.63 — Les erreurs de position Xg
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6.3. Simulations

RD erreur de position (m)

erreur de vitesse VN (m/s)

— RPF
=1 KPKF
= = |a borne de Cramér-Rao

F1G. 6.64 — Les erreurs de position X p

— RPF
= KPKF

» = = la borne de Cramér-Rao

20

Fic

40 60 80
temps (s)

. 6.65 — Les erreurs de vitesse Vi
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Chapitre 6. Application du KPKF au recalage de navigation

15 t
LY] ¥) — RPF
U pe ot = KPKF
L ‘_‘_,'d_, i Vo - = laborne de Cramér-Rao
] 1
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E
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>
Q
@
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o
5
e
® 5
0 | | | | | |
0 20 40 60 80 100 120
temps (s)
F1G. 6.66 — Les erreurs de vitesse Vg
0.018
— RPF
= KPKF
0.017 = = la borne de Cramér-Rao ’
Vv
0.016
< 0.015
E
[}
3
Z0.014
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£
o
3 0.013
3
©
©
3 0.012
0.011
0.0 frm = = m e R TR
0009 1 1 1 1 1 |
0 20 40 60 80 100 120
temps (s)

F1G. 6.67 — Biais accélérométrique b,
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6.3. Simulations

Commentaires : on constate que les écarts-type de position des 2 filtres convergent rapide-
ment vers la PCRB. Dans les figures (6.54), (6.55), (6.56), (6.62), (6.63) et (6.64), on remarque
que le KPKF atteint plus tot la PCRB que le RPF. En effet, le KPKF atteint le PCRB a l'ins-
tant t = 25 sec, et le RPF atteint la PCRB a l'instant ¢ = 40 sec. Cependant dans les figures
(6.57), (6.58), (6.65) et (6.66) 'estimation des vitesses des 2 filtres sont moins précises que celles
des positions. Les écarts-type de position atteignent simultanément la PCRB. Concernant, les
angles d’attitude (figure (6.59)) la précision du KPKF est relativement meilleure que celle du
RPF.

KPKF / RBPF

Terrain plat :

44°N,3°E

== Trajectoire inertielle
— Trajectoire vraie
Trajectoire estimée par le RBPF
« Trajectoire estimée par le KPKF

50 52 54 56 58 60 62 64 66
km

F1G. 6.68 — Les trajectoires vrate, inertielle et estimée par le KPKF et le RBPF
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Chapitre 6. Application du KPKF au recalage de navigation

— RBPF
=1 KPKF
= = la borne de Cramér-Rao

0.9

(km)
o o & "o o
N (6} (e} ~ -]

erreur de position R

o
w

0.2

0.1

F1G. 6.69 — Les erreurs de position Xy

— RBPF
=1 KPKF
= = la borne de Cramér-Rao

¢ (km)

o
@

o
2

erreur de position R

o
~

0.2

Fi1G. 6.70 — Les erreurs de position Xg
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6.3. Simulations

RD erreur de position (m)

20

erreur de vitesse VN (m/s)

00
— RBPF
= KPKF
90 = = |a borne de Cramér-Rao

F1a. 6.71 — Les erreurs de position X p

— RBPF
=1 KPKF
= = la borne de Cramér-Rao

15

o

temps (s)

F1G. 6.72 — Les erreurs de vitesse Vi
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Chapitre 6. Application du KPKF au recalage de navigation
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FiG. 6.73 — Les erreurs de vitesse Vg
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= KPKF
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F1G. 6.74 — Biais accélérométrique b,



6.3. Simulations

Terrain vallonné :

44°N,3° E

== Trajectoire inertielle

— Trajectoire vraie l
Trajectoire estimée par le RBPF '

Trajectoire estimée par le KPKF

150

155

160

km

165

170

175

180

148 150 152 154 156 158 160 162
km

Fi1G. 6.75 — Les trajectoires vraie, inertielle et estimée par le KPKF et le RBPF
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Fi1c. 6.76 — Les erreurs de position X n
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Chapitre 6. Application du KPKF au recalage de navigation
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v = KPKF
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Fi1G. 6.77 — Les erreurs de position Xg
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F1G. 6.78 — Les erreurs de position Xp
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6.3.

Simulations

n

erreur de vitesse VN (m/s)
® >

25

20~

ui5

E

o

erreur de vitesse V,

— RBPF
=1 KPKF
= = |la borne de Cramér-Rao

20

Fic

temps (s)

. 6.79 — Les erreurs de vitesse Vi

— RBPF
=1 KPKF
= = |la borne de Cramér-Rao

20

FiG. 6.80 — Les erreurs de vitesse Vg
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Chapitre 6. Application du KPKF au recalage de navigation

0.016 -

— RBPF
= KPKF
= = la borne de Cramér—Rao
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F1a. 6.81 — Biais accélérométrique b,

Commentaires : On constate sur les figures (6.69), (6.70), (6.71), (6.76), (6.77) et (6.78)
que les écarts-type de position des 2 filtres convergent rapidement vers la PCRB. En effet, les 2
filtres atteignent la PCRB a l'instant ¢t = 33 sec. Sur les figures (6.72), (6.73), (6.79) et (6.80) on
observe que les écarts-type de vitesse du RBPF sont plus éloignés de la PCRB que les écarts-type
de vitesse du KPKF.

6.4 Résultats et Conclusion

Les performances du KPKF ont été évaluées sur un ensemble de vols effectués au-dessus de
différentes régions (vallonné, plat). L’aéronef se déplace en vol rectiligne et en vol curviligne. Les
résultats obtenus par le KPKF sur terrain plat (facteur de dureté f < 0.35) sont les suivants :

— on constate une bonne estimation des positions, et une moins bonne estimation des vitesses
et des angles d’attitude.

— on constate 3% de cas de divergences.

Les résultats obtenus par le KPKF sur terrain vallonné (facteur de dureté f > 0.35 ) :

— on constate une bonne estimation des positions, et une moins bonne estimation des vitesses,
et d’angles d’attitude. Le KPKF converge plus rapidement vers PCRB sur ce type de
terrain.

— on constate 1% de divergences.

Pour un temps de calcul identique pour le KPKF et le RPF, on a 1000 particules pour le

KPKF et 10000 particules pour le RPF. On constate 1 divergence pour le KPKF et 5 divergences
pour le RPF.

Pour un temps de calcul identique pour le KPKF et le RBPF, on a 2500 particules pour le
KPKF et 15000 particules pour le RBPF. On remarque 8 divergences pour le RBPF et 2 diver-
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6.4. Résultats et Conclusion

gences pour le KPKF'. Pour des zones initiales plus grandes, le nombre de divergences augmente
de facon importante pour le RBPF. Ce n’est pas le cas pour le KPKF, qui continue a fonctionner
sur des grandes zones initiales.

L’angle de lacet ¥ n’est pas observable pour les trajectoires rectilignes. Afin de le rendre ob-

servable, il faut effectuer un virage sur le plan horizontal (XY). On constate que les écarts-type
d’erreur d’angle de lacet décroissent rapidement vers 0 apres le virage.
On observe généralement que pendant les premiers instants de mesure, les erreurs des filtres
sont nettement supérieurs a la PCRB. En effet, dans cette phase la densité conditionnelle est
multimodale. Sur certaines figures (par exemple (6.59)), on constate que les erreurs du filtre
peuvent étre inférieures a la PCRB. Ceci s’explique par un biais non nul du filtre.

Le temps de calcul du KPKF pour 400 cycles de calcul (ce qui représente une distance par-
courue de 30 km sur un temps de parcours de 120 sec) est de 60 sec sur un ordinateur pentium
P4 de fréquence 2 GH z.

Le but de ce Chapitre était d’étudier les performances du KPKF et de le comparer avec
d’autres filtres particulaires sur un probleme de recalage de navigation inertielle de dimension
15 (estimation de la position, de la vitesse, des angles d’attitude, et des biais accélérométriques
et gyrométriques). On a pu observer que le nombre de particules requis par le KPKF augmente
peu dans des grandes zones d’incertitude initiale (simulations non rapportées). Le KPKF exige
moins de ré-échantillonnages (partiel/total) (les poids dégénerent plus lentement).

Enfin, la mise en oeuvre du KPKF reste simple et rapide. Le KPKF peut s’adapter facilement
a d’autres applications comme le pistage avant détection présenté en annexe (D).
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Conclusion Générale

Dans de nombreuses applications, comme le recalage altimétrique ou le pistage, I’estimation
des parametres cinématiques d’une cible se résout théoriquement dans le cadre du filtrage non-
linéaire (FNL). La résolution exacte du FNL exige le calcul d’intégrales multi-dimensionnelles qui
donnent comme solution la densité conditionnelle. Les méthodes de maillage sont trop cotteuses
en temps de calcul des que la dimension de ’espace d’état dépasse 3. Les méthodes analytiques
comme le filtre de Kalman et ses variantes fournissent une solution approchée et rapide du FNL
en estimant récursivement la moyenne et la matrice de covariance de la densité conditionnelle.
Cependant, lorsque les non-linéarités du modele état/mesure sont trop fortes ou lorsque la den-
sité conditionnelle est multi-modale les méthodes analytiques sont inadaptées.

Le filtrage particulaire (FP) est une méthode intéressante pour la résolution du FNL. Le
FP est une technique basée sur 'approximation Monte Carlo. Il estime récursivement la densité
conditionnelle a partir d’un échantillon pondéré appelé nuage de particules. Ce nuage est pro-
pagé suivant la dynamique et corrigé suivant la vraisemblance de la mesure. Le FP classique peut
donner lieu a des divergences dues aux fluctuations Monte Carlo causées par les approximations
d’intégrales et par le ré-échantillonnage. Celles-ci sont importantes lorsque la densité prédite et
la vraisemblance sont peu cohérentes. De nombreuses variantes du FP ont été développées pour
rendre le FP plus robuste. Malgré ces améliorations, il arrive que ces filtres aient un comporte-
ment instable pour certaines applications comme le recalage altimétrique.

Nous avons proposé un nouveau filtre particulaire appelé le filtre de Kalman-particulaire
a noyaux (KPKF). Le KPKF modélise la densité conditionnelle comme une mixture de gaus-
siennes centrées sur chaque particule avec une petite matrice de covariance. Ce filtre suppose
que les bruits de dynamique et de mesure sont additifs et gaussiens. Cette modélisation permet
I'utilisation de filtres de Kalman locaux. Ce filtre combine a la fois les avantages du filtre de
Kalman étendu (EKF) en terme de précision et du filtre particulaire régularisé (RPF) en terme
de robustesse. Ce faisant, les particules sont maintenues dans la zone d’intérét de ’espace d’état.
Le nombre nécessaire de ré-échantillonnages du systéme de particules est alors réduit. Le KPKF
introduit un nouveau type de ré-échantillonnage, d’une part pour préserver la structure de la
mixture, et d’autre part pour éviter la dégénérescence des poids des particules. Ces améliorations
permettent au KPKF d’atténuer les fluctuations Monte Carlo.

A partir des mesures accélérométriques et gyrométriques la centrale inertielle délivre des
estimations de positions, de vitesses et d’angles d’attitude. Le principe de la centrale inertielle
et les différents types de modélisations des équations d’erreurs inertielles sont décrits. Ces équa-
tions sont formulées d’une facon originale en se basant sur des considérations purement ma-
thématiques. A long terme la centrale inertielle dérive et la précision de des estimées devient
insuffisante. Il est alors nécessaire d’utiliser des mesures externes pour corriger cette dérive.
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Conclusion Générale

L’altimétrie est une solution autonome et robuste pour recaler la centrale inertielle. Un radio
altimetre mesure des hauteurs-sol le long de la trajectoire de ’aéronef. On compare alors le profil
de ces hauteurs a un ensemble de profils simulés reconstitués a partir d’'un Modele Numérique
de Terrain (MNT) embarqué sur I’aéronef. L’altimétrie est performante si le terrain survolé est
suffisamment vallonné. Des criteres de qualité de terrain ont été étudiés afin d’évaluer la qualité
de laltimétrie. Le critére empirique de dureté de terrain est communément utilisé. Cependant,
la borne de Cramér-Rao a posteriori (PCRB), qui dépend du type de terrain et du modele de
dérive de la centrale inertielle, est un outil plus précis pour prédire la qualité de la navigation.
En effet, cette borne représente la matrice de covariance d’un filtre idéal.

Les performances du KPKF ont été étudiées et comparées a d’autres filtres particulaires
(RPF, RBPF) sur un probleme de recalage de navigation par altimétrie. Cette comparaison est
faite a cotlit de calcul égal. Le vecteur d’état de dimension 15 est constitué des erreurs inertielles
et des défauts de capteurs (erreurs des positions, des vitesses, des angles d’attitude, biais accé-
lérométriques et gyrométriques). Le recalage altimétrique est un probleme de FNL difficile pour
trois raisons : le vecteur d’état est de grande dimension (15), la mesure altimétrique est une
mesure scalaire et la densité conditionnelle peut étre multimodale (ambiguités du terrain).

Nous avons simulé un ensemble de vols au-dessus de régions de différentes duretés (plat,
vallonné). Pour des zones restreintes d’incertitude initiale, les trois filtres particulaires donnent
une bonne estimation des positions (I’erreur tend rapidement vers la PCRB) et une moins bonne
estimation des vitesses et angles d’attitude. Le KPKF est plus précis que les autres filtres en
position. En revanche, pour des grandes zones d’incertitude initiale, le RPF et le RBPF ont un
taux de divergences importants (20 % pour le RBPF et 11 % pour le RPF) alors que le KPKF
reste performant. Le nombre de particules requis par le KPKF augmente peu avec la taille de
cette zone. Le KPKF peut s’adapter a de nombreux problemes de FNL. Il a été appliqué avec
succes au pistage avant détection (voir annexe(D). Le KPKF montre 'intérét des algorithmes
hybrides.

Il serait intéressant d’adapter le nombre de particules au cours du temps. En effet, dans le
cas de 'altimétrie, durant la premiere phase de mesure le nombre de particules doit étre suffi-
samment élevé. Dans cette phase la densité conditionnelle est souvent multimodale. Par la suite,
lorsque le terrain est assez riche, cette densité devient monomodale. Le nombre de particules
pourrait alors étre réduit. Une autre perspective d’intérét théorique et pratique serait d’exploiter
la PCRB pour établir un critere simple de qualité du recalage altimétrique. Par exemple, si le
terrain peut étre caractérisé par un nombre restreint de parametres (écart-type d’altitude et de
pente), I’écart-type moyen des positions donné par la PCRB peut théoriquement s’exprimer en
fonction de ces parametres.

Entre la solution «rigide» du filtre de Kalman et la solution « molle» du filtre particulaire,
une meilleure solution est le juste équilibre.

« Garder en tout un juste milieu, voila la regle du bonheur» [Diderot].
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Annexe A

Formules relatives au calcul vectoriel

Soit un vecteur quelconque de composantes a1, as, ag dans un repére cartésien
ay
A= a9

as

et soit la matrice anti-symétrique associé a ce vecteur et formée de la matrice suivante :

0 —as a9
[AX] = as 0 —a
—a al 0

A.1 Propriété 1

Soit [A] la matrice de rotation qui permet de passer d'un repére d’indice 0 & un repere
d’indice 1. Le produit vectoriel de 2 vecteurs p et ¢ donnés s’exprime respectivement par [Py x]
et par [Py x]q; dans les 2 repeéres. En utilisant les propriétés de projection il existe les égalités
suivantes :

[Pox]ao = [A]" ([p1x]a1)

et ¢1 = [Alqo.
En éliminant ¢; entre ces relations on obtient la formule suivante :

[Pox] = [A]"[P1][A]

A.2 Propriété 2

on considere 2 vecteurs p et ¢q. Le produit vectoriel ce ces deux relations s’écrit de fagon
équivalente sous la forme matricielle suivante : pAg = [P x]q, [Px] est la matrice anti-symétrique
formée & partir des composantes de p et [@x] est la matrice similaire construite & partir des
composantes de ¢. La matrice anti-symétrique formée a partir des composantes du produit
vectoriel p A g est donnée par la formule suivante :

[(p A g)x] = [PX][@x] = [@x][PX]
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Annexe A. Formules relatives au calcul vectoriel

A.3 Propriété 3
Les produits vectoriels intervenant entre 3 vecteurs quelconques A, B, C vérifient la propriété

ci-dessous :
AN(BANC)=(ANB)AC+BA(ANC)
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Annexe B

Les équations du filtre de Kalman a
partir des équations du filtre optimal

On considere le modele linéaire stochastique suivant :

Xiy1 = Fp X + Gp Wy
Y, = H, X + Vi

avec X} le vecteur d’état de dimension d, le vecteur d’observation de dimension m, Wy et V3
des vecteurs aléatoires Gaussiens indépendants de matrices de covariances respectivement Sy, et

Ry.

de

L’étape de correction :

On suppose qu’a 'instant ¢ — 1, on a la loi prédite suivante

1

Yﬁ p—
p(xk|Yi—1) (2W)d/2\/m

qui est une loi Gaussienne
La vraisemblance est égale a

. 1 R
e—%(xk—wkm—ﬂTPMk_l(Ik—fﬂkw—l)

1

En utilisant la vraisemblance, on corrige la densité prédite via la relation (3.9), on a la loi
densité p(xk|Yy) qui est égale a

e—%(y—Hk:vk)TFF1 (y—Hypzr)

1 *%[(yk*kak)TRgl(yk*Hkka(Ik*ik\kq)TP{“i,l(Ik*fﬂk\kq)]

P(yk| Y1) (2m)(@+m)/2, /det Rydet Py

avec la loi de densité p(y|Yyr—1) qui est égale a

/ 1 7%[(yk*kak)TRlzl(yk*Hkxk)+(mk*fk\k71)TP/;“1,1(xk*£k|k—l)}
R (27T)(d+m)/2 \/det Ry det Pk|k—1

on pose :
Tpjp—1 = Tk — Tpjp—1 €6 € = Yp — HpZpp—1
avec €, est indépendant de la variable x;,
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Annexe B. Les équations du filtre de Kalman a partir des équations du filtre optimal

De (B), on a :

T 1 - . T p-1 .
Thik—1Prpp—1Zrlk—1 + (ex — HrZpp—1)” B (e — HiZpjp—1)

sous forme quadratique, on a

N T T o 3
Thk—1 I 0 Pk\li—l 0 I 0 || Zgg—
€k —H; I 0 RI;I —H, I €k

—1 T p—1 T p—1
Pryoy + Hy By Hy —Hyp Ry
—R.'Hy, R.!

Tpjp—1
€k

- T
_ | Trlk—1
€k

Mais

-1 -1 -1
P, +HIR 'H, —H!R;

E|k—
~-R'H R!

[T ] e

tel que :
Ky = Py, + H{ Ry " Hy) " H] R,
Pyl =Py + Hy R Hy,

St =R - R,;lHk(Pk‘“Ll + H'R'Hy) 'HE R
D’apres la formule de 'inversion de la somme matricielle

(A+BCD)'=A4"1'-A"'B(C+DA'B)'DA™!
on ré-écrit les équations précédentes
P, = Pyjo—1 — Pojp—1 H (Ri + Hy Py H )™ Hy Py
Sy = HyPyp—1 H{ + Ry
Ky, = (Pyj—1 — Pyp—1 H (R + Hy Py HY) ""HP)H Ry " = Py HiL (R + Hyp Py Hp ) ™!
de (B) et (B.1), on a

Tpjp—1 — Kieg Pt o0 Zpjp—1 — Kieg
€L 0 Skjl €L

= (Fpp—1 — Krer)" Py (Epppor — Kier) + €S er

un autre coté Stermi dgaux 2
d’un autre coté, les déterminants sont égaux a

L = detR; 'detP;} . = det Pk_"i_l 0
det Rydet Pyjj,— k klk—1 0 R!

_dtIKkTIOTP,;Ui_lo I 0)[I K,
—ae 0 I “H, I 0 Rl -H, I]|l0 I

()
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1
=detP ' det S = ————
ety et Sy = G P det 5

1 1T 1
Y_ = _ieksk Ek/ e
Pueli-1) = oo g e wd (2m)4/2\/det Py

—1

1z T p—1/~
e~ 2 (Erjp—1—Krer)" Py (mk\k—l_KkEk)dxk

1 3@ —Eeer) TP (F o1 — Krer) i Ty
comme fRd eV B | k \ dx est une loi de densité de proba-

bilité, on a alors

1 1/~ T p—1/~
@k Kker) By (Zrpp—1—Krer) 1 — 1
e 2 T
/Rd (27r)d/2 k

vV det Pk
d’ou
1

1 Tg-1
— eiﬁek’sk Ekl

N (27T)m/2\/ det Sk

1 1 To-1
—5€;, S, €k

Y. 1) =
P(Ye|Yi-1) R

En remplace (B) dans (B), on a alors

1 17,7 g—1 #)TPY ©
Vi) = —5len Sy ent(Tp—2r)" Py (zp—21)]
PanlYe) = S oy e S de B
_ 1 e e

(27T)d/2\/d€t Pk
avec
T = Tppk—1 + Kie

L’étape de prédiction :

On suppose qu’a l'instant ¢, on a la loi corrigée

1
(27m)4/2/det Pke

—H@p—ax)T Py Nan—an)

p(xx|Ye) =
La loi de transition est égale a

1
P(Tny1)a,) = (2m)d/2\/det Qy,

tel que Qr, = GrSpGT, de la relation (1.5), on a la loi prédite

e—%(xk+1—Fku’vk)TQ;Zl(ka—Fka)

e—%[(u’vkﬂ—ka)TQ;l (xk+1_Fk$k)+(xk_i'k)TP71(xk_ik)}dxk

(@ealv) = [ :
PRRAER) = [ 0m) 42 /det Qy, det By

Si on pose
T = T — T
Skl = Tpy1 — iy
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Annexe B. Les équations du filtre de Kalman a partir des équations du filtre optimal

Fp P o + (G — Frdin) T Qi (Epr — Fie)

[ T 0PI w10 7]
Epr1 0 I 0 Pl |lo I €t

avec
0, = P — PkFg(Qk + FkPkFg)ilePk

Pps1jk = FrPeFy + Qu
Ly = P.Fl(Qp + FL.PFI) ™!

1 eféfgpkllnkfk / d/21 6_%(ik_Lk§k+1)T1571(jk_Lkgk-&-l)dxk
Rd (27'[')

Vi) =
P(@r1 1Y) (2m) %72 Jdet Popiji J/det o,

1
(27T)d/21 /det Pk+1|k

1,7 p—1
1 efifk Pk+1\k£k

(27T)d/2 A /det Plc—&-l\k

1T p—1
e_ﬁglc Pk+1|k£k 1

avec

Ty e = P
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Annexe C

Calcul du facteur de dilatation
optimal A

Soit la loi de densité Gaussienne ¢(m|S) = We_%(x_mﬁsfl(x—m)

si on dérive ¢ par rapport au vecteur X, on

% _ -1
0X  2(2m)/2\/det S

Pour le j-ieme élément, on a

e—%(X—m)Tsfl(X—m) (25«—1(X . m))

06 —2S;)T(X —m)
X5  202m)¥2\/det S

—(5;71)7(X —m)
(27)4/2\/det S

tel que Sj_l est la j-ieme colonne.

o3 (X=m)TSH(X—m)

e %(X—m)TS’I(X—m) (Cl)

02¢ — _[(SJ_I)T(X _ m)(SJ_I)T(X - m)] e—%(X—m)TS_l(X—m)_ _S]—]l e—%(X—m)TS_l(X—m)
OX? (27)4/2\/det S (27)4/2\/det S
_ —1 o HX—m)T5 1 (X —m)
2(2m)4/2\/det S
tel que Sj; est le j-iéme élément de la matrice S.
on a .
_ - —L(xX—m)TS 1 (X—m) —1\T 2 -1
= e 2 S X —-m)]“ -5,
(277_)(1/2\/% ([( 7 ) ( )] 77 )
2
Z 09 = L e*%(X*m)Tsil(X*m)(Z[(Sj_l)T(X —m)]? — trace(S™1))

- X7 (2m)4/2\/det S

J

I <(2w)d/21¢m)26_(X_m)TS_I(X_m)(Z[<Sj DX —m)? — trace(S™)?  (C.2)

J
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Anneze C. Calcul du facteur de dilatation optimal hg

Dans le cas ou ¢ ~ N(0, Id),

2432 _ 1 —25XxTS~1x 2 7)\2
/(V )= ((27)9/2\/det S)2 /e (Z Xy —dydx

j
si on pose Y = v/2X, on X = 1Y, le jacobien est égale a |%35| = (v/2) 4.

On a alors ) .
a4 [ _1yT
W(ﬂ) d/e 2" Y(§Zy12'_d)2dy
J

V2)~d _iyTy, 1

—d
O Bl Y v — a7

27)d/2

Bl(G V2 - =Bl V2R —d Y V2 +

J

1
= LB VAP - dB[Y VA +
J J
on calcule

B[ _Y/)] =B > 7Y/

= > E[7EY}]+ ) _E[;]
iJistj i
= Z 1+3Zl:d2—d+3d:d2+2d
iJitj i

d’otl, on a

[(7202 = evay i+

Dans le cas général, a partir de ’équation (C.2), on a

(V2¢)? = ((27r)d/21 < S)Qe(Xm)TS_l(Xm)((X — m)TSQ(X —m) — trace(S™1))?
Z[(Sfl)T(X —m)]* = (X —m)"S™H(X —m)

E[(X —m)TS (X —m)] = trace[ST2E[(X — m)(X —m)T]] = trace(S™")
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1
((27)/2+/det S)?

(V2)? = emKXmmES X =m) (X —m)TS™H(X — m) — trace(S™1))?

si on pose Y —m = v/2(X —m), on a

/ (V29)%dX = (@i \/dleW)Z L / e—%<Y—m>TS”%<Y—m>(%(Y—m)Ts—2(Y—m)—tmce(s—l))2dy
/ (V26)%dX = i JCLTS( ﬁ)dE[%(X — m)TS2(X — m) — trace(S)?
J(F2000X = s B TS
J(TR0RAX = e B = m) TS — )

on a E[(X —m)TS72(X —m)]?, sion pose Y = S7H(X —m) et Q=51

EyTyyTy] = Z Y2YE + Z Y= ) (2 +207+3) 02
( J)z;ﬁ] i
a l'aide des cumulants, on calcule
0" ®(wj, wj)
vy _ (. i) Wy

ol ®(wj,w;j) est la fonction caractéristique de la gaussienne ¢(.|S) et r = k + [, apres calcul, on
obtient

> (S5 +203) +SZQ (trace(Q))? +2 || |2
(6.9)i;

[(wopax -

1
[ (95 +203) +3> 03
d/2 d+2 ij 1
w4/ 2\/det S2 (e p

Pour ¢ ~ N(0, Id), on a le facteur de dilatation optimal hy = A(K)N_ﬁ voir (2.40), avec
A(K) = [dga™ [ (V29)? |7

Avec

a = [?K(t)dt
{5 = [K*t)dt

dans notre cas K(t) = ¢(t), on a alors
o= /t%(t)dt = Iy
et
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Anneze C. Calcul du facteur de dilatation optimal hg

o= [ [

(QW)d/Q (zﬂ)d/Q
(v2)~4 1

1
(2m)d

si on pose t = \/—t’ , on a le Jacobien qui est égale dt =

@m)a? ~ (2/)

1
= v

comme A(K) voir [62],

A<K3d+4::da—2ﬁg/kva¢P>—l

on remplace

ettt
V2l
(V2 1 / T gy

1
d+4 —di® 4
A = Iy (V)T + )
4
d+4 _
A(RYH = (25)
d’ou on a
4
d+4 _
iy ((d +2)N )
4
he = (% \1/(d+4)
0 ((d + 2)N)
Dans le cas général,
Vdet S 20+2 /2

A(K)*™ = da™2p (trace(S—

on a

dfa~? = —(2V/7m)"

d—|—2
1 d2

D2+205711%)

<+d2)

Videt S24+27d/2

AGEYH = oy + 1)

d+2

A(K)d+4 —

(trace(S—

4dv/ det S

D2+2057H1%)

d’ou

4dv/det S

h pu—
0 ((tmce(S_l)2 +2 S
pour S = I;, on retrouve bien

_ 4d 1/(d+4) _
ho_((d2+2d)N) =
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Annexe D

Une autre application du KPKF :
le pistage

D.1 Introduction

Le pistage consiste & estimer les parametres cinématiques d’un engin (position, vitesse,...) a
partir de mesures bruitées issues de capteurs comme le radar ou le sonar. Le modele dynamique
de la cible est souvent linéaire :

Xy =X 1+ Wy (D.1)

en revanche, I’équation d’observation est non-linéaire et dépend du capteur utilisé (mesure de
distance, d’angle ou de Doppler).

Yy = hy(Xk) + Vi (D.2)

hi est une fonction non-linéaire de Xj. Wy et Vi sont des bruits blancs gaussiens. On retrouve
exactement ’énoncé d’un probleme de filtrage classique. Classiquement, le pistage se fait apres
détection : les plots traités sont les mesures dont 1’énergie dépasse un certain seuil. Un plot sera
issu de la cible pistée ou sera une fausse alarme due au bruit thermique. Dans ce contexte, les
techniques utilisées appartiennent a la famille des filtres de Kalman :

PDAF (Probability Data Association Filter), JPDAF (Joint Probabilistic Data Association Fil-
ter) [4]. Ces techniques sont sous-optimales car elles supposent la densité conditionnelle monomo-
dale. Des améliorations ont été apportées en utilisant le filtrage particulaire dans ce contexte [29].

D.2 Formulation de la détection avant le pistage « Track-Before-
Detect» (TBD)

Une autre approche théoriquement plus efficace consiste a pister sans détection préalable :
TBD (Track-before-Detect) [57, 58]. L’objectif essentiel du TBD est la détermination de la trajec-
toire la plus probable de la cible & partir, par exemple, de séquences d’images bi-dimensionnelles.
Le probleme considéré ici consiste a pister une cible qui se déplace a une vitesse constante sur le
plan (XY). Le capteur fournit une image bi-dimensionnelle (frame) de résolution n x m pixels.
Les pixels sont de dimension A, x A,. A chaque instant k, on mesure l'intensité z(i,j) de
chaque pixel suivant le modele :
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Annexe D. Une autre application du KPKF : le pistage

i) = h,(f’j)(xk) + Vi(i,j) cible présente (D.3)
’ Vi(i,7) cible absente '

oll hg’j) est le niveau d’intensité du pixel (i,7) (i = 1,..n j = 1,..,m) due a la cible et V}
est un bruit blanc gaussien de moyenne nulle et de variance o2. On suppose que les mesures
d’intensité sont indépendantes entre les pixels et entre les images. L’intensité du pixel (7, j) due
a la contribution de la cible est donnée par la formule suivante [57] :

AL

.. : _ 2 . . 2
hlgw)(xk) ~ (ZA:c xk) + (]Ay yk)

omyz P 2572 }

qui est une loi de densité gaussienne bi-dimensionnelle. Ainsi & chaque instant k, on a une matrice
de mesures de dimension n x m :

Zy ={zk(t,5):i=1,...,m; j=1,....m} (D.4)

On suppose que la cible suit un mouvement rectiligne uniforme dans un plan (XY), modélisé
par I’équation (D.1) avec :

Fy, =

oo o0 O -
co o r N
co—oOo
o N oo
=N ==

et
Xi = [k Tk Yk Uk Ii)

ou (z,y), (&,9) et I} sont respectivement la position, la vitesse et I'intensité de la cible. Wy, est
un bruit blanc gaussien.

D.3 Simulations

Nous comparons les performances du KPKF aux performances d’un filtre particulaire clas-
sique (FP) sur le probleme du TBD. Les résultats obtenus sont présentés sur les figures (D.1) a
(D.6) avec la borne de Cramér-Rao (PCRB).

Conditions de simulation :

Nous avons pris les mémes conditions de simulation de Ristic [57] : 30 images de taille n = m =
20, A, =A,=1,T=1s, 0 =3. Le rapport signal/bruit initial vaut

SNR = 10log| > =6.7db

IALA, /2752
o

avec l'intensité initiale I = 20 et ¥ = 0.7. Le vecteur initial X est pris comme suit : Xg =

[4.2 unités 0.45 unités/s 7.2 unités 0.25 unités/s 20] ou unit est homogene a une distance. 100

tirages Monte Carlo ont été effectués pour les 2 filtres. A temps de calcul égal, le FP fonctionne

avec 5000 particules, tandis que le KPKF utilise 1500 particules.
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D.4. Résultats et conclusion

24 T

— Trajectoire vraie

= Trajectoire estimée par le KPKF

- = Trajectoire estimée par le PF T
O point de départ
% point d’arrivé

22

y (unités)

4 6 8 10 12 14 16 18

X (unités)

Fi1c. D.1 — Dans le plan image : trajectoires vraie, estimée par le KPKF, et estimée par le FP

D.4 Résultats et conclusion

Le KPKF fournit une estimation plus précise du vecteur d’état que le PF. L’erreur du KPKF

tend rapidement vers la PCRB. Sur 100 tirages Monte Carlo le KPKF n’a donné aucune diver-
gence alors que le PF a divergé 3 fois.

Le KPKF s’adapte bien a d’autres problemes que le recalage altimétrique.
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Annexe D. Une autre application du KPKF : le pistage

6 —

— KPKF

‘=1 PF

= = |la borne de Cramér-Rao
5 =

erreur de position en x (unités)
w
T

0 Il Il Il Il Il J
0 5 10 15 20 25 30
temps (s)

Fic. D.2 — Erreurs de position en x
6 —
— KPKF
= PF
= = la borne de Cramér-Rao
5 =

erreur de position en y (unités)
w ~
T T

N
T

0 Il Il Il Il Il J
0 5 10 15 20 25 30
temps (s)

Fi1c. D.3 — Erreurs de position en y
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D.4. Résultats et conclusion

0.6

o o
~ o
T T

o
w
T

erreur de vitesse Vx (unités/s)

0.1

— KPKF
‘=1 PF
= = la borne de Cramér-Rao

0.7

o o o
w S (6,
T T T

erreur de vitesse Vy (unités/s)

o
N
T

temps (s)

Fic. D.4 — Erreurs de position en V,

— KPKF
‘=1 PF
= = la borne de Cramér-Rao

temps (s)

F1G. D.5 — Erreurs de position en V),
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Annexe D. Une autre application du KPKF :

le pistage
6*
— KPKF
‘=1 PF
= = la borne de Cramér—Rao
5+ \,I\ -
K4 ‘- N =S TS
'S P =
’ ~.7 M
~
7 -——
4+ ’

erreur de l'intensité |
w
T

0 5 10 15 20
temps (s)

Fi1c. D.6 — Erreur de l'intensité du signal I
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Annexe E

Définition de ’erreur de position
dans le repere TGL

On considere le repere géocentrique X, Y, Z lié a la terre. Dans ce repere les coordonnées
cartésiennes de position du mobile sont les suivantes :

X = (R + pn)cos(py)cos(py)
Y = (Ry+ pn)cos(py)sin(py)
Z = Ryx+opn

avec Ry = et Ry = Ry(1 —e?).

1—e2 sin?(py)

La vitesse de déplacement par rapport a la terre s’écrit par définition :

d . . . . .
Vx = [—dﬁf cos(px) — (Re + pn) sin(pa)] cos(pg)px — (Rg + pr) cos(pa) sin(pg)pe + cos(pa) cos(pg)ph

d . . : . . :
VW = [—dﬁf cos(px) — (Re + pr) sin(pa)] sin(pg)px + (Rg + pr) cos(pa) cos(pe)pe + cos(pa) sin(pg)ph
Vz = [d {2 sin(pa) + (Ra + pa) cos(px)]px + sin(pa)ph

ou py, Py et pp désignent les dérivées par rapport au temps des coordonnées géographiques. Les
composantes ce cette vitesse dans le repere TGL s’obtiennent par projection :

Vi Vx
Ve = [B ] %%
Vb Vz

soit en tenant compte des coefficients de la matrice [B] :

Vi = (552 — S50y sin(py) cos(py) + (R + pn) sin®(pa) + (Rx + i) cos®(p))]pn
VE = (Rg+pn)cos(pA)py ]

. R, . . .
Vb = [(Rs— Ry)sin(py) cos(py) — T52 cos®(pa) — G52 sin (pa)]pix — P

En calculant les dérivées de Ry et de Ry par rapport a la latitude py, il vient :

d Ry . : 2
(% — 7o) sin(pa) cos(pg) + Ry sin?(py) + Ry cos?(py) = R(z,#%
. dR .
(Ry — Ry)sin(py) cos(py) — 7,7 cos?(py) — flgj sin?(py) = 0
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Annexe E. Définition de ’erreur de position dans le repere TGL

de sorte que les composantes de la vitesse dans le repere TGL sont les suivantes :

VN = (Rx+pr)pr
Ve = (Rg+ pn)cos(pr)vg
Vb = —pn

L’erreur de position de I'engin dans le repere géocentrique est représentée par un vecteur de
composantes 0.X, §Y, 0Z. Ce vecteur s’obtient en différentiant les composantes X, Y, Z par
rapport aux coordonnées py, ps et py. En projetant ces composantes dans le repere TGL, on
obtient, par une stricte analogie avec les calculs effectués pour la vitesse, les résultats suivants :

0Xn = (Rx+pn)opx
0Xg = (Rg+pn)cos(pr)ipy
0Xp = —opn

Expression du vecteur d0 AV :
Compte tenu de 607 = (cos(px)dpr, —dpx, —sin(py)dpy) on a :

(Rg + pr) sin(py) cos(pa)pgdpe + Ipaph
SONV = —(Bx+ pn)sin(pa)padpg + cos(pr)prdpg
(Rx + pr)Prdpa + (R + pr) cos®(pa)Psdpe

Expression du vecteur p A dX :
Compte tenu de p” = (p, cos(py), Pr, —Pgsin(py)), il vient aussi :

(Rg + pr) sin(py) cos(pa)pedps + Padpn
pASX = —(Rx + pr) sin(pr)padpy + cos(px)dpnps
(R + pr)opap + (Rg + pr) cos?(px)6peope

Expression du vecteur 0 AV —pAJX :
En effectuant la différence entre les deux vecteurs précédents on obtient :

DroOPx — PAODR

ONV — pA 0X = —(R)\ +ph) Sin(p)\)(p')\(sp(z) — p'¢(5p,\) + COS(p)\)(p'h(Spgs — p¢5ph)
0
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Annexe F

Relation entre 0p, dw,. et 06

En différentiant les composantes de p indiquées par la formule (4.6), on obtient :

—pg sin(py)dpy + cos(px)opy
op = —0px
—Pg cos pAdPy — sin(py)dpy

De méme en dérivant les composantes de 06 indiquées en (4.34), il vient :

— sin(px)prdpg + cos(pr)dpy
50 = —op

— cos(pa)prdpy — sin(py)dpy

Le produit vectoriel entre rho et 66 a pour composantes :

sin(pa)padps — Pg sin(pa)opa
p Aol = 0
cos(Pr)PAODy — Py cOs(Px)Opa

On en déduit I’égalité vectorielle suivante :
6p =060+ pAdb

En ce qui concerne la vitesse de rotation de la terre, on obtient de méme en différentiant les
composante de w;e indiquées en (4.8) :

—wp sin(px)Ipa
5%-6 = 0
—wp cos(py)opx

On en déduit directement ’égalité vectorielle :

OWie = Wie N 00
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