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MODELISATION ET ANALYSE MATHEMATIQUE
DE PROBLEMES D’INTERACTION FLUIDE-STRUCTURE

Résumé
Cette these est composée de deux parties traitant de problemes d’interaction fluide-structure.

Dans la premiere partie, nous considérons le mouvement d’un solide élastique immergé dans
un fluide visqueux incompressible. L’ensemble évolue & lintérieur d’une cavité fixe bornée.
Le mouvement du solide se compose d’'un déplacement rigide (translation et rotation) et de
déformations élastiques. Nous ajoutons un terme régularisant dans 1’équation du mouvement
solide afin de controler les déformations élastiques dans une norme assez forte. Nous nous
intéressons successivement a deux modeles pour la structure élastique : le premier est un modele
simplifié en dimension deux ou les équations du mouvement solide sont découplées entre elles.
Le second modele traite un modele plus complet en dimension trois avec des termes de couplages
non linéaires dans les équations du mouvement solide.

Nous montrons alors pour les deux modeles un résultat d’existence de solutions faibles définies
tant qu’il n’y a pas de chocs entre la structure et la paroi de la cavité et tant que des conditions
de non-interpénétration et de préservation de 'orientation du solide sont satisfaites.

Dans la seconde partie, nous nous intéressons au mouvement d’un solide élastique immergé
dans un fluide visqueux compressible en dimension trois. Nous choisissons un point de vue
eulérien pour modéliser le mouvement de la structure élastique. De méme que dans la premiere
partie, nous régularisons fortement I’équation du mouvement solide afin d’avoir des estimations
supplémentaires sur la déformation élastique. Nous montrons alors un résultat d’existence avec
les mémes conditions sur le temps d’existence que dans la premiere partie.

Mots clés : Interaction fluide-structure, équations de Navier-Stokes, fluides incompressibles,
fluides compressibles, théorie de I’élasticité, existence de solutions faibles.

AMS Classification : 35Q30, 37N15, 74B05, 74B20, 74F10, 76D03, 7T6N10.



MODELLING AND MATHEMATICAL ANALYSIS
OF FLUID-STRUCTURE INTERACTION PROBLEMS

Abstract
This thesis is composed of two parts which deal with fluid-structure interaction problems.

In the first part, we consider the motion of an elastic structure immersed in a viscous incom-
pressible fluid. The fluid and the structure are contained in a fixed bounded set. The displacement
of the structure is composed of a rigid displacement (translation and rotation) combined with
an elastic deformation. We add a regularizing term in the equation of the solid motion in order
to control elastic deformations in a strong enough norm. We deal successively with two models
for the elastic structure : the first one is a simplified model in two space dimensions with discou-
pled solid equations. The second one is a more complete model in three space dimensions with
nonlinear coupling terms in the equations of the solid motion.

We obtain for each model an existence result of weak solutions defined as long as no collisions
occur and as long as the conditions of non-interpenetration and of preservation of orientation
are satisfied.

In the second part, we are interested by the three dimensional motion of an elastic structure
immersed in a viscous compressible fluid. We choose an eulerian point of view to model the elastic
structure motion. As in the first part, we strongly regularize the equation of the solid motion in
order to get additional estimates on the elastic deformations. Then we show an existence result
with the same conditions on the existence time as in the first part.

Key words : Fluid-structure interaction, Navier-Stokes equations, incompressible fluids, com-
pressible fluids, elasticity theory, existence of weak solutions.

AMS Classification : 35Q30, 37N15, 74B05, 74B20, 74F10, 76D03, 7T6N10.
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Introduction

Présentation générale

L’intérét porté a 1’étude des problemes d’interaction fluide-structure s’est accru au cours de
ces dernieres années. La motivation de ces études est de nature trés diverse : modélisation, étude
théorique (existence de solution faible, régularité et unicité de la solution), résultats qualitatifs
(chocs, comportement asymptotique de la solution), étude numérique.

Ces problémes interviennent dans quantités de phénomeénes physiques ou une structure ri-
gide ou élastique interagit avec un fluide. Par exemple, dans le cadre de 'aviation civile et
militaire, des études et simulations numériques importantes sont menées pour prévoir les ca-
ractéristiques d’un avion : flottement d’une aile d’avion soumise a un écoulement, étude de la
portance, résistance a ’air... Grace a I'augmentation de la vitesse de calcul et de la capacité
mémoire des ordinateurs, la conception de nouveaux appareils repose de plus en plus sur ces
tests numériques. On évite ainsi d’avoir recours a de cotiteux tests expérimentaux (catapultage
d’une maquette d’avion dans une soufflerie) qui correspondent alors a la derniére étape de la
conception de ’appareil.

Toujours dans le cadre de 'aérodynamique (ou le fluide est en phase gazeuse), on peut citer
les problemes de l'instabilité d’un pont suspendu sous l'effet de vents forts ou des réfrigérants
dans des centrales nucléaires.

Toutes ces situations correspondent au cas ou un solide (avion, pont) est immergé dans un
fluide. On peut aussi considérer le cas ou un fluide évolue a 'intérieur d’une paroi déformable.
Dans le domaine des applications, on peut citer I'hémodynamique (étude des écoulements san-
guins) : écoulement du sang dans les veines, écoulement particulaire des globules rouges dans le
sang... Certaines simulations peuvent, a partir d’images médicales, juger de la nécessité d’une
intervention médicale et mieux cibler la nature de 'intervention (risque de rupture d’anévrisme
par exemple).

Dans tous les cas, les modeles mathématiques traitent du cadre le plus général ou le mouve-
ment du solide est assez important pour que le domaine fluide ne soit pas considéré comme fixe.
Le domaine fluide est alors inconnu puisqu’il dépend du domaine occupé par le solide qui est
une inconnue du probléeme. Le probleme couplé est ainsi fortement non linéaire et ne peut pas
étre résolu directement. En général, les études théoriques (résultats d’existence, de régularité...)
passent par un argument de point fixe qui permet, soit de découpler le probleme (traiter le
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probleme fluide et le probleme solide séparément), soit de linéariser le probléme (on se donne
une vitesse qui permet de linéariser le probleme couplé et, en particulier, de se placer sur un
domaine fluide connu). Dans le cadre du probléme numérique, pour traiter le couplage de fagon
implicite, un algorithme de point fixe est usuellement proposé : a chaque itération en temps, on
met en ceuvre une boucle itérative qui permet de résoudre a chaque étape un probleme linéaire
en partant d’une extrapolation de la position du domaine solide. On voit donc que les approches
sont assez semblables pour traiter les difficultés de ce type de problemes.

Dans le paragraphe suivant, on présente brievement les problemes auxquels on s’intéresse
dans le cadre de cette these et les équations modélisant ces problémes. On travaille ici sur deux
types de problemes d’interaction fluide-structure : 'interaction entre une structure élastique et
un fluide incompressible qui fait ’objet de la premiére partie, puis l'interaction entre une
structure élastique et un fluide compressible qui fait I’objet de la seconde partie. Dans les
deux derniers paragraphes de I'introduction, on présentera la démarche suivie dans chacune des
deux parties.

Présentation du probleme mathématique

On donne ici une présentation formelle des travaux rassemblés dans ce mémoire. Ainsi, on
n’énonce pas de fagon précise les résultats obtenus afin d’alléger la présentation. Une formulation
rigoureuse est évidemment donnée plus loin dans chaque chapitre.

On considere une structure élastique immergée dans un fluide. La structure élastique est libre de
se déplacer (mouvement de translation et de rotation) et se déforme sous l'action du fluide. On
ne considere pas ici de force extérieure mais l'ajout de telles forces ne présente pas de difficulté
mathématique supplémentaire.

L’ensemble composé du fluide et de la structure évolue dans une cavité fixe bornée assez réguliere
Q en dimension deux ou trois.

On note 25(0) le domaine occupé par le solide a I'instant initial et Q(0) = 2\ Q2s(0) le domaine
occupé par le fluide & I'instant initial. On suppose que €25(0) n’est pas en contact avec la frontiere
de €.
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A chaque instant t, on peut déterminer la position x d’une particule solide qui se trouvait
en y a l'instant initial. Cette position est déterminée par le flot Xg défini sur Qg(0) :

x = Xg(t,0,y).

Le flot permet de suivre I’évolution d’une particule au cours du temps a partir de sa posi-
tion initiale. Le mouvement du solide se décompose en un mouvement rigide et un mouvement
élastique :

XS(tv 07 y) = a(t) + Q(t)(y - gO) + Q(t)f(ta y): Vy € QS(O)v Vit € [OvT]

ou a est le vecteur de translation, ) la matrice de rotation et £ le vecteur de déplacement
élastique. Ici, le point gy désigne la position du centre de gravité a I'instant initial.

Q gO)

1) Déformation élastique 2) Rotation 3) Translation

Pour “séparer” la partie rigide de la partie élastique, on ajoute des conditions d’orthogona-
lité :
| dwetwmdr=o. [ Sl rydy=o. 1)
Q5(0) 25(0)
Ces conditions expriment le fait que le déplacement élastique pur est orthogonal pour la norme
L? aux translations et aux rotations infinitésimales.
A chaque instant ¢, le solide occupe le domaine Qg(t) et le fluide occupe le domaine Qp(t) =
O\ Qgs(t).

Dans la premieére partie, on considere un fluide visqueux incompressible dont le mouvement
est régi par les équations de Navier-Stokes incompressibles :

or(t,x) (Orur + (up.V)ur) (t,x) —divor(t,z) =0, Vo € Qp(t) @)
divup(t,z) =0, Vz € Qp(t)

ou or est la densité volumique du fluide et o le tenseur des contraintes de Cauchy défini par :
op(t,x) = 2vey(up)(t,z) — p(t,x)Id

ou p est la pression sur la partie fluide, v > 0 est le ceefficient de viscosité et e, (up) désigne le
gradient symétrisé de up :

1
Em(uF> = §(V$UF 4t quF)
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La seconde équation du systéme (2) exprime 1’hypotheése d’incompressibilité du fluide. Elle se
traduit par le fait que tout ensemble de particules évoluant suivant la vitesse u garde un volume
constant.

Le fluide est supposé inhomogene : la densité volumique du fluide o suit la loi de conservation
de la masse :

Oror(t,x) + div (opur)(t,x) = 0, Vo € Qp(t).
Si le fluide est incompressible, cette équation est en fait une équation de transport :
Owor(t,x) +ur - Vorp(t,x) =0, Vo € Qp(t).

Afin d’éviter les répétitions, on ne donne pas ici les équations du mouvement solide. On se
contente de donner les références des équations dans chacune des parties.

On considére successivement deux modeles pour représenter le mouvement du solide. On
s'intéresse tout d’abord a un modele simplifié en dimension deux ol on suppose que les équations
portant sur a, QQ et £ sont découplées entre elles. Ce premier chapitre a fait 'objet d’une
prépublication [1]. Dans ce mémoire, on ne présente qu'un résumé de la prépublication qui cor-
respond & une note aux comptes rendus [2] : on peut adapter sans grande difficulté les méthodes
du second chapitre a ce modele.

Dans ce premier chapitre, les équations portant sur a et @ ((1.6) et (1.7) dans le chapitre 1
de la premiere partie) correspondent au principe de la résultante dynamique et au principe du
moment dynamique pour un solide rigide (dynamique du point). Ce modele est adapté au cas ou
les déplacements élastiques purs sont supposés négligeables devant le déplacement rigide. De plus,
on cherche le déplacement élastique £ satisfaisant les relations d’orthogonalité (1) solution du
probleme variationnel ((1.9) dans le chapitre 1 de la premiére partie). Cette équation correspond
a la loi d’élasticité linéarisée o on a rajouté un terme de régularisation.

Dans le second chapitre, on s’intéresse au méme probleme en dimension trois avec un modele
plus complexe pour le mouvement solide. Ce modele a été introduit par Grandmont, Maday et
Métier [9] en dimension deux avec une structure élastique seule. Les équations séparées portant
sur a, () et £ sont maintenant couplées entre elles et non linéaires. Ce modele est obtenu en pro-
jetant I’équation de la quantité de mouvement du solide sur les composantes rigides (translation
et rotation) et les composantes élastiques. On considere alors de fagon équivalente les équations
portant sur a, @ et £ ((1.9), (1.10) et (1.11) dans le chapitre 2 de la premiere partie) ou I’équation
portant sur le flot global Xg ((1.7) dans le chapitre 2 de la premiere partie). Par rapport aux
travaux déja existants portant sur les problemes d’interaction fluide-structure (dont on donne
une liste non exhaustive au début du chapitre), la principale nouveauté réside ici dans le modele
étudié : ce modele est valide pour un solide ayant de grands déplacements rigides et de petites
perturbations élastiques. Ceci correspond donc & un grand nombre de situations physiques ou
un solide se déplace librement dans un fluide et se déforme légerement.

Dans tous les cas, ces équations sont complétées par des conditions de couplage. L’interaction
entre le fluide et la structure s’exprime a travers deux propriétés : une condition cinématique et
une condition dynamique a I'interface entre le fluide et la structure. Comme le domaine global 2
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est fixe, la viscosité du fluide se traduit par la continuité des vitesses a I'interface. La condition
dynamique se traduit par le principe d’action-réaction : la différence des tenseurs du fluide et
du solide appliquée a la normale est le vecteur nul.
Ici, du fait du caractere incompressible du fluide, le couplage impose une condition de compa-
tibilité sur le mouvement du solide : le volume global du solide doit rester constant puisque
I’ensemble fluide-structure occupe un domaine fixe.

Dans tous ces travaux, on rajoute dans 1’équation du mouvement solide un terme qui
régularise la perturbation élastique. Grace a ce terme, la perturbation élastique appartient a
I'espace W1°(0,T; H3(Q25(0))). Ce terme de régularisation est nécessaire car il est important de
pouvoir controler la norme de & dans W1 (0, T; W1 (Qg(0))) (lespace H(0,T; W1 (Qs5(0)))
convient aussi). Ceci est lié a trois situations physiques que 'on veut éviter pendant un temps
petit :

e les chocs entre le solide et la paroi de €. Dans les études théoriques portant sur les problemes
d’interaction fluide-structure, les chocs sont source de problemes : les résultats d’exis-
tence pour des structures élastiques sont, pour le moment, toujours locaux en temps. Pour
des résultats d’existence globale avec des structures rigides, on peut citer les articles de
Gunzburger, Lee et Seregin [10] (pour un solide seul en dimension trois), de San Martin,
Starovoitov et Tucsnak [14] (pour plusieurs solides en dimension deux) et de Feireisl [7] en
dimension trois. Si on ne contréle pas la vitesse du solide dans la norme L?(0,T; L>()),
rien n’empéche les chocs instantanés.

e linterpénétration (lorsque deux parties se confondent). Par rapport a la définition donnée par
Ciarlet [3] (chapitre 5, paragraphe 6), on veut garder 'injectivité du flot sur 'adhérence
du domaine solide (éviter les chocs entre le solide et lui-méme) et pas seulement sur le
domaine solide. Il faut ici controler le gradient du flot dans L>°(0,T; L*°(Q2)).

e la non-préservation de 'orientation qui n’est physiquement pas acceptable.

Dans les deux premieres situations, on perd 'inversibilité du flot et on n’est plus capable de re-
venir a la configuration de référence. Tel que nous procédons, il est important de pouvoir passer
d’un point de vue eulérien a un point de vue lagrangien. Pour ces raisons, la solution obtenue
est définie tant qu’il n’y a pas de chocs entre le solide et la paroi ou d’interpénétration du solide
et tant que 'orientation est préservée.

Ce terme de régularisation est ajouté de facon artificielle pour éviter certaines situations phy-
siques non souhaitables et qui posent des problemes mathématiques (de bijection entre la confi-
guration de référence et la configuration déformée, de régularité des domaines). Toutefois, la
théorie des matériaux multipolaires (voir Ruzicka [13]) introduit avec une justification physique
des tenseurs de contrainte comprenant des dérivées en espace de la vitesse d’ordre élevé : notre
régularisation correspondrait a un matériau tripolaire.

Dans la seconde partie, on s’intéresse a un fluide visqueux compressible. Son mouvement
est régi par les équations de Navier-Stokes compressibles :
O(orurp)(t,z) + div(epur @ up)(t,x) — divop(t,z) = 0 sur Qp(t) (3)

ou o est défini par :

op(t,z) = ppVup(t,z) + (Ar + pp)divup(t,z) — p(t, z))Id. (4)
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Ici, les ceefficients de viscosité Ap et up vérifient :
pr >0, 3AF +2up >0

et p désigne la pression sur la partie fluide. On se place dans le cadre barotropique : p est
uniquement fonction de la densité volumique gop et la loi d’état donnant la relation entre p et
oF est :

plor) = aop,

(cadre isentropique) ol a est une constante strictement positive et -y est la constante adiabatique
qui satisfait :

.3
7> 5

Pour la structure élastique, on choisit de garder le point de vue eulérien qui intervient naturel-
lement sur la partie fluide. Ce point de vue eulérien adopté pour la structure simplifie beaucoup
I’écriture du probleme et la résolution des problemes approchés successifs. Ceci permet aussi
de définir un espace de fonctions-tests indépendant de la solution cherchée. De méme que dans
la premiere partie, on ajoute a I’équation du mouvement solide un terme qui régularise les
perturbations élastiques. On considére I’équation de la quantité de mouvement suivante :

0 . .
a(gsus) +div(psus ® ug) + 0Asug — divog = 0 sur Qg(t) (5)

ou og est le tenseur de Cauchy qui est défini en fonction du second tenseur de Piola-Kirchhoff
65 suivant la formule habituelle en théorie de I'élasticité ((1.6) dans la seconde partie) par le
biais du flot Xg. La loi considérée ici est la loi de Saint-Venant Kirchhoff qui est une loi non
linéaire par rapport au flot Xg (ou par rapport a la déformation élastique) :

G5[Xs] = 2us B(Xg) + As tr(E(Xs)) Id
avec :
BE(Xg) = %(tvxsvxs — Id)
= S(Ud+ VEId+VE) ~ 1) = (Ve + Ve + VEVE)
et Ag et ug les constantes de Lamé du milieu élastique qui satisfont les inégalités :
ps >0, Ag + 2ps > 0.

Pour modéliser le déplacement solide, on ne peut pas considérer la loi d’élasticité linéarisée car,
avec cette loi, le systéme ne satisfait pas d’estimation d’énergie.

Le terme #Asug intervenant dans (5) est un terme de viscosité régularisant du méme ordre que
dans la premiere partie : il fournit une régularité H*(0,T; H3(25(0))) sur le flot. Méme si cette
régularisation parailt tres forte, I’étude de ce probleme nous amene a utiliser des résultats de
régularité fins assez récents et non standards. En particulier, on voit qu’a chaque instant, le
domaine occupé par le solide Qg(t) est de classe H® : I'ouvert n’est donc pas de classe C2. A
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ce niveau, on a tenu a ne pas ajouter une régularisation plus forte pour des raisons uniquement
techniques : comme on I’a détaillé dans le paragraphe précédent, cette régularisation a une
justification physique.

Le flot solide Xg est lui-méme une inconnue du probleme. Pour tout y € Q5(0), Xs(.,0,y) est
solution de : 5

EXS(L 07 y) = U(t, XS(ta 07 y))

XS(07 0, y) =Y.
Grace a la régularisation faite sur la vitesse solide, le flot solide Xg est tres régulier et donc les
nonlinéarités par rapport au flot du tenseur de Cauchy ne posent pas de problemes.
Dans ce cadre, on montre aussi un résultat d’existence d’une solution faible définie tant qu’il n’y
a pas de chocs ou d’interpénétration du solide et tant que 'orientation est préservée. A notre
connaissance, aucun travail n’avait jusqu’a présent traité 'interaction entre un fluide compres-
sible modélisé par I’équation de Navier-Stokes et une structure élastique.
Nous allons maintenant présenter succintement les méthodes mises en ceuvre dans chacune des
parties.

Premiere partie : interaction entre un fluide incompressible et
une structure élastique

Pour obtenir I'existence d’une solution, on procede de la fagon suivante : on cherche tout
d’abord une solution approchée du probleme en dimension finie. Comme on I’a déja mentionné,
on ne peut pas résoudre ce type de probléemes directement. L’espace des fonctions tests dépend
de la solution recherchée elle-méme, on n’a pas une formulation variationnelle classique. La
résolution passe ainsi par une linéarisation du probléme puis un argument de point fixe. Pour
pouvoir poser le probleme linéarisé et définir I'application pour laquelle on cherche un point
fixe, on introduit une représentation des vitesses admissibles a partir de vitesses découplées
définies sur les configurations de référence Q25(0) et 2¢(0). On entend par “vitesse admissible”
une vitesse u satisfaisant les propriétés de la solution cherchée :

(i) we L™®0,T;L*(Q)*n L*0,T; H} (Q))?
(7i) Le flot associé a wu satisfait :
Xs(t,0,y) = a(t) + Q(t)(y — go) + Q(t)E(t, y) sur Q5(0), avec a € WH(0,T)3,
Q € Wh™(0,T; SO5(R)), £ € WH>°(0,T; H?(Q5(0)))*
(17i) divu = 0 sur Qp(t).
On reprend & ce niveau la démarche proposée par Desjardins, Esteban, Grandmont et Le Tallec
[4]. Pour représenter une telle vitesse, on la décompose en la somme d’une vitesse fluide nulle a
I'interface et a divergence nulle et d’une vitesse solide prolongée de facon continue a l'interface
par une vitesse a divergence nulle sur Qz(¢). On ramene alors ces vitesses aux configurations de
référence.

A partir d’une vitesse @V donnée, on résout ensuite un probléme linéarisé et on trouve une
vitesse u”N. A I’aide de cette représentation des vitesses, on peut utiliser un argument de point fixe
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en appliquant le théoreme de Schauder. Le point fixe est alors solution d’un probléeme non linéaire
approché du probléme initial. Il satisfait de plus une estimation d’énergie. Le point technique
réside dans le passage au probleme continu. Il faut montrer des résultats de convergence forte
sur la densité (o) et la vitesse (uV). On utilise tout d’abord un résultat de di Perna et Lions
[11] qui nous donne la convergence forte de (o) dans C(0,T; LP(Q2)) pour tout p dans [1, co|.
On montre ensuite une estimation uniforme en N du type :

/OT_h/Q SN+ RN (4 h) — Jo (0 (2)

avec }llimo 0(h) = 0 qui permet d’obtenir un résultat de convergence forte sur (\/ oNulV ) dans

2
dx dt < 5(h)

L%((0,T) x Q). Pour cela, on prend dans la formulation variationnelle des fonctions tests appro-
priées. Il faut faire attention a I’écriture complexe de ’espace des fonctions tests en dimension
finie qui ne permet pas de prendre directement les termes qu’on veut estimer. Il apparait des
termes de reste qu’on arrive a estimer assez facilement.

Une fois ces résultats de convergence forte obtenus, on passe facilement a la limite dans la for-
mulation variationnelle et dans la loi de conservation de la masse. Ceci permet d’obtenir une
solution & notre probléme sur un intervalle de temps petit [0, Tp]. A cette étape, la restriction a
cet intervalle est uniquement liée a la facon dont on procede pour représenter notre vitesse : il
faut que le gradient du flot solide reste assez proche de la matrice Idsxs. On peut alors réitérer
le raisonnement a partir du temps Tj en repartant d’une nouvelle configuration initiale et fi-
nalement obtenir un résultat d’existence tant qu’il n’y a pas de chocs ou d’interpénétration du
solide et tant que l'orientation est préservée.

Seconde partie : interaction entre un fluide compressible et une
structure élastique

Dans la seconde partie, on montre un résultat d’existence pour une structure élastique im-
mergée dans un fluide compressible. Ce résultat est démontré en adaptant le travail de Feireisl,
Novotny et Petzeltova [8] ou un fluide compressible seul est étudié. Cette méthode a déja été
adaptée au cas d’une structure rigide par Feireisl [6]. Dans notre travail, des difficultés pour
avoir des estimations sur la densité jusqu’au bord du domaine fluide apparaissent venant du fait
que l'interface est mobile.

Le schéma d’étude est le suivant : on s’intéresse tout d’abord a un probleme régularisé en ajou-
tant deux termes de régularisation dans les équations du fluide. On considere I’équation :

0 ) .
E(QFUF) +div(epur @ up) + eVupVop — divop = 0 sur Qp(t) (6)

ou o est toujours défini par (4) mais la pression p est maintenant donnée par :

plor) = adl + 6ol
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Ici 0 est un ceefficient strictement positif et 3 sera choisi aussi grand que 1’on veut. De plus, on
rajoute un terme de viscosité dans la loi de conservation de la masse portant sur o :

389: + div (opu) = eApp sur Qp(t)
dor _ 0 sur 9Qp(t) (7)

on 0
or(0,.) = op sur Qp(0).

Le coeefficient € est pris strictement positif. Le terme supplémentaire eVurV op qui apparait dans
Iéquation (6) permet de garder une estimation d’énergie. Notre systéme satisfait I’estimation
suivante :

1 ) t
/ o) u(t)? dx + —* / QF(t)’Y"F/ QF(t)ﬁJFMF// Vup|’
2 Ja =1 Jarw B=1Japw 0JQp(s)

t t
0w tnr) [ [ v 40 [ us(s) By Fis [ BXs(0.0)P dy
0JQp(s) 0 Qs(0)

As
2 Q5(0)

t
+ B (Xs(t, 0,)) 2 dy + ¢ / /Q | (@er) ™+ 03(0r) ) Vel < Fi
0 F(s

ou Ey est I’énergie initiale. On a noté o la densité globale et u la vitesse globale.

On résout tout d’abord ce probleme régularisé puis on passe a la limite en € et enfin en
0. Pour la résolution du probléme régularisé, comme dans la premiere partie, on montre tout
d’abord I’existence d’une solution approchée en dimension finie en passant par une linéarisation
du probleme et un argument de point fixe.

Pour les passages a la limite successifs (passage au probléme continu, passage a la limite
en € puis en §), les difficultés principales résident dans les estimations sur la densité fluide et
Iidentification de la pression. Pour le passage a la limite dans les autres termes non linéaires,
on raisonne de la facon suivante :

0n — o dans L>(0,T; L7 (Q)) et u, — u dans L*(0,T; H(Q))> N L>(0,T; L*(Q))>.

En utilisant la loi de conservation de la masse, on renforce la premiére convergence de (9,) en
une convergence forte en temps :

On — O dans C(O,T, LZ)(Q))

Ceci donne une convergence forte pour (g,,) dans C(0,T; H=(£2)). Comme (u,,) converge faible-
ment vers u dans L?(0,T; H'(€2)), ceci permet d’identifier la limite de (onuy,) :

2
Ontin, — ou dans L*°(0,T; LvTWl(Q))S

A nouveau, on renforce cette convergence en temps a l'aide, cette fois-ci, de I’équation de la
quantité de mouvement :

2y
Ontty, — ou dans C(0,T; Ly (Q))3.
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A ce niveau-la, on voit que, comme v > ok on a l'inégalité suivante :

2y

2 6
y+17 5

et donc par compacité de :
Ontty, — ou dans C(0,T; H1(Q))3.
Ceci permet maintenant d’identifier la limite de o,u, ® u, :
Ontin @ Uy, — ou @ u dans D'((0,T) x Q)3

Pour conclure le passage a la limite, il reste donc & identifier la limite en montrant que :

plor) = p(or) sur Qp(t)

ol p(or) est la limite de (p(ory)). On procede différemment pour chacun des passages a la
limite successifs. Pour passer au probléme continu, on montre, grace au terme de viscosité dans
la premiere équation du systeme (7), que la suite (,) converge fortement dans L?((0,T) x Q)
(on utilise une variante du lemme d’Aubin adaptée aux domaines variables). A I'aide de résultats
de régularité pour un probleme parabolique & ccefficients non constants, on montre ensuite que
I’équation de conservation de la masse est satisfaite presque partout.

Pour passer  la limite en ¢, on montre tout d’abord que (p(or.)) est bornée dans LO+1((0, T) x Q)
en utilisant une méthode introduite par Lions [12]. Cette méthode nécessite l'utilisation de
résultats de régularité dans L” sur le probleme de Stokes avec un domaine de classe H?, ce qui
nous amene a affaiblir les hypotheses de résultats déja existants. On montre ensuite que la limite
o vérifie la loi de conservation de la masse au sens des solutions renormalisées :

(o)

5 T div (b(o)u) + (' (0)o — b(p))divu = 0 dans D'((0,T) x Q)

pour toute fonction b dans C!(R) telle que
b'(z2) = 0, pour tout z assez grand. (8)
On fait alors intervenir le flux visqueux effectif défini par :

p(QF,e) - ()\F + 2,UF)d1V UF,e

et on montre que pour toute fonction ¢ € D(0,T;D(Qp(t))),

To To
lii% / p(oFe) ()\F—i-Q,uF)dlvu6 OF,c —/ / )—()\F—|-2,up)divu)gp (9)

Ceci permet alors d’identifier p(or) et p(or) a aide d’'un argument de monotonie.
Pour le passage a la limite en §, le schéma de démonstration est le méme que pour le passage
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a la limite en e. Pour obtenir des estimations, des difficultés supplémentaire apparaissent. On
introduit une suite de fonctions de troncature T} et on montre que :

hI;l S(l)lp T (05) — Tk(@)”m“((O,To)XQ) =c

a partir d’une estimation du type de (9). Ceci permet d’identifier la limite de la pression et
conclut le passage a la limite.

Toutes ces études nécessitent une régularisation forte sur la déformation élastique. Une pers-
pective naturelle serait de passer a une régularisation moins forte en reprenant par exemple, les
méthodes développées par Ciarlet (chapitre 6 de [3]) : dans le cadre stationnaire, la solution de
I’équation d’élasticité linéarisée avec des conditions de type Dirichlet satisfait pour des données
petites la condition de non-interpénétration et de préservation de l'orientation et a une certaine
régularité. Il serait intéressant d’adapter ce type de résultats a notre probleme, peut-étre dans
une situation simplifiée.
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Premiere partie

Probleme d’interaction entre un
fluide incompressible et une
structure élastique






La premieére partie traite des problemes d’interaction entre une structure élastique et un
fluide incompressible qui 'entoure. Comme on ’a mentionné dans I'introduction générale, cette
partie s’articule autour de deux chapitres. Les modeles traités dans ces deux chapitres sont
différents mais les méthodes mises en ccuvre sont similaires. Pour cette raison, on a choisi de
présenter rapidement le premier travail en ne donnant ici qu’un résumé et de détailler le second
travail. Le premier modele présenté est un modele simplifié ou les équations du mouvement
du solide sont découplées entre elles. Ce modele n’est pas justifié mais constitue une premiere
approche. Dans le second chapitre, on travaille sur un modele ou les équations du mouvement
solide sont non linéaires et couplées entre elles. Ce modele est obtenu en projetant 1’équation de
la quantité de mouvement du solide sur les composantes rigides (translation et rotation) et les
composantes élastiques.






Chapitre 1

Existence d’une solution faible pour
un probleme d’interaction fluide
incompressible-solide élastique en
dimension deux. Un premier modele.






Existence d’une solution faible pour un
probleme d’interaction fluide
incompressible-solide élastique en
dimension deux. Un premier modeéle.

Ce chapitre a fait 'objet d’une note aux comptes rendus [2] et d’une prépublication [3].

1 Présentation du probleme

Sur la partie solide, on cherche le déplacement sous la forme d’un mouvement rigide accom-
pagné de petites perturbations élastiques. Le flot lagrangien Xg s’écrit :

Xs(t,0,y) = a(t) + Q(t)(y — go) + Q(t)E(t, y), Vy € Qs(0), Vt € [0,T]

ot 2g(0) est la position du solide a I'instant initial, gy représente le centre de gravité du solide a
Iinstant initial, a la translation, @ € SO2(R) la rotation et & le déplacement élastique du solide.
Ce flot détermine la position du solide et donc aussi du fluide & l'instant ¢ :

Qs(t) = Xs(t,(), QS(O)) et QF(t) =0 \ Qs(t).
Les déplacements élastiques satisfont des relations d’orthogonalité par rapport aux mouve-

ments rigides infinitésimaux :

/ AWE(E ) dy = 0, / AWEEY) - (5 — go)*- dy = 0. (1.1)
Qs(0)

25(0)

On a noté p% la densité volumique initiale du solide et :

V= <$1> eR?, ot = <_$2>.
o X1

On suppose ce flot inversible de 2g(0) sur Qg(t) (ce qui sera vérifié par notre solution) et
on note Xg(0,t,.) 'inverse. Ceci permet de passer d'un point de vue lagrangien & un point de
vue eulérien : la vitesse eulérienne solide est définie :

ug(t,x) = Us(t, Xg(0,t,x)) = 0: Xs(t,0,Xg(0,t,2)), Vo € Qg(t),Vt € [0, T (1.2)

avec :

Xs(0,t,2) = X5(,0,.) " (z), Vo € Qg(t),Vt € [0,T].

Enfin, on note :

Xs(t,s,2) = Xg(t,0,Xs(0,8,2)), Vo € Qg(s),Vt, s € [0,T].
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D’autre part, sur le domaine fluide, la donnée qui intervient naturellement est up, la vitesse
eulérienne définie sur 2p(¢). On note u la vitesse eulérienne globale et X le flot associé.
Les inconnues de notre probleme sont a, () ou w la vitesse instantanée de rotation associée, &,
up, pr la densité du fluide et p la pression du fluide.

La vitesse fluide up satisfait les équations de Navier-Stokes incompressibles et la densité
fluide pr la loi de conservation de la masse :

pr(t,x) (Owur + (up - V)up) (t,z) —divop(t,z) =0, Vo € Qp(t) (1.3)
divup(t,z) =0,Vz € Qp(t)
Opr(t,x) + div (ppu)(t,z) =0, Vo € Q

ou o désigne le tenseur de Cauchy défini par :
op(t,z) = 2ve(up)(t,x) — p(t,z)Id.

ou v > 0 est le ceefficient de viscosité du fluide et e(ur) est le gradient symétrisé de up :

(VUF +t VUF)

N

£ (u F) =
Sur la partie solide, les équations sont, tout d’abord, les équations du mouvement rigide

données par la théorie de la dynamique du point (la loi de conservation de la quantité de
mouvement et la loi de conservation du moment cinétique) :

ma(t) = /[ms(t) OFNy dyy (1.6)
Joot) = / (0rma) - (z — alt)- d (1.7)
o0s(t)

ou m est la masse du solide, J est le moment d’inertie par rapport au centre de masse, n, la nor-
male unitaire extérieure a 9g(t). D’autre part, on considere ’équation de 1’élasticité linéarisée.
Dans notre cas, on a besoin de régulariser cette équation afin d’avoir ¢ dans W1°°(0, T; H3(Q5(0))2.
On définit I’espace suivant :

8<QS(O>>={weH3<Qs<0>)2/ /Q oS0 =0 /Q (O)pgw-(y—go)J‘dy:O} (1.8)

et on cherche ¢ dans W1°(0,T;E(2s(0))) solution du probléme variationnel suivant :

Ve H?*(0,T;£(25(0))),

// Y)Ohe - @n—e// (00, P0) 1000 // S2(6) : Vo
Qs(0 25(0) Qs(0

- / / (Shny) - (QOwm) (1.9)
0 Joag(0)
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Le second tenseur de Piola-Kirchhoff Z% est défini par :

S5(€) = Mtr(e()1d + 2pe(€)

ol A et i sont les constantes de Lamé du milieu élastique telles que A+2u > 0 et > 0. De plus,
€ est un réel strictement positif fixé. Le tenseur E}p est le premier tenseur de Piola-Kirchhoff
correspondant a op.
Enfin, on suppose que le fluide est visqueux, celui-ci adhere donc aux parois du domaine {2 et
la vitesse est continue a 'interface :
up(t,x) = a(t) + w(t)(x — a(t))L + Q(1)0&(t, X(0,t,x)), Vo € 005(t) (1.10)
up(t,x) =0,V € 0Q. (1.11)

On complete ce systeme d’équations par la donnée de conditions initiales :
a(0) = a°, a(0) = a', w(0) = W°, Q(0) = Id, £(0,.) =0 dans Qg(0), (1.12)
0:£(0,.) = £ dans Q5(0), up(0,.) = u% dans Qr(0), pr(0,.) = p%XQF(O) dans €X1.13)

on & e H3(025(0))2, ul € L2(2r(0))2, p% € L®(Q) et

/ & (y) - nydy =0,0< M < p% < My dans Qp(0), divul = 0 dans Qp(0)1.14)
09Q5(0)

u% -n =0 sur 9, ul - n = (a' + WO A (y — go) + 1) - n sur 9Q5(0). (1.15)

2 Formulation variationnelle

On cherche une solution (pp,u) telle que :

(i) we L>®0,T; L*(Q)? N L0, T; HY ()2, pr € L=((0,T) x Q) (2.1)
(13) Le flot associé a u est défini sur Q) et satisfait :

X(t,0,y) = a(t) + Q(t)(y — go) + Q(H)E(t, y) dans Q5(0), avec

a € Whe°(0,1)%, Q € WH™(0,T; SOo(R)), £ € Wh™(0,T;E(25(0)))*  (2.2)
(797) divu =0 dans Qp(t)

) Opr + div (ppu) = 0 dans 2
2.4

(iv) { pr(t =0) = plxa, () dans Q. 24)

On donne maintenant une expression sous forme variationnelle du probléeme. On définit tout
d’abord 'espace des fonctions tests :

V= {0 HI((0,T) x Q)2 fult,z) = b(t) + r(t)(z — a(t))* + Qm(t, X(0,4,2))
dans Qg(t), avec b € H*(0,T)%, r € H'(0,T), n € H*(0,T;£(Q5(0)))?,
et divu(t,.) = 0 dans Qp(t), v(t,.) € H}(Q), Vt € [0,T], v(T) = 0}. (2.5)

On remarque que cet espace dépend de la solution elle-méme.
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Définition 1 :

On dira que (pp,u) est une solution faible du probléme défini par les équations (1.6) a (1.13)
si les conditions (2.1) a (2.4) sont satisfaites et si la formulation variationnelle suivante est
vérifiée : pour tout v € V,

m/ dt—l—J/ w(t dt—l—// Y)OE(t,y) - 02n(t,y) dy dt
0 Q5(0)

—i—/ / pr(t, x)u(t,z) - Opv(t, x) de dt +/ / pr(t,z)u(t,z) @ u(t,x) : Vo(t,x) dz dt

/ /Qs 3 (0 (t,9), O n(t, y)) dydt2y/ /QF ) 1 e(v) da dt
_)\/ /QS Ntr(e(0n)) dydt—Q,u/ /QS e(0m) dy dt = ot b(0)

—Jw'r(0) —/ ps()E (y) - Om(0,y) dy—/ pr () (y) - v(0,y) dy
Qs(0) Qr(0)

—e/ a3 (&1 (y), 0m(0,y)) dy. (2.6)
Q5(0)

3 Reésultat principal

Théoréme 1 : Soient ' € H3(25(0))?, v € L*(Qp(0))?, p% € LX(), a°, a' € R? et w® € R
vérifiant les conditions (1.14)-(1.15). On définit :

d(t) = d(0Qs(t), 00) et y(t) = glf |det VXs(t,0,y)]
y€Qs(

et on suppose que d(0) > 0. Alors, il existe au moins un couple (pr, u) solution faible du probléme
(1.6)-(1.13) définie sur (0,T) ot :

T =sup{t > 0/d(t) >0, v(t) > 0 et Xg(t,0,.) injective}
(on a une minoration explicite de T par une constante strictement positive dépendant des

données et de €).
De plus, cette solution vérifie l’estimation d’énergie :

1 . 1 1 1
Lnla@ + 27wt + / ) [0t y) 2 dy + 1 / pr(t, ) lup(t, o) d
2 2 2 Jas(0) 2 Jap@)
1 A
Flejanet, )2 + 2 / e ()12 dy + 1 / e(E(t ) dy
2 2 Jas(0) Q5(0)

t
+2V// le(up(s,z))|* deds < Fy (3.1)
Qr(s)

ou Ey est I’énergie a l'instant initial.
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A partir de maintenant, on considére un temps T > 0 tel que :
d(t) > o, y(t) > B, Vt € [0,T] avec o > 0, 5 > 0.

Ceci est possible grace a 'estimation d’énergie (3.1).

4 Représentation des vitesses

On va représenter n’importe quelle vitesse u satisfaisant les propriétés (2.1) a (2.4) par des
vitesses définies sur les configurations de référence. On reprend ici la méthode introduite par
Desjardins, Esteban, Grandmont et Le Tallec [4].
On se donne des éléments (wp,a, @, &) tels que :

*wp € Yy ou Y est défini par :
Yo = {wr € L*(0,T; L*(Qr(0)))? N L2(0,T; HY (Q2p(0)))?/ divwr = 0 dans Qp(0)}

*(a,Q,&) € Y7 ou Y7 est défini par :
Y1 = {(a,Q,&) € Wh*(0,T)? x Wh(0,T; SO5(R)) x Whe(0,T;E(Qs(0)))? /

1€l Loe (0,713 Qs (0)))2 < K}

ou k sera déterminé plus loin.
A partir de (a, @, &) donné dans Y7, on peut définir un flot. Du fait des déformations élastiques,
le volume du domaine solide Qg(t) déterminé par ce flot peut varier au cours du temps. Ceci
n’est pas compatible avec la présence d’un fluide incompressible sur 2\ g(¢). Ainsi, on ajoute
a ce flot un terme de dilatation ou de compression du volume du solide qui va équilibrer les
variations de volume dues aux déformations élastiques. Soit € H3(Q25(0))? un relevement de
la normale unitaire extérieure sur 9Qg(0). On définit ensuite :

Xs(t,0,y) = a(t) + Q(t)(y — go) + Q1) (&(t,y) + AM(t)n(y)), Yy € Q2s(0)

ot \(t) est défini par la condition suivante de conservation de volume :

Qs(t)] = 12s(0)] < /Q o 46t VXs(t:0.)dy = [25(0)] Ve € [0.7) (4.1)

Ceci est possible a condition de prendre k assez petit d’apres le théoreme d’inversion locale.
On peut aussi supposer que k est assez petit pour que Xg(t,0,.) soit inversible de Qg(0) sur
Qg(t). Ceci nous permet de définir ug la vitesse eulérienne correspondante sur 2g(t). Ensuite,
on prolonge ug par ug, définie sur €2 par un probleme de Stokes :

—Au&p +Vqg =0 QF(t)
divus,p =0 Qp(t)
usp =ug 0Qg(t)

usp —0  90NaNk()

avec Qp(t) = Q\ Qg(t). Ceci possible grace a (4.1) qui assure que :

/ ug.ndy = 0.
oNs(t)
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De plus, en adaptant les arguments de [1], on obtient un résultat de régularité sur les problemes
de Stokes & frontiere peu réguliere qui donne ug, € L*>(0,7;W?%(Q2))%. Pour finir, on note
Xgp € Wh((0,T) x )% le flot associé & ug,p.
D’autre part, on peut étendre wr dans 2 par 0 et on note Xp le flot associé & wg. On définit
alors :

Vte[0,T),VyeQ, X(t,0,y) = Xg,(t,0, Xp(t,0,v))

ainsi que u la vitesse eulérienne associée. On vérifie facilement que wu satisfait les propriétés (2.1)
a (2.3). De cette fagon, on a donné une représentation d’une vitesse compatible avec le mouve-
ment solide et le mouvement fluide. De plus, un résultat de di Perna-Lions [5] donne 'existence
de pp solution de (2.4). On note © l'application qui a (wr,a, @, &) associe u.

5 Probleme en dimension finie

Nous allons montrer 'existence d’une solution approchée pour notre probleme. Pour cela,
nous résoudrons d’abord un probleme linéarisé en dimension finie pour la vitesse. La densité,
elle, est déterminée directement comme solution de (2.4). Ensuite, grace a la représentation des
vitesses introduite au paragraphe précédent, on passera au probléme non linéaire en dimension
finie par un argument de point fixe.

Soient (¢;);>1 une base de {¢ € HJ(Qr(0))?/dive = 0 sur Qp(0)} et (¥;)i>0 une base or-
thonormale de £(2g(0)). On se donne un élément (?I}g, av, QN §~N> de Yy x Y7 défini par :

N N N 3
Wi (L) = Z%(t)%, &N(t,.) = Zdi(t)¢i avec sup < d?(t)) < K.
=1 =1 =1

0<t<T

Alors, on peut construire a4V = @(ﬁ)% Jal, @N ,EN ) et ﬁg la densité volumique associée a a'.
De cette facon, on linéarise la formulation variationnelle en dimension finie en remplacant a, @)
et X par aV, @N et X gp dans la définition de I’espace des fonctions tests et en remplacant pp,
Qp(t) et u® u par p¥, ﬁ%(t) et @V ® u" dans la formulation faible (2.6).

Il faut maintenant résoudre un probleme classique avec comme inconnues a¥, Q, ; et o; pour
1 < i < N. On résout alors facilement ce systeme d’équations différentielles ordinaires. Ensuite,
pour appliquer le théoreme du point fixe de Schauder, on a besoin de garder des déplacements

élastiques petites i.e. :
N 3
sup 2(t) ] <k
0<t<T \ i}

Grace a l'estimation d’énergie satisfaite par notre solution approchée, cette condition est vérifiée
pendant un intervalle de temps petit [0, 7p] ou Tp est défini par :
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On peut alors appliquer le théoreme de Schauder sur [0, Tp], le résultat de compacité résultant
immédiatement du systeme différentiel. Ce point fixe satisfait :

uN - G(wg7 7QN £N) avec wF Z’YZ Pis §N Zal

et il est solution de 'approximation en dimension finie de notre probleme.

6 Preuve du théoreme principal

Afin de passer a la limite quand NV tend vers I'infini, il faut montrer des résultats de compacité.
La convergence forte de (p% )Nen est obtenue directement grace a un résultat de di Perna-Lions
[6] qui donne la convergence forte de (p ) yen vers une fonction pg dans C(0, Tp; LP(£2)) pour tout

1 < p < 00. Pour la compacité des vitesses, on montre I’estimation suivante sur | 4/ pg ulv
NeN

et < 5(h) (6.1)

U o ) - e )

avec %in% d(h) = 0. Pour montrer cette inégalité, I'idée est d’utiliser des fonctions tests admis-
sibles proches de u!¥(t + h) — ulv (t). Nous n’expliquons pas ici les détails de la preuve qui est

assez technique. Grace a l'estimation (6.1), on obtient la convergence forte de <\/pg ulv >
NeN
dans L2((0,Tp) x Q)2 vers \/pru ol u est la limite faible de (u”)yen. On peut ensuite passer a

la limite dans le probleme variationnel et on obtient une solution faible du probleme défini par
les équations (1.6) & (1.13) définie sur [0, Tp] qui satisfait l'estimation d’énergie (E.E.).

Pour terminer, il faut prolonger notre solution jusqu’au temps 7T défini par le théoréme 1.
Transportant la solution sur les nouveaux domaines de référence Qg(7p) et Qp(Tp), on peut
reprendre le méme travail et prolonger notre solution a l'intervalle [0,7y + A] pour un A > 0
fixé. Rétirant le processus, on atteint alors le temps 1" voulu.
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Chapitre 2

Existence d’une solution faible pour
un probleme d’interaction fluide
incompressible-solide élastique en
dimension trois






Existence d’une solution faible pour un
probleme d’interaction fluide
incompressible-solide élastique en dimension
trois

Ce chapitre a fait 'objet d’un article [5] qui est actuellement soumis.

1 Introduction et notations

1.1 Position du probleme

On g’intéresse au mouvement de solides immergés dans un fluide en dimension trois.
L’ensemble solide-fluide évolue dans une cavité fixe bornée (2.

Le fluide est un fluide visqueux incompressible et son mouvement est régi par les équations de
Navier-Stokes. On consideére que les solides ont de grands déplacements rigides (i.e. translation
et rotation) et de petits déplacements élastiques.

Le but de cette partie est de montrer un résultat d’existence de solutions pour des déforma-
tions élastiques régularisées. On obtient I’existence globale sous réserve qu’il n’y ait pas de chocs
et que les perturbations élastiques ne soient pas trop grandes.

De nombreux articles traitent de ce type de probléemes. Dans le cas ou le domaine fluide est
suppposé fixe, on fait référence a Lions [20] pour un résultat d’existence de solutions faibles. Avec
des domaines fluides dépendant du temps, on peut consulter par exemple Conca, San Martin et
Tucsnak [10], Desjardins et Esteban [12], Gunzburger, Lee et Seregin [18], Hoffmann et Starovoi-
tov [19], Serre [26] qui s’intéressent aux problemes d’interaction entre un fluide et une structure
rigide. L’article de San Martin, Starovoitov et Tucsnak [25] montre un résultat d’existence glo-
bale en dimension deux pour des solides rigides. Pour obtenir I'existence de solutions au-dela
des chocs, ils prouvent qu’il ne peut pas y avoir de chocs entre deux solides ou entre un solide et
la frontiere au sens classique : deux solides qui s’entrechoquent arrivent avec une vitesse et une
accélération relatives nulles (et un solide qui rentre en collision avec la frontiere arrive avec une
vitesse et une accélération nulles). Les chocs ne provoquent donc pas une variation brusque de
la vitesse en temps. Feireisl [16] montre le méme résultat mais cette fois-ci en dimension trois.
Toujours dans le cas de structures rigides, on peut se référer aux articles de Takahashi [29] et
Takahashi et Tucsnak [30] pour des résultats d’existence de solutions fortes et de régularité de
la solution.

D’autres articles s’intéressent a 1’étude qualitative de problemes d’interaction fluide-structure
pour des modeles simplifiés : I'article [22] de Munnier et Zuazua s’intéresse au comportement
asymptotique en dimension quelconque. Des résultats de controlabilité en dimension 1 sont
montrés par Doubova et Fernandez-Cara [15] et par Zhang et Zuazua [32] (voir aussi les références
citées dans ces articles).
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L’article de Desjardins, Esteban, Grandmont et Le Tallec [13] donne un résultat d’existence

tant qu’il n’y a pas de chocs pour des solides ayant des déplacements qui se décomposent en une
somme finie de modes propres. Dans cet article, les équations modélisant 1’évolution du solide
sont valides pour des déplacements rigides petits.
Dans 'article de Chambolle, Desjardins, Esteban et Grandmont [8], on trouve un résultat d’exis-
tence de solution faible pour une plaque en flexion occupant une partie de la frontiere fluide. En
tirant profit du caractere transverse de la perturbation élastique, ils exigent une régularisation
sur la perturbation élastique moins forte que dans le travail qu’on présente ici. L’article de Bei-
rao da Veiga [2] montre un résultat d’existence forte de solutions dans le méme cadre.

On suppose que les domaines 2 et Q2g(0) sont réguliers, que €2 est connexe et que la distance
entre le solide et la frontiere de ) est strictement positive.

On peut déja remarquer que le volume global des solides doit rester constant étant donné
que ’hypothese d’incompressibilité impose au volume du fluide de rester constant.

1.2 Notations

Pour des raisons de lisibilité, on considere qu’on a un seul solide plutot que plusieurs,
ceci évitera d’avoir des indices sur les inconnues de la partie solide. On conviendra aussi d’utiliser
la variable y sur les domaines de référence et la variable z sur les domaines évoluant avec le
temps.

Sur la partie solide, on considere le flot Xg. Il s’écrit :

Xs(t,0,y) = a(t) + Q(t)(y — 90) + Q) y), Vy € Qs(0), Vi € [0, T]

ou Qg(0) est la position du solide a I'instant initial, gy représente le centre de gravité du solide
a linstant initial, a la translation, @ € SO3(R) la rotation et & le déplacement élastique du
solide. Le vecteur Xg(t,0,y) donne la position a U'instant ¢ de la particule qui se trouvait en y
a 'instant initial. Le point de vue est lagrangien, on suit I’évolution d’une particule. Ce flot Xg
permet de définir :
Qs(t) = Xs(t,0,Q5(0)) et Qp(t) = 2\ Qs(t)

qui sont respectivement le domaine occupé par la partie solide et par la partie fluide. Pour
exprimer le fait que le mouvement élastique ne “contient” pas de mouvement rigide, on suppose
que :

| Sweendy=o. [ At nydy=0 (11)

Q25(0) Q25(0)

ol pg est la densité volumique du solide a I’instant initial.
On suppose que le flot Xg est inversible (ceci sera vérifié par la solution que ’on va construire),
on note Xg(0,t,.) son inverse défini sur Qg(t) pour tout ¢t € [0, 7]. On définit ainsi & partir de la :

Xs(t,s,.) = Xg(t,0,Xg(0,s,.)) sur Qg(s), pour tout ¢, s € [0,T].

Le vecteur Xg(t, s, z) donne la position a I'instant ¢ de la particule qui se trouvait en z & 'instant
5. On note aussi w(t) € R? le vecteur-vitesse instantanée de rotation qui est donné par la formule
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suivante :
Q'HQM) ™z —a(t) =w(t) A (z —a(t), Vo € R
A partir du flot Xg, on peut définir Ug la vitesse lagrangienne et ug la vitesse eulérienne donnée
par :
ug(t,x) = 0, Xs(t,0,Xg5(0,t,2)), Vo e Qg(t),Vt e [0,T]
= a(t) +w(t) A (z —a(t) + Q) FE(t, Xs(0,¢,x))

Sur la partie fluide, le point de vue est eulérien : la vitesse eulérienne up est la donnée
naturelle qui intervient. Pour finir, on définit la vitesse eulérienne globale u sur 2 :

B ug sur Qg(t)
o= up sur Qp(t)

et X le flot associé a u.

1.3 Le modele

Le mouvement du fluide est donné par les équations de Navier-Stokes incompressibles :

pr(t,x) (Orup + (up.V)up) (t,x) —divop(t,x) =0, Va € Qp(t) (1.2)
divup(t,z) =0,Va € Qp(t)

ou le tenseur des contraintes de Cauchy op vérifie :
op(t,x) = 2vey(up)(t,z) — p(t,x)Id

ou p est la pression sur la partie fluide, inconnue du probleme, v est le ceefficient de viscosité
une constante strictement positive et e, (ur) est le gradient symétrisé de up défini par :

1
ex(up) = §(vqu + Vmup).

Ici, pp désigne la densité volumique du fluide. Son évolution est donnée par la loi de conservation
de la masse :

Opr + div (ppu) = 0. (1.4)

On considere que la configuration de référence est un état naturel pour la structure ce qui
signifie que, a l'instant initial, le tenseur des contraintes est nul sur la partie solide. Ici, parce
que la preuve du résultat d’existence ’exige, on aura besoin d’avoir une régularité assez forte
sur les déplacements élastiques : on veut que 9;¢ € L>(0,T; H3(25(0))3. On rajoute donc un
terme régularisant dans I’équation de la quantité de mouvement du solide. Cette régularisation
permet d’éviter les chocs entre le solide et la paroi ainsi que I'interpénétration (deux points ou
deux parties du solide se confondent) pendant un temps petit. En termes plus abstraits, ceci
permet de garder 'injectivité du flot et donc de pouvoir passer d’un point de vue eulérien a un
point de vue lagrangien. On veut aussi que notre déplacement élastique préserve 'orientation.
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Cette derniere condition ainsi que la non-interpénétration sont des conditions qui interviennent
de facon classique dans la théorie de ’élasticité. Sous certaines conditions, on peut montrer
qu’elles sont automatiquement vérifiées (voir Ciarlet, chapitre 6 dans [9]). On définit ’espace
suivant :

E(Q2s5(0)) = {¢€H3 // pt dy =0, / O)p%¢A(y—go)dy=0}- (1.5)
On introduit aussi :

V(Qs(0)) = {¢ e £(0s5(0)) [vr € B, /

Q5(0)

pe(r A (y—go)) - (rA(y—go+v)) > 0} . (1.6)

On reprend le modéle introduit par Grandmont, Maday et Métier [17] dans le cas d’une structure
élastique seule en dimension deux. Pour des explications justifiant ce modele, on fait référence
a cet article. La formulation variationnelle sur la partie solide est alors donnée par :

T
/ /Q (0 y)0? X 5(t,0,y)V (t,y) dydt—i—e/ (8t§ VE)HJ(Q ) dt
S

// YE(€) ey (VE) = // (opn) - V(t, X5(0,t,z)) dvy, dt (1.7)
Qs(0) 295 (t)

pour toute fonction V' s’écrivant : V (¢,y) € [0,T] x Q5(0)

V(t,y) = b(t) +r(t) A Q)Y — go + £(t,))) + Q) Vi(t, ) (1.8)

avec b € Wh(0,T)3, r € L>®(0,T)3 et Vi € L>(0,T;E(2s(0))).

Le vecteur n désigne la normale unitaire extérieure du solide. Puisqu’on s’intéresse a des déplacements
élastiques suffisamment petits, on peut se contenter de représenter le mouvement élastique avec

le tenseur d’élasticité linéarisée : le second tenseur de Piola-Kirchhoff E2E est donné par :

S5(8) = Mr(ey(§)1d + 2puey (€)

ol A et u sont les constantes de Lamé du milieu élastique satisfaisant :
A+2u>0, >0

et £4(&) désigne le gradient symétrisé de &.

De plus, dans (1.7), € est un parametre réel > 0 fixé. D’apres la formulation variationnelle (1.7),
le tenseur des contraintes agit uniquement sur les déplacements élastiques, ce qui paralt naturel.
A partir de cette formulation variationnelle portant sur le mouvement solide global, on peut
obtenir les équations séparées portant sur a, w et £&. Pour cela, on fait le calcul suivant :

07 Xs(t,0,y) = +wAQ(y —go+&) +wA (WA QY —go+§)) + 2w A QIE + QIFE.

Ensuite, dans (1.7), on prend successivement comme fonction-test b et 7 A Q(y — go + &) avec
b e Wh(0,T) et » € L>(0,T)? pour obtenir les équations du mouvement rigide du solide
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(translation et rotation). En utilisant les relations d’orthogonalité (1.1) imposées sur £, on obtient
alors :

ma(t) = / oy dyy, (1.9)
0Q5(t)

d
dt

w [ BQEnet) = [ (@-a®)nlorm) b (1.10)
2s5(0) Qg (t)

—(Jw) — / PLQIAEN (WA QY —go+&))) + / PeQ(y — go + &) A (w A QIiE)
Qs(0) Qs(0)

ou m est la masse du solide et J est le tenseur d’inertie du solide défini pour tout ¢ € [0, 7] par :
pour tout w, r € R3,

(J(w,r) = /Q o ps(t, x)(w A (z —a(t)) - (r A (z—a(t))) de

-/ o A A QO =90+ ) - A QO = 30+ )y

Ici, ps est la densité du solide a l'instant t et satisfait :
ps(t,x) = p%(Xs(0,t,2))det VX5(0,t,z), Vo € Qg(t)

Enfin, si on prend V = QVg avec Vg € L*(0,T;E(Qs(0))) comme fonction-test dans (1.7),
toujours grace aux relations d’orthogonalité (1.1), on obtient ’équation de ’élasticité :
pour tout Vg € L>(0,T;E(Q2s(0))),

/ /QS(O) sa2£VE+2/ /QS (@ 'wAdig) VE+€/0T (97€, VE) g0 4t
Q w/\f Ve + 2Q WA (Q WA (y—go+€))Ve
as0)” Qs(0

2 ‘e B) = orn) - = T _
+/0 /QS(O)EE(S). vy (VE) /0 /ms(t)( ) - (Q)VE(t, Xs(0,t,))) (1.11)

Le systeme formé par les équations (1.9), (1.10) et (1.11) est équivalent a la formulation varia-
tionnelle globale du mouvement solide (1.7). Les équations régissant le mouvement sont donc
données par (1.2), (1.3), (1.4), (1.9), (1.10) et (1.11). Ces équations sont complétées par des
conditions de continuité au bord des domaines : on suppose qu’il n’y a pas de glissement le long
de la paroi et de l'interface. Ainsi :

up(t,z) = a(t) +w(t) A (z —a(t)) + Q(t)0(t, X5(0,t,x)), Vo € 0Qg(t)  (1.12)

up(t,r) =0,V € 0N (1.13)

Enfin, ce systeme d’équations est complété par la donnée de conditions initiales :
a(0) = go, a(0) = a', w(0) = °, Q(0) = Id, (1.14)
£(0) = 0 sur Og(0), HE(0, ) = €' sur 5(0), (1.15)

up(0,.) = u% sur Qp(0), pr(0,.) = p%‘XQF(O) sur €2 (1.16)
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avec ¢ € £(Qs(0)), u% € L2(Qr(0))3, p% € L°(Q).
Ces conditions initiales vérifient les conditions suivantes :

| e,y =o (1.17)
995(0)

divu% = 0 sur Qp(0) (1.18)
u% - N = 0 sur 9N (1.19)
ul - N = (a' + W A (y — go) + &) - N sur 9Q4(0) (1.20)
0 < M < p% < My sur Qp(0) (1.21)

Ici, Ny désigne la normale unitaire extérieure a §25(0) au point y. Dans tout le chapitre, x4
désigne la fonction caractéristique de ’ensemble A C R3.

Remarques 1 :

— On remarque que sur 0Qg(t),

up(t,z) = a(t) + w(t) A (z = a(t) + Q()IE(t, Xs(0, ¢, x)).

Sans la régularisation, 0:& n’a pas de trace sur 0Q2s(0), alors que up a une trace sur Qg(t).
Il y a donc dans le probléme complet (c’est-a-dire sans régularisation de l’élasticité) une
différence de régularité entre la vitesse fluide et la vitesse solide.

On peut aussi régulariser [’équation du mouvement solide (1.7) avec un terme de viscosité
(de type €(0:&, Vi) m3(ag(0)))- Ceci donne une régularité H'(0,T; H3(Q5(0))) pour £. La
démonstration est alors trés proche de ce qu’on a choisi de présenter ici.

Pour la premiére équation du mouvement solide (1.9), on retrouve la loi de conservation
de la quantité de mouvement (ou principe de la résultante dynamique). Dans les équations
(1.10) et (1.11), il apparait des termes non linéaires de couplage. Pour l’équation de la
rotation, si on considere que les déplacements élastiques sont négligeables, on retrouve la
loi de conservation du moment cinétique pour un solide rigide (ou principe du moment
dynamique). On retrouve donc les équations fondamentales de la dynamique du point.
Enfin, la derniére équation (1.11) du mouvement solide correspond a l’équation d’un solide
élastique exprimée dans un repére en rotation.

1.4 Résultats annexes

1.4.1 Conservation du volume

Soient v une vitesse eulérienne assez réguliere nulle sur le bord de 2 et X le flot associé. On

considere une partie A de et on note A(t) = X (¢,0, A). On s’intéresse a ’évolution du volume
de A(t) :

WW=:AMM@MZAMM@WWMZAM@@WHWMW

= / det VX (¢,0,y) dy.
A
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Ainsi, le volume de A est conservé si et seulement si :
d
Vtel0,T], / det VX (t,0,y) dy = 0.
dt 4

Cette hypothése de conservation du volume se traduit en terme d’incompressibilité pour la
vitesse eulérienne :

Lemme 1.1 :
Avec les hypothéses et notations qui précédent,

d/ det VX (¢,0,y) dy:/ divo(t, z) da::/ v(t, x).ng dyy.
dt J4 A() DA(t)
Preuve du lemme 1.1 :

/ divo(t,z)dz = / div (0, X (¢,0,X(0,¢,))) dx
A(t) A(t)
:/ tr(9,VX(t,0,X(0,t,2))VX(0,t,2)) dx
A(t)

= /tr(atVX(t,o,y)VX(t,o,y)—l)detVX(t,o,y) dy,
A
d’une part, et d’autre part :
d
/detVX(t,O,y)dy = /atdetVX(t,O,y) dy

= /tr(VX(t,O,y)18tVX(t,O,y))detVX(t,O,y) dy.
A
De plus, la derniére inégalité est donnée par la formule de Stokes. [

De la méme maniere, on montre que :

Lemme 1.2 :
Les propriétés suivantes sont équivalentes :

(i) VACQ,Vte|0,T], A(t) := X (t,0,A) est a volume constant
(11) dive =0 sur [0,T] x Q
(113) det VX (t,0,y) =1 sur [0,T] x .

1.4.2 Inversibilité du flot

On énonce maintenant un lemme qui donne une condition suffisante d’injectivité du flot. La
démonstration de ce lemme se trouve dans Ciarlet [9] (théoreme 5.5.1, chapitre 5).

Lemme 1.3 :
1l existe un réel eg > 0 dépendant uniquement de la géométrie du domaine Q tel que pour tout
¢ dans C*(Q) satisfaisant :

IV = Qo) < €0, avec Q € SO3(R),

Uapplication o est inversible de 1 sur son image.
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1.4.3 Existence et régularité du probleme de Stokes

La proposition suivante donne un résultat d’existence avec une régularité assez faible du
domaine. On peut trouver une démonstration de cette proposition dans Temam [31], paragraphe
2.4, chapitre 1. On suppose seulement que €2 est un ouvert lipschitzien, la notion de trace n’est
donc pas définie. Ainsi 'espace H}(£2) est défini uniquement comme I'adhérence de D(f2) dans
'espace H'().

Proposition 1 :
Soit Q un ouvert borné lipschitzien de R™.
Soit f € H-Y(Q), g € L*(Q) et ¢ € HL(Q) telle que

/divqbdx:/gdx.
Q Q

Alors il existe une unique solution (u,p) € H(2) x L?(2)/R du probléme de Stokes :

—Au+Vp=f dans ()
divu=g dans (1.22)
u—¢ € Hy(Q)

De plus :

[ullar) + P2 m < CUflla-10) + lgllz2@) + 9l a1 @)

ou C' est une constante dépendant uniquement de €.
On introduit ensuite la notion de régularité d’un ouvert borné :

Définition 1
On dira qu’un ouvert borné Q de R™ est un ensemble de classe W™ si, pour tout point x € 052,
il existe un voisinage U de x, un voisinage V de 0 et un W™F_difféomorphisme U : V — U tels
que :

V() =z, V(To(V))=00nNU, ¥ (V) =QnU

ou I'o(V') est défini par :
Lo(V) =V n{(@, z,) € R x R/z, =0}

et :
Vt=vn {(x’,acn) e R" 1 x R/xn > 0} .

La proposition qui suit traite de la régularité de la solution d’un probleme de Stokes. Un résultat
de régularité avec un ouvert de classe C? est montré par Cattabriga [7]. Pour un ouvert de classe
W2 on fait référence & Bello [3]. Ici, on donne un résultat de régularité dans le cadre qui
nous intéresse (uniquement le cas L?) avec un ouvert de classe seulement H3. La démonstration
repose sur une adaptation de la méthode présentée dans [3].
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Proposition 2 : ,
Soit Q un ouvert borné de R3 de classe H3. Soient f € L*(2), g € HY(Q) et ¢ € H2(90Q) telle

que :
/ go.ndwz/gdx.
o0 Q

—Au+Vp=f  dans )
divu=g dans (1.23)
U= dans 0S)

Alors le probleme de Stokes :

admet une unique solution (u,p) € H*(2) x HY(Q)/R. De plus :

lull 2y + 2l ) m < CUfllz2(0) + gl 1) + ||<PHHg(m))

ot C est une constante dépendant uniquement de ).

Preuve de la proposition 2 :

La démonstration présentée par Bello [3] repose sur la méthode des translations introduite par
Nirenberg. Pour une approche de cette méthode, on peut aussi citer Brézis [6], paragraphe 6,
chapitre 9.

On va ici reprendre la méthode des translations en supposant tout d’abord que €2 est de classe
W2 afin d’améliorer les estimations montrées dans [3] et on passera ensuite & un ouvert de
classe H3.

On se ramene au cas ¢ = 0 en considérant, pour ¢ non nulle, la différence © — ¢ ou ¢ est un
relevement de ¢ dans H2(Q) et on suppose donc pour commencer que 2 est de classe W2, Par
compacité de 9€), on peut considérer un nombre fini d’ouverts U; introduits dans la définition
1 tels que :

oc |J U

1<i<k

On considere ensuite une partition de 1'unité (6;)o<;<x constituée de fonctions C°(R3) telles
que :

k
0<6; < 1,2& =1 sur ]R3,
i=0
supp 0; est compact, suppt; C U;, V1 <i<k

supp by C R3\ 99 et 90|Q € C(Q).

D’apres la proposition précédente, on sait que notre probléeme admet une unique solution (u, p)
dans H*(Q) x L?(2)/R. On peut écrire cette solution sous la forme :

k k
u = Z@iu, p= Z@ip.
i=0 i=0
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Tout d’abord (Agu, fgp) est solution sur R du probleme :

—A(GOU) + V(Qop) =0of —2V0y - Vu — Abgu — pVby = Fy
div (Gou) == 90g - VGO U = Go.

Dans ce cadre, on a des estimations classiques sur (6gu, fgp) dans H%(R?) x H'(R?)/R indépen-
dantes de ouvert Q (voir par exemple Temam [31], paragraphe 2.5, chapitre 1) :

[6oull g2(rs) + 0ol mrsyr < Co ([ Foll sy + 1Goll g rs))
< O (lullgry + PNz + 112 + lgllar @) -

Ainsi, d’apres la proposition 1, on a I’estimation suivante :

160wl sy + 10opll rreye < Co ([1fln2e0) + l9llmr @) -

On consideére maintenant les estimations au voisinage du bord. De méme que précédemment,
(0;u, 0;p) pour 1 <i < k, est solution sur QN U; de :

—A(qu) + V(gzp) = Glf — 2V, - Vu — Ab;u — pVb; = F;
div (Q;u) = 0,9 — VO; - u = G;

ot F; appartient & L?(Q N U;), G; appartient & H'(Q N U;) et ces fonctions satisfont :

1 EillL2noy) < Cllflize) et 1Gillaneyy < Cllglla -

Par définition des ouverts U;, il existe un difféomorphisme ¥, : V; — U; de classe W vérifiant
les propriétés exprimées dans la définition 1.

On omet a partir de maintenant I’indice ¢ pour ne pas surcharger les formules. On va se ramener
par un changement de variables & une demi-boule de R3. Ainsi, on pose sur V7 :

z=(0u)o ¥ et qg=(0p)oW.
Alors (z,q) € H&(VJF) x L?(V*) est solution du probléme variationnel suivant : Vv € H&(\/Jr)7
: 0z Ov 3 A,
121 /v+ Jac\I/ai,jaTﬁaTJj — Zgl /v+ Jac@mi,jq@ = /v+ JacU(FoW)wv (1.24)
et de plus, on a :

3
Z mw% =GoVU p.p. dans VT (1.25)

ij=1 9y

ou, pour tout 1 <1i,5 <3, m;; est défini par :

0wt 3
m;; = ay] oW et Q;j = ka,imk,j. (1_26)
! k=1
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Les ceefficients a; j et m; ; et Jac¥ sont des éléments de W1 (V).

D’apres [3], (z,q) est un élément de H2(V*T) x HY(VF). On va reprendre les estimations
prouvées dans cet article et montrer que ces estimations ne dépendent que de la norme de
U dans W16, Pour cela, on introduit la notion de quotient différentiel. Soit v une fonction
quelconque donnée sur V. Pour tout ej élément de la bas canonique, on associe a v le quotient
différentiel dans la direction ey, : soit x € VT et h > 0 avec = + hep, € VT, on note :

v(z + heg) — v(x)
. .

Shu(z) =

En prolongeant les fonctions z et ¢ & R? x R} par 0, on peut considérer que le probleme
variationnel est défini sur R? x R}. On peut donc prendre (5k_hv comme fonction-test dans le
probléme variationnel (1.24) pour k = 1,2 olt v est une fonction de H} (V™). Et on prend comme
fonction-test dans la formulation variationnelle associée a (1.25) 5,;}‘ 1 ol i est une fonction de
L2(V*). Alors, en faisant un changement de variables, on obtient que (87z,d7(JacV q)) est
solution de :

a(6p2,0) + b(v, 6p(Jac¥ q)) = < T,v>,Vve Hy(V")
b(opz, 1) = <x,u>VpeL*(VT)

ou a et b sont définis par :

ow Ov ow;
a(w,v) = JacVa; i—— et b(w, pu) = — / My i
)= [ anewa, T b == 3 [ mindh
i,7=1 3,j=1
Les seconds membres sont donnés par :
T=T+T+1T;s
avec :
’ 0z \ Ov
<Tyh,v> = - ot (Jac Way ;)T () —
igz:l v+ k( ZJ) k 83/1 83/]
5 0v;
<Th,v> = Z / T,?(Jac\I/q)(SZmM—Z
ig=1"V" 0y
7]_
<T5v> = oM (JacW F o W) v
V+
et :

3
0%;
<X p>= — oG xp+§:/ 5hi.h<2>
X /VJer o V+,ukm,ﬂk ayj

1,j=1

ou on a noté :
T (0)(z) = p(x + hey).
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Pour k = 1,2 et h > 0, ce probléme admet une unique solution (672, %(Jac¥ ¢)) dans H} (V1) x
L*(VT)/R satisfaisant :

18321 73 (v-+) + 108 (Jac® @)l 2v+) < CUIT I -1 (v+) + Xl z2v+)- (1.27)
D’apres [3], (2, q) est un élément de H2(V) x H (V). On voit alors que :

|<Ti,v > [JacW aijlwis v+ llzllwisw+ vl g+

<
|< To,v > < |[Jac® gl psv+yllmigllwrs ) llvll g+
<

|< T3,v > [JacW|| oo vy [|1F 0 Wl 2+ 10l 1 vy

Dans ce qui suit, les constantes dépendent uniquement des normes de Jac V¥, a; ; et m;; dans
W16, On obtient :

1T -1v+) < Collzllwrs+y + [1F 0 @2+ + llallpsv+))
Par interpolation entre L2(V ™) et Lé(V1), on en déduit que :

1Tl v+y < Crlllzlfprsq+) + 1F 0 Cllae) + lall7oq+)
avec 0 < 0 < 1. De méme,

IX|z2v+) < Co(l|G o ¥l g+ + ”miJHWLG(VﬂHZH%/W(Vﬂ)-

Ici, les constantes C et Cy dépendent en plus de [[F'o W[ 2(y+) et [[GoW||g1(y+). Ainsi, utilisant
toutes ces estimations, on obtient, pour £k = 1,2 :

H51}§ZHH01(V+) + ||6f (JacW Dllzvey < Cs([F o V2t + |G o ¥ giy+y)

+Ca([l2l%yr.00+) + [1Tac® gl 2o y+))-

Comme (z,q) est un élément de H2(V ') x HY(V), on en déduit, en passant & la limite en h
que :

d(Jac¥ q)
T o =G + :
Hayk HL(V+) H Y, L2+ 5(||f||L2(Q) ||g||H1(Q))
Enfin, on remarque que :
d(Jac¥ q)
< — . + Cr||JacY ||y,
Hayk L2(V+) 6 6yk L2V 7” ||W1 6(V+)||QHL3(V+)
o(JacW
< G (6‘1) + il TacW o+ lal oy
Yk L2(V+)

De cette maniere, on obtient : pour k =1, 2,

< Co(ll fllzz2ee) + 9l a1 ()

Hayk HY(VT) Hayk

L2(v+t)
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ou Cy est une constante dépendant de ¥ et des normes de JacV et des ccefficients a; ; et m; ;
dans WH6(V ),

orati 9z 0q 1y+ 2+
Pour la majoration de <8y3’ 8,7;3) dans H* (V') x L*(V™), on peut reprendre exactement la
démonstration de [3].
En faisant un changement de variables, on déduit de ces estimations que pour i = 1,..,k,
(O;u, 0;p) vérifie 'estimation suivante :

16:ll g2y + 10Pll 1y < CUillw2o i) (1 Fllz2 () + N9ll-1(0)-
Et finalement, on obtient I’estimation souhaitée sur (u,p) :

lull 20y + 1Pl @) < CUNilwzown) (1Fllz2) + lgllr-1()-

Cette estimation va nous permettre de montrer la proposition 2 avec maintenant uniquement
une régularité H3 de I'ouvert Q. Dans ce cadre, on sait que notre probleme (1.22) possede une
unique solution (u,p) dans H}(Q) x L*(Q)/R. On reprend la méme démarche en faisant un
changement de variables & 1'aide de difféomorphismes ¥; de classe H3(V;). On se raméne donc
aux équations (1.24) et (1.25). Soit maintenant une suite (V) de difféomorphismes de classe
W2 (V;) telle que :
U — W; dans W25(V;) et (U2)~! — Wt dans W25(15).

Alors, & U7, on associe une solution de (1.24) et (1.25) ol on remplace JacW; par JacV¥} et ol
les ccefficients aj'; et mj'; sont obtenus & partir de U}' grace a (1.26). On note (27, q;") cette

Z7-j
solution qui est un élément de H2(V;") x HY(V;") et d’aprés ce qui précede :

”Z?HHQ(VZ.*) + HQ?HHl(Vj) < Cn(HfHB(Q) + HQHHI(Q))

ot C,, dépend uniquement de la norme de WP dans W26(V,"). Ainsi puisque (¥7) est bornée
dans W28(V.), les suites (2') et (¢7') convergent faiblement vers z dans H?(V,") et vers ¢ dans
HY(V:*) respectivement. On vérifie alors facilement que (2;, ¢;) est la solution de (1.24) et (1.25)
et satisfait :

il ety + il sgysy < €U 2y + lgllmsey)

et donc :
05l gz + 16011y < Oy + llgllars )

Cette estimation permet de conclure comme précédemment et acheve la preuve de la proposi-
tion 2. [

1.4.4 Différentiabilité de la solution du probléeme de Stokes par rapport au domaine

On énonce ici un résultat de différentiation par rapport a un domaine. Pour plus de précisions,
on pourra consulter Murat et Simon [23]-[24] qui présentent la méthode générale dans le cadre
d’équations elliptiques. Le probleme de Stokes est traité par Simon [28] avec un ouvert régulier
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et 'article de Bello, Fernandez-Cara, Lemoine et Simon [4] s’intéresse au probleme de Navier-
Stokes. Ils montrent un résultat de différentiation pour des données petites (du fait du caractere
non linéaire de I’équation) avec un ouvert seulement lipschitzien.

Dans les deux articles, un changement de variables permet de se ramener a 1’ouvert de référence
puis le théoreme des fonctions implicites permet de prouver la différentiabilité de la solution par
rapport au temps. Cette méthode s’applique directement & notre probleme. Une ébauche de la
démonstration est donnée dans la seconde partie dans la preuve du lemme 5.1 dans un cadre
trés proche.

Proposition 3 :

Soit Xp un flot de WH>°(0,T; H3(Q)) tel que, pour tout t € [0,T], Xp(t,0,.) soit un difféomor-
phisme de H3(S). On note Qg(t) = Xp(t,0,25(0)). Soit us définie sur Qg(t) pour tout t €
[0,T]. On suppose que pour tout t € [0,T],

us(t) = us(t,.) € H (Qs(t)) et /BQ o us(t,z).ng dy(z) =0

On définit alors, pour tout t € [0,T], ugy(t) le prolongement de us(t) a Q comme la solution

sur Qp(t) = Q\ Qg(t) du probléme de Stokes :

—Aug,(t) +Vp(t) =0 sur Qp(t)
divug,(t) =0 sur Qp(t)
ugp(t) =0 sur 02N 0N (t)
us p(t) =ug(t) sur dQg(t) N O (t)

Alors, Uapplication :
0,T) — L*()
us,p t = ugp,(t)

est dérivable et sa dérivée en t notée Us,, est définie par :

Usp(t,x) = gt(ug7p(t, Xp(t,0,.))) o Xp(0,t,z) — (up(t, z).V)us,(t, z) (1.28)

ot up est la vitesse eulérienne associée a Xp. De plus, Ug,, est solution du probleme de Stokes
suivant :

—AUg,(t,x) + VP(t,x) =0 sur Qp(t)
divUs,(t, x) =0 sur Qp(t)
Usp(t,x) =0 sur 092N ONp(t)
Usp(t, ) =Ug(t,x) +v(t,x) sur dQg(t) NONp(t)

ou Ug est défini pour tout t € [0,T] sur Qg(t) par (1.28) en remplacant ug, par ug et :

v=—(up.V)(usp —ug) = —(UD-H);TL(US,p —ug).
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2 Formulation variationnelle et résultat principal

2.1 Estimation d’énergie

Montrons que notre systéeme composé des équations (1.2), (1.3), (1.4) et (1.7) et des condi-
tions de bord (1.12) et (1.13) satisfait une estimation d’énergie a priori. Il est connu que :

d .
(/ pr lup|” do) = / O (pr lupl*) + div(ppur lup[*) dz
dt\ Jop Qp(t)

= / (8tpp+div(pFuF)) ]uFZ—i—Q/ pp(@tuF—i— (uF.V)uF)uF dx
Qr(t) Qr(t)

done, d’apres la loi de conservation de la masse (1.4) :

d

(/ PF ‘UF‘Q dm) = 2/ pF(atuF + (uFV)uF)uF dx.
dt\ Jap (1)

A T’aide des conditions de continuité (1.12) et (1.13), on montre que toute solution satisfait de
maniere formelle ’estimation d’énergie :

1 1 1
5 [ ASWIaXsE 0 dy+ s [ preltn) ult, ) do+ S 00 a0
2 Jas(o) 2 Jag 2
1 t
5 [ ShOE e @Endrr2e [ leur(sa) P deds < By
QS(O) 0 QF(S)
ou Ej représente I’énergie a l'instant initial :
Eo = 1/ p%a1+w°/\(y—go)+§1|2dy+1/ p%lu%lzdw}d\fl“z:’)m ()
2 Jas(o) 2 Jar () 2 s

2.2 Espace fonctionnel ou sera cherchée la solution

D’aprés I'estimation d’énergie, Xg est un élément de W1°°(0,T; L?(Q5(0)))3. Comme ¢ est
un élément de W1°(0,T; H3(Q5(0)))? et comme on a I'écriture suivante pour 0; X :

X Xs(t,0,y) = a(t) +w(t) A (y —go +E&(ty) + Q)L y), Yy € Qs(0), Vit € [0,T7,

on en déduit que, si £ est suffisamment petit pour que :
/Q © p%(?” A (y - gU)) : (T A (y —9go+ é(ta y))) > 07 Vr e RS? Vit e [OaT]
S

(c’est-a-dire si £(t) appartient a ’espace Y (25(0)) pour tout t), alors on a des estimations sur
a et w & partir de estimation sur le flot : a est un élément de W1H*°(0,T)3 et w est un élément
de L°°(0,T)3.
Ainsi, on cherchera :

a € WH(0,T)°, w € L(0,T)%, & € WH2(0, T; H*(Q5(0)))°,

w e L®(0,T; L*(2))* N L*(0,T; Hy (2))°



58

ou u est la vitesse eulérienne globale définie par :

_ { up sur Qp(t)
a(t) +w(t) A (z —a(t)) + Q(t)0k(t, Xs(0,t,)) sur Qg(t).

Finalement, on cherche (pr,u) ayant les propriétés suivantes :

(i) les fonctions (pp,u) sont dans les espaces suivants :

u € L0, T; L2())> N L2(0, T; HY ()3, pr € L=((0,T) x Q).

(i) Le flot associé a u satisfait :

Xs(t,0,y) = a(t) + Q(t)(y — g0) + Q1E(L, y) sur 2s(0),

(2.1)

(2.2)

avec a dans Wh*°(0,7)3, Q dans Wh*°(0,T; SO3(R)) et & dans W°°(0,T; H3(Q5(0)))3.

(iii) la vitesse u satisfait I’hypothese d’incompressibilité :

divu = 0 sur Qp(t)

(iv) la densité pp satisfait la loi de conservation de la masse :

Opr + div (ppu) = 0 sur Q2

pr(t =0) = pEXar(0)-

2.3 Formulation variationnelle
Soit I'espace des fonctions-tests V défini par :
V= {v e HY0,T; HE(Q)? /o(T) = 0, divo(t,.) = 0 sur Qp(t),

v(t,z) = b(t) +r(t) A (z — a(t)) + Q(t)dm(t, Xs(0,t,z)) sur Qg(t),
avec b € H2(0,T)%, r € H(0,T)%, n € HQ(O,T;E(QS(O)))}.

(2.3)
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La formulation variationnelle du probléme est la suivante : pour tout v € V,

m/ a- bdt—l—/ (Jw) ’I“dt—l—//Q 2QEN(wAQy —go+8)))-rdydt

—//Q QU — g0+ €) A (w A QIE) - 1 dydt

// Q (EN D7) - rdydt—l—// p%0:€ - OFn dy dt
QS QS

2/ / Q w/\@tf 8tndydt—// Q w/\f) Oyn dy dt
0 QS(O Q5(0

T T
/0 Q 1("-)/\ (Q_lw/\(y—go+§)>) '8t77dydt+€/0 (atfaagn)HB(Qs(O)) dt
T
¥
T
)
0

= —ma' - b( ) (JW ) ( ) - /QS(O) Psfl ’ 87577(07 ) dy — E(flaatﬁ(oa '))H3(QS(0))

S

T
) 1 €y(Oem) dy dt + / / (pru)(t,z) - Opv(t, z) dx dt

S

:>\:>\:>\

(pru @ u)(t,z) : Vo(t,z) dx dt — 21// / 2(u) g (v) dx dt
QF(t

[ o0, dy (26)
Qr(0)

Remarques 2 :

— L’espace des fonctions tests dépend de la solution a travers a, Q et Xg qui définit Qp(t)
et Qg(t). C’est une des difficultés des problemes fluide-structure : les domaines Qp et Qg
sur lesquels on cherche la solution dépendent de la solution elle-méme. En régle générale,
il faut contourner cette difficulté avec un argument de point fize.

— Sur 0Qg(t), la vitesse est continue :
up(t,x) = a(t) + w(t) A (z = a(t)) + Q()0L(t, Xs5(0,1, ).
Or,

divup =0 = UpNg dyy; =0 = UpNg dyy =0
o0p(t) 005 (t)

car :
up =0 sur 0f.

Ainsi, comme :
div (a(t) + w(t) A (x —a(t))) =0,

la condition de continuité des vitesses impose une condition de compatibilité sur £ :

[ (@ag Xs.0.00) v, =
005(t)
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C’est une condition de conservation du volume : on exprime le fait que le solide doit garder
un volume global constant étant donné que le fluide reste a volume constant.

2.4 Résultat principal

On va démontrer le résultat suivant :

Théoreme 1 :
Soient &1 € £(Qs(0)), u% € L2(Qp(0))3, p% € LX(Q), a' € R? vérifiant les conditions (1.17) &
(1.21). On définit :

d(t) = d(00s(t),00) et v(t) = inf |detVXg(¢,0,y)]
y€s(0)

et on suppose que d(0) > 0. Alors, il existe au moins un couple (pp, u) vérifiant (2.1) a (2.4)
solution du probléme variationnel (2.6) définie sur (0,T) ot :

T =sup{t > 0/&(t) € Y(Qs(0)), d(t) > 0, v(t) > 0 et X5(t,0,.) injective}.

De plus, cette solution vérifie l’estimation d’énergie :

1 1 1
/ % () 10: X 5(t,0,y)| dy + / pr(t,x) [u(t,2)|* de + Sell0i ]| Fs o 0))
2 Jas (o) 2 2

Qp(t)
1 t
5 [ ShOE a@Endy+w [ [ jalua)Pdds < B @)
Q25(0) 0 JOr(s)
ou Ey est I’énergie a l'instant initial :

1 1 1 2

Eoz/ p&la + WO A (y = go +£12dy+/ prlull® dy + <el|€ :
9 Qs(0) S| ( ) | 9 25 (0) F| F| 92 H HH3(QS(O))

Remarque 3 :
Le temps T est bien strictement positif. En effet, grace au terme de régularisation portant sur
&, on voit que jusqu’a un temps strictement positif,

/Q W AAG =) (A g0+ ) > all I, v € B

pour § > 0 petit firé. De plus 0;Xg(t,0,-) est bornée dans L>(0,T; L*(Q)) et :

1 m.

3 o AW 10X 0. dy = T a0

5 [ A0 A QO - g0+ €(t.) + QOAEL V) dy.
Q25(0)

De cela, on déduit que a est borné dans WH>(0,T)3 et que w est borné dans L>(0,T)3 par
une borne dépendant de §. Ainsi, finalement, puisque & est borné dans W1>°(0,T; H3(Qg(0)))3,
Xg(t,0,-) est borné dans W1>°(0,T; H3(Q5(0)))3. A partir de la, on voit que :
dit) = do—  sup  [9:Xs(s,0,y)[t
0<s<t,yeN5(0)
> do - C(m, 5, Qs(O), E(), E)t
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IVE(s, y)ll oo ((0,6) x5 (0))
C(QS(O)a EO» G)t

et [VXs(s,0,y) — Q(s)llLoo((0,0)xs(0) <
<

Ainsi, pendant un temps petit, on évite les chocs et, d’apres le lemme 1.3, le flot reste injectif.
Les conditions du théoréme sont donc réalisées jusqu’a un temps T > 0 dépendant de e, Ey,
Qg(0), des données m et dy et de 0.

La suite de ce travail est consacrée a la démonstration de ce théoreme. La démarche est la
suivante : dans le paragraphe 3, on propose une écriture de la vitesse recherchée a partir de
vitesses découplées définies sur les domaines de référence. On résout ensuite dans le paragraphe
4 par une méthode classique de Galerkin le probleme linéarisé en dimension finie. Un argument
de point fixe permet de passer facilement au probléeme non linéaire en dimension finie. Dans le
paragraphe 5, on montre ensuite des résultats de compacité sur les densités et sur les vitesses.
Enfin, pour terminer, grace a ces résultats, on passe a la limite sur le probleme en dimension
finie (paragraphe 6) et on prolonge la solution sur l'intervalle [0, 7] voulu.

3 Représentation des vitesses

L’idée est de représenter une vitesse admissible (c’est-a-dire satisfaisant les conditions
(2.1) & (2.4)) par des vitesses découplées définies sur les domaines de référence Q2g(0) et Qr(0)
en procédant d’une fagon similaire a I’article Desjardins, Esteban, Grandmont et Le Tallec [13].

Pour cela, on se donne (u?p, a, @, E) tel que :
*Wg € Yy ou
Yo = L0, T; L*(2#(0)))* N L*(0,T5 V(2 (0)))
avec : V(Qp(0)) = {w € HY}(Qr(0))? /divw = 0 sur Qp(0)} (3.1)
* (a, @,E) € Y7 ou Y; est défini par :
Vo= {(a,Q,6) e WH(0,T)* x Wh(0,T; SO5(R)) x WH*(0,T;£(Q5(0))) /
lla = goll Lo 0,1y < Ko, 1Q — Id]| oo,y < K1 et [|€]l oo (0,713 (025 (0)))7 < K2}

ou Ko, K1 et ko sont des constantes déterminées ultérieurement par (3.6) et (3.2).

A partir des données dans Y7, on peut définir un flot et une vitesse eulérienne sur la partie solide.
Pour que cette vitesse soit compatible avec une vitesse a divergence nulle sur la partie fluide,
il faut qu’elle préserve le volume. D’apres le sous-paragraphe 1.4.1, si le flot est inversible,
cette condition est équivalente a :

/ det VX5 (t,0, ) dy = [2(0)], ¥t € [0, ]
Qs(0)

Pour obtenir cela, on va rajouter un terme qui correspond a une dilatation ou & une compres-
sion du solide. Il compensera ainsi les variations de volume du solide dues aux perturbations
élastiques :

Xs(t,0,y) = a(t) + Q(t)(y — g0) + Q(E() + AMt)n(y)), ¥y € Qs(0)
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ou 7 est un relevement de la normale unitaire extérieure sur Qg(0) dans £(2g(0)) et A(¢) un
scalaire tel que :

/ det VX(t,0,y) dy = [Q5(0)] .
Q5(0)

D’apres le lemme qui suit, ceci est possible pour des perturbations élastiques assez petites :

Lemme 3.1 :

Ik >0, V€ € L(0,T; H3(Q5(0)))® / 1€l 2o 0,133 0y < F2s

El)\(t,f) €R, ||)‘||L°°(O,T) <p

/ det VX (2,0, ) dy = |Q5(0)] (3.2)
Qs(0)

o Xs(t,0,) = (1) + Q1) — g0) + Q1) (E(t9) + A+ Dn(w) )

Preuve du lemme 3.1 : N
Pour prouver ce lemme, on utilise le théoréeme des fonctions implicites. On a : VXg(t,0,y) =

Q(t)(Id + V&(t, y) + A(t)Vin(y)) donc :

/ det VXs(t,0,y) dy — / det (Id + VE(t, y) + A(O)Vn(y)) dy.
Q5(0) Qs(0)

Considérons :
H3(Qs(0))3 xR +— R

f: (&, 0) — 00 det (Id + VE&(y) + AVn(y)) dy.

La fonction f est de classe C! sur un voisinage de (0,0) et :

THEN = [ det (1 + () + ATn(w))er ((Fd+ VE(y) + AVay) V) dy:
Q5(0)
Ainsi, on a :
g = r = 1 =
5y (0,0) = /Qs(o)t (Vn(y)) dy /Qs(o)dvn(y) dy /OQS(O)n(y)-Ny dyy-

Par définition de 7, on obtient :

0

8—{(0,0) = a(00s(0)) > 0 ot a(902s(0)) désigne l'aire de 925(0).

Ceci permet d’appliquer le théoréme des fonctions implicites autour de (0, 0) et acheve la preuve
du lemme. [J
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En dérivant par rapport a t l'expression (3.2), on voit que A est un élément de WH°°(0,T)
et donc Xg € Wh(0,T; H3(Q5(0)))? : on ne perd pas en régularité en faisant cette transfor-
mation. On va définir un prolongement du flot Xg défini sur ) qui est inversible de {2 sur 2 en
utilisant le critere d’injectivité donné par le lemme 1.3. On définit maintenant P un opérateur
linéaire de prolongement tel que :

P H3(Qs(0)3 —  H3Q)PNHNQ)?

WS (Qs(0)) - WR(Q)P N HY(Q) (33)

puis, & partir de 14, on définit sur Q pour tout ¢ € [0, 7],
Ys,(t,0,.) = Id + P(Xs(t,0,.) — Id). (3.4)
La fonction }757p(t, 0,.) laisse les points de la frontiere 9f2 invariante et :

[Yp(t,0,.) = Id|| oo .oy < Cpl| Xs(,0,.) — Id|| oo 0. 1m0 (025 (0))?

ou Cp > 1 est la constante de continuité de P.
On peut toujours supposer que ko est assez petit pour que :

_ e
€1l oo 0,100 (5 (0)))3 T+ 1A oo 0,7 111100 (5 (0))3 < 3Cp

ol ey est donné par le lemme 1.3 pour le domaine 2. Pour cela, il suffit de prendre :

€0

3Cp (3.5)

Coka + plinllwr.eo g0y <

ot1 Cp est la constante de continuité de l'injection de H?(Qg(0)) dans W1>°(Q4(0)). On a alors :

€0

[ Xs(2,0,.) —a(t) — Q) (Y — go)ll e o,r;wr=(@s(0))2 < 30

Ainsi :
1 Xs(t,0,) — yll oo rawios s < 1Xs(t,0,.) — a(t) — Q)Y — go) |l oo (0.7:w 15 (25 (0)))°

+H(Q(t) — Id)(y — 90) | o= (0,75w 100 (25 (0)))3 + 18(t) = goll o< (0,1

€0
< ——+ko+ sup |ly— gollk
3Cp yeQs(0)

par définition de I’espace Y;7. Ainsi, si on prend :

€0

et sup |ly —gollk1 <

aYs) S ’
3CP  yeas(0) 3Cp

on a :

[ Xs(t,0,4) = yll Lo 07w (25 (0)))2 < Cp
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De cette facon, on en déduit que :
1Ysp(t,0,.) = Id|| oo (0,75w 100 (2))3 < €0

et donc ?S,p(ty 0,.) est injective de 2 sur Q (de ce fait, on a aussi l'inversibilité de Xg de Qs(0)
sur Qg(t) := Xg(t,0,Q5(0))). De plus, par un argument de connexité, comme Yy ,(¢,0,.) laisse

invariante la frontiere, Yg,(¢,0,.) est bijective de 2 sur Q.
On peut aussi supposer que k1, k2 et k3 sont assez petits pour que g(¢) reste a une distance
strictement positive de 9. En effet, pour tout ¢ € [0,77,

dN(t) Z d(] — Sup ”X:S(ta an) - y”
y€Q5(0)

avec d(t) = d(Qg(t),0Q) donc, avec k1, kg et k3 assez petits,

d(t) > a > 0. (3.7)

Enfin, on choisit ko assez petit pour avoir :
vrems, [ o A= 00) (A = g0 +8) 2 1P (35)
s(0

pour tout ||£~||LW(O,T;H3(QS(O)))3 < kg de telle sorte que &(¢) soit un élément de YVs5(Qg(0)) ot
YV5(25(0)) est défini pour tout 6 > 0 par :

Vi(@s(0) = {w e £@s(0) /vre®, [ A AG—m) (A G—g+) > 6||ru2}. (3.9
Q25(0)
On définit maintenant pour tout ¢ € [0, 7]

Xg(0,¢,.) = Xg(t,0,.)"": Qg(t) — Qg(0)

et
Vi e [0,T], Vo € Qg(t), as(t, z) = 8, Xs(t, 0, X5(0,,z))

la vitesse eulérienne associée a Xs. Ainsi, puisque le flot )N(g(t, 0,.) est inversible de g(0) sur
Qg(t), d’apres (3.2) et le lemme 1.1,

/~ Ug.Ny dyz = 0.
os()

Grace a I'hypothese de garde (3.7), la partie fluide définie par Q r(t) == Q\ ﬁg(t) est aussi
réguliere que la partie solide, pour tout ¢ dans [0,7]. D’apres la proposition 1, on peut ainsi
prolonger la vitesse @ig en dg, € L>(0,T; H}(Q2))? définie par le probléeme de Stokes suivant :

—Adig, +Vqg =0 Qp(t)
divag =0 Qp(t)
aS,p 0 QS(t)

=ug
s, =0 90NI0k(t)
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De plus, d’apres la proposition 2, g, est un élément de L>(0,T; H*())3.

Dans la suite, on notera (), cette opération qui consiste a prolonger une vitesse par le biais du
probleme de Stokes précédent, c’est-a-dire 'application :

H'(Qs(t)? — Hy(Q)°

s(t) = dsy(t)

(Jp:

D’autre part, on prolonge wp € Yy par 0 & Q (wp = 0 0Q2r(0)). Pour terminer, on note u la
vitesse eulérienne définie sur [0, 7] x §2 par :

Ut,x) = Usp(t, ) + |(Ysp(0,t, ) wr| (¢, ) (3.10)
ol (?g’p(O, t,.))*wr est la transformée de Piola-Kirchhoff :
(YVs,(0, ¢, .))*wF} (t,2) = det(V¥s5,(0,t,2))V¥s,(t, 0, Y5, (0, ¢, 2))wp(t, Vap(0, ¢, 2)).

De cette maniere, on a composé le mouvement fluide et le mouvement solide, seule ug “bouge”
les solides. On peut remarquer que, sur Qg(t), u = ug. Ainsi, le flot X associé a u satisfait :

X(t,0,.) = Xg(t,0,.) sur Qg(0). (3.11)
Comme ?S,p est un élément de W1°°(0, T; H3(Q))3, @ appartient & L (0, T; L*(Q))>NL2(0, T; HY(Q))3.

On peut maintenant associer & 4 la densité pp d’aprés le résultat d’existence de di Perna-Lions
(voir di Perna et Lions [14]) :

Proposition 4 :
Soit v € L2(0,T;V(Q)) ou V(Q) est défini par (3.1). Soit ¥o € L>®((0,T) x Q). Le probléme :

OV + div (Pv) = 0 sur Q
U(t=0)= Yy surQ

a une unique solution faible U dans L>((0,T) x Q)NC((0,T); L*(Q)) c’est-a-dire qu’il existe un
unique ¥ dans L>=((0,T) x Q) NC((0,T); L*(2)) tel que : poure tout n € C*((0,T) x ),

T
/ / U (0 + (v.V)n) dadt = —/ Uon(t = 0)dx.
0 Q Q
Cette proposition permet de définir pr solution de :

{ Opr + div (prpu) = 0 sur Q
pr(t =0) = pEXxan(0)-

En effet, sur O r(t), divu = 0 et on remarque facilement que :

pr(t,z) = ﬁF(tva)XQF(t)(l’)a VeeQ,Vtel0,T].
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Ainsi, pp et u vérifient :
(i) @ € L>=(0,T; L*(Q))* N L2(0, T; Hy(2))%, pr € L=((0,T) x Q),

(ii) Le flot associé a u est défini et s’écrit :
X(t,0,y) = a1(t) + Q1(t)(y — go) + Q1 (t)&1 (¢, y) sur Qs(0)
avec a1 € Whe(0,T)3, Q, € WL(0,T; SO3(R)) et & € Wh>(0,T;E(Q5(0)))? d’apres
(3.11).
(iii) div & = 0 sur Qp(t) d’apres (3.10).

Ainsi, a des données (wr, (a, @,E)) € Yy x Y7 définies sur des domaines fixes, on a associé
(pr,u) vérifiant les conditions (2.1) & (2.4). On note © cette application.

4 Probleme en dimension finie

On va résoudre une approximation en dimension finie du probléme non linéaire. Pour cela, on
commencera par résoudre un probléme linéarisé en dimension finie puis on passera au probleme
non linéaire par un argument de point fixe.

On verra qu’il faut découper l'intervalle [0, 7] en sous-intervalles de maniére & garder une per-
turbation élastique petite par rapport a la configuration de référence.

4.1 Le probleme linéarisé en dimension finie

On va utiliser la fonction © pour construire une vitesse vérifiant les conditions (2.1) a (2.4)
et faire intervenir cette vitesse pour linéariser notre probleme.
Soient :

*(;)i>1 une base orthonormale de V(2 (0))

*(1)i)i>0 une base orthonormale de £(£25(0)) ot 1)y = 7 est le relevement de la normale sur
Qg(0) défini au paragraphe précédent.

e Soient N € N* fixé et (wg ,aV, QNN ) € Yy x Y; défini par :

W (t,.) = Z%(t)% &) = Z&i(twi (4.1)

avec ELN € Cl(O,T)S, @N c Cl(O,T; SOg(R)), (di)lgig]\/ S Cl(O, T)N, (ii)lSiSN S CO(O,T)N.
On peut alors reprendre la construction du paragraphe précédent et définir :

(. a") = (aff,a, QV, &)
Sur Qg(0),

X§(t,0,y) = a0+ QY1) —g0) + QY& () + do(D)n(y))
= av(t)+ QN () (y — g0) + QN ()EN (t,y)
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ou &g est le terme correcteur de conservation de volume et :

N (ty) = &' (L) + do(0) Zaz Yily
On a ainsi :
> €
IX57(2:0,) = Tdll e rawn=qosto) < 2 (42)

ot Cp > 1 est la constante de continuité de P défini par (3.3). Le flot X 5 (t,0,.) est donc
inversible de 25(0) sur son image Q% () et on définit le prolongement inversible YS p(t 0,.) de
)?év(t,(), .) dans W1°°(0,T; H3(Q)) par (3.4). Enfin, on pose :

N
UR (ty) = > ai(t)vily) = 0N (t,y)
i=0
Ainsi,
ﬂN(t,a?) = &N(t) (Xﬁg(t))p + (@N(t) A (z— &N(t))xﬁN( ))p (4.3)

N
+(@N(t)(zd§(t)wi(55§v 0,t,) ) +Z% [(Y35(0,2.)) @] (8, ).

On cherche maintenant (p,u™, V) solution du probléeme linéarisé donné plus loin sous forme
variationnelle telle que :

e sur Qé\/(t)’
w0 =0 00 - 0) + @ UR e R0 @)

avec U (t,y) Zﬂz (t)¢i(y) on Bo(t) est tel que :

/~ u (t, z).ng dy(z) = 0 (4.5)
00N ()

o sur QN(1),

uV(t,z) = o (1) (x ﬁN(t)) + (WN(t) Az — &N(t))xﬁg(t))p

QYUY t, X5 (0,1, x) +Z% (Y (,0,.)) i (t,x) (4.6)
N

o N(ty)=> ai(t)ly) sur Qs(0) (4.7)
1=0

{ OepX + div (pRu) = 0 sur Q
[

pr(t =0) = phxap ) sur Q
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Remarque 4 :

Dans la formulation variationnelle, on exprimera que &Y = U}EV soit

Bi = o, V0 < i < N. On introduit les inconnues (3; pour ne pas avoir des dérivées secondes
portant sur les «; ce qui permet de résoudre un systéme d’ équations différentielles d’ordre 1.
On procéde ainsi par commodité mais il n’y a pas de raison fondamentale.

La condition (4.5) qui correspond & une condition de conservation de volume est maintenant
linéaire. En effet, elle s’écrit :

N
D A ()8i(t) + 7 (8)Bo(t) = 0
i=1
ou, pour tout 0 <7 < N, le satisfait :
A= [ QORI 0] o) (49)
o0 ()

Vérifions que By est bien défini. La normal unitaire extérieure n, définie sur 8§g (t) peut s’ex-
primer en fonction de la normale unitaire extérieure N, définie sur 9Qg(0) :

cofV)N(éy(t, 0,y) Ny
ng = - , Vy € 005(0). 4.10
K00 ™ ot VRN (1,0.9)N, s{0) (410)

On obtient ainsi :

o (t) = /N [QN (H)n(X5 (0,1, 2))] .0y dy ()
205 (t)
= /89 o) [@N(t)n(y)} .ngé\;(w’y)ﬂcof VXY (t,0, YN, || dy(y)
- /895(0) [@N(t)n(y)} . [Cof V)z]gv(t, 0, y)Ny] dy(y).

Comme VXX (t,0,4) = QN (t)(Id + VEN (t,y)),
1
det (Id + VEN(t,y))

cofV)?éV(t,O,y) = @N(t)(fd‘f‘vgN(t,y))_t

et donc :
1

/695(0) det (Id + VEN (t,y))
1

/aQS(o) det (Id+ VEN(t,y))

) = n(y).[(Id+ VEN (t,4)) "' N,] dv(y)

N,.[(Id + VEN (t, 1)) TIN, ] dvy(y)

par définition de n. En utilisant (4.2), on obtient :

7V (t) > > 0. (4.11)
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Ainsi la condition (4.5) a bien un sens et on peut écrire Up

N =N
N _ , qoy (t)
Ug (ty) = ;:1 Bi(t) (wxy) fév(t)n(y))

On peut de cette facon décomposer Ug sur une nouvelle base wil dépendant du temps

UE (t,y) Zﬂz () (t,y)

avec :

Vi y) = 4ily) — oy

Les fonctions 1/11.1 vérifient alors la condition linéaire suivante

/~ [QN(t){Ez‘l(tv XéV(O’ t .CU))] Ny d’Y(x) =0.
o0 (1)

Ainsi, on peut prolonger @N(t)z’/;l1 (¢, )N(éV(O, t,x)) en une fonction & divergence nulle sur QX (¢)

On la note \T!Z :
U; = (QV (1)) (. XY (0,1, ),

4.2 Formulation variationnelle

On cherche uV, U J{;V et &V sous la forme :

(t,z) = dN(t) (XﬁN(t)) + (WN(t) A (T — aN(t))Xﬁg(t))p
+Zﬁz i(t, @ +Z% [(Yay,(0,8,.)) i) (¢, ) (4.12)
N
Zﬂz (9} (), €N (L y) =Y aa(®)u(y) (4.13)
=0

=1

UE (ty) =
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solution du probléme variationnel suivant :
T . T d .
m/ &N-bth+/ —(JNONY N dt
T ~ o~ ~ o~
w0 G AR g0+ BN AN A g+ ) N dyas
0 JQs(0)
T o~ o~ o~ o~
—/ / p&QNHEN A (W AQN (Y —go+€Y))) - N dydt
0 JQs(0)
T ~ ~ ~
+/ / pEQN (y — go + €M) A @Y AQNOEN) - PN dy dt
0 JQs(0)
T s T
+/ / p%QN <£NA8thEV) -rNdydt+/ / PO, UN - VY dy dt
0 Jas() 0 Jas(0)
T . T . -
e[ (@S na) v ayaer [ ((0Y) N naEY) -V dyae
0 Jas() 0 Jas(0)
T ~ o~
e[ (@) A EY) v dyae
0 JQs(0)
T o~ ~ ~
w0 @) A (@) IS Ay 0+ € VE dyds
0 JQs(0)
T T T
+€/ (atUgaVEJ’V)HS(Q 0)) dt+/ / S5(EY) 35y(V1§V)dydt+/ /ﬁ%@tuN-dexdt
0 o 0 Jas(0) 0 Jo

T T
—i—/ / PR (@™ - Vyul) o dacdt—|—21// /~ eo(uN) : ep(vN) da dt
0o Ja 0 JOI®)

T T
+/0 (2™, 1™) s g0y 9t — /0 (UE 1) 3 g 0y) ¥ = 0

pour tout
wN(tx) =N (Xay ), + (VO A @ =Ygy ),
N N
+ 3 Bit)Ti(t,2) + Y Cit) (Va5 (0.1,.)) il (2, )
=1 =1
et

N N
Vil (ty) = Bi®di(ty) , 0V (ty) = At)(y)
i=1 i=0
avec bV € HY(0,7)%, rV € L2(0,T)3, A;, B; et C; € L?(0,T).
Les inconnues du probléme sont maintenant les coefficients a”, w!V, oy pour 0 < i < N et
Bi, vi pour 1 < i < N. On cherche ¢V dans H?(0,T)3 et w" dans H'(0,T)3, o, Bi, v dans
H'(0,T). Ce probleme est complété par les conditions initiales obtenues & partir des données

1 0 ¢1 0 0
gOaa7w7£7uF7pF'
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Remarque 5 :

., N . I . . .. \
La densité pp est solution exvacte de l’équation de conservation de la masse associée d u
(d’aprés la proposition 4, pg est bien défini). On ne fait donc aucune approximation en di-
mension finie de ’équation portant sur la densité : ceci permet de garder une estimation d’énergie

N

sur le probleme en dimension finie.

4.3 Résolution

On prend successivement pour v” les fonctions-tests suivantes : pour tout 1 < ig < N

OY(0) (xaiy ),
(PN A @ = aV(0)xay )

Bio (t)\pio (t7 $)5
Oio (t) [(?ﬁj(oa L, '))*Soio] (tv .CL‘)

et pour tout 0 < i < N on prend :

nN(tv y) = Aj, (t)wio (y)

On obtient de cette maniere un systeme d’équations différentielles d’ordre 3N + 7 de type :

dyN

AN () —

(t) = MN )YV (t) avec AN, MY € C(0,T; Man47(R)). (4.14)

Le vecteur YV g’écrit :

YN () = YaN(t), N (t), ao(t), ...an(t), Bi(t)...Bn(), 11(t)... N (1))

(ici @™ (t) et wV(t) sont des vecteurs de R?).
Les décompositions des conditions initiales sur les bases donnent YV (0) :

& e £(0s(0) = € = 3
=0
up = (' (xas), + («* A (@ = 90)xasm), + (£),) € V(Qr(0) =

= (@' (xas), + (W" A (@ = go)xas), + (€1),) = D_ Wi
1=0

On obtient ainsi la condition initiale pour YV :

YN(0) = (a', 0%, 0,...0, B ... 8%, AR
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Il faut maintenant vérifier que AV est inversible. La matrice A" est donnée par :

aj a9 0 A1 Ag
a9 as 0 A3 A4
AN@G = | "o [0 [1d] 0 | 0
PAL [TA3 ] 0 | A1q | Aig
AL Ay | 0 |"Ars | Azs

ou :
ai, az, as S M3,3(R)7 A17 A27 A37 A4 S M3,N(R)7

Id € Myt1nv+1(R), A11, A1, A22 € My n(R)

avec :

2
~N
a, = (m + /Q,oF (t, ) ‘(Xﬁg(t))p‘ d:L‘) Ids 3.
La matrice ao est définie par :
~N ~N 3
(aqw,r) = /QpF (t,x)(xﬁg(t))pw A (((z —a (t))xﬁg’(t))p) crdr, Vw, r € R°.
De plus, les autres matrices sont définies de la facon suivante :

a3 = JN +Ji(t)

e = [ ) gy, Tilta) da

(o = [ ) ), [(T35(0.8.0) 0] (t0) da

()i = [ A (EDT(k) A (@ - (O)xgy), do +

(Ag)i = /ﬁg(taw)[(?s%(oatv-))*%}(t,%)/\((w—dN(t))Xﬁg(t))pdw
s = [ ABOIEDTE) dy+ BB Do)
) _ _
(A12)ij = /ﬁg(t,x)[(?sﬁ,(o,t,.))*goj}(t,x).\ifi(t,x)dx

(A2,2)i,j = / ﬁg(tv ‘T) [(?S%(O’ t, ))*901} (ta 1‘) [(}7‘5{?;(07 L, '))*on] (t7 .I')
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Pour tout ¢ € [0,7], on a noté Ji(¢) la matrice d’inertie telle que : pour tout w, r € R3,

~N ~N ~ N
(Ji(t)w,r) = /QpF (t,z) <w A ((:U —a (t))xﬁg(t))p' (r A ((1: —a (t))X?zg(t)>p dx.
On voit ainsi que AV est symétrique. Cette matrice est aussi définie positive puisque, en
posant :
Y = Ya,w, ag, ...an, Br...B88, V1. IN)

on a :
YAN(Y = Q@ﬁ%@ﬂa+wA@N@—gm+g(ty-+QN }:@wlty‘
) N
N N 1
" /Q Al (60) d -+ | 3 aidl e Lo Z@ (4.15)
avec .
N N N
N(t,a:) :a(xﬁg(t))p—F(w/\(m—&N(t))xﬁg(t))p—kz:ﬁi\l’i(t,1‘)+Z%[(YS]?;(O t, )) npl]( ).
=1 i=1
Donc

YAN()Y >0,VY e RPVHT

et, puisque &V est un élément de Vs5(Qs(0)),
YANH)Y =0=Y =0.

Le systeme admet donc une solution unique Y dans C'(0,T)3N*7. On vérifie que les cceffi-
cients solutions du systeme d’équations différentielles donnent bien la solution (uN U g N ) du
probleme linéaire en dimension finie.

Enfin, I'existence et I'unicité de p" solution de (4.8) est assurée par la proposition 4.

4.4 Point fixe

D’apres la formulation variationnelle satisfaite par la solution, si on prend b~ = a'V,

rV =l Vév = UJJEV et vV =V, on voit que notre solution satisfait une estimation d’énergie :

3 [ AW[aY @+ A GO - 50+ € 0) + Q00 0] dy
2 %@
1
+2/ng (t,z |uF (t,x ‘ dm+2y/ /QN(S lex(u (s x))|2dxds+ 6“8155 HH3 (Q5(0))
45 [ SHE®) o€ ) dy < BY < 2B (1.16)
Q5(0)
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avec :

N
1 - 2
BN = / p3y)|at + 0 Ay — g0) + D 80010, )| dy
2 Jas (o) i=1
1 01 0 - 0,71 - 0 2
+2/Qpp‘a (Xas(0)), T« A ((& = 90)x0s0)), + (Zﬁiwi (O,y))p+2’n wi(y)‘ dy
=1 =1

H3(Q25(0))

€l e ~ 2
5| 80|
=1
On a: N
ngnm;ﬂ?@z?}m, ) = &' dans H(Q5(0)).

Ainsi, d’apres la proposition 1,

N—oo

N
lim (Zﬁ?@@}(o, .))p = (fl)p dans H(Q).
i=1

De plus :
N
. 0 0 1 0 1 1
z\}gnooz;yi i = up — (a (XQS(O))p +w’ A ((w — g())XQS(o))p + (f )p) dans Hy(2r(0)).
On a donc :
Jim BY = Eo (4.17)
ou :
Eo = 1/ p%\a1+w0A(y—go)+£1I2dy+1/ pg“'qu’zder}ﬁHngiIB(ﬂ )"
2 Jas(0) 2 Jar© ? )

Ainsi, pour N > Ny, ou Ny est un entier fixé,
EY < 2F,. (4.18)

On a donc une majoration uniforme de E[])V . Montrons que Y est borné dans L>(0,T). Pour
N assez grand, comme &V (t) est un élément de Vs(Q2(0)) pour tout ¢ € [0, 7], on déduit de
l'estimation d’énergie qu'il existe une constante Cy dépendant uniquement de €, Eo, 25(0), p2

et 0 telle que :
N

. 2 2
AN @)+ WV (0] + D alt)? < Co. (4.19)
i=0
D’autre part, I'estimation d’énergie donne aussi que :

1
2/ P (t, ) |ug(t,x)‘2 dx < 2FEy. (4.20)
Q
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D’apres (4.19) et (4.2),

N

/pF (t,z) ‘ oV (¢ (XQN( )) + (WN(t) A (x—aN(t))XQSN(t))p+Zag(t)ﬁ!i(t,x) dx < C).
i=1

Donc (4.20) nous permet de dire que :

/pF (t,z ‘Z% Ysp 0,t, .))*goi](t,x)fdazg Cy

soit, toujours en utilisant (4.2) et le fait que (;);en est une base orthonormée de L?(2(0)),

N
D i(t)? < Cs. (4.21)
=1

D’olt en combinant (4.19) et (4.21), on obtient :

N N
N O] + VO D a2+ S ) < M (4.22)
1=0 =1

ou M est une constante dépendant de e, Ey, m, p% et de J. Il faut maintenant utiliser une
méthode de point fixe pour passer au probléme non linéaire en dimension finie. On définit tout
d’abord I’ensemble A par :

A=CH0,7)% x 10, T;SO3(R)) x C*(0, )N x c(0,T)N
et on le munit de la norme de continuité uniforme, puis on note C I’ensemble :

{Z = (aN,QN,al,...,aN,’yl,...,’yN) € A/HZHA < M et

N
la™ = goll 0.1y < o, Q" = Idl| ooy < K1, sup D ai(t)® < 3¢
0<1:<TZ 1

L’ensemble C est un convexe fermé de A. On consideére I'opérateur :

K:C — A
ZN o ZN
(dN7@N7d17"‘76[N7:Y17”');5/N) = (O’N?QNJala"')aNaryla"'77N)

ot ZV est obtenu & partir des ccefficients de la solution de (4.14). K est un opérateur continu.
De plus, d’apres (4.22) :

N
6N ()] + ’QN(t)‘Q +) oj(t)? < M, Vte[0,T].
=0
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Donc, si on prend,

T = To_mf(\ﬁ ;L f) (4.23)

alors :
N

la™ — goll Lo (0,1) < Ko, QN — Id||pe(0,1,) < k1 €t sup Zai(t)2 < K
0<t<Th =

et dans ce cas, ZV € C et donc K(C) C C.

Jusqu’au paragraphe 6, on va se placer sur 'intervalle [0,7p], on prolongera dans le sous-
paragraphe 6.2 la solution & 'intervalle [0, 7], ou T est un temps indépendant de kg, k1 et ko
comme il est annoncé dans le théoreme 1.

Montrons que K(C) est relativement compact dans A. D’apres (4.14),

D0 = a0 MYV )

On n’exprime pas entierement la matrice MY (t) mais, on voit que pour avoir une majoration
N . . . . ~N

deNM iianfsy L*>(0,Tp), il faut avoir des estimations sur (Xﬁg(t))p’ (z—a <t))Xﬁg(t))p et

(@Y (t)vH(XE(0,¢, :c)))}p dans WH°°(0, To; L2(2)) et dans L>(0, Ty; H'(Q)). Pour la régularité

Whee(0, Ty; L2(£2)), on utilise la proposition 3 et la propositon 1 donne la régularité recher-

chée dans L>(0, Tp; HY(Q)). 11 faut étre attentif au fait que les constantes C' dépendent du flot

}75]?;. Comme celui-ci est borné dans W1°°(0, Tp; H3(£2)), on a une majoration uniforme de ces
constantes. De plus, comme C est un sous ensemble borné de A, on obtient une majoration de
MN dans L>(0, Tp) uniformément en ZN dans C.

La matrice AN dépend du vecteur ZN . Pour souligner cette dépendance, on note temporairement
AgN Montrons que (AgN)*1 est borné dans L°°(0, Tp) uniformément en ZV dans C. Pour cela,

supposons que c’est faux. Ceci revient & dire qu’il existe une suite (y) d’éléments de R3V+7,
une suite de réels (f) et une suite (Z N ) d’éléments de C tels que :

lim ykA (tk)yk =0, |lyell =1

k—oo
avec
Yk = "(ag, Wy Q0 ks - ANy Brk -+ BNk Y1k - INE)-

Le calcul (4.15) donne immédiatement que :

lim a =0, lim wg =0, lim a;, =0,VO<: <N, lim 3, =0,V1<i<N.
k—oo k—oo k—oo

k—o0

Ainsi, en utilisant l’estimation (4.2), on obtient que :

lim ka (tg,x Z%k Ys,pk(o trs)) i) (b, @ \ dr =0

k—oo
i=1

ou ﬁ% et YS]?;’ ;. sont définis & partir de Z,]CV . D’ou, finalement :

lim ;1 =0,V1<i<N.
k—o0
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1

Ceci est en contradiction avec le fait que ||yx|| = 1, Vk € N. Ainsi (AgN)* est borné dans

L>(0, Ty) uniformément en ZV dans C et donc :

| <1

Lo 0T0)3N+7 -

donc, d’apres le théoreme d’Ascoli, K (C) est relativement compact dans A : on peut ainsi appli-
quer le théoreme de Schauder qui nous donne ’existence d’un point fixe pour I'application K.

Il faut maintenant montrer que ce point fixe correspond a une solution du probleme non
linéaire : soit (aN,wN, A1y ey ON Y1 ...,'yN) le point fixe obtenu. A-t-on bien u" = @V ?

“N(tu T) = dN(t) (XQN(t)) + (WN(t) A (T — dN(t))XQN(t))
+Za ) (@ WA EYO.12))) +Z% J(Y,00.1,)) @] (t.2)

et

N
QN6 (D @) XE (0.t,2)) + ah (1) (XE (0,1, 1’)))] =

i=1 p

: N
> () (@Y ()i(X5 (0.1, 2))
Li=0

Or, par définition de &g et «p,

/8 - [ Za YK (0,,2)) + G (1)o(X2 (0,1, x)))] ng dy(z) = 0
et
~ N ~ ~
/ - [@N(t)(zaxt)wxxév (0,1,2)) + (B (KL (0.1 w)))] g dy(x)) = 0,
st i=1
Comme &; = oy, V1 <14 < N, cela implique :

(@h(t) = ap(®)) / RN Wwe(XY (0,t,2))| na dr (@) = 0

o0 (1)
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soit

d’apres (4.11),

&) = ay = @ = u et donc aussi p¥ = pi.

On obtient donc une solution du probléme non linéaire en dimension finie. On exprime mainte-
nant I’équation du mouvement solide de facon globale : comme dans le paragraphe 1.3, on peut

écrire de facon équivalente le probléme discret satisfait par u?

en choisissant une formulation

globale sur le solide qui fait intervenir le flot X2 (voir (1.7)) ou en exprimant les équations de
la translation, de la rotation et des déplacements élastiques (voir (1.9), (1.10) et (1.11)). Ainsi,

on a :
uN(t,x) = dN(t) (Xay @), + @) A (SU — () xay ),
Za 1/}1 XS Ot.%' +ZFY’L YSpOt ))*SOZ}(taw)
et
N
Nt y) =) (t)i(y)
i=0
solution de :
T 2 N 7o 2.N /N
/ /Qs )2 XY (t,0,9) VN (¢, y)dydt—i—e/ (07N, Vi )H3(QS(O)) dt

To Ty
/ / »2 ﬁN P Ey VE dy dt+/ / OtuN N dx dt
Qs(0
TQ TO
+/ /pg((uN‘V)uN)'de:vdt—kZV/ / ex(u) : ex(vN) dz dt = 0
0 Q 0 Qi ()

pour tous V¥ et vV tels que : pour tout (¢,%) € [0, Tp] x Qs(0),
V() =0 () + 7Y () A QY (B — g0 + €7 (8 9)) + QY (OVE (1)
avec :

= ()
Vi (t,y) = Y Bilt)wf (t,y) ol 4} (t,y) = ¢ily) —

i=1

et, pour tout (¢,x) € [0,Tp] x €2,

N

Nt x) = (VN6 X0, t,2), + > Clt) [(Yap(0:t,.)) ] (¢, ).

i=1

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)
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Les coefficients b € H?(0,1p)3, rN € HY(0,Tp)? et B;, C; € H'(0,Tp)? sont pris nuls en t = Tp.
Dans 'expression de wil, pour tout ¢ = 0, .., N, TzN est défini par (4.9) en remplacant QN par
QN et Xév par Xév. De plus, pg est solution de :

opY + div (pRul) = 0 sur Q

pr(t =0) = phxa()-
On vérifie facilement, en utilisant la régularité en dimension finie du flot X%, que :
pR(t,z) = ph(XN(0,t,2)), Vo € Q, Vit € [0, Tp]. (4.28)
L’estimation d’énergie et (4.18) donnent :

1

2/ P (y) @™ () + ™ () A QN (1) (y — g0 +§N(t))+QN(t)8t£N(t)\2dy
Q5(0)

1 N N 2 ! N 2 1 N 2
+2/QpF(t,J:)|uF(t,a:)‘ dx—i—QV/O /Qg(s) lex(up (s, )| dxds—i—ieuatf (t")HH3(QS(0))

1

t5 [ SHENED) o€ b) dy < BY < 2B (4.29)
25(0)

Proposition 5 :
On peut extraire de (a), (W), (uV), (V) et (XY) des sous-suites (qu’on note encore (a

s (w Ny
(WN), (W), (€N) et (X)) telles que :

7

v = a dans  W1(0,Tp)? wx
oV w dans  L°°(0,Tp)3 wx
uV = dans LOO(O,TO;LQ(Q))3w* et
dans  L*(0,Ty; HL())?w
¢ = & dans  L*(0,Tp; H'(Q5(0)))° w
))? w

0N — 9  dans L*(0, TO,H3(QS()
Xév — Xg dans WH>(0,To; H3(Q5(0)))3 w

ot Xg, le flot associé a u, est défini sur Qg(0) par :

Xs(t,0,y) = a(t) + Q(t)(y — g0) + Q)S(t,y), Vi € 0,Tp], Vy € Q5(0).

Preuve de la proposition 5 :
Tous ces résultats viennent de l’estimation d’énergie (4.29) et du fait que ¢V est un élément de
Vs5(Q5(0)). Pour le résultat de convergence faible de (u”), on remarque que, sur la partie solide
Qg (1),

uM (t,x) = a (1) + N (1) A (@ = (1) + QY ()N (1, X (0,8, 2)).

Ainsi (uY) est bornée dans L2(0, Ty; HZ (22))3. Le caractere borné de (u’") dans L>(0, Tp; L2(Q2))3
vient de (4.29) et du fait que, d’apres (4.28), (p¥) est borné inférieurement par une constante
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strictement positive sur Q¥ (¢).
De plus, si on note Y la limite faible de (X2') définie sur 25(0), on voit facilement que :

Y(£,0,y) = a(t) + Q(t)(y — go) + Q1)E(, ), V (£, y) € [0, To] x Qs(0) et
uM (8, X5 (t,0,y)) — u(t,Y(t,0,9)) p-p- (t,y) € [0, To] x 2s5(0).

Comme

XY =Y dans Wh°(0, Tp; H3(Q5(0)))% w,
ceci implique que :
OY (t,y) = u(t,Y(t,0,y)) dans D'((0,Tp) x 2s(0)).

Ainsi Y est le flot associé a u sur Qg(0). O

5 Résultats de compacité

5.1 Compacité de la densité
On va utiliser le théoreme suivant dii a di Perna et Lions (voir Lions [21], chapitre 2, théoreme

2.4) :

Théoreme 2 :
Soit (vy) une suite de L*(0,Tp; V() qui converge faiblement vers v dans L?(0,Ty; V(Q)). On
considére la suite (1) définie pour tout n € N comme l'unique solution de :

Opthy, + div (Y vy,) = 0 sur)

¢n(o) = 1o
ot g € L®(Q) est tel que 0 < 1y < C. On suppose que (V) appartient a C(0,Ty; L*(Q)) et que
0 <y, <C.

Alors (¢y,) converge fortement dans C(0,Tp; LP(2)) pour tout 1 < p < 400 vers l'unique solution
W € L®((0,Tp) x Q)N C(0,Ty; L (Q)) de :

o + div (o) = 0 sur

1[)(0) = to.

On en déduit que la suite (pX) converge fortement dans C(0, Tp; LP(£2)) pour tout 1 < p <
+o0 vers pp € L((0,Tp) x Q) NC(0,To; L1(2)) solution de :

{ Opr + div (ppu) = Osur Q
pr(0) = piXap(0)-
Remarque 6 :

Dans Lions [21], la preuve du théoréme donne comme résultat supplémentaire que («/p%)
converge fortement dans C(0,Tp; LP(2)) pour tout 1 < p < 400 vers \/pr.
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5.2 Compacité des vitesses
5.2.1 Démarche de la démonstration

La démarche utilisée ici est une démarche relativement classique qu’on retrouve, par exemple,
dans Antontsev, Kazhikhov et Monakhov [1], Lions [21] et Desjardins [11]. Pour passer & la limite
dans la formulation variationnelle, il faut un résultat de compacité sur les vitesses. Ce résultat
va étre établi en utilisant le lemme suivant démontré par Simon [27] qui caractérise les sous-
ensembles compacts :

Lemme 5.1 :
Soient B un espace de Banach et F' — LP(0,T;B) avec 1 < p < oco. Alors F' est relativement
compact dans LP(0,T; B) si et seulement si :

to
{ f(t)dt, f € F} est relativement compact dans B, pour tout t1 et to tels que 0 < t1 < to <
t1
T et

1ft+n) = f(O) oo r—np — 0 quand b — 0, uniformément pour f € F.

On va montrer que <\/pguN> converge fortement dans L2((0,Tp) x Q)3 vers \/pru. Il est
clair que <1 [ pNuN > converge faiblement dans L?((0,Ty) x Q)3. D’aprés la remarque 6 et la

convergence faible de (u”) vers u dans L2(0, Tp; H} (Q))3, (\ [ pNul¥ > converge faiblement dans

L%((0,Ty) x Q)3 vers /pru. Pour avoir un résultat de convergence forte, d’apres le lemme, il
faudra d’une part une estimation uniforme en N du type :

[ [ meran - oroea

avec lim §(h) = 0.

h—0

gt < §(h) (5.1)

to
D’autre part, comme pour tout t; et to tels que 0 < t1 < ta < Ty, </ pg(t)uN(t) dt> est
t1

to
bornée dans L?(Q2)3, il faut aussi montrer que ( / \/ o (t)un (t) dt> converge fortement vers
t1

Vpr(t)u(t) dt dans L2(Q)3. Or :

to
t1

/ttz ( PR (0 (1) - mum) it —
/t2 \//T(t) (UN(t) — u(t)) dt + ” (\/M — J,T(t)) uN(t) dt. (5.2)

t1 t1
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Etudions tout d’abord la convergence du premier terme de droite. Si on choisit une subdivision
(ai)1<i<p41 de l'intervalle [t1, t2], en notant a, 1 le milieu de I'intervalle [a;, a;+1], on peut écrire :
- 2

to P Qi1

R ZEGORTIESY L ora) (0 ) a
P Qi1

- Vor(t) — (a;, 1)) (uN(t) —u(t)) dt. (5.3)
; /a ( pF \PF(ai ) ( )

Comme (uV) est bornée dans L2(0,Tp; HE(Q))3 N L2°(0, Tp; L2(2))3, (u”) est bornée dans
L4(0, Tp; L3(2))? (voir Lions [20]) et donc dans L3((0,Tp) x 2)3. Ainsi, en appliquant 'inégalité
de Cauchy-Schwarz puis 'inégalité de Holder, on a :

:i L (Vor® = \forler ) 07 @)~ wioy a
<o f (S [ var - ooy
i=1" %
SC(/OTO/Q‘UN(t)—u(t)‘?)dxdt)ﬁ(g/:i“/ﬂ‘ /pF(t)—\/pF(aT%)
<o [ [ Vit~

De plus, pour € > 0 fixé, comme ,/pr appartient & C(0, Tp; L°(Q2)), on peut trouver une subdi-

vision assez fine de [t1, 1] telle que :
Vor(t) =\ /pr(ag 1)

i

2

L2()

’ ™ (1) — u(t)fdt> dz

® da dt)é

6dxdt>§.

sup
1<i<P a;<t<a;+1

<e.
Q) ~

Donc : )

< Ce
L3 (Q)

P i1
Vor(t) = \/pr(a1)) (@ () — u(t)) dt
ZZ;/“ ( PF PF +1 )

ou C est une constante indépendante de IN. La subdivision étant maintenant fixée, on étudie le
premier terme de (5.3) :

P ait1 P Qi1
(a4 1) (™ () — u(t)) dt = (a0) [ (@)~ ult)) d.

ait+1
Comme (u) est bornée dans L?(0, Tp; Hg ()3, (/ u® (1) dt> est bornée dans H{(Q)? et

Ai41 A5+1
donc on voit facilement que ( / Al (t) dt) converge vers ( / u(t) dt) dans L?(Q)3. De
a; a;
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cela, on en déduit que, a € fixé, pour N assez grand,

\/ ) dt

<e.
L3 ()

Ceci montre la convergence vers 0 du premier terme de (5.2). D’autre part,

[ (Vo= vm)wa| <o ao-vam]

et comme, d’apres la remarque 6,

2

HUNH%3((0,TO)><Q)
L3 ((0,T0) %)

/ 3
Pg — VPF C(Oa TOa L= (Q))a
to
/ (\ [pR(t) — /pr(t ) t) dt tend vers 0 dans L?(£2)3. Ceci prouve donc que pour tout 1 et
to
ta tels que 0 < t1 < ta < T, (/ v/ oM (t)un (t) dt> converge fortement vers \/ t)dt
t1

dans L?(Q)3. Ainsi, si on montre I'estimation (5.1), on aura le résultat de compac1te recherché

pour (w / pguN

Pour cela, il suffit de montrer :

Lemme 5.2 : Ja >0,V N € N,

/Toh/Q (Pg(t + h)uN(t+ h) — pg(t)uN(t)) (W (t+ h) — N (1)) dz dt < h®.
0

En effet, supposons le lemme 5.2 démontré. Alors,

2
dz dt =

o t+h Nt +n) —/pR ()N (1)

/TO / PRt + )u (¢ + h) — pR () (1)) (N (t + h) — uN (t)) da dt
/TO /<\/p \/th+h>\/pF Nt + n)uM (t) do dt
+/0TO /Q (W%* n) = /o <t>> VNt hya ¢+ Ry (1) de db.

Majorons 'un des deux termes supplémentaires (on procede de méme avec l'autre) :

0 Q<\/pF \/pFH'h)\/pF N(t+ h)u ()dmdt‘g
¢ </0T0_h/9 3 d:cdt>3 </OTO/Q|“N(t)|3dxdt)§

To—h

—\/pg(“rh)
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Or, (uV) est bornée dans L3((0,Tp) x Q) et, d’aprés la remarque 6, (Mp%) tend vers /pp
dans C(0, Tp; L3(92)), donc on a :

Q<\/pg(t)— t—l—h>\/pF N(t + h)u ()da:dt‘g
—\/pg(t—i-h) ’ d:c>3 <e(h)

avec }lLin% €(h) = 0. On obtient donc dans ce cas I’estimation (5.1).

To—h

0<t<Tp—

CTy sup <
h Q

5.2.2 Démonstration

Montrons le lemme 5.2. On peut réécrire le terme qu’on veut estimer sous la forme :

/TO /(/t+h < (™) (Sax)d«S) (uN (t + h,z) — u(t,2)) dodt.

La formulation variationnelle (4.26) donne une estimation de termes du type

To o
/ / — (pguN) (t,z)vN (t, ) dx dt.
o Jaot

En prenant des fonctions-tests vV de la forme (4.27) & support sur [t,t + h], on estime :

t+h B
/ / — (pguN) (s, 2)v™ (s, ) dz ds.
t o Os

On voudrait donc prendre “v™ (s, ) = u™N (t + h, x) —u (t,7)”. Ce n’est pas tout & fait possible
car cette fonction n’est pas une fonction test admissible mais on va écrire la différence

N(t 4+ h,z) — uN(t,x) sous la forme d’une somme d’une fonction test admissible et de termes
résiduels qui pourront étre estimés.

Pour la partie solide, on définit :
w(tsa) = @) (xaxe), + @V 0 A @ - ¥ ($)xay ),

N
+ (Q%) [Z ai(8)i (X3 (0,5, 2)) + Fo(t, 5)o(XE (0,5, m))] )

i=1 P
ou fo(.,.) est défini par la condition linéaire suivante :

N

ngv (s)ak(t) + 78 (s)Bo(t, s) = 0, ¥ (t, s) € [0, Tp)? (5.4)
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ot 7V est défini par (4.9) pour tout 0 < i < N en remplacant @N par QY et )?év par Xév. Cette
équation permet bien de définir Fy(.,.) d’apres 'inégalité (4.11).
Pour la partie fluide, on définit :

N

wév(tv S, .%') = Z(’Yi(t + h) - %(t» [(YS]'?;(Q S, ))*‘101] (87 x)

i=1

Pour i =1, 2, AN gécrit :
AN =AY 4 AY

avec .

To—h t+h
:/ / (/ ds(pRulN) (s, z) ds) (wZN(t—i—h,thh,fL‘)—wZN(t,t,x)) dx dt
0 Q t

Alors, pour ¢ = 1, 2, on décompose AZN en la somme de trois termes :
N _ N N N
Ay =F + Ry; — Ry

avec

To—h t+h
B = [ [ e ) s w4 ) <l (. ) ds o
0 QJt

To t+h
R{\fi = / / / Ds(pRu™) (s, ) (W] (t + h,t + h,x) — wlN (t + h,s,2)) ds dz dt
0 t
To—h t+h
B = [ [ [ e s @l ) — 0 . ) ds .
0 QJt

Les termes FN sont estimés directement grace a la formulation variationnelle puisque les fonc-
tions w; (t + h,s,2) —wl(t,s,7) sont des fonctions tests admissibles. Pour les termes de reste
RY. et R2 ;» OIl montrera que :

|R ’ < Cih, |R2Z’ < Cy;h uniformément en V.
On va tout d’abord prouver le lemme suivant qui donne des estimations sur les wZN :

Lemme 5.3 :
pour tout N € N,

To— t+h
<1 <2/ // ‘811; tsm)‘ dsdx dt < Ch (5.5)

V1
t+h
/ / ‘le (t,s $)‘ dsdxdt < Ch (5.6)

t+h ;N2 \?
’Vwév(t, s, 1‘)| d:c) ds | dt <C. (5.7)
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Preuve du lemme 5.3 :
La premiére estimation résulte directement de 'estimation d’énergie (4.29) et de la proposition
3. Pour l'estimation avec i = 2, comme (u”) est bornée dans L?(0, Tp; HZ (Q2))3,

N

Z ’Yi(t)SOi(YAS{Z)(Oa L, ))

i=1
est borné dans L2(0, Tp; HY(2))3 — L2(0, Tp; L*(2))? et

N
Z ’Yi(t)VSOi(YS{XD(Ov t, ))

i=1

est borné dans L2((0,Tp) x 2)3. Ainsi comme (YS]E,) est borné dans W1°(0, Ty; H3())3, on
obtient la premiere estimation avec i = 2.

Pour la seconde estimation, on utilise la proposition 2 et on montre ainsi que (w{v ) est bornée
uniformément en N dans L°°(0, Tp; L%°(0, Tp; H?(£2)))? grace a (4.29) et au fait que By est un
élément de L>((0,Tp) x (0,Tp)) d’apres (5.4).

Enfin, pour la derniere estimation, on remarque que Z Yi; est borné dans L2(0, Tp; H'(Q))3.0
i=1

Pour majorer les termes Ré\{i (on procede de fagon similaire pour Rﬁ-), on fait une intégration

par parties par rapport a la variable s :

To—h t+h
Ré\;- = / // (pRu™) (s, 2)0wl (t, 5, 2) ds dx dt
0 QJt

To—h To—h pt+h
- / /(pguN)(t + h,x) (/ / dswl (t, s, x) ds) dx dt.
0 Q 0 ¢
Et donc :

T 3 t+h 1
) <ova ([ [jereeafaa) ([ [ 0w @ sl dsacar)
0 Q QJt

Ainsi, d’apres (5.5), on a :
‘Révz‘ < Cg,;h uniformément en N.

On a donc obtenu 'estimation voulue sur les termes de reste.
Majorons maintenant FlN :

To—h t+h
FN = / / / Ds(pRu™N) (s, z)(wl (t + h,s,2) — wi (t,s,2)) ds dz dt.
0 QJt
On peut réécrire la fonction-test :

w6+ hos,a) - w (ts,2) = (VY (1,5, XY (0,8,2)),
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VNt s,y) = (aV(t+h)—a" () + @V (E+h) -V (1) A QN ()Y — 90+ &V (s,1)))
+QN (s)VA (¢, 5,y) (5.8)
et : N
VE (ts,m) = > (af(t+h) — aj(t) ¥i(y) + (Bo(t + h. s) — Bo(t, 8)) o (y)-
=1

La formulation variationnelle donne :

t+h ) th v
/ /QS 8XS (s,0,y)V (tsy)dyds+€/ (05 Vi )H3(Qs(0)) ds
t+h t+h
/ / 22 (EN) e, (V) dyds—{—/ /8 pRuN) (Wl (t + s, x) —wi (t,5,2)) de ds
Qs(0
t+h
w0 @R o) @ e s -l (ts,0) dods
t Q
t+h
—|—2V/ / ex(u) s ep (W (t + h,s,2) — wi (t,5,2)) deds = 0. (5.9)
QN (s

On remarque que, d’apres 'expression (5.4) de fy, Oy est borné dans L°(0, Tp; Wi (0, Tp)) et
donc :

VE]'V(tv Say) = (8t§N(t +h y) - 6t§N(t7y)) + Wé’v(ta Say)
ot (WY) est borné dans L$°(0, To; W20, To; H*(Q25(0))))? et on a aussi :

VN(ta S, y) = (atXé'V(t —+ h? 07 y) - atXéV(t7 07 y)) + WN(t7 S, y)
ot WV est défini par :

Wt s,y) = WNE+h) A QY ()Y —g0+EV(5,9) — QN (t+ )y — g0+ &V (t+ h,y)))
~wN () A QY ()Y — 90 + €V (5,9) = QY (1) (y — g0 + €V (L, y)))
+QN(S)VEN(t> S, y) - QN(t + h)ath(t + hv y) + QN(t)ath(ta y)

Grace au fait que (V2') est borné dans L3°(0, To; Wa>°(0, To; L2(Q25(0))))? et & lestimation
d’énergie, W est aussi borné dans L2 (0, Tp; Wa ™ (0, Tp; L2(Qs(0))))3. Ainsi, pour le premier
terme de la formulation variationnelle (5.9), on a :

t+h
/ / (102 XY (5,0,9)VN(t,s,y) dy ds
Qs(0

_ / 0) [0XY (¢ +1,0,) — XY (1,0, dy

t+h
/ / ()2 XY (5,0,9)WN(t,s,y) dyds.
Qs(0



88

D’ou, en faisant une intégration par parties par rapport a la variable s :

To— t+h

()2 XY (5,0,9)VN(t,s,y) dy ds dt

Qs(0

To 9
- /0 /ﬂ AW X0y —axE w0 dyar
S

< ChHWNHLOO 0.Th: < Ch

W™ (0,To;:L2(25(0))))?
ou C dépend de Ejy, € et des données. Avec les mémes arguments, on montre que :

To— t+h

(926N, V4 )H3 (o) dsdt

N
—/O 10N (t + hyy) — 0N (1 y HH3(Q o) 4| = CIWE | oo 0, 05w 0> (0.10:22 (25 0))))

<Ch
On a donc :
To—h 9
\F1N|+/ / () |0XY (¢ + h,0,y) — XY (1,0,9)[ dy dt
Qs(0
+e/ Hatf (t+hy) = 0V (69) s 0oyt < Ch
To— t+h
22 (M) ey (VL) dy ds dt
Qs(0
To—h t+h

div (pNu @ u™N) (s, z) (W (t + h, s, 2) —w (t,s,2)) dz ds dt‘
Q
To—h pt+h
+ 2V/ / / gx(uN( )) €$(U}1 (t+h S :E) {V(t,s,x))dl‘dsdt
0 t Q¥ (s)

, / (To—h t+h . 3
< Ch+ Chs </ // ‘Vw{v(t,s,x)‘ dsdxdt)
0 QJt

puisque (V) est borné dans W1°(0, Ty; H3(25(0)))2 et (u”) est borné dans L3((0,Ty) x Q)3.
De cette fagon, grace a (5.6), on déduit 'estimation suivante :

o—h
2
\FfV|+/ /Q U)X (¢ + 1,0, ) — 0,XY (1,0, )| dydt
S

+e/0 10N (t + hyy) — ath(t,y)H;g(Qs(o)) dt < Ch
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et donc, on obtient :

To—h 9
AT | + /0 /Q (O)p%@)\atXéV(Hh,o,y)—@Xé%,o,y)} dy dt
S

To—h
+€/O Hath(t+ h,y) &ng t,y HHB (Q5(0)) dt < Ch.

Il reste & estimer FJ'. D’aprés la formulation variationnelle (4.26),
To— t+h
/ / / RN @ uN)(s,2) : V(wd (t + h,s,2) —wh (t,s,2)) de ds dt
To— t+h
— 21// / / ex(u (5,2)) s ex(W (t + h, s, 2) — wh (t,5,2)) d ds dt.
0 t QN (s)

Comme (u'V) est bornée dans L?(0,Tp; L°(2))3 et dans L*(0, Tp; L3(£2))3, on a :

N 3 To—h t+h % 3
’F2 ‘ < C’h4/ / </ ’VwQ (t,s x)’ d:n) ds| dt <Chi
0

d’apres (5.7). Et donc,
|AY| < Chi.
Regroupant toutes ces estimations, on a ainsi montré le lemme 5.2 pour a = % et 'inégalité
suivante : pour tout N € N,

/OTO_h/Q \\/muN(tJr h) — \/,%UN(t)fdx dt

To—h
2
+ / pe(y) [0 X5 (t+ h,0,y) — XY (£,0,y)|” dzdt
0

To—h
we [0 @+ ho) = 0V (19 s A < o) (5.10)
avec
lim g(h) = 0.

On a, en particulier, montré I'inégalité (5.1).

On peut maintenant énoncer notre résultat de convergence forte suivant :

Théoréeme 3 :
On a les résultats suivants de convergence forte :

pN — pru dans L?((0,Tp) x Q)3
eN — £ dans H'(0,Ty; H*(Qs(0)))3, Vs < 3
wh - w dans L?(0,Tp)?
ay — a dans H?(0,Tp)3
XY — Xg dans H'(0,Ty; H*(Qs(0)))3, Vs < 3
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ot Xs(t,0,y) = a(t) + Q(t)(y — go) + Q(t)E(t, y) pour tout (t,y) € [0,Tp] x Qs(0).

Preuve du théoréme 3 :
D’apres (5.10), on a :

/To /Q Nt ) — (1) + @+ h) — N (1) A @Y+ By — go + €V (¢t + 1))
+QN (t+ )D€ (t + hy) — 0N (k)| dydt < Ch.

Ainsi, puisque ¢V (¢) appartient & Vs(Qs(0)), pour tout ¢ € [0,Ty], on obtient séparément les
estimations suivantes :

To—h 9 To—h )
/ N (t+h) —a™ ()] dtSCh,/ W (t + ) — N ()] dt < Ch,
0 0
To—h 9
/ / |0N (t+ hyy) — 0N ()| dydt < Ch.
0 Qs(0)

Ceci permet de conclure la preuve du théoreme de convergence forte. [

6 Conclusion

6.1 Passage a la limite

Un calcul montre que pour tout N > M, u” est solution de :
TO TO
/ / )XY (t,0,9)0.VMN (8, y) dydt+/ /pF (t, )ul (t, 2)Op™ N (t, ) da dt
Qs(0
To
+/ / pR(t,)ul (tz) @ ulN (¢, ) : VoM N (¢, z) do dt
0o Ja
To TO
—I—e/ (ath atvMN) dt—2y/ / (M) dz dt
(£25(0)) QN(t
To
-/ / SHE) VI dyde = [ 00X 0,050 0.9) dy
Qs(0 5(0)

-/ pF<y>uF<o,y>vaN<o,y> dy— e (0:€V(0,), Vi (0,.))
Qr(0)

H3(Qs5(0))
pour tout :
M
oMt x) = (VN XE(0,8,2))), + ) i) [(Y(0,1,.) @il (t, @)
i=1
avec :

VAN () = 0 (1) + M (1) A (@Y () (y — g0 + €Y (1,9))) + QN (V" ()
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et :

M

Vit (ty) = 3 Bilt)ily) + By (t)vo(y)
=1

ou BéW’N est tel que :

/ VYN, XY (0,8, 2)).ng dy = 0.
0N (1)

Ici, on a pris bM € H?(0,Ty)3, vM € H'(0,Ty)3, B; € H'(0,Tp) et C; € H?(0,T}) tous nuls en
To.
Passons a la limite en IV dans cette formulation variationnelle. A ’aide de la densité des fonctions-

tests, on passera ensuite a la limite en M.
M,N . M,N P
Pour V", le ceefficient By " est défini par :

MN 1 N ,
By (t) = o) Z;r (t)Bi(t).
Soit :
M
Vil (t,y) = Bi(t)vi(y) + By (t)ho(y) ot By” est tel que :
=1

/ VM (t, Xs(0,t,2)).ny dy = 0.
0Qs(t)

D’apres le résultat de convergence forte sur X éV ,

rN — r; dans HY(0,Tp)

et donc :
VEM’N — VEM dans H' (0, Tp; C*(225(0)))>.

En utilisant les résultats de convergence faible pour la solution, on obtient :

e/TO (ath atvM’N) dt—/TO/ S2(eN) VN ay dt
0 TUE ) a3 (0s(0) o Jaso ¥ b

T(] TO
M 2 M
— 6A (8t€)8tVE )H3(Qs(0)) dt —/0 /QS(O) EE(g) . VE dy dt
et

¢ (ath(o, ). VAN — e (3", VA (0,.))

( ")>H3(QS(0)) H3(Qs(0))

Considérons ensuite la fonction-test :

VAN () = DM () + (0 A (@Y )y — 90 + €V (1,9)) + QY (V" (8, y)
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puis :

VMt y) =M @E) + M) A (QE) (Y — go + £(t. 1)) + QUEVE (L, ).

Alors,

VMN v M dans HY(0, Ty; H*(Qs5(0)))?

pour tout s < 3. On en déduit que :

To
/ / )0 XY (t,0,)0,VMN (t,4) dy dt
Qs(0
To
H/'/ DOXs(t,0,5) VM (1, y) dy di
Qs(0
et
/ P2 ()2 XE (0,0,1)8, VN (0, y) dy — P2 ()3 X5(0,0,4)0,V(0,y) dy.
Qs(0) Q5(0)

Enfin, on considere les fonctions-tests :

M
M, 2) = (VM(t, Xs(0,t, a:)))p + Z Ci(t)[(Ysp(0,t,.)) "0i] (¢, )
=1
et :
M
M () = (VAN (8 XE(0,8,2))) + D Cit) [(Y4,(0,8,.)) i) (¢, 2).
i=1

En utilisant le lemme 6.1 ci-dessous, on a :
oM oM 120, Ty; HE ()2 N HY(0, To; L2(Q))3.

Ainsi, on a tout d’abord,

To To
/ / oM dxdtﬂ/ / oM) da dt.
QN(¢ QF(t
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De plus, Vo™ est un élément de L*((0,Tp) x Q)3, donc en écrivant que :
To
/ / ot 2)u? () @ ul (t, x) : VoM N (¢, z) da dt
0o Jo
To
—/ / pr(t, 2)u(t, z) @ u(t,z) : VoM (t, ) de dt =
0 Q
To
/ / PRt 2)ul (t,z) @ u (t, x) : (VoM N (t, 2) — VoM (t, x)) dz dt
0 Q

To
—l—/ /(pg(t,x) — pr(t, o) ul (t,z) @ u (t, x) : VoM (t,z) dz dt

J
“

57

s
S~ 55— 3

pr(t, z)uN (t,z) @ (u¥ (t, ) — u(t,z)) : VoM (t,z) dz dt

+

pr(t, x)u(t,z) @ (u (t,z) — u(t,z)) : VoM (t,z) de dt

on obtient :
To
/ / ot 2)uN (t ) @ ul (¢, x) - VoM N (¢, ) da dt —
0o Ja

/TO/ pr(t, z)u(t, z) @u(t, z) : VoM (t, z) dz dt.
0 Q

Lemme 6.1 :
Soit une suite (ulV) définie sur QY (t) = X (t,0,Q5(0)). Pour tout N € N ett € [0,Tp], on

prolonge u™ (t) a Q par ui,v(t) définie sur QN (t) comme la solution de :
—Aull +VpV =0 QN (t)
div )y 0 Q)
N N
u?v =un 0Qyg (7]5\)7
u, = o NoQ(t)

On suppose que :

Xy — Xs  dans H'(0, Tp; H*(Q5(0)))?
uN(t, XN (t,0,.)) — u(t,Xs(t,0,.))  dans H(0,Tp; H*(Qs(0)))3
pour tout 0 < s < 3.
Alors (ul') converge vers uy, dans L*(0,To; Hg(2))* N H' (0, To; L*(€2)).

Preuve du lemme 6.1 :
L’idée est de ramener le probleme a ouvert Qp(t) par un changement de variables. On définit
pour tout ¢ € [0, Tp] :

ZN(t,0,.) = XY (t,0,X5(0,t,.))  sur Qg(t)
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puis les fonctions suivantes de prolongement des flots X év et XgaQ:
Y (t,0,.) = Id+P(X§ (t,0,.) — Id), Ys,(t,0,.) = Id + P(Xs(t,0,.) — Id)
ot P est donné par (3.3). Enfin, on définit Zév qui prolonge ZV par :
ZY(t,0,.) = Y&, (t,0,Ys,(0,t,.)) sur Q.
On vérifie que :
zZN — Id  dans L™®(0,Ty; H*(Q))

pour tout 0 < s < 3. -
Pour tout ¢ € H}(QX (1)) et ¢ € HF(Qp(t))3, on a :

—/ VufoV:VquL/ pNdive =0 (6.1)
(1) ()

—/ Vu, : Vo + / p dive = 0. (6.2)
Qr(t) Qr(t)

Prenons ¢(t,z) = ¢(t, Z]],V (0,t,x)) dans (6.1). On obtient en faisant un changement de variables :
- / (Vo (,y)V 2y (t,0,y) "V ZY (£,0,y) 7). V(t,y) det VZ)' (¢,0,y) dy
Qr ()

+ / (L (V) VZY (£,0,) 1) det VZ (1,0, ) dy = 0.
Qp(t)

Posons w;,V = v}J,V —uy et ¥ = ¢V — p. Des calculs montrent que le couple (w

N N )
p b
du probleme de Stokes :

V) est solution

—Awl + vV = N Qp(t)
div w:f)v =gV Qp(t)
w (t,y) = uN (5, Y (4,0,9) —uN(ty)  9Qs(t)
U}év(t,y) =0 oQ
avec .
A= div(Vo) (t,y)(det VZ) (,0,y)VZ)Y (£,0,4) 7'V Z) (£,0,y) " — 1d))
+(Id — cof VZ (t,0,4) Vg™
—gV V(2 (0,4,))(Z)(¢,0,))V(det VZ, (¢, 0, 1))
—det VZN(t 0,y)Vdiv év(t,(),y) N (t,y)
et

gV = (Vo (ty)(Id - V2N (1,0,9)7Y).



95

On désire maintenant appliquer la proposition 1. La proposition 2 donne la régularité sui-
vante sur UI])V et qN

( IZ,V) bornée dans L>(0, Tp; H*(2)), (¢") bornée dans L>(0,Tp; H(Q))
Ainsi, on a :

9™ I ompzz@)y < IV lpoo ozl Td — VZY (£,0,4) | 1o (0.10:04 )

et donc :
gV — 0 dans L°°(0, Tp; L*(Q)).

On a aussi :
1N | oo (0,70:0-1(02)) <
IV0 (£, ) (det VZY (1,0, 5) V22 (1,0,1) 9 22 (£,0,5) " — 1)l 1o 0.10,12(00)
+[|(Id — cof VZY (£,0,4))Va™ || oo (0.10:5-1(02)
+Hdet VZI])V(t,O,y)VdIV Z]ng(taoay) qN(ta y)HLOO(O,TO;H*l(Q))'

On montre que le premier terme tend vers 0 avec les mémes arguments que ¢g*V. Pour les deuxieme
et troisieme termes, on utilise les hypotheses de convergence sur ZI])V et la majoration sur (g").
Ainsi, d’apres la proposition 1 :
N el
w,, — 0 dans L>(0,To; H™(£2)).

Ceci donne la convergence de uév vers u, dans L2(0, Tp; HE ().
Pour la convergence de (Otuév ), on utilise la proposition 3 qui donne le probleme de Stokes

vérifié par atu]])\f . On travaille donc exactement de la méme maniere que précédemment mis a

part que la condition au bord a une régularité H2. Ceci termine la preuve du lemme. O

On a donc trouvé une solution de :

Ty Ty
/ / y)0 Xs(t,0,y)0,V (t Y) dydt+/ /,OF (t, z)ult, x)@tv (t,z) dx dt
Qs(0
To
—i—/ / pr(t, x)u(t,z) @ u(t,z) : VoM (t, z) dz dt
T(] TO
/ (8t€ 8tVE H3(Q dt - 21// / ) dx dt
0 Qp(t
To
-/ (€ Vi dyde = [ p5)aXs(0.0.9)0 " (0.9)dy
0 Qs(0 5(0)

/Q y)up(0,y)o™(0,y) dy — € (517VJ§W(07-))H3(QS(O))
F
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pour tout :
M
Mt e) = (VM(t, Xs(0,t,2))), + Y Cilt) [(Ysp(0:t,.)) i (1. 2)
i=1
VM(t,y) = b(t) + (1) A (QE) (Y — g0 +£(1y))) + QEVE' (1, y)
et :
M
V' (ty) =D Bilt)vi(y) + By (t)vo(y)
i=1

ot B! est tel que :
/ VM (1, X5(0,1,2)).ns dy = 0.
00s(t)

Il reste & passer & la limite en M. Soit Vi € H*(0, Tp; H3(25(0)))?, Vg s'écrit :

Ve(t,y) =Y Bi(t)bi(y), avec Y By(t) +ZB’ € L*(0,Tp).
i=0 =0

M
On définit la suite (VEM) par VEM(t, y) = Z Bi(t)Yi(y) + Bé\/l(t)lﬁo(y)
i=1

ott B est donné par :

B (0 =~ @B
Alors, on peut écrire que :
Ve(ty) = Ve (ty) = Y Bit)di(y) + (Bo(t) — By (1))vo(y)
i=M+1
donc :
Ty
Ve = V& foauusoson = [ 3 Blt? + (Balt) = B (2))*
i=M+1
Or,
IO 3 ; ; co
Bt By W=~ [ 3 BBV X098
donc :

1Bo(t) = By' ()] < C( > Bz'(t)2> :

1=M+1
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On fait le méme raisonnement pour &gVéM . D’apres le théoreme de convergence dominée de
Lebesgue, on a donc :

VM — Vi dans HY(0, Tp; H3(25(0)))% et VM — V dans H(0, Ty; H?(Q5(0)))?
avec .

V(t,y) =b(t) +r(t) A (QE)(y — g0 + (L, y)) + Q) VE(L,y).

Ceci permet de passer a la limite dans les termes de la formulation variationnelle ou VEM et VM
interviennent.

De méme qu’avec Vg, si on prend wg € H*(0,Tp; V(2r(0))), on peut expliciter une suite (wi)
qui tend vers wr dans H(0,Tp; V(Qr(0))).

Pour terminer, on prend v dans

V={ve H(0,Ty; H}(Q))* /v

v(t,x) = b(t) +r(t) A (= — alt)
ottb € H(0,Tp), r € H*(0,Tp)

(Th) =0, divu(t,.) = 0 sur Qp(t)
)+ Q) Ve(t, Xs(0,t,x)) sur Qg(t),
, Ve € H'(0,To; H*(25(0)))}.

Alors, v s’écrit sur [0, Tp] x Q :
o(t,z) = (V(¢, Xg(O,t,a:)))p + [(Ysp(0,¢,.)) "wr] (¢, 2)
avec V € H1(0, Ty, H3(Q5(0))) et wp € HY(0,To; V(Q2p(0))). Soit
Mt z) = (VM (t, Xs(0,8,2))), + [(Ys,(0,8,.)) "wi'] (¢, 2)
ot VM et w% ont été définis précédemment. On voit que :
v(t,x) —vM(tz) = (Q) (Ve — VA)(t, Xs(0,t, a:)))p + [(Ysp(0,t,.)) (wp — wi)] (t,2).
Grace a la régularité de Ys ), on a bien :
[(Ys,(0,t,.)) (wr — wp)] — 0 dans L?(0, To; Hy () N HY(0, To; L*(9)).

Enfin comme :

Ve — VM — 0 dans H(0,Tp; H3(Q5(0))),
on a :
Q) (Ve — V')(t, Xs(0,t,2))) , — 0 dans L*(0, To; Hy (2)) N H' (0, To; L*($2))

et donc :
vM — v dans L%(0, To; HE (Q)) N HY(0, Ty; L*(2)).
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On obtient donc (pp, u) dans 'espace des solutions vérifiant la formulation variationnelle voulue :

Yv ey,
TU TO
/ / DOX st 0,9)OV (£, 1) dy dt + / / pi(t, 2)ult, 2)dpo(t, z) da dt
Qs(0

To
—1—/0 / pr(t,z)u(t,z) @ u(t,x) : Vo(t,z)dz dt

To To
+e/ (04, atVE)H3 Q (0) 21// / v)dz dt
QF(t)

To
/ / Vi dy dt — / % ()X (0,0, )3V (0,3) dy
Qs(0 Qs(0)
- m)pF@nuF«xyﬁmoﬂody-—e(éyVE«L»)HqQSmD.
F

D’apres (4.17) et l'estimation d’énergie (4.29), cette solution vérifie 'estimation d’énergie :

1 1 1
/’ &@H&%@&@F@+/ pir(t,2) [ult, ) dz + <€ 0l a0y
2 Jas(o) 2 Jar) 2

1 t

+2/ SEE) (L) ey (&)t y) dy + 2V/ / ez (up (s, z))|? deds < E. (6.3)
QS(O) 0 QF(S)

6.2 Prolongement de la solution

Il reste a prolonger la solution & 'intervalle [0, T]. Pour I'instant, on a obtenu une solution
sur [0,Tp] ou Ty dépend de Ey, €, ko, k1 et ka. Le temps Ty a été choisi de telle sorte que la
solution de notre probleme vérifie :

lla = goll oo (0,1) < Ko, |Q — Id||Loc0,1) < K1 €t ||l oo (0,135 (0))) < K2

Ces conditions sont nécessaires pour construire notre solution de fagon explicite, on veut que le
flot de la partie solide reste assez proche de la fonction Id et aussi éviter les collisions. En effet,
sur [0,7p], on a :

€
d(Qs(t),00) > a >0, | Xs(t,0,y) — yll oo 0,10:w 10 (25 (0)))3 < Cii et £(t) € Vs(2s(0))

d’apres la construction faite dans le paragraphe 3. On va tout d’abord montrer qu’on peut
prolonger notre solution jusqu’au temps 7, défini par :

T = sup{t > 0/&(t) € Va, (25(0)), d(t) > ag, y(t) > a3 et Xg(t,0,.) injective}

ou a = (aq, e, a3) est composé de réels strictement positifs.

On part d’une nouvelle configuration de référence Qg(7p) et on cherche une solution (@, pr).
Pour les conditions initiales, les données exprimées de maniere lagrangienne (Ug, pg) doivent
étre ramenées sur Qg(7p) par le biais du flot. Les équations de la partie solide ne sont plus les
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mémes : on part d’'une configuration avec contraintes (2g(7p) n’est plus un état naturel pour
la structure). Il faut recommencer la construction des vitesses faite dans le paragraphe 2 avec
pour domaine de référence Qg(Tp). Pour cela, on doit & nouveau construire une fonction 77 dans
H3(Q5(Ty)) qui permet de compenser les variations de volume provoquées par les déplacements
élastiques. Or, sur Qg(7p), la normale a maintenant une régularité H %(8QS(T0)) puisque la
normale 7 sur 0Qg(7p) est définie par :

- _ cof VXg(Tp,0,y)N,
Xs(0:08) = eofV X 5(Tp, 0, y) Ny ||

Vy € 00s(0). (6.4)

et le flot Xg(7p,0,.) a une régularité H3(Q5(0)). Il faut donc prendre une régularisation d'un
relevement de la normale.

On définit une fonction de relevement ~ sur 2g(0) continu de H%(GQS(O)) dans H?(Qs(0)) et
on pose sur Qg(7p) :

N(z) = v(nx4(1p.0,)) © Xs(0,To, T).
L’estimation d’énergie (2.7) donne :
”XS(T07 0, )H%{i’l(ﬂs(o)) < C(E07 € 5>T02 < C(E07 € 5)T2 (65)

Cette estimation est donc indépendante du temps Tp. En utilisant la définition (6.4) de 7, (6.5)
et la définition de T}, on obtient ainsi que :

IN| 205 (1)) < Co (6.6)

ou Cy est fonction des données T, Ey, a, €.
On choisit maintenant 7 dans H3(Qg(Tp)) telle que

. 1
IN =0l 205 (10)) < ic (6.7)

ot C; est la constante d’injection de H?(Qg(Tp)) — C(Qs(Tp)). Toujours d’apres (6.5), C; est
indépendante de Tp. De plus :

: (6.8)

=~ =

IN = illle@s ) <

On procede ensuite exactement de la méme facon. Le temps d’existence de la solution dépend
maintenant de Ey, €, Ko, k1 et K. Il faut montrer que les valeurs de Ky, k1 et Ko peuvent étre
déterminées indépendamment de Tj.

De méme que dans le lemme 3.1, la constante Ko est obtenue en appliquant le théoreme des
fonctions implicites a :

H3(Qs(Ty)) xR R

ik (&) — det (Id + VE(y) + AVi(y)) dy.
Qs(T())
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Reprenons la démonstration du théoreme des fonctions implicites. Soit :
H3(Qs5(Th)) xR — R

e @ = (Z0.0) (Hoo - sen +ioso)).

La démonstration repose sur le fait que, pour tout & fixé dans un voisinage de 0, h(&,-) est une
contraction par rapport a la variable A sur un voisinage de 0. En effet, si on montre ceci, le
théoreme du point fixe permet d’obtenir I’existence d’un point fixe qui est alors solution de :

Montrons que h est contractante en A de facon indépendante de Qg(Tp). Regardons :

e ) —ien = (ZL0.0) " (v =nZw.0 - (e - )

= W-N(Z0.0) " (Zw.0- Yo

(o)) (D)
avec A < § < X. On a, en utilisant (6.8) :
of o
(0.0 = / (y)-n(y) dy(y)
00s(To)

3

/ dv(y) > §cw're(@QS(To)) > §cLire(é?B)
4 Joas (1) 4 4

ou B désigne la boule de méme volume que Qg(7p). Ceci provient de I'inégalité isopérimétrique.
Du fait de la conservation du volume, B est indépendante de Ty. Ainsi :

(Groo) <4

ou A est une constante dépendant seulement de la géométrie du domaine & I'instant initial.

De plus :
ZJ;(O 0) -~ f(g’ )—/QS(TO)tr(Vﬁ(y))dy—
/QS(TO) det (Id + VE(y) + 0Vn(y))tr(‘cof (Id + VE(y) + OVn(y)) ViI(y)) dy
d’ou :
O 0.0~ Do) <

ou Cy dépend des normes de 7 et £ dans HQ(QS(TO)). D’apres (6.6) et (6.7) et l'estimation
d’énergie, Cy est donc indépendante de Ty. Et donc :
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ou Cy est une constante dépendant de T', Ey, «, €.
Ces estimations permettent de redémontrer le théoreme des fonctions implicites sur des voisi-
nages de £ et \ indépendants de Ty et donc de prendre Ko et p dépendant uniquement de T,
Q5(0) €, a et Ep.

Il faut aussi que Ko, k1 et Ry soient assez petits pour que le flot prolongé Ys,p soit inversible. Les
conditions (3.5) et (3.6) s’écrivent maintenant :
€0

_ €0 = — =
Ro < , sup |ly — a(To)||F1 < —— et CoRa + ||t o <
3Cp yeourm) 3C (s(Th))

€0
305

ot Cy est la constante d’injection de H?(Qg(Tp)) dans W (Qg(Tp)) (qui est majorée indé-
pendamment de Tp grace a (6.5)) et Cs la constante de continuité du nouvel opérateur de
prolongement P maintenant défini sur g(7p). On définit P en transportant P par le biais du
flot Xg(Tp,0,.) :

P(f) = P(f 0 Xs(To,0,.)), ¥ f € B¥Qs(Tp)).

On vérifie alors, grace a (6.5) et par définition de Tq, que la constante de continuité Cp de
lopérateur P est majorée par une constante dépendant uniquement de T, Epy, a et e. Les
parametres kg et k1 et Ko peuvent donc étre choisis indépendamment de Tj.

Finalement, on voit qu’on peut prolonger la solution sur un intervalle [0, T}] avec T} dépendant
uniquement de T, Ey, a, €. Si T7 < T, on réitere ce procédé en gardant le méme pas de
temps 17 — Ty et ce jusqu’au temps T,. On a donc un résultat d’existence pour notre solution
sur l'intervalle de temps [0, T,], ot a = (a1, 2, 3) ol a1, g et a3 sont des réels strictement
positifs quelconques. On peut ensuite étendre la solution a l'intervalle [0,7] ou T est donné par
le théoréme 1 en utilisant le régularité de la solution. Ceci conclut la démonstration.

Remarques 7 :

~ Pour obtenir ij dans H*(Qs(Ty)) @ partir de N dans H*(Qs(Tp)), on peut, par exemple,
résoudre le probleme variationnel suivant :

Trouver 1) € H3(Q5(Ty))
ha,g(ﬁ,’UJ) + aQ(ﬁ - va) - 07 Vw e Hg(QS(TO»

avec
as(n,w) = (D*n, D*w) 12041y a2(n,w) = (0, w) gr2(05(1))-

On vérifie facilement que, pour h strictement positif assez petit, 71 est défini de maniere
unique et vérifie la propriété voulue.

— Si on part de conditions initiales élastiques nulles (déplacements nuls et vitesses élastiques
nulles), rien n’empéche le solide de se déformer quand-méme. Ceci est lié a [’estimation
d’énergie qui autorise des transferts d’énergie entre le fluide et la structure et entre le
mouvement rigide et le mouvement élastique. En revanche, si on considere des le départ une
structure rigide (sans les équations d’élasticité), on peut reprendre la démarche développée
dans ce travail. On obtient alors un résultat d’existence tant qu’il n’y a pas de chocs.
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Deuxieme partie

Probleme d’interaction entre un
fluide compressible et une structure
élastique






Chapitre 1

Existence d’une solution faible pour
un probleme d’interaction fluide
visqueux compressible-solide
élastique






Existence d’une solution faible pour un
probleme d’interaction fluide visqueux
compressible-solide élastique

Le travail présenté ici a fait 'objet d’une note aux comptes rendus [4] en cours de publication
et d’un article [5] actuellement soumis.

1 Introduction et notations

On considére le mouvement tridimensionnel d’un solide élastique immergé dans un fluide

compressible. L’ensemble fluide-structure se trouve a l'intérieur d’une cavité fixe bornée €2. On
suppose que ) est assez réguliere et connexe. Le mouvement du solide élastique se décompose
en un mouvement rigide (translation et rotation) et un mouvement élastique.
Les problemes d’existence globale de solutions pour les fluides compressibles font ’objet de
recherches actives. Le premier résultat d’existence en dimension quelconque sans contraintes sur
les données initiales (petitesse, régularité) ou sur la géométrie du domaine (domaine sphérique)
est obtenu par Lions [18]. Dans ce travail, les conditions portant sur la constante adiabatique ~y
intervenant dans I’équation (1.4) sont les suivantes :

N
72gquandN:Q,’yzgquandN:Set’y>5quandN24.

Pour les cas N = 2,3, on a donc des conditions plus fortes sur v que dans le cas général.
Les travaux de Feireisl, Novotny et Petzeltova [11] affaiblissent ces hypotheéses en supposant
simplement que :

N
’y>5quand]\722.

Notre étude repose sur une adaptation de ces travaux dans le cadre d’un probleme d’interaction
entre un fluide compressible et une structure élastique. Cette méthode a déja été adaptée au
cas de structures rigides immergées dans un fluide par Feireisl [10]. Pour I’étude de structures
rigides, on peut aussi se référer aux travaux de Desjardins et Esteban [8]. Le cas de structure
élastique a été étudié dans les travaux de Flori et Orenga [12] et [13] qui s’intéressent & un
couplage fluide-plaque tridimensionnel avec un fluide modélisé par ’équation de Stokes insta-
tionnaire (sans terme de convection pu ® u).

1.1 Notations

Sur la partie solide, on considere le flot Xg défini sur 'ouvert 5(0), le domaine occupé par
le solide a 'instant initial. Il s’écrit :

Xs(t,0,y) = a(t) + Q(t)(y — g90) + Q)SE(t,y), Vy € Qs(0), Vi € [0,T]
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ou go représente le centre de gravité du solide & I'instant initial, a la translation, @ € SO3(R) la
rotation et ¢ le déplacement élastique du solide. Pour ¢ dans [0, 7] et y dans Qg(0), Xs(¢,0,¥)
donne la position a 'instant ¢ de la particule qui se trouvait en y a l'instant initial. Pour exprimer
le fait que le mouvement élastique ne “contient” pas de mouvement rigide, on suppose que :

/ R)E(t ) dy = 0, / et y) Aydy = 0. (1.1)
Q5(0)

Q5(0)

On exprime ainsi le fait que le déplacement élastique est orthogonal aux déplacements rigides
infinitésimaux en norme L?. Ici, Q% désigne la densité volumique du solide a I'instant initial.
Ceci revient a supposer que :

) B0 0(0) dy = 0,0 € H(05(0))/D(w) = 0 s 25(0)
S
ou D(v) est le gradient symétrisé de v :
1
D(v) = Sym(Vv) = i(VU + V). (1.2)

La vitesse lagrangienne s’exprime a partir du flot Xg : Vt € (0,7), Vy € Qg(0),

Us(t,y) = %Xs(t,(),y)
= W) 4wt n @O — 0+ (L)) + QD S t,9)

ol w désigne le vecteur-vitesse instantanée de rotation du solide défini par la formule suivante :

Q'(t)y = w(t) A (Q()y), Yy € Qs(0)

(cette définition utilise le fait que Q'(#)!Q(t) est une matrice antisymétrique). A linstant ¢,
le solide occupe le domaine Qg(t) = Xg(¢,0,25(0)). Si on suppose que, pour tout t, le flot
Xs(t,0,.) est inversible de Qg(0) sur Qg(t) d’inverse Xg(0,t,.) (ce qui sera vérifié par notre
solution pendant un temps petit), alors on peut définir la vitesse eulérienne ug :

ug(t,x) = ng(t,O,Xs(O,t,&U)), Vo e Qg(t), Vte (0,7T).

ot
Ainsi :
us(t,x) = Z—j(t) +w(t)A(x—alt)) + Q(t)?)i(t’ Xs(0,¢,)). (1.3)

A partir de Xg(0,t,.), on définit Xg(t',¢,.) sur Qg(¢) pour tout ¢ et ¢’ dans [0,T] par :
Xg(t,,t,x) = Xg(t’, 0, Xs5(0,t,2)),Va € Qg(t).

Le point Xg(t',t,x) donne la position & I'instant ¢’ de la particule qui se trouvait en - a 'instant
t.
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On note pg la densité volumique solide et g la densité volumique fluide. On note up la vitesse

eulérienne fluide définie sur 'ouvert Qp(t) = 2\ Qg(¢). On définit aussi la vitesse globale u sur
Q:

B ug sur Qg(t)
o= up sur Qp(t)

De la méme maniere, on définit, a partir de op et og, la densité globale o sur €.
On introduit la définition suivante qui généralise les définitions habituelles d’espaces de Sobolev
a des domaines dépendant du temps :

Définition 1 :
Soit 1 <p, g < oo etseN. On dira que u défini sur Q est un élément de LP(0,T; W4(Qp(t)))
St :
0Fu
Oxk1Oyk20zks
pour tout ki, ko, ks € N tels que k = k1 + ko + k3 < s ot x4 désigne la fonction caractéristique
de Uensemble A C R3.

Xap@t) € LP(0,T; LY(S2))

Le sous-paragraphe qui suit définit les équations modélisant notre probleme. On présente ici
un modele complétement eulérien (aussi bien pour le solide que pour le fluide). Ceci n’est pas
habituel dans les études de problemes d’interaction fluide-structure. On verra au cours de ce
travail que ce choix simplifie beaucoup 1’écriture du probleme.

La recherche d’un modele eulérien a été faite en collaboration avec C. Conca, J. San Martin
et T. Takahashi que je remercie. Je remercie aussi H. Le Dret pour les discussions portant sur
ce probleme.

1.2 Le modele

Le mouvement du fluide est donné par les équations de Navier-Stokes compressibles :
0 . .
a(QFUF) + div(gpur ® up) —divop = 0 sur Qp(?)
ol o est le tenseur de Cauchy sur le fluide défini par :
op = upVup + (Ap + pp)divup — p)Id
Les coefficients de viscosité Ap et pp vérifient :
pr >0, 3\p + 2pp > 0

et p désigne la pression sur la partie fluide. On se place dans le cadre barotrope : p est uniquement
fonction de pr. On considere la loi d’état suivante :

p= ag} (1.4)
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(cadre isentropique) ol a est une constante strictement positive et 7y est la constante adiabatique
qui satisfait :

.3
V>3

L’évolution de g est donnée par la loi de conservation de la masse :

Pour le solide élastique, on choisit de garder le méme point de vue eulérien. Ceci permet
d’avoir une écriture completement eulérienne du probleme. On verra au cours de la preuve que
ce choix simplifie conséquemment 1’écriture du probleme et de ’espace des fonctions tests qui
ne dépend pas de la solution. Le mouvement du solide satisfait I’équation suivante :

0 . .

a(gSuS) + div(psus @ ug) + 0Asug — divog = 0 sur Qg(t). (1.5)
Le terme 60 Asug est un terme régularisant qui est nécessaire dans notre étude. Ici Az est défini
par :

0? o* 90

- _'_ —

830% 3:1:22833? 895?8:6?81:%

Az =1Id—

de telle sorte que, pour u et v dans D(Qg(t)),

U, V) g = Asu v
(u, ) g3 (1)) /Qs(t) 3

et 0 est un parameétre réel strictement positif fixé. Comme on le précisera plus loin, cette
régularisation permet pendant un temps petit d’éviter les chocs entre le solide et la paroi ainsi
que la non-préservation de I'orientation sur la partie solide. Ceci permet aussi, toujours pendant
un temps petit, de garder le flot Xg(¢,0,.) inversible (et donc de passer de la configuration
déformée Qg(t) a la configuration de référence Q5(0)).

__\3
On note < .,. >3 904(1) 'opérateur défini pour tout ¢ par : pour tout u,v € D (Qg(t)) )
/ Asu v = (u, U)H3(Qs(t))+ < U,V >3904(t) -
Qs()

Afin d’étre complet, on donne ici I'écriture de < .,. >3 504(1) :
< - / ou +/ Pu / 0%u v
U,V >3906() = —n;v — U — —nj—
s 004(t) 0Ti o0s(t) Oridrs 004(1) 00 7 O

00s(t) aTiax?axi ' 005(t) ariaxjamz ja’ni

_/ Pu " 0%v
BQS(t) 8:018903890;6 k&xzﬁmj '
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Il s’agit maintenant de définir une loi de comportement pour la structure. Le tenseur de Cauchy
og est défini a partir du second tenseur de Piola-Kirchhoff g par :

os(t,x) = det VXS(O,t,$)VXs(0,t,£L‘)_1(§'5(t,Xs(o,t,x))VXS(O,t,$)_t, VoeQgs(t). (1.6)

On choisit comme loi de comportement la loi de Saint-Venant Kirchhoff : le second tenseur de
Piola-Kirchhoff &g est une fonction linéaire du tenseur de Green-Saint Venant E défini par :

E(Xs) = %(tvxsvxs _ 1d) (1.7)
= S(Ud+VE(Id+VE) ~ 1d) = J(*VE + Ve + VEVe).
Plus précisément :
65[Xs] = 2us E(Xs) + As tr(B(Xs)) Id (1.8)
oll A\g et ug sont les constantes de Lamé du milieu élastique satisfaisant les inégalités :

us >0, Ag + 2ug > 0.

Cette loi correspond a un matériau isotrope homogene. C’est le modele le plus simple en élasticité
non linéaire.

De méme que pour gop, la densité volumique du solide pg vérifie la loi de conservation de la
masse :

0
% + div (psug) = 0 sur Qg(t).

Pour les conditions aux bords sur les vitesses, le fluide étant visqueux, ce dernier adhere
completement aux parois. Ainsi la vitesse globale u est continue a l'interface fluide-structure

et nulle au bord de ( :

{quosurGQ (1.9)

up = ug sur 0Qg(t)

(tant qu’il n’y a pas de chocs, la frontiere du fluide 9Q g (t) est la réunion de la frontiere du solide
00g(t) et de la frontiere du domaine global 0%2).

La derniere équation de (1.9) correspond a une équation de couplage entre le fluide et la structure.
Le couplage s’exprime aussi par 1’égalité des contraintes sur le bord du solide d’apres le principe
d’action-réaction : pour tout ¢ € [0,7], pour tout v € C(9Qs(t)),

/ OFNg.V = / osnz.v — 0 <ug,v >3 504(1) -
8ﬂs(t) 8Qs(t)

Ici, n, désigne la normale unitaire extérieure au solide au point = € 9Qg(t).
Ces équations sont complétées par la donnée de conditions initiales u® dans H&(Q)S, Q% dans
L>®(025(0)) et 0% dans LY(Qp(0)) :

0% sur Qg(0)

o oy 0
u(t=0)=u’ sur Q, o(t =0) = —{ 0% sur Qp(0)
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A l'instant initial, on suppose que :

0 < 04 < 03(x) < Tg, Vo € Q5(0) et r(z) >0, Vz € Qp(0). (1.10)

Pour conclure, on résume les équations données sous forme forte dont on cherche une solu-
tion :

0 . .

&(gpup) + div(opur @ up) — diveop = 0 sur Qp(t) (1.11)

85: + div (opur) = 0 sur Qp(t) (1.12)

0

a(ggus) + div(psus @ ug) + 0Asus — divog = 0 sur Qg(t) (1.13)

%;f-+(hv(gsus)::08ur51g@) (1.14)

up = 0 sur OS2 (1.15)

up = ug sur INg(t) (1.16)

/ OFNg. VU = / o8Ny v — 0 < ug,v >3904(1), VU E C(Qs(t)). (1.17)

Q5(t) s (t)

1.3 Estimation d’énergie

On fait tout d’abord une étude formelle pour obtenir une estimation d’énergie a priori.
Supposons que le couple (u, p) vérifie le systeme d’équations (1.11), (1.12), (1.13) et (1.14) ainsi
que les conditions (1.15), (1.16) et (1.17), alors en multipliant tout d’abord (1.11) par ur et en
intégrant en espace, on obtient :

0 i .
/ a(QFUF)UF + div(opur ® up)up — / divorpup =0
Qr(t) Qp(t)

On voit que :

1d

d .
/ 5(QFUF)UF + div(opur ® up)up = oY, / or|up|* dz (1.18)
Qr(t) Ot tJap)

Ceci résulte de 1’équation de conservation de la masse (1.12) et du théoreme de transport.
D’autre part, a ’aide d’une intégration par parties en espace, comme urp = 0 sur 02 d’apres
(1.15),

/ divopup = —/ UF:VUF—/ (orn).up.
Qr(t) Qr(t) Q5(t)

On rappelle que n désigne la normale unitaire extérieure au solide. On a utilisé la notation
habituelle :

A:B=tr(*AB), VA, B € M33(R)
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En procédant de méme sur le domaine solide et en sommant les 2 estimations d’énergie, on a :

1d

—— | olul?dx + / op : Vup —|—/ (opn).upr + / os : Vug

2dt Jo (1) o0 (1) Qs(t)

_l/‘ (o5m)-us + 0||us|Fs g1y + 0 < us, us >30040)= 0. (1.19)
005 (t)

D’apres la continuité des vitesses (1.16) et des tenseurs (1.17) sur 9Qg(t),
/ (opn)up = / (osn).us — 0 < ug,us >3.005(t) - (1.20)
s (t) 09s(t)
Ainsi, les termes de bord intervenant dans (1.19) s’annulent. De plus,

/ op :Vup = ,UF/ |VuF|2+()\F—|—,uF)/ |diqu|2—a/ ordivup.
Qr(t) Qp(t) Qp(t) Qrp(t)

Pour estimer le dernier terme, on multiplie I'équation de continuité de la masse (1.12) par o).
et on integre en espace. On obtient :

dop ~_ _
/ EQ} ! +/ or Yup.Vor +/ opdivup = 0.
Qp(t) Ot Qp(t) Qp(t)

Soit, en utilisant le théoreme de transport,

1d ~ ( 1)/ .
—— or+(1—— ordivup =0
YAt Jog ) r Y/ Jar@®) r

1

d’ou :

d
/ op : Vup = ,U«F/ |VUF|2 + (Ar + ,U«F)/ |diV’LLF|2 + a4 / Qzﬂ. (1.21)
Qp(t) Qp(t) Qp(t) v —1dt Jopm

Pour le terme solide, on a :

/ og : Vug dx
Qs(t)

[det VXs(0,,2)VXs(0,t,2) Y5t Xg(0, 1, x))VXS(o,t,x)—t} . Vug dx

[det VXs(0,,2)VXs(0,t,2) Y5t Xs(0, 1, x))}  [VausVXs(0,t,2) 71 da
[VXS(tv 07 y)éS(tv y):| : [Vy (US(ta XS(t7 07 y)))] dy

3S(t7y) : [tVXS(tvoay)vy (uS(t7XS(t70¢y)))] dy



118

ou on a fait un changement de variables pour passer a la configuration de référence en posant
xr = Xgs(t,0,y). Ainsi :

. )
o5 Vusde= [ bsity): [tvxsu,o,y)v )2 Xslt,0 yﬂ dy
Qs (t) Q5(0)
1 . \ B) B
= os(t,y) : |'VXs(t,0,4)Vy=-Xs(t,0,y) +' Vy= Xs5(t,0,y)VXs(t,0,9) | dy
2 Jas(o) Yot Yot

puisque és est un tenseur symétrique. Le tenseur E étant précédemment défini par (1.7), on a
donc :

. B
/ os:Vugdr = / os(t,y) : - E(Xs(t,0,y)) dy
Qs(t) Q5(0) ot

d Ao d
= uss / E(Xs(t,0,))2 dy + 25 / [t E(Xs(t, 0, ) dy
dt Jag(o0) 2 dt Joy )

(1.22)

d’apres la loi de comportement (1.8). Ainsi, pour terminer, si on rassemble (1.18), (1.19), (1.20),
(1.21) et (1.22) on obtient 'estimation d’énergie a priori suivante :

ld/ 9 a d/ ~ / 9 . 9
—— [ olul*dx + — 0+ Ur Vup|®+ (Ar + ur divup
2t Jo " v=1dt Jopm " oy T o |

d .. Asd
Holos sy +osgg [ B0 a s G5 [

[trE(Xs(t,0,9))|* dy = 0.
(1.23)

Remarque 1 :
La loi de comportement la plus simple pour le solide est la loi d’élasticité linéarisée. Le second
tenseur de Piola-Kirchhoff 65 est donné par :

G5[Xs] = 2us D(€) + As tr(D(8)) Id
ot D(&) est le gradient symétrisé de & qui est défini par (1.2) (c’est une linéarisation du tenseur
de Green-Saint Venant (1.7)). Pour cette loi, on ne peut pas obtenir d’estimation d’énergie. Des
termes supplémentaires qu’on ne peut pas contréler apparaissent au niveau du calcul (1.22).
1.4 Résultats annexes
1.4.1 Existence et régularité d’une solution d’une équation différentielle

Au cours de la démonstration, on a besoin d’extensions simples du théoreme de Cauchy-
Lipschitz. Afin d’étre complet, on donne un énoncé précis de ces résultats :

Proposition 1 :
Soit f une fonction de L*(0,T;C(R3)) telle que :

|[f(t,21) = f(t,22)] < L(t)|21 — 22|, V21, 22 € R
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ou L est une fonction de L?(0,T). Alors le probléme de Cauchy :

(gt

admet une unique solution globale dans H'(0,T) pour toute condition initiale zy dans R3. De
plus, si :

f(t,2) =0 sur R3\ Q,

pour une condition initiale zg € €0, la solution z reste a valeurs dans €.

Preuve de la proposition 1 :
on adapte ici la preuve du théoréme de Cauchy-Lipschitz (voir par exemple Crouzeix et Mignot
[7], paragraphe 2, chapitre 3) au cadre L? en temps. On définit pour tout z dans C(0,7T) la
fonction ¢(z) dans C(0,T") par :

t
d(2) = 20 —|—/0 f(s,z(s)) ds.

En introduisant la norme :

ol = gus (exn (2 [ 2 as ) 15000

on vérifie facilement que :
1
[¢(21) — d(22)L < §Hzl - 2L

donc ¢ est une application contractante pour cette norme et admet un point fixe dans C(0, 7).
Ceci permet de montrer ’existence d’une solution globale. La seconde partie de la proposition
résulte du fait que, pour tout zg € 99, z(t) = z¢ est 'unique solution du probléme et du fait
que deux trajectoires ayant des conditions initiales différentes ne se rencontrent pas. [

La proposition suivante donne des résultats de régularité de la solution par rapport a la condition
initiale. Le cas C* est classique. Le cas H® se montre d’une facon trés similaire.

Proposition 2 :
Soit f une fonction de L*(0,T;C(R?)) telle que :

|f(t,21) = f(t,22)] < L(t)|z1 = 22|, V21, 22 € R?
ot L est une fonction de L?(0,T). On s’intéresse a la régularité de ’application continue :

z: [0,T] xR — R3

(t20)  — 2(t ) (1.25)

ot z(., z0) est la solution du probléme (1.24) avec condition initiale zy.

Soit k un entier positif. Si f est une fonction de L?*(0,T;C(R®)), alors z est une fonction
de HY(0,T;CF(R®)) et si f est une fonction de L*(0,T; H3>(R?)), alors z est une fonction de
HY(0,T; H3(R?)).
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1.4.2 Condition d’injectivité

On énonce maintenant un lemme qui donne une condition suffisante d’injectivité du flot. La
démonstration de ce lemme se trouve dans Ciarlet [6] (théoreme 5.5.1, chapitre 5).

Lemme 1.1 :
1l existe un réel eg > 0 dépendant uniquement de la géométrie du domaine € tel que pour tout
¢ dans C1(Q) satisfaisant :

Ve — Id| L) < eo,

Papplication o est inversible de ) sur son image.

1.4.3 Résultats de régularité pour un probléme parabolique

Définition 2 :
On dira qu’'un ouvert borné Q0 est un ensemble de classe W™F si, pour tout point x € 99, il
existe un voisinage U de x, un voisinage V de 0 et un W™F-difféomorphisme W : V +— U tels
que :

V(0) =x, U(To(V)) =0QNU, ¥(VT)=QnNU

avec :

Lo(V) =V n{(a, zn) € RN x R/zy =0}

et :
Vi=vn{@, zn) e RV xR/zy > 0} .

On énonce tout d’abord un résultat de régularité maximale dans le cadre L?. On ne donne
pas ici une version générale du théoreme mais simplement le cas particulier qui nous intéresse.
L’opérateur qui intervient est un opérateur elliptique écrit sous forme divergence.

Théoreme 1 :
Sotent ¢ = %, Q un domaine borné de R? de classe C? et wo un élement de W>4(£2). On considére
le probleme suivant :

CZ;; —div(BVw) = f  sur (0,T) x Q
(BVw) -n=0 sur  (0,T) x 09

w(0) = wp sur Q

ot f est un élément de LI((0,T) x Q) et B une matrice symétrique de C(0,T; W6(Q)) ceercive
uniformément en temps et en espace c’est-a-dire :

Fy>0,Y(ty) € (0,T) x 2, Va e R?, a- (B(t,y)a) > 7lla|’.
Alors, ce probléeme admet une unique solution w dans W14(0,T; L4(Q)) N L4(0, T; W24(Q)).

On trouve une démonstration de ce résultat énoncé dans un cadre plus général dans Lady-
zhenskaya, Solonnikov et Uraltseva [16]. Le cas Dirichlet est démontré completement (chapitre
IV, théoreme 9.1) et la démonstration du cas Neumann est évoquée a la fin du paragraphe.
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Proposition 3 :
Soit Q un domaine borné de R? de classe C2. On considére le probléme de Neumann suivant :

a—w—div(BVw)—|—aw—f—c'Vw:f sur  (0,T) x Q

ot
(BVw) -n=0 sur  (0,7) x 0
w(0) = wo sur Q

ot B est une matrice symétrique de C(0,T;W0(Q)) ceercive uniformément en temps et en
espace.

(i) si on suppose que wo est un élément de H*(SY), a est un élément de L(0,T;C(2)), f est un
élément de L*((0,T) x Q) et ¢ un élément de C((0,T) x Q)3, alors notre probléme admet
une unique solution w dans L*(0,T; H*(Q)) N HY(0,T; L*(Y)) et I’équation est satisfaite
presque partout.

(ii) si on suppose que wo un élément de W29(Q) avec q = %, f est un élément de L1((0,T) x ),
a est un élément de L?((0,T) x Q) et c un élément de L*(0,T; L*(2))3 et que de plus, notre
probléme admet une solution w dans L*(0,T; H*(2)), alors cette solution w est en fait un
élément de WH4(0,T; LY(Q))NLI(0, T; W4(2)) et I’équation est satisfaite presque partout.

Preuve de la proposition 3 :

Le premier résultat de régularité maximale est un résultat classique de régularité sur une
équation parabolique linéaire (qu’on peut aussi trouver dans [16]). Le second résultat repose
sur le théoréme 1 avec comme second membre :

f—aw—c-Vuw.

Proposition 4 :
Soit Q un domaine borné de R? de classe C'. On considére le probléme swivant : pour tout
¢ €D((0,T) x Q) qui s’annule ent =T,

_/OT/ngf+/OT/Qva.v¢+/OT/Qc-w¢=/OT/Qf¢+/Qwo¢(0) (1.26)

ot B est une matrice symétrique de H*(0,T;WH8(Q)) ceercive uniformément en temps et en
espace telle que B(0) = Id. On suppose que f est un élément de L4(0,T; H'(Q)') avec q¢ >
2, wo est un élément de H'(Q) et ¢ un élément de L?(0,T;L>(Q)), alors notre probleme
admet une unique solution w dans L1(0,T; H*(Q)) ou T ne dépend que de la norme de B dans
HY 0, T; W5(Q)).

Preuve de la proposition 4 :
On va tout d’abord montrer que le probléme suivant a une unique solution : trouver v dans
L0, T; HL(2)) telle que, pour tout ¢ € D((0,T) x Q) qui s’annule en t = T,

_/OT Qvg‘f+/(]T/vi.v¢+/0T/Qc-Vv¢—/(]T/Qf¢+/gwo¢(0)-
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Pour cela, on considere le probléeme suivant : trouver v tel que pour tout ¢ € D ((0, T) x Q) qui
s‘annule en t =T

_/OT/QU%f+/OT/QVU-V¢:/OT/QJ‘“¢+/Qwo¢(0)-

Alors ce probléme admet une unique solution ¥ dans L?(0, T; H*(€2)) (voir par exemple Amann
[1] (chapitre II1.4)). On pose maintenant :

Uu=v—0.

Alors u est solution de : pour tout ¢ € D <(O, T) x Q) qui s’annule en ¢t = T,

_/OT/QU‘Z:f+/0T/QVU.V¢+/OT/90-VU¢:—/OT/Qc-vuqs. (1.27)

On va tout d’abord considérer une régularisation du terme de convection. On considere une
suite de fonctions (c,) de L°((0,T) x Q) qui converge vers ¢ dans L?(0,T; L>°(£2)). Alors, on
montre facilement que le probleme suivant posseéde une unique solution u,, dans L?(0, T; H2(Q))N
HY(0,T; L*(Q)) an fixé :

_/OT/Qungf+/OT/QWn.v¢+/OT/an.vUn(;s:_/oT/an.vvqﬁ. (1.28)

De plus, (c,- V) est bornée dans L"(0,T; L?(2)) avec 1 < r < 2. Ainsi, un résultat de régularité
permet d’affirmer qu’on a l’estimation suivante :

unll L o,m;m2 Q) Hlunllwrr o,r;220)) < Clllen- VUl e o2y Fllenll L2 0,7;000 @) 1un | s 0,711 (92)))

ou s > 2 est défini par :
1 1 1

s r 2
En raisonnant par I’absurde, on montre alors que cette estimation implique I'inégalité suivante :

||un||L"(O,T;H2(Q)) + ”unHleT'(O,T;L?(Q)) < Cllen - V@HLT'(O,T;L?(Q))-

La suite (u,) est donc bornée dans L"(0,T; H2(2))NW1(0,T; L%(R)). Elle converge faiblement
dans ces espaces et donc dans L?(0,T; H'(£2)). On vérifie facilement par passage & la limite dans
(1.28) que la limite faible est la solution de (1.27). Ainsi, u est un élément de L"(0,T; H2(Q)) N
WLr(0,T; L?(2)) et donc de C(0,T; H'(£2)). Ceci permet de conclure que v = u + v est un
élément de L9(0,T; H(Q)).

Montrons maintenant que le probleme (1.26) admet une unique solution. L’unicité est déja
acquise puisque ce probleme admet une unique solution dans L2(0,7; H*(£2)). On va montrer
I’existence sur un intervalle de temps petit en utilisant un argument de point fixe. Pour cela, on
définit I’application suivante :

S+ L0, T H'(Q)) = L0, T3 H'())

w = w

(1.29)
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ou w est la solution du probléme variationnel : pour tout ¢ € D((0,T) x ) qui s’annule en
t=

// //va¢+/ /cvw //f¢+/wo¢ //Id B)V@-Vo.

On va montrer que 'application S est contractante sur un intervalle de temps petit : soient w; et
we appartenant & L9(0,T; H(Q)). Alors, S(w;) — S(w2) est solution du probléme variationnel :

U e g LR

D’apres le résultat de régularité qui vient d’étre montré, on a l’estimation suivante :

(Id — B)V(w1 — w2)|lpa(o,1;12(02))
(Id = B)||ze((0,1)x)llw1 — W2 Lago,r;11.(0))-

1S (w1) — S(w2)ll Laco,r;01 (02))

Ainsi, puisque B est un élément de H'(0,T; L>°(2)) et B(0) = Id, pour T = T assez petit :
15 (w1) = S(wa)llLago,r;m1 () < ellwr — W2l Lago. 111 ()
avec « < 1. D’apres le théoreme de point fixe des applications contractantes, S admet un point
fixe dans L?(0,T; H'(2)) et ce point fixe est la solution du probléme variationnel (1.26).
2 Formulation variationnelle et résultat principal
Soit V l'espace des fonctions tests défini par :
V={vel®(0,T) xQ)*/v(T) =0, v(t,.) € Hy()?*, Vt € [0,T]}. (2.1)

En faisant des intégrations pas parties, on obtient I’expression sous forme variationnelle faible
du probleme énoncé sous forme forte a la fin du paragraphe 1.2 :

Yvey,

T T
/ / o(t, x)u(t, x)@(t, x) dx dt + / / o(t,z)(u®@u)(t,x) : Vou(t,x)dedt
0o Jo ot 0o Jo
T T
_/ / JS:VU—G/ (u(t,.),v(t, ))H3( ())dt (Ar + ur) / / divu divoedz dt
0o Jas@ 0 Qp(t

T T
—MF/ / Vu: Vudxdt + a/ / opdivodr dt = —/ 0"u®v(0,.) dy (2.2)
0 QF(t) 0 QF(t) Q

Définition 3 :
On dira que (Xg,p,u) est une solution faible du probléme (1.11) a (1.17) si les propriétés
suivantes sont vérifiées :
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(i) Xs € H'(0,T5 H*(25(0)))%, 0 € L®(0,T,L7(Q)), 0 > 0, u € L*(0, T, Hj(Q))?
(ii) pour tout y € Qg(0), Xs(t,0,y) est solution de :

0

aXs(t, 0,y) = u(t, Xs(t,0,y))

X5(0,0,y) =y.

(2.3)

De plus, Xs(t,0,.) est une application inversible de Qg(0) sur Qg(t) = Xg(t,0,25(0)).

(iii) o est solution du probleme suivant :

gf + div (ou) = 0 sur Q

(2.4)
o(t =0) = o° sur Q.
Cette équation est satisfaite au sens des solutions renormalisées c’est-a-dire :
pour tout b € C*(R) telle que
V(z) =0, pour tout z assez grand, (2.5)
alors :
(o) | / — :
T + div (b(0)u) + (b'(0)o — b(0))divu = 0 dans D'((0,T) x Q). (2.6)

(iv) (Xg, 0,u) satisfait la formulation variationnelle (2.2).

Remarque 2 :
La notion de solutions renormalisées a €été introduite par di Perna et Lions [9]. Ici, on se place

dans un cadre légérement différent du leur. En effet, ils imposent sur les fonctions admissibles
b les conditions suivantes :

/

1+ |z]

be CHR) N L¥(R), € L(R) et b =0 sur un voisinage de 0.

Les conditions sur b sont donc d’un autre type dans notre contexte.
Reprenant l'idée de Feireisl, Novotny et Petzeltova [11], on peut d’ores et déja remarquer que la

3
condition (2.5) peut étre affaiblie : en effet, si o € L>°(0,T; L*()) avec o > 2’ alors ’équation
(2.6) est satisfaite pour toute fonction b dans C*(R}) NC(RY) telle que :

|w@4g0@%+£%v2>owwe<%. (2.7)
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Le but de ce chapitre est de montrer le théoréeme suivant :

Théoréme 2 :
Soient u® € HE(Q)3, 0% € L®(0s(0)) et 0% € LY(Qp(0)) vérifiant la condition (1.10). On
suppose qu’a linstant initial d(0Qg(0),00) > 0 et on définit :
d(t) = d(0Qs(t),00) et g(t) = inf |det VXg(t,0,y)|.
y€Qs(0)
Alors, notre probléme admet une solution faible au sens de la définition 3 définie sur l’intervalle
de temps [0,T] ou T est défini par :

T =sup{t > 0/d(t) >0, g(t) >0 et Xg(t,0,.) injective}. (2.8)

Le temps d’existence T' est minoré par une constante strictement positive dépendant des données
initiales, de dg et du paramétre de régularisation 6.
La solution obtenue satisfait de plus l’estimation d’énergie (1.23).

On va commencer par s’intéresser a la résolution d’un probléme régularisé. On suit le schéma
donné par Feireisl, Novotny et Petzeltova [11] : on fait une régularisation dans I’équation de la
quantité de mouvement en rajoutant un terme de pression artificielle 69’% avec [ assez grand.
On a toujours :

or = prVup + (()\F + MF)diVUF —p)[d

mais maintenant avec :
— a0l L 507
D =agp+ 00g.

En plus de cette régularisation, on rajoute un terme de viscosité dans la loi de conservation de
la masse portant sur gp :

a@LtF + div (gpu) = eApp sur Qp(t)
88@75 =0 sur OQp(t) (2.9)
or(0,.) = Q% sur Qp(0).
On définit pg par :
des + div (psu) = 0 sur Qg(t)
oy v (2.10)
0s(0,.) = dg sur Q5(0)
puis
| os sur Qg(t)
0= { oF sur Qp(t). (2.11)

Pour les données initiales, on garde la méme régularité sur la partie solide : on prend toujours QOS
dans L*°(25(0)) satisfaisant 'encadrement (1.10). Sur la partie fluide, on consideére une donnée
initiale g% plus réguliere. On prend :

0% € H*(Qp(0)) satisfaisant 0 < op < 0% (x) < op, Yo € Qr(0)
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de sorte que :
0<po< Az) <o, Vre. (2.12)

Cette régularisation des conditions initiales permettra d’avoir une certaine régularité pour la
solution de (2.9). Ce type de régularisation, avec un terme de viscosité dans la loi de conservation
de la masse est aussi utilisé dans Lions [18].

Le terme de viscosité modifie 'estimation d’énergie. En effet, on a maintenant :

0 1d 1
d - = 2_ - A 2 (21
/ o (875( rur) + div( FUF®UF)) uF = 5o /QF(t) or|ur| QE/QF(t) or|up|” (2.13)

On rajoute dans ’équation de la quantité de mouvement portant sur le fluide un terme permet-
tant de conserver une estimation d’énergie :

0
at( orur) + div(opur @ up) + eVupVorp — divop = 0 sur Qp(t) (2.14)

Pour ce nouveau probleme, la formulation variationnelle est maintenant :

Vv ey,

/T/ g(t,a:)u(t,x)%(t,m) dxdt+/T/ o(t,z)(u@u)(t,z) : Vou(t,z)dr dt
/ /QF(t) (Vup(t,z).Vor(t, z))v(t,z dxdt—/ /QS os: Vo

_0/ (u(t,.), v(t, ))H3(Q (t))d ()\F+MF/ /Q(t)dlvu divedz dt
F

—MF/ / Vu: Vvd:vdt—l—a/ / divvdxdt

QF QF(t

+5/ / dilvvdxdt /g u’v(0,.) dy (2.15)
Qp(t

et I'estimation d’énergie a priori satisfaite par la solution de ce probleme est :

1/ 2 5 B ¢ 2
— [ o(t)|u dx—l—i 0 t”—i—/ or(t)” + // Vu
5 ol s 5 [ e+ gty [ e @ [ (T

t t
O+ ) / / divup[? + 0 / s () s gng o) + M5 / B(Xs(t,0,5))2 dy
0 Jar(s) 0 Q5(0)

A ! _ _
#5 [ eBse 0Pyt [ [ (aver) ™+ 88er) DIV erf < By (216)
25(0) 0 JQp(s)

ou Ey est ’énergie initiale définie par :

1
Ey = /Q W do + —— Qo“r/ o)’
s [t [ st [ )
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On va d’abord montrer que ce probleme régularisé admet une solution. Le probléeme régularisé
présente les difficultés habituelles des problemes fluide-structure. On ne peut pas espérer résoudre
directement ce type de problemes, on passe donc par une linéarisation et un argument de point
fixe. La formulation enti¢rement eulérienne permet tout de méme de simplifier I’écriture du
probleme : en particulier, on voit que les fonctions tests appartiennent a un espace indépendant
de la solution recherchée. Aprés avoir montré ’existence de solutions du probléeme régularisé, on
passera a la limite en € puis en 6.

3 Résolution du probleme approché en dimension finie

On va résoudre une approximation en dimension finie du probléme non linéaire. Pour cela,
on résoudra d’abord un probleme linéarisé puis on passera au probleme non linéaire par un
argument de point fixe.

3.1 Le probléme linéarisé en dimension finie

On définit une base constituée d’éléments assez réguliers (¢;);en orthogonale dans
H3(Q)3 N HE(Q)? et orthonormée dans HE(€2)? muni du produit scalaire :

(u,v)Hé(Q):s = /QVU : Vodx, Yu,v € H}(Q)3.

Il faut d’abord définir une linéarisation de notre probleme en dimension finie. Soit /N un entier
fixé. On se donne N fonctions (&;)1<i<ny de L?(0,T) & valeurs dans R. Ceci permet de définir
une vitesse a% :

On prend les fonctions (d;)1<;<ny dans un ensemble convexe borné de L2(0,T)" : on suppose
que :

T N
/ SO (Gt < M (3.1)
0 =1
ou M est un réel strictement positif fixé.
Cette vitesse étant réguliere, on peut ensuite résoudre d’apres la proposition 1 pour tout y € Q
I’équation différentielle en ¢ suivante :

£ XN (0,0,) = (6, K (0,0,0)

XN(O,O,y) =.
Le flot X" est donc bien défini et appartient a HI(O,TLCI(QL) d’apres la proposition 2. De
plus, pour ¢ fixé dans [0, 7], XN (¢,0,.) est inversible de  sur Q. Ce flot nous permet de définir
les domaines QY (1) = XN (t,0,Q5(0)) et QN () = XN(£,0,Qp(0)) = Q\ Q¥ (t). Du fait de
Iinversibilité et de la régularité du flot sur tout €2,

Vit e [0,T],d(Q (t),00) > 0.
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L’ouvert ﬁg (t) a donc la méme régularité que Qg (1), ﬁg (t) est de classe Ct. Ceci est évidemment
spécifique au probleme discret ou la vitesse fluide et la vitesse solide sont aussi régulieres que
I’on veut. Pour le probleme continu, le flot sera défini uniquement sur la partie solide.
On définit aussi 5% par :
op 5

6—; + div (o @) = eAg¥ sur QN (¢)

0o ~ 3.2

98 _ 0 sur OO (t) (32)

op(0,.) = Q% sur Qp(0)

puis §g par :

Gﬁg - (~N~N N
T +div (ogu) = 0 sur Qg (t) (3.3)
05(0,.) = 0% sur Qg(0)
et enfin :
~N ON
N _ } 0 sur Qg (t) a4
¢ { 5% sur Qg(t) (34)

Ces fonctions sont bien définies grace au lemme qui suit :

Lemme 3.1 :
Awvec les notations et les hypothéses précédentes de régularité, le probléme (3.2) a (3.4) posséde
une unique solution g~ dans L>((0,T) x Q) satisfaisant l’estimation d’énergie :

d/ §N(t,x)2dx+26/ VoV (t,z)?de < C
dt Jo ()

ou C est une constante dépendant de ||div aN”Ll(O’T;Loc(Q)). De plus, on a une écriture explicite
de la solution de (3.3) sur ﬁg(t) :

~ t ~
B () = (N0, 1,2))eap (— | aw aN<s,XN<s,t,x>>ds>) . (3.5)
0
Enfin, o~ satisfait linégalité suivante : Vt € [0,T], Vz € Q,

t t
o exp <—/ ||div ﬂN(s)HLoo(Q) ds) < oN(t,x) <D exp (/ ||div ﬂN(S)HLoo(Q) d8> (3.6)
0 0

ot o et 0 interviennent dans l'encadrement (2.12).

Preuve du lemme 3.1 :
Comme X% est une fonction de H'(0, T'; H3(Q)) inversible & ¢ fixé, on peut ramener les problemes
(3.2) et (3.3) aux domaines de configuration initiale. Soit tout d’abord :

op(t,y) = oW (t, XN (t,0,y)) pour tout (t,y) € [0,7] x Qr(0).



129

Le probleme de départ revient a chercher gy solution de :

det VXN(t,0, -)% — ediv(AVag) +det VXN (¢,0,)diva (t, XV (t,0,-)op = 0 sur Qz(0)
(A(t,y)Vor).Ny = 0 sur 9Qp(0)
avec :
A(t,y) = det VXN (¢,0,5)VXN(,0,5) ' VXN (t,0,9)7".
soit aussi :
aagf — ediv(BVag) +diva (t, XV (t,0,))5p — ™ V)N(eN(t,O, _)tv(det VXN (t,0,))BVap =0

(BVor).Ny = 0 sur 9Qp(0)

avec : N N
B(t,y) = VXY (t,0,5) 7' VXN (£,0,9)".

L’opérateur B est un élément de H'(0,T; W5(Q)) et de plus B est ccercif uniformément en

temps et en espace d’apres les propriétés de XV. On se trouve donc dans le cadre de la pro-

position 3 qui donne l'existence et 1'unicité d’une solution 9 dans L2(0,7T; H*(Q2£(0))) N

H(0,T; 2(Qp(0))). N )

On obtient de cette fagcon une solution g dans L2(0,T; H2(QX(¢))) N HY(0,T; L*(QX (t))) et

Péquation (3.2) est satisfaite presque partout.

Soit maintenant :

25(t,y) = o5 (1, XN (¢,0,y)) pour tout (t,y) € [0,T] x Qg(0).
Alors, pg est solution de :

%;S +diva™ (¢, XN (¢,0,-))og = 0 sur Qg(0).

On voit ainsi que pg a une écriture explicite et en retransportant la solution a l'aide du
flot, on obtient la formule (3.5). Ainsi, gY est aussi un élément de L*(0,T; H2(£~2g(t))) N
HY(0,T; L2(QY (1))).

Il reste & montrer I'estimation (3.6) du lemme. Sur la partie solide, cela vient directement de la
formule (3.5). Sur la partie fluide, on définit :

t
N (t,x) = op (t, x)exp (_/0 |div @™ (s, o) ds>

alors fV satisfait presque partout I’équation :

N ~
% + @V VN 4 (diva® — [[diva® (s, )| o) fY = eAFN sur QN (1)

En multipliant cette équation par (fV — k)T avec k un réel et :

u = max(0,u),
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on obtient : p
4 \(fN—k)+\2§/~ diva™ [(fN — k)P
dt Jay o) ay (1)
Soit :
d N +12 « o ~N N +12
G o S =t < a6 [ | = 1]
ay (1) ay
et donc :

t
H(fN - k)JrHig(ﬁg(t)) < H(Q(I)7 - k)+HiQ(QF(O)) €ETp (/0 ”din”N(Sa )”L‘X’(Q) ds)

Ainsi, comme la donnée initiale satisfait I’encadrement (2.12), si on prend k = 9, on obtient
I'inégalité de droite de I'estimation (3.6). L’inégalité de gauche est obtenue de la méme facon.
La densité globale g est donc un élément de L>°((0,T) x Q) qui satisfait :

d [ N 2
pn Qg (t,z) dw—l—?e/ﬁN

F @)

VoV (t, 2))? dz = /Qdiv aNoN (t, ) dx

ce qui donne pour finir 'estimation d’énergie exprimée dans le lemme. [J

On cherche (u”, XV, o™) solution du probléme approché suivant :

(i) vV se décompose sous la forme :

N
ul (t,x) = Zai(t)goi(x), VeeQ,Vte|0,T]
i=1

avec (a;)1<i<n dans HY(0,T) et u” satisfait le probléme suivant :

pour tout vV (t,z) = Zf\il Yi(t)pi(z) avec (vi)1<i<ny dans L*(0,T),

//~th; (t,x)v txdxdt+// (t, 2) (@Y. V)N (t, 2)oN (t, ) dz dt

—6/ /~ (Vol¥(t,2). Vo (t, z))u® (t, x) dx dt
QF ()

T
N N N

)\F+/~LF// divu® dlvad:cdt—i—,uF// NowolV de dt
QN (@) Qi (¢

—a/ / levadxdt— / / ’Ble’UN dx dt
QN QN
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ol 55 est défini par : pour tout z € ﬁg(t),
N (t,x) = det VXN(0,t,2)VXN(0,¢,2)  os[XN](t, XN (0,t,2)) VXN (0,¢,2)

olt 65[XN] est donné par (1.8).
De plus, & l'instant initial, la donnée u" est une fonction de H}(2)? et s’écrit donc sous la

forme :
e.) o]
u® = g adp; avec E lad)? < .
i=1 i=1
On impose donc la condition initiale suivante :
N
N N ._ 0
u (t=0)=uy = E ;i
i=1

soit :

ai(0)=a? V1 <i<N. (3.8)

(ii) pour tout y € Q, XN (¢,0,y) est solution de :

(iii)

9 XN(1,0,y) = u¥(t, XV (1,0, 1))

ot (3.9)
XN(0,0,y) =y
N N
N _ | og sur Qg (t)
e = { Qg sur Qg(t) (3.10)
avec QN (1) = XN (¢,0,025(0)) et QN (1) = XN(£,0,Q£(0)) = Q\ QY (2) et :
89% div (oNuN) = Aol QN (¢
ot T iv (opu™) = eAgp sur Qp (1)
N 11
2?5 = 0 sur QX (¢) (3:-11)
op(0,.) = Q% sur Qr(0)
puis :
59? . N, N N

Q?(O, )= Q% sur Qg(0)
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3.2 Résolution du probleme linéaire

On cherche donc une vitesse u” solution du probléme linéaire (3.7). Vérifions que ce probleme
admet une unique solution. Le probleme (3.7) complété par les conditions initiales (3.8) est
équivalent au systeme d’équations différentielles suivant :

dyN
@t + (3.13)
YN(0) =Y

ot YV =t (aq,..,an) est un vecteur de longueur N et YO =t (af,..,a{;). Les matrices carrées

AN et MY sont données par :

(AN (1) = /QZ)N(t,:U)gpigojda:

(MY(1)i; = —/ N (t, ) (@ (8, 2).V) @) )i dar + e/w (Vi VN (t,2))p; da
Q MO
_0(80i780j)H3(§zsv(t)) — (Ar + ur) /~N div ¢; div p; dx
Qp ()
—up/~ Vo, : Vo, dr
QF ()
et le vecteur FV de longueur N est donné par :
(FN(t); = /~ oY :Veidr — a/~ (@ )Vdivp;de —6 [ (V)Pdiv; dx
Qg (1) O QF ()

La matrice AN (t), pour tout t fixé est une matrice symétrique définie positive. De plus, d’apres
le lemme 3.1, la matrice AV et le vecteur FV sont continus et la matrice MV est un élément
de L?(0,T). Ainsi, notre systéme admet une unique solution . A partir de 14, on peut définir
un flot X¥ satisfaisant I’équation (3.9) puis, d’apres le lemme 3.1, on obtient I'existence d’une
densité oV satisfaisant le systeme d’équations (3.10), (3.11) et (3.12). Ceci donne une solution
(u™, XN, o") au probléme linéaire en dimension finie (3.7), (3.9), (3.10), (3.11) et (3.12).

3.3 Passage au probleme non linéaire en dimension finie

La solution (u, XV, o) définie ci-dessus satisfait une estimation d’énergie. Soit :

1d [
BN (1) /QQN]uledx—i—(/\p—i—,u,p)/ﬁN

- di N |2 /

Vug |+ 0llug |}
Yo

H3(QY (1)
En prenant vV =« dans I’équation (3.7), on a :

BN(t) = a/ﬁN(t)(gN)'ydiqu dx+5/ﬁN(t)(§N)’gdiqu dx — /sz(t) o vul dz
F S
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Ainsi,
BY1) < Coy/BYW (1 Oy + 187 Oy + 155 Oll m@yyy) (319

ou Cp ne dépend que des données a, §, \p et pp. D’apres le lemme 3.1 et I'inégalité (3.1) :
pour tout x € €, pour tout t € [0, 7],

oM (t,z) <7 exp (/Ot Hdivﬂ,N(s)HLm(Q) ds) <?oexp (\/WC&(N)) (3.15)

ou C1(N) est une constante dépendant des fontions de base (¢;)1<i<n. D’apres la définition de

~ > 1
ol , étant donné que VXN (¢,0,.) et — sont bornés dans L>((0,7") x §2) par une
det VXN (t,0,.)

constante dépendant de M et des fontions de base (¢;)1<i<n, on obtient donc :

BN (t) < Co(M, N),¥t € [0,T).

Ainsi, pour tout t € [0,T7,

/Q]VuN(t,a:)]2da: < /ﬁ%) VU ()2 d e 12 gy < OV )
F

ou C3(M, N) dépend de M, N et des données du probléeme. De 14, on en déduit que :

t NV t
/Z\ai(s)Pds—/ /\VuN(s,x)\dedsSCg(M,N)t.
0 0 Jo

Ainsi, on obtient l'existence d’un temps TV dépendant de N tel que :

On définit 'espace :

TN N

C= {(Oéi)lgz'szv € LQ(UaTN)N//O Dl < M}
i=1

et I'application :

K:C — L*0,TMN

YN = (ay,...,an) — YN =(ay,.,an).

L’espace C est un sous-ensemble convexe fermé de L2(0,TV)N et I'application K est continue.
De plus, d’apres ce qui précede, K(C) C C. Montrons que K(C) est relativement compact dans
L2(0, TN @ sur [0, TV],

dy™

—— = (AT MY 4 FY),
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Le vecteur FV est borné dans L°(0,T%) et la matrice M” est bornée dans L*(0,T") uni-
formément en YV dans C d’apres le lemme 3.1. De plus, toujours d’apres ce lemme, pour
Y =t (Oq, ooy OéN),

2
 Ytelo,TV].

(AN@)Y,Y) > 0 exp (—C’4(M, N)\/T7N> / ‘ iaigpi
@iz

De cette maniere, on montre que (A™)~! est majoré dans L°>°(0,TV) de facon indépendante de
YN, Ainsi, K(C) est un sous-ensemble borné de WH(0, TV)N et est donc relativement compact
dans L?(0, TN )N . On peut donc appliquer le théoreme de Schauder qui donne 'existence d’un
point fixe & I'application K. Le point fixe u”" est défini sur I'intervalle de temps [0, TV] et le
couple (uN , XN o) satisfait I'estimation d’énergie suivante :

1 a o) t
! / MO OPdr+ 2 [ @)y - = / (N (1) + up / / Vul
2 Ja v =1 JaNw B—=1 Janw 0 JaN(s)

t t
+(Ar+p // diqu2—|-0/ u (s))2 —i—us/ E(XN(t,0,y))?dy
Ortar) [ [0 [y +as [ PO 0.0

As

+
2 Q5(0)

t

B0 Pdy+e [ (@@ 4 60(ed) DIV = B0
0 Jai(s)

ou Eév est ’énergie approchée a I'instant initial :

1

EN_/QOUN2dx+a o0 74_/ 0%)8.
V=g et = [ g )

On rappelle que E(X?) désigne le tenseur de Green-Saint Venant défini par (1.7).

3.4 Prolongement de la solution sur un intervalle indépendant de N

Montrons qu’on peut réitérer ce procédé jusqu'a un temps 71’ arbitraire en un nombre fini
d’itérations : pour continuer, on part des nouvelles configurations de référence Qg (TN) et
QN(TN) et des nouvelles conditions initiales u¥(TV) et o™ (TV) et on cherche (u¥, XV, o)
défini sur [TV, T]. De méme que précédemment, on résout un probléeme linéarisé et on arrive a
I'inégalité (3.14). Le flot qui intervient dans la définition de &% est maintenant X Y@, TN,.). On
majore donc le terme || (2)] L@ (1)) PAr la méme constante. Pour la majoration correspon-

dant & (3.15), on a maintenant :

t
P (1) <3 eap ( [ i i )l ds)
0

avec 9"V un majorant de o™ (7). Or, d’apres le lemme 3.1 appliqué & notre point fixe
(uN, XN, o) et I'estimation d’énergie (3.16),

TN
0" <o exp (/ [div u® (s)[] oo 0 dS) <0 exp ( TEéVC5(N)>
0
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ot C5(N) est une constante dépendant des fonctions de base (p;)1<i<n. Cette majoration ne
dépend que de T, de N et des données initiales & ¢ = 0. A partir de la, on peut donc réitérer
l'argument de point fixe sur des intervalles de temps de longueur fixe et atteindre le temps
arbitraire 7.

On a donc trouvé une solution (u
un temps arbitraire.

La vitesse u!V satisfait le probleme variationnel suivant : pour tout M € N, M < N, pour tout

M(t,z) = 1 vi(t)pi(x) avec (vi)1<i<am dans H'(0,T),

N XN, o) définie sur un intervalle de temps [0,7] ot T est

/ / (t,z)u tx)aat (t, x)da:dt+/ / (t,z)(u @ u™)(t, x) : VoM (t,z) dx dt

—e/ / (Vul (t, ).V o (t,z))vM (t, z) d:cdt—/ / ol - VoM
0 JON(@) 0 JO¥(@)

T T
N M . N 1. M
_Q/O (u™(¢,.),v (t,.))Hg(Qg(t)) dt — (/\F+,up)/ /Qg(t) divu™ dive™ dzdt

T
—,up/ / - VoM dz dt + a/ / leva dx dt
0 JoN® Qi (¢
T
+5/ / (o) Pdiv o™ dx dt = —/ ul ™M (0,.) dy (3.17)
0 JON(

ol O’év est défini par : pour tout x € Qév(t),

o (t,2) = det VXN (0, ¢, 2) VXN (0,8, 2) " 'os[X V] (¢, XV (0,¢,2)) VXN (0,¢,2) 7
Ici, XV est solution de (3.9) et oV est solution de (3.10), (3.11) et (3.12).
Remarque 3 :

A ce niveau, on obtient donc une solution du probleme approché sur [0,T] avec T quelconque.
Les chocs me peuvent pas avoir lieu du fait que le flot est défini et inversible sur €.

4 Passage au probleme continu

A chaque fois que ce sera nécessaire, pour avoir des résultats de convergence faible, on
considérera une sous-suite plutot que la suite elle-méme. Ceci sera sous-entendu et on gardera
la méme notation pour désigner la sous-suite.

Il faut passer a la limite dans '’équation du flot (3.9), dans les équations portant sur oV
dérivées de la loi de conservation de la masse (3.10) & (3.12) et dans la formulation variationnelle
(3.17) dérivée de ’équation de la quantité de mouvement.

4.1 Convergence forte de (X)ycy

Dans (3.16), pour N assez grand,

EYN < 2Eq puisque u)) — u® dans L*(Q)
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Le flot XV est solution de (3.9). D’apres (3.16),

T
0/0 Hué'v(tz ')H%{S(Qg\’(t)) dt < 2Ej (4.1)

Ainsi, d’apres la proposition 2, (X ) yen est borné dans H'(0,T; H3(£25(0))) par une constante
dépendant uniquement de Ep, f. On note X la limite faible de (XV) yen dans H(0,T; H3(Q25(0)))
et, pour tout t € [0, 7], on définit :

Qs(t) = X(t,0,025(0)) et Qp(t) = 2\ Qs(?).

Le flot X est solution du probléme suivant : pour tout y € Q5(0),

0
= X(t,0,y) = u(t, X(¢,0,
£ X(1,0,9) = u(t, X (2,0,)) "

X(0,0,y) =y

ott u est la limite faible dans L2(0,7; H}(2))? de (u")nen. De plus, on a un résultat de
convergence forte sur (X)) ey : comme H'(0,7T; H3(Qs(0))) s’injecte de facon compacte dans
C(0,T;C*(2s(0))),

XY — X dans C(0,T;C'(Q5(0))). (4.3)
De ce résultat, on déduit que :
Xl (1) = XQs(t) et XN (1) = XQp(t) dans C(0,T; LP(Q2)), V1 < p < 0. (4.4)

Maintenant, on a uniquement une définition de X sur g(0). A priori, rien n’assure plus que
X(t,0,.) soit inversible de Qg(0) sur son image Qg(¢). De méme, & partir d’un certain temps,
Qg(t) peut sortir du domaine Q2 (ce qui correspond & un choc). Ces deux restrictions sont
fondamentales pour la suite. Or, si d(t) est la distance entre 92 et Qg(¢),

t
/ 90X (s,0,y) ds‘
0

d(t) > dp— sup s

y€Qs(0)

Ainsi, grace a (4.1), on peut écrire que :
d(t) > do — C1v't

ot Cy est une constante dépendant de Ep, @ et de la constante de l'injection de H?(25(0)) dans
L>(Qs(0)).

Pour ’hypothese d’inversibilité, on a besoin au cours de la preuve de pouvoir prolonger le flot
X sur 2 en une fonction Y de H'(0,Ty; H3(£2)) inversible qui laisse les points de la frontiére de
Q) invariants. Pour cela, on définit par exemple un opérateur linéaire continu P :

P H3(Qs(0)) — H3(Q)NH(Q)
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puis, pour tout ¢ € [0,Tp], la fonction :
Y(t,.) =1d+P(X(t,0,.) — Id) sur Q. (4.5)
Pour avoir I'injectivité de Y, on veut que :
VY (t,.) — Id|| o (0,10)x2) < €0
avec eq le réel défini dans le lemme 1.1 pour le domaine Q. Pour cela, on voit que :
1Y(t,.) = Id|| oo 0,3 (02)) < CPIIX(#,0,.) = Id| poo (0,113 (025 (0)))

ou Cp désigne la constante de continuité de P. Or :

X(s,0,y)ds < CoVT

”X(taoay) IdHLoo (0,T;H3(Qs(0
L= (0,T;H3(Q5(0)))

ou (' dépend uniquement de Ey. Ainsi,
VY (t,.) — Id| (0.1 x0) < CPC3VT
oi1 C3 dépend de Fj et de la constante d’injection de H3(Q2) dans W1°(€).
Soit Ty défini par :
a’d? el
Ty = inf (0, 0) (4.6)
C? 7 C3C3

avec @ < 1. Alors, pour tout (Xg, 0, u) satisfaisant 1’estimation d’énergie (1.23) (ce qui est le
cas de notre solution discrete (X5, o™, u) et de la limite (Xg, 0,u)), on a :

d(t) > (1 — a)dp pour tout t € [0,Tp] et | VY (t,y) — IdHL"Q((O,To)XQ) < eg

ou Y est défini & partir de Xg par (4.5) et donc, en particulier, comme Y (¢,.) est inversible, le
flot X5(t,0,.) est inversible de Qg(0) sur Qg(t) et il n’y a pas de choc entre le solide et la paroi.
On note Xg(0,t,.) I'inverse de Xg(¢,0,.) défini de Qg(t) sur Qg(0), pour tout t € [0,Tp]. On
voit facilement que :

vxY0,t, XY (t,0,.) = VX5(0,t, X5(t,0,.)) dans C((0,Tp) x 25(0)). (4.7)
A partir de maintenant, on se place sur cet intervalle [0, Tp]. Dans la derniere partie, on prolongera
notre solution sur l'intervalle de temps [0,7] o T" est défini par (2.8).
4.2 Convergence forte de (o")yen

Lemme 4.1 :
On a les estimations suivantes sur (o) nen : pour tout N € N,

sup /|g (t,x)|"de < C,  sup /|Q (t,z)]Pde < C (4.8)

0<t<Tp 0<t<Tp

To
/ / VoV |2 dedt < C, / /|g [P+ dzdt < C (4.9)
QF (1)
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Preuve du lemme 4.1 :

Sur la partie solide, on voit que (o")nyen est bornée dans L>(0,Ty; (2% (t))) en utilisant
Iécriture (3.5) de oY donnée par le lemme 3.1. Les estimations de o) sont donc immédiates.
Sur la partie fluide, les 2 premiéres estimations viennent directement de I’estimation d’énergie
(3.16). En multipliant (3.11) par ¢" et en intégrant en espace et en temps, on obtient :

1

To 1 To 2
[ we g ([ 1 sw \|@N<t>||i4(QN(t))\/To< [ |VuN|2)
0 () Qr(0) 0<t<Ty F 0 ()

Ainsi :
To
6/ / VoV |2 < C.
0 Qi (1)

De plus, d’apres (3.16), ((QN)§>N N est bornée dans L%(0,Tp; HL(QX())). Or on peut noter
€

que :
HY(QF (1) — LYQF (1)

avec une constante d’injection indépendante de N et de t € [0,7Tp] (en effet, cette constante
dépend de [|[VXN(£,0,.)[| 1o (0,10)x025(0)) €t de [[VXN(E,0,.)7 | 1oo(0.1) x025(0)) €b ces termes
sont bornés indépendamment de V).
On en déduit que ((QN)ﬁ)NGN est bornée dans L1(0,Ty; L3(QX(t))). De plus, on a l'inégalité
d’interpolation valable pour tout ¢ € [0, Tp] :

3
8ll4
L3(Q3 (1))

sl

N
HQ ’LQ E)) LYY (1) HQ ®)

ou C dépend uniquement du diametre de 2. Ainsi, puisque ((QN )5) Nen ©st bornée dans
L>(0, To; LY(QX (1)) N L0, To; L3(QF (1)), ((QN)ﬁ)NeN est bornée dans Lg(O,To; L2 QX (1))

et donc, comme 3 > 4, on en déduit que (0™)yen est bornée dans LPH1(0, Tp; LATH(QK (2))).
Ceci prouve la derniere estimation. [

Sur la partie solide, étant donné que la vitesse est réguliere, on garde une écriture explicite
de la densité en fonction de w :

¢
o(t,z) = 0°(X(0,t,2))exp (—/0 divu(s, X(s,t,x)) ds)> , Ve Qg(t) (4.10)

ol g est la limite faible de oV dans L>(0, Tp; L?(2)). Ainsi, ¢ est solution sur Qg(t) de la loi de
conservation de la masse :

ot o
05(0,.) = og sur Qg(0).

Pour passer & la limite dans les équations de conservation de la masse sur la partie fluide,
on écrit I'ensemble d’équations (3.10) a (3.12) sous forme variationnelle :

/TO/ ( +u” v‘b) +E/TO /QN(t VoV =0,y € D((0,Tp) x Q). (4.11)

{ des + div (osu) = 0 sur Qg(t)
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Etant donné que (x/QNuN>N N est bornée dans L>(0,Tp; L?(2))3, (o™Mu")nen est bornée
€

2y
dans L>(0, Tp; L7+ (Q))3. 1l faut maintenant montrer que la limite faible de (oNu'V)yen dans
2
LOO(O,TO;LvTvl(Q)):)’ est pu. Pour cela, on a besoin d’'un résultat de convergence forte sur
(@) ven:

Proposition 5 :
Awvec les notations précédentes,

o™ — o dans LP((0,Tp) x Q).

Preuve de la proposition 5 :

Puisque (u™) yen est bornée dans L2(0, Tp; L5(Q2)) et (o) yen est bornée dans L>(0, Tp; LA (Q)),
la suite (0™ u’V)yen est bornée dans L2((0, Tp) x Q). D’apres (4.9), (ng(t)VgN)NeN est bornée
dans L?((0,Tp) x ). Ainsi, d’apres (3.11) et (3.12), (QN)NeN est bornée dans H'(0, Tp; H1(£2)).
De plus, d’apres (4.9) et Iécriture explicite de o sur Qg(t), on sait que (VoV)yen est bornée
dans L2(0, Tp; L2(QX(¢))) et dans L2(0, Tp; L2(25 (¢))). Ainsi, grace au lemme 4.2 qui suit, on
obtient la convergence forte de (o™)yen dans L2((0,Tp) x ). De plus, comme (o™)yen est

bornée dans LA*1((0,Tp) x Q) d’apres (4.9), on en déduit que (o™ ) nen converge fortement vers
o dans LP((0,Tp) x Q). O

On énonce maintenant une variante du lemme d’Aubin avec des domaines variables. Un
énoncé de ce lemme sous sa forme classique est donné par Lions [17] (chapitre 1, théoréme 5.1).

Lemme 4.2 :
Soit (o) nen une suite bornée dans L*((0,Tp) x Q) telle que :

oo 9o 9 1

—_ = L To; H (2

ot ot dans (Oa 05 ( )) w

et (Vo) nen est bornée dans L*(0, Tp; L2(QN(t))) et dans L*(0, To; L2(QX (t))), alors :
oV — o dans L*((0,Tp) x Q).

Preuve du lemme 4.2 :
On reprend ici exactement la démarche de Lions [17] en adaptant la démonstration & notre
cadre. On peut toujours supposer que ¢ = 0. Montrons tout d’abord ’estimation suivante :

Vn>0,3C,>0,Vte[0,Ty), VN € N, Vv e L*(Q) n HY(QX(t)) n HL(QY (1)),

[ollz2e) < nlllvll @@y + N0l @y @) + Callvlla-1(0)- (4.12)

Supposons que cette estimation soit fausse :
In, VpeN, 3t, €[0,To], IN, €N, v, € LA(Q) N HL QN (£,)) N HYQ57 (1)) tel que

lonllzzion = 2010l s oy + 100l s, py) + Plolir-sco
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On définit : pour tout p € N,

Up

Wy = .
i ||,Up||H1(Qgp(tp)) + HUPHHI(Qgp(tp))

Alors pour tout p € N,
lwpllL2(Q) = 1+ pllwpl| g-1(0)- (4.13)
Or:

prHLQ(Q) < prHHl(Qgp(tp)) + ||wp||H1(Qgp(tp)) <1

donc, d’apres (4.13) :
w, — 0 dans H~ (). (4.14)

On prolonge wp‘ QY en une fonction wg de H'(Q). Le prolongement peut étre choisi de sorte

que :

(tp)
Jw) | i1y < C.
Ainsi, pour tout ¢ < 6, wg — w’ dans L4(Q2). De plus, & une sous-suite pres, tp — t' et donc :
XQg”(tp) — Xop@) dans L™(Q), V1 <r < oo
donc :
X ) W = XQF(t/)wF dans L*(9). (4.15)
On a déja signalé que :
H'(QF (1) — LYQF (1)) et H'(QF (1)) — LY (¢))

avec des constantes d’injection indépendantes de N et de ¢ € [0, Tp).
Ainsi, puisque (wp)pen est bornée dans H(Q}(¢)) et dans H'(QY (1)), (wp)pen est une suite
bornée dans L5(Q2). De cela et de (4.15), on déduit que :

XQp () Wp — XQF(t/)wF dans L?(Q).

En procédant de méme sur Qg” (tp) et en notant wlf le prolongement dans H'(£2) de wp‘ Q¥ (1,)’
S P
on obtient :

XQg(#)Wp — XQS(t/)wS dans L?(Q)

ott w* est la limite faible de w}? dans H*(©). On a donc montré que (wp)yen converge fortement
dans L?(2). D’apres (4.14), (wp)pen converge donc fortement dans L?(2) vers 0. Ceci est en
contradiction avec (4.13) qui affirme que :

| wpllL2) =1, Vp € N.

L’estimation (4.12) est donc vérifiée. Passons maintenant & la démonstration proprement dite
du lemme 4.2.
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Comme (o™)nen est bornée dans L2(0, Tp; HY(QY ())) N L2(0, To; HY(QX(¢))), pour tout 7> 0
fixé, d’apres l'estimation (4.12), il existe C; tel que :

1™l 220,10y x ) < T + Crllo™ lr2(0.10 110 -

Ainsi, montrer que o — 0 dans L?((0, Tp) xQ2) revient & montrer que ¢ — 0 dans L?(0, To; H~1(Q2)).
Comme (") nen est bornée dans C(0, Ty; H~1(£2)), il faut simplement prouver que :

Vs e [0,Tp), o (s) — 0 dans H~1(Q).
On se place en s = 0 (la démonstration est la méme pour un s quelconque). On définit :
N (1) = oV (M)
avec 0 < A <1 a déterminer. Alors :
N N N
YN (0) = oV(0) et [[(™) [l aomyr-1(0y) < CoVA VN €N.

Soit © € C(0,Tp) telle que ©(0) = —1 et O(Tp) = 0. Alors :

To
Y (0) = /O @V (tydt = BN + oV

avec .
To

o = [ eyt d et A = [ 0w dr
0 0

Ainsi,
||QN(O)||H*1(Q) < ||BNHH*1(Q) + ”’YNHHfl(Q).

Soit 7 > 0 fixé, on choisit A suffisamment petit pour que :
T
18Y| zr-10) < 5 VN EN.

Il faut montrer que ||'yNHH_1(Q) — 0. Or (") yen tend faiblement vers 0 dans L?((0,Tp) x ).
On en déduit que (YV)yen tend faiblement vers 0 dans L?(f2) et donc fortement dans H ().
Ainsi, on a bien montré que o™ (0) — 0 dans H~1(f2), ce qui acheve la preuve du lemme 4.2. [J
Ce résultat de convergence forte montré dans la proposition 5 permet d’identifier la limite
faible de la suite (o™ u”™)nen dans LOO(O,TO;L%(Q)) : puisque (0")yen converge fortement
vers ¢ dans LP((0,Tp) x Q) et (uV)nen converge faiblement vers u dans L2(0,Tp; HE(Q))3, 1a
limite de (o™ u™)nen dans L>(0, Tp; L%(Q))3 est ou.
Pour passer a la limite dans (4.11), il reste a étudier la convergence de (Xﬂg(t)vgN )Nen. Or on
sait déja que (XQg(t)VQN)NeN est bornée dans L2((0, Tp) x ). Puisque (o) yen est bornée dans
LA((0, Tp) x Q) et (XQg(t))NeN converge fortement dans L*((0, Tp) x 2), on conclut facilement que
(XQg(t)VQN)NeN converge faiblement vers xq,.;)Veo dans L2((0,Tp) x €2). Ainsi, ¢ est solution
du probleme variationnel suivant :

To ad} To
_ Z7 . = Q .
/0 /QQ<8t +UV¢> —i—e/o /QF(t)ngw 0, V¢ € D((0,Tp) x Q) (4.16)
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et donc :

| os sur Qg(t)
‘7 { or sur Qp(t) (4.17)

ou op est solution au sens faible de :

der + div (oru) = eApp sur Qp(t)

8875
% = 0 sur IQp(t) (4.18)
0r(0,.) = 0% sur Qp(0)
et og est solution au sens faible de :
des + div (osu) = 0 sur Qg(t)
o T (4.19)
05(0,.) = dg sur 25(0)

Enfin, on montre un résultat de régularité sur la densité qui sera utile dans le paragraphe qui
suit.

Lemme 4.3 :

La suite (o™) nen est bornée dans W9(0, To; L(Q2))NLI(0, To; W24(QE (£)))NL(0, To; W21(QF (t)))

avec q = %. De plus, ¢ est un élément de W4(0, Ty; L9(2))NLA(0, To; W29(Qp(¢)))NLL(0, To; W4(Qs()))
et le systéme d’équations (4.17)-(4.18)-(4.19) est satisfait presque partout.

Preuve du lemme 4.3 :

On va tout d’abord montrer ces estimations sur la partie fluide. Pour cela, il faut transporter le
probleme (3.11) satisfait par o¥ sur le domaine Qz(0) & Iaide du flot. On ne peut plus procéder
comme dans la preuve du lemme 3.1 et utiliser directement le flot global pour transporter le
probléme car on n’a pas une estimation uniforme en N sur le flot global (la limite de (X M ven
n’est définie que sur la partie solide). On va donc prolonger le flot solide, qui reste borné, en une
fonction réguliere sur le domaine global et utiliser ce prolongement pour se ramener au domaine
initial.

Comme on 'explique dans le paragraphe 4.1, on peut prolonger X sur Q en une fonction
YN de H(0, Ty; H3(2)) telle que, pour tout ¢ € [0,Tp], YN (¢,.) est inversible de Q sur §2. Soit :

op (ty) = op (£, YN (t,y)), Vt € (0,Tp), Vy € Qr(0).

oo Oor
<9F N UNvgy> (t,y) = “2E (0, ()

avec vV € L2(0,Ty; H?(Q2r(0))) la vitesse eulérienne associée a (YV)~1. Alors g% est solution
de :

87N

% + eV VY — ediv(BYVEY) = —div (o¥u™)(t, YN (£, -)) sur (0,T) x Qp(0)
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ot ¢V est défini par :

N N € N N
= ———_B"YV VY .
c v ot VYN, ) (det (t, ))

De plus, Eg satisfait la condition aux limites :
(BNVaR).Ny =0 sur (0,T) x 99Q5(0) (4.20)

avec :

BN(t,y) = VYN (t,y) vy N (¢, y)

La suite de matrices (BY)yen est bornée dans H'(0, Tp; W6(Q)) et est coercive uniformément
en temps, en espace et en N et la suite (¢V)yen est bornée dans L2?(0, Tp; L°(R2)). De plus,
(0N uM)Nen est bornée dans L?(0, Tp; LB%(Q)) N L°(0, Tp; Lﬁ%(ﬂ)). Par interpolation, on en
déduit que ( gg u™N) nen est bornée dans L4(0, Tp; L2(£2)). On peut donc appliquer la proposition
4 : la suite (2% ) nen est bornée dans L4(0, T; H(Q)) avec T dépendant uniquement de la norme
de BY dans HY(0, Tp; W16(£2)) (qui est bornée). En décomposant div(eXu™) en :

div(opu™) = u™ - Vop + div(u™)of,

on peut maintenant affirmer que (div(o¥u”))nen est bornée dans L4((0,T) x Qp(0)) avec
g = %. Ainsi, d’aprés la deuxieme partie de la proposition 3, (o%)nyen est bornée dans
WL4(0,T; LY(Qp(0))) N L0, T; W24(Qp(0))). On en déduit les estimations recherchées sur o
sur l'intervalle [0,7] en retransportant la densité . Pour obtenir ces estimations sur tout
Iintervalle [0, Tp], on repart de la nouvelle configuration de référence Qp(T) et on fait un chan-
gement de variables. On obtient alors la méme estimation et on réitere le raisonnement.

Les estimations sur la partie solide sont obtenues directement grace & (4.10). Enfin, pour les
estimations sur la densité g, on fait exactement le méme raisonnement en utilisant la régularité

H(0,Ty; H3(25(0))) de X. O
4.3 Convergence forte de (u")yen
On sait déja que :
2
oNul¥ — gu dans L™(0, Tp; LTJZI(Q))?’ S
A partir de la formulation variationnelle (3.17), on va en déduire que :
Lemme 4.4 :
2 .
oNu — ou dans C(0,Tp; Ly, ()3

c’est-a-dire :
vee (LH@). s [ ("))~ (eu®) s —o

0<t<Ty
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Preuve du lemme 4.4 :

2y
v+1

2 /
Soit ¢ € <LT:1(Q)) donnée. Puisque

peut montrer que :

6
> o P est une fonction de L®(Q). Ainsi, on

N
Y= A}Enoo Zl ajp; dans (L%(Q))/

Ainsi :

Lo - ewme = [ (@ - (sz)

—/Q((QNUNW)—(Q“)@)) (¢—;aiwi).

2
Soit 7 > 0 fixé. Etant donné que (oM u™)nen est une suite bornée dans L>°(0, Tp; LvTWl(Q)), on
peut trouver Ky € N tel que : pour tout N > Kj

N
o [ (@0~ @) (¢ - D )

0<t<Tp e

Ainsi, pour montrer le lemme 4.4, il suffit de prouver que : pour toute fonction de base ¢;,

sup / (™) (t) — (0u)(t)) g — 0.
Q

0<t<Ty

En fait , il suffit de montrer que ( / oNuv LpZ') converge fortement dans C(0, 7).
. NeN
Si on choisit comme fonction test v = X[0,)%: dans (3.17), 'équation devient :

/ oM (t, 2)u™ (t, z)p; dx — / 0ul p;i(x) dx
Q Q

t t t
:/ /QNUN®uN:V<p,~dxds—e/ / (Vug.VQ]g)cpid:cds+/ / o 1V
aN(s QN (s)

+9/ )> i ))Hg(QN( ))d8+(>\p+uF / /QN div el div; dz ds
N ; NVYdiv o
—i—,up/ / Vu .chzd:cds—a/ / (op)div ; dx ds
0 JOl(s) 0 JaN(s)
¢
—5// (o¥)Pdiv @; da ds. (4.21)
0 JOH(s)

Soit pour commencer :

t
AV (t) = /O/QQNU,N@uN:V%dxds.
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Puisque (o™VuV)nen et (uV)yen sont bornées respectivement dans L>(0, Tp; L%(Q)) et dans
L2(0,Ty; L5(9)), (o™ uY @ uV)nen est bornée dans L?(0,Tp; L'(€)). En supposant que ¢; est
une fonction de classe C'(£2), ce qui est toujours possible, on en déduit que (h{)yen est bornée
dans H'(0,Tp) et donc, par compacité de H'(0,7Ty) dans C(0,Tp), (b)) nen converge fortement
dans C(0,Tp).

Soit maintenant :
t
Y (t) = —e/ / (VuX Vo) dz ds.
0 Qg(s)

On sait que (Vul)yen est bornée dans L2((0, Tp) x ). Il faut montrer que (XQg(t)VQ]}])NeN est

bornée dans un espace du type L*(0, Tp; L?(2)) avec a > 2. Pour cela, on utilise le résultat de
régularité donné par le lemme 4.3 : comme (o¥)yen est bornée dans LI(0, To; W24(QX (2))) N

L>(0, To; LA(QX (1)) avec ¢ = 3 en faisant une intégration par parties en espace, on a :

1 3
9 4 1 4 4
/ Vol (t,2)[? dx < (/ 0¥ (t, )] dx> / Agl(t,2)|F do
QN (t) Qg(t) QN (t)

F F

et donc (XQg(t)VQg)NeN est bornée dans L3 (0, Tp; L2(92)). On en déduit que (h)) yen est bornée

dans Wl’g(O, Ty) ce qui donne un résultat de convergence forte de (hd)nen dans C(0,Tp).
Pour tous les autres termes du membre de droite de (4.21), on utilise les mémes arguments
qu’avec hjlv . De cette maniere, on a montré le lemme 4.4. (]

2
Comme LWTWl(Q) s'injecte de facon compacte dans H~1(f2), le lemme 4.4 nous permet
d’affirmer que :
oNuN — ou dans C(0, To; H1()).
4.4 Passage a la limite dans la formulation variationnelle

D’apres ce qui précede et étant donné que (u”) yen converge faiblement dans L2(0, Tp; H(Q2))
vers u,
N (N @ulN) — o(u®u) dans D'((0,Tp) x Q). (4.22)

Le lemme 4.4 et (4.22) permettent donc de passer a la limite dans les 2 premiers termes de
(3.17). Pour le passage a la limite dans :

To
—/ / ol - v,
0o Jo¥®

on utilise les résultats de convergence forte (4.3) et (4.7).
La proposition 5 permet ensuite de passer a la limite dans :

To To
a/ / (o )'divo™ dz dt + 5/ / (o¥)Pdiv o™ dz dt.
0 Jar® o JoNw
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La convergence des termes :
oy M T s N s M
_9/0 (u™(t,.), o™ (¢, .))H3(st\;(t)) dt — (\p —}-/LF)/O /Qg(t) divu” dive™ dzdt
To
—MF/ / vV VoM dz dt
0o Jaxwm

est obtenue directement en utilisant (4.4) et le fait que (u”)yen converge faiblement vers u dans
L*(0, Ty; H} (2)). 11 reste le terme :

To
—e/ / (Vu (t,2). Vo (t,z)oM (t, ) de dt. (4.23)
0 QN ()

Pour ce terme, on a besoin d’'une convergence forte sur la suite (Xﬂg(t)VQg )Nen. Pour cela, on

multiplie (3.11) par ¢¥. On obtient :

t t
/ 0N (t, z)|? dac—|—26/ / Vol |? dx ds = —/ / diqu|Qg|2dmds—|—/ |0°|? da
QN (t) 0 JON(s) 0 JON(s) Qr(0)

F

Comme l'équation (4.17) est satisfaite presque partout d’apres le lemme 4.3, on peut aussi
multiplier cette équation par gp. On obtient :

t t
/ \gp(t,a:)|2d:c+26/ / \Vor|*drds = —/ / divugp|2dxds+/ |0°|? da.
Qr (1) 0 JQr(s) 0 JQr(s) Qr(0)

Or, comme (™) yen converge fortement vers o dans L5((0,Tp) x Q), on a :

¢ t
/ / divu™ 0¥ |? dx ds — / / div u|op|? dz ds
0 JaN(s) 0 JQF(s)

donc, finalement : pour tout t € [0, Tp],

t
|l topdere [ [ - wePdsds
Qg(t) 0 Qg(s)

t
— \gp(t,x)Ide—i—Qe/ / \Vor|* dx ds. (4.24)
QF(t) 0 QF(S)

D’apres (4.9), pour tout ¢ € [0, Tp],

t t
/ / \Vor|>deds < lilTl/ / |V o |? dx ds.
0 JQp(s) 0 JON(s)

De plus, grace a (4.8) et puisque > 4 on sait que :

oY — o dans L™®(0, Ty; L*()) w * .
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En raisonnant de méme que dans le lemme 4.4 a partir de la formulation variationnelle (4.11),
on renforce cette convergence :

o™ — o dans C(0, Tp; Ly, ()

et de cette maniére, pour tout ¢ € [0, Tp],

/ lor(t,2)2de <lim | |o(t, )2 da.
Qp(t) Qi (1)

Ainsi, en utilisant (4.24), on obtient, comme résultat de convergence en norme sur (o)

To To
/ / \VolN|? da dt —>/ / Vop|* d dt
0o Jal() 0 JQr()

et donc la convergence forte de (XQg(t)VQg)NeN vers Xq, () Vor dans L?((0,Tp) x Q) ce qui

NeN -

permet de passer a la limite dans (4.23).

Pour terminer ce paragraphe, il reste a passer a la limite en M dans (3.17). Ceci ne présente pas
de difficultés : pour toute fonction v € C>((0, Tp) x Q) telle que v(t,.) € H}(£2), on peut trouver
une suite (vM) qui converge vers v dans C*(0, Tp; H3(£2)) s’écrivant :

M

M

v =E Qi pi.
i=1

Cette convergence permet d’effectuer le passage a la limite sans difficulté. On a donc montré le
résultat suivant :

Proposition 6 :
Pour tout € > 0 fixé, il existe une solution (X, oc,uc) du probleme (4.2), (4.17), (4.18), (4.19)

et (2.15) qui satisfait l’estimation d’énergie :

1 a

5 t
a / Qe(t)‘ue(t)P dx + QF,s(w’y + / QF,e(t)'B + NF/ / |qu,€ 2
2 Jo Y—=1Jap.@ B=1Jar. 0 Jp.(s)

t t
0w tur) [ [ v 40 [ usd9a. ) tas [ 1BE0)E dy
0 JQF.(s) 0 ’ Q5(0)

A ¢ _ _
s [ B 0Pyt [ [ (@n) 4 58(er)” ) Verd? < By
Qs(0) 0 JQp.(s)
(4.25)
De plus,

1Xe(t,0, )l 1 .25 (0))) < C et el VorelZaomrz@n. i) < C- (4.26)
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5 Passage a la limite en ¢

Le but de ce paragraphe est de passer a la limite en € le coefficient de viscosité apparaissant
dans la loi de conservation de la masse. Pour la convergence du flot (X.) défini sur 2¢(0), on
reprend exactement les mémes arguments que dans le paragraphe 4.1 qui s’appuient sur la
régularité de la vitesse sur la partie solide. Ainsi :

X, — X dans C(0, Tp; C*(Q5(0))) (5.1)

et :
XQs. () = XQs(t) €6 Xap. (1) = Xap@) dans C(0,Tp; LP(2)), V1 < p < o0

avec Qg(t) = X(¢,0,25(0)), Qp(t) = Q\ Qg(t). De plus, X est solution de :
2 X(1,0,) = u(t, X(,0,4))
t (5.2)
X(0,0,y) =y
ot u est la limite faible dans L2(0, Tp; H}(2))? de (uc). On a aussi, pour tout e, Pinversibilité
du flot X((¢,0,.) de Qg(0) sur Qg (t) et :

VX(0,8, X.(£,0,.)) — VX(0,t, X(£,0,.)) dans C((0, Tp) x 25(0)).

On définit un prolongement Y, de X, dans H'(0,Tp; H3(f2)) tel que, pour tout ¢ dans [0, Tp],
Ye(t,.) soit inversible de Q sur .

Comme pour le passage au probleme continu, on peut passer a la limite dans ’expression de la
densité volumique sur la partie solide :

t
o(t,x) = 0°(X(0,t,z))exp (—/ divu(s, X(s,t,x)) d5)> , Vo e Qg(t).
0
ot o désigne la limite faible de (g.) dans L>(0,Tp; LP(9)).

5.1 Estimation sur la densité

Avant de passer a la limite dans les autres équations, on va montrer une estimation supplémen-
taire sur (g¢). Des difficultés liées a l'interface mobile apparaissent. On utilise ici une méthode
introduite par Lions [19]. Cette méthode nécessite certains résultats de régularité sur le probleme
de Stokes sur P'ouvert Qp(t) qui est de classe H3.

Tout d’abord, on définit les opérateurs linéaires Rf et P par R{(f) = v et Pf(f) = p ou
(v, p) est 'unique solution du probleme de Stokes suivant & t et € fixés :

—Av+Vp=f sur Qp(t)
dive =0 sur Qp(t)
v=20 sur 0Qp (1) (5.3)

/ poY(t,.)=0
2r(0)
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On établit tout d’abord un résultat d’existence de ’application Pf. Le lemme qui suit énonce un
résultat de régularité sur le probleme de Stokes. L’ouvert considéré est ici uniquement de classe
H3. On ne se trouve donc pas dans le cadre classique (voir Temam [23]) olt 'ouvert est de classe
C?. Un résultat de régularité avec un second membre dans L”, pour 1 < r < oo a été montré
par Bello [2] dans le cadre d'un ouvert W2°. On va ici reprendre sa démarche dans notre cadre
(ouvert H?) et I’adapter pour 1 < r < 6 (il semble qu’on ne puisse pas avoir mieux).

Lemme 5.1 :
Pf est un opérateur continu de L"(Qpe(t)) dans WH (Qp(t)) pour tout 1 < r < 6 et de
WL (Qp(t)) dans L™ (Qpe(t)) pour tout 1 < r < co. Cette continuité est uniforme en t et en
€, c’est-a-dire :

125 (O llwrr @y < Clflzr@p. )
125 (L@t < Clfllw-1r@p. 1))

ou, C' est une constante indépendante de € et t.

Preuve du lemme 5.1 :

La continuité de 'opérateur Pf de L™(Qp(t)) dans WL (Qp(¢)) a déja été montrée dans la
premiére partie de ce mémoire (chapitre 2, Proposition 2) pour le cas r = 2. La démonstration
repose sur une adaptation de l'article de Bello [2] qui consideére des ouverts de classe W2°°. On
va montrer qu’on peut adapter la suite de cet article (qui utilise le cas r = 2) & notre cadre pour
1 < r < 6. La méthode suivie est présentée dans Gilbarg et Trudinger [15] pour les équations de
Laplace et de Poisson. L’article de Bello montre tout d’abord une formule de représentation de la
solution du probleme de Stokes : la solution est exprimée a partir des potentiels hydrodynamiques
exprimés en fonction des solutions fondamentales singulieres. L’étape suivante consiste a obtenir
des estimations a posteriori sur la solution. On va se concentrer sur cette étape importante de
la preuve (section 5 de l’article) en montrant les différences qui se présentent dans notre cadre.
Pour I'adaptation du reste de la preuve, les arguments seront du méme type. Nous allons donc
montrer le résultat suivant :

Lemme 5.1.1 : Soit Q un domaine borné de classe H>.
Pour tout (w,p) dans (WQ”"(Q) N WOI’T(Q)) x WL (Q) avec 1 < r < 6, on pose :

f=—-Aw+Vp, g=divw.
Alors, il existe une constante C telle que :

lwllwzr@) + IPlwir@) < C (fllr@) + lgllwrr@) + lwllzr @) + ol L)) - (5.4)

Pour montrer ce lemme, on introduit, comme dans la démonstration du cas r = 2 (voir premiere
partie, chapitre 2, Proposition 2 pour les notations), une partition de 1'unité (6;)o<;<) associée
a un recouvrement (U;)o<i<k. Alors :

k k
w = Z@iw, P = Z@ip.
=0 i=0
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Pour l'estimation du couple (Ggw, Opp) € VVO2 "(Up) x I/VO1 "(Up), on peut reprendre exactement
le raisonnement présenté par Bello. Grace a une formule de représentation de la solution du
probleme de Stokes en fonction des solutions fondamentales singulieres, on obtient ’estimation
voulue sur Uy :

00w |l w2 o) + 100pllwrrwe) < C (Ifllr@) + lgllwrr@) + lwllr @) + lpller @) -

On considére ensuite les couples (6;w, 8;p) pour 1 <i < k et on pose :

{ —A(6w) + V(bp) =
div (w) =G

On a omis ici I'indice ¢ pour plus de lisibilité. Un rapide calcul montre que F' appartient a
L*(QNU), G appartient & H(Q2 N U). Ces fonctions satisfont de plus :

1 E N 2y < Cllfllz2@) et 1Gllm@ney < Cllgllae)
On effectue le changement de variables :
z=(Qw)o W et g=(fp) oW

en reprenant les notations du cas r = 2. Alors, on a :

~ 0%z 3 0z 3 Jdq
F = — bi~— i, 1<1<3
: Zl " ey <" dy; " Z;ml’ Ay
[2¥) 1= 1=
G = - Z Ja
t,j=1

ou les ceefficients Mij, Qi dans W15(V) ont déja été définis dans le cas 7 = 2, b est un vecteur
de LS(V) et F et G vérifient :

F=1JacUFoW, G=JacVGo V.
Soit maintenant g € o(V) et Bf, = B(xo; R) N (]R2 x Rf). On définit :

3

0z
Z;bayi = —Z a; j(zo) 8%8% Z ,1<1<3
v i,j=1 =1

éo — —;lm%j .Z’O ay

Les coefficients étant maintenant fixés, on se ramene a un probleme de Stokes par un changement
de variables affine. Grace aux estimations des potentiels hydrodynamiques, on a une estimation
de (z,q) dans les espaces souhaités en fonction de F° et G° :

U*(BE))

le
"Oy;

H wa BE) + HQHW1T(B+) <C (”FO”LT(B+) + HG HWM BE) ""Z
i=1
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On a, par définition :

3 2 3
1310 = F- .Z._:l(ai,j(m’o) - ai,j)(f% + Z;(mz,i(ﬂfo) B ml’i)ggz’
Z,j; =
B~ G S 22
ij=1 '
Alors :
1P 0y < 1y + CVR (Welwargy + el i)
et

||éo||wl,r(3§) < ||é||W1,r(B;) + C\/EH'ZHWl,r(B;)

car les coefficients a; j et m; ; sont holdériens d’ordre % d’apres le théoreme de Morrey. Enfin, on
montre facilement, en distinguant lescas 1 <r <3, r=3,3<r <6etr =06 que:

‘ 6zl

ou p est un réel strictement positif ne dépendant que de r. On voit que cette estimation ne peut
pas étre obtenue si r > 6. Ainsi, par un changement de variables, on obtient le lemme 5.1.1.
La suite de la démonstration donnée par Bello s’adapte a notre cadre : par une technique de
type boot-strap, on montre alors ’existence et 'unicité d’une solution forte.

L™(By)

Pour la continuité de Popérateur P de W17 (Qp(t)) dans L™ (Qp(t)), avec 7 quelconque,
ce résultat est donnée par Galdi, Simader et Sohr [14]. Cet article montre que le résultat est vrai
pour un ouvert de classe C! ou pour un ouvert lipschitzien avec une constante de lipschitz pour
la frontiere suffisamment petite. La démonstration repose sur un changement de variables qui
permet de se ramener localement au demi-espace ]R‘rjr. En reprenant la démonstration, on voit
que la constante de continuité de Pf est majorée indépendamment de ¢ dans [0, o] et €. OJ

On énonce ensuite un résultat de différentiation par rapport au temps d’un probleme de Stokes
a domaine variable.

Lemme 5.2 :
Soit f dans C*(0,To; L™ (2p(t))). On a la relation suivante :

3f> 0 1 /
P€ _J :7P6 e — vpe - Ve O}/et,. + 5.5
ol ve est la vitesse eulérienne associée a Y et p est la pression solution du probleme de Stokes :
—Aw+Vp=0 sur Qpe(t)
divw =0 sur Qp(t)
w = (ue.V)R{(f) sur O e(t)
bo Y;(tg -) - 0.

Qr(0)
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Preuve du lemme 5.2 :

La méthode générale des problemes de différentiation par rapport a un domaine variable est
présentée par Murat et Simon [20]-[21] dans le cadre d’équations elliptiques. L’article de Simon
[22] prouve un résultat de différentiation pour un probléme de Stokes avec un domaine régulier.
L’article de Bello, Fernandez-Cara, Lemoine et Simon [3] prouve un résultat de différentiation
sur le probleme de Navier-Stokes avec des données petites et un ouvert seulement lipschitzien.
On donne tout d’abord une explication formelle du résultat ot on suppose que les fonctions qui
interviennent sont tres régulieres. Les méthodes sont tres différentes de celles qui interviennent
pour prouver rigoureusement le résultat.

Si on dérive (5.3) par rapport au temps, les 2 premiéres équations se dérivent sans difficulté :

Aav dp Of

B —i—ava =5 S Qpe(t)
. Ov
div 5= 0 sur Qp(t)

En effet, si on écrit la formulation variationnelle de la premiere équation, pour tout ¢ €

D(Qpe(t)), on a :
/ Vou(t) : Vo + Vp(t).¢ = 0.
QF,e(t)
On veut dériver I’équation par rapport a t autour de tg. Soit ¢ € D(Qp(to)) fixé. Etant donné

la régularité du domaine par rapport au temps, ¢ € D(2p(t)) sur un petit intervalle de temps
autour de tg. Ainsi, sur cet intervalle,

/ Vo(t) : Vo + Vp(t).¢ = 0.
QF,(to)

on se ramene de cette fagcon a un domaine indépendant du temps et on peut dériver cette
formulation variationnelle. On procéde de méme pour la seconde équation de (5.3).
La troisieme équation de (5.3) s’écrit sous forme variationnelle : pour tout ¢ € D(9Qr(0)),

|t X0y =0,
00 r(0)

En dérivant cette expression par rapport a t, on a :

/ (a” + (uE.V)v> (t, Xe(t,0,y))pdy = 0.
9QFr(0) ot

ce qui donne :

v _
ot

Enfin, la derniere équation dérivée par rapport a ¢ donne :

0
/ 7poife(ta') :_/ (VP"UE)OY-E(t’ )
ar(0) Ot Q7 (0)

—(ue.V)v sur 0Qp(t)
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Ainsi le couple de dérivées locales (g:, ?Z) est solution du probleme de Stokes suivant :
—Aw+ Vq = % sur Qp(t)
divw = sur Qp(t)
w = —(ue.V)RS(f) sur 00 (t) (5.6)
| aevaey == [ (VR ueYilt,)
Qr(0) Qr(0)

Ceci permet d’obtenir la relation (5.5).

On va maintenant démontrer le résultat de fagon rigoureuse en ne donnant que les étapes prin-
cipales. Dans les articles de Simon [22] et de Bello, Fernandez-Cara, Lemoine et Simon [3], un
changement de variables permet de se ramener a l'ouvert de référence puis le théoreme des fonc-
tions implicites permet de prouver la différentiabilité de la solution par rapport au temps dans
des espaces a préciser. Cette méthode s’applique directement a notre probleme. Tout d’abord,
on prouve la différentiabilité de la solution en ¢t = 0. Posons :

o(t,y) = v(t,Ye(t,y)), (t,y) = p(t, Ye(t,y)), Yy € Qr(0), Vit € [0, To].

On va ramener le probleme (5.3) & Q7 (0). Pour cela, on reprend les notations de [3] :

M(t) = "OYi(t, )7, Di(t) = 3 My (1))
J

Alors, le probleme (5.3) est équivalent a :

F(t,v,p)=f sur Qp(0)
R(t,v,p) =0 sur Qp(0)
v=0 sur 0Qp(0) (5.7)

avec

f(tvy) = f(t7}/;(t’y))v Vy e QF(O)7 Vi e [OvTO]

Fy, (t, v, T?) = — Z 8]' (JaCYE(t, -)Mi,j (t)Di(t)@k) + Z 8]‘ (JaCY;(t, -)Mk,j (t)ﬁ)
2% J
R(t,v,p) = JacYc(t,.)D(t)v.

On définit maintenant I'application H définie de (0, Tp) x H3 (Q2r(0))x L3(Q£(0)) dans H~1(Q£(0)) x
L3(Qr(0)) par :
H(t,v,p) = (F(t,v,p), R(t,7,p)) .

Le probleme (5.3) s’écrit donc :
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On va maintenant appliquer le théoreme des fonctions implicites a la fonction H au voisinage
de (0,v(0),p(0)). Pour cela, on remarque, du fait que Y, est un élément de H(0, Tp; H3()),
que H est de classe C! dans un voisinage de (0,v(0),p(0)). De plus, la différentielle de H en
(0,v(0), p(0)) est donnée par : pour tout (y,7) € Hi(Qr(0)) x L3(Q2r(0)),

L(x,m) = (—Ax + Vr,div ).

Ainsi, dire que L est un isomorphisme de H}(Qp(0)) x L3(2#(0)) dans H=1(Qz(0)) x L3(Q2#(0))
revient a dire que pour tout (g, ¢) € Hi(Qp(0)) x L&(Q2r(0)), il existe un unique couple (x, 7) €
HE(Qr(0)) x L3(2p(0)) tel que :
—Ax+Vr=g sur Qp(0) (5.8)
divy = ¢ sur Qr(0) .

Ceci est un résultat classique d’existence pour le probleme de Stokes (voir Temam [23], pa-
ragraphe 2.4, chapitre 1). La derniére équation du systéme (5.3) nous a permis d’obenir une
condition de moyenne nulle sur la pression transportée p. On voit que c’est important ici pour
montrer que la différentielle en 0 est un isomorphisme.

On peut donc appliquer le théoréeme des fonctions implicites : Papplication ¢ — (o(t),p(t)) a
valeurs dans H~1(Qp(0))x L3(2r(0)) est différentiable au voisinage de 0. Pour obtenir le systeme
vérifié par la dérivée locale @(0), %

ot

(O)>, on utilise la formule suivante de différentiation :

OH

L(5(0).5(0)) = = 5 0.000).p00)) + ( 5710).0)

ou (v(0),p(0)) désigne la dérivée totale de (v,p) en 0. A partir de 1a, des calculs permettent de
retrouver le systéme (5.6). A ce niveau, on ne détaille pas les calculs, on fait référence a [3] pour
plus d’explications.

Pour montrer la différentiabilité de la solution par rapport au temps en t = tg, on fait le méme
raisonnement en se ramenant a Qg (tg) par le biais de 'application Y(¢,to,.). O

On va maintenant montrer des estimations supplémentaires sur la densité fluide.

Lemme 5.3 :
On a:

loFell 10,1017+ (p o (8))) F I10Fell Lo+ 0,084 (1)) < C (5.9)

ot C ne dépend que de § et des données initiales.

Preuve du lemme 5.3 :
Soit tout d’abord (ug, pp) la solution de :

—Aug+ Vpy = —Au  sur Qp (1)
divug =0 sur Qp(t)
uyp =10 sur 0Qp(t)

/ pOOYYE(tv') =0
2r(0)
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et (u1,p1) solution de :

0
—Auy +Vp, = a(ggue) + div (0cue ® ue) + eVu Vo sur Qp ()
divu; =0 sur Qp(t)
u; =0 sur 0Qp (t) (5.10)

[ meviey o
Qr(0)

On verra au cours de la démonstration que ces systémes 4admet‘cent bien des solutions faibles et en
particulier que po et p; sont des fonctions de L'(0, Tp; L3 (Q2p(t))). La formulation variationnelle
(2.15) devient : pour tout v € D(0,To; D(Lpe(t))),

Ty Ty Ty
/ / Vu1:Vvdmdt+/ / pldivvdxdt,uF/ / Vug : Vudx dt
0 Qpe(t) 0 Qpe(t) 0 Qpe(t)

TO TO
+,UF/ / po divu dx dt — (>\F+,up)/ / div u, divov dz dt
0 QF,E (t) 0 QF,e(t)
To To
‘HI/ / (ore)divo dedt + 5/ / (QRE)ﬁdiVUd.ﬁ dt = 0. (5.11)
0 QF7E(t) 0 QF@(t)

Ainsi, au sens faible, on a, pour tout ¢ et € fixés,

—A(u1 + prug) + V(prpo + p1 + alore)? + 8(ore)? — (Ap + pp)divue) =0 sur Qp(t)
div (u; + ppug) =0 sur Qp(t)
u1 + prpug =0 sur 0Qp (1)

Etant donné D'existence et 'unicité de la pression a une constante pres pour ce probleme de
Stokes, on obtient que, a chaque instant ¢, la pression de ce probleme est nulle a une constante
pres :

pwrpo + p1 + alore)” + 5(@;16)5 — (Ar + pp)divue = c(t), sur Qp(t)

ou c(t), constante dépendant uniquement du temps, est déterminée par :
/ o (MFPO +p1+a(ore)” + 6(0re)” — (Ap + pp)div Ue> oYe(t,y) —ce(t)dy =0. (5.12)
Qr (0

Ainsi, en reprenant les notations du début du paragraphe, on a :

To TO
/ / a(or )™ + 8(0p )P = / / ((Ar + pr)divue + (b)) ore
0 pre(t) 0 pre(t)

To )
_/ / <,uFPt€(—Au6) + Pf ((Q6u6)> + P{(div (ocue @ ue)) + Pf(eVuEVQG)> OF -
0 Jop. ot
(5.13)

Ce calcul et les expressions précédentes sont formels. Pour étre exact, il faudrait tout expri-
mer avec des crochets de dualité. Les estimations que 'on va montrer pour avoir des bornes
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indépendantes de € montreront de maniere implicite que les termes du membre de droite sont

bien définis.
To
= / / (AF =+ ,uF)diV UeOFe-
0 QF,e(t)

Soit :
1 1
T 2 T 2
c( [T k) ([T enp
0 QF’e(t) 0 pre(t)
C
puisque, d’aprés (4.25), (or.) est bornée dans L>(0, Tp; L (Qp(t))) avec 3 > 4. Soit mainte-

nant :
To
Ig(e):/ ce(t)/ OFc.
0 QF,e(t)

La constante c¢(t) est déterminée par la condition (5.12) soit :

Alors,

[11(e)|

IN

<

1

¢lt) = Sol@r(0))

[ (aler +8(er)® - O+ prldiva) o Vlto) . (514
Qr(0)
D’aprés 'estimation d’énergie (4.25), on voit que (c.) est bornée dans L' (0, Tp) indépendamment

de €. D’ou :
To
(/0 \ce(t)o loFell Lo (0.70:L1 (.. (1))

C.

To
HF/ / AU€ QFe
QFe

Comme (uc) est bornée dans L?(0, Tp; H'(Q2)), d’apres le lemme 5.1, Pf(Au,) est bornée dans
L%(0, To; L?(p(t))). Ceci permet donc de conclure que :

[13(€)]

[T(€))

IN

IA

Soit :

CllP (Aue)l 20122 @m0 | 0Fel 22010225 (1))

<
< C.

On considere maintenant :

o = [ f (e ) e
- /To /QF 0 <8tpt etie) + vol(QF( ) (/QF(  (VFieeud) 'Ue)OYe(t,~)> +pe> 0F,c



157

ou pe est la pression solution de :

—Ave +Vp. =0 sur Qp(t)
diveve =0 sur Qp(t)
Ve = (ue. V)R§(0cue)  sur 0Qp ()

fQF,S(t) pe = 0.

Ceci provient de (5.5). On va estimer séparément ces termes. Tout d’abord, on pose :

To
(0ce) OF e
/ AF t) at ) b

Par le théoreme de dérivation d’une intégrale dépendant du temps, on a :

(5.15)

d 0 aQFe
1 Py Oele)O0F,e = / = b, Oclle )OF e +/ Py Qclle :
dt Jo. (b Hoaer Qp(r) O Hoaer Qp,e(t) o),

+/ Pte(Qeue)QF,eue-n
aQFé( )

8 .
= / 8t (Qeue)QFe + / Pte(geue)(ﬁAQe - le(Qeue))
QFe(t) Qp,e(t)

—i—/ Pf(0cuc)oF ctie.n
ONp ()

8
= / 0 (QEUE)QFe + 5/ PtE(Qeue)AQG + / Qevpte(geue)-ue
Qpe(t) t Qp.(t) Qp (t)

To
i) = / P5. (0c(To)uc(To))ore(To) — / F§(0u®) g — ¢ / / P (o) Ao,
Qr,(To) Qr(0) 0 Qp(t)

To
/ / QEVP Qeue)
QF e

Pour le premier terme, d’apres 'estimation d’énergie (4.25) et le lemme 5.1, pour tout e,
P (ocuc) est un élément de C(0, To; W9 (Qpc(t))) et

H‘Pt (Qeue)HLOO(O,TO,WL%(QF’E(t))) S CHQE EH

< Veeuell Lo (0,10:2 @ (0)) |1V el Lo (0703 (2. (1))

Lo(0,To;L % (. (1))

ainsi, Pf(geuce) est bornée dans L>(0,Tp; L3(Qpc(t))). Cette estimation permet de majorer le
premier terme.
De plus,

To To
—6/ / F(0cue)Age = 6/ / Pf(ocue).Voe (5.16)
QFﬁ QFC
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puisque :

9.
n
D’apreés (4.26), (eVoe) est bornée dans L?(0, Tp; L2(Qr(t))). De plus, d’apres le lemme 5.1,

=0 sur 00p(t).

IV Pf(0eue) | 2(0,10;L2 (2. (1)) Clloeuell L2 0,10;L2(Qp.. (1))

<
< leellzeeomizs@pewn luel 20,129 (@ (09)) < C-

Ceci permet donc d’estimer (5.16). Pour le dernier terme de I} (¢), on utilise aussi cette estimation
pour finalement conclure que :
‘I i(€)| < C.

Estimons maintenant :

) B To # . w) o) o
Li(e) _/0 (vol(QF(O)) /QF(O) (VP gete) -ve) Ye(t,.)> /QF,E(t) Ofie:

On voit que :

IV Pf(0eue) - Vel L1 (0,100 (@r.c (1)) < IVEE(0cte)[|L2(0,10;2 (5. (1)) Vel L2 (0,105 22 (1)) < C-

Ainsi :
|13 (€)| < CIIVPf (gette) - vell 11 (0,121 (. (09 | €€l oo 0,152 (2 1)) < C-

To
() = / / Petre
0 QF,e(t)

ot p, est défini par (5.15). Comme (gcuc) est bornée dans L2(0,Ty; L?(2pe(t))), RS(ocue) est
borné dans L2(0, Ty; H?(Qp(t))). Ainsi, étant donné que (u.) est borné dans L?(0, Tp; H3(Qs.(2))),
on voit que, dans (5.15), (ue.V)R§(0cue) est borné dans Ll(O,TO;H%(OQF,E(t))) ce qui donne
une estimation de p. dans L'(0,Tp; L2(Qp(t))). Ceci permet d’avoir une majoration sur I3(e)
indépendante de € et finalement :

Enfin, on considere :

L) < C.
Il reste a estimer :
To
Is(e) = / / PE(div (octte ® ue))0Fe.
0 QF7€(t)
Pour cela, on utilise ’estimation suivante donnée par le lemme 5.1 :

177 (div (gcte ® ue))|l

IA

CHQeue ®u€||

LH(0,To; L3 (e (1)) LH0,T0;L3 (2. (1))

N

< Nlocuel 20,1522, (o) luell L2(0,10508 (@ (1)) < C-

Pour terminer ces séries d’estimation, on définit :

Ty
Is(e) = / / Pf(eVucVoce)or,
0 QF,e(t)



159

Ici, (eVucVoe) est bornée dans L1(0,To; L' (Qp(t))). Or,
WA (Qpe(t)) = L®(Qpe(t)) done LY (Qpc(t)) — W3 (Qpe(t).
Ainsi, on obtient :

[P (eVueVee)l ClleVueVo||

Ll(o,To;L% (QF, (1)) LI(O’T“W_L% (E2re(0))
ClleVueVoe| r10,/10;01 (. (1))

C.

VAN VAN VAN

Comme (o) est borné dans L>(0, To; L*(Qr.(t))), Is(€) est bornée indépendamment de e.
Avec toutes ces estimations, on a montré que les termes de droite de (5.13) étaient bornés
indépendamment de €. Ceci montre donc le lemme 5.3. [J

Remarque 4 :

Les termes supplémentaires de régularisation en € posent des problemes dans les estimations qui
viennent d’étre montrées. C’est la raison pour laquelle on effectue le passage a la limite en deux
temps avec une régularisation en § intermédiaire.

5.2 Passage a la limite

On va tout d’abord passer & la limite dans I’équation portant sur o :

To To
/ / Qe ( + Ue. V¢> + e/ / VoV =0,V € D((0,Tp) x Q). (5.17)
0 QF,e(t)

To
e/ / VoV — 0.
0 QF,e(t)

De plus, (0¢) est bornée dans L>°(0,Tp; L7(2)), d’apres (4.25) et d’apres Iécriture explicite de
0c sur {g (t) donnée dans la seconde partie du lemme 3.1. Comme (,/0cuc) est bornée dans

2
L>°(0,To; L*(2)) et (1/0¢) est bornée dans L>(0, Tp; L*7(€2)), (ocuc) est bornée dans L>(0, Tp; LA+t (Q)).
Montrons que la limite faible de (gcue) est pu. Tout d’abord, on va montrer que :

Tout d’abord, d’apres (4.26),

0c — o dans C(0, Tp; L2 (). (5.18)

Par les mémes arguments que dans le lemme 4.4, on voit qu’il suffit de prouver que :

vy € D), sup /Q (0c(t) — o))t — 0.

0<t<Tpy

Or, d’apres la formulation variationnelle (5.17),

/ge b - /w //g $)ue(s vw—e//wsv@e vy,
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Soit :

i =[ [ et

2 —,
Puisque (ocue) est bornée dans L2(0, Tp; LwTWl(Q)), on voit que k; est bornée dans H'(0,Ty). De

meéme, Ssoit :
t
o =c[ [ Vo)ve
0 QF,e(s)

D’apres (4.26), hy est bornée dans H'(0,Tp). Ainsi du fait de la compacité de l'injection de
H'(0,Tp) dans C(0,Tp), / 0e(t)y converge fortement dans C(0,7p) et la limite est / o(t)y.
Q

Q
Ceci montre (5.18). De ceci, on déduit que :
0c — o dans C(0,Ty; H~1(Q))

et comme
ue — u dans L2(0, Ty; H} (Q)),

on peut identifier la limite faible de la suite (ocue) :
2
ocue — pu dans L?(0, Tp; LTJl(Q)) (5.19)

Ceci permet de passer a la limite dans la formulation variationnelle (5.17). Ainsi, o est solution
du probleme :

To a¢ _
_/0 /Qg<at+u.v¢> =0, V¢ € D((0,Tp) x Q).

et donc :

do | .
a5 +div(ou) =0 dans (5.20)
o(t=0) =" dans Q.
De plus, on note que 1’équation (5.20) est en fait satisfaite au sens faible sur tout R?® (voir le
lemme 3.3 de [11]). Montrons que cette équation est vérifiée au sens des solutions renormalisées
défini par (2.6). Pour cela, on passe par une régularisation S,,[g] de p et on utilise le résultat

suivant (théoreme II.1 de [9]) :

Proposition 7 :
Soit o une solution de (5.20) dans L>(0,Tp; LP(Q2)) avec 2 < p < oo et soit Sy |e] donné par :

Sm[g] = 0% Om

ol ¢, est une suite régularisante, alors Sy,[p| est solution du probléme :

O5m :
8t[g] + div (Sp[olu) = rm (5.21)
avec 1, — 0 dans L*(0, Tp; LY(R3?)) ou -
L1
¢ 2 p
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Soit maintenenant b € C*(R) une fonction admissible (c’est-a-dire satisfaisant (2.5)). En multi-
pliant (5.21) par b'(Sp,[0]), on obtient :

9b(Sm|e))

g T (diva)Si(elt (Sm[e]) +u-Vb(Slel) = rmb (Smle])-

On montre facilement, avec les hypotheses sur b, que :
Spnlo] — o dans LP((0,Tp) x R3), Vp < 4 et '(Sm[o]) — ¥ (0) dans L°°((0,Tp) x R3).

Ces résultats de convergence permettent de passer a la limite en m et on obtient :

9b(e)

5t + div (b(o)u) + (V' (0)o — b(0))divu = 0 dans D'((0,Tp) x Q). (5.22)

Ainsi, o vérifie la loi de conservation de la masse au sens des solutions renormalisées.
Il faut maintenant passer a la limite dans la formulation variationnelle portant sur u. c’est-
a-dire : pour tout v € V,

To v To
/ / Qe(t,:z:)ue(t,x)%(t,x) dx dt —|—/ / 0e(t, z)(ue @ ue)(t,x) : Vo(t,z) dedt

To To
/ / (Vupe(t,z).Vor(t,x))v(t,z dl‘dt—/ /
QF€ QS&

To
_9/0 (ue(t,.),v(t, ))Hg(Q ) dt — (A\r + pr) / /Q “ div ue divodz dt
Fie

To To
0 / / Vue : Vodz dt + a/ / g}’ediv vdz dt
QFe QF,e(t)
To
+5/ / dlvvdzvdt /Q u%v(0,.) dy (5.23)
QF 5(t) ,

05.c(t,x) = det VX (0,1, ) VX (0,1, 2) Los[ X (t, X (0,1, 2))VX(0,,2) 7"

avec

De méme que dans le paragraphe 4, pour le passage au probleme continu, on peut renforcer
(5.19) en une convergence plus forte en temps :

2y
ocue — ou dans C(0, Ty; L™ (22)). (5.24)
Pour cela, on reprend la preuve du lemme 4.4. Le seul terme qui se traite différemment est :

t
hs(t) = —e// (Vure.Vore)pidx ds.
QFG(S

Or, pour tout t € [0, Tp],

WS (O] < Vel Vuell L2 o,10) <) VeV 0ell L2 (010522 (0. (8)))
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et donc :
h§ — 0 dans C(0, Tp).

En raisonnant de méme que dans le paragraphe 4, on montre alors que :
0ctte @ ue — ou ® u dans D'((0,Tp) x Q).

On peut ainsi passer a la limite en € dans la formulation variationnelle (5.23) et on obtient :
pour tout v € V,

To ov To
/0 /Q o(t, x)u(t, x)a(t, x) dx dt + /0 /Q o(t,z)(u®@u)(t,z) : Vu(t,x)dedt

Ty Ty
- o :VUG/ u(t,.),v(t,. dt
/0 /Qs(t) S 0 ( ( ) ( ))HS(QS(t))
TO TO
—()\F—i-,up)/ / divu divvdwdt—uF/ / Vu: Vodrdt
0 QF(t) 0 QF(t)

To
—|—/ / pdivedzrdt = —/ 0"u%v(0,.) dy (5.25)
0 Jarp(?) Q

ou p est défini par :
B+1
agh, +d0p, —pdans L 7 ((0,Tp) x Q).

Il reste a montrer que :
p = agl + 605 dans Qp(t).

5.3 Identification de la pression

Lemme 5.4 :
Awvec les notations précédentes, pour tout ¢ € D(0,Ty; D(Qr())),

e—0

TO TO
lim / ¢’ (agh, + 805, — (Ar + 2up) divuc) o, = / / ¢*(p = (A\p + 2ur) divu) op
0 Q 0 Q

Preuve du lemme 5.4 :
On définit I'opérateur A;, pour j = 1,2, 3 par :
— ’Zj

Ajv](z) = —iwﬁ(z), Vv assez réguliere
2

ou f désigne la transformée de Fourier de f dans R3.
Ceci revient & considérer :

0
=ATL .
A [3%}
L’opérateur A a les propriétés suivantes :
div Ajv] = v (5.26)
||.A[’U]||W1,s(ﬂ) < C(S,Q)H’U”Ls(Ra), V1<s <o (527)
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On prolonge la densité volumique fluide pop. par 0 (on appelle toujours gp. le prolongement)
sur R3. Puis on prend comme fonction-test dans (5.23) :

©Ai[por,].

Comme ¢ est une fonction de D(0,Ty; D(Q2p(t))), on peut considérer que, pour € petit, @ est
une fonction de D(0, To; D(Qpe(t))), étant donné le résultat de convergence forte du flot (X)
(5.1). En utilisant la propriété (5.26) vérifiée par A;, on obtient :

To
/ / 0*(agh, + 0%, — (\p + 2pp)divuc) ope
QF e(t)
To
- / / (a0k, +60%, — (\p + pp)divue) Vo Alpor,
QFE

+ur /TD /QF (VucVo). Alpor,] -I—/TO /QFE oF,e(ue. Vo) (ue. Alpor,])

To To
/ / OF, eue A[@QF& / / OF, EUESOA[SOAQF e]
Qp () QF,(t
To 8 To
_/ / QF,EUGSOA |:6tQF,6:| - €/ / (vuerF,e)@A[(PQF,e]
0 Qpe(t) 0 QF ()

TD TO
+MF/ / OF,Vp.ule — ,UF/ / (VAlporVe).uc
0 QFﬂe(t) 0 QF,G(t)

To
’ / /Qh(t) porcte (Alpdiv (oreud)] = (ue V) Alpor) (5.28)

ol on a utilisé que :

Dore
¥ gf = p(eAppe — div (0Fcuc)) sur R3.
Si on définit : e
ilv
Rijlv] = 7
1Yl o1,

alors la derniere intégrale devient :

To
[ o (Alpdiv (orcu0)] - (ueV) Alpor)
0 QF,e(t)
To TO
= / / SOQF,eue-(A[diV ((PQF,EUE)] - (ue-V)A[(PQF,e]) _/ / (PQF,eue--A[QF,eue-v(p]
Qpe(t 0 QF,(t)

To To
= / / Ue,i (P0F,Rij[p0Fue] — 0oF e Rij[pore]) — / / ©OF e Alop,cuc. V).
Qpe(t) 0 Qpe(t)

On procede de méme dans (5.25) en prenant comme fonction-test :

0 Ai[por]
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et on obtient :

To To
/ / — (A +2up)divu) oF = / / — (Ar + pr)divu) Vo Alpor]
Qp t) Qp(t

T() TO
+ur / / (VuV).Alpor] / / (u.Vo)(u.Alpor])
QF(t) QF
To To To
/ / Alpor] — / / orupA { QF] + ,UF/ / orVp.u
Qp(t Qp(t) ot Qp(t

To
—MF/ / (VAlpor|Vy) U—/ / voru.Aloru.V]
0 Qp(t) Qp(t
To
+/ / ui(porRijlporus] — woruiRijlpor]). (5.29)
0 QF(t)

Pour montrer le lemme 5.4, il suffit donc de montrer que les termes de droite de (5.28)
convergent vers les termes de droite de (5.29). Pour cela, on utilise les résultats suivants de
convergence obtenus grace a (5.18) :

Alor] — Alor] dans C((0,Tp) x Q) et VA[or,] — V.Alor] dans C(O,Tg;Lg(Q)).
De plus,

To
QF,GUESOA[QOAQF,G]

QF,e(t)
To

0F,cucpAldiv (pVop)]| + €

To
/ / oF,cucpAVp.Vor ]
0 QF,e(t)

QF,e(t)
< Vellorell Lo 0,1v;13 ) 1tell 20,1025 @) [VEV 0 el L2 0,052 (e |2l 01 ((0,70) x )

et :

To
) / / (VueVor)pAlpord
0 QFE )

<VellVeVorell 20,1002 @r. ) I Vttel L2010 x ) 1 le 0,10 x ) A2 F]

)xQ)-

Ainsi, ces 2 termes tendent vers 0. De plus,

To To
/ / ©OF cUc. AloF ctie. V] —>/ / voru.Alorpu.Ve). (5.30)
0 QF,e t) Qp(t)
En effet, d’apres (5.24),

2y
Alorcue] — Alorpu] dans C(0, To; Wulf”“ (€2)) donc Alor,cuc] — Aloru] dans C(0, Tp; LQ(Q))
et de plus, on a aussi vu que :

orcue — opu dans L2((0,Ty) x Q).
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Ceci permet donc de montrer (5.30). Pour terminer la démonstration du lemme 5.4, il reste a
montrer que :

To
/ / Ue i (P0FRijporctej] — porcucjRijpor.)
0 Q

To
—>/0 /Qui(SOQFRi,j[SDQFUj]_SDQFUjRi,j[SDQF])-

Pour cela, on utilise le résultat suivant dont la démonstration est donnée dans [11] (la preuve
repose sur un lemme divergence-rotationnel (div-curl lemma)) :
si v, — v dans LP(R?) et w,, — w dans LI(R?) avec % + % =1 <1 alors,

U Rijlwn] — wn R j[vn] = vR; jlw] — wR; j[v] dans LT(R?’), pour 7,5 = 1,2,3.

En utilisant (5.18) et (5.24), on a la convergence de @or R j[00F cUc j] — POFcUeRij[POF]
6y

t

2y — 3) ¢

on a une convergence forte dans L%(0, Tp; H1(2)). Ceci achéve la démonstration du lemme. [J

dans L2(0,Tp; L3,(Q)) avec s > E si on choisit [ assez grand (plus précisément [ >

Dans la fin de ce paragraphe, on reprend exactement la démarche de [11]. D’apres la remarque
2 puisque g est un élément de L°(0, Tp; L(2)), b(z) = zlog(z) satisfait 'inégalité (2.7) et est
donc une fonction admissible. Ainsi, en intégrant (5.22) en temps et en espace sur Qp(t), comme
b'(2)z — b(z) = z, on obtient :

To To To d
/ / odivu = / / — + div / /
0 Qp(t) Qp(t) Qp(t

= [ log(eh) - / o(Ty) log(o(Ty)). (5.31)
Qr(0) Qr(To)

De plus, d’apres la proposition 4.3, & € fixé, pop, est solution de (4.18) pour presque tout
t € (0,To) et pour presque tout © € Qp(t). Ainsi, en multipliant (4.18) par b/(gp.) avec b une
fonction C'(R) convexe, on a :

8b(QF,e)
ot

+div (b(oF,e)ue) + (b'(gRE)QR€ — b(oF,c))div uc — eAb(pr,) < 0 sur Qp(t).

Ainsi, en prenant de nouveau b(z) = zlog(z), on obtient :

To To To d
/ / ordivue < / / QFE + div (b(oF,e)ue) = / / b(oF.)
0 QF’E(t) Qpe(t QF (t

< / 0% log(o )—/ 0r,(To) log(or,e(To))- (5.32)
Qr(0) Qp,(To)

Soit (¢n)nen une suite croissante de fonctions positives de D(0, To; D(2(t))) qui converge ves
Xap ) dans LP((0,7p) x ) pour tout 1 < p < oo. Pour € > 0 petit, pour tout n € N, ¢, €
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D(0,To; D(2r(t))). Ainsi, pour tout m < n :

e—0 e—0

To To
lim sup/ /wan (a,g}’6 + 5@’%’6)@35 < lim sup/ /Qapi (a,g}’6 + 59%6) OF,e
0 0

To To
< lim sup/ / 02 (a@}fﬂ’E + (5@%6 — (A4 2p)divue) ope + (A + 2p) lim Sélp/ / ©2divucop,.
0 Q €~ 0 Q

e—0

D’ou, grace au lemme 5.4 :

To
limsup/ /(pm aQFE—i-(SQFE oF, < / /<pn (Ap + 2pp) divu)op

e—0

To
+(AF + 2pp) lim sup / / @2 0, div ue

e—0

To To To
< / / por — (Ar +2ur) / / ordivu + (Ap + Q,UF)/ / (1—¢2)opdivu
0 QF(t) 0 QF(t) QF

To To
+(ArF + 2ur) limsup/ / or,cdivue — (Ap + 2uF) hmsup/ / (1-— gpn )or,div ue
QFE t QF&

e—0 e—0

Ty Ty To
< / / pgp—()\p—i—Q,uF)/ / ordivu + (Ap + 2uF) hmsup/ / or.divuc +n(n)
0 Qp(t) 0 Qp(t) e—0 QF€

avec lim 7n(n) = 0. Ainsi, en utilisant (5.31) et (5.32) et en passant & la limite en n, on a :
n—oo

To To
lim sup / / 02 (agk, +0dp ) ore < / / por + (Ap + 2up) / 0(To) log(o(Tv))
0 Q 0 Qp(t)

=0 Qr (To)

—(A\r +2urp) limsup/ 0r,(To) log(or.c(To)).
QF e(TO)

e—0

Or, comme (g(Tp)) est bornée dans L*(€2), on montre facilement que (o.(Tp) log(oc(Tp))) est
bornée, par exemple, dans L?(2) et donc :

e—0 e—0

lim sup/ 0e(To) log(0e(Tp)) = lim sup/ 0e(To) log(0e(Th)).-
Qr.(To) Qr(To)

En utilisant la convexité de I'application b choisie, on montre ainsi que :

To To
limsup/ /(pm agFe—Hnge OF.c / / (5.33)
e—0 Qp(t

On conclut par un argument de monotonie. On définit P(z) = az” + 62°. L’application P est
monotone. Ainsi, pour toute fonction v assez réguliére,

To
'] earter - Pone—v >0
0 Qr(t)
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Par passage a la limite en €, on en déduit en utilisant (5.33) :

Ty To To
/ / pQF-l-/ / P v—/ / pv—l—P() r)>0
0 Qr(t) 0 Qr(t) Qp(t

puis en passant a la limite en m, on a :

/ K /| PPN 20

Puisque ceci est vrai pour tout v,
p=P(or) = agh+ 60 pp. x € Qp(t), t € (0, Tp).

Ceci conclut donc le paragraphe. On résume le résultat obtenu avec la proposition suivante :

Proposition 8 :
Pour tout § > 0 fizé, pour toute donnée initiale 0% 5 dans L>=(Qs(0)), 0% dans H*(2r(0))

satisfaisant (2.12) et u® dans H} ()3, on a une solution (Xs, 05, us) de (5.2), (5.20) qui satisfait
la formulation variationnelle suivante : pour tout v € V,

To v To
/ / 05(t, w)us(t, x)—(t, z) dx dt + / / 05(t, ) (us ® us)(t, ) : Vo(t, z) dz dt
o Ja ot o Ja
To To
— o :VU—Q/ ugs(t,.),v(t,. dt
/0 /sttg(t) 575 0 ( 5( ) ( ))HS(QS,6(t))

To To
—()\F—i—,up)/ / div ug divvdmdt—,up/ / Vugs : Vodr dt
0 Qps(t) 0 Qp s(t)

To
+/ / (ag] +5g§) divvdr dt = / 0"u%v(0,.) dy (5.34)
0 Qp,s(t) Q
avec :
0-575(1;’ :I") = det VX5(07 t, fU)VXé(O» L, 53)_155 [X5] (t’ X(5(07 t, IL‘))VX(;(O, t, 1:)_t
Le couple (X5, 05,us) satisfait l’estimation d’énergie suivante :

5 Je s e 5 [ onsey s 5% [ et

—HLF/ / |VuF5‘ + (Ar + pr) / / |dlqu5|2+9/ ||u55 ”H3 (Qs.5(s
Qrs(s Qrs(s
Ag
s | |E<X5<t,o,y>>r%@+7 | B (0.9 Py < B (5.35)
Q5(0) Q5(0)

De plus :
[X5(¢,0, -)”Hl(O,TO;H3(QS(O))) <C. (5.36)

et o5 est solution de la loi de conservation de la masse au sens des solutions renormalisées,
c’est-a-dire satisfait (5.22).
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6 Passage a la limite en 0 le ccefficient de pression artificielle

La donnée initiale du probleme non régularisé pour la densité fluide est un élément g% qui
est une fonction positive de L7(Qp(0)). Jusqu’a présent, on a considéré une donnée initiale
régularisée ¢% ; dans H2(Qp(0)) satisfaisant 1’encadrement :

0 —
0<0p5 < 0Fs < Opy

Ceci était nécessaire pour avoir des résultats de régularité sur la densité sur le domaine fluide
et étre dans le cadre du théoréme 1. On veut affaiblir ces hypothéses, on consideére donc une
suite (0% 5) d’éléments de H?(Qp(0)) tels que :

1
Ors — o dans L7(Qp(0)) et § < op5(2) < 55, Vo € Qp(0)
Comme Ey s est défini par :
1 a 5
Eo,éZ/QouozdﬂhL 0 7+/ ors)”,
Pt g [ e

I'énergie initiale Fps est bornée indépendamment de § et donc 'estimation d’énergie (5.35)
donne des résultats de convergence faible sur la suite (X5, g5, us)-

On commence par effectuer un passage a la limite dans ’équation portant sur le flot Xj.
Ceci ne pose pas de probleme et se traite comme dans les sections précédentes :

X5 — X dans C(0, Tp; C*(Q5(0))) (6.1)
et donc :

XQs.5(t) = XQs(t) €6 XQps(t) = Xap() dans C(0,Tp; LP(2)), V1 < p < oo

avec Qg (t) = X (¢,0,Q25(0)), Qp(t) = 2\ Qg(t) et X est solution de :
0
5X(t7 Oa y) = u(tv X(ta Oa y))
t (6.2)
X(0,0,y) =y
ot u est la limite faible dans L2(0,Tp; H} () de (us).
Enfin, toujours de fagon immédiate, (gs) converge faiblement vers o dans L>(0,Tp; L7(92)) et
sur la partie solide :

os(t,z) = 0°(X(0,t,z))exp (_/0 divu(s, X(s,t,x)) ds)) Vo e Qgs(t).

Comme dans la section précédente, les estimations sur gs établies dans le sous-paragraphe
qui suit sont obtenues a partir d’'une méthode que l'on trouve dans [19].
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6.1 Estimation sur la densité

Lemme 6.1 :
Avec les notations précédentes, or s vérifie l’estimation suivante :

loFsllLv+a(00:L7+2 (@p (1)) + OllFsl Lo+a 0008+ (@ps(0)) < C (6.3)
ot « est un réel strictement positif et C' ne dépend que des données initiales.

Preuve du lemme 6.1 :
En reprenant la démarche du lemme 5.3, on a I’'égalité suivante :

WEDPo + P11+ a(QF,(;)’Y + (5(QF75)Q — (/\F + /LF)diV us = Cg(t) sur QF,g(t).

Ici, la constante cs(t) est donnée par ’équation (5.14) ou on a remplacé 'indice € par 'indice 6.
Du fait que ors n’a pas de trace, les calculs effectués dans la section précédente n’ont plus de
sens maintenant. On va donc reprendre ces calculs en multipliant 1’équation par une fonction
réguliere et en intégrant en temps et en espace. On considérera alors une suite régularisante qui
approche f. 5, puis on passera & la limite. Soit ¢ une fonction de D([0, To] x Qps5(t)). On a alors :

/OTO /QF,(S(t) (CL(QF,a)7 + 5(QF,6)ﬁ> ¢= /oTO /Qp,a(t) ((Ar + pp)divus + cs(t)) ¢

To
S (wu + 2 (G ersu)) + P Grsus o us) ) 0. (6
0 Qp s(t)

3
La suite (or ) est maintenant uniquement bornée dans L*°(0, Tp; LY (2)) avec v > —. On reprend

les notations dérivées de la preuve du lemme 5.3 pour estimer les différents termes. Soit :

To
B =Oetue) [ [ divuso,
0 JQrs(t)
Alors,

[11(5)] CllAll L20,10:L2 (.50 1AV Us || L2 (0,70; L2 (2 5.(1))

IAINA

CllAll L20,10:22(2r5(0)))-

B = [ e | e

On montre facilement que (cs) est bornée dans L*°(0,7)) en utilisant Pestimation d’énergie
satisfaite par la solution (5.35) On a ainsi :

Soit :

To
L) < (/ |ca<t>|) 160ttt 2ms ) < Clll L0 1ot @ma)
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Pour I5(9), on utilise les propriétés de 'opérateur Pt‘s énoncées dans le lemme 5.1 : puisque
(us) est bornée dans L?(0, To; H (Qps(t))), PP (—Aus) est bornée dans L%(0, To; L2(Qrs(t))) et
donc :

[13(8)| < Clloll L2 0,10:02(2r5(0))) -

/ K [ Piersus)s
pu— —_ Q s u .
0 Qps5(t) ot froto

En faisant une intégration par parties en temps, on remarque que :

1Ho) = / P3, ((0r515)(To))&(To) — / P (00,540 6(0)
Qr5(To) Qr(0)

To 0 To
_ / P,f‘S(QF,wzs)57(:55 _/ / div (PtJ(QF ’W‘;)dmé)
0 QF,J(t) 0 QF,é(t)

=/ P3, ((0r,515)(To))6(Th) — / B (g25u°)(0)
Qr,s(To) Qr(0)

To o To

Comme (,/0Fsus) est bornée dans L (0, To; L*(Qr5(t))) et (,/0Fs) est bornée dans
L>(0,To; LY (Qrs(t))), (PP (orsus)) est bornée dans L>(0, Ty; LI(Qps(t))) indépendamment
1

Soit :

1
de d ou ¢ satisfait — = = + —. Alinsi :
q 6 2y

1 T o¢
‘14(5)‘ < Ol e (0,To; L9 (2 5(t QF6U6) (at +d1V(¢U6)>
Qrs(t
To
P (orsus) - usd| .
QFJU
ou ¢ le conjugué de ¢ est défini par :

1 5 1

—=—-——2>0.

¢ 6 2

De plus, comme (gps) est borné dans L>(0, Tp; L7 (2r5(t))) et (us) est bornée dans L2(0, Tp; L°(12)),
on voit que (VP (orsus)) est borné dans L2(0, Tp; L*(Qrs(t))) ol s < 6 est défini par :

S (6.5)
s 6 ' '

Et donc,

LG < CUNpeomire @esty) T 190 L0 mize st

To
P} (o sus) (?;f + diV(¢ucs)>

Qp,s5(t)
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ou p’ est défini par :

SEE
)

V
\

3
car vy > 7 Pour I%(5), on voit que, si v
IV P (orsus) - vsllpr ot @msy) < IVP(0rsus)l L2 myce@ps Vsl z2(0m:28@ps 1)) < C
6
ou s > E est défini par (6.5). Ainsi,

|1 12(6)| < Cllll Low (0,10511 (5 (6)))-

To
= / / ps @
0 Qp,s(t)

ou ps est défini par le probleme (5.15) en remplagant e par 4.

Comme (gpgsus) est bornée dans L?(0,Tp; L¥(Qrs(t))) avec s < 6, la suite (R?(QF,(;U(;)) est
bornée dans L?(0, To; W2*(Qrs(t))) ot s est défini par (6.5). Ainsi, dans (5.15), (us.V)R)(0sus)
est dans L'(0, Tp; Wl_%’s((?ﬂpﬁ(t))) donc ps est un élément de L(0, Tp; L*(ps(t))). Ainsi,

Soit :

|75(0)] < Cllo Lo om0+ st

1 5 1
o s le conjugué de s est défini par 76 > et on montre pour finir que :
s 8

5 0)] < Cllll oo o s’ (st
On obtient donc finalement d’apres (6.4) et en remarquant que p’ > s" et p’ > ¢’ :

To
QF(S 7 +5(QF§) )¢| < C(||¢||L2(0,T0;L2(QF,5(t))) + ||¢||Loo(0,TO;Lp’(QF’é(t))))

Qps(t

To

P} (o sus) (gf + diV(¢U5)> ‘

Qps(t

On considere alors une suite (¢,) de D([0,Tp] x 2ps(t)) qui converge vers of 5 avec a > 0 a
déterminer, dans LOO(O,To;L%(QF’g(t») N LOO(O,To;Lg(QF’g(t))). L’intégrale de gauche dans

I'inégalité converge vers :
To
/ / a(ors)” + 5(QF§)B) 0Fs-
Qps(t

Sip' < 2, (¢n) converge vers g5 dans L®(0, Ty; L” (Qr5(t))). Pour cela, il suffit de prendre :

Q1

2
< —v -1
a_S'y
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On voit donc apparaitre la condition :

23
7>

De plus :

Obn | 905 |
% + div(pnus) — 3?5 + div(of sus) dans D'(0, To; D' (Qps(t))).

Or, puisque g5 est solution de (5.20) au sens des solutions renormalisées, et puisqu’on peut
étendre la classe des fonctions b d’apres la remarque 2, on peut écrire que :

f;i’& + div (o sus) + (a — 1)oF sdivus = 0 dans D'(0,To; D' (2rs(t))).
Ainsi : 5
% + div(¢nus) = —(a — 1)0% sdiv us dans D'(0, To; D'(Qrs5(t)))

et :
To o . To
/ / P (orsus) (;1 + diV(%”é)) — —(a— 1)/ / P (or5us) 0 5div us.
0 Qps(t) 0 Qps(t)

Ce dernier terme est borné car (P (orsus)) est bornée dans L2(0,Tp; L (Qrs(t))) avec

1 1 1
— = — — —. Finalement, on obtient :
r v 6

To
/ / a(0rs) "+ + 8(05)"® < CllomsllSantozy oy +C
0 Qp 5(t) '

Si on suppose que « < 7, alors
L7740, To; L7 (Qps(1))) < L*(0, To: L** (25 (t)))-

avec une constante d’injection indépendante de §. Ainsi,

To
/ / (a(gm)7 + 5(@F,5)ﬁ> ofs < C
0 Qps(t)
]

Remarque 5 :
La démonstration donne une estimation de (95) dans LYt*((0,Tp) x Q) avec comme valeur
optimale pour « :

2 1>0
o= -y —
37

5
soit dans LP((0,Tp) x Q) avec p = =y — 1. Dans le cadre de [18], a ce niveau, on a besoin d’une

estimation de (o5) dans LP((0,Ty) x Q) avec p > 2 d’ou la condition :

v > )

5
La condition v > % parait fondamentale. En effet, par exemple, si o est dans L>(0,Ty; L7(£2))
et siu est un élément de L?(0,Ty; H(Q)), v = % est la valeur critique pour laquelle ou @ u a

un sens presque partout (et appartient a un espace de Lebesgue).
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6.2 Passage a la limite

Les arguments sont trés proches de ceux du paragraphe 5.2. Pour le passage a la limite
dans I’équation de conservation de la masse, on remarque comme précédemment que :

05 — o dans C(0, Tp; L (Q)), us — u dans L?(0, Ty; H} (Q)).

2
De plus, (gsus) est bornée dans L%(0, Tp; LvT’Yl(Q)) Comme Dinjection de LY(2) — H~1(Q) est
compacte, on peut identifier la limite faible de (gsus) :

2
osus — ou dans L2(0, Tp; LWTWl(Q))

Ainsi, la limite faible o de (gs) est solution de :

% + div (pu) = 0 dans Q. (6.6)

Il s’agit maintenant de passer a la limite dans (5.34). Pour la convergence de (gsus ® us), on
reprend le raisonnement du paragraphe 5.2 :

0sus ® us — gu ® u dans D'((0,Tp) x Q).

Les résultats de convergence forte sur (X;) donnés par (6.1) permettent d’affirmer que :

To Ty
/ / 05752VU—>/ / og:Vu,Vvey
0 JQg5() 0 JQs(t)

os(t,x) = det VX (0,t,2)VX(0,t,2) L os[X](t, X(0,t,2))VX(0,t,2) "

avec .

D’aprés (6.3), (607 s) @ une limite nulle dans LY((0,Tp) x Q). Ainsi, on peut maintenant passer
a la limite dans (5. 34) et on obtient : pour tout v € V,

To To
/ / (t,z)u tx 8 t:n d:cdt+/ / (t,z)(u@u)(t,x) : Vo(t,z)dzdt

To To
— o :VU—Q/ u(t,.),v(t,. dt
/0 /Qs(t) S 0 ( ( ) ( ))H3(Qs(t))
T() TO
—()\F—i-up)/ / divu divvd:cdt—uF/ / Vu: Vudzxdt
0 QF(t) 0 Qp(t)

To -
+a/ / Q}divvd:rdt:—/guv( ) dy (6.7)
0 QF(t) Q

_ ta
Q}ﬁ — o} dans LWT((O,TO) x ).

avec

De méme que dans le paragraphe précédent, il faut montrer que :

)
5
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6.3 Identification de la pression

On introduit la suite de fonctions de troncature suivante : soit tout d’abord une fonction T
concave de classe C*°(R) telle que :

T(z)=2zVz<letT(z)=2,Vz>3.

On définit ensuite, pour tout k£ € N,

Alors, pour tout k& € N fixé,

Ti(oFrs) — Ti(or) dans C(0,Tp; LP (£2)), V1 < p < oc. (6.8)

On a le résultat de convergence suivant :

Lemme 6.2 :
Pour tout k € N, pour tout ¢ € D(0,To; D(2p(t))),

TO TO R
%i_r)l(l) ; /9802 (ag}ﬁ — (Ar +2ur) divu(;)Tk(gR(;) = /0 /Qcpz(ag}/; — (Ar +2ur) divu)Tk(gF)

Preuve du lemme 6.2 :

Puisque T} est une fonction de classe C'(R) & dérivée nulle pour z assez grand et puisqu’on
a montré que gs était solution de la loi de conservation de la masse au sens des solutions
renormalisées, alors :

0Ty (0s)
ot

+ div (Tx(0s)us) + (T}, (05) 05 — Ti(0s))divus = 0 dans D'((0,Tp) x R). (6.9)

On prend comme fonction-test dans (5.34) :

v = pA;[¢Ti(0rs)]
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ou lopérateur A; a déja été utilisé dans le sous-paragraphe (5.3). Alors, en utilisant (6.9), on
obtient :

To
/ / ?(a0h s + 59?«15 — (A\r + 2ur)divus) Ti(0rs)
0 Qps(t)
To
= —/ / (a0p5 + 59%5 — (Ar + pr)divus) Vo AleTy(ors)]
0 Qps(t)

To To
+uF/"(/ ahQV¢»AWTung1%/’L/ 075 (us.V0) (us. AlpTi(0r4)])
0 QF‘(g(t) 0 prg(t)

To ) To 0
—/ / QF,§U5£A[()OT1€(QF,5)] —/ / oFsuspA [SOTk(QF,é‘)]
0 Jars0 ot 0 Japs ot

To
[T ersuseAie(Tites)es — Tilen)divus
0 Qp,s(t)

TO TO
+MF/ / OFsVp.us — MF/ / (VAT (0rs) V). us
0 Qps(t) 0 Qps5(t)

To
+ / / ()Us,z‘(@Tk(QF,é)Ri,j[SOQF,éué,j] — porsusRijleTk(ors)])
0 QF’(; t

To
- / / T (ors)us-Alorsus-Vel. (6.10)
0 JQps(t)

On prend ensuite comme fonction-test dans (6.7) :

v = oAi[pTy(or)]-

En utilisant (6.8), la propriété (5.27) vérifiée par A et les résultats du sous-paragraphe précédent,
on obtient la convergence des termes de (6.10). On utilise aussi le résultat de convergence du
commutateur v, R; j[wy] — w,Ri j[vs] énoncé dans le sous-paragraphe 5.3. Ceci permet de
montrer le lemme 6.2. []

Puisque (0}5) est bornée dans L"((0,Tp) x Q) avec r > 1, en appliquant ce lemme avec une
suite de fonctions ¢, dans D(0,Tp; D(Qp(t))) qui tend vers

(t, ) = Xap@(T)
dans LP((0,Tp) x ), pour tout p < oo, on a :

To To _
lim / (CLQ}?(;*()\FwL?uF) div us) Tx(0rs) =/ / (a0 — (Ap+2prp) divu) T (oF).
0 Jap®) 0 Qr(t)

0—0
(6.11)
On va en déduire le lemme suivant :
Lemme 6.3 :
limsup [Ty (¢0s) — Tk ()l Lr+1((0,m0)x0) < € (6.12)

6—0
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ot ¢ est indépendante de k.

Preuve du lemme 6.3 :
On va d’abord montrer, en utilisant les mémes arguments que [11] (lemme 4.3) 'inégalité sui-
vante :

lirgfl sup 1Tk (er,8) — Th(0r)| Lr+1(010)x0) < € (6.13)

On remarque tout d’abord que :

To
lim / opsTr(ors) — opTh(or)
6—0 Jo Qp(t) ’

To To _
i [ ] o ehs = oD Tklors) ~Tiler)) + I (8~ ) Tier) = Tiler)

Or, par convexité de I’application z — z7 et par concavité de T}, on a l'inégalité suivante :

To _
/ / (o) — 05)(Tx(or) — Tx(or)) > 0
0 Qr ()

De plus, comme :

(27 = ") (Tk(z) — Ti(y)) > |Te(2) — Te(y)"™, Vy,2 > 0,

on obtient :
To - TO
lim / 04 sTi(0Fs) — 0f Ti(0F) > lim SUP/ / T (ors) — Ti(or)|"T  (6.14)
0—0 Jo Qp(t) ’ 6—0 0 Qp(t)

D’autre part,

To
lim / div u(;Tk(QF’g) —div uTk(gF) =
0—0 Jo Qp(t)

To JE—
lim / divus(Tx(ors) — Tr(or) + Tk(or) — Ti(or))
0—0 Jo Qr(t)
< 231118 [div us| L2 ((0,10)x) 11I§1 Sup 1Tk(ers) — Tk(or)|l L2 (0,/10;22 (020 (1))
> —
< Clir;l Sup 1Tk (or,5) — Te(or)llL2(0,/10;2 (0 (1)) (6.15)

Ainsi en utilisant (6.11) et les estimations précédentes (6.14) et (6.15), on obtient :

To
timsup [ [ [Tiors) - Tuler)™! < Climsup [Telers) — Tulem)l 2oz o)
5—0 Jo  Jagp@) 50
ou C est une constante indépendante de k. Comme v+ 1 > 2, ceci donne I’estimation recherchée
sur la partie fluide.
De plus, on a la méme estimation sur la partie solide de fagon évidente :

limsup [Ty (0s,6) — Tk(0s) | o+1((0.10)x0) < ¢ (6.16)

6—0
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toujours avec ¢ indépendante de k. En effet,

1Tk(05,6) = Tr(0) | v1(0,10)x ) < I Tk(05,6)]l L7+ ((0,10)x) + [Tk (05)] Lr+1((0,1) x02)

Or, pour tout 1 <p < 0o :
1Tk (05,6) | e ((0,10)x2) < 05!l (0,10)x0) (6.17)
Ainsi,
lir;lj(l)lp 1Tk (0s,6) — Ti(08) || Lr+1((0,10)x0) < Clifgljélp 5,51l L7+1((0,10) x02)

ou C est indépendante de k. Ceci montre finalement (6.16) puisque, pour tout p > 1, (0g,5) est
bornée dans LP((0,Tp) x §2).

A partir de (6.13) et (6.16), on montre facilement l’estimation globale (6.12), ce qui acheve la
preuve du lemme. [J

On énonce le lemme suivant, qu’on prouverait en reprenant exactement la démarche de [11]
(lemme 4.4) :

Lemme 6.4 :
o est solution de la loi de conservation de la masse au sens des solutions renormalisées.

La démonstration de ce lemme n’est pas immédiate car on ne peut pas utiliser directement la
proposition 7. Il faut passer a la limite en § dans I’équation (6.9) puis régulariser cette équation.

On note plog p la limite faible de (o5log gs) dans L7((0,7p) x £2). On va montrer que :

olog o = plogo.

On ne peut pas prendre directement b(z) = zlog z comme fonction admissible dans I’équation
de la conservation de la masse renormalisée. On définit pour tout k£ € N,

zlog z pour 0 < z < k

= =T
Li() zlog k + z/ k(j) pour z > k
k S

qui a la propriété suivante :
VzeRY, L (2)z — Li(2) = Ti(2)

Maintenant, Lj est une fonction admissible. En effet, on peut écrire Ly sous la forme :

Li(z) = Brz + bi(2) avec B, = log k + /:o TI;(ZS)
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ou b est une fonction admissible. Ainsi, on a :

OLk(0s)

o v (L (05)us) + Ti(0s)div us = 0 dans D'((0, Tp) x R3).

De plus, (L(0s5)) est bornée dans L*°(0,Tp; L7(€2)). A partir de la, on peut montrer que :

Ly (0s) — Li(0) dans C(0,To; Ly, (€2))
et done, ceci renforce aussi la convergence en temps de (g5 log 05) :
o5 log s — olog o dans C(0, Tp; L (£2)), pour tout p < 7.

De plus, pour tout ¢5 € D([0, Tp] x ) :

[ ttesorgstoras = [ Luostorass [ [ 1aton (58 +usv0s) deas

s
¢
—/ /Tk(g(;)divugqﬁgdxds.
0 JQ

Le flot X est défini uniquement sur g(0). On peut le prolonger sur 2 en une fonction Yy de
HY(0,Tp; H3(2)) telle que, pour tout ¢ fixé, Ys(t,.) soit inversible de © sur €. Pour cela, on
reprend l'opérateur P introduit dans le paragraphe 4.1 puis on définit :

Ys(t,.) = Id+ P(Xs(t,0,.) — Id) sur ©
On note Y; '(t,.) I'inverse. On prend maintenant ¢; sous la forme :

s(t,x) = ¥(Yy ' (t,2))
ou ¢ est dans D(2r(0)). Alors,
Ops

E +U/§.v¢)5 =0

ol ug est la vitesse eulérienne associée a Ys. On a donc :

/Q Li(05)(8)65(t) d = /Q Lu(@)bde + /0 t /Q Li(es) (us — ).V b5) da ds

t
—/ /Tk(g(;)divu(g%dwds. (6.18)
0 JQ

De plus, puisque p est une solution renormalisée, on a aussi :

0Ly (o)

o +div (Lr(0)u) + Ty (o)divu = 0 dans D'((0,Ty) x R?).

En prenant maintenant comme fonction-test :

ot x) =YY (t, x))
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ot Y est la limite faible de Y5 dans H'(0, Tp; H3(£2)), on obtient :

(/ ()(M(ﬁw—l/Lk u@x+/ /Lk (0 — 7).V 6) dv ds
//Tk \div w ) dz ds.

¢ps — ¢ dans C(0,Tp; LP(2)) pour tout p < oo,

Enfin, comme :

on peut passer a la limite en § dans (6.18) :
/Lk(g)(t)qﬁ( )da:—/Lk wd:c—i—/ /Lk (u—1u).Vo) drds
Q
t
— lim/ / Tk (0s)div usds dzx ds.

Ainsi, en soustrayant (6.19) a cette équation, on obtient :

| (fe) = 1ato)) (o) do = [ t | (7@ = 1al0)) (0= 0)- ) dods

t
—i—;in%/ / (Ti(or)divu — Ty (0ps)div us) dm(s, x) dz ds.
—YvJo JQ

avec :

Pm(s,z) =Y (Y™ (3 z))
ou (¢,) est une suite de fonctions de D(Q2r(0)) telle que :
1
Y = 1 pour tout = € Qp(0) tel que d(z, 9N (0)) > —
m
Puisque
m — Xap(s) dans LP((0,Tp) x 2), pour tout p < oo,

on peut passer a la limite en m dans le second terme du membre de droite de (6.20) :

6—0

—>//Q k(oF dlvuda:ds—;13%//Q k(ors)divus dz ds.
t
t//(“@*JMMMW—mV@JM@:
0 JQ

t
lim/ /(Tk(QF)diV’u—Tk(QFy(g)diVu(;) Om(s,x)dxds

D’autre part,

(6.19)

(6.20)

L[ (B@ = 1@) (Y (5,) (VY (s1) = D)5, Y (5,9)- Vo) det VY (s 5) dy s
0 JQ2r(0)
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Comme (u —@)(., Y (.,y)) est une fonction de L2(0, Tp; HE (Q2p(0))),
(u— @) (., Y (., 9))d(y, 0p(0)) ™" € L*((0,Tp) x Qr(0)).
de plus, comme :
Vo (y)d(y, 0Qp(0)) — 0 et [Vipm (y)|d(y, 0r(0)) < 2, p.p. y € Qp(0),

ona:
Viomd(y,02r(0)) — 0 dans LP(2¢(0)), pour tout p < oo.

Ceci permet de passer a la limite en m dans le premier terme du membre de droite de (6.20) :

t
/ / (Lk(e) - Lk;(Q)) ((u—).V) dzds — 0.
0 JQ

Finalement, 1’équation (6.20) devient :

/ (Lk( ) — dac—/ / k(or)divudz ds
QFt QF(S

—hm/ / (0 s)divus dz ds.
6—0 Qp(s

Grace au lemme 6.2, on a :

lim/ / k(0Fs d1VU5da:dS—/ / r)divudzds
6—0 Qr(s) Qp(s
t .
_ T, d:cds—// T, drds | .
)\F+2MF (5—>0/ /QF (s) QF5 k(ers) Qp(s) opTiler) )

Réutilisant I'inégalité (6.14), on voit ainsi que :

t [ —
lim/ / w(oFs d1VU5dxds>/ / Tr(op)divudz ds.
6—0 Qp(s 0 JQp(s)

D’ou :

/QF(t) (m— Lk(Q)) (t)dx < /Ot /QF(S) (Tk(QF) — m) div udz ds.

Or, d’apres lestimation (6.13), Ty (or) —Tk(or) est bornée dans L?((0, Tp) x ) indépendamment
de k. Puisque :

Tr(or) — or et Tx(or) — oF dans LP((0,Tp) x ), pour tout p < 7,

on a :

lim sup /QF(t) (M— Lk(g)) (t)dz <0,Vtel0,To)

k—o0
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et donc :
/ (olog o — ologo) (t)dz <0, Vt € [0,Tp)].
Qp(t)

En utilisant la convexité de z — zlog(z), on en déduit finalement que :
olog o(t) = (elog o) (t), Vo € Qp(t), YVt € [0, Tp).

Ceci implique la convergence forte de la suite (g5) dans L'(0,Ty; L' (Qr(t))) et comme (gs) est
borné dans LYT(0, Tp; L7 (Qp(t))) avec o > 0, la suite (0s) converge fort dans L7 (0, Tp; L7 (Qp(t)))
vers p. Ceci permet donc d’identifier la limite de (g} 5) et de terminer le passage a la limite en

J.

7 Conclusion

On va montrer qu’on peut prolonger la solution jusqu’au temps :
T, = sup {t > O/d(t) > a1, g(t) > ag, Xg(t,0,.) injective}

avec o = (a1, i2) oll g et ag sont deux réels strictement positifs assez petits quelconques. Ceci
donnera l’existence d’une solution sur [0, 7] ou T" est défini par (2.8) en utilisant la régularité de la
solution. Si Ty < Ty, (ce qui est le cas pour «; et ay suffisamment petits), il faut donc prolonger la
solution a partir du temps intermédiaire Ty sur un intervalle de temps de longueur indépendant
de Tp. Pour cela, on repart de Ty en considérant une nouvelle configuration initiale Qg(7p)
pour le domaine solide et Qg (7y) pour le domaine fluide. Les équations du solide et du fluide
restent inchangées puisqu’elles sont exprimées de maniere eulérienne, seules les données initiales
changent. Les données sont maintenant op(7p) dans LY (Qp(T0)), 0s(To) dans L (Qg(Tp)) et
u(Tp) dans HE(Q)3. Comme on a fait sur [0, Tp], on régularise la donnée o(7p) sur la partie fluide
quand on résout le probleme régularisé en €. Les conditions portant sur le temps d’existence Tj
sont établies dans le sous-paragraphe 4.1. Il faut reprendre ces conditions pour construire
une solution & partir du temps 7y. Quand on repart de l'instant T, la solution du probleme
approché en dimension finie satisfait :

T
e/T [0 (4l 0 0 < 2E(T) < 28, (7.1)
0

Pour tout y dans Qg(7p), le flot X év (t,Tp, .) est solution de ’équation différentielle définie pour
t > Ty par :
0
aXé\[(tv T07 y) = uN(t7 Xé'v(ta T07 y))
(7.2)
XY (To, To,y) = v.

L’estimation (7.1) donne une estimation de X2 (¢, Tp, .) dans H*(Q25(Tp)) dépendant uniquement
de 0 et Ey. On a alors la minoration suivante sur la distance entre le solide et la frontiere 02 :

/t aXéV(SaTan) ds

d(t) > d(Ty) — sup
() = dTy) =

y€Qs5(0)
Z a1 — 61\/;5
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ot C1 dépend de Ep, 0 et de la constante d’injection de H?(25(Tp)) dans L>®(Qs(Tp)). On
montre facilement que cette constante d’injection est en fait indépendante de T en se ramenant
a I'injection de H?(Q25(0)) dans L°°(2(0)) par le biais du flot X (Tp,0,.) et dépend de Ey, 6 et
«g. Ainsi sur un intervalle de temps de longueur strictement positive et dépendant uniquement
de a, Ep et 6, on a :

Pour pouvoir reprendre la méme construction, il faut aussi que :
=N
VY (t,.) — Id|| Lo ((0,10)x2) < €0

ou eg est défini dans le lemme 1.1 pour le domaine € et

YY) =I1d+P(XY(t,Ty,.) — Id) sur Q.
Maintenant, P est un opérateur de prolongement H?3(g(Tp)) dans H3(Q)NH} (). On le définit
a partir de P par :

P H(Qs(To)) — H(Q)NH(Q)
f = P(foXs(Tp,0,.)).

Avec cette définition, on montre que : pour tout f € H3(Qs(Tp)),

IP(Hllas) < Cpllfllas@s i)

ot C% dépend uniquement de ag, Cp et || Xs(To, 0, )| g3 (0g(0)) et donc Cz ne dépend que de a,
0 et Ey. On voit ainsi qu’on peut reprendre le méme raisonnement pour prolonger la solution
a partir du temps Ty sur un intervalle de longueur strictement positive dépendant uniquement
des données, du parametre de régularisation 6 et de a.

La régularité de la configuration de référence est maintenant plus faible : Qg(7p) a la régularité
du flot et est donc un ouvert de classe H2. On a besoin d’étendre le résultat de régularité donné
par la proposition 3 a des ouverts moins réguliers. Si on considere le probléme énoncé dans le
théoréme 1 sur 'ouvert Qp (7)), on peut se ramener a 'aide du flot Y (7p,.) qui est inversible
sur 2 a l'ouvert Q2£(0). On obtient alors un nouveau probleme exprimé sur 'ouvert Q2z(0) de la
forme :

0w _ div(BV@) +é-Va = f sur  (0,T) x Qz(0)

ot N
(BVw) -n=0 sur  (0,7) x 0Qr(0)
W = Wy sur Qr(0)

olt f est un élément de L2((0, T)xQz(0)), B est une matrice symétrique de H(0, T; W6(2x(0)))
ccercive uniformément en temps et en espace et ¢ est dans H'(0, T; W15(21(0))). On est donc
toujours dans le cadre du théoréme 1. Ceci permet donc de garder les mémes résultats de
régularité sur la densité fluide.

De cette maniere, on voit qu’on peut prolonger la solution a partir du temps 7y sur un in-
tervalle de longueur strictement positive dépendant uniquement des données, du parametre de
régularisation 6 et de a. Ceci permet d’itérer le raisonnement jusqu’au temps 7T, et donne le
résultat d’existence annoncé par le théoréme 2.
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