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| Modélisation et étude théorique de l'interaction entre strecture
élastique et un fluide incompressible.

1) Un premier modele

2) Le modele couplé
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Modélisation et étude théorique de linteraction entre strecture
élastique et un fluide incompressible.
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e structure immergée dans un fluide visqueux newtonien emagene
en dimensiors.

e Le déplacement de la structure élastique se compose desgd&ad
placements rigides et de petites perturbations élastiques
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lastique

. Le modele
2. Résultat principal

3. Représentation des vitesses

4. Le probleme en dimension finie

5. Passage au probleme continu
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de

[ or (Orup + (up - V)up) — vAup + Vp=0 dans Qp(t)

divurp =0 dans Qg (t)

< Oror + div (opup) =0 dans Q2 (1)
| ur = 0 sur Of)

or . densité volumiquey r . vitesse eulérienne et. pression.
v > 0 : coefficient de viscosité.
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Pour touty € Q5(0),

Xs(t,0,y) = a(t) +Q()(y —g0) + Qe y)

J/

~~ ~~

PARTIE RIGIDE PARTIE ELASTIQUE

aveca le vecteur translationg) la matrice de rotation & le vecteur de
deformation élastique.
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Pour touty € Q25(0),

Xs(t,0,y) = a(t) +Q()(y —g0) + Qe y)

J/

~~ ~~

PARTIE RIGIDE PARTIE ELASTIQUE

aveca le vecteur translationg) la matrice de rotation & le vecteur de
deformation élastique.

Relations d’orthogonalit & :

/ o2& (L) dy = 0, / OE(t ) Ay dy = 0
Qs(0) Qs(0)
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Pour touty € Q5(0),

Xs(t,0,y) = a(t) +Q()(y —g0) + Qe y)

J/

~~ ~~

PARTIE RIGIDE PARTIE ELASTIQUE

aveca le vecteur translationg) la matrice de rotation & le vecteur de
deformation élastique.

Relations d’orthogonalit & :

/ o2& (L) dy = 0, / OE(t ) Ay dy = 0
Qs(0) Qs(0)

On définit le flot inverse X5(0,t,.) = Xs(¢,0,.)"! : Qg(t) — Q5(0),

et la vitesse eulérienney.x € Qg (t)

us(t,x) = 0:Xg(t,0,.)0 Xg(0,t,x).
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lide

Le mouvement du solide doit satisfaire le probleme suivant :

T
/ / ()07 X 5(t,0,9)V (t,y) dy dt + 6/ ((9?5, VE)Hg(QS(O)) dt
QS(O) 0

/ / 22 VE) <Ff_>S,V>
Qs(0)

pour toute fonction test s’écrivant :

V(t,y) = b(t) +r(t) AQE)(y — go + £t 1Y) + Q) VE(t,y).
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lide

Le mouvement du solide doit satisfaire le probleme suivant :

T
/ / ()07 X 5(t,0,9)V (t,y) dy dt + 6/ ((9?5, VE)Hg(QS(O)) dt
QS(O) 0

/ / 22 VE) <Ff_>3,V>
Qs(0)

pour toute fonction test s’écrivant :
V(t,y) = b(t) +r(t) A Q) (Y — g0 + £t y)) + Q) VE(L,y).

o Y%4(&) = Mr(e(€))Id + 2ue(§) avech + 2 > 0 ety > 0,
e ¢ > (0 parametre de régularisation fixé.
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plage

(i) PourV assez reguliere,

T
< Fy_s,V >= / / (opn) - V(t, Xs(0,t,2)) dy, dt
0 0Ns(t)
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plage

(i) PourV assez reguliere,

T
< Fy_s,V >= / / (opn) - V(t, Xs(0,t,2)) dy, dt
0 0Ns(t)

(i) up = ug sur 0Ns(t)
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uplage

(i) PourV assez reguliere,

T
< Fy_s,V >= / / (opn) - V(t, Xs(0,t,2)) dy, dt
0 0Ns(t)

(i) up = ug sur 0Ns(t)

Remarque :
(i)+ incompressibilité du fluide=- condition de compatibilité su :

/ diqu:/ uF-nw:/ uF-nx:/ Ug * Ny
Qr(t) 0N (t) 0N s (t) 0N s (t)

Donc:

/aQS(t) heTte /ms(t) (QWAE(E X5(0,t,2))) -1y =0
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g0, @'(0) = a*, w(0) = w’, Q(0) = Id,
5(0) 0 dansQg(0), 9,£(0) = &' dansQs(0),
up(0) = u} dans2y(0), or(0) = 0% Xa, (0) dansQ
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g0, @'(0) = a*, w(0) = w’, Q(0) = Id,
5(0) 0 dansQg(0), 9,£(0) = &' dansQs(0),
up(0) = u} dans2y(0), or(0) = 0% Xa, (0) dansQ

qui vérifient les conditions suivantes :

€' e H(Qs(0))?, / €'(y) - ny dy = 0

©25(0)
ud € HY (Qr(0))3, u¥% = 0 surdf, divu’ = 0 dansQx(0)
udb(y) = a' +w’ A (y —a®) + &€ (y) suroQs(0)
(0)), 0 < My < 0% < M, dansQ2x(0)
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e I'équation du mouvement solide global est eéquivalente & &qua-
tions portant sue, @ et¢. Ces équations sont non linéaires et couplées
entre elles.

e |'espace des fonctions tests dépend de la solution. Passdkitién
directe pour ce type de problemeslinéarisation et argument de point
fixe.
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a priori

vt € [0,T], Eu(t) + Ey(t) < E

avecE. I'energie cinétiqueF, I'énergie potentielle ek, I'eénergie
Initiale :

1
E.(t) = —/ 0%(y) |0: X s(t,0, )| dy+—/ or(t,z) lup(t,z)|” dz
Qs(O) 2 QF(t)

B0 = g [ CECP dyp | )Py

Q5(0)

1 t
S Nt M sson + 20 [ [ lelup(s,a)) dads
0 QF(S)
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Théoreme d’existence :
Hypothese dist(25(0), 02) > 0.

Il existe un tempg™ dependant des données ekdel que sur0, 7*], notre
probleme admet une solution. Cette solution est définiaujasigempsi’ :

T =sup {t > 0/d(t) > 0,g(t) > 0 et Xg(t,0,.) injectif }
ou :

(1) = dist(Q5(1), 00) etg(t) = inf |det VXs(t,0,3)].

yegs(

Et cette solution vérifie I'estimation d’énergie donnéecgeiemment.
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Remarque sur la d épendance de I’ par rapport ac:

d(t) > d(0) — sup 05 Xs(s,0,y)[t = d(0) — —
0<s<t, y€Qs(0) ¢

et

IVXs(s,0,y) = Id|[ze(0.xs0) < t0sVXs(8,0,9)l Lo (0.6 x5 (0))
C(25(0), Eo)t

€

<

— importance de la régularisation dans I’équation d’él#stic
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Bibliographie : Interaction fluide-structure rigide.
e C. Conca, J. San Martin et M. Tucshak
e B. Desjardins, M. Esteban
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La vitesse eulérienne globale doit satisfaire :
o u € L>0,T; LQ(Q)) N L2(O,T; H&(Q)),
e le flot X associé a est défini suf? et s’écrit :
X(¢,0,y) =a(t) + Q) (y — go) + Q()E(t, y) surQs(0)

aveca € WhH>(0,7)°%, Q € WhH°(0,T; SO3(R)) et
£ € WHee(0,T; H?(25(0)))?,

o divu =0SurQpg(t),

o vol(Qg(t)) = vol(Qg(0)), ¥Vt € [0,T] 0UQs(t) = X (t,0,05(0)).
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Soit (a, Q, &) suffisamment proche dey, Id, 0).

surQ2s(0), Xs(t,0,y) = a(t) + Q) (y — g0) + Q1)E(%, )
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Soit (a, Q, &) suffisamment proche dey, Id, 0).

surQ2s(0), Xs(t,0,y) = a(t) + Q) (y — g0) + Q) y) + A1) Q()n(y)

n . relevement de la normale sQg (0).
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Soit (a, Q, &) suffisamment proche dey, Id, 0).

surQ2s(0), Xs(t,0,y) = a(t) + Q) (y — g0) + Q) y) + A1) Q()n(y)

n . relevement de la normale sQg (0).

A(t) determiné par :
vol(Qg(t)) = / det VXg(t,0,y) dy = vol(Q25(0)).
Qs(0)

Ceci est possible (théoreme des fonctions implicites)uaude0.
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Soit (a, Q, &) suffisamment proche dey, Id, 0).

surf2s(0), Xs(t,0,y) = a(t) + Q) (y — go) + Q()E(E, y) + A()Q()n(y)
n . relevement de la normale sQg (0).
A(t) determiné par :

vol(Qs(t)) = /Q . det VX5(t,0,y) dy = vol(Qs(0)).

Ceci est possible (théoreme des fonctions implicites)uaude0. On prend
(a, @, &) suffisamment proche deg, Id,0) pour que :

||X5(t, O, ) — IdHLoo(O’T;Wl,oo(QS(O))) S a,

de sorte qu&s(t, 0, .) peut se prolonger en une foncti®g , (¢, .) inversible
de(2 sur Q.
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ug Vitesse eulérienne associe&a :

us(t,xr) = 0: Xg(t,0,Xg(0,t,x)) sur Qg(t).

Versailles, 15 novembre 2004 — p. 17/36



ug Vitesse eulérienne associe&a :
us(t,xr) = 0: Xg(t,0,Xg(0,t,x)) sur Qg(t).
us.p, UN prolongement des solution du probleme de Stokes :

/

—Aug,+Vg =0 (t)
div us,p =0 (t)

us,p —ug O Qs(t)

us,p =0 0f)

Qp
Qp
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Soitwr € L>®(0,T; L*(Qr(0))) N L?(0,T;V(Q2r(0))) avec :

T — WE danSQF(O)
71 o0 dansfg(0).

SoitYs ,(0,t,.)*wr la transformée de Piola :

(Ys,p(0,8,.)Wr)(t, x) = cof VY5 ,(0,¢, ) wr(t, Ys ,(0,t, 2)).

Alors :
div (Ys,,(0,t,.)"wg) = 0 sur €.
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Soitwr € L>®(0,T; L*(Qr(0))) N L?(0,T;V(Q2r(0))) avec :

T — WE danSQF(O)
71 o0 dansfg(0).

SoitYs ,(0,t,.)*wr la transformée de Piola :

(Ys,p(0,8,.)Wr)(t, x) = cof VY5 ,(0,¢, ) wr(t, Ys ,(0,t, 2)).

Alors :
div (Ys,,(0,t,.)"wg) = 0 sur €.

On note© I'application définie pouf|(a, @, &) — (go, Id,0)]| < K :

O : (CL, Qa 57 wF) = U = USp =+ YS,p(Oata )*EF
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On considere I'application :

«@y—1»
(~N7Q £N N)i,&N_)uN © (a,N

QN N wi)

définie pour|(a™, QY ,&N) — (go, 1d,0)| < .
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On considere I'application :

@, QN, &V, ) SV —u 25 (0N, QNN wh)
définie pour|(a™, QY ,&N) — (go, 1d,0)| < .

e 0N se place supn, T*| de telle sorte que:

1(a™, QNN — (g0, Id,0)|| < &

e compacité=- point fixe sur0, 7.
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Résultats de compacite :
e Convergence forte d@¥% ) : résultat de di Perna-Lions

on — or dans C(0,T*; LP(Q)), ¥p < +o0
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Résultats de compacite :
e Convergence forte d@¥% ) : résultat de di Perna-Lions

o — op dans C(0,T*; LP(Q)), Vp < +o0

o Convergence forte dg.”") : on montre que

v oNu" — \/orudans L?((0,T%) x )3

en prouvant une inégalité du type :

/OT*_/Q ’\/Qg(t—l—h)uN(t—i—h) — \/Qg(t)uN(t)‘Qda:dt < §(h) =0,
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Résultats de compacite :
e Convergence forte d@¥% ) : résultat de di Perna-Lions

o — op dans C(0,T*; LP(Q)), Vp < +o0

o Convergence forte dg.”") : on montre que

v oNu" — \/orudans L?((0,T%) x )3

en prouvant une inégalité du type :

/OT*_/Q ’\/Qg(t—l—h)uN(t—i—h) — \/Qg(t)uN(t)‘Qda:dt < §(h) =0,

Prolongement de la solution en temps : nouvelles configaratide
reférencelgs (7T™) etQp(T).
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stigue

1. Le modele
2. Résultat principal
3. Résolution d’'un probleme régularisé

4. Passage a la limite dans les termes de régularisation
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de

[ O (orur) + div(opup @ up) —divep =0 dansQg(¢)
(915‘QF + div (QFUF) =0 danSQF(t)
up =0 surof?

N\

\

or . densité volumiquey r : vitesse eulérienne et :
op = upVur + (A + pp)divur — p)ld

p . pression\r etup tels queur > 0, 3\p + 2upr > 0.
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Ide

[ O (orur) + div(opup @ up) —divep =0 dansQg(¢)
(915‘QF + div (QFUF) =0 danSQF(t)
up =0 surof?

N\

\

or . densité volumiquey r : vitesse eulérienne et :
op = upVur + (A + pp)divur — p)ld

p . pression\r etup tels queur > 0, 3\p + 2upr > 0.
Loi d’état isentropique :

3
p = ap). avecy > 5 eta > 0.
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lide

( Ot(osug) + div(osus @ ug) + 0 Asug — divog =0 dansQs(t)
&5@5 + div (qus) =0 danSQS(t)
| O Xs(t,0,y) = us(t, Xs(¢,0,y)), pour touty € 25(0)

2\

os . densiteug : vitesse eulérienney s : flot lagrangieng > 0.
Pour toutu etv dansD(25(t)),

(u, U)H3(Qs(t)) = / Agu ()
Qs(t)
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lide

( 8t(g5u5) -+ diV(QSuS &) uS) + 0A3ug —diveog =0 dansQS(t)
&5@5 + div (QSUS) =0 danSQS(t)
| O Xs(t,0,y) = us(t, Xs(¢,0,y)), pour touty € 25(0)

2\

os . densiteug : vitesse eulérienney s : flot lagrangieng > 0.
Pour toutu etv dansD(25(t)),

(u, U)H3(Qs(t)) = / Agu ()
Qs(t)
Loi d’'état : X5 le second tenseur de Piola-Kirchhoff
1
dYio = 2Ug E(Xs) + Ag tl‘(E(Xs)) Id aVGCE(Xs) = i(tVX5VXS — Id),

s >0, Ag + 2ug > 0.
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Les équations de couplage :
o up = ug sur 0Ng(t)
e pour toutv € C(9Ns(t)),

/ UFTZx'U:/ osng -v—0 <ug,v >3,005(t) -
905 (1) 95 (t)
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Les équations de couplage :
o up = ug sur 0Ng(t)
e pour toutv € C(9Ns(t)),

/ O'an°1):/ osng -v—0 <ug,v >3,005(t) -
905 (1) 95 (t)

Conditions initiales :
w(0) = u’ € Hy (), 0(0) = 0° € L7(Q).

ouu et p sont respectivement la vitesse et la densité globales.
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Estimation d’ énergie :

1 a t
L / o(6) u(t)[2 + / o1 (1) + pir / / Vur(s)P
2 Ja Y =1 Jarw 0 JOr(s)

t t
T+ + pp) / / divug (s)]? + 0 / ot ()13 600 o
0 QF(S) 0

A\
s / B(Xs(1.0.) + 2 / e E(Xs(t,0,9))2 < Eo.
Qs(0) Qs(0)
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Estimation d’ énergie :

1 a t
L / o(6) u(t)[2 + / o1 (1) + pir / / Vur(s)P
2 Ja Y =1 Jarw 0 JOr(s)

t t
T+ + pp) / / divug (s)]? + 0 / ot ()13 600 o
0 QF(S) 0

A\
s / B(Xs(t,0,5) + 5 / e E(Xs(t,0,9))[? < Fo.
Qs(0) Qs(0)

Solution renormalis ée :

o est une solution renormalisée de I'équation de continuité s

d:b(0) + div (b(o)u) + (b'(0)o — b(p))divu = 0dans D'((0,T) x Q).
pour toute fonction € C* (R) telle que :
b'(x) = 0, pour = assez grand.
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Théoreme d’existence :
Hypotheéses dist(25(0),992) > 0, u’ € H} (), ¢° € L7(Q).

Il existe un tempg™ dépendant des données etdel que, suf0, 7], notre
probleme admet une solutidiX's, o, u). Cette solution est définie jusqu’au
tempsI” donné par :

T =sup{t > 0/d(t) >0, g(t) > 0et Xg(¢,0,.) injectif}
ou: d(t) = dist(Qg(t),002) etg(t) = inf |det VXg(t,0,y)]
y€Qs(0)

et la solution vérifie I'estimation d’eénergie donnée pragacent]

Pour montrer ce résultat, on reprend la démarche dévelogage les
travaux de E. Feireisl, A. Novotny et H. Petzeltova.
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Bibliographie : fluide compressible.

e P.L.LIONS

e E. Feireisl, A. Novotny, H. Petzeltova
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Bibliographie : fluide compressible.
e P.L.Lions

e E. Feireisl, A. Novotny, H. Petzeltova

Bibliographie : interaction fluide-structure.
e B. Desjardins, M. Esteban
e E. Feireisl

e F. FlorietP. Orenga
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risé

( Oi(orup) + div(opur @ up) + eVupVopr — divopr = 0 dans Qg (t)
atQF + div (QF’LLF) = EAQF dans QF(t)
| Vor -n = 0surdQp(l)

L\

op = urpVur + (()\F + ,LLF)diV’U,F —p(QF))Id

avec .
p(or) = ag} + 5@% avec 3 aussi grand qu’on veurt.
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risé

( Oi(orup) + div(opur @ up) + eVupVopr — divopr = 0 dans Qg (t)
atQF + div (QF’LLF) = EAQF dans QF(t)
| Vor -n = 0surdQp(l)

L\

op = urpVur + (()\F + ,LLF)diV’U,F —p(QF))Id

avec .
p(or) = ag} + 5@% avec 3 aussi grand qu’on veurt.

Estimations suppl émentaires sur la densit € :

or € L0, T;LP(Q)) et o € L*(0,T; H}(Q)).
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risé

e Probleme linéarisé en dimension finie.

o Argument de point fixe en dimension findé : solution(XZ', o™, u™)
deéfinie surl0, T, T' > 0 arbitraire.
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arisé

e Probleme linéarisé en dimension finie.

o Argument de point fixe en dimension findé : solution(XZ', o™, u™)
définie sur0, 7], T' > 0 arbitraire.

e Passage au probleme continu.
XY — Xgdans H'(0,T; H*(Q25(0))).

Solution sur[0, 7] avecT™ tel que toute fonction Xg, o, u) satis-
faisant I'estimation d’énergie vérifie :

diSt(Qs(t),aQ) > a > 0, ||VX5(t,O, ) — IdH < ep.
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arisé

e Probleme linéarisé en dimension finie.

o Argument de point fixe en dimension findé : solution(XZ', o™, u™)
définie sur0, 7], T' > 0 arbitraire.

e Passage au probleme continu.
XY — Xgdans H'(0,T; H*(Q25(0))).

Solution sur[0, 7] avecT™ tel que toute fonction Xg, o, u) satis-
faisant I'estimation d’énergie vérifie :

diSt(Qs(t),aQ) > a > 0, ||VX5(t,O, ) — IdH < ep.

Ona:
o — pdans L°°(0,T*; L7 (Q)) w * .
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Equation de continuite;>

o — odans C(0,T*; L7 (£2)).

Commey > $, l'injection L7(2) ¢ H~!(Q) est compacte.
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Equation de continuite;>
o — odans C(0,7%; L7 ()).

Commey > ¢, I'injection L7(2) ¢ H~!(2) estcompacte. De plus, comme
u? — wdans L?(0,T*; H1(€Q)), on en déduit :

oNulN — pu dans LOO(O,T*;L%(Q))IU *
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Equation de continuite;>
o — odans C(0,7%; L7 ()).

Commey > ¢, I'injection L7(2) ¢ H~!(2) estcompacte. De plus, comme
u? — wdans L?(0,T*; H1(€Q)), on en déduit :

oNul — pudans L>(0,T*; L%(Q)) w ok .
Equation de la quantité de mouvemet

2y
oNul — pudans C(0,T*; Ly, ().

Commey > 2, % > 2 et 'injection L5%1(Q) ¢ H-(Q) est compacte.
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Equation de continuite;>
o — odans C(0,7%; L7 ()).

Commey > ¢, I'injection L7(2) ¢ H~!(2) estcompacte. De plus, comme
u? — u dans LQ(O, T*; H(€)), on en déduit :

oNul — pudans L>(0,T*; L%(Q)) w ok .
Equation de la quantité de mouvemet

27
oNu” — pudans C(0,T%; Loy (2)).

Commey > 2, % > 2 et 'injection L5%1(Q) ¢ H-(Q) est compacte.
On en déduit que :

oV ut @ul — pu®udans D'((0,T%) x Q).
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|dentification de la pression :

Soitp la limite de (p(o%)).

p=plor) = ag) + 80y ?
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|dentification de la pression :

Soitp la limite de (p(o%)).

p=rplor) = ag} + 60 ?
(o%) bornée dang?(0,7*; H'(Q2)), (oY ) bornée dan&?(0, T*; H(2))
(0;0") bornée dang?(0,T*; H-1(Q)).
On en déduit (“lemme d’Aubin”) :
o — odans L*((0,T*) x Q)
(o%) bornée dang. ™1 ((0,7*) x Q) =

o — op dans L7 ((0,T*) x Q).
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Passage a lalimite en €:

T*
1 1
/ / ag}i +5Q§j; < C
0 Qr (t)
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Passage a lalimite en €:

/ / aol +60p < C
Qr (t)

Méthode due a Lions :dansQ g (t)

Ot(orur)+div(opur @urp) —prAup —V((Ar+pr)divur —p(or)) = 0.

A tfixé, 3! (w, q) dansWy?(Qp(t)) x LE(Qr(t)) :
—Aw + Vq = 0i(orpur) + div(opur @ up) — prpAup, divw =0
D’ou :
q— Ap 4+ pp)divurp + plor) =c¢

ou ¢ est une constante dépendant du temps.
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|dentification de la pression :

Soityp la limite faible dep(or..) dansL 5 ((0, T*) x Q).

p=plor) = ag) + 50y ?
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|dentification de la pression :

Soityp la limite faible dep(or..) dansL 5 ((0, T*) x Q).

p=plor) = ag) + 50y ?

On prouve que, pour toyt € D(0, T*; D(Qp(t

(t))) positif,
lim / / plore)—(rt2ur)div ) or. = / / (Art2pr)div u) o

On en déduit que, $ip,,,) est une suite croissante qui tend vers. 1),

1imsup/ /somp 0Fc)0F,e < / / POF
e—0 0 Qp((t)

et on conclut par un argument de monotonie.
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Passage a la limite en 0 :

Il existea > 0 tel que:

T*
Y+
/ / A0p s
0 QF,(;(t)
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Passage a la limite en 0 :

Il existea > 0 tel que:

T*
/ / ag}ﬁ;a + 5@?—%0‘ < C.
0 QF,(;(t)

Soit (7;) une famille de fonctions de troncature.

On montre que : pour tout € N, pour touty € D(0,T*;D(2r(t))) poOSI-
tive,

T*
lim / / gp(ag}’(s — (Ap + 2up)div U5)77<(QF,6)
0 Q

0—0

- [ " [ elagk ~ Our + 21r) div ) Tl
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On en déduit que :

175 (or) — Te(0)|l Lo+ (0,77 )x0) < C.

Ceci permet de prouver guevérifie I'équation de continuité au sens des
solutions renormalisées et d’identifier la limigéog o de (o5 log 05) -

olog o = plogo

= convergence forte dgs) dansL!((0,7*) x Q).
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On en déduit que :

175 (or) — Te(0)|l Lo+ (0,77 )x0) < C.

Ceci permet de prouver guevérifie I'équation de continuité au sens des
solutions renormalisées et d’identifier la limigéog o de (o5 log 05) -

olog o = plogo

= convergence forte dgs) dansL!((0,7*) x Q).

Pour terminer, on prolonge la solution jusqu’au terfipsomme annonce
au deépart.
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e Peut-on se passer de terme regularisant ? Résultats detCiprbb-
leme de déplacement pur stationnaire.

e Utiliser des modeles plus complexes : pour le fluide comprEsson-
sidérer un modele avec la température comme variable.

e Simulation numérique.
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