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Chapitre 1

Introduction et motivation

Pour les équations différentielles linéaires d’ordre 2 et 3, des algorithmes
de résolution exacte avec des temps de calcul réalistes existent, se fondant sur
une étude préalable précise des groupes apparaissant comme groupes de Galois
différentiels de ces équations. Plusieurs études de l'ordre 4 ont déja eu lieu (tra-
vaux de S. Hessinger, O. Cormier, A. Person, J. Hartmann), mais chacune de
ces contributions ne concernait qu'un aspect particulier de la classification des
groupes apparaissant comme groupes de Galois différentiels. Dans cette these,
on complete la classification en considérant le cas imprimitif-monomial, ce qui
permet d’avoir une vision complete. La nouveauté par rapport aux ordres plus
petits est 'apparition de groupes imprimitifs non monomiaux et un plus grand
nombre de groupes monomiaux lié au nombre croissant de groupes transitifs.
Plus précisément, dans sa these ([29],[30]), S. Hessinger classifie les sous-groupes
algébriques de SL(4,C) a conjugaison pres, sauf pour les groupes finis monomiaux
et pour les groupes primitifs finis (dont elle reprend la classification a projection
pres de H.F. Blichfeldt). Ces derniers groupes ont été classifiés a conjugaison pres
par O. Cormier dans sa these ([18]). La classification des sous-groupes monomiaux
finis de GL(4,C) (et donc a fortiori de SL(4,C)) est 'oeuvre de D.L. Flannery
([23],][24] en prenant en compte les corrections mentionnées dans [25]). Dans le
deuxieme chapitre, on reprend ces listes en veillant a la cohérence de leurs nota-
tions. Le travail présenté dans cette these repose sur I'exploitation de ces listes.
M.F. Singer et F. Ulmer ([58]) ont mis en évidence le lien existant entre les so-
lutions liouvilliennes d’une équation différentielle et les (semi-)invariants de son
groupe de Galois différentiel. En particulier, le groupe et ses semi-invariants per-
mettent de connaitre le degré de la dérivée logarithmique d’une solution. Avec
D. Boucher et F. Ulmer, nous avons exploité ce résultat ainsi que la liste des
groupes imprimitifs non monomiaux finis unimodulaires de degré 4 due a H.F. Bli-
chfeldt ([6]) afin de déterminer des bornes optimales pour le degré algébrique de
la dérivée logarithmique d’une solution d’une équation ayant un de ces groupes
pour groupe de Galois différentiel. Ceci a fait 'objet d'une publication dans les
actes de la conférence ISSAC 2003 ([8]) qui est reprise (et intégrée) dans le cha-



pitre 3 de cette these. L’étude systématique des (semi-)invariants de degré 2
et 4 pour tous les sous-groupes algébriques de SL(4,C) a permis en particulier
d’établir des résultats sur le groupe a partir de la connaissance de ses seuls (semi-
)invariants de degré 2 et 4 (comme des criteres de monomialité par exemple). Par
ailleurs, d’autres résultats donnent des informations complémentaires permettant
de trouver des (semi-)invariants produits de formes linéaires quand des propriétés
du groupe (comme sa monomialité) sont déja connues.

Ceci permet d’élaborer une ”stratégie” (théoreme 3.10.1, p.86) qui vise, & partir
d’une équation, a obtenir des informations permettant de mieux connaitre son
groupe et d’en chercher des solutions liouvilliennes plus efficacement.

Voici les grandes lignes du plan de cette these :

— dans le chapitre 2 se trouve un rappel des principales notions utilisées par
la suite en théorie de Galois différentielle et sur les (semi-)invariants. La
classification complete des sous-groupes algébriques de SL(4,C) y est aussi
décrite.

— larticle [8] sus-mentionné introduit le chapitre 3. Celui-ci continue avec
I'étude systématique des (semi-)invariants de degré 2 et 4 des sous-groupes
algébriques de SL(4,C) (liste des dimensions des espaces de semi-invariants
et de leurs ordres). Pour les groupes unimodulaires finis monomiaux, on
étudie les 229 familles infinies de tels groupes en reprenant la méthode de
recherche de semi-invariants mise en oeuvre dans [8]. On procede de méme
pour les sous-groupes unimodulaires infinis et on peut calculer directement
les (semi-)invariants des 57 groupes primitifs finis. Ce chapitre se termine
par un résultat donnant une stratégie permettant d’obtenir des informations
sur le groupe d’'une équation différentielle donnée a partir des informations
sur les semi-invariants de degré 2 et 4 de ce groupe que I’équation permet
d’obtenir. Les groupes de certaines équations peuvent étre déterminés par
cette méthode ; un exemple est donné dans le chapitre 5.

— dans le chapitre 4, on s’intéresse au degré de la puissance symétrique qua-
trieme d’une équation différentielle linéaire d’ordre 4 et plus spécialement
aux informations que peut apporter une chute de celui-ci. Le cas d’une
chute de degré de 1 est traité a part, tandis qu'un théoreme de M.F. Singer
permet de décrire les situations de plus grande chute de degré.

— le chapitre 5 décrit quelques exemples. On y trouve tout d’abord un exemple
d’équation ayant un groupe fini donné pour groupe de Galois différentiel
construite par L. Schmidt-Thieme a partir d’un polynome donné par G. Malle
et B.H. Matzat ayant ce groupe pour groupe de Galois (la stratégie décrite
dans le chapitre 3 s’applique a cette équation et permet d’en déterminer
le groupe). Ce chapitre présente ensuite un exemple d’équation ayant pour
groupe de Galois différentiel SO(4,C), construite a 'aide de la méthode
décrite par C. Mitschi et M.F. Singer dans [42].

— en annexe, on trouvera la liste des (semi-)invariants des sous-groupes mo-
nomiaux de SL(4,C) (a partir de laquelle les tables du chapitre 3 ont été
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réalisées).
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Chapitre 2

Théorie de Galois différentielle,
semi-invariants et classification

des sous-groupes de SL(4,C)

2.1 Introduction a la théorie de Galois différentielle

Dans cette partie, on introduira les notions de base de la théorie de Galois
différentielle, ainsi que les notations utilisées par la suite. Pour un exposé appro-
fondi de cette théorie et les démonstrations des résultats qui seront rappelés ici,
le lecteur pourra se référer au livre de M. van der Put et M.F. Singer consacré a
ce sujet ([46]) ou a celui de I. Kaplansky ([37]). Dans cette these, les corps seront
toujours supposés de caractéristique nulle.

Définition 2.1.1 Soit k un corps. Une application 6 : k — k est appelée une
dérivation siVa,b € k,0(a+b) = §(a) +(b) et 6(ab) = d(a)b+ ad(b). On notera
a’ = d(a). Un corps muni d’une dérivation est appelé un corps différentiel.

Si k est un corps différentiel, {c € k|c = 0} est un sous-corps de k noté Cy (ou
C' lorsque cela ne préte pas a confusion). Il est appelé corps des constantes de k.
Soit (k,d) un corps différentiel. Une extension de corps différentiels de (k,0) est
un corps différentiel (K, A) tel que K contienne k et que la restriction de A a k
soit 0.

Etant donné un corps différentiel £ muni d’une dérivation d, on note, pour a € k,
§™(a) = a™,aV) = d... Si K est une extension de corps différentiels de k et S
un sous-ensemble de K, on note k < S > le plus petit sous-corps différentiel de
K contenant k et S. Il s’agit du corps engendré sur k par les éléments de S et
leurs dérivées.

Exemple 2.1.2 L’extension algébrique Q(z) C Q(y) avec y* — x = 0 est aussi
1

(
une extension différentielle avec y' = 7 € Q(y) (que l'on déduit du polynome

11



minimal de y) en considérant la dérivation ordinaire sur Q(z). Cette égalité nous
dit aussi que y est solution de iy — ﬁy =0.

Définition 2.1.3 Soit (k,d) un corps différentiel. L’anneau des opérateurs différentiels
linéaires a coefficients dans k est l’anneau k[0] des polynémes non commutatifs
en la variable 6 a coefficients dans k muni de la relation : Va € k,0a = ad + a'.

La notation L(y) = 0 pour une équation différentielle désignera une équation
différentielle linéaire homogene ordinaire d’ordre n : L(y) = y™ + a,_1y"Y +
-+ 4+ apy = 0 a coefficients dans un corps différentiel k. On peut lui associer
un opérateur différentiel 6™ + a,_16™V + ... + aold et un systeme différentiel
Y’ = AY ou A est la matrice compagnon de L :

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 1
_ao _al PR DY _an—l

Les solutions de L(y) = 0 forment un espace vectoriel sur C} de dimension au plus
n ([46, Lemme 1.10]). Un systeme fondamental de solutions de L(y) = 0 est un en-
semble {y1, ..., yn } solutions de L(y) = 4™ +a,_1y"V+- - -+aoy = 0 linéairement
indépendantes sur Cy, ce qui équivaut([46, Lemme 1.12]) a dire que le wronskien
wr(yiy .oy Yn) de 41, ..., y, n'est pas nul, en notant wr(yi, ...,y,) = det(W) avec
W = (yz(j ))1§7;Sn’0§j§n_1. On peut calculer le wronskien en remarquant qu’il est
solution de I’équation différentielle w’'+a, 1w = 0 ([37, Chap VI, Sec. 24, Lemme
6.3]).

Définition 2.1.4 Soit k un corps différentiel et L(y) = 0 une équation différentielle
d’ordre n a coefficients dans k.

1. On appelle extension de Picard-Vessiot de k associée a L(y) = 0 une exten-
siton de corps différentiels K de k telle que :
- K =k <yi,...,yn > avec {y1,...,yn} un systéme fondamental de solu-

tions de L(y) =0

- CK = Ck

2. Soit (K1,A1) et (Ka,Ay) deux extensions de corps différentiels de (k,J).
Un k-morphisme différentiel ¢ de K; vers Ky est un morphisme de corps
¢ de Ky vers Ky laissant k fize et commutant avec la dérivation (i.e. Va €

K1, ¢(Ar(a)) = Aq(d(a))).

3. Le groupe de Galois différentiel G(K|k) d’une extension de corps différentiels
K de k est le groupe des k-automorphismes différentiels de K.

12



Exemple 2.1.5 L’extension différentielle Q(z) C Q(y) définie dans l’exemple
2.1.2 est une extension de Picard-Vessiot associée a l’équation différentielle y(x) —

ﬁy(x) =0.

Si Cy est algébriquement clos, on peut montrer ([46, partie 1.3]) qu’il existe
pour toute équation différentielle L(y) = 0 a coefficients dans k une exten-
sion de Picard-Vessiot qui lui est associée. De plus, cette extension est unique
a k-isomorphisme différentiel pres. On appelera groupe de Galois différentiel de
L(y) = 0 le groupe de Galois différentiel d’une extension de Picard-Vessiot de k
associée a L(y) = 0. Dorénavant, tous les corps différentiels seront supposés de
corps des constantes algébriquement clos (de caractéristique nulle).

On remarque que le groupe de Galois différentiel est un sous-groupe du groupe
de Galois et on a par ailleurs le lien suivant entre théories de Galois classique et
différentielle :

Proposition 2.1.6 (/64, Théoréme 4.7],/38]) Soit L(y) = 0 une équation différentielle
a coefficients dans k. Alors, le groupe G(L) est fini si et seulement si toutes les
solutions de L(y) = 0 sont algébriques sur k. De plus, dans ce cas, les groupes de
Galois classique et différentiel coincident.

On va maintenant introduire une représentation linéaire du groupe de Galois
différentiel d’une équation. Soit L(y) = 0 une équation différentielle a coefficients
dans k de corps des constantes C'. Soit K une extension de Picard-Vessiot de k
associée a L(y) = 0 et V = Sol(L) = {y € K|L(y) = 0} dont on choisit une
C-base y1,...,yn. Pour 0 € G(L) et v € V, on a L(c(v)) = o(L(v)) = 0, donc
pour i € {1,....n}, o(y;) = Y., cijy; avec ¢;; € C. Lidentification o — (c; ;)
donne alors une représentation fidele de G(L) comme sous-groupe de GL(n,C).

Exemple 2.1.7 Le groupe de Galois différentiel (qui coincide ici avec le groupe
de Galois algébrique) de y(z) — ﬁy(m) = 0 (équation apparaissant dans l’exemple

2.1.2) est ZJAZ et son image dans C* = GL(1,C) est < i >.

Théoréme 2.1.8 Soit L(y) = 0 une équation différentielle d’ordre n da coeffi-
cients dans k de corps des constantes C'. Soit K une extension de Picard-Vessiot
de k associée a L(y) = 0. Soit G son groupe de Galois différentiel.

(1) (algébricité du groupe de Galois; [46, Théoréme 1.27], [37, Théoréme 5.5])
L’image de G dans GL(n,C) est un groupe algébrique linéaire.

(i) (correspondance de Galois; [46, Proposition 1.34], [37, Théoréme 5.9]) On
note S l'ensemble des sous-groupes de G fermés (au sens de la topologie de Za-
riski) et K l'ensemble des sous-corps différentiels de K contenant k.

— les ensembles S et K sont en bijection. Plus précisément, les applications
a:8—K,Hw— K{¥ ={ye K|Vh € Hh(y) =y} et 3: K — S, M
Gal(K|M) sont inverses l'une de [’autre.

En particulier, on a k = K¢ = {y € K|Vh € G,h(y) = y} (normalité du
groupe de Galois).
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— Un sous-groupe H € S est distingué dans G si et seulement si M = LY est
invariant (comme ensemble) sous l'action de G. Dans ce cas, la restriction
canonique G — Gal(M|k) est surjective de noyau H. De plus, M est ’ex-
tension de Picard-Vessiot d’une équation différentielle linéaire a coefficients
dans k.

Remarque 2.1.9 (/37, Chap. VI, Sec.24]) Soit une équation différentielle linéaire
L(y) = y™ + a,_19™ Y + -+ + agy = 0 de groupe de Galois G C GL(n,C). Si
G C SL(n,C), l’équation est dite unimodulaire (de méme que le groupe). Sinon,
on peut la rendre unimodulaire en effectuant le changement de variables suivant :

An—1

y=e ] 7 z. La nowvelle équation en z sera alors unimodulaire.
On rappelle maintenant la notion d’irréductibilité.

Définition 2.1.10 Soit (k, ) un corps différentiel. Un opérateur différentiel L € k0]
est dit réductible sur k s’il existe deur opérateurs différentiels Ly, Ly € k[d] tels
que L = LiLy avec ord(Ly),ord(Ly) < ord(L). Dans le cas contraire, il est
dit irréductible. Une équation différentielle linéaire est dite (ir)réductible si son
opérateur différentiel associé [’est.

Exemple 2.1.11 Avec C(x) muni de la dérivation ordinaire, l'opérateur 6% est

, . , . i\ . . o o 1 1
réductible car on peut 'écrire de la maniére suivante : 6% = 60 = ((5 + m) (5 — m)
avec a € C. On remarque sur cet exemple qu’il n’y a pas unicité de la décomposition

des opérateurs réductibles. On peut établir un résultat plus faible d’unicité ([46,
p. 58)).

On déduit de [46, Corollaire 2.35] le résultat suivant.

Proposition 2.1.12 Soit L(y) = 0 une équation différentielle linéaire d’ordre n
a coefficients dans un corps différentiel k. Soit K [’extension de Picard-Vessiot
correspondante et G son groupe de Galois différentiel. On a équivalence des pro-
priétés suivantes :

1. le module différentiel My, ~ k[6]/k[6]L contient un sous-module propre non
nul.

2. lopérateur différentiel L est réductible.
3. lespace des solutions V.C K™ de L(y) = 0 est un G-module réductible.

Au sujet de la factorisation d’opérateurs différentiels, on peut consulter la section
4.2 de [46] ([2], [11], [54] et [31] dont les méthodes sont implantées dans Maple).

On considere une équation différentielle linéaire a coefficients dans Clx] :

L(y) = apy™(x) + - + agy(z) = 0. En un point ¢ € C, on s’intéresse aux
solutions de cette équation de la forme (z —c)? 3., ¢;(x —c)’. On écrit alors les
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coefficients a; dans la base des (z — ¢)?(j > 0) et on remplace y par la forme sus-
mentionnée dans ’équation pour chercher les valeurs possibles de p. On trouve
alors une série de Laurent en x — ¢ : le coefficient de plus petit degré de cette
série est un polynome I(p).

Définition 2.1.13 Un point c est dit singulier s’il est une racine de a, et or-
dinaire sinon. On appelle équation indicielle au point ¢ 'équation I(p) = 0 et
exposants de L en c les racines de I(p).

Si ¢ est un point ordinaire de L, ses exposants sont 0, 1, ...,n — 1. Pour étudier le
point & l'infini, on effectue le changement de variables x = % (et % = —tQ%) et
on étudie cette équation en 0 (autrement dit, I’équation indicielle en I'infini de L

est I’équation indicielle en 0 de cette nouvelle équation).

Définition 2.1.14 Un point ¢ (éventuellement infini) est dit réqulier si l’équation
indicielle a ce point est de degré n et wrrégulier sinon. Une singularité c est dite
apparente si l’équation L(y) = 0 admet n solutions indépendantes analytiques en
c. Une équation L(y) = 0 est dite fuchsienne si toutes ses singularités sont des
points singuliers réquliers.

Exemple 2.1.15 Considérons l’équation suivante (donnée par L. Schmidt-Thieme
dans [49, p.87]) :

550t% — 1849t% 4 865t* — 16
(11064 — 612 — 4)(t + 2)(t + 1)(t — 1)(t —2)¢

L(y) = y(t)™® +3 y(t)®

3836012 — 54358110 + 10176115 — 6126716 + 888414 + 478412 — 64
7 (11064 — 6182 — 4)(t 4 2)2(¢t + 1)2(t — 1)2(t — 2)%t2
37040¢10 — 3516265 + 4222016 — 14924t — 475612 + 848
R R T T2 Py VY e e T g A
3 132065 — 56200° + 1758¢% — 503142 + 148
16 0e — 61 — 0y 5 220 - 02 — 1 — el =0

y(t)®

En 0, on trouve I’équation indicielle t* — 3t3 + %tz — %t = 0. Ceci nous donne les

exposants de l’équation en 0 qui sont (0, 1, %, %) Cette équation est fuchsienne.

2.2 Représentations de groupes et semi-invariants

2.2.1 Notions sur les caracteéres

Dans cette partie, on rappelle brievement ce que sont une représentation de
groupe et un caractere (en suivant le livre [36] de I. Martin Isaacs) puis on définit
la puissance symétrique d’un caractere.
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Par C et G, on désignera respectivement un corps (de caractéristique nulle)
et un groupe fini. Tous les espaces vectoriels seront supposés de dimension finie
et toutes les algebres aussi unitaires.

Définition 2.2.1 Soit A une C-algébre et n € N*. On appellera représentation
de A un morphisme d’algébres de A dans Mat(n,C). L’entier n est le degré de
la représentation. Deux représentations o, 3 de degré n seront dites équivalentes
s’il existe une matrice P € Gl(n,C) telle que : Va € A,a(a) = P7'3(a)P.

On appellera représentation de G sur C' un morphisme de groupes de G dans
Gl(n,C). Soit o une telle représentation , on appelera caractére associé a « la
fonction G — C, g — Tr(a(a)) ou Tr désigne la trace. L’entier n est le degré
du caractére. Sv'V désigne un C'-espace vectoriel, une représentation de G dans
V' est un morphisme de groupes de G dans GI(V'). On définit comme ci-dessus
[’équivalence entre représentations .

On notera C[G] l'algebre du groupe G, c’est-a-dire {>_ ., aggla, € C'} muni de
sa structure naturelle de C-algebre. Il est équivalent d’étudier les représentations
de G sur C et les C[G]-modules et deux C[G]-modules V' et W sont isomorphes
si et seulement si leurs représentations associées sont équivalentes. De plus, deux
représentations sont équivalentes si et seulement si elles ont meéme caractere .
On considere une représentation de G dans un C-espace vectoriel V' de ca-
ractere y. Pour m € N* on en déduit une représentation de GG dans la puis-
sance symétrique m®™® de V', S™(V), puisque G agit sur V" par g. Q" v; =
X, g.v; pour v; € V (i = 1,...,m) et que cette action passe au quotient. Le
caractere de cette représentation sera appelé la puissance symétrique m*™ de y
et noté x©" ([44]).

2.2.2 Semi-invariants et théoréme de Molien

On introduit la notion de semi-invariant ou invariant relatif polynomial via
une approche calculatoire ([59],[61]).
On se donne un groupe fini G, un corps! C, un C-espace vectoriel de dimension
finie V' et une représentation p de G dans V.
On appelle algebre des fonctions polynomiales sur V' I'algebre symétrique sur le
dual V* de V et on la note C[V]. Plus concretement, si n = dime(V), on note
x1, ..., T, une base de V* =Hom¢(V, C) et on a

ClV]=Clxy, ...z, ) =CoV* oSV S}V ---

ot S™(V*) désigne la m'®™® puissance symétrique de V* qui consiste en les po-
lynémes homogenes de degré m en zy,...,x,. On rappelle que S™(V*) est un

C-espace vectoriel de dimension (™}"~1) = (™/";"). Par exemple, une base de

Lon rappelle que tous les corps sont supposés de caractéristique nulle dans cette these.
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S%(V*) est donnée par les z;z;,1 < i < j < n. L’algébre C[V] est un anneau
gradué (en affectant un degré 1 a chaque ;). On note alors C[V],, la composante
homogene de degré n de C[V] (c’est S™(V*) pour n > 2).

Le groupe G agit sur C[V] en posant, pour g € G, f € C[V],v € V, (g.f)(v) = f(p(g~")v).
L’objet de base de la théorie des invariants est 1’ensemble des points fixes sous

cette action, appelé anneau de invariants de G :

ClVI¥={feClVIvg € G,g.f = f}.

On peut généraliser cette notion en introduisant, pour un caractere y de G (dans
C*) le C[V]%module des invariants y-relatifs de G (ou semi-invariants de G
associés a x) :

CIVI“* ={f e C[V]|Vg € G,g.f = x(9)f}-

Exemple 2.2.2 (/59, Proposition 1.3.1 et son corollaire]) On considére
la représentation standard de S, sur C™ =V et le caractére sgn de S,, qui associe
sa signature & chaque permutation. On a alors C[V]4" = C[V]*» @ C[V]5r avec

ClVIsn, = CIVIS Ay ot Ay = [1,<jcicn (@i — ;) est le déterminant de Vander-
monde. Par exemple, pour n = 4, en notant o1, ...,04 les polynomes symétriques

élémentaires en 4 variables, on a C[V]4 = Cloy, ..., 04] ® Cloy, ..., 04].Ay.

On s’intéresse maintenant au calcul des (semi-)invariants d’un certain degré. Hil-
bert avait introduit pour étudier les polyndomes invariants une série génératrice
dont la définition se généralise immédiatement au cas des semi-invariants :

POX(2 Zdlfﬂ( Yl,...,Yn]f’X) a

On peut aussi dire que cette série est la série de Poincaré de C[Y7,...,Y,]9X
(L. Smith, [59, p.73]). Une généralisation aux semi-invariants de 'opérateur de
Reynolds et du théoreme de Molien permettra leur calcul, en s’inspirant d'un
exercice de B. Sturmfels ([61, section 2.2, exercice 4]). On définit d’abord un
opérateur de Reynolds modifié :

R: C[v},...Y,] — C[Y;,.., Y, ]9x

p — & Zocc 37 (P)

Cet opérateur est un projecteur (linéaire). On a aussi le théoréeme suivant, qui
permet de calculer les dimensions des sous-espaces de semi-invariants.

Théoréme 2.2.3 (Théoréme de Molien pour les semi—z’nvariants)

q)Gx —
\G]Z o) dét( Id — 20)
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Avant de montrer ce résultat, on va établir le lemme suivant.

Lemme 2.2.4 Soit G CGI(C™) un groupe fini et x un caractére de degré 1 de
G. On a alors :

tmce
dim (VEX) = |G| Z ot VX ={yeC"Vo e G,ov=x(c)v}.
Démonstration.
On considere la matrice p = ‘—C{,'ZUeG NGE On a p?> = p et p est donc un

projecteur sur son image, qui est VX, Or le rang d’un prOJecteur est egal a
sa trace. Par conséquent, dim(V%X) = rang(p) = trace(p) = ‘G| Y v trice .0
Démonstration du théoreme 2.2.3.

Pour d > 1, tout élément o € G induit un endomorphisme linéaire o@ de
C[Y1, ...,Yn]dG’X. On souhaite calculer sa trace. Pour cela, on identifie C" avec
C[Y1, ..., Y,]1 et, apres avoir constaté que o est diagonalisable sur C car d’ordre fini
(G est fini), on note e, 1, ..., €g.n € C[Y7, ..., ¥,]1 les vecteurs propres de o) = ¢,
de valeurs propres correspondantes Pols -, Pon- Les vecteurs propres de @ sont
alors les ei} egnn avec dy + --- + d, = d. En conséquence, les valeurs propres
de o@ sont les pg’l...pgﬁn avec dy + -+ + d,, = d et, la trace étant la somme des
valeurs propres, il vient :

trace(o?) = Z ﬁ pgl

dy++dp=d i=1

D’apres le lemme précédent, dim ((C[Yl, ...,Yn]dG’X) = ﬁ Y v % et on a

alors :

OX(2) = idim (C[E,...,Yn]g’x) 24

1 trace r
—~ |G UZ

e
d.
_ 1 H?:l pafi di+-+dn
= €] Z Z () <
d=0 | c€G di+-+dn=d X

1 1 -
BREE=AR > e

(dpseomsdn)ENP i=1

>

1 1 1
|G| %2 x(0) [T (1 = 2p0i)

- % dé 1[d =
|G| &= x(o)dét(Id — zo)
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Ces résultats permettent de calculer les (semi-)invariants d’'un degré donné,
comme lillustrera ’exemple ci-dessous. De plus, E. Noether a montré que 1’an-
neau des invariants sous ’action d’un groupe fini était engendré par les polynomes
invariants de degré inférieur ou égal a 'ordre du groupe ([19, Théoréme 7.3.5,
p.331]). Pour chacun de ces degrés, le théoréme de Molien nous donne la dimen-
sion de I'espace des polynomes invariants de ce degré et 'opérateur de Reynolds
permet d’en calculer explicitement une base. On obtient une base de I'anneau
des invariants en concaténant les bases précédentes et en en extrayant une fa-
mille libre.

Dans I'exemple suivant, on cherche les semi-invariants d’un degré donné pour un
groupe.

Exemple 2.2.5 On considére le groupe Gi C SL(4,C) d’ordre 240 engendré
par :

e 00 0 @ <0 0 0010
0 ¢ 00 o= 0 0 0001
=10 0 o0 [T 0 0 W< =10 0 0
00 0 € o 0 - = 0100

avec € racine primitive cinquiéme de ['unité et w = e+¢e*, v = e — 1. Il s’agit d’un
sous-groupe des groupes de la douziéme famille décrite par H.F. Blichfeldt dans [6]
(ces groupes interviendront dans la classification des sous-groupes algébriques de
SL(4,C) qui suit). Ce groupe a 2 caractéres linéaires. Avec MAGMA, on calcule
les premiers termes de la série de Hilbert-Poincaré de ces caractéres a ['aide du
théoreme de Molien. Pour le caractere trivial, on trouve la série suivante :

14t 4 u® + 8u'? + 6u'* + 8u'® + 6u'® + 19u® + 16u* + 32u** + O(u*)
tandis que la série du second caractere linéaire xo est :
u® 4+ u® + u'? 4+ 6u'? + 8u' + 6u'® + 8u'® + 16u* + 19u* + 28u** + O(u*).

On va chercher les semi-invariants de degré 12 pour x2. D’aprés le théoréeme de
Molien, ils forment un C-espace vectoriel de dimension 6. On applique opérateur
de Reynolds modifié associé a Yo auz différents monomes de degré 12 et on
considere les résultats non nuls. On construit alors pas a pas une base des semi-
wmvariants de degré 12 associés a xo en vérifiant leur indépendance linéaire sur
C (on peut s’arréter au sizieme générateur linéairement indépendant).

On obtient ainsi la base suivante :

1. I = 2R(x1'as) = aftwy + 11a82f — vyad! — aftay — 11252f + zsa)!

2. I, = WOR(xOryz3) = 1120025 + 662°2825 — xileg — xoxll + 2oy, +
- 1 T3 1 L2T3 17273 2 T3 3 1

66$?x3x4 — 11x1x§0x4 — 11x1x§0x4 — 66x2xgxi — 66x1x§x2 + 11x2x3x}10 —i—xlx}ll
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8. Iy = 3OR(xf x2x3) = 5z x2x3+15x x2x3 11209230+ 2100304+ 3623 :1:256391:4—

x§0x3x4 Sririry+15x8xi03—br a9ri—15x325] — 361 voxial — 1522 x5S+
Srirsx] + xiwow)’

200
4. Iy = R R(afwea3) = 3afaoxs 4+ dataled — atwgad + 2aiay + 18xiadaiz, —

3xdriwy + 18235303 — xdwaad + 4abadad — vyafed — adaSat — 18z adxda] —
18z3woxgal — dxdxdal + 3adwsal + xiadad
5. Iy = 22R(a{wea]) = 2w{won] + afalal — atwyaf + afadey + 8adadaie, —

2z wle,+ 15z rsiaes — viaSed +8xiadwaxd — xlwsad — 8wy xdriad +2fxix] —
74 3,5 _ 4.2 6 3,8
ryxlr — 15xirixia] — S8xiwondal — wladal + 225w32] + vyadat
0. Is = L R(a5w00]) = Talwon + vy abaf — Swiaox] + Salajey + 15aialaiey —

Tx3aSry — p5aSey + 50xdrswind — 15x1x2x3x4 —|— 50xixdzied — 50x2xdxird +

152523 x32) — balwsr) — 50x3x3x3x] + aSwaxf — TayalSal — 152 werdal —

w32l + Trdwsxl + bryryxl.
Magma permet de calculer une base de l'anneau des invariants de ce groupe,
constituée de 51 polynomes de degré 4 a 30, que l'on pourrait obtenir par des

calculs analogues a ceux décrits ci-dessus, grace au théoréeme de Noether.

En suivant [4], on peut s’intéresser au lien entre équation différentielle et
invariants du groupe de Galois. Soit L(y) = 0 une équation différentielle linéaire
d’ordre n a coefficients dans C(z) et y1, ..., ¥, un systeme fondamental de solutions
de L(y) = 0 dans une extension de Picard-Vessiot K O C(z). On considere
'anneau de polynomes R = C(2)[ X411, ..., Xpn, 1/W] & n? + 1 indéterminées avec
W =dét((X;;)). Comme le wronskien d'un systeme fondamental de solutions
n’est pas nul, on peut définir la substitution ¢ : R — K, X, ; — yj(»i_l) et I'idéal
I = ker ¢. Le groupe GL(n,C) agit sur R par la transformation (X; ;) — (X;;)g
pour g € GL(n,C). Le groupe de Galois différentiel de L(y) = 0 peut étre vu
comme {g € GL(n,C)|I?9 = I} et I'image par ¢ d'un polynome de R fixe sous
I’action de G est une fraction rationnelle. D’apres un théoréeme de E. Compoint
([14, Theorem 1.1], [4, Theorem 1.2]), si I'on suppose que le groupe G est réductif?,
I'idéal I des relations algébriques entre les éléments d'un systeme fondamental
de solutions de L(y) = 0 est engendré par les polynomes de R invariants sous
I’action de G' qui sont contenus dans I. En conséquence, pour G réductif, si 'on
se donne un ensemble de générateurs P, ..., P. de la C-algebre des polynomes
G-invariants de R, l'idéal I sera engendré sur R par les P, — f;, (i = 1..r) ou

fi = o(P;) € C(z) (|4, Corollary 1.3], [15]).

2

un groupe algébrique linéaire est dit réductif si son radical unipotent, c’est-a-dire un sous-
groupe maximal unipotent fermé connexe (au sens de la topologie de Zariski), est réduit a
I’identité ([60]).
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2.3 Solutions Liouvilliennes

Définition 2.3.1 Soit k un corps différentiel de corps des constantes C' et K une
extension de corps différentiels de k. On dit que K est une extension liouvillienne
de k st Cx = C et s’il existe une tour d’extension de corps différentiels k = Ko C
Ky C - C K, =K telle que K; = K;_1(t;) pour i € {1,...,n} avec t; vérifiant
['une des conditions suivantes :

1. t. € K;_y : extension par une intégrale (d’un élément de K;_ 1)

2. t; #0 et % € K, : extension par une exponentielle (d’une intégrale d’un
élément de K; 1)

3. t; est algébrique sur K;_ 4

On dit qu’un élément d’une extension de corps différentiels de k est liouvillien
sur k s’il appartient a une extension liouvillienne de k.

Exemple 2.3.2 L’équation étudiée dans [’exemple 2.1.15 admet une solution
liouvillienne. En effet, on verra dans la premiere partie du chapitre 5 que cette

équation admet une solution algébrique (donc liouvillienne) de polynome minimal
sur C(t) :

Ys—ﬁ;zY6+ £#2* =3) .,  t(*+2) Vi ot
2(12 — 1) 32(t2 — 1)2 128(t2 — 1)3 4096(t2 — 1)*

On peut aussi exprimer cette solution Y sous la forme de l’exponentielle d’un
élément algébrique sur C(t) (on verra ci-dessous qu’une équation admettant une
solution liouvillienne admet toujours une solution de cette forme). Plus précisément,
la solution Y peut s’écrire Y = el ™ avec u de polynéme minimal (sur C(t)) :

262+ 1) s 0 —2t* — 121> — 5 )

R Ty L | () ER T v

N 0 —12t4 — 112 — 2 U 8t8 — 375 + 39t + 972 + 37
2t —2)(t+2)(t — 13+ 133 " 1682(t — 2)2(t + 2)2(t — D)A(t + 1)

Un groupe algébrique linéaire G' peut se décomposer en une union disjointe
finie de variétés algébriques irréductibles. On note G° celle qui contient I'identité.
D’apres [46, Prop.A.37 (1)], la variété G° est un sous-groupe algébrique de G dis-
tingué d’indice fini (égal au nombre de composantes irréductibles de GG) et connexe
(au sens de la topologie de Zariski pour laquelle les fermés sont les ensembles
algébriques). Pour éviter toute confusion entre les notions d’irréductibilité pour
les actions de groupes et pour les variétés algébriques, on appelera G° la compo-
sante connexe de l'identité (de G). Celle-ci va nous permettre de décrire le lien
entre le caractere liouvillien d'une extension et son groupe de Galois différentiel.
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Théoréme 2.3.3 ([46, Théoreme 1.43],[38]) Soit K une extension de Picard-
Vessiot d’un corps différentiel k de groupe de Galois différentiel G. Les propriétés
suivantes sont alors équivalentes :

1. G° est un groupe résoluble
2. K est une extension liouvillienne de k

3. K est contenue dans une extension liouvillienne de k
On peut compléter cette description par le résultat suivant :

Proposition 2.3.4 ([46, Proposition 1.45]) Soit L(y) = 0 une équation différentielle
linéaire d’ordre n a coefficients dans k et K une extension de Picard-Vessiot as-
sociée. On suppose que L(y) = 0 admet une solution liowvillienne non nulle.
L’équation L(y) = 0 admet alors une solution de la forme z = el ™ telle que

u = Z;, soit algébrique sur k.

Si K est liouvillienne, cette proposition est une conséquence immédiate du théoreme
précédent et de celui de Lie-Kolchin ([46, Thr A.46]), en prenant pour z un vec-
teur propre commun a tous les éléments de G°, GG désignant le groupe de Galois

de I’équation.

Corollaire 2.3.5 ([32, Lemme 3.1],[64]) Soit L(y) = 0 une équation différentielle
linéaire irréductible d’ordre n a coefficients dans k. Si L(y) = 0 admet une solu-
tion liouvillienne, toutes ses solutions seront liouvilliennes.

Démonstration.
On note K une extension de Picard-Vessiot associée a L(y) = 0 et G son
groupe de Galois différentiel. Soit z = e/* la solution donnée par la proposi-
tion précédente et P(x) = [[_,(x — w;) € k[z] le polynéme minimal de u. On
remarque que lorbite de z sous I'action de G est {e/ ;i = 1..r} donc le sous-
espace W = C(e/ ;i = 1..r) de espace des solutions V de L(y) = 0 est invariant
sous l'action de G et n’est pas réduit a 0. L’équation étant irréductible, la propo-
sition 2.1.12 implique que W =V et toutes les solutions de L(y) = 0 sont donc
liouvilliennes. [J

Le théoreme suivant établit un lien entre les solutions liouvilliennes d’une
équation différentielle et les (semi-)invariants de son groupe de Galois différentiel.
Il nous dit que le groupe et ses semi-invariants permettent de connaitre le degré
de la dérivée logarithmique d’une solution.

Théoréme 2.3.6 (Singer, Ulmer [58, Th.3] ) Soit L(y) = 0 une équation différentielle
linéaire d’ordre n a coefficients dans k, corps différentiel de corps des constantes

C, de groupe de Galois G(L) C GL(n,C).
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1. Si Uéquation L(y) = 0 a une solution liouwvillienne dont la dérivée loga-
rithmique est algébrique sur k de degré m, alors il existe un semi-invariant
de G(L) de degré m dans C|Y1,...,Y,] qui factorise en produit de formes
linéaires.

2. S’il existe un semi-invariant de G(L) de degré m dans C[Y1, ..., Y,] qui facto-
rise en produit de formes linéaires, alors l’équation L(y) = 0 a une solution
liouvillienne dont la dérivée logarithmique est algébrique sur k de degré au
plus m.

2.4 Puissance symétrique d’une équation différentielle

En notant V' un C-espace vectoriel de dimension finie, une construction as-
sociée a V est un espace vectoriel obtenu par itération de passage au dual, produits
tensoriels (finis), sommes directes finies, puissances symétriques ou extérieures.
Le point de vue tannakien de la théorie de Galois différentielle consiste en 1’étude
de ces opérations sur les modules différentiels : on en trouvera une présentation
dans le cours [3], la section 4 du chapitre 1 de [41] ou dans les sections 2.2 & 2.4
de [46].

Soit deux modules différentiels (sur un corps différentiel k) (M, d1) et (Ma, ds).
On construit leur produit tensoriel (Ms, d3) en prenant My = M; ®; M, et, pour
m; € M;(i =1,2), d3(my @ mg) = (1my) @ my + my & (dams). Si N est un sous-
module différentiel de (M, d;), on définit le module différentiel quotient M /N
avec la dérivation §(m+ N) = d(m)+ N. Pour m € N* et (M, ¢), le module N =
{1i® - @V — Vo) @+ - @Ug(m); s € M, 0 € Sp,} est un sous-module différentiel
de @~ M puisque §(v1 @+ @ Uy, — Up(1) @+ * @ Ug(m)) = P poy - ROV R+ -+ —
S ® o) ® -+ = S, ("'®5vk®"'—"'@5UU(U—1(k))®"') € N.
Ceci nous permet de définir la puissance symétrique m'™® de M : on considere
d’abord le produit tensoriel de m copies de (M, d) puis on prend son quotient
par le sous-module différentiel N précédemment défini ([3, p.38]). On la notera

S™(M). Si le module M est de dimension n, sa puissance symétrique m®™® sera

de dimension ("/"1).

On introduit maintenant la notion de puissance symétrique d’une équation différentielle
en suivant d’abord ce point de vue ([46, Sections 2.1 et 2.2]) puis directement a
partir des équations ([55, Section 3.2.2]). Etant donnée une équation différentielle
d’ordre n, on lui associe un opérateur différentiel unitaire L € k[] et un module
différentiel M = k[d]/k[0]L. D’apres [46, Proposition 2.9], ce module admet un
vecteur cyclique e, c’est-a-dire un vecteur e € M tel que M est engendré par
e,de, ...,0" te (L est alors 'opérateur différentiel unitaire de plus petit degré an-
nulant e). Pour m € N*, on construit la puissance symétrique m'®™® de M et
I'image f de e dans celle-ci. On définit alors la puissance symétrique m®™® de L
comme étant I'opérateur différentiel unitaire de plus petit degré annulant f dans
S™(M) (]46, Définition 2.24]), I'équation différentielle associée a cet opérateur

23



étant alors par définition la puissance symétrique mi®™¢ de I’équation de départ.
Si f est un vecteur cyclique de S™(M), L sera de degré (™/"7"), sinon, on aura
une chute de degré.

On peut aussi définir la puissance symétrique d'une équation différentielle de
maniere plus directe ([55, section 3.2.2]).

Théoréme 2.4.1 (Singer,[51, Lemme 3.8(a)]) Soit L1(y) =0 et La(y) =0 des
équations différentielles linéaires d’ordre ny et ny et de systéeme fondamental de
solutions respectif Sy = {uq, ..., upn, } €t So = {v1,..., U, }. Alors on peut construire
une équation différentielle linéaire L3(y) = 0 notée Li(y)®La(y) d’ordre ng <
niny dont lespace des solutions est Sz = Vecto(ugvy, ..., Up, Uny)-

Ce théoreme permet la définition suivante.

Définition 2.4.2 Soit L(y) = 0 une équation différentielle linéaire a coefficients

dans k. L’équation différentielle linéaire L(y)® - - - ®L(y), notée LO™ (y) = 0, est
appelée la puissance symétrique d’ordre m de L(y) = 0.

En vue de calculer L®" (y), on peut considérer v = y™ ou y est une solution de
L(y) = 0. Ensuite, on considere les dérivées successives de v jusqu’a ce qu’elles
forment une famille liée (dans k). La relation entre ces dérivées successives nous
donne alors une équation différentielle satisfaite par v. Cette équation est en fait
L®"(y), d’ordre au plus ("/"7") :CE:;_?L_I) ([52, Lemme 3.2 et discussion le
précédant)).

On s’intéresse maintenant au lien entre les semi-invariants du groupe de Galois
G d’'une équation différentielle L(y) = 0 (d’espace des solutions V' inclus dans
une extension de Picard-Vessiot K de k) et les puissances symétriques de cette
équation. Pour m € N*, il existe naturellement un morphisme ¢,, de G-modules
de S™(V) dans K qui correspond a l’évaluation d’un polynome homogene de
degré m en n variables en un systéme fondamental de solutions de L(y) = 0. Son
image est I'espace des solutions de L®" (y) dans K.

Lemme 2.4.3 (/56, Lemme 1.6], [32, Lemme 2.1], [12, Section 3, aprés 3.1])
Soit m € N*| L(y) = 0 une équation différentielle linéaire de groupe de Galois G
et o le morphisme ci-dessus décrit. Limage par ¢,, d’un polynome homogene de
degré m invariant (resp. semi-invariant) sous l'action de G est une solution dans
k (resp. exponenticlle) de L™ (y) = 0. De plus, si L™ (y) est d’ordre mazimal,
on a une bijection entre les solutions exponenticlles de L®" (y) = 0 et les semi-
invariants (sous laction de G) de degré m.

Démonstration.

Soit P € C[Y1, ..., Yp|m. L'image ¢,,,(P) correspond a I’évaluation en un systeme
fondamental de solutions y, ..., y, de L(y) = 0. Sile polynéme P est invariant, son
image ¢,,,(P) est une solution de L& (y) = 0 qui sera aussi invariante sous I’action
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de G donc qui sera un élément de k. Si le polynome P est semi-invariant, son image
Gm(P) est une solution de L& (y) = 0 telle que son image par un élément du
groupe de Galois est un produit d’elle-méme par un scalaire. En conséquence,
C.¢(P) est un sous-espace de Sol(L®"(y)) G-invariant de dimension 1, qui
correspond & un facteur & droite d’ordre 1 de L®" (y) = 0. L’image ¢,,(P) est
donc une solution exponentielle de L& (y) = 0.
On suppose que I'équation LO™ (y) = 0 est d’ordre maximal : I'application ¢,,
est donc injective et on vient de voir que I'image des semi-invariants est incluse
dans I’ensemble des solutions exponentielles. Il reste alors a voir que cette image
est exactement I’ensemble des solutions exponentielles de L& (y) = 0. Soit z €
Sol(L®™ (y)) une telle solution exponentielle. On note P son antécédent pour ¢,,.
Soit 0 € G. Comme z est une solution exponentielle, on a A € C tel que 0.2 = Az,
d’ot1, puisque ¢,, est injective, 0.P = AP. Le polynome P est ainsi semi-invariant
sous 'action de G. O

Au sujet du calcul des solutions rationnelles et exponentielles d’'une équation
différentielle, on peut consulter la section 4.1 de [46] ([1], [10], [31]).

Exemple 2.4.4 On considére a nouveau ’équation de l'exemple 2.1.15 (p.15)
et on cherche les semi-invariants de degré 2 de cette équation. Sa puissance
symétrique deuxieme est d’ordre mazximal (ici 10) : on a donc correspondance
entre les semi-invariants de degré 2 du groupe de cette équation et ses solutions
exponentielles. On calcule ces derniéres (avec Maple) :

2 —2 t1/2 t1/2 t (t—2)1/2
21+ D20 —1) (t+ 10— D2 =DV (t+ D)2t —1)

(t + 2)1/2 (t _ 2)1/2t1/2 (t + 2)1/2t1/2 (t2 _ 4)1/2t (t2 _ 4)1/2
t+LH@E—-1Y2 -1 7 -1 7 -1 (-1

On trowve ainsi existence, en degré 2, d’un (espace de dimension 1 d’) inva-
riant(s) et de neuf (espaces de dimension 1 de) semi-invariants d’ordre 2.
Apres avoir choisi un systeme fondamental de solutions de [’équation différentielle
de départ, on peut expliciter cette bijection ([12, Section 3, avant 3.2]). Par
exemple, les solutions formelles en 0 de l’équation forment un systeme fondamen-
tal de solutions {yi,...,ys}. D’aprés le lemme précédent, g—:f s’exprime comme
un polynome homogeéne de degré 2 en les y;. Un calcul en Maple nous donne :

£ — 2 9> _ Ysva
Fol Ty Ty N

en posant Y7 = 2y + %,Yz = V2y — 2%25,3/3 = —8.Yy = ys. On verra
chapitre 5 que le groupe de Galois différentiel de cette équation est Gy127(1,1,0)
(qui sera défini dans la section suivante) et on trouve ainsi l'invariant de degré
2 de ce groupe donné dans [’appendice.
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2.5 Classification des sous-groupes de SL(4,C)

Définition 2.5.1 Soit G un sous-groupe de GL(n,C). Le groupe G est réductible
s’il laisse un sous-espace vectoriel non trivial de C™ invariant. Il est dit irréductible
sinon. Si G laisse une droite dans C" invariante, il est 1-réductible.

Soit G un sous-groupe irréductible de GL(n,C). Il est imprimitif s’il existe d > 1
et des sous-espaces Vy,...,Vy de V.= C" tels que V = @le V; et pour o € G,
Uapplication V; — o(V;) est une permutation de l'ensemble {V4, ..., Vy}. Un tel en-
semble est appelé un systeme dimprimitivité pour V. St dimV; = 1, le groupe G
est dit monomial. Le groupe G est primitif s’il n’existe pas une telle décomposition
de V.

Théoréme 2.5.2 ([20, Th 4.2B]) Soit G un sous-groupe imprimitif de GL(V).
Soit V- = @, V; un systéeme d’imprimitivité pour G. Soit H; = Stabg(V;) (i =

d), N = m;H; et 0 la permutation V; — o(V;)(i = 1,...,d). Alors, 'ap-
plication ¢ : o +— 0% est un morphisme de G dans S; d’image un sous-groupe
transitif et de noyau N. En particulier, les H; sont conjugués dans G d’indice d
et dim(V;) = n/d. De plus, le groupe Ny, est complétement réductible et N est
isomorphe a un sous-groupe de Ny, X ... X Nyy,. Enfin, si {V1,...,V4} est minimal
(i.e. tel que dimV; est minimale), le groupe Hypy, agit primitivement sur V;.

Des travaux précédents de H.F. Blichfeldt, S. Hessinger, O. Cormier et D.L. Flan-
nery en particulier permettent de donner une classification des sous-groupes
irréductibles de SL(4,C) en se fondant sur la distinction entre primitif et im-
primitif, monomial ou non. On remarque que 4 est le plus petit degré pour lequel
des groupes imprimitifs non monomiaux apparaissent.

On adoptera principalement les notations de D.L. Flannery ([24]). On désignera
par M (4) le groupe de toutes les matrices monomiales, par D(4) le groupe de
toutes les matrices diagonales et par S(4) le groupe de toutes les matrices de
permutation. On note 7 la projection de M (4) dans S;.

On notera des matrices unimodulaires (de permutation) représentant (respecti-

vement) (1,2)(3,4); (1,3)(2,4); (1,2,3,4); ,2)

0100 0010 0 0 €
_[roo00 |, {0001 i 0 0 0
““looo1 " [1000 0 &5 0 0 |’

0010 0100 0 0 €1 0

0010 0 €7 0 0
g 1000 T 0 0 0
o100 [T 0 0o &F o0

0001 0 0 0 é4
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D.L. Flannery note les sous-groupes transitifs de .S; comme suit :

Sy =<a,b,d,e>

/ AN
Ag=<a,b,d> D=<a,c>
N / AN
V=<a,b> C=<c>
N /
< Id>

On utilisera aussi les notations suivantes pour les matrices génératrices de nos
2im ] 2im

s - .
groupes : w; = et = e w;, = er’ I pour p premier,

wij 00 0 wi 00 0
L 0 Wi 0 0 L 0 Wy 0 0
L0 0w o0 T 0 0wt o0 |
0 0 0 w 0 0 0 w'
wi 0 0 0 wy' 00 0
v | 0 w00 v | 0 w 0 0
7 0 0 w 0 |77 0 0 w 0 |
0 0 0 w' 0 0 0 w'
et plus généralement :
wip 0 0 0 wip 00 0
0w, 00 o 0w 00
i 0 0 wy, 0 |’ =( 0 0 o} o |
0 0 0 wy 0 0 0 w,
wip 0 0 0 wi, 00 0
w | 0w, 0 0 oo | 0wy 00
L0 0w, O TP L0 0w, O
0 0 0 w, 0 0 0 w,
NOTATIONS

Pour p premier, on désigne par B, le groupe des matrices diagonales d’ordre
une puissance de p. On notera respectivement X, Y, U,V le groupe des matrices
de la forme zy, p, Yg p, Uk p, Vg p. L'intersection X N B, sera notée X, (de méme
pour Y,,U,,V,,) et on a B, = X,Y,U,V,, cette décomposition étant directe si
et seulement si p # 2.

Pour la description des groupes infinis, on utilisera les notations suivantes
dues & S. Hessinger ([29], [30]), en notant U,, le groupe des racines ni®™ de 1
(n>1):

a 0 0 0
—1
mo oo o el
0 0 0 ot



a0 0 0
e 0 a0 0 | «aeC,
Tyl 0 0 ¢ 0 | eeqfr1y (¢
0 0 0 ot
¢ 0 0 0
. 0 ¢80 0 a,f € C, -
R A £ 05 RO 556 b et Hy = diag(SL(4,0).

o 0 o0 pt

Dans ses articles ([24],]23]), D.L. Flannery donne une liste des sous-groupes
monomiaux finis irréductibles de GL(4,C) avec unicité a conjugaison pres (i.e.
tout sous-groupe monomial est conjugué dans GL(4,C) a un unique groupe
de cette liste) en donnant des générateurs explicites pour chaque groupe. Plus
précisément, dans [23], D.L. Flannery établit une classification complete des 2-
groupes finis irréductibles de GL(4, C) en donnant un groupe avec ses générateurs
pour chaque classe de conjugaison. La résolution de ce probleme fait intervenir de
nombreux outils dont la théorie des caracteres, une méthode de description des
diagrammes de Hasse de réseaux de sous-modules et des calculs de 2-cohomologie
a l'aide de la suite spectrale de Lyndon-Hochschild-Serre. La classification établie
dans [24], qui est celle que nous utiliserons, est établie principalement a partir des
résultats et méthodes développés dans [23] avec aussi Uapport de la théorie des
groupes. Nous allons extraire de cette classification les sous-groupes de SL(4, C),
puisque la donnée explicite des matrices génératrices par D.L. Flannery permet
de déterminer sans difficulté les sous-groupes unimodulaires dans ses listes.

Dans sa these ([29],[30]), S. Hessinger donne une liste des sous-groupes algébriques
irréductibles de SL(4,C) et plus particulierement des sous-groupes infinis, en se
fondant sur la théorie des groupes, celle des représentations (algebres de Lie) et
des observations matricielles. Cette liste est a équivalence projective pres pour
les groupes primitifs finis (reprenant la liste de H.F. Blichfeldt) et ne détaille
pas les groupes monomiaux finis : ¢’est sur ce point que la classification suivante
la complete (a partir des travaux de D.L. Flannery). Le point de départ de ces
classifications est souvent le travail de H.F. Blichfeldt qui a classifié a équivalence
projective pres les groupes finis primitifs (dans [7]) et imprimitifs non monomiaux
(dans [6]), en se fondant sur des considérations de théorie des groupes et sur des
observations matricielles et géométriques.

2.5.1 Groupes imprimitifs non monomiaux

Dans sa these ([29, Théoreme 4.2],[30, Théoreme 2.2.2]), S. Hessinger donne
une description des sous-groupes imprimitifs non monomiaux infinis de SL(4, C).
En notant SL(2,C),, = {A € GL(2,C)|dét(A™) = 1}, un tel groupe est conjugué
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pour un certain n € N a un des groupes suivants :

[(88) “aee (3 2) e )

d’algebre de Lie si(2,C) & sl(2,C),

B 0 0 L. B
1 :BeSL(2,C), s U det(B) :Be SL(2,C), ; ou
{<0—d£<3>3) ( >} {<B 0 ) ( )}

B 0 0 LB
;B e SL(2 det(5) ;B € SL(2
{(O detl(B)B), es<,@>n}u{(3 : ) es<,<c>n}

d’algebre de Lie si(2,C).

Dans [6], H.F. Blichfeldt dresse page 235 la liste des groupes imprimitifs finis
non monomiaux sous la forme de 14 familles de groupes pour lesquels il donne
des matrices génératrices. Avant de donner ces familles, on définit les nouvelles
matrices suivantes (pour lesquelles p désigne un scalaire tel que les matrices sont

21

unimodulaires et w = w5 + wy s = 2 cos (?)) :

0 1 00 10 0 O 1 1 0 0
| -1000 o1 0 o0 w_ | =i 0 o0
B=19 o0o10|"% oo o1 [P = 00 r &
0 00 1 00 —10 0 0 —ki ki
1 0 0 O WosW  Wo 5 0 0
w_ [0o100 1 1 —w 0 0
Byt =p 00 a0 Bs = wops — 1 0 0 wosw wogs
0 0 0 « 0 0 1 —w
wos 0 0 0 WosW  Wo s 0 0
Bo = 0 0 wis O  Br = wos — 1 0 0 wos wo 5w
w075 O 0 0 1 1 0 O
| 0wz 00 *) —i i 0 0
Bs=1 09 0" 108 =Pl 00 a+ir o !
0 0 01 00 0 (L+dik
1+l 0 0 0 100 0
o _ 0 A+l 0 0| o [0 i 0 0
BlO =p 0 0 1 1 »Bll =P 00 5 0 ’
0 0 —i 1 0 0 0 6
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100 0 0 0 w' 0
loioo 0 0 0 wy!
BIQ_p 0 0 v 0 7Bl3_ U.)g_l 0 0 0 )

00 0 iy 0 €% 0 0

0 0 wy,' 0 000 —1

0 0 0 w 001 0
Bua = w;' 0 0 0 Bs=1 100 0
0 w, 0 0O 010 0

avec k% = [" = " = 1,744 = (=1)" et « racine primitive n'*™° de 1. On peut
alors écrire les familles de groupes imprimitifs non monomiaux finis (classifiées
par H.F. Blichfeldt) :

— famille 1° des groupes engendrés par y,v1, a, b, Bék), Bf[) (r>1)

— famille 2° des groupes engendrés par y,v1, a, By, Bi(,,l), BA([) ((r k) #(1,1))

— famille 3° des groupes engendrés par usv, *, usva, By, Ba, b, B:(,,l), Bfr)
— famille 4° des groupes engendrés par usv, ', ugva, By, By, Biy, Bék), Bfr)
— famille 5° des groupes engendrés par usv; ', usvs, By, Ba, b, Bg(,l), BS)), Bfr)
— famille 6° des groupes engendrés par uqvy *, ugvs, By, Ba, By, Bék), B%), Bfr)
— famille 7° des groupes engendrés par y,v1, a, b, Bél), By), Bﬁw)

((r, 8) # (1,1))
— famille 8° des groupes engendrés par uyv, *, usvs, By, Ba, b, B:,()l), Bfr), Bﬁw)
— famille 9° des groupes engendrés par uyvs, ', usvs, Bi, Ba, b, Bél), B%), Bfr), Bﬁ’q)
— famille 10° des groupes engendrés par usvy *, ugvy, By, By, By, Bél), BS)), Bfr), BST)
— famille 11° des groupes engendrés par usvy *, ugvs, By, By, b, Bél), B%), Bfr), Bﬁr), Bis
— famille 12° des groupes engendrés par g5, B, b, By) (r>1)
— famille 13° des groupes engendrés par Bg, B7, Bis, Bir)
— famille 14° des groupes engendrés par w5, Bs, Bs, b, By)

2.5.2 Groupes imprimitifs monomiaux d’image V =< a,b >
dans S,

Les sous-groupes monomiaux infinis de SL(4,C) d’image V dans S; sont
décrits par le résultat suivant :

Lemme 2.5.3 (Hessinger) Soit G un sous-groupe algébrique infini monomial de
SL(4,C) d’image V dans Sy. Alors le groupe G est conjugué a UpesmH ot S =
{I4,a,b,ab} et H=HY (n>1) ou Hj.

Démonstration.

Dans sa these, S. Hessinger montre ([29, Th 4.1, p.38],[30, Th 2.2.1, p.503]) que
tout sous-groupe algébrique infini G de SL(4, C) agissant monomialement sur C*
d’image V' dans Sy est conjugué a U,,esmH ot H = H{, H?, H} (n > 1) ou Hj et
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S est I'un des ensembles suivants : Sz = {14, a, b, ab}, Sy = {14, ay vy, byivy, abyi vy }.
On remarque que les cas S = Sz et S = S, coincideront pour H = H?, Hy ou
Hj, mais pas pour H{. Afin de savoir si ces groupes agissant monomialement
sont monomiaux, il convient maintenant de vérifier s’ils sont irréductibles. On
notera < ey, e, e3,e4 > la base canonique de la représentation de S. Hessinger
des groupes. Les groupes obtenus avec S = 83 ou Sy et H = H{ ou H? sont alors
réductibles car le sous-espace engendré par e; + ez et ey + e4 sera invariant sous
leur action.
Il reste enfin a vérifier que les autres groupes sont irréducibles, c’est-a-dire que
C* n’admet pas de sous-espace non trivial invariant sous leur action. Chacun de
ces groupes contient le sous-groupe K engendré par a,b et les matrices de H7
obtenues en prenant o« = es,3 =1, =leta=1,08=¢%,f = 1. Le groupe
K est irréductible donc son action sur C* ne laissera pas de sous-espace non tri-
vial invariant et il en sera de méme pour l'action des groupes infinis qui nous
intéressent : ceux-ci seront donc irréductibles. [J

On s’intéresse maintenant aux groupes finis. Dans sa classification ([24]),
D.L. Flannery regroupe les groupes monomiaux finis de degré 4 d’image V' dans
Sy en trois familles : F, Fy, F} (définies p.453-454) auxquelles il convient d’ajou-
ter la famille F; (correspondant aux groupes supplémentaires donnés dans [25]).
On notera F la réunion de ces quatre familles. On va les décrire séparément.
Pour connaitre la liste des groupes de la famille F7, on part de la liste du théoreme
3.3.1 de [23] (p-43) dont on a exclu ceux qui ne sont pas unimodulaires. On exclut
alors les familles mentionnées dans le théoreme 3.3.14 de [23] (p.53) et au début
du paragraphe 6.1 de [24] (p.451). On lui ajoute enfin le groupe mentionné dans
'appendice de [25]. On obtient ainsi la liste :

Guni1(d, k1) =< a,b,z1,yj,ur, v, > avec 1 < j <k <l

k1) =<a,bvy1, 21,y up, v > avec 1 < j <k <l

- Gv12( )

— Gy 3(],k,l) =< a, bugq1, 1, Y5, ug, v > avec 1 < j <k <

— le 4(],]{Z,l) =<a, bukﬂvlﬂ,xl,yj,uk,vl > avec 1 Sj <k<l

= G, k1) =< ayj1, b, 21, Y5, ug, vy > avec 1 < j < k <1

= Gug(J, k, 1) =< ayji1, bu, x1, y;, ug, vy > avec 1 < j < k <

— Gu7(J, k1) =< ayji1, bugs1, 21, yj, up, v > avec 1 < j < k <1

— Guis(J, k1) =< ayjir1, bugs1vi41, 21, Y5, ug, vy > avec 1 < j < k <
— Guo(j, k) =< a,b,x1,y;, ug, v, > avec 1 < 5, k;j # k

— Gu110(J, k) =< a, bugy1, x1, yj, ug, vg > avec 1 < j k;j #k

— G114, k) =< a, bug1V41, 1, Yj, ug, v > avec 1 < j ki j # k

— Gu112(4, k) =< ayji1,b, 21,95, up, v > avec 1 < j ki j # k

— Gu13(J, k) =< ayjs1, bugs1, 1, yj, ug, v > avec 1 < j ki j # k

= Gu114(J, k) =< ayjt1, bup41Vk41, T1, Y5, w, v > avec 1 < j k;j # k
— Gu15(7) =< a,bvjy1, 21, y;,uj,v; > avec 1 < j

— Gui6(j) =< aq, bvjzﬂ,xl,yj,uj,vj > avec 1 < j

— Gu117(j) =< a,buj1vj41, 21, Y5, uj,v; > avec 1 < j
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- Gy 18(]
- le ,19

- Ul ,20

) =< ayﬁl,bvjﬂ,xl,y],uj,vj > avec 1 < j
) =< ay]+1,bvj+1,x1,y],uj,vj > avec 1 < j
) =< ayji1, buj 1041, 21, Y5, uj,v; > avec 1 < j
) =< ayji1,bujir, 11, Y5, uj,v; > avec 1 < j

(j
(j
(j
(4,

vl 21
Gu22(J, k, 1) =< a, b,:cl,y],uk,vl,yﬁlukﬂvljl >avec 1 <7 < k <1lou
1<, kik=1
- Gun 23(],1{? ) =< a,buk+1,x1,yj,uk,vl,yjﬂu,;ilvljrll >avec 1 < j< k<l
oul <jk k=1
— Gu12a(J, k1) =< a,b, x1,y;, ug, v, Up1v141 > avee 1 < g,k k <1
- Gv1725(]‘,k, ) =< ayji1,b, x1,yj, U, v, Upp1041 > avec 1 < g ki k <1
— Gu6(J, k1) =< a,b,21,y;, Up41U141, U, Yja1 Uk > avec 1 < j < k <l ou
1< jhik=1
— Guor(k,l€) =< ax{,b,up, v, > avec 1 <k <letee{0,1}
— Guas(k,l, €) =< ax§,bugy, ug, v, > avec 1 <k <letee{0,1}
— Guiag(k,l,€) =< ax§, bujq1,up, vy > avec 1 <k <leteec{0,1}
— Guiso(k,l,€) =< axi, bug1v41, up, v > avec 1 < k <let e {0,1}
Gusi(k,l) =< a,b,ug, v, xyup41 > avec 1 < k.l
— Gui32(k, 1) =< a,bugyy, ug, v, Trugsy > avee 1 < k,l
— Gui33(k,l) =< a,b, Uk,UlJlU;;ilUﬁrll >avec 1 < k<
— Guiga(k,l) =<a, bvl+1,uk,vl,x1u;ilvl_+11 >avec 1 <k <l
— Guiss(k,l€) =< ax{, b, ug, v, upp1v41 > avec 1 <k <leteec{0,1}
— Guize(k, 1) =< a,b, v, 2191, Up1V141, Truggq > avee 1 < k <[

Les groupes de la famille 5 sont définis comme des produits semi-directs Gy N
de deux groupes G5 et N, la forme de ce dernier dépendant de GG5. Le groupe G
est un sous-groupe de B, d’image V' par 7. Dans [23], D.L. Flannery dresse la
liste & conjugaison pres des 2-groupes irréductibles de GL(4,C) et en particulier
de ceux d’'image V. C’est a partir de cette liste (et des résultats préliminaires qui
permettent de I’établir) que D.L. Flannery peut déterminer la liste des groupes
G4 possibles pour la famille F, dans [24, Prop.6.1.1(i)]. Cette liste comprend les
groupes de la famille F;. Pour 1 < n < 36, on notera Gz, le groupe de F; dont
le sous-groupe Gy est G ,,,. D’autres possibilités existent pour G2, qui donneront
d’autres groupes :

- G02,37(j’ 6) avec Gy =< ay§+1,b,x1,yj >ouj>letee {0, ]_}

— Guass(€) avec Gy =< ax§,b,xy > o € € {0,1}

— Ghaz9 avec Gy =< a,b, xg, 21y1, T1U1 >

— Glyou0(j) avec Gy =< a,b, 1, yj, u1y;41 > o j > 1

- GU2’41 avec G2 =< a, b >

- G@2,42(7;,€) avec Gy =< a,bui,xi > ou €1 € {0, 1}

— Gyausle) avec Gy =< ax§, br; “us, 7o > oll € E {0,1}

— Guaaa(J, €, 11,m) avec Gy =< amiy;ﬁrl,bx”(l

{0,1}

) Yj >Ot1.7 > 1et € 1,1 €
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— Guoas5(7,€) avec Gy =< ax{,b,z1y; > ouj>2etec {0,1}
— GU2,46(j7 6) avec G2 =< (IZEi,b, u1yY; > Ol\lj >2etee {0, 1}
Le sous-groupe fini N C H,p>2 premier Dp Sera constitué de matrices diagonales
d’ordre impair (et de ;). La donnée de IV dépend de la connaissance de m(Norms4)(G2)),
la projection dans Sy du normalisateur de Gy dans M (4), groupe de toutes les ma-
trices monomiales de GI(4, C). Les valeurs possibles de cette image sont données
par D.L. Flannery dans le lemme 6.1.2 de [24] : ce sont V,< a,b,ed” > pour
0 <o < 2ou S, On note ed? le produit standard® dans Ss. On remarque que les
groupes < a, b, ed’ > sont conjugués a D (avec égalité si o = 2). La démonstration
de ce lemme ([24, p.452-453]) donne une méthode pour déterminer cette image.
Avant de décrire plus précisément ces groupes N, on introduit de nouvelles no-
tations ([24, p.442]). On se donne M un sous-V-module fini de [[, 5 comier Bp
c’est un produit fini de F(jp, kp, lp; ) =< Yj,p» Uk, ps U1, p > avec j, k1 > —1. On
remarque que F(j,, kp,l,;p) = M N B, = M,. On dira alors que
— M est de type 1 si, pour tout p, j, =k, = [,.
— M est de type 2 si, pour tout p, k, = [, et si pour au moins un p, j, # k,
(sinon, M est de type 1).
— M est de type 3 si l'on est dans une des deux situations suivantes :
— pour un premier p, on a j, < k, < [, p étant le plus petit nombre premier
pour lequel j,, k,, I, seront deux a deux distincts.
— pour tout p, j,, kp,l, ne sont pas deux a deux distincts et on a deux

nombres premiers ¢ < r tels que pour p < ¢q, j, = kp, = l,, M, =
F(jq, kg, kg; q) avec jg # kq, ky =1, pour ¢ < p <ret M, = F(jr, jr, l;7)
avec j. # l,.

On dira que M est de type 2, (resp. 3,) s'il est I'image par la conjugaison par d”
d’un sous-module de type 2 (resp. 3) avec 0 < o < 2. Les groupes N de la famille
JF; sont alors déterminés comme suit ([24, p.453-454]) :

= sim(Normy)(G2)) =V, N est un sous-V-module fidele fini de [T~y ,emicr By

— si m(Normps4)(Ga)) =< a,b,ed” > (0 < 0 < 2), N est un sous-V-module

fidele fini de type 1,25,2(,41) ou 3,.
— si m(Normypy4)(G2)) = S4, N est un sous-V-module fidele fini de type 1,2
ou 3.

Les groupes de la famille 3 sont définis de maniere similaire comme des
produits semi-directs Go N de deux groupes G5 et N, la forme de ce dernier
dépendant de G5. La liste des groupes Go possibles comprend les groupes de
la famille F;. Pour 1 < n < 36, on notera G,3, le groupe de F3 dont le sous-
groupe Gy est Gy ,,. D’autres possibilités existent pour G'g, qui donneront d’autres
groupes :

- G@3,37(j, 6) avec G =< axi,b, u1y; > ouj>2etee {0, 1}

— Gusz3s(j) avec Gy =< a,b, 1, y;, u1yj41 > ou j > 1

3dans son article, D.L. Flannery travaille néanmoins essentiellement avec des actions &
droite ; on adopte donc ici une notation différente
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— Gys 39 avec Gy =< a, b, xg, 1y1, T1U1 >
Les groupes N possibles de la famille F3 seront alors donnés comme suit :

— si m(Normps4y(G2)) = V, N est un sous-V-module fini de type 2, de la

forme [, F'(j,, —1, —1;p)% avec 0 < o < 2,
— si m(Normps4)(G2)) =< a,b,ed” > (0 < 0 < 2), N est un sous-V-module
fini de type 2, de la forme [, F'(j,, —1, —1;p)¥ avec T =0 ouT =0+ 1.

— si m(Normpsa)(G2)) = Si, N est un sous-V-module fini de type 2 de la

forme Hp F(j,,—1,—1;p).

Dans [25], D.L. Flannery complete la liste précédente : les nouveaux groupes
qui suivent sont regroupés dans une famille 7. D.L. Flannery ajoute d’abord des
groupes produits semi-directs Go N d’un sous-groupe fini non trivial de [ | p>2 premier Up
(qui aura donc un nombre fini de générateurs de la forme wy, , pour p premier im-
pair) et d'un groupe Go dans la liste suivante :

— Gua1(iye€) Gg =< ays,,,b,x1,y; > avec i > 1 et e € {0, 1}

— Guao(€) : Gy =< ax, b, xg,diag(1,1,—1,—1) > avec € € {0,1}

— Guas(i,n, €, u) Gy =< axlyzﬂ,bx’f - 6),yZ > avec i > 2 et n,e, u € {0,1}

— Guaale, p) : Gy =< axlyg,bml ),y1 > avec €, € {0, 1}

- GU45 Go <a,bx1,y1 >

— Gugl(i,€) : Gy =< az,b,x1y; > avec i > 2
Il s’y ajoute Gy 7(i, €), produit semi-direct GoN de Gy =< az1y{,,,b,y; > (avec
i > 1ete€ {0,1}) avec un sous-groupe fini non trivial de [[ oy ,emier Vo (qui
aura donc un nombre fini de générateurs de la forme vy, pour p premier impair).

2.5.3 Groupes imprimitifs monomiaux d’image C' =< ¢ >
dans S,

Les sous-groupes monomiaux infinis de SL(4,C) d’image C' dans S, sont
décrits par le résultat suivant :

Lemme 2.5.4 (Hessinger) Soit G un sous-groupe algébrique infini monomial de
SL(4,C) d’image C dans Sy. Alors le groupe G est conjugué a un groupe engendré
par cuy' et H=HY (n>1) ou Hs.

Démonstration.

Dans sa these, S. Hessinger montre ([29, Th 4.1, p.38], [30, Th 2.2.1, p.503]) que
tout sous-groupe algébrique infini G de SL(4, C) agissant monomialement sur C*
d’image C' dans Sy est conjugué & UyesmH ou H = H}, H?, HY (n > 1) ou H;
et S =8 = {I;,m = decu; 'dt, m?, mPyv1 } en notant

10 0 O
01 0 0
de = 00 — 0
00 0 —i



Afin de voir si ces groupes agissant monomialement sont monomiaux;, il convient
maintenant de savoir s’ils sont irréductibles.
On notera < ey, e9,€e3,e4 > la base canonique de la représentation de S. Hes-
singer des groupes. Pour H = H{ ou H?, le sous-espace engendré par e; + ies
et ey +iey (12 = —1) est invariant sous Paction du groupe. Ces groupes sont
donc réductibles. On vérifie maintenant que les autres groupes (avec H = HY
ou Hj3) sont irréducibles, c’est-a-dire que C* n’admet pas de sous-espace non tri-
vial invariant sous leur action. On considere le sous-groupe K (d’ordre 1024) de
ces groupes engendré par m, m3y,v; et les matrices de HY obtenues en prenant
a=es,f=1¢=1leta=1[F=e5,=1.

On vérifie alors que le caractere de K est irréductible, donc que ce groupe
I’est. Ainsi, les groupes seront eux aussi irréductibles.
On remarque que

1 0 0 0
0O —-1.0 O

Y11 = 0 0 1 0 c H; C H3
0 0 0 —1

Ainsi, un sous-groupe algébrique infini monomial de SL(4,C) d’image C' dans Sy
est conjugué a un groupe engendré par m et H = H} (n > 1) ou Hs. D’autre
part, d. laisse stable H = HJ et Hj par conjugaison (car les matrices diagonales
commutent entre elles), d’ot le résultat car d_'md. = cuy*. O

Les groupes finis dont la projection est C' sont donnés par D.L. Flannery dans
le théoréme 6.2.3 de [24] et correspondent aux groupes donnés dans les listes C; et
Cy (p-457), & moins qu’ils ne soient conjugués a un groupe de la liste F présentée
dans le paragraphe précédent. On notera C la réunion de ces deux familles. On
donne déja les groupes de la liste C; : ce sont des produits semi-directs de G,
avec N, ou le groupe G, parcourt la liste de familles de groupes donnée dans le
théoreme 4.8 de [23](p.59) dont on exclut ceux qui ne sont pas unimodulaires et
ou le groupe N est engendré par un nombre fini de w , avec p > 3 un nombre
premier et £/ > —1. On donne maintenant la liste des groupes GG, possibles :

1. Gaa(k, k') : Gy =< c,yg, v, > avec k > 2

2. Gaa(k, K €): Gy =< ¢, Y, Vi, T{Yp+1Vk41 > avec k > 1

3. cas Ges(k, k') : Gy =< ¢, Ug, Yr1Vk41, T1Yp+1 > avec k > 1

4. cas Gaa(k, k') : Gy =< c¢,x1,uj, vg, yp, > avec j > 1,k > 2

5. cas Ges(k, k') : Gy =< ¢, 1, Uj, Vg, Yk, Yrp1Vp+1 > avec j > 1,k > 1

6. cas G g(k, k') : Go =< ¢, 21, U5, Uk, Yk, Uj41Yk1Vks1 > avec j > 1k >1
7.

cas G 7(k, k') : Gy =< ¢, 1, Uj, Vg, Y1 Vk+1, Uj41Yk+1 > avec j > 1,k > 1

On s’intéresse maintenant aux groupes de la deuxieme famille Cy. Pour les
décrire, on adoptera les notations suivantes :
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— pour j, k > —1,p # 2 premier, on note F'(j, k; p) la famille < uy, p, y; , vj, >
— pour j,k > —1,r > 1,£ € {—1,1},p # 2 premier, p = 1[4], on note
C(j,k,7r,&p) la famille < uk7p,yj7p,vj7p,yj+rﬁpvjir7p > avec § une racine
carrée fixée de -1 dans Z,:
Les groupes de la famille Cy sont des produits semi-directs de G5 avec N, ou
le groupe G4 parcourt la liste de familles de groupes donnée dans le théoreme 4.8
de [23](p.59) et dans la proposition 6.2.2 de [24](p.456) dont on exclut ceux qui
ne sont pas unimodulaires et ou le groupe N peut étre de deux formes différentes,
suivant l'image dans Sy du normalisateur de G5 dans M (4) qui sera C' ou D.
Pour les groupes suivants, le sous-groupe N sera engendré par une famille de
matrices de la forme C(j”7,k”,r”,1;p) pour un nombre premier impair p et un
nombre fini (eventuellement nul) de familles de la forme F'(j/, k'; p") ou C (5", K", ", 1; p"")
pour d’autres nombres premiers impairs p’, p”’. On donne maintenant la hste des
groupes (o possibles :
cas Geo1(J,k, k") : Goy =< ¢, 21, uj, v, yx, > avec j > 1 et k> 2
— cas Geo(J,k, k") : Go =< ¢, 21, U, Uk, Yk, Yp+1Uks1 > avec j > let k >1
—cas Ges(j, k, k") + Go =< ¢, 21, uj, Uk, Yk, Uj+1Yk+1Vk+1 > avec j > 1 et

k>1

— cas Gea(j,k, k") « Gy =< ¢, 21, Uj, Uk, Ykt1Vk41, Ujp1Ypt1 > avec j > 1 et
E>1

— cas G 02 sk, k") Gy =< ¢, yp, v, > avec k > 2

— cas G 02 ok, e, k”) =< C, Yk Uk, T(Ykr1Up11 > avec k > 1 et € € {0,1}

— cas Ger(k, k:’) < Cy Uky Ykt 1 Ukt 1, T1Ypy1 > avec k > 1

— cas Gag(k") : G <c> < ¢, x9 >

—cas Guo(k") : Gy =< c a1 >

— cas Gcg 10 G2 =< c,u; > avec i > 1

"Gy =< ¢, rqu;41 > avec i > 1

k") -
k")
— cas CQ 12 Z,k”) G2 =<c, 71, U4, Y1, V1 > avec 1>1
k") -
k") -

(2,
—cas G c2 11(
(
— cas Ge13(1, k") 1 Gy =< ¢, 1, u;, y1v1 > avec i > 1
(1
(k
(K"

— cas Geoa(i, K" G2 =< ¢, X1, U, Y1V1, Y11 > avec ¢ > 1

— cas Gc2 15(K") 1 Go =< ¢, y1,v1, 11Uy >

— cas Ge16(K") 1 Gy =< ¢, y1v1, 11U >

— cas G02717( ) : G2 =< ¢, 21U, Y101, T1Y1 >
Pour les groupes suivants (pour lesquels 'image du normalisateur est C'), le sous-
groupe N sera engendré par une famille de matrices de la forme F(j', k'; p) avec
j' > 0 pour un nombre premier impair p et un nombre fini (éventuellement nul)
de familles de la forme F(j', k’; p') pour d’autres nombres premiers impairs p’. On
donne maintenant la liste des groupes G5 possibles :

— cas Ges(K') : Go =< ¢ >=< ¢,z >

— cas Ge19(i, k') : Gg =<c,u; > aveci > 1

//
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2.5.4 Groupes imprimitifs monomiaux d’image D =< a,c >
dans S,

Les sous-groupes monomiaux infinis de SL(4,C) d’'image D dans Sy sont
décrits par le résultat suivant :

Lemme 2.5.5 (Hessinger) Soit G un sous-groupe algébrique infini monomial de
SL(4,C) d’image D dans Sy. Alors le groupe G est conjugué a un groupe engendré
par cuy ', auyvy, vy et H=H}, H? HY (n>1) ou Hs.

Démonstration.
Dans sa these, S. Hessinger montre ([29, Th 4.1, p.38], [30, Th 2.2.1, p.503]) que
tout sous-groupe algébrique infini G de SL(4, C) agissant monomialement sur C*
d’image D dans Sy est conjugué & U,,esmH ot H = HI, H?, HY (n > 1) ou Hj
et

S =38 ={I;,m=d.cu;"d;’

c )

2 3 2
m,my = M Y 01, My = AU V1, M Mg, MM, MyMa }

en notant toujours

10 0 O
01 0 0
de = 00 — 0
00 0 —

Le sous-groupe de ces groupes engendré par m, m; et ms est irréductible donc
tous ces groupes le seront aussi. Par ailleurs, m; = m?y;v;. Ainsi, un sous-groupe
algébrique infini monomial de SL(4,C) d’image D dans S; est conjugué a un
groupe engendré par m,yvy,my et H = H{, H? HY (n > 1) ou Hs. D’autre
part, on constate que alc_lmalC = Cly 1 que d(jlmgdc = my = auqvy et que d, laisse
stable H par conjugaison (car les matrices diagonales commutent entre elles),
d’ou le résultat. [J

Les groupes finis dont la projection est D sont donnés par D.L. Flannery dans
le théoreme 6.3.3 de [24]. Ils correspondent aux groupes donnés dans D; et Ds
(p.459) ou sont conjugués a un groupe des listes F ou C.

Les groupes des familles D; et D, sont des produits semi-directs de G5 avec N.

Dans le cas Dy, le groupe G5 parcourt les familles dont la liste est donnée dans
le théoreme 5.12 de [23] (p.66) et le groupe N est engendré par un nombre fini
de uy , avec p > 3 un nombre premier et £’ > —1. On donne maintenant la liste
des groupes GG possibles :

—cas Gq1(j,k, k') : Gy =< a,c,uj,yp, vy > avec j > let k> 2

—cas Gq2(4,k, k') : Gy =< aujiq, ¢, uj, yp, vp > avec j > 1l et k> 2

— cas Ga13(j, k, k') : G2 =< ayp11Vk41, ¢, U, Y, vk, > avec j > 1 et k> 2

— cas Gara(J, k, k') : Go =< aUjp1Yp41Vk+1, C, W), Yi, U > avec j > L et k> 2
—cas Gas(7, k, k') : Gy =< a, ¢, uj, Y, Vg, Uj41Yk+1Vk+1 > avec j > let k> 1
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cas Ga6(J, k, k') Ga =< aujpoYii1, € Uj, Yk, Vky Ujp1Yk+1Vk41 > avec j > 1
et k>1

cas Gqi17(J, k, k') : Go =< a, ¢, uj, Y, Uk, Yp+1Vk+1 > avec j > let k> 1
cas Gdl,S(]v k: k/) : G2 =< QUj41, C, Uj, Yk Uk, Yk4-1Vk41 > avecj > 1et k >1
cas Gaio(J, k, k') : G2 =< aYk11, ¢, Uj, Yis Vky Ykp1 Vi1 > avec j > let b >1
cas Gai10(j, K, k') + Go =< auj1Yki, C Ujy Yk, Uk, Ykt 1Vk41 > avec j > 1 et
k>1

cas Gai11(J, k. k') + Go =< a,¢,u;, U, Yri1Vht1, Uj1 Yk > avec j > 1 et
k>1

cas Gai12(J, k, k') + G2 =< aujy1, ¢, U, U, Yk 1Vk11, Ujs1Yes1 > avec j > 1
et k>1

cas Garas(k, €, k') 1 Gy =< ax§, cug, yp, v, > avec k > 2 et € € {0,1}

cas Gar1a(k, €, k') : Go =< ax{yp41Vg+1, Cla, Yp, U > avec k > 2 et € €
0,1}

cas Gd1,15(k5> k’) Gy =< Y41, C, Yk Vky T1Yk4+1Vk41 > avec k > 1

cas Gai16(k, k') : Go =< aug, ¢, Yk, Uk, T1Yk11Vk11 > avec k > 2

cas Gaa7(k, e, k') : Gy =< ax§, cug, Yr, Uk, Yp+1Vk+1 > avec k > 1 et € €
0,1}

cas Gais(k, €, k") : Ga =< ax{yps1, CUa, Yk, Vi, Yes1Vkp1 > avec k > 1 et
e e {0,1}

cas Gai19(k, €, k') : Go =< aus, cus b, Yrp 1Vt 1, Uk, T1Yps1 > avec k > 1 et
ec{0,1}

/

Dans le cas Dy, le groupe N est un produit fini de < yjr p, wis p, v > (5, K > —
et p > 3 un nombre premier) avec j° > 0 pour au moins un p et le groupe G
parcourt les familles dont la liste est donnée dans la proposition 6.3.2 de [24]
(p.458). Cette liste est constituée d'une part des groupes G5 apparaissant pour
D, et d’autre part de nouveaux groupes. Pour 1 <+¢ <19, on note G2, le groupe
de la famille D, dont le sous-groupe G2 est le méme que celui de G4 ;. On donne
maintenant la liste des nouveaux groupes Go possibles apparaissant pour Dj :

cas Gao20(J, k') : G =< a,c,uj,y1,v1 > avec j > 1
cas Gao21(J, k') : Ga =< aujiq1, ¢, uj, yi,v1 > avec j > 1
cas Ga22(J, k') : Go =< ayava, ¢, uj, y1,v1 > avec j > 1
cas Gd2 23(], ]{3/) : G2 =< aU;j41Y2v2, C, Uj, Y1, V1 > avecj >1
cas Gaooa(€, k') 1 Gy =< az§, cug, y1,v; > avec € € {0,1}
K
) :

cas Gaa5(€, k') 1 Go =< ax{ysva, cus, y1,v1 > avec € € {0, 1}

)

(
cas Gag6(K') : Ga =< aug, ¢, Y1, v1, T1Yav2 >
cas Gaoor(K') : Gy =< a,cuy ', diag(—1,—1,1,1), —1I,, diag(—1,1,-1,1) >
cas Gaoos(K') : Gy =< auy, cuy ', diag(—1,—1,1,1), —1I,, diag(—1,1,—1,1) >
cas Gaooo(€, v, k') : Go =< axfuguy, cxy,—1, > avec €, v € {0,1}
cas Gao30(k') : Go =< a,c,x1 >
cas Gao31(k') : Go =< augvy, ¢, 1 >
cas G s2(J, €, k') : Gy =< axfvy,c,u; > avec j > 1 et e € {0,1}
cas Gao3(J, €, k') : Gy =< axfujiq1v1,c,u; > avec j > 1 et e € {0,1}
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— cas Gao34(J, k') : Gy =< avfl,c, TiUjyq > avec j > 1

(J,K): G
— cas Gd2735(]’7 k/) : G2 =< aUjy2,C, T1Ujy1 > avecj >1
— cas Gas6(€, k') : Gy =< ax, cug, —1I,diag(—1,1,—1,1) > avec € € {0,1}
— cas Gaaar(€, k') : Go =< ax{yy, cug, —1Iy,diag(—1,1,—1,1) > avec e € {0,1}

2.5.5 Groupes imprimitifs monomiaux d’image A, dans Sy

D’apres S. Hessinger, il existe a conjugaison pres un sous-groupe infini mono-
mial d’image A, dans Sy qui est engendré par < a,b,d > et Hz. En effet, dans sa
these, S. Hessinger montre ([29, Th 4.1, p.38], [30, Th 2.2.1, p.503]) que tout sous-
groupe algébrique infini G de SL(4,C) agissant monomialement sur C* d’image
A, dans Sy est conjugué a U,,esmH ou H = Hy et S = Py, diag(GL(4,7Z/27)) N
SL(4,7/27), ou Pa, est la projection classique de A, dans GL(4,7Z/2Z), ce qui
nous donne le groupe décrit plus haut (qui est bien irréductible).

Les sous-groupes monomiaux finis de SL(4,C) dont I'image dans Sy est Ay
sont donnés par D.L. Flannery dans le théoreme 7.2 de [24].
On peut avoir G = Gy N produit semi-direct de G5 avec N, ou le groupe N est
un produit fini de < y;r p, wjr p, vjr, > (j” > —1) pour p > 3 nombre premier et
le groupe G5 parcourt la liste suivante :
—cas Gau1(J,7") : Go =< a,b,d, z1,y;,u;j,v;,Yj3,uj3,Vy3 > avec j > 1 et
j= -1
— cas Ga472(j, j,) Gy =< ayj+1, ij+1Uj+1, dyj+2U]~__&2, T1,Yj, Uj, Vg, Yj7 3, Ui’ 3, Vs 3 >
avec j > let j/ > —1
—cas Gass(f,j) + Go =< a,b,d, xy,y;5,u5, 05, Y105 05 Yy s, Uy 3, Vs >
avec j > let j/ > —1
—cas Gaaa(j,J) « Ga =< a,bujyy, dujiovyly, T1, Y5, U, V5, Ui 11Uy V)4
Yjr.3, Ujr 3, Vjr 3 > avec j > 1et j, > —1
— Cas Ga475(j7 .7/) 1 Gy =< a,b,d, 2, Yj> Vs Uj41Vj4+1, Yj+1Uj+1, Y7 3, Uj 3, Vjr 3 >
avec j > let 7/ > —1
— cas Gai6(j') : Ga =< a,b,d,diag(—1,—1,1,1),diag(—1,1,—1,1), — 14,
Yjr.3, Ujr 3, Vjr 3 > avec j, >—1
— cas G’a477(j’,,u) : Gy =< a,b,d, Ty, Yj' .3, Ujr 3, V413 > avec j/ > 0et pe
{~1,0,1}
— cas Gaus(j', 1) 1 Gy =< al’l,bul,dU2U2_1,$M,yj/73,Uj/’3,Uj/73 > avec j' >0 et
we{-1,0,1}
On peut aussi avoir G = Go N produit semi-direct de G5 avec N, ou le groupe N
est un produit fini de < y;u p, wjm p, vjr, > (j” > —1) pour p > 3, avec au moins
un premier p > 3 tel que 7 > 0, et le groupe G5 parcourt la liste suivante :
— cas Guo(p) : Go =< a,b,d,z, > avec p € {—1,0,1}
— cas Gaa1o(p) : Gy =< axl,bul,duw;l,xu > avec p € {—1,0,1}

39



2.5.6 Groupes imprimitifs monomiaux d’image S; dans Sy

D’apres S. Hessinger, il existe a conjugaison pres un sous-groupe infini mono-
mial d’image S, dans S qui est engendré par < a,b,d, e > et Hs. En effet, dans sa
these, S. Hessinger montre ([29, Th 4.1, p.38], [30, Th 2.2.1, p.503]) que tout sous-
groupe algébrique infini G de SL(4,C) agissant monomialement sur C* d’image
S, dans Sy est conjugué a Up,esmH ou H = Hy et S = Pg,diag(GL(4,Z/27)) N
SL(4,7/27), ou Pg, est la projection classique de Sy dans GL(4,Z/27), ce qui
nous donne le groupe décrit plus haut (qui est bien irréductible).

Les sous-groupes monomiaux finis de SL(4,C) dont I'image dans Sy est Sy
sont donnés par D.L. Flannery dans le théoreme 8.1 de [24]. On obtient ainsi une
liste de familles de groupes a étudier.

On peut avoir G = GoN produit semi-direct de G5 avec N, ou le groupe N
est un produit fini de < y; p, ujr p, v, > (j° > —1) pour p > 2 nombre premier
et le groupe G5 parcourt la liste suivante :

— cas GS4 1(J) 1 Ga =< a,b,d, e, x1,y;,uj,v; > avec j > 1

— cas Gaupa(j) : Go =< a,b,d, eyj1ujr10j41, 21, Yj, uj, v > avec j > 1

— cas Gaus(j) : G2 =<a,b,d, e,xl,yj,uj,vj,yjﬂu;jlv;jl > avec j > 1

— cas Gsua(j) -

avec j > 1

— cas Gaus()) : Go=<a,b,d, e, x1,yj, Uj11041, 0}, Yj41Ujp1 > avec j > 1

— cas Gaug()) : G2 =< a,b,d, eyji1,T1,Yj, Uj41V41, V), Yj+1Ujr1 > avec j > 1

— cas Gaur(v) : Go =< a,b,d, exhysusvo, diag(—1, —1,1,1), diag(—1,1,—1, 1),

avec v € {—2,0}

— cas Gyug(v) : Gy =< axy, buy, dugvy *, eyouy, 71 >

— on peut aussi avoir G449 = G2 N produit semi-direct de Gy =< a,b,d, e, 1 >

avec N, ou le groupe N est un produit fini de <y, ujr p, vy, > (j' > —1)
pour p > 2 nombre premier, avec au moins un p tel que j > 0.

2.5.7 Groupes primitifs

Dans sa these ([29],[30]), S. Hessinger décrit les sous-groupes primitifs infi-
nis G de SL(4,C) suivant leur composante connexe de I'identité. Si celle-ci est
réductible, on aura G = HG° avec

o __ A 0 . o CLIQ bIQ . a b ~
o= {( 5 5 )iaesteofan={( a2 )i( ) en]

ol H désigne un sous-groupe primitif fini de SL(2,C)s = {A € GL(2,C)|dét(A?) =
1}, c’est-a~dire que H est AS = , S, Sl ASL2 (ces groupes sont décrits explicitement
par H.F. Blichfeldt dans |7, paragraphes 57,58]) ou une extension d’un de ces trois
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groupes par il (notée respectivement (A5%2)y, (S552)5 ou (AZ72),).
Si le groupe G° est irréductible, on a les possibités suivantes :

- G° C G C Uy wG° avec G° = SP(4,C) ou G° = SL(2,C)

- G° C G C (UprmqwG°) U (UpamwJG?) avee J = ]0 {)2
2

représentation usuelle de SO(4,C) comme SL(2,C) x SL(2,C).

- G=G°=SL(4,C).

Dans sa these ([18, p. 75-81]), O. Cormier a établi pages 75 a 81 la liste des
57 sous-groupes primitifs finis de SL(4, C), a partir de travaux de Blichfeldt ([7])
et de Dixon ([20]).

, G° étant la
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Chapitre 3

(Semi-)invariants des
sous-groupes de SL(4,C)

3.1 Groupes (finis) imprimitifs non monomiaux

On reprend dans cette partie l'article [8] qui est un travail commun avec
D. Boucher et F. Ulmer. Son résultat principal décrit les bornes optimales pour
le degré de la dérivée logarithmique d’une solution liouvillienne d’une équation
d’ordre 4 de groupe de Galois différentiel imprimitif non monomial. Il est a noter
que 4 est le plus petit ordre pour lequel le groupe de Galois puisse étre imprimitif
non monomial.

3.1.1 Introduction

D’apres [58, Théoreme 3|, I'existence d'une solution liouvillienne de la forme
2z = el ™ avec u est algébrique sur k est équivalente & lexistence d’un semi-
invariant qui factorise en produit de formes linéaires. Si m = [k(u) : k] est
minimal, il est le degré minimal d’une forme produit de formes linéaires. Pour
chaque ordre n, on peut décrire la liste finie des m possibles qui doivent étre
considérés en vue de calculer les solutions liouvilliennes de L(y) = 0. Pour les
équations du deuxieme ordre, la plus petite liste possible est donnée dans [39] et
pour les équations du troisieme ordre dans [56].

Pour les groupes primitifs de degré 4, la liste des plus petits m possibles,
{4,5,8,10,12, 16, 20, 24, 40, 48,60, 72,120} est donnée dans [18].

Une représentation d’un groupe G est imprimitive si le caractere de la représentation
est irréductible et induit par le caractéere d’un sous-groupe. Si un systeme d’im-
primitivité donné ne peut pas étre décomposé en un de dimension moindre, la
restriction du stabilisateur G; de V; dans G a V;, notée H; = p;(G;), est un groupe
primitif de degré d = dim(V;). Sin =4 et d = 2, H;/Z(H;) est conjugué a Ay,
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Sy, As ou a PSL(2,C) ([6, 39, 56]). Dans ce cas, on dit que la représentation
imprimitive est de type Ay, Sy, As ou PSL(2,C).

D’apres [56, Théorem 3.2] et [55, Proposition 2.1], on a les bornes supérieures
suivantes pour m tel que z = e/ * est une solution liouvillienne avec [k(u) : k] =
m:

1. 4si G C SL(4,C) est monomial.

2. 8=2-4s1G C SL(4,C) est de type Ay.

3.12=2-6si G C SL(4,C) est de type Sy.

4. 24=2-12s1 G C SL(4,C) est de type As.

5. il n’y a pas de solutions liouvilliennes si G C SL(4,C) est de type PSL(2,C).

Par la suite, on désignera ces bornes sous le nom de bornes standard. Il est connu
que ces bornes ne sont pas les meilleures possibles pour n = 6 ([17, 18]) et nous
allons montrer que pour n = 4, elles ne sont pas non plus les meilleures possibles.
La notion de type d'un groupe imprimitif introduite ci-dessus est ambigiie puisque
nous verrons qu'un groupe peut étre de plusieurs types différents (cf. exemple
C.0.4 et exemple 3.1.3). On définit donc le type d'un groupe comme le groupe
Ay, S4 ou As de plus petit ordre parmi les différents types possibles. Ceci donnera
la plus petite borne standard possible pour un groupe.

Dans cette section, on se demande si les bornes ci-dessus sont les meilleures
possibles pour chaque type.

3.1.2 Groupes monomiaux

La version explicite suivante de [55, Proposition 3.6] montre que 'on peut
caractériser les équations L(y) dont le groupe de Galois G C SL(4,C) est mono-
mial :

Lemme 3.1.1 Soit L(y) = 0 une équation différentielle linéaire irréductible
d’ordre n avec G C GL(n,C).
1. 8l existe une solution z = el * avec [k(u) : k] = m, alors m > n.

2. Le groupe de Galois différentiel G of L(y) est monomial si et seulement s’il
existe une solution z = el telle que [k(u) : k] = n.

Preuve.

1. Supposons que L(y) = 0 a une solution liouvillienne z = e/ * avec [k(u) :
k] = m et m minimal. Puisque G envoie la dérivée logarithmique u = 2'/z
sur une autre dérivée logarithmique, le polynéme minimal P € k[U] de u

doit étre de la forme .

i
=1
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ot les 2; sont des solutions de L(y) = 0. Puisque G envoie 2;/z; sur 2}/z;,
il envoie z; sur un multiple de z;. En particulier 'espace engendré par
21y, 2Zm est G-invariant. Puisque L(y) est irréductible, le groupe G C
GL(n,C) est un groupe linéaire irréductible, donc m > n.

2. Avec les notations précédentes, supposons maintenant que m = n. Alors,
dans la base zq,...,2, le groupe G envoie une solution z; sur un mul-
tiple d'un certain z;. En conséquence, la représentation de G est mono-
miale dans cette base. Réciproquement, si G est monomial dans une cer-
taine base y1, ..., Y, alors G permute les y./y; qui sont donc de degré au
plus n. Puisque G C GL(n,C) est irréductible, le point précédent montre
que lorbite de u = y}/y; ne peut pas étre de cardinal inférieur a n, donc
[k(u) : k] = n. O

Exemple 3.1.2 Le groupe transitif G de degré 16 de numéro 189 dans la clas-
sification de [16] est d’ordre 96. On va utiliser la méthode présentée dans [47]
pour calculer une équation différentielle linéaire dont c’est le groupe de Galois
différentiel et dont [’espace des solutions est un sous-espace de [’espace des 1-
formes holomorphes d’un certain revétement galoisien de groupe de Galois G. Ce
groupe a deux caracteres de degré 4 qui sont tous deux unimodulaires et induits
par le caractére de dimension 1 d’un sous-groupe et donc monomiauz. Le groupe
peut étre engendré par des éléments o, and oo appartenant a ['unique classe de
conjugaison de taille 12 dont les éléments sont d’ordre 4 et a une classe de conju-
gaison d’éléments d’ordre 12 tels que o3 = (0109)" soit d’ordre 8. Considérons
un revétement galoisien de P' de groupe de Galois G ramifié en 0,1, 00 selon
01,02,03. Le caractére de G dans 'espace des 1-formes holomorphes (cf. [47,
Théoréme 4.2]) contient les deux caractéres de degré 4 exactement une fois.
D’aprés la table de caractéres (cf. [47, Sectwn 5.2]), les plus petits exposants pos-
sibles en 0,1 oosont{ 2,2,0 1} { 4,4, g,—— et{1+g,1+é,1+g,1+3}
Puisque leur somme vaut 6, il n’y a pas de singularité apparente et ce sont effecti-
vement les exposants (cf. /47, Section 6.3.1]). En conséquence, une équation avec
ces exposants en 0,1,00 doit exister. D’aprés [35, Section 15.4], les exposants
déterminent l’équation a 3 parametres accessoires pres by, ¢1 et ¢y :

@ N 122 —5 @ N 11043 22 — 9359 = + 1080 @
dzt  x(x—1) da3 288 (z — 1)2 22 dx?

4806 22 + (144 by — 4655) x — 144 by dy
3 7+
144 (z — 1) 22 dx
(57915 23 + (12288 ¢; — 59147) 22
1228823 (x — 1)*
(12288 ¢y — 12288 ¢1) = — 12288 co>
1228823 (z — 1)* Y
Puisque nous avons trois quadruplets d’exposants a certaines singularités ou les
exposants different d’entiers, on peut calculer les parametres accessoires a l’aide
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de lapproche développée dans [47, Section 6.2] et on trouve l’équation :

d'y 1205 d' | 110432% — 9350 + 1080 d%
dz*  z(x—1) da? 288 (z — 1)%2 22 dx?

19224 22 — 25097 x + 6477 dy
576 (x — 1)3 22 dx
47171 + 57915 22 — 106318
1228822 (z — 1)
On a par construction G = G. Il est intéressant de noter que G peut aussi étre

mduit par le caractere de dimension 2 d’un sous-groupe projectivement équivalent
a Ay. Le groupe G est donc monomial et de type Ag. []

Y.

3.1.3 Groupes imprimitifs non monomiaux

Les sous-groupes imprimitifs non monomiaux finis de GI(4,C) sont classifiés
projectivement, i.e. a multiples scalaires pres, par H.F. Blichfeldt dans [6]. Blich-
feldt donne 14 types de groupes imprimitifs finis. Les groupes appartenant aux
familles 1° a 6° sont de type A4, ceux appartenant aux familles 7° a 11° de type
Sy and ceux appartenant aux familles 12° a 14° de type As. Toutefois, ces familles
ne sont pas disjointes :

Exemple 3.1.3 En prenant o =1 et § = —1 dans la famille 7°, on a le groupe
G d’ordre 192 engendré par

0010 1 0 0 0 0100
0001 0 -10 0 1000
1roo0o0]'lo o 1o ['[ooo1]
0100 0 0 0 —1 0010
2 2
125212520 0 _53000
= " 0 0 € 0 0
0 0 & =2l 0 o0& o
12 14e? 0 0 0 —
0 0 R L €

ot £ +1 = 0. Le groupe G a 7 sous-groupes d’ordre 96. L un d’entre eux, noté
K est engendré par :

e 3 3
0 0 525 S 25
0 0 5—253 —52—53
£+€3 —zi+&3 0 0
2.3 23
*5;5 §+25 0 0
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£+ 48

’ ! el el
0 0 —
e e ;
—5 0 0
—£-& £+¢3 0 0

1+E2 1_,'_&2
) ! 1 252 1152
0 2
2 2
e
2 2
N 0
et e 12
+ +
0 0 . .
0 0 —14£2 1-¢2
2 2
He 1e 0
2 2
S 0 0

La représentation de chaque sous-groupe K; est une somme de deux représentations
irréductibles de dimension 2 et on note x; un de ces caractéres. Puisque (x;)¢
est le caractere de G, on a un systéme d’imprimitivité pour chaque groupe K;.
Notant H; le noyau de x; et Z(H;) le centre de H;, on a |Hy/Z(Hy)| = 24 et
|Hy/Z(Hs)| = 12, ce qui prouve que G est de type Ay et Sy. Il est cependant na-
turel de considérer ce groupe comme un groupe de type Ay (cf. Section 3.1.1). []

Théoréme 3.1.4 Soit L(y) = 0 une équation différentielle linéaire irréductible
de groupe de Galois différentiel un sous-groupe tmprimitif non monomial de
SL(4,C). Si G est respectivement de type Ay, Sy ou As, il existe une solution
z = el avec [k(u) : k] minimal et respectivement égal & 8, 12 ou 24, a l'excep-
tion du groupe de la famille 13° avec v = 1 de type As pour lequel il existe une
solution z = el * avec [k(u) : k] = 20.

Démonstration.

On note qu’il existe une solution liouvillienne de L(y) = 0 si et seulement si le
groupe imprimitif non monomial G est de type A4, Sy ou As. Le résultat s’obtient
par des calculs a partir de la classification des groupes imprimitifs non monomiaux
finis donnée dans [6]. Puisque 'on montre qu’il existe seulement un groupe im-
primitif non monomial fini pour lequel la borne standard n’est pas la meilleure
possible, les bornes standard seront toujours les meilleures possibles pour les
groupes imprimitifs non monomiaux infinis qui contiennent par construction des
groupes imprimitifs non monomiaux finis d’ordre arbitrairement grand (cf. [30,
Théoreme 2.2.3)).

On illustre cette approche sur la premiere famille de sous-groupes G} de [6] dont
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les éléments sont de type A4. Un groupe imprimitif de cette famille est engendré
par b, y1v1, a, S4 ,S(k) avec " =1 et k¥ =

Notons que la classification donnée dans [6] est une classification projective, i.e. a
multiples scalaires pres . D’apres [56, Lemme 3.1], I'indice minimal [k(u) : k] est
I'indice d'un sous-groupe 1-réductible! d’indice minimal, ce qui est invariant par
équivalence projective ([63]). En conséquence, on peut travailler avec les matrices
données dans [6], méme si elles ne sont pas unimodulaires.

Puisque l'existence d'une solution z = e/* avec [k(u) : k] = m minimal est
équivalente a I'existence d’un semi-invariant de degré m produit de formes linéaires,
notre but est de montrer que pour aucune valeur des parametres il n’existe de
semi-invariant produit de formes linéaires de degré plus petit que 8, qui est
la borne standard pour le type A4. Puisque les groupes donnés dans [6] sont
irréductibles, il n’y aura pas de tel semi-invariant de degré < 4 (cf. preuve du
lemme 3.1.1).

En vue de construire les semi-invariants du groupe G nous considérons d’abord
le sous-groupe fini G; engendré par les matrices sans parametres y,vy, a, b.

Pour chaque caractere linéaire ¢ de Gy, on calcule la dimensions des espaces Vi, 4
de semi-invariants de G de degré plus petit que 8 de caractere . On utilise
la série de Molien (Théoreme 2.2.1 de [61]) que l'on généralise aux caracteres
linéaires non triviaux. Pour un groupe G et un caractere ¢ de GG, on a :

\G| Z@/} det(I — zu) Zdzm Vo) 2

On commence avec les invariants de (1, qui sont les semi-invariants correspondant
au caractere trivial de GG;. La série de Molien de GG est

1+ 2% 4+ Tu* + 12u® + O(u®)

montrant que la dimension de I'espace des invariants de degré 2,4, 6 est respecti-
vement 2,7,12. A I'aide de I'opérateur de Reynolds, on calcule les invariants de
degré 4 jusqu’a ce que 'on en obtienne 7 linéairement indépendants :

> 4 4 4 4
2 2
Tiws + x3zr4,

3 3 3

riT3 + x1x3 + 2514 + To2Ty,

2 2 2 2
TiT2Xy + X1X5T3 + T1T3T, + ToX3Ty,

2,2
72 x3 + r57y,

2 2
$1$4 + 2573,

T1ToT3T ).

lun sous-groupe de GL(n,C) est dit 1-réductible s’il laisse invariante une droite dans C"

invariante.
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Les invariants de degré 4 de GG; doivent étre des combinaisons linéaires des in-
variants de G (listés ci-dessus) et donc de la forme f = )7, 5 a7/, mais les

invariants de G; peuvent étre semi-invariants sous 'action de GG;. Toutefois, des
semi-invariants correspondant & des caractéres différents de G vont aussi corres-
pondre a des caracteres différents de G;. En conséquence, les espaces de semi-
invariants de G; doivent étre des sous-espaces des espaces de semi-invariants de
G1 qui sont aussi semi-invariants sous laction de Gy, i.e. qui sont aussi semi-
invariants sous l’action des matrices a parametres S Z(f), Sék). On pose donc

SO f=Mf=0 (1)
et

SPF—df=0 (2
Sous la condition que o # 0 et k # 0, on obtient une base de Grébner dont les
éléments (faisant intervenir \;, oy, v, k) sont

a1 (A1 — 1), a0 (M1 —1),a3 (A — @), a4 (A1 — ),

Qs ()q — a2) , O ()\1 — a2) , Q7 ()\1 — a2) ,

Aoy — 2aq + g, Ao — 127 — 2 a9, Agag — 2 azk + 2 auk,
Aoay — 6 ask — 2 auk, Aaas — 2 ask? + 2 agk® + ark?,
Aog — 2 a5k2 + 2a6k2 — a7k2, Aoy — 804514;2 -8 Oéﬁkg,
a1 (a4—1) , Qg (a4—1) , Q] (k4—1) , Qg (k4— 1),
arar (a2 — 1) , Qo QU7 (oz2 — 1) , Qi Q7 (k‘2 — 1) , Qg7 (k2 — 1) ,
ajay (o — 1), 00y (a— 1), azar (o — 1), a4a7 (o — 1),
o3 (a2—1) , 04 (oz2—1) yaqoy (B —1)asay (k—1),
agar (k—1), a7 (k— 1), a3 (k* = 1), a4 (K> = 1),
a? 4+ 1/12a9% ajas 4+ 1/6 anay, anaz — 2 ajoy, az? + 1/3 a4,
aras + 1/8 asar, asas — 3/2 vpaz, asas + 1/4 agaz,
g — 3/4azar, as® + 1/4agar + 1/8 aq?,
1/4day (4o —ay),1/4as (dag — ar),1/4as (4dag — az),
/4oy (dag —ar),1/4as (4dag — ar),

1/8 2as+ar)(dag — ay).

On en déduit les cas suivants :
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1. I n’y a pas de condition sur o and k si et seulement si a; = @y = ag =
ay = 0. Dans ce cas, le semi-invariant le plus générique de G; “venant”
d’un invariant de GG est de la forme

f=oas(@ias+a513) + ap (2325 + 15 23) + ar 11 T 1324

avec
as(ag —1/4ar) = a2+ 1/dagar +1/8a2 = a2 +1/4agar; — 1/8a2 = 0.

Les relations possibles entre les «; et les A; montrent que tous les semi-
invariants ne correspondent pas toujours au méme caractere de Gy, mais
ne pas en tenir compte donne clairement le cas “le pire possible” contenant
tous les semi-invariants possibles dans des espaces de semi-invariants pour
des caracteres distincts de GG;. Notons qu’ici, le cas “le pire possible” signifie
que 'on peut chercher un semi-invariant produit de formes linéaires dans
un espace de semi-invariants qui est de dimension trop grand. S’il existe un
semi-invariant produit de formes linéaires, alors resultant(f,x; + coxs +
c3x3+cyxy, 1) = 0 (cf. [32]). Le calcul d'une base de Grobner montre qu’il
n'y a pas de solution dans ce cas (i.e. pas de valeurs de ¢;, o; avec les «;
non tous nuls).

2. Soit a* = k* = 1 ou a® = k* = 1. On multiplie alors chacune de ces
matrices par l'inverse de leur déterminant ce qui nous donne les groupes
unimodulaires Hsrg, H3ga, Hogs, Higo et Hog d’ordre respectif 576, 384, 288,
192 and 96. Dans le dernier cas, correspondant a a = k = 1, le groupe est
réductible, comme noté par Blichfeldt. Dans les autres cas, la théorie des
caracteres permet de montrer qu’il n’y a pas de sous-groupe 1-réductible
d’indice plus petit que 8 (cf. [56, preuve du Théoreme 3.2]). Considérons
par exemple le groupe Higo. On considere tous les caracteres imprimitifs
unimodulaires fideles x of Higs. En vue de trouver I'indice minimal d’un
groupe 1-réductible, on considere tous les sous-groupes K of Higy d’'indice
< 8 et on décompose la restriction xx du caractere x a K. Si la borne
standard n’est pas la meilleure possible, alors on doit trouver un groupe
K tel que xg se décompose en une somme de caracteres irréductibles dont
I'un des caracteres est de degré 1. Il se trouve qu’aucun de ces groupes n’a
un groupe 1-réductible d’indice < 8.

Les calculs précédents pour les invariants de G, correspondent au caractére trivial
de G,. Ensuite, on doit considérer les autres caractéres linéaires de Gy, il y en a
7 dans ce cas. Pour chaque caractére linéaire de G, on calcule la série de Molien
correspondante et, a l'aide d'un opérateur de Reynolds pour ce caractere, on
calcule tous les semi-invariants de degré < 8. On considere a nouveau les semi-
invariants qui sont aussi des semi-invariants de (G; et on calcule comme ci-dessus.
Ceci fait, on peut conclure que pour cette famille de groupes de type Ay, la borne
standard est la meilleure possible.
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La borne standard fut toujours la meilleure possible, sauf pour un groupe
de la famille 13° de la classification donnée dans [6] pour le parametre r = 1
pour lequel on trouva 20 au lieu de 24. Ce groupe est présenté dans l'exemple
ci-dessous. [

Exemple 3.1.5 Le groupe unimodulaire G correspondant a r = 1 dans la famille
13° est d’ordre 240 et engendré par

w 0 0 0
|0 W00
10 0 " 0

0 0 0 wht
—1—w? 1 —1
L e oy

09 = 3 ,3 12 _

0 -1 1-w? =5
1 0 1 =2
3

avec wr—w?+1 = 0. Ce groupe a un sous-groupe abélien d’indice 20 qui doit étre 1-
réductible. La construction d’une équation pour le groupe G par la méthode de [47]
est possible. Dans la suite, on donne tous les ingrédients nécessaires a la construc-
tion, montrant aussi pourquoi elle est difficile au niveau calculatoire. Prenant pour
matrices de monodromie auz singularités 0,1, 00 les matrices o1, 09, (0102)7", on
voit que le caractére unimodulaire imprimitif de G apparait deux fois dans le
G-module des 1-formes holomorphes du revétement correspondant de PY(C). En
conséquence, il existe une équation différentielle dont les exposants en 0,1, 00
sont a des entiers pres {—7/12,—1/12,—-11/12,-5/12}, {-2/3,—1/3,1/3,2/3},
{1+1/8,14+3/8,1+5/8,1+7/8}. Puisque la somme des exposants vaut 4, on
doit effectuer une des opérations suivantes :

1. ajouter un entier 2 a un exposant,

2. ajouter deur entiers a deux exposants différents de sorte que les exposants
restent deur a deuz distincts,

3. ajouter une singularité apparente d’exposants 0,1,2,3,5 et un entiers a un
des exposants en 0,1,00 de sorte que les exposants restent deur a deux
distincts,

4. ajouter deux singularités apparentes d’exposants 0,1,2,3,5,
5. ajouter une singularité apparente d’exposants 0,1,2,3,6.

Pour chacune de ces T1 possibilités, on doit calculer les parametres accessoires
restants a l'aide des invariants of G. Il y a 3 invariants linéairement indépendants
de plus petit degré 8 de G.

On considere le cas ou l’on ajoute l'entier 2 a ’exposant —%. D’apreés [57, Lemma
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3.1, les valeurs des invariants de degré 8, qui sont des solutions rationnelles de
la 8™ puissance symétrique, doivent étre de la forme

Z?:o %xi
x7(z —1)°

Suivant la méthode de [[7], on trouwve des équations polynémiales pour les pa-
rametres accessoires.

Nous n’avons pu terminer tous les calculs mais [’existence de [’équation est ga-
rantie. []

3.1.4 Commentaires

La méthode utilisée dans cette section se fonde sur la classification de Bli-
chfeldt via des matrices a parametres. Une telle classification aussi simple n’a
pas été donnée pour des représentations de degré plus grand. Dans la preuve du
théoreme 3.1.4, le cas général pouvait toujours étre traité par une méthode type
”pire des cas possibles” ot I'on considére tout I'espace des semi-invariants de G;
qui sont aussi semi-invariants sous ’action de GG;. Un autre fait notable est que,
pour chaque famille, on a toujours été amené a considérer séparément un nombre
fini de groupes finis. Il n’est pas clair qu’il en serait de méme pour des degrés
plus grands.
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3.2 (Semi-)invariants de degré 2 et 4 des sous-
groupes de SL(4,C) : informations et nota-
tions communes a tous les groupes

Pour chaque famille de groupes, on procedera de la méme maniere que dans
'article [8] pour trouver les (semi-)invariants de degré 2 et 4 de ces groupes. Les
calculs ont été réalisés avec Magma sur les machines de MEDICIS ou celles de
I'TRMAR.

Décrivons les notations principales qui seront utilisées dans tous les tableaux. On
désigne les groupes par les notations introduites dans 'introduction. La colonne
”Compl.” (”Compléments” ; derniére colonne) donne des précisions sur les indices
intervenant dans les définitions des groupes.

Dans la deuxieme colonne, on liste les espaces de polynomes semi-invariants sous
I’action du groupe par caractere. A chaque espace correspond une parenthese
(d,0) ou d désigne la dimension de 'espace de (semi-)invariants pour un cer-
tain caractere ¢ et o l'ordre de 1. Dans la troisieme colonne (colonne ”pfl”),
on signale le nombre de droites de polynomes produits de formes linéaires dans
chaque espace de (semi-)invariants. Le résultat est donné sous la forme d’une
liste. La i®™¢ entrée de la liste donne le nombre de droites de produits de formes
linéaires dans le i®™¢ espace de (semi-)invariant (de la deuxiéme colonne). Une
liste plus courte que le nombre de caracteres signifie simplement que les espaces de
semi-invariants n’ayant pas d’entrée dans la liste ne contiennent pas de produits
de formes linéaires (i.e. les zéros a droite ne sont pas écrits). Par exemple, si la
deuxieme colonne est : [(1,1), (1,2), (1,2)] et la troisieme [0, 1] (au lieu de [0, 1, 0]),
cela signifie que I'on a un invariant qui n’est pas un produit de formes linéaires, un
semi-invariant d’ordre 2 produit de formes linéaires et un semi-invariant d’ordre
2 qui n’est pas un produit de formes linéaires.

Pour les (semi-)invariants de degré 2, on reprend ce méme principe (i®"° pa-
rentheése pour ”le” i®™¢ caractere). Une parenthese vide () signifie qu’il n’y a pas
de semi-invariant de degré 2 dont le caractere associé est le méme que celui de
'espace de semi-invariants de degré 4 correspondant (autrement dit, pour ce ca-
ractere, on a des semi-invariants de degré 4 associés mais aucun de degré 2 qui
lui soit associé). La notation (),...,() signifie que les semi-invariants de degré 2
listés apres ce signe correspondent a des caracteres pour lesquels il n’y a pas de
semi-invariants de degré 4.

En annexe, on trouvera des bases des espaces de polynomes (semi-)invariants de
degré 2 et 4 décrits dans ce chapitre.

Remarque 3.2.1 Pour les groupes monomiaux, on ne notera pas les situations
ot l'on a un seul (semi-)invariant de degré 4 (celui-ci factorisant alors en pro-
duit de formes linéaires) et aucun (semi-)invariant de degré 2. Il s’agit en effet
d’une situation générique pour les groupes monomiaux. Plus précisément, pour les
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groupes infinis monomiaux, cette situation sera toujours générique. Concernant
les groupes monomiaux finis, en reprenant les notations de la classification de
ces groupes décrite dans le chapitre précédent (due a D.L. Flannery), cette situa-
tion sera générique pour 26 des 36 familles infinies de groupes finis de la famille
Fi (mais ne se produit pas pour les autres), pour 36 des 46 familles infinies de
groupes finis de Fy (mais sera courante pour les autres), pour 36 des 39 familles
infinies de groupes finis de F3 (mais sera courante pour les autres), pour aucune
des 7 familles infinies de groupes finis de Fy (pour ceuz-ci, cette situation ne se
produit pas) et pour les 101 familles infinies de groupes monomiauz de projec-
tion dans Sy un sous-groupe transitif différent de V. Au total, c¢’est une situation
générique pour 199 des 229 familles infinies de groupes monomiaux finis et pour
les groupes monomiauz infinis.
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3.3 Cas de la projection T'=V =< a,b >

Pour les groupes infinis, on a les résultats suivants :

| Groupe [ (Semi-)invariants | pfl || Compl. |
<a,b, Hy > Deg 4 : [(2,1),(1,2)] | [1]
Deg 2 : [(1,1),(1,2)]
<a,b, H > Deg 4 : [(2,1), (1,2)] 1]
Deg 2 : [(),0),(1,2),(1,2)]
<a,b,Hy > || Deg 4 : [(1,1),(1,2),(1,2)] | [1]

| Groupe | (Semi-)invariants | pfl | Compl. |
Goa(1,2,1) Deg 4 :[(2,1),(1,2),(1,2),1,2)] [[1] [ 1 >3
Deg 2 :[(),---.().(1,2),(1,2)]
Gora(L k1) Deg 4 :[(21),1.2)] [A] [ 1>k >3
Go1(2, k1) Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1.2)] | [1] [ 1>k >3
Go12(1,2 Deg 4 :[(2,1),(1,2),(1,2),(1,2)] | [1] [ 1 >3
Deg 2 :[(),-..,(),(1,2),(1,2)]
Goa(L k1) Deg 4 :[(2,1),1.2)] [A] [ 1> k>3
Gt Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2)] | 1] [[ I >k >3
Gus(1, K, 1 Deg 4 :[(2,1),(1,2)] [ [1] | I >k >2
Deg 2 :[(),....(),(1,2),(1,2)]
Gu13(2, k1) Deg 4 :[(1,1),(1,2),12)] [[1] [ I >k >3
Gora(l Deg 4 :[(2,1),12)] [ [A] [[ I > k > 2
Deg 2 :[(),....(),(1,2),(1,2)]
Gora(2, k1) Deg 4 :[(1,1),(1,2),(12)] [A] [ 1>k > 3
Gois(1,2,0) Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2),(1,2),(1.2)] | 1] [[ 1 >3
Gos(L k1) Deg 4 :[(1,1),(1,2),(12)] [[A] [ 1>k >3
Goi6(1,2,1) Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2),(1,2),(1.2)] | 1] [[ 1 >3
Goo(L k1) Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1.2)] | 1] [ >k >3
Gorr(1 k1) Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1.2)] | 1] [ 1>k > 2
Gos(1,k,10) Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2)] [ [1] [[ I > k> 2
le 9(1 2) Deg 4 :[(271)7(172>7(172)7<172)7(172)7 ] [1]
[,(1,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)]
Deg 2 :[(),-.-,(),(1,2),(1,2)]
Gurg(L, k) Deg 4 :[(2,1),(1,2)] | 1] | k >3
Deg 2 :((),(),(1,2),(1,2)]
Guio(2,1) | Deg4:((3,1),(2.2),(2,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2), | | [3]
[,(1,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,4),(1,4),(1,4),(1,4)]
Deg 2 :[(),---,(),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)]
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’ Groupe H (Semi-)invariants \ pfl H Compl ‘
G a2(k, 1) Deg 4 :[(2,1),(2,2),(1,2)] [ [1,2] [ & > 2
Deg 2 :[(),(),0),(1,2),(1,2)]
Go1a2(k, 1) Deg 4 :[(2,1),(1,2)] | [1] [ k,01>2
Deg 2 :[(),(),(1,2),(1,2)]
Guas(1,1) | Deg 4 :[(3,1),(2,2),(2,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)] | [1,2]
Deg 2 :[(),(1,2),(),--,(),(1,2)]
Gv1,33(17l) Deg 4 :[(271)7<172)7(172)7(172)] [1] [>2
Deg 2 :[(),(1,2),(),0),(1,2)]
Goas(k, 1) Deg 4 :[(2,1),(1,2)] | 1] |12k =2
Deg 2 :[(),(),(1,2),(1,2)]
Gv1,34(17 1) Deg 4 [(371)7(272)7(2’2>7(1’2)7<172)7(1v2)7(172)] [172]
Deg 2 :((),(),0,(1,2),0),---,(),(1,2)]
Gv1,34(17l) Deg 4 [(2’1)’<172)v(172)7(172)] [1] l > 2
Deg 2 :((),(1,2),0,0),(1,2)]
G za(k, 1) Deg 4 :[(2,1),(1,2)] | 1] | 1=k =2
Deg 2 :[(),(),(1,2),(1,2)]
Gv1,35(1> 17 0) Deg 4 [(371)7(272)7(272>7(1’2)’(1’2)7(1v2)7(172)] [172]
Deg 2 :[(1,1),(),(1,2)]
Gv1,35(17 17 1) Deg 4 [(371)7(272)7(272)7(1’2)’(1’2)7(172)7(172)] [172]
Deg 2 [() ()7()?(172)’(172)]
Gv1,35(17 la O) Deg 4 [(2’1)’(12)7(172)7(172)] [1] l Z 2
Deg 2 [(1 1)7()?()’(172)]
Gv1,35(17 la 1) Deg 4: [(2’1)’(12)7(172)7(172)] [1] [>2
Deg 2 [()7 7()’(172)’(172)]
Gy1,35(k,1,0) Deg 4 :[(2,1),(1,2)] | [1] [ >k>2
Deg 2 :[(1,1),(1,2)]
Guias(k, 1, 1) Deg 4 :[(2,1),(1,2)] | [1] [ >k >2
Deg 2 :[(),0,(1,2),(1,2)]
Gv1,36(1> 1) Deg 4 [(2 1) (1 2) (1a2)7(1’2)7(172)7 ] [1]
[,(1,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)]
Deg 2 :[(),(1,2),(1,2)]
Gv1,36(17l) Deg 4 :[(271)7<172)7(172)7(172)] [1] [>2
Deg 2 :[(),...,(),(1,2),(1,2)]
Goe(k, 1) Deg 4 :[(2,1),(1,2)] | 1] |12k =2
Deg 2 :[(),0),(1,2),(1,2)]

3.3.2 Résultats pour la liste F;, de D.L. Flannery

Les descriptions des différents N possibles ont en commun de le décrire comme

un sous-V-module fini de []

p>2 premier

générateurs d'un sous-V-module fini de SL(4,C) N []

B, fidele. D’apres [24, section 2.3], les

p>2 premier Bp seront des
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Yjp> Ukps Vi p avec j,k, 1 > —1 pour des nombres premiers p > 2. Si les générateurs
de N sont tous de la forme y;,, (respectivement wy ,,v;,), le noyau de Iaction de
V sur N par conjugaison sera < a > (respectivement < b >, < ab >), donc N ne
sera pas fidele. Si les générateurs de N sont d’au moins deux formes différentes,
N sera alors un sous-V-module fini de [] B, fidele. On peut alors dis-
tinguer quatre situations :
— si les générateurs de N sont tous de la forme uy, ou v;,, on dira que 'on
est dans la situation Y.
— si les générateurs de N sont tous de la forme y;, ou v;4, on dira que 'on
est dans la situation U.
— si les générateurs de N sont tous de la forme y;, ou w4, on dira que I'on
est dans la situation V.
— si N est engendré par des éléments de chacune des trois formes y; ,,, uy 4 et
Uy, le seul (semi-)invariant du groupe sera P, = Y;Y5Y3Y).
On traite dans les tables chacune des trois premieres situations possibles pour N.
On note que, pour ces groupes, les semi-invariants qui ne sont pas invariants cor-
respondront toujours a des caracteres d’ordre 2.

p>2 premier

Groupe N || (Semi-)invariants | pfl || (Semi-)invariants | Compl.
de degré 4 de degré 2
GUQ,l(la 27 l) Y [(271)7(172)] [1] [()7()’(172)’<1’2)] [ Z 3
Guoa(1,k 1) | Y [(2,1),(1,2)] | [1] [>k>3
Guo1(2,k,0) | Y || [(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] [>k>3
Gua(1,2,0) [ U | [(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] >3
Gv2,2(17 2’ l) Y [(271)7(172)] [1] [()’()7(172)7<172)] >3
Guao(l, k) | Y [(2,1),(1,2)] | [1] I>k>3
Gu22,k,0) | Y [(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] l>k>3
Guwo(1,2,0) [ U || [(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] [>3
Gus(l, k1) | Y [(2,1),1,2)] | 1] | [0,0,(1,2),(1,2)] | I>Fk =2
Gus(2,k,0) | Y || [(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] [>k>3
Gua(1, k1) | Y [(2,1),1,2)] | 1] | [0.0,(1,2),(1.2)] | I>Fk =2
Gua(2,k,0) | Y || [(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] I>k>3
Gus(1, k0 | Y || [(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] I>k>2
Guws(1,2,0) | U | [(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] [>3
Gus(1, k0 | Y | [(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] I>k>2
Guwe(1,2,0) | U | [(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] [>3
Gur(L, k0 | Y | [(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] Il>k>2
Gus(1,k,0) | Y || [(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] I>k>2
Guo(Lk) | Y [(2,1),1,2)] | 1] | [0,0,(1,2),(1.2)] | k=2
Gu29(2,k) Y | [(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] k=1ouk>3
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Gly2,37(1,0)

Go37(1,1)
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Gv2,37(j ) 6)
Glu2,38(0)
G238 (1)
Gv2,38(€)

G239

GU2,4O ( 1)
Gv2,40 (])

G241

Gv2,42(07 0)
Gv2,42(07 1)
G2.42(0,1)
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Gv2,44(]-7 €, L, 0)

Gv2,44(1>€7,u7 1)

Gu2.44(2, €, 11,0)

Gv2,44(j7 07 07 77)

G02,44(j7 0,1, 77)

Go2,4(J, 1, 1, m)
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Groupe N (Semi-)invariants | pfl | (Semi-)invariants | Compl.

de degré 4 de degré 2

Guoas(2,€) | Y [(1,1),(1,2),(1,2)] | [1]

v245( J € U7V [(2a1)7(172)] [1] [(>’<)7(172)7(172)]

U2 46( ) € Y [(1a1)a<172)7(172)] [1]

v2 46(]7 U [(271)7(172)] [1] [()7()7(172)7(172>]

0246( Js v [(271)7<172)] [1] [(171>7<172)]

v246( J V [(271)7(172)] [1] [()7()7(172>7(1?2>]

3.3.3 Résultats pour la liste 735 de D.L. Flannery

Par rapport aux deux familles précédentes, les groupes nouveaux donnés par
la famille F3 seront des groupes pour lesquels N sera de I'une des trois formes

suivantes :

— les générateurs de N sont tous de la forme yy,
— les générateurs de N sont tous de la forme uy, ), :
— les générateurs de N sont tous de la forme vy,

: c’est le cas y
c’est le cas u
: c’est le cas v.

Groupe N (Semi-)invariants | pfl || Compl.
Gp3a(1,2,0) |y Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] | 1 >3
Gusa(L kD) | u Deg 4 :[(2,1),(1,2)] | [1] || I >k >2
Gp3a(2,k,1) | u Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] || { > k>3
GU371(1, 2,0) | v Deg 4 :[(2,1),(1,2),(1,2),(1,2)] [1} (>3
Deg 2 :[(),-..,(),(1,2),(1,2)]
Gua(1, k1) | v Deg 4 :[(2,1),(1,2)] | 1] [ I > k>3
Gz (2,F,0) | v Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1.2)] | [1] [ 7> &k >3
Gus2(d, k1) | y,u,v comme pour Gy31(j, k,1)
Guss(1, k1) | u,v Deg 4 :[(2,1),(1,2)] | [1] [[ I >k >2
Deg 2 :[(),(),(1,2),(1,2)]
Gus3(2,k,0) | u,v Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] ||l >k >3
Gusa(d, k1) | y,u,v comme pour Gys33(7j, k,1)
Guss(1,2,1) |y Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] | 1 >3
Guss(L k1) | u Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] || { > k >2
Guss(1,2,1) | v Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)] | [1] || I >3
Guss(L k1) | v Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] ||l >k >3
Guse(d, k1) | y,u,v comme pour Gys35(7,k,1)
Gus7(1, k1) | u,v Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] [[ I >k >2
Guwss(d, k1) | y,u,v comme pour Gy37(7j,k,1)
Gv3,9(j>1 Y Deg 4 :[<371)7<172)7(1 2) (172)7(1 2)?(172)7<1’2)] [3}
Deg 2 :[(),---,(),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)]
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Groupe N (Semi-)invariants | pfl | Compl
Gv3,26(]-7171) u Deg4 :[(171>’<1’2)’(172)7(172)7(172)] [1]
GU3726(1, k?, l) u Deg 4 [(1,1),(172)7(172)] [1] [ Z k Z 2
Gv3,26(j7 17 1) u Deg 4 :[<171)7(172)7(172)] [1] j Z 2
Gv3,26(17171) v Deg 4 :[(171)7(172>7<172)7(172)7(172>] [1]
Guso6(1,k,0) | v Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2)] | [1] >k>2
Gv3,26(j7 17 1) v Deg 4 :[<171)7(1’2)7(172)] [1] ] Z 2
Gv3,27(17176) Yy Deg 4 :[(371)7(172)7(172)’(1’2)a(172)7(172)7(172)] [3]
Deg 2 :[(),...,(),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)]
Gv3,27(172 E) Yy Deg 4 :[(2’1)’(172)7(172)7(172)] [1]
Deg 2 :[(),...,(),(1,2),(1,2)]
Gq,3727(17 l, E) Yy Deg 4 [(2,1),(1,2)] [1] [ Z 3
Deg 2 :[(),(),(1,2),(1,2)]
Gv3,27(2>276) Y Deg 4 :[(171)7<172)a(1a2)7(172)7(172)] [1]
Gv3,27(27 lv E) Y Deg 4 :[(171)7(172)7(172)] [1] l Z 3
Gus2r(1,1,0) | u | Deg 4:[(3,1),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)] | [1]
Deg 2 :[(1,1),(1,2),(1,2),(1,2)]
Gusor(1,1,1) | u | Deg 4 :[(3,1),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)] | [1]
Deg 2 :((),(1,2),(1,2),(1,2),0),..,(),(1,2)]
Gv3,27(17 27 0) u Deg 4 :[<2’1)’(172)7(172)7(172)] [1]
Deg 2 :[(1,1),(1,2)]
Gv3,27(17 27 1) u Deg 4 :[<2’1)’(172)7(172)7(172)] [1]
Deg 2 :[(),...,(),(1,2),(1,2)]
G03,27(1, l, O) u Deg 4 [(2,1),(1,2)] [1] [ Z 3
Deg 2 :[(1,1),(1,2)]
G03,27(17 l, 1) u Deg 4 [(2,1),(1,2)] [1] [ Z 3
Deg 2 :[()a(>7(172)(172)]
Gv3,27(27 27 0) U Deg 4 :[(2’1)’(172)7(172)7(172)] [1]
Deg 2 :[(1,1),(1,2)]
Gv3,27(27 27 1) u Deg 4 :[<271)a(172)7(172)7(172)] [1]
Deg 2 :[(),...,(),(1,2),(1,2)]
Gusor(k,1,0) | u Deg 4:[(2,1),(1,2)] ] [k<l>3
Deg 2 :[(1,1),(1,2)]
Gusor(k,1,1) | u Deg 4 :[(2,1),(1,2)] | [1] || k<1 >3
Deg 2 :[(),(),(1,2),(1,2)]
Gu327(1,1,0) | v | Deg 4 :[(3,1),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)] | 3] || { > 1
Deg 2 :[(1,1),(1,2),(1,2),(1,2)]
Guso7(1,0,1) | v | Deg 4 :[(3,1),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)] | 3] || { > 1
Deg 2 :[(),(1,2),(1,2),(1,2),0),0,(1,2)]
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Groupe N (Semi-)invariants | pfl | Compl.
Gv3,37(i7 1) Yy Deg 4 [(371)7(172)7(1’2)’(1’2)7(172)7(172)7(172)] [3] i Z 2
Deg 2 :((1,1),(1,2),(1,2),0),---,0),(1,2)]
Gv3,37(270) u Deg 4 [(2a1)7(172)7(172)7(172)] [1]
Deg 2 :[(1,1),(1,2)]
Gv3,37(271) u Deg4 [(2’1)7(172)7( 72)7(172)] [1]
Deg 2 :[(),- () (1,2),(1,2)]
Deg 2 [(1 1), (1 2)]
Deg 2 [(),(),(172),(1,2)]
Gv3,37(270) v Deg 4 :[(2’1)7(172)7( 72)7(172)] [1]
Deg 2 :[(),(1,2),0),0,(1,2)]
Gv3,37(27 1) v Deg 4 [(2a1)a(172)’(172)7(172)] [1]
Deg 2 :[(1,1),0),0,0,(1,2)]
Gu337(4,0) | v Deg 4 :[(2,1),(1,2)] | [1] || ¢ >3
Deg 2 :[(),(),(1,2),(1,2)]
Guar(i, 1) | v Deg 4 :[(2,1),(1,2)] | [1] || i >3
Deg 2 :[(1,1),(),(1,2)]
Gu3,38(j) Yy Deg 4 :[<371)7(172)>(1?2)7 ] [3] ] Z 1
[,(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)]
Deg 2 :[(),...,(),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)]
Guszs(l) | u,v Deg 4 :[(2,1),(1,2),(1,2),(12)] [ 1] [ i >3
Deg 2 :[(),...,(),(1,2),(1,2)]
Gv3,38(j) u,v Deg 4 :[(271)7(172>] [1] j Z 2
Deg 2 :[(),0),(1,2),(1,2)]
G339 Y, U, v Deg 4 :[(3,1),(1,2),(1,2), ] | [3] | j >1
[,(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)]
Deg 2 :[(),...,(),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)]
3.3.4 Résultats pour la liste F;
| Groupe | (Semi-)invariants | pfl | Compl. |
Gua1(1,0) || Deg 4 :[(3,1),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)] | [3]
Deg 2 :[(),...,(),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)]
Gya,1(2,0) Deg 4 :[(2,1),(1,2),(1,2),(1,2)] | [1]
Deg 2 :[(),...,(),(1,2),(1,2)]
Glua(2,0) Deg 4 :[(2,1),(1,2)] | [1] || i =3
Deg 2 :[(),(),(1,2),(1,2)]
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(Semi-)invariants | pfl || Compl.
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3.4 Cas de la projection T'=(C =< ¢ >

Pour les groupes infinis, on a les résultats suivants :

| Groupe [ (Semi-)invariants | pfl || Compl. |
<cuy', Hj > Deg 4 :[(1,1),(2,2)] | [0,1]
Deg 2 :[(),0),(1,4),(1,4)]
<cuy', H3 > Deg 4 :[(1,1),(2,2)] | [0,1]
Deg 2 :((),(),(1,4),(1,4)]
<cuy', Hy > | Deg 4 :[(1,2),(1,2),(1,2)] | [1]

3.4.1 Famille C; de D.L. Flannery

NOTATION : Pour la variable £/, k' = —1 signifie que pour tout p premier
impair, &’ vaudra -1, tandis que &' > « (avec o > 0) signifie que l'on a ¥’ > «
pour au moins un p (mais &’ ne sera positif ou nul que pour un nombre fini de
premiers impairs car les groupes sont finis).

| Groupe | (Semi-)invariants | pfl | Compl.
Ger1(2,-1) Deg 4 :[(1,1),(2,2),(1,2),(1,2),(1,4),(1,4)] | [0,1]
Deg 2 :[(),...,(),(1,4),(1,4)]
Gea(k,—1) Deg 4 :[(1,1),(2,2)] | [0,1] k>3
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]
Gea2(1,—1€) Deg 4 :[(2,1),(3,2),(1,2),(1,2),] | [0,1,1,1] | € € {0,1}
[,(1,4),(1,4),(1,4),(1,4)]
Deg 2 :((),0,0,0,(1,4),(1,4)]
Gcl,Q(ka —1 6) Deg 4 :[(171)7(272” [071] k Z 2
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]
Geo(1, K €) Deg 4 :[(1,2),(1,2),(1,2),(1,4),(1,4)] | [1,1,1] K >0
Gera(1,—1) Deg 4 :[(1,1),(2,2),(1,2),(1,2),(1,4),(1,4)] | [0,1]
Deg 2 :((),0),0,0,(1,4),(1,4)]
Gc1,3(k3> _1) Deg 4 :[(171)7(272)} [071] k Z 2
Deg 2 :[(),),(1,4),(1,4)]
Geaa(l,2,-1) Deg 4 :[(1,1),(2,2),(1,2),(1,2),(1,4),(1,4)] | [0,1]
Deg 2 :[(),...,(),(1,4),(1,4)]
Gc1,4(17 k: _1) Deg 4 :[(171)7(272” [071] k Z 3
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]
Ge1,4(2,2,—1) | Deg 4 :[(1,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2),(1,4),(1,4)] | [1]
Gcl,4(27 k _1) Deg 4 :[(172)7(172)7(172)} [1] k Z 3
Ges(1,1,-1) Deg 4 :[(2,1),(3,2),(1,2),(1,2), ] | [0,1,1,1]
[,(1,4),(1,4),(1,4),(1,4)]
Deg 2 :[(),...,(),(1,4),(1,4)]
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| Groupe | (Semi-)invariants | pl | Compl.

Ges(1,k,—1) Deg 4 :[(1,1),2,2)] [ [0,1] [ k>2
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]

Geas(2,1,-1) Deg 4 :[(1,2),(1,2),(1,2),(2,2),(2,2), ] | [1,1,1]
[,(1,4),(1,4),(1,4),(1,4)]

Geas(2,k,—1) Deg 4 :[(1,2),(1,2),(1,2)] | [1] k>2

Geas(d, 1, k) Deg 4 :[(1,2),(1,2),(1,2),(1,4),(1,4)] | [1,1,1] || j >3 0ouk’ >0

Gae(l,1,-1) Deg 4 :[(3,2),(3,2),(1,2), ] | [1,1,1]
[,(2,4),(2,4),(1,4),(1,4)]

Deg 2 :[(),--,(),(1,4),(1,4)]

Geag(l, k,—1) Deg 4 :[(1,2),(1,2),(1,2)] | [1] k> 2

G01,6(2, 1, —1) Deg 4 [(1 2) (1,2),(1,2),(1,4),(1,4), ] [1,1,1]
[,(1,4),(1,4),(1,4),(1,4)]

Gei(2,2,—1) Deg 4 :[(1,2),(1,4),(1,4),(1,4),(1,4)] | [1]

Gae(j, 1, k) Deg 4 :[(1,2),(1,2),(1,2),(1,4),(1,4)] | [1,1,1] | j >3 ou k' >0

Gcl,?(la 1’ _1) Deg 4 [(1 1) (272)a(172)’(172)7(174)7(174)] [0’1]

Gar(l,k,—1) Deg 4 :[(1,1),(2,2),(1,2),(1,2)] | [0,1] k> 2

3.4.2 Famille C; de D.L. Flannery

Pour trouver les semi-invariants, on procede toujours de la méme maniere que
dans article [8]. Toutefois, avant de continuer, on donne un exemple de polynome
qui n’est pas (semi- )1nvar1ant sous 'action de C'(57,k”,r”,1;p) pour illustrer la
maniere dont on montre qu'un polynome semi- 1nvar1ant sous l'action du groupe
engendré par les matrices sans parametres peut ne pas le rester sous l’action de
C(37,k”,r”,1;p). On considere x} —i— T3 + x4 + 2. Sl est semi-invariant sous

lact1on de ug» OU Uj» , ON & W = Wi doncw —1dou k” = —1 car
21 Y57 p 770 k”p K, K
)
p # 2 (et de méme 57 = —1). On considere ensu1te laetlon de Yy pUss o
sur le polynome. Les termes en x2 et x3 nous donnent w43+‘11 p = wh—d , donc

Wiy, = 1dour” =0 (p # 2), ce qui est impossible car 7 > 1. En consequence

ce polynome n’est pas semi-invariant sous 'action de C(j”,k”,r”, 1;p).

En procédant comme expliqué ci-dessus pour toutes les familles de groupes,
on obtient les résultats suivants, les calculs étant toujours réalisés avec Magma
sur les machines de MEDICIS ou celles de 'TRMAR.

NOTATIONS

Pour les groupes 1 a 17, on aura toujours 77 > —1,7” > 1 pour les nombres
premiers pour lesquels on aura des générateurs dans un ensemble de la forme

C(77, K", r", & p). Pour ces groupes, la notation k” = —1 signifie que pour tous
les ensernbles de générateurs de la forme C(j”,k”,r”,&;p) et éventuellement
F(j',K;p), on aura k" = —1 et, le cas échéant, k’ = —1. La notation &7 > 0

signifie que 'on a k” > 0 pour un des ensembles de générateurs de la forme
C(77, K", 7", & p) ou k' > 0 pour un des ensembles de générateurs de la forme
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F(j',k';p) (sil y en a).

Pour les groupes 18 et 19, on n’aura pas de conditions particulieres pour les
coefficients 7’ intervenant dans les définitions des ensembles de générateurs de
la forme F'(j',k’;p) (on rappelle que 'on sait par définition de ces groupes que
I'un au moins est positif pour un nombre premier p > 3). Pour ces groupes, la
notation k' = —1 signifie que pour tous les ensembles de générateurs (de la forme
F(j',K';p)), on aura k' = —1. La notation k¥’ > 0 signifie que I'on a k' > 0 pour
un des ensembles de générateurs (de la forme F (5, k'; p)).

| Groupe | (Semi-)invariants | pfl | Compl. |

Gea(1,k,—1) Deg 4 :[(1,1),(2,2)] [ [0,1] [| k> 2
Deg 2 :[()707(1?4)7(174)]

Ge1(2,k,—1) || Deg 4 :[(1,2),(1,2),(1,2)] | [1] k>2

Geo(l,k,—1) Deg 4 :[(1,1),(2,2)] | [0,1] || k> 1
Deg 2 :[(),0),(1,4),(1,4)]

Ge2(2,k,—1) || Deg 4 :[(1,2),(1,2),(1,2)] | [1] [ k>1

Ges(1,k,—1) || Deg 4 :[(1,2),(1,2),(1,2)] [ [1] [ k>1

Geou(1,k,—1) || Deg 4 :[(1,2),(1,2),(1,2)] | 1] [k >1

Geos(k, —1 Deg 4 :[(1,1),(2,2)] | [0,1] || k> 2
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]

Geg(k,e,—1) Deg 4 :[(1,1),(2,2)] | [0,1] || k> 2
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]

Geor(k,—1) Deg 4 :[(1,1),(2,2)] | [0,1] || k> 1
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]

Ges(k,—1) Deg 4 :[(1,1),(2,2)] | [0,1] [ k> 1
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]

Gc2,9(_1) Deg 4 :[(171)7<272)] [O’” k>1
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]

G02,10<17 _1) Deg 4 :[(1’1)’<272)] [O’” k>1
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]

G02,10(27 _1) Deg 4 :[(1)2)7(172)’(1’2)] [1]

Gc2,11(17 _1) Deg 4 :[(172>7(172)7<172)] [1]

Geai12(1,—1) Deg 4 :[(1,1),(2,2)] | [0,1]
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]

G02,12(27 _1) Deg 4 [(172>7<172)7<172)] [1]

Gc2,13(17 _1) Deg 4 :[(171)7<272)] [071}
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]

Gc2,13(27 _1) Deg 4 :[(172>7(172)7<172)] [1]

Gc2,14(17 _1> Deg 4 :[(172>7(172)7<172)] [1]

Gc2,15(_1) Deg 4 :[(171)a(2a2)] [071}
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]
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| Groupe | (Semi-)invariants | pfl || Compl. |
Gez16(—1) Deg 4 :[(1,1),(2,2)] | [0,1]
Deg 2 :[().().(14),(L4)]
Geaar(—1) Deg 4 :[(1,1),(2,2)] | [0,1]
Deg 2 :[(),0),(1,4),(1,4)]
Gezas(—1) Deg 4 :[(1,1),(2,2)] | [0,1]
Deg 2 :[(),0),(1,4),(1,4)]
Gezao(1, —1) Deg 4 :[(1,1),(2,2)] | [0,1]
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]
G02,19<27 _1) Deg 4 :[(172)7<172)7(172)] [1]

3.5 Cas de la projection T'=D =< a,c >

Pour les groupes infinis, on a les résultats suivants :

’ Groupe H (Semi-)invariants \ pfl H Compl. ‘
< cuy ', auyvy, yyvy, HE > Deg 4 :[(2,1),(2,2),(1,2)] | [1,2] || i =1 ou 2
Deg 2 :((),0,0,(1,4),(1,4)]
< cuy ', auyvy, Hy > Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2)] | [0,1] || i =1 ou 2
< cu, ', auyvy, HY > Deg 4 :[(1,2),(1,2),(1,2)] | [1]

Pour les groupes de la liste Dy, on a les résultats dans les tableaux ci-apres.

Groupe (Semi-)invariants | pfl Complément
Gara(1,2,-1) Deg 4 :((2,2),(1,2),(1,2),(1,2)] | [1]
Deg 2 :[(),---,(),(1,4),(1,4)]
Gdl,l(lv ka _1) Deg 4 :[<2’2)7(1’2)] [1] k = 3
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]
Gd1,1(2a 27 _1) Deg 4 [(1 2) (1 2)?(172)7<172)7(172)] [1]
Gai1(2,k,—1) Deg 4 :[(1,2),(1,2),(1,2)] [ 1] [[k>3
Ga2(1,2,-1) || Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2),(1,2),(1,2)] | [0,1]
Ga2(1,k,—1) Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2)] | [0,1] || k>3
Gd1,2<27 27 1) Deg 4 :[(172)7“74)7(174)] [1]
G a(1,2,—1) Deg 4 :[(2,2),(1,2),(1,4),(1,4)] | [1]
Deg 2 :[(),-.,(),(1,4),(1,4)]
Gara(l k, 1) Deg 4:[(2.2),(1,2)] | 1] | k=3
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]
Ga5(2,2,—1) | Deg 4 :[(1,2),(1,2),(1,2),(1,4),(1,4)] | [1]
Gd1,3(27 k _1) Deg 4 :[(172)7<172)7(172)] [1] k 2 3
Gar4(1,2,-1) || Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,2),(1,4),(1,4)] | [0,1]
Gaa(l,k,—1) Deg 4 :[(1,1),(1,2),(1,4)] | [0,1] | £ >3
Gd1,4(27 2 _1) Deg 4 :[<1’2)’(174)7(174)] [1]
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Pour la famille Ds, les résultats sont dans les tables suivantes. Pour chacun

de ces groupes, j’ sera quelconque (on ne le reprécise pas dans les tableaux).
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’ Groupe H (Semi-)invariants \ pfl H Compl. ‘
Gaz20(1, —1) Deg 4 :[(2,2),(1,2)] | [1]
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]
Gd2,20(27 _1> Deg 4 :[<172)7<172)7(172)] [1]
Gd2,21(17 _1> Deg 4 :[<172)7<172)7(172)] [1]
Gain22(1, 1) Deg 4 :[(2,2),(1,2)] | [1]
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]
Ga22(2, —1) || Deg 4 :[(1,2),(1,2),(1,2)] | [1]
Gd2,23(1> _1) Deg 4 :[<172)a<172)’(172)] [1]
Gd2,24(_1) Deg 4 :[<1’1)a(172)7(172)] [071]
Gd2725(_1) Deg 4 :[<1’1)’(172)7(172)] [071]
Gd2 26(_1) Deg 4 :[<171)7(172)7(172)] [071]
Gd2,27(_1) Deg 4 :[<171)7<172)7(172)] [071]
Gd2,28(_1) Deg 4 :[<171)7<172)7(172)] [071]
Gd2,29(_1) Deg 4 :[(171)a<172)7(172)] [Oal]
Gd2,30(_1) Deg 4 :[(272)7(1’2)] [1]
Deg 2 :[(),(),(1,4),(1,4)]
Gd? 31( 1) Deg 4 :[<171)a<172)’(1>2)] [071]
Gd? 32(17 _1> Deg 4 :[(272)7(172)] [1]
Deg 2 :[07()’(174)7(174)]
Gd2,32(27 _1) Deg 4 :[<1’2)a(172)7(172)] [1]
Gd2,33(17 _1) Deg 4 :[(1’1)7(172)7(172)] [071]
Gd2,34(17 _1> Deg 4 :[<172)7(172)7(172)] [1]
Gd2,36(_1) Deg 4 :[(171)7<172)7(172)] [071]
Gd2,37(_1> Deg 4 :[<171)7<172)7(172)] [071]

3.6 Cas de la projection T'= A,

Le groupe infini n’admet qu’un (semi-)invariant, qui est produit de formes
linéaires. On a les résultats suivants pour les groupes finis :

Groupe (Semi-)invariants | pfl | Compl.

Gaaa(1,-1) Deg 4 :[(3,1),(1,3),(1,3)] | 3] || 7 = -1
Deg 2 :0),0,0,(1.2)]

Ga11(2,-1) Deg 4 :[(1,1),(1,2)] | [1] || 77 = -1

Gas(1, —1) Deg 4 :[(1,1),(1,2)] | [1] || 77 = -1

Ga4,3(17 _1) Deg 4 :[(171)7(272)7(173)a(173)] [1] J =-1
Deg 2 1(),...()(12)

Gaa3(2,—1) Deg 4 :[(1,1),(1,2)] | [1] || 77 = —1

Gasa(l, —1) Deg 4 :[(1,1),(12)] [ [1] || /7 = -1
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Groupe (Semi-)invariants | pfl | Compl.

Gaa5(1,—-1) Deg 4 :[(2,1)] | [1] | j7 = -1

Ga4,6(_1) Deg 4 [(371)7(1’3>7(1a3)] [3] j” =-1
Deg 2 :[(1,1)]

3.7 Cas de la projection T' = S,

Le groupe infini n'admet qu’'un semi-invariant, qui est produit de formes
linéaires. On a les résultats suivants pour les groupes finis :

Groupe (Semi-)invariants | pfl || (Semi-)invariants | Compl.
de degré 4 de degré 2
Gaaa(1) [(3:2)] | [3] [0.(1,2)] j=-1
G 1(2) [(172)7(172)] [1] j/ =—1
Gy 2(1) [(272)7(172>] [071] [()7()7(1a2)] j/ =—1
Gua(2) [(1,2),(1,2)] | [1] j'=-1
Gy 3(1) [(272)7(172>] [071] [()707(1’2)] jl =—1
Gy 3(2) [(172>7(1’2>] [1] j/ =—1
G 4( ) [(172>7(172)] [1] j/ =-1
Gy 6( ) [(171>7(172>] [071] j/ =-1
Gor(=2) [(2,1),(1,2)] | [0,1] [(1,1)] j =1
Gs4 7(0) [(271)7(172)] [071] [()7(172)] j/ =-1
Gs4,8 [(271)7(172>] [071] [()v()7(1’2)] j/ =—1

3.8 Cas des groupes primitifs

Pour les groupes primitifs infinis de composante connexe de I'identité réductible,
on a la situation suivante :

— si H est AELQ, SfL2 ou AgLQ, le groupe aura un invariant de degré 2 et un

invariant de degré 4
— si H est (A772),,(5752)y ou (A272),, le groupe aura un semi-invariant de
degré 2 d’ordre 2 et un invariant de degré 4.
Les groupes primitifs infinis de composante connexe de l'identité (irréductible)
I'image de SL(2,C) dans SL(4,C) admettent un invariant de degré 4.

Le groupe primitif infini SO(4,C) a un invariant de degré 2 et un invariant
de degré 4, tandis que les autres groupes primitifs infinis ayant SO(4,C) pour
composante connexe de l'identité mais distincts de celle-ci ont un semi-invariant
de degré 2 d’ordre 2 et un invariant de degré 4.

En reprenant les notations d’Olivier Cormier pour les groupes, on a les semi-
invariants suivants pour les groupes primitifs finis (on ne consigne pas dans le ta-
bleau les groupes pour lesquels il n’y a pas de (semi-)invariants de degré 2 ou 4) :
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Groupes (Semi-)invariants | (Semi-)invariants
de degré 4 | de degré 2

A, A [(2,1)]

B, B x C [(2,1)] | [(1,1)]

B x Cy [(2,1)] | [0,(1,2)]

E, B [(1,1)]

G,Gh,, G, [(1,1),(1,2)]

H [(2,2)] | [0,(1,4)]

Gy [(1,1),(1,3),(1,3),(1,3),(1,3)] | [(1,1)]

< G1704 > [(171)7(173>7(173)7(173)7<173)] [()7"'707(172”

Gy, < Go,Cy > (D] | [0,(1,2)]

G, Gy [(L,D] | [(1,1)]

< G5,C1 >,< Gy, Cy > [(L1)] ] [0,(1,2)]

G57G67G7 [(171)] [(171)]

< G5,C4 >, < GG,C4 >, < G7,C4 > [(1,1)] [(),(1,2)]

Gy, Gy, < Gy, Cy > [(1,2)] | [0),(1,4)]

GlO [(172)7(176)7(176)] [()7()?()7(174>]

Gi1, G [(1,2)] | [0,(1,4)]

CTYlS [(171)7(175)7(175)’(1’5)’(175)]

G, Gy Gy [(1,1)]

Gis. Gy Gy [(1,2)]

Gl? [(171)]

C119 [(172)]

3.9 Retour sur les groupes imprimitifs non mo-

nomiaux

On s’intéresse dans ce paragraphe aux semi-invariants de degré 2 et 4 des
sous-groupes imprimitifs non monomiaux de SL(4,C). En reprenant les groupes
de la liste de H.F. Blichfeldt, on a le tableau suivant (on n’y consigne pas les
groupes pour lesquels il n’y a pas de (semi-)invariants de degré 2 ou 4) :

Groupes (Semi-)invariants | (Semi-)invariants | Parametres
de degré 4 de degré 2

1 [(1,1),(2,3),(2,3),(1,6),(1,6), ] [0 0,(1,2)] k=1r=2
[,(1,6),(1,6),(1,6),(1,6)]

1 [( )7(173)7(173)7 ] [() 7()7(172)] k=1r=4
[,(1,6),(1,6),(1,6),(1,6)]

1 LD),(1,3),(1,6)] | 10,0,0,(12)] | k#1ourfd

[(1,1)] [0,(1,2)]
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Groupes (Semi-)invariants | (Semi-)invariants | Parametres
de degré 4 | de degré 2

3 [(1,3),(1,3),(1,6),(1,6)] r|2

1 (LD.(L2) AENEES

6 [(1,3),(1,6)] r=1etk=7j1l=j>
oul=jk=j>

6 [(1,3),(1.6)] r=2etk=+4jl=14j’
oul=+jk=+j52

7,12 [(1,D)] [0,(1,2)]

Les groupes infinis conjugués a un groupe de la forme suivante (pour n € N) :

B 0 0 L B
‘Be SL(2,C), U det(B) ‘B e SL(2,C),
{(0 deJtr(lB)B)’ - (7 )} {<B 0 ) - ( )}Ou

B 0 ‘ 0 #(B)B '
(50, )messaan}u{(§ =0® )mesie.

admettent un semi-invariant (d’ordre 2) de degré 2 et un invariant de degré 4.

3.10 Conséquences : informations sur le groupe
et les solutions obtenues a partir de ces
tables.

3.10.1 Informations sur le groupe a partir de ses semi-
invariants de degré 2 et 4.

Dans ce chapitre ont été étudiés les semi-invariants de degré 2 et 4 de tous
les sous-groupes de SL(4,C) (a conjugaison pres). A l'aide de ces tables, on
obtient des criteres pour déterminer si un groupe est monomial ou pour identifier
un groupe particulier a partir de la seule connaissance de ses semi-invariants de
degré 2 et 4. Ces résultats permettent 1’élaboration d’une ”stratégie” donnant des
informations sur le groupe d’une équation différentielle a partir de renseignements
sur ses (semi-)invariants de degré 2 et 4. Elle est décrite par le théoreme suivant.

Théoreme 3.10.1 FEtant donnée une équation différentielle linéaire irréductible
d’ordre 4 L(y) = 0 de groupe de Galois G C SL(4,C), on commence par regarder
ses semi-invariants de degré 2 :

— A. st on n’a aucun semi-invariant de degré 2, on regarde les semi-invariants

de degré 4 :
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10.

11.

12.

13.

1.

. deés qu’un espace de (semi-)invariants de degré 4 associés a un méme

caractére sera de dimension supérieure ou égale a 3 (s’il en existe
un pour le groupe considéré), cet espace contiendra (au moins) un
(semi-)invariant produit de formes linéaires, et le groupe sera (donc)
monomial (ce résultat reste vrai si le groupe admet des semi-invariants
de degré 2)

le groupe G est le groupe primitif fini Gi3 st on trouve un semi-
variant d’ordre 5

le groupe G est Ge14(2,2,—1) si on a cing espaces de dimension 1
de semi-invariants d’ordre 2 et deux espaces de dimension 1 de semi-
mvariants d’ordre 4.

le groupe G est G 5(2,1,—1) si on a deux espaces de dimension 2
et trois espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2 et quatre
espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre /.

le groupe G est G.6(2,1,—1) si on a trois espaces de dimension 1
de semi-invariants d’ordre 2 et siz espaces de dimension 1 de semi-
tmvariants d’ordre 4.

le groupe G est Gq16(1,1,—1) si on a un semi-invariant d’ordre 2 et
un espace de dimension 2 et deux espaces de dimension 1 de semi-
mvariants d’ordre 4.

le groupe G est Ggq17(1,1, —1) si on a un espace de dimension 3, un es-
pace de dimension 2 et deux espaces de dimension 1 de semi-invariants
d’ordre 2.

le groupe G est Gg17(2,1,—1) si on a deuz espaces de dimension 2 et
trois espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est Gg19(2,1,—1) si on a cing espaces de dimension 1
de semi-invariants d’ordre 2 et deux espaces de dimension 1 de semi-
mvariants d’ordre 4.

le groupe G est Gag111(1,1,—1) si on a un espace de dimension 2 et
trois espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est Gy 20(1) si on a un espace de dimension 2 d’invariants,
trois espaces de dimension 3 de semi-invariants d’ordre 2 et douze
espaces de dimension 2 de semi-invariants d’ordre 4.

le groupe G est Gy111(2,1) si on a un invariant et trois espaces de di-
mension 2 et douze espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre
2.

le groupe G est Gy121(2) si on a un invariant et siz espaces de dimen-
sion 1 de semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est Gy123(1,1,1) si on a un invariant et trois espaces de

dimension 3 et un espace de dimension 1 de semi-invariants d’ordre
2.
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15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

23.

2.

25.

26.

217.

28.

le groupe G est Gy124(2,1,1) si on a un invariant et trois espaces

de dimension 2 et quatre espaces de dimension 1 de semi-invariants
d’ordre 2.

le groupe G est Gy196(1,1,1) si on a un espace de dimension 2 d’in-
variants et neuf espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est Gy195(1,1,1) si on a un espace de dimension 2 d’in-
variants et trois espaces de dimension 2 et trois espaces de dimension
1 de semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est Gy112(1,2) ou Gy116(2) si on a un invariant et diz
espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est Ga18(1,1,—1) ou Ga117(1,€,—1) si on a un espace de
dimension 2 d’invariants et un espace de dimension 2 et trois espaces
de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est Ge6(2,2,—1) ou Gagi110(2,1,—1) si on a un semi-
wmwvariant d’ordre 2 et quatre espaces de dimension 1 de semi-invariants

d’ordre 4.

le groupe G est Gg11(2,2,—1) ou Ga15(2,1,—1) si on a cing espaces
de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est Ge17(1,1,—1),Ga10(1,1,—1),Ga110(1,1, —1) ou Ga115(1, €, —1)

st on a un mvariant, un espace de dimension 2 et deux espaces de di-
mension 1 de semi-invariants d’ordre 2 et deuz espaces de dimension
1 de semi-invariants d’ordre 4.

le groupe G est Gag1.4(1,2,—1) ou Ga114(2,€,—1) si on a un invariant,
deur espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2 et deux es-
paces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 4.

le groupe G est un groupe imprimitif non monomial fini de la famille 3°
avec un paramétre v | 2 si on a deuz espaces de dimension 1 de semi-

wmwvariants d’ordre 3 et deuz espaces de dimension 1 de semi-invariants
d’ordre 6

le groupe G est un groupe imprimitif non monomsial fini de la famille 6°
avec les paramétres (r =1 et k= j,1 = j* oul = j, k= j?) ou (r =2
et k = +j5,1 = +5% oul = +j,k = +352) si on a un semi-invariant
d’ordre 3 et un semi-invariant d’ordre 6

le groupe G est Gaa5(1, —1) ou un des groupes primitifs finis A ou Ay o
st on a un espace de dimension 2 d’invariants.

le groupe G est Gs11(2), Gs12(2), Gsa3(2) ou Gga4(1) si on a deuz es-
paces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2

le groupe G est Gy114(1,2), Gp1.17(2) ou Gy118(2) si on a un invariant,
deuz espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2 et quatre
espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 4.
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29.

30.

31.

32.

33.

3.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

1.

le groupe G est Gys34(1,1)(l > 2) (avec N de la forme y) si on a un
espace de dimension 2 d’invariants et trois espaces de dimension 1 de
semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est Gy122(2,1,1), Gy317(1) (avec N de la formey), Gy318(1)
(avec N de la forme u),Gy320(1) (avec N de la forme y,u ou v) ou
Guss0(1,1,€) (avec N de la forme y) si on a un invariant, un espace de
dimension 2 et deux espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre
2 et quatre espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre /.

le groupe G est Goy111(7,1)(J > 3), Gu114(d, 1)(J > 2), Guz (4, 1)(J > 2
et N de la forme y), Gy314(7,1)(j > 2 et N de la forme y) ou Gys21(1)(
avec N de la forme v) si on a un invariant et un espace de dimension
2 et six espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est Gaq1(2, —1), Gaaa(l, —=1), Gas3(2,—1), Gaaa(1, —1), Gsa6(1)

ou un groupe primitif fini G, Gf/z, G;/Q ou un groupe imprimitif non
monomial fini de la famille 4° avec des parameétres r | 2,k # +1 si on
a un invariant et un semi-invariant d’ordre 2.

le groupe G est Ggi4(1,k, —1)(k > 3) si on a un invariant, un semi-
mvariant d’ordre 2 et un semi-invartant d’ordre 4.

le groupe G est Ga17(1, k, —1)(k > 2),Ga19(1, k, —=1)(k > 2), Ggor(1, k, —1)(k >

1) ou Gaoo(1,k,—1)(k > 1) si on a un espace de dimension 2 et un
espace de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est Gaa(l, K €)(K' > 0),Gas(j,1,K)(G > 3 ou k' >
0),Gea6(j, 1K) (j >3 ouk’ >0),Ga13(2,2,—1) ou Gg18(2,1,—1) si
on a trois espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2 et deux
espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 4.

le groupe G est un groupe monomial fini de projection D si on a
un semi-invariant d’ordre 2 et deuz espaces de dimension 1 de semi-
invariants d’ordre 4.

le groupe G est un groupe monomial fini de projection V si on a un
espace de dimension 2 d’invariants et un semi-invariant d’ordre 2.

le groupe G est Gdl,Q(]-) 27 _1)7 Gdl,lQ(]-v ]-7 _]-)7 Gd1,13<2a €, _1)7 Gdl,lg(]-a €, _1)

ou un groupe monomial fini de projection V' si on a un invariant et
quatre espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est Ga7(1,k,—1)(k > 2) ou un groupe monomial fini de
projection V' st on a un invariant et un espace de dimension 2 et deux
espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est monomial (éventuellement infini) de projection C ou
D si on a trois espaces de dimension 1 de semi-tnvariants d’ordre 2.

le groupe G est monomial (éventuellement infini) de projection V- ou D
st on a un invariant et deux espaces de dimension 1 de semi-invariants
d’ordre 2.
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42. le groupe G est monomial (éventuellement infini) de projection V' ou
Ay ou un des groupes primitifs finis E, E s, G14,Gf41/2,G;41/2, G17 ou
un groupe primitif infini de composante connexe de l’identité ['tTmage
irréductible de SL(2,C) dans SL(4,C) si on a un invariant.

48. le groupe G est monomial (éventuellement infini) de projection C, D
ou Sy ou un des groupes primitifs finis Gis, Gf;/z, G1_51/2,G19 st on a

un semi-tnvariant d’ordre 2.
— B. st on a un seul semi-invariant de degré 2 :
1. s’il est d’ordre 1 (ie. si ¢’est un invariant), on regarde les semi-invariants
de degré 4 :
(a) le groupe G est Gau6(—1) si on a un espace de dimension 3 d’inva-
riants et deuz espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre

3.

(b) le groupe G est Gs47(—2) si on a un espace de dimension 2 d’in-
variants et un semi-invariant d’ordre 2.

(c) le groupe G est le groupe primitif fini G1 si on a un invariant et
quatre espaces de dimension 1 de semi-tnvariants d’ordre 3.

(d) le groupe G est un des groupes primitifs finis B ou B x Cy si on
a un espace de dimension 2 d’invariants.

(e) le groupe G est un des groupes primitifs finis Gs, Gy, G5, Gg, G7
ou infinis avec H = AfL(Q’C), SfL(Q’C) ou A?L(ZC) ou SO(4,C) si
on a un wmvariant.

2. s’il est d’ordre 2, on regarde les semi-invariants de degré 4 :

(a) le groupe G est Gaa1(1l,—1) si on a un espace de dimension 3
dinvariants et deuzr espaces de dimension 1 de semi-invariants
d’ordre 3.

(b) le groupe G est Gsy1(1) si on a un espace de dimension 3 de semi-
invariants d’ordre 2.

(c) le groupe G est Gaa3(1,—1) si on a un invariant, un espace de
dimension 2 de semi-invariants d’ordre 2 et deux espaces de di-
mension 1 de semi-invariants d’ordre 3.

(d) le groupe G est le groupe primitif fini B x Cy si on a un espace de
dimension 2 d’invariants.

(e) le groupe G est le groupe primitif fini < Gy, Cy > si on a un inva-
riant et quatre espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre
3.

(f) le groupe G est le groupe imprimitif non monomial fini de la fa-
mille 1° avec les parametres k = 1,7 = 2 si on a un invariant,
deuz espaces de dimension 2 de semi-invariants d’ordre 3 et six
espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 6.

90



(9)

(h)

(i)

(3)

(k)

le groupe G est le groupe imprimitif non monomial fini de la fa-
mille 1° avec les parametres k = 1,r = 4 si on a un invariant, deux
espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 3 et quatre es-
paces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 6.

le groupe G est Gsy2(1) ou Gy 3(1) si on a un espace de dimension
2 et un espace de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est G447(0) ou Ggug st on a un espace de dimension
2 d’invariants et un semi-invariant d’ordre 2.

le groupe G est un groupe imprimitif non monomial fini de la
famille 1° avec des parameétres k,r vérifiant k # 1 our {4 si on
a un nvariant, un semi-invariant d’ordre 3 et un semi-invariant
d’ordre 6.

le groupe G est un groupe (éventuellement infini) primitif ou im-
primitif non monomial si on a un invariant.

3. sl est d’ordre 4, on regarde les semi-invariants de degré 4 :

(a)
(b)

(¢)

le groupe G est le groupe primitif fini H si on a un espace de
dimension 2 de semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est le groupe primatif fini G1o st on a un semi-invariant
d’ordre 2 et deux espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre

6.

le groupe G est un des groupes primitifs finis Gg, Gg, < Gg, Cy >
,G11 ou G si on a un semi-invariant d’ordre 2.

— C. si on a deux semi-invariants de degré 2 :

1. si ces semi-invariants sont tous deux d’ordre 4, le groupe G est mo-
nomial de projection C' ou D. En regardant les (semi-)invariants de
degré 4, on peut dire plus précisément que :

(a)
(b)

(¢)

(d)

le groupe G est Gg11(1,2,—1) si on a un espace de dimension 2
et trois espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est Gg15(1,1,—1) si on a un espace de dimension
3, un espace de dimension 2 et deux espaces de dimension 1 de
semi-invariants d’ordre 2.

le groupe G est Gag13(1,2,—1) si on a un espace de dimension 2
et un espace de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2 et deux
espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 4.

le groupe G est G 6(1,1,—1) si on a deux espaces de dimension
3 et un espace de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2 et
deux espaces de dimension 2 et deux espaces de dimension 1 de
semi-invariants d’ordre 4.

91



(e) le groupe G est G 2(1,—1,¢)(e € {0,1}) ou G 5(1,1,—1) si on
a un espace de dimension 2 d’invariants, un espace de dimension
3 et deux espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2 et
quatre espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 4.

(f) le groupe G est G 1(2,—1), G 3(1,—1), G 4(1,2, 1) ou Gg115(1, —1)
st on a un invariant, un espace de dimension 2 et deux espaces
de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2 et deux espaces de
dimension 1 de semi-invariants d’ordre 4.

(9) le groupe G est le groupe infini < cuy’, auyvy, yiv1, Hi > (i = 1
ou 2) si on a un espace de dimension 2 d’invariants, un espace
de dimension 2 et un espace de dimension 1 de semi-invariants
d’ordre 2.

(h) le groupe G est monomial (éventuellement infini) de projection
C si on a un invariant et un espace de dimension 2 de semi-
imvariants d’ordre 2.

(i) le groupe G est monomial fini de projection D si on a un espace
de dimension 1 et un espace de dimension 2 de semi-invariants
d’ordre 2.

. St on a un tnvariant et un semi-invariant d’ordre 2, le groupe G est
monomial de projection V. En regardant les (semi- )Jinvariants de degré
4, on peut dire plus précisément que :

(a) le groupe G est Giy130(1,2,0) si on a un espace de dimension 2
dinvariants, un espace de dimension 2 et un espace de dimension
1 de semi-invariants d’ordre 2 et quatre espaces de dimension 1
de semi-invariants d’ordre 4.

(b) le groupe G est Gy130(2,2,0) si on a un espace de dimension 2
d’invariants, un semi-invariant d’ordre 2 et quatre espaces de di-
mension 1 de semi-itnvariants d’ordre 4.

(c) le groupe G est Gy127(2,2,0) si on a un espace de dimension 2
d’invariants et neuf espaces de dimension 1 de semi-invariants
d’ordre 2.

(d) le groupe G est Gy129(1,2,0) si on a un espace de dimension 2
dinvariants et trois espaces de dimension 2 et trois espaces de
dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

(e) le groupe G est Gy135(1,1,0) un espace de dimension 3 d’inva-
riants et deux espaces de dimension 2 et quatre espaces de dimen-

sion 1 de semi-invariants d’ordre 2.

(f) le groupe G est legg(l, l, O)(l Z 3) vl 30(1, l, O)(l Z 3), Gvg,gg(l, l, O)(l Z
1 et N dela formev),Gys30(1,1,0)(N de la forme u), Gy330(1,1,0)(1 >
1 et N dela formev), Gya4(0, ) ou Gya7(1,1) si on a un espace de

Y
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dimension 2 d’invariants, un espace de dimension 2 et un espace
de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

3. st on a deux espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2,
le groupe G est monomial de projection V. En regardant les (semi-
Jinvariants de degré 4, on peut dire plus précisément que :

(a) le groupe G est Gy110(2,1), Gyp129(1,2,1) ou Gy 32(1,1) si on a un
espace de dimension 2 d’invariants et trois espaces de dimension
2 et trois espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

(b) le groupe G est Gy113(2,1) ou Gy130(1,2,1) si on a un espace de
dimension 2 d’invariants, un espace de dimension 2 et un espace
de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2 et quatre espaces de
dimension 1 de semi-invariants d’ordre 4.

(c) le groupe G est Gy 11(1,2) ou Gy130(2,2,1) si on a un espace de
dimension 2 d’invariants, un semi-invariant d’ordre 2 et quatre
espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 4.

(d) le groupe G est Gy19(1,2), Gp127(2,2,1), Gy131(1,2) ou Gy136(1, 1)
si on a un espace de dimension 2 d’invariants et neuf espaces de
dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

(6) le groupe G est GU1,24(1, 1, 1), Gv1733(1, 1), Gv1734(1, 1) ou Gv1735<1, 1, 1)
st on a un espace de dimension 8 d’invariants et deux espaces de

dimension 2 et quatre espaces de dimension 1 de semi-invariants
d’ordre 2.

(f) le groupe G est Gy113(5,2)(7 = 3) ou Gu313(5,2)(j > 3 et N de la
forme y ou ) si on a un invariant et deux espaces de dimension
1 de semi-invariants d’ordre 2.

— D. si on a plus de trois semi-invariants, le groupe G est monomial fini de
projection V' et on a les cas particuliers suivant.

— E. si on a 4 semi-invariants d’ordre 4, le groupe G est Gy122(1,1,1).

— F. si on a 4 espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2, en regar-
dant les (semi-)invariants de degré 4, on peut dire que :

1. le groupe G est Gy19(2,1) si on a un espace de dimension 3 d’inva-
riants, deuz espaces de dimension 2 et huit espaces de dimension 1 de
semi-invariants d’ordre 2 et quatre espaces de dimension 1 de semi-
tmvariants d’ordre 4.

2. le groupe G est Gy131(1,1) si on a un espace de dimension 3 d’inva-
riants, deux espaces de dimension 2 et onze espaces de dimension 1 de
semi-tnvariants d’ordre 2.

3. le groupe G est Gy115(1), Gp119(1) ou Gyi29(1,1,1) si on a un espace
de dimension 4 d’invariants et deux espaces de dimension 3, quatre

espaces de dimension 2 et un espace de dimension 1 de semi-invariants
d’ordre 2.
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— G. si on a un invariant et 3 espaces de dimension 1 de semi-invariants
d’ordre 2, en regardant les (semi-)invariants de degré 4, on peut dire que :

1. le groupe G est Gy129(1,1,0) si on a un espace de dimension 4 d’in-
variants et deux espaces de dimension 3, quatre espaces de dimension
2 et un espace de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2.

2. le groupe G est Gy197(1,2,0) si on a un espace de dimension 3 d’in-
variants, deuz espaces de dimension 2 et douze espaces de dimension
1 de semi-invariants d’ordre 2.

- H. si on a 1 invariant, 1 semi-invariant d’ordre 2 et J semi-invariants
d’ordre 4, le groupe G est Gy130(1,1,0).

— I si on a 2 semi-invariants d’ordre 2 et 4 semi-invariants d’ordre 4, le
groupe G est Gy1.17(1), Gyp1.18(1), Gyp121(1) ou Gy 30(1,1,1) (qui ont tous la
méme configuration en degré 4).

- J. st on a 1 invariant et 9 semi-invariants d’ordre 2, le groupe G est
Gv1727(1, 1, 0)

- K. si on a 10 semi-invariants d’ordre 2, le groupe G est Gy127(1,1,1) ou
Gu116(1) (non distinguables par leurs semi-invariants de degré 4).

Remarque 3.10.2 Cette stratégie permet d’identifier directement 44 groupes a
partir de la seule connaissance de leurs semi-invariants de degré 2 et 4. Lors-
qu’elle identifie un nombre fini de groupes possibles, on peut chercher a les dis-
tinguer par leurs semi-invariants de degré supérieur. Par exemple, les groupes
GU1713(2, 1) =< ays, bUg,l’l, Yz, U1, V1 > €t Gv1,30(17 2, 1) =< axy, bUQvg, Uy, Vg >
ont la méme configuration en degré 2 et 4 mais le premier a la configuration sui-
vante en degré 6 : (1,2),(1,2),(3,2),(3,2),(3,4), (3,4), (3,4), (3,4), tandis que,
pour le second, on a : (1,1),(1,2),(3,2),(3,2),(3,4),(3,4),(3,4),(3,4).

Par ailleurs, ces tables donnent la condition suivante pour savoir si une équation
peut avoir des solutions non liouvilliennes.

Proposition 3.10.3 Si un groupe G est le groupe de Galois d’une équation
différentielle unimodulaire wrréductible ayant des solutions non liouvilliennes, soit
il aura un invariant de degré 4, soit il n'aura pas de semi-invariant de degré
4 (et 2). Plus précisément, les seules ”configurations” possibles pour ses semi-
mvariants de degré 2 et 4 sont les suivantes :

— un tmovariant de degré 2 et un invariant de degré 4

— un semi-invariant de degré 2 d’ordre 2 et un invariant de degré 4

— un tmvariant de degré J

— aucun semi-invariant de degré 2 ou 4.
Pour chacune de ces ”configurations”, il existe aussi des groupes de Galois d’équations
différentielles dont les solutions sont liouvilliennes.
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3.10.2 Application a la recherche de semi-invariants (de
degré 4) produits de forme linéaires

On se donne une équation différentielle linéaire irréductible d’ordre 4 L(y) = 0
dont on ne suppose pas le groupe de Galois G monomial a priori et ses semi-
invariants de degré 2 et 4 (si elle n’en a aucun, son groupe n’est pas monomial).
On cherche un (semi-)invariant produit de forme linéaires parmi ceux de degré 4
(I'existence d’un tel semi-invariant est une condition équivalente a la monomialité
du groupe, par le lemme 3.1.1), ce qui permet ensuite de calculer une solution
liouvillienne de I'équation par le théoréme 2.1 de [32] ([12, Section 3, entre 3.4 et
3.5]).

On considere d’abord un exemple (qui est la situation générique pour les
groupes monomiaux, comme vu dans la remarque 3.2.1). Si le groupe de ’équation
admet un unique (semi-)invariant de degré 4 et aucun de degré 2 (sinon, le groupe
n’est pas monomial), on cherche a savoir si ce semi-invariant est produit de
formes linéaires. Pour cela, on se donne un systeme fondamental de solutions
de I'équation (comme, par exemple, les solutions formelles de celles-ci dont un
développement en série a un ordre donné est calculable en Maple comme dans
I'exemple 2.4.4) puis on exprime le semi-invariant en fonction de ces solutions for-
melles. On trouve ainsi une expression polynomiale du semi-invariant. Si celle-ci
factorise, le groupe est monomial et on a un (le) semi-invariant produit de formes
linéaires ; sinon, le groupe n’est pas monomial.

Plus généralement, pour chercher des semi-invariants produits de formes linéaires,
on commence par appliquer la stratégie précédente pour obtenir des informations
sur le groupe (et éventuellement le déterminer). Ensuite, on peut utiliser la pro-
position suivante (qui s’établit a partir des tables) pour restreindre la recherche
des semi-invariants qui nous intéressent aux espaces de semi-invariants d’ordre
inférieur ou égal a 2 :

Proposition 3.10.4 Un (semi-)invariant (de degré 4) produit de formes linéaires
est toujours dans un espace de semi-invariants associé a un caractere d’ordre au
plus 2.

En général, si deux groupes ont la méme configuration pour leurs semi-invariants
de degré 2 et 4, c’est-a-dire les mémes dimensions d’espaces de semi-invariants
associés a des caractéres d'un certain ordre (en degré 2 et 4), alors les semi-
invariants produits de formes linéaires seront répartis de la méme maniere dans
les espaces de semi-invariants d’'une certaine dimension pour un certain ordre.
Par exemple, si on a un semi-invariant de degré 2 d’ordre 2 et, en degré 4, un
espace de dimension 2 d’'invariants et un semi-invariant d’ordre 2, alors pour les
deux groupes concernés (qui sont ici G4 7(0) et Ggg), le semi-invariant d’ordre
2 (et de degré 4) sera produit de formes linéaires, mais aucun invariant. Les
configurations faisant exception a la regle précédente sont celles pour lesquelles
on n’a aucun semi-invariant de degré 2 et les configurations suivantes en degré
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4 (la recherche de semi-invariants produits de formes linéaires est alors aussi un
moyen de mieux distinguer les groupes) :

1. cinq espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2 : si parmi ceux-ci,
un seul est produit de formes linéaires, le groupe G est Gg11(2,2,—1); si
trois de ceux-ci sont produits de formes linéaires, le groupe G est G4 5(2,1, —1).

2. un espace de dimension 1 d’invariants et un espace de dimension 1 de semi-
invariants d’ordre 2 : si I'invariant est produit de formes linéaires, le groupe
G est Ggu6(1); si le semi-invariant est produit de formes linéaires, le groupe
G est Gau1(2,—1),Goaa(1, —1),Gaa3(2, —1) ou Gaaa(1l,—1); si aucun des
deux n’est produit de formes linéaires, le groupe G est un groupe primitif
fini G, GT/Q,G;/Q ou un groupe imprimitif fini de la famille 6° avec des
parametres r | 2,k # +1.

3. trois espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2 et deux espaces de
dimension 1 de semi-invariants d’ordre 4 : si un seul semi-invariant d’ordre
2 est un produit de formes linéaires, le groupe G est Gg3(2,2,—1); si-
non, tous les semi-invariants d’ordre 2 sont produits de formes linéaires
et le groupe G est Goao(Ll, K, e)(K > 0),Gas(,1,E)(j > 3 ou kK >
0), GCl,G(,jy 1, k',) (] >3 ou K > 0) ou Gd1,8(2, 1, —1)

4. un invariant et quatre espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2 :
si 'invariant est produit de formes linéaires, le groupe GG est monomial fini
de projection V ; sinon, un seul des semi-invariants d’ordre 2 est produit de
formes linéaires et le groupe G est Gg12(1,2, —1), Ga1.12(1, 1, —1), Ga1.13(2, €, —1),
ou Gdng(l, €, —1>

5. un invariant et un espace de dimension 2 et deux espaces de dimension 1
de semi-invariants d’ordre 2 : si 'invariant est produit de formes linéaires,
le groupe G est monomial fini de projection V'; sinon, le groupe G est
Geaq(Lk,—1)(k > 2).

6. trois espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre 2 : si un seul (a
multiple prés) semi-invariant d’ordre 2 est produit de formes linéaires, le
groupe G est monomial (éventuellement infini) de projection C' ou D ; sinon,
tous sont produits de formes linéaires et le groupe G est monomial fini de
projection D.

7. un invariant et deux espaces de dimension 1 de semi-invariants d’ordre
2 : si 'invariant est produit de formes linéaires, le groupe G est monomial
(éventuellement infini) de projection V'; sinon, un semi-invariant est produit
de formes linéaires et le groupe G est monomial (éventuellement infini) de
projection D.

8. un invariant : s’il est produit de formes linéaires, le groupe G est monomial
(éventuellement infini) de projection V' ou Ay ; sinon, le groupe G est un des

groupes primitifs finis F, 5, G4, Gf41/2, G;41/2, (GG17 ou un groupe primitif
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infini de composante connexe de I'identité 'image irréductible de SL(2,C)
dans SL(4,C).

9. un semi-invariant d’ordre 2 : s’il est produit de formes linéaires, le groupe
G est monomial (éventuellement infini) de projection C, D ou Sy ; sinon, le
groupe GG est un des groupes primitifs finis G5, Gf;/ 2, Gf;/ ? Gho.

10. un espace de dimension 2 d’invariants : si on un semi-invariant produit
de formes linéaires dans cet espace, le groupe G est Gaq5(1,—1); sinon, le
groupe G est le groupe primitif fini A ou Ay /,.

En résumé, pour chercher un semi-invariant produit de formes linéaires, si 'on
n’est pas dans une des situations de la liste précédente, le théoreme 3.10.1 nous
donne des informations sur le groupe G. On peut alors consulter les tables :
tous les groupes ayant cette configuration auront la méme répartition de leurs
semi-invariants produits de formes linéaires (en dehors de la liste précédente, la
stratégie permet de distinguer les groupes monomiaux des autres). Ceci permettra
soit de trouver le semi-invariant qui nous intéresse sans autres calculs, soit de
faciliter ceux-ci. Par exemple, si on a quatre semi-invariants de degré 2 d’ordre 2,
le groupe G est Gy122(1,1,1) et on a alors un unique invariant (& multiple pres)
produit de formes linéaires : il suffit de le prendre et il n’est pas ici nécessaire de
procéder a d’autres calculs puisque la configuration en degré 4 pour ce groupe
est (1,1),(4,2),(2,2),(2,2),(2,2) avec un invariant produit de formes linéaires
et six (droites de) semi-invariants produits de formes linéaires dans 'espace de
dimension 4. Si I’on n’a aucun semi-invariant de degré 2 et deux semi-invariants
de degré 4 d’ordre 2, le groupe G sera Gsq1(2), Gs12(2), Gsa3(2) ou Ggaa(1) et on
devra calculer ’expression polynomiale des semi-invariants pour savoir lequel des
deux est un produit de formes linéaires. Les semi-invariants produits de formes
linéaires peuvent aussi eétre tous dans des espaces de semi-invariants de dimension
supérieure a 1, ce qui rendra leur recherche plus difficile : par exemple, si on
n’a aucun semi-invariant de degré 2 et, en degré 4, un espace de dimension 2
d’invariants et un (espace de dimension 1 de) semi-invariant(s) d’ordre 2, le groupe
sera alors monomial fini de projection V' et il admettra un seul (semi-)invariant
produit de formes linéaires, qui sera dans ’espace de dimension 2 d’invariants.
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Chapitre 4

L’ordre de la puissance
symétrique quatrieme d’une
équation différentielle

En général, la puissance symétrique quatrieme d’une équation différentielle
linéaire d’ordre 4 est d’ordre maximal (35). Le calcul de ses solutions exponen-
tielles donne alors des informations sur les semi-invariants de degré 4 sous I’action
de son groupe de Galois différentiel (lemme 2.4.3). Toutefois, en raison de relations
pouvant exister entre les solutions, le degré de la puissance symétrique quatrieme
peut chuter et cette chute peut méme étre importante’.

Cette chute peut eétre évitée en transformant 1’équation en une équation
ayant méme groupe de Galois différentiel et (& isomorphisme prés) méme es-
pace de solutions de puissance symétrique d’ordre maximal comme cela est ex-
pliqué par M.F. Singer et F. Ulmer dans [57] (démonstration du théoreme 3.5).
Une autre méthode pour éviter ce probleme de chute de degré consiste a pas-
ser par les systemes différentiels plutot que par les équations, comme 'exposent
M. van Hoeij et J.-A. Weil dans [33, Section 2.3] (on peut aussi consulter [12,
Section 3]).

Néanmoins, a 'ordre 3, une chute de degré peut aussi donner des informa-
tions utiles pour 1'étude d'une équation. Ceci a été exploité par F. Ulmer en
vue d’élaborer un nouvel algorithme de calcul des solutions liouvilliennes des
équations différentielles d’ordre 3 dans [65] (algorithme en section 3.4, ainsi que
lemme 3.1 et corollaire 3.3). Il apparait ainsi justifié de s’interroger sur le com-
portement d’une équation différentielle d’ordre 4 dont le degré de la puissance
symétrique quatrieme chute.

Lon peut garder en mémoire I'exemple 3.1.2 ([8, Example 2.2]). On a alors une puissance
symétrique deuxieme d’ordre (maximal) 10, une puissance symétrique troisieme d’ordre (maxi-
mal) 20 et une puissance symétrique quatrieme d’ordre 29 (pour un ordre maximal de 35), d’out
une chute de 6 pour le degré.
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Soit L(y) = 0 une équation irréductible de degré 4 admettant le systeme
fondamental de solutions {uy,...,us}. On a alors :

Sol(L®") = Vectc <{ H uﬁu%u§ui}) .
i thl=4
Le cardinal de cette famille génératrice est 35; si la puissance symétrique qua-
trieme n’est pas d’ordre maximal 35, I’espace Sol(L©4) sera de dimension inférieure
a 35 (sa dimension étant 'ordre de la puissance symétrique quatrieme) donc la
famille génératrice sera liée, ce qui signifie qu’il existe au moins un polynome en
4 variables de degré 4 a coefficients dans C' dont I’évaluation en les u; est nulle.

4.1 Puissance symétrique quatrieme d’ordre 34

Dans ce cas, il n’existe qu’un polynéme (a multiple pres) annulant les u; : ceux-
ci seront donc sur une surface. Le lemme suivant nous donne des informations sur
les semi-invariants de degré 4 du groupe de Galois différentiel de cette équation.

Lemme 4.1.1 Soit L(y) = 0 une équation différentielle linéaire unimodulaire
d’ordre 4 a coefficients dans un corps différentiel k de groupe de Galois G. On
suppose que sa puissance symétrique quatrieme est d’ordre 34. Le groupe G admet
alors (au moins) un semi-invariant de degré 4. De plus, si G est monomial, il
admet alors (au moins) deux semi-invariants de degré /.

Démonstration.

Soit K une extension de Picard-Vessiot de k associée a L(y) = 0 et uy, ..., ug
un systeme fondamental de solutions de L(y) = 0 dans K. Si G est monomial,
on peut supposer que uq, ..., uy correspond a un systeme de monomialité de G.

On notera ¢ le morphisme d’évaluation Clxy,...,x4)s — K : Q(x1,...,24) —
Q(uy, ..., ug). Comme L& (y) est d’ordre 34, Pespace Ker¢ sera de dimension 1, de
base P(x1,...,x4) € C[z1,...,24]4. On va étudier 'action de G sur ce polynome.
Soit 0 € G C SL(n,C). La restriction de ¢ a C' étant I'identité, on a :

¢(0.P(x1,...,x4)) = 0.0(P (21, ..., 24)) = 0.P(uy, ..., ug) =0

donc 0.P(x1, ..., 24) € Kere. De ce fait, il existe A\, € C tel que 0.P(xy,...,x4) =
Ao P(x1,...,24). En conséquence, le polynéme P(x1,...,x4) € Clxy,...,24]s est
semi-invariant sous l'action de G et la premiere partie du lemme est établie.

Si G est monomial, le choix de u comme systeme de monomialité de G im-
plique que le produit z;z9x314 est un polynome semi-invariant sous son action
(plus précisément, ce choix de u fixe une représentation de G C SL(n,C') pour
laquelle zyzox3zy est un semi-invariant) et il est différent de P(x, ..., z4) puisque
¢($1ZL‘2$3I’4) = U1U2U3U4 7& 0= qb(P(xl, ceey ZE4)) O

A Taide des tables du chapitre précédent, on peut déduire la proposition
suivante de ce lemme.
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Proposition 4.1.2 Soit L(y) = 0 une équation différentielle linéaire unimodu-
laire d’ordre 4 a coefficients dans un corps différentiel k de groupe de Galois G.
On suppose que sa puissance symétrique quatrieme est d’ordre 34. Si G admet
un seul polynome semi-invariant de degré 4, ce groupe sera primitif :

— si ce polynome est un invariant, le groupe G' sera B, Ey /2, G14, GLUQ, G;41/2, G17
ou un groupe primitif infini de composante connexe de l’identité l'image
irréductible de SL(2,C) dans SL(4,C) (dans ce cas, on n'aurait pas de
solution liowvillienne puisque SL(2,C) n’est pas résoluble).

— st ce polynome est un semi-invariant d’ordre 2, le groupe G sera G5, GT51/2, G1_51/2
ou Glg.

Sinon (i.e. si G admet plusieurs semi-invariants de degré 4), ce groupe sera mo-
nomial (éventuellement infini) ou fini et ’équation admettra des solutions liou-
villiennes.

Démonstration.

Si G admet un seul polynome semi-invariant de degré 4, le groupe ne peut
pas étre monomial (sinon, il aurait au moins deux semi-invariants de degré 4
d’apres le lemme). Les tables des groupes primitifs et imprimitifs non monomiaux
nous donnent alors les groupes possibles. Si le groupe G admet un semi-invariant
R(xq,...,z4) d'ordre 2, le carré de celui-ci est un semi-invariant de degré 4 : c’est
donc P(zy,...,z4) & multiple pres. Or, P(uy,...,us) = 0, donc R(uq,...,uy) = 0.
On a donc un semi-invariant de degré 2 qui s’annule sur un systeme fondamental
de solutions de L(y) = 0. On en déduit qu'il existe plusieurs polynoémes de degré 4
dont I’évaluation en uyq, ..., uy s’annule, ce qui contredit notre hypothese de départ
sur le degré de la puissance symétrique quatrieme de L(y). En conséquence, le
groupe G n’admet aucun semi-invariant de degré 2 et le premier point (situation
ou 'on a un seul semi-invariant de degré 4) de la proposition est établi.

La premiere assertion du second point est une conséquence des tables du
chapitre précédent. Enfin, des solutions algébriques étant nécessairement liou-
villiennes, il suffit pour établir la derniere assertion de vérifier que les compo-
santes connexes de I'identité des groupes monomiaux infinis sont résolubles. Ceci
est immédiat puisque ces composantes sont, suivant les groupes, H{, HZ, HY ou
Hj qui sont diagonales donc résolubles. [

Remarque 4.1.3 Dans la situation de la proposition, si la puissance symétrique
quatriéme de l’équation n’a pas de solution exponentielle (non nulle), on aura un
unique (semi-)invariant de degré 4. En transformant cette équation a l'aide de
la méthode décrite dans [57], on obtient une équation de méme groupe de Galois
dont la puissance symétrique quatrieme est d’ordre mazimal : on peut calculer ses
solutions exponentielles, connaitre [’ordre de cet unique (semi-)invariant et appli-
quer alors la proposition ci-dessus (partir directement de [’équation transformée
n’aurait pas permis de prouver que le groupe ne pouvait étre monomial).
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4.2 Puissance symétrique quatrieme d’ordre inférieur
ou égal a 33

Si les solutions wu; sont sur une courbe irréductible, on est alors dans la
situation décrite par le théoreme suivant de M.F. Singer pour les équations
différentielles linéaires d’ordre 4 (le théoreme est vrai pour un degré quelconque) :

Théoréme 4.2.1 (Singer, [53, théoréme 4, p.130]) Soit k un corps différentiel de
corps des constantes C et L(y) = 0 une équation différentielle linéaire homogéne
d’ordre 4 a coefficients dans k de groupe de Galois différentiel G unimodulaire. Si
L(y) = 0 admet un systeme fondamental de solutions sur une courbe algébrique
irréductible C, on a une des conditions suivantes :

1. les solution de L(y) = 0 sont algébriques sur k et G sera fini.

2. il existe une équation différentielle linéaire d’ordre 2 Lo(y) = 0 a coefficients
dans k telle que L(y) = LSD?’ (y).

3. il existe deux racines vy el vy d’un polynome de degré 2 sur k et des entiers
strictement positifs N > 4 eti; < ... < iy < N tels que {wwd ", .. witw) "}
forme un systéme fondamental de solutions de L(y) = 0, ot wy = exp( [ v1)

et wy = exp( [ va).

Pour prouver ce théoreme, M.F. Singer distingue différents cas suivant le genre
de la courbe C et son degré. Si genre(C) > 1, le groupe G est fini et toutes les
solutions sont donc algébriques. Si genre(C) = 0 et degré(C) > 3, soit G est
fini, soit on est dans le troisieme cas du théoreme. Sinon, on a genre(C) = 0 et
degré(C) = 3 (car degré(C) > 3). Un changement linéaire de coordonnées dans
I'espace des solutions de L(y) = 0 (donc modifiant le systeme fondamental de
solutions de départ mais pas I’équation différentielle) permet alors de se ramener
au cas ou la courbe annulant nos solutions est la courbe normale rationnelle
R C P?, définie par les équations : 3193 — y2, y2ya — y2. On rappelle I’énoncé du
lemme 4 qui s’applique alors.

Lemme 4.2.2 ([53, Lemma 4, p.129]) Soit k un corps différentiel de corps des
constantes C' et L(y) = 0 une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre
4 a coefficients dans k. Alors il existe une équation différentielle linéaire d’ordre
2 Lo(y) = 0 a coefficients dans k telle que L(y) = Lgsy(y) si et seulement si
il existe un systéme fondamental de solutions {yi,...,ys} de L(y) = 0 tel que :

Y1ys — Y3 = 0,y2ys — y3 = 0.

Ce lemme montre alors que 'on est dans le deuxiéme cas.
Par ailleurs, on ne rencontrera pas le troisieme cas puisque 1’équation est alors
réductible, comme le montre le lemme suivant.
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Lemme 4.2.3 Soit k un corps différentiel de corps des constantes C' et L(y) =0
une équation différentielle linéaire homogéne d’ordre 4 a coefficients dans k. On
suppose qu’il existe deuz racines vy et vy d’un polynome P € k[X] de degré

2 et desﬁentiersﬁ strictement positifs N > 4 et i1 < ... < iy < N tels que
{witwy =™, . wiw)Y ™™} forme un systéme fondamental de solutions de L(y) = 0,

ot wy = exp( [ v1) et wy = exp( [ v2). Alors Uéquation L sera réductible.

Démonstration.

On notera K l'extension de Picard-Vessiot de k correspondant a L(y) = 0
engendrée par le systeme fondamental de solutions de 1’énoncé et G le groupe de
Galois différentiel correspondant. Les dérivées logarithmiques des éléments (non
nuls) de K sont dans K et wiwy = exp( [ i;v1 + (N — i;)va), donc iy, + (N —
i1)ve € K et iqv; + (N —ig)vy € K. On en déduit que vy,vy € K car i < ig
et on peut donc étudier I'action des éléments de G sur vy, v9. Comme vy, v9 sont
les deux racines d'un polynome de degré 2 a coefficients dans k, le groupe G les
permutera.

On regarde maintenant I’action de G sur w! w) ~". On constate que wi w) ~* =
exp( [ 4101 + (N — i1)vq) est solution de 'équation suivante a coefficients dans K :

y/ — (z’wl + (N — il)vg)y =0.

En conséquence, si ¢ € G, selon son action sur vy, v, on a les deux situations
suivantes :

. i N—i . .

— 81 o(v1) = vy,0(vy) = v9, alors o(wi'wy ") sera solution de y' — (i;v; +
. , N 3 N—1 N .

(N —i1)ve)y = 0 donc sera égal a witws; ", & produit par une constante

(dans C') pres. ' ‘

— si o(vy) = vy,0(ve) = vq, alors a(wifwévfzf) sera solution de y' — (v +
(N —i1)vy)y = 0 donc sera égal a wiwl ™, & produit par une constante
(dans C') pres.

i

.. . N—i . . ~
Ainsi, 'action de G sur wi'w, ' l'enverra sur un C-multiple de lui-méme ou de

whw 1,
5e . . i1, N—ip ij N—’ij
On va montrer qu’il existe j dans {1,...,4} tel que wy'wy " = wyw, 7 (ou,
plus simplement, N —i; = i;)?. Si ce n’est pas le cas, on écrit wy'w;' "+ € K dans
la base {ww) 7, .. wiw) "}, ce qui nous donne une combinaison linéaire nulle
A [t B DR : e
non triviale de w; " wg', witwsy 7, . witwy, ™ a coefficients dans C. Désignant

par « le minimum de {i;, N —4,}, on met en facteur w{w) ~* et on trouve alors

un polynome non nul a coefficients dans C' annulant 1. Or C' est algébriquement

clos, donc 3+ € C, donc winw) " = gwd avec B, € C;m =1,...,4. On en
déduit que la famille {wiw) ™" .. ww) ~} est liée, ce qui est impossible (c’est
une base!).

R . ) N
On considere alors le sous-C-espace vectoriel de K engendré par wj'w, "

et wij wév ~%_ 11 est stable sous l'action de G. En effet, on a vu ci-dessus que les

2on aura j = 1sii; = N/2
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éléments de G envoient w!'w) ~ sur un multiple de lui-méme ou de wiw ™" =

ij  N—i; A . . /12 . i; N—i;
wywy, 7. De méme (N —i; = 1), les éléments de G envoient wyw, ~’ sur un

multiple de lui-méme ou de wiw) 7 = witw)

En conséquence, on a trouvé un sous-C-espace vectoriel de K de dimension
inférieure & 2 stable sous G : I'équation de départ est donc réductible (proposition
2.1.12). O

Dans sa these ([45, Prop.6]), A. Person donne le critere suivant pour savoir si

l'on est dans le deuxieme cas :

Lemme 4.2.4 Soit L(y) = y™@ + psy® + poy” + p1y/ + poy = 0 une équation
différentielle linéaire homogéne d’ordre 4 a coefficients dans un corps différentiel
k. Alors il existe une équation différentielle linéaire homogéne Lo(y) = 0 d’ordre
2 a coefficients dans une extension différentielle de k telle que L = L2©3 si et
seulement si

11,2

3 / 2./ / i
_ P3| Tpsps P2 —36P3 —3Ps  ,  llpspy 2, py
PL=36+ g5 TP 2 L T R
po = 18r%s + 67's + 9s* + 15rs’ + 35"

11p2 2

D3 b2 — 36 §p3

avecr = — et § = ———2>—=—

6 10

Dans ce cas, on a Ly(y) = y" + ry + sy et celte équation est a coefficients

dans k.

Ainsi, étant donnée une équation unimodulaire irréductible d’ordre 4, on détermine
si elle provient d'une équation d’ordre 2 grace au critere précédent. Si c’est le cas,

on peut trouver ses solutions. Sinon, si ’équation admet un systeme fondamental

de solutions sur une courbe algébrique irréductible, le groupe de 1’équation sera

alors fini. En effet, le théoreme de M.F. Singer s’applique alors a cette équation et

il nous dit que n’étant pas réductible (cas 3) et ne provenant pas d’une équation

d’ordre 2 (cas 2), ’équation qui nous intéresse a une solution algébrique sur k et

un groupe de Galois fini.

Il faudrait maintenant voir quels groupes finis peuvent étre des groupes d’équations
dont la puissance symétrique quatrieme n’est pas d’ordre maximal. Pour cela, il
faudrait une méthode pour vérifier si un groupe donné est ainsi (et si possible
une méthode qui puisse apres s’appliquer a des familles de groupes finis).
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Chapitre 5

Des exemples

5.1 Le groupe G =< a,b,u;,v; >= G,127(1,1,0)

Pour ce groupe, en degré 4, on a un espace de dimension 5 d’invariants dont
15 produits de formes linéaires et 15 espaces de dimension 2 de semi-invariants
non produits de formes linéaires. On s’intéresse plus précisément a ce groupe en
cherchant d’abord sa représentation de permutation fidele de plus petit degré :
pour cela, on cherche un sous-groupe d’indice minimal tel que la représentation
de G par permutation des classes de ce sous-groupe soit fidele ([34, Théoréeme 6.2,
p.28]), le degré de cette représentation étant l'indice du sous-groupe. On trouve
alors le groupe suivant avec Magma :

Permutation group gl acting on a set of cardinality 8
Order = 32 = 275

(1, 2@, 6)(4, 7)(5, 8)

(1, 2)(@3, 54, 76, 8)

(1, 3,7, 8(2, 5, 4, 6)

(1, 4,7, 2)(@3, 6, 8, 5)

Dans la liste des groupes transitifs de Magma (G. Butler et J. McKay, [13]), il
s’agit de T&QQ.

D’apres G. Malle et B.H. Matzat ([40, Table 6, p.405-406]), le polynéme sui-
vant est le polynome minimal d’une extension réguliere de Q(t) de groupe de
Galois T&QQ .

. 16(2z — 3)%¢?

(2% —2) 1)
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L. Schmidt-Thieme a calculé ([49, p.87]) une équation différentielle d’ordre 4
dont T 22 est le groupe de Galois différentiel :

55018 — 1849¢5 + 865t — 16
(11064 — 612 — 4)(t + 2)(t + 1)(t — 1)(t —2)¢

3 8360t'2 — 5435810 + 101761t% — 6126710 + 8884t* + 4784t? — 64
1 (11064 — 6182 — 4)(t + 2)2(t + 1)2(t — 1)2(t — 2)2t2
37040t — 351625 + 422295 — 14924¢* — 475612 + 848
R B T V7B Py Ve v T g T g A
3 1320t8 — 5620t + 1758t* — 50312 + 148
16 (106 — 612 — )t + 2020 + 20 — 2 — gyl = O
Avant d’étudier cette équation plus en détail, on peut mettre en oeuvre la stratégie
décrite dans le chapitre 3 afin de chercher son groupe (ou plutdt de vérifier
que c’est bien celui qui nous intéresse). On cherche d’abord ses semi-invariants
de degré 2 et on calcule pour cela la deuxieme puissance symétrique de cette
équation. Elle est d’ordre maximal ; d’apres le lemme 2.4.3, les semi-invariants de
degré 2 du groupe de cette équation sont en bijection avec ses solutions exponen-
tielles. On calcule ces dernieres :

-2 t1/2 /2 t (t—2)"/2
2o+ D)2E—1) (t+ D)= D2 (@ =172 (t+ )2 —1)

(t + 2)1/2 (t _ 2)1/2t1/2 (t + 2)1/2t1/2 (t2 _ 4)1/2t (t2 _ 4)1/2
t+DHE-—1)72"  2-1 7 2-1 7 -1 (-1
On a donc, en degré 2, un (espace de dimension 1 d’) invariant(s) et neuf (espaces
de dimension 1 de) semi-invariants d’ordre 2 : le groupe de cette équation est donc
Gu127(1,1,0), d’apres le cas J du théoreme 3.10.1 (p. 86).
A T'aide de Maple, on peut calculer les exposants de cette équation et on
trouve (0,1,1,2) en 0, en 2 et en -2, (0,1,3,5!) en L et en -1, (0,1,3,5) en oo

) 9299 12572
et (0,1,2,4) en + YOV (1 ines de 11081 — 6162 — 4).

Reprenons la méthode décrite par F. Ulmer dans la section 2 de [66] en la
singularité ¢ = 0. On a la matrice de monodromie suivante en 0 :

L(y) = y(t)™ +3 y(t)®

y(t)®

10 0 0
01 0 0
00 -1 0 |~""
00 0 -1

On calcule ensuite avec Magma un ensemble de générateurs de I’anneau des in-
variants de G (vu comme une algebre sur C), la finitude de cet ensemble étant
garantie par le théoreme d’E. Noether :

_ _ 4 4 4 4 2,2 2,2 2,2 2,2 2,2 2,2
I, = v1wotx324, Iy = 21+ 05+25+2), I3 = viv5+2570), [y = xjrs+aiv,+as05+257),
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2,2 2,2 4 4 4 4
Is = xi23 + x50y, I = X374 + 10205 + T1T2X, + ToT3T4.

L’espace des invariants de degré 4 est engendré par I, Iy, I3, I, et I5.

On s’intéresse a la valeur de ces invariants, c¢’est-a-dire a leur image par un
morphisme d’évaluation envoyant (xy, zs, 3, x4) sur un systeme fondamental de
solutions de L(y) = 0. D’apres [56, Lemme 1.6], la valeur d’un invariant de degré
m est une solution rationnelle de L®" (y) = 0. Toutefois, en pratique!, le calcul
d’une puissance symétrique peut s’avérer tres difficile et on va essayer d’avoir
d’autres méthodes pour trouver les valeurs d’invariants. Le lemme suivant, da a
M.F. Singer et F. Ulmer, établit un lien entre les exposants de L(y) = 0 et ceux
de LO"(y) = 0 et va nous permettre de déterminer la forme de la valeur d'un
invariant.

Lemme 5.1.1 (Singer-Ulmer,[57, Lemmes 2.2.4 et 3.1])

(i) Soit L(y) = 0 une équation différentielle linéaire fuchsienne d’ordre n a
coefficients dans C(z) et ay, ..., a, ses exposants en un point ¢ € C. La puissance
symétrique m-iéme de L(y) = 0 est alors fuchsienne et ses exposants en ¢ se

trouvent dans l’ensemble {k: +2ai iy €L nk € N}.

(ii) Si une équation différentielle linéaire a coefficients dans C(x) L(y) = 0
d’ordre n a une solution de la forme P(x)[[,(x —¢;)% avec P € Clz],¢; # oo les
points singuliers de L(y) = 0 et a; des exposants en ¢;, il existe un exposant a
Uinfini e~ tel que Y, a; + e est un entier négatif (qui vaut -deg(P)).

Prenons maintenant I’exemple de [;. Il est de degré 2 et sa valeur, qui est une
solution rationnelle de L®(y) = 0, sera de la forme P(t) [L(t—ci)™ o les ¢; sont
les singularités finies de notre équation et les a; des exposants de L& (y) = 0. Le
lemme précédent (partie (i)) nous permet de trouver la valeur minimale des a; :
ce sera 0 si ¢; est 0,2, —2 ou une racine de 110t* —61t> —4 et —1si ¢; est 1 ou —1.
I sera donc de la forme Q(¢)(t + 1)~ *(t — 1)~ avec Q € C[t]. On borne alors le
degré de 2 en minimisant e, (en appliquant la partie (ii) du lemme). La valeur
de I; sera ainsi :
o + it + agt?
(t+1)(t—1) "

On procede de méme pour montrer que la valeur de [;(j = 2, ...,6) sera :

> o Bigt! > g it
(t+1)2(t—1) (t+1)3(t—1)

pour j =2,...,5, pour j = 6.

Lpour 1’équation qui nous intéresse ici, le calcul de sa puissance symétrique deuxieme n’a
pas posé de difficulté ; en revanche, les essais réalisés mi-Janvier 2004 avec Maple pour calculer
sa puissance symétrique troisieme (sur le serveur de calcul de 'TRMAR) ou quatrieme (sur
MEDICIS [Cosimo]) n’ont pas abouti. Toutefois, ces puissances sont désormais calculables &
laide du logiciel BERNINA qui permet aussi le calcul rapide de (semi-)invariants (de degré 2
et 4) (http ://www-sop.inria.fr/cafe/Manuel.Bronstein/sumit/bernina.html).
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Essayer de calculer directement les valeurs des invariants a partir de ces informa-
tions ferait intervenir de trop nombreux parametres (car les exposants different
d’entiers) et on va procéder différemment pour obtenir (d’abord) certaines valeurs
des invariants en calculant autrement des polynomes minimaux de solutions.

Pour cela, on applique la méthode décrite par F. Ulmer dans la section 3.2 de
[66]. Pour avoir une singularité avec une matrice de monodromie d’ordre maximal
et les plus petits espaces propres possibles, on se place en 0 (matrice d’ordre 2
avec deux espaces propres de dimension 2). L’image de la matrice de monodromie
en 0 dans Gy, la représentation fidele de degré 8 de G, est (1,6)(2,3)(4,8)(5,7).
On notera y le caractere de G.

Soit K Dextension de Picard-Vessiot de k = C(t) associée a L(y) = 0. On va
chercher le polynéme minimal d’une solution z de L(y) = 0 qui est un vecteur
propre associé a une valeur propre a de Mj. On notera ¢, le caractere de degré
1 de < My > associé a a (¢a(My) = ).

On cherche d’abord la forme d’un tel polynéome minimal. A la tour d’exten-
sions k C k (Z;/) C k(z) € K correspond la tour G(L) D Hy D Hy D {Id}
avec H; =Stabg (Z;/) et Hy =Stabg(z). D’apres un résultat de M.F. Singer et
F. Ulmer ([56, Corollaire 1.4]), en notant i = [k(z) : k(£)] = [Hy : H,) et
m =k (z;/) : k] =[G : Hy], le polyndéme minimal de z sera de la forme :

Y™ 4t a Y +ag (aj € k).

Afin de déterminer les valeurs possibles de m et de i, on va utiliser le résultat
suivant sur les stabilisateurs de vecteurs propres de Mj et de leurs dérivée loga-
rithmique, di a F. Ulmer.

Lemme 5.1.2 (Ulmer,[66]) Soit un vecteur propre z de My associé a a solution
de L(y) = 0 avec H; =Stabg (Z;') et Hy =Stabg(z). Alors, les groupes Hy et Ho
sont tels que :

1. le sous-groupe Hy C G est mazimal parmi les groupes vérifiant les propriétés
sutvantes :

((Z) < My >C H;

(b) xim, (la restriction de x a Hi) a un terme v de degré 1 dans sa
décomposition en caracteres irréductibles

(C) 1/}|<Mo> = ¢a

2. le sous-groupe Hy C Hy C G est maximal parmi les groupes vérifiant les
propriétés suivantes :

(a) Hy est distingué dans Hy et Hy/Hy est cyclique
(b) Y1, = 1u, (le caractere trivial de Hy).

Démonstration.
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Montrons que H; vérifie les propriétés (1.a) a (3.a). Comme My.z = az, on a
Mg.%/ = Z;/ donc < My >C H; et (1.a) est vérifiée. De plus, pour o € Hy, on a :

;, . (i) IRLCTN <U(Zz)>’ _o@e—Fex)

2 o(2) 22

En conséquence, z sera un vecteur propre commun aux éléments de H; et I'espace
Crz est un sous-espace stable sous Hi, irréductible car de dimension 1. Il lui
correspond donc un caractere ¢ de degré 1 dans la décomposition en somme
d’irréductibles du caractere de Hy (xju,). On aura alors, pour M € Hy, M.z =
Y(M)z d’otr en particulier 1)(My) = o = ¢ (M) et donc Yj<psy> = ¢q. Les points
(1.b) et (1.c) sont donc vérifiés.

Dans le paragraphe précédent, on a seulement utilisé le fait que H; était
un sous-groupe de G stabilisant Z;/ et contenant M. Par définition, le groupe

I\

Stabg (Z;/) est maximal parmi les sous-groupes de G stabilisant Z;/ (et il contient
My), donc H; vérifie bien la condition 1.

Un élément stabilisant z stabilise Z;l donc Hy C Hj. La propriété (2.a) est
vérifiée d’apres un résultat de M.F. Singer et F. Ulmer : le corollaire 1.4 de
[56]. Par ailleurs, on a, pour M € Hy, M.z = (M)z comme Hy C H; et
M.z = z puisque H, stabilise z donc 9|, = 1g, (ce qui est la propriété (2.b)). La
maximalité de Hy vérifiant ces hypotheses est une conséquence de la maximalité
du stabilisateur (la condition (2.b) décrit précisément les sous-groupes de H; qui
stabilisent z). O

Pour connaitre les valeurs possibles de m et ¢ pour les différents vecteurs
propres de My, il suffira donc de chercher tous les couples Hy, Hy de sous-groupes
de G vérifiant les propriétés décrites dans le lemme ci-dessus (avec les conditions
de maximalité) et de prendre comme valeurs possibles m =[G : Hy] et i = [H; :
H| pour chacun de ces couples.

On calcule ces couples possibles pour notre exemple en commencant avec la
valeur propre -1. A 'aide de Magma, on peut connaitre le treillis des sous-groupes
de (G1. Dans ce treillis, le groupe d’ordre 2 engendré par I'image de M, matrice de
monodromie en 0, est conjugué au groupe n.3 de ce treillis. Voici les sous-groupes
de GG; le contenant :

Partially ordered set of subgroup classes

[ 1] Order 1 Length 1 Maximal Subgroups:

[ 3] Order 2 Length 2 Maximal Subgroups: 1

[12] Order 4 Length 1 Maximal Subgroups: 2 3
[27] Order 4 Length 4 Maximal Subgroups: 3 6 11
[30] Order 4 Length 4 Maximal Subgroups: 3 7 10
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[39] Order 8 Length 1 Maximal Subgroups: 12 17 26
[40] Order 8 Length 1 Maximal Subgroups: 12 23 24 27
[49] Order 8 Length 1 Maximal Subgroups: 12 15 21
[50] Order 8 Length 1 Maximal Subgroups: 12 14 22 30
[63] Order 8 Length 1 Maximal Subgroups: 12 13 25
[66] Order 8 Length 1 Maximal Subgroups: 12 16 20
[66] Order 8 Length 1 Maximal Subgroups: 12 18 19

[70] Order 16 Length
[71] Order 16 Length
[76] Order 16 Length
[77] Order 16 Length
[78] Order 16 Length
[80] Order 16 Length
[82] Order 16 Length
[83] Order 32 Length 1 Maximal Subgroups: 68 69 70 71 72 73 74

75 76 77 78 79 80 81 82

Maximal Subgroups: 42 53 54 55 56 57 64
Maximal Subgroups: 38 39 40 41 52 53 59
Maximal Subgroups: 37 40 44 50 56 62 67
Maximal Subgroups: 43 48 49 50 51 53 63
Maximal Subgroups: 33 34 40 47 49 55 58
Maximal Subgroups: 35 39 46 49 56 61 66
Maximal Subgroups: 36 39 45 50 55 60 65

e

On cherche d’abord un sous-groupe d’ordre maximal contenant < M, > et tel que
la restriction de x a ce groupe ait un terme 1 qui soit un caractere linéaire. On
vérifie ensuite si la restriction de ¥ a < My > est ¢_;. Aucun groupe d’ordre 16
ne convient. Parmi ceux d’ordre 8, on trouve les groupes 40,50 et 56 qui vérifient
ces conditions et contiennent les sous-groupes d’ordre 4 contenant < M, >. Ces
trois groupes seront donc maximaux vérifiant cette propriété et, en notant z
un vecteur propre de M, associé a -1, H; :Stabm(z;/) pourra étre I'un d’eux
trois. On cherche maintenant Hy =Stabg(z) C Hy, en suivant toujours le lemme
précédent.

Si H; est le groupe 40 (engendré par (2,4)(3,8);(1,5)(2,3)(4,8)(6,7) et
(1,7)(2,4)(3,8)(5,6)), on a deux choix possibles pour le caractere linéaire 1 (tel
que Y<ny> = ¢—1). Pour chacun de ces caracteres, il existe un unique sous-groupe
d’ordre 4 tel que la restriction a ce sous-groupe de v soit le caractere trivial : ce
sont les groupes < (1,7)(5,6);(1,5)(2,3)(4,8)(6,7) > (pour le sixieme caractere
de la table de Hy) et < (2,4)(3,8);(1,6)(2,8)(3,4)(5,7) > (pour le septieme
caractere de la table de H;). On remarque que les sous-groupes d’ordre 2 seront
toujours distingués mais que le quotient de H; par eux-mémes ne sera jamais
cyclique.

Si H; est le groupe 50 (< (1,3)(2,6)(4,5)(7,8); (1,2)(3,6)(4,7)(5,8);
(1,7)(2,4)(3,8)(5,6) >), on trouve aussi deux sous-groupes d’ordre 4 correspon-
dant aux deux choix possibles pour ¢ : < (1, 3)(2,6)(4,5)(7,8); (1,2)(3,6)(4,7)(5,8) >
(caractere 5) et < (1,8)(2,5)(3,7)(4,6);(1,4)(2,7)(3,5)(6,8) > (caractere 8).
Comme précédemment, les quotients du groupe par ses sous-groupes d’ordre 2 ne
seront pas cycliques.

109



Si H; est le groupe 56 (< (1,2,7,4)(3,5,8,6);(1,3,7,8)(2,5,4,6);
(1,7)(2,4)(3,8)(5,6) >), on trouve le méme sous-groupe d’ordre 2 pour les deux
choix possibles pour v (caractéres 3 et 7) : < (1,6)(2,3)(4,8)(5,7) >.

En conclusion, on trouve que m vaudra 4 et que i peut valoir 2 ou 4. Ainsi,
par [56, Corollaire 1.4], le polynéme minimal d’un vecteur propre de M, sera de
la forme :

3
Q) =YY"+ b Y7 avec i € {2,4}.
§=0

On souhaite déterminer la forme possible de b;;. Pour cela, on va reprendre la
méthode fondée sur le lemme 5.1.1 décrite plus haut pour trouver la forme des
invariants. D’apres les relations entre coefficients et racines d'un polynome, b;;
sera une somme de produits de 4i — j.i solutions de L(y) = 0 (et racines du
polynéme), donc une somme de solutions de ’équation L©(47j)'i(y) = 0. D’apres
le lemme 5.1.1, b;; sera de la forme :

dei)
](621]) ? ’Yk,j,itk

4=y (=3

(t+1) =2 (t—1) =2

Les solutions formelles correspondant a la valeur propre -1 auront pour polynome
minimal un polynome correspondant a ¢ = 2 ou ¢ = 4. Pour chacune des solu-
tions formelles et chaque 7, on applique le polynome a coefficients indéterminés
correspondant a i (on aura 24 indéterminés pour i = 2 et 44 indéterminés pour
i = 4) ala solution et on prend les premiers termes du développement en série, ce
qui nous donne un systeme linéaire en les coefficients indéterminés que 1'on peut
résoudre. Dans les deux cas, on ne trouve pas de polynome pour ¢ = 2 mais on en
trouve un pour ¢ = 4. Le polynome minimal de la solution formelle correspondant
a I'exposant % est :

4096 (2t* — 12 — 8)Y12 N 2097152(8t% — 72t° + 259" — 224¢* + 128)Y8

YlG
IGE: @1

429496729612(—256 + 4402 — 225¢* + 34¢5) _, 1099511627776t8
+ Y+
(t* —1)0 (2 —1)8

Le polynome minimal de la solution formelle correspondant a ’exposant % est :

YS

24 — 12 — 8 12 N 8t® — 7210 4 250¢* — 224¢% 4+ 128

Y16
e e 812 — 1)

2(—256 + 440t% — 2254 + 34t6)Y4 N 8
16(t2 — 1)8 256(t2 —1)8
Pour l'autre valeur propre 1 de M, on trouve aussi que m vaudra 4 et que ¢
peut valoir 2 ou 4. On procede alors comme précédemment et on trouve avec le
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polynome correspondant a 7 = 2 un polynéome minimal pour chacune des solutions
formelles correspondant a la valeur propre 1. La solution formelle correspondant
a I'exposant 0 a pour polynome minimal :

222 -3)_, t(t*+2)

) o4
Y6 + Y4 — Y2+

. .
2062 — 1) 32(12 — 1) 128(12 — 1)3 4096(12 — 1)*

La solution formelle correspondant a I'exposant 1 a pour polynome minimal :

32 —2) 6 12807(26° = 3) , | 204887(1* +2) 4 4096t

ys S
9(t2 — 1) 81(t2 — 1) 729(¢2 — 1)3 729(t2 — 1)

A T'aide de ces polynomes, on peut trouver les valeurs de certains invariants :
— en degré 2, on a un seul invariant /; (& multiple preés) et on connait une
valeur possible (2 multiple preés) pour les invariants de degré 2 donnée par
le coefficient de Y°® du polynéme minimal correspondant a une solution
formelle associée a 'exposant 0 ou 1. La valeur de [ est donc (a multiple
pres) :
t?—2
2 -1
On vérifie que cette valeur est bien celle trouvée directement a partir de la
puissance symétrique deuxieme de I'équation.
— en degré 4, on trouve a 'aide de ces polynomes deux valeurs (auxquelles
s’ajoute le carré de la valeur de l'invariant de degré 2) :

21 — 12 — 8 12(21? - 3)
(=132 " (#-12

On remarque que l'espace vectoriel engendré par ces valeurs admet pour
base :
tt t? 1
RV CESRCENT

5.2 Un exemple d’équation de groupe SO(4,C)

Le fil directeur de cette partie est la recherche d’une équation d’ordre 4 dont
le groupe de Galois différentiel soit SO(4, C) a I’aide de la méthode de C. Mitschi
et M.F. Singer ([42]). Il nous faut d’abord chercher un module de Chevalley pour
ce groupe, puis une paire réguliere de générateurs pour ce module et enfin notre
équation.

5.2.1 Modules de Chevalley et paires régulieres de générateurs :
I’exemple de SO(4,C)

Rappelons la définition d’'un module de Chevalley :
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Définition 5.2.1 Soit G un groupe linéaire algébrique connexe semisimple. Un
module de Chevalley pour G est un G-module V' fidéle de dimension finie tel que :

1. V ne contient aucun sous-G-module de dimension 1

2. tout sous-groupe propre connexe fermé H C G laisse un sous-espace Wy C
V' de dimension 1 invariant.

Il s’agit maintenant de chercher un module de Chevalley pour SO(4, C), ques-
tion qui fut résolue par Jan Draisma ([21],[22]).

Proposition 5.2.2 On considere so(4,C) comme sl(2,C) + sl(2,C). Le module
V=MWoeW+WeWh+Wel),

ou Vi désigne le sl(2,C)—module standard et Vi le sl(2,C)—module trivial, est
alors un module de Chevalley pour SO(4,C).

Démonstration

Les sous-algebres maximales de so(4, C) sont en effet 'algebre diagonale qui
laisse une ligne invariante dans V; ® V; ainsi que sl(2,C) + B et B + sl(2,C)
(ou B désigne une sous-algebre de Borel de sl(2, C), c’est-a-dire une sous-algebre
résoluble maximale) qui laissent, respectivement, une ligne invariante dans Vo ®V;
et V1 @ W.

Il existe trois so(4, C)—modules irréductibles de dimension 4 : Vo ® V3, V3@V,
et V1 ® Vi, V3 désignant le si(2, C)—module irréductible de dimension 4 (puisque
tout so(4, C)—module irréductible est de la forme V; ® V; ou V;,V; sont des
sl(2,C)—modules irréductibles). D'une part, les modules V5 ® V3 et V3 ® V)
ne sont pas fideles. D’autre part, il existe un so(4, C)—module irréductible de di-
mension 4 fidele (celui qui correspond a la représentation usuelle de so(4, C)).
En conséquence, V; ® V] est le so(4,C)—module irréductible de dimension 4
fidele correspondant a la représentation usuelle de so(4,C) (et de SO(4,C)).
En conséquence, V' = (V1 @ V1) + (Vo ® V1) + (V1 ® Vp) est lui aussi fidele. [

Plus généralement, C. Mitschi et M.F. Singer montrent que tout groupe
algébrique linéaire (défini sur C, corps algébriquement clos de caractéristique
nulle) connexe semisimple admet un module de Chevalley ([42, lemme 3.1]) et
établissent le lemme technique suivant qui sera utile pour déterminer le groupe
de Galois d’extensions de Picard-Vessiot.

Lemme 5.2.3 ([42, lemme 3.3]) Soit G un groupe algébrique linéaire conneze
semisimple d’algébre de Lie G et V' un module de Chevalley pour G. Soit A €
G ®cClx] et t le degré mazimal des polynémes apparaissant dans A. Si C(x)(g)
est une extension de Picard-Vessiot de C(x) avec ¢ = Ag, de groupe de Galois
un sous-groupe propre de G, il existe w € V ®¢c Clz], w # 0 et ¢ € Clz] avec
deg.c <t tels que

w' — (A—clw =0.
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On cherche ensuite pour ce module une paire réguliere de générateurs ([42,
p.349]), dont on donne d’abord la définition. On considere G une algebre de Lie
semi-simple, V' un G-module et p la représentation de G dans GL(V'). On notera
H une sous-algebre de Cartan? de G et on considere la décomposition suivante
de V :

V=P VsouVs={veV[vheHph)v=pBHhwv}
BEH*

On considere alors

AO = Z Xao

« racine de G

ot X, est un élément non nul de G,, sous-espace primaire® relatif & a et on
note aussi Ay la matrice de 'action de Ay sur V' dans une base correspondant
a la décomposition précédente (la diagonale par blocs de cette matrice est alors
nulle).

On considere ensuite A; un élément régulier de ‘H (c’est-a-~dire un élément de
H dont le centralisateur dans G est H) tel que des racines distinctes prennent
des valeurs non nulles distinctes en A; et que des poids distincts (de H dans
V') prennent des valeurs distinctes en A;. Comme précédemment, on nommera
aussi A; la matrice de I'action de A; sur V' dans la méme base (cette matrice est
diagonale). Le couple (Ap, A1) engendre alors G (]9, Ch.8, Sec.2, Ex.8, p.221]) et
on le désignera comme étant une paire réguliere de générateurs de G (ou plutot
de la représentation p(G) de G dans GL(V)).

Cherchons une telle paire de générateurs de SO(4,C) pour le module de Che-
valley trouvé plus haut. On utilise pour cela le logiciel Gap* sur Q par souci de
facilité et de généralité. Voici les quelques lignes qui ont permis de définir nos
deux matrices.

S=s1(2,C) et T=so0(4,C)

gap> S:=SimpleLieAlgebra("A",1,Rationals);
<Lie algebra of dimension 3 over Rationals>
gap> T:=DirectSumOfAlgebras(S,S);

<Lie algebra of dimension 6 over Rationals>

Recherche de 1’é&lément régulier de la paire:

gap> uu:=ChevalleyBasis(T);
[ [v.1, v.4], [ v.2, v.b ], [ v.3, v.6 ] ]

2Une sous-algebre de Cartan est une sous-algebre nilpotente égale & son normalisateur (dans
Palgebre).

30n rappelle que G, = {z € G|Vh € H, [h,x] = a(h).z}, pour a € H*, a étant une racine si
G, n’est pas réduit a zéro.

4Gap : Groups, Algorithms and Programming : http ://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/~gap/
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gap> v:=uu[3] [1]+3*uul3] [2];
v.3+(3)*v.6

Premier élément de la paire:

gap> w:=uu[1] [1]+uu[1] [2]+uu[2] [1]+uu[2] [2];
v.1l+v.2+v.4+v.5

La fonction MatrizOfAction de Gap nous a ensuite donné 1’écriture matricielle
de Ap et A; :

01100000 40 0 0 0 0 0 0
10010000 02 0 0 0 0 0 0
10010000 00 -2 0 0 0 0 0
01100000 00 0 —40 0 0 0

D=1 oo0000100| Moo 0 010 0 0
00001000 00 0 0 0 —10 0
0000O00O0TO0 1 00 0 0 0 0 3 0
0000O0GO0TO 00 0 0 0 0 0 —3

5.2.2 A la recherche d’une équation

Le théoreme [42, Th.3.6], ou plutot sa preuve, montre que le groupe de Ga-
lois différentiel du systeme Y’ = (Ag + 22A1)Y est SO(4,C). Voici en effet ce
théoreme.

Théoréeme 5.2.4 ([}2]) Soit G un groupe algébrique linéaire connezxe semisimple
d’algebre de Lie G et n > 1 un entier. Alors il existe un G-module fidéle V' et une
paire réguliére (Ag, A1) de générateurs de G Cgl(V') tels que G soit le groupe de
Galois différentiel de

Y/ = (Ao —|— All’n)y

Plus précisément, il suffit de prendre pour V un module de Chevalley pour G,
puis une paire réquliere de générateurs quelconque.

L’idée de la démonstration de ce théoreme est la suivante : on considere un
module de Chevalley V' pour G et une paire réguliere (Ag, A1) de générateurs
de G. Pour montrer que le groupe de Galois différentiel de Y’ = (Ag + A;2™)Y
est GG, on suppose le contraire et on peut alors appliquer le lemme 5.2.3, d’ou
'existence d'un polynome c(z) = ¢,2" + - - + ¢y € C[z] et d'un tenseur non nul
w(T) = Wpa™+ -+ wy € Ve Clz] tels que w' — (Ag+ A1z —c Nw =0 (%).
On distingue ensuite trois cas suivant que n est supérieur, égal ou inférieur a m.
L’annulation de certains coefficients de (*) aboutit alors & une contradiction dans
chacun des cas : le groupe de Galois de Y’ = (4 + A12™)Y est donc bien G.
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En prenant n = 2, ce théoreme nous dit que SO(4, C) sera le groupe de Galois
différentiel du systeme Y’ = AY avec A = Ay + 22A;, c’est-a-dire :

4 11 0O 0 0 0 0

1 22 0 1 0 0 0 0

1 0 —22* 1 0 0 0 0

Al 0o 1 1 a0 0 0 0
o 0o o o 2 1 0 o0
o 0 0 0 1 —2® 0 0

o 0 0 0 0 0 3> 1

o 0 0 0 0 0 1 =32

Le systeme différentiel Y’ = AY est équivalent a un systeéme correspondant a une
équation différentielle d’ordre 8, que 'on peut trouver a 'aide de l'algorithme
du vecteur cyclique (cf [64, 1.3] ou [46, Prop 2.9 & Exercice 2.12 (7)]) avec
le vecteur [0,0,1,0,0,1,1,0]. Cette équation n’est pas reproduite ici, car elle
couvrirait plusieurs pages. Elle est réductible et 1'algorithme de factorisation des
opérateurs différentiels de Maple (DFactor; [31]; calcul réalisé sur les machines
de Médicis) nous donne trois facteurs : deux de degré 2 et un® de degré 4, que
voici :

4% — 1
L=0"— — 9 —4(52* =2 1)9?
1027 —202* — 423+ + 1 1622 — 482° + 5825 4 1
—4 Oy +4
x(x® —1) x(z3 —1)

On s’intéresse dorénavant a 1’équation d’ordre 4 associée a cet opérateur
différentiel et on cherche a déterminer son groupe de Galois.

Proposition 5.2.5 Le groupe de Galois différentiel de cette équation est SO(4,C).

Démonstration.

Cette équation étant un facteur irréductible d’ordre 4 de 1’équation ayant V'
pour espace des solutions, son espace des solutions, noté W sera un sous-espace
irréductible de dimension 4 de V. On rappelle la décomposition de V' :

V=WVieW)+ VoW + (Ve V).

La projection de W dans Vy®V; est nulle puisque W est irréductible de dimension

4. De méme, la projection de W dans V; ® Vj sera nulle. En conséquence, W se

projette dans V; ® V; et a méme dimension. On en déduit que W =V, ® V.
D’apres la démonstration de la proposition 5.2.2, le module V}; ® V; est le

so(4, C)—module irréductible de dimension 4 fideéle correspondant & la représentation

usuelle de so(4,C) (et de SO(4,C)). Ainsi, l'espace des solutions W de L est une

Scelui-ci est donné en troisieme position dans la liste des résultats de DFactor
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représentation fidele de so(4,C). La composante connexe de l'identité de son
groupe de Galois différentiel sera donc SO(4, C).

On peut alors montrer que ce groupe est bien SO(4,C). En effet, on note
Ks D C(z) une extension de Picard-Vessiot pour I’équation d’ordre 8 et Ky celle
pour l'équation d’ordre 4 telle que C(z) C Ky C Kg. Le groupe de Galois de
I’équation d’ordre 4 est donc un sous-groupe de celui de 1’équation d’ordre 8 qui
est SO(4,C) et la composante connexe de ce méme groupe est SO(4,C) : on en
déduit que le groupe de I’équation d’ordre 4 est SO(4,C). O

Complément sur ’équation

Comme so(4,C) est semisimple sans étre simple, on sait par un théoreme
de M.F. Singer ([53, thr 1, p.118]) que cette équation pourra étre résolue en
terme d’équations d’ordre moindre. Par ailleurs, dans sa these ([45, Ex.5.2.1.1]),
A. Person a montré que cette équation était le produit symétrique de "+ (—9z*+
6z — 1)y et de v’ + (—z* — 22 — 1)y.
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Annexe A

Tables completes pour les
semi-invariants de degré 2 et 4
des groupes monomiaux.

Dans ces tableaux, les notations seront les mémes que dans la partie principale
(chapitre 3). Pour les degrés 2 et 4, & une parenthese correspondra un espace de
(semi-)invariants (la premiere parenthese du degré 4 correspondant toujours aux
invariants).

Dans la deuxieme colonne, on liste les polynomes semi-invariants sous l'ac-
tion du groupe par caractere (les numéros correspondent a ceux de la liste des P,
donnée ci-apres). La premiére parenthése correspondra toujours a I’espace des in-
variants, une parenthese vide signifiant qu’il n’y a pas de polynéme invariant sous
'action du groupe en question. Les (éventuelles) autres parentheses correspondent
a d’autres caracteres dont 'ordre est indiqué en indice de la parenthese. Dans la
troisieme colonne (colonne ”pfl”), on signale le nombre de droites de polynomes
produits de formes linéaires dans chaque espace de (semi-)invariants. Le résultat
est donné sous la forme d’une liste. La i®™¢ entrée de la liste donne le nombre de
droites de produit de formes linéaires dans le i®™¢ espace de (semi-)invariant (de
la deuxieme colonne). Une liste plus courte que le nombre de caracteres signifie
simplement que les espaces de semi-invariants n’ayant pas d’entrée dans la liste
ne contiennent pas de produits de formes linéaires. Par exemple, si la deuxieme
colonne est : (6), (1), (7) et la troisieme [0, 1], cela signifie que Py est un invariant
qui n’est pas un produit de formes linéaires, que P; est un semi-invariant produit
de formes linéaires et que P; est un semi-invariant qui n’est pas un produit de
formes linéaires.

Pour la quatrieme colonne (celle des (semi-)invariants de degré 2), on reprend
ce méme principe (i parentheése pour "le” i®™¢ caracteére), les numéros de ces
listes correspondant aux ;. Une parenthese vide () signifie qu’il n’y a pas de semi-
invariant de degré 2 pour 'espace de semi-invariant de degré 4 correspondant. La
notation (),...,() signifie que les semi-invariants de degré 2 listés apres ce signe

117



correspondent a des caracteres pour lesquels il n'y a pas de semi-invariants de
degré 4.

A.1 Notation des principaux polynémes (semi-)invariants
de degré 2 et 4

On adoptera les notations suivantes pour les polynomes homogenes de degré
2 de C[Y1, Ys, Y3, Yy] qui seront dans les listes de (semi-)invariants des différents
groupes auxquels nous nous intéresserons :

- Q1 =YY, +Y3Y)

— Qa=Y1Ys — Y3Y)

- Q3 =YYz + YY)

- Qi ="Y; - YY)

- Qs =YY  +YoY3

- Qe =YY, —YoY3

S Q= YR Y YR Y

o Q8:}/12_Y22+Y$2_Y42

_ Q9:Y'12+Y'22_Y})2_YZ12

~ Q=YY Y+ Y}

- Qn —Y +Y2+2(Y2—|—Y2

;
- Q13 —Y +YZ—Z(Y2+Y42)
~ Qu=Y2-YZ—i(Y?-Y})
- Q15 = Y2 + Y2 +i(YE — Y2)
~ Qe =Y?+ Y2 —i(Y2 -Y})
*Ql?—Y Y2+Z(Y2+Y;1)

T ey

~ Q=Y+ Y + Y2 Y,

_ Q20 :}/'12+}/'22_YE)’2+Y;12

_ lez}qQ—Y;—Y}?—Yf

_ Q22:Y'12_}'/22+Y'32+YZ

= Qu =Y — Y7 — (Y] —iY})

= Qay =Y +1Yy — (Y +iY})

= Q2 =YYz +1Y5Y)

= Qo = Y1Y3 — 1Y2Y)

= Qo = V1Yo — V1Y, + YoY3 4+ Y3Y)

= Qs = V1Yo + V1Y) — YoY3 + Y3Y)

— Qo = Y1Ys = Y3Y, +i(Y1Y) — Y2Y53)

= Q30 = 1Yy — Y3V, —i(Y1Y, — YoY3)

On adoptera les notations suivantes pour les polynomes homogenes de degré
4 de C[Y1, Y2, Y3, Y)] qui seront dans les listes de (semi-)invariants des différents
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groupes auxquels nous nous intéresserons :
- P =11Y,Y5Y,
o P2 :}/14+}/24+Y2))4+Y;14
o sz}/l4_y'24_‘_y})4_y44
o P4:Y'14_Y'24_Y}’4+YZ14
o P5:}/14_|_Y'24_Y'34_Y;14
_ P6 — }/12}/:9)2 + }/’22}/;12
_ P7 — }/12Y32 _ Y22Y;12
o P8 — }/'12}/'22 + }/})2}/212
_ Pg — }/'12}/22 _ }/})2}/;12
o PlO — }/‘12}/;12 + }/’22}/;32
_ Pll — }/*12}/;12 _ }/221/32
o P12 — P8 + PlO — )/123/22 —|—}/22Y32 +Y32Y;12 _|_Y42Y'12
_ P13 — Pg _ PlO — }/'12}/22 _ }/'22}/32 + Y32Y;12 _ }/212}/'12
— P =YPYa + YYs 4+ YY) + VY
- P =YY, - VY 4+ VY, - VY,
— Py =YY+ Y7V, + YY)+ YPY,
- P =YY - Y+ YY - VY
~ Pig =YY, + Y3V + VY, + V}Y;
~ P =YY, - VP 4+ YR, - YRY,
-~ Py =YY, + Y5V, 4+ YV 4 Y)Y,
— Py =YPY, - YV - YV, + VY,
-~ Pu =YY - YRV 4+ Y - VY
~ Py = YPYa 4+ YY) - VY, - VY,
— Py =YY+ YPYs + YV, + VY
- Py =YY+ YSYs - VY, - VY,
= Do = YPY, = VY5 = VPY, + V7Y,
- P =YY, - VY + VY. - VY,
— Py = Y?Y; - Y'Y, — YY) + VY,
< Py = VY4 VY, - VY, — VY,
= Py = YYo= YY1V — Y2YaV, + YY1 Y3
- Py = YPVRY) YRV Ys - YRRV - YN,
© Py = Y2V + Y2V Ys + Y2YRY, + YRV Yy
-~ P =YY - Y2V Ys + YLV, - YRV Y,
© Py = YPYYs + YRNY, + YENY, 4 VYoV,
— Py = Y25V — YPVIY) + YENY, - Y2YaY,
© Py = VPNV, - YINY, - YIVY 4+ V2NV,
- Py = Y23 + YRVY, - YV, - YRYaY,
— Py = Y2V, Y3 4 YPYsY, 4 Y2V,Y1 + YN Y,
— Py = Y2Y,Y3 — Y23V, + YPY, Y, — Y2V Y5
— P = Y23V + YRVY, + Y2V Y, + Y2YaYs
- Py = YPYY, - YPVY + YRVY, - VYaY,
P = YVEYY 4+ VYY) 4+ YINYs + YINY,
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Py = YEV3Y) + Y2Y3Y) — YEV1Ys — YViYa
Pu = Y2Y3Y, — Y2Y. 2 2
44 1234 5 Y3Y, + YY1 Y = YiYiYs
?5 :1/1?1/4_3/22)@@_3323/13/2+n2y1y2

_ 3
;3ﬁgn+gn+@%+ﬁ%%wﬁn+@%+@n+ﬁn>
P = (501 0 0 VY (00 4 036+ X Y
s = YVi+ Y2V Y+ Y2 2 3
YleYg)l Y HYS Y+ YRV Yo YRV Ys) + (VYo Vs + YV Yy + YV, Y1 +
Py = (Y2Y3Y 4+ Y2Y, Y, + Y2 2
Y42Y1Y2)1 Y+ YIVIY+Y Y1 Yo+ YPYoYs) — (YPYo Y+ Y Vs Y+ YV, Y1 +
Py = 3 _ V3
;o(%n %E+@B—ﬁ%%ﬂﬁﬁ—@%+ﬁn—wﬁ)
P = (Y= VW VO V) (17 VY 4 YV - YY)
= (Y2V3Yi— Y2V; Y+ V2V, Yy — V2 3
Y42Y1Y2)1 Y =YV Y+ YY1 Y, = Y2YoYs) + (Yo Ys — Y2V Y, + VY Y —
Pis = (Y2Y3Y, — Y2V Y, + YV, Yy — V2
Y42Y1Y2)1 Y, = YIVIYi YY1V =YY Ya) — (VYo Ys = YR Y3V + VYY) —
P, = 3 3 .
;{}gn+gn+@%+WEH%W%+@%+WH+WK)
;V&£¥+n§+@n+ﬁ%%ﬂﬁn+@%+@n+ﬁm>
56 — Y,+Y:Y Y, 2 2 ) y
ﬁmnf34 SVY YV Yo+ YRR Ys) +i(YPYo Y3+ Y Y3 Y+ VY Y+
Py = (Y2Y3Y, +Y2Y Y, + Y2 2 )
YleYz)l Y HYS VIV YY1 Yo+ Y Y, Ys) —i(YRYoYa+ Y Y3 Y, + Y2V,Y ) +
Pro = 3 _Vv3 .
;8(@ﬂ %E+@E—WEH%W%—WE+@H—WE)
Pin = E§2§4—1@§+1@35@—n33@>—z‘(iﬁ%—i@%+1@3n—f3m
60 — Y.-Y:7Y Y, 2 —Y? ) ;
YleYg)l Y =YV Y+ YY1 Yo =YY Ya) +i(YYaYs =YY Yy + Y7V, Y) —
Py = (YRY3Y, = Y2V Y+ YV Y, — Y2 '
YleYg)l Y=YV Y YYo= Y2V Ys) —i(YPYo Vs = Y YY)+ YYLY1 —
P — (V3Y, — V3 3 :
;z(ﬁﬁ %%+%H—ﬁﬁﬂwﬁﬁ+ﬁﬁ+@H+W%)
64 — Y;+Y: YV, 2 2 ) y
YfY2Y3)1 Y3+ YR YaYu+ YRV Y+ YY1 Yo ) +i(YPYaYa - YV Y+ YV Yo —
Pys = (YAY Y5+ Y2Y3Y,+ V2 2 ;
Y42Y2Y3)1 Y3 YR YaYu+ YRV Y+ YY1 Y) —i(YPY3Y =YYV YV Yo —
P — 3 3 .
;ﬂfg%+%%+@ﬁ+ﬁHH%WH—ﬁﬂ+ﬁ%—wﬁ)
;r&é¥+%§+@n+ﬁn%wﬁm—@n+ﬁn—ﬁm>
68 = Y;-Y;7YsY, 2 Y72 ) y
ﬁmﬁlzs CY3Y, YV =YV Ys) +i (VY3 Y+ YV Y+ YY1 Yo+
Pao = (Y2Y3Y3—Y2Y3Y +Y2Y, Y — Y2 -
ﬁnnf23 SY3Yi YV Y = YEVIYs) —i(YPYaYa + YV Y+ YV Yo+
P7O:P8+(e%_1)P6—€%P10
P71:P8—6%P6+(6%—1)P10
Pry =Y + Y3 +i(V5 +Y))
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Prs =Y{' + Y3 — (Vi + Y]
Pry = (Y, + Y3Y)) +i(Y3Ys + YiY3)
Prs = (YPYa + Y3Y1) — i(YYa + Y7Y3)
Prs = (Y2Y3Ys + Y2V3Y)) + i(Y2V1Ys + Y2V Y0)
Prr = (Y2Y3Y, + Y2Y3Y)) — i(YiV1Ys 4+ YV Ys)
Prs =Yi' = Y3 +i(Y5 = Y}
Prg =Y{' = Y3 —i(Ys =Y}
Pyo = (YPYa — Y3V1) +i(YYy — YY3)
Py = (VY2 — Y3'Y) —i(Y3Yy — Y2Y3)
Py = (Y2V3Yy — Y2Y3Y)) +i(YEV1Ye — Y2Y1Y5)
Py = (YPY3Ys = Y7Y3Y)) — i(Y7Y1Ya — YV1Y))
Py = (YPY3 + YY) + (YY) — Y4 Ys)
Py = (YPY3 + Y3Y,) — i(YY: — YY)
Pys = (YPY; — Y3'Yy) + (Y31 + Y'Ya)
&F%W%—WH%MWK+Y%)
Pgs = (Y2Y2Yy + YPV1Y3) + i(YYoYy — YY1 Ys)
( ) — i(YPYaYs — YY1 Y5)
( )+ i(Y2YaYs + Y2Y1Y3)
) (Yo, + YY)

Pyy = (YY2Ys + Y3Y1Ys

Py = (YY2Y, — YIVY3) +
Py = (YPY2Yy — YY1 Yy
P92—Y4+Y4+2(Y4 Y}
Pog =Y + Y3 — (VY 4)
Py =Y =Y+ z(Y4 + Y4)
P95—Y Y4—Z(Y4+Y4)
Pos = Y7YoYs + YV Yy = YY1V, + YPY5Ys
Py = YPYoYs = YPYIY, — YV Yy — YPYoYs
Pys = YPYoYs + Y7V Yy + YPY1Y, — Y2Y5Y5
Pog = YPYoYs = YPV1 Yy 4 YV Yy 4 Y2Y5Ys
Pioo =YY, + Y3V + V3V, — VY

Py =YY, =YY + Y7V, + VY

Proy =YYy + Y3V — Y9Ys + ViV

Pigs = YPY, = Y3Ys — YV, — YY)
Hmzﬁn+ﬁn+mﬁyuﬁ@
Pis =YY, + Y3 Ys—@'(y Y + YY)

Pios = YY) — Y'Y + (Y'Y, — YPY7)

Pior =YY, = Y'Y —i(YY, — YYl)
Plog—Y —ZY4 Y4—|—2Y4

Piog :3/14+i§34—334—in4

Piig = Y2Y3 =YY +i(YPYE — YY)
Py = )/123/22 _ Y32§/42 _ Z(}/l2y42 _ Y22Y'32)
Prp =YY = YY) — (VY — YV}'Ys)
Pz =YY — Y3V, +i(Y3Y, — YiY5)
Py =YY, = Y3V, =YY, - V7Y,

Pus =YY = V2V + VY + YPY,
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-~ Pug = YiYs + YY) + YPY, - VY,
~ Pur = YYa + YY) - VY + VY,
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A.2 Tables pour T'=V =<a,b >

Pour les groupes infinis, on a les résultats suivants :

Groupe (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2

<a,b, H} > (1,6),(7)2 | [1] (3),(4)

<a,b,H} > (1,6), (M= | [1] || 0,0, (3),(4)

<a,b, Hy > (1), (6)2, (7)2 | [1]

<a,b,H} > (1) | [1] nt4

<ab H; > (1) | [1]

A.2.1 Tables pour la famille F;
Groupe (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2

le 1(172 l) (1,8),(6)2,(7)2,(9)2 [1] ()7"'7()7(1)27(2)2 >3
le,l(Lkvl) (178)’(9>2 [1] >k Z 3
le 1(2 k l) (1), (8)2, (9)2 [1] >k >3
Gmﬂ120 (1,8),(6)2, (7)2, (92 | [1] | O, 0, (1)2,(2)2 | 1 =3
GU1,2(2, k, ) (1),(8)2,(9)2 | [1] I>k>3
le2(]>k>l) (1) [1] l>k>]23
Gu(l,k, 1) (1,8)2, (92 [ [1] | 0,0,(1)2,(2)2 |I>k=>2
Gu13(2,k,1) (1),(8)2,(9)2 | [1] l>k>3
Gu1,3(J, k. 1) (1) | [1] [>k>j>3
Gua(l, kD) (1,8), 92 | 1] | 0,0,(1)2,(2)2 |[I>k=>2
Gu4(2,k,1) (1), (8)2,(9)2 | [1] Il>k>3
Gunaj, k1) (1) | [1] I>k>j>3
le,u’)(lv 27 l) (1)7 (8)27 (9)2a (6)2’ (7>2 [1] [ 2 3
Gus(1,k,1) (1), (8)2,(9)2 | [1] I >Fk>3
G50, k, 1) (1) | [1] [>k>j>2
Guis(1,2,1) || (1),(8)2,(9)2,(6)2,(7)2 | [1] [ >3
Guie(1, k1) (1), (8)2,(9)2 | [1] [>Fk>3
Gue(d, k1) (1) | [1] I>k>j>2
Gun7(1,k,1) (1),(8)2,(9)2 | [1] [>k>2
Gor(d, k1) (1) | [1] I>k>j>2
Gus(l, k1) (1), (8)2,(9)2 | [1] I >Fk>2
G, k, 1) (1) | [1] I>k>j>2
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Groupe (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2
Gv1,13(17k> ( ) ( ) ( )2 (1) k Z 3
le,13(271) (1 10) (7 11) ( )2 [172] ()ﬁv()a
(114)4, (115)4, (116)4, (117)4 (5)2, (6)2
Gua3(j,1) (1,10),(7,11)2, (6)2 | [1,2] || (),-,();(5)2,(6)2 | j =3
Gua3(J,2) (1), (10)a, (11) | [1] 05505 (5)2,(6)2 | >3
G137, k) (1) | 1] 2<j7#k>3
Gv1,14(1>2) (1)7 (8)27 (9)27 [1]
(72)4, (73)4, (78)4, (79)4
Gu14(1, k) 1),(8)2,(9)2 | [1] k>3
Gv1,14(j7 1) (1>7 (67 8)27 7)27 (9)27 [172] j 2 2
(76)2, (77)2, (82)2, (83)2
Go1,14(J, k) (1) | [1] g, k>2j#k
Gv1,15(1> (17 57 6 8) (2 97 10)27 (47 7? 11)27 [37272] ()7 ) ()7 ( )2
(24, 37)2, (25,34)2, (26, 35)2, (2)2, (3)2, (4)2
(27,36)2, (3)
Go1,15(2) (1), (6)2, (7)2, (8)2, (9)2 | [1]
Go115()) (1) | [1] Jj=3
Gu116(1) (1,2,6,8,10),(3,7)a, (4,11)9, | [15] ),y O, (1),
(5,9)9, (16, 32)2, (17,33)2, (20, 42),, (2)2, (3)2, (4)2,
(21,45)9, (22,44)4, (23,43),, (5)2, (6)2, (7)2,
(21,340, 25, 37}, (26, 30) (8)2. (9)s, (10)s
(27,35)2, (28,30)2, (29, 31),
Gurno(@) (1), @)z, (32, D)2, 52, (6)2, | [1]
(7)2, (8)2, (9)2, (10)2, (11)2
Coinel) W[ 11 i>3
Gui17(1) (1,2,8),(5,6,9,10)9, (3,11)s, | [1,6] 0,0,
(4,7)9, (74,76)4, (75,774, (1)2, (2)2, (11)4
(80,82), (81,83), (12)1, (13)1, (14)
Gurar(@) (1), ®), 9, | 11
(72)4, (73)4, (78)4, (79)4
Gorr ) [ 11 753
le,lS(l) (174’6)’(5 8 11) ( )2 [176] ""v()a
(3,10)s, (84, 88)., (85, 89) (3)2, (4)z, (15)s,
(86,90)4, (87,91), (16)4, (17)4, (18)
G (@) @), )z, (72, | 1
(92)4, (93)4, (94)4, (95)4
G O 753
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Groupe (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2
Gv1,19(1) (1a3>67 10)7 (27 77 8)27 [3’272] ()7"'a ()7
(5,9,11), (20,44),, (21, 43)s, (3)2, (4)2,
(22,42)9,(23,45)2, (4)2 (5)2, (6)2
Gu19(2) (1), (6)2, (7)2, (10), (11)5 | [1]
Gp1,19(7) (1) | [1] Jj=3
Gr120(1) (1,3),(2,8,11), (4,6,10)s, | [1,2,2,2]
(5,7,9)2, (74,82)4, (75, 83)4,
(76,80)4, (77,81),(84,89)4,
(85,88)y, (86,91)4, (87,90).4,
(96,100)y4, (97,101)4,
(98,102)4, (99,103),
oo (l) OID j>2
Gu21(1) (1,4,10),(2,7,9,11)2,(3,6)2, | [1,6] 0,0, ()2,
(5,8)2,(96,102)4, (97,103)., (6)2, (19)4, (20)4
(98,100)4, (99,101),4 (21)4, (22)4
Go1,21(2) (1),(2)2, (3)2, (4)2, | [1]
(5)2, (10)2, (11)s
Gu121(7) (1) | [1] j=>3
le,22(17171) (1)7(276a 87 10)27 [176] ()7""()7<7)47 .7 Z 3
(3,7)2, (4,11)2,(5,9)2 (8)4;(9)4, (10)4
Gu122(1, K, 1) (1), (8)2,(9)2 | [1] [ >k >2
Gv1,22(27 17 1) (1)7 (67 10)27 (7)27 (11)2 [172]
(20)47 (21)47 (22>47 (23)4
Gv1,22(2’ 2, 2) (1)7 (2)27 (3)27 (4)2’ (5)2 [1]
Gu122(2, k, 1) (1) | 1] [ >k>3
Gv1,22(j7 17 1) (1> (67 10)2 (7)2 (11>2 [172] ] Z 3
Gu,22(J, k. 1) (1) | [1] j>3,1=k>2
Gu1.22(J, k, 1) (1) | 1] I>k>752>3
Goi23(1,1,1) (1),(2,6,9)s,(3,7,11)9, | [1,2,2,2]
(5,8,10)2, (4)2
Gu23(1, k1) (1),(8)2,(9)2 | [1] [ >Fk>2
Gv1,23(j7 17 1) (1)7 (77 11)2a (6>27 (10)2 [172] ] Z 2
GU1723(]',]{7, l) (].) [1] >k >j Z 2
Gv1,23(j7k7 l) (1) [1] ] 2 27l =k 2 2
Gv1,24(17171) (17278)7(671())27(579)2 [172] ()7“'7()7
(3)2, (4)2, (7)2, (11)9 (12, (2)2
Goipa(1,1,1) (1,8), (6)2, (7)2,(9)2 | [1] 0s s 0 (D)2, (2)2 | 1 =2
Guipa(1,k,1) (1,8),(9)2 | [1] 0,0,1)2,(2: [[Z2k>2
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Groupe (Semi-)invariants | pfl s-1 Complément
de degré 4 degré 2
Gp124(2,1,1) (1), (6,10)2, (2,8)2,(5,9)2 | [1,2]
(3)2, (4)2, (7)2, (11)2
Guia(2,1,1) (1), (6)2, (7)2, (8)2, (9)2 | [1] 122
G104(2, K, 1) (1), (8)2,(9)2 | [1] 1> k>2
le,24(j7 1 1) (1)’ (67 10)27 (7)27 (11)2 [172] j Z 3
Gu124(7,1,1) (1), (6)2,(7)2 | [1] j>3,1>2
Gui24(7, K, 1) (1) | [1] J=>3,0>k>2
Gv1,25(1>1 1) (173) (6 10)2 (2 8)27(579)27 [172]
(4>27 (7)27 (11)2
Guips(1,1,1) (1), (6)2, (7)2, (8)2, (9)2 | [1] [>2
Go5(1, K, 1) (1), (8)2,(9)2 | [1] [ >Fk>2
Gv1,25(j7171) (1)7(67 10)27(7)27(11>2 [172] ] Z 2
le,25(j7 lvl) (1)a (6>2a (7>2 [1] ] Z 2,l Z 2
le,%(j?ka l) (1) [1] j Z 27l Z k 2 2
Goe(1,1,1) (1,2), (3)2, (4)2, (5)2, (6)2, | [1]
(7)2, (8)2, (9)2, (10)2, (11)-
Gor6(1, K, 1) (1), (8)2,(9)2 | [1] l>2k=>2
Gui26(J,1,1) (1), (6)2, (7)2, (10)2, (11)2 | [1] j=>2
Gv1,26(j7k7 l) <1> [1] j Z 27
l=k>2
Gui26(7, K, 1) (1) | [1] [>k>j>2
Gu27(1,1,0) (1,2,6,8,10),(5,9)2, (16, 32)9, | [15] (1),(2)2,(5)2, | groupe
(20, 42)2 (21,45)9, (22, 44)s, (7)2, (10)9, (8)2, | étudié
(23 43)2 (24 34)2 (27 35)2 (9)2, (3)2, (4)2, en exemple
(28,30)2, (3, 7)2, (4, 11)2, (17, 33)s, (6):
(25, 37) (26,36)s, (29, 31)y
Gu27(1,1,1) (1,2,6,8,10),(3,7)2, (4,11)s, | [15] (), (1)2, (2)2,
(17, 33)2, (20, 42)2> (21, 45),, (5)2, (8)2, (9)2,
(22,44)9, (23,43)2, (24, 34),, (7)2, (10)9, (4)2
(27,35)2, (29, 31) (5,9)2, (16, 32), (3)2, (6)2
(25,37)2, (26, 36) (28,30),
G or(1,2,€) (1,6,8),(2,10)2, (4,11)2, (9)2, | [3] (1), 0,0, e €{0,1}
(34)2, (35)2, (3)2, (5)2, (7)-, (24)2, (2),(3),(4), | gr. conjugués
(25)2, (26)2, (27)a2, (36)2, (37)2 (méme car.)
Goron(1,1,0) (1,6,8), (9)z, (34)s, (35), | [3 @, @ 133
(7)2, (36)2, (37)2 (3)2, (4)2
Gv1,27(1’ l, 1) (17 67 8)7 (7)27 (34)2; (35)% [3] ()7 (1)’ (4)’ (3) [ >3
(9)27 (36)27 (37)2 ()a e ()7 (2)2
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Groupe (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2
Goi34(1, 1) (1,8), (6)2, (7)2,(9)2 | 1] || 0,(1),0,0,(2)2 | =2
Goia(k, 1) (1,8),(9)2 | | 0,0, (1)2,(2)y |I=>k>2
Gv1,35(1 17 0) (17 2? 8)’ (67 10)27 (5v 9)2 [1a2] (1)7 ()7 (2)
(3)27 (4)2’ (7)2’ (11)2
Gv1,35(1’ 1 1) (17 2? 8)’ (67 10)27 (5v 9)2 [1a2] ()’ ()7 ()7
(3)2, (4)2, (7)2, (11)2 (1), (2)
le,35(17l70) (178)7(6)27(7)27(9)2 [1] (1)7()7()7(2) ! > 2
Guis(1,0,1) (1,8),(6)2, (7)2, (92 | 1] || 0,0, (D)2, (2)2 | =2
Gv1,35(k7 l, 0) (17 8)7 (9)2 [1] (1)7 (2) ! > k>2
Guiss(k, 1, 1) (1,8),(9)2 | 1] 0,0, (1)2,(2)2 |I=k=>2
Gv1,36(17 1) (17 8)7 (2>27 (5)27 (3)% (4)27 [1] ()7 (1)7 (2)
(6)2, (7)2, (9)2, (10)2, (11)2
Gi6(1, 1) (1,8), (6)2, (7)2, (92 | 1] || 0, 0. (1)2,(2)2 | =2
Goi36(k, 1) (1,8),(9)2, | [1] 0,0, (1), (22 [I1Z2k=>2

A.2.2 Tables pour la famille 7

On précise que, pour ces groupes, les semi-invariants qui ne sont pas invariants
correspondront toujours a des caracteres d’ordre 2.

Groupe N || (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2

G20 |V (1,58),0) [ 11 | 0,0, (10, @) [ 13

Gui(l,k 1) | Y (1,8),(9) | [1] I>k>3
Guwi1(2,k,10) | Y (1),(8),(9) | [1] I>k>3
GGl D) |V (|11 EYEYEY
Guwi1(1,2,0) | U (1),(6),(7) | [1] >3

Gui1(1, k1) | U (1) | [1] I>k>3
GGl D) | U 11 Sk )50
Gooi (i, k1) |V ([ 1] EYEYEY
Cro(L2.0) |V (1,8),9) [ 11 | 0,0, (1, @) [ 13
Guo(l,k,0) | Y (1,8),(9) | [1] I>k>3
Gu2(2,k,0) | Y (1),(8),(9) | [1] I>k>3
Guop(g k1) | Y (1) | [1] [>k>j>3
Guoo(1,2,0) | U (1),(6),(7) | [1] >3
Guoo(1,k,0) | U (1) | [1] I>k>3
Coosliob1) | U ORI EESEY
Cons (B 1) |V ORI ELETEY
Guas(1, k1) | Y (1,8),9) | [ ] 0,0,(1),(2) | I>k=2
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=

(Semi-)invariants

Complément

de degré 4
k) | U (1) i>1,k>2,j#4k
1) |V (1,10), (11) (0,0,(5),(6) | j>2
B 2) Vv (1), (10), (11) j=1louj >3
k) |V (1) j>1k>3,j#k
k)Y (1,8),(9) 0,0,(1),(2) | k>2
k)Y (1), (8), (9) k=1ouk >3
k)| Y (1) j>3k>1,j#k
1) U (1), (6),(7) j>2
k) | U (1) J>1k>2,j#k
1) |V (1), (10), (11) j>2
k) |V (1) i>1Lk>2j54k
k) Y (1),(8),(9) k>2
k) | Y (1) k>1,7>2j5#k
) |U (1,6), (7) 0,0,3),4) | j>2
2) | U (1),(6),(7) j=1louj>3
k) | U (1) k>3,7>1,j#k
1) |V (1,10), (11) (0,0,(5),(6) | j>2
i2) |V (1), (10), (11) j=1louj>3
k) |V (1) k>3,j>1,5#k
k)| Y (1),(8),(9) k>2
k)Y (1) k>1,7>2,j#k
1) | U (1),(6),(7) j=1louj>3
k) | U (1) k>2,7>1,j#k
1) |V (1,10), (11) (0,0,(5),(6) | j>2
i2) |V (1), (10), (11) j=1louj>3
k) |V (1) k>3,7>1,5#k
k) |Y (1), (8), (9) j=louk=1
k)Y (1) G k>2j#k
1) U (1), (6),(7) j>2
k) | U (1) k>2,7>1,j#k
k) |V (1)
Y (1,8),(9) 0,0,(1),(2)
Y (1),(8),(9)
u (1,6), (7) (,0,(3),(4)
u (1), (6),(7)
Y, (1) j >3
|4 (1) j>1
Y (1,8),(9) 0,0,(1),(2)
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U,V

Y,V
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Y,U,V

Y. U

Y
U
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Groupe

G2,16(2)
Gy2,16(1)
Gr2,16(2)
Gu216(1)
Go2,16(2)
Gu2,16(J)
Gv2,17(1)
Gy2,17(2)
G217(J)
Gu27(1)
Gou2,17(1)
Gu217(J)
Gu2,18(1)
Gu2,18(1)
Gy2,18(2)
Gy2,18(7)
Gu218(1)
Gu2,18(J)
Gu2,10(1)
Gu2,19(J)
Gv2,19 (1)
Gy2,19(2)
Gu2,19(1)
Gr2,19(2)
Gu2,19(J)
Gu2,20(1)
Gu2,20(1)
Gy2,20(1)
Gp2,20(J)
Gu221(1)
Gu221(1)
Gu2,21(J)
Gu2,21(1)
Gr2,21(2)
Gv2,21 (J)

Gua22(1,k,1)

Guo22(7,1,1)

Gv2,22(j7 1,1)
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Y, UV

Y
U
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Y, UV

Y
Y
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Y
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U
U
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V
Y

U
v

Y, U,V

Y
Y
U
U
U
V
V
V
Y
Y
U
U
U

Groupe

Gv2,22 (]7 ka l)

Gv2,23(17 ) l)

GUQ,Q?) (]7 17 1)

GU2,23(j7 17 1)
Gv2,23(j7 ku l)

Go24(1, K, )

Gu2,24(2,k,1)
Gua24(7, K, 1)
Gv2,24 (]7 17 l)

Gv2,24 (]7 ka l)

Gu224(J, 1, 1)
Gu224(J, K, 1)

Gv2,25(]—7 ka l)
Gv2,25(j7 ka l)
Gv2,25(j7 17 l)

Gv2,25 (]7 k? l)

Gv2,25(j7 17 1)
Gv2,25(j7 ka l)

GU2,26(]‘) ka l)

Gv2,26 (]7 17 1)

Gv2,26(j7 17 1)
Gv2,26(j7 ka l)

GU2,27(k7 l7 O)

Gv2,27(k'7 la 1)
Gu2,27(1> [ E)

Gv2,27(27 la E)

GU2,27(k7 l7 6)

Gv2,27(]—7 17 6)

Gv2,27(k7 27 6)
G02,27(k7 l7 6)

GvQ,ZS(ka l> O)
G02,28(k7 l7 1)
G02,28(17 lv E)

GU2,28(2) la E)

Gv2,28(k7 l7 6)

134



=

(Semi-)invariants

Complément

de degré 4
% (1) [ [1] l>k>1e€{0,1}
Y (1,8),(9) | [1] 1>k >1
Y (1,8),(9) | [1] [>k>1
u (1), (6),(7) | [1] I >1,e€{0,1}
U (1) | [1] [>k>2¢ec{0,1}
% (1,10), (11) | [1] ee{0,1}
|4 (1), (10), (11) | [1] k<2ec{0,1}
v ORED k<1>3eec{0,1}
Y (1,8),(9) | [1] 1 >k>1
Y (1,8),(9) | [1] 1 >k>1
U (1), (6), (7) | [] [>1,ec{0,1}
U (1) | [1] I >k>2ec{0,1}
% (1), (10, (11) | [1] ee{0,1}
1% @ [ k<l>2e€c{0,1}
Y (1,8),(9) | 1] ] 0,0,(1),(2) | k=1
U (1), (6),(7) | [1] 1>1
u (1) | [1] k>2,0>1
|4 (1,10), (A1), | 1] || 0,0, (5),(6) | k>1
4 (1), (10), (11) | [1] k>1
4 (1) | [1] k>1,01>3
Y (1,8),9) | 1] ]| 0,0,(1),(2) | k,1>1
u (1), (6),(7) | [1] 1>1
: U (1) | [1] E>21>1
) Vv (1), (10), (11) [1] k>1
0 1V (1) | [1] k>1,01>2
0 Y (1,8),(9) | 1] ] 0,0,(1),(2) [ I>2k>1
0 U (1), (6),(7) | [1] 1>1
4 U (1) | [1] I >k>2
1) [V (1)1,(10)y, (1), | [1]
0 1V (1) | [1] k<l>2
0 1Y (1,8),(9) [ 11 ] 0,0,(1),(2) [ I>2k>1
1) U (1), (6),(7) | [1] 1>1
0 U (1) | [1] [ >k>2
1D [V (1)1,(10)2, (11)2 | [1]
A |V (1) | [1] k<l>2
,1,0) | Y (1,8),(9) | [1] 1 >k>1
0,1 Y (1,8),(9) | [1] [ >k>1
Lo |U (1), (6), (7) | [ [>1,ec{0,1}
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Vv

v

V
Y
U
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V

Groupe

Gv2,35(ka l7 6)

Gv2,35(17 1, 6)
Gu2,35(7€7 [, 6)
Gv2,36(k7 l)

Gv2,36(1> l)
G02,36(k7 l)

Gv2,36(17 1)
GUQ,SG(ka l)

Gly2,37(1,0)

Guo37(1,1)

Gv2,37(27 0)

Gua37(2,1)
Gua2,37(J, €)
Gv2,37 (j ) 6)
G237 (j,€)
G2.35(0)
Ga2,38(1)
Gv2,38(6)
Gu2,38(€)

G239

G239

G239

G2.40(1)
G2,40(7)
Gu2,40(J)
Gu2,40(J)

Gv2,41

Gy

Guoa1

G02,42(O, 0)
Gv2,42(0> 0)
Gv2,42(0> 0)
Gv2,42(07 1)
Gv2,42(07 1)

Gr2.42(0,1)
Gv2,42(1, 6)
Gu2,42(1, 6)
Gv2,42(]-> 6)
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Groupe N || (Semi-)invariants | pfl -1 Complément
de degré 4 degré 2
Gras(e) Y (1,8),(9) | [1] | 0,0,(1),(2) | e € {0,1}
Gua43(€) u (1,6),(7) | [1] ] 0.0,(3),(4) | e€{0,1}
Gaa3(€) |4 (1,10),(11) | [1] | 0,0,(5),(6) | e € {0,1}
Gv244<1 € M70) Y (178)7<9) [1] ()7()7<1)7(2)
Guoaa(l,6,p,1) | Y (1),(8),(9) | [1]
Gua4(2,6,41,0) | Y (1), (8),(9) | [1]
Guoaa(2,6,1,1) | Y (1) | [1]
Guaa(js e psm) | Y (1) | [1] j=>3
Gu2,4(J,0,0,m) | U (1,6),(7) | [1] (3),(4)
GvZ 44(] O 1 77) U (17 6)7 (7) [1] ()7 ()7 (3)7 (4)
Gv2 44(] 1 y Iy 77) U (17 6)7 (7) [1] (4)7 (3> H € {07 1}
Gu2,44(5,0,0,n) | V (1,10),(11) | [1] (5), (6)
Guoaa(ds €, pm) |V (1,10),(11) | 1] | 0,0,(5),(6) [ e=1oup=1
Guo,45(2,€) Y (1), (8),(9) | [1]
Gu45(7,€) Y (1) | [1] J=3
Gua45(J; €) U (1,6),(7) | [1] || 0,0, (3),(4)
Gv2,45(jv E) V (17 1O>’ (11) [1] () ()7 (5)7 (6)
Guo,a6(2,€) Y (1),(8),(9) | [1]
Gv2,46<j> €) Y (1) | [1] Jj=3
Guo,6(J,€) u (1,6),(7) | [1] || 0,0, (3),(4)
G246, 0) |4 (1,10), (11) | [1] (5), (6)
Gu46(j, 1) |4 (1,10), (11) | [1] | 0,0, (5), (6)
A.2.3 Tables pour la famille F;
Groupe N (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2
Con(L2.0) | 3 (D). )z, (7 | [1] >3
Gusa(L kD) |y (1) | [1] I>k>3,5<k
Gusi(1, k1) | u (1,8),(9)2 | [1] [ >k >2
Gu31(2, k1) | u (1), (8)2,(9)2 | [1] [>Fk=>3
Gv3,1(j7 k7l) U (1> {1} [ > k > ] Z 3
Gua(1,2,0) | v (1,8),(6)2,(7)2, (92 | 1] | O, 0,(1),(2) | =3
GvS,l(la ka l) v (17 8)7 (9)2 [1} >k 2 3
G03,1(27 kv l) v (1)7 (8)27 (9)2 [1} [ >k >3
Gv3,1(j7 k>l) v (1) [1} l > k > j Z 3
Gus2(j, k1) | y,u,v || comme pour Go31(7, k, 1)
Gv3,3(j7 kv l) Yy (1> {1}
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7—‘ \'?T‘ \‘I'—*

(1)

i>3,k>2, 4k

(1)7 (67 10)27 (7)27 (11)27
(76)27 (77)27 (82)27 (83>2

™)

N (Semi-)invariants Complément
de degré 4
k) U (1a8>a(9)2 ()7()7(1)2a(2)2 k Z 3
71) U (1710)7(11)27(8)27(9)27 ()7(5)27(6)2
k) | u (1), (8)2, (9)2 k>3
1) | u (1,10), (11), (0,0, (5)2,(6)2 | j=3
2) | (1), (10), (11)y j=>3
k) | u (1) g, k>3,7#k
k) | v (1,8),(9)2 0,0,(1)2,(2)2 | k=2
DEK (1), (6)2, (7)2, (8)2, (9)a,
k) v (1), (8)2,(9)2 k>3
)) v (1), (6)2, (7)2 j=>3
) | v

, Y (1) | (1) J>Lk>2j#k
, u (1,8),(9)2 | [1] (0,0, (1)2,(2)2 [k>2
, u || (1),(8)2,(9)2, (10)2, (11)2 | [1]
, u (1), (8)2,(9)2 | [1] k>3
, u (1), (10)g, (11)o | [1] j>3
, u (1) [ (1) j=23k>2j#k
: v (1,8),(9)2 | [1] (,0,(1)2,(2)2 [k>2
, v (1):(6)2,(7)2, (8)2, (9)2, | [1]
, v (1), (8)2,(9)2 | [1] k>3
Guz11(4,1) | v (1), (6)2, (7)2 | [1] Jj=3
, v (1) | (1) j>3,k>2j#k
Yy (1,6,10),(7)2,(11)2, [3] 5 .- j Z 2
(42), (43)2, (44)2, (45)9 (3)2; (4)2, (
,2) |y || (1),(6)2,(7)2, (10)g, (11), J#2
k) |y (1) k>3,7#k
72) U (1)7 (8)27 (9)2 (10)27 (11>2
7k) u (1>7 (8>27 (9>2 k >3
1) |u (1,10), (11), (,0,(5)2,(6)2 | j>2
2) |u (1), (10)g, (11)s, j>3
k) | u (1) k>3,7>2,j#k
72) v (1)7 (6)27 (7)27 (8)2’ (9)2
k) | v (1), (8)2,(9)2 k>3
71) v (176)7(7>2 () ()7(3)7(4> j Z 2
72) v (1>7 (6>27 (7>2 ] > 3
k) | v (1) k>3,j>2j#k
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Groupe | N (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2

Gv3,16(1) v (17 6’ 8)7 (7)27 (9)27 [3] ()7 i3] ()7 (1)2

(34)2, (35)2, (36)2, (37)2 (2)2a (3)2, (4)2
Gusa6(2) | v (1), (6)2, ()2, (8)2, (9)2 | [1]
Gusa6(j) | v (1) | [1] jz3
Gv3,17(1> Yy (1)7 (6’ 10)27 (7)2’ (11)27 [172]

(76)4, (77)4, (82)4, (83)4
Guar(d) |y (1) | [1] Jj=2
Gv3,17(1> U (17 8)7 (97 10)27 (11)27 [172] () ()7 (1)27 (2)2
Gv3,17(2> u (1)> (8)27 (9)2 [1]
Guzar(j) | u (1) | [1] Jj=3
Gv3,17(1> v (17 8)7 (67 9)27 (7)2 [172] ()7 ) ()7 (1)27 (2)2
Gup3a7(2) | v (1),(8)2,(9)2 | [1]
Gusar(j) | v (1) | [1] j=z3
Gv3,18(1> Y (1’ 6)7 (77 11)27 (10)2 [172] () ()7 (3)27 (4)2
Gusis(2) |y (1), (6)2, (7)2 | [1]
Gv3,18(j) Y (1) | [1] Jj=3
Guzas(l) | u (1), (8,11)2, (9)2, (10)2, | [1,2]

(88)4, (89)4,(90)4, (91)4
Guzas(j) | u (1) | [1] Jj=2
Gv3,18(1> v (17 6)7 (87 7)27 (9)27 [176] ()7 ) ()7 (3)27 (4)2
Gu3as(2) | v (1),(6)2, (7)2 | [1]
Gusas(j) | v (1) | [1] j=z3
Gv3,19(1> Yy (17 67 10)7 (7)2’ (11)27 [3] ()7 st ()7 (3)2

(42)2, (43)2, (44)2, (45)2 (4)2, (5)2, (6)2
Guso(2) |y || (1),(6)2, (7)2, (10), (11) | [1]
Guao(d) | y (1) | [1] J=3
Gusao(1) | u (1,10),(9,11)2,(8)2 | [1.2] || (), .-, ), (5)2, (6)2
Gus10(2) | u (1), (10)9, (11)2 | [1]
Guzao(j) | u (1) | [1] Jj=3
Gv3,19(1) v (17 6)7 (77 8)2 (9)27 [1’2] ()7 ) ()7 (3)27 (4)2
Gu3,19(2) | v || (1),(6)2, (7)2, (10)2, (11)s | [1]
Guzao(j) | v (1) | [1] J=3
Gusoo(l) |y (1), (6,10)2, (7)2, (11)2 | [1,2]

(76)4, (77)4, (82)4, (83)4
Gv3,20(1> Uu (1)7 (8a 11)27 (9)2’ (10)27 [172]

(88)4,(89)4,(90)4, (91)4
Gusao(l) | v (1),(7,9)2,(6)2, (8)2 | [1,2]

(96)4, (97)4, (98)4, (99)4
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(Semi-)invariants | pfl s-i Complément

de degré 4 degré 2
(1) | [1] j>2
(1710)7(7711>27(6)27 [1’2] ()7"'a()v
(5)2, (6)2
(1), (10)2, (11)s | [1]
(1) | [1] j>3
(1710)7(9711)27(8>2 [172] ()7"'7()7
(5). (6)
Gu321(2) (1), (10)g, (11),
Guzp1()) u (1) Jj=3
Gv3,21(1> v (1) (77 9>27<6)2 (8)2,
(96)2, (97)2, (98)2, (99)2
Guz1()) v (1) j=2
Gv3,22(j7 17 1) Y (1) (67 10)27 (7)27 (11)2 j Z 1
Guzo2(d, k1) |y (1) [ >Fk>72
Guaoa(1,1,1) | u (1), (8,10)2, (9)2, (11)s j>3
Guzoa(1,k,1) | u (1), (8)2, (9)2 >k >2
GU3’22(2,272) u (].)
Guz22(2,k,1) | u (1) [>k>3
Gv3,22(j7 17 1) U (1)7 (1())2 (11)2 .7 Z 2
Gu322(J, k1) | u (1) j>3l=k>2
Gv3,22(]‘7k, l) u (1) [ >k >j > 3
Guapo(1,1,1) | v (1), (6,8)2, (7)2, (9)2 j>3
Guapa(1,k,1) | v (1), (8)2, (9)2 >k >2
GU3’22(2,2,2) v (].)
Guz2a(2,k,10) | v (1) [>k>3
Gusa(j, 1,1) | v (1), (6)2, (7)2 Jj=2
Gu322(j k1) | v (1) j>3l=k>2
Gv3,22(]‘,k‘, l) v (1) >k >j Z 3
Guss(j, 1L 1) |y (1), (7,11)s, (6)2, (10)2 j=1
GU3723(j,k, l) Yy (].) >k >] Z 1
Gv3,23(j7k7 l) Yy (1> ] 2 27l - k 2 2
Gvg?gg(l, 1, 1) Uu (1), (8, 10)2, (9)2, (11)2
Gv3,23(17 k? l) U (1)7 (8)27 (9)2 l Z k 2 2
Gusps(j, 1, 1) | u (1), (10)2, (1) j=>2
G03,23(j7ka l) u (1) l > k >j Z 2
Gv3,23(j7ka l) u (1) ] Z 2al =k Z 2
Gv3,23(1,171) v (1)7(679)27(7)27(8)2
Gvg,gg(l, /{Z, l) v (1), (8)2, (9)2 l > ]{Z > 2
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Complément

s-1

degré 2

(Semi-)invariants | pfl

de degré 4

(%

Groupe | N

G339

A.2.4 Table pour la famille F,
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A.3 Tables pour T'=C=<c¢ >

Pour les groupes infinis, on a les résultats suivants :

Groupe (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2
< Cu517 H% > (6)7 (17 7)2 [071] ()7 ()7 (25)47 (26)4
< Cuglv 1{22 > (6)7 (17 7)2 [071] ()7 ()7 (25>47 (26)4
< Cu51> H§ > ()7 (1>27 (6)27 (7)2 [071]
<cuy', H} > O, (12 | [0,1] ntd
<cuy', Hy > (), (1)2 | [0,1]
A.3.1 Tables pour la famille C,
Groupe (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2
Ge1(2,-1) (7). (1,6)2, (2)2, (3)2, | [0,1] (0, 0
(108)4, (109)4 (3)a; (4)4
Gc (k 1) (7)7 (17 6)2 [Oal] ()7 ()7 (3)47 (4)4 k Z 3
Gea 1(k k") (), (1) | [0,1] k>2kK >0
Gei2(1,=1,0) | (3,7),(1,2,6)2, (12)2, (13)2, | [0,1,11] [ (), (), (), ()
(108)4, (109)4, (110)4, (111)4 (3),(4)
Gcl 2(1 _1 1) (377)7(1a2 6) (12) (13) [0’1’1’1] ()707()707
(110)4, (111)4, (108)4, (109),4 (3),(4)
Gep(k,—1,€) (7),(1,6)2 | [0,1] (), 0:(3)a,(4)a | k> 2,
Geo(1, K e) (), (1)2, (12)2, (13)2, | [0,1,1,1] >0
(110)4, (111)4
Geo(k, K €) (), (1) | [0,1 k>2kK >0
Ge (1, —1) (7),(1,6)2, (2)2, (3)2 | 0,1 0,0,0,0,
(108)4, (109)4 (3),(4)
Gea(k, —1) (7),(1,6)s | [0,1 0,0,(3)4,(4)a | k=2
Geas(k, k') (), (1)2 | [0,1 k>1,k >0
GCl 4( 2 _1) (7)7(176>27<2)27(3)27 {071 ()7"'7()7
(108)4, (109)4 (3)4, (4)4
Gea(l, k,—1) (7),(1,6)2 | [0,1] 0,0, k>3
(3), (4)
Ge1,4(2,2,—1) (); ()2, (2)2: (3)2, (6)2, | [0,1]
(7)2, (108)4, (109)4
Gcl 4(2 k _1) ()7 (1)27 (6)27 (7)2 [071] k >3
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Groupe (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2
Gera(g, kK (), (1)2 | [0,1] k>2et
j>3o0uk' >0
Geaps(1,1,-1) (3,7),(1,2,6)2, (12)2, (13)2, | [0,1,1,1] (), ...0),
(108)4, (109)4, (110)4, (111)4 (3)4, (4)4
Gc1,5(1>ka_1) (7)a(176)2 [071] ()a()ﬂ k 2 2
(3)a; (4)4
Ga5(2,1,-1) (), (1), (12)2, (13)2, | [0,1,1,1]
(27 6)27 (37 7)27
(108)4, (109)4, (110)4, (111)4
Geas(2,k,—1) (), (1)2, (6)2, (7)2 | [0,1] k=2
Gas(j, 1K) (), (1)2, (12)2, (13), | [0,1,1,1] j>3o0uk' >0
(110)4, (111),
Ges(g, k, K (), (1) | [0,1] k>2et
j>3ouk' >0
Goio(L, 1, —1) 0,(2,6,12)2, (3,7,13)2, W), | OLL] | 0,
(108, 110)4, (109, 111), (T)a, (8)4
(23)4, (24)4
Gl F, D) 0 (2. ). (7 | 01 P2
Ge6(2,1,—1) || (), (1)2,(12)9, (13)2, (16)4, (17)4, | [0,1,1,1]
(110)4, (111)y, (112)4, (113),
Ge6(2,2,—1) | (), (1)2,(2)4,(3)4, (108)4, (109)4 | [0,1]
Gep(2,k,—1) (), (1) | [0,1] k>3
Gae(j, 1K) (), (1)2, (12)2, (13), | [0,1,1,1] j>3o0uk' >0
(110)4, (111),
Geo(g, k, K (), (1) | [0,1] k>2et
j>3o0uk' >0
G (1,1, -1) @), (1,20, )2, 7z, | 0.1]
(108)4, (109)4
G01,7(17 k, _1) (3) (17 2)27 (6>2; (7>2 [071] k=>2
Geq(j, kK (), (1) | [0,1] k>1et
j>2o0uk' >0
A.3.2 Tables pour la famille C,
Groupe (Semi-)invariants | pfl s-1 Complément
de degré 4 degré 2
G0271(17 k? _1) (7)’ (17 6)2 [0’1 () ()7 (3)47 (4)4 k Z 2
G02,1(27 k? _1) ()7 (1)27 (6)2> (7)2 [011 k > 2

150




(@] (@) (@] o
—
Al Al AL A =
PN s N = =3
=2 =2 =2 =2 —
= = = = W
o o o o ﬂl\ﬂ w (@) o (@) (@] (@]
- N N ﬂ N olzls| o] o] |o Al A Al Al A
i — = IS S = =
R = - - - = R R = R = = =S = =
9 5] 5 5] 5] bt I o T o N ) N S o S o o o o o
m AN [ [ | [ [ [ [ O[O [ [ | [ | [ o a1 o o o Al Al Al
g AHUAUALAATALAAAAAALAAAAT AL AL Al A Al AL AL . . .
O || e[RRI |=x N N ) Y Y =2 2 =2
<t <t <t <t <t <t <t <t <t <t <t <t o
—~ —~ —~ —~ —~ —~ —~ —~ ~—~ —~ ~—~ —~ —
o N N N Nt N N B N N N NG NG N
o 3 3 35 35 3 3 3 3 5 35 5 3 3
. — S —~ — ~—~ —~ — —~~ —~ —~ —~ S —~ —~
! = o (am)] o o (am] o o (am) o o o (am)] o
S M.bo SN— SN— N— N— SN— N— N— N—r S~— N— S~— SN— N—
= = = — = = P = P = = = = =
S~— SN— N— N— SN— N— N— N— N— N— N— S— N—
= — — — = — = — — — = — —
S~— S~— N— N~— SN— S~— N~— S~— N— N~— SN— S~— N—
e el eyl ey el ey ] sl sl ]l ] ]l sl ]l ]
R lglgliSiglelglgigSSigleslglsiSiSlSlslglS|IS IS ilSlslglS|IS IS lslslSlS|ISISlelsSS|S.
wn 4 (e} [a\] [a\] [a\] [a\] [a\] [a\] (e} [a\] [a\] [a\] [a\] [a\] [a\] [aN] [a\] [a\] [a\] [a\] [a\] (e} a [\l [a\] [a\] [a\] [a\] (e} [a\l [a\] [a\] [a\] [a\] [a\] o [a\] [a\] [a\]
-+~ —| | /| /| /| /| —/—~|—/—~|—/"~ /"""~ "/~ /"""~ /"""~ "/~ """~ "/—~|/"~ /"~ "~ "/"~|—"/~|—/—~|—/—~|—/—~|/—~|—/—~|—/—~|—/—~|—/—~| /| /|~
n O |H O~ |~ |HA [~ | [ O|H|O|[H O | |O|H O[O~ |HA |~ |OI~|H O~ |~ |H[O | |O | |O | |[©O
S vUI..O( - | — | — | — [ — | — | ~— - | ~— - [ — - | — - | ~~— - [ — - | — [ — [ — | — - | — | — - | — | — | —[~— - [ ~— - |— - | ~— -
R S e IR B s B e e e e e R e s e B S R S M B e B S B e e R e A
> S —~|© s} (=) —~ —~ —~ —~ —~ —~|© =) —~|© —~|© =) —~ —~ —~ —~
g 9 I~ — —~ — D~ D~ ~ D~ D~ D~ | — — I~ — D~ | — —~ ~ D~ D~ ~
)d SN— Q Q Q S~— S~— SN— N~— N— Q Q S~— Q SN— Q Q SN— S~—
= = = = = = _ = =
m SN— N— N— N— S— N— SN— SN—
= P I P N N I P = N I P
N S~— N—— SN— N~— S— N— SN— S~—
—|~ S —~ —~
O I I R R R (o fem N R O e P e el Al e bl e Bl Kl e Bl Bl P Kl e
N T e BTVl Bl IOl IR = ~ -~ = EN K “ R ~ Sl —~ —~ —~
hkkkkkkk_kee_k_kU)rr$r%rr$rr%r%AUqﬂqﬂq
N e ) ) s e T ) A S Y P A 5 A o N Rl N R K N R QY N N R N s N | AL
= e o] ] harq B b e i v v v v v e v e = e S S ] W] Wl B = S e ] N B B B T B ] B B
] N RN S N B R A A A N N A | A A L A S N S A S L A N N S A 1 A L A N S | S N I A L A S T T )
S oo R—I bR IG B GGBIE GGG -G B [- 5 |W»

151



Groupe (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2

Gea,18(K) (0, (1)2 | 0,1] k=0

G02719(1a _1) (7)7 (17 6)2 [071] ()’ ()7 (3)47 (4)4

Ge219(2,—1) | (),(1)2,(6)2,(7)2 | [0,1]

G62’19<j, k’/) (), (1)2 [071] ] 2 3 ou k?/ Z 0

A.4 Tables pour T'=D =< a,c >

Pour les groupes infinis, on a les résultats suivants :

Groupe (Semi-)invariants | pfl s-i Compl.
de degré 4 degré 2
< cuy ', auyvy, vy, H > | (13,33), (1,12)2,(32)2 | [1,2] | O, 0,0,
(29)4, (30)4
< cuy ', auyvy, H? > (13,33),(1,12)2, (32)2 | [1,2] || 0),0),0),
(29)4, (30)4
< cuy ', auyvr, H) > (6), (1)2,(7)2 | [0,1]
< cu, ', auyvr, H? > (6), (1)2,(7)2 | [0,1]
< cu, ', auyvr, HY > (), (1),(6)2,(7)2 | [0,1]
< cuy ', auyvy, HY > (), (1) | [0,1] nt4
< cuy ', auyvy, Hy > (), (1) | [0,1]

Pour les groupes de la liste Dy, on a les résultats dans les tableaux ci-apres.

Groupe (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2

Gdl,l(lv 2, _1) ()7 (17 6)27 <2>27 (3)27 (7>2 [071] ()7 ) ()7 (3)47 (4>4

Gd171(17k7_1> ()7<176)27(7)2 [071] ()7“'7(>7(3)4a(4)4 k>3

Carr2.2,-1) | 0, (D, s, (3)5, 02, (7)z | 0,1]

Gara(2,k,—1) (), (1)2, (6)2, (7)2 | [0,1] k>3

Ga1(j, k, k') 0, (1)2 | [0,1] j>3o0uk' >0
et k>2

Gd172(1> 27 _1) (7>a (1)2’ (2)2’ (3)2v (6)2 [071]

Gap(l k —1) (7), (12, (6)2 | [0,1] k=3

Gd1,2(27 27 _1) ()v (1)27 (108>47 ( 09)4 [071]

Gara(d, K, K) (0,12 | [0,1] j=30uk >0
ouj=2k>3

Gd1,3(17 2, _1) ()7 (17 6)27 (7)27 (108>47 (109>4 [071] ()7 ) ()7 (3>47 (4>4

Gas(1,k,—1) (), (1,6)2, (7)2 | [0,1] ((?)), &8, k>3
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(Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2

Ga3(2,2,—-1 (), (1)2,(6)2,(7)2, | [0,1]
(108)4, (109)4
(), (D2, (6)2, (7)2 | [0,1] k>3
(), ()2 | [0,1] j=3ouk >0
et k>2
CTYd1,4 1,2,-1 (7)7 (1)27 (6)27 [O 1]
(108)4, (109)4
(7),(1)2,(6)4 | [0,1] k>3
()7 (1)27 (2)47 (3)4 [071]
(), (12 | [0,1] j=3ouk' >0
ouj=2k>3
Gas(1,1,-1) (),(2,6,12)9,(3,7)2, | [0,1,0,1,1] || (), ..., (),
(1)2, (13)2 (7)4, (8)4
Gd175(17 k _1) ()7 (1)27 (6)27 (7)2 [Oal] k Z 2
Gd1,5(27 1 _1) ()7 (1>27 (12)27 (13)27 [0717171]
()7 (1)27 (2 4, (3)4 [071]
(), (M2 | [0,1] k>3
(), (1)a, (12)2, (13)2 | [0,1,1,1] j>3o0uk' >0
(), ()2 | [0,1] j>3o0uk'>0
et k> 2
Gag(l,1,—1 (), (1)2, (108,110)y4, | [0,1]
(109)4, (111)4
Gae(j, 1, k) (), (1)a, (110)4, (111)4 | [0,1] j>2o0uk' >0
Gdl,ﬁ@? k7k,) ()7 (1)2 [071] Jj=2o0uk' >0
et k> 2
) ’ ()7(17276)27(3?7)27(12)2a(13)2 [0,1,0,1,1]
Gar7(1,k, (), (1,6)2, (7)2 | [0,1] k=2
(), (1)2, (12)s, (13)2, (2,6)2, (3,7)2 | [0,1,1,1]
(), (1)2,(6)2,(7)2 | [0,1] k>2
()7 (1)27 (12>27 (13)2 [0717171] j Z 3 ou k, 2 0
(), (D)2 | [0,1] j>30uk >0
et k>2
(3,7),(1)2, (12)9, (13)2,(2,6)2 | [0,1,1,1]
(7), (1)2, (6)2 | [0,1] k>2
(), (1)2, (12)2, (13)s, (108)y4, (109)4 | [0,1,1,1]
), (1)2 | [0,1] k>2
(), ()2, (12)2, (13)2 | [0,1,1,1] j>3ouk' >0
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Groupe (Semi-)invariants Complément
de degré 4
Gdl,SU? kvk,) ()7 (1)2 j > 3 ou k' >0
et k> 2
Gaio(1,1,-1) (3),(1,6)2, (2)2, (7)2,
(110)4, (111)4
Gao(l,k,—1) (), (1,6)a, (7)2 k=2
Gd179(2> 17 _1) ()7 (1)2? (2>27 (3)27
(6)2, (7)2, (110)4, (111),
Gd179(27 k, _1> ()v (1)27 (6)27 (7)2 k=2
Caro(, 1, ) 0 (02, (110)s, (1), j=3ouk >0
Gao(J, k, k) 0, (1)2 j=3ouk'>0
et k> 2
Ga10(1,1,—1 (7),(1,2)2,(3)2,
(6)2, (110)4, (111)4
Gaio(l, k,—1) (7), (1), (6)2 k=2
Ga10(2,1,-1) (), (1)2, (108)4, (109),,
(110)4, (111)4
Gai0(2,k,—1 (), ()2 | [0,1 k> 2
Gdl,lO(ju 1 k‘) () (1)2 (110)4, (111)4 [O,]_ j Z 3 ou ]{3, Z O
Gar0(j, k. k) (), (1)2 | [0, j=3ouk'>0
et k> 2
Gan(1,1,-1 (), (1,2)2, (3)2, (6)2, (7)2 | [0,1]
Gan(1,k,—1 0, (12, (6)2, (7)2 | [0,1] k=2
Gai1(J, k, k') (0, (1)2 | [0,1] j=2ouk'>0
Gaija(1,1, -1 (3), (1)2, (2)2, (6)2, (7)2 | [0,1]
Gaia(1, b, —1 (), ()2, (6)2, (7)2 | [0,1] k=2
Gara2(J, k, k') (), (1)2 | [0,1] j=z20uk’ >0
Gai3(2,¢,—1) (6), (1)2,(2)2, (3)2,(7)2 | [0,1]
Gas(k, e, —1) (6), (1)2, (7)2 | [0,1] k>3
Garaz(k, e k') (), (1)2 | [0,1] k=2 k>0
Ga114(2,6,—1) || (6),(1)2,(2)2, (108)4, (109)4 | [0,1]
Gaa(k, e, —1) (6), (1), (7)2 | [0,1] k>3
Gd1,14(k7757 k’) ()7 (1)2 [071] k=2, k>0
Gais(1,—1) (3),(1,6)2, (111)4,(2)2, | [0,1]
(7)2, (110)4
Gd1,15(k7 _1) ()7 (17 6)27 (7)2 [071] k Z 2
Gaa5(1, k) (), (1)2, (110)4, (111)4 | [0,1] K >0
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Groupe (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2

Ga 15(k’, k'/) ()7 (1)2 [071] k=2, k>0
Gare(k, —1) (7),(1)2,(6)2 | [0,1] k=2
Gdl 16(ka kl) ()7 (1)2 [071] k Z 27 K’ Z 0
Gdl 17(1767 ) (276)7( ) (12>27(13)27(377)2 [0717171]
Gar17(1, ¢, k) (), (1)a, (12)2, (13)2 | [0,1,1,1] K>0
Ga 17(k, €, — ) (6)7 (1)2» (7)2 [071] k=>2
Ga 17(k,€, k) ()> (1)2 [071] k=>2Fk >0
Gaias(l,e,—1) (6),(1,3)2,(2)2, | [0,1]

(7)2, (110)4, (111)4
Ga1s(l, e, k) (), (1)2, (110)4, (111)4 | [0,1] E' >0
Ga 18(k7 €, — ) (6)7 (1)2: (7)2 [071] k=2
Ga 18(’% e, k') 0, (D)2 [071] k>2k >0
Gao(l,6,—1) (6), (1)2; (2)2, (3)2, (7)2 | [0,1]
Ga 19(k’, €, — ) (6)7 (1)27 (7)2 [071] k=2
Garo(k, e, k) (0, (D2 | [0,1] k>1,E >0

Pour la famille Dy, les résultats sont dans les tables suivantes. Pour chacun
de ces groupes, j’ sera quelconque (on ne le reprécise pas dans les tableaux).

Groupe (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2

Gdll(lvk?_l) () (1 6)27< ) [071] ()7()7<>7(3)47(4)4 k> 2

Gaz1(2,k, 1) (), (1)2, (6)2, (7)2 | [0,1] k=2

Gaoa(j, k, k') (), (1)2 | 0,1] j=z3ouk >0
et k> 2

Gaga(l, k, —1) (7). (1)2, (6)2 | [0,1] k=2

Ga22(2,2,—1) || (), (1)2,(108)4, (109)4 | [0,1]

Gaz2(j, k. k') (),(1)2 | [0,1] jz3ouk' =0
ouj=2k>3

Gd2,3(1> k7 _1) ()7 (17 6)27 (7)2 [071] ()7 ()7 ()7 (3)47 (4)4 k > 2

Gaz3(2, k, —1) (), (1)2, (6)2, (7)2 | [0,1] k=2

Gao3(j; k, k) (), (D)2 | [0,1 j=3ouk'>0
et k> 2

Gaga(l,k,—1) (7),(1)2,(6)4 | [0,1] k=2

Gaza(js k, k) (), (1)2 | [0,1] j=2o0uk >0

Gd2,5(17k7_1> ()a(1)27<6 2?<7)2 [071] k=1

Gazs(j, K, k') (), (1)2 | [0,1] j=2o0uk >0

Gd276(j7 k? k/) ()7 (1)2 [071]
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Groupe (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2

Gd2723(j, k‘,) (), (1)2 [0,1] j Z 2 ou k'/ Z 0

Gazp4(—1) (6), (1)2, (7)2 | [0,1]

Gaz24(K') (), (1)2 | [0,1] k>0

Gaga5(—1) (6), (1)2, (7)2 | [0,1]

Gag,o5(K') (), (1)2 | [0,1] K'>0

Gag26(—1) (7), (1)2, (6)2 | [0,1]

Gaz,26(K') (), (1)2 | [0,1] K'>0

Gaz07(—1) (6),(1)2,(7)2 | [0,1]

Gazor(K') (), (D)2 | [0,1] K'>0

Gagas(—1) (6), (1)2, (7)2 | [0,1]

Gag,as(K') (), (1)2 | [0,1] K'>0

Gaga0(—1) (7), (1)2, (6)2 | [0,1]

Gaz,20(K') (), (1)2 | [0,1] K'>0

Gd2,30(_1) ()7 (17 6)27 (7)2 [0?1] ()7 ()7 ()7 (3>4a (4)4

Gaz30(K') (0, (1)2 | [0,1] K'>0

Gazz(—1) (7), (1)2, (6)2 | [0,1]

Gaz 31 (k') (), (12 | [0,1] K'>0

Gaz2(1,—1) (), (1,6)2, (M2 [ [0,1] || 0,0, 0, (3)a; (4)s

Gag32(2,—1) || (), (1)2,(6)2, (7)2 | [0,1]

Gaz32(7, k) (), (1)2 | [0,1] j>3o0uk’ >0

Gaga3(1, —1) (7), (1)2, (6)2 | [0,1]

Gd2733(j, k?/) (), (1)2 [0,1] j Z 2 ou k’/ Z O

Gagza(1,=1) || (), (1)2,(6)2, (7)2 | [0,1]

Gd2’34(j, k/) (), (1)2 [0,1] j Z 2 ou k/ Z 0

Gaz35(J, k') (),(1)2 | [0,1] j> 1K >-1

Gaz36(—1) (6),(1)2,(7)2 | [0,1]

Gaz,z6(K') (), (1)2 | [0,1] K'>0

Gaa7(—1) (6), (1)2,(7)2 | [0,1]

Gaz37(K') 0, (12 | [0,1] K'>0

A.5 Tables pour T = A,

Le groupe infini n’admet qu'un (semi-)invariant, qui est produit de formes
linéaires : c’est P;. On a les résultats suivants pour les groupes finis :

Groupe (Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2

Ga471(1’ _1> (17 27 12 + 6)7 ()7 (70>37 (71)3 [3] ()7 (7)2 j’7:—1

Ga(2,—1) (1), (2)2 | [1] j7=-1
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Groupe (Semi-)invariants | pfl s-i Complément

de degré 4 degré 2
Gaa1(4,5") (1) [ 1] j>33>00uj >0
Gasa(l, —1) (1), (5)2 | [1] =1
Gas2(J,7") (1) | 1] j>27>00uj >0
Ga4,3(17 _1) (1)7 ()7 (27 12 + 6)27 (70)37 (71)3 [1] ()7 (7>2 j” =-1
Gass(2, —1) (1), (2)2 | [1] =1
Gas3(j,J') (1) | [1] j>3,7>00uj” >0
Gata(l, 1) (1), (3)2 | [1] j’=-1
Gasald,J") (1) | 1] j>243>00uj >0
Gass(1, 1) (1,2) [ 1] =1
Gaa5(7,5") (1) | 1] j>24>00uj >0
Gass(=1) (1,2,12+6),(70)3, (T1); [[1] | (7)) [i"=1
Gar6(J') (D [ j>00uj” >0
Gasr(J', 1) (1) | [1] >0, pe{-1,0,1} et j7 > —1
Gaas(i', 1) (1) | 1] 7 >0,pe{0,1} et 7 > —1
Gaso(1t) (1) [ 1] pe{—1,0,1} et ;7 > —1
Gaa0(/t) (1) [ 1] pe{0,1} et 7 > —1

A.6 Tables pour 7'= 5,

Le groupe infini n'admet qu’'un semi-invariant, qui est produit de formes

linéaires : c’est P;. On a les résultats suivants pour les groupes finis :

Groupe (Semi-)invariants | pfl s-1 Complément
de degré 4 degré 2

Gaua(l) | 0,(1,2,1246)s | [0,3] 0.0.(m |j=-1
Gsa(2) 0, (1), (2)2 | [0,1] j'=-1
Gaa(y) (0, (1) | [01] j>3o0uj >0
Gs42<1) () (271 + )27(1) [07071] ()7"'707(7)2 j, =—1
Gsa2(2) (), (1)2,(2)2 | [0,1] j=-1
Gsa2()) (0, (D)2 | [0,1] j=3ouj >0
Gs4,3(1) ()7 (2a 12 + 6)27 (1)2 [07071] ()7 s ()’ (7)2 j’:"l
Gs4,3<2) ()7 (1)27 (2)2 [071] j, =—1
Ga3(j) (0, (12 | [0.1] j=>3ouj >0
GS4,4<1) ()7 (1)27 (3)2 [Oal] j, =—1
Gs44(j) ()a (1)2 [071] ] Z 2 ou ]/ >0
Gs45(1) ()7(172)2 [071] j/: —1
Gs4 5(.7) ()7 (1)2 [071] j > 2 ou j/ >0
G 6(1) (2)7 (1)2 [071] j/ =—1
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(Semi-)invariants | pfl s-i Complément
de degré 4 degré 2

(), ()2 | [0,1] j>2ouj >0
(2,124 6),(1)2 | [0,1] (7)2 j=-1
(2’12+6)’(1>2 [071] O’(?)? j, =—1

(), (1) | [0,1] ve{-20}etj >0
(2 12_6)7(1>2 [0 1] ()7()7(8>2 j/: —1

(), (1)2 | [0,1] j'>0

(), (D2 | [0,1]
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Annexe B

Programmes de calcul des
semi-invariants d’un groupe.

Le calcul des semi-invariants de degré 2 et 4 des différents sous-groupes de
SL(4,C) a été réalisé en utilisant les programmes suivants (en Magma).

semireyb calcule I'image (& un scalaire pres) d’un polynome f par 'opérateur
de Reynolds associé a un caractére xi d’'un groupe donné (L est la liste des
éléments du groupe avec leur numero de classe).La fonction suivante calcule la
série de Hilbert associée a un caractere d'un groupe donné en se fondant sur la
version semi-invariants du théoreme de Molien (théoreme 2.2.3).

semireyb:=function(L,xi,f)
s:=0;
for u in L do
s:=s+f ul1]*1/xi[ul2]];
end for;

return s;

end function;

// série de Hilbert

semimol :=function(L,xi,ord,A)
CDM<t>:=FieldOfFractions(PolynomialRing(A));
GLG:=MatrixAlgebra(CDM,4) ;
id:=GLG![1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1,0,0,0,0,1];
matt:=GLG![t,0,0,0,0,t,0,0,0,0,t,0,0,0,0,t];
s:=0;
for u in L do
mataux:=GLG!ul[1];

s:=s+1/(xi[ul[2]]*Determinant (id-matt*mataux)) ;

end for;

return s/ord;

end function;
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La fonction suivante permet de calculer une base de ’espace des semi-invariants
d’un certain degré associés a un caractere x¢ d’un groupe donné. La dimension
dim de cet espace est supposée connue (et se calcule grace au théoréeme de Molien
et au programme précédent).

rechinvb:=function(L,xi,ord,M,dim,lipar)
// L: liste des éléments du groupe avec leur numéro de classe de conjugaison;
// ord: ordre du groupe; M: liste des mondmes du degré qui nous intéresse;
// lipar: une liste de paramétres donnée par l’utilisateur
i:=1;j:=1; //i-1: cardinal de la famille libre construite
N:=#M; //j: mondéme a étudier
while (i le dim) and (j le N) do
u:=semireyb(L,xi,M[j]);
if u ne O then
u:=u/LeadingCoefficient (u);
if i eq 1 then
res:=[u]; i:=2; sommebg:=lipar[1]*u;
else
bg:=GroebnerBasis([Numerator(el) : el in Coefficients(sommebg+u)]);
// ce calcul permet de vérifier si le nouvel élément non nul est
// une combinaison linéaire des précédents; si ce n’est pas le cas,
// on 1’ajoute a la famille libre précédemment obtenue
if (#bg eq 1) and (bgl[l] eq 1) then
res:=res cat [u];
sommebg : =sommebg+lipar [i] *u;

i:=i+1;
end if;
end if;
end if;
ji=j+l;
end while;

return res,sommebg; //res est une base de 1l’espace qui nous intéresse;
//sommebg est un élément générique de cet espace donné comme
//combinaison linéaire des vecteurs de notre base
end function;

Ensuite, pour chaque famille de groupes, on cherche un sous-groupe commun a
tous les groupes de la famille, on en calcule les semi-invariants puis on étudie
laction des matrices a parametres sur ceux-ci. Prenons 'exemple de la famille
des groupes Gy11(7,k,1) =< a,b,x1,y;, ug, vy >D< a,b,x1,y1,u2,v3 > (1 < j <
k <1). On a les lignes de commande suivantes :

expo:=16;
A<z>:=CyclotomicField(expo) ;
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im:=z" (expo div 4);rac8:=z"(expo div 8);racim:=z"(expo div 16);
// définition du sous-groupe commun aux groupes de la famille
MG:=GeneralLinearGroup(4,A);
ma:=MG!' [0,1,0,0,1,0,0,0,0,0,0,1,0,0,1
mb:=MG! [0,0,1,0,0,0,0,1,1,0,0,0,0,1,0,
my1:=MG! [im,0,0,0,0,im,0,0,0,0,-im,0,0,0,0,-im];
mx1:=MG! [im,0,0,0,0,im,0,0,0,0,im,0,0,0,0,im];
mu2:=MG! [rac8,0,0,0,0,1/rac8,0,0,0,0,rac8,0,0,0,0,1/rac8];
mv3:=MG![1/racim,0,0,0,0,racim,0,0,0,0,racim,0,0,0,0,1/racim];
grc:=MatrixGroup<4,A|ma,mb,mx1,myl,mu2,mv3>;
// vers la calcul des semi-invariants
ord:=0rder(grc) ;C:=Classes(grc) ;Xdar:=CharacterTable(grc);
R<iw3,iw4,iwb,iwl,iw2,iw6,iw7,iw8,1iw9,1wl0,iwu,iwy,iwv,iwup,iwvp,iwyp,
al,a2,a3,w3,wd,wl,wb,w2,w6,w7,w8,w9,wl0,cl1,c2,c3,cd4,ch,c6,c7,c8,c9,cl0,
cl1,c12,c13,c14,c15,c16,c17,c18,c19,c20,c21,c22,c23,c24,c25,c26,c27,c28,c29,c30,
WUu,Wy,WV,Wwup,wyp,wvp>:=PolynomialRing(A,65,"lex");
FR:=FieldOfFractions(R); Q<x1,x2,x3,x4>:=PolynomialRing(FR,4,"lex");
para:=[cl,c2,c3,c4,c5,c6,c7,c8,c9,c10,cl11,c12,c13,c14,c15,c16,c17,c18,c19,c20,
c21,c22,¢23,c24,c25,c26,c27,c28,c29,c30] ;
P<u> := PowerSeriesRing(IntegerRing());
load "fonct.m"; // contient en particulier les programmes décrits précédemment
L:=1istelL(grc); // liste des éléments de grc et de leur numéro

// de classes de conjugaison
M4 :=monomes (4) ;M2:=monomes(2); //liste des mondmes en x1,...,x4 de degré 2 ou 4
MG2:=GenerallinearGroup(4,FR);
mu:=MG2! [wu,0,0,0,0,iwu,0,0,0,0,wu,0,0,0,0
my :=MG2! [wy,0,0,0,0,wy,0,0,0,0,iwy,0,0,0,0,iwy];
mv:=MG2! [iwv,0,0,0,0,wv,0,0,0,0,wv,0,0,0,0,1

:O])
0]

I

// calcul des invariants

// dimensions des espaces d’invariants sous grc

> xi:=Xdar[1] ;sr:=semimol(L,xi,ord,A);P ! sr;

1 + 2%u”™4 + 4*u”8 + 6*xu”12 + 12*u”~16 + 20%xu~20 + 30*u~24 + 41%u~28 + 59*u~32 +

82*u~36 + 0(u~37)

// base de 1l’espace des invariants de degré 4 sous grc

> 1,u:=rechinvb(L,xi,ord,M4,2,para);1;

[ x172%x272 + x372%x4"2, // c’est $P_8$% avec les notations de 1’annexe A.1
x1*x2%x3*x4 ] // c’est $P_1$ avec les notations de 1’annexe A.1

// action des matrices & paramétres sur une combinaison linéaire générique
// de ceux-ci (ici u)

> als:=[Numerator(el) : el in Coefficients(u"mv-w3*u)];

als:=als cat [Numerator(el) : el in Coefficients(u"my-wixu)];
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als:=als cat [Numerator(el) : el in Coefficients(u"mu-w2*u)];
als:=als cat [1-iwu*wu,l-iwv*wv,1l-iwy*wy];bg:=GroebnerBasis(als) ;bg;
[ iwuxwu - 1,

iwyxcl - cl*xwy~7,

iwyxwy - 1,

iwvkwv - 1,

w3*xcl - ci,

w3*c2 - c2,
wlxcl - clxwy~4,
wlkxc2 - c2,
w2*cl - ci,
w2*c2 - c2,

cl*xc2xwy~™4 - cl*c2,

clxwy™8 - cl 1]
// utilisation du critére de van Hoeij-Ragot-Ulmer-Weil pour chercher
// les (éventuels) produits de formes linéaires
> v:=Resultant (u,xl+al*x2+a2*x3+a3*x4,x1) ;
w:=[Numerator(el): el in Coefficients(v)];bg2:=GroebnerBasis(w cat bg);bg2;
[ iwuxwu - 1,

iwy*wy - 1,

iwvkwv - 1,

alxc2,

a2xc2,

a3*xc2,

w3*c2 - c2,

wl*xc2 - c2,

w2*c2 - c2,

cl ]

On procede de méme pour tous les caracteres linéaires de grec et on dresse alors
la table des semi-invariants des groupes de la famille Gy . Ici, on trouve les
polynomes suivants en degré 4 en exploitant les résultats donnés par le caractere

trivial. Comme wy? = —1 correspond au cas j = 1, on a alors un espace de
dimension 2 d’invariants engendré par P; et Py avec un seul produit de formes
linéaires (& multiple pres). Pour j = 2 (i.e. wy® = —1), on trouve une droite

d’invariants produits de formes linéaires (engendrée par P;) et une droite de
semi-invariants d’ordre 2 non produits de formes linéaires(engendrée par Fg).
Pour j > 3, on n’a plus qu’une droite d’invariants produits de formes linéaires
(engendrée par P).

Les résultats ainsi obtenus sont dans les tables de 'annexe A.
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Annexe C

Version originale de ’article [8]
traduit en 3.1

C.0.1 Introduction

Let k be a field and ¢ a derivation on k whose field of constants C is alge-
braically closed of characteristic 0 (e.g. Q(z) with the usual derivation d/dz).
For the derivation § of k and a € k we write 6™(a) = a™ and also a¥) = o/,
a® =da”,.... Any n-th order linear differential equation can be transformed to

Ly) =y +ansy™ P+ fay = 0,a,€k (C.1)
The differential Galois group G of L(y) is a subgroup of SL(n,C).

Definition C.0.1 Let V' be a C-vector space, let Yi,...,Y, be a basis for V
and let G C GL(V) be a linear group. Define a group action of o0 € G on
IeCYy,... .Y byo-(I(Yy,...,Y,)) =1(c(Y1),...,0(Y,)). If a homogeneous
I € C[Y4,...,Y,] of degree m has the property that

Vo e G o I(Yi,....Ys) = i) - (I(Va,. .., Yo),
with ¢[(O) eC

then ¢r: G — C is a one dimensional character of G and I is a semi-invariant
of degree m of G with character ;. If 11 is the trivial character 1 of G, then I
is an invariant of degree m of G. If j € N is minimal such as (¢;)? = 1, then j
1s the order of the character 1y and of the semi-invariant I.

iFrom [58] Theorem 3 we get that the existence of a Liouvillian solution of the
form z = e/* where u is algebraic over k is equivalent to the existence of a
semi-invariant that factors into linear forms. If m = [k(u) : k| is minimal, then
m is the minimal degree of a form that factors into linear forms. For each order
n it is possible to derive a finite list of possible m that have to be considered in
order to compute Liouvillian solutions of L(y) = 0. For second order equations
the smallest possible list is given in [39] and for third order equations in [56].
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Definition C.0.2 Let G C GL(V) be a linear group acting irreducibly on the
vector space V of dimension n over C. Then G is said to be imprimitive if there
exist subspaces Vi, --- , Vi with £ > 1 such that V =V, & --- & V}, and, for each
g € G, the mapping V; — ¢(V;) is a permutation of the set S = {Vi,..., Vi }.
The set S is called a system of imprimitivity of . If all the subspaces V; are one
dimensional, then G is called monomial. An irreducible group G C GL(V) which
is not imprimitive is called primitive.

For primitive groups of degree 4, the list of smallest possible m, {4, 5,8, 10, 12,
16,20, 24, 40, 48, 60, 72, 120} is derived in [18].

A representation of a group G is imprimitive if the character of the repre-
sentation is irreducible and induced by the character of a subgroup. If a given
system of imprimitivity cannot be further decomposed, then the restriction of the
stabilizer G; of V; in G to V;, which we denote H; = p;(G;), is a primitive group
of degree d = dim(V;). If n = 4 and d = 2 then H;/Z(H;) is conjugated to either
Ay, Sy, A5 or PSL(2,C) ([6, 39, 56]). In this case we say that the imprimitive
representation is of type A4, Sy, A5 or PSL(2,C).

From [56] Theorem 3.2 and [55] Proposition 2.1 we get the following upper
bounds for m where z = e/ * is a Liouvillian solution with [k(u) : k] = m

1. 4if G C SL(4,C) monomial.

2. 8=2-4if G C SL(4,C) is of type Aj,.

3. 12=2-6if G C SL(4,C) is of type Sj.

4. 24=2-12if G C SL(4,C) is of type As.

5. There are no Liouvillian solutions if G C SL(4,C) is of type PSL(2,C).
In the following we will refer to the above bounds as the standard bounds. It is
known that the standard bounds are not best possible for n = 6 ([17, 18]) and
we will show that for n = 4 they are also not best possible. The above notion of
type of an imprimitive group is ambiguous since we will see that a group can be
of several distinct types (cf. example C.0.4 and example C.0.5). We thus define

the type of a group as the group Ay, Sy or As of lowest possible order among
the possible types. This will associate the smallest possible standard bound to a

group.
In this paper we investigate if the bounds above are best possible for each

type.

C.0.2 Monomial groups

The following explicit version of [55] Proposition 3.6 shows that it is possible
to characterize the equation L(y) whose Galois group G C SL(4,C) is monomial :

Lemma C.0.3 Let L(y) = 0 be an irreducible linear differential equation of order
n with G C GL(n,C).
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1. If there exists a solution z = el * with [k(u) : k] = m, then m > n.

2. The differential Galois group G of L(y) is monomial if and only if there
exists a solution z = el * such that [k(u) : k] =

Proof.

1. Suppose that L(y) = 0 has a Liouvillian solution z = e/ * with [k(u) : k] =
m and such that m is minimal. Since G sends the logarithmic derivative
u = 2'/z into another logarithmic derivative, the minimal polynomial P €

k[U] of w must be of the form
m /
(-3
, Zi
i=1

where the z; are solutions of L(y) = 0. Since G sends z;/2; to 2}/z;, it sends
2z; to a multiple of z;. In particular the space spanned by z1,..., 2y, is G-
invariant. Since L(y) is irreducible, the group G C GL(n,C) is an irreducible
linear group, showing that m > n.

2. Keeping the above notation, suppose now that m = n. Then in the basis
21, ..., %, the group G sends a solution z; into a multiple of some z;. The-
refore in this basis the representation of G is monomial. Conversely, if G
is monomial in some basis yi, ..., y,, then G permutes the y./y; which are
therefore of degree at most n. Since G C GL(n,C) is irreducible, we get
from the above that the orbit of u = ¥} /y; cannot be less than n, showing
that [k(u) : k] = n.

0

Example C.0.4 The transitive group G of degree 16 of number 189 in the clas-
sification of [16] is of order 96. We will use the method presented in [47] to
compute a linear differential equation with this group as differential Galois group
and whose solution space is a subspace of the space of holomorphic one forms
of some Galois cover with Galois group G. This group has two characters of de-
gree 4 which are both unimodular and induced by the one dimensional character
of a subgroup and thus monomial. The group can be generated by elements oy
and oy belonging to the unique conjugacy class of size 12 whose elements are of
order 4 and to a conjugacy class of elements of order 12 with the property that
o3 = (0102)7 is of order 8. Consider a Galois cover of P' with Galois group
G ramified in 0,1, 00 according to o1,09,03. The character of G on the space of
holomorphic one forms (cf. [47], Theorem 4.2) contains both characters of degree
4 exactly once. ;From the character table (cf. [47] Section 5 2) we get that the
smallest possible exponents at 0,1,00 are { > 2,O 1} 4, 4, 12,——} and
{1 + g, 1+ é, 1+ ;, 1+ g} Since they add up to 6, there is no apparent singula-
rity and the above must be the actual exponents (cf. [47] Section 6.53.1). Therefore
an equation with those exponents at 0,1, 00 must exist. According to ([35] Section
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15.4) the exponents determine the equation up to 3 accessory parameters by, ¢
and cg :
dy 12z -5 d’y  110432% — 93592 + 1080 d°y

dat oz (z—1) dad 288 (x — 1)% x2 da?
4806 x* + (144 by — 4655) = — 144 by dy N
144 (x — 1) 22 dx

(57915 23 4 (12288 ¢; — 59147) x2
1228823 (x — 1)*
(12288 ¢p — 12288 ¢1)  — 12288 co)
1228823 (2 — 1)*
Since we have three tuples of exponents at some singularities where the exponents

differ by integers, it is possible to compute the accessory parameters using the
approach given in [47] Section 6.2 in order to get :

d'y 1205 d'y | 110432% — 9350 + 1080 d%y
dz*  z(x—1) da? 288 (z — 1)%2 22 dx?

19224 22 — 25097 2 + 6477 dy
576 (z — 1)3 22 dr
47171 + 57915 22 — 106318
12288 22 (z — 1)*
By construction we must have G = G. It is interesting to note that G can also be

induced by a 2 dimensional character of a subgroup which is projectively equivalent
to Ay. The group G is thus monomial and of type Ay. []

C.0.3 Imprimitive non monomial groups

The finite imprimitive non monomial subgroups of Gi(4,C) are classified pro-
jectively, i.e. up to scalar multiples, by H.F. Blichfeldt in [6] and we will use
the notation introduced there in the following. Blichfeldt gives 14 types of finite
imprimitive groups. The groups belonging to the families 1° to 6° are of type Ay,
those belonging to the families 7° to 11° are of type S; and those belonging to the
families type 12° to 14° are of type As. However those families are not disjoint :

Example C.0.5 Toking o =1 and 8 = —1 in the family 7° we get the group G
of order 192 generated by

0010 1 0 0 O 0100
00 01 0 -1 0 O 1 000
1 000]’fO0 0 1 O [ 00 0 1 |
0100 0 0 0 -1 0010
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N 3

2, 2, —£ 0 0 0

==L e g 0 0 &€ 0 0
I 1 N

g 14 0 0 0 -

0 0 R L €

where £4+1 = 0. The group G has 7 subgroups of order 96. One of them, denoted
K, is generated by :

0 0 *52*53 =&
0 0 5—253 —£-¢3
5‘253 —$i2+§3 0 0
3 3
—53‘5 5'25 0 0
and £+€3 £+&8
+ +
’ ! 54253 52 [
0 0 —
o S S o ’ ’
5 > 0 0
3 3
—52—5 f'gf 0 0

Another one, denoted Ky is generated by

1+€2 1+4£2
0 0 e 1
0 0o & &
e ne 9 g
2 2
L e 0
and et L2
+ +
0 0 . .
0 0 =& L&
e B8 9 o
2 2
! 0

The representation of each subgroup K; is a sum of two irreducible representa-
tions of dimension 2 and we denote one of those characters x;. Since (x;)¢ is
the character of G we get a system of imprimitivity for each group K;. Denoting
H; the kernel of x; and Z(H;) the center of H; we have |Hy/Z(Hy)| = 24 and
|Ho/Z(H2)| = 12, which proves that G is of type Ay and Sy. It is however natural
to consider this group as a group of type Ay (cf. Section 1). []

Theorem C.0.1 Let L(y) = 0 be an irreducible fourth order linear differential
equation whose differential Galois group is an tmprimitive non monomial sub-
group of SL(4,C). If G is respectively of type Ay, Sy or As, then there exists a
solution z = el * where [k(u) : k] is minimal and equal to resp. 8, 12 or 24, with
the exception of the group of family number 13° with n = 1 of type As where there
exists a solution z = el * with [k(u) : k] = 20.
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Proof.

We note that there exists a Liouvillian solution of L(y) = 0 if and only if the
non monomial imprimitive group G is of type Ay, Sy or As. The result is obtained
by computation using the classification of the finite imprimitive non monomial
groups given in [6]. Since we show that there is only one finite imprimitive non
monomial group for which the classical bound is not best possible, the classical
bound will always be best possible for the infinite imprimitive non monomial
groups which, by construction, contain finite imprimitive non monomial groups
of arbitrary large order (cf. [30], Theorem 2.2.3).

We illustrate the approach on the first family of subgroups G7 of [6] whose
elements are of type A4. An imprimitive group in this family is generated by

0010 1 0 0 0
000 1 0 -1 0 0
R1_1000’51_0010’
0100 0 0 0 —1
0100
1000
52_0001’

0010

1000 1 1 0 0
0100 —i i 0 0
Ssm)=1{ 90 a0 |"S®W=| 0o o »
000 a 0 0 —ib b

where
a® =1 and b =1.

Note that the classification given in [6] is a projective classification, i.e. up to
scalar multiples. jFrom [56] Lemma 3.1 we get that the minimal index [k(u) : k]
is the index of a 1-reducible subgroup of minimal index, which is invariant up
to projective equivalence [63]. Therefore it is possible to work with the matrices
given in [6], even if they are not unimodular.

Since the existence of a solution z = e/* with [k(u) : k] = m minimal is
equivalent to the existence of a semi-invariant of degree m that factors into linear
forms, our goal is to show that for no value of the parameters there exists a
semi-invariant that factors into linear forms of degree less than 8, which is the
standard bound for the type Ay. Since the groups in [6] are irreducible, there will
be no such semi-invariant of degree < 4 (cf. proof of Lemma C.0.3).

In order to construct the semi-invariants of the group G; we first consider the
finite subgroup G; generated by the non parametrized matrices Ry, Si, Ss.

For each linear character ¢ of G;, we compute the dimensions of the spaces
Vy.a of semi-invariants of G, of degree less than 8 with character ). We use the
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Molien series (Theorem 2.2.1 of [61]) that we generalize to non necessarily trivial
characters. For a group G and a character ¢ of G we get :

G| Zw det(I — zu) Zdzm Vo) 2

We start with the invariants of G1, which are the semi-invariants corresponding
to the trivial character of GG;. The Molien series of (G is

1+ 2u? 4 Tu* + 12u® + O(u®)

showing that the space of invariants of degree 2,4, 6 is respectively 2,7, 12. Using
the Reynolds operator, we compute invariants of degree 4 until we get 7 linearly
independent ones and we get :

B = [:Ui‘%—xg—l—:cg%—xj,
‘T .172 + x%xi,
Tixs + 1125 + T + 102,
x2x2x4 + xlxgmg + xl.rg:vi + 332:15%3:4,
7’ x3 + x%xi,
:clat4 + x2x3,

T1ToT3T ).

Invariants of degree 4 of G; must be linear combinations of the above invariants
of G; and thus be of the form f= Z[eé ay I, but invariants of G, could be-
come semi-invariants of G;. However semi-invariants corresponding to different
characters of C~¥1 will also correspond to different characters of GG;. Therefore the
space of semi-invariants of G; must be subspaces of the spaces of semi-invariants
of Gy which are also semi-invariants of (51, i.e. which are also semi-invariants of
the parametrized matrices Sy(n), S3(n). We thus set

Si(n).f =\ f =0 (1)

and

Ss(n).f— A f =0 (2)
Under the condition that a # 0 and b # 0 we get a Grobner basis whose elements
involving \;, oj,a,b are

a1 ()\1 —1),042 ()\1 —1),043()\1 —a),a4 ()\1 —CL),

(0% ()\1 — a2) , Qg ()\1 — a2) , a7 ()\1 — CL2) y
Aoy — 21 + aig, Ao — 121 — 2 a9, Asavg — 2 aigb + 2 ayb,

Aoy — 6agbh — 2 a4b, Aoy — 2 Oz5b2 + 2 046b2 -+ Oé7b2,
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Aocg — 2 a5b? + 2 agh® — a7b2, Aoy — 8 agh? — 8a6b2,
o (a471),o¢2 (a471),oz1 (b471),o¢2 (b471),
ooy (a2 — 1) , QloQu7 (a2 - 1) , Qi Qy (62 — 1) , QU7 (b2 — 1) ,
aray (a—1), 004 (a—1),a3a7 (a— 1), a4a7 (a — 1),
o3 (az — 1) , 0y (a2 — 1) yonay (b—1), asaq (b—1),
azar (b—1),aq07 (b— 1), a3 (b — 1) ,aq (b* — 1),
a? + 1/12 as?, aqas + 1/6 agay, asas — 2 aqay, as? + 1/3 s’
aras + 1/8 asar, asas — 3/2 ayar, asas + 1/4 agaz,
agas — 3/4 asar, as® + 1/4agar +1/8 az’,

/4oy (dag —ar),1/das(dag —ar),1/4as (4dag — ay),
1/4dag(dag —ay),1/4as (4dag — ag),

1/8 2as+ar)(dag — ay).

JFrom this we get the following cases :

1.

There are no conditions on a and b if and only if &7 = as = a3 = a4, = 0. In
this case the most generic semi-invariant of G; “coming from” an invariant
of G; is of the form

f=as(@ia3+a513) + ap (2325 + 15 23) + a7 11 To 1324

where
as (g — 1/dar) = a2 +1/dagar +1/8a2 =k +1/4agar; —1/8a2 = 0.

The possible dependence between «; and A; shows that not all semi-invariants
will always correspond to the same character of GGy, but ignoring these pos-

sibilities clearly gives us the “worst possible” case containing all possible

splittings in spaces of invariants for distinct characters of G;. Note that

“worst possible” case here means that we may look for a semi-invariant

that factors into linear form in a space of semi-invariants that is too large.

If there exists a semi-invariant that factors into linear forms in this space,

then resultant(f,z1 + co w2 + c3x3 + ¢4 x4, 21) = 0 (cf. [32]). Computing a

Grobner basis we get that in this case there is no solution (i.e. no values of

¢;, oj with the o not all zero).

. Either a* = b* = 1 or a®> = b®> = 1. We now multiply each of the above

matrices by the inverse of their determinant which gives us the unimodular
groups Hsrg, Haga, Hogs, Hi9o and Hgg of respective order 576, 384, 288, 192
and 96. In the last case corresponding to a = b = 1, as noted by Blichfeldt,
the group is reducible. In the other cases we use character theory to compute
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that there are no 1-reducible subgroups of index less than 8 (cf. [56] proof
of Theorem 3.2). Consider for example the group Hige. We consider all
faithful imprimitive unimodular characters y of Hige. In order to find the
minimal index of a 1-reducible group, we consider all subgroups K of Higo
of index < 8 and decompose the restriction i of the character y to K. If
the standard bound is not best possible, then we must find a group K such
that xx has a summand of degree 1. It turned out that none of the above
groups has a 1-reducible group of index < 8.

The above computations for the invariants of Gy correspond to the trivial cha-
racter of Gy. Next we have to consider all other linear characters of Gy, there
are 7 in this case. For each linear character of G; we compute the corresponding
Molien series and using a Reynolds operator for this character we now compute
all semi-invariants of degree < 8. We again consider those semi-invariants that
are also semi-invariants of G; and do the above computations. Having done this,
we can conclude that for this family of groups of type A, the standard bound is
best possible.

The standard bound was always best possible, except for one group in the
family number 13° of the classification given in [6] for the parameter n = 1 where
we found 20 instead of 24. This group is presented in the example below. [

Example C.0.6 The unimodular group G corresponding to n =1 in the family
13 is of order 240 and generated by

w 0 0 0
o 0 &> 0 0
10 0 o 0
0 0 0 wt
—1—w? 1 =1
3’5 723 2 ’ R
o = 1 0
2 0 -1 —1—w? -5
4 3 12
1 0 1 =2

where w* — w? + 1 = 0. This group has an abelian subgroup of index 20 which
must be 1-reducible. The construction of an equation for the group G wvia the
method of [47] is possible. In the following we give all necessary ingredients for
the construction, showing also why the construction is computationally difficult.
Selecting the monodromy matrices at the singularities 0,1, 00 to be 0y, 09, (0102) ™"
we see that the unimodular imprimitive character of G appears twice in the G-
module of the holomorphic one forms of the corresponding covering of P'(C).
Therefore there exists a differential equation whose exponents at 0,1, 00 are up to
integers {—7/12,—-1/12,-11/12,-5/12}, {-2/3,—1/3,1/3,2/3},

{1+1/8,14+3/8,1+5/8,1+47/8}. Since the exponents add up to 4, we have
to either :
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1. add an integer 2 at one exponent,

2. add two integers at two different exponents so that the exponents remain all
distinct,

3. add one apparent singularity with exponents 0,1,2,3,5 and one integer at
one of the exponents at 0,1,00 so that the exponents remain all distinct,

4. add two apparent singularities with exponents 0,1,2,3,5,
5. add one apparent singularity with exponents 0,1,2,3,6.

For each of the above 71 possibilities we have to compute the remaining accessory
parameters using the invariants of G. There are 3 linearly independent invariants
of lowest degree 8 of .

We consider the case when we add the integer 2 to the exponent —%. From
([57], Lemma 3.1) we get that the values of the invariants of degree 8, which are
rational solutions of the 8-th symmetric power, must be of the form

Z?:o ’Yixi
x’(x —1)°

Following the method of [47], we get polynomial equations for the accessory pa-
rameters.

We could not complete the computations of all cases yet, but the equation is
guarantied to exist. []

C.0.4 Final remarks

The method used in this paper relies on the classification of Blichfeldt via
parametrized matrices. Such a simple classification is not available for represen-
tations of higher degree. In the proof of Theorem C.0.1 the general case could
always be treated using a “worst case” approach where we considered all space
of semi-invariants of G; which where also semi-invariants of G; together. Another
notable fact was that for each family we always had to consider separately only
a finite set of finite groups. It is not clear that the same approach would work for
higher degree.

173



Bibliographie

1]

[11]

[12]

[13]

S.A. Abramov, M. Bronstein & M. Petkovsek. On Polynomial Solutions of
Linear Operator Equations. Proceedings of ISSAC 95, ACM Press, 290-296,
1995.

E. Beke. Die Irreducibilitat der homogenen Differentialgleichungen. Math.
Annal., 45 : 278-294, 1894.

D. Bertrand. Groupes algébriques linéaires et théorie de Galois différentielle.
Cours de troisieme cycle, 1985-86, Université Paris VI, notes rédigées par
R. Lardon, 1986.

F. Beukers. The maximal differential ideal is generated by its invariants.
Indag. Math. 11 : 13-18, 2000.

F. Beukers & G. Heckman. Monodromy for the hypergeometric function
nFn_1. Invent. Math. 95 : 325-354, 1989.

H.F. Blichfeldt. On imprimitive linear homogenous groups. Trans. Am.
Math. Soc., 6 : 230-236, 1905.

H.F. Blichfeldt. Finite collineation groups. The University of Chicago Press,
Chicago, 1917.

D. Boucher, P. Gaillard & F. Ulmer. Fourth order linear differential equations
with imprimitive group. Dans Proceedings of the 2003 International Sympo-
sium on Symbolic and Algebraic Computation (ISSAC 2003). J.R. Sendra
Ed., ACM Press, Philadelphia, August 3-6 2003.

N. Bourbaki. Groupes et Algebres de Lie. Chap. 7 et 8. Masson, Paris, 1990.

M. Bronstein. On Solutions of Linear Ordinary Differential Equations in
their Coefficient Field. J. Symb. Comp., 13(4) : 413-440, 1992.

M. Bronstein. An improved algorithm for factoring linear ordinary differen-
tial operators. Proceedings of ISSAC’94, ACM Press, 336-340, 1994.

M. Bronstein. Computer Algebra Algorithms for Linear Ordinary Differen-
tial and Difference equations. Proceedings of the third European Congress
of Mathematics, vol.Il, Progress in Mathematics 202, Birkhauser, 105-119,
2001.

G. Butler & J. McKay. The transitive groups of degree up to eleven. Comm.
Algebra 11 : 863-911, 1983.

174



[14]
[15]
[16]
[17]

[18]

[19]

E. Compoint. Differential equations and algebraic relations. J. Symb. Comp.
25(6) : 705-725, 1998.

E. Compoint & M.F. Singer. Computing Galois Groups of Completely Re-
ducible Differential Equations. J. Symb. Comp., 28/4-5 : 473-494, 1999.

J.H. Conway, A. Hulpke & J. McKay. On transitive permutation groups.
LMS J. Comput. Math., 1 : 1-8, 1998.

O. Cormier. On liouvillian solutions of linear differential equations of order
4 and 5. Proceedings of ISSAC’2001, ACM Press, 2001.

O. Cormier. Résolution des équations différentielles linéaires d’ordre 4 et 5 :
applications a la théorie de Galois classique. These de doctorat, Université
de Rennes I, 2001.

D. Cox, J. Little & D. O’Shea. Ideals, varieties, and algorithms : an introduc-
tion to computational algebraic geometry and commutative algebra. Springer,
New York, 1997.

J.D. Dixon. The structure of linear groups. Van Nostrand Reinhold Mathe-
matical Studies, Londres, 1971.

J. Draisma. Courriel sur le forum GAP. 10 Avril 2001.
J. Draisma. Courriel sur le forum GAP. 24 Aout 2001.

D.L. Flannery. The finite irreducible linear 2-groups of degree 4. Memoirs of
the American Mathematical Society, Vol.613, Am. Math. Soc., Providence,
RI, 1997.

D.L. Flannery. The finite irreducible monomial linear groups of degree 4. J.
of Alg. 218 : 436-469, 1999.

D.L. Flannery. Irreducible monomial linear groups of degree four over finite
fields. A paraitre dans International Journal of Algebra and Computation.

W. Fulton & J. Harris. Representation theory. A first course. Springer-
Verlag, New York Berlin Heidelberg, GTM 129 (3éme série), 1991.

P. Gaillard. Aspects du groupe de monodromie de I’équation hy-
pergéométrique. Mémoire de DEA (directeur : F. Ulmer). Université de
Rennes 1, 2000.

J. Hartmann. Invariants and Differential Galois Groups in Degree 4. Dans :
Differential Galois Theory, Banach Center Publications Vol. 58, T. Crespo
and Z. Hajto (eds.), 2002.

S. Hessinger. Computing Galois group of linear differential equations of order
four. Ph.D Thesis, North Carolina State University, 1997.

S. Hessinger. Computing the Galois group of a linear differential equation of
order four. Appl. Algebra in Eng., Comm. and Comp. 11 : 489-536, 2001.

M. van Hoeij. Factorization of differential operators with rational function
coefficients. J. Symb. Comp., 24(5) : 537-561, 1997.

175



[32]

[33]

[34]
[35]

[36]

[42]
[43]

[44]

[45]

[46]

M. van Hoeij, J.F. Ragot, F. Ulmer & J.-A. Weil. Liouvillian solutions of
linear differential equations of order three and higher. J. Symb. Comp., 28 :
589-609, 1999.

M. van Hoeij & J.-A. Weil. An algorithm for computing invariants of diffe-
rential Galois groups. J. of Pure and Appl. Alg., 117 & 118 : 353-379, 1997.

B. Huppert. Endliche Gruppen I. Springer Verlag, Berlin Heidelberg, 1967.

E.L. Ince. Ordinary Differential Equations. Dover Publications, New York,
1956.

I. Martin Isaacs. Character theory of finite groups. Dover Publications, New
York, 1976.

I. Kaplansky. An Introduction to Differential Algebra. Hermann, Paris, 1957.

E.R. Kolchin. Algebraic matrix groups and the Picard-Vessiot theory of ho-
mogeneous linear ordinary differential equations. Ann. of Math., 49(1) : 1-42,
1948.

J.J. Kovacic. An Algorithm for solving second order linear homogeneous
differential equations. J. Symb. Comp., 2 : 3-43, 1986.

G. Malle & B.H. Matzat. Inverse Galois Theory. Springer-Verlag, Berlin
Heidelberg New York, 1999.

J. Martinet & J.-P. Ramis. Théorie de Galois différentielle et resommation.
Dans Computer Algebra and Differential Equations, E. Tournier, ed, Acad.
Press, pp.115-224, 1989.

C. Mitschi & M.F. Singer. Connected linear groups as differential Galois
groups. J. of Alg. 184 : 333-361, 1996.

C. Mitschi & M.F. Singer. Solvable-by-finite Groups as Differential Galois
Groups. Ann. Fac. Sci. Toulouse Math. (6) 11/3 : 403-423, 2002.

J. Neubiiser, H. Pahlings & W. Plesken. CAS; Design and Use of a Sys-
tem for the Handling of Characters of Finite Groups. Dans Computational
Group Theory. Proceedings of the London Mathematical Society Symposium

on Computational Group Theory. M.D. Atkinson éd., Academic Press Inc.,
Londres, 1984.

A. Person. Solving homogenous linear differential equations of order 4 in
terms of equations of smaller order. These de doctorat, Université de Rennes
I et North Carolina State University, 2002.

M. van der Put & M.F. Singer. Differential Galois Theory. Grundlehren
der mathematischen Wissenschaften 328. Springer Verlag, Berlin Heidelberg
New York, 2003.

M. van der Put & F. Ulmer. Differential Equations and Finite Groups. J. of
Alg. 226 : 920-966, 2000.

176



[48]
[49]

[50]

[51]
[52]
[53]

[54]

[55]
[56]

[57]

D.J.S. Robinson. A Course in the Theory of Groups. GTM 80. Springer-
Verlag, New York Heidelberg Berlin, 1982.

L. Schmidt-Thieme. Lineare Differentialoperatoren mit endlicher Galois-
gruppe. Diplomarbeit. IWR, Heidelberg, preprint 1999-25, 1999.

M.F. Singer. Algebraic solutions of n-th order linear differential equations.
Proceedings on the 1979 Queens Conference on Number Theory. Queens Pa-
pers in Pure and Applied Mathematics 54 : 379-420, 1980.

M.F. Singer. Liouvillian Solutions of n-th order linear differential equations.
Am.J.of Math. 103 : 661-682, 1981.

M.F. Singer. Solving homogeneous linear differential equations in terms of
second order linear differential equations. Am.J.of Math. 107 : 663-696, 1985.
M.F. Singer. Algebraic relations among solutions of linear differential equa-
tions : Fano’s theorem. Am.J.of Math. 110 : 115-144, 1988.

M.F. Singer. Testing reducibility of linear differential operators : a group
theoretic perspective. Appl. Algebra in Eng., Comm. and Comp. 7 : 77-104,
1996.

M.F. Singer & F. Ulmer. Galois groups of second and third order linear
differential equations. J. Symb. Comp. 16 : 1-36, 1993.

M.F. Singer & F. Ulmer. Liouvillian and Algebraic Solutions of Second and
Third Order Linear Differential Equations. J. Symb. Comp. 16 : 37-73, 1993.
M.F. Singer & F. Ulmer. Necessary conditions for Liouvillian solutions of
(third order) linear differential equations. J. of Appl. Alg. in Eng. Comm.
and Comp. 6 : 1-22, 1995.

M.F. Singer & F. Ulmer. Linear differential equations and products of linear
forms. J. Pure and Applied Alg. 117& 118 : 549-563, 1997.

L. Smith. Polynomial Invariants of Finite Groups. A K Peters, Wellesley,
MA, 1995.

T.A. Springer. Linear algebraic groups. 2nd edition. Birkhaiiser, Boston,
1998.

B. Sturmfels. Algorithms in invariant theory. Springer, Vienne, New York,
1993.

P. Tauvel. Mathématiques générales pour l’agrégation. Masson, Paris, 2eme
édition, 1997.

F. Ulmer. On Liouvillian solutions of linear differential equations. Appl. Al-
gebra in Eng. Comm. and Comp., 2 : 171-193, 1992.

F. Ulmer. Introduction to differential Galois theory. Cours de DEA, 2000.
F. Ulmer. Liouvillian solutions of third order differential equations. J. Symb.
Comp., 36 : 855-889, 2003.

F. Ulmer. Note on Algebraic solutions of differential equations with known
finite Galois group. IRMAR, Rennes, Prépublication 19 Juillet 2003.

177






Résumé :

Pour les équations différentielles ordinaires linéaires d’ordre 2 et 3, des algorithmes
de résolution exacte avec des temps de calcul réalistes existent, se fondant sur
une étude préalable précise des groupes de Galois différentiels potentiels de ces
équations. Plusieurs études de 'ordre 4 ont déja eu lieu mais ne concernaient
qu'un aspect particulier de la classification des groupes. Dans cette these, on
donne les bornes optimales pour le degré du polynéome minimal des dérivées
logarithmiques des solutions liouvilliennes de telles équations (travail commun
avec D. Boucher et F. Ulmer) puis on présente une stratégie algorithmique de
recherche du groupe de Galois différentiel d’'une équation en connaissant ses semi-
invariants de degré 2 et 4, obtenue apres avoir en particulier complété les travaux
précédents par les cas imprimitif-monomial de la classification des groupes. On
trouve alors plus efficacement des semi-invariants produits de formes linéaires.
Dans le chapitre 4 de cette these, on s’intéresse aux chutes d’ordre de la puissance
symétrique quatrieme d’une équation. Plus précisément, on montre qu’une chute
d’ordre de un implique l'existence d’au moins un semi-invariant de degré 4, ce qui
permet d’obtenir des informations sur le groupe de I’équation. En cas de chute
d’ordre de deux et plus, des conditions de finitude du groupe sont données par
un théoreme de M.F. Singer. Dans le chapitre 5, on traite deux exemples. Dans
le premier, on applique la stratégie algorithmique décrite dans le chapitre 3 en
vue de trouver le groupe de Galois différentiel d’'une équation dont on calcule
ensuite les solutions (a 'aide d’une méthode décrite par F. Ulmer). Le second
est un exemple de résolution du probleme inverse pour le groupe SO(4,C) a
'aide de la méthode décrite par C. Mitschi et M.F. Singer (équation qui n’admet
donc pas de solutions liouvilliennes).On trouvera en annexe la liste explicite des
semi-invariants de degré 2 et 4 des sous-groupes monomiaux de SL(4,C).

Mots-clés (MSC 2000) : Algebre différentielle (12H05), Actions de groupes
sur des anneaux commutatifs ; théorie des invariants (13A50), Représentations or-
dinaires et caractéres (20C15), Groupes algébriques linéaires (20Gxx), Equations
différentielles linéaires dans le domaine complexe (34Mxx), Calcul formel (68W30).



