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Résumé

Cette thése porte d’une part sur I’observabilité de systémes linéaires faiblement couplés
et sur des inégalités de type Parseval et d’autre part sur la convergence de schémas
numériques semi-lagrangiens d’ordre élevé, et sur des aspects théoriques et numériques
de méthodes adaptatives pour la résolution numeérique de I’équation de Vlasov basées sur
sur une décomposition de I’espace des phases en cellules.

Observabilité de systémes couplés. On se donne un probléme d’évolution
¥ = Az, z(0) = x,

ot A est un opérateur linéaire dans un espace de Hilbert (complexe et séparable). L’ob-
servation du systéme se traduit ici par le fait que la formule

P(z) := Z/ p;(z(t))2dt

définit une norme équivalente a celle sur H pour la condition initiale. Ici et pour ce qui
suit, les I; sont des intervalles non dégénérés, de longueur finie, et les p; sont des semi-
normes. On parlera aussi d’opérateurs, d’espaces ou de vecteurs observables.

On introduit les vecteurs propres généralisés {Ex g,k € Z,0 = 1,....my} solutions de :

AEy ¢ = MEy o + Ep o1,

ot les complexes (Ax) sont les valeurs propres de multiplicité my.

Des théorémes d’observabilité sont souvent montrés en supposant que A admet une base
de Riesz de vecteurs propres généralisés. Il se trouve que pour certaines applications,
cette hypothése est trop contraignante (par exemple, il se peut que des vecteurs propres
se rejoignent a I’ infini) ou difficile & montrer, tandis qu’elle est souvent assurée pour un
opérateur A qui est compactement proche de A (c’est-a-dire que A s’écrit A+ B ou B est
un opérateur compact). Le théoréme suivant permet d’inclure de tels cas.

Théoréme 1. Supposons que

e A est compactement proche d’un opérateur qui admet une base de Riesz de vec-
teurs propres et dont les valeurs propres tendent vers I’infini, sont de partie réelle et de
multiplicité bornées,

e A admet une base de Riesz au sens des sous-espaces (ex),
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e A est compactement proche d’un opérateur observable (au sens ci-dessus) sur un
espace de codimension finie engendré par certains ey.
Alors 'espace engendré par les vecteurs e, observables forme un espace de codimension
finie observable pour tous les intervalles J; de longueur strictement plus grande que ;.
On retrouve en cas particulier un théoréme de Komornik et Loreti en enlevant le terme
“compactement proche”.
On applique ensuite ce théoréme au systéme suivant :

u! = a?Au; —Z;:En Q; U dans R x Q,i=1,...m,

u! = —a? A%y, —Z;:Enai,juj dans Rx Q,i=m+1,...,m+n,
u; =0 sur R x I';,e=1...m,

u; = Au; = 0 sur RxI',i=m+1,...m+n,
u; (0) = wio, u; (0) = us, dans Q,i=1...m+n,

avec 2 C RY un ouvert non vide de frontiére I', a; € R** et ; ; € C.

Dans le cas d’une boule, et sous des hypothéses classiques sur les domaines d’observation
I'; C I, on obtient alors en particulier la

Proposition 2. Les paramétres (o, ;) pour lesquels il n’y a pas observabilité frontiére (sur
tout ’espace) contiennent et sont contenus dans une infinité dénombrable de surfaces de
codimension n + m.

L’observabilité frontiére est donnée ici par I’équivalence entre

m—+n
Z// |8, ;| dUdt,
i=1 YL JT

et la norme naturelle sur H}(Q)™ x L*(Q)™ x H}(Q)™ x H1(Q)™.
Ces résultats font partie d’un article paru.

Inégalités de type Parseval. On se donne une suite de réels (\,) et on définit, suivant
Poélya, sa densité supérieure par la formule

nr(r)

D = lim
n—oo r
ou n'(r) est le nombre maximum d’occurences de la suite dans un intervalle de longueur
r. Dans des problémes d’observabilité, on demande souvent que la suite d’exponentielles
et soit de Riesz, c’est-a-dire que ’on ait des estimations du type :

Yo < [[ ae < Yk
I

ou les constantes ¢, C' sont indépendantes de la suite (a,,). Pour inclure des cas d’exposants
A, proches, on peut construire une suite de différences divisées. Dans ce cadre, Baiocchi,
Komornik et Loreti ont alors obtenu la propriété de suite de Riesz pour les différences
divisées sous la condition que I'intervalle I soit de longueur strictement supérieure a 27 D™,
Le théoréme suivant montre ’optimalité de la borne :

Théoreme 3. Si la longueur de l'intervalle I est strictement inférieure & 27 D™, alors la
suite de différences divisées associée a e’ ne forme pas une suite de Riesz.

Le théoréme fait partie d’un article accepté pour publication.
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Convergence de schémas semi-lagrangiens d’ordre élevés. On établit la conver-
gence de certaines classes de schémas semi-lagrangiens d’ordre quelconque pour la réso-
lution numeérique d’un systéme de Vlasov Poisson & une dimension (x,v) avec conditions
limites périodiques en = dans le cas (uniforme) de grilles cartésiennes. Au cours de la
démonstration, on obtient aussi de nouvelles preuves de deux inégalités d’interpolation
dues a Strang (1962) et De Boor (1976) :

Théoréme 4. (Reconstruction par polynoéme de Lagrange) Soit n € N*, § € R et P
I'unique polynome de degré 2n interpolant la fonction exp(if-) en les points —n, ..., n.
Alors |P| < 1, sur [—1, 1].

Théoréeme 5. (Reconstruction par splines) Soit m € N, 6 € R et B,, la B-spline d’ordre

m définie par convolution de la fonction indicatrice de I'intervalle [—1, 1]. Alors

D, (a) == ’Z By (k + a)e™? i

kEZ

admet son maximum en les entiers.

Cette partie a été établie en collaboration avec Nicolas Besse.

Résolution numérique adaptative de I’équation de Vlasov. On présente ici une
nouvelle méthode de résolution de I’équation de Vlasov, basée sur une décomposition
hiérarchique de ’espace des phases en utilisant des éléments biquadratiques. Des cas tests
classiques comme ’amortissement de Landau et des faisceaux semi-gaussiens valident le
code implémenté pour l'instant en 1D, mais la méthode se généralise facilement pour
les dimensions supérieures. Généralement les codes numériques adaptatifs générent une
structure complexe de la localisation des données. La découpe de I’espace des phases en
mailles dyadiques permet ici une parallélisation efficace. Des améliorations devront étre
effectuées pour rendre le code conservatif et pour pouvoir passer a des degrés plus élevés
(d’aprés 'étude précédente, le schéma n’est pas stable pour des degrés plus élevés).

Convergence d’un schéma adaptatif. Suite a ce précédent travail, on cherche a
trouver un cadre (plus simplifi¢) pour prouver mathématiquement la convergence d’un
schéma adaptatif basé sur une découpe en cellules. Sous les hypothéses de :
e splitting d’opérateurs (découpe de I’advection en advection horizontale et verticale),
e reconstruction affine par maille (des triangles obtenus en découpant les carrés en
deux),
on obtient un critére, qui permet de contréler les erreurs produites & chaque pas de temps.
Les 2 parties précédentes sont issus d’une collaboration avec Martin Campos Pinto.

Publications :
— Observability of coupled systems, Acta Math. Hungar. 103 (4) (2004), 321-348.
— Chritical length for a Beurling type theorem, Boll. Unione Mat. Ital. Sez. B Artic.
Ric. Mat., a paraitre.
— Convergence of classes of high order semi-Lagrangian schemes for the Vlasov equa-
tion, avec Nicolas Besse, soumis.
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RESUME

— Adaptive Numerical Resolution of the Vlasov Equation, rapport du CEMRACS 2003,
avec Martin Campos Pinto, a paraitre.

— Convergence of an adaptive scheme for the one-dimensional Vlasov-Poisson system,
avec Martin Campos Pinto, en préparation.
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Chapitre 1

Introduction a des problémes
d’observabilité

Etant donnée une équation aux dérivées partielles (ou un systéme), les questions que
I’on se pose souvent sont : existence de solutions, unicité, régularité et approximation
numérique ; on s’intéresse aussi parfois a leur controle.

Ainsi, la contrélabilité exacte répond a la question suivante : peut-on agir sur un systéme
au moyen d’une force (le contréle) de telle sorte que la solution de ce systéme soit la
solution nulle (ou un état stationnaire) en un temps 7" donné ? (Si oui, on aura contrdlé
le systéme.)

Une autre question est la stabilisabilité : le systéme peut-il tendre vers zéro (et de quelle
maniére) sous l'effet d’un certain terme d’amortissement ?

Enfin, on se pose aussi parfois la question de 1’observabilité : étant donnée une certaine
quantité (’observation), peut-on distinguer deux solutions de conditions initiales diffé-
rentes si on observe juste cette quantité pendant un certain temps?

Il se trouve que ces trois concepts sont étroitement liés. Le rapport entre ’observabilité et
la controlabilité est exploité par la célébre méthode HUM (Hilbert Uniqueness Method)
de J.-L. Lions, exposée dans un article de revue en 1988 [36] et dans son monographe [35].
De méme, on peut lier de maniére générale 1’observabilité a la stabilisabilité, grace a la
méthode de stabilisation rapide de Komornik [28|.

Ainsi, toutes ces questions se raménent souvent a 1’établissement de I'observabilité, plus
précisément d’inégalités d’observabilité.

La méthode des multiplicateurs, initialement utilisée dans ce contexte par Ho [22|, puis
grandement développée par Lions (voir aussi le livre [27]) a permis de répondre a beau-
coup de problémes.

Une autre approche qui a eu un regain d’intérét ces derniers temps est la méthode d’analyse
non harmonique. Des résultats plus précis ont pu étre établis dans certains cas particuliers.
C’est ce point de vue que nous adopterons ici. La méthode est basée sur un développement
de la solution en série de Fourier (dans un sens généralisé).

Ainsi I'identité de Parseval (valable pour les vraies séries de Fourier) va pouvoir se trans-
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former en une double inégalité dans des cas plus généraux, qui correspond justement aux
inégalités d’observabilité désirées. Dans tout ce qui suit, une des questions omniprésentes
est de trouver des conditions pour pouvoir établir ces généralisations de I'égalité de Par-
seval.

Il existe d’autres méthodes pour traiter les problémes d’observabilité : par exemple, I’ana-
lyse micro-locale (qui donne ainsi des résultats plus précis et presque optimaux pour
I’équation des ondes [7]) et les estimations de Carleman (trés utilisées actuellement, no-
tamment pour traiter des problémes paraboliques; pour une référence récente : [40]).
Nous nous limitons a 1’étude des équations réversibles en temps (comme I’équation des
ondes et non comme l’équation de la chaleur). La plupart des exemples qui vont suivre
sont des problémes mono-dimensionnels, le cas de questions intervenant pour des dimen-
sions plus élevées est mentionné a la fin.

Pour faciliter la lecture, nous allons aussi rappeler plusieurs notions et résultats classiques
de la théorie du controle, afin de mieux indiquer la place de nos résultats dans ce domaine.

1.1 L’observabilité de I’équation des ondes en dimen-
sion 1

On considére le systéme des ondes suivant :

v —Au=0 dans R x = (0,7),
ulp =0 sur R x I' = {0, 7},
u(0) = ugp,u/(0) =u; dans €.

E est Pénergie initiale, c’est-a-dire le carré de la norme usuelle de (ug, u1) dans H}(Q) x
L?(2). On se demande alors si on peut avoir des inégalités du type

T
cEy < / / |0, u?dldt < ¢ E, (1.1.1)
o Jr

ot ¢, ¢ > 0 sont indépendants des données initiales. Pour simplifier, on écrira

T
/ /|5’,,u|2dthxE0.
0 r

Ces inégalités sont appelées inégalités d’observabilité.

Remarque 1.1.1. En fait, dans un langage strict, seule l'inégalité de gauche est appelée
inégalité d’observabilité ou inégalité indirecte (c’est celle-ci qui permet d’établir un résultat
d’unicité), l'inégalité de droite traduit plutoét une sorte de continuité de l’observation par
rapport a la norme définie par l’énergie, et est souvent appelée inégalité de régularité
cachée ou inégalité directe. Dans la suite, on parlera (par abus) d’inégalités d’observabilité
directe ou indirecte.




1.1. L’OBSERVABILITE DE L’EQUATION DES ONDES EN DIMENSION 1

Pour illustration, rappelons le résultat simple suivant :

Théoréme 1.1.1. Si T > 27, alors (1.1.1) est valable.

Preuve. La solution s’écrit

u(t,x) = Z are ™z,

ol (zi) est une base orthonormée de 'opérateur de Laplacien-Dirichlet :

—Azp = vizg sur €,
Zk|r =0,
0<m < — 0.

On s’intéresse ensuite & des estimations du type :

T
ZV}%WHQ = / /‘Z akemt&,zkfdl“dt.
0o Jr

Dans cet exemple, nous avons :

2 =sinkz, 0,2.00) =k, Ozu(r) = (—1)"k.

e Si T = 2m, il s’agit de I’égalité de Parseval.
e Si 1" > 2w, les inégalités subsistent.

e L’inégalité directe (a droite) est valable pour tout temps T > 0.

On introduit maintenant quelques notations :

A= ()‘n)a
E(A) = (¢™).

(1.1.2)

(1.1.3)

Lorsque I’on ne précise pas, les éléments d’une suite A sont tous distincts, et ’ensemble de
ses éléments sera aussi noté A. En regardant la preuve, et afin de pouvoir avoir d’autres

résultats, on définit une suite de Riesz :

Définition. £(A) est une suite de Riesz dans L*(I), si

/‘Zakei/\kt|2dt = Z |Oék|2.
I

keK keK
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Ainsi on peut se demander pour quelles conditions sur |/| et A a-t-on une suite de Riesz ?
On obtient facilement que, pour a € RT\{0}, les conditions :
27
ACaZet|I| >—
a

sont suffisantes.

Désormais, K désignera toujours un ensemble infini dénombrable.

1.2 Un résultat classique d’Ingham

Ingham ([23]), en 1936, a établi une premiére réponse qui permet déja de traiter
beaucoup de problémes. Dans le contexte de la thérie du controle, ce résultat a été utilisé
pour la premiére fois par Ball et Slemrod [6] (on pourra aussi consulter le livre de Zygmund
réguliérement réédité auquels ces auteurs font référence [46]).

Théoréme 1.2.1. Supposons qu’il existe v > 0 tel que N\, 1 — Ny > 71 pour tout n
(condition de gap). Alors E(A) est une suite de Riesz dans L*(I) pour chaque intervalle
borné I, avec |I| > 27—7;

e Ingham a aussi donné un contrexemple si |/| = i—’lr :

3
m=1 et A:{m+17m€N}.

e L’écart (gap) est nécessaire, d’aprés ce qui va suivre.

Suites uniformément discrétes : on dit que A est uniformément discret s’il existe
un nombre o > 0, tel que

|[An — Am| >0, pour tous n # m.

Remarque 1.2.1. La définition est valable pour tout A C C. Néanmoins, on considére le
cas réel. Dans le cas complexe, on supposera toujours que A est contenue dans une bande
paralléle a ’axe réel.

Proposition 1.2.2. Supposons que E(A) est une suite de Riesz dans L*(I), alors A est
uniformément discret.

Preuve. On a :

2¢ < /|1-eW — 1™t 2dt < [N, — /\m|2/t2dt.
I I
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Cependant, la longueur critique ne peut pas s’exprimer seulement en termes de 7;. On a
par exemple le résultat suivant de A. Haraux [19] :

Proposition 1.2.3. Supposons que \,11 — A\, > Yo > 71, pour tout n € Z excepté a un
nombre fini pour lesquels
Y1 < An—}—l - )\n S Yo0-

2T

Alors la condition |1 > =%

convient, qui est meilleure que |I| > 27—7;

1.3 Un théoréme de Beurling

On introduit ici une nouvelle quantité afin d’obtenir une condition optimale : la densité
supérieure d’une suite (A,). Elle est définie par la formule

J’_
Dt — lim ).
r—oo T

ou nt(r) est égal au plus grand nombre de termes de R ()\,,) dans un intervalle de longueur
T.

Exemple.

1
A=aZ, D"=—-.
Q

2
1]

On vient juste de voir que E(A) est une suite de Riesz si o = i.e.
|I| = 2m| D*.
Théoréme 1.3.1. (Beurling [11])

e Supposons que |I| > 2w D™ et que A est uniformément discréte. Alors E(A) est une
suite de Riesz.

e Si E(A) est une suite de Riesz alors |I| > 2n D" et A est uniformément discréte.

Exemple. Si A = {n® : n € N}, alors le théoréeme d’Ingham donne |I| > 2m tandis
qu’avec le théoréeme de Beurling, on obtient || > 0.
St A = {2n,2n+ 1073n € N}, alors on obtient respectivement |I| > 20007 et |I| > 2.

1.4 Différences divisées

Il se trouve que dans certaines applications (voir la section suivante), A n’est pas
uniformément discret. Baiocchi, Komornik et Loreti ont utilisé les différences divisées des
exponentielles.
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Suites relativement uniformément discrétes. On dit que A est relativement uni-
formément discret, si A est consistué d’un nombre fini de sous-ensembles uniformément
discrets.

Exemple. A={n,n+1/n:neN}={n:ne N}U{n+1/n:nec N}

On note d’ailleurs une caractérisation :

Proposition 1.4.1. Les assertions sutvantes sont équivalentes :
(i) A est relativement uniformément discréte ;
(i1)) DT(A) < 00
(111) nt(1) < oo.

Si I'on suppose que (A,,) est croissante, on a encore une nouvelle caractérisation :

Proposition 1.4.2. On a l’équivalence :
(i) D*(A) < o0

(i) il existe v > 0 et M > 0 tels que A\pypr — Ny > M7y pour tout n € Z.

Remarque 1.4.3. La condition (ii) est une condition de “gap” élargie.

On supposera ici toujours que DT < co. On peut alors réindicer (\,) telle que (\,) soit
croissante.

Différence divisée. On définit alors la différence divisée [p, . .., ux] par récurrence :
) = et j=1,... .k,
(15 bt — 1] =111 55 k] :
1y ey i) = B —pg S%ulf'uk
Salbs bty =y S =

Remarquons que ’on peut avoir une formule explicite pour [u1, ..., ugl :

11y - i) (1) = (it)7~ 1/ / / (1.4.1)

exp(i[sj—1(p; — pj—1) + -+ + s1(p2 — 1) + pa)]t)ds;—1 ... dsy.
Il s’agit de la formule de Genocchi-Hermite (voir [21] pour une référence originale ou [10]
pour une référence trés récente).

Remarque 1.4.4. Dans le cas ou A n’est pas relativement uniformément discret, on
pourrait définir les différences divisées, qui dépendraient alors de l’énumération choisie.
Néanmoins, pour toute énumeération, les différences divisées ne pourront pas former de
suite de Riesz.




1.4. DIFFERENCES DIVISEES 7

Chaine d’exposants proches. Soit alors v > 0 tel que ’on ait la condition de “gap”
élargie, et soit 0 < ' < 7.
On dit que A, ..., Apyj_1 forment une chaine d’ezposants ' proches, si :

RN) —RN21) <9, n=m+1,....m+j—1, (1.4.2)
R(Amts) — R(Ampj—1) =7

Pour j =1,....M et m € Z tels que A, ..., \;,+;—1 forment une suite d’exposants 7/
proches, on définit :

e, =Amsoos M) L=m,....m+j—1. (1.4.3)
On vérifie alors que (€]') est défini pour tout n € Z.

» o . !/ - . . P e, . N ., N
Définition. (€]') est alors appelée suite des différences divisées relative a ' associée a A.

Considérons dans un premier temps que A C R.

Baiocchi, Komornik et Loreti ont alors obtenu dans le cadre des différences divisées le
théoréme suivant :

Théoréme 1.4.1. (BKL [9]) Soit A = {\,} une suite croissante (au sens large). Si
|I| > 27w D", alors on peut définir M et vy, tels que l’on ait une condition de “gap” élargie,
et pour tout 0 < v < 7/, les différences divisées (&) forment une suite de Riesz dans
L*(I) et les constantes qui interviennent ne dépendent que de I, ~y, v et M.

Remarque 1.4.5. (i) On note que l’on peut choisir arbitrairement ' entre 0 et v; la
structure peut étre simplifiée si I’on prend des ' plus petits.

(i1) Comme M et vy peuvent étre directement définies a partir de DV, on peut alors
faire dépendre les constantes uniquement de I et DV.
Dans le cas complexe, on rappelle que
D¥(A) = D¥(R(A)),

et le théoréme reste vrai (voir Avdonin et Ivanov, [3|). La preuve dans [3] utilise alors des
outils d’analyse complexe.

Remarque 1.4.6. (i) La définition des différences divisées dans le cas compleze donnée
dans [3] est légérement différente.

(i1) La dépendance des constantes dans [3] n’est pas explicitée.
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1.5 Longueur critique

Nous avons vu que la longueur critique dans le cas des suites de Riesz est donnée par
la densité supérieure. Il se trouve que cela reste vrai dans le cas des différences divisées
et cela va étre montré au chapitre 3.

Théoréme 1.5.1. Si I < 2nD*, alors les différences divisées ne forment pas une suite
de Riesz.

Observabilité spectrale. Notons que cette borne peut-étre différente de celle donnée
par [’observabilité spectrale, définie pour A par

|an|2 S Cn/‘zakei/\kt‘Q-
J

La longueur critique pour ’observabilité spectrale est alors directement liée au rayon de
densité grace aux deux lemmes suivants obtenus par Jaffard et Haraux [20] :

Lemme 1.5.1. Si on a observabilité spectrale pour N dans L*(I) alors E(A) n’est pas
dense dans L*(J), pour |J| > |I|, avec A et A’ différant seulement d’un nombre fini de
termes.

Lemme 1.5.2. Si E(A) n'est pas dense dans L*(J), alors on a observabilité spectrale dans

L2(J).

Le rayon de densité est donné par :
R(A) =sup{A >0 : Vect(E(A)) est dense dans L*([—A, A])}. (1.5.1)

La longueur critique pour I'observabilité spectrale est alors donnée par 2R(A).
On constate souvent dans la pratique que

R(A) =nD™,

mais ceci n’est pas toujours le cas; le rayon peut étre calculé au moyen d’une autre
densité : la densité de Beurling—Malliavin, Dgys et on a :

R(A) - 7TDBI\4.

On pourra consulter le livre de Koosis dédié a la démonstration du théoréme de Beurling—
Malliavin [33].

Exemple. On peut construire une suite telle que Dpy < € et DY = 1. Pour cela, pour

chaque k € N, on peut prendre de plus en plus d’entiers espacés de 1 proches de 2%, dans
Uintervalle 2% — k /e, 2].
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Remarquons enfin que pour I > 27 D™, on peut avoir une estimation de la constante pour
I’observabilité spectrale :

Proposition 1.5.3. Pourn € K et I > 2nD*, on peut écrire

c(n, N)|a,|* < /|Zake"kkt’2dt (1.5.2)
I

keK

pour une constante de la forme

c(n, A) = c(M,v,7")
min(1, Az — M|, [As = Ao - [Aa = Ml [N = Nl Ae = M),

ot A, . .. ,A\; est la suite d’exposants v'—proches. (voir la définition au chapitre 3).

Preuve. Cela vient du fait que si e, est la suite des différences divisées et f,, = e, alors

on a des relations du type :

fm = €Em
fm+l = ()\m—i-l - )‘m)em+1 + e

Jmy2 = (/\m+2 — )\m€m+1)()‘m+1 - /\m)em+1 + ...

O

Remarque 1.5.4. Dans le cas d’exposants multiples : A\g11— A, on remplace | A1 — Ay
par 1.

1.6 Bases de Riesz au sens des sous-espaces

[’étude de I'observabilité d’un systéme se traduit souvent par la recherche d’'un équi-
valent de

[ttty (1.6.1)

I
ou u(t) est la solution d’un systéme et p une semi-norme. Nous venons d’exposer le cas

particulier de
/\Z ape™[*dt, (1.6.2)
I

qui s’applique & des problémes en dimension 1. Pour traiter des problémes de dimension
supérieure ou certains systémes d’équations, on sera amené a considérer des solutions u(t)

sous la forme
u(t) = Zakei’\’“tek, (1.6.3)




10 1. INTRODUCTION A DES PROBLEMES D’OBSERVABILITE

ou (ey) est une famille de vecteurs dont on va préciser les hypothéses.
On se fixe un espace de Hilbert complexe séparable H et on se donne un systéme d’évo-
lution :

= Az, 2(0) = x, (1.6.4)

ou A est un opérateur non borné de domaine D(A) C H dense.

Théorie des semi-groupes. Un opérateur A est dit générateur infinitésimal d’un
groupe (noté e'4), si pour tout z, € D(A), le probléme (1.6.4) admet une unique so-
lution contintiment différentiable sur R* et si I’ensemble résolvant p(A) (qui est consistué
des complexes A tels que (A — A)~! est un opérateur linéaire borné) est non vide (voir
Pazy [39], p. 102).

Remarque 1.6.1. Pour un Cy-semi-groupe, la définition est identique en remplacant R*
par Rt*,

On a une caractérisation des Cy-groupes :

Théoréme 1.6.1. A est générateur infinitésimal d’un Cy-groupe si et seulement si il
eriste w € R, tel que

p(A) CR\[=|w],[w]] et [[(A=w)(A=A)T"]| <M, (1.6.5)

pour tout n € N et X\ € p(A), avec une constante M indépendante de n et \.

Le cadre qui nous intéresse ici est lorsque la solution se décompose dans une certaine base
de vecteurs propres.

Eléments spectraux. Comme en dimension finie, on peut définir les valeurs propres
et les vecteurs propres. On rappelle ici quelques définitions.

A est un opérateur discret ou a résolvante compacte s’il existe pu € C tel que (u — A)~!
est compact dans H.

Un vecteur non nul Y € H est appelé vecteur propre généralisé de A correspondant a une
valeur propre A s’il existe un entier positif n tel que

(A— A)"Y = 0.

Le nombre n,) de vecteurs propres généralisés linéairement indépendants est alors appelé
la multiplicité algébrique de .
En particulier, A\ est dit algébriquement simple si n,, = 1.

Remarque 1.6.2. Pour un opérateur discret, chaque valeur propre est de multiplicité
algébrique finie (voir par exemple [16]).
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Un vecteur non nul Y € H est appelé vecteur propre de A si
(A=A)Y =0.

Le nombre n,4) de vecteurs propres linéairement indépendants est appelé la multiplicité
géométrique de A.
(en particulier, X est dit géométriquement simple si ngy = 1).

Base orthonormée : un des cas assez fréquents dans les applications est lorsque A est
a résolvante compacte et anti-auto-adjoint (¢4 = (iA)*, on * représente 1’adjoint). Dans
ce cas (grace au théoréme spectral), A admet une base orthonormée de vecteurs propres
(er) et I’on peut écrire la solution de (1.6.4) sous la forme

T = Zxke“‘ktek, (1.6.6)

oll A\, est une suite croissante de réels.
On retrouve le cas de ’équation des ondes :

u(t,z) = Z(akei“’kt + a_pe ey () (1.6.7)

avec (wy) une suite croissante positive et (ej) est une base orthonormée de vecteurs propres
de 'opérateur Laplacien.

Bases de Riesz. Pour traiter d’autres applications, il est courant d’affaiblir I’orthonor-
malité en considérant des familles qui sont images par un isomorphisme de Banach (et
non de Hilbert) de bases orthonormées, les bases de Riesz (voir Young pour plus d’infor-
mations [44]).

Un cas particulier trés courant est le suivant :

il existe une base de Riesz de vecteurs

{Ek,g:kEK,le,...,mk} (168)
et des complexes A\ tels que
AFk o= MeEyy + Eg o1,
avec Lo =0 et
[ ] |)\k| — OO’

e sup |RA,| < o0,
e sup my < 0.

Sous ces conditions, A est un opérateur a résolvante compacte; ses valeurs propres sont
les \; (de multiplicité algébrique finie supérieure ou égale a my), associés aux vecteurs
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propres généralisés Fj, (qui sont vecteurs propres si { = 1). De plus, A engendre un
groupe et une solution généralisée (i.e. valable pour tout xo € H) est donnée par

my /-1 i A\t
tlerk
U(t) = E E U;ang’g(t) avec FW(t) = E f'Ekyé_j. (169)
keK (=1 j=0 J:

On peut ainsi traiter le cas de couplages cordes-poutres (voir chapitre 2).
Néanmoins, on verra (toujours au chapitre 2) que pour certains autres couplages, les
vecteurs propres, se rapprochant a I’infini, ne peuvent pas former de bases de Riesz.

Bases de Riesz au sens des sous-espaces. On définit alors une base de Riesz au
sens des sous-espaces par : tout Uy € H admet une unique décomposition de la forme

U= u up€Zp. » |lwl® = |Uo] (1.6.10)

keK

avec (Z) une suite d’espace de dimension finie uniformément bornée et la convergence
de la série a lieu dans H ; une base de Riesz au sens des sous-espaces (relative & Zj) est
alors une famille obtenue en prenant une base sur chaque espace Zj.

Remarque 1.6.3. (i) On dira aussi que les sous-espaces Zy, sont en somme de Riesz.

(i1) Dans le cas ou tous les Zy sont de dimension 1, on retrouve les bases de Riesz.

On dit alors que A est générateur d'un Cy-groupe associé a une base des Riesz au sens
des sous-espaces, si :

e A engendre un Cy-groupe;

o Il existe des sous-espaces Z; en somme de Riesz stables par A tels que

AU, = Z euy  uy € Z,, pour tout Uy = Zuk € H. (1.6.11)
keK keK

Remarque 1.6.4. Le fait que A engendre un Cy-groupe ne se déduit plus ici de la formule
explicite, méme avec les conditions que ’on avait fizées précédemment dans le cas de bases
de Riesz (I’ensemble résolvant peut étre vide), voir chapitre 2.

Il est intéressant de remarquer que les vecteurs propres peuvent étre supposés encore
plus faiblement orthogonaux (au sens de Riesz), si ’on rajoute une hypothése de séparation
relativement uniforme des valeurs propres aux endroits ou ils manqueraient d’étre assez
orthogonaux (toujours au sens de Riesz) :
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Théoréme 1.6.2. On suppose que le spectre de A est imaginaire pur.

On a alors :

A est générateur d’un Cy-groupe associé a une base de Riesz au sens des sous-espaces Si
et seulement si

o A est générateur d’un Cy-groupe,

e il existe des sous-espaces Z,, stables par A engendrés par des vecteurs propres géné-
ralisés de A et tels que , la densité supérieure D,,, associée aux valeurs propres de Z,,,
est uniformément bornée en m ;

o tout Uy € H admet une unique décomposition de la forme
Uo=> U Uy € Zu. Y lluml* < U] (1.6.12)

Remarque 1.6.5. (i) 7, n’est plus forcément de dimension finie; si tous les Z,, sont
de dimension finie, les densités D,, sont nulles, et l’équivalence est une tautologie (et on
peut donc enlever hypothése sur l'irréalité du spectre).

(i1) A Uinverse, si Z,, = H, on peut également considérer que le spectre de A est dans
C, grdce a un résultat d’Avdonin [3] (et il s’agit du théoréme récent de Guo [18]).

(iii) cette nouvelle caractérisation permet donc d’unifier les deux cas précédents ; pour
les cas intermédiaires, le résultat reste valable sur C, si on arrive a expliciter suffisamment
les constantes dans [3].

Preuve du théoréme 1.6.2. La preuve est une adaptation directe de celle donnée dans [18],
en utilisant les estimations précises des différences divisées du théoréme BKL.
On a déja vu que le sens direct est immédiat, si 'on prend pour Z,, des espaces de di-
mension finie.
Pour 'autre sens, montrons d’abord que I’on a une base de Riesz au sens des sous-espaces
formée par les vecteurs propres généralisés. L’hypothése sur les densités, associée au théo-
reme BKL nous assure qu’il existe un temps 7" assez grand et des constantes indépendantes
de m telles que (€, 5.1 (t)) (k,k")e K, SOt une suite de Riesz dans L*(0,7°), ot (€ k.k7) (k') Ko
est la suite des différences divisées associée aux valeurs propres de I’opérateur A restreint
& Zy,. On définit Z,, , comme l’espace des vecteurs propres généralisés (de dimension finie)
correspondant aux vecteurs (e, x’), avec tous les k' tels que (k, k') € K,,.
Soit maintenant

Uy, = Z Ums  Umk € D k-

k€K

On suppose d’abord que I'on a une somme finie ; le cas général se déduira alors par densité.
Fixons nous une base orthonormée (¢) de Z,,. On a alors :
e, = eAtum,k.
kEKm
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On peut réarranger la somme de telle sorte que

At
e Uy, = E em ek’ (U) Uk ks
(k,k")EK,

ot les vy, 5 appartiennent aussi & Z,, ; et sont formés a partir de wu,, 4.
On en déduit alors, en fixant une base orthonormée (¢,) de Z,,, que :

/ ||€Atum||2dt = Z/ | em,k,k’(t) < Um,k,k gbg >|2dt. (1613)
(k,KEKm
II découle :

T
/ e |2t <> [vm k] (1.6.14)
0

En utilisant ’hypothése de Cy-groupe, on a aussi :

T
/ At |2t < [[um |2 (1.6.15)
0

On en déduit alors, d’aprés ’hypothése sur les 7, et comme les constantes sont indépen-
dantes de m :

10o]1? = Z [V e | (1.6.16)

||um,l€||2 = Z ‘Um,k,k’ 2
k/

En particulier,

(1.6.17)

et donc,

1Toll? = > Ml 1.

En rajoutant un raisonnement de densité, on en conclut que ’on a bien une base de Riesz
au sens des sous-espaces de vecteurs propres généralisés. Enfin, par densité également, on
obtient la forme de la solution (1.6.11), ce qui compléte la preuve. O

1.7 Exemples de spectres A

Equation des ondes. En prenant (2 = (0, 7) (cf section 1.1), le spectre est donné par
A =727, et donc on a DT = 1.

Avec
Ay ::/ 10,u(t,0)’dt = / \Zk}a e* 2,

et

Ay ::/ 10,u(t, T)|*dt = / |Zka ekt 2dt,
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I’observabilité se traduit par la recherche d’un équivalent de A1 + A2.
Par une application directe du théoréme BKL (mais ici l'identité de Parseval suffit), on
obtient ’observabilité pour 7" > 27 :

At Ay <> K] (1.7.1)

Le terme de droite est d’ailleurs ’énergie totale F,. Cependant, en remarquant que
T . .
/ 1> koe™ + kag(—1)Fe™ [Pt < 241 + 24,,
0

on obtient en fait 'observabilité pour 7" > = (T > 27, si 'on observe seulement une
extrémité (c’est-a-dire A; ou Ay). L’intervalle de temps est alors optimal, puisque pour
T < 7, d’aprés le théoréme 1.5.1 (mais ici on peut aussi utiliser 1’égalité de Parseval), on
ne peut pas avoir

Cz k2|ak|2 S Al S Al -+ A2. (172)

Un systéme de poutres. Considérons le systéme suivant :

Oy + A% =0 dans R x Q = (0, ),
u=Au =0, sur R x I' = {0, 7},
u(0) =up u'(0) = uq,

dans le cadre fonctionnel Hg(Q2) x H~1(Q).
On aici A = {k? : k € N} et DT = 0. On obtient alors le méme type de résultat, mais
cette fois-ci pour 7" > 0.

Un couplage : onde-onde. On considére le systéme suivant :

Op —Au+Au+ Bv=0 dans R x Q= (0,7)
O —Av+Cu+ Dv =0, dans Rx Q= (0,n)
u=0 Ju=0 sur R x I' = {0, 7},

ou A, B,C,D € R.
Icion a A = {&+v/ A}, avec =\, = k% + AJQFD + (A_DQ)QHBC. On peut remarquer que :

e A n’est pas uniformément discret.

e Il peut y avoir des valeurs propres non réelles (pour des petites valeurs de k) ; dans
lescas ot A =D =0et B=C = «, les valeurs propres sont néanmoins toutes réelles.
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Un couplage : cordes-poutres. En couplant avec 'opérateur de Petrovski, on obtient
cette fois-ci :

1
—Akzé(k4+k2+A+D+\/(k4—k:2+D—A)2+4BO),

1
—ukzé(k4+k2+a+D)—\/(k4—k:2+D—A)2+4BC),

et ainsi A = {£v =N\, £/1ix }-

On remarque que

V- =k + = k + O(k™9),
A
V—ie=k+ §k_ + O(k™?).
Ainsi v/—\; est proche de /fiyz.

Remarque 1.7.1. (i) Les deux systémes précédents seront étudiés plus en détail au cha-
pitre 2 dans le cas multidimensionnel, par une autre méthode (de perturbation compacte).

(ii) En dimension n > 1, la densité supérieure est infinie ; néanmoins, on peut obtenir
des résultats dans le cas d’une boule, en utilisant ’orthogonalité des harmoniques sphé-
riques (on peut aussi faire I’analogie avec le théoréme 1.6.2), voir par exemple [29]; enfin,
dans le cas de pavés, il existe des versions multidimensionnelles des théoremes d’Ingham
(les vecteurs propres s’exprimant aussi sous forme d’exponentielles) ; voir [8] et aussi [26].

Observabilité simultanée de cordes. Dans un cas intervenant pour ’observabilité
de cordes de longueur /,..., 0 y :

5’ttuj - AUj +Au+ Bv =0 dans R x (07€j>7
u;(t,0) = u;(t,¢;) =0 pour t € R,
u;(0,7) = ujo(x) et Oyu;(0,x) = uji(x) pour z € (0,¢;),
j=1,...,N,

on a

k
A:{%,keZ,jzl...,N}.
J

On obtient alors DT = M%ZN

Remarque 1.7.2. Dans le cas d’observabilité de poutres, les valeurs propres sont données
par( ]) et 'on a Dt = 0.

Les solutions s’écrivent sous la forme

o0

u;(t,z) = Z(bﬂkei'“%’“'t + b ekt sin (1.7.3)

k=1
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avec !

On cherche alors une équivalence pour

N
/\Zuj,x(t, 0)|*dt, (1.7.5)
It
qui s’écrit

N oo
‘ZZ kei\,uj,khf+bj’7ke—i|ﬂj,k‘t)/lbj7k|2’ (1.7.6)

=1 k=1

et qui est donnée par les différences divisées, grace au théoréme BKL pour || > 27D™ et
qui n’est plus valable pour |I| < 2r D™ avec le théoréme 1.5.1.

Remarque 1.7.3. (i) Pour avoir une minoration dans une bonne norme de Sobolev,
on utilise ensuite des résultats d’approzimation diophantienne. (On pourra consulter [9]
et aussi [12], ot l'on utilise également des résultats de théorie des nombres aprés avoir
appliqué le théoréme d’Ingham.)

(i1) Dans un cas similaire d’un réseau en arbre de cordes vibrantes, on peut également
appliquer cette méthode. Néanmoins, le calcul de la densité est moins évident. On peut
s’en sortir en utilisant le principe de min-maz (voir [13], [15], [14], [38], [41]).

(11i) On pourrait étudier encore bien d’autres exemples (par exemple des coques [37]) :
cette méthode fonctionne bien lorsque l’on a une bonne connaissance du spectre pour des
problémes qui se raménent & une dimension (pour que la densité supérieure soit finie).

1.8 Observabilité partielle

L’observabilité partielle a aussi été étudiée par Lions [35], [36] (voir aussi [32] pour
des résultats plus récents). On donne ici quelques résultats optimaux en dimension 1 qui
peuvent se traiter avec la méthode de perturbation compacte du chapitre 2.

Soient Q) = (a,b) et A, B,C, D des réels.
On considére le systéme

Opur — Auq + Aup + Bus =0 dans R x €,
Opts + A%uy + Cuy + Dus = 0 dans R x €,
Uy = Uy = Aug =0 sur R x ' = {a, b},

soumis aux conditions initiales :

u;(0) = wyo, ui(0) =w; sur(a,b), =12
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Si (ulo,ull,uzo,um) € H&(Q) X LQ(Q) X Hé(Q) X H_I(Q), alors le systéme précédent
admet une unique solution faible :

u; € C(R, H3(Q)) N CHR; L*(2))
uy € C(R, Hy(2)) N CHR; HHQ)).
On définit 1’énergie initiale par
By = ||U10||§15(Q) + ||U11||%2(Q) + ||U20||12Hg(9) + ||U21||§1—1(Q)-

Maintenant, on étudie ’observabilité partielle, c¢’est-a-dire que ’on veut estimer :

.
/ / |0, u; [2dTdt, (1.8.1)
0 r

avec des conditions initiales satisfaisant :
Uy = ug = 0.

Remarque 1.8.1. Dans le cas non couplé, st ujg = u; = 0 et ugy # 0 ou ugy # 0, on ne
peut pas espérer avoir observabilité :

E0>0,

et (1.8.1) est égal a zéro.

On peut alors établir le théoréme suivant :

Théoréme 1.8.1. Pour |I| > 2(b—a) et pour presque tous quadruplets (A, B,C, D) € R*,
on a:

/|8xu1(a,t)|2dt = F,. (1.8.2)
I

Les parameétres exceptionnels (ceuzr pour lesquels il n’y a pas observabilité) sont donnés
par les quadruplets (A, B, C, D) tels qu’il existe { # m satisfaisant

Ae = fe OU A=A, ou =,

avec

1

P
2
pk:%(k4+k2+A+D—\/(k4—k2+D—A)2+4BC)

A (K*+k + A+ D+ /(k* —k2+ D — A)? +4B0C),

Si I <2(b—a), linégalité de droite n’est plus valable.

Remarque 1.8.2. (i) L’optimalité en temps provient du fait que l’on connait I’optimalité
pour l’opérateur non perturbé.

(ii) Ce théoréme peut aussi se montrer en utilisant le théoréme BKL ; néanmoins, on
obtient alors le temps non optimal T > 4(b — a).
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1.9 Observabilité indirecte

L’observabilité indirecte a été développée par Alabau [1], [2]. Dans ce cas, I’'observabi-
lité du systeéme perturbé ne peut alors plus étre déduite directement de I’observabilité du
systéme non perturbé, puisque celui-ci n’est pas observable. On obtient cette fois-ci les
résultats (en dimension 1) grace au théoréme BKL. Soit 2 = (a, b) et des réels A, B, C' et
D. On considére le systéme :

8ttu1 — Au1 + AU1 + BU,Q =0 dans R x Q,
8ttu2 — AUQ + Cu1 + DUQ =0 dans R x Q,
up =1uy =0 sur R x {a, b},

soumis aux conditions initiales :

ui(0) =uyp ui(0) =w; sur (a,b), i=1,2.
Si (w19, u11, U, U9y ) € (H(Q) x L*(2))?, le systéme précédent admet une unique solution
faible u = (uy, up) telle que uy, us € C(R, Hi(Q)) N CH(R, L*(Q)).

On note I’énergie initiale :

Ey = ||U10||§15(Q) + lun 2 + ||U20||12Hg(9) + Jluar (720

T
/ / 10,01 2dTdt.
0 T

Cette fois-ci on n’impose pas de conditions spéciales pour les conditions initiales. On
cherche ici a obtenir les inégalités d’observabilité pour une norme d’énergie affaiblie :

On cherche a estimer

Ey = ||U10||%2(Q) + ||U11||§171(Q) + ||U20||%2(Q) + ||U21||%171(Q)-

Théoréme 1.9.1. Pour presque tous les parameétres (A, B,C, D) € R*, on a
3 T
Ep < C/ 0,11 (0, 1) [2dt. (1.9.1)
0

st T > 4. Les parameétres exceptionnels sont donnés par :

B=0, (A—D)?+4BC =0,

Ak = fhe
avec
Ak=k2+A+D+\/((D—A)2+4BC’),
,uk:k:2+A+D—\/(D—A)2+4BC.
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Schéma de preuve. On suppose d’abord que b # 0 et AD — BC # 0 La solution s’écrit
alors sous la forme

u(t,x) = Z[(akeimt + bpe” VMY g 4 VIR L d e VIR ) sin ke,
keK
Or on a

1
VA — Vi) =< 5 (1.9.2)

On en déduit que I'estimation & montrer est équivalente a :
D (il + [0ul) (vFs +viy) + (leal + [dil*) (wiy + wi)

< C/| Z[(akeimt + bpe” VA 4 VIR 4 dy e VIR g k[Pt
I' kek

Or Ei = (g1, Uk, Wi1, Wk2) est vecteur propre de la matrice :

0 0 10

0 0 01
- A  -B 00 (1.9.3)

-C  —-k*-=D 0 0

Ainsi, pour toute valeur propre non nulle, vy, vg2) et (wg1, Wr2) sont vecteurs propres

colinéaires de 24
—k° — —-B
(54 2%,). o)

et peuvent donc étre choisis indépendants de k ; de plus, comme B # 0, vo peut s’exprimer
en fonction de vg;. L’inégalité & montrer reste donc équivalente a :

D (lanl® + [bel) (i) + (il + 1dal*) (i)
< C/| Z[(akeimt + bre” VAo + eV 4 dpem VIR g K| 2d.
I' kek

Par le théoréme BKL et le théoréme 1.5.1, en tenant compte de (1.9.2), on en déduit que
cette égalité est vraie si |I| > 4w et fausse si |I| < 4, pour les hautes fréquences (i.e.
pour k assez grand). Le théoréme BKL donne d’ailleurs aussi le résultat pour toutes les
fréquences (il faut enlever le cas de valeurs propres multiples) qui sont données dans le
théoréme. O

Remarque 1.9.1. (i) Dans le second cas \y = g, on peut cependant observer dans un
espace de codimension finie.

(i1) On peut aussi découper en termes de haute et de basse fréquence :

/|8mu(0,t)|2dt = /|5’IUH(O,t)|2dt+/|8muB(0,t)|2dt, (1.9.5)
I I I

cette inégalité étant valable dés que [’on a observabilité spectrale.
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Chapitre 2

Observability of coupled systems

By applying the theory of semigroups, we generalize an earlier result of Komornik and
Loreti [30] on the observability of compactly perturbed systems. As an application, we
answer a question of the same authors concerning the observability of weakly coupled
linear distributed systems.

2.1 Introduction

Consider the evolutionary problem
2’ = (A+ B)z, 2(0) = z¢

where A and B are linear operators in a complex separable Hilbert space H. B is supposed
to be compact, it is a so-called compact perturbation. We study the observability of the
system, that is, given a finite number of seminorms py, ..., p,, in H or in a subspace of H
(the observations) and a finite number of intervals I,..., [, in R, (here every interval
is finite and not reduced to a point) we are wondering whether these observations are
sufficient to distinguish solutions corresponding to different initial data. More precisely,
we ask whether we have

ol <Y [ et a (2.1.1)

with some positive constant ¢ independent of the particular choice of x(y, which may be
different at different places. We also study the estimates

S [ itee))? ar < el
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Here we suppose that the unperturbed system (i.e. with B = 0) is observable, at
least if the initial data belong to a certain finite codimensional subspace, and thus one
can ask whether the perturbed system is also observable. In many concrete cases, A is a
skew-adjoint operator having a compact resolvent and thus A is diagonalisable with an
orthonormal basis which is an excellent framework to study the estimates. However, ortho-
normal bases don’t often resist to compact perturbations. In fact, looking only for norm
equivalences, we can extend the framework to bases which are the images of orthonor-
mal ones by a Banach isomorphism (i. e without keeping necessarily the orthogonality) :
the Riesz bases. In fact, if there exists a Riesz basis formed by ordinary and generalized
eigenvectors of A + B, we can, under natural additional assumptions conclude to the
observability. Nevertheless, it is not always easy to prove that the perturbed operator
admits a Riesz basis of eigenvectors and sometimes it is not even the case. In order to
understand this phenomenon, let us consider a class of operators which are stable under
a Riesz sum of finite dimensional spaces. To be more precise, fix a doubly indexed Riesz
basis {ex; : k> 1,1 <1< my} with a bounded sequence (my) of positive integers, and
introduce the finite dimensional spaces

Zy, = Vect {ex; + 1 <1 <my}.

Then we build an operator C, stable under the Z;, by the giving of endomorphisms
Ak . Zk — Zk :

D(C) = {.T = kaylek,l : ZAkxk,lek,l € H} ,

Cx := E Ak:ck,lek,l.

We can show that C' is closed and that if an unbounded linear operator is closable and
stable under the Z; then it coincides with C' on its domain. Furthermore, the initial value
problem

has a unique continuously differentiable solution such that
()] < cllzoll

with a constant ¢, (which may depend on the time ¢, but remains independent of the
initial data z,), if and only if exp(tAy) is bounded (for a certain norm : we can choose an
arbitrary norm on each C™* since (my) is bounded, the same norm in C"* and C™, if
k # £, but my = my), for each t € R. We say then that the problem is well posed for C,
and that C generates a strongly continuous group (see [39] for a general definition).

For instance, the problem is well posed for a closed operator A if the latter has a Riesz
basis of (generalized) eigenvectors with bounded real parts of their eigenvalues. However,
this property may be lost in case of compact perturbations :
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Ezample. Setting

R RO G

The problem is well-posed for A if the sequences
R(M), R(pr) and k(=M + pi) are bounded

(it is a bounded perturbation of a C° semigroup), but the eigenvectors

1
€r1,€ek1 + Eem

don’t form a Riesz basis. (We see here that bringing together the eigenvalues may lead to
the loss of the independence of the eigenvectors at infinity.) In particular, we notice that
if

]{?(—)\k + pk) — 0

and

then we have a compact perturbation of a skew adjoint operator with a compact resolvant.

In [30], general observability results were established for compactly perturbed opera-
tors under the assumption that there exists a Riesz basis of generalized eigenvectors. The
purpose of this paper is to extend that result so as to include cases like the above example.
We will also give a concrete application where this more general result is essential.

2.2 Observability results

Let A: D(A) C H — H be an unbounded linear operator in a separable Hilbert space
H and B : H — H a continuous linear operator. We suppose that A generates a strongly
continuous group S4. Since B is continuous, A + B also generates a strongly continuous
group S4, - See for example [39].

Let L be a finite-codimensional subspace of H, and Ly C L a linear hull generated by
a Riesz basis (eg)rex of L

Zp=Vect {e, : ke K}, Z;=1L.

K denotes here and in the sequel an infinite countable set. Similarly, we will denote by
Zy a linear hull generated by a Riesz basis of H.
Concerning the direct inequality, we assume that :
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Z/ pi(Sa(t)z0)?dt < ¢ |zo||? for all z € 71, (2.2.1)
- I
and we want to deduce from this the estimate

Z/ pj(SA+B(t)I0)2dt <c ||J)0||2 for all To € ZH, (222)
- I

for every choice of intervals J;.

Concerning the inverse inequality, we assume that
cllaol® <> / p;(Sa(t)x0)?dt for all z € Zy. (2.2.3)
We then want to deduce

clzo® < Z/ pj(Satn(t)z)*dt for all 2o € Z7, (2.2.4)

where J; are intervals such that they contain the closure of /; in their interior, and Z7 is
a linear hull generated by a Riesz basis of Z, which is a finite codimensional subspace as
big as possible, that is, B

H=L®M
where M (respectively M) is the (respectively closed) linear hull of all vectors x € H which
satisfy for some complex number A and for some nonnegative integer k the equalities

p;j((A+ B —d )z) =0, (2.2.5)
forall /=0,...,k,j=1,...,m, and
(A+ B —\d )z = 0. (2.2.6)
Indeed, we have :

Lemma 2.2.1. Ifxq € M, then
pj(Satn(t)re) =0 (2.2.7)
and therefore (2.2.4) doesn’t hold if xo € M \ {0}.

Concerning the direct equality, we have the following result :

Proposition 2.2.2. We suppose (2.2.1), then we have (2.2.2).

Concerning the inverse equality, we have two results. Let us first introduce the following
definition.
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Definition. (f;)i>1 is a pseudo-basis if Vect {f} is dense in H and if, for every bounded
sequence (zy) such that
x, € Vect {f; : j >k},

we have

Lemma 2.2.3. {fy, : k> 1, 1 </l <my} is a pseudo-basis of H, if there exists a Riesz
basis of H {exe : k> 1 1<€§m } such that

Vect {epe : 1 <l <my}=Vect {fr, : 1 <0< my} (2.2.8)

for each k. In that case, we will say that {fr, : k> 1, 1 <l <my} is a Riesz basis of
subspaces in H.

Then we have the following result :

Proposition 2.2.4. We suppose (2.2.1), (2.2.3), that B is compact. Then there ezists a
finite codimensional subspace L' C L such that

c||lzol? < Z/ pi(Sarp(t)xo)?® dt  for all z¢ € Zp. (2.2.9)

Moreover for every Riesz basis (fi)x>1 such that Z;, = Vect {f; : j > k'} for some I/,
we can take Z;, = Vect {f; : j > K'} with a sufficiently large integer k" > k'

If A + B satisfies some spectral properties, then we will obtain a better result. For
this, let us recall, e.g., from [16] that a vector x € H is called a generalized eigenvector
with eigenvalue A € C of a linear operator C in H if

(C = Ald)™z = 0

for some positive integer m. Furthermore, an eigenvalue A € C is called of finite type if
the corresponding generalized eigenvectors form a finite dimensional subspace M, and if

H=M®&S
with M and S stable by C'.

Let us now formulate our main result :

Theorem 2.2.5. Assume that
— A is a skew-adjoint operator having a compact resolvant,
— B is compact,
— A+ B has a Riesz basis of subspaces in H of generalized eigenvectors, whose eigen-
values are of finite type,
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— (2.2.1) and (2.2.3) are satisfied with a finite codimensional subspace Z; generated
by some generalized eigenvectors of A+ B.
Then (2.2.4) holds true and M is finite dimensional.

Remark 2.2.6. In particular, this theorem asserts that the cases of non observability
coming from such compact perturbations are those for which M # {0}. In fact, we can
easily see that M # {0} is equivalent to the existence of a non zero vector x € H which
satisfies the inequalities
pi(z) =0

forallj=1,...,m, and

(A+ B)x = Az,
for some complex number \.

Remark 2.2.7. (i) The proof can be adapted to the case where A is only compactly near
of an operator which has the Riesz basis property (cf chapter 1).

(i1) In order to treat the case of partial observability (see chapter 1), we mention that
we can also apply the theorem to a subspace invariant by the operators.

We prove the above formulated results in the next section. Then, in the last section
of the paper we apply these results in order to answer a question left open in [29], as we
will see in remark 2.4.9.

2.3 Proof of the results.

2.3.1 Proof of Lemma 2.2.1

If x, satisfies (2.2.6), we obtain :

k-1 tjekt

Sasp(t)zo =Y i (A+ B —\d Yz,

§=0
and thus, according to the properties of the seminorms, we get (2.2.7). Now, if 2y € M,

xg is a finite linear combination of vectors which satisfy (2.2.6), and the result remains
true, thanks to the property of the seminorms for the sums.

2.3.2 Proof of Proposition 2.2.2

We will first prove that

Z/ pj(Sa(t)z)? dt < c|jzo|)? for all zy € Zy. (2.3.1)
j=1 "
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We fix a Riesz basis (e;);>, of L, such that Z; = Vect ;>x(e;) for a certain integer k.
We can complete this Riesz basis in order to obtain a Riesz basis (ey)r>1 of H, and we
have a decomposition Zy = Z; @ M, with a finite dimensional M := Vect 1<;<k(e;),
we will also assume that (e;)i<j<) is orthonormal (this is always possible by the Gram-
Schmidt procedure). We denote by 7 (resp. 7o) the projection onto the finite dimensional
supplement M (resp. onto Zp), according to the latter decomposition. From (2.2.1), we
have, for each t € R,

/ i (Sa(s)maSa(t)x0)* ds < cf|meSa(t) ol
1

Since S, is a strongly continuous group, there exist numbers w and M such that
1S4(t)|| < Me!" for all t € R (2.3.2)

and therefore

/ p;(Sa(8)m2Sa(t)zo)? ds < M|z %

I
Given an interval /, which we will fix later, we integrate this inequality over I :
. 2 2 2uwlt| 2
// P (Sa(s)maSa(t)xo)” ds dt < cM /e dt||zol|*.
1Ji; I
Then, applying the Fubini-Tonelli theorem, we have

/ (/pj(SA(s)WQSA(t):CO)th) ds < cMQ/eQ“’tl dt||zol?.
1 \J1 T

J

Hence, there exists sy € I; ( which may depend on / ) such that

2cM?
[ pitsatsomsattaar < =7 | [ atla)? (2.3.3)
I

I | J

On the other hand, we have

k
7T1SA E $0|€l €r,

=1

since the sequence (e;)i<j<k is orthonormal. Then, using the inequalities between the
arithmetic and quadratic means, we obtain

p3(Sa(s0)mSa(t)0)* < kY |(Sa(t)zolen)* p;(Salso)er)’

Hence, thanks to (2.3.2), we have

k
/I pj(Sa(s0)miSa(t)zo)*dt < kM? / eI dty " p;(Sa(so)er)?[|zol|> (2.3.4)

1 =1
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Combining (2.3.3) and (2.3.4) we obtain that
/ p;(Sa(s0)Sa(t)zo)?dt
I

2cM?
< 2max

k
7] / etdt, kM? / eQWtdthj(SA(so)el)2> [E
il Jr I -

Since Sa(s0)Sa(t) = Sa(so+ 1), then we have

/1+ pi(Sa(t)zo)?dt

2cM? 2t 2 [ 2wt - 2 2
< 2max 1A e*tdt, kM= | e™ dthj(SA(so)el) llzo]*.
il Jr I —

Now, let J; be an interval; we can choose I such that J; C I + s;. For example, if
J; = (a,b) and I; = (c,d), since sy € I;, we may take [ = (a —d,b— c).

So we obtain

| piSatt)0? de < el
J.

and (2.3.1) follows.

Next we prove (2.2.2). Let g € Zg. Thanks to (2.3.1), we only have to show that
/lej(SAw(t)xo — Sa(t)zo)dt < ¢l (2.3.5)
because
/J‘pj(SAjLB(t)ﬁo)2 dt

<2 (/J_pj(SA+B(t)x0 — Sa(t)wo)? dt +/ pj(SA(t)azo)2dt> :

J .

Suppose at first that J; C R*. We begin with the following formula from Duhamel
(see e. g. Pazy |39] for a proof)

t
Sarp(t)zg — Sa(t)ze = / Sa(t —s)BSaip(s)xg ds.
0
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Hence, putting J; = (a,b) we have

/]pj(SA+B(t)$0—SA(t)wo)2 dt

b t 2
= / Dj (/ Sa(t— 3)BSA+B(s)x0ds) dt
a 0

< / (/p (Salt — $)BS e 5(s)z0) ds)2 it
/ /p] (Sa(t — s)BSarp(s)x 0)2 ds dt

by using successively the Minkowski inequality for p; and the Cauchy-Schwarz inequality.

Next, using the Fubini-Tonelli theorem we have

t=b s=t t=b s=a t=b s=t s=a t=b s=b t=b
R A e A B A B A
t=a s=0 t=a s=0 t=a s=a s=0 t=a s=a t=s

/J pj(Sasp(t)zo — Sa(t)zo)? dt

| < /0 ' ( / i_ 1p; (Sa(t) BSas(s)20)? dt) ds

+/ab (/Ob_s tp; (Sa(t)BSaip(s)xo)’ dt) ds

a b
c/ ||BSA+B(S)1‘0||2 ds + c/ ||BS,4+B(s)aco||2 ds,
0 a

and thus

thanks to (2.3.1). Since B is continuous, we obtain (2.3.5). We recall that we have supposed
J;j = (a,b) C R*. Now, if J; C R™, we proceed alike, by changing ¢, a,b into —t, —b, —a.
At last, we conclude to (2.3.5) in the general case, by cutting the interval into two parts,
one included in R* and the other included in R™.

2.3.3 Proof of Lemma 2.2.3

Set a bounded sequence (zy,) such that
Tre € Vect {fj’i I(j, Z) > (l{?,g)} .
(Here we use the lexicographic order). Thanks to (2.2.8), we have

xke € Vect {e; :(j,1) > (k, 1)}
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Since {ex; : kK > 1,1 <1 < my} is a Riesz basis, there exists a Banach space automorphism
® and an orthonormal basis

{urg 1 k> 1,1 <1 <my}
such that ®(ex;) = uy;. Thus, we have
<I>_1xk7g € Vect {uj,i Z(j, 1) > (k* 1)}*

that is, we can find numbers (y(-k.’é)) such that

J,?
ot Tk = Z yj(k/ i
(4,i)>(k,1)
Now, let x € H and compute :
(Tpalx) = (@’lxk71|®* U 1| P )
(4,8) = (K, 1)

1/2

< ot | DD [(wal@ra)?

(4,02 (k,1)

thanks to the Cauchy-Schwarz inequality. Now, ®~ 'z}, remains bounded and (u;,;|®*x)
is square summable by the Parseval identity.

We obtain therefore that
(Ik’l|l') — 0

as k tends to infinity. Thus, we have the result, since, thanks to (2.2.8), Vect fi, is also
dense in H.

2.3.4 Proof of Proposition 2.2.4

We fix a Riesz basis (fx)r>1 such that Z;, = Vect ;>x/(f;) for some integer k. We fix
an integer k > k', which we will choose later and a vector =y € Vect {f; : j > k}.

Then we have :

/ p;(Sa(t)zo)? dt
J

J
b

<2 (/}IPJ(SA(t):Uo — Sarp(t)zo)? dt—i—/] p;(Sarp(t)x)? dt) .

Since

t
Sarp(t)zg — Sa(t)ze = / Sa(t —s)BSaip(s)xg ds,
0
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we obtain
/pj(SA+B(t)xo)2 dt
J,

> %/JJ p;(Sa(t)zo)? dt — /J,pj(/ot St — 8)BSuyp(s)zo ds)? dt. (2.3.6)

We write J; = (a,b), and we consider only the case where J; C R* (the general case
follows with the same argument as in the preceding proof). Thanks to (2.2.1), we have
like in the Proposition 2.2.2 :

[]_pj(/otSA(t—s)BsA+B(s)x0 ds)? dt

J

a b
< c/ |BS a4 5(s)zo||” ds+c/ | BSass(s)zol® ds
0 a

2

b
< c/ sup |BSasn(s)z| | ds|zol?. (2.3.7)
0 x€Vect {fj:jZk}
[zl <1

Now, for each fixed s € R, let (z}) be an approximation of the supremum

sup | BSat+p(s)z|| -
zeVect {fj:j>k}
=<1

Since (fx)r>1 is also a pseudo-basis, (x)) converges weakly to zero. Since B is compact,
so is BSayp(s) and therefore, BS4,p(s)zy converges strongly to zero. So, we can easily
conclude that the approximation and thus the supremum (2.3.4) converges to zero. We also
notice that (2.3.4) is dominated by ||BS4+5(s)||, which is integrable as B is continuous.
So, by applying Lebesgue’s dominated convergence theorem, we obtain that

2

b
£ == / sup |BSatp(s)z|| | ds — 0as k— oo. (2.3.8)
0 x€Vect {fj:j>k}
ll=]|<1

Keeping in mind from (2.3.6) and (2.3.7) that :
1
/ pi(Sarp(t)xo)*dt > 5/ p;(Sa(t)zo)2dt — cey |0 .
Jj Jj

thanks to (2.2.3) and (2.3.8), we can now choose k independent from x, such that (2.2.9)
holds true with k" = k.
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2.3.5 Proof of Theorem 2.2.5

Since the eigenvalues of A + B are of finite type, and since A + B has a Riesz basis of
subspaces in H, we know that H decomposes into a direct sum :

with distinct numbers \;. The symbol & means here that we have
Ker (A -+ B — )\Zld)ml = Vect 1<i<n; (eu),

where the whole sequence (e;;) forms a Riesz basis of H. For further use, we denote by
my the projection onto

E\ =6 i>1 Ker (A + B — )\Zld)mz,
Ai#A

according to the decomposition (2.3.9). Now, since Z; is a finite codimensional space
generated by generalized eigenvectors of A + B, we may assume, by “diminishing” 7, if
necessary, that 7 is of the form

Z1 = @i Ker (A+ B — \Id)™

with some integer r (this only weakens our assumption concerning the estimates (2.2.1)
and (2.2.3)).

Thanks to Proposition 2.2.4, since A + B has a Riesz basis of subspaces in H of
generalized eigenvectors, there exists 7/ > r, such that (2.2.9) holds true with

ZL’ = @Z‘ZT/KGI' (A —+ B — )\Zld)ml,
which means here that we have
Ker (A + B — /\ZId.)m1 = Vect 1<I<n,; (eu),

where the whole sequence (e;;) ;> forms a Riesz basis of L.
1<I<n;

In order to prove the theorem, we will use a transformation due to Haraux [19] : given
0>0, A€ Cand xy € Zy, set

1

§
Is\(z0) = x0 — 5/ e Sayp(8)xods.
0

We first recall some properties of this transformation.

Lemma 2.3.1.

(a) IsxSayp(t)ro = Sarn(t)Isrzo -
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(b) For any seminorm p in Zg, and for any interval (a,b) we have the estimates
b b+5
/ p(IsASarp(t)xo)? dt < c/ p(Sarp(t)xo)® dt, for all zy € Zy. (2.3.10)
(¢) For any m € N*, we have the inclusion :
Isx (Ker(A+ B — Ald)™) C Ker(A + B — Ald)™ . (2.3.11)

Proof.
(a) By uniqueness of the Cauchy problem.

(b) For every fixed t € R, by setting x(t) = Sy p(t)xo, we have
1 2
pIssa(t))* < 2(a() + 2(5 [ e ale+5) ds)

0
<2t22/6‘“ t ds)’
< @0+ (| e plat+s) ds)

9 0 5
< 2p(z(t))* + ﬁ/ le |2 ds/ p(z(t+s))* ds
’ e
< 2p(z(t))* + 25_162|m|5/ p(z(s))? ds.
t

Therefore,
b
/p([tg,,\az:(t))2 dt
‘ b boopt+s
< 2/ p(z(t))* dt + 25_162|§R/\|6/ / p(z(s))? ds dt
a a t

b b+  pmin{b,s}
= 2/ p(z(t))? dt + 25_162%/“6/ / p(z(s))? dt ds

-6 Jmax{a,s—48}

<o [ pawy a2 [ fp<x<s>>2 "

and (2.3.20) follows with
c =2+ 2e4RNS,

(c) Let zy € Ker(A + B — Ald)™. Then we have

tieM ,
SA+B<t).T0 = j' (A + B — /\[d>]$0,

<.
Il
=)
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and thus
1 m—1 F) . .
I = — tdt(A+ B — \Id)’
5AT0 = ; /0 (A+ ) xo,
so that
(A+ B = Xd)" ' szz0 = 0.
U
We now prove a deeper property of the Haraux transformation.
Lemma 2.3.2. For all but countably many 6 > 0, we have
|maaoll” < e llmadsa(zo)ll®,  for all xq in Zy (2.3.12)

Proof. We fix an integer r”” which will be chosen later and we suppose at first that xy €
Zry = @ Ker (A+ B — N\1d)™. We know that A is a skew-adjoint operator having
a compact resolvant, thus, we can fix an orthonormal basis (e)r>1 of eigenvectors for A,
with purely imaginary eigenvalues p;, which tend to infinity. We construct a sequence (&)
which tends to zero and such that all numbers puy + ¢ are distinct from A\, and we define
a closed operator By by Byer = crex. Now,we have zy = > zpe, and we introduce the
Haraux transformation for A + B :

L
s\ (o) = 70 — 5/ e Sayp,(s)Tods = kaa(ka d)ex,
0

with,
1 9
a(k,d) :=1— —/ elnteR=Ns (g
0 Jo

The quantity a(k,0) tends to 1 as k tends to infinity, and the set of the ¢ such that there
exist k € N cancelling |a(k,d)| is countable, since a(k, d) is analytic in 6 > 0. Thus for all
but countably many § > 0, infyey |a(k, )] is strictly positive and thus

lzoll* < ¢l Tsa(zo)[I* (2.3.13)

Now we have :
t
Satp(t)xo — Sarp(t)To = / Saypy(t — 5)(Bo — B)Sayp(s)zods.
0
Hence, by the Cauchy-Schwarz inequality, we obtain

|1 T5.7(0) — Isa(o) I

1 é é
o2 0 0

2

t
/ SA—{—BO(t - S)(BO - B)SA+B(S)I06ZS dt.
0
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and thus,
15 (0) = Lsa(ao)]|*

5 2
gc/0< sup ||(B—BO)SA+B(S)I||> ds ||zo|® (2.3.14)

zel” |z|<1
Now, collecting (2.3.13) and (2.3.14), we obtain :
lzoll® < €l Jsa(zo)lI* < 2¢ [ Lsa(zo)lI” + 2¢[|T5a(20) — Isa(zo) I,

Now, since A + B has a Riesz basis of subspaces in H of generalized eigenvectors, by
proceeding like in the preceding proof, we can choose 7, such that

2 2
[[zoll” < ¢ Lsa(zo)]I”-

By increasing r”, if necessary, since ); tend to infinity, because B is compact and A has a
compact resolvant, we can suppose that A # \; for i > r”. Thus, for all xqg € 7, xg € F),
Is5 xo € E, and the preceding inequality reduces to (2.3.12). Now, let 2o = ¢ + yo € Zn
with

Ty € Zrn  and Yo € @j<T//KeI‘ (A + B — )\JId)mJ

Suppose once that
Imagoll” < e llmadsa(yo)lI” - (2.3.15)

We then obtain the inequality
Imazoll® < ellmalsa(@o)l* + ¢ llmaLsa(yo) |-
By the tool of a Riesz basis such that some of its members generate
@ Ker (A+ B — \;1d)™
and the others Z;, we obtain :
Imxzol|* < e llmadsa(z0)l

Now, it remains to prove (2.3.15). Since @®;,»Ker (A+ B —\;Id)™ is a finite dimensional
space, it suffices to verify that

7T)\]57,\(y0) =0= TAYo = 0. (2316)

for all but countably many 6 > 0. For proving this, we can restrict us to the case where
Yo € Ker(A + B — \Id)k, with A # \;. Now, if (2.3.16) is not true, we would have

o
—_

G;(9)

det(Id — j!

J

(A+ B —Ald)?) =0, (2.3.17)

Il
S
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for uncountably many ¢ > 0, and thus for 6 € C, since
L :
G;(9) := 5/ NN, (2.3.18)
0

and thus the left hand side of (2.3.17) are analytic in . By taking ¢ = —0XN — \;, and
letting § € R tend to oo, the left hand side of (2.3.17) tends to det(Id) = 1 # 0, which
yields to a contradiction.

We now can prove a weaker form of the estimate (2.1.1).

Lemma 2.3.3. Set .
Ti= Hmi
i=1

Then .
C||7T.I'0||2 < Z/ pj(SA+B(t).T0)2 dt fO’I" all To € ZH
j=17;

Proof. Set

and fix a sufficiently small 6 > 0 so that writing I; = (a;, b;) we have
(aj — Mé,b; + Mo) C J; for j=1,....m.

We can choose 0 such that the estimate (2.3.12) of the lemma 2.3.2 is satisfied for every
A with & < k’. Let us introduce the linear operator

1=11 5%
k<r!
(composition of M linear operators). It follows from the definition of /5 that the factors

Is 5, and m,, commute. Hence, by a repeated application of the lemma 2.3.2 we obtain
that

|mzo||® < c||m(zo)]||” (2.3.19)
and on the other hand, by a repeated application of (2.3.10), we obtain :
> / Pi(Sasn(t)Iz)’dt < ¢y / p;(Sasn(t)zo)?dt, Vo€ Zy (2.3.20)
j=1 I; 7j=1 Jj

It turns out by a repeated application of (2.3.11) that I(zq) € Z,. It follows that 71 (zq) =
I(zo) and that (2.2.9) holds true. Thus, we have :

cllml(zo)||* = ¢|[(xo)|* < Z/ P;j(Sarn(t)Izo)dt
j=171

By collecting this, (2.3.19) and (2.3.20), we obtain the result. O
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Now we are ready to prove our main theorem.

proof of theorem 2.2.5. We first show that M is finite dimensional. Let z( € Zp satis-
fying (2.2.5) and (2.2.6). Thanks to (2.2.6), there exists an integer i such that z, €
Ker (A+B—X\Id)". Since (2.2.5) holds, according to lemma 2.2.1, (2.1.1) doesn’t
hold. Therefore, from (2.2.9), we must have i < 7’. We then see that M is included
in M'":= @;Ker(A+ B — \;Id)™ and is therefore finite dimensional.

We now fix a supplement S of M in M' and take Z; = S@® Z1» Let xp = yo + 20 € Z7,
with yo € S and 2z, € 7.

Assume for a moment that
loolP < ¢ [ pi(Saraltino? dt. (2.3.21)
j=1"1;

Then

lzoll* < 2flyoll* + 2] 20|

<cY [ piSuenOw) dt+ 2al?
=/

<o Z / 23S 5(0)0)? + 205(Ss (1) 20)? dt + 2|20
(We used in the first step the triangle inequality.) Applying (2.2.9), for z, it follows that
ool < 3 [ pi(Sarnian) de+ el
j=171

Applying the preceding lemma, since mxy = 2y, we conclude that

||xo||2<c2 > pASassm?

It remains to prove (2.3.21). We can restrict us to the case where there is a single
interval [;, and 0 € I;. Since @, Ker(A+ B — \;,Id)™ is finite dimensional, it suffices to

prove that
pj(SA+B(t)y0) =0 in ]j = Yo = 0. (2322)

So, we suppose that
pi(Sarp()yo) =0 in ;.

We fix 0 < 6 < |/;|. Thus, we get

p;(Is\yo) = 0.
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The solution has the form

mi—1
i tfe)\it
Sars)yo=>_ > g (A+ B~ Al d)yo,q
i<r! £=0 ’

with y; € Ker(A+ B — A\ Id)™.
Let I := [[x<r Igl/\’“k. We then have :
ki

piiyo) =0

and
m;—1

Iiyyo = Z a;(A+ B — )\ild)eyo,i
=0
with some numbers «; .

We have more generally :

pJ(SA+B(t)I(,)y0) =0 in Ij for

Now let L; be defined by L;y(t) := vy'(t) — \iy(t). Then we have :
Pi(LiSars(t)syo) = 0.

Suppose now that yy,; 7# 0 and let ¢, be the first index such that «; 4, 7# 0. Thus
i (L 0 S a5 yyo) = 0

and
LI 08 a5 () Iayo = ai, (A + B — NId)™ o,
So
p;(A+ B = NId)™ Yy,) =0
We go on :
pi(L 2080y 5 (8) 1 yyo) = 0
and

L2708 (1) Iyyo
= amot(A + B — )\ild)mi—ZyO’Z_ + ai7£0+1 (A + B — )\ild)mi_lyoyi;

thus
p]((A + B — )\i[d)mi_Zyo’i) = 0.

By recurrence, we then obtain

p]((A + B — )‘Zld)kyo,z) = 07 k= 07 17 s

So we conclude that y,; € M. Thus, y, belongs to M. On the other hand, y, belongs
to S, so yo = 0 and we have (2.3.22). O
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2.4 Application

As an application of our result, we will improve results of [29] and [30], as we shall see
in remarque 2.4.9).

Let 2 C RY be a bounded open subset of boundary I'. We fix two integers m and n,
numbers as, ..., Gp4n > 0 and complex numbers a; ; (1 <, 7 < m+ n). We consider the
following system :

(0 2 m-+n : .
uf = a;Au; — 3 5 i gu; imnRx Q1< <m,

u! = —a? A%y —Z;n:ln a;u; in Rx Q.m <i<m+n,
u;=0on R xTI',1<i<m, (2.4.1)
u=Au; =0on R xI''m<i<m-+n,

u; (0) = wip, u; (0) = w1, in Q1 <i<m+n.

We can verify by standard methods that, if (w0, u;1) € HE(Q) x L? (2), for 1 < i < m,
and (ujo,u;1) € HF(Q) x H1(Q), for m < i < m + n, then (2.4.1) has a unique weak
solution u = (uy, ..., Upy, -+., Uty ) Which satisfies :

u; € C(R, Hy()NCYR, LX), 1<i<m.
u; € C(R,Hy(Q)NCHR, H HQ)), m<i<m-+n.

Let Ey be the initial energy of the solution defined by

1 — 2 2 asg 2 2
By =5 (D sl ey + Nuaalaey + Y uaoliga + s lrvay)-
=1 i=m-+1

L*(Q) and H;(Q) are endowed with the norm :

ol zoy = [ Tl dz, vl = [ Vol do
() 0(®)

Q Q
and H *(Q) is endowed with the dual norm of H}(2).

We denote by H the underlying Hilbert space :

H = HN Q)™ x LX(Q)™ x HL(Q)" x H™Y(Q)".

Let v be the normal exterior unit vector to ', and I'y,...,I',,., be open subsets of I,
Wi, ..., Wnan be open subsets of Q, Iy, ..., I, , intervals of R.
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We look for the internal observability estimates :

a<). [ [ fdat<an, (2.4.2)
i=1 Y1 Jwi

and the boundary observability estimates :

m+n
ClEO S Z/ / |8,,UZ|2dth S CQEQ. (243)
i=1 YL JT

Theorem 2.4.1. We suppose that (2.4.2), respectively (2.4.3), holds for every solution
u satisfying (2.4.1) with o;; = 0. Then, given any other choice of «; ;, there ezists an
orthogonal decomposition of the underlying Hilbert space H such that

H=Me&L
with a finite dimensional space M satisfying the following conditions :

(i) for all initial data belonging to L, (2.4.2), respectively (2.4.3), holds for a solution
u satisfying (2.4.1) with this particular choice of o ;, this initial data, and intervals J;
instead of I;, J; containing the closure of I; in its interior;

(i1) for all initial data belonging to M\{0}, (2.4.2), respectively (2.4.3), doesn’t hold
for any solution u satisfying (2.4.1) with the same choice of ;. j, and this other initial
data.

Proof of theorem 2.4.1. We rewrite the problem (2.4.1) in the form
y' = (A+B)y,
y(0) =yo

with
- / / / /
Y = (U, ey Uy WYy ooy Unyyy Ui 1y +vy Ungms Uy 15 ooy Uiy )
and A corresponding to the case a; ; = 0.

B then is a compact perturbation of A and A is a skew adjoint operator having a
compact resolvent and it generates a group.

Set zj be an orthonormal basis in L?((2), satisfying

— Az, = 7,32k in €,

z=0 onl.
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Since 7, := {3 - 21, 3 € C*™*2"} is stable by A + B, we obtain a Riesz basis of subspaces
generated by generalized eigenvectors for A + B and we thus can apply the abstract
theorem with

pj<x) = Hx;HL%wl) )
in the case of internal observability, and
pi(@) == 0,2l 20,
in the case of boundary observability, for all 7 =1,...,m + n. O

Example. Let us give a concrete example when the compactly perturbed operator A + B
does not have a Riesz basis of eigenvectors. Choosing

m=3 n=0, a=2<a =a3=4.

(ij) =

S = O

1
0
0

O = O

the eigenvectors of A + B are given up to a multiplicative factor by the following
formulae

e = (1,295 —1, 20 4ii, —2im) 2,
6_1:,2 (5k;—1 0, AeOk, — Ak, 0) 2,

ers = (0,5 1,0, 0" g, 0)z,

e = (1, 2% —1, —2iyy, —4iv}, 2i) 25
€12 (O, — — A0k, Ak, 0) 2y,

k3 = (5k171’0 — 0y, by —pk, 0) 2,

where we put :

Ay = \/\37,3—,/7,‘§+1|, if 3yp — /7 +1<0,

=z‘\/37}f — 1 i 3=\ + 120,
—i\/?w,%—l—\/’y,f—kl,

5k :’)/]34—\/’}/134‘1

and

for brevity.
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Since for example
(621 |€Z3)
el leis]

they cannot be normalized so as to form a Riesz basis.

— 1,

One interesting question, now, is to determine the dimension of the parameters o; ;
for which we do not have observability, i.e., for which M # {0}.
Concerning internal observability, we have the following proposition :

Proposition 2.4.2. The parameters for which M # {0} form a countable union of hy-
persurfaces ; hence their set has zero Lebesque measure.

Remark 2.4.3. These special parameters correspond exactly to those which ensure the
ezxistence of constant solutions different from zero; in order not to have such parameters,

we must observe
m+n m+n
E:L/‘/‘héfdxcﬁ+—§:b/ |u;|* da dt
i=1 Y1 Jwi i=1 Y1 Jwi

m+n

Z/ |u;|2dzr dt.
i=1 Vi Jws

instead of

Proof. We distinguish two cases. If 0 is not an eigenvalue of A 4+ B, then it follows from
the structure of A + B that every eigenvector of A + B with eigenvalue A has the form

e= 0% + -+ Gz, (2.4.4)
with a minimal k£ , where
zZ € Hé(Q), 21 # 0,
~Az =7z in
ﬁl c C2m+2n with

l [ [ 1n /1 [ l n n
ﬂ :(61>"'aﬁma 19 s Mm» m+1a"'>ﬁm+n7 m—+1s m+n)

Bl=M3, j=1....m+n.

J
We may assume that zi,..., z; are linearly independent. We may also assume that the

B3¢ associated with the same 7; are linearly independent. Otherwise, we can diminish k.
Indeed, if, for example v; = v2 = 73, and 3° = 8 + 32, we have

Bz 4 B2z + 823 = B (21 + 23) + B%(22 + 23)

and, since z; + 23 and 2o + 23 remain independent and satisfy (2.4)-(2.4), we can use the
vectors z; + z3 and 2 + z3 in (2.4.4) instead of zy, 29, 23 : that is, we diminish k. So, since
0 is not an eigenvalue, we have the equivalence :

Bl==p ., =0=pl=-..=8  =0. (2.4.5)

m+n
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prl(e):"':pm+n(e):()> then
B;zl—l—---—i—ﬁ]’?zkzo in w;, 1<j<m+n.

Applying —A repeatedly to these equations, we obtain for each 1 < j < m + n the linear
System _ _
(’Y%)Zﬁjlzl++(’yg)zﬁ]kzkzo in Wi, ZZO,,]C—I

for the variables 8}21,. .., 87 z.

If the numbers v, are pairwise distinct, the determinant of this system is different from
zero, and therefore

5}21:---:@’?2;@:0 in w;, 1<j<m.
In the general case, we only obtain for every v > 0 the equality

ZBfZg:() in w;, 1<j<m+n.

Ye="

Now, for each j = 1,...,m, putting u;(t) = 7 3" __ Bz, and u,(t) = 0 for all other
1 < p < m + n, we obtain a solution of (2.4.1) in the uncoupled case «;; = 0. Hence,
applying the hypothesis we conclude that

Zﬁfzy: 0 in €.

Ye=v

We obtain the same conclusion for j = m + 1,...,m + n by changing 7, to 7] in the

definition of u;(t) above. Since z,..., 2, are linearly independent, it follows that
g}:...:@’?:o,

Using (2.4.5) hence we conclude that e = 0, which implies, by (2.2.6) that M = {0}.
Now, suppose that 0 is an eigenvalue of A + B and let yy be a corresponding nonzero

eigenvector. Then the constant function y(t) := yo solves (2.4.1) and p;(y(t)) = 0 for all
j=1,...,m+mn. Thus M # {0}.

It remains to prove that the parameters o; ;, for which 0 is an eigenvalue of A+ B form a
countable union £ of surfaces of codimension 1. In fact £ consists of all matrices («; ;) such
that 0 is an eigenvalue of A+ B|z, for some k, because the subspaces Z;, (k=1,2,...)
are stable by A + B and that determines, for some k a hypersurface in C™m+m)?*,

Now, consider the case of boundary observability.
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Proposition 2.4.4. The parameters for which M # {0} are contained in countably many

) . ;
surfaces of codimension n +m of C"+m)°

Proof. We suppose that M # {0}. We fix an orthonormal basis of the Laplacien-Dirichlet
operator. So, keeping in mind the preceding proof, we can find an integer k, and k elements

21,..., 2, of the fixed orthonormal basis and & nonzero elements 3*,..., 3" € C™*" such
that
B;&,zl +.. .6}“8,,2% =0, onljforj=1,....m+n. (2.4.6)
The vectors 3!, ..., 3" also have to satisfy the relations :
(Mm)—AWmmﬂy:aGﬁ%mézlwn,h (2.4.7)
with )
ay 2
/VZ [m
a = ce y Gg = ( ) .
a72'n+n 721[”

We keep here the notations of the preceding proof for the definition of ,. Suppose once
that, for this given sequence z1, ..., z;, the parameters c; ; defined by

C = (Ci,j) = CL_l (Oéi,j — )\2]m+n)

are described by at most (m + n)* — (m + n + 1) parameters (*). Then, we sum over
all the countable sequences zi,...,z. and we add the the parameter A to describe all
the parameters o ;. So, if we prove (*), we conclude that the exceptional parameters are
contained in countably many surfaces of dimension less than or equal (m + n)? — (m +
n + 1) + 1, that is, of codimension superior or equal to m + n. It remains now to prove
(*) ; we distinguish two cases.

Suppose that the vectors
gL ..., Bk

form a free family. For each j = 1,..., m+n, there exists a point x € I'; where 0,2, (z) # 0
by our hypothesis of observability in the uncoupled case. This allows us to express 5} by
the variables 6?, e ,B]’?, via the equation (2.4.6). On the other hand, we can suppose
that 8% € {0, 1} by dividing all the equations (2.4.6) and (2.4.7) by (3%, if necessary. This
doesn’t change the definition of the parameters c; ;. Hence, the set of parameters (ﬁf) is
described by at most (k — 1)(m + n) — 1 parameters. For each such choice of the vectors
(835), the parameters (c; ;) are the solutions of the linear system

CB'=Gp50=1,...k, (2.4.8)
which is the union of m + n uncoupled linear systems

2l .
¢ e ) b, tsm
Ci,lﬂl +-t Ci,m-’rnﬁm—i—n - { 4 ZZ

. L =1,k
’}/é i T >m
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of rank k for each ¢ = 1,...,m + n. It follows that the parameters (c; ;) form an affine
subspace described by (m+n)(m+n— k) parameters. Summarizing, the parameters (c; ;)
are given by at most

(k—1)(m+n)—1+m+n)(m+n—k)=m+n)*—(m+n+1)

parameters.
Suppose now, that the vectors 3, ..., 3" are linked and consider a relation with a mini-
mum of indices, say 1,...,r+ 1, by rearrangering the indices if necessary (r is less than or

equal to the rank of the system of vectors). We recall that the 3¢ associated with the same
7, are linearly independent. Thus, by rearrangering again the indices, we may assume that
Yr+1 7# 71. In order to determine the parameters c; j, we just consider the relations (2.4.7)
for ¢ =1,....7+ 1. (In reality, the ¢; ; should also satisfy the other relations from (2.4.6)
and (2.4.7), but that will diminish the numbers of parameters which give the ¢;; still
further). Now we can suppose that

Bt =pt 4.4 B, (2.4.9)
by multiplying each relation (2.4.7) for £ = 1,...,r+1 by a suitable multiplicative factor.

From this, we also can suppose that 37 € {0,1}. Indeed, we only have to divide all
the relations we need (i.e : (2.4.7) for £ = 1,...,7 + 1 and (2.4.9)) by (2, if necessary.
Again, this doesn’t change the definition of the ¢; ;. So, we first choose the (r — 1)(n +
m) — 1 parameters for 4%,..., 3. Then, since G,,; # G, holds, 8! is determined by the
compatibility condition :

(Gri1 — G)B 4+ (Gry1 — G,)B" =0,

from (2.4.7). Here, we have implicitely supposed that » > 2. In fact r cannot be equal
to 1, according to the preceding equality. Hence, the set of parameters (6]5) is described
by at most (r — 1)(m + n) — 1 parameters. In each such (), the parameters (c; ;) are
the solutions of the linear system (2.4.8) with k£ = r. Repeating the above arguments, we
obtain (r —1)(m+n)—1—(m+n)(m+n—7r)=(m+n)?— (m+n+1) again.

O

Remark 2.4.5. We have considered the case where the parameters o ; belong to C, in or-
der to simplify the discussion. In the real case, the proof is identical for the real eigenvalues
A ; the management of the complex eigenvalues seems to complicate the situation.

Now, if we do not couple the Petrovsky and wave systems, and if we observe in a
common region for all the equations, there are not exceptional parameters :

Proposition 2.4.6. If n =0 or m =0 and if ﬂ;’”" I'; has nonempty interior, then there
are no parameters for which M # {0}.
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Proof. The condition of the intersection ensures that 3 are linked. On the other hand,
we may suppose, following the proof of the last proposition, that the 3¢ corresponding to
the same +; are independent. In fact, even the vectors 3 corresponding to different ~; are
independent. Indeed, G, is a multiple of the identity matrix and therefore the 3¢ are now
eigenvectors corresponding to different eigenvalues and have no other choice than being
independent. So the 3° cannot be linked, that is : there is no exceptional parameters. [J

Remark 2.4.7. If ﬂ’anr” I'; has empty interior, then there may exist special parame-
ters. For example, consider the case :nm =2, m =0, N =1, Q =|0,n[, 'y =
{0}, To={m}, a3 =ay=1. We then have u; = 2sinz + sin2x, uy = 2sinx — sinx
satisfy the system (2.4.1) with a;1 = ags = % and ag) = Q19 = —%, and O,u(0,t) =
81,’&2(7'(', t) =0

Now we look at the special case where (2 is a ball.

Proposition 2.4.8. We suppose that ) is a ball. Then, if n > 1 and m > 1, the parame-
ters for which M #+ {0} contain countably many surfaces of codimension m + n.

Proof. 1f €2 is a ball, we recall that each eigenfunction of the Laplacian-Dirichlet operator is
given by the product of a radius function with an hyperspherical harmonic, and for each
such hyperspherical harmonic, there exist countably many independent eigenfunctions
of the Laplacian-Dirichlet operator. Thus, we can choose n + m + 1 eigenfunctions z;
corresponding to different 74 such that the 0,z; are colinear on 0€). So, the set of the
exceptional values contains the set £ of the parameters ; ; such that there exists p € C

Indeed, if these equations are satisfied, we can choose m + n + 1 nonzero vectors
B ..., ™t which agree with (2.4.7). Now, these m + n + 1 vectors of C™*" are
automatically linked, and thanks to the colinearity of the 0,z; on 0f2,, the other condition
(2.4.6) is also satisfied.

Now, it remains to prove that the set £ contain a variety of codimension m + n (*).
Suppose at first that the set £ of the parameters a; ; such that

det ((auj) —aGy) =0 forl=1,....m+n+1

contains non isolated points(**). Then, if these n+m + 1 equations are independent, that
is, if the differentials of the functions defining these equations evaluated at some point of
E are independent linear forms, then F is a variety of dimension (n+m)? — (n+m+1).
In the general case, we can consider a non isolated point zy of £ where the rank of these
linear forms is maximal (we take the maximum along all the non isolated points of E).
Then the rank r remains constant in a neighborhood of z, because x, is not isolated, and
E will contain a variety of codimension r, thanks to the constant rank theorem ; thus,
in any case, E contains a variety of codimension m + n + 1. Now, each element of £ is
the sum of an element of ' and an arbitrary multiple of the identity, say wl,,+,- So,
in order to prove (*), we must prove in a way that the parameter p is independent of
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(n +m)? — (n +m + 1) parameters which defines the variety of codimension n + m + 1
included in E. So, if we can choose a non isolated point z in F such that I,,., (which
represents a tangent vector corresponding to the parameter ) does not belong to the
tangent space of ' at the point x, then the tangent space of £ at the point x will be
of enough dimension to have (*) and (**) at the same time. So the proposition will be
proved if we find an example of such z. Following the case n = 1 and m = 1 in [29], we
can find a; 1, @1 541, Ont1,1. nt1n+1 Such that

2.2
det (bt a2 ) =0 forl=1,2,3.
Q21 Q2,2 = A1y
and Now, we take for the other parameters : o; j = 0 if i # j,a00 =73, = Qo = V2io
and Q42,42 = Yiigs - - s Onem = Viewme1- We can easily verify that with this choice z =

a; ;, (2.4) is satisfied and x is also not isolated, since the parameters o 1, @1 541, Q1,15 Cnt 1041
form a surface of dimension 2. On the other hand, /,,,, doesn’t belong to tangent space
of E. In fact, if it would be the case, we would have :

tr(Com(A —Gy)) =0 forl=1,....,n+m+ 1.
In particular, for / = 1, 2, 3, we would obtain

2 4 2 2
Qpiint1 = QyyYe T Q11 — a7y,

as the -, are all distinct and that is impossible.

O

Remark 2.4.9. Concerning the internal observability, proposition 2.4.2 was established
when m =0 and a; < ag < -+ < a,, in [30].

In the boundary case, in comparison to proposition 2.4.4, Komornik et Loreti proved in
[32] (and also in [29], when n = m = 1) that the parameters o, ; for which M # {0}
are contained in countably many hypersurfaces (surfaces of codimension 1), under the
condition that a1 < as < --- < @y, and Ay < ...G;men. Concerning the example of the
ball, they also showed in [29] that the parameters for which M # {0} contain countably
many surfaces of codimension 2, when n = m = 1 and the question of the exact dimension
of the set of the “exceptional parameters” was left open.
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Chapitre 3

Critical length for a Beurling type
theorem

In a recent paper [9] C. Baiocchi, V. Komornik and P. Loreti obtained a generalisa-
tion of Parseval’s identity by means of divided differences. We give here a proof of the
optimality of that theorem.

3.1 Introduction

Let us give a sequence (A,)necz of real numbers and a non-degenerated interval I of
finite length (0 < |I| < 00). We can define the upper density Dt by the formula

DT := lim ' (r)

r—o0 r

where n"(r) denotes the biggest number of occurences of the sequence (\,,) contained in
an interval of length 7. This limit is well defined (see [9]).

We say that (A\,)nez is uniformly discrete if it satisfies for a certain § > 0 the “gap
condition”

A — Am| > 6 forall n#m. (3.1.1)

Then we have a celebrated theorem which gives the critical length for a generalisation of
the Parseval identity (see e.g. [42]) :

Theorem 3.1.1. Let (\,)nez be a uniformly discrete sequence. For I of length |I| >
2rD*, () forms a Riesz sequence, that is there ewist two constants ci,co > 0, such
that

oo o0

a oy |bn|2§/[\f(t)|2dt§02 > bl (3.1.2)

n=—oo n=—oo




50 3. CRITICAL LENGTH FOR A BEURLING TYPE THEOREM

for every sum
Ft) =" bue™ (3.1.3)

with square summable coefficients b,. On the other hand, (&) doesn’t form a Riesz
sequence anymore if |I| < 2r DT,

For certain applications in theoretical control, we have to consider sequences which do
not satisfy the gap condition (3.1.1). The question is now the following : what happens
if we do not have this condition anymore ? In fact, if (e***) forms a Riesz sequence, then
(A,) is uniformly discrete (see [42]).

One idea was then to use the divided differences (which will be further explained).
This approach was introduced by Ullrich in [43] in some particular cases, then a general
answer was given by Baiocchi, Komornik and Loreti in [9]. The theorem takes the form :

Theorem 3.1.2. If |I| > 2n D™, then the divided differences (e,) form a Riesz sequence.

The question we will discuss is the following : what happens if |I| < 27 D*?

Always in [9], the authors indicated that 2w D™ is really the optimal length, that is, if
|I| < 2w D™, the divided differences don’t form a Riesz sequence and that one could find
a proof by adapting a method of [34]. We propose here to prove this result by adapting a
simpler method developed in [17].

3.2 Main result

In order to formulate the result announced in the introduction in a more precise way,
we have to define the divided differences. Assume first that D" < co. We can then suppose
by a rearranging argument that (\,),cz is an increasing sequence. At this stage, we have
the following characterization (see [9]) :

Proposition 3.2.1. Given an increasing sequence (X\,), we have DT < oo if and only if
there exist v > 0 and M > 0 such that

At — A > My for everyn € Z. (3.2.1)

We now define the divided differences like in [9].

For each j > 1 and all reals Ay,..., \;, we can define :

AL A () = (it)f—l/ol/osl.../osj_Q (3.2.2)
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exp(i[sj_l()\j — )\j—l) + -4 81()\2 — )\1) + Al)]t)dsj_l e dSl.

If A\i,...,\; are pairwise distinct, then (3.2.2) is equivalent to the familiar definition
i 7,
Davee s A0 = ST O = A expling)
p=1 ¢q=1

where the sign ' in the products indicates the omission of the zero factor corresponding
top=q.

Now let v > 0 such that (3.2.1) holds. We fix a number 0 <+ <~.Forj=1,....M
and m € Z we say that \,,, ..., \,4;_1 forms a 7' —closed exponents chain if

)\m_/\m—l 2/7/7
A — A1 <y forn=m+1,....m+j—1,
)\m—i-j - >\m+j—1 > /7,

Forj=1,...,M and m € Zsuch that \,,, ..., A,,;;_1 forms a 7'—closed exponents chain,
then we define the divided differences by :

€y = [)\m,...,)\g],
for{=m,.... m+j—1.

Then we verify that e, is well defined for each n € Z. The sequence (e,,) is called the
sequence of divided differences (relative to 7), associated to the sequence (\,).

We can now formulate the theorem that we want to prove :

Theorem 3.2.2. Let (A\,) be a sequence such that we have (3.2.1) for a certain . Then
for any 0 <~ < v, the sequence of divided differences relative to 7' doesn’t form a Riesz
sequence in L*(I) for |I| < 2rD™, that is there don’t exist constants ¢y, co > 0, such that

o0

o 3 Janf? < / FOPAE < e S
I

n=—oo n=—oo

for every finite sum
(o)

f(t) = Z n€n(t).

n=—0oo

By finite sum we mean a sum having only a finite number of nonzero elements.

Now what happens if DT = co? The definition of the divided differences then depends
on the enumeration of the sequence (\,) (see [3]). In that case, for any enumeration, the
divided differences do not form a Riesz sequence. Indeed, if D™ = oo, choose enough and
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not too much elements of (\,) according to a fixed enumeration of ()\,) such that the
upper density D, of these elements satisfies : |I| < 27Dy < oco. Now, the sequence of
divided differences coming from the selected elements of (\,) is included in the sequence
of divided differences of the whole sequence (\,) and doesn’t form a Riesz sequence thanks
to the theorem 3.2.2, so the whole sequence doesn’t form a Riesz sequence, either.

3.3 Proof

In order to prove the theorem, we use a method developed in [17].

Let be given a sequence (A,), a real v > 0 and an integer M such that we have (3.2.1).
We recall that DT < oco. Let 0 < +' < ~. We suppose that the sequence of divided
differences (e, ) relative to 7/ forms a Riesz sequence in L*(1). We want to prove that
|I| > 2nD™.

We introduce some notations. We write A := ()\,). We introduce the trigonometric

system over L?*(I) given by f, = exp(ﬂ'}rl”') and we write I' := (v,) = (Q‘WT?) We also

write n (r), DT(A) to precise that we talk about the upper density associated to A. We
thus want to show that [I| > 27 D™ (A). We can already remark that

1]
DT :|—.
() =5
Fory€ Randr >0, wenote A, :=AN(y—r,y+r)and I, =T N(y—r,y+r).

The result will be deduced from a comparison theorem :
Theorem 3.3.1. For every € > 0, there exists R > 0 such that for all r > 0 and for all
y € R, we have
(1 —¢)Card (A,) < Card (I'y4r). (3.3.1)
Before proving this theorem, let show how it applies to prove Theorem 3.2.2.
From the inequality (3.3.1), we obtain
(1 —e)ng(r) <nf(r+ R),

then

+ R R
Thus
_

(1—)D*(A) < D(1) = o
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Since € can be arbitrarily small, we obtain effectively that

1] > 2eD*(A).

It now remains to prove the comparison theorem. The strategy here is to introduce
associated finite dimensional spaces, to define an operator between these spaces and the
inequality (3.3.1) will be derived from the estimation of the trace of this operator obtained
in two different manners.

So we consider, for y € R and r > 0 the linear hull V, of the vectors e,, with A\, € A,
(we recall that e, = [An, ..., \n]). Similarly, we define the linear hull W, of the vectors
fn with 7, € ', (we recall that f, = e").

Since A, and I', are finite sets, these spaces are effectively finite dimensional. Then we
define the orthogonal projections
P.: L*(I) —V,

and
Qr+r 3L2(1) — WrtR.

Denoting by 7 the injection
iV, — LX),

then we can define the endomorphism S, of V. by

Sr:PTOQr—i-ROi-

The aim is to estimate the trace of S, (which will be denoted by tr (S,)) in two different
manners in order to obtain (3.3.1).

Lemma 3.3.2. For every R >0, r > 0 and y € R, we have

[tr (S,)| < Card (T4 pg).

Proof. We have
1Sk < [Pl @rrrll < 1.

Thus the eigenvalues of S, have their moduli less than 1. So, we have :
[tr (S,)| < rang(S,) < dim W, .

Since dim W, = Card (I',4 ), the lemma follows. O

In order to obtain the inverse inequality, we use a homogeneous approximation lemma.

We recall e.g. from [44] a lemma about Riesz sequences.
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Lemma 3.3.3. If (g,,) is a Riesz sequence in a Hilbert space H, then it admits a biortho-
gonal bounded sequence.

Then we apply this lemma to the divided differences sequence (e;) and we call by
(¢;) the associated biorthogonal sequence. It is then possible to express the trace of S,
in terms of (p;).

Lemma 3.3.4. We have
tr (S,) = Card (A,) + Y ((Qrer — Id )ej|Prpy).

/\jEAr

Proof. Using the biorthogonal sequence we have :

tr (S0 = Y (Seejley)

)\jEAT
= Z (Qr+rej|Prp;)
)\jEAT
= (ElP) + D (Qrar —1d )ej| Prpy).
Since Pre; = e;, we obtain that (e;|Pr.y¢;) = (Prej|p;) = 1 and the result follows. O

Then we use the following homogeneous approximation lemma :

Lemma 3.3.5. For every € > 0, there exists R > 0 such that for all >0, y € R and ¢
such that Ay € A,., we have

[(@rir—1d e <e.

Proof. Since the trigonometric system (f,) of L?(I) is orthonormal and since Q,r is an
orthogonal projection over W, g, we obtain :

1@rvr =1 )edlP = > I(ed )l

[vp—yl>r+R
Now we have :
(elfy) = [ altree
I

with
9(8) = [Am = Ao Ao = Ad(0).
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Integrating by parts over I = (a,b) we obtain

gete e~ [
1

i)\g - Z’}lp

1

- / t ei)\ltefi’yptdt‘
i, g'(t)

(el fp) =1

Now, by a direct computation from the formula (3.2.2), given an integer r > 1 and reals
W1y, [y, We have :

—1)tr_2 =1
ol < T e _
[, ] () < 1) + (e =t - g u1|+|u1|)(r_1)!

—1)!
Thus, in our case, thanks to the 7'—closed exponents property, we have :
tf—m—l té—m

—myi T T

lg'(®)] < (€ —m)
At this stage, we can find a constant C' depending only on ~', M, a and b such that

C

e R
‘( /|fp)| — |)\E_’Yp|2

Recalling that A\, € A, we obtain :

C
H(@rrr —Id Jec|* <
|’Ypy|z>r+R |)\é —Y + Y- ’Yp|2

C
S e,
> Yy =y =72

[vp—y|>r+R

C
S Z |27r|p| +R|2

pEZ 1 |I|

Since this last expression doesn’t depend on r, y and tends to 0 as R — 0, the lemma
follows. [

Now we can finish the proof of Theorem 3.3.1.

Proof of Theorem 3.3.1. Let ¢ > 0. By combining the two preceding lemmas, since (¢;)
is bounded, we obtain

tr (S,) > (1 —¢)Card (A,).
Then the theorem follows from Lemma 3.3.2. O
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Chapitre 4

Introduction a I’équation de Vlasov

On rappelle ici des généralités & propos de ’équation de Vlasov. Le plan des chapitres
suivants est indiqué a la fin de ce chapitre.

4.1 Contexte physique

Notre environnement est essentiellement composé de matiére qui est sous forme de
solide, de liquide ou de gaz. Cependant, il existe un quatriéme état de la matiére appelé
plasma, qui est un gaz de particules chargées (ions ou électrons) avec une densité suffi-
samment grande pour que les particules suivent une loi statistique et assez faible pour
que les interactions binaires soient négligeables par rapport aux forces coulombiennes de
longue portée. Pour produire du plasma, on peut augmenter la température (mais pas
trop, si la densité est faible). Le plasma dépend en fait d’un ratio densité/température.

Quelques quantités physiques. Afin de mieux décrire les dépendances entre les quan-
tités, on introduit les échelles caractéristiques.

e Fréquence plasma (échelle de temps) : si un groupe d’électrons est brutalement
déplacé dans une direction, une force électrostatique de direction opposée est créée. Afin
de restaurer I’état d’équilibre, les particules oscillent autour d’une position d’équilibre
avec une fréquence qui est la fréquence plasma w,, définie par :

2
nogq~ 1/2
= (—— 4.1.1
Wp (som*s) ) ( )

ol ng est la densité de charge, ¢ la charge, m. la masse de I’électron et ¢y la permittivité
de Dair.
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e Longueur de Debye (échelle de longueur) : la sphére d’influence d’une particule
caractérisée par le fait qu’en dehors de cette sphére, I'individualité des particules disparait,
est appelée sphére de Debye, et son rayon \p est appelé longueur de Debye et est donné
par la formule : b

1 10,045
— = — 4.1.2
/\% Za: €0K3Ta ( )
ou l'indice o correspond au type de particules, ng, est la densité, T, la température, et
Kp une constante (la constante de Boltzmann).
On définit ensuite le parameétre plasma g par

1
9= TLo)\?’D ‘
Il correspond a I'inverse du nombre de particules contenues dans la sphére de Debye. Dans
le cas d’un plasma Vlasov, on fait ’hypothése :

g — 0,

ce qui signifie que ’on a une infinité de particules dans la sphére de Debye.

Comme
7’L0)\3 =0 (T\/Z> s
no

afin d’avoir un plasma Vlasov, on peut soit augmenter la température, soit diminuer la
densité.
On fait aussi 'hypothése :

UC
— << 1,
wp

ou v, est la fréquence des collisions, ce qui veut dire que I’on néglige les collisions.

Remarque 4.1.1. (i) On note ici l'importance de 'ordre de grandeur des quantités phy-
stques. Il est impossible de tenir compte de toutes les quantités exactement ; l’approrima-
tion est nécessaire pour pouvoir mener des calculs.

(ii) Les hypothéses que l’on peut faire ne sont parfois valables que pour un certain
temps. Ainsi, négliger les collisions, n’est plus envisageable au bout d’un temps long; il
faut alors changer de modeéle.

(11i) On n’a introduit que les quantités physiques les plus importantes. Il existe égale-
ment une vaste gamme de plasmas (voir [34],[15], par exemple).

Le plasma dans la vie quotidienne. Le plasma est assez rare dans la vie (on peut en
trouver par exemple dans les tubes & néon), mais il représente 99 pour cent de la matiére
de I'univers.

Il est, utilisé pour la fusion thermonucléaire ; grace & un champ magnétique élevé, le plasma
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peut étre confiné a de hautes températures. Les phénoménes physiques intervenant dans
de telles expérimentations sont modélisés par les équations de Vlasov. Une application
prometteuse de la fusion thermonucléaire est d’obtenir une nouvelle forme d’énergie qui
est propre et renouvelable.

4.2 Modélisation

L’évolution en temps d’ensembles de particules est modélisée par la théorie cinétique.
Les particules peuvent étre des objets de nature trés différentes dépendant de la situation
physique. Par exemple, les particules peuvent étre des atomes ou des molécules dans un
gaz neutre, des ions dans un plasma. En dynamique des étoiles, les particules sont des
étoiles et dans le cas cosmologique, les particules sont des galaxies, voire méme des amas
de galaxies. Les modéles mathématiques des systémes de particules sont souvent décrits
par les équations des fluides et les équations cinétiques.

Modeéle cinétique : il s’agit d’'un modéle statistique ot les systémes de particules sont
décrits par la fonction de distribution :

f - f(t,l‘,p),,

qui représente la densité de particules & une position dans I’espace-temps donnée (¢, x) €
R x R3, avec une quantité de mouvement p € R3. Une fonction de distribution contient
beaucoup d’informations; les quantités macroscopiques sont déduites a partir de celle-ci.

Modéle fluide : les quantités qui décrivent le systéme ne dépendent pas de la quantité
de mouvement p, mais seulement de la position dans I’espace-temps (¢, z). Notons que ce
modéle n’est pas toujours suffisant pour décrire la physique et peut engendrer aussi des
phénoménes non physiques.

Validité du modéle. L’évolution en temps du systéme est déterminé par les interac-
tions entre les particules qui dépend de la situation physique. Par exemple, le principal
mécanisme pour 1’évolution en temps d’un gaz neutre est la collision entre les particules
(équation de Boltzmann). Pour un plasma, 'interaction est donnée par les charges élec-
triques (systéme de Vlasov-Maxwell) et pour les étoiles, I’interaction est gravitationnelle
(systéme d’Einstein-Vlasov). Bien siir, des combinaisons de ces processus d’interaction
sont aussi considérées, mais dans beaucoup de situations, un de ces processus domine
fortement et les autres sont alors négligés.
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4.3 Dérivation de I’équation pour la fonction de distri-
bution.

Dans le cas non relativiste, on remplace le moment p (appelé aussi impulsion) par la
vitesse v. La fonction de distribution f (¢, x,v) est une fonction positive. On suppose que
la position z et la vitesse v appartiennent a4 R? (auparavant d valait 3; en général, les
dimensions d = 1,2 ou 3 peuvent avoir une signification physique).

Régularité minimale : comme d’un point de vue physique, f(¢,z,v)dzdv représente
la probabilité de présence de particules dans un élement de volume dxdv, au temps t et a
la position (z,v) de 'espace des phases, on fera I’hypothése assez réaliste sur la régularité
de f:

f(t,-) € Lip(R? X RY).

Caractéristiques. On introduit les caractéristiques (ou encore trajectoires) (X (t), V(¢))
qui sont données par la loi de Newton. Dans le cas de la dynamique classique (non rela-
tiviste), on a :

X=V |, V=FtX({t)=—-V.ot X),

si la force F' dérive d’un potentiel ¢.
La notation v désigne ici la dérivée de u par rapport au temps.
Comme f décrit I’évolution statistique du systéme de particules, on demande & ce que f

soit constante le long des caractéristiques :
d
&f(t,X(t), V() =0, f +V(t)-Vof + F(t,X(t)) - V,f

La fonction de distribution f satisfait donc I’équation de transport, aussi appelée équation
de Vlasov :
Ohf+v-V.f+F(tz) V,f=0. (4.3.1)

On a utilisé la notation :

Vaof = (8:r1f:"'>8irdf)

et on utilisera aussi :
vxf:am1f++axdfa
Npf =02 f+---+0. 1
2 =2t
a-b=ab +---+ agbg,
VI X (F17F27F3> =rot IF = (8x2F3 — 8x3F2,813F1 — 0I]F3,8I]F2 — 6:,32F1),

et si on remplace = par v ou x,v, cela revient a remplacer z1,...,x4 par vy,...,vg ou
T1,...,Tq,V1,...,0q, lorsque cela a un sens.
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Approximation par champ moyen. L’équation de Vlasov est en général couplée
avec une équation pour le calculs des champs qui dépendent de certaines moyennes de la
fonction de distribution (quantités macroscopiques). Ainsi, dans le cas ou le couplage est
donné par I’équation de Poisson pour le champ électrique, on a

Vo -F=p ou p= [ f(t,z,v)dv. (4.3.2)
R4

Les équations (4.3.1) et (4.3.2) correspondent au systéme de Vlasov-Poisson.

4.4 Quelques propriétés des solutions.

Considérons une solution de 'équation de transport (4.3.1).

Conservation de la masse. En intégrant formellement (4.3.1) par parties par rapport
a v, et si la densité de courant est définie par :

j(t,x) = f(t, z,v)vdo,
Rd

on obtient
Op(t,x) + V- jlt,z) =0 (4.4.1)

Ce calcul peut étre justifié lorsque I'on suppose que f décroit suffisamment. L’équation
(4.4.1) exprime alors la conservation locale de la masse (ou du nombre de particules).
En intégrant encore une fois par rapport a x, on obtient :

d d
— t,a,v)dedy = — t,)dz =
A Joa o/ B 0)dv =3 | ot z)dz =0

Cette relation traduit la conservation globale de la masse.

Conservation de ’énergie. Considérons une solution de :
8tf+v-me—VIg0-va:0 (4.4.2)

En multipliant ’équation (4.4.2) par “- * et en intégrant par rapport 4 = et v, on obtient :

d vf?
— —f(t,z,v)dzdv — Vf—da:dv—()
dt R4 JRA 2 Rd Rd

qui, par intégrations par parties, combiné avec (4.4.1) et —A¢ = p, donne la conservation
de I’énergie

d 2
E[/Rd y f(t,a:,v)' vl dxdv +/ |V.o(t, r)|*dz] = 0. (4.4.3)
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Préservation de la mesure. Considérons une solution de (4.4.2). Alors I'application
(x,v) — (X(s,t,z,v),V(s,t,z,v)) donnée par les caractéristiques

X =V, 9V = _vx‘;o(ta X)v (X> V)(S’ 5T, U) - (:L‘, U)

préserve les mesures, ce qui veut dire ici que le jacobien de la transformation est unitaire
(son déterminant vaut 1 en valeur absolue). Cela peut-étre déduit du flot d'un systéme
hamiltonien.

Forme conservative. On considére le fluz
a(t,z,v) = (v, F(t,z))
de I’équation de transport (4.3.1); on a alors :
Viw-a=0.
L’équation de transport (4.3.1) se réécrit alors sous forme conservative :

Of + Viaulaf)=0.

4.5 Les modéles de Vlasov-Maxwell /Poisson

On considére un plasma non collisionnel (le plasma Vlasov), qui est une collection de
particules pour lesquelles les collisions sont assez rares ; I'interaction principale est donnée
par leurs charges. On suppose ici que le plasma n’est composé que d’une seule espéce
de particules. La masse de la particule est normalisée a 1. En théorie cinétique, le cadre
le plus général des équations modélisant un plasma non collisionnel est alors le systéme
relativiste de Vlasov-Mazwell :

Ouf + 9+ Vof + (B(t,x) +9 x B(t,x)) - Vof =0, (4.5.1)
OGE+j=cVyxB, V, E=p, (4.5.2)
8B =—cV, x E,V,-B=0. (4.5.3)

E et B sont les champs électriques et magnétiques et ¥ est la vitesse relativiste :

v

1+ T

ou c est la vitesse de la lumiére. La densité de charge p et la densité de courant j sont

donnés par :
p:/ fdv, j:/ 0 fdv. (4.5.5)
R3 R3
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L’équation (4.5.1) est I'équation de Vlasov relativiste, et (4.5.2)-(4.5.3) sont les équations
de Maxwell.

Un cas spécial en dimension trois est obtenu en considérant des conditions initiales sy-
métriques. Pour de telles données, on peut montrer que le champ magnétique doit étre
constant. On déduit de I’équation de Faraday V, x E = —0,B que le champ électrique
est le gradient d’un potentiel . Dans ce cas, le systéme de Vlasov-Maxwell relativiste
s’écrit :

Of +0-Vof +BE(t,x)- Vof =0, (4.5.6)
E=-V,p, =A,p=np.

Ici # = 1 et le champ magnétique constant est mis a zéro (un champ magnétique constant
n’a pas de signification dans la discussion). Le systéme a alors un sens pour toutes données
initiales et est appelé systéeme de Vlasov-Poisson. Un autre cas intéressant est la limite
classique obtenue en faisant tendre la vitesse de la lumiére ¢ vers U'infini dans (4.5.1)-
(4.5.3), donnant ainsi :

Of+v-V.f+0BE(t,x) -V,f=0, (4.5.8)

E=-V.p, —Arp=p, (4.5.9)

ot § = 1. On pourra consulter Schaeffer [65] pour une dérivation rigoureuse de ce résultat.
Il s’agit 1a de I’équation de Vlasov-Poisson non relativiste. Le cas § = 1 correspond & des
forces répulsives (comme le cas du plasma) tandis qu’en prenant 3 = —1, il s’agit d’un

modéle avec forces attractives pour le systéme d’auto-gravitation de Newton (intervenant
pour les étoiles).

4.6 Solutions classiques pour le systéme de Vlasov-Poisson

On considére le systéme de Vlasov-Poisson suivant :

Of +v-Vof =Ve0-Vof =0 t>0, zveR? (4.6.1)

—A, 0 =yp = 'y/d f(t,x,v)dv, (4.6.2)

) (4.6.3)

en dimension d = 3 et v = 1 (cas de plasmas ou électrostatique) ou v = —1 (cas gravita-

tionnel).

Un ingrédient principal est alors de commencer avec une solution qui est initialement &
support compact en vitesse et de controler la taille de son support. On définit ainsi la
quantité :

Q1) := 1 +sup{|v| : 3(t, z) € (0,1) x RY, tel que f(t,z,v) # 0}.

On obtient alors le théoréme suivant :
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Théoréme 4.6.1. Soit f, une fonction C* positive & support compact. Alors le probléme
de Cauchy pour (4.6.1) a une unique solution C* et

33

Q) < Cp(L+t)’ avec p> 17

ot C, est une constante indépendante de t.

La preuve peut étre trouvée dans [41] et se déduit de ’étude du schéma itératif suivant :

8tfn+1 +v- men+1 - V:rgonavfn+1 = 07
_A:c‘;on - 7fR3 Jndv,
fn+1(t = 07 'y ) = va

qui est résolu a chaque pas de temps par la méthode des caractéristiques (ou méthode
semi-lagrangienne, qui sera présentée par la suite). Afin de pouvoir passer a la limite, on
doit prouver des bornes uniformes sur le champ E' et ses dérivées, et celles-ci peuvent étre
facilement obtenues si I’on a une estimation uniforme sur la taille du support de f.

4.7 Schémas numériques

L’équation de Vlasov a la particularité de faire intervenir beaucoup de variables (6
pour I’espace des phases en dimension 3 plus le temps). La discrétisation de 1’équation de
Vlasov suscite beaucoup d’intérét de la part des physiciens. Ainsi, la simulation numérique
permet de compléter, de guider et d’améliorer les tests expérimentaux souvent trés cotiteux
dans le domaine de la physique des plasmas (comme la construction de lasers, de tokamaks
ou de réacteurs nucléaires).

Méthodes PIC. La résolution numérique de I’équation de Vlasov est souvent réalisée
par des méthodes particule-maillage, plus communément appelées méthodes PIC (Particle-
in-Cell) (voir par exemple le livre de Birdsall et Langdon [19]). L’idée de telles méthodes
est de considérer 1’évolution de points assez nombreux et bien choisis dans I'espace des
phases. Les trajectoires de N “particules” sont données grace a un champ de force F,
qui est calculé avec un maillage (de I’espace physique). Autrement dit, la fonction de
distribution f(¢,z,v) est discrétisée par :

~(t,x,v) Zw, )0z,(6) () @ O, () (V) (4.7.1)

avec

1 siz=ux,
0 () = { 0 ailleurs , (4.7.2)
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ot w; > 0 est le poids de la particule i dont la position (z;(t), v;(t)) est solution du systéme
de caractéristiques :

= (1), 1,...
6i(t) = F(L (D), (1), i=1,..., N, (4.7.3)

Le champ de force de Lorentz est alors discrétisé dans ’espace physique (ce qui explique
le C' dans PIC ). Un intérét majeur ici est que 'on n’a pas de maillage de I’espace des
phases. Cependant, le taux de convergence n’est que de 'ordre de 1/ VN, ou N désigne
le nombre de particules.

Méthodes eulériennes. Récemment, avec la montée en puissance des calculateurs et
de la gestion de la mémoire, les méthodes basées sur une grille de ’espace des phases ont
regagné de l'intérét. On distingue en particulier les méthodes de volumes finis et les mé-
thodes semi-lagrangiennes : soit des volumes, soit des points sont advectés sur une grille
le long des courbes caractéristiques (on utilise le fait que la fonction de distribution est
constante sur les courbes caractéristiques pour mettre a jour les nouvelles valeurs de la
fonction de distribution a chaque pas de temps).

Beaucoup de travail a été accompli (voir par exemple [34] ou [15], et les références in-
cluses), pour avoir des schémas précis et pour conserver les propriétés de I’équation de
Vlasov.

Remarquons que grace a I’advection par les caractéristiques, on n’a pas la contrainte ha-
bituelle de restriction forte sur le pas de temps, comme c’est généralement le cas pour des
schémas habituels de différences finies ou de volumes finis.

Remarque 4.7.1. Les méthodes semi-lagrangiennes sont trés utilisées dans la commu-
nauté de prédiction météo (voir les articles de la revue Mounthly Review) et restent
toujours sujet de recherche (pour une référence récente : voir [58]).

Méthodes adaptatives. Les caractéristiques de I’équation de Vlasov peuvent par en-
droits se rapprocher de plus en plus avec le temps (on parle d’enroulement des caracté-
ristiques). Ce phénoméne introduit donc des régions de fort gradient pour la fonction de
distribution, qui ne peuvent étre résolues qu’avec une taille de maille trés fine (pour le
cas de méthodes eulériennes). D’un autre coté, cela peut étre une vraie perte de temps
et de mémoire pour d’autres régions ou la fonction de distribution est nulle. Ainsi, des
méthodes adaptatives qui ne gardent que le nombre nécessaire de points de grille, tout en
restant suffisamment précises sont bienvenues pour étre développées et utilisées.

Remarque 4.7.2. Bien sir, il existe encore beaucoup d’autres méthodes pour la résolution
de l’équation de Vlasov (ainsi, on peut résoudre dans l’espace de Fourier, voir par exemple
[50]). Le lecteur pourra consulter par exemple [36], [37], [34], [15] et les références incluses.
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4.8 Plan

Dans les chapitres suivants, on s’intéresse & quelques questions concernant la résolution
numérique de ’équation de Vlasov.

Chapitre 5 : on étudie le systéme de Vlasov-Poisson dans le cas monodimensionnel et
périodique. A partir d’un résultat d’existence de Cooper et Klimas, on redémontre des
résultats de régularité. On détaille ensuite I'erreur de discrétisation en temps pour un
schéma semi-Lagrangien avec splitting en temps.

Les résultats de cette partie sont alors utiles pour le chapitre 7.

Chapitre 6 : on s’intéresse ici & une discrétisation uniforme de ’espace des phases, mais
avec une reconstruction d’ordre élevée. Grace a des inégalités sur des polynomes (qui sont
redémontrées), on obtient alors la convergence de schémas d’ordre arbitraire.

Ce chapitre est une copie de I'article soumis en collaboration avec Nicolas Besse; il peut
étre lu de maniére indépendante.

Chapitre 7 : on donne un résultat de convergence pour un schéma adaptatif avec une
reconstruction affine sur chaque triangle (obtenu en coupant un carré en deux).

[’étude entreprise dans ce chapitre, ainsi que dans le chapitre 5 contribuent a un article
en préparation en collaboration avec Martin Campos Pinto.

Chapitre 8 : une méthode adaptative basée sur une reconstruction biquadratique est
développée et des résultats numériques obtenus dans des simulations classiques de Vlasov
sont exhibés.

Ce travail est issu d’une collaboration initiée au CEMRACS’03 avec Martin Campos Pinto.
La parallélisation a été développée par Eric Violard et Olivier Hoenen en 2004.
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Chapitre 5

Le systéme de Vlasov-Poisson
périodique en dimension 1

Dans le précédent chapitre, on a mentionné un résultat d’existence et de régularité pour
le systéme de Vlasov-Poisson en dimension 3. On se propose ici de redémontrer des esti-
mations de régularité des solutions dans le cas plus simple du systéme de Vlasov-Poisson
périodique en dimension 1 en se basant sur un résultat d’existence de Cooper-Klimas.
Ces estimations seront utilisées par la suite pour I'étude de schémas semi-Lagrangiens,
avec splitting en temps d’ordre 2. Grace a 'effet régularisant du champ de Poisson, on
obtient alors une erreur en temps d’ordre deux, pour une donnée initiale lipschitzienne,
ce qui améliore des résultats de [16], ot la fonction initiale était supposée de classe C?
(voir aussi [15]). La discrétisation spatiale de I’espace des phases sera plus spécifiquement
étudiée aux chapitres 6 et 7, avec respectivement des schémas uniformes d’ordre élevés et
un schéma adaptatif, avec reconstruction affine par maille.

Cette étude préliminaire sera utile pour le chapitre 7.

Notations. On utilisera les notations f(t,z,v), f(t)(z,v), f(t) et f pour la fonction
de distribution, suivant le contexte, et de méme, on notera E(¢,z), E(t) ou E le champ
électrique.

5.1 Enoncés des théorémes de Cooper-Klimas

On rappelle ici quelques résultats préliminaires, issus de 'article de Cooper et Klimas

(127]).

Soit W (T') I'espace des fonctions A(t, z) sur [0, 7] x R telles que A et 0, A soient continues
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sur [0,7] x R et telles que
sup |A(t,z)| < oo et sup|d,A(t,z)| < oo,
ot le supremum est pris sur [0, 7] x R.
Le lemme suivant donne alors la propriété de conservation de mesure :
Lemme 5.1.1. Soit A € W(T'), alors le systéme
X=V, V=-A
X(0) =m, V(0) = vy,

admet une unique solution (X (t),V(t)) et Uapplication (zg,vo) — (X (¢),V(¢)) : R* — R?
est bijective, contindment différentiable et de jacobien J(t) = 1.

(5.1.1)

Soit L un nombre strictement positif qui désignera la période.
On considére maintenant le systéme :

0.E(t,x) = /[n(v) — f(t,z,v)|dv, (5.1.2a)
R
0€(t, ) = /[f(t,x,v) — n(v)]vdv, (5.1.2b)
. L
/ E(0,x)dx =0, (5.1.2c)
0
avec f(x,v,t) constante le long des courbes caractéristiques

X=V, V==E@tX({1)). (5.1.3)

L’équation (5.1.2a) est ’équation de Poisson, tandis que (5.1.2b) est 'équation d’Ampére
et n représente la distribution du fond d’ions.
Soit o une fonction continue décroissante sur R telle que

/ o(v)vdv < oco.
R+

Le théoréme d’existence pour les solutions périodiques est alors donné par :

Théoréme 5.1.1. Soient fo(x,v) L—périodique en = et n(v) > 0 des fonctions continues
vérifiant :

(a) | fo(z,v)| < a(|v]),
(b) fR’rL(U)|’U|dU < 00,

(¢) Iy Jolfoly,v) —n(v)|dvdy uniformément borné en z,

(@) [y [e[n(v) — fo(z,v)]dvdz = 0.
Alors il existe un unique couple (€, f) L—périodique en x, solution de (5.1.2) telle que
E(t,x),0,E(t,x),0E(t, x) sont continues sur (0,00) X R et bornées sur [0,T] x R pour
chaque T > 0 et f(t,x,v) est continue sur [0, 00] x R
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On a alors aussi une information supplémentaire sur la moyenne du champ

£(t) = % /0 £t 2)da,

et sur le premier moment en vitesse de la fonction de distribution

V(t) = /OL /R[f(t,xjv) —n(v)]vdvda.

Théoréme 5.1.2. Sous les hypotheéses du théoréeme 5.1.1,
en notant o* = [, n(v)dv, on a :

E(t) = Voa~lsinat,
V(t) = Vy cos at, (5.14)
ou

Volt) = % /0 ’ /R [fo(t, =, v) — n(v)]vdvda.

Remarque 5.1.2. En intégrant I’équation d’Ampére (5.1.2b) en x, on obtient facilement :

0,E(t) = V().
La difficulté est alors d’obtenir
OV(t) = —a*E(t),

comme [ n'est que supposée continue. L’arqument utilisé dans [27] est de faire porter le
temps sur le domaine d’intégration, par un changement de variables sur les caractéris-
tiques. Notons aussi que pour établir cette derniéere égalité la relation d’Ampére n’est pas
utilisée.

Le théoréme d’existence se montre par un argument de point fixe sur le champ £.
Plus précisément, on note e(z) une primitive (définie & une constante additive prés) de

/R[n(v) — fo(z,v)]dv (5.1.5)

En partant de Ay(t, ) := e(z), on construit alors une suite de solutions approximantes
Aj(t, $) = ;C(Ajfl)(t, a:), (516)

et on montre que ces itérées convergent alors uniformément sur chaque intervalle de lon-
gueur finie vers une solution du théoréme 5.1.1.

L’application £ pour laquelle on applique le point fixe est définie de la maniére suivante.
D’aprés le lemme 5.1.1, pour A € X(7'), Papplication (z¢,vy) — (x(t),v(t)) admet un
inverse que ’on note ¢4(t,x,v).

L’application £ est alors donnée par :

L(A)(t,z) = e(x) +/O /R[fo(qu(s,x,v)) — n(v)|vduds. (5.1.7)
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5.2 Formulation du probléme

On donne ici plusieurs formulations pour le systéme de Vlasov-Poisson périodique.
Nous verrons plus précisément dans la section suivante que toutes ces formulations sont
équivalentes.

On considére le systéme de Vlasov-Poisson :

Of + 00, f — %Esavf 0

0. = €_o(n0 — /Rf(t,a:, v)dv)

décrivant 1’évolution de la fonction de distribution pour des électrons ayant une masse m,
et une charge électrique —e soumis au champ électrique auto-consistant Fj.

Le parameétre ng correspond ici & une densité de charge de fond (on parle aussi de fond
neutralisant).

Parfois, on rajoute un champ appliqué F, :

e(Es + E,)

at.f+vaa:f_ avf = 07

me
0. B, = E(no — / f(t,:r,v)dv).
€0 R

Remarque 5.2.1. En prenant un champ appliqué linéaire (c’est-a dire de la forme
E.(x) = ax, avec a une constante), on peut en fait se ramener G un systéme sans champ
appliqué :

e(Fs + E,)

e

0x(Fs+ E,) =a+ Eno - f(t,z,v)dv.
€0 €o Jr

8tf+vawf_ 8vf - 0:

Le fond neutralisant fait alors office de champ appliqué (et vice-versa).

Pour la suite, on va considérer le systéme de Vlasov-Poisson mono-dimensionnel avec une
masse, une charge et une permittivité normalisée a 1.
On considére toujours L un nombre strictement positif, qui représente la période.

Solutions généralisées. En suivant [27], une solution généralisée du systéme de Vlasov-
Poisson est une paire de fonctions (F(t, z), f(t,x,v)) L-périodiques en z telles que :
(a) E(t,x),0,E(t,x) et 0;E(t,x) sont continues sur [0, L] x (0,00) et bornées sur
[0, L] x [0,T] pour chaque T" > 0; f(t,z,v) est continue sur [0, co[xR2.
(b) f(t,z,v) est constant le long des courbes caractéristiques :

X=v, V=EtX).
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(c) E et f satisfont :

0. E(t,x) = / f(t,z,v)dv — 1, (5.2.1)
0 E(t, x) :/Rf(t,x,v)dv—%/o /vao(x,v)dvdx, (5.2.2)

et 5
/ E(0,z)dz = 0. (5.2.3)

(d) f(O,I,U) = fO(Ivv)'

Autres formulations. On introduit d’abord la fonction de Green G(z,y) qui est ex-
plicitement donnée par :

G(z,y) = { y1-%) y<ae<l (5.2.4)
et le noyau de Green K :
-1, 0<z<y
— _ L 9 — 9
K(z,y) = —0,G(z,y) = { v y<az<lL (5.2.5)
On définit ensuite les autres équations pour le champ électrique :
1 L
OE(t,x) = / ft,z,v)dv — —/ /vf(t,x, v)dvdez, (5.2.6)
R LJy Jr
L
Bta) = [ Ko [ Syt 1)y, (5.2.7)
0 R
L
/ E(t,z)dx =0, (5.2.8)
0

ce qui nous ameéne a 4 formulations

o [[] (a) + (b) + (5.2.1) + (5.2.2) + (5.2.3) + (d),
o [I] (a)+(b)+(5.2.1) + (5.2.6) + (5.2.3) + (d),
o [III] (a)+ (b)+ (5.2.1) + (5.2.8) + (d),

o [IV] (a)+(b) + (5.2.7) + (d),

la premiére correspondant a la solution généralisée définie au paragraphe précédent.
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Formulations au sens des distributions [’hypothése (b) + (d) peut aussi étre rem-
placée par ’équation de Vlasov

Of +vo f+E0f=0, f(0,z,v)= fo(x,v), (5.2.9)

dans D'([0,T] x [0, L] x R) qui signifie ici

T L L
/ / / f(Op + v0,0 + E(t,x)0,¢)dvdzdt + / / foo(0,z,v)dvdx =0, (5.2.10)
o Jo Jr o Jr

pour toute fonction test ¢(t,z,v) infiniment dérivable & support compact en (t,v) et L—
périodique en z.
Ceci conduit a de nouvelles formulations notées I'-1V".

Quantités physiques : on définit

la masse du systéme :
L
/ /f(x,v)dvdx, (5.2.11)
0o JR

le premier moment de vitesse :

%/OL/RUf(x,v)dvdx, (5.2.12)

la densité de charge :
p(t,x) = / f(t,z,v)dv — 1, (5.2.13)
R

la densité de courant :

j(t,x) :—/va(t,a:,v)dv. (5.2.14)

Remarque 5.2.2. (i) On peut mentionner aussi que l’équation (5.2.6) ou (5.2.2) est
appelée la loi d’Ampére, tandis que l’équation (5.2.1) désigne la loi de Poisson.

(i1) L’équation (5.2.8) est une condition de champ moyen nul.

5.3 Reésultats d’existence

Pour I'étude des schémas numeériques, on utilisera plus spécifiquement la formulation
[IV]; cette formulation étant différente de celle utilisée dans 'article de Cooper-Klimas,
précédemment mentionnée, on détaille ici I’équivalence entre toutes les formulations pour
pouvoir se rattacher au théoréme de Cooper-Klimas.

On a alors le théoréme suivant :
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Théoréme 5.3.1. Supposons que fy est continue dans R X R, L-périodique en x et que
|f(z,v)| < o(|v]), pour tout z,v € R, (5.3.1)

ot la fonction majorante o est supposée étre continue, monotone décroissante sur R*, et
telle que

/ o(v)vdv < oo.
R+

Alors il eriste un unique couple (E, f) qui est une solution généralisée ; de plus, les 4
formulations sont équivalentes.

Preuve. Ce résultat va découler de I’article de Cooper et Klimas [27].
On supposera toujours implicitement (sauf mention du contraire) que (F, f) est L pério-
dique en x et vérifie (a).

e [I] Le théoréme 5.1.1 s’applique en prenant

n(v) = %/OL fo(z,v)dz.

En utilisant (5.2.1), E est L—périodique si et seulement si :

%/(]L/Rf(t,:r,v)dvdx: 1. (5.3.2)

Donc toutes les 4 formulations vérifient la conservation de la masse (5.3.2).

e [I] = [II, III] La solution généralisée vérifie Vo = 0 et donc d’aprés le théoréme 5.1.2,
elle satisfait aussi (5.2.8) et (5.2.6).

e [III] < [IV] Ensuite, une solution vérifie (5.2.1) et (5.2.8) si et seulement si elle vé-
rifie (5.2.7). En effet, si on a (5.2.1) et (5.2.8), en écrivant £ = —0,.¢, le potentiel ¢ est

solution de
—Opp® = fRf(t,m,v)dv —1, z€][0,L], t>0,

o(t,0) = o(t, L), t>0.
Ce probléme de Poisson avec un terme source continu admet une unique solution qui

s’exprime & l’aide du noyau de Green et ’on en déduit I’expression du champ sous la
forme (5.2.7). Réciproquement, si £ est donné par (5.2.7), on vérifie qu’en prenant

(5.3.3)

b(t,7) — /0 ) ( /R f(t,y,v)dv—l) d, (5.3.4)

on a bien £ = —0,¢; comme ¢ est alors la solution de (5.3.3), £ vérifie alors bien (5.2.1)
et (5.2.8).

e [II] = [III] Puis, si une solution vérifie (5.3.2)+(5.2.3) (ce qui est vrai pour chaque
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formulation) et (5.2.6), elle vérifie aussi (5.2.8).

e [x] & [*|" On obtient ensuite ’équivalence entre (b) + (d) et la formulation au sens
des distributions (5.2.10).
Pour le sens direct, on utilise la relation :

/OT /OL/R%(f(t>X(t)aV(t))>¢(t,X(t),V(t))dvdxdt =0, (5.3.5)

ou (X (t),V(t)) sont les caractéristiques et un changement de variables sur les caractéris-
tiques (en appliquant le lemme 5.1.1). Pour la réciproque, on considie par exemple une
suite de fonctions tests de la forme v,,(¢)0(x,v), ou € est une fonction test quelconque et
¥, (t) est une approximation de la fonction continue affine par morceaux qui vaut 1 en 0
et 0 pour t > L. On en déduit alors que f(0,z,v) = fo(z,v) dans D'([0, L] x R) et donc
on a (d). On obtient alors, a nouveau avec le lemme 5.1.1, que :

/'/‘/ £t X »s(thU‘KW%MM&+A?4f@wam@mmeQ
(5.3.6)

Avec les notation habituelles X (t) = X(¢;0,z,v) et V(t) = V(t;0,z,v) (les caractéris-
tiques sont uniques), et pour une fonction test quelconque (¢, z,v), on peut prendre ¢
sous la forme :

oL, 7, v) = Y(t; X(0;1,7,0), V(03 ,2,0)), (5.3.7)
et il s’ensuit que :

%f(t, X(t),V(t)) =0, (5.3.8)
dans D'([0,T] x [0, L] x R), et ceci implique bien (b).

e [ITI] = [IT] Grace a cette nouvelle formulation, on obtient dans D’([0,7] x [0, L]) la
conservation locale de la masse
Ohp+ 0,f — 0, (5.3.9)

en intégrant (5.2.9) par rapport a v.

L’intégration par rapport a v au sens des distributions consiste ici a utiliser une suite de
fonctions tests de la forme (¢, x)p,(v), ou p, est une régularisée de la fonction indicatrice
de l'intervalle [—n, n]; 'intégrabilité en v de la fonction de distribution f(¢, x,v) permet
alors de justifier le passage a la limite.

Etant donnée ¢ infiniment dérivable et & support compact dans [0,7], et K,(z,y) une
régularisée en y de K(z,y), on obtient :

/0/0p(t,y)¢’(t)Kn(m,y)dtdy=—/0 /0 J(t,y)0, Ky (z, y)didy. (5.3.10)

Au sens des distributions, on a :

0,K (z,y) — % Sz —y). (5.3.11)
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En faisant tendre n vers l'infini, on obtient alors (5.2.6), si la solution vérifie (5.2.7) et
(b) + (d).

e [IV]| = [I] Enfin, dans le cas ou 'on a (5.2.8) et (b)+(5.2.1)+(d), on obtient d’apreés le
théoréme 5.1.2 et la remarque 5.1.2 avec les notations correspondantes :

L
0,V = —a2/ E(t, z)dz. (5.3.12)
0

Comme le membre de droite est nul d’aprés (5.2.8), et que V(0,z) = 0 d’aprés (d), on en
conclut (5.2.2). O

Remarque 5.3.1. On peut obtenir l’existence dans des cas plus faibles (voir P. L. Lions,
B. Perthame [53] pour le cas 3D ), mais alors la forme caractéristique n’est plus toujours
assurée ; ['unicité peut ausst étre perdue.

Pour la suite, on supposera toujours qu’au moins les hypothéses du théoréme 5.3.1 sont
vérifiées.

5.4 Quelques propriétés de I’équation de Vlasov

L’équation de Vlasov satisfait de nombreuses propriétés. On détaille ici pour le systéme
que 'on considére les propriétés les plus essentielles, qui ont déja été données a titre
d’introduction dans le cas du systéme 3D.

Courbes caractéristiques Les solutions du systéme d’équations différentielles ordi-
naires :

X(@t)=V(t), V()= Et X)), (5.4.1)
soumises aux conditions initiales :
X(ty) =z, V(ty) =, (5.4.2)
sont communément nommées courbes caractéristiques, et on écrit :
X(t;to, z,v), V(tto, x,v).

D’aprés la définition des solutions généralisées, on voit que la fonction de distribution f
est constante le long des caractéristiques.
La solution du systéme de Vlasov-Poisson s’écrit alors :

flt,x,v) = f(t, X(t;t,z,0)) = fo(X(0;t,2,0v)). (5.4.3)
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Remarque 5.4.1. Cette propriété est essentielle pour la résolution numérique par une
méthode de type semi-lagrangienne.

Ainsi connaissant une approximation a un tempst, on peut en déduire une approximation
au temps t + At, grace a la formule :

ft+ Atyz,v) = f(t+ At, X (t+ At t + At,z,0)) = f(E, X (Gt + At,x,v)).  (5.4.4)

Positivité: de cette expression (5.4.3), on en déduit que si fj est positive, alors elle reste
positive, ce qui est le cas pour les applications physiques (f représente une distribution
de particules).

Principe du maximum : grice a (5.4.3), on obtient aussi :

inefR folz,v) < f(z,v) < sup folz,v). (5.4.5)

z,vER

Conservation de la masse. En intégrant I’équation de Vlasov (5.2.9) au sens des
distributions, on obtient dans D’'(0,7),

%(/ f(t,a:,v)dxdv) =0,

ce qui exprime la conservation de la masse.
En intégrant 1’équation de Poisson (5.2.1) par rapport a z, on obtient aussi

E(t,L)— E(t,0) = /fdzdv - L =0, (5.4.6)

puisque F est supposé L-périodique.

Conservation du premier moment. A partir de (5.2.2) et (5.2.6),
ona:

/(fo — [Hvdadv = %/0 E(t,z)dz, (5.4.7)

qui est nul grace a (5.2.8).

Remarque 5.4.2. (i) On peut aussi dériver cette conservation de l’équation de Vlasov,
en multipliant ’équation par v, en intégrant et en utilisant (5.2.8).

(ii) Les moments d’ordre supérieur peuvent ne pas étre définis, si fo n’est pas assez
réguliere.

(111) L’équation de Vlasov conserve aussi l’énergie (cf 4.4.3) :

< /0 ) /R £(t, 2, v)dvdz + /0 L}E(t,x)fdx). (5.4.8)
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Préservation de mesures : d’aprés [27|, par exemple (cf lemme 5.1.1), 'application
(2,0) = (X(t5,7,0), V(t: 5,7,v)) (5.4.9)

est bijective et son jacobien J(t,s) vérifie : |J(t,s)| = 1.
On en déduit, en utilisant ce changement de variable, que :

/ﬁ(f(t,x,v))dxdvz/ﬁ(fo(x,v))dxdv, (5.4.10)

pour chaque fonction continue (3 telle que I'intégrale soit bien définie.
En particulier, (5.4.10) implique la conservation de toutes les normes L.

5.5 Espaces de fonctions

Comment se comporte la régularité de la fonction de distribution
f:00,T] x[0,L] x R—R

suivant la condition initiale

fo:[0,L] x R — R?

L’équation de Vlasov, contrairement & certaines équations hyperboliques a la propriété de
propager la régularité.

Ainsi, il est bien connu que si f; est m-—fois continiiment différentiable, alors il en est
de méme pour f (voir par exemple au chapitre suivant ou 'on rappelle un tel théoréme
[théoréme 6.2.1]).

On rappelle ici les principaux espaces qui servent & mesurer la régularité pour donner une
vue générale. Néanmoins, on se limitera par la suite a des espaces plus spécifiques, pour
lesquels on étudiera plus en détail I’évolution de la régularité dans la section § Estimations
a priori.

Régularité. Notons que la notion de régularité n’est pas sujet & une définition bien
établie. Classiquement, elle est liée au nombre de fois que la la fonction est dérivable.
Avec l'apparition des distributions, on peut donner un sens a la dérivée de beaucoup de
fonctions (toutes les fonctions localement intégrables). On cherche alors plutét & borner
les quantités :

1fC+h) = FOIL (5.5.1)

ou plus généralement (pour des ordres de régularité plus élevée) les différences finies :

[AVaA[E (5.5.2)
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par une certaine puissance de A multiplié par une constante C. L’opérateur de différences
finies d’ordre n est défini récursivement par

Apf(z) = fla+h) = f(x), ALf() = A (AL 1) f(2). (5.5.3)

> Le choix de la norme || - || permet donc de considérer plusieurs types de régularité
(pour un méme ordre de régularité). Ainsi, suivant la norme que 'on considére, une
fonction pourra avoir cet ordre de régularité ou non.

> Pour une régularité donnée, on peut dire aussi qu’une fonction est plus réguliére
qu’une autre si la constante C' qui intervient pour I'une est plus petite que la constante
pour 'autre.

> On peut en général lier (et parfois caractériser) 'ordre de régularité d’une fonction
avec le degré d’approximation (linéaire ou non) de celle-ci par des classes d’éléments plus
simples (en général : approximation polynémiale par morceaux), voir le paragraphe Er-
reurs de projections de ce chapitre. > Ainsi, étant donné la fonction initiale fj, on a intérét
a choisir la classe d’éléments pour que son ordre de régularité (donc d’approximation, si
on a une telle caractérisation) soit le plus élevé possible.

> Néanmoins, pour un probléme d’évolution (dépendant du temps), il ne suffit pas de
regarder la donnée initiale. Il faut aussi savoir comment évolue la régularité avec le temps.
Pour choisir une méthode numérique adaptée, il semble donc essentiel de comprendre
comment se propage la régularité.

Remarque 5.5.1. Une seconde maniére de considérer la régqularité est de donner des
conditions de petitesse des coefficients d’une fonction exprimée dans une base. Ainsi par
exemple, pour une base orthonormée (e,) dans un espace de Hilbert, on peut définir des
les classes V,, ou les éléments s’écrivent sous la forme

U= Zukek, Z |ug |* k2 < 00, (5.5.4)
keK

et le membre de droite permet de mesurer la réqularité.

On rappelle maintenant les espaces de fonctions classiques utilisés en théorie des équations
aux dérivées partielles et de I’approximation pour mesurer la régularité.

Notations. On considére une fonction f : R? — R, ot la dimension d est un nombre
entier strictement positif.

() désigne un domaine de R

Soit, m un entier positif (en général : le degré de différentiation ou de régularité).

Pour tout multi-entier & = (ay, ..., ay), on définit

ol =ay+---+ag I =00
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Les fonctions de classe C™. On définit C"(€2) comme étant I'espace des fonctions
continues dont les dérivées partielles 0* f sont bornées et continues pour tout || < m.
Cet espace est équipé de la norme :

[ fllom@) = sup |f(z)] + > sup 0" (x)], (5.5.5)

la]=m xre

et forme ainsi un espace de Banach.
On rajoutera un indice ¢ pour désigner les sous-espaces contenant les fonctions a support
compact dans €, et L, pour désigner les fonctions L-périodiques par rapport a la variable

x. On a ainsi ici par exemple C7"(€2), C3" (€2). Notons que C% (£2) est I'ensemble des

c,2m
fonctions sont périodiques par rapport a x et & support compact par rapport aux autres

variables.

Espaces de Holder. Pour traiter des dérivées d’ordre non entier, on définit C*(2),
pour m < s < m + 1, espace des fonctions continues vérifiant

sup |0%f(x + h) — 0% f(z)| < C|h|)®, |a| =m. (5.5.6)

e

Il s’agit d’un espace de Banach pour la norme :

aa _ aa
||f||CS(Q) = ilelg |f(1=)| + Z sup | f(I) f(y)| (557)

|a|:m$7éyeﬂ |£E - y‘

Remarque 5.5.2. C*(2) se note parfois aussi W lorsque s est non entier.

Espaces de Sobolev. Pour mesurer la régularité en moyenne, il est naturel d’introduire
les espaces de Sobolev W™P((2) qui consistent en les distributions f € L? dont les dérivées
partielles jusqu’a I'ordre m sont dans L”, avec un entier 1 < p < co. Cet espace muni de
la norme

1f lwmo = 1 Fllzo + |flwmo, [ flwmo = > 0 fllr. (5.5.8)

|lal=m

est aussi un espace de Banach.

Remarque 5.5.3. On peut noter que les espaces C™ et W™ ont la méme norme;
pourtant ces espaces sont différents.

Espaces de Sobolev fractionnaires. Similairement aux espaces de Holder, on peut
définir pour m < s < m + 1, les espaces W*P qui sont les distributions f telles que
[ llwsr = [ flle 4 [flwer soit fini, avec

| flwsw = Z /Q . [0°f(z) — 9/ (y )|dmdy, p < 00 (5.5.9)

|.T _ y| s—m)p+d

|lal=m
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Espaces de Lipschitz. On définit I'espace Lip(s, L,(€2))

> pour m > 0 entier et p = oo, il s’agit du cas limite s = m + 1 pour les espaces de
Holder ; c’est aussi W pour une norme équivalente.

> dans les autre cas, on prend pour définition W*P.

Espaces de Besov. Une description encore plus subtile de la régularité peut se faire
a l'aide des espaces de Besov By (L,(f2)), ol p,q > 1 sont les paramétres primaire et
secondaire. Ils sont définis par les distributions f vérifiant

g (et = SUPE “wiaga (S, 1)y < 00, (5.5.10)
>
et
s dt 1/q
aswpon = ([ Twm(ro ) <o g<o (5.5.11)
0

Il s’agit d’un espace de Banach en prenant la norme :

/1

B, = | fller + 1[5, (5.5.12)

On a utilisé ici le r-iéme module de continuité dans L*(Q2) défini par :

wr(f,t)p = sup [[AL (S )|y (5.5.13)

|h|<t

Remarque 5.5.4. Le sup est pris sur tous les vecteurs dans R? de norme euclidienne
|h| < t et on a pris comme convention que A} (f,x) = 0 si un des points x,...,z + rh
n’est pas dans €.

Remarque 5.5.5. (i) On a W*P = B, si et seulement si s n’est pas un entier ou p = 2.
(i1) Ainsi, tous les espaces que l’on vient de décrire se résument par :

B, W™ et C™ (5.5.14)

p:q’

avec s € RT, m e N, 1 < p,q < oo et les seuls espaces communs sont H™ := By = wm:2,

Fonctions en temps. FEtant donné un espace de Banach X, on peut considérer des
fonctions f(t,-) € X ; on peut alors redéfinir tous les espaces précédents en remplacant la

valeur absolue des fonctions & valeurs réelles par la norme de ’espace X.
On note alors par exemple C'(0,7, X), L>(0,7, X), | f| £ 0,6x)-
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Inclusions. Les espaces B, ,, W"™P et (™ vérifient des relations d’inclusions.

> Pour p fixé et q arbitraire, les espaces W*" et B;  deviennent de plus en plus petits,
lorsque s augmente.

> Pour s et ¢ fixé et dans le cas de domaines bornés, ces espaces s’agrandissent avec
1/p.

> Pour s et p fixés, les espaces B, , grandissent avec g.

Pour une description plus précise, en prenant s; > so > 0, 1 < p; < po, on a les in-
jections de Sobolev et de Besov suivantes :

> Pour s1 — s9 > d(1/p1 — 1/p2) et pa # 0o, on a WHLPL C TW/52p2

> Pour 51 — sy > d(1/p1 —1/ps), ona B} C B2 .
Si les espaces de Besov traitent bien le cas po = 0o, la discussion est plus délicate dans le
cas des espaces de Sobolev :

> Si s — se > d/p, on a WP C C%2 C W2,
> Si s = s1 — d/p n’est pas un entier, on a WP C C%2 = W*2°,
> Si sy = s; — d/p est un entier et p > 1, on n’a pas de telle inclusion.

> Si p = 1 et m est un entier, on a W™m+dl c O™ C W=,

Remarque 5.5.6. Le domaine $) doit satisfaire certaines hypothéses pour satisfaire ces
inclusions; elles sont toujours vérifiées si §) est borné de frontiere C'°° ; mais pour la
plupart, il suffit que Q ait la propriété de come (on pourra consulter [1] ou [72] pour plus
de détails).

On regarde maintenant plus précisément les espaces de fonctions auxquels on s’intéressera
pour I’étude de la convergence du schéma numérique adaptatif du chapitre 7.

Le lemme suivant est contenu dans les inclusions précédentes, on donne ici une preuve
élémentaire.

Lemme 5.5.7. Supposons que g € W>(Q), ot Q est un domaine rectangulaire, alors g
est continue.

Preuve. Pour ne pas alourdir les calculs, on prend €2 = [0, 1]2. Supposons d’abord, pour
simplifier que g s’annule en (0, 0); on obtient alors :

g(z,v) = g(z,0)+ [, Oug(z, w) dw
= g(z,0)+ fov 0,9(0,w) dw + fox fov 02, g(u,w) dw du
= Jy 0:9(u,0) du+ [ 8,9(0,w) dw + [ [ 92,9(u, w) dw du,
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et donc

g/l zeo,2) < 19C5 O)llwrao,ayy + 19(0, ) lwrrqoay + llgllw21o,2)-

De la méme maniére, a partir de

0.9(x,0) = Opg(x,v) — / vag(x,w) dw,
0
on a l'inégalité de trace

1g(-, O)|[wrroa)) < Nl9llw21(0,12)5

qui nous meéne a

9] oo 0,112) < 4l|gllw210,172),
si g n’est pas forcément nulle en (0,0). Maintenant, pour voir que g est continue, consi-
dérons une suite de fonctions continues (¢,) qui tend vers g dans W?! (les fonctions
continues sont denses dans L' et donc dans W?!); d’aprés I'inégalité précédente appli-

quée a ¢,, — g, on obtient la convergence dans L°°, et donc g hérite de la continuité de la
suite (¢,)- O

Les fonctions de W1 sont aussi continues; on rappelle en fait la caractérisation suivante
(voir par exemple [21]) :

Proposition 5.5.8. Une fonction g appartient a W'°(Q2) si et seulement si elle est
lipschitzienne.

5.6 Erreurs de projection.

Une des étapes importantes dans un schéma semi-lagrangien, est la projection sur un
maillage. L’erreur commise pour une projection qui préserve des polynomes (cas particu-
lier : une interpolation), entre une fonction et sa fonction projetée, peut étre analysée par
la régularité dans les espaces de Sobolev de la fonction en question.

On rappelle ici les notations et un théoréme énoncé dans [23].
Ce théoréme sera utilisé dans le cadre de I'espace W2! au chapitre 7; il peut servir aussi
a démontrer les estimations (6.3.6) et (6.3.12) du chapitre 6.

Notations. Deux sous-ensembles 2 et (2 de R? sont dits affinement équivalents, s’il
existe une application affine inversible

F:2cR*— F(#) = Bi +be R, (5.6.1)

telle que X
Q=F(Q). (5.6.2)




5.6. ERREURS DE PROJECTION. 87

On a alors une correspondance entre les points = € 2 et = € OF
TeQ—ax=F(z)eQ, (5.6.3)
et aussi entre les fonctions définies sur 2 et ) :
(0:Q—=R) = (v=00F1:0—R). (5.6.4)

Ainsi, on a :
o(z) = v(z), (5.6.5)
pour tous les points = et & en correspondance 5.6.3, et pour toutes les fonctions v et ¢ en

correspondance 5.6.4.

On peut alors énoncer un théoréme classique dans le cadre des espaces de Sobolev (cf
[23, théoréme 15.3|).

Théoréme 5.6.1. Soit ) un domaine ouvert borné conneze de RY.
Supposons que pour des entiers k >0 et m > 0 et des nombres p,q € [0, 00|, on ait :

WHLP(Q) ¢ W™P(Q), (5.6.6)
et soit I une application linéaire de W t12(Q) dans W™ (Q)) vérifiant :
I = p, (5.6.7)

pour tout polynéome p de QO dans R, de degré < k.
Pour tout ouvert Q) affinement équivalent a €2, l'application 1lq est définie par :

—_ A

v = 119, (5.6.8)

pour toutes les fonctions v € W’“*f’p(:) et v € WFLP(Q) en correspondance (5.6.4).
Alors, il existe une constante C(I1,€)), telle que, pour tous les ensembles §) affinement
équivalents, on ait :

. k1
v — Tlqu|wmaq) < C(IL S ){mes(Q)}l/q_l/ph

|U|Wk+1,p(Q>, (569)

m

pour tout v € WHTLP(Q), ot mes(Q) désigne le volume de 2, h est le diamétre (extérieur)
de Q) défini par

h = diam(Q2) := sup ||z — vyl (5.6.10)
z,y€RINQ
(la norme || - || est ici la norme euclidienne sur R?), et p est le diamétre intérieur :

p = sup{diam(S); S C 2 est une boule}. (5.6.11)
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5.7 Estimations a priori

On étudie maintenant plus en détail I’évolution de certaines normes au cours du temps.
Plus précisément, on dérive déja dans un premier temps des estimations qui sont dis-
ponibles, sans hypothéses supplémentaires sur la fonction de distribution (hormis celles
mentionnées ci-aprés). Puis, en supposant que la fonction initiale est dans W1°°, on ob-
tient alors les estimations nécessaires pour l'étude de 1’erreur de discrétisation en temps
du schéma semi-Lagrangien avec splitting en temps, utilisé dans les chapitres 6 et 7.
Notons que pour le schéma adaptatif, on supposera aussi que la fonction de distribution
est dans W21 ceci pour controler les erreurs de projections (comme mentionné dans la
section précédente). Il semble donc alors aussi intéressant (méme si on n’utilisera pas ce
résultat) de voir comment évolue la semi-norme |f()|y21 au cours du temps. Si on est
assuré que f est dans W?! pour tout temps fini (on le montrera pour simplifier sous la
condition plus forte fy € W), on a alors une estimation du type :

1F()wzn < T4 folypen, 0<t<T. (5.7.1)

ou les constantes a, 3 sont explicitement données et ne dépendent que de la norme infinie
de fy, de son support en vitesse et de la période L.

On considére pour la suite que la donnée initiale f; vérifie en outre :
e fo=0.
e fo & support compact.

On cherche a avoir des informations supplémentaires sur la solution généralisée f sui-
vant la régularité de la condition initiale f;.

On introduit alors la constante Q(t) qui est définie comme la taille du support de f(t)
dans la direction v :

Q(t) := 1 +sup{|v| : Iz, 3T € [0,¢], f(t,z,v) > 0}. (5.7.2)

Remarque 5.7.1. (i) Cette quantité a été introduite dés 1977. Batt ([5]) avait remarqué
que le controle de cette quantité ajouté a l’existence d’une solution locale permettait d’ob-
tenir un théoréme d’existence globale.

(ii) Comme fy est a support compact, on est assuré que Q(0) est fini.

Notations. On note ici 2 = [0, L] x R le domaine de 'espace des phases.

Pour la suite, la lettre C' désignera une constante (qui peut varier & chaque occurence),
et on écrira C(t), si elle dépend du temps ¢, ou Cr, si elle dépend du temps final 7. On
utilisera parfois aussi la notation < :

a<b (5.7.3)

signifie qu’il existe une constante C' indépendante de a et b telle que a < Cb.
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Premiéres estimations. Sans imposer d’hypothése supplémentaire sur les données, on
a déja (automatiquement) les estimations suivantes :

Lemme 5.7.2. La fonction de distribution f(t,z,v) reste positive pour tout t > 0, son
support en vitesse vérifie

Q(T) < Q(0) + 2LT, (5.7.4)
et on a :
1fllzr@) = follerey = L, 1f @)l = | foll @) (5.7.5)
Le champ électrique satisfait
| £ (0] Loe(o,z)) < 2L, (5.7.6)
[E()lwree (o, < 2(Q(0) + 2LT) | foll = (e (5.7.7)
[0 (t)] L1 o,y < 2L +2Q(0) + 4LT, (5.7.8)
et
10 oz < Ifollz()(Q0) + 2LT)(Q(0) + 2LT +1).  (5.7.9)

Preuve. Comme [ est constante le long des courbes caractéristiques, on en déduit que f
reste positive pour tout temps, que f vérifie le principe du maximum ; on obtient alors
(5.7.5) et

lpllz: < 2L. (5.7.10)
En utilisant (5.2.7), on en déduit une borne sur le champ électrique.
IE@)|| o o,2)) < 2L{| K| oo 0.y < 2L (5.7.11)

On dérive aussi une borne pour Q(7°) a partir de la forme de f définie via les caractéris-
tiques :
Q) =1+ sup  |V(r;0,2,0)], (5.7.12)

0<t<T,(z,v)EQ0

ou Qy := {(z,v) : fo(z,v) > 0}, et donc

Q(T) < Q) + T Ell=(,1:2) < Q0) +2LT. (5.7.13)
Ainsi, avec la relation de Poisson (5.2.1), on a :
102 E(@)| oo (po.21) = 2Q(T)| fol =9 (5.7.14)

ce qui donne le résultat.
Enfin, (5.7.8) et (5.7.9) s’obtiennent en utilisant la loi d’Ampére (5.2.6).
Pour établir (5.7.9), on calcule ainsi :

Q) ,
10:E@) () < [l follzo() (Q(T) +2/0 \vldv> < [ foll e @ (Q(T) + Q(T)7),

(5.7.15)
tandis que pour établir (5.7.8), on calcule :
QT Q(T
00 @ < 1Ol + Dol =24 (14 L) 7

O
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Régularité W1, Les précédentes estimations étaient valables en supposant seulement
que fo est continue.

On suppose maintenant que f, est dans W>°()), ce qui est équivalent & supposer que f
est lipschitzienne. Alors la régularité W1 est conservée pour f(t); ce résultat est bien
connu (cf [16], par exemple). On donne ici une preuve de ce résultat.

On rappelle d’abord I'inégalité de Gronwall :

Lemme 5.7.3. Soit o, et y trois fonctions continues sur un segment [a,b|, 4 valeurs
positives et vérifiant :

y(t) < alt) +/ B(s)y(s)ds. (5.7.17)

Alors, pour tout t € [a,b], on a :

y(t) < aft) + /t()z(s)ﬂ(s)efst Aluduqg, (5.7.18)

En particulier, lorsque o et 5 ne dépendent pas de t, on a :

Proposition 5.7.4. Soient T > 0, a, 8 € RT et y une fonction positive sur Rt vérifiant :

y(t) <a+ ﬂ/oty(s)ds, tefo,7]. (5.7.19)

Alors, pour tout t € [0,T], on a :
y(t) < ae. (5.7.20)

On a alors le lemme suivant.

Lemme 5.7.5. Supposons que fo € WH°(Q), alors f(t) € Wh=(Q).

Preuve. La donnée initiale est lipschitzienne, donc il existe un nombre K > 0 tel que :
|fo(z,v) — foly,w)| < K(|z —y|+ |[v—w]|). (5.7.21)

En utilisant la forme caractéristique de f, on obtient alors :

|[f(t.x.0) = f(ty,w)| < K(X(=£0,2,v) = X(~£0,y. w)|
+ [V(=0,2,0) = V(=t;0,y,w)]) (5.7.22)

On calcule ensuite

—t
X(—t;O,x,v) - X(_ta Ovy7w) - (‘T - y) :/ X(87 071'71)) - X(S;anaw)ds
0
t

:/ V(s;0,z,v) — V(s;0,y,w)ds, (5.7.23)
0
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et de méme

—t

V(=t;0,2,v) = V(=0,y,w) — (v —w) = V(s;0,2,0) = V(s;0,y,w)ds
0

—t
:/ E(s, X(s;0,2,v)) — E(s, X(s;0,y,w))ds. (5.7.24)
0
En utilisant la borne W% du champ F, on obtient :

|E(S,X(S;O,l‘,v)) - E(SaX(S;anaw)”
< |E(8)|W17°°([0,L]) |X(S;075E7U) - X(S7 Ovva)|
< Ap|X(s;0,2,v) — X(s;0,y,w)|, (5.7.25)

avec

En notant maintenant
euls) = [ X (5:0,2,0) = X(s:0,y, )], eu(s) i= |V (s:0,2,0) — V(5;0,y,w)|. (5.7.27)

on obtient

0 0

ep(8)ds, e,(—t) <|y— w| —|—AT/ ex(s)ds, (5.7.28)

—t

ex(—t) < |z — v +/

—t

et donc en notant e := e, + ¢€,, on a
t
e(—t) <e(0)+ (1 + AT)/ e(—s)ds. (5.7.29)
0

En utilisant I'inégalité de Gronwall de la proposition 5.7.4, on en déduit alors que

e(—t) < eIHATe (), (5.7.30)

et donc, avec (5.7.22), on obtient
f(t 2. 0) = f(ty,w)] < K™ (jo —y| + v — w]), (5.7.31)
ce qui nous assure que f(t) € WhH>(Q). O

Estimations W'?. On suppose maintenant que la donnée initiale f, est dans W1,
ainsi d’aprés le lemme précédent, il en est de méme pour f(¢). On donne alors différentes
estimations qui ne pouvaient pas étre obtenues lorsque f; était juste supposée continue.
Le domaine () étant borné en x, et comme on a vu que le support de f reste également
borné par une constante C7, on sait alors que f(t) est dans W pour tout 1 < p < co.
On utilise les arguments de Glassey ([41]), pour le lemme suivant.
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Lemme 5.7.6. Si fo € Wh>°(Q) alors pour 1 <p<oo, T>0ette[0,T], ona :

|f(B)lwrw@) < |fo|W1m(Q)€ﬁTT, (5.7.32)
avec
Br = (2Q(0) + 2LT) | fol | ey + 1. (5.7.33)
On a ausst
Hatf(t)HLP(Q) < (Q(0) +2LT + 2L)|f0|W1,p(Q)eﬂTT. (5.7.34)

Pour le champ électrique, les quantités

0 E(t)lwirqory et 100 E(L)| Lrqo,z)), (5.7.35)

sont majorées par
(2Q(0) + ALT)*2(Q(0) + 2LT + 2L)| folwreye*, (5.7.36)

et on a également
|E(t) lw2aqo,y < (2Q(0) +4LT) 7| folwrpye™. (5.7.37)

Preuve. On dérive (5.2.9) par rapport a v
O (Ouf) +v0:(0y f) + EDy(0u f) = =0, f, (5.7.38)

au sens des distributions.
On définit ensuite ¢ par ¢, ,(s) == 0,f(s, X(s), V(s)) avec

X(s) = X(s;0,z,v), V(s):=V(s;0,z,0). (5.7.39)

On obtient alors
Sbw,v(s) = _axf(sa X(S)v V(S))v

au sens des distributions, de telle sorte que

foeal®)] < oral0)] + | 9,5, X (), V(s)| ds.

cette inégalité ayant bien un sens pour presque tous ¢,z et v, puisque l'on sait que f(s) €
Whee(Q), pour s € [0,T].

On a ainsi
10, f(t, X (t), V()| < |0y folz,v)] +/0 |0 f (s, X (s),V(s))|ds. (5.7.40)

De la méme maniére, & partir de 9,(5.2.9) (on utilise cette notation pour dire que 1’on
dérive (5.2.9) par rapport a v)
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on obtient
10,/ (£, X (1), V(2))]
< 10, fol, v)| + / |E(8) e f (5, X (s), V(s))|ds

<10ufolz.v)| + (2Q(0) + 2LT)] foll (o / 10, £(s. X (), V(s))|ds,

c’est-a-dire

En notant y(t) := |0, f(t, X(t), V(t))| + |0sf(t, X (), V(t))|, on a donc

i) <u(0) + 61 | y(s)ds. (5.7.43)

en sommant les inégalités (5.7.40) et (5.7.42).
Il découle alors de I'inégalité de Gronwall de la proposition 5.7.4 :

y(t) < y(0)e’r?, (5.7.44)

e Si p =00, on a alors
y(t) < | folwree™. (5.7.45)
pour presque tous z,v € 2 et tout ¢t € [0, 7.
Comme I'application (x,v) — (X(¢;0,2,v), V(t;0,2,v)) est bijective, on en déduit (5.7.32).

e Si p < 00, on éléve (5.7.44) a la puissance p et on intégre ; griace a la préservation de
la mesure, on en déduit alors également (5.7.32).
Avec I'équation de Vlasov (5.2.9), on obtient

10 fllzr ) < QU0 f | zr) + | E Lo o, 10w f || 2o (02), (5.7.46)

et (5.7.34) en découle.

En ce qui concerne les estimations sur le champ électrique, elles sont obtenues grace aux
relations d’Ampére (5.2.6) et de Poisson (5.2.1).

Ainsi, en dérivant 1’équation de Poisson (5.2.1) par rapport a ¢, on obtient, :

0,0, E(t, x) :/8tf(t,m,v)dv, (5.7.47)
R

et aussi

0}E(t, ) :/R@tf(t,x,v)dv, (5.7.48)

en dérivant la relation d’Ampére. Si I'on dérive (5.2.1) par rapport a x, on trouve de plus

O2E(t, ) :/R@gcf(t,x,v)dv. (5.7.49)




94 5. LE SYSTEME DE VLASOV-POISSON PERIODIQUE EN DIMENSION 1

Pour p < oo, on a d’aprés I'inégalité de Jensen :

N soma 1y
/0 /_Q(T) Q( ) tf(t'x7v)2Q(T) x
</(2Q(T)8f(txv))p © 40 (5750
~Ja AT 0Q(T) o
et donc :
10100 E (1) 1100 = 12D i@y < QT 71007 (0)| v (5.7.51)

ce qui donne la majoration (5.7.36).
La derniére estimation s’obtient de maniére similaire, et pour p = oo, on obtient le résultat
par majoration directe.

U

Régularité W>>. On suppose maintenant que la donnée initiale est dans W>(Q);
comme dans le cas W™, cette régularité est préservée par f.
Rappelons (cf [24] par exemple) que I'espace W°° peut-étre caractérisé par :

Lemme 5.7.7. Une fonction g appartient a W>>(Q), si et seulement si g € C°()
vérifie :
\g(z + 2Ry, v + 2h,) — 2g(z + hy, v+ hy) + g(z,0)| < K(|hy| + |hol)?, (5.7.52)

pour tous les réels x,v, hy, h, tels que l’expression soit bien définie, la constante K étant
indépendante de ces réels.

On peut alors adapter la démonstration précédente du cas W, pour obtenir :

Lemme 5.7.8. Si fo € W2>(Q), alors f(t) € W>(Q), pour tout t € [0,T), et
|f(t)|w2ee@) < Cr. (5.7.53)

Preuve. On utilise a nouveau la forme caractéristique de f, et on va montrer (5.7.52) pour
7o)

Au vu de (5.7.52), on ne restreint pas la généralité en supposant que = € [0, L].

Pour simplifier, on notera z = (z,v), h = (h,, h,) et

Z(t;s,z) = (X(t;s,m,v),\/(t;s,:c,v)), (5.7.54)
et pour un élément de z = (z,v) € R? on note |z| = |z| + |v]-
On peut aussi supposer que |h| < 1.

On a

AFf(t)(z,v) = f(t,z+2h) —2f(t,z +h) + f(t,2)
= fo(Z(—1;0, 2 4+ 2h) — 2fo(Z(—t;0,2 + ) + fo(Z(—t;0,2)). (5.7.55)
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On pose ensuite
Z:=7Z(-t;0,2), H:=Z(—t;0,z4+h)— Z(0; Z(—t;0,2)), (5.7.56)
de telle sorte que

AL f)(2) = fo(Z(=t:0,z + 2R)) — 2fo(Z + H) + fo(Z) = Fi + F, (5.7.57)

avec
P i= fo(Z(=t;0,2 + 2h)) — fo(Z + 2H), (5.7.58)
et
Fy = fo(Z +2H) = 2fo(Z + H) + fo(Z). (5.7.59)
Comme f, € W>(Q), d’aprés la précédente caractérisation, on obtient déja que
|Bo| < |H| (5.7.60)

Or, d’aprés I'inégalité (5.7.30) du lemme 5.7.5, qui s’applique ici puisque fy € W*>°(Q)) C
Wh>(Q), on obtient
|H| < C|hl, (5.7.61)

et ceci donne donc
|Fy| < Olh. (5.7.62)

Il reste donc & étudier autre terme.
A nouveau, puisque f, € WH>(Q) est lipschitzienne, on a

|F| < C|Z(—t;0,2 4+ 2h) — Z — 2H]. (5.7.63)
On calcule alors

Ag(—t) = Z(—t:0,2 + 2h) — Z — 2H
=Z(—t;0,z 4+ 2h) — 2Z(—t;0,z + h) + Z(—t;0,2). (5.7.64)

Puis, on continue avec
Ax(—t) = X(—t;0,2+2h) — 2X(—t;0,2 + h) + X(—t;0, 2)

—t
:/ X (5;0,2+2h) —2X(5;0,2 + h) + X(s;0, 2)ds
0

_ /  Av(s)ds, (5.7.65)

avec

Ay(s):=V(s;0,z4 2h) — 2V (s;0,z + h) + V(s; 0, 2). (5.7.66)

On calcule donc ensuite
—t
Ay(—t) = / V(s;0,2 4+ 2h) — 2V (s;0,2 + h) + V(s;0, z)ds
0

= / tE(s,x + 2h,) X (s;0, 2+ 2h) — 2E(s,x + h;) X (s;0,z+ h)
0
+ E(s,2)X(s;0,2)ds. (5.7.67)
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En utilisant la notation F; := E(s,x + ih,) et X; := X(s;0,z+ih), pour i = 0,1,2. On
voit que le terme sous l'intégrale se décompose de la maniére suivante :

EyXo —2E1 Xy + Ey Xy = (B — B Xo + (Ey — E1) Xo + E1(Xe — 22X + Xo)
= (E2 — El)XQ + (E() — El)Xo -+ Ele(S), (5768)

et

(FBy — F1)Xa + (Ey — )Xo = (By — E1) (X5 — X1)
+ (Ey — B (Xo — X1) + X1 (Ey — 2B) + Ey). (5.7.69)

Or on a
| X1(Ey — 2, + Ey)| < Cp| X |R2, (5.7.70)
puisque I’on sait que
}E(S)‘WQ,OO([O’L]) S CT7 (5.7.71)
pour tout s € [0, 7], d’aprés le lemme 5.7.6. On a aussi
| X1| < X0 — Xol + L, (5.7.72)
comme | Xy| = |z| < L.
D’autre part, on a
| Xo — Xi| < Crlh] | Xe— X1| < Cp|h|, (5.7.73)

a nouveau d’aprés (5.7.30), et il en découle que
| X1| < L+ Cr|h| < Cr, (5.7.74)

puisque 1’on avait supposé |h| < 1.
En reprenant (5.7.70), on en déduit bien que

1 X1(Fs — 21 + Ey)| < Cp|h2. (5.7.75)

On sait aussi que
}E(S)‘Wl,oo([o’[/]) S CT7 (5.7.76)

pour tout s € (0,7, d’aprés le lemme 5.7.2. Ainsi, on a également
|Ey — Ey| < Crlh| |E1 — Eo| < Crlhl. (5.7.77)

Finalement, en reprenant (5.7.69), a l'aide de (5.7.75), (5.7.73) et de la précédente inéga-
lité, on est assuré de ’estimation

(B2 — E1) X5 + (Ey — Ey)Xo| < Crlh|?, (5.7.78)

et puis, comme on a toujours |E(t)|ec(o,r)) < Cr d’aprés (5.7.2), on en déduit de (5.7.68)
que
|EX, — 2B, X, + EgXo| < Cr. (5.7.79)
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On peut alors appliquer I'inégalité de Gronwall de la proposition 5.7.4,

t
|Ax(=t)| + |Ay(—t)| < Crh® (/ |Ax(—s)| + |AV(—3)|ds> , (5.7.80)
0
pour obtenir
|Az(—t)] < Crlh)?, (5.7.81)
et donc |Fy| < Cr|h|?. Finalement, on a (5.7.53). O

Remarque 5.7.9. (i) On pourrait continuer ’étude pour des ordres supérieurs.

(ii) Avec les injections de Sobolev, on en déduit que si fy est de classe C?, alors f(t)
est de classe C* ; en fait f(t) reste de classe C? (voir le théoréme 6.2.1 et ses références).

Estimations W?!. La technique utilisée pour les estimations W'? s’applique également
pour des estimations d’ordre plus élevés.
Ainsi, en dérivant I’équation de Vlasov k fois par rapport & x et ¢ fois par rapport & v :

0, (OMIDL f) + 00, (0O f)) + B0, (0L f))
k

== (k> OV EFR=1gt+D) f — glk+Dgt=lf  (5.7.82)
—\Jj/ "
J
cela nous permet d’obtenir

AW f(t, X (1), V(1)) = dPdY £(0,z,v) — / t O*HDU=D £(s. X (s5), V(s))ds
k ]{} t ’
—Z(j) / OV E(s, X (5))0*=DoD f(s, X (s),V(s))ds, (5.7.83)
— 0

7=1

Dans le cas particulier ot I’on cherche une estimation W?*!, I’étude est simplifiée, et ’on
obtient les résultats suivants :

Lemme 5.7.10. On suppose que fo € W>Y(Q), alors,

| (O)lw2r ) < olwer e, (5.7.84)

avec
ar :=8(Q(0) + 2LT)| foll L) + 1. (5.7.85)

Preuve. On sait que f(t) € W>'(Q), d’aprés par exemple [64]. On a précisément :

O2F (1, X (£), V(1)) = 82 folx,v) — / 20, E(s, X ())8:00f (5, X (s), V(s))
— 02E(s, X (5))0,f (s, X(s),V(s))ds, (5.7.86)
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0x0 [ (1, X (1), V(1)) = 020y fo(z,v) — /Ot 0:f(s. X(s),V(s))
— 0,F(s,X(8)0%f(s,X(s),V(s))ds, (5.7.87)

et
O2f(t, X(1),V(t)) = 02 fo(x,v) — /0 0,0, f (s, X (5), V(s))ds. (5.7.88)

Or, en utilisant que le changement de variable (z,v) — (X(s),V(s)) est de déterminant
1 (il s’agit de la préservation de la mesure), on obtient

/Q/Ot 03 E(s, X (3))0uf (s, X (s). V(s))dsdady
B /Ot/Q8§E(Sa$)avf(8,x,v)dwdvds

t
= —/ / 0. E(s,2)0,0, f(s,x,v)dzdvds, (5.7.89)
0 Ja
la derniére relation provenant d’une intégration par parties, en utilisant le fait que
0. E(s,L)0, f(s, L,v) = 0,F(s,0)0,f(s,0,v),

puisque le champ F et la fonction de distribution f sont L-—périodiques en x. Ainsi, grace a
cette relation, et en intégrant (5.7.86),(5.7.87) et (5.7.88) par rapport & = et v, on obtient,
en utilisant a nouveau la préservation de la mesure,

t
102f (D)l 1oy < 192 follr (@) +4/ |E(8)lw.oo |00 f (s) ]| L1 ds, (5.7.90)
0

et également

001 Ol < Wil + [ 1S
() e o |27 (5) L xads, (5.7.91)
et .
102 sy < 10 ol + [ 10.0,5(6) st (5.7.92)

En sommant les relations (5.7.90),(5.7.91) et (5.7.92), on obtient

t
|f(t)|W2,1(Q) < |f0|W2,1(Q) —I—/ (4|E(8)|W1,oo([07L]) + 1)|f(8)|W2,1(Q). (5.7.93)
0

En utilisant la majoration W' du champ électrique (5.7.7) et I'inégalité de Gronwall de
la proposition (5.7.4), on en déduit le résultat. O

Remarque 5.7.11. En utilisant I’équation de Viasov, on en déduit également des majora-
tions du méme type sur [0, f (t)|wia(o) et |07 f(t)||L1 ) et on peut aussi borner |E|wsao,1)),
|0:Elw2a 0.y, 107 Elwaqo,ny et 107 E |1 o,L))-
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Synthése. Le lemme suivant résume les estimations utilisées ou mentionnées pour le
chapitre 7

Lemme 5.7.12. On a les estimations :

Q(T) < Cr

[E| o rwiec@) < Cr
Si fo € WH=(Q), on a de plus :

11l oo 0,15w 100 () < Cr

1Bl Lo@rwzeqry < Cr

10 E| o0, 0wr00,))) < COr

103 EllLoorizeqony) < Cr

Si fo € W2>(Q), on obtient :

||f||L°°(0,T;W2,1(Q)) < Crp,

cette derniére constante ne dépendant que de la norme W' (Q) et de la norme L*>°(R2) (et
non de la norme W2>(Q)).

5.8 Un schéma général de splitting en temps

On donne ici une forme générale d’un schéma de splitting en temps, on étudie I’erreur
induite de discrétisation en temps, et on indique comment on décomposera l'erreur de
discrétisation en espace pour les schémas plus spécifiques qui seront étudiés aux chapitres
6 et 7.

Considérons un systéme qui s’écrit sous la forme :

up = Au. (5.8.1)
L’idée du splitting est de décomposer A en A = A; + A, et de résoudre successivement,
uy = Aqu, (5.8.2)

puis
up = Aqu. (5.8.3)

Avec un splitting d’ordre 1, on obtient
u(t + At) = eBTeA By (1), (5.8.4)

Pour un splitting de Strang d’ordre 2, on résoud (5.8.2) sur un demi-pas de temps, puis
(5.8.3) sur un pas de temps, et enfin (5.8.2) sur un demi-pas de temps :

u(t + At) = e A 2eA2Bt A2y (1) (5.8.5)
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Notons que la solution exacte est donnée par
u(t + At) = eArtADAL (1), (5.8.6)
En approchant (5.8.6) par (5.8.4), on commet une erreur d’ordre 1 :

(Id + AL At + A2AE2/2 + O(AE))(Id + A At + AZA? /2 + O(At?))
=1d + (A} + Ax)At + (AT + 2A1A; + ADAE? /2 + O(AE?). (5.8.7)

On remarque d’ailleurs que ’approximation est d’ordre supérieur a deux si et seulement
si A; et Ay commutent ; dans ce cas il n’y a en fait plus d’approximation : (5.8.4) coincide
avec (5.8.6).

Pour le splitting d’ordre 2, en approchant cette fois-ci (5.8.6) par (5.8.5), on commet une
erreur d’ordre 2 :

(Id + A1 At/2 + ATAE /8 + O(AP))(Id + Ay At + ASAL /2 + O(AF))
(Id+A; At/2+ ATAL? /8+O(ALY)) = Id+( A1+ Ag) At+(AT+ A1 A+ Ay A+ A3) At /24O (At?)
(5.8.8)

Un avantage du splitting en temps est que les opérateurs de transport vont consister ici
en une succession d’advections a coefficients constants. Afin de simplifier les notations,
on va traiter ici seulement le cas d’un splitting d’ordre deux; pour une généralisation au
cas de degrés plus élevés (ce qui peut étre important, si la discrétisation spatiale est aussi
d’ordre élevée, cf [33]), voir la remarque 6.4.9.

Opérateurs de transport. On introduit les deux opérateurs de transports. Soit 7,
défini par
T.9(x,v) = glx — vAL/2,v)

pour chaque fonction de distribution g. Il s’agit ici d’'une advection constante le long de
la direction z.
L’advection correspondante le long de la direction v est plus complexe, car elle utilise le
champ électrique qui dépend non linéairement de la fonction de distribution. Ainsi, on
définit 7.9 par :

TIg(z,v) = g(z,v — AtEy(7)),

ot le champ électrique F; est donné par :

Ey(x) Z/OLK(%?J)(/RQ(?J,U)M—1)dy-

On a ici remplacé la fonction de distribution f(t) dans (5.2.1) par une fonction arbitraire
g; cela nous sera utile plus tard pour 'analyse. Cependant, pour simplifier, on écrira :

T.g:=TSg. (5.8.9)

Remarque 5.8.1. (i) Les lettres x et v dans T, et T, ne seront jamais considérées comme
des variables; ils font juste référence a l’advection en x ou en v.

(i1) Les opérateurs T, et T9 sont linéaires, par contre l'opérateur T, défini par (5.8.9)
ne [’est pas.




5.8. UN SCHEMA GENERAL DE SPLITTING EN TEMPS 101

Erreur de discrétisation en temps. En partant de f(¢") solution exacte de ’équation
de Vlasov (5.4.3) au temps ¢", ’'approximation de f(¢"*') inhérente au time-splitting est
donnée par :

Sf(t") =TT, T.f(t").
Lemme 5.8.2. Supposons que fo € Wh>(Q), alors

IF(E™) = SF(E) e < CrAts.

Preuve. Soit (z,v) fixé dans R%. Comme f est constante le long des caractéristiques, on a
f T z0) = f", X (). V(™) avee (X, V)(s) = (X, V)(s;t" T, 2, 0),
D’autre part, on calcule :

Sf(t")(z,v) = LLLf(1")(z,v) = TT,f (1", x — vAL/2,v)
=T f(t", 2 —vAt/2,v — AtE7, juny(x — vAL/2)) = (17, X", V"),

avec ,
{ X" =1 —vAt + 2L Er sy (z — vAL/2)

V' i=v — AtEr jny(x — vAL/2).
D’aprés le lemme 5.7.12 , on sait que f est dans L>(0,T; W), donc, on a :
IF @) = SFE)) e < max|[f(E", - )lwre= (IX (") = X"+ [V (") = V7)), (5.8.10)

avec
max | f (", - ) lwee < || fllzoeqompwreo,y < Cr (5.8.11)

Il suffit donc de montrer que
max(| X" — X ("), |[V" = V(t")]) < CrAt®, (5.8.12)
On va d’abord montrer quelques inégalités concernant le champ

Ex(t) == E(t, X(1)).

On a
( ) =0 E(t, X (1)) + 0. E(t, X (1)V (1), (5.8.13)
Ex(t) = 05 E(t, X (8)) + 82, E(t, X 1))V (t)* + 0L B(t, X(1))V (¢)
+ 0, E(t, X(t)Ex(t) (5.8.14)
et donc

|Ex (b)] < |O3E(, X (1) + |02, E(t, X)|VE+ |02 E(t, X)V|+ 0. L(t, X)Ex (t)] (5.8.15)
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et on sait d’aprés le lemme 5.7.12 que toutes ces quantités sont bornées sur (0,7"); on est
donc assuré que :

|[Ex(t)] +Bx(t)| + | Ex(t)] < Cr, (5.8.16)

pour tout ¢ € [0, T, ce qui exprime que Ex est dans W2>([0,T1).
On décompose maintenant :

Xt =Xt = X)) = X(t") — vAt + AL Er pny (v — vAL/2)
= B+ 22(E, + EBs),

avec

By o= X)) — X(t7) — vAt + AL By (171/?)
Ey = B2 z—vAt/2) — Ex(t"/?)
By = Erpum(z —vAt)2) — E(t"2 2 —vAtL/2)

On décompose aussi :
V-Vt = V(T - V() - AtEz pimy(x —vAL/2) = Fy + At(Es + E3).

avec
Fo= V(™) = V(") — AtEx (t"/?). (5.8.17)

Il suffit donc de montrer que :
|E1| S OTAtS, |E2| S CTAt2, |E3| S CTAtz et |F1| S CTAtS. (5818)

Pour le premier terme, on a :

By = [MT(V(t) = v)dt + AL By (17+1/2)
= [TV = VEery)a— [0 [ By (t72) ds dt

thrl tn+1

= [ [l (=Ex(s)+ Ex(t"™/?)) dsdt.
Or, grace a (5.8.16), on a
|Ex(t"2) = Ex(s)| < |Ex|i=qom|t"™? —s| < CrAt,

ce qui assure
|Ey| < CrAL. (5.8.19)

Pour le second terme, on écrit :
|By| = |E@™2 x—vAt/2) — E(t"T/2, X (1mT1/2)]
> |8IE(tn+l/2)|L°°([07L])|X(tn+1/2> —x +vAt/2|
< Op| X(t"+Y?) — x4+ vAL/2].

A\
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Or, on a
X2~z oAt/2 = X("HY2) — X () + vAt/2
n+1
ti+1/2(v — V(s))dt
n+1
= Jperp (V") = V(s))dt
n+1 n+1
;;H/Z tt Ex(s)dsdt,
et donc
|X(tn+1/2) — T+ UAt/2| S ”EX”LOO([O,T])AtQ S CTAtQ, (5820)
avec (5.8.16), ce qui permet d’établir :
|Ey| < CrAP. (5.8.21)

On s’intéresse maintenant au troisiéme terme
L
ES = ‘ / K(l' - /UAt/27 y) /[f(tn Yy — ’UAt/Q, U) - f(tn+1/27 Y, U)} dv dy‘ (5822)
0 R
Comme || K| poo(o,z)) < 1, on en déduit que
L
| 3] S/ \/ FE" y —vAL/2,0) = ("2, y,0) dv| dy. (5.8.23)
0o Jr
Or
At/Q d
f(tnay - UAt/Q, U) - f(tn+1/2ay7 U) = / d_f<tn + A15/2 —5Y—- US,U) d8
0 S
At/2
:/ (=0 f =0, f)(t" + At/2 — s,y — vs,v)ds
0

At/2
= / (—E(t" 4+ At)2 — s,y — vs)0, f(t" + At/2 — s,y —vs,v)ds.  (5.8.24)
0

Une majoration directe donnerait |£s] < CpAt.
Afin d’obtenir |F3] < C7At?, on utilise une intégration par parties :

/R O, E(t" 4 ALJ2 — s,y — vs) f(" + AL/2 — 5,y — vs, v)|dv
= [ B A2 sy = v T+ A2 = sy = vs. o)
_ /RE(t” FAL2— s,y — vs) (=8O f + Ouf)(E" + At/2 — s,y — vs, v)]dv, (5.8.25)
et donc
/R LB+ A2 — s,y — v8)0,f(1 + Atf2 — s,y — vs,v)dv

= /[—E(t”+At/2—s,y—vs) SO f(t" + At/2 — s,y — vs,v)
R

+ 50, E(t" + At)2 — s,y —vs) f(t" + At/2 — s,y — vs,v)]dv. (5.8.26)
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En intégrant (5.8.24) par rapport & v et en utilisant le théoréme de Fubini-Tonelli, on
obtient alors :

[1sny —oaty2.0) - £y )
. At/2
= / /[—E(t" + At/2 — s,y —vs) sO, f(t" + At/2 — s,y — vs,v)
0 R

+ 50, E(t" + At)2 — s,y —vs) f(t" + At/2 — s,y — vs,v)]dvds. (5.8.27)

En reprenant (5.8.23), on en déduit :

L pAt)2
|Es| < IIEIILw([o,TLLoo([o,L]))/ / /Sﬁmf(t”“/2 — 8,y — vs,v)dvdsdy
0 0 R

L At/2
+ |EILoo([o,ﬂ:,wwo([o,L]))/ / /Sf(lﬁ"“/2 — 8,y —vs,v)dvdsdy, (5.8.28)
0 0 R
et donc

| B3| < (1Bl 0.3z 0,000 1 1| oo 0,71, 010052
+ |E|L°°([0,T];W17°°([O,L])) ||f||Loo([07T],Loo(Q)))LQQ(T)AtQ S CTAtQ. (5829)
Pour le dernier terme F}, on écrit :

By =V (™) — V(2 v (Y V(1) — AtEx (t7T?)

At/2
/ Ex (™' — 5) + Ex (" + s) ds — AtEx(£"+1/2)
0
At/2
= / Ex(tn+1 - 8) — Ex(tn+1/2) + Ex<tn + 8) - EX(tn+1/2) ds

0
Atj2 pAt2 '
:/ / (Ex(t"™ —u) — Ex(t" +u)) du ds,
0 s

et donc
At/2 pAt2
| F1 ] g/ / 2| Ex|| pee o,y < CrAL. (5.8.30)
0 s

Discrétisation spatiale et schéma numérique. Aprés chaque advection, on va faire
une projection sur la fonction advectée; cette projection peut dépendre du temps (pro-
jection adaptative). Ainsi, on écrira I, pour la premiére projection de la donnée initiale,
7+ T+ et 1151 pour les projections suivantes ; le schéma numérique général de split-
ting en temps s’écrit alors :

[ = IR T T T
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et
[0 =g fo.

Pour simplifier, on écrira :

=11,
z];n+1/2 — H?—H'];.

On définit ’advection en v avec un champ exact :

TEL+19(33’ v) = g(z,v — AtET, f(1m)), (5.8.31)

U, T

I’advection en v avec un champ approché :
T g(x,v) = g(x,v — ALE}), (5.8.32)

ou le champ numérique £}’ au temps t" est une approximation du champ £™ défini par :

E™(z) = /K(m,y)(/ T2 7y v)do — 1)dy. (5.8.33)

Le paramétre h est un paramétre de discrétisation de 'intervalle [0, L], pour le calcul du
champ approché E7'. On utilisera alors aussi les notations :

TE _ 1n+loFE
Z},n—{»l - H2 Z},n—i—l?

,ZN—Eh H721+17Eh

v,n+1 - v,n+1»

Le schéma s’écrit alors :
nt+l _ gn+lg7ER, An+1l/2 rn
f - 7;: ,Z;,nqulz; f ’
La question que 1’on se pose alors est la suivante : quel type de projections doit-on prendre
afin d’avoir une approximation précise de la fonction de distribution f?
Dans les deux chapitres suivants, on va prouver la convergence dans des cas particuliers.
Dans le cas d’un algorithme uniforme, on va bénéficier de la régularité de la solution

exacte f.
Pour décomposer I’erreur, remarquons d’abord que 1’on a les relations :

LTI = I LT, f(1)
j;n+lj;)€v,+17;f(tn) _ j;n+1Hg+17;€7/+17;f(t71) _ zj;n+1Hg+1,];,Z;f(tn)

TITE T ) = T TE LT () = T T T
,j;n+1,j—Eh Tn+1/2f(tn) _ j;n+1H3+1TEh j;n+1/2f(tn).

v,n+l<x v,n+1

L’erreur

e = f(t") — f"
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se décompose alors sous la forme :
en-{-l _ 6711+1 + en-i—l + en+1 + en-i—l + en-’rl + en-i—l
avec

et = f(t") - LTS (")
entt = (I - YT, f(17)
n+1 Tn+1(] Hn+1)TT (tn)
”“ =TT (=T (1)
= T (T — Lok ) T2 ()

Tn—i—lTEh Tn+1/2(f(tn) . fn)‘

v,n+1

et pour étudier le cinquiéme terme, on va écrire :

[Z}iJrl - Z;%Jrl}g = g(t, T,V — AtETzf(t”)) - g(ta T,V — AtEi?)?

ou l'on décompose
Erpamy — By = Egpemy — B" + B — By,

et

(Bro gy — E") (@) = / K(z.y) / FrR(f () — )

(5.8.34)

(5.8.35)

(5.8.36)

en remarquant que 7,2 f(t7) = IPHVT, £ (1),

D’autre part, dans le cas adaptatif, on va prendre avantage de la régularité de la solution

numérique.
On utilise cette fois-ci les relations :

TTE T (") = TTT ()

LT I = T I T
T j:;%l+1’j—n+1/2fn T Hn+1/]'Eh Tn+1/2fn

v,n+1
z];n+1/];]i;7+ Tn+1/2fn _ Hn—HT Z;E;?—i- Tn+1/2fn

et on décompose alors I'erreur en
et = et et p et gt gp gt

avec

(5.8.38)
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et = 1" - LLLf(t")
5 = LT T(f(") — 1)
ng T(’Z;En+1 Z;Erilﬂ),]?rfn

= LT (= T f"
sg“ = T,(1 =gt T2 e

52+1 — (I _ Hg+1)7 TEn Tn+1/2fn

v,n+1

et cette fois-ci, pour étudier le troisiéme terme, on décompose 'erreur sur le champ élec-
trique de la maniére suivante :

(Ez,pmy) — E")(2) = /K(fc, y)([/ T(f(") = ) + (I = IT) T, f") (y, v))dv — 1)dy.
(5.8.39)
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Chapitre 6

Convergence of classes of high-order
semi-Lagrangian schemes for the
Vlasov-Poisson system

Dans ce chapitre, on présente quelques classes de schémas semi-Lagrangiens pour
résoudre le systéme de Vlasov-Poisson dans l'espace des phases sur des maillages uni-
formes. On démontre que la fonction de distribution f(¢,z,v) et le champ électrique
E(t, ) convergent en norme L?, avec un taux en

O At2+ hm—i—l ’
At )

ou m est le degré de la reconstruction polyndémiale, At et h sont respectivement les
paramétres de discrétisation en temps et dans I’espace des phases. Cette étude compléte
les résultats de [15].

Collaboration Ce travail fait 'objet d’un article soumis avec Nicolas Besse. Il s’agit
ici d’une copie de 'article.

6.1 Introduction

In this paper the numerical analysis of semi-Lagrangian methods started in [16, 17|
is continued. The high-order error estimates announced in the paper [16|, are rigorously
proved in the present one. If a lot of papers present satisfactory numerical results using
semi-Lagrangian methods |7, 18, 26, 69|, few rigorous mathematical results on convergence
analysis of semi-Lagrangian methods have been stated. Although interesting a priori esti-
mates have been pointed out (cf [10, 11, 33]), a lot of work still remains to give complete
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and rigorous results in more general situations. The more difficult step in the convergence
analysis of semi-Lagrangian method is to obtain a stability result for the interpolation
operators. If stability results in 1°° norm seem inaccessible for high-order interpolation
operators because of the Runge phenomena (artificial oscillations whose amplitude in-
creases with the degree of the polynomial in the case of Lagrange interpolation, appear at
the edges of finite elements), a more appropriate mathematical framework is L? stability.
This paper is organized as follows. In the first part we present the continuous problem.
In the second part we expose the discrete problem and the numerical scheme to solve it.
Then we study the convergence of our numerical scheme. The already known inequalities,
crucial for the L? stability, are given, with proofs which are somewhat new, self-contained
and can be read independantly in the appendix A and B.

6.2 The continuous problem

Denoting by f(¢,z,v) > 0 the distribution function of electrons in phase-space (with
mass normalized to one and charge to plus one), and by E(¢, z) the self consistent electric
field, the adimensional Vlasov-Poisson system reads

of af of
S vl Bt @) =0, (6.2.1)
+00
d_E(t_/x) =p(t,z) = ft,z,v)dv — 1, (6.2.2)

dx

where  and v are independent variables. We consider a periodic plasma of period L.
Hence in (6.2.1) et (6.2.2) we have = € [0, L], v € R, t > 0, and the functions f and E
satisfy the periodic boundary conditions

— 00

f(t,0,v)= f(t,L,v) wveR t>0, (6.2.3)

and
1 L —+o0
E(t,0)=FE(t L) < f/ / f(t,z,v)dvde =1, t >0, (6.2.4)
0 —0o0

which means that the plasma is globally neutral. In order to have a well posed problem
we add to equations (6.2.1)-(6.2.4) a zero-mean electrostatic condition :

L
/ Bt 2)dz — 0, >0, (6.2.5)
0
and a initial condition

f(0,2,v) = fo(x,v), z€]0,L], veR. (6.2.6)

Besides, assuming that the electric field £ is smooth enough we can solve equations
(6.2.1), (6.2.3) et (6.2.6) in the classical sense as follows. For the existence, the uniqueness
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and the regularity of the solutions of the following differential system we refer the reader
to [20].

We consider the first order differential system

dX

E(t; s,x,v) = V(t;s,x,v),

av (6.2.7)
%(t;S,CE,U) = E(t,X(t;S,l‘,U))

and denote by t — (X(¢;s,2,v),V(t;s,x,v)) the characteristic curves, which are the
solution of (6.2.7) with the initial condition

X(s;s,z,v) ==z V(s;s,z,v) =w. (6.2.8)

Then the solution of problem (6.2.1), (6.2.6) is given by
ft,z,v) = fo(X(0;t,2,v), V(0;t,z,v)), =z, veR t>0. (6.2.9)

We note that the periodicity in = of fy(x,v), and E(t,z) implies the periodicity in = of
f(t, z,v). Moreover as

oX, V)| _
oz,v) |
we get
1 L +o0 1 L +o00o
—/ / ft,z,v)dvdx = —/ fo(z,v)dvdx = 1.
L 0 —o0 L 0 —00

Therefore, according to the previous considerations, an equivalent form of the Vlasov-
Poisson periodic problem is to find a couple (f, E') , smooth enough, periodic with respect
to x, with period L, and solving the equations (6.2.2), (6.2.7), (6.2.8), and (6.2.9).

If we introduce the electrostatic potential ¢ = ¢(t, z) such that E(t,z) = —0,¢(t, ),
and if we denote by G = G(z,y) the fundamental solution of the Laplacian operator in
one dimension with periodic boundary condition, we obtain

B - [ “K(ay) ( Sty 1) dy.

where
(% —-1) 0<z<y
K(l‘,y) - _axG(Iy) -

% y<ax<L.
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6.2.1 Existence, uniqueness and regularity of the solution of the
continuous problem

In this section we recall a theorem of existence of classical solutions for the Vlasov-
Poisson system. The following theorem gives the existence, the uniqueness and the regu-
larity of the classical solutions, global in time, of the Vlasov-Poisson periodic system in
one dimension.

Theorem 6.2.1. Assuming that f, € €., (R, X R,) (continuously differentiable func-

c,pery
tions which are periodic with respect to x and compactly supported with respect to v),

positive, periodic with respect to the variable x with period L, and Q(0) < R with R > 0
and Q(t) defined as follows

Q) =1+sup{|v|: Jx € [0,L], 7€]0,t] | f(r,z,v) # 0},

and

1 L “+00
f/ fo(z,v)dvdx =1,
0 —00

then the periodic Vlasov-Poisson system has a unique classical solution (f, E) periodic in
x, with period L, for all time t in [0,T], such that

f€€ (0,T;6) ., (R, x R,))
E €% (0.T;C,per, (R))
and there ezists a constant C' = C (R, fy) dependent of R and fy such that
Q(T) < CT.

Moreover if we assume that fo € €., (R, X R,), then

C,DETx

(f,E)e€" (0, T;60,,, Ry xR,)) x 6" (0, T; 6,0, (R)) .

C,PET

for all finite time T.

Proof. For the proof we refer the reader to the articles [27], [41], [47], [48], [49], [53], [63],
63, [73] O

6.3 The discrete problem.

6.3.1 Approximation spaces and interpolation operators

Let Q = [0, L| x [—R, R|, with R > Q(T") , and M, a cartesian mesh of the phase-space

.....
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a second increasing sequence (v;);cqo,...n,} of the interval [—R, R)].

Let Az; = z;,1 — x; the physical space set and Av; = v;;1 — v; the velocity space set. In
order to simplify the convergence analysis we suppose that Az; = Ax = L/(N, + 1), and
Av; = Av =2R/(N, + 1) where N,, N, € N. Then we define h = max {Az, Av}.

We fix an ending time 7', and we consider a uniform time discretization (¢") of the interval
0, 7], with a time step At = t"** —¢™. On each point (z;,v;) € My, we will compute an
approximation f"(z;,v;) of the exact distribution function f(t",z;,v;) at time t" = nAt,
and the approximation function f” is then given on each point of R, x R, thanks to an
interpolation operator %}, as we shall see below.

For each function g defined on all the points (z;,v;) € My, we will write g; ; == g(x;,v;),
and we complete the sequence on Z x Z by periodicity, setting ¢; ; = 6i mod No+1,j mod Ny-+1-
The sequence (z;,v;) will also be defined on the whole set Z x Z, by xz; := iAx and
vj = —R + jAw.

We denote by Py, i the set of all the functions L—periodic in 2 and 2R—periodic in v. We
notice that for g € P, g, we have g; ; = g(z;,v;,), for all indices (¢, j) € Z x Z. In fact, we
will see that all the functions which we consider on R, x R, will belong to Pr, g.

Lagrange interpolation

In order to avoid the Runge phenomena near the edge of the finite elements, we will
only interpolate on a middle cell, by using symmetric Lagrange bases.
Let IZ'_H/Q = (.Tl + l’i+1)/2, then we define the cells Ci+1/27j+1/2 and Ci,j by

Ciy1/2,j41/2 = (zi, i1) X (vj,0541), Cij= (xi—1/2,$z+1/2) X (Uj—1/2yvj+1/2)-
Therefore, we introduce the characteristic functions x;1/2,j+1/2 and x; ; defined by

Lif (2,v) € Cita/2,541/2:

Xi+l/27j+1/2<x’ v) = { 0 otherwise

1if (I,U) € C’iyj,
0 otherwise.

vleo) = {

Let P,, be the Lagrange polynomial space of order less or equal to m in one dimension.
Let X}, be the approximation space defined by

X, = { FeCONHE QNP fi

i+1/2,j4+1/2

€eP,®P,, 1€Z, jez},
if m is odd, and
Xi={g9€ CQNHN) N Prr | fie,, € Pu® Py i €Z/No, j € Z/N,},

if m is even.
In one dimension, if m is odd, we define the symmetric m + 1 interpolation points on
(i, Tit1), by

Ti—(m—1)/25 - - - s Tit(m+1)/25
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and if m is even, the m + 1 interpolation points on (;_1/2, %;11/2) are this time given by

Ti—m)2s s Titm/2,

and are also symmetric with respect to the interval (z;_1/2, Ziy1/2).
We denote by {4}, o, }refo,....m} the Lagrange basis associated to the interval (x;, 7;11) (resp.
(#i—1/2. Tit1/2)) that is

with the interpolation points z;, = Z;_(m—1)/2 + sAx (respectively z, = ;2 + sAx).
We define similarly % Ay Now, we define the interpolation operator £ as follows. We
consider a function g defined on the grid M,,.

If m is odd we define £;, as

Lrng(z,v) ZZ£1+1/2,]+1/29(I V) Xit1/2,j+1/2(, v) (6.3.1)

i€EL JEL
where we have put

i+(m+1)/2  j+(m+1)/2

i+1/2,54+1/2 { :
Ly, (2t g(x,v) = Ehg($7v)|ci+1/2,j+1/2 - Z Z gk’lgk’AI(x)gg’Av(v)

k=i—(m—1)/2 l=j—(m—1)/2
(6.3.2)
and if m is even we define £;, as

Lrg( ZZﬁZ"g x,v)xi;(z,v) (6.3.3)

€L jJEL

where we have this time

i+m/2 j+m/2

Yz, v) = Lyg(z,v)), Z Z Gl po (@ ZAU(U), (6.3.4)

k=i—m/2 l=j—m/2

with gr1 = g(Tk mod Not+15 Vi mod Ny+1)-
Ly, is a continuous linear operator from C™1(Q) N W™*tLr(Q), 1 < p < oo, into X}, and
the following interpolation error estimates hold (see [23, 62]).

If = Liflle@ < CR™' max  sup |D*f(z,v)|. f € C"™(Q) N Pra. (6.3.5)

lel=m+1 (z v)eQ

f = Lofllwro) < CR™ T F flwmiin@), k=01, f € WP Q)N PLr  (6.3.6)

B-splines interpolation. In this section we define the space of B-splines of order m+1
and the approximation space Y},. Let m and r be two positive integers, then we define
Byn+1.a,, the linear space of the B-spline functions of order m + 1 relative to Az as

Bii,a, = {s(x) € C"(R), D™ 's(z) =0, Vo € (5, 2541),Vi € L},
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if m + 1 is even, and
Bm+1A == { G Cm 1( ), Dm+18(1') = 0, \V/.T c (Ii_l/g,l'i+1/2),v2. c Z},

if m+ 1 is odd.

In the same way we define B, ;1 a,, the space of B-spline functions of order r 4 1 relative
to Av. Therefore the space of B-spline functions in two dimensions is defined as the tensor
product of the spaces B, 11,4, and B,11 a,-

Bm—}-l,r—i—l,AI,Av - Bm—}-l,Az ®Br+1,Az
= {s(z,v) = s1(x)s2(v) : s1 € Bint1,n,, S2 € Bv'+1,Av}-

Let us note that S,41,41.0,.4, C WHP(R?) with & = min(r,m) and 1 < p < co. We
suppose that r = m, then B,,,; ), denotes the two-dimensional B-spline functions space of
order m + 1. Hence Y}, is defined by

Vi ={feC" Q) NPrr, f€Buniin},

and the interpolation operator S, is defined by

Suf =Y % (F)Bmsr(@/ Az — i) Byyia (v/Av — j) (6.3.7)

i€EZ JEL

where the unidimensional B-spline B,,, of order m is recursively defined by

Bn()=(Bx...xB)(-) = /Bm—l(' —u)B(u)du,

m times
with

Bl (u) =

1 —1/2<u<1/2
B(u) =
0 elsewhere.

The coefficients «; ;(f) are solutions of the linear system

Z%z Bi1(i = k) By (5 — 1), (6.3.8)

for (7, 7) € [0, N x [0, Ny], and v; ;(f) = Vi mod Ny+1,j mod Ny+1(f), for all indices in Z x Z.
Now we recall some useful properties on B-splines interpolation.

i)
Bosrn = Span { Bs1(./Az — i) Bys1(./Av — §); i € Z,j € Z} (6.3.9)
i)

Bpiin CW™ 1<p<oo 0<k<m (6.3.10)

iii) stability :

|Shf||Lp(Q) < O||f||Lp(Q), Vie P () NPLr 1<p<oo (6.3.11)
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iv) Consistency and optimal accuracy : For 1 <p<ooand 0 <k <m

||Shf — f||Wk:,p(Q) < Chm+1_k|f|wm+1,p(g), Vf e Wm+1’p(Q) NPr.r (6.3.12)

Nz, Ny

v) The matrix [Zkl Byi1(i — k) By (J — l)] L is positive and definite, so that

Z7j:

the solution of the linear system (6.3.8) exists and is unique.
vi)
> Bu(/h—i)=1, /Bm(u)du =1
vii) The B-spline B,, () = B,,(-/h — i) is constructed on the points

{xi—m/% s 7xi—|—m/2}-

6.3.2 The numerical scheme

We recall some notations of the preceding chapter in order to describe the numerical
scheme and the further analysis. Thus, we define the transport operator in the z-direction
7.

T.9(x,v) := g(x — vAL/2,v),

for each distribution function g. The transport operator in the v-direction 7, is given by
1,9 :=1T1/y,
where 779 reads )
179(x,v) = g(x,v — AtE;(z)),
with the electric field F; defined by

Ej(x) := /OL K(z,y) (/_zg(y,v)dv — 1) dy, z€][0,L), Ejlz+L)=E;=x), zeR.

Then, we define

7; = '@h,]:ca Z) = %hZH

where the operator %), is either £;, if we use Lagrange elements, or Sy, in the case we use
B-splines. If ¢ is defined on M, then Z),g belongs to Z;, C Pr rNC(R, x R, ), where Z,
denotes X, or Y},. Therefore the numerical scheme reads as follows.
First we suppose that we know f™ € 7, at time t"
S1 : We compute a first half backward advection in the x-direction of an increment
vAt/2, for each coordinate point (z,v) € M,

[z —vAt/2,v).

Then, the new approximation after this first fractional time step is given by the
approximation in the space 7, defined on M, :

{H—l — Y;fn
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S2 : We compute an approximation of the electric field from the previous solution, for
each coordinate point (z,v) € My, :

Eti2(g) = B (2)

S3 : We compute a backward advection in the v-direction of an increment At E"+1/2(z) :
for each coordinate point (z,v) € M,

mH(z,v — EMTY2(2) At).
Then, the new approximation after this second fractional step is given by
2n+1 — j; ff“.
S4 : We repeat the step (S1) and the new approximation at time ¢"*! is given by
Frl = T, o,
In summary the numerical scheme is given by
[ =TT

with fO = %, fo, the discretization of the initial data, fy. We can also compute the electric
field at time ¢", which is given for (z,v) € M, by

E"(z) := En(x).

6.3.3 A convergence theorem

Here we state the main theorem which gives convergence and error estimates for our
scheme.

Theorem 6.3.1. Assuming that f, € Cgﬁl(Rm x R,), positive, periodic with respect to
the variable x with period L. Then the numerical solution of the Viasov-Poisson system
(f™, E™), computed by the numerical scheme exposed in section 6.3.2 converges towards
the solution (f, E) of the periodic Vlasov-Poisson system on €2, and there exists a constant
Cc=C (||f||02(0’T;Cm+1(Q))> independent of At and h such that

hm+1
IF(E") = fl2@ + 1B — B g oy < C (At2 + )

We notice that it suffices to have the convergence in €2, since we know that f is L—
periodic in = and that f(¢,-,v) =0 for 0 <t < T, |v| > R, and in the sequel, we modify
for convenience the definition of f(¢) outside €2, such that f(¢) € Pr g, as it is the case
for f. Since R > Q(T'), the new function f has the same regularity as the old one.
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6.4 Proof of the convergence theorem

6.4.1 Idea of the proof

We remark that f(¢t"*') = 7,7,7, f(t"), and we then decompose the error
&= (1)~ f"
as follows (as it was already announced in the preceding chapter) :

€n+1 _ 6711+1 + en+1 + en+1 + en+1 + en+1 + 67g+1

with
e = f(") - LTI ()
eyt = (1 - %) TT,T.f(t")
eyt =TI — )15 T f (1)
eyt = T % (Z)b;z+1 vn+1) 2 f (")
st =TI (1 — )T f(1")
et = LLna T(f(t") = ),

where we have put
Tom19(2,0) = g(z,0 — AtEx, m)),

for the advection with the exact electric field, and

TET};—Hg('Iav) = g(I,U - AtE’f'wf’ﬂ)a

v,

for the advection with the approximate one.

In order to prove the theorem, we shall use Fourier analysis tools. More precisely, we will
classically define a discrete norm || - ||z satisfying [|e"||r2 < C|le"| 12, together with the
stability condition

le"* e < 1+ CAY e[z + C(AL + A"

which ensures the convergence by using a Gronwall inequality. The plan of the proof is the
following : we first introduce some notations relative to the Fourier analysis, we then state
and prove the useful estimates that the interpolation operator %), satisfies and finally we
conclude to the proof of the theorem, from these estimates according to the above error
decomposition.

6.4.2 Notations and definitions

We will use the indices (i,j) € Z? corresponding to the points z;; := (z;,v;), of
the phase space, and the indices w = (w,,w,) € Z?, corresponding to the points of the
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Fourier transform space k(w) = (k;(w), ky(w)), with k, = 27w, /L and k, = 27w, /(2R).
We set also N = (V,, N,)) and 0 = (0,0). Now, we define a grid-function f by a sequence
f= (fi7j>(z'j)eZ><Z’ periodic with respect to ¢ and j with respectively the period N, + 1
and N, + 1. If f is a function defined on the points of M, we can associate to it a
grid-function f defined by f” = f(x;,v;) for all (7,j) = 0,...,N and we will write also
f instead of f , in order not to make the notations two heavy. Let L?(Q) be the set of all
the grid-functions equipped with the discrete norm ||.[| ;2 )

1/2

N
1fllz2) = | Azdw Y |fiyl

(i.4)=0

As in the continuous case we can define a discrete scalar product (., .) r2() as follows. Let
f and g be two grid-functions of L?(2) the scalar product (f, 9)12 (o) is defined as

N
(f, 9>L,§(Q) = AzAv Z [i,i ;-

(i,j)=0

The discrete Fourier transform is classically defined by

N
—~ 1 .
f((d) = Tonz fi7j6_2<k(“’)vzi,j>’ w = 0, ceey N. (641)
AP S
i,7)=
We then have N
1 > 4 w).z; ..
de = ) f((.d)e {k(w), 'L’J>, (Z,j) = 0, Ce ,N, (642)
|Q| / w=0

and also the Parseval formula

2
’

N N
180y = Azdo 7 1figl =D | Flw)
(i,)=0 w=0

which means that the transformation is unitary. Instead of making run w, from 0 to N,

(resp. N,), by an obvious change of variable, w, goes from —N,./2 to N,./2, if N, is even,

or from —(N, —1)/2 to (N, + 1)/2, if N, is odd, and the same holds for N,. In order to

simplify notations, without loss of generality we suppose that N, and N, are even and we
will then write for example

Ng/2 Ny /2

d.= > D= )

|w|<N/2 |we| <Nz /2 |wy|<Ny/2 wg=—Ngz/2 wy=—Ny/2

We now define a shifted quantity, which will be useful in the stability analysis. Given a
function g € Py g, and two vectors

o = (O((),"' aaja"' 7an) a’ndIB:: (607"' 7ﬁi7"' 7ﬁNz)
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satisfying 0 < a;, 3; < 1, V(i,5) =0, ... NN, we define
gi+06j,j+ﬁi = g(Iz + O[jAl’, Uj + ﬁiAU), (Z,]) = 0, . N
and the shifted quantity || - ||L%,Ag,ﬁ by

1/2

N
”gHLi,Ag’ﬁ = | AzAv Z |gi+aj,j+ﬂi|2
(4,)=0

The definition is in fact valid for o, 3; € R, since g € Py r. This quantity will practically
be applied to the computation of the discrete norm of 7,9 and Z%H, since we have

I Tegllzz = Nl 3 ame.
and
||Z;?l+1g||Lﬁ = ||9||L3,A2’ﬁ7
with
a; = —vjAt)2, B =—E""2(x)At, (i,5) =0,...N,
for g € Pr k.

6.4.3 Interpolation properties

In this section we establish the estimates which are valid for the interpolation operator
Xy, and which will be useful for the proof of the convergence.
The interpolation operator %), is a linear projection (we have %), o %, = %)) which
already satisfies an optimal accuracy property.

Lemma 6.4.1. Assume that g € W™t12(Q) NPy g, then
||(I — '@h)gHLQ(Q) < Chm+1‘g|wm+1,2(g), (643)

and
I( = Zn)gllwr 2@ < ChY|glw2a@)- (6.4.4)

Proof. These inequalities are subproducts of (6.3.6) if #Z, = L, and of (6.3.12) if %), =
Sn, and rely on the fact that %), preserves the polynomial of degree < m (see theorem
5.6.1). O

We will measure the error in the discrete L? mnorm, instead of the L2 norm; thus it
would be useful that these two norms are equivalent, and this is effectively the case for
the operators &%), that we consider.
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Lemma 6.4.2. For each g € Pr,r, we have ||%Zng||rz: < [|g]/r2 and

cligllizz < 12ngll 2@ < Cllgllrz-

Proof. Since [|g|z2 = [|%rgl| L2, because %) interpolates on the grid M}, we already have
the first inequality and also

enllgllez < 1292 < Chllgllez,

with constants ¢, and C} depending on h. The main point to prove here, is that the
constants involved can be made independent of h.

We consider at first the Lagrange interpolation, and that m is even (the proof is similar
if m is odd). We use a change of variable in the following computation

/ |<%’hg|2dxdv:/ 1L g(z,v)|*dzdv
C’i,j C’i]

[ 1Y gl a )P dode

“id (k1) <m/2
2
Aa:Av/ | Z Gisngrly 1 ()01 (v)] dzdy
=122 )k ) <my2
= AmAUG(gifm/ijm/% ce 7gz'+m/2,j+m/2)-

The quantity G is the square of a norm over R™*!, which is thus equivalent to the euclidian
one, with constants c, C' depending on m, but not on h. We thus obtain

/|%hg|2 Z/ | %9 |*dadu

(i,5)=0

N
< C?*AzAv Z Z |Gitk |

(i,/)=0 (k, l)<m/2
< C*AzAv(2m + 1)? Z 195,112,
(4,7)=0
and the converse is also true, since we have
1
193] < Z |Gijail” < ?/ \Z),g)*dxdo.
(k,l)<m/2 Ci,j

Now, let us consider the case where we interpolate with splines. The same argument
doesn’t hold here directly, since the interpolation is not local. We will use here Fourier
analysis in order to get the proof. However, the above treatment can already be applied
to the grid-function v := (v, ;(g)) : we have

vl < 12ngliz) < Cllvllez.- (6.4.5)
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Indeed, by supposing also for convenience that m + 1 is even, we get

J.

2%

BgPdady — /C S ikstBusa(8/A% — ) By (v/Av — 1) *dado,
(kO] <12

since B,,;; has its support on the interval [—(m + 1)/2, (m + 1)/2], and by considering
again a change of variables, we get :

J.

%)

ugldodo = 8edo [ S B = BBpa(e — D e
P22 1) <(met1)/2

and the right hand side defines again the square of a norm, since we know that the matrix

[Zk,l Bs1(i —k)B1(5 — l)}Z:2/27m+1/2 is invertible. Since all the quantities are now

independent of h, we obtain the equivalence (6.4.5). It remains to prove that

Cl|’V|L,§ < |9|L,% < C2|’Y|L§-

We will consider this relation in the discrete Fourier space, that means that we will
establish that

al¥lez <191z < c2flrz-
By substituting

w),z 1 = i(k(w),z
fij = 1/2 Z f elk(@)zii)  and Vig = |Q\—1/2 Z ’y(w)e<k( )22k, 1)

|w|<N/2 |w|<N/2
in (6.3.8) and using the notations

aij = (1,]), §w) = (&a(wa), &o(wn)) = (ka(wa) Az, ky(wy) Av)

we get

1/2 Z f )sZi,5)

|w|<N/2
|Q|1/2 ; |w§/2 @@ B (i — k) By (j — 1)
o ; 2 AT B (= k) B =
“ 2 2 At m e S B, (n)E)
and it follows
1/2 2, Sl :|Q+1/z > w5 D(w) (6.4.6)

|w|<N/2 |w|<N/2
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where D(w) is defined by

D(w) = Ze_i<£(W)7ap’q>Bm+1 (p>Bm+1<Q)

b,q
By multiplying (6.4.6) with its conjugate and AxAv we get

AfA” S Flw) e ke

|w| <N/2 [w!|<N/2

Am > Y MD)W D(w)DW).

it |w|<N/2 |w!|<N/2

As

ATAU SRS k) K)m0)
PP 9 = b (6:47)

i=0 j=0

we find the following relation which will also be useful later,

Y, f@P= ) RwPPw)l. (6.4.8)

|w|<N/2 |w|<N/2
with

D(@)] = [6ms1(0. &(wn))] - 6m1(0,E0(w))]s  dmir(@,0) =D Bsa(p +a)e™

pEZL

The proof is then done, if we can establish that

inf |¢,41(0,0)] >0 and  sup |¢pm+1(0,0)] < oo,
0eR PR
and this property of the B—splines is detailed at the end of the appendix (lemma 6.6.8).
[

The following lemma is crucial; it states the main property that the operator %),
satisfies.

Lemma 6.4.3. For each g € Pr g, and o € RN and B € R, we have
||f%)hg||L§,Agv° < ||g||L§;

and
1209l 2 p08 < llglls-
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Proof. The Lagrange case
The first step consists in computing ||£hf||Li A0 and ”thHLi A0 We recall that N =

N.,N,) and z,; = (x,v;). By writing f;; using its Fourier series decomposition
: g Jk, g

k},l |1/2 Z f Zk l

|w|<N/2

and introducing this latter formula in the definition of the interpolation operator L;
represented by the equations (6.3.1)-(6.3.4), with the following notations

(i) — 1 if m is even (i) = 1 if m is even
PUZVi+1/2 iftmisodd I 7 L i+1/2 ifmisodd

dy(m) — m/2 if m is even du(m) — m/2 if m is even
WY (m—=1)/2  if mis odd T (m+1)/2  if mis odd,

we obtain

i+de(m j+de(m)
(Ll)ivass = |Q|1/2 > Z > T@)lilai+ ajAz)t(vy)e o
| <NJ2 h=ie db<m> =i —dy(m)
i+de(m

B 1/2 > Z F(@)l(; + oy Az) e () zna)

|w|<N/2 k=i—dy(m)

= 1/2 Y F(w)o(ag, w, e Hd ) gilkw) zi,) (6.4.9)

|w|<N/2

where

k=0
Hence we get
Ny Ny
LS5z azo = A2A0Y S (Laf)iray; Enf)irayy
i=0 j=0

_ A:rAv Zzzv Z Z f f Jo(a,wy)o(aj, wh)

1=0 j=0 |w|<N/2 |o'|<N/2
e~ i {k(w)=k(w"),(dy,0)) pilk(w)—k(w"),2i,5)

Since

(ke (we)—ke(W))zs
|L| Ze = Gt (6.4.10)
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it follows
Aw Ny
2 i(ky(wy)—ko (w)))v;
L0 f 1z azo = |—Z ST S ) (w0, w) Pt R
=0 |w|<N/2 |w] | <Ny /2
Since
(kv (wo)—ko(wy))v; =4 6.4.11
e w U.) =
|2R\ Z v ( )
we get

12013y sgo < sup{lelonw)?. funl < Noj2, 0 < a <1}

|Z Z Z f wx, )(’“v(“’v> ko (@),)vj

J=0 |w|<N/2 |w)|<Ny/2

X

< sup{m(a,wx)ﬁ Wl SNj2 0<a<1y Y [Fw)?

|w|<N/2
S sup{|g(oz,wm)|2, |w:r| S NI/2 0 S Q S 1}||f||%,21(9)

In the same way we obtain

1L F 1172 a0 < sup{lo(B,wo)?, lwl < No/2, 0 < 8 < 1HIFIIZ2 -

The second step is to show that
sup{lo(c, we)|?, 0 < a <1, Jwy| < Np/2} <1,

and
sup{lo(B,w,)>, 0 < B <1, |w,| < N,/2} <1,

where
o(a,wy) = Y l((dy + @)Az)e™=™  and (B, w,) =Y 4((dy + B)Av)e™ ",
k=0 —0

Without loss of generality we can suppose that L = 2R = 27, and Az = Av = Ay, so
that we have to prove that

sup {[o(y,w)|. y € [-Ay(m —1)/2,Ay(m+1)/2], w e Z} <1

where o(y,w) = > 1o, le(y)e™ve. If we set 0 = wAy and y = nAy, with 0 < 7 < m, since
o0(n,0) is periodic in 0, now we have to show that

sup{|o(n,0)|, n€[(m—1)/2,(m+1)/2], 6 € [0,27]} < 1. (6.4.12)

Finally if we make the change of variables £ = 1 — cos and ( = 7 — m/2 we obtain from
theorem 6.5.5 and 6.5.12 in appendix 6.5 that
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105, (O = loam(C. P =1 (1 =¢%) -+ (n* = (%) &
[co+ac(1-C)+---
e (1 =C%) - (= 1) = ¢?)],
m = 2n,
|65 1 (O = oam—1 (¢ O = 1= ((1/2)° = ) -~ ((2n — 1)/2)* = ¢*) &"
[do + di& ((1/2)* = %) + ...
a7 ((1/2)" = %) - (20 = 8)/2)° = ()]

m = 2n + 1.

with
2n+i+1 2n+i

GG D14y 0 ™ = T

C =

These inequalities then imply (6.4.12).
The B-splines case

Now we want to compute ||Shf||L% A0 and ||5hf||Li INEE Let us start by ||Shf||L% A0
We have

(ShS)itay, Z%z Bps1(i+ aj — k) B (j — 1)

|Q|1/2 Z Z DB B (i oy — k) B (5 — 1)
kL |w\<N/2
k(u Zitay )
|Q|1/2 Z Z Y
kil |w|<N/2

e—i(k(w),ZiJraj—k,g*l>Bm+1(Z + a; — k)Bm_H(] - l)

so that
]- ~ (k(w),Zita, i
(Shf)isa; ;= e 3 Aw)e s o, a5) D(w,) D) (6.4.13)
jwl<N/2
where ‘ ‘
0(wa, aj) = - (6.4.14)

Z eiéx (wz)p Bm+1 (p)

p
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and 4
D(w,) = Z e B, L (p).

p
By multiplying (6.4.13) with its conjugate, and summing on i and j, thanks to (6.4.10)
we get

A P —_
8012 amo = oo S A(w) i@ @) D) D(wo) D)

2B e
Wy | <Ny /2

‘Q(Oéja W:r) |2€i(k” (Wo) =k (w)))vj
which becomes using (6.4.11) and (6.4.8)
IS g s50 < Y Ol F@IPID@P < g 113
|w]<N/2

with
Osup = Sup{|g(aj,wx)\27 0<q; <1, w, € Z}.

From theorem 6.6.1 in appendix 6.6, we get |os,p| < 1 and consequently we obtain

ISnfllz2 a0 < W fllzzy  and  [[Sufllpz a0 < [ fll220)

6.4.4 A priori estimates

The three following lemmae give information about the regularity of the transport
operators, in the norms which will be useful for the further proof.

Lemma 6.4.4. Let p € N (in the application p = 0,1 or p=m + 1) and g € WP?(Q) N

PL.r, then we have

At
| Togllwee@) < (14 (—)p)|g‘WPv2(Q)'

2
If we suppose that g € WH2(Q) NPy g, we get
IZE 19l < (1+ CrAt)|glwiz,

where the constant Cr only depends on || f(t")| r() and L.

Proof. The first equality directly follows from the fact that g is L—periodic in z, by using
the Fubini-Tonelli theorem, computing the successive derivatives :

L R
||,];'g||%/VP,2(Q) == /0 /R |8£g<$ — UAt/Q, U)|2
+ [(=At/2)PPg(x — vAL/2,v) + O g(x — vAL/2,v)|*dvdz,
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and applying at last the inequality va? + % < |a| + |b|, and the triangular inequality for
the L?-norm, we get finally

1 Zz9llwr2@) < 105g9(z — vAL/2,0)|[220) + [[(=AL/2)P08 + O]g(x — vAL/2, )] L2(q)
< (L+ (At/2)7)[108g(x — vAL/2,v)| L2y + |059(7 — vAL/2,v) | L2()
< (14 (At/2)P)|glwe2()-

Let us look at the second one. We first compute

d d
T T19(@,0) = —g(e,0 — AtE(x))

dx
= 0,9(x,v — AtE(x)) — AtE' (x)0,9(x, v — AtE(x)),
z)

d
E%gzﬂ—lg(x: U) = 81)9('7:: v = AtE( )7

and we have
R
B = [ Tpe a1
R

and thus
|E'(z)] < 2R f(t")|| Lo () + 1,

which leads similarly to

17,19 llwrag@) < (14 AR f(E") |z @) + 1))lglwr =)

The management of the advection with the numerical electric field is more delicate,
we get here only the weaker estimates :

Lemma 6.4.5. Suppose that g € WH>(Q) NP g, we then have
1T 1 gllwia@) < C(L+ AtCr(1+ || 2 @) gl @),
and if g € W*>(Q) N Pr.r, we also have

1TE 19 — Tt gllwizy < CrAte™ ram(|glwre@) + |9lwee@))-

Proof. We can already remark that we have from the preceding lemma that

175 1gllwrae) < Crlglwrze) < Crlglwie),
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with a constant depending on || f(¢")|| Lo () ; We can also obtain it directly, with a constant
depending on || f(t")||12() : by computing, it yields

d

L
||&’];i+1g(a:,v)||Lz(Q) < |0x9]20) + (/ At2|El(g;)|2d$2R)1/2|g|W1,oo(Q) and
0

L L R dv o
/ |E'(z)|*dx < 8R2/ (/ ’];f(t”,x,v)ﬁ) dr + 2L
-R

0 0
L R dov
< 8R2/ / [T f(t", 2, v) > =—=dz + 2L
0 J-R 2R
= 4R| f (") 72 () + 2L
thanks to a Jensen inequality, and we get

1755191120y < CLL+ AL )]z + DIgRy ).

Now, we begin to prove the second inequality. We have this time

d
amiﬂg(w, v) — Tﬁfﬂg(az, v)] = Er = At(Ez + Es),
and q
—(T5ng(@v) = T g(w,v)] = Ba,
with
El = xg(l’, v — AtE(:L“)) - 8:1:9(1'70 - AtEh(x))/
E2 :[EI(I) - E;L(I)]aug(% v = AtEh(‘r)):
By :=E'(z)[0,9(x,v — AtE(z)) — d,g(z,v — AtE(2))],
E, = Ug(x,v — AtE(l")) — &Jg(x, v — AtEh(x))v
and

R
Ej(x) = / T.f"(x,v)dv — 1.
-R
Proceeding as before, we already get
L
| 1B @ - Bi@Pds < 4RIS@) - o
0

which implies that
| Exlz29) < Clle"||z2@)lglwr@)-
Now, let h € {0,g,0,9}. We then have

Ep(z)
/|h(l‘,U—AtE(l’))—h(I,U—AtEh<I))|2dl‘dU:AtQ/ |/ Oph(x, v—Ats)ds|*dzdv

L
< C’AtQ/ |E(x) — Eh(x)|2dx|6vh|%oo(m
0

< CAL| 1720y [0uhl T oo ()
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thanks to a Jensen inequality. We have thus the result. It remains now to prove the first
inequality, which reads, by introducing F’(x) and by using the estimate for Fj :

1T, glwra) < 1029|120 + AUE Oug|12(0) + [(E' — E})0ugl12(0) + 1009]L2(0)
S O|g|W1,oo(Q)(1 + OTAt<1 + ||6n||L2(Q)))

O

We now also give a useful lemma for higher order estimates :

Lemma 6.4.6. Suppose that [ € Ppp N W™TL>(Q). We then get :

1 Z:gllwmireo @y < (1 + (A/2)7)[|gllwwm+1.0002)
and

‘7251+1g|Wm+1»2(Q) < CT”gHWm#-l,oo(Q):

Proof. For the first inequality, we proceed like in the W™*%2 case of the first lemma.
By computing the different derivatives, since F has its £ < m + 1 bounded derivatives,
because it is the case for f(t"), we get the other inequality. O

Now we recall a lemma which manages the time discretization error :

Lemma 6.4.7. We have :

1 () = LI () ) < CrAAe.

Proof. See lemma 5.8.2, since we have
1) = TLLA () e < CIFE) = BT () 0.

O

We can also get an estimate for the coupling error between the Vlasov and Poisson
equation in the L?>-norm :

Lemma 6.4.8. We have

st = T Tef () 2@y < CrAtle”| 2.

Proof. We have :

R L
||[zﬂ+1—zﬁ+1]zf(tn)||§2(g):/R/O [T f(t", . v—E(z)At) =T, f (t", 2, v— Ej, (2) At) |2dzdo,
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and since |7, f(t")|w1.0 () < O, We get :
L
1751 = Tt Tef (1)1 220) < CTAt2/0 |En(x) — E(z)|*dz < CrAE||e" ||

the last inequality has already been used in lemma 6.4.5. O
We now can treat all the terms of the decomposition and conclude to the proof.

Proof of theorem. We now use the discrete norm. We begin with
et e = 1f (™) = LLL ")z < ClZu(f(t") = LT ()]l 2(0)
< |[(Zn = 1) (f(t") = LTS (")l + [1/(") = LT/ (")l 2@
< Cph™ 4 Cr AL e 220,

thanks to the lemma 6.4.7. The second term is in fact null, but if we want to use only the
relations which are stated in the different lemmae from the section interpolation properties,
we compute

les™ e = (11 — Z) LTLf ()| .2
< C||Zn(I — %) TT, T f(1") | 12(0)
— O||(%n — R 0 BT T () 1200y — O,
since %}, is a projection. For the third term, we write
les ™Iz = 120 T (] — ) T T f ()12
< ||T:r(] - ’%h),];i+17;f(tn)”Li
< CN\ BT (T = ) T Tof ()| 220
< O — DT = Zn) T T () 2200) + CNT(T = ) T T f (1) | 2200
< Ch|TI = Zn) Ton T f () lwr2g@) + ClI (L = ) T T f () 2200
< Ch|(I = &)L, AT f (") w2 + CR T AT f () lwmer2q)
< O™ TS T f (1) [lwmr 2o
< Crh™ T f () [wmerec ) < Crh™H f () [wrmsto0(@) < Cph™
Then we have
le2t iz = | BT BT (L — )T f ()l
<NTZn T (= )T f (8 2
<N\ Z T (I = ) T f (1) ||z
< O — DTt (= Zn)Tof () | n2(y + Cl Tt (I = Bn) T f (£9) ] 120
< CTh”Z}%+1(I — )L (")l wre) + Cl(L — Zr) T f (") 220)
< Crh(1+ At|le™| o) |(1 = Zn) T f (") [wroe @) + CR™ T f(87) [[wmr2(9)
< Oph™ (1 + Atle™]| 2@ | T f (") [lwms 1000
< Oph™ (1 + At|le"|| L2@)).
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and since we also have
le™ |2 < 1 Zne" 2@y + 11 = Zn) f(t") |20y < Clle™ ||z + Crh™,
we obtain
les* Iz < Crh™ (1 + Atlle™[|2).

For the coupling between the Vlasov and the Poisson equation in the discrete norm, we
get :

lei ™ ey = 120 Ton(T,0 11 — Tot ) Tef (7)1

v

SN T5er — T T f (7)1
< INT5er = T ) T ()2

<N T o1 — T T f () 220

< = 2)(Ts = Tt T f ()22 + 1(T5gs = L) Tof ()l 22
<TG = T ) Tf () lwiege) + CrAtle”| 2o

< CTAt|en|L2(Q) ||7;f(tn) ||Wm+1,oo(Q) + CTAt”enHLi(Q) + OThm+1 < CTAt|€n|Li(Q) + CThm_H.
Finally, the last term reads :

leg ™ Iz = |20 T T, 1 Fn T | 1
<N ZnTee" | 2

<N T 2T |12

< || ZTwe™rz < 1 Zone” |z + (| To(L — Fn) f(£") || 2

< le®(lzz + CI B TAL — %n) f(£") | 120

< [le"lzz + Cl(%n — DT(L — %) [ (") 22(0) + CIT(L — Zn) f (") || 22(0)
< le®(lzz + CR|To(I — Z) f (") [lwrzi) + ClI(I — Zn) f ()] L2(0)

< €™z + Crhl(I = Zn) f (") [wra) + CI(I = Zn) f (1) || 220

S ”enHL% + OThm+1|f(tn)|Wm+1,2(Q) S ||6TL||L%L + CThm+1
Now, by putting all together, we obtain :
le" Mz < (14 CrAt)|le™||n; + Cr(AL + ™),
and by applying a Gronwall inequality, we have then
le*lz2 < (1+ CrA)2|e)| 2 + Cr (AL + K™/ At).

We remark that €® = 0 (or we can use an argument as above, if we do not want to use
the fact that |%Zxgll.2 = ||g/[12), and we then finally get

e[ r20) < 1 2ne" |2y + 1T — Z0) f ()] r2()
< Ollelgz + A FE) lwmera
< Cp(AE? + W™ AL).
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It remains to give a bound for the electric field. We have at first

R

|(E")(2) — E'(z)| < /_ /(@ v) = [, v)|dv,

R

and thus thanks to a Jensen inequality, we get

(B () — F'(0)? < C / = Do,

we integrate with respect to x,

L
/0 (B (2) — B () Pz < Cle" o),

which gives the convergence of the derivative of the electric field in the L?-norm. Now, in
order to get the convergence in the L>-norm, we have, since |K(z,y)| <1:

|E™(z) — E(x)] < / le" (x,v)|dzdv < Cle™| 2.
0

O

Remark 6.4.9. Let us notice that our convergence analysis can be extended to higher
splitting formulae in order to reach order N > 3 in time. To build approximations of
order N in time (cf [39, 40, 78]) we consider splitting schemes of the form

flt+ At) = T (AL) o TPH(At) o... 0o T (At) o TP (At) o ... o T#(At) o TP (AL) f(t)

where
T (At) = exp (4 ALL,) . TU(AL) = exp (BALL,) .

with
L,=-v-0,, L,=—FE-0,.

The actions of T2 (At) and T,7i(At) on the function f(x,v) are respectively

T2(AY) f(z,v) = f(x — qvAt,v), T2 (At) f(z,v) = f(z,v — GE(t,x)At).

6.5 Lagrange interpolation

6.5.1 Introduction

Let us give an integer n, an interval [—n, n| and the unique polynomial P, of degree
less or equal to 2n such that P,(j) = (—1)? for j = —n,...,n. What can we say about
its Lo.—norm in the interval considered? For n = 1, we see that sup_ j |P,| = 1. For
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n = 2, the situation already changes (see figure 6.1) : we notice that the derivative at
—1 is strictly positive and thus the polynomial admits a minimum less than —1 in the
interval [—2, —1]. But, if we restrict our study to the middle interval [—1, 1], we remark
that sup;_, ;; P» = 1. Indeed, thanks to parity, the derivative vanishes once in | —2,—1],
once in |1, 2] and once at 0 and can no more vanish, since it is of degree 3.

In fact, this situation is true for each integer n :

Proposition 6.5.1. Let n € N* and P, € Ry,[X] such that P,(j) = (—1)7 for j =
—n,...,n. Then

sup |P,| = 1.
[_111]

On the other hand, we cannot hope to have a longer interval :

Proposition 6.5.2. Let n € N* and P, € Ry,[X] such that P,(j) = (—1)7 for j =
—n,...,n. Then there exist a number 0 < e <1 such that fork=1,...,n—1,

|Po(k+¢e)| >1

The first result admits a generalization in the complex case, in the following sense :

Theorem 6.5.3. Let n € N*, 0 € R and ¢, € Cy,[X] such that 0%,(j) = exp(ij6) for
J=-n,...,n. Then
sup g5, = 1

[_171]
We also have the result in case of odd degrees :

Theorem 6.5.4. Let n € N, € R and 0, | € Ca, 1[X] such that 65, 1(j) = exp(ij0)
forj=-n+1/2,...,n—1/2. Then

sup |an—1| =1
[-1/2,1/2]

Y e R —

FIiG. 6.1 — Graph of polynom P, of degree 4 such that P(j) = (—1)7, j = —2...2.
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Theorem 6.5.3 and 6.5.4 were respectively proven for n < 2 and n < 3 in [15]. For
the general case, the author conjectured in [15] the following formula without giving an
explicit formula for the coefficients ¢; :

Theorem 6.5.5. Let n € N*, 0 € R and ¢, € Cy,[X] such that 05,(j) = exp(ij6) for
Jj=-—n,...,n. By introducing £ == 1 — cos(0), we then obtain :

|05, (O =1=C*(1=¢%)... (n* = (P
[co +c1€(1 = ¢F)en 1M1 = ¢F) o ((n = 1) = ¢F)]
with positive numbers c;,1 = 0,...,n — 1 which are given by
2n+i+1

Cn)l2i+ Dl(n+i+1)

C; =

This result which readily induces theorem 6.5.3 was in fact already known. Let us
explain the historic. In fact theorem 6.5.3 was proven since 1962 by Strang in [70], but
without establishing the formula (6.5.5) [see subsection 6.5.3 for an application of having
such a formula]. Recently, (in 2001), in a preprint of [46], Steinberg and Hong obtained
the same result, but this time with formula (6.5.5) (and a similar formula in the odd case).
We present here another proof of (6.5.5), based on divided differences and algebraic poly-
nomials. The proof is not shorter but avoids as many computations as in [46]. Concerning
the odd case, we give a very short proof of 6.5.4 derived from the even case; a formula is
also derived by following |70].

6.5.2 Proof

We prove at first proposition 6.5.1 and 6.5.2. For this, we use the following lemma :

Lemma 6.5.6. let n > 1 and P, € Ry,[X] such that P,(j) = (=1) for j = —n,...,n.
Then, the following formula stands

P,(x)+ P,(z+1)=A h (x —10) (6.5.1)

{=—n

with a real A such that (—1)"A > 0.

Proof. We know that P,(x) + P,(x + 1) is a polynomial of degree 2n which vanishes at
the integers —n,...,n — 1 and thus we have this factorization. On the other hand, for
each integer k = —n,...,n—1, since P,(k)P,(k+ 1) = —1, P, changes sign at least once
in the interval |k, k + 1[; but P, is of degree 2n, so P, changes sign exactly one time in
the interval |k, k + 1] and nowhere else (otherwise P,, would have more than 2n roots). So
near infinity, £, is of same sign than P,(n) = (—1)" and behaves like 222". So we have
(—=1)"A > 0. O
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Now, we turn to the proof of propositions 6.5.1 and 6.5.2. Let k& be an integer with
—n < k <n — 1. From formula (6.5.1), we obtain :

Pu(k+h) + Py(k+1+h) = Ah f[ (k- 0) H (=0) + o(h). (6.5.2)

Thus there exists € > 0 small enough such that P,(k +¢) + P,(k + 1 + ) has the same
sign than A(—1)""F1 that is (—1)**! since (—1)"A is strictly positive. From (6.5.2),
with k& = 0, we also obtain that P.(0) 4+ P.(1) < 0. We know (by unicity of P, € Ry, [X]
such that P,(j) = (=1)/ for j = —n,...,n) that B, is even, and so P/(0) =0, P/(1) <0
and P,(1+¢) < P,(1) = —1, by diminishing ¢ if necessary.

Now, we can conclude that

1> Py(l+e)>—Pu2+4) > > (=1)"P(n+e)

and the proposition 6.5.2 follows. We also deduce that we have an extremum on each
interval |k, k + 1], for £ = 1,...,n — 1. So P, must vanish n — 1 times in the interval
|1, 00[. Since P, is odd, P, must vanish n — 1 times in | — oo, —1| and once at 0. On the
other hand, P, is of degree 2n, so P! can vanish nowhere else. Thus, the extrema of P, in
the interval [—1, 1] can only be at the points —1,0 or 1 and proposition 6.5.1 is proven.
So, we have treated the real case. Let us turn to the complex case.

We first give an explicit formula for ¢%, which will be useful in the sequel. We recall
that £ = 1 — cos(0).

Lemma 6.5.7. Let 05, € Cy,[X] such that ¢ (j) = exp(ijd) for j = —n...,n. We have
then :

090 (2) = O9a(2) +2(2° = 1) ... (2% = (n = 1)*)(p(z — n) + B(z +n)), (6.5.3)
with p = ((gj)_n; e —1).

Proof. We know that such a decomposition holds by expressing oY in the basis : 1, 2, (2 —
1),2(z—=1)(z+1)..., and since

08 (=2) = 02, (—2) = 05, (2). (6.5.4)

The coefficient ¢ is given by the divided difference : p = ¢4 [0,1,...,n—1,—1,...n+1,n]
which can also be expressed in terms of ¢f (k) = exp(ikf) :

o= > I

k=—n+1j=—n+1,j#k

P exp(ik0)

Since [[}=%, 1 (k—j) = (n— 1+ k)l and []/_,, (k= j) = (=1)"*(n — k)!, we obtain
that
2n—1

o= Z (=1t i1k _ (e —1)*! i(—n+1)0
k!

2n—1— k) @n—1l © ’
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and

(ew . 1)2n72ei(fn+1)0 _ (ei0/2 o 67i0/2)2n72 _ (_Q)nflgnfl

)

since 2sin?#/2 = £, and this gives the expression of ¢. O

In order to prove the algebraic formula (6.5.5), we first give a less precise form of it.

Proposition 6.5.8. We have the formula :

105, (@)> =1 —2%(1 —2?) ... (n* — 2H)[Co(&) + CL(&) (1 — 22) + ...
+Cp ()1 =22 ... ((n—1)> —=2%)], (6.5.5)

where C; are polynomial in & (for j =0,...,n—1) and are given by
j+1
: R (k
Ci(&) = (=) Y O’;( ), (6.5.6)
k=1 k.

where the polynomial R, is defined by
Ro(2?) = |05, (2)|* — 1

and iy = K T[E0a (K — )2 TT oK — )

Proof. Since oY € Cy,[X] and since 0% of is even (from 6.5.4), we deduce that o} of €

Cy,[X?]. Now, we decompose ¢ in the basis 2%, 2?(z2—1),...,2%... (22 —n?), 22 ... (22—
n?)(x? —1),...,2% ... (22 =n?)(2? —1) ... (22 — (n — 1)?). We remark that the coefficients
of 22, 22(z* — 1),...,2%... (2% — (n — 1)?) are null, since

In order to calculate the other coefficients, we fix 1 > & > 0 and we decompose @, in
the basis 22, 2%(2? — 1),...,2%. .. (22 —n?),2*. . (2 —=n?)(2* = 1 —¢),..., 2% ... (2% —
n?)(z? —1—¢)...(2* = (n — 1)*> — ). Now, all the factors are distinct, and we can use
the divided differences for evaluating the coefficients, and as ¢ tends to 0, we obtain :

j+1
, R, (k
(c1) 1y — i S FnlE£E)
e=0 O, je

with ay, ;o := [[,_o(K*+e—1(?) Héii#k(kZ—l—g—F—s), since R, (j) =0, for j =0, ..., n, and
the formula (6.5.6) follows. It remains to prove that these coefficients can be expressed
as polynomials in &. In fact, they are even in 6, since 09,09, is real and thus they are

polynomial in cosf (the remaining term in sin 6 disappears with parity) and therefore in
£ O
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In order to prove (6.5.5), we first prove :

Lemma 6.5.9. The C; are polynomial in & of degree less or equal than n+ 1+ j.

Proof. From (6.5.6), we know that C; is a linear combination of
R(1)s - R+ 1)2). (6.7

where the coefficients are independent of . Now, we have :

05, () — exp(—if) &5, (z + 1) = (¢ + P)(1 — exp(—ib))w(x), (6.5.8)
where w stands for : .
w(z) = z(x 4+ n) 1_[(1’2 — k),

and ¢ is defined in lemma 6.5.7. Indeed the left-hand side vanishes at the points —n, —n+
1,...,n—1 and is of degree less or equal than 2n and the leading coefficient of o, is given

by ¢+, from lemma 6.5.7. Now, by differentiating the relation R, (x?) = 05, (z)d5,(z)—1,
and evaluating at an integer £k = 0,...,n — 1, we obtain :

2k + 1R, ((k +1)%) = "0 (k + 1) + e 9050 (k + 1).
and by doing the same with (6.5.8), we have :
Oy, (k + 1) = exp(if) g3, (k) — (exp(i6) — 1) (¢ + )’ (k).

We combine the two preceding equalities :

2(k + DR, ((k +1)%) = €™ (k) + e 05, (k) (6.5.9)
+ 2(cos(k0) — cos((k + 1)0)) (¢ + p)w' (k) (6.5.10)
k
= 2k R, (k) + c£"(—(e7 + ) 4 ) ape’™), (6.5.11)
=k
with numbers ¢,a_y, ..., a; independent of w, since ¢ +p = ((2_71 227;, From the last expres-

sion, we see by induction that R/ (k+1) is a polynom of £ and cannot be of degree greater
than n + k + 1. That means, with (6.5.7), that the C; are polynomials of £ of degree less
than n +j5 + 1. O

By using another decomposition, we obtain the converse :

Lemma 6.5.10. The C; are polynomial in & of degree greater or equal than n+1+j (or
are null).
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Proof. We first prove by induction that |} |* can be decomposed in sums and products
of monoms of the form £(z? — k?), where k = 0,...,n. So, with (6.5.3), we compute :

|00 ()1 = |05n—a(2)[* + Sn(2).

where S,,(2) is a linear combination of terms which are products of such monoms together
with products of

2(e? = 1)(z — k) (e - 1)(z — ). (6.5.12)
with integers k, £. Since |e? — 1]? = €2 + £(2 — £) = 2¢, the preceding term reads
—262%(k 4+ 0)

together with odd terms which are simplified in S, since ¢f  is even, thus we have such a
decomposition. Now, a product of monoms of the form £(2% — k%) can be expressed in the
basis 1,22 22(2% —1),...,22... (22 —=n?),22. .. (22 —=n?) (22 = 1),..., 22 ... (22 —n?) (2% —
1)...(22 — (n—1)?) and its coordinate along a vector 22 ... (2% —n?)(22 —1)...(2? — k?)
is either null or of degree greater or equal than n + 1 + k, if the product contains at
least n + 1 + k such monoms. We have just seen that |0 |? is a sum of products of such
monoms ; so, the lemma follows. O

Now, from the two preceding lemma, we have the existence of numbers c; such that
C; = ¢;€"11I; it remains to prove that these c; are positive. We could deduce it from
the real case (f = ), but in fact we can also have an explicit formula for the c;.

Lemma 6.5.11. The c; are positive numbers ; they are given by

2n+1+j

ST+ D)t 1) (6.5.13)

Proof. We obtain from (6.5.6) and (6.5.9) :

I R+ 1)
7 )
Cljﬂ

where 11,41, R.((7 + 1)?) stands for the coordinate of R, ((j + 1)?) over £&"**J and

J n
ajo =[G+ =1 T] (G+1)° - )
k=0 e=j+2
(=) 2+ D= =Dl (n+ 5+ 1)!
2j+2
On the other hand, from (6.5.9), we deduce that
w/(j)2n+1+j(_1)n+1+j
(2n)12(j + 1)

o1 B ((G + 1)) =
Now, we compute :
w'(G) = (1" +n)(n -1 =)l (n—1+j)!

By collecting all together, we obtain the expression of c;. O
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So, the theorem 6.5.5 is proven and thus theorem 6.5.3 also. We deduce now theorem
6.5.4 from theorem 6.5.3.

Proof. With the notations of theorems 6.5.3 and 6.5.4, we have, from Neville’s algorithm :

((+n+1/2)08,(C+1/2) = (( —n—1/2)03,({ —1/2)
2n+1

an—f-l (C) =

So, if ¢ € [~1/2,1/2], we obtain from theorem 6.5.3 : |03,,,(¢)| < 1. O

On the other hand, we can also obtain a formula, for the odd case :

Theorem 6.5.12. Letn € N*, 0 € R and 05,_; € Ca,—1[X] such that 05, _,(j) = exp(ij0)
forj=—-n+1/2,...,n—1/2. By introducing & := 1 — cos(0), we then obtain :

| (O =1 ((1/2)° =) .. ((2n = 1)/2)* = ) ¢"
[do + di& ((1/2)? = ¢%) + oo + i€ ((1/2)% = ¢3) o (20— 38)/2)% — ¢F)]
with positive numbers d;, i = 0,...n — 1, which are given by
2n+i

%= B @+ )

Proof. Following [70], in a first time we will compute the derivative of the modulus of
05,1 by expressing it in function of the real part R and the imaginary part Z of ¢f ;.
To be more precise we compute 9| 05,_;1?(¢) = 2(ZZ + RHR) (¢, 0) where

n—1/2 n—1/2
RGO = Y l(Qcos(k), T(C.0)= Y €(C)sin(kd),
k=—n+1/2 k=—n+1/2
and s
Ek(O: H (i:z;
i=—n+1/2
itk

Let us compute R, Z, 0yR and 0,Z. If we express the Lagrange interpolation polynomial
in the Newton basis and using the notation

Dne1/2(C) = (€ = (1/2)%) ... (¢ = (n = 1/2)?)
we get for ¢ € [0,1/2] and 0 € [0, 27]

W1/2(C)
2!

R(C.0)=R_12 + (C+1/2)AR_y)5 + A2R—:s/z + -

@Wn—3/2(C)(( +n—1/2)
(2n —1)!

Azn_lanH/z
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and

@1/2(C)
21

Z(C.0) = Trjp + (C+1/2) ARy + ATy + -

@n-3/2()(¢+n —1/2)
* 2n 1)

AQn_lI—n-ﬁ-l/Q-

Let f(¢) be an even function, let us show that A**~'f_, 1, =10

2n—1

2n —1
A e = Z ( I )(—1)2n_l_lf1—n+1/2

1=0
1
2n —
( ) )R Jient1/2
0
2n —
S
2n —
( ) )R Jient1/2
-1
2n—1
)
+ <2n—l—1> ) froi-1)2

=
n—1
< an -1 ) l)l (fk—l/Z—l - fl+1/2—k) = 0.

=0

n

l
2n

+
|

I
3

i
L

~

3II

O

Let us compute A* 2R _; 1 o.

2k — 2 o
( ] )(—1)% TRi—kr1)2

n—1/2

_ ( o > (=12 ST 41—k + 1/2) cos(j0)

1=0 j=—n+1/2

2k—2
_ { —k+1/2)6 Z ( 2k -2 ) 1)2k—2—lez‘l0}

= (—1) COS(Q/Q)QQIC 2(8111(9/2))% 2

Az16_273—/%1/2

I
= |
™) N

We deduce that R((,0) can be rewritten as

R(C,0) = cos(0/2)

" ”i: Di1/2(C) (—1)F22 sin* (0 /2)]

£ (2k)!

Doing the same kind of computation for A**~27_; ., » and A*7'7_; ., » we obtain the
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following expression for 7.

22k(_1)k+1 Sin2k+1 (9/2)

Z(C.0) = —sin(0/2) + 2(C +1/2)sin(0/2) + i @y—1/2(¢)

(2F)!
e 12(0)(C + k4 1/2)22 L (— 1)k sin+1(9/2)
: ; 2k +1)!
B n—1 wk_1/2(<)22k+1(_1)k Sin2k+1(0/2)
N C% 2k + 1)!

Now let us differentiate Z with respect to 0 :

0pL(¢,0) = —% cos(0/2) + (¢ +1/2) cos(0/2)

o= @i1/2(C) 2% (= 1)F(2k + 1) sin®*(0/2) cos(0/2)
+ ,; (2)!

. i w;,l ()€ + ke + 1/2)22K (1)K (2K + 1) sin2*(6/2) cos(0/2)

(2k + 1)!
(0 S m e (- D sin?(4)
= ( cos <§)+Z (2k+1)!

(—(1/2)(2k + 1) Cos:(0/2) +cos (0/2) ((+k+1/2))

-1 .
n B 22k 1 k‘ 2k 0/2
k=1 )
Now let us differentiating R with respect to 6.
sin(d) &2 @io1a(0)2% (—1)F sin? ()
0\ w— wk—1/2(C)22k(—1)kkSin%_l(g)Cos(g)
+ cos (5)2 (2h)!

k=0

In the second sum of the previous relation we replace cos?(0/2)
by (1 — sin?(6/2)). Then we rewrite the sum in k from 0 to n — 2.
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Then we get
@n-3/2(¢)(n — 1/2)?2% 1 (—1)" sin™*(6/2)
(2n —1)!
n—2 _ .
wkfl/Q(C)Q% 1(_1)k+1 Sm2k+1(9/2)
_l_

aGR(C: 9) -

(26)!
o2 Wi1/2(C) 2% (= 1)1k sin?*+1(9/2)
+ ; (2K)!

2k+1(_1)k+1 Sin2k+1(9/2)

1 S wk—l/2(<)2
k=0

(2k + 1)!
Reducing all the sums we obtain
@l — /222 (1) i (0)2)
_ 2
%
N HZ_Q @-12(0)2%(—1)*k sin®**1(6/2) (s 1\ 22— (k+3)?)
(2k)! 2 2k+1
k=0
wn_1/2(<)22n—1(_1)n+1 Sin2n71(0/2)
(2n —1)!

Collecting the expression of Z, R, dZ and JyR we obtain

-1)" n— . _ 9 0
80|an1(o|2 = _22n( ()2:_ 11)/,2<C) sin?"~! (§> coS <§>

(2k)!

1+ nz_:l wk—l/2(o(—1)k2% SiIle(Q/Q)
k=1

If we integrate the previous expression we get

0

|65 1 (O = Q(CH_Q%H%‘U”I/Q(C)Sinzn (5)

(1 0-1(6) {2 ol 22 0 02)
2n —1)! 2k)12(k + 1)

k=1

As |02,-1(¢,0 = 0)|> = 1 we get g(¢) = 1 and finally by setting £ = 1 —cos ) = 2sin*(0/2)
we find the desired result

; , i (&R 2R ()RR (¢
05,1 (O =1 = (=1)"@p-1/2(¢)€ (Z (2n— f)!(Z)k)!(2(kk+/T(L)))>

k=0
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6.5.3 Another stability region ?

We can ask us whether there exist other regions where the modulus |¢9,] is less than
1. In fact, by taking 6 = 7, we see on figure 6.2 that at many places, we have |o] | > 1
and this modulus can take very high values. On the other hand, for some values of z,

s/\‘

F1G. 6.2 — Graph of |og(2)| — 1 (where gg is the polynom of degree 8 such that og(j) =
(=1)7,j=—4...4), for 2 =0,...,4.

which are a little smaller than the integers, the modulus |0%,(z)| can be less than 1 for
many values of 6 and is not far from 1 for the other values : see on figure 6.3.

SR —

/

0.9

| |
0.8 \ |
0.7

0.6

FIG. 6.3 — Graph of |0§(1.9)] (where ¢} is the polynomial of degree 8 such that pg(j) =
exp(ijw), j = —4...4),for 6 =0,...,2m.

In [33], we can see some 3D plots in 6 and ¢ which give the stability zone numerically for
small values of n.

Thanks to formula (6.5.5) and (6.5.12), we can however prove the following conjectures,
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which permit to determine the optimality of the stability region for numerical purposes
(computer proof done for n < 82 by Steinberg and Hong),

Conjecture 6.5.13 (Steinberg-Hong, even case). Definen € N, 0 € R and 0, €
Co,[X] such that ¢ (j) = exp(ij0) for j = —n,...,n. Then, if ( & [—1,1] (and ¢ is not
an integer between —n and n), there erists 6 € R such that

|05,(C)] > 1

Conjecture 6.5.14 (Steinberg-Hong, odd case). Definen € N, € R and ¢f, | €
Con_1[X] such that o5, (j) = exp(ijf) for j = —n +1/2,...,n — 1/2. Then, if ( &
[—1/2,1/2] (and ¢ & {i + 1/2} where i is an integer between —n and n — 1), there exists
0 € R such that

| 05,1 ()] > 1
In the even case, they choose 6 such that

22(1 —cosw) =8

This is possible for |z| > 2 (but for |z| between 1 and 2, we easily see that from 6.5.5 that
for 0 # 0 near 0, we have |03, ()| > 1). So it suffices to prove the following conjecture :

Conjecture 6.5.15. Let n > 3 and |z| > 2; we then have :

3

-1 24kz2(n—k—1)

k <0
o (n+ 14+ k) 2k + )T, (m? — 22)

For n = 3, they obtained :

and for 3 < n < 82, they make the change b = 22 — 22 and observed that 7, as polynomial
in b has only negative coefficients.

Remark 6.5.16. The fine analysis done for the Lagrange reconstruction on uniform grid
doesn’t apply if we apply the same scheme on unstructured meshes (triangulation) by using
high-order Lagrange interpolation on triangle, and the determination of the stability region
in that case remains an interesting open question.
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6.6 B-splines interpolation

6.6.1 Introduction

Let us introduce the well known B-spline of order m recursively defined by
B(+) = /Bm1<u —)By(u)du, m>1 (6.6.1)

with By(u) = 1, if —5 < u <

the following sum :

and By(u) = 0 elsewhere. Now, fix a real 6 and consider

Z By (k + a)e'*®

kEZ

What can we say about its L,,-norm in o ?
In fact, the B—splines enjoy the following property :

Theorem 6.6.1. Let 0 € R and define ©,,(a) = | >, cp Bn(k+)e*|2. Then, ®,, admits
its maximum on the integers.

A similar problem was treated in 1976 by De Boor [22], and in 1991, this problem was
solved in a unified context [51|, by deriving geometric information from the Euler spline
curves defined by a — ®,,(a, 0) ; the authors of [51] gave also other monoticity properties
of the symbol ®,,, generalizing some results of Schoenberg obtained in 1969. We also
mention the use of such a symbol in [60] and in [3]. We give here a new proof of theorem
6.6.1 by exploiting informations about the successive derivatives of ®,,.

6.6.2 Proof

We know that B,, is infinitely differentiable, except at the points % + k, with k =
—m,...,m — 1 if m is even and at the points £k = —m, ..., m if m is odd, where the
function is only m — 1 times differentiable. We will widely use the relation

Boii/(z) — Bo(z + %) _ Bo(x - %). (6.6.2)

In particular, we have B;'(07) = —1 and Bj(—1%) = 1.
The useful properties of ®,, are summarized in the following lemma.

Lemma 6.6.2. ®,, is :
e m — 1 times differentiable

e infinitely differentiable in |0, 1] if m is even, and in | — %, %[ if m is odd.
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e 1 — periodic,
e cven and (1 + ) is even.

o 7, (z) = (1 - e?)Pps(z — 3)

2

Proof. direct from the properties of the B—splines. O

Now, we will use the notation ! for the derivative or order p.

Lemma 6.6.3. Let p,q, m such that : p > m or g >m or
0<p<m 0<g<m andp+q odd,

then,
Z BF/(k)BY(¢) cos(k — £)6 = 0.

k¢

Proof. If p > m, then B = 0 and the result follows (similarly if ¢ > m). Now, we can
assume that
m>p>q>0.

We prove then the result by induction on p. If p = g+ 1, we use that the derivative of the

function

> BE(k+a)e™|?

kEZ
is null for a = 0, since the latter function is even. For the general case, we use the
decomposition :

pP—q
ld] glahylp—al — RBlrl ldl p=q [p—r] glatr]
(anBm“—Bg;Ble( , )B,z B,

By taking the corresponding sum, the term on the left vanishes because p — ¢ is odd, and
on the other hand, the terms on the left, except

> BEI(k)BE(6) cos(k — 0)6.

are also null by induction, and so the latter term is also null and the result is established.
O

Lemma 6.6.4. If0 < a < %, m >0 and —m < 0 < 7, then

qu 1(0[) = ZBm(k +a+ %) COS(k’ + %)9 > 0,

kEZ

[N

and
mola) = Z B (k + «) cos(k@) > 0

keZ
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Proof. We prove this fact by induction. For m = 0, the result is true, since ¢go(a) =1 > 0
(resp. 1+ cos(f) > 0),if 0 < @ < 1 (resp. & = 1) and @ 1(a) = cos(0/2) > 0 (resp.
2c0s(0/2) > 0),if 0 < a < 5 (resp. o = 0).

Now, for m > 1, we have :

a+1/2
Gmpola) = Z/ Bp—1(k + a+ u) cos(kf)du

kez Y o—1/2
a+1/2 —a+1/2
_ / oy /
—a+1/2 a—1/2
Now, we have :

—a+1/2 1/2—«
/ R 2/ Om-1,0(k +w)du > 0,
« 0

—-1/2

by induction, and

0 e
/ = Z Bp_1(k + % + u)du cos(k + 1)8.

—at1/2 0 hez

So, by putting together, we obtain that

a+1/2 o
/ R 2/ Gm—1,1/2(k + u)ducos(0/2) > 0,
0

—a+1/2

which gives the result for ¢,, .
We now look similarly at ¢,,, 1 (),

a+1/2 —a+1/2
T T
2 —a+1/2 a—1/2

which yields :
—a+1/2 1/2—«
/ ..-:2/ ¢m_l’é(k+u)du>0,
« 0

—1/2
and :
a+1/2 o
/ P 2/ Gm—1,0(k +u)ducos(0/2) > 0,
—a+1/2 0
and so :
O 1 (@) >0

O

Remark 6.6.5. The B—spline symbol ¢, := ¢,,0(0) has been widely used in [60]; the
above inequality for o = 0 has been proven in [66], and the proof of this lemma is an
adaptation of proposition 3.1 in [51].
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Now, thanks to the lemma, we can express the other derivatives in term of the B—spline
symbol.

Lemma 6.6.6. For m,q such that m + q is odd, we have the formula :

Z B (k 4+ a)BY(0 + o) cos(k — £)6

k,eZ

= (cos(0) = 1)(=|1 = )T D20, o(0).

Proof. We consider

A=Y BIM(k+ a)BYE (L + o) cos(k — 0)0.

k.eZ

By algebraic manipulation, we obtain :

A=Y By(k+a)B™ (0 + a) cos(k — £)0.

k€7

Yet,
A = (cos() = 1)(=[1 = ) =D 2g,_ 6(0).

From lemma 6.6.3, 6.6.4 and 6.6.6, we obtain that :

Lemma 6.6.7. We have :
Bh 0 (=1t > 0.

for 0 =0,....,m—1, and similarly :

2m+1+42¢ 1 m
oy (=5 ) (=) > 0,

fort=0,....m—1.
We can now summarize the results and conclude to the proof of theorem 6.6.1.

Proof of theorem 6.6.1. We can yet derive the variations of the function ®,,. It turns out
that the even derivatives of ®,, are alternatively decreasing on [0, %} and increasing on
3. 1] or increasing on [0, 1] and decreasing on [3, 1] (see figure 6.4), in the case where m is
odd (we can make a similar treatment, if m is even, by considering the interval | — 2, 1[).
Indeed, we can obtain it by induction. More precisely, we see that B2 s strictly positive
and so, 2 i decreasing on [0, %] and increasing on [%, 1], since 2 i increasing
on J0,1[ and ®5™ (1) = 0 (we recall that ®,,(1 +-) is even and infinitely differentiable




6. CONVERGENCE OF CLASSES OF HIGH-ORDER SEMI-LAGRANGIAN SCHEMES FOR
150 THE VLASOV-POISSON SYSTEM

in 10, 1[). Now suppose that, for a given ¢, ®%2" 7 is increasing on 0, :[ and decreasing
on |3, 1[ (the alternating case is ommited and can be treated similarly). So, Pl g

convex on |0, 5[ and concave on |1, 1[. Since we then have @Em_gg_l](()*) < 0, we conclude

that ®2" 2! is strictly negative on 10, 5[ and similarly strictly positive on |3, 1], that

is the monotocity alterns, as we had to show. As a consequence, by using the former
induction, we get that ®,, is decreasing on |0, 5[ and increasing on |3, 1], that means that
®,,, admits its maximum on the integers. O

We mention here that we have needed another property of the B—splines, discovered
in [51], namely :

Lemma 6.6.8. We define ¢(a,0) := | >,y Bnii1(k + @)e®|, then we have

0 < 6(0,7) < $(0,0) = $(0,0) =1, HER.
Proof. The proof can be found in [51], the lemma 6.6.4 can also be useful to prove it. [

0 1/2 1

sfll0 e
ol | T—0u

<1>[‘5] >0 concave 0 convex

s | T

@[1] 0 convex 0 concave

P3 \/

F1G. 6.4 — Variation of ®,,, for m = 3
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Chapitre 7

Convergence d’'un schéma adaptatif
pour le systéme de Vlasov-Poisson en
dimension 1

En se basant sur I’étude précédemment développée par Nicolas Besse [16], ot la conver-
gence d'un schéma numérique semi-Lagrangien a été prouvée, pour un maillage non struc-
turé, on montre ici la convergence d’un schéma adaptatif, ou le maillage évolue dans le
temps.

Collaboration. [’étude entreprise dans ce chapitre, ainsi que dans le chapitre 5 contri-
buent & un article en préparation en collaboration avec Martin Campos Pinto.

7.1 Introduction

On s’intéresse ici a I'analyse numérique d’'une méthode adaptative pour la résolution
numérique de I’équation de Vlasov, basée sur une méthode semi-Lagrangienne. Plusieurs
auteurs se sont penchés sur la convergence de méthodes numériques pour le systéme de
Vlasov-Poisson ou de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck. Ainsi P.-A. Raviart et G.-H. Cottet
[28] ont présenté une analyse mathématique d’'une méthode particulaire pour résoudre
le systéme de Vlasov-Poisson en une dimension. S. Wollman a poursuivi cette étude en
dimension une [76], puis en dimension trois [77]. J. Schaeffer a prouvé la convergence
d’un schéma aux différences finies pour le systéme de Vlasov-Poisson-Fokker-Planck, en
dimension une. Francis Filbet [35] a montré la convergence d’un schéma de volumes finis
pour le systéme de Vlasov-Poisson, et Nicolas Besse [16] a montré la convergence de
plusieurs classes de schémas semi-Lagrangiens (on renvoie a l'introduction du chapitre 6
pour plus de détails).
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Concernant les méthodes adaptatives, des schémas adaptatifs ont été développés dans
un contexte d’éléments finis, dés la fin des années 1970 (voir par exemple Babushka et
Rheinboldt [4]). IIs ont été intensément développés dans un contexte de différences finies,
d’éléments finis et de volumes finis (voir par exemple Verfiirth [75]|, Erikkson, Estep,
Hansbo et Johnson [31] et aussi Becker et Rannacher [6]). Ces algorithmes sont basés
sur des estimateurs d’erreurs a posteriori, qui consistent a dériver des indicateurs locaux
d’erreurs & partir de la solution courante calculée. Ces indicateurs sont alors utilisés pour
raffiner localement ou déraffiner la discrétisation au pas de calcul suivant. Néanmoins, des
preuves de convergences sont apparues plus tardivement (voir Doerfler [30] pour I’équation
de Poisson, et aussi plus récemment Morin, Nocetto et Siebert [57]). Plus spécifiquement,
pour les problémes d’évolution, une difficulté importante est que les singularités (ou les
zones de fort gradient) peuvent non seulement apparaitre, mais aussi bouger en fur et a
mesure que le temps avance, et donc le maillage adaptatif doit étre rafraichi a chaque étape
de temps. Une possibilité est alors d’utiliser des maillages mobiles, ou d’adapter le maillage
en changeant de métrique (voir [2|). Une autre possibilité, est d’utiliser des méthodes
multirésolution, qui sont apparues dans ce contexte dés les années 1980. L’idée principale
est d’utiliser une hiérachie de grilles fixes emboitées, de différents niveaux de résolution,
et qui offrent donc la possibilité de sélectionner localement le niveau de discrétisation
approprié. Dans le contexte de schémas de volumes finis appliqués a la dynamique des
fluides, cette approche a été ainsi développée avec les travaux de Berger, Oliger, M. et
P. Collela [8], [9]. Des schémas numériques basés sur les ondelettes ont été développés au
début des années 1990, en suivant I'idée empirique que les indicateurs locaux d’erreurs sont
directement donnés par la taille des coefficients d’ondelettes : un grand coefficient indique
des fluctuations importantes de la solution sur le support de 'ondelette et suggére donc
de raffiner 'approximation en rajoutant des ondelettes a des niveaux plus fins dans cette
région. Ainsi, dans ce contexte des problémes d’évolution, la premiére méthode adaptative
utilisant des ondelettes et basée sur 1'idée qu’un indicateur pour le pas de temps suivant
est donné par la taille des coefficients d’ondelettes de la solution numérique courante a été
proposée par Maday, Perrier et Ravel [54] (voir aussi les travaux de Bertoluzza [12], [13]).
Actuellement, les méthodes adaptatives se sont développées dans de nombreux contextes.
Les discrétisations plus classiques en analyse numérique sont données par des valeurs aux
points, des moyennes sur des cellules ou des espaces d’éléments finis. Il est alors possible
d’adapter une décomposition multi-échelle & ce genre de discrétisation et de dériver des
algorithmes adaptatifs pour des problémes d’évolution (voir Harten [43]). Ainsi, dans le
contexte des volumes finis (discrétisation par des moyennes sur les cellules), Cohen, Kaber,
Mueller et Postel [25] ont obtenu la convergence d’un schéma adaptatif.

En ce qui concerne le systéme de Vlasov-Poisson, d’aprés nos connaissances, il n’existe pas
de résultat de convergence pour un schéma adaptatif. Aprés avoir étudié numériquement
une méthode adaptative basée sur une interpolation par éléments finis biquadratiques
hiérarchiques (voir chapitre 8), on démontre ici la convergence d’un schéma adaptatif
dans un cadre plus simplifié : la reconstruction est supposée affine par maille (obtenue en
coupant chaque carré dyadique en deux), et on utilise un splitting en temps de ’advection.
Le plan de ce chapitre est alors le suivant. Les hypothéses sur la fonction de distribution
sont donnés-ci aprés. On décrit ensuite le maillage, puis ’espace d’approximation. On
donne ensuite des résultats préliminaires sur les erreurs de projection, puis sur 1’évolution
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de certaines quantités par le transport. Une stratégie de prédiction de maillage est par la
suite établie. Puis, on donne des résultats de stabilité. L’algorithme proprement dit est
donné en derniére partie; on décompose ensuite I’erreur, en utilisant aussi des résultats
de la partie 5 pour la discrétisation en temps. le théoréme de convergence est alors énoncé
en conclusion.

On suppose ici que la donnée initiale est positive et dans W21 N WL>(Q), avec
Q=[0,L] xR,

a support compact en v et périodique en x, de période L.

La fonction de distribution solution de I’équation de Vlasov-Poisson décrite au chapitre 5
est L—périodique et reste & support compact en vitesse sur un intervalle de temps [0, 7.
On rappelle que ’on a une majoration de son support qui est donnée par

QU (1) < Q(t) == Q(U) + 2Lt. (7.1.1)
On fait une discrétisation en temps
0=t"<t'<---<tV=T NeN

de T'intervalle [0, T, avec At = "1 — ¢

La solution f(t") est approchée par une solution numérique f", qui est représentée a
I’aide d’un maillage adaptatif M, que I'on va préciser.

Domaine d’espace. Le domaine physique est alors donné par
Qr = [O> L[X [_R> R[*

avec R suffisament grand.
D’aprés la majoration précédente, on va prendre en fait :

R > Q(T), (7.1.2)

on est alors assuré que f(t,z,v) est nulle en dehors de [0, T] x Qx, et donc il est suffisant
de connaitre f sur {2y, en la prolongeant par zéro en v et par périodicité en x.
On fixe aussi une constante assez grande yr; on considérera alors des domaines du type

R
Q. = [0, L[x[—r,7], - <r <~rR. (7.1.3)
T

On utilisera des domaines numériques
0" =0, L] X [=1p,14], (7.1.4)

avec
> Q") 1, <qrR, (7.1.5)
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de sorte que r = r,, vérifie (7.1.3), en supposant que v > 1/Q(0).

Pour simplifier, on prendra en fait R = Q(T) et r, = Q(t").

On introduit aussi le domaine de calcul [0,1[%, et on note 6 I'application de changement
de domaine :

0:Qp — [0,172

que l'on prolonge sur R? en la définissant similairement sur les rectangles translatés qui
forment une partition de R2.

Pour toute fonction g (du domaine physique), on considérera § (du domaine de calcul)
par la relation

g(z,v) = g(07" (2, v)), (7.1.6)
et réciproquement, pour toute fonction g, on définit § par :

g(z,v) = g(0(x,v)), (7.1.7)

g correspondant au domaine de calcul et § au domaine physique.
Enfin, pour un ensemble w C R?, on définit & et © par

O=0w) ©=0"w), (7.1.8)

w est a considérer dans le domaine de calcul, tandis que w est a considérer dans le domaine
physique.

Lorsque 1'on considére 7 au lieu de R, on utilisera les notations 0, et 6-!; mais pour ne
pas alourdir les notations, on utilisera aussi les symboles a et @, a étant un élément de
R2, un ensemble ou une fonction.

7.2 Description du maillage

Mailles. On définit d’abord les mailles dyadiques de niveau de résolution 7 € N
M= k27 (k+1)279] x [1277 (1+1) 27,

pour tous k.l € Z.
On note également ’ensemble des mailles dyadiques de niveau j par :

M= {27 (k+1)27 x 1279, (1+1)27]: k, 1€ Z},

Etant donnée une maille (dyadique) «, on note ¢(a) son niveau, ou sa résolution. On fixe
maintenant un entier j, > 0 le niveau de résolution grossier. On supposera toujours que
J = Jo-
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Arbre de mailles. Afin de décrire le maillage dyadique, il est classique d’introduire un
arbre de mailles. Ainsi, on définit d’abord
les enfants C(a) d’une maille « :

Cla) ={Be€Myns : BCal, (7.2.1)
et aussi les ancétres P(a) de cette méme maille :
Pla) :=={ f € Ujp<icy-1 Mi : D al,
Un arbre A est alors un ensemble de mailles vérifiant

M, CA et U C(B) C A pour tout a € A,
BEP(a)

Remarque 7.2.1. S% on définit la mére d’une maille o de niveau 7 > jy, comme étant
Punique élément de M ;_; contenant o, et les soeurs de o comme étant les enfants de la
mere de o, excepté la maille o elle-méme, cela signifie que toutes les mailles de niveau jo
soint contenues dans A, et que toute maille de A de niveau j > jy doit contenir sa mere
et ses soeurs (qui sont au nombre de trois).

Maillage adaptatif. On définit alors ensuite une feuille d’'un arbre A, comme étant
une maille dont les enfants ne sont pas dans A.
Un maillage adaptatif M est alors I’ensemble des feuilles d’un arbre A.

Partition. Comme chaque maille d’un arbre n’est jamais partiellement raffinée, c’est-
a-dire que tous ses enfants ou aucun de ses enfants sont dans ’arbre, et comme toutes les
mailles de résolution grossiére sont dans I’arbre, le maillage adaptatif forme une partition
de R2.

On peut alors définir pour tout point de R?, son niveau de maillage, comme étant le niveau
de 'unique maille qui la contient.

Remarque 7.2.2. Pour tous les points dyadiques 0 < a < 1 (c’est-a-dire que chaque
coordonnée est de la forme k27j avec k € Z et j € N), on peut aussi définir le niveau
logique ; il s’agit du plus petit entier j tel que 2'a ait ses coordonnées entiéres et dont
l'une est impaire ; on compléte par périodicité pour les points dyadiques de a € R.

Maillage gradué. Un maillage adaptatif est gradué si pour tout couple (a,3) formé
par deux mailles voisines (i.e. qui partagent un méme coté) ont une aréte commune), on
a:

[l(a) = L(B)] <1, (7.2.2)

c’est-a-dire que le long d’une ligne horizontale, ou verticale, le niveau de maillage ne peut
pas augmenter ou diminuer de plus d’unité entre chaque changement de niveau.
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Demi-mailles. Toute maille o d’un maillage adaptatif est composé de deux triangles
obtenus en découpant la maille o suivant une diagonale du carré. Le choix de la diagonale
se fait de la maniére suivante.

On considére I'unique maille 5 de niveau ¢(a) — 1 qui contient la maille «, i. e. :

B € Myay-1, aCp (7.2.3)

(il s’ agit en fait de la mére de a si a n’est pas de résolution grossiére). La diagonale
considérée pour a est alors choisie comme celle qui forme une partie de ’ensemble formé
par les deux diagonales de £3.

Le triangle supérieur de la maille a se note alors a™ et a~ désigne le triangle inférieur.
Lorsque 1’on ne cherche pas & distinguer la demi-maille supérieure ni inférieure, on parlera
de demi maille a*.

On note également le niveau des demi-mailles :

(o) :=L(a™) = L(a") = l(a). (7.2.4)
Enfin, lorsqu’une demi-maille o* posséde un noeud contraint (voir définition ci-aprés, elle
ne peut qu’en posséder un seul), elle le partage avec une unique autre demi-maille que 1’on

note a,, et I'union a, U o™ sera noté o ; dans le cas ou il n’ y a pas de noeud contraint,
on notera également o := a™.

Domaine borné. Tout maillage adaptatif gradué que 1’on considére est défini sur [0, 1[?,
périodisé en z et prolongé en v de telle sorte que le maillage défini sur R? soit adaptatif
gradué (ceci peut donc demander de rajouter des mailles).

Notations.
On note :

E(M) lensemble des arétes d’un maillage M.

A(M) larbre associé a M.

J(M) le niveau maximum des mailles de M.

|al, |v| la longueur du coté d’une maille a, ou d’une aréte .

a < b signifie qu’il existe une constante C' telle que a < Cb.

A (‘resp. A ) désigne lintérieur ( resp. 'adhérence ) d’un ensemble A.

Désormais, lorsque 1’on parlera de maillage, ou de maillage adaptatif, on supposera tou-
jours qu’il s’agit d’un maillage adaptatif gradué.
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Noeuds.
On note encore :

I'(ar) 'ensemble des sommets d’une maille .

['(M) = UpemI'(cr) 'ensemble des noeuds de M.

7.3 Espace d’approximation

On note C7 ,.(R?), Pensemble des fonctions continues sur R?, L-périodiques en x et
nulles pour |v| > r. Etant donné un maillage M, on considére ’ensemble de ces fonctions
qui sont affines sur chaque maille triangulaire de M :

V,/(/{ = { fe CE’T(RQ) : f|d+ et f|gr ell; Vo e M }

(TT; désigne I'ensemble des polynomes de degré inférieur ou égal a 1).
L’indice r en exposant signifie que &* := 60, '(a™) (et de méme pour a ™).

Noeuds contraints et noeuds actifs. Pour un maillage M, il peut exister un noeud
qui est un point de ’adhérence d’une maille, sans étre un noeud de celle-ci (cf figure 7.1).
Un tel noeud est appelé noeud contraint.

Les autres noeuds sont appelés noeuds actifs. L’ensemble I',(M) des noeuds actifs peut
aussi étre défini par :

Fo(M) :={ae (M) : sife M satisfait a € 8, alors a € T'(5)}.

Pour un maillage M et une application f telle que jf est définie sur tous les noeuds de
M, il existe une fonction g telle que § coincide avec f aux noeuds de M et vérifiant

ga+ et gia- € I} Va € M.

Néanmoins, g n’est pas forcément continue. Pour que g soit continue, il faut et suffit que
g coincide avec f aux noeuds actifs de M et que la valeur de g & chaque noeud contraint
a soit égale a la valeur

lim gja(x),

TEA—Q
ou « est I'unique maille sur laquelle a n’est pas un noeud; cette valeur est en fait ici
égale a la demi-somme des valeurs aux deux noeuds (actifs) de «, extrémités de I’aréte
contenant a.

Interpolation. On peut donc maintenant définir 'opérateur d’interpolation

Py CLL(R?) — Vi,
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qui & une fonction continue f L-périodique en z et nulle pour |v| > r, associe I'unique
élément de Vi, vérifiant :

Pyuf(a) = f(a) a€T(M). (7.3.1)
La définition suivante prolonge cet opérateur a C°(R?) :
Pl COR?Y) — COR?),  f—yg
ol g est 'unique élément de C°(R?) vérifiant :
gja+ et ga- € Il Va € M (7.3.2)
et (7.3.1).

Remarque 7.3.1. Remarquons que l’on a ici (malgré la définition des noeuds contraints),
une triangulation conforme : on a une partition du maillage en triangles dont les sommets
ne sont jamais des noeuds contraints. Par contre, ’interpolation dans les mailles (carrées)
ou les demi-mailles, elle, n’est pas conforme : on est amené a changer la valeur aux
sommets du carré qui sont justement les noeuds contraints, pour avoir la continuité.

Remarque 7.3.2. La continuité ne semble pas nécessaire pour obtenir des résultats in-
téressants en pratique; néanmoins, elle est ici utile dans notre analyse pour établir des
bornes d’erreurs a priori.

M M,

F1G. 7.1 — Un maillage (gradué, adaptatif) M.
M, représente M avec les demi-mailles triangulaires en pointillé.
Les noeuds contraints sont en blanc et les noeuds actifs en noir.

Fonctions affines par morceaux A chaque pas de temps, la fonction de distribution
numeérique est affine par morceaux sur une partition de ’espace des phases et elle est
continue.

La solution transportée, par des opérateurs d’advection spécifiques (splitting directionnel
et champ approché affine par morceaux), va rester continue et affine sur une triangulation,
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formée cette fois-ci de trapézes ou de triangles.
Notons V D’espace de toutes les fonctions f affines par morceaux sur une triangulation

T(f).
V={feC'®R)frelly YT eT(f)} (7.3.3)

ou
o R? = Uper(nT
e Pour tout 7" € 7(f), T est un polygone.

e Pour 71,75 € 7(f) distincts, on a TN Ty = 0.

7.4 Mesure de ’erreur de projection

La solution transportée par des opérateurs d’advection est un élément de V', elle est
ensuite projetée sur un maillage (adaptatif gradué).
On cherche alors a estimer l'erreur de projection :

| Prig — 9llLee, (7.4.1)

pour un élément g € V.

Interpolation affine dans les espaces de Sobolev. En appliquant le théoréme 5.6.1,
on obtient une information sur ’erreur d’interpolation locale en norme L, lorsque la
fonction est deux fois dérivable pour la norme L' :

Proposition 7.4.1. Soit T un triangle et g € W1(T)).
On considére une hauteur de T' et sa base correspondante et on note ly ( resp. ly) la plus

petite (resp. la plus grande) longueur entre la base et la hauteur.
Alors

l 2
lo = Prollscr < C () lolwescr. (7.4.2)

la constante C' étant indépendante du triangle T considéré, et Pr est l’interpolation affine
sur 1.

Preuve. On reprend les notations du théoréme 5.6.1.

On a V'inclusion W2Y(T) C L*°(T'), d’aprés le lemme 5.7.12.

D’autre part, comme le triangle est contenu dans le rectangle qui a pour co6tés une hauteur
donnée de T’ et sa base correspondante, on obtient :

(mes(T))™ - B2 < (L - 1o/2)™" - (B +12) = 2((%)2 + (%)2> < 4(%)2, (7.4.3)
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et on en déduit donc le résultat. O

Remarque 7.4.2. De maniére générale, dés que l'on prend famille de triangles ayant
leurs angles minorés par une constante strictement positive, on obtient une inégalité du

type
19 = Prgllzes(ry < Clglwz(ry, (7.4.4)

ot la constante C' ne dépend pas du triangle T choisi dans la famille considérée.

Masses de Dirac. Sil’on considére g € V, alors g € W1*°(R?). Cependant, les dérivées
secondes de g sont des combinaisons linéaires de distribution de Dirac sur les arétes. Ainsi,
en particulier, si g n’est pas une fonction affine sur un domaine w, g n’appartient pas a
W2l (w).

Cependant, on peut néanmoins obtenir un analogue de la proposition 7.4.1 dans ce cadre
plus faible.

Notations. Pour une aréte v € £(7(f)), on note
e [g],, le saut de valeurs d’une fonction g constante localement de chaque coté de .

e n = (n,,n,) une normale unitaire de 'aréte .

La norme W?2*. On introduit d’abord une suite p,, régularisante, définie par :

T (%

P2, 0) = C(=)C(-), (7.4.5)

n n

ou ( est une fonction de classe C°, & support compact vérifiant :
Cl)=1si|z| <1, ((x)=0s5i|z|>2. (7.4.6)

On définit alors g, = p, * g, ou * désigne le produit de convolution.
On a alors la proposition suivante :

Proposition 7.4.3. Soit w C R? un ouvert borné, alors
|ammgn|L1(w)u |8IL”UgTL|L1(w)7 |auwgn|L1(w)7 |av’vgn|L1(w) convergent, (747)

et on note leurs limites

I 18w29l, [10009l, [ 10udl, [, 10u0g] qui vérifient :

[ 102,90 = > Iy Nwl |12[0:9]4
[, 102,91 =2 Iy nwl [ny[0.9],
L1029l =2 Iy nwl [na[0ug]y
[ 102,91 = v nw| [n,[0ug), |

(7.4.8)
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ol la somme porte sur toutes les arétes v € E(T(f)), telles que vy Nw # (.

De plus, on a
[ 1sl = [ 122 (7.49

|9lwza0) =/|5§x9|+2|5§v9|+|53v9|- (7.4.10)

Enfin, en notant

|gn|w21(.) converge vers |glw2i(,) < 00.

Preuve. L’approximation g, de g est infiniment dérivable ; en particulier, elle appartient
awt(w).

On suppose d’abord que w ne contient qu’une seule aréte v (ou une partie d’aréte : wN-),
et on note w' et w™ les deux régions de w séparées par v. On calcule alors

A= /‘@mgn(:v,v)}dzrdv
= /}/ O pr(tzy 1) 0pg(x — tyv —tv)dtmdtv|dxdv
w JR2

- / | / Dy POyt dt,dt, + / O prn0p g~ dt,dt,|dzdv,
w w:er,v Wz v

ot wy, (resp. w;,) désigne 'ensemble des (t,,t,) vérifiant (z —t,,v —t,) € w* (resp.
(x —ty,v—1t,) EwT), et 0,97 et 0,9~ sont les valeurs de 0, g de part et d’autre de I’aréte
v ; elles sont indépendantes de x,v,t, et t,.

On applique alors la formule de Stokes, et on obtient :

A= /|/ pn[029],dl’|dzdv,
w Y Yev

Yoo = {(te o) : (& —ty,v — 1) € yNw},

et I'intégrale est entendue pour la mesure dI' par rapport a v, ,.
Comme p,, est positive, en faisant un changement de variable, en appliquant le théoréme
de Fubini-Tonelli, et en refaisant un changement de variable, on obtient :

ol 7, défini par

A= / / pn(z — -, v —-)dl'[0,g],dzdv,
w JyNw
= / /pn(zr — -, 0 — )[0g],dadvdl,
Yw Jw
~ [ [ o) iduglydeduar = |y ] [[0rgh ]
Yw Jw

Maintenant, si on a plusieurs arétes disjointes, on obtient le résultat en sommant. Dans le
cas oll w intersecte plusieurs supports a la fois, on peut rendre I'intégrale sur un domaine
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assez petit contenant les intersections de telle sorte qu’on obtient le résultat lorsque n —
00.

Les autres cas se traitent alors de la méme maniére.

Pour obtenir (7.4.9), on peut utiliser le fait que le saut de la dérivée le long de la tangente
T a une aréte vy est nul.

En effet, si on note a et b deux points distincts de v, alors la valeur absolue du gradient
le long de la tangente 7 de chaque coté de v vaut

£ (b) — f(a)|
—_— 7.4.11
b—al ( )
ol |b — a| est la distance euclidienne entre a et b.
Comme
Orf = 1.0, f + 1,0, f, |T$| = |nv| et |Tv| = |n$|, (7'4'12)
on obtient bien
n0[0u f14| = [10[0 f15 ], (7.4.13)
c’est-a-dire (7.4.9) en multipliant par |y N w| et en sommant. O

Remarque 7.4.4. Dans le cas ou la fonction est continue, on a pu définir la masse des
dérivées secondes par l'intégrale d’une masse de Dirac ; si la fonction n’est plus continue,
les dérivées secondes engendrent des dérivées de masse de Dirac que [’on ne peut plus
intégrer.

Interpolation affine dans V. On obtient alors une estimation d’erreur de projection
pour les éléments de V.

Lemma 7.4.5. Pour chaque triangle T', et g € V, linterpolation locale affine Py satisfait

5\ 2
||g - PTg||L°°(T) S C(E) |g|W2,1,*(T) (7414)
ot C est une constante qui ne dépend pas du triangle T, et Iy ( resp. la ) désigne la plus
petite ( resp. la plus grande longueur) entre une hauteur de T' et sa base correspondante.

Remarque 7.4.6. Comme les dérivées secondes ne sont pas des fonctions de L, il est
possible d’avoir :

9lw2sry > [glwersr) (7.4.15)
Preuve du lemme 7.4.5. Soit g € V.
On introduit la suite régularisée

Gn = g * pp € WHHT).

D’aprés la proposition 7.4.3, |gn|w21(r) converge vers |g|w2.1.(r)-
D’autre part, on a :

| Prgn — Prg|leecry = |Pr(gn — 9)llzory < 190 — 9l (7.4.16)




7.4. MESURE DE L’ERREUR DE PROJECTION 163

Comme g est continue, g, converge uniformément vers g sur tout compact de R?; en
particulier, la quantité de droite de (7.4.16) tend vers zéro.
Le résultat est alors établi en passant a la limite dans l'inégalité (7.4.1) valable pour

9n, U

En ce qui concerne l'interpolation proprement dite sur un maillage adaptatif, qui différe
a cause des noeuds contraints, on a alors le résultat suivant :

Lemme 7.4.7. Pour tout maillage (adaptatif gradué) M et pour chaque maille « € M,
et chaque g €V, P}, satisfait

”g - P/rvlgHLOO(OE) S CO’L7T|9|W2J!*(0¢3§) (7417)

Ly = max((%)Q, (%>2> (7.4.18)

La constante C' ne dépend pas de o, ni de L et r.

en notant

Preuve. S’il n’y a pas de de noeud contraint, il s’agit du lemme 7.4.5, que I'on applique
directement au triangle rectangle ouvert a*, en prenant pour base et hauteur un coté
perpendiculaire ; comme le quotient entre le c6té paralléle a ’axe des x et celui paralléle
a I’axe des v est donné par %, on a bien le résultat, puisque

OrL,2r S 20’L’7-. (7419)

Maintenant, dans le cas ol il y a un noeud contraint, il s’agit en fait également du lemme

7.4.5, que I’on applique cette fois-ci au triangle ouvert a*.

En effet, on a interpolation affine sur ce triangle. Cette fois-ci la base et la hauteur que
’on considére sont a4 nouveau paralléles aux axes et le rapport entre les deux est soit L/r,
soit son inverse et donc le résultat subsiste. O

Courbure totale. La quantité W2'* pour un élément de V précédement définie sur
des ouverts, peut se prolonger en une mesure. On introduit maintenant une autre quantité
qui sera plus pratique dans la suite de I’analyse.

Ainsi, pour tout élément de V' et pour tout ensemble w C R?, on définit la courbure totale

[y = > lynwl 1D, (7.4.20)

vEE(f)

| DAL= 1102 f13] + 1[0 f15- (7.4.21)

La notation |yNw| doit étre comprise comme la mesure de Haussdorff monodimensionnelle
de vy Nw (et donc est bien défini pour tout ensemble de R?).

Remarquons que cette courbure définit une mesure. Plus particuliérement la propriété
capitale dont nous aurons besoin est la suivante :
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Lemme 7.4.8. Pour tout g € V et pour un nombre fini d’ensembles disjoints

avec un entier n € N, on a :

|fleom a0 = [ flay + - + | flean (7.4.22)

Preuve. Par récurrence, on se rameéne a traiter le cas n = 2, et il suffit alors de voir que

ce qui est vrai, puisque la mesure de Haussdorff monodimensionnelle est une mesure. [

Le lemme suivant donne alors 1’équivalence entre cette nouvelle mesure et la quantité
W21+ définie sur les ouverts.

Lemme 7.4.9. Pour tout g € V, et tout ouvert borné w, on a :

1914wy < lglw2rew) < 4lgluw)- (7.4.24)

Preuve. L’inégalité de droite s’obtient directement.
Pour 'autre inégalité, on a

0:9)| < [n2[029)| + [n0[02g], ] (7.4.25)

et
Havf]"/‘ < ‘nw[avg]“y’ + ‘nv[&)g]"f

puisque 1| + [n,]| = /1 +2[n,] [n,] > 1.

Ainsi, en multipliant les inégalités précédentes par |y Nw| et en sommant sur les arétes -,

on obtient :
ol < [ 1020l + [ 10Eal+ [ 1ol + [ 180l (7.427)

ce qui donne bien le résultat en utilisant (7.4.9). 0

(7.4.26)

Courbure maximale. On a vu que 'erreur d’interpolation sur une maille donnée est
controlée par la courbure totale sur cette maille. L’erreur sur tout le maillage est alors
controlée par le maximum de la courbure sur toutes ses mailles.

Pour g € V, et pour un maillage adaptatif M, on définit ainsi la courbure mazximale

pr (M, g) := sup |glua)- (7.4.28)
aeEM

L’indice r indique ici, & nouveau, que & := 0" («).
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Remarque 7.4.10. Cette quantité peut-étre infinie si on suppose seulement que g € V.
(mais bien finie si g est aussi supposée dans C’gs(RQ), pour s arbitrairement grand).

D’aprés le lemme 7.4.7, on a alors :
Corollaire 7.4.11. Pour g € V, P}, vérifie :

lg = Piyglle@2) < Cop,pu(M,g). (7.4.29)

Preuve. Soit un point a € R?, a appartient donc a4 une (unique) demi-maille a*, d’une
maille a € M.
Donc

(9~ Pha@)(@)] < 9~ Priglliean) < Comlalyan.i (7.4.30)

d’aprés le lemme 7.4.7. Ainsi, on est assuré que :
(g — Pug)(a)] < Cowrlgl, (7.4.31)

en utilisant le lemme 7.4.9.
Or on a

ot Cau g, (7.4.32)

ol € M est définie par I'unique maille contenant .
En utilisant la propriété de mesure de la courbure, on obtient :

|g|*702 < |g|*,54 + |g|*,,5 < ZHT(M;Q), (7433)

et le résultat en découle. O

7.5 'Transport de la régularité

A chaque pas de temps, on transporte une solution définie sur un maillage (adaptatif
gradué) et on la reprojette sur un nouveau maillage.
On considére maintenant une maille quelconque, et on cherche & voir quelle est 'erreur
que ’on commet en interpolant sur cette maille.
On a vu que la courbure totale sur cette maille de la solution transportée controle juste-
ment cette erreur d’interpolation, elle est alors elle méme controlée par la courbure totale
sur la maille advectée en arriére de la solution avant le transport.
On regarde ici un cas générique d’advection qui sera par la suite appliqué a nos opérateurs
d’advection habituels.
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Opérateur de transport. On considére ici un opérateur d’advection de la forme gé-
nérale :

Fo i (z,0) = (z,v+ G(2))
et un opérateur linéaire de transport
T :9g€V —goF, L.

Le champ G est supposé affine par morceaux. On suppose que G est l'interpolation affine
d’une fonction G € W2>([0, L]), et que G est périodique de période L.
De maniére similaire, on considére un opérateur d’advection suivant ’axe des x :

Fao: (z,0) = (z+ G(v),v)
et un opérateur linéaire de transport
T°:geV —goF, 1

Dans ce cas, G est supposé affine sur R. Lorsque ’on ne distingue pas 7% et 7", on écrira
T, et on emploiera de méme la notation F, au lieu de F, et F,.

Remarque 7.5.1. On prendra G(x) = AtEy(z) pour F,, G(v) = At/2 pour F,, et les
éléments g seront pris dans un espace d’approzimation Vi, C V.

On rappelle la quantité

Q(g) :=sup{l + |v| : Tz, g(z,v) # 0}

qui borne le support de g suivant I’axe des vitesses v.

Transport d’un triangle. Le lemme préliminaire suivant est utile pour calculer I’évo-
lution de la courbure transportée par I’opérateur d’advection.

Lemme 7.5.2. On considére un triangle T', de sommets A, B et C' tel que T soit rectangle
en A, avec (AC) (resp. (AB)) perpendiculaire o ’axe des x (resp. l'aze des v).

On note A, B' et (' les images de A, B et C par F,; ' (sommets de T' = F,;(T)) et on
suppose que G est affine sur T, ou T, est la projection du triangle T sur l’axe des x.
On a alors les estimations suivantes, concernant le transport des longueurs :

A'B' = AB (7.5.1)
A'CT < (1 +|Glwroo(r,) I TR AC (7.5.2)
B'C" < (14 |Glwreoiay) | T:]) BC (7.5.3)

et concernant le transport des sauts de gradients :

ID(Tg)lacr || < (14 [Glwree@))[D(9)]acl; (7.5.4)
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I[D(Tg)lper |l < 1+ |Glwreem)I[D(9)]sel; (7.5.5)
et
ID(T9)]ap |l < [[D(9)]asll + [glwreom)|[0:Gleal, (7.5.6)

ot |[0.Gl.,| est le saut de discontinuité de G (affine par morceaux) en ’abscisse x4 de

A.

Remarque 7.5.3. On a un énoncé équivalent pour F,.

Preuve. Remarquons d’abord que A'B’ = AB.
Sil’on note vy 'ordonnée de A’ image de A par 7, et de méme vy, v4 €t v, on obtient :

Vor = Vg — G(Zlfc) + G(ﬁA), (757)

Avec I'inégalité triangulaire A’'C’" < AC' + |ver — var|, on en déduit que :

A'C" < (14 |Glwreory | Te|)AC. (7.5.8)
De méme, on a
B'C' < |v¢ —zp| + |ver —vp| < BC + |ver — vpi|, (7.5.9)
et donc
B'C" < (1 + |Glwr.eo(ry|T:]) BC. (7.5.10)

e On utilise maintenant les formules (7.5.28) et (7.5.29).
Pour le coté A'C’, G’ est constant et on en déduit donc :

10:T glarcr| < [0z9]ac| + |Glwres ()] [0ug] ac- (7.5.11)
On a aussi :
10,T glarcr| < [[0ugac| (7.5.12)
et donc
ID(Tg)lacr || < (1 + |Glwrooa) I[D(9)] acl- (7.5.13)

Le coté B'C se traite de la méme maniére.
Pour le coté A’B’, le calcul est différent.
Comme g est affine sur A’B’ et continue, on a :

|[&UTg]A/B/| = |[8UQ]AB| =0. (7514)
D’autre part, comme 0, g ne dépend pas de v, on a aussi :
[Ong (2, v — G(2)]arp| = [[Ong]ars|- (7.5.15)
Enfin, en notant ™ et ~, des coordonnées suivant x de points de part et d’autre de
[A’B’], qui sont dans deux mailles triangulaires voisines, on a :
8CCG($+)8’U9($+7 v —= G($+)) - 8wG(x_)8vg(x_a v = G(.’L'_))
= (0,G(z") — 0,G(27))0yg(x,v — G(z)) xe€{zt, 2~} (7.5.16)
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Donc, en posant |[0,G],,| = |0.G(x") — 0,G(27)|, on obtient :

0:G(@)Dug(x,v — C@)asr| < lglwroersry 0G| (75.17)

On a ainsi :
ID(T g)]ap | < [[D(9)]asll + |glwrec 1@ |[0:Gla - (7.5.18)
]

Transport d’une maille. Le lemme suivant permet de contréler la courbure de la
solution transportée 7 f sur une région w formée de triangles dont les extrémites sont des
noeuds d’interpolation pour G. par rapport a la courbure de f sur le domaine d’influence

FHw).

Lemme 7.5.4. L’opérateur de transport T préserve la structure affine par morcequs :

geV=TgeV. (7.5.19)
et le support en vitesse vérifie :
Q(T"g) = Q(9). (7.5.20)
Q(T"9) < Q(g) + |G| - (7.5.21)
Pour r > 0, et en définissant un nombre rr vérifiant :
rre >T Tro > T+ ||é||Lm(R), (7.5.22)
on a alors
geCl,(R*)=TgeC}, (R?). (7.5.23)

De plus, les estimations locales suivantes sont satisfaites :

|Tg|W1,oo(w) < (1 + |G|Wl,oo(wz))|g|Wl,oo(.7_"71(w))7 (7524)

et

T 9lew) < (1 +1Glwroewn) |9l
*(@) @) 19leF=1 | (7.5.25)

+ |wz| |G|W2v°°(w2)|9|le°°(.7:*1(w))
0l w, =w,, siT=T" el w, :=w,, i T =T, (w, étant la projetée de w sur l’aze des
x, et de méme pour w, ). )
Notons que l'on a également : |G|w1.0(w,) < |Glwtoo(w,)

Preuve. Comme l'opérateur 77 ne fait pas augmenter le support en v, on a (7.5.20).
D’autre part, a partir de 7"¢g(z,v) = g(z,v — G(z)),
on obtient

Q(T"g) < |Gl + Q(g). (7.5.26)

Or une projection affine fait décroite la norme L°°, et on obtient donc :

Q(T"g) < |G|z~ + Q(g). (7.5.27)
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On suppose maintenant que 7 = 7Y, mais le raisonnement est le méme si 7 = 7°.
Pour presque tout (z,v), on a :

0. Tg(x,v) = 0pg(x,v — G(2))G'(z) + dpg(x,v — G(x)), (7.5.28)

et
0, T g(z) = dyg(z, v — G(x)); (7.5.29)

cecl nous assure que

|Tg|W1,oo(w) S |g|W1,oo(f—1(w))(1 —I— ||G/||W1,oo(wm)). (7530)

D’autre part, (G est dérivable par morceaux ; en appliquant le théoréme des accroissements
finis pour G, sur chaque intervalle ou G est dérivable, on en déduit que

G woo () < |Glwtios () (7.5.31)

Quitte a rajouter des mailles (ce qui ne change pas la courbure), on peut supposer que w
est formé de triangles 7' = (ABC') dont 1'un des cotés AB est paralléle a 'axe des vitesses
v, un autre, AC est paralléle a I'axe des x, et que G est affine sur T}, projection de 7" sur
I’axe des positions .

L’image d’un triangle 7" par le transport 7 est alors un nouveau triangle; I'image du coté
paralléle & I'axe des vitesses reste paralléle et de méme longueur.

En particulier, si g € V, alors Tg € V.

Le domaine w est alors composée de triangles 1" précédemment décrits.

En sommant toutes les contributions, en utilisant le lemme précédent, on obtient :

T gluiw) < L+ |Glwroez-1)) 191wy + 1glwrseE1wy (D 10:Gl.]).  (7.5.32)

T €Wy

ou (x;) est une suite croissante et G est affine par morceaux sur les intervalles (x;, z;41).
En appliquant le théoréme des accroissements finis, il existe une suite (y;) croissante telle
que G'(y;) = [0,Gls, (G est bien dérivable, comme elle est dans W>>, sa dérivée est
lipschitzienne) ; on a z; 1 < y; < z;.

On obtient alors :

D B:Clasl = Y 1G" (Wirs) — G ()]

T Ewg YiEwe

=Y /y y+ G'(z)dz| < Y /y y+ |G (x)|dz

YiCwe v YiCwa g

= |Glw21(wy) < we| [Glw2eoq,), (7.5.33)

et (7.5.25) s’ensuit. O
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7.6 Prédiction du maillage

On cherche a construire un nouveau maillage (adaptatif gradué) adapté a la solution
transportée. Ainsi, on souhaite que pour chaque maille 'erreur de projection soit petite.
On a vu que celle-ci est controlée par la courbure maximale de la solution transportée de
ce nouveau maillage prédit.

Dans notre prédiction, cette derniére quantité est controlée par la courbure maximale de
la solution avant le transport qui peut étre rendue petite par adaptation de mailles.

Advection de maillage. FEtant donné un maillage M, un champ d’advection F et un
nombre r > 0, on construit un maillage advecté T(M,F,r).

Le nombre r sert ici pour le support en v des fonctions qui seront définies sur un tel
maillage M.

On définit alors un nombre ry vérifiant (7.5.22) de telle sorte que si une fonction g
appartient a C7 (R), alors la fonction advectée 7g appartient a C7, (R), d’aprés le
lemme 7.5.4.

Le maillage T(M, F,r) est alors obtenu par ’algorithme suivant :

e Pour chaque maille a de niveau jy, calculer la position arriére F~'(c,) du centre c,
. s~ —1
de la maille, avec ici ¢, := 0, (ca).

e Si le niveau de cette position est strictement supérieur au niveau de la maille a,
recommencer avec les quatre filles.

e Si le niveau est inférieur ou égal au niveau de la maille, ajouter cette maille au
maillage.

e Périodiser en x, compléter en v et vérifier la structure d’arbre et la propriété d’arbre
gradué.

Domaine d’influence. Le lemme suivant donne alors une information sur 'image ré-
ciproque d’une maille de ce maillage prédit.

Lemme 7.6.1. Pour chaque maille « € T(M, F,r), on définit le domaine d’influence
Bla):={BeM, F(B)Nna+0}. (7.6.1)
=0

Ici, on sous-entend que (3 : ~1(B) tandis que & = 9;71(01).
Si

T L
77 5ol Clwieony < 3/2, F=F., (7.6.2)

ou St

2TT|G|W1’°°(R) rT

max(1 + 7 ,7) <3/2, F=F, (7.6.3)
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et si M est gradué (ce qui est toujours supposé), alors B(a) contient au plus sept mailles

B dont le niveau satisfait :
0(0B) < l(a) + 2. (7.6.4)

Preuve. Soit ¢, le centre de la maille a.

Supposons d’abord que cette maille est de niveau jo. R

Le point (z*,v*) := (F~1(c,)) appartient & une unique maille a* € M (ici, F~! signifie
o1 (F ).

D’aprés la construction du maillage prédit, on a ¢(«) > £(a*).

Ainsi, comme /(a*) > jo, on obtient {(a*) = jy = {(a).

Si maintenant « est de niveau strictement plus grand que jg, la maille a a été raffinée. S’il
s’agit d’un raffinement da au respect de la structure d’arbre gradué, cette maille provient
donc d’une maille mére qui est de niveau jy ou qui a été raffinée.

On voit alors qu’il existe une maille ancétre a a « telle que tous les ancétres jusqu'a a
soient raffinées par la structure d’arbre gradué et telle que a soit de niveau j, ou & soit
raffinée car le centre de la maille de sa meére advecté en arriére provient d’une maille de
niveau strictement supérieur a celui de a.

Il suffit alors de montrer le lemme pour cette maille &, puisque

(&) < f(a) Bla)C Ba). (7.6.5)

Par commodité, on renote a cette maille a.
Ainsi, on considére deux cas : (I) soit « est de niveau jy, et dans ce cas, on a vu que
l(a*) = L(a); (IT) soit le niveau de « est strictement plus grand que le niveau grossier jy
et la maille a provient alors du raffinement d’une maille A.
Pour le cas (II), le point (z,v) := F~1(¢\) appartient a une unique maille \* qui vérifie
cette fois-ci bien

LX) > L(N) =L(a) — 1. (7.6.6)
On a aussi

ey — o = 27471 (7.6.7)

en notant, pour un élément z = (21, 29) € R? |2| := max(|2], |22])-
On calcule maintenant. On se place d’abord dans le cas ou 7 = 7.
En partant de z = (x,v), on a

zZ = (Lx,2rr(v — %)), (7.6.8)
puis 1
FH2) = (La,2r7(v — 5) — G(Lz)), (7.6.9)
et enfin
FE) = @ T - 5) + 5 — -G(La)

= (@ Fv+ 5 (= 1) = =G(La)). (7.6.10)
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En utilisant (7.6.7) et (7.6.10), on obtient alors :
1 1 —f(a)—1 rr L
‘./T (C,\) - F (Ca)| S 2 maX(l, 7 -+ 2_7,|G|W1’°°([0vLD)’ (7.6.11)

et donc
|FL(6) — Fc,)| < 2749 3/4, (7.6.12)

d’aprés (7.6.2).
Pour le cas ou 7 = 7, on reprend les mémes calculs, et on obtient :

FUE) — (o — %G(Qrz(v _ %)), Tyt %(%’ — 1)), (7.6.13)

et donc

2TT|G|W1100(R) ?”_T

FHE) = FoU(E)| €270 max (14—, ),
;

(7.6.14)
ce qui donne également (7.6.12), d’aprés (7.6.3).

Si, maintenant, le niveau de F ~1(é,) est inférieur ou égal a £(a) — 2, en particulier, son
niveau est strictement supérieur a jo, et donc comme F ~1(¢y) est de niveau supérieur a
(), et comme M est gradué, on en déduit que écart entre F~1(¢,) et F~1(¢y) doit étre
supérieur 4 274~ ce qui est impossible, d’aprés I'inégalité précédente.

On a donc dans tous les cas ((I) et (II)) :

la) =1 </l(a") </l(a). (7.6.15)

A

Considérons maintenant un point quelconque z = (z,v) tel que w := F(Z) € a, o cette
fois-ci F := 0, (F) et % := 0-1(z).
On a donc :

jw — ¢ < 27D, (7.6.16)

En remarquant que z = ]:"_1(11;) et (z*,v*) = .7:"_1(6&), on peut réappliquer les inégalités
précédentes que I’on avait utilisé pour w = c,, pour obtenir :

(z,v) — (2%, v*)] < 27493 /4. (7.6.17)

Supposons maintenant que le niveau de a* est ¢(a) — 1.

Dans ce cas, le niveau des cellules voisines est au plus /(«), et donc, comme z* est le
milieu de o, grace a (7.6.17), et comme le maillage M est gradué, B(a) ne peut contenir
que 3 mailles et le niveau des autres mailles peut étre ¢(a) — 1, ¢(a) ou /() — 2, donc
inférieur a /(a).

Si maintenant, on a /(a*) = {(«), alors le cardinal de B(«) est inférieur ou égal a 7 (voir
figure 7.2).

Le niveau des autres mailles peut étre /() — 1, {(a) (pour ces cas il y a 2 mailles au
total), /() + 1 ou £(«) + 2 (il peut y avoir alors 3, 5 ou 7 mailles). O
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2 U3 /4
2-Ua) /2

F1G. 7.2 — configuration de cardinalité maximale pour B(«).

Transport de la courbure maximale. Grace aux lemmes 7.5.4 et 7.6.1, on peut alors
controler la courbure de la solution advectée pour le maillage ainsi prédit, en fonction de
la courbure de la solution avant le transport.

Cette propriété est cruciale. En effet, c’est la courbure (maximale) de la solution advec-
tée qui contréle erreur pour la projection sur le maillage transporté. Cependant, cette
courbure n’est pas disponible numériquement, puisqu’on ne connait pas numériquement
la solution advectée exactement. Par contre, on peut calculer numériquement la courbure
de la solution avant le transport. Ainsi, si celle-ci est suffisamment petite, grace a cette
propriété, la courbure de la solution advectée sera également petite, et donc I’erreur de
projection sur le maillage transporté aussi.

On rappelle que la courbure maximale est définie par

pr(M, g) := sup |g|«(a)-
aEM
On aura aussi besoin de
7. (M, g) = sup |of|g|wreeq).- (7.6.18)
aeEM
On a alors le

Lemme 7.6.2. Sous la condition (7.6.2) ou (7.6.3) et en rappelant que M est gradué,
on a:

frro (T(M, Fyor), TV g) < 7(1 4 |Glwooo,z)) 1r (M, g)
+ 4|Glwze (o, (M, g), (7.6.19)
frga (TIM, Fopor), T7g) < T(1 + |Glwreom)) e (M, g), (7.6.20)

et
Trqv (T(M7 JTU: T)v Tvg) < 4(1 + |G|le°°([O,L]))7TT(M7 g)v (7621)

T (T(M, oy 1), T7g) < A1 + |Gy T (M, g), (7.6.22)
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Preuve. Soit a € T(M, F,r).

Supposons d’abord que 7 = 7".

On suppose pour ne pas alourdir les calculs que les extrémités de la maille sont des points
d’interpolation pour G, mais le résultat reste vrai sans cette hypothése et se montre de la
méme maniére.

D’aprés le lemme 7.5.4, on a alors :

Tg dg 1+C~;’ 1,00 (v, 2g —1(g
179l < (14 |Glwroc (o)1 glxF—1(a)) | (7.6.23)

+ |OZI| |G|W2,oo(dz)|g|W1,oo(]:71(d))

avec ici a = 0,1 (a).

Or, du lemme 7.6.1, grace a (7.6.2) et en utilisant aussi la propriété de mesure (7.4.8), on
en déduit que

91y < D 19l (7.6.24)

ot la somme porte sur au plus 7 mailles 3 € M.
Ainsi, on a :

|9hF1@) < Tp(M, g). (7.6.25)

D’autre part, on a de méme :
[ glwror-1(a) < max|d] [glwiees).
ol la somme porte toujours sur au plus 7 mailles de M.
Or, |a,| = L|a,| = L|al, et d’aprés (7.6.4), on a
| = 222~ UD+2) < 929-UB) — 43|, (7.6.26)

et donc
|d$| |g‘W1,oo(ffl(&)) S 47T(M,g). (7627)
Avec (7.6.2) et (7.6.23), on en déduit alors (7.6.19).
Soit maintenant toujours a € T(M, F); on a alors
o] [Tglwreo@) < (L4 |Glwresqo,op)lel [glwre1a,
d’apres (7.5.30).
Et donc, comme |a,| = |a|, on obtient d’aprés (7.6.27),

|Oé| |Tg|W1,oo(d) S 4(1 —+ |G|W1,oo([0’L]))7rr(M,g). (7628)

et (7.6.21) en découle.
On suppose maintenant que 7 = 77*.
D’aprés le lemme 7.5.4, on a cette fois-ci

T glu) < (1+|Glwros )19z 1) (7.6.29)

puisque G est supposée affine, on a G = G donc |G|y2.00 = |Gl2,0 = 0.
Comme on a de méme (7.6.25), on en déduit (7.6.20).
Enfin, (7.6.22) s’obtient de la méme maniére que (7.6.21). O
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Adaptation de maillage. On a vu que la courbure maximale sur la solution transpor-
tée est controlée par la courbure sur la solution avant le transport qui est définie sur un
maillage dyadique.
Il faut donc s’assurer, pour éviter que les erreurs ne s’accumulent de trop, d’avoir une
courbure assez petite sur le maillage dyadique.
Cela est toujours possible, en raffinant localement, puisque la courbure s’exprime en fonc-
tion de la longueur des arétes du maillage (dyadique); ainsi en raffinant une maille, on
divise la courbure maximale.
Etant donnée une paire (M, g € V), on peut donc la modifier en (M, § = P/T\;tg), afin
qu’elle satisfasse 3 .

(M, ) + (M, g) < e (7.6.30)
et

lg — glle~ Se. (7.6.31)

ou € est une constante strictement positive prescrite.

Ce nouveau maillage M sera noté A(M, g,e,r). On vient de voir qu'il peut toujours étre
obtenu par des raffinements locaux; la fonction g peut étre prise égale & g dans ce cas.
Notons également que 'on peut aussi (et il est souhaitable) déraffiner le maillage ; le seul
souci est de garder les majorations (7.6.30) et (7.6.31).

7.7 Stabilité

Stabilité des opérateurs de transports. Remarquons d’abord que les opérateurs de
transports sont bien stables pour la norme infinie et aussi pour la norme W,

Lemme 7.7.1. On se fize un champ E € WH>=([0, L]), et une advection 7T, de la forme :

To9(z,v) = g(z, v+ AtE(z)). (7.7.1)
On a alors :
1729l @) < gllze@ey, 1 7ogllLe®e) < [9llLe@2), (7.7.2)
pour tous g, € V.
On a également
|7;:9|le°°(11£2) <1+ A15/2)|9|vvlv°°(R2)> (7.7.3)
pour tout g € V.
Enfin,
[ Toglwieo@) < (14 At Elyieo00,01) |9 woo m2), (7.7.4)

pour tout g € V.

Preuve. On a :

| Tog(2,0)| = [g(x — vAL/2,0)] < [|gl| Lo
et [T7g(z,v)] = lg(z,v+ E(z)At)] < [l9]l=(), (7.7:5)
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ce qui donne les estimations pour la norme infinie.

D’autre part, grace au lemme 7.5.4, en prenant G(v) = %v, dans le cas 7 = 7% on
obtient (7.7.3) et si on prend G(z) = AtFE(z), dans le cas 7 = 7", I'inégalité (7.7.4) est
vérifiée. U

Stabilité .*>° de la projection IL’opérateur de projection vérifie la propriété de stabilité
suivante pour la norme L*> :

Lemme 7.7.2. l’opérateur d’interpolation Py, vérifie

1Phaglleoe(az) < Nlgllzesaz), (7.7.6)

pour toute fonction g € C°(Q), et toute demi-maille o* d’une maille o quelconque de M.

Preuve. Pj,g est affine sur &, donc son maximum sur & est atteint en les sommets qui
sont des points d’interpolation, c’est-a-dire des valeurs de g.
On en déduit alors le résultat. O

Stabilité W 1> de la projection. Au niveau des dérivées, on a également une propriété
de stabilité, on regarde d’abord le cas d’une interpolation affine sur un triangle dont deux
cOtés sont paralléles aux axes.

Lemme 7.7.3. Soit T un triangle dont deux de ses cotés sont paralléles auzr azes.
On a:

|axPTg‘L°°(T) < |8xg|L°°(T)v (7.7.7)

100 Prg|Los (1) < 10ug|Loc (1) (7.7.8)
et donc

|Prglwiemy < [glwieer), (7.7.9)

pour tout g € V.

Preuve. 0,Prg est constant sur la maille 7. notons « I'aréte de T paralléle a I'axe des x,
et soient A = (A,, A,) et B = (B, B,) ses deux extrémités.
On a alors :

19, Prglisee = l9(B) — g(AN/(1H]). (7.7.10)

Maintenant, g(-, A,) est continue, affine sur des intervalles I; = [z;, z;41], qui forment une
partition de l'intervalle 7, (la projection de v sur 'axe des z); on peut donc appliquer
I'inégalité des accroissements finis sur chaque intervalle /;, pour obtenir :

|g($i+1,Av) - Q(Ii,Av)| < |awg|L°°(T)|Ij|'
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En utilisant I'inégalité triangulaire, et en sommant les précédentes inégalités, on obtient :

19(B) = g(A)| < |02g|reo(r) Y. (7.7.11)

ce qui permet d’établir (7.7.7), d’aprés (7.7.10).
La démonstration est similaire pour (7.7.8). O

Remarque 7.7.4. On ne peut pas établir ce genre d’inégalités pour une triangulation
quelconque. On peut considérer comme contrexemple le cas d’une maille triangulaire o
ot les sommets sont A := (—1,0), B := (0,1/2) et C := (1,0), avec l'unique fonction g
continue affine sur chaque demi-plan x > 0 et x < 0, qui vaut 0 en A, 1 en (0,0), 2 en B
et 0 en C. On a alors :

0.9g=1/2, 0,g=1 pourz<0, veER

Org=—1/2, 0,g=1 pourx >0, veER

et d’autre part
0:P,g=0, 0,P,g=2 pour(z,v)€ a,

ou P, est la projection affine sur la maille o, et donc

|8UPT9|L°°(O¢) =2>1= |avg|L°°(a)'

On donne maintenant un résultat sur la stabilité de la projection sur un maillage
adaptatif.

Lemme 7.7.5. On suppose que 2r = L.
Pour tout g € V, pour tout maillage (adaptatif gradué) M et pour toute demi-maille o
d’une maille quelconque o € M, on a alors :

| Prglwiee sy < 1glwieear)- (7.7.12)

Preyve. Siil n’ y a pas de noeud contraint, c’est-a-dire si a* = «f, il s’agit du lemme

7.7.3 appliqué au triangle T" = o, et I’hypothése 2r = L est superflue.

Dans le cas ou il y a un noeud contraint, c’est-a dire lorsque o = a* U a,, avec cette
fois-ci a* et a, des mailles distinctes, on note b le noeud contraint, ¢ I’autre point commun
a a* et a,. Les points a et d sont alors respectivement les autres sommets de a* et a,.
On suppose ici que (be) est paralléle a ’axe des = (on raisonnera de méme lorsque (bc) est
paralléle & I’axe des v), et on note Az = |b— ¢| et Av = |b — a|, de telle sorte que I'on a :

Av/Ax =2r/L = 1. (7.7.13)
On a alors :

203 A0(10, Pyg| + 10,Piugl) = Av[29(c) — g(a) — g(d)| + Axlg(d) — gla)l.  (7.7.14)
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D’autre part, en appliquant le lemme 7.7.3 respectivement aux triangles a* et a., on
obtient :

1
Parglinoeioy = 50 (2A0]g(6) — g(b)] + 2Aalg(a) — g(b)

< |glwreca) < 1glwrsas), (7.7.15)

et

|POé*g

1
whes(a,) = 5 (280]g(c) — g(b)] + 2A2l9(d) — g(b)]
< |glwrean) < |glwiear), (7.7.16)

Ainsi, en prenant le maximum du membre de gauche dans les deux inégalités précédentes,
on en déduit que :

2Av|g(c) — g(b)| + 24z max(|g(a) — g(b)|,|g9(c) — g(b)]) < 2A2Av|glwio(r). (7.7.17)

Pour établir (7.7.12), il suffit donc de vérifier que :

Av|2g(c) — g(a) — g(d)| + Az[g(d) — g(a)|
< 2Aw|g(c) — g(b)| + 28z max(|g(a) — g(b)|, |g(c) — g(b)]). (7.7.18)

Quitte a considérer g — g(b), on peut se ramener au cas ou g(b) = 0, et grace a (7.7.13),
il reste & vérifier que :

29(c) = g(a) = g(d)| + |g(d) = g(a)] < 2|g(c)| + 2max(|g(a)], |g(c)]), (7.7.19)

ce qui découle du calcul :

29(c) = g(a) — g(d)] + [9(d) — g(a)|
=1(g () 9(a)) + (9(¢) — g(d))| + [(g(c) — g(a)) = (9(c) — g(d))|
= 2max(|g(c) — g(a)l.|9(c) = g(d)]) < 2lg(c)] + 2max(|g(a)], |g(d)])-

Lorsque (bd) est paralléle a ’axe des v, il suffit d’échanger les roles joués par x et v. [

Remarque 7.7.6. (i) La stabilité W>° de la projection facilite ici notre preuve de conver-
gence ; elle va permettre de contréler la norme W2 du champ électrique de maniére glo-
bale indépendamment de l’adaptation choisie. Le controle de cette derniére quantité semble
essentiel, car la majoration sur la courbure mazimale que l’on a, fait intervenir justement
celle-ci.

(i) Il se trouve que cette stabilité n’est pas vraie pour n’importe qu’elle triangulation.
Ainsi, si 'on considére le cas ot les demi-mailles sont toujours orientés dans le méme
sens, on peut trouver un maillage adaptatif et une fonction de V telle que [’interpolation
ne soit pas stable. On peut considérer ’exemple de la figure 7.3 : on a un noeud contraint
en a. Si on prend pour g la fonction affine définie par les triangles (abc), (abd) et (bec)
la fonction projetée Pyg sera affine sur (abc), mais vaudra 1 en b (a4 cause du noeud
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contraint). Sur le triangle (abc) (en supposant que ses cotés sont de longueur 1), on a
alors :

(d) +g(e)

0:Paag| +10,Pag| = L2 ED — g(0)] + lg(e) — g(8)] = 11+10 =21, (7.7.20)

tandis que sur chacun des triangles (abd), (abc) et (bee), le mazimum de ||y est donné
sur le triangle (abc) et vaut 20 < 21. Il est possible de prolonger g sur R? en une fonction
affine dont la norme W1 ne dépasse pas 20 en dehors de ces trois triangles, de telle
sorte que l’on a :

| Prglwee((abey) > |G wieom2)- (7.7.21)

(i1i) Lorsque l’on a un noeud contraint dans une maille, on n’a pas stabilité de chacune
des dérivées partielles séparément.

Lorsque la condition 2r/L = 1 n’est pas vérifiée, on ne peut pas espérer avoir stabilité

_ a=0 e=1
d=1 o
b=-10 c=0

FIG. 7.3 — Une triangulation non W' >-stable, avec un noeud contraint en a.
En tournant I’aréte (ac) en l’aréte (be), on obtient la stabilité.

de la projection pour la norme W1,
Néanmoins, on peut trouver une norme équivalente qui elle reste stable. Pour cela, il suffit
de considérer pour un domaine w C R?, et pour g € W1>(w), la norme

|9l = L10sglm() + 2r(0ug|L=(w) (7.7.22)
Cette norme est bien équivalente a I'ancienne :
|9lyio0 ) < max(L, 2r)|glw o), (7.7.23)

et
min (L, 27)|g|wieew) < |g|W£,:O(w). (7.7.24)

On vérifie, alors que 1’on a bien stabilité pour cette nouvelle norme (qui est bien équivalente
a l'ancienne) :

Lemme 7.7.7. Pour tout g € V, pour tout maillage (adaptatif gradué) M et pour toute
demi-maille o d’une maille quelconque o € M, on a alors :

|Phglwie sy < 19lwieean- (7.7.25)
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Preuve. On reprend les calculs du lemme précédent. Si ’on suppose que (bc) est paralléle
a l'axe des z, analogue de (7.7.18) est :

LAw|2g(c) = g(a) — g(d)| + 2rAz|g(d) — g(a)|
< 2LAv|g(c) — g(b)| + 4rAz max(|g(a) — g(b)|, [9(c) — g(b)[), (7.7.26)

tandis que si (bc) est paralléle a 'axe des v, il s’agit de vérifier :

2rAz|2g(c) — g(a) — g(d)| + LAv|g(d) — g(a)]
< 4rdalg(c) — g(b)| + 2LAvmax(|g(a) — g(b)], lg(c) — g(b)]). (7.7.27)
et dans les deux cas, on peut factoriser par 2rAzxz = LAw, et donc le résultat en découle,

puisqu’il s’agit du méme calcul que précédemment. O

On donne alors enfin un lemme qui montre la stabilité de la projection et du transport,
pour cette nouvelle norme W,'°.

Lemme 7.7.8. On a :

|P./<AQ|W£:$°(R2) < |g|Wi:;°(R2)a (7.7.28)
pour tout g €V, et
Taglwpoe@e) < (1+TADIgl 10 @2, (7.7.29)
ainst que
At
|7;g|Wi’;j-MAt(Q) < (1 + Q_T(QM + |E|W1’°°([07L]))> |g|Wi:$°(R2)> (7'7-30)

Preuve. La premieére inégalité découle directement du lemme 7.7.7.

Pour les autres inégalités, on cherche a procéder comme dans le lemme 7.7.1. Néanmoins,
ici il faut reprendre les estimations locales du lemme 7.5.4 de maniére plus précise, puisque
les directions de dérivations sont maintenant affectées d’un poids.

On reprend donc les calculs. On a :

T.g9(x,v) =gz + %v, v) Tyg(z,v) = g(z, v+ AtE(z)). (7.7.31)
On en déduit :
LIOT,g(x. )] + 2010, T,g(a. )] = Lldsa(x + Sov.0)
+ 2r|%8xg($ + %v, v) + Opg(z + %v, v)|
< L|0,g(x + %v,vﬂ + 2r|0,9(x + %v, v)| + 2T%|8Ig(fr + %v, )|

T
< lglwroe@e) + 7 Atlglwreee), (7.7-32)
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ce qui donne bien (7.7.29).
D’autre part, pour presque tous (z,v) € {2, on a

L|0;Tog(z, v)| + 2(r + MAL)|0,Tog(z, v)| =
L|0yg(x,v + AtE(z)) + AtE'(2)0,g(x,v + AtE(x))| + 2(r + MAt)|0,9(x, v + AtE(x))|
< L|0yg(x, v+ AtE(x))| + 2(r + MA)|0,9(z, v + AtE(z))|
+ AtL|E'(2)] |0yg(z, v + AtE(z))|
< |glwroo@2) + AU2M + [Elwroc(o,0) 1009 || oo @)
At

< |g|W£’;°(R2) + 2—T(2M + |E|W17N([O,L]))|9|W£:2°(R2) (7.7.33)

ce qui donne (7.7.30). O

Contrdle de 7 par projection On en déduit aussi que la projection reste bornée
vis-a-vis de l'indicateur d’erreur 7 précédemment défini :

Lemme 7.7.9. On a (L.20)
max(L, 2r
- = < - 7
(M, Pig) < min(L, 2r)

pour tout maillage adaptatif M et tout g € V.

(M, g) (7.7.34)

Preuve. Soit o une maille de M. Elle est composée de deux demi-mailles at et o™, notées
a*, si on ne distingue pas ['une par rapport a l'autre.

On a alors :
| Phglwie s < 19w an- (7.7.35)
Ainsi,
|Pf\49|wﬁg°(a) < *:[IJIFI,)_} |9|Wg;$°(a:) < S%p |9|WLlj:°(B)’ (7.7.36)

ou [ parcourt les deux cellules adjacentes de a, qui sont de méme niveau (elles sont
nécessaires dans la majoration, que lorsqu’il y a un noeud contraint).
On obtient alors :

|l |PX49|Wi:2°(a) < S%p |al |g|W£::°(B) = s%p |ﬂ||g|W£’;°([3)7 (7.7.37)

puisque toutes les cellules 5 sont de méme niveau (le méme que celui de «).
On obtient alors :

sup |Oé| |P/7:/19|W;:$°(&) S 7rL,v"(-/\/lag) ‘= sup |Oé| |g|W£:$°(d)7 (7738)

aeEM aeM

ce qui veut dire que
T (M, Pig) < 7. (M, g). (7.7.39)
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Comme les normes WLISO et W1 sont équivalentes, on obtient bien le résultat; grace
aux inégalités (7.7.23) et (7.7.24), on a plus précisément :

1

P} <
(M, Piag) < min(L, 2r)

Plg) < ——
WL,T(M’ Mg) = min(L,Qr)WL’T(M’g)

< max (L, 2r)

= m?’(’L’T(M,g)- (7740)

O

Remarque 7.7.10. On naurait pu en fait ici utiliser que le caractére borné de la projec-
tion pour la norme W, Le lemme indique que l’erreur est au plus multipliée par une
constante lorsqu’on lui applique une projection, comme il en était de méme pour le trans-
port. On pourrait affiner le résultat, puisqu’une norme équivalente est stable (la norme
W22, of (71.7.38)).

Néanmoins, comme pour [’advection, on n’a que le caractére borné, ce n’est pas réelle-
ment une amélioration. Ce qu’il faudrait, c’est pouvoir contréler le nombre de mailles du
maillage prédit qui rend stable la quantité ™ par l’advection, en fonction de la régularité
de la solution.

Pour la courbure, on peut appliquer la méme remarque (mais trouver une quantité équiva-
lente stable par la projection semble plus compleze). Notons que la courbure de la solution
exacte, c¢’est-a-dire la norme W21 reste elle bornée et s’exprime en fonction de la norme
W2l de la donnée initiale (au moins dans le cas on l’on suppose que fo € W*(Q)), cf
lemme 5.7.12.

Controle de la courbure maximale par projection Concernant la courbure, on a
le résultat suivant :

Lemme 7.7.11. On a une estimation du type :
(M, Prg) < Crjp(M, g), (7.7.41)

pour tout g € V, et tout maillage adaptatif M.
Comme indiqué, la constante C, /1, ne dépend que du rapport r/L.

Avant de prouver ce résultat, on donne un lemme qui permet de simplifier les calculs :

Lemrge 7;7.12. On constdére un rectangle ouvert w, ayant pour sommets a,b,c et d,
avec ab = cd.

On suppose que ses cotés sont paralléles auzr azes.

Alors, on a, pour tout g € 'V

|9(d) = g(c) = g(b) + g(a)| < / 10291 (7.7.42)
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De plus, si © est un domaine image de w, par une transformation affine, alors

l9(d) — g(c) — g(b) + g(a)| < Clglw21w), (7.7.43)

la constante C' ne dépendant que de la transformation affine considérée.

Preuve. On ne restreint pas la généralité en supposant que (ab) est paralléle a 'axe des x.
Les coordonnées des points sont alors : a = (a,, a,), b = (b, ay), ¢ = (ay, ¢,) et d = (b, ¢,).
On suppose d’abord que g est infiniment dérivable (en fait de classe C? suffit aussi). On
a alors :

g(b) — g(a) — g(d) + g(c) = z Ox9(x, a,)dz — ) 0x9(, c,)dz

[ Qg

by Cy
:/ / 0y0zg(z,v)dzdv, (7.7.44)

et donc (7.7.42) en découle. Maintenant si g € V, on considére I’approximation g, = p,*g,
avec p,, une suite d’ approximation de 'unité (comme dans le lemme 7.4.3).

Comme g, est de classe C*, g, vérifie (7.7.42). En passant a la limite, le membre de
droite tend vers [, [03,9] (cf lemme 7.4.3).

D’autre part, comme g est continue, g, converge uniformément sur tout compact de R2.
En particulier, elle converge ponctuellement aux points a, b, c et d, et donc le membre
de gauche dans (7.7.42) converge bien vers |g(d) — g(c) — g(b) + g(a)|, ce qui donne bien
(7.7.42) pour g a la limite.

Le cas de w’ s’obtient a partir de (7.7.44), en remplacant g par g 00, ou 0 est I'application
affine considérée qui envoie w sur @ (on calcule d’abord les dérivées partielles, on effec-
tue ensuite un changement variable et on conclut par densité de la méme maniére que
précédemment). O

On donne maintenant la preuve du lemme 7.7.11.

Preuve du lemme 7.7.11. On considére donc une maille a € M.
Soit & une maille du maillage M.
On a:

|Phugl@) < 1Pugl, o+ 1Ml 2 (7.7.45)

*(a;

Il suffit de montrer que pour une demi-maille o*, on a :
| Prdluiiey < Cryzlgle, (7.7.46)

ol w est un domaine qui peut étre recouvert par un nombre fini fixé de mailles de M.
On considére donc une telle demi-maille o de sommets a, b et ¢, perpendiculaire en b,
avec (ab) paralléle a 'axe des v. On ne restreint pas la généralité en supposant que « est
la maille en haut a gauche de la maille mére de «, et que a* = a™.
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On note d le troisiéme sommet de la demi-maille 5* de la maille § € M qui partage le
coté be.

Soit, ensuite e le point symétrique & b par rapport a (ad), f le point symétrique de b par
rapport a (ac) et enfin p le symétrique de a par rapport a (fc).

On voit alors que 'union w des losanges ouverts (afbe), (bfcd) et (bfpc) ainsi que du
carré ouvert (abcf) est contenu dans 4 mailles de M (voir figure 7.4)

Il s’agit maintenant de montrer qu’un tel w satisfait bien (7.7.46), pour la maille o* ici
considérée.

Tout d’abord, on peut remarquer que les losanges et le carré en question peuvent étre
obtenus a partir d’un rectangle ayant ses cotés paralléles aux axes, par une transformation
affine qui ne fait intervenir que le rapport r/L (dans le cas du carré, c’est 'identité et
pour les losanges, on peut prendre une application du genre © — = +vL/r, v — v).

On est donc assuré, d’apres le lemme précédent appliqué a ces 4 quadrilatéres, que

gebaf + gdbcf + gcbpf + gabfc S C’|g|*a)7 (7747)

ou la notation g, signifie :

Goy=t = 9(x) — g(y) — g(2) + 9(t)|. (7.7.48)

On calcule maintenant |P};,,g|*(a=*).
On note Ax et Av les longueurs respectives du coté be et du coté ab.
La contribution pour l'aréte (ab) vaut alors :

AU}g(e) —Aikg(b) 3 P&g(bA)x— g9(c) . (7.7.49)

Pour ’aréte (bc), il s’agit de :

AI‘g(a) —Afzm(b) 3 PM(ZXU— g9(d) . (7.7.50)

et enfin pour 'aréte (ac), on trouve :

1 1
vV Ax? + AU2(E + E)‘P}Qg(f) —g(a) —g(c) + g(b)|. (7.7.51)
Oron a:
VAz? + Av? < Az + Av, (7.7.52)
« 1 1 L 2
r
)< 2+ 4+ =< 7.
(AI+AU)(A$+AU)_2+2T+ 7 <(2+1/2+2)or,, (7.7.53)

en rappelant que o, = max(L/r,r/L) > 1. On obtient alors :

|Prgly iy < Cori(lg(e) — 2Pmg(b) + g(c)|
+1g(a) = 2Pmg(b) + g(d)| + |Pmg(f) — g(a) — g(c) + g(b)|, (7.7.54)
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et on peut remplacer C'oy, par une nouvelle constante qui dépend cette fois (mais qui
dépend que) de r/L.
D’autre part, on a toujours :

| Phag(b) = g(b)] < %Ig(a) +g(d) = 29(0)], (7.7.55)

en constatant que la quantité de gauche est nulle s’il y a un noeud contraint et vaut le
terme de droite dans le cas contraire.
De méme, on a :

1
1Pmg(f) = 9N < 5l9(a) +9(p) = 29(f)] (7.7.56)
On obtient alors, avec les notations précédentes, en utilisant (7.7.54),(7.7.55) et (7.7.56) :
|PM9|*((;*) < CL/r(Gebbe + Gavvd + Gfach + Jabbd + Jaffp)- (7.7.57)
Il reste donc & vérifier que :
Gebbe + Gabbd + Gfach + Gaffp S C(gebaf + Gdbef + Gebpf + gabfc)a (7758)
d’apres (7.7.47).
On a déja :
Gfacb = Gabfes (7759)
et avec I'inégalité triangulaire, on obtient aussi en introduisant g(b) et g(c) :

9affp < Yafve T Gvefp = Gabfe + Gebpf- (7.7.60)

Or pour tous z,y € R, on a

2| + [y = |x;y+ z - y|+|x;y _ 5 Y<lztyl+|z—yl (7.7.61)
Ainsi, on obtient :
Gebbe T Gabbd < Geade T A < Gebay + Gaves, (7.7.62)
avec
A= [g(e) —2g(b) + g(c) + g(a) — 2g(b) + g(d)| (7.7.63)

En ordonnant différemment les termes de A et en introduisant g(f), on obtient

A=|g(e) — g(b) — g(a) + g(f) + g(d) — g(b) — g(c) + g(f)
+2(g(a) — g(b) = 9(f) + 9(0)| < Gear + Gaves + 2avse- (7.7.64)
Ainsi, (7.7.58) est bien vérifié, ce qui entraine (7.7.46), grace a (7.7.57) et (7.7.47). Fina-
lement, on a (7.7.41). O

Remarque 7.7.13. On a en fait montré plus précisément que pour toute maille o € M,
on a

|Podl@ < Cryelgle@)s (7.7.65)

ot w est l'union de la maille a, ses deuzr soeurs qui partagent un coté, et les deux mailles
extérieures a la maille mere de a qui partagent un coté avec .
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1/2

convex

concave

F1G. 7.4 — La demi-maille (abc) et le domaine w = (afpcde)

7.8 Le schéma numérique

On peut maintenant définir le schéma numérique adaptatif. Il consiste en une demi-
advection en x suivi d’une advection en v, et enfin d’'une demi-advection en z. Entre
chaque étape, on projette sur un maillage adaptatif.

En se référant au chapitre 5 pour les notations, le schéma s’écrit alors

f1n+1 - /ZN'n+1/2fn
)
1. E 1
2n+ 7; T{L—i-l 1n+ )
fn+1 - Tn+1f;1+1
=T .
Il s’agit maintenant de préciser les opérateurs adaptatifs 1771, 115+ et 1171
On reprend la suite r, qui controle I’évolution du support en vitesse de la solution.
Pour simplifier, on choisit ici :

ro = Q") = Q(0) + 2Lt (7.8.1)

Opérateurs de projection.
On définit

° H”"‘l P;:I‘nﬂ ,

avec M= T(M", T,,r,) et M" = A(M™, f*, TOL?,r,)

n+1 Tn+1
° II — P
n+1
2 M2 ?

+1 . gn+1l TE
avec My™ 1= T(M™ T 00, 0),

et Mn+1 (Mn+1 f1n+1 TOLQ,TTL)

n+1 Tn+1
H P_/\:(LnJrla
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avec M1 = T(M3, T, rops),
et MIFL = A(MP, 2 TOLE rots),

les réels TOLT, TOLY et TOLY seront choisis par la suite (assez petits).

Initialisation. A partir de la donnée initiale f;, on construit une approximation

[ = o fo, (7.8.2)

ou Il := P}Y, pour un maillage (adaptatif gradué) que 'on va préciser.
On sait que fy € W?(Q). En reprenant la proposition (7.4.1), on a a notre disposition la
majoration de ’erreur d’interpolation suivante :

Ifo = Tfol ) < C|flwzi(a)- (7.8.3)
L’opérateur Il est choisi de telle maniére & ce que pour chaque maille o, on ait :
|flw21a) < TOL, (7.8.4)

Le réel T'O L sera aussi choisi par la suite assez petit.
Ceci implique alors :
[.fo — 1o fol Loy < CTOLy. (7.8.5)

Notons que ’on a aussi une majoration (comme pour les éléments de V, en regardant la
démonstration des lemmes 7.7.3 et 7.7.5)

|H0f0|W1,oc S O|f0|W1,oo. (786)

Champs numériques de Poisson. En reprenant les notations du chapitre 5, on rap-
pelle que ’on a défini le champ numérique

E™(x) = /0 K(:U,y)(/R T2y, v)do — 1)dy. (7.8.7)

On spécifie maintenant le champ £}'. On remarque que £ n’est pas L—périodique, puisque
le schéma n’est pas conservatif.
On a plus précisément

E"(L)— E"(0) = /0 (/RT:E”_H/an(ﬁ,U)dU — 1)da, (7.8.8)

en utilisant 'identité K (L,y) — K(0,y) =y/L — (y/L —1) = 1.
On définit ainsi d’abord le champ E™ par
EMz) = E"(a2) +
L
pour = € [0, L] et on prolonge E™ par périodicité sur R.
Le champ £} est alors défini comme I’approximation linéaire par morceaux de E™, obtenue
par interpolation affine de E™ sur une discrétisation par des intervalles de taille A de
I'intervalle [0, L]; le champ F}' se prolonge alors bien par périodicité en une fonction
(continue) affine par morceaux sur R.

(E"(0) — E"(L)), (7.8.9)
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Pas de temps. On suppose que le pas de temps est assez petit pour pouvoir appliquer
le lemme 7.6.2, en prenant G(v) = vAt/2,si T =T, et G(z) = E}'(x)At, si T =T, ce
qui donne alors :

Lemme 7.8.1. Sous la condition :

L
Tn+1/Tn + ?AﬂEmWLOO([O,L]) S 3/2, (7810)
et ,
1+ ”L“At <3/2, (7.8.11)
on a : 3
Ly (ML T M) < T(1+ At2)2 s, (MT, f7). (7.8.12)

n E} on n 2 “in n
/J“T’n+1 (MQ—H’ Z’ hfl +1) S 7<1 + At|E1h |Wl’°°([07LD> urn(Ml—Ha fl +1)
+ AN E" |ypr2.oo ooy T (MY f1T), (7.8.13)

et
fhry o (MOTUT Y < 7(1 4 A/2)2 e, (METE f2). (7.8.14)
Et on a ausst : .
Ty (ML T ™) < A1+ At)2) 7, (M f), (7.8.15)
Trpga (Mg+lv %E’?fln-H) <4 (1 + At|E2|W1’°°([07L])>7TTn (Mn f1n+1)7 (7.8.16)
et .
T (ML T f370) <4(1+ At/2)m,,, (MG f57). (7.8.17)

Erreur de périodicité du champ. Le lemme suivant permet de controler 1’erreur
donné par la modification précédente.

Lemme 7.8.2. On a ['estimation :

[B"(1L) — E"(0)] < Cr(TOLL + fleallic@). (7.8.18)

Preuve. On remarque d’abord que

/OL/R'];f(tn,x,v)dxdv:/OL/Rf(t",x—vAt/Q,v)dxdv
L
:/0 /Rf(t",l’,v)dxdv:L. (7.8.19)

comme f est L—périodique en x, et comme f conserve la masse.
En injectant (7.8.19) dans (7.8.8), on obtient :

E™(L) — E™(0) = /0 ’ /R (i;nﬂﬂ (a) — T, f(t”,x,v))dvdx. (7.8.20)
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Or, on a

Ij;n+1/2fn(x7 U) - ’Zcf(tn: Z, U) = (] - HTIHI)I];JM(% U)
+ I TL(f = f). (7.8.21)

Donc, on en déduit que

|E"(L) = E*(0)] < 2 L|| 72 f* (2, 0) = Tof (1) 2= ()
< Cr(I(I =07 )T f" | o
I = FE")lze@). (7-8.22)

On obtient alors, en appliquant successivement le corollaire 7.4.11, puis le lemme 7.8.1,

11 = )T f" [l Lo <Cop, l(MTTTf)
<7Cop.., (1 + At/2)2u(M", f7)
<CyTOLY, (7.8.23)

la derniére inégalité provenant de la définition de M™.
D’autre part, on a également, en appliquant les lemmes 7.7.1 et 7.7.6

AL = D= < NGB0 = Hllexe < 1" = fli=@, (7.8.24)

ce qui donne finalement (7.8.18). O

Estimations sur £". En utilisant I’équation de Poisson, on obtient dans un premier
temps des estimations sur le champ £E™.

Lemme 7.8.3. L’approximation numérique E™ vérifie :

E" € W>(Q). (7.8.25)
De plus, on a l’estimation :
1B zeo.y < L1+ 2ralfollm@y) < Cr (7.8.26)
|E™ wreeqo,r)) < 2rnll follreo@) +1 < Cr (7.8.27)
et
[E" w2 (o,]) < CT|fn|Wé’;‘:l(Q)‘ (7.8.28)

Preuve. De Pexpression (7.8.7), on obtient :

|E"(2)] < LIK || oo, (1 + 2rn) |/ ]| oo ), (7.8.29)
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ce qui donne (7.8.26), puisque || K|| zoo(po,)) < 1.
Ensuite, on a :

O E"(x) = / ’ T2 (e v)de — 1, (7.8.30)

et donc : ~
10, E™(2)] < 21, | T2 2 | poo gy + 1. (7.8.31)

or, en appliquant les propriétés de stabilité L°° des opérateurs de transports et de projec-
tion des lemmes 7.7.1 et 7.7.6, on obtient :

T2 2| Loy < Il folloos (7.8.32)

ce qui donne (7.8.27). Comme 0,7t/ f"(x,v) est constante sur chaque, en intégrant
cette quantité suivant v, on obtient encore une fonction constante par mailles et ainsi
E™ € W2°(]0, L]), et on a :

|83En(x)| _ ‘/ n a%,j-n-f-l/an(x’U)dU‘

2 -
< ﬁ|/]‘n-i-1/2fn|VV1700

L L,y ()

2’["n n+1/2 rn
< T|T +1/ f |W11/::2(Q)

2r, "
< T(l + raAt)| f |WL1:ijL(Q)’ (7.8.33)

en appliquant cette fois-ci les propriétés de stabilité W1> des opérateurs de transport et
de projection du lemme 7.7.8, et en utilisant le fait que

|fn|Wi”f‘;(Q) = |fn‘Wi::’1(R2)a (7.8.34)

comme la solution numérique f" est périodique et a support dans [—r,, ;).
Tout ceci donne alors bien (7.8.28). O

Estimations sur E" et E'. On en déduit ensuite des estimations sur le champ E"
W2 et périodique, ainsi que sur son approximation affine par morceaux E' également
périodique.

Lemme 7.8.4. Le champ E" appartient a W>>([0, L), et on a :
17 0.0y < NE" oo,y < Cr(1+TOLY + |len]| =), (7.8.35)

| B oo,z < [E™ wiee (o) < Or(1+TOLY + |len]l @), (7.8.36)

et
B fwzee(io,r)) < Orl " ywes o) (7.8.37)
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Preuve. Le champ E™ appartient a W2°°([0, L]) et le champ E" et la somme de E™ et

d’un champ affine sur [0, L] (cf 7.8.38), et donc E™ appartient également a W°°([0, L]).
Les deux premiéres inégalités de gauche proviennent du fait que ’interpolation affine en
dimension 1 est L>°—stable.

Pour les autres inégalités, de la définition de E™, on applique I'inégalité triangulaire a

Em=Em (%(E”(L) — E™(0))) (7.8.38)

et on applique les lemmes 7.8.3 et 7.8.2, en remarquant que la norme W?> du deuxiéme
terme est nulle. O

Estimation de I’erreur £" — E' Le lemme suivant permet alors de donner une borne
pour 'erreur entre I’approximation du champ numérique de Poisson E", et I'approxima-
tion utilisée L.

Lemme 7.8.5. On a :

1ER = ™z, < Cr(B*[f" [yree @) + TOLY + [len]l (@) (7.8.39)

Preuve. On écrit :

Ep — E" = (E} — E") + (E" — E™). (7.8.40)

Le second terme est une erreur d’interpolation, ainsi on a :
|E™ — E"| () < CRE w200 (p0,1)) < CTh2|fn|W£::L(Q)7 (7.8.41)

la derniére inégalité provenant du lemme 7.8.4, et pour le premier terme, on majore :

n o z n n n n
| B (2) — B"(2)] = |7 (B"(L) — E"(0))| < [E"(L) — E™(0)]
< Op(TOLL + el ime). (7:8.42)
en utilisant cette fois-ci le lemme 7.8.2, et tout ceci donne le résultat. O

Décomposition de ’erreur. On étudie I'erreur en norme L>°, et on utilise la décom-
position introduite dans le chapitre 5 :

en+1 _ €?+1 + 634—1 + €g+1 + 524‘1 + 5g+1 + 5g+1 (7843)

On a alors :
e | poe = || F(t") = LT f(t")|| 1 < CrAL,
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d’aprés le lemme 5.8.2.
On a ensuite :

g5 zee@) = 1 LT o (f () = ™)l L=
S NFE) = e = €M lLe(o). (7.8.44)
Le terme suivant est ’erreur de couplage avec 1’équation de Poisson.

e e = NT(TE s = TR Tef i@y < WTEiy = T8 )T iy (78.45)

Les derniers termes proviennent des erreurs de projections sur les différents maillages :
g H ) = 1T Tom (= IE) Lo f | ooy < (= TP T f" || o), (7.8.46)
e ) = 1T (0 = I T 1 ooy S NI =T T i o) (7.8.47)

et
gt | Loeq) = (1 = 5 T 5 | oo - (7.8.48)

Erreurs de projection. Le lemme suivant traite des erreurs de projection sur les dif-
férents maillages adaptatifs.

Lemme 7.8.6. On a les estimations suivantes :

|2 = YT, f | ey < CorTOLE (7.8.49)
1 = T, £+ ey < CrTOLE. (7.8.50)

et
(1 =TT 1 o) < CrTOLY
(1 + AU(L+TOLY + leallzo@)® + A i1 (m) (7.8.51)

Preuve. La premiére estimation a déja été montrée dans la preuve du lemme 7.8.2, et
I'inégalité (7.8.50) se montre de la méme maniére.
Pour (7.8.51), on a d’abord

N = )T 1 e ) < Cot (MEF T ), (7.8.52)
puis en utilisant le lemme 7.8.1, on a d’autre part
[y (MEFL TR 1Y) < 7<1 + At|Eh|WL°°([0,L})) TOL;
+ AN B 2o ooy TOLE,  (7.8.53)

comme 1, (M7 fiH) < TOLY et m,, (M7, fi71) < TOLS, par définition de cM,.
En utilisant alors le lemme 7.8.4 pour les termes |E" |y 2.00(0,z)) €t £}, on obtient bien le
résultat. [
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Couplage avec Poisson.

Lemme 7.8.7. On a l’estimation :

T = To) T @ < Orlf "y o)A
(lle" | ey + TOLY + hﬂfﬂwmm)). (7.8.54)

Preuve. En suivant toujours la décomposition du chapitre 5, on écrit d’abord :
I1E = E™| oo o,z

.y / K (2 )( / To(f(t") — ) + (T — TG ) To f) (. 0))dv — Ddyll o)

< / 1€ e (max(Q(Tf (£), Q(To )

(1T (F ) = S o,y + (T = )T f (7)) ) dy
< Lmax(Q(Z.f(1")), Q(T./"))
(£ &) = M lpe@ + (= I T f* =) (7.8.55)

Or, d’aprés le lemme 5.7.12, on a l’estimation suivante sur I’évolution du support en
vitesse de la solution exacte :

QT f(t")) < Q(0) +2Lt" < Q(0) + 2LT, (7.8.56)
et on a aussi :
QL") < R. (7.8.57)
Ainsi, on a :
| Bz p@ny — E™||Loo(o,)) < Crll€"]|Loo@) + CrTOLY, (7.8.58)

en utilisant au passage le lemme 7.8.6.
D’autre part, on a vu au lemme 7.8.5 que

1B = E™ll2=(o.0) < Cr(B*|f" i @) + TOLY + llenl|(ey). (7.8.59)
En appliquant I'inégalité triangulaire, on obtient donc :
IEZ pamy — Efll oo,y < Cr(lle o) + TOLY + B2| f*lyi.oo()- (7.8.60)
On obtient alors :
(TF = BT (@,0)] = | Tof" (2,0 — AtE, jun)(@)) — Tf"(z,0 — AtE; ()
< I s g Prgin(2) = B, (7:861)

et comme |’];f”|W£,oo < (1 +TnAt)|fn|W£,w d’apreés le lemme (7.7.8), 'estimation (7.8.54)
en découle. h o O
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Estimation sur | f"|jy1.0(0). Les estimations précédentes font intervenir la norme szz
de la solution numérique.

On n’arrive ici pas & avoir une borne directement indépendante de n, pour cette quantité ;
néanmoins, le lemme suivant donne une information sur la stabilité de I’évolution de cette
norme ; notons qu’a ce moment, la stabilité de 'opérateur de projection (et d’advection)
du lemme 7.7.8 est cruciale.

Lemme 7.8.8. On a :

I e ) < (1 + CrAL(1+ ||€| o) + TOL’f)) Pl @ (7.8.62)

Preuve. On applique le lemme 7.7.8, et on obtient :

g < ol e (7863
Tn41 '
avec At

Cn = (]_ + ’T‘,,H_lAt)(]_ + ?(4LAt + |E}7;|W1a°°([0,L]))(1 + TTLAt). (7864)
Or, on sait d’aprés le lemme 7.8.4 que

|ERlwiee ooy < Cr(1+TOLY + |leq]ro@))- (7.8.65)

On en déduit donc que
ce qui donne le résultat. O

Bilan. En rassemblant toutes les inégalités précédentes, on obtient :

||€n+1 ||LOO(Q> S CTAt3
+ €|z
+Cr(TOLT +TOLY)
+ CrTOLE (14 A1+ TOLY " @) + 1wy o))
On note maintenant u, := ||€"||L=(q), et v, = |fn|W£,oo @
On suppose que TOLY, TOLY et TOLY sont inférieurs a 1 et que TOLY+TOLy+TOLE +
TOLy <TOL.

Supposons maintenant que u; < 1, pour 0 =1,...,n.
En reprenant le lemme 7.8.8, on obtient

Uns1 < (14 CrAt)u, < (1+ CrAt) . (7.8.68)
Or, on a toujours nAt < T, donc

Un+1 S (1 + CTAt)T/AtUO S CTU(), (7869)
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car le membre du milieu admet une limite lorsque At tend vers zéro.
Or vy < C| folwree(q), d’apres (7.8.6).
On est donc assuré que
Un+1 S CT, (7870)

et on a de méme :
v; < Cp, pour i=0,...,n. (7.8.71)

La formule 7.8.67 se simplifie, alors, pour donner :

Unt1 < up (14 CpAL) + Cr(At? + TOL + Ath?) (7.8.72)
On obtient alors :
At + TOL + Ath?

At )
TOL
< Cr(ug+ At + ALt + h*) (7.8.73)

Up+1 S (1 + CTAt)n+1<U0 + CT

comme & nouveau devant (1 + CpAt)"*! < (1 + Cat)?/A1 est borné lorsque At tend
vers 0. Pour le terme, initial, on a aussi, d’aprés (7.8.5)

et on a donc
TOL
Uny1 < Op(TOLy + A + -~ T h?) (7.8.75)
Comme TOLy < T/AtTOL = C’T%, on a finalement :
TOL

Maintenant, on choisit T'OL et h assez petits tels que le membre de droite soit plus petit
que 1 (et ceci indépendamment de n). Notons les TOL et h°.
Par récurrence, on a alors u,, < 1 pour tout n, et on a :

u, < Cp(At? + TTOtL + h?), (7.8.77)

pour tous les réels TOL < TOL et h < h°.
Toutes ces estimations sont valables si le pas de temps est assez petit.
La condition s’écrit alors sous la forme

At < Cr, (7.8.78)

ot la constante (' peut étre explicitée en fonction de Q(0),L, || follw .-
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Conclusion. On obtient finalement le théoréme suivant :

Théoréme 7.8.1. Il existe une constante Cr, des réels €, hg, Aty ne dépendant que de
Q(0),L, || follwre(q) et |folw21a) tels que pour tout 0 < e < ey, 0 < h < hy, et 0 < At <
Aty, en prenant 0 < TOLy+TOL, +TOLy +TOL3 < € on ait :

n n € + h2
L") = [z < Cr(AE + ) (7.8.79)
et pour le champ E, on a aussi ’estimation :
e+ h?
|E(t") — Ef|lzeo(0) < Cr(At* + N ). (7.8.80)

Remarque 7.8.9. On peut également obtenir la convergence en appliquant l’opérateur
d’adaptation non pas a chaque étape, mais seulement au bout d’un nombre fini d’étapes
(indépendant de At), grice au lemme 7.7.11.
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Chapitre 8

Résolution numérique adaptative de
I’équation de Vlasov basée sur des
cellules

Collaboration Ce travail est issu d’une collaboration initiée au CEMRACS’03 avec
Martin Campos Pinto. Les résultats sur la parallélisation ont été effectués par Eric Violard
et Olivier Hoenen en 2004.

8.1 Introduction

Avec I’accroissement rapide de la puissance des ordinateurs ces derniéres années, les
simulations de plasma et de faisceaux de particules basées sur une résolution directe de
I’équation de Vlasov dans I’espace des phases multi-dimensionnel deviennent attractives
comme alternatives aux simulations PIC traditionnelles. Leur force vient essentiellement
du fait qu’elles sont non bruitées et que toutes les parties de I’espace des phases, y compris
la queue de distribution sont bien résolues. Leur principal défaut est que, pour des sys-
témes inhomogeénes, beaucoup des points de la grille (14 ou les particules sont présentes)
sont gaspillés. Cela est particuliérement le cas pour les simulations de faisceaux, lorsque
le faisceau bouge rapidement dans I’espace des phases (par exemple & cause des forces fo-
calisantes a gradient alterné). Afin de surmonter ce probléme, des méthodes adaptatives
sont utilisées. Dans ce chapitre, on s’intéresse a développer une méthode adaptative basée
sur une décomposition dyadique de I’espace des phases en cellules. Un avantage a ce type
de méthode est la parallélisation : chaque donnée dépend essentiellement de la donnée
voisine au méme niveau et donc il est plus aisé de distribuer les données. On développe
plus particuliérement une méthode basée sur une interpolation par éléments finis biqua-
dratiques hiérarchiques. Rappelons que des méthodes adaptatives ont été implémentées
pour résoudre I’équation de Vlasov dans [68] and [14]-[42], en utilisant respectivement des
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ondelettes de Deslaurier-Dubuc ou une grille mobile. Le plan de ce chapitre est alors le
suivant. On commence par définir la forme générale d’un schéma semi-Lagrangien, puis
on décrit plus particuliérement le cas de I'interpolation par éléments finis biquadratiques
hiérarchiques, et on regarde comment ces éléments s’insérent dans le cadre des bases hié-
rarchiques et de ’analyse multirésolution. Le schéma numérique est ensuite donné, et on
présente des résultats numériques. Enfin, on donne des résultats sur la parallélisation et
on donne les conclusions et les perspectives.

8.2 Une stratégie générale

Forme générale d’un schéma semi-Lagrangien Classiquement, un schéma semi-
Lagrangien consiste a chercher les valeurs de la fonction de distribution en chaque point
d’une grille uniforme pour un temps ¢ donné, en utilisant les valeurs de la fonction de
distribution au temps précédent, sur une méme grille uniforme. La valeur en chaque point
de l'espace des phases (z,v) est donnée de la maniére suivante. On remonte la courbe
caractéristique passant par (z,v) jusqu’au temps précédent ¢t — At ; on tombe alors sur un
point (x*,v*), appelé origine de la caractéristique. On sait que la fonction de distribution
est constante le long de cette caractéristique, donc la valeur de la fonction de distribution
au temps ¢t au point (x,v) est la méme que la valeur de la fonction de distribution au
temps t — At, au point (z*,v*). Cette valeur est alors donnée par une interpolation sur la
grille uniforme du temps ¢ — At.

De maniére plus générale, un schéma semi-Lagrangien est composé principalement de
deux opérateurs :

e un opérateur d’advection A,, calculé grace aux courbes caractéristiques.

e un opérateur de projection, qui transforme la donnée initiale f; ou la solution trans-
portée A, f"~! en une fonction plus simple f™.

L’étape de projection entraine des erreurs; néanmoins, si on voulait s’en passer, la so-
lution numérique deviendrait extrémement compliquée et en pratique incalculable, les
courbes caractéristiques de I’équation de Vlasov se rapprochant de plus en plus (on parle
d’enroulement des caractéristiques).

Paramétres de discrétisation On fixe 7' > 0 et un entier NV, le pas de temps est alors
donné par At =T/(N +1).

La fonction initiale f; est soit supposée périodique et a support compact en vitesse, soit
a support compact en vitesse et en espace.

Si la fonction n’est pas a support compact, on peut néanmoins traiter le cas de fonctions
a décroissance exponentielle, en prenant un domaine assez grand et en supposant que la
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fonction est nulle en dehors de ce domaine. On sait que la fonction de distribution reste a
support compact, si elle 'est au départ. Néanmoins le domaine peut s’agrandir en temps.
On fixe ici un domaine assez grand

Q= [-Tminv mmaa}] X [Umina Umaa:]

qui contient le support de la fonction de distribution sur intervalle [0,7]. Pour des
méthodes uniformes, il est judicieux de prendre des domaines pas trop grands (mais pas
trop petits dans le cas de fonctions a décroissance exponentielle). En ce qui concerne les
méthodes adaptatives, on peut au contraire choisir de prendre des domaines assez grands.
On pose L, = Tyae — Tmin €6 Ly = Upae — Umin.-

La fonction de distribution f(nAt, -, -) va alors étre approchée par

QR

Grille dyadique On fixe deux entiers j, et J qui correspondent au niveau le plus gross-
sier et le plus fin de discrétisation en espace.
On suppose que la fonction de distribution (numérique) f™ est polynomiale sur une par-
tition de €2 en cellules définies par

Mk = [Tmin + EL” Tomin + %L:p[x[vmm + %Lv, Upnin + %LU[.
Les indices j, k et ¢ sont tirés de jo,...,J, 0,....27 —1 et 0,...,27 — 1 respectivement,
de telle sorte que 'union de toutes les cellules parcourues par ces indices forment une
partition de 2.
On notera I = (j, k,?) un tel indice; j s’appelle le niveau.
Le maillage est alors la donnée de

Mz = (M])[ez, (8.2.1)

7 désigne I'ensemble de tous les indices permettant de définir la partition (de maniére
équivalente le maillage) ; on appelle maillage d’indices.

Remarque 8.2.1. Au niveau de la place mémoire, cette information ne codte pas trop
cher puisqu’il s’agit d’entiers (néanmoins assez nombreuz).

On note aussi K ’ensemble de tous les indices possibles :
K={(,kt):jeEN:kL=0,...,27 -1},
et K; 'ensemble de tous les indices de niveau j :
K;={(j,k,0): k,t=0,...,27 — 1}

Une fois les indices définis, on note P; la fonction définie polynomialement sur M; et
prolongée en dehors de M par zéro.
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Les fonctions P; sont contraintes & appartenir & un espace P; que ’on doit préciser et qui
est décrit par un nombre fini de paramétres.
Une représentation adaptative est alors la donnée d’un couple

F=(Z, Pr)

ou Z est un maillage d’indices et P est la suite des P; pour [ € Z.

Etant donnée une représentation adaptative F, on en déduit une fonction f™ définie sur
) (par périodicité ; dans le cas de support compact, il est peut-étre plus efficace de mettre
la valeur directement & zéro sur le bord {Z,uz} X [Vmins Umaz) €6 [Tmin, Tmaz] X {Vmaz })-
Notons que le contraire n’est pas vrai : plusieurs représentations peuvent donner la méme
fonction.

Nous verrons néanmoins plus tard un intérét & avoir plusieurs représentations.

Remarque 8.2.2. (i) La donnée d’une représentation adaptative est bien plus codteuse,
car elle fait intervenir des réels.

(i1) La représentation que l’on a choisie ici est complétement locale, ce qui est intéres-
sant pour le parallélisme.

(11i) Néanmoins, dans le cas classiques des éléments finis (et en particulier les élé-
ments biquadratiques que nous étudierons), il semble plus intéressant de choisir une autre
représentation, par les noeuds des cellules (voir section suivante).

Raffinement Etant donnée une représentation adaptative F' = (Z, Pr), on peut définir
une représentation adaptative raffinée

R/ F,

pour [ = (j,k,0) € Z, tel que j < J. La cellule mére M est remplaceé par ses 4 cellules
filles obtenues en coupant la cellule mére en quatre parts égales. Le nouveau maillage
d’indices est obtenu en remplacant 'indice I = (j,k,¢) € Z par les 4 indices des filles.
Di(1), Do(I),Ds(1) et Dy(I).

Pour i = 1,...,4, les Pp,(;) sont définis par Pp,(x,y) = Pr(z,v), pour (z,v) € Mp, ).

Structure d’arbre afin de pouvoir déraffiner la grille, le maillage d’indices Z devrait
satisfaire la propriété de structure d’arbre définie ci-apreés.

Pour chaque cellule M; avec I € Z de niveau j > jg, on peut définir sa cellule mére,
comme 'unique cellule de niveau j — 1 qui contient M;.

Ensuite, 'arbre Az est défini comme ’ensemble de toutes les cellules du maillage adaptatif
Mz, ainsi que récursivement les méres de ces cellules. Une cellule du maillage adaptatif
Mz est dite non raffinée si elle est de niveau J ou si ses filles n’appartiennent pas a I’arbre.
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Déraffinement étant donnée une représentation adaptative I’ = (Z, Pr), on peut définir
une représentation adaptative déraffinée

OIFv

pour [ = (j, k, (), avec j > jo, tel que les indices des filles D;(I),i = 1, - - , 4 appartiennent
ar.

Les indices des filles D;(I), i = 1,--- ,4 sont alors remplacés par I.

P est alors défini par une projection interniveaux

Iy : PDl(I) X PDQ(]) X PD3(I) X PD4(]) — Pr, (8.2.2)
On suppose que la projection satisfait :
CiRF =F (8.2.3)

pour une représentation adaptative F' = (Z, Pr), et un indice I = (j, k, /) € Z, avec j > jo.

Initialisation & partir d’'une donnée initiale f; (souvent écrite sous forme analytique),
on suppose que l'on a une procédure qui permet d’obtenir les P; pour [ € K.

On commence avec une représentation adaptative F° vide.

Alors, pour chaque indice I = (j,k, /), en commencant avec j = J — 1, si 'erreur de
projection interniveaux obtenue entre P; et ses filles Pp(;) n’est pas petit, on rajoute les
(I, Pp,p)), pouri=1,...,43a FO et peut -étre encore d’autres éléments afin de respecter
la structure d’arbre.

Ainsi, lerreur entre le résultat f© représenté par F est controlé a l'aide des erreurs de
projection. On doit aussi vérifier que 1’écart entre voisins Py, et P, n’est pas trop grand,
en raffinant IV si nécessaire.

Schéma en temps On prédit un nouveau maillage M, 1 obtenu comme une certaine
approximation de I’advection en avant A,(M,,) du maillage M,,.

On calcule une approximation de 'advection en avant de la fonction de distribution f”
sur chaque cellule de M,, 1, et on obtient ainsi F"*!,

On raffine ensuite ou déraffine comme dans le cas de l'initialisation.

Ainsi on en déduit des nouveaux F™*! et M, ; et on continue & boucler sur n.

8.3 Interpolation biquadratique hiérarchique

Afin de spécifier le schéma numérique, on doit définir les espaces

Pr:lek
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que ’on considére, les projections et projections interniveaux.

On étudie ici le cas d’une interpolation biquadratique hiérarchique.
Pour I € K, on introduit d’abord I’ensemble Q7 qui consiste en tous les éléments P;
définis sur M par :

2
Pr(z,v) = Z al v’ a, €R rs=0.1,2, (z,v) € My, (8.3.1)

r,s=0

et nuls en dehors de M.

Noeuds pour chaque cellule M;, avec I € K, on définit ses neuf noeuds : les quatre
sommets de la cellule, les quatre points milieux des arétes et le point milieu de la cellule.
On indice les noeuds par Nr{ s pourr, s =0, 1,2, en notant que deux valeurs de I différentes
peuvent donner le méme noeud.

On note N7 ’ensemble des noeuds relatifs & un maillage d’indices Z.

Base de Lagrange par morceaux On introduit sur R les fonctions :

do(x) =2(x —1/2)(x — 1),

o1(x) =4z(1 — 2),

¢o(x) = 22(x — 1/2),
Pour chaque j = jo,...,J, k,{=0,2 —1letr,s =0,....2, on note par L;;Zl les fonctions
élémentaires de la cellule M, ;. ,, au noeud [r, s] :

Lo o(.v) = ¢p(0:(2))¢5(0u(v)). (8.3.2)
ol (z,v) = (0,(x),0,(v)) est I'application affine de M, ;, dans [0, 1[* définie par
. 2 . 27
L’élément P; € Qp s’écrit alors :
2
Pr=>Y_ fLLPx; fLLeR rs=0.12 (8.3.4)
r,5=0

ou x; est la fonction indicatrice de la cellule M; (elle vaut 1 sur M; et 0 ailleurs).
Le coefficient f/, est la valeur au noeud N/, pour la cellule M.

Interpolation continue imposer la continuité entre les cellules pour f consiste & res-
treindre ’ensemble Q pour la définition des P;.

L’ensemble P; peut alors étre directement décrit par les noeuds (et non aux noeuds rela-
tivement & une cellule), avec une attention spéciale pour les noeuds contraints : lorsqu’un
noeud d’une cellule a est un point de ’adhérence d’une autre (unique) cellule 3, on impose
a la valeur au noeud d’étre égale & la valeur obtenue par interpolation sur la cellule 3.
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Projection ici, la projection (et la projection inter-niveaux) consiste simplement en une
interpolation sur les noeuds de la cellule sur laquelle on projette. On a alors, si ’on note
Cf la fonction projetée, pour un indice de maille I de niveau j > jj :

f=Cif +) (fla) = Cif(a))d. (8.3.5)

ou la somme est portée sur tous les 16 noeuds
a= Ngf(l) (Tv S) - <Ovl>'(1*0)*(171)*(]—72> or (2*1)*

des cellules filles Mp,1), 7 = 1,...,4 qui ne sont pas des noeuds de M.

La valeur C; f(a) est obtenue par interpolation sur la cellule M, avec les 9 valeurs aux
noeuds de celle-ci.

Les fonctions ¢, sont définies pour tout a € N de niveau 7 comme valant 1 au point a,
centre d’un rectangle de taille 2/ L, x 2/L,, quadratique & l'intérieur strict de ce rectangle
et nul ailleurs.

On a alors :

If = Cofl <D 1f(a) = Crf(a)lllgall. (8.3.6)

et donc pour s’assurer que ’erreur de projection n’est pas trop grande, il suffit de controler
la quantité de droite dans (8.3.6).

Remarquons que cette quantité est liée & la régularité locale de la fonction que f ap-
proche (cela se voit en introduisant la fonction que I'on approche et en utilisant I'inégalité
triangulaire).

8.4 Bases hiérarchiques

On rappelle ici la définition de bases hiérarchiques, on donne d’abord ’exemple des
bases de Faber-Schauder, pour fixer les idées, puis on donne une définition générale.
Enfin, on regarde comment les éléments biquadratiques qui sont utilisés dans ’algorithme
s'insérent dans le cadre des bases hiérarchiques.

Pour faciliter ’exposé, on regarde essentiellement le cas de la dimension un (les éléments
quadratiques donc).
On indique a la fin les modifications apportées pour le cas des dimensions supérieures.

Historique les bases hiérarchiques ont été développées par Yserentant en 1986 pour
résoudre de maniére efficace des systémes linéaires provenant de problémes elliptiques du
second ordre. Néanmoins, 'utilisation de ces bases est bien plus ancienne. Faber [32] en
1909 avait déja I'idée de représenter les fonctions de maniére hiérarchique.

Suite de Faber-Schauder On considére 'intervalle R et on définit

Ly=[k27,(k+1)277 keZ
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On définit ensuite I'espace d’approximation
V;={f € C°(R) : f affine sur I;;, k€ Z}. (8.4.1)

On a alors la propriété des espaces emboités : V; C V1 pour tout j € Z.

D’autre part, une fonction dans V; est complétement déterminée par ses noeuds : I'; :=
{k277 kelZ}.

On note également I' := Uz I';.

On considére ensuite un opérateur d’interpolation :

Pj: C°(R) —=V; Pju(z)=u(r) zely. (8.4.2)
L’idée de Faber a été alors de représenter la fonction u en termes de P, et des différences
Pjp1 — P;.

Ces différences sont des fonctions dans V; et sont nulles en tous les points de I';_;. Ainsi,
elles peuvent étre représentées par leur valeurs aux noeuds =z € V; := I';;1\I';.
Une base naturelle pour V; est donnée par les fonctions ¢, définies par

o(x) = max{0,1 — |z|} ¢r(x) =2"2¢(21x —k) ke (8.4.3)
La suite de Faber-Schauder est alors donnée par
{90,k eez Uizt {Bjik fe=2-ikev, (8.4.4)
On note que pour chaque j, I'espace W; engendré par les
{Bjkto—2-ikev, (8.4.5)

est supplémentaire de V; dans V4, :
Vign =V, oW, (8.4.6)

et pour une fonction u € C°(R), le terme P;,ju — Pju appartient a I'espace W;.
Ainsi, avoir une décomposition d’une fonction u sous la forme

u=Pyu+ Y (P —Pu, (8.4.7)
revient a décomposer u dans I'espace :
VioW, oW, @---oW; @..., (8.4.8)

et pour tout j, 'espace d’approximation V; se décompose sous la forme :
Vi=VoeWi & ... W;_;. (8.4.9)

Ainsi, pour avoir une approximation d’une fonction u, on regarde successivement ses ap-
proximations dans les espaces V;, puis Vi @ W, et ainsi de suite ; suivant la construction
hiérarchique du systéme de Faber-Schauder, étant donnée une certaine approximation
d’une fonction u dans Vj, pour avoir une approximation plus “précise” dans V4, il suf-
fit de conserver ’approximation dans V; et de rajouter la contribution des éléments de
base additionnels de W; (au lieu de réexprimer la nouvelle approximation de u dans une
nouvelle base, on tire ici profit de conserver ’ancienne base).
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Erreur d’interpolation. L’erreur d’interpolation dans C'(R) peut étre estimée par le
module de continuité w(u,d) := wo(u, d)s défini par 5.5.13 :

lu — Pyul|pe®) < wl(u,277). (8.4.10)
Comme le module de continuité tend vers zéro lorsque ¢ tend vers zéro, on obtient :
u= Pyu + Z(PJU — Pj_qu), (8.4.11)
k=1

avec convergence dans L>(R). Cette estimation n’est en faite pas optimale ; une majora-
tion optimale est donnée en prenant le deuxiéme module de régularité dans L> :

lu — Pjullroor) < wa(u,277)oo (8.4.12)

Remarquons alors que les différences deviennent rapidement trés petites.
Pour u € C*(R), on obtient :

| Pju— Pioqul| o) < 2774 || poom) (8.4.13)
Pour v € C%(R), on obtient :
| Pju — Pj_qul| poomy < 477 /2[Ju"|| o (8.4.14)

D’autre part, on peut remplacer R par un intervalle quelconque . Ainsi, si u est une
fonction trés réguliére dans un voisinage de [ les termes de la série vont rapidement
tendre vers zéro, et donc on pourra en garder un petit nombre.

On reprend maintenant la définition utilisée dans [74| pour définir les bases hiérarchiques.
Soit w un domaine borné Soit X un sous espace de C'(@), on suppose que 'inclusion est
linéaire et bornée.

On note o une fonction de N dans N*.

Une grille hiérarchique de points. On définit un ensemble

A= {A:}0: (8.4.15)
avec :
AO == {Zj,O ] = 1, ceey 0'(0)} (8416)
et
Ak = Ak:—l U {Zj,k j = 1, e ,O’(kﬁ)} (8417)
Les éléments z;;, appartiennent & w et vérifient :
Zjk ¢ Ak—l; k= 1, 2, RPN (8418)
et B
UA, = (L (8.4.19)

La suite A est appelée multigrille de w, et Ay est appelé un k-niveau de A, et les éléments
zj 1 sont appelés noeuds de A.
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Systéme hiérarchique. Soit
H={hjry k>1, j=1,...,0(k)}, (8.4.20)

un sous ensemble dénombrable de X.
H est alors un systéme A-hiérarchique, si

hiw(zem) = 0564 m=0,....k (=1,....0(k), (8.4.21)

ou &% est le symbole de Kronecker (0% vaut 1 si j = £ et 0 sinon).
il est alors clair que tout sous-ensemble fini de H est linéairement indépendant.
On notera aussi ¢,, I’élément h;; € H, pour a = z;; € A.

Définition des bases hiérarchiques. On rappelle qu'une suite (e,) est une base (de
Schauder) d’un espace de Banach E si tout élément de E se décompose de maniére unique
sous la forme

T = Zxkek T € ]R, (8422)

qui converge dans F.

Si H est une base de X et un systéme A-hiérarchique, on dit alors que H est une base
hiérarchique.

Reprenons maintenant ’exemple du systéme de Faber-Schauder. On a la propriété sui-
vante (cf [74]) :

Proposition 8.4.1. Le systéme de Faber-Schauder, en restreignant les éléments a l’in-

tervalle [0, 1] et en prenant A :=T' N[0, 1] est une base hiérarchique simultanément pour
C([0,1]) et WH2([0, 1]).

Systéme quadratique hiérarchique en dimension 1. On considére cette fois-ci pour
espace Vj :
V;:={f € C"R) f quadratique sur I}, (8.4.23)

c’est-a-dire que f s’écrit sous forme d’un polynéme de degré inférieur ou égal & 2 sur
chaque intervalle I, ;, avec continuité aux bords de chaque intervalle.

On a toujours la propriété d’espaces emboités, V; C V1.

On introduit alors les noeuds : T'g := {27k, k€ Z} et

[, ={27"12k+1), keZ}, (8.4.24)

pour j > 1. On définit maintenant deux fonctions de bases. Soit d’abord ¢! la fonction
définie par les conditions

ot (k) =08 k€ Z+1/2Z, et ¢t €V,
qui s’écrit explicitement

¢'(x) = (1= [a))(1 - 2Jz]), siz € [-1,1], ¢'(2) =0, si |z| > 1,
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qui est la fonction de base dans V[, associée au noeud entier 0.
Soit d’autre part ¢, la fonction définie par les conditions

¢*(k) = 001y, k € L+ 1/2Z, et ¢ € W,

qui est la fonction de base dans 1} associée au noeud demi-entier 1/2, et qui s’écrit aussi
explicitement

®*(z) =2z(1 —x), siz € [0,1], ¢*(x) =0, sizcR\[0,1].

On introduit alors les éléments ¢, et ¢7, définis par

S

i) = ¢° (P —k), jkeZ s=12 (8.4.25)

Le systéme quadratique hiérarchique est alors donné par :

{da=op. a=keTlotU{ds=0¢3, a=2"2k+1)el,}
Ujs1 {da =0, a=27""2k+1) € V,}, (8.4.26)

avec toujours la notation V; :=I';;1\I';.
On définit de la méme maniére 'opérateur de projection F;.
On a alors, en utilisant la propriété (8.4.10) qui est valable aussi ici :

Proposition 8.4.2. Le systéme quadratique forme une base hiérarchique pour C°(]0, 1]).

Ondelettes. Les bases hiérarchiques sont a priori définies indépendamment des onde-
lettes ; on cherche ici & voir comment le systéme quadratique s’interpréte dans le cadre de
I’analyse multirésolution.

Analyse multirésolution en dimension 1 L’analyse multirésolution
(définition introduite par Mallat [55]) est une suite {V;};cz de sous-espaces vectoriels
fermés de L?(R), vérifiant les propriétés suivantes :

Vi C Vi (8.4.27)
f(x) eV« f(2z) € Vi1 (8.4.28)
Njez Vi =0 (8.4.29)
Ujez V; est dense dans L*(R) (8.4.30)
Il existe une fonction ¢(x) dans V; telle que {¢(z — k) }rez

soit une base de Riesz de V. (8.4.31)

Le systéme de Faber-Schauder définit une analyse multirésolution (cf [24]), et on peut
prendre pour ¢ la fonction ¢ du systéme de Faber-Schauder; ¢ est appelée fonction
d’échelle.
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En ce qui concerne le systéme hiérarchique, les propriétés (8.4.27)—(8.4.30) sont bien vé-
rifiées, mais la propriété (8.4.31) n’est pas satisfaite du moins pour une fonction de base
¢, pour a € I'.

L’espace V; est ici engendré par deux fonctions d’échelles : ¢ et ¢?, correspondant aux
noeuds entiers et aux noeuds demi-entiers respectivement.

Proposition 8.4.3. Les fonctions

forment une base de Riesz de Vj.

Preuve. On utilise la décomposition :

/Rlzgjagcbl(:c —0) + beg(a — 0)2da = Z/

| Z agd* (x — 0) + bpd*(x — 0)|*da
¢

kez ¥ Lok
-y / |3 Gk (2 — 0) + besre?(x — 0) Pz,
kez, Yoo 4
et on procéde comme dans le lemme 6.4.2, pour les polynémes de Lagrange. 0

Remarque 8.4.4. On peut dire aussi que les espaces V; forment une analyse multi-
résolution de multiplicité 2 : si les propriétés (8.4.27)—(8.4.30) sont vérifiées, et s’il existe
plusieurs fonctions ¢1,. .., ¢, telles que

Gl —k) keZ q=1....r (8.4.33)

forment une base de Riesz de Vg, on parle d’analyse multi-résolution de multiplicité r (cf

[24])-

Détails Dans un intervalle /; ;, donné, considérons deux niveaux d’approximations d’une
fonction v donnée.

Le premier est donné grace aux valeurs aux noeuds extrémités de l'intervalle [a, b] := I},
et du noeud milieu m de l'intervalle. L’approximation dans V; sur /;; consiste alors a
interpoler par un polynéme de degré 2 sur /5.

Pour I'approximation dans V1, on a besoin des valeurs additionnelles aux deux noeuds
milieux m; et my de chacun des sous-intervalles [a, m| et [m, b).

La différence entre les deux approximations Pj;;u — Pju est alors donnée par :

(u(my) = Pyu(ma))om, + (u(ma) — Pju(ms))dpm,. (8.4.34)

La figure 8.1 représente dans ce cas les différentes fonctions de bases ¢4, ¢p, O, €6 Dy s Oy -
On voit alors que sur la maille [, 'erreur de I'approximation Pju par rapport a I’ap-
proximation Pjyu s’exprime en fonction des détails d,,,, := u(mi) — Pju(m,) et d,,, =
u(ms) — Pju(ms).
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Compression et stockage On considére toujours une fonction v que I'on approche a
I’aide des éléments hiérarchiques. Supposons ainsi que ’on ait un systéme A,—hiérarchique,
ou A, est un ensemble fini, “adapté” a la fonction u, qui est obtenu par exemple en éli-
minant les détails inférieurs & un certain seuil pour tous les niveaux jusqu’a un certain
niveau d’approximation J. Notons Pa, cette approximation. Le meilleur choix serait de
considérer, pour une norme || - || donnée (le choix dépend de la norme), toutes les approxi-
mations possibles, qui sont en nombre fini, et de prendre ensuite une qui donne ’erreur
|lu — Pa,u| la plus petite possible; bien siir un tel choix n’est pas envisageable et le
seuillage, précédement décrit peut étre considéré comme une approximation presque op-
timale (voir [24], pour plus de détails).

On cherche maintenant a connaitre la valeur en un point donné arbitraire, ce qui est une
étape importante, dans un algorithme de type semi-lagrangien.

Une possibilité est de faire une décomposition en ondelettes. Cette étape consiste a calcu-
ler la donnée P, sur tous les points de I';. Il s’agit d’une étape de décompression et qui
demande de la place mémoire, au moment ou elle est faite.

La valeur aux points de I'; peut s’obtenir en parcourant tous les niveaux j, en partant
du niveau 0 (plus généralement d’un niveau grossier jy) et de calculer la valeur P, (a),
pour a € V;_; (en prenant pour convention ici, V_; := I').

Cette valeur est soit égale & u(a), si a € A, (ce qui est le cas pour le niveau grossier),
soit il s’agit d’une valeur interpolée avec les 3 points de niveau inférieur (les valeurs en
ces points sont donc déja calculés).

C’est ainsi que 1'on peut faire dés que ’on a un opérateur de prédiction.

Néanmoins, pour calculer la valeur en un unique point z, il n’est pas nécessaire de
connaitre la valeur de P, en tous les points de I';. Si on a juste pour information les
points de A,, on peut tester si chacun des 3 noeuds du J-niveau utiles pour I'interpola-
tion en x existent, si aucun existe, il n’est pas nécessaire de considérer le J—niveau et on
recommence avec les noeuds du J — 1-niveau (et ainsi de suite récursivement), s’il y en
a au moins un qui existe, cela veut dire que les noeuds du J-niveau sont nécessaires, et
donc on calcule la valeur aux autres noeuds, de la méme maniére que = récursivement.
Cette derniére solution est la plus adaptive possible, au sens ot I’on conserve vraiment que
I'information strictement nécessaire ; néanmoins, elle semble plus cotiteuse lors de I’éva-
luation en un point, puisqu’il faut tester si chaque point existe ou non (i. e., appartient
ounon a A,).

On peut alors choisir de stocker en plus le niveau de régions; avec cette information,
pour un point donné, il suffira de commencer a chercher les points du niveau de la région
laquelle il appartient, il y en a alors au moins un qui appartient a A, la valeur aux autres
points est alors calculée comme précédemment.

La maniére que 1’on a considéré est de stocker non seulement le niveau, mais également la
valeur de u aux 3 points nécessaires a l'interpolation. Il en résulte que I'on stocke encore
plus de données ; néanmoins, de cette maniére, on est assuré de rester local, et de ne pas
avoir besoin de chercher des points de niveau différent pour interpoler (ce qui facilite la
parallélisation).

Remarque 8.4.5. Pour une décomposition en ondelettes qui ne provient pas nécessai-
rement d’un systéme hiérarchique, pour calculer la valeur en un point, on a besoin de la
contribution de toutes les ondelettes de tous les niveaur qui sont dans le support, tandis
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que pour ce systéme quadratique, la valeur ne dépend que de 3 paramétres.

Systéme hiérarchique biquadratique en dimension 2. En dimension 2 (et en di-
mension quelconque de maniére générale), le systéme hiérarchique se construit par produit
tensoriel.

L’espace V; est donné par :

Vi :={f € C°(R*) f biquadratique sur I;; x I;}, (8.4.35)

c’est-a-dire que f s’écrit sous la forme d’un polyndéme de degré inférieur ou égal & 2 en
chacune des deux variables :

2
flaw) =Y aa’, a; €R i=0,1,2, j=0.1.2, (8.4.36)

1,j=0

sur chaque carré [ ¢ := I, x I;, avec continuité aux bords.
On introduit les noeuds dyadiques

Lo := {274k, 0), k,LcZ}, (8.4.37)

et
Uy ={2777Y2k +1,20), kLcZ}U{2777'(2k,20+ 1), k. (€Z}. (8.4.38)
Le systéme biquadratique en dimension 2 est alors obtenu par produit tensoriel du sys-
téme quadratique en dimension 1 et définit une base hiérarchique de C°([0,1]?); on peut

définir aussi ’analyse multirésolution de L?(R?) par produit tensoriel, et les propriétés
précédentes se transmettent.

-10

Fi1G. 8.1 — fonctions de bases quadratiques hiérarchiques. Fonctions de bases sur la cel-
lule grossiére (trait plein). Fonctions de bases additionnelles pour les cellules fines (en
pointillé).
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8.5 Le schéma numeérique

Résolution en temps L’advection est classiquement effectuée par un splitting en temps
(voir e.g [59]). Une méthode générale & deux pas de temps a été introduite dans [67] pour
résoudre les caractéristiques, par un calcul direct en 2D (voir aussi [68| pour une nouvelle
méthode efficace). On a utilisé ici I’algorithme complétement local suivant. Connaissant
la position finale a = (X", V") au temps (n + 1)At, on calcule une approximation
(X", V™) d’ordre deux de la position arriére (X, V)(nAt; a, (n + 1)At).

Ainsi, avec les notations " = nAt, s = (n+ %)At et Xnt3 = Xn%xnﬂ, on peut écrire
a l'ordre deux en temps :

Xn+1 —_ X" B \Vad + Vn—i—l

At?).
Al ;  TOBY)
D’autre part, & nouveau a 1’ordre deux, on obtient :
Vn+1 —_yn
— = E(t"2, X" 1) 4+ O(A#) (8.5.1)
(8.5.2)
et |
B(t", X™3) = S[B(t" 2, X™) + B(t"2, X™2)] + O(AF), (8.5.3)
ainsi que
1
Bz, X"2) = S B X + BT X" + 0(A). (8.5.4)

On obtient alors :

E(t"rz, X" 1) = 2B(t", X"2) — E(t""2, X"1) 4+ O(AL?)

—2B(t", X"t2) — %[E(t”_l, X"+ E(t", X" + O(A?).

Ainsi, on obtient la formule d’ordre deux suivante :

vty X4 Xt B X 4+ E(tt, X

N = 2B(t", 5 ) — 5 +O(At?).  (8.5.5)

Champ électrique de Poisson : A partir d’'une représentation adaptative ™, on
peut en déduire la densité de charge p” = [ f"(z,v)dv et obtenir le champ électrique £™,
a partir de I’équation de Poisson :

_aTEn:pn_]_

(dans le cas axisymétrique, on prendra —19,(rE,) = p).
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Advection avant/arriére : on écrit BY%(a) la position advectée arriére d’un noeud
a. On l'obtient ici par (8.5.5) avec a = (X", V1) et BY(a) = (X", V"). Ce systéme
peut étre résolu itérativement en l'inconnue V™. D’autre part F“%(a) désigne la position
advectée avant et est également donnée par (8.5.5), en écrivant a = (X", V") et F*%(a) =
(Xn—i-l’ Vn—ﬁ-l).

L’algorithme est maintenant guidé par deux quantités : le niveau de résolution le
plus fin J et un seuil de tolérance ¢ .

Algorithme. La solution au temps t"” est donnée par un maillage adaptatif M,, qui
consiste en une partition dyadique de cellules. Passer du temps " & t"*! consiste en trois étapes :

1. Prédiction de M"*! : Pour chaque cellule o € M™", calculer le centre c, et le point
advecté en avant, A(c,) en suivant les caractéristiques de ’équation de Vlasov.
Rajouter ensuite & M™*! I'unique cellule & de niveau j, qui convient a la place de
M" L et rajouter les cellules nécessaires de telle sorte que M™"! est un maillage
adaptatif dyadique. Enfin, si j < J, raffiner a d’un niveau, c’est-a-dire, remplacer
@ par ses 4 cellules de niveau j+1 qui couvrent la méme surface.

2. Evaluation : Pour chaque noeud a de M"*!, calculer le point advecté en arriére
A~1(a) et mettre f"(a) & f"(A"'(a)) : I'évaluation f"(c) de la solution en chaque
point ¢ € [0,1[* est obtenu en cherchant I'unique cellule a du maillage adaptatif
M™ ot le point est localisé, en utilisant les valeurs aux noeuds de cette cellule et en
calculant I'interpolation biquadratique sur cette cellule, disons I(c, a, f"(c)).

3. Compression de M"*! : En partant de j = J — 1 & j,, remplacer 4 cellules de
niveau j+1 par une cellule « de niveau j (faire le contraire du raffinement de «)
ot la norme de la différence f"*'(a) — I(a, o, f*(a)), pour chaque noeud a of «, est
assez petit.

8.6 Cas tests

L’amortissement linéaire de Landau Afin de tester la précision numérique du schéma,
I’amortissement linéaire de Landau est trés classique. La condition initiale est donnée par

£(0,2,v) = ——e " /?(1 + acos(kz))

1
V2r
avec a = (.01, la période vaut L = 4x et k = 0.5. Pour la discrétisation en temps, on choi-
sit At = 1/8. On restreint le domaine de calcul en vitesse en un intervalle [—v,40, Vmaz],
avec un nombre v,,,, suffisamment grand. Le champ électrique décroit exponentiellement
avec un taux théorique de v = 0.1533 en norme Ly (voir e.g. [59]). En fait, la solution
numérique ne peut pas décroitre tout le temps et la solution devrait restituer son énergie
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(a) Av = 0.281 (b) Av = 0.148

000000000000

FIG. 8.2 — Evolution de log( [ F(z,t)?dz) en function du nombre d’itérations (At = 0.125)
dans le cas uniforme avec un niveau de résolution J = 4, 5 et 6 (c’est-a-dire, respectivement
256, 1024 et 4096 cellules) pour I’amortissement linéaire de Landau.

en un “temps de récurrence’(see e.g [59]). Cependant, en prenant plus de points dans
la direction des vitesses, on peut repousser ce phénoméne et donc avoir une meilleure
description du champ électrique pour des temps plus longs.

Dans le cas adaptatif (voir figure 8.3), on prend J = 6 et v,,,, = 7.15 puisque ces

paramétres these paramétres donnent de bons résultats dans le cas uniforme (voir figure
8.2) : on obtient environ 20 periodes d’oscillations. Comme prévu, la précision de I’amor-
tissement, augmente lorsque la tolérance baisse, et on atteint la précision du cas uniforme
sous-jacent avec ¢ = 1078. Les normes L, et L, sont bien conservées : la norme L, perd
moins de 4 - 107% norme relative pour € = 107% et I'erreur de masse totale relative est in-
férieur & 1079 (cependant, si la tolérance est trop grande, les résultats sont plus mauvais :
si e = 107°, la norme L, augmente de 10~* aprés 500 itérations).
D’un autre coté, la proportion de cellules économisée est d’a peu prés 1/4 (pour ¢ = 1078,
environ 3100 cellules sont utilisées au départ et 2900 apres les 100 premiéres itérations ;
pour € = 107%, on passe de 2400 a 2200 cellules) : la compression se fait 1a ot la solution
est presque nulle.
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(¢) ~ 2700 — 2650 mailles (d) ~ 3100 — 2900 mailles

FIG. 8.3 — Evolution de log( [ E(x,t)?dx) en fonction du nombre d’itérations (At = 0.125)
avec Av = 0.112 dans le cas adaptatif (avec un niveau de résolution fin J = 6 et une
tolérance e = 107°,107%,1077,1078) pour Pamortissement de Landau linéaire.
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Ainsi, si 'utilisation d’un tel maillage adaptatif ne semble pas étre le moyen le plus natu-
rel pour traiter ce cas test puisque la solution ne développe pas de petites échelles, nous
sommes maintenant convaincus, d’aprés cet exemple que le schéma adaptatif peut aller
jusqu’a la précision de la solution uniforme si on choisit une tolérance assez petite. Notons
également que I'on peut augmenter le domaine de calcul avec cotit additionnel minime.

Faisceau semi-Gaussien On considére maintenant un faisceau semi-Gaussien défini
par la condition initiale

e—H0?/)

fo(r,v) =

1
_— , if r<a,
wa’y/2mh
et fo(r,v) = 0 ailleurs. Ici a = 4/v/15 et b = 1/(2V/15). Le pas de temps est At = 7/16, ce
qui correspond a 1/32-iéme de période. On effectue 480 itérations, c’est-a-dire 15 périodes.

La solution numérique développe des petites échelles qui disparaissent aprés un certain
temps, par diffusion. Dans notre simulation, on a pris ¢ = 1073 et J = 7 pour le cas
adaptatif.

On compare notre solution adaptative a une solution grossiére uniforme (avec une résolu-
tion plus grossiére J = 6), et & une uniforme plus fine (avec la méme résolution J = 7). On
voit, sur les figures 8.5, 8.6 et 8.7 que la grille suit le développement des petites échelles,
tandis que le ratio #(M™)/#(Ms) passe en 6 périodes de 1/4 a 1 (voir figure 8.4(c)).
Aprés 3 périodes (figure 8.6), la solution adaptative semble mieux cerner les effets non
linéaires que la solution uniforme grossiére, elle reste en fait aussi précise que la solution
uniforme fine. Sur la figure 8.7, on approche la zone de pleine filamentation ; la solution
adaptative reste meilleure que la plus grossiére, avec toujours le méme ordre de grandeur
de cellules (voir aussi 8.4(c)), mais cette fois-ci, on n’atteint plus la méme précision que
la grille fine uniforme. Aprés 15 périodes, la diffusion apparait et le processus de déraf-
finement apparait : on se retrouve alors avec le méme nombre de points qu’initialement
(voir figure 8.8 et 8.4(c)).

En utilisant une interpolation biquadratique, le schéma est assez diffusif, cependant I’adap-
tivité n’accélére pas ce phénomeéne : la norme L; norm des solutions fines unfiormes et
adaptatives sont assez similaires (voir figure 8.4(b)). D’autre part, la masse n’est pas bien
conservée dans le cas adaptatif (figure 8.4(a)) : elle augmente et cela semble étre di au
gain/défaut de masse dans ’étape de compression et le manque de conservation dans le
cas de l'interpolation sur un maillage non-uniforme pour un schéma semi-Lagrangien.
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F1G. 8.4 — Evolution de la masse totale relative, de la norme [, de la fonction de
distribution f pour le faisceau semi-Gaussien et du nombre de cellules en fonction
du nombre d’itérations (32 itérations = 1 période) dans le cas adaptatif avec J = 7 et
e = 107* (i), dans le cas uniforme avec J = 6 (ii) et avec J = 7 (iii).
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8.7 Implémentation paralléle

Cette partie a été établie grace a Eric Violard et Olivier Hoenen (voir [45], [44] pour
plus de détails).

Régions le domaine de calcul est subdivisé en régions. Une région est une surface du
domaine de calcul qui est définie par une union de cellules. Les régions sont allouées a des
processeurs de telle sorte que chaque processeur a connaissance de ses propres cellules et
noeuds, qui sont inclus dans sa propre région. Lorsque le maillage s’adapte & 1’évolution
en temps de la physique, le nombre de cellules contenu dans une région change et il est
donc nécessaire d’inclure un mécanisme d’équilbrage de charge, qui consiste a redéfinir les
régions sur chaque processeur.

Compression Afin de minimiser les communications, on n’applique la compression que
dans la limite de sa région. Ainsi, la phase de compression ne requiert aucune commu-
nication. On perd un peu en adaptativité, puisque 1’on élimine moins de cellules que la
méthode originale.

Structure de données chaque processeur connait une représentation locale du maillage.
Celui-ci est représenté par deux tables de hachage (outil classique utilisé pour stocker des
données irréguliérement réparties) :

e la table de hachage des cellules qui garde en mémoire un ensemble de cellules qui
forme une partition du domaine de calcul, et qui associe & chaque cellule I'identité de son
processeur.

e la table de hachage des noeuds : elle stocke les noeuds du maillage ainsi que la région
d’appartenance pour chaque noeud.
Cette représentation permet d’accéder aux cellules et aux noeuds en temps constant tout
en minimisant ’espace mémoire.

Equilibrage de charges : pour chaque région, le nombre de cellules doit étre ap-
proximativement le méme et chaque région doit avoir une bonne forme pour améliorer
la compression. De plus, chaque région doit étre connexe afin de réduire le volume de
communications ; les courbes de Hilbert sont alors utilisées [52].

Résultats numériques On considére toujours le cas test du faisceau semi-Gaussien,
pour une simulation de 5 périodes (160 itérations). Les résultats sont reportés sur les
figures 8.9, 8.10 et la table 8.1.
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Sur la figure 6.3, le niveau le plus fin est J = 8, ce qui correspond & une grille fine de
512 x 512 points. On observe que la grille adaptative suit bien les structures fines.

La figure 8.10 montre l'interprétation graphique de l’accélération (speed-up) pour une
échelle logarithmique.

On observe que ’accélération est approximativement constant lorsque le niveau des dé-
tails augmente.

La table 8.1 montre que le temps continue & décroitre lorsque le nombre de processeurs
augmente jusqu’a 64 processeurs.
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8.8 Conclusion

Nous avons présenté un solveur de Vlasov basé sur une interpolation par éléments finis
hiérarchiques. Les résultats numériques obtenus montrent que le code fonctionne bien dans
le cas de ’espace des phases 2D, pour des simulations de faisceaux.
la méthode se généralise directement a une dimension quelconque; pour qu’elle reste
efficace en 4D, il semble indispensable de la paralléliser.

L’inhérente bonne localisation des cellules a déja permis de donner une implémentation
paralléle efficace en 2D ; un code 4D paralléle est en cours de développement.
Néanmoins, il subsiste des points & améliorer.

Prédiction de la grille. Pour prédire la grille, nous avons utilisé une advection en
avant suivie d’un raffinement automatique d’un niveau.

e Il est en fait aussi possible de faire une prédiction en arriére de la grille (comme celle
utilisée dans la preuve de convergence du chapitre 7).
Ainsi, au temps t"*!, on considére les mailles de niveau j = jj, on advecte an arriére le
centre de chacune de ces mailles et on recommence avec les filles, si le niveau sur lequel
le point advecté en arriére tombe sur une maille de niveau strictement supérieur a j.
L’avantage est que I’on ne calcule plus des points qui servent juste a prédire la grille.

e D’autre part, on raffine ici d’un niveau automatiquement (ce qui semble suffisant dans
la pratique) ; cette procédure a ’avantage de rester locale, mais prédit un maillage souvent
bien plus gros que le maillage qui est vraiment utile. Il pourrait donc étre intéressant
de remplacer cette technique en utilisant des indicateurs d’erreurs (un analogue de la
courbure qui était utilisée au chapitre 7). Par cette nouvelle maniére de prédire le maillage,
on a besoin de l'information des cellules voisines. Si celles-ci appartiennent a un autre
processeur, cela entraine des communications supplémentaires; une idée serait alors de
combiner ces deux techniques : indicateurs d’erreurs, 14 ou I'information est disponible
sans communication, et raffinement d’'un niveau aux autres endroits.

Ordre élevé et conservation. La méthode implémentée a le principal défaut de ne
pas étre d’ordre élevé et surtout de ne pas étre conservative. En ce qui concerne 1’ordre,
on a été limité a l'ordre 2, puisqu’au deld, I’algorithme présente un défaut de stabilité
(voir chapitre 6). L’utilisation de maillages adaptatifs décalés pour rester dans la zone de
stabilité semble assez complexe, il semblerait préférable d’utiliser d’autres reconstructions
(qui font intervenir les gradients par exemple, ou des reconstructions non interpolantes,
que ’on peut chercher aussi de telle sorte que ’on ait d’autres propriétés telles que la
conservation de la masse).

Pour ce qui est de la conservation, I’équation de Vlasov a la propriété de conserver beau-
coup de quantités, il est généralement difficile d’en conserver beaucoup numériquement.
Les plus importantes sont la masse, le moment d’ordre un et ’énergie du systéme. Il est
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aussi parfois souhaitable de garder la positivité.

Dans notre méthode, I'erreur de masse est & chaque pas de temps de I'ordre du détail.
Néanmoins, pour des simulations en temps longs (telles que I'instabilité double-faisceaux),
I’accumulation des erreurs entraine des phénomeénes non physiques.

Signalons qu’il existe une maniére de recouvrir la masse (et les autres quantités), dans
le cas d’un maillage non structuré, par une méthode a posteriori (cf [15]). Néanmoins
cette méthode détériore 'ordre de précision ; I'interpolation se base sur une combinaison
linéaire d’ interpolation de degré 1 et du degré initial et les coefficients sont solutions d’un
probléme d’optimisation.

Dans le cas des ondelettes, une technique de lifting est souvent utilisée (voir [71]).

8.9 Figures
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(¢) J = 6 uniform (d) J = 6 uniform

F1G. 8.5 — grille adaptative et fonction de distribution f dans I’espace des phases (v, x)
aprés 1.5 périodes (48 itérations).
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(¢) J = 6 uniform (d) J = 7 uniform

F1G. 8.6 — grille adaptative et fonction de distribution f dans I’espace des phases (v, x)
aprés 3 périodes (96 itérations).
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(¢) J = 6 uniform (d) J = 7 uniform

F1G. 8.7 — grille adaptative et fonction de distribution f dans I’espace des phases (v, x)
aprés 6 périodes (192 itérations).
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F1G. 8.8 — grille adaptative et fonction de distribution f dans I’espace des phases (v, x)
aprés 15 périodes (480 itérations).
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F1G. 8.9 — Evolution de la fonction de distribution ainsi que la grille et la distribution des
régions aprés une demi, une et deux périodes (resp. 32, 64 et 128 itérations)

Speed- up

1 2 4 8 16
Nunber of processors

F1G. 8.10 — speed-up sur un HP cluster
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# procs || J =8
1 3074
2 1514
4 797
8 459
16 268
32 177
64 153

TAB. 8.1 — temps écoulé en secondes sur un SGI 03800
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