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Introduction

Sauf mention contraire, les objets considérés sont supposés de classe C'™.

Soit M une variété de dimension n. Intuitivement, un feuilletage de dimension p
(ou de codimension k := n — p) sur M est une décomposition de M en sous-espaces
connexes disjoints de dimension p appelés feuilles, qui se présente localement comme
la partition en feuilles d’un livre. Plus précisément :

Définition — Un feuilletage .F de dimension p ou de codimension k :=n — p sur
M est défini par un atlas {(U;, ;) }ier ot les difféomorphismes p; = U; — R'™F x RF
sont tels que st Uy NUj # 0, le changement de cartes

piop; i pi(UinU;) —  @i(UsNU;)
se met sous la forme :
(z,y) ER"F xRF  —  (gi(x,9),7;(y)) € R"F x RF.

Rk

Rn—k

M

Figure 1 — Localement, les feuilles sont paralléles mais le feuilletage peut étre com-
pliqué du point de vue global.

Remarquons que localement, un feuilletage est défini comme les variétés de niveau
de la submersion f; := m o ¢; : U; — R¥ ot 7 est la projection naturelle de R™ sur
R¥; en outre, ces variétés de niveau se recollent sur U; N Uj # @ par f; = vi5 0 fj.
La donnée des triplets (U;, fi,7i,j) caractérise completement 7.

D’autre part, les feuilles d’un feuilletage n’ont pas nécessairement la méme na-
ture topologique. Par exemple, la submersion f : R?> — R qui associe au triplet
(z,9y,2) le réel (1 —x? —y?)e® définit un feuilletage de R3 par les surfaces de niveau
f~Y(c) (c € R) qui sont des plans et des cylindres.

Cette définition met en évidence les relations entre les feuilletages, la géométrie
différentielle et la topologie. Pourtant, les feuilletages sont issus de 1’étude qualitative
des équations différentielles.
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Un peu d’histoire

A la fin du XIX€ sidcle, Poincaré constate qu'il est impossible d’intégrer explicite-
ment une équation différentielle générale. On est donc amené a étudier les propriétés
des trajectoires sur I’équation elle-méme : par des méthodes géométriques et topo-
logiques, on essaie de déterminer ’allure générale des solutions et leurs positions
relatives. Cette approche qualitative est alors développée dans de nombreux tra-
vaux (entre autres par Bendixson, Denjoy, Painlevé, Kneser, Seifert...) et aboutit
a la notion de feuilletage introduite dans les années 1940-1950 par Reeb et Ehres-
mann ([ER44, Ree52]). Historiquement, un feuilletage est donc une généralisation
géométrique d’un systeme différentiel ou les variétés intégrales correspondant a une
condition initiale sont les feuilles.

Ainsi, les flots sans singularité des équations différentielles ordinaires sur R"™ et
C™ induisent des feuilletages en courbes sur ces variétés tandis que les hypersurfaces
d’énergie d’un systeme hamiltonien définissent des feuilletages de codimension 1 sur
I’espace des phases. Les feuilletages apparaissent également de fagon naturelle en
systemes dynamiques notamment dans la décomposition du fibré tangent associé a
un flot d’Anosov (toutefois, ces feuilletages sont peu réguliers) ou encore lorsqu’on
fait agir un groupe de Lie de fagon localement libre sur une variété. Les feuille-
tages ainsi obtenus peuvent d’ailleurs étre tres compliqués : par exemple, I'action
du groupe oR par translation sur T? induit un feuilletage & feuilles denses lorsque a
est irrationnel. Un feuilletage est donc un systéeme dynamique “non paramétré” (il
existe d’ailleurs une théorie des feuilletages singuliers).

La plupart des exemples “pré-existants” sont de dimension ou de codimension 1.
Une question naturelle est donc I'existence de feuilletages de dimension p € {0,...n}
sur une variété de dimension n.

Existence et construction de feuilletages

Pour p = 0 ou n, les points de la variété et la variété elle-méme constitue I’en-
semble de ces feuilletages “triviaux”.

Une premiere obstruction

Pour p > 1, 'existence d’un feuilletage de dimension p implique celle d’un champ

de p-plans continus, ce qui nous fournit une premiere obstruction. Par exemple, la
sphere S? n’admet pas de champ de 2-plans continus donc a fortiori pas de feuille-
tage en surfaces.
Et méme s’il existe un champ de p-plans, il n’est pas clair que celui-ci soit tangent
a un feuilletage. Par exemple, dans R3 muni de ses coordonnées usuelles (z,, 2), le
champ de plans engendré par X := (1,0,0) et Y := (0,1,x) ne s’écrit pas locale-
ment comme une surface de niveau d’une certaine fonction. Pour étre tangent a un
feuilletage, un champ de p-plans 7 doit vérifier une condition d’intégrabilité dite de
“Frobenius” : si X et Y sont de champs de vecteurs de 7 alors leur crochet de Lie
[X,Y] doit encore étre un champ de vecteurs de 7.
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Les feuilletages en courbes

Pour p = 1, tout champ de vecteurs complet est intégrable. Pour avoir un feuille-
tage en courbes, il suffit donc d’avoir un champ de vecteurs sans singularité. Sur les
variétés ouvertes (c’est-a-dire sans composante connexe compacte) un tel champ
existe toujours; par contre, les variétés compactes doivent avoir une caractéristique
d’Euler-Poincaré nulle. Par suite, les seules surfaces compactes feuilletées sont le
tore et le cylindre dans le cas orientable et le ruban de Mobius M et la bouteille de
Klein K sinon. De plus, ces feuilletages sont complétement classifiés (cf par exemple
[HHS83] pp. 49-67).

Les feuilletages en surfaces sur les variétés de dimension 3

Pour p > 2, la situation est plus complexe puisque ’ensemble des p-plans non
intégrables forme un ouvert dense dans I’ensemble des p-plans. Aussi, nous rappelons
d’abord le premier exemple de feuilletage, pensé comme tel : il s’agit d’un feuilletage
en surfaces de S? construit par Reeb dans [Ree52].

Le feuilletage de Reeb — Considérons la submersion f : (7,y,z) € D x R —
(1 — 22 — y?)e* € R,. Elle induit un feuilletage du cylindre plein D? x R par les
surfaces de niveau f~!(c) qui sont des plans pour ¢ > 0 et le cylindre S! x R
pour ¢ = 0. On constate que les plans tendent asymptotiquement vers le bord de
D? x R qui est lui-méme une feuille. Comme ce feuilletage est invariant par I'action
naturelle de Z sur R, on peut quotienter la variété D? xR par la relation d’équivalence
(w,y,2) ~ (x,9,2 + 1). On obtient alors un feuilletage du tore solide T := D? x St
dont les feuilles a I'intérieur de T sont des plans et tendent asymptotiquement vers
le bord T? de la variété qui est lui-méme une feuille. Un tore solide muni d’un tel
feuilletage est appelé composante de Reeb.

Figure 2 — Une composante de Reeb

Pour avoir un feuilletage de S?, il suffit maintenant de recoller deux tores solides T
le long de leur bord T? en identifiant les paralléles de I'un aux méridiens de I’autre.

Par ailleurs, Reeb a montré qu’on peut toujours adjoindre une telle composante
a un feuilletage de codimension 1 : il suffit de remplacer le voisinage tubulaire d’une
courbe transverse au feuilletage par un tore feuilleté comme précédemment et autour

duquel les feuilles s’enroulent. Cette modification est appelée tourbillonnement de
Reeb.
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Cas général — En 1965, Lickorish ([Lic65]) ainsi que Novikov et Zieschang ([Nov65])
généralisent cette construction aux variétés fermées (i.e. compactes sans bord) orien-
tables de dimension 3. En effet, Wallace ([Wal60]) a montré qu'une telle variété M
peut étre obtenue & partir de S? par chirurgie (c’est-a-dire en privant S* d’un nombre
fini de tores solides disjoints et en les recollant différemment par des difféomorphis-
mes convenables). Partant du feuilletage de Reeb de S3, on peut isotoper les tores
solides de fagon a rendre leurs &mes transverses au feuilletage. On effectue ensuite le
tourbillonnement de Reeb le long de ces courbes. Ainsi, lorsqu’on réalise la chirurgie,
on obtient la variété M munie d’un feuilletage en surfaces.

Ce résultat a été étendu par Wood ([Woo069]) aux variétés fermées non-orientables.
Quant aux variétés ouvertes, Phillips ([Phi68, Phi69]) montre par la théorie des
submersions qu’elles admettent toujours des feuilletages de codimension 1.

Des feuilletages en dimension et codimension supérieures

Pour les variétés de dimension au moins 4, on ne dispose pas de construction
explicite. Toutefois, Haefliger ([Hae70]) a déterminé des conditions nécessaires et
suffisantes d’existence sur les variétés ouvertes; le cas des variétés compactes a été
traité par Thurston [Thu74, Thu76] par des méthodes homotopiques et géométriques
tres complexes. Pour plus de détails sur ces conditions nous renvoyons le lecteur au
survol [Hae].

Néanmoins, on dispose d’assez peu d’exemples de feuilletages “en tant que tels” :
les feuilletages des spheres de dimension impaire (Lawson ([Law71])) ainsi que quel-
ques autres exemples de feuilletages ”exotiques” congus pour présenter telle ou telle
propriété marquante. Aussi, pour étudier ces feuilletages, on est amené a supposer
que ceux-ci ont des structures supplémentaires : transversalement de Lie, transver-
salement homogenes, riemanniens, mesurables, de codimension 1, totalement géodé-
siques, sans feuille compacte ...Pour une étude détaillée de des feuilletages, nous
renvoyons le lecteur a [God91].

Nous désignerons désormais par F(M) ’ensemble des feuilletages de codimen-
sion k sur M.

“Un espace de feuilletages”

Naivement, un feuilletage est un systeme dynamique ou l'on a oublié toute no-

tion de paramétrage et ou I'objet a étudier est ’ensemble des “solutions” et non les
trajectoires individuelles. . .
Alors, pourquoi n’irait-on pas plus loin 7 Si la variété M possede au moins un feuille-
tage de codimension k, pourquoi ne pas prendre ’ensemble Fy (M) de tous les feuille-
tages de ce type pour sujet d’étude? Encore faut-il le munir d’assez de structure,
notamment d’'une topologie ayant suffisamment de propriétés, pour trouver des pro-
blemes a se poser.

Topologie des champs de plans ou topologie de Whitney

Pour déterminer les propriétés des feuilletages, on veut munir I’ensemble Fy (M),
lorsqu’il n’est pas vide, d’une topologie “naturelle”.
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Notons Gi(x) la grassmannienne des n — k-plans de T, (M) pour tout = € M et
G*(M) le fibré en grassmanniennes obtenu en associant & tout n — k-plan tangent
a M son point base. Le fibré ainsi construit a pour groupe de structure GL(n,R).
A tout feuilletage %, on peut associer son champ de plans tangents T.% qui est
une section continue de G*(M). On définit alors une application injective (mais non
surjective a priori) de Fj(M) dans ensemble I'(G*(M)) des sections continues de
GF(M) :
Fo(M) —— T(GH(M))
F — T

On peut donc considérer Fy(M) comme un sous-espace de l'espace des fonctions
['(G*(M)). Si on munit ce dernier d’une topologie, on obtient une topologie sur

La C'"-topologie de Whitney est une topologie usuelle sur un espace de fonctions.
Elle a été utilisée par Reeb pour montrer que si un feuilletage admet une feuille com-
pacte F' de groupe fondamental fini, alors toute feuille suffisamment proche de F' est
compacte a groupe fondamental fini. Si de plus, le feuilletage est de codimension 1,
alors, toutes les feuilles sont compactes a groupe fondamental fini.

Cette topologie renseigne sur la nature topologique des feuilles mais ne garantit
pas que des feuilletages voisins ont des feuilles ayant une “dynamique semblable”.
Aussi est-on amené dans certains cas a utiliser une autre topologie.

Topologie d’Epstein-Hirsch

Pour éliminer ces problemes, Epstein et Hirsch ont introduit dans [Eps77] une
topologie mieux adaptée mais moins naturelle. Celle-ci garantit la C"-proximité des
cartes feuilletées c’est-a-dire des feuilletages voisins ont une “dynamique semblable”.

En classe C™T1, cette C"-topologie est intermédiaire aux topologies C” et C™1 de
Whitney. Néanmoins, pour les feuilletages de classe C*°, les topologies de Whitney
et d’Epstein-Hirsch coincident.

Cette topologie est mieux adaptée pour étudier les déformations de feuilletages.
Par exemple, Bonatti et Firmo ont montré dans [BF94| que les feuilles compactes
sont stables non pas “séparément” mais par “paquets de feuilles compactes paralle-

les”.
Dans la suite, nous munirons Fy (M) de la topologie d’Epstein-Hirsch.

Notre probleme

Notre but serait alors d’appliquer a cet espace les méthodes de la topologie
algébrique pour obtenir des résultats tels que le suivant (qui porte quant a lui sur
la topologie d’un espace de difféomorphismes) :

Théoréme (Smale[Sma59]) — Le groupe Diff®(S?) se rétracte sur O(3).

Mais alors que Diff*° (M) est un groupe topologique, Fx (M) n’en est pas un, et sa
topologie (inhomogene a priori) risque d’étre trop compliquée pour que 1’on puisse
parler raisonnablement d’objets tels que m;(F(M)) ou H;(Fy (M), Z). En particulier,
la théorie de 'homotopie reposant sur la notion de connexité par arcs, on voit que
la question suivante est plus ou moins incontournable :
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Probléme — FEst-ce que Fi,(M) est connexe par arcs ?

On voit sur 'exemple ci-dessous que cet espace ne peut pas étre connexe par
arcs :

Figure 3 — Deux feuilletages de T? non homotopes : le feuilletage de droite est
orientable mais pas celui de gauche

On s’intéresse donc a la connexité locale par arcs. Pour les feuilletages en courbes,
nous pouvons montrer que F,_1(M) est localement connexe par arcs. Cependant,
pour les feuilletages de dimension supérieure, il nous apparait difficile de faire une
construction aussi générale — d’autant plus que pour les variétés de dimension au
moins 4, ces feuilletages n’existent pas toujours. Aussi, nous nous intéressons plus
particulierement aux feuilletages en surfaces sur les variétés fermées de dimension 3
dont nous connaissons de nombreux exemples explicites.

Par ailleurs, méme avec ces restrictions, il ne semble pas raisonnable de considérer
la connexité locale par arcs. En effet, la conjecture suivante est attribuée a Rosenberg
([Gz01] p.59) :

Conjecture — L’espace H'(Z? Diff?°(S')) des homomorphismes de Z* a valeurs
dans le groupe Diffio(Sl) des difféomorphismes du cercle préservant l’orientation est
localement contractile.

Bien qu’elle ait intéressé de nombreux mathématiciens dont Herman et Yoccoz,
cette question est toujours ouverte. Par suspension, elle contient 1’énoncé suivant en
termes de feuilletages :

Conjecture — Soit w: T? — T2 la fibration naturelle de T3 sur T?. L’espace des
feuilletages transverses a cette fibration est localement connexe par arcs.

En fait, il s’agit d’un cas particulier d’un probleéme qui n’est simple qu’en apparence :

Question — Soient M et N deux variétés compactes. L’ensemble des feuilletages
transverses au fibré trivial m : M x N — N est-il localement connexe par arcs ?

Pour étudier rapidement cette question, introduisons le groupe G des difféomor-
phismes de M qui sont isotopes a l'identité et munissons-le de la topologie C°.
Choisissons aussi un point-base ng sur N. Soit H le groupe des difféomorphismes
de M x N qui sont fibrés sur lidentité de NN, qui fixent chaque point de la fibre
de ng et dont la restriction a chaque fibre de 7 est dans G. On peut montrer que
H est localement contractile. Ensuite, H agit de fagon naturelle sur ’espace F des
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feuilletages de dimension dim(N) de M x N qui sont transverses aux fibres; on vé-
rifie sans peine que F est un H-fibré principal dont la base s’identifie de fagon plus
ou moins canonique & une certaine partie de ’espace Hom(m1(N),G) (voir [Ehr47]
et aussi la preuve du théoreme E ci-dessous). La topologie de Hom(m(N),G) et
celle de F sont donc fortement liées. On peut certes déterminer la structure de
Hom(m(N),G) dans certains cas tres particuliers : par exemple, lorsque 71 (N) n’a
que des morphismes triviaux dans G, ou plus généralement, lorsque tous ces mor-
phismes se factorisent par un groupe fini ([FS98, Kan93, Wit94]), ou au contraire
lorsque 71 (V) est libre, auquel cas, Hom(m(N),G) est isomorphe & G" ou r est
le rang de m(IN). Mais en dehors de ces cas tres particuliers, on ne connait prati-
quement rien de Hom(m1(N), G); et rappelons que pour N de dimension suffisante,
m1(N) peut étre n’importe quel groupe de présentation finie!

Revenons a ce qui nous intéresse; la bonne notion est un peu plus faible : elle
s’applique par exemple au “peigne”!, qui n’est pas localement connexe par arcs:;
nous avons de sérieuses raisons de penser que Fi(T3), par endroits, ressemble au
peigne et suggérons au lecteur de penser a celui-ci pour guider son intuition.

Nous nous intéressons d’abord aux feuilletages transverses a un fibré orientable
en cercles (S, M, ¥, 7r) au-dessus d'une surface orientable fermée Y. Nous prouvons
que :

Théoréme A — L’ensemble des feuilletages transverses aux fibres — s’il est non
vide — est homotope a un point dans Fi(M).

Le cas général des variétés fermées orientables est beaucoup plus complexe car on
ne controle plus du tout la géométrie de la variété. En particulier, nous avons besoin
d’un "outil" pour remplacer les fibres. Aussi, nous supposons que les feuilletages
initiaux sont tendus c’est-a-dire que pour toute feuille, il existe une courbe fermée
transverse au feuilletage qui la rencontre. De plus, quitte & passer a un revétement
a deux feuillets de M, nous supposerons que les feuilletages sont transversalement
orientables (c’est-a-dire qu’il existe un champ de vecteurs transverse aux feuilles).
Nous pouvons alors montrer que le résultat précédent reste vrai localement pour
toute variété fermée orientable M de dimension 3 :

Théoréme B — Soit F un feuilletage tendu de F1 (M) (voir §7.1). Alors, il existe
un voisinage V(F) de F dans F1(M) tel que pour tout feuilletage F' dans V(.F),

on peut trouver une application continue f : [0,1] — Fq(M) telle que f(0) = F et
(1) =2".

En voici une conséquence intéressante sur la topologie de Fy (M) :

Corollaire C — Les composantes connezes de F1(M) sont ouvertes au voisinage
des feuilletages tendus.

Ce résultat ne nous permet pas de dire si 'espace des feuilletages transverses
a une fibration en cercles est localement connexe par arcs puisque les feuilletages
considérés au cours de ’homotopie ne restent pas dans V(.%) par construction. En
particulier, le théoréeme ne répond pas a la conjecture de Rosenberg. Toutefois, on a
un peu plus que le théoréeme B (le gain est purement technique) :

'Nous appelons “peigne” la réunion dans C de R et des droites R(z) € Q.
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Théoréme D — Pour tout feuilletage tendu .F sur M, il existe un voisinage V (.F)
de F dont linclusion dans F1(M) est homotope a une application constante (cepen-
dant, cette homotopie n’est pas une rétraction a priori).

Dans nos preuves, le principal outil sera une amélioration d’un résultat de Thurs-
ton selon lequel tout feuilletage en courbes de T? qui est suspension d’un difféomor-
phisme du cercle préservant l’orientation, peut étre étendu en un feuilletage en sur-
faces de D? x S'. Dans nos constructions, nous avons besoin en plus de la continuité.
Aussi nous démontrons :

Théoréme E — Tout feuilletage en courbes de T? transverse auz paralléles peut
étre étendu continiment en un feuilletage en surfaces de D? x S'. Autrement dit,
il existe une application continue de lespace des feuilletages de T? transverses aux
paralléles dans Uespace des feuilletages en surfaces de D? x S'.

On peut considérer ce “théoreme de Thurston a parametre” comme le résultat prin-
cipal de la these.

Plan

Dans une premiere partie, nous étudions quelques exemples d’homotopie entre
feuilletages. Puis, apreés quelques rappels sur la dynamique des feuilletages (ch. 2) et
les difféomorphismes du cercle (ch. 3), nous établissons des lemmes techniques qui
nous seront utiles (ch. 4). Nous prouvons ensuite le théoréme E (ch. 5). Il nous est
alors possible de montrer le théoréme A (ch. 6). Enfin, nous établissons le théoreme
B dans une derniére partie.

0000



1 Homotopies de feuilletages :
exemples

Dans cette premiere partie, on considere sur quelques exemples le probleme gé-
néral consistant & homotoper deux feuilletages de méme dimension sur une variété
fermée M qui n’est provisoirement plus supposée de dimension 3.

1.1 Le cas particulier des feuilletages de dimension 1

Nous soulignons rapidement que si .% est de dimension 1, notre probleme devient
élémentaire : en effet, tout fibré en droites de classe C'*° sur M est intégrable, et
donc, deux feuilletages en courbes sont homotopes si et seulement si leurs champs
tangents le sont. En particulier,

Proposition 1.1.1 — L’espace des feuilletages orientables en courbes de M, s’il
n’est pas vide, est localement contractile.

Idée de la preuve — Soient % et %9 deux feuilletages orientables sur M. Munis-
sons M d’une métrique riemannienne. On peut définir localement 1’angle 6(x) entre
ces feuilletages comme étant I’angle orienté entre les tangentes en x a ces feuilletages.
On a alors une application 8 : M — S! qui se reléve en une application 6 : M — R
éventuellement multiforme. Si elle est uniforme, on définit une homotopie entre %1
et o par h: M x [0,1] - M, (z,t) — d. := Ry4,ydo ou dyo est la tangente a 7
au point x et R, est la rotation d’angle a. En fait, on a seulement une homotopie
entre les plans tangents T.%; et T.%, mais, tout champ de vecteurs de classe C*
(ou méme lipschitzien) est intégrable et on obtient bien une homotopie entre les
feuilletages. Lorsque 0 est multiforme, on ne peut pas homotoper %, et %5 : en fait,
les classes d’homotopie de Fi(M) sont classifiées par 'obstruction a relever 6 a R
c’est-a-dire par H' (M, Z). Cet espace étant discret, on en déduit que I’espace Fy (M)
est localement contractile (on pourrait montrer qu’il a ’homotopie de M x Z?). [

Soit en particulier un feuilletage orientable en courbes %, de T?; parce que cela
nous servira dans la suite, nous allons expliciter une rétraction dans Fy(T?) d’un
voisinage V' de .%y sur le point {.%y}. Comme nous le disions, la donnée d’un feuille-
tage en courbes de T? et celle de son champ de tangentes sont équivalentes ; aussi,
soit dy le champ de tangentes de .%y. Nous supposons que T? est muni d’une struc-
ture conforme auxiliaire (c’est-a-dire que son fibré tangent est muni d’une structure
de fibré en droites complexes, de groupe C* = GL(1,C)). Notons également U le
groupe multiplicatif {z € C* : |z| = 1}. Soit d; un champ de droites sur T? : il
existe une unique fonction © de classe C°*° de T? dans U/ (+1} telle que la droite
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d1(p) au-dessus de p soit pour tout p € T? I'image de la droite do(p) par 1’élément
O(p) € U/ (+1} (rappelons que U/ (1} agit simplement transitivement sur 1’en-

semble des droites vectorielles réelles de C). Nous prenons pour V' le voisinage de dy
composé des champs de droites d; pour lesquels © admet une détermination de la
forme ©(p) = exp(if(p)) avec 6 a valeurs dans | — 7, F[. Etant donné d; dans V', nous
définissons maintenant le champ de tangentes h(t,d1)(p) = exp(i(1 — t)8(p))do(p) ;
celui-ci dépend continiiment de d; pour la topologie C*°; et nous avons h(t,d;) € V,

h(0,dy) = dy et h(1,dy) = dp comme souhaité.

Remarque 1.1.2 — Dans notre description de ’homotopie h ci-dessus, nous pou-
vons remplacer la structure conforme choisie en premier lieu par la structure conju-
guée a celle-ci (ce qui renverse l'orientation de T? canoniquement induite par cette
structure conforme); il est & noter que si nous faisons ce changement, ’homotopie
h obtenue reste la méme.

Cependant, le probleme de I’homotopie est loin d’étre trivial en dimension supé-
rieure comme nous allons le voir.

1.2 Cas de grande codimension

Le fait que des feuilletages aient des champs de plans tangents homotopes ne suffit
pas pour assurer que les feuilletages sont homotopes : sur des spheres suffisamment
grandes il existe des feuilletages non homotopes de codimension au moins 10 dont
les champs de plans tangents sont homotopes ([Hur85]). Le probleme reste ouvert
pour les feuilletages de codimension 1.

1.3 Feuilletages minimaux sur T%

Soit A une matrice de SL(2,7Z) telle que tr(A) > 2. Ceci implique que A posséde
deux valeurs propres réelles A\ > 1 > Ay avec A\;Ay = 1. Soient vy (Z) et vy (Ccl) des
vecteurs propres de A pour Aj et Ao respectivement. Soient les champs de vecteurs
suivants sur R? : X7 = \3(a,b,0), Xo = A3(c,d,0), X3 = (0,0,1) et soit ' le groupe
des transformations de R? de la forme ((z,v),2) — (A™(x + p,y + q), 2z +n) avec n,
p, q des entiers relatifs. L’action de I' préserve X1, X, X3; d’autre part, le quotient
R3/ T est une variété différentielle compacte classiquement notée ’]I‘134. Dans la mesure
ou les X; sont invariants par I', ils induisent sur ’]I‘fi1 des champs de vecteurs Y7, Y3,
Y3 partout transverses et satisfaisant aux conditions [Y7,Y2] = 0, [Y1,Y3] = kY] et
[Yo,Y3] = —kYs avec k = In()\q).

Le champ de plans (Y7, Y3) engendré par les champs commutants Y; et Ys est tan-
gent aux fibres de la fibration en tores sur le cercle de ’]Ti, donnée par ’application
I (z,y,2) — 2z mod 1.

Les deux champs de plans (Y7, Y3) et (Y3, Y3) sont tangents a deux feuilletages trans-
verses entre eux et transverses aux fibres de m, et notés respectivement %, et %,
dans la suite (voir [GS80] pour plus de détails). Il est facile de montrer que T.%;
et T.%5 sont des champs homotopes, et méme que #; et %y et le feuilletage %
par fibres de m sont tous trois homotopes dans [Fq (T‘Z). Par exemple, homotopons
F1 a Fo ¢ il suffit de constater que le champ de plans (Y7,tYs + (1 — ¢)Y3) reste
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constamment intégrable et relie T.%; et T.%y. Ceci étant, d’apres un théoreme de
Ghys et Sergiescu ([GS80]), les feuilletages .75 et .#; sont C*°-stables :

Théoréme (Ghys-Sergiescu) — Tout feuilletage transversalement orientable et
sans feuille compacte sur Ti est C®-conjugué a F1, ou a Fo; en particulier, tout
voisin de F1 ou Fo lui est C-conjugué.

Or, les feuilletages %7 et %2 ne sont conjugués entre eux que si la matrice A
est conjuguée a son inverse dans GL(2,Z). Il existe donc des fibrés pour lesquels %

4 9

f. [B . N
7 16) (cf. [BR97])). Nous
pouvons alors obtenir sur les homotopies de .%; & %> un renseignement intéressant

au moins dans le cas ot %] et %5 ne sont pas conjugués :

et %1 ne sont pas conjugués (par exemple, pour A = (

Proposition 1.3.1 — Si .%; est une homotopie de F1 a Fo, alors pour au moins
une valeur de t, F; a une feuille torique.

Preuve — En effet, comme .#; est C*-stable (ce qui est une propriété ouverte et
invariante par conjugaison), ’ensemble des 7 € [0, 1] pour lesquels .%; est conjugué a
F1 est un ouvert O; de [0, 1] qui est non vide car il contient 0. De méme, I’ensemble
des 7 pour lesquels %, est conjugué a % est un autre ouvert non vide Os de
[0, 1]. Puisque %1 et %5 sont ici supposés non-conjugués, Oy et Oz sont disjoints ;
aussi, par connexité, leur réunion ne peut pas étre [0, 1] et il existe donc 7 € [0, 1]
tel que %, n’est plus conjugué & I'un des feuilletages modeles. Par le théoréme
de Ghys-Sergiescu, %, a donc une feuille compacte Fy. Si %, a une composante
de Reeb, nous sommes renseignés ; sinon comme le feuilletage est orientable sur une
variété compacte, orientable de dimension 3, .%.- ne posséde pas de cycle évanouissant
d’apres le théoreme de Novikov ([Nov65]). On en déduit que le groupe fondamental
de toute feuille compacte s’injecte dans celui de Ti qui est résoluble. Par suite, le
groupe fondamental de Fj est résoluble. Or les seules surfaces compactes orientables
de groupe fondamental résoluble sont la sphére et le tore ; Fj est donc homéomorphe
a une sphere ou a un tore. Enfin, d’apres le théoreme de stabilité de Reeb, on peut
exclure le cas de la sphere dans lequel le feuilletage serait produit sur la variété
S? x St. O

Remarque 1.3.2 — Une remarque suggere qu’il pourrait ne pas étre possible de
remplacer la relation de conjugaison par celle plus forte d’isotopie dans le théoreme
de Ghys et Sergiescu. Dans un travail en préparation nous nous intéressons a cette
question : nous pensons démontrer que .%7 et %, ont des voisinages contractiles dans
I’ensemble des feuilletages.

0OOGo



2 Dynamique des feuilletages

Ce chapitre contient des résultats connus sur ’étude des feuilletages : nous rap-
pelons ce qu’est ’holonomie d’un feuilletage et comment on peut 'utiliser pour
comprendre le comportement de certaines feuilles. Puis, nous faisons le lien avec les
difféomorphismes du cercle qui sont un ingrédient tres important pour la suite.

2.1 Holonomie d’un feuilletage

L’holonomie d’un feuilletage est I’analogue de ’application de premier retour de
Poincaré pour un champ de vecteurs. Rappelons d’abord la définition de celle-ci.

Application de Poincaré

Soit X un champ de vecteurs sur une variété M de dimension n. On note ® le
flot associé a X et on suppose que l'orbite d’un point x est périodique de période
T. On peut trouver une sous-variété > de dimension n — 1 transverse au flot au
point z. Il existe un voisinage U de = dans X et une fonction continue 7 : U — R*+
telle que 7(x) = T et pour tout y € U, ®(7(y),y) € X mais ®(t,y) ¢ ¥ pour tout
0 < t < 7(y). Cette fonction correspond au temps que met la trajectoire passant
par y pour recouper la section Y. On définit alors I'application de premier retour
de Poincaré sur la section transverse ¥ par h : y € U — ®(7(y),y). De plus,
cette application ne dépend pas de la section X choisie a conjugaison pres par un
difféomorphisme.

Figure 2.1 — Application de Poincaré pour un champ de vecteurs
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2.1.1 Holonomie d’une feuille

Soit .% un feuilletage de codimension 1 sur M et soit F' une feuille de .%. Pour
comprendre le comportement des feuilles voisines de F', nous allons étudier le retour
de celles-ci sur une section transverse a F'.

Construction de 1’holonomie

Choisissons un point z € F' et plagons nous sur une section locale X transverse a
% en x. Comme les feuilletages considérés sont de codimension 1, cette section est
homéomorphe & l'intervalle ouvert | — 1, 1].
Considérons un lacet v dans F' basé en z. On peut trouver un recouvrement fini
(Ui)i=0..p de v par des cartes feuilletées successives et une subdivision 0 = tp <
t1... <t,=1tels que Uy = Up, v([ti, ti+1]) C Ui (i =0, ...p) et si U;NU; # &, alors
la réunion U;UU; est contenue dans une carte locale feuilletée. Pour i € {1,...,p—1},
fixons une section locale ¥; transverse a .# au point y(t;) et posons ¥y = X, = X.
Dans la carte feuilletée U;, pour tout point z assez proche de v(t;), la feuille de z
coupe ¥;4+1 en un unique point noté f;(z). L’application f; est définie et continue au
voisinage de 7y(t;) : c’est ’holonomie relativement au chemin ~y([t;, ti11]).

On peut maintenant définir sur un voisinage ouvert de x contenu dans ¥ une
application f, par fy := fy—10... fi o fy. On vérifie que f(z) =z et que f, est un
difféomorphisme qui ne dépend pas du choix des sections intermédiaires (3;);=1,... p—1
ni du recouvrement (U;)i=o,..p : c’est [’holonomie de F relativement au lacet .

En outre, si 7’ est un lacet basé en = et homotope a v, alors f, = f,/ sur un
voisinage de x. Par suite, I'application Hol qui a la classe d’homotopie [y] € 71 (F, x)
associe le germe de f},] est un morphisme de m(F,z) dans le groupe G(%,z) des
germes de difféomorphismes de ¥ qui fixent z ou de maniere équivalente dans le
groupe G(] —1,1[,0) des germes de difféomorphismes de | — 1, 1] qui fixent 0. On
I’appelle I’holonomie de F' au point x.

Propriétés

Usuellement, on considere plutot 'image Hol(F') de mi(F,z) par le morphisme

d’holonomie. On montre facilement que si on change de point base, on obtient un
sous-groupe de G(] — 1,1[,0) qui est conjugué au précédent par un automorphisme.
On appelle ce groupe le groupe d’holonomie de la feuille.
Les propriétés de ce groupe permettent de déterminer le comportement des feuilles
voisines de F'. Par exemple, si Hol(F') est trivial, celles-ci ont la méme “dynamique”
que F. Si une feuille F’ s’enroule n fois autour de F', Hol(F') a un élément d’ordre n.
Un feuilletage .% est sans holonomie si cette représentation est triviale pour toute
feuille F' de .# et pour tout point x € M.

Par ailleurs, si un feuilletage .# posseéde une feuille compacte F' ayant un groupe
d’holonomie fini, on peut trouver un voisinage de F' qui est une réunion de feuilles
compactes de .# ayant un groupe d’holonomie fini : c’est le théoréme de stabilité
locale de Reeb.

De plus, si ce feuilletage % est de codimension 1, alors toutes les feuilles sont com-
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pactes de groupe fondamental fini : c’est le théoréme de stabilité globale de Reeb. En
particulier, si un feuilletage de codimension 1 sur une variété fermée de dimension
3 a une feuille sphérique, toutes les feuilles sont des spheres.

D’autre part, 'existence d’une feuille ayant de I’holonomie implique que le feuille-
tage ne peut pas étre une fibration. Par contre, un feuilletage dont toutes les feuilles
ont une holonomie triviale n’est pas nécessairement une fibration (c’est le cas par
exemple de tout feuilletage irrationnel sur T?). Pourtant, pour un feuilletage .%,
presque toute feuille (au sens de Baire) a une holonomie triviale ([Hec77, EMT77]).

Nous allons voir que lorsque la variété est fibrée et que le feuilletage est transverse
a la fibration, on peut déterminer I'holonomie plus facilement.

2.1.2 Holonomie d’un feuilletage transverse a une fibration

Soit (F, M, B, ) un fibré de fibre compacte F' et % un feuilletage transverse aux
fibres. L’holonomie d’un tel feuilletage se met sous une forme plus simple puisqu’il
existe une section globale naturelle : la fibre F'. En effet, comme celle-ci est com-
pacte, les feuilles sont des revétements de la base B et on peut voit un lacet dans
une feuille comme le relevé d'un lacet de la base. Pour v € m(B), 'application f,
que l'on construit comme précédemment est maintenant un difféomorphisme de F'
qui ne dépend encore que de la classe d’homotopie de y. On définit alors un mor-
phisme de 7 (B) dans le groupe des difféomorphismes de F' en associant a [v] le
diffSomorphisme f,; c’est I’holonomie globale de 7.

Une question naturelle est la construction d’un feuilletage ayant une holonomie
donnée. Nous allons traiter le cas ou ’on connait ’holonomie globale.

2.2 Feuilletage-suspension

Soit une représentation p du groupe fondamental 7 (B) d’une variété B dans le
groupe des difféomorphismes Diff (F') d’une variété F' de dimension k. Construisons
un feuilletage ayant pour holonomie p.

_ Notons B le revétement universel de B. Le groupe m1(B) agit sur le produit
B x F par la formule suivante :

7T1(B) XEXF —_ ExF
(77 b7 f) — (’7 - b, p(’Y)f)

Désignons par M, la variété B x F/7T1(B) obtenue en identifiant les points (b, f) et

(7 - b, p(7) f) pour tout v € m1(B); elle fibre sur B de fibre F.

Munissons le produit B x F' du feuilletage horizontal .% := B x {*} qui est invariant

par I'action de 71 (B). Il passe donc au quotient en un feuilletage .%# de M, transverse

aux fibres du fibré (F, M,, B, p) : c’est le feuilletage suspension de la représentation p.
On obtient ainsi un feuilletage de codimension k ayant I’holonomie voulue. Re-

marquons également que la variété M, est unique a difféomorphisme pres; nous la

noterons M.
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D’autre part, que peut-on dire d’un feuilletage .#’ sur M transverse aux fibres
et d’holonomie p? Lorsque la fibre est compacte, il existe un difféomorphisme de M
fibré au-dessus de 'identité de B qui envoie les feuilles de .#’ sur celle de .%. En
fait, Ehresmann a montré que

Théoréme 2.2.1 (Ehresmann [Ehr47]) — Soit (F, M, B, ) un fibré localement
trivial dont la fibre F' est une variété compacte de dimension k. Pour tout feuilletage
Z de codimension k transverse aux fibres de 7, il existe un difféomorphisme qui en-
voie les feuilles de F sur les feuilles du feuilletage suspension d’une représentation
p de w1 (M) dans le groupe des difféomorphismes Diff (F') de F.
On dit alors que F est conjugué au feuilletage suspension de p.

L’hypothese de compacité de la fibre est essentielle : elle assure que les feuilles
sont des revétements de la base. Lorsque F' est non compacte, cette propriété est
fausse : par exemple, dans R?, les trajectoires du champ de vecteurs X (1,4?) dé-
finissent un feuilletage transverse a la projection sur le premier facteur mais non
conjugué & un feuilletage suspension. Il existe méme un feuilletage de R3 & feuilles
denses transverses aux verticales ([Hec76]).

Revenons au cas ou F' est compacte : il y a une bijection entre les classes de conju-
gaison des feuilletages sur M transverses aux fibres de (F, M, B, p) et les classes de
conjugaison des représentations de 71 (B) dans le groupe Diff (F'). Ce procédé permet
de construire des feuilletages dont la dynamique est intéressante. Plus ’action p est
“compliquée”, plus . le sera ; de plus, il existe un dictionnaire entre les propriétés de
p et celles de .# (par exemple, “p & orbites denses” équivaut a “.# a feuilles denses”).

Dans la suite, nous nous intéresserons plus particulierement aux feuilletages de

T? transverses aux paralleles ; le groupe de difféomorphismes du cercle apparait alors
naturellement dans cette étude.

XROZ2S



3 Quelques rappels sur les
difféomorphismes du cercle

Probleme — Soit f un élément du groupe Diff$°(S!) des difféomorphismes du cercle
préservant orientation. A quelle condition, les orbites de f sont-elles équivalentes
(c’est-a-~dire conjuguées) a celles d’une rotation ? Autrement dit, existe-t-il un ho-
méomorphisme du cercle h tel que foh = ho R, ou R, est la rotation d’angle o ?

3.1 Le nombre de rotation d’un difféomorphisme

Un invariant de conjugaison a été découvert par Poincaré : le nombre de rotation
p(f) d’un difféomorphisme de S!.

3.1.1 Définition du nombre de rotation

Soit f : R — R un relevé de f dans le groupe des difféomorphismes de R qui
sont Z-périodiques i.e. le diagramme suivant est commutatif :

R— >R
ﬂl in ot : R — S! est la projection canonique z — 2 mod 1
gl —~>gl
Si fi est un autre relevé de f, fi differe de f par une constante : f; = f + k avec

keZ. i
fiz) —a 2

Le rapport a une limite a(f) lorsque n tend vers l'infini. De plus, on

vérifie que cette limite ne dépend pas du point z considéré ni du choix du relevé f
de f dans le sens suivant : w(a(f)) = m(a(f1)). On note p(f) le réel m(a(f)) : c’est
le nombre de rotation de f.

3.1.2 Quelques propriétés

Lorsque f est une rotation, le nombre de rotation vaut ’angle de la rotation.
Si f et g sont deux difféomorphismes de S' topologiquement conjugués, c’est-a-dire
s'il existe un homéomorphisme h de S! préservant 1’orientation tel que ho f = goh,
alors, p(f) = p(g) i.e. le nombre de rotation est un invariant de conjugaison. On
montre aussi que Papplication f — p(f) est continue et surjective.
Le nombre de rotation renseigne sur la dynamique d’un difféomorphisme f : f admet

un point périodique si et seulement si p(f) est rationnel. De plus, si p(f) = =, avec
q
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pA g =1, f aun point de période ¢ et 'unique relevé f de f tel que fq =id+p

vérifie o(f) = g

3.1.3 Difféomorphismes de nombre de rotation rationnel

Cependant, le nombre de rotation ne permet pas de préciser la "taille" de ’ensem-
ble des points périodiques. Si p(f) est rationnel, f peut avoir un point périodique,
plusieurs points périodiques, tout un intervalle de points périodiques ou le cercle S*
dans le cas d’une rotation par exemple.

1
1
I'application f:x € S!' — 2z + —sin(27z) a
12 pp f 1 1 Sin(2mz)
deux points fixes 0 et 5 donc p(f) = 0.
0
1 ’
7/
7
7 1
1/3 /// cette application a pour nombre de rotation 3
7/
0 1 /3 1

L’ensemble des difféomorphismes de S' qui ont un nombre de rotation rationnel
contient un ouvert dense.

3.2 Probleme de conjugaison

Par construction, le nombre de rotation est un invariant de conjugaison. Réci-
proquement, étant donnés deux difféomorphismes de S' f et g ayant méme nombre
de rotation, sont-ils conjugués 7

La relation de conjugaison est trés contraignante : I’ensemble des points pério-
diques de f (resp. ’ensemble des points invariants par f) doit étre homéomorphe a
I’ensemble des points périodiques de g (resp. ’ensemble des points invariants par g).
Par exemple, 'application

1
f:zeS— z+ —sin(272)
47
a un nombre de rotation nul mais n’est pas conjuguée a l'identité ids1 car f n’a que
deux points fixes.

On introduit donc une relation plus faible : la semi-conjugaison. On dit que f
est semi-conjuguée o g s’il existe une application h : S' — S! continue et surjective
telle que h o f = g o h. Par construction, h envoie les points périodiques de f (resp
un ensemble invariant par f) dans les points périodiques de g (resp un ensemble
invariant par g).

Lorsque le nombre de rotation est rationnel, on n’a pas nécessairement la semi-
conjugaison. Par exemple, le difféomorphisme f précédent n’est pas semi-conjugué a
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idg1 et on n’a pas non plus de semi-conjugaison de idg1 a f. En effet, dans le second
1

cas, on devrait avoir h constamment égal a 0 ou 5. Dans le premier cas, on aurait
h(f(z)) = h(x) pour tout = € S! donc pour tout n € Z, h(f™(x)) = h(z) i.e. h est
constante sur chaque orbite de f. Puis, h est constante sur 'adhérence de chaque
orbite de f par continuité de h. Comme % est un point fixe attractif, il est dans
ladhérence de chaque orbite et h vaut la constante h( %) sur toutes les orbites ce qui
contredit le fait que h est surjective.

Par contre, lorsque le nombre de rotation p(f) est irrationnel, f est toujours
semi-conjuguée a la rotation R,y d’apres les résultats de Denjoy ([Den32]). De
plus, la semi-conjugaison est une conjugaison sauf si f préserve un ensemble de
Cantor. Or, Denjoy a montré qu'un difféomorphisme de classe C? ayant un nombre
de rotation irrationnel ne préserve pas de fermé strict de S!; le difféomorphisme
f est donc topologiquement conjugué a la rotation d’angle p(f). Ce résultat a été
généralisé par Herman aux homéomorphismes de classe & (i.e. dérivable sauf sur
un ensemble au plus dénombrable et dont la dérivée est égale, sauf sur un ensemble
au plus dénombrable, & une fonction Z-périodique minorée par un réel strictement

positif et a variation bornée sur [0, 1]).

3.3 Théoremes de conjugaison

On s’intéresse aussi a la régularité de la conjugaison. D’apres la remarque précé-
dente, toutes les conjugaisons possibles ont la méme régularité.

3.3.1 Théoreme de conjugaison locale

Arnol’d a étudié cette régularité dans le cas analytique ([Arn65]). En utilisant
une idée de Kolmogorov et I'action de groupe, il a montré I'existence d’une conju-
gaison lorsque f est proche d’une rotation et de nombre de rotation diophantien.
On rappelle qu’un nombre « est diophantien s’il existe ¢ > 0 et d > 1 tels que pour
tous (p,q) € Z? non nuls, |ga — p| > cg~ . Ce résultat a été ensuite généralisé en
classe C* par Moser ([Mos66]).

Théoréme (Arnol’d-Moser) — Soit o un nombre diophantien. Alors, pour tout
fe Diffj’f(Sl) assez proche de la rotation R, d’angle «, il existe un nombre 8 proche
de 0 tel que f o Rg soit C*°-conjugué a R.

Ce résultat est particulierement intéressant car ’ensemble des nombres irration-
nels diophantiens est de mesure de Lebesgue pleine : la conjugaison topologique a
une rotation est vérifiée pour une large classe de difféomorphismes du cercle.
D’autres démonstrations utilisant la méthode de Newton (c’est-a-dire en inversant
une différentielle & un terme quadratique pres) ont été données notamment par
Riissmann ([Riis72]).

3.3.2 Théoréme de conjugaison globale

La conjugaison globale est due & Herman dans [Her79] pour les nombres diophan-
tiens d’exposant 1 (ce résultat a été étendu par Yoccoz aux nombres diophantiens
d’exposant quelconque dans [Yoc84]; l’exposant est le nombre d dans la formule

lga — p| > cq™%)
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Théoréme (M. R. Herman) — Il existe un ensemble A de mesure totale formé
de nombres diophantiens — et contenant notamment tous les nombres diophantiens
d’exposant 1— tel que tout difféomorphisme f € Difff(Sl) de nombre de rotation
a € A soit C*®-conjugué a la rotation R,.

Ce théoreme fournit un résultat particulierement intéressant sur la “forme” des
difféomorphismes ([Her79] p. 127) :

Corollaire 3.3.1 (Décomposition des difféomorphismes du cercle) — Soit
w un nombre diophantien. Tout difféomorphisme f € Difff(Sl) s’écrit de fagon
unique comme [ = Ryy) ogoRHog_1 avec M(f) € St et g un difféomorphisme de S*
tel que g(0) = 0. De plus, lapplication f — (), g) est continue pour la C*°-topologie.

Pour des raisons techniques, il sera préférable pour nous de passer au revétement
universel de Diff3°(S'), noté D>(S!). Celui-ci s’identifie au groupe des difféomor-
phismes f de classe C'°° de la droite réelle tels que f — Idr soit Z-périodique. Ce
groupe est contractile et pour t € [0,1] et f € D>(S!), nous noterons f* le difféo-
morphisme de R qui & z associe tz+ (1 —t) f(x). Le chemin ¢t — f! € D>(S') dépend
continiment de f et relie f & Idg. En relevement & D> (S!), le corollaire précédent
devient :

Corollaire 3.3.2 (Décomposition des éléments de D*°(S')) — Soit pi un
nombre diophantien et soit f un élément de D*®(S') relevant le difféomorphisme f
de Uénoncé précédent. Alors f s’écrit de facon unique sous la forme f = T( n

gol,og 1 ou Ty, désigne la translation Ty(x) =  + k de R et § est un élément
de DOO(SI) fizant 0. De plus, g reléve g, la classe de Af) modulo 1 est A(f) et
Vapplication f— (A(f),§) est continue pour la topologie C™°.

Preuve — On choisit 'unique relevé § de g qui vérifie §(0) = 0; f et Tysyogo
Tyo0 G~ ! sont deux relevés du difféomorphisme f = Rypyogo Ry o g~ L. 1l existe donc
k€7 tel que f = Ty ogoTuo g~ + k. 11 suffit alors de poser )\(f) =ANf)+k

pour avoir la relation voulue. Par construction, A( f ) et g sont uniques et dépendent
contintiment du relevé f. 0

Ce dernier résultat sera un “outil” tres important dans la preuve du théoreme E.

TR
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Dans la preuve des théoremes E et B, nous rencontrerons des problemes de recol-
lement des feuilletages que nous construirons ; ceux-ci seront résolus grace au lemme
4.1.3. Par ailleurs, nous utiliserons quelques résultats techniques sur les feuilletages
du tore solide T transverses & la fibration naturelle de T sur D?.

4.1 Un probleme de lissage

Soit M une variété de dimension n.

Rappels — Nous rappelons rapidement le fait suivant :

Proposition 4.1.1 — SiT est une courbe fermée simple transverse a un feuilletage
orientable de F1(M), il existe des voisinages tubulaires arbitrairement petits de T qui
s’identifient & T x D" par un difféomorphisme envoyant les feuilles sur les disques

{x} x D1,

Remarque 4.1.2 — C’est une particularité des feuilletages orientables de codi-
mension 1 : lorsque M est une variété de dimension n munie d’un feuilletage .7 de
codimension ¢ et N une sous-variété fermée de dimension ¢ transverse a %, il existe
bien un voisinage tubulaire U de N dans M et une fibration p de U sur N de fibre
R™ 4 tels que % coincide avec la fibration sur U ; cependant, cette fibration n’est
plus en général triviale et U n’est donc plus homéomorphe au produit de R"~¢ par
N (cette propriété n’a lieu que si le fibré normal & N dans M est trivial).

Recollement de feuilletages — Soient M une variété fermée orientable de dimension
n et X une hypersurface fermée transversalement orientable intérieure a M. Munis-
sons M d’un champ de vecteurs auxiliaire X de classe C*° partout transverse a X
(un tel champ existe bien puisque le fibré normal & ¥ dans M est trivial). Notons
®(t,x) 'image de x par le flot de X au temps t. Si P est une partie quelconque
de M et si r est un réel strictement positif, nous convenons de noter P" la partie
®(] — r,r[xP) de M. Fixons enfin un réel € > 0; le lemme suivant nous sera utile :

Lemme 4.1.83 — Soit T ’ensemble des feuilletages transversalement orientables,
transverses a X et de codimension 1 sur M. Soit Tx le sous-ensemble de T dont
les feuilletages sont invariants par le flot local de X sur Y. Alors, il existe une
application continue h : [0,1] x T — T telle que pour tout F € T, h(0,.F) = F et
h(l, ﬁ) eTx.

Preuve — Définissons d’abord une homotopie auxiliaire de M. Pour cela, nous
introduisons une fonction p de [—2¢, 2¢| dans lui-méme, impaire, croissante, de clas-
se O telle que p(s) = 0 pour s € [—¢,¢], p'(s) > 0 pour |s| €]e,2¢] et p(s) = s
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au voisinage de —2¢ et 2¢. Ensuite, pour ¢ € [0,1] et x € M, posons ¢(x) = = si
T €M — X% et o (D(s,y)) = ®((1 —t)s +tp(s),y) siz = ®(s,y) € % avec y €
et s € [—2¢,2¢]. Lapplication (¢, z) — ¢;(x) est notre homotopie auxiliaire.

Pour t € [0, 1[, 'application ¢; : M — M est un difféomorphisme de classe C*°. Or,
F est transversalement orientable donc il existe une forme de Pfaff az qui le définit.
Pour tout ¢ € [0, 1[, la forme différentielle o := ¢} (o) est sans singularité et inté-
grable ; elle définit donc un feuilletage .%; de codimension 1 qui ne dépend que de .%#
et en dépend contintiment. Pour ¢t = 1, ¢1 n’est plus un difféfomorphisme, mais nous
pouvons quand méme définir la forme aly = ¢j(ag) et constater que cette forme
est non-singuliere : en effet, elle ’est en dehors de 3¢ car ¢; est un difféomorphisme
sur M —3° ; et en restriction a X¢, on constate que a}gz coincide avec le tiré en arriere
de la restriction (non singuliere) de az a ¥ par la projection ®(s,y) — y de X° sur
3. Puisque a}gz est non singuliere, cette forme (qui est intégrable car image inverse
d’une forme oz quil’est) définit un feuilletage .#; qui est dans 7T x par construction.
L’application h(t, #) = .%; a donc les propriétés annoncées. O

Remarque 4.1.4 — Ce résultat est encore vrai lorsque la variété est a bord et X
au bord de M : il suffit de prendre le champ X rentrant dans M et de considérer
son demi-flot positif ®.

Dans la suite de ce travail, nous aurons a appliquer le lemme 4.1.3 plusieurs
fois de suite relativement a des hypersurfaces 31,...,2, de M qui ne seront pas
disjointes. Nous faisons dans ce but la remarque suivante :

Remarque 4.1.5 — Soit A > 0 et soit P une partie de M. Soit Tp ) la partie
de T formée par les feuilletages auxquels X est tangent en tout point de P* (nous
supposons cette partie non vide). Alors, si A > 3¢, le champ X est encore tangent a
tous les feuilletages de h(1, Zp ) en tout point de P°; autrement dit, on a I'inclusion
h(1,Tp3e) C Tpe.

Preuve — Soit # € Tp) avec A > 3¢. Pour tout p € P, l'intervalle de X-orbite
I =[®(—A\,p),®(\, p)] est tangent & .# par hypothese. Par construction, I'intervalle
de X-orbite J = ¢1(I) sera tangent a h(1,.%). Mais, notre définition de ¢ fait que
J a la forme [®(a — A, p), ®(8 + A\, p)], out @ et 3 sont des réels qui dépendent de
p et appartiennent & [—2¢,2¢]|. Aussi, puisque A > 3¢, on a [®(—¢,p), ®(e,p)] C J;
autrement dit, 'intervalle {p}® est tangent a h(1,.7). O

Nous remarquons encore que I'homotopie que nous venons de construire ne dé-
pend pas réellement de X, mais uniquement de la donnée au signe pres de ce champ,
ce qui nous servira par la suite.

Revenons maintenant aux feuilletages en surfaces des variétés de dimension 3 et
plus particulierement du tore solide T.

4.2 Feuilletages de T transverses aux paralleles de T?

Pour fixer les idées, nous identifions le cercle S! & R/ 7, via le paramétrage na-
turel de celui-ci donné par w — exp(2imw). Sur le disque D? := {z € C/|z| < 1},
nous introduisons les coordonnées polaires définies par z = r exp(2im6) ; sur le tore-
surface T? (identifié¢ & S' x S1), nous notons (#,w) les coordonnées canoniques ; enfin
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sur le tore solide T := D? x S, dont le bord est identifié & T2, nous utilisons les
deux paramétrages produits (r,6,w) et (z,w) de maniére systématique. Ces nota-
tions sont fixées pour toute la suite. Nous introduisons encore la premiere projection

7(r,0,w) = (r,0) de T sur D%

<

~_
w

Les fibres de 7 sont traditionnellement appelées paralléles de T. Il est utile de
remarquer, vu ce qui suit, que si .% est un feuilletage de T transverse aux paralleles,
alors .Z est un feuilletage en disques d’apres un théoréme d’Ehresmann (cf.[Ehr47]).

Revenons & ce qui nous occupe. Ici, B = D? étant contractile, toute suspension
de base B est triviale. En particulier, un feuilletage de T transverse aux paralléles ne
peut pas avoir n’importe quelle trace au bord de T. Ceci est a comparer au résultat
suivant ([Thu74]) :

Théoréme (Thurston) — Soit F un feuilletage en courbes de T?, transverse auz
paralléles de T?. Alors, F peut se prolonger en un feuilletage de T.

Idée de la preuve — Un tel feuilletage de T? peut étre vu comme la suspension
d’un difféomorphisme ¢ de S' préservant 'orientation (les composantes de Reeb sont
donc exclues). Thurston remarque d’abord que 'existence d’un prolongement .7,
pour % ne dépend que de la classe de conjugaison de ¢, puis il montre que I’ensemble
des ¢ pour lesquels le feuilletage se prolonge contient les rotations. En effet, un
feuilletage suspension d’une rotation est défini par une forme fermée g := dw — pdf
ou p est 'angle de la rotation. Or, Reeb a montré ([Reeb2]) qu’a partir de cette
donnée, on peut construire un feuilletage de T ayant une composante de Reeb.
D’autre part, on vérifie facilement que ’ensemble des ¢ pour lesquels le feuilletage
se prolonge est invariant par conjugaison et stable par passage a l'inverse. Enfin,
cet ensemble est également stable par composition; ce dernier point étant obtenu
grace a une construction astucieuse consistant a recoller les feuilletages .7, et .7, en
un feuilletage Z oy . Les difféomorphismes préservant l'orientation pour lesquels le
résultat est vrai forment alors un sous-groupe normal non trivial de Diff¢° (SY. Or,
Difff_o(Sl) est un groupe parfait (i.e. égal a ses groupes dérivés) donc il n’admet pas
de sous-groupe normal non trivial (cf [HS71]). Le résultat suit pour tout élément de
Difff_o(Sl) donc pour tout feuilletage de T? transverse aux paralleles. O

Considérons ensuite ’espace F des feuilletages de codimension 1 de T qui sont
transverses aux paralleles; notons % celui dont les feuilles sont les fibres de la
deuxieme projection (r,0,w) — w de T sur S'. Nous utiliserons le résultat suivant :

Lemme 4.2.1 — L’espace F est homéomorphe au groupe topologique des difféomor-
phismes du tore solide dans lui-méme qui sont fibrés au-dessus de Uidentité de D?
et égauz o lidentité sur {0} x St, ce groupe étant muni de la topologie C*°.
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Preuve — Notons (Y, idy) le groupe topologique des difféomorphismes en ques-
tion, pointé en son élément neutre. A tout élément f de ce groupe on peut associer
le feuilletage f(%#y) € F, image par f de %y. Cette application de (Y, idr) dans
Pespace pointé (F, %) est clairement continue et injective. Réciproquement, soit
F € F et soit (z,w) € T avec z = re?. Considérons un chemin ¢ : [0,1] — D?
joignant 0 & z et relevons ¢ dans la feuille de .# qui passe par (0,w) de maniére a
obtenir un chemin ¢, ,,. Comme D? est contractile, le point ¢2w(1) ne dépend pas du
choix de ¢ mais seulement de z, w et .# dont il dépend contintiment. Nous pouvons
alors poser fz(z,w) = (2,¢,,(1)) pour obtenir une application .# — fz continue,
réciproque de celle f — f(%y) définie plus haut; ce qui prouve la bijectivité et la
bicontinuité de celle-ci. ]

Corollaire 4.2.2 — Notons F. ’ensemble des feuilletages de T qui appartiennent
a F et coincident avec Fy sur un tore intérieur To := {(r,0,w) €e T:0<r <e} de
T ou ¢ €]0, 3[. Il existe alors une application continue h de [0,1] x F dans F telle
que :

(i) pour # € F, h(0,F) =% et h(1,.7) € Fc;

(i) le feuilletage h(t,.F) reste le méme hors de Ta. pendant que t varie.

Preuve — Comme on le constate facilement, ’homéomorphisme décrit au lemme
4.2.1 associe a F; le sous-groupe Yz de Y des difféomorphismes f de T de la forme
fi(z,w) — (z,0(2,w)), ol w — ©(z,w) est un difffomorphisme du cercle dépendant
de z et coincidant avec l'identité pour |z| < e. Nous allons donc construire plutot,
ce qui revient au méme, une application continue h de [0,1] x Y dans Y ayant les
propriétés suivantes :

(1) pour f €Y, h(0,p) = fet h(l,f) € Ye;

(2) la fonction h(t, f) reste la méme sur la partie de T définie par |z| > 2¢.

Considérons une application « de classe C*° de [0, 1] dans [0, 1] telle que a(u) =0
pour u < ¢ et a(u) = u pour u > 2¢. Nous posons simplement h(t, f)(r,0,w) =
(r,0,0((1 — t)r 4+ ta(r),0,w) et par construction, cette application possede les pro-
priétés requises. O

La remarque suivante est analogue a la remarque 4.1.5 :

Remarque 4.2.3 — Soit K un compact contenu dans T. Pour tout point x :=
(z,w) € K, notons D) le disque horizontal {(z,w) : |z — 2/| < A} de centre x et de
rayon A. Posons VI? = U D;‘. Supposons qu’un feuilletage .# € F coincide avec

zeK
Fo sur V[é. Si A > 3¢, alors h(1,.#) coincide encore avec %, sur V.

Preuve — Soit F € F coincidant avec % sur VI? avec A > 3¢. D’apres la preuve
précédente, on peut associer a .% un difféomorphisme f de T qui est égal a I’identité
sur VI’}. Vérifions que h(1, f) coincide encore avec I'identité sur V.

Soit (2/,w) € DS C D). Posons z = rei?, 2/ = 1'e? et 2] = (1 — t)r' + ta(r'))e? .

Pour tout t € [0,1], on a toujours : |z; — z| < 2te + & < 32 < A, ce qui signifie

que (z},w) appartient & D) pour tout t. De ce fait, h(t, f) coincide avec I'identité

sur DS pour tout ¢, donc h(t,.#) reste le feuilletage en disques horizontaux sur

Ve = | D:. O
zeK

Munis de ces résultats, nous allons maintenant établir le théoreme E.

0 OOGo



5 Prolongement au tore solide
des feuilletages du tore-surface

Notons & l'espace des feuilletages en surfaces de T qui sont transverses a son
bord T? et transverses aux paralleles de celui-ci, sans étre forcément transverses
aux paralleles a l'intérieur de T. Définissons également ’espace C des feuilletages
en courbes de T? qui sont transverses aux paralleles. On a une application naturelle
0:8 — C qui a un feuilletage de T associe le feuilletage induit sur son bord T2.
Dans [Thu74|, Thurston a montré l'existence d’une application s : C — S telle
que 0 o s = ide. Dans cette section, on se propose de montrer que s peut étre
continue. On a vu au paragraphe 4.2 qu'un feuilletage .#; de T proche du feuilletage
en disques % est lui-méme en disques (car ses feuilles sont des revétements de D?).
Cependant, tout feuilletage du tore T? proche du feuilletage en cercles 0.%, n’est pas
nécessairement en cercles (il peut méme étre a feuilles denses). Ainsi, il n’existe pas
de section continue s de 9 au-dessus d’un voisinage de 0.% telle que s(0.%y) = Fy.
Néanmoins, on a le résultat suivant (il s’agit d’un énoncé précis du théoreme E) :

Théoréme F — Il existe une section continue s : C — S de 0.

Le but de cette section est de prouver ce résultat.

5.1 Principe de construction de s

Soit . un feuilletage de T? transverse aux paralleles. Lorsque ce feuilletage
est défini par une forme fermée, il s’étend en un feuilletage de T possédant une
composante de Reeb. Dans un premier temps, nous nous inspirons de ce résultat de
Reeb ([Reeb2]) pour construire une section s’ continue au-dessus de l'espace Cy des
feuilletages de T? dont I’application de premier retour sur le parallele # = 0 est une
rotation. Ensuite, remarquons que si on prive T de 'intérieur de deux tores solides
disjoints fibrés sur des cercles de D?, on obtient une variété difféomorphe & P x S*
oit P (pour “pantalon”) est la variété obtenue en privant le disque D? de deux petits
disques ouverts disjoints. Désignons par C, C; et Cy les composantes du bord de P.

Partant d’un feuilletage .# € C de T2, on construira d’abord un prolongement &
P x S!. Par construction, ce prolongement tracera sur les tores C; x S! et Cy x St
(convenablement identifiés & T?) des feuilletages qui seront dans Cg et qu’on pourra
donc étendre a I'aide de la section s’ précédemment construite a 'intérieur de ces
tores.
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5.2 Notations

Continuons de noter (r,0,w) ou (z,w) les coordonnées usuelles sur le tore solide T.

Notation 5.2.1 — Définissons deux tores solides T et T9 par
1 1 1 1
Ty := : - < — t Ty := A e

La variété obtenue en privant T de l'intérieur de T7 U T9 est notée W. Elle est
difféomorphe au produit P x S' ol P est le disque unité privé des petits disques
ouverts {z €D?: [z + 3| < L}et {z€D?: |z — | < L}

Nous aurons besoin d'un point-base sur D? : pour fixer les idées, nous prenons
zo = 1. Nous utiliserons également des voisinages de sécurité pour traiter de certains
problémes de recollement ; aussi nous fixons € €]0, 1—10[

Notation 5.2.2 — Nous notons T*¢ le voisinage tubulaire suivant du bord de T :
T :={(r,0,w):r>1—¢}.
De méme, nous notons W*€ le e-voisinage du bord de W dans W.

Sur W€, nous introduisons un champ de vecteurs transverse au bord et tangent aux
disques horizontaux :

Notation 5.2.3 — En notant z = x + iy € D?, le champ R est défini par

r% pour tout (r,0,w) € T¢
Ry =4 (v — %)8% + ya% au e-voisinage de Cp x S!
(x + %)a% + ya% au e-voisinage de Cy X St

Nous appellons R le champ radial sur We.

Comme nous considérons beaucoup d’espaces de feuilletages différents, il n’est pas
inutile d’en récapituler la liste.

Notation 5.2.4 — Nous notons :

— C P’espace des feuilletages en courbes de T? qui sont transverses aux paralleles;

— Cy espace des feuilletages de T? dont I’application de premier retour sur le pa-
rallele 6 = 0 est une rotation ;
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— 8 l'espace des feuilletages en surfaces de T qui sont transverses & son bord T? et
transverses aux paralleles de celui-ci, sans étre forcément transverses aux paralleles
a l'intérieur de T';

— F Despace des feuilletages en surfaces de T qui sont transverses aux paralleles (et
donc en disques) ;

— Fr lespace des feuilletages en surfaces de T qui sont transverses aux paralleles
de T et invariants par le champ radial sur 7°;

— W l'espace des feuilletages de W transverses aux paralleles et invariants par R
sur We.

On a les inclusions suivantes Co C C et Fr C F C 8. De plus, d’apres le lemme
4.1.3, les espaces F et Fpr sont homotopes.

Introduisons maintenant les groupes topologiques suivants qui seront tous munis de

la topologie C*° :

— H(T?) le groupe des difféomorphismes de T? qui sont isotopes & l'identité, fibrés
au-dessus de idg: et fixent 7~ !(zp) point par point ;

— H(T) le groupe des difféomorphismes de T qui sont isotopes a l'identité, fibrés
au-dessus de idp2, laissant R invariant sur T¢ et fixent 7 !(zo) point par point ;

— H(W) le groupe des difféomorphismes de W qui sont isotopes & l'identité, fibrés
au-dessus de idp, laissant R invariant sur W¢ et fixent 771(29) point par point ;

— Hy(T) (resp. Hyo(W)) le sous-groupe de H(T) (resp. H(W)) des difféomorphismes
qui fixent T point par point.

N.B. Nous voulons bien dire que les éléments des deux derniers groupes fixent 1T°

point par point; pour Hy(W) on n’impose pas I'invariance des points de W¢ non-

contenus dans 7.

Ensuite, nous choisissons deux lacets basés en zy dans P :

Notation 5.2.5 — Les lacets 71 et 7o sont définis par :
— 1 (t) := e pour t € [0,1];
o) = {eZi“t pour ¢ € [0, %] U [%, 1],
i(2—4t) pourte[1 2]
De cette maniere, les groupes fondamentaux I'y := 71 (S', 29) et I'y := 7 (P, 20) sont

engendrés respectivement par [y1] et {[71], [y2]} ou [y:] désigne la classe d’homotopie
du lacet ;. De plus, I'1 s’identifie & un sous-groupe de I's.

Enfin, pour ¢ = 1,2, nous notons A; ’espace des morphismes de groupes de T';
dans le revétement universel D>°(S!) de Diff°(S!).
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5.3 Quelques propriétés

Lemme 5.3.1 — Les sept espaces suivants sont contractiles : Ay, Ao, H(T?), H(T),
Ho(T), H(W) et Ho(W).

Preuve — Les cas de A et A sont similaires; les cas de H(T?), H(T), Hy(T),
H(W) et Ho(W) sont similaires : nous n’allons donc traiter que les cas de Ay et
H (W) en laissant les autres au lecteur.

Cas de Ay : Le groupe T’y est libre & deux générateurs donc Ay est isomorphe a
D> (S) x D*®(S!). Comme D>(S!) est contractile, Ay I'est aussi.

Cas de H(W) : Le groupe H(W) est homéomorphe a ’ensemble des applications
¢ de classe C™ de P dans D>®(S!) telles que ¢(z9) = id et o soit invariante par
le champ radial (un homéomorphisme s’obtient en voyant le difféomorphisme fibré
(z,w) + (2, ¢(z,w)) comme une application z — (w — ¢(z,w)) de P dans Diff°(S')
puis en relevant celle-ci & D*°(S!), ce qui est possible car ¢ est isotope a I'identité).
Ceci nous permet d’exhiber une rétraction explicite de H(W) sur un point.

Fait — La formule suivante (t,¢) — ((z,w) — (2, (1 —t)p(z,w) + tw)) définit une
rétraction de H(W') sur l’élément neutre de ce groupe.

Preuve — Par définition, application ¢; de W dans W qui a (z,w) associe (z, (1—
t)p(z,w) + tw) est une application de classe C*° de W dans lui-méme qui dépend
contintiment de t et de (z,w) et qui est fibrée sur I'identité de P. On vérifie facilement
que pour tout ¢, on a ¢¢(29,w) = (20,w). Enfin, I'invariance par R vient de ce que ¢ et
I'identité de W sont deux fonctions invariantes par ce champ ; donc leurs barycentres
le sont également.

Il nous reste a vérifier que I'application différentiable ¢; est bien un difféomor-

phisme de W. Une fois ce fait établi, ’existence du chemin ¢ — ; connectant o; a
idy impliquera que ce difféomorphisme est isotope a l'identité et il aura donc toutes
les propriétés requises pour étre dans W quel que soit t.
Montrons d’abord que ; est une bijection de W sur W. Nous savons que ¢, fixe
chaque fibre de W ; il nous suffit donc de voir que la restriction de ¢; a chaque fibre
en constitue un difféomorphisme. Pour cela, fixons un point z de P et considérons
la fibre F, de z dans W. L’application différentiable de F, sur F}, induite par ¢; est
d’indice 1 car elle est barycentre de deux applications d’indice 1. Donc pour étre un
difféomorphisme, il lui suffit d’avoir une dérivée strictement positive en tout point.
Or, puisque ¢ est dans H(W) et ¢ dans [0, 1], on a bien :

aac()((l —t)p(z,w) + tw) = (1 — t)aawtp(z,w) +t>0

d’ot le résultat escompté : @y est une bijection.

Montrons maintenant que ¢; est un difféomorphisme de W. Comme c’est a la
fois une bijection et une application différentiable, il suffit de montrer que sa diffé-
rentielle est inversible en tout point. Explicitons cette différentielle en utilisant les
coordonnées (1,6, w). Nous obtenons :

1 0 0
dpy(r, 0,w) = 0 1 0
(1 _t)%so(ne?w) (1 _t)%SO(TMgaW) (1 —t)%g&(r, 97(“)) +1

0
et le déterminant jacobien est det(dy;) = (1 — t)a—go(r, f,w)+t>0
w
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Par le théoréeme d’Ehresmann ([Ehr47]), on peut associer a tout feuilletage .% de
C sa représentation d’holonomie Hole(.F), qui est un morphisme de I't = 71 (S!, )
dans D>®(S!) — autrement dit, un élément de A;. En outre, I'application Hole de
C dans Ap ainsi obtenue est continue. De méme, on peut introduire une applica-
tion continue Holyy de W dans Ay = Hom(m1 (P, z0), D*®(S')) ; formellement, on
pourrait aussi associer a F une représentation d’holonomie, mais celle-ci associe-
rait aux éléments de F une représentation a valeurs dans D>(S') du groupe trivial
71(D?, 29) donc n’offrirait pas d’intérét. Enfin, rappelons que par définition, Cq est
la partie de C sur laquelle Hole est a valeurs dans le groupe des translations de R.

Lemme 5.3.2 — Les applications suivantes sont des fibrations principales :
— Holc : C — A1, de groupe H(T?);

— Holyy : W — Ag, de groupe H(W) ;

~ Hole, : Co — R, de groupe H(T?).

De plus, Fr est homéomorphe a H(T) — ce qui est une autre facon de dire que Fg
est un H(T)-fibré principal sur un point.

Preuve — Comme les quatre cas se traitent de la méme facon, avec une véri-
fication supplémentaire dans le second cas, nous ne traiterons que celui-ci. Il faut
montrer que I'application Holyy est surjective et que ses fibres sont les orbites de
laction naturelle de H(W) sur W; il faut également vérifier que cette action est
libre. Enfin, il faut s’assurer qu’il existe des sections locales ; mais nous ferons mieux
puisque nous allons construire une section globale.

Surjectivité de Holyy : A toute représentation p de 71(P,z9) dans D>(S'), nous
pouvons associer par suspension un feuilletage .# de P X R invariant par la transla-
tion verticale 7 : (z,t) — (z,t + 1) et dont la représentation d’holonomie est p. En
rendant ce feuilletage invariant par le relevé du champ radial au voisinage de C' x R
(remarque 4.1.5) puis en passant au quotient par 7, nous obtenons un élément de
W dont I'image est p.

Liberté et orbites de I'action : Soient .%#; et %5 deux feuilletages de W ; cherchons
a quelle condition ils sont dans la méme H (W)-orbite. Si nous choisissons un point z
de P et un chemin ¢ de zp & z dans P, il existera au plus un élément ¢ de H(W) tel
que @(.F1) = F». En effet, pour tout w € S, relevons c en des chemins c; et ¢y de
méme origine (29, w) d’extrémités (z,w;) et (z,ws2), le chemin ¢; étant tracé le long
d’une feuille de .%;. Alors, nous aurons ¢(z,w;) = (z,w2) ce qui définit parfaitement
. Mais pour que cette définition soit consistante, il faut encore qu’elle n’attribue
pas & un méme point (z,w;) deux images différentes : autrement dit, elle ne doit pas
dépendre du choix de ¢, alors qu’a priori elle n’en dépend pas a homotopie prés. On
constate donc qu’une condition nécessaire et suffisante est que Hol(.#1) = Hol(:F2).
Nous avons donc montré que H (W) agit librement sur W et a pour orbites les fibres
de la fibration de W sur As ce qui est bien la conclusion voulue.

Existence d'une section globale : Rappelons que Ay est I'espace des morphismes
de I'y = m1 (P, z9) dans D>°(S') et notons P le revétement universel de P. Soient m
la projection naturelle de P x S' x Ay sur I'espace P x Ay et my celle de P X Ag sur
I'espace P x Ao. Désignons par X le quotient de P x S' x Ay par I’action suivante
de 'y : (7, (Z,w, 7)) +— (72, 7(y)w, 7). Il existe alors une projection naturelle 73 de
P x S' x Ay sur X et une projection naturelle 74 de X sur P x Ay. De plus, le
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diagramme suivant est commutatif :

P xS x Ay ——= P x Ay

ﬂgl lm

X P x [\2

4

L’application my o 71 est clairement une fibration localement triviale (c’est méme
une fibration principale de groupe S! x I';). Comme on a 73 0 1, = 74 0 73, on en
déduit que 74 o w3 est également une fibration localement triviale ; elle admet donc
des sections locales. Soit s une telle section ; alors I’application 73 0 s est une section
locale de m4. I1 découle de cette construction que 74 est un fibré principal en cercles
sur P x As.

D’autre part, comme la base de ce fibré a le type d’homotopie d’un bouquet de
cercles, sa classe d’Euler est nulle et le fibré est trivial. Il existe donc une section
globale S de P x Ay dans X que I'on peut supposer de classe C*° puisque la base
P x As est paracompacte. Nous pouvons donc choisir une identification I de classe
C® de X & P xS' x Ay de classe C®.

Nous allons maintenant construire notre section. Soit w5 la projection naturelle de
P x S' x Ay sur P x S'. Pour tout morphisme 7 de T'y = Hom(m1 (P, z9), D*®(S')),
définissons une application ¢, de P x S' dans W =P x St par ¢, (Z,w) =m501 0
73(Z,w, 7). Soit .Z; le feuilletage horizontal de P x S!. Son image par ’application
o est un feuilletage #. de W qui dépend contintiment de 7, est transverse aux
paralleles de T et a pour holonomie 7 par construction. De plus, si on applique le
lemme 4.1.3 & 'espace {.Z; : 7 € Aa}, on peut rendre ces feuilletages invariants par le
champ radial R. Nous notons .72 les feuilletages de W ainsi construits. L’application
qui & 7 associe le feuilletage .Z [ est la section souhaitée. O

Lemme 5.3.3 — Les suites suivantes sont exactes :
resyy

{id} —— Ho(W)—— H(W) — H(T?) — {id} (Sw)

resTt
—_—

{id} Ho(T)—— H(T) H(T?) — {id} (ST)
ot rest et resy sont les morphismes naturels de restriction des difféomorphismes
de T ou de W a la composante de bord T?.

Preuve — Le seul point a vérifier est la surjectivité de rest et de resy . Soit h

un élément de H(T?). Nous allons prolonger h en un élément H de H(T) qui fixera
chaque point (z,w) tel que |z| < %; de ce fait, la restriction de H & W sera dans
H(W) et nous aurons donc du méme coup les deux surjectivités voulues.
Soit o : [0,1] — [0,1] une fonction décroissante de classe C'™ telle que l'on ait
a(r)=1sir< % et a(r) = 0sir > 5. Mettons le difféomorphisme h sous la forme
h(0,w) = (0, pp(w)) avec wp € Diff°(S) ce qui est possible car h est fibré au-dessus
de idg:. Comme de plus h est isotope & idg, on peut relever g & D®(S!) en un
difféomorphisme que ’on notera encore g et tel que ¢y = idr. Ensuite, posons

H(r,0,w) = (r,0, wg(r) (w))

ou la notation “@3(T)” est celle “f'” de la section 3. Comme gpg(T) = pp = idg des
que r < 2, cette formule a un sens méme pour r = 0, et elle définit bien un élément
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de H(T) qui fixe les points pour lesquels r < %. Notons que 'application h — H est
une section continue de 'application rest (resp. resy). ]

Notation 5.3.4 — Nous notons exty et extr les sections continues des fibrations
(Sw) et (St) construites dans la preuve précédente. Soit également S la section du
fibré a base contractile W construit dans la preuve du lemme 5.3.2.

Ainsi, par exemple, exty, est une application continue de H(T?) dans H(W)
telle que resyy o exty soit l'identité de H(T?).
N.B. Nous ne prétendons pas que exty et extt soient des morphismes de groupes !

5.4 Tourbillonnement de Reeb équivariant

Nous allons maintenant construire une section continue s’ de 9 au-dessus d’un
certain espace de feuilletages Co. Pour éviter toute confusion, nous soulignons que
cette section n’est pas encore la section s cherchée, mais un outil permettant de
la construire. Nous utiliserons le tourbillonnement de Reeb ([Ree52]). On doit a ce
dernier le résultat suivant :

Lemme 5.4.1 — Soit F un feuilletage de T? défini par une forme différentielle
fermée . Alors F se prolonge en un feuilletage F, du tore solide.

Nous nous en inspirons pour prouver la

Proposition 5.4.2 — Il existe une section continue s' : Co — 8 de O ainsi qu’une
application continue h' : [0,1] x Fr — F1(T) telle que h'(0,.F) = F, W (1,F) =
s’ 0 0.F et pour tout t, Oh'(t, F) = OF.

Preuve — Appliquons le lemme 5.3.2 et faisons correspondre a tout .# € Cy le
réel Az et le difféomorphisme h g tels que h;}l (F) soit le feuilletage de T? défini
par la forme fermée dw — A #df. Ensuite, nous introduisons des fonctions p et ¢ de
classe C* de l'intervalle [0, 1] & valeurs dans [0, 1] telles que ci-apres

0 1; c 1 0 (; b 1
Définissons la forme différentielle suivante sur T :
Brs 1= (1= () - (1= p(r) - (dw = Agdd) + (1= 9(r)) - p(r) - dr + () - oo
Vérifions que (), satisfait la condition de Frobenius d3\, A 3y, = 0. On a :
dBry = — (&' (r) - (L= p(r)) + p/(r) - (1 = (1)) - dr A (dw — Azd0) + ' (r) - dr A dw.

— Pour 0 <r <aetc<r <1,lesfonctions ¢ et p sont constantes donc leurs dérivées
sont nulles sur ces intervalles. On en déduit d3y, = 0 et donc dBx, A Br, = 0.
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— Pour a <7 <b,onap(r)=1donc B, = (1 —¢(r)) -dr+ ¢(r) - dw et dBy, =
¢'(r) - dr A dw. Par un calcul élémentaire, on obtient dfx, A By, = 0.

— Pour b <r <c,onap(r)=0donc B, =(1—p(r) (dw—Azdf) + p(r) - dr et
dBr, = —p'(r)dr A (dw — Azdf). On obtient alors

dBrz A Brg=—p'(r)(1 — p(r))dr A (dw — AzdO) A(dw — Xzd0) —p(r)p'(r) drAdr,
=0 =0

=0

Ainsi, la forme différentielle 3y, est sans singularité et intégrable; elle définit
un feuilletage 4, , de T qui possede une composante de Reeb et admet h#(.#) pour
trace au bord. Par ailleurs, selon la définition 5.3.4, le difféomorphisme extr(hg) de
T admet h.z pour restriction & T2. Nous posons maintenant s' (%) := extr(hz)(% )
et obtenons bien une application s’ de I'espace Cq de feuilletages en courbes de T2
dans l'espace 8 des feuilletages en surfaces de T telle que 9 o s’ = idg,.

I1 nous reste & construire h’. Soit .# un feuilletage en disques de T, transverse aux
paralleles et invariant par le champ radial R. Comme .# € Fg, on peut lui associer
un unique difféomorphisme Hz dans H(T) tel que Hz (%) = .# ('existence de
Hg découle du lemme 5.3.2). Puisque Hgz et extp(rest(Hg)) ont par définition le
méme projeté sur H(T?), on peut ensuite définir un unique H{gz € Hy(T) tel que
Hgy = HY o extr(rest(Hz)) en vertu du lemme 5.3.3. De plus, selon le lemme
5.3.1, le groupe Hy(T) est contractile ; introduisons une rétraction R(t,-) de Ho(T)
sur {idyp}. Enfin, pour tout ¢t € [0, 1], définissons la forme différentielle 1, par n; :=
t-Bo+(1—t)-dw. On adn =t-dfy donc dgy Ay = t2-dBo A Bo+t(1—1)-dBo A dw.
Or, la forme [y est intégrable donc
dne Ay = t(1—1t)-dBp A dw
= t(1—1t)- (¢ (r)- (p(r) = 1)+ p'(r) - (p(r) = 1) + ¢/ (r)) - dr A dw A dw

0.

Par suite, la forme non-singuliere 7, est intégrable. Elle définit donc un feuilletage
que I’on peut noter %; car % correspond effectivement au feuilletage de T en disques
horizontaux ; on a aussi .#; = 4. Nous définissons maintenant h'(¢,.%) comme suit :

— pour t € [0, %], W(t,F):= R(2t,H3@,) oextr(rest(Hz))(F) ,
— pour t € [§,1], h'(t,.7) = extr(rest(Hz))(Far1). O
Clairement, les deux définitions coincident pour ¢ = 5 ; tout aussi clairement, A’

1

29
est une application continue. On constate encore que h'(0,.%) = Z et h/(1, %) =
s'(0.%). Enfin, on a constamment

on'(t,7) = O(R(inf(2t,1), Hoy) o extr(rest(Hz))(Fsup(2t—1,0)))
= rest(Hz)0(Fap2t-1,0) = rest(Hg)0Fy = 0F.

Remarquons en passant que par construction, le feuilletage s'(.%) est invariant
par le champ radial sur le voisinage 7 du bord de T, ce qui nous servira par la
suite.

5.5 Prolongement a P x S!

Fixons un nombre diophantien p et prolongeons maintenant tout feuilletage en
courbes .% de T? transverse aux paralleles du tore-surface a la variété W = P x S'.
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Comme l’espace C de ces feuilletages en courbes est un fibré principal de base
Ay = Hom(m(SY, 20), D*®(S')) (lemme 5.3.2), on peut associer & .# un élément
de Ay c’est-a-dire un morphisme I'y = m1(S!,29) — D>(S!). Notons f# l'image
de [v1] par ce morphisme. D’aprés le théoreme d’Herman (corollaire 3.3.2), il existe
MZF) € Ret gz € D®(SY) qui dépendent contintiment de f# et tels que g#(0) = 0,
fz =Tz ogzoTuogy; .

Définissons une représentation p# de I'y = 71 (P, z9) dans D (S!) par pz([11]) = f#
et p#z([12]) = Tx(#); par construction pz dépend contintiment de .7.

Par ailleurs, d’apres la définition 5.3.4, il existe une section continue S de Ay =
Hom(m1 (P, z0), D*®(S')) dans I'espace W de feuilletages en surfaces de W. Par
conséquent, le feuilletage S(p.#) dépend continiiment de .7 et trace sur C' x St ~ T?
un feuilletage ayant la méme holonomie que .# mais qui ne coincide pas nécessaire-
ment avec .%. Néanmoins, selon le lemme 5.3.2, il existe un unique difféomorphisme
hy € H(T?) tel que F = hg(S(pz)). Soit Fw le feuilletage de W défini par
extw (hz)(S(ps)); par construction, il dépend continiiment de % et a pour trace
Z sur T2. L’application Sy : .# — Zy est donc un prolongement continu du
feuilletage en courbes .% en un feuilletage en surfaces de W.

De plus, d’apres la remarque 4.1.5, on peut supposer sans perte de généralité que
le feuilletage Fw est invariant par le champ radial R sur le voisinage W€ du bord

de W.

5.6 Construction de s

Nous allons maintenant prolonger %y a l'intérieur des tores solides T et To
(complémentaires de W = P x S! dans T) grace & la proposition 5.4.2. Les points
= %2 et z9 = % sont au bord respectivement de C7 et Cs. Choisissons librement
dans P un chemin ¢; de zg & z1 et un chemin co de zg a z2. Ceci de sorte que, en
notant ] et 74 les générateurs naturels de 71 (Cj, 2;), les chemins 7, Let v L~y soient

respectivement homotopes & ¢, '4ca et ¢ 'y e

Nous rappelons que I'image de [y;] par la représentation d’holonomie de .7 a été
décomposée dans D*°(S') sous la forme TyxzyogzoTyo g’;l.

Introduisons maintenant des applications de I'espace C de feuilletages en courbes
de T? dans le groupe D>®(S!). Pour k = 1 ou 2, pour .# € C et pour wy € S!, le
chemin ¢, se releve de fagcon unique en un chemin cng au-dessus de cg, tracé le long
de Zw et issu de (29, wp). L'extrémité de ce chemin est un point au-dessus de z,
que nous noterons (zx, pr(wo)). L'application qui, & .# € C, associe 1’élément ¢y, de
Diff$°(S!) est clairement continue. Par ailleurs, les lemmes 5.3.1 et 5.3.2 impliquent
que C est contractile et on peut donc relever # — ¢}, en une application # — hy
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de C dans D>(S1).
Soit .Z! le feuilletage que trace Fy sur le bord du tore solide T; et soit <I>fz le
difféomorphisme suivant de T sur Ty : ®7 (z,w) = (152 — 3,10 gz (w)).

Proposition 5.6.1 — Le feuilletage 9 := (&7 )"H(F) est dans Cy.

Preuve — Par définition, le feuilletage ¢4 est dans C donc son image par Holc
est un morphisme de I'; = 71(S!, 29) dans D>(S!). Notons ¢ 'image du générateur
'yfl par ce morphisme. Or, par construction de ¢4, on a ¢ = g{;l o hfl otpohiogy
ol 1 est 'application d’holonomie de Zy associée au lacet v;. Ceci étant, dans
m1(P, 20), on a [}] = [e177 'y2¢; '] par choix de ¢1. A son tour, 9 se décompose donc
comme suit : 1) = hioHolyw(Fw, 7 ) oHolyw(Fw, y2)ohy b Or, par construction du
feuilletage en surfaces 7y nous avons : Holy(Fw,v2) = Th(z) et Holyw(.F, vl_l) =

gzoT_, 0 g;;l o T_y(#)- Finalement, ¢ = T_, qui est bien une translation. u

Soit .%2 le feuilletage que trace .y sur le bord du tore solide Ts et soit @ff le
difféomorphisme suivant de T sur Ty : 3 (z,w) = (1—10z + 1, ha(w)). On vérifie de
meéme que 'on a la

Proposition 5.6.2 — Le feuilletage % = (&)~ 1(F?) est dans l’espace Cy des
feuilletages en courbes de T? dont I’holonomie sur le parallele {6 = 0} est une
rotation.

Nous prolongeons donc Fy 4 T tout entier, en comblant Ty par &7 (s'(%))
ou s’ est la section de la proposition 5.4.2. Notons s(.%) le feuilletage ainsi obtenu.
Par construction, I’application .# +— s(.%#) est continue. De plus, pour tout .#, le
feuilletage s(.%) obtenu a la fin de cette construction est de classe C*° sauf peut-étre
au voisinage du bord C; x S' U Cy x S' de Ty L Ty. En effet, le feuilletage s(F)
est obtenu en recollant des feuilletages transverses & ces deux tores-surfaces C; x S*
et définis de chaque coté ; on pourrait donc craindre une absence de différentiabilité
transverse & nos deux tores. Mais, heureusement, au voisinage de C; x S' (i = 1,2)
s(F) est invariant par le champ radial (de classe C™ et transverse a C; x S!) donc
5(.F) est aussi régulier que sa trace sur C; x S', qui est bien de classe C*°. Par
conséquent, le théoreme F a bien lieu.

Nous allons voir que la section s ainsi construite possede une propriété intéres-
sante.

5.7 Homotopie de . a s(0(.%)) pour & € F

Rappelons qu’on désigne par F l’ensemble des feuilletages de T qui sont en
disques transverses aux paralleles et par % le feuilletage en disques horizontaux
c’est-a-dire dont les feuilles sont les fibres de la deuxiéme projection (r,0,w) — w
de T sur S'.

Proposition 5.7.1 — Il existe une application continue h : [0,1] x F — Fi(T)
avec les propriétés suivantes : h(0,.#) = .7, h(1,.F) = so0.F et pour toutt € [0, 1],
h(t, F)|pe = F|pe si F est invariant par le champ radial R sur le voisinage T¢.
Autrement dit, ’homotopie h préserve l’espace Fg.
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Preuve — Soit .# un élément de F. Comme ce feuilletage est en disques topolo-
giques, sa représentation d’holonomie dans le groupe D> (S!) est I'identité. De plus,
en la décomposant selon le théoreme d’Herman, nous avons gz = id et A(F) = —p.
Enfin, nous définissons encore des difféomorphismes @fz de T sur les tores solides

T; par &7 (z,w) = (752 + (_2—1)1, hi(w)).

— Pour t € [0, %], appliquons le lemme 4.1.3 aux tores-surfaces C; x S', bords des
tores solides T; (i = 1,2), de fagon a rendre .% invariant par le champ radial sur
un e-voisinage de ces tores. De méme, grace a la remarque 4.1.5, nous effectuons

la méme opération sur T°¢.

— Pour t € [%, %}, appliquons la proposition 5.4.2 et homotopons le feuilletage .7 |,

a 7 (s' 0 9(®7) "1 (F|r,)). Comme .F a été rendu invariant par le champ radial
sur un e-voisinage de T, il n’y a pas de probléme de recollement. Notons .#’ le
feuilletage ainsi obtenu et remarquons que 0.7’ = 0.%.

~ Pour t € [1,2], la trace de .#’ sur le bord T? de T est dans la méme H(T?)-orbite
que 0., donc il existe un difféomorphisme hz € H(T?) tel que 0.%' = h#(0.%).
D’apres la preuve du lemme 5.3.2, on peut étendre le difféomorphisme hg de
T? en un difféomorphisme exty (hz) de W = P x S!. Remarquons qu’alors
les feuilletages en surfaces 7’|y et extw (hg)(Fo|w) ont le méme projeté sur
H(T?) donc il existe un unique difféomorphisme HY € Ho(W) tel que F'|y =
HY% oextw (hz)(Folw). Or, d’apres la lemme 5.3.1, le groupe Ho(W) est contrac-
tile donc il existe un chemin de HY & l'identité dans Ho(W). Nous pouvons alors
homotoper .#'|y au feuilletage extyw (hz)(Fo|w ) ; désignons par %, la famille
de feuilletages sur W ainsi obtenue. De plus, remarquons que la rep,résentation
d’holonomie de .#’ ne varie pas; par ailleurs, nous pouvons encore définir le dif-
féomorphisme <I>Z‘7 " qui dépend contintiment de .Z’ lw¢. On peut vérifier comme
a la proposition 5.6.1 que I'image par ((IT? )~1 du feuilletage Flylot, reste dans
Cy ce qui nous permet de prolonger continiiment ﬁéw A Dintérieur de T; par
o7 (s 0 (D7) (Fiy4lom,))-

— Pour t € [%,1], il nous reste & homotoper .%#; & son image par s o d; vu la
construction précédente, nous obtiendrons alors I’homotopie pour tout feuilletage
en surfaces .# € F. Notons pg la représentation triviale de I'ys = (P, z9) dans
D> (S!) et p; la représentation correspondant a pi([y1]) = idr et p1([y2]) = T—,.
Introduisons également la représentation pg;—3 correspondant & p([y1]) = idr
et p([y2]) = —(4t — 3)u. Rappelons qu’a la fin de 1’étape précédente, la res-
triction du feuilletage en surfaces .F#' & W s’écrit exty (hg)(Folw) c'est-a-dire
extyw (hz)(S(po)) ou S est la section continue introduite dans la définition 5.3.4.
Nous terminons ’homotopie sur W par exty (hz)(S(pa—3)). De la méme fagon
que précédemment, on vérifie qu’on peut prolonger ce feuilletage contintiment a
Iintérieur des tores T; par une formule analogue.

Nous obtenons ainsi une homotopie de .% & s o 9.% pour ¥ € F. O

Ce “comportement agréable” de la section s vis-a-vis des feuilletages transverses
aux fibres de T et invariants par le champ radial nous sera utile par la suite.

0 OOGo



6 Homotopie de feuilletages
et fibrés en cercles

Dans cette partie, nous énoncons une condition nécessaire et suffisante pour que
I’espace total d’un fibré en cercles possede des feuilletages transverses aux fibres puis
nous prouvons un résultat sur la topologie sur cet espace de feuilletages.

6.1 Classe d’Euler d’un fibré en cercles

Définition générale

Soit & := (S, M, B, ) un fibré localement trivial en cercles orientable au-dessus
d’une base B orientable. On définit la classe d’Euler eu(§) du fibré comme 1’élément
du groupe H?(B,Z) qui est I'image de la classe fondamentale de S! par le morphisme
de transgression H'(S!,Z) — H*(B,Z).

Comme les groupes HP(S',7Z) sont triviaux pour p > 2, la classe d’Euler est
un invariant complet pour les fibrés en cercles de base B. Cet invariant représente
I’obstruction a trivialiser le fibré au-dessus du 2-squelette de B lorsque B est un
CW -complexe.

Lorsque B est une surface fermée orientable, on a H?*(B,Z) ~ Z. Comme
HY(S',Z) = 7Z, on peut identifier la classe d’Euler du fibré & Ientier obtenu en
accouplant cette classe a la classe fondamentale de B.

Classe d’Euler et feuilletages transverses aux fibres

Supposons maintenant qu’il existe un feuilletage transverse aux fibres d’un fibré
en cercles au-dessus d’une surface fermée ¥, de genre g. En voyant le champ de plans
tangents T.% comme une connexion plate, on obtient une représentation d’holono-
mie p : m(2y) — Diff°(S!) du groupe fondamental de la surface dans le groupe des
difféomorphismes de S' préservant l'orientation. La classe d’Euler du fibré corres-
pond alors a celle de la représentation p c’est-a-dire a I'obstruction a ce qu’il existe
un morphisme de groupe g : m1(3,) — D>(S!) qui releve p. Plus précisément, soit

-1

Jl=1>

< ay, by, -, ag, bg/alblal_lbl_l e agbgaglb
une présentation de 71(3,). On choisit des relevés p/(?/ql),p/(?)l/), -, plag), p(bg) des
difféomorphismes du cercle p(ai), p(b1), -, p(ag), p(by) dans les difféomorphismes
de R commutant avec les translations entieres. La composée

—

— o~ —~— ] —~— 1 — o~ o~ ] —~——1

pla1)p(bi)p(ar) p(b1) -+ plag)p(bg)plag) p(by)



36 6 Homotopie de feuilletages et fibrés en cercles

releve l'identité donc est une translation entiere de R. On montre que ’amplitude

de cette translation ne dépend pas du choix des difféomorphismes p(a;), p(b;) : c’est
la classe d’Euler du fibré notée eu(p).

Quelques propriétés et résultats

La classe d’Euler permet de déterminer si un fibré possede des feuilletages trans-
verses aux fibres.

Théoréme (Wood [Woo71]) — Un fibré £ en cercles orientable au-dessus d’une
surface compacte ¥ admet un feuilletage transverse aux fibres si et seulement si
lew(€)| < min(0, —x(X)) ou x(X) désigne la caractéristique d’Euler-Poincaré de la
surface 3.

D’autre part, elle renseigne également sur la topologie des feuilles. Dans sa these,
Thurston a montré le résultat suivant :

Théoréme (Thurston, Levitt [Lev78]) — Soit& := (S', M, X, ) un fibré orien-
té au dessus d’une surface orientée ¥ # S' xS, Soit aussi F un feuilletage de classe
C? transversalement orienté. Alors, soit F est isotope & un feuilletage transverse
auz fibres de £, soit F a une feuille compacte. En particulier, si |eu(§)| > |x(2)|, ou
X(2) est la caractéristique d’Euler-Poincaré de la surface ¥, alors .F a une feuille
compacte.

Nous allons commencer par montrer le théoreme A ; les idées majeures de la
preuve du théoreme D seront déja présentes, mais sous une forme simplifiée.

6.2 Preuve du théoréme A

Pour l'instant, M est un fibré en cercles 7 : M — X, dont la base est une

surface fermée de genre g > 1. Par hypothese, I’espace F des feuilletages de M qui
sont transverses aux fibres de m est non vide. Choisissons un plongement ¢ du tore
solide T dans M envoyant les paralleles {(r,0)} x S! de T sur des fibres de 7. Par
application du corollaire 4.2.2, pour g¢ > 0 assez petit, on peut homotoper F a une
partie Fo de lui-méme dont tous les feuilletages coincident avec ¢(.-%) sur ¢(Tg,).
I1 nous reste & homotoper Fy a un point dans F;(M). Appelons champ radial (cf.
4.1) un champ de classe C* sur M dont la restriction & ¢(T) est 'image par ¢ du
champ r% sur T. D’autre part, définissons un plongement ¢ de T dans M par la
formule 9 (r,0,w) = p(e1r,0,w). Pour €1 > 0 assez petit et pour € > 0 assez petit,
dépendant de g et de €1, nous voyons que que chaque feuilletage de F est invariant
par le champ radial sur X%, ot ¥ est la surface 1 (T?) C M.
La surface X sépare M ; notons N := ¢)(T') et M’ := M — N les deux sous-variétés
compactes de M dont ¥ constitue le bord. Alors M’ est encore fibrée en cercles par
7 sur une surface Sy qui est le complémentaire dans ¥, d'un disque ouvert. Or, on
sait que le groupe fondamental d’une surface telle que Sy est libre a 2g générateurs ;
aussi, pour tout groupe topologique contractile G, on a Hom(m1(Sy, %), G) ~ G?9
qui est lui aussi contractile. Soit maintenant G 'espace des feuilletages de M’ qui
sont transverses a X, transverse aux fibres de 7 et invariants par le champ radial sur
YN M.
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Lemme 6.2.1 — L’espace G est un fibré principal de base Hom(my(Sy, *), D> (S'))
et de fibre le groupe G des difféomorphismes de M' qui sont fibrés sur l’identité de S,
mvariants par le champ radial au voisinage de X et égaux a l'identité en restriction
a une certaine fibre Fy arbitrairement choisie.

Preuve — Constatons que la fibration qu’induit 7 sur M’ est triviale (ce fait
classique vient de ce que les fibrés orientables en cercles sont caractérisés par leur
classe d’Euler qui appartient & H*(B,Z) ou B est la base du fibré ; or, H(Sy,Z) = 0
car S, se rétracte sur un bouquet de cercles). Une fois cette constation faite, la preuve
du lemme 6.2.1 est celle du lemme 5.3.2 mutatis mutandis. O

Puisque G et Hom(m1(Sg, *), D*®(S')) sont contractiles, G est lui aussi contrac-
tile (le fait que G soit contractile se prouve comme au lemme 5.3.1). Considérons
maintenant une rétraction h de G sur un point. Pour ¢ € [0, 1] et pour .# dans Fy,
nous définirons un feuilletage .%; en décrivant ses restrictions & N et a M’ ; celles-ci
seront transverses a X, égales en restriction a cette surface, invariantes par le champ
radial sur ¢ et se recolleront donc en un feuilletage global sur M. La définition de
Z; est la suivante :

~sit € [0,3], alors H(t,F) = F sur M’ et H(t,F) = ho(2t,.F) sur N ol hg
désigne I’homotopie de .# a s o J(.%) définie a la section 5.7.

~sit € [5,1], alors H(t,.#) = h(2t — 1,.%) sur M’; ce feuilletage trace sur le
bord de ¥ un feuilletage en courbes 0H (t,.#) que nous prolongeons dans N par
s(0H(t,#)).

On constate sans peine que cette application H constitue 'homotopie voulue de Fy

a un point dans Iy (M) ; ce qui acheve la preuve du théoreme A.

Remarquons que la structure fibrée joue un réle important dans cette preuve.

Dans le cas général ou 'on ne controle plus du tout la géométrie de la variété, nous
aurons besoin d’une hypothese supplémentaire.

XROZ2S



7 Cas des variétés fermées

L’ingrédient pour remplacer les fibres de la partie précédente est la notion de
feuilletage tendu. Toutefois, méme avec cette hypothese, la construction de I’homo-
topie est beaucoup plus compliquée et fait appel a une triangulation particuliere due
a Thurston. Nous établissons alors le théoreme B.

7.1 Feuilletages tendus

On sait d’apres les travaux de Zieschang-Novikov ([Nov65]) et Lickorisch ([Lic65]),
que toute variété fermée orientable de dimension 3 possede un feuilletage en surfaces
transversalement orientable ayant au moins une composante de Reeb. Une question
naturelle est donc ’existence de feuilletages transversalement orientables sans com-
posante de Reeb. Gabai s’est intéressé a ce probleme et a introduit la notion de
feuilletage tendu ([Gab83)]) :

Définition 7.1.1 — Un feuilletage . est tendu si pour toute feuille F' de & il
existe une courbe fermée yp transverse a % qui rencontre F'.

Les feuilletages transverses a un fibré en cercles ainsi que les feuilletages a feuilles
denses ou sans feuille compacte constituent des exemples de feuilletages tendus tres
étudiés. L’espace des feuilletages tendus sur une variété M est d’ailleurs un ouvert
de l'ensemble Fq (M) des feuilletages en surfaces de M. D’autre part, on a également
la caractérisation suivante :

Fait 7.1.2 — Un feuilletage F est tendu si et seulement si il existe une transver-
sale fermée v qui rencontre chaque feuille.

On voit qu'un feuilletage tendu est sans composante de Reeb. Par contre, un
feuilletage sans composante de Reeb n’est pas nécessairement tendu. Par exemple,
si on munit T? x S' du feuilletage produit d’une composante de Reeb de T? par
S', on obtient un feuilletage de T2 ayant une feuille torique et il n’existe pas de
transversale fermée qui rencontre cette feuille dans T?. Cependant, ce feuilletage est
nécessairement sans composante de Reeb puisqu’aucune de ses feuilles n’est homéo-
morphe & R2. 1l existe méme des variétés ([BNRI7]) qui admettent des feuilletages
sans composante de Reeb mais pas de feuilletages tendus (toutefois, lorsque la variété
est atoroidale, un feuilletage est tendu si et seulement si il est sans composante de
Reeb). Dans la suite, nous utiliserons la propriété suivante des feuilletages tendus :

Fait 7.1.3 ([Gab83]) — Tout arc transverse a un feuilletage tendu se prolonge
en une courbe fermée simple transverse au feuilletage.
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7.2 Vers le théoréme D

Pour prouver le théoréme A, nous avons délimité une partie M’ de M sur laquelle
il est facile d’homotoper les feuilletages considérés, et nous sommes ensuite parvenus
a prolonger les homotopies au complémentaire N de M’ dans M du fait que N est
une (réunion de) copie(s) de T. Comme les feuilletages & homotoper étaient trans-
verses aux fibres de 7, la construction était particulierement simple et n’utilisait
qu'un seul “tube” N ~ T. Dans le cas général, il nous faudra étre plus méticuleux;
par ailleurs, nous ne pouvons plus régler aussi facilement le probleme de lissage au
bord des “tubes” et il nous faudra construire un succédané du “champ radial”.

Soit désormais M une variété fermée orientable de dimension 3 et .% un feuille-
tage tendu de codimension 1 sur M. Selon Thurston ([Thu74], voir aussi [Ben97]), il
existe une “bonne” triangulation K de M. Les propriétés qui nous intéressent sont
les suivantes :

— % est transverse aux arétes de K,

— tout simplexe ¢ de K est homéomorphe a la boule euclidienne fermée de dimen-
sion 3 feuilletée par les surfaces de niveau z = constante.

Nous prouvons maintenant le théoreme D en quatre étapes :

— mise en coincidence préliminaire de % et de ses voisins au voisinage du 1-squelette
de K, ceci pour contourner les problemes de lissage au bord des simplexes ;

— définition des copies de T dans M dont la réunion jouera le réle de N ;
— définition de I'objet qui jouera le réle du champ radial X ;

— construction de I’homotopie a partir de ces données.

7.3 Premiere étape

Soit K! le 1-squelette de K et soit € > 0 un réel “suffisamment petit” (notion qui
sera précisée au lemme 7.3.1). Enfin, soit V le e-voisinage de K dans M relativement
a une métrique riemannienne auxiliaire lisse sur M fixée pour la suite.

Lemme 7.3.1 — Soit'V lespace des feuilletages de M qui coincident avec & sur
V. Sie >0 est assez petit, alors, il existe un voisinage U de F dans F1(M) et une
application continue Hy de [0,1] x U dans Fi(M) tels que lon ait H1(0,9) =9 et
Hi(1,9) €V pour tout 94 € U. De plus, on peut choisir Hy pour avoir Hy(t, #) = F
pour tout t € [0,1].

Preuve — Soient I4,. .., I, les arétes de K! ordonnées de facon quelconque. Pour
i € {1,...,n}, nous prolongeons I; en une courbe de Jordan J; de classe C*° partout
transverse a % (ce qui est possible car % est tendu). Soit W; un voisinage tubulaire
de J;. Selon la section 4.2, on peut prendre pour W; I'image de T par un plongement
@i pour lequel 7 '(F) = %. Nous noterons U; le voisinage de .# dans Fy (M) dont
les éléments & vérifient o, *(¥4) € F.
Appliquons maintenant le corollaire 4.2.2 une premiere fois, en prenant une valeur
quelconque de € et en la notant 1 plutét que €. Soit h' I’homotopie que définit ce
lemme sur F ; pour t € [0, %] et pour ¢ € U, nous posons :

— h1(t,9) = 9 en restriction & M — W ;
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~ hi(t,9) = p1(h'(nt, p7*(9))) en restriction a W7,

Nous posons en dernier lieu ¢! := U; pour initialiser une définition par induction
sur 'entier k € {1,...,n}.
Supposons désormais définies les données suivantes (ce qui est le cas si k = 1) :

— un réel g €]0, %[,
— un voisinage U* de .# dans F1(M);
k

— une homotopie partielle hy, de [0, £] x U* dans Fy(M);

n

ceci de sorte que :

— h(0,9) = 9 pour tout ¥ € U*;

k k
— hk(%,% ) coincide avec .Z sur le voisinage |J ¢;(Te,) de |J J; qui ne dépend pas
i=1 i=1
de ¥ mais seulement de e d’apres le corollaire 4.2.2;

— hi(t, F) = F pour tout t € |0, %]

Nous définissons alors U*+1 comme le voisinage suivant de .# dans Fy(M) : U*+1 .=
Uk n h;l({%} X Uk+1) ; puis nous choisissons un réel €11 > 0 pour lequel % et

tous les feuilletages gp,;il(hk(%,%)) avec 4 € U**! coincident au moins sur V;Z’f:

k
ou Kji1 désigne la partie, compacte ou vide gp,;l_l(( U Jk) N Wit1) de T. Nous
i=1

appliquons le corollaire 4.2.2 en prenant pour ¢ le réel €x+1 précédent. Ceci nous
fournit une homotopie h**1 définie sur F, et nous posons pour tout ¥ € U1 et
tout ¢ € [0, =] :
st < E e (t9) = (L 9);
—sit> %, hi11(t,9)=hi(t,9) en restriction & M — Wi
hie1 (6, 9) = (W (nt — ko) Ly (hi(£,9)))) sur Wi
k+1

Gréace a notre choix de €11, hgt1(t,¥) coincidera avec .Z sur le voisinage |J ¢i(Te,)
i=1
k+1
de U J;i (la derniere partie de I’homotopie, pour t € [%, %], introduit cette coin-
i=1
k
cidence au voisinage de Ji1 tout en la préservant au voisinage de |J J; en vertu de
i=1
la remarque 4.2.3). En posant finalement & = U™ et h = h,, on obtient le résultat

voulu pour ¢ assez petit. ]

Dans la suite, nous supposerons que les feuilletages coincident avec .# sur V.

7.4 Construction des “tubes”

Nous introduisons maintenant ce qui généralise la partie N de M dans la preuve
du théoreme A. Nous considérons un petit voisinage V'’ du 2-squelette K? de K dont
nous préciserons le choix plus tard (proposition 7.5.2).

Proposition 7.4.1 — Il existe un entier N et des plongements (¢;)1<i<y de T
dans M avec les propriétés suivantes :

— M est la réunion de V' et des ¢;(T) ;
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— le bord de chaque ¢;(T) est dans V' ;

— les ¢;(T) sont disjoints ;

— pour tout i € {1,...,N}, on a qﬁ;l(gi) =% ;
~ les ¢;(T) ne coupent K? qu’en des points de V.

Preuve — Prenons pour N le nombre de 3-simplexes de K et ordonnons ceux-ci
de facon quelconque : o3,. .. 70?\/- Pour tout 4, il existe un homéomorphisme ; de la
boule unité B3 de R? sur o} tel que (7 1(9 ) soit le feuilletage de B> par les disques
horizontaux. Nous lissons 1; vers I'intérieur de 0? et obtenons un plongement lisse

Yl de B3 dans 0;3 ayant les propriétés suivantes :
— M est la réunion de V' et des 1!(B3);

— le bord de chaque ;(B?) est dans V' ;

— ce bord ne rencontre pas K?;

— ())"H.F) est le feuillletage de B3 par disques horizontaux.

(2
Nous supprimons ensuite deux “calottes” au voisinage des poles de B3 pour faire de
son image un cylindre feuilleté en disques et ceci nous fournit une immersion ¢; de
[—¢,¢] x D? dans M telle que ¢; a son image incluse dans l'intérieur de a? et son
bord dans V.
Ensuite, considérons 'arc ¢;([—¢,¢] x {0}). On peut le prolonger en une courbe
de Jordan J; transverse & % car ce feuilletage est tendu. De plus, la partie de J;
qui prolonge ¢;([—e,e] x {0}) peut étre prise dans V’ car V' est un voisinage de
K? (|[Thu73]). Précisément, apres avoir d’abord reliés ¢;(—¢,0) et ¢;(g,0) a ce que
Thurston appelle les points “haut” ¢; (top) et “bas” b; (bottom) de af‘ , on peut relier
b; & t; par un chemin tracé le long de K2.
Perturbons d’abord chaque J; de facon & ce qu’il ne rencontre les 2-simplexes de K2
qu'en des points de V et qu'il ne rencontre aucun ¢;(B3). En effet, chaque arc de J;
qui rencontre un 2-simplexe o2 relie entre eux deux points A et B du bord de o?;
on peut d’abord “pousser” 'arc AB de J; a U'intérieur de 'un des deux 3-simplexes
bordés par o2 en gardant fixes ces extrémités, aprés quoi toute nouvelle perturbation
gardera cet arc éloigné de la partie de 02 qui n’est pas dans V. En outre, comme la
dimension de M est suffisamment grande, on peut supposer les J; disjoints apres les
avoir encore perturbés un peu.
Nous choisissons maintenant un voisinage tubulaire VVi0 de chaque J;, ce voisinage
étant contenu dans V' U ¢;([—¢, ] x D?) et tous ces voisinages étant suffisamment
petits pour que les réunions W2 U ¢;([—¢, €] x D?) soient disjointes. Nous lissons le
tore topologique WZ-O Ui([—e, €] x D?) pour obtenir un voisinage tubulaire de .J; ; par
construction, ce voisinage peut étre paramétré par une application ¢; qui a toutes
les propriétés requises. ]

7.5 Le champ radial

Appelons géodésique feuilletée toute courbe paramétrée par sa longueur d’arc
x(t) qui est tangente & F et qui est dans sa feuille une géodésique (pour la métrique
induite sur celle-ci par la métrique auxiliaire dont nous avons muni M). Soit i €
{1,...,N}. Pour tout point o de ¥; := ¢;(T?), il existe une unique géodésique
feuilletée x(t) telle que :
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— ¢ (x(t)) est normale en ¢; '(zq) & la feuille passant par ¢; '(zo) du feuilletage
en courbes qui est la trace de <Z>Z-_1(§ ) sur T?;
— x(0) = xg et x(t) rentre dans ¢;(T) pour ¢ > 0.

De plus, si g; > 0 est assez petit, I'application 6;(t, zo) = x(t) de | — 2¢;, 2e;[x%;
dans M sera un plongement. Nous désignons par X; un champ de classe C*° sur M,
partout tangent & .% et qui coincide avec in(%) sur 0;([—ei, i) X ;) ; X; est appelé
champ radial de la surface ;.

Rappelons que les feuilletages 4 que nous considérons sont dans V c’est-a-dire
coincident avec % sur le voisinage V' du 1-squelette. Grace au lemme 4.1.3, il vient :

Proposition 7.5.1 — 1l existe un voisinage € de % dans YV et une application
continue Hy de [0,1] x € dans V telle que Ho(t, F) = .F, H2(0,9) =9 et Hy(1,9)
soit invariant par X; sur un certain voisinage V" de la réunion des ¥; = qb,;(’]l‘2) (ce
voisinage ne dépendant pas de 94 ).

Preuve — Fixons un € > 0 tel que ¢ < min(eq,...,en). Pour i € {1,..., N},
notons 7T; ’espace des feuilletages de M qui sont transverses au tore ¥; et appliquons
le lemme 4.1.3 & ’hypersurface ¥; : il existe une application continue h; : [0, 1] x7; —
T, telle que pour tout feuilletage & dans 75, hi(0,9) = ¢ et h;i(1,9) € T; est
invariant par le flot local de X; sur le voisinage X5 de XJ; défini dans le lemme 4.1.3.
Si on choisit € assez petit, les voisinages 3¢ de X; seront disjoints car les surfaces

N
Y = ¢i(T) le sont. Posons £ = (| T;() V. Cet ensemble est non vide car il contient
i=1
Z par construction des ¢; ; ¢’est un voisinage de .% dans V. Définissons maintenant
une application H de [0,1]x€ — V par Ho(t,%) = hi(Nt—i+1,9) pour t € [T, ]
et 4 € £ Comme les X5 sont disjoints, le résultat obtenu pour ¢ € [%, ~) n'est
pas modifié lors des étapes ultérieures. L’application Ho ainsi définie présente bien

les propriétés voulues. O

Bien siir, on peut prendre V' aussi petit que ’on veut ; en particulier, on supposera
que V" ne rencontre K2 qu’en des points de V.

De la méme maniere, partant d’un 2-simplexe O',L»2 de K2, nous pouvons définir
sur un voisinage V; de 01-2 un champ de vecteurs Y; partout tangent a .# et partout
transverse & oZ. Si nous rendons un feuilletage ¢ de V invariant par Y; sur V/ a
Paide du lemme 4.1.3, la trace de ¢ au voisinage du bord de a? n’est pas modifiée,
car ledit bord étant dans V, ladite trace est déja égale & .# a son voisinage. Si nous
effectuons cette modification pour tout ¥ dans V et successivement pour tout o?
dans K2, et si le voisinage V! de cri2 a été pris assez petit, nous obtenons :

Proposition 7.5.2 — Il existe un voisinage £ de .F dans V et une application
continue Hs de [0,1] x £’ dans V telle que H3(t,.7) = F, H3(0,9) =% et H3(1,9)
soit invariant par chaque Y; sur V'. En particulier, la trace du feuilletage H3(1,%9)
sur le voisinage V' du 2-squelette est entiérement déterminée par sa trace sur K2.

7.6 Preuve du théoréme D

Nous définissons le voisinage X de .# des feuilletages ¢ tels que 4 € U (lemme
7.3.1), H1(1,%) € & (défini & la proposition 7.5.2), Hs(1, H1(1,9)) € £ (défini a la
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proposition 7.5.1) et ¢; ' (Hz(1, H3(1, H1(1,G)))) € F pour tout i.

Soit 4 quelconque dans 'espace X’ := Hs(1, H3(1, H1(1,X))), auquel le voisinage
X de % est homotope par construction. Nous définissons maintenant une famille a
un parametre (%;)c(o,1 de feuilletages telle que % = ¢ et que % ne dépende pas
de ¥ ; d’autre part, il sera clair que % dépend a la fois continiiment de ¢ et de ¥ :
Papplication (t,%) — % de [0,1] x X’ dans F1(M) constituera donc une homotopie
de X’ & un point et nous aurons le théoréme D. Ceci se fait en deux étapes.

Etape 1 — Dans le tube ¢;(T), on homotope ¢ au feuilletage ¢;(s(d(¢; 1(9))))
en utilisant la proposition 5.7.1.

Etape 2 — Cette étape se fait en trois temps :

o En premier lieu, nommons %2 le feuilletage en courbes que trace ¢ sur l'in-
térieur K2 — K de K2. A la section 1.1, on a mentionné l'existence d’une homotopie
t — 92 de 9% sur .#2. Il nous faut maintenant prolonger cette homotopie de K2 — K1
a M toute entiere.

o Etendons d’abord I’homotopie sur le voisinage V'’ du 2-squelette. Soit ¥/
le feuilletage de V' obtenu en saturant %2 par le champ radial Y; au voisinage de
chaque 2-cellule 02-2 de K? et qui coincide avec .# sur V N V'. Par construction,

N
¢/ définit bien un feuilletage de V' tout entier car V! = V |J V/. En outre, nous
i=1
constatons qu’au voisinage de K2, ce feuilletage coincide bien avec ¢ lorsque t = 0
et avec % lorsque t = 1.
Nous appelons ensuite ¢/’ le feuilletage de V' obtenu en rendant ¢/ invariant par le
champ radial de chaque surface ¥; sur V” (cf. lemme 4.1.3). Puisque ¢ est dans X’,
nous voyons que sur le complémentaire de la réunion des tubes ¢;(T), le feuilletage
4y coincide avec ¢ ; d’autre part, sur ce méme complémentaire, ¢/ coincide avec
Z car il s’obtient en saturant la trace de .# sur K? par un champ transverse K2
et tangent a %.

o Il existe clairement un unique feuilletage global ¢4; de M ayant les propriétés
suivantes :

— sur le complémentaire des tubes ¢;(T) (qui est contenu dans V'), ce feuilletage
coincide avec ¢4/ ;

— dans chaque tube ¢;(T), ce feuilletage a une restriction égale a l'image par
¢; 080 qs;l de sa trace sur ;.

Soulignons que pour t = 0 ce feuilletage est égal a 4 et que pour ¢t = 1 il ne dépend
plus de ¢. Ceci conclut donc la construction et la preuve du théoréeme D.
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Conclusion

Dans cette these, nous avons obtenu des résultats sur la topologie locale des
feuilletages en surfaces des variétés fermées de dimension 3 : tout feuilletage suffi-
samment proche d’un feuilletage tendu lui est homotope. En outre, lorsqu’on impose
en plus a la variété, d’étre un fibré en cercles, ’ensemble des feuilletages transver-
ses aux fibres est homotope a un point dans ’ensemble des feuilletages en surfaces.
Néamoins, le probleme reste ouvert lorsque le feuilletage n’est pas tendu.

D’autre part, les cas de dimension et codimension supérieures restent a étu-
dier mais ils semblent d’une difficulté extréme. En effet, nos preuves s’appuient sur
I’existence d’un prolongement continu des feuilletages de T? transverses aux paral-
leles au tore solide et utilisent des arguments liés a la dimension de la variété mais
aussi des propriétés propres aux feuilletages de codimension un qui sont bien connus.

Enfin, la question de l’existence de feuilletages non homotopes mais ayant des
champs de plans tangents homotopes demeure ouverte au moins en codimension un.

0OOG0
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Topologie locale des espaces de feuilletages
des variétés fermées de dimension 3

Résumé

Dans cette these, nous nous intéressons aux feuilletages orientables en surfaces
des variétés fermées de dimension 3. Nous prouvons que deux tels feuilletages sur une
variété fermée orientable sont homotopes s’ils sont tendus et suffisamment proches.
Pour cela, nous établissons d’abord une version ”a parametre” d’un théoreme de
Thurston selon lequel il est possible de prolonger certains feuilletages du tore-surface
T? au tore solide. Dans ce travail, nous construisons un tel prolongement et nous
utilisons le théoreme d’Herman sur la conjugaison des difféomorphismes du cercle a
des rotations pour établir la continuité de ce prolongement par rapport aux feuille-
tages. Ensuite nous montrons que ’espace des feuilletages en surfaces transverses
a une fibration au-dessus d’une surface fermée orientable est homotope & un point.
Enfin, nous prouvons le résultat annoncé en utilisant une idée de Thurston et la
construction précédente. Nous en déduisons quelques conséquences sur la topologie
locale de l'espace des feuilletages en surfaces sur les variétés fermées de dimension 3.

Mots-clefs : feuilletages tendus, homotopie, composante de Reeb, feuilletages en
surfaces, théoreme de conjugaison globale d’Herman.

On the local topology of spaces of foliations
on closed three-manifolds

Abstract

We are interested in orientable foliations by surfaces on compact orientable three-
manifolds without boundary. We prove that two such foliations on a closed orientable
three-manifold are homotopic if they are taut and sufficiently close. First of all, we
prove a version “with parameter” of a theorem of Thurston according to which
foliations of T? can be extended to foliations of the solid torus. In this work we
construct such an extension and we use Herman’s theorem on conjugacy of circle
diffeomorphisms to rotations to ensure that this extension is continuous with respect
to the foliations. Then we prove that the space of foliations transverse to a fiber
bundle over a closed orientable surface is homotopic to a point. Finally, we establish
the announced result by means of an idea of Thurston and the previous results.
We deduce consequences on the local topology of foliations by surfaces on closed
three-manifolds.

Keywords: taut foliation, homotopy, Reeb component, foliation by surfaces, Herman
theorem of global conjugacy.
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