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�� ���� +	� T�U �� T�U� ��	� �� ��������� 
�����������

��� �� ��5�������� �� �� �����	� ��	��� �� ��5���� �	/ 
�
���
������� ������� �	���
���

 ! ������ "�����#��� $��%���

����� �������	

 � ��� ����M ���� �&������ 	�� ������ ��	� 	�� ����� ����������� �� �&��������� �� �&������

�&	�� ������	��� '&������ �&	�� ������	�� ����������� ���� �&������*����� ���� �&��������

����� ��� ����� ������ �

S = −m

∫
dτ

√
−dXµ

dτ

dXµ

dτ

�S τ ��� 	� ��������� �� ���
 �� �� ��
�� �&	������ �� �� ������	��� �� �S �� �����+	�

��� �� ��
���	�� (− + . . .+)� �� ��� ����M ���	��� �&������ ��	� 	�� ����� �� 
�������������

�	������� ����	� ��	� �� ��� �&����
	 �
 �������
�
� �S �&������ ��� �� �	�5��� ������

�� �� �	�5��� �&	������ �� �� ����� �

S = − 1

2πα′

∫
dτdσ

√
− det h ���� hαβ = ∂αXµ∂βXµ.

'�� ����������� �� �� �	�5��� �&	������ ���� ��� τ ≡ σ0 �� σ ≡ σ1� �� 1/(2πα′) ��� �� �������

�� �� ����� P h �&��� ���� �&�	��� +	� �� �����+	� ���	��� �	� �� �	�5��� �&	������ ��� �����

�� �&������*����� ��
��� ;��� �� ��� �&	�� ����� 5����� G	�� 
�	���H� �� ���������� σ ���
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�������+	�� �� �� ��	� ��	����� �� ������� ������� ��� 2π� ;��� �� ��� �&	�� ����� �	�����

G	� ��
����H� σ �����	�� �&���������� [0; π]�

����� ������ ����� ��	 ����� - ������� �� ������	���� ����+	&�� �&�
�� �� +	����,�� ��

������ �� �	� ���5��� 
����������� ����� �� $����!�� �

S = − 1

4πα′

∫
dτdσ

√
− det γ γαβ∂αXµ∂βXµ G�����H

+	� ��������� �� ��	� �	 ����
����� �� �� ����� ���� �&������*����� ��
�� Xµ� 	��

�����+	� �������
 γαβ� '�� �+	������ �	 ��	������ �����+	��� +	� �� �����+	� γ ���

�
��� - �� �����+	� ���	��� - 	� 5����	� �������� ����� ����� ������ ��� ������+	�����

�+	�������� - ����� �� E��
	*0����

)��� ����� ����� ��������� ������� ��� ��>������������ �� �� �	�5��� �&	������ ��

�� �������� �� .���� +	� �	������� �� �����+	� ��� 	� �������� +	�����+	� �� ������ ��

����� ���������� '�� ��>������������ ���������� �� ������ �� �����+	� ��	� �� 5����

γαβ(τ, σ) = Λ(τ, σ)ηαβ P �� �������� �� .��� � ����� ��	� �>�� +	� �&������ �� ������ ��� ��

Λ� �� �� �
�	��� ����� - 	�� ������� ��� ������ 
��������������� ���� D ������ ���������

G�	 ����� �� �	� �� �� �	�5��� �&	������H ��
���� ���� ����� �+	������ �	 ��	������

�Xµ = 0 ��� ���� �� ��� �� �� ����� �	������ �� �
	����
	 ��� �
��� �
 �
���		 ∂σXµ = 0

G��	� ����������� ��	� ���� �	� �� �����H�  � 5�	� ���	��� - ��� �+	������ 	�� ����������

����	���� �� �� ��������� �� �� �����+	� ���� �&������ G�����H � �� �����	� ����
��*���	�����

Tαβ =
1

α′ (∂αXµ∂βXµ − �����) G�����H

���� �&���	����

'� 5��� +	� �� ����� ���� �	��� ���� ������� �� ���������� ��� 	�� �����+	���� �� �� ��*

������ �� .���� ����� �������� ��� �>����� ��� 	�� ��������� +	� �� ����5���� �����������

��� �� ���*���	������ �� ����� ����� �	 �����	 +	����+	� P ���� �� ��� �&	� ������*�����

����� �� ������ +	� ����� �������� �&���	�� 	��+	����� �� ��������� �:� E�	� ��	�

��������� ���� �� ��� ���� �� �	����

����
 ���	�����	�
 ��	����
 
� �
 �
	�
�� �	
���
���������	

=���� ,/����� �� �� �����+	�� �� ����� ������ ��� ���������� +	� ���� ��� ���
��������

�� �����5��������� �� ����������� �� �� �����5��������� �� .��� +	� �������� �� �����+	�

����������� <���� 	�� ����� �����5�������� ������� - 5���� 	� ����
����� �� �����������

��� +	� �� ����
����� �� �����+	� ������� ��� 	�� �����5�������� �� .���� ���� 5����

������ �����5�������� �� .���� �	������� ��� 	�� �����5�������� ���5�����

��



'&���	������ �� �� ����� �	 �����	� ����
��*���	����� ��� 	�� ��������� 
������� ���

�������� ����������� ���5����� G�<%H� ;��� ��� ����������� σ± = τ ± σ� �� ����� ���

T+−� ���� Tαβ � ��	/ ����������� ��� �	����� T ≡ T++ �� T̄ ≡ T−−� '� ������������ ��

�&����
��*���	����� �&����� �����

∂−T = ∂+T̄ = 0,

�&���*-*���� +	� T ��� 	�� 5������� �� σ+ 	��+	������ �� T̄ �� σ− 	��+	������ ;��� ��

�	���� ��	� ��������� �������������� �� T � ����� ������	 +	� T̄ � ��� ���������� �����������

T ����� �� ������������� �� ����� �	����� �

T =
∑

n

Lne−in(τ+σ)

���� L−n = L†
n� B� ������ ����� +	� ��� Ln ��������� ��� ��������� �� ����	������

�	������� G��
�
�� �� "�������H �

[Lm, Ln] = (m − n)Lm+n + δm+n
c

12
(m3 − m) G����6H

�S c ��� ������� ����
� �������� �� �&��
�
���  � �/���� �� �4�� 	�� ����
� c̄ ��	� �&��
�
��

��� L̄ P ���� �� �	���� ��	� ������������� ��� �������� �S c̄ = c�

����� �
 ��
���


E�	� ��������� ��� �&V �������� +	����,������ ���������� W �� �� ����� 
�����+	�� �S ��

������ �� ���������� G�����H ����� ��	� �� +	����,������ �� 0	���*#��	��� �� �&�������*

������+	�� E�	� �&���+	����� ��� ��� �� V ��	����� W +	����,������� ���� #1�%� 
���� �	�

��� 5���3��� �� <����� �� $����� '� +	����,������ ��� ���������� ���� �� ��	
� �	 �3��

�� �	������ ��������� - �� +	����,������ �� �&�������������+	� ���� �� ��	
� �� ��	���
�

���� ������� ���� �� �������� ��

;��� �� ��� �� �� ����� 5������ ��� ������ Xµ ��	���� 4��� ���������� �� �����

����� �	�� �

Xµ(τ, σ) = xµ + α′pµτ + i

√
α′

2

∑
n �=0

(
αµ

n

n
e−inσ+

+
ᾱµ

n

n
e−inσ−

)
. G�����H

'� ������� �� Xµ ������ αµ
−n = (αµ

n)†� '�� ��������� �� ����	������ �� ��� �����

�&�������� �

[xµ, pν ] = iηµν , [αµ
m, ᾱν

n] = 0, [αµ
m, αν

n] = [ᾱµ
m, ᾱν

n] = mδm+nηµν .
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'�� ����� �&�
�������� ����� �� 5������ �
�� αµ
−n �� ᾱµ

−n� n > 0� �	� 	� ���� ���	�� ��� αµ
n

�� ᾱµ
n� B� � ������ ����� ���� �� �� +	����,������ �� �&�������������+	�� 	� ������ ��

X��
��� ���� 	� ����	�� �������� ��� ��,�� ������5 - ��	�� �	 ��	���� ��
�� ��� ���������

�� ����	������ ��� α0�  � 5�	� ����� ������ ������� �� ���������� G�����H�

'�� ����� �	 �����	� ����
��*���	����� �&�������� �

Ln =
1

2

∑
m

: αn · αm−n: G����7H

���� αµ
0 = ᾱµ

0 =
√

α′/2 pµ� '&����� ������ G�������	�� �� �������� - 
�	��� ��� �������	��

�&������������H ��� ���������� ��	� L0 ����� +	� αn �� α−n �� ����	���� ����  � �&���

��� ���� ��I���� �� ����,�� ����� +	� ��� ��������� G����6H ���� ����,���� ���� c �
�� - ��

��������� �� �&������*������

$�	� ������� �� ����������� �� �/�
� ��� ����� �����+	�� +	&��� ����,��� Ln|ψ〉 = 0

��	� n > 0 �� (L0 − a)|ψ〉 = 0� �� a ����� ���������� - ��	�� ��� ���
����� �&����� ���

�������	���  � �� ����	�� �&���	������ �� T ���� ����� ��	/ ����� �����+	��� B� ������

+	� �� ��������� �� �� ������� ������ +	� a = 1� �� ��	� �� D = 26 +	� ��	� ����� ���+	�

������ G)� 5���� �� �� �� ��������� +	� ��� ������ ���� ������������� �&�	���� �����
������

���� ����������� ��������� D ≤ 25� a ≤ 1� ���� �� �� ��	� ������ �&������������

���������� +	� ���� �� ��� D = 26� a = 1H�

'&���	������ �� L0 − a �� L̄0 − a ����� ��� �+	������ �	������� �

m2 =
2

α′ (N + N̄ − 2)

N = N̄

�S N =
∑

n>0 α−n · αn ��� �� ���
�� �&���������	�� 
�	���� G����� ������	 +	� α−n ��

���� nH �� N̄ �� ���
�� �&���������	�� �������

'&���� 5���������� �� �� ������� ��� 	� �������� B� ��	� ����,�� +	�� ��	� 	� ���

����� Ln �&���	�� �	������+	����� ��	� n > 0� '� �������� �&	� ������� ��� 
4������

��� ���� ��
��,� +	&�� �� ��������� ��� �� ������� �	��	� �&	� ���� ���
��� X�	��	�������

�� � �� 
�� 
�L� �� �������Y��� ���� �� ������� ��� �	��������� +	� ��	� ���+	����� ��	�

�����

'� ������� ���� �/����� �
���	 ���� N = N̄ = 1� �&����� �� 5�Q�� 
������� ζµνα
µ
−1ᾱ

ν
−1|k〉�

�S |k〉 ��� 	� ���� �	 ���� �&���	����� k� ������� +	�� ��	� 	� ��� ����� Ln �&���	��

�	������+	����� ��	� n > 1� �� �&� - ����,�� +	� �&���	������ �� L1�  � ��� ���� �� ����

+	� ���� �����+	� 	�� ��������� �� ������������ kµζµν = kνζµν = 0� '&������ ��� �����

����� �
���	 � 	� ����	�� �������� ������5� ���� ��� ��,�� � ��� ����� �S ζµν ��� �� �� 5����

�:



kµaν �	 aµkν ����	����� G��� 	� ����	�� �������� �	� ���� ��	� ���� �����+	�H� �� �� 5�	�

���� +	�������� �&������ ��� ����� ��� ��� ����� G�� +	� ������� - 	�� ���������� �� ��	
�H

��	� �
����� ��� ����� �����+	��� ��� �/��������� �� ����������� �� 	� �������� Φ� ������

�������� 	�� �*5���� Bµν �� 	� �����	� �������+	� �� ����� �	��� +	� ��� �� 
������� Gµν �

'&������ �� $����!�� G�����H ��	� 4��� 
���������� ��	� ����	�� ��� ������ �� 5���

������������� - 	�� �	����������� ��������� �&�/��������� �� ����� �	���� '&������ �&�����

�����

S = − 1

4πα′

∫
d2σ

√
− det γ γαβ∂αXµ∂βXνGµν(X)

+
1

2πα′

∫
B̂(X) − 1

4π

∫
d2σ

√
− det γ Φ(X)R

G����:H

�S B̂ ��� �� �*5���� ���	��� ��� B �	� �� �	�5��� �&	������ �� R ��� �� ��	�
	�� �� ��

�����+	� �	� �� �	�5��� �&	������� '&���������� �� .��� ������ ��� ����������� �	� ���

������ �� 5��� � ��� ������� ����,�� ��� �+	������ +	� �&�� ��	� ������� �� �&������ �>������

�	������� - �&����� �� ��	� 
�� �� α′ G�&���*-*���� ���� �� ������ �� 
���� ����
��H �

Seff =
1

2κ2
0

∫
dDx

√
− det Ge−2Φ

[
R + 4∂µΦ∂µΦ − 1

12
HµνρH

µνρ

]

�S H = dB� B� � �������Y� ��������� �&������ �&)�������*X��
���� �� +	� ������ +	� ��

������� ��� ������ �������� �� 
����������� '� ��������� κ0 �&� ��� �� ��
��,������ �����+	��

�	��+	&�� ��	� ����
�� �� ������������� ��� 	�� ����������� �� Φ� �� +	�� �� ���������

� 	�� ��
��,������� ��� κ = κ0e
Φ0 � �S Φ0 ��� �� ����	� ������� �� Φ � ���� �&����������

����� �� ��	���
� 
�������������� B� ��	� ������ �	 ������� ����� �� �&������ �� 5����

��
��	���� G���� �� ���5����	� e−2ΦH �� �������� �&������ �� ������ �� ���������
 ����	��
�	

GE� +	� �&�/����� �� ������ �� �� �������
 �
 �
��
 �
���
 G ��� GE = e−4Φ/(D−2)G�

����� ������
 � �	
 ������
 ���	��
�� 
������
		


'� �	�5��� �&	������ �� �� ����� ����� +	� ��	� �&����� �	� �	�+	&��� ��� ���!�2�!������

��� �� �&�
�� �� �� ����������� �&	�� ����� ���� 	� ������*����� ��
�� ���!�2�!���� ;���

�� �	���� �� ������Y��� ��������� 	���� �� ���������� 	�� �	�5��� �&	������ �	����������

��� ���� ������,� ���������
������ �������� ����	�� �&������	���� ��������� ����� +	�

��� 
��	��� ���5����� �	������� �� ���!�2�!��� ���� ����M ��>�������  � �������� ���� ��

�	���,�� +	� �� �����
� �	 ���!�2�!��� ���� �&�	������� ��� ��
������

$�	� ����� ��	� ������� �� �&����
���� �� ������� +	� �&�����
∫

[de dX] exp(iS)� �S S ���

�&������ �	 ������ ��
�� G����:H� �� e �� ����
���� �� ������ �� ��+	���� �� �����+	� �&�����

�8



γαβ = −e0
αe0

β + e1
αe1

β� $	��+	� �&����
���� �� ������ ��� 	� ����	�� G��,��H �&����
�����

����������� �� ��	� ��5����� ��� �����	�� �&����
������� B� ��� ��5���� ���� �� 5�Q�� -

������ - e0
α ��� ����	�� ���
������� �	���� �&���*-*���� +	&�� ���� e0

α = −iẽ0
α� '� �����+	�

������� ����� �	���������� �� �&����
���� �� ������ �������
∫

[dẽ dX] exp(−SE)� �S �&������

�	��������� SE �&�����

SE =
1

4πα′

∫
d2σ

√
det γ γαβ∂αXµ∂βXνGµν(X)

− i

2πα′

∫
B(X) +

1

4π

∫
d2σ

√
det γ Φ(X)R.

=����� �� ����	�� +	� ��� ������	��� �� �� ������� ��� ������ ������� ��� �&������ ���!�2�*

!����� G����:H ���� ��� �4��� +	� ������ �� �&������ �	��������� SE� �&��� ����� ��������

+	� ��	� 	���������� �� ��	� ��	���� ��	� ��	���� ��� �������������

 � ��� ��������� �� ����� +	� ����� ������	�� ��� �������
�� - �&������ ����� ��	��

,/����� �� ��	
�� '���+	�� ��� �/����� - �� �	��� �	 ����/ �&	�� ��	
� ��� ����������� �����

+	� �� ��	
� �	 �3�� �� �	����� +	� ��	� 	���������� �	 �������� �� �� ������Y� ���� �&������

��� ������ ��������� �	 ����� τ �� �� �	�5��� �&	������� ����� ���� �� �������� ��	�� ��

�&��� �&������ ���!�2�!����� +	&�� 5�	��� 	�������� ����� ��	� �� ����,����� �/�����������

�� ��������� ���� 	� 5��������� ����������

����� �	�
������	� 
� ��	����	 �
 ��������	

)� �����+	� ��� ������	���� ��� ������������ �&�
�������� ��� 	�� ��������� �	� ��	�

��� ���
������ �� <������ �����
���� ������� ���
������ ����� �������	�� �� ��
��� ��

�����
���� �� ��� �����/� '� 
������������� �� ���� �	/ ������ �������� - ������ �	� ���

�	�5����� �������
��� ���� �� ��� �� ������ ���������� �S ���+	� ����� �������� ��� 	� �	��	

������ �� �&��,��� $�� 	�� �����5�������� ���5���� ����������� ���� �� ��� �	������� O ��

��� ���� �� ��� ���!�2�!���� �&�S �&�����4� �� ���������� ���� 	�� ������ �	��������� O

���� �� ������ - 	�� �	�5��� �������� ������ �&�	���� �� ������ +	&�� � � �� �������

�� 
���� �
�� �	 ���
�� �� 
�	����� �� ��� ������	��� �&�
�������� ����� ����� ���

�������� �� ����	��� �&
�����
��� �
 �
��
� ������� �� ���+	� ����� G,
� ���H� $�	� 	�

���� ���� �/�������� G�������H� �&�������	� �� �����/ ��� 	�� 5������� �� X 	��+	�����

G��� �� ��� ��������H ������ ��� �� 5��� +	&�� �� �����5���� �� �� �4�� 5�Q�� +	� �&����

������������� ��� ��� �����5��������� �� $�������� ���� : eik·X : ��	� 	� ���� �&���	�����

k� '�� �/��������� �&�
�������� �� �	��������� ���� ��� ∂n
+Xµ ��	� ���+	� �������	� ��

�������� αµ
−n � ������ ��� ����� �� ����� �	��� ��� 	� �������	� �� �����/ ������������� -

ζµν : ∂+Xµ∂−Xνeik·X : �

�9



conforme

transformation

���� ��� Z )/����� �� �	�5��� �&	������ ����������� ���� 	�� ����������� - ����� �������

;��� �� ��� �&	�� ������	�� - �&����� ��� ��
���� �� ���
����� ��� 	�� ������� �� ���

������	��� �&�
�������� ���������� �� ������� �� ������� �	 ����	�� ��� �������	�� ��

�����/� ����
��� �	� �&�����
�� ��� ��������� �����
��� ��� �����/� '���+	&�� � � ��� 
�	�����

��� ������ ���� ��	� ������+	���� ��� ��� �����+	�� �����
��� �	� 	�� �	�5��� �� 
���� ���

�	� �� ���� ��� �+	��������� ��� �����5�������� ���5����� ���� �� 5�	� ������ �	� ���

������� �&�+	�������� ��� ��>������� �����+	��� +	� 5������ 	� ������ - ��	/ ����������

����� ��	� 	�� 
�	��� G����H� �� 6n − 6 ���������� ��	� n 
�	���� ���� n ≥ 2� E�	� ��	�

���������� ��� �	 �����

;��� �� ��� �	 ����� �� ��	�� ��� 	�� �����5�������� ���5����� �� ������� �	 ��� �&	�

���� ���� ��,�� ����� �� ���� ������/� �	�� �� �� �����+	� ��
��	����� +	������� ��� 	�

�����	 ��
����� ��� ��	/ ������/�� z1 �� z2� $�� ��� ��������� �� ����������� ������������

�� ��	� �� ������� - z1 = 1� �� ����� +	� ��	� �� ������� τ = z2/z1 ����������� �� ���	��	��

���5���� �	 ���� P �� �	���� �� ��	��� ��	��	�� ������� Im(τ) > 0� ����� ������	 +	�

�� ���� �&��� ��� �� ���� �� ��	� � �������� �� �����
���� z1 �� z2� '� 
��� (z1, z2) ��	�

�� �����	 �&��� ��� 	��+	�� �	��+	&�� ��	� ����
�� �� 
��� ��� �&������ �&	�� �������

	�����	����� - ���I������ ������� G
��	�� SL(2, Z)H� �&������ +	� �� ���	��� �	� τ �����

τ → aτ+b
cτ+d

� ���� a� b� c �� d ��������  � ���� ���������� ���� �� �	���� �� �&���	��� �� �&����������

��� ��� �����5���������� ����� ���	������� ��� ������	��� �	� �� ����� SL(2, Z) ����� 
�����

��� �

T : τ → τ + 1, S : τ → −1

τ

�� �	I� �� ����,�� �&���������� ��� ��� ��	/ �����5����������

'&������	�� �	 ���� +	� ��	� ����������� ������	��������� ��� ����� �	 ����� �&���*-*

���� ���� �������	� �� �����/� )��� �&�
������ ��	� 	� ���� �� ���	�� τ = τ1 + iτ2� ��

����������� 	�� ����� 5����� +	&�� 5��� ����	�� ������� �� ����� �	������� 2πτ2� �	�� +	�

�&�� ��������� �� 2πτ1 �� ���
 �� �� ���������� �������� σ ����� �� �������� ��� 
�	��� ����

�A



����� �� �����

Z(τ) = Tr
[
exp(2πiτ1P − 2πτ2H)

]
�S �� ����� ��� ����� �	� �� ������� �� �� �������� ����� ������	��� 5������ ���������� 	��

����� �������� ��� �� ������� �	 ������������ �&��� �	��� +	� �� 5������� �� ��������� �� ��

������ '&���	����� ��� �&����
���� �� Tτσ �	� �� ����� �� ��	� ���� L0− L̄0� '� �����������

��	����� ��K������ L0 + L̄0� ���� ��� ����������� +	����+	�� ����	����� - � ���	��� 	�

����� −c/12� �S c ��� �� ����
� �������� �� �&��
�
�� �� "�������� �� ����� +	� �&������	��

�&�����

Z(τ) = Tr
[
qL0−c/24q̄L̄0−c/24

]
���� q = e2πiτ ∗� ������� +	� �� ������� �� ��������� �� ������ �� ��������������� ��

�&��
�
�� �� "������� G	�� - 
�	��� �� 	�� - ������H� �	 �&	�� �����	���� ��
�
�� ��

�������� �����	� G���� ��	� ������� 	� �/����� �	 �������� �H �� +	� ��	� 	�� �����

������ ��� �/��������� 
�	��� �� ������ ���� ������������� G�� ��������� L0 = L̄0 ��� 	��

��������� �� ��	��� �� ����� +	� ��	� �&����� ��� - ������� ���H� �� 5������� �� ���������

�� ��������� ��

Z(τ) =
∑
R,R̄

nR,R̄χR(q)χ∗̄
R(q̄)

�S nR,R̄ ��� �� �	���������� �� �� �������������� (R, R̄) ���� �� �������� ��

χR(q) = TrR(qL0−c/24).

'� ����� ���� 4��� ��������� ��� 	�� ����
���� �� ��� �� ������� ������	� '&����������

���	����� �� �� 5������� �� ��������� � 	�� �����+	���� ���������� �	� ��� �����5��*

������� ���	������ ��� ���������� χR � �� �>��� �� 5��� +	� ��� �����5��������� ��������

���������� 	�� 5���� ���+	��������� ��� ���������� �����Y�� +	&����� �
������ ������������

�	� �&�����
�� ��� ����������� �� +	� ��	� ���� �/��4������ 	���� �	 �������� ��

B� ��	� �&������� �� �&�
����� ��������� �� ��������� �� ��	���
� ���� ��� ������	����

)� 5���� ���� ������Y� ��	� �� 5���� �&	� ����� Φ0χ ���� �&������� �S

χ =
1

4π

∫
d2σ

√
det γR G����8H

��� 	� ��������� ������
�+	�� ������ ��������������
 �����
� �� �� �	�5��� �&	������� +	��

��	� 	�� �	�5��� �������� ���� 
���� ��	� 2 − 2n� �S n ��� �� 
���� �� �� �	�5���� �&���*

-*���� ��	� ��	� �� ���
�� �� 
�	����� '&����
���� �� ������ 5��� ����� ������Y��� 	�

∗���� �� ������ 	
 q ����� 
�� �� ���� 
	����� �� L0 − c/24 ����� 
�� ������� �� �	����	� qL0−c/24 ���

��� ������� �� 	� ������ �� ��� 
������� exp[2πiτ(L0 − c/24)]� ������ ������ �� �	����	� �������	������

��



5����	� eΦ0(2n−2)� �� +	� ����	�� - ����������� g = eΦ0 ����� �� ��������� �� ��	���
� ���

�������  � �� ����	�� +	� �� ��������� �� ��	���
� �&��� ��� 	� ��������� �� �� ��������

����� ���� �� ��� ��� �������� ��� ������ ��
��	������ ���� 	�� ��������� �	 ����� ��

5��� �	��	� �	+	�� �� ���������� $�	� 
������������ �� �&� � ��� �� ������� ��� ������ ��

��������� ��
�� ������������� ������������� �	 ������ �������� +	� �� � 	�� ���
������

���� 	� �����
�� �� ������ ��� ��	���
�� ��������� �	 ���� ���������� G;��� �� ���	��

�S �� �� ���� ��	� �&������� ��� ������� ������� �� ����� ���� �� 5��� +	� �������� ��

���
�����H

����� �������� �����	 
� !��������

����� ��	� �&����� �	� �� ������� ��� ������ 
�����+	�� �&��� ��������� +	&�� �:

����������� �� +	� 5��� �� �� ����� E�	� ������� ��	� ���� +	� �� ������� ��� �	���������

��+	���� �� ����������� ���� : �� ����� N� ����� �� ��
��� �� ���
���� ��� �� �
�������
�

��� ���������� �/������������ �&���*-*���� ���������� ��� ������ �	� �� ����	�� ��������� ��

R4 ��� 	�� ������� ��������� E�	� ��	� ���������� ��� �	 ��� �� ��	� ������� �&���*-*����

�� ���� P ��	� �&������ �4�� ��� ��������,�� +	&	�� ��	�� ���������� �������� �� ��� ��

��	���	�� ���������� �	/ ��5�������� ;&�	���� ��������,������� ��	� ������+	��� ������

���+	��� ���� �� �������� ��

����������� ���� 	�� ����� 5����� ���� 	� ������ �S �� ��������� X ��� ��������,���

�&���*-*���� +	� X ∼ X + 2πR� ���� � ��	/ �����+	����� �

Z N�� �����+	���� +	� �&�� ��������� �	��� �� ������� ��� ������ ��� �� +	����,������

�� �&���	����� ����� �� ��������� ��������,�� � p = n/R� ���� n �������

Z N�� �����+	���� �����,+	� �	/ ������ ��� �&�/������� �&����� ����	��� �	��	� ��

�� ��������� ��������,��� �&���*-*���� ���� 	�� �������� �� ����������� ����,�� �

X(σ + 2π) = X(σ) + 2πRw� �S w ��� 	� ������ �������� �� ���
�� �� ��	�� +	�

5��� �� ����� �	��	� �� �� ��������� ���������

B� ��	� �� �������� �&�� ��� ���������� �&����	�� ��� ����� ����	��� ���� �� ��������

'� ������� ��� �	� � �&	�� ���� �� ��� ���� �&���
���� 	� �������	� ��� ��+	�� 	�� �����

��� ����	��� �� ��5���� �� ������ - ������
�� ���� ����*�4�� ��	� ������ ��	/ ������ ��

���
��� �&����	������ +1 �� −1 G,
� ���H� �&�	��� ���� ��� ���� ����������� - �&����������

���	������

���� ��� 	�� ��������� ����M 
������� � ����+	&�� +	������� 	�� ������� ��� ������ ���

	� ��	�*
��	�� G ��� ���������� �� �&������*����� G��� 	� ��	�*
��	�� Z ��� ������������H�

�� �� �� 
���� +	� ��� ����� �� �� ������� �������� ���������� ��� G� �� 5������� �� ���������

��



���� ��� Z $������	� ��� ��+	�� 	�� ����� ����	��� ����� ��	/ ������ ����	���� �� ���
���

�&����	������ ��������

�
���	� �&��� ��� ���������� ���	������ �� �� 5�	� ���	��� ��� ����� �S �� ����� X �	� ��

�	�5��� �&	������ �&��� �������+	� �� σ +	&- 	� ������� �� G ���� G��� ��� ����� ����	���H�

E�	� ��������� ���� - �&[	��� ���� �� �������� � ����+	� ��	� ������	����� ��� ������ �	�

RP3 - ������ ��� ������ �	� S3�

'� ��������� ��������,�� ����� �� ������������� �� ����� �	����� �

X = x + α′ n
R

τ + wRσ + i

√
α′

2

∑
n �=0

(αn

n
e−inσ+

+
ᾱn

n
e−inσ−

)
.

'�� ����� �� �&����
��*���	����� ������� ������ ��� �&�+	����� G����7H� - ���� ���� +	�

����������

α0 =

√
α′

2

n

R
+

wR√
2α′ �� ᾱ0 =

√
α′

2

n

R
− wR√

2α′

�&�S �� ������� �� ����� G��,��� - ������ �� �&���	����� ��� ���������� ��� ���������H �

m2 =
n2

R2
+

w2R2

α′2 +
2

α′ (N + N̄ − 2)

���� �� ����������

N − N̄ + nw = 0.

;��� �� ������ R → ∞� ��� ����� ����	��� ���������� ��,������ �����5�� �� +	� ���

������ ��� �� ���� ��� ������ ���� ���
	��� �&���	����� �������� ���� ���� 	� �������

������	� �� �� �����	�� ���� �� ������� �&	�� ��������� ��� ��������� ;��� �� ������

R → 0� ����� ����	 ��� ����� �&���	����� �������� ��� �	��� ���������� ��,������

�����5�� )� ��������� ��� ����� ����	��� ��� ���������� 	� ������� ������	� ������
����


��	��	� - 	�� ��������� ��� ��������� �	��+	&�� ��� 5����� �&����	��� 	�� ����� �	� 	�

����� ������� B� �
�	��� ���� - 	� ������� ������
���� 
��	��	� - ���	� �&	�� ���������

��� ��������� �- �S �� ������� ��� ������ �� �������� ���� 	� ������� - 	�� �����������

�� ������ ��� �� �&� � ��� �� ���
�� �&����	�������

��



�&��� +	&�� 5��� ��� ������� R → ∞ �� R → 0 ���� ��
	����
� P �� �>��� �� ������� ���

��������� ��	�

R → α′

R
, n ↔ w.

������� +	� X �� ������ �� ��� ������� 
�	��� �� ������ � X(τ, σ) = XL(σ+) + XR(σ−)�

���� ������� - ��������� X ��� X ′(τ, σ) = XL(σ+) − XR(σ−)� �&���*-*���� +	� �&��� 	��

������ �	� �� ������ ������ �� X� ������� +	�� ��	� �� ����� 5������ ��� ��	/ ������� ��

X ���� ��������������� �������������� ���� ��� 	�� �������� �� �&�����
�� �� �� ��������

�� ��� ��	������ �	 �������� ����	� ��	� �� ��� �� %*�	������

 !& ������ �������� �� �'"�����

=���� ����� ��	��� ��� ������ 5������� ��	� ������ ������ �	/ ������ �	������� �&���*

-*���� ��� ��
������ E���� ��	�� ��	� ������� - ����	���� ��	� 	� �����
�� �&�
����

������+	�� �����	�� ������ ;*
������ �	/+	��� ��� ��������� 	�� 
����� ������ �� �����

������ �� �	��� ����� ������	 �� T�U� �� +	� T�U ��� ���� �&4��� ������� - �� ������� �� �����	�

��	��� �� ��5���� �	/ ���	�� �	� �� �	���� ��������� T6� �U�

��
�� �
 ��
���


$�	� �
����� ��� ������ �	������� �� ��������� 	�� �	�5��� �&	������ ���� ��� 
����

�������������� �	/ �/�������� �� �� ������ ���	� �� σ = 0 �� σ = π�

'� �������� �&	� 
��� �����+	� ��� ���������� �	/ 
����� ;��� �� ��� �	 �����	�

����
��*���	������ �� �&�
�� �&������� +	&�� �&� ��� ��� �&����
�� +	� ����� �� �� ����� ���

�� 
���� �� +	� ������ +	� T = T̄ �	 
����  � �� ����	�� +	� L̄n = Ln� �	������� ��� ��

�&� � ��	� +	&	�� ��
�
�� �� "��������

)� �� +	� �������� ��� ������ Xµ �� �� ������ �� ��������� �	/ 
����� +	� ����	��

�� �� ��������� �� �&������� �&����� ∂σXµ = 0�  � �� ����	�� �� ������������� �� ����� ��

Xµ �

Xµ(τ, σ) = xµ + 2α′pµτ + i
√

2α′
∑
n �=0

αµ
n

n
e−inτ cos(nσ). G�����H

'�� ��������� �� ����	������� ���� ����� ��� �4��� +	� ��	� �� ����� 5����� G- ���� ����

+	&�� �&� � ��	� �� ᾱ� ��� �� ��������� �	/ 
���� ������,� ��� ����� 
�	���� �� ������H�

����� ��	� �� ����� 5������ �� ������� ����	�� �� �&���	������ �� L0−1 �	� ��� ������

�� �� ���	��

m2 =
1

α′ (N − 1).
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'- �	���� �� � � 	� ������� +	� �������Y� ���� �� ������� ��� �	����������

'� ������� ���� �/���� �&����� �� 5�Q�� 
������� eµα
µ
−1|k〉� �S |k〉 ��� 	� ���� �	 ����

�&���	����� k� '&���	������ �� L1 �����+	� �� ��������� �� ������������ kµeµ = 0� �� ���

����� ����� eµ ∝ kµ ���� �� ����� �	���� �� +	� ����	�� - ���������� ����� �+	��������

��� ����� ���� �� ������������ ��>��� �&	� �	������ �� kµ� B� �������Y� �- ��� �/���������

�&	� ����� �� ��	
� �
������

����� ���� �� ��� 5����� �� ��	� ���	��� - �&������ 	� ����� ��	� ���	��� 	� �����

�� 5��� ���������
����+	� ������������ - 	�� �	����������� �&�/��������� �� ����� �	*

������ �� ����� �&����� ����� 	�� ����
���� �	� �� 
��� �� �� �	�5��� �&	������ �

S�� =

∫
∂Σ

dτAµ(X)∂τX
µ, ����

∫
∂Σ

=

∫
σ=π

−
∫

σ=0

�&���*-*���� +	� �� ����� ��� 	� ���3�� ��	� �� ������

E�	� ������� ��	� ���� �&������ �>������ - 
���� ����
�� ���������������

��
�
 !�������� 
� "�#��	
�

B� ��������� 	�� ����� �	����� ���� 	� ������ ���� �S �� ��������� X ��� ��������,���

���� X ∼ X + 2πR� ����� �� ������� ��� ������ �� ��	� �� ����� 5������ �&���	�����

��� +	����,�� P �� ��������� �� �&� � ��� �� ���
�� �&����	������� B� �� �����	� +	��

���� �� ������ R → 0� �� � ���������� 	�� ��������� �� ������ ����� �� ������� ���

�������

������� +	� ��� ������ �	������ ���� ��	��	��� �&����� �� +	� ��	� ����� �	� �����*

��
���� �� ������ 5������� ��	� ����� ���� �����
�� ��� ������ �	������ ������ - D − 1

���������� �� ��� ������ 5������ ������� ����� ��	� �&����� �	 ������������� - D ��*

�������� ����� +	� �� ����� �	� ��� %*�	�� �&	� ����� ��,��� �� +	� ����Y� +	��+	� ��	

�����
�� �&��� ��	������ �� 	� ����� �� +	� ������� 1�
������ �� �>�� ��� ���������� �	/


����� )���� �&��������� ��	� �&����� �	� ∂σX = 0� �	 ������ ∂+XL−∂−XR = 0� )� ������

�	 ����� X ′� ���� ������� ∂+X ′
L + ∂−X ′

R = 0� ���� ∂τX
′ = 0� �&���*-*���� +	� �� ����	� ��

X ′ ����� ��������� �� ���
 �	 
��� �� �� ������ $�	� ������������ �� ���������� X ′ �����

�� ������������� �� ����� �	����� �

X ′(τ, σ) = x′
0 + 2nR′σ +

√
2α′

∑
n �=0

αn

n
e−inτ sin(nσ). G�����H

�S R′ = α′/R ��� �� ����� �� ��������,������ %*�	��� �� x′
0 �&��� ��� 	� ����� ����

	�� ��������� ��
������� ���� �	 5��� +	� X ′ ��� ��,�� - 	�� ��������� ����� E�	� ������

���������� ��� +	�� ����� %*�	������ �� ����� � ��� ��	/ �/�������� ����������� �� ������ �	�

��



�&��������� X ′ = x′
0� B� ��� ���� ����	�� ���	��������� - ������	��� ���� �� ������� 	�

��	��� �
���� 
������ �����	
� +	� ��� 	� ��������� �S ��� �/�������� ��� ������ �	������

���� ����������� �� ������ P �� ��� �������� ��� ���������� �	/ 
����� �������� �
	����
	�

�
 �������
�� �� �	 ��� ���
����� '� ���
�� +	����+	� n +	� ���������� ���� +	� ������

����� �� %*�	������� �&���	����� ����� �� ��������� ��������� ��� 	� ���
�� �&����	��*

����� +	� � 	� ���� 
��� ��,�� ���� �	��+	&�� ��	� ���
���� 	�� ����� +	�� ������� �� ��

;*
����� �&����	�� n 5��� �	��	� �� �� ��������� �������� ����� �� ������� - �� ;*
���� P

�� �&� � ��� �&���	����� ����� �� ��������� �������� ��� �� �������� ��� ����������� ���


����� ��� �� ;*
�����

)� ��������,��� �� %*�	������� ��	���	�� ����������� �� ��	� �
����� 	�� ;*
����

�� ���������� ��5����	��� P �� ������� ;p*
���� 	� ����� ���
���� ���� p ����������

��������� G�� ���� p + 1 ���������� �� ��	�H� $�� �/�������� �� ��������� +	� ����+	&��

� ��� ���������� �	/ 
���� �� E�	���� �	� ��	��� ��� ������������ �� � �>���� - 	��

;�7*
���� ����������� ��	� �&������*������

B� ��	� ����,�� �&������ ��	� 5���� �� ����� +	� ��� ���������� �	 
��� �� ;��������

����	���� �� �&������� $�	� �
����� 	�� ;*
���� ��������� �� X i = Y i� �� �	I� �&���	��� -

�&������ 	� �����

SD = ± 1

2πα′

∫
∂Σ

dτ(X i − Y i)∂σXi, G����6H

�� ��
�� ����� + ��	� 	�� �	�5��� �&	������ ���!�2�!������ �� − ���� �� ��� �	��������  � ���

����� ���� �� ���� +	� ����+	&�� ����� X i� �� ����� �� 
��� ���� �� ��������� �� �&������ +	�

�� ����	�� ��� (X i − Y i)∂σδXi� �&�S �� ��������� �� ;��������� B� �����+	� +	� �� �����

Y i∂σXi ��� %*�	�� �	 ����� �&����������� �� �� ����� ���� 	� ����� ���������
����+	��

�� +	� ����	�� - ���� 	�� %*�	����� ����� 	� ��� ����� �� �� �������� �� �� ;*
���� �

Y i ↔ −2πα′Ai.

������� +	� Ai ��	� �� ��� 4��� ��������� �� ����	�� +	� Y i �	���� �	������� ��� ��

��	� ����� 	�� ;*
���� ��	�
� �� �� 5���� X i = Y i(Xα)� �S ��� X i �� ��� Xα ����

��� �����
��� ��������� �� ������������ ���� �&� ���� �&�������� � �� ������� ��� ������

��������� �� 
������� �� �����+	� D	��	�� �� ���� �� ���
��� ��� +	&	�� ;*
���� �	����

������ ����� ���� 	�� 
�������� D	��	�����

 � ��� �����
�� �&����� ��	���	�� ;*
����� ���	���������� ;��� �� ���� ���+	� �/�������

�� ����� �	����� ��� �������� - 	�� ;*
���� ������	�����†� ��	� ��� ��	���� �� ;*
�����

†� ���
	��� 	
 �� �	��	� �� ������� ������� 
�� �	����� 	� ������� � ������ ��������� �� �	��� ��

������ �� �����	�
�� 
������ n �������� �� 	
 �� ��� � � �	����� 	� �	����!�� ����� " � n ��������

��
��
	���� ���
������� ����
����

�7



����� � ������ �����
���� �� ��� ��	/ ;*
����� �	/+	����� 	�� ����� ��� �������� ���� ����*

����� ��� ����� G�	��� +	� �&���� 5����������� +	� �������Y� ���� �� ������� ��� �	���������H

���� ��	� �����5� P �� ����� ���� �	���������� �� � � ��� ����� ���������� �� ����� �	��� �����

�	/� ;��� �� ��� �� n ;*
����� �	���������� �� � ���� n2 �����	�� �� ����� �	���� +	�

5������ 	� ����� �� ��	
� U(n)� �� �������� U(n) �����
���� ��� ;*
����� ����� ������

B� ����� +	&���� ��� ������ ��� ��������� �� ��	��� �
����� �&�	���� 
��	��� �� ��	
��

��
�� �	�
������	�

����� ������������� ��� ������������ �&�
�������� ��� ��������� �	� ��� �	�5�����

;��� �� ��� ��� ������ �	������� �� ��������� ��� �	�5���� ���� 	� 
���� �� ��� �������	��

�� �����/ ��	� ��� ������ �	������ ������ �	� �� 
���� ;��� �� ��� �&	�� ������	�� - �&�����

��� ��
���� �� ���
����� ��� 	� ���+	�� �� �&���	� �� 
�	���� �������� - ���	��� ��� ���	�

G��� 
���� �	�������������H ���� �� �	�5��� �&	�������

N� ����� ��������� ��� +	�� ����� +	&�� ��	� ����� ��� ������ 5������ ���� ������

�	������ �� 5�Q�� ���������� �&������� �&��� ��� �����  � ��� �� �>�� ���� �&���
���� 	��

����������� �S ��� ��	/ 
�	�� �&	�� �4�� ����� �	����� 5	�������� ��	� ������ 	��

����� 5������ ;&�	��� ����� ����������� �� ���
����� �	 ���� ����� �� ������
�� �&	�

��������� N� ��� ���
����� ��	� �&����������� ����� 	�� 
�	��� �� ����� �	������ �&���*

-*���� 	�� ����� �	����� ������,�� �������+	����� ���� �� ������ �� �&��� �� +	� ��	�

	���������� ��	� ����	�� �� 5������� �� ����������  � �&���������� �	��� ����� �&��������

�	�� �&�
�������� �&	�� ����� �
���
 ��� 	�� ;*
���� G,
� ��6H�  � �� ����	�� +	&	��

������� ��������� �� ������ �	������ ���� �������� ��� ������ 5������� '&����������� �����

������ 5������ �� ������ �	������ �&�
����� �� �������� ���	��������� ��� �������	�� ��

�����/ �	� �� 
��� �� �� �	�5��� �&	������ ��	� ��� ������ �	������� �� - �&�������	� ��	�

��� ������ 5������� ��
������ +	� ��� �	�5���� ���� 
��� ������������� ���� ��� ������	���

�� ��������� +	� ��� ������ 5������ � ��� �/������ 	� ���+	� ���� ��	/ �������	�� ��

�����/ - �&�������	� ��	� �&����������� ����� 	�� ����������� �S 	�� ����� 5����� �&�	���

�	�� �� ��5�����

$�	� 	�� �	�5��� �������
�� �� 
���� n ���� b 
����� �� ������������+	� �&)	��� G����8H

��	� 2 − 2n − b� �� +	� ����	�� - ���	��� 	� 5����	� g ��� 
�	��� �� ������ �	�������

��
�� $�	����	 �
 ��������	 
� ����� �
 #���

1������� - �&������	�� �	 �������� G+	&�� ������� �	��� ������	�� �� �&�����	� �	��*

+	&�� ��	� ������ �� �&	� - �&�	��� ��� 	�� �����5�������� ���5����H� B� ��	� ������������

�:



���� ��6 Z '�� ��	/ ��������������� �	 ���
����� �	 �������� � - 
�	��� �� ������ ��

������ �	������� - ������ �� ������ �� ������ 5�������

	� �������� �	/ ����������� ���� ��� 	� ��������� ����� +	� ��� �� ������� t ����� �� ���*


	�	� �&	� 
��� �� �&����� ����� ��� 
����� '&������	�� �&�
����� ����� �� ����������� 	��

����� �	����� G�� ���
	�	� πH +	&�� 5��� ����	�� ������� �� ����� �	������� πt ����� ��

�&������,�� - �� ����� ��������� ���� ����� �� �����

Z(t) = Tr
[
exp(−πtHo)

]
= Tr

[√
qL0−c/24] G�����H

���� q = e−2πt G�� 5��� �� ������� τ = it ��� ��� �	 5��� +	� �� �������� ��	� 4��� �	 �����

	� ���� �� ��������� it +	������� ��� 	�� ��D�/���� ��� 
���� ������������� �	/ ������

,/�� �� �� ��D�/���H�

)� ��������� �� �3�� �� �&������ �� �	 ������ �� +	� ��� �&�����
	� �&	�� �����5��������

���	����� ��	� ��� ������ 5������� �� �� �>���	��� 	�� ���������� ����������� �� �
�����

	�� ����� 5����� G�� ���
	�	� 2πH +	� �� �����
� ����� ��	/ ;*
����� ������� 	� �����

2π/t� �&�S 	�� �	��� �/�������� �� �� 5������� �� ��������� �

Z(t) = 〈f | exp

(
−2π

t
Hf

)
|i〉 = 〈f |q̃L0+L̄0−c/12|i〉 G����7H

�S q̃ = e−2π/t� |i〉 �� |f〉 ���� ��� ����� �
 �
��� �&���*-*���� ��� ����� �� ����� 5����� �����*

�������� ��� ;*
����� �������� �� �
���
��� �� ����� 5������ '�� ���������� +	&��� ����,���

�&�
�������� - ������ ��� ���������� �	/ 
���� ��� ������ �	������ +	� �� ��������� ���*

�	� �� ��������� �� ����� �� �&������� ����������� �&�
��� �� ��� �&	�� ��������� �	/


���� +	�����+	�� N�� ��������� ���������� �� ��������� ��� +	&���� �������� �&����������

���5����� $�	� ����� ��	� �&����� �	� �� ��� ���������� +	� T = T̄ �	 
��� P �� �� ����	��

�8



+	� �&���� �� 
��� ���� ����,�� (T − T̄ )|B〉 = 0� �� +	�� �� ������ ��� ����� �� <�	�����

�&����� (Ln − L̄−n)|B〉 = 0� )� ������	����� �� � L0|B〉 = L̄0|B〉� �� +	� ����	�� - ������,��

�� 5���	�� ���������� �� Z(t) = 〈f |(q̃2)L0−c/24|i〉� B� ����� ���� �� �������� � +	�� ����

�������� ���� ���� �&����� ����� 	�� ���
������� �������� ��� ���������� χR(q̃2)�

;��� �� ��� ��	� �����,+	� �&	�� ;*
���� ���� 	� ������*����� ���� �S ��� X i ���

��� ���������� �� ;�������� �� ��� Xα ��� ���������� �� E�	����� �&���� �� 
��� ����,�� -

τ = 0�

(X i − Y i)|B〉 = 0 �� ∂τX
α|B〉 = 0.

�� �� ��������� ��� Xµ �� ����� G�+	����� G�����HH� ��� ���������� �&��������

(αα
n + ᾱα

−n)|B〉 = 0 pα|B〉 = 0

(αi
n − ᾱi

−n)|B〉 = 0 (xi − Y i)|B〉 = 0

�� �� ��	� �� ����� �/����������� �&���� �� 
��� �

|B〉 =
∏

i

[
δ(xi − Y i)

∞∏
n=1

exp

(
1

n
αi
−nᾱi

−n

)]∏
α

∞∏
n=1

exp

(
−1

n
αα
−nᾱα

−n

)
|0, pα = 0〉

- 	�� ������������� ���� +	� �&�� ��	� ���������� �� �������� �&�
����� �� G�����H ��

G����7H�

N� �/����� ������ �&	���������� ��� ����� �� 
���� ��� �� ����	� �� �&������	�� �&����*

���� �&	�� ����� 5����� ��� 	�� ;*
����� $�� �/������ ��	� 	� ���� �� ����� �	���� ��

������������ ζµν �� �&���	����� k� �&������	�� �&����� �

A = 〈B|ζµνα
µ
−1ᾱ

ν
−1|0, k〉 ∝ (ηαβζαβ − ηijζij).

��
�� %����	 
&
����


E�	� ������ ���������� ������ �� 5���� �� �&������ �>������ - 
���� ����
�� ��	� 	��

;p*
���� �� �/���+	��� ���� �� ��������� - ���������� ������� ��	�+	�� ���� ��� ������*

��
���

B� ��������� �� ;*
���� ��� p + 1 ����������� ξa� '�� ������ �	� �� ;*
���� ����

����� ��� ����
����� ���� �&������*����� Xµ(ξa) �� �� ����� �� ��	
� Aa� '&�������

������� ����
	 �
 �
�	��	�
��� �&����� �����

S = −Tp

∫
dp+1ξe−Φ

√
− det(Ĝ + B̂ + 2πα′F ) G����:H

�S Tp ��� 	�� ��������� ��������������� - �� ������� �� �� ;*
����� �� Ĝ �� B̂ ���� ���

�����+	� �� �*5���� ���	���� �	� �� ;*
���� � Ĝab = ∂aX
µ∂bX

νGµν � �� �� �4�� ��	� B�
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;��� �� ��� �S �� �&� � �� ������� �� �*5����� �� �����
√
− det G �
���	 ��� ���	��� ��

�&��� ���� �&�	��� +	� E��
	*0��� 
��������� �� ��������� +	�����+	��

'� ���������� �� �� ������� ����	�� �	 5��� +	� ����� ������ ����� �	 ���
����� �	

���+	�� ���� �� ������������+	� �&)	��� ��� �� �&�S 	� 5����	� g−1 �� �� ������� ��� ���������

�� ���� e−Φ�

'� ���������� �� F �� �������� ��� %*�	������ $������ 	�� ;*
���� +	� �&����� ����

��� ���������� X1 �� X2 �&	� ������ ����� ���� 	� ����� ��
����+	� �������� F12� B�

��	� ������� 	�� ��	
� A2 = F12X
1� �� �� ����� �� %*�	�� �� ���� ���� �� ��������� X2�

�� �
����� 	�� ;*
���� ������� ���� �� ���� (X1, X2) � X2 = −2πα′X1F12� B� �
�����

����� 	� 5����	� 
�������+	� ���� �&������ �∫
dX1

√
1 + (∂1X2)2 =

∫
dX1

√
1 + (2πα′F12)2.

;��� �� ��� �&	� ����� +	�����+	�� �� ��	�� �� ������� �� ����� ��	� 	�� 5���� ���*


����� ��� 
����� �� ������� - 	� ����	�� �� ���� 5����	��� +	� ������� �	 ����������� ��

�&������ G����:H�

)�,�� �� ���������� �� B ����	�� �	 5��� �	����� � �� ���������� �� B �� F ����

�&������ �	� �� �	�5��� �&	������ �� �� ����� �&�����

1

2πα′

∫
Σ

B̂ +

∫
∂Σ

A.

 � �� ����	�� ��� ����������� �� ��	
� �	������� �

δB = 2πα′dΛ

δA = −Λ̂ + dλ

�S Λ ��� 	�� �*5���� �� λ 	� ���������  � �� ����	�� +	� F = dA �&��� ��� ���������

�� ��	
�� ���� +	&�� �������� B̂ + 2πα′F �&���� �� �&��� ���� ����� ���
������� +	� ����

������Y��� ���� �&�������

'&������ G����:H ������ +	� �� ������� G����
�� ��� 	���� �� ���	��H �� �� ;*
���� ���

Tpe
−Φ0 � '� 5��� +	&���� �����
� - ��	���
� 5��
�� ������ +	� �� ;*
���� ��� 	� �
��� 	
	

�
���������� ���� �	� ��+	�� �� ���� ��������� ���� ����� �� ������ ��� 	� ����	� ����	�
���5


�R�� - ��� �������������� �� ������ �� ���	 �S ��� �/�������� ��� ������ ���� ���,�����

'� ���I����� Tp� +	��� - �	�� ��	� 4��� ����	�� �� ����������� �� ��	���
� �� �� ;*
����

�	 
�������� �� +	� �&�
����� ���� �&���� �� 
��� ���+	� �������������

=��� ����� ������� �� ��	� �
������� ��	���� ��� ������� D	��	������ �� �� ;*
���� P

��	� ������� ���� ��� ��������� �	������ ��� �/������ �/�������� �� ���� ����	��� �S ��	�

�A



���������� +	� ��� ����� �� D	��	������ ����� ���	��� ��K������� ���� �� ����	� �/��� ��

�<%� ����+	&�� ���� �� 5����� N�� ��������� 
������� ��� +	� ��� D	��	������ �� �� 5���� ��

�� ;*
���� �� �	 ����� �� ��	
� ���� ��	����� ��� �� �������
 �
 �
��
 
��
��
� ������

���

G−1
o = [(Ĝ + B̂ + 2πα′F )−1]S

�S �&������ S ��
��,� +	&�� ��������� �� �������� ���� �����

Go = Ĝ − (B̂ + 2πα′F )Ĝ−1(B̂ + 2πα′F ). G����8H

B� ����� �	� ��� �/������ ��� ��������� �	������ +	� ���� �������� ��� �� 
�������� �	�

��� ��� ������ �	������ ��� ���� ��>������ �� ����� �	� ��� ��� ������ 5�������

 !( ������ ��� ���������

(	�+	&- �������� ��	� ����� ��������� ��� ������ 
��
	��
�� �&���*-*���� �S �� ��	�

��,��� 	� ���� ������	���� �	� �� ����� G��� �/����� �� ���� ��� σ ����������H� ������� +	�

�&��������� Ω : σ → −σ Gσ → π − σ ���� �� ��� ��� ������ �	������H ��� 	�� �������� ��

�� �������� �� ��	� �
����� 	�� ������ �� ������ ��� ��������� �� �� �������
���� �	/ �����

���������� ��� ����� �����5��������� �� +	� ������� - ������,�� 	�� ����� �������� ���� 	�

���� ���� �� �4�� ����� �������� ���� �&�	��� �����

����� ����
� �
���
� 	�	 ���
	��
� 
� ���
	�������

����������� �&�
��� �� ��� ��� ������ 5������ ���� 	� ������ ����� ���� ��� ������

�� 5��� ������	/� '&������ �� Ω �	� ��� �������	�� αµ
n ����	�� �	 ������������� �� �����

G�����H � Ωαµ
nΩ−1 = ᾱµ

n� '&������ �	� �� �������� ����� ����	�� �� �� �����5�������� ��

�&�������	� �� �����/ P �� �&���	������� Ω = +1�  � �� ����	�� +	�� ����� ��� ����� ������*

��+	� �� ��� �����5�� �� �������� �� 
������� �� �� ������� ���� �������� ���� �� �������

��� ��������� ������ +	� �� �*5���� �� ��� �/��	��

B� ��	� �&���������� - �� +	� �� ����� �� �� ��������,� �� ������� �	� 	� ������ �� +	&��

�� 5��� ������ �� ����� ���� M����  � ��� ����� ���5���
�� �� ������� �� ���	����� �� ����� ��

�� ���������� %*�	��� X ′ = XL − XR� ���������� ����� ��� ��������,��� ������� +	�

Ω �
�� �� �����
���� XL(σ+) �� XR(σ−)� ��� ������ �	� X ′ �&����� �

Ω : X ′(τ, σ) → −X ′(τ,−σ).
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=	������� ���� �� �
����� �� ����	�� �&	�� ��D�/��� ����� �� ���������� X ′ �� �&	� ����*


����� �&����������� �� �� ������ '� ������� �
���	� �� �� �������
���� �	/ ����� ���� +	�

Ω = +1 �������� - ������,�� 	�� ����� ���� ��� ���
� ��� ��D�/��� ��� ������� �	 ����

X ′ = 0� ����� 	� ����
����� �&����������� �� �� ������ N�� ����� ������� ��� ������� 	�

�������5���� B� ������ +	�� �	��+	� 	�� ����� ��� ������,�� - 	�� ����� ���	�� �����	��� ��

�����+	� ������ ���� �	 ���� X ′ = 0 ��� ����� �� �� ����� 
��
	��
�

;�� �������5���� ��	� 
�����	/� ��� 5�������� ���	� �&	�� %*�	������ �&�
�������� ��

+	��������� �� ������� �������� ��� �� ����	�� �� �&��������� �&����������� Ω �� �� ����� ��

�&	�� ��������� �����	���� h� )� �������� �� ������ �� 5��� ��� ������	/� ��� ����������

�������������� �	� h ������� 4��� �������� ��	� +	� Ωh ���� 	�� �������� �� �� �������

�������� � ��� �/������ ����� ��	� �� ������� ���� �� �������� �� �&�� � � 	� ����� B ���

�������� �� ��� ���������� +	� h ������� �&����������� �� �&������*������ ��
������ ��,� +	�

���� �� �	���� �� ����� �������5��� ����
���� �	��� �&�����
��� �	 	�� ������� ��� ������

,/�� �� h P �� �� ������� ��������� ��� � ����� �� ���5	�����

N�� ��>������ ����������� ����� 	� �������5��� �� 	�� ;*
���� ��� +	� �&�������5��� �&���

��� ������+	� � �� �&� � �� �>�� ��� �� ������ ��������� - �&�������5��� +	� �	������

����������� ��� D	��	������� E����� +	� �&��
	���� ����� +	�� 	�� ;*
���� ���� D	��	��

���� 	�� 
�������� D	��	����� 	������ ��	� ��
	�� �	 ��������� ������+	� ��� ;*
������

�� �&�����+	� ��� ��� � �� �>��� �&������,������ �� �&�������5��� ����	�� - ��� ���������� �	


��� ��	� �� ����� 
������������� G�� ��� �	���� ������H +	� ���4��� ��	�� D	��	�����

�� 
�������� �� �&�������5���� ���� �&���4��� �� �������� ��� �&�������5��� �&������� ���

������ 5������ P �� �� ����	�� 	�� ������ �>������ ���� ��������� - ������ ��� ;*
����� �

S = −TOp

∫
dp+1ξe−Φ

√
− det Ĝ.

'� ���������� �� Φ ����	�� �	 5��� +	� ����� ������ ����� �	 ���
����� �	 ���� ��������5

G��	� ������� ��	� ���� +	&�� 5�	� ����	�� ��� �	�5���� ��� �������
��� ��	� ��� ������ ���

���������H� ���� �� ������������+	� �&)	��� ��� �� ����� �� ���+	�� '�� ���������� �	/


���� �	� �&�������5��� ���4����� +	&�� � ��� 	� ��	���
� - B� �� �&�������5��� �&������
��

��� ���� ��� ������ �	������� ���� �� �&� � ��� �� ����� �� ��	
�� ������������� �	 ���

��� ;*
������ �� ������� TOp ��	� 4��� ��
������
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����
 $�	����	 �
 ��������	 �
� ����
� �
���
� 
� #���
���
 �


'�
�	

E�	� ��	� ���Q��� ��� ���� 	� ����� 
������ �S �� ������� �� �� ����� 5����� �������� ��

��������� �� ������ (R, R̄) �� ��������������� ��� ��
�
��� �� "������� 
�	��� �� �������

'&�/������� �&	�� ���������� �������5��� �����Y�� +	� �� (R, R̄) ��� ���� �� �������� �����

(R̄, R) �	���� ;��� �� ��� �S R �= R̄� �� ���������� 
���� 	�� ���
������� �������� ��

(R, R̄) �� (R̄, R) P �� (R, R) ��� ���� �� ������� �������� ���� �� ������ ���� �� ��� ������� ���

�� ����������� '� 5������� �� ��������� �� ����	�� �

Z(τ) =
1

2

[∑
R,R̄

nR,R̄χR(q)χ∗̄
R(q̄) +

∑
R

kRχR(qq̄)
]

G��6��H

�S �� ��	/���� ����� ��� �	� ��� R ���� +	� (R, R) ��� ���� �� �������� �� kR ��� �� ���
��

�&����� (R, R) ��������� ��� �� ���������� ����� �� ���
�� �&����� �������� G�&���*-*����

+	� ���+	� ���� (R, R) ��� ������ 1/2 5��� ���� �� ������� ������ �� ±1/2 5��� ���� ��

������H�

'&�������������� �� ������ �&������	�� �	� ��� �	�5���� �&	������ 
��� �������� �� 5���

�� �������� �� 5������� �� ��������� �� �� 5�Q�� �	������ �

Z(τ) = Tr

[
1 + Ωh

2
qL0−c/24q̄L̄0−c/24

]

=
1

2

[
Tr

[
qL0−c/24q̄L̄0−c/24

]
+ Tr

[
ΩqL0−c/24q̄L̄0−c/24

]]
=

1

2
(T + K).

G��6��H

;��� �� �������� ��
��� (1 + Ω)/2 �������� �	� ��� ����� ����,��� Ω = +1� �&���*-*����

����������� ��� ����� �� �� ����� ��� ��������� '�� +	������� T �� K �� �� ��������� ��
��

���� ��,���� ����� �������������� �� ������� �� �� ��	/���� ����� �� �� ��	/���� ��
�� P

T �&��� ���� �&�	��� +	� �&������	�� �	 ����� '&������,������ ���� �&�+	����� G��6��H� �� ��

5��� +	� ��� ������� ����� ���� T � ����	�� - ������,�� K �� �� ������ ����� �� G��6��H� ��

+	� ��������� �� ����	��� K� �&��� �� �������� �&�+	����� G��6��H +	� ������ �&�����������

K �� ������ �� �	�5��� �&	������ � �� �>��� K � ������Y� ���������� ����� �&�
������ ��

������� 	�� ������ �� �� 5������ ����	�� ������� �� ����� �	������� 2πt �� �� ��������� ���


�	�� ����� 	�� ��������� �&����������� P �� ���	���� �
���	 ��� 	�� �	�5��� ��� �������
��

�� ������������+	� �&)	��� �	��� G����� �� ���� �� �� ��������H� 
������� �
��
���
 �
 ��
�	�

$�	� 
������������ ��� ������	��� �� ������ ��� ��������� 5��� ������Y���� �� ��	� ���

�	�5���� �������
���� ��� �	�5���� ��� �������
����
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'� 
�	������ �� ?���� ��	� 4��� ��,��� �� ����������� �� ���� τ, σ ���� ��� ������,�������

�	������� �

(τ, σ) ∼ (τ, σ + 2π), �� (τ, σ) ∼ (τ + 2πt,−σ).

'&�/�������� �� K ��*����	� ����	�� �	 ����/ �� ������� 5���������� −π ≤ σ ≤ π

�� 0 ≤ τ ≤ 2πt� ���� ��� ������,������� (τ,−π) ∼ (τ, π) �� (0, σ) ∼ (2πt,−σ)� N� �	���

����/ �� ������� 5���������� ��� 0 ≤ σ ≤ π �� 0 ≤ τ ≤ 4πt� ���� ��� ������,�������

(0, σ) ∼ (4πt, σ)� (τ, 0) ∼ (τ + 2πt, 0) �� (τ, π) ∼ (τ + 2πt, π)� �&���*-*���� +	&�� ��	� ����

�� 
�	������ �� ?���� ����� 	� ��������� - ���� ���� +	� �	� ���+	� 
��� �� ������,� ���

������ �������������� �������� '� ���	���� ����� �
���	 ��� +	� ��� �/�������� �� ����

��	� ��� 
����� ���� �� +	� �&�� ������� ��� ��
������ P �� 5�Q�� 
�������� ��	�� �	�5���

��� �������� ��	� �� ������	��� - ������ �&	�� �	�5��� �������� �� � �������� ��� ����������

=���� ����� �����
� �� ����� �� �&������� �� 	�� ���������� ����������� �� 
�	������

�� ?���� �&���������� ����� �� �����
����� �&	�� ����� 5����� ������� �� ����� π/2t

����� ��	/ ����� �
 ��
������ +	� ���� �	/ �������5���� �� +	� ��� ����� �� 
��� ����

�	/ ;*
������ ����� ��	� ��� ����� �� 
���� �� ������������ �� �&���������� ���5����

������ (Ln − L̄−n)|C〉 = 0� ;��� �� ��� ��	� �����,+	� ��� �������5���� ����� �� �&������

����� �� ��	� ��� ������	��� �/����������� �� �������� (X(σ + π) − X(σ))|C〉 = 0 ��

(∂τX(σ + π) + ∂τX(σ))|C〉 = 0 ��	� ��� ����������� ���������� - �&�������5���� �� ���

�4��� �+	������ ���� 	� ��
�� ������ ��	� ��� ����������� �����
������ - �&�������5����

 � �� ����	�� +	� �&������	�� �� �� 
�	������ �� ?���� ��	� �&������

K = 〈C|(q̃1/4)L0+L̄0−c/12|C〉

= 〈C|
√

q̃
L0−c/24|C〉.

G��6�6H

B� ����� ���� �� �������� � +	�� ���� �������� ���� ���� �&����� ����� 	�� ���
�������

�������� ��� ���������� χR(
√

q̃)�

����� ����
� ���
��
� 
� "�#��	
� 
	 ����
	�
 ���	 ���
	������

'&��������� h +	� ���������� ���� �� ��,������ �� �&�������5��� ������,� 	�� ;*
���� -

��� ���
� ��� h� �� ���� ������,� 	� ���� �� ����� ������ �� �� ;*
���� i - �� ;*
���� j�

���� |ij〉� - 	� ���� |j′i′〉� �S i′ �� j′ ���� ��� ���
�� ��� ;*
����� i �� j� E��������� �&��

� � 	�� ;*
���� - 	�� �������� ������� �� ���� � ����� 	�� ;*
���� ���
� - �� ��������

�������+	� ��� h� $�� ��	�� �� ����������� ��	� ��	� ���������� �	/ ��� �S 	�� ;*
����

��� ���� ������������ ������� �� ��� ���
�� ���� 
�������+	����� ���5���	� ���� �&�����*

��5���� E�	� ��	� ������������� ��� �������������� �	/ ������ �� ����� �	��� ������ �	�

66



	�� ;*
���� �	 	� 
��	�� �� ;*
����� �	���������� �&���*-*���� ��������� �� ����� ��

��	
��

;��� �� ��� �� ;*
����� �������� �� �&�������5���� �� �����+	� ������ ��� �����������*

���� �� �4�� +	� ���� �������5���� E��������� ��	� n ;*
����� �	��������� G�� ��	�� n

���
��H� ��� �/��������� �� ����� �	��� ����������� 	� ����� �� ��	
� U(n)�

����������� ���� ���������� �� ��� �� n ;*
����� �	��������� ������	�� ���� �&�����*

��5���� '&������ �� Ωh �	� ��� �������	�� αµ
m ����	�� ��� �������������� �� ����� G�����H

�� G�����H � Ωαµ
mΩ−1 = (−)mαµ

m ���� ��� ��� +	� ��	� ����������� ���� '&������ �� ��	�


������� �� �&�������5��� ��� �����

Ωh|ψ, ij〉 = (−)Nγii′γ
∗
jj′|ψ, j′i′〉

�S N ��� �� ���
�� �&�/��������� �� �&���� ψ G�&�S 	� ��
�� − ��	� ��� 
����� �� ��	
�H�

γ ��� 	�� ������� 	�������� �� �� ��	�*������ 	�� ��������� �	� i′ �� j′� '� ���������

(Ωh)2 = 1 �����Y�� +	� γ ���� 4��� �������+	� �	 �����������+	��

;��� �� ��� �S γ ��� �������+	�� ��� 	� ����
����� �� 
��� ��������� ���� �&������

��� ;*
������ �� �� ������ - γ = I� '�� 
����� �� ��	
� ����� ���	��� ���� ����� ���

���
�������� �����������+	�� ��� ����� |ij〉� ���� �� 
��	�� �� ��	
� ��� SO(n)�

;��� �� ��� �S γ ��� �����������+	�� �� +	� �&��� �����
�� +	� �� n ��� ����� �� ��

������ - γ = i

(
0 I

−I 0

)
� �� �� 
��	�� �� ��	
� ��� ����� USp(n)�

����� $�	����	 �
 ��������	 �
� ����
� ���
��
� 
� ��#�	 �
 ()�

#���

B� ���� I �� J ��	/ �����
��� �� ;*
����� �	���������� �� �� �&��������� - �� 5�������

�� ��������� ��� ������ �	������ ����� ��� ��	/ �����
��� �� ;*
������ �� �&���
� �� I�

����� I ′� ��� ��������� �� J � ����� ��� ������ |IJ〉 �� ��	�� ���
�� |J ′I ′〉 ��� �&�������5���

���� ����������� �� �� ���������� �� 
���� 	�� ���
������� ��������� �� ����� +	� �� 5�������

�� ��������� ��� ���������� �� ������ �� �&������	�� �� �&�����	� �� J = I ′� ����� �� 5�	�

� ���	��� 	� ����� ��	� ��� ������ |II ′〉� '� 5��� +	� Ωαµ
mΩ−1 = (−)mαµ

m 5��� ������Y���

�� +	������ TrR[(−)N√
qL0−c/24]� �S R ��� 	�� �������������� �� �&��
�
�� ���5���� ����*

�������� ���� �� ������� ��� ������ |II ′〉� ������� +	� L0 = hR +N � �S hR ��� �� ����� ���

����� ���5����� ��� �/����� �� �� �������������� R� ���� ��	� �&������

χ̂R(q) ≡ e−iπ(hR−c/24)χR(−√
q) G��6��H

6�



�� �� 5������� �� ��������� �&����� �����

Z(t) =
1

2
(A + M), �S M = n

∑
R

mRχ̂R(q).

�S mR ����+	� �� ���
�� �&����� R ��������� ��� �� ���������� ����� �� ���
�� �&�����

��������� ;��� �� ��� I = I ′� �S �� ��������� ���� ��� ������ ����� 	� �����
�� �� ;*


����� �� �	�*�4��� �&	�� �� ��� ��������������� �������� ��� 
����� �� ��	
� P ��	� �
�����

�� 
�� ���
�� �� 
����� �� ��	
� Gn(n − 1)/2 ��	� SO(n)� �� n(n + 1)/2 ��	� USp(n)H�

mR ��	� ����� �������������� ���� ������ −1 ��	� SO(n)� �� +1 ��	� USp(n)� ���� ��	�

������� - ���	��� ��� ���������� �	� ��� 
��	��� �� ��	
� ��� ��>������� ;*
����� ��	�

���	��� �� ��������� �� �� ��������

;� 5�Q�� �����
	� �	 ��� ��� ������ 5������� M �&���������� ����� 	�� ������	��

�
���	� �� ������� 	�� ����� �	������ �� �� 5������ ����	�� ������� �� ����� πt �� ��

��������� ��� 
�	�� ����� 	�� ��������� �&����������� P �� ���	���� �
���	 ��� 	�� �	�5���

��� �������
��� ���� 	� 
���� �� ������������+	� �&)	��� �	���� ������� ����	 �
  !�����

'� �	
�� �� �@
�	� ��	� 4��� ��,�� �� ����������� �� 
���� 0 ≤ σ ≤ π, τ ����

�&������,������ �	������ �

(τ, σ) ∼ (τ + πt, π − σ).

'&�/�������� �� M ��*����	� ����	�� �	 ����/ �� ������� 5���������� 0 ≤ σ ≤ π ��

0 ≤ τ ≤ πt� ���� �&������,������ (0, σ) ∼ (πt, π − σ)� N� �	��� ����/ �� ������� 5����*

������ ��� 0 ≤ σ ≤ π/2 �� 0 ≤ τ ≤ 2πt� ���� ��� ������,������� (0, σ) ∼ (2πt, σ) ��

(τ, π/2) ∼ (τ + πt, π/2)� �&���*-*���� +	&�� ��	� ���� �� �	
�� �� �@
�	� ����� 	� ��*

������ �S �&	� ��� 
���� � ��� �������� ��� 	� ��������� =���� ����� �����
� �� ����� ��

�&������ �� �>���	� 	�� ���������� ����������� �� �	
�� �� �@
�	� �&���������� ����� ��

�����
����� �&	�� ����� 5����� ������� �� ����� π/2t ����� 	� ���� �� 
��� �� 	� ����

�� ��������� �&�S ����	�� +	� �&������	�� �	 �	
�� �� �@
�	� ��	� �&������ �

M = 〈C|
√

q̃
L0−c/24|B〉. G��6�7H

B� ����� ���� �� �������� � +	�� ���� �������� ���� ���� �&����� ����� 	�� ���
�������

�������� ��� ���������� χR(−
√

q̃)�

 !) ��*��������

'� ������� ��� ������ 
�����+	�� +	� ��	� ����� �	� �	�+	&- ������� � ��	/ ��5�	��

����	�� �
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Z )��� �������� 	� �������� ��
�� +	&�� ��������� �	��	� �&	� ���� �����
���

Z  � �&� � ��� �� 5�������� �� +	� ��� 5R���	/ �� �� ������� ������� ����� ����� �����

��� ��	/ ��5�	�� ���� �����	� ��� �� ������� ��� �	���������� E�	� ������ ������� ��� �� 5��*

������� �� 1�����*E���	*���2��M G1E�H� ;��� �� ���	�� �S ��� ������� �� �� ������	�*

���� �� �� �	�������� �&�������������� ��� ���� �� ����� �� ����� ������ ��	� ������ ��	�


��5� +	� ��	� �� ����� 
�����+	��

����� *��
�����
� �
 �+�
 ��

'� 5��������� 1E� �������� - ������ �� ��	� ��� ������ ��������� Xµ� ��� �����	�� ��

�������� ψµ� �� �&���	��� - �&������ �� $����!�� G�����H G�� ,/��� �� �����+	� - γαβ = ηαβ

	� �����

Sψ =
i

π

∫
d2σ(ψµ

−∂+ψ−µ + ψµ
+∂−ψ+µ)

�S ψ− �� ψ+ ���� ��� ����������� �� ψ� ����� ������ ����� 	�� �	����������� N = (1, 1)

�� �	�5��� �&	������� +	� ����� �&	�� ���� �� ������ 
�	��� �� X �� ψ+� �&�	��� ���� ��

������ ������ �� X �� ψ−�

'�� �+	������ �	 ��	������ ��������������� ������ ����� +	� ψ± �� ��������� +	�

�� σ±� '&���	������ �� �&�������� �� .��� ��������� +	� �� ��������� �� �&������*�����

���� �� P ��	� ��	� ��������� ���� �� ��� ���� �� �	����

ψ+ �� ψ− ����� ��� 5�������� ��� ���� ��,��� - 	� ��
�� �����  � �� ����	�� +	� ���� �� ���

��� ������ 5������� �� � ψµ
+(σ +2π) = ±ψµ

+(σ)� �� �� �4�� ��	� ψµ
−� '� ��� + ��� ������

��������� �� ����������� �� 1������ �� ����� ���	 - 	� ������������� �� ����� ���� ��

����� �������� ������ +	� �� ��� − ��� �� ��������� �� ����������� �� E���	*���2��M� +	�

����� ���	 - ��� ����� ����*�������� ����� �� ��	� ������� �������������� �� ��
��

��	� ψ+ �� ψ− O �� ��
�� ���� 4��� ����������� �� µ ��	� ���	��� �&���������� �� $�������

O �� �	�� +	���� �����	�� ���� �� �������� ������ E�*E�� E�*1� 1*E� �� 1*1�

;��� �� ��� ��� ������ �	������� �� ����� �� 
��� ���� �� ��������� �� Sψ �&�����

i

2π

∫
dτ(ψ−δψ− − ψ+δψ+).

'� ������������� �� �&������ ������ ����� �&���	������ ��� 5������� �	� �� 
���� �&�S ����	��

��	� ���	������ �����	� - ��	�� ��� �+	������ �	 ��	�������  � 5�	� ���� ���	��� - ���+	�


��� 	� �����

Sbord
ψ = ± i

2π

∫
dτψ−ψ+

�S �� ��
�� ± ��	� �������� �	 
���� �� +	� ����� �� ��������� �	 
��� ψ− = ±ψ+�

�� ������ �� �	��� �� ��������� 	�� ��� ��	/ �	�������������  � ��� ��	��	�� �����
�� ��

6:



������� 	� ��
�� + �� σ = 0� �� ����,������� �	 
����� ψ− → −ψ−�  � ����� ����� 	� ��
��

�� σ = π P �� ��
�� + �����+	��� ��� ����� �������� �� �� ��
�� − ��� ����� ����*��������

�� ������� �� ��������� �	 
��� �� 1����� ���� �� ������� ���� �� �� E���	*���2��M

���� �� ��	/���� ���� �
������ ����� ��	/ �����	�� �� ������ �	�������

$������� .$ �� 0

B� ��������� �&�
��� �� ������� ��
����� ��� 	� ��	� �����
�� �� ����� E� �	 1�

�&���*-*���� �� ����� �	����� �	 	� ��	� �3�� G
�	��� �	 �����H �� �� ����� 5������

$	��+	� ���� �� ��� E� �� �&� � ��� �� ���� M���� �� ���� ��� �/��������� 5�������+	��

��� ��� ��
������ '� ��������� - ������� �	� ��� ����� �����+	�� ��� +	&��� ������ ���	���

��� (L0− 1
2
)� ���� �&���� ������������� ��� 	� ������� �� �� �������� �/��������� ��
������

��� ��� �������	�� ψµ
−1/2� ��� 	� �����	� �� ����� �	���� $�	� 
����������� ��� �/���������

E� ���� ��� 
������

;��� �� ��� 1� ��� �������	�� ψµ
0 � +	� �����5������ 	� ���� 5���������� �� 	� �	��� ����

5����������� 5������ 	�� ��
�
�� �� ;����� �� ����� +	� �&���� 5���������� ��� 	� �����	�

�� ;����� ���� �� ������ +	&�� ��� �� ����� �	���� $�	� 
������������ ��� �/��������� 1

���� ��� 5��������

 � �/���� 	� �������	�� 
������ 	
���
 �
���
	���
 �
 ������
 ���	��
��� +	� �������*

�	�� ���� ��� ψ� �� � ����� ����	�� ������� ±1�  � ��� �������� �	���������������� ����

��� ������������� �� +	� ��	� ��������� �&������
�� ��� �������� ���� �� ������� E� �	 1

�� �������� +	� ��� ����� �� ���
�� 5�������+	� +1 �	 −1� $���� ��� ����� E�� �� �������

��� �� ���
�� 5�������+	� −1 �� �� �����	� �� ����� �	��� �� ���
�� 5�������+	� +1�

$�	� ��� ����� 1 �� ����� �	���� �� ��� ����� ��� �� ��������� �� �&�����

������ ����
��

;��� �� ��� �� �� ����� 5������ ��� ���������	�� 
�	���� �� ������ ����� ����	����� ���

����� �&�
�������� ����� ����	�� �&	� ���� 
�	��� �� �&	� ���� ������ �� �� � 	� ���
��

5�������+	� ��	� ���+	� �3��� B� �
����� ���� ��� �����	�� �	 ������� �S �� ���
��� 	�

�����	� 
�	��� �� 	� �����	� ����� ����� E�+� E�−� 1+ �	 1−� '�� �����	�� GE��E�H ��

G1�1H ������� ��� 
������ ������ +	� ��� �����	�� GE��1H �� G1�E�H ������� ��� 5��������

 � 5�	� ���	��� ������� �&���������� ���	������  � �� ����	�� +	� ��	��� ��������� ���*


�������� �� �����	�� ���� �����
���� '�� ��	/ +	� ��	� ������������� ���� �

Z %���   = � GE�+�E�+H G1+�1−H GE�+�1−H G1+�E�+H�

Z %���   # � GE�+�E�+H G1+�1+H GE�+�1+H G1+�E�+H�
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N�� ����� ������	��� ���������� - ������� ��� ���������� ������������� �	� ��� �������


�	��� �� ������ ��� ������ �&������� �� ��
"
���
	 �#$� �	 ��� �� ��� �������	�� G0���MM��

�����! �� B����H� ��� ��	/ �������� �� ���������� ��� �� �������� '�� ��	/ �	���� ��������

����������� ���	������ ����������� 	� ������� �� ��� �� 5������� �� +	� �� ������ �&�����4��

"����� ���������� �� ������	 �� ��� �������� - 
���� ����
�� G����� �� ����� �	���H�

GE�+�E�+H� ����	�� �� ��	/ �����	��� ��� ������+	� �	/ ����� �� ����� �	��� �� �� �����


�����+	�� �&���*-*���� 	� �������� G������� ΦH� 	�� �*5���� GBµνH �� 	� 
�������� ����

��	� ���������� ���� �� �	��� G��������� � �� �H� �&��	���� �� ����� 
�����+	� �� 5������

�
��������� ��� ���
����� ���� �	 ������� � ��� ���	����� +	� ��	� �
��������� ������

������� ��� ���� +	� ��	� �� ������������� +	� ��� ����� �� ����� �	���� �� ��	� �&�	����

��� - ������	��� ��	�� �� ������/��� ���� �	/ �	����������

'� �����	� G1�1H� ����	�� �� ��	/ �����	��� �� ��������� �� 5����� ��>����������� �

���� �� �������   =� �� �
����� 	� �����	� C(1) �� 	�� 6*5���� C(3) P ���� �� �������   #�

�� �
����� 	� �������� C(0)� 	�� �*5���� C(2) �� 	�� �*5���� ���5*�	��� C(4) G�&���*-*����

+	� dC(4) = ∗dC(4)H�  � ���� 	����� ���� �� �	���� �� ��,��� ��� 5����� �� ��
�� ��	� ������

���� �� ��������� dC(8−n) = ∗dC(n)� $�	� ��	� �� ������� �	� ����� �������������� �� ��

��5����� �	 ��
	� �� T�U�

'�� �����	�� GE��1H �� G1�E�H ����������� ����	� 	� 
�������� G�������� �� ���� 6J�H

�� 	� �����	� �� ��������*.��� P ��� 
��������� �� ��� ��	/ �����	�� ���� �� �4�� ���������

��	� �� �����   # �� �� ���������� ��>������� ��	� �� �����   =�

\ �� ������ �� ����Y����� ���	��� �&������ 	�� 
������������� �� �&������ G����:H� ;���

�� ��� �� 5���� E�*E�� ���� ��� �����
��� �� �� �
����� �&������ G����:H ��	� ��� ������

5�������+	�� +	� �� �����	� ��	��� ���	��� ���� �� ��������	��� ;��� �� ��� �� 5���� 1*1�

�� �&� � ��� �� ����� ������� �� +	� ���� ��I���� ��	� ��	��� ��	5 ���� �������� ��� �S ���

�	������ ���������� �� �� ������� - ��� 5���� E�*E�� E�	� �� ������� 	� �/����� ����

�� �������� 6�

;� �4�� +	&	� �����	� �� ����� �	��� �� ��	� ������
�� �� 5�Q�� ��������� +	� �&��

�/���� 	�� �������� ������ ���� 	�� +	������ ��������� ��������� 	� ���� 6J� �� �����

�	��� �� ��	� ������
�� +	� �&�� �/���� 	�� �������� ������ ���� 	�� +	������ ���������

������������ �	������� ��� 	�� �	����������� �&������*������ $	��+	&�� � � ��	/ 
����������

�&��� �4�� �&	�� �	����������� �����	� +	&�� �&�
��� ���� N = (1, 1) ��	� �� �������   =�

�� N = (2, 0) ��	� �� �������   #� ���� 6� �	�������
�� ���� ��� ��	/ ���� B� ������ +	�

��� �	������������ �� �	�5��� �&	������ �� �&������*����� ���� ��	/ ������ ����������� +	�

�� ���� ������� +	� �� 5�Q�� ����������

B� ��	� ���	��� �����
� +	� �� �	����������� �&������*����� �&��� ��� ��� ����5����
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��� �� ��
	��  � �/���� 	�� 5���	������ ����5�������� �	����������+	� ��� �	����������

���� �
��
 �
 ��

	�#��%��&� �S� �	 ���	 �� 5������� �� �	�5��� �&	������� �� � ��� 5�������

�&������*������ '� ���
���� �� ����� 5���	������ ��� +	&���� ��� ���� ��I���� - +	����,��

���� 
����� �&���������� �� '�����M� �&��� ��	�+	�� �� �	� ���5��� ��	���� �� 5���	������

1E�� �&��� �� +	� ��	� 5����� ���� �� �	����

$�� ��	�� �� �������	��� ��
������ �&�/������� �&	� �	��� ���� �� �	��������� �� �
��


�����
����
� )��� �&�
����� �� �������� �� ���	 �� ����� ��� 5������� 
�	���� �� �����5������

��	� �� 
��	�� �� '�����M �&������*������ ��� ������ �� �����5������ ����� 	�� ��������

�������� �&���*-*���� +	&�� �� 
���� +	� �� �	����������� �� �	�5��� �&	������ ������� B�

�
����� ����� ���� �� ������� �� ����� �	��� 	� �������� 	�� �*5����� 	� 
�������� 	�


�������� �� 	� �����	� �� 
��	�� �� ��	
� SO(32) �	 E8 × E8� ;��� �� ���	�� �S ����

�&������������ ��� ���� ����� ������ ��	� �&�� ��������� ��� ��	��

5�������


����� ��	� �&����� �	 ������������� �� �������� �� %*�	����� ����
� �� ����������

������ �� X �� ��� ������� '� �	����������� �� �	�5��� �&	������ �����Y�� ����� +	&��

5�	� �	��� �����+	�� ����� �����5�������� - ψ−� ���� � ��	� �>�� �� ����
�� �� ���������

�	 �����	� 1 ������ �� +	� �����
� ��� ��������   = ��   #�  � �� ����	�� �
������� ���

�����5��������� ��	� ��� ������ 1*1� +	� ���������� ��������������� - ������� �&������

������������� - �� ��������� ��������,�� ����+	&�� � ������ �� - �&���	��� ����+	&�� �&�

����� ���� =����� ���� �� ��� �S �� ��������� ��������,�� ��� �� A� �� � �

C ↔ C9, Cµ ↔ C9µ, ����

����
 ����
� ���
��
� 
� "�#��	
�

����� ���� �� ��� �� �� ����� 
�����+	�� �� ��	� ���	��� ��� ;*
����� �� � ���������

��� ������ �	������� ���� ��� ���������� �	/ 
���� �� E�	���� ������������� - �� ;*


����� �� ;�������� �����
��������� - �� ;*
����� '� �	����������� �� �	�5��� �&	������

������ +	� �� ��
�� ���� �� ��������� �	 
��� ψ− = ±ψ+ ��	� 	�� ���������� ;��������

���� ������ - ���	� ��	� 	�� ���������� E�	����� ���� ��� �������� ���� �� 5��� +	&	��

%*�	����� �� ���
 �&	�� ���������� �� 5��� ������ �� E�	���� - ;��������� �	 ������������

'�� ;*
����� - ���
�� ���� �� ���������� ���������� ��	� �� �����   =� �	 ������� ��	�

�� �����   #� ���������� �� ������ ��� �	������������ �&������*������ ���� �: �	�������
���

 � �� ����	�� ��	� ���
����� � �� �>��� �� ���������� 0�B �����+	�� �	/ ������ �	������

6A



������� ����� �� �������� �� ��	� ������� �� ����� �	��� �������� 	� 
���� �� ��	
��

��� D	��	������ �� �������� �� �� ;*
���� G�����	� E�+� ��������� - �� ����� 
�����+	�H

�� 	� �����	� G�����	� 1±H� G � �/���� �	��� ��� ;*
����� ���
��� �� ���������� ��� ��

�	����������� P ��	� �&�� ��������� ��� ���� ����� ������H

'����� �6����#�

����� ���� �� ��� 
�����+	�� �� ;*
���� ����� 	�� ������ �>������� E�	� ��	�

���������� ��� - �� ������ ���������� ��� ������ 
�����+	���

'� ��	���
� �	/ ������ E�*E� ��� �� �4�� +	� ��	� �� ����� 
�����+	�� �� ��� �����

��� �&������ �� #���* �5��� G����:H�

B� ������ +	&	�� ;p*
���� Gp ≤ 8H ���� �� �	���� ����
�� ��	� �� (p + 1)*5���� 1*1

C(p+1)� �&�S ����	�� 	� �����
∫

C(p+1) ���� �&������� G'� ��� ��� ;A*
����� ��� ��������

�	��+	&����� �&�/������ +	� ���� �� ��� �� �� ������� �� ����  � +	� ��	� ���+	����� ��	�

�����H '� �	����������� �����Y�� +	� �� ����
� �������������� ��� �
��� �	 ��	���
� Tp

�� �� ;*
���� �	 
�������� ;&�	��� ����� ��� ������������� �� %*�	����� ���������� - ��	/

+	� ��	� ����� 5��� ���� �� ��� 
�����+	� �������� �&�/������� �� ������� ���� �
��
� �


'
���(���	
� ��	����� ��� ������ 1*1 �� �� ����� �� ��	
�� +	� �&�� ��	� ���	��� ���∫
exp(B̂ + 2πα′F ) ∧

∑
q

C(q)

����� ������	 +	� �&�� �/����� �� �� ����	�� ��� ������ +	� ���� ��� (p + 1)*5������  � ��

����	�� �&������ �>������ �� #���* �5���*.���*C	���� �

Seff = Tp

(
−

∫
dp+1ξ e−Φ

√
− det(Ĝ + B̂ + 2πα′F ) +

∫
exp(B̂ + 2πα′F ) ∧

∑
q

C(q)

)
.

G�����H

'� ��	���
� Tp ��	� 4��� ����	�� �� ��������� �&������	�� �� �&�����
� �&	� 
�������

����� ��	/ ;*
����� ����	��� �� ������� ��� ������ �� ����� ����	��� ���� �� ������� ���

������ �>������� �� �� ���	�� �����

Tp =

√
π

κ0
(2π

√
α′)3−p.

B� �����+	� ��	� �&�
��� �� �������� Tp = 2π
√

α′Tp+1� +	� ��	� �� ���	��� ��� %*�	������

;&�	��� ����� �� ���� 	�� ���������� �� κ0 +	�� ����� ��	� �&����� ��
���� ��������*

����� �&��� ��� 	�� +	������ �����+	�� ��� +	������� �����+	�� ����� κ0e
Φ0 G��	���
�


�������������H �� τp = Tpe
−Φ0 G������� �� �� ;p*
����H�

��



;��� �� ��� �� �� �������   #� �� � ��	/ �
���� - 	�� ��������� ��������� �� ;�*
�����

�� ������� τ1� �� �� ����� 5������������ �� ������� τF = 1/2πα′� '� ������� τF /τ1 ���

������������� �	 ��	���
� g = eΦ0 P �� ������Y��� ���� �� �	��� ����������� �� 5���� �� �����

+	&�� ���� �
�� - g� �� +	� ������ �� ������� κ0 = 8π7/2α′2� '� 5��� �� ,/�� κ0 ,/� �	��� Φ0

��	� 	� 5��� ������ �	������� ��� ���� ,/� �� ������������� �������� �	 ��������

$	��+	�� ��	� ���+	� ����� 1*1� �� �/���� 	� �
��� ����
� �������+	����� �� 	� ����
�

��
����+	����� ��	� �	� G	� �
��� ����
� �������+	����� ��	� C(p) ��� ����
� ��
����*

+	����� ��	� C(8−p)H� �� ��	� �� �������� �&�� �� ��� �� �4�� ��	� �� ����� E�*E� B�

 � ����	�� �� �&������ G����:H +	� �&�
��� ����
� �������+	����� ��	� B �&��� �	��� +	� ��

����� 5����������� P �&�
��� ����
� ��
����+	����� ��	� B ��� 	�� �#)����	
� ���� ���

D	��	������ �&��� ��� �� ����������� ����	�
����� ����� ������ ��� ;*
����� G+	� ����

��� ������ �	������ +	� � ���� ����������H� ����� ��� ;*
������ �� E�7*
���� �������� ��

������ ��� �	������������ �&������*������

����� %����	� 
&
����
� � #���
 �	
���
 
� *��������

����� ��	� �� ����� 
�����+	�� ��� �/��������� �� �� �	�������� ��������� 	�� ��*

���� �>������ - 
���� ����
��� '&�
����� �� ������ ��
�� ��	� 	�� ����� �� ��������

�� ������ 1*1 �&���4��� ��� �&������ 	�� ������ �>������� )� �>��� �� �	�����������

�&������*����� ��� ���� �������
������ �� ,/� ������������ �&������ - �&�����	����� ����*

,������� ��� ������ ���� P �&������ �
���	� ��� ����� �� �� �	���
������   = �	   #� �����

�� ����

$�	� �� �����   =� �� �
�����

Seff =
1

2κ2
0

∫
dDx

√
− det G

[
e−2Φ

(
R + 4∂µΦ∂µΦ − 1

12
H2

)
− 1

8
(dC(1))

2 − 1

48
(dC(3))

2

]

��	� ��� ������ �	
�+	�� �� +	����+	�� �� ��� 5����� ��>������������

;��� �� ��� �� �� �����   #� �� ���5*�	����� �� C(4) �/��	� �&�/������� �&	�� ������ ����*

������� E��������� ��� �+	������ �	 ��	������ ��	���� �� ���	��� �� �&������ �	������

Seff =
1

2κ2
0

∫
dDx

√
− det G

[
e−2Φ

(
R + 4∂µΦ∂µΦ − 1

12
H2

)

−1

2
(dC(0))

2 − 1

12
(dC(2))

2 − 1

480
(dC(4))

2 ] ������ �	
�+	�� �� +	����+	��

]

�� �������� �� ���������� dC(4) = ∗dC(4) �	� ��� ���	������

����� ������ ������� 	�� �������� SL(2, R) ��� ��+	���� ��� ������ �� �����5������

��



����� �	�� �

τ ′ =
aτ + b

cτ + d
, ���� τ = C(0) + ie−Φ

(
C ′

(2)

B′

)
=

(
a b

c d

)(
C(2)

B

)

�S ad − bc = 1� �� C(4) �� �� �����+	� �&)������� GE = e−Φ/2G ������� ������
���

B� ��	� �� �������� �� �� ������� ��� ������ �������� ��	� �	 ������ �� ����� ��������

�� �� �	���
������� $	��+	� ��� �����5��������� �����
��� ��� �*5����� E�*E� �� 1*1�

���� ����	������ ���� �� ��� �S a� b� c �� d ���� +	�����+	��� - �����5����� �� �����

5����������� �� 	� ���� �� ����
�� +	�����+	�� ��	� ��� ��	/ �*5������ �� +	� ���������

�� ��������� �� +	����,������ �� ;����� ��	5 ���� �� ��� �S a� b� c �� d ���� �������� B� ���

���� ����� - �������	��� �&�/������� �&	�� �������� SL(2, Z)� ������ #�������� ��	� ��

�������   #� '� 
�������	� �����5������ τ �� −1/τ �����
� ��� ������ 5������������ ��

��� ;�*
������ ��� E�7* �� ;7*
����� �� ������ ��� ;6*
����� ������������ ;��� �� �������

���� �� ����	�� 	�� �������� SL(2, Z) �� �� ������� ��� ������ �>������ �	� �� ;6*
�����

���� �� �����	� ��	��� ���	��� �&�/�������� �� �� ������������� �� T69U G����/� � �� �����

�����H� ��
������ +	�� ���� �� ��� �	 C(0) = 0� �� �����5�������� τ → −1/τ ����
� Φ ��

−Φ� �� ���� �� ��	���
� �� ��� ������� P �&��� ���� 	�� �	����� ��� ����	�
������

����� ,��
	������� 
� ����
� �
 �+�
 �

����� ���� �� ��� ��� ������ 
�����+	��� �� �/���� �� ������� ��� �	��������� ��� �����*

��5����� �
���	� �� +	��������� �� ������� ��� �� ����	�� �� �� ������ �� �	�5��� �&	������

Ω �� �&	�� ��������� �����	���� �� �&������*������

;��� �� ��� ��� ������   #� Ω ��� 	�� �������� �� �� ������� P ��� ���������� �&������*

����� ����
���� �&����������� �� �� ���� ��� ����� +	� �� ������� ��� �������  � �� ����	��

�� �����
����� �&�������5���� �� ��������� �������� �������� '� ������ ��� �	������������

�&������*����� ��� ����������

�� �&��������� ����������� ���� �� +	������ ��� �&��������� �� � �>���� - 	� �������5���

O9� �&���*-*���� - ��� ������ ��� ���������� =���� ����������� �� ����� ���� �� ������� ��

����� �	��� �� 
������� �� �� �������� ����� ��	� ��� ������ 
�����+	��� ����� +	� �� �*

5���� 1*1 C(2)� '� ������� ����� �
���	� ��	>�� �&��������� ���� �� ������������ ��+	����

�&������	����� �� 6� ;A*
������ ���� �� ������ �	������� ���� 	� 
��	�� �� ��	
� SO(32) P

�� ���	���� �
���	 ��� ������ ���
��
 �
� �
��
� �
 �*�
 �� 1������+	������ �&�/������� ��

;A*
����� ������	�� 	�� �������� ���� �� ������������ ��+	���� �� �������� �&	� O9� ��

��



���� �&��� �����
�� +	� ���� �� ����� �� �� ������� �� ����  �  � ��	� � �/����� ��� ;�* ��

;7*
������ ����
��� �������������� �������+	����� �� ��
����+	����� ��	� C(2)� �����

��� ������ �� ����  �&�������������� ��� ���� �� �	��� �� ����� ������ ��	� �&�� ���������

��� ��	��

;��� �� ��� ��� ������   =� Ω �&��� ��� 	�� �������� �� �� �������� ��� ���� ��� �������

�	� �� �	�5��� �&	������� )� ��������� �� ����	�� �� Ω ��� 	�� ��������� �&������*�����

����
���� �&����������� �&���� �� �� �
����� ����� 	� �������5��� �� ��������� �������� ������
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����	��� �

������� �����
�� �� ��	�
�	����� ��
�

�
 ������ ������� � ��������� �� S3 ��

RPRPRP3

;��� �� �������� ���������� ��	� ��	� ������ ��������� �������������� �	/ ������

���� 	� ������*����� ����� B� ��	������ 
��� ����������� ������
�� �� ��� �&������� ��	�

������+	��� ���� ��� ����	�� � ���� �� ��	� ��	���� ���� ��I������ ����� �������
����  � �

� ��������� 	� ��� �S �&�� ���� ����	��� 
��	��	� �� ������ � �&��� ���	� �S �&������*

����� ��� 	� 
��	�� �� '��� �	 	� ����	�� �� 
��	��� �� '��� ����	� �&�	/ ����� �	��

�&	�� �����+	� ���������� ��� �&������ �	 
��	��� �&���*-*����� ���� �� ��� �&	� 
��	��

���� �&��
�
�� �� '�� ��� ������� �� 5���� �� ?�����
�  � ����	�� �� �>�� �� �� ���	��	��

��
�
��+	� �	������������ +	&��� �� ���	��	�� �� 
��	�� 	�� �/������� �� �� ��������

���5���� ����������� �	 ����� ���� �� ��� �������� �&�
������� �	 ������� �/��� ���

������ 5������ �� �	�������

E�	� ��	� ���������� ��� ��������������� �	/ ��� ��� ������	/ ��� ��	� ������� +	� ����

�� 6*������ GSU(2)H� +	� ��� ���������� �����/�� �� RP3 GSO(3)H� +	� �� �&��� ���� ��

��	� ��+	�� ��	� �������� �&������ �	� ��� ��>������� ���� ��� ����	������� 	�������� S3�

B	��� �� 5��� �&4��� 	� �/����� ������ �� 
��	��� S3 ������Y� ���� �� ������ ������ ��

�&����M�� �� ��	���	�� 5���� ������������� ��������� ����� �&	�� �	����������� �� E�7*


����� T��U� +	� �&����� S3 × RΦ × R1,5� �S RΦ ��� 	�� ��������� �� ��+	���� �� ����� ��

������� ��� ��������� N� �	��� �/����� ��� �&���� ��� 5���� ��� ��� E�7*
����� �� ��� ������

5������������� +	� ��� AdS3 × S3 × T 4� +	� ���� ��	��� �	 �������� �	������

�7



&! ������ $��%��� ��������� + �� %��,�� �� -���'.�'

%���'-�����

B� �&��������� ��� �	/ ������ 5������ ���� 	� 
��	�� �� '�� ������� G �	�� �&	��

�����+	� ��������������� - �� 5���� �� ?�����
� $�� �/������ SU(2) ��� �� 6*������ �	���

�� �� �����+	� 	�	����� �� �� �� ��� ��� �&�	��� ����� �� 5��� +	� �� �����+	�� ��

������ ��
�� �
���	 �&��� ��� ��������� ���5����� B� ��	� �� ������ ��������� ���5����

��� �&���	� �&	� ����� ���������� �� �� �
����� �&������ T:� 8U �

S = − k

16π

∫
Σ

dτdσ Tr′(∂mg∂mg−1) +
k

24π

∫
M

Tr′((g−1dg) ∧ (g−1dg) ∧ (g−1dg)) G�����H

�S Tr′ ��� 	�� ����� ���������� �� ����� +	� �� ���
	�	� ������ ��� ������� ���
	�� ��

�&��
�
�� ���� � G��	� SU(2)� Tr′ = 2 Tr ���� �� �������������� 5�����������H� �� M ���

	�� ������� - ����� ���������� �� 
��� Σ� �� +	� ������� - ����� 	� ����� �� 5��� Bµν

��� �	�� �� ��	/���� ����� G������ ����� �� .���*C	����H �����
∫

M
H =

∫
Σ

B� �����

k ������Y� �� 5����	� ������ �� �����+	�� �� ��� ������������� �	 ����� �	 V ����� W �	


��	�� P ���� �� ��� �� �� 6*������� �� ����� �� ��� ����� ��	� kα′�

����� ������ ��� ��
�
	^ - ��	�� �	 ����/ �� � P �� +	� ��� ��������� ��� +	� eiS ����


��� ��,��� �� +	� ��� ���� �� k� +	� �&�� ������� �� �����	 �	 ������ .C.� ��� �������

)��� ����� 	�� �������� 
��� ��	� ���
� +	� �&���������� ���5����� �	��+	� ���� ���

���������� ��� �� �����5�������� �	������ �

g(τ, σ) → Ω(σ+)g(τ, σ)Ω̄−1(σ−) G�����H

�S Ω �� Ω̄ ���� ��	/ 5�������� ������������� - ����	�� ���� G�  � �� ����	�� ��� ��	�����

��������� - ����	� ���� �&��
�
�� �� '�� �� G G����� gH

J(σ+) = kg∂+g−1 �� J̄(σ−) = kg−1∂−g. G����6H

'�	�� ����� �� <�	����� ������ ���

J(σ+) =
∑

n

Jne−2inσ+

,

�� �� �4�� ��	� J̄ � ����,��� ��� ��������� �� ����	������

[Ja
n , J b

m] = fabcJc
n+m + knδabδn+m,0

�S J = Jata� ��� ta ���� ��� 
�������	�� ����������� G�	 ���� �� �� 5���� �� ?�����
H ��

��� fabc ���� ��� ���������� �� ���	��	�� �� g� '&��
�
�� �� '�� +	&��� ��
�������� ����� ĝ�

��� �&��
�
�� �� ?��*����� �������� - g� '�� J0 5������ 	�� ��	�*��
�
�� ��������� - g�

�:



��� ��������� �� ����	������ ���� ����M ���������� - ������ ��� αµ
n ���� �� ��� �����

 � �� ����	�� +	� ��� ����� ���� �
���	� �� �
������ �	� 	� ���� 5���������� ���� ���

�������	�� J−n� '&�����
�� ��� ����� 5���������	/ ����� ��������� ��� ��� J0� ��� 5������

	�� �������������� �� g� �� - ���+	� �������������� �� g ��� �������� 	�� ��������������

�� �&��
�
�� �� ?��*������

'� �����	� ����
��*���	����� ������� ��	� ������+	����� (1/2k)
∑

a JaJa�  � ��� ��	��*

5��� ����������� ��� ��� �>��� +	����+	��� )� �������� +	� ��� ��������� �� ����	������

����,��� ��� T ������ ���������� �� �
����� �� 5���� ��������� +	&�� ������� �
	�
�� �


#���%��� �

T =
1

2(k + h(g))

∑
a

JaJa

�S h(g) ��� �� ���
�� �	�� �� ��/���� �� g� E��������� h(su(2)) = 2� B� ������ +	� ��

����
� �������� ��	� �����

c =
k dim(G)

k + h(g)

�� +	� ��� ��������� �� ����	������ ����� T �� J ����

[Ln, Ja
m] = −mJa

m+n,

�� +	�� �- ������� �������	� 	�� �������	�� ����� ��� Ja �� ��� αi �	 ��� �����

$�	� ���+	� ����� �� ��������������� (R, R̄) �� g� �� ��	� ����� ���	��� �� �������

�������� #��� �L�� ���������� G ��	� ����� ������*����� �&�	���� 
	��� �� ����� �� ��

����������� ���� �� ����	�� �� G ��� 	� ������ �� ���!�2�!��  � ����	�� ����� �� �&���	*

������ �� L0 + L̄0 − 2 �	� ��� ����� �����+	�� +	� �� ����� ��� ����� G��,��� - ������ ��

�&����
��*���	����� �� �&������ �� ���!�2�!�H ��� ������ ��� �

m2 =
2

α′

(
−2 +

cR + cR̄

k + h(g)
+ N + N̄ + M + M̄

)
G�����H

�S cR ��� �� ������� +	������+	� �� �� �������������� R Gj(j + 1) ���� �� ��� �� ��

�������������� �� ���� j �� su(2)H� N �� N̄ ���� ��� ���
��� �&�/��������� 
�	���� ��

������� �	� �� 
��	�� G����� ������	 +	� J−n ���� � �/���������H� �� M �� M̄ ���� ���

�/��������� �� �&������ �� ���!�2�!�� '&���	������ �� L0 − L̄0 ������ �� ����������

M + N +
cR

k + h(g)
= M̄ + N̄ +

cR̄

k + h(g)
.

 � �� ���� ����� �� +	������ �� ������ +	����� ��������������� ���� ��������� ���� ��

�������� N� ���	���� �����+	�
�� ��� +	�� ��	� ��	��� ��	5 	� ���
�� ,�� �&����� ������

�8



��	�� 5������� �� ����������� ��������� 	� �������	� �� �����5������ ��	� 	�� ����� ��*

������������ �&���	��� '�� ��������������� ��������� ���� ����� ����
��
���� ;��� �� ��� ��

SU(2)� �� ���� ��� ��������������� �� ���� ��5����	� �	 �
�� - k/2�

;��� �� ��� �&	� 
��	�� ���������� �����/�� �� � � �������������� ����� ��� ����� ��

������ 5������ �� ��� �������	�� �� �����/� +	� ���� ��� 5�������� �	� �� 
��	��� �������

+	� �&�����
�� ��� 5�������� �	� G �� ��������� �� ��������������� �� G × G ���

Fon(G) =
⊕

R

R ⊗ R∗

�S R∗ ��� �� �������������� ����	
	�� �� R G���� �� ��� �� SU(2)� �� � ��	��	�� R∗ = RH�

B� �&������ ����� - �� +	� �� ������� ��� ������ �	� G ���� ��� �����
�� ��������� �	/

��������������� ����
��
����

 � 5�	� ��������� �&���	��� �� �&���������� ���	����� �&	� ��� �������� ����� ��	�

�&����� �	 ������������� �� 5������� �� ��������� �&�����

Z(τ) = Tr(qL0−c/24q̄L̄0−c/24)

=
∑
R,R̄

nR,R̄χR(q)χ∗̄
R(q̄)

���� q = e2πiτ � �S τ ��� �� ��������� ���	����� �	 ����� nR,R̄ ��� �� �	���������� �� ��

�������������� (R, R̄) ���� �� �������� ��

χR(q) = TrR(qL0−c/24).

��� +	�������� +	&�� ������� ������+�
� �
 ���� 

�*� ��� ��� �����5��������� ���	*

������ �	������� �

χR(τ + 1) = exp

(
2πi

(
cR

k + h(g)
− c

24

))
χR(τ) G����7H

χR

(
−1

τ

)
=

∑
R′

SRR′χR′(τ) G����:H

�S S ��� 	�� ������� 	�������� +	� ���� �� ��� �� SU(2) ��	�

Sjj′ =

√
2

k + 2
sin

(
π(2j + 1)(2j′ + 1)

k + 2

)
. G����8H

'&	�������� �� S �����Y�� +	� �� 5������� �� ���������

Z(τ) =
∑

R

χRχ∗
R∗

�9



���� ���
������ �� +	� �&��� �	��� +	� ����� ����	���� �	 ������� +	� ��	� ����� �������	��

���� �� ��� �&	� 
��	�� ���������� �����/�� ��� ���������� ���	������ E�	� �� �����	���

+	� �� ������� ��� �� 
���

 � ����� ���������� - ���	��� �� ������� ���� �� ��� �S G �&��� ��� ���������� �����/��

B� � ����� G = G̃/H � �S G̃ ��� �� ����	������� 	�������� �� G� �� H 	� ��	�*
��	��

������� �� G̃�  � ��� ���� �� ���� +	� ��� ����� �� ������ ��������� - 	� ����� G���� ���

�2�����H ���� ��	/ �� G̃ ���������� ��� H � �&���*-*���� ��	/ �������� �	/ ��������������� ��

G̃ �S ��� �������� �� H ���� ����������� ��� �&��������� '� 5������� �� ��������� ��������

- �� ��	� ������� �&����� ��� ���������� ���	������ �� 5�	� � ���	��� ��� ����� �� ������

��� ��������� - 	� ����� G���� ����� �2�����H� '� ������� ������� ��	� 4��� ���������

������������ �� �������� �&���������� ���	������

'� ������� ��� ������ 5������ ���� SO(3) = SU(2)/Z2 � ��� ������ �/����������� ����

T8U� %�	� �&�
���� �� ��� ���������� +	� k ���� ����� ���� ��� �L �	 5��� +	�� �� 
��	��

����� �� ��������� 6� �� ������� M ���� �� ����� �� .���*C	���� �� �&������ G�����H ���

�������������� �� 
��	�� ������ P SO(3) ����� ��	/ 5��� ��	� ����� +	� SU(2)� �� �&���	��

+	� k ���� 4��� ���� ��	� +	� �� ����� ���� ������������ +	����,�� )� �� +	� �������� ��

�������� �� ���	�� +	� �

Z '�� ����� ��� �2����� ����������� ��� ��������������� �� �� 5���� (j, j)� ���� j ������

��5����	� - k/2�

Z '�� ����� �2����� ����������� ��� ��������������� �� �� 5���� (j, k/2 − j) �S j ���

������ �� k ��� �	������ �� �� �� ����*������ ������

&!& �'"����� �/%����#��� ��� ��� 0���*�� ��%*����


�
�� "
��������	 �
� "�#��	
�

'�� ;*
����� �	� ��� 
��	��� ��� ��� ������������ ������	���� ����� ��� ����� �� 
����

���� ����� �� ������ ���� �� ����� ��� �������� ���5����� ������������ G���� 5��� ������ ��

������ �� .���*C	����*.�����H ��	� ���+	����� �� 5������� �� ��������� ��� ���
����� TAU�

'� ��������� �	 
��� ����,�� ��� ��� ��	����� J �� J̄ �&����� J = −J̄ � �&�S ����	��

+	� ��� ����� �� 
��� �������� - ��� ;*
����� �������+	��� �&���*-*���� ���������� �&��
�
��

�� ?��*����� ������� ����,�� (J + J̄)|B〉 = 0� �� +	�� �� ������ �� ����� �� <�	�����

�&����� (Jn + J̄−n)|B〉 = 0� B� ������ +	� ��	� ���+	� �������������� j �� �&��
�
�� ��

?��*����� �� �/���� 	� 	��+	� ���� �� ��������� +	� �� �������������� j� +	&�� �������

���� ����������� T9U �� +	� ��	� �������� |j〉�

�A



;��� �� ��� �S �� 5������� �� ��������� ��� �&��������� ���
����� ��� |j〉 ��
�������

�&�����
�� ��� ����� �������� ���� �� �������� �� ���� �� 5������� �� ��������� �	 ��������

���� �� �����	� ��� ������ 5������ G�+	����� G����7HH �&�����

Z(t) =
∑

j

〈f |j〉〈j|i〉〈j|Tr
[
(q̃2)L0−c/24

]
|j〉.

'� +	������ 〈f |j〉 �&���������� ����� �� ��	���
� �� �&���� �� 
��� |f〉 ���� ��� ������

5������ ���� �� �������������� j� �� ��	� �� �������� Dj
f ���� �� �	���� '� +	������

〈j|Tr
[
(q̃2)L0−c/24

]
|j〉� +	��� - ����� �&��� �	��� +	� �� ��������� χj(q̃

2)� �&�S �&�/�������� �

Z(t) =
∑

j

Dj
f Dj

i χj(q̃
2).

)��� ���� �&�	��� ���� 4��� �
��� - �� 5������� �� ��������� ���� �� ����� �	���� G�+	�����

G�����HH� +	� �&�����

Z(t) =
∑

j

nj
ifχj(

√
q)

�S nj
if ��� �� ���
�� �� 5��� �S �� �������������� j ������Y� ���� �� ������� ��� ������ �����

��� ;*
����� i �� f � '� 5��� +	� ��� ���������� ������������ ���� ��� �+	������ �����������

���� ������ ��� �� �������� G����:H� �� +	� ��� nj
if ������� 4��� ��� ������� ������5�� ��� 	��

���������� 5���� �	� ��� ����� �� 
��� �����
����

��� ����� ��� ��� ������	��� ��� ����� TAU� +	� � ������ +	&�� ��	� �������� - ���+	�

�������������� r �� �&��
�
�� �� ?��*����� 	� ���� |r̃〉 G+	&�� ��������� V ���� �� ���� r W

���� �� ��� �� SU(2)H� �� +	� nj
r̃s̃ ��� �� ���
�� �&���������� �� �� �������������� j ����

�� ����	�� ��� ��������������� r∗ �� s G���I����� �� 5	����H�

=����� ����� ������� ��	/ ;*
����� �� ����� r �� s� �� �����Y� �� ������� ��� ������ +	�

���� ����� ������ ���� ��	� 5������� �� ��������� ���� �� ����� �	����� $�� 	�� �����5����*

���� ���	������ �� �
����� �� ����� 5����� �� ���� ��� Dj
r� E�	� 	���������� �
���������

���� ���� �� �	��� �� �� ���������

$�	� 	�� �������������� ������ �� �&��
�
�� �� ?��*������ �� ����� ��� ����� �&�
�����

�� 5�Q�� ��������� �	/ ������ 5������� - ���� ���� +	&�� �&� � +	&	�� ��
�
�� �� "������� P

���� ��� �4��� ��������� +	� ���� �&�+	����� G�����H� �� ���	��

m2 =
1

α′

(
−1 +

cR

k + h(g)
+ N + M

)
. G�����H

;��� �� ��� �� SU(2)� �� ��
�� �� 5	���� ��	� ��� ��������������� ����
��
��� �� ŝu(2)

���

[j1] ⊗ [j2] = [|j1 − j2|] ⊕ [|j1 − j2| + 1] ⊕ . . . ⊕ [min(j1 + j2, k − j1 − j2)],

7�



���� ��� Z $������� ��� ;*
����� �	� �� 6*������ G��� k = 4H�

�� +	� ����� �� ��������

'�	� 
�������� � ��� ��	���� ��	� ���� T��� �6U� B� ������ +	� ��� ;*
����� �������+	��

���� ���������� �	� ��� ������� �� ����	
����� �	 
��	��� ;��� �� ��� �� SU(2)� �� ���� ���

�*������� �������� ���� ��� ����������� �������� 	�	������ ���

ψ =
(2j + 1)π

k + 2
G�����H

G,
� ���H�

;��� �� ��� �&	� 
��	�� ��� ���������� �����/�� �	��+	� �� 5������� �� ���������

�	 ���� �&��� ��� 	� ��������� ���	����� ���
����� �� �� ��	� ��� �����+	�� �����������

�� ������� �� ������ )� ��������� �	��+	&	� 
��	�� ��� ���������� �����/� �&�
�����

��� ������,������ �� ������ �� ��� ����	������� 	�������� ��� 	� ��	�*
��	�� �������� ��

��	��� ���	��� ��� ;*
����� ��� ������,������ ��� ;*
����� �	 ����	������� 	���������

;��� �� ��� �� RP
3� +	� ��� ������ ���� T��U G����/� # �� ����� �����H� �� �&�
�� ����

�� ���������� ��� ;*
����� �� �� 6*������ �� �&������,�� ������ +	� ���� ��������������

��������� ������� +	� �&������,������ Z2 �
�� ���

ψ → π − ψ, θ → π − θ, φ → φ + π, G����6H

�� �� ����	�� +	� ��� ����� �� ����� �&�������� j �� k/2 − j ���� ������,���

$�	� j < k/4� ���� ������,� ��	/ ;*
����� ��>�������� �� �&�� �
����� ���� 	�� ;*
����

������+	�� +	� ��	� 
���������� V 
���� �� ���� j W�

;��� �� ��� j = k/4� �&���*-*���� �	� �&V �+	���	� W� +	� ��� 	� ���� ��������5� �� ��	�

������
�� ��	/ ����� �&������,������ �

Z �� �� ������,� 	� ����� �&	�� ;*
���� �+	�������� �� S3 ���� �� ����� ������ �	�

	�� ����
 ;*
����� �� �
����� 	�� ;*
���� ������+	� ����	��� �	� �&�+	���	�� ����

��	/ ������ �� �� ;*
���� �	� ���+	� ����� �� �&�+	���	��

Z �� �� ������,� 	� ����� �&	�� ;*
���� �+	�������� �� S3 ���� �� ����� ������ �	� ��

�,�
 ;*
����� �� ;*
���� �
���	� ��� 	� ���� ��������5�

7�



$�	� ������� �� ������� �� �� 
��	�� �� ��	
� ��� ;*
����� �+	���������� ��	� 	����������

�� ����������� �	������ � �� � N ;*
����� ������+	�� �+	��������� �	� S3� �� �&������,������

Z2 �
�� ����� 	�� ����	������ �����	����� ������� +	&	� ���� �� 
��� ��	� 4��� 	��

���
������� �������� +	�����+	� �� ;*
������ �&������ ��� ����� �� 
��� ��� 	� ������

��������� �� ��������� N �� �&������ �� Z2 �	� �	� ��� 	�� ������� 	������� Z� $	��+	�

Z2 = 1� Z ��� ���
�������
�� ���� n+ ����	�� ������� +1 �� n− ����	�� ������� −1� ����

n+ + n− = N � �� �� ��	� ���� ������� ��� ;*
����� ����� n+ ;*
����� RP2 �� ��
�� +�

�� n− ;*
����� RP
2 �� ��
�� −� E�	� ������� ��	� ���� �� ��
��,������ �� ��� ��
����

;��� ����� ������������ 	�� ;*
���� �+	�������� ������+	� ���������� - Z = ( 0 1
1 0 )�

+	� � 	�� ����	� ������ +1 �� 	�� ����	� ������ −1� �� +	� ����	�� - �� ���������� �����

�� ���
������� �� ��	/ ;*
����� RP2 �� ��
��� ��������


�
�
 �������
 �
� "�#��	
� ��- ����
� �
���
�

E�	� ��	� ���������� ��� - SU(2) �� SO(3)�

��� �� $"+�,

'� 5������� �� ��������� ��� ������ �	������ ����� ��	/ ;*
����� �� ����� r �� s ���

������ ��� �� ���
����� �� �&�����	 �

Ars = Tr(
√

qL0−c/24) =

k/2∑
j=0

N j
rsχj(

√
q).

�S q = e−2πt�

����� ��	� �&����� �	 ���� �� ��� ����� ����� ������	�� ��	� �&����������� ���� ��

����� 5���� ����� �&�����
� �&	�� ����� 5����� ����� ��� ��	/ ;*
������ $�	� ����� ��

�&�
�� �&�/������ �&������	�� �� ������ �� q̃ = e−2π/t - �&���� ��� �+	������ G����:H ��

G����8H� B� ���	�� ������ ����� �� �&� �������

Ars =

k/2∑
j=0

Dj
rD

j
sχj(q̃

2)

�S Dj
s ��	�

Dj
s = sin

(
(2j + 1)(2s + 1)π

k + 2

)√
Nj G�����H

����

(Nj)
−1 =

√
k + 2

2
sin

(
(2j + 1)π

k + 2

)
. G����7H

'� 
��	�� �� ��	
� ���� 
��� �L��
∏

j U(nj)�

7�



��� �� $(+�,

'�� ������ ����� ��	/ ;*
����� �� ����� r �� s ������������� �	� �� 6*������ - ���

������ ����� ��� ;*
����� �� ����� r �� s �&	�� ����� �� k/2− r �� s �&�	��� ���� G��� ��	/

�	���� �����
������ ���� ������,��� - ������*��H� '&������	�� �� �&�����	 �������������� ���

���� �

Ars =

k/2∑
l=0

(N l
rs + N l

k/2−r,s)χl(
√

q).

$�	� �
����� ��� ��	���
�� ��� ;*
����� �	/ ������ 5������� �� �������� ����� �����*

�������� ��� ������	��� �� ������ �� �� �����
�� q̃� B� ���	�� ����� +	� ��	� j ����*

������� Dj
s = 0� �� +	� ��� ������ �	��+	� �� �&� � ��� �&���� ��� �2���� ���� �� ��������*

������ (j, j) ��	� j ����*������� �� ��	� j ������ Dj
s(SO(3)) =

√
2Dj

s(SU(2))�

 � �������� �� ����� +	�� ��	� ��� ������� ������
�+	��� ��� ;*
����� ������+	�� ��

��	���� ��� 4��� ��	����� �	/ ������ 5������ �2������� ���� �� �&�
�� �- �� ��	���
�� �	/

������ ��� �2������ 	��+	������ )� �	���� ����� ��� ;*
����� �+	��������� ������+	��

���� ���� ���������� �	/ �	����� �� ��	� ��� ���������� ��� ����� ��� ;*
����� �� ����

k/4� ���� ��	�� ��	���
�� ���� ������ ��� Dj
k/4�

$�	� 	�� ����� �	����� ����� 	�� ;*
���� RP
2 �� 	�� �� ���� s� �&�����	 �&�����

Ars =

k/2∑
l=0

N l
k/4,sχl(

√
q)

�S R ����
�� �� ;*
���� RP2� ���� ��� ����������� �	 ��
�� �� �� ;*
���� RP2� B� ���	��

�����

Dj
R =

1

2
Dj

k/4 G����:H

�� +	� �&��� ��� �	�������� �	��+	� 	�� ;*
���� �+	�������� ������+	� ��� 	�� ���
�������

�� ��	/ ;*
����� RP2�

'&������	�� ���������� �� ��������� �	�	�� ��5�������� �	� �� ��	���
� ��� ;*
�����

RP2 �	/ ������ 5������ �2������� ��	� ����������� ��� ������ ����� ��	/ ;*
����� RP2 ��

��
�� ��,��� �� +	� ���������� �	� �� 6*������ - ��� ������ ����� ��� ;*
����� �+	����������

)� ������ Z �&������ �� �&������,������ Z2� �� ���� �����

Z|N, l, ij〉 = (−)lsisj|N, l, ij〉 ��	� l = 0, 1, . . . , k/2, G����8H

�S N ��� �� ���
�� �&�/��������� �� �&����� l �� ���� �� �� �������������� �� SO(3) ��	�

��+	���� �� �� �����5����� i �� j ��� ������� ��� ��	/ ;*
������ si �� sj ��	�� ��
���� '��

����	�� ����+	��� ��	� l ���� ������ �S N l
k/4,k/4 �� �&���	�� ��� �� �� ��
�� (−)l ��� �� ������

76



�	 l*���� �������+	� ������+	��  � �� ����	�� +	� �&�� � 	��+	����� ��� ������ �&�������

���� ����� ;*
����� �� �4�� ��
��� �� 	��+	����� �&������� ������ ����� ;*
����� ��

��
��� ��>������� '&������	�� �� �&�����	 �������������� �&����� ����

ARR =
1

2

∑
l=0

l ������

χl(
√

q) ± 1

2

∑
l=0

l ������

(−)lχl(
√

q)

�S ± ��� �� ����	�� ��� ��	/ ��
����

����� �� ������� ����� �������� ��	� ��� ��	���
�� �� �� ;*
���� RP
2 ���� ��� ������

5������ ��� �2������� �� ��	/���� �� �������� +	� ��� ��	���
�� ���� ��� ������ �2�������

=���� 	�� �����5�������� ���	������ �� ���	�� +	� �� ;*
���� �&��� ��	���� +	&- �&����

�2���� ���� (j, j̄) = (k/4, k/4)� �� �� ��	���
� ���

D������	
R = ±1

2

√
k + 2

2

�S ± ��� �� ��
�� �� �� ;*
����� �� ��
�� �&��� ���� ���� �&�	���� - 	� 5����	� �	����+	�

����� +	� �� ����
� ��	� �&���� �2���� (k/4, k/4)�

����������� ���������� �� ����� �� ��	
�� ������� +	� ��� ;*
����� ��� 	�� 
��*

������ S2 × M ′ ���� S3 × M G�	��+	� �� �����+	� �	� S3 ��	�� �&�	���� ��� �� ����H� ��

�&��������� �	 ����� �� ��	
� �>����5 �	� M ′ ����� ���	����� �������������� �� �� �*�������

���� - �� ������ �	 ����� �� ��	
� ������������ ��� ����������� �	� �� �*������� +	� ��

���	�� ���� �� �������������� �� ���� � �� �&��
�
�� �� ?��*������ ������� +	�� �� �� +	�

�������� ��� ;*
����� �+	���������� �� �������������� �� ���� � ������Y� ����� ��� ;*
�����

�� �4�� ����
� �2������ �� �����	� +	� �� 
��	�� ���
∏

j<k/4 U(nj) × U(n+) × U(n−)�


�
�� ������� �
���������.�
� 
� ���#��������	 ��� �
 /�-

E�	� ������ ���������� ��	� ���������� - �� ����������� �>������ ��� ;*
����� - 
����

����
��� �&���*-*���� �&������ �� #���* �5����

$�������
 ��� �������� ���
��7���

%�	� �&�
���� 	�� +	������ ��� �� ������ �&�S ������ �	 �����	 �� �&������ �>�������

�� +	����,������ �� �� �������� ��� ;*
����� ������ ��� �� ������� ���5���� G�+	�����

G�����HH� ����� +	� ��	� ���
������ ������� +	&����� �&��� ��� 	�� �	�5��� ��������� B� �� ����

+	� ���� ��� ��� ����������� - �� +	����,������ �	 D	/ ��
����+	� - ������� �� ;*
�����

'� ��� �� �� 6*������ � ��� ��������� ������������ �� T��U� �� �� ����	� � ���	��� ���


��������� - ��� 
��	��� �������� +	�����+	�� T�7U� E�	� ��	� ������������� ��� - �� 6*

�������

7�



;��� ��� ����������� ������+	�� ��
��	������ �� �����+	� �� �� 6*5���� �� E���	*

���2��M �&�������� �

ds2 = k̃α′ [dψ2 + sin2 ψ(dθ2 + sin2 θ dφ2)
]

H = dB = 2k̃α′ sin2 ψ sin θ dψ dθ dφ

�S k̃α′ ��� �� ����� �� �� 6*������ G�� �&�
����� �� ���������� +	����+	�� k̃ ������ �� �����	

�� �&��
�
�� �� ?��*�����H� B� ��	� ������� ��	� B 	�� ��	
� ���������� 	�� ��������

SO(3) �

B =

[
k̃α′

(
ψ − sin 2ψ

2

)
+ πα′n0

]
sin θ dθ dφ. G����9H

���� � ��� ���
	������� �	/ ��	/ �3��� ψ = 0 �� π� '� 5������� �&���� �&	�� ����� ����	���

�	��	� �� ����� ���
	������ ��+	���� 	�� �����
∫

S2 B/2πα′� +	� ��	� 2πn0 �� ψ = 0 ��

2π(k̃ + n0) �� ψ = π� ���� ��� �������
�� �� ���� ��� �	������ �� 2π� ���� n0 �� k̃ �������

4��� �������� ���� ��� 	� ����� ������ �� ���� +	� �� ����� �� �� 6*������ ���� 4��� +	����,��

����������� ���������� 	�� ;�*
���� ������+	� - 	�� ����	� ,/�� �� ψ� B� ��	� ��

�	��� �&	� D	/ ��
����+	� 	��5����

F = dA = −n

2
sin θ dθ dφ

�S n� �
�� - �&������ �	 D	/ ��
����+	�� ��� 	� ������� B� ������ +	� n �&��� ��� ���������

�� ��	
�� �	��+	� �� �*5���� ���������� ��� B̂ + 2πα′F � �� ��� F � )� ��������� n − n0

�&���� E�	� ������� �
������� �� ������ 	� 5��� �� �������� �	����� �������� ���� 	�

������� ������

'&����
�� �� #���* �5��� ��	� �� ;�*
���� �&�����

E = TD2

∫
dθ dφ e−Φ

√
det(ĝ + B̂ + 2πα′F ) + . . .

= 4πk̃α′TD2e
−Φ

√
sin4 ψ +

(
ψ − sin 2ψ

2
− π(n − n0)

k̃

)2

+ . . .

�� 0 < n − n0 < k̃� ���� ����� 	� �����	� ��	�

ψn =
π(n − n0)

k̃
.

'&������,������ ���� �&�+	����� G�����H ����	�� �	/ ��������� �	������� ����� ��� ����������

- 
���� ����
�� �� ��	/ �� �&���� �� ����� �� ������� ���5���� �

n − n0 = 2j + 1 G����AH
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k̃ = k + 2.

E���� �� ��������������� �	 ����� k → k+2� ���- ���������� ���� �&�/�������� �	 �����	�

����
��*���	������

;��� �� ��� �� RP3� �� ���
��������� ��� ;*
����� ������+	�� �� 5��� ��� �� �4��

���������� '�� ;*
����� �+	���������� +	��� - ������ ���� ���
������� ��� ��	� ������
���

+	� ��� ����� +	&����� �� ��	���� ��� �� ��5����� ������L���� �� 	� ������

�������� ��� ������ ����
��

'�� ��	���
�� Dj
s ��	���� �&�
����� ����*������+	����� - ������ �	 ��	���
� ���������

��� ;*
����� �	 �������� ���	�*�� ��	� �� ���������� �� �������+	�� �����������+	�� �

Φ =
∑

j

2j∑
L=0

L∑
M=−L

ΦjLMFjLM(ψ)YLM(θ, φ).

������� +	� �� ��	���
� ��������� �&������ ��	� 	�� ;*
���� ���	�� �� ψn�∫
S2

dθ dφ Φ sin ψn sin θ,

��	�� ������������ ��� �������+	�� L = M = 0� �����

Fj00(ψ) =

√
2

π

sin(2j + 1)ψ

sin ψ
,

�� ���	�� 	� ��	���
� �>����5 �	 ������� ������

Dj
s �
 ∝ sin

(
(2j + 1)(2s + 1)π

k + 2

)
.

B� ���� ��	� �&�
��� +	� �� ���������� �� s ��� �� �4�� +	� ����� ������ ��� �� ����*

��� ���5���� G�+	����� G�����HH� )� �� +	� �������� �� ���������� �� j� �� �������� ��

�����+	�� +	� ���� ��� ����	�� �� ������� ���5���� �� ����������� ��� ����� ������� ��

J3 �� J̄3� ������������� �	/ ����� 
�	��� �� ����� �� so(4) = su(2)L ⊕ su(2)R� ����� +	�

���� �� ����	� ����*������+	� ��	� ����� ��������� ��	�3� ��� ����� ������� �	 ���� �	

��	�*
��	�� ���
���� SO(3)� �&	� �� �&�	��� ����� ������ ���

|j, L = M = 0〉 =
1√

2j + 1

j∑
m=−j

|j, m,−m〉,

�&�S ����	�� +	&�� 5�	� �� 5��� �������� Dj
s �� (2j + 1)−1/2Dj

s �
� B� ���� ����� +	�� ����

�� ������ �� 
���� k� �� +	� ������� - �� ������ α′ → 0 - ����� ,/�� ��� ��	/ ��	���
��

7:



���� �
�	/ - 	� 5����	� ����������� �� j ���� +	� ���������� ��������������� �	 ��	���
�


������������� G�5� T��U ��	� 	�� ����� �� ������ ������� �� ��	� ��� 5����	��H� '� 5��� +	�

�&������,������ �� ������ ��� ��	� k ,�� �&� ���� �&��������� �	��+	� ����� ��	� �&������ ��

;����*#���* �5��� �&��� ������ +	� ��	� α′ ����� P �� ��� �	 ��������� ��	� - 5��� �����+	�
��

+	�� ���� ��	������ �� ��������������� k → k+2� �&������ �>������ ������	��� �/��������

�� �������� ��� ;*
������ �� ���������� �� �� ;*
���� �	 ��	���
�� ��� ����� ��	� ��

������� ���� �� �	���� �� ������� ��� D	��	������ - 
���� ����
���

3������ 8����������

(	�+	&- ����������� ��	� ����� ��������� ��� ;*
����� - ψ ��������� E�	� ������

���������� ��� 5���� D	��	��� ����� +	� �� ����� ���������
����+	� �	� ������ ;��� ��

���	�� �S� ����� ��� ������������� 	� ������*����� ������� �&�	���� 
	��� �� �����

��	� ������ ���	��� 	�� ��������� ���������� G�� 5��� �� �� ��� ���	��� �&�	��� �����*

���� ��
��,� ���������� +	� ��	� �&������ ��� ��	� ������	��� ��� D	��	������ ���� ���

����������H� )� �� +	� �������� �� ����� ���������
����+	�� ��	� ��	� ���Q��� ���� ��

��	
� A0 = 0� E�	� ����� ���� ����� ������ 5�������� �� (t, θ, ψ)� +	� ��	� ��������

����� �	�� �

ψ = ψn + δ, Aθ =
k̃

2π
αθ, �� Aφ =

n

2
(cos θ − 1) +

k̃

2π
αφ.

 � �&�
�� ���������� �� ���������� �� ��
���
��� �� #���* �5��� �	�+	&- �&����� +	������+	�

�� ��� D	��	������� B� �

ĝ + B̂ + 2πα′F = k̃α′

⎛
⎜⎜⎝
− 1

k̃α′ + (∂tδ)
2 ∂tδ∂θδ + ftθ ∂tδ∂φδ + ftφ

∂tδ∂θδ − ftθ sin2 ψ + (∂θδ)
2 ∂θδ∂φδ + Fθφ

∂tδ∂φδ − ftφ ∂θδ∂φδ − Fθφ sin2 ψ sin2 θ + (∂φδ)
2

⎞
⎟⎟⎠

����

fmn = ∂mαn − ∂nαm �� Fθφ =

(
δ − sin 2ψ

2

)
+ fθφ.

=���� +	��+	�� ����	�� ���� ��I�	����� �� ���	�� �� ��������� �	 ��
���
����

%�	� �&�
��� �� � 	� ����� �������� ������������� - fθφ� \ �������� �	�� ���� ���
��

���������� �� 5��� +	&�� ��������� �	��	� �&	�� ���	���� ������+	� �	 ��	������� )� 5���

�� �&�� ��� ����� ��� �&����
���� �� �� ����� �	� �� �*������ ��� �� D	��	����� �	 D	/ �	

����� ��
����+	�� ��+	���� ��� �������������� �	��� �	��+	� �� D	/ ��� +	����,�� B� ����

���� +	� ����� +	����,������ ��� ����������� - �� ���
��������� �� �� ;*
�����
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'�� ������ +	������+	�� ��	���� �&������ ����� �	�� �

δ(2)S = −TD2(k̃α′)2 sin ψn ×

×
∫

dθ dφ
√
− det γ

[
1

2
∂mδ∂mδ +

k̃α′

4
fmnfmn +

1

k̃α′ δ
2 +

2

k̃α′ δ
fθφ

sin θ

]

�S �� �����+	� �>������ γ� +	� ���� - 5���� ������ ��� �������� ��� ������ ���

ds2 = −dt2 + k̃α′(dθ2 + sin2 θ dφ2).

����� �����+	� �&��� �	��� +	� �� �����+	� �� ����� �	����� �� �&�+	����� G����8H� B� ����

���������� �	� ��� �/����� +	� ��� ������ �	� �� ;*
���� ������ 	�� 
�������� ������ ���

����� �����+	�� +	� ��� ��>������ �� �� 
�������� �	� ��� ��� ������ 5������ � ����������

��� ;*
����� ��� ��	��� �� �4�� ����� ��	� ��� ������ �	�������

 � �� ����	��� ����� +	��+	�� ����	��� ��� �+	������ �	 ��	������ �	������� �

d2

dt2

(
δ

fθφ/ sin θ

)
= − 1

k̃α′

(
−� + 2 2

−2� −�

)(
δ

fθφ/ sin θ

)

�S � ��� �� ��������� �	� �� �*������ �� ����� 	�����

$�	� ���	��� ��� ����	�� ������� �� ����� �������� �� ��������� δ �� fθφ/ sin θ ��

�������+	�� ������+	�� �

δ =
∞∑
l=0

l∑
m=−l

δlmYlm(θ, φ) �� fθφ/ sin θ =
∞∑
l=1

l∑
m=−l

flmYlm(θ, φ). G������H

B� ������ �&�
����� �� ����� l = 0 ��	� f - ��	�� �� �� +	����,������ �	 D	/� �&�S

����	�� +	� ��	� l = 0 �� ��	�� D	��	����� ��� ����� �� δ� ���� ����� ����� 2/(k + 2)α′�

$�	� l > 0 �� ������� �� ����� �&�����

1

(k + 2)α′

(
l(l + 1) + 2 2

2l(l + 1) l(l + 1)

)

���� ��� ����	�� ������� ���� (l + 1)(l + 2)/(k + 2)α′ �� l(l − 1)/(k + 2)α′�  � �� ����	�� ��

������� �

m2 =
j(j + 1)

(k + 2)α′ ���� ��� ��������������� (j − 1) ⊕ (j + 1), G������H

�S j ����� ��	��� ��� ����	�� �������� ���������� ����� ������	 +	� ��	�� �� ��������������

�� ���� � ������Y� ��	� j = 0 P ��� ����� M��� ������������� - ��� ��������� ��
��������

�� �� �*������ ���� �� 6*������� '�� �	���� ����� ���� �����5�� �� +	� ���	�� �� ���
�����

�� �� ;*
�����
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'� ����������� �� �� ���	���� ���� �� �<% ��� ������ '�� ������ ���	���� ���� ������

�� �&�+	����� G�����H� ���� N + M = 1� �� +	� ���������� �	������� �	/ �/��������� ��


���� ����
��� �� ��� N + M = 0 ����� �/��	 ��� �� ���������� 0�B� ��� ����� ���� ��

�� 5���� Ja
−1|j〉� ���� �� �����5������ ��	� ��� ��������������� (j − 1) ⊕ j ⊕ (j + 1)� '�

���������� �� "������� ��������� �� �������������� j G�&��� �����*�- +	� ��� �������� ��� ��

� � �	���� �� ����������� +	� �&����� ���� �� �������������� j �� SU(2)� ���� 2j + 1H� ��

������� ��� ,�������� �� ������ ���� #���* �5����  � � � ��	��5��� 	�� ��>������ � �&���

+	� �� �<% ��	� ������� +	� j ��� 
���� G��5����	� - k/2H� �� +	� #���* �5��� �� ������

��� �� ����� '- ������� ���� �� �������� �������� �� �� �� �������� +	� #���* �5��� ���

������ ���� �� ������ k → ∞�

;��� �� ��� �� RP3� �� ��� ���������� �&������� n0 = −k̃/2 ��	� +	� B ���� 	�����	���

���� ����� 5���� ��� ������ ���� ���� ���������� - S3� �� ������	���� ��	� ��� ;*
����� ����*

��+	�� �S ��� ���	����� ���� ������+	��� '� ������� ��� ������� D	��	������ �� �� ;*
����

������+	� �+	�������� �� �������� +	� �� ������ ��� ������ �	������ ��
���� ��� ���� ���

����	��� �	� 	� ���� ��������5�

'� ����	� ��� D	��	������ �� �� ;*
���� RP2 ��+	���� �&������� F = 0 �,� +	� �&������

�� #���* �5��� ���� 
��� ��,���� '�� D	��	������ �&�
�������� �� �� �4�� 5�Q��� - ����

���� +	� �&�� ���� ������� �&���������� ��� ��� �����5��������� G����6H� �&���*-*���� +	� �&��

���� �����

δ(π − θ, φ + π) == δ(θ, φ)

αθ(π − θ, φ + π) = −αθ(θ, φ)

αφ(π − θ, φ + π) = αφ(θ, φ),

�� +	� �����+	� +	�� ���� �� ������������� G������H� �� �&������Y� +	� ��� �������+	��

�������� �&�S ����	�� +	� ���� �&�+	����� G������H j ���� 4��� ����� �� +	� ��� ���5����

�	/ ���������� �� �� ������� ���5�����

&!( �������$���� ��� S3 �� RP
3

����� ������� ��� ��������� - �&��	�� ��� �������5���� ���� ��� 
��	��� �������� ���

�
������ ��� ��	� ������� +	� ���� S3 �� RP3� ����� +	� ��	� �&����� 5���� ���� ��� ��������

T�AU G����/� = �� ����� �����H �� T��U G����/� # �� ����� �����H� ������������� �	/

��������� �������	���� +	� ���� ������� �	������ ��
�
��+	�� T��� ��U� ���� ��������� ��

�������������� ��
�
��+	�� ��	� ���	��� �� 
�������� T�8� �9U� ��	� ������ ����� �� ��

7A




��������� �&���*-*���� +	� ��	� ����� �&�
��� ���	�� �� �������� ��� �������5���� �����
����

�	�� ��	�� ��	���
�� �	/ ������ 5������ ��� 	�� ������� ��������� - �� +	� � ��� 5��� ��	�

��� ;*
����� ���� �� ������� ����������� E�	� ���������� ��� ��� �������5���� ���� ;*
����� P

�&����������� ����� ��� ��	/ 5��� �&�
��� �� �� ������� �	�������


���� "
��������	 ��������.�
 �
� ���
	�������

$"+�,

B� ��	� ���������� SU(2) ����� �	�� �

g =

(
X1 + iX2 X3 + iX4

−X3 + iX4 X1 − iX2

)
,

�S ��� Xi ���� - ����	�� �	� 	�� 6*������ �� ����� �� B	��� ��� ����������� ��������

	�	����� �

X1 = cos ψ, X2 = sin ψ cos θ, X3 + iX4 = sin ψ sin θ eiφ,

��	� ������ ����� - 	������� ��� ��
��� �&)	���� ��,��� ���

X1 + iX2 = sin α eiβ, X3 + iX4 = cos α eiγ ,

���� α ∈ [0; π/2] �� β, γ ∈ [0; 2π]�

'&�������5���� ����� ��	� �&����� �	 ������������� �������� - ���
���� 	�� ���������

�&����������� �� �� �	�5��� �&	������ GΩ : σ → −σH �� 	�� ��������� �����	���� h ��

�&������*������ '� 5��� �� ������� 	�� ��������� ���	�� �&���������� �	 ������� ����� ��

�&������ �� .C. G�+	����� G�����HH� ���� �&���� �� ��������� ��� �� ��� ��	� �� �����

�� .���*C	���� � �	��+	� Ω ������� �&����������� �� ��	�� ������� ����� ��	� 
��� ��

�	�5��� �&	������ �� �� ������ �� 5�	� +	� h ������� �	��� �&����������� �� �&������*�����

��	� ���	��� �&���������� �	 ����� �� .���*C	����� E�	� ���������� �
�������� �����

���� �� ����� ��	�� ��� ;*
������ �� ������������ �� �&	�� ��� ��
�
��� �� ?��*������ ��

+	� �����Y�� +	� h ���� ����	��� ���� ��� ��������� - ψ ,/��

������� +	� ��� ���������� �����	����� �� �� 6*������ �&��������� - ����	
����� ��� 	�

������� �	 
��	�� ����� diag(±1,±1,±1,±1)� �� �
�	��� ,�������� - ��	/ ����/ ��	�

h G,
� ���H �

Z h0 = diag(1,−1,−1,−1)� �&���*-*���� g → g†� �� +	� �� ������ �� ����������� �&�����

(ψ, θ, φ) → (ψ, π − θ, φ + π), �� (α, β, γ) → (α,−β, γ + π).

:�



O

O

0

0

O2

 

���� ��� Z $�������� �����
��� ��	� ��� �������5���� �	� �� 6*�������

'�� ������ ,/�� ���� ��	/ �������5���� O0 ���	�� �	/ �3��� �� �� 6*������ Gψ = 0 ��

πH�

Z h2 = diag(−1, 1, 1, 1)� �&���*-*���� g → −g†� �� +	� �� ������ �� ����������� �&�����

(ψ, θ, φ) → (π − ψ, θ, φ), �� (α, β, γ) → (α, π − β, γ).

'&�����
�� ��� ������ ,/�� ��� 	� �������5��� O2 ���	� - �&�+	���	� Gψ = π/2H�

1����+	��� �� ������� +	� �� ���� �� �����5��������� �� 
��������� �������� - �&��*

����� +	�� 
��	�� � ��	� ��	� ������� λ �	 ������ �	 
��	��� g → λg−1 ��,��� 	�

�������5����

$(+�,

$�	� �
����� ��� �������5���� �� RP3� �� ��������� � ���
�� 	�� ��������� �� S3 ����

h2 = ±1 G�	��+	� 1 �� −1 ���� ������,��H� '� ��������� +	� h ������� �&����������� ������

�� 5��� �� �� ������� - h0 �	 h2� ����� ��	� SU(2)� ��� ��	/ ���������� ����� ������,����

����� ������� ��	��� ��	/ 	�� �4�� ���,
	������� ���� ����� ������ ,/�� 	� O0 �	

�3�� �� 	� O2 ���� ��������5 - �&�+	���	��


���
 �������
 ��- ����
� �
���
�

����� ��	� �&����� �	 ������������� �&������	�� �� �� 
�	������ �� ?���� ��	� �&��*

��������� ���� ����� 	�� 
�	��� �� ����� 5����� ����
���� �&������������ ���� ����� 	��

�������� �� �
�������� �&	�� ����� 5����� ��� 	� �������5���� )� ������� +	��� ����� ���*

:�



���� �� ���+	��� ���� �	������� ��� �� ���������� �������5���� �� ��	��� ���	��� �&������	��

�� �� 
�	������ �� ?���� �� �� ���	��� �� ��	���
� �� �&�������5��� �	/ ������ 5�������

$"+�,

'�� ����� �� ����� 5������ ����� ����������� ���� �� �� 5����

P (Ja
n, J̄ ā

n̄)|j, m, m̄〉

�S P ��� 	� �����3��� Ja
n �� J̄ ā

n̄ ���� ��� 
�������	�� �� �&��
�
�� �� ?��*������ ��

|j, m, m̄〉 ��� 	� ���� �������� G���� �/���������H ���� �� �������������� (j, j) �� �&��
�
���

'&������ �� �&�������5��� �	� ��� ��	����� �� ?��*����� ��� ������ � �� ����	�� ����*

��������� �� �&�+	����� G����6H +	� Ωh0 �� Ωh2 �����
��� ��� ��	����� 
�	��� �� ������

)� �� +	� �������� ��� ���������� �� �
����� �&������ �� �&�������5��� �� �����������

��� �������	�� �� �����/ ���������������  � �&�
�� �&�������+	�� ������+	�� +	�� ���� ���

����������� �&)	���� �&��������

Dj
mm̄(α, β, γ) = ei(m+m̄)γei(m−m̄)βP j

mm̄(cosα).

'� 5���� ������� �� P j
mm̄ �&������������ ��� ��� � ��	� �� +	� ������� ��	� ��	� ��� ��	�

�������� ��� �����
� �� m �� m̄� '&������ �� �&�������5��� �	� ��� ��������� �� ����	�� �

Ωh0|j, m, m̄〉 = (−)m+m̄|j, m̄, m〉, �� Ωh2|j, m, m̄〉 = |j, m̄, m〉.

E�	� ����� ���������� �� +	&�� 5�	� ��	� ������ �� 
�	������ �� ?����� ������� +	�

��	�� ������������� ��� ����� ���� m = m̄� �� +	&�� � 2j = 2m mod 2� �� �
����� �

K(0) =
1

2

k/2∑
j=0

(−)2jχj(q
2) �� K(2) =

1

2

k/2∑
j=0

χj(q
2). G��6��H

E�	� ����� �	 �&�	��� ���� G�+	����� G��6�6HH +	� �&������	�� �� �@
�	� �&����� �	���

K = 〈C|
√

q̃
L0−c/24|C〉� )� 5������ �� �4�� ������������ +	� ��	� �&������	�� �� �&�����	

���� ��� ����� �& ���
���� �� �������� |jC〉 �	 ���	 ��� ����� �& ���
���� �� 
���� �� �
�����

K =

k/2∑
j=0

(Cj)2χj(
√

q̃)

�S ��� Cj ���� ��� ��	���
�� �� �&�������5��� �	/ ������ 5������ ���� �� ��������������

(j, j)� N�� �����5�������� ���	����� - ������ �� �&�+	����� G��6��H ������ �� ����	��� ���

:�



Cj� �� �� ���	��

Cj
(0) = εj

(0)E2j+k sin

(
(2j + 1)π

2k + 4

)√
Nj G��6��H

Cj
(2) = εj

(2)E2j cos

(
(2j + 1)π

2k + 4

)√
Nj G��6�6H

�S En ��� �� ��������	� �	� ��� ���
��� ����� GEn = (1 + (−)n)/2H� Nj ��� ����� ���

�&�+	����� G����7H �� ��� εj ���� ��� ��
���� ��	� �&������� ������	� �	��+	� ��	� �&�����

����	�� +	� ��� ������ ��� ��	���
���

$(+�,

B	��� ��� ����� ��� �2������ ��	� �� ���� ������� �� 
�	������ �� ?���� 5��� ������Y���

��� ����� �2����� ���� ��� ����� 
�	��� �� ����� ���� �
�	/� ;��� �� ��� �� �BG6H� �� � �� �

	�� ���� 	� ���� �
�� - k/4� '&������	�� �� �� 
�	������ �� ?���� �� ����	�� �

K =
1

2

[ k/2∑
l=0

l ������

χl(q
2) + ζχk/4(q

2)

]
.

'� ��
�� ζ ����+	� ������� �&���� �2���� �� �����5���� ��� �&�������5���� '�� ��	/ ��
���

���� � ���
�� ���������� �� ���� ���� ���,��� ��� �&��	�� �� �&������	�� �	 �	
�� ��

�@
�	��

����� ���� �� ��� �� SU(2)� �� ��	�� ��� 	�� �����5�������� ���	������ ���	��� ��

��	���
� ��� �������5���� �	/ ������ 5������� B� ���	��

Cj =
1√
2

εjE2j

√
Nj

[
sin

(
(2j + 1)π

2k + 4

)
+ ζ(−)j cos

(
(2j + 1)π

2k + 4

)]
.

���� ������
�� 5�������� - �� ����� ��� ��	���
�� ��� ��	/ ������ �&�������5���� �� ��

6*������� �� +	� �&� ���� �&�������� �	��+	� �	������� �� � ��� 	� O0 �� 	� O2�


���� ��	���������	� �
���������.�
�

$�	� ���������� ��� 5���	���� ��������� ��� 5����	�� E2j �� E2j+k� �� ,/�� ��� ��
����

	�� ������� ����*������+	� ��� 	����� E�	� ������� ����� ��	� ��� ;*
������ ��	� ����������

�	 ��	���
� ��������� �	 �������� ������� +	� �&������ �>������ �� �&�������5��� �&�����

S = −TO

∫
e−Φ

√
− det ĝ,

�S TO ��� �� ������� �� �&�������5���� �� ��	�� ��� ��� ����	�� ���������� �	 ��� ��� ;*
������

����	��� 	� ��	���
� �>����5�

:6



;��� �� ��� �� �&�������5��� O2� �� ���	��

Cj
(2) �
 ∝ TO(−)jE2j ,

�� +	� ���,��� �� 5����	� E2j �� ,/� �� ��
�� �

εj
(2) = (−)j sign(TO2).

'� ���������� �� j �� k �� �&�+	����� G��6�6H �&��� ��� ����
�� ��� ��� �� ����	� �&��� ������

+	� ���� �� ������ �S k ��� 
����� �	+	�� ��� �� �����	� ��	� ��

'� ��� ��� �������5���� O0 �� �� 6*������ ��� ��	� �	
���� $	��+	� ��	� ����� 	� �����*

��5��� - ���+	� �3��� ��	� ��	���
� �	 ������� ��� �� ����� �� ��	/ ������ �

T ���	
O0 Φ(ψ = 0) + T ��	

O0 Φ(ψ = π)

�� +	� ����	�� �	 ��	���
� �>����5

Cj
(0) �
 ∝ (2j + 1)(T ���	

O0 + (−)2jT ��	
O0 ).

$�	� ����� ��	� ���� ��	� ������ ���������� �� ���	�� ������� ��� �������5����� +	� ��� ����

- �� ������� �������� �	 ����� B�

�� +	� �� ����� ��� +	� �� �������� �&	� ����� B ���	�� 	� 5����	� exp
[
i
∫
Σ

B/2πα′] -

�&����
���� �� ������� ������� +	� �&�������5��� �����5���� 	�� �*������ �	��	� �&	� O0 ��

	� ���� ��������5� �� ��� ����� - ���������� �� ��� Σ = RP2� ����� ������	 +	� �&����
����

��� 
��� ��,��� ��� �&�������5��� ����
� �	��� �� ��
�� �� B� =��� ��� ��������� �� �&�+	�����

G����9H� �� 5����	� �
���	 ��� (−)n0 ��	� �&�������5��� ����� �� (−)n0+k ��	� �&�������5���

�	�� '� ������� �� �&�������5��� ����� ��������������� - �� 5����	� O ��	� ������������ ����

��� ��
����� G�������5��� O0−H �� ��� �
����� O �� �� ����	�� +	�

T ��	
O0 = (−)kT ���	

O0

�&�S

Cj
(0) �
 ∝ (2j + 1)E2j+kT

���	
O0

�� +	� ��� �������
�� ���� �� ����	� �� �� 
�	������ �� ?���� G�+	����� G��6��HH ���� ��

������ k 
����� �� ,/� �� ��
�� �

εj
(0) = sign(T ���	

O0 ).

'� ����	� ����*������+	� ��� ��
��� εj
(0) �� εj

(2) +	� ��	� ������ �� 5���� ���� ���,����

���� �� ��� �S �� � � ��� ;*
������ ��� �� ����	� ��� ������	��� �� �@
�	��

;��� �� ��� �� RP3� �� ����	�� �	 ����	� ����*������+	� +	� �� ��	���
� ��� �� �����

�&	� ��	���
� ��	� �� O0 �� �&	� ��	���
� ��	� �� O2� �&���*-*���� �� +	� ��	� �����

���	�� ��	� �� 
�	������ �� ?���� P �� �&������ �� �	��� - �� +	� εj ���� ����������� �� j�

:�



&!) �'"����� �� *������� ���� �������$��� ��� S3 �� RP3

E�	� ������ ��� ��	� ���������� �������������� - �&������	�� �	 ���� �	� �� �	
�� ��

�@
�	�� +	� ��	� �&����������� ���� ����� 	�� 
�	��� �� ����� �	����� ��� ���������

���� ����� 	� �����
� �� ����� 5����� ����� 	�� ;*
���� �� 	� �������5���� ���� ��	�

5�	����� 	� ���� �� ��������� ��� ����	�� ����������� �� ��	� ��������� �� �	��� �� ���	���

��� 
��	��� �� ��	
� �������� �	/ ;*
������

E�	� ����� �	 ������������ G�+	����� G��6�7HH +	�� ���� �� ����� 5����� �&�����*

�	�� �� �@
�	� �&����� �� 5������ ���������� ��� ����� �� 
��� �� �� �������� � M =

〈C|
√

q̃
L0−c/24|B〉� \ �&���� ��� ����� �& ���
����� ���� �&�����

M =
∑

j

〈C|jC〉〈j|B〉〈jC|
√

q̃
L0−c/24|j〉.

������� +	� ��� ����� �� 
��� ����,��� (Jn + J̄−n)|j〉 = 0� ������ +	� ��� ����� �� �����*

��� ����,��� (Jn + (−)nJ̄−n)|jC〉 = 0� �� ����	�� +	� �� ����� 〈jC |
√

q̃
L0−c/24|j〉 �&�����

Tr
[
(−)N

√
q̃

L0−c/24]� +	� �&��� �	��� +	� χ̂j(q̃)� �S χ̂ ��� �� ��������� ����,� ������	�� ����

�&�+	����� G��6��H�

B� ������ +	� ��� χ̂j(q̃) ��	����� ��� 	�� �����5�������� ���	������ �&������

χ̂i(q̃) =
∑

j

Pijχ̂j(q),

�S �� ������� P ��	�

P = T 1/2ST 2ST 1/2.

)��� � ����� ����������� G�5 �� ����	� ���� �&����/� �� T�AU G����/� = �� ����� �����HH

Pij =
2√

k + 2
sin

(
π(2i + 1)(2j + 1)

2k + 4

)
E2i+2j+k.

��
������ ��,� +	�� �	��+	� ��	� ��	� �������
���� - ��� ���,
	������� ����������

	�� ��
�
�� �� ?��*������ ��� ;*
����� ������ ���������� �	 O2� �	 �	���� ��� O0 �����

�������


���� ��� �
� O0 ��� �� ����01�


'&��������� h0 �����5������ ��� ;*
����� �� �����*�4���� �&������	�� �� �@
�	� 5���

���������� ��� ������ ����� 	�� ;*
���� �� ����*�4��� ������� +	� h0 ��������� - 	�� ;*


���� ��� �&������,������ ����������� ���+	� ����� ���� �>���� �&	� ��
�� �
�� - �� ������
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�� �&�������+	� ������+	� �������������� �&���*-*���� (−)l� '&������	�� ���� �� �����

�	���� �� ����	�� �

M(0)r = ε′r

min(2r,k−2r)∑
l=0

l ������

(−)lχ̂l(q);

�� ��
�� 
��
�� ε′r ��������� �� ���� �� ����������� �� ���� �� 
��	�� �� ��	
�� ��	� ���


����� �� ���� r�

\ �&���� �� �� ������� P � �� ��	� ������ �&������	�� ���� �� ����� 5����� =���� +	��+	��

����	��� �� ���	��

M(0)r = ε′r(−)2r
∑

j

|Cj
(0)|D

j
rχ̂j(q̃).

B� �� 5�	����� ���	��� �� ���	���� ���� ����	� �
���	� �� ��
�� �	�������������  � �� ����	��

�&	�� ���� +	� �� ��
�� εj
(0) �� ������ ��� �� j� ����� �&������� ����*������+	� ��	� ��

������� �� �&�	��� ���� +	� �� ���� �� ���������� ������� ���� �� ���� �� ;*
���� �

ε′r = sign(T ���	
O0 )(−)2r,

�� +	� ����� ����� 
��	�� �� ��	
� 	� ����	�� ������� �� 
��	��� �����
���	/ �� ���*

������+	��� ���� �����+	� �� ������	���� +	� ��� ;*
����� �� ���� ������ ���� �� ��� �&	�

O0+ �	 ����� ����*������ ���� �� ��� �&	� O0− �	 ����� ���� �� ���
�� �����

B� ��	������ ��K������� 5���� �� ������������ �	����� � �	��+	� �&����
������ �� �� ;*


���� ��� ���� �� �&�������5���� �� �����+	� �	� ���� ��� ���������� ����� �� �� ����� ���������

���� �� 
��	�� �� ��	
� ���� 4��� U(n)� )� 5���� �� �&��� ��� ������� ���� ����� �	���������

�� ��
���� �� ����� �� ��	
� �>����5 ����� ���	����� �������������� �	� �� �*������ P ��

����� � 
��� n(n − 1)/2 �	 n(n + 1)/2 ������������ �&�S 	� 
��	�� �� ��	
� SO(n) �	

USp(n)�


���
 ��� �
� O2 ��� �� ����01�


'&��������� h2 �����5���� 	�� ;*
���� �� ���� r �� 	�� ;*
���� �� ���� k/2− r� '��

;*
����� �������� ���� �������������� ��� ������� ��	5 ��� 
����� �+	���������� �� ����

k/4� +	� �&�/������ +	� �� k ��� ����� �� �&������	�� �� �@
�	� 5��� ���������� ��� ������

����� 	�� ;*
���� �� ��� ���
�� ������� +	� ��� �������+	�� ������+	�� ���� ����������

��� h2� �� �&� �	�� ��� �� ��
�� ���� �� ����� �	���� ����� ��	� �� O0� '&������	�� ��

�@
�	� �&����� ���� �

M(2)r = ε′r

k/2∑
l=k/2−2r

l ������

χ̂l(q).

::



=���� 	�� �����5�������� ���	����� ��� �� ������� P � �� �
����� �� ����� 5����� ��� ���

	� ������������ ��������� �	 ��� ���������� �� �� ����	�� +	� εj
(2) ��� 
��� ���	� +	� ��	�

����� ���	�� ��� 	� ����	� ����*������+	�� �� +	� ε′r = sign(TO2)�

'� 
��	�� �� ��	
� ��� ���� �	������ � �� ��� 	������� ��	� ��� ;*
����� ��� �+	����������

�� �����
���� �	 ���������+	� ��	� ��� ;*
����� �+	����������


���� ��� �
 RP
3

*����� ��� 
7����������

'�� ������ ����� ��	/ ;*
����� ��� �+	��������� �� �4�� ���� r �	� RP3 ������*

������� - ��	/ ������ �� ������ �	� �� 6*������ � ��� ������ ����� ��	/ 
����� �� ����

r� �� ��� ������ ����� 	�� 
���� �� ���� r �� 	�� �� ���� k/2 − r� '&������ �� Ωh �	� ��

������ ������ ��� ����� +	� ��	� ����� �	� ���� �� ��� �� �� 6*������� ���� �&������	�� ��

�@
�	� �&����� �

Mr = ε′r

2r∑
l=0

l ������

((−)lχ̂l(q) + ε′′r χ̂k/2−l(q))

�S ε′r �� ε′′r ���� ��� ��
���� N�� �����5�������� ���	����� ���,��� +	� εj ��� 	�� ���������

ε� �� ����� ��� ��
��� ε′r = (−)2rε �� ε′′r = (−)2rζ �

'� 
��	�� �� ��	
� ��� ����� ��� �� ��
�� ������ χ0� �&���*-*���� ε′r� ;���� �����

��	� �� O0 �� �� 6*������� �� 
��	�� �� ��	
� ��	� ��� ;*
����� ��� �+	��������� ��� 	��

���������� �� 
��	��� �����
���	/ �� ���������+	���

*����� 
7����������

'� ��� ��� ;*
����� �+	��������� ��� ��	� �	
��� ���� ����� ��	� �&����� �	� �� � �� �

��	/ ������� �� ����� ��	���� 4��� �����
��� ��� �&�������5���� '&������ �� ��	� 
������� ��

�&�������5��� �	� ��� ����� ���� ����� �	 ������������

Ωh|N, l, ij〉 = (−)Nγii′γ
∗
jj′|N, l, j′i′〉

�S γ ��� 	�� ������� 	�������� �������+	� �	 �����������+	�� ������� +	� ��� ����� ��

RP
3 ������� 4��� ���������� ��� �� �����5�������� Z �� �&�+	����� G����8H� �� ���� �������

+	� �&������ �� Ωh �������� �&���������� ��� Z� �&�S ����	�� +	� γ ���� ����	��� �	

��������	��� ���� �� ������� Z�

�� γ ����	�� ���� Z� ����� ��� 
����� �� ����
�� ��>������� �� ���� ��� �����
��� ���

�&�������5���� �� �� 
��	�� �� ��	
� �	� ��� 
����� ���� SO(n+) × SO(n−) �	 USp(n+) ×

:8



USp(n−)� �S n+ �� n− ���� ��� ���
��� �� ���+	� ����� �� ;*
����� '�� ����� ������������

���� �&������	�� �� �@
�	� ���� ����� | + +〉 �� | − −〉� +	� ���� �&������� ����� �&�S

�&�/��������

MR = (n+ + n−)ε′R

k/2∑
l=0

l 
���

χ̂l(q)

=
1

2
(n+ + n−)ε′R

k/2∑
l=0

l ������

(
(−)lχ̂l(q) + χ̂k/2−l(q)

)
.

�� γ ��������	�� ���� Z� �� +	� ��� �����
�� ��	������ �� n+ = n− ≡ n� ������ ��� 	�

����
����� �� 
��� �	� ��� ;*
����� + �� − ����������� γ ��	� 4��� ���� ��	� �� 5����

γ =

(
0 ±I

I 0

)
,

�S ��� ��������� ��
��� �� �������� ������������� �	/ ;*
����� +� '&�>�� �� Ωh �	� ���

������ �	������ ��� ���� �

| + +〉 ↔ | − −〉

| + −〉 ↔ ±| + −〉

| − +〉 ↔ ±| − +〉

=���� �� 5���� �&��������� �&�������5���� �� ����� 	� 
��	�� �� ��	
� U(n) �������������

�	/ ����� |++〉� �� 	� �	��� ��	� ��� ����� |−−〉� $	��+	&��� ���� ������,�� ��� �&�������5����

�� ����� 	� 
��	�� �� ��	
� U(n)� B� ������ +	� ��� ;*
����� + �� − �� ��	���� ��� �/�����

���������� ���� �� +	� �� ������� γ ��,��� 	� ����������� ����� ������ �� ����� +	&�� ���

��� ��������� �� ���������� +	� ��	� ����� n ;*
����� �+	��������� ������+	��� �� 
��	��

U(n) �&������������ ����� ����� ��� ����
������ �� 
��� ��
�������� ���� �&������ �� ���

;*
������ '�� ����� ������������ ���� �&������	�� �� �@
�	� ���� ����� | + +〉 �� | − −〉�
+	� ���� �&������� ����� �&�S �&�/��������

MR = 2nε′R

k/2∑
l=0

l ��
���

χ̂l(q)

= −nε′R

k/2∑
l=0

l ������

(
(−)lχ̂l(q) − χ̂k/2−l(q)

)
.

:9



;��� ��� ��	/ ���� - 	� 5����	� 1/2 ����� +	� ��� �	��� ������� ���� ��� ��	���
��

Dj
R G����:H� ��� ������	��� �&�������� ����� ��	� ��� ;*
����� ��� �+	���������� ����

ε′′R = +1 ���� �� ������� ���� �� −1 ���� �� ������ ���� '� ��������� �� ��������� �&�����

����� ����� ������������� ε′R = ε′′R(−)k/2ε �� ζ = ε′′R(−)k/2� =���� �

Z �� ζ = (−)k/2� ����� �� 
��	�� �� ��	
� ��� SO(n+)×SO(n−) �	 USp(n+)×USp(n−)�

����� �� ��
�� ε�

Z �� ζ = −(−)k/2� ����� �� ���� ����� n+ = n− ≡ n� �� �� 
��	�� �� ��	
� ��� U(n)�

:A
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����	���  

!
	"��� ���
�	��� �� �����
��

�
�	��� #	����

����� ��	� �&����� �	� �� ������� ��� �	��������� �&��� ��������� +	&- ��/ �����*

������ �� �� ��	� ����� 	�� ������ �� ������� ����� 	������ ����� �� 5�	� �&�����
�� ��	�

�
����� 	�� ������� �>������ +	� ���� - +	���� ����������� �	 ����� �	/ �������� �&����
��

���	�������� �������
��� �/����������������

=���� +	&�� ��������� ��� ;*
������ �� ��	� ����� ��	� ���� ����� �� ������� 	� ������

��
�� �� �� 5���� R4 × M � �S M ��� 	�� ������� �������� �� ��������� ��/ P �� �
�����

����� 	�� ������� �>������ - +	���� ���������� - ��� �������� ���� 
������ ������ �� ������

�� M � ���� � ����� ���	 - �&���������� �������������� ���� ��� ������ �A9�� ���������

���������� ��� �������� �� ����
�*_�	� +	� ��� ����� ��������� �� ��������� 	�� ������

�� �� �	������������ '� �����	� ��	��� �� ��5���� - T�� �U ��	� ��	� �� ��������

=��� �&����
���� ��� ;*
������ �� ��� ������ �	������ ����������� �� ������ - ��	� �����*

��
�� ��� ���	� �&���� +	� ����� N������ ��	����� 4��� 	�� ;6*
���� G	� �	��
�� ���	���
H�

�� +	� �� ������� ������ ��� ������ �	������ ������ �	� ����� ;*
����� �����	��	�������

���� �� ���
�� � ������ ��� ������� ��	� �� 
������� �	��+	� ��� �/��������� ������������ ��

������� ��� ������ ����� ��� ������ 5������� +	� ��	���� �� �������� ���� ��	� �&������*

������  � 5�	� ����� �� ��	�� 5�Q��� ��������,�� ��/ ����������� %�	��5���� �� ��� �� E�2���

�� �� 
���������� �&����� ����,�� �/��������������� +	� �	�+	&- ��� �������� �� �&����� �	

��/���� �� ����������� �� ��	� ������
�� ��� ���������� ��������� 
��� ��	� 
������ +	�

���� ;*
������ �� +	� �	��� �&�	���� ��	� �� �����
������� %�	� ���� ��� ������ �� ������

���� �� ���	� ������� T��U�

$�� �� �	���� �&������� 5������	� �� 1������ �� �	���	� T�6U � ������ +	�� �� ��������

�&	�� 
���� �������� �� ��	� �/����� 	� ���� �	 ����� 
������������� +	� ��� ���,��

8�



�	 �������
� �� �� 
����� �� �� 5���� 
��������������� +	� �� ����	�� ���� - 
���� ����
���

����� �� E�2���� ����� ������������ �� �� 
������ ������ �� �������� �� �������� �� �&	������


������� ���� 4��� �
��
� �� ��������,�� ��/ �����������  � ������Y� ����� +	� �&�
�������

�&	�� 
���� ����� ��������� 	� ��	������� ,� �� �� ������� �� �� 
���� ��� ������� - ��

��������� �������
�+	� �� �&������ ��
����� ��	������� ���� ��+	�� �� 
���� �	�� 	��


�������� �� ������ �	 ����*�� ������� B� ��� ���� ����� - ��	���� ��� 
���������� ��	�

������	��������� ���� ��	� ������ �� 
���� ����� �S �� ���� ���� 	� ������ �����

'� 
	� �� �� �������� ��� �&��	���� �������� ������� ��� ���������� �� ������������ ���*

������ �� �&	������ 
�������� $	��+	�� ����� ��	� �&����� ���� ��� ������������ 5��� ����*

��Y��� ��� ������� ����*�� ������� ��	� ������������ �&�
��� �� +	� ���� ��� ��������

(! ��*���� ����'�� ������

�
9������

����������� 	� ������ �� ���!�2�!� - n + 1 ���������� �� ���� ��	/ ������ �&���*-*

���� ����� ��	� �����+	�

ds2 = −dX2
0 + dX2

1 + . . . + dX2
n−1 − dX2

n.

B� ��	�� �	 ���� �� ��� ������� �
����� 	� �����
���K�� ����� ����� 
��	�� �&����������

O(2, n − 1) �� ������� �� ��	�*�����
�� �&�+	�����

−X2
0 + X2

1 + . . . + X2
n−1 − X2

n = −L2 G6����H

�S L ��� 	� ���� ������5� +	� ��	� ����������� ��*
	 �� �&�����
���K��� +	� � 	� ��	� ������

��� ������ ����� ��� ��	�
�� 5������ �� 
���� ������ �� ��,��� �&������ ����*�� ������

AdSn ����� �� ����	������� 	�������� �� �&�����
���K���

B� ��,��� �� �� �4�� 5�Q�� �&������ �� �� ������ dSn �� ������Q���� ���� ��� �+	������

������������ ��� ��
��� − ������ Xn �� L2 ��� ��� +� �� �� �&� � ����� ��� 
����� �� �������

�� ����	������� 	��������� '&������ ����� �
���	 � ����� 
��	�� �&���������� O(1, n)�

'&������ ����*�� ������ ��� ���	���� ��� �+	������ �&)������� �	 ���� ���� 	�� ���������

�������
�+	� ��
����� −3/L2� ������ +	� �� ������ �&��� ���� 	�� ��������� �������
�+	�

3/L2�

$:��4��� �� ��������
�� ���� AdSn

;����� �������� �� ����������� ���� 	������� ��	� AdSn� ����� ��� ��	�*������� �� ���

��	�*
��	��� ��� ���������� �	/+	��� �� �&����������

8�



'�� ����������� ����� ����*�� ������ �&�
�������� �� ������ Xn−1 = L sinh ψ� '�� ��	�*

������� ψ = ��������� ���� ����� ��� ������� AdSn−1 �� ����� L cosh ψ� �&�S �� �����+	�

ds2 = L2
[
dψ2 + cosh2 ψ ds2(AdSn−1)

]
G6����H

����� ������	 +	� ds2(AdSn−1) ����
�� �� �����+	� �&	� ������ AdS �� ����� 	�����

'�� ����������� ����� �� ������ �&�
�������� �� ������ Xn = L cosh ψ� '�� ��	�*�������

ψ = ��������� ���� ����� ��� ������� dSn−1 �� ����� L sinh ψ� �&�S �� �����+	�

ds2 = L2
[
dψ2 + sinh2 ψ ds2(dSn−1)

]
. G6���6H

��� ����������� �� ��	����� ��� �&�����
���K�� �� �������

'�� ����������� $������� �&�
�������� �� ������ Xn +Xn−1 = L2u �� Xi = Luxi ��	�

0 ≤ i ≤ n − 2� '&�+	����� G6����H �����Y�� ����� Xn − Xn−1 = u−1 + u(−x2
0 + . . . + x2

n−2)�

�&�S �� �����+	� �

ds2 = L2

[
du2

u2
+ u2(−dx2

0 + . . . + dx2
n−2)

]
. G6����H

(!& 
����������� �� �� 0������ ��� ��� "����

��
�� ��� �
 �� ������� ���


B� ��������� 	� ������ - 7 ���������� ���� 	�� 6*
���� �������� '&������ �&����� �

S ∝
∫

d5x
√

− det g

[
−1

4
R − Λ5

]
− λ

∫
d4x

√
− det ĝ G6����H

�S Λ5 = −3/L2 ��� �� ��������� �������
�+	�� ����� ��
������ λ ��� �� ������� �� �� 
����

�� ĝ ��� �� �����+	� ���	��� �	� �� 
����� B� �� ����� ��� ���� �&�����/������� �� �� 
����

,�� G�&�������	� �	���H� +	� 5������� 
��������� �� �����	���� ��� �+	������ �	 ��	�������

����� �� ������� - ����� 	�� 
���� ��/��������� �������+	� G�&���*-*���� ����

	� 
��	�� �&���������� �� ��	� 
���� �����
��H� ���� ���!�2�!� �	 G����*H�� ������� ��

�� �������� ��� ���	����� ����� ��� ��������� �� R1,3 �	 (A)dS4� B� ��������� ���� ���

���	����� �� �� 5����

ds2 = A(r)ḡijdxidxj + B(r)dr2 G6����H

�S r ��� 	�� ���������� ����� +	� �� 
���� ��� �� r = 0� �� ḡ ��� 	�� �����+	� ���!�2�!��

�� ������ �	 ����*�� �������

N� ����� ��	� ���	��� �� ���	���� ��� �� ��������� �� �����+	� ��� �&�����M G6����H

���� �&������ G6����H� �� �&����
��� �	� ��� +	���� ���������� xi� �� 5�Q�� - �
����� 	��
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������ - 	�� ���������� B� ��	� ����� ������ �&������ ��� ������� - A(r) �� B(r)� �� +	�

����� ��	/ �+	������ ��	� A ����� ����� ������ B(r) = 1 G�� +	� ��� ��	��	�� �����
��

��� ����,������ �� rH �� �� �&��� ����� ��� ���� ��I���� �� ���	��� ��� ���	������ B� ��	���

���	��� �� ������ ��� ����	�� ���� �&����/� �� T��U�

=���� ������ A(0) = 1 G��� ����/ �� ������������� ��	� ḡH� �� ��	� ����� ������ ��

���	���� T�7U �

dS4 : A ∝ sinh2 c − |r|
L

LdS4 = L sinh
c

L
λ =

3

L
coth

c

L

M4 : A = exp

(
−2|r|

L

)
λ =

3

L

AdS4 : A ∝ cosh2 c − |r|
L

LAdS4 = L cosh
c

L
λ =

3

L
tanh

c

L

�S c ��� 	� ��������� ���� ������5� B� ���� +	� ��	� 	�� ������� 5��
��� �� 
���� ��� ����*��

������� +	&���� ������� ���!�2�!� - �� ������� �����+	� λ = 3/L� �� ��,� �� ������ ��	�

	�� ������� ������� '&������ - 7 ����������� +	��� - �	�� ��� �������	� �� ��	/ ������	/

�&������ AdS5 �� ����� L ������ �	 �����	 �� �� 
����� �� �����+	� G6����H ��	� r > 0 �	

r < 0 �&����� ���� �&�	��� +	� ����� �&AdS5 ���� �&	� ��� �������� �� ����������� G6����H�

G6���6H� G6����H� G;��� �� ��� $�������� �� 5�	� ����� u = L−1 exp(−|r|/L)�H

$�	� ������� �� ������������ �� �� 
������ �	� 	�� ����� 
����� �� ��
���� ��� D	��	������

����������� �� �� �����+	� �	��	� �� �� ���	���� ��*����	�� ;��� �� ��� ��� 
����� �� ������

�� ���!�2�!�� �� ���	�� G�5 T�7UH +	&�� � � 	� ���� ��� �� ����� �	��� ���,�� �	� �� 
���� P

���� �� ��� ����*�� ������� �� �&��� ��� �� ���� ���� �� ������� ��� D	��	������ ��� ��������

��� ��	� λ �	I������� ������ �� 3/L G�&���*-*���� 	�� ��	�
	�� 5��
�� ��	� �� 
����H�

�&	� ��� ������ +	���,� �� ���� ����+	� M���� ��� ���� ��
�� ������ ��� �	����� �� ��� �	���

���,�� �	� �� 
����� ;��� ��	� ��� ���� �� ���� G����+	�H M��� ������	�� �� 
������ -

+	���� ���������� - 
���� ����
���

'� 5��� +	&	� ���� ����+	� M��� �	���� ������	��� �� 
������ ��	� �	��������� ����

�� ���	�� �S 	� 
������� �����5 - +	���� ���������� � ���+ �������������� ����� +	&	�


������� �� ����� �	��� �� � ��	/� �� �� �� ����	�� +	� �� ������ m → 0 �&	� 
�������

�����5 �&��� ��� 	� 
������� �� ����� �	��� G���������	��� �� "�� ;��*"������*C�!�����

T�:UH� B� ������ ��������� +	�� ���� �� ��� ������� �� ��� �����
�� �&�������� ��� �����

�� ����� �� ����� +	� �� ���
���� �� �� ���� ��� G�5 T�8UH�

8�



��
�
 2���������	 �������


(�������� ��AdS5

����������� N ;6*
����� ������ �	��������� �� �������   #� ����,��� x3 = x4 = x5 =

x7 = x8 = x9 = 0� ����� ��	� �&����� �	 ������������� ��� ;6*
����� ���� ����
���

��	� �� ����� �� 1�����*1����� C(4)� B� ��	� �/����������� ���	��� �� ���	���� ��

�	���
������ �������������� �

ds2 = f−1/2(−dx2
0 + dx2

1 + dx2
2 + dx2

6) + f 1/2(dr2 + r2ds2(S5))

F(5) = (1 + ∗) dx0 dx1 dx2 dx6 df−1

f = 1 +
L4

r4
���� L4 ≡ 4πgsα

′2N

�S r2 = x2
3 + x2

4 + x2
5 + x2

7 + x2
8 + x2

9�

;��� �� ������� ���� ������ �� �&����M��� �S r ���� ���� M���� �� ����� �������� �� f

�������Y� �� �� �
�����

ds2 =
r2

L2
(−dx2

0 + dx2
1 + dx2

2 + dx2
6) + L2 dr2

r2
+ L2ds2(S5).

)� ������ u = L−2r� �� ���� +	&�� �&�
�� �� AdS5×S5� �� �����+	� �� AdS5 ����� �/������

���� ��� ����������� �� $������� G6����H� �� �S AdS5 �� S5 ��� ����� ����� L�

 � ���	��� �� �� 5��� 	�� �������	�� �� �	����� ����� �� ������� ��� ������ �	� AdS5 ×S5

�� �� ������� �� _��
*����� ��/��������� �	����������+	� - +	���� ����������� +	� ���

�� ������� ��� ������ �>������ ������ �	� �� ;6*
���� P ����� �������� ����� ����������

���5����� �� �������	�� ��� ������ V =��J�<% W� '� �����	� ��	��� �� �������� - T6�U

��	� ��	� �� ��������

AdS4 ���� AdS5

;��� �� 
�������� ��*����	�� �&������	�5��� x6 = 0 ��� 	� AdS4� $�	� �
����� ����

- ������ �� ;*
������ �� 5�	� ���� ���	��� �	/ ;6*
����� ��*����	� 	�� ;*
���� ����

�&������������ ���� ��� ;6*
����� �&����� ����� ��� ���������� �� � �� �� �� ����,� x6 = 0�

;&�	��� ����� ��	� ���	��� �� ���
����� �� ����� ���,
	������� �� ��	� ��������� 	�� ������

�� �� �	����������� P �� ������ +	� ��	� ����� ���� �� ��� �� ;*
����� ���������	�������

�� 5�	� +	� �� ���
�� �� ���������� ����,��� 	�� ��������� �� E�	���� ��	� �&	�� ���

;*
����� �� ;�������� ��	� �&�	��� ���� �	������ �� ��  � ��� ����� ���� �� ���� +	� ���� ���

������� �� �� ���	�� �	/ ;6*
����� ��� ;7*
����� ������� ��� x6 = x7 = x8 = x9 = 0� ��
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�� ��
��
� �&�>�� ��� ;7*
����� �	� �� 
�������� �� �&������ ��
����� ������ ���� �� ������

������ �� �&����M�� �� �� ;6*
����� �� �
����� ��� ;*
����� AdS4 × S2 ���� AdS5 × S5�

#��� �L�� ��	� �
����� �� ������������ �� �� 
������ �	 �������
� ��� ;7*
������ �� ��

5�	� ��� ��
��
�� ��	� ������ �	� �� 
��������� N�� ��	�� ������� �� ���� ��������� �&������

�� ���	���� �� �� �	���
������ �� �������� ��� ;6* �� ;7*
������ �����	��	������� �����

���	���� �&��� ��� ����	� � �� �� �����Y� +	� ��� ���	����� �S ���� ��� ;6� ���� ��� ;7

���� ������������ T�9U� E��������� ����� �/���+	� ���� T�AU� �� � �� 
����� ������� ��

������ +	� �� 
������ ��� ��������� �	� ��� ;7*
������ �	 ����� �	 �������
� ��� ;6*
������

�� 5�Q�� ��������� �	 ��� �� 
������ �	�� +	� ��	� ����� �	� �4�� �� �&�����/������� ��


���� ,�� ���+	� �� �� ��	� ������� ����+	� �� ������ AdS4 ������� ������

$	��+	&�� �� ���� ��� ������� �� ������ �� ����������� ��� ;7*
����� �	� �� 
���������

��	� ������� ���� �� �	��� �� �� ��������� ��	� ������ ���� �&�����/������� �S �� � � ����

��	 �� ;7*
����� G��	� ����������� gsM � 1� �S M ��� �� ���
�� �� ;7*
�����H� ��

����� +	� ��	� ��	����� ���������� +	� �� 
�������� ��� ����� ����	���� ��� ;6*
������

)� 	�������� �&������ �� #���* �5���� �� ��	� ��	���� ����*������+	����� ��� ;*
�����

AdS4×S2 ���� AdS5×S5� %�	� �&�
���� �� ��� ���� �� ���� +	�� �	��� ��� ;*
����� x6 = 0�

��� ;*
����� ������� ��� x6 = C/u� �S C ��� 	�� ���������� ���� �
������� ��� AdS4×S2�

���� 	� ����� ����*�� ������ �
�� - L
√

1 + C2� �� 	� ����� �� �� ������ ��/���� G�
�� -

LH� ��� ������ ���� ���
������ ��� �� D	/ ��
����+	� - ������� �� �*������ T6�U P ��� ����	��

����� ����M ���������� - ��	/ �	 �������� ���������� ��	� �� ��� ������	����� ��� ���� B�

��	� �	��� ����	��� �� ������� ��� D	��	������ +	������+	�� �� �� ;*
���� T6�U�

B� ��	������ 
��� �L�� ��	���� ����� �	*���- ��� ����	�� ����*������+	��� '� ���
����

��� +	� ��	� ����� ��� 	� ����� �� 5��� 1*1 GF(5) �� �&���	������H �� +	� �&�� �� ���� ���

������ �� ������ ��
�� �	� �� �	�5��� �&	������ �� �� ����� ����� �� ���� �� 5���� ��	�

��� ������ E�*E�� N� ��� ����������� - ��	���� �� �� ����� �� �	� �- ��� �� ��� ���������

��� ;*
����� AdS2 × S2 ���� AdS3 × S3� )� �>��� 	�� ����� ���,
	������ ��	� �&�
�����

���� ��� ������ �� 5��� 1*1 GF(3)H ���������� - �� +	� ��	� ����� �	 �������������

����� �� �*�	����� +	� ��	� ����� �	� ���� �� ������� �������� �����
� F(3) = dC(2) ��

H = dB� ����� ���,
	������ ��� �*�	��� - 	�� ���,
	������ �� ���������� +	� ��� 5����

E�*E� +	� ��� 	� ������ �� .C.� �S �� ���� +	� ��� ����	�� ����*������+	�� ������� ���

���	����� �/�����

E�	� ������ ���� ����� - ���������� ��� ;*
����� AdS2 × S2 ���� AdS3 × S3 ����

��� ������ �� 5��� E�*E�� �� �� ������� - �
����� +	��+	� ����� +	� ������
�� - 	�

	������ 
�������� �� ��� ����������� �� ������ +	���� ��� �� 
�������� �>������ �	� ��� ���

������ ������ �	� �� ;*
����� �&���*-*���� ��� ������ �	������� E�	� ������� +	�� �����

8:



������ ���� T6:U� ��� ������ �>����5� ��� ������� ����*�� ������ �� ������+	� ���� �
�	/�

�4�� �� ��� ������ ���� �� 
�������� ��
����� ���� ���� ��>�������

E�	� ��	������� ���	��� ����� �4�� ���,
	������� ���� ���� ��� 5���� 1*1 �	 ���	 ��

E�*E�� E�	� ������� +	� �� ����	� ��� ������� D	��	������ - �&���� �� �&������ �� #���*

 �5��� ����� ��� �4��� D	��	������ +	� ���� ��� 5���� E�*E�� �� +	� ��	� ������ ��

����,�� �� �*�	����� ���� �� ��� ������	����� �� ����	� ������ �
������� �� ������� +	��

����� ���� �� ��� E�*E�� �� � 	�� 
�������� �>������ ��	� ��� ������ �	������� �� +	�

��� ��	/ ������ ���� �	��� �
�	/� E�	� �� ����	������ ��� �����+	������

(!( �'"����� ���� AdS3 × S3 ���� ��� �1�%*� �� $���


�'
�

����� ,#�
	���	 ��AdS3 × S3

'� 
�������� AdS3 × S3 �&�
����� - ������ �&	� ���� ��� �� Q5 E�7*
����� ����	����

�	� 	� �*���� �� �� Q1 ������ 5������������ �� ���
 �� �� ��������� ��� �������� ���

E�7*
������ B� ������ +	� �� 
�������� ������ �� �&����M�� �&	�� ����� ���,
	������ ���

AdS3 × S3 × T 4� �S ��� ������ �&AdS3 �� �� S3 ���� �
�	/ - L ≡
√

Q5α′� ;��� �� �	����

��	� ������������� �� T 4 ����� ��������	�� �� ��	� �� ��	� �� ���	������ ����

AdS3 �� S3 ����� ��� 
��	���� �������������� �� ����	������� 	�������� �� SL(2, R)

�� SU(2)� �� �	��+	� ��	� ����� ��� 	�� ���,
	������ ���� ����
� 1*1� ��� ������ �� 5���

���� ������ ��� �� ������ �� .���*C	����*.����� �	 �	 �������� ���������� ;��� ���

����������� ������������

ds2 = L2
[
dψ2 + cosh2 ψ (dω2 − cosh2 ω dτ 2) + dχ2 + sin2 χ (dθ2 + sin2 θ dφ2)

]
B = L2

[(
ψ +

sinh 2ψ

2

)
cosh ω dω ∧ dτ +

(
χ − sin 2χ

2

)
sin θ dθ ∧ dφ

]

�� �� ������� ��� 	�� ��������� Φ = Φ���

)� �� +	� �������� �� �������� �� +	� ��	� ����� �	 ���� �� ��� �� 
��	��� ��������

�&�����+	� ����  � � � ��	� �� �4�� +	��+	�� ��>������� � �&	�� ����� �� � � 	� ���
��

��,�� �� ��������������� �� SL(2, R) +	� �������������� �� �&�	��� ���� �� � � ��� �	
�������

- ��	�� �	 5��� +	� �� 
��	��� ��� �����5��������� G�����H �&��� ��� �����/�� '� �����	�

��	��� �� ��5���� - T7� 67U ��	� ��	� �� ��������
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����
 "�#��	
� ��	� AdS3

'�� ;*
����� ���� AdS3×S3 �&�
�������� ����� ����	�� �&	�� ;*
���� ���� AdS3 ��

�&	�� ;*
���� ���� S3� ����� ��	� ����� ���- �	 ��� ;*
����� ���� S3 ���� �� ��������

���������� ��	� ������ ���������� ��	���� ��� ;*
����� ���� AdS3�

����� ���� �� ��� �� �� 6*������� �� ��������� �	/ 
���� J = −J̄ ��� �������� ���

��� ������� �� ����	
����� �� SL(2, R)� ;��� ��� ����������� G6����H� ����� ���� �������

��� X0 = ���������� �� ���� ��� ������� �����
���+	�� G��	� X0 < LH �	 �� ������ G��	�

X0 > LH� ;��� �� ������� ���� �� �&�
�� �� �	�5���� ����������� �� 
���� ������� ����

�� ;*���������� G��������� ���� �� �����H� ���� �&�������������� �&��� ��� ������� ;��� ��

��	/���� ���� �� ����� �������+	� +	&�� 5�	� ������ �	� �� ;*
���� ��	� +	&���� �������� ��

��
���
��� �� #���* �5��� G����:H ��� ��� +	� �&�/�������� ��	� �� ������ ������ ��� ��
������

�� +	� ���� ��� ;*
����� ��� �����+	�� T6:U�

=	 ���	 �� �� ��������� �	/ 
���� J = −J̄ � �� ��	� ������� J = −Ω(J̄)� �S Ω ��� 	�

�	����������� �� SL(2, R)� �&�� �&�
�� �&	� �	����������� �������	�� �&��� - ���� �� ��

5���� Ω(g) = h0gh−1
0 � ���� h0 ∈ SL(2, R)� �� �
����� ��������������� ��� �4��� ;*
�����

+	&�	�������� ����� 	�� �������� �	� �� 
��	��� ;��� �� ��� �� SU(2)� ��	� ��� �	�����*

������� ���� �������	��� �� �&��� ��	� ���� +	� ��	� �&������ ��� ���+	� �� ������ )�

��������� SL(2, R) ����� ��� �	������������ �/�����	�� +	�� ���	�� 	� �	�����������

�������	�� �&��������

Ω(g) =

(
0 1

1 0

)
g

(
0 1

1 0

)
.

'�� ;*
����� +	� �� ����	���� ���� ��� ������� �� Ω*����	
������ �� ������ �&	� ������� g

����� ��,��� ��� {hgΩ(h)−1, h ∈ G}�  ��� �� �&�
�� �� �	�5���� AdS2 �������� ���� ��� ��*

��������� G6����H� ��� ψ = ψ0� '� ����� ���������
����+	� ���������� - ��	� ���
���������

�&�����

F = − L2

2πα′ψ0 cosh ω dω ∧ dτ.

������� +	&�� � �>���� ��� - ��� ;*
����� ��� ���������� �� ��	����� ������ +	��

������������� �	/ �*������� ���� �� 6*������� ��� ��������� �� ��� ;*
����� �� ���� ���

+	����,���� )� 5��� �� �&�� ��� ���� � �� �>��� �� ������� 
�������� �� ����
� ��	� B �&	��

����� G��� 5�������� 5�����������H ��	�

q = 2πα′ δS

δBωτ

�S S ��� �&������ �>������ �� �� ;*����� G�����H� )��� ���� 4��� �	������ �� �� ����
�

�&	�� ����� 5������������ �&���*-*����� ���� �� ������������� �������� �������� ;��� �� ���
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+	� ��	� ��������� �� � q = −e−Φ sinh ψ0� �&�S 	�� +	����,������ �� �� �������� �� ��

;*
����� ;&�	��� ����� ����� ����
� ��� �	��� ��
��,� +	&�� � �� 5��� �>���� - 	� ����

��� �&	�� ;�*
���� �� q ������ 5������������� 
������ ����� (1, q)�  � �������� �� �����

+	� ����� +	����,������ ��� �� ���	�� ��>������ �� ����� ��� �*������� ���� �� 6*������ �

���������� ���� ��� ������
�� �� �� 5��� ������ �� ��	���
� ���� M���� ���� �� �� ����� ����

���� �� ������� ���5�����

����� AdS2 × S2 ��	� AdS3 × S3

'�� ;*
����� �������+	�� ���� AdS3 × S3 ����� �&����� �� +	� �������� ������� ���

ψ = ψ0 �� χ = χ0� '� ����� ���������
����+	� ��� �� ����� ��� ��	/ ������ ���
�������

�������������� AdS2 �� S2� ����

F = − L2

2πα′ (ψ0 cosh ω dω ∧ dτ + χ0 sin θ dθ ∧ dφ).

$�	� 	�� ;6*
���� �� ������
�� M × S2� �� ����
� ��	� B �&����� �

q = 2πα′
∫

S2

dθ dφ
δS

δBωτ
≡ 1

2π

∫
S2

dθ dφF̃θφ.

'� ����� F̃ ���� �� ������� 
�������� ����� ���

2πα′F̃mn =
1

2
e−Φ

√
− det(ĝ + B + 2πα′F )[(ĝ + B + 2πα′F )−1][pq]εmnpq

+ Ĉmn + C(0)(Bmn + 2πα′Fmn)

�S ε ��� �� �����	� �����������+	� ���� ε0123 = +1� $�	� ��� 
����� +	� ��	� �����������

���� �� � q = − L2

πα′ e
−Φ sin χ0 sinh ψ0�

;&�	��� ����� ��	� ����� �	 ������������ +	� p = − 1
2π

∫
S2 dθ dφFθφ ��� +	����,��  ���

p = L2

πα′χ0� �&�S 	�� +	����,������ �� χ0� B� ��	� ������� +	� ��� ;*
����� S2 ���� S3

��	���� �&����������� ����� ��� ����� ���� �� p ;*
����� ���� ��	/ ���������� �� ����� P

�� �� ���	�� +	� ��� ;*
����� ���� ��� ������ (p, q)�

B� ��	� ����	��� �� ������� ��� ������� D	��	������ �� �� ;*
���� ���� �&������ ��

#���* �5���� ����� �� �&� 5��� ���� �� �������� ���������� E�	� �� ������	����� ��� ���

��� ����	��� �� �������� �� �����	� �� ��5���� - T68U� �S �� ��� �
������� ������ +	� �� �������

���	�� ��� �� ������ ���� �� +	� �&�� ���� 5���� �� �<%� - ���� ���� +	�� ����� ���� ��

�������� ���������� �� ����	� ����*������+	� �� ����� ��� �� 
���� �	�����	�� ��	� �� ����

��� ��������������� �� SU(2) ���������

����������� ���������� �� 
�������� �>������� �&���*-*���� �	� ��� ��� ������ �	�������

����� 
�������� ���� ����� ��	� �&����� �	 ���� �� ������� ��������� ������ ��� ��
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�����+	� �� ����� �	����� G����8H�  � ��� ���� �� ���� +	� �� 
�������� �>������ �� �����

;*
���� ��� AdS2 × S2� ����� �� 
�������� ���	���� ���� ���� ����� ����� L �	���


��� ��	� AdS2 +	� ��	� S2� ����� +	� ��� ������ ���	��� ���� �������������� L sin χ0 ��

L cosh ψ0� =����� ����� +	�� �	 ����� �� �	� �� �� 
�������� ���	���� �� ��� �����
�� �&�����

	� AdS2 ����+	� ���� �� 	�� �*������ ���� ������� ���� �&��� �� 5��� ��� �����
�� ���� ��


�������� �	� ��� ��� ������ �	������� ���� � ���������� 	�� 
����� ���������� �� ��

��	� �
����� ,�������� 	� 	������ 
������� P ��	� � ����������� ���� �� �&��	�� ���� ���

5���� 1*1�

(!) �'"����� ���� AdS3 × S3 ���� ��� �1�%*� �� $���

�'�

����� �0���� �
 ��	�

'� 5��� 1*1 �&�
����� - ������ �	 5��� E�*E� ��� �� �����5�������� �� �*�	�����

C(2) → B� B → −C(2)� F → F̃ �� τ → − 1
τ
� �S τ = C(0) + ie−Φ�  � �&�
�� �&	� ���� ��� �� Q5

;7*
����� �� Q1 ;�*
������ B� ������ ����� G�5 �&��������� �� T69U G����/� � �� �����

�����HH +	� F̃ ��� �����5���� �� −F � �� +	� 
������� +	� �� �	����� �������� �&�+	�����

�	 ��	������ ��	� F � �	��+	&���� �&����� dF̃ = 0� =����� ����� ����� (p, q) ������� 	��

����� (−q, p)� �� +	� ��
��,� +	�� - 	� ��
�� ����� ��� ����
�� �� ;*����� �� �� �����

5����������� ���� �����
���

'�� ������ ����� �
���	� ����

Φ = −Φ��

C(2) = B��

F =
eΦL2

��

2πα′ (cosχ0 cosh ψ0 cosh ω dω ∧ dτ + sin χ0 sinh ψ0 sin θ dθ ∧ dφ)

ds2 = eΦds2
��.

"	 �� 5���� �� �� �����+	�� ���� �� �	���� ��	� ����,������� L2 ≡ L2
�� = eΦL2

���

����
 �
���
� /��������	� 
� �����.�
 
&
����


$	��+	� �� �*�	����� ��� 	�� �������� ��� �+	������ �	 ��	������ ����	���� �� �&��*

���� �>������ - 
���� ����
��� �� �&������ - �� +	� ��� ��������������� �� SL(2, R)×SU(2)
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��������� ���� �� ������� ������ ��� �4����  � ��� ��������� 	���� �� ����,�� +	� �� �*

�	����� 5��������� 
���� $�	� ����� ����� ������������� �� ��������� ��� D	��	������

+	������+	�� �� �&������ �>������ G�����H�  � ������Y� ����� +	&����� 	� ����
����� ��

�����
��� ��������� �

δψ̃ = sinh ψ0 cos χ0 δψ − cosh ψ0 sin χ0 δχ

δχ̃ = cosh ψ0 sin χ0 δψ + sinh ψ0 cos χ0 δχ

��� ������ +	������+	�� ���� ��������������� ������+	�� �	 ��� E�*E�� �� ������Q��� δψ

��� δψ̃ �� δχ ��� δχ̃�  � �� ����	�� +	� �� ������� ��� 
��� �� �4���

'� �*�	����� ��	� ����� ��� ��5��������� �	������������� +	� �� ����	���� ��� ��

�&������ �>������� )� �>��� ��	� ����� �	 +	�� ���� �� ��� E�*E�� �� ���� ��/���� ���

��������������� ��������� ��� �
�� - �� ������ �� �� ����
� ��
����+	� p �� �� ;*
���� ��	�

�� ����� B�  � �� ����	�� +	�� �� �� �*�	����� ��� ������ ���� �� ��� 11 �� ���� ��/���� ���

�� ������ �� p� +	� ��� ���������� �� ����
� �������+	� ��	� B� N� ��� ���	���� �� ��	����

4��� ���	�� ����������� ��� �� �&� � ��� �� ������ ��
�� ����	 ��	� �� �	�5��� �&	������

��� ������ �� �������� �&	� 5��� 11 ��� �	��

$�	� �� +	� �������� �� 
�������� �>������� �� �� ���� �� ���
���� +	&� ������� ��

5���	�� G����8H �&� ��� �� ������ �&4��� ������ �� �������� �� ������ 1*1�  � �� ���� ����

�� +	������ �� ������ �&�� � � 	�� ������ �� �����+	� �>������ ���� 	� ��� ���� ;��� ��

������������� �� D	��	������ �� �&������ �>������ ������Y� ���	��������� 	�� �����+	�

AdS2 × S2 ���� ��� ������ �
�	/� ���� ���� �� ��� ���� �	� �� ������������� �� �����

�����+	�� ���� �	� �� ����	� �	 ����� ����	�� $�	� �� ���	���� �� ��� ����� �� �����

5��� ���� �� ��� �� �� 6*������� ���	��� 	�� ��������� �	������������ x� +	� ���� ��� ��������

�	��+	&�� � � 	�� ��������� ���������� ���� AdS2� �� ���������� 	�� ;*
���� +	� �&�����

�� ���
 �� ����� ��������� G�&���*-*���� +	&�� 5��� 	�� %*�	����� �� ���
 �&	�� ���������

�����
����� - AdS3 × S3H� '&������ �>������ �&�/����� ����� ���	��������� �� ������ ��

�� �����+	�

ds2
�
 = dx2 + L2(sin2 χ0 + sinh2 ψ0)(dω2 − cosh2 ω dτ 2 + dθ2 + sin2 θ dφ2).

������� +	� �� 
�������� �>������ �� �� ��������� x ���� 4��� �� �4�� +	� �� 
��������

������ G��� �� �&� � �	�	� ����� �� 5��� +	� �� �������H� �� �����	� +	� ����� �/��������

����� �� �����+	� �>������ ���� �� 
���� �������������� �&�S �� ����� �>����5

R2 = L2(sin2 χ0 + sinh2 ψ0).
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B� ��	� ����,�� �������� +	� �&��� �� +	� �&�� ���	�� �� 	�������� �� 5���	�� G����8H ����

�	�	�� ����������� '� +	������ �� ������ �� ���� �� 
��������� ����� �	������

=����� �� ���	����� ��� ��>������ �	 ��� E�*E�� �	��+	� �� ����� ������ �� �� ��������

�� �� ;*
����� �� ��	� ������� �&������� +	���� ����	�� ���� �� ��������� ��� �� �*�	������

�	��+	&�� �&�
�� �&	�� �������� ��� �+	������ �	 ��	������� �� ��� �� �&�������

'&�
����� ��� ������ ��� ������� ����*�� ������ �� ������+	� �� �� 
�������� ������

���
���� ���� �� ����� �&	� 	������ 
������� - �� 1������*�	���	� � �� +	� �&�� ��	������

�� �>��� �&��� 	� 
���� ����� G�&���*-*���� 	�� ������� �������
�+	�H ��	� �� ������ ����*��

������� �,� +	&���� ���� ����+	� ������ ���5�������� �	/ �
����������� �� 	� ����� �����

��	� �� ������ ������+	�� �&���*-*���� ��	� ����� +	� �&������� �S �� ��� �� E�2��� ��� ����,��

�/��������������� G������� ��� ��H� '&�
����� ��� ������ ��� ������ - �� �	����������� �

�� �>��� �&�/������� �&	�� ������� ��� ������ �	����������+	� ���� 	�� 
�������� ��+	����

�&�/������� �&	� �����	� �������������� ��������� �� +	� �&��� �����
�� ��� +	� �� ��� ��	/

������ ���� �
�	/� $�	� ������������ �&��� �� �	����������� �����	� +	&�� �&�
�� �	��+	��

���� �� ������� ��� ������ �
���	� �� �	�������� �� ������� ��� ���������� �� �� ������

���������� ��� 1*���������� $�� �/������ ���� �� ��� �� �� ;*
���� AdS4 ×S2 ����������

������������� �� � 	�� 1*�������� O(4) ∼= O(3) × O(3)� �� ������� O(3) ��������� �� ��

6*������ �� �� ��	/���� ��� ���������� �/�����	��� - �� ;*
����� �&�S 	�� �	�����������

N = 4 - � ���������� G�: �	�������
��H�  � ���
������ ���� +	� �&�
������� �&	������


�������� ��������� ��+	���� 	�� �	����������� N ≤ 1�  � 5�	����� ��	���� 5���� �� ����	�

���� ��
��
�� �� �������� �� �� ;*
���� �	� �� 
�������� ��
����� ��	� ���� �� +	� �� �����

���� �� ����

1����+	��� ��	��5��� +	� �	��+	�� ���� �� ��� �� AdS2 × S2 ���� ��� 5���� 1*1� ��

��	� �
����� 	� ����� ���� 
����� �� � �- 	� ����� �&�
����� 	� ������ ���� - +	����

���������� G�5 �� �����+	� - �� ,� �� T6�UH� '� +	������ �� ������ �� ���� ��	� ������ ���	

- 	� 	������ 
������� �������� ������ ������������ �&4��� ��	�����
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����	��� $

������ ��"����� ��
� �
� �
�� ���
�

(	�+	&- �������� ��	� ��	� ������ ��������� - ��� 5���� ������������ �	 ������

'�� 5���� ���������� �	 ����� ������ �� �>�� ��� ���
����� - �� 5��� ������+	�� ��

�������	���� +	� �������� ��������� �	 5��� +	� �� ������� ��� ������ ����	�
����� ���

5���	��� ����� 	�� ������� �� ������� S� ����� +	&�� �� ��	� ��� ��	��	�� ��,��� �&�����

���������+	�� ���� 	�� 
�������� ��������� �	 ������

$���� ��� 5���� ��� ��	� ��	����� �� � � ��� 
��������� �
���	�� �� +	��������� �&������

���� ��� 	� 
����� �����	�������� �� 
���� �	����� T6AU� �&�����4� ����� +	� �&������ ���

����� �� +	� ������,� 
��������� �� +	����,������ �� �� ������ ��� 5���� ���� ��� �������

��	��� ��	� 	� V ��
��� �������
�+	� W G	� #�
 ��	��� �	��� �&	� #�
 #��
H� �� ��	����

�������� 	�� ���
	������ �� 
���� ������ �	 �	����� P �� �����	���� �� ������ ���
	������� ��

������� ��� ������ ����� 	� ���
���� �	�����

B� ��	� �
����� ��� ���
����� �� ����������� 	� �����
	� �� ������ �� ������ �	*

������ T��U�  � �&�
�� �&	�� ���,
	������� ���� ���
��� �
 �
	�
 ����+�
� �S ��	/ ;*
�����

+	� �� ��	���� 
�	
��� �&	�� ��� ������� - �&�	��� �� ����� +	� ��� ������ �&������������

���� - �� ������� �� �� �	������ �� ��	� ����� ����
� ���� 	� ������ �� ���!�2�!� ����������

'&�����4� �&	�� ����� ��	�� ��� +	� �&�� ��	� ������ ��� �>��� ��������� �� ��	/ �L� - 	��

5���� 
������� ��� �������� ����� �
����� ���� �� ��� �	����� �� +	&�� ��	� ��
	������� ��

������������ - 
����� ����� �� ������� ��� ;*
����� ���������� ���� �� ����� �� �� 5	�	�

��������� G,
� ���H O ���� ��� �����
	� - ������� �&�/������� �� �&N������ ���� �� ��� �	

+	������ ��*����	�� �� ������ �&����� ��� ����� ���������+	���

'�� �����	/ �� 
���� �	����� ��
	������� ���� 	� ��� ������	���� �� ;*
����� �������

	�� ���� ������ +	� 5��� �&�
��� �� �� ��������� '&�����4� �� ������ ;*
����� ��� +	��

��������� 	� ����/ �� ��	
� ������	����� �� "���
 �� �-	
 �
 ����+�
� �� ������� ���

������ �	� �� �	�5��� �&	������ ��� ��
�� ���� ��� ��	����� �� +	� ������ �� ����	���
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X+

���� ��� Z �����	/ �� 
���� �	����� ��
	��������

�������� +	������� �/������������ B� ��	��� ����� �� ������	����� ������
��� ���� �� ���

��� �����	/ �� 
���� �	����� ��
	������� ������� ��*����	�� �� ���� �&�� � � 	�� �����
����

��5����	
� ���� �&�������� �� ������ �	������ �� ����� �	��� ��� 	�� ����� ����	� ����� ���

��	/ ;*
������ �� +	� ������ �� ��
�� �&	�� 5���� ����������� - ��	� ��	���
�� B� �&������

- �� +	� �� ���� �� ��� �	 ����� ���� �� ������ �S �� �������� ����� ��� ;*
����� ���� ����

�&��,��� ��� ����� �&����
�� �&	�� ����� ����	� ����� ����� �������� �	��� ���� �&��,��� �� ��

5�	� 
��� +	&���� ������ ����� ����
�� +	��+	� ����� �&�S 	�� ����������� �	� ��� ;*
������

N� �
�����5 �� �� �������� ���� ���� �� ���� ������� �
����� �� 
���� �� ����	��

)! 2�����3������ �� �� ����� ���� �� 4��0� �� �5�� ��

��%�,��

=	 ��
	� �	 �������� �� ��	� ����� �	 +	&����� ,/����� �� �� �����+	� ���� �&��*

���� �� $����!�� G�����H� �� ����� ��� ���������� +	� ���� ��� �����5��������� ���5�����

��� ������������ E�	� ������ ���� +	�� ��������� 	� �
����� �� �� ���������� ����*

5���� �� '�����M �� �&������*����� ��
��� �� ��	� ,/�� ������������ �� ��	
� �� �������

���������� �� ���������� G�����H�

'� 5���� 
������� ��� �����5��������� ���5����� ���

σ+ → σ̃+(σ+), σ− → σ̃−(σ−)

9�



���� σ± ≡ τ ± σ�  � �� ����	�� +	� τ �� σ �� �����5������ ��

τ̃ =
1

2
[σ̃+(τ + σ) + σ̃−(τ − σ)]

σ̃ =
1

2
[σ̃+(τ + σ) − σ̃−(τ − σ)].

���� �+	���	� - �������� +	� τ̃ ���� 	�� ���	���� +	�����+	� �� �&�+	����� �τ̃ = 0� �� σ̃

��� ����� ,/� - 	�� ��������� �������� �����

;��� �� ��� �&	�� ����� �	������ �� 5��� +	� σ̃ ���� �������� �	/ 
���� �����Y�� ��

��������� �	/ 
���� ∂σ τ̃ � ��� ��	/ ���������� ����� ��� ��� �+	������ �	 ��	�������

����,��� ��� ��	�� ���
������� �������� ��� ����������� Xµ P ��	� ������,�� �&�/��������

�� �� ���������� G�����H� �� ����� τ̃ = X+/(2α′p+)� �� ������������� ����� ���������� ��	�

+	� σ̃ ��� �� 
���� ������������� G�&���*-*���� 	� ����� �� π ����� ��� 
����H� �� +	� �������

- ���������� +	&�� �����

X+ = 2α′p+τ,

�S

X± =
X0 ± X1

√
2

���� ��� ����������� �	 �3�� �� �	������

'� ���������� G�����H �&����� �����

∂±X− =
1

p+
(∂±X i)2,

i �����	���� ��� ������� 2 - D − 1� �� ����� +	� X− ��� ������������ ��������� - 	��

��������� �������� ����� '�� �����
��� ������+	�� ���� ���� �� ���� M��� �� X− �� ���

D − 2 ������ X i�

 � ����	�� �� �&�+	����� ���������� +	� �&���	����� p− �&����� �

p− =
1

2p+

[
(pi)2 +

1

α′

(
D−1∑
i=2

∑
m>0

αi
−mαi

m − a

)]

�S� ����� �	 ������� ��������� ��	� ����� ������	�� 	�� ��������� a - ��	�� �� �&�����

�������  � �� ����	�� +	� �� ����� ��� ����� ��	�

m2 = 2p+p− − (pi)2 =
1

α′ (N − a)

�S N ��� �� ���
�� �&�/��������� ����� ��� ����������� � - D − 1�

 � �� ���� ����� �� +	������ �� �&���������� �� '�����M �� ����� �������� $	��+	� ��	�

�&����� �
���	� - ������ �&	�� ������� ���������� �� '�����M� �� ��� ���������� - �� ���������
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���� ��� Z ����� 5����������� ��������� - 	�� ;*����� ���	������

+	&���� �� ����� B� ��	� ����	��� �/����������� ��� 
�������	�� �	 
��	�� �� '�����M� �� ��

�������� ����� +	� �� ����	����	� [J i−, J j−]� +	� ������� 4��� �	�� �� �&��� �>����������

+	� �� D = 26 �� a = 1� �&���*-*���� ����������� �� +	� ��	� ����� ���	�� ���� �� ��

+	����,������ ����������� �� �� ������� ��� ���� �� �4��� E����� ��	��5��� +	&�� �&� � ���

- ������� �� ���������� �	� ��� ����� ����� ���� �� �� +	����,������ ����������� �� ����

�� �
����� ��� ����� ���������� �� 5������ �
�� ��� αi
−n �	� 	� ���� ��� �/�����

;��� �� ��� �� �� ����� 5������ ��� ������ ���� ����������� ���� ��� ������� 
�	���

�� ������ �������������� - ���� ���� +	&�� ���� ������� �� ��������� N = Ñ � E�	� ��

������������ ��� ��	��

)!& ����� ��"�� ��� ��� �'����� ���������

��
�� "
��������	 �� ��	�

'� ���,
	������ +	� ��	� ��������� ��� ��� 	�� ;�*
����� ���������� ��� ��� �������*

���� �	 �3�� �� �	����� X+ �� X−� '�� �	���� ����������� ���� ������� ��� X i = Y i(X+)�

�S ��� Y i ���� ��� 5�������� ������	�� - �	����� ������� G�� �&������ - �� +	� ��� ���	�����

�&�������� �	 ��� �� 5�������� ����������� V �	I������� ���� WH� ���� ������ 	�� ���	�*

���� �&���� ����� �� ��5�������� ������ - �� ������� �� �� �	����� G,
� ���H� '� �	�����

������� ��� 5�������� Y i ������� ��	� ��� ������ �	������ �	� ����� ;*
����� ��� �����

���������+	�� - ����� �	I������� ����� �	 
���� +	� ���� ��	/ �&	�� ����� �	����� �	�

	�� ;*
���� ����� ������ ��� X i = 0� '� ��	���
� �� �� ����� ���� �&���� �	� �� ;*
����

��� ������ ����� �� ������ �&������ G����6H� ���

SI = ± 1

2πα′

∫
dτ Y i(X+)∂σXi.

����� ������ �&����� ��� �� ���������� �� X−� �&���	����� p+ ��� ���������� �� X+ ����,�

��� �4��� �+	������ �	 ��	������ �� ���������� �	/ 
���� +	&�� �&�
����� �&����� B�

��	� ���� ������ ���� �� ��	
� �	 �3�� �� �	����� ����� �/���+	� ������������ ��� �	

����� �� �	� �� �� �	�5��� �&	������� �� � �>���� - ��� ������ ��
��� X i ��	���� - ���

9:



��	���� ��������� �	 ����� Y i(2α′p+τ)� $�	� ����
�� ��� ���������� �� ������� ���� ��

�	��� 2α′ = 1�

$�� %*�	������ 	�� ����� ���� ��� �+	�������� - 	�� ���� ���������
����+	� �����

Ai(X
+) �	� �� ���	�� �&	������ �&	�� ;*
���� �� ��������� ��	� ������� N�� 
�����

������ �� �� +	� ��	� ������ 5���� ��� ��	��� �&� ���������� 5���������� E��������� ����

�� ��� ���������
����+	�� ��� ���������� �	/ 
���� �� E�	���� G����,��� ��� �� �����H

����	����� - �&�/������� �� ����� M���� ��	� �� ����� +	� ������+	������� +	��+	� ��	

�� ����	����� P �	��� �������������*��	� �� ��� �&	�� ���� �� ��5�������� �&	�� ;�*
����

���� �� +	� �	���

$�� ��	�� �� ����������� ��	� �� ������������� ��� +	� ���� �� ����� �� �� ����� 
�����+	��

��
������ ��	��5��� +	� ���� �� ��� �� �� �	��������� �� ����� �&����������� 5�������+	�

�&����� 	��+	����� �� ������ �� ψ+ G�� ���������� �	����������+	� �� X+H� +	� �&���	��

���� �� ��	
� �	 �3�� �� �	������ �� ����� +	� �� ����� �&����������� ��� �� ,�� �� �4��

+	� ��	� �� ����� 
�����+	��  � �� ����	�� +	� 
��	��	� �� ���	����� �� �� ����� 
�����+	�

��������� ��	���� �� ���������� ���������� - �� �	���������

)�,�� ���� �� ���	�� �S ��� X i ���� ����	���� ����� �	/� ��	� �&�� �������������

+	&	�� �� ��������� �&������ i�

��
�
 $�	����	� �
 ����������	

E�	� ����������� ���� 	� ������� ����� 	�� ����� V ��
�� W� �	 ���� �S �� �&� � ���

�� ��	�	�� �	 �� 5	���� �� ������� ���
�� ����� �
����� �&����������� ����� ������� ��

�������� �&	�� ��	��� ���� �� ������� S ��� ���������

$�	� ����	��� ��� ������	���� �� ��� ����� - ���������� ��� 5�������� �� �����������

������ +	�

〈0out|X(τ1, σ1) . . .X(τn, σn)|0in〉S = 〈0out|X(τ1, σ1) . . .X(τn, σn) exp(iSI)|0in〉, G�����H

��� ����� |0in〉 �� |0out〉 ����� �� �������� �� �� ��	��� ���� �� ������� ���� �� �� ��� �
�����

���� �� ������� B� � ��� |0in〉 = |0out〉 G�� �&�
����� �� ��	���H� ���� ��	� ��� ������
	���

�,� �� ��	���� ��	� ���� �����+	�� �� 5��������� �	 ��� ��� �������������

B� �� �� ������ ���� �� ��� �&	�� ��	��� 
�����+	�� �&���*-*���� ��� ��������� �	 
����

�� ����

SI =

∫
dτ dσ J(τ, σ)X(τ, σ)

�S J ��� 	�� 5������� +	�����+	�� '&�+	����� �	 ��	������ �&����� ����� �X = −πJ �  �

�� ����	�� +	� 〈0out|X(τ, σ)|0in〉S/〈0out|0in〉S ���� �
������� ����,�� ����� �+	������ �����
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���������� �� �� 5��� +	� ����� +	������ ���� �&���	��� �	 
��� G�� J �� �������� ��� �� δ �	

������� �� δ �	 
���H �� �� �������� +	� ��� ������ �� e−inτ G����� e+inτ H� n > 0� +	���

τ → +∞ G����� −∞H� ������ +	�

〈0out|X(τ, σ)|0in〉S
〈0out|0in〉S

= i

∫
dτ ′dσ′N(τ, σ; τ ′, σ′)J(τ ′, σ′) G�����H

�S N � �� �����
���	�� ���� ����,�� �N(τ, σ; τ ′, σ′) = iπδ(τ − τ ′)δ(σ − σ′)� �&���	��� �	


��� �� ����,�� ��� �4��� ���������� +	� 〈X〉 +	��� τ → ±∞� E�	� �&�/����������� ��	�

�����

'� 5������� �� ����������� 〈0out| exp(iSI)|0in〉 ����,� �&�+	����� ��>���������� �	������ �

δ

δJ(τ, σ)
〈0out| exp(iSI)|0in〉 = i〈0out|X(τ, σ) exp(iSI)|0in〉

= −
∫

dτ ′dσ′N(τ, σ; τ ′, σ′)J(τ ′, σ′)〈0out| exp(iSI)|0in〉

�S �� ��	/���� �
����� ����	�� �� �&�+	����� G�����H� ����� �+	����� �� ����	� ���������

�� �� ���	��

〈0out| exp(iSI)|0in〉 = C exp

[
−1

2

∫
dτ ′ dσ′ dτ ′′ dσ′′ N(τ ′, σ′; τ ′′, σ′′)J(τ ′, σ′)J(τ ′′, σ′′)

]
G����6H

�S C ��� 	�� ��������� ������������ �� J � #��� �L�� ���� �� ��� �&	�� ����� ��
���

C = 〈0out|0in〉 = 1� \ ������ �� ����� ������	��� �� ��	� �
����� ��� 5�������� �� �������*

����� 
�������� ����� ���� �&�+	����� G�����H �� �������� ��	���	�� 5��� G����6H ��� �������

- �� ��	��� J � B� ��	� ��������� ����,�� +	� 〈0out|X(τ, σ)X(τ ′, σ′)|0in〉 = N(τ, σ; τ ′, σ′)�

;��� �� ��� +	� ��	� ��������� ���� �� �

J(τ, σ) = −1

π
(δ′(σ) − δ′(σ − π))Y (p+τ)

�&�S

〈0out|0in〉S = C exp

[
− 1

2π2

∮
dτ ′

∮
dτ ′′ ∂σ′∂σ′′N(τ ′, σ′; τ ′′, σ′′)Y (p+τ ′)Y (p+τ ′′)

]
G�����H

�S ��� ����
����� ���� �	� �� 
��� �� �� �	�5��� �&	������� ��

〈0out|X(τ, σ)|0in〉S
〈0out|0in〉S

= − i

π

∮
dτ ′ ∂σ′N(τ, σ; τ ′, σ′)Y (p+τ ′).

(	�+	&- �������� �� +	� ��	� ����� ��� ��� ��� ��������������� ����������� �� �� ��*

����
�� �� �� �	�5��� �&	������� �� ��	� �&	���������� +	��� ��	� ��	������� �� ��� ���
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������������ ����� ������ �� �������� �� �&����� '� �����
���	�� �� ��������� �� �������

;��� �� ��� ��
��� �� �&�/����� ���������� ����� �� ����� �	������ �

N(τ, σ; τ ′, σ′) =
∑
n>0

1

n
e−(i+ε)n|τ−τ ′| sin(nσ) sin(nσ′)

�S ε ��� 	� ����� ���� ����������� ������5 ������� - 5���� ������
�� �� ������ ��������� -

���	� +	&�� ��� ��
��	�������� ���� �� �����
���	� �� <�������  � ��� ���� �� ����,�� +	�

�� �����
���	� �����5��� ��	��� ��� ���������� ��+	�����

��
�� (�����
 S

'� �������� �� �&���	������ ������ ��� ����������� ����� ��>������ ����� �� �� ������

B� ��� ���� ����� - ����	��� ��� +	������� �	 
����

〈0out|aout
k1

. . . aout
km

ain
−l1 . . . ain

−ln |0in〉

�S ��� ain G����� aoutH ���� ��� �������	�� �� �������� �� �&������������ ��	� ��� �����

���������+	�� �������� G����� ��������H�

������� +	� X(τ, σ) ����� �� ������������� �� ����� �	����� �

X(τ, σ) =
∑
n �=0

an

n
e−inτ sin(nσ),

�� ����,� �������� +	�

an = lim
τ→±∞

einτ

π

∫
dσ sin(nσ)(nX + i∂τX)

�S �� ������ ��� �� +∞ ��	� ��� ����� ��������� �� −∞ ��	� ��� ����� ��������� =����� ��

��	� �
����� 	� ������� +	�����+	� �� �� ������� S - ������ �� ���������	�� �	 ���� ��

�&�+	����� G�����H�

'� ����	� �� �� +	������ G�����H� ���� �� ���	�� �	 ����� ����� �� ���
�
����� �� ���*

�/�������� ��	� 	�� ����� ������������ ���� ��� ���� 5����������� ��� 5��� ���� T�6U G����

�� ��� %*�	��H� �� ��	� �������� �� �����	� �&� ��5����� B� ���	��� - 	�� ����� ���� G����

��
��,������ �����+	�H

〈0out|0in〉S =
∑
n>0
��
���

8n

(p+)2

∣∣∣∣Ỹ
(

n

p+

)∣∣∣∣
2

,

�S Ỹ ��� �� �����5����� �� <�	���� �� Y �

Y (x+) =

∫
dp− Ỹ (p−)eip−x+

.
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 � �&�
�� �	 ���	���� +	� T��U �
����� �� ����������� ����������� �&�������	� �&����	����

ei
R

dτ HI (τ)�

\ ������ �� �-� �� ����	� �&������	��� ����� ��� ����� +	�����+	�� ��� ����� �� �� ��	�

����,�� +	� �� ���� ������ ������� ��� �� ������� S ����	��� �� T��U �

S = 〈0out|0in〉S : exp

[
4i

p+

∑
n ��
���

Ỹ

(
n

p+

)
an

]
: .

��
�� ������ �������	� 
	 �
��
� ������ �
 #���

 � ��� �����
�� �� ������	��� 	� ���� �� 
��� ������������� - �� ;*����� ���	�����

T��� �6U � �� �>��� �� ������� �� �&���� �� 
��� |;1〉� ������������� - �� ;*����� ����

����� �� ��� ���� �� ���� +	� �&����

|B〉 = exp

(
1

π

∫
τF =0

dσF Y i(X+)∂τF
X i

)
|;1〉, G����7H

�S τF �� σF ���� ��� ����������� �	� �� ����� 5������ ����,� ��� ���������� �	/ 
����

(X i − Y i(X+))
∣∣
τF =0

|B〉 = 0.

GE���� +	� �&���� �� 
��� � 	� ���� ��	� 	�� �	�5��� �&	������ �	���������� �� +	&�� 5�	�

����� ��	� ����,�� �&�+	����� ��*����	�� 	������� ��� ��������� �� ����	������ �	����������[
X(σF ), ∂τF

X(σ′
F )

]
= πδ(σF − σ′

F )�H

\ ������ �	 ������ �S �� ������� �&	� ��� ���� �� 
���� �� ��	� �&�� ������ ��	�

����	��� ��� ������	��� �� �������� ��� �������	�� �� �����/ ����� �&���� �� 
��� �� �� ����

�� ������ 5������� =����� �&������	�� ��	� 	� ���� ��������+	� �&� ������ ��� ������ ���

S0→0 ∝ 〈0| : e−ipµXµ(0,0): : eipµXµ(0,π): |B〉 G����:H

�S� �&�
������ �� ������ 5������� �� ���������� σF ��� �������+	� �� ������� 2π� E�	�

����� 	������ �� 5��� +	� �� ���+	� � 	�� �������� ���5���� SL(2, R) ��	� ,/�� �� ����*

���� ��� �������	�� �� �����/� F	��� - �� �������������� ���� ���� ,/�� �� �������� +	�

S0→0 = 1 �� �&�
����� �&����� )�,�� �&���	����� �&	�� ����� �	����� ����� ��������������

���
��	������ - �� ;*
����� �&������ µ �� ������� ��� +	� ��� ����	�� + �� −�

 � 5�	� ��	� �&�
��� �������� �� +	� �&�� ������ ��� �� ���� �� ������ 5������ 〈0|�
$	��+	� ��	� ����������� ��� ������	��� ���� �������� �� ����� 5������ �� ������������

���������� ��� ���	��������� +	� ��� �������	�� �&���	������ �� ��������� p− G����	
	�

�	 ���� M��� �� X+� ���� x+H� �&���	�����  � �� ����	�� +	� �� ���� �&�����

〈0| ∝
∫

dx+ 〈x+| G����8H

A�



�S 〈x+| ��� 	� ���� ������ �� x+�

;��� �� �	��� �	 ����	�� �� ��� ����� - ������� ��� 5��+	����� ��������� �� ��
������

�� Xµ� B� ���� ���� Xµ(0, σF ) = Xµ
> + Xµ

< + xµ� ����

Xµ
> =

i

2

∑
n>0

1

n
(aµ

ne−inσF + āµ
neinσF )

�� 	�� �/�������� ��������� ��	� Xµ
<� ;� �� �4�� 5�Q��� ��	� ������ ����� - ������	���

∂τF
Xµ

> �� ∂τF
Xµ

<�

������� +	� 〈0| ��� ���	�� ��� Xµ
<� �� +	� |;1〉 ��� ���	�� ��� Xµ

> − Xµ
< G��	� µ ∈

{+,−}H� �� 
���� ������������ ��	� �&����� ������ ��� �� ������ Xµ
< - 
�	��� �� Xµ

>−Xµ
<

- ������� $�	� ����� �� �����

: eipµXµ

: = e2ipµXµ
<eipµxµ

eipµ(Xµ
>−Xµ

<). G����9H

;��� �&�/�������� G����:H� ��� 5����	�� �� Xµ
< �&���������� ����� +	� ��	/ �� X+

> −X+
< �����

+	� (X+
> −X+

<)|B〉 = 0� '�� 5����	�� ���� ��� ����� M����� +	��� - �	/� �&��������� �����

+	� ��� ����� ������� �� ������� ��� �4�� p+ G����� +	� p+ ��� ��������H �� �4�� p−

G����� +	� �� ���� ��	/ �������� P ����� �� � �	���� 	� 5����	� eix+�p−H� B� �
����� �����

S0→0 ∝ 〈0|eip+(X−
>−X−

< )|σF =0 e−ip+(X−
>−X−

< )|σF =π|B〉.

 � ����� ����� - 5���� ������ �� 5����	� �� X+
> − X+

< - ������ �� �&�/����������� ��

�&�+	����� G����7H� $�	� ����� ��	� ������ 	������� �� 5���	��

eCg(B)e−C = g(B + [C, B])

�S [C, B] ���� ����	��� ���� C �� B� �� g ��� 	�� 5������� +	�����+	� G�� ��������

�������+	�H� �� �� ����	����	�

[X>(σF ), X<(σ′
F )] = −1

4
ln

(
4 sin2

(
σF − σ′

F

2

))
,

+	� �&��� �	��� +	� �� �����
���	� ��������� �	 
��� NF (0, σF ; 0, σ′
F )� )� �����+	��� ����

	�� 5��� ��	� ���+	� �������	� �� �����/� �� ����� +	��+	�� ����	�� G�5 T�6UH� �� �
�����

S0→0 ∝ 〈0| exp

[
1

π

∫
dσF Y i

(
X+(σF ) + ip+ ln

∣∣∣tan
σF

2

∣∣∣) ∂τF
X i

]
|;1〉. G����AH

G'� 5��� +	� �&�� ������
� ��� �������+	����� 	�� 5������� +	� �&� ��� �� ������ �� 4���

�������+	� O ��� 5�������� �������+	�� - �	����� 
���� ���� ����� O ��	� ����Y��� 5	��	/�

E��������� �� ���	���� ,��� ���� ������+	� - ���	� �� �� ��	
� �	 �3�� �� �	����� G�+	�����

A�



G�����HH� �� +	� ������ �	������ +	&�� ���� � ����� 	� ����� �� ������ ���� ��
�	��	/�H B�

��	� �� �	��� ��������� X+(σF ) ��� x+ ���� �� �&�
����� �� ������ �� X−� ��� �����

��� M���� �� X+ ��	���� �� �������� ��
������ - 
�	��� �S - ������� �� �&���	���� �	� 〈0|
�	 |;1〉�

$�	� ����� ��	� ����� �� �����

∂τF
X i = 2∂τF

X i
< + (∂τF

X i
> − ∂τF

X i
<).

'� ������� ����� �&���	�� �	� 〈0|� �� ��� ���������� �� ;�������� �	� �� ;*����� ����

���� �����Y���� �&���	������ �	 ��	/���� ����� �	� |;1〉� B� ��� ���� ����� - �������

�&�/����������� ���� G����AH �� 	�������� �� 5���	�� �� #�!��*����
���*X�	����>

eB+C = eB e
1
2
[C,B] eC ,

�������
�� �� [C, B] ����	�� ���� B �� C� �S B �� C ���� �&�/����������� ���� G����AH

�� ������Q��� ∂τF
X i ��� �������������� �� ������� �� �� ��	/���� ����� �� �&�+	�����

����������� )� �����+	��� �&�	��� ���� +	� �� ����� �� ln | tan(σF /2)| ������Y� ����

�� �����5�������� ���5���� +	� �����5���� �� ����*�������� ��,�� GτF ≥ 0H �� �	
��

�	������� �

−τE + iσ = ln

(
tan

(
σF + iτF

2

))
,

�� �
�����

S0→0 = 〈0| exp

[
1

π2

∫
dσ′

F Y i(x+ − ip+τE(σ′
F ))

∫
dσ′′

F Y i(x+ − ip+τE(σ′′
F ))×

× ∂τ ′
F
∂τ ′′

F
NF (0, σ′

F ; 0, σ′′
F )

]
|;1〉

%�	� ���	���������� �� 5��� ����� �� ����
����� �� �����
�� ���� ��� �����������

(τE, σ)� '� ������� �	 �����
���	� �� �����5���� �� 5�Q�� �������� G����� +	� �� �&���

��� �� ��� �	 �����
���	� �	�*�4��H� - ���� ���� +	� �� �����
���	� �	���� �	� �� 
����

� 	� 5����	� � ��� ������� �	 �����
���	� 5���� - ��	�� �	 
���� ���� ��	� �������

���	��� 	� 5����	� 1/2 P ��	� ��	� �� ������� - �� ������� �� �� ��5����� - �&����/� �� T�6U�

)�,�� 	�� �������� �� .��! GτE = iτH ������ �� ������� - 	� ��
	���� ���� ��	� Y i ��

�����5���� �� �����
���	� �	������� �� �����
���	� ���!�2�!����

 � 5�	� ������ �������� ��� x+� $�	� ����� �� ��	� �
���
�� x+ ���� �� �����
�� �&��*

��
�������  � ����� ����� 	� 5����	�
∫

dx+〈x+|;1〉 �
���
� ���� �� �������������� �� ��

�
�	��� - �&�/�������� G�����H�

E����� +	� �� �����+	� +	� ��	� ����� 5���� - �� ,� �� �� ������� ����� ��� �/�����������

����,�� ��� � �� ������� �� �&���� �� 
���� ���� ���� 	� 5��������� ��������� ���� 	��

A�



�	�5��� �&	������ �	���������� ��	� �������� ,�������� - 	�� �/�������� 5������ ������Y���

	�� �	�5��� �&	������ ���!�2�!����� G�	��+	� �� �����
���	� ���� �&�/�������� ,���� ���

���!�2�!���H ���� �� ��	
� �	 �3�� �� �	������ �� +	� ���,��� +	� �&��� 
��� 	�� �����+	�

���!�2�!����� +	&�� 5�	� ���������� ���� ����� ��	
��

 � �&��� ��� ��I���� �� ���������� �� �������	� ������� → ������ ���� �� 5����������

 � �&�
�� ����� �� ����	��� �&������	��

〈0| : e−ipµXµ(0,0)∂σX i: : eipµXµ(0,π): |B〉.

B� �
�	��� ������ ����� �� �������� �� .��!� -

〈0| i
π

∮
dτeiτY i(x+ + p+τ) exp

[
. . .

]
eix+/p+|B〉

�S exp[. . .] ��� �&�/����������� ���� S0→0� �� �� 5����	� eix+/p+
����� ��� ����� M���� ����

G����9H� �� 5����	� ������ �� �&����� +	&	�� ���������� �� x+ + p+τ � �� �� ��	� �����

����� ������������� �
���
�� x+ ���� �� �����
�� �&����
������� �� �� �
����� ,��������

�� �4�� ����� +	� ���� �� ��	
� �	 �3�� �� �	������

'�� �������	�� �� �����/ �������� ���������� ����M ������+	�� ��	� ��� ����� �/�����

�	������� �� ����,������ �	 5��� +	� ��� ��	/ 5���������� ������� �� �4�� ���	���� �&�

��� ��� 5���� �	*���-� E��������� �� �&������ - �� +	� �� �	����� �	����*5���� ���� ����


�������� �� ���� - �� +	� ���� �������

)!( ������������ ��� �� �'����� ���������

=���� ����� ��������� ��� �������	� �S 	�� ����� �	����� ����� 	�� �	��� ����� �	*

������ �����	�������� ���� 	� ���� ��>������ ��	� ������ ������
�� ��� ������������� E�	�

��	� ���������� �	 ��� �&	�� ����� �	����� �� ������� �� ��	/� $�	� �����,+	������ ��

�&����������� �	 �������	� �S 	�� ����� ���� ��� ���� 5���������� ���� 	�� �/��������

�� ����� �	��� �� �&���	����� ������� ���� M���� ��� �/��������� ������������� �	/ ��*

5��������� �� �� ;*
����� 	�� �����
���� ��5����	
� ������ 	� ��
�� �&�����
����� �� ��

���,
	������ P - �&�������� �&�
����� �� �����
���� ��
��,����� +	� �� ����������� �	� ��

;*����� ��� �����3��
��� �&���*-*���� ��	� 4��� ����	� ��
��
��
�� ���� 	� ��	���
� �	I*

������� ������

����� *�����
 ���	��
�� ��	� �� 3���
 �� �4	
 �
 ����1�


$�	� ������� 	�� ����� �	����� �� ������� �� ��	/� ��	� ����������� ����� �	�5���

�&	������ 	�� 
���� �� ���
�	� π ���� 	�� ��	�	�� ��������� - ��� 
���� ������� �	

A6



σ = π

σ = π(1 − α)τ = τI

σ = 0

���� ��6 Z �	�5��� �&	������ �&	�� ����� �	����� �� ������� �� ��	/�

����� �&����������� τI � �&���*-*���� +	� �� ��	�	�� ��� ������ ��� τ ≥ τI �� σ = (1 −
α)π G,
� ��6H� ;��� �� ��	
� �	 �3�� �� �	������ �S �� ����� X+ = p+τ � �S p+ ���

�&���	����� ������� +	� ��� ���������� �&���	����� �� ����	� ��� ��	/ ������	/ �����

���������� ��� ��������������� - ��	� ���
�	�� �� ��	� ���� �������������� (1 − α)p+ ��

αp+� E�	� ������������� �� ��� �S �&�/�������� �� ����� �	��� ����� ��� ���� �� ������

σ ∈ [(1 − α)π; π] P ������ �� ������ �&���	����� �	��� ��	� ����� �/�������� ������������ -

α → 0�

'� 5��������� +	� ��	� ��������� ���� �� �������� ��������� ����� �� 
����� ������

������ ��	� ��� ������ �� ������������ N� ����� ��������� +	� �� ��>���� ��� �� 5���� �	 ���*

��
���	�� ���	�*�� ��	� �&�/������ ����M ���������� ���� �� ��� �	�������� )� �>��� ���� ��

���*�-� �� �����5�������� ���5���� �	������� ���� ���	��
�����
	 �
 #��%��&�.�����
/
��

����� �� ����*���� ������/� �	�����	� ���� �� 
���� ��	��� ���� τI = 0 �

τE + iσ = ln(z − 1) − α ln z + α ln α + (1 − α) ln(1 − α). G��6��H

'� ����� �&����������� ���������� �	 ����� ������������ �� ����� �����5�������� P �� �����	�

��	��� ����,�� �������� +	&�� � 
��� τI = 0 G�� ����� �������� � ��� ��	��� ���� �� 
	�H�

)� ������ �� �� ���������� z� �� �����
���	� �&�����

NE(z; z′) = −1

2
ln |z − z′| + 1

2
ln |z̄ − z′|.

)� �&�
����� �&�/�������� �/������� ��	� �&������� �� �� �����5�������� G��6��H� ��	� ��*

����� ���������� ���� ��� ������������ �� +	� ��	� ������ �� ���������� ���� 	�� �	�5���

�&	������ �	���������� �� ���� �� 5���� 	� ������
����� �������+	� - ������ �	 ��� ���*

!�2�!����

$�	� ���������� ������� �� ���� 5���� �� ������
������ �� 5�	� �/������ �� ���� ������

����� ��� �����
���	�� �	������� �� ���!�2�!���� $�	� ����� �� ��	� ������ �� �����
���	�

�	������� ���� ��� ����������� τE, σ ��	� 5���� �&	�� ����� ��������� ��� ������� �� ��

�	�5��� �&	������ G����� �������� �	 �&	�� ��� ������ ���������H� ������ r �� r′� �S ��

A�



���	���� ��� ������ (τE , σ) �� (τ ′
E , σ′) �

NE(τE , σ; τ ′
E, σ′) = δrr′

∑
n>0

1

n
e−n|τE−τ ′

E |/|αr| sin(nσr) sin(nσ′
r′)

+
∑

n,n′>0

N rr′
nn′enτE/αren′τ ′

E/α′
r sin(nσr) sin(n′σ′

r′)

�S σr �� σ′
r′ ���� ��� ����������� ��������� �������� - ���+	� ������ �� �� �	�5��� �&	�������

�&���*-*���� ��� 5�������� �I��� �� σ ������ 0 �	 π �	/ 
����� �� αr ��	� 1 �	� �� �����

�������� G�S τ ≤ 0H �� −(1 − α) �� −α �	� ��� ������ ��������� G�S τ ≥ 0H� $�	� ��	�

�� ������� �	� ����� �/�������� �	 �����
���	�� �� ��	��� �� ��5���� �	 �������� �� �� T�U�

�S �� ���	���� �
������� ��� �/��������� �/�������� ��	� ��� ���I������ N rr′
nn′� ���� ��	�

�&�	���� ��� 
����� ����

\ ������ �� ����� �/��������� �� ��	� �
����� 	�� �/�������� ��	� �� �����
���	�

���!�2�!��� �

N(τ, σ; τ ′, σ′) = δrr′
∑
n>0

1

n
e−in|τ−τ ′|/|αr| sin(nσr) sin(nσ′

r′)

+
∑

n,n′>0

N rr′
nn′einτ/αrein′τ ′/α′

r sin(nσr) sin(n′σ′
r′).

N� ����� ��� ������� - ����,�� ��� +	� ��� �/��������� �	� ��� ��>������ ������	/ �� ��

�	�5��� �&	������ �� ��������� 
��� �� τ = 0� B� ��	��� ����,�� +	� �� �&��� �� ��� ��	�

NE G�� +	� ��� ���� �	��+	&�� �&� �
���	� - ������ �&	�� �/�������� �� z +	� �&� ���

�� ���������	���H� ����� �&��� ���� �	��� ��	� N �  � �� ����	�� �� ���� �	����� ����� ���

�����
���	�� �

N(τ, σ; τ ′, σ′) = NE(iτ, σ; iτ ′, σ′).

����
 $�	����	� �
 ����������	 
� ��������
�

'&��������� �� �� +	� ��	� ����� �	 �	� ��� 5�������� �� ����������� �� ������	��� ����

�� ��� ��
�� �&�����+	� ��� P 
��� �L�� �	��+	&�� � � ��	/ ������ ���������� 〈0out| ���� 4���

������� ����� �� ����	�� ��������� ��� ����� �� ���+	� ������ E��������� �� ����	��

�&�/�������� �	������� ��	� 	� ����� �&����������� τI �

〈0out|0in〉S = C exp

[
− 1

2π2

∮
dτ ′

∮
dτ ′′ ∂σ′∂σ′′N(τ ′, σ′; τ ′′, σ′′)×

× Y (p+(τI + τ ′))Y (p+(τI + τ ′′))
]
.
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=���� 	�� �������� �� .��! Gτ ′
E = iτ ′ �� τ ′′

E = iτ ′′H� �� �
�����

〈0out|0in〉S = C exp

[
1

2π2

∮
dτ ′

E

∮
dτ ′′

E ∂σ′∂σ′′NE(τ ′
E , σ′; τ ′′

E, σ′′)×

× Y (p+(τI − iτ ′
E))Y (p+(τI − iτ ′′

E))

]
.

= ������ C ��	� �������� �� α� $	��+	&�� �� ������ ��� �� �&����� �� ��	� 	������� ���

���	����� ���- ����	� �� �&�
����� �&���� T�U� +	� ������ +	� C ��� 	�� ���������� +	� �&��

��	� �
���
�� ���� �� ��������� �� ��	���
�� �� +	� ��	� ��������� ���� ���� �� �	����

\ ������ �� �-� 	� ����
����� �� �����
��� ���� z′ �� z′′ �����

〈0out|0in〉S = exp

[
1

2π2

∫
dz′ dz′′

Y (p+(τI − iτE(z′))) Y (p+(τI − iτE(z′′)))
(z′ − z′′)2

]

�S τE(z) ��� ����� ��� �&�+	����� G��6��H� ���� �����
� +	��� z′ → z′′ P �� 5�	� ����

���������� ����� ����
���� ����� ����� 	�� ������ �����������

$�	� ����	��� �&������	�� �&�������� �&	�� �/�������� �� ����� �	��� ��� 	� ��������

�� 5�	� ����	��� �&������	�� 〈0out|a1|0in〉S� �S a1 ��� �&�������	� ������ 	�� �/�������� ��

����� �	��� �������� �

a1 = lim
τ→+∞

eiτ/α

π

∫ π

(1−α)π

dσ sin

(
π − σ

α

)(
X

α
+ i∂τX

)
.

$�	� �
����� 	�� �/�������� �/������� �� �&������	��� �- ������ ��� �/��������� ���	����

���� �� ��� ��
�� �&�����+	���� �� ����� ��	� �� ����	� �� 〈0out|0in〉S �� 5�	� �>���	�� 	��

�������� �� .��! ��	� ������ - �� ���������� z G�� ��	� ����,�� +	� �� ������ τ → +∞
������� - �� ������ τE → +∞ �	� �&�/�������� �	���������H� \ ������ �� �-� �� ����	� ��� ��	�

5�������	/ +	� ��I���� � ����� �� ������ τE → +∞ ���������� - z → 0� �&����
���� �	� σ

������� 	�� ����
���� �� �����	� �	��	� �� z = 0� +	� �&�� ��	� ����	��� �/������������ ��

�� ���	��
〈0out|a1|0in〉S
〈0out|0in〉S

=
1

π

∫
dz

Y (p+(τI − iτE(z)))

z2
.

���� ��	� ����� 	�� ������	�� - τI ,/�� $�	� �
����� �&������	�� �����+	� +	� ��	�

���������� �� 5�	� ����
��� �	� ��� ����� �&����������� �����
���� �&������	�� �&�������� �����

A =

∫
dτI 〈0out|a1|0in〉S

∣∣
τI

eiτIp+�p− G��6��H

�S �� 5����	� p+�p− ���� �&�/����������� �&��� �	��� +	� �� ��������� �� ����������� �����

��� ����� ������� �� ,���� �� �������� �� ����� �/����������� ����� 	� ���	���� ������+	� ��

�� ������� +	����+	� ��� ����	�
������ ����������� �	 ������

A:



'� ����� +	&�� �	���� ���� ��� +	� ����� �/�������� ��� ��	 ��������+	�� $�	� ���*

������� �� 5�	� ������ 	� ���� - �&�/�������� Y (p+(τI − iτE(z)))� B� ��	� �� 5���� - �&����

�� �� �����5����� �� <�	���� �� Y �

Y (p+(τI − iτE(z))) =
1

p+

∫
dω Ỹ

(
ω

p+

)
eiωτI eωτE(z).

=����� ��	� ����	��� 〈0out|0in〉S� �� ���� ����� - ���������� �&����
����∫
dz′ dz′′

eω′τE(z′)eω′′τE(z′′)

(z′ − z′′)2

+	� �������� 	�� 
����� ������ �� �� ���������� �� α G��� ��	� �	��+	� �p− �� ������

�	���H� �� +	� ��� ����������� �	��+	&�� �&��������� - �� ������ α → 0� '&�/�������� �����
	�

���� �� ��� �� �&������	�� - ��	/ ������ G�S �&�+	����� ��	� 〈0out|0in〉S ��� �� �4�� ��

������� τE(z) = ln zH ��	� 4��� ����	��� �/�������� ����� 	�� �������� �� .��! ω → iωE

G+	� �������� �� ������
���� ��� ����
�����H� �� �� �����	�� �� ���	���� ���- ���	�� ���

�&�	���� ������� ;��� �� ��� - ����� ������� �� �� ���� ��� 5���� �� ����	� �/��� P �� ��	�

��������� ������� ���	��� ��� ���	����� ���������� �� ������ α → 0 +	� ��	� ����������

����� ������ �������	�

$�	� ����	��� �� 5�Q�� ���������� 	�� ������	�� - ����� ������� �� ����	� ��� ���������

�	 ��� - ��	/ ������ G��� ��
��H� - ���� ���� +	&�� � � ����� �������	�� �� �����/�

;��� �� ��� +	� ��	� ���������� �&������	�� - ����� �������� ���� ���� ������� �����

��� ����	�� ������+	�� - ��	/ �	 ��� ��
��� ���

S0→0 ∝ 〈0|eiαp+(X−
>−X−

< )|σF =0 ei(1−α)p+(X−
>−X−

< )|σF =πe−ip+(X−
>−X−

< )|σF =π/2|B〉.

'�� ��������� ��� �������	�� �� �����/ ��	���� 4��� ,/��� ��
����������� 
�R�� - �� ����*

���� ���5���� SL(2, R)� F	��+	�� ����	�� ��	� ����� �� �
�	��� -

S0→0 ∝ 〈0| exp

[
1

π

∫
dσF Y i

(
X+(σF ) − ip+

(
ln
∣∣∣tan

σF

2
− 1

∣∣∣− α ln
∣∣∣tan

σF

2

∣∣∣))∂τF
X i

]
|;1〉.

)� 	�������� �� �����5�������� ���5����

z = tan
σF + iτF

2

�� ��� ����	�� ���������� - ��	/ �� �&������	�� - ��	/ ������� �� �����	�� �&�/��������

�
���	� �� ��	
� �	 �3�� �� �	����� P �&����
���� �	� �� ����� �&����������� G�+	�����

G��6��HH ����	�� �� �&����
���� G����8H �� ��� ����� M���� ���� G����9H� ���� x+ = p+τI �
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E�� ���	����� ������� ��	� �&������� ���� ��������� E�	� �������� ��������� ��� ������*

��� ���� 	� ������ ��������
������ ������� B� ��	� �&���� �� ���- ����� 	�� ���� �� �� -

+	�� �&��������� ;��� �� ���� +	� ��	� ����� ������ ���� �� ������ ���� ��� ��	/ �/��������

���� �	� 	�� �4�� ;*
����� �� �&� ��� �� ������� � ������� �� �&�������� - 	�� �����
����

��5����	
�� ;��� �� ��� - ��	/ ;*
������ �� ��������� ��� ������ ���� ��>�������� �� ��

�&������ - ��� �����
������ �	 ����� ���� �� ������ �S ��	� �������� ,���� G- ��� �����

���������+	����� 
�����H ���� ���� �&��,��� ����� �/���+	� �	 ��
	� �� �� ���������  �

5�	��� ���� 5���� �� ����	� ��	� �� ������ ��	��
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�����5 �� ���	/ ���������� �� ������� ��� ������ �� �������*

����� ��	�
�� �	 ��������� �	 ������ $�	� ����� ��	� �� ����� ��	��� ������ ������� ��

�
���	 ��� ���	����� +	� ��	� ������ �������� ����

%�	� �&�
���� ��	� ����� ������	��� ��� 	�� �������� 
�������+	�� ��� �������5����

�	� S3 �� RP3� E�	� ����� ������ +	�� ���� ���+	� ���� �� � ��	/ 5�Q��� ��>�������

�&�>���	�� �� ���������� �������5��� �	� ��� ������ 5������ � ���� �� ��� �� �� 6*�������

���� ���������� - ��� 
��������� ��>������� ��	� ��� �������5����� ������ +	� ��	� RP3 ���

�������5���� ���� �	 �4�� ������� ���� ��� ��	/ ���� E�	� ����� �
������� ����	�� ���

������������ �� ��� �������5���� ���� ��� ;*
������ �� �� ����� ���	�� ��� 
��	��� �� ��	
�

�����
����

'&��	�� ��� 	������ 
�������� ��	� � ���	��� ����� - ��	� ���������� �	/ ;*
�����

���� ��� ������� ����*�� ������ �� �������� �� ������ �� 5��� 1�����*1������ ;���

�� ��� �S �&������ ��� AdS3 × S3� ��� ;*
����� ���� ��� ;6*
������ �������� �����������

��� �� �*�	����� +	� �����5���� ��� 5���� 1*1 �� 5���� E���	*���2��M� �� +	� ��	� �

������ �� ��� �
����� �� 	�������� ��� ���	����� ����	� ���� �� ������� ���� E�	� �����

����,� �/����������� +	� �� +	� �&�� ���� ����	��� ����*������+	����� ��� �������
�� ����

�� �*�	������

)�,�� ��	� ����� ��	��� 	� ��� 5���� ���������� �	 ����� ��� ��	� �������� - ������ ;*


���� ������� 	�� ���� ����� �� ����
�� ���� 	� ������*����� ����� E�	� �&����� �
���	

+	� ��� ���	����� ���� �������� P ���������� ��	� ����� ������	�� ��� �	���� +	� ���������

���������� ���� 	� ����� ��������
������ ��	��� �&�
�	��� - ��� ���	����� ������������

���������� ��������� �� ����������� �	� 	� ��� 5����

AA



�
���
����
�

����� ����+	�� ��� ���	����� �	 �������� � ������� ��������� �� �� 5�	����� ��� ����������

��������� �� ����������� �� ��� �&	�� ����� ����� ��	/ ;*
����� ��>�������� B� ��	���

�
������� ���������� �&�������� �� ������ 5������ ��� 	�� ����� ;*
����� �� ����� ��	����

�&�������� �&����� 
���������������� ��� 	� ��5�	� ������
�+	�� �� +	� ��	����� ����� ���

���������� ����������� �	� �&�������� �� �&N������ �������5�

=	*���-� �� ��� ����� +	� 
��	��	� ����� - 5���� �� �� +	� �������� ��� 5���� ���������

�	 ������ ��������� �������
�+	��� '�� ���������� �� ���
����� �� ���� 5���� �� �� 5�Q��

�� ��� �
����� ����+	&�� �� ��	� ��� ��,��� �� ������� � ������� ���
����� ��������	��� -

�&��	�� ���	�����  � � � �
������� �� +	������ �� ������ �� �� ������� ��� ������ ��	� ����	���

��� ���
	������� ������ +	� ����� +	� � �������
��
������ �	 ���	 ���� �	 #�
 #��
� �� �� ��

5�Q�� ���� ���� �� ����	� � ��� �����+	����� �
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��� ��� �/����� ���� ��

5��� �����*���� �������
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B� �&������ - �� +	� �&��	�� ��� 	������ 
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