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5RésuméLa théorie des jeux a développé, à ses débuts, une voation pour les sienessoiales et éonomiques, ave des appliations disparates, omme par exemple letraitement de données médiales. Elle apparaît aujourd'hui omme un paradigmede onepts et de tehniques très général, dont le potentiel reste enore à exploiteren informatique. Dans ette thèse nous étudions une branhe partiulière, la théoriedes jeux ombinatoires (à deux joueurs), pour en tirer béné�e dans le domaine,très atif, des sémantiques formelles des langages de programmation.D'un jeu, nous pouvons séparer l'aspet syntaxique, inhérent aux dénouementspossibles des maths, de l'aspet sémantique, inhérent aux prévisions sur le gagnantet la quanti�ation de son gain (en termes d'un enjeu quelonque, tel que l'argentou le préstige). Pour modeliser la notion de gain, la struture d'évaluation hoisiene doit pas forément être elle des booléens (gagné ou perdu), ou elle des entiersnaturels ou relatifs. Il su�t qu'elle véri�e des propriétés, assez faibles, garantissantl'existene d'une sémantique même lorsque le jeu donne lieu à des maths in�nis,omme dans le as du jeu de la bisimulation entre proessus onurrents, et du jeude la programmation logique.Dans e travail, nous étudions la aratérisation sémantique d'un langage lo-gique (ave ou sans ontrainte) en termes de jeu à deux joueurs. Au-delà du mo-dèle intuitif des jeux, dont la valeur pédagogique mériterait d'être approfondie,une telle interprétation permet de réutiliser un des algorithmes les plus utilisésdans la théorie des jeux ombinatoire, Alpha-Bêta, omme moteur de résolutionpour les langages logiques. Les résultats réents et spetaulaires obtenus par lesprogrammes d'éhes (souvenons-nous de la défaite du hampion du monde Kaspa-rov ontre le programme Deep Blue d'IBM) témoignent d'une forme d'intelligenearti�ielle développée dans es programmes qui peut être transposée et exploitéedans la résolution des langages logiques. La résolution d'interrogations existentiellesonjontives dans une théorie de lauses de Horn du premier ordre est en partiulieronernée. En e�et, la apaité d'Alpha-Bêta à simpli�er le alul ou, en d'autrestermes, sa apaité à éliminer les oups inintéressants, n'est pas intimement liée àun type de jeu ou à un type de gain partiuliers, mais demande juste des propriétésalgébriques qui sont satisfaites dans le jeu de la programmation logique. La orre-tion d'Alpha-Bêta est prouvée de façon formelle pour un éventail de strutures trèslarge. Les valeurs alulées pourront être aussi bien des entiers naturels, ommedans le as du jeu d'éhes, que des substitutions ou des ontraintes, omme dansle as des langages logiques.Mots-lésAlgèbres typées, arboresenes, arbres, termes, théorie des jeux ombinatoires,jeux, arènes, positions, joueurs, gain, arbres de jeu, pré�xes de jeu, stratégies, stru-tures d'évaluation, sémantique monosémique, strutures de o-évaluation, séman-tique bisémique, sémantique pessimiste, sémantique optimiste, algorithme Alpha-Bêta, théorème Alpha-Bêta polymorphe, algorithme Alpha-Bêta-Gamma-Delta, Pro-grammation Logique, LP, Programmation Logique ave ontraintes, CLP, résolutionSLD, résolution CSLD.
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7AbstratGame theory had, in its origins, a voation for soial and eonomi sienes,with disparate appliations, for example in the proessing of medial data. It ispereived today as a very general paradigm of onepts and tehniques, whosepotential still remains to be disovered in omputer siene. In this thesis we studya partiular branh, ombinatorial game theory (with two players), in order to pro�tfrom it in the very ative �eld of formal semantis of programming languages.Within a game, we an separate the syntati aspet, inherent in the possibleoutomes of mathes, from the semanti aspet, inherent in the foreasts over thewinning player and, possibly, inherent in a quanti�ation of pro�t, in terms of astake, like wealth or prestige. To model the onept of pro�t, the seleted strutureof evaluation should not neessarily be the struture of booleans (win or loose), orthat of natural or relative numbers. It is enough for this struture to verify someproperties, rather weak, guaranteeing the existene of a semantis, even when theplay gives rise to in�nite mathes, as in the game of bisimulation between onurrentproesses, or as in the game of logi programming.In this work, we study the semanti haraterization of a logial language (withor without onstraints) in terms of a game with two players. The e�et of suh aninterpretation, beyond the intuitive model whose didati value would deserve tobe examined, makes it possible to reuse Alpha-Beta, one of the most elebrated al-gorithms in ombinatorial game theory, as a resolution engine for logial languages.The reent and spetaular results obtained by hess programs (like the defeat ofthe world hampion Kasparov against the IBM program Deep Blue) testify to akind of arti�ial intelligene aquired by these programs that might be transposedand exploited in the resolution of logial languages. The resolution of existentialonjuntive goals in a �rst-order theory of Horn lauses provides an interestingase. Indeed, the ability of Alpha-Beta to simplify alulation or, in other words,to prune the uninteresting paths, is not losely related to a partiular type of gameor pro�t, but to a well-hosen set of algebrai properties, satis�ed by the game oflogial programming. The orretion of Alpha-Beta is formally proven for a verywide variety of strutures. In this way, the omputed values ould be natural num-bers, as in the ase of hess, or substitutions or onstraints, as in the ase of logiallanguages.KeywordsTyped algebras, tree strutures, trees, terms, ombinatorial game theory, game,arena, position, players, value, game tree, game pre�x, strategies, evaluation stru-ture, monosemi value, o-evaluation struture, bisemi value, pessimisti seman-tis, optimisti semantis, Alpha-Beta algorithm, polymorphi Alpha-Beta theorem,Alpha-Beta-Gamma-Delta algorithm, Logial Programming, LP, Logial Program-ming with onstraints, CLP, SLD resolution, CSLD resolution.
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IntrodutionLes interprétations en termes de jeux ont trouvé, depuis quelques années, desappliations de plus en plus nombreuses en informatique, en partiulier dans l'étudedes sémantiques des langages de programmation. Les appliations les plus remar-quables de la théorie des jeux onernent l'introdution systématique du hasarden algorithmique (f. [Motwani & Raghavan, 1995℄ pour une introdution élo-quente) et, bien entendu, les programmes qui �jouent� à des jeux de stratégies.Le hasard et l'adaptation en informatiqueL'idée des algorithmes aléatoires est elle de onsidérer le programmeur ommeun joueur ayant à sa disposition plusieurs algorithmes déterministes orrets (sesstratégies pures), et s'opposant à un adversaire, l'environnement du programme,dont les stratégies sont les valeurs possibles (ou les lasses de valeurs) pour lesentrées du programme. L'enjeu sera le temps, la qualité de la solution, l'espaemémoire oupé ou tout autre mesure d'e�aité du programme. Alors, une stra-tégie optimale (appelée mixte) orrespondra à dé�nir un algorithme hoisissantdynamiquement, de façon aléatoire et selon une loi de probabilité établie, parmiles méthodes déterministes à sa disposition. Par exemple, toutes les variantes dufameux algorithme de tri quiksort qui hoisissent de façon déterministe la positiondu pivot sont mises à mal (omplexité quadratique) par ertaines permutations duveteur d'entrée. En revanhe, le quiksort aléatoire �inventé� à la �n des années '70(f. [Sedgewik, 1978℄), orrespond exatement à la stratégie mixte naïve (et loind'être optimale), qui donne la même probabilité d'utilisation à tous les quiksortdéterministes, orrespondant aux hoix �xes de la position du pivot. On a évidem-ment l'impression que ette stratégie naïve est optimale si toutes les permutationsdu veteur à trier sont équiprobables. Mais la théorie des jeux permet de dé�nir apriori des algorithmes optimaux adaptés à toute distribution onnue de probabi-lité sur les données, voire, grâe à des méthodes d'apprentissage, de onevoir desprogrammes qui s'adaptent (pendant l'exéution) aux apries de l'environnement(f. par exemple [Owen, 1968℄).L'idée des méthodes qui se spéialisent ave l'expériene n'est pas réente. Elleévoque au ontraire un des premiers propos, au début du vingtième sièle, de lathéorie des jeux : la modélisation des rapports éonomiques, de l'o�re et la de-mande, 'est-à-dire la modélisation des deux ateurs ayant des intérêts opposés maisonvergent vers une adaptation réiproque. En informatique, e genre d'approhe,où l'on fait �ombattre� une spéi�ation ontre les données qui seront soumisesà son implantation, est bien entendu envisageable pour n'importe quelle olle-tion de programmes équivalents, mais plus ou moins performants suivant l'environ-nement (f. entre autres [Welsh, 1983℄, [Karp & Rabin, 1987℄, [Karp, 1991℄,[Motwani & Raghavan, 1995℄). 11



12 INTRODUCTIONLes robots joueursNous pouvons rappeler ii les suès réents et spetaulaires obtenus, dans ledomaine de l'intelligene arti�ielle, par les programmes qui �jouent� aux Dames,aux Éhes, à Othello ou à d'autres jeux de stratégie lassiques. La vitoire duprogramme Deep Blue de IBM ontre le hampion du monde des Éhes, GarryKasparov, en mai 1997, a marqué l'aboutissement de quarante années de reherhe,tant sur le plan algorithmique que de la mise au point d'arhitetures spéiali-sées. Cette vitoire a, en quelque sorte, revivi�é les espoirs immenses soulevés parl'intelligene arti�ielle dans les dernières déennies, même si, à notre avis, elle aseulement démontré que les jeux sont relativement failes à modéliser (puisque lesmahines y atteignent l'exellene), et non pas que les mahines soient devenuesintelligentes. La sémantique des langages de programmationL'étude des sémantiques des langages de programmation a, elle aussi, pro�tédes onepts à la fois puissants et intuitifs déployés par la théorie des jeux, enpartiulier de la théorie des jeux ombinatoires. En e�et, après les travaux limi-naires de Lamarhe (f. [Lamarhe, 1995℄), Blass (f. [Blass, 1992℄) et Joyal (f.[Joyal, 1995℄) qui, au début des années 90, démontrent qu'une ertaine atégoriede stratégies était artésienne fermée, et don représentait un modèle du �-alul, lesreherhes d'Abramsky, Malaaria et Jagadeesan (f. [Abramsky & Jagad., 1994℄entre autres), ont permis de donner les premières sémantiques omplètement abs-traites pour des langages fontionnels (PCF) ou impératifs (Idealized Algol). En�n,plus réemment, des spéialistes de la logique linéaire omme Baillot, Danos, Eh-rhard, Harmer et Regnier (f. [Danos & Harmer, 2000℄ et [Baillot et al., 1997℄),entre autres, ont travaillé sur les liens des jeux ave la géométrie de l'interation,tandis que Curien et Herbelin (f. [Curien & Herbelin, 1998℄) ont montré queertaines mahines abstraites lassiques pouvaient être interprétées omme des jeux.Si les travaux évoqués i-dessus utilisent plus le voabulaire des jeux (joueur,oup, partie, arène, stratégie et.) que l'intuition ou les résultats propres à lathéorie des jeux traditionnelle, en revanhe, d'autres travaux, où l'on retrouvedes onepts lefs omme eux de joueurs rationnels et de gain, adoptent l'ap-prohe des jeux d'une façon plus importante et aomplie. Par exemple, en théoriedes automates, où l'aent est mis sur la spéi�ation et la véri�ation de pro-grammes, ertains problèmes de modélisation de langages in�nis sont abordés aveles jeux (f. par exemple [Perrin & Pin, 2001℄). Aussi, dans le adre de la pro-grammation onurrente, les di�érentes relations de bisimulation entre proessus,introduites par une tehnique de dé�nition partiulière, néessitant la notion deplus grand point �xe, peuvent être réinterprétées, d'une façon bien plus intuitive,omme des jeux à deux joueurs : si un joueur est gagnant, les proessus sont bisi-milaires, s'il est perdant, les proessus ne sont pas bisimilaires (f. [Stirling, 1997℄et [Loddo & Niolet, 1998℄).La programmation logique peut, elle aussi, être abordée par les jeux ombina-toires (f. [Loddo & Niolet, 1998℄ et [Di Cosmo et al.,1998℄). On peut, dansun ertain sens, a�rmer qu'elle peut être omplètement réexpliquée en termes dejeu. En e�et, deux joueurs s'opposent : haque but à satisfaire est la position initiale



ORGANISATION DES CHAPITRES 13d'une partie dans laquelle l'un des joueurs veut démontrer que le but est satisfaisabledans le programme logique (faisant o�e de damier), tandis que l'autre herhe àl'en empêher. Nous verrons que les réponses orrespondantes à un but dans unprogramme logique oïnident préisément ave le gain du joueur dans la positiondé�nie par le ouple but et programme.L'objetif prinipal de ette thèse est, en premier lieu, de présenter, de façonrigoureuse, tous les aspets syntaxiques et sémantiques des jeux ombinatoires,pour ensuite appliquer au paradigme de la programmation logique les outils formelsdéveloppés. Nous adapterons des notions traditionnelles, telles que l'heuristique oula valeur d'un jeu, au adre des jeux in�nis, dans l'intention de onstruire unethéorie apable de dérire à la fois les jeux habituels, tels que les Éhes ou lesDames, et à la fois les jeux, inattendus, de la programmation logique. La souplessedu paradigme des jeux et son aptitude à la modélisation, nous ont enouragé àonstruire une théorie générale, nouvelle à notre onnaissane, ave l'espoir de laréutiliser un jour pour d'autres appliations.Organisation des hapitresChapitre 1. Le premier hapitre est un travail de synthèse de notions généralesd'algèbre universelle, telles que la signature, l'homomorphisme ou l'isomorphisme,ave les notions propres de la théorie du �-alul simplement typé, telles que sub-stitution, polymorphisme ou relation logique. Le but de e hapitre est de fournirun métalangage formel pour aborder les sujets des hapitres suivants, notammentla théorie des domaines (hapitre 2), l'algèbre des arbres, des arboresenes et destermes (hapitres 3), l'algèbre syntaxique d'un jeu (hapitre 4), et l'homomorphismesémantique des jeux (hapitre 5).Chapitre 2. Le deuxième hapitre parourt la théorie des ordres partiels, aveleurs propriétés de omplétude et leurs homomorphismes et isomorphismes, fournis-sant le support formel utile, d'une part, à la dé�nition des relations d'ordre, élagageet pré�xe, sur les arbres (hapitre 3), et, d'autre part, à la dé�nition des domainesd'évaluation d'un jeu (hapitre 5).Chapitre 3. Le troisième hapitre introduit l'algèbre des arboresenes et elledes arbres, ave la panoplie d'opérations néessaires à leur manipulation, et l'en-semble des relations qui en font des ordres partiels. Les propriétés de omplétudede es ordres partiels seront abordées et étudiées en détail. Ces algèbres fournirontles outils néessaires à la dé�nition des notions du hapitre suivant, onsaré auxjeux ombinatoires, telles que la notion d'arbre de jeu ou elle de pré�xe de jeu.Chapitre 4. Le but du quatrième hapitre est de développer l'aspet syn-taxique des jeux ombinatoires à deux joueurs. On y trouve notamment la dé�-nition formelle d'arène de jeu, d'arbres de jeu, de stratégie et ontre-stratégie, etd'alternane des joueurs.



14 INTRODUCTIONChapitre 5. Dans le inquième hapitre, nous déouvrons le sens des jeuxdé�nis par une arène, 'est-à-dire par une syntaxe de jeu. La notion ruiale destruture d'évaluation est introduite, et un homomorphisme est traé de l'algèbresyntaxique (dé�nie dans le hapitre préédent) vers l'algèbre sémantique d'un jeu.Cela onduit à deux types de sémantique pour les positions d'un jeu. La premièresémantique, appelée monosémique, a�ete une seule valeur à haque position dujeu, grâe à une fontion heuristique ayant des propriétés adéquates vis-à-vis dujeu. La deuxième, appelée bisémique, a�ete deux valeurs, 'est-à-dire un inter-valle, à la même position du jeu, grâe, ette fois i, à deux fontions heuristiquesduales, l'une représentant une approhe d'évaluation pessimiste et l'autre représen-tant une approhe, au ontraire, optimiste. Nous verrons aussi que, dans ertainsas, les deux approhes onvergent vers une seule valeur sémantique qui ne tientplus à l'attitude, pessimiste ou optimiste, adoptée, mais qui représente une sortede sémantique absolue.Pour terminer e hapitre, nous développerons la tehnique d'évaluation desstratégies (du joueur) et des ontre-stratégies (de l'opposant), qui deviennent, dansnotre adre théorique, des objets in�nis, tout omme les arbres des positions dujeu.Chapitre 6. Le sixième hapitre explore, d'une part, les apaités du fameuxalgorithme Alpha-Bêta, onçu pour les strutures d'évaluation traditionnelles (lesentiers naturels), de s'adapter à d'autres strutures d'évaluation omme elle desjeux de la programmation logique. Et, d'autre part, il explore le aratère séman-tique, pessimiste ou optimiste, des réponses fournies par et algorithme.L'algorithme Alpha-Bêta est avant tout généralisé, faisant abstration de lastruture d'évaluation utilisée, et ensuite reformulé dans le style plus formel dessémantiques opérationnelles à grands pas (big steps). Un théorème de orretionpréise, par la suite, la qualité des réponses fournies. Par rapport aux travauxprésentés dans [Di Cosmo & Loddo, 2000℄, e résultat élargit le spetre d'ap-pliation aux jeux où les joueurs n'alternent pas forément, autrement dit, les jeuxoù les joueurs ne laissent pas automatiquement, après haque oup, la main à leuradversaire. Cela re�ète l'intention d'appliquer l'algorithme non seulement aux jeuxde la programmation logique (pure ou ave ontraintes), mais aussi au jeu de laprogrammation logique ave négation, qui, ependant, ne sera pas étudié dans ettethèse.Aussi, nous avons introduit un nouvel algorithme, que nous avons nomméAlpha-Bêta-Gamma-Delta, et un seond théorème de orretion a�n d'optimiserle alul des jeux évalués dans une struture non distributive, où Alpha-Bêta n'estplus orret. Le nom hoisi évoque une ertaine ressemblane des prinipes de sim-pli�ations utilisés par Alpha-Bêta, mais il est important de spéi�er qu'il s'agitd'un algorithme di�érent, plus prudent dans l'élagage des arbres de jeu, qui éviteainsi les pièges d'une struture d'évaluation non distributive. Il pourrait se rendreutile, mais nous ne l'étudierons pas dans ette thèse, pour l'interprétation abstraitedes programmes logiques, où l'abstration aélère et fore la �n du alul, au prixd'une ertaine impréision des réponses. Les opérations sémantiques �abstraites�ont alors, par e�et de l'impréision tolérée, de moins bonnes propriétés algébriques,



ORGANISATION DES CHAPITRES 15et peuvent perdre, notamment, la propriété distributive néessaire à l'appliationde la méthode Alpha-Bêta.Chapitre 8. Dans e hapitre se trouve un résumé de la théorie des langagesdu premier ordre à la base du paradigme de la programmation logique ave ou sansontraintes. La présentation de ette théorie tire parti des notions introduites dansle premier hapitre, omme la notion d'algèbre typée et d'homomorphisme, et dansle troisième hapitre, omme la notion de terme, de substitution et d'environnement.Chapitre 9. Le dernier hapitre est onsaré à la programmation logique. Lesdé�nitions, les résultats démontrés et les méthodes énonées au ours des hapitrespréédents sont mis au servie d'une dé�nition formelle de la programmation logiqueen termes de jeux ombinatoires à deux joueurs. Nous prouvons l'équivalene entrela sémantique traditionnelle (des réponses alulées) et la sémantique des jeux, puisnous prouvons également que la struture d'évaluation utilisée véri�e les hypothèsesd'appliation du théorème de orretion Alpha-Bêta du hapitre préédent. Nouspouvons résumer es deux résultats et leur onséquene direte par un syllogisme :la sémantique d'un but dans un programme logique oïnide avela valeur sémantique d'un jeu à deux joueursetla méthode Alpha-Bêta permet, par des optimisations orretes,de aluler la valeur d'un jeu à deux joueursdonla méthode Alpha-Bêta permet de résoudre un but dans un pro-gramme logique, en alulant, par des simpli�ations orretes,l'ensemble des réponses qui font du but une onséquene logiquedu programmeNous verrons quelques exemples d'exéution de l'algorithme et nous prospeteronsson utilisation omme moteur de résolution en programmation logique. À l'instarde la reherhe d'une stratégie gagnante aux éhes, le moteur de résolution Alpha-Bêta apportera son �intelligene� au seours des performanes. À la manière desfameux algorithmes branh&bound de la reherhe opérationnelle, il sera lui-mêmeapable d'élaguer les parours inintéressants dans l'arbre des dénouements possiblesdu jeu.
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CHAPITRE 1Algèbres
1. Relations, fontions et propriétés2. Algèbres typées3. Morphismes4. Restritions et extensions5. Interprétation atégorique

Dans e hapitre, auune nouvelle notion est introduite. Il s'agit ependantd'un travail de synthèse de théories di�érentes, telles que la théorie de l'algèbreuniverselle et elle du �-alul simplement typé. Nous verrons omme la notion fon-damentale d'homomorphisme, présente à plusieurs reprises et sous plusieurs formesdans la première théorie, peut être généralisée aux opérations d'un type apparte-nant à un langage des types évolué. Nous prouverons la spéi�ité des dé�nitionshabituelles par rapport à la nouvelle et plus générale notion d'homomorphisme.Ce métalangage algébrique nous permettra d'expliquer de façon avantageuse lesalgèbres que nous renontrerons au ours des hapitres suivants.D'une façon informelle, les algèbres sont des strutures omposées de deuxgenres d'objet mathématique : des ensembles de base, les domaines, et des onstru-tions, les opérations, dé�nies sur es domaines, omme par exemple des relationsou des fontions. Si en théorie des ensembles, où tout objet est un ensemble, la dis-tintion entre domaines et opérations (sur les domaines) n'est pas ardinale, aveles algèbres la di�érene est expliite. D'une part, la notion de domaine est elle,naturelle, d'ensemble. D'autre part, à toute opération, qui est elle-même un en-semble, nous a�eterons un type (ou une signature) représentant une onstrutionmathématique : le domaine résultant de ette onstrution, ontiendra l'opération.L'a�etation d'un type à une opération traduit toujours la volonté d'enadrer l'opé-ration dans un domaine qui la ernera d'une façon plus ou moins préise.
19



20 1. ALGÈBRES1.1. Relations, fontions et propriétés1.1.1. Ensembles de base. Dans ette thèse, nous utiliserons les ensemblesde base suivants : un ensemble onstitué par un seul élément f�g, noté 1, un en-semble onstitué par deux éléments f0; 1g (les booléens) noté 2, les entiers naturelsN, les entiers naturels non nuls N+ , et les entiers naturels ave le symbole dénotantl'in�niment grand N1 , N [ f+1g.À partir des ensembles de base, nous utiliserons, pour générer de nouveaux en-sembles, les onstrutions mathématiques habituelles telles que le produit artésien,l'union disjointe, les parties d'un ensemble, les relations, les fontions, les fontionspartielles et les suites �nies ou in�nies.1.1.2. Produits artésiens, sommes. Étant donné deux ensembles A et B,nous noterons parA�B leur produit artésien. Si leur intersetion est videA\B = ;,nous noterons A � B leur union disjointe (ou somme) et nous dirons que A et Bsont les omposantes de la somme.1.1.3. Relations unaires. Étant donné un ensemble D, une partie < de D(ou relation unaire < sur D), notée < : }D ou < : }(D), est un sous-ensemblequelonque de D. La partie est �nie, notée < : }F(D), si elle est onstituée d'unnombre �ni d'éléments.1.1.4. Relations binaires. Étant donné un ensemble D, le arré de D est leproduit artésien D�D. Étant donné deux ensembles A et B, une relation binaire< sur A et B est un sous-ensemble arbitraire du produit artésien A � B, donnotée < : }A�B ; quand A = B , D, nous disons que < est une relation (binaire)sur D. La notation in�xe x<y signi�e (x; y) 2 <. Le domaine de < est le sous-ensemble de A : dom(<) = fa 2 A j 9b: a<bg, le odomaine est le sous-ensemble deB : od(<) = fb 2 B j 9a : a<bg. La restrition de < à un sous-domaine A 0 � Aest la relation <jA 0�B , f(a; b) 2 < j a 2 A 0g = < \ (A 0 � B). La restrition de< à un sous-odomaine B 0 � B est la relation <jA�B 0 , f(a; b) 2 < j b 2 B 0g =< \ (A � B 0). L'image de < sur un sous-domaine A 0 � A est le odomaine de larestrition de < au sous-domaine A 0 : Im<A 0 , fb 2 B j (a; b) 2 <jA 0�Bg. Dans leas où A = B , D, la restrition de < à un sous-domaine D 0 � D est la relation<jD 0 , f(a; b) 2 < j a 2 D 0; b 2 D 0g = <\ (D 0�D 0). Étant donné deux relationsbinaires <1 : }A�B et <2 : }B�C, la omposition <2 Æ<1 , f(a; ) 2 A� C j 9b 2B: (a; b) 2 <1^ (b; ) 2 <2g est une relation binaire <2 Æ<1 : }A�C. La puissanen d'une relation < : }D�D, où n 2 N, n � 1, est la relation <1 , < si n = 1, ou larelation <n , < Æ<n-1 si n > 1. La l�ture transitive de < est l'union de toutesses puissanes : <� , Sn�1<n.



1.1. RELATIONS, FONCTIONS ET PROPRIÉTÉS 211.1.5. Fontions et fontions partielles. Une fontion partielle de A versB, est une relation binaire < sur A et B, notée < : A�!Æ B, telle que (a; b) 2< ^ (a; ) 2 < ) b = . Pour les fontions partielles nous utiliserons la notation9<x pour dire 9y 2 B: (x; y) 2 <. Puisque l'existene implique l'uniité, nousutiliserons la notation 9<x , y pour indiquer l'existene de l'élément en relationave x et, en même temps, le baptiser y. En revanhe, quand l'existene ne serapas assurée, nous noterons y ~=<(x) pour signi�er égale s'il existe, autrement dit, si9<x alors 9<x , y. Une fontion partielle< : A�!Æ B devient une fontion à pleintitre, on dit aussi totale, notée < : A ! B, quand dom(<) = A. La ompositionde deux fontions partielles f : A�!Æ B et g : B�!Æ C est, elle aussi, une fontionpartielle g Æ f : A�!Æ C ; la omposition de deux fontions totales est, elle aussi,totale g Æ f : A ! C. La puissane fn d'une fontion partielle f : A�!Æ A (resp.totale f : A ! A) est, elle aussi, une fontion partielle fn : A�!Æ A (resp. totalefn : A ! A). Étant donné un ensemble D, toute fontion < : 1 ! D est uneonstante, que nous noterons aussi < :! D ; l'ériture <() = x remplae souventl'expression <(�) = x. De la même manière, toute fontion partielle < : 1�!Æ D estune onstante partielle, que nous noterons aussi < : �!Æ D, et l'ériture <() = xpourra remplaer l'expression (�; x) 2 <.1.1.6. Prédiats, propriétés. L'identité sur X, dé�nie par f(x; x) j x 2 Xg,est à la fois une fontion totale idX : X! X et partielle idX : A�!Æ A pour tout sur-ensembleA � X. Toute fontion de type p : D! 2 est un prédiat que nous noteronsaussi p : 2D. Toute fontion partielle de type p : D�!Æ 1 est un semi-prédiat1 (ouprédiat partiel), noté aussi p : 1D. Nous utiliserons le terme générique propriété (surD) pour dénoter aussi bien une partie (relation unaire) p : }D, qu'un prédiat p : 2Dou qu'un semi-prédiat p : 1D. Les deux derniers représentant eux aussi, bien queimpliitement, une partie (respetivement la partie fx 2 D j p(x) = 1g ou la partiedom(p)), la notation p̂ sera utilisée pour signi�er la partie onernée. En d'autrestermes, tout prédiat p : 2D ou semi-prédiat p : 1D pourra assumer, à l'oasion,le statut d'une partie p̂ : }D. Dans l'esprit d'uni�er la notation onernant lespropriétés, l'ériture p(x) sera utilisée pour exprimer la ondition d'appartenanex 2 p̂, 'est-à-dire la ondition x 2 p, lorsque p : }D, ou bien la ondition p(x) = 1,lorsque p : 2D, ou bien la ondition (x; �) 2 p, lorsque p : 1D. Étant donné unepropriété p : }A � 2A � 1A, où A 6= 1 et A 6= 2, et une fontion totale f : A ! B,ou partielle f : A�!Æ B, la omposition de f et p, notée fp, est la restrition de fau sous-domaine p̂ � A dénoté par la propriété : fp , fjp̂ = f(a; b) 2 f j p(a)g. Laomposition d'une fontion f ave une propriété p est toujours une fontion partiellefp : A�!Æ B. Les onditions A 6= 1 et A 6= 2 évitent la possibilité que la fontion fsoit ompatible ave la propriété p pour une omposition fontionnelle lassique (ene�et, si p : A�!Æ 1 et le domaine de f était A = 1, ou bien si p : A! 2 et le domainede f était A = 2, alors la omposition lassique f Æ p : A�!Æ B serait réalisable).Ainsi, à l'abri de toute ambiguïté sur l'opération dénotée, le nom omposition sejusti�e en remarquant que la même onstrution peut être obtenue en omposant1Dans la programmation Lisp (et des dialetes omme Sheme), un semi-prédiat est une fontionqui renvoie faux, ou une autre valeur quelonque, di�érente de faux, qui sera interprétée ommevraie. Ii l'utilisation du terme n'est pas la même mais elle est similaire : le semi-prédiat indiqueraave exatitude une seule ondition (que la propriété est véri�ée), non pas sa négation (ommedans le as des prédiats à part entière).



22 1. ALGÈBRES(au sens de la omposition fontionnelle) la fontion f ave l'identité sur le signi�éensembliste de la propriété : fp = f Æ idp̂.1.1.7. Relations n-aires. Les notions partiulières de relations unaires etbinaires sont généralisées au as n-aire : tout sous-ensemble d'un produit artésien< : }A1�����An , ou n � 1 est appelé relation (n-aire) sur A1�� � ��An. Si 8i: Ai =D nous érivons < : }Dn . Étant donné une relation binaire < : }D�D sur undomaineD, l'extension produit à n oordonnées , notée<n : }Dn�Dn , est la relationdé�nie par (x1; :::; xn)<n(y1; :::; yn) 4() 8i = 1:::n: xi<yi.1.1.8. Suites. Les suites �nies ou in�nies sont des exemples de relations bi-naires sur N+ et A. Une suite (�nie ou in�nie) dans A, est une fontion partielles : N+�!Æ A, notée s : A�! ou s : A1, telle que 9s(i + 1) ) 9s(i) pour touti 2 N+ . La suite vide, lorsque dom(s) = ;, est notée ". La notation xi est toujourssynonyme de x(i), et l'expression usuelle s = x1::xn, signi�e s = f(1; x1); ::; (n; xn)g.S'il existe un entier j tel que 9s(j) et �s(j+1) alors la suite est �nie, notée s : A�ous : A<!, et sa longueur est jsj , j. La longueur de la suite vide est nulle pardé�nition : j"j = 0. La onaténation de deux suites �nies x; y : A�, notée x:y,est la suite telle que (x:y)(i) = x(i) si i � jxj, et sinon (x:y)(i) ~=y(i - jxj). Unesuite in�nie dans A, notée s : A!, est une fontion (totale) s : N+ ! A des en-tiers naturels non nuls N+ vers l'ensemble A. Ainsi, nous savons par dé�nition queA�! = A�[A!. Étant donné une relation binaire < : }A�A sur A, l'extension pro-duit (aux suites �nies) de la relation <, notée <� : }A��A� , est la relation dé�niepar x<�y 4() jxj = jyj = n ^ 8i = 1:::n: xi<yi. L'inlusion ensembliste sur lessuites, notée ��, est l'inlusion des suites onsidérées omme des simples ensemblesnon ordonnés : s �� s 0 4() fx 2 A j x = si; i 2 N+ g � fy 2 A j y = s 0j; j 2 N+ g.1.1.9. Construtions polymorphes. Soit �1 et �2 des lasses , i.e. des en-sembles d'ensembles, et soit t : �1 ! �2 une fontion entre les deux lasses. Si unefontion p : �1 ! SY2�2 Y fait orrespondre à tout ensemble � 2 �1 une valeurp(�), notée p�, appartenant à l'ensemble t(�), noté t� :8�2�1 : p� 2 t�alors nous disons que p est une onstrution polymorphe, notée :p : 8� :�1 : t�Le type 8� : �1 : t� permettra de situer les ouples (�; p�) de la relation p d'unefaçon plus préise par rapport au type �1 ! SY2�2 Y : si e dernier nous indiqueque (�; p�) 2 �1 �SY2�2 Y, le premier nous indique, en revanhe, que (�; p�) 2�1 � 	Y où 	Y = t(�).



1.1. RELATIONS, FONCTIONS ET PROPRIÉTÉS 231.1.9.1. Test d'égalité. Un exemple de onstrution polymorphe est le test d'éga-lité ou fontion onditionnelle. Étant donné une lasse �t pour les tests et une lasse�v pour les valeurs, la fontion ondX;Y(x; y; z) : X ! Y, où x 2 X et y; z 2 Y, estdé�nie pour tout ensemble X 2 �t et tout ensemble Y 2 �v de la façon suivante :ondX;Y(x; y; z)(v) , � y si v = xz si v 6= xNous pouvons shématiser la onstrution par l'ériture :ond : 8� :�t:8� :�v: (�� �� �)! �! �Le test d'inégalité, représenté par le même shéma, est dé�ni, pour tout X 2 �tet tout Y 2 �v, par l'équation ond?X;Y(x; y; z)(v) , ondX;Y(x; z; y)(v). Dans leas partiulier où l'ensemble pour les tests et elui pour les valeurs oïnidentX = Y 2 �, les deux onstrutions peuvent être shématisées de la façon suivante ;ond; ond? : 8� :�: (�� �� �)! �! �.1.1.9.2. Extension d'une relation aux parties. Étant donné un ensemble D, lapuissane }n(D) de l'opération de passage aux parties est dé�nie par }0(D) , Det }n+1(D) , }(}n(D)). Étant donné une relation �: }D�D sur un domaine D,l'extension aux puissanes }n(D) est la onstrution polymorphe :�(:) : 8� : f}n(D) jn2Ng: }���dé�nie indutivement par :Æ (�0) = (�)X �n+1 Y 4() 8x2X: 8y2Y: x �n yPour n = 1 nous avons l'extension de la propriété � aux parties de D ; pour n = 2nous avons l'extension de la propriété � aux lasses (de parties) de D.1.1.10. Syntaxes. Une syntaxe ou grammaire (formelle) est un quadrupletG = (N;T; s; ::=) où T et N sont des ensembles disjoints d'éléments appelés symbolesrespetivement terminaux et non terminaux, s 2 N, et (::=) : 2V��V�, où V , N�T,est une relation (en notation in�xe) telle que (::=) � f(x; y) 2 V� � V� j 9i 2N: x(i) 2 Ng. La l�ture par ontexte de ::= est la relation !G, f(x1; x2) 2 V��V� j x1 = y1:u:z1; x2 = y2:v:z2; u ::= vg. Le langage généré par la syntaxe G estl'ensemble L(G) , fy 2 T� j s !�G yg où la relation !�G (en notation, elle aussi,in�xe) est la l�ture transitive de !G.1.1.11. Relations bien fondées. Tous les prinipes d'indution mathéma-tique se généralisent à un seul prinipe, elui de l'indution bien fondée2. Une re-lation binaire < sur un domaine D est bien fondée s'il n'existe pas de haînesdesendantes in�nies, i.e. :6 9(di)i2N � D: (8i 2 N: di+1 < di)2well founded indution



24 1. ALGÈBRESUne relation binaire bien fondée doit être forément anti-ré�exive, i.e.< \f(x; x) j x 2Dg = ;. Étant donné une relation binaire � sur un domaine D, la omposantestrite (ou anti-ré�exive) de la relation est le sous-ensemble<, f(x; y) 2� j x 6= yg.Le produit à n omposantes (x1; :::; xn) < (y1; :::; yn) 4() 8i = 1:::n: xi < yid'une relation bien fondée < est, lui aussi, une relation bien fondée (sur le domaineDn).Le prinipe d'indution bien fondé s'appuie sur une relation bien fondée <dé�nie sur un domaine D : pour démontrer que les éléments d'un sous-ensembleA � D véri�ent tous une propriété P (i.e. A � P) il su�t de prouver que supposerla propriété vraie pour tout élément b 2 A tel que b < a, où a 2 A, oblige lapropriété à être vraie pour a :8a 2 A: (8b 2 A: (b < a ) P(b)) ) P(a))8a 2 A: P(a)1.2. Algèbres typéesLe mot algèbre, qui entraîne les notions orrélées d'homomorphisme et d'iso-morphisme, se retrouve à plusieurs reprises en mathématique. L'in�ation du mot,pour des signi�és qui sont souvent très prohes mais di�érents, est telle que er-tains auteurs préfèrent d'autre noms, omme par exemple magma ou struture, pouréviter tout malentendu ou pour marquer la di�érene. De multiples dé�nitions pro-viennent, d'une part, de la théorie mathématique des algèbres universelles3, d'autrepart, de la théorie plus orientée vers l'informatique, des algèbres de termes4 ou �-algèbres. Dans les deux adres théoriques, la notion de type apparaît d'une utilitéfondamentale, à savoir elle de préiser, d'une façon plus ou moins �ne, le périmètred'une opération, 'est-à-dire son domaine d'appartenane. L'information véhiuléepar le type indique, par exemple, qu'il s'agit d'un entier naturel, ou bien d'unepropriété des entiers, ou d'une fontion et.Cependant, l'étendue du langage des types est toujours limitée aux fontionsA1� :::�An ! An+1, aux onstantes! A, et aux prédiats A1� :::�An ! 2, oùles domaines Ai impliqués sont des ensembles de base (les sortes) et non pas des en-sembles issus, eux-mêmes, d'une autre onstrution mathématique (par exemple desfontions). La dé�nition des types d'opération est toujours aompagnée d'une autrenotion fondamentale, elle d'homomorphisme et d'isomorphisme entre algèbres. In-tuitivement, un homomorphisme est une interprétation des valeurs d'une algèbredans une autre qui onserve les opérations de départ : tout e qui est dans une opé-ration au départ le demeure à l'arrivée, dans l'opération orrespondante et aprèsla tradution des valeurs. Ces arguments, très généraux, visant la onservation despropriétés, onstituent un métalangage mathématique qui permet d'aborder plu-sieurs sujets de nature apparemment di�érente. En e�et, la théorie des domaines3Voir, par exemple, la dé�nition de algebra dans [Burris & Sankap., 1981℄, elle de heteroge-neous algebra dans [Lipson, 1981℄, elle de algebrai systems dans [Mal'ev, 1973℄, elle deformation dans [Gerike, 1966℄, et elle de many-sorted algebra dans [Plotkin, 1993℄.4Voir, par exemple, les dé�nitions de �-algebra dans [Loekx et al., 2000℄ et dans[Tuker & Zuker, 2000℄.



1.2. ALGÈBRES TYPÉES 25et la théorie de l'interprétation abstraite de programmes peuvent être approhéesd'une telle façon.La limitation prinipale des algèbres universelles, l'impossibilité d'imbriquerles types les uns dans les autres, est un inonvénient qui peut être dépassé ens'inspirant des relations logiques, une notion qui revient à la théorie du �-alulsimplement typé5. Elle nous permettra d'étendre les notions d'homomorphisme etd'isomorphisme aux opérations d'un type appartenant à un langage étendu, indutifet dé�ni formellement par une syntaxe.Pour enrihir ultérieurement le métalangage des types, nous ajouterons l'expres-sion dénotant les onstrutions polymorphes. Dans la problématique onernant lesvariables (abstration, substitution, et), nous serons guidés, une fois de plus, parla théorie du �-alul simplement typé.1.2.1. Types. Les types sont les orrespondants syntaxiques des domaineset des propriétés mathématiques. Étant donné un ensemble B � f1; 2;N;N+ ;N1 gde noms appelés types de base, un ensemble S = fDigi2I disjoint de B, de nomsappelés sortes , et un ensemble de variables V disjoint de B et de S, l'ensembledes types ouverts sur B et S, noté eT (B; S), est l'ensemble dé�ni par la syntaxe(f�; �; #; �; �; �; `g;B [ S [ V [ C [ f�;�; }; }F ;!;�!Æ ; �;8; :; base; sort; {; ,; }; :; if ; q ;then ; else g; �; ::=), où ::= est la relation suivante :eT (B; S) 3 � ::= 8� :�: � j 8� :�: if � q # then�1 else �2 j �� ::= # j �� � j �� � j }� j }�F j �! � j ��!Æ � j �� j �1 j �# ::= � j �� ::= base j sort j {`}` ::= # j `,`Les types non polymorphes (ou monomorphes) � représentent, dans l'ordre, leséléments de type prédé�ni � 2 B, les éléments des ensembles baptisés � 2 S, leséléments d'un produit artésien ou d'une somme de types admissibles, les parties(�nies ou in�nies) d'un type admissible, les fontions (totales ou partielles) d'untype admissible vers un type admissible, les suites (�nies ou arbitraires) de typesadmissibles, et les variables de type � 2 V. Les types (généraux ou polymorphes)peuvent être soit des abstrations simples � = 8� :�: � 0, soit des abstrations suiviesd'un test d'égalité � = 8� : �: if � q # then�1 else �2, soit des types non polymorphes� = �. Le symbole sort sera le représentant syntaxique de la lasse S toute entière,et base le représentant de la lasse des types de base B. Nous pourrons érire, parexemple, des types polymorphes du genre 8� : sort: �� ou 8� :base: �! �.Nous supposerons toujours que les types utilisés soient des termes los , autre-ment dit, que toute variable � apparaissant dans une expression de type soit liéepar une abstration orrespondante 8�. D'une façon plus formelle, l'ensemble destypes (los), noté T (B; S), est le sous-ensemble de types ouverts � 2 eT (B; S) dontl'ensemble des variables libres , dé�ni dans la table 1, est vide :T (B; S) , f� 2 eT (B; S) j FV(�) = ;g5Voir, par exemple, la dé�nition de logial relation dans [Mithell, 1996℄ ou elle de pre-logialrelation dans [Honsell & Sanella, 1999℄.



26 1. ALGÈBRESTab. 1. Variables libres
FV(�),8>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>:

; si � = � 2 B ou � = � 2 SFV(�1) [ FV(�2) si � = �1 � �2 ou � = �1 � �2FV(�1) [ FV(�2) si � = �1 ! �2 ou � = �1�!Æ �2FV(� 0) si � = }� 0 ou � = }� 0FFV(� 0) si � = (� 0)� ou � = (� 0)1f�g si � = � 2 VFV(�)n f�g si � = 8� :�: �FV(�1) [ FV(�2) n f�g si � = 8� :�: if � q # then �1 else �2Les types de base étant souvent impliites, nous pourrons noter l'ensemble destypes par l'ériture T (S). Nous supposerons aussi que l'ensemble des types de baseontienne, tout au moins, les représentants des domaines de base 1, 2, N; N+ et N1(f. setion 1.1.1).La ontrepartie sémantique d'un type � est toujours, bien entendu, un domaine,et l'ériture x : � prend toujours le sens d'appartenane de x au domaine représenté.Si on permet de onfondre, sans pour autant provoquer d'ambiguïté, par l'ériture�, à la fois le type et le domaine représenté, nous pouvons dire que x : � esttoujours synonyme de x 2 �. Dans le même esprit, nous pourrons noter par la lettre� à la fois un type prédé�ni et le domaine orrespondant impliitement assoié,et noter que �1 � �2 pour signi�er l'inlusion des domaines représentés. Nouspouvons représenter les bijetions existantes entre onstrutions mathématiques endérétant, sur le langage T (S), les lois assoiatives : (�1��2)��3 = �1�(�2��3) ,�1 � �2 � �3, (�1 � �2) � �3 = �1 � (�2 � �3) , �1 � �2 � �3. Nous pourronsparfois utiliser les abréviations usuelles hez les domaines : (�!) , (N+ ! �),(! �) , (1! �) et (2�) , (�! 2). Parmi les abréviations, nous nous autoriseronsà fatoriser les types dans les branhes des expressions de type polymorphe munied'un test d'égalité. Par exemple, nous pourrons érire 8� :�: �! if � q # then�1 else �2au lieu de 8� :�: if � q # then�! �1 else �! �2.1.2.1.1. Types élémentaires et du premier ordre. Parmi les types, nous appel-lerons élémentaire tout type appartenant au sous-langage TE(S) � T (S) dé�ni parla syntaxe TE (S) 3 � ::= � j� j}� j}�F j � � � j � � � où � 2 B et � 2 S. D'autrepart, le langage des types du premier ordre TF (S) � T (S) est dé�ni par la syntaxeTF (S) 3 � ::= �" j �" ! � j �"�!Æ � où �" 2 TE(S). Les types du premier ordrereprésentent don les types élémentaires et les fontions, partielles ou totales, n'a-eptant que des arguments de type élémentaire. En revanhe, les fontions, totalesou partielles, d'un type n'étant pas du premier ordre seront des fontions d'ordresupérieur .1.2.1.2. Substitution des variables. Nous allons adapter, au langage des types,l'opération de substitution des variables qui est le méanisme fondamental du �-alul. Il s'agit d'une méta-opération de support aux traitements des onstrutionspolymorphes6. La substitution d'une variable � ave une valeur a dans un type �,noté �[a=�℄, est dé�nie dans la table 2.6Comme dans le adre du lambda-alul, la formalisation de l'opération de substitution se fait endehors de la théorie elle-même, dans e que Haskell Curry appelait l'épi-théorie



1.2. ALGÈBRES TYPÉES 27Tab. 2. Substitution des variables
�[a=�℄ ,

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:

� si � = � 2 B� si � = � 2 S�1[a=�℄� �2[a=�℄ si � = �1 � �2�1[a=�℄� �2[a=�℄ si � = �1 � �2}� 0[a=�℄ si � = }� 0}� 0[a=�℄F si � = }� 0F�1[a=�℄! �2[a=�℄ si � = �1 ! �2�1[a=�℄�!Æ �2[a=�℄ si � = �1�!Æ �2(� 0[a=�℄)� si � = (� 0)�(� 0[a=�℄)1 si � = (� 0)1a si � = � 2 V� si � = � 2 V; � 6= �� si � = 8� :�: � 0� si � = 8� :�: if � q # then �1 else �28� :�: � 0[a=�℄ si � = 8� :�: � 0; � 6= �8� :�: if � q # then�1[a=�℄ else �2[a=�℄ si � = 8� :�: if � q # then �1 else �2; � 6= �1.2.2. Signatures. Une signature algébrique (ou signature tout ourt) est unquadruplet � = (B; S; F; T) où la première omposante B est un ensemble de typesde base, la deuxième S = fDigi2I est un ensemble de sortes, la troisième F est unensemble non vide de noms d'opérations F = ffjgj2J, disjoint de S, et la quatrièmeest une appliation T : F ! T (B; S) qui assoie à tout nom d'opération f 2 F, letype de l'opération.Notation 1.2.1. Par la suite, nous pourrons sous-entendre l'ensemble des typesde bases B (par exemple lorsque e dernier est vide) et dénoter la signature par untriplé � = (S; F; T). En outre, lorsque S ou F seront des ensembles �nis, on s'au-torisera, omme en littérature, des dé�nitions de signatures du genre � = (S; fo1 :�1; :::; on : �ng) pour signi�er, bien entendu, � = (S; fo1; ::; ong; f(o1; �1); ::; (on; �n)g).Nous pourrons aussi préiser le type de plusieurs opérations à la fois, séparéespar des virgules : � = (S; foi1 ; ::; oik : �1; ::; oj1 ; ::; ojh : �ng) et éventuellementséparer les sortes des opérations par un point-virgule en évitant les aolades :� = (D1; ::; Dn ; oi1 ; ::; oik : �1; ::; oj1 ; ::; ojh : �m). Lorsque la di�érene entresortes et opérations sera évidente, nous pourrons aussi éviter le point-virgule et/oule type, omme pour les ordres partiels (f. setion 2.2) dont la signature est le plussouvent notée (D;�) au lieu de (fDg; f�: }D�Dg).1.2.3. Algèbres. Une algèbre est un ouple A = ((:)A; T) où :(1) le signi�é des noms (:)A est une somme de fontions bijetives(:)A : B ! BA � S! SA � F! FAoù B = fBkgk2K � f1; 2;N;N+ ;N1 g est l'ensemble des types de base,BA = fBAk gk2K est la olletion des domaines de base, S = fDigi2I estun ensemble de sortes, SA = fDAi gi2I est une olletion de domaines (lessigni�és des sortes) ; F = ffjgj2J est un ensemble de noms d'opérations,disjoint de S, et FA = ffAj gj2J est une olletion d'opérations (les signi�és



28 1. ALGÈBRESTab. 3. Signi�é ensembliste des types � et des lasses �
�A ,

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
�A si � = � 2 B�A si � = � 2 S�A1 � �A2 si � = �1 � �2�A1 � �A2 si � = �1 � �2}� 0A si � = }� 0}� 0AF si � = }� 0F�A1 ! �A2 si � = �1 ! �2�A1 �!Æ �A2 si � = �1�!Æ �2(�A)� si � = (� 0)�(�A)1 si � = (� 0)1� si � = � 2 V8� :�A: � 0A si � = 8� :�: � 08� :�A: ond(#A; �A1 ; �A2 )(�) si � = 8� :�: if � q # then �1 else �2�A ,8<: fxA j x 2 Bg si � = basefsA j s 2 Sg si � = sortfxA1 ; ::; xAn g si � = {x1,::,xn}des noms d'opération). La fontion (:)A est étendue automatiquement àT (B; S), l'ensemble de tous les types sur les noms B et S, omme indiquédans la Table 3.(2) le type des opérations T est une fontion T : F ! T (B; S) qui a�ete untype orret à tous les noms d'opération de l'algèbre, 'est-à-dire un typetel que : 8f 2 F: T(f) = � ) fA 2 �A.Le quadruplet �A = (B; S; F; T) est la signature de l'algèbre A. La famille desalgèbres sur une signature � sera notée Alg(�).Notation 1.2.2. Comme suggéré par la syntaxe des types, le signi�é de toutelasse syntaxique � est une lasse de domaines (de base ou sortes) �A. On s'auto-risera ainsi l'ériture x2� pour signi�er xA2�A.Nous remarquerons que le signi�é ensembliste d'un type de la forme 8� : �: �est le domaine des onstrutions polymorphes (f. setion 1.1.9), 'est-à-dire ledomaine des appliations ff : 8� : �A: �Ag qui, étant donné un ensemble x dans lalasse de domaines (de base ou sortes) �A, renvoient un élément appartenant audomaine �[x=�℄A. L'ordre extensionnel entre fontions, qui sera dé�ni et détaillédans le hapitre suivant (f. setion 2.1.4), est un exemple typique de onstrutionpolymorphe.La lasse des domaines impliqués par l'algèbre est l'image de la fontion d'in-terprétation des types sur tous les types admissibles de la signature � :T (B; S)A , f�A j � 2 T (B; S)g où �A = (B; S; F; T)Les types de base et leur signi�és, i.e. les domaines de base, sont souvent impliitesdans la dé�nition d'une algèbre. Cei est le as, en partiulier, lorsque les types debase oïnident exatement ave l'ensemble f1; 2;N;N+ ;N1 g.



1.3. MORPHISMES 291.2.3.1. Strutures. Nous appellerons struture toute algèbre onstituée d'unseul domaine D et d'un nombre arbitraire d'opérations de type, lui aussi, arbi-traire. Lorsque il n'y aura qu'un nombre �ni d'opérations, pour la signature d'unestruture, nous pourrons utiliser la notation (D;O1; :::; On) qui oublie les aolades.Il s'agit d'un as exemplaire où la di�érene entre sortes et opérations est évidente :puisqu'il n'y a qu'une sorte, elle oupera la première plae, et les autres symbolesseront forément les opérations.1.3. MorphismesTout en étant une notion plus générale que l'homologue de l'algèbre universelle,les homomorphismes maintiendront leur prérogative habituelle liée à la onservationdes propriétés. Nous verrons aussi omment retrouver leur interprétation atégo-rique usuelle, elle de morphisme entre objets, où les objets seront, à e moment-là,les algèbres typées.1.3.1. Algèbres, types et opérations ompatibles. Si deux algèbres A =((:)A; T) et B = ((:)B; T 0) sont dé�nies sur les mêmes types de base B, et les signi�ésde es derniers oïnident : 8� 2 B: �A = �Bnous disons que les algèbres sont ompatibles. Dans ette hypothèse, soient �A =(B; S; F; T) et �B = (B; S 0; F 0; T 0) les signatures des deux algèbres, et soit  : S !S 0 une appliation traduisant les sortes de A en sortes de B. La Table 4 illustrel'extension naturelle de  à tous les types admissibles. Ainsi, la tradution des nomsdes sortes  : S! S 0 dé�nira impliitement une tradution  : T (B; S)! T (B; S 0)de tout type de l'algèbre A dans un type de l'algèbre B. Nous utiliserons souventla notation � pour indiquer le résultat de l'appliation de  à l'argument � :� =  (�).La orrespondane traée par  entre les types des deux algèbres est une orres-pondane strite, une forme d'égalité syntaxique (modulo la tradution des sortes).Une relation moins strite, la ompatibilité entre types, notée � : }T (B;S)�T (B;S 0),est dé�nie dans la table 5. Intuitivement, la relation � étend la fontion  enpermettant d'assoier des types 8� : �: � et 8� : � 0: � 0 si le seond type exprime,par rapport au premier, des onstrutions polymorphes plus générales. En parti-ulier, la règle (onst) permet aux types polymorphes d'être assoiés à des typesnon néessairement polymorphes, es derniers pouvant toujours être onsidérés, àl'oasion, omme des onstrutions polymorphes onstantes, dont le résultat est lemême indépendamment de l'argument.Si � � � 0, nous disons que le type � 2 T (B; S) de la première algèbre estompatible (via la tradution  ) ave le type � 0 2 T (B; S 0) de la seonde algèbre.Étant donné une opération f 2 F de la première algèbre et une opération f 0 2 F 0 dela seonde, nous disons que les deux opérations sont ompatibles si leurs types sontompatibles : T(f) � T 0(f 0)



30 1. ALGÈBRESTab. 4. Interprétation  des types � et des lasses �d'une algèbre à une autre
 (�) ,

8>>>>>>>>>>>>>>>>>>>><>>>>>>>>>>>>>>>>>>>>:
� si � = � 2 B (�) si � = � 2 S (�1)� (�2) si � = �1 � �2 (�1)� (�2) si � = �1 � �2} (� 0) si � = }� 0} (� 0)F si � = }� 0F (�1)!  (�2) si � = �1 ! �2 (�1)�!Æ  (�2) si � = �1�!Æ �2 (� 0)� si � = (� 0)� (� 0)1 si � = (� 0)1� si � = � 2 V8� : (�):  (� 0) si � = 8� :�: � 08� : (�): if � q  (#) then (�1) else (�2) si � = 8� :�: if � q # then�1 else �2 (�) ,8<: base si � = basesort si � = sort{ (x1),::, (xn)} si � = {x1,::,xn}Tab. 5. Types ompatibles via l'interprétation   (�) = � 0� � � 0 (ext)8x2�:  (x)2� 0 ^ �[x=�℄ � � 0[x=�℄8� :�: � � 8� :� 0: � 0 (poly)FV(� 0) = ; 8� :�:� � 8� :� :� 08� :�: � � � 0 (onst)Example 1.3.1. Soit A une algèbre onstituée de deux sortes S = fZ; Bg, où Zreprésente le domaine des nombres entiers et B elui des booléens ftt; ffg, et d'uneopération polymorphe F = f+(:) : 8� : {Z,B }: � ! � ! �g, où +Z est l'additionsur les entiers et +B est le ou logique sur les booléens. Par ailleurs, soit B l'algèbredes nombres réels, où S 0 = fRg et F 0 = f+ : R ! R ! Rg. La seule tradutionpossible pour les noms sera  (Z) =  (B ) = R et  (+(:)) = +. Les deux opérationsallogènes seront alors ompatibles. En e�et, la règle (onst) nous permettra deonsidérer l'addition sur les réels omme une onstrution polymorphe onstante,'est-à-dire omme une opération de type 8� :{R}: �! �! �. Ensuite, en utilisantla règle (poly), nous pourrons déduire la ompatibilité de l'addition polymorphe del'algèbre A ave elle (monomorphe) des réels. �1.3.2. Interprétations. Soient A = ((:)A; T) et B = ((:)B; T 0) deux algèbresompatibles, de signature �A = (B; S; F; T) et �B = (B; S 0; F 0; T 0). Une interpréta-tion de l'algèbre A dans l'algèbre B est un ouple ( ;') où :



1.3. MORPHISMES 31(1) l'interprétation des noms  : S! S 0�F! F 0 est une somme de fontionsqui traduit toute sorte de A dans une sorte de B et toute opération de Adans une opération ompatible de B :8f 2 F: T(f) � T 0(f )(2) l'interprétation des valeurs est une onstrution polymorphe :' : 8� :S: �!  (�)qui assoie à toute sorteD2S une tradution des valeurs 'D : DA ! DB .L'appliation  : S ! S 0 sera appelée germe de l'interprétation des types. Nousremarquerons qu'auune des omposantes  et ' de l'interprétation n'est foréed'être injetive ou surjetive. Leur raison d'être est elle de traduire (d'où leursnoms) les objets du disours d'une algèbre à l'autre. Nous remarquerons aussi queles domaines orrespondants aux sortes peuvent avoir une intersetion non vide.L'interprétation d'un élément x 2 DA1 \DA2 , où D1; D2 2 S, pourra don se faire parl'intermédiaire de la fontion 'D1 : DA1 ! DB1 ou de la fontion 'D2 : DA2 ! DB2 .Lorsque l'interprétation des valeurs ne sera pas ambiguë, ou lorsque les domainesseront disjoints, 'est-à-dire lorsque nous aurons la ondition :8D1; D2 2 S: 8x 2 DA1 \DA2 : 'D1 (x) = 'D2 (x) 2 DB1 \DB2 nous pourrons éviter de spéi�er le domaine d'appliation de ', onsidérant ettedernière omme une fontion de l'union des domaines de l'algèbre A vers l'uniondes domaines de B : ' : ([D2SDA)! ([D2SDB )Une ondition plus faible, que nous appellerons ohérene de l'interprétation ( ;'),demande que si deux sortes distintes D 6= D 0 de la première algèbre sont assoiéesà la même sorte D = D 0 de la seonde algèbre, alors l'interprétation d'une valeurx 2 DA \D 0A oïnide, que l'on onsidère x 2 DA ou que l'on onsidère x 2 D 0A :8D;D 02S:  (D) =  (D 0) ) 8x2DA\D 0A: 'D(x) = 'D 0(x)La possibilité, dans la dé�nition d'une algèbre, de séparer les types de base des typessorte, permet de distinguer les domaines qui ne doivent par être interprétés, desdomaines qui doivent, en revanhe, passer le proessus de tradution. En e�et, lestypes de base ne onernent ni l'interprétation des noms ni elle des valeurs. Dansles deux as, la fontion identité véhiule impliitement les noms et les valeurs debase d'une algèbre vers l'autre.1.3.3. Relation de onservation. Étant donné une interprétation ( ;')d'une algèbre A de signature �A = (B; S; F; T) dans une algèbre B de signature�B = (B; S 0; F 0; T 0), nous dirons qu'un objet x 2 �A de la première algèbre seonserve dans un objet de type ompatible x 0 2 � 0B de la seonde, si x '7�!� x 0, oùla famille de relations :f '7�!� � �A � � 0B j � 2 T (S); � � � 0g



32 1. ALGÈBRESTab. 6. La relation logique f '7�!� g� 2 Bx '7�!� x (base) � 2 Sx '7�!� '�(x) (sort)x1 '7�!�1 x1 x2 '7�!�2 x2(x1; x2) '7�!�1��2 (y1; y2) (prod) x '7�!�1 y _ x '7�!�2 yx '7�!�1��2 y (sum)8x2X: 9y2Y: x '7�!� y 8y2Y: 9x2X: x '7�!� yX '7�!}� Y (set) X '7�!}� YX '7�!}�F Y (fset)u '7�!N+�!Æ � vu '7�!�1 v (seq) u '7�!N+�!Æ � vu '7�!�� v (fseq)8x2�A1 ; x 02�B1 : x '7�!�1 x 0 ) f(x) '7�!�2 g(x 0)f '7�!�1!�2 g (fun)8x2dom(f): x '7�!�1 x 0 ) x 02dom(g) ^ f(x) '7�!�2 g(x 0)f '7�!�1�!Æ �2 g (pfun)8x2�: p(xA) '7�!�[x=�℄ p 0(xB)p '7�!8�:�: � p 0 (poly)8x2�: p(xA) '7�!�[x=�℄ p 0(xB) où � = ond(#; �1; �2)(x)p '7�!8�:�: if � q # then �1 else �2 p 0 (ond)p '7�!8�:�:� p 00 p 00 = �B � fp 0gp '7�!8�:�:� p 0 (onst)est la plus petite famille engendrée par le système d'inférene de la Table 6.Le système logique est déterministe, autrement dit, il existe tout au plus unerègle appliable pour toute assertion de la forme x '7�!� x 0. La règle (base) indiqueque tout objet d'un type de base, par exemple un naturel n 2 N, se onserve enlui-même, indépendamment de l'interprétation ( ;') impliquée. La règle (sort) af-�rme que tout objet d'une sorte est onservé dans son image via '. Les règles (prod)et (sum) ont un trait ommun : elles renvoient la onservation d'un objet à elle des



1.3. MORPHISMES 33omposantes. Pour la règle (set), qui est proposée dans [Honsell & Sanella, 1999℄,deux ensembles sont en relation si tout élément de l'un trouve un orrespondantdans l'autre. La règle (fset), pour les ensembles �nis, renvoie à elle, générale, desensembles arbitraires. La règle (fun), alquée sur la dé�nition de relation logique(dans, par exemple, [Mithell, 1996℄ et [Honsell & Sanella, 1999℄), exige queles fontions f et g transforment des arguments orrespondants en résultats orres-pondants pour qu'elles soient, elles-mêmes, orrespondantes. La règle (pfun) étendla règle (fun) au as des fontions partielles : la quanti�ation universelle se fait surle domaine de la première fontion, et il est requis que tout élément en orrespon-dane soit un argument possible pour la seonde fontion partielle. Puis, ommepour les fontions totales, il faudra que les résultats soient, eux aussi, en orrespon-dane. La règle (pfun) est don équivalente à la règle (fun) lorsque les fontions sonttotales. Les règles (seq) et (fseq) pour les séquenes (arbitraires ou �nies) renvoientà la règle des fontions partielles. Par e hoix, une séquene s se onservant ens 0, se onservera aussi dans toutes les séquenes ommençant par s 0. Autrementdit, la onservation des séquenes étend le sens de la relation pré�xe entre motssur un alphabet. En l'a�rmant on n'oubliera pas, bien entendu, que les séquenesappartiennent à deux mondes di�érents, le passage d'un monde à l'autre se faisantpar l'intermédiaire d'une interprétation des valeurs. En e qui onerne les onstru-tions polymorphes, la règle (poly) indique que deux onstrutions polymorphes p etp 0 sont orrespondantes lorsque pour tout argument x (domaine de base ou sorte)appartenant à la lasse �, les deux résultats p(xA) et p 0(xB) sont, eux-mêmes, enorrespondane sur le type �. Ce dernier est le type polymorphe spéialisé par x.La règle (ond) disipline les onstrutions polymorphes munies d'un test d'égalité.Comme pour la règle (poly), pour tout x 2 �, il faudra que p(xA) et p 0(xB) soientorrespondantes. Mais la orrespondane devra avoir lieu sur un type � dépendantde x, résultat du test d'égalité ond(#; �1; �2)(x). Et il sera ensuite spéialisé par lasubstitution �[x=�℄. En�n, la règle (onst) joue le même r�le que la règle homonymepour les types ompatibles. Elle nous permet de onsidérer toute opération p 0 dela seonde algèbre omme une onstrution polymorphe onstante :p 00 = �x2�B : p 0 = f(x; p 0) j x2�B g = �B � fp 0gIl est important de souligner que, par dé�nition de la relation de onservation,deux objets x et x 0 peuvent être orrespondants pour une interprétation ( ;')donnée, seulement si dans leur algèbre respetive, les deux objets appartiennent àdes domaines ompatibles :x '7�!� x 0 ) x 2 �A ^ x 0 2 � 0B ^ � � � 0
1.3.4. Homomorphismes. Une tradution  des sortes et des opérations,ouplée d'une tradution ' des valeurs, a le statut d'interprétation lorsque les opé-rations orrespondantes f 0 =  (f) sont ompatibles. Pour que le ouple de tradu-tions ( ;') ait le statut supérieur d'homomorphisme, la ondition de onservationdes opérations doit s'ajouter à la ondition, toujours néessaire, de ompatibilité.



34 1. ALGÈBRESUn homomorphisme de A dans B, noté ( ;') : A H7�! B, est une interprétation( ;') qui onserve toute opération fA 2 FA de l'algèbre de départ dans l'opérationorrespondante fB 2 F 0B : 8f 2 F: fA '7�!T(f) fB .Example 1.3.2. Considérons à nouveau l'exemple 1.3.1 où, d'une part, l'algèbreA, onstituée des sortes S = fZ; Bg, où B = ftt; ffg, se trouve équipée de l'additionpolymorphe F = f+(:) : 8� : {Z,B }: � ! � ! �g ; et, d'autre part, l'algèbre B aomme unique sorte elle des nombres réels S 0 = fRg, et omme unique opération(monomorphe) l'addition entre rééls F 0 = f+ : R ! R ! Rg. Nous avons vu quel'interprétation des noms est forément  (Z) =  (B ) = R et  (+(:)) = +. Si nousonsidérons d'interpréter les valeurs entières z 2 Z ave la fontion identité '(z) =z, et les valeurs booléennes ave la fontion '(ff) = 0, '(tt) = 1, nous obtenons uneinterprétation de l'algèbre A dans l'algèbre B. En e�et, la seule ondition requisepour le statut d'interprétation, la ompatibilité des opérations, est garantie et neonerne pas la tradution ' des valeurs. Mais si les deux opérations allogènes sontompatibles, elle ne sont pas pour autant orrespondantes au sens de la relation deonservation. L'instane +B de l'addition polymorphe ne peut être onservée dansl'addition des réels. Alors que tt orrespond à 1, le résultat de l'addition tt+B tt = ttne orrespond pas à 2 = 1 + 1. Autrement dit, l'interprétation dé�nie n'est pasun homomorphisme. En revanhe, onsidérant omme opération de l'algèbre A lamultipliation polymorphe F = f�(:) : 8� :{Z,B }: �! �! �g, où �N serait le produitde nombres entiers et �B serait le et logique ; et onsidérant l'algèbre B onstituéede la seule multipliation entre réels F 0 = f� : R ! R ! Rg, l'interprétation desvaleurs dé�nies i-dessus onstituerait, ette fois-i, un homomorphisme de A versB. �1.3.4.1. Extension de l'interprétation des valeurs aux types élémentaires. Lanotion d'homomorphisme que nous avons dé�nie généralise les dé�nitions tradi-tionnelles de l'algèbre universelle. Pour le montrer d'une façon formelle, nous allonsétendre l'interprétation des valeurs à tous les domaines orrespondant à un typeélémentaire. Nous dé�nissons la famille de fontions f~'� : �A ! �B j � 2 TE(S)gpar indution sur les types élémentaires (dont la syntaxe, nous le rappelons, est� ::= � j� j}� j}�F j �� � j �� �). Pour les ensembles de base, nous utiliserons l'iden-tité : ~'�(x) , x. Pour les sortes, nous utiliserons l'interprétation des valeurs :~'�(x) , '�(x). Pour les parties (�nies ou in�nies) nous onstruirons l'image :~'}�F (X) = ~'}�(X) , f~'�(x) j x 2 Xg. En�n, pour les produits artésiens et lessommes, nous utiliserons la déomposition habituelle qui applique les omposantesà des fontions de la même famille mais de type plus simple : ~'�1��2(x1; x2) ,(~'�1(x1); ~'�2(x2)), et : ~'�1��2(x) , ~'�1(x) si x 2 �A1 , sinon ~'�1��2(x) , ~'�2(x).Nous noterons ~' la onstrution polymorphe dé�nie i-dessus :~' : 8� :TE(S): �A ! �B Nous omettrons le type en indie, en érivant ~'(x) au lieu de ~'�(x), lorsque letype � sera impliite.



1.3. MORPHISMES 35Lemma 1.3.3. Pour tout type élémentaire � 2 TE(S), la ondition de onser-vation de x 2 �A dans y 2 �B via une interprétation des valeurs ', équivaut àl'équation ~'�(x) = y : x '7�!� y , ~'�(x) = yDémonstration. Les types élémentaires sont engendrés par la syn-taxe � ::= � j� j}� j}�F j�� � j�� �. L'énoné est trivial pour les typesde base � = � et pour les sortes � = �. Pour les parties � = }� 0ou � = }� 0F , en utilisant l'hypothèse d'indution, les prémisses de larègle (set) deviennent 8a 2 x: 9b 2 y: b = ~'� 0(a) et réiproquement8b2y:9a2x: b = ~'� 0(a), autrement dit ~'�(x) � y et ~'�(x) � y, donl'égalité. Pour le produit et la somme nous utiliserons le même typed'argument : l'indution sur les types et le déterminisme du systèmed'inférene (pas plus qu'une règle appliable). �La notion d'homomorphisme dé�nie ii s'applique aux as partiuliers des fontionsà valeur dans un produit de sortes et qui renvoient une valeur inluse enore dansune sorte. Le orollaire suivant nous permet de retrouver l'équation habituellementénonée pour e type d'opération algébrique.Corollary 1.3.4. Soit f : �1 ! �2 et g : �1 ! �2 où �1 et �2 sont des typesélémentaires �1; �2 2 TE(S). Alors :f '7�!�1!�2 g , 8~x 2 �A1 : ~'�2(f(~x)) = g(~'�1(~x))Démonstration. Le domaine de f orrespondant à un type élémen-taire �1 2 TE(S), la ondition ~x '7�!�1 ~x 0 sera équivalente, pour toutargument ~x de f et tout argument ~x 0 de g, à l'équation ~'�1(~x) = ~x 0. Demême, la onservation des résultats des appliations f(~x) '7�!�2 g(~x 0) seraéquivalente à l'équation '�2(f(~x)) = g(~x 0). En remplaçant, dans ettedernière, ~x 0 par ~'�1(~x), nous avons l'énoné. �1.3.4.2. Curry�ation. La urry�ation est une opération qui permet de dé�nirune fontion f̂ : �1 ! �2 ! �3 pour toute fontion de type f : �1 � �2 ! �3 :f̂ x y , f(x; y). Dans le �-alul simple (non typé) de Alonzo Churh (f. par exemple[Barendregt, 1984℄), où le type produit n'existe pas, il s'agit de la façon ourantepour dé�nir une fontion qui sera ensuite utilisée omme si elle prenait en argumentun ouple (ou plus généralement un n-uplet). La onservation d'une fontion et ellede sa version urry�ée sont des onditions équivalentes.Lemma 1.3.5. Soient f : �1 � �2 ! �3 et g : �1 � �2 ! �3 . Alors f seonserve en g si et seulement si la urry�ation de f se onserve dans elle de g :f '7�!�1��2!�3 g , f̂ '7�!�1!�2!�3 ĝ



36 1. ALGÈBRESDémonstration. ()) Supposons x '7�!�1 x 0. Il nous faut démontrerf̂x '7�!�2!�3 ĝx 0. Si l'on suppose aussi y '7�!�2 y 0, il nous faudra prou-ver (f̂x)y '7�!�2!�3 (ĝx 0)y 0. Par dé�nition (f̂x)y = f(x; y) et (ĝx 0)y 0 =g(x 0; y 0). Puisque x '7�!�1 x 0 et y '7�!�2 y 0 nous avons (x; y) '7�!�1��2 (x 0; y 0)et don, puisque f se onserve en g, nous avons f(x; y) '7�!�3 g(x 0; y 0),.q.f.d. (() Supposons (x; y) '7�!�1��2 (x 0; y 0). Nous devons montrer quef(x; y) '7�!�3 g(x 0; y 0). Si le ouple (x; y) se onserve en (x 0; y 0), alors lesomposantes orrespondantes se onservent : x '7�!�1 x 0 et y '7�!�2 y 0. Parhypothèse nous avons f̂x '7�!�2!�3 ĝx 0, don (f̂x)y '7�!�3 (ĝx 0)y 0, .q.f.d. �1.3.4.3. Homomorphismes de propriétés. Les trois façons possibles de onsidé-rer une propriété, omme une partie P : }�, omme un prédiat P : � ! 2 (nousnoterons P : 2�), ou bien omme un semi-prédiat P : ��!Æ 1 (nous noterons P : 1�),orrespondent à trois notions di�érentes de onservation. En partiulier, la onser-vation des semi-prédiats oïnide ave elle que l'on retrouve en littérature pourles prédiats (par exemple dans [Gerike, 1966℄ et [Mal'ev, 1973℄). Autrementdit, tout en étant des fontions à plein titre P : � ! 2, la ondition prévue pourles fontions, 'est-à-dire '(P(x)) = Q('(x)), n'est pas elle demandée aux pré-diats. Celle qui leur est demandée, en revanhe, est une ondition plus faible,'(P(x)) = 1 ) Q('(x)) = 1, qui est préisément, dans notre formalisme, elle dessemi-prédiats.Lemma 1.3.6. Soit � un type élémentaire. Alors :(1) P '7�!1� Q , 8x2�A: P(x) ) Q(~'�(x))(2) P '7�!2� Q , 8x2�A: P(x) ) Q(~'�(x)) ^ :P(x) ) :Q(~'�(x))(3) P '7�!}� Q , ~'}�(P) = QDémonstration. Le lemme 1.3.3 assure que, pour les types élé-mentaires, la ondition x '7�!� x 0 est équivalente à x 0 = ~'�(x). (1)()) Si P '7�!1� Q est prouvable, la seule règle utilisable du systèmed'inférene de la Table est la (pfun). Si l'on suppose P(x), 'est-à-direx 2 dom(P), puisque x '7�!� ~'�(x), nous avons ~'�(x) 2 dom(Q). (()Soit x 2 dom(P) et x '7�!� x 0. Cela implique x 0 = ~'�(x). Il faut démon-trer que x 0 2 dom(Q) et que P(x) '7�!1 Q(x 0). Par hypothèse Q(~'�(x))don Q(x 0). D'autre part P(x) = Q(x 0) = � et, en appliquant la règle(base), � '7�!1 �. Les preuves pour (2) et (3) s'appuient sur des argumentssimilaires. �



1.3. MORPHISMES 37Fig. 1.3.1. Conservation d'une propriété selon le typesemi-prédiat P : 1�� ' � P̂ Q̂~'(P̂)partie P : }�� ' � ~'(P̂)P̂ Q̂
prédiat P : 2�''� � P̂ Q̂~'(P̂)~'(P̂?)Q̂?P̂?

Remark 1.3.7. Considérant la dénotation ensembliste P̂ d'une propriété P (f.setion 1.1.6), nous pouvons érire que la onservation des semi-prédiats orres-pond à la ondition ~'(P̂) � Q̂, la onservation des prédiats à la onjontion~'(P̂) � Q̂ ^ ~'(P̂)? � Q̂? (où X? est le omplémentaire de X), et la onservationdes parties à l'équation ~'(P̂) = Q̂. La Figure 1.3.1 illustre graphiquement les troisformes de onservation d'une propriété de type élémentaire.L'équation du lemme 1.3.3 pour les types élémentaires, permet d'observer despropriétés de onservation intéressantes pour des objets onstruits par union, in-tersetion, omposition fontionnelle ou omposition de fontion et propriété (f.setion 1.1.6). Considérant l'interprétation des valeurs omme le pont entre deuxmondes en vis-à-vis, nous allons véri�er que si tout matériau utilisé d'un �té seonserve dans le matériau utilisé de l'autre �té, alors le résultat de la onstrutionsur le premier versant se onservera dans elui d'en fae.Proposition 1.3.8. Soient �,�1,�2,�3 des types élémentaires. Alors :



38 1. ALGÈBRES(1) X '7�!1� X 0 ^ Y '7�!1� Y 0 ) X \ Y '7�!1� X 0 \ Y 0(2) X '7�!1� X 0 ^ Y '7�!1� Y 0 ) X [ Y '7�!1� X 0 [ Y 0(3) X '7�!}� X 0 ^ Y '7�!}� Y 0 ) X [ Y '7�!}� X 0 [ Y 0(4) f '7�!�1�!Æ �2 f 0 ^ g '7�!�2�!Æ �3 g 0 ) gÆf '7�!�1�!Æ �3 g 0Æf 0(5) f '7�!�1�!Æ �2 f 0 ^ p '7�!}��2��1� p 0 ) fp '7�!�1�!Æ �2 f 0p 0Démonstration. Par as.� (Intersetion et union) Par la remarque 1.3.7, l'hypothèse dupoint (1) se traduit en ~'(X̂) � X 0 et ~'(Ŷ) � bY 0 et l'énonéen ~'(X̂ \ Ŷ) � X 0 \ bY 0, e qui est trivialement vrai puisque, pardé�nition d'image et d'intersetion, nous savons que ~'(X̂ \ Ŷ) �~'(X̂) \ ~'(Ŷ). De façon similaire, l'union ensembliste étant telleque ~'(X [ Y) = ~'(X̂) [ ~'(Ŷ), nous avons les points (2) et (3).� (Composition fontionnelle) Pour montrer que gÆf '7�!�1�!Æ �3 g 0Æf 0supposons que x 2 dom(g Æ f) et que x '7�!�1 x 0, 'est-à-dire (f.lemme 1.3.3) que ~'(x) = x 0. Nous voulons prouver que x 0 2dom(g 0 Æ f 0) et que gÆf(x) '7�!�3 g 0Æf 0(x 0), 'est-à-dire ~'(gÆf(x)) =g 0Æf 0(x 0). Par hypothèse x 2 dom(f) et f se onserve en f 0, donx 0 2 dom(f 0). De plus, f(x) 2 dom(g) et g se onserve en g 0,don f 0(x 0) 2 dom(g 0). Autrement dit, d'une part x 0 2 dom(g 0 Æf 0), et d'autre part ~'(g Æ f(x)) = ~'(g[f(x)℄) = g 0[~'(f(x))℄ =g 0[f 0(~'(x))℄ = g 0Æf 0(~'(x)) = g 0Æf 0(x 0).� (Composition de fontion et propriété) Nous allons revenir au asde la omposition fontionnelle. Par la remarque 1.3.7 nous avons'(p̂) � p̂ 0. Supposer x '7�!�1 x 0 implique alors que x 0 = '(x),don x 0 2 p̂ 0. Autrement dit, x 0 appartient au domaine de lafontion identité idp̂ 0 : �1 �!Æ �1 : x 0 2 dom(idp̂ 0). De plus,puisque x = idp̂(x) et x 0 = idp̂ 0(x 0) nous avons idp̂(x) '7�!�1idp̂ 0(x 0). En d'autres termes, l'hypothèse p '7�!}��2��1� p 0 impliqueidp̂ '7�!�1�!Æ �1 idp̂ 0 . La omposition fp = fjp̂ étant égale à laomposition fontionnelle fÆidp̂, nous pouvons appliquer le point(4). �1.3.4.4. Cas partiuliers. Nous allons spéialiser la ondition de onservationx '7�!� y entre objets de deux algèbres, pour quelques as spéi�ques.(1) Si  :! � et  0 :! � sont deux onstantes sur une sorte, alors : '7�!!�  0 , '�(()) =  0()(2) Si �: 2��� et � 0: 2� �� sont deux prédiats binaires sur une sorte, alors :



1.4. RESTRICTIONS ET EXTENSIONS 39(�) '7�!2��� (� 0) , � x � y ) '�(x) � 0 '�(y)x 6� y ) '�(x) 6� 0 '�(y)(3) Si �: }��� et � 0: }� �� sont deux relations binaires sur une sorte,alors :(�) '7�!}��� (� 0) , 8x 0; y 0: x 0 � 0 y 0 , 9x; y: 8<: x 0='�(x)y 0='�(y)x � y(4) Si �: 1��� et � 0: 1� �� sont deux semi-prédiats binaires sur une sorte,alors : (�) '7�!1��� (� 0) , x � y ) '�(x) � 0 '�(y)(5) Si u : �� et v : �� sont des suites sur une sorte, alors :u '7�!�� v , 8i2dom(u): '�(ui) = vi1.3.5. Isomorphismes. On dit qu'un homomorphisme noté ( ;') : A H7�! B,est un isomorphisme, noté A  ;'�= B, si  et ' sont bijetives (haune de leursfontions omposantes est bijetive) et l'interprétation ( -1; '-1) est, elle aussi,un homomorphisme : ( -1; '-1) : B H7�! A.Notation 1.3.9. Si les deux algèbres oïnident et qu'on onsidère la fontionidentité omme bijetion  , on dit qu'un homomorphisme est un endomorphismeet qu'un isomorphisme est un automorphisme. Quand les noms expriment, par eux-mêmes, l'assoiation  , ou bien quand le type des opérations des deux algèbresoblige à une seule assoiation possible, ou bien enore, quand les deux algèbresoïnident et qu'on prend la bijetion identique, nous sous-entendrons l'appliation . Ainsi, nous nous autorisons à noter ' : A H7�! B et à dire que la onstrutionpolymorphe ' est, elle-même, un homomorphisme, un isomorphisme, un endomor-phisme ou un automorphisme. Nous noterons l'existene d'un isomorphisme entredeux algèbres A et B par l'ériture A �= B.1.4. Restritions et extensionsLa notion d'isomorphisme peut être reonduite à la oïnidene de deux phé-nomènes orthogonaux : haque algèbre d'un isomorphisme est une restrition et,à la fois, une extension de l'autre algèbre. En mathématiques, il est souvent utile,après avoir dé�ni une struture, de dé�nir également e qu'est une sous-struturede la première. Ainsi, par exemple, un monoïde est une struture omposée d'unensemble M, d'une opération de omposition � :M�M!M (qui est assoiative,i.e. x � (y � z) = (x � y) � z pour tout x, y et z) et d'un élément neutre 0 (tel que0 � x = x � 0 = x pour tout x). Un sous-monoïde du monoïde (M; �; 0) est unsous-ensemble de M qui est enore un monoïde (pour les mêmes opérations). Dela même façon, un sous-ordre partiel est un sous-ensemble d'un ordre partiel quiest enore un ordre partiel. Et en théorie des atégories, une sous-atégorie est un



40 1. ALGÈBRESsous-graphe qui est enore une atégorie ('est-à-dire que l'on peut enore omposerles �èhes et que toutes les �èhes identité sont présentes). Dans es trois exemples,on retrouve la onjontion de deux exigenes, elle qui prétend un rapport d'inlu-sion (sous-ensemble, sous-graphe), et elle qui prétend ne pas perdre les propriétésaratérisant la struture de départ.1.4.1. Sous-algèbres. Étant donné une algèbre A = ((:)A; T), une autre al-gèbre A 0 = ((:)A 0 ; T 0) est une restrition algébrique homomorphe ou sous-algèbrehomomorphe de A si :9( ;') : A 0 H7�! A telles que  et ' sont injetivesLes fontions  et ' sont injetives si toutes leurs omposantes sont injetives. Nousnoterons une telle ondition par l'ériture A 0  ;'5 A ou plus simplement (lorsque  sera impliite) par A 0 '5 A, ou enore (lorsque les deux fontions seront impliites)par A 0 5 A.En partiulier, lorsque l'interprétation des valeurs ' oïnide ave l'identité(pour toutes ses omposantes), nous dirons que A 0 est une restrition algébrique ousous-algèbre de A, notée A 0 j A.Remark 1.4.1. Une sous-algèbre A 0 de A orrespond au hoix d'un sous-ensemble pour tout domaine de A orrespondant à une sorte ; e qui justi�e lanotation A 0 j A évoquant l'inlusion ensembliste. Mais e hoix n'est pas ar-bitraire : il se doit de préserver les nouvelles opérations dans les aniennes. Parexemple, le domaine des réels ave la fontion qui multiplie par 2 son argumentf(x) = 2x est une algèbre (R; f : R ! R) dont (N; f : N ! N) est une restritionalgébrique. En revanhe, auune sous-algèbre de signature (N; f : N ! N) ne peutexister pour l'algèbre (R; f : R ! R) si la fontion f(x) = x=2, ette fois-i, divisepar 2 son argument.Il est simple de véri�er que toute sous-algèbre homomorphe A 0 de A est iso-morphe à une sous-algèbre A 00 de A :A 0 '5 A ) 9A 00: A 00 j A ^ A 0 '�= A 00Ainsi, il est ourant de traduire la ondition A 0 5 A en a�rmant que A ontientune image isomorphe de A 0. La notation A 0 5 A souligne la ondition d'infériorité,l'inlusion à un isomorphisme près, de l'algèbre A 0 par rapport à l'algèbre A.Example 1.4.2. La dé�nition lassique de sous-monoïde M 0 d'un monoïdeMse traduit exatement en elle de sous-algèbre : M 0 est un sous-monoïde de Msi et seulement si (M 0; � 0 : M 0 �M 0 ! M 0; 0 0 :! M 0) est une sous-algèbre de(M; � : M �M ! M;0 :! M). En e�et, puisque l'homomorphisme ' onernéest l'identité, il faudra, d'une part, que 0 0 = 0, et que '(x � 0 y) = '(x) � '(y),'est-à-dire x � 0 y = x � y. Ainsi les deux nouvelles opérations hériteront forémentles propriétés des aniennes (assoiativité, élément neutre). �L'exemple préédent montre que les deux onditions souhaitées, l'inlusion(M 0 �M) et la onservation du aratère initial (M 0 monoïde), se résument dans la



1.5. INTERPRÉTATION CATÉGORIQUE 41seule ondition de sous-algèbre. Cei n'exlut pas que l'on puisse proéder di�érem-ment et dé�nir une sous-struture de la façon habituelle : omme une sous-algèbreayant le même aratère que l'algèbre la ontenant. Une première raison sera liéeà l'inapaité du métalangage algébrique à exprimer e que l'on a appelé aratèrede l'algèbre de départ (monoïde, ordre partiel, atégorie). Une seonde raison, estque, même lorsque le aratère pourra être odé dans une dé�nition adéquate desopérations et de leurs types, il restera préférable, pour ne pas alourdir la dé�nitionde l'algèbre, d'énoner la notion de sous-algèbre de façon lassique. Dans e dernieras, nous utiliserons la notion de sous-algèbre omme une forme étendue d'inlusionensembliste.1.4.2. Extensions. Étant donné une algèbre A = ((:)A; TA), une autre al-gèbre A 0 = ((:)A 0 ; TA 0) est une extension algébrique homomorphe de A si :9( ;') : A 0 H7�! A telles que  et ' sont surjetivesLes fontions  et ' sont surjetives si toutes les omposantes de leurs germes sontsurjetives. À nouveau, une telle ondition sera notée, en fontion du ontexte, parl'ériture A 0  ;'= A, ou bien par A 0 '= A, ou enore plus simplement par A 0 = A.1.5. Interprétation atégoriqueNous allons onlure e hapitre en justi�ant, par sa onnotation atégorique,le su�xe morphisme des mots homomorphisme et isomorphisme dont nous avonsétendu le sens au adre des algèbres typées. Étant donné un homomorphisme entredeux algèbres ( ;') : A H7�! B, et un seond ( 0; ' 0) : B H7�! C, nous voulonsonstruire un nouvel homomorphisme entre la première algèbre A et la dernièreC. A�n d'obtenir une atégorie, nous demandons qu'une telle omposition soit as-soiative. La onstrution plus naturelle, elle qu'on obtient par la ompositionfontionnelle des fontions d'interprétation ( 0 Æ  ;' 0 Æ ') est, ertes, une inter-prétation des valeurs de A dans C, mais n'est pas forément un homomorphisme.Nous allons véri�er qu'il s'agit d'une onséquene importante de la généralisationde la notion d'homomorphisme à des fontions d'ordre supérieur (�1 ! �2)! �3.Lemma 1.5.1. Pour tout ouple d'interprétations  1; '2 : A H7�! B et  2; '2 :B H7�! C entre algèbres, dont la première a pour signature �A = (B; S; F; T), pourtout type élémentaire � 2 TE(S), et pour tout objet x 2 �A nous avons l'équa-tion �����!'2 Æ'1(x) = (~'2 Æ ~'1)(x).Démonstration. Par indution sur la syntaxe des types élémen-taires qui est TE(S) 3 � ::= � j� j}� j}�F j �� � j�� � où � 2 B et � 2 S.� (� = �) �����!'2 Æ'1(x) = x = ~'2(x) = ~'2(~'1(x)) = (~'2 Æ ~'1)(x)� (� = �) �����!'2 Æ'1(x) = ('2Æ'1)(x) = '2('1(x)) = ~'2(~'1(x)) =(~'2 Æ ~'1)(x)� (� = }� 0 ou � = }� 0F ) En appliquant l'hypothèse indutive sur leséléments onstituant l'ensemble : �����!'2 Æ'1(X) = f�����!'2 Æ '1(x) j x 2Xg = f(~'2 Æ ~'1)(x) j x 2 Xg = (~'2 Æ ~'1)(X)



42 1. ALGÈBRES� (� = �1 � �2) En appliquant l'hypothèse indutive sur les élé-ments onstituant le ouple :�����!'2 Æ'1(x1; x2) = (�����!'2 Æ'1(x1);�����!'2 Æ'1(x2)) =((~'2 Æ ~'1)(x1); (~'2 Æ ~'1)(x2)) = (~'2 Æ ~'1)(x1; x2)(� (� = �1 � �2) En supposant x 2 �1 et appliquant l'hypothèseindutive sur �1 : �������!('2 Æ '1)�(x) = ��������!('2 Æ'1)�1(x) = (~'2Æ ~'1)(x)�Lemma 1.5.2. Pour tout ouple d'interprétations  1; '1 : A H7�! B et  2; '2 :B H7�! C entre algèbres, dont la première a pour signature �A = (B; S; F; T), pourtout type du premier ordre � 2 TF (S), et pour tout objet x 2 �A et z 2 �C 2Æ 1 ,nous avons l'impliation suivante :9y 2 �B 1 : x '17�!� y ^ y '27�!� 1 z ) x '2Æ'17�!� zDémonstration. Par indution sur le type du premier ordre � dontla syntaxe générative est, nous le rappelons, TF(S) 3 � ::= �" j �" !� j �"�!Æ � où �" 2 TE(S) est un type élémentaire.� (� = �")Par le lemme 1.3.3, l'hypothèse se traduit en ~'1(x) = y et~'2(y) = z. Don z = ~'2(y) = ~'2(~'1(x)) = (~'2 Æ ~'1)(x). Par lelemme 1.5.1 z = �����!'2 Æ '1(x) et en�n, toujours par le lemme 1.3.3,nous avons l'énoné x '2Æ'17�!� z.� (� = �"�!Æ � 0)L'hypothèse est :9g : (�"�!Æ � 0) 1 : f '17�!�"�!Æ � 0 g ^ f '27�!(�"�!Æ � 0) 1 hSupposons que x 2 dom(f) et que x '2Æ'17�!�" z. Puisque �" estun type élémentaire, nous avons z = �����!'2 Æ'1(x) = (~'2 Æ ~'1)(x)(f. lemme 1.5.1). L'élément y , ~'1(x) est, par dé�nition, telque x '17�!�" y. De plus, il est aussi tel que z = ~'2(y), don tel quey '27�!�" z. Par hypothèse nous avons y 2 dom(g), don z 2 dom(h),f(x) '17�!� 0 g(y) et g(y) '27�!� 0 1 h(z). Ainsi, pour les éléments f(x) eth(z) il existe un élément g(y) qui véri�e l'hypothèse du lemme.En appliquant l'hypothèse d'indution, nous pouvons en déduireque f(x) '2Æ'17�!� 0 h(z). Pour résumer, en supposant x 2 dom(f) etx '2Æ'17�!�" z, nous avons pu déduire z 2 dom(h) et f(x) '2Æ'17�!� 0 h(z).Autrement dit f '2Æ'17�!�"�!Æ � 0 h.� (� = �" ! � 0)Il s'agit d'un as partiulier du préédent (toute fontion totaleétant aussi une fontion partielle). L'hypothèse :9g : (�" ! � 0) 1 : f '17�!�"!� 0 g ^ f '27�!(�"!� 0) 1 hpermet don d'obtenir f '2Æ'17�!�"�!Æ � 0 h, qui équivaut, les fontionsf et h étant totales, à f '2Æ'17�!�"!� 0 h.



1.5. INTERPRÉTATION CATÉGORIQUE 43�Nous dirons qu'une algèbre est du premier ordre lorsque l'ensemble de ses opéra-tions sera du premier ordre. Sinon, elle sera d'ordre supérieur omme l'une de sesopérations. Une onséquene direte du lemme préédent est que la ompositiond'homomorphismes entre algèbres du premier ordre est enore un homomorphisme.Corollary 1.5.3. La sous-lasse des algèbres typées onstituée seulement pardes opérations du premier ordre est une atégorie où les morphismes sont les ho-momorphismes et l'identité est le ouple des interprétations identiques.Démonstration. Soient  1; '1 : A H7�! B et  2; '2 : B H7�! C deuxhomomorphismes entre algèbres du premier ordre, respetivement designature �A = (B; S; F; T), �B = (B; S 0; F 0; T 0) et �C = (B; S 00; F 00; T 00).Soit f 2 F. D'une part, puisque  1; '1 : A H7�! B, il existe g = f 1 2F 0 tel que f '17�!� g. D'autre part, puisque  2; '2 : B H7�! C, il existeh = (f 1) 2 = f 2Æ 1 2 F 00 tel que g '27�!� 1 h. Par le lemme 1.5.2, letype � étant du premier ordre, nous avons f '2Æ'17�!� h. Nous avons donprouvé que tout f 2 F véri�e la ondition f '2Æ'17�!� f 2Æ 1 . Autrementdit, ( 2 Æ  1; '2 Æ '1) : A H7�! C. L'assoiativité de l'opération deomposition, que nous noterons �, dérive diretement de l'assoiativitéde la omposition fontionnelle :( 3; '3) � ( 2 Æ 1; '2 Æ'1) = ( 3 Æ ( 2 Æ 1); '3 Æ ('2 Æ'1)) =(( 3 Æ 2) Æ 1; ('3 Æ '2) Æ'1) = ( 3 Æ  2; '3 Æ '2) � ( 1; '1)En�n, l'interprétation ( id; 'id) onstituée par les fontions identiques id : S! S� F ! F,  id(x) = x, et 'id : �D2SD! D, '(x) = x, estl'élément neutre de l'opération de omposition des morphismes :( id; 'id) � ( ;') = ( id Æ  ;'id Æ') = ( ;') =( Æ id; ' Æ 'id) = ( ;') � ( id; 'id) �1.5.1. Le ontre-exemple pour l'ordre supérieur. Le résultat préédentne peut être généralisé aux algèbres d'ordre supérieur. Le ontre-exemple est lesuivant : supposons qu'une algèbre A soit onstituée d'un seul ensemble, représentépar la sorte D, onstitué à son tour de quatre éléments DA = fa; b; ; dg. Soit Bune autre struture où DB = fu; v;wg, et C une troisième telle que DC = f0; 1g.On peut véri�er failement que pour qu'une fontion f : D ! D admette uneorrespondante f 0 : D ! D , pour une interprétation des valeurs ' donnée, il estnéessaire qu'elle véri�e, pour tout x1 et x2, l'impliation :'(x1) = '(x1) ) '(f(x1)) = '(f(x1))Considérons alors la fontion f̂ : D! D dé�nie de la façon suivante :



44 1. ALGÈBRESf̂(x) = 8>><>>: b si x = a si x = ba si x = d si x = det supposons qu'on ait les deux interprétations suivantes des valeurs (la premièrede A vers B, la seonde de B vers C) :'1(x) =8>><>>: u si x = au si x = bv si x = w si x = d '2(y) = 8<: 0 si y = u0 si y = v1 si y = wIl existe alors un ouple de valeurs (a; b) tel que '1(a) = '1(b) mais '1(f̂(a)) ='1(b) = u 6= v = '1() = '1(f̂(b)). Pour ela f̂ ne peut pas avoir un objetorrespondant dans l'algèbre B. Cependant, elle a la fontion identité omme or-respondante dans l'algèbre C. Si l'on onsidère la omposition des interprétations'2 Æ'1 : ('2 Æ'1)(x) = 8>><>>: 0 si x = a0 si x = b0 si x = 1 si x = dnous avons x '2Æ'17�!D 0 si et seulement si x 2 fa; b; g, dans e as f̂(x) 2 fa; b; gdon f̂(x) '2Æ'17�!D 0, et x '2Æ'17�!D 1 si et seulement si x = d, dans e as f̂(x) = ddon f̂(x) '2Æ'17�!D 1. Ainsi, dans les deux as, si x '2Æ'17�!D w, alors f̂(x) orrespondau résultat de l'identité sur l'élément w 2 f0; 1g. Autrement dit f̂ '2Æ'17�!D id. Nouspouvons alors dé�nir une fontion d'ordre supérieur FA : (D ! D) ! D, uneseonde FB : (D ! D) ! D et une troisième FC : (D ! D) ! D, de la façonsuivante : FA(f) = � a si f = f̂d sinon FB(f) = w FC(f) = 1Nous observons, d'une part, que FA '17�!(D!D)!D FB. En e�et, puisqu'il n'existe pasde fontion orrespondante à f̂, si l'on suppose f '17�!D!D f 0, on aura forément f 6= f̂,don FA(f) = d qui orrespondra via '1 àw = FB(f 0). D'autre part, il est égalementvrai que FB '27�!(D!D)!D FC, puisque en supposant g '27�!D!D g 0, nous avons FB(g) = worrespond via '2 à 1 = FC(g 0). Cependant, il est faux que FA '2Æ'17�!(D!D)!D FC. Ilsu�t de onsidérer la fontion f̂ qui orrespond, omme nous avons vu, à l'identitéid, pour laquelle FA(f̂) = a alors que FC(id) = 1. En résumé, l'énoné du lemme1.5.2 est fausse lorsque nous ne nous limitons pas aux types du premier ordre.



CHAPITRE 2Éléments de théorie des domaines
1. Préordre2. Ordres partiels3. Homomorphismes d'ordres partiels4. Dpo et o-dpo5. Complétion6. Sous-strutures

Les préordres, les ordres partiels, et toutes les notions orrélées de e hapitrese retrouvent dans la littérature de la théorie des domaines. Cependant, ertainssujets sont développés de façon autonome (notamment la o-�nalité et o-initialité),ertains résultats, utilisés par la suite, sont prouvés formellement, et l'ensemble desnotions et des énonés est abordées par le métalangage algébrique dé�ni dans lehapitre préédent. 2.1. PréordresLes préordres sont des algèbres onstituées d'un seul domaine, don des stru-tures. Ave le domaine D, un semi-prédiat binaire �: 1D�D, appelé relation depréordre, aratérise omplètement la struture. Nous verrons que l'algèbre est aussipeuplée par d'autre opérations telles que les propriétés dirigé, idéal ou �ltre. Nousutiliserons le plus souvent la notation in�xe x � y pour signi�er � (x; y) = �, au-trement dit pour signi�er (x; y) 2 dom(�). Nous noterons souvent, ave un abus denotation, la relation binaire dom(�), qui est de type }D�D, toujours par le symbole�, e qui nous autorisera l'ériture (x; y) 2�. La meilleure approhe, selon nous,est elle de onsidérer l'opération � omme une propriété, ayant le type o�iel,pour ainsi dire, de semi-prédiat �: 1D�D, mais pouvant être onsidérée en l'our-rene omme une relation �: }D�D (d'où le nom relation de préordre et la notation(x; y) 2�), ou enore, omme un prédiat �: 2D�D (d'où la notation x � y).2.1.1. Préordres. Soit < une relation sur un domaine D. Si les onditionssuivantes sont véri�ées : 45



46 2. ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES DOMAINES(a) 8x 2 D: (x; x) 2 <(b) 8x; y; z 2 D: (x; y) 2 < ^ (y; z) 2 < ) (x; z) 2 <nous disons que le ouple (D;<) est un préordre. Nous traduisons la ondition(a) en disant que < est ré�exive sur D, et la (b) en disant que < est transitivesur D. Le dual du préordre (D;<) est le ouple (D;<?) où <? , f(y; x) 2 D �D j (x; y) 2 <g est la relation duale de <. Si la relation est notée par un symboleasymétrique (par exemple �), l'image spéulaire du symbole (dans l'exemple �)pourra dénoter, aussi bien que �?, la relation duale. La relation strite assoiée à< est la relation < n (D �D). Toute relation de préordre ontient, par dé�nition,l'égalité sur le domaine. Quand le symbole utilisé fera référene impliite à l'égalitéontenue (omme �, v ou �), le symbole empêhant ette réminisene (dansl'exemple <, � ou �) dénotera la relation strite assoiée.2.1.2. Symétrie et anti-symétrie. Deux propriétés additionnelles, la symé-trie et l'anti-symétrie (qui ne sont pas, malgré leur nom, en opposition logique)peuvent aratériser une struture de préordre.2.1.2.1. Équivalenes. Lorsqu'un préordre (D;<) véri�e aussi la ondition sui-vante :(') 8x; y 2 D: (x; y) 2 < ) (y; x) 2 <nous disons que < est une relation d'équivalene sur D. En partiulier, noustraduisons la ondition (') en disant que < est symétrique sur D.Étant donné une équivalene (D;�), la lasse (d'équivalene) de x est l'en-semble [x℄� , fy 2 D j x � yg. Tout élément d'une lasse est un représentant de lalasse (par le biais de l'appliation [:℄� : D! }D). Les propriétés des équivalenes(ré�exive, transitive et symétrique) impliquent que la relation x � y soit logique-ment équivalente à l'égalité des lasses [x℄� = [y℄�. Le quotient de D modulo �est l'ensemble des lasses d'équivalenes : D� , f� 2 }D j � = [x℄�; x 2 Dg. Lequotient modulo une relation d'équivalene est une partition de l'ensemble D, i.e.une famille de parties f�igi2I de D étanhes (�i\�j = ;) et dont l'union reonstitueD (i.e. Si2I �i = D).2.1.2.2. Ordres partiels. Un préordre (D;<) est un ordre partiel s'il véri�e laondition suivante, appelée propriété anti-symétrique :() 8x; y 2 D: (x; y) 2 < ^ (y; x) 2 < ) x = y2.1.2.3. Préordres propres. Nous dirons qu'un préordre est propre lorsqu'il nevéri�e ni la propriété symétrique ni l'anti-symétrique, en d'autres termes, lorsqueil ne s'agit ni d'une équivalene ni d'un ordre partiel.Tout préordre (D;�) dé�nit impliitement une relation d'équivalene par l'in-tersetion de la relation de préordre et de sa duale :� , � \ � = f(x; y) 2 D�D j x � y ^ y � xgNous dirons que l'équivalene � est engendrée par le préordre. La relation quirésulte de ette onstrution est une relation originale d'un véritable intérêt ma-thématique, seulement lorsque le préordre est propre. Sinon, dans le as d'uneéquivalene, l'équivalene engendrée oïnide ave son germe : (�) = (�), tandis



2.1. PRÉORDRES 47que dans le as d'un ordre partiel, l'équivalene engendrée oïnide ave l'égalitésur le domaine : (�) = (=). Dans les deux as, elle existe déjà.La relation de préordre � peut être étendue aux lasses de l'ensemble quotientD� : �1 � �2 4() �1 = [x℄ ^ �2 = [y℄ ^ x � yOn montre que la dé�nition ne dépend pas des représentants x et y hoisis, et quela nouvelle relation est, elle aussi, un préordre. De plus, elle véri�e la propriété anti-symétrique : �1 � �2 ^ �1 � �2 ) �1 = �2, e qui onfère au ouple (D�;�)la struture d'ordre partiel. Nous dirons, de e dernier aussi, qu'il s'agit de l'ordrepartiel engendré.Ainsi, un préordre propre (D;�) dé�nit impliitement, d'une part, une stru-ture symétrique, l'équivalene (D;�) et, d'autre part, une struture anti-symétrique,l'ordre partiel (D�;�).2.1.3. Parties singulières d'un préordre. Étant donné un préordre � =(D;<), les parties X 2 }D du domaine peuvent être lassées selon des ritèresportant sur la relation <.2.1.3.1. Dirigés, o-dirigés. Nous disons qu'un sous-ensemble X 2 }D, est undirigé (ou �ltrant) de � si : 8x; y 2 X: 9z 2 X : (x; z) 2 < ^ (y; z) 2 <. Nousnoterons �(�) l'ensemble des dirigés du préordre. Si D 2�(�) nous disons que lepréordre � est, lui-même, un dirigé. De façon duale, nous disons que X 2 }D est uno-dirigé de � si : 8x; y 2 X: 9z 2 X : (z; x) 2 < ^ (z; y) 2 <. Nous notons r(�)l'ensemble des o-dirigés du préordre et si D 2r(�) nous disons que le préordre� est, lui-même, un o-dirigé. Nous remarquerons que l'ensemble vide ; est, pardé�nition, à la fois un dirigé et un o-dirigé de tout préordre �. Nous noteronsrespetivement �+ et r+ les propriétés dirigé non vide �(�)n f;g et o-dirigé nonvide r(�) n f;g.12.1.3.2. Majorants, minorants. Un élément x 2 D est un majorant d'un sous-ensemble X 2 }D, si 8x 0 2 X: x 0<x. La propriété être un majorant de (upper boundof ) est dé�nie par : ub�(x; X) 4() 8x 0 2 X: x 0<x. L'ensemble de tous les majorants(upper bounds) de X 2 }D est : ubs�(X) , fy 2 D j ub�(y; X)g. De façon duale, unélément x 2 D est un minorant de X 2 }D, si 8x 0 2 X: x<x 0. La propriété être unminorant de (lower bound) est dé�nie par lb�(x; X) 4() 8x 0 2 X: x<x 0. L'ensemblelbs�(X) , fy 2 D j lb�(y; X)g est l'ensemble de tous les minorants (lower bounds)de X. Nous onsidérerons les deux propriétés ub� et lb� , omme des semi-prédiats,don de type 1D�}D . Les deux opérations ubs� et lbs� seront, en revanhe, desfontions de type }D ! }D. On remarquera que, par dé�nition, 8x 2 D: ub�(x; ;)^lb�(x; ;), don ubs�(;) = lbs�(;) = D.1Certains auteurs exluent diretement l'ensemble vide ; des dé�nitions de dirigé et o-dirigé. Cehoix n'est pas sans onséquenes pour les notions, dé�nies suessivement, d'ordre partiel ompletpar dirigés ou o-dirigés et sur elle de fontion ontinue.



48 2. ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES DOMAINES2.1.3.3. Maximaux, minimaux. Un élément maximal d'un sous-ensemble donnéX 2 }D non vide X 6= ;, est un élément x 2 X tel que 8x 0 2 X: x 0<x. D'autre part,un élément minimal d'un sous-ensemble X 2 2D non vide X 6= ;, est un élément x 2X tel que 8x 0 2 X: x<x 0. Nous noterons respetivement max� X et min� X l'ensembledes éléments maximaux et elui des éléments minimaux du sous-ensemble X dans lepréordre � = (D;<). Il s'agit de deux fontions partielles max� ; min� : }D�!Æ }D(qui ne sont pas dé�nies sur l'ensemble vide : ; =2 dom(min) et ; =2 dom(max)).2.1.3.4. Cl�tures vers le bas, vers le haut. Nous disons qu'un sous-ensembleL 2 2D est los vers le bas2 (resp. U 2 2D est los vers le haut3) dans � si : 8x 2L:8y 2 D: (y; x) 2 < ) y 2 L (resp. 8x 2 U :8y 2 D: (x; y) 2 < ) y 2 U). Nousnoterons L(�) et U(�) l'ensemble des parties du préordre loses, respetivement, versle bas et vers le haut. La fermeture vers le haut est l'opération "� (:) : }D ! }Ddé�nie par "� (X) = fy 2 D j 9x 2 X: x<yg. De façon duale, la fermeture vers lebas est l'opération #� (:) : }D ! }D dé�nie par #� (X) = fy 2 D j 9x 2 X: y<xg.Par dé�nition L(�) = fX 2 }D j #� (X) = Xg, U(�) = fX 2 }D j "� (X) = Xg,ubs�(X) �"� (X) et lbs�(X) �#� (X). Nous utiliserons les notations allégées "� xet #� x, ou " x et # x (lorsque la struture � sera impliite dans le ontexte), poursigni�er respetivement "� fxg et #� fxg. Tout sous-ensemble de la forme #� x seraappelé �ne (de x).2.1.3.5. Idéaux et �ltres. Les idéaux et les �ltres sont des propriétés dérivées(par intersetion). Nous disons qu'un sous-ensemble I 2 }D est un idéal si il està la fois dirigé et los vers le bas. Nous noterons I(�) l'ensemble des idéaux dupréordre : I(�) , �(�)\ L(�). En partiulier, les ensembles # x seront les idéauxprinipaux . La notion duale est elle de �ltre : un sous-ensemble F 2 }D est un�ltre si il est à la fois o-dirigé et los vers le haut. L'ensemble des �ltres du préordreest ainsi dé�ni par F(�), r(�)\U(�). En partiulier, les �ltres prinipaux serontles ensembles de la forme " x.2.1.4. Extension aux fontions à valeurs dans le préordre. Étant donnéun préordre (D;�: 1D�D) et un domaine de base X 2 B, le préordre extensionnelentre fontions de type X! D est le semi-prédiat �eX dé�ni par :f �eX g 4() 8x 2 X: f(x) � g(x)On véri�e failement que la nouvelle propriété �eX est, omme son germe �, sy-métrique et transitive. Don, la struture (X!D;�eX) est, elle aussi, un préordre.Le hoix d'un domaine de base re�ète l'intention de neutraliser la tradution desvaleurs pour toute interprétation du préordre A = (D;�: 1D�D) dans une autrealgèbre B. Les valeurs du domaine de base X seront forément traduites par lafontion identité dans le même ensemble X.Nous remarquerons que le type du préordre extensionnel dépend de l'ensemblede base donné. Il s'agit don d'une onstrution polymorphe :�e : 8� :base: 1(�!D)�(�!D)2lower set ou down set3upper set



2.1. PRÉORDRES 49Non seulement�e est une onstrution polymorphe, mais les objets mathématiquesrésultants sont d'ordre supérieur. En e�et, étant donné X2B, le type de �eX , 'est-à-dire 1(X!D)�(X!D) = ((X! D)�(X! D))�!Æ 1, n'est pas un type du premierordre.2.1.5. Extension aux lasses o-�nales et o-initiales. Étant donné unpréordre (D;�: 1D�D), la o-�nalité entre parties de D est le semi-prédiat �[:1(}D)�(}D) dé�ni par :X �[ Y 4() 8x 2 X: 9y 2 Y: x � ySi X �[ Y on dit que Y est o-�nal de X. Vie versa, la o-initialité entre partiesde D est la relation �℄: 1(}D)�(}D) dé�nie par :X �℄ Y 4() 8y 2 Y: 9x 2 X: x � ySi X �℄ Y on dit que X est o-initial de Y. Les deux semi-prédiats �[ et �℄apparaissent en littérature (par exemple dans [Taylor, 1999℄), le premier sous lenom de lower order . Ce nom s'explique en observant que la ondition X �[ Yest équivalente à l'inlusion des respetives l�tures vers le bas # X �# Y. De façonsymétrique, la ondition X �℄ Y est équivalente à l'inlusion " X �" Y. Cependant, lenom de lower order est à notre avis aptieux : il évoque le bas alors que, étant donnédeux ensembles X et Y, leur partie initiale est ignorée : l'intérêt est tout pour leuravant-garde (pour tout x 2 X il existe un y 2 Y plus grand que x), d'où le nom de o-�nalité. La notation musiale, nous apprend enore [Taylor, 1999℄, a été proposéepar Carl Gunter. Les deux relations sont de toute évidene ré�exives et transitives :l'ensemble des parties }D, équipé d'une de es deux relations, onstitue toujoursun préordre. Et elles sont apparentées : la o-�nalité onstruite sur le préordre dualoïnide ave la o-initialité onstruite sur le préordre de départ : (�?)[ =�℄, etvie versa : (�?)℄ =�[. Puisque es nouvelles relations ne sont pas la duale l'unede l'autre : �[ 6= (�℄)?, nous avons (�?)[ =�℄ 6= (�[)?, et (�?)℄ =�[ 6= (�℄)?.Ainsi, la notation des symboles renversés, �[ et �℄, pose un problème d'ambiguïtésur l'ordre de la onstrution mathématique opérée : dualité puis o-�nalité (resp.o-initialité) ou o-�nalité (resp. o-initialité) puis dualité. Ainsi, il est néessaire depréiser que le symbole �[ dénotera la relation duale de la o-�nalité (�[)? (et nonpas la o-�nalité de la duale (�?)[ =�℄), et que le symbole �℄ dénotera la relationduale de la o-initialité (�℄)? (et non pas la o-initialité de la duale (�?)℄ =�[).La onjontion logique des deux relations apparaît elle aussi en littérature (parexemple dans [Abramsky & Jung, 1994℄) sous le nom d'ordre d'Egli-Milner :X �\ Y 4() X �[ Y ^ X �℄ Y.Ainsi, un ouple de parties X et Y est dans l'ordre d'Egli-Milner si et seulement siY est o-�nal de X et X est o-initial de Y.2.1.5.1. Équivalenes engendrées. Si le préordre de départ � n'est pas trivia-lement ontenu dans la diagonale de D �D (i.e. il existe x; y 2 D; x 6= y tel quex � y), alors les préordres de o-�nalité et o-initialité sont propres. Dans ettehypothèse, les ontre-exemples de la propriété anti-symétrique sont, pour le pré-ordre �[, les parties fx; yg et fyg, et pour le préordre �℄, les parties fx; yg et fxg.Les équivalenes engendrées par es préordres, notées respetivement �[ et �℄, sont



50 2. ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES DOMAINESTab. 1. Signature omplète d'un préordre( D , domaine� : 1D�D; , relation de préordre�(D;�) : 1(}D) , dirigés (�ltrants)r(D;�) : 1(}D) , o-dirigéslb(D;�) : 1D�}D , minorant (lower bound)ub(D;�) : 1D�}D , majorant (upper bound)lbs(D;�) : }D ! }D , minorantsubs(D;�) : }D ! }D , majorantsmin(D;�) : }D�!Æ }D , minimauxmax(D;�) : }D�!Æ }D , maximaux#(D;�) : }D ! }D , fermeture vers le bas"(D;�) : }D ! }D , fermeture vers le hautL(D;�) : 1(}D) , lower setsU(D;�) : 1(}D) , upper setsI(D;�) : 1(}D) , idéauxF(D;�) : 1(}D) , �ltres�e : 8� :base: 1(�!D)�(�!D) , préordre extensionnel�[;�℄ : 1(}D)�(}D) , préordres de o-�nalité et o-initialité�[;�℄ : 1(}D)�(}D) ) équivalenes de o-�nalité et o-initialitédon des équivalenes non triviales, stritement plus abstraites (moins �nes) quel'égalité sur les parties de D.�[: 1(}D)�(}D) X �[ Y 4() X �[ Y ^ Y �[ X�℄: 1(}D)�(}D) X �℄ Y 4() X �℄ Y ^ Y �℄ XLes deux équivalenes ne oïnident pas puisque les préordres �[ et �℄ ne sont pasle dual l'un de l'autre : �[ 6=�℄ et �℄ 6=�[. Nous utiliserons les mêmes symboles �[et �℄ pour dénoter les relations de o-�nalité et o-initialité étendues aux lasses del'équivalene respetive. La struture (}D�[ ;�[: 1}D�[�}D�[ ), qui est un ordre partiel(2.1.2.3), sera l'extension aux lasses o-�nales du préordre (D;�: 1D�D). Vieversa, l'ordre partiel (}D�℄ ;�℄: 1}D�℄�}D�℄ ) sera son extension aux lasses o-initiales.Notation 2.1.1. Pour alléger la notation des fontions [:℄�[ : }D ! }D�[ et[:℄�℄ : }D ! }D�℄ , nous les érirons respetivement [:℄[ et [:℄℄.2.1.6. Signatures d'un préordre. Une façon de résumer la dé�nition d'unealgèbre est elle d'en présenter la signature. Pour les préordres la signature que nousdirons essentielle est (D;�: 1D�D), notée le plus souvent (D;�). En revanhe, lasignature omplète, faisant référene à toutes les opérations dé�nies préédemment,est représentée dans la table 1.2.2. Ordres PartielsLa prinipale onséquene de la propriété anti-symétrique des ordres partiels estqu'elle garantit, lorsque ils existent, l'uniité des éléments minimaux et maximaux.En d'autre termes, dans le ontexte d'un ordre partiel, le max� et le min� deviennent



2.2. ORDRES PARTIELS 51des fontions partielles de type }D�!Æ D, au lieu que de type }D�!Æ }D pour lespréordres génériques.2.2.1. Bornes inférieure et supérieure. Soit � = (D;<) un ordre partiel.Si max�(X) = x (resp. min�(X) = x) nous disons que x est le maximum (resp.minimum) de X. Nous disons que l'ordre partiel � est pointé (vers le bas) si 9? =min� D. Réiproquement, nous disons qu'il est pointé vers le haut si 9> = max� D.La borne supérieure de X 2 }D est, si elle existe, le minimum de ses majorants :sup� X ~=min�(ubs�X). Vie versa, la borne inférieure de X 2 }D est, si elle existe,le maximum de ses minorants : inf� X ~=max(lbs�X). Les fontions partielles supet inf sont souvent notées respetivement lub, de l'anglais least upper bound, etglb, de greatest lower bound. Quand le domaine D sera impliitement dé�ni parle ontexte, nous érirons que le symbole de relation � en indie des propriétéslb et ub, des fontions ubs, lbs, et des fontions partielles max, min, sup et inf.Ou vie versa, nous omettrons la relation en préisant seulement le domaine D. Etlorsque les deux seront impliites nous éliminerons tout indie. En partiulier, danse dernier as, les fontions partielles supA et inf A pourrons être notées de façonalternative, respetivement, par WA et VA. La omposition de la fontion sup avela propriété dirigé non vide �+ (f. setion 1.1.6), est le sup-dirigé (ou sup-�ltrant) :t , sup�+ = f(X; sup�(X)) j X 2 �(�); X 6= ;g. D'autre part, la omposition de lafontion inf ave la propriété o-dirigé non vide r+, est le inf-o-dirigé : u , infr+ .La o-�nalité réiproque est une ondition logique plus forte que l'égalité desbornes supérieures. De façon duale la o-initialité réiproque est plus forte quel'égalité de bornes inférieures.Lemma 2.2.1. Soit (D;�) un ordre partiel. Alors, l'équivalene de o-�nalité(resp. o-initialité) implique l'égalité, si elles existent, des bornes supérieures (resp.inférieures). D'une part nous avons l'impliation suivante :Hp 8<: (D;�) ordre partielX; Y 2 }DX �[ Y Ts f supX = v , supY = vet, d'autre part, nous avons l'impliation duale :Hp 8<: (D;�) ordre partielX; Y 2 }DX �℄ Y Ts f inf X = v , inf Y = vDémonstration. Nous démontrons uniquement la première impli-ation, la seonde étant duale. Soit X �[ Y. Il su�t de montrer queX et Y partagent le même ensemble de majorants. En partiulier nousavons X �[ Y. Soit M 2 ubs(D;�)Y, don 8y 2 Y: y � M. Soit x 2 X.Puisque Y est o-�nal de X, il existe y 2 Y tel que x � y. Don x �M,autrement dit M 2 ubs(D;�)X. En utilisant la o-�nalité dans l'autresens (Y �[ X), on déduit que ubs(D;�)X = ubs(D;�)Y, don forémentsup(D;�) X = sup(D;�) Y si l'un ou l'autre existe. �



52 2. ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES DOMAINESAinsi, aux lasses de o-�nalité (resp. o-initialité) on assoie la borne supérieure(resp. inférieure), lorsqu'elle existe, partagée par tous leurs représentants. En d'autrestermes, les fontions partielles sup(:) et inf(:) peuvent être étendues, respetive-ment, aux lasses de o-�nalité et o-initialité : sup : (}D�}D�[)�!Æ D, sup� = supXsi � = [X℄[, et inf : (}D � }D�℄)�!Æ D, inf � = inf X si � = [X℄℄. Dans les deux as ladé�nition est indépendante du représentant X hoisi pour la lasse �.2.2.2. Complétude. Par dé�nition, l'existene de la borne supérieure (ouinférieure) d'un sous-ensemble D 0 � D est un soui double : d'une part il fautqu'il existe des majorants (resp. des minorants) de D 0, puis il est néessaire qu'ilsadmettent un minimum (resp. un maximum). L'existene des bornes supérieures(ou inférieures) pour ertaines familles de sous-ensembles du domaine D aratériseet distingue les ordres partiels. Si un ordre partiel � = (D;<) véri�e :(d) 8x; y 2 D: fx; yg 2 dom(sup�)nous disons que � est un sup-demi-treillis. De façon duale, si :(d') 8x; y 2 D: fx; yg 2 dom(inf�)nous disons que � est un inf-demi-treillis. Si l'ordre partiel véri�e simultanémentles deux onditions (d) et (d'), nous disons que � est un treillis. Il s'agit d'une notionde omplétude par sous-ensembles binaires fx; yg. Si l'ordre partiel véri�e :(e) �(�)� dom(sup�)nous disons que (D;<) est un dpo, ou que l'ordre partiel est omplet pardirigés. De façon duale, si :(e') r(�)� dom(inf�)nous disons que � est un o-dpo, ou que l'ordre partiel est omplet par o-dirigés. Si l'ordre partiel véri�e simultanément les deux onditions (e) et (e'), nousdisons que � est un bi-dpo. Si l'ordre partiel véri�e :(f) dom(sup�) = }Dnous disons que � est un sup-demi-treillis omplet. De façon duale, si :(f') dom(inf�) = }Dnous disons que � est un inf-demi-treillis omplet. Si l'ordre partiel véri�e simul-tanément les deux onditions (f) et (f'), nous disons que � est un treillis omplet.Les impliations logiques entre les di�érentes notions de omplétude ne sontpas, au premier abord, toutes évidentes : la taxinomie de la table 2 s'e�ore demettre un peu d'ordre dans les ordres.Plus généralement, étant donné une famille de parties F : }(}D), nous disonsque l'ordre partiel (D;�) est omplet vers le haut (resp. vers le bas) par rapportà F ou sup-omplet (resp. inf-omplet) dans F , si et seulement si 8X 2 F : X 2dom(sup�) (resp. 8X 2 F : X 2 dom(inf� X)). En d'autre termes, un ordre partielest omplet vers le haut (resp. bas) pour une famille F de parties, si la fontionpartielle sup (resp. inf) restreinte à F se révèle totale : supjF : F ! D (resp.inf jF : F ! D).



2.3. HOMOMORPHISMES D'ORDRES PARTIELS 53Tab. 2. Taxinomie des notions de omplétude(D;<)préordreordre partieldirigé o-dirigésup-demi-treillis inf-demi-treillistreillisdpo o-dpobi-dposup-demi-treillis omplet inf-demi-treillis omplettreillis omplet

(a),(b)()
(e) (e')(d) (d')

(f) (d') (f')(d)
(f),(f') (f),(f')(e') (e)(f) (f')(f') (f)2.3. Homomorphismes d'ordres partiels2.3.1. Monotonie (roissane). Étant donné deux strutures d'ordres par-tiels (D;�) et (D 0;� 0), la omposante  (interprétation des noms) de tout homo-morphisme ( ;') : (D;�) H7�! (D 0;� 0) est forément la fontion  (D) = D 0 et (�) =� 0. Nous pourrons don toujours la onsidérer impliite et noter ' : (D;�) H7�! (D 0;� 0). Dans le ontexte des ordres partiels, les homomorphismes ou, pluspréisément, leur interprétation des valeurs ' : D ! D 0, sont appelés fontionsmonotones (ou roissantes). La spéi�ité de telles strutures permet de réérire laondition d'homomorphisme (f. setion 1.3.4.4), 'est-à-dire de monotonie, de lafaçon suivante : 8x; y 2 D: x � y ) '(x) � 0 '(y)Comme tout homomorphisme, la fontion transpose les élément de D en élé-ment de D 0 en respetant la relation d'ordre : e qui est plus petit au départ ledemeure à l'arrivée. D'une façon analogue, la notion de déroissane oïnide aveelle d'homomorphisme entre (D;�) et l'ordre partiel dual (D 0;� 0)? = (D 0;� 0).2.3.1.1. Points �xes. Dans le as spéial où la fontion monotone projette dansle même ordre partiel, 'est-à-dire dans le as où (D;�) et (D 0;� 0) oïnident (f estdon un endomorphisme), nous appellerons point �xe de f tout élément x 2 D telque f(x) = x. Nous appellerons �x : (D! D)! 1D l'appliation qui assoie à toutefontion f : D ! D le semi-prédiat représentant l'ensemble de ses points �xes :



54 2. ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES DOMAINESTab. 3. Signature omplète d'un ordre partiel(D; �; �;r; lb; ub; lbs; ubs; #; ";L;U ; I;F ;�e;�[;�℄;�[;�℄;min(D;�) : }D�!Æ D , minimummax(D;�) : }D�!Æ D , maximum? : �!Æ D , bottom> : �!Æ D , topinf(D;�) : }D�!Æ D , borne inférieuresup(D;�) : }D�!Æ D , borne supérieureu : }D�!Æ D , inf-o-dirigét : }D�!Æ D , sup-dirigé�x : (D! D) ! 1D , points �xes�(D;�) : (D! D)�!Æ D , plus petit point �xe�(D;�) : (D! D)�!Æ D ) plus grand point �xedom(�x(f)) = fx 2 D j f(x) = xg. Nous utiliserons, omme d'habitude, la notationallégée �x(f) aussi bien pour le semi-prédiat que pour son domaine (l'ensembledes points �xes). Nous dé�nissons le plus petit point �xe �(f) ~=min(D;�) �x(f), et leplus grand point �xe �(f) ~=max(D;�) �x(f). Les fontions partielles � et � de type(D! D)�!Æ D, que nous noterons aussi �(D;�) et �(D;�) , sont appelées opérateursde point �xe. Pour ertaines familles d'ordres partiels et restreintes à ertaineslasses de fontions, les opérateurs de point �xe deviennent des fontions totales.Theorem 2.3.1. (Tarski's fixpoint) Si (D;�) est un treillis omplet etf : (D;�) H7�! (D;�) est une fontion monotone (endomorphisme), alors l'ensembledes points �xes �x(f) équipé de la relation � est, lui-même, un treillis omplet. Paronséquent : 9�(f) et 9�(f). �2.3.1.2. Opérateurs de l�ture. Étant donné un ordre partiel (D;�), un opéra-teur de l�ture (vers le haut) est une fontion monotone � : (D;�) H7�! (D;�)(endomorphisme) telle que 8x 2 D: �(�(x)) = �(x) (idempotente) et telle que8x 2 D: x � �(x) (extensive). La notion duale, d'opérateur de l�ture vers le bas estobtenue en remplaçant la propriété extensive par la duale, qu'on appellera ontra-tion (ou rédutive), i.e. 8x 2 D: �(x) � x. La propriété d'idempotene impliquedans les deux as (vers le bas ou vers le haut) que l'ensemble des points �xes d'unopérateur de l�ture oïnide ave son image : �x(�) = Im�D.2.3.2. Signature d'un ordre partiel. La signature omplète d'un ordre par-tiel, illustrée par la table 3, di�ère de elle des préordres par le type plus préis desopérations min et max, et par la présene des nouvelles opérations sup, inf,t,u et�x; �; �.



2.3. HOMOMORPHISMES D'ORDRES PARTIELS 552.3.3. Étendue d'un homomorphisme d'ordres partiels. Les fontionsmonotones sont des homomorphismes des strutures essentielles (D;�) et (D 0;� 0).Si l'unique opération de la struture (D;�), la relation d'ordre �, est onservéepar une fontion monotone, la question se pose de savoir quelles autres opérationssont systématiquement onservées. Parmi les opérations forément onservées nousretrouverons les propriétés (en tant que semi-prédiats) dirigé �(D;�) : 1(}D) et o-dirigé r(D;�) : 1(}D), les propriétés minorant lb : 1D�2D et majorant lb : 1D�2D ,et les fontions partielles minimum et maximum min;max : }D�!Æ D. En d'autrestermes, l'image d'un dirigé est un dirigé et l'image d'un o-dirigé est un o-dirigé,l'image d'un minorant (resp. majorant) d'un ensemble est un minorant (resp. majo-rant) de l'image de l'ensemble, l'image du minimum (resp. maximum) d'un ensembleest le minimum (resp. maximum) de l'image de l'ensemble. La propriété point �xe�x : (D ! D) ! 1D et les opérateurs de (plus petit et plus grand) point �xe�; � : (D ! D)�!Æ D, omme les propriétés de o-�nalité et o-initialité (préordreet équivalene) seront, elles aussi, systématiquement onservées par toute fontionmonotone. En�n, l'ordre extensionnel �e: 8� : base: 1(�!D)�(�!D), qui est uneonstrution polymorphe, sera lui aussi onservé par toute appliation monotone.Proposition 2.3.2. Soit ' : (D;�) H7�! (D 0;� 0) un homomorphisme d'ordrespartiels. Alors :' : � D; �; �;r; lb; ub;min;max;�e;�[;�℄;�[;�℄; �x; �; � � H7�! � D 0; � 0; � 0;r 0; lb 0; ub 0;min 0;max 0;� 0e;� 0[;� 0℄;� 0[;� 0℄; ; �x 0; � 0; � 0 �est enore un homomorphisme.Démonstration. (Dirigés) Soit X 2 �(D;�). On veut prouver queY , Im'X est un dirigé de (D 0;� 0). Soient y1; y2 2 Y. Par dé�nitionde Y nous avons y1 = '(x1) et y2 = '(x2) où x1; x2 2 X. Par dé�nitionde dirigé, il existe x3 tel que x1 �1 x3 et x2 �1 x3. Il existe dony3 = '(x3) tel que, par monotonie de ', y1 �1 y3 et y2 �1 y3, .q.f.d.(Minorant) Soit y 2 D et X 2 2D tels que lb(y; X). Soit y 0 , '(y) etx 0 2 X 0 , '(X) hoisi arbitrairement. Nous avons x 0 = '(x) pour unertain x 2 X. Puisque y � x, par monotonie, y 0 � x 0, don lb(y 0; X 0).(Minimum) Soit X 2 }D et m = minX. Soit m 0 , '(m) et X 0 , '(X).L'appartenane m 2 X implique m 0 2 X 0. De plus, pour tout x 0 2 X 0,il existe x 2 X tel que x 0 = '(x). Et puisque m � x, nous avonsm 0 � 0 x 0, .q.f.d. (extensionnel) Soit X un domaine de base arbitraire.Il faut montrer que �eX '7�!1(X!D)�(X!D)� 0eX . Supposons alors que deuxfontions f; g : X ! D soient telles que f �eX g, et qu'il existe unouple (f 0; g 0) orrespondant dans la seonde algèbre. Dans le as desfontions de type élémentaire, f '7�!X!D f 0 signi�e que 8x 2 X: '(f(x)) =f 0(~'(x)), et g '7�!X!D g 0 signi�e que 8x 2 X: '(g(x)) = g 0(~'(x)). De plus,par dé�nition de l'ordre extensionnel, 8x 2 X: f(x) � g(x). Don, parmonotonie de ' et onsidérant que ~'(x) = x, nous avons, pour toutx 2 X, f 0(x) = f 0(~'(x)) = '(f(x)) � 0 '(g(x)) = g 0(~'(x)) = g 0(x),.q.f.d. (o-�nalité) Soit X �[ Y. On veut prouver que X 0 , Im'X etY 0 , Im'Y sont dans la relation analogue : X 0 � 0[ Y 0. Soit x 0 2 X 0. Ilexiste alors x 2 X tel que x 0 = '(x). Puisque X �[ Y, il existe y 2 Y



56 2. ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES DOMAINEStel que x � y. Il existe don y 0 = '(y) 2 Y 0 tel que, par monotonie de', x 0 � 0 y 0 .q.f.d. (Point �xes) Supposons f '7�!D!D f 0, e qui équivautà la ondition 8x 2 D: '(f(x)) = f 0('(x)). Il nous faut prouver que�x(f) '7�!D�!Æ 1 �x 0(f 0), autrement dit, que ' transforme tout point �xede f en un point �xe de f 0. Soit don x = f(x). En appliquant l'hypothèse,'(x) = '(f(x)) = f 0('(x)), .q.f.d. Les preuves pour les o-dirigés, lemajorant, le maximum et le préordre de o-initialité sont les dualesdes préédentes. Les équivalenes �[, �℄ sont dérivées, par intersetion,d'opérations qui se onservent (f. prop. 1.3.8). Les opérateurs de point�xe � et � sont eux aussi dérivés, mais par omposition fontionnelle(respetivement de �x et min, et de �x et max), d'opérations qui seonservent (f. prop. 1.3.8). �Les autres opérations des ordres partiels, résumées dans les tables 1 et 3, ne seonservent pas forément. La struture (f1; 2; 3g;�) où �= f(1; 3); (2; 3)g est uneextension homomorphe de (f1; 2g;� 0) où � 0= f(1; 3)g. L'assoiation monotone etsurjetive est '(1) = '(2) = 1, '(3) = 3. Les majorants de X = f1; 2g sont Y = f3g,mais les majorants de l'image de X, i.e. f1; 3g ne oïnident pas ave l'image deY qui est f3g. Si on ajoute à la seonde struture un élément 0 plus petit que lesautres, l'image de la l�ture vers le bas sera '(# X) = f1g tandis que # '(X) =f0; 1g. De même, X est un idéal et il est los vers le bas (lower set), tandis que'(X) n'est ni l'un ni l'autre. En�n, si l'image de la borne supérieure de X estégale à '(supX) = '(3) = 3, la borne supérieure de l'image est, en revanhe,égale à sup('(X)) = supf1g = 1. En retournant les deux ordres (l'assoiation restemonotone) les parties séletionnées préédemment nous donnent les ontre-exemplespour les opérations duales telles que les minorants, la l�ture vers le haut, les �ltres,les los vers le haut (upper sets) et la borne inférieure.La onservation des propriétés dirigé, o-dirigé, minorant, majorant et point�xe motive le statut de semi-prédiat que nous leurs avons a�eté. La monotonied'une fontion ' : D ! D est une ondition qui se traduit omme la onservationdu semi-prédiat �: 1D�D. Ce rang, qui implique au départ la plus faible desonditions de onservation pour une propriété (f. setion 1.3.4.3), n'aurait passu�t pour obtenir, à l'arrivée, qu'une propriété telle que elle de dirigé � : 1(}D)se onserve en tant que prédiat � : 2(}D) ou en tant que partie � : }(}D).2.3.4. Étendue d'un isomorphisme d'ordres partiels. Les isomorphismesd'ordres partiels (de leurs strutures essentielles) sont systématiquement des iso-morphismes de leurs strutures omplètes.Proposition 2.3.3. Soit (D;�) '�= (D 0;� 0) un isomorphisme d'ordres partiels.Alors, les deux strutures omplètes� = (D;�; �;r; lb; ub; lbs; ubs;min;max; #; ";L;U ; I;F ;inf ; sup;u;t;�e;�[;�℄;�[;�℄; �x; �; �)et � 0 = (D 0;� 0; � 0;r 0; lb 0; ub 0; lbs 0; ubs 0;min 0;max 0; # 0; " 0;L 0;U 0; I 0;F 0;inf 0; sup 0;u 0;t 0;� 0e;� 0[;� 0℄;� 0[;� 0℄; �x 0; � 0; � 0)



2.4. DCPO ET CO-DCPO 57sont, elles aussi, isomorphes par la même bijetion :� '�= � 0Démonstration. En premier lieu, nous devons montrer que ' estun homomorphisme de � vers � 0. Si la Prop. 2.3.2 assure la onservationdes opérations �;r; lb; ub;min;max;�e;�[;�℄;�[;�℄; �x; �; �, il resteenore à le prouver, as par as, pour les autres opérations lbs; ubs; #; ";L;U ; I;F ; inf; sup. (Minorants) Il faut montrer que'(lbsX) = lbs('(X)).L'inlusion � est assurée par la Prop. 2.3.2 puisque l'image d'un mino-rant d'un ensemble appartient aux minorants de l'image de l'ensemble(onservation de lb). Soit y 0 2 lbs'(X). Don y 0 � 0 x 0 pour toutx 0 2 '(X). En appliquant aux deux membres la fontion inverse '-1(qui est elle aussi monotone) on obtient '-1(y 0) � '-1(x 0), don pourtout x 2 X l'élément y = '-1(y 0) est tel que y � x. Autrement dit,y 2 lbsX, don y 0 = '(y) 2 '(lbsX) .q.f.d. Les preuves pour les opé-rations # et L se onstruisent de façon analogue en s'appuyant sur lamonotonie des deux fontions inverses. La propriété idéaux I est l'in-tersetion de deux opérations qui se onservent, les dirigés (f. prop.2.3.2) et les lower sets, don elle se onserve (f. prop. 1.3.8). La borneinférieure est la omposition (inf = max Æ lbs) de deux opérations qui seonservent, le maximum (f. prop. 2.3.2) et les minorants, don elle seonserve (f. prop. 1.3.8). Le sup-dirigé est la omposition (t = sup�+)de la fontion sup qui se onserve et de la propriété dirigé non vide �+qui se onserve aussi (intersetion de deux propriétés qui se onservent),don elle se onserve (f. prop. 1.3.8). La onservation des autres opé-rations est prouvée par dualité. En deuxième lieu, il faut prouver quel'inverse '-1 est, elle aussi, un homomorphisme. Puisque la fontioninverse est monotone, nous pouvons appliquer la Prop. 2.3.2. Pour lesopérations restantes, les arguments utilisés pour ' demeurent valides,par symétrie, pour l'inverse '-1, qui est don un homomorphisme. �2.4. Dpo et o-DpoUne onséquene importante de la dé�nition donné de dpo est que tout dpo(D;�) est pointé vers le bas4. En e�et, puisque ; 2 �(D;�), nous avons, par om-plétude, qu'il existe ? , sup(D;�) ; = min(D;�)(ubs(D;�);) = min(D;�) D. Ainsi,la onstante partielle ?�!Æ D, devient pour un dpo une onstante ? :! D. Pourdes raisons duales, tout o-dpo (D;�) est pointé vers le haut : > , inf(D;�) ; =max(D;�) (lbs(D;�);) = max(D;�) D, don la onstante partielle >�!Æ D devient uneonstante > :! D. Une deuxième onséquene est que la fontion partielle sup-dirigé t : }D�!Æ D devient totale dans le sous-domaine des dirigés non vides :t : �+(D;�)! D4Cei n'est pas forément vrai pour la dé�nition alternative de dirigé que l'on peut retrouver dansd'autres travaux et qui n'inlut pas l'ensemble vide.



58 2. ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES DOMAINES2.4.1. Continuité. Si le théorème de Tarski assure l'existene d'un plus petitet d'un plus grand point �xe, il ne pré�gure auune façon de les aluler. Un autreinonvénient, plus fastidieux, est que le statut de treillis omplet requis à l'ordrepartiel n'est pas une ondition des plus fréquentes.2.4.1.1. Continuité vers le haut. Une fontion monotone f : (D;�) H7�! (D 0;� 0)entre deux dpo est ontinue (ou ontinue vers le haut) si :8X 2 �+(D;�). f(tX) = t 0f(X)Les deux membres de l'équation existent toujours. D'un oté X est un dirigé et(D;�) un dpo. De l'autre, la Prop. 2.3.2 assure que f(X) est un dirigé, alors que(D 0;� 0) est lui aussi un dpo. De plus, par dé�nition d'image, il s'agit d'un dirigénon vide, étant X non vide.On exlut le dirigé vide de la dé�nition de ontinuité pour ne pas exiger quela fontion soit strite, i.e. f(?) = ? 0. Une autre manière d'expliquer la ontinuitéd'une fontion entre dpo est elle de dire que l'homomorphisme entre (D;�) et(D 0;� 0) reste tel lorsqu'on ajoute aux strutures l'opération sup-dirigé :f : (D;�;t : }D�!Æ D) H7�! (D 0;� 0;t 0 : }D 0�!Æ D 0)De la même façon, une fontion est strite si, en ajoutant la onstante bottom auxdeux strutures (D;�) et (D 0;� 0), l'appliation est enore un homomorphisme :f : (D;�;?) H7�! (D 0;� 0;? 0). Une fontion à la fois strite et ontinue est donun homomorphisme de type f : (D;�;?;t) H7�! (D 0;� 0;? 0;t 0). On remarqueraque, par la Prop. 2.3.3, tout isomorphisme entre dpo sera forément une fontionontinue et strite.2.4.1.2. Continuité vers le bas. De façon duale, une fontion monotone f : (D;�) H7�! (D 0;� 0) entre deux o-dpo est o-ontinue ( ou ontinue vers le bas) si :8X 2 r+(D;�). f(uX) = u 0f(X)À nouveau, l'hypothèse que les deux ordres partiels soient des o-dpo et la Prop.2.3.2 assurent l'existene des deux membres de l'équation. On exlut le o-dirigévide pour ne pas exiger que la fontion soit o-strite, i.e. f(>) = > 0. Traduisant,une fois de plus, la dé�nition en termes algébriques, une fontion o-ontinue f surdeux o-dpo est un homomorphisme de type :f : (D;�;u : }D�!Æ D) H7�! (D 0;� 0;u 0 : }D 0�!Æ D 0)Une fontion o-strite est un homomorphisme de type f : (D;�;>) H7�! (D 0;� 0;> 0). Une fontion à la fois o-strite et o-ontinue est un homomorphisme detype f : (D;�;>;u) H7�! (D 0;� 0;> 0;u 0). La Prop. 2.3.3 implique alors que toutisomorphisme entre o-dpo sera forément une fontion o-ontinue et o-strite.2.4.1.3. Théorème de Kleene. Le théorème de Kleene est, par rapport au théo-rème de Tarsky, d'une majeure utilité pratique : nous pouvons onstruire le pluspetit point �xe par les puissanes naturelles de la fontion ontinue (i.e. son appli-ation réitérée, setion 1.1.5).



2.4. DCPO ET CO-DCPO 59Theorem 2.4.1. (Kleene's fixpoint) Si (D;�;?;t) est un dpo et la fon-tion f : (D;�;?;t)) H7�! (D;�;?;t)) est ontinue, alors 9�(f) = tffn(?) j n 2 Ngoù fn est la puissane n de la fontion f. De façon duale, si (D;�;>;u) est uno-dpo et f : (D;�;>;u) H7�! (D;�;>;u) est une fontion o-ontinue, alors9�(f) = uffn(>) j n 2 Ng. �2.4.1.4. Prinipe d'indution des points �xes. On peut établir un prinipe d'in-dution, basé sur le théorème de Kleene, qui est de grande utilité pratique quandil s'agit de prouver une propriété d'un objet mathématique dé�ni omme pluspetit (resp. plus grand) point �xe d'une fontion ontinue (resp. o-ontinue).Étant donné un ordre partiel � = (D;�) véri�ant les hypothèses du théorèmede Kleene, pour démontrer que le plus petit point �xe �(f) véri�e une propriétép : }D � 2D � 1D, il su�ra de montrer que :(1) p(?)(2) p(x) ) p(f(x))(3) 8s : D!. (8i 2 N: p(si)) ^ (s roissante (i.e. si � si+1)) ) p(sup�(od s))D'autre part, dans les hypothèses duales du théorème, pour démontrer que le plusgrand point �xe �(f) véri�e p, il su�ra de montrer que :(1) p(>)(2) p(x) ) p(f(x))(3) 8s : D!. (8i 2 N: p(si)) ^ (s déroissante (i.e. si+1 � si)) ) p(inf�(od s))2.4.2. Compats, algébriité, domaines de Sott. Étant donné un dpo(D;�;?;t), un élément k 2 D est ompat si :8X 2 �+(D;�): t X � k ) 9x 2 X: x � kL'ensemble des éléments ompats du dpo sera noté K(D;�). La fermeture om-pate vers le bas est l'opération �(D;�) (:) : }D ! }D dé�nie par �(D;�)(X) , K(D;�)\ #(D;�) (X). L'ériture �(D;�)x, où x 2 D, dénote le sous-ensemble �(D;�) fxg ap-pelé �ne ompats de x. La omposition de la propriété ompate ave, d'une part,elle de dirigé et, d'autre part, elle d'idéal, est d'un intérêt partiulier. Les dirigésde ompats sont les dirigés de la restrition de l'ordre partiel au sous-ensemble deséléments ompats : �K(D;�) , �(K(D;�);�jK(D;�)). Autrement dit, il s'agit del'intersetion des dirigés ave les parties ompates : �K(D;�) = �(D;�)\}K(D;�).De la même manière, les idéaux de ompats sont l'ensemble IK(D;�) , I(K(D;�);�jK(D;�)), autrement dit, IK(D;�) = I(D;�) \ }K(D;�). La partie ompate,qui est une propriété de type }D, les idéaux de ompats et les dirigés de ompats,de type 1(}D), ainsi que la fermeture ompate vers le bas et la onstante bottom,s'ajoutent à la signature omplète d'un ordre partiel, lorsque e dernier est un dpo(Table 4).La borne supérieure d'un �ne ompat �(D;�)x, si elle existe, est appelée som-met . Un dpo est algébrique si tout élément est le sommet de son propre �neompat, qui est un dirigé :8x 2 D: ( �x) 2 �(D;�) ^ t( �x) = x



60 2. ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES DOMAINESTab. 4. Signature omplète d'un dpo(D;� : 1D�D ,�;r;L;U ; I;F : 1(}D) ,�[;�℄;�[;�℄ : 1(}D)�(}D) ,�e : 8� :base: 1(�!D)�(�!D) ,lb; ub : 1D�}D ,lbs; ubs; #; " : }D ! }D ,min;max : }D�!Æ D ,inf ; sup;u;t : }D�!Æ D ,�x : (D! D)! 1D ,�; � : (D! D)�!Æ D ,> : �!Æ D ,? : ! D , bottomK(D;�) : }D , partie ompate�K(D;�) : 1(}D) , dirigés de ompatesIK(D;�) : 1(}D) , idéaux de ompates�(D;�) : }D ! }D ) fermeture ompateUn domaine de Sott est un dpo (D;�) algébrique tel que tout sous-ensemblemajoré a une borne supérieure :8X 2 2D: ubs(D;�)X 6= ; ) 9 sup(D;�) XLes notions duales, pour un o-dpo � = (D;�;>;u) sont dé�nies en faisantréférene à la struture duale �? , (D;�;?;t) où ? , > et t , u, qui, elle, estun dpo. Un o-ompat de � est un ompat de �?. L'ensemble des o-ompatssera noté Kop(D;�). L'ensemble des o-dirigés de o-ompats sera noté rK(D;�) , r(D;�)\}Kop(D;�). L'ensemble des �ltres de o-ompats sera noté FK(D;�) = F(D;�) \ }Kop(D;�). De toute évidene nous avons rK(D;�) = �K(D;�)et FK(D;�) = IK(D;�). Nous utiliserons la notation des dirigés non vide �+,pour toute autre lasse de parties : les éritures K+; IK+; �K+;Kop+;FK+;rK+dénoteront la lasse orrespondante privée de la partie vide. On dit que � est uno-dpo algébrique lorsque �? est un dpo algébrique. Un o-domaine de Sott estun o-dpo tel que le dual est un domaine de Sott.Si en général la o-�nalité réiproque est une ondition su�sante (f. lemme2.2.1) mais pas néessaire à l'égalité des bornes supérieures, les deux onditionslogiques deviennent équivalentes lorsque les parties sont des dirigés de points om-pats.Lemma 2.4.2. Soit (D;�) un dpo. Les dirigés non vides de ompats dont lesbornes supérieures sont orrélées, sont dans un rapport de o-�nalité :Hp 8<: (D;�) dpoX; Y 2 �K+(D;�)supX � supY Ts � X �[ YVie versa, si (D;�) est un o-dpo, les o-dirigés non vides de o-ompats dontles bornes inférieures sont orrélées, sont dans un rapport de o-initialité :



2.4. DCPO ET CO-DCPO 61Hp 8<: (D;�) o-dpoX; Y 2 rK+(D;�)inf X � inf Y Ts � X �℄ YDémonstration. Nous ne démontrons que la première impliation,la seonde étant duale. Soit x 2 X. Nous avons x � supX � supY.Puisque Y est un dirigé non vide, x est un point ompat, et supY � x,nous avons 9y 2 Y: y � x, .q.f.d. �Corollary 2.4.3. Soit (D;�) un dpo (resp. o-dpo). Alors l'égalité desbornes supérieures (resp. inférieures), si elles existent, implique l'équivalene deo-�nalité (resp. o-initialité). Autrement dit, nous avons, d'une part, l'impliationsuivante : Hp 8<: (D;�) dpoX; Y 2 �K+(D;�)supX = supY Ts � X �[ Yet, d'autre part, l'impliation duale :Hp 8<: (D;�) o-dpoX; Y 2 rK+(D;�)inf X = inf Y Ts � X �℄ Y �Lemma 2.4.4. Soit (D;�) un domaine de Sott. Alors, toute partie non vide aune borne inférieure. �Ainsi, lorsque le domaine de Sott (D;�) est pointé vers le haut, il s'agit forémentd'un inf-demi-treillis omplet.Example 2.4.5. La table suivante, extraite de [Davey & Priestley, 1990℄,illustre quelques exemples anoniques de dpo algébriques et de leurs points om-pats. hypothèse onstrution ompats K(:)A ensemble (}A;�) }AF(D;�) ordre partiel (L(D;�),�) f#X j X 2 }DF gA ensemble (A�!;�) A�A;B ensembles (A�!Æ B;�) ff : A�!Æ B j dom(f) 2 }AF g �



62 2. ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES DOMAINES2.4.3. Isomorphismes de dpo. Les isomorphismes entre dpo, 'est-à-direde leurs strutures essentielles, sont systématiquement des isomorphismes de leursstrutures omplètes. En d'autres termes, les opérations spéi�ques aux dpo telleque bottom, ompats, dirigés de ompats, idéaux de ompats et fermeture om-pate sont automatiquement onservées dans les deux sens.Proposition 2.4.6. Soit (D;�) '�= (D 0;� 0) un isomorphisme entre dpo. Alors,les deux strutures omplètes (omprenant K, �K, IK et �) sont, elles aussi, iso-morphes par la même bijetion '.Démonstration. Similaire à elle de la Prop. 2.3.3. �Corollary 2.4.7. Soit (D;�) '�= (D 0;� 0) un isomorphisme entre ordres par-tiels. Si l'un est un dpo l'autre l'est aussi, et si l'un est algébrique l'autre l'estaussi. 2.5. Complétion2.5.1. Treillis omplets engendrées. L'inlusion ensembliste est une rela-tion qui joue un r�le important dans la onstrution de strutures ave de bonnespropriétés de omplétude. Si au départ nous avons un ensemble D, éventuellementéquipé d'une relation d'ordre partiel �, nous aurons à l'arrivée une struture (F ;�)où F sera une famille de parties de D, F 2 }(}D), équipée de l'inlusion ensembliste�. Ce proédé typique en théorie des domaines, réduit le problème de la onstru-tion d'un domaine omplet (X ;�) à la dé�nition d'une famille ave des propriétésadéquates, �xant dé�nitivement la relation d'ordre à l'inlusion ensembliste : �=�.La famille de toutes les parties possibles F = }D, est un exemple anonique d'unetelle onstrution.2.5.1.1. Familles loses par union et intersetion. Les opérations ensemblistesd'union Si2IAi et d'intersetion Ti2IAi se disent �nies lorsque l'ensemble desindies I est �ni. Sinon elles sont arbitraires.Lemma 2.5.1. Étant donné un ensemble A, toute famille d'ensemble F � }Alose par union (resp. intersetion) �nie onstitue, équipée de l'inlusion ensembliste(F ;�), un sup-demi-treillis (resp. inf-demi-treillis) où la borne supérieure (resp.inférieure) oïnide ave l'union (resp. intersetion). �Don, une famille F lose par union et intersetion �nies, forme ave l'inlusionun treillis (F ;�). Si tel est le as, nous disons, pour souligner le aratère des bornes(égales à l'union et l'intersetion), que la struture (F ;�) est un treillis d'ensembles.Lemma 2.5.2. Étant donné un ensemble A, toute famille d'ensemble F � }Alose par union (resp. intersetion) arbitraire onstitue, équipée de l'inlusion en-sembliste (F ;�), un sup-demi-treillis omplet (resp. inf-demi-treillis omplet) oùla borne supérieure (resp. inférieure) oïnide ave l'union (resp. intersetion). �



2.5. COMPLÉTION 63Ainsi, quand la familleF est lose à la fois par unions et intersetions arbitraires,le ouple (F ;�) est d'un treillis omplet. Si tel est le as, nous disons, enore poursouligner le aratère des bornes, que la struture (F ;�) est un treillis omplet d'en-sembles. En général, le su�xe �d'ensembles�, peut être utilisé aussi quand la pro-priété de omplétude est plus faible (par exemple un dpo ou o-dpo), lorsque lesbornes supérieure et/ou inférieure oïnident enore, respetivement, ave l'unionet l'intersetion ensembliste. Nous pourrons dire, par exemple, qu'une struture estun dpo (ou un o-dpo) d'ensembles.Les lemmes préédents peuvent être appliqués à plusieurs onstrutions quenous avons déjà dé�nies au ours du hapitre.2.5.1.2. La famille des parties. La famille de toutes les parties possibles (}A;�)est lose par union et intersetion arbitraire, don est un treillis omplet.2.5.1.3. La famille des down-sets et des upper-sets. Si (D;�) est un préordre,alors (L(D;�);�) et (U(D;�);�) sont los par union et intersetion arbitraires. Ils'agit don de treillis omplets.2.5.1.4. Systèmes de l�ture. Une famille F : }(}A) de parties d'un ensemble Alose par intersetion arbitraire est une struture d'intersetion5 sur A. Un systèmede l�ture6 est une struture d'intersetion F ontenant la partie toute entière :A 2 F . L'appliation �F : }A ! }A dé�nie par �F (X) , TfF 2 F j X � Fg est unopérateur de l�ture sur la famille de toutes les parties possibles �F : (}A;�) H7�!(}A;�). Étant donné X 2 }A, l'élément �F (X) est la l�ture de X dans F .Theorem 2.5.3. Tout système de l�ture équipé de l'inlusion ensembliste(F ;�) est un treillis omplet où la borne inférieure est l'intersetion ensembliste,et la borne supérieure est la l�ture de l'union ensembliste. �Vie versa, étant donné un opérateur de l�ture � : (}A;�) H7�! (}A;�), sonimage (qui oïnide ave l'ensemble de ses points �xes) onstitue un système del�ture F , fX 2 }A j �(X) = Xg, dont � est l'opérateur de l�ture assoié : � = �F .Il existe don une bijetion entre l'ensemble des systèmes de l�ture F : }(}A) etl'ensemble des opérateurs de l�ture � : (}A;�) H7�! (}A;�).2.5.2. Complétion par idéaux et o-�nalité. La omplétion par idéaux estune tehnique de onstrution d'un dpo algébrique à partir d'un préordre.Theorem 2.5.4. Si (D;�) est un préordre, alors (I(D;�);�) est un dpo algé-brique dont les élément ompats oïnident ave les idéaux prinipaux du préordre :K(I(D;�);�) = fX 2 }D j 9x 2 D: X =#(D;�) xg. De plus, si (D;�) est un dpoalgébrique, alors la struture des idéaux de ompats, équipés de l'inlusion ensem-bliste, est isomorphe (par l'appliation borne supérieure) à la struture de départ :(IK(D;�);�) t�= (D;�). La fontion inverse de et isomorphisme est la l�tureompate vers le bas.5intersetion struture ou T-struture6losure system ou topped intersetion struture



64 2. ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES DOMAINESDémonstration. f. [Amadio & Curien, 1998℄ par exemple. �La omplétion par �ltres est la onstrution duale. Nous allons véri�er que les deuxpeuvent êtres expliquées, respetivement, par les propriétés de o-�nalité et o-initialité.Le passage aux idéaux, qui sont los vers le bas, et l'adoption de l'ordre d'in-lusion ensembliste révèlent l'intention d'utiliser les dirigés en faisant abstrationde leur dénouement vers le bas. Dans le même esprit, qui ne nous fait regarder quel'avant-garde des dirigés, nous aurions pu onsidérer l'ensemble des dirigés modulol'équivalene de o-�nalité. La proposition suivante prouve l'équivalene des deuxapprohes : la onstrution des ensembles los vers le bas (lower sets) orrespondau passage aux parties o-�nales.Proposition 2.5.5. Soit (D;�) un préordre. L'ensemble des parties losesvers le bas, équipés de l'inlusion ensembliste, est isomorphe (par l'appliation quiassoie la lasse de o-�nalité) à l'ensemble des parties modulo o-�nalité, équipéde l'ordre de o-�nalité entre lasses :(L(D;�);�) [:℄[�= (}D�[ ;�[)L'appliation inverse est la l�ture vers le bas d'un représentant arbitraire de lalasse : #: }D�[ ! L(D;�), dé�nie par # � ,#(D;�) X où [X℄[ = �.Démonstration. Il nous faut démontrer, d'une part, que l'applia-tion [:℄[ : L(D;�)! }D�[ est injetive et surjetive, d'autre part, qu'elleonserve l'inlusion ensembliste et que son inverse onserve la relationde o-�nalité. (injetive) Soit [X℄[ = [Y℄[ et soit x 2 X. Par dé�nitionde lasses o-�nales X �[ Y, don 9y 2 Y: x � y. Mais puisque Y estlos vers le bas, x 2 Y. Par symétrie nous pouvons obtenir Y � X, donX = Y. (surjetive) Soit � 2 }D�[ . Par dé�nition 9X 2 2D: � = [X℄[.Considérons la l�ture vers le bas X 0 =#(D;�) X. Nous voulons mon-trer que X 0 �[ X. D'une part, X �[ X 0 est évident puisque X 0 ontientX. D'autre part, soit x 0 2 X 0 ; par dé�nition de l�ture vers le bas, ilexiste x 2 X tel que x 0 � x, don X 0 �[ X. Nous avons ainsi obtenuque 9X 0 2 L(D;�): [X 0℄[ = [X℄[ = �. (onservation de �) Soit � = [X℄[,� 0 = [X 0℄[. L'inlusion ensembliste X � X 0 implique trivialement X �[ X 0don � �[ � 0. (onservation de �[) La fontion inverse, qui surgit de lapreuve de surjetivité, est la l�ture vers le bas d'un représentant quel-onque de lasse. Soit � �[ � 0 où � = [X℄[ et � 0 = [X 0℄[. Nous devonsmontrer que Y =# X et Y 0 =# X 0 sont tels que Y � Y 0. Soit y 2 Y.Don 9x 2 X: y � x. Puisque X �[ X 0 nous avons que 9x 0 2 X 0: x � x 0.La onjontion des deux onditions et la transitivité du préordre nouspermettent d'a�rmer que 9x 0 2 X 0: y � x 0. En�n, puisque Y 0 est lal�ture vers le bas de X 0, nous avons y 2 Y 0, .q.f.d. �Une onséquene direte du résultat préédent est que les deux onstrutions orres-pondantes, elle des lower sets, et elle des parties o-�nales, peuvent êtres limitéesaux parties dirigés. Nous obtenons d'un �té la omplétion par idéaux, de l'autree que nous appellerons la onstrution bémol.



2.5. COMPLÉTION 65Corollary 2.5.6. D'une part, si (D;�) un préordre, alors :(I(D;�);�) [:℄[�= (�(D;�)�[ ;�[)où la fontion inverse est la l�ture vers le bas # d'un représentant arbitraire de lalasse. D'autre part, si (D;�) est un dpo, alors :(IK(D;�);�) [:℄[�= (�K(D;�)�[ ;�[)où la fontion inverse est la l�ture ompate vers le bas � d'un représentantarbitraire de la lasse. �Definition 2.5.7. (bémol D[ et dièse D℄ d'un préordre) Étant donnéun préordre (D;�), nous appellerons bémol de D, noté D[, l'ensemble des dirigésde D modulo o-�nalité : D[ , �(D;�)�[ . D'autre part, nous appellerons dièse deD, noté D℄, l'ensemble des o-dirigés de D modulo o-initialité : D℄ , r(D;�)�℄ .Lorsque (D;�) sera un dpo, le K-bémol de D, noté D[K, sera l'ensemble des dirigésde ompats modulo o-�nalité D[K , �K(D;�)�[ . Lorsque (D;�) sera un o-dpo,le K-dièse de D, noté D℄K, sera l'ensemble des o-dirigés de o-ompats modulo o-initialité D℄K , rK(D;�)�℄ . �Par le orollaire 2.5.6, d'une part le bémol d'un préordre orrespond à la om-plétion par idéaux, d'autre part, le dièse orrespond à la omplétion par �ltres. Ainsi,es deux ensembles équipés respetivement de la relation de o-�nalité (D[;�[) etde o-initialité (D℄;�℄), formeront toujours, le premier, un dpo et, le seond, uno-dpo. Nous pouvons à présent réérire le théorème 2.5.4.Corollary 2.5.8. Si (D;�) est un préordre, alors (D[;�[) est un dpo algé-brique dont les éléments ompats sont les lasses d'appartenane des singletons dupréordre : K(D[;�[) = f[fxg℄[ 2 D[ j x 2 DgDe plus, si (D;�) est un dpo algébrique, alors la struture des dirigés de ompatsmodulo o-�nalité, est isomorphe (par l'appliation borne supérieure) à la struturede départ : (D[K;�[) t�= (D;�)La fontion inverse de tel isomorphisme est la lasse de o-�nalité de la l�tureompate de l'élément : x 7! [ �x℄[.Démonstration. Par le théorème 2.5.4 et le orollaire 2.5.6, nousavons K(D[;�[) = f[# x℄[ 2 D[ j x 2 Dg. La lasse de o-�nalité de # xétant égale à elle du singleton fxg, nous obtenons le résultat. �La première partie de l'énoné signi�e que, pour tout préordre (D;�) non seulement(D[;�[) est un dpo, mais aussi que le plongement naturel de D dans D[, 'est-à-dire l'appliation [f:g℄[, qui à tout x 2 D assoie la lasse de o-�nalité du singletonfxg, dé�nit préisément, par son image, l'ensemble des ompats dans D[.



66 2. ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES DOMAINESExample 2.5.9. (Suites �nies ou in�nies) Étant donné un ensemble A, l'en-semble des suites �nies ou in�nies A�! sur A peut être équipé de la relation pré�xe,dé�nie par x � y si et seulement si x = yjI où I est l'ensemble fi 2 N+ j 1 �N i �Njxjg ou bien I = N+ . On peut failement prouver que (A�!;�) est un dpo algé-brique dont les ompats sont les suites �nies de A�. Don, il s'agit d'un domaineisomorphe à la onstrution K-bémol ((A�!)[K;�[). Intuitivement, toute suite in�-nie x : N+ ! A pourra être onsidérée (modulo l'isomorphisme) omme la olletion(la lasse) de toutes les suessions roissantes (dirigés) de suites �nies onvergentesà x. �Le résultat dual du théorème 2.5.4 est que, si (D;�) est un préordre, alors(D℄;�℄) est un o-dpo algébrique dont les éléments o-ompats sont :Kop(D℄;�℄) = f[fxg℄℄ 2 D℄ j x 2 DgEt que, si (D;�) est un o-dpo, alors nous avons l'isomorphisme :(D℄K;�℄) u�= (D;�)2.6. Sous-struturesDans le ontexte des préordres ou des ordres partiels, pour éviter toute am-biguïté entre la notion de restrition d'une relation (1.1.4) et elle de restritionalgébrique (1.4.1), nous préférerons indiquer la seonde ave le terme sous-algèbre. Ilexiste un lien entre les deux notions : restreindre la relation de préordre ou d'ordre�à un sous-ensemble D 0 du domaine D, permet d'obtenir une sous-algèbre spéi�que(D 0;� 0).2.6.1. Sous-préordres. Étant donné un préordre (D;�: 1D�D), nous appel-lerons sous-préordre toute sous-algèbre (D 0;� 0) j (D;�) qui soit, elle-même, unpréordre. Pour dénoter la onjontion des deux onditions orthogonales, l'inlu-sion algébrique de deux strutures étant des préordres, nous utiliserons la notation(D 0;� 0) prej (D;�). Un exemple partiulier de sous-préordre est le hoix d'un sous-ensemble D 0 � D équipé de la restrition de relation � au sous-domaine D 0.Lemma 2.6.1. (D 0;�jD 0 ) prej (D;�) pour tout D 0 � D.Démonstration. D'une part, nous avons (D 0;�jD 0 : 1D 0�D 0) j(D;�: 1D�D), puisque l'identité ' : D 0 ! D '(x) = x est telle quex 0 �jD 0 y 0 ) '(x 0) � '(y 0). D'autre part, la relation �jD 0 hérite de �les propriétés ré�exive et transitive. �On remarquera que (D 0;�jD 0 ) est le plus grand préordre, aux sens de l'inlusionalgébrique j, qui peut être bâti après la séletion d'un sous-ensemble D 0 � D. Toutautre sous-préordre de (D;�) sera forément un sous-préordre de (D 0;�jD 0 ).Comme pour les sous-monoïdes, où la ondition de sous-algèbre su�t pour obte-nir les propriétés des monoïdes (assoiative et élément neutre, voir l'exemple 1.4.2),



2.6. SOUS-STRUCTURES 67nous aurions pu espérer pouvoir oder les propriétés ré�exive et transitive dans laseule ondition de sous-algèbre. Le lemme 2.6.1 indique, d'une façon indirete, unedé�nition alternative de sous-préordre. En e�et, on peut véri�er failement que,étant donné un sous-ensemble D 0 � D, il existe une unique sous-algèbre (D 0;� 0)de (D;�) si nous onsidérons � et � 0 non pas omme des semi-prédiats �: 1D�Det �: 1D 0�D 0 , mais omme des prédiats �: 2D�D et � 0: 2D 0�D 0 . Cette algèbre estpréisément (D 0;�jD 0 ) (il su�t de remarquer que la ondition (� 0) id7�!2D 0�D 0 (� 0)équivaut à la ondition � 0=�jD 0�D 0 ). La dé�nition que nous avons donnée est,don, plus générale.2.6.2. Sous-ordres partiels. Étant donné un ordre partiel (D;�), nous ap-pellerons sous-ordre partiel toute sous-algèbre (D 0;� 0) j (D;�) qui soit, elle-même, un ordre partiel. D'une façon analogue aux sous-préordres, nous noterons(D 0;� 0) poj (D;�). Tout sous-préordre d'un ordre partiel est systématiquement unsous-ordre partiel, e qui équivaut à dire que la propriété anti-symétrique des ordrespartiels est diretement odée dans la ondition de sous-algèbre.Lemma 2.6.2. Soit (D;�) un ordre partiel et soit (D 0;� 0) prej (D;�). Alors :(D 0;� 0) poj (D;�).Démonstration. Il su�t de montrer que � 0 est forément anti-symétrique. Soit x � 0 y et y � 0 z. Puisque � 0 se onserve en �, nousavons x � 0 y et y � 0 z, don x = z par anti-symétrie de �. �Remark 2.6.3. L'appliation ombinée des lemmes 2.6.1 et 2.6.2, nous permetd'a�rmer que (D 0;�jD 0 ) poj (D;�) pour tout D 0 � D. L'ordre partiel (D 0;�jD 0 )n'est pas le seul sous-ordre partiel de (D;�), mais il est, en ertitude, le plusgrand au sens de l'inlusion algébrique. Nous l'appellerons restrition (maximale)de (D;�) au sous-domaine D 0 � D.2.6.2.1. Bornes d'un sous-ordre partiel. Dans le passage à un sous-ordre partiel,les bornes supérieures ont tendane à roître par rapport aux bornes supérieuresdu ontexte initial. De façon duale, les bornes inférieures ont tendane à �éhir.Lemma 2.6.4. Soit (D 0;� 0) poj (D;�). Alors :8X 2 dom(sup 0) \ dom(sup): sup 0(X) � sup(X)8X 2 dom(inf 0) \ dom(inf): inf 0(X) � inf(X)Démonstration. Il su�t de montrer que v , sup(D 0;�0) X appar-tient à ubs(D;�)X. Soit x 2 X. Nous avons x � 0 v, don x � v puisque(D 0;� 0) poj (D;�). �



68 2. ÉLÉMENTS DE THÉORIE DES DOMAINESLe lemme préédent suggère une façon de aluler les bornes supérieures ou infé-rieures dans un sous-ordre partiel : si une anienne borne supérieure est un majorantdans le nouvel ordre, il s'agit forément de la nouvelle borne supérieure.Lemma 2.6.5. Soit (D 0;� 0) poj (D;�). Alors :8X 2 D 0 \ dom(sup): ub 0(supX;X) ) sup 0(X) = sup(X)8X 2 D 0 \ dom(inf): lb 0(inf X;X) ) inf 0(X) = inf(X)Démonstration. Supposons, par l'absurde, qu'il existe un autre ma-jorantM 0 de X, tel queM 0 � 0 M = supX. Puisque (D 0;� 0) poj (D;�) onaM 0 �M. D'autre part, pour tout x 2 D 0, x � 0 M 0, don aussi x �M 0.Mais si M 0 est un majorant de X dans (D;�), alors M 0 = sup(X). �Une restrition maximale � 0 , (D 0;�jD 0 ) d'un ordre partiel � , (D;�) n'héritepas forément les propriétés de omplétudes véri�ées par la struture de départ�. Intuitivement, en éliminant des éléments, le risque de supprimer des bornes,supérieures ou inférieures, est onséquent. En revanhe, une preuve de omplétudede la nouvelle struture peut exploiter elle de la struture de départ.Remark 2.6.6. Soit F la famille de sous-ensembles de D (sous-ensembles bi-naires, dirigés, o-dirigés ou parties quelonques) pour laquelle (D;<) est ompletvers le haut (8X 2 F: 9 sup� X) ou vers le bas (8X 2 F: 9 inf� X). Puisque D 0 � D,la famille orrespondante F 0 dans D 0 sera inluse dans F : F 0 � F (par exemple lesdirigés de D 0 seront des dirigés de D). Don, un X hoisi arbitrairement dans F 0appartiendra aussi à F. En appliquant alors l'hypothèse de omplétude, nous au-rons 9 sup� X (si omplet vers le haut) ou 9 inf� X (si omplet vers le bas). Dansle premier as nous aurons un minimum parmi les majorants de X au sens dela struture (D;<). Soit S , sup� X = min� ubs�X. Puisque D 0 � D nous avonsubs� 0X � ubs�X. Minimiser sur un ensemble plus petit (moins de hoix) nous donneun résultat possiblement plus grand, don : S 0 , sup� 0 X = min� 0 ubs� 0X sera telque S<S 0. Cette remarque nous amène à une ondition su�sante à la omplétudede � 0 vis-à-vis de F 0 : la ondition S 2 D 0. En e�et, dans une telle hypothèse, Sserait aussi un majorant de X au sens de l'ordre (D 0;<jD 0 ) don, on aurait aussiS 0<S et, par anti-symétrie, S 0 = S. Le as de la omplétude vers le bas est symé-trique. Ainsi, pour résumer, des ritères su�sants pour prouver une propriété deomplétude d'une restrition sont les suivants :8X 2 F 0: sup� X 2 D 0 ) 8X 2 F 0: 9 sup� 0 X = sup� X8X 2 F 0: inf� X 2 D 0 ) 8X 2 F 0: 9 inf� 0 X = inf� X2.6.3. Sous-dpo. Étant donné un dpo (D;�;?;t), un sous-dpo est unesous-algèbre qui est, elle aussi, un dpo. Nous noterons une telle relation de la façonsuivante : (D 0;� 0;? 0;t 0) dpoj (D;�;?;t)En d'autres termes, un sous-dpo est un hoix double, elui d'un sous-ensembleD 0 � D et elui d'une sous-relation (� 0) � (�), tels que :



2.6. SOUS-STRUCTURES 69(1) (D 0;� 0;? 0;t 0) soit un ordre partiel(2) ? 0() = ?()(3) 8X 2 �+(D 0;� 0): t 0 (X) = t(X)Si dans un sous-ordre partiel les bornes supérieures ont tendane à roître (f. lemme2.6.4), la ondition demandée à un sous-dpo est préisément elle de onserver,pour les dirigés, leurs aniennes bornes supérieures. La notion duale, elle de sous-o-dpo, est une sous-algèbre (D 0;� 0;> 0;u 0) de (D;�;>;u) qui soit, elle aussi, uno-dpo. Un sous-domaine de Sott est un sous-dpo qui soit, lui aussi, un domainede Sott.Lemma 2.6.7. Soit (D 0;� 0;? 0;t 0) dpoj (D;�;?;t). Alors, les ompats de(D;�) se trouvant dans D 0 sont des ompats du sous-dpo :K(D;�) \D 0 � K(D 0;� 0)Démonstration. Soit k 2 K(D;�). Soit X 0 2 �(D 0;� 0) hoisi arbi-trairement parmi les dirigés tels que t 0(X 0) � k. L'identité étant iiun homomorphisme, elle onserve les dirigés (f. prop. 2.3.2). DonX 0 2 �(D;�). Par dé�nition de sous-dpo, nous avons t(X 0) � k.Puisque k est ompat en (D;�), il existe x 0 2 X 0 tel que x 0 � k,.q.f.d. �En revanhe, l'équation K(D;�) \ D 0 = K(D 0;� 0) n'est pas vraie en général. In-tuitivement, la séletion opérée sur D pour obtenir D 0 peut éliminer une quantitéde points su�sante pour que de nouveaux ompats apparaissent.Lemma 2.6.8. L'union arbitraire de �nes d'un dpo onstitue un sous-dpo :Hp 8><>: (D;�;?;t) dpoD 0 = Sx2I #(D;�) x� 0=�jD 0�D 0 Ts �(D 0;� 0;? 0;t 0) dpoj (D;�;?;t)Démonstration. Puisque � 0 est la restrition de � à un sous-ensemble D 0 d'un ordre partiel, la struture (D 0;� 0) est, elle-même,un ordre partiel. Puisque ? appartient à tous les �nes de D, il seraaussi le plus petit élément de D 0. Soit X 2 �(D 0;� 0). Par dé�nition deD 0 tout élément x 2 X est majoré par un sommet v 2 I. Nous voulonsprouver qu'il existe un sommet 	v qui majore tous les éléments du dirigé.Supposons par l'absurde qu'auun sommet v 2 I majorant un élémentx 2 X puisse être aussi un majorant d'un autre élément y 2 X. PuisqueX est un dirigé, il existera z 2 X tel que x � z et y � z. Don toutsommet majorant z (et il en existe forément un) sera un majorant à lafois de x et de y, e qui prouve la ontradition. Ainsi, puisque X estaussi un dirigé de (D;�), qui est un dpo, nous avons 9 tX = s. Mais sest le plus petit des majorants de X, don il est plus petit que le sommet	v qui borne X dans D 0. Autrement dit s � 	v, et don s 2 D 0. �





Deuxième partieThéorie des jeux ombinatoires





CHAPITRE 3Théorie des arbres et des termes
1. L'algèbre des arboresenes2. L'algèbre des arbres3. L'algèbre des termes4. Réapitulatif

Ce hapitre est onsaré à l'étude des arbres et des termes dé�nis omme fon-tions partielles d'un domaine struturé, l'arboresene, et à valeurs dans un odo-maine arbitraire, un ensemble éventuellement sans struture où les éléments serontdes simples symboles appelés étiquettes. L'arboresene, qui représente la strutureessentielle de l'arbre, matérialise l'abstration qui vise la forme de l'arbre oubliantsa déoration. L'étude débutera don par l'analyse des arboresenes, de leurs opé-rations et de leurs relations d'ordre, et sera à la base du reste du hapitre, ou l'onanalysera les mêmes opérations et relations d'ordre étendues aux arbres et auxtermes. Par la nature des relations sur les arbres de jeu, néessaires par la suite,nous utiliserons une dé�nition d'arbre déalée par rapport à l'habituelle (f. parexemple [Courelle, 1983℄), et nous foaliserons l'attention sur les propriétés deomplétude des relations d'ordre engendrées. Les algèbres des arboresenes, desarbres et des termes seront dérite à l'aide du métalangage introduit dans le pre-mier hapitre. 3.1. L'algèbre des arboresenes3.1.1. Alphabet, mots. Soit A un ensemble, que nous appelons alphabet ,dont nous dénoterons les éléments, appelés aratères , par des lettres a; b;  et.Nous supposons l'alphabet A muni d'un ordre total �, noté aussi �A, appelé ordrelexial . Un mot , dénoté par les lettres u; v;w et, est une suite �nie de aratères.Comme toute suite, la longueur d'un mot u est noté juj, et son i-ème aratèreest noté ui. L'ensemble de tous les mots possibles sur l'alphabet est l'ensemble dessuites bâties sur A, qui est noté A� ; le mot vide est, omme la suite vide, noté par", tandis que A+ dénote l'ensemble A� n f"g. Le produit ou onaténation de deuxmots est la onaténation des suites (f. setion 1.1.8), noté u:v ou uv, 'est-à-dire73



74 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMESle mot obtenu en omposant séquentiellement les lettres de u et après elles de v.Étant donné un mot u, le produit de k mots identiques à u est noté uk, et nousnotons u0 , ". A� est muni de la relation d'ordre pré�xe � dé�nie par :u � v 4() 9w2A�: u:w = vLa relation pré�xe est un ordre partiel sur A�. Si u � v nous disons que u est unpré�xe de v et que v est un su�xe de u. En partiulier, si v = u:a ave a 2 A, nousdisons que v est un su�xe immédiat de u et, symétriquement, que u est un pré�xeimmédiat de v. Si l'ordre pré�xe est partiel et ne dépend pas de l'ordre primitif�A dé�ni sur l'alphabet, l'ordre lexiographique est, en revanhe, l'extension de sonhomologue aux suites de aratères et, omme son homologue, il est total. L'ordrelexiographique, noté �A� , est dé�ni réursivement omme la plus petite relation(aux sens de l'inlusion ensembliste, dans le treillis omplet A� �A�) telle que :a �A ba:u �A� b:u où a; b 2 A; u 2 A� u �A� va:u �A� a:v où a 2 A; u; v 2 A�Dans la notation, il arrive souvent de onfondre l'ordre �A ave son extension auxsuites de aratères �A� , en utilisant le symbole � privé de l'indie.3.1.2. Langages. Un langage sur l'alphabet A est un sous-ensemble quel-onque de A�. Nous noterons les langages par des lettres majusules. Le produitou onaténation de deux langages U et V, noté U:V, est le langage fu:v j (u; v) 2U � Vg. Par Uk nous dénoterons l'ensemble des mots obtenus par le produit dek mots de U : Uk , fu:v j (u; v) 2 Uk-1 � Ug, U0 , f"g, que nous appeleronspuissane k de U. L'étoile (ou puissanes �nies) du langage U, noté U�, est lelangage Sk�0Uk. Par onvention, la priorité des opérateurs dé�nis, pour des ex-pressions dénotant des langages, est, du plus au moins prioritaire, l'étoile ou lapuissane, le produit et l'union. Quand ela n'engendrera pas d'ambiguïté, nousnoterons ave la lettre u le langage fug ontenant le seul mot u. L'ensemble despré�xes Pref(U) et des su�xes Su�(U) d'un langage sont la l�ture, respetive-ment, par pré�xes et su�xes des mots de U : Pref(U) , fv 2 A� j v � u ; u 2 Ug,Su�(U) , fv 2 A� j u � v ; u 2 Ug. En d'autre termes, il s'agit respetivement desensembles des minorants et des majorants de U vis-à-vis de la struture d'ordrepartiel (A�;�) : Pref(U) = lbs(A�;�)U et Su�(U) = ubs(A�;�)U. Un ensemble desu�xes d'un intérêt partiulier est elui des su�xes immédiats, ou suesseurs , d'unmot u dans un langage U : Su(U;u) , fa 2 A j u:a 2 Ug. L'ordre lexial � surl'alphabet A, qui est un ordre total, permet d'ordonner in extenso les suesseursd'un mots dans un langage : pour toute adresse u 2 A� et tout langage U � A�,la suite des su�xes immédiats (ou suesseurs) de u dans U, notée Su(U;u)k , estdé�nie de façon indutive :8><>: Su(U;u)1 ~=min�fa 2 A j u:a 2 UgSu(U;u)k+1 ~=min� 
a 2 A j u:a 2 U n fu:b j b = Su(U;u)h ; h �N kg�Ainsi, le premier su�xe immédiat de l'adresse u dans U est Su(U;u)1 , le seondest Su(U;u)2 , le troisième est Su(U;u)3 , et. Puisque l'ordre lexial est total, leproédé indutif peut s'ahever, pour un ertain k � 1, seulement si l'ensembledont on alule le minimum est vide. Dans e as la suite est �nie et elle s'ahève à



3.1. L'ALGÈBRE DES ARBORESCENCES 75l'indie k- 1 (quand k- 1 = 0 nous érirons Su(U;u) = "). Sinon elle sera in�nie(et l'alphabet, lui aussi, sera forément in�ni).3.1.3. Expressions régulières. Les expressions régulières, et les langagesqu'elles dénotent, sont dé�nies de façon indutive :� 0, 1 et a sont des expressions régulières qui dénotent respetivement le lan-gage vide ;, f"g et fag pour tout a 2 A.� si u et v sont des expressions régulières dénotant respetivement les langagesréguliers U et V, alors u+v, u:v, u� sont des expressions régulières dénotantrespetivement les langages réguliers U [ V, U:V et U�.Par onvention, la priorité déroissante des opérations dans des expressions régu-lières est, omme elles sur les langages, l'étoile (�), le produit (:) et la somme (�).Le langage dérit par l'expression régulière est noté Lang(u). Les langages susep-tibles d'être dérits par une expression régulière sont une lasse plut�t restreinte,elle des langages réguliers, qui sont reonnus par des automates �nis. Malgré leurfaible envergure, les expressions régulières sont un outil que nous pourrons utiliserpar la suite, spéialement pour fournir des exemples (ou ontre-exemples) de lan-gage véri�ant ou pas une propriété. Ces propos intéressent spéialement la lassedes langages los par pré�xes, les arboresenes, que nous introduisons à présent.3.1.4. Arboresenes. Pour la dé�nition des arboresenes, don des arbres,nous utiliserons l'ensemble des entiers naturels (non nuls) omme alphabet de base.Soit N l'ensemble des entiers naturels, N+ l'ensemble des entiers naturels non nuls,N�+ le langage de tous les mots possibles sur l'alphabet N+ . Chaque i 2 N+ estidenti�é à la séquene i 2 N�+ (omposée du seul aratère i). L'ordre lexial estelui habituel des entiers naturels : �=�N. Nous dénotons par le symbole � l'ordrepré�xe sur N�+ .Definition 3.1.1. Une arboresene (ou ensemble de positions d'un arbre) estun langage sur les entiers naturels los par pré�xe. Nous noterons IT l'ensemble detoutes les possibles arboresenes :IT , fP � N�+ j Pref(P) = PgLes mots d'une arboresene sont appelés adresses. Une olletion d'arboresenesF 2 2IT est appelé forêt. Nous noterons T l'ensemble des arboresenes �nies, i.e.omposées d'un nombre �ni d'adresses. �Remark 3.1.2. Le domaine des arboresenes oïnide ave l'ensemble desparties loses vers le bas de l'ordre partiel (N�+ ;�) : IT = L(N�+ ;�).Pour les mots d'une arboresene, nous préférons l'appellation adresse, au lieude position, traditionnellement utilisée, pour éviter de possibles ambiguïtés ave lespositions d'un jeu que nous dé�nirons par la suite. La notion d'arboresene estpréliminaire à elle d'arbre : elle forge, pourrait-on dire, struture des rami�ationset leurs priorités, dé�nies impliitement par l'ordre lexial des entiers naturels. Ce



76 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMESdernier sera noté de la façon habituelle, par le symbole �N. La propriété araté-ristique des arboresenes, la l�ture par pré�xe, permet de les représenter graphi-quement d'une façon avantageuse et bien onnue. Le dessin suivant orrespond àl'arboresene f1; 3; 7; 1:2; 1:4; 1:9; 3:1; 3:2; 3:5; 7:1; 7:2g.
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2Cet exemple attire l'attention sur une di�érene importante entre la dé�nition 3.1.1et elle qui est utilisée habituellement (par exemple dans [Géseg & Steinby, 1997℄et [Courelle, 1983℄), où l'on ajoute la ondition :u:i 2 P ) u:j 2 P 8j: 1 �N j �N iLa dé�nition 3.1.1 est don moins restritive : elle ne prétend pas une numérotationontinue des su�xes immédiats d'une adresse. Par exemple, si P = f"; 1; 2; 2:1; 2:2gest une arboresene pour les deux dé�nitions, le langage P 0 = f"; 1; 3; 3:1; 3:4g ne leserait pas au sens habituel. La raison pour laquelle nous préférons la 3.1.1 est qu'ellepermettra aux élagages d'un arbre, notion qui sera dé�nie par la suite, d'appartenireux aussi à la famille des arbres. Bien entendu, il existe une transformation trivialequi assoie à toute arboresene dans le nouveau sens, une arboresene dans l'an-ien. Il su�t de renommer les adresses dans la progression des entiers naturels. Deette façon, l'espae P 0 serait reonverti en P qui, oubliant les adresses réelles, nereprésenterait que la struture essentielle, autrement dit, les rami�ations et leurordre. Nous dirons que P est la forme normale de l'arboresene P 0.La dé�nition d'une arboresene omme un langage los par pré�xes, sansautres onditions, autorise deux in�nités orthogonales : d'une part haque motdu langage peut avoir une in�nité de su�xes immédiats, d'autre part, les mots dulangage peuvent être d'une longueur illimitée (tout en étant, haun, de longueur�nie). Intuitivement, ela revient à dire que la largeur des arboresenes peut êtrein�nie, tout omme leur profondeur.1 2 3 4-1-2-3-4
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Par exemple, la plus grande arboresene (au sens de l'inlusion ensembliste), lelangage exhaustif N�+ , est in�ni en profondeur et in�ni en largeur à tous ses niveaux.3.1.5. Raines, feuilles, noeuds d'arboresenes. Un ertaine terminolo-gie qui onerne les arbres, omme les notions de feuille, noeud, branhe et élagage,appartient d'abord au adre théorique des arboresenes et s'exporte ensuite auxarbres. Puisqu'il s'agit d'un langage los par pré�xe, le mot vide " appartient pardé�nition à toute arboresene non vide, et sera appelé raine. Toutes les adresses



3.1. L'ALGÈBRE DES ARBORESCENCES 77maximales pour l'ordre pré�xe dans une arboresene P seront appelées feuilles .Toute adresse u 2 P non maximale pour l'ordre pré�xe sera appelée noeud . La ar-dinalité des suesseurs de l'adresse u dans le langage P, 'est-à-dire Su(P; u), estappelée degré (de branhement) de P à l'adresse u, noté degr�e(P; u). La ardinalitéde Su(P; u) peut être �nie ou in�nie. Ainsi, la fontion de branhement est detype : degr�e : IT � N�+ ! N1 , où le odomaine N1 est l'ensemble des entiers na-turels étendus par le symbole +1, plus grand que tout autre élément. Nous disonsqu'une arboresene est à branhement �ni , quand à auune adresse le degré debranhement est in�ni : 8u 2 P: degr�e(u) 2 N. Munis de la fontion degr�e, nouspouvons dé�nir les ensembles des feuilles et des noeuds d'une arboresene d'unefaçon plus formelle :Feuilles(P) , fu 2 P j degr�e(P; u) = 0gNoeuds(P) , fu 2 P j degr�e(P; u) > 0gIl existe une terminologie spéi�que aux arboresenes (et aux arbres) qui évoquedes notions déjà dé�nies pour les langages. Par exemple, le mot hemin est syno-nyme d'adresse. La profondeur d'un hemin n'est autre que la longueur de l'adresse.Le mot anêtres est synonyme de pré�xe, tout omme desendant qui est synonymede su�xe. Aussi, le père d'une adresse est son (unique) pré�xe immédiat, et le�ls d'une adresse est un de ses su�xes immédiats. Dans e nouveau voabulaire,par exemple, nous pouvons dire que le degré est le nombre de �ls d'une adresse.En revanhe, une nouvelle notion, propre aux arboresenes, est elle de hauteur.La hauteur d'une arboresene P est la longueur maximale des adresses de P :hauteur(P) ~=max�Nfjuj j u 2 Pg. Si l'arboresene est in�nie, nous disons que lahauteur est, elle aussi, in�nie ou illimitée. Une autre notion propre aux arbores-enes est elle de frontière. La frontière d'une arboresene est l'ensemble desadresses maximales pour l'ordre pré�xe, autrement dit, l'ensemble de ses feuilles :Feuilles(P) = fu 2 P j �v 2 P t:q: u � vg. On dira alors qu'un langage L est unefrontière s'il existe une arboresene P telle que L = Feuilles(P). Nous noteronsFront : 2N�+ le prédiat orrespondant sur l'ensemble des langages. En d'autrestermes, un langage L est une frontière si, par rapport à l'ordre pré�xe, l'entropieest maximale : un élément de L n'est en relation ave auun autre élément de L (àpart lui-même) : (L� L)\ �= f(x; x) j x 2 Lg.3.1.6. Branhes d'arboresenes. Les arboresenes ont un aratère ré-ursif que les informatiiens onnaissent bien : on peut onstruire une arboreseneen fournissant d'abord une raine et, ensuite, les arboresenes, les branhes, quidoivent être, pour ainsi dire, gre�ées sur la raine.Definition 3.1.3. Étant donné une arboresene P 2 IT et une adresse u 2N�+ , la branhe de t à l'adresse u, est le langage Pju , fv 2 N�+ j u:v 2 Pg. Si juj = 1on dit que Pju est une branhe immédiate ou une branhe �lle de P. La relationbranhe �IT � (N�+�IT) est dé�nie par la ondition L �IT P 4() 9u 2 P: L = Pju.�



78 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMES
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5La première question qui se pose est elle de erner le odomaine de l'opérationbranhe ainsi que le domaine de la relation homonyme.Proposition 3.1.4. Toute branhe est, elle aussi, une arboresene.Démonstration. Il faut prouver que le langage Pju est los parpré�xe. S'il est vide, il est forément los : Pref(;) = ;. Sinon, soitv 2 Pju et soit w � v. Par dé�nition de branhe u:v 2 P, et par dé�nitionde pré�xe u:w � u:v. L'hypothèse Pref(P) = P implique u:w 2 P, donw 2 Pju. �La proposition préédente préise le type de l'opération branhe : (:)j(:) : IT�N�+ !IT, et préise aussi le périmètre de relation homonyme, qui est don une relationentre arboresenes : �IT � (IT � IT). On peut remarquer que, par dé�nition, siu 2 P, alors Pju ontient au moins le mot vide ". Tout omme les suesseurs d'unmot dans un langage, les branhes �lles peuvent être rangées dans l'ordre lexial desentiers naturels. La suite des arboresenes �lles de l'arboresene P, Filles(P) : IT�,est la suite dé�nie par Fillesi(P) ~=PjSu(P;")i . Toute arboresene pourra s'exprimeren termes de ses branhes �lles :P = f"g [ [i2Su(P;") i:Fillesi(P)Il est intéressant de onnaître les propriétés que la struture (IT;�IT) véri�e.Proposition 3.1.5. Le ouple (IT;�IT) est un préordre.Démonstration. Une arboresene non vide oïnide ave sa proprebranhe à l'adresse ", don �IT est ré�exive. Soient P1 �IT P2 �IT P3.Nous avons z 2 P1 ) 9u: u:z 2 P2 ) 9v: v:u:z 2 P3 )9x = (v:u): x:z 2 P3 ) P1 �IT P3, don �IT est transitive. �La relation branhe n'est pas plus qu'un préordre. Prenons, par exemple, l'arbo-resene dé�nie par l'expression régulière P = (1:2)�. La branhe à l'adresse 1est l'arboresene P 0 = 2:(1:2)�. Don P est lui-même une branhe de P 0, elle àl'adresse 2. Nous avons don, P �IT P 0 et P 0 �IT P mais P 6= P 0. Don la relationbranhe n'est pas anti-symétrique, autrement dit, le préordre (IT;�IT) n'est pasun ordre partiel. Il est simple de onstater que la omposante anti-ré�exive, notée�IT , est une relation bien fondée sur le domaine des arboresenes �nies T.



3.1. L'ALGÈBRE DES ARBORESCENCES 793.1.7. Gre�es d'arboresenes. Si l'opération branhe (:)j(:) permet d'ex-traire une branhe d'une arboresene, l'opération suivante permet, au ontraire,d'en gre�er.Definition 3.1.6. Étant donné deux arboresenes P1; P2 2 IT et une adresseu 2 N�+ , la gre�e de P2 sur P1 à l'adresse u est le langage P1 �uP2 , (P1 n Su�(u))[u:P2. �L'opération de gre�e (:) �u (:) : IT � IT ! 2N�+ ne restitue pas toujours unearboresene, mais on véri�e failement que P1 �u P2 2 IT quand il existe au moinsun pré�xe immédiat de u dans P1. Don, en partiulier, quand u 2 P1. Le rapportentre la notion de branhe et elle de gre�e est que X = Pju est une solution(l'unique) de l'équation P = P �u X. Autrement dit, si on extrait une branhe pourla gre�er à nouveau au même endroit, nous reonstituons l'arboresene d'origine.
b

b

1
b

2
b

4
b

9 b

7
b

1
b

2 �3 b

b

1
b

2
b

5 = b

b

1
b

2
b

4
b

9 b

3
b

1
b

2
b

5 b

7
b

1
b

2L'opération de gre�e peut être généralisée, d'abord, à une frontière : (:) �U (:) :IT � IT ! 2N�+ , si Front(U), de la façon lassique, par l'union ensembliste desrésultats de la gre�e sur toutes les adresses u 2 U :P1 �U P2 , Su2U P1 �u P2Elle restituera une arboresene lorsque (Pref(U) n U) � P1. Ensuite, au lieu degre�er toujours la même branhe P2, nous pouvons l'étendre en reueillant les gref-fons dans une famille F : N�+ ! IT :P �U F , Su2U P �u F(u)L'opération sera don du type d'ordre supérieur (:) �U (:) : IT� (N�+ ! IT)! }N�+ .3.1.8. Arboresenes rationnelles. La notion de branhe permet de ara-tériser les arboresenes qui, n'étant pas �nies, ont néanmoins une struture �nie.Definition 3.1.7. Nous disons qu'une arboresene est rationnelle si elle ontientun nombre �ni de branhes distintes. Nous noterons RT l'ensemble des arbores-enes rationnelles. �Proposition 3.1.8. Une arboresene est rationnelle si et seulement si elle estun langage régulier sur l'alphabet N+ .Démonstration. f. [Géseg & Steinby, 1997℄ ou [Perrin & Pin, 2001℄,par exemple. �



80 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMESAinsi, toute arboresene rationnelle pourra être dérite par une expression régu-lière. Nous verrons par la suite que ette équivalene ne s'applique pas aux arbresdans les deux sens : un arbre rationnel aura, ertes, une arboresene rationnellemais un arbre onstitué d'une arboresene rationnelle ne sera pas, en revanhe,forément rationnel.3.1.9. Élagages d'arboresenes. Nous introduisons à présent une notion,l'élagage, qui est ruiale dans la théorie des jeux ombinatoires, préisément dansles méthodes de résolution d'un jeu, omme l'algorithme Alpha-Bêta dont l'analysesera faite dans le hapitre 6. Quand nous nous poserons la question de savoir quiest-e qui gagne un jeu, nous aurons, omme il arrive souvent en informatique,l'ambition de répondre à la question le plus rapidement possible. Une optimisationdu alul aura lieu et elle se fera par des élagages orrets (sans perte d'information)de l'arbre de jeu. La représentation des arboresenes omme langages los parpré�xes permet de dé�nir l'élagage d'une façon bien avantageuse : une arboreseneest un élagage d'une autre si, tout simplement, elle y est inluse.Definition 3.1.9. Étant donné une arboresene P 2 IT , un élagage de P estun langage P 0 � P tel que P 0 2 IT. La relation d'élagage �IT est la restrition del'inlusion ensembliste � au arré des arboresenes �IT ,�jIT =� \(IT� IT). �Étant donné P 0 � P , nous pouvons a�rmer qu'il existe P 00 tel que P 0 = PnP 00.Le mot élagage retrouve ii son sens habituel : il s'agit d'un hoix d'un ensemblede branhes, la forêt P 00, à éliminer. Quand il s'agit d'élaguer une arboresene àune adresse donnée, de multiples possibilités se presentent. Nous allons baptiser,parmi les hoix possibles, des façons spéiales omme elles où l'on élimine toutesles branhes immédiates existantes, ou auune de es branhes, ou toutes sauf uneet.Definition 3.1.10. (Types d'élagages) Considérons une adresse d'une ar-boresene : u 2 P. Nous disons qu'un élagage P 0 �IT P est omplet à l'adresse us'il ontient tous les su�xes immédiats (�ls) de P : Su(P 0; u) = Su(P; u). Nousdisons qu'il est déterministe à l'adresse u s'il ontient un et un seul su�xe immé-diat ou u est une feuille de P : degr�e(P 0; u) = 1 _ u 2 Feuilles(P). Nous disonsqu'il est radial à l'adresse u si u 2 Feuilles(P 0). Nous disons qu'il est partiel àl'adresse u s'il n'est pas omplet ni radial à la même adresse. �Les types d'élagage dé�nis ne sont pas disjoints. En e�et, par dé�nition, unélagage P 0 de P est à la fois omplet, radial et déterministe aux feuilles de P qui sontaussi ontenues dans P 0, i.e. aux adresses de l'intersetion Feuilles(P 0)\Feuilles(P).Ainsi, pour qu'un élagage soit partiel à une ertaine adresse u, il est néessaire queu soit un noeud de l'arbre élagué. La distintion des types d'élagages porte don surles noeuds de P. Reprenons notre premier exemple d'arboresene et onsidéronsl'élagage suivant :
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2Nous avons ii tous les types d'élagages dé�nis. À l'adresse " l'élagage est omplet, àl'adresse 1 il est déterministe, à l'adresse 3 il est partiel et à l'adresse 7 il est radial.Intuitivement, on peut onsidérer l'élagage omme une visite de l'arboresene quiignore (élague) ertains ars et, par onséquent, toutes les branhes qui en déoulent.Derrière ette intuition se ahe, à l'abri de toute ambiguïté sur la notion de visite,une dé�nition mathématique préise. On peut onsidérer la relation d'élagage �ITomme la plus grande relation (au sens de l'inlusion ensembliste sur l'ensemble desparties 2IT�IT) telle que P1 �IT P2 implique :(" 2 P1 ) " 2 P2) ^ 8i 2 N: P1ji �IT P2jiEn d'autres termes, une arboresene P1 est un élagage de P2 si le rapport d'in-lusion apparaît à la raine et si, réursivement, toutes les branhes immédiatesde la première sont des élagages des branhes orrespondantes de la seonde. Onpeut montrer qu'il s'agit d'une dé�nition de point �xe maximum d'une fontionroissante dans l'ensemble de parties 2N�+�N�+ qui, lui, est un treillis omplet d'en-sembles. L'équivalene des deux dé�nitions d'élagage se démontre trivialement. Ene qui onerne la struture (IT;�IT), la relation d'élagage étant la restrition del'inlusion ensembliste � sur le arré IT� IT, nous pouvons nous attendre à d'ex-ellentes propriétés de omplétude.Proposition 3.1.11. La struture (IT;�IT) est un treillis omplet d'ensembles,ave un minimum ? , ; et un maximum > , N�+ . Il s'agit aussi d'un dpo algé-brique où les ompats sont les arboresenes �nies.Démonstration. La struture (IT;�IT) est elle des ensembles losvers le bas (L(N�+ ;�);�). Il s'agit don d'un treillis omplet d'ensembles(f. setion 2.5.1.3). Il s'agit aussi d'un dpo algébrique dont les ompatssont les arboresenes �niment engendrées (exemple 2.4.5) :K(IT;�IT) = fP 2 IT j P =#X; X 2 }(N�+)F gUne arboresene ompate aura don un nombre �ni de hemins, au-trement dit, elle sera �nie. Le langage vide ? , ; est ontenu dans toutearboresene, le langage exhaustif > , N�+ ontient toute arboresene,et les deux sont los par pré�xe, don ?;> 2 IT sont les éléments,respetivement, minimum et maximum de l'ordre. �



82 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMES3.1.10. Pré�xes d'arboresenes. L'élagage d'une arboresene peut êtreméthodique : nous pouvons exiger que toutes les adresses soient visitées et éventuel-lement élaguées ave la même disipline. Un exemple de disipline, qui nous amène àla notion de pré�xe, est elle qui oblige à élaguer omplètement un noeud, ou bien,à le laisser intat. En visitant l'arboresene nous hoisissons, à haque adresse,de visiter tous les su�xes immédiats (élagage omplet) de l'adresse, ou bien, sansdemi-mesures, d'arrêter la visite en les ébranhant tous (élagage radial).Definition 3.1.12. Un pré�xe P 0 d'une arboresene P est un élagage partoutomplet ou radial (ou, autrement dit, jamais partiel). La relation pré�xe, notéepar le symbole �IT , est une relation sur le arré IT� IT, dé�nie par la ondition :P 0 �IT P 4() 8u 2 P 0: u 2 P ^ (Su(P 0; u) = Su(P; u) _ u 2 Feuilles(P 0))�Soit P 0 �IT P. La première ondition de la dé�nition (8u 2 P 0: u 2 P) im-plique que P 0 soit un sous-ensemble de P. Puisque la relation est restreinte, pardé�nition, au arré IT� IT, elle ne onerne que les arboresenes, don P 0 �IT P.Autrement dit, la relation pré�xe est inluse dans elle d'élagage. La deuxièmeondition implique que l'élagage soit omplet (Su(P 0; u) = Su(P; u)) ou radial(u 2 Feuilles(P 0)). L'élagage représenté à la page 81, n'est pas un pré�xe de sonarboresene, puisqu'il ontient des élagages partiels. Les élagages suivants sont, enrevanhe, des pré�xes de l'arboresene onernée :
b � b

b

1
b

3
b

7 � b

b

1
b

3
b

1
b

2
b

5b7 � b

b

1
b

2
b

4
b

9 b

3
b

1
b

2
b

5b7La notion de pré�xe est partagée par les mots et les arboresenes, e qui entraîneune ambiguïté potentielle qui sera toujours résolue par le ontexte. D'autre part,nous utilisons le même symbole � pour l'ordre pré�xe entre mots et elui entrearboresenes. Il ne s'agit pas d'un hasard, au ontraire les deux notions sont bienapparentées : il se trouve que l'ordre pré�xe sur les arboresenes peut être dé�nidans le même style utilisé pour l'ordre pré�xe sur les mots : P 0 �IT P si et seulementsi il existe une frontièreU (�nie ou pas) et une famille d'arboresenes P 00 : N�+ ! ITtelles que P = P 0:UP 00. L'opération (:) �U (:) : IT � (N�+ ! IT) ! 2N�+ joue donle r�le du produit (omposition) entre mots. Elle gre�e sur l'arboresene P 0 lesbranhes de la famille P 00 aux adresses dé�nies par la frontière U. Dans e sens, ils'agit d'une extension naturelle de la onaténation aux arboresenes.La notion de pré�xe, omme elle d'élagage, peut s'interpréter omme unevisite de l'arboresene qui, dans le as du pré�xe, ignore toute branhe ou lesvisite toutes. À nouveau, nous pouvons préiser mathématiquement e qu'est lavisite ave une telle disipline. Sans faire appel à la dé�nition d'élagage, on peutredé�nir la relation pré�xe �IT diretement omme la plus grande relation (au sensde l'inlusion ensembliste sur l'ensemble des parties 2IT�IT) telle que P1 �IT P2implique : P1 = ; _ (P1 = f"g ^ " 2 P2) _(Su(P1; ") = Su(P2; ") ^ 8i 2 Su(P1; "): P1ji �IT P2ji)



3.1. L'ALGÈBRE DES ARBORESCENCES 83En d'autres termes, une arboresene P1 est un pré�xe de P2 si elle est vide, ou bien,si elle ne ontient pas plus que la raine de P2, ou bien si, réursivement, toutes lesbranhes immédiates de P2 sont pré�xées par les branhes orrespondantes de P1.Il s'agit, là aussi, d'une dé�nition de point �xe maximum d'une fontion roissantedans l'ensemble de parties 2N�+�N�+ . L'équivalene des deux dé�nitions se démontrefailement.À présent, nous allons étudier, omme nous l'avons fait pour l'élagage, les pro-priétés d'ordre partiel de la relation pré�xe.Proposition 3.1.13. La struture (IT;�IT) est un sous-ordre partiel de(IT;�IT), dont le minimum est enore ? , ;.Démonstration. Une arboresene P est un pré�xe d'elle-même,puisqu'il s'agit d'un élagage omplet à toutes ses adresses. Don la re-lation �IT est ré�exive. Soient P1, P2, P3 trois arboresenes telles queP1 �IT P2 et P2 �IT P3. Nous voulons prouver que P1 �IT P3. Considé-rons une ertaine adresse u 2 P1. Par inlusion de �IT dans �IT nousavons P1 �IT P3 don u 2 P3. Puisque P1 �IT P2, nous avons aussiu 2 P2. En appliquant les onditions de la dé�nition, nous obtenons,dans un premier temps :� ((1) Su(P1; u) = Su(P2; u) _ (2) u 2 Feuilles(P2)) ^� ((3) Su(P2; u) = Su(P3; u) _ (4) u 2 Feuilles(P3))Ensuite, en distribuant le ^ sur le _, nous obtenons les as suivants :� (1)^ (3) ) Su(P1; u) = Su(P3; u)� (1)^ (4) ) u 2 Feuilles(P3)� (2)^ (3) ) u 2 Feuilles(P2)^ Su(P2; u) = Su(P3; u)) u 2 Feuilles(P3)� (2)^ (4) ) u 2 Feuilles(P3)Don, dans tous les as, la ondition Su(P1; u) = Su(P3; u) _ u 2Feuilles(P3) est véri�ée par le u hoisi arbitrairement dans P1. Autre-ment dit, P1 �IT P3, don la relation �IT est transitive. Par le lemme2.6.2, (IT;�IT) prej (IT;�IT) implique, puisque le seond est un ordrepartiel, que (IT;�IT) poj (IT;�IT). En�n, le langage vide ? , ;, qui estontenu dans toute arboresene, est un pré�xe de toute arboresene(la quanti�ation universelle est toujours vraie sur l'ensemble vide) ; ils'agit don du minimum de la struture d'ordre partiel. �Le langage exhaustif> , N�+ , qui ontient toutes les autres arboresenes, ne pourrapas être un majorant, au sens de l'ordre pré�xe, des arboresenes à branhement�ni ontenant plus qu'une adresse (plus que la raine "). Don l'ordre (IT;�IT),à la di�érene de (IT;�IT), ne possède pas un élément maximal (s'il existait, ilserait forément plus grand que >, e qui est absurde). Pire, nous ne pouvons pasattendre de la relation pré�xe des propriétés de omplétude aussi bonnes que ellesde la struture (IT;�IT). Prenons, par exemple, les trois arboresenes suivantes :
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84 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMESCertes, les deux premières trouvent dans leur union, la troisième, leur plus petitmajorant (au sens de l'élagage), mais il ne sont pas pour autant des pré�xes de leurunion. Auun majorant, au sens de l'ordre �IT , peut exister : ils ne pourront pasêtre des élagages omplets à la raine, les deux à la fois, d'une arboresene qui doitforément les ontenir, don ontenir leur union. Par onséquent, le ouple (IT;�IT)n'est pas un dirigé, ondition néessaire aux treillis (voir shéma de la page 53). Enrevanhe, il se trouve que (IT;�IT) est omplet par dirigés et o-dirigés.Proposition 3.1.14. La struture (IT;�IT) est un bi-dpo d'ensembles.Démonstration. La preuve se déompose en deux parties : elleoù l'on montre que (IT;�IT) est un dpo d'ensembles et elle où l'onmontre qu'il s'agit aussi d'un o-dpo d'ensembles.(1) (IT;�IT) est un dpo d'ensembles.Soit D 2 �(IT;�IT). Puisque (IT;�IT) est un treillis d'ensembles(f. prop. 3.1.11), U , sup�IT X = SP2D P. Par le lemme 2.6.5, ilsu�ra de prouver que U est aussi un majorant au sens de l'ordrepré�xe. Supposons alors, par l'absurde, qu'il existe un élémentY 2 D tel que Y 6�IT U. Par dé�nition U ontient Y, autrementdit, Y est un élagage de U. Supposer qu'il ne soit pas un pré�xeéquivaut à dire que Y est partiel (ni omplet, ni radial) à unequelonque adresse u 2 Y. Puisque u 62 Feuilles(Y) il faudra alorsque Su(Y;u) � Su(U;u). Soient j1,...,jn les su�xes entiers del'adresse u que U ontient et qui, en revanhe, sont absents de Y :fj1; : : : jng , Su(U;u) n Su(Y;u). Puisque U est l'union du di-rigé, il doit néessairement exister des éléments X1; : : : ; Xn 2 Dontenant respetivement les adresses u:j1,...,u:jn. Par dé�nitionde dirigé, 9Z 2 D tel que Y �IT Z et, pour tout i = 1 : : : n,Xi �IT Z. Par onstrution, Z est omplet à l'adresse u par rap-port à U, puisqu'il ontient tous les su�xes immédiats de u. Don Yest, à la même adresse, forément partiel vis-à-vis de Z, en ontra-dition ave la ondition Y �IT Z.(2) (IT;�IT) est un o-dpo d'ensembles.Soit D 2 r(IT;�IT). Puisque (IT;�IT) est un treillis d'ensembles(f. prop. 3.1.11), I , inf�IT X = TP2D P. Toujours par le lemme2.6.5, il su�ra de prouver que I est aussi un minorant au sensde l'ordre pré�xe. Supposons par l'absurde qu'il existe un élémentY 2 D tel que I 6�IT Y. Par dé�nition d'intersetion Y ontient I,autrement dit, I est un élagage de Y. Supposer qu'il ne soit pas unpré�xe, équivaut à dire que I est partiel (ni omplet, ni radial) àune ertaine adresse u 2 I. Puisque u 62 Feuilles(I) il faudra alorsque Su(I; u) � Su(Y;u). Soient j1,...,jn les su�xes entiers del'adresse u que Y ontient et qui, en revanhe, sont absents de I :fj1; : : : jng , Su(Y;u) n Su(I; u). Puisque I est l'intersetion duo-dirigé, il doit néessairement exister des éléments X1; : : : ; Xn 2D ne ontenant pas, respetivement, les adresses u:j1,...,u:jn. Pardé�nition de o-dirigé, 9Z 2 D tel que Z �IT Y et, pour touti = 1 : : : n, Z �IT Xi. Par onstrution Z ne peut être omplet àl'adresse u vis-à-vis de Y. Don il sera radial. Don I �IT Z est, àla même adresse, forément radial vis-à-vis de Y, en ontraditionave e qui avait été supposé préédemment.



3.1. L'ALGÈBRE DES ARBORESCENCES 85�Un type partiulier de pré�xe orrespond à élaguer radialement une arboreseneà niveaux di�érents de profondeur.Definition 3.1.15. (Préfixes réguliers) Étant donné P 2 IT, nous dé-�nissons l'élagage de P au niveau k 2 N, omme le sous-ensemble P=k = fu 2P j juj �N kg et nous disons que P 0 est un pré�xe régulier de P. La relation pré�xerégulier entre arboresenes, notée par le symbole vIT , est dé�nie par la onditionP 0 vIT P 4() 9k 2 N: P 0 = P=k. �Il est évident que la relation vIT est inluse dans l'ordre pré�xe �IT : l'élagageau niveau k d'une arboresene est, par dé�nition, un élagage radial aux adressesde longueur égale à k et omplet aux adresses de longueur inférieure à k. Il s'agitdon d'un pré�xe. La suession �P=k�k2N est une haîne asendante pour l'ordrepré�xe �IT . La struture (IT;�IT) étant un dpo d'ensembles, la limite supérieurede la suession au sens de l'ordre �IT est l'union de tous ses éléments, 'est-à-direP. En revanhe, la struture (IT;vIT) n'est pas un ordre partiel, ni un préordre, lapropriété ré�exive étant impossible pour les arboresenes in�nies à branhement�ni (tout pré�xe régulier d'une telle arboresene serait forément �ni).3.1.11. Arboresenes à branhement �ni. La lasse des arboresenesà branhement �ni est l'ensemble BT , fP 2 IT j 8u 2 P: degr�e(P; u) 2 Ng. Pourde telles arboresenes, une des deux auses orthogonales d'in�nitude est élimi-née : seule la hauteur de l'arboresene, i.e. la longueur de ses mots, demeure sansontrainte et peut don impliquer la non �nitude de l'arboresene. Restreindrel'objet du disours à e sous-ensemble du domaine IT aura un e�et sensible sur lespropriétés de omplétude de la relation d'élagage. Considérons la suession d'ar-boresenes f : N ! BT telle que f(x) , f"g [ fi 2 N j i �N xg. Il s'agit d'unesuession roissante, don un dirigé, au sens de l'ordre d'élagage. Mais la bornesupérieure du dirigé, qui est l'union des éléments du dirigé, n'est pas une arbores-ene à branhement �ni. Ainsi, la struture (BT;�BT) où �BT,�jBT�BT , n'est pasun dpo. En revanhe, tout omme (BT;�BT) où �BT,�jBT�BT , elle onserve laomplétude vers le bas.Proposition 3.1.16. L'intersetion arbitraire d'ensembles est lose dans BT.Démonstration. Soit I = TP2F P où F est une famille arbitraired'arboresenes à branhement �ni F � 2BT. Supposons, par l'absurdeque I 62 BT. Il existe alors une adresse u 2 I telle que degr�e(I; u) =+1. Mais I est ontenue dans toute autre arboresene de F don, pourtout P 2 F, degr�e(P;u) = +1, en ontradition ave l'hypothèse F �}BT. �Corollary 3.1.17. La struture des arboresenes à branhement �ni avel'ordre d'élagage (BT;�BT) et elle ave l'ordre pré�xe (BT;�BT), sont des o-dpod'ensembles.



86 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMESDémonstration. La remarque 2.6.3 nous assure qu'il s'agit d'ordrespartiels. D'autre part, la 2.6.6 nous donne un ritère su�sant pour prou-ver l'énoné : montrer que la borne inférieure d'un o-dirigé au sens,respetivement, de (IT;�IT) et de (IT;�IT), appartient à BT. Dans lesdeux as, la borne inférieure oïnide ave l'intersetion du dirigé (f.prop. 3.1.11 et Prop. 3.1.14) qui appartient, par la proposition préé-dente, au domaine BT. �On peut remarquer que le ontre-exemple prouvant la non l�ture de l'union dansBT, la suite f(x) , f"g [ fi 2 N j i �N xg, est, ertes, un dirigé de (BT;�BT) mais,en revanhe, n'est pas un dirigé de (BT;�BT). Un dirigé au sens de l'ordre pré�xeadmet toujours une borne supérieure dans BT.Proposition 3.1.18. La struture (BT;�BT) est un dpo d'ensembles et undpo algébrique dont les ompats sont les arboresenes �nies.Démonstration. Pour montrer que (BT;�BT) est un dpo d'en-sembles, il su�t de montrer que l'union d'un dirigé est à branhement�ni. Soit D 2 �(BT;�BT) et U = SP2D P. Supposons, par l'absurde queU 62 BT. Il existe alors une adresse u 2 U telle que degr�e(U;u) = +1.La proposition 3.1.14 nous assure que tout élément du dirigé est un pré-�xe de l'union. Don, à l'adresse u auun ne sera partiel : il seront ou bienradiaux ou bien omplets. Ils ne pourront pas être tous radiaux, sinonu serait une feuille de l'union. Alors, il en existera au moins un omplet,en ontradition ave l'hypothèse que D soit un dirigé d'arboresenesà branhement �ni. Puisque (BT;�BT) dpoj (IT;�IT), les arboresenes�nies sont ompates en (BT;�BT) (f. lemme 2.6.7). D'autre part, au-une arboresene in�nie P ne peut être ompate dans (BT;�BT) : ledirigé de ses pré�xes réguliers serait un exemple de dirigés D tel queP = sup�BT D, et il est impossible qu'il existe X 2 D tel que P �BT X.Don K(BT;�BT) = T. De plus, toute arboresene à branhement �niest l'union de ses pré�xes �nis, don le dpo est algébrique. �En partiulier, résumant les résultats des propositions préédentes, nous pouvonsaussi a�rmer que la struture (BT;�BT) est un bi-dpo d'ensembles.3.2. L'algèbre des arbresNous traiterons par la suite e qui, dans la théorie des graphes, est appelé arbreorienté, sans pour autant dériver la dé�nition de elle d'un graphe.3.2.1. Arbres. Les arbres peuvent être onsidérés omme des arboresenesdéorées, à toute adresse, par des étiquettes d'une nature quelonque. Il s'agit d'uneextension du onept d'arboresene qui nous permettra de dé�nir des notions etdes relations analogues et de réutiliser les résultats prouvés pour le domaine desarboresenes.



3.2. L'ALGÈBRE DES ARBRES 87ab 1e 2 f4 g9 3h 1 i2 j5 d7 k1 l2Definition 3.2.1. Étant donné un ensemble de symboles F, un arbre étiquetédans F est une fontion partielle t : N�+�!Æ F telle que dom(t) , P est une arbores-ene. Nous disons que P est l'arboresene de l'arbre t. L'ensemble des arbres surun ensemble d'étiquettes F est noté IT(F), de l'anglais In�nite Trees on F :IT(F) , ft : N�+�!Æ F j dom(t) 2 ITgNous noterons T(F) l'ensemble des arbres �nis. �Les arbres �nis t 2 T(F) auront forément une arboresene �nie P , dom(t) 2T. Dans e as nous pourrons représenter l'arbre en entier par un ensemble �nid'assoiations, tel que f("; a); (1; b); (3; ); (7; d); (1:2; e); (1:4; f); (1:9; g)g. Dansl'exemple suivant nous onsidérons P = f"; 1; 3; 7; 1:2; 1:4; 1:9g et F = fa; b; ; d; e; f; gg.ab 1e 2 f4 g93 d7Le hoix d'une numérotation non stritement ontinue des adresses dans les ar-boresenes (Def. 3.1.1) a�ete le sens de la notation syntaxique des arbres, telleque f(g(a; b); ). Si dans l'anien sens, une telle ériture orrespond exatement àl'arbre t = f("; f); (1; g); (1:1; a); (1:2; b); (2; )g, à présent elle peut dénoter aussibien l'arbre t (qui est aussi un arbre dans le sens atuel), que la lasse des arbresdont la struture est reondutible à t. En d'autres termes, dans une telle ériturenous retrouvons l'abstration qui oublie les adresses spéi�ques pour ne dérire queles rami�ations et leur ordre.3.2.2. Raines, feuilles, noeuds d'arbres. Les dé�nitions de raine, feuille,noeud, et. s'étendent d'une façon très naturelle des arboresenes aux arbres. Unouple (u; e) d'un arbre t est appelé raine, feuille ou noeud si, respetivement, u estune raine, une feuille ou un noeud pour l'arboresene dom(t). Don, les ensemblesdes feuilles et des noeuds d'un arbre t sont la restrition de la relation t au sous-domaine, respetivement, des adresses feuilles et des adresses noeuds : Feuilles(t) =f(u; e) 2 t j u 2 Feuilles(dom t)g, Noeuds(t) = f(u; e) 2 t j u 2 Noeuds(dom t)g.Pour tout u 2 N�+ , l'ensemble des su�xes immédiats, ou suesseurs, de u danst est l'ensemble Su(t; u) , f(i; e) 2 N+ � F j (u:i; e) 2 t; i 2 Su(dom t; u)g.De la même façon, la suite des su�xes immédiats, ou suesseurs, de u dans test une suite de ouples (i; e) où i est un des suesseurs de u dans l'arboresenedom(t) et e est l'étiquette assoiée dans t à e suesseur : Su(t;u)k , (ik; ek)



88 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMESoù ik = Su(dom t;u)k et ek = t(u:ik). Le degré de branhement de l'arbre t àl'adresse u, noté degr�e(t; u), est le degré de branhement de l'arboresene dom(t)à la même adresse : degr�e(t; u) , degr�e(dom t; u). La fontion de branhement estdon de type : degr�e : IT(F) � N�+ ! N1 . Un arbre est à branhement �ni, si sonarboresene est à branhement �ni. La hauteur d'un arbre est elle de son arbo-resene : hauteur(t) ~=hauteur(dom t). Nous dirons qu'une relation < � N�+ � Fest une frontière (d'arbre) s'il existe un arbre t tel que < = Feuilles(t). Si < estune frontière d'arbre, il est simple de véri�er que dom(<) est une frontière d'ar-boresene. Nous noterons Front : 2N�+�F le prédiat orrespondant sur le produitartésien N�+ � F.3.2.3. Translation d'un arbre. La onaténation entre mots d'un langagedans A� peut s'étendre aux relations < de type A��B en onsidérant de onaténerun mot u 2 A� ave la première omposante de tous les ouples (v; b) 2 < :u:< , f(u:v; b) j (v; b) 2 <gEn général, une telle opération, qu'on appellera translation de < à l'adresse u,renvoit un résultat enore de type A� � B. Dans le as des arbres, qui sont desfontions partielles t : N�+�!Æ F � N�+ � F, la translation prendra en argument unmot u 2 N�+ et un arbre t mais ne restituera pas forément un arbre (sauf dans leas de la translation nulle u = "). Cependant, les formules du genre :f("; e)g [ i:trestitueront toujours un arbre, pour toute étiquette e 2 F, pour tout entier nonnul i 2 N+ , et pour tout arbre t 2 IT(F).Nous allons, à présent, étendre les notions de branhe, élagage et pré�xe auadre des arbres, en examinant, omme nous l'avons fait préédemment pour lesarboresenes, les propriétés des relations engendrées. L'enhaînement des dé�ni-tions et des résultats onernant les arbres suivra don le même ours que elui dela setion préédente.3.2.4. Branhes d'arbres. L'idée de branhe d'une arboresene se retrouveave les arbres, sous le nom traditionnellement utilisé de sous-arbre. Elle permet dearatériser, d'une façon à la fois simple et rigoureuse, l'ensemble des arbres appelésrationnel, qui ne sont pas �nis mais qui ont, en revanhe, une struture yliquedon une représentation �nie.Definition 3.2.2. Étant donné un arbre t 2 IT(F) et une adresse u 2 N�+ , labranhe (ou sous-arbre) de t à l'adresse u, noté tju, est la relation tju � N�+ � F,dé�nie par : tju , f(v; e) j (u:v; e) 2 tgSi juj = 1 on dit que tju est une branhe immédiate ou un �ls de t. La relationbranhe (entre arbres) �IT(F) � �(N�+ � F) � IT(F)� est dé�nie par la onditiont 0 �IT(F) t 4() 9u 2 N�+: t 0 = tju. �



3.2. L'ALGÈBRE DES ARBRES 89Par dé�nition, pour tout v 2 dom(tju), nous avons tju(v) = t(u:v). Puisquet : N�+�!Æ F est une fontion partielle, le sous-arbre, lui aussi, sera une fontionpartielle : tju : N�+�!Æ F. De plus, le rapport entre les deux notions de branhe,elle sur les arboresenes et elle sur les arbres, est évident : le domaine d'un sous-arbre est une branhe du domaine de l'arbre : dom(tju) = dom(t)ju. Don, étantla branhe d'une autre arboresene, par la Prop. 3.1.4, le domaine du sous-arbreest, lui aussi, une arboresene. En onlusion, l'appellation est bien méritée : unsous-arbre est, lui aussi, un arbre. Et pour autant, la relation branhe est limitéeau arré des arbres : �IT(F) � (IT(F)� IT(F)). Aussi, l'opération branhe (d'unarbre) est de type : (:)j(:) : IT(F) � N�+ ! IT(F). Pour illustrer la dé�nition, lesous-arbre de f(g(a; b); ) à l'adresse 1 est l'arbre g(a; b). Un seond exemple estque la branhe u d'une translation d'un arbre t à l'adresse u est égale à l'arbre tlui-même : (u:t)ju = t.Les �ls d'un arbre sont don des arbres. Comme les branhes �lles, nous pou-vons les ranger dans l'ordre des entiers naturels. La suite des �ls d'un arbre,Fils(t) : IT(F)�, est la suite dé�nie par Filsi(t) ~=tjSu(dom t;")i . Tout arbre peut dons'exprimer en termes de ses �ls :t = f("; e)g [ [i2Su(dom t;") i:Filsi(t)La relation branhe, dé�nie ette fois sur IT(F), inaugure la série des relationshomologues. Le rapport entre es relations et leurs orrespondantes des arbores-enes, dé�nies auparavant, sera toujours le même : deux arbres dans la relationnotée <IT auront leurs domaines dans l'homologue, notée <IT(F) . C'est bien le asde la relation branhe pour laquelle nous avons, par dé�nition :t1 �IT(F) t2 ) dom(t1) �IT dom(t2)Proposition 3.2.3. Le ouple (IT(F);�IT(F)) est un préordre.Démonstration. Un arbre oïnide ave sa propre branhe à l'adresse", don �IT(F) est ré�exive. Soient t1 �IT(F) t2 �IT(F) t3. En partiuliernous avons dom(t1) �IT dom(t2) �IT dom(t3). La relation analoguesur les arboresenes est un préordre (f. prop. 3.1.5), e qui impliquedom(t1) �IT dom(t3) à une ertaine adresse u. Soient u2 2 dom(t3)l'adresse de la branhe dom(t2) dans l'arboresene dom(t3) et u1 2dom(t2) l'adresse de dom(t1) dans dom(t2). Nous avons u = u2:u1. Ilreste à prouver que 8v 2 dom(t1): t1(v) = t3(u:v). Soit v 2 dom(t1).Par hypothèse t1(v) = t2(u1:v) = t3(u2:u1:v) don t1(v) = t3(u:v),autrement dit �IT(F) est transitive. �Comme son homologue, la relation branhe ne peut pas être plus qu'un préordre.Il est évident que la struture (IT;�IT) est isomorphe à (IT(F);�IT(F)) quand l'onhoisit une seule façon de déorer les noeuds des arbres, autrement dit, quand F estun singleton : F = feg. Un ontre-exemple prouvant, dans (IT;�IT), l'absene d'unepropriété sera don aussi bien probant pour la struture (IT(F);�IT(F)). Il est donimpossible que (IT(F);�IT(F)) puisse véri�er la propriété anti-symétrique et, pour



90 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMESautant, qu'il puisse être un ordre partiel. En revanhe, la omposante anti-ré�exivede ette relation, notée �IT(F) , est, omme son homologue, une relation bien fondéesur le domaine des arbres �nis T(F).3.2.5. Gre�es d'arbres. Comme pour les arboresenes, nous avons une opé-ration duale à elle d'extration de branhe, qui assemble un arbre ave une branhe.Definition 3.2.4. Étant donné deux arbres t1; t2 2 IT(F) et une adresse u 2N�+ , la gre�e de t2 sur t1 à l'adresse u est la relation :t1 �u t2 , f(v; e) j v 2 dom t1 �u dom t2; siu � v alorse = t2(u:v) sinon e = t1(u)g�Comme son analogue, l'opération de gre�e, ii de type (:)�u(:) : IT(F)�IT(F)!}N�+�F, ne restitue pas toujours un arbre, mais on véri�e failement que t1 �u t2 2IT(F) quand dom t1 �u dom t2 2 IT, 'est-à-dire quand il existe au moins un pré�xeimmédiat de u dans dom t1. Ii aussi, l'arbre X = tju est la solution unique del'équation t = t �u X. L'opération de gre�e d'arbres peut être, elle aussi, d'abordgénéralisée à une frontière d'arboresene : (:) �U (:) : IT(F) � IT(F) ! 2N�+�F, siU 2 }N�+ et Front(U), par l'union ensembliste des résultats de la gre�e sur toutesles adresses u 2 U : t1 �U t2 , Su2U t1 �u t2Ensuite, pour ne pas gre�er onstamment la branhe t2, nous pouvons l'étendreen reueillant les gre�ons dans une famille d'arbres G : N�+ ! IT(F) :t �U F , Su2U t �u G(u)L'opération sera don de type (:) �U (:) : IT(F)� (N�+ ! IT(F)) ! }N�+�F.3.2.6. Arbres rationnels. La dé�nition des arbres rationnels est alquée surelle des arboresenes rationnelles, où la notion de branhe est, bien entendu, elledes arbres.Definition 3.2.5. Un arbre est rationnel si il ontient un nombre �ni debranhes (d'arbres) distintes. Nous noterons RT(F), de l'anglais Rational Treeson F, l'ensemble des arbres rationnels sur l'ensemble d'étiquettes F. �ab 1 a2b 1 a2 3 3



3.2. L'ALGÈBRE DES ARBRES 91Dans et exemple, il existe seulement trois branhes distintes de l'arbre : la branheà l'adresse ", elle à l'adresse 1 et elle à l'adresse 3. La branhe à l'adresse 2 oïnideave l'arbre lui-même, 'est-à-dire ave la branhe à l'adresse ". Le rapport entreles deux notions de rationnalité est établi par le résultat suivant.Proposition 3.2.6. Si un arbre t est rationnel alors son arboresene dom(t)est rationnelle.Démonstration. Si l'arbre a un nombre �ni de branhes, alorsil existe une frontière U �nie et une famille de gre�ons G telles quet = t �U G. Don dom(t) = dom (t �U G) = dom �Su2U t �u G(u)� =Su2U dom (t �u G(u)) = Su2U dom(t) �u dom (G(u)) = dom(t) �UG 0 oùG : N�+ ! IT, G 0(u) = dom (G(u)). Il existe une famille d'arboresenesqui peut être gre�ée à un nombre �ni d'emplaements de dom(t), donl'énoné. �Ainsi, l'arboresene d'un arbre rationnel est un langage régulier sur l'alphabetN+ (f. prop. 3.1.8). La réiproque n'est pas vraie : l'arboresene peut être unlangage régulier sans que l'arbre soit rationnel. Le ontre-exemple est simple : ilsu�t d'étiquetter l'arboresene rationnelle P = 1� ave un ensemble in�ni, parexemple ave les entiers naturels F = N, en assoiant à toute adresse sa longueur :t = f(u; juj) j u 2 Pg.3.2.7. Extension des relations d'ordre aux arbres. Le shéma d'exten-sion que nous avons utilisé pour dé�nir les arbres ave, à la base, la notion d'ar-boresene, mérite une abstration qui sera utile pour démontrer les propriétés del'ordre d'élagage et de l'ordre pré�xe étendus aux arbres. Le hoix d'une arbores-ene orrespond au hoix d'un ensemble los par pré�xe de mots d'un langage A(dans notre as A = N�+ ). Or, supposons qu'on veuille onstruire un nouveau do-maine (elui des arbres) où les éléments seraient essentiellement des mots du langageA mais, ette fois, assoiés à des étiquettes d'un ensemble B. Cette onstrutionajouterait un hoix : elui des étiquettes. Une façon de formaliser le hoix, qui àprésent serait double, est elle d'utiliser les fontions partielles A�!Æ B : on peutonsidérer de onstruire une fontion partielle f : A�!Æ B en séletionnant les élé-ments de son domaine, 'est-à-dire en onstruisant dom(f), puis en leur assoiantles symboles, 'est-à-dire en dé�nissant l'appliation dom(f) ! B. Borner le pre-mier hoix à une famille F 2 2A, par exemple elle des arboresenes, signi�e dé�nirune famille dans le nouveau domaine : F 0 = ff : A�!Æ B j dom(f) 2 Fg, dans notreas, la famille des arbres. Il est alors intéressant d'observer omme des propriétésde omplétude peuvent être héritées par la nouvelle struture, une fois équipée derelations en rapport strit ave elles dé�nies sur l'anienne struture F.Proposition 3.2.7. Soit F une famille de parties d'un ensemble A, et soitF 0 = ff : A ! B j dom(f) 2 Fg une famille dans A�!Æ B. Soit < 0 une relation surle arré F 0 �F 0 telle qu'il existe une relation < sur le arré F�F et que le rapportdes deux relations soit :y1< 0y2 , dom(y1)<dom(y2) ^ y1 � y2



92 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMESSous es hypothèses, si le ouple (F;<) est un dpo (resp. o-dpo) d'ensembles,alors le ouple (F 0;< 0) est, lui aussi, un dpo (resp. o-dpo) d'ensembles.Démonstration. La relation < 0 est ré�exive puisque < et � lesont. Pour la même raison, < 0 est transitive. Et puisqu'elle impliquel'inlusion ensembliste �, elle est aussi anti-symétrique. Don le ouple(F 0;< 0) est un ordre partiel. Il reste à prouver que si (F;<) est los pardirigé (resp. o-dirigé), alors (F 0;< 0) l'est aussi (1) (resp. (2)).(1) (F;<) dpo d'ensembles) pour tout dirigéD 0 2 �(F 0;< 0) il existesup< 0 D 0 = Sy2� 0 ySoient D 0 2 �(F 0;< 0) et U = Sy2� 0 y. Puisque sup<D, s'ilexiste, ontiendra tous les éléments du dirigé y 2 D 0, il ontien-dra forément leur union U. Don, il su�t de montrer que U estun majorant de D 0 pour l'ordre < 0. Soit y 2 D 0. Nous voulonsprouver que y< 0U. Par dé�nition d'union, y � U, don il reste àprouver que dom(y)<dom(U). Calulons le domaine de l'union :dom(U) = dom�Sy2D 0 y� = fa 2 A j 9(a; b) 2 y; y 2 D 0g =fa 2 A j a 2 dom(y); y 2 D 0g = Sy2D 0 dom(y).Don dom(U) = Sx2dom(D 0) x où dom(D 0) est l'image de la fon-tion dom(:) sur le dirigé D 0. On peut prouver queD , dom(D 0) estun dirigé dans F : soient x1; x2 2 D. Par dé�nition d'image, il existey1; y2 2 D 0 tels que x1 = dom(y1) et x2 = dom(y2). Puisque D 0est un dirigé, il existe y3 2 D tel que y1< 0y3 et y2< 0y3. Don ilexiste x3 2 D, x3 = dom(y3), tel que x1<x3 et x2<x3. Autrementdit, D est un dirigé dans la struture (F;<). Par hypothèse l'uniondu dirigé D est la borne supérieure du dirigé au sens de l'ordre <.Don dom(y)<dom(U).(2) (F;<) o-dpo d'ensembles ) pour tout o-dirigé D 0 2 r(F 0;< 0)il existe inf< 0 D 0 = Ty2D 0 ySoient D 0 2 r(F 0;< 0) et I = Ty2D 0 y. Puisque inf< 0 D, s'il existe,sera ontenu dans tout élément du o-dirigé y 2 D 0, il ontiendraforément leur intersetion U. Don, il su�t de montrer que I estun minorant de D 0 pour l'ordre < 0. Soit y 2 D 0. Nous voulonsprouver que I< 0y. Par dé�nition d'intersetion I � y, il reste àprouver que dom(I)<dom(y).� Nous voulons prouver, à présent, que : dom(I) = Ty2D 0 dom(y).� (�) a 2 dom(I) ) 9(a; b) 2 I ) 8y 2 D 0: (a; b) 2 y )8y 2 D 0: a 2 dom(y) ) a 2 Ty2D 0 dom(y).� (�) a 2 Ty2D 0 dom(y) ) 8y 2 D 0: a 2 dom(y) ) 8y 2D 0: 9bt: (a; bt) 2 y. Or, supposons par l'absurde qu'il existedeux éléments y1; y2 2 D 0 tels que b1 6= b2. Par dé�nitionde o-dirigé, il existerait y3 2 D 0 tel que y3< 0y1 et y3< 0y2.Nous savons que 9b3: (a; b3) 2 y3. Don y1 et y3 devraientontenir ette assoiation. Comme y1 et y3 sont des fontionspartielles (D 0 � F 0), on doit avoir b3 = b2 = b1. Il existedon une étiquette unique b 2 B telle que 8y 2 D 0: (a; b) 2 y) 9(a; b) 2 I ) a 2 dom(I).Don dom(I) =Tx2dom(D 0) x où dom(D 0) est l'image de la fontiondom(:) sur le o-dirigé D 0. On peut prouver que D , dom(D 0) estun dirigé dans F : soient x1; x2 2 D. Par dé�nition d'image il existe



3.2. L'ALGÈBRE DES ARBRES 93y1; y2 2 D 0 tels que x1 = dom(y1) et x2 = dom(y2). Puisque D 0est un o-dirigé, il existe y3 2 D tel que y3< 0y1 et y3< 0y2. Don ilexiste x3 2 D, x3 = dom(y3), tel que x3<x1 et x3<x1. Autrementdit, D est un o-dirigé dans la struture (F;<). Par hypothèse,l'intersetion du o-dirigé D est la borne inférieure du o-dirigé ausens de l'ordre <. Don dom(I)<dom(y). �3.2.8. Élagages d'arbres. L'élagage est une autre notion qui s'étend naturel-lement aux arbres : il su�t de onsidérer un élagage de l'arboresene en utilisant,pour les adresses resapées, les aniennes étiquettes.Definition 3.2.8. Étant donné un arbre t 2 IT(F), un élagage de l'arbre t estune restrition de la fontion partielle t à un élagage (d'arboresenes) de dom(t).Autrement dit, la relation d'élagage (entre arbres) �IT(F) � �(N�+�!Æ F)� IT(F)�est dé�nie par la ondition :t 0 �IT(F) t 4() dom(t 0) �IT dom(t) ^ 8u 2 dom(t 0): t 0(u) = t(u). �Puisque t 0 est une fontion partielle t 0 : N�+�!Æ F et que dom(t 0) 2 IT, toutélagage d'un arbre est, lui aussi, un arbre. Ainsi la relation d'élagage est ontenuedans le arré des arbres : �IT(F) � (IT(F)� IT(F)). Le rapport entre la relationd'élagage des arboresenes et l'homologue des arbres suit la trame habituelle, equi est vrai pour l'arbre est vrai pour son arboresene :t1 �IT(F) t2 ) dom(t1) �IT (t2)Les types d'élagage onernent la struture de l'arbre, 'est-à-dire son arboresene,non pas son étiquetage.Definition 3.2.9. (Types d'élagages) L'élagage t 0 d'un arbre t se dit om-plet, radial, partiel ou déterministe à une adresse u si l'élagage (d'arboresenes)dom(t 0) est, respetivement, omplet, radial, partiel ou déterministe vis-à-vis dedom(t) à la même adresse. �Comme pour les arboresenes, nous utiliserons le symbole d'inlusion ensem-bliste �IT(F) pour dénoter la relation d'élagage, ette fois, entre arbres. Le résultatsuivant justi�e e hoix.Proposition 3.2.10. Soient t; t 0 2 IT(F). Alors t 0 �IT(F) t si et seulement sit 0 est un sous-ensemble de la relation t, i.e. t 0 � t.



94 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMESDémonstration. ()) Soit (u; e) 2 t 0. Par dé�nition dom(t 0) �ITdom(t) et l'assoiation des étiquettes est la même, don (u; e) 2 t. (()Puisque t 0 2 IT(F) nous avons t 0 : N�+�!Æ F, dom(t 0) 2 IT. De plus, sit 0 � t alors, d'une part dom(t 0) � dom(t) don dom(t 0) �IT dom(t),et d'autre part si u 2 dom(t 0) alors il existe une unique étiquette e 2 Ftelle que (u; e) 2 t 0, e qui implique (u; e) 2 t, autrement dit, t 0(u) =t(u). �Don, la relation d'élagage est la restrition de l'inlusion ensembliste (dé�nie surN�+ � F) aux arbres : �IT(F)=�jIT(F) . La struture (IT(F);�IT(F)) n'est pas, ommeson homologue (IT;�IT), un treillis omplet d'ensembles. Les arbres étant des fon-tions partielles, ils assoient au plus une étiquette à toute adresse. Par onséquent,les deux arbres t1 , f("; a)g et t2 , f("; b)g où a 6= b, ne trouvent auun ma-jorant possible dans IT(F). Autrement dit, le ouple (IT(F);�IT(F)) n'est pas undirigé, ondition néessaire pour qu'il soit un sup-demi-treillis. En général, nousremarquons que les opérations d'union et d'intersetion ensembliste appliqués auxarbres peuvent ne pas rendre un résultat qui soit un arbre, et ela pour di�érentesraisons. Le domaine du résultat peut, dans le as de l'union, ne plus être une fon-tion partielle, à la di�érene de ses arguments. Ou bien, dans le as de l'interse-tion, le résultat peut ne pas être los par pré�xe (par exemple t1 , f("; a); (1; b)get t2 , f("; b); (1; b)g où a 6= b). On remarquera aussi un défaut de symétrie :(IT(F);�IT(F)) est un o-dirigé puisque tout ouple d'arbres ompte au moins l'arbrevide parmi ses minorants. Cette disussion nous amène à la proposition suivante,qui nous rassure quant aux propriétés de omplétude de l'ordre d'élagage sur lesarbres : les sous-ensembles dirigés ou o-dirigés de (IT(F);�IT(F)), atteignent leurbornes supérieure et inférieure, respetivement, à l'union et l'intersetion ensem-blistes de leurs éléments.Proposition 3.2.11. Le ouple (IT(F);�IT(F)) est un bi-dpo d'ensembles, aveun minimum ? , ;. Il s'agit aussi d'un dpo algébrique où les ompats sont lesarbres �nis.Démonstration. Le rapport entre la relation �IT(F) et �IT est eluides hypothèses de la proposition 3.2.7, qu'on appliquera dans les deuxsens, (IT;�IT) étant à la fois un dpo et un o-dpo d'ensembles. Deplus, la table de l'exemple 2.4.5, nous indique qu'il s'agit d'un dpoalgébrique dont les ompats sont les arbres ayant une arboresene�nie. Autrement dit, les arbres �nis. �3.2.9. Pré�xes d'arbres. L'enhaînement des dé�nitions sur les arbres sepoursuit ave la notion de pré�xe qui dérive elle aussi de son analogue sur lesarboresenes.Definition 3.2.12. Étant donné un arbre t 2 IT(F), un pré�xe de l'arbre t estla restrition de t à un pré�xe (d'arboresenes) de son domaine. La relation pré-�xe (entre arbres), notée �IT(F) , est la relation ontenue dans �(N�+�!Æ F)� IT(F)�dé�nie de la façon suivante :



3.2. L'ALGÈBRE DES ARBRES 95t 0 �IT(F) t 4() dom(t 0) �IT dom(t) ^ 8u 2 dom(t 0): t 0(u) = t(u). �Puisqu'un pré�xe d'arboresene est un élagage d'arboresene, un pré�xed'arbre est un élagage d'arbre, don un arbre. En d'autres termes, la relation pré-�xe entre arbres est limitée au arré des arbres IT(F) � IT(F) et inluse dans elled'élagage. Nous retrouvons aussi le rapport habituel entre la relation sur les arbreset son homologue des arboresenes :t1 �IT(F) t2 ) dom(t1) �IT dom(t2)Example 3.2.13. Considérons l'arbre dé�ni par t = f" ! a; 1 ! b; 3 !; 7 ! d; 1:2 ! e; 1:4 ! f; 1:9 ! gg. Un exemple d'élagage (qui n'est pas unpré�xe) est l'arbre dé�ni par le hoix du sous-ensemble d'adresses f"; 1; 7; 1:2; 1:4g =dom(t) n f3; 1:9g, qui onserve les assoiations de t. En revanhe, un exemple depré�xe est l'arbre orrespondant au hoix des adresses f"; 1; 3; 7g = P n f1:2; 1:4; 1:9g(tous les su�xes de l'adresse 1 sont élagués). Dans la représentation suivante, l'arbrese trouve au entre, l'élagage à gauhe et le pré�xe à droite.ab1e2 f4 d7 �IT(F) ab 1e 2 f4 g93 d7 �IT(F) ab 1 3 d7�Definition 3.2.14. (Préfixes réguliers d'arbres) Étant donné t 2 IT(F),nous dé�nissons l'élagage de t au niveau k 2 N, noté t=k, omme la restrition det au pré�xe régulier de niveau k de son arboresene dom(t). En d'autres termes :t=k , f(u; e) 2 t j u 2 dom(t)=kg. La relation pré�xe régulier entre arbres, notéepar le symbole vIT(F) , est dé�nie par la ondition t 0 vIT(F) t 4() 9k 2 N: t 0 = t=k.� La struture (IT(F);vIT(F)), omme son homologue (IT;vIT), n'est pas un ordrepartiel, ni un préordre, la propriété ré�exive étant impossible pour les arbres in�nisà branhement �ni (tout pré�xe régulier d'un tel arbre serait forément �ni).Le passage, hez les arboresenes, de la relation d'élagage à elle de pré�xeomporte une perte des propriétés de omplétude ((IT;�IT) est un treillis d'en-sembles alors que (IT;�IT) est un bi-dpo d'ensembles). En revanhe, auprès desarbres, la propriété de omplétude ne diminue pas.Proposition 3.2.15. Le ouple (IT(F);�IT(F)) est un bi-dpo d'ensembles, avela relation vide omme minimum ? , ;. Il s'agit aussi d'un dpo algébrique où lesompats sont les arbres �nis.



96 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMESDémonstration. Le rapport entre la relation �IT(F) et �IT est e-lui des hypothèses de la proposition 3.2.7, qu'on appliquera dans lesdeux sens, (IT;�IT) étant à la fois un dpo et un o-dpo d'ensembles.Puisque les ompats de (IT(F);�IT(F) ) sont les arbres �nis, es derniersseront enore ompats dans (IT(F);�IT(F) ). Vie versa, un ompat tde (IT(F);�IT(F) ) ne pourra pas être in�ni. S'il l'était, la suite de sespré�xes réguliers serait un dirigé dont la borne supérieure (l'union) se-rait égale à t, mais auun pré�xe régulier, étant �ni, ne pourrait dépassert. D'autre part, tout arbre in�ni pourra s'érire omme l'union (bornesupérieure) de ses pré�xes �nis, qui sont ompats. Autrement dit, ledpo (IT(F);�IT(F) ) est algébrique. �3.2.10. Arbres à branhement �ni. La lasse des arbres à branhement�ni, noté BT(F) est l'ensemble des arbres ave une arboresene à branhement�ni : BT(F) , ft 2 IT(F) j dom(t) 2 BTgL'union arbitraire d'arboresenes à branhement �ni n'est pas forément à bran-hement �ni (3.1.11). Ainsi, nous ne pouvons pas espérer que (BT(F);�BT(F)) où�BT(F),�jBT(F)�BT(F) , soit un dpo d'ensembles. Le rapport entre la struture desarboresenes à branhement �ni et elle des arbres à branhement �ni est tel queles relations orrespondantes d'élagage et pré�xe sont dans les hypothèses de laproposition 3.2.7, 'est-à-dire :t 0 �jBT(F) t , dom(t 0) �jBT dom(t) ^ t 0 � tt 0 �jBT(F) t , dom(t 0) �jBT dom(t) ^ t 0 � tPour autant, les propriétés de omplétude sont les mêmes que elles du domaineBT : la struture (BT(F);�BT(F)) est un o-dpo d'ensembles tandis que la stru-ture (BT(F);�BT(F)) où �BT(F),�jBT(F)�BT(F) , est un bi-dpo d'ensembles. De plus,(BT(F);�BT(F)) est, par les arguments utilisés préédemment pour (IT(F);�IT(F)),un dpo algébrique dont les ompats sont les arbres �nis.3.3. Les algèbres des termesLes termes sont un as partiulier des arbres à branhement �ni. Dans e adre,les étiquettes représenteront toujours une fontion ayant un nombre éventuellementvariable d'arguments, mais toujours un nombre �ni. Si pour les arbres génériquesl'étiquetage est arbitraire, pour les termes, la manière d'étiqueter l'arboreseneest limitée par la signature des symboles utilisés. Dans e sens, les termes sont desarbres bien typés, où la signature est le type utilisé.fg 1a 2 b4 9 h3a 1 d2 b5 f7 b1 2



3.3. LES ALGÈBRES DES TERMES 97Dans et exemple, les étiquettes f; g; h évoquent des fontions, tandis que les sym-boles a; b; ; d évoquent des onstantes. Les onstantes sont d'un ertain type (lasorte) et doivent forément être des feuilles de l'arbre. Les fontions, elles aussi,ont un type qui onsiste en un domaine, qui est un produit artésien de sortes,et un odomaine, qui est, lui aussi, une sorte. Le nombre et la sorte des branhesdéoulants d'un symbole de fontion devra alors respeter le type de la fontion.Nous admettrons les fontions d'arité variables, i.e. ave un nombre variable d'argu-ments. Dans l'exemple préédent, le symbole f ne pourra être qu'un symbole d'aritévariable, étant présent aux adresses " et 7 ave un nombre d'arguments (branhesimmédiates) di�érent. Le nombre d'argument d'une telle fontion sera arbitrairemais �ni. Autrement dit, les termes seront toujours des arbres à branhement �ni.3.3.1. Types arboresents. Parmi les types algébriques (f. setion 1.2.1)nous quali�erons d'arboresent eux qui dénotent des fontions à zero ou plusieursarguments sortés et restituant une valeur sortée ou une valeur d'un type de base.En e�et, les ompositions des fontions de e type (éventuellement polymorphesmais du premier ordre) peuvent être représentées sous forme d'arbre.Definition 3.3.1. (Types arboresents) Étant donné un ensemble de typesde base B � f1; 2;N;N+ ;N1 g, un ensemble de sortes S = fDigi2I disjoint de B,et un ensemble de variables V disjoint de B et de S, l'ensemble des types arbo-resents ouverts sur B et S, noté eTarb(B; S), est l'ensemble dé�ni par la syntaxe(f�; Æ; �; #; �; �; �g;B [ S [ V [ C [ f�;!; �;8; :; sort; {; ,; }; :g; �; ::=), où ::= est la re-lation suivante : eTarb(B; S) 3 � ::= 8� :�: � j Æ! #Æ ::= 1 j � j �1 � � � � � �n j ��� ::= � j �# ::= � j �� ::= sort j {�1, � � � ,�n}où � 2 B, � 2 S et � 2 V. L'ensemble des types arboresents ( los), notéTarb(B; S), est l'ensemble des types arboresents sans variables libres :Tarb(B; S) , f� 2 eTarb(B; S) j FV(�) = ;g �Les types arboresents représentent don des fontions (éventuellement poly-morphes) dont le domaine Æ peut être 1 (les fontions onstantes), ou bien une sorte� (exprimée éventuellement par une variable), ou bien un produit artésien de sortes�1 � � � � � �n (exprimées éventuellement par des variables), ou bien l'ensemble dessuites �� sur une sorte (eventuellement exprimée par une variable). D'autre part,le odomaine # peut être seulement un type de base � ou bien une sorte �. Nousverrons par la suite que ela permet de lassi�er les fontions entre onstruteursde termes et onstruteurs de primitives.Tout type arboresent � a un domaine (le domaine des fontions représentées) etun odomaine (le odomaine des fontions représentées). En abusant de la notationdéjà utilisée pour les fontions, les deux seront notés respetivement dom(�) etod(�), et dé�nis de façon indutive :



98 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMES� dom(8� :�: �) = 8� :�: dom(�)dom(Æ! #) = Æ � od(8� :�: �) = od(�)od(Æ! #) = #Par la suite nous pourrons éviter d'érire les quanti�ations des variables, quandela ne sera pas relevant, présentes dans un type ou dans le domaine d'un type.3.3.2. Signatures arboresentes. Les termes sont des arbres partiuliersassoiés à des signatures dont les types des opérations sont inlus dans le sous-langage des types arboresents.Definition 3.3.2. (Signature arboresente, onstruteurs) Une si-gnature algébrique � = (B; S; F; T) est arboresente (polymorphe du premier ordre)si tous les types impliqués par les opérations algébriques sont des types arboresentspolymorphes du premier ordre :fT(f) j f 2 Fg � Tarb(B; S)Pour tout f 2 F, le odomaine du symbole est odT(f) , od(T(f)), son domaine,noté domT(f) , dom(T(f)). L'ensemble des symboles de F est divisé en deux partie :F = FS � FBoù FS est l'ensemble des symboles de fontions à valeur dans une sorte FS = ff 2F j odT(f) 2 Sg, et FB est l'ensemble des fontions à valeur dans un type de baseFB = ff 2 F j odT(f) 2 Bg. Les symboles de FS seront appelés onstruteurs determes, eux de FB seront appelés onstruteurs de primitives. �Ainsi, dans une signature arboresente, les opérations ne peuvent être que desfontions à zéro (onstantes), un ou plusieurs arguments. Dans le as où domT(f) =�� le nombre d'arguments pourra être variable et on dira qu'un symbole f 2 F dee type est d'arité variable (éventuellement nulle). Sinon il sera d'arité �xe, égaleau nombre d'arguments et noté jfj :jfj ,8<: 0 si domT(f) = 11 si domT(f) = �k si domT(f) = �1 � � � � � �kSi une signature arboresente orrespond à la desription de la struture d'unealgèbre onstituée de fontions, les termes, d'un autre oté, représentent les ompo-sitions fontionnelles possibles (�nies ou in�nies), autrement dit, les ompositionsdes fontions de l'algèbres, ompatibles vis-à-vis de l'arité et du type des arguments.Definition 3.3.3. (Arbres d'une signature arboresente, termes, pri-mitives) Étant donné une signature arboresente � = (B; S; F; T), un arbre de lasignature � est un arbre étiqueté dans F, t 2 BT(F), à branhement �ni et tel quepour toute adresse u 2 dom(t) l'arbre véri�e les onditions suivantes :(1) Si (u; f) 2 Feuilles(t), alors :(a) domT(f) = 1 ou domT(f) = ��



3.3. LES ALGÈBRES DES TERMES 99(2) Si (u; f) 2 Noeuds(t), Su(t;u) = (i1; f1)::(in; fn), alors :(a) domT(f) = �1 � � � � � �n ou domT(f) = ��(b) si f : �1 � � � � � �n ! # (où n � 1), alors :8j = 1::n. odT(fj) = �j() si f : �� ! #, alors : 8j = 1::n. odT(fj) = �(d) si f : 8�1 :�1: : : : 8�k :�k: Æ! #, alors :9s12�1; ::; sk2�k tels que Æ 0 = Æ[ s1=�1 ℄ � � � [ sk=�k ℄véri�e la ondition :� 8j = 1::n: odT(fj) = �j si Æ 0 = �1 � � � � � �n8j = 1::n: odT(fj) = � si Æ 0 = ��Si le symbole à la raine est un onstruteur de termes, l'arbre est un terme, si enrevanhe il s'agit d'un onstruteur de primitive, l'arbre est une primitive. La sorted'un terme est le odomaine du symbole à la raine du terme. Les ensembles desarbres arbitraires, rationnels ou �nis de la signature �, seront notés respetivementIT(�), RT(�), T(�) ; les ensembles des termes arbitraires, rationnels ou �nis desorte � 2 S seront notés IT(�; �), RT(�; �), T(�; �), et de la même façon, lesensembles des primitives arbitraires, rationnelles ou �nies de type �2B seront notésIT(�; �), RT(�; �), T(�; �). Les ensembles de tous les termes (indépendemment dela sorte) arbitraires, rationnels ou �nis seront notés IT(�; S), RT(�; S), T(�; S) ; lesensembles de toutes les primitives arbitraires, rationnelles ou �nies seront notésIT(�;B), RT(�;B), T(�;B). �On remarquera que, s'il en existe, les �ls d'un arbre de la signature sont for-ément des termes, puisqu'ils doivent avoir omme odomaine une sorte. En e�et,dans la onstrution d'un arbre de la signature, les symboles primaires peuvent êtreutilisés seulement à la raine1.La distintion entre arité �xe ou variable que l'on fait sur les symboles d'unesignature se retrae sur les adresses d'un terme : quand le symbole t(u) 2 F està arité �xe nous disons que l'adresse u est à arité �xe, sinon nous disons qu'elleest à arité variable. Nous disons qu'une adresse u d'un arbre t est de type # 2 Ssi f , t(u) est un symbole de F dont le odomaine est #. L'ériture IT(�) ne doitpas faire oublier qu'il s'agit d'arbres à branhement �ni : IT(�) � BT(F [ B) où� = (B; S; F; T). L'ambiguïté ave la notation qui lassi�e les arbres est résolue parle symbole de signature qui remplae, dans les parenthèses, un simple alphabetd'étiquettes.1Nous nous intéresserons à e genre d'arbre dans le hapitre 8, où les algèbres logiques ontiennentdes primitives, les prédiats logiques, ertains de type monomorphe �1 � : : : � �n ! 2, d'autres,omme le prédiat d'égalité = : 8� : sort: �� �! 2, de type polymorphe.



100 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMES3.3.3. La famille des algèbres des termes �nis. Les algèbres des termes�nis (sur une signature) onstituent une famille d'algèbres anoniques qui sontassoiées à toute signature arboresente.Definition 3.3.4. (Algèbres des termes finis sur une signature) Étantdonné une signature arboresente � = (B; S; F; T), la famille des algèbres des termes(�nis) sur �, notée TAlg(�), est la famille des algèbres (̂� : B ! B̂ � S! Ŝ� FS !F̂S � FB ! F̂B; T) telles que :(1) la lasse des domaines est onstituée par les domaines des termes �nis :Ŝ = fT(�; �) j � 2 Sg(2) tout onstruteur de terme f̂ 2 F̂S = ff̂ j odT(f) 2 Sg est la fontion quionstruit le terme �ni ayant le symbole f à la raine, et autant de �ls qued'arguments :8>><>>: f̂() = f("; f)g si dom(f) = 1f̂(t) = f("; f)g �1 t si dom(f) = �f̂(t1; ::; tn) = f("; f)g �1 t1 � � � �n tn si dom(f) = �1 � ::� �nf̂ t1::tn = f("; f)g �1 t1 � � � �n tn si dom(f) = �� �Dans la famille des algèbres des termes, si la lasse des domaines Ŝ et l'ensembledes opérations sortées F̂S est omplètement dé�ni, en revanhe, l'ensemble des opé-rations primitives F̂B est arbitraire. Un exemple typique de famille d'algèbres destermes est elle des interprétations de Herbrand, que nous disuterons au oursdu hapitre 8. Lorsque la signature ne ontient que des onstruteurs de termes(F = FS), et une fois établis les domaines de base B, il existe une seule algèbre destermes possible, qui est don appelée l'algèbre des termes.Il existe une façon anonique d'interpréter toute algèbre des termes vers unealgèbre ompatible et de la même signature.Definition 3.3.5. (Interprétation anonique d'une algèbre des termes)Étant donné une algèbre A = ((:)A : B ! BA � S! SA � F! FA; T) sur la si-gnature arboresente � = (B; S; F; T), l' interprétation anonique de toute algèbre destermes �nis At 2 TAlg(�) vers l'algèbre A 2 Alg(�), notée TV:UWA : 8� : S: � ! �,est l'interprétation algébrique (f. setion 1.3.2) dé�nie de façon indutive :TVtUWA,8>>><>>>: fA() si t= f("; f)gfA(TVt1UWA) si t= f("; f)g �1 t1fA(TVt1UWA ; ::; TVtnUWA) si t= f("; f)g �1 t1 ��� �ntn ; dom(f)=�1�::��nfA TVt1UWA :: TVtnUWA si t= f("; f)g �1 t1 ��� �ntn ; dom(f)=�� �



3.3. LES ALGÈBRES DES TERMES 101Les opérations algébriques étant de type élémentaire, l'interprétation anoniqueonserve, par dé�nition, tous les onstruteurs (f. orollaire 1.3.4). Don, si lesprimitives sont, elles aussi onservées, l'interprétation anonique est un homomor-phisme (et il s'agit de l'unique possible, f. par exemple [Tuker & Zuker, 2000℄).3.3.4. Termes ave variables. Il est ourant d'ajouter des symboles spé-iaux, les variables, aux langages des termes et des primitives sur une signature.Entre autres, ela permet d'exprimer, par un seul arbre ave variables, la multituded'arbres qui peuvent s'obtenir par des gre�es aux positions des variables.Definition 3.3.6. (Arbres, termes et primitives ave variables) Étantdonné une signature arboresente � = (B; S; F; T), et un ensemble V = Us2SVs desymboles de variables disjoint de S et de B, la signature augmentée des variables,notée �+V, est dé�nie par :�+V , (S; F�V; T � Us2SVs� f! sg)Un arbre ave variables est un arbre de IT(�+V). Un terme ave variables est unterme de IT(�+V; S). Une primitive ave variables est une primitive de IT(�+V;B).� Dans une signature �+V, d'une part l'ensemble des symboles de fontions estaugmenté, par rapport à �, par l'ensemble des symboles de variables pour haquesorte ; d'autre part, toute variable est une onstante de la sorte orrespondante.L'ensemble des variables d'un arbre �ni (terme ou primitive) t 2 T(�+V) peutêtre dé�ni de façon indutive :vars(t) ,8<: fXg si t = f("; X)g ; X 2 Vvars(t1) [ ��� [ vars(tn) si Fils(t) = t1::tn3.3.4.1. Substitutions. La notion de substitution permet, pour un arbre (termeou primitive) donné, de formaliser le remplaement des variables par d'autres arbres.Ce derniers seront forément des termes. En e�et, puisque les variables sont, ommeles termes, des onstruteurs (dans la signature augmentée), elles ne peuvent êtreremplaées que par des termes (et de la même sorte). Les termes remplaçant les va-riables pourront, à leur tour, ontenir des variables. Ainsi, l'e�et d'une substitutionn'impliquera pas forément l'élimination des variables du terme ou de la primitive.Definition 3.3.7. (Substitution) Étant donné une signature arboresente� = (B S; F; T), et un ensemble V = Us2S Vs de symboles de variables disjoint de Set de B, une substitution est une fontion partielle polymorphe :� : 8� :S:V��!Æ T(�+V;�)telle que le domaine de la substitution, i.e. l'ensemble dom(�) = [�2Sdom(��), est�ni. La substitution est quali�ée de ground si elle appartient au type, plus préis,suivant : � : 8� :S:V��!Æ T(�;�)



102 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMESL'ensemble des substitutions sera noté Subst. �Une substitution est don une fontion qui assoie à toute variable de type �,un terme du même type, éventuellement ave variables. Lorsque les termes assoiéspar la substitution ne ontiennent pas de variables, la substitution est quali�ée deground. L'appliation d'une substitution à un terme t permet de gre�er les termesindiqués par la substitution au adresses de t où se trouvent les variables.Definition 3.3.8. (Appliation d'une substitution, extension aux arbres)Étant donné une signature arboresente � = (B; S; F; T), un ensemble V = Us2SVsde symboles de variables disjoint de S et de B, et une substitution � : 8� :S:V��!Æ T(�+V;�), l'appliation de � à un arbre �ni t 2 T(�+V) (ou Subst-appliation), notée t �, est la dé�nie indutivement par :t � ,8<: �(X) si t = f("; X)g ; X 2 dom(�)f("; t ")g �1 (t1 �) ��� �n(tn �) si Fils(t) = t1::tnLa omposition de deux substitutions �1; �2 :8� : S:V��!Æ T(�+V;�) (ou Subst-omposition) est la substitution notée �1 ��2 et dé�nie par (�1 ��2)(X) , (X�1) �2.L'extension de la substitution � aux arbre �nis est la fontion polymorphe totale :�̂ : 8� : (S�B):T(�+V;�)! T(�+V;�)dé�nie par �̂(t) , t �. �L'extension aux arbres (termes ou primitives) �nis permet de justi�er les nomsutilisés pour les opérations d'appliation (Subst-appliation) et de omposition desubstitutions (Subst-omposition). En e�et la Subst-appliation dénote l'appliationfontionnelle de l'extension de la substitution :�̂(t) = t �tandis que la Subst-omposition de substitutions dénote la omposition fontion-nelle des orrespondantes extensions :\�1 � �2 = �̂2 Æ �̂1L'ensemble des variables d'une substitution �, que nous noterons vars(�), est l'en-semble des variables qu'elle introduit pas son appliation :vars(�) , [X2dom(�) vars(X � �)Definition 3.3.9. (Substitution idempotente) Étant donné une signaturearboresente � = (B S; F; T), et un ensemble V = Us2SVs de symboles de variablesdisjoint de S et de B, une substitution � est idempotente lorsque la fontion �t: t�� :T(�+V)! T(�+V) est idempotente, 'est-à-dire lorsque 8t2T(�+V): (t ��) �� =t � �. L'ensemble des substitutions idempotentes sera noté ISubst. �



3.3. LES ALGÈBRES DES TERMES 103Il est simple à véri�er qu'une substitution est idempotente si et seulement sidom(�) \ vars(�) = ;.Definition 3.3.10. (Renommage) Étant donné une signature arboresente� = (B S; F; T), et un ensemble V = Us2SVs de symboles de variables disjointde S et de B, un renommage est une substitution de type � : 8� : S:V��!Æ V�idempotente et injetive. �En d'autres termes, une substitution � est un renommage si son extension auxtermes �nis �̂ est une fontion bijetive.Definition 3.3.11. (Préordre et équivalene de filtrage) Étant donnéune signature arboresente � = (B S; F; T), et un ensemble V = Us2SVs de symbolesde variables disjoint de S et de B, une substitution �1 est plus générale qu'uneautre �2, noté �1 � �2, s'il existe une troisième substitution � telle que �2 = �1 ��.Une substitution �1 est équivalente à une autre �2, noté �1 � �2, s'il existe unrenommage � tel que �2 = �1 � �. �L'équivalene de �ltrage mérite bien son nom : il s'agit de l'équivalene engen-drée par la relation � qui, elle, est un relation de préordre (propre) sur Subst. Ainsi,la struture (ISubst�;�) est un ordre partiel (f. setion 2.1.2.3).Theorem 3.3.12. ([Eder, 1985℄) La struture des substitutions idempotentes(ISubst>�;�) modulo renommage et équipée de l'ordre de �ltrage et d'un élément ad-joint >, plus grand que tous les autres, est un treillis omplet. L'élément maximumest >, l'élément minimum est la lasse de la substitution vide ;�. �Ce théorème a�rme, entre autres, que la lasse des substitutions plus généralesest elle de la subsitution vide, 'est-à-dire elle des substitution � telles que leurextension aux arbres �̂ est la fontion identité. Autrement dit, il n'y a pas de sub-stitution plus générale d'une substitution qui laisse intats tous les arbres auxquelselle s'applique. Le théorème autorise aussi la dé�nition d'uni�ateur plus généralou mgu (de l'anglais Most General Uni�er) entre deux arbres �nis.Definition 3.3.13. (Mgu) Étant donné une signature arboresente � = (B S; F; T),et un ensemble V = Us2SVs de symboles de variables disjoint de S et de B, la fon-tion partielle : mgu : T(�+V)�T(�+V)�!Æ ISubst�restitue la lasse des uni�ateurs plus généraux ou (prinipaux) d'un oupled'arbres �nis, qui est la borne inférieure, si elle existe, de tous les lasses d'uni�-ateurs du ouple :mgu(t1; t2) ~=inf(ISubst�;�) f[�℄� j t1 � = t2 �gToute substitution idempotente � 2 mgu(t1; t2) est un uni�ateur prinipal desarbres �nis t1 et t2. �



104 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMESNous pouvons don a�rmer que l'uni�ateur prinipal d'un ouple d'arbres �nisest unique modulo renommage. Pour le théorème 3.3.12, la seule ause possible denon existene de la borne inférieure est l'absene d'uni�ateurs entre les deux arbres,'est-à-dire la ondition f� j t1 � = t2 �g = ;. Si les arbres sont uni�ables (il existedes uni�ateurs), alors il existe un uni�ateur prinipal (modulo rennomage). Pourrésumer, la ondition : � 2 mgu(t1; t2)signi�e :(1) que les arbres t1 et t2 sont uni�ables(2) que � est l'uni�ateur plus général, unique modulo rennomage3.3.4.2. Environnements. Étant donné une algèbre A sur la signature arbores-ente �, pour donner un sens aux termes ave variables t 2 T(�+V), il su�t desavoir interpréter les variables sortées par des valeurs de l'algèbre.Definition 3.3.14. (Environnement) Étant donné une algèbre A sur unesignature arboresente � = (B S; F; T), et un ensemble V = Us2SVs de symboles devariables disjoint de S et de B, un environnement dans A est une fontion totalepolymorphe : � : 8� :S:V�! �A �Autrement dit, un environnement dans A est une quelonque fontion � : 8� :S:V� ! �A a�etant à toute variable sortée X 2 Vs une dénotation �(X) 2 sAdans le domaine algèbrique interprétant la sorte. Nous noterons ENVA l'ensembledes environnements à valeurs dans l'algèbre A. Tout ouple (A; �), ave � 2 ENVA,dé�nit omplétement l'interprétation des termes t 2 T(�+V) et sera appelé inter-prétation impliite des termes ave variables.Definition 3.3.15. (Interprétations impliites) L'ensemble des interpré-tations impliites des termes ave variables sur la signature �+V, est dé�ni par :IAlg(�;V) , f(A; �) j A 2 LAlg(�); � 2 ENVAg �3.3.4.3. Interprétation d'un terme ave variables. La donnée d'un ouple (A; �),où A est une algèbre sur � et � un environnement dans A, orrespond à la dé-�nition d'une interprétation d'une quelonque algèbre des termes ave variablesAt 2 TAlg(�+V) vers l'algèbre A.



3.3. LES ALGÈBRES DES TERMES 105Definition 3.3.16. (Interprétation anonique d'une algèbre des termesave variables) Étant donné une algèbre A = ((:)A : B ! BA � S ! SA �F ! FA; T) sur la signature arboresente � = (B; S; F; T), et un environnement� 2 ENVA, l' interprétation anonique de toute algèbre des termes �nis ave va-riables At 2 TAlg(�+V) vers l'algèbre A 2 Alg(�), notée TV:UWA;� : 8� : S: � ! �,est l'interprétation algébrique (f. setion 1.3.2) dé�nie de façon indutive :TVtUWA;�,8>>>>><>>>>>:�(X) si t= f("; X)g; X 2 VfA() si t= f("; f)g; f 2 FfA(TVt1UWA;�) si t= f("; f)g �1 t1fA(TVt1UWA;� ; ::; TVtnUWA;�) si t= f("; f)g �1 t1 �� �n tn; dom(f)=�1�::��nfA TVt1UWA;� :: TVtnUWA;� si t= f("; f)g �1 t1 ��� �ntn ; dom(f)=�� �En d'autres termes, l'interprétation anonique des algèbres des termes avevariables At 2 TAlg(�+V) vers A oïnide ave l'interprétation anonique, au sensde la dé�nition 3.3.5, de At vers l'algèbre A 0 sur la signature �+V, obtenue enajoutant à l'algèbre A autant de onstantes XA 0 que de variables X 2 V, et dont lavaleur est dé�nie par l'environnement � :XA 0() = �(X)La donnée d'une interprétation impliite (A; �) ou d'une algèbre A 0 ontenant Aet sur la signature �+V, représentent deux façons équivalentes de dé�nir l'interpré-tation anonique des termes ave variables.L'interprétation d'un terme �ni ave variables dans une algèbre A peut aussiêtre dé�nie par une simple omposition fontionnelle : en premier lieu on éliminerales variables par l'appliation d'une substitution le permettant (ground), et en se-ond lieu on utilisera l'interprétation anonique des termes �nis (sans variables)dans l'algèbre sémantique A : TVtUWA;� = TVt � �UWACe type d'interprétation orrespond à la donnée d'une interprétation impliite(T; �), où T = T(�) est l'algèbre des termes sans variables, et � est un environne-ment dans T, 'est-à-dire une substitution ground. L'interprétation vers l'algèbre As'obtient alors par l'interprétation vers les termes �nis T(�), omposée ave l'inter-prétation anonique des termes �nis vers A.3.3.5. Élagages et pré�xes de termes. Les termes héritent aussi les dé�-nitions de sous-arbre (nous dirons sous-terme), d'élagage et de pré�xe. Si les sous-termes respetent forément la signature, et il est simple de le véri�er, les élagageset les pré�xes peuvent, en revanhe, sortir de la lasse des termes.Definition 3.3.17. (Élagages orrets) Étant donné une signature � =(B; S; F; T) et un terme t 2 IT(�; S), nous disons qu'un élagage t 0 2 IT(F) de t estorret vis-à-vis de �, s'il est omplet à toutes les adresses de dom(t 0) d'arité �xe :8u 2 dom(t 0): t(u) = f ^ domT(f) = �1� : : :��n ) Su(t 0; u) = Su(t; u)�



106 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMESProposition 3.3.18. Un élagage d'un terme est orret si et seulement si ilest un terme.Démonstration. ()) Soit t 0 2 IT(F) un élagage orret de t 2IT(�; S) vis-à-vis de � = (B; S; F; T). Nous devons prouver que t 0 res-pete, lui aussi, les onditions de la dé�nition 3.3.3. Soit u 2 dom(t 0).Il y a deux as :(1) Le as (u; f) 2 Feuilles(t 0). Don (u; f) 2 Feuilles(t). Puisque t 0 �t, nous avons, d'une part, t 0(u) = t(u) et, de l'autre, t est unterme. Don t 0(u) = f est un symbole de � d'arité �xe nulle oud'arité variable.(2) Le as (u; f) 2 Noeuds(t 0) et Su(t;u) = (i1; f1) � � � (im; fm). Soitn = degr�e(t; u). Deux as se présentent :(a) t 0(u) est un symbole de domaine �1 � : : : �n et odomaine#. L'arbre t 0 étant omplet aux adresses d'arité �xe nousavons m = n, et puisque t(u) = t 0(u) et que t est un terme,nous avons que pour tout j = 1 : : : n le symbole fj a ommeodomaine #.(b) t 0(u) est un symbole de domaine �� et odomaine #. Il sepeut quem < n mais, de toute façon, t étant un terme, nousavons que pour tout j = 1 : : :m, le symbole fj = t 0(u:ij) =t(u:ij) a omme odomaine #.(() Si un élagage d'un terme est un terme, par dé�nition même determe, il ne pourra pas être partiel aux adresses d'arité �xe. �Corollary 3.3.19. Tout pré�xe radial seulement aux adresses d'arité variableest un terme.Pour ne pas sortir de la lasse des termes, tout en onstruisant un pré�xe, il faudradon ébranher (radialement) seulement les adresses portant sur un symbole d'aritévariable.Le domaine des termes équipé des relations (restreintes aux termes) branhe,élagage et pré�xe, dé�nies sur les arbres à branhement �ni BT(F), onstitue respe-tivement les strutures (IT(�; S);�IT(�;S)), (IT(�; S);�IT(�;S)) et (IT(�; S);�IT(�;S)). Étant des restritions, es strutures onservent au moins les propriétés ré�exive,transitive et anti-symétrique (remarque 2.6.3, page 67). Don la première est unpréordre, et les deux autres sont (au moins) des ordres partiels. Le ontre-exempleprouvant la non omplétude par dirigés des arboresenes à branhement �ni pourl'ordre d'élagage, peut être adapté au as des termes : soit t : N ! IT(�; S) telleque t(x) , f("; f)g [ f(i; f) 2 N � F j i �N xg où f est un symbole d'arité variabledans � = (B; S; F; T). Pour tout n 2 N, t(n) est un terme de � de hauteur 1 aveun degré de branhement égal à n à la raine. Toutefois, auun majorant d'un teldirigé ne pourra être à branhement �ni, don un terme. Cependant, les propriétésdes ordres d'élagage et pré�xe sont les mêmes que elle du domaine des arbres àbranhement �ni.Proposition 3.3.20. Le ouple (IT(�; S);�IT(�;S)) est un o-dpo d'ensembles.



3.4. RÉCAPITULATIF 107Démonstration. Par la remarque 2.6.6, il nous su�t de prouverque l'intersetion des termes d'un o-dirigé de (IT(�; S);�IT(�;S)) estenore un terme. Soit I , Tt2r t où r 2 r(IT(�; S);�IT(�;S)). Il su�tde montrer que I est un élagage orret de tout t1 hoisi arbitrairementdans r. Si elle ne l'était pas, elle serait partielle, vis-à-vis de t1, à uneertaine adresse u 2 dom(I) d'arité �xe. I étant l'intersetion du o-dirigé, il existerait un t2 n'ayant pas, lui non plus, les branhes de t1manquantes dans I. Par dé�nition de o-dirigé, il existerait un t3 telque t3 �IT(�;S) t1 et t3 �IT(�;S) t2. Alors t3 serait orret par rapportà t2 et don omplet à l'adresse u en ontradition ave la onditiont3 �IT(�;S) t2. �Proposition 3.3.21. Le ouple (IT(�; S);�IT(�;S)) est un bi-dpo d'ensembles.Démonstration. Il faut prouver qu'il s'agit d'un dpo (1) et d'uno-dpo (2) d'ensembles.(1) (IT(�; S);�IT(�;S)) dpo d'ensembles.Il su�t de prouver que l'union des termes d'un dirigé de (IT(�; S);�IT(�;S)) est enore un terme. Soit U ,t2� t où � 2 �(IT(�; S);�IT(�;S)).Tout élément du dirigé est, à la fois, un terme et un pré�xe deU. Supposons, par l'absurde, que U ne soit pas un terme. Puisque(BT(F);�BT(F)) est un dpo d'ensembles, l'arbre U est à bran-hement �ni. Si (u; f)Feuilles(U), alors il existe un élément du di-rigé qui ontient (u; f) e qui garantit la ondition de terme. Si(u; f) 2 Noeuds(U), alors il existe un nombre �ni de suesseursde u dans U : Su(U;u) = (i1; f1) � � � (im; fm). Si f est un sym-bole d'arité variable domT(f) = �� alors les fi ont le odomaine �puisque U est l'union de termes. Si f est un symbole d'arité �xedomT(f) = �1 � : : : � �n, alors tout élément t du dirigé tel que(u; f) 2 Noeuds(t) doit forément avoir les mêmes suesseurs deU. Don 8j = 1 : : : n, le symbole fj a omme odomaine �j dans �.Don U respete, à toute adresse, la ondition de terme.(2) (IT(�; S);�IT(�;S)) o-dpo d'ensembles.Un o-dirigé au sens du pré�xe est (par inlusion logique) aussi uno-dirigé au sens de l'élagage. La proposition 3.3.20 nous assurealors que l'intersetion d'un tel o-dirigé est un terme. �3.4. RéapitulatifLes tables 1 et 2 résument respetivement l'algèbre des arboresenes et elledes arbres par leurs signatures.Nous avons pu onstater, tout au long de e hapitre, que les opérations dé�-nies d'abord sur les arboresenes on été ensuite étendues aux arbres en respetantla règle suivante : oubliant les étiquettes, l'opération sur les arbres oïnide aveson homologue sur les arboresenes. En d'autre termes, nous avons onstruit une



108 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMESTab. 1. Signature des arboresenes(IT ; arboresenesT ; arboresenes �niesRT ; arboresenes rationnellesBT ; arbores. à branhement �niFeuilles : IT! }N�+ ; ensemble des feuillesNoeuds : IT! }N�+ ; ensemble des noeudshauteur : 8� : sort: �! if � q T thenN else N1 ; hauteurFront : 2}(N�+) ; prédiat frontièredegr�e : 8� : sort: �� N�+ ! if � q IT thenN1 elseN ; degré de branhementSu : IT� N�+ ! }N�+ ; ensemble des suesseursSu(:;:) : IT� N�+ ! (N�+ )1 ; suite des suesseurs(:)j(:) : 8� : sort: �� N�+ ! � ; branhe d'une arboreseneFilles : 8� : sort: �! if � q IT then�1 else�� ; �lles d'une arboresene(:) �(:) (:) : N�+ ! (IT� IT)! }N�+ ; gre�e à une adresse� }N�+ ! (IT� IT)! }N�+ gre�e à plusieurs adresses� }N�+ ! IT�(N�+ ! IT)! }N�+ gre�e en font. de l'adresse(:):(:) : N�+ � IT! }N�+ ; translation à une adresse� : 8� : sort: 1��� ; semi-prédiat branhe� : 8� : sort: 1��� ; semi-prédiat branhe strite� : 8� : sort: 1��� ; semi-prédiat élagage� : 8� : sort: 1��� ; semi-prédiat pré�xev : 8� : sort: 1��� ) semi-prédiat pré�xe régulierextension homomorphe (f. setion 1.4.2) de l'algèbre des arboresenes. D'une fa-çon rigoureuse, il faudrait onsidérer, dans l'algèbre des arbres, le domaine N�+ � Fomme une sorte orrespondante à la sorte N�+ des arboresenes. L'homomor-phisme (surjetif) en question serait alors l'appliation ' assoiant à tout arbreson arboresene (i.e. son domaine) et aux ouples (u; e) 2 N�+ � F leur premièreomposante :' : IT(F)! IT � (N�+ � F)! N�+ , � '(t) = dom t si t 2 IT(F)'(u; e) = u si (u; e) 2 N�+ � F



3.4. RÉCAPITULATIF 109Tab. 2. Signature des arbres(F ; étiquettes (domaine de base)IT(F) ; arbresT(F) ; arbres �nisRT(F) ; arbres rationnelsBT(F) ; arbres à branhement �niFeuilles : IT(F)! }N�+�F ; ensemble des feuillesNoeuds : IT(F)! }N�+�F ; ensemble des noeudshauteur : 8� : sort: �! if � q T(F) thenN else N1 ; hauteurFront : 2}N�+�F ; prédiat frontièredegr�e : 8� : sort: �� N�+ ! if � q IT(F) thenN1 elseN ; degré de branhementSu : IT(F) � N�+ ! }N�+�F ; ensemble des suesseursSu(:;:) : IT(F) � N�+ ! (N�+ � F)1 ; suite des suesseurs(:)j(:) : 8� : sort: �� N�+ ! � ; branhe d'un arbreFils : 8� : sort: �! if � q IT(F) then�1 else�� ; �ls d'un arbre(:) �(:) (:) : N�+ ! IT(F)� IT(F)! }N�+�F ; gre�e à une adresse� }N�+ ! IT(F)� IT(F)! }N�+�F gre�e à plusieurs adresses� }N�+ ! IT(F)� (N�+ ! IT(F))! }N�+�F gre�e en font. de l'adresse(:):(:) : N�+ � IT(F)! }N�+�F ; translation à une adresse� : 8� : sort: 1��� ; semi-prédiat branhe� : 8� : sort: 1��� ; semi-prédiat branhe strite� : 8� : sort: 1��� ; semi-prédiat élagage� : 8� : sort: 1��� ; semi-prédiat pré�xev : 8� : sort: 1��� ) semi-prédiat pré�xe régulierLes propriétés de omplétude des relations dé�nies dans le hapitre sont résu-mées, pour toutes les ombinaisons domaine-relation, dans la Table 3.



110 3. THÉORIE DES ARBRES ET DES TERMESTab. 3. Propriétés des strutures d'ordre dé�niesbranhe � élagage � pré�xe �Arboresenes �IT �IT �ITIT préordre treillis omplet d'ensembles bi-dpo d'ensembles? = ; > = N�+ ? = ;Arboresenes �BT �BT �BTà branhement �niBT préordre o-dpo d'ensembles bi-dpo d'ensembles? = ; ? = ;Arbres �IT(F) �IT(F) �IT(F)IT(F) préordre bi-dpo d'ensembles bi-dpo d'ensembles? = ; ? = ;Arbres �BT(F) �BT(F) �BT(F)BT(F) préordre o-dpo d'ensembles bi-dpo d'ensembles? = ; ? = ;Termes �IT(�;S) �IT(�;S) �IT(�;S)BT(F) préordre o-dpo d'ensembles bi-dpo d'ensembles? = ; ? = ;



CHAPITRE 4Syntaxe des jeux à deux joueurs
1. Arènes de jeu2. Arbres de jeu3. Pré�xes du jeu4. Stratégies5. Algèbres syntaxiques6. Critères de lassi�ation syntaxique

La notion de jeu en théorie des jeux ombinatoires est elle, très générale, àlaquelle nous sommes habitués dans le ontexte des jeux de hasard. À partir d'uneposition initiale, il y a une suite de oups e�etués par les joueurs, haque joueurhoisissant parmi plusieurs possibilités ; à ertain moment dans ette suite peuventintervenir des oups de hasard (ou aléatoires), tels que le laner d'un dé ou lemélange d'un paquet de artes. Des exemples de tels jeux sont les Éhes, où il n'ya pas de oups aléatoires, le Bridge, où le hasard joue un bien plus grand r�le, et laRoulette, qui n'est qu'un jeu de hane où la stratégie est inexistante. Nous allonsnous ouper des jeux du premier type, omme les Éhes, où le jeu s'expliquepar les hoix rationnels des joueurs et par la onvergene ou divergene de leursobjetifs.De es jeux, nous allons distinguer deux aspets : le premier qu'on appellerasyntaxique, porte sur la façon dont le jeu peut déployer tous ses hemins possibles ouparties (mathes), le seond qu'on dira sémantique, onerne les façons d'interpréterle jeu selon les intérêts des joueurs.La dé�nition de jeu à n personnes, proposée par von Neumann dans son artilefondateur [von Neumann, 1928℄, et largement aeptée depuis, met l'aent surla struture arboresente d'un jeu : un jeu est fondamentalement l'arbre des possi-bilités de jeu, 'est-à-dire l'arbre de toutes les parties possibles. Cette présentationn'est pas très éonomique : la taille des arbres roît très vite dans tous les jeux réels.C'est la raison pour laquelle, pour dérire un jeu, on donne plus souvent la positioninitiale (ou les positions initiales) et les règles du jeu, qui permettent de passer d'uneposition à l'autre. Cette disussion rappelle la dé�nition des langages informatiquesindiretement dé�nis par des grammaires formelles, tout omme la dé�nition des111



112 4. SYNTAXE DES JEUX À DEUX JOUEURSsémantiques opérationnelles struturées de langages non-déterministes ou onur-rents. Dans un alul de proessus, par exemple, la sémantique est exprimée par unnombre �ni de règles logiques qui dérivent les évolutions possibles de l'état d'unsystème, tandis que e qui nous importe vraiment est l'arbre de dérivation globald'un proessus, 'est-à-dire l'arbre de toutes les évolutions possibles à partir de sonétat initial.Les notions présentes dans e hapitre sont en partie aniennes (arbres de jeu,stratégies), et en partie nouvelles (pré�xes du jeu, élagages du joueur et de l'op-posant, algèbres syntaxiques). Lorsque elles sont aniennes, elles sont redé�nies etréadaptées au adre des jeux arbitraires, où les arbres de jeux peuvent être �nis ouin�nis, et les propriétés de es nouvelles versions sont prouvées de façon formelle.4.1. Arènes de jeuÀ la di�érene de von Neumann, nous allons dé�nir un jeu, ou plus préisé-ment, la syntaxe d'un jeu, omme une struture mathématique dé�nissant indire-tement un ou plusieurs arbres de jeu. L'approhe est don elle des travaux surla sémantique des jeux pour la logique linéaire (voir par exemple [Blass, 1992℄ et[Danos & Harmer, 2000℄).Definition 4.1.1. (Syntaxe d'un jeu ombinatoire à deux joueurs) Lasyntaxe (ou arène) d'un jeu ombinatoire à deux joueurs ( syntaxe de jeu ou arènede jeu par la suite) est un quadruplet S = (P; �;!;PI) où :� P est l'ensemble des positions du jeu� � : P! fPlayer;Opponentg est la fontion qui lassi�e les positions en ellesdu joueur (Player) et elles de l'opposant (Opponent)� !: (P � N+ )�!Æ P est la relation de transition représentant les oups (oumouvements) possibles pour toute position du jeu. L'ériture � �̀! � 0 signi�e((�; `); � 0) 2!, et indique que dans la position � un mouvement possible,étiqueté par ` 2 N+ , onduit le jeu dans la nouvelle position � 0. On demandeà ette relation d'être loalement �nie, i.e. pas plus qu'un nombre �ni deoups possibles dans toutes positions du jeu :8� 2 P 9n 2 N+ s: t: � �̀! � 0 ) ` � n� PI � P est l'ensemble des positions initiales du jeu, 'est-à-dire elles à partirdesquelles le jeu peut démarrer. �Si la numérotation des oups, omme pour les arbres (déf. 3.1.1, page 75), n'estpas néessairement ontinue (il peut y avoir, par exemple, trois oups numérotés1; 4; 9), elle su�t pour les ranger dans l'ordre habituel des entiers naturels. Nouspourrons dire avoir un premier oup, un deuxième, un troisième et ainsi de suite.Quand un tel ordre n'aura pas d'importane, nous pourrons faire abstration del'étiquette entière, et onsidérer la relation de transition entre positions omme



4.1. ARÈNES DE JEU 113étant de type }P�P. Nous noterons ette autre relation, ave un abus de notation,enore ave le symbole ! :�! � 0 4() 9i 2 N+ : � i�! � 0Notation 4.1.2. Nous érirons � `i�! � 0 pour indiquer la disponibilité d'uni-ème oup possédant l'étiquette `i. Dans l'exemple préédent, le 3-ème oup dis-ponible sera don elui ayant l'étiquette 9. Par un shéma du genre :� �1�nnous représenterons une position ayant n oups disponibles, numérotés d'unequelonque façon, où le i-ème oup disponible onduit à la position du jeu �i. End'autres termes, nous onsidérerons impliitement que la numérotation des positionsd'arrivée orrespond à l'ordre des oups impliqués.Le Morpion1 est, par sa simpliité, un jeu qui permet de bien illustrer la dé�-nition 4.1.1.Example 4.1.3. Arène du Morpion. Dans e jeu très populaire, les deuxjoueurs érivent, tour à tour, sur les ases d'un damier de 3 � 3 ellules, leurssymboles assoiés, tels que � et Æ. � Æ� � ÆÆ �Au départ le damier est vide et le but du jeu est elui de oher en premier, deson propre symbole, trois ases onséutives, à l'horizontale, à la vertiale ou à ladiagonale. La syntaxe du jeu peut être dérite formellement omme un quadrupletS = (P; �;!;PI). L'ensemble des positions est le produit artésien P = Initiative�Damier. Les positions sont don des ouples où la première omposante indique quides deux joueurs a la main : Initiative = f�; Æg, et la seonde représente l'état dudamier : Damier = f1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9g ! fvide;�; Æg, onsidérant la numérotationdes ases suivantes : 1 2 34 5 67 8 9Pour e jeu nous assoions le joueur et l'opposant respetivement aux signes �; Æ.La fontion � : P ! fPlayer;Opponentg de lassi�ation des positions est dondé�nie par : �(�; d) = Player et �(Æ; d) = Opponent pour tout d 2 Damier. Larelation exprimant les mouvements possibles !� P� N+ � P est dé�nie omme laplus petite relation respetant les règles suivantes :1Parfois appelé ti-ta-toe



114 4. SYNTAXE DES JEUX À DEUX JOUEURSd(i) = vide :�nal(d)(�; d) i�! (Æ; d[i 7! �℄) d(i) = vide :�nal(d)(Æ; d) i�! (�; d[i 7! Æ℄)Où le prédiat �nal(d) est vrai lorsque trois ases onséutives (les diretions)ont été remplies par le même joueur. Formellement, l'ensemble des diretions et leprédiat sont dé�nis de la façon suivante :Diretions , f(1; 2; 3); (4; 5; 6); (7; 8; 9); (1; 4; 7); (2; 5; 8); (3; 6; 9); (1; 5; 9); (3; 5; 7)g�nal(d) 4() 9~x 2 Diretions: d(x1) = d(x2) = d(x3) ^ d(x1) 6= videEn�n, l'ensemble des positions initiales :PI = f(�; dv) 2 P j dv = f(i; vide) j 1 � i � 9g gmodélise la situation où, devant le damier vide, 'est le joueur assoié au signe �,don le Player, qui doit prendre l'initiative et débuter la partie. �
4.1.1. Dualité. Dans la théorie des jeux il arrive souvent qu'on observe etdisute un jeu du point de vue d'un des joueurs. Cei est aussi le as, lors dela dé�nition d'un jeu ombinatoire à deux joueurs, quand on déide qui est lejoueur qu'on appellera Player, et elui qu'on appellera Opponent. Bien entendu, etarbitre laisse entrevoir le hoix opposé, qui aurait lieu en éhangeant le nom desjoueurs. La dualité des jeux à deux joueurs se retrouve aussi dans leur interprétationsémantique : le plus souvent l'intérêt des joueurs est, là aussi, opposé ou, autrementdit, dual.Definition 4.1.4. Étant donné une arène de jeu S = (P; �;!;PI), nous dé�-nissons la duale de S, noté S?; omme la syntaxe de jeu S? = (P; �?;!;PI), oùla fontion de lassi�ation des oups �? : P! fPlayer;Opponentg est l'inverse de� : �?(x) = Player , �(x) = Opponent �La syntaxe duale est don, tout simplement, un renommage des joueurs. Dansl'exemple 4.1.3 du Morpion, la duale est elle qui assoie le joueur au symbole Æ,et l'opposant au symbole �. Dans l'arène duale, 'est don l'opposant qui débute lapartie. On peut remarquer que la duale de la duale d'une arène est égale à l'arèneoriginale : �S?�? = S.



4.2. ARBRES DE JEU 1154.2. Arbres de jeuNous allons, à présent, dé�nir formellement plusieurs notions faisant partie duvoabulaire de la théorie des jeux ombinatoires. L'arène d'un jeu est une struturemathématique qui, une fois dé�nie, exprime un ertain nombre de notions subor-données omme elle, fondamentale, d'arbres de jeu. Dans es arbres, les noeudssont déorés par les positions du jeu tandis que la relation ! établit les ars entrees noeuds. A toute position du jeu sera assoié un arbre, ertes, mais e que nousappellerons préisément arbres légaux du jeu seront seulement eux déorés à laraine par une position initiale, de l'ensemble PI . L'hypothèse de la dé�nition 4.1.1,que la relation ! soit loalement �nie, implique que les arbres de jeu seront àbranhement �ni.Definition 4.2.1. (Arbre d'une position) Étant donné une arène de jeuS = (P; �;!;PI), et un arbre t 2 IT(P) étiqueté dans P, le déroulement élémentairede t selon ! (ou selon le jeu S), est l'arbre :step!(t) , t [ f(u:`; � 0) j (u; �) 2 Feuilles(t); � �̀! � 0g.Soit � 2 P une position du jeu. L'arbre de la position �, noté tS� (ou plus sim-plement t� lorsque la syntaxe S est impliite), est la borne supérieure, au sens del'ordre pré�xe � sur IT(P), de la suite roissante :� t0� , f("; �)gtk+1� , step!(tk�)t� , sup�ftk� j k 2 Ng �Intuitivement, l'arbre d'une position � est le déroulement limite, selon les règlesdu jeu S, de l'arbre au départ onstitué de la seule raine ("; �).Proposition 4.2.2. La dé�nition d'arbre d'une position t� est orrete et ils'agit d'un arbre à branhement �ni.Démonstration. L'opération step!(t) rallonge l'arbre t en ajou-tant des ouples (u:`; � 0) tels que (u; �) 2 Feuilles(t), où ` 2 N+ . Donle domaine du résultat d'une telle opération sera, omme elui de t,los par pré�xe, 'est-à-dire une arboresene. De plus, puisque la re-lation qui exprime les mouvements du jeu est une fontion partielle :!: (P � N+)�!Æ P, l'opération step!(t) ne pourra pas ajouter deuxouples (u:`; �1) et (u:`; �2) partageant la même adresse. Autrementdit, nous aurons forément �1 6= �2. Ainsi, le déroulement d'un arbreest enore une fontion partielle ave une arboresene omme domaine,'est-à-dire un arbre. L'opération e�etuée est don une fontion de typestep : IT(P)! IT(P). Par dé�nition de déroulement, l'arbre t est un pré-�xe de step!(t) : t est omplet ou radial vis-à-vis de step!(t) à toutesles adresses de dom(t). Don �tk��k2Nest e�etivement une suite rois-sante. En�n, onsidérant que la struture (IT(P);�IT(P)) est omplètepar dirigé (f. prop. 3.2.15), la dé�nition 4.2.3 est orrete. Puisque larelation de transition du jeu! est loalement �nie, l'opération de dérou-lement élémentaire ne pourra pas ajouter un nombre in�ni de branhes



116 4. SYNTAXE DES JEUX À DEUX JOUEURSaux feuilles de son argument. Don, restreinte au domaine des arbres àbranhement �ni, l'opération step est de type BT(P) ! BT(P). Puis-qu'au départ l'arbre t0� est à branhement �ni, la suite (tk�)k2N seraroissante (don un dirigé) dans la struture (BT(P);�BT(P)) qui est undpo d'ensembles (f. setion 3.2.10). Ainsi, l'arbre t� d'une position, quiest la borne supérieure de la suite, sera toujours à branhement �ni. �Definition 4.2.3. (Arbres du jeu) Étant donné une arène de jeu S =(P; �;!;PI), l'ensemble des arbres de la syntaxe (ou du jeu) S, notés IT(S),est l'image de l'appliation tS(:) : P ! IT(P) qui assoie à toute position sonarbre tS(�) , tS� : IT(S) , tS(P) = ImtS(:)PParmi es derniers, nous noterons par T(S) l'ensemble des arbres de jeu �nis, etpar RT(S) l'ensemble des arbres de jeu rationnels :T(S) , IT(S) \ T(P)RT(S) , IT(S) \ RT(P) �Étant onstitués d'arbres à branhement �ni (f. prop. 4.2.2), l'ensemble IT(S)oïnide ave BT(S) , IT(S) \ BT(P). Nous avons utilisé, omme pour les termesIT(�), T(�), RT(�), un abus de notation : quand l'argument est une syntaxe dejeu S, les éritures IT(S), T(S), RT(S), dénotent des ensembles d'arbres (tous lesarbres, les arbres �nis, les arbres rationnels) du jeu S et non pas les ensemblesorrespondants d'arbres étiquetés dans S (e qui n'aurait auun sens puisqu'unesyntaxe de jeu n'est pas un ensemble mais un quadruplet d'éléments).Il n'existe don pas un arbre de jeu mais, au ontraire, autant d'arbres que depositions du jeu. Bien entendu, si dans le jeu il existe une seule position initiale(PI = f	�g est un singleton), nous pourrons dire l'arbre du jeu pour évoquer l'arbre tS	�de ette unique position. Plus généralement, les arbres légaux, évoqueront l'imagede la fontion tS(:) sur l'ensemble PI. L'ensemble des arbres de jeu est omparableà elui des termes sur une signature : si les termes sont des arbres étiquetés d'unefaçon qui respete le type et l'arité des symboles de fontion utilisés, les arbres dujeu sont des arbres étiquetés d'une façon qui respete les règles du jeu, 'est-à-direles mouvements légaux dans le jeu.Notation 4.2.4. Quand la référene à une syntaxe de jeu S donnée sera évi-dente, pour alléger la notation, nous érirons t(:) au lieu de tS(:).Il est évident qu'il existe un rapport entre l'arbre d'une position � et eluid'une position suivante � 0 dans le déroulement du jeu : l'arbre de la seonde estune branhe de l'arbre de la première.Proposition 4.2.5. Pour toute position �, si � �̀! � 0 alors (t�)j` = t� 0.



4.2. ARBRES DE JEU 117Démonstration. On démontre, par indution sur k 2 N, que (tk+1� )j` =tk� 0 . � k = 0 (t1�)j` = (step!t0�)j` (a)= (f("; �)g [ f(` 0; � 00) j � ` 0�! � 00g)j` (b)= f("; � 0)g ()= t0� 0 (d)(a) par dé�nition de tk� ; (b) par dé�nition de step!(:) ; () pardé�nition de branhe ; (d) par dé�nition de t0� 0 .� k) k+ 1(tk+1� )j` = (step!tk�)j` (a)= (tk� [ f(u:` 0; �2) j (u; �1) 2 Feuilles(tk�); �1 ` 0�! �2g)j` (b)= tk�j` [ f(u:` 0; �2) j (`:u; �1) 2 Feuilles(tk�); �1 ` 0�! �2g ()= tk�j` [ f(u:` 0; �2) j (u; �1) 2 Feuilles(tk�j`); �1 ` 0�! �2g (d)= tk-1� 0 [ f(u:` 0; �2) j (u; �1) 2 Feuilles(tk-1� 0 ); �1 ` 0�! �2g (e)= step!tk-1� 0 (f)= tk� 0 (g)(a) par dé�nition de tk-1� ; (b) par dé�nition de step!(:) ; ()par linéarité de l'opération branhe vis-à-vis de l'union ensem-bliste ; (d) puisque la ondition (`:u; �1) 2 Feuilles(tk�) équivautà (u; �1) 2 Feuilles(tk�j`) ; (e) par hypothèse indutive ; (f) pardé�nition de step!(:) ; (g) par dé�nition de tk� 0 .Puisque les deux suites sont o-�nales, leurs bornes supérieures oïn-ident (f. lemme 2.2.1). �La proposition préédente implique que l'ensemble des branhes immédiates d'unarbre d'une position � oïnide ave la forêt des arbres des positions suivantes à �dans le jeu. On peut don érire l'arbre d'une position en fontion des arbres despositions suivantes, en utilisant la fontion de translation (:):(:) : N�+ � IT(POS)!IT(POS) (f. setion 3.2.3, page 88) pour les déaler à la bonne adresse.Corollary 4.2.6. L'appliation tS(�) , tS� qui assoie à toute position sonarbre est l'unique fontion t(:) : P! IT(P) telle que :8� 2 P: t(�) = f("; �)g [ [��̀!� 0 `:t(� 0)Démonstration. La Prop. 4.2.5 assure que, pour tout � 2 P; l'arbretS(�) est une solution de l'équation i-dessus. Pour prouver l'uniité, sup-posons qu'il existe deux solutions f(:); g(:) : P! IT(P) véri�ant la ondi-tion i-dessus. Soit � 2 P une position arbitraire, et u 2 N�+ une adressearbitraire. Nous voulons montrer que supposer une des deux telle quef(�)(u) = � 00 impliquera g(�)(u) = � 00. Nous proédons par indutionsur la longueur juj de l'adresse.� juj = 0Dans le as u = ", l'équation implique f(�)(u) = f(�)(") = � =g(�)(") = g(�)(u)



118 4. SYNTAXE DES JEUX À DEUX JOUEURS� juj) juj + 1Soit u = i:v où i 2 N+ . Si l'on suppose f(�)(u) = � 00, utilisantl'équation, il existe forément un mouvement du jeu � i�! � 0 telque f(�)(u) = f(�)(i:v) = f(� 0)(v). Si un tel mouvement existe,nous pouvons érire pour l'autre fontion aussi que g(�)(u) =g(�)(i:v) = g(� 0)(v). Par hypothèse d'indution f(� 0)(v) = g(� 0)(v),d'où la onlusion. �Example 4.2.7. Arbres du Morpion. Malgré la simpliité du jeu, nous nepouvons pas illustrer l'arbre omplet du Morpion, qui a un nombre de noeuds del'ordre de 9!. Dans la �gure 4.2.1 nous nous limitons don à montrer l'arbre d'uneposition donnée (don une branhe de l'arbre du jeu), prohe de la �n du math,telle que � = (�; d) où :d = f(1;�); (2;�);(3; Æ); (4; Æ);(5; Æ); (6; vide);(7;�); (8; vide); (9; vide)g.� � ÆÆ Æ�Les oups possibles dans la position � orrespondent à oher une des trois asesenore vides : la 6, la 8 ou la 9. D'après le orollaire 4.2.6, l'arbre de la position� est égal à l'ensemble f("; �)g [ 6:t�6 [ 8:t�8 [ 9:t�9 , où �6,�8 et �9 sont lespositions d'arrivée orrespondantes, respetivement, aux mouvements 6,8 et 9. End'autres termes, si l'étiquette � déore la raine de t�, la déoration du reste del'arbre renvoie à elle de ses sous-arbres : t�(6:u) = t�6(u), t�(8:u) = t�8(u) ett�(9:u) = t�9(u), et ainsi de suite, réursivement.On remarquera que, suite aux mouvements 8 et 9, l'opposant (Æ) a la possibilitéde gagner le math. Jusqu'à présent nous n'avons pas formalisé e genre de notion.La syntaxe du jeu ne déèle pas qui gagne le jeu ni ombien il gagne : la dé�nitiondes positions gagnantes et elle de gain reviendra à la disussion sur la sémantiquedu jeu, non pas à son développement ombinatoire. �4.2.1. Le voabulaire des jeux. La plupart des notions de la théorie desjeux ombinatoires trouve un orrespondant dans la théorie des arbres. Étant donnéune arène de jeu S = (P; �;!;PI) nous disons qu'une position � 2 P est terminalesi, à partir d'elle, il n'existe pas de transitions (oups) possibles : �� 0: �! � 0, sinonelle est non terminale. En termes d'arbres, une position est terminale si son arbret� est onstitué de la seule feuille ("; �). Nous noterons PT l'ensemble des positionsterminales et PNT l'ensemble des positions non terminales : PNT = PnPT. La suite despositions suédant à �, notée Su(�) : P�, oïnide ave elle des suesseurs del'arbre t� à la raine en faisant abstration des adresses impliquées : Su(�)i ~=�ioù (`i; �i) = Su(t�;")i . Le nombre de oups disponibles dans une position � estla ardinalité de l'ensemble f` 2 N j� �̀! � 0g, 'est-à-dire le degré de branhementdegr�e(t�; "). La distintion entre positions du joueur et positions de l'opposant seretrouve sur les noeuds et les feuilles d'un arbre t� : une adresse u ou un élément



4.2. ARBRES DE JEU 119Fig. 4.2.1. Une branhe du Morpion�, � � ÆÆ Æ�
Æ, � � ÆÆ Æ �� 6
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Æ, � � ÆÆ Æ �� Æ �6
(u; t�(u)), noeud ou feuille, de l'arbre t� est dit du joueur ou de l'opposant si,respetivement, �(t�(u)) = Player ou �(t�(u)) = Opponent. Quand une adresseest d'un joueur, on dit aussi qu'il a la main ou que, à ette adresse, 'est à lui dejouer.Notation 4.2.8. Dans les représentations graphiques des arbres de jeu, il estourant de dessiner di�éremment les noeuds du joueur et eux de l'opposant. Parla suite, suivant ette pratique, nous renfermerons dans un erle les positions dujoueur et dans un retangle elles de l'opposant.Remark 4.2.9. Il ne faut pas onfondre les adresses d'un joueur, qui sont desmots u 2 N�+ , ave les positions d'un joueur, qui appartiennent à l'ensemble P dé�nipar la syntaxe de jeu. Le voabulaire ourant en théorie des termes, qui appelleposition e que nous appelons adresse, peut entretenir une ertaine onfusion. Uneposition d'un arbre, nous disons adresse, n'est pas une position du jeu mais, onpeut dire plut�t, qu'elle montre une position du jeu, elle qui se présenterait auxjoueurs après la séquene de oups que l'adresse indique. En e�et, rien n'empêheune position de paraître à plusieurs adresses d'un arbre de jeu. L'exemple de la�gure 4.2.2, tiré des Éhes2, illustre omme une même position puisse se retrouverà plusieurs endroits dans l'arbre, en partiulier dans un même hemin. Si on appelle,dans l'ordre d'apparition, les positions de la boule �1, �2, �3 et �4, et les étiquettesdes oups impliqués `1, `2, `3 et `4, il est évident que la position �1 se trouvant àl'adresse u de l'arbre, se retrouve aussi à toutes les adresses, une in�nité, dé�niespar l'expression régulière u:(`1:`2:`3:`4)�.2Nous onsidérons ne pas utiliser les règles modernes qui évitent que les positions se répètentindé�niment.



120 4. SYNTAXE DES JEUX À DEUX JOUEURSFig. 4.2.2. Boules dans les Éhes0Z0Z0Z0ZZ0Z0ZnZ00Z0Z0Z0ZZ0Z0Z0Z00Z0Z0Z0ZA0Z0Z0Z00Z0Z0Z0ZZ0Z0Z0Z0
0Z0Z0Z0ZZ0Z0Z0Z00Z0Z0Z0ZZ0Z0m0Z00Z0Z0Z0ZA0Z0Z0Z00Z0Z0Z0ZZ0Z0Z0Z00Z0Z0Z0ZZ0Z0ZnZ00Z0Z0Z0ZZ0Z0Z0Z00Z0Z0Z0ZZ0Z0Z0Z00A0Z0Z0ZZ0Z0Z0Z0
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`4
4.2.2. Arbres de jeu et dualité. On remarquera que la dé�nition des arbresd'une syntaxe de jeu S = (P; �;!;PI) (Def. 4.2.3, page 116) ne dépend pas de lafontion de lassi�ation �. Par onséquent, la fontion qui assoie à toute positiondu jeu son arbre : tS(:) : P ! IT(P) est identique dans la syntaxe et sa duale :tS(:) = tS?(:) . Intuitivement ela ne laissait auun doute : regarder le math au dosd'un joueur où au dos de son adversaire ne onditionne en auun as le déroulementdu jeu. 4.3. Pré�xes du jeuL'ensemble des pré�xes du jeu est une onstrution essentielle à l'évaluationd'un jeu où les arbres légaux peuvent êtres in�nis.Definition 4.3.1. (Préfixes du jeu) Étant donné une arène de jeu S =(P; �;!;PI), l'ensemble des pré�xes du jeu S, noté IT(S), est la l�ture vers le basde l'ensemble des arbres du jeu, dans le domaine des arbres étiquetés dans P équipéde l'ordre pré�xe : IT(S) ,#(IT(P);�) IT(S)Parmi es derniers, nous noterons par bT(S) l'ensemble des pré�xes de jeu �nis, etpar RT(S) l'ensemble des pré�xes de jeu rationnels :bT(S) , IT(S) \ T(P)RT(S) , IT(S) \ RT(P) �La onstrution utilisée pour dé�nir les pré�xes d'un jeu est l'union, pour tousles arbres de jeu possibles, des orrespondants �nes dans (IT(P);�) :



4.4. STRATÉGIES 121IT(S) = [t2IT(S) #(IT(P);�) tNotation 4.3.2. Pour les pré�xes �nis bT(S) ou in�nis IT(S) d'un jeu, nousindiquerons respetivement par l'ériture bT(S; �) et IT(S; �) les sous-ensemblesrelatifs à la position � : bT(S; �) = ft 2 bT(S) j t(") = �gIT(S; �) = ft 2 IT(S) j t(") = �gProposition 4.3.3. La struture (IT(S);�: 1IT(S)�IT(S)) est un sous-dpo de(IT(P);�: 1IT(P)�IT(P)), don un dpo d'ensembles.Démonstration. Conséquene direte du lemme 2.6.8. �Proposition 4.3.4. Le domaine des pré�xes du jeu est isomorphe aux dirigésde pré�xes �nis du jeu modulo o-�nalité :(IT(S);�) �= (�(bT(S);�)�[ ;�[) = (bT(S)[;�[)Démonstration. Les éléments ompats de (IT(S);�) sont les pré-�xes �nis d'arbres de jeu. La struture (IT(S);�) est un dpo algé-brique puisque tout élément peut s'exprimer omme limite de ses ap-proximants �nis (ompats). Ainsi, l'énoné est onséquene direte dulemme 2.5.8. �4.4. StratégiesUne des notions les plus importantes de la théorie des jeux est ertainementelle de stratégie. La signi�ation intuitive d'une stratégie est elle d'un plan pourjouer des parties d'un jeu : on pense à un joueur qui se dit : si ei arrive, j'agisomme ela, tandis que si ela arrive, et. Dans les jeux ombinatoires, une stratégiepour un joueur peut être représentée par un élagage partiulier (f. Def. 3.1.10) del'arbre de jeu : à haque noeud où 'est à lui de jouer, il a fait le hoix de son oup,don il n'y a qu'un desendant.Definition 4.4.1. Étant donné une arène de jeu S = (P; �;!;PI) et une posi-tion � 2 P du jeu, une stratégie du joueur (ou stratégie) pour la position �, est unélagage de l'arbre t� omplet dans les noeuds de l'opposant et déterministe dansles noeuds du joueur. De façon symétrique, une stratégie de l'opposant (ou ontre-stratégie) pour la position �, est un élagage de l'arbre t� omplet dans les noeudsdu joueur et déterministe dans les noeuds de l'opposant. En d'autre termes, uneontre-stratégie est une stratégie dans l'arène duale S?. �



122 4. SYNTAXE DES JEUX À DEUX JOUEURSTab. 1. Exemple de stratégie et ontre-stratégiearbre stratégie ontre-stratégie111 21 2 21 21 2 3 1 23 1 21 23 21 22 3 2 121 2 21 3 21 23La Table 1 illustre la dé�nition préédente ave un exemple de stratégie et unexemple de ontre-stratégie.4.4.1. Élagages du joueur et de l'opposant. Dans la onstrution d'unestratégie, non seulement l'élagage dans les noeuds de l'opposant est interdit, mais ilest foré d'être déterministe dans les noeuds du joueur. En onservant, de es deuxonditions, seulement elle qui prosrit les élagages dans les positions de l'opposant,nous obtenons la notion d'élagage du joueur, qui est plus générale que elle destratégie. De façon duale, une notion plus générale que elle de ontre-stratégie estelle d'élagage de l'opposant, qui est un élagage omplet dans les noeuds du joueur.Definition 4.4.2. (Élagages des joueurs) Étant donné une arène de jeuS = (P; �;!;PI), la relation d'élagage du joueur, notée �p, et la relation d'élagagede l'opposant, notée �o, sont dé�nies sur le arré IT(P) � IT(P) de la façon sui-vante :t 0 �p t 4() est un élagage de t omplet dans les noeuds de l'opposantt 0 �o t 4() est un élagage de t omplet dans les noeuds du joueurL'ensemble des élagages du joueur, noté fITp(S), et l'ensemble des élagages del'opposant, noté fITo(S), sont la l�ture vers le bas dans IT(P) ave la respetiverelation d'élagage (du joueur ou de l'opposant) :fITp(S) ,#(IT(P);�p) IT(S)fITo(S) ,#(IT(P);�o) IT(S)Parmi es derniers, nous noterons eTp(S) , fITp(S)\T(P) l'ensemble des élagages�nis du joueur, eTo(S) , fITo(S)\T(P) l'ensemble des élagages �nis de l'opposant,ISp(S) l'ensemble des stratégies, et ISo(S) l'ensemble des ontre-stratégies. �Nous avons, par dé�nition, ISp(S) � fITp(S) et ISo(S) � fITo(S). La onstru-tion utilisée pour dé�nir les ensembles fITp(S) et fITo(S) est l'union, pour tous lesarbres de jeu possibles, des �nes orrespondants dans, respetivement, (IT(P);�p)et (IT(P);�o) : fITp(S) = [t2IT(S) #(IT(P);�p) tfITo(S) = [t2IT(S) #(IT(P);�o) t



4.5. ALGÈBRES SYNTAXIQUES 123Proposition 4.4.3. Les strutures (fITp(S);�p: 1fITp(S)�fITp(S)) et (fITo(S);�o:1fITo(S)�fITo(S)) sont des sous-dpo de la struture (IT(P);�: 1IT(P)�IT(P)), et sontdon des dpo d'ensembles.Démonstration. Corollaire du lemme 2.6.8. �Proposition 4.4.4. Les strutures (fITp(S);�p: 1fITp(S)�fITp(S)) et (fITo(S);�o:1fITo(S)�fITo(S)) sont isomorphes aux dirigés d'élagages �nis (respetivement du joueuret de l'opposant) modulo o-�nalité :(fITp(S);�p) �= (�(eTp(S);�p)�[ ;�[p) = (eTp(S)[;�[p)(fITo(S);�o) �= (�(eTo(S);�o)�[ ;�[o) = (eTo(S)[;�[o)Démonstration. D'une part, les éléments ompats de la stru-ture (fITp(S);�p) sont les élagages �nis du joueurs. D'autre part, lastruture (fITp(S);�p) est un dpo algébrique puisque tout élémentpeut s'exprimer omme limite de ses approximants �nis (ompats).L'énoné est don onséquene direte du lemme 2.5.8. Pour la struture(fITo(S);�o), nous pouvons réutiliser les mêmes arguments. �4.5. Algèbres syntaxiques4.5.1. Algèbre syntaxique omplète. L'algèbre syntaxique d'un jeu S estonstituée par les domaines et les opérations que nous avons dé�nis dans les setionspréédentes. Les ontreparties sémantiques, que nous appellerons algèbres d'évalua-tion du jeu, donneront un sens préis (gagnant, perdant, math null ou autre) auxéléments syntaxiques et, en partiulier, aux positions du jeu.La table 2 résume l'ensemble des domaines et des opérations onstituant l'al-gèbre syntaxique (omplète) du jeu, qui sera notée AS . La notation utilisée entendêtre mnémonique. Un nom de domaine oi�é par les symboles e ou b dénotera tou-jours une l�ture vers le bas du domaine impliqué. L'ordre utilisé pour la l�turepourra être l'ordre d'élagage�, évoqué par la sinuosité du premier symbole, ou bienl'ordre pré�xe �, évoqué par l'angularité du seond. En raison des isomorphismesévoqués préédemment, les opérations polymorphes, appliquées au domaine desompats, seront notées ave le même symbole �, �p et �o, alors que, appliquéesau domaine des éléments arbitraires, elles seront notées �[, �[p et �[o.4.5.2. Sous-algèbres syntaxiques. Nous allons dé�nir trois sous-algèbres del'algèbre syntaxique omplète, la sous-algèbre prinipale, la sous-algèbre du joueuret elle de l'opposant. La voation de haune sera liée à l'interprétation sémantiquedu jeu. Elles seront dé�nies par l'ensemble des domaines et des opérations séle-tionné dans l'algèbre syntaxique omplète (l'interprétation des valeurs étant iil'identité, f. setion 1.4.1). Ainsi, la signature su�ra pour exprimer les domaineset les opérations élues pour onstituer la sous-algèbre.



124 4. SYNTAXE DES JEUX À DEUX JOUEURSTab. 2. Algèbre syntaxique omplète(P ; positions du jeuPT ; positions terminalesPNT ; positions non terminalesT(P) ; arbres �nis étiquetés dans PT(S) ; arbres �nis du jeuIT(S) ; arbres �nis ou in�nis du jeubT(S) ; pré�xes �nis du jeuIT(S) ; pré�xes arbitraires du jeu (�= bT(S)[)eTp(S) ; élagages �nis du joueurfITp(S) ; élagages arbitraires du joueur (�= eTp(S)[)ISp(S) ; stratégies (du joueur)eTo(S) ; élagages �nis de l'opposantfITo(S) ; élagages arbitraires de l'opposant (�= eTo(S)[)ISo(S) ; ontre-stratégies (de l'opposant)� : 8� :{bT(S),IT(S)}: 1��� ; ordre pré�xe�p : 8� :{eTp(S),fITp(S)}: 1��� ; ordre élagage du joueur�o : 8� :{eTo(S),fITo(S)}: 1��� ) ordre élagage de l'opposantTab. 3. Sous-algèbre syntaxique prinipale AeS(PT ; positions terminalesPNT ; positions non terminalesT(P) ; arbres �nis étiquetés dans PbT(S) ; pré�xes �nis du jeuIT(S) ; pré�xes arbitraires du jeu (�= bT(S)[)IT(S) ; arbres �nis ou in�nis du jeu� : 8� :{bT(S),IT(S)}: 1��� ; ordre pré�xe4.5.2.1. Sous-algèbre prinipale. La dé�nition de la sous-algèbre syntaxiqueprinipale ou essentielle a le but de erner l'ensemble des éléments néessaires àl'évaluation des arbres de IT(S), prinipale ible de l'évaluation sémantique. Cettesous-algèbre, notée AeS , omprend les domaines des pré�xes �nis ou in�nis du jeu,ave les ensembles de positions terminales PT et non terminales PNT, et le semi-prédiat polymorphe pré�xe �. En dé�nissant une évaluation de tous les arbres deT(P), nous obtiendrons, en partiulier, une évaluation des pré�xes �nis, puisquebT(P) � T(P). Par les pré�xes �nis, nous pourrons ensuite évaluer les pré�xes in�nisdont les arbres de jeu font partie. La table 3 résume don les ingrédients néessairesà l'évaluation de IT(S).



4.6. CRITÈRES DE CLASSIFICATION SYNTAXIQUE 125Tab. 4. Sous-algèbre syntaxique du joueur(PT ; positions terminalesPNT ; positions non terminalesT(P) ; arbres �nis étiquetés dans PeTp(S) ; élagages �nis du joueurfITp(S) ; élagages arbitraires du joueur (�= eTp(S)[)ISp(S) ; stratégies (du joueur)�p : 8� :{eTp(S),fITp(S)}: 1��� ; ordre élagage du joueurTab. 5. Sous-algèbre syntaxique de l'opposant(PT ; positions terminalesPNT ; positions non terminalesT(P) ; arbres �nis étiquetés dans PeTo(S) ; élagages �nis de l'opposantfITo(S) ; élagages arbitraires de l'opposant (�= eTo(S)[)ISo(S) ; ontre-stratégies (de l'opposant)�o : 8� :{eTo(S),fITo(S)}: 1��� ) ordre élagage de l'opposant4.5.2.2. Sous-algèbre du joueur. La table 4 dé�nit les domaines et les opérationsde la sous-algèbre syntaxique du joueur . Par ette sous-algèbre, notée ApS , nous en-tendons erner les éléments syntaxiques néessaires à l'évaluation des stratégies desjoueurs (�nies ou in�nies). Comme pour la sous-algèbre prinipale, l'évaluation desapproximations �nies, les ompats de eTp(S), nous permettra de dé�nir l'évaluationdes éléments arbitraires (ompat ou pas) de fITp(S).4.5.2.3. Sous-algèbre de l'opposant. La sous-algèbre syntaxique de l'opposant ,notée AoS , dé�nie dans la table 5, permet en revanhe de délimiter les élémentssyntaxiques néessaires à l'évaluation des ontre-stratégies. Comme pour les straté-gies du joueur, l'évaluation des éléments ompats de eTo(S), permettra de dé�nirl'évaluation des éléments arbitraires de fITo(S).4.6. Critères de lassi�ation syntaxique4.6.1. Finitude. La lassi�ation des arbres �nis, in�nis et rationnels, se re-nouvèle sur les jeux, es derniers étant des expressions indiretes (par l'image del'appliation tS(:)) d'une forêt d'arbres.Definition 4.6.1. Un jeu est �ni si tous ses arbres de jeu légaux tS(PI) le sont.En revanhe, si au moins un de es arbres est in�ni on dit que le jeu est in�ni. Etsi tous ses arbres sont rationnels tS(PI) � RT(P), on dit que le jeu est rationnel. �



126 4. SYNTAXE DES JEUX À DEUX JOUEURSLe Morpion est un exemple de jeu �ni, omme les Dames et les Éhes aveles règles modernes3. En revanhe, dans leurs aniennes règles, n'imposant pas laonlusion du jeu, les Éhes représentent un bon exemple de jeu rationnel. Ene�et, omme nous l'avons observé dans 4.2.9, page 119, les positions du jeu peuventparaître yliquement à une in�nité d'adresses de l'arbre des Éhes. Don l'arbreest in�ni. Mais puisqu'il n'y a pas un nombre in�ni de positions du jeu (il y aun nombre �ni de pièes et, don, de on�gurations du damier), tout hemin del'arbre aboutit inévitablement sur une position déjà atteinte dans le hemin. End'autre termes, l'arbre de jeu a un nombre �ni de sous-arbres ou, autrement dit,il est rationnel. Ce type d'argument, qui est valide pour les arbres de jeu, ne peutpas être utilisé en général pour les arbres onstruits arbitrairement sur un ensembled'étiquettes F. Dans les jeux, puisque les règles ne hangent pas, nous somme sûrsque deux noeuds distints d'un arbre (u; �) et (v; �) partageant la même étiquette,auront la même suite, 'est-à-dire les mêmes suesseurs. Don, aboutir à l'adressev, sur une position �, déjà atteinte auparavant à l'adresse u, implique l'égalité desbranhes u et v de l'arbre de jeu.4.6.2. Alternane. La dé�nition d'arène de jeu (f. Def. 4.1.1) ne demandepas l'alternane strite des joueurs. En e�et, même si ela est le as le plus fréquent,il existe aussi des jeux où les joueurs alternent, ertes, mais le font sans régularité :il y a des positions où un joueur a le droit, après un premier oup, d'en jouer unseond sans rendre la main à son adversaire.Definition 4.6.2. (Jeux alternés) Étant donné une arène de jeu S =(P; �;!;PI) nous disons que les joueurs alternent ou que S est un jeu ( stritement)alterné ou un jeu tour à tour si :8�2P: � �̀! � 0 ) �(�) 6= �(� 0) �Le Morpion, les Dames, les Éhes et Go, entre autres, sont des exemples bienonnus de jeux tour à tour. Dans d'autres jeux, en revanhe, les règles impliquentune ondition plus faible, une sorte d'alternane à long terme.Definition 4.6.3. (Jeux inévitablement alternés) Un jeu S = (P; �;!;PI) nous disons que S est un jeu inévitablement alterné si :8�2P: 9Æ2N: Æ 9� u�!� � 0juj � Æ ) � 02PT _ 8><>: 9� u 0�!� � 00 u 00��!� � 0u = u 0:u 00�(�) 6= �(� 00) �3Dans le passé e n'était pas le as, mais des règles on été ajoutées pour forer la terminaison dujeu.



4.6. CRITÈRES DE CLASSIFICATION SYNTAXIQUE 127Dans un jeu inévitablement alterné il n'existe pas de séquenes in�nies de posi-tions du même joueur. Nous remarquerons don, que tout jeu �ni est inévitablementalterné. Othello est un exemple de jeu �ni, don inévitablement alterné, mais passtritement alterné. Dans e jeu élèbre, il existe une règle pour laquelle tout mou-vement des joueurs doit impliquer le retournement d'un pion de l'adversaire. Unjoueur pourra ainsi se retrouver sans auun mouvement possible, et il sera foré depasser la main. Autrement dit, son adversaire jouera (au moins) deux oups à lasuite. Nous retrouvons e prinipe dans ertains jeux de arte.





CHAPITRE 5Sémantique des jeux à deux joueurs
1. Introdution2. Évaluation traditionnelle des jeux �nis3. Interprétation d'un jeu arbitraire4. Sémantique des positions5. Sémantique bisémique6. Sémantique des stratégies7. Conlusion

Dans e hapitre nous dé�nissons la sémantique d'un jeu ombinatoire à deuxjoueurs. Dans la théorie des jeux habituelle, où l'on assume que les arbres de jeusont �nis, la sémantique d'un jeu est fournie par une simple (et parfois impliite)fontion d'évaluation indutive. Dans ette hypothèse, le sens des stratégies et desontre-stratégies est également très simple à dé�nir. En revanhe, le relâhement del'hypothèse de �nitude omplique, d'une part, la dé�nition de sémantique d'un arbrede jeu omplet, don la sémantique d'une position, et, d'autre part, la dé�nitionde sémantique d'un élagage de l'arbre de jeu omplet, tel qu'une stratégie ou telqu'une ontre-stratégie. 5.1. IntrodutionÀ la �n d'une partie, il y a normalement soit une réompense soit, au ontraire,un enjeu à payer pour les joueurs (sous forme d'argent, de prestige ou de satisfa-tion), qui dépend de la progression de la partie. On peut penser formaliser une tellesituation ave une fontion qui assigne un oût, appelé traditionnellement payo� , àhaque position terminale du jeu. Dans le as de n joueurs, le payo� est un n-upletomposé par les oûts de haque partiipant.
b

b(x1; :::; xn) (y1; :::; yn) b(z1; :::; zn) (w1; :::; wn)129



130 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSLe plus souvent l'ensemble des valeurs utilisées pour représenter un payo� indi-viduel est très simple. Par exemple, l'ensemble des booléens f0; 1g, autrement dit,gagné (1) ou perdu (0). Ou alors, omme dans le Morpion, les Dames et les Éhes,l'ensemble f-1; 0; 1g 'est-à-dire gagné (1), perdu (-1) ou math nul (0). Pour plu-sieurs jeux de artes nous aurons besoin des entiers Z pour traduire les gains ou lespertes en argent des joueurs.Quels que soient les domaines D1; : : : ; Dn utilisés pour les payo� individuelsdes n joueurs, la fontion de payo� assigne un oût dans le produit artésienD = D1 � � � � � Dn. Le jeu est toujours étudié sur la base d'une présomptionfondamentale de la théorie des jeux, l'hypothèse de rationalité, selon laquelle lesjoueurs hoisiront, à tout moment du math, leur meilleur oup. Dans ette hypo-thèse, les joueurs sont non seulement rationnels mais, aussi, égoïstes : ils ont à oeurleur seul intérêt qui est indépendant de elui des autres. En d'autres termes, haquepartiipant fera le maximum vis-à-vis de son payo�, tout en sahant que ses adver-saires se omporteront de la même façon quand e sera leur tour. D'un point de vuemathématique, ela orrespond à équiper les domaines d'une relation de préférene� et d'une opération, que nous appellerons le max, qui permettra de séletionnerle meilleur des oûts, don le meilleur des oups disponibles. C'est pourquoi, nousré�éhirons sur des strutures de type (D1;�1;max1); : : : ; (Dn;�n;maxn). Pourillustrer ette hypothèse ardinale de la théorie, supposons qu'on aie un jeu à deuxjoueurs (où D1 = D2 = N) se déployant de la façon suivante :�1�28; 1 8; 2 8; 0 8; 3 2; 5 �33; 4 3; 6Le joueur se trouvant dans la position �1, peut hoisir entre deux oups, eluionduisant le jeu dans la position �2 de l'opposant, ou elui onduisant le jeu dansla position �3, toujours de l'opposant. Quel hoix est le plus rentable dans la position�1 ? On pourrait penser au premier, puisque la plupart des oups ensuite disponiblesà l'opposant onduiraient le joueur vers son gain maximal, 'est-à-dire 8. Hélas, lejoueur ne peut se permettre de faire un tel hoix, il doit savoir que l'opposant nejoue pas au hasard mais tente, lui aussi, de maximiser son gain. Si l'opposant seretrouvait dans la position �2 il n'hésiterait pas un seul instant et opterait pourson oup le plus rentable, pour lequel il gagnerait 5 faisant gagner 2 et non 8 aujoueur. L'hypothèse de rationalité implique don que le joueur hoisira le seondoup lui permettant d'assurer le gain 3.Il peut arriver, aidentellement, que les intérêts des joueurs onvergent, sansque l'hypothèse qui veut que les joueurs soient rationnels et égoïstes ne soit remiseen disussion :



5.1. INTRODUCTION 131�1�21; 2 3; 4 �35; 6 7; 8Dans et exemple le math aboutit au payo� (7; 8) qui est maximal pour les deuxjoueurs. Si la onvergene fortuite des intérêts ne pose pas de véritables problèmes,un seond aspet peut ompliquer l'évaluation d'un jeu. Si plusieurs oups sontéquivalents, à un moment donné, pour le joueur qui a le hoix (le joueur atif ),mais ils ne le sont pas pour elui qui subit e hoix (le passif ), nous aurons desdi�ultés pour estimer la valeur de payo� du joueur passif. Considérons l'exemplesuivant : �1�23; 2 5; 2 �31; 7 9; 7Devant le joueur un hoix di�ile : s'il hoisit à gauhe, l'opposant se trouveradans une position où ses deux oups disponibles seront équivalents à la valeur 2 ; dela même manière, s'il hoisit à droite, l'opposant aura deux oups équivalents à 7.Qu'est-e que fera l'opposant ? Il sera indi�érent et hoisira au hasard ? Il sera gentilet viendra au seours ? Est-e qu'il pro�tera méhamment de toutes les oasionsqui se présenteront pour a�iger son onurrent ? En d'autre termes, s'il est lairque l'opposant fera le max sur sa omposante, qu'est-e qu'il fera sur l'autre ? Lamoyenne (indi�érent), le max (gentil), ou le min (méhant) ?Ce type de jeu trouve don des réponses extrêmes, elles du pire des as (ad-versaire méhant) et du meilleur des as (adversaire gentil), ou la réponse inter-médiaire, le as moyen (adversaire indi�érent). Il s'agit d'une lasse de jeux quipeut être aussi abordée par la théorie, extrêmement développée, des jeux répétésou stohastiques , où les joueurs réitèrent les parties et, e faisant, il sont gentils ouméhants, 'est-à-dire oopératifs ou pas, selon l'expériene du omportement deleur adversaire observé dans le passé.Nous ne nous ouperons plus de e genre de jeu, où les intérêts peuvent onver-ger, mais, nous nous plaerons dans le adre théorique des jeux dits à somme nulle,pour lesquels la somme des payo�s individuels des joueurs est nulle. Si la somme estnulle, les payo�s sont l'un l'opposé de l'autre, tout omme les intérêts des joueurs.D'un point de vue mathématique, ela revient à dire que, dans le as de deuxjoueurs, les deux strutures (D1;�1;max1) et (D2;�2;max2) ont le même domaineD1 = D2 mais ave l'ordre de préférene renversé : x �1 y , y �2 x, e quiimplique max1 = min2 et max2 = min1.Dans les jeux à somme nulle, on peut évidemment se ontenter de donner lesn-1 premières omposantes du payo�, e qui est partiulièrement utile pour les jeuxà n = 2 joueurs. En e�et, si la seonde omposante des payo�s est toujours l'opposéde la première, nous pouvons la passer sous silene et ne nous ouper que de la



132 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSpremière. Nous aurons alors un seul domaine d'évaluation, que nous appelleronsD, ave un seul ordre de préférene, elui du joueur, que nous noterons � et lesdeux opérations de séletion, elle du joueur, noté max, et elle de l'opposant, notémin. Pour ette raison, les jeux à deux joueurs à somme nulle sont appelés jeuxmin-max . 5.2. Évaluation traditionnelle des jeux �nisPour l'évaluation d'un jeu �ni, dont la syntaxe est S = (P; �;!;PI), on peutimaginer que la tehnique que l'on met habituellement en oeuvre onsiste à déorerl'arbre de jeu (�ni) qui déoule d'une position � 2 P, par les fontions min et maxsur les noeuds non terminaux, et par le payo� de la position terminale sur les feuillesde l'arbre. Ensuite, on imaginera un méanisme de rétro-propagation des valeursvers la raine par le alul des opérations a�etées aux noeuds de l'arbre. D'unpoint de vue mathématique ela orrespond préisément à une dé�nition indutive,où le alul de la valeur d'un noeud renvoie au alul des valeurs de ses �ls. Noussupposerons que nous disposerons toujours d'une fontion indiquant le payo�, parexemple un entier naturel, de toute position terminale :p : PT ! NSur ette fontion nous pouvons bâtir l'évaluation d'un jeu �ni. En e�et, e quiprend traditionnellement le nom de valeur d'un jeu est une fontion val : P ! Ndé�nie de la façon suivante :val (�) = 8>><>>: p(�) si � 2 PTmaxi=1::n val(�i) si Su(�) = �1::�n; �(�) = Playermini=1::n val(�i) si Su(�) = �1::�n; �(�) = OpponentUne version équivalente nous reporte à la déoration imaginaire de l'arbre de jeusuivi du méanisme de rétro-propagation des valeurs. Nous dé�nissons la fontionval : T(S)! N non pas sur les positions du jeu mais sur les arbres �nis du jeu :val (t) = 8>><>>: p(�) si t = f("; �)gmaxi=1::n val(ti) si Fils(t) = t1::tn; �(t(")) = Playermini=1::n val(ti) si Fils(t) = t1::tn; �(t(")) = OpponentLa fontion val : P! N sur les positions pourra alors être redé�nie par l'intermé-diaire de son analogue des arbres : val (�) , val (t�).Dans les deux as, les dé�nitions sont, bien entendu, limitées au as des jeux �-nis, où les feuilles des arbres onstituent la base indutive. La motivation prinipalede e hapitre est, en revanhe, elle de donner une signi�ation ou, autrement dit,une valeur, à tout type de jeu, �ni ou in�ni. Dans e sens, la deuxième tehnique estplus intéressante puisqu'elle suggère une façon d'évaluer un arbre in�ni : elle deonsidérer la valeur limite d'un proessus qui, selon le shéma préédent, évalueraitdes pré�xes �nis de l'arbre in�ni. Finalement, avant de disuter l'évaluation desjeux in�nis, nous pouvons formaliser l'évaluation des jeux �nis, où IT(S) = T(S).



5.2. ÉVALUATION TRADITIONNELLE DES JEUX FINIS 1335.2.1. Strutures d'évaluation élémentaires. Dans le proédé d'abstra-tion des propriétés requises à la donnée d'une sémantique des jeux, nous ommen-çons par présenter les éléments sémantiques néessaires aux jeu �nis.Definition 5.2.1. (Struture d'évaluation élémentaire) Une strutured'évaluation élémentaire est une algèbre D sur la signature :(D; domaine d'évaluation� : D� ! D ; fontion du joueur� : D� ! D ; fontion de l'opposant) �Les opérations �: D� ! D et �: D� ! D, d'arité variable, qui généralisentle max et le min, sont appelées respetivement fontion du joueur et fontion del'opposant. Une struture d'évaluation élémentaire permet, ave une fontion depayo� p : PT ! D évaluant les noeuds terminaux, d'attribuer une valeur dans D àtout jeu �ni.Definition 5.2.2. (Valeur d'un jeu fini) Étant donné une arène de jeuS = (P; �;!;PI), une struture d'évaluation élémentaire (D; �; �), et une fontionde payo� p : PT ! D, la valeur d'un arbre �ni du jeu est la fontion val : T(S)! Ddé�nie de la façon suivante :val(t) ,8>>>><>>>>: ? si t = ;p(�) si t = f("; �)g�i=1::nval(ti) si Fils(t) = t1::tn; �(t(")) = Player�i=1::nval(ti) si Fils(t) = t1::tn; �(t(")) = Opponent �
Example 5.2.3. Dans le as d'un jeu omme le Morpion, la struture d'évalua-tion est omposée de trois valeurs seulement : gagné (+1), perdu (-1) et math nul(0). Les opérations des deux joueurs sont le max et le min (restreintes à l'ensembledes trois valeurs du jeu). Dans la position initiale de la �gure 5.2.1, le joueur n'apas de stratégie gagnante, au ontraire il doit hoisir le oup à gauhe sur la �gurepour espérer déroher le math nul. En d'autres termes, la valeur de la positioninitiale de l'arbre, obtenue par le méanisme de rétro-propagation des valeurs, estégale à 0, qui dénote le math nul. �



134 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSFig. 5.2.1. Valeur d'une branhe du Morpion� � ÆÆ Æ� 0
00� � ÆÆ Æ �� Æ � 0

0� � ÆÆ Æ �� � Æ 0
-1� � ÆÆ Æ Æ� � -1 0� � ÆÆ Æ �� � Æ 0

-1� � ÆÆ Æ Æ� � -1 0� � ÆÆ Æ �� Æ � 05.3. Interprétation d'un jeu arbitraireSupposons qu'on veuille évaluer un pré�xe �ni t 0 d'un arbre de jeu t : t 0 � t.Par dé�nition de pré�xe, l'arbre t 0 est un élagage omplet ou radial à toutes sesadresses. En d'autres termes, les feuilles de t sont forément des feuilles de t 0, maispas réiproquement, les feuilles de t 0 pouvant orrespondre à un élagage radial det aux adresses onernées. Pour évaluer un pré�xe, il faudra alors savoir évaluer desfeuilles ne orrespondant pas à des positions terminales du jeu. Autrement dit, ilfaudra savoir approximer la valeur des positions non terminales du jeu.Le problème de l'approximation de la valeur d'une position d'un jeu n'est pasune question qui se pose exlusivement pour les jeux in�nis. On la renontre aussi,dans la théorie des jeux ombinatoires, pour estimer la valeur d'un jeu �ni dontl'arbre de jeu est trop grand pour être évalué préisément (ei est le as, parexemple, des Éhes ave les règles modernes). Dans un tel ontexte, un algorithmeexplorant l'arbre à la reherhe d'une stratégie gagnante (tel que Deep Blue pourles Éhes), ontraint à répondre dans un temps onsidéré omme raisonnable pourun être humain, sera souvent foré d'arrêter ses reherhes à une profondeur infé-rieure à la hauteur de l'arbre. Il sera alors obligé d'estimer la valeur d'une branheinexplorée, au lieu de l'évaluer ave préision.Si dans la problématique du robot joueur d'Éhes nous pouvons imaginer plu-sieurs façons heuristiques d'estimer la valeur d'une position, plus au moins orretesvis-à-vis de la véritable valeur, dans la question d'attribuer une sémantique à toutjeu in�ni, nous devons, en revanhe, proéder d'une façon rigoureuse d'un point devue mathématique. La façon d'approximer les positions non terminales respetera,intuitivement, une règle ditée par un bon sens mathématique : plus l'explorationde l'arbre avanera en largeur et profondeur, et plus l'approximation de sa valeursera �dèle. Plus préisément, nous dirons que les heuristiques devront respeter larelation pré�xe entre arbres : en évaluant deux pré�xes t1 et t2 d'un arbre in�ni t,



5.3. INTERPRÉTATION D'UN JEU ARBITRAIRE 135eux-mêmes dans la relation pré�xe t1 � t2, nous nous attendrons à e que l'approxi-mation résultant de la visite de t1 soit moins informative que elle orrespondantà t2. Autrement dit, nous nous attendrons à e que les valeurs soient, elles aussi,dans une relation �D dé�nie sur le domaine d'évaluation D et homomorphe à larelation pré�xe : t1 � t2 ) v(t1) �D v(t2)La notion d'interprétation d'un jeu est don elle, habituelle, d'interprétation al-gébrique. Au départ de ette projetion, que nous demandons à être un homomor-phisme, nous retrouvons l'algèbre syntaxique prinipale du jeu, dont l'objetif estelui de dé�nir les éléments néessaires à l'évaluation des arbres de jeu t 2 IT(S) ;(PT ;PNT;T(P); bT(S);IT(S); IT(S) ; �)Tous les éléments syntaxiques seront traduits dans l'algèbre sémantique du jeu,une algèbre d'évaluation arbitraire dont la signature sera :D = (D;D[ ; �; �; �;?)Si nous appelons D� l'ensemble des valeurs résultant de l'évaluation d'un pré�xequelonque de la position �, nous verrons que tout arbre de jeu in�ni t 2 IT(S) �IT(S) �= bT(S)[ a un signi�é dans l'ensemble des dirigés de D� modulo o-�nalité(ou, autrement dit, dans la omplétion par idéaux de D�, f. orollaire 2.5.6). Etlorsque la sous-algèbre (D�;�D� ) sera un dpo algébrique, un tel signi�é pourraêtre onsidéré, à un isomorphisme près, omme étant une valeur de D�. Nous allonsdon dé�nir l'ensemble des fontions omposant l'interprétation des valeurs (qui,nous le rappelons, est une onstrution polymorphe ' : 8� :S: �!  (�), où S estl'ensemble des sortes, f. setion 1.3.2), 'est-à-dire :(1) l'interprétation des étiquettes (les positions terminales PT ou non termi-nales PNT) ;(2) l'interprétation des arbres étiquetés dans P, qui inluent les pré�xes �nis ;(3) l'interprétation des pré�xes in�nis, qui inluent IT(S).Pour onstruire un tel homomorphisme on demande à la struture d'évaluation deontenir une relation de omparaison entre valeurs et des opérations des joueursave des propriétés de monotonie.5.3.1. Interprétation des étiquettes. Le ouple onstitué de l'interpréta-tion des positions terminales (fontion de payo�) et de l'interprétation des positionsnon terminales d'un jeu (fontion heuristique), doit onstituer la partie essentiellede l'homomorphisme de l'algèbre syntaxique vers l'algèbre d'évaluation du jeu.Definition 5.3.1. (payoff, heuristique) Étant donné une arène de jeu S =(P; �;!;PI), et un domaine de valeurs D, une fontion de payo� est une fontionde type p : PT ! D, une fontion heuristique est une fontion de type h : PNT ! D.�



136 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURS5.3.2. Interprétation des arbres �nis déorés. Les opérations des joueurs� et � dé�nies dans une struture d'évaluation élémentaire permettent, ave les fon-tions d'évaluation des positions terminales (le payo� ) et non terminales (l'heuristique),d'évaluer tout arbre �ni étiqueté dans P ave l'habituel méanisme de rétro-propagationdes valeurs, à partir des feuilles, vers la raine de l'arbre. Si le noeud est terminal, laposition est évaluée ave l'heuristique ou ave la fontion de payo� selon le statut(terminale ou non terminale) de la position qui déore le noeud. Si le noeud estnon terminal, le statut terminal ou non terminal (dans le jeu) de la position qui ledéore est ignoré. L'évaluation du noeud dépend exlusivement du joueur qui a lamain dans la position du noeud. La fontion assoiée à e joueur (� ou bien �) estappliquée pour omposer les évaluations des �ls de l'arbre.Definition 5.3.2. (Rétro-propagation min-max)Étant donné une arènede jeu S = (P; �;!;PI), une struture d'interprétation élémentaire (D; �; �), unefontion de payo� p : PT ! D et une heuristique h : PNT ! D, l'interprétationindutive de T(P) (ou rétro-propagation min-max) est la fontion vp;h : T(P)! Ddé�nie de la façon suivante :vp;h(t) ,8>>>>>><>>>>>>: ? si t = ;p(�) si t = f("; �)g; � 2 PTh(�) si t = f("; �)g; � 2 PNT�i=1::nvp;h (ti) si Fils(t) = t1::tn; �(t(")) = Player�i=1::nvp;h (ti) si Fils(t) = t1::tn; �(t(")) = Opponent �Ce méanisme indutif permet, en partiulier, d'évaluer aussi bien les arbres�nis du jeu T(S) que les pré�xes �nis du jeu bT(S) et les élagages �nis du joueureTp(S; �) et de l'opposant eTo(S; �).Definition 5.3.3. (Valeurs d'une position) Étant donné une arène de jeuS = (P; �;!;PI), une struture d'interprétation élémentaire (D; �; �), une fontionde payo� p : PT ! D et une heuristique h : PNT ! D, l'ensemble des valeurs (despré�xes �nis) d'une position � 2 P, noté Dp;h� , est l'image de la rétro-propagationmin-max de tous les pré�xes �nis de l'arbre de la position :Dp;h� , fvp;h (t) j t 2 bT(S; �)gL'ensemble des valeurs des élagages �nis (du joueur) dans �, noté eDp;h� , est l'imagede la rétro-propagation min-max de tous les élagages �nis du joueur :eDp;h� , fvp;h (t) j t 2 eTp(S; �)g �Notation 5.3.4. Pour alléger la notation, lorsque il n'y aura pas d'ambiguïtépossible sur les fontions de payo� et heuristique utilisées, nous érirons D� et eD�au lieu de Dp;h� et eDp;h� . Nous ferons de même ave la rétro-propagation min-max,que nous noterons plus simplement par l'ériture v .



5.3. INTERPRÉTATION D'UN JEU ARBITRAIRE 137Si l'ensemble des valeurs des pré�xes �nis D� permet de arateriser les stru-tures d'évaluation qui donnent un sens aux arbres de jeu in�nis, l'ensemble desvaleurs des élagages �nis du joueur eD� permet, en revanhe, de aratériser lesstrutures qui donnent un sens aux élagages du joueur et don, en partiulier, à esstratégies.5.3.3. Strutures d'évaluation monotones. Nous allons voir omment lesvaleurs des pré�xes �nis d'une position � peuvent onverger vers une limite que nousappellerons valeur (ou sémantique) de �. Nous pouvons généraliser une propriétédes fontions max et min utilisées habituellement pour l'évaluation d'un jeu.Definition 5.3.5. (Monotonie dans les omposantes) Étant donné unpréordre (D;�), une fontion f : D� ! D est monotone (ou roissante) danstoutes ses omposantes si :8u; v2D�: 8x; y2D: x � y ) f(u:x:v) � f(u:y:v) �Une fontion f : D� ! D est monotone dans toutes les omposantes, si pourtout ouple de suites u; v 2 D� identiques à l'exeption d'une omposante : w =u:x:v et w 0 = u:y:v, où x � y, nous avons f(w) � f(w 0). Le nom que nous avonsutilisé pour ette propriété a une signi�ation préise : il s'agit bien de la propriétéde monotonie habituelle (homomorphisme) des fontions entre préordres, où la rela-tion en question est l'extension produit de � aux suites de D (f. setion 1.1.8), quenous noterons ��. Don, une fontion est monotone dans toutes ses omposantess'il s'agit d'un homomorphisme de type :f : (D�;��) H7�! (D;�)Cette forme de monotonie est la première et prinipale propriété que nous attendonsdes fontions généralisant le max et le min. Il est ependant inutile, pour un jeudonné, de demander une telle propriété sur toutes les valeurs possibles du domained'évaluation. Une version plus faible de la monotonie dans les omposantes faitréférene aux seules valeurs du jeu.Definition 5.3.6. (Struture d'évaluation monotone pour un jeu)Étant donné :� une arène de jeu S = (P; �;!;PI),� une struture d'inteprétation élémentaire (D; �; �),� une fontion de payo� p : PT ! D et une heuristique h : PNT ! D,une struture d'évaluation (monotone) pour le jeu S, est une algèbre D, ontentantla struture élémentaire, de signature :(D; domaine d'évaluation�D : 1D�D ; relation sur les valeurs� : D� ! D ; fontion du joueur� : D� ! D ; fontion de l'opposant)



138 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSet telle que :(1) pour toute position � 2 P du jeu (D�;�D� ) est un préordre(2) � et � sont monotones dans toutes leurs omposantes par rapport au va-leurs du jeu, i.e. pour toute position non terminale � 2 PNT, où Su(�) =�1::�n, les fontions véri�ent la propriété :8u2D�1 ::D�k-1 ; v2D�k+1 ::D�n :x �D�k y ) 8<: � (u:x:v) �D�� (u:y:v)� (u:x:v) �D�� (u:y:v)(3) l'heuristique est orrete, 'est-à-dire, pour toute position � 2 PNT, telleque Su(�) = �1::�n (n � 1), la fontion véri�e les onditions suivantes :�(�) = Player ) h(�) �D� � �i=1::np�h(�i)��(�) = Opponent ) h(�) �D� � �i=1::np�h(�i)�La famille des algèbres d'évaluation monotones sur un jeu S, une struture élémen-taire (D; �; �), un payo� p et une heuristiques h, sera noté Estrut(S; D; �; �; p; h).Dans le as partiulier où la relation �D est un préordre, un ordre partiel ou undpo, nous dirons que D est, respetivement, un préordre d'évaluation, un ordred'évaluation ou un dpo d'évaluation. Si (D;�D) est un treillis et les opérations� et � oïnident respetivement ave la borne supérieure et la borne inférieure dutreillis, alors la struture d'évaluation est appelée treillis d'évaluation. �Pour qu'une algèbre soit une struture d'évaluation, il faudra, en partiulier,que l'heuristique véri�e la propriété de orretion vis-à-vis des préordres (D�;�D� ).Autrement dit, pour les feuilles d'un arbre qui ne ontiennent pas une position ter-minale du jeu, l'heuristique doit fournir une information moins préise (inférieure)par rapport à elle qu'on pourrait obtenir en développant en peu plus l'arbre à esmêmes adresses.Si pour les jeux �nis une struture d'évaluation élémentaire su�t pour attri-buer un sens aux positions du jeu, dans le as général des jeux in�nis, nous auronsbesoin de valeurs orrespondant aux arbres in�nis. Une struture d'évaluation mo-notone n'est toujours pas su�sante. Nous avons remarqué que les arbres in�nissont isomorphes à la omplétion par idéaux des arbres �nis (f. prop. 4.3.4). Laonstrution sémantique analogue sera la omplétion par idéaux, 'est-à-dire l'ex-tension bémol, du préordre (D�;�D� ) onstituant une struture d'évaluation. Nousobtiendrons ainsi une algèbre qui, par rapport à la struture d'évaluation, aura unnouvel ensemble D[� et une nouvelle opération, le semi-prédiat �[D� sur les lassesde dirigés o-�naux.Intuitivement, si les pré�xes du jeu onstituent un domaine ayant de bonnespropriétés algébriques (il s'agit d'un dpo d'ensembles), la struture d'évaluationpourrait, elle, ne pas avoir d'aussi bonnes propriétés. La onstrution bémol, qui



5.3. INTERPRÉTATION D'UN JEU ARBITRAIRE 139donne lieu à l'algèbre d'évaluation, nous mettra à l'abri d'un tel manque de pro-priétés de omplétude1.Definition 5.3.7. (Algèbre d'évaluation monotone pour un jeu) Étantdonné une struture d'évaluation monotone D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h), D = (D;�D; �; �), où S = (P; �;!;PI), l'algèbre d'évaluation (monotone) du jeu S, est l'algèbreD[ ontenant la sous-algèbre D, de signature :(fD;D[g; f� : 8� :: sort: 1��� ; relation sur D et D[� : D� ! D ; fontion du joueur� : D� ! D ; fontion de l'opposantg)où la sous-struture (D[;�[) est la réunion des extensions bémol des di�érentespositions : D[ , S�2PD[��[, S�2P�[�où pour toute position du jeu � 2 P, la struture (D[�;�[D� ), où (�[D� ) , (�D[� ),est l'extension bémol du préordre (D�;�D� ).Dans le as spéi�que où (D;�D ; �; �) est un treillis d'évaluation, l'algèbred'évaluation orrespondante est appelée treillis d'évaluation étendu. �La sous-algèbreD = (D;�D ; �; �), qui dé�nit omplètement D[, est le germe del'algèbre d'évaluation D[ = (D;D[;�D ;�[D ; �; �). Lorsque tout préordre (D�;�D� )est un dpo algébrique, son extension bémol (D[�;�[D� ) lui est isomorphe. Celaarrive, en partiulier, lorsque la sous-struture (D;�D) est un dpo algébrique.Dans les deux as, l'algèbre d'évaluation n'a pas d'intérêt majeur par rapport à songerme.5.3.4. Heuristiques orretes. La proposition suivante montre que la dé�-nition d'heuristique orrete généralise la dé�nition habituelle d'heuristique orrete(f. [Pearl, 1990℄), qui est, elle, limitée au adre des jeux �nis (et interprétés dansla struture des entiers ave les opérations max et min).Proposition 5.3.8. Dans une struture d'évaluation monotone D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h), l'heuristique orrete h : PNT ! D est telle que h(�) �D� v(t) pour toutpré�xe �ni d'un arbre de jeu.Démonstration. Par indution sur la hauteur de l'arbre t qui, nousle rappelons, est la longueur maximale des adresses de l'arbre.1Ce sera e�etivement le as du domaine des ontraintes pour la Programmation Logique aveContraintes (f. hapitre 8)



140 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURS� hauteur(t�) = 1Dans e as 8� �! � 0: � 0 2 PT, don p�h(� 0) = p(� 0). Suppo-sons �(�) = Player, l'autre as étant dual, et Su(�) = �1::�n.Puisque l'heuristique est orrete, nous avons :h(�) �D� �i=1::np�h(�i) = �i=1::np(�i) = v(t)� hauteur(t�) > 1Soit Su(�) = �1::�n et supposons �(�) = Player. Puisque l'heu-ristique est orrete, nous avons h(�) �D �i=1::np�h(�i). Pourhaque argument de � deux as mutuellement exlusifs sont pos-sibles. Le premier est que �i 2 PT, don p�h(�i) = p(�i) = v(�i).Le seond est que �i 2 PNT, don p�h(�i) = h(�i) �D v(�i) parhypothèse d'indution. Dans les deux as nous avons p�h(�i) �Dv(�i) e qui implique l'énoné par monotonie de la fontion �. Leas dual �(�) = Opponent s'appuie sur la monotonie de inf . �Corollary 5.3.9. Dans une struture d'évaluation monotone D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h), l'heuristique orrete h : PNT ! D est telle que, si l'arbre t� d'une positionnon terminale est �ni, alors h(�) �D� v(t�). �En d'autre termes, si la orretion de l'heuristique est une ondition loale (i.e.portant sur la valeur engendrée par le plus petit pré�xe supérieur à la feuille), pare�et de la monotonie des opérations des joueurs elle devient globale (i.e. portantsur toutes les valeurs engendrées par la position). Cela signi�e que la valeur heuris-tique d'une position non terminale � 2 PNT est préisément l'élément minimum del'ensemble des valeurs de la position :h(�) = ?� = min�D� D�.Si la struture est un préordre d'évaluation ave un élément minimal ?, et l'heu-ristique est telle que h(�) = ?, nous disons qu'il s'agit de l'heuristique anoniqueou banale (elle sera trivialement orrete).Il existe une notion de qualité évidente pour une fontion heuristique. Plus lavaleur estimée approhe la valeur réelle, meilleure est l'heuristique.Definition 5.3.10. (Heuristiques plus informées) Soit S = (P; �;!;PI)une arène de jeu et D = (D;�D ; �; �;?) une struture qui est à la fois une strutured'évaluation pour deux heuristiques di�érentes :D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h1)D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h2)Alors, si le ouple d'heuristiques (h1; h2) est dans l'ordre extensionnel des fontionsde type PNT ! D, nous disons que h2 est plus informée que h1, noté h1 � h2. �Autrement dit, h2 est est plus informée que h1, si 8� 2 PNT: h1(�) �D h2(�).Nous verrons par la suite que lorsque deux heuristiques en relation h � h 0 sontorretes vis-à-vis d'une fontion de payo�, il se trouve que l'heuristique plus in-formée h 0 permet d'aélérer l'évaluation d'une position et, parfois, de terminer



5.3. INTERPRÉTATION D'UN JEU ARBITRAIRE 141l'évaluation alors qu'en utilisant l'heuristique moins informée h nous n'aurions purépondre en temps �ni.5.3.5. Interprétation des pré�xes �nis. La notion d'heuristique orreteest ruiale pour que la fontion v , restreinte aux pré�xes �nis du jeu, soit unhomomorphisme. Lorsque deux arbres sont dans la relation pré�xe t � t 0, nouspouvons voir t 0 omme une meilleure approximation, par rapport à t, de l'arbre(possiblement in�ni) d'une position du jeu. À un e�ort majeur de développementde l'arbre orrespondra néessairement, si l'heuristique est orrete, une meilleureévaluation de la position. Autrement dit, la valeur v(t 0) sera supérieure, au sens del'ordre sur le domaine d'évaluation, à la valeur v(t).Definition 5.3.11. Étant donné une struture d'évaluation monotone D 2Estrut(S; D; �; �; p; h), l 'interprétation des pré�xes �nis est la restrition v : bT(S)!D de l'interprétation indutive de T(P) au sous-ensemble des pré�xes �nis du jeu.�Proposition 5.3.12. Soit D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h) une struture d'évalua-tion monotone. Alors, l'interprétation des pré�xes �nis est une fontion monotone :v : (bT(S; �);�) H7�! (D�;�D� )Démonstration. Nous pouvons omparer les arbres par leur hau-teur. La relation �, f(t 0; t) j hauteur(t) <Nhauteur(t)g est une relationbien fondée sur les pré�xes �nis �: }bT(S)�bT(S). Son extension produitaux ouples de pré�xes �nis �2 : }bT(S)2�bT(S)2 est alors, elle aussi, unerelation bien fondée (f. setion 1.1.11). Nous prouvons l'énoner par leprinipe d'indution bien fondée sur �2 . Soient t 0; t 2 bT(S; �) tels quet 0 � t. Nous voulons montrer que v(t 0) �D� v(t). Si t est vide, alorst 0 doit l'être aussi (tout pré�xe est un élagage : t 0 � t), don l'énonéest vrai. Si t = f("; �)g, alors soit t 0 = ;, soit t 0 = t ; dans les deuxas v(t 0) �D� v(t). Si Fils(t) = t1::tn, supposons �(t(")) = Player.Par dé�nition, un pré�xe est un élagage omplet ou radial à touteadresse. Il y a alors trois as. Pour le premier, t 0 = ;, l'énoné est tri-vialement vrai. Pour le seond, t 0 = f("; �)g (élagage radial à l'adresse"), nous avons v(t 0) = h(�). Puisque l'heuristique est orrete, nousavons h(�) �D� �i=1::np�h(�i) où Su(�) = �1::�n. Pour toute po-sition �i nous avons, par dé��nition de v, p�h(�i) = v(f("; �i)g). Endé�nissant t 0i = f("; �i)g, nous obtenons un pré�xe t 0i pour haque �lsti de t. Soit t 00 = t 0 [ S��̀!�i `:f("; �i)g. Par dé�nition de t 00, nousavons Fils(t 00) = t 01::t 0n. Puisque l'heuristique est orrete, nous avonsv(t 0) �D� v(t 00). De plus, par hypothèse d'indution ((t 0i; ti) �2 (t 00; t)),nous avons v(t 0i) �D�i v(ti). En appliquant l'hypothèse de monotoniede �, nous obtenons :v(t 0) �D� v(t 00) = �i=1::nv(t 0i) �D� �i=1::nv(ti) = v(t)



142 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSDon, par la propriété transitive des préordres (D�;�D� ), on obtientv(t 0) �D� v(t). Le troisième as est elui où t 0 a lui aussi des arbres�ls : Fils(t 0) = t 01::t 0n. Puisque t 0i � ti, par hypothèse d'indution((t 0i; ti) �2 (t 0; t)), nous avons v(t 0i) �D�i v(ti). Nous obtenons alorsl'énoné, une fois de plus, par la monotonie de �. La preuve pour le as�(�) = Opponent s'appuie, en revanhe, sur la monotonie de �. �5.3.6. Interprétation des pré�xes in�nis. Si l'interprétation des pré�xes�nis a lieu dans une struture d'interprétation, en revanhe, elle des pré�xes in�nisnéessite, en général, une algèbre d'interprétation, autrement dit, une strutured'évaluation étendue par la omplétion idéaux. De ette manière, nous ne seronspas obligés de prétendre que la struture (D�;�D� ) des valeurs d'une positions soitomplète par dirigés (dpo) : la sémantique d'un arbre in�ni sera, d'une façon trèsgénérale, la lasse de o-�nalité des évaluations de ses approximants �nis.Definition 5.3.13. Étant donné une struture d'évaluation monotone D 2Estrut(S; D; �; �; p; h), germe de l'algèbre d'évaluation D[ = (fD;D[g; f�; �; �g),l' interprétation des pré�xes arbitraires (�nis ou in�nis) est la fontion w : IT(S; �)!D[� dé�nie de la façon suivante :w(t) , [X℄[ où X = fv(t=k) j k 2 Ng �L'interprétation d'un pré�xe arbitraire t est don la lasse de o-�nalité dudirigé onstitué par l'évaluation des pré�xes �nis réguliers de t. Ce hoix n'est pasritique ; nous verrons que tout autre dirigé onvergent à l'arbre t onduit à lamême interprétation. En revanhe, l'hypothèse de orretion de l'heuristique estessentielle. Puisque l'évaluation des pré�xes �nis est un homomorphisme (f. Prop.5.3.12), les dirigés de pré�xes d'arbres seront transformés en dirigés de valeurs,autrement dit, en éléments de l'extension bémol D[� (où � est la position à laraine).Proposition 5.3.14. L'interprétation des pré�xes arbitraires est orrete et ils'agit d'une fontion monotone : w : (IT(S; �);�) H7�! (D[� ;�[D� )Démonstration. Par la Prop. 5.3.12, la fontion v est un homomor-phisme. Elle transforme alors les dirigés de (bT(S; �);��) en dirigés de(D�;�D� : 1D�D). L'ensemble X = fv(t=k) jk 2 Ng est l'image de v surle dirigé ft=k jk 2 Ng. Il s'agit don d'un dirigé. Supposons t 0 � t. SoientX 0 = fv(t 0=k) j k 2 Ng et X = fv(t=k) j k 2 Ng. Nous voulons montrer que[X 0℄[ �[� [X℄[. Il su�t de prouver que X 0 �[� X. Soit x 0 2 X 0. Par dé�ni-tion de X 0, nous avons x 0 = v(t 0=j). Soit x = v(t=j) 2 X. Puisque t 0 � t,nous avons t 0=k � t=k pour tout k 2 N. En partiulier t 0=j � t=j don,par monotonie de v, x 0 �D� x, .q.f.d. �



5.3. INTERPRÉTATION D'UN JEU ARBITRAIRE 143La proposition suivante montre que le hoix des pré�xes réguliers t=k, pour l'ap-proximation d'un arbre in�ni t 2 IT(S), n'est pas un hoix fondamental : touteautre façon d'approher l'arbre t par des pré�xes �nis de t onstituant un dirigé, serévèle équivalente. Autrement dit, tout autre dirigé de points ompats approhantl'arbre t, ompat ou non, permettra de donner à t la même sémantique.Proposition 5.3.15. Pour tout dirigé T2�(bT(S);�) tel que sup� T = t, nousavons l'équation : w(t) = [v(T)℄[Démonstration. Soit R = ft=k j k 2 Ng. Étant des dirigés de om-pats et partageant la même borne supérieure t, les ensembles T etR sont o-�naux (f. lemme 2.4.3) . La fontion v, qui est monotone,transforme les ensembles o-�naux en ensembles o-�naux et les dirigésen dirigés (f. 2.3.2). Autrement dit, la lasse [v(T)℄[ oïnide ave lalasse [v(R)℄[ = w(t). �Remark 5.3.16. Si nous onsidérons l'extension aux lasses o-�nales des opé-rations des joueurs, dé�nies de la façon suivantes :n�i=1 �i , [ f n�i=1 xi j x1 2 �1; ::; xn 2 �ng ℄[n�i=1 �i , [ f n�i=1 xi j x1 2 �1; ::; xn 2 �ng ℄[nous remarquerons que l'interprétation des pré�xes arbitraires w véri�e les mêmeéquations (rapportées à l'extension bémol) que l'interprétation des pré�xes �nis vvéri�e par dé�nition :w(t) = 8>>>>>>><>>>>>>>:
[ f?g ℄[ si t = ;[ fp(�)g ℄[ si t = f("; �)g; � 2 PT[ fh(�)g ℄[ si t = f("; �)g; � 2 PNTn�i=1 w(ti) si Fils(t) = t1::tn; �(t(")) = Playern�i=1 w(ti) si Fils(t) = t1::tn; �(t(")) = OpponentLes as de base sont trivialement vrais par dé�nition de w . En e qui onernel'équation w(t) = n�i=1 w(ti) (l'autre équation étant duale), il su�t d'appliquer lesdi�érentes dé�nitions : w(t) = [ fv(t=k) j k 2 Ng ℄[= [ f n�i=1 v(ti=k-1) j k 2 Ng ℄[= n�i=1 [ fv(ti=k-1) j k 2 Ng ℄[= n�i=1 [ fv(ti=k) j k 2 Ng ℄[= n�i=1 w(ti)Cela renfore l'idée que la fontion dé�nie w soit une extension naturelle auxarbres in�nis du proédé d'évaluation traditionnel, la rétro-propagation des valeursaux feuilles, utilisé pour les arbres �nis. �



144 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSTenant ompte de l'isomorphisme (bT(S; �)[;�[�) t�= (IT(S; �);�) (f. prop. 4.3.4),l'interprétation des pré�xes arbitraires pourra être onsidérée, au besoin, ommeune fontion de type bT(S; �)[ ! D[�, que nous noterons w [ :w [(�) , [v(X)℄[ si � = [X℄[, X2�(bT(S; �);�)La proposition 5.3.15 nous assure que la dé�nition ne dépend pas du représentant Xhoisi pour la lasse de o-�nalité. En d'autres termes, les deux fontions oïnidentmodulo l'isomorphisme traé par la fontion borne supérieure :w [(�) = w(sup �)En e�et, w [(�) est égale, par dé�nition, à la lasse [v(T)℄[ pour un représentantarbitraire T 2 �(bT(S; �);�) tel que � = [T℄[. Soit t = sup T. Par la prop. 5.3.15w(t) = [v(T)℄[. Don w [(�) = [v(T)℄[ = w (t) = w(sup T) = w(sup �).5.3.7. Interprétation d'un jeu. L'interprétation d'un jeu est ainsi omplè-tement dé�nie par la donnée d'une struture d'évaluation monotone D 2 Estrut(S;D; �; �; p; h). En e�et, puisque l'heuristique est orrete, la fontion d'évaluationdes pré�xes in�nis w peut être dé�nie par le biais de la fontion d'évaluation v despré�xes �nis. Ces deux appliations omplètent ainsi le adre de l'interprétationdes domaines de la sous-algèbre syntaxique prinipale (f. setion 4.5.2.1).Definition 5.3.17. Étant donné une arène de jeu S = (P; �;!;PI) dont lasous-algèbre syntaxique prinipale est(PT ;PNT;T(P); bT(S);IT(S); IT(S) ; � : 8� :{bT(S),IT(S)}: 1���)et une struture d'évaluation monotone D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h), germe del'algèbre d'évaluation : D[ = (D;D[ ; � : 8� : sort: 1���; �; �)l'interprétation du jeu est l'interprétation ( ;') de l'algèbre syntaxique prinipaledu jeu vers D[, dé�nie de la façon suivante :(1) l'interprétation des noms  est l'appliation suivante :(a) pour les noms des domaines : (�) = Æ D si � 2 fPT;PNT;T(P); bT(S)gD[ si � 2 fIT(S); IT(S)g(b) pour les noms des opérations : (�) , (�)(2) l'interprétation des valeurs est la onstrution polymorphe :' : 8� : fPT;PNT;T(P); bT(S);IT(S); IT(S)g: �!  (�)dé�nie par : 'PT , p, 'PNT , h, 'T(P) , v, 'bT(S) , vjbT(S) , 'IT(S) , w,'IT(S) , wjIT(S) , où :(a) la fontion v : T(P)! D est l'interprétation des arbres étiquetés dansP (ave p et h)



5.3. INTERPRÉTATION D'UN JEU ARBITRAIRE 145Fig. 5.3.1. Interprétation d'un jeuSous-algèbre syntaxique prinipalePT PNT T(P) bT(S) IT(S) IT(S) � �[
D D[ �D �[Dp h v v w w

Algèbre d'évaluation sémantique(b) la fontion w : IT(S)! D[ est l'interprétation des pré�xes arbitrairesdu jeu (ave p, h et v) �L'interprétation du jeu pourra être notée par les quatre omposantes prinipalesde l'interprétation des valeurs ' = (p; h; v ;w), faisant omission de l'assoiationimpliite des noms. Nous évoquerons l'interprétation d'un jeu S dans une strutured'évaluation D, sous-entendant l'interprétation de S dans l'algèbre d'évaluationayant pour germe la struture D. Étant une somme de fontions, l'interprétationdes valeurs ' traduit forément les éléments de façon univoque. Pour prouver quela dé�nition préédente est orrete, il su�t don de montrer que l'interprétationdes noms  est orrete vis-à-vis des types.Proposition 5.3.18. La dé�nition d'interprétation d'un jeu est orrete et ils'agit d'un homomorphisme.Démonstration. La tradution du type 1bT(S)�bT(S) de �bT(S) estpréisément le type 1D�D de  (�)D . De même, la tradution du type1IT(S)�IT(S) de �[=�IT(S) est préisément le type 1D[�D[ de  (�[)D[ =�[D . Don la onstrution polymorphe syntaxique � est ompa-tible ave l'opération sémantique orrespondante (f. setion 1.3.2). Au-trement dit, l'interprétation des noms est orrete vis-à-vis des types.Par ailleurs, l'interprétation des valeurs est une fontion (tradution uni-voque) sur l'union des domaines syntaxiques et à valeurs dans l'union desdomaines sémantiques. En�n, en e qui onerne la onservation des opé-rations, d'une part �: 1bT(S)�bT(S) est onservée dans  (�)D =�D par lafontion monotone v (f. Prop. 5.3.12) et, d'autre part, �[: 1IT(S)�IT(S)est onservée dans  (�[) =�[D par la fontion monotone w (f. prop.5.3.14). �



146 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSLa �gure 5.3.1 représente d'une façon suinte l'homomorphisme de la sous-algèbre syntaxique prinipale d'un jeu vers une algèbre d'évaluation. D'une part,les lignes ontinues représentent les omposantes de l'interprétation des valeurs 'et, impliitement, l'assoiation des noms  pour les domaines. D'autre part, leslignes pointillées représentent aussi bien l'assoiation des noms que la relation deonservation des opérations algébriques.Notation 5.3.19. Puisque l'interprétation d'un jeu S est omplètement dé�niepar une struture d'évaluation monotone D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h), par la suitenous la noterons par 'D .5.4. Sémantique des positionsPuisque l'interprétation d'un jeu est omplètement dé�nie par sa syntaxe Set par la struture D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h) qui onstitue le germe de l'algèbred'évaluation D[, nous pouvons dé�nir une fontion sémantique à valeurs dans D[pour les positions du jeu. Étant donné une position du jeu �, nous pouvons onsidé-rer, en premier lieu, son arbre de jeu t� et, en seond lieu, l'évaluation de et arbrepar la fontion d'interprétation des pré�xes arbitraires. La omposition fontion-nelle w Æ t(:), que nous noterons L : M[, sera don la sémantique de référene pour lespositions du jeu. Cependant, il existe une projetion naturelle, la borne supérieure,de l'extension bémol vers son germe. Autrement dit, il existe une façon anonique,bien que partielle (puisque la borne n'existe pas toujours), de traduire le sens d'uneposition dans le domaine D de départ. Cela nous amène à dé�nir deux fontionssémantiques pour les positions : une totale L : M[, à valeurs dans D[, et une partielleL : M , à valeurs dans D.Definition 5.4.1. (Sémantique monosémique) Étant donné une arène dejeu S = (P; �;!;PI) et une struture d'évaluation monotone D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h), la sémantique monosémique bémol des positions est la fontion totaleL : M[D : P! D[ dé�nie par : L� M[D , w(t�)où 'D = (p; h; v;w). En revanhe, la sémantique monosémique des positions estla fontion partielle L : MD : P�!Æ D 0 dé�nie par :L� MD ~=sup L� M[D �où D 0 est D si (D�;��) est une famille d'ordres partiels, ou bien D 0 est la fa-mille (D�� ;��) des ordres partiels obtenus par le passage aux lasses d'équivalenedes respetives strutures de préordre. Par la suite nous érirons L : MD : P�!Æ D,sous-entendant le passage aux lasses d'équivalenes lorsqu'il y en aura besoin. Nousérirons L� M[ et L� M , omettant les indies, lorsque ela ne ausera auune ambi-guïté. La portée de l'appellation monosémique2 sera évidente par la suite, lorsque2En linguistique, un mot est monosémique quand il n'a qu'un seul sens, par opposition aux motsqui ont plusieurs sens (polysémiques). Dans la atégorie des polysémiques, un mot est bisémiquelorsqu'il prend deux sens di�érents selon les ontextes.



5.4. SÉMANTIQUE DES POSITIONS 147nous disuterons la notion de o-évaluation d'un jeu. Si les sémantiques monosé-miques attribuent un seul signi�é à toute position du jeu (dans D[ ou bien dansD), en revanhe, les sémantiques bisémiques en apporteront deux : le premier senspourra être interprété omme la valeur par défaut de la position du jeu, et le seondomme la valeur par exès.Remark 5.4.2. Par la remarque 5.3.16 nous pouvons réérire les équationshabituelle pour la sémantique monosémique bémol :L� M[ = 8>>>>><>>>>>: [ fp(�)g ℄[ si� 2 PT[ fh(�)g ℄[ si t = f("; �)g; � 2 PNTn�i=1 L�i M[ si Su(�) = �1::�n; �(�) = Playern�i=1 L�i M[ si Su(�) = �1::�n; �(�) = Opponent �La sémantique monosémique devient une fontion totale dans le adre d'unestruture d'évaluation qui est un dpo algébrique.Proposition 5.4.3. Soit D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h) une struture d'évalua-tion monotone pour un jeu S = (P; �;!;PI). Si pour toute position � 2 P, lepréordre (D�;�D� ) est un dpo algébrique, alors la sémantique monosémique despositions est une fontion totale : L : MD : P! DDémonstration. L'énoné est onséquene direte de l'isomorphisme,via l'appliation borne supérieure, entre tout dpo algébrique et son ex-tension bémol (f. prop. 2.5.8) �Le rapport entre, d'une part, la sémantique monosémique des positions et, d'autrepart, les fontions auxiliaires p, pour l'interprétation des positions terminales, et v ,pour l'interprétation des positions dont l'arbre de jeu est �ni, est elui auquel nouspouvons nous attendre : la première généralise les seondes permettant l'évaluationde tout type de position.Proposition 5.4.4. Soit 'D = (p; h; v;w) l'interprétation d'un jeu S = (P; �;!;PI) engendrée par une struture d'évaluation monotone D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h). Alors la sémantique monosémique des positions oïnide ave la fontionde payo� p sur les positions terminales, et oïnide ave la omposition v Æ t(:) surles positions dont l'arbre de jeu est �ni :8�2PT: p(�) = L� MD8t�2T(S): v(t�) = L� MD



148 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSFig. 5.4.1. Sémantique monosémique d'un jeu in�ni� 5�1 5 �2 � 3�3 3Démonstration. Par dé�nition L� MD ~=sup(w(t�)). Si � 2 PT, alorst� = f("; �)g = t�=0. Don sup(w(t�)) = sup([fv(t�=k) j k 2 Ng℄[ ) =sup([fv(t�=0)g℄[) = sup([fv(t�)g℄[) = sup([fp(�)g℄[) = p(�). De la mêmefaçon, si l'arbre de jeu est �ni il existe un pré�xe régulier tel que t�=j =t�. Don sup(w(t�)) = sup([fv(t�=k) j k 2 Ng℄[ ) = sup([fv(t�=j)g℄[) =sup([fv(t�)g℄[) = v(t�) = v Æ t(:)(�). �Par onséquent, dans le as partiulier où les ordres partiels (D�;�D� ) sont desdpo algébriques, la sémantique monosémique des positions d'un jeu est une fon-tion totale qui étend les fontions p et v à toutes les positions du jeu. Toujours en equi onerne le rapport entre la sémantique monosémique et l'interprétation du jeu'D = (p; h; v ;w), nous remarquerons que la fontion v d'interprétation des pré�xes�nis peut être utilisée pour approximer la fontion sémantique L : MD , lorsque ettedernière existe.Lemma 5.4.5. Soit 'D = (p; h; v;w) l'interprétation d'un jeu S = (P; �;!;PI)engendrée par une struture d'évaluation monotone D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h).Alors : 8�2dom(L : MD ): 8t2 bT(S; �): v(t) �D� L� MDDémonstration. Par dé�nition de sémantique monosémique, nousavons : L� MD = sup w(t�) = sup([fv(t�=k) j k 2 Ng℄[ )Si on suppose t � t�, alors il existe un pré�xe régulier de t� qui dépasset. Soit t�=j un tel pré�xe. En utilisant la monotonie de la fontion v etde la borne supérieure (vis-à-vis de l'inlusion ensembliste), nous avons :v(t) �D� v(t�=j) �D� sup fv(t�=j)g �D� sup fv(t�=k) j k 2 Ng= sup([fv(t�=k) j k 2 Ng℄[ ) = L� MDDon, par la propriété transitive des préordres (D�;�D� ), nous obte-nons l'énoné v(t) �D� L� MD . �



5.4. SÉMANTIQUE DES POSITIONS 149La relation entre la sémantique monosémique et la fontion d'évaluation des pré�xes�nis v ne se limite pas aux onditions des lemmes préédents, qui ne donnent auuneindiation sur l'existene de la valeur sémantique. Il existe aussi une sorte de ritèred'existene (et de terminaison du alul), pour la sémantique monosémique, dontl'utilité sera manifeste dans le adre des o-évaluations.Lemma 5.4.6. Soit 'D = (p; h; v;w) l'interprétation d'un jeu S = (P; �;!;PI)engendrée par une struture d'évaluation monotone D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h).Alors : 9	t2 bT(S;�): 8t2 bT(S;�): t � 	t ) v(t) = xL� MD = xDémonstration. Dans les hypothèse du ritère, nous avons :L� MD ~= sup( [fv(t�=k) j k 2 Ng℄[ ) (déf: de L� MD )~= sup( [fv(	t)g℄[) (déf: de lasse et monotonie de v)~= sup fv(	t)g (def: de sup d 0une lasse)= v(	t)= x (hypothèse) �Ce résultat nous onduit vers la notion de position �niment évaluable. La �gure5.4.1 illustre le as d'un jeu min-max sur les entiers naturels, où la sémantiqued'une position � existe en dépit de la dimension in�nie de son arbre. Dans laposition initiale, le joueur a un oup (à gauhe de la �gure) qui onduit le jeu dansune position terminale �1 dont le payo� est l'entier 5. En revanhe, pour l'autreoup possible (à droite), l'opposant aura à son tour, dans la position �2, un ouponduisant à une autre position terminale �3 dont le payo� est 3. Il est ainsi ertainque, l'opposant faisant le min, le résultat (forément inférieur ou égal à 3) ne pourrajamais onditionner la valeur à la raine de l'arbre (où le joueur fait le max ave5). En d'autres termes, on peut prouver que tout pré�xe régulier t�=k où k � 2, aomme valeur l'entier 5, qui est don la borne supérieure de l'évaluation des pré�xes�nis.Definition 5.4.7. (Positions finiment évaluables) Étant donné une stru-ture d'évaluation monotone D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h) pour un jeu S = (P; �;!;PI), une position � 2 P est �niment évaluable si sa sémantique monosémique existeet oïnide ave l'évaluation d'un pré�xe �ni de son arbre de jeu :9k2N: L� MD = v (t�=k) �Les positions non �niment évaluables sont telles que toutes les approximationsfv(t�=k)gk2N approhent progressivement la valeur sémantique L� M sans jamaisl'atteindre. Si le as de la �gure 5.4.1 est elui d'une position �niment évaluable, auontraire, elui de la �gure 5.4.2 est un exemple de position non �niment évaluabledans un jeu min-max sur les entiers naturels, interprété ave l'heuristique anonique



150 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSFig. 5.4.2. Position non �niment évaluable�11 �22 �33 �4h(�) = ? = 0. Pour haque position �i non terminale de l'opposant, le joueur aun premier oup onduisant à une position terminale dont le payo� est i, et unseond onduisant à une position �i+1 de l'opposant similaire à la préédente (àla di�érene du payo� suivant qui est égal à i + 1). L'évaluation du jeu à tous lesniveaux pairs i = 2k est don égale à i. La sémantique bémol d'une telle positionest la lasse d'équivalene des dirigés tendant à l'in�ni. Si l'on onsidère que lavaleur +1 appartient à notre domaine d'évaluation, la sémantique des positions�i n'est jamais atteinte par ses approximations �nies. Il s'agit don de positionsnon �niment évaluables. Nous remarquerons que, dans le as général, une position�niment évaluable peut avoir des branhes qui ne le sont pas. Une telle situationpeut être provoquée en gre�ant l'arbre d'une position non �niment évaluable sur lapartie qui n'a auune in�uene dans l'arbre de la �gure 5.4.1.5.5. Sémantique bisémiqueDans l'exemple de la �gure 5.4.2, si nous avions hoisi l'heuristique h(�) = +1au lieu de l'heuristique anonique, la position � aurait dû être onsidérée �nimentévaluable. Considérons la position des Éhes suivante :kZnZ0Z0Zo0o0o0Z0PoPoPZ0ZZPZPZ0Z00Z0Z0o0ZZ0Z0oPo00Z0ZPZPZZ0Z0ZBJ0Le jeu est traditionnellement interprété dans le domaine des valeurs f-1; 0;+1gave les opérations min et max. Dans la position illustrée, les blans et les noirssont bloqués, à l'exeption des deux rois, qui peuvent se déplaer horizontalementdans l'espae de deux seules ases. L'arbre de ette position a don la forme dela �gure 5.5.1. N'importe quelle fontion onstante h1(�) = -1 ou h2(�) = 0 ouh3(�) = +1 est orrete et peut don être utilisée pour l'interprétation d'un jeu



5.5. SÉMANTIQUE BISÉMIQUE 151Fig. 5.5.1. Arbre de jeu linéaire et rationnel�1�2�1�2
ave un seul arbre tel que elui de la �gure 5.5.1. À haque heuristique orrespondraune valeur di�érente de la sémantique monosémique de la position : pour le hoixh1 la sémantique sera -1 (perdant), pour h2 la sémantique sera 0 (math null),pour h3 la sémantique sera +1 (gagnant). Dans les trois as, nous aboutissons à lavaleur sémantique dès la première approximation, au niveau de la raine de l'arbre.En d'autre termes, dans les trois as la position est �niment évaluable.Aussi bien la sémantique des positions que la propriété, d'une position, d'être�niment évaluable ou pas dépendent ainsi de l'heuristique onsidérée pour l'inter-prétation du jeu. Cependant, un exemple préédent, elui de la �gure 5.4.1, nousmontre le ontraire : il nous suggère que ertaines évaluations du jeu ne dépendenten auune façon de l'heuristique utilisée pour l'approximation des positions nonterminales. En e�et, la valeur 5 de la position � est exlusivement impliquée par lespropriétés algébriques, notamment la monotonie, des opérations min et max asso-iées aux joueurs. Cet exemple nous amène vers une onsidération fondamentale :en évaluant les positions non terminales ave deux valeurs opposées, la plus petite ?et la plus grande > de notre domaine d'évaluation, nous pourrions obtenir deux ap-proximations, une pessimiste et l'autre optimiste, de la sémantique d'une position.Éventuellement, en observant l'égalité des deux approximations, nous pourrions af-�rmer, sans inertitudes, avoir alulé l'unique possible sémantique de la positiondonnée. En généralisant l'approhe, équipés de deux façons arbitraires d'évaluerles noeuds non terminaux, une pessimiste, l'autre optimiste, non néessairementégales à ? et >; nous pourrions obtenir deux signi�és pour toute position du jeu.Et en observant, pour une ertaine position, l'égalité des deux signi�és, le signi�épessimiste et le signi�é optimiste, nous aurions saisi une unique sémantique de laposition. Il se pourra don, à partir d'une sémantique bisémique, de retrouver unseul signi�é, don une sémantique monosémique, pour ertaines positions du jeu.Definition 5.5.1. (Duale d'une struture d'évaluation) Étant donnéune strutures d'évaluation D = (D;�D ; �; �), la struture duale est l'algèbre D? =(D;�D ; �; �) où �D est la relation duale de �D :



152 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSx �D y , y �D x �Il peut s'avérer qu'une struture d'évaluationD 2 Estrut(S; D; �; �; p; h) puissefournir une double évaluation des pré�xes du jeu, et ela lorsque sa duale D? est,elle même, une struture d'évaluation D? 2 Estrut(S; D; �; �; p; h 0), bâtie sur lamême fontion de payo� et sur une seonde fontion heuristique. Nous allons voirsous quelles onditions ela est vrai.Definition 5.5.2. (Valeurs pessimistes et optimistes d'une position)Étant donné une arène de jeu S = (P; �;!;PI), une struture d'inteprétation élé-mentaire (D; �; �), une fontion de payo� p : PT ! D et deux heuristiques h1; h2 :PNT ! D, l'ensemble des valeurs pessimiste et optimistes d'une position � 2 P, notéDp;h1h2� , est l'union des valeurs des pré�xes �nis obtenues ave h1 et ave h2 :Dp;h1;h2� , Dp;h1� [Dp;h2�De la même façon, l'ensemble des valeurs pessimiste et optimistes des élagages�nis (du joueur) dans �, noté eDp;h1;h2� , est l'union des valeurs des élagages �nisobtenues ave h1 et ave h2 :eDp;h1;h2� , eDp;h1� [ eDp;h2� �Notation 5.5.3. Pour alléger la notation, lorsque il n'y aura pas d'ambiguïtépossible sur les fontions de payo� et les deux heuristiques utilisées, nous érironsD�� pour Dp;h1;h2� , et la notation eD�� pour eDp;h1;h2� .Les valeurs pessimiste et optimiste de l'ensemble D�� sont utilisées pour ara-tériser les strutures permettant une double évaluation des arbres de jeu, �nis ouin�nis. En revanhe, nous verrons par la suite que les valeurs pessimiste et optimistedes élagages �nis, 'est-à-dire les valeurs de l'ensemble eD�� , seront utilisées pour a-ratériser les strutures permettant une double évaluation des stratégies �nies ouin�nies.Definition 5.5.4. (Strutures de o-évaluation monotones pour unjeu) Étant donné :� une arène de jeu S = (P; �;!;PI),� une struture d'inteprétation élémentaire (D; �; �),� une fontion de payo� p : PT ! D et deux heuristiques h1; h2 : PNT ! D,une struture de o-évaluation (monotone) pour le jeu S, est une algèbre D, onten-tant la struture élémentaire, de signature :(D; domaine d'évaluation�D : 1D�D ; relation sur les valeurs� : D� ! D ; fontion du joueur� : D� ! D ; fontion de l'opposant)



5.5. SÉMANTIQUE BISÉMIQUE 153et telle que :(1) pour toute position � 2 P du jeu (D�� ;�D�� ) est un préordre(2) � et � sont monotones dans toutes leurs omposantes par rapport au va-leurs pessimistes ou optimistes du jeu, i.e. pour toute position non termi-nale � 2 PNT, où Su(�) = �1::�n, les fontions véri�ent la propriété :8u2D��1 ::D��k-1 ; v2D��k+1 ::D��n :x �D��k y ) 8><>:� (u:x:v) �D�� � (u:y:v)� (u:x:v) �D�� � (u:y:v)(3) les heuristiques sont orretes, h1 dans la struture d'évaluation D, eth2 dans la struture d'évaluation D?, 'est-à-dire, pour toute position� 2 PNT, telle que Su(�) = �1::�n (n � 1), elles véri�ent les onditionssuivantes :�(�) = Player ) 8>>>><>>>>: h1(�) �D�� � �i=1::np�h1(�i)�h2(�) �D�� � �i=1::np�h2(�i)��(�) = Opponent ) 8>>>><>>>>: h1(�) �D�� � �i=1::np�h1(�i)�h2(�) �D�� � �i=1::np�h2(�i)�(4) les heuristiques sont dans le préordre extensionnel :8� 2 P: h1(�) �D�� h2(�)La fontion h1 est la heuristique pessimiste, la fontion h2 est la heuristique opti-miste. Nous noterons Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2) l'ensemble des strutures de o-évaluation bâties sur le jeu S, la struture d'évaluation élémentaire (D; �; �), lepayo� p et les heuristiques h1 et h2. �On véri�e simplement que toute struture de o-évaluation monotone D 2Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2) est aussi une struture d'évaluation monotone D 2Estrut(S; D; �; �; p; h1) sur l'heuristique h1, et que sa struture duale est, elle aussi,une struture d'évaluation monotone D? 2 Estrut(S; D; �; �; p; h2), mais sur l'heu-ristique h2. Autrement dit, le aratère pessimiste ou optimiste d'une heuristiqueest une notion qui dépend de la diretion que l'on donne à la relation sur les va-leurs. La réiproque n'est pas vraie, les onditions de monotonie et de orretionportant sur l'ensemble des valeurs pessimistes ou optimiste D�� , et non pas sur lesensembles, plus petits, Dp;h1� et Dp;h2� .



154 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSPar monotonie des opérations des joueurs, la rétro-propagation des valeurs,propage la relation h1(�) �D�� h2(�) entre les feuilles jusqu'à la raine de toutpré�xe du jeu : 8t 2 bT(S; �): vp;h1 (t) �D�� vp;h2 (t)Cela permet de dé�nir l'ensemble des intervalles d'une position.Definition 5.5.5. (Intervalles d'une position) Étant donné une struturede o-évaluation D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h; h 0) pour un jeu S = (P; �;!;PI), l'en-semble des intervalles d'une position � 2 P, noté �D�, est l'image de la fontionqui onstruit les deux approximations, la pessimiste et l'optimiste, par la rétro-propagation min-max de tous les pré�xes �nis de l'arbre de la position :�D� , f(vp;h (t); vp;h 0 (t)) j t 2 bT(S; �)gPour toute position � 2 P, le préordre sur les intervalles de � est dé�ni de la façonsuivante : (x; y) � �D� (x 0; y 0) 4() x �D�� x 0 ^ y 0 �D�� y �Notation 5.5.6. Pour alléger la notation la relation de préordre sur les inter-valles � �D� sera notée plus simplement ���. Tout élément de �D� pourra être notéaussi bien (x; y) que [x; y℄. Nous érirons z 2 [x; y℄ pour signi�er x �D�� z �D�� y.Le préordre ��� sur les intervalles est elui habituel de l'analyse mathéma-tique. Intuitivement un premier intervalle [x; y℄ est de qualité inférieure à un se-ond [x 0; y 0℄, nous noterons [x; y℄���[x 0; y 0℄, si le premier est plus large, don moinsinformatif, que le seond. Autrement dit, si le but des intervalles est elui de ernerun ensemble de valeurs, un intervalle est meilleur qu'un autre s'il erne les valeursd'une façon plus préise. La relation � �D� hérite trivialement les propriétés ré�exiveet transitive de la relation de préordre �D�� dé�nies sur les valeurs pessimistes ouoptimistes de la position �.À nouveau, nous allons voir omment les intervalles d'une position � onvergentvers une limite que nous appellerons sémantique bisémique de �. En e�et, sur unestruture de o-évaluation nous pouvons bâtir une algèbre de o-évaluation pourl'évaluation bisémique d'un jeu.Definition 5.5.7. (Algèbre de o-évaluation pour un jeu) Étant donnéune struture de o-évaluation monotone D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h; h 0), où D =(D;�D ; �; �), pour un jeu S = (P; �;!;PI), l'algèbre de o-évaluation pour S , estla struture �D sur la signature :



5.5. SÉMANTIQUE BISÉMIQUE 155(D ; valeurs�D ; intervalles de valeursD[ ; lasses o-�nalesD℄ ; lasses o-initiales�D\ ; intervalles de lasses� : 8� : sort: 1��� ; relations� : 8� : sort: 1��� ; relations duales� : 8� :{D, �D}: �� ! � ; fontion polymorphe du joueur� : 8� :{D, �D}: �� ! � fontion polymorphe de l'opposant)où :� la struture ( �D; ��) est la réunion des préordres sur les intervalles :�D , [�2P �D� �� , [�2P ���� les strutures (D[;�D[ ) et (D℄;�D℄ ) sont respetivement la réunion des ex-tensions bémol et dièse :D[ = [�2P(D��)[ �D[= [�2P�(D�� )[D℄ = [�2P(D��)℄ �D℄= [�2P�(D�� )℄(les deux unions seront aussi notés, respetivement, �[D et �℄D)� l'ensemble �D\ est la réunion des intervalles de lasses :�D\ = [�2P �D\�dé�nis de la façon suivante :�D\� , f(�1; �2) 2 (D��)[ � (D��)℄ j �1 �}2(D�� ) �2goù l'ordre �}2(D�� ) entre les lasses est l'extension de l'ordre �D�� auxlasses de parties de D�� (f. setion 1.1.9.2, page 23) ; pour les éléments de edomaine, omme pour eux de �D, nous utiliserons les notations équivalentes(�1; �2) et [�1; �2℄ ; et nous érirons à nouveau � 2 [�1; �2℄ pour signi�er�1 �}2(D�� ) � �}2(D�� ) �2.� la relation � �D\ , noté aussi ��\, est la réunion des relations ��\� sur les inter-valles de lasses : ��\ = [�2P ��\�dé�nies de la façon suivante :[�1; �2℄ ��\� [� 01; � 02℄ 4() �1 �[D� � 01 ^ � 02 �℄D� �2



156 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURS� les fontions des joueurs sur les intervalles, notées �� et �� sont dé�niespar : ��i=1::n[xi; yi℄ , [ �i=1::nxi ; �i=1::nyi ℄��i=1::n[xi; yi℄ , [ �i=1::nxi ; �i=1::nyi ℄Les deux omposantes D- = D et D+ = D? sont appelées, respetivement, strutured'évaluation ou projetion pessimiste, notée aussi �D1, et struture d'évaluation ouprojetion optimiste, notée aussi �D2. Si (D;�D) est un treillis et les opérations �et � oïnident respetivement ave les bornes, supérieure et inférieure, du treillis,alors la struture �D est appelée treillis de o-évaluation. �Les fontions des joueurs � et � étant monotones dans toutes les omposantes,les extensions respetives �� et �� aux intervalles, seront des fontions restituant en-ore des intervalles. Considérant alors les fontions des joueurs omme des onstru-tions polymorphes, leur type sera 8� :{D, �D}: �� ! �.Nous remarquerons que la struture ((D��)℄;�(D�� )℄ ) oïnide ave l'extensionbémol de (D�� ;�D�� ). Intuitivement, les deux omposantes, l'algèbre pessimisteD- et l'algèbre optimiste D+ , représentent, en quelque sorte, un ouple d'objetshiraux (énantiomorphe), images l'un de l'autre dans un miroir (omme la maingauhe et la main droite), mais n'étant pas égaux. Réunies, elles permettent unedouble évaluation d'un jeu où les deux évaluations sont en rapport : la plus petite,au sens de l'ordre �D�� , est l'évaluation pessimiste, la plus grande est l'évaluationoptimiste ; et les deux sont fournies par les omposantes algébriques homologues.Lorsque tout préordre (D�� ;�D�� ) est, à la fois, un dpo algébrique et un o-dpoalgébrique, les deux extensions, la bémol et la dièse, lui sont isomorphes. Dans eas, l'algèbre de o-évaluation �D n'aura pas un intérêt majeur par rapport à lastruture de o-évaluation D onstituant son germe.Réunissant les deux interprétations d'un jeu, elle dans la projetion pessimisteD[, et elle dans la projetion optimiste D℄ = (D?)[, nous obtiendrons une o-évaluation du jeu. Intuitivement ela nous donnera un intervalle de valeurs ernantla sémantique du jeu à un point tel que, parfois, l'intervalle pourra se réduire àun seul élément, une forme de signi�é absolu. À nouveau, tous les éléments de lasous-algèbre syntaxique prinipale du jeu :(PT ;PNT;T(P); bT(S);IT(S); IT(S) ; �)seront traduits dans l'algèbre de o-évaluation du jeu.Example 5.5.8. Un modèle très simple d'algèbre de o-évaluation est eluides nombres rationnels Q, illustré dans la �gure 5.5.2, où l'on onsidère que lesensembles Q et R (les réels) ontiennent aussi les limites -1 et +1. D'une part,puisque l'ordre est total, tous les sous-ensembles sont, à la fois, dirigés et o-dirigés.D'autre part, tout nombre irrationnel peut s'exprimer omme limite d'un dirigé(ou o-dirigé) de rationnels (il su�t d'approher l'irrationnel x par une reherhedihotomique à partir de deux rationnels a et b l'enadrant, 'est-à-dire tels que x 2



5.5. SÉMANTIQUE BISÉMIQUE 157Fig. 5.5.2. L'algèbre de o-évaluation des rationnelsD = Q�D = f(x; y) 2 Q � Q j x � ygD[ = �(Q;�)�[ �= RD℄ = r(Q;�)�℄ �= R�D\ = f(�1; �2) 2 D[ �D℄ j �1 �}2(D) �2g �= f(x; y) 2 R � R j x � yg� = max� = min? = -1> = +1�? = [-1; +1 ℄[a; b℄). L'extension bémol et l'extension dièse du domaine des rationnels, sont alorsisomorphes au domaine des réels. Nous verrons que, dans une telle struture, un jeuin�ni sera évalué à un ouple de valeurs [x; y℄, qui ne seront pas systématiquementrationnels. La valeur gauhe, que nous quali�ons de pessimiste, pourra être soitun réel, soit un rationnel, et de même pour la valeur droite, que nous quali�onsd'optimiste. Ainsi, l'attribution d'une sémantique bisémique à une position rained'un arbre de jeu in�ni, pourra se faire dans le produit artésien de l'ensembleinitial Q �Q, ou dans un produit artésien mixte Q �R ou R �Q, si l'on néessitela omplétion idéaux pour la limite pessimiste ou pour elle optimiste, ou bien dansle arré R�R, si l'on néessite la omplétion idéaux pour apturer les deux limites.� 5.5.1. Co-interprétation d'un jeu. Une struture de o-évaluation mono-tone D su�t pour dé�nir l'interprétation du jeu dans l'algèbre de o-évaluation �D,'est-à-dire pour dé�nir e que nous appellerons o-interprétation du jeu.Definition 5.5.9. (o-interprétation d'un jeu) Soit D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2) une struture de o-évaluation monotone, où D = (D;�D ; �; �), pourun jeu S = (P; �;!;PI). Soit '1 : ApS H7�! D[1, où '1 = (p; h1; v1;w1), l'interpréta-tion pessimiste du jeu ('1 = 'D), et soit '2 : ApS H7�! D[2, où '2 = (p; h2; v2;w2),l'interprétation optimiste du jeu ('1 = 'D? ). Alors, la o-interprétation du jeu( � ; �') : ApS H7�! �D, où �D=(D;D2; �D;D[; D℄; �D\ ; �;�; �; �)est dé�nie par :(1) l'interprétation des noms � est l'appliation suivante :(a) pour les noms des domaines :� (�) = 8><>: D si � = PT�D si � 2 fPNT;T(P); bT(S)g�D\ si � 2 fIT(S); IT(S)g



158 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURS(b) pour les noms des opérations : (�) , (�)(2) l'interprétation des valeurs est la onstrution polymorphe :�' : 8� : fPT;PNT;T(P); bT(S);IT(S); IT(S)g: �!  (�)dé�nie par :(a) �'PT , p(b) �'PNT (�) , [h1(�); h2(�)℄ est la o-heuristique, notée aussi �h ; lesprojetions �h1 , h1 et �h2 , h2 seront respetivement la heuristiquepessimiste et la heuristique optimiste() �'T(P)(t) , [v1(t); v2(t)℄, notée aussi �v, est la o-évaluation des arbresétiquetés ; �v1 , v1 est l'évaluation pessimiste, et �v2 , v2 est l'éva-luation optimiste des arbres �nis étiquetés(d) �'bT(S) , ( �'T(P))jbT(S)est la o-évaluation des pré�xes �nis(e) �'IT(S) , [w1(t);w2(t)℄, notée aussi �w, est la o-évaluation des pré-�xes arbitraires ; �w1 , w1 est l'évaluation pessimiste, et �w2 , w2 estl'évaluation optimiste des pré�xes arbitraires(f) �'IT(S) , ( �'IT(S))jIT(S) est la o-évaluation des arbres de jeu �Une o-interprétation pourra être notée par ses quatre omposantes prinipales�'D = (p; �h; �v ; �w). S'il existe un élément minimal ? et un maximal > pour lastruture (D;�) et si la o-heuristique est la fontion ��:(?;>) nous la quali�eronsde anonique (ou banale). La o-heuristique banale restitue toujours l'intervallemoins signi�atif pour une position donnée.5.5.1.1. Preuve de orretion. Nous allons prouver, par le biais de plusieurslemmes, que la o-interprétation d'un jeu est, omme son nom l'indique, une in-terprétation algébrique de la struture syntaxique prinipale vers l'algèbre de o-évaluation. Nous prouverons ensuite qu'il s'agit d'un homomorphisme.Le lemme suivant on�rme l'intuition qui aompagne les o-heuristiques or-retes : dans le as des arbres �nis, elles peuvent être utilisées, pour toute positionnon terminale, pour élaborer deux approximations de la valeur exate du jeu, unepessimiste (approximation par défaut) et une optimiste (approximation par exès).Lemma 5.5.10. Dans une struture de o-évaluation monotone D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; �h1; �h2), la o-heuristique �h : PNT ! �D, est telle que, si t� 2 T(S), alors :val(t�) 2 �h(�).Démonstration. L'énoné se traduit, en onsidérant les projetionspessimiste et optimiste, par les deux inégalités suivantes :



5.5. SÉMANTIQUE BISÉMIQUE 159�h1(�) �D�� val(t�) �D�� �h2(�)Et les deux sont onséquenes diretes de la orretion des omposantes�h1 et �h2 respetivement dans les strutures d'évaluation pessimiste Det optimiste D? (f. prop. 5.3.9). �L'interprétation bisémique d'un pré�xe �ni est l'assemblage de deux interprétationsmonosémiques duales, une pessimiste �v1, obtenue grâe à l'heuristique pessimiste,et une optimiste �v2, obtenue grâe à l'heuristique optimiste.Lemma 5.5.11. La o-interprétation des pré�xes �nis est une fontion à valeursdans les intervalles : �v : bT(S; �)! �D�.Démonstration. L'énoné se traduit, en termes de projetions pes-simiste et optimiste, par la ondition �v1(t) �D�� �v2(t) pour tout t 2bT(S; �). Cette ondition est prouvée par une simple indution sur lataille de l'arbre �ni, en utilisant, pour le as de base, l'hypothèse :h1(�) �D�� h2(�)de la dé�nition de struture de o-évaluation monotone (f. déf. 5.5.4).�Nous pouvons remarquer à présent que, par dé�nition, la o-évaluation des pré�xes�nis peut être formulée d'une façon semblable à ses projetions, par le biais desfontions des joueurs sur les intervalles :�v(t) = 8>>>>>><>>>>>>: �? si t = ;�p(�) si t = f("; �)g; � 2 PT�h(�) si t = f("; �)g; � 2 PNT��i=1::n�v(ti) si Fils(t) = t1::tn; �(t(")) = Player��i=1::n�v(ti) si Fils(t) = t1::tn; �(t(")) = OpponentLa struture de �v demeure elle d'une simple fontion d'évaluation. Seul le type desvaleurs est di�érent, les intervalles de valeurs ayant remplaé les valeurs singulières.En outre, la o-interprétation des pré�xes �nis véri�e, omme ses deux projetions,la propriété de monotonie. Si pour les projetions le préordre est elui des valeurs�D�� , pour la o-interprétation le préordre que la fontion onserve est elui desintervalles ���.Lemma 5.5.12. La o-interprétation des pré�xes �nis est une fontion mono-tone �v : (bT(S; �);�) H7�! ( �D\�; ��\�).



160 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSDémonstration. L'énoné déoule diretement de la proposition5.3.12. Soit t � t 0 deux pré�xes de jeu de la position �. La projetionpessimiste de la o-heuristique est orrete dans la projetion pessimisteD- de la struture de o-évaluation, don �v1(t) �D�� �v1(t 0). De même,la projetion optimiste de la o-heuristique est orrete dans la proje-tion optimiste D+ , don �v2(t) �D�� �v2(t 0). Autrement dit :�v(t) = [�v1(t);�v2(t)℄ ��� [�v1(t 0);�v2(t 0)℄ = �v(t 0) �L'interprétation bisémique des pré�xes in�nis est, elle aussi, la réunion des in-terprétations monosémiques orrespondantes aux deux germes de l'algèbre de o-évaluation. La o-interprétation des pré�xes arbitraires est l'intervalle omposé dela lasse de o-�nalité des évaluations pessimiste et de la lasse de o-initialité desévaluations optimistes :�w(t) = [ [fv-(t=k) j k 2 Ng℄[ ; [fv+(t=k) j k 2 Ng℄℄ ℄Proposition 5.5.13. La o-évaluation des pré�xes arbitraire est une fontionà valeurs dans les intervalles de lasses :�w : IT(S; �)! �D\�.Démonstration. Soit (�1; �2) = �w(t) pour t 2 IT(S; �). Nous vou-lons montrer que �1 �}2(D�� ) �2. Soit X 2 �1 et Y 2 �2. Il nous fautprouver que X �}(D�� ) Y. Soit x 2 X et y 2 Y deux éléments arbi-traires. Puisque X est o-�nal de f�v1(t=k) jk 2 Ng, il existe i 2 N tel quex �D�� �v1(t=i). D'autre part, puisque Y est o-initial de f�v2(t=k) jk 2 Ng,il existe j 2 N tel que �v2(t=j) �D�� y. Soit k = maxfi; jg. Puisque �v1 estmonotone pour l'ordre �D�� et que �v2 est monotone pour l'ordre �D�� ,nous avons :x �D�� �v1(t=i) �D�� �v1(t=k) �D�� �v2(t=k) �D�� �v2(t=j) �D�� yoù la ondition �v1(t=k) �D�� �v2(t=k) est garantie par le lemme 5.5.11.L'énoné est don obtenu par la propriété transitive des préordres (D�� ;�D��) onstituant une struture de o-évaluation. �La o-évaluation des pré�xes arbitraires, omme elle des pré�xes �nis, est unefontion monotone vis-à-vis de l'ordre sur les intervalles.Lemma 5.5.14. La o-interprétation des pré�xes �nis est une fontion mono-tone �v : (bT(S; �);�) H7�! ( �D\�; ��\�).Démonstration. La preuve est identique à elle de la proposition5.5.12, à la di�érene près que l'argument initial, i.e. la monotonie desprojetions, est fourni, ette fois-i, par la proposition 5.3.14. �



5.5. SÉMANTIQUE BISÉMIQUE 161Fig. 5.5.3. Co-interprétation d'un jeuSous-algèbre syntaxique prinipalePT PNT T(P) bT(S) IT(S) IT(S) � �[
D �D �D\ �� ��\p �h �v �v �w �w

Algèbre de o-évaluationProposition 5.5.15. La dé�nition de o-interprétation d'un jeu est orrete etil s'agit d'un homomorphisme.Démonstration. La tradution du type 1bT(S)�bT(S) de �bT(S) estpréisément le type 1 �D� �D de � (�) � (bT(S)) = � (�) �D = ��. De même,la tradution du type 1IT(S)�IT(S) de �IT(S) est préisément le type1 �D\� �D\ de � (�) � (IT(S)) = � (�) �D\ = ��\. Autrement dit, l'interpréta-tion des noms est orrete vis-à-vis des types. La onservation des opé-rations est garantie, omme dans le as d'une interprétation du jeu (f.prop. 5.3.18), par les propriétés de monotonie démontrées auparavant :le semi-prédiat �bT(S) : 1bT(S)�bT(S) est onservé dans � (�) � (bT(S)) = ��par �v qui est monotone (f. lemme 5.5.12), et le semi-prédiat �IT(S) :1IT(S)�IT(S) est onservé dans � (�) � (IT(S)) = ��\ par �w qui est mono-tone (f. lemme 5.5.14). �Les omposantes de l'interprétation des valeurs (lignes ontinues) et les re-lations de onservation des opérations (lignes pointillées) impliquées par la o-interprétation d'un jeu sont résumées dans la �gure 5.5.3.5.5.2. Sémantiques bisémiques des positions. Nous avons vu que, étantdonné une struture d'évaluation D dont le domaine est D, son extension bémol D[,nous permet d'évaluer les positions du jeu dans les lasses de o-�nalité des dirigésde D. La fontion d'interprétation sémantique orrespondante, la sémantique mo-nosémique bémol L : M[D : P! D[, assoie alors à toute position du jeu une lasse deo-�nalité. Par ailleurs, la sémantique monosémique L : MD : P�!Æ D des positions estla borne supérieure, si elle existe, de la sémantique monosémique bémol. En e quionerne la o-évaluation, nous allons proéder d'une façon similaire : en regrou-pant deux strutures d'évaluation ompatibles et duales (l'ordre des valeurs étantdual), nous obtiendrons une struture de o-évaluation nous permettant d'évaluerune position dans un intervalle de lasses. Ainsi, lorsque les deux lasses auront uneborne, respetivement supérieure et inférieure, l'intervalle onstitué par es bornes



162 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSpourra être onsidéré omme la (double) valeur sémantique de la position du jeu.De plus, lorsque les deux bornes oïnideront à une valeur v 2 D, nous pourronsonsidérer ette dernière omme étant l'unique sémantique de la position.Definition 5.5.16. (Sémantique bisémique) Étant donné une struture deo-évaluation monotone D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2) pour un jeu S = (P; �;!;PI), la sémantique bisémique béarre des positions est la fontion totale TV : UW\D :P! �D\ dé�nie par : TV � UW\D , �w(t�)où �'D = (p; �h;�v; �w) est la o-interprétation du jeu dans l'algèbre de o-évaluation�D : �D=(D;D2; �D;D[; D℄; �D\ ; �;�; �; �)La sémantique béarre pessimiste, notée T : U[D , est la projetion de la premièreomposante de la sémantique bisémique béarre. De même, la sémantique béarreoptimiste, notée V : W℄D , est la projetion de la seonde omposante :T� U[D = �1 ^ V� W℄D = �2 4() TV � UW\D = [�1; �2℄La sémantique bisémique des positions est la fontion partielle TV : UWD : P�!Æ �Ddé�nie par : TV � UWD ~=sup �D TV � UW\DLa sémantique pessimiste, notée T : UD et la sémantique optimiste, notée V : WD ,sont égales à la sémantique monosémique dans les projetions, respetivement, pes-simistes et optimistes de la struture de o-évaluation D et de la o-interprétation�'D : � T� UD , L� MDV� WD , L� MD? �En e qui onerne la notation des fontions sémantiques bisémiques et deleurs projetions, nous omettrons les indies lorsque ela ne pourra pas être aused'ambiguïté. Nous remarquerons que la sémantique pessimiste T : UD , et l'optimisteV : WD oïnident ave les deux projetions de sémantique bisémique lorsque ettedernière existe :T� UD = x1 ^ V� WD = x2 , TV � UWD = [x1; x2℄Cependant, la sémantique bisémique peut ne pas exister pour une ertaine position� du jeu, alors qu'une sémantique entre la pessimiste et l'optimiste peut être dé�niesur � (mais pas les deux simultanément).Proposition 5.5.17. Étant donné une struture de o-évaluation monotoneD 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2) pour un jeu S = (P; �;!;PI), nous avons :(1) T� U[D = L� M[D(2) V� W℄D = L� M[D?(3) TV � UWD = [x1; x2℄ , supL� M[D = x1 ^ infL� M[D = x2



5.5. SÉMANTIQUE BISÉMIQUE 163Tab. 1. Mémento des fontions sémantiquesave � ' = (p; h; v ;w)�' = (p; �h; �v ; �w)Nom Notation Type Dé�nitionmonosémique bémol L� M[ P �! D[ totale w(t�)monosémique L� M P �!Æ D partielle supw(t�)bisémique béarre TV � UW\ P �! �D\ totale �w(t�)pessimiste bémol T� U[ P �! D[ totale �w1(t�)optimiste dièse V� W℄ P �! D℄ totale �w2(t�)bisémique TV � UW P �!Æ �D partielle sup �w(t�)pessimiste T� U P �!Æ D partielle sup �w1(t�)optimiste V� W P �!Æ D partielle inf �w2(t�)Démonstration. Le deux premiers points sont des onséquenesdiretes des dé�nitions :T�U[D = �TV � UW\D �1 = �w1(t�) = L� M[DV� W℄D = �TV � UW\D �2 = �w2(t�) = L� M[D? .Le dernier point est une propriété de l'ordre sur les intervalles. La bornesupérieure d'un dirigé d'intervalles oïnide ave le ouple des bornessupérieures des deux projetions du dirigé :TV � UWD = [x1; x2℄ , supTV � UW\D = [x1; x2℄, supL� M[D = x1 ^ supL� M[D? = x2, supL� M[D = x1 ^ infL� M[D = x2 �Remark 5.5.18. La proposition préédente et la remarque 5.4.2 nous per-mettent de réérire la fontion sémantique bisémique selon le shéma habituel,inauguré par la dé�nition de valeur d'une position d'un jeu �ni, et qui reste valide,omme nous l'avons onstaté, pour l'interprétation des pré�xes arbitraires w etpour la sémantique monosémique bémol L : M[ :TV � UW\ = 8>>>>>><>>>>>>: ( [ fp(�)g ℄[ ; [ fp(�)g ℄℄ ) si� 2 PT( [ f�h1(�)g ℄[ ; [ f�h2(�)g ℄℄ ) si t = f("; �)g; � 2 PNTn��i=1TV �i UW\ si Su(�) = �1::�n; �(�) = Playern��i=1TV �i UW\ si Su(�) = �1::�n; �(�) = Opponent�La table 1 résume l'ensemble de toutes les fontions sémantiques dé�nies pour lespositions d'un jeu. Le shéma de la remarque 5.5.18 reste valide pour toutes lesfontions sémantiques répertoriées. Mais pour les fontions partielles L : MD , TV : UWD ,T : UD et V : WD , il faudra plus préisément substituer le symbole d'égalité par le



164 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSsymbole ~=(égal s'il existe), puisque l'existene du membre gauhe (la sémantiqued'une position), est impliquée par l'existene du membre droit (les sémantiques despositions suivantes).Si la struture de o-évaluation est, à la fois, un dpo algébrique et un o-dpoo-algébrique (pour toute position �), la sémantique des positions d'un jeu devientune fontion totale.Corollary 5.5.19. Soit D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2) une struture de o-évaluation monotone pour un jeu S = (P; �;!;PI). Si pour toute position � 2 P lastruture (D�� ;�D�� ) est à la fois un dpo algébrique et un o-dpo o-algébrique,alors la sémantique bisémique des positions du jeu est une fontion totale :TV : UW : P! �DDémonstration. L'énoné est une onséquene direte des proposi-tions 5.4.3 et 5.5.17. �Le rapport entre la o-interprétation �v et la sémantique bisémique TV : UWD respetela règle énonée, dans le adre des évaluations, par le lemme 5.4.5 : la fontion �vpeut être utilisée pour aluler des approximations de TV : UWD , lorsque ette dernièreexiste.Lemma 5.5.20. Soit D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2) une struture de o-évaluation monotone pour un jeu S = (P; �;!;PI). Alors8� 2 domTV : UWD : 8t2 bT(S; �): �v(t) ��� TV � UWDDémonstration. Si la sémantique bisémique existe, alors les séman-tiques pessimiste et optimiste existent (f. prop. 5.5.17). En utilisantdeux fois le lemme 5.4.5 (dans la struture pessimiste D et dans elleoptimiste D?, où l'ordre sur les valeurs de � est �D�� ), nous avons :�v1(t) �D�� T� UD�v2(t) �D�� V� WDDon on onlut :�v(t) = [�v1(t);�v2(t) ℄ ��� [ T�UD ; V� WD ℄ = TV � UWD �Le lemme préédent a une impliation importante pour le alul en temps �ni de lasémantique bisémique d'une position � du jeu : s'il existe un pré�xe �ni de l'arbrede � dont la o-évaluation est un intervalle de dimension nulle, i.e. de la forme [x; x℄,alors la sémantique bisémique oïnide ave et intervalle.Corollary 5.5.21. Sous les hypothèses du lemme 5.5.20, nous avons le ritèresuivant : 8t2 bT(S; �): �v(t) = [x; x℄ 2 �D�TV � UWD = [x; x℄



5.5. SÉMANTIQUE BISÉMIQUE 165Démonstration. Par le lemme 5.5.20, si la sémantique bisémiqueexiste, elle sera forément supérieure à la valeur [x; x℄. Mais e dernierest un point maximal dans le préordre ( �D�; ���) (rien de omparable nepourrait être plus préis), don TV � UWD = [x; x℄. Il reste don à montrerque la sémantique bisémique existe. Cela est assuré par le ritère de ter-minaison du lemme 5.4.6 appliqué aux deux omposantes, la pessimisteet l'optimiste, de la fontion de o-évaluation �v: �5.5.3. Indépendane vis-à-vis des heuristiques. La notion d'heuristiqueplus informée s'étend de façon naturelle aux as des o-heuristiques.Definition 5.5.22. (o-heuristiques plus informées) Soit S = (P; �;!;PI) une arène de jeu et D = (D;�D ; �; �;?) une struture qui est à la fois unestruture de o-évaluation pour deux o-heuristiques di�érentes :D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2)D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1 0; h2 0)Alors, si les o-heuristiques �h = (h1; h2) et �h 0 = (h1 0; h2 0) sont dans l'ordreextensionnel des fontions de type PNT ! �D, nous disons que �h 0 est plus informéeque �h, noté �h � �h 0. �Autrement dit, une o-heuristique �h 0 est plus informée qu'une autre o-heuristique�h, si 8� 2 PNT: �h(�) ��� �h 0(�). Le rapport entre un ouple de o-heuristiquesdans l'ordre extensionnel et les projetions orrespondantes est évident : une o-heuristique �h 0 est plus informée qu'une autre �h, si et seulement si la premièreprojetion de �h 0 est plus informée que la première projetion de �h dans la stru-ture pessimiste D, et la seonde projetion de �h 0 est plus informée que la seondeprojetion de �h dans la struture optimiste D?.Étant donné une fontion de payo�, l'ordre plus informé entre o-heuristiquespermet de dé�nir un ordre de préision entre o-interprétations.Definition 5.5.23. (o-interprétations plus préises) Soit S = (P; �;!;PI) une arène de jeu, et soient �' : ApS H7�! �D et �' 0 : ApS H7�! �D, où �' = (p; �h;�v; �w)et �' 0 = (p 0; �h 0;�v 0; �w 0), deux interprétations du jeu dans la même algèbre de o-évaluation �D. Nous disons que �' 0 est plus préise (ou meilleure) que �', noté�' �� �' 0, si les deux fontions de payo� oïnident et la o-heuristique �h 0 est plusinformée que �h : �' �� �' 0 4() p = p 0 ^ �h �� �h 0 �L'idée d'une plus grande préision, évoquée par la dé�nition préédente, s'ex-plique par les impliations d'une telle ondition sur les fontions sémantiques.Puisque par dé�nition de o-heuristiques plus informées, nous supposons à la foisD 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2) et D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1 0; h2 0), nous dis-tinguerons les o-interprétations d'un jeu dans D, don les fontions sémantiques



166 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSimpliquées, en remplaçant, dans la notation des fontions sémantiques, l'indie Dpar la o-interprétation impliquée.Lemma 5.5.24. Soit S = (P; �;!;PI) une arène de jeu, et �'; �' 0 deux o-interprétations du jeu dans �D telles que �' �� �' 0. Alors, pour toute position � 2 P,nous avons les relations suivantes entres les fontions sémantiques orrespondantaux deux o-interprétations : TV � UW\�' ��\� TV � UW\�' 0 bisémiques béarreT� U[�' �[� T� U[�' 0 pessimistes bémoleV� W℄�' �℄� V� W℄�' 0 optimistes dièse(si elles existent) TV � UW�' ��� TV � UW�' 0 bisémiques(si elles existent) T� U�' �D�� T� U�' 0 pessimistes(si elles existent) V� W�' �D�� V� W�' 0 optimistesDémonstration. Conséquenes diretes de la monotonie des fon-tions polymorphes des joueurs. Les preuves pour les arbres �nis se fontpar indution en utilisant, pour les as de base, l'hypothèse p = p 0 et�h �� �h 0. �La prinipale onséquene du lemme préédent est un ritère de terminaison pour lealul des sémantiques bisémiques. Dans un ordre partiel (D;�D) pointé vers le baset vers le haut, si nous obtenons une valeur maximale [x; x℄ ave les heuristiquesbanales ? et >, nous obtiendrons forément le même résultat ave toute autreo-heuristique.Corollary 5.5.25. Soit S = (P; �;!;PI) une arène de jeu et D = (D;�D ; �; �;?) une struture de o-évaluation telle que (D;�D) est un ordre partiel ave unminimum ? et un maximum >. Soit �' = (p; �h;�v; �w) une o-interprétation bâtie surla o-heuristique banale �h = ��:(?;>), et soit �' 0 = (p; �h 0;�v 0; �w 0) une seonde o-interprétation bâtie sur la même fontion de payo�. Nous avons alors l'impliationsuivante : TV � UW�' = [x; x℄TV � UW�' 0 = [x; x℄Démonstration. Pour le lemme 5.5.24 nous avons TV � UW�' �� TV � UW�' 0 .D'autre part, le point [x; x℄ est maximal (le plus préis possible) dans�D, don TV � UW�' 0 �� [x; x℄ = TV � UW�' 0 . L'énoné est ainsi onséquene de lapropriété anti-symétrique de ( �D; ��), propriété qui est héritée de l'ordrepartiel (D;�). �Ainsi, lorsque la sémantique bisémique TV � UW�' d'une position du jeu, alulée avela o-heuristique banale �h = ��:[?;>℄, sera égale à une valeur maximale [x; x℄,nous dirons que x est la sémantique absolue de la position �. Le quali�atif ab-solue évoquera l'indépendane d'une telle valeur par rapport aux approximationsheuristiques utilisées.



5.5. SÉMANTIQUE BISÉMIQUE 167Fig. 5.5.4. Sémantique absolue d'une position� [5; 5℄ � [?; 3℄ = [5; 5℄�1[5; 5℄ �2 [3; 3℄ � [?;>℄ = [?; 3℄�3[3; 3℄ �4 [?;>℄
5.5.3.1. Exemple de sémantique absolue. Considérons à nouveau l'exemple illus-tré par la �gure 5.4.1, page 148. Supposons que dans la position �2 l'opposant aitdeux seuls oups possibles, le premier onduisant à la position terminale �3, etle seond onduisant à la position non terminale �4. Supposons qu'on évalue laposition initiale en développant son arbre jusqu'au niveau des positions �3 et �4.En d'autres termes, onsidérons le pré�xe régulier t�=2 de l'arbre de la position �.Pour la position non terminale �4 nous utiliserons la o-heuristique banale, pourles positions terminales �1 et �3 nous utiliserons le o-payo� dérivé de la mêmefontion de payo� de la �gure 5.4.1. Le résultat de la rétro-propagation des valeursest représenté dans la �gure 5.5.4. Dans la position �2, l'opposant minimise ha-une des omposantes de l'intervalle. Il obtient ainsi la valeur [?; 3℄. Intuitivement,ela signi�e que, dans le pire des as pour lui, il sera obligé de onéder le payo� 3(dans le meilleur ?). Mais de toute façon, maximisant son gain dans la position �,le joueur déterminera que la valeur du pré�xe t�=2 est [5; 5℄. Ce dernier étant unintervalle maximal, il s'agit bien de l'unique valeur sémantique de la position � (f.orollaire 5.5.21).5.5.4. Classi�ation sémantique des positions. Les résultats énonés pré-édemment peuvent être résumés par une taxinomie des types de position d'un jeudonné. Soit S = (P; �;!;PI) une arène de jeu, et soit �' = (p; �h; �v ; �w) une o-interprétation à valeur dans l'algèbre de o-évaluation �D = (D;D2; �D;D[; D℄; �D\ ; �; �; �;?;>; �?). Une position � du jeu peut être :(1) ertainement o-évaluable en �D\,la fontion bisémique béarre TV � UW\�' étant totale ;(2) éventuellement évaluable en �D1,si son interprétation pessimiste T� U�' existe ;(3) éventuellement évaluable en �D2si son interprétation optimiste V� W�' existe ;



168 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSFig. 5.5.5. Taxinomie des positionsstritement o-évaluable en Do-évaluable en Do-évaluable en �Dévaluable en �D1 évaluable en �D2o-évaluable en �D\
(4) éventuellement o-évaluable en �Dsi ses deux interprétations, pessimiste et optimiste, existent ; autre-ment dit, si l'interprétation bisémique TV � UW�' existe ;(5) éventuellement o-évaluable en Dsi ses deux interprétations, pessimiste et optimiste, existent et oïn-ident ; autrement dit, si TV � UW�' = [x; x℄ ;(6) éventuellement stritement o-évaluable en Dsi (D;�) est un ordre partiel ave un minimum ? et un maximum>, et si ses deux interprétations, pessimiste et optimiste, existent etoïnident même lorsqu'on utilise les heuristiques banales ; autrementdit, si la position a une sémantique absolue :TV � UW�' 0 = [x; x℄ où �' 0 = (p; �h 0; �v 0; �w 0), �h 0 = ��:[?;>℄.Dans le treillis des propriétés de (1) à (6), où l'ordre est l'impliation logique, lapropriété (1) fait �gure de propriété minimum (toujours vraie), et la (6) de propriétémaximum. La totalité des impliations logiques est représentée dans la �gure 5.5.5.Un seond type de lassi�ation onerne l'existene d'un pré�xe �ni dontl'évaluation oïnide ave elle de l'arbre de la position dans son intégralité. Selonl'approhe, pessimiste ou optimiste, nous avons une notion de �nitude di�érente :si la position est �niment évaluable, au sens des sémantiques monosémiques (déf.5.4.7), à la fois pour la struture pessimiste et pour l'optimiste, nous pouvons direque la position est �niment o-évaluable. Les deux ritères de lassi�ation sontorthogonaux. Par exemple, une position o-évaluable en D, n'est pas forément�niment o-évaluable.Example 5.5.26. Soit S = (P; �;!;PI) un jeu où l'ensemble des positions estelui des entiers naturels P = N, la relation de transition est la relation suesseur(� ! � 0 , � 0 = � + 1), la fontion de lassi�ation des positions a�ete les



5.6. SÉMANTIQUE DES STRATÉGIES 169positions paires au joueur et les impaires à l'opposant, et PI = f1g. Supposonsd'évaluer le jeu dans la struture des nombres rationnels Q ave les heuristiquessuivantes : �h1(�) = -1=� �h2(�) = +1=�L'arbre de jeu étant linéaire, les deux évaluations sémantiques onvergent, pour� tendant à +1, à la valeur 0. Autrement dit, la position initiale �0 = 1 esto-évaluable en D. Mais elle ne l'est pas �niment, puisque la limite 0 peut êtreseulement approhée mais jamais atteinte par la o-évaluation des pré�xes �nis. �
5.6. Sémantique des stratégiesDans l'exemple de la �gure 5.5.4, la stratégie onsistant à hoisir le oup ondui-sant à la position �1 est une stratégie optimale pour le joueur. Les stratégies étantune façon d'a�aiblir le joueur (on lui impose un hoix unique à haune de sespositions), la valeur de toute stratégie sera forément inférieure à la valeur de laposition. Ainsi, quand leur évaluation oïnidera ave elle de la position initiale,nous dirons que la stratégie est optimale. Nous allons, au ours de ette setion,développer et formaliser les onepts liés à l'évaluation des stratégies des joueurs.5.6.1. Strutures d'évaluation régulières. La monotonie (dans toutes lesomposantes et par rapport aux valeurs des positions Dp;h� ) est l'unique onditiondemandée aux strutures d'évaluation pour dé�nir une sémantique des positionsdu jeu. Pour interpréter les stratégies, qui sont des élagages partiuliers du joueur(f. setion 4.4.1), nous demanderons que la struture d'évaluation D = (D;�D; �; �) véri�e la même propriété de monotonie, mais par rapport aux valeurs desélagages �nis du joueur eDp;h� (f. dé�nition 5.3.3), et qu'elle véri�e des propriétésadditionnelles.Dans les strutures d'évaluation habituelles les opérations des joueurs sont lemax et le min. Tous deux sont des fontions qui n'ont auun e�et lorsqu'on lesapplique à un seul argument (max x = x = min x) ou à plusieurs répliques du mêmeargument (max x::x = x = min x::x). Puisqu'elles néessitent au moins deux argu-ments pour produire un e�et, 'est-à-dire pour opérer une véritable transformationde leurs arguments, nous dirons qu'il s'agit de fontions plurielles. Dans tout treillisd'évaluation D = (D;�D ; sup; inf), les fontions sup et inf sont plurielles.Definition 5.6.1. (Strutures d'évaluation régulières) Une strutured'évaluation monotone D = (D;�D ; �; �), D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h) est régulièresi : (1) pour toute position � 2 P du jeu (eD�;�fD� ) est un préordre(2) � et � sont monotones dans toutes leurs omposantes par rapport au va-leurs des élagages, i.e. pour toute position non terminale � 2 PNT, oùSu(�) = �1::�n, les fontions véri�ent la propriété :



170 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURS8u2 eD�1 ::eD�k-1 ; v2 eD�k+1 ::eD�n :x �fD�k y ) 8><>: � (u:x:v) �fD�� (u:y:v)� (u:x:v) �fD�� (u:y:v)(3) l'heuristique est fortement orrete, 'est-à-dire, pour toute position � 2PNT, telle que Su(�) = �1::�n (n � 1), la fontion véri�e les onditionssuivantes :�(�) = Player ) 8�i: h(�) �fD� p�h(�i)�(�) = Opponent ) h(�) �fD� � �i=1::np�h(�i)�(4) la fontion du joueur est une fontion plurielle par rapport au valeurs desélagages, i.e. : 8x 2 eD�: x = � x::xLa famille des algèbres d'évaluation régulières sur un jeu S, une struture élé-mentaire (D; �; �), un payo� p et une heuristiques h, sera notée REstrut(S; D; �; �; p; h). �Dans le adre des strutures d'évaluation régulières, la orretion de l'heu-ristique utilisée est une ondition qui est renforée. La nouvelle ondition, qu'onappelle orretion forte, permet de donner une sémantique aux élagages du joueur,don aux stratégies. La ondition sur les positions de l'opposant est identique à ellede orretion simple. En revanhe, la ondition sur les positions du joueur demandeque l'heuristique appliquée à la position onsidérée soit inférieure à l'heuristique(ou le payo�) appliquée individuellement aux positions suivantes dans le jeu.On remarquera que l'heuristique anonique est à la fois orrete et fortementorrete. Si en général les deux notions de orretion sont orthogonales, dans leadre spéi�que d'une struture d'évaluation régulière, la ondition de orretionest impliquée par elle de orretion forte. Ainsi, pour prouver qu'une strutured'évaluation est monotone et régulière, on demontrera seulement la propriété deorretion forte.Proposition 5.6.2. Si la struture d'évaluation est régulière, alors toute heu-ristique fortement orrete est une heuristique orrete.Démonstration. Soit D = (D;�D ; �; �) une struture d'évaluationrégulière, et soit � 2 P. Il su�t de montrer que h(�) �fD� n�i=1 p�h(�i)où Su(�) = �1::�n.



5.6. SÉMANTIQUE DES STRATÉGIES 171Fig. 5.6.1. Heuristique orrete 6) fortement orrete� 5h(�) = 4� 0 3 � 00 5h(�) = n�i=1 h(�)::h(�) (� plurielle)�fD� n�i=1 p�h(�i) (� monotone; h fortement orrete)�La réiproque n'est pas vraie. Dans un jeu min-max sur les entiers naturels (equi onstitue un treillis d'évaluation), supposons qu'on ait une position � aveseulement deux oups onduisant à des positions terminales � 0 et � 00, dont le payo�est, respetivement, l'entier 3 et l'entier 5. La situation est illustrée dans la �gure5.6.1. Une heuristique h estimant à 4 la valeur de � est orrete mais pas fortementorrete, puisque �! � 0 alors que h(�) = 4 �N3 = p(� 0).5.6.2. Interprétation des élagages du joueur. Nous allons onstruire l'in-terprétation des élagages des joueurs, don des stratégies et des ontre-stratégies,par la même tehnique que elle utilisée pour l'interprétation des pré�xes �nis. Enpremier lieu nous allons montrer que la fontion v est monotone, sous ertaineshypothèses, lorsque elle est appelée à l'évaluation des élagages �nis (ompat) dujoueur. Ensuite, nous pourrons la vouer à l'évaluation de tous les arbres de fITp(S),ompats ou non. L'interprétation des élagages de l'opposant, en partiulier desontre-stratégies, sera dé�nie par dualité, les élagages de l'opposant étant des éla-gages du joueur dans la syntaxe de jeu duale. Une ondition sine qua non pour unetelle interprétation est que le jeu soit inévitablement alterné.Lemma 5.6.3. Dans un jeu S = (P; �;!;PI) inévitablement alterné, la fontionsmall(:), small� , min�ft 2 fITp(S) j t 6= ; ^ t � t�g est une fontion totaleP! fITp(S).Démonstration. Soit � 2 P. Si �(�) = Player alors f("; �)g estun élagage du joueur pour la position � et il s'agit forément du pluspetit non vide, don small� = f("; �)g. Si �(�) = Opponent, puisque lejeu S est inévitablement alterné, il n'existe pas de séquenes in�nies depositions du même joueur :9Æ�2N: Æ 9� u�!� � 0juj � Æ� ) � 02PT _ 8><>: 9� u 0��!� � 00 u 00��!� � 0u = u 0:u 00�(�) 6= �(� 00)Nous prouvons l'énoné par indution sur Æ�.



172 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURS� Æ� = 1Dans e as la ondition i-dessus se simpli�e et devient 8� `i�!�i: �(�i) = Player. L'arbre t = f("; �); (`1; �1); ::; (`n; �n)g estun élagage du joueur. Puisque tout autre élagage t 0 non vide dujoueur devra ontenir ("; �) et devra être omplet à l'adresse " del'opposant, l'arbre t sera forément ontenu dans t 0. Autrementdit small� = t.� Æ� = k+ 1Pour tout �i 2 Su(�) nous avons Æ�i � n. Par hypothèsed'indution, small�i existe. Nous dé�nissons alors l'arbre :t = f("; �)g [ [� `i�!�i `i:small�iL'arbre t est omplet à l'adresse " de l'opposant et tous ses �lssont des élagages du joueur. Don t 2 fITp(S). Puisque tout autreélagage t 0 non vide du joueur devra être omplet à la raine, les�ls de t 0 seront, par dé�nition de small, ontenus dans les �ls det orrespondants. Autrement dit, small� = t. �Nous utiliserons l'existene d'un plus petit élagage non vide du joueur, pour prouverla monotonie de la fontion v restreinte au domaine des élagages du joueur fITp(S)équipé de l'ordre d'élagage. Un autre résultat préliminaire est le suivant.Lemma 5.6.4. Si D = (D;�D ; �; �) est une struture d'évaluation régulièreD 2 REstrut(S; D; �; �; p; h), pour un jeu S = (P; �;!;PI) inévitablement alterné,alors : 8� 2 P: p� h(�) �fD� vp;h (small�)Démonstration. Soit � 2 P. Par indution sur la hauteur h del'arbre �ni small�.Si �(�) = Player alors f("; �)g est un élagage du joueur pour laposition � et il s'agit forément du plus petit non vide, don small� =f("; �)g. Si �(�) = Opponent,� h = 1Dans e as small� = f("; �)g don p� h(�) = v(small�)� h = k+ 1Si small� a une hauteur supérieure à 1, la position � est forémentde l'opposant et non terminale. Soit Su(�) = �1::�n Don :p� h(�) = h(�) (� 2 PNT)�fD� �i=1::np� h(�i) (h orrete)�fD� �i=1::nv(small�i) (indution; � monotone)= v(small�) (dé�nition de small) �



5.6. SÉMANTIQUE DES STRATÉGIES 173Proposition 5.6.5. Si D = (D;�D ; �; �) est une struture d'évaluation ré-gulière D 2 REstrut(S; D; �; �; p; h), pour un jeu S = (P; �;!;PI) inévitablementalterné, alors la fontion v : T(P)! D, restreinte aux élagages �nis du joueur, estmonotone vis-à-vis de l'ordre d'élagage :v : (eTp(S);�) H7�! (D;�D)Démonstration. Comme dans la preuve de la proposition 5.3.12,nous omparons les arbres par leur hauteur. La relation :�, f(t 0; t) j hauteur(t) <Nhauteur(t)gest bien fondée sur les élagage �nis du joueur �: }eTp(S)�eTp(S), et sonextension produit aux ouples d'élagages �nis �2 : }eTp(S)2�eTp(S)2 est,elle aussi, une relation bien fondée (f. setion 1.1.11). Nous pouvonsalors prouver l'énoné par le prinipe d'indution bien fondée sur �2 .Soient t 0; t 2 eTp(S) tels que t 0 � t. La propriété à prouver est v(t 0) �fD�v(t). Nous proédons par as.(1) t = ;Si t est vide, alors t 0 doit l'être aussi (puisque t 0 � t), don l'énonéest vrai.(2) t = f("; �)gSi t est une feuille, alors soit t 0 = ;, soit t 0 = t ; dans les deux asv(t 0) �fD� v(t).(3) Fils(t) = t1::tn ^ �(�) = Player (où � = t(") et n � 1)Si t a omme �ls t1::tn, et la position initiale � est du joueur.Puisque n � 1 il s'agit d'une position non terminale. Considéronstrois sous-as possibles.(a) t 0 = ;l'énoné est, à nouveau, trivialement vrai.(b) t 0 = f("; �)gLes deux arbres t; t 0 sont des élagages (du joueur) d'unarbre de jeu t�. Si l'élagage t 0 est radial à l'adresse ", donv(t 0) = h(�), l'élagage t est, à la même adresse, partiel ou,éventuellement omplet. Nous avons :v(t 0) = h(�) (� 2 PNT)�fD� � h(�) (� extensive)�fD� �i=1::nh(�) (� ��-roissante)�fD� �i=1::np� h(�i) (h fort: orrete; � monotone)�fD� �i=1::nv(small�i) (lemme 5:6:4)= v(t 00)où l'arbre t 00 est dé�ni de la façon suivante :t 00 = f("; �)g [ [(`i;�i)2t `i:small�i



174 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSIl reste à montrer que v(t 00) �fD� v(t). Puisque tous les �lsde t 00 sont plus petits, par dé�nition, que les �ls orrespon-dants de t, par hypothèse d'indution ((t 00i ; ti) �2 (t 00; t)),nous avons v(t 00i ) �fD� v(ti). Don, par monotonie de �, nousavons l'énoné.(4) Fils(t) = t1::tn ^ �(�) = Opponent (où � = t(") et n � 1)Dans e dernier as, soit t 0 est vide, don l'énoné est vrai, soitt 0 est, lui aussi, omplet à l'adresse " de l'opposant. Nous avonsalors que Fils(t 0) = t 01::t 0n ave t 0i � ti, À nouveau, par hypothèsed'indution ((t 0i; ti) �2 (t 0; t)), nous avons v(t 0i) �fD� v(ti), et nouspouvons onlure par monotonie de �. �Definition 5.6.6. Étant donné une arène de jeu S = (P; �;!;PI) et unestruture d'évaluation régulière D = (D;�D ; �; �), D 2 REstrut(S; D; �; �; p; h),l' interprétation des élagages du joueur est la fontion wp : fITp(S)! D[ dé�nie dela façon suivante :wp(t) , [fv(t 0) j t 0 2 Tg℄[ où T 2 �(eTp(S);�), sup(eTp(S);�) T = t �L'interprétation d'un élagage du joueur t est don la lasse de o-�nalité de n'im-porte quel dirigé de ompats approximant l'arbre t.Proposition 5.6.7. La dé�nition d'interprétation des élagages du joueur estorrete et il s'agit d'une fontion monotone : wp : (fITp(S);�) H7�! (D[;�[D).Démonstration. Nous voulons montrer que la dé�nition de wp(t)ne dépend pas du représentant T hoisi pour approximer l'arbre t. Ene�et, puisque (fITp(S);�) est un dpo, l'égalité des bornes supérieuresimplique la o-�nalité. Don tout autre représentant T 0 sera o-�nalde T, et son image v(T 0) sera, elle aussi, o-�nale de v(T), la fontionv étant un homomorphisme. En e qui onerne la monotonie de wp,les dirigés de (eTp(S);�) sont transformés par v en dirigés de (D;�D :1D�D). Supposons t 0 � t où l'arbre t est représenté par le dirigé deompats T et t 0 est représenté par T 0. Puisque v onserve aussi lapropriété de o-�nalité, il su�t de prouver que T �[ T 0. T et T 0 étantdes dirigés de ompats dont les bornes supérieures sont dans la relationd'ordre supT � supT 0, ils sont forément dans le rapport de o-�nalitéorrespondant T �[ T 0 (f. lemme 2.4.2). �Nous avons, à présent, tous les ingrédients néessaires à l'interprétation de la sous-algèbre syntaxique du joueur (f. setion 4.5.2.2).Definition 5.6.8. (interprétation des stratégies) Étant donné un jeuS = (P; �;!;PI) inévitablement alterné, dont la sous-algèbre syntaxique du joueurest



5.6. SÉMANTIQUE DES STRATÉGIES 175(PT ;PNT;T(P); eTp(S);fITp(S); ISp(S) ; �p : 8� :{eTp(S),fITp(S)}: 1���)et étant donné une struture d'évaluation D = (D;�D ; �; �) régulière D 2 REstrut(S; D; �; �; p; h), et germe de l'algèbre d'évaluation :D[ = (D;D[ ; � : 8� : sort: 1���; �; �),l'interprétation des stratégies est l'interprétation algébrique ( ;') de l'algèbresyntaxique du joueur vers l'algèbre d'évaluation D[, dé�nie de la façon suivante :(1) l'interprétation des noms  est l'appliation suivante :(a) pour les noms des domaines : (�) = Æ D si � 2 fPT;PNT;T(P); eTp(S)gD[ si � 2 ffITp(S); ISp(S)g(b) pour les noms des opérations : (�p) , (�)(2) l'interprétation des valeurs est la onstrution polymorphe :' : 8� : fPT;PNT;T(P); eTp(S);fITp(S); ISp(S)g: �!  (�)dé�nie par : 'PT , p, 'PNT , h, 'T(P) , v, 'eTp(S) , vjeTp(S) , 'fITp(S) ,wp, 'ISp(S) , wpjISp(S) , où :(a) la fontion v : T(P)! D est l'interprétation des arbres étiquetés dansP (ave p et h)(b) la fontion wp : fITp(S) ! D[ est l'interprétation des élagages arbi-traires du joueur (ave p, h et v) �Comme pour l'interprétation d'un jeu, nous noterons l'interprétation des stra-tégies par ses quatre omposantes prinipales ' = (p; h; v ;wp), faisant omission del'assoiation des noms.Proposition 5.6.9. La dé�nition d'interprétation des stratégies d'un jeu estorrete et il s'agit d'un homomorphisme.Démonstration. La preuve est alquée sur la preuve analogue deorretion de la dé�nition d'interprétation d'un jeu. �L'homomorphisme entre la sous-algèbre syntaxique du joueur et l'algèbre d'éva-luation régulière est résumé par la �gure 5.6.2. Les ontre-stratégies d'un jeu Soïnident ave les stratégies du joueur dans le jeu dual S?. Pour donner un sensaux ontre-stratégies, il su�t don d'interpréter les stratégies du jeu dual, à ondi-tion que la struture d'évaluation soit toujours régulière, même lorsqu'on éhangele r�le des joueurs. Autrement dit, pour donner un sens au ontre-stratégies �niesou in�nies, il faudra que la struture d'évaluation D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h) soittelle que :



176 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSFig. 5.6.2. interprétation d'un jeuSous-algèbre syntaxique du joueurPT PNT T(P) eTp(S) fITp(S) ISp(S) � �[
D D[ �D �[Dp h v v wp wp

Algèbre d'évaluation sémantique (régulière)D 2 REstrut(S?; D; �; �; p; h)Dans ette dernière ériture, nous remarquerons que l'ordre des opérations estéhangé par rapport à la ondition D 2 Estrut(S; D; �; �; p; h). Cela permet d'as-soier aux joueurs leur anienne opération.Definition 5.6.10. (interprétation des ontre-stratégies) Étant donnéun jeu S = (P; �;!;PI) inévitablement alterné, dont la sous-algèbre syntaxique del'opposant est :(PT ;PNT;T(P); eTo(S);fITo(S); ISo(S) ; �o : 8� :{eTp(S),fITp(S)}: 1���)et étant donné une struture d'évaluation D = (D;�D ; �; �), régulière pour le jeudual D 2 REstrut(S?; D; �; �; p; h), et dont la duale D? est le germe de l'algèbred'évaluation : D℄ = (D;D℄ ; � : 8� : sort: 1���; �; �)l'interprétation des ontre-stratégies est l'interprétation algébrique ( ;') dé�niede la façon suivante :(1) l'interprétation des noms  est l'appliation suivante :(a) pour les noms des domaines : (�) = Æ D si � 2 fPT;PNT;T(P); eTo(S)gD℄ si � 2 ffITo(S); ISo(S)g(b) pour les noms des opérations : (�o) , (�)(2) l'interprétation des valeurs est la onstrution polymorphe :' : 8� : fPT;PNT;T(P); eTo(S);fITo(S); ISo(S)g: �!  (�)



5.6. SÉMANTIQUE DES STRATÉGIES 177dé�nie par : 'PT , p, 'PNT , h, 'T(P) , v, 'eTo(S) , vjeTo(S) , 'fITo(S) ,wo, 'ISo(S) , wojISo(S)où ' 0 = (p; h; v;w 0p) est l'interprétation des stratégies de S? vers D?et wo = w 0p. �Proposition 5.6.11. La dé�nition d'interprétation des ontre-stratégies d'unjeu est orrete et il s'agit d'un homomorphisme.Démonstration. La fontion d'interprétation wp des élagages arbi-traires de l'opposant est elle du joueur dans la syntaxe duale. PuisquefITo(S) = fITp(S?), les fontions 'fITo(S) et 'ISo(S) sont dé�nies or-retement. Puisque ' 0 : ApS? H7�! D? est un homomorphisme, la re-lation �o: 1eTo(S)�eTo(S) est onservée dans �: 1D�D, et la relation�[o: 1fITo(S)�fITo(S) est onservée dans �[: 1�(D;�)�[��(D;�)�[ . Puisque�(D;�)�[ = D℄ (et �[=�℄) nous avons que �[: 1D℄�D℄ est de typeompatible, via  , ave le type 1fITo(S)�fITo(S) de l'opération �fITo(S) .L'interprétation algébrique est don orrete par rapport aux types ethérite de ' 0 la onservation de l'opération polymorphe �o. �Lorsque une struture d'évaluation D = (D;�D ; �; �) sera à la fois régulière pourun jeu S et régulière pour son dual (en éhangeant les opérations des joueurs) :� D 2 REstrut(S ; D; �; �; p; h)D 2 REstrut(S?; D; �; �; p; h)nous la quali�erons d'ambivalente. Nous avons vu que toute struture régulièreambivalente se prête aussi bien à l'interprétation des stratégies que à elle desontre-stratégies. Autrement dit, toute struture régulière ambivalente permet l'in-terprétation homomorphe de l'algèbre syntaxique omplète.5.6.3. Suite des stratégies approximantes. Tout pré�xe �ni t 2 bT(S; �)d'un arbre d'une position �, est une approximation de la valeur de l'arbre. Dans eproédé d'approximation, on peut remplaer, sous ertaines hypothèses, les pré�xes�nis par les stratégies du joueur. Supposons que les opérations des joueurs sontdistributives, 'est-à-dire :� u:(� y1::yn):v =� (� u:y1:v)::(� u:yn:v)� u(� y1::yn):v =� (� u:y1:v)::(� u:yn:v)Dans l'évaluation d'un arbre de jeu, la rétro-propagation des valeurs peut êtreonsidérée omme l'évaluation d'un terme où les fontions des joueurs remplaentles positions non terminales et le payo� remplae les positions terminales. Conside-rons alors les propriétés distributives omme une relation de transformation entretermes équivalents. Si au départ les opérations des joueurs sont imbriquées dans eterme, par l'appliation de la propriété distributive nous pourrions faire �remon-ter� progressivement tous les symboles � du joueur, �repoussant� les symboles � del'opposant vers le bas du terme. Par une série de transformations de e genre, nouspourrions �nalement érire un terme équivalent de profondeur 2, ave le symbole �



178 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSdu joueur à la raine, des symboles � au niveau 1, et des valeurs au niveau 2. La va-leur de haque branhe de la raine orrespondrait alors à la valeur d'une stratégiedu joueur. Autrement dit, on aurait aratérisé la valeur de l'arbre de jeu ommele résultat de l'appliation de la fontion du joueur � sur les valeurs de toutes lesstratégies du même joueur.Par la suite, nous supposerons aussi que les opérations soient assoiatives, i.e. :� u:(� v):z =� u:v:z� u:(� v):z =� u:v:zDefinition 5.6.12. (pré-stratégies) Étant donné un jeu S, les pré-stratégiessont les pré�xes �nis des stratégies arbitraires du joueur :bS(S; �) = fŝ 2 T(P) j 9s 2 ISp(S; �): ŝ � sgSoit t 2 IT(S; �) un pré�xe du jeu. Les pré-stratégies dans t sont les pré-stratégiesinluses dans l'arbre t :bS(S; t) = fŝ 2 bS(S; �) j � = t("); ŝ � tg �La valeur d'un pré�xe �ni du jeu est égale, dans une struture d'évaluationdistributive, au résultat de l'opération du joueur appliquée à toutes les pré-stratégiesinluses dans le pré�xe.Proposition 5.6.13. Étant donné une struture d'évaluation D = (D;�D ; �; �), D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h) pour un jeu S, si les opérations des joueurs sontdistributives, assoiatives et l'opération du joueur � est plurielle, alors :vp;h (t) = "ŝ2bS(S;t)vp;h (ŝ)Démonstration. Par indution sur la profondeur k de l'arbre t.� k = 0Si t = f("; �)g alors la seule stratégie et pré-stratégie possible estl'arbre t. Don :vp;h (t) = � vp;h (t) � plurielle= "s2bS(S;t)vp;h (s) bS(S; t) = ftg� k ) k+ 1 ave �(�) = PlayerL'arbre t a n � 1 �ls situés aux adresses `1; ::; `n. Une pré-stratégie dans t se onstruit par la gre�e à l'arbre f("; �)g, où� = t("), d'une quelonque pré-stratégie d'un �ls ti :bS(S; t) = (f("; �)g �`1 bS(S; t1)) [ :: [ (f("; �)g �`n bS(S; tn)) (i)Alors :



5.6. SÉMANTIQUE DES STRATÉGIES 179vp;h (t) = n�i=1 vp;h (ti) def: de vp;h= n�i=1 ( "s2bS(S;ti)vp;h (s)) Hp. d'indution= "s2Uvp;h (s) � assoiative; U = Si=1::n bS(S; ti)= "s 02bS(S;t)vp;h (s 0) def: de U et (i)� k ) k+ 1 ave �(�) = OpponentL'arbre t a n � 1 �ls situés aux adresses `1; ::; `n. Une pré-stratégie dans t se onstruit par l'assemblage de n pré-stratégies,haune relative à un �ls de t :bS(S; t) = f("; �)g �`1 bS(S; t1) � ::: �`n bS(S; tn) (i)Alors :vp;h (t) = n�i=1 vp;h (ti) def: de vp;h= n�i=1 ( "s2bS(S;ti)vp;h (s)) Hp. d'indution= "s12bS(S;t1)� � �sn2bS(S;tn) (vp;h (s1) � :: � vp;h (sn)) distributive
= "s2bS(S;t)vp;h (s) (i)�Ainsi, lorsque les opérations des joueurs sont assoiatives et distributives, et lastruture d'évaluation est régulière, les pré-stratégies permettent d'approximer lavaleur du jeu, autant que le font les pré�xes.Corollary 5.6.14. Étant donné une struture d'évaluation D = (D;�D ; �; �), D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h) pour un jeu S, si les opérations des joueurs sontdistributives, assoiatives et l'opération du joueur � est plurielle, alors :L� M[D = sup f "s2bS(S;�)kvp;h (s) j k 2 Ngoù bS(S; �)k est l'ensemble des pré-stratégies de profondeur k. �Puisque les pré-stratégies, don les stratégies, peuvent jouer le r�le d'approxi-mant �ni dans l'évaluation sémantique d'un jeu, il est intéressant d'observer que laretro-propagation min-max appliquée à une pré-stratégie donnée peut être aluléed'une manière bien spéiale : il su�t d'appliquer l'opération de l'opposant à l'éva-luation (par la fontion de payo� ou par l'heuristique) de toutes les feuilles de lapré-stratégie.Proposition 5.6.15. Étant donné une struture d'évaluation D = (D;�D ; �; �), D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h) pour un jeu S, si les opérations des joueurs sontassoiatives, les opérations � et � sont plurielles, et s 2 bS(S; �), alors :



180 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSvp;h (s) = #� 02Feuilles(s)p�h(� 0)Démonstration. Par indution sur la profondeur k de la pré-stratégies. � k = 0Si s = f("; �)g alors Feuilles(s) = f�g, don :vp;h (s) = p�h(�) def: de vp;h= � p�h(�) � plurielle= #� 02Feuilles(s)p�h(� 0)� k ) k+ 1 ave �(�) = PlayerLa pré-stratégie s a un seul �ls s 0 dont la valeur est, par hypothèsed'indution, égale à :vp;h (s 0) = #� 02Feuilles(s 0)p�h(� 0)Puisque � est plurielle et que Feuilles(s) = Feuilles(s 0) nousavons l'énoné :vp;h (s) =� vp;h (s 0) = vp;h (s 0) = #� 02Feuilles(s)p�h(� 0)� k ) k+ 1 ave �(�) = OpponentLa pré-stratégie s a autant de �ls que l'opposant a de oup dansla position �. Par indution, tous les �ls si de s sont des pré-stratégies telles que :vp;h (si) = #� 02Feuilles(si)p�h(� 0)Alors :vp;h (s) = n�i=1 vp;h (si) def: de vp;h= n�i=1 ( #� 02Feuilles(si)p�h(� 0)) Hp. d'indution= #� 02Feuilles(s)p�h(� 0) assoiative; � plurielle�5.7. ConlusionNous avons onstruit progressivement un homomorphisme de l'algèbre syn-taxique omplète du jeu vers une algèbre de o-évaluation bâtie sur deux struturesd'évaluation régulières. L'interprétation homomorphe est résumée dans la �gure5.7.1. Dans la �gure 5.7.2 est représenté, en revanhe, le as d'une struture d'éva-luation non seulement régulière, mais aussi telle que le préordre (D;�D) est, à lafois, un dpo et un o-dpo. Dans e as, tous les domaines d'arbres de la syntaxeomplète peuvent être interprétés diretement dansD (les extensions bémol et dièseétant isomorphes à la struture initiale (D;�D)).



5.7. CONCLUSION 181Lorsque la struture d'évaluation D et sa duale D? ne seront pas régulièresrespetivement pour le jeu S et pour le dual S?, nous pourrons interpréter exlusi-vement l'algèbre syntaxique prinipale du jeu. Cela nous permettra de donner unesémantique (monosémique ou bisémique) à toutes les positions du jeu, mais nousresterons en défaut d'une fontion sémantique pour les stratégies des joueurs.



182 5. SÉMANTIQUE DES JEUX À DEUX JOUEURSFig. 5.7.1. Interprétation de l'algèbre syntaxique omplète dansune struture d'évaluation régulière ambivalentePositions terminales PTPositions non terminales PNTPositions P valeursArbres �nis etiquetés T(P) DArbres �nis du jeu T(S)Pré�xes �nis du jeu bT(S)Élagages �nis du joueur eTp(S)Élagages �nis de l'opposant eTo(S)Pré�xes du jeu IT(S) lasses o-�nalesArbres du jeu IT(S) D[Élagages du joueur fITp(S)Stratégies du joueur ISp(S)Élagages de l'opposant fITo(S) D℄Stratégies de l'opposant ISo(S) lasses o-initialesOrdre pré�xe sur bT(S) � �DOrdre d'élagage du joueur sur eTp(S) �pOrdre pré�xe sur IT(S) �[ �[DOrdre d'élagage du joueur sur fITp(S) �[pOrdre d'élagage de l'opposant sur eTo(S) �o �DOrdre d'élagage de l'opposant sur fITo(S) �[o �℄D =�[D
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5.7. CONCLUSION 183Fig. 5.7.2. Interprétation de l'algèbre syntaxique omplète dansune struture d'évaluation régulière ambivalente, à la fois dpo eto-dpoPositions terminales PTPositions non terminales PNTPositions PArbres �nis etiquetés T(P)Arbres �nis du jeu T(S)Pré�xes �nis du jeu bT(S) valeursÉlagages �nis du joueur eTp(S) DÉlagages �nis de l'opposant eTo(S)Pré�xes du jeu IT(S)Arbres du jeu IT(S)Élagages du joueur fITp(S)Stratégies du joueur ISp(S)Élagages de l'opposant fITo(S)Stratégies de l'opposant ISo(S)Ordre pré�xe sur bT(S) �Ordre d'élagage du joueur sur eTp(S) �p �DOrdre pré�xe sur IT(S) �[Ordre d'élagage du joueur sur fITp(S) �[pOrdre d'élagage de l'opposant sur eTo(S) �o �DOrdre d'élagage de l'opposant sur fITo(S) �[o

php� hvvvvvwwwpwpwowo





CHAPITRE 6L'algorithme Alpha-Bêta
1. Introdution2. Strutures d'évaluations ompatibles3. Théorème Alpha-Bêta polymorphe4. Théorème Alpha-Bêta-Gamma-Delta5. Tests de orretion et performane

Le but de e hapitre est elui d'étudier les propriétés de l'algorithme Alpha-Bêta, dé�ni pour la struture d'évaluation des entiers, et de l'adapter à un plusgrand spetre de strutures d'évaluations. Nous introduirons aussi un nouvel algo-rithme, la méthode Alpha-Bêta-Gamma-Delta, plus prudent, don moins e�aeque son prédéesseur, mais toujours orret, même lorsqu'on relâhera ertaineshypothèses sur la struture d'évaluation utilisée.6.1. IntrodutionL'algorithme Alpha-Bêta est une méthode de alul de la valeur d'un jeu, pré-sentée pour la première fois dans [Hart & Edwards, 1961℄, et largement étu-diée depuis dans la littérature spéialisée des jeux ombinatoires (f. par exemple[Knuth & Moore, 1975℄ et [Fuller et al., 1973℄). Le jeu est supposé être évaluédans la struture des entiers ave les opérations min et max. Pour résoudre e typede jeu, 'est-à-dire pour en onnaître la valeur (perdant ou gagnant, et ombien),il est souvent inutile de visiter entièrement l'arbre de jeu déoulant d'une positioninitiale. Une portion signi�ative de l'arbre de jeu peut à l'oasion su�re à déter-miner la valeur exate de la position étudiée. Par exemple, durant l'évaluation d'unnoeud du joueur (où l'on maximise le gain), si une branhe est évaluée à la valeurmaximale > du domaine d'évaluation D, il est bien inutile de aluler les valeurs desbranhes non enore visitées : la valeur ne pourra être supérieure, de toute manière,à la valeur déjà atteinte. D'une façon duale, dans un noeud de l'opposant (où l'onminimise le gain), une fois la valeur ? atteinte, 'est-à-dire une fois obtenu toute que l'opposant pouvait espérer de mieux, nous pouvons aussit�t interrompre leproédé d'évaluation, évitant ainsi de parourir d'autres branhes.185



186 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTAFig. 6.1.1. Coupures minimax� +1
�1+1 �2 x �3 y

6.1.1. Coupures minimax. La �gure 6.1.1 illustre le as d'une position dujoueur, en évaluation dans la struture D = f-1; 0;+1g (perdant, math null, ga-gnant), où l'analyse du premier oup du joueur permet de répondre +1, et elaindépendamment des valeurs inonnues x et y des autres deux oups possibles.Algorithm 1 minimaxfontion minimax(� : P) : D1. si � 2 PT alors retourner p(�)2. sinon soit �1,...,�n la liste des suesseurs de �3. si �(�) = Player alors3.1) v  ?3.2) pour i allant de 1 à n fairev  v max minimax(�i)4. si �(�) = Opponent alors4.1) v  >4.2) pour i allant de 1 à n fairev  v min minimax(�i)5. retourner vL'évaluation exhaustive de l'arbre de jeu est la proédure qui, sur le modèlede la fontion v d'évaluation des jeux �nis (f. setion ), alule la valeur d'un jeuen parourant l'arbre de jeu dans sa totalité (f. algorithme 1). Ce type de visiteest appelé aussi algorithme minimax, évoquant la rétro-propagation des valeurs,à partir des feuilles vers la raine, par l'appliation des fontions min et max desjoueurs. Le ritère d'élagage dérit auparavant, où l'on véri�e l'obtention du gainmaximal (> dans un noeud du joueur, ? dans un noeud de l'opposant), orrespondà une remarque tellement simple que la reherhe exhaustive équipée d'un tel testest souvent appelée, une fois de plus, méthode minimax. Cependant, Judea Pearl,auteur de l'ouvrage de référene sur les tehniques heuristiques (f. [Pearl, 1990℄),lui réserve le nom de méthode solve (f. algorithme 2).



6.1. INTRODUCTION 187Algorithm 2 Solve (minimax ave test du gain maximal)fontion minimax(� : P) : D1. si � 2 PT alors retourner p(�)2. sinon soit �1,...,�n la liste des suesseurs de �3. si �(�) = Player alors3.1) v  ?3.2) pour i allant de 1 à net tant que v <D > fairev  v max minimax(�i)4. si �(�) = Opponent alors4.1) v  >4.2) pour i allant de 1 à net tant que ? <D v fairev  v min minimax(�i)5. retourner vFig. 6.1.2. Coupures �� peu profondes(a) (b)� 5
�15 �2 �D 3

3
� 9

�15 �2 �D 3
3

�4 9
6.1.2. Coupures �� peu profondes. Des oupures beauoup moins évi-dentes sont en revanhe proposées par la méthode Alpha-Bêta. Pour l'introduire,supposons qu'on veuille aluler la valeur, dans la struture d'évaluation des entiersnaturels D = N (ave les fontions min et max), d'une position dont l'arbre aurala forme représentée dans la �gure 6.1.2.(a). Dans la position �, le joueur aura unpremier oup onduisant à la position terminale �1 dont le payo� sera 5, et il auraun seond oup onduisant vers une position �2 de l'opposant, ette fois-i nonterminale. Dans ette dernière position, l'opposant aura, à son tour, un premieroup onduisant à un payo� égal à 3, et d'éventuels autres mouvements possibles.Malgré l'information inomplète sur l'évaluation de haune de ses parties, nousonnaissons d'ores et déjà la valeur exate de l'arbre tout entier. En e�et, puisquela fontion min renvoie une valeur inférieure à tous ses arguments, la valeur de



188 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTAFig. 6.1.3. Coupures �� profondes(a) (b)�1(�1) 10�1�2 �2(�2) 9 y2 x2y1
x1 �110�1�2 x2 y1x1

la position �2 sera forément inférieure à 3. Ainsi, dans la position à la raine, lejoueur devra au bout du ompte hoisir entre un gain égal à 5 et un gain qui seraertainement inférieur à 3, don inférieur à 5. Nous pouvons don prévoir que lejoueur hoisira son premier oup (la valeur de la position sera 5), et ela sans visiterles autres oups à disposition de l'opposant dans la position �2.L'exemple préédent ne doit pas induire en erreur : la oupure n'est pas justi�éepar le fait que le premier oup analysé est, par un heureux hasard, le meilleur ouppossible pour le joueur dans la position à la raine. En e�et, même si le premieroup examiné n'avait pas été le meilleur (omme dans la �gure 6.1.2.(b)), la valeurde la position �2 n'aurait eu, de toute manière, auune in�uene sur la valeur dela position �.Ce type de oupures, dont la ause se situe un niveau seulement au dessus dunoeud où elles surviennent, seront quali�ées de peu profondes. Les oupures quise justi�ent, en revanhe, par l'analyse de plusieurs niveaux au-dessus du noeudimpliqué dans l'arbre de jeu, seront appelées oupures (ou ruptures) profondes.6.1.3. Coupures �� profondes. Considérons la situation représentée dansla �gure 6.1.3.(a). Le joueur dispose, dans la position initiale �1, d'un oup dontle payo� est 10. Nous pouvons montrer, indépendamment des valeurs x1, �1, y1,�2 et x2, que si l'opposant dispose à son tour, dans la position �2, d'un oup dontle payo� est 9 (don inférieur à 10), alors la valeur de la position �2 ne pourraonditionner la valeur de la position à la raine. En e�et, la formule qui alule lavaleur de �1 est la suivante (nous érivons � pour signi�er la fontion max, et �pour signi�er la fontion min) :10 � f�1 � [�2 � (9 � y2) � x2℄ � y1g � x1



6.1. INTRODUCTION 189Pour failiter la leture et retrouver une notation familière, nous pouvons remplaerles symboles � et � respetivement ave les symboles � et +, utilisés habituellementen algèbre pour dénoter des opérations distributives :10 � f�1 + [�2 � (9 + y2) � x2℄ + y1g � x1En appliquant justement la propriété distributive, nous véri�erons que la formulei-dessus oïnide ave la suivante :f10 � �1 + [10 � �2 � (9 + y2) � x2℄ + 10 � y1g � x1Nous remarquerons à présent que (9+y2) est forément inférieur à 9 don à 10, equi permet d'éliminer et argument de la formule (puisque la fontion � =�= maxignore les arguments plus petits que d'autres) :f10 � �1 + [10 � �2 � x2℄ + 10 � y1g � x1En�n, en appliquant la propriété distributive dans le sens inverse, nous obtenonsla formule : 10 � f�1 + [�2 � x2℄ + y1g � x1qui orrespond préisément à l'évaluation de l'arbre de la �gure 6.1.3.(b). End'autres termes, la valeur de la position �2 n'a auun intérêt dans le ontexte oùelle se trouve : du point de vue du joueur, qui examine ses possibilités à la position�1, tout se passe omme si elle n'existait pas. Cela implique, entre autres, qu'aprèsavoir alulé la valeur 9 du premier oup de l'opposant dans la position �2, il n'yaura auune raison d'évaluer les autres oups disponibles, la valeur inonnue y2étant aussi insigni�ante que la valeur 9 établie.6.1.4. L'algorithme Alpha-Bêta onventionnel. La méthode Alpha-Bêta,qui réalise les deux types de oupures examinées, est habituellement présentée sousla forme d'une fontion réursive dans un pseudo-langage de programmation impé-ratif (f. algorithme 3). La fontion Alpha-Bêta analyse une position � 2 P du jeuave les paramètres additionnels � et �, représentant une sorte de seuil à ne pasdépasser dans le alul graduel de la valeur de la position �, faute de quoi, la pro-gression du alul sera interrompue. Comme illustré dans la �gure 6.1.3.(a), dans unétat quelonque de l'évolution de l'algorithme, nous nous trouverons dans un noeudd'un arbre de jeu ave des anêtres (du joueur ou de l'opposant), dont l'évaluationaura été suspendue dans l'attente du résultat de l'évaluation d'un noeud �ls. Pourtout anêtre orrespondant à la position du jeu �i, nous pourrons diserner :(1) la valeur déjà alulée (�i si la position est du joueur, �i sinon), que nousappellerons valeur inahevée,(2) la valeur du �ls atuellement en évaluation, que nous appellerons valeurd'atualité,(3) la valeur totale des autres �ls dont l'évaluation n'a toujours pas débuté(xi si la position est du joueur, yi sinon), que nous appellerons valeurinonnue.Ave ette terminologie, nous pouvons mieux préiser le sens des paramètres � et� de la fontion Alpha-Bêta :



190 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTAAlgorithm 3 Alpha-Bêta onventionnelfontion Alpha-Bêta(� : P, �;� : D) : D1. si � 2 PT alors retourner p(�)2. sinon soit �1,...,�n la liste des suesseurs de �3. si �(�) = Player alors3.1) v  ?3.2) pour i allant de 1 à net tant que (v<D �) fairev  v max Alpha-Bêta(�i,�maxv,�)4. si �(�) = Opponent alors4.1) v  >4.2) pour i allant de 1 à net tant que (� <Dv) fairev  v min Alpha-Bêta(�i,�,�minv)5. retourner v� le seuil � est le résultat de l'appliation de la fontion du joueur (max) àtoutes les valeurs inahevées des noeuds anêtres du joueur� le seuil � est le résultat de l'appliation de la fontion de l'opposant (min) àtoutes les valeurs inahevées des noeuds anêtres de l'opposantEn e�et, dans les noeuds du joueur, l'appel réursif :Alpha-Bêta(�i,� maxv,�)propage le total des valeurs inahevées du joueur (� max v) à l'évaluation de labranhe �lle. De façon duale, dans les noeuds de l'opposant, l'appel réursif :Alpha-Bêta(�i,�,� min v)propage le total des valeurs inahevées de l'opposant à l'évaluation d'une branhe�lle. Dans un noeud du joueur en ours d'évaluation, si la valeur inahevée v dunoeud dépasse déjà, malgré son imperfetion (puisqu'elle pourrait s'agrandir en-ore), le total des valeurs inahevées de l'opposant, 'est-à-dire le seuil �, alorsl'évaluation du noeud peut être interrompue. De façon duale, si la valeur inahevéev d'un noeud de l'opposant en ours d'évaluation dépasse déjà, malgré son imper-fetion (puisqu'elle pourrait s'aminir enore), le total des valeurs inahevées dujoueur, 'est-à-dire le seuil �, alors l'évaluation du noeud peut être interrompue.Une seule ondition de rupture, le dépassement des seuils � et �, regroupe et ex-plique les deux types di�érents de oupures, les peu profondes et les profondes, quenous avons examinées dans les exemples préédents (f. �gure 6.1.2, 6.1.3.(a)).L'assimilation des deux types de oupures s'expliquera par la propriété distribu-tive des opérations min et max sur les entiers. En revanhe, dans d'autres struturespossibles, la distintion des deux types de oupures sera pertinente, la orretiondes oupures profondes n'étant pas toujours orrete. Nous n'expliquerons pas elaen détails, mais toujours grâe à la propriété distributive du min et du max, la



6.2. STRUCTURES D'ÉVALUATIONS COMPATIBLES 191méthode Alpha-Bêta est parfois présentée d'une façon où l'on ajoute systématique-ment le seuil des anêtres (� dans les noeuds du joueur, � dans eux de l'opposant)à la valeur en onstrution. Cela donne un algorithme un peu plus onis et élégant,la ondition de rupture (� �D �) étant la même dans les deux types de noeud (f.algorithme 4).Algorithm 4 Alpha-Bêta onventionnel (deuxième version)fontion Alpha-Bêta(� : P, �;� : D) : D1. si � 2 PT alors retourner p(�)2. sinon soit �1,...,�n la liste des suesseurs de �3. si �(�) = Player alors(3.1) pour i allant de 1 à net tant que (� <D �) faire�  � max Alpha-Bêta(�i,�,�)(3.2) retourner �4. si �(�) = Opponent alors(4.1) pour i allant de 1 à net tant que (� <D �) faire�  � min Alpha-Bêta(�i,�,�)(4.2) retourner �Dans les deux as, l'évaluation d'une position démarre par un appel à la fontionAlpha-Bêta sur la position onernée et ave la fenêtre la plus large possible, 'est-à-dire ave les paramètres � = ? et � = > (dans le as des entiers, e sera aveles valeurs limites � = -1 et � = +1 ). La fontion visitera les profondeurs del'arbre de jeu en resserrant progressivement la fenêtre [�;�℄, et en augmentant, deette manière, la probabilité des oupures.6.2. Strutures d'évaluations ompatiblesLa orretion des oupures illustrées dans les exemples préédents, 'est-à-direla orretion de la méthode Alpha-Bêta, s'appuie sur des propriétés impliites desfontions min et max. Nous allons, dans un premier temps, essayer d'isoler es pro-priétés toujours dans le adre de la struture des entiers ave min et max. Ensuite,nous ferons abstration de la struture d'évaluation utilisée, nous dé�nirons l'en-semble des propriétés souhaitées et, dans la prohaine setion, nous prouverons quees propriétés abstraites autorisent les oupures. Dans ette démarhe, l'objetifsera, bien entendu, elui de deviner les onditions les plus générales, 'est-à-direplus faibles d'un point de vue logique. Elles devront nous permettre, malgré leurfaiblesse, de aluler plus rapidement, mais de façon exate, la valeur d'une positiondu jeu dans une struture d'évaluation arbitraire D = (D;�D ; �; �).



192 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTA6.2.1. Analyse des oupures �� peu profondes. Les propriétés qui jus-ti�ent les oupures peu profondes des exemples préédents peuvent être résuméesde la façon suivante :(I) la fontion min de l'opposant renvoie un résultat plus petit que sesarguments ;(II) la fontion max du joueur ignore les arguments plus petits que d'autres,nous dirons qu'elle est élitiste :x �D yi ) max y1::yk : x : yk+1::yn = max y1::yk:yk+1::ynLe quali�atif élitiste, se justi�e étant donné que lorsque un argumentx (dans l'exemple x � 3) de la fontion max du joueur est plus petitqu'un seond argument y (dans l'exemple y = 5, don x � y), le premiern'a auune in�uene sur le résultat de la fontion. Autrement dit, enéliminant x et en appliquant la fontion à tous les autres arguments,nous obtiendrons le même résultat. Dans e as, nous disons que x estouvert par y.La façon duale d'opérer des oupures peu profondes (dans les noeuds du joueur,ave une information partielle de la valeur au niveau supérieur de l'opposant) est,bien entendu, orrete par des onsidérations duales :(III) la fontion max du joueur renvoie un résultat plus grand que ses argu-ments ;(IV) la fontion min de l'opposant ignore les arguments plus grands qued'autres ; nous disons qu'elle est o-élitiste :x �D yi ) min y1::yk : x : yk+1::yn = min y1::yk:yk+1::ynLorsqu'un argument x de la fontion min de l'opposant est plus grandqu'un seond argument y, le premier n'a auune in�uene sur le résultatde la fontion et nous pouvons don éliminer x des arguments appliquésà la fontion.En soulignant la dualité des propriétés (II) et (IV), nous pouvons les onsidéreromme une seule ondition. En e�et, dans les deux as, les opérations (elle dujoueur max ou elle de l'opposant min) permettent de supprimer e qui n'est pasessentiel. Dans e sens, nous dirons que les fontions des joueurs sont simpli�ables .6.2.2. Analyse des oupures �� profondes. Pour e type de oupure, lespropriétés algébriques énonées préédemment ne su�sent pas. En e�et, nous avonsexpliqué la oupure par la propriété distributive, qui est une propriété supplémen-taire des fontions min et max sur les entiers :(V) la fontion max du joueur (en notation in�xe) se distribue sur elle del'opposant : x max (y min z) = (x max y) min (x max z)



6.2. STRUCTURES D'ÉVALUATIONS COMPATIBLES 193(VI) la fontion min de l'opposant (en notation in�xe) se distribue sur elledu joueur : x min (y max z) = (x min y) max (x min z)Nous avons vu que la (V) permet les oupures, dans les noeuds de l'opposant,justi�ées par une valeur alulée dans un noeud antéédent du joueur. Vie versa,(VI) permettra les oupures, dans les noeuds du joueur, justi�és par une valeuralulée dans un noeud antéédent de l'opposant.6.2.3. Extension d'une opération binaire aux suites. Les fontions minet max dé�nies sur les suites, min;max : Z�! Z, peuvent être onsidérées ommeles extensions des versions binaires orrespondantes. Plus préisément, onsidéronsl'opération min2 : Z�Z! Z, que nous appellerons noyaux binaires de min, dé�niepar : min2(x; y) = � x si x �Zyy sinonLe minimum d'un seul argument est l'argument lui-même. Don, la version unairemin1 : Z ! Z de la fontion minimum est l'identité : min1 x = x. Cette der-nière peut être dé�nie de façon équivalente en terme du noyau binaire : min1 x ,min2(x; x). Ainsi, le noyau binaire du min est su�sant pour dé�nir indutivementla fontion sur les suites �nies de longueur arbitraire :(?) � min u , min1 u si juj = 1min a:u , a min2 (min u) si juj > 1A priori, nous pourrions onsidérer que la version unaire soit indépendante de laversion binaire, et que les deux versions ensemble onstituent la base indutive,dans le style de la dé�nition (?), des opérations � et � des joueurs (dont le do-maine d'appliation est elui des suites �nies d'éléments de D). L'opération unairedé�nirait expliitement l'appliation pour un argument, 'est-à-dire pour les suitesde longueur 1, l'opération binaire (assoiative et ommutative) dé�nirait expliite-ment l'appliation pour deux arguments, 'est-à-dire pour les suites de longueur 2.Les deux opérations ensemble dé�niraient l'appliation pour un nombre �ni maisarbitraire d'arguments. En réalité, les onditions de simpli�ation (élitisme et o-élitisme), requises par les fontions des joueurs, ne permettent pas une dé�nition del'opération unaire indépendante de la version binaire. Pour deux arguments x et y,tels que x � y, la fontion binaire du joueur, que nous noterons 2�, devra éliminerl'option x. Cela revient à énoner la propriété suivante, où 1� est la version unairede l'opération du joueur :(A) x � y ) x 2� y = 1� yConsidérant que les opérations binaires utilisées sont assoiatives et ommutatives,nous ne serons pas obligés d'énoner la ondition symétrique :x � y ) y 2� x = 1� yDans le as partiulier x = y, nous obtiendrons 1� x = x 2� x. L'opération unairen'est don pas essentielle, elle aussi est déterminée par la version binaire.



194 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTALes axiomes de simpli�ation ont d'autres onséquenes immédiates. Pour troisarguments, l'élitisme de la fontion du joueur implique la ondition suivante :(B) x � y ) x 2� y 2� z = y 2� zOr, nous pouvons prouver que, dans l'hypothèse (A), la ondition (B) est équiva-lente à la suivante : (B') x 2� y = ( 1� x) 2� yCette ondition, que nous appellerons insertion, exprime le fait que l'opérationbinaire peut être onsidérée omme une sorte d'extension de l'opération unaire.En e�et, appliquer l'opération unaire aux arguments avant d'appliquer l'opérationbinaire ne hange en rien le résultat : la binaire inlut déjà, dans un ertain sens,la transformation opérée par l'opération unaire. La preuve que (B) implique (B')est la suivante : x 2� y = x 2� x 2� y (B); x � x= ( 1� x) 2� y (A)Vie versa, la preuve que (B') implique (B) est la suivante :x 2� y 2� z = ( 1� y) 2� z (A); x � y= y 2� z (B')Ces onsidérations expliquent la dé�nition de noyau binaire.Definition 6.2.1. (Noyau binaire) Une fontion 2f : D�D! D (en notationin�xe) est un noyau binaire, si elle véri�e, ave son extension unaire 1f : D ! D,dé�nie par 1f(x) , x 2f x, les onditions suivantes :(A1) a 2f (b 2f ) = (a 2f b) 2f  (assoiative)(A2) a 2f b = b 2f a (ommutative)(A3) a 2f b = ( 1f b) 2f a (insertion) �Sur le modèle de la dé�nition (?), nous pouvons étendre un noyau binaire auxsuites �nies mais de longueur arbitraire.Definition 6.2.2. (Extension d'un noyau binaire aux suites) Étantdonné un noyau binaire 2f : D�D! D, dont l'extension unaire est 1f : D! D, unefontion sur les suites f : D� ! D est l'extension du noyau binaire à un nombrearbitraire d'arguments, noté f = ext( 2f), si :(A4) f(a) = 1f(a) si jaj = 1(A5) f(a:u) = a 2f (f u) si ja:uj > 1 �



6.2. STRUCTURES D'ÉVALUATIONS COMPATIBLES 195La dé�nition d'extension ne onerne pas la valeur de la fontion sur la suitevide ", qui peut don être dé�nie arbitrairement1.Example 6.2.3. Pour illustrer la dé�nition, onsidérons l'extension d'un noyau�= ext( 2�) appliquée à une suite de longueur 3 (autrement dit, appliquée à troisarguments) : � x:y:z = x 2� (� y:z) (A5)= x 2� (y 2� (� z)) (A5)= x 2� (y 2� ( 1� z)) (A4)= x 2� (y 2� z) (A3)= x 2� y 2� z (A1),(A2) �En termes du noyau binaire, la propriété (I), pour laquelle � doit rendre un ré-sultat plus petit (non plus grand) que ses arguments, s'énone de la façon suivante :(C) x 2� y �D xDans l'hypothèse de l'axiome d'insertion (B'), la ondition (C) équivaut à laonjontion des suivantes : (C1) 1� x �D x(C2) x 2� y �D 1� xLa preuve que (C2) et (C1) impliquent (C) est simple : à partir de x 2� y il su�rad'appliquer dans l'ordre (C2) puis (C1). La preuve que (C) implique (C1) est aussisimple, puisque (x; x) est un as partiulier de ouple (x; y) où y = x. La preuveque (C) implique (C2) néessite l'axiome d'insertion :x 2� y = ( 1� x) 2� y (Insertion)�D ( 1� x) (C)6.2.4. Strutures de o-évaluation ��-ordinaires. Dans une strutured'évaluation ��-ordinaires, les fontions des joueurs sont haune l'extension d'unnoyau binaire et les omposantes de leur noyau véri�ent les propriétés algébriquesidenti�ées dans la setion préédente, permettant à la fois les oupures peu pro-fondes et les oupures profondes. Si d'ordinaire es propriétés sont véri�ées par lastruture d'évaluation utilisée, il se peut, dans ertains as, qu'elles ne soient pasvéri�és et que, ependant, les oupures soient toutefois justi�ées. Par leur simpliitéet leur aratère ommun et intuitif, les strutures ��-ordinaires, dont l'exempleplus simple est elui des entiers naturels ave le min et le max, méritent d'êtreétudiées séparément. Nous déouvrirons ainsi que ette lasse est elle des treillisd'évaluation distributif, naturelle généralisation de la struture traditionnelle, oùla borne supérieure remplae le max et la borne inférieure remplae le min. En1pour le propos de ette thèse, les fontions des joueurs auraient pu aussi bien être dé�nies surles domaines des suites non vides



196 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTArevanhe, nous prouverons la orretion de la méthode Alpha-Bêta pour une lassede strutures plus large, que nous quali�erons de ��-normales.Definition 6.2.4. (Struture d'évaluation ��-ordinaires) Une stru-ture d'évaluation D = (D;�D ; �; �) est ��-ordinaire si elle véri�e les onditionssuivantes :(1) �D est une relation de préordre sur D(2) les fontions des joueurs sont générées par un noyau binaire, �= ext( 2�) et�= ext( 2�), tous deux monotones (roissantes) pour la relation �D(3) l'opération � renvoie des valeurs déplorables pour l'opposant, et vie-versa,l'opération � renvoie des valeurs déplorables pour le joueur, 'est-à-dire :(x 2� y) �D 1� x �D x �D 1� x �D (x 2� y)(4) les opérations � et � sont simpli�able lorsqu'on dététe des arguments pluspetit que d'autres : Æ x �D y ) x 2� y = 1� yx �D y ) x 2� y = 1� x(5) les fontions (binaires) des joueurs sont distributives :8><>: x 2� (y 2� z) = (x 2�y) 2� (x 2� z)x 2� (y 2� z) = (x 2�y) 2� (x 2� z)Lorsque la relation �D est anti-symétrique, nous disons que D est un ordre partiel��-ordinaire. �6.2.5. Caratérisation des ordres partiels ��-ordinaires. Pour la lassedes ordres partiels ��-ordinaires nous allons donner une aratérisation plus pré-ise : nous allons prouver qu'elle oïnide exatement ave la lasse des treillisd'évaluation distributifs. Par dé�nition, tout ordre partiel ��-ordinaire véri�e lesaxiomes de la table 1.Le lemme suivant permet de remarquer que si deux points x et y, dans unordre partiel ��-ordinaire, ont une borne supérieure z = supfx; yg, et si la versionunaire de l'opération du joueur ne modi�e pas ette borne ( 1� z = z), alors la versionbinaire appliquée aux deux points x 2� y est égale à la borne z.Lemma 6.2.5. Soit D = (D;�D ; �; �) un ordre partiel ��-ordinaire. Alors :(i) z = supfx; yg ^ 1� z = z ) x 2� y = z(ii) w = inffx; yg ^ 1� w = w ) x 2� y = w



6.2. STRUCTURES D'ÉVALUATIONS COMPATIBLES 197Tab. 1. Axiomes des strutures ��-ordinairesD = (D;�D ; �; �)(A6) �= ext( 2�) et �= ext( 2�) (noyaux binaire)(A7) 1� x �D x et 1� x �D x (rédutive, extensive)(A8) x 2� y �D 1� x et x 2� y �D 1� x (��-monotonie)(A9) x �D y ) x 2� y = 1� x et x �D y ) x 2� y = 1� x (simpli�ation)(A10) x 2� (y 2� z) = (x 2�y) 2� (x 2� z) et x 2� (y 2� z) = (x 2�y) 2� (x 2� z) (distributives)Démonstration. Par dualité nous nous limitons à la preuve de (i).Dans une struture d'évaluation, les opérations des joueurs sont, pardé�nition, monotones (roissantes) dans tous les arguments. Ainsi :x 2� y �D supfx; yg 2� y 2�roissante; x �D supfx; yg= 1� (supfx; yg) (A9), y �D supfx; yg= supfx; yg hypothèseD'autre part, le résultat x 2� y est supérieur aux deux arguments x ety. Il s'agit don d'un majorant ommun, qui sera forément supérieurou égal à supfx; yg, qui est par dé�nition le plus petit des majorants. Laseule ondition possible est alors l'égalité x 2� y = supfx; yg. �Dans le adre d'un treillis (D;�D), e lemme nous indique don que si jamaisles opérations unaires étaient égales à la fontion identité �x:x, les opérations desjoueurs oïnideraient ave les bornes du treillis. Nous allons prouver que l'e�etde la propriété distributive est justement elui d'imposer que les versions unairesoïnident ave l'identité fontionnelle.Proposition 6.2.6. Soit D = (D;�D ; �; �) un ordre partiel ��-ordinaire, où�= ext( 2�) et �= ext( 2�). Alors, les versions unaires des deux opérations sont foré-ment l'identité fontionnelle : 1�= 1�= �x:x.Démonstration. Nous ommençons par prouver que haune desopérations unaires 1� et 1� est l'identité sur l'image de l'autre, 'est-à-dire1� ( 1� x) = 1� x et 1� ( 1� x) = 1� x :1� x = x 2� (x 2� x) (A9), (x 2� x) �D x= (x 2� x) 2� (x 2� x) (A10)= 1� ( 1� x) def. de 1�L'opération unaire � = 1� est une fontion monotone (roissante), ex-tensive (�(x) �D x) et idempotente (�(x) = x 2� x = ( 1� x) 2� ( 1� x) =�(�(x))). Il s'agit don d'un opérateur de l�ture vers le haut (f. Setion2.3.1.2). De même, l'opération unaire de l'opposant � = 1� est un opé-rateur de l�ture mais, ette fois, vers le bas (�(x) �D x). Chaun des



198 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTAdeux oïnide don ave l'identité tout au moins sur l'image de l'opé-rateur dual. Supposons alors, par l'absurde, qu'il existe un point b telque �(b) 6= b. Puisque � est un opérateur de l�ture vers le haut, nousaurons forément �(b) >D b. Soit  = �(b). Puisque  est image de �,nous aurons �() =  et don, pour la même raison, �() = . D'autrepart, puisque �(b) >D b, nous aurons forément �(b) 6= b (sinon �(b)serait égal à b). Puisque � est un opérateur de l�ture vers le bas, nousaurons forément �(b) <D b. Soit a = �(b). Puisque a est image de�, nous aurons �(a) = a, don �(a) = a. Nous avons ainsi les faitssuivants :8>><>>: a 2� b = 1� b = �(b) =  (A9), a <D ba 2�  = 1�  = �() =  (A9), a <D b 2�  = 1� b = �(b) = a (A9), b <D Nous avons alors déterminé un triplé (a; b; ) qui ne véri�e pas la pro-priété distributive, e qui est absurde :Æ a 2� (b 2� ) = a 2� a = �(a) = a(a 2� b) 2� (a 2� ) =  2�  = �() =  �Les deux résultats préédents permettent d'a�rmer que, si la sous-struture (D;�D) est un treillis (les noyaux binaires de sup et inf sont des fontions totales), alorsles opérations des joueurs d'un ordre partiel ��-ordinaire D = (D;�D ; �; �) oïn-ident forément, à ause des axiomes requis, ave les bornes du treillis. Il s'agiradon d'un treillis distributif. Une autre question se pose à présent : serait-il pos-sible qu'une struture ��-ordinaire existe sans pour autant que sa sous-struture(D;�D) soit un treillis ? En d'autre termes, si la sous-struture (D;�D) n'étaitpas un treillis, serait-il possible de ompléter les fontions inf ; sup : D � D�!Æ D(stritement partielles) de façon à onstruire des opérations des joueurs 2� et 2� res-petant les axiomes ? La proposition suivante répond négativement à la question enaratérisant omplètement les ordres partiels ��-ordinaires.Proposition 6.2.7. Soit D = (D;�D ; �; �) une struture d'évaluation. Alorsles deux onditions suivantes sont équivalentes :(1) D est un ordre partiel ��-ordinaire(2) (D;�D) est un treillis distributif où sup =� et inf =�Démonstration. Les opérations sup et inf véri�ent trivialement lesaxiomes de (A1) à (A10), e qui prouve l'impliation (2) ) (1). Vieversa, supposons que D soit une struture ��-ordinaire. Supposons parl'absurde que (D;�D) ne soit pas un treillis. Supposons qu'il existe unouple de points a et b tel que la borne supérieure n'existe pas (le as dela borne inférieure est dual). Soit alors  = a 2� b (la fontion du joueurest, par dé�nition, une fontion totale). Par les axiomes (A8) et (A9),le point  est un majorant à la fois de a et de b. Puisqu'il existe desmajorants, la non existene de la borne supérieure s'explique par la nonexistene d'un minimum parmi es derniers. Il existe alors un majorant



6.3. THÉORÈME ALPHA-BÊTA POLYMORPHE 199d 2 ubs(D;�D ) fa; bg tel que  et d n'ont pas un minorant ommundans ubs(D;�D ) fa; bg. Cela implique, en partiulier, que le ouple (; d)n'appartient pas à l'ordre partiel �D . Grâe à la propriété distributive,nous pouvons alors prouver l'équation  2� d =  : 2� d = (a 2� b) 2� d  = a 2� b= (a 2� b) 2� (a 2� d) a �D d , (A9) , 1�= �x:x= a 2� (b 2� d) (A10)= a 2� b b �D d , (A9) , 1�= �x:x= qui viole l'axiome (A8), le résultat  n'étant pas inférieur ou égal àl'argument d de l'opération 2�. �6.3. Théorème Alpha-Bêta polymorpheDans la onstrution d'un algorithme Alpha-Bêta polymorphe (f. algorithme6), utilisable pour une struture ��-ordinaire quelonque, nous devrons non seule-ment remplaer, bien entendu, les fontions max et min par les génériques � et �,mais nous devrons aussi remplaer les onditions du type (v <Z�) et (v >Z�), quiautorisent la ontinuité du alul (tant que [...℄ faire [...℄), par des ondi-tions du type (v 6�D �) et (v 6�D �) qui orrespondent, en revanhe, à la négationdes onditions d'arrêt du alul (v �D �) et (v �D �). La di�érene n'est pasnégligeable si, en faisant abstration de l'ordre sur les entiers, l'on onsidère la re-lation �D omme une relation partielle, non forément totale omme l'ordre surles entiers. Si deux valeurs ne sont pas omparables, nous ne devrons pas pour au-tant interrompre le alul. Autrement dit, la relation de préordre �D représenterapréisément l'ensemble des ouples véri�ant la ondition de oupure : x �D y si etseulement si y est préférable à x pour le joueur et, vie-versa, y est préférable à xpour l'opposant.Une autre modi�ation simple, ependant lourde de onséquenes, peut êtreapportée à la méthode. En e�et, la présene des heuristiques permet d'initialiserla valeur inahevée v du noeud, diretement à la valeur fournie par l'heuristiqueonernée (pessimiste dans les noeuds du joueur : v  h1(�) au lieu de v  ?,optimiste dans eux de l'opposant : v h2(�) au lieu de v >). S'insrivant dansla logique de oupure Alpha-Bêta, ela permettra d'interrompre l'évaluation d'unnoeud sans l'avoir jamais ommenée. Si en Reherhe Opérationnelle on onsidèreertains problèmes ombinatoires, notamment elui du hemin de oût minimal,omme des jeux à deux joueurs (même si l'opposant est un joueur �tif qui aeptesimplement les hoix de l'autre), on déouvre que les algorithmes de résolutionbien onnus branh&bound, oïnident en réalité ave la méthode Alpha-Bêta oùl'initialisation se fait par les valeurs heuristiques2. Ces améliorations sont prises enompte dans l'algorithme 5.Cependant, l'inonvénient de ette solution est que la valeur de retour de l'al-gorithme est une synthèse de valeurs approximatives (elles des heuristiques) et2La présentation formelle de et isomorphisme se développe sans di�ultés majeures mais sort duadre de ette thèse.



200 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTAAlgorithm 5 Alpha-Bêta polymorphe, ave initialisations heuristiquesfontion Alpha-Bêta(� : P, �;� : D) : D1. si � 2 PT alors retourner p(�)2. sinon soit �1,...,�n la liste des suesseurs de �3. si �(�) = Player alors3.1) v  h1(�)3.2) pour i allant de 1 à net tant que (v � � 6�D �) fairev  v � Alpha-Bêta(�i,��v,�)4. si �(�) = Opponent alors4.1) v  h2(�)4.2) pour i allant de 1 à net tant que (v � � 6�D �) fairev  v � Alpha-Bêta(�i,�,��v)5. retourner vde valeurs exates des positions du jeu. Pour ne pas entremeler les deux types devaleurs, une solution équivalente, que nous retiendrons, onsiste, d'une part, à ini-tialiser les valeurs inahevées par un symbole �, representant l'indé�ni, et, d'autrepart, à véri�er la ondition de oupure tenant ompte de la valeur heuristique dela position. On obtient alors l'algorithme 6, où l'ériture � � x dénote, tout ommel'ériture � � x, la valeur x :� � x = x � � = � � x = x � � = xNous noterons D� l'ensemble des valeurs augmenté du symbole indé�ni :D� , D� f�g6.3.1. Généralisation du test de oupure. Les onditions de oupure (v �� � h1(�) �D �) dans les noeuds du joueur, et (v � � � h2(�) �D �) dans lesnoeuds de l'opposant, peuvent être remplaées respetivement par :� dans les noeuds du joueur� � � = � � [� � (v � h1(�))℄� dans les noeuds de l'opposant� � � = � � [� � (v � h2(�))℄On véri�era failement par la suite que, pour une struture ��-ordinaire, les anienstests de oupure impliquent les nouveaux par e�et des axiomes (A7), (A8) et (A9). Ils'agit don de onditions plus �failes� qui ne peuvent qu'augmenter les possibilitésd'élagage. De plus, l'intérêt d'une telle modi�ation onerne aussi les strutures



6.3. THÉORÈME ALPHA-BÊTA POLYMORPHE 201Algorithm 6 Alpha-Bêta polymorphe (sans initialisations)fontion Alpha-Bêta(� : P, �;� : D) : D1. si � 2 PT alors retourner p(�)2. sinon soit �1,...,�n la liste des suesseurs de �3. si �(�) = Player alors3.1) v  �3.2) pour i allant de 1 à net tant que (v � � � h1(�) 6�D �) fairev  v � Alpha-Bêta(�i,��v,�)4. si �(�) = Opponent alors4.1) v  �4.2) pour i allant de 1 à net tant que (v � � � h2(�) 6�D �) fairev  v � Alpha-Bêta(�i,�,��v)5. retourner vqui, n'étant pas ��-ordinaires, ont toutefois des propriétés su�santes pour garantirla orretion des oupures. Nous remarquerons, en e�et, que les nouveaux tests, quisont des équations, permettent de s'a�ranhir de la relation sur les valeurs du jeu�D qui, pour autant, ne devra pas avoir de propriétés partiulières outre elle degarantir la dé�nition de la sémantique des arbres de jeu in�nis. Le prédiat deoupure ut : P�D� �D� �D� ! 2, exprimant à la fois la ondition de oupuredans les noeuds du joueur et la ondition de oupure dans les noeuds de l'opposant,est dé�ni de la façon suivante :ut(�;�;�;x),8<:1 si ��� = � � [� � (x�h1(�))℄ 6= � et �(�)=Player1 si ��� = � � [� � (x�h2(�))℄ 6= � et �(�)=Opponent0 sinon6.3.2. Le alul de valeurs abstraites. Dans l'optique d'agrandir le pluspossible le spetre d'appliation de l'algorithme, nous pouvons aussi remettre enquestion la notion de orretion du alul, qui vise l'égalité des valeurs. Dans unestruture ��-ordinaire, si la relation de préordre �D n'est pas un ordre partielmais un préordre propre, alors l'équivalene engendrée ne oïnide pas ave l'éga-lité sur le domaine. On peut alors demander que les équations qui doivent êtrerespetées, omme par exemple la propriété distributive, soient reérites en termesde l'équivalene et non de l'égalité :8><>: x 2� (y 2� z) � (x 2�y) 2� (x 2� z)x 2� (y 2� z) � (x 2�y) 2� (x 2� z)Cela permet d'obtenir un résultat de orretion de l'algorithme enore plus gé-néral. En e�et, l'égalité n'est qu'un as partiulier de l'équivalene engendrée par



202 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTAFig. 6.3.1. Coupures �� orretes dans le domaine abstrait� -2
�1-5 �2
-2le préordre, lorsque e dernier est un ordre partiel. On peut expliquer l'e�et dee relahement d'hypothèses en a�rmant que par l'algorithme Alpha-Bêta nouspouvons aluler, à la manière de l'Interprétation Abstraite de programmes (f.[Cousot & Cousot, 1977℄), des valeurs abstraites, 'est-à-dire des valeurs qui sontexates modulo une fontion d'abstration. Par rapport aux tehniques propres del'Interprétation Abstraite, dans le as d'Alpha-Bêta, les valeurs manipulées seronttoujours des valeurs onrètes, mais les simpli�ation réalisées, 'est-à-dire les ou-pures, seront, elles, justi�ées dans le domaine abstrait. Autrement dit, l'algorithmesera orret par rapport à l'équivalene dé�nie. Dans le as partiulier où l'équi-valene sera l'égalité des valeurs, l'algorithme alulera exatement la valeur d'uneposition. Sinon, il alulera une valeur équivalente, 'est-à-dire égale dans le do-maine impliite des valeurs abstraites.Example 6.3.1. Considérons le as de la �gure 6.3.1. Le jeu est interprétédans le domaine des entiers relatifs Z ave les fontions habituelles min et max.On peut penser, par exemple, que le gain soit de l'argent et que n'importe quellesomme peut être gagnée ou perdue par les joueurs au ours d'une partie. Dans laposition � de e jeu, le joueur a un premier oup onduisant à une position �1 dontla valeur est l'entier négatif -5, et un seond oup onduisant à la position �2 del'opposant. Dans ette position, l'opposant a un premier oup dont la valeur est-2. Cette information n'est ertainement pas su�sante pour terminer l'évaluationde la position �2. En e�et, le joueur peut enore espérer que les autres oups del'opposant ne soient pas pire que son premier ou, tout au moins, qu'ils ne soient paspire que -5. Dans e as la perte orrespondante à son seond oup serait, pour lejoueur, bien meilleure omparée à la perte -5 de son premier oup. Autrement dit,la oupure n'est pas justi�ée dans le domaine (onret) des valeurs utilisées : pourévaluer orretement la position à la raine il est indispensable d'évaluer les autresoups de l'opposant dans la position �2. En revanhe, si on se pose la question desavoir qui gagne la partie, faisant abstration de la quantité gagnée ou perdue, laoupure devient orrete. En e�et, nous savons que dans la position �2 l'opposanthoisira un oup onduisant, de toute façon, à une défaite du joueur. Nous pourronsdon interrompre l'évaluation et répondre -2, valeur à laquelle nous donnerons lesens (abstrait) de perdu. �



6.3. THÉORÈME ALPHA-BÊTA POLYMORPHE 203Definition 6.3.2. (Interprétation abstraite d'un jeu) Étant donné unjeu S = (P; �;!;PI), et une struture D = (D; �D : 1D�D; �; �: D� ! D) de o-évaluation monotone D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2), une interprétation abstraitedu jeu est la donnée d'une struture Dabs = (Dabs; �absD : 1Dabs�Dabs ; �abs; �abs :(Dabs)� ! Dabs) et d'une fontion ' : D ! Dabs, onstituant un homomorphismede D vers Dabs. �Par dé�nition d'homomorphisme, les opérations abstraites sont telles que :8>>>>><>>>>>: x �D y ) '(x) �absD '(y)'(x � y) = '(x) �abs'(y)'(x � y) = '(x) �abs'(y)Si les fontions de payo� et les heuristiques sont dé�nies sur le domaine abstraiten faisant appel aux fontions orrespondantes du domaine onret, 'est-à-dire :pabs(�) , '(p(�)) h1abs(�) , '(h1(�)) h2abs(�) , '(h2(�))alors, on véri�e trivialement que Dabs est, elle même, une struture de o-évaluationmonotone : Dabs 2 Cstrut(S; Dabs; �abs; �abs; pabs; h1abs(�); h2abs(�))où l'évaluation indutive des arbres �nis est, elle aussi, telle que :vp;h1abs(t) = '(vp;h1(t)) vp;h2abs(t) = '(vp;h2(t))Munis d'une interprétation abstraite d'un jeu, nous pouvons dé�nir l'équivaleneentre valeur par le bias de l'égalité après abstration :x � y 4() '(x) = '(y)Il s'agira, par la dé�nition d'homomorphisme, d'une ongruene, i.e. :x � y ) � x � z � y � zx � z � y � z6.3.2.1. Le prédiat de oupure généralisé. Nous dé�nissons une nouvelle ver-sion du prédiat de oupure ut : P �D� �D� �D� � }D�D ! 2 tenant ompted'une relation d'équivalene sur D (la pseudo-valeur � est don forément exlue dutest de oupure) :ut(�;�;�;x;�),8<:1 si ��� � � � [� � (x�h1(�))℄ et �(�)=Player1 si ��� � � � [� � (x�h2(�))℄ et �(�)=Opponent0 sinon



204 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTA6.3.3. Formalisation de la méthode. Avant de prouver la orretion de laméthode, nous allons dérire l'algorithme d'une façon plus rigoureuse par rapportà sa formulation habituelle dans un pseudo-langage impératif. Nous utiliserons lestyle de dé�nition des sémantiques à grands pas (big steps), qui nous permettra dedévelopper la preuve de façon plus formelle. Pour l'évaluation Alpha-Bêta d'uneposition � nous utiliserons la notation :TV � UW�;�D;�qui évoque la sémantique bisémique des positions si l'on oublie les paramètres �et �. Cela ne tient pas au hasard et nous étudierons par la suite le rapport entreles deux notions.6.3.3.1. Arbres amputés du jeu. La prinipale aratéristique de l'algorithmeAlpha-Bêta est elle de aluler la valeur de ertaines branhes de l'arbre de jeuen utilisant une sorte de résumé essentiel, les valeurs � et �, des branhes visitéesauparavant. Pour expliquer d'une façon plus formelle le passage de l'informationd'une branhe à l'autre, nous introduisons une notion, elle d'arbre amputé, quinous servira également pour la preuve de orretion de l'algorithme.Definition 6.3.3. (Arbres amputés du jeu) Étant donné un jeu S =(P; �;!;PI), un arbre t 2 IT(P), étiqueté dans P, est un arbre amputé (ou par-tiel) du jeu s'il existe un arbre de jeu t� 2 IT(S) tel que t = t� = f("; �)g ou bien test un élagage de t� partiel mais pas radial à l'adresse ", et omplet à toute autreadresse. L'ensemble de tous les arbres amputés du jeu sera noté IT(S)�, elui desarbres amputés d'une position � sera noté IT(S; �)�. L'ensemble des pré�xes �nis(non radiaux) d'arbres amputé d'une position du jeu sera noté bT(S; �)� :bT(S; �)� = ft 0 2 T(P) j t 0 � t ; t 0 2 IT(S; �)� ; t 0 6= f("; �)gg �En d'autres termes, un arbre amputé du jeu t est un arbre de jeu si la positionà la raine est terminale. Sinon un arbre amputé du jeu est l'élagage d'un véritablearbre de jeu t�, tel que tous les �ls ti sont, eux aussi, des véritables arbres de jeu.Par dé�nition, si la position � 2 PNT, un arbre amputé du jeu t 2 IT(S; �)� ou unde ses pré�xes t 0 2 bT(S; �)�, aura toujours au moins un �ls (l'élagage ne peut êtreradial, ni à la raine ni ailleurs).Definition 6.3.4. (Composition d'arbres amputés) Étant donné un jeuS = (P; �;!;PI) et une position non terminale � 2 PNT, un arbre t 2 IT(S; �)�est la omposition de deux arbres amputés, notée t = t1 ./ t2, si t = t1 [ t2 ett1 \ t2 = f("; �)g. �La relation de omposition ./ est une fontion partielle de type IT(S; �)��IT(S; �)��!Æ IT(S; �)�, qui est trivialement assoiative et ommutative. Tout arbrede jeu ayant au moins deux �ls pourra être onsidéré omme la omposition dedeux arbres amputés du jeu. Une fois hoisis les deux arbres amputés t1 et t2omposant un arbre t = t1 ./ t2, nous pourrons débuter le alul sur le premierarbre t1, et le ontinuer sur le seond t2 ave l'information � ou � (selon le type de



6.3. THÉORÈME ALPHA-BÊTA POLYMORPHE 205noeud) synthétisée en visitant le premier. La omposition de deux arbres disjointsorrespond, après évaluation, à la onstrution de deux valeurs que nous dironsindépendantes.Definition 6.3.5. (Valeurs d'un arbre amputé) Étant donné un jeu S =(P; �;!;PI), une struture D = (D;�D ; �; �) de o-évaluation D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2), et un arbre amputé d'une position t 2 IT(S; �)�, l'ensemble des va-leurs de t, noté D�(t), est l'ensemble des évaluations pessimiste ou optimiste d'unquelonque élagage de t :D�(t) , fvp;h (�t) j �t � t ; �t2 eT(S; �) ; h2 fh1; h2g g �L'ensemble des valeurs d'un arbre amputé est don une appliation de typeD�(:) : IT(S; �)�! D.6.3.3.2. Valeurs des élagages. Les arbres amputés sont des as partiuliersd'élagages de l'arbre d'une position. L'algorithme Alpha-Bêta onstruit implii-tement un élagage dont la valeur oïnide, dans un sens que nous préiserons parla suite, ave la valeur de la position.Definition 6.3.6. (Valeurs des élagages) L'ensemble des valeurs des éla-gages d'une position � est l'ensemble des évaluations pessimiste ou optimiste d'unquelonque élagage de t� :E� , fvp;h (�t) j �t2 eT(S; �) ; h2 fh1; h2g g �Durant l'exeution de l'algorithme Alpha-Bêta, nous pouvons a�rmer que lealul d'une valeur x, qui est la valeur d'un élagage, permet, dans ertains as,d'éviter le alul d'une autre valeur de l'ensemble E�.6.3.3.3. Le système d'inférene Alpha-Bêta. Étant donné une arène de jeu S =(P; �;!;PI) et une struture de o-évaluationD = (D;�D ; �; �),D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2), les règles d'inférene permettant de déduire ('est-à-dire de aluler)que l'évaluation Alpha-Bêta onverge vers une valeur v 2 D, notée TV t UW�;�;xD;� + v,sont regroupées dans la table 2, où t est un arbre amputé du jeu et les trois autresparamètres sont des valeurs de D ou bien le symbole indé�ni � :t 2 IT(S; �)� et �;�; x 2 D�La relation exprimant le alul Alpha-Bêta, noté TV � UW�;�D;� + v, sur une position dujeu donnée, est dé�nie par :TV � UW�;�D;� + v 4() TV t� UW�;�;�D;� + v



206 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTATab. 2. Algorithme Alpha-Bêta polymorphe (à grands pas)Pour un jeu S = (P; �;!;PI)Interprété dans D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2)t = f("; �)g � 2 PTTV t UW�;�;�D;� + p(�) (base)t = t1 ./ t2 TV t1 UW�;�;xD;� + v1 TV t2 UW�;�;v1D;� + v2 v=v2TV t UW�;�;xD;� + v (more)�(t ")=PlayerFils(t)=(`1:t1) TV t1 UW(��x);�;�D;� + v1 v=x � v1TV t UW�;�;xD;� + v (one)�(t ")=OpponentFils(t)=(`1:t1) TV t1 UW�;(��x);�D;� + v1 v=x � v1TV t UW�;�;xD;� + v (one)ut(�; �; �; x;�)TV t UW�;�;xD;� + x (ut)Nous simpli�erons la notation en érivant TV � UW�;�;xD + v et TV t UW�;�;xD + v, lorsqu'iln'y aura pas d'ambiguité possible sur la relation d'équivalene utilisée dans le alul.En partiulier, nous utiliserons ette notation lorsque l'équivalene oinidera avel'égalité sur le domaine.Le système d'inférene est omposé de quatre types de règles, une règle (base),une règle (ut) et une règle (more), valident à la fois pour les noeuds du joueur etpour eux de l'opposant, et un dernier type (one) omposé d'une règle appliableaux noeuds du joueur et d'une seonde appliable aux noeuds de l'opposant.(base) est la règle pour les positions terminales, à la base du proédé réursif. Sil'arbre de jeu est omposé de la seule raine, étiquetée par � 2 PT , nouspouvons onlure que l'évaluation est égale au payo� de ette position(indépendamment des paramètres � et �).(more) est la règle qui réalise la boule d'évaluation pour un arbre t ayantplusieurs �ls. En e�et, tant que l'arbre possède au moins deux �ls, il peutêtre déomposé en deux arbres amputés du jeu. Une fois l'évaluationdu premier terminée, la valeur de retour v1 pourra être utilisée pourmettre à jour la valeur inahevée du père (x 0 = v1), et pour aborderensuite l'évaluation du seond. Cette règle exprime le non-déterminismede l'algorithme dans le hoix des branhes à visiter. Pour n �ls du noeud



6.3. THÉORÈME ALPHA-BÊTA POLYMORPHE 207onerné, il existe n! façons possibles d'ordonnaner les branhes pourproéder à leur visite séquentielle. En divisant l'ensemble des �ls endeux groupes, orrespondants aux deux arbres amputés, et en répétante geste pour haque groupe, la règle permet indiretement de dé�nirla séquene d'évaluation des �ls du noeud impliqué.(one) sont les règles d'évaluation d'un arbre ave un seul �ls. Par leur dua-lité, nous dérivons seulement la règle appliable aux noeuds du joueur.L'évaluation de et unique �ls aura lieu sur une fenêtre [� 0; �℄ di�é-rente par rapport à la fenêtre [�;�℄ en ours d'utilisation pour le père.En e�et, puisque x est la valeur inahevée du père, et que le père lui-même deviendra un anêtre aussit�t que nous démarrerons l'évaluationdu �ls, le total des valeurs inahevées des anêtres (du joueur) sera,pour le �ls, � 0 = � � x. La valeur inahevée du �ls est indé�nie au dé-part de la boule d'évaluation, don a�etée à �. Une fois l'évaluation deson unique �ls terminée, elle du père aussi peut aboutir. La valeur deretour du père est alors égale à x � v 0, 'est-à-dire à la valeur jusque-làinahevée du père, aomplie par la valeur du dernier �ls.(ut) est la règle de rupture d'une boule d'évaluation. Lorsque la onditionde oupure est véri�ée, le noeud en évaluation ne pourra onditionner lavaleur de l'un de ses anêtres. L'exéution interrompue, le noeud peutêtre évalué à la valeur inahevée x, de toute façon non in�uente dansl'atuel ontexte d'évaluation.Nous remarquerons que le premier et prinipal argument de relation dé�nie par lesystème d'inférene, l'arbre t, peut ne pas être un véritable arbre de jeu. En e�et, larègle (more) dérète que l'évaluation d'un arbre ave plusieurs �ls, devra passer parl'évaluation d'un premier groupe de �ls, puis par l'évaluation d'un seond groupe.Si au départ nous avions un arbre de jeu, après ette déomposition nous n'auronsplus un véritable arbre de jeu. La déomposition permet de onstruire deux arbresamputés du jeu à partir d'un arbre de jeu ou, plus généralement, à partir d'un arbreamputé du jeu.6.3.3.4. Lemme de aratérisation. Une remarque importante sur le omporte-ment de l'algorithme est que, pour une position initiale � donnée, si l'algorithmetermine alors la valeur retournée appartiennent à l'ensemble D�(t�) des valeursde l'arbre de la position (qui est un as partiulier d'arbre amputé). En d'autrestermes, l'algorithme renvoie une valeur qui orrespond à l'évaluation d'un élagagede l'arbre de la position donnée.Lemma 6.3.7. (Caratérisation) Si TV t UW�;�;xD;� + v alors :(1) x = � ) v 2 D�(t)� f�g(2) 9t 00 = t 0 ./ t ; x 2 D�(t 0) ) v 2 D�(t 00)Démonstration. Par indution sur la longueur de la preuve deTV t UW�;�;xD;� + v. (1) Supposons x = �. Pour la preuve de TV t UW�;�;xD;� + vla dernière règle utilisée appartient au sistème d'inférene Alpha-Bêta.Faisons don tous les as possibles.



208 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTA(base) dans e as v = p(�), don v 2 D�(t).(one) l'évaluation du �ls de t demarre sur le paramètre x 0 = �.Don, par hypothèse d'indution, nous avons v1 2 D�1(t1)�f�g, où �1 = (t1"). Puisque t1 est l'unique �ls de t, nousavons D�1(t1) � D�(t). Don v = x � v1 = � � v1 = v1 si laposition est du joueur, sinon v = x � v1 = � � v1 = v1. Dansles deux as v = v1 2 D�(t).(ut) dans e as v = x = �(more) par hypothèse d'indution sur TV t1 UW�;�;xD;� + v1 nous avonsv1 2 D�(t1)� f�g. Il y a deux possibilités ;v1 = � alors par hypothèse d'indution sur TV t2 UW�;�;v1D;� +v2 nous avons v = v2 2 D�(t2)�f�g � D�(t)�f�g(puisque t2 � t)v1 2 D�(t1) alors il existe t = t1 ./ t2 tel que x 0 = v1 2D�(t1). Par hypothèse d'indution sur TV t2 UW�;�;x 0D;� +v2, nous avons v = v2 2 D�(t), .q.f.d.(2) Supposons que ; 9t 00 = t 0 ./ t ; x 2 D�(t 0)Nous devons prouver que v 2 D�(t 00). La position � est forément nonterminale. Nous faisons enore une fois tous les as possible en e quionerne la dernière règle utilisée pour la preuve de TV t UW�;�;xD;� + v.(base) e as est impossible puisque � 2 PNT(one) l'évaluation du �ls de t demarre sur le paramètre x 0 = �.Don, par hypothèse d'indution, nous avons v1 2 D�1(t1)�f�g, où �1 = (t1"). Puisque t1 est l'unique �ls de t, nousavons D�1(t1) � D�(t). Si v1 = � nous avons v = x � v1 sila position est du joueur, sinon v = x � v1. Dans les deuxas v = x 2 D�(t 0) � D�(t 00). En revanhe, si v1 2 D�1(t1)alors, d'une part v1 2 D�(t) et, d'autre part, x 2 D�(t 0).Don v = x � v1 si le noeud est du joueur, sinon v = x � v1.Dans les deux as v 2 D�(t 0 ./ t) = D�(t 00).(ut) dans e as v = x 2 D�(t 0) � D�(t 00)(more) l'évaluation de t1 se fait sur le même paramêtre x. Il existet 001 = t 0 ./ t1 tel que x 2 D�(t 0). Alors, par hypothèsed'indution sur TV t1 UW�;�;xD;� + v1 nous avons v1 2 D�(t 001 ). Enrevanhe, l'évaluation de t2 se fait sur le paramêtre x 0 = v1.Par hypothèse nous savons qu'il existe t 00 tel que :t 00 = t 0 ./ t = t 0 ./ (t1 ./ t2) = (t 0 ./ t1) ./ t2 = t 001 ./ t2Puisque x 0 2 D�(t 001 ), nous pouvons appliquer l'hypothèsed'indution sur t2, don v = v2 2 D�(t 00), .q.f.d. �



6.3. THÉORÈME ALPHA-BÊTA POLYMORPHE 209Tab. 3. Axiomes des strutures ��-normalesD 2 Cstrut(D; �; �; p; h1; h2) D = (D;�D ; �; �)(1) les fontions des joueurs sont générées par un noyau binaire, �= ext( 2�) et �= ext( 2�) :(A1) x 2� (y 2� z) = (x 2� y) 2� z x 2� (y 2� z) = (x 2� y) 2� z (assoiative)(A2) x 2� y = y 2� x x 2� y = y 2� x (ommutative)(A3) x 2� x = x x 2� x = x (identité)(A4) � x = x 2� x � x = x 2� x (extension)(A5) � x:u = x 2� (� u) � x:u = x 2� (� u) (extension)(2) il existe une famille de relations d'équivalene f�igi2I qui est une famille ongruente,i.e. : (A6) 8>>>><>>>>: x �j x 0 x � y �i zx 0 � y �i zx �j x 0 x � y �i zx 0 � y �i z(3) les axiomes de orretion des oupures sont véri�és :(A789p) �(�)=Player ut(�; �; �; x;�i) �;�2D�f�g x; y2E��f�g� � (��x) �i � � [� � (x�y)℄(A789o) �(�)=Opponent ut(�; �; �; x;�i) �;�2D�f�g x; y2E��f�g� � (��x) �i � � [� � (x�y)℄(4) les fontions des joueurs sont distributives :(A10) Æ x 2� (y 2� z) �i (x 2�y) 2� (x 2� z)x 2� (y 2� z) �i (x 2�y) 2� (x 2� z)6.3.4. Strutures ��-normales. Les onditions requises à une struture ��-ordinaire se simpli�ent de façon appréiable lorsque les opérations unaires des deuxjoueurs oïnident, omme dans le as des ordres partiels ��-ordinaires, ave la fon-tion identité ( 1� x = 1� x = x). La table 3 résume l'ensemble des onditions requisesaux strutures de o-évaluation ��-normales, où les opérations unaires des joueurssont l'identité et les onditions d'élagage portent sur des équations et non pas sur larelation�D omme dans le adre des strutures ��-ordinaires. La numérotation desaxiomes sera utilisée dans la preuve du théorème de orretion Alpha-Bêta, où l'onsupposera que la struture de o-évaluation du jeu soit ��-normale. Nous disonsque la struture est ��-normale du joueur si elle ne véri�e pas forément l'axiome



210 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTA(A789o) mais elle véri�e tous les autres. Vie-versa, nous disons que la strutureest ��-normale de l'opposant si elle ne véri�e pas forément l'axiome (A789p) maiselle véri�e tous les autres. Les strutures ��-normales de l'opposant ou du joueurqui ne sont pas ��-normales seront quali�ées d'asymétriques.Le lemme suivant peut s'interpréter en a�rmant que les axiomes (A789p) et(A789o) regroupent dans une seule ondition les axiomes (A7), (A8) et (A9) desstrutures ��-ordinaires.Lemma 6.3.8. Toute struture ��-ordinaire telle que la version unaire desopérations des joueurs est l'identité, 1� x = 1� x = x, est ��-normale, si l'ononsidère la famille onstituée de la seule équivalene � engendrée par le préordre(f�igi2I = f�g) et si les heuristiques sont telles que :8� 0 2 Su(�): h1(�) �D h1(� 0) ^ h2(�) �D h2(� 0)Démonstration. Il su�t de prouver les axiomes (A789p) et (A789o).Nous prouvons le premier, le seond étant dual. Nous voulons don prou-ver que : �(�)=Player ut(�; �; �; x;�) x ./ y� � (�� x) � � � [� � (x�y)℄'est-à-dire : ��� � � � [� � (x�h1(�))℄ x ./ y� � (�� x) � � � [� � (x�y)℄Par monotonie des opérations, l'heuristique pessimiste fournit une va-leur plus petite que l'évaluation de n'importe quel élagage de l'arbre de laposition. Don x ./ y implique y 2 D�(t) pour un ertain t 2 IT(S; �)�,don (x�h1(�)) �D (x�y). Alors, d'une part :� � (��x) �D � � [� � (x�y)℄par les axiomes (A7),(A8) et la monotonie de �. D'autre part :�� [�� (x�y)℄ �D ��� � �� [�� (x�h1(�))℄ �D � � [�� (x�y)℄par (A7),(A8) et la monotonie de �, par l'hypothèse ut(�; �;�; x;�),et par la ondition (x � h1(�)) �D (x � y). Don les trois valeurs sontéquivalentes. Or, il y a deux seules possibilités. Si x = � alors � � (� �x) = � � � don l'énoné. En revanhe, si x 6= � alors x 2 D�(t 0) pourun ertain t 0 2 IT(S; �)�, don h1(�) �D x. Alors, par l'axiome (A3) etla monotonie des opérations, nous obtenons :�� (��x) = �� (�� (x � x)) �D �� [�� (x�h1(�))℄ � �� [�� (x�y)℄Puisque l'équivalene est engendrée par le préordre, a �D b et b �D aimplique a � b. Don � � (��x) � � � [� � (x�y)℄, .q.f.d. �



6.3. THÉORÈME ALPHA-BÊTA POLYMORPHE 2116.3.4.1. Lemme d'insertion. Le lemme suivant énone une propriété essentielledes strutures ��-normales, prinipale onséquene de la onjontion de la propriétédistributive (A10) et de l'axiome (A3).Lemma 6.3.9. (Insertion) Soit D = (D;�D ; �; �;?) une struture de o-évaluation ��-normale. Alors :8�;�; x; i: � � � (� � x) �i � � [� � (� � x)℄� � (� � x) �i � � [� � (� � x)℄Démonstration. Nous prouvons la première équation, la seondeétant duale.� � [� � (� � x)℄ �i (� � �) � [� � (� � x)℄ (A10)= (� � �) � (� � x) (A1), (A3)�i � � (� � x) (A10) �Ce lemme permet une interprétation assez intuitive de l'e�et de la propriété dis-tributive sur la orretion des oupures. Dans tout noeud du joueur, nous pouvonsimaginer que le joueur a un oup supplémentaire dont la valeur oïnide ave l'en-semble des valeurs inahevées des niveaux préédents du même joueur. Autrementdit, grâe à la propriété distributive et à l'axiome (A3), les oupures profondespeuvent être justi�ées omme si elles étaient peu profondes, si l'on onsidère detoujours ajouter à la valeur inahevée du noeud les valeurs � ou � (selon le typede noeud) olletées aux niveaux supérieurs.6.3.5. Théorème de orretion. Le théorème de orretion relative de laméthode Alpha-Bêta a�rme que si un arbre amputé du jeu est évalué à la valeur v,alors il existe un pré�xe �ni t 0 de et arbre dont la valeur bisémique �v(t 0) = [a; b℄oïnide, modulo �, � et x, ave l'intervalle de préision maximale [v; v℄. Le sens del'égalité modulo les trois valeurs �, � et x, s'explique par les équations suivantes :� � (� � v) � � � (� � (x � a)) � � � (� � (x � b)) (si �(t ") = Player)� � (� � v) � � � (� � (x � a)) � � � (� � (x � b)) (si �(t ") = Opponent)Notation 6.3.10. La notation �y pour dénoter l'intervalle [y; y℄ nous permettrade regrouper les équations préédentes sous une forme plus onise :�� �� (�� �� �v) � �� �� (�� �� (�x �� [a; b℄)) (si �(t ") = Player)�� �� (�� �� �v) � �� �� (�� �� (�x �� [a; b℄)) (si �(t ") = Opponent)Theorem 6.3.11. (Corretion relative) Soit S = (P; �;!;PI) un jeu o-interprété dans une struture ��-normale D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2), D =(D;�D ; �; �), où � est la famille ongruente sur les valeurs. Soient �;�; x 2 D� etsoit t 2 IT(S; �)�. Supposons que t et x soient dans le rapport suivant :



212 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTA(Hp) (x = �) _ (9t 00 = t 0 ./ t ^ x 2 D�(t 0))Sous ette hypothèse, si la méthode onverge :TV t UW�;�;xD;� + valors il existe un pré�xe �ni t 0 2 bT(S; �)�, t 0 � t, non radial (t 6= f("; �)g) si �est non terminale, et tel que :� si �(�) = Player :9i: �� �� (�� �� �v) �i �� �� (�� �� (�x �� �v(t 0)))� si �(�) = Opponent :9i: �� �� (�� �� �v) �i �� �� (�� �� (�x �� �v(t 0)))Démonstration. Par indution sur la longueur de la preuve deTV t UW�;�;xD;� + v. Nous proédons par as sur la dernière règle utilisée,en supposant toujours �(�) = Player (le as des positions de l'opposantétant dual, par la symétrie des axiomes des strutures ��-normales).� (base) t = f("; �)g � 2 PTTV t UW�;�;�D;� + p(�)Dans e as x = �. L'arbre t, lui-même, est le pré�xe reherhé.Il s'agit, en e�et, d'un arbre �ni tel que :�� �� (�� �� �v) = �� �� (�� �� �x �� [p(�); p(�)℄) v = p(�); x = �= �� �� f�� �� [�x �� �v(t)℄g (�v(t) = [p(�); p(�)℄)Les relations de la famille �i étant des équivalenes, elles véri-�ent la propriété ré�exive, don elles ontiennent l'égalité.� (more)Dans e as, l'arbre t a été déoupé en deux parties qui ont étéévaluées séquentiellement : t = t1 ./ t2.t = t1 ./ t2�(t ")=Player ...TV t1 UW�;�;xD;� + v1 ...TV t2 UW�;�;(x�v1)D;� + vTV t UW�;�;xD;� + vL'évaluation de t1 est e�etuée sur une valeur inahevée x. Leouple x, t1 véri�e l'hypothèse (Hp), puisqu'il existe t 001 tel quet 001 = t 0 ./ t1 et x 2 D�(t 0). Alors, par hypothèse d'indution surt1, il existe un pré�xe �ni t 01 � t1, tel que :9j: �� �� (�� �� �v1) �j �� �� (�� �� (�x �� �v(t 01))) (t1.E)Par le lemme de aratérisation, v1 2 D�(t 001 ). Don la valeurinahevée initiale x 0 = v1, utilisée pour t2, est telle qu'il existet 00 = t 0 ./ t = t 0 ./ (t1 ./ t2) = (t 0 ./ t1) ./ t2 = t 001 ./ t2 etx 0 2 D�(t 001 ). Alors, par l'hypothèse d'indution sur t2 il existeun pré�xe �ni t 02 � t2, tel que :9i: �� �� (�� �� �v) �i �� �� (�� �� (�v1 �� �v(t 02))) (t2.E)



6.3. THÉORÈME ALPHA-BÊTA POLYMORPHE 213Puisque t 01 et t 02 sont des pré�xes non radiaux (� n'est pasterminale) respetivement de t1 et t2, l'arbre t 0 = t 01 [ t 02 estun pré�xe non radial de t, 'est-à-dire t 0 2 bT(S; �)�. La o-évaluation de e pré�xe �v(t 0) = �v(t 01) �� �v(t 02) véri�e l'énoné :�� �� (�� �� �v) �i �� �� f�� �� [�v1 �� �v(t 02)℄g (t2:E)�i �� �� (�� �� �v1) �� [�� �� �v(t 02)℄ (A10)�i �� �� f�� �� [�x �� �v(t 01)℄g �� [�� �� �v(t 02)℄ (A1), (A6), (t1:E)�i �� �� f�� �� [�x �� �v(t 01) �� �v(t 02)℄g (A10)= �� �� f�� �� [�x �� �v(t 0)℄g def. de t 0� (one) �(t ")=PlayerFils(t)=(`1:t1) TV t1 UW(��x);�;�D;� + v1 v=x � v1TV t UW�;�;xD;� + vIl y a deux as, selon que la position du �ls t1 soit du joueur oude l'opposant.� �(t1 ")=PlayerDans e as le joueur a deux oups onséutifs (le jeu n'est passtritement alterné). La valeur inahevée de t1 est initialiséeà �. Nous pouvons don appliquer l'hypothèse d'indution surt1, puisque la ondition (Hp) du théorème est véri�ée. Alors,il existe un pré�xe �ni t 01 � t1 tel que :9i: (�� �� �x) �� (�� �� �v1)�i (�� �� �x) �� [�� �� (�� ���v(t 01))℄ (t1.E)Alors, il existe un arbre t 0 = f("; �)g[ `1:t 01, qui est un pré�xe�ni non radial de t, qui véri�e l'énoné :�� �� (�� �� �v) = �� �� f�� �� (�x �� �v1)g �v = �x �� �v1�i �� �� f�� �� [(�� �� �x) �� �v1℄g (Insertion), (A1)�i �� �� f�� �� [(�� �� �x) �� (�� �� �v1)℄g (Insertion)�i �� �� f�� �� [(�� �� �x) �� [�� �� (�� ���v(t 01))℄℄g (t1:E), (A6)= �� �� f�� �� [(�� �� �x) �� [�� �� �v(t 01)℄℄g � � y = y�i �� �� f�� �� [(�� �� �x) �� �v(t 01)℄g (Insertion)�i �� �� f�� �� [�x �� �v(t 01)℄g (Insertion)= �� �� f�� �� [�x �� �v(t 0)℄g �v(t 0) = ( �� �v(t 01)) = �v(t 01)� �(t1 ")=OpponentPuisque la valeur inahevée de t1 est initialisée à �, nous pou-vons appliquer l'hypothèse d'indution sur t1. Alors, il existeun pré�xe �ni t 01 � t1 tel que :9i: (�� �� �x) �� [�� �� �v1℄ �i (�� �� �x) �� [�� �� (�� �� �v(t 01))℄ (t1.E)Alors, il existe un arbre t 0 = f("; �)g[ `1:t 01, qui est un pré�xe�ni non radial de t, qui véri�e l'énoné :



214 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTA�� �� [�� �� �v℄ = �� �� [�� �� (�x �� �v1)℄ �v = �x �� �v1�i �� �� [�� �� ((�� �� �x) �� �v1)℄ Insertion, (A1)�i �� �� [�� �� ((�� �� �x) �� (�� �� �v1))℄ Insertion�i �� �� [�� �� ((�� �� �x) �� [�� �� (�� �� �v(t 01))℄)℄ (t1:E), (A6)= �� �� [�� �� ((�� �� �x) �� [�� �� �v(t 01)℄)℄ � � y = y�i �� �� [�� �� ((�� �� �x) �� �v(t 01))℄ Insertion�i �� �� [�� �� (�x �� �v(t 01))℄ Insertion, (A1)= �� �� [�� �� (�x �� �v(t 0))℄ �v(t 0) = �v(t 01)� (ut) ut(�; �; �; x;�i)TV t UW�;�;xD;� + xEn supposant que le noeud est du joueur, ela revient à dire :��� �i � � [� � (x�h1(�))℄TV t UW�;�;xD;� + xPuisque tout arbre amputé du jeu a au moins un �ls, l'arbre t 0 =t=1 est un pré�xe non radial de t. Considérons la o-évaluation�v(t 0) = [y1; y2℄ de e pré�xe. Par l'hypothèse (Hp) il y a deuxpossibilités : soit x = �, soit il existe t 00 tel que t 00 = tx ./ tet x 2 D�(tx). Don x 2 E�. D'autre part yi 2 D�(t) � E�.Alors, nous pouvons appliquer l'axiome (A789p) de orretion deoupure, et véri�er l'énoné :�� �� (�� �� �v) = �� �� (�� �� �x) �v = �x�i �� �� (�� �� (�x �� [y1; y2℄)) ut(�; �; �; x;�i); x;y1;y22E�; (A789p)= �� �� (�� �� [�x �� �v(t 0)℄) �v(t 0) = [y1; y2℄�Le théorème de orretion relative appliqué spéialement aux arbres de jeu t�,explique le rapport entre la méthode Alpha-Bêta et la sémantique des positions dujeu.Corollary 6.3.12. (Corretion Alpha-Bêta) Soit S = (P; �;!;PI) un jeuo-interprété dans une struture ��-normale D = (D;�D ; �; �), D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2) où la famille d'équivalenes utilisées soit onstituée de la seule l'égalitésur les valeurs. Soit � 2 P une position du jeu. Alors :TV � UW�;�D + v ) TV � UWD = [v; v℄Démonstration. La ondition TV � UW�;�D + v signi�e TV t� UW�;�;�D + v.Par le théorème de orretion relative nous avons qu'il existe un pré�xet 0 de l'arbre de jeu t� tel que, si la position est du joueur, :�� �� (�� �� �v) = �� �� (�� �� (�� �� �v(t 0)))tandis que si la position est de l'opposant :�� �� (�� �� �v) = �� �� (�� �� (�� �� �v(t 0)))



6.3. THÉORÈME ALPHA-BÊTA POLYMORPHE 215Dans le deux as l'équation se réduit (puisque a = � � a = a � � = � �a = a � �) à la forme �v = �v(t 0). Nous nous retrouvons don dans lesonditions d'appliation du orollaire 5.5.21, par lequel la sémantiquepessimiste et la sémantique optimiste de la position � oïnident à lavaleur v. �De façon plus générale, la valeur alulée par l'algorithme ave la ongruene engen-drée par une interprétation abstraite du jeu, oinide ave la sémantique bisémiquede la position dans la struture des valeurs abstraites. Le orollaire préédent peutdon être généralisé, l'égalité étant la ongruene engendrée par l'interprétationabstraite partiulière où le domaine abstrait oinide ave le onret (et l'homo-morphisme est la fontion identité).Corollary 6.3.13. (Corretion Alpha-Bêta modulo abstration) SoitS = (P; �;!;PI) un jeu o-interprété dans une struture ��-normale D = (D;�D; �; �), D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2). Soit Dabs et ' une interprétation abstraitedu jeu et supposons d'utiliser l'algorithme ave la famille d'équivalenes onstituéed'une unique équivalene, elle engendrée par l'abstration, i.e. :x � y 4() '(x) = '(y)Soit � 2 P une position du jeu. Alors :TV � UW�;�D;� + v ) TV � UWDabs = [[v℄�; [v℄�℄
Démonstration. Par le théorème de orretion relative nous avonsqu'il existe un pré�xe t 0 de l'arbre de jeu t� tel que, , :�� �� (�� �� �v) � �� �� (�� �� (�� �� �v(t 0))) si la position est du joueur�� �� (�� �� �v) � �� �� (�� �� (�� �� �v(t 0))) si la position est de l'opposantDans le deux as la ondition se réduit à la forme �v � �v(t 0), qui si-gni�e '(v) = '(vp;h1 (t 0)) = '(vp;h2 (t 0)). Cela signi�e, ' étant unhomomorphisme, vabsp;h1 (t 0) = vabsp;h2 (t 0). Puisque la struture abstraiteest, elle aussi, une struture d'évaluation monotone, nous nous retrou-vons dans les onditions d'appliation du orollaire 5.5.21, par lequella sémantique pessimiste et la sémantique optimiste de la position �oïnident à la valeur '(v) = [v℄�. �



216 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTAFig. 6.4.1. Struture non distributive>EA B CD?6.3.6. Conlusions. Selon le théorème de orretion Alpha-Bêta, si l'algo-rithme onverge, la position analysée est une position o-évaluable en D. L'algo-rithme alule don la valeur des positions qui sont indépendantes de l'approhe,pessimiste ou optimiste, hoisie pour leur évaluation. Autrement dit, l'algorithmene penhe ni vers l'approhe pessimiste, ni vers l'approhe optimiste, mais il selimite à déterminer la valeur exate de la position, si elle existe.La dé�nition de l'algorithme étant sous la forme des sémantiques opération-nelles struturées (SOS), la preuve de orretion Alpha-Bêta se retrouve ii plus élé-gante et onise par rapport à elle présentée dans [Di Cosmo & Loddo, 2000℄.Il est important de signaler aussi que la nouvelle preuve omprend le as des jeuxnon stritement alternés (as (one), sous-as �(t1") = Player), qui n'était pas en-visagé par l'anienne. De plus, la orretion de l'algorithme est prouvée pour le asgénéral d'une interprétation abstraite du jeu. L'e�et pratique de e théorème estelui de permettre l'évaluation dans le domaine abstrait sans pour autant demanderd'implementer les opérations abstraites �abs et �abs des joueurs. Le alul pourras'e�etuer sur les valeurs onrètes et ave les opérations onrètes. Seul le testde oupure, véri�ant l'équivalene de deux valeurs, devra être implémenté. Par lethéorème de orretion, la lasse d'équivalene du résultat fourni par l'algorithmesera le résultat orret, 'est-à-dire la sématique bisémique de la position, dans ledomaine des valeurs abstraite.En vue d'une plus grande généralité, le théorème est prouvé pour une famillede relation d'équivalenes (dont l'union ne onstitue pas forément une relationd'équivalene). 6.4. Théorème Alpha-Bêta-Gamma-DeltaLa orretion d'Alpha-Bêta n'est plus garantie lorsque nous utilisons ette mé-thode ave une struture d'évaluation non distributive. Au ours de ette setionnous allons don dé�nir deux nouveaux algorithmes, dont nous démontrerons la or-retion et qui seront, dans la setion suivante, omparés à Alpha-Bêta. Puisque esnouvelles méthodes ne seront pas appliquées dans les hapitres suivants, nous nousautoriserons un style de présentation plus intuitif et des preuves moins formellespar rapport à elles que nous avons déployées pour l'algorithme Alpha-Bêta. Danset esprit, un peu moins rigoureux, nous renonerons également à la présentationdes méthodes sous la forme des sémantiques opérationnelles struturées (SOS).



6.4. THÉORÈME ALPHA-BÊTA-GAMMA-DELTA 217Fig. 6.4.2. Alpha-Bêta inorret sur une struture non distributive� EB �1 CC �2 EA CNous pouvons onstruire un exemple de non orretion de la méthode Alpha-Bêta sur une struture très simple. Considérons le treillis (D;�D), où, d'une part,D = f?; A; B; C;D; E;>g et, d'autre part, la relation d'ordre est représentée par la�gure 6.4.1. Cette struture n'est pas distributive, par exemple :A � (B � C) = A � D = A 6= E = E � E = (A � B) � (A � C)Supposons alors d'utiliser l'algorithme Alpha-Bêta pour évaluer l'arbre de la �gure6.4.2. La valeur de la position �2 est le sup entre A et C, don E. Ainsi, la valeur dela position �1 est l'inf entre E et C, don C. La valeur qui remonte à la raine estdon E, résultat du sup des valeurs B et C. La méthode Alpha-Bêta ne alule pasla même valeur. En supposant de visiter les noeuds de gauhe à droite, la position�1 est évaluée ave la valeur � = B, et le noeud �2 ave la fenêtre � = B et � = C.Ainsi, une fois déterminée la valeur A du premier �ls de �2, nous serons en mesured'appliquer la règle de oupure, puisque A � � = A � B = E �D C = �. Enonséquene, la valeur retournée par l'algorithme sera B ('est-à-dire �) pour laposition �2, puis D ('est-à-dire C � B) pour la position �1, en�n B ('est-à-direB � D) pour la raine.S'inspirant de la méthode Alpha-Bêta, nous pouvons dé�nir un algorithme si-milaire qui est orrete pour tout type de struture, distributive ou non. Nous nouslimiterons à l'étude des préordres de o-évaluation. Pour la onstrution d'un telalgorithme, nous remarquerons, en premier lieu, que la orretion des oupuresplus simples, quali�ées auparavant de peu profondes, est garantie par les axiomes(A6), (A7), (A8), (A9), et non par la propriété distributive (A10) des préordresde o-évaluation ��-ordinaires, dont les axiomes sont regroupés dans la table 1.Ce type de oupure peut être don utilisé assurément même lorsqu'on relâhe lespropriétés distributives. Sur la voie indiquée par la méthode Alpha-Bêta, le nouvelalgorithme utilisera des paramètres résumant les évaluations déjà e�etuées ailleursdans l'arbre de jeu. Nous donnerons à es paramètres, en nombre de quatre, lesnoms �, �,  et Æ, d'où le nom Alpha-Bêta-Gamma-Delta de la nouvelle méthode.Le relâhement de la propriété distributive nous onduit à la notion de struture��Æ-ordinaire.



218 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTADefinition 6.4.1. (Struture d'évaluation ��Æ-ordinaire) Un pré-ordre d'évaluation D = (D;�D ; �; �;?) est ��Æ-ordinaire (ou est une struture��Æ-ordinaire) s'il véri�e les onditions suivantes :(A6) �= ext( 2�) et �= ext( 2�) (noyaux binaire)(A7) 1� x �D x et 1� x �D x (rédutive, extensive)(A8) x 2� y �D 1� x et x 2� y �D 1� x (��-monotonie)(A9) x �D y ) x 2� y = 1� x et x �D y ) x 2� y = 1� x (simpli�ation)(A11) x 2� (y 2� z) �D (x 2�y) 2� (x 2� z) et x 2� (y 2� z) �D (x 2�y) 2� (x 2� z) (distributives faibles)Lorsque le préordre (D;�D) est un ordre partiel, nous disons qu'il s'agit d'un ordre(partiel) ��Æ-ordinaire. �Avant de dé�nir le nouvel algorithme et d'en démontrer la orretion, nouspouvons étudier les onséquenes des axiomes des strutures ��Æ-ordinaires pourarateriser d'une autre manière la sous-lasse des ordres (partiel) ��Æ-ordinaire.Pour ela, nous suivrons la méthodologie expérimentée pour la aratérisation desordres ��-ordinaires de l'algorithme Alpha-Bêta.6.4.1. Caratérisation des ordres ��Æ-ordinaires. Toute struture ��-ordinaire est trivialement ��Æ-ordinaire, l'axiome (A11) étant impliqué par l'axiome(A10) des strutures ��-ordinaires. Les résultats déjà prouvés pour la aratérisa-tion des ordres ��-ordinaire peuvent être prouvés à nouveau, malgré le relâhementde la propriété distributive.Lemma 6.4.2. Soit D = (D;�D ; �; �;?) une struture d'évaluation ��Æ-ordinaire. Alors :(i) z = supfx; yg ^ 1� z = z ) x 2� y = z(ii) w = inffx; yg ^ 1� w = w ) x 2� y = wDémonstration. Identique à elle du lemme 6.2.5, la preuve n'uti-lisant pas la propriété distributive. �Proposition 6.4.3. Dans toute ordre d'évaluation ��Æ-ordinaire D = (D;�D; �; �;?), où �= ext( 2�) et �= ext( 2�), les versions unaires des deux opérations sontl'identité fontionnelle : 1�= 1�= �x:x.Démonstration. Tout omme dans la preuve de la proposition 6.2.6,nous pouvons prouver que les opérations unaires 1� et 1� sont haunel'identité sur l'image de l'autre, 'est-à-dire 1� ( 1� x) = 1� x et 1� ( 1� x) = 1�x. D'une part, nous avons :1� x = x 2� (x 2� x) (A9), (x 2� x) �D x�D (x 2� x) 2� (x 2� x) (A11)= 1� ( 1� x) def. de 1�



6.4. THÉORÈME ALPHA-BÊTA-GAMMA-DELTA 219D'autre part, la fontion 1� est rédutive, don 1� ( 1� x) �D 1� x. Laonjontion des deux inégalités prouve don l'équation 1� ( 1� x) = 1� x. Àpartir de ette équation, la preuve ontinue de la même façon que dansla proposition 6.2.6. �Proposition 6.4.4. Soit D = (D;�D ; �; �;?) une struture d'évaluation. Alorsles onditions suivantes sont équivalentes :(1) D est un ordre partiel ��Æ-ordinaire(2) (D;�D) est un treillis où sup =� et inf =�Démonstration. Les opérations sup et inf véri�ent les axiomes de(A1) à (A9), plus l'axiome (A11) (qui dans la théorie de l'algèbre uni-verselle est appelé théorème minimax), e qui prouve l'impliation (2)) (1). D'autre part, supposons que D soit une struture ��Æ-ordinaireet supposons par l'absurde que (D;�D) ne soit pas un treillis. En sui-vant la preuve de la proposition 6.2.7, nous obtiendrons l'existene d'unouple de points (; d), majorants d'un autre ouple de points (a; b), ettels que (; d) 62 (�D). Tout omme dans ette preuve, nous pouvonsalors démontrer l'équation  2� d = . En e�et, d'une part nous avonsl'inégalité suivante : 2� d = (a 2� b) 2� d  = a 2� b= (a 2� b) 2� (a 2� d) a �D d , (A9) , 1�= �x:x�D a 2� (b 2� d) (A11)= a 2� b b �D d , (A9) , 1�= �x:x= D'autre part, les axiomes (A7) et (A8) impliquent la réiproque : 2� d �D L'axiome (A8) est à nouveau violé, le résultat  n'étant pas inférieurou égal à l'argument d de l'opération 2�. �Ainsi, les ordres ��Æ-ordinaires sont tout simplement les treillis (qui ne sont pasforément distributifs).6.4.2. La méthode Alpha-Bêta-Gamma-Delta. Considérons les quatreformes d'un arbre de jeu en ours d'évaluation représentées dans la �gure 6.4.3. Lapremière forme, que nous appellerons PP de profondeur n, où n � 2; débute et setermine par un noeud du joueur. Au premier niveau nous pouvons reonnaître troisgroupes de �ls, un premier groupe qui a déjà été évalué à la valeur �1, un deuxièmegroupe onstitué du �ls en ours d'évaluation, et un dernier groupe dont la valeurX1 est inonnue. Ensuite, à l'i-ème niveau intermédiaire, nous avons toujours deuxgroupes : un premier groupe qui a déjà été évalué (à la valeur �i si le noeud est dujoueur, ou à la valeur �i si le noeud est de l'opposant), et un seond groupe onstituéd'un dernier �ls en ours d'évaluation. Au dernier niveau nous avons deux groupes,un qui a été évalué à la valeur �n et un seond dont la valeur Xn est inonnue.



220 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTAFig. 6.4.3. Formes d'un arbre en évaluationForme PP Forme PO Forme OO Forme OP
�1�1
�n-1�n-1�n Xn

X1 �1�1
�n�n Yn

X1 �1�1
�n-1�n-1�n Yn

Y1 �1�1
�n�n Xn

Y1

La question qui se pose est elle de déterminer des onditions permettant d'éviterl'évaluation de Xn.Les autres formes, PO de profondeur n, où n � 1; qui débute par un noeud dujoueur et se termine par un noeud de l'opposant, OP de profondeur n, où n � 1;qui a l'inverse débute par un noeud de l'opposant et se termine par un noeud dujoueur, et OO de profondeur n, où n � 2; qui débute et se termine par un noeudde l'opposant, peuvent être interprétées de la même façon. Pour haune de esformes, nous allons établir les limites que la valeur sémantique de la raine (qu'ellesoit pessimiste ou optimiste) ne pourra jamais franhir. Nous allons prouver, parexemple, que les formes PP de profondeur n sont telles que la valeur à la raine esttoujours inluse entre les deux limites suivantes :limite inférieure limite supérieure�1 � � n�i=2 ��i � �i-1�j=1 �j�� � X1 �n-1�i=1 ��i � � i�j=1 �j�� � X1Les deux limites ne dépendent pas de la valeur inonnue Xn. Don, lorsque l'équa-tion suivante (que nous appellerons équation de oupure) sera véri�ée :



6.4. THÉORÈME ALPHA-BÊTA-GAMMA-DELTA 221Tab. 4. Limites inférieures et supérieures pour les formes PP, PO,OO et OPlimite inférieure limite supérieure(PP) �1 � � n�i=2 ��i � �i-1�j=1 �j�� � X1 �n-1�i=1 ��i � � i�j=1 �j�� � X1(PO) �1 � � n�i=2 ��i � �i-1�j=1 �j�� � X1 � n�i=1 ��i � � i�j=1 �j�� � X1(OO) �n-1�i=1 ��i � � i�j=1 �j�� � Y1 �1 � � n�i=2 ��i � �i-1�j=1 �j�� � Y1(OP) � n�i=1 ��i � � i�j=1 �j�� � Y1 �1 � � n�i=2 ��i � �i-1�j=1 �j�� � Y1�1 � � n�i=2 ��i � �i-1�j=1 �j�� = n-1�i=1 ��i � � i�j=1 �j��nous pourrons éviter de déterminer Xn, puisque ette valeur ne pourra, en auunas, onditionner la valeur de la raine. Les deux membres de l'équation peuventêtre développés de la façon quelque peu plus mnémonique :gauhe : �1 � (�2 ��1) � (�3 ��1 ��2) � � � � � (�n ��1 � � � ���n-1)droit : (�1 ��1) � (�2 ��1 ��2) � � � � � (�n-1 ��1 � � � ���n-1)La proposition suivante établie les limites inférieure et supérieure des valeurs àla raine pour haune des formes PP, PO, OO et OP. Autrement dit, elle établieles équations de oupure pour les di�érentes formes de visite.Proposition 6.4.5. Soit S = (P; �;!;PI) un jeu stritement alterné, o-interprété dans un préordre de o-évaluation ��Æ-ordinaire D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2), D = (D;�D ; �; �). Alors, pour les quatre formes PP, PO, OO etOP, les limites inférieures et supérieures de la valeur à la raine de l'arbre, sontrépertoriées dans la table 4.Démonstration. Nous allons montrer que, indépendemment de l'ap-prohe, pessimiste ou optimiste, la sémantique (monosémique) de la po-sition à la raine est forément ontenue entre les deux valeurs spéi�éespar la table. Les preuves sont entrelaées. Une preuve se fait par in-dution, sur la hauteur de l'arbre, pour le bin�me PP et OP, l'autrepreuve, que nous omettrons par dualité, se fait elle aussi par le mêmetype d'indution, mais sur le seond bin�me, elui des formes OO et PO.



222 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTALes as de base sont la profondeur n = 2 pour la forme PP, et laprofondeur n = 1 pour la forme OP. Les limites sont alors :limite inférieure limite supérieure(n = 2)(PP) �1 � (�2 ��1) � X1 �1 � �1 � X1(n = 1)(OP) �1 � �1 � Y1 �1 � Y1� as de base (n = 2) pour la forme PPL'arbre a la forme suivante : �1�1 �2�1 �3�2 X2
X1

Par la remarque 5.5.18, nous avons que la valeur à la raine égaleà L�1 M = �1 � L�2 M � X1. Nous avons alors l'énoné :�1 � �1 � X1 �D �1 � L�2 M � X1 �1 �D L�2 M= L�1 M= �1 � (�1 � L�3 M) � X1�D �1 � (�1 � �2) � X1 L�3 M �D �2� as de base (n = 1) pour la forme OPL'arbre a la forme suivante : �1�1 �2�1 X1 Y1
Toujours par la remarque 5.5.18, nous avons que la valeur à laraine égale à L�1 M = �1 � L�2 M � Y1. À nouveau, nous avonsfailement l'énoné :



6.4. THÉORÈME ALPHA-BÊTA-GAMMA-DELTA 223�1 � Y1 �D �1 � L�2 M � Y1 monotonie de �= L�1 M= �1 � (�1 � X2) � Y1�D �1 � �1 � Y1 monotonie de �� as (n > 2) pour la forme PPL'arbre a la forme suivante : �1�1 �2�1�n-1�n-1�n Xn
X1

La branhe de la position �2 est une forme OP d'une hauteurinférieure (et de profondeur n - 1), sur laquelle nous pouvonsappliquer l'hypothèse d'indution. Pour e dernier, nous remar-querons simplement que la numérotation des groupes déjà évaluésdu joueur démarre ave �2 (au lieu de �1) et se termine ave �n.�1 �� n�i=2��i ��i-1�j=1�j���X1 = �1 � �n-1�h=1 ��h+1 � � h�j=1 �j�� � X1 (1)�D �1 � L�2 M � X1 (2)= L�1 M (3)= �1 ���1 ��n-1�i=2 ��i ��i-1�j=1�j+1����X1 (4)�D �(�1 ��1)���1��n-1�i=2 ��i ��i-1�j=1�j+1�����X1 (5)�D �(�1 ��1)��n-1�i=2 ��1 ��i ��i-1�j=1�j+1����X1 (6)= �(�1 ��1)��n-1�i=2 ��i �� i�h=1�h����X1 (7)= �n-1�i=1 ��i �� i�h=1�h���X1(1) par la transformation h = i - 1 ; (2) par hypothèse d'in-dution (limite inférieure) ; (3) par la remarque 5.5.18 ; (4) par



224 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTAhypothèse d'indution (limite supérieure) ; (5) et (6) par la pro-priété distributive faible (axiome A11) ; (7) par la transformationh = j+ 1.� as (n > 1) pour la forme OPL'arbre a la forme suivante : �1�1 �2�1�n�n Xn
Y1

Cette fois i, la branhe de la position �2 est une forme PP d'unehauteur inférieure (et de profondeur n), sur laquelle nous pouvonsappliquer l'hypothèse d'indution. En e qui onerne la branhePP, il faudra prêter attention, une fois de plus, au déalage desgroupes de l'opposant déjà évalués : la numérotation démarreave �2 (au lieu de �1) et se termine ave �n (au lieu de �n-1).�1 �� n�i=2��i ��i-1�j=1�j���Y1 = �1 � �n-1�h=1 ��h+1 � � h�j=1 �j�� � Y1 (1)�D �1 � L�2 M � Y1 (2)= L�1 M (3)= �1 ���1 �� n�i=2��i ��i-1�j=1�j+1����Y1 (4)�D �(�1 ��1)���1 �� n�i=2��i ��i-1�j=1�j+1�����Y1 (5)�D �(�1 ��1)�� n�i=2��1 ��i ��i-1�j=1�j+1����Y1 (6)= �(�1 ��1)�� n�i=2��i �� i�h=1�h����Y1 (7)= � n�i=1��i �� i�h=1�h���Y1(1) par la transformation h = i - 1 ; (2) par hypothèse d'in-dution (limite supérieure) ; (3) par la remarque 5.5.18 ; (4) parhypothèse d'indution (limite inférieure) ; (5) et (6) par la pro-priété distributive faible (axiome A11) ; (7) par la transformationh = j+ 1.



6.4. THÉORÈME ALPHA-BÊTA-GAMMA-DELTA 225Tab. 5. Les équations de oupure(PP) �1 � � n�i=2 ��i � �i-1�j=1 �j�� = n-1�i=1 ��i � � i�j=1 �j��(PO) �1 � � n�i=2 ��i � �i-1�j=1 �j�� = n�i=1 ��i � � i�j=1 �j��(OO) n-1�i=1 ��i � � i�j=1 �j�� = �1 � � n�i=2 ��i � �i-1�j=1 �j��(OP) n�i=1 ��i � � i�j=1 �j�� = �1 � � n�i=2 ��i � �i-1�j=1 �j���En e qui onerne les limites pour les formes PP et PO, l'argument X1 de � estprésent à la fois du oté de la limite inférieure et du oté de la limite supérieure. Nouspouvons don l'éliminer des deux membres de l'équation de oupure orrespondante.De façon duale, pour les formes PP et PO, 'est en éliminant la valeur Y1 que noussimpli�erons les équations de oupure orrespondantes. L'ensemble des équationsde oupures, illustré dans la table 5, justi�e l'algorithme 7, où se trouve dé�niela fontion Alpha-Bêta-Gamma-Delta. Mis à part le premier paramètre, qui esttoujours la position � en ours d'analyse, le sens des autres paramètres de ettefontion est le suivant :� � est le résultat de la fontion du joueur � appliquée à toutes les valeurs déjàalulées dans les noeuds antéédents du joueur :� = 8>>><>>>: n�i=1 �i pour les formes PP; PO; OPn-1�i=1 �i pour la forme OO� � est le résultat de la fontion de l'opposant � appliquée à toutes les valeursdéjà alulées dans les noeuds antéédents de l'opposant :� = 8>>><>>>: n�i=1 �i pour les formes OO; PO; OPn-1�i=1 �i pour la forme PP�  et Æ sont, à un niveau de profondeur n, la suite, respetivement, desmembres gauhes et des membres droits de k � n équations :



226 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTAAlgorithm 7 Alpha-Bêta-Gamma-Deltafontion Alpha-Bêta-Gamma-Delta(� : P, �;� : D, ; Æ : D�) : D1. si � 2 PT alors retourner p(�)2. sinon soit �1,...,�m l'ordre d'évaluation des m suesseurs de �3. si �(�) = Player alors3.1) v  h1(�)3.2) pour tout j de 1 à jj faire j  j � (� � v)3.3) pour i allant de 1 à m- 1et tant que (6 9j: j = Æj) faire3.3.1) v  v � Alpha-Bêta-Gamma-Delta(�i,v,>,v,>)3.3.2) pour tout j de 1 à jj fairej  j � (� � v)3.4) si (6 9j: j = Æj) fairev  v � Alpha-Bêta-Gamma-Delta(�m,� �v,�,v:,>:Æ)4. si �(�) = Opponent alors4.1) v  h2(�)4.2) pour tout j de 1 à jÆj faire Æj  Æj � (� � v)4.3) pour i allant de 1 à m- 1et tant que (6 9j: j = Æj) faire4.3.1) v  v � Alpha-Bêta-Gamma-Delta(�i,?,v,?,v)4.3.2) pour tout j de 1 à jÆj faireÆj  Æj � (� � v)4.4) si (6 9j: j = Æj) fairev  v � Alpha-Bêta-Gamma-Delta(�m,�,� �v,?:,v:Æ)5. retourner v 8><>: 1 = Æ1...k = Ækplus fortes, d'un point de vue logique, que les k équations de oupure.La méthode a une aratéristique spéi�que : une fois terminée l'évaluationdes autres oups, elle réserve un traitement partiulier au dernier oup disponible.Supposons dorénavant que le jeu soit stritement alterné. Dans une position � dujoueur, lorsque nous analysons un oup intermédiaire, nous débutons une visite quiprend la forme PO de profondeur 1. En revanhe, lorsque nous analysons le dernieroup disponible, nous rallongeons la visite inaugurée au niveau, de l'opposant, pré-édent elui de la position �. Cette visite qui était de la forme OP devient alors,par e�et de ette élongation, de la forme OO. Si nous regardons à un niveau enoresupérieur (don du joueur), une visite inaugurée à e niveau et qui était de la formePP de profondeur 1 au niveau de �, devient, une fois ativée l'évaluation du dernier�ls de �, une visite de la forme PO de profondeur 2. À tout moment, nous pouvonsonsidérer d'avoir ativé une multitude k de visites (au maximum autant que la



6.4. THÉORÈME ALPHA-BÊTA-GAMMA-DELTA 227profondeur n du noeud analysé), où k = jj = jÆj, haune ayant une des quatreformes anoniques, et haune ayant une i-ème équation de oupure assoiée, dontle membre gauhe est supérieur à i et le membre droit est inférieur à Æi. Autre-ment dit, la ondition de oupure utilisée par l'algorithme est une ondition plusforte que néessaire.Comme pour l'algorithme Alpha-Bêta, nous pouvons montrer la orretion del'algorithme vis-à-vis de la sémantique bisémique. Si l'algorithme se termine surune position �, il s'agit à nouveau d'une position évaluable en D (f. setion 5.5.4).Theorem 6.4.6. (Corretion Alpha-Bêta-Gamma-Delta) Soit S = (P; �;!;PI) un jeu stritement alterné, o-interprété dans un préordre de o-évaluation��Æ-ordinaire D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2), D = (D;�D ; �; �), ave un élé-ment minimum ? et un élément maximum >. Soit � 2 P une position du jeu.Alors :Alpha-Bêta-Gamma-Delta(�;?;>; "; ") = v ) TV � UWD = [v; v℄Démonstration. Considérons, juste le temps de la preuve, demodi�er l'algorithme en ajoutant le paramètre p représentant la suitede positions visitées. L'en-tête de la fontion sera :fontion Alpha-Bêta-Gamma-Delta(� :P,�;� :D,;Æ :D�,p :P�) :Det les appels réursifs seront modi�és de la façon suivante :3.3.1) Alpha-Bêta-Gamma-Delta(�i,v,>,v,>,�)3.4) Alpha-Bêta-Gamma-Delta(�m,� �v,�,v:,>:Æ,�:p)4.3.1) Alpha-Bêta-Gamma-Delta(�i,?,v,?,v,�)4.4) Alpha-Bêta-Gamma-Delta(�m,�,� �v,?:,v:Æ,�:p)Il est évident que les deux algorithmes, le nouveau et l'anien, sont équi-valents, le paramètre p n'étant jamais utilisé durant le alul. Ce dernierest, ependant, très utile pour formuler une propriété de l'exéution dela méthode à partir d'un appel ave les paramètres (�;�; �; ; Æ; p) :P(�;�; �; ; Æ; p) 4()(1) toute valeur intermédiaire de la variable v, alulée àpartir de (�; �; �; ; Æ; p), est telle que :� si �(�) = Player, alors pour tout i = 1::jpj, la ondi-tion i � (� � v) = Æi implique l'équation de ou-pure assoiée à la position pi ;� si �(�) = Opponent, alors pour tout i = 1::jpj, laondition i = Æi � (� � v) implique l'équation deoupure assoiée à la position pi ;(2) la valeur � est le résultat de l'opération � sur toutesles valeurs inahevées des positions du joueur, s'il enexiste entre le noeud de la position p1 et elui de laposition pk, où k = jpj ; s'il n'en existe pas, � est égaleà ? ;



228 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTA(3) la valeur � est le résultat de l'opération � sur toutesles valeurs inahevées des positions de l'opposant, s'ilen existe entre le noeud de la position p1 et elui dela position pk, où k = jpj ; s'il n'en existe pas, � estégale à > ;Nous allons prouver (a) que la propriété P est véri�ée lors de l'appelinitial, puis (b), que P est onservée dans tous les appels d'une exéutionqui la véri�e.� (a) P(�;?;>; "; "; ")Puisque les suites  = " et Æ = " sont vides, la ondition (1)est trivialement vrai. Les onditions (2) et (3) sont égalementvéri�ées puisque jpj = 0, � = ? et � = >.� (b) P(�;�;�; ; Æ; p) ) P(� 0; � 0; � 0;  0; Æ 0; p 0) pour tout appelréursif :Alpha-Bêta-Gamma-Delta(� 0 ; � 0; � 0;  0; Æ 0; p 0)e�etué durant l'exéution de :Alpha-Bêta-Gamma-Delta(�; �;�; ; Æ; p).Supposons démarrer le proessus d'évaluation sur une positiondu joueur (le as de l'opposant est dual). Lorsque la positionn'est pas terminale, il y a deux type d'appels réursifs, un durantl'évaluation des oups intermédiaires, l'autre durant l'évaluationdu dernier oup.(oups intermédiaires) Dans la boule d'évaluation des oups in-termédiaires (du premier 1 à l'avant-dernier m - 1), l'appel ré-ursif est le suivant :Alpha-Bêta-Gamma-Delta(�i ; v;>; v;>; �)et orrespond préisément à l'inauguration d'une visite de laforme PO (puisque � est du joueur et �i de l'opposant) où lavaleur �1 = v est la valeur inahevée de � :��1 = v �i X1Pour une forme de e genre, la proposition 6.4.5 prévoit que lavaleur (pessimiste ou optimiste) de la position �, si elle existe,soit omprise entre les limites suivantes :�1 � X1 � L� M � �1 � �1 � X1où �1 = v 0 est une quelonque valeur inahevée, alulée auniveau de la position �i ave les paramètres � 0 = v, � 0 = >, 0 = v et Æ 0 = >. L'équation de oupure assoiée à � dansl'évaluation de �i est don v = v � v 0, 'est-à-dire (puisque  0 =� 0 = v et Æ 0 = >) :  0 = Æ 0 � (� 0 � v 0)



6.4. THÉORÈME ALPHA-BÊTA-GAMMA-DELTA 229don l'appel véri�e, lui aussi, la ondition (1). De plus, � 0 = vest le résultat du � sur toutes les valeurs inahevées du joueur àpartir de la position p 01 = �. Il n'y a pas de position de l'opposantdans la suite p et � 0 = >. Autrement dit, les onditions (2) et(3) sont, elles aussi, véri�ées.(dernier oup) Pour le dernier oup disponible, onduisant à laposition � 0, l'appel réursif a lieu ave les valeurs � 0 = � � v,� 0 = �,  0 = v: et Æ 0 = >:Æ. L'appel réursif ajoute don deséléments en tête sans modi�er le reste des suites  et Æ. Nousdevons prouver que les nouveaux paramètres sont tels que etÆ 0i 0 = Æ 0i 0 � (� 0 � v 0) est une équation qui implique l'équation deoupure assoiée à p 0i 0 . Nous allons don traiter di�éremment leas i 0 = 1 et le as i 0 > 1.� i 0 = 1À nouveau, les éléments en tête des suite  0 et Æ 0, orres-pondent à l'inauguration d'une visite de la forme PO (puisque� est du joueur et �m de l'opposant) où la valeur �1 = v est lavaleur inahevée de �. Pour l'indie i 0 = 1, les valeurs  01 = vet Æ 01 = > sont les mêmes utilisées par les appels des oupsintermédiaires. On peut alors prouver l'énoné par les mêmesarguments utilisés auparavant.� i 0 > 1Nous avons que i 0 = i + 1 où, par hypothèse, les variablesi et �i représentent, à tout moment de l'évaluation de �,l'équation de oupure pour la position pi. Nous ne disutonsque le as où la position pi est du joueur. Le as où elle estde l'opposant se prouve de façon duale. Si pi est du joueur,l'équation i = Æi représente un relâhement de l'équation deoupure d'une forme PP ave pi à la raine. Nous avons don :i � �1 �� k�h=2��h ��h-1�j=1 �j�� �k-1�h=1��h �� h�j=1�j�� � Æioù �1; ::; �k sont les valeurs inahevées des noeuds du joueursentre pi et � (�1 au niveau de pi, �k = v au niveau de �), et�1; ::; �k-1 sont les valeurs inahevées des noeuds de l'oppo-sant entre les noeuds de pi et de �. Au niveau de la nouvelleposition � 0, de l'opposant, elle qui était une forme PP de pro-fondeur k devient une forme PO de profondeur k. Si une valeurv 0 est alulée à e niveau, l'équation de oupure est, pour etteforme, la suivante :�1 � � k�i=2 ��i � �i-1�j=1 �j�� = k�i=1 ��i � � i�j=1 �j��Il n'y a don pas de di�érene ave le membre gauhe préé-dent, qui reste alors supérieur à i. En revanhe, on obtient lemembre droit, en ajoutant au préédent l'argument�k � � k�j=1 �j�où �k = v 0 est la valeur inahevée alulée au niveau de � 0. Parailleurs, le résultat de k�j=1 �j est forément inférieur au para-mètre � 0 reçu qui, lui, est le � de toutes les valeurs inahevées



230 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTAdu joueur. Don, nous avons aussi que Æ 0i 0 = Æi � (� 0 � v 0)est supérieur au membre droit de l'équation de oupure de laforme PO assoiée à p 0i 0 = pi. �La preuve du théorème préédent nous suggère de orriger la méthode pour que lesparamètres  et Æ représentent exatement le système des équations de oupures, etnon pas un système d'équations relâhées. Il su�t, pour ela, de onserver la traedes valeurs �j=1::k �j et �j=1::k �j pour toutes les visites ativées, et non seulementpour la première inaugurée. Nous obtenons, par es modi�ations, l'algorithme 8,où les paramètres � et � sont, ette fois i, des suites : haque �i (resp. �i) est lerésultat de la fontion � (resp. �) appliquée au valeurs inahevées du joueur (resp.de l'opposant) observées au ours de la visite inaugurée à la position pi. CetteAlgorithm 8 Alpha-Bêta-Gamma-Delta (2-ème version)fontion Alpha-Bêta-Gamma-Delta2(� : P, �;� : D, ; Æ : D�) : D1. si � 2 PT alors retourner p(�)2. sinon soit �1,...,�m l'ordre d'évaluation des m suesseurs de �3. si �(�) = Player alors3.1) v  h1(�)3.2) pour tout j de 1 à jj faire j  j � (� � v)3.3) pour i allant de 1 à m- 1et tant que (6 9j: j = Æj) faire3.3.1) v  v � Alpha-Bêta-Gamma-Delta2(�i,v,>,v,>)3.3.2) pour tout j de 1 à jj fairej  j � (�j � v)3.4) si (6 9j: j = Æj) fairev  v � Alpha-Bêta-Gamma-Delta2(�m,v.(�1 �v).::.(�j�j �v),>:�,v:,>:Æ)4. si �(�) = Opponent alors4.1) v  h2(�)4.2) pour tout j de 1 à jÆj faire Æj  Æj � (� � v)4.3) pour i allant de 1 à m- 1et tant que (6 9j: j = Æj) faire4.3.1) v  v � Alpha-Bêta-Gamma-Delta2(�i,?,v,?,v)4.3.2) pour tout j de 1 à jÆj faireÆj  Æj � (�j � v)4.4) si (6 9j: j = Æj) fairev  v � Alpha-Bêta-Gamma-Delta2(�m,?:�,v.(�1 �v).::.(�j�j �v),?:,v:Æ)5. retourner vnouvelle version est, ertes, plus e�ae pour déteter les branhes de l'arbre dejeu à élaguer, mais elle engage un surroît d'ations dont le oût doit être évalué auas par as, selon le type de domaine d'évaluation utilisé. Dans la setion suivante,nous allons illustrer le résultat de quelques tests d'évaluation d'arbres de jeu par les



6.5. TESTS DE CORRECTION ET PERFORMANCE 231di�érentes méthodes de alul. Il en ressortira que la seonde version de l'algorithmeAlpha-Bêta-Gamma-Delta est meilleure que la première, mais d'une façon parfoisnégligeable. 6.5. Tests de orretion et performaneL'ensemble des méthodes présentées dans e hapitre est odé dans le pro-gramme simulation.ml, érit dans le langage oaml et présenté en appendie, setion4 (page 291). Par e programme nous pouvons tester la orretion et la performane(en termes de noeuds élagués), pour di�érents types de strutures d'évaluation (dis-tributive ou non), et pour di�érentes morphologies des arbres de jeu. Le programmeontient, d'une part, l'implantation des évaluations suivantes : exhaustive (la fon-tion val de la déf. 5.2.2, page 133),minimax, Alpha-Bêta, Alpha-Bêta-Gamma-Delta(dans ses deux versions) et, d'autre part, l'implantation des méthodes de onstru-tion d'arbres aléatoires, en fontion de la profondeur et de la largeur (nombre mi-nium et maximum de �ls pour haque noeud) désirées. Par e programme, nousavons omparé les évaluations sur trois largeurs possibles :(1) arbres binaires (toujours 2 �ls pour haque noeud, jusqu'à la profondeurmaximale)(2) arbres ternaires (toujours 3 �ls pour haque noeud, jusqu'à la profondeurmaximale)(3) arbres d'une largeur variable entre 0 et 5 (un nombre de �ls ompris entre0 et 5 pour haque noeud)Et de façon orthogonale, nous avons hoisi des profondeurs d'arbre allant d'unminimum de 3 à un maximum de 17. En ombinant les possibles largeurs aveles possibles profondeurs, nous avons obtenus des arbres onstitués d'un minimumd'une dizaine de noeuds (profondeur 3), jusqu'à un maximum d'environs 12000noeuds (largeur 0 - 5, profondeur 17).En e qui onerne les strutures d'évaluation, nous en avons utilisé trois, unepremière distributive, elle des entiers entre 0 et 99 (ave min et max), une deuxièmenon distributive, du domaine D = f?; A; B; C;D; E;>g par lequel nous avons fournil'exemple de non orretion de Alpha-Bêta (f. setion 6.4, page 216), et une troi-sième non distributive, elle des intervalles [a; b℄ onstruits sur des valeurs entièresomprises entre 0 et 99 (ave les opérations �= union et �= intersetion).Ainsi, pour haque struture d'évaluation, pour haque largeur d'arbre et pourhaque profondeur d'arbre, nous avons testé le omportement des inq di�érentesméthodes, par rapport à la orretion de la valeur alulée (l'algorithme exhaustiffaisant référene) et par rapport à la performane, i.e. le nombre de noeud visités.Les résultats de ette panoplie de tests sont a�hés dans leur intégralité dans lestables 6 et 7, mais les diagrammes des tables 8, 9 et 10 permettent une plus agréableanalyse des résultats.Dans la table 6, on peut notamment onstater que l'algorithme Alpha-Bêta(AB) est le seul à ne pas être toujours orret. Mais, d'une manière quelque peusurprenante, es erreurs restent en nombre très restreint, omme si sa logique de



232 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTATab. 6. Intégralité des tests de orretionPourentage des aluls orrets sur le nombre de tests

oupure tenait, dans le as des strutures non distributives, plus à une forte proba-bilité de orretion, qu'à une ertitude. Cela explique l'e�ort non négligeable quenous avons produit pour déterminer un ontre-exemple. La table 8 illustre, d'unefaçon plus évidente, que les fautes de Alpha-Bêta augmentent lorsqu'on utilise lastruture, plus rihe, des intervalles.En faveur d'Alpha-Bêta, nous remarquerons, par la table 9, une très signi�a-tive di�érene de performane sur la strutures distributives des entiers, par rapportaux deux algorithmes Alpha-Bêta-Gamma-Delta (ABGD et ABGD2). Don, nousne pouvons pas espérer remplaer les deux théorèmes de orretion par un seul



6.5. TESTS DE CORRECTION ET PERFORMANCE 233Tab. 7. Intégralité des tests de performaneMoyenne des noeuds visités sur l'ensemble des tests

théorème, elui de la méthode Alpha-Bêta-Gamma-Delta, ette dernière ne oïni-dant pas ave Alpha-Bêta sur les strutures distributives. Comme on pouvait s'yattendre, le seuil entre Alpha-Bêta et les autres méthodes se reuse d'une façonimportante lorsque les noeuds ont plusieurs �ls. En faveur, ette fois i, des mé-thodes Alpha-Bêta-Gamma-Delta, nous remarquerons que, ave Alpha-Bêta, lestrois méthodes sont de loin supérieures à la simple méthode minimax, dont la apa-ité d'élagage est intéressante seulement lorsque la struture est simple, 'est-à-direlorsque il y a plus de hanes d'atteindre les valeurs maximum et minimum (f.table 10).



234 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTATab. 8. Test de orretion sur des strutures non distributivesSur un éhantillon de 1000 arbres de jeude largeur omprise entre 0 et 5Struture simple non distributive Struture des intervalles

Tab. 9. Test de performane sur la struture distributive des en-tiers entre 0 et 99Éhantillon de 20000 arbres de jeu Éhantillon de 1000 arbres de jeude largeur 3 de largeur omprise entre 0 et 5



6.5. TESTS DE CORRECTION ET PERFORMANCE 235En�n, en e qui onerne le rapport entre les deux versions de l'algorithmeAlpha-Bêta-Gamma-Delta, nous remarquerons, toujours par la table 10, que ladeuxième version est, ertes, plus performante, mais la di�érene devient sensible,omme on pouvait s'y attendre, seulement lorsque il s'agit d'arbres binaires. Ene�et, si la distintion se fait sur le traitement du dernier �ls de haque noeud, surles arbres binaires ela représentera la moitié du alul néessaire.



236 6. L'ALGORITHME ALPHA-BÊTATab. 10. Test de performane sur des struture non distributivesStruture simple non distributive Struture des intervalles
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CHAPITRE 7Langages logiques du premier ordre
1. Algèbres logiques2. Formules logiques du premier ordre3. Ensembles de formules logiques du premier ordre4. La programmation logique5. La programmation logique ave ontraintes

Ce hapitre a pour objetif de rappeler les notions fondamentales, utiles par lasuite, de la théorie des langages logiques du premier ordre, à la base de la program-mation logique pure (LP) et de elle ave ontraintes (CLP). La présentation desrésultats n'est ertainement pas exhaustive pour un sujet de reherhe si étendu,et les notations sont parfois légérement déalées par rapport à elles que l'on re-trouve en littérature, dans un soui de rigueur et de ohérene ave les notationset les onepts élaborés au ours des hapitres préédents, notamment elui sur lesalgèbres typées. 7.1. Algèbres logiquesL'algèbre de Boole est la base sur laquelle est forgée la sémantique des langageslogiques du premier ordre. Dans ette algèbre spéi�que il n'y a pas de sortes,mais seulement des prédiats, représentant les opérations basiques sur les valeursde vérité (de l'ensemble 2 = f0; 1g).Definition 7.1.1. (Algèbre de Boole) L'algèbre de Boole est l'algèbre surla signature (�A : B ! BA�S! SA�F! FA; T) où 2 2 B, 2A = f0; 1g, S = ;, et lesopérations, appelées opérateurs logiques ou booléens, sont F = f^;_;);,;:; 0; 1g.Les opérateurs logiques, qui sont toujours de type 2 � 2 ! 2, à l'exeption de :,de type 2 ! 2 et des onstantes 0 et 1 (identiques, ave un abus de notation, auxvaleurs de 2A) de type ! 2, sont dé�nis par les tables de vérité :(1) 0 , f(�; 0)g(2) 1 , f(�; 1)g(3) : , f(0; 1); (1; 0)g 239



240 7. LANGAGES LOGIQUES DU PREMIER ORDRE(4) _ , f(0; 0; 0); (0; 1; 1); (1; 0; 1); (1; 1; 1)g(5) ^ , f(0; 0; 0); (0; 1; 0); (1; 0; 0); (1; 1; 1)g(6) ), f(0; 0; 1); (0; 1; 1); (1; 0; 0); (1; 1; 1)g(7) ,, f(0; 0; 1); (0; 1; 0); (1; 0; 0); (1; 1; 1)g �Les algèbres sémantiques sont des algèbres sur une signature arboresente par-tiulière (f. setion 3.3.2). D'une part, omme toute algèbre de signature arbo-resente, elles ontiennent des fontions (interprétant les onstruteurs de termes)restituant des valeurs sortées et, d'autre part, elles ontiennent des prédiats lo-giques (interprétant les onstruteurs de primitives) sur les valeurs sortées. Par laspéi�ité des opérations primitives, nous donnerons le nom d'algèbre logique à etype d'algèbres et le nom de signature logique à leur signature.Definition 7.1.2. (Algèbre logique, signature logique) Une algèbre(�A : B ! BA � S ! SA � F ! FA; T) est une algèbre logique si les onditionssuivantes sont véri�ées :(1) la signature de l'algèbre est une signature arboresentel'ensemble des symbole est don lassi�é en onstruteurs determes et onstruteurs de primitives : F = FS � FB(2) les primitives de FB sont des prédiats logiquesle domaine de base 2 2 B est le seul odomaine possible, ave lessortes, pour toute opération de l'algèbre :p 2 FB ) odT(p) = 2Les signatures logiques sont les signatures des algèbres logiques. La famille desalgèbres logiques sur une signature � sera notée LAlg(�). �En d'autres termes, une signature logique est une signature où les onstruteursde termes f 2 FS et les onstruteurs de primitives p 2 FB, ont assoié un type quiappartient au langage des types los générés par le symbole non terminal � de lasyntaxe suivante : � ::= 8� :�: � j Æ! #Æ ::= 1 j � j �1 � � � � � �n j ��� ::= � j �# ::= 2 j �� ::= sort j {�1, � � � ,�n}où � 2 S, � 2 V , et V est un ensemble de variables sortées disjoint de B, S et F.



7.2. FORMULES LOGIQUES DU PREMIER ORDRE 241Tab. 1. Variables libres d'une formule �' 2 ��(�;V)
FV( �') ,8>>>>>>>><>>>>>>>>:

vars(�) si �' = �; si �' = falseFV( �' 0) si �' = : �' 0FV( �'1) [ FV( �'2) si �' = �'1 _ �'2 ou �' = �'1 ^ �'2Sj2I FV(�(j)) si �' = Wi2I �(i) ou �' = Vi2I �(i)FV( �'1) [ FV( �'2) si �' = �'1 ) �'2 ou �' = �'1 ) �'2FV( �') n fXg si �' = 8X: �' 0 ou �' = 9X: �' 0Example 7.1.3. Considérons l'algèbre logique onstituée de l'unique sorte desentiers naturels S = fNg ave l'opération somme + : N�N ! N, l'opération produit� : N � N ! N, la onstante zéro 0 :! N, la fontion suesseur s : N ! N etles prédiats pair even : N ! 2, impair odd : N ! 2, premier prime : N ! 2,multiple multiple : N � N ! 2, plus grand diviseur ommun gd : N � N � N ! 2.L'ensemble des onstruteurs de termes est alors FS = f+; �; 0; sg, tandis que l'en-semble des onstruteurs de primitives est FB = feven; odd; premier;multiple; gdg.L'arbre +(�(s(0; s(s(0)))); 0) est un terme, l'arbre even(+(�(s(0; s(s(0)))); 0)) estune primitive. L'arbre +(�; even) est un arbre de T(F) mais n'est ni un terme niune primitive. �
Example 7.1.4. Supposons d'ajouter à l'algèbre de l'exemple préédent la sorteZ des entiers relatifs, les opérations de onversion int_of_nat : N ! Z et abs :Z ! N, et l'égalité polymorphe = : 8� : sort: � � � ! 2. Dans ette hypothèse,l'arbre int_of_nat(+(�(s(0; s(s(0)))); 0)) est un terme, et l'arbre = (0; s(0)) estune primitive. En revanhe, par inompatibilité des types, l'arbre abs(0) n'est pasun terme, et l'arbre = (0; int_of_nat(0)) n'est pas une primitive. �

7.2. Formules logiques du premier ordreDé�ni par une syntaxe formelle, tout langage des formules logiques du premierordre (basé sur une signature logique � et une ensemble de variables sortées V) estéquipé de la fontion d'interprétation sémantique dans les valeurs de vérité.7.2.1. Syntaxe. Étant donné une signature logique � = (B; S; F; T), et unensemble V = Us2SVs de symboles de variables sortées disjoint de B, S et F, lelangage des formules logiques du premier ordre sur � et V, noté �(�;V), est lelangage des formules loses (sans variables libres) du langage ��(�;V) généré par lesymbole non terminal ' de la syntaxe suivante :



242 7. LANGAGES LOGIQUES DU PREMIER ORDRE' ::= � (atome ave variables)j false (le faux)j :' (négation)j '1 _ '2 (disjontion)j '1 ^ '2 (onjontion)j Wi2I �(i) (disjontion arbitraire)j Vi2I �(i) (onjontion arbitraire)j '1 ) '2 (impliation)j '1 , '2 (équivalene)j 8X:' (quanti�ation universelle)j 9X:' (quanti�ation existentielle)où X 2V, I � N, � : N�!Æ �(�;V), et � 2 T(�+V; 2) est une primitive de type2 (un prédiat) de la signature logique augmentée par V. Dans les disjontions etonjontions arbitraires Wi2I �(i) et Vi2I �(i), on supposera toujours dom(�) =I. L'ensemble des variables libres d'une formule est dé�ni de la façon habituelledans la table 1. Par dé�nition �(�;V) = f' 2 ��(�;V) j FV(') = ;g. Pour tout�' 2 ��(�;V), la l�ture existentielle, notée 9 �', et la l�ture universelle, notée8 �', dénoterons respetivement les formules loses 9X1::9Xn: �' et 8X1::8Xn: �', oùfX1; ::; Xng = FV( �'). Les l�tures sont uniques modulo les permutations (qui nehangent pas le sens de la formule) des variables X1,..,Xn.7.2.2. Sémantique. La sémantique d'une formule logique est une valeur devérité qui dépend de l'algèbre logique dans laquelle on interprète les primitives (lesatomes) ontenus dans la formule. Toute primitive p est un arbre ayant à la raineun symbole de prédiat et d'éventuels termes omme sous-arbres �ls. Pour obtenirla sémantique des formules logiques il su�t d'étendre l'interprétation anoniqueTV:UWA : 8� : S: � ! � des termes de la signature � vers une algèbre quelonqueA 2 Alg(�) (f. setion 3.3.5), en s'appuyant, pour les formules omposites, sur lesopérateurs :, _, ^, ) et , de l'algèbre de Boole.Étant donné une algèbre A, pour donner un sens aux formules non loses, il estnéessaire de pouvoir interpréter les variables libres. La notion d'environnement (f.dé�nition 3.3.14), qui est une quelonque fontion � : 8� : S:V� ! �A a�etantà toute variable sortée X 2 Vs une dénotation �(X) dans le domaine algèbriquesA, permet d'évaluer les formules ontenant des variables libres. On notera �[a=X℄l'environnement � modi�é par l'assoiation de X à la valeur a :�[a=X℄(Y) , � a si Y = X�(Y) si Y 6= XComme pour les termes ave variables, tout ouple (A; �), ave � 2 ENVA, dé�nitomplétement l'interprétation sémantique des formules et sera appelé interprétationimpliite des formules. L'ensemble des interprétations impliites des formules surla signature �, sera noté IAlg(�;V) :IAlg(�;V) , f(A; �) j A 2 LAlg(�); � 2 ENVAgLes équations de la table 2 dé�nissent, de façon indutive, l'interprétation séman-tique TV'UWA;� d'une formule quelonque, lose ou non :TV:UW : ��(�;V) ! IAlg(�;V) ! 2



7.2. FORMULES LOGIQUES DU PREMIER ORDRE 243Tab. 2. Interprétation sémantique des formules logiques du pre-mier ordre ' 2 ��(�;V)TV�UWA;� = pA(TVt1UWA;�; ::; TVtnUWA;�) où � = p(t1; :::; tn)TVfalseUWA;� = 0TV:'UWA;� = :TV'UWA;�TV'1 _ '2UWA;� = TV'1UWA;� _ TV'2UWA;�TV'1 ^ '2UWA;� = TV'1UWA;� ^ TV'2UWA;�TVWi2I'iUWA;� = � 1 si il existe i 2 I tel que TV'iUWA;� = 10 sinonTVVi2I'iUWA;� = � 0 si il existe i 2 I tel que TV'iUWA;� = 01 sinonTV'1 ) '2UWA;� = TV'1UWA;� ) TV'2UWA;�TV'1 , '2UWA;� = TV'1UWA;� , TV'2UWA;�TV8X:'UWA;� = Æ 1 si TV'UWA;�[a=X℄ = 1 pour tout a 2 �A; où X2V�0 sinonTV9X:'UWA;� = Æ 1 si TV'UWA;�[a=X℄ = 1 pour au moins un a 2 �A; où X2V�0 sinonAutrement dit, pour donner un sens vrai ou faux à une formule (lose ou non),il faudra une algèbre logique A sur la même signature � et un environnement àvaleurs dans A pour interpréter les variables libres. On prouve failement (par in-dution, f. [Asperti & Ciabattoni, 1997℄ par exemple) que la sémantique d'uneformule lose ne dépend pas de l'environnement utilisé pour son évaluation. Ainsi,la sémantique d'une formule lose ' dans une algèbre logique A sera notée de lamême façon que l'interprétation anonique des termes TVtUWA, par l'ériture TV'UWA :TV:UW : �(�;V) ! LAlg(�) ! 27.2.2.1. Classi�ation des algèbres logiques. Étant donné la signature logique �,augmentée des variables V, toute formule logique ' 2 �(�;V) partage, par le biaisde la fontion sémantique TV:UW, les algèbres logiques A 2 LAlg(�) en deux lassesdisjointes : elles qui rendent vraie la formule, TV'UWA = 1 (noté le plus souventA j= '), et elle qui la rendent fausse, TV'UWA = 0 (noté A 6 j='). Les premièresseront appelées modèles de '. Le sous-ensemble de LAlg(�) onstitué des modèlesd'une formule ' sera noté LAlg(�)' :LAlg(�)' , fA 2 LAlg(�) j A j= 'g



244 7. LANGAGES LOGIQUES DU PREMIER ORDRE7.2.2.2. Classi�ation des formules logiques. Réiproquement, toute algèbre lo-gique A 2 LAlg(�) partitionne l'ensemble des formules �(�;V) en deux ensemblesdisjoints : elui des formules fausses dans A, et elui des formules vraies dans A,que nous noterons �(�;V)A :�(�;V)A = f' 2 �(�+V) j TV'UWA = 1gLes formules sont aussi lassi�ées en fontion des modèles qu'elles possèdent. Nousdisons qu'une formule logique ' 2 �(�;V) est :valide si elle est toujours vraie, indépendemment de l'algèbrelogique qui l'interprète :LAlg(�)' = LAlg(�)On dit aussi que ' est une tautologie, noté j= '.inonsistante si elle n'est jamais vraie, pour auune algèbre logique :LAlg(�)' = ;satis�able (ou onsistante) si elle est vraie pour au moins unealgèbre logique :9A 2 LAlg(�): A j= 'Autrement dit, si LAlg(�)' 6= ;ontingente si elle est vrai pour au moins une algèbre logique etfausse pour au moins une autre :9A1; A2 2 LAlg(�): A1 j= ' ^ A2 6 j='Autrement dit, si ; � LAlg(�)' � LAlg(�)Les notions de validité et d'inonsistane sont duales. On peut failement prouverque la négation d'une formule traduit une ondition dans l'autre :' valide ssi :' inonsistente' inonsistente ssi :' valide7.2.2.3. Conséquenes logiques. Il existent des ouples de formules '1 et '2qui entretiennent un rapport de subordination : haque fois que la première estvraie dans une algèbre, alors l'autre aussi est vraie dans la même algèbre. Plusformellement, la formule '2 est onséquene logique de '1 si :LAlg(�)'1 � LAlg(�)'2La notion de onséquene logique peut s'exprimer par elle de validité, don parelle d'inonsistane :'2 onséquene logique de '1 ssi '1 ) '2 validessi :'1 _ '2 validessi '1 ^ :'2 inonsistente



7.3. ENSEMBLES DE FORMULES LOGIQUES DU PREMIER ORDRE 2457.3. Ensembles de formules logiques du premier ordreLes notions de validité, inonsistene, onsistane sont étendues aux ensemblesde formules. Un ensemble de formules F 2 }(�(�;V)) est :� valide si toutes les formules ' 2 F sont valides� satis�able s'il existe une algèbre A qui est un modèle pour toutes les formulesde F� inonsistente si elle n'est pas satis�able� ontingente si elle est satis�able mais pas valideOn dit qu'une algèbre A est un modèle de F , noté A j= F , si A est un modèle detoutes les formules de F . On dit qu'une formule ' est onséquene logique de l'en-semble F lorsque tout modèle de F est un modèle de '. La ondition de onséquenelogique d'un ensemble est notée, ave un abus de notation, F j= '. L'ensemble destous les modèles de F est noté LAlg(�)F . À nouveau, on peut traduire le problèmede déterminer si une formule est onséquene logique d'un ensemble F , en termede validité ou d'inonsistane (f. par exemple [Asperti & Ciabattoni, 1997℄) :' onséquene logique de F ssi F [ f:'g inonsistenteDéterminer si une formule est onséquene logique d'un ensemble de formules Frevient au problème de déider l'inonsistane d'un autre ensemble, préisémentl'ensemble initial augmenté de la négation de la formule. Puisqu'il existe une in�-nité d'algèbres logiques, nous ne pouvons pas établir de façon direte, en les essayanttoutes, si un ensemble est inonsistent ou pas (tout omme nous ne pouvons pas éta-blir diretement s'il est valide ou pas). Le problème est de nature indéidable mais,toutefois, semi-déidable. Le théorème de Skolem nous ahemine vers la solution,forément partielle, du problème.7.3.1. Clauses. Les lauses onstituent un sous-langage des formules logiquesdu premier ordre. Il s'agit d'une disjontion d'atomes ou de négations d'atomes,éventuellement quanti�és universellement. Plus formellement, étant donné une si-gnature logique � = (B; S; F; T) et un ensemble V = Us2SVs de symboles de va-riables sortées disjoint de B, S et F, les lauses sont générées par le symbole nonterminal  de la syntaxe suivante : ::= 8X: (lause)j � (lause ouverte)� ::= � (littéral positif)j :� (littéral négatif)j false (le faux)j � 1 _ � 2 (disjontion)où � 2 S, X 2 V, et � 2 T(�+V; 2). Nous noterons 	(�;V) l'ensemble des lausessur la signature logique � et l'ensemble des variables V. Les lauses sont supposées,omme les formules logiques, loses, i.e. sans variables libres. En e�et, on érit leplus souvent les lauses sans les quanti�ateurs en les laissant impliites (puisqu'iln'y a qu'un seul type de quanti�ateur, l'universel, et il se trouvent tous au débutde la formule).



246 7. LANGAGES LOGIQUES DU PREMIER ORDRE7.3.1.1. Théorème de Skolem. Il existe une transformation appelée skolémisa-tion, skolem : �(�;V) ! 	(� 0; V), telle que pour tout ensemble de formules dupremier ordre F , l'ensemble est inonsistent si et seulement si l'image de la trans-formation de skolem sur F est un ensemble (de lauses) inonsistent :F inonsistent ssi fSkolem(') j '2Fg inonsistentLes symboles de la signature � 0 n'étant pas ontenus dans � sont appelés fontionsde Skolem. Le problème de déider de l'inonsistane d'un ensemble de formulespeut ainsi être limité aux ensembles de lauses.7.3.1.2. Théorème de Herbrand. Il existe une lasse d'algèbres logiques, pré-isément elle des algèbres des termes �nis (f. dé�nition 3.3.4) sur la signaturelogique � donnée, qui ontient forément un modèle de tout ensemble de lauses,si e dernièr n'est pas inonsistent. En littérature, les algèbres des termes TAlg(�)sont appelées interprétations de Herbrand lorsque la signature � est une signaturelogique. Par la suite, nous les appellerons algèbres (des termes) de Herbrand pouréviter toute ambiguïté ave la notion d'interprétation algébrique.Theorem 7.3.1. (Herbrand) Si un ensemble de lauses F � 	(�;V) estonsistant alors il possède au moins une algèbre des termes de Herbrand parmi sesmodèles �Un modèle de Herbrand sera, à la fois, une algèbre des termes de Herbrand etun modèle pour une formule ou un ensemble de formules. Le théorème de Herbrandpermet d'a�rmer qu'un ensemble de lauses F est inonsistent si et seulement si iln'a pas de modèle de Herbrand :LAlg(�)F = ; ssi TAlg(�)F = ;Et don, par le théorème de Skolem, il permet d'a�rmer qu'un ensemble de for-mules logiques du premier ordre est inonsistent si et seulement si sa skolémisationn'a pas de modèles de Herbrand :LAlg(�)F = ; ssi TAlg(� 0)Skolem(F) = ;où � 0 est la signature omprenant les fontions de Skolem.7.3.2. Prinipe de résolution. La résolution est un prinipe de transforma-tion des formules permettant de déduire à l'oasion (le problème étant de naturesemi-déidable) l'inonsistane d'un ensemble de formules. La remarque fondamen-tale, très simple, est qu'un ensemble de formules est inonsistent si et seulement sion peut en déduire le faux :F inonsistent ssi F j= falseEn e�et, (F j= false) signi�e (8A 2 LAlg(�): A j= F ) A j= false). Mais omme(A j= false) est impossible (la sémantique de false est toujours 0, f. table 2), laondition (A j= F) doit, elle aussi, être impossible. Don, une façon de prouverqu'une formule ' est onséquene logique d'un ensemble F est elle de prouver quel'ensemble augmentée de la négation de la formule permet de déduire le faux :F j= ' ssi F [ f:'g j= false



7.3. ENSEMBLES DE FORMULES LOGIQUES DU PREMIER ORDRE 247Tab. 3. Appliation d'une substitution à une lause ouverte � 2 �	(�;V)� � ,8>><>>: �� si � = �:(��) si � = :�false si � = false( � 1 �)_ ( � 2 �) si �' = �'1 _ �'2Tab. 4. Prinipe de résolution pour un ensemble de lauses F ; 0 2 F� � renommaget:q: vars( � )\vars( � 0�)=;� 2 � ; :� 0 2 ( � 0 �) � 2 mgu(�; � 0)� 00 = [( � n f�g) [ (( � 0�) n f� 0g)℄ �F logiquement équivalent à F [ f 00g 0� Prinipederésolution1A 2 F ; l1; l2 2 � 8<: (l1 = � et l2 = � 0)ou(l1 = :� et l2 = :� 0) � 2 mgu(�; � 0)� 0 = ( � n fl2g) � 0 onséquene logique de  0� Règledefatorisation1A
7.3.2.1. Clauses en forme normale. Puisque tous les quanti�ateurs, éventuel-lement présents, d'une lause sont au début de la lause et sont tous du même genre(universels), il existe une orrespondane strite entre le langage des lauses et eluides lauses ouvertes ou en forme normale, noté �	(�;V), dé�ni par le symbole � dela syntaxe des lause (f. setion 7.3.1). Étant donné une lause  2 	(�;V), nousnoterons � sa version ouverte (omplètement privée des quanti�ateurs), et réipro-quement, étant donné une lause ouverte � 2 �	(�;V), nous noterons  sa versionquanti�ée universellement. On onsidère souvent les lauses ouvertes omme un en-semble de littéraux, sous-entendant leur disjontion. Le sens de la réunion étantdual par rapport aux ensembles de formules, l'ensemble vide (ou lause vide) aura,ette fois-i, le sens du faux, 'est-à-dire le sens de la formule false.7.3.2.2. Appliation d'une substitution aux lauses ouvertes. L'appliation d'unesubstitution, dé�nie sur T(�+V; 2) (f. setion 3.3.8), peut s'étendre à l'ensembledes lauses ouvertes �	(�;V) (qui ontient T(�+V; 2)), omme illustré dans la table3. 7.3.2.3. Le prinipe de résolution et la règle de fatorisation. Illustrées dansla table 4, es deux règles dé�nissent impliitement des transformations orretes



248 7. LANGAGES LOGIQUES DU PREMIER ORDREpour des ensembles de lauses. Par la règle (Prinipe de résolution), on peut ob-tenir un ensemble équivalent à elui de départ. On hoisira deux formules de l'en-semble, on les ouvrira (on éliminera les quanti�ateurs) en faisant attention qu'ellesne ontiennent pas de variables ommunes, on alulera (s'il existe) un uni�ateurprinipal de deux littéraux opposés (un positif et un négatif), et, en�n, on onstruiraune nouvelle lause formée de l'union des littéraux des deux lauses uni�ées (ex-eptés les deux littéraux uni�és). La nouvelle lause  00, que l'on peut ajouterà F pour obtenir un ensemble équivalent, est appelée lause résolvante. En re-vanhe, pour la règle de fatorisation, on peut onstruire une onséquene logiqued'une formule en l'ouvrant et en détetant deux littéraux s'uni�ant qui seront rem-plaés par le littéral uni�ateur. Or, supposons, dans la table 4, de remplaer lathèse (F logiquement équivalent à F [ f 00g) de la règle (Prinipe de résolution)par F r! F [ f 00g, et la thèse ( 0 onséquene logique de  ) de la (Règle defatorisation) par F r! F [ f 0g. On obtient alors la dé�nition d'une relation detransition r!, pour les ensembles de lauses en forme normale, qui est orrete etomplète par rapport aux preuves du faux (réfutations).Theorem 7.3.2. (Corretion et omplétude du prinipe de résolu-tion) Soit r!� la l�ture ré�exive et transitive de la relation de transition r! duprinipe de résolution. Alors :F j= false ssi F r!� F 0 [ ffalseg �7.4. La programmation logiqueSi en théorie le prinipe de résolution permet de résoudre le problème semi-déidable de déterminer si une formule ' est onséquene logique d'un ensemble deformules F , en pratique il est di�ilement utilisable à ause du non-déterminisme,souvent insoutenable, dû au nombre de lauses résolvantes générées.7.4.1. Clauses de Horn. Supposons, en revanhe, de onstruire des ensemblesde lauses de Horn, sous-ensemble des lauses du premier ordre, dé�nies par la syn-taxe suivante : ::= 8X:  j �� ::= �_ :�1 _ ::_ :�n (n � 0) (lause de programme)j :�1 _ ::_:�n (n � 1) (lause but)j false (lause vide)où � 2 S, X 2 V, et � 2 T(�+V; 2). Le langage des lauses de Horn sera noté�(�;V), elui des lauses de Horn ouvertes ou en forme normale (dé�nies par lesymbole non terminal �) sera noté ��(�;V). Les lauses de programme � _ :�1 _::_:�n sont notées le plus souvent � : -�1; ::; �n, tandis que les lause but :�1_::_ :�n sont notées aussi ?�1; ::; �n.



7.4. LA PROGRAMMATION LOGIQUE 249Tab. 5. Résolution SLD pour un ensemble P de lauses de Horn de programme 0 2 P� � renommaget:q: FV(�)\FV(� 0�)=;(:�) 2 � ; � 0 2 (� 0 �) � 2 mgu(�; � 0)� 00 = [(� n f�g) [ ((� 0�) n f� 0g)℄ � �7�!P  007.4.2. Résolution SLD. La programmation logique s'appuie sur une remarquetrès simple. Soit P un ensemble (appelé programme) de lauses Horn de programmeet onsidérons la question de savoir s'il existe des valeurs pour laquelle une onjon-tion de prédiats : �' = �1 ^ ::^ �n, (où n � 1)est onséquene logique du programme. Autrement dit, la question est elle desavoir si la l�ture existentielle ' = 9(�1 ^ :: ^ �n) de la formule ouverte est uneonséquene logique de P . Nous savons alors que la ondition P j= ' est équivalenteà la ondition P [ f:'g j= false. Or, d'une part, la négation de la formule ' estpréisément une lause but :' = 8(:�1_::_:�n), et d'autre part, lorsqu'on utilisele prinipe de résolution entre une lause de programme et une lause but, la lauserésolvante est enore une lause but. Ainsi, ne modi�ant jamais le programme, noustransformerons progressivement les buts par le prinipe de résolution. Si dans eproédé, nous pourrons obtenir la lause vide (le faux), nous aurons prouvé quela onjontion initiale est onséquene logique du programme. Cette relation detransition entre buts, qui prend le nom de résolution SLD, notée �7�!P , où P est leprogramme et � est l'uni�ateur prinipal alulé, est dérite formellement dans latable 5.Si la orretion de la résolution SLD ne pose auun doute (étant une simplespéialisation du prinipe de résolution), la omplétude (par rapport aux réfuta-tions) est remise en question par l'hypothèse de ne jamais altérer le programme etpar le fait de ne pas utiliser la règle de fatorisation. Soit �7�!P � la relation dé�niepar  �7�!P � 0 si et seulement si il existent 1,..,n tels que  �17�!P 1 � � �n-1 �n7�!P n, 0 = n et � = �1 � :: � �n. Lorsque  �7�!P � false, nous disons que  est résolue avela réponse alulée �.Theorem 7.4.1. (Corretion et omplétude de la résolution SLD)Toute réponse alulée � transforme une onjontion d'atomes ' = 9 �' en uneonséquene logique 8( �'�) du programme. Vie-versa, pour toute instane ' 0 =8( �'�) d'une onjontion d'atomes ' = 9 �' onséquene logique du programme, ilexistera une dérivation SLD alulant, à partir de : �'; une réponse � plus généraleque � :P j= 8( �'�) où �' = �1^::^�n ssi ?�1; ::; �n �7�!P � false où � � �



250 7. LANGAGES LOGIQUES DU PREMIER ORDRE �7.4.3. Sémantique algébrique. Dans l'hypothèse d'un ensemble P de lausesde Horn de programme, nous avons aussi une propriété intéressante des modèlesde Herbrand de P . On peut dé�nir un ordre de grandeur des algèbres logiques deLAlg(�) sur la base de la quantité de primitives � 2 T(�; 2) qu'elles rendent vraies :A1 � A2 ssi T(�; 2)A1 � T(�; 2)A2Cet ordre fournit une struture d'ordre partiel (LAlg(�);�) à la famille des algèbreslogiques. Il se trouve alors que, étant donné un programme P , la sous-famille desmodèles de Herbrand de P , équipée de la relation �, admet un élément minimum,appelé plus petit modèle de Herbrand. Ce modèle, que nous noterons MP , et quionstitue la sémantique algébrique du programme, a omme aratéristique prini-pale elle d'interpréter à 1 préisément les primitives � = p(t1; ::; tn) 2 T(�; 2) quisont onséquene logique du programme :pMP (t1; ::; tn) = 8<: 1 si P j= p(t1; ::; tn)0 si P 6 j=p(t1; ::; tn)Cette propriété a une interprétation algébrique. Supposer pMP (t1; ::; tn) = 1 im-plique P j= p(t1; ::; tn). Mais, par dé�nition de onséquene logique, tout modèlede P est un modèle de p(t1; ::; tn). Don, tout modèle A de P est un modèle dep(t1; ::; tn), autrement dit pA(TVt1UWA; ::; TVtnUWA) = 1. Nous avons ainsi la onditionde onservation des semi-prédiats :pMP (t1; ::; tn) ) pA(TVt1UWA; ::; TVtnUWA)Le plus petit modèle de Herbrand araterise les primitives qui sont onséqueneslogiques du programme. Cela signi�e, en termes algébriques, que pour tout autremodèle A du programme, l'interprétation anonique des termes est un homomor-phisme deMP versA, onsidérant toutefois les prédiats omme des semi-prédiats.En théorie des atégories, ela se traduit en disant que le plus petit modèle de Her-brand est une algèbre initiale dans la atégorie des modèles du programme (où lesmorphismes sont les homomorphismes). De façon plus intuitive, le plus petit modèlede Herbrand représente e qui doit être forément vrai pour qu'une algèbre sur lasignature � soit un modèle du programme.7.5. La programmation logique ave ontraintesEn programmation logique, la sémantique algébrique d'un programme de lausede Horn est le plus petit modèle de Herbrand, représentant l'ensemble des primitives(sans variables) onséquenes logiques du programme. Auune ondition n'est �xéesur les prédiats logiques utilisés dans les lauses du programme. Ainsi, la reherhedu modèle se fait dans la famille des algèbres des termes sur la signature logique� (onstituée de onstruteurs de termes et de onstruteurs de prédiats), où ladé�nition des prédiats est arbitraire (f. dé�nition 3.3.4).En revanhe, l'idée de la programmation logique ave ontraintes est elle dedé�nir, à priori, l'interprétation des termes et elle d'un ertain nombre de prédiats,



7.5. LA PROGRAMMATION LOGIQUE AVEC CONTRAINTES 251par la donnée d'une algèbre �, appelée algèbre des ontraintes, sur une signaturelogique ��. Les signature admissibles, sur lesquelles onstruire les programmes,seront elles n'ajoutant pas de nouveaux onstruteurs de termes, mais seulementde nouveau onstruteurs de prédiat à la signature ��. Les prédiats prédé�nisseront appelés �-primitives, les nouveaux seront les prédiats logiques (dé�nis parles lauses du programme). L'idée est don elle de restreindre, à priori, la familled'algèbres logiques dans laquelle reherher les modèles d'un ensemble de lausesde Horn : seulement les algèbres ontenant la sous-algèbre logique � �gée pourrontêtre des modèles du programme.7.5.1. Algèbre des ontraintes. Une algèbre logique � = ((:)� : B ! B� �S ! S� � F ! F�; T) est une algèbre de ontraintes si, étant donné un ensembleV = Us2S Vs de variables sortées disjoint de B, S et F, elle véri�e les propriétéssuivantes :(1) elle ontient le prédiat d'égalité = : 8� : sort: �� �! 2(2) il est déidable si une lause but  2 �(��; V) est vraie ou fausse en �,'est-à-dire si TVUW� = 0 ou bien TVUW� = 1Les termes et les primitives (prédiats) sur ��+V sont appelés respetivement �-termes et �-primitives. Une �-ontrainte est don une onjontion de �-primitives(impliitement quanti�ées de façon existentielle). L'algorithme déidant de la vé-rité d'une lause but  2 �(��; V) est le solveur de ontraintes. En retournant laquestion ( = :) et la réponse (r 0 = :r), on peut onsidérer que et algorithmedéide si une �-ontrainte  est satis�able en �. Pour ette raison, la ondition (2)s'exprime en disant que la satis�abilité des �-ontraintes doit être omplète.Il est ourant d'assoier à l'algèbre des ontraintes � un ensemble de formulesT � �(��; V), dont � est un modèle (� j= T ), dé�nissant de façon équivalente larelation de satis�abilité des �-ontraintes (f. [Ja�ar & Maher, 1994℄) :� j=9() ssi T j=9()Par la suite, nous exprimerons ette ondition en a�rmant simplement que  estsatis�able dans �, indépendemment du fait que l'on puisse représenter l'algèbre �par un ensemble de formules T aratérisant l'essentiel des ses propriétés.7.5.2. Algèbres logiques sur �. Nous noterons LAlg(�; �) la famille desalgèbres logiques A = ((:)A : B ! BA � S ! SA � F ! FA; T) de signature �ontenant la sous-algèbre des ontraintes �, de signature �� = (B; S�; F�; T�), ettelles que tout onstruteur ajouté est un prédiat :8p 2 F: p 62 F� ) od(T(p)) = 2On dira que la signature � est une signature logique sur �. La famille LAlg(�; �)est elle où l'on reherhe les modèles des programmes logiques.



252 7. LANGAGES LOGIQUES DU PREMIER ORDRETab. 6. Résolution CSLD pour un ensemble P de lauses de Hornde programme 2 P� � renommaget:q: FV(? ;b)\FV(��)=;�� = (� 0 : -  0 ; b 0) � 2 b ; � = p(t1; ::; tn) ; � 0 = p(t 01; ::; t 0n) 00 = ^  0 ^ (t1 = t 01)^ ::^ (tn = t 0n)satis�able dans �b 00 = (b n f�g) [ b 0? ;b �7�!P ?  00;b 007.5.2.1. Notation pour les lauses. Dans le adre de la programmation logiquepar ontraintes, il est ourant de séparer, à l'intérieur des lauses, les �-primitivesdes autres primitives, que nous quali�erons de logiques. Les deux genres de primi-tives sont regroupés dans les éritures habituelles :� : -  ; b (lause de programme)?  ; b (lause but)où  est la onjontion des �-primitives, don une �-ontrainte (éventuellementvide), et b, le orps de la lause, est la onjontion des primitives logiques (lui aussiéventuellement vide). Comme dans la programmation logique pure, les lauses deprogramme � : -  ; b ontribuent à dé�nir les prédiats logiques de façon indi-rete (par le rapport d'impliation logique entretenu ave les autres prédiats). Enpartiulier, dans la programmation logique ave ontrainte, la tête de la lause� = p(t1; ::; tn), ne pourra être une �-primitive (puisqu'elles sont déjà toutes dé�-nies), mais sera obligatoirement une primitive logique : p 2 S n S�.7.5.3. Résolution CSLD. La résolution CSLD, illustrée dans la table 6, estl'adaptation de la résolution SLD au adre des langages de lauses de Horn deprogramme, où la partie ontrainte est interprétée dans l'algèbre des ontraintes�. Si l'avanement de la résolution SLD dépend de la possibilité d'uni�er un sous-but ave la tête d'une lause, dans la résolution CSLD il dépend du ontr�le desatis�abilité de l'ensemble des ontraintes de la lause résolvante.Soit �7�!P � la l�ture ré�exive et transitive de la relation �7�!P . Lorsque nous avons �7�!P � ; false, nous disons que la lause but  est résolue ave la ontrainte alulée (qui est satis�able en �). Le théorème de orretion a�rme que toute ontraintealulée  transforme la onjontion ' = 9 �' en une onséquene logique 8( �'^ )du programme. Vieversa, elui de omplétude, a�rme que pour toute instane8( �'^  0) d'une onjontion d'atomes ' = 8 �' onséquene logique du programme,il existera une dérivation SLD alulant, à partir du but : �'; une réponse  plusgénérale que  0.Theorem 7.5.1. (Corretion et omplétude de la résolution CSLD)Soit � = (B; S; F; T) une signature logique sur �, et V = Us2SVs un ensemble devariables sortées disjoint de B, S et F. Soit g une lause but. Alors :



7.5. LA PROGRAMMATION LOGIQUE AVEC CONTRAINTES 253(1) (orretion) toute réponse alulée est orrete, i.e. une réponse qui im-plique la onjontion :g :si g �7�!P �  ; ; alors � j= P ) 8() :g)(2) (omplétude) toute réponse orrete est ouverte par une disjontion arbi-traire de réponses alulées :si � j= P ) 8() :g) alors il existe d = Vi2I i, oùg �7�!P � i ; ;, tel que � j= 8() d) �En partiulier, le théorème de orretion représente, omme elui de la résolu-tion SLD, un résultat fondamental et quelque peu surprenant. En e�et, étant donnéune formule existentielle ' = 9 �', où �' = �1^::^�n, la ondition :: �' �7�!P �  ; ;signi�e non seulement que, dans le respet des ontraintes , la onjontion exis-tentielle 9 �' est onséquene logique du programme, mais que sa version quanti�éuniversellement 8 �', qui est une formule bien plus forte d'un point de vue logique,l'est aussi.7.5.4. Sémantique algébrique. On dit qu'une algèbre des termesA 2 TAlg(�)est une algèbre des termes sur �, si � est une signature sur � et si pour toute �-primitive p(t1; ::; tn) nous avons :pA(t1; ::; tn) = 1 ssi p�(TVt1UW�; ::; TVtnUW�) = 1L'ensemble des algèbres des termes sur � sera noté TAlg(�; �). Comme pour laprogrammation logique pure, nous avons une sémantique des onséquenes logiquesdes programmes ave ontraintes. En e�et, si nous nous limitons aux algèbres destermes sur �, l'ensemble des modèles du programme P a un point minimum parrapport à l'ordre � entre modèles :MP = min� TAlg(�; �)P7.5.5. Compositionalité. Une propriété importante de la résolution CSLDest la ompositionalité (ou And-ompositionalité) des buts et des réponses. Toutbut onjontif ?d ; �1; ::; �n peut être déomposé en plusieurs buts simples ?d ; �ià résoudre individuellement. Les réponses du premier pourront toujours s'exprimerpar la reomposition (la onjontion) des réponses individuelles.Theorem 7.5.2. (Compositionalité de la résolution CSLD) Soit � =(B; S; F; T) une signature logique sur �, et V = Us2SVs un ensemble de variablessortées disjoint de B, S et F. Alors :



254 7. LANGAGES LOGIQUES DU PREMIER ORDRE?d ; �1; ::; �n �7�!P �  ; ; ssi 8>>>><>>>>: ? true ; �1 �7�!P � 1 ; ;...? true ; �n �7�!P � n ; ; = d^ 1 ^ ::^ noù n � 1.Démonstration. f. par exemple [Gabbrielli et al., 1995℄ ou [Fages, 1996℄.�



CHAPITRE 8Dé�nition du jeu CLP(�)
1. Arène du jeu CLP(�)2. Struture de o-évaluation pour CLP(�)3. Adéquation à la sémantique opérationnelle de CLP(�)4. Appliation de l'algorithme Alpha-bêta pour CLP(�)

Dans e hapitre nous verrons que la programmation logique, pure (LP) ou parontraintes (CLP), présentée dans le hapitre préédent, peut s'exprimer par un jeuombinatoire à deux joueurs. Nous dé�nirons le jeu de façon formelle et nous four-nirons la preuve que la sémantique habituelle d'un but dans un programme logique(ensemble des réponses ou des ontraintes alulées) oïnide ave la sémantiquepessimiste du jeu. De plus, nous montrerons que la struture utilisée pour une telleévaluation est une struture ��-normale, e qui autorise, dans la résolution d'unbut, l'appliation de la méthode Alpha-Bêta.8.1. Arène du jeu CLP(�)On peut donner une image du jeu CLP(�) en a�rmant que deux joueurs �tifss'opposent sur un programme logique spéi�que dont le r�le est omparable à eluid'un damier. Étant donné un but atomique, 'est-à-dire une position initiale, lejoueur tentera de le prouver par une règle logique ompatible (s'uni�ant) du pro-gramme. Une fois hoisi son oup, il passera la main à son adversaire, l'opposant,qui tentera, à son tour, de déterminer un sous-but de la règle ne pouvant pas êtreprouvé par son adversaire. D'une façon un peu plus préise, dans e jeu les positionssont des quadruplets < P ; g; ; v > où :� P est le programme sur lequel se jouent les maths� g est soit un but sans ontraintes g = ? ; ; b (que nous noterons g = ?b),soit un atome g = �, où � = p(t1; ::; tn) et p 62 F�. Dans le premier as laposition est de l'opposant, dans le seond la position est du joueur�  est une �-ontrainte, représentant le payo� ourant du joueur (qui ne pourraqu'augmenter) 255



256 8. DÉFINITION DU JEU CLP(�)� h est la suite des ensembles (�nis) de variables nouvelles introduites au oursdu math (par le renommage des lauses de programme). Nous l'appelleronshistoire des variables introduites.Pour tout ensemble in�ni de variables V, nous supposerons de disposer d'une fon-tion injetive �V : (}VF )� � N ! }V, partitionnant l'ensemble des variables V enautant de parties, enore in�nies, que de ouples (h; i), où h est histoire et i unentier naturel.Definition 8.1.1. (Syntaxe du jeu CLP(�) ) Étant donné une algèbre deontraintes � de signature �� = (B; S�; F�; T�), une signature logique � = (B; S; F; T)sur �, et un ensemble in�ni de variables sortées V = Us2S Vs disjoint de B, S et F,la syntaxe du jeu CLP(�) est le quadruplet S = (P; �;!;PI) où :� l'ensemble des positions du jeu est l'ensemble :P , Progs(�;�;V)� (Bodies(�;�;V)�Atoms(�;�;V))�Constr(�;V)� (}V)�où :Progs(�;�;V) , PClauses(�; �;V)�PClauses(�;�;V) , f2�(�;V) j=8(� :-�1; ::; �n); n�0; �=p(t1; ::; tk); p 62F�gBodies(�;�;V) , f�2��(�;V) j�=(? ; ; �1; ::; �n); n�1gAtoms(�;�;V) , T(�+V; 2) n T(��+V; 2)� la fontion qui lassi�e les positions des joueurs � : P! fPlayer;Opponentgest dé�nie par :�(P ; x; ; v) = 8<: Player si x 2 Atoms(�; �;V)Opponent si x 2 Bodies(�; �;V)� la relation de transition !: (P� N+ )�!Æ P représentant les mouvements estdé�nie par les règles de la table 1� l'ensemble des positions initiales du jeu est elui des positions de l'opposantoù la suite des variables introduites est onstituée du seul ensemble des va-riables libres du but impliite :PI , f< P ; ?b; ; h > j h = FV(?b ; )g �Les programmes sont onsidérés omme des suites de lauses (de programme),au lieu de simples ensembles. L'ériture  = Pi, qui remplae l'anienne  2 P ,indique non seulement que  est une lause du programme, mais qu'il s'agit dela i-ème (où i � 1). Cela permet de numéroter les lauses de programme et, paronséquent, les oups du joueur. Par la règle (Oppon. Moves), les mouvement pos-sibles de l'opposant, dans une position < P ; (?�1; ::; �n); ; h >, sont autant qu'ily a d'atomes �i dans le orps du but. Ave e mouvement, le jeu avane dans lanouvelle position du joueur < P ; �i; ; h >, sans qu'auune ontrainte ni qu'auunensemble de variables s'ajoutent aux préédentes. D'une façon imagée, l'opposant



8.1. ARÈNE DU JEU CLP(�) 257Tab. 1. Relation de transition du jeu CLP(�)< P ; (?�1; ::; �n); ; v > i�! < P ; �i; ; v > �Oppon:moves� = Pi8<: � renommaget:q: v = FV(��) � �V(h; i)et FV(? ;�)\FV(v)=;�� = (� 0 : -  0 ; b) � = p(t1; ::; tn)� 0 = p(t 01; ::; t 0n) 00=^ 0^(t1=t 01)^::^(tn=t 0n)satis�able dans �< P ; �; ; h > i�! < P ; ?b;  00; h:v > �Playermoves�9i � 1: < P ; �; ; h > i�! < P ; ?b;  0; h 0 >< P ; �; ; h > 0�! < P ; ?;; false; h > �Playersuiide�dispose d'autant de possibilités que d'atomes pour démontrer que leur onjon-tion est fausse ; pour ela il n'introduit pas de nouvelles ontraintes ni de nouvellesvariables. En revanhe, par la règle (Player Moves), le joueur dispose, dans uneposition < P ; �; ; h >, d'autant de oups que de lauses de programme ompatiblesave le but � et la ontrainte  (où le sens du mot ompatible est elui de la réso-lution CSLD pour le but ? ; �). Pour e�etuer un oup il introduira des nouvellesontraintes qui s'ajouterons aux aniennes pour former un tout enore satis�ablesen �. Les nouvelles ontraintes porterons sur des nouvelles variables qui s'ajoute-rons à la quatrième omposante de la position, la suite des variables introduites.La règle (Player suiide), qui s'applique seulement lorsque le joueur a au moins unautre oup disponible (par la règle (Player move)), ne représente pas véritablementune seonde possibilité pour le joueur puisqu'elle onduit systématiquement le jeudans une position où le sore (false) est le plus mauvais possible pour le joueur. Ils'agit d'un oup �tif, qui n'ajoute auune valeur intéressante au jeu, mais qui per-mettra de réupérer l'histoire de la position dans le méanisme de rétro-propagationdes valeurs. Ave es règles du jeu, le joueur n'aura don jamais qu'un seul oup. Ilen aura auun, ou bien au moins deux.Dans e jeu il est simple de aratériser l'ensemble des positions terminales.D'une part, les positions terminales de l'opposant, que nous noterons< P ; (?;); ; h >,sont les positions < P ; (?�1; ::; �n); ; h > où il n'y a pas d'atomes dans le orps dubut (n = 0). D'autre part, les positions terminales du joueur < P ; �; ; h > sontelles pour lesquelles il n'existe pas de lauses du programme ompatibles.



258 8. DÉFINITION DU JEU CLP(�)8.2. Struture de o-évaluation pour CLP(�)Pour l'interprétation bisémique du jeu CLP(�), nous devons dé�nir une stru-ture de o-évaluation monotone D = (D;�D; �; �) (f. dé�nition 5.5.4). Autrementdit, nous devons :(1) dé�nir un domaine des valeurs du jeu D ;(2) dé�nir les fontions des joueurs �: D� ! D et �: D� ! D onstituant, aveD, une struture d'inteprétation élémentaire (D; �; �) (f. setion 5.2.1) ;(3) dé�nir une fontion de payo� p : PT ! D et deux heuristiques, la pessi-miste et l'optimiste h1; h2 : PNT ! D ;(4) dé�nir une relation � : 1D�D sur les valeurs, telle que pour toute position� 2 P du jeu la sous-struture (D�� ;�D�� ) des valeurs pessimistes ou opti-mistes du jeu (i.e. les valeurs des ensembles D�� = Dp;h1;h2� , f. dé�nition5.5.2) soit un préordre ;(5) véri�er que les fontions � et � sont monotones dans toutes leurs ompo-santes par rapport au valeurs pessimistes ou optimistes du jeu ;(6) véri�er que les heuristiques sont orretes par rapport à la relation dé�nie ;(7) véri�er que les heuristiques sont dans le préordre extensionnel : h1(�) �D��h2(�) ;8.2.1. Le domaine des valeurs du jeu. Le hoix des valeurs pour le jeuCLP(�) est largement inspiré par les travaux sur les EX-équations (introduitesdans [Marriot et al., 1994℄), et, plus en général, par la théorie de l'interprétationabstraite de programmes (f. les travaux fondateurs [Cousot & Cousot, 1977℄ et[Cousot & Cousot, 1979℄, et les spéi�ques au paradigme de la programmationlogique [Cousot & Cousot, 1992℄). En e�et, nous introduirons une généralisationdes EX-équations au as d'une algèbre de ontraintes, que nous appellerons EX-réponses.8.2.1.1. Réponses onrètes. De la notion de réponse nous aurons une versiononrète et une abstraite : dans la démarhe habituelle de l'interprétation abstraite,la notion abstraite permettra de regrouper l'ensemble des réponses onrètes quel'on souhaite onsidérer équivalentes.Definition 8.2.1. (Réponses, EX-réponses) Le langage des réponses, notéAns(�;V), est généré par le symbole � de la syntaxe suivante :� ::= Wi2I i (réponse) ::= �1 ^ ::^ �n (n � 0) (�-ontrainte)j falseoù X 2 V et les primitives � 2 T(�� +V; 2) sont des �-primitives. La formule truesera synonyme de la �-ontrainte �1^ ::^�n ave n = 0. Les formules logiques dela forme 9X1::9Xn: � seront appelées EX-réponses. �



8.2. STRUCTURE DE CO-ÉVALUATION POUR CLP(�) 259Les réponses sont don des disjontions arbitraires de �-ontraintes. Deux for-mules logiques '1 et '2, loses ou non, peuvent être omparées par l'impliationlogique dans l'algèbre des ontraintes �.Definition 8.2.2. (Préordre d'impliation logique) Étant donné unealgèbre de ontraintes � de signature �� = (B; S�; F�; T�), une signature logique � =(B; S; F; T) sur �, et un ensemble in�ni de variables sortées V = Us2SVs disjointde B, S et F, deux formules '1; '2 2 ��(�;V), sont dans l'ordre d' impliation(logique), noté '1 � '2, si l'algèbre des ontraintes � est un modèle de la l�tureuniverselle de la formule logique '1 ) '2 :'1 � '2 ssi � j= 8('1 ) '2)L'équivalene engendrée (� \ �) est notée �. �En partiulier, la relation d'impliation logique permet de omparer des ré-ponses onrètes �1; �2 2 Ans(�;V). Intuitivement, deux réponses onrètes sontdans le préordre d'impliation si les solutions dénotées par l'une sont ontenuesdans les solutions dénotées par l'autre, d'où le hoix du symbole d'inlusion ensem-bliste �. La relation d'impliation est un préordre propre, i.e. seules les propriétésré�exive et transitive sont véri�ées (la preuve est triviale), mais pas la propriétéanti-symétrique des ordres partiels. Un ontre-exemple est fourni par les formules(true) et (X = X), qui sont équivalentes sans être égales.8.2.1.2. Réponses abstraites. La relation d'équivalene engendrée (f. setion2.1.2.3) par le préordre � donne lieu à la notion de réponse abstraite.Definition 8.2.3. (réponses) L'ensemble des réponses abstraites, noté Ans(�;V)�,est l'ensemble des lasses d'équivalenes (�= (� \ �)) de la relation d'impliationlogique entre réponse : Ans(�;V)� , f[�℄� j � 2 Ans(�;V)g �Le préordre d'impliation étendu aux lasses d'équivalene, 'est-à-dire auxréponses abstraites, véri�e aussi la propriété anti-symétrique (f. setion 2.1.2.3).Don la struture (Ans(�;V)�;�) est un ordre partiel. Pour alléger la notation, parla suite nous dénoterons la lasse d'une réponse onrète �, par l'ériture �� au lieude [�℄� .8.2.1.3. Valeurs du jeu. Nous allons dé�nir les valeurs du jeu omme des ouples(�; h) formés, d'une part, par une réponses �, et, d'autre part, par une histoire h desvariables introduites au ours du math. En divisant la omposante histoire h = p:sen deux parties, un pré�xe p et un su�xe s, on sera en mesure de onstruire, par lal�ture existentielle des variables du su�xe, une nouvelle formule, la EX-réponse :9X1::9Xn:�



260 8. DÉFINITION DU JEU CLP(�)où fX1; ::; Xng = Sj sj. La raison d'être de la omposante histoire sera don depermettre la omparaison des valeurs sur le plus grand pré�xe ommun de leurshistoires, en onfrontant (par l'ordre d'impliation) les EX-réponses obtenues parla l�ture des variables des su�xes.Notation 8.2.4. Par la suite, nous érirons 9(h):� pour signi�er 9X1::9Xn:�,où fX1; ::; Xng = Sj hj.Definition 8.2.5. (Valeurs du jeu) L'ensemble des valeurs du jeu est unensemble de ouples (�; h) où � est une réponse et h une histoire ontenant lesvariables libres de la réponse :D , f(�; h) j � 2 Ans(�;V); h 2 (}V)�; FV(�)� [jhjgDeux valeurs du jeu x = (�; h) et y = (� 0; h 0) sont fortement équivalentes, noté x �y, si la omposante histoire est identique (h = h 0) et les réponses sont logiquementéquivalentes (� � � 0) dans l'algèbre �. �Les valeurs du jeu sont don des réponses ouplées ave des histoires ontenant(onsidérant la suite omme l'union de ses éléments) les variables libres de la ré-ponse. La notion d'équivalene � entre formules permet de faire abstration desdi�érenes non signi�atives, d'un point de vue logique, entre valeurs du jeu. Parexemple, la notion d'équivalene forte apture les valeurs suivantes :(true^ X=1 ^ Y=3; fX; Yg) � (X=1 ^ Y=3; fX; Yg) � (Y=3^ X=1; fX; Yg)8.2.2. Les fontions des joueurs. Intuitivement, les fontions des joueurs,de type �: D� ! D et �: D� ! D, orrespondent respetivement à la disjontion età la onjontion logiques des ontraintes. Autrement dit, le joueur ollete (fait leou logique) de toutes les réponses provenant des oups à sa disposition, tandis quel'opposant véri�e la ohérene (fait le et logique) des valeurs des mouvements à sadisposition. Les deux fontions élaborent la omposante histoire de la même façon :elles restituent toujours, dans le résultat, la partie ommune, 'est-à-dire le plusgrand pré�xe ommun, des histoires des arguments. Cela permet de remonter, parle méanisme de rétro-propagation des valeurs, seulement les variables relevantespour les buts onstituant les positions du jeu.Les deux opérations sont dé�nies omme l'extension d'un noyau binaire ausuites de valeurs (f. dé�nition 6.2.2).Definition 8.2.6. (Fontions des joueurs dans CLP(�)) Les fontionsdu joueur � et de l'opposant � sont l'extension au suites �= ext( 2�), �= ext( 2�), desfontions binaires dé�nies de la façon suivante :(�; h) 2� (� 0; h 0) , (�> � 0; p)(�; h) 2� (� 0; h 0) , (�? � 0; p)



8.2. STRUCTURE DE CO-ÉVALUATION POUR CLP(�) 261où � = 1 _ ::_ n, � 0 = d1 _ ::_ dm, les opérations > et ? sont respetivementla disjontion et la onjontion de réponses :�> � 0 , 1 _ ::_ n _ d1 _ ::_ dm �? � 0 , _i=1::nj=1::m i ^ djp est le plus grand pré�xe ommun des suites h = p:s et h 0 = p:s 0 :p = infvfh; h 0get v est la relation pré�xe entre suites (f. setion 3.1.1). �Les opérations des joueurs ainsi dé�nies sont mutuellement distributives.Lemma 8.2.7. (Propriété distributive) Les fontions du joueur et de l'op-posant sont distributives : x 2� (y 2� z) � (x 2�y) 2� (x 2� z)x 2� (y 2� z) � (x 2�y) 2� (x 2� z)Démonstration. Nous prouvons la première équation, la preuve dela seonde étant symétrique. Supposons x = (�; h), y = (� 0; h 0) etz = (� 00; h 00). Le premier membre de l'équation est une valeur dontla omposante histoire est égale à :p = infvfh; infvfh 0; h 00ggMais la borne inférieure est toujours idempotente, ommutative et as-soiative, don :p = infvfh; h; infvfh 0; h 00g; infvfh 0; h 00gg= infvfh; infvfh 0; h 00g; h; infvfh 0; h 00gg= infvfinfvfh; h 0g; h 00; infvfh; h 00g; h 0ggDe plus, elle est rédutive et simpli�able, don :p = infvfinfvfh; h 0g; infvfh; h 00gggqui est préisément la omposante histoire du seond membre. Autre-ment dit, les deux membres de l'équation ont la même histoire. Soith = p:s, h 0 = p:s 0 et h 00 = p:s 00. Le premier membre est égal à(�? (� 0>� 00); p), tandis que le seond est égal à ((�?� 0)> (�?� 00); p).Les onneteurs logiques sont distributifs :�? (� 0 > � 00) � (�^ � 0)_ (�^ � 00) � (�? � 0)> (�? � 00)don l'énoné. �L'utilité de ette propriété est double. D'une part elle fait partie des onditionsd'appliation de la méthode Alpha-Bêta. D'autre part, elle permet, lorsqu'une heu-ristique est adéquate pour les stratégies, de aratériser la sémantique d'un jeu parl'ensemble de valeurs de ses stratégies (f. setion 5.6.3).



262 8. DÉFINITION DU JEU CLP(�)8.2.3. Fontion de payo� et heuristiques. Le oût, ou payo�, des positionsterminales dépend du joueur qui avait la main et qui n'a pas eu de mouvementsdisponibles pour avaner dans le jeu. Si le joueur se retrouve dans une position oùil ne peut plus avaner (auune lause de programme permet de réduire le prédiat� de sa position < P ; �; ; h >), alors le payo� est pour lui le plus her possible,'est-à-dire la réponse false (ave l'histoire h). Vie-versa, si l'opposant est bloqué,'est-à-dire il n'y a plus de prédiats dans le but de sa position < P ; ?;; ; h >, alorsle payo� est la réponse (; h). Il s'agit à nouveau du plus mauvais sore possibledans la position atuelle, pour le joueur qui a la main, puisqu'il ne peut pas obligerson adversaire à un prix enore plus important par rapport à e qui a déjà étéumulé au ours du math. Il devra don se faire une raison et se �ontenter� dela ontrainte umulée auparavant. Il s'agit don d'une sorte de jeu où il ne fautsurtout pas rester bloqué.Definition 8.2.8. (Fontions de payoff pour CLP(�)) La fontion depayo� p : PT ! D pour le jeu CLP(�) est la fontion suivante :p(x) ,8<: (false; h) si x =< P ; �; ; h >(; h) si x =< P ; ?;; ; h > �Le aratère, pessimiste ou optimiste, des heuristiques dépend du point devue hoisi, qui est elui du joueur. Puisque le joueur umule les ontraintes parl'appliation des lauses du programme, il ne peut pas souhaiter mieux que de payerle prix représenté par la ontrainte  d'une position < P ; x; ; h >. Il s'agit don deson heuristique optimiste. D'autre part, s'il est vraiment pessimiste, il onsidéreraque le hemin entrepris ne pourra onduire à auune bonne solution pour lui. Sonheuristique pessimiste est don la réponse représentée par la ontrainte false. Lepoint de vue de l'opposant est, bien entendu, opposé. Pour lui, la ontrainte représente e qu'il y a de plus pessimiste (puisqu'il peut espérer de ontinuer le jeupour obliger son adversaire à umuler d'autres ontraintes), tandis que la ontraintefalse représente e qu'il y a de plus optimiste (il réussi dans son propos d'empêherle joueur de prouver le but).Definition 8.2.9. (Histoire d'une position) La fontion history : P ! Dest la projetion de la omposante histoire des positions du jeu :history(< P ; x; ; h >) , h �Tout omme la fontion de payo�, les deux heuristiques renvoient toujours uneformule équipée de l'histoire de la position qui leur est donnée en argument.



8.2. STRUCTURE DE CO-ÉVALUATION POUR CLP(�) 263Definition 8.2.10. (Fontions heuristiques pour CLP(�)) Les deux fon-tions heuristiques pour le jeu CLP(�), la pessimiste et l'optimiste, h1; h2 : PNT ! D,sont les fontions suivantes :8<: h1(< P ; x; ; h >) , (false; h)h2(< P ; x; ; h >) , (; h) �Un e�et important de ette dé�nition est que les valeurs pessimistes (obtenuespar rétro-propagation ave p et h1) ou optimistes (obtenues par rétro-propagationave p et h2) d'une position du jeu � partagent toutes la même histoire, préisémenthistory(�).Proposition 8.2.11. Les valeurs pessimistes ou optimistes d'une position � dujeu CLP(�) ont toutes la même omposante histoire égale à la valeur history(�) :8�2P: 8(�; h)2D�� : h = history(�)Démonstration. L'ensembleD�� est l'image de la rétro-propagationdes valeurs (ave h1 ou ave h2) pour tous les pré�xes �nis de la position� :D�� = f(�; h) 2 D j (�; h) = vp;h1 (t) _ (�; h) = vp;h2 (t) ; t 2 bT(S; �)gSoit (�; h) 2 D�� . Alors il existe t 2 bT(S; �) tel que (�; h) = vp;h1 (t)ou tel que (�; h) = vp;h2 (t). Supposons le premier as (l'autre étantsymétrique). Nous prouvons l'énoné par indution sur la profondeur(longueur maximale des adresses) k du pré�xe.� k = 0Le pré�xe t est soit l'arbre du jeu omplet, don � est terminale ;dans e as vp;h1 (t) = p(�) = (�; h), don h = history(�). Soitil s'agit d'un pré�xe radial à l'adresse ", dans e as vp;h1 (t) =h1(�) = (�; h), don h = history(�).� k ) k+ 1Si t est un pré�xe de longueur k + 1, tous se �ls ti sont despré�xes des arbres des positions �i qui suivent � dans le jeu.Par hypothèse d'indution, les valeurs de haune partagerons lamême histoire hi. Supposons �(�) = Player. Par la règle (Playermoves) du jeu, l'histoire hi des positions �i est elle de la po-sition � augmentée par l'ensemble des variables nouvelles intro-duites pour utiliser la i-ème lause du programme permettantd'avaner dans le jeu. Don hi = h:vi. Dans les règles du jeunous avons assumé que la fontion �V utilisée pour la généra-tion des variables, est telle que tous les vi et toutes les partiesde l'histoire qui s'ajouterons à partir des positions �i, seront dis-jointes. Grâe à la règle (Player suiide), il y aura au moins undeuxième oup dont la omposante histoire sera h. Alors, puisquevp;h1 (t) = n�i=1vp;h1 (ti), la fontion du joueur restituera, dans la



264 8. DÉFINITION DU JEU CLP(�)omposante histoire, le plus grand pré�xe ommun, 'est-à-direh = history(�). Supposons en revanhe �(�) = Opponent. Par larègle (Oppon. moves) les positions �i ont la même omposantehistoire que leur antéédente �. La valeur du pré�xe sera alorsvp;h1 (t) = n�i=1 vp;h1 (ti). La fontion de l'opposant restitue elleaussi, omme elle du joueur, le plus grand pré�xe ommun deshistoires hi qui sont toutes égales à h = history(�). �8.2.4. La relation sur les valeurs. Le r�le de la omposante histoire estelui de permettre la omparaison des valeurs. Lorsque deux valeurs (�1; h1) et(�2; h2) ont une partie d'histoire ommune, 'est-à-dire lorsque le plus grand pré�xeommun p est non vide (h1 = p:s et h2 = p:s 0), nous pouvons :(1) onstruire deux EX-réponses par la l�ture existentielle des variables ré-iproquement étrangères, i.e. :� 01 = 9X1::9Xk: �1 et � 02 = 9Y1::9Yk: �2où fX1; ::; Xkg = Sj sj, et fY1; ::; Ymg = Sj s 0j ; ensuite :(2) omparer les deux formules ainsi obtenues par l'ordre d'impliation lo-gique.Cette méthode de omparaison des valeurs s'applique à n'importe quel ouple devaleurs du domaine D. Plus en général, nous pouvons omparer deux formules surune seletion de variables relevantes H, en faisant, de façon préliminaire, la l�tureexistentielle de toutes les variables non présentes dans l'ensemble H, et ensuite enomparant par l'impliation logique les deux formules ainsi obtenues.Definition 8.2.12. (Préordre d'impliation logique modulo H) Étantdonné une algèbre de ontraintes � de signature �� = (B; S�; F�; T�), une signa-ture logique � = (B; S; F; T) sur �, et un ensemble in�ni de variables sortées V =Us2SVs disjoint de B, S et F, deux formules '1; '2 2 ��(�;V), sont dans l'ordred' impliation (logique) modulo H, noté '1 �H '2, si l'algèbre des ontraintes �est un modèle de la l�ture universelle de la formule logique 9(s):'1 ) 9(r):'2 :'1 �H '2 ssi � j= 8(9(s):'1 ) 9(r):'2)où s = FV('1)nH et r = FV('2)nH �Deux valeurs du jeu x = (�; h) et y = (� 0; h 0) peuvent être omparées d'unpoint de vue logique, 'est-à-dire par leurs omposantes logiques � et � 0, aprèsavoir operé sur es deux formules la l�ture existentielle des variables mutuellementétrangères. Pour ela, on peut dé�nir, en premier lieu, une relation �H ontenantles ouples de valeurs dont le plus grand pré�xe ommun p des histoires est tel queH = Si pi, et dont les omposantes logiques sont dans le préordre d'impliationlogique �H . Ensuite, on peut déreter que les deux valeurs sont omparables, 'est-à-dire x �D y, si elles le sont sur leur plus grand pré�xe ommun, 'est-à-dire, s'il



8.2. STRUCTURE DE CO-ÉVALUATION POUR CLP(�) 265Tab. 2. Relation �D entre valeurs du jeu CLP(�)� j= 8('1 ) '2)'1 � '29(s):'1 � 9(r):'2 s = FV('1)nH r = FV('2)nH'1 �H '2� �H � 0 p = infvfh; h 0g H = Si pi(�; h) �H (� 0; h 0)9H: (�; h) �H (� 0; h 0)(�; h) �D (� 0; h 0)existe H tel que x �H y. Les dé�nitions des préordres d'impliations, � et �H , etdes relations de omparaison entre valeurs du jeu �H et �D , sont résumées par latable 2.La relation�D dé�nie surD véri�e la ondition que la sous-struture (D�� ;�D��)soit un préordre pour toute position � 2 P du jeu. En e�et, si la relation �Destrestreinte aux valeurs pessimistes ou optimistes de la position donnée, alors, par laproposition 8.2.11, elle est restreinte à des valeurs qui partagent la même histoire.Sur ette lasse de valeurs, la relation�D oïnide ave la relation�H , oùH = Si hiet h = history(�), qui est un préordre.8.2.5. Monotonie dans les omposantes. La deuxième ondition requiseaux strutures de o-évaluation monotones est que les fontions � et � soient mo-notones dans toutes leurs omposantes par rapport au valeurs pessimistes ou opti-mistes du jeu (dé�nies par la donnée du payo� et des fontions heuristiques).L'ensemble des valeurs pessimiste et optimiste D�� est la réunion des résultatsde la rétro-propagation sur les pré�xes �nis du jeu, obtenus ave une quelonque desdeux heuristiques. En terme des noyaux binaires (qui sont des opérations assoiativeet ommutative), la propriété souhaitée devient :8x; y 2D��i : 8z 2D��j : x �D��i y ) 8>><>>: x 2� z �D�� y 2� zx 2� z �D�� y 2� zoù �i et �j sont de positions qui suivent � dans le jeu.



266 8. DÉFINITION DU JEU CLP(�)8.2.5.1. Preuve de monotonie. Pour montrer ette ondition nous dé�nissonsdeux nouvelle relations, sous-ensembles de la relation �D . La première, que nousnoterons �1, apture les ouples de valeurs (x; y) où l'histoire de x est un pré�xede l'histoire de y. Vie-versa, la seonde, que nous noterons �2, apture les ouples(x; y) où l'histoire de y est un pré�xe de l'histoire de x :�1= f(x; y) 2�D j x = (�; h); y = (�; h:s)g�2= f(x; y) 2�D j x = (�; h:s); y = (�; h)gLes deux relations �1 et �2 sont des relations de préordre sur D. Des deux proprié-tés à prouver, la ré�exive et la transitive, la première est une onséquene trivialede la propriété ré�exive du préordre �H . Le lemme suivant permet de prouver lapropriété transitive.Lemma 8.2.13. Si � � � 0 alors 9(s):� � 9(s):� 0Démonstration. L'énoné se traduit en a�rmant que la l�tureuniverselle 8(� ) � 0), est une formule plus forte, d'un point de vuelogique, que la l�ture universelle 8(9(s):� ) 9(s):� 0). Supposons :� j= 8(� ) � 0)Dans une logique du premier ordre, tout modèle de 8x:(A) B) est unmodèle de 9x:(A) B), et tout modèle de ette dernière est un modèle de(9x:A)) (9x:B) (f. par exemple [Lassaigne & Rougemont, 1993℄).Autrement dit, � j= 8(9(s):� ) 9(s):� 0), qui signi�e 9(s):� � 9(s):� 0.�Lemma 8.2.14. Les relations de omparaison �1 et �2 sont des relations depréordre sur DDémonstration. Nous le prouvons pour �1, le as de �2 étant sy-métrique. La relation est ré�exive (puisque la relation �H entre formulesest ré�exive). Pour prouver la propriété transitive, supposons d'avoirtrois valeurs v = (�; p), v 0 = (� 0; p:s 0) et v 00 = (� 00; p:s 0:s 00) telles quev �1 v 0 et v 0 �1 v 00. Don � � 9(s 0):� 0 et � 0 � 9(s 00):� 00. Par lelemme 8.2.13, � 0 � 9(s 00):� 00 implique 9(s 0):� 0 � 9(s 0):9(s 00):� 00, don� � 9(s 0):9(s 00):� 00 par la propriété transitive de l'impliation logique�, don v �1 v 00, .q.f.d. �Nous allons prouver, dans un premier temps, que l'opération du joueur est monotonepar rapport à la relation �1, tandis que l'opération de l'opposant est monotone parrapport à l'ordre �2.Lemma 8.2.15. La fontion 2� est monotone par rapport à �1, la fontion 2� estmonotone par rapport à �2 :8x; y; z2D: 8><>: x �1 y ) x 2� z �1 y 2� zx �2 y ) x 2� z �2 y 2� z



8.2. STRUCTURE DE CO-ÉVALUATION POUR CLP(�) 267Démonstration. Nous prouvons la monotonie de �1. Soit x �1 y,où x = (�; h) et y = (� 0; h 0), où h 0 = h:s. Soit z = (� 00; h 00). Soitp = infv(h; h 00) le pré�xe sur lequel peuvent être omparées les valeursx et z, et soit p 0 = infv(h:s; h 00) le pré�xe sur lequel peuvent êtreomparées les valeurs y et z. Nous avons deux as possibles, soit p estun pré�xe strite de la suite h, soit il est égal à h.� p � hDans e as x et y se omparent à z sur le pré�xe p. L'histoirede x est h = p:r, elle de y est h 0 = h:s = p:r:s, elle de z esth 00 = p:r 00. L'opération du joueur, appliquée au ouple (x; z) etau ouple (y; z), renvoie les résultats suivants :x 2� z = (�> � 00; p)y 2� z = (� 0 > � 00; p)renvoie un résultat tel que la omposante histoire est p. Soient�1 = � > � 00 et �2 = � 0 > � 00. Puisque les variables de r 00 sontdisjointes de elles de r et de s, nous avons les équivalenes lo-giques :9(r):9(r 00):�1 � (9(r):�)_ (9(r 00):� 00)9(r):9(s):9(r 00):�2 � (9(r):9(s):� 0)_ (9(r 00):� 00)L'hypothèse x �1 y implique � � 9(s):� 0. Don par le lemme8.2.13, 9(r):� � 9(r):9(s):� 0. Don �1 �H �2, où H = Si p,'est-à-dire x 2� z �1 y 2� z.� p = hDans e as x et z se omparent sur h = p, tandis que y et z seomparent sur une histoire p 0 éventuellement plus grande que hmais pas supérieure à h 0 = h:s. L'histoire de x est h = p, ellede y est h 0 = h:s = h:s 0:r 0, où s = s 0:r 0 et p 0 = h:s 0, elle dez est h 00 = p:t 00 = h:s 0:r 00. L'opération du joueur, appliquée auouple (x; z) et au ouple (y; z), renvoie les résultats suivants :x 2� z = (�> � 00; h)y 2� z = (� 0 > � 00; h:s 0)Soient �1 et �2 dé�nis par :�1 = 9(s 0):9(r 00):�_ � 00�2 = 9(r 0):9(r 00):� 0 _ � 00Nous devons prouver que x 2� z �1 y 2� z, don �1 �H �2, oùH = Si p, 'est-à-dire �1 � 9(s 0):�2. Puisque les variables de r 00sont disjointes de elles de r 0 et de s 0, et puisque tout modèle de9x:(A_B) est un modèle de (9x:A)_ (9x:B) et réiproquement,les deux formules sont équivalentes aux suivantes :�1 � �_ (9(s 0):9(r 00):� 00)9(s 0):�2 � (9(s 0):9(r 0):� 0)_ (9(s 0):9(r 00):� 00)L'hypothèse x �1 y implique � � 9(s 0):9(r 0):� 0, don �1 � 9(s 0):�2,.q.f.d.La preuve de monotonie de 2� par rapport à �2 est symétrique.Plus préisément, le as p � h est identique : la preuve s'appuie seule-ment sur le fait qu'une l�ture existentielle 9(r):(�_ � 0) est équivalente



268 8. DÉFINITION DU JEU CLP(�)à � _ (9(r):� 0) si � ne ontient pas les variables libres en r. Cela in-dépendamment de l'opérateur logique _ou ^ utilisé pour omposer lesformules. En revanhe, la preuve pour le as p = h s'appuie préisé-ment sur le fait que tout modèle de (9x:A) _ (9x:B) est un modèle de9x:(A _ B). Pour la preuve de monotonie de 2� par rapport à �2, nousutiliserons l'impliation duale, 'est-à-dire que tout modèle de 9x:(A^B)est un modèle de (9x:A)^ (9x:B). �La propriété de monotonie requise aux fontions des joueurs par rapport à �D estune onséquene direte du lemme préédent et de la proposition 8.2.11.Corollary 8.2.16. Les fontions des joueurs sont telles que, si Su(�) =�1::�n, alors :8x; y 2D��i : 8z 2D��j : x �D��i y ) 8>><>>: x 2� z �D�� y 2� zx 2� z �D�� y 2� zDémonstration. Par la proposition 8.2.11 nous savons que les va-leurs d'une même position ont la même omposante histoire. Étantdonné x; y 2 D��i , si l'on suppose x �D��i y, puisque x et y ont lamême histoire, il sont à la fois dans le préordre �1 et dans le préordre�2. Par le lemme préédent x �1 y implique x 2� z �1 y 2� z donx 2� z �D�� y 2� z (puisque �D ontient �1). D'autre part, x �2 y im-plique x 2� z �2 y 2� z don x 2� z �D�� y 2� z (puisque �D ontient aussi�2), .q.f.d. �8.2.6. Corretion des heuristiques. Nous devons apurer que les heuris-tiques dé�nies véri�ent la propriété de orretion. On demande que pour touteposition � 2 PNT, où Su(�) = �1::�n (n � 1), les onditions suivantes soientvéri�ées : �(�) = Player ) 8>>>><>>>>: h1(�) �D�� � n�i=1p�h1(�i)�h2(�) �D�� � n�i=1p�h2(�i)��(�) = Opponent ) 8>>>><>>>>: h1(�) �D�� � n�i=1p�h1(�i)�h2(�) �D�� � n�i=1p�h2(�i)�Lemma 8.2.17. Les fontions heuristiques du jeu CLP(�) sont orretes.



8.2. STRUCTURE DE CO-ÉVALUATION POUR CLP(�) 269Démonstration. D'une part, la fontion pessimiste est telle que :h1(�) = (false; history(�))Tout autre valeur de ette position aura la même histoire, est seraforément meilleure, d'un point de vue logique, que la formule false.D'autre part, la fontion optimiste est telle que h2(�) = (; history(�)).Si la position est de l'opposant, toutes les positions suivantes auront lamême omposante ontrainte et la même omposante histoire :8�i 2 Su(�): p�h2(�i) = (; h) où h = history(�)Le résultat de � sur toutes es valeurs sera don enore (; h), e quiimplique : h2(�) �D�� � n�i=1p�h2(�i)�puisque �D�� est un préordre, don une relation ré�exive. En revanhe,si la position est du joueur, les positions suivantes auront des ontraintesplus fortes (l'appliation d'une lause de programme ajoute des ontraintesaux aniennes), et elles auront aussi une histoire plus grande (puisquede nouvelles variables auront étés introduites). Cependant, le résultatde l'appliation de la fontion � sur toutes les valeurs p�h2(�i) est unevaleur dont l'histoire est enore h = history(�). Or, la partie logique, estla disjontion des parties logiques de p�h2(�i) = xi, 'est-à-dire la dis-jontion de formules xi impliquant haune la ontrainte . Puisque toutmodèle de (x1 )  ^ ::^ xn ) ) est un modèle de (x1_ ::_ xn)) ,nous avons : h2(�) �D�� � n�i=1p�h2(�i)�.q.f.d. �
8.2.7. Heuristiques dans le préordre extensionnel. La dernière ondi-tion à véri�er est que les heuristiques soient dans le préordre extensionnel :8� 2 P: h1(�) �D�� h2(�)Or, h1(�) = (false ^ ; history(�)) tandis que h2(�) = (; history(�)), où  est laomposante ontrainte du quadruplet �. Don les fontions sont trivialement dansl'ordre extensionnel puisque false � .



270 8. DÉFINITION DU JEU CLP(�)Fig. 8.2.1. Exemple programme path
?path(X;Y)truefX;Yg path(X;Y)truefX;Yg

;falsefX;Yg;true^X=rome^Y=parisfX;Yg;true^X=paris^Y=londresfX;Yg?path(X1;Z1);path(Z1;Y1)true^X=X1^Y=Y1fX;Yg:fX1;Y1;Z1g
path(X1;Z1)true^X=X1^Y=Y1fX;Yg:fX1;Y1;Z1g

;falsefX;Yg:fX1;Y1;Z1g;true^X=X1^Y=Y1^X1=rome^Z1=parisfX;Yg:fX1;Y1;Z1g;true^X=X1^Y=Y1^X1=paris^Z1=londresfX;Yg:fX1;Y1;Z1g?path(X2;Z2);path(Z2;Y2)true^X=X1^Y=Y1^X1=X2^Y1=Y2fX;Yg:fX1;Y1;Z1g:fX2;Y2;Z2g
path(Z1;Y1)true^X=X1^Y=Y1fX;Yg:fX1;Y1;Z1g

;falsefX;Yg:fX1;Y1;Z1g;true^X=X1^Y=Y1^Z1=rome^Y1=parisfX;Yg:fX1;Y1;Z1g;true^X=X1^Y=Y1^Z1=paris^Y1=londresfX;Yg:fX1;Y1;Z1g?path(X3;Z3);path(Z3;Y3)true^X=X1^Y=Y1^X1=X3^Y1=Y3fX;Yg:fX1;Y1;Z1g:fX3;Y3;Z3g8.2.8. Conlusion. Au ours de ette setion, nous avons progressivementdé�ni une algèbre D = (D;�D; �; �), et nous avons prouvé qu'il s'agit bien d'unestruture de o-évaluation :D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2)pour la fontion de payo� et les fontions heuristiques dé�nies pour le jeu CLP(�).Ainsi, nous avons, pour le jeu CLP(�), toutes les fontions sémantiques dé�niesen général pour les jeux évalués dans une struture de o-évaluation monotone.Considérons par exemple le programme logique pur (� est l'algèbre des termes deHerband ave le prédiat d'égalité) :path(rome,paris).path(paris,londres).path(X,Y) :- path(X,Z),path(Z,Y).et supposons de vouloir résoudre le but path(X,Y). En terme de jeu, ela signi�ealuler la sémantique de la position :



8.3. ADÉQUATION À LA SÉMANTIQUE OPÉRATIONNELLE DE CLP(�) 271� = (P ; path(X; Y); true; fX; Yg)où P est le programme ontenant les trois règles i-dessus. Par la suite, omme dansla �gure, nous omettrons les premières omposantes des quadruplets, onstammentégales au programme. L'arbre de position �, qui est un arbre de jeu in�ni, estreprésenté dans la �gure 8.2.1 jusqu'à la profondeur 5. Déjà à la profondeur 3, lepré�xe t�=3 fournit des informations intéressantes sur la sémantique pessimiste dela position. En e�et, à e niveau de l'arbre, la retro-propagation min-max, avel'heuristique pessimiste, renvoie une disjontion de quatres �-ontraintes :(false_ (true^X= rome^ Y=paris)_ (true^X=paris^ Y= londres)_ false; fX; Yg)La première ontrainte (false), orrespond au mouvement suiidaire du joueur (quine lui apporte jamais rien) ; la deuxième ontrainte (true^X= rome^Y=paris) or-respond à l'appliation de la première lause path(rome,paris) du programme ;la troisème ontrainte (true ^ X = paris ^ Y = londres) orrespond à l'appliationde la deuxième lause path(paris,londre) du programme ; en�n, la quatrièmeontrainte (false) orrespond à la valeur pessimiste de la position atteinte aprèsl'appliation de la troisième lause path(X,Y) :- path(X,Z),path(Z,Y). La dis-jontion obtenue est don équivalente à la valeur :((X= rome^ Y=paris)_ (X=paris^ Y= londres); fX; Yg)En revanhe, au niveau 5, l'approximation pessimiste donne un résultat équivalentà la valeur :((X= rome^ Y=paris)_ (X=paris^ Y= londres)_ (X= rome^ Y= londres); fX; Yg)qui représente (appliquée au but initial) l'ensemble des onséquenes logiques duprogramme. Par ailleurs, on véri�e failement que les approximations optimistessont onstamment égales à une valeur équivalente à (true; fX; Yg). Cela signi�e que sil'on ajoute au programme P la formule logique 8X; Y: path(X; Y), l'ensemble obtenuest un ensemble de formules (lauses) onsistent. Dans la prohaine setion nousallons prouver formellement l'adéquation de la sémantique pessimiste du jeu à lasémantique traditionnelle de CLP(�).
8.3. Adéquation à la sémantique opérationnelle de CLP(�)Puisque la struture D = (D;�D; �; �), dé�nie pour le jeu CLP(�) est unestruture de o-évaluation D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2), nous avons plusieursfontions sémantiques onséquentes pour toute position du jeu : la sémantique pes-simiste T� UD , l'optimiste V� WD et la sémantique bisémique TV � UWD . Il est toutefoisintéressant, pour le jeu CLP(�), de arateriser la sémantique (pessimiste) en fon-tion des stratégies du joueur.



272 8. DÉFINITION DU JEU CLP(�)8.3.1. Propriétés des stratégies du jeu CLP(�). Étant donné une valeurdu jeu v = (�; h) 2 D, nous appellerons ontenu logique la omposante � de v.Les stratégies du jeu CLP(�) ont des propriétés spéi�ques qui les rendent inté-réssantes d'un point de vue logique. En premier lieu, puisqu'une stratégie est unélagage déterministe dans les noeuds du joueur et omplet dans eux de l'opposant,auune adresse du joueur n'aura l'e�et de produire une disjontion de formules. End'autres termes, le ontenu logique de toute stratégie (ou pré-stratégie, f. dé�nition5.6.12) sera une onjontion de primitives, 'est-à-dire une �-ontrainte. En seondlieu, nous pouvons remarquer que l'heuristique pessimiste est, dans sa omposantelogique (toujours égale à false), une sorte d'élément minimal. Alors, par la propo-sition 5.6.15, qui est appliable puisque les opérations � et � sont plurielles (i.e.x = x � x = x � x), nous avons que la valeur d'une pré-stratégie est égale à :vp;h (s) = #� 02Feuilles(s)p�h1(� 0)Don, toute pré-stratégie propre, 'est-à-dire tout pré�xe d'une stratégie ontenantdes feuilles étiquetées ave une position non terminale, aura un ontenu logique égalà false. Intuitivement, il su�ra d'appliquer l'heuristique pessimiste une seule fois età une adresse quelonque pour que le ontenu logique false remonte à la raine dela stratégie.8.3.2. Stratégies gagnantes. Les stratégies gagnantes pour le jeu CLP(�)sont les stratégies �nies (don des pré-stratégies) dont le ontenu logique n'est paséquivalent à la ontrainte false.Definition 8.3.1. (Stratégies gagnantes pour le jeu CLP(�)) Unestratégie du joueur s 2 ISp(S; �) pour la position � est une stratégie gagnante (dujoueur) si :(1) elle est �nie, don vp;h1(s) = vp;h2(s) = (�; h)(2) elle ne représente pas le pire des sores : � 6� falseNous noterons le ontenu logique � de la stratégie gagnante par vp(s), et nous note-rons l'ensemble de toutes les stratégies gagnantes de la position � par WS(�). �Il y a deux types de stratégies �nies, elles ne ontenant pas le mouvementsuiidaire et elle le ontenant. Le payo� de toute position atteinte par un oupsuiidaire, est égal, par dé�nition de p(:) dans le jeu CLP(�), à la ontrainte false.Don, auune stratégie �nie ontenant un oup suiidaire ne peut être gagnante.8.3.3. Goal split and fusion. Le théorème de ompositionalité de la résolu-tion CSLD (f. théorème 7.5.2) a�rme en partiulier (pour n = 1) que la dérivation?d ; � �7�!P �  ; ; est équivalente à la ondition ? true ; � �7�!P �  0 ; ; où d ^  0 = .Cette remarque onduit à un résultat utile à la preuve d'adéquation de la séman-tique des jeux de CLP(�). En e�et, on peut déduire un orollaire qui généraliseau adre CLP les résultats présentés dans [Di Cosmo et al.,1998℄ (lemmes goalfusion et goal split) pour l'interprétation en termes de jeu de la programmationlogique pure (LP).



8.3. ADÉQUATION À LA SÉMANTIQUE OPÉRATIONNELLE DE CLP(�) 273Corollary 8.3.2. (Goal split and fusion) Soit � = (B; S; F; T) une signa-ture logique sur �, et V = Us2SVs un ensemble de variables sortées disjoint de B,S et F. Alors :?d ; �1; ::; �n �7�!P �  ; ; ssi 8>>>><>>>>: ?d ; �1 �7�!P � 1 ; ;...?d ; �n �7�!P � n ; ; � 1 ^ ::^ noù n � 1.Démonstration. ()) D'une part, si ?d ; �1; ::; �n �7�!P �  ; ;, par lethéorème de ompositionalité, pour tout i = 1::n, ? true ; �i �7�!P �  0i ; ;et  = d^  01^ ::^  0n. Toujours par le même théorème (ave n = 1), laondition ? true ; �i �7�!P �  0i ; ; implique ?d ; �i �7�!P � i ; ;, où i = d^ 0i.Don  = d ^  01 ^ :: ^  0n � (d ^  01) ^ :: ^ (d ^  0n) = 1 ^ :: ^ n.(() D'autre part, supposons que pour tout i = 1::n, ?d ; �i �7�!P � i ; ;et  = 1 ^ :: ^ n. Par le théorème de ompositionalité, pour touti = 1::n nous avons ? true ; �i �7�!P �  0i ; ; où i = d ^  0i. Toujours pare même théorème, ?d ; �1; ::; �n �7�!P �  ; ; où  = d ^  01 ^ :: ^  0n �(d^  01)^ ::^ (d^  0n) = 1 ^ :: ^ n. �
8.3.4. Adéquation. Le théorème d'adéquation a�rme que l'existene d'uneréponse alulée  pour un but donné ?d;b, 'est-à-dire l'existene d'une dérivationCLSD de la forme ?d;b �7�!P ? ; ;, se traduit, en terme de jeu, dans l'existene d'unestratégie gagnante dont la valeur est logiquement équivalente à .Theorem 8.3.3. (Adéquation) L'ensemble des réponses alulées par la réso-lution CSLD orrespond à l'ensemble des stratégies gagnantes dans le jeu CLP(�) :?d;b �7�!P �? ; ; ssi 9s 2WS(�): vp(s) � où � =< P ; ?b; d; h > et h = FV(?d;b).Démonstration. La preuve de e résultat, pour la programmationlogique pure (LP), se trouve dans [Di Cosmo et al.,1998℄, et s'appuieprinipalement sur le lemme de ompositionalité des réponses alulées.Pour l'étendre au as du shéma CLP, il su�t d'utiliser la version pourCLP(�) du lemme de ompositionalité (f. orollaire 8.3.2).()) Par indution sur la longueur k de la dérivation CSLD



274 8. DÉFINITION DU JEU CLP(�)� k = 1Le orps du but est forément atomique b = A1, et il existeune lause de programme (la i-ème), s'uni�ant ave A1, dontla ontrainte  0 est telle que  = d ^  0. Alors, dans la position� =< P; ?A1; d; h > du jeu, l'opposant a un seul oup disponible,onduisant à une position du joueur � 0 =< P; A1; d; h >, oùle joueur peut utiliser la même lause et atteindre la position� 00 =< P; ;; ; h 00 >. On peut don ontruire la stratégie s =f("; �)g �1 f("; � 0)g �i f("; � 00)g dont la valeur est préisément .� k ) k+ 1On suppose ?d;b �7�!P k+1? ; ;. Si b = A1; ::; An, par le orollaire8.3.2, nous avons : 8i = 1::n: ?d;b �7�!P �? i; ;où 1 ^ :: ^ n � . Les dérivations individuelles seront de lon-gueur non supérieure à k+ 1. Nous avons :?d;Ai �7�!P ?di;bi �7�!P k ? i; ;Dans la position � =< P; (?A1; ::; An); d; h >, pour n'importequel oup Ai que l'opposant hoisisse, dans la nouvelle position� 0i =< P;Ai; d; h >, le joueur aura un oup (par un règle `i)onduisant à une position � 00i =< P; bi; di; hi > à partir de la-quelle il aura, par hypothèse d'indution, une stratégie gagnantesi dont la valeur sera i. Il s'agit préisément de la dé�nition destratégie gagnante pour la position �. En e�et, on peut onstruirela stratégie :s = f("; �)g �1 f("; � 01)g �1:`1 s1 ::: �n f("; � 0n)g �n:`n sndont la valeur est 1 ^ :: ^ n � .(() Par indution sur la profondeur k de la stratégie gagnante s.� k = 0Si s = f("; �)g alors la position � est de l'opposant, don � =<P; ?b; d; h >, terminale, don b = ;, et telle que d 6� false etd = . La relation �7�!P � est la l�ture ré�exive et transitive de�7�!P , don l'énoné ?d;b �7�!P �?d;b = ? ; ;.� k ) k+ 1La stratégie s a n � 1 �ls situés aux adresses `1; ::; `n. Chaque�ls est, par dé�nition, lui même une stratégie si, orrespondantau oup Ai 2 b de l'opposant, dont la valeur est i. Alors, parhypothèse d'indution, ?d;Ai �7�!P �? i; ;, et par le orollaire 8.3.2,l'énoné ?d;b �7�!P �? ; ;, où 1 ^ ::^ n � . �Puisque les opérations des joueurs sont assoiatives et distributives, par la proposi-tion 5.6.13, nous pouvons arateriser toute valeur d'un pré�xe �ni par un ensemblede stratégies gagnantes ayant, olletivement, la même valeur du pré�xe. Don, nouspouvons approximer la sémantique pessimiste d'une position par l'ensemble de sesstratégies.



8.3. ADÉQUATION À LA SÉMANTIQUE OPÉRATIONNELLE DE CLP(�) 275Proposition 8.3.4. La sémantique pessimiste des positions oïnide, si elleexiste, ave la disjontion de toutes les stratégies gagnantes du jeu :T� U[D = sup (D[�;�D[� ) f ( _s2WS(�;k)vp(s)); h) j k 2 Ngoù h = history(�) et WS(�; k) = fs 2 WS(�) j s � t�=kg est l'ensemble desstratégies gagnantes de profondeur non supérieure à k.Démonstration. Par le orollaire 5.6.14, nous avons :T� U[D = sup(D[�;�D[�) f "s2bS(S;�)kvp;h1 (s) j k 2 NgLe ontenu logique de toute pré-stratégie est false si l'heuristique pessi-miste est appliquée à une quelonque adresse de l'arbre. On peut alorssimpli�er la formule en éliminant toutes les pré-stratégie n'étant pas desstratégies gagnantes :T� U[D = sup (D[�;�D[� ) f "s2WS(�;k)vp;h1 (s) j k 2 NgD'une part, la omposante histoire oïnide forément ave elle despré�xes, don ave elle de la position : h = history(�). D'autre part,la valeur des stratégies gagnantes, représentant le ontenu logique, estfournit par la fontion vp, don :T�U[D = sup (D[�;�D[�) f( _s2WS(�;k) vp(s)); h) j k 2 Ng �En général, la borne supérieure peut ne pas exister dans la struture des va-leurs (D�;�D�) d'une position donnée �. Considérons, par exemple, le programmesuivant dans le shéma CLP(N) :p(0).p(X+1) :- p(X).Pour le but p(X), l'ensemble des réponses s'exprime par une disjontion in�nie :(X = 0)_ (X = 1)_ (X = 2)_ :::_ (X = k)_ :::qui peut être représentée dans la omplétion par idéaux (D[�;�D[�) du préordre(D�;�D�). Autrement dit, la sémantique pessimiste bémol de la position est lalasse de o-�nalité du dirigé :f((X = 0)_ :::_ (X = k); h) j k 2 Ng 2 �(D�;�D�)En revanhe, la position � = (P ; path(X; Y); true; fX; Yg) analysée dans la �gure8.2.1 (page 270), est un exemple de position possédant une sémantique pessimiste,'est-à-dire une position dont l'ensemble des approximants onverge dans la stru-ture (D�;�D�). En e�et, on peut véri�er que la sémantique pessimiste est égale àla disjontion des valeurs des trois stratégies gagnantes représentées dans la �gure8.3.1, 'est-à-dire : T� UD = (�1 _ �2 _ �3; fX; Yg)



276 8. DÉFINITION DU JEU CLP(�)Fig. 8.3.1. Stratégies du programme pathStratégie gagnante s1, ontenu logique �1 � (X= rome^ Y=paris) :?path(X;Y)truefX;Yg path(X;Y)truefX;Yg ;true^X=rome^Y=parisfX;YgStratégie gagnante s2, ontenu logique �2 � (X=paris^ Y= londres) :?path(X;Y)truefX;Yg path(X;Y)truefX;Yg ;true^X=paris^Y=londresfX;YgStratégie gagnante s3, ontenu logique �3 � (X= rome^ Y= londres) :
?path(X;Y)truefX;Yg path(X;Y)truefX;Yg ?path(X1;Z1);path(Z1;Y1)true^X=X1^Y=Y1fX;Yg:fX1;Y1;Z1g

path(X1;Z1)true^X=X1^Y=Y1fX;Yg:fX1;Y1;Z1g ;true^X=X1^Y=Y1^X1=rome^Z1=parisfX;Yg:fX1;Y1;Z1g
path(Z1;Y1)true^X=X1^Y=Y1fX;Yg:fX1;Y1;Z1g ;true^X=X1^Y=Y1^Z1=paris^Y1=londresfX;Yg:fX1;Y1;Z1g

8.4. Appliation de l'algorithme Alpha-bêta pour CLP(�)Pour être en mesure d'appliquer la méthode Alpha-Bêta au jeu CLP(�), ilfaut prouver que la struture de o-évaluation D 2 Cstrut(S; D; �; �; p; h1; h2),D = (D;�D ; �; �), dé�nie pour e jeu, véri�e tous les axiomes des strutures ��-normales, réunis dans la table 3 de la page 209.8.4.1. Noyau binaire. Dans le jeu CLP(�) les fontions des joueurs sontgénérées par un noyau binaire, �= ext( 2�) et �= ext( 2�), et les deux opérationsprimitives sont assoiatives, ommutatives et plurielles (x 2� x = x 2� x = x). Lesaxiomes (A1), (A2), (A3), (A4), (A5) sont don véri�és.



8.4. APPLICATION DE L'ALGORITHME ALPHA-BÊTA POUR CLP(�) 2778.4.2. Congruene sur les valeurs du jeu. La relation d'équivalene forte� entre valeurs du jeu (f. dé�nition 8.2.2), est une notion trop strite (ou troponrète) qui rend impossibles les simpli�ations du alul telles que les oupuresde la méthode Alpha-Bêta. Elle doit être a�aiblie en onsidérant que les variablesgénérées dans le jeu CLP(�), par le rennomage des lauses du programme, sontimpliitement l�ses de façon existentielle. Autrement dit, le sens (abstrait) quel'on attribue à une valeur (�; h), est elui de la formule � où toutes les variablesde � n'apparaissant pas dans h sont impliitement l�ses de façon existentielle. Parexemple, la valeur (X = Y + 1; fXg) s'interprète omme la formule 9Y: X = Y + 1,qui, elle même, est quanti�é impliitement, mais par une quanti�ation universelle.Nous dé�nissons alors le domaine des valeurs abstraites :DEX� , f[�℄� ; h) j � est une EX-réponse; h 2 }(V�)get la fontion d'abstration des valeurs Æ : D ! DEX� transformant toute valeur(�; h) de D dans le ouple ([9(	h):�℄� ; h), où 	h est l'ensemble des variables libres de� n'apparaissant pas dans h :Æ(�; h) , ([9(	h):�℄� ; h) où 	h = FV(�) nSi hiL'équivalene engendrée par l'abstration est l'équivalene faible entre valeurs,notée � : x � y 4() Æ(x) = Æ(y)Pour l'appliation de la méthode Alpha-Bêta, nous utiliserons la famille d'équiva-lenes onstituée de la seule équivalene faible. Il s'agit d'une ongruene pour lesopérations des joueurs : 8>>>><>>>>: x � x 0 x � y � zx 0 � y � zx � x 0 x � y � zx 0 � y � zEn e�et, si x = (�; h) � (� 0; h 0) = y, alors h = h 0. Don x � z, où z = (� 00; h 00), auraforément la même omposante histoire de y � z, et elle sera plus ourte (par e�etde l'appliation de �) que l'histoire de x. Don, si les deux formules � et � 0 sontéquivalentes sur une histoire plus longue (qui provoque moins de quanti�ationsexistentielles), elles le seront sur une histoire h 00 plus ourte (qui provoque plusde quanti�ations existentielles). Don, en e qui onerne le ontenu logique, laformule 9(	h 00): � > � 00 sera équivalente à la formule 9(	h 00): � 0 > � 00. La preuve deongruene pour � est duale. L'axiome (A6) est don véri�é.8.4.3. Corretion des oupures. Les axiomes de orretion des oupuressont les suivants :�(�)=Player ut(�; �; �; x;�) �;�2D�f�g x; y2E��f�g� � (��x) � � � [� � (x�y)℄�(�)=Opponent ut(�; �; �; x;�) �;�2D�f�g x; y2E��f�g� � (��x) � � � [� � (x�y)℄



278 8. DÉFINITION DU JEU CLP(�)Nous prouvons le premier, la preuve du seond étant duale. Le prédiat ut estdé�ni de la façon suivante :ut(�;�;�;x;�),8<:1 si ��� � � � [� � (x�h1(�))℄ et �(�)=Player1 si ��� � � � [� � (x�h2(�))℄ et �(�)=Opponent0 sinonL'axiome de oupure peut don être spéialisé en onsidérant que la position estdu joueur : ��� � � � [� � (x�h1(�))℄ �;�2D�f�g x; y2E��f�g� � (��x) � � � [� � (x�y)℄Supposons que les hypothèses de la règle soient véri�ées dans le jeu CLP(�). Laomposante histoire de � � � est alors égale à elle de � � [� � (x � h1(�))℄,don l'histoire de x ne peut être plus ourte que elle de � � �. Don l'histoirede � � (� � x) est elle de � � �. De même, puisque x; y 2 E��f�g, soit y = � etl'énoné est trivialement vrai, soit l'histoire de y ne peut être plus ourte que ellede h1(�). Don � � [� � (x�y)℄ a, lui aussi, la même omposante histoire de � � �et de � � (� � x), que nous appellerons h. Une fois �xée la omposante histoire h,véri�er l'équivalene des valeurs signi�e véri�er que les omposantes logiques soientéquivalentes, après la l�ture existentielle des variables 	h n'aparaissant pas dansh. Il reste don à prouver que 9(	h): �1 _ (�1^x1) est logiquement équivalent à9(	h): �1_ [�1^ (x1_y1)℄, où par la notation v1 on indique la première projetion,don la omposante logique �, d'un ouple v = (�; h). D'une part, nous avons :9(	h): �1 _ [�1 ^ (x1_y1)℄ � 9(	h): �1 _[�1 ^ true℄ � 9(	h): �1 _ �1D'autre part, puisque l'heuristique est pessimiste et par l'hypothèse de l'axiome(A789p), nous avons :9(	h): �1_ [�1^ (x1_y1)℄ � 9(	h): �1_[�1^ (x1_(h1(�))1)℄ � 9(	h): �1_�1Les omposantes logiques de � � [� � (x�y)℄, de � � (��x) et de � � �, sont donéquivalentes.8.4.4. Propriété distributive. Nous avons prouvé préédemment que lesopérations des joueurs sont distributives par rapport à l'équivalene forte des valeurs(f. lemme 8.2.7), don elles le sont forément par rapport à toute autre relation,telle que l'équivalene faible �, ontenant l'équivalene forte :� x� (y� z) � (x�y)� (x� z)x� (y� z) � (x�y)� (x� z)8.4.5. Exemples. Nous allons montrer trois exemples de oupures e�etuéespar la méthode Alpha-Bêta appliquée à la résolution d'un but dans un programmelogique. Les deux premiers seront des exemples de oupures peu profonde. Malgréleur simpliité, ils illustrerons la dualité des oupures, 'est-à-dire la possibilité,dans le jeu CLP(�), de simpli�er la résolution d'un but parfois dans les noeuds dujoueur et parfois dans eux de l'opposant.



8.4. APPLICATION DE L'ALGORITHME ALPHA-BÊTA POUR CLP(�) 279Fig. 8.4.1. Exemple de oupure peu profonde hez l'opposant?p(X)truefXgp(X)truefXg �=<false_(true^X=f(Y));fXg>1
;falsefXg 0 ;true^X=f(Y)fXg:fYg1 ?q(W);r(W)true^X=WfXg:fWg x�<(X=W^W=f(a))_(X=W^W=f(b));fXg:fWg>2

?q(W)true^X=WfXg:fWg1;falsefXg:fWg 0 ;true^X=W^W=f(a)fXg:fWg3 ;true^X=W^W=f(b)fXg:fWg4 oupure
8.4.5.1. Coupures hez l'opposant. Considérons le programme logique omposéde inq lauses :1. p(f(Y)).2. p(W) :- q(W),r(W).3. q(f(a)).4. q(f(b)).5. r(Z) :-...Le orps de la lause nÆ5 n'est pas important si l'on souhaite résoudre le butp(X). En e�et, supposons d'utiliser la règle nÆ1 pour obtenir une première réponseX = f(Y). Ensuite nous utiliserons la règle nÆ2 en souhaitant ajouter de nouvelles ré-ponses à elle déjà obtenue. Mais l'appliation de ette règle onduit à la résolutiondu sous-but q(W), qui, lui, amène, par les règles nÆ3 et nÆ4, aux réponses W = f(a)et W = f(b). Ainsi, à e stade de la résolution, nous pouvons prévoir que la règlenÆ2 ne portera rien qui pourra être mieux de la réponse X = f(Y) déjà obtenue parla première règle du programme. On peut don éviter de résoudre le sous-but r(W).En termes de jeu, nous pouvons dire, dans un ertain sens, que l'opposant s'aperçoitd'en avoir déjà trop fait en obligeant le joueur au payo� (X = f(a)) _ (X = f(b)).Pour l'opposant il est inutile d'en vouloir plus, ette partie de l'arbre sera ignoréepar son adversaire. En d'autres termes, nous allons voir qu'il s'agit d'une oupure(peu profonde) réalisé par l'algorithme Alpha-Bêta. On peut observer, dans la �-gure 8.4.1, qu'au troisième niveau de l'arbre, en réponse au oup nÆ2 du joueur,nous pouvons aluler une valeur inahevée, pour l'opposant, égale à :x =< false_ (X = W^W = f(a))_ (X =W^W = f(b)); fXg:fWg>



280 8. DÉFINITION DU JEU CLP(�)Auparavant, au deuxième niveau de l'arbre, nous avions alulé une valeur inahe-vée pour le joueur égale à :� =< false_ (X = f(Y)); fXg>Puisque � = � est indé�ni, la ondition de oupure � � � � � � [� � (x � h2(�))℄devient � � (� � (x � h2(�))). Or, les deux membres ont la omposante histoireégale à fXg. Pour que la ondition soit véri�é il faut alors que :9Y: false_(X = f(Y)) � 9W: false_(X = W^W = f(a))_(X = W^W = f(b))e qui est bien le as, don la oupure peut avoir lieu.8.4.5.2. Coupures hez le joueur. Considérons le programme logique omposédes lauses suivantes :1. p(X,Y,Z) :- q(X,Y),r(X,Z).2. q(a,b).3. r(a,W).4. r(X,Z) :-...Dans e as, pour résoudre le but p(X,Y,Z), nous utiliserons la règle nÆ1. Si nousessayons de résoudre le premier sous-but de ette règle, nous serons ontraints àuni�er la variable X au terme a, et la variable Y au terme b. Des trois variablesinitiales X,Y et Z, seulement la dernière demeure libre à e stade. Or, en appliquantla règle nÆ3 pour résoudre le seond sous-but de la nÆ1, nous obtiendrons toute que nous aurions pu souhaiter, 'est-à-dire une réponse qui laisse enore librela variable Z. Il est don inutile d'utiliser la règle nÆ4. En termes de jeu, 'estle joueur, ette fois, qui omprend l'inutilité de préiser la valeur inahevée de laposition analysée, dans le ontexte où ette position se trouve. L'arbre de la position< ?p(X; Y; Z); true; fX; Y; Zg> est représenté dans la �gure 8.4.2, où la ontrainte true(de toute façon non signi�ative) est souvent omise dans la omposante formule despositions pour simpli�er la représentation de l'arbre. À l'adresse 1:1 de et arbre,l'opposant peut aluler une valeur inahevée x 0 égale à :x 0 =< false_ (true^ X = X1 ^ Y = Y1^ Z = Z1 ^ X1 = a^ Y1 =b); fX; Y; Zg:fX1; Y1; Z1g >qui devient, pour l'évaluation du �ls à l'adresse 2, le paramètre � équivalent à :� �< (X = X1 ^ Y = Y1^ Z = Z1 ^ X1 = a^ Y1 = b); fX; Y; Zg:fX1; Y1; Z1g >Or, après l'évaluation des oups 0 et 3, la valeur inahevée x du joueur à la position� de l'adresse 1:1:2 est égale à :x =< false_ (true^ X = X1 ^ Y = Y1^ Z = Z1 ^ X1 = a^ Z1 =Z2); fX; Y; Zg:fX1; Y1; Z1g:fZ2g >La ondition de oupure est alors véri�ée, puisque � � � � � � (� � (x � h2(�)))signi�e (étant donné que � = �) � � � � (x � h2(�)). Les deux membres ontla omposante histoire égale à fX; Y; Zg:fX1; Y1; Z1g, qui est l'histoire de �. Donl'équivalene faible revient à la ondition d'équivalene logique :(X=X1 ^ Y=Y1^ Z=Z1 ^ X1=a^ Y1=b)�9Z2: X=X1 ^ Y=Y1^ Z=Z1 ^ X1=a^ Y1=b^ Z1=Z2



8.4. APPLICATION DE L'ALGORITHME ALPHA-BÊTA POUR CLP(�) 281Fig. 8.4.2. Exemple oupure peu profonde hez le joueur?p(X;Y;Z)truefX;Y;Zgp(X;Y;Z)truefX;Y;Zg1;falsefX;Y;Zg0 ?q(X1;Y1);r(X1;Z1)X=X1^Y=Y1^Z=Z1fX;Y;Zg:fX1;Y1;Z1g ��<X=X1^Y=Y1^Z=Z1^X1=a^Y1=b;fX;Y;Zg:fX1;Y1;Z1g>1
q(X1;Y1)X=X1^Y=Y1^Z=Z1fX;Y;Zg:fX1;Y1;Z1g

1

;falsefX;Y;Zg:fX1;Y1;Z1g0 ;X=X1^Y=Y1^Z=Z1^X1=a^Y1=bfX;Y;Zg:fX1;Y1;Z1g2
r(X1;Z1)X=X1^Y=Y1^Z=Z1fX;Y;Zg:fX1;Y1;Z1g

2

;falsefX;Y;Zg:fX1;Y1;Z1g0 ;X=X1^Y=Y1^Z=Z1^X1=a^Z1=Z2fX;Y;Zg:fX1;Y1;Z1g:fZ2g3 oupure
La oupure est don autorisée.8.4.5.3. Coupures profondes. Les oupures illustrées dans les exemples préé-dents, sont des oupures peu profondes, qui ne mettent pas en ause une propriétéimportante, la propriété distributive, de la onjontion et disjontion de formuleslogiques. Considérons le programme omposé des lauses suivantes :1. p(X) :- X>=0,X<=4. 5. r(X) :- s(X),t(X).2. p(X) :- q(X),r(X). 6. s(X) :- X>=2.3. q(X) :- X<=5. 7. t(X) :- ...4. r(X) :- X>=3,X<=6.Pour le but p(X), on s'aperçoit que la règle nÆ1 du programme donne un résultat,l'intervalle [0; 4℄, qui peut être partiellement amélioré par le résultat de l'appliationde la règle nÆ2. D'une part, la résolution du prédiat q ontraint la variable X àl'intervalle [-1; 5℄. D'autre part, la résolution du prédiat r, amène à une premièresolution [3; 6℄ qui étend les solutions du but initial p(X) à l'intervalle [0; 5℄. Touteautre amélioration est impossible. En e�et, la règle nÆ5 ontraint la variable X à êtresupérieure à 2, tout en étant aussi inférieure à 5. Il est don inutile de reherher lessolutions fournies par la règle nÆ7, puisque nous ne pourrons pas ajouter d'autres



282 8. DÉFINITION DU JEU CLP(�)Fig. 8.4.3. Exemple de oupure profonde?p(X)truefXgp(X)truefXg �1�<X�0^X�4;fXg>1
;falsefXg 0 ;X�0^X�4fXg 1 ?q(Y);r(Y)X=YfXg:fYg ��<X=Y^Y�5;fXg:fYg>2

q(Y)X=YfXg:fYg 1
;falsefXg:fYg0 ;X=Y^Y�5fXg:fYg3 r(Y)X=YfXg:fYg �2�<X=Y^Y�3^Y�6;fXg:fYg>2

;falsefXg:fYg 0 ;X=Y^Y�3^Y�6fXg:fYg4 ?s(Z);t(Z)X=Y^Y=ZfXg:fYg:fZg5
s(Z)X=Y^Y=ZfXg:fYg:fZg x�<X=Y^Y=Z^Z�2;fXg:fYg:fZg>1

;falsefXg:fYg:fZg0 ;X=Y^Y=Z^Z�2fXg:fYg:fZg6 oupure
solutions outre elles, déjà obtenues, de l'intervalle [0; 5℄. Dans la �gure 8.4.3 onpeut suivre l'évolution du alul onduisant à e type de simpli�ation. À l'adresse1:2:2:5, la position de l'opposant est évaluée ave un paramètre � qui est le � desvaleurs inahevées des positions antéédentes du joueur, 'est-à-dire � = �1 � �2,où �1 est la valeur inahevée alulée à l'adresse 1 et �2 est la valeur inahevée del'adresse 1:2:2. Don :� � < (X�0^ X�4) _ (X=Y^ Y�3^ Y�6); fXg>Le paramètre � utilisé pour l'évaluation de la position � à l'adresse 1:2:2:5 est lavaleur inahevée de la position 1:2, 'est-à-dire :� � < (X=Y^ Y�5); fXg:fYg>Après l'évaluation du premier oup (le sous-but s(Z)), la valeur inahevée de �est : x � < (X=Y^ Y=Z^ Z�2); fXg:fYg:fZg>Ainsi, d'une part, nous avons :



8.4. APPLICATION DE L'ALGORITHME ALPHA-BÊTA POUR CLP(�) 283� � � � < (X=Y^ Y�5^ X�0^ X�4) _ (X=Y^ Y�5^ Y�3); fXg>et, d'autre part, nous avons :� � (� � (x � h2(�))) � � �< (X�0^ X�4) _ (X=Y^ Y�3^ Y�6)_(X=Y ^ Y=Z^ Z�2); fXg >� < (X�0 ^ X�4 ^ X=Y)_ (X=Y^ Y�3^ Y�5)_(X=Y ^ Y=Z^ Z�2^ Y�5); fXg>Pour véri�er l'équivalene faible des deux membres il faut omparer les l�turesexistentielles des variables n'apparaissant pas dans l'histoire fXg. Il faut don om-parer la formule de � � � lose par rapport à Y :9Y: (X=Y^ Y�5^ X�0 ^ X�4) _ (X=Y^ Y�5^ Y�3)�9Y: (X=Y^ X�0^ X�4)_ (X=Y^ X�5^ X�3)�X�0^ X�5ave la formule de � � (� � (x � h2(�))) lose par rapport à Y et Z :9Y:9Z: (X�0^X�4^X=Y)_(X=Y^Y�3^Y�5)_(X=Y^Y=Z^Z�2^Y�5)�9Y:9Z: (X�0^X�4^X=Y)_(X=Y^X�3^X�5)_(X=Y^Y=Z^X�2^X�5)�(X�0 ^ X�4) _ (X�3^ X�5)_ (X�2 ^ X�5)�X�0^ X�5Il s'agit bien de formules logiquement équivalentes (par la propriété distributivedes onneteurs logiques), e qui justi�e la oupure.8.4.6. Conlusions. L'interprétation en termes de jeu de la programmationlogique permet don d'introduire des simpli�ations du alul inédites dans le pro-blème de la résolution d'un but logique. Bien entendu, ette approhe permet d'envi-sager des interpréteurs ou des ompilateurs plus e�aes que les outils atuels dansla reherhe de l'ensemble des réponses (plus générales) d'un but. Il faut ependantrendre e�etif et e�ae le test de oupure, 'est-à-dire le ontr�le de l'équivalenelogique de formules loses de façon existentielle. Il faudra don demander au sol-veur de ontraintes, ou à un algorithme auxiliaire, de savoir répondre à e genrede question, et de savoir y répondre de façon e�ae. En e qui onerne l'e�a-ité, il faut toutefois remarquer que les oupures réalisées éliminent du hamp dereherhe aussi bien des parties �nies que des parties in�nies de l'arbre de jeu. Ilse peut don que le oût du test de oupure soit réompensé par l'élagage d'uneimportante branhe de l'arbre de jeu et même d'une branhe in�nie. Il se peut, enpartiulier, que l'algorithme Alpha-Bêta termine en temps �ni là où les interpréteurstraditionnels pourraient bouler à l'in�ni. Il s'agit bien d'un avantage indisutableet �agrant de l'algorithme Alpha-Bêta vis-à-vis des moteurs lassiques basés sur larésolution SLD ou CSLD.





ConlusionsSi la théorie des jeux a développé, à ses débuts, une voation pour les sienessoiales et éonomiques, elle apparaît aujourd'hui omme un paradigme de oneptset de tehniques très générales, dont le potentiel reste enore à exploiter en infor-matique. Dans ette thèse nous avons étudié une branhe partiulière, la théoriedes jeux ombinatoires (à deux joueurs), pour en tirer béné�e dans le domaine,très atif, des sémantiques formelles des langages de programmation. Les oneptsmis en oeuvre par ette théorie ne dépendent pas de la simpliité des struturesalgébriques utilisées traditionnellement, omme les booléens (gagné, perdu), éven-tuellement enrihis par la valeur auxiliaire math nul, ou omme les entiers naturels,modelisant, par exemple, un gain en argent, ou omme les entiers relatifs, modelantle oût positif ou négatif à l'issue du math.La première ontribution de ette thèse a don été l'identi�ation préise despropriétés �nes du domaine d'évaluation néessaires à l'appliation des notions tra-ditionnelles, telles que la valeur d'une position, d'un jeu ou d'une stratégie. Defaçon surprenante, nous avons pu montrer que la struture d'ordre total des do-maines habituellement utilisés, n'est pas essentielle. Au ontraire, on peut relâherde façon spetaulaire e type d'hypothèse et demander que la relation utilisée soitun simple préordre, et qu'elle le soit loalement pour toute position du jeu et non pasnéessairement par rapport à toutes les valeurs du jeu. De même, parmi toutes lesarateristiques spéi�ques aux fontions habituelles, le max et le min, nous avonsidenti�é la monotonie omme l'unique propriété ruiale. Cela permet, à onditionde respeter les peu nombreuses et faibles hypothèses, de donner une sémantique�des jeux�, en utilisant une struture des valeurs arbitrairement omplexe.La généralisation opérée apture aussi le as des jeux in�nis, pour lesquels il n'yaura pas une seule façon d'interpréter l'issue du math, mais plut�t deux façons, etdon deux sémantiques, une pessimiste, et une optimiste, ernant, par un intervalle,le sens du jeu à l'in�ni. Cela donne une manière de aratériser par l'intermédiairedes jeux ertains problèmes de l'informatique théorique, où la notion d'ativité in�-nie est toujours présente et naturelle. Par exemple, la notion de bisimulation entreproessus onurrents, dé�nie omme le plus grand point �xe d'une opération surles relations entre proessus, peut être reformulée en termes de jeu. La réponse boo-léenne intéressante, bisimilaires ou pas bisimilaires, sera fournie par la sémantiqueoptimiste du jeu. Cela ne tient pas au hasard, l'approhe d'une dé�nition de plusgrand point �xe étant, dans un ertain sens, elle de démarrer l'évaluation, dansl'optimisme le plus total, ave toutes les valeurs possibles, et de les éliminer ensuite,au fur et à mesure, par l'appliation itérée de l'opération onernée.Pour mettre notre ontribution à la disposition d'un publi le plus large pos-sible, nous avons délimité et regroupé les hypothèses néessaires à l'existene d'une285



286 CONCLUSIONSsémantique des jeux in�nis. Par la simple véri�ation de es onditions, l'utilisateurde notre adre théorique aura pour garantie l'existene d'une sémantique pour lesmaths in�nis, et sera ependant a�ranhi des notions sous-jaentes, propres à lathéorie des domaines et résumées dans le deuxième hapitre, telles que la notion depoint ompat, de omplétion par idéaux ou de omplétion par �ltres.Une fois dé�nie la sémantique des jeux (�nis ou in�nis), on peut se poser laquestion de savoir si les algorithmes qui alulent les valeurs sémantiques peuventêtre, eux aussi, adaptés et généralisés. Certains, omme SSS*, semblent d'adapta-tion di�ile (la notion de stratégie n'étant pas signi�ative dans tous les jeux), maisd'autres, omme solve ou Alpha-Bêta, peuvent être généralisés à un adre bien pluslarge que elui de la struture des entiers relatifs ave le max et le min. Dans ettethèse nous présentons une preuve de orretion de l'algorithme Alpha-Bêta pourdes strutures répondant à un ritère très général (struture ��-normale), inluant,omme as partiulier, les treillis distributifs. L'algorithme est présenté de façon ori-ginale à la manière des sémantiques opérationnelles naturelles (à grand pas ou à laKahn), e qui failite la rédation d'une preuve formelle de orretion. Nous avonsaussi dé�ni les bases théoriques pour l'appliation d'un variante de l'algorithme,appelée Alpha-Bêta-Gamma-Delta, qui s'applique à des strutures où les fontionsdes joueurs ne sont pas distributives. Cela paraît utile, entre autres, lorsqu'on désirealuler une approximation de la valeur d'un jeu par des opérations abstraites. Ene�et, dans un tel proédé d'abstration, la onservation de la propriété distributivedes opérations serait inertaine.La programmation logique est l'appliation prinipale de toutes les notionsintroduites. Le domaine des valeurs est relativement omplexe et ave peu de pro-priétés. Malgré ela, nous pouvons appliquer la théorie développée, d'une part pourdonner une sémantique des jeux aux programmes logiques (d'un shéma CLP(�)quelonque, don y ompris LP), et d'autre part pour aluler la sémantique, 'est-à-dire pour résoudre les buts logiques, au moyen de l'algorithme Alpha-Bêta. Nousprésentons la preuve d'adéquation de la sémantique (pessimiste) des jeux par rap-port à la sémantique traditionnelle de CLP, et la preuve que les hypothèses d'appli-ation de l'algorithme Alpha-Bêta polymorphe sont véri�ées. Si les simpli�ationsdu alul réalisées par l'algorithme sont d'un genre nouveau en programmation lo-gique, il s'agit en réalité des mêmes simpli�ations qui permettent aux ordinateursd'être aussi ompétitifs que les humains dans les jeux lassiques tels que Othello oules éhes.Plusieurs sujets méritent d'être approfondis. Il serait par exemple intéressantde dé�nir, pour l'algorithme Alpha-Bêta, une formulation à petits pas (small steps),dans le style des sémantiques opérationnelles struturées (SOS), a�n de révéler defaçon expliite le parallélisme potentiel dans l'exéution de l'algorithme. Conernantla variante Alpha-Bêta-Gamma-Delta, on peut bien entendu demander une formu-lation dans le style à grand ou à petit pas, et une preuve de orretion aussi éléganteque elle réservée à son préurseur. On peut aussi améliorer l'étude et la araté-risation des jeux in�nis mais rationnels (ave un nombre �ni de sous-arbres de jeudistints), omme le sont, par exemple, le jeu de la bisimulation lorsque les proes-sus sont à états �nis, ou le jeu CLP(�) pour ertains programmes logiques. On peutenvisager l'utilisation d'Alpha-Bêta, ou de la variante Alpha-Bêta-Gamma-Delta sinéessaire, pour des interprétations abstraites de programmes logiques. En�n, par la



CONCLUSIONS 287dualité inhérente aux jeux (joueur ontre opposant, pessimisme ontre optimisme),nous avons le sentiment de pouvoir approher de façon très intuitive la négation, unsujet omplexe en programmation logique, par une sémantique adéquate des jeuxombinatoires. Il s'agit là, bien entendu, d'une intuition plus que d'une ertitude,mais la négation en programmation logique paraît être, très simplement, un jeu oùles joueurs ont, dans un ertain sens, le droit de retourner le damier et de ontinuerle jeu ave les ouleurs de leur adversaire, faisant ainsi deux oup onséutifs. Lejoueur qui tentait auparavant d'appliquer les règles du programme, se retrouve alorsà séletionner les sous-buts pour empêher son adversaire de les démontrer, tandisque e dernier tente désormais de résoudre les buts par l'appliation des lauses duprogramme.





Quatrième partieAppendie





Code soure oamlsimulation.mlCe programme oaml permet l'ensemble des tests de orretion et de perfor-mane des di�érentes méthodes d'évaluation d'un arbre de jeu, traitées au ours duhapitre 6.(* Simulation de l'évaluation d'arbres de jeu par les méthodes :1) exhaustive2) minimax3) Alpha-Beta4) Alpha-Beta-Gamma-Delta (dans ses deux versions)*)(* ������������������ 10Dé�nition des strutures d'évaluation������������������*)(* Dé�nition du type des strutures d'évaluation *)type 'a struture = { sup : 'a * 'a -> 'a ;inf : 'a * 'a -> 'a ;ord : 'a * 'a -> bool ;rnd : unit -> 'a ;bot : unit -> 'a ;top : unit -> 'a ; 20eho : 'a -> unit ;name : string ; (* Nom de la struture *)show : unit -> unit (* Presentation de la struture *)} ; ;(* Initialisation du générateur de nombres aléatoires *)Random.init (int of �oat(Sys.time())) ; ;(* Premier modèle (mod1) : struture simple non distributive *)type mod1 domain = Top j Bot j A j B j C j D j E ; ; 30let mod1 = { sup = (fun  -> (math  with(Top, ) -> Topj ( ,Top) -> Topj (Bot,y) -> yj (x,Bot) -> x291



292 CODE SOURCE OCAMLj (D,y) -> yj (x,D) -> xj (E,y) -> Ej (x,E) -> E 40j (x,y) -> if (x=y) then x else E)) ;inf = (fun  -> (math  with(Top,y) -> yj (x,Top) -> xj (Bot, ) -> Botj ( ,Bot) -> Botj (D,y) -> Dj (x,D) -> Dj (E,y) -> y 50j (x,E) -> xj (x,y) -> if (x=y) then x else D)) ;ord = (fun  -> (math  withj ( ,Top) -> truej (Bot, ) -> truej (D,x) -> x != Botj (x,E) -> x != Topj ( , ) -> false)) ; 60rnd = (fun ( :unit) -> (math (Random.int 7) withj 0 -> Topj 1 -> Botj 2 -> Aj 3 -> Bj 4 -> Cj 5 -> Dj 6 -> E)) ;bot = (fun ( :unit) -> Bot) ; 70top = (fun ( :unit) -> Top) ;eho = (fun x -> (math x withTop -> print string "Top"j Bot -> print string "Bot"j A -> print string "A"j B -> print string "B"j C -> print string "C"j D -> print string "D"j E -> print string "E")) ; 80name = "Simple modele non distributif" ;show = (fun ( :unit) -> print string ("\n\tTop\n\t|\n\tE\n"^" /\r\t| \ \n A\r\tB C\n \ \r\t| / \n"^"\tD\n\t|\n\tBot\n\n") ) ;} ; ;



SIMULATION.ML 293(* Deuxième modèle (mod2) : struture distributive des entiers entre 0 e 99 *)let mod2 = { sup = (fun (x,y) -> if x<=y then y else x ) ;inf = (fun (x,y) -> if x<=y then x else y ) ;ord = (fun (x,y) -> (x<=y) ) ;rnd = (fun ( :unit) -> (Random.int 100) ) ; 90bot = (fun ( :unit) -> 0 ) ;top = (fun ( :unit) -> 99 ) ;eho = print int ;name = "Modèle distributif des entiers entre 0 et 99" ;show = (fun ( :unit) -> print string ("\nDomaine D=[0. .99℄ ave min et max\n\n") ) ;} ; ;(* Troisième modèle (mod3) : struture non distributive des intervalles, ave l'union et l'intersetion *)type mod3 domain = Vide j Int of int * int ; ; 100let mod3 = { sup = (fun  -> (math  withj (Vide,y) -> yj (x,Vide) -> xj (Int(x,y),Int(x',y')) -> Int( mod2.inf(x,x'), mod2.sup(y,y') ))) ;inf = (fun  -> (math  withj (Vide,y) -> Videj (x,Vide) -> Videj (Int(x,y),Int(x',y')) -> let (u,v) = (mod2.sup(x,x'), mod2.inf(y,y')) in 110if v<u then Vide else Int(u,v) )) ;ord = (fun  -> (math  withj (Vide, ) -> truej (Int(x,y),Int(x',y')) -> (x>=x') && (y<=y')j ( , ) -> false )) ;rnd = (fun ( :unit) -> let x = (Random.int 100) in Int(x,x+(Random.int (100-x)))) ;bot = (fun ( :unit) -> Vide) ; 120top = (fun ( :unit) -> Int(0,99)) ;eho = (fun i -> (math i withj Vide -> print string "[ ℄"j Int(x,y) -> print string ("["^string of int(x)^","^string of int(y)^"℄") )) ;name = "Modèle non distributif des intervalles" ;show = (fun ( :unit) ->print string ("\nIntervalles sur [0. .99℄ ave\n sup = plus petit intervalle"^" ontenant l'union ensembliste\n inf = intersetion ensembliste\n\n" 130)) ;} ; ;



294 CODE SOURCE OCAML(* Dé�nition du type arbre (de jeu) *)type 'a arbre = PN of ('a arbre list) (* Noeud non terminal du joueur (Player Node) *)j ON of ('a arbre list) (* Noeud non terminal de l'opposant (Opponent Node) *)j PL of 'a (* Noeud terminal du joueur (Player Leaf) *)j OL of 'a ; ; (* Noeud non terminal de l'opposant (Opponent Node) *) 140(* ������������������Fabriation d'arbre de jeu aléatoires������������������ *)(* Alias *)type profondeur = int ; ;type largeur = int ; ; 150(* Fabrique une liste de n éléments identiques � x *)let re mklist n x = if n=0 then [ ℄ else [x℄�(mklist (n-1) x) ; ;(* (1) Fabriation d'arbres aleatoires stritement alternés de largeur entre 0 et 5 (alea) *)let realeaP = fun (s :'a struture) (max p :profondeur) (p :profondeur) ->if (max p = p) then (PL(s.rnd()))else 160(* Au début au maximum 3 �ls, puis au maximum 5 �ls *)let auplus = 1+(if ((max p - p) < 3) then 5 else 3) in(* Au début au minimum 2 �ls, puis au minimum 0 �ls *)let aumoins = (if (p < 2) then 2 else 0) inlet n = (max aumoins (Random.int auplus))in if n>0 then (PN(List.map (aleaO s max p) (mklist n (p+1))))else (PL(s.rnd()))andaleaO = fun (s :'a struture) (max p :profondeur) (p :profondeur) -> 170if (max p = p) then (OL(s.rnd()))else(* Au début au maximum 3 �ls, puis au maximum 5 �ls *)let auplus = 1+(if ((max p - p) < 3) then 5 else 3) in(* Au début au minimum 2 �ls, puis au minimum 0 �ls *)let aumoins = (if (p < 2) then 2 else 0) inlet n = (max aumoins (Random.int auplus))in if n>0 then (ON(List.map (aleaP s max p) (mklist n (p+1))))else (OL(s.rnd())); ; 180(* fontion prinipale *)let alea = fun (s :'a struture) (max p :profondeur) ->Random.self init() ;if Random.int 2 = 1 then (aleaP s max p 0) else (aleaO s max p 0) ; ;



SIMULATION.ML 295(* (2) Fabriation d'arbres ternaires (toujours 3 �ls) aleatoires stritement alternés (alea3) *)let realea3P = (fun (s :'a struture) (max p :profondeur) (p :profondeur) -> 190if p=max p then (PL(s.rnd()))else (PN([OL(s.rnd()) ; (alea3O s max p (p+1)) ; OL(s.rnd()) ℄ )))andalea3O = (fun (s :'a struture) (max p :profondeur) (p :profondeur) ->if p=max p then (OL(s.rnd()))else (ON([PL(s.rnd()) ; (alea3P s max p (p+1)) ; PL(s.rnd()) ℄ ))); ; 200let alea3P = (fun s max p -> alea3P s max p 0)and alea3O = (fun s max p -> alea3O s max p 0) ; ;(* fontion prinipale *)let alea3 = fun s max p -> Random.self init() ;if Random.int 2 = 1 then (alea3P s max p) else (alea3O s max p); ;(* (3) Fabriation d'arbres binaires (toujours 2 �ls) aleatoires stritement alternés (alea2) *)let re 210alea2P = (fun (s :'a struture) (max p :profondeur) (p :profondeur) ->if p=max p then (PL(s.rnd()))else (PN([OL(s.rnd()) ; (alea2O s max p (p+1)) ℄ )))andalea2O = (fun (s :'a struture) (max p :profondeur) (p :profondeur) ->if p=max p then (OL(s.rnd()))else (ON([PL(s.rnd()) ; (alea2P s max p (p+1)) ℄ ))) 220; ;let alea2P = (fun s max p -> alea2P s max p 0)and alea2O = (fun s max p -> alea2O s max p 0) ; ;let alea2 = fun s max p -> Random.self init() ;if Random.int 2 = 1 then (alea2P s max p) else (alea2O s max p); ; 230(* Renvoie la fontion de tirage aléatoire des arbres en fontion de la largeur désirée *)let tirage arbre = fun (l :largeur) -> math l withj 2 -> alea2j 3 -> alea3j -> alea; ;



296 CODE SOURCE OCAML(* Fontion profondeur *)let re maxo�ist = fun l -> (math l with [ ℄ -> 0 j x : :l -> let m = (maxo�ist l) in if x>m then x else m) ; ;let re prof = fun (t :'a arbre) -> math t with 240PN(l) -> 1 + maxo�ist (List.map prof l)j ON(l) -> 1 + maxo�ist (List.map prof l)j PL( ) -> 0j OL( ) -> 0; ;(* ������������������Fontion d'évaluation exhaustive(tous les noeuds sont visités) 250������������������ *)let re sup of list = fun (s :'a struture) l ->(math l with [ ℄ -> s.bot() j x : :l -> let m = (sup of list s l) in (s.sup (x,m)))let re inf of list = fun (s :'a struture) l ->(math l with [ ℄ -> s.top() j x : :l -> let m = (inf of list s l) in (s.inf (x,m))) 260let re sum of list = fun l ->(math l with [ ℄ -> 0 j x : :l -> let m = (sum of list l) in (x+m))(* La fontion alule au même temps le nombre de noeuds dans l'arbre ; elle renvoiedon un ouple (v,n), où v est la valeur et n le nombre de noeuds visités.Pour les tests de performane, les autres fontions d'évaluation alulerons,elles aussi, le nombre de noeuds visités *) 270let re exhaustive = fun (s :'a struture) (t :'a arbre) -> math t withj PN(l) -> (math List.split(List.map (exhaustive s) l) withj (lv,ln) -> ((sup of list s lv),(sum of list ln)+1))j ON(l) -> (math List.split(List.map (exhaustive s) l) withj (lv,ln) -> ((inf of list s lv),(sum of list ln)+1)) 280j PL(x) -> (x,1)j OL(x) -> (x,1); ;



SIMULATION.ML 297(* ������������������Fontion d'évaluation minimax(seul le test d'aboutissement auxaux éléments maximum et minimumest réalisé)������������������ *) 290let re minimax = fun (s :'a struture) (t :'a arbre) -> math t withj PN([t'℄) -> (math minimax s t' with (v,n) -> (v,n+1) )j PN(t' : :l) -> (math minimax s t' with(v1,n1) ->if (s.ord (s.top(),v1)) then (v1,n1+1) else(math (minimax s (PN l)) with(v2,n2) -> (s.sup(v1,v2),n1+n2)))j ON([t'℄) -> (math minimax s t' with (v,n) -> (v,n+1) ) 300j ON(t' : :l) -> (math minimax s t' with(v1,n1) ->if (s.ord(v1,s.bot())) then (v1,n1+1) else(math (minimax s (ON l)) with(v2,n2) -> (s.inf(v1,v2),n1+n2)))j PL(x) -> (x,1)j OL(x) -> (x,1); ; 310(* ������������������Fontion d'évaluation Alpha-Beta������������������ *)let re alpha beta = fun (s :'a struture) (a :'a) (b :'a) (t :'a arbre) -> math t withj PN([t'℄) -> (math alpha beta s a b t' with (v,n) -> (v,n+1) )j PN(t' : :l) -> (math alpha beta s a b t' with(v1,n1) -> let v = s.sup(a,v1) inif (s.ord (b,v)) then (v,n1+1) else(math (alpha beta s v b (PN l)) with 320(v2,n2) -> (s.sup(v,v2),n1+n2)))j ON([t'℄) -> (math alpha beta s a b t' with (v,n) -> (v,n+1) )j ON(t' : :l) -> (math alpha beta s a b t' with(v1,n1) -> let v = s.inf(b,v1) inif (s.ord(v,a)) then (v,n1+1) else(math (alpha beta s a v (ON l)) with(v2,n2) -> (s.inf(v,v2),n1+n2)))j PL(x) -> (x,1) 330j OL(x) -> (x,1); ;let alpha beta = fun (s :'a struture) (t :'a arbre) -> alpha beta s (s.bot()) (s.top()) t ; ;



298 CODE SOURCE OCAML(* ���������������������Fontion d'évaluation Alpha-beta-gamma-delta��������������������� *)let re ut ondition = fun (s :'a struture) (g :'a list) (d :'a list) ->math (g,d) with 340j ([ ℄,[ ℄) -> falsej (x : :g',x' : :d') -> if s.ord(x',x) then true else ut ondition s g' d'; ;(* Pour tous les éléments g i de la suite g, faire g i <- g i MAX (b MIN v) *)let gamma update = fun (s :'a struture) (g :'a list) (b :'a) (v :'a)-> List.map (fun x -> s.sup(x,s.inf(b,v))) g; ; 350(* Pour tous les éléments d i de la suite d, faire d i <- d i MIN (a MAX v) *)let delta update = fun (s :'a struture) (d :'a list) (a :'a) (v :'a)-> List.map (fun x -> s.inf(x,s.sup(a,v))) d; ;let start value = fun (s :'a struture) (t :'a arbre)-> math t withj PL( ) -> s.bot()j PN( ) -> s.bot()j OL( ) -> s.top() 360j ON( ) -> s.top(); ;let re abgdV = fun (s :'a struture) (a :'a) (b :'a) (g :'a list) (d :'a list) (v :'a) (t :'a arbre)-> math t with(*� Noeud Player �*)(* Terminal *) 370j PL(x) -> (x,1)(* Non Terminal (dernier �ls) *)j PN([t'℄) -> let a' = s.sup(a,v) in(math abgdV s a' b (v : :g) ((s.top()) : :d) (start value s t') t'with (v',n) -> (s.sup(v,v'),n+1) )(* Non Terminal (�ls intermédiaire) *)j PN(t' : :l) -> (math abgdV s v (s.top()) [v℄ [s.top()℄ (start value s t') t' with(v1,n1) -> let v'= s.sup(v,v1) in 380let g'= gamma update s g b v' inlet b'= List.hd d inif ((ut ondition s g' d) j j (s.ord(b',v')) )then (v',n1+1)else (math (abgdV s a b g' d v' (PN l))with (v2,n2) -> (v2,n1+n2)) )



SIMULATION.ML 299(*� Noeud Opponent �*)(* Terminal *) 390j OL(x) -> (x,1)(* Non Terminal (dernier �ls) *)j ON([t'℄) -> let b' = s.inf(b,v) in(math abgdV s a b' ((s.bot()) : :g) (v : :d) (start value s t') t'with (v',n) -> (s.inf(v,v'),n+1) )(* Non Terminal (�ls intermédiaire) *)j ON(t' : :l) -> (math abgdV s (s.bot()) v [s.bot()℄ [v℄ (start value s t') t' with(v1,n1) -> let v'= s.inf(v,v1) in 400let d'= delta update s d a v' inlet a'= List.hd g inif ((ut ondition s g d') j j (s.ord(v',a')))then (v',n1+1)else (math (abgdV s a b g d' v' (ON l))with (v2,n2) -> (v2,n1+n2)) ); ;let abgdV = fun (s :'a struture) (t :'a arbre) -> abgdV s (s.bot()) (s.top()) [s.bot()℄ [s.top()℄ (start value s t) t ; ;410(* ��������������������-Fontion d'évaluation Alpha-beta-gamma-deltaVersion nÆ2alpha et beta sont des suites (listes)��������������������- *) 420(* Pour tous les éléments a i de la suite a, faire a i <- a i MAX v *)let alpha update = fun (s :'a struture) (a :'a list) (v :'a)-> List.map (fun x -> s.sup(x,v)) a(* Pour tous les éléments b i de la suite b, faire b i <- b i MIN v *)let beta update = fun (s :'a struture) (b :'a list) (v :'a)-> List.map (fun x -> s.inf(x,v)) b; ;(* Pour tous les éléments g i de la suite g, faire g i <- g i MAX (b i MIN v) *) 430let gamma update2 = fun (s :'a struture) (g :'a list) (b :'a list) (v :'a)-> List.map2 (fun x y -> s.sup(x,s.inf(y,v))) g b; ;(* Pour tous les éléments d i de la suite d, faire d i <- d i MIN (a i MAX v) *)let delta update2 = fun (s :'a struture) (d :'a list) (a :'a list) (v :'a)-> List.map2 (fun x y -> s.inf(x,s.sup(y,v))) d a; ;



300 CODE SOURCE OCAMLlet re abgdV2 = fun (s :'a struture) (a :'a list) (b :'a list) (g :'a list) (d :'a list) (v :'a) (t :'a arbre) 440-> math t with(*� Noeud Player �*)(* Terminal *)j PL(x) -> (x,1)(* Non Terminal (dernier �ls) *)j PN([t'℄) -> let a' = (alpha update s a v) in(math abgdV2 s (v : :a') ((s.top()) : :b) 450(v : :g) ((s.top()) : :d)(start value s t') t'with (v',n) -> (s.sup(v,v'),n+1) )(* Non Terminal (�ls intermédiaire) *)j PN(t' : :l) -> (math abgdV2 s [v℄ [s.top()℄ [v℄ [s.top()℄ (start value s t') t' with(v1,n1) -> let v'= s.sup(v,v1) inlet g'= gamma update2 s g b v' inlet b'= List.hd d inif ((ut ondition s g' d) j j (s.ord(b',v')) ) 460then (v',n1+1)else (math (abgdV2 s a b g' d v' (PN l))with (v2,n2) -> (v2,n1+n2)) )(*� Noeud Opponent �*)(* Terminal *)j OL(x) -> (x,1)(* Non Terminal (dernier �ls) *) 470j ON([t'℄) -> let b' = (beta update s b v) in(math abgdV2 s ((s.bot()) : :a) (v : :b')((s.bot()) : :g) (v : :d)(start value s t') t'with (v',n) -> (s.inf(v,v'),n+1) )(* Non Terminal (�ls intermédiaire) *)j ON(t' : :l) -> (math abgdV2 s [s.bot()℄ [v℄ [s.bot()℄ [v℄ (start value s t') t' with(v1,n1) -> let v'= s.inf(v,v1) inlet d'= delta update2 s d a v' in 480let a'= List.hd g inif ((ut ondition s g d') j j (s.ord(v',a')))then (v',n1+1)else (math (abgdV2 s a b g d' v' (ON l))with (v2,n2) -> (v2,n1+n2)) ); ;let abgdV2 = fun (s :'a struture) (t :'a arbre) -> abgdV2 s [s.bot()℄ [s.top()℄[s.bot()℄ [s.top()℄(start value s t) t ; ; 490



SIMULATION.ML 301(* ��������������-Mise en plae des tests��������������- *)(* � est une liste de fontion, � omparer ave elle de référene f *)let re multi test = fun f � (s :'a struture) (p :profondeur) (l :largeur) (n :int) ->let ompare = (fun f1 (s :'a struture) t f2 ->let ((x1,n1'),(x2,n2')) = ((f1 s t),(f2 s t)) inlet n1=�oat of int(n1') and n2=�oat of int(n2') in((if (x1=x2) then 1 else 0),(n2/.n1),(if (x1=x2) then 0 else 1),int of �oat(n2),int of �oat(n1)) 500) inlet add = (fun (x,y,z,w,n) (x',y',z',w',n') -> (x+x',y+.y',z+z',w+w',n+n')) inlet re addlists = (fun l1 l2 -> math l1,l2 withj ([t℄,[t'℄) -> [add t t'℄j (t : :l,t' : :l') -> (add t t') : :addlists l l' )inlet nf = List.length � inlet subtot = ref (mklist nf (0,0.,0,0,0)) inlet i = ref 1 inlet alea = (tirage arbre l) in 510while ( !i<=n) dolet t = (alea s p) inlet l = List.map (ompare f s t) � insubtot := addlists ( !subtot) l ;i := !i + 1 ;done ;!subtot; ;let a�he = (fun alg (x,y,z,w,tot) -> 520let x'= �oat of int(x) and z'= �oat of int(z) inlet p = �oor(10000. *. y/.x')/. 100. in(* moyenne des noeuds visités pour haque arbre *)let noeuds = int of �oat((�oat of int(w)) /. (x'+.z')) inprint string (alg^"\r\t\t\t "^string of int(x)^" ("^string of �oat(100. *. x'/.(x'+.z'))^"%)\r\t\t\t\t\t\t "^string of int(noeuds)^" ("^string of �oat(p)^"%)\n")) ; ;let table = fun (s,p,l,n) -> (* Struture , profondeur des arbres , largeur des arbres, nb de aluls *)print string ("Profondeur des arbres de jeu : "^string of int(p)^"\n") ; 530print string ("Largeur : "^(if l=0 then "arbitraire" else string of int(l))^"\n") ;print string ("Nombre de tests : "^string of int(n)^"\n\n") ;(math (multi test exhaustive [exhaustive ; minimax ; alpha beta ; abgdV ; abgdV2 ℄ s p l n) with[s1 ;s2 ;s3 ;s6 ;s7℄ ->print string "Algorithme\r\t\t\tCaluls orrets\r\t\t\t\t\t\tNoeuds visites (moyennes)\n" ;print string "---------\r\t\t\t----------------\r\t\t\t\t\t\t------------- \n" ;a�he "Exaustif" s1 ;a�he "Minimax" s2 ;a�he "Alpha-Beta" s3 ;a�he "Alpha-Beta-Gamma-Delta" s6 ; 540a�he "Alpha-Beta-Gamma-Delta2" s7 ;print string "\n") ; ; ;



302 CODE SOURCE OCAML(* MAIN *)let n = 20000 in (print string ("+---------------------------------------------------------------+\n\n") ;print string ("| STRUCTURE : "^mod2.name^"\r\t\t\t\t\t\t\t\t|\n\n") ;print string ("+---------------------------------------------------------------+\n") ;mod2.show() ;List.iter table [(mod2,3,3,n) ;(mod2,5,3,n) ;(mod2,7,3,n) ;(mod2,11,3,n) ;(mod2,15,3,n)℄ ; 550print string ("\n\t\t+------------------------------+\n") ;print string ("\t\t| LARGEUR Arbitraire |\n") ;print string ("\t\t+------------------------------+\n\n") ;(let n = n/5 in List.iter table [(mod2,3,0,n) ;(mod2,5,0,n) ;(mod2,7,0,n) ;(mod2,11,0,n) ;(mod2,15,0,n) ;(mod2,17,0,n)℄) ;print string ("+---------------------------------------------------------------+\n\n") ;print string ("| STRUCTURE : "^mod1.name^"\r\t\t\t\t\t\t\t\t|\n\n") ;print string ("+---------------------------------------------------------------+\n") ;mod1.show() ;print string ("\n\t\t+-------------------------------+\n") ;print string ("\t\t| LARGEUR 3 (Arbres ternaires) |\n") ; 560print string ("\t\t+-------------------------------+\n\n") ;List.iter table [(mod1,3,3,n)℄ ;List.iter table [(mod1,5,3,n) ;(mod1,7,3,n) ;(mod1,11,3,n) ;(mod1,15,3,n)℄ ;print string ("\n\t\t+------------------------------+\n") ;print string ("\t\t| LARGEUR 2 (Arbres binaires) |\n") ;print string ("\t\t+------------------------------+\n\n") ;List.iter table [(mod1,3,2,n)℄ ;List.iter table [(mod1,5,2,n) ;(mod1,7,2,n) ;(mod1,11,2,n) ;(mod1,15,2,n)℄ ;print string ("\n\t\t+------------------------------+\n") ;print string ("\t\t| LARGEUR Arbitraire |\n") ; 570print string ("\t\t+------------------------------+\n\n") ;(let n = n/5 in List.iter table [(mod1,3,0,n) ;(mod1,5,0,n) ;(mod1,7,0,n) ;(mod1,11,0,n) ;(mod1,15,0,n) ;(mod1,17,0,n)℄) ;print string ("+---------------------------------------------------------------+\n\n") ;print string ("| STRUCTURE : "^mod3.name^"\r\t\t\t\t\t\t\t\t|\n\n") ;print string ("+---------------------------------------------------------------+\n") ;mod3.show() ;print string ("\n\t\t+-------------------------------+\n") ;print string ("\t\t| LARGEUR 3 (Arbres ternaires) |\n") ;print string ("\t\t+-------------------------------+\n\n") ;List.iter table [(mod3,3,3,n)℄ ; 580List.iter table [(mod3,5,3,n) ;(mod3,7,3,n) ;(mod3,11,3,n) ;(mod3,15,3,n)℄ ;print string ("\n\t\t+------------------------------+\n") ;print string ("\t\t| LARGEUR 2 (Arbres binaires) |\n") ;print string ("\t\t+------------------------------+\n\n") ;List.iter table [(mod3,3,2,n)℄ ;List.iter table [(mod3,5,2,n) ;(mod3,7,2,n) ;(mod3,11,2,n) ;(mod3,15,2,n)℄ ;print string ("\n\t\t+------------------------------+\n") ;print string ("\t\t| LARGEUR Arbitraire |\n") ;print string ("\t\t+------------------------------+\n\n") ;(let n = n/5 in 590(List.iter table [(mod3,3,0,n) ;(mod3,5,0,n) ;(mod3,7,0,n) ;(mod3,11,0,n) ;(mod3,15,0,n) ;(mod3,17,0,n)℄) ;)
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