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Sur un marché financier, les agents souhaitent optimiser leur utilité de leur
consommation et/ou de leur richesse terminale. Pour cela, ils peuvent acheter et
vendre des actifs financiers. Les petites variations des prix de ces actifs peuvent étre
modélisées par un processus continu dirigé par un mouvement brownien. Merton
(1976) [44] et Jarrow et Rudd (1983) [29] ont montré que 'analyse de I’évolution
des prix révéle aussi des variations brutales et rares, qu’il est naturel de modéliser,
d’un point de vue probabiliste, par un processus ponctuel ou plus simplement par
un processus de Poisson, dont les sauts sont de taille constante et ont lieu a des
instants imprévisibles et rares.

On suppose que I'information minimale dont disposent les agents pour résoudre leur
probléme d’optimisation est celle obtenue par 1’observation du processus de ces prix.
Cependant, il semble clair que les agents sont informés de fagcon hétérogéne et re-
coivent un flux d’information qui leur est propre. Leur stratégie va naturellement
dépendre de cette information privée.

L’objectif de cette thése est d’étudier la réalisation d’'un équilibre dans un marché
ol les prix des actifs financiers sont discontinus et sur lequel les agents sont diffé-
remment informés.

Le probléme d’optimisation d’un petit investisseur (c’est-a-dire d’un agent finan-
cier sans information privée) a tout d’abord été résolu dans le cadre d’un marché
purement diffusif (dans le sens o les prix des actifs financiers sont dirigés par un
mouvement Brownien). Comme ouvrage de référence on peut citer Merton (1971)
[43] ou Karatzas, Lehoczky et Shreve (1987) [36].

Jeanblanc-Picqué et Pontier (1990) [30] ont étendu ces résultats pour un petit in-
vestisseur dans le cas d’un marché mixte (les prix des actifs sont dirigés par un
mouvement brownien et un processus de Poisson).

Karatzas et Pikovsky (1996) |38], Grorud et Pontier (1998) [25], Amendinger, Im-
keller et Schweizer (1998) [2] ont étudié, dans un marché purement diffusif, les pro-
blémes d’optimisation d’utilité pour un agent qui connait dés le début une fonction-
nelle des trajectoires du processus des prix (par exemple la valeur d’un actif & un
instant donné). Nous dirons alors que 'initié posséde une information forte initiale :
forte car il connait la fonctionnelle w par w, initiale car il posséde cette information
dés I'instant t = 0. La clé de cette modélisation est la théorie du grossissement initial
de filtration par une variable aléatoire, théorie qui fut développée par Jeulin (1980)
[31], dans une série de travaux du “Séminaire de Calcul Stochastique (1982/1983)”
de I’Université Paris VI, Jacod (1985) [28], Jeulin et Yor (1985) [32| puis par Féllmer
et Imkeller (1993) (21|, Amendinger et al. (1998) |2] et Amendinger (2000) [1].
Elliott et Jeanblanc (1999) |20] ont comparé, dans un marché mixte, les stratégies
d’un non-initié et d’un initié dont I'information privée consiste en la connaissance
du nombre total de sauts du processus de Poisson.

Le premier travail de cette thése fut donc de résoudre le probléme d’optimisation
de la consommation (chapitre 3) et/ou de la richesse terminale (chapitre 5) dans
le cadre général d’'un marché mixte avec un agent possédant une information forte
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initiale. Dans certains cas, ces trois situations donneront lieu & des résultats diffé-
rents. Pour cela, nous construisons une mesure de probabilité neutre au risque pour
cet initié, le marché est ainsi viable pour lui. L’existence d’un théoréme de repré-
sentation de martingale pour la filtration élargie implique que le marché est aussi
complet (cf. chapitre 2).

Une importante littérature sur I’équilibre avec asymétrie d’information fait inter-
venir un teneur de marché (ou market maker) qui organise les échanges sur le marché
en fixant les prix (équilibre concurrentiel). Le modéle de Kyle (1985) [40], repris par
Back (1992) |4] dans un cadre non linéaire, fait intervenir des agents (noise traders)
qui participent au marché pour des raisons de liquidité, indépendamment des prix
(ils ne sont donc pas stratégiques au sens d’une quelconque optimisation). Les noise
traders permettent a l'initié de dissimuler son information privée. Dans Glosten et
Milgrom (1985) [23], le teneur de marché fixe une fourchette (prix d’achat et prix de
vente) qui lui sert de couverture contre le risque de traiter avec un informé. Lasserre
(2003) [41] généralise ces modéles a un cadre multidimensionnel et & une plus large
classe de fonctions d’utilité, en utilisant de la théorie de grossissement de filtration.

Tout autre est le modéle d’équilibre que nous considérons dans cette thése : il s’agit
d’un équilibre en temps continu, par compétition directe entre les agents, c’est-a-dire
sans teneur de marché, qui sera défini en (4.0.7). Un premier courant de littérature
traite de I’existence d’un équilibre d’Arrow-Debreu, qui est un équilibre d’une éco-
nomie d’échange statique (voir par exemple l'article de Bewley (1972) [10]). Un
deuxiéme courant traite d’équilibre de Radner, qui est un équilibre dynamique, et
montre comment les prix des actifs sont déterminés par un tel équilibre. L’approche
usuelle est de ramener ce probléme dynamique d’existence d’un équilibre de Radner
en un probléme statique (équilibre d’Arrow-Debreu) en considérant les processus de
consommation en tant que suite de points d’un espace abstrait. Le probléme sta-
tique est résolu grace a un théoréme de point fixe. Un théoréme de représentation de
martingales permet alors d’en déduire une solution au probléme dynamique. L’idée
d’utiliser la théorie des martingales pour implémenter un équilibre d’Arrow-Debreu
en équilibre de Radner a été introduite par Duffie et Huang (1985) [18| dans un
modeéle ou les agents consomment seulement a la date 0 et & la date terminale, puis
généralisée par Duffie (1986) [19] & un modéle avec un flux continu de consommation.
Dana et Pontier (1992) [17] étudient la réalisation d’un équilibre d’ Arrow-Debreu et
montrent ’équivalence entre équilibre d’Arrow-Debreu et équilibre de Radner dans
le cas d’'un marché complet sans asymétrie d’information. Karatzas, Lehoczky et
Shreve (1990) [37] n’introduisent pas le concept d’équilibre d’Arrow-Debreu. Dans
un marché purement diffusif, sans asymétrie d’information, ils étudient ’existence
et 'unicité d’un équilibre de Radner, et caractérisent les stratégies optimales des
agents ainsi que les prix des actifs a I’équilibre. Ce modéle est étroitement lié a celui
de Chiarolla et Haussmann (2001) [15] dans lequel les agents optimisent aussi leur
loisir. Serrat (2001) [47] développe un modéle d’équilibre sur une économie d’échange
entre deux pays.
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La premiére partie de cette theése généralise ces résultats a un marché mixte sur
lequel les agents ont une information forte initiale. Les agents agissant pour optimi-
ser leur utilité comme dans le chapitre 3, nous recherchons une condition nécessaire
et suffisante pour que les marchés des consommations optimales s’équilibrent. La
différence essentielle avec un marché sans asymétrie d’information réside dans le fait
que les agents n’ont pas la méme probabilité neutre au risque ni la méme filtration.
Pour pouvoir exhiber un cadre général d’existence d’un tel équilibre (4.0.7) (valable
en particulier quelques soient les fonctions d’utilités des agents), nous faisons 1'hy-
pothése 3 d’indépendance des filtrations élargies des agents conditionnellement & la
filtration de leur information commune. Cette hypothése est cruciale et nous permet
notamment de montrer qu’a I’équilibre la probabilité neutre au risque de chaque
agent coincide avec la probabilité neutre au risque d’un agent représentatif (agent
ayant pour filtration celle de I'information commune) et que les agents ne se servent
que de la filtration de I'information commune pour élaborer leur stratégie optimale.
La filtration de I'information commune est directement observable par chaque agent,
cependant aucun d’entre eux ne peut la distinguer (du point de vue de son probléme
d’optimisation) de la filtration de leur information personnelle totale disponible. Le
fait que les agents peuvent ajuster leur stratégie par rapport a la filtration de I'infor-
mation commune signifie que le marché, a I’équilibre, révéle toutes les informations
pertinentes. Sous cette hypothése 3, nous établissons une condition nécessaire et suf-
fisante d’existence d’un équilibre. Dans un modéle sans monnaie, le taux d’intérét et
la probabilité neutre au risque de ’agent représentatif sont déterminés a 1’équilibre.
Dans un modéle avec monnaie (cf. chapitre 7), c’est le spot (le prix en monnaie
locale d’une unité de produit) qui est déterminé a I’équilibre.

Les résultats sur 1’équilibre de cette partie sont donc établis sous ’hypothése 3.
L’objectif des deux parties suivantes est de s’affranchir de cette hypothése, et de
considérer d’autres types d’information privée que 'information forte initiale. Pour
cela, nous allons nous placer dans le cadre d’utilité logarithmique et nous allons
avoir recours aux simulations.

La modélisation de I'information privée de I'initié par la connaissance, dés I'ins-
tant initial, de la réalisation d’une fonctionnelle des prix (information forte initiale)
est assez restrictive et parfois peu réaliste. Corcuera et al. (2004) [14] considérent,
dans un marché purement diffusif, un agent dont 'information privée est perturbée
par un bruit indépendant qui décroit au cours du temps. On parlera d’information
forte progressive : forte car il connait une fonctionnelle des prix perturbée w par
w, progressive car cette information devient de plus en plus précise. La clé de cette
modélisation est la théorie du grossissement progressif de filtration. Dans le chapitre
9 de cette thése, nous construisons, dans le cadre d’un marché mixte, une probabilité
neutre au risque pour un initié ayant une information forte progressive. Bien que le
marché soit donc viable pour un tel agent, il n’est cependant pas complet, ce qui ne
nous permet de résoudre le probléme d’optimisation d’un tel agent que lorsque nous
savons exhiber un portefeuille (par exemple dans le cas d’une utilité logarithmique).
Un peu a la maniére de Particle de Jouini et Napp (2003) [33] ot les agents possédent
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une probabilité subjective (c¢’est-a-dire ils assignent la probabilité de réalisation d’un
événement selon leur propre croyance), Baudoin (2002) [5] introduit la notion d’in-
formation faible. Un agent faiblement informé anticipe la loi d’une variable aléatoire
qui sera réalisée a une date ultérieure. Baudoin montre I’existence d’une mesure de
probabilité, qu’il appelle minimale, sous laquelle la loi de la variable aléatoire sera
effectivement celle anticipée. D’un point de vue mathématique, 'information privée
de D’initié n’est plus exprimée par une augmentation de filtration (& la différence
d’une information forte, initiale ou progressive) mais par une mesure de probabilité
différente assignée a cet agent. Dans le chapitre 10 de cette thése, nous résolvons,
dans le cadre général d’un marché mixte, le probléme d’optimisation d'un agent
faiblement informé. Le marché est viable et complet pour un tel agent car il n’a a sa
disposition que la filtration de 'information obtenue par I'observation du processus
des prix.

La derniére partie de la thése de Lasserre (2003) [41] traite d’un équilibre, au sens
de Kyle, avec un agent faiblement informé et un noise trader. Un équilibre est alors
un processus des prix, fixé par le teneur de marché, et une stratégie optimale pour
I’agent initié.

Dans le chapitre 11 de cette thése, nous avons regardé la formation d’un équilibre
avec plusieurs agents initiés, ayant des informations différentes (information forte
initiale ou progressive, ou information faible) et des problémes d’optimisation diffé-
rents. Nous avons plus particuliérement regardé, pour des fonctions d’utilité loga-
rithmiques, sous quelles conditions les marchés des titres s’équilibrent (c’est-a-dire
la somme des portefeuilles des agents est nulle, cf. définition (11.2)). Nous établis-
sons une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un tel équilibre (11.2). Cette
condition établit une relation entre les différentes densités de probabilité des agents
(probabilité neutre au risque pour une information forte, probabilité minimale pour
une information faible) alors que dans la premiére partie de cette thése, existence
d’un équilibre, sous I’hypothése 3, déterminait le taux d’intérét ainsi que la proba-
bilité neutre au risque de ’agent représentatif. Cette relation entre les différentes
densités de probabilité va nous permettre, dans la derniére partie de cette thése, de
simuler des équilibres, d'une part pour lesquels I’hypothése 3 n’est pas vérifiée, et
d’autre part pour des agents ayant des informations privées autres qu’une informa-
tion forte initiale. Nous finissons cette partie en remarquant que plus un agent est
informé sur le marché, plus il doit rester discret et investir peu sur ce marché, afin
qu’un équilibre puisse exister.

Dans la derniére partie de cette thése, nous avons tout d’abord simulé (chapitre
12), avec le logiciel Matlab, les stratégies (consommations, richesses et portefeuilles
optimaux) d’agents initiés, pour différentes informations privées et différents pro-
blémes d’optimisation. Nous avons plus particuliérement regardé leurs différences
avec la stratégie optimale d’un non-initié. Dans le cas ou l'initié sait si la valeur
d’un actif a 'instant terminal sera ou non dans une certaine fourchette, nous expli-
citons la différence de portefeuille entre cet initié et un non-initié, pour un marché
purement diffusif et un marché mixte. Un travail similaire est réalisé dans le cas ou
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I’initié connait le ratio a l'instant terminal de deux actifs. Nous avons aussi comparé
la stratégie optimale entre les trois types d’informations privées (information forte
initiale et progressive, information faible), chacune de ces informations étant une
variante de la valeur a I’instant terminal de la premiére composante du mouvement
brownien. Les simulations mettent en évidence que plus I'information privée de I'ini-
tié est précise, plus son gain est important.

Ayant simulé les stratégies d’un initié pour différents exemples d’information privée,
nous nous en servons dans le chapitre 13 pour simuler la formation d’équilibre (dé-
fini par (11.2)), sans avoir besoin de ’hypothése 3 et en considérant différents types
d’informations privées. Nous visualisons ici que pour qu’'un équilibre puisse exister,
les agents ayant une information importante doivent avoir un petit poids dans le
marché (comparativement aux autres agents). Ainsi dans le paragraphe 13.2, nous
estimons le montant maximal que peut investir un initié dans le marché sans empé-
cher un équilibre d’avoir lieu.
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Chapitre 1

Le marché

Soit W un mouvement brownien réel m-dimensionnel sur son espace de pro-
babilité canonique (QY,F} := (F}" )icjor], P) et N un processus de Poisson n-
dimensionnel sur son espace de probabilité canonique (QV,FY = (F)sepo,r), PV),
d’intensité x(t), positive, FY-prévisible vérifiant Epn| fOT k(t)dt] < +o0. Ainsi, d’apreés
Brémaud théoréme 8 p. 27 [13], le processus M(t) := N(t) — fot k(s)ds est une
(FY,PY)-martingale, appelé processus compensé du processus de Poisson N.

Soit (Q, Fr,P) := (QW x QN FIV @ FY, P" @ PV) I'espace produit.
Soit A une tribu de ’ensemble 2. On note d = m + n.

Propriété 1.0.1 W et N sont des processus indépendants.

Preuve:

Cette propriété provient du fait que W étant un processus continu et N un processus
a saut pur, leur crochet est nul.

Soit X une variable aléatoire bornée mesurable pour la tribu terminale du Brownien.
Par le théoréme de représentation pour la filtration brownienne, il existe un processus
Y tel que

X = Bpw(X) + /0 (s)dIV (s).

De méme, soit Y une variable aléatoire bornée mesurable pour la tribu terminale du
processus de Poisson. Par le théoréme de représentation pour la filtration poisson-
nienne, il existe un processus ¢ tel que

Y =Epn(Y) + /0 B(s)dM (s).
Par la formule de Ito,
XY = Epw (X)Epn(Y) + /0 Y (s)y(s)dW (s) + /0 X(s)p(s)dM(s).

Puisque fOT Y (s)ip(s)dW (s) et fOTX(S)qS(S)dM(s) sont des martingales locales bor-
nées, ce sont des martingales, leur espérance est nulle. Par suite

Ep(XY) = Ep(X)Ep(Y). =

19
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On considére un marché financier avec K agents. D’aprés Duffie, Huang [18] et
Harrison, Kreps [26], pour avoir un marché complet et sans arbitrage, le nombre
d’actifs risqués doit étre égal au nombre de sources indépendantes d’incertitude.
C’est pourquoi on considére un marché avec d actifs risqués.

Chaque agent peut investir dans d + 1 actifs financiers, dont les prix, exprimés
en unité de produits, sont gouvernés par les équations différentielles stochastiques
suivantes :

Py(t) = Py(0) exp(/0 r(s)ds) (1.1)

dP;(t) = Pyt dt+z% dW*, N)5®)],  i=1,..,d. (1.2)

X™ est le vecteur transposé du vecteur colonne X. Les processus r et b sont supposés
bornés sur [0, 7] x Q et Fp-prévisibles. On suppose b fonctionnelle de Lipschitz.

o est un processus d X d-matriciel non dégénéré (cf définition (4.6) p. 88 de [37]),
fonctionnelle de Lipschitz et Fp-prévisible. Nous supposons de plus que o;;(t) > —1
Vm+1<j<d V1<i<detVte]|0T)] Ainsi I’équation (1.2) a une unique
solution forte

Pi(t) = P;i(0)exp (/0 bi(s)ds + Z(Oij(s)de(s) - %O’%(S)dS))

H H 14 0j(s)dNj—m(s))

0<s<t j=m+1

et les prix P;, 1 = 1,---,d sont des processus strictement positifs. De plus, d’aprés
Protter [45], F7 coincide avec la filtration engendrée par les prix. Les prix étant
exprimés en unités de produit, ce modéle s’appelle un modéle sans monnaie. Nous
verrons dans le chapitre 7 ce qui change si nous considérons un modéle avec mon-
naie, c’est-a-dire si les prix sont exprimés en monnaie locale.

On suppose que chaque agent a sa propre source d’information, représentée par
la filtration HY := (H})iep,r;- On introduit, pour tout k = 1,---, K, la filtration
Gk = (G )iepory de I 1nformat10n disponible pour le k®™¢ agent

GF=FVH, 0<t<T

En d’autres termes, chaque agent a & sa disposition toutes les informations concer-
nant le marché jusqu’au temps ¢, plus sa propre information qu’il ne révéle pas aux
autres agents.

L’agent k a une richesse initiale X;(0) a 'instant ¢t = 0, X;(0) € L'(GF), et sa propre
ressource. Sa vitesse de ressource €, exprimeée en unité de produit, est un processus
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positif uniformément borné et G%-adapté. On pose

e(t) == Z ex(1).

k=1

L’agent k est libre de choisir une vitesse de consommation ¢, processus positif, et un
portefeuille 7, processus a valeurs dans R?. m;;() représente la quantité investie par
'agent k & I'instant ¢ dans le ™€ stock (i = 1,---,d) : T (t) = Or; () Ps() ol Op;(2)
est le nombre d’unités du *™ stock que posséde Pagent k a instant ¢ (1 =0, - -, d).
L’agent k doit choisir le processus c, GA-adapté et les processus Ori,i=0,---,d, GE-

prévisibles et vérifiant I’hypothése d’intégrabilité : fo ek (t) + ||o* ()m(t)||*)dt < oo
PP presque stirement.
La richesse de 'agent k a l'instant ¢ est

Xy (t) = Oko(2) Zﬂm :Zeki(t)P 3

On suppose que la stratégie est autofinangante, c’est-a-dire que

dX,(t) Zo,m H)dP;(t) + (ex(t) — cx(t))dt.

Par suite, la richesse de I'agent k satisfait ’équation
dXi(t) = Oro(t)Py(t)r(t)dt + Z Ori(t) t)dt
d
+ ) ()P (Zow d(W*, N*)5(t )) + (ex(t) — cx(t)) dt.
i=1

Puisque X (t) = Oko(t) Po(t) + 320, mri(t), X est solution de Péquation différentielle
stochastique

dXp(t) = (Xp(t)r(t) + ex(t) — cult dt+Z7rm —r(t))dt
+ Zm(t—) (Z oij(t)d(W*,N*);(t))

avec pour condition initiale Xj(0). On note 3(¢) := (Py(t)) ! . Par suite la richesse
actualisée s’écrit :

BH)Xe(t) = BO)Xk(0) + / B(s)(ex(s) — cx(s))ds
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+ /OZﬁ(s)ﬂ'ki(s)(bi(s)_T(S))ds (1.3)
+ /025 8)mri(s (ZUU d(W*, N*)j(s )>

Remarque: Pour une filtration élargie (G%,P), on n’est plus assuré que le processus
(W*, N*) soit une semi-martingale, donc 1’équation de la richesse (1.3) n’a a priori
pas de sens stochastique. Nous ajouterons dans la premiére partie (respectivement
dans le chapitre 9) une condition suffisante sous laquelle I’équation de la richesse
(1.3) a un sens stochastique pour un agent ayant une information forte initiale (res-
pectivement progressive).

Définition 1.0.2 Une stratégie Gh-admissible pour le k™ agent est un couple

(mk, cx) (portefeuille, consommation) tel que i est G-adapté, O; = 1_1,”, 1=0,---,d,

sont Gk.-prévisibles et vérifient fOT(ck(t) +||o* ()7 (2)]]?)dt < oo P presque sdirement
et tel que la richesse correspondante Xy, est minorée et Xy (T) > 0 P presque sire-
ment.

Ainsi, on limite les déficits autorisés aux agents et on demande & ce qu’il n’y ait pas de
banqueroute a 'instant terminal 7'. Le k*™¢ agent choisit sa statégie afin d’optimiser
sa consommation (et/ou sa richesse terminale), ou plus exactement l'utilité de sa
consommation (et/ou sa richesse terminale).

Définition 1.0.3 Une fonction Uy : (t,c) — Ui(t,c) est une fonction d’utilité si
(i) Uk : [0, T]x]0, +00[— R est continue.

(i) ¥t € [0,T], Ux(t,-) est strictement croissante et stmctement concave.

(#ii) Les dérivées partielles %Uk, %Uk, BtacUk’ 32 Uk, 33 Uk existent et sont conti-
nues sur [0, T]x]0, +o0].

(iv) ¥t € [0,T], ZUy satisfait :

0 .0
%Uk(t, +OO) = CB—I—moo &Uk(t, C) =0

%, 9]
a—Uk(t 0) = lmé acUk(t c) = +00

Vt € [0,T], on note I;(t,-) la fonction réciproque de I’application strictement dé-
croissante 2-Uy(t, ).

Exemples
Les fonctions U(t,c) = e~ Inc (avec v > 0), U(t, ¢) = — exp(—ac) (o > 0) ou bien
Ult,c) = —c” (p #0,p < 1), pour t € [0,T] et ¢ €]0,+oc[ vérifient les hypothéses

(i) & (iv).
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Nous introduisons quelques notations :

el,=(1,---,1)* e R".

e Si vy et vy sont deux vecteurs de méme dimension d, je note vi.vy le vecteur
dont les composantes est le produit des composantes, c¢’est-a-dire (vy.v2); = v1,4.02,
i=1,---.d.

e £ est I'exponentielle de Doléans.

On introduit
O(t) := m premiéres lignes de [(o(t)) " (b(t) — r(t)14)] (1.4)
et le processus n dimensionnel ¢ tel que

q(t).5(t) == n derniéres lignes de [—(co(t)) ™ (b(t) — r(t)1,)]. (1.5)

On suppose que ¢ est un processus a coordonnées strictement positives.

Remarque: Puisque l'intensité x du processus de Poisson est strictement positive, g
est un processus a coordonnées strictement positives si et seulement si les n derniéres
coordonnées de (o (t))~'(b(t) — r(t)I4) sont strictement négatives. Ceci correspond a
I'hypothése (1.6) de [30] (avec m = n = 1). M. Jeanblanc et M. Pontier montrent
dans [30] que si cette hypothése n’est pas vérifiée, il peut exister des opportunités
d’arbitrage (le marché n’est pas viable) et exhibent dans un modéle trés simple une
telle stratégie d’arbitrage (cf. remarque page 289 [30]).

Définition 1.0.4

W(t) =W (t) + /tG(s)ds, t €1[0,7]. (1.6)
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Premiére partie

Information forte initiale
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Dans cette partie, nous supposons que I’agent k connait dés le début (¢ = 0)

une fonctionnelle L, des trajectoires du processus des prix. On dit qu’il posséde
une information forte (car il connait la fonctionnelle w par w) initiale (car il a cette
information dés I'instant ¢ = 0). Cet initié a alors a sa disposition la filtration élargie
initialement (GF = F; Vo (L), 0 <t < T) alors qu'un non-initié n’a a sa disposition
que la filtration (F; 0 <t < T) engendrée par le processus des prix des actifs.
Dans un premier temps, nous construisons dans le chapitre 2 une probabilité neutre
au risque pour cet agent, notée Pk, L’existence de cette probabilité neutre au risque
implique que le marché est viglale pour cet initié¢ muni de la filtration G% et de la
probabilité neutre au risque P*. De plus, il est aussi comEI\et car nous montrons
I'existence d'un théoréme de représentation pour les (G PF)-martingales locales.
Ainsi, nous pouvons résoudre en toute généralité le probléme d’optimisation de sa
consommation dans le chapitre 3, ainsi que de sa consommation et de sa richesse
terminale dans le chapitre 5. Bien que ces situations sont traitées de maniére simi-
laire pour résoudre le probléme d’optimisation de chaque agent, elles donneront lieu
a des résultats différents pour certains résultats d’équilibre. Nous résolvons quelques
exemples et exhibons le portefeuille optimal dans le cas d’une utilité logarithmique
ou isoélastique.
Dans un deuxiéme temps, nous donnons une condition nécessaire et suffisante d’exis-
tence d’un équilibre entre des agents ayant différentes informations fortes initiales,
optimisant leur consommation (chapitre 4), ou leur consommation et leur richesse
terminale (chapitre 6). Notre condition d’équilibre porte sur les consommations. La
différence essentielle avec un marché sans asymétrie d’information est que les agents
n’ont a priori pas la méme probabilité neutre au risque ni la méme filtration; la
remarque suivant la proposition 4.2.2 détaille ces différences. Pour pouvoir exhiber
un cadre général d’existence d’un tel équilibre (valable en particulier quelque soient
les fonctions d’utilité des agents), nous faisons ’hypothése 3 d’indépendance des
filtrations élargies des agents conditionnellement & la filtration de leur information
commune. Cette hypothése est cruciale et nous permet notamment de montrer que
toutes les informations pertinentes sont connues par chaque agent a 1’équilibre. En
particulier a I’équilibre la probabilité neutre au risque de chaque agent coincide avec
la probabilité neutre au risque de ’agent représentatif et les agents ne se servent
que de la filtration de 'information commune pour élaborer leur stratégie optimale.
Dans un marché avec asymétrie d’information, les poids des agents ne sont plus des
constantes mais des variables aléatoires, dont nous devons montrer la mesurabilité.
De plus, il n’est plus aussi immeédiat que le fait que le marché des consommations
s’équilibre implique que le marché des titres s’équilibre aussi, et ce résultat ne reste
vrai que dans le cadre ou les agents optimisent leur consommation seulement. Enfin
nous résolvons explicitement quelques exemples d’équilibre : dans le cas ou tous les
agents ont la méme fonction d’utilité isoélastique ou logarithmique, leur stratégie
optimale consiste & consommer une fraction de la ressource totale disponible sur le
marché, cette fraction étant le poids de I’agent dans le marché.
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Dans les modéles d’équilibre avec un teneur de marché, ce dernier observe la demande
totale des agents et fixe les prix de facon concurrentielle. Dans notre modéle sans
monnaie (c’est-a-dire les prix sont exprimés en unités de produit), les prix des actifs
financiers sont endogénes et sont partiellement déterminés a 1’équilibre : le taux
d’intérét r et la prime de risque o~'(b — r1;) sont déterminés (mais pas b et o~
séparément). Dans notre modéle avec monnaie du chapitre 7 (c’est-a-dire les prix
sont exprimés en monnaie locale), ils sont exogénes et c’est le prix en monnaie locale
d’une unité de produit (le spot) qui est déterminé a I’équilibre. Ainsi le modéle avec
monnaie permet de relacher certaines hypothéses sur les processus de ressource et
les fonctions d’utilité.

Dans le chapitre 8, nous étendons le modéle précédent a une situation avec dividendes
et actif productif, ou les agents optimisent la consommation & la fois de leurs biens
et de leur loisir. Nous décrivons ce modéle et définissons I’équilibre. Nous donnons
une condition nécessaire et suffisante d’un tel équilibre puis nous résolvons deux
exemples explicitement.

Les résultats sur 1’équilibre de cette partie sont donc établis sous ’hypothése 3.
Sans elle nous ne savons pas exhiber de cadre géneral d’existence d’équilibre dans
un marché avec asymétrie d’information, mais nous pouvons nous en affranchir pour
certains cas particuliers d’utilité (utilité logarithmique). C’est I’objet de la fin de la
deuxiéme partie ainsi que de la troisiéme partie.



Chapitre 2

Viabilité et complétude du marché

Soit A une tribu contenant la tribu Fy.

Hypothése 1 Vt € [0, T],HF = o(Ly) ou Ly est une variable aléatoire A-mesurable
@ valeurs dans un espace polonais (Ey, &) (i.e. l'agent k recoit son information sup-
plémentaire immédiatement et seulement au temps t = 0) et de plus Ly vérifie
Uhypothése :

Il existe une mesure de probabilité Q* équivalente o P sous laquelle YVt € [0, T],

F est indépendante de o(Lyg).

Remargue: 11 n’y a pas unicité de la mesure de probabilité Q“* mais on peut en
construire une qui coincide avec P sur Fr, c’est toujours celle-ci qui sera utilisée
dans la suite.

D’aprés A.Grorud et M.Pontier [25], ’hypothése 1 précédente est équivalente a 1'hy-
pothése (2.1) de [1] :
P(Ly € .|F)(w) ~ P(Lg € .) pour tout t € [0,T] et pour P presque tout w € €.

Théoréme 2.0.5 Si I’hypothése 1 est vérifiée, alors Vp € [0, 00|
H{py (P, Fr) = H, oy (Q, Fr) C H[, (Q%, GF)

M(loc) (P, FT) = M(loc) (QLk ’ FT) - M(loc) (QLk ’ G%)

De plus, tout (P, Fr)-mouvement brownien m-dimensionnel est un (QF* , GX.)-mouvement
brownien m-dimensionnel et tout (P, Fr)-processus de Poisson n-dimensionnel d’in-
tensité k est un (QF+, GX)-processus de Poisson de méme dimension et de méme
intensité.

Preuve:

Puisque P = Q sur (2, Fr), les égalités Hfloc) (P,Fr) = Hfloc) (Q%,Fr) et
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M ioc) (P,Fr) = M i0c) (QLk , Fr) sont immédiates.

lére étape
Montrons que M (P, Fr) C M(Q",GX).
Soit M € M(]P, FT)

(i). Vt € [0, T], M; est Fi-mesurable donc GF-mesurable car F, C GF.

(ii). V¢ € [0,T], [ |M;]dQ" = [ |M|dP < oo car P = Q" sur (Q, Fr) et
M e M(P,Fr).

(iii). Soient 0 < s <t < T. Soit A € G* de la forme A = A; N {L; € B} avec
A, € Fyet Be &, . Alors

/ MTadQb = / My Lz e dQ% = / MLy, dQb / I1,c Q>

car les tribus Fr et o(Ly) sont indépendantes sous Q. Puisque P = Q"* sur (2, Fr)
et M € M(P,Fr) on obtient en conditionnant par rapport a F;

/ MT 4, dQM = / MI,,dP = / M, dP.

En réutilisant & nouveau I'indépendance des tribus Fr et o(Ly) sous Q“* on aboutit

/ M;I4dQ" = / M4 I,ecpydQ™ = / M,IdQ".
Par conséquent, par un argument de classe monotone,
Equ, [My|GF] = M.
(7), (1), (4ii) prouvent que M € M(QL+ GX).

2éme étape

Puisque les Fr-temps d’arrét sont aussi des GX-temps d’arrét et P = QF* sur (Q, Fr),
toute suite de temps d’arrét localisant un processus L par rapport a (P, Fr) localise
aussi L par rapport a (Q%F, GX). Par suite

HD, (P, Fr) C HE,  (QF, G)
Mo (B, Fr) C Mioe) (Q**, GT.).

3éme étape

Soit W un (P, Fr)-mouvement brownien m-dimensionnel. Alors W est une (P, Frr)-
martingale locale continue donc W est une (QY, GX)-martingale locale continue.
D’autre part, la variation quadratique d’un processus continu ne dépend pas de la
filtration, donc < W >§QL’C’GI%)=< w >§P’FT)= tl,,. Par suite, par le théoréme de
Lévy, W est un (QF*, GX)-mouvement brownien.
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4éme étape
Yu € R*, Vs > 0, Vs’ €]s,s + 1] :

B [NV GH) = B, [Bgp [ (Movem MMV £, v (1) 6F].
Par indépendance de Fr et o(Ly) sous Q“* | on obtient :

E@Lk [eiu.(NHs—Ns) ‘gf] — E@Lk [eiu.(Ns/7Ns)EP[eiu.(Nt+stsf) ‘]_‘s,] ‘gﬂ
s+t
_ exp[(ei” B 1) / ’%dv]EQLk [ezu.(Ns/—Ns)|gf]

d’ou le résultat d’aprés la définition D1 page 21 de [13]. O

De plus, d’apreés la proposition 3.3 page 105 de Amendinger [1], ’hypothése 1 assure
la continuité & droite de la filtration G%.

On va appliquer les résultats de Amendinger [1] avec S = (W*, M*)* et Ly jouant
le role de G. S € HE (P, Fr).

loc
Puisque (Q, Fr,P) := (Q" x QM FV @ FY PV @ PV), on a un théoréme de repré-
sentation de martingales sur (Q, Fr, P) (d’aprés Protter [45] Théoréme 42 p. 155 et
corollaire 2 p. 156, et Brémaud [13] Théoréme 10 p. 67). Ainsi, I’hypothése (4.1) de
Amendinger [1] est vérifiée (c’est-a-dire toute (Fr, P)-martingale peut étre représen-
tée relativement au processus S). Le théoréme (4.2) de [1] donne alors un théoréme
de représentation de martingales sur (2, G&, Q*), i.e.

Théoréme 2.0.6 VK € M;,.(Q, Gk, QF), 3y € L} (S, GE, Q) tel que

loc

K(t) = K(0) + /0 W ()dS(s)

oi S = (W*, M*)*.

2.1 Théoréme de représentation pour les (G P)-
martingales locales

Par hypothése, Q* est équivalente & P, on note Z;, le processus densité de P par
rapport & QU+, i.e.

dpP
Vi e [OaT]: Zk(t) = EQLk [@‘gf]

Zy, est une (G, Q'*)-martingale strictement positive, donc on peut écrire

dZy(t) = Zy(t7)[Ze(t7)] " dZy(2).
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[Z,(t )] 1dZi(t) est une (G% QF*)-martingale locale, on lui applique le théoréme
2.0.6. Par suite, il existe des processus GX.-prévisibles p¥ et ph tels que

dZ(t) = Zx(t7)[p1" (£)dW (1) + (p5(t) — In)"dM (2)],

(I, étant, rappelons le, le vecteur de R" de coordonnées toutes égales a 1). Puisque Z,
est une exponentielle de Doléans strictement positive, p& est un processus vectoriel
a coordonnées strictement positives (ceci est une conséquence de la proposition 1.5
p-179 de Lépingle et Mémin (1978) [42]).

Exemple 2.1.1

Généralisation de 1’exemple 3 p. 1103 de I. Karatzas et I. Pikovsky (1996) [38] avec
des sauts.

L, est la variable aléatoire m-dimensionnelle

avec 0; € [0,1] et B = (B;,i = 1,---,m) est un bruit blanc de variables aléatoires
indépendantes de loi N (0, 1) et indépendantes de Fr. Alors ps = I, et

ke _ (0 (Li)i — 6:iWi(t))
A0=(Grhrtoar),, ‘€T

|

Remarque: L’hypothése 1 page 29 est restrictive car elle n’est pas satisfaite si Ly est
Fr-mesurable. Dans ce cas, il y a des possibilités d’arbitrage pour ’agent informé
(cf. Elliott and Jeanblanc (1999) [20]).

Soit A une (G, P)-martingale locale. Par le théoréme de Girsanov,

)= 40 = [ zuodia 7)o

est une (Gk, Q*)-martingale locale, on lui applique le théoréme 2.0.6 : il existe des
processus GA.-prévisibles v, et v, tels que

dAk(t) = 71 (0)dW (t) + 73 ()dM ().
Par le théoréme de Girsanov,

1

AA() = dAk(t) = s

d[Ag, Zy)(t).

Ainsi

Zy(t7)

dA(t) = 71 (£)dW (t) + 5 (£)dM (t) — 5 () pf (¢)dt — 7.0

(3 (1).(p5(8) — In)"1AN (2).
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Or s'il existe j € [0,7n] et ¢ tels que dN;(t) # 0, on a Zi(t) = Zp(t~)ph ;(t) d’on

72 (t)dM (t) — szk(ft_)) Sy Y2 (065 ,(t) — 1)dN;(1)]

= Zn:’Yz,j(t)[de(t)—de(t)"' k1 dN;(t)]

P2, (t)

> 250w 0) - w16t o)1

Par suite, en posant v, ,(t) = %, nous obtenons
2

dA(t) = N (O)[dW (1) — pE(t)dt] + " ($)[dN (1) — (k.p5)(t)dH].
On définit
AW*(t) == dW (t) — pF(t)dt
et
dM*(t) := dN(t) — (r.p5)(t)dt.

W* est une (G%, P)-martingale locale par le théoréme de Girsanov ;
d(W;, W;)(s) = d(WF,W})(s) = é;;ds donc par le théoréme de Lévy, W* est un
(G%, P)-mouvement brownien.

MPF est le processus compensé d’un (G%, P)-processus de Poisson d’intensité (k.pf)
(Brémaud Théoréme 3 p. 166 [13]) car p¥ est & coordonnées strictement positives.
On a donc démontré le résultat suivant :

Proposition 2.1.2 Sous [’hypothése 1
VA € MlOC(Q7 Glic“a P)a Eh/ S Llloc(Ska Glic“aIP) tel que

¢ -
A() = 40) + [ 7(5)d5Hs)
0
ot Sk = (W**, M*)* est une (G, P)-martingale locale.

Remarque: En particulier, sous hypothése 1, (W*, M*) est une (G, P)-semi mar-
tingale et I’équation de la richesse (1.3) a donc un sens stochastique.

2.2 Probabilité neutre au risque pour agent &

On définit
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Définition 2.2.1

Y, =€ </0 (—(@ + o8)* (5)dWE(s) + (pq,;(‘?) - In)* dﬁk(s)» .

avec, rappelons le, ©(t) := les m 1éres lignes de (a(t)) " (b(t) — r(t)14)

et le processus vectoriel g, de dimension n, tel que :

q(t).k(t) = les n derniéres lignes de —( ()7L(b(t) — r(t)1y).

Yy = E(Cy) avec Ci(t) = [(=(© + ph)*(s)dW*(s) + [Lh — L]*dM*(s)) et € est

k(s
'exponentielle de Doléans. Puisque ACy, > —1, Y}, est une (GX, P)-martingale locale
strictement positive. D’aprés Lépingle et Mémin, théoréme 3.1 p. 185 [42], Y} est
une (G, P)-martingale si

Fe [exp(5(C5, Ci)r + 301+ ACK(3)) In(1 + ACK(s)) — AC(9))| < +oo. (21)

s<T

Nous faisons I’hypothése suivante

Hypothése 2 Y} est une (G, P)-martingale.

Sous cette hypothése 2, nous définissons la mesure de probabilité P* sur Gk par :
Pk (A) := Ep[Yi(T)1 4], Aegh

W(t) = )+ [, O(s)ds = WE(t) + [7(8 + pk)(s)ds est un (Gl},ﬁ)—mouvement
brownien (par les theoremes de Glrsanov et de Lévy) et

M) = N{)-— /0 o()k(s)ds
— M)+ / o () (s)ds — / ¢(s)w(s)ds
= M)+ / P5(5) — a(s)]n(s)ds

est le processus compensé d’un (G, @)-processus de Poisson d’intensité (¢.x) (d’aprés
Brémaud Théoréme 3 p. 166 [13]).

On note S := (W*, J/W\*)* On remarque que le processus S ne dépend pas de k, c’est
le méme pour chaque agent. Par suite I’équation (1.3) de la richesse devient

B)X,(t) = /ﬁ (ex(5) — ca(s ds—i—/ﬁ sy (s™)o(5)dS(s)
/5 $)m(s)[(b(s) — r(s)1a) — o (s)(a(s)) " (b(s) — 7(s)1a)]ds
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soit
B(t) Xk(?) =ﬂ(0)Xk(0)+/0 ﬁ(S)(ek(S)—ck(S))der/o B(s)mi(s )o(s)dS(s). (2.2)

De plus, sous cette probabilité P* , les prix actualisés 3(t)P;(t), ¢ = 1,---,d, sont
des G%-martingales locales. En effet,

d(B)Pi(t)) = (B P))(b:(2) — r(2))dt + Z 045 (£)dW;(t) + Z 045 (t)dN;m(t)]
ce qui donne par définition de S et aprés simplification :
A(F(EPA1) = (B)P(1) D _ oy (1)dS; (7)

Ainsi, P¥ = Y;P est une probabilité neutre au risque pour ’agent k. On pose

CG(t) = BO)Ye(t), €0, T]. (2.3)

ou [ est le coeflicient d’actualisation.
Lemme 2.2.2
k
A0 = VOO0 avee = (04 A) (2 - 1)),

Preuve:
On pose N (t) := (Yi(¢)) ! Puisque

V(D) = Vi) (O + o) ()l (1) + (52(3) — L) dbT ()

Ne(t) = 1 + [y Ne(s)(© + pb) (5)dW(s) — [§ Nu(s7)[45 — L] dM*(s)
+ fy Nls) ®+p1)()(®+p1)( )ds

+ ZO<s<tNk() Ni(s7) + Ni(s ) q (s)
=1 + fo Ni(s @+P1) (S)d ()+ZO<S<tNk() Ni(s7)
+ Jo Ne(9) 55 — Il (.05) (s)ds
Or Ni(s) — Ni(s7) = Ny(s )("2@ — I,)*dN(s). Par suite

a(s)

Ny(f) = 1+ / Ni(5)(©-+ )" (s)dTT () / N (’;2((8)) 1) AN (s)— w(s)a(s)ds]

dNk(t) = Ne(t)[(© + pb)* (1)dW (¢) + (q((t)) 2 dM (1))

ANp(t) = Np(t)E()dS(t)  avec [ := ((@ +p¥)" ,(%g — ]n)*> i
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2.3 Théoréme de représentation pour les (G’%,@)-
martingales locales

Théoréme 2.3.1 On se place sous les hypotheses 1et?2.
SZ A € MZOC(Q gT’IPk) E*w € Lloc(S GI’IC"’IPk) tel que

t ~~
*(s)dS
+ / ¥ ()a3(s)
Preuve:

Soit A € Miee(9, GE, @) Par le théoréme de Girsanov, on lui associe A une (G%, P)-
martingale locale telle que

A = A0) = [ A i)

car Pk = Y, P. On applique la proposition 2.1.2 4 A : 3y € L} (Sk, Gk P) tel que

loc

t —_
A(t) = A(0) + / +*(5)dSH(s).
0
Si on note y; les m léres composantes de 7y et v, les n derniéres, on a
dA(t) = 7} (£)AWE(E) + 75 (£)dME(t).

D’autre part,

AYi(t) = Vel (O + by O (0) + (N — 1,y adT¥ (o).

P5(t)
Par Ito,
dA(t) = 7; (£)[dWE(E) + (© + pf)* (t)dt]
n g(t)
k P’;,j(t)
+ 72,4 (OAN; (8) = k() py (B dt — = 7—dN;(?)]
j=1 P’Qij ()

dA(t) = (AW (1) + 7 (dM () avec  py= ol

Remarque: Sur un modéle de marché financier semblable au notre, Axel Grorud,
dans son papier [24], construit une probabilité neutre au risque pour l'agent initié
a partir de la probabilité Q"¢ , alors que nous l’avons construite a partir de la pro-
babilité de départ P. Ainsi, notre construction est un peu plus longue que la sienne,
le paragraphe 2.1 étant en plus. Nous avons choisi cette construction pour deux
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raisons. Tout d’abord, pour résoudre son probléme d’optimisation (cf. chapitre 3),
’agent initié doit optimiser 'espérance sous P de l'utilité de sa consommation (cf.
définition (3.3)), sous la contrainte budgétaire (3.1) qui fait intervenir une espérance

—~

sous PP, Il nous est donc paru naturel d’exprimer P* en fonction de P. D’autre part,
notre étude sur I’équilibre va nous amener a établir des relations entre les probabi-
lités neutres au risque des initiés. Ce travail sera rendu plus lisible si ’on exprime
ces probabilités a partir d’'une probabilité commune.
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Chapitre 3

Optimisation de la consommation de
chaque agent

Dans ce chapitre, on fixe £k = 1,---, K. Soit Uy une fonction d’utilité. Par dé-
finition, V¢ € [0, T], sa dérivée partielle par rapport a ¢ est inversible, on note son
inverse Iy (t,-) .

Proposition 3.0.2 On suppose que les hypothéses 1 et 2 sont satisfaites. Soit
X (0) dans L*(GE). Si (mk, ck) est une stratégie Gh-admissible pour lagent k, alors

EP[/O Cr(5)(cr(s) — ex(s))ds|Gg] < B(0)X(0). (3-1)

Réciproquement, quel que soit le processus de consommation ¢, positif, Gk-adapté et

satisfaisant fOT ce(t)dt < +oo P presque sirement ainsi que la contrainte budgétaire
(8.1), il existe un portefeuille my tel que (g, cx) soit GE.-admissible.

Preuve:
Puisque 7, est GE-adapteé,

- inf{t//o 8(s)| |72 (s)o(s)|Pds > m} AT, m € N'

est un G-temps d’arrét. En prenant les espérances par rapport a la mesure P*,
conditionnellement & la tribu G¥, de I’équation (2.2) au temps ¢ = 7,,,, on obtient

B (G (i) Xk () |G5] = B(0)X1(0) + EP[/ " Guls)(els) — culs))ds|ghl. (32)
0
On fait tendre m — +oo (et donc 7, — T') et le lemme de Fatou donne :

lim inf Ep[Cr(Tm) Xk (Tm) |GE] > Ep[¢(T) X1 (T)|Gg] > 0.
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En appliquant le théoréme de convergence monotone a 'intégrale du membre de
droite de (3.2), on obtient donc la contrainte budgétaire (3.1)

EP[/O Ci()(ck(s) — €x(s))ds|Gg] < B(0) X (0)-

De plus, (m, cx) stratégie GE-admissible implique EP[fOT Ce(s)cr(s)ds] < +oo.

Pour la réciproque, on introduit D := fOTﬁ(s)(ck(s) — ex(s))ds — 5(0) X(0).
€ et B sont bornés, X;(0) appartient a L!(P*) ainsi que fOT ck(s)ds car ¢ satisfait
(3.1) donc D € L*(PP*). Puisque ¢ satisfait (3.1), Ez[D|G§] < 0.

On applique le théoréme 2.3.1 a la (@, G%)-martingale

H(t):= Ex[D|Gf],  0<t<T.

Nlexiste o € LL,.(S,Ch,P*) tel que H(t) = Ex[DIGE] + [} ¢*(s)dS(s)

loc

et fOT l|19(s)||2ds < +oo (lemme 8.4 [37]). mx(s7) := B(s)" (o™ (s)) " eh(s).

[ o™ (s)me(s)|[2ds = [ [|B8(s) 4(s)||*ds < +oo car 3" est borné. La stratégie

T, cx) est GE-admissible et la richesse correspondante X ™) vérifie
T k

dH (t) + B(t)(ex(t) — cx(®))dt = d(B(H) X (1)).

Par suite
BHX™M (1) = —E5[DIGE] - / B(s) (cu(s) — ex(s))ds

+ Bl A6)(a(s) —e(s)dsigf]

BB X (1) = —E5[DIGE] — Exl / B(s)(ex(s) — ck(s))ds|GF],0 <t < T

On vérifie que la richesse est bien minorée (car ¢ est borné, ¢, est positif, 3 est
majoré et minoré par une constante strictement positive) et que X ,gﬂ’“’ck)(T) >0.0

[’agent k cherche & maximiser

(T, ex) — V(Xi(0), mh, 1) := EIP’[/O Ug(t, cx(t))dt|GF] (3.3)

parmi les stratégies GX-admissibles, qui vérifient donc la contrainte (3.1) :

EP[/O C(5)(er(s) — ex(s))ds|Gg] < B(0)Xx(0).
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On résout la maximisation sous contrainte de cette fonctionnelle par la méthode des
multiplicateurs de Lagrange. Le lagrangien de ce probléme sous contrainte est :

EP[/O Uk (L, ce(t))dt + /\(/0 Gr(8) (ex(t) — ex(t))dt — 5(0)Xk(0))G5] (3-4)

ol A\ est une variable aléatoire g(’f-mesurable (la contrainte est saturée).
¢ optimal doit donc vérifier :

0
&Uk (t, cr(t) = AG(?)

c’est-a-dire

ce(t) = Li(t, MG (1))

Théoréme 3.0.3 On suppose que les hypothéses 1 et 2 sont satisfaites. S’il existe
A une variable aléatoire strictement positive GE-mesurable vérifiant

By / Col(t) (T (1, AGu(1)) — e4())t1GE] = B(0)X(0) (3.5)

alors il existe une unique solution au probléeme d’optimisation de ’agent k, donnée
par : G(t) = Le(t, AG(2)).

La richesse optimale est X" (t) = ? (t E]p[ft Ce(8)(Er(s) — ex(s))ds|GF].

La valeur optimale du probléme de maximisation est

V(Xk(0), T, éx) = E]P’[/O UroIy(t, A (t))dt|Gg).

Preuve:

Remarquons tout d’abord que par la proposition 3.0.2 précédente, toute consom-
mation ¢, vérifiant la contrainte budgétaire (3.1) est simulable. D’autre part, (3.5)
implique que Ep[f, Co(t)Ix(t, \e(t))dt] < +oo, donc [ Ip(t, Ae(t))dt < 400 P
presque siirement. Soit ¢, une stratégie admissible, qui vérifie donc la contrainte (3.1),
par suite

T
Eel [ GG - eu®)dgE] > 0
0
Or, par stricte concavité de Papplication ¢ — Uk(t, ¢), on a Vt € [0,T],Vy > 0,

Ur(t, Te(t,y)) — y1x(t, y) = max{Uy(t, ) — ye}

et le maximum est uniquement atteint.
On applique ceci a t et w fixés, pour y = A(x(¢). On obtient

Uk(t, ci(t)) — A (t)Cr(t) > Uk(t, ci(t)) — A (t)cr(t).
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L’inégalité est stricte si ¢x(t)(w) # cx(t)(w). Par suite
T
V(X4(0), 7 @) — VI(X5(0), m ) = Fl / (UW(t, (1)) — Un(t, (1)) dtIGE]
0

> AB| / G(0)(@(t) — ex(8))deigh] > 0

et V(X,(0), 7k, &) — V(Xk(0), g, cx) = 0 si et seulement si ¢ = ¢ dt ® dPP presque
slirement. O

On définit pour tout w € €2 la fonction
T* 110, +-00[—]0, +-00]

par
TEQN) = Byl / G ()Tt A (£)) |61 ()

= [ (] soneawar e dighie) (39
Djo,7] Jo

ou [0, T'] est 'espace polonais de Skorohod des processus cadlag.

Proposition 3.0.4 On suppose que Ep[fOT Cr(t)ex (t)dt|GE)+B(0) Xk (0) > O P presque
siirement. Si pour P presque tout w € , les fonctions YX sont finies, alors il existe
une unique fonction \ strictement positive Gf-mesurable vérifiant la relation (8.5).

Preuve:

(7). Puisque Ij(t,-) est strictement décroissante et (; > 0 P presque strement,
le théoréme de convergence monotone entraine que pour P presque tout w € €2, les
fonctions T* sont strictement décroissantes et

lim Y¥(A\)=0

A—400

lim Y*()\) = +o0.

A—0t
(i1). On fixe w € Q\N avec P[N] = 0 et tel que T¥ est finie. Soit € > 0. V¢ € [0, 7],
la fonction A — ((t) I (¢, A(k(t)), définie pour A > 0, est décroissante, continue et
bornée sur [€, +00o[, par conséquent le théoréme de continuité de Lebesgue implique
que YT* est continue sur [e, +o0o[. Puisque ceci est vrai pour tout € > 0, T* est conti-
nue sur |0, +o0].

(ii7). Puisque G§ contient les P-négligeables, on peut supposer que Yw € 2, T*
est continue, inversible.

Vi={we Q/(E1P>[/0 Cr(t)er(t)dt|Gg] + B(0)X,(0))(w) > 0}.
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Puisque ( E]p[fOT Ce(t)er(t)dt|GE] + B(0)X,(0)) > 0 P presque stirement, P(Q') =
Le (i) de la preuve 1mp11que alors que Yw € ¢,

(EP[ / Gu(t)en(£)dt]GE] + ﬂ(O)Xk(0)> () € {TE(N), A €0, +ool}.

Vw € ', il existe un unique A(w) tel que T’“ E]p[fo G (t)ex(t)dt|GE)+5(0) X1 (0)) (w).
Il reste a prouver la g(’f-mesurablhte de \ :

{we Q/Aw) < b} = {weQ/TEAW) > TE®)}
— (e /B / Ce(t)es (1) dt|GE] ()
+(8(0)Xx(0))(w) > TED)}

{w € Q/A(w) < b} est bien dans G¥ car (EP[IOT Ce(t)er(t)dt|GE] + B(0) X1 (0))(-) et
T*(b) sont Gt-mesurables. On définit A arbitrairement sur le complémentaire de €Y'
Puisque G% contient les P-négligeables, {w € Q/:\\(w) < b} est bien dans Gf. Par
suite on a l’existence et l'unicité (P presque sirement) d’une variable aléatoire A
GE-mesurable telle que Yw € ,

TER(w)) = (Ep[ | awatwiios + ﬁ(O)Xk(0)> ().

Exemple 3.0.5

Uy (t,c) = In(c) V(t,c) € [0,T]x%]0, 400l
Alors Ii(t,c) =1 V(t,c) € [0,T]x]0, +o0].
On suppose que E]p[fo Cr(t)ex(t)dt|GE] + B(0) Xk (0) > 0 P presque sirement. Alors

T
Ep[fo Ce(t)ex ()dt|GE] + 5(0)Xk(0)

O ﬂ(t)ﬁ(t))?k(t)—T——Eﬂ»[/ B(6)Vils)ex sl

Nous allons exprimer le portefeuille optimal dans le cas oul (¢, est déterministe.

Dans ce cas,
B(t )/(\ B(s
(£)Xi(t /\)k / Sels

Puisque d(%)( )=y (¢ O )dS(t) avec I := ((© + pf)* ,(— —In)"),

d(ﬁ(t)Xk( ) — /\YTk ! l*( )dS(t) est un processus a variations finies.
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En comparant la forme différentielle ainsi obtenue a celle de 1’équation (2.2), on ob-

tient, par unicité de la décomposition de la P-semi martingale 3 (t))/(\k(t), (Théoréme
de Bichteler-Dellacherie, Protter p. 114 [45])

1

BHF (o (t) = (ﬂ(tm(t)ﬁ(t) + () / 5(8>6k<3>d8> YOy

Par suite

i (g o B\ i)

1
Yi(t™)

7l = o0 (108 ([ #lestords +5020)) ) 7-1ut0

Ainsi I'agent k choisira pour portefeuille

7t = 01 (P ([ 860estonts + 50)%0)) ) 35000

Son portefeuille est alors continu a gauche (donc prévisible). Dés que ’agent voit le
processus Y} avoir un saut, il réajuste son portefeuille.

Exemple 3.0.6
Uk(t,c) = %cp V(t,c) € [0,7]%x]0,400] (p#0,p<1).

Alors Ii(t,c) = cTr V(t,c) € [0,T]%]0, +o0].
On suppose que E]p[foT Cr(t)er (t)dt|GE] + B(0) X, (0) > 0 P presque sirement. Alors

()T = B[ Ci(t)er(t)dt|GE] + B(0) X (0)
ol [y (Ge(t)) 7 dt|GE)

1

Gr(t) = (AB(8)Ye(2)) 71,

ﬂ(t)Yk(t))/(\k(t)Z(/\)ﬁEP[/t (5(8)%(8))%d8|gf]—l*7p[/t B(5)Yi(s)ex(s)ds|Gf].

Le calcul du portefeuille optimal est ici beaucoup plus technique que pour une utilité
logarithmique et nécessite des hypothéses supplémentaires. Comme le suggére I'ex-
pression de la richesse terminale, la difficulté provient du terme Ep| ftT(ﬁ (S)Yk(s))ﬁds\gf]
qu’il faut différentier par rapport a t. Etablissons tout d’abord quelques résultats
techniques préliminaires.

Soit o une constante strictement positive. Puisque

V(1) = Vi) ~(O + A (i) + (D0 1y dir (1),
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V) = ave(e) (~(© + s T + (o — Ly ait)
+ la=1aYP ) 0+ P
o s afy—y 4() .
V() = YE() - a¥p() (b — 1) dN ).

Or Yo(t)— Yo ) =Ye(t) (( a(t) Yo _ In) dN(t). Par suite

YR = o) ((—@(@w’f)*(t)dwk(t)+<(%>a<t>—fn>*dz\7k<t>)

Thalt) == ar(t) + (o~ 1)all® + pt] (1)

= o (Ght5) 2oty )

Alors (BY;)() exp(— [; Tr,a(s)ds) est une (G%,P)-martingale locale.
On suppose que

(BYr)*(+) exp(—/ [k.o(s)ds) est une (G%, P)—martingale et Ty, est Gf —mesurable.
0
(3.7)
Sous cette hypothése (3.7), on a pour tout ¢ et s vérifiant 0 <t < s<T,

e ((9Y)°(5)19%) = (9" (O exp( | Tra(wdu) 33)
t
Nous allons exprimer le portefeuille optimal lorsque le processus (3¢, est déterministe

et en supposant que I'hypothése (3.7) est réalisée pour o = pi Dans ce cas, en

1"
utilisant la relation (3.8) avec a = 25,

BT = 2010 ([ el Tz, wans)
([ Bl

Par suite

8050 = v 033 ([ el [ 1z, duras)
([ st
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a0 = V2 on ([ el [ Tae tomas)

1 ko ik A=A R P T VL
(1204 @0 + ()71 (0) - Ly dith ()
. ]dt.

En comparant la forme différentielle ainsi obtenue a celle de I’équation de la richesse
(2.2), on obtient, par unicité de la décomposition de la P-semi martingale 3(¢) X (),

Yk(t))
Y (t)
(5 + AP0 - 1))

1-p P2

s = (5050 + [ s (
1




Chapitre 4

Equilibre dans le cadre
d’optimisation de la consommation

Pour tout £ =1, - - -, K, soit Uy une fonction d’utilité de ’agent k& et on considére
le probléme d’optimisation de la consommation (définition (3.3)) de chaque agent.

Définition 4.0.7 La famille (éx,k = 1,---, K; P) est un équilibre sur le marché
financier sans monnaie i

(i) pour tout k = 1,---, K, la consommation (¢x) est optimale pour l’agent k

(#) le marché des consommations s’équilibre, c’est-a-dire

iac(t) - zK:ek(t) —c(t), 0<t<T. (4.1)

Remarque: D’aprés la proposition 3.0.2 page 39, ¢ est une consommation optimale
(donc en particulier admissible) pour I’agent & si seulement si elle maximise la fonc-
tion d’utilité de cet agent sous la contrainte budgétaire (3.1).

Remarque: La définition d’équilibre 4.0.7 est différente de la définition d’un équilibre
d’Arrow-Debreu (cf. définition 7.1.9 page 223 [16]) qui elle ne fait pas intervenir le
processus P des prix des actifs et qui détermine un processus p, commun 4 tous les
agents, intervenant dans leur contrainte d’optimisation (cf. (i) définition 7.1.9 page
223 [16]). La définition d’équilibre 4.0.7 se rapproche de la définition d’un équilibre
d’Arrow-Radner (cf. définition 7.1.7 page 222 [16]) en supprimant la condition (ii)a)
sur la nullité de la somme des portefeuilles optimaux. Dans le cadre d’un marché
complet sans asymétrie d’information, cette condition est une conséquence de la
condition d’équilibre (7.1) (remarque 7.1.8 [16]). Dans notre cadre de marché avec
asymétrie d’information et richesse initiale non nulle, ce résultat demande plus de
travail (cf. proposition 4.2.9) et n’est plus vrai lorsque les agents optimisent a la fois
leur consommation et leur richesse terminale (cf. remarque 6.0.23).

Nous donnons ici un exemple simple de réalisation d’un équilibre, dans le cas ou
tous les agents ont pour fonction d’utilité la fonction logarithmique.
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Exemple 4.0.8

On suppose que pour tout k = 1, - - -, K, Uy (t, ¢) = In(c) et que la ressource actualisée
de l'agent k est GF-mesurable : 3(t)ex(t) = ax(t) avec ax(t) G¥-mesurable pour tout
t. Alors puisque ¢ = BY} et que Y}, est une (G%, P)-martingale,

Ep [ fo Ce(t) dt|go] fo ay(t)dt. Par suite la consommation optimale est
(1) = Jo_ (L + B0)Xi(0)
* TRWY(t)
K OTaktdt—l—ﬂOXkO 1 K
(7.1) @;f (T)ﬂ(t)YkEt)) 0 _ ﬂ(t);ak(t), t €[0,7).

En particulier, si la richesse initiale de tous les agents est nulle,

Znykt =B(t) Y ax(t), t€0,T].

¢ k=1

Remarque: D’aprés la proposition 7.2.11 [16], les prix ne sont pas complétement dé-
terminés par 1'équilibre d’Arrow-Radner. Ce qui est déterminé est le taux d’intérét
ainsi que la probabilité neutre au risque, qui est commune a tous les agents dans
un marché complet sans asymeétrie d’information. Dans I’exemple 4.0.8 précédent, la
condition d’équilibre (7.1) est équivalente & une relation entre les processus Y} des
agents, c’est-a-dire entre leur probabililité neutre au risque respective.

Nous allons maintenant exhiber un cadre plus général d’existence d’équilibre. Pour
cela nous allons ajouter une hypothése d’indépendance conditionnelle de tribus (hy-
pothése 3) sous laquelle les probabilités neutres au risque des agents vont coincider.

4.1 Information pertinente ou non

(D’aprés Pikovsky et Karatzas [39]).

L’information pertinente pour I'agent est celle qu’il utilise pour résoudre son pro-
bléme d’optimisation. Intuitivement, seulement une partie de I'information connue
par ’agent est utile pour I’élaboration de sa stratégie. Une partie de cette informa-
tion est non significative pour le marché et ne modifie pas la solution du probléme
d’optimisation. Dans ce paragraphe, nous allons donner une caractérisation de la
pertinence de 'information connue par ’agent. Nous allons aussi montrer que, sous
certaines conditions, a ’équilibre, toutes les informations pertinentes connues par un
agent sont immédiatement connues par tous les autres agents. Nous verrons comme
conséquence que, dans ce cas, les mesures de probabilité P* coincident.

Dans la suite, nous ferons I’hypothése suivante :
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Hypothese 3 Soit G, := Af—_,GF, t € [0,T] et Gr := (G)sepo.17-
Les tribus GF, k= 1,---, K, sont indépendantes conditionnellement a G;, pour tout
t €10,7].

Remarque: Cette hypothése est cruciale pour la suite. Elle permet notamment d’ob-
tenir que toutes les informations pertinentes sont connues par chaque agent a 1’équi-
libre (equilibrium is fully revealing).

On suppose que ¢ est un processus de 1to, Gr-adapté
t m t n t
o)) =0+ [ uds+ Y [ pdnie + X [ nede 42

ou u, (pj;7=1,---,m) et (nj;j =1,---,n) sont des processus Gr-prévisibles. On
suppose de plus que ¢ est minoré par une constante strictement positive dt ® dP
presque slirement.

Exemple 4.1.1
L’hypothése 3 est vérifiée dans les cas suivants :

e (i) Il y a K = 2 agents sur le marché, et I'un d’eux est non initié.

e (ii) Tous les agents ont la méme information supplémentaire, ou tout du moins
leurs informations privées sont équivalentes dans le sens ou ils ont tous la méme
filtration & leur disposition.

e (iii) Il y a K < m agents sur le marché, et pour tout k, ’agent &k connait
Ly = fOA o1 (s)dWy(s) avec T < A et ¢p € L?([0, A],ds) vérifiant ftA Pi(s)ds > 0
pour tout ¢ < A.

e (iv) 1y a K < % agents sur le marché, et pour tout k, ’agent k connait
Ly, = Nok(A) + Nog_1(A) avec T < A. Ces informations vérifient bien I’hypothése 1
(cf. paragraphe 12.2.1).

Si un équilibre existe et sous I’hypothése 3, on a d’aprés 1’équation (7.1),
D Gt =et) — a), 0<t<T, k=1,---, K. (4.3)
i#k
On fixe t € [0,T]. Le membre de gauche de I’équation (4.3) est V#kgf-mesurable
alors que le membre de droite est Gf-mesurable, i.e. Fr := o{}",,, G(t)} C V;zG7,
Fr = o{e(t) — &(t)} € GF et Fi, = Fr. Or les tribus V; 4G/ et GF sont indépen-

dantes conditionnellement & G;. Par suite, si A € F;, = Fg,

Ep[l4|Gi] = Ep[1ala|Ge] = Ep[L4|Gi| Ev[14]Gi]
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d’ott P[A|G;] = 0 ou 1. Puisque G; contient les P-négligeables, A € G; et par suite les
deux membres de ’équation (4.3) sont G;-mesurables.

En particulier, cela signifie qu’a I’équilibre, les consommations optimales de chaque
agent sont des processus adaptés par rapport a la méme filtration Gy puisque € est
Gr-adapté. En d’autres termes, la consommation Gr-optimale de 1’agent k est aussi
Gk-optimale. On a donc prouvé le lemme suivant :

Lemme 4.1.2 (lemme 6.4 p. 16 [39])

Sous Uhypothése 8 et s’il existe un équilibre (4.0.7), alors les agents n’utilisent que
les informations qui sont contenues dans la filtration Gr = A GE. Cela signifie
que la stratégie consommation/investissement optimale de 'agent k est a la fois G
et Gr-optimale.

Remarque: Bien que toute 'information de la filtration Gz soit directement obser-
vable par chaque agent, aucun d’entre eux ne peut la distinguer (du point de vue de
son propre probléme d’optimisation) de son information personnelle de la filtration
GE.. Le fait que les agents peuvent ajuster leur stratégie par rapport a la filtration de
I'information commune Gy et trouver le méme résultat (que s’ils avaient ajusté leur
stratégie par rapport a leur propre information (G%.)) signifie que le marché révéle
toutes les informations pertinentes a 1’équilibre.

Dans la suite, on fait I’hypothése :

Hypothése 4 V¢ € [0,7],G. = F, V o(L) ou L est une variable aléatoire A-
mesurable & valeurs dans un espace polonais (E,E) et de plus L wvérifie ’hypo-
these (H1) : Il existe une mesure de probabilité Q" équivalente o P sous laquelle
Vt € [0,T], F; est indépendante de o(L).

Exemple : Les hypothéses 3 et 4 sont vérificessi Vik=1,---, K,

Ly =ML+ (1= M) avec Mg €]0,1[, L variable aléatoire A-mesurable vérifiant
I'hypothése (H1) et (v1,- - -, vk) variables aléatoires mutuellement indépendantes et
indépendantes de Fr V o(L).

Puisque Fy est la tribu triviale, Gy = o(L). Comme dans le début de cet exposé, on
note Z le processus densité de P par rapport a Q" :

Vel0T), 2= Byl (0]

On a un théoréme analogue au théoréme 2.0.6 pour les (Gr, Q¢ )-martingales locales.
Par suite, il existe des processus Gr-prévisibles p; et ps tels que

dZ(t) = Z(t")[p1 () dW (1) + (pa(t) — 1) dM ()],
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po est un processus vectoriel a composantes strictement positives. On définit :
dW(t) =dW(t) — pu(t)dt
dM(t) :=dN(t) — (/-e p2)(t)dt

et
{dY(t) = Y(E) (~(0+ p) (AT (1) + [ — L)dM (1))
Y(0) =1

C(t) == p)Y (1), t €1[0,7]. (4.4)

Hypothése 5 Pour k = 1,---, K, on suppose que les hypothéses 1, 2 et celles de
la proposition 3.0.4 sont satisfaites; ainsi, Ay l'unique solution de l’équation (3.5)
existe. D’autre part, on suppose que Y est une (Gr, P)-martingale et que, pour tout
k=1,---,K, l’équation en A

EP[/O c<t)fk<t,xc(t>>dt|go]:EP[/O COex(t)dt + BO)X,(0)G)  (4.5)

admet une unique solution /\2 Go-mesurable.

Remarque: Rappelons que les hypothéses de la proposition 3.0.4 sont les suivantes :
les fonctions Ep[fo Ci(8) I (£, Ak (1)) dt| G¥](w) sont finies pour P presque tout w € Q

et Ep[fo Cr(t)ex(t)dt|GE] + B(0) Xk (0) > 0 P presque stirement.
De méme, lequatlon (4.5) admet une unique solution A} Go-mesurable dés que les
fonctlons E]P’ fo (t) I (t, A((t))dt|Go)(w) sont finies pour P presque tout w € 2 et

E]p[fo k(t)dt|Go] + 3(0)X(0) > 0 P presque siirement.

Nous pouvons alors définir la mesure de probabilité P sur Gr par
P(A) := Ep[Y (T)L4), A€ Gr.

Remarque 4.1.3 P est la probabilité neutre au risque d’un agent représentatif
ayant pour filtration la filtration de ’information commune Gr.

W) = W)+ /0 O(s)ds = W (1) + /0 (0 + p1)(s)ds

— M)+ / [pa(s) — a(s)]w(s)ds
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est le processus compensé d’un (Gr, @)—processus de Poisson d’intensité (g.k).

En suivant le méme cheminement que dans le chapitre 3 avec les stratégies G-
admissibles, on obtient que I (¢, A\)((t)) optimise Ep| fOT Uy (t, c(t))dt|GE] parmi les
stratégies Gpr-admissibles. Donc par le lemme 4.1.2 et par unicité de la stratégie
Gr-optimale, on a

CAk(t) = Ik(ta )‘kClc(t)) = Ik(tﬂ AgC(t))ﬂ le [O’T]

Mais Ix(t,-) est une bijection de ]0, +00[ , donc

MGr(t) = NC(t),  t€0,T]
ou de facon équivalente,
Y, 0
Ylf((;)) = i—’; = constante, te 0,7

Puisque Y;(0) = Y (0) = 1, ceci prouve le résultat suivant :

Lemme 4.1.4 (lemme 6.6 p. 18 [39])

Si un équilibre (4.0.7) existe et sous les hypothéses 3, 4 et 5, alors Yy, =Y pour tout
k=1,---,K et donc les mesures de probabilité Pk de chaque agent coincident avec
P la mesure de probabilité neutre au risque de ’agent représentatif.

4.2 Existence d’un équilibre

Dans ce paragraphe, nous allons démontrer une condition nécessaire et suffisante
d’existence d’un équilibre sur le marché.
On définit sur [0, T]x]0, +o00[x (]0, +00[)¥ la fonction U (appelée fonction d’utilité
représentative des agents) par

K
U(t, C, A) = max Z AkUk (t, Ck) (46)
k=1

cp>0,c1++cx=c

et la fonction I sur [0,7]x]0, +o0o[x (]0, +o0[)¥ par

I(t,e,A) =Y Lilt, Aik). (4.7)

Lemme 4.2.1 Pour tout (t,A) € [0,T] x (]0,+o00])%, 1I(t,-,A) est la bijection
réciproque de %U(t, - A) e

0
Ve €]0, +ool, %U(t, I(t,c,A),A) =c.
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Preuve:
Vk=1,---, K, I(t,.) est une bijection continue strictement décroissante de |0, +oo[
sur ]0, 400, donc I(t,.,A) est une bijection continue strictement décroissante de
10, +o00[ sur ]0, +oc[. On note H(t,.,A) sa bijection réciproque. On fixe ¢ €]0, +o0],
on définit

H(t,c,A)

ViE=1.---. K cr = I.(t
’ y Lhy Ck k(a Ak

).

Alors Y n G =1(t,H(t,c,A),A) =c et

0 . 0 H(t,c,A) H(t,c,\)
k=1,--- K —Uy(t, @) = =—Uk(t, I (¢ =
v ) y L3y aCUk( ack) aCUk( ) k( ) Ak )) Ak
c’est-a-dire 5
H(t,c,A) = Aka Uk (t, ).
Soient (c1,- -+, cx) € (]0, +oo[)X tels que ¢; + - - - + cx = c. Par concavité de chaque

Uk(t,.) et positivité des Ay, on a

K K
0
> MUk(ta) < ZAk[Uk(t,@) + (cx — @)%Uk(t,@)]
) K
= ZAkUktck +ch—ck (t,c,A)
k=1

= Z ArUs(t, ex)
k=1

donc

max ZAkUk t Ck

cp>0,c1++ck=c

est réalisé pour ¢, = ¢ et

H(t,c,A)

Ult,e,A) =Y AUk(t, It I ).

k=1

Par la propriété (iii) des fonctions d’utilité, %Ik, %Ik , (,;922 I}, existent et sont conti-

nues, donc par le théoréme d’ inversion locale, H , 6tH , §2H existent et sont
U

82
) Be 2U aussi.

. oy Kl
continues et par composition, 3 U , atac

H(t,c,A)

)

9 ;) HtcA) 9
—Ul(t,c,A) = t A — 7’— t, I (t
8CU( y Cy ) C, kga a k )aCUk(a k(a
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. "9 H(t,e,A) H(tc,A)
0 0
= Ht o, N H(t e, NIt Hit, e, A), A).
oc oc
Finalement,
k=1 K. JUMeA) = Ht o A) = M Up(ta)  (48)
— 4 ) 43, de y Gy — yCy — kac kT, Ck .

Par suite, g—;U existe et est continue. D’autre part, ’équation (4.8) conduit a :

%U(t I(t,e,A), A) = H(t, I(t, ¢, A), A) = c.

|

Nous énongons maintenant une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un
équilibre.

Proposition 4.2.2 Sous les hypothéses 3, 4 et 5, un équilibre (4.0.7) existe sur le
marché financier si et seulement s’il existe A = (A1, -+, Ak) telle queVk =1,--- K,
Ay est une variable aléatoire Go-mesurable a valeurs dans |0, +o0| et vérifiant

Eelfy 2U(te(t), NIx(t, 1 U (1, (1), A))dt|GE]

/ S U(1,2(0), A)ex(1)dtlG8] + B(0) Xi(0) (4.9)
ainst que
Glt) = ;CU(t £(1), A), Vit € [0, T]. (4.10)

De plus, (4.10) est équivalent auz quatre relations suivantes reliant les coefficients r
et b du marché et l'utilité agrégée U :

() =~ g el =0 ) () + (00,1 0) U0 )

J%”p(wa_(](t e(t), )]+ (k(t), p2(t) — q(t))  (4.11)

362 U(t e(t),A)

©+m)) =~ 5T

p(t) (4.12)
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A QU(S,&‘(S_),A) Z[(O_ (S)[b(S) - T(S)Id])j + 1]de,m(8)

oc ﬁj—m(s)pQ,j(S)
9 9 )
= S (U 20, )~ o Uls,e(s),4)]  (413)
PO(O)%U(O,s(O),A) —1 (4.14)

Remarque: Les prix ne sont pas complétement déterminés par 1’équilibre, seuls le
taux d’intérét r et la prime de risque o~ '[b — rl ] le sont (de plus, les n derniéres
composantes de la prime de risque o ![b — 1] ne sont connues qu’aux instants ¢ ou
il existe un j tel que IV, saute en t). Par contre, le taux d’intérét r et la probabilité
neutre au risque P de Pagent représentatif (remarque (4.1.3)) sont parfaitement dé-
terminés a I’équilibre.

Différence avec un marché complet sans asymétrie d’information.

Si un équilibre (4.0.7) existe et sous les hypothéses 3, 4 et 5, les agents ont la méme
probabilité neutre au risque @, ils se servent de la méme filtration Gy pour résoudre
leur probléme d’optimisation, et le marché est complet pour cette probabilité et cette
filtration. Cependant, lors de notre recherche d’existence d’un équilibre, ce résultat
n’est évidemment pas acquis et le marché n’est donc pas complet, les agents ont
des filtrations et des probabilités neutres au risque différentes. La démonstration de
cette proposition 4.2.2, donnant une condition nécessaire et suffisante d’existence
d’un équilibre, est similaire & celle des théorémes 7.2.8 et 7.2.11 [16] établis dans
le cadre d’un marché complet sans asymétrie d’information. La différence réside ici
dans le fait que la contrainte budgétaire n’est plus exprimée sous forme d’espérance
mais d’espérance conditionnelle (car les tribus initiales des agents ne sont pas tri-
viales), et les poids Ay sont des variables aléatoires.

La difficulté de ce modéle avec asymétrie d’information est de donner un cadre, le
plus général possible, d’existence d’un équilibre. Démontrer I’existence d’un équilibre
demande des étapes supplémentaires par rapport au cadre sans asymétrie d’infor-
mation. Tout d’abord, nous avons été contraints de supposer que tous les agents ont
la méme probabibilité neutre au risque (condition nécessaire d’équilibre sous 1’hypo-
thése 3), sans laquelle nous ne savons pas prouver I’existence d’un équilibre dans un
cadre général (sans avoir a spécifier les fonctions d’utilités). De plus, pour assurer
'existence d’une variable aléatoire A satisfaisant les relations, nous supposons (cf.
lemme 4.2.5) que toutes les informations propres a chaque agent et non disponibles
par les observations du marché sont non pertinentes pour le comportement futur
du marché hypothése 6) : cette hypothése est vérifiée si un équilibre existe et sous
I’hypothése 3 (cf. proposition 4.2.9). Nous devons enfin prouver la Go-mesurabilité
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des poids Ay (cf. proposition 4.2.7).
Preuve de la proposition 4.2.2 :

La condition est suffisante

On pose ¢ := Ik(t,A1 2U(t,e(t), A)). ¢ vérifie bien la contrainte budgétaire (3.1)
d’aprés les équations (4.9) et (4.10) , et maximise la fonction valeur de I’agent k.
En effet, soit ¢, une consommation G%-admissible. La concavité de Uy(t,-) et la

relation (4.8) impliquent :

Byl / U(t, (D) dtGE] < Bl / Uk (t, (1))t G

N EP[/ Ck _Ck BU(tAi() )dt|g]

D’aprés la contrainte budgétaire et la relation (4.10)
T _
Ep(fy (ex(t) — @ (t) 52U (2, 6( ) A)dt|Gg]

—En»[fo cr(t) — e (1) ZU (1, 6(t), A)dt|Gg] — 5(0)X,(0) <0
et par suite

EP[/O Uk(t,ck(t»dﬂgg]swjo Uit (1))t GE).

D’autre part, ¢ est bien G (et par suite G% )-adapté car Aj est Go-mesurable et
la relation (4.10) implique que 2U(¢,e(t), A) est Gr-adapté. Par suite, ¢y = é.
Vérifions que la condition de I’équilibre est alors vérifiée :

Saw =3 L, A%%U(t, c(t),A)) = I(t, %U(t, S(1),A), A) = &(1).

La condition est nécessaire
Si I’équilibre a lieu, alors Vk = 1,---, K,y = ( par le lemme 4.1.4 et

e(t) =D It MG (1) = I(t,{(t), A)

ou A = (Ail, e ﬁ) avec Vk = 1,---, K, \; solution de (3.5). Par suite,

C(t) = H(t, e(t), A) = %U(t,e(t),A)

2U(t,e(t),A)

cr(t) = L(t, MC(t)) = Li(t, A, )-
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— ¢(0)
55 Uk(0,6(0))

La contrainte budgétaire (3.1) implique alors la relatlon (4.9).

D’aprés le lemme 4.1.2, ¢, est Gp-adapté donc Ay, = est Go-mesurable.

D’une part, ((t) = 3(t)Y(¢t) donne

60 = g [ T+ [l O+, )+ (L1, a9
0 / C(3)lr(s) + 5 ()a(s) — 5°()pa(s))ds

/ (s @+p1><>,d’W(s>>
/g dAN(s)),  te[0,T].  (4.15)

D’autre part, {(t) = £U(t,(t), A) donne par It6 et la relation (4.2),

2

cry = 2u 8158 Us,e(s A)ds+/,u( )%U(s,e(s),A)ds

Al
/ aa—;ws () AW () + [ S0 s,e(5), M)
Z %U(s,s(s),/\) — %U(S,g(s_),/\)

0

(t) = —U(O e(0),A) + Z %U(s,e(s),A) - %U(s,s(s),/\) (4.16)

0<s<t
2

+ / 2 Us.e(5).0) + (u(s)+<p1(s),p(s)»%w,ds),m
+ §Hp( )||2—U(s (s ]ds—i—/ 52 U(s,e(s),A)p (s)dW(s).

En identifiant les coefficients de ces deux équations (4.15) et (4.16), on obtient les
relations (4.11), (4.12) et (4.13) reliant r, b et U ainsi que la condition initiale (4.14).
O

Remarque: Imaginons qu’un agent représentatif est a sa disposition la filtration Gr,
recoive la ressource € et cherche a maximiser

Ey| / U(t, e(t), A)dt|Go)
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sous la contrainte
By / () (e(t) — e(t))dt]Go] < 0.

(Intuitivement, Vk = 1,---, K, Ay représente le poids de 'agent k£ dans le marché
financier). Si A° est solution de

B / ST, XC(0), A) — £(1)dt]Go] =
le processus de consommation optimale de I’agent représentatif est alors donné par

A(t) == 1(t, \°C(t), A).

Imaginons qu’alors ’agent représentatif redistribue cette consommation a chaque
agent selon la formule :

T UC®,8),  teT]

ch 8 Ut (1), A),A) = °(2).

L’équilibre a lieu lorsque (t) = &(t) et que, pour chaque agent, la consommation
Cr coincide avec sa consommation optimale ¢;.

Pour exhiber un cadre général d’existence d’un équilibre sur le marché financier,
nous devons faire une hypothése supplémentaire d’indépendance de tribus :

Hypothése 6 Les tribus GF et Gr sont indépendantes sous P conditionnellement a
G, pour tout t € [0,T], et pour tout k =1,---, K.

Interprétation :

La tribu Gy représente 'information commune & tous les agents sur tout le passé et
le futur du marché, alors que GF représente I'information au temps ¢ de I'agent k et
G; I'information commune & tous les agents au temps ¢. En d’autres termes, I’hypo-
thése 6 s’interpréte de la facon suivante : toutes les informations propres a chaque
agent et non disponibles par les observations du marché sont non pertinentes pour
le comportement futur du marché.

Cette hypothése est vérifiée pour les cas (i) (si o(Lg) est indépendant de Fr) et (ii)
de l'exemple 4.1.1, mais pas pour les cas (iii) et (iv).

Lemme 4.2.3 Sous l’hypothése 6 et si les ressources ey, k = 1,---, K sont Gp-
adaptés, lexistence d’un équilibre (4.0.7) implique que le marché des titres s’équilibre
ausst, c’est-a-dire

K
ka(t):o, 0<t<T.
k=1
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Preuve:

L’hypothése 6 : Vk = 1,---, K, les tribus GF et Gr sont indépendantes sous P
conditionnellement & G;, pour tout ¢ € [0, 7], implique que 'espérance sous P d’un
événement Gr-mesurable conditionnellement a la tribu Qf coincide avec ’espérance
sous P de cet événement conditionnellement & la tribu G;. En effet, soient A, € gf,
et B € QT.

Ep(lalp) = Ep[Ep[lalslGi]
= Ep[Ep(la,|Gi|Ep[lB|G:]]
= Ep[Ep[La,Ep[l5|G:]|Gi]]
= Ep[la Ep[l5|Gi]]

d’ott Ep[lp|GF] = Ep[lp|G:] et un argument de classe monotone permet de conclure.
Ainsi, puisque Vk=1,---,K, ¢ = ¢ et ¢, sont Gr-adaptés, ona Vk=1,---, K

T

Eel | 5-U(s,6(s), A)(@(s) — ex(s))ds|G;]

/ —U (s,e(s),N)(Cr(s) — ex(s))ds|Gyl.

Par suite, '’expression de la richesse optimale trouvée au théoréme 3.0.3 et la relation
(4.10) donnent

K
0
Ut (1), A) Eﬂ»[/ L5, (), ) YOG (s) — ex(s))dsIGi)
k=1
Donc en cas d’équilibre,
K —_~~
a—U(t,g(t),A) D Xi(t) =0
k=1
et puisque 2U(t,e(t),A) >0, on a
K —_~
> Xi(t) =0, t €[0,7).
k=1
En sommant les relations (2.2) pour k£ = 1,---, K, on obtient
K
D (t) = Oge, t€10,T].
k=1

L’existence d’un équilibre des consommations implique donc la nullité de la somme
des portefeuilles sous ’hypothése 6 et si les ressources ¢, £k = 1,---, K sont G-
adaptés. O
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Lemme 4.2.4 Soit wy € ). L’application

N = Bl 000, NI U0 ) ~ el

est continue sur )0, +oo[¥.

Preuve:
Montrons d’abord la continuité sur ]0, +00[% en la variable A de 2U(t,&(¢), A). Soit
(A™),en une suite de |0, +oo[% qui converge vers A® €]0, +oo[X. Par la relation (4.8)

page 54 et le fait que Zlf:lq = ¢(t) implique que pour au moins un k, ¢ > i}? :
. 0 e(t)
“ ny < .0 e(t)
g U e, A") < max Apo Ui(t, 57)
0 e(t)
< n0 e(t)
- nEN?]clgi{,...,K Ak acUk(tv K ) < 400

car (A")nen est bornée (puisque ¢’est une suite convergente), € est borné et 2-Uy (-, c)
est continue. Par suite, de (A"),cn on peut extraire une sous-suite (A™ )n ren telle
que y, == 2U(t,e(t), A™) converge. On note y, cette limite. D’une part

‘[(ta Yn', An’) = 8(t)

car I(t,-,A™) est la bijection réciproque de %U(t, -, A™), et d’autre part

I(ta Yn's An ) " —H‘OO I(t Yo, AO)

car I(t,-,-) est continue en (y, A) d’aprés sa définition 4.7 page 52.
Ainsi yo = 2U(t,e(t), A°). Par suite

0 ngo 0

—U(t A" —U(t,e(t),A°

SLU(1e(0), A) "5 S U (1), AY)

ce qui prouve la continuité de 2U(t,&(t),-) en A, et ceci VA® €]0, +-00[X.
I}, et les projections étant elles aussi des fonctions continues, ’intégrand

f(t,A) = %U(t,a(t),A)[Ik(t, Aik%U(t,e(t),A)) — e (1)]

est une fonction continue. Puisque ¢ est majoré, et minoré par une constante stric-
tement positive, f est bornée sur tout compact de la forme [0,7] x [m, M] (avec
m > 0, M < 400). Par le théoréme de convergence dominée, Ry est continue sur
tout compact de ]0, +o0o[*, donc sur ]0, +oo[¥. O

Lemme 4.2.5
Supposons que chaque agent a une richesse initiale nulle : pour tout k =1,---, K,
Xk(0) =0, que ¢ est Gp-adapté, €, > 0 sur un événement dt ® dP non neglzgeable



61

et que Uhypothése 6 est satisfaite. Soit wy € Q. Alors il existe A° € (]0, +o00[)X tel
queVk=1,---, K,

En»[/ & U(t,2(0), M) 1, Alkaﬁv(t,e(tw»—eku)]dﬂgé“](wo)=o.

Preuve:
Soit {e),--. €8} 1a base canonique de RE, et soit A = {1,---,K}. Si BC A, Sp
représente 1’enveloppe convexe des vecteurs élémentaires {e(k), k € B}, i.e.

Spi={>_ Awe®,  VE A >0, Y A =1}
keB keB

On définit aussi

Spi={) _Me®,  VEA>0, > Ay =1}

keB keB
PourAe Sfetk=1,--- K

R,(A) = Ep [/ —U t,e(t), A)[Ix(t ,Alk%U(t,e(t),A)) — ek(t)]dt\g(’f] (wo)

= [ 20000 200, - alag]

car I’hypothése 6 est vérifiee. On peut prolonger Ry sur S4 par continuité en po-
sant Vy €]0,+oo[, Li(t, ) =0 si Ay = 0. 2U(t,c,-) est continue sur Sy et
%U(t, ¢, ) > 0 pour tout t € [0, 7] et ¢ > 0. Par suite, si A € S4 a une composante
nulle, par exemple A; = 0, alors

=—EP[/ —U(te(t), e (2)dt|) o) < 0

De plus, on a sous ’hypothése 6 :
K
VA€ Sy, D Re(A)=

Soit R} := max(—R;,0). Alors R; (A) = 0si et seulement si R;(A) > 0. Considérons
I’application continue H de S, dans S définie par : pour tout 7 =1,---, K,
Aj+ R (A)
L+ Y By ()
Par le théoréme du point fixe de Brouwer, H posséde un point fixe que 1’on note A°.

Deux cas sont possibles :
e Soit Ri(A%) = 0 pour tout k = 1,---, K. Dans ce cas nous avons nécessairement,

H;(A) =
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A € ST (]0, +oo])X car Ay, = 0 implique Ry (A) < 0 et le résultat est prouvé.
e Sinon il existe i tel que R;(A°) # 0 et puisque Y r_, Ri(A%) = 0, il existe 7 tel
que R;(A%) > 0. En particulier A # 0 et R; (A°) = 0. Puisque H;(A%) = A, on

0 .. . _ _
a donc AY = m. Ceci implique que Y r_; R, (A°) = 0, donc R, (A°) =0

et Rg(A%) > 0 pour tout k = 1,---, K. Puisque Y1, Ri(A°) = 0, nécessairement
Ry(A%) =0et AY >0 pour tout k=1,---, K. 0

Remarque: Pour cette démonstration, on aurait pu utiliser un théoréme de Knaster-
Kuratowski-Mazurkiewicz (cf.Border (1985) [11]) plutot que cette forme généralisée
du théoréme de point fixe de Brouwer. En effet, si pour £ = 1,---, K, on définit
I’ensemble

F, = {A € SA,Rk(A) > 0}

qui est fermé par continuité de Ry, alors chaque A de S, doit étre au moins dans
un Fj, car sinon cette somme serait strictement négative. De méme, si B C A et
A € Sp, alors A € UgepF), car sinon on aurait Z,le Ry (A) < 0. D’apreés le théoréme
de Knaster-Kuratowski-Mazurkiewicz, (.. 4 Fi # 0. On choisit A® dans cette inter-
section. Alors Ry,(A°) > 0 pour tout & et puisque > p, Re(A%) = 0, Ry(A°) = 0
Vk =1,---, K. Par suite, A’ € ST C (]0, +oo[)*. a

Pour exhiber un cadre général d’existence d’un équilibre (4.0.7), nous devons montrer
I’existence d’une version mesurable du multiplicateur de Lagrange A construit dans
le lemme 4.2.5. Le lemme suivant (lemme de type Filippov) est un outil puissant
pour montrer I'existence d’'une version mesurable.

Lemme 4.2.6 lemme 1 page 182 de Benes [9)].

Soient (M, M) un espace mesurable, A un espace séparable et U une réunion dé-
nombrable de sous-ensembles compacts métrisables.

Soit R: M xU — A une application, continue en sa deuriéme variable pour chaque
valeur de la premieére, et M-mesurable en sa premiére variable pour chaque valeur
de la seconde.

Soit y : M — A une application M-mesurable telle que

y(z) € R(z,U), x € M.
Alors il existe une application M-mesurable u: M — U telle que
y(x) = R(z,u(z)),  z€M.

Proposition 4.2.7 On suppose que chaque agent a une richesse initiale nulle, que
€, est Gr-adapté, €, > 0 sur un événement dt ® dP non négligeable et que les hy-
potheéses 3, 4, & et 6 sont satisfaites. Supposons de plus que Vk = 1,--- K, ( = (
dt ® dP presque sirement. Alors si U, r et b vérifient les relations (4.11), (4.12) et
(4.13), il existe un équilibre (4.0.7).
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Preuve:

Les hypothéses du lemme 4.2.5 sont vérifiées, montrons la Gy-mesurabilité de I’ap-
plication K-vectorielle A° construite dans ce lemme. On utilise le lemme 4.2.6 avec
M=Q, M =Gy, U=]0,+o00[X, A=RK, y I'application constante égale a Ogx, et

R: Ox]0,4o0[f — RK
@) — (Bl 2U(e),A)

Lelt, 22U (L), 1) — a®ldtGol@)
D’apreés les lemmes 4.2.4 et 4.2.5, les hypothéses du lemme 4.2.6 sont satisfaites, il
existe donc une application Gy-mesurable A® : Q —]0, +oo[¥ telle que Yw € Q,
Vk = 1,---,K, Rg(w,A%w)) = 0. Ainsi on a l'existence d’une variable aléatoire
Go-mesurable vérifiant la relation (4.9). En outre, %U (t,c,A) est homogéne en A,
donc on peut choisir ce A pour qu’il vérifie de plus

%U(O, £(0),A% = Py(0) !

(ceci est possible car (0) > 0). Si U, r et b satisfont les relations (4.11), (4.12) et
(4.13), on a alors () = 2U(t,(t), A°) en comparant les deux expressions intégrales
et la proposition 4.2.2 permet de conclure . O

Corollaire 4.2.8 Pour tout k = 1,---, K, sl existe un équilibre (4.0.7) et sous
les hypothéses 3, 4 et 5, on a : -

Mk =M et Wk =W

(égalité a indistinguabilité pres).

Preuve:

On peut écrire des équations similaires a (4.15) et (4.16) pour (x = ¢ en remplacant
les processus ©, pi, ps et W par respectivement (6 + p), o, pk et W*. Ceci conduit
a une expression de (O + p¥), p* et p§ identique a celle de ©, p; et py. Donc (© + p¥)
est indistinguable de © et po est indistinguable de ps. On en déduit que Wk =W
et MF =M a indistinguabilité pres. O

Proposition 4.2.9 Si un équilibre (4.0.7) existe et si les hypothéses 3, 4 et 5 sont
satisfaites, alors les tribus GF et Gr sont indépendantes sous P conditionnellement
a Gy, pour tout t € [0,T] et pour tout k = 1,---, K, c’est-a-dire I’hypothése 6 est
vérifice.

Preuve:
Par le théoréme de représentation 2.1.2 qui reste valable pour la filtration commune
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Gr, on a VA € Mupe(€, Gp, P), 3y € LL (S, Gr, P) tel que

loc

A =0+ [ ' (5)d8(s)

oi S = (W* M*)* = (W, M*)* (d’aprés le corollaire 4.2.8) est & la fois une
(G%, P)-martingale locale et une (G, P)-martingale locale. Par suite toute (G, P)-
martingale locale est aussi une (G%, P)-martingale locale. En particulier, si Y est une
variable aléatoire Gr-mesurable bornée, Ep[Y |G| est alors une (G%, P)-martingale
locale bornée donc une (G%, P)-martingale, d’ou

Ep[Y|Gi] = Ep[Y|GF].
Maintenant, soient A € GF, B; € G; et B € Gr.

Ep[laJplp) = Ep|lalpEp(l5GF]]
= Ep[laEp[lplslG]
= Ep[Ep(la,Ep|lpIp|G:|G:]
= Ep[Ep(la, |G Ep(lp15G:]
= Ep[lp,Ep[la,|Gi]Er[ls|Gi]]-

Par suite,
Ep[l4,15|Gi] = Eplla,|Gi| Ee[l5|Gi

et les tribus GF et Gr sont indépendantes sous P conditionnellement & G;, pour tout
t€[0,T]. O

Remarque: Cette proposition nous permet de préciser le lemme 4.2.3. En effet, sous
les hypothéses 3, 4 et 5 et sil existe un équilibre (4.0.7), alors on vient de voir que
I’hypothése 6 est vérifiée et donc en particulier,

Proposition 4.2.10 Sous les hypothéses 3, 4, 5 et si les ressources ¢, k =1,--- | K
sont Gr-adaptés, lexistence d’un équilibre (4.0.7) implique que le marché des titres

s’équilibre ausst
K
E 71/'76* - ORd.
k=1

Donnons des exemples ou les relations (4.9) de la proposition 4.2.2 sont vérifiées.

Exemple 4.2.11

Vk=1,---,K,onpose  Ug(t,c) =1In(c) V(tc) € [0,T]x]0,+o0l.

On suppose que les agents n’ont pas de ri%hesse initiale.

On a vu que G (t) = 724 , ol y, = Ep(; Ce(8)er(s)ds|GE].

On suppose que Vk = 1,-- -, K, (;, = ( et que les hypothéses 3, 4 et 5 sont satisfaites.
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On pose Ay := 7 Ep| fOT ek(gs)) ds|GE]. On suppose que Ay est Go-mesurable (ceci est le

£
cas si ’hypothése 6 est réalisée et si ¢ est Gr-adapté).

Par ailleurs, I(t,c,A) = Y1 Ack donc 2U(t,c,A) = Ti M 1 . Par suite, la rela-
tion (4.9) est vérifiée car

T

/ xr tlA S cnangt) = mau— el [ Easgti =0
Zj:l A; )

Puisque la relation (4.9) est homogene en A, elle est aussi vérifiée pour A := Ay, Peo(?g),

k=1,---, K et ce A vérifie la relation (4.14). Par suite, d’aprés la proposition 4.2.2

page b4, il existe un équilibre sur le marché si les coefficients du marché et I'utilité

agrégée satisfont les relations (4.11), (4.12) et (4.13), c’est-a-dire respectivement :

_ i) MO+ <P (0> o)
(6) = (pa(t) — a0))" (1) + o -
t

()
(1)’

/ z[ ) T(S)]d])j + 1]de Z [_ _

%ndwm@ e )

)

O(t) + p(t) =

m

Ces relations 1mp11quent que 2U(t,e(t),A%) =((t). On constate que
G = Ak, te[0,T]

La stratégie optimale est donc la méme pour chaque agent : leur consommation
optimale est une fraction de la ressource totale disponible sur le marché. Cette
fraction est le poids de 'agent dans le marché :

o _ (c(0) Tels) o
A= TPO(O)EP[/O (s) ds|Gs

Pour une utilité logarithmique, ce poids est proportionnel a la ressource relative de
I’agent.

Exemple 4.2.12
Vk=1,---,K, on pose Uy(t,c) = %c” V(t,c) €0, T]x]0,+oc[ (p # 0,p < 1).
On suppose que les agents n’ont pas de richesse initiale. On a vu que

fo Ck )dt|g0] Iﬁ
BT G0 Nﬁﬁﬁ@@).

On suppose que Vk = 1,---, K, (;, = ( et que les hypothéses 3, 4 et 5 sont satisfaites.
On pose

Ck(t) =

1-p

Eelf, (e(s))P ex(s)ds|Gh]
Ee[ [ ((s))rds|Gh]
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On suppose que Ay est Go-mesurable (ceci est le cas si 'hypothése 6 est réalisée et

si e est Gp-adapté). I(t,c,A) = S5, C! = 7T et SU(t,c,A) = @ !. Par suite,
AP
la relation (4.9) est vérifiée car

| / po () s
= 5l Copanging

o Bl () e 1)l G]
_ By / (e (1)) dt|Gy] EPUO (e (t))vdt|GH]

= Ep[| (e(t)" "er(t)dt|Gg].

0

Par homogénéité, la relation (4.9) est aussi vérifiée pour A% := Ay (5520)();)_ Lok =

-, K et ce A° vérifie la relation (4.14). Par suite, d’aprés la proposition 4.2.2
page 54, il existe un équilibre sur le marché si les coefficients du marché et I'utilité
agrégée satisfont les relations (4.11), (4.12) et (4.13), c’est-a-dire respectivement :

(1) = (pa(®) = a0 stt) — (p — T LD 2 gy, o) [P

2e2(t) ’

Ot) + p(t) =

Kj—m (5)P2,5(5)

PCO) R CC)iay]

0<s<t

Ces relations impliquent que %U (t,e(t),A%) = ((t). On constate que
G(t) = (A)Twe(t),  tel0T].

La consommation optimale de chaque agent est a nouveau une fraction de la res-
source totale disponible sur le marché. Cette fraction est le poids de I’agent dans le
marché a la puissance ﬁ, ce poids étant, pour une utilité isoélastique, une fonc-
tion de la ressource relative de I’agent. Si on fait tendre p vers 0, on retrouve les
mémes formules que pour une utilité logarithmique (cf. exemple 4.2.11) : mémes
poids, mémes consommations optimales et mémes relations entre les coefficients du
marché et 1'utilité agrégée. Par ailleurs, si le processus de la ressource totale est
constant (ne dépend pas du temps) alors on retrouve aussi les mémes consomma-
tions optimales que pour une utilité logarithmique. L’exemple 4.2.13 suivant traite
ce cas particulier d’une ressource totale constante, indépendamment des fonctions

d’utilité des agents.
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Exemple 4.2.13

On suppose que les fonctions utilité des agents ne dépendent pas du temps (pour
tout k = 1,---, K, Ug(t,c) ne dépend pas de t, V(t,c¢) € [0,7]%]0,+o0[). On
note Uj, sa dérivée par rapport a la variable c. On suppose que les agents n’ont pas
de richesse initiale et que P[Zszl €x = a] = 1 ol @ est une constante strictement
positive Go-mesurable. On suppose que Vk =1, K, (, = ( et que les hypothéses

3, 4 et 5 sont satisfaites. On pose Ay := U (iE [les asGH])” On suppose que Ay est
k\T “Pljo ©k 0

Go-mesurable (ceci est le cas si ’hypothése 6 est réalisée et si ¢ est Gr-adapté).
Ainsi

108 =31 (Ai) = 7 2B e(s)dsGi) = FEe{TulG] = o

donc .
1
U’(a, A) =1= AkU;C (fEP[/ Gk(s)d8|g0]> .
0

Par suite, la relation (4.9) est vérifiée car

Tfk(Aik) _ EP[/O ex(5)ds|GE] = 0.

Par homogénéité, la relation (4.9) est aussi vérifiée pour A) := Ak#(o), k=1,---,K
et ce A% := (AY,--. A%) vérifie la relation (4.14). Par suite, d’aprés la proposition
4.2.2 page 54, il existe un équilibre sur le marché si les coefficients du marché et
l'utilité agrégée satisfont les relations (4.11), (4.12) et (4.13), c’est-a-dire respecti-

vement :
r(t) = (p2(t) — q(t))*ﬁ:(t),

)
O(t) + pi(t) =
/t m+n [ s) [b(s) —r S)Id])j + 1| dN;j_m(s) = 0.

Kj-m(8)p2,;(8)

Par conséquent ( est constant ainsi que la consommation optimale de chaque agent
&k = 7Fp| fOT €x(5)ds|Go). Cependant, le processus ressource ¢, est aléatoire et dépend
du temps, donc le portefeuille 7, pour financer ¢, n’est pas constant, bien que ¢ le
soit.
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Chapitre 5

Optimisation de la consommation et
de la richesse terminale

Dans ce chapitre, on fixe £ = 1,---, K et on s’intéresse au probléme d’optimi-
sation de la consommation et de la richesse terminale de I’agent k. Soient U et
Us, deux fonctions d’utilité, on suppose que Us; ne dépend pas du temps ¢. Par
définition, V¢ € [0,7], leur dérivée partielle par rapport a c est inversible, on note
les inverses respectivement I (¢, ) et Io.

Nous allons voir que la contrainte budgétaire est un peu différente de celle que ’on a
obtenue précédemment pour le probléme d’optimisation de la consommation seule-
ment.

Proposition 5.0.14 On suppose que les hypothéses 1 et 2 sont satisfaites. Soit
X1 (0) une variable aléatoire G¥-mesurable.

Si (my, cx) est une stratégie GE-admissible et si X,SW’“’C’“)(T) est la richesse finale
correspondante, alors

Bp|Ge(T) X (T) + / Gr(t) (cr(t) — (1)) dt|GE] < B(0)Xk(0). (5.1)

Réciproquement, si I’on se donne une richesse initiale X;,(0) € L'(GE,P*), une ri-

—~

chesse terminale Y vérifiant B(T)Y € L% (G%,P*) et un processus de consommation
cr positif, Gk-adapté et tels que fOT cx(s)ds < oo P presque sirement, et

Ep[G(T)Y + /0 Gr(t) (cx(t) — ex(t))dt|Gg] = B(0) Xk (0)

alors il existe un portefeuille mp, = (my(t),t € [0,T]) tel que (my, cx) est une stratégie
Gk.-admissible et X,gm“’ck)(T) =Y.

69
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Preuve:
L’équation (2.2) :

d(B)Xk(1) + B (ex(t) — e(t))dt = B)TL(E )o(t)dSE (1)
prouve que ﬂ(t)Xk(t)-i—fOt B(5)(cx(s)—ex(s))ds est une (G, @)—martingale locale. Or

elle est minorée (par définition d’une stratégie admissible) donc c’est une (G%, ﬁ)—
surmartingale, de valeur initiale 3(0)X(0). Par conséquent,

T
Bld(MX (M) + [ 80 - a®)dgh) < 50)X,(0).
0
Or P = Yy (T)P donc la contrainte budgétaire s’écrit :

ElGu(T) X, (T) + /0 Gi(t)(ci () — ex(t))dt|Gg] < B(0)X(0)-

Réciproquement, on applique le théoréme 2.3.1 au processus
T
H(t) = Bl + [ 800 - a®)igl,  0<t<T
0

1l existe ¢ € L; (§, Gk, ﬁ) tel que

loc

H() = Bl (1)0t] + | ()8 ().

fOT l|19(s)|[?ds = (H, H)y < +o00. On pose mx(s™) := B(s)~(c*(s))~ ¢ (s). Le pro-
cessus 7y est Gh-prévisible et fOT llo*(s)mr(s)||?ds < +oo . Avec la stratégie (mx, cx),

la richesse X" vérifie :

{ dH(t) = d(BHXT () + B(E)(cr(t) — ex(t))dt = B(E)m(t)o(1)dSH(t)
H(0) = B(0)X(0)

Donc B(t) X ™% (t) + fgﬁ(s)(ck(s) — ex(8))ds = H(t) est une (G%,@)—martingale

uniformément intégrable, qui est donc égale & I’espérance conditionnelle de sa valeur
terminale, et par suite,

BHXI (1) = EL[B(T)Y + / 5(s)(cx(5) — cu(s))ds|GL]

qui est minorée et X ,Eﬁ’“c’“)(T) > 0 P presque sirement, ce qui prouve I’admissibilité
de la stratégie. O
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L’agent k cherche & maximiser

(o ) = J(Xp(0), 7y, o) = B /0 Us o (t, e (8))dt + Up o (X (T))|GH] (5.2)

parmi les stratégies Gk-admissibles vérifiant la contrainte

ElGu(T)X;™(T) + /0 Gi () (cx(t) — ex(t))dt|Gp] < B(0)X(0)-

On résout la maximisation sous contrainte de cette fonctionnelle par la méthode des
multiplicateurs de Lagrange. Le lagrangien de ce probléme sous contrainte est :

T
Bl / Ui (t, cx(£))dt + Un s (XH(T))
0

b OAGTD)XT(T) + / Golt) (e (t) — ex())dt — B(0)X,(0)) (G

oll A est une variable aléatoire Gi-mesurable (la contrainte est saturée). cj, et X ,§” ) (T)

optimaux doivent donc vérifier :
{ %Ul,k(t, Ck(t)) = /\Clc(t)
2Us k(X (T)) = AG(T)
c’est-a-dire

{ cr(t) = Lt A (1))
X (T) = Iy (AG(T))

Théoréme 5.0.15 On suppose que les hypotheses 1 et 2 sont satisfaites. S’il existe
A une variable aléatoire strictement positive GE-mesurable vérifiant

Byl / Colt) (Tt AGh (1)) — ()t + Gu(T) Tk AGH(T))|GE] = BO)X,(0)  (5.3)

alors il eriste une unique solution au probléme d’optimisation de l’agent k, donnée
par : G(t) = La(t, AG(t) et X{™H(T) = Ly(AG(T)).
La valeur optimale du probléme de mazimisation est

T
J(Xe(0), 74, G3) = Bo] / Vsl MG (8))dt + U oIy o(AGx(T)) | GL].
0

Preuve:
Remarquons d’abord que par la proposition 5.0.14, la connaissance d’une straté-
gie Gk-admissible (m,c;) est équivalente & la connaissance du couple vitesse de
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consommation, richesse finale (cg, X ,E”’C’“)(T)) satisfaisant la contrainte (5.1) et tel

que fo cx(8)ds < oo IP presque siirement et E— k[ﬁ( T)X™)(T)] < oo . & et X+
vérifient b1en ces relations car Ep[3(0)X(0)] = E5[X;(0)] < oo implique, par la re-

lation (5.3), que fo ¢r(s)ds < oo P presque surement et ﬁ[ﬁ(T)Xéﬁ’@)(T)] < 00.

Soit ( ,gﬂ’“’ck)(T),ck) une stratégie admissible, donc qui vérifie la contrainte (5.1),
par suite

Byl / Ge(t) (G () — cx(®)dt + Gu(T) (XD (T) — X9 (T))|gE] > 0

Or, en étudiant les variations de I’application ¢ — Uy x(t,¢) —yc, on a Vit € [0, 7],
Yy > 0,
Uni(t Lie(t,y) — y1e(t, y) = max{Uii(t, ) — ye}.

Ce maximum est uniquement atteint par stricte concavité de Uy .
On applique ceci a t et w fixés, pour y = A(x(¢). On obtient

Uk (t; G (1)) — Ae(t)Cr(t) = U (t, ci(t)) — AGk(t)ck(?)-
L’inégalité est stricte si ¢ (t)(w ) 7é ci(t)(w). De méme avec Uy, :
Ua (X9 D)) = AGT)XTZRUT) > Un (X (1)) = AG(T) X[ (T)

L’inégalité est stricte si X% (T)(w) # X%)(T)(w). Par suite

J(Xk(O),ﬂ,ac) — J(Xk(O),ﬂ'k,Ck)

= By / (Unk(t, (1) — Uni(t, cx(1)))dt + Un i (XTHP(T)) — Up o (X (T))|GE]

> ABp| / Grlt) (G (t) — ex(t))dt + Ge(T) (XN (T) = X™(T))|Gg] > 0
et J(Xk(0), Tk, éx) — J(Xk(0), T, ck) = 0 si et seulement si ¢ = ¢, dt ® dP presque
strement et X ,Eﬂ’a’“)(T) =X ,gﬂ’a“)(T) dP presque slirement. O
On définit pour tout w € €2 la fonction
Xw 3]0, +00[—]0, +0]
par

Xw(A) == Ep [/0 Ce(8) Tk (8, MG (1)) dt + Go(T) Lo (MG (T)) |GG | (w)-

Proposition 5.0.16 On suppose que E]p[foT Ce(t)ex (t)dt|GE] + B(0)Xk(0) > O P
presque strement. Si pour P presque tout w € §2, les fonctions x,, sont finies, alors
il ewiste une unique fonction )\ strictement positive G§-mesurable vérifiant la rela-

tion (5.3).
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Preuve: La preuve est analogue a celle de la proposition 3.0.4.

Exemple 5.0.17

Ul,k(t: C) = UQ,k(ta C) = %Cpa (p 7é 0:p < 1)7 V(t, C) € [0: T]X]O’ +OO[

Alors I1x(t, ¢) = Ly(t, ¢) = i1 V(t, c) € [0,7]%]0, 400l

On suppose que Eﬂm[fOT G (t)ex (t)dt|GE] + B(0) X1 (0) > 0 P presque stirement. Alors

p—1

Eelfy Cu(t)ex(t)dt|GE] + B(0) Xk (0)
Bplf, (Gelt))»=rdt + (G (T)) 1 |GE)

a(t) = ABOYR()=1 et Xp(T) = (AB(T)Yi(T))>-".
Nous allons calculer le processus richesse optimale et le portefeuille optimale dans

le cas oul le processus ressource € est identiquement nul et que ’hypothése (3.7) p.
45 est vérifiée pour oo = z%' Puisque

BT+ [ o) = B (AT + [ sa 6 | 6t),

BOVOXA) = Er (ﬂ(T)ﬂ(T))?k(TH / ﬂ(sm(s)c}(s)dﬂgf)

= (NriEp ((ﬂ(Tm(T»pfl + / (Bl Va(s) s s | gf) :
La relation (3.8) page 45 implique alors
B)Yi(t) X, (1)
= O (op( [ T 69+ [ expl [T ()is ).

Par suite

@ %0) = 0 (e[ Tz, 01t) + [ expl [T (s )

BP0+ ) @, ()0~ 1)) (aa(0),a¥u(0)

En comparant la forme différentielle ainsi obtenue a celle de ’équation de la richesse
(2.2), on obtient,

1

7H) = () ()X (0 (’;(ft))) (#p«a o) @ () - fn)*)*.
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Exemple 5.0.18

(exemple 5.2 pages 343 344 [25))

Ui k(t, c) = Usi(t, c) =1n(c), Y(t,¢) € [0,T]x]0, +o0].

Alors Iy (t,¢) = Li(t,¢) = L V(t,¢) € [0, T]x]0, +o0[ et xu(A) = %
On suppose que Ep| fo Cr(t)ex (t)dt|GE] + B(0) Xk (0) > O P presque stirement. Alors

T+1
Ep[fo Ge(t)ex(t)dt|GE] + B(0) X(0)

) = P G098 + 5(0)%,(0)
(t) = T DB ’

= EPUO Ce(t)ex(t)dt|G5] + B(0)Xx(0)

XelT) = R |

Nous allons maintenant exprimer le portefeuille optimal dans le cas ol le processus
ressource ¢, est identiquement nul. D’aprés la preuve de la proposition 5.0.14,

B(t) / B(s)ek(s)ds = Ex[B(T Xk / B(s)é(s)ds|GF).
Rappelons que dyik(t) = Yik(t_)l};(t)dg(t) avec [} := ((©+ p¥)*, (% —I,)*). Par suite,
puisque

~ _ B0)X4(0) ), L /T 1 A
o+ [ soas = 2P g by s [0 LG,
on obtient

/ﬁck

_ﬁ Pall + [ 366aS6) +1

[ v

En utilisant Fubini et en conditionnant par rapport & G¥, on obtient :

Xa(t) + /Otﬂ(s)c’,}(s)ds

= 5000+ LD [ 147 = 905 )3 6)a5)

et en identifiant avec I’expression de la richesse (2.2), on trouve

B0)Xx(0)(1+T — 5) 1
T+1 Y,

Bs)a™(s)mr(s™) = (s7)lk(s)- (5.4)
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D’autre part,
BOXa(t) = Ex[A(T)X / $)G(s)ds|GH]

ﬂ(t)ﬁ(t)=wf@[ o ARACIOTED

R =t 7 )50

5050 = PV Bl + [ 5 )56S0)

HT = 1)1+ [y 3 (w)(w)dS (w)|GE.
Or di-(t) = & (t7)l;(t)dS(2), done

BO)X:O0)(T+1-1) 1

T ¥ ) (5.5)

B Xi(t) =

Les relations (5.4) et (5.5) donnent dans ce cas particulier I’expression explicite du
portefeuille optimal :

als) = _ Xi(s)(0" (5)) i (s).
14+ 370 B () w020 (7))

Remarque: Ces résultats sont similaires & ceux des exemples 3.0.5 et 3.0.6 du cha-
pitre 3 ol 'on optimise la consommation seulement. En effet, la fonction d’utilité
étant fixée (soit logarithmique, soit isoélastique), et si I’agent n’a pas de ressource,
alors l'expression de son portefeuille optimal (proportionnellement a sa richesse) est
la méme qu’il optimise sa consommation seulement ou sa consommation et sa ri-
chesse terminale. Cependant, puisque les richesses sont différentes, ’expression du
portefeuille est différente lorsqu’on exprime le portefeuille en unités de produit. Pour
une utilité logarithmique, un agent voulant optimiser sa consommation et sa richesse
terminale consomme moins (% moins ) que s’il optimise sa consommation seule-
ment (les processus de la consommation dans ces deux cadres sont proportionnels
de coefficient %, quelle que soit la ressource). En contrepartie, sa richesse est plus
grande. Pour une utilité isoélastique, les processus de la consommation ne sont plus

proportionnels.

Remarque: On peut refaire la méme démarche d’optimisation en supposant que
Uy = 0. Les résultats restent vrais avec I; , = 0 et ¢; = 0. Cela revient a optimiser
seulement selon la richesse terminale et & ne rien consommer.
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Exemple 5.0.19

(exemple 5.1 page 343 [25])

Uir =0 et Usyy(t, c) = In(c), Y(t,c) € [0,T]x]0, +oo.

On suppose que Elp[foT Cr(t)ex (t)dt|GE] + B(0) Xk (0) > O P presque stirement. Alors

1 = 1

Bl Cel(t)ex(t)dt|GE] + 5(0) X (0) AB(T)Y(T)

Comme précédemment, exprimons le portefeuille optimal dans le cas ot le processus
ressource €, est identiquement nul. La démarche est tout a fait similaire. D’une part

BHXi(t) = EzlB(T)Xk(T)|GH
= BO)X(O0)E Pk[i< T)|G¥

— B0)X(0)Ell + / 16 ()86
— B0)Xu(0)[1 + / S-S

En identifiant avec I’expression de la richesse (2.2), on trouve

1

(500" ()7(57) = BOXu(0) o= (7).
D’autre part,
BOTal0) = B0 + [ ()] = B0)Xu(0)-0)
D’ou I'expression explicite du portefeuille optimal :
TR = kTl lh(s) = OO 1)
1

(s) = Xi(5)(0™(5)) Hi(s).

L 320 B () (0 (51

O
Remarque: L’expression du portefeuille optimal (proportionnellement & la richesse
optimale) est identique & celle des deux autres cadres d’optimisation avec utilité
logarithmique et sans ressource. Cependant, la richesse est plus grande car ’agent
ne consomme rien.



Chapitre 6

Equilibre dans le cadre
d’optimisation de la consommation
et de la richesse terminale

Nous allons maintenant étudier 1’existence d’un équilibre sur le marché finan-
cier dans le cadre d’optimisation de la consommation et de la richesse terminale.
Bien que la proposition 4.2.2 donnant une condition nécessaire et suffisante d’exis-
tence d’'un équilibre reste semblable, nous allons voir que dans ce cas, I’existence
d’un équilibre n’implique plus que les marchés des titres s’equilibrent, ce qui est une
différence essentielle avec le précédent probléme d’optimisation (optimisation de la
consommation uniquement).

Pour tout £ = 1,---, K, soient U et Uy deux fonctions d’utilité de 'agent
k et on considére le probléeme d’optimisation de la consommation et de la richesse
terminale (définition (5.2)) de chaque agent. On suppose que ¢ est un processus de
Ito6 (équation 4.2), Gr-adapté, minoré par une constante strictement positive dt ® dP
presque slirement.

Pour traiter le probléme d’existence d’un équilibre dans ce cadre, nous allons suivre
le méme cheminement que dans le chapitre 4 : on suppose les hypothéses 3 et 4
satisfaites, I’hypothése 5 étant remplacée par la suivante :

Hypothése 7 Pour k = 1,---, K, on suppose que les hypothéses 1, 2 et celles de
la proposition 5.0.16 sont satisfaites. (Ainsi, A\ Uunique solution de l’équation (5.3)

existe.) D’autre part, on suppose que Y est une (Gr,P)-martingale et que, pour tout
k=1,---,K, l’équation en A

Byl /0 CO T (b, AC()dt + C(T) Ik (AC(T))dt[Go]

_ B /O C(#)er(B)dt + B(0)X4(0)[Go]

7
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admet une unique solution ) Go-mesurable.

Nous rappelons que le processus ( est défini page 51 par la relation (4.4). Les résultats
du paragraphe 4.1 sont alors inchangés.
On définit sur [0, 7]x]0, +o00[x (]0, +00])¥ la fonction U; par

K
Ui(t,c,A) := max > AU1k(t, cx) (6.1)
1

cp>0,c14, . +Ccg=c —

et sur ]0, +00[x(]0, +00[)¥ la fonction U, par

UQ(C, A) = maXx ZAkUQ,k(Ck)- (62)

cp>0,c1+4, . +cr=c ]
Nous énongons maintenant une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un

équilibre dans le cadre d’optimisation de la consommation et de la richesse termi-
nale.

Proposition 6.0.20 Sous les hypothéses 3, 4 et 7, un équilibre (4.0.7) existe sur le
marché financier si et seulement s’il existe A = (A1, -+, Ak) telle queVk =1,--- K,

o Ay est une variable aléatoire Gy-mesurable o valeurs dans |0, +oo[ vérifiant

ol fy UL (t,2(8), NIt 2= 22U (8, £(t), A))dt + ZUL(T, £(T), A)

Bl T )G = Bl [ 00,50, )8+ 50) %4 0)
(6.3)
amnst que
oot = UL (t e(t), A), ¥t € [0,T]. (6.4)

Jdc

De plus, (6.4) est équivalent aux quatre relations suivantes reliant les coefficients r
et b du marché et l'utilité agrégée Uy :

2t (tlg() )[a(z; 1(t,2(2), A)+(M(t)+(P(t),m(t)))aa—;Ul(t’g(t)’ A)

r(t) = —

3

43 1p(0) P55 Ui (6 (6), A)] + (w0, ) — a(t) (6.5)

Ot) + p(t) = -2
dc

p(t) (6.6)
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D sl S O
/ Us( Z[ K] m( )p2,(s) + 1)dNj_m(s)
0 _
_ Ogst[%m(s,e(s),m ~ 5. Ui(se(s7), M) (6.7)
PO(O)%UI(OaE(O); A)=1 (6.8)

Preuve:

La preuve est un peu différente de celle de la proposition 4.2.2 car, dans le cadre
d’optimisation de la consommation et de la richesse terminale, la contrainte budgé-
taire (5.1) et les relations (6.3) font intervenir la richesse terminale.

La condition est suffisante

On pose & (t) := L(t, 1. 5U1(t,6(t),A)) et Xp(T) = Loy(5-2UL(T,e(T), A)).
(¢x, X3 (T)) vérifient bien la contrainte budgétaire (5.1) d’aprés les équations (6.3)
et (6.4) , et maximisent la fonction valeur de I’agent k. En effet, soit (cg, Xx(T')) une
stratégie admissible. La concavité de Uy (¢, -) et Ugy et la relation (4.8) impliquent :

Ep] ' Ui (t, cx(t))dt + Uz (X (T))|G5] < Epl / ' Unk(t, & (1))dt + Us i (Xk(T))|Gg]

+E]P’[/OT(Ck(t) — (1)) ad (tj,\i(t), 2 dt + (Xy(T) — E(T))%

Us, (Xk(T))|Gg].

D’aprés la contrainte budgétaire et la condition (6.4)

Ep[fy (cx(t) — @(8) 2L (1, 8( ) A)dt|Gg]
= Ep| fo ci(t) — (1) geUL(t, & (t), A)dt|G§] — B(0) Xk (0)
+E]p[acU1(T 6(T) M) X(T)|Gg]
< Epl[5Ui(T,e(T), A)(Xi(T) — Xi(T))|G5].

Par suite
el (o) — ) 2P EE M 06,(1) - X)) 5 U (D) 6
< B(5(1) - Xy (DA D gt =o

Ak oc

1(Te(T),A)

car 2Us(Xk(T)) = ng(JQk(T)). On a bien
Ey| / Usi(t, cx(t))dt + Un (X, (T))|GE]

< i Ut 0 (0))dt + Un o (K (T)) L]
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D’autre part, ¢ est bien G (et par suite G% )-adapté car Aj est Go-mesurable et
la relation (6.4) implique que %Ul (t,e(t),A) est Gpr-adapté. Par suite, ¢ = ¢ et
X (T) = Xi(T) . Vérifions que la condition de I'équilibre est alors vérifiée :

Gt }:hk (tdﬂAD:h@§%MudmALM:wu)

k=1

La condition est nécessaire
Si ’équilibre a lieu, alors Vk = 1,---, K, (;, = ( par le lemme 4.1.4 et

e(t) =Y Tt (1) = I (t,C (1), A)

ol A = ()\%, N i) avec Vk = 1,---, K, Ay solution de (5.3). Par suite,
0
C(t) = Hl(t’ ‘E(t)’ A) = &Ul(t’ 5(t)a A)

~ DU, (t,e(t), A

Gult) = Lp(t, MC(2)) = T2, 1(Ak( ! ))

= ST, e A

R = B (7) = 1y (DD,
D’aprés le lemme 4.1.2, ¢, est Gpr-adapté donc Ay, = BUL)A est Go-mesurable.

5 U1,(0,62(0))

La contrainte budgétaire (5.1) implique alors la relation (6.3).
La fin de la preuve est alors identique & celle de la proposition 4.2.2, avec U; jouant
ici le role de U. 0

Remarque: Tmaginons qu’'un agent représentatif recoive la ressource ¢ et cherche a
maximiser

%M{Am A)dt + Us(X(T))|Go]
sous la contrainte
Byl / Ct)(e(t) — e(t))dt + C(T) X (T)|Go] < 0.

(Intuitivement, Vk = 1,---, K, Ay représente le poids de 'agent k£ dans le marché
financier). Si A° est solution de

T
EP[/ C) (It A°C(2), A) — e(®))dt + {(T) I (AC(T), A)[Go] = 0
0
le processus de consommation optimale de I'agent représentatif est alors donné par

A(t) == LIi(t, \°¢(t), A)
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et la richesse terminale optimale par
XO(t) := L(A\%(T), A).

Imaginons qu’alors ’agent représentatif redistribue cette consommation et cette ri-
chesse & chaque agent selon la formule :

Ce(t) = L (t, A%%Ul(t, A(t),A)), te0,7)
— 10 6
Xk(T) = I2,k(A_k%U1(T,C (T)aA))a te [OaT]

> @(t) = Lt %Ul(t, (1), A),A) = E(t).

L’équilibre a lieu lorsque 00@ = ¢(t) et que, pour chaque agent, la consommation

i et la richesse terminale X;(7') coincident avec sa consommation et sa richesse
terminale optimales.

Corollaire 6.0.21 Pour tout k =1,---, K, s’il existe un équilibre (4.0.7) et sous
les hypotheses 3, 4 et 7, on a : -

Mk = M et Wk =W

(égalité a indistinguabilité pres).

Preuve: Elle est similaire a celle du corollaire 4.2.8.

Proposition 6.0.22 Si un équilibre (4.0.7) existe et si les hypothéses 3, 4 et 7 sont
satisfaites, alors les tribus GF et Gr sont indépendantes sous P conditionnellement
a Gy, pour tout t € [0,T] et pour tout k = 1,---, K, c’est-a-dire I’hypothése 6 est
vérifice.

Preuve: Elle est similaire & celle de la proposition 4.2.9.

Remarque 6.0.23 Bien que la proposition 4.2.9 reste vraie, on n’a plus le fait que
Pexistence d’un équilibre (4.0.7) implique la nullité de la somme des portefeuilles. En
effet, l’expression du processus richesse optimale trouvée au théoreme 3.0.3 n’est plus
valide dans le cadre d’optimisation de la consommation et de la richesse terminale,
et le lemme 4.2.8 n'est donc plus valide dans ce cadre. On ne peut pas non plus
transcrire dans ce cadre le lemme 4.2.5 ainsi que la proposition 4.2.7. En effet, les
termes correspondant a la richesse terminale ne s’annulent pas quand on somme les
relations (6.3) et ces relations ne sont plus homogénes en A.
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Nous concluons ce chapitre avec un exemple d’équilibre avec pour fonctions d’utilité
la fonction In. L’approche de cet exemple est un peu différente de celle dans le cadre
d’optimisation de la consommation seulement (exemple 4.2.11) car les relations (6.3)
font intervenir la richesse terminale et ne sont plus homogénes en A.

Exemple 6.0.24
Vk=1,---,K, on pose Uy x(t,c) = Uyy(c) =In(c) V(t,c) € [0,T]x]0, 400l

K
A
Alors Li(t,c,A) = Iy(c,A) = gUl(t, c,A) = QUQ(C, A) = Zkzcl k

oc Jdc

On suppose que les richesses initiales de chaque agent sont Gy-mesurables et que les
hypothéses 3, 4, 6 et 7 sont satisfaites. La relation (6.3) s’écrit, : Vk =1,--- | K

A Age ]
P[/Zjl Ak() Z ke(T)

c’est-a-dire
AT+ 1) = Y0l [ %dﬂ%] = 5(0)%,(0).

Si ’hypothése 6 est satisfaite et si €, est Gp-adapté,

Ep[/ it dt\go Ep[/ G’C(t)dt\go]

donc en sommant ces égalités on obtient :

K K
> AT +1) ZA T = B(0) > X;(0)
j=1 7j=1

d’ou

et

BOX(0) +50) X% X0 Eelfy %iatldo]

T+1
Ces Ay vérifient bien la relation (6.3), A := (Aq,---, Ax) est bien Gy-mesurable dés
que les richesses initiales de chaque agent le sont. On suppose que Vk = 1,--- K|

A > 0 (ceci est réalisé par exemple dés que les richesses initiales sont strictement

K x.
positives) et que (x(t) = W (ainsi la relation (6.4) est vérifiée).

Alors un équilibre existe sur le marché si les relations (6.5), (6.6), (6.7) et (6.8) entre
les coefficients du marché et 'utilité agrégée sont vérifiées, c’est-a-dire si

Ay =
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_ i 4 B+ (00, @) [1p(0)
r(t) = (pa(t) = a(0))"w() + PR PREE RO

ot) + pi(t) = ﬂg

_) Z[(O_l(s)[b(s) — T(S)Id])j + 1]de_m(S) — Z [i _ 1 ]

K3-m(5)25(5) 2t () els)

pOy=—0 ____O
Zj:l Aj /3(0) Zj:l Xj (0)

Plus précisément, puisque ces Ay sont les seuls qui vérifient la relation (6.3), la réa-
lisation de ces quatre relations est une condition nécessaire et suffisante d’existence
d’un équilibre sous ces hypothéses. On constate que

G(t) = Me(t), t€]0,T] et Xip(T)= Awe(T).

A nouveau la consommation optimale est une fraction de la ressource totale dispo-
nible sur le marché. Cette fraction est le poids de ’agent dans le marché. Dans ce
cadre d’utilité logarithmique et d’optimisation de la consommation et de la richesse
terminale, ce poids prend en compte a la fois la ressource relative de ’agent et sa
richesse initiale relative.
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Chapitre 7

Modéle sans monnaile et modéle avec
monnaile

Nous détaillons dans ce chapitre les différences entre un modéle avec monnaie et
sans monnaie. Ce travail a été initié par Karatzas et al. (1990) [37].

Les résultats trouvés jusqu’ici le sont pour un modéle sans monnaie, c¢’est-a-
dire les prix des actifs financiers et la richesse des agents sont exprimés en unités de
produit. Nous allons voir ce qui différe si nous considérons un modéle avec monnaie :
les vitesses de consommation et de ressource restent exprimées en unités de produit,
mais les prix des actifs financiers et la richesse des agents sont exprimés en monnaie
locale. On introduit le spot %, qui est le prix en monnaie locale d’'une unité de
produit : ¢ est déterminé & I’équilibre et doit étre strictement positif dt ® dIP presque
stirement.

Définition 7.0.25 La famille (éx,k =1, -+, K; ) est un équilibre sur le marché
financier avec monnaie st Y > 0 dt @ dPP presque sirement et que

(1) pour tout k = 1,---, K, la consommation (¢;) est optimale pour l’agent k

(#) le marché des consommations s’équilibre, c’est-a-dire

K

ic}(t) = el(t) =e(t), 0<t<T. (7.1)

k=1

Les différences entre le modéle sans monnaie et le modéle avec monnaie proviennent
du fait que dans I’expression du processus de la richesse, les vitesses de consomma-
tion et de ressource € et ¢ sont maintenant remplacées, pour le modéle avec monnaie,
par leur expression en monnaie locale, c’est-a-dire par e et c.

e Dans la définition 1.0.2, la condition d’intégrabilité fOT ce(t)dt < +oc P presque
stirement est remplacée par fOT ¥ (t)ex(t)dt < 400 P presque stirement.
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e L’expression de la richesse (2.2) devient

B(t)Xk(t) = B(0)Xx(0) +/0 Bs)(s)(ex — Ck)(s)ds+/0 B(s)mi(s7)a(s)dS(s).

e Dans la proposition 3.0.2, la contrainte budgétaire (3.1) devient

IMA<M®MQWS%%AW%WﬂSMMMw)

et dans la partie réciproque, la condition fOT ce(t)dt < 400 P presque stirement

est remplacée par fOT¢(t)ck (t)dt < +oo P presque siirement. La démonstration de
la proposition 3.0.2 est identique, le processus (e, —cx) étant remplacé par ¥ (e —cx)-

e Le probléme d’optimisation de la consommation reste le méme, mais la contrainte
budgétaire étant différente, le lagrangien (3.4) devient

E@Amemmw+xqz@wwwwawfumﬁ—ﬂwxwmwﬂ

e La proposition 3.0.3 concernant la solution du probléme d’optimisation de la
consommation se reformule comme suit

On suppose que les hypotheses 1 et 2 sont satisfaites. S’il existe A une variable aléa-
toire strictement positive g(’)“—mesumble vérifiant

/‘w G (8) (Tt A (£)Gu(8)) — ex())dt|GE] = B(0) X, (0)

alors il existe une unique solution au probleme d’optimisation de ’agent k, donnée
par : ¢(t) = I (¢, Aw(t)gk(t)l R

La richesse optimale est X(W’“’C’“)(t) @ (t) Ep ft Ce(8)(Gr(s) — ex(s))ds|GF].

La valeur optimale du probléme de mazimisation est

T
V(X(0), 72, 8) = Bel | Usolu(t, M(E)Gu(6)dtiGh)
0
La démonstration reste la méme, () étant remplacé par (.

e Dans la proposition 3 0.4,
la condition EP[fOT C(t)ex(t )dt\g{f] + 3(0)X(0) > 0 P presque sirement est rem-

placée par la condition Ep fo (t)Crk(t)ex(t)dt|GE] + B(0)X,(0) > 0 TP presque
siirement et les fonctions T sont définies par

T5() = EP[/O ()G () I (1, Mo (1) (t))dt |Gy ) (w)
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A nouveau en changeant (i par 9(x, la démonstration reste la méme, car ¢y > 0
dt ® dP presque sirement.

e Fremple 3.0.5 avec utilité logarithmique. Dans le modéle avec monnaie,

T
Bplf) v e (1)dt|GE] + B(0) X, (0)

_ 1 —~ T i
a0 = aam ¢ GO%0= ———%/¢ )Ce(s)ex(s)ds| L.

Pour I'expression du portefeuille, on suppose (e, déterministe. En remplacant e
par Y€, dans la démonstration, on trouve le portefeuille optimal

ft k(s)ds. Yi(2) l

ﬂ(t) = ( ( )) l[X ,B(t) ]Yk( ) k(t)

e Dans l’hypothése 5, ( est remplacé par ¥ dans I’équation en A

EP[/ ()OI (E, Mp(£)C () di]Go] = Eu»[/o ()¢ ()ex(t)dt + 5(0) Xk (0)[Gol

La différence essentielle entre le modéle avec monnaie et le modéle sans monnaie
porte sur la condition nécessaire et suffisante d’existence d’un équilibre.

e La proposition 4.2.2 devient :

Sous les hypothéses 3, 4 et 5, un équilibre (7.0.25) existe sur le marché financier
si et seulement s’il existe A = (Ay,---,Ak) telle que Vk = 1,---, K, Ay est une
variable aléatoire Gy-mesurable & valeurs dans |0, +oo[ et vérifiant

Eelfy &U(t(t), MIu(t, 54U (1, 2(t), A))dt|Gg]

/ 5. ULt (), Ner(1)dt|GF] + B(0)X,(0) (4.9)

ainst que
P(t)C(t) = SCU(t e(t),A),Vt € [0,T]. (7.2)

La démonstration de la condition suffisante est la méme, celle de la condition né-
cessaire est juste modifiée en remplacant ¢ par (. On vérifie immédiatement que
1 > 0 dt ® dP presque siirement.

Ainsi, dans le modéle avec monnaie, le spot 1) nous donne un degré de liberté sup-
plémentaire pour obtenir un équilibre. La contrainte (7.2) porte sur le spot 1, et non
plus sur les coefficients du marché : les relations (4.11), (4.12), (4.13), (4.14) n’ont
plus & étre vérifiées pour avoir un équilibre. Dans le modéle sans monnaie, les prix
des actifs financiers sont endogénes. Dans le modéle avec monnaie, ils sont exogénes
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mais ils influencent 1 & travers (7.2).

Par suite, on peut relacher certaines hypothéses : ¢ = Z,le € n’a plus besoin d’étre
un processus de Itd et dans la définition d’une fonction d’utilité, partie (iii), on a
juste besoin que la fonction soit de classe C! en la variable c.

D’autre part, si les richessses initiales de chaque agent sont nulles, alors les relations
(4.9) sont homogeénes en A. Ainsi, dans le modéle avec monnaie, A et le spot 1) sont
déterminés a une constante multiplicative strictement positive Gyo-mesurable prés.
Dans le modéle sans monnaie, cette constante est déterminée par la condition ini-
tiale (4.14), donc on a l'unicité de A.

e La proposition 4.2.7 devient

On suppose que chaque agent a une richesse initiale nulle, que €, est Gr-adapté et
€x > 0 sur un événement dt ® dP non négligeable et que les hypothéses 3, 4, 5 el
6 sont satisfaites. Supposons de plus que Vk = 1,--- K, (, = ( dt ® dP presque
strement. Alors il existe un équilibre (7.0.25).

e Le corollaire 4.2.8 et la proposition 4.2.9 ne sont plus vrais dans le modéle avec
d

monnaie car on n’a plus la contrainte (4.10) ((t) = 5.U(t,&(t),A)).

e [’exemple 4.2.11 devient :

Vk=1,---, K, on pose Ug(t,c) = In(c) V(¢,c) € [0,T]%]0, +o0].

On suppose que les agents n’ont pas de richesse initiale.

On a vu que Gx(t) = F5iar - O Yk = Es(fy 1(s)Ck(s)ex(s)ds|Gh].

On suppose que Vk = 1,---, K, (;, = C et que les hypothéses 3,4 et 5 sont satisfaites.
On pose Ay, := 7 Ep| fOT 66’°((:)) ds|GE]. On suppose que Ay est Go-mesurable (ceci est le
cas si ’hypothése 6 est réalisée et si ¢ est Gr-adapté). La relation (4.9) est vérifiée

car

Ck(S)
£(s)

TN E AL c T
o8| /0 thl) ( A’; ®) — & (1))dt|GF] = TA, — Ep] /0 ds|G¥] = 0.

Donc il existe un équilibre pour le modéle avec monnaie et le spot a 1’équilibre
¥(t) = (C(¢)(t)) ! (3 une constante multiplicative strictement positive Go-mesurable
prés).

o L’exemple 4.2.12 devient :
Vk=1,---, K, on pose Ug(t,c) = %Cp V(t,c) € [0,7]%]0,4+o00[ (p # 0,p < 1).
On suppose que les agents n’ont pas de richesse initiale. On a vu que

_ Belfy ()G (t)er(t)dt|G§] + B(0) Xk (0)

2 1)k (2 zﬁ
Bl w0 D)

Gk (t)

On suppose que Vk = 1,---, K, (;, = ( et que les hypothéses 3, 4 et 5 sont satisfaites.
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On pose
T p—1 k 1-p
Ay Ep[fy (e(s))P""ex(s)ds|Gp]
= T .
Ep[ [y (e(s))Pds|Gg]

On suppose que Ay est Go-mesurable (ceci est le cas si I'hypothése 6 est réalisée
_1_

et si ¢ est Gr-adapté). I(t,c,A) = Y p 0 = cr T et 2U(t,c,A) = 7! Par
A

—1

k
suite, la relation (4.9) est vérifiée (cf. exemple 4.2.12). Donc il existe un équilibre

pour le modéle avec monnaie et le spot a I’équilibre v (t) = (8(?()5_1 (a4 une constante

multiplicative strictement positive Gy-mesurable prés).

o L’exemple 4.2.13 devient :
On suppose que les fonctions utilité des agents ne dépendent pas du temps, que
P[> 7, e = a] = 1 oil a est une constante strictement positive Go-mesurable, et
que les agents n’ont pas de richesse initiale. On suppose que Vk =1, -+ K, (, = C
et que les hypothéses 3, 4 et 5 sont satisfaites. On pose Ay := !

Up(%Eelfy ex(s)ds|G))”
On suppose que Ay est Go-mesurable (ceci est le cas si ’hypothése 6 est réalisée et
si €, est Gr-adapté). Alors il existe un équilibre pour le modéle avec monnaie et
le spot a I’équilibre ¢ (t) = ﬁ (a4 une constante multiplicative strictement positive

Go-mesurable preés).

Des changements similaires apparaissent si I’on considére le probléme d’optimisation
de la consommation et de la richesse terminale (chapitre 5).

e Dans la proposition 5.0.14, la contrainte budgétaire (5.1) devient

e[ (T) X )(T) + /0 ()G (8) (cr(t) — ex(t))dt|Gg] < B(0)Xk(0)-

e Le théoréme 5.0.15 devient
On suppose que les hypothéses 1 et 2 sont satisfaites. S’il existe N\ une variable
aléatoire strictement positive G¥-mesurable vérifiant

EP[/O Y () Co(t) (T (t, M (£)Ck(t)) — ex(t))dt + Gu(T) T2k (AG(T))|Gg] = B(0)X1(0)

alors il eriste une unique solution au probléme d’optimisation de l’agent k, donnée
par : G(t) = L, M(£)GH (1) et X9 (1) = L (AG(T)).
La valeur optimale du probléeme de mazrimisation est

T
J (X1 (0), Tk, &) = E]p[/ Uy kol (t, Mp()Ce(2))dt + Us oz k(A (T)) |G-
0
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o L’exemple 5.0.17 avec utilité isoélastique est modifié comme suit

Ep[f, w(t)G(#)er(t)dt|GE] + B(0) Xk (0) P
B[y (0(1)¢k(1) 7T dt + (G(T))77|GE]

G(t) = MWOGE)™ et Xi(T) = (AG(T))

o L’exemple 5.0.18 est modifié comme suit

=

Y

_ T+1
Bl [ w(t)C(t)er(t)dt|GE] + B(0)Xk(0)

1 — 1
“O=Soen ¢ U= xm

L’expression du portefeuille est inchangée dans le cas ot le processus ressource ¢,
est identiquement nul.

o Dans l’exemple 5.0.19 , il suffit juste de changer ¢, par ve; dans les résultats.

e proposition 6.0.20. La condition nécessaire et suffisante d’existence d’un équilibre
devient alors :

Sous les hypothéses 3, 4 et 7, un équilibre (7.0.25) existe sur le marché financier
si et seulement s’il eriste A = (Ay,---,Ak) telle que Vk = 1,--- K, Ay est une
variable aléatoire Gy-mesurable & valeurs dans |0, +oo| vérifiant

EIF’[/ e 1(t,e(t), A) I k(t, Al ;Ul(t e(t), A))dt
9 1 9 .
+W 80U (T, E(T),A)B,k(malfl(T@(T)aA))|go]
= Bl S0 Naladg] + 5050 (13
ainst que 5
V()G (t) = = Ui(t,e(t),A),Vt € [0,T]. (7.4)

dc

Démonstration de la condition sufﬁsante

méme définition pour G (t) = I x(t, 1-3;Ui(t,€(t), A)) mais Xi(T) est modifié par
Xi(T) = IQak(w(Tl)Ak S U\(T,&(T),A)). Donc la contrainte budgétaire et la rela-
tion (7.4) impliquent que

By (c(t) — a(®) 2U, (t,£(t), A)dt|GE]
= Bp[ [} (ca(t) — ex(t)) 2 Ulos e(t), A)dt|GE] — B(0) X4 (0)
+ B[ 20 (T, (T), A) 55 Xe(T)|GH]
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< Be[2UT. (1), A) 3y (K(T) — X4(T))| 6]
Par suite

T Xl € . —
Bl eatt) — o) = EED R+ (1) - (1) 2 U () )

SU(T,e(T),A) 0

< B = XM=y ~ o

U, (Xk(T)))|Gg) = 0

~ B UL(Te(T),A
car LUy (Xi(T)) = LU p(Iop (2575000,
La démonstration de la condition nécessaire se déduit de celle de la proposition
6.0.20 est remplacant ¢ par ¥ sauf dans I'expression de X.

e Le corollaire 6.0.21 n’est plus vrai pour les mémes raisons que le corollaire 6.0.21
n’est plus vrai (dans le modéle avec monnaie, 1’équilibre ne nous donne pas de rela-
tions sur les coefficients du marché).

e Puisque les ¢(T") s’éliminent dans les relations (7.3) avec une utilité logarithmique,
l’exemple 6.0.24 est inchangé dans ’expression des multiplicateurs de Lagrange A :
Vk=1,---, K, on pose Uy (t,c) = Uy (c) = In(c) V(t, c) € [0,T]x]0, +o0.

On suppose que les richesses initiales de chaque agent sont Gy-mesurables et stricte-
ment positives, que les hypothéses 3, 4, 6 et 7 sont satisfaites et que ¢,, k =1,---, K,

sont Gp-adaptés. Alors un équilibre existe pour le modéle avec monnaie, le spot v
B(0) 5y Xk (0)

est donné a ’équilibre par ¢ (t) = OE0)

(3 une constante strictement positive
Go-mesurable preés).

Nous finissons ce chapitre en résumant les différences entre les deux modéles.

Remarque 7.0.26 La différence essentielle entre le modéle avec monnaie et le
modele sans monnaie porte sur la condition nécessaire et suffisante d’existence d’un
équilibre. Dans le modeéle sans monnaie, les priz des actifs financiers sont endogénes
et sont déterminés a l’équilibre. Dans le modéle avec monnaie, ils sont erogenes
et c’est le priz en monnaie locale d’une unité de produit (i.e. le spot 1) qui est
déterminé a équilibre. Ainsi, le modéle avec monnaie nous apporte un degré de
liberté supplémentaire pour obtenir un équilibre.
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Chapitre 8

Equilibre dans un modéle avec salaire

Nous allons étendre le modeéle précédent (chapitres 1 et 2) & une situation avec
dividendes, actif productif, ol les agents optimisent la consommation a la fois de
leurs biens et de leur loisir. Ceci est une généralisation de I'article de Chiarolla et
Haussmann [15] introduisant d’une part des actifs non continus et d’autre part de
I’asymétrie d’information entre les agents.

La vitesse de ressource des agents est leur salaire. Elle est exprimée non pas en
biens mais en monnaie locale, et n’est pas exogéne. Le travail fourni par les agents
produit le bien de consommation & travers une fonction de production. Le manager
des équipements de production doit fixer le niveau de travail afin d’optimiser le
profit.

8.1 Le modéle

Nous supposons qu’il existe un actif productif produisant un seul type de bien
de consommation périssable, lequel est vendu au temps t a p(t) unités de monnaie
locale. Cet actif utilise le travail qui, au temps ¢, coiite w(t) unités de monnaie locale
par unité de temps. On peut produire R(¢, L) unités de bien de consommation par

unité de temps si on utilise L unité de travail. Les profits sont distribués comme
dividende :
o(t) = p(t)R(t, L(t)) — w(t)L(?).

Le manager de ’actif choisit L(t) afin d’optimiser le profit. Les K agents fournissent
le travail, donc 0 < L(t) < K, mais en fait nous devons restreindre le travail a un
intervalle plus petit : 0 < L(t) < Lygs < K. Lpypeq est le taux maximal d’emploi;
puisque L., est choisi strictement plus petit que K, le plein emploi est impossible.
Par suite
L(t) € t)R(t, L(t)) — w(t)L(1)|.
(2) awOSL{ggm[P( VR(t, L(t)) — w(t) L(¢)]
Pour tout ¢, la fonction de production R(t, L) est supposée continue sur [0, Lyqz],
strictement croissante, strictement concave et de classe C' sur ]0, L,,5[, prenant ses
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valeurs dans [0, kg] ou
kg :=sup R(t, Lyez) < +00. (8.1)
t

Nous supposons de plus que

0
VL >0, infR(t,L) > 0; liminf —R(t, L) = . 2
>0, in (t, L) > 0; Ll{‘%ntlaL(,)-l-oo (8.2)
R, p et w sont supposés Fr-prévisibles. Le processus salaire w, positif, ainsi que le
processus prix p sera déterminé de fagon endogéne a ’équilibre. On rappelle que
(r = PBY}, ou Y, P = P¥ est la probabilité neutre au risque de I'agent k. On suppose
de plus que

Vk =1,---, K, il existe des constantes ky, kp, Ky, k5 telles que dt @ dPP ps :

0 < Gw < Ky
0<ky < (ep <Ky (8.3)
0 < Gd < Kg

Le prix unitaire de 'actif productif (il y a au total une unité divisible de cet actif),
exprimé en unités de monnaie locale, est la Fr-semimartingale positive vérifiant le
systéme différentiel suivant :

{ dA(t) =(t)dt + a(t)d(W*, N*)*(t) (8.4)

AT) =0

A(t) représente le prix au temps t de I’actif productif. Au temps T', 'actif productif
a payé tous ses dividendes, il n’a plus de valeur. Le drift -y et le processus de diffusion
a sont déterminés de facon endogéne tels que, presque siirement,

AH%M+MMMWﬁ<+W- (8.5)

Les K agents fournissent le travail, consomment le bien et possédent 1'actif pro-
ductif. Ils doivent choisir une stratégie consommation-loisir afin d’optimiser leur
utilité. Le marché financier complet introduit dans le chapitre 1, équations (1.1) et
(1.2) page 20 (avec cette fois les prix exprimés en monnaie locale et non en uni-
tés de produits) permet aux agents de couvrir le risque et de financer leur stratégie

consommation-loisir. P, i = 0, - - -, d, sont les actifs financiers. On note P = (Py, P)*
avec P := (Py,---, Py).

On pose
0(t) := o(t) " (b(t) — r(t)1y).
Ainsi le processus S := (/W*, M *)* (définitions 1.6 et 1.7) vérifie

S() = (W* N () + /0 0(s)ds. (8.6)
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L’agent k

e posséde a l'instant initial une proportion ¢, de I'actif productif, avec

K
ng =1
k=1

e choisit son processus loisir £, GX-adapté, tel que
2(t) € 10, 1], t € [0,T], p.S. (8.7)

e choisit son processus de consommation c, GX-adapté, exprimé en unités de
bien de consommation, et tel que

inf ¢,(t) >0, sup ¢x(t) < 400, p.s. (8.8)

t€[0,T] t€[0,T]

e choisit son processus portefeuille (i3, ¢x) Gk-prévisible : ¢, proportions
d’actif productif (avec 15 (0) = ¢), et sur les actifs financiers ¢y 1= (¢y0, P1) avec

% = (¢k,1a Ty ¢k,d) et tel que

T
sup [1e(t)] < oo, /0 6e(1)][2dt < +00, pes. (8.9)

t€[0,T]

Les composantes du portefeuille sont exprimées en nombre de parts d’actif. Notons
que 1—/£,(t) représente l'intensité avec laquelle I’agent travaille. Plus il travaille, plus
il gagne de P’argent. Son salaire ey(t), t € [0, 7], positif, borné, GX-adapté, exprimé
en unité de monnaie locale, est donné par

ex(t) = w(®)(1 - 4(1),  te[0,T].

Si I’agent k& ne modifie pas son apport initial d’actif productif, i.e. () = & pour
tout ¢ € [0, 7] (nous verrons qu’il existe une stratégie optimale vérifiant cette pro-
priété), son processus ressource est donné par :

éx(t) = ex(t) +exd(t) = w(t) (1 — L(t)) + xd(t)

Le processus agrégé des ressources des K agents est défini par

K

et) =) )= elt) +4(2) telo,7T).

k=1

La richesse a I'instant ¢ de ’agent k£ est donnée par

Xi(t) == () A(t) + e (t) P(2).
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On suppose que Xy satisfait la contrainte budgétaire
t t
Xi(t) = e, A(0) — /p( ek (s )ds+/ ex(s ds+/ Ui (s)d(s)ds
/ Ui (s)dA(s / or(s)dP(s t € [0,7T).

En d’autres termes, la richesse actuelle est la richesse initiale moins le coiit de la
consommation plus le salaire plus les dividendes plus les gains (ou pertes) de Iactif
productif et des actifs financiers.

D’aprés (8.6), x(s)dA(s) = ¥r(s)(v(s) — a(s)d(s))ds + wk(s)a(s)dg(s). D’autre
part,

61 (5)dP(s) = Gu0(5)r(s)Po(s)ds + e (s)diag[P(s™)](b(s)ds + o(5)(dS(s) — 6(s)ds)).

Or d’apres I'expression de la richesse, B
Bro(5)7() Po(s) = r(5) Xi(s) — vi(5)r () A(s) — @ () diag[P(s )} Lur(s)
et b(s)ds + o(s)(dS(s) — 0(s)ds) = o(s)dS(s) + r(s)lsds donc

61 (5)dP(s) = r(s) Xx(s)ds — x(s)r(s)A(s)ds + @ (s)diag[P(s)]o(5)dS(s).

Par suite, pour ¢ € [0, 7],

Xp(t) = e A(0) — / §)ds + /0 w(s)(1 = La(s))ds + /0 r(5) Xe(s)ds
‘/m )[6(s) + () — () A(s) — (s)0(s)]ds
/wk () + Ba(3)diag[P(s™)|o(s)]d8(s). (8.10)

On définit alors une stratégie GX-admissible de fagon analogue a la définition 1.0.2 :

Définition 8.1.1 Une stratégie GX.-admissible pour le k™ agent est un quadru-
plet (ck, Lk, Y, Or) satisfaisant les relations (8.7), (8.8) et (8.9) et tel que la richesse
correspondante Xy, est minorée et Xi(T) > 0 P presque sidirement.

La fonction d’utilité Ug(t,c,£) : [0,T] x [0,+00[x[0,1] — [—o0,+0oc[ représente
I'utilité du k*™° agent ayant pour consommation ¢ et pour loisir £. On suppose que
pour tout ¢, Ui(t, -, -) est, en chacune de ses deux variables, de classe C?, strictement
croissante et strictement concave sur son domaine, i.e. o elle est finie, et que

0
lim su —U(t,c, ) =0 8.11
4% (G lxfo] 9¢ e (&1

et V(c,¢) €]0,4+00[x]0,1] :
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suPepo,r) |Uk(t, ¢, £)| < +o0 SUDte(o,7] SU(t, ¢, 0) < +o0
infyepo,1 %Uk (t,c,0) >0 SUDPye[0,17] %Uk (t,c,0) < +o0 (8.12)
2
%Uk(t, ¢, ) >0 %Uk(t, ¢,0) = 4o00.

Par exemple, les fonctions U(t, ¢, f) = (cw%ﬂm’ avec 0 < p<1,0<y<1,ou
U(t,c,l) =P+ £7 avec 0 < p,q < 1, vérifient bien les propriétés précédentes.
L’agent k cherche a maximiser

(chy o s 1) — Enl / Ut cu(t), £x(2))dt|GE] (8.13)

parmi les stratégies admissibles.

8.2 Equilibre

Le market maker doit fixer le prix p du bien de consommation, le salaire w et
le prix A de I’actif productif. Le marché est a ’équilibre quand certaines relations
entre ces quantités, le processus optimal de travail et les choix individuels des agents
sont réalisées.

Définition 8.2.1 Le marché est a I’équilibre s’il existe un priz p du bien de consom-
mation, un salaire w, un priz A de Uactif productif, un processus dividende 6, un
processus travail L et une famille (Cg, L, Yr, Or)k=1,.. K tels que :

o(Ek,Zk,sz, Zsk) est optimal pour l'agent k relativement a p, A, w, ¢,
k=1,---,K (8.14)

oL(-) € argmaz{ Ep [/0 exp(—/0 r(s)ds)(p(t)R(t, L(t)) — w(t)L(t))dt
L  Gr— adapté, L(t) € [0, Liaz] } (8.15)

~

o5(t) = p(t)R(t, L(t)) — w(t)L(t), te 0,7, p.s. (8.16)
& (t) = R(t, L(t), t€0,T], p.s. (8.17)
Ue(t) = K — L(1), telo,T], p.s. (8.18)

o) Ui(t) =1, telo,7), p.s. (8.19)
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Dans cette définition, (8.14) demande que chaque agent agisse de fagcon optimale
a équilibre, (8.15) assure que la quantité de travail est choisie pour optimiser la
valeur actualisée totale de la production, et (8.16) demande que les profits soient re-
distribués en dividende. Les autres conditions ((8.17) a (8.19)) font que les marchés
s’équilibrent.

Nous allons voir que ’absence d’opportunité d’arbitrage, condition nécessaire a
I’existence d’un équilibre, détermine le prix A de ’actif productif.

Lemme 8.2.2 Si A est un prixz d’équilibre de l’actif productif, alors

3(t) +v(t) — r(t)A(t) — a(t)0(t) =0 dt @ dP  ps. (8.20)
Preuve: cf. lemme 8.1 page 93 de [37].
Remarque: Un marché sans stratégie d’arbitrage est dit viable. La relation (8.20) est

donc une condition nécessaire de viabilité du marché, qui est aussi suffisante dans
le cadre des hypothéses 1 et 2.

Proposition 8.2.3 57 A est un prixz d’équilibre de ’actif productif, alors
VeE=1,--- K

At / Cr(5)d(s)ds|GF]. (8.21)
Réciproquement, si A est deﬁme par (8.21), alors A est solution de (8.4) avec Yk =
1L, K
{16 = r0a a0+ 0 00 522
a(t) = B(t)" Hy(t) '

ou Hy est défini a partir de la représentation martingale :

k[/ B(s ds|gt /H;C dS
Preuve:

On rappelle que ((t) = (Py(0)) ™! exp[— fo s)ds] = (Py(t))~!. Supposons que A est
un prix d’équilibre de I'actif productif. En utilisant la relation d’absence d’opportu-
nité d’arbitrage (8.20) et le fait que dS(t) = d(W*, N*)*(t) + 6(t)dt,

N*)*(t)
]dt + a(t)d§(t)
Jdt + a(t)dS ().

dA(t) = ~(t)dt +a(t)dW
= [v(t) —a(?)0(?)
= [r()A() —46()

Le prix actualisé A de I'actif productif vérifie donc

d(BA)(t) = —B(1)8(t)dt + B(t)e(t)dS(2).
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Sous I’hypothése (8.5), la (G%,@)-martingale locale |, B(H)au(t)dS(t) est une mar-
tingale donc, puisque A(T) =0,onaVk=1,--- K

E[—5(0 / B(s)8(s)ds|GE] = B()A(t) — B(0)Xx(0) + / B(s)8(s)ds

/ﬂ ds+Ek[/ B(s)8(s)ds|GH]
k[/ B(5)6(s)ds|GF]

_ By / Go(5)5(5)ds|GE.

Réciproquement, si A est définie par (8.21),

Alt) = B Ezl[ B(s)d(s)ds|Gf]

= B[~ tﬂ(s)é( ds + A(0 / Hi(s)dS(s

d’apres la représentation martingale de E] fOT B(s)6(s)ds|GF]. On différentie cette
expression de A(t) :

dA(t) = /ﬂ s)ds + A( )+/tHk(s)d§(s)]dt

£)" [=B(t)5(t)dt + H(t)dS(t)]
= [r(t)A(t)— 5(t) + B(t) Hp(H)B(1)]dt + ) Hy(t)d(W*, N*)*(1)

et on obtient (8.22) en identifiant les coefficients. Puisque (xd est borné (d’aprés
(8.3)), il en est de méme pour (A et Hy € L?([0,T]) P presque siirement. Ainsi
(8.5) est vérifiée. O

Par conséquent, dés que 1'on a trouvé le processus dividende a 1’équilibre, on a aussi
le prix de 'actif productif a I’équilibre par la relation (8.21).

Remarque: La premiére partie de la proposition 8.2.3 peut étre précisée de la fa-
¢on suivante : les relations (8.20) et (8.21) sont équivalentes. En effet, la preuve de
la proposition 8.2.3 montre que (8.20) implique (8.21). Réciproquement (8.21) im-
plique (8.22), on constate alors immédiatement que les coefficients v et « vérifient
bien (8.20).
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8.3 Solution du probléme d’optimisation de chaque
agent

Chaque agent k£ = 1, -+, K connait le prix p du bien de consommation, le salaire
w, le dividende 6, le prix de 'actif productif A défini par (8.21), lesquels sont fixés
par le marché. I’agent &k cherche a optimiser

T
Bel [ Uslt, u(t) (6))atl G
0
parmi les quadruplets (c, £k, ¥, ¢x) GE-admissibles.

Lemme 8.3.1 On suppose le marché viable, i.e. la relation (8.20) est vérifiée. Si
(Ck, iy Vi, O1) est une stratégie GX.-admissible pour l’agent k,

EP[/ Gk (1) (p(t)cr (t) +w(t) it ))dtlg§]<EP[/ Cr(t)(ex8(t) +w(t))dt|Gg]. (8.23)

Réciproquement, quels que soient les processus (cx, x) consommation-loisir satisfai-
sant (8.7), (8.8) et la contrainte budgétaire (8.23), il existe un portefeuille (Vy, ¢x)
tel que (cg, Ly, Yy, dr) soit une stratégie Gi-admissible, on peut méme imposer que
la part d’actif productif est constante c’est-a-dire pour tout t € [0,T], Yr(t) = eg.-

Preuve:
D’aprés (8.10) et (8.20), la richesse actualisée vérifie :

BOXi(t) = exB(0 /ﬂ $)(1 - 6(s)) — pls)ex(s))ds

/ﬂ i (s)a(s) + dx(5)diag[P(s )] (5)|dS(s), t € [0, T

B() Xk(-) — exB(0 — J, 8( )(1 — £(s)) — p(s)ck(s))ds est donc une sur-

martingle pour IP”“ (car c’est une martlngale locale minorée), par conséquent

.mlgwmmm+<>QWMK@ﬂ +m/@ ()dt|GE].

Or B(0) A( E]p[fo Cx(t)d(t)dt|GE] par la relation (8.21), ce qui donne la contrainte
budgetalre (8 23).

Réciproquement, on pose
D = / B(s)[w(s)(1 — £(s)) — p(s)ck(s)]ds + €xB5(0) A(0).

D’aprés (8.3) et (8.8), D € LY(P*) donc 3 p tel que fo [p(t)]|?dt < 00 P presque
sirement et

H(t) = Ex[D|G}] = mmm+lp@£@
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On considére le portefeuille suivant :

Yi(t)
b (t)
Pro(t)

(B p(t) + eralt ))o” ! (t)(diag[P(t)])~" t€0,T]
B(t)(Xk(t) — exA(0) — ¢k () P(2))
(8.24)

o étant non dégénéré, ce portefeuille vérifie bien (8.9). La richesse actualisée corres-
pondant a ce portefeuille vérifie

d(B()Xk(t)) = B)(w(@)(1 — Lt

Par suite

B(t) Xk (t) — B(0)X,(0)

= [ B(s)(w(s)(1 = bx(s)) — p(s)ex(s))ds + Egz[DIG5] — H(t).

= —aB0)A(0) — Ex[ [ B(s)(w(s)(1 — l(s)) — p(s)cx(s))ds|Gf]

et Xi(0) = €, A(0) donc

B0)X4(0) = BlDIG ~ Bl | B(5)(1 ~ 46)) ~ plohn(s) oIt

Ainsi la richesse est bien minorée (puisque (,w est majoré dt ® dP ps) et par ailleurs,
X(T) > 0 puisque E5[D|Gg] > 0 d’aprés (8.23). O

[’agent k£ doit donc optimiser

By / U (t, cult), £ ())de|GL]

sous la contrainte (8.23)

Ep| /0 Gr(t) (p(t)er(t) + w(t)i(t))dt|Gg] < &



102

@=JMA'@w@mm+wamm%L

La stricte concavité de U(t,-,-) implique que (c,1) — Vo Uk(t,-,-) est bijective
sur son image Ry C R%. D’aprés le lemme (9.1) de Chiarolla et Haussmann (cf.
[15]), il existe une fonction continue Iy(t,-,-) : R& — [0, +00[x[0,1] qui prolonge
(VedUg(t,+, )7 Ii(t, -, ) est de classe C' sur Ry.

On utilise la méthode des multiplicateurs de Lagrange.

Théoréme 8.3.2 S’il existe A une variable aléatoire strictement positive GE-mesurable
vérifiant

EP[/O GO ((p(8), w(t))Ix(t, AG () (p(t), w(?)))dt|Gg] = & (8.25)

alors il existe une unique solution au probleme d’optimisation de ’agent k, donnée

par s (G, L) () = I (, MG(t) (p(2), w(2))) -
La richesse optimale est

Xi(t) = B [ [ Guls) (p()Gils) — w(s) (1 = Bu(s)) ) dslgt].

Preuve: Elle est analogue a celle du théoréme 3.0.3. ¢, vérifie bien (8.8) car %Uk
est décroissante en ¢ par concavité, (xp est minoré par une constante strictement
positive et (8.11) est vérifiée. O

On définit pour tout w € €,

Xo(A) = Ep UO Gr(8) (p(t), w(t)) - I (£, AGK(8) (p(8), w(1))) dt|Gg | ().

Proposition 8.3.3 On suppose que & > 0 P presque sirement. Si pour P presque
tout w € Q, les fonctions x* sont finies, alors il exziste une unique fonction X positive
G¥-mesurable vérifiant la relation (8.25).

Preuve: La preuve est analogue a celle de la proposition 3.0.4.

8.4 Existence d’un équilibre

Dans ce paragraphe, nous faisons les hypothéses 3 page 49 et 4 page 50, 'hypo-
theése 5 page 51 étant remplacée par la suivante (le processus Y étant défini dans le
paragraphe 4.1)

Hypothése 8 Pour k =1, ---,K, on suppose que les hypothéses 1 et 2 sont satis-
faites, que & > 0 P presque stirement et que pour P presque tout w € €, les fonctions
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XF sont finies. (Ainsi, Ay, l'unique solution de l’équation (8.25) existe). D’autre part,
on suppose que Y est une (Gr,P)-martingale et que, pour tout k =1,---, K, I’équa-
tion en A

br [/ <) w(t)) Ik (¢, AC(t) (p(2), w(t)))dt|go]
= Ep [/ C(t)(w(t) +exd(t ))dt|g0]

admet une unique solution \) Go-mesurable.

Remarque 8.4.1 Les lemmes 4.1.2 et 4.1.4 restent vrais. En particulier si un
équilibre existe el sous les hypothéses 3, 4 et 8, alors Yy, =Y et (x = ¢ pour toul

k=1,---,K et donc les mesures de probabilité Pt de chaque agent coincident avec
P.

La fonction d’utilité représentative des agents est définie sur

[0, 7] x [0, +00[x[0, K]x]0, +0c[¥ par

K
Ult,c,l;\) = max ZAkUk(t, Cks U) (8.26)

2 >0,c1++cg=c
Lr€[0,1), 01+ A=t k=1

Lemme 8.4.2 Vt € [0,7], VA €]0, +oo[X, U(t,-; A) est, en chacune de ses deux va-
riables, strictement croissante, strictement concave et de classe C* sur |0, +oo[x]0, K.
V.U est bijective, sa fonction inverse peut étre prolongée par la fonction continue

Ieo(t,y, A ka ’Ak y R},

De plus, ¥(c, £) €]0, +oc[x]0, K|, 3(x, 1) €]0, +00[x]0, 1[ tels que

K
Ut e, 6;A) = AUp(t, @, Or)

k=1

et il existe des constantes (r¥, i =1,2) telles que

0 0 _

&U(ta e, b A) = Ak%Uk(t,q, 0) + i, k=1, K
2U(tcﬁA) AQU(tc_E_)—rk k=1.---.K
oY kag k\Us Cky Lk 19 =1, ,

avec T8 >0, (1—£)r¥=0, eri=0. Deplus 2U(t c,0;A) =
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Preuve: cf. la preuve du lemme 9.4 de Chiarolla Haussmann [15].

Le manager de 'actif productif doit optimiser les profits, il doit donc déterminer
L(-) qui réalise
sup  (p(t)R(, L(1)) — w(t) L(t))
0<L<Lmaxz
Soit Ir(t,-) la bijection réciproque de 7+ R(t,-) sur [0, Lyqs) que I'on prolonge par
Linaz sur | — 00, Z-R(t, Lipag)] et par 0 sur [aiR(t 0), 400 . Le sup est alors atteint

pour Z( t) = I(¢, w((t)))

Pour A = (A4, -, Ak) telle que Vk = 1,---, K, Ay est une variable aléatoire G-
mesurable a valeurs dans |0, +o0o], on introduit la fonction utilité du travail :

U(t,L;A) :=U (t, R(t, L(t)), K — L(t); A) . (8.27)

Lemme 8.4.3 ﬁ(t, L; A) est une fonction strictement concave en la variable L sur
[0, Linae]- De plus

sup ﬁ(t, L; A)

0<L<Lmax
est réalisé pour
0 si aLlfj(t 0; A)
L(t) sinon

avec Z(t) Punique zéro de B%U(t, L; A).

Preuve: cf. lemme 6.3 p. 17 de [15].

On définit :
A = —— O U R(, L(t: A)), K — L(t; A): A) (8.29)
p I T C(t) aC I ) ) ) ’ ’ .
(1:A) = —— DUt R(t L(t: A)), K — L(t: A); A) (8.30)
wt:A) = — 2 . T4 A)- '
7 C(t) ae ) 7 7 ) b b
d(t; A) == p(t; A)R(t, L(t; A)) — w(t; A)L(t; A). (8.31)
Proposition 8.4.4 On suppose les hypotheses 3, 4, 8 satisfaites. Un équilibre existe
sur le marché financier si et seulement s’il existe A = (Aq, -+, Ak) telle que pour
tout k =1,---, K, Ay est une variable aléatoire Go-mesurable a valeurs dans |0, 4+00|

et vérifiant



105

(i) Belfy  VeU(t, Rt Lt A)), K — L(t: A); A).
Li(t, £ Ve U (¢, R(E, L5 A)), K — L(t; A); A))dt|G5] (8.32)
= Ep[fo (t)(6(t; Neg + w(t; A))dt|GE]

() G = ¢, dt @ dP ps, V=1, K (8.33)

T
(151) Yt € [0,T], E]p[/ C(s)6(s)ds|GF] ne dépend pas dek =1,---, K. (8.34)
t

Dans ce cas, [p, A, w,d, L, (cx, Ly, Y, dr)] est un équilibre avec

e L, p, w, 0 définis respectivement par (8.28), (8.29), (8.30), (8.81),

o (@ B)(0) = I (1 Ve (1 Rt LB A), K — L) A)

o« A(t) = g Er [ft )ds\gt], viel0,T], Vk=1,---,K,

o i(t) et Px(t) définis par (8.24).
e La richesse optimale est

Lt)EP [ / "Gl (P(5)Gi(s) = w(s)(1 = Ta(s)) dsi@i“] - (839)

Xk(t) - Ck(

Preuve:
La condition est suffisante
Soit A vérifiant (8.32).

On pose (@, f) = Iy (t, LV U R(t, L(tA)), K — L(t; A); A)).
(Cx, £y ) vérifie bien la contrainte budgétaire (8.23) d’aprés les équations (8.32), (8.33),

(8.29) et (8.30). De plus, (¢, ;) maximise la fonction valeur de ’agent k. En effet,
la concavité de Uy/(t,-) implique :

Ep [/OT Usl(t, ck(t),fk(t))dﬂgg] < Ep [/OT U (t, e (1), E(t))dﬂg{f}

+Ep [/ ' (ck(t) — (1), e (t) — i (t)) AikVC"U & B Lt A)), K = LAt A)s A) dﬂgg]
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puisque -V U (8, R(t, L(t; A)), K — L(t; A); AV . U (t, T, £, -
Par les relations (8.29) et (8.30),

B[ (ent), () Vgl R(1, L(t: A)), K — L(t; A): »1gt]
- 5[ " L0, D) p0) w(0)/6F
< e[ [ o+ smnia]

d’aprés la contrainte budgétaire et (8.33). Par suite, (8.32) donne

Ep [/OT(Ck(t),ﬁk(t))Vc,zU(t,R(t,L(t; A)), K — L(t; A);A)|g§}
< Ep [/T(@(t)ﬁ(t))vc,eU(t,R(t,L(t; A)), K — L(t; A);A)|g§}

et donc
Ep [/OT Ui (t, ck(t),ék(t))dt\g(’f} < B [/OT Uk(t,q(t),a(t))dﬂgg] .

De plus, ¢ et £, sont bien Gr (et par suite G%)-adaptés donc (¢, f) = (é},@;)
Vérifions que les conditions de 1’équilibre sont alors vérifiées. C’est vrai pour les
relations (8.17) et (8.18) car

i (@(t),@(t)) i ( Ve lU(t, R(t, L(t; A)), K — L(t; A); A)

k=1 k=
= I (t, VC,ZU(t: R(t, L(t; A)), K — L(t; A); A); A); A)
= (R(t, L(;A), K = L(t;A)) -
(8.16) est immédiate.
Le prix A de ’actif productif est donné par la proposition 8.2.3. Par suite, la relation

(8.20) est vérifiée et chaque agent peut financer sa stratégie (¢, Ec) (8.19) est alors
trivialement vérifiée. Montrons (8.15). D’une part,

Z(t) =1 (t, w) =1 (t, %U(t,R(t,L(t; A)),K — L(t; A),A)) |

p(t) 2U(t, R(t, L(t; A)), K — L(t; A); A)

D’autre part,
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(C’est immédiat si L(t; A) = L(¢), sinon cf. la démonstration du corollaire 6.5 de
[15]). Donc L(t) = L(t; A).

La condition est nécessaire
Si ’équilibre a lieu, alors Vk = 1,---, K,(, = ( et d’aprés (8.17), (8.18) et le
théoréme 8.3.2

(L) K = L(1)) = 3 I (5 WSO, w(B)) = Lee (1, C(0) (p(8), w(®)); A)

avec A = (/\1—1, e i) ou Vk =1,---, K, )\ solution de (8.25). Par suite,

C(t) (p(t), w(t)) = VeoU (¢, R(t, L(t; M), K — L(t; A); A)
d’on (8.29), (8.30) et (8.31), et par suite (8.28). La proposition 8.2.3 implique (8.34).

(@(t), Zk(t)) = I (t, ML) (p(t), w(2)))

A <t,Aich,gU(t,R(t,L(t; A), K — L(t: A);A)) (8.36)

D’apreés le lemme 4.1.2, (&, Eg) est Gr-adapté donc la relation (8.36) prise au temps
t = 0 montre que Ay est Go-mesurable. La contrainte budgétaire (8.23) implique
alors la relation (8.32) (car la contrainte est saturée). O

Remarque 8.4.5 Les relations (8.3) sont bien vérifiées.

Preuve:

8.17), (8.1) et le fait que ¢, > 0 impliquent que our t tout k, ¢ < kg. De plus,
( q pliquent que p p
Z,f Ek =K —L(t;A) > K — Ly, donc 3 kg tel que Eko >1- M Par ailleurs,
%Uk( ,+) est croissante en ¢ et décroissante en ¢, ZUy(t,-,-) est crmssante en c et
décroissante en /. Par suite,

COPEN) = UL R Dt A)), K — Dt A);A)

a P
Aka—Uk(t, ¢k, Ux) pour tout k, cf. lemme 8.4.2

Akg Uy (t, nR,Ek) pour tout k
)

9l

v

v

0 Lmam
Akg&Uko(ta I{R,l — K
L

v

v

) 0
lzlkak%Uk(t, K)R,l — K )

=: k, >0 par (8.12).
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0

COutd) =

IN

ol

S Ako %

0
< sup A Uk(t, kr, 1 —

te  OC

0 ~
A= Ux(t, ¢k, £x) pour tout k,

0
Uko (tv KR, 1-

—U(t,R(t,L(t; A)), K — L(t; A); A)

cf. lemme 8.4.2

Lmam
7 )

max

) =t Ky < F00.

(8.12) implique 'existence de Ly > 0 tel que si L < Ly, alors
2 R(t, L) > %=, d’ou L < Ir(t, %) pour tout ¢. Par suite,
P P

L(t; A)

v

>

w(?)
Lot o)

R
k_,,)
Ly > 0.

I (¢,

Donc R(t, L(t; A)) > inf; R(t, Ly) =: kg > 0 par (8.12), d’ou

0

COptn) = 5

0 o~
= Ak%Uk(t,Ck,gk)-i-Tg

0 kr

S Ak_Uk(t: B 1

oc K

0 k
S sup Ak_Uk(ta _Ra 1

t.k oc

Par suite ((t)d(t) < kpkgr. Reste & prouver la positivité de §. En utilisant le lemme

8.4.3 on obtient
0
C(t)s(t) =

dc
0

—U(t,R(t,L(t;N)), K — L(t; A); A)

pour tout k,

pour au moins un k

) =1 Kp < F00.

—U (t, R(t, L(t; A)), K — L(t; A); A) R(t, L(t; A))

——U(t,R(t,L(t; A)), K — L(t; A); A) L(t; A)

or
0

AV

0

%U (t, R(t, L(t; A)), K — L(t; A); A) (R(t, L(t; A))

—=+R(t, L(t; A))L(t; A))

oL
0

Jc
0.

AVARRAVS

—U (t, R(t, L(t; A)), K — L(t; A); A) R(¢,0)

car R est concave. Ainsi, les relations (8.3) sont bien vérifiées.

cf. lemme 8.4.2
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Proposition 8.4.6 Si [’hypothése 6 est satisfaite et s’il existe un équilibre, alors

K
S h) =05,  te[o,T],  ps. (8.37)

ot 0441 est le vecteur d + 1-dimensionnel dont les composantes sont toutes nulles.

Preuve: D’aprés I'expression de la richesse optimale (8.35) page 105 et 1’hypothése
6, on a par définition de 1’équilibre (relations (8.17), (8.18) puis (8.16))

K - K 1 T R N
S50 = 3y [ [ e — w1 - Gls)asi
1 T
_ @E[ c(s)5<s>\gt]

Par ailleurs, Y5, )/(\k(t) = A+, aﬁz(t))P(t) Or le théoréme 8.4.4 nous donne
le prix A a I’équilibre, on obtient

K

S X(t) = EP[ / CH5(1)1G] + (3 or(6) P (1)

k=1

Par suite S g/ﬁ;(t) =0y, dt ® dP presque stirement. O

Remargue: Contrairement au résultat du chapitre 4, nous n’avons pas ici que
S, Xi(t) = 0Vt € [0,T). Ceci vient du fait que dans ce chapitre, il y a des
dividendes. En effet on a sous hypothése 6

éfk(t) e [/ ¢() |gt] |

D’autre part, le résultat de la proposition 4.2.9 n’est plus vrai dans ce cadre. En effet,
a I'équilibre, la relation (4.10) n’est plus vérifiée, donc on n’a plus I'égalité (4.16),

ce qui ne nous permet plus d’identifier W avec WE ni M avec M* comme dans
le corollaire 4.2.8. Or ce corollaire était la clé de la preuve de la proposition 4.2.9.
Par conséquent, I’existence d’un équilibre n’implique pas I’hypothése 6 dans ce cadre.

Lemme 8.4.7 Soit wy € Q2. L’application
T
Ri(A) = E]p[/ V.Ut R(t, L(t; A)), K — L(t; A); A).
0
[t Va8, B Lt A)), K = L(5 A); )
k

—(exR(t, L(t; A)), 1 — exL(t; A))*]dt|Gg] (wo)

est continue sur (]0, +o0[)&
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Preuve: La démonstration est similaire a celle du lemme 4.2.4. La continuité en
A de V.U sur (]0,400[)¥ se traite de fagon analogue, la continuité de L(Z,-) est
démontrée dans le lemme 9.6 de [15]; ainsi, I'intégrand est une fonction continue.
D’autre part, d’apres la preuve de la remarque 8.4.5, on a dt ® dP presque stirement,

0< S R( L N), K — L0 A): A) = C(0)ul) <

0< DU, R(t L3 A)), K — L A):A) = C0p(t) <
et par la relation (8.17) et la définition (8.1)
1 _
Ik(ta A_vc,EU(ta R(t: L(ta A))’ K — L(ta A)a A)) = (Q7 gk) < (K:R: 1)
k

donc le théoréme de convergence dominée s’applique et Ry, est continue sur (]0, +oo[) .
a

Lemme 8.4.8 Supposons l’hypothése 6 satisfaite. Soit wy € 1.
Alors il existe A® € (]0, +oc])E tel que Vk=1,--- K,

R) = Bl Vedll0 R L), K - L))

(t, 3 VeaU (6, Bt Lt A)), K — Lt A); A))
—(exR(t, L(t; A)), 1 — e, L(t: A))*]dt|GE] (wo) = 0.

Preuve: La démonstration est similaire & celle du lemme 4.2.5. Nous devons cepen-
dant vérifier que dans ce cadre, nous avons toujours R;(A) < 0 si A; = 0 et que
S Ri(A) = 0 (la démonstration de ces deux résultats est un peu plus fastidieuse
dans ce cadre). La fin de la preuve, utilisant le théoréme du point fixe de Brouwer,
est identique & celle du lemme 4.2.5.

Pour A € S} = {Z,ﬁilAke(’“)/Vk,Ak > 0, ZszlAk =1}etk=1,---,K on
introduit

Re(A) = Byl /0 ' Ve U(t R(t, L(t; A)), K — L(t; A); A).

1
Uit - VeeU(t B2, Lt A)), K — Lt A); A))
k
—(exR(t, L(t; A)), 1 = ex L(t; A))"]dt|Gg] (wo)-
Prolongons Ry, sur Sx = {3 0, Age®) /Vk, A, > 0, S35 Ay = 1} par continuité.
Si A; =0,
T
Ri(A) = ~Bel| Vet R L), K - LA A)
0

(e5R(t, L(t; A)), 1 — &5L(t; A))*dt|GF) (wo).
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—U(t,L(t; A);A) = 2U(t,R(t,L(t; A), K — L(t; A);A)aaL

5% R(t, L(t; A))
U(t,R(t,L(t;A)), K — L(t; A); A)

9
ot

donc

%U(t R(t, L{t; A)), K — L(t A); A).(—e;L(£: A))
9 -

~ YiaL
—sj%U(t, R(t, L(t A)), K — L(t; A): A)

U(t, L(t; A); A)L(t; A)

)
ST R L D)L A)

R;(A) = —E]p/ [=U(t,R(t, L(t; A)), K — L(t; A); A)
e 6LU(t L(t; A); A)L(t; A)
+8]‘%U(t, R(t, L(t;A)), K — L(t; A); A)

9 R(t, L(t; M) L(t; A)]]dt]G3) (wo).

(R LEA) - 5

Or ‘9 ;U > 0, 3 ~U>0et R— L + R > 0 puisque R est strictement concave. De plus,
par deﬁnltlon de L(t; A) (8.28), L ‘9LU > 0, donc si A; =0, R;(A) <O0.
D’autre part, on observe que sous I’hypothése 6, VA € Sy,

Sr Ri(A) = Eplfy Ve U(tR(t Lt A)), K — L(t; A); A).
(R(t, L(t; ) — S5 exR(t, L(t; A)), K — L(t; A) — (K — Y5 s L(t; A)))dt|Go]
=0

puisque Zszl er = 1.
La fin de la preuve est alors identique a celle du lemme 4.2.5. O

Proposition 8.4.9 On suppose que les hypothéses 3, 4, 6 et 8 sont satisfaites,
ainsi que les relations (8.33) et (8.34), c’est-a-dire Ck =(dtdP psVk=1,---, K
et Ep| ft 5(s)ds|GF] ne dépend pas de k = 1,---, K. Alors il existe un équilibre.
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Preuve: Remarquons que par les relations (8.29), (8.30) et (8.31)

VU (8, R(t, L(t; A)), K = L(t;A); A) (exR(t, L(t; A)), 1 — ex L(t; A))
= () (0(t)ex +w(t)).

De méme que dans la proposition 4.2.7, les lemmes 8.4.7 et 4.2.6 impliquent 1’exis-
tence d’une version Go-mesurable de 'application K-vectorielle A° construite dans
le lemme 8.4.8. On a donc l'existence d’une variable aléatoire Gy-mesurable vérifiant
la relation (8.32). La proposition 8.4.4 permet de conclure . O

Exemple 8.4.10

On suppose que tous les agents ont la méme fonction d’utilité logarithmique :
Vk=1,---,K, Ug(t,c,£) = e P (In c+ v In £), avec p > 0 et v > 0.

La fonction de production est R(t, L) = f(t)v/L ou f vérifie inf; f(¢) > 0.

Alors I1(t, z) = min{%t;z, Loz }-

Ii(t,-,-) : R%E — [0,+00[x[0,1], le prolongement continu de V Ui(t,-,-) & R? , est
défini par I (¢, y1, y2) = e"’t(yil, min{~, e”'}). Le théoréme 8.3.2 implique que

~ o —pt 1 ; v ot
(ex(t), Lx(t)) =€ (Akgk(t)p(t) , min{ WADIIOk e }) (8.38)

avec )\ vérifiant (8.25)

iﬂ%ﬂ?yﬂ+mmggumumyyﬂmm%]=&s:&{éT@®amﬁWﬂ

Ak

ou €(t) := ex(t)d(t) + w(t) est le processus ressource de I'agent k qui n’a pas de
loisir. On suppose pour U'instant que v < A\ge”*(p(t)w(t) pour tout k = 1,---, K,
dt ® dP presque siirement. Alors

i Ty PEk et ve Pt
@060 = =i (o coe) - 639

Pour que le marché s’équilibre, nous devons supposer que (x(-) = ((-) pour tout
k=1,---, K (relation (8.33)) et que (relations (8.17) et (8.18))

P i ( e ve ”

e (o choam) = EEHOME L) 5

Ainsi
plt)  K-L(t)
L(t) = I.(t, %) donne  L(t) = min(Le, Lynaz) avec L := 75

Remarquons que *7- = L — i et que 2L, w(t) = p(t)R(t, L).

On choisit L,,,, dans l'intervalle

[H%, K[ (c’est possible car v > 0), par suite



113

5(t) = p(t)R(t, L(t)) — w(t)L(t) = i{ —1:(22
ety = Y e(t)=5(t) + Kul(t) Kw()fi;’j 21+ Vyw(d)L,

Si on pose

p 215:1 &k
1—e?")(1+v)
alors par la relation (8.40) v = e”((t)p(¢t)R(t, Le) et (1 + v)y = e”((t)e(t). On
constate en particulier que v ne dépend pas de t et est Gyp-mesurable. Ainsi, par
définition de & et (8.39), (8.40) implique

7=

@050 = G (R LK ~ L)

R Y [ /O (1) —ﬂtdt|g0]( (t, L), K — L)

e(t)
= Ap(R(t, L), K — L) (8.41)
ou Ay = =& pT)E[p[ fOT e,’“(%) e Ptdt|GF] est la moyenne relative de la ressource (sans
loisir) de ’agent k, i.e. mesure son importance dans le marché.

ex(t) _ 142y
Notons que é(t) 2(1+U) + 2K(+1+u) donc

Ek 14 2v

A = 2(1+0) T 2K(1 1)

Par suite Ay est Gy-mesurable et Zszl Ay =1
Pour montrer que A : (Al, -, Ak) donne un équilibre, il suffit de montrer que
Vk=1,---,K, Rg(A) =0 (cf. lemme 8.4.8).

Or Ve U(t e 6 A) = e (L, %) et T (1, TV CREEN) (6 7).

Par suite, le premier terme de U'intégrand de Ri(A) est

C t, t,Le,K—Le;A
Ve U(t,R(t, L), K — L;;A) . I (t, V. U(t, R(t, L) ))
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Par ailleurs le deuxiéme terme de l'intégrand de Ry (A) est
VedU(t, R(t,Le), K — Le; A) . (exR(t, Le skL )

R K L ) . (&?kR(t, Le), 1-— &?kLe)
€k 1 €kLe)>
EkL ))
€k
273 )
1 + 21/ )

= _ptAk(l + l/

o
(o x
= (o
.
(5

donc Ry (A) = 0. Ainsi (8.32) est réalisée. D’autre part,

Kw(s)
0(s)=—=L=1L,
(5) = 1ol = Lou(s)
et on tire de la définition de
ye~Ps ye~Ps

S) =
O ERG L) T WGIL,
donc ((s)d(s) = Te ** avec vy Go-mesurable donc (8.34) est aussi vérifiée :

vt € [0,T], EP[/ ((s)d(s)ds|GF] ne dépend pasde k =1,---, K.

En identifiant les deux expressions (8.39) et (8.41) trouvées pour 2k, on obtient

—pt K K
AWK — L) = A2 =7 1) <1
MC(B)w(t) 1+2v  (1+v) \1+2v

si 0 < v < 5. Sous cette restriction, lhypothese faite au début de ’exemple est

satisfaite : v § )\kept(k( Jw(t) pour tout k = 1,---, K, dt ® dPP presque siirement.

Par conséquent, si les hypothéses 3, 4, 8 sont satisfaites, si 0 < v < ﬁ et si les
égalités (8.33) (i.e. (¢ = ¢, dt @ dP ps) et (8.40) sont vérifiées, alors il existe un
équilibre d’aprés la proposition (8.4.4).

Remarque: On constate que les politiques optimales de travail L. et des loisirs EC
sont constantes mais les consommations optimales ¢, sont proportionnelles a f,
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c’est-a-dire & la production totale de I’économie. De méme, le salaire w(t) est inver-
sement proportionnel & e”*((t) mais les prix p(t) sont inversement proportionnels &
e”*((t) f(t). Ainsi par exemple des cycles dans la fonction de production se réper-
cutent sur les prix et les consommations mais pas sur les salaires et les loisirs.

Exemple 8.4.11

On suppose maintenant que tous les agents ont la méme fonction d’utilité puissance :
Vk = 1,---, K, Ug(t,c,f) = c*¢” et la fonction de production R(t,L) = L”, avec
0<p,p,v<l, u+v<1. Alors

IL(t, Z) = mln{(g)ﬁ, Lmaw}a
z

v v @ 14 1-

I(t, y1,92) = ((ﬂ)135(_)1_u-u,min{(ﬁ)1_,,_,(_)l_u’_‘u, 1}) _

n Yo Y1 Y2

Comme dans ’exemple précédent, on suppose que le minimum n’est pas égal a 1.
Soit Ay solution de (8.25) :

/*L+V T 1 1_7% v 1—p—v vl
e | (Gomm) (amem) )=

avec & := Ep [fOT Ck(t)a(t)dﬂg(’f} (on rappelle que €g(t) = €xd(t) + w(t)). Alors

D 0 — K 1—1;:/ # 1—::—./

(Cr(t), li(t)) = ((m) (Aka(t)w(t)) :
Y A R e L G e o
ml (o) Sawww) Y

N R = = Y LA = K v
= G Nawe (Akcka)p(t)’Akck(nw(t))

On suppose que (x(-) = ¢(+) pour tout £k =1,---, K. On pose alors

o= () (qoam)

ainsi

@0.50) = (Bl miigh)) 10 (ol o) E42)

Pour que le marché s’équilibre, nous devons supposer que (relations ((8.17) et (8.18))

Sy G(Eplf, M(t)dt|GE]) (t)< u v
ptv Cp(t)’ ((t)w(t)

) — (R(t, L(t)), K — L(t)).
(8.43)
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Ainsi
w(t) _ vR(t L(t))
p(t)  p(K = L(1)
L(t) = I.(t, (t)) donne L(t) = min(Le, Liay) avec L, := 1+
quons que K — L, = ” 5K = pL. et que vp(t)R(t, Le) = ulp Kw(t). On choisit

Ly dans Pintervalle [

== ol p = p . Remar-

15 ,K[ (c’est possible car p > 0), par suite

5(t) = pOR(E L) — w(t)L() = 225 Kuw(t)
{ € 5(t) —+ Kw(t) = "TL ( ) — N:Vp(t)R(t, Le) (8.44)

Zk 1§k (EPUO dt‘g ]> B

uw+v

Y=
Ainsi par la relation (8.43),

CHP(R(E, L(t)) = yuM(t)
CHwE)K = L(t) =vM(E) (8.45)
M(t) = R(t, L )" (K — L)Yy +v

On constate que 7y ne dépend pas de t et est Gy-mesurable.
+
cwett) = P ewpOr(. L) = (u+ 1700
= (u+v)R(t, L )" (K — Le)"y L=p—v

et par les relations (8.42) et (8.45)

G0, h(1) = “Z/(Eﬂm / M1 dt|go])_ %(R(t,Le),K—Le)

- /0 Q(t)a(t)dﬂgg} <(M+V)7EP[ /OT M(t)dt|g§])—1
- (R(t, L), K — L)

= & [ comngs] (s vEd e moig)
. (R(t, L), K — L)

= ni(R(t, L), K — L)
ou

Eplf, R (K — Le)"e(t)”"ex(t)dt| G5
EP[fo Le)*(K — Le)"dt|Gf]

_ %EP [/OT ;(())dt\go] .

M =

-1
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car R(t, L.) et L. sont des constantes. A nouveau, chaque agent recoit une fraction
du total des biens et loisirs disponibles, cette fraction dépendant de son importance

relative dans le marché, mesurée par ses ressources. On pose A; := 77,1_“_". Les
expressions de § et € trouvées en (8.44) impliquent ?((5) = ﬁ [ek(,u — %)+ 51

pour tout ¢. Par suite

W = [ )

ainsi Ay, est bien Go-mesurable et S0 AS* =1, A:=(Ay,---,Ak).

K

1—p—v
VelU(t e, b;A) = (Z A,i””) (,u,c“*lé”, chgu—1) _ (,u,c“*lé”, chguﬂ)'

k=1

Puisque R, := R(t, L) et L. sont constantes, ceci implique que

1—¢eiL,
——=)dt|G}

T
Rk(A) = Tnk(/l'+ V)Rg(K — Le)u — E]p [/0 Rg(K — Le)y(efk/j,—{— 14 K I

— TRHK — L) [nk(ﬂ+y) —ex(p— %) - ﬁz(j
= 0.

Ainsi (8.32) est réalisée. D’autre part,

C(s)8(s) = % Kuw(s)(u+ v)REK — L)'y ¥ (e(s)) .

Or e(s) = L2p(s)R, = “2(K — L,)w(s) donc

v

((5)d(s) = ﬁﬁ ;5 Ky "V RE(K — L))"}

avec v Go-mesurable donc (8.34) est aussi vérifiée :
T
vt e [0,T], Epl / ((5)6(s)ds|G] ne dépend pas de k=1, -+, K.
t
Notons de plus que

» ~ 1 (1 -p)
O = (K — Lo) = mipLe = 1+ ek
k= 1k ( ) = kP i

aveCT::%.Kkglsirz%.

Par conséquent, si les hypothéses 3, 4, 8 sont satisfaites, si £ > % et si les
égalités (8.33) (ie (x = ¢, dt ® dP ps) et (8.43) sont vérifiées, alors il existe un équi-

libre d’aprés la proposition (8.4.4).



118

Remarque: 11 n’est pas surprenant que les solutions ne dépendent pas du temps
puisque les fonctions d’utilité et la fontion de production n’en dépendent pas. On
observe que les stratégies optimales de consommation et loisir de chaque agent sont
les mémes dans les deux exemples : une fraction de la quantité totale disponible sur
le marché, cette fraction étant proportionnelle & la ressource relative de I’agent.



Deuxiéme partie

Autres informations privées
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Jusqu’ici, nous avons modélisé 'information privée d’un initié par une informa-
tion forte initiale : Iinitié connait des le début la réalisation & une date future d’une
fonctionnelle du processus des prix. Cependant, cette modélisation est contraignante
et n’est pas toujours réaliste. En effet, I'initié peut recevoir son information privée
progressivement, par exemple il connait une fonctionnelle des prix perturbée par un
bruit indépendant qui décroit au cours du temps. On parle alors d’information forte
(car I'initié connait la fonctionnelle perturbée w par w) progressive (car I'information
privée devient de plus en plus précise). La clé de cette théorie est le grossissement pro-
gressif de filtration. Dans le chapitre 9, nous construisons une mesure de probabilité
neutre au risque pour un tel initié. Le marché est donc viable mais il n’est cependant
pas complet pour cet agent car nous n’avons pas de théoréme de représentation de
martingales pour cette filtration élargie progressivement et cette probabilité neutre
au risque. Par conséquent, nous résolvons le probléme d’optimisation de I’initié dans
certains cas particuliers d’utilité (utilité logarithmique) ol nous savons exhiber le
portefeuille optimal.

D’autre part, I’agent peut savoir qu’une information publique va étre révélée a une
date fixée, sans pour autant la connaitre. Son comportement naturel va étre d’an-
ticiper cette information. On parle alors d’information faible (car I'initié anticipe la
loi d’une fonctionnelle du processus des prix). L’information privée n’est cette fois
plus modélisée par un grossissement de filtration mais par une mesure de probabilité
différente assignée & cet agent. Dans le chapitre 10, nous nous servons de la mesure
de probabilité minimale introduite par Baudoin [6] pour résoudre en toute généralité
le probléme d’optimisation d’un tel agent.

Dans la partie précédente, notre condition d’équilibre portait sur les consomma-
tions (les marchés des consommations devaient s’équilibrer, c’est-a-dire la somme
des consommations des agents devait étre égale & la somme de leurs ressources).
Cette condition semble étre trop contraignante et n’a pas de sens quand les agents
optimisent leur richesse terminale seulement. Par conséquent, dans le chapitre 11,
nous regardons la condition d’équilibre portant sur les portefeuilles (les marchés des
titres doivent s’équilibrer, c’est-a-dire la somme des portefeuilles doit étre nulle).
Nous trouvons une condition nécessaire et suffisante d’existence d’un tel équilibre,
en considérant ces différentes modélisations d’information privée et des utilités lo-
garithmiques. Cette condition établit une relation entre les différentes densités de
probabilité des agents (probabilité neutre au risque pour une information forte,
probabilité minimale pour une information faible). Ces densités de probabilité “ré-
sument“ 'information privée de chacun. Nous montrons que plus un agent est in-
formé sur le marché, plus il doit rester discret et investir peu sur ce marché, afin
qu’un tel équilibre puisse exister.
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Chapitre 9

Information forte progressive

Dans ce chapitre, on considére un agent dont I'information supplémentaire change
au court du temps. Il connait une fonctionnelle du processus des prix, perturbée par
un bruit indépendant qui diminue au cours du temps. On dit qu’il a une informa-
tion forte (car il connait la fonctionnelle perturbée w par w) progressive (car cette
information est de plus en plus précise au cours du temps).

Hypothése 9

Vt €10, T],HF = o(Li(s),s < t) ot Ly(s) = Ly(Ayx, B(s)) avec

e L, :R? = R est une fonction mesurable donnée.

o By = {By(t),0 <t <T} est indépendante de Fr.

o A, est une variable aléatoire Fr-mesurable telle que :

P(Ag € | F)(w) < P(Ag € -) pour tout t € [0, T[ pour P presque tout w € Q.

On note G% et Y% les filtrations élargies usuelles :
GF = Nyst (FuVo(Li(s),s <u)) et V¥ =Nysy (FuVo(A)), telo,T].

Ay représente 'information supplémentaire de 'initié, et By représente un bruit
qui perturbe cette information. Par conséquent, on s’attend en général a ce que
Bi(T) = 0 et que la variance de ce bruit décroisse vers zéro au fur et a mesure
que la date d’échéance T approche. Soit Pf(w,dr) une version réguliére de la loi
conditionnelle de Ay sachant F; et soit P4, la loi de A.

Lemme 9.0.12 (proposition 12 Grorud (2000) [24])
Il existe une version mesurable de la densité conditionnelle

dpP¥
k _ t

(w, )

qui soit une (Fr,P)-martingale et qui s’écrive, pour tout x € R,
t t
P(ta) = 0.0) + [ absa)aW(s)+ [ 5. 0)db (s
0 0
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ot pour tout x, s — of(s,x) et s — B*(s,x) sont des processus FT—preUisibles De

plus, pour tout s < T, p*(s, Ax) > 0 P presque sirement. W (- fo F ;ﬁ’“) ds est

un (Y&, P)-mouvement browmen et si les composantes de (I, + %) sont stric-

A
tement positives, M (- fo pk G- A - k)) ds est le processus compensé d’un (Y%, P)-

processus de Poisson d’intensité k(s ) (I + ﬁ((s i{%)

Preuve: cf. la preuve de la proposition 12 de Grorud (2000) [24], utilisant des résul-

tats de Jacod [28] (théoréme 2.1 et théoréme 2.5). O
Thé 9.0.13 O E (L) || 4 ||, 4 &0
éoréme 3 On suppose que Ep ||pk(t ) | + (|, + R ayll) <400

Vt € [0,T] et que les composantes de (I + pk(wgtf;k))> sont strictement positives.

On pose ph(t) = By (5L441GE) et ph(t) = Ev (1 + %) |GF) ;
on suppose que fo (||p1( |+ [|(5.05)(t)]]) dt < +o00 P presque sirement.
Alors W’“( fo pr(s)ds est (GE,P)-mouvement brownien et

ME() =N fo k.p8)(s)ds est le processus compensé d’un (GE., P)-processus de
Poisson d’intensité (k.0).

Remarque: Sous les hypothéses de ce théoréme, le processus (W*, M*) est une
(G, P)-semimartingale et Péquation de la richesse (1.3) a donc un sens.

Preuve: Nous utilisons des arguments analogues a ceux de la proposition 1 de Cor-
cuera et al. (2003) [14] pour généraliser leur résultat & notre modéle mixte diffusion
et sauts. En particulier, nous donnons la formule du compensateur pour le processus
de Poisson.

Soit ¢ € N* et 51 < --- <5, <5 <t Soit C € F; et h une fonction mesurable
bornée définie sur R?. Soit H = h(Lg(s1),-- -, Li(ss)). En utilisant le lemme 9.0.12
pour la deuxiéme égalité, on obtient

Ep [(W, — W) Ic H[By(s1) = by, - - -, Bi(sq) = b
= EP [(Wt — Ws) ]Ich (»Ck; (Ak:a bl) y T 7£k (Ak7 bq))]
= E]p [Hch(ﬁk (Ak,bl) ,"'aEk (AkablI))/ %du}

(u, Ag)
= FEp []ICH/ ) — " Gu| By (s1) = by, - - -, Bi(s,) :bq}.
U Ak

En prenant ’espérance des deux membres, on obtient

Ep (W, — W,) IcH] = Ep [HCH / t %du] .
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Ainsi, W(-) — [, pi(s)ds est une (G, P)- martlngale locale contlnue Le théoréme
de caracterlsatlon de Lévy implique alors que W(:) — [, pf(s)ds est un (Gk,P)-
mouvement brownien. Le méme cheminement avec N ala place de W donne

Ep[(N; — N,)IcH] = Ep []ICH /:/f(u). (In + %) du} .

Ainsi, N est un processus a sauts tel que N(-) — [;(k.05)(s)ds est une (G%,P)-
martingale locale. N (-) — [, (k- o%)(s)ds est donc le processus compensé d'un (G, P)-
processus de P01sson d’intensité (k.p%) (théoréme 5 p. 25 [13]). O

Exemple 9.0.14
(Exemple 1 de Corcuera et al. (2003) [14]).
L, est le processus m-dimensionnel suivant

(Lk)i(t) :61VV1( ) (gz( )) i=1,---,m te [OaT]

ou d; # 0, B = (B;,i = 1,---,m) est un mouvement brownien m-dimensionnel
indépendant de Fr, et g; : [0 T[—> [0,4+00[ est une fonction bornée strictement
croissante avec g;(0) = 0. Alors, p¥ = I, et en utilisant le calcul de Malliavin, les

auteurs montrent que

p]lc(t) — (51 ((Lk)i(t) - 5zI/Vz(t))> 3 te [0’ T[.

(T — ) + Gi(T — 1)
|

Maintenant nous pouvons construire une mesure de probabilité neutre au risque
pour un agent possédant une information forte progressive.

Définition 9.0.15
o= (@ (4-1)).
Y, =& (fo' (—(@+pl) (s)dW(s) + (p(lg(fs)) _In)*dﬁk(s))>'

Y}, est une (G%, P)-martingale locale. On suppose que :
Hypothése 10 Y}, est une (G, P)-martingale.
Ainsi

Proposition 9.0.16 Pt := Y, (T)P est une mesure de probabilité neutre au risque
pour U'agent k. W est un (GE, P*)-mouvement brownien motion et M est le processus
compensé d’un (GE., PF)-processus de Poisson d’intensité (q.k). De plus,

d(Y; ) () = Y () (1)dS ().
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On définit ( := BY}. Jusqu’ici, tout semble marcher comme dans le cadre d’une
information forte initiale. Mais la différence essentielle ici est le fait que le marché
financier n’est pas complet pour un agent initié possédant une information forte
progressive car en régle générale, nous n’avons pas l'existence d’'une mesure de pro-
babilité équivalente a P et sous laquelle F; et HF sont indépendantes pour tout
t € [0, T|. Par conséquent nous n’avons pas de théoréme de représentation de mar-

tingales pour les (G%., P¥)-martingales locales.

9.1 Optimisation de la consommation

On considére le méme probléme d’optimisation de la consommation que celui du
chapitre 3 (définition 3.3). Le théoréme 3.0.3 et par suite la proposition 4.2.2 ne sont
plus valables car une consommation satisfaisant la contrainte budgétaire (3.1) n’est
pas toujours réalisable. Cependant, il est parfois possible de résoudre ce probléme
d’optimisation explicitement en exhibant un portefeuille optimal : par exemple, dans
le cas d’une utilité logarithmique et d’un processus de ressource actualisé détermi-
niste, on obtient la méme solution que dans I’exemple 3.0.5, avec le processus Y
défini en 9.0.15 (et non plus en 2.2.1).

Exemple 9.1.1
On suppose satisfaites les hypothéses 9 et 10, ainsi que les hypothéses du théoréme
9.0.13. Nous supposons aussi que le processus (¢ est déterministe
Uk(t,c) = In(c), V(t, ¢) € [0,T]%]0, 400
On suppose que EP[IOT Ce(t)ex (t)dt|GE] + B(0) X (0) > 0 P presque stirement. Alors
. T

Esl [y Ge(t)ex(1)dt|GE] + B(0)X,(0)’

- T—1
= MAOY(0) et B()Yi(t)Xi(t) = M
1

7 =0 (150 ([ o1t + 5020)) ) 51000,

La démonstration est identique a celle de I’exemple 3.0.5. O

Ak

By / B(5) Ya(s)ex(s)ds|GF).

9.2 Optimisation de la consommation et de la ri-
chesse terminale

On considére le méme probléme d’optimisation de la consommation et de la
richesse terminale que celui du chapitre 5 (définition 5.2). Le théoréme 5.0.15 et
par suite la proposition 6.0.20 ne sont plus valables car une consommation et une
richesse terminale satisfaisant la contrainte budgétaire (5.1) ne sont pas toujours
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réalisables. On peut toutefois exhiber la stratégie optimale dans le cadre d’une utilité
logarithmique et sans ressource.

Exemple 9.2.1
On suppose satisfaites les hypothéses 9 et 10, ainsi que les hypothéses du théo-
réme 9.0.13. Uy x(t, ¢) = Uai(t, ¢) = In(c), V(¢, ¢) € [0,T]x]0, +00[. On suppose que
Xk(0) > 0 P presque stirement et que ’agent n’a pas de ressource (¢, = 0). Alors
N = T+1
T B0)Xk(0)’

. 1

AeB(T)Yi(T)

1+T -1 1

~ MB)Yi()
Tk (t) = (U*(t))flmﬁ(o)){k(o)mlk(t)

La démonstration est identique a celle de ’exemple 5.0.18. O

et Xp(T)

Exemple 9.2.2

Us i (t, c) =1In(c), Y(t,¢) € [0,T]x]0, +o0[ et Uy, = 0.

(Ainsi, agent optimise sa richesse terminale seulement, sans consommation).

Sous les mémes hypothéses que ’exemple précédent, on obtient le résultat suivant :

1 — 1
MEaomo ¢ M= Emno
-~ _ O'* -1 ]‘
Rilt) = (07 () 80X 0) 5 (D)

La démonstration est identique a celle de ’exemple 5.0.19. O
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Chapitre 10

Information faible

Dans ce chapitre on suppose que le vrai modéle du processus des prix n’est
que partiellement observé. Plus précisément, la mesure de probabilité effective P du
marché est inconnue, mais les agents connaissent la mesure de probabilité neutre
au risque P d’un non-initié, c’est-a-dire I'unique mesure de probabilité équivalente
a P telle que que les prix actualisés (8P);—1,...q sont des (Fr,P)-martingales locales.
L’initié est informé faiblement sur une variable aléatoire Fr-mesurable L : il n’a
a sa disposition que la filtration F (ainsi sa stratégie est Fp-admissible), mais il
anticipe la loi de L sous P.

Soit Ly : © — RY une variable aléatoire Fp-mesurable. On note ﬁI;Lk la loi L; sous
P. On suppose que

Hypothése 11 I existe un processus Fr-adapté et mesurable
nk(ta y)a le [OaT[a y e Rj

tel que, pour toute fonction f mesurable bornée,

By [f(LoIF] = Ep,, [f(Lame(t. L) = [ f@me(t.9)@)dBe,w) dt p.s.

Cette hypothése est vérifice des que [, [Ep(e™*|F)[dN < 400 et dans ce cas
Me(t,y) = [z €| Es(e x| F)|dA, (t < T) (cf.Baudoin (2002) [5]).

Remarquons que cette hypothése 11 est analogue a I’hypothése 1 avec Fr et P jouant
les roles respectivement de A et P.

Remarque: Cette hypothése 11 est équivalente a I'hypothése (A1) de [5] :
Pour toute variable aléatoire bornée F;-mesurable Xy, ¢ < T, et pour Py, presque
tout y € RY,  Ep(Xe| Ly = y) = Ep(me(t, y) Xz) = [o Xe(w)mn(t, y) (w)dP(w).

En effet, d’'une part ’hypothése 11 est équivalente & :
pour toute variable aléatoire bornée F;-mesurable X; et pour toute fonction mesu-
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rable bornée f

B (0 (0) = [ %) ([ Some ), ) Bo)

D’autre part, Es(X.f(Ly)) = Es (f(Lx)Es(X¢|Ly)) ainsi par Fubini, 'hypothése
11 est équivalente a : pour toute variable aléatoire bornée F;-mesurable X; et pour
toute fonction mesurable bornée f

B (F(Li) E3(Xi Ly)) = / W) ( / X, (@)melt, y)(w)dﬁww)) 0B, ()

R

c’est-a-dire E5(Xy|Ly = y) = Es(mi(t,y)X;) pour @Lk presque tout y € R/, O

On associe & Ly une mesure de probabilité vy sur R’ dont la densité par rapport
a P, , &, est bornée strictement positive presque stirement. L’initié anticipe la loi
de L; sous la mesure de probabilité effective P comme étant v. v, est appelée une
information faible sur la fonctionnelle L.

Proposition 10.0.3 (proposition 8 Baudoin (2002) [5])

Sur Fr, il existe une unique mesure de probabilité P** telle que

(1) Pour toute variable aléatoire X bornée et Fr-mesurable,
Epi(X|Ly) = E5(X|Ly).

(1) La loi de Ly sous P** est vy.

Preuve: On vérifie aisément que P”* donnée par :
pour tout A € Fr, P**(A) = [o, P(A|Ly = y)vi(dy)
est 'unique mesure de probabilité sur Fr vérifiant (i) et (47). O

Définition 10.0.4 P“* est appelée la mesure de probabilité minimale associée au
conditionnement (T, Ly, vg).

Remarque:
D’un point de vue “niveau d’information”, on peut dire que

P<P* <P

au sens ou les densités de probabilités conduisent a des processus de richesse diffé-
rents et ordonnés dans ce sens.

Lemme 10.0.5
dPVe dl/k

(1) d]?” = d@Lk (Lk) = gk(Lk)

@ (dﬂ””’“ ) - [ it pm(an) = Ba(eul 1|7

dP
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Preuve:
(1). V Ae Fr,

dvy, . % _ duy, ~
Ep (IAF(LIC)) = B (P(AILk y) = (y)lP’Lk(dy)>

Ly, Ly,

_ /R P(A|Ly, = y)vi(dy)
= P(A).

(2). Soit X; une variable aléatoire bornée F;-mesurable.

E]p”k(Xt) = /R E]'}"»(Xt‘Lk = y)Vk(dy)

Par I’hypothése 11 et la remarque qui la suit,

Es(Xy|Ly = y) = Es(mi(t, ) Xy),

ainsi, par le théoréme de Fubini,

Ben (%0 = B ([ mu(tpm(anx:).

De plus,
Bo(@(L)IF) = [ m(t.)&wBudn) = [ mltymldy).
R R
O
On définit
Définition 10.0.6
G(t) = Ep(&e(Li)| F)-
Y, = CL
k
Proposition 10.0.7 {, = 1 est une (FT,@)—martingale locale strictement posi-

Yy
tive, il existe donc un processus l, Fr-prévisible tel que

Exemple 10.0.8
Soit Ly = W;(T) et on étudie la cas ou v, est la mesure gaussienne

1 —(y — m)?
vg(dy) = Jons exp (%) dy, m € R, 2 <T.
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Alors

VT
me(t,y) = N ex

1
Ck(t)=/\/§5\/:p—_tex o~ 2(T —1t) 252

Ainsi dans cet exemple d((t) = ((t7)I; (t)dS(t) avec

-wW; 2 —Wi(1))2 —m)2
f y T_t(t) exp (g_T _ (yQ(T_(:))) _ (y282) ) dy

2 —Wi(1))? —m)? ’
Jexp (g_T - (yQ(T—(t))) - (y252) ) dy
(lg); = 0 sii#jy.

VT p(y? (v — Wi(1)? (y—m)?) u.

10.1 Lien entre information faible et information

forte initiale

Ceci généralise le théoréme 2.2 et la proposition 2.3 de Baudoin (2001) [6] dans

le cadre de notre modéle mixte diffusion et sauts.

Par définition, 7 est un processus de densité conditionnelle, c’est donc une (Fr, @)—
martingale positive qui peut s’écrire sous la forme d’une exponentielle de Doléans.

Lemme 10.1.1 Pour ]/I;’Lk presque tout y € R?, le processus me(t,y) peut s’écrire

sous la forme d’une exponentielle de Doléans : pour t € [0,T]

me(t,y) =& [/Ot a1 k(s, y)d/W(s) + /Ot ozz,k(s,y)d]\/l\(s)} sur {nk(t,y) > 0}.

Preuve: cf. lemme 1.8 de Jacod (1985)[28].

Théoréme 10.1.2 Soit Gr la filtration élargie définie par
Gi=FVo(ly), tel0,T].

Le processus B défini par

~

dB(t) = dW(t) — a1, (t, Ly)dt, te[0,T]

(10.1)
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est & la fois un (G, P) et un (Gr, P*)- mouvement brownien.
+ f]RJ Q2 k 7y)77k( 1y)Vk(dy)
Jri e (8,9)vic (dy)

On suppose que les coordonnées de (I, ) sont strictement po-

sitives. Alors le processus M défini par
dM(t) = dM(t) — (¢.5)(t)-aou(t, Ly)dt
dN(t) — (q.6)(t)(In + ok (t, Ly)), t€]0,T]

est le processus compensé d’un (Gr, ]?’) et d’un (Gr, P’ )-processus de Poisson d’in-
tensité (q.k).(I, + aox(-, L)).

Preuve:
D’apreés le (2) du lemme 10.0.5, D; := [, ne(t, y)v(dy) est le processus densité de

(dPP"*),7, par rapport a (d@)m, t € [0,T[. Par I’équation (10.1) et le théoréme de
Fubini,

DW= ([ asttomttpmian)
.51 = ([ ato)we)nntme, pinta) ) .

Ainsi, par le théoréme de Girsanov,

/ Jrs @1,(5, )i (s, y)vi(dy)
Jri (55 y)vi(dy)

ds est un (Fr, P¥*)-mouvement brownien (10.2)

Jri @2,k(5,9)nk (5,9)vi (dy)
Jri M (s,9)vi (dy)

/ Jri 4(8)-K(5)-aa i (s, y)nk(s, y) v (dy)
fRJ Nk (s, y)vi(dy)

) sont strictement positives,

et si les coordonnées de (I, +

ds est le processus compensé d’un

, . . d
(Fr,P")-processus de Poisson d’intensité (q.x).(I, + Jos 2 (W), y)vi(dy)
S (5 ¥)ve(dy)

(10.3)

Montrons maintenant que B est un (Gr, ]?’)-mouvement brownien. Puisque B est un
processus continu de crochet d(B); = dt, il suffit donc de montrer que B est une
(Gr, ) martingale locale (théoréme de Paul Lévy). Or, en appliquant le résultat
(10.2) avec v, = d,, on a que pour IP’Lk presque tout y € Ri, B est une (Fp,P%)-
martingale locale (ou 6, est la mesure de Dirac en y). Ainsi pour s <t < 7T, A € F;
et A un borélien de R’

E@ ((Bt — Bs) ]IAO(LkEA)) = //;Epay ((Bt — Bs) ]IA) @Lk (dy) = 0.

ou la premiére égalité provient du (i) de la Proposition 10.0.3 avec v, = §,. Ceci
prouve que B est un (Gr,P)-mouvement brownien. Montrons que c’est aussi un
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(G, P"*)-mouvement brownien. En effet, puisque B est un (GT,@)—mouvement
brownien, il est P indépendant de Gy = o(Lg). Or par définition de P** (propo-
sition 10.0.3 (i)), P et P coincident sur les événements indépendants de L. Ainsi
la loi de B est la méme sous P** et sous P.

Montrons maintenant que M est le processus compensé d’un (GT,]/P?’)-processus de
Poisson d’intensité (q.x).(I, + ao(-, Lg)). Puisque N est un processus & sauts, il
suffit de montrer que M est une (Gr, P)-martingale locale (théoréme 5 page 25 de
[13]). Or pour P, presque tout y € Ri, M est une (Fp, P%)-martingale locale (en
appliquant le résultat (10.3) avec vy = d,). Ainsi pour s <t < T, A € Fset A un
borélien de R’, et par le (i) de la proposition 10.0.3

B (W, = ) Lieatien) = [ Fes, (W, = 7. 1) B (dy) =

Ceci prouve que M est le processus compensé d'un (GT,]/P\’)—processus de Poisson
d’intensité (¢.x).(I, + aok(-, Lg)). Puisque N est P indépendant de Gy = o(Ly) et

que P et P coincident sur les événements indépendants de Ly, M est le processus
compensé d'un (Gr, P¥*)-processus de Poisson d’intensité (q.x).(I, + aox(+, Lg)). O

Ce théoréme nous permet de faire le lien entre une information faible et une informa-
tion forte initiale, ou plus précisément sa “mesure martingale associée” (terminologie
d’Amendinger (2000) [1], cf. notre hypothése 1).

Remarque 10.1.3 On suppose que vy est équivalente a @Lk' Soit Q une mesure

de probabilité sur Fr équivalente a P telle que la loi de Ly sous Q est vy,. Alors Pk
est Uunique mesure de probabilité sur o (B(s),s <T)V o (M(s),s <T)V o(Ly)
telle que o

P =P sur o (B(s),s <T)Vo (M(s),s<T) et

P = Q sur o(Ly).
Selon la terminologie d’Amendinger (2000) [1], P** est la mesure martingale associée

a Q.
10.2 Optimisation de la consommation
Un agent faiblement informé veut maximiser 1’application
T
(Tk, cx) = V(g cx) := ElP"’k[/ Uk(t, cx(t))dt] (10.4)
0

parmi toutes les stratégies Fp-admissibles, qui sont donc caractérisées par la contrainte
budgétaire (cf. proposition 3.0.2)

Ey| / B(s) (cx(s) — ex(s))ds] < B(0)X4(0). (10.5)
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Le lagrangien de ce probléme sous contrainte est :

B | [ ittt st + [ 25(0(cu(t) - ex(t)

ol A est une constante. La consommation optimale ¢; doit vérifier

Gelt) - Ui (1, 4(0)) = A3(0)

c’est-a-dire

ﬂ(t)
cr(t) = Ip(t, A
Théoréme 10.2.1 On suppose l’hypothése 11 satisfaite.

S’il existe une constante \, strictement positive vérifiant

o B,
Bol | B0t 50 = )it = S0)X,(0)

alors il existe une unique solution au probléme d’optimisation du k™ agent faible-
ment informé. La consommation optimale est ¢x(t) = Ii(t, Ag ﬂ((t)))
La richesse optimale est

X0 = s el — x(s))ds| 7).

La valeur optimale de ce probleme d’ optzmzsatwn est

V(ﬂ,ck) E]P”k[/ UkOIk t )\kcﬂ(( )))dt]
Remarque: L ex1stence d’une telle constante A\, est assuree dés que la fonction
A — Bslfy Bt)Iu(t, A\ES)dt] est finie et que Eg[fy A(t)ex(t)dt] + 4(0)X,(0) > 0

P presque stirement.

Exemple 10.2.2

On suppose 11. U(t,c) = In(c), Y(¢, ¢) € [0, T]x]0, +o0].

On suppose que Ej| fOTﬂ ex(t)dt] + B(0)X,(0) > 0 P presque siirement. Alors
puisque (i est le processus den51te d’une mesure de probabilité,

( (78 dt+ﬂ() ())1 ( (T Bt)ex (1)) + B(0) X ())1
fo Ge(?) r ’
G =k e T = T4 gy / B(s)ex(s)ds 7.

Nous allons exprimer le portefeuille optimal dans le cas oul (¢, est un processus
déterministe. Dans ce cas

BTy (1) = LD _“k / B(s)en(s
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Puisque dGr(t) = Gkt )l ()dS (),

d(,@(t))/(\k(t)) - TA—;’:Ck(t_)l,’;(t)dS’\(t) est un processus a variations finies.
En identifiant avec la forme différentielle obtenue dans 1’équation de la richesse

(2.2), on obtient, par unicité de la décomposition de la P-semimartingale ﬁ(t)jf\k(t),
(Théoréme de Bichteler-Dellacherie, Protter (1990) p. 114 [45])

T_ktgk(t—)z;;(t).

BT (7)o (t) =

Ainsi

70 =0 (150 ([ o)t +50%0)) 5000,

10.3 Optimisation de la consommation et de la ri-
chesse terminale

Un agent faiblement informé veut maximiser I’application
T
(s ) = V (i, cx) := B / Uyt cx(8))dt + Upo( X)) (10.6)
0

parmi toutes les stratégies Fr-admissibles, caractérisées par la contrainte budgétaire
(cf. proposition 5.0.14)

EolB(T)X{™)(T) + / B(s)(cx(5) — ex(s))ds] < B(0)X(0). (10.7)

Théoréme 10.3.1 On suppose l’hypothése 11 satisfaite.
S’il existe une constante A\, strictement positive vérifiant

) T Al _. _
EP[E(T)I”/\IC T //3 MtAkC(t)) k(t))dt] = B(0)X,(0)

alors il existe une unique solution au probléeme d’optimisation du k™ agent faible-
ment informé. La consommation optimale est ¢x(t) = I x(t, )\k%).

La richesse terminale optimale est X,gﬂ’a’“)(T) = IQ,k()\k%).

Remarque: L’existence d’ une_ telle constante )\, est assurée dés que la fonction
A— Ef@[ﬂ( ). ( AL ﬁ(T) ) + fO ()11 k(2 LAL ﬁ(t) )dt] est finie et que

fo (t)dt] + ﬂ ( ) x(0)>0P presque surement
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Exemple 10.3.2
On suppose 11. Uy k(t, c) U2 k( ) =In(c), V(t,¢) € [0,T]%]0, +o0].

On suppose que E [fo (t)dt] + B(0)X,(0) > 0 P presque sirement. Alors
A\ = (E@(fo B(t)ex(t)dt) + B(O)Xk(O)) -1
. T+1 ,
D Ci(?) G
c(t) = 2B et X, (T) = W

Nous allons maintenant exprimer le portefeuille optimal dans le cas ol le processus
ressource € est identiquement nul. D’aprés la preuve de la proposition 5.0.14,

+ [ B = BT + [ H)aEE

€ = 0 donc

o+ [ s = "PE pigm + [ Gz

et puisque d¢x(t) = Qk(t*)l*(t)dS( ), on obtient

(/5 s)ds = P T+1 /‘@ )% (s)dS (s

+f0 fo Ce(u ) (u dS(u))ds|.7-'t].

En utilisant Fubini et en conditionnant par rapport a F;, on obtient :

%0+ [ p6)Go)ds = 500+ 221 [ (1479606 )1:694506)

et en identifiant avec I’expression (2.2), on trouve

BO)X ()1 +T—5) 1
T+1 Yk(S_)

Bs)o*(s)me(s ) = Ik (s)-

D’autre part,
BT = BT + [ 56)a6as17)
Bl

g?fkl Eal + / Ge(57)1i(5)dS (s)
+T —t+ [ (f3 Golu) I (w)dS(u))ds| 7]

o B

s Za(r) = POX

0)Xx(0) T e
71 E@[1+/0 Ce(s )i (s)dS(s)
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+(T = [+ [y G(u )l (w)dS(u)| 7).

s)%(p) = OBODTH =D

Par suite nous pouvons exprimer le portefeuille optimal proportionnellement a la
richesse optimale (on rappelle que, par définition, ¢ = Yik) :

7 ($R(s) = ST )

Exemple 10.3.3

Donnons le résultat du probléme d’optimisation de la richesse terminale seulement
avec utilité logarithmique. On suppose 11.

Usp =0 et Uy k(t, ¢) = In(e), Y(t,c) € [0,T]x]0, +o0].

On suppose que E@[IOT B(t)ex(t)dt] + B(0)X,(0) > 0 P presque sirement. Alors

1
)\k = T ’
Es( [, Bt)ex(t)dt) + B(0)X,(0)
> G (T)
Xil(T) = MB(T)

Si le processus ressource ¢ est identiquement nul, on peut exprimer le portefeuille :

1

B(s)o" (57(s) = BO)X(0) gy 14 (4)

|

Remarque: Si tous les agents ont une information faible, n’ont pas de ressources et
optimisent seulement leur richesse terminale, alors
K K K
D @ =0re & Y BT)Xk(T) =) B(0)Xx(0)
k=1 k=1 =

k=1

En effet, d’aprés la relation (2.2),

B(T)X4(T) = B(0)Xx(0) + / B(s)mf(s™)o ()dS(s),

donc pour tout ¢ € [0,T] Es(B3(T)Xy(T)|F:) = B(t)Xk(t). Puisque la tribu F; est

la méme pour tous les agents (ce qui n’est pas le cas pour une information forte!),
Ep(Yhr BI)Xi(T)F) = 345, BOX(1)- Dot S, BT Xu(T) = Y24, B(0) Xk (0)
implique que Y1, B(t)Xx(t) = Sor_, B(0)X,(0) pour tout ¢ € [0,T] et donc que
Z,ﬁil mj = Oga. La réciproque est immédiate.



Chapitre 11

Equilibre avec utilité logarithmique

Dans ce chapitre, nous allons voir que les processus Yik des agents (définis respec-
tivement en 2.2.1, 9.0.15 et 10.0.6) jouent un role central dans la condition nécessaire
et suffisante d’existence d’'un équilibre. Ceci s’explique par le fait que 'information

1

privée de l'initié k est “résumée “ dans le processus v c’est-a-dire dans la mesure

de probabilité P¥ pour un agent fortement informé (respectivement dans P pour
un agent faiblement informé).

Nous commengons ce chapitre par un paragraphe sur le lien entre le gain d’un ini-
tié (par rapport & un non-initié) et ces processus Yik, ou plus exactement ’entropie
relative de ces différentes mesures de probabilités.

11.1 Gain d’un initié et entropie

11.1.1 Information forte initiale

On considére deux agents. Le premier agent, que I’on désignera par 'indice 0, est
non-initié. Le deuxiéme agent, que ’on désignera par l'indice k£, a une information
privée forte initiale.

Optimisation de la richesse terminale

Dans cette section, les deux agents optimisent le logarithme de leur richesse
terminale, avec le méme processus de ressource € et la méme richesse initiale X (0),
cf. exemple 5.0.19 page 76. On suppose que le processus (3¢ est déterministe. La
richesse terminale optimale de I’agent ¢ (i = 0 ou ¢ = k) est alors donnée par

<o Jo B(s)e(s)ds + B(0)X(0)
XlT) = BOYAT)

On définit le gain du deuxiéme agent par rapport au premier, relativement a la
mesure P, par

Gain(P) := Ep (1n ()/(\,C(T))) — Ep (ln ()?o(T)))

139
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Y5 (T)
processus Y, d’un non initié (pour lequel p? = Ogm et pJ = I,).

Ainsi Gain(P) = Ep <ln (YO(T))). Comparons le processus YY) d’un initié avec le

Lemme 11.1.1 Y, = g—z
Preuve:  Nous rappelons que  Z(t) = Egy, [(@%Wﬂ et que
dZ(t) = Zu(t) [P} (£)dW (t) + (p3(t) — Ln)"dM (t)]

(cf. le début du paragraphe 2.1 page 31). Par suite

ame ([ (Ao + s - nyaits).

En outre _
Vo= ([ (o @ams) + (o) - 1y am ) )
Puisque E(X)E(Y) =E(X +Y — [X,Y]) et par la définition 2.2.1 de ¥}

e ([ (O Ay s) + (56) - LydH)) ) = Vi
O
Par suite

dP
dQFx
ot H(P|QF*) est I’entropie relative (ou distance de Kullback-Leibler) de la mesure

de probabilité P par rapport a la mesure de probabilité QX (une entropie est tou-
jours positive, elle mesure la dissemblance entre deux mesures de probabilité).

Gain(P) = Ep (In (Z,(T))) = Ep (m ( )) = H(P|Q") >0

Nous avons ainsi généralisé & un marché mixte les résultats de Pikovsky et Karatzas
(1996) (38| (lemmes 2.3 et 2.5) et d’Amendinger, Imkeller et Schweizer (1998) |2]
(paragraphes 3 et 4). Leur démonstration est différente de la notre car ils considérent
le processus de ressource nul et passent par le calcul explicite du portefeuille, alors
que notre preuve ne nécessite pas la connaissance du portefeuille.

Regardons maintenant le gain du deuxiéme agent par rapport au premier, relative-
ment & la mesure P :

Gain(B) = Ep (In (Xu(T))) — B (n (X0(1)) ) = B (ln (1{2%))

- E; (m (@)) = H(P [PF)
dP*
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Optimisation de la consommation

Dans cette section, les deux agents optimisent le logarithme de leur consomma-
tion, avec le méme processus de ressource € et la méme richesse initiale X (0), cf.
exemple 3.0.5 page 43. On suppose que le processus fe est déterministe. La consom-
mation optimale de 'agent i (i = 0 ou ¢ = k) est alors donnée par

o) — do BE)E)ds +50)X(0)
| sV

On définit le gain du deuxiéme agent par rapport au premier, relativement a la
mesure P, par

Gain(P) = Ep ( /O " (@(t))dt) B ( /0 ' (@(t))dt)
« a([()e

= B (/OTln (Zk(t))dt> . (11.1)

Or Zi(t) = (d@%) - et entropie relative de P par rapport a Q"+ sur G¥ est donnée
t

par H;(P|QM*) = Ep (In (Z,(t))). Nous supposons que la condition de Novikov (2.1)

est réalisée et que Fp Z | In <%) (s)\AN(s)) < 400 (ce qui est vrai dés que
0<s<T 2
le processus pik est minoré par une constante strictement positive, dt ® dP p.s.). Le
2

théoréme de Fubini est alors justifié dans (11.1) et

Gain(P) = /T H,(P|Q"*)dt.
0

Nous allons maintenant voir les liens que 1’on peut trouver entre ’entropie et le gain
d’un initié pour une information forte progressive et une information faible. Nous
nous limiterons a 'optimisation du logarithme de la richesse terminale. On considére
donc a nouveau deux agents. Le premier agent, que I’on désignera par I’indice 0, est
non-initié. Le deuxiéme, que ’on désignera par l'indice k, a une information privée
forte progressive (respectivement une information faible).

11.1.2 Information forte progressive

L’agent initié posséde une information forte progressive. On suppose que les deux
agents, initié ou non, ont la méme richesse initiale X (0) et n’ont pas de ressource,
cf. exemple 9.2.2 page 127. La richesse terminale optimale de I’agent i (i = 0 ou
i = k) est alors donnée par
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On définit le gain du deuxiéme agent par rapport au premier, relativement a la
mesure a la mesure P

Gain(®) = s (In (Xu(1) ) = 5 (1n (Fo(1)) ) = B2 (ln (Qg;»

11.1.3 Information faible

L’agent initié posséde une information faible. On suppose que les deux agents,
initié ou non, ont le méme processus de ressource € et la méme richesse initiale X (0),
cf. exemple 10.3.3 page 138. La richesse terminale optimale de I’agent i (i = 0 ou
i = k) est alors donnée par

= Es(Ji B(s)e(s)ds) + B(0)X (0)
XlD) = B(T)Yi(T) |

On définit le gain du deuxiéme agent par rapport au premier, relativement a la
mesure a la mesure P

Gan(®) = e (1 (%)) = Eon (0 (%)) = £ (0 (3231 )
. (m (dg];k)) = H(P* [P)

car P% = L P et @zYO(T)IP’.

Remarque: 11 est important de faire attention a la mesure de probabilité sous
laquelle nous calculons le gain. Pour le gain d’un agent faiblement initié, nous avons
utilisé la probabilité P“* car il optimise I'’espérance de sa richesse terminale sous P“*
(cf. 10.4) et non pas sous P comme un agent fortement initié. D’autre part,

Be (In (X4(1))) = Be (In (Xo(D))) = Ee (1“ (1}28))

= b (ln (Jﬁ»ﬂl))

= —H(P|P*)<0.
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11.2 Optimisation de la consommation et ressources
actualisées déterministes

Pour tout £k =1, .-+, K, soit Uy, la fonction d’utilité du k-iéme agent et on consi-
dére le probléme d’optimisation de la consommation de chaque agent. Par souci de
simplicité, on suppose ici que les agents n’ont pas de richesse initiale (X;(0) = 0
pour tout k). Dans le chapitre 4, dans le cadre ou les agents informés possédent une
information forte initiale, nous avons étudié la formation d’un équilibre (4.0.7); la
condition d’équilibre portait sur la consommation (cf.relation (7.1)). La condition
nécessaire et suffisante d’existence d’un équilibre obtenue (proposition 4.2.2) est dé-
montrée sous des hypothéses assez contraignantes. Tout d’abord, nous avons besoin
de ’hypothése 3 d’indépendance conditionnelle de o-algébres. En outre, le fait que
les agents connaissent une fonctionnelle w par w et immédiatement a I'instant ¢ = 0
est assez restrictif. Nous ne pouvons pas obtenir une telle condition nécessaire et
suffisante d’existence d’un équilibre avec les autres types d’information privée. En
effet, pour un agent initié possédant une information forte progressive, le marché
n’est pas complet et on ne peut pas toujours trouver une consommation optimale
en résolvant I’équation (3.5) comme dans le théoréme 3.0.3, qui est la premiére clé
de la proposition 4.2.2. De plus, pour un agent initié possédant une information
faible, le marché est certes complet mais on ne peut pas faire une hypothése équi-
valente a I’hypothése 3 qui implique que tous les agents partagent la méme mesure
de probabilité (ce qui est la seconde clé de notre proposition 4.2.2). En fait, dans le
cadre d’une information faible, partager la méme mesure de probabilité est stricte-
ment équivalent au fait de partager la méme information car les agents n’ont pas de
filtration élargie avec une information faible. Par conséquent, la proposition 4.2.10
nous invite & nous intéresser a la condition d’équilibre portant sur les portefeuilles
Z,le 7" = Oga pour les trois types d’information privée.

En fait, la condition d’équilibre (7.1) est restrictive, c¢’est pourquoi nous allons
maintenant nous intéresser a la condition d’équilibre portant sur le portefeuille

ifk*(t) = Oga, telo,T). (11.2)

Hypothése 12 On considére le probléeme d’optimisation de la consommation avec
une utilité logarithmique et des ressources actualisées déterministes. On suppose
que les agents n’ont pas de richesse initiale. Pour un agent initié possédant une
information forte initiale (respectivement une information forte progressive, ou une
information faible), on suppose 1 et 2 (respectivement 9, les hypothéses du théoréme
9.0.18 et 10, ou 11) satisfaites.

Dans ce cas, on peut exprimer le portefeuille optimal pour ces trois types d’informa-
tion privée, cf. exemples 3.0.5, 9.1.1 et 10.2.2. Pour une information forte (initiale
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ou progressive) ou une information faible, le portefeuille optimal est donné par

BORO0tt) = - [ Bs)as)dsy= i) (113

avec les processus Yj, correspondants définis respectivement en 2.2.1, 9.0.15 et 10.0.6.
Il est important ici de remarquer que, pour chacun de ces trois types de processus
Y,

1 1 o 1
dyr (1) = 3 (OEOdSE) et 5(0)=1

avec les [;, correspondants et le méme S (t) (cf. lemme 2.2.2, propositions 9.0.16 et
10.0.7). Par conséquent,

Z”’“ = O Z ﬁ;fg?gs) S
Z ;S:Z;kgS)ds H0dSH =0 tef0T]
Z ;,C)(Et o)l _ Z/O B(s)ex(s)ds  t€[0,T]

On a démontré le théoréme suivant :

Théoréme 11.2.1 Sous ’hypothése 12, si les agents ont une information forte
(initiale ou progressive) ou une information faible, alors

Z@*_OM@Z[‘) Z/ B(s)ex(s te[0,T[ (11.4)

k=1

avec les processus Yy, correspondants définis respectivement en 2.2.1, 9.0.15 et 10.0.6.

11.2.1 Cas particulier ou les agents partagent la méme infor-
mation

On suppose ici que le processus Y est le méme pour tous les agents, ainsi tous
les agents partagent la méme information. Dans ce cas, 1’équivalence (11.4) implique
qu’a l'équilibre, Yy = 1. Par conséquent P est la mesure de probabilité neutre au
risque pour les initiés possédant une information forte et P = P¥* pour les initiés
possédant une information faible, c’est-a-dire les agents n’ont pas d’information pri-
vée, ou leur information privée n’est pas pertinente.
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Remarque: Regardons, lorsque I'information privée n’est pas pertinente, ce que de-
vient le probléme d’optimisation pour un agent ayant une information forte (ini-
tiale ou progressive) ou une information faible. Dans le cas d’une information forte

(initiale ou progressive), 'agent cherche 4 maximiser Fp [ fOT Uy (t, ck(t))dt] sous la
contrainte budgétaire Es [ fOT B(t)(ck(t) — e (t))dt] = 0 tandis qu'un agent ayant
une information faible doit maximiser Fjs [ fOT Uk (t, ck(t))dt} sous la contrainte

budgétaire Es [ fOT B(t)(cx(t) — ek(t))dt} = 0. Ceci explique la différence que nous

obtenons entre une information forte et une information faible.

Dans le cas d’informations privées non pertinentes, les agents ne “bougent” pas, ils
consomment exactement leurs ressources redistribuées sur [0, 7] : pour tout &,

56 = fOT ﬁ(s)ek(s)ds‘

T
Ce résultat est cohérent avec l'intuition suivante : si tous les agents ont le méme
marché financier, la méme ressource et le méme probléme d’optimisation, alors ils
ont la méme stratégie, ainsi la somme de k fois le méme portefeuille est nulle si
et seulement si ce portefeuille est nul, c’est-a-dire les agents ne bougent pas. Ces
résultats restent vrais méme si les agents n’ont pas la méme ressource.

7?]9* = ORd et

Remarque: lien avec la condition d’équilibre (7.1) portant sur les consommations.
Dans le cas ou les informations privées sont non pertinentes, la condition d’équilibre
(11.2) portant sur les portefeuilles implique que,

N o BT en(s))ds
;Ck(t) - ﬁ(t)T

Ainsi en général la relation (7.1) n’est pas vérifiée, mais on a

/0 ﬂ(S)(ZCA}C(S))dSZ/o Bs)(Y ex(s))ds.

Cet exemple montre que la condition (7.1) est trop restrictive, il est donc justifié et
plus naturel de considérer la condition d’équilibre (11.2) portant sur les portefeuilles.

te0,T].

Regardons maintenant le cas plus intéressant ol les agents n’ont pas la méme infor-
mation.

11.2.2 Cas ou les agents ont des informations différentes

Lemme 11.2.2 Sous I’hypothése 12, si les ressources actualisées sont constantes,
alors
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Preuve: On suppose que les ressources actualisées sont constantes (Bex = ag
ou aj est une constante strictement positive), alors

5(75)@@):%&), et ch Zek@Z%EZak.

De plus, I’équivalence (11.4) se traduit dans ce cas particulier par

K
Zwk = Opa <= Z Tay ZTak.
k=1 k=1

Le résultat est alors immeédiat. O

Dans un premier temps, regardons ce qui se passe avec seulement deux agents sur le
marché financier. Le processus Y; du premier agent étant donné, que doit satisfaire
le processus Y, du deuxiéme agent afin d’obtenir un équilibre ? L’équivalence (11.4)
montre que

fO 8(1_

=0 —).
7T1 +7T2 Rd<:>Y,2 fo Y,l)

(11.5)

D’une part, Y5 doit étre un processus strictement posmf. D’autre part, plus le pre-

1

mier agent est informé, plus le processus y; est grand (cf. nos simulations de la

partie III et le lien avec I’entropie dans le paragraphe précédent 11.1) et donc plus
le processus (1 — Y%) est négatif. Par conséquent, il faut “contrebalancer (1 — 3-)
fo el(s)ds

Jo Bls)ex(s)ds
tivement, plus llntegrale fOT B(s)ex(s)ds est grande, plus agent k est influent sur
le marché financier. Ceci est cohérent avec la théorie de I'agent représentatif de la

remarque suivant la proposition 4.2.2 :

Ep ( 4 ,B(s)ek(s)ds)
T

Ainsi, plus un agent est informé, moins il doit avoir de poids dans le marché financier
(proportionnellement aux autres agents) pour qu’un équilibre puisse étre atteint (cf.
simulations paragraphes 13.2 page 178 et 14.3.2 page 226).

D’autre part, plus un agent initié investit de ressources dans un marché financier,
plus il va induire des déviations importantes sur ce marché, et donc plus il risque de
devenir influent et d’étre détecté (cf. la thése de Guillaume Lasserre (2003) [41] qui
étudie, d’un point de vue plus économique, des modéles d’équilibre avec asymétrie
d’information, modéles autorisant les prix des actifs financiers a dépendre des straté-
gies des investisseurs). En outre, les stratégies ou déviations anormales induites par
un initié sont d’autant plus importantes que son information privée est pertinente
(i.e. importante). Ainsi un initié possédant une information privée pertinente sur un
marché serait bien avisé de rester discret et de n’investir qu’une petite partie de ses
ressources sur ce marché.

avec un petit pour que le processus Y5 reste strictement positif. Intui-

A=) ' =

est le poids de I’agent k£ dans le marché.
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Proposition 11.2.3 On suppose l’hypothése 12.

Les processus Yy, k = 1,---, K — 1 des (K — 1) premiers agents étant donnés, il
. .. . K ~% _ . .

existe un équilibre (ie Y | T~ = Oga) si et seulement si

K-1 fOTﬂ(s)ek(s)ds 1 _
2=t Is ﬂ(5)6K§5)ds(1 v) > L
1 K1 L B(s)er(s)ds 1 1
Yi 1 + Zk:l fOTﬂ(s)eK(s)ds (1 Yk)'

Preuve: C’est une application directe de I’équivalence (11.4). O

11.3 Optimisation de la consommation et de la ri-
chesse terminale, sans ressource

Un travail similaire sur I’équilibre (condition (11.2)) peut étre réalisé si on consi-
dére le probléme d’optimisation de la consommation et de la richesse terminale
(respectivement de la richesse terminale seulement), avec une richesse initiale Xy (0)
et sans ressource, dans le cadre d’une utilité logarithmique. Le portefeuille optimal
est alors donné par

_ BO)X(0)1+T—-2) 1 .,
T+1 Vi(t) *

(t) (11.6)

(respectivement

ﬁ(t)ﬂ*(t)a(t)=ﬁ(0)Xk(0)Yk( )lk() ) (11.7)

Dans ces deux cadres d’optimisation, au lieu de 1’équivalence (11.4), la caractérisa-
tion de I’équilibre (définition (11.2)) se traduit par (on multiplie les portefeuilles par
dS(s) et on intégre entre 0 et t) :

K K Xy K
~x k(
PEAEIRESY Yk t => X:(0)  telo,T]. (11.8)
k=1 k=1
Icile poids de I’agent k£ dans le marché est Ay = %ﬁ’i(o) (respectivement (3(0) X (0)).
Ainsi, son poids est proportionnel & sa richesse initiale. On obtient des résultats si-

milaires & ceux du paragraphe 11.2. En particulier, si les informations privées ne

sont pas pertinentes, 5(t)cx(t) = (Tf’; O et B(t)X4(t) = & (O)X’“gf)fl(T’Ll Y (respecti-

vement B(t)X;(t) = B(0)X4(0)), i.e. les agents ne bougent pas et répartissent leur
richesse initiale entre leur consommation et leur richesse actuelle (respectivement
leur richesse actualisée est constante).

Nous pouvons aussi regarder ce que devient la condition (11.2) lorsque les agents
ont des problémes d’optimisation différents : ils ont tous une utilité logarithmique
mais les k; premiers souhaitent maximiser leur consommation (sans richesse initiale
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et avec une ressource actualisée déterministe), les ks suivant optimisent leur richesse
terminale (sans ressource et avec une richesse initiale), les autres optimisent & la fois
leur consommation et leur richesse terminale (sans ressource et avec une richesse
initiale). L’expression du portefeuille est alors donnée respectivement par (11.3),
(11.6) et (11.7). Ainsi, au lieu de ’équivalence (11.4), on obtient en multipliant les

portefeuilles par dS (s) et en intégrant entre 0 et ¢ :

K -~ : .
Y1 Tk = Oga si et seulement si

p Uo 8 Sz,fk ©) /0 (T—s)d(Yik)(s)+k§l+lﬁ(0)xk(o) /0 d(Yik)(s)
+ kz T+ 1 /0 (1+T s)d(?k)(s) =0, Vtel0,T]
c’est-a-dire si et seulement si
n, (S;f’“(s)ds) -0+ [ -] + £ 3 A0BOEH
+ Z T+ 1 [(1+T—t);k(t) +/0 Yik(s)ds] (11.9)

k1
/ﬁ s)er(s)ds) + Zﬂ )X, (0), Vtel0,T].

k=ki1+1

Remarque: Ce chapitre 11 n’est en rien modifiée si on considére un modéle avec
monnaie, en remplacant 'hypothése sur la ressource fe déterministe par e déter-
ministe. En effet I’expression des portefeuilles est la méme, donc les résultats sur
’équilibre sont inchangés, que 1’on considére la relation (11.2) ou la relation (7.1)
(car alors 1) est en facteur des deux membres et s’élimine).



Troisiéme partie

Simulations Matlab
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Dans la deuxiéme partie, nous avons donné, dans le cas d’utilités logarithmiques,
une condition nécessaire et suffisante pour que les marchés des titres s’équilibrent.
Cette condition est établie dans le cas d’informations fortes initiales et sans supposer
I’hypothése 3, mais aussi dans le cas d’informations privées différentes (information
forte initiale ou progressive, information faible). L’objectif de cette troisiéme partie
est de rechercher I'existence d’un tel équilibre, & ’aide de simulations Matlab. Pour
cela, nous devons tout d’abord simuler la stratégie de I'initié. Il nous a paru alors
intéressant de comparer les stratégies optimales des initiés en fonction de leur infor-
mation privée. Le chapitre 12 traite cette étude et nous retournons a la simulation
d’équilibre dans le chapitre 13. Le chapitre 14 comporte les programmes et les gra-
phiques.

Dans un premier temps, nous avons simulé dans le chapitre 12 la stratégie d'un
initié (consommation, richesse et portefeuille optimaux) pour différents exemples
d’information privée et nous ’avons comparé a celle d’'un non-initié, dans le cadre
d’un marché purement diffusif (paragraphe 12.1) et d’'un marché mixte (paragraphe
12.2). Dans le premier exemple d’information forte initiale ou I'initié sait si la va-
leur d’un actif & I'instant 7" sera dans une certaine fourchette ou non, nous donnons
explicitement la différence de portefeuille entre un initié et un non initié : dans un
marché purement diffusif, nous montrons que I’initié investit la méme proportion de
sa richesse qu’un non-initié dans les actifs autres que le bond et celui sur lequel il
a de 'information ; sa stratégie ne différe que sur ces deux actifs. Ce résultat n’est
plus vrai dans le cadre d’un marché mixte : la stratégie d’un tel initié est alors dif-
férente d’un non-initié sur tous les actifs. Un travail similaire est ensuite fait pour le
deuxiéme exemple d’information forte initiale oul I'initié connait le ratio a I'instant T°
de deux actifs. Dans un marché purement diffusif, la stratégie de I'initié cette fois ne
différe que sur les deux actifs dont il connait le ratio a 'instant 7', ce qui n’est pas le
cas dans un marché mixte. Nous avons aussi comparé la stratégie optimale entre les
trois types d’informations privées (information forte initiale et progressive, informa-
tion faible), chacune de ces informations étant une variante de la valeur a I'instant T’
de la premiére composante du mouvement brownien. Les simulations mettent en évi-
dence que plus I'information privée de 'initié est précise, plus son gain est important.

Dans un deuxiéme temps, nous simulons dans le chapitre 13 un équilibre avec utilité
logarithmique. Ainsi, grace aux simulations, nous nous affranchissons de ’hypothése
3 et nous simulons des équilibres entre agents ayant différents types d’informations
privées (information forte initiale ou progressive, information faible). Le programme
est sensiblement différent selon que les agents optimisent leur consommation et/ou
leur richesse terminale. Nous visualisons ici que, pour qu’un équilibre puisse exister,
les agents ayant une information importante doivent avoir un petit poids dans le
marché (comparativement aux autres agents). Ainsi dans le paragraphe 13.2, nous
estimons le montant maximal que peut investir un initié dans le marché sans empé-
cher un équilibre d’avoir lieu.
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Le temps d’échéance est d’un an : T' = 1. Pour que I'information de I’initié vérifie
I’hypothése 1 page 29 (ou 9 page 123), on se placera dans le cadre ot I'initié optimise
sa stratégie sur 'intervalle [0, A] avec A = 0.95.



Chapitre 12

Simulation de la stratégie d’un initié

Nous simulons la stratégie d’un initié £ (portefeuille, consommation, richesse)
lorsque celui-ci optimise sa consommation et sa richesse terminale sur [0, A] (A < T),
sans ressource et avec une richesse initiale X;(0) = 1. Nous la comparons a la stra-
tégie d’'un non-initié ayant le méme probléme d’optimisation. Nous utilisons pour
fonction d’utilité la fonction In, sauf pour ’exemple 12.1.6 ot nous avons pris une
utilité isoélastique % (o # 0,0 < 1). Pour une utilité logarithmique, les consom-
mation et richesse optimales actualisées sont proportionnelles au processus Yik (cf.
exemples 5.0.18, 9.2.2 ou 10.3.2) :

pour tout t € [0, A],

B0 = 300
5O = 1o
Alt) = (" (0) S T 0

Rappelons aussi que (cf. lemme 2.2.2; définition 9.0.15 ou proposition 10.0.7)
d(Yy (1) =Yy, () E(1)dS (1)

avec pour une information forte (initiale ou progressive)
£ * p]2C
I = ((@ + o) ,(; — n)*) )

pF et pk sont définis dans le paragraphe 2.1 pour une information forte initiale (dans
le théoréme 9.0.13 pour une information forte progressive). Par conséquent, on sait
simuler la stratégie d’un initié¢ dés que 1'on sait simuler p* (les autres paramétres
étant des données du marché).

Ceci nous améne & donner quelques résultats théoriques concernant le calcul de p¥
et de p5 dans le cas d’une information forte initiale. Rappelons un résultat de Jeulin

[31] (cf. lemme 3.1 de Grorud et Pontier [25])
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Lemme 12.0.1 Supposons qu’il existe A €]0,T[ et une fonction FaQEx-mesurable
p(A,-) telle que, pour toute fonction f Ex-mesurable bornée,

Ep[f(Ly)|Fa] = f(x)p(A,w, z)Pr, (dx) (12.1)
Ep
avec p(A,w,z) > 0 P® Py, presque sirement, ou Py, est la loi de L. Alors la
mesure de probabilité QX+ = mw’ vérifie les conditions de ’hypothése 1 sur
[0, A].
Preuve: Soit f une fonction £-mesurable bornée et soit B € F4.
[ f(Lk)
E L)lg] = Ep|——T=Ip
o [f (L) L8] 2 (AL L) 2

= [ [ |
= B /E k p{fl) (A, 2)Py, (dx)]IB}.

Ainsi on obtient que

Equi [f (Li)Ls] = Eplf (Ly)] PB].
f =1 donne Q" (B) = P(B); B = Q donne Eg, [f(Ly)] = Ep[f(Li)]. Ainsi Q"
est équivalente & PP, elle coincide avec P sur F4 et F4 est indépendante de o(Ly)
sous QF*. O

Remarque 12.0.2 5% les hypothéses du lemme précédent 12.0.1 sont vérifiées pour
une certaine fonction p(A,-), alorsVt < A, p(t,-) défini par p(t,-) := Eqz, [p(A, -)|GF]
vérifie, pour toute fonction f Er-mesurable bornée,

Ep[f(Ly)|F] = ; f(x)p(t,w, )P, (dx). (12.2)

Pour tout t < A, p(t,-) est donc une version mesurable de la densité conditionnelle

%(-) ou Q; est la loi conditionnelle de Ly, sachant F;. En d’autres termes, Vt < A,
k

la mesure p(t,z)P[Ly € dx]| sur (Ey, &) est une version de la loi conditionnelle
P[Ly, € dz|F).

Preuve:

Montrons tout d’abord un résultat intermédiaire. Soit Y € L®(Q, Fa, Q'*), alors
pour tout t < A, Eqr, [Y|GF] = Ep|Y|F]. En effet, soit B € F; et g € L'(Ey, Py,),
on a par indépendance de o(L;) et de F4 sous QFF et par le fait que QX et P
coincident sur F; :

Equ[Yg(Li)ls] = Equ [Y1g] Eg[g(Lx)]

= Egu [Ee[Y1s|F]] Egrlg(Lk)]
= Egu [Ep[Y|F|Ipg(Ly)]
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On obtient alors (12.2) en prenant Egz, [- |GF] des deux membres de I'égalité (12.1)
et en utilisant ce résultat avec Y = Ep[f(Lg)|Fal- O

Ainsi, le processus Zj défini dans le début du paragraphe 2.1 page 31 vérifie pour
tout t € [0, 4] Zx(t) = p(t, Ly,). Le calcul de p¥ et p5 demande donc I’expression de
la loi conditionnelle de L sachant F;, et les coefficients sur le mouvement brownien
et le processus de Poisson de I’écriture différentielle de cette loi prise en L.

Nous rappelons aussi le résultat du lemme 11.1.1 page 140 qui compare le processus
Y}, d’un initié (possédant une information forte initiale) avec le processus Yy d’un
non initié : Y, = g—"’c Il est préférable de se servir de cette expression de Y} plutot

que de le simuler par sa forme exponentielle avec le processus p*.

12.1 Simulation dans le cadre d’un marché pure-
ment diffusif

Nous considérons dans ce paragraphe un marché sans sauts. Dans les exemples
12.1.1, 12.1.2 et 12.1.6, nous supposons que les coefficients b et o sont déterministes.
Dans nos simulations, nous avons choisi (r, b, o) constants mais on pourrait les faire
dépendre du temps. Voici les données que nous avons utilisées pour nos simulations.
Iy a d =4 actifs risqués. Le taux d’intérét annuel est de 0.02 : r(¢) = 0.02 pour

tout t.
0.15

0.1
0.084
0.1

La tendance b(t) = vt € [0, 7.

0.4 0.1 0.042 —-0.17

0.09 04 023 0.035
—0.048 0.12 04 0.2
—-0.075 —-0.26 0.11 0.4

La volatilité o(t) = vt € 10, T].

Le temps d’échéance est d’'un an : 7" = 1. Pour que I'information de l'initié vérifie
I'hypothése 1 page 29 (ou 9 page 123), on se placera dans le cadre ot I'initié optimise
sa stratégie sur I'intervalle [0, A] avec A = 0.95. Le prix des actifs a I'instant ¢t = 0 est
1:P(0)=1,i=0,---,4. le nombre d’instants dans les simulations est N = 10000.

12.1.1 1l existe 4, 1 <14 < d, tel que Ly = I, 5(Fi(T)), 0<a<b

L’initié sait que la valeur finale du prix de 1’actif 7 est comprise entre a et b. Nous
supposons que les coefficients b et o sont déterministes. Nous détaillons le calcul de
p(t,-) et p¥ dans le cadre d’'un marché purement diffusif.
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Calcul explicite de p(t, )

Soit 0 <t < A. On note UZ la zeme hgne de la matrice o.
On aIn(P(T)) = +f0 i( 2Haz( s)||? ds-l—fo oi(s)dW (s).

PlLy =1[F] = Plna<In(P(T)) <Inb|F]
= Plna <W(RO)+ [ 0:(5) = ()| P)s

+ [ + [ o6aw(s) < b7,

Or f(f oi(s)dW (s) est F;-mesurable et ftT 0i(s)dW (s) est indépendant de F;. Par
suite P[P;(T) = 1\]—}] (t ky(t)) — F(t, kq(t)) avec F(t,-) la fonction de répartition
d’une loi normale N(0 ft llo:(s)|[?ds) centrée de variance ¥; := ftT l|oi(s)]|?ds

T 1 _y2
F(t,z) = TSy exp o dy.

ky(t) :==Inz — In(P;(0)) — /0 (bi(s) — %||0¢(3)H2)ds - /0 oi(s)dW (s).
F(t, k(1)) = F(t, kalt)) (1.0) = L= P k(0) + F(5 k(1)
F(0,k(0)) — F(0,ka(0))” 7" = T=F(0, ky(0)) + F(0, ka(0))"

Calcul explicite de p¥
Par la formule de Ito, le coefficient de dp(t,1) sur dW (t) est

p(t, 1) =

-1 oF oF
O ol e (0 B M) R
Par suite or(t) = a(t)or (t) avec a(t) le scalaire suivant
) - ECRO FCRO) SR k)

F(t, k() + F(6 ka(8) = " P2, ko(t) = F(t, k(1)) I(z,=1)-

La proposition suivante compare la stratégie optimale d’un initié avec celle d’un
non-initié, dans le cadre d’un marché purement diffusif.

Proposition 12.1.1 Si 'initié connait Ly, = Ljq5(Pi(T)) pour un certain i (1 <
i<det0<a<b), alors la différence de la part de la richesse investie par cet initié
et un non-initi€é dans chaque actif risqué est donnée par

composante i

7Tk 7]'0 A %
) - =2t =(0,---,0, aft ,0,---,0)".
Xk() Xo() ( (2) )

Dans un marché purement diffusif, la part de la richesse investie dans les actifs ris-
qués j (1 < j<dandj+#1i) estla méme pour l'initié et un non-initié.
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Preuve: Puisque ;r%(t) = (0*(t)) lx(t), dans le cadre d’un marché purement diffusif,
k

la différence de la proportion de la richesse investie par un initié et un non initié

dans les actifs risqués est donnée par

(0" (£)) (e (t) — (1) = (0" (1)~ PE (1) = (0" (1)) "o} (t)al(t)

X (BB ks(1) - SE (tka(1)) (55 (ks (£) = 5E (tka (1)) :
ou a/(t) - f—F(t,kb(t))—fF(t,ka(t)) ]I(Lk:()) - BF(t,lcb(t))—I?(t,ka(t)) H(Lkzl) eSt un Scalalre.
Or (o*(t))"to7(t) est la iéme colonne de (o*(t))~'o*(t) = (o(t)o(t))™')* qui est la
matrice unité d x d, donc

composante %

T(t) - T(t) = ((0*(75))71([19(15) —lo(t)) = (07""0’ /GJ(B 70,""0)*'D

Programme avec utilité logarithmique
cf. 14.1.1 page 181.

Résultats
Dans notre simulation, nous avons pris ¢ = 1. Par suite

Ep(P(T)) = P(0) exp ( T (bu(s) — %Hol(s)HQ)ds) = 1.0510.

On constate (cf. figures 14.1, 14.5, 14.7, 14.9) que 1~ est plus grand que 3, et par
conséquent la consommation et la richesse de 'initié sont plus grandes que celles
d’un non initié (cf. figure 14.2). Ce gain est d’autant plus important si P;(T) est
dans [a, b] et que [a, b] est loin de la moyenne Ep(P;(T)) (cf. figure 14.9). Ceci s’ex-
plique par le fait que dans ce cas, I’initié connait un événement de probabilité faible,
donc son information est plus importante On constate aussi (cf. figures 14.1, 14.5,
14.7) que plus P;(T') est grand, plus ;- - et 5 le sont aussi, d’ordre de grandeur entre
0.5 et 15.

D’autre part, comme nous ’avons montré dans la proposition 12.1.1, la proportion
de la richesse investie dans les actifs 2 a 4 est la méme pour un initié ou un non
initié (par exemple cf. figure 14.4 pour l'actif 2).

Les coefficients du marché 7, b et o étant constants, Z¢ d’un non-initié est constant,
et les parts de la richesse investie par I’initié dans le bond et chacun des actifs risqués
sont proportionnelles les unes aux autres.

La stratégies de I'initié dépend de la valeur de Ly, et si Ep(P;(T)) est dans [a, b] ou
non.

— ler Cas : P|(T) ¢ [a,b] et Ep(P,(T)) ¢ |a,b].
L’information est alors peu pertinente : P;(7") n’est pas dans un intervalle qui
ne contient pas son espérance. La stratégie de I'initié est alors la suivante.
oSia<b< Ep(P(T)), la probabilité que P;(T)> Ep(Pi(T)) est plus grande
que celle que P (T)< Ep(Pi(T)). Par suite I'initié mise sur le fait que P;(7)
sera plus grand que Ep(P;(T)), donc il investit plus dans ’actif 1 qu’un non-
initié, et ce quelque soit le cours de I'actif 1. On remarque que si P, (T') s’avére
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en fait plus petit que Ep(P;(T)), il gagnera moins qu’un non-initié.
o Inversement, si Ep(P;(7")) < a < b, 'initié investit moins dans lactif 1 qu’un
non-initié, et ce quelque soit le cours de 'actif 1.

2éme Cas : P,(T) ¢ [a,b] et Ep(P(T)) € [a,b].

L’information de I'initié est que P;(T) est “loin” de sa moyenne. L’initié hésite
et suit le cours de l'actif 1. A linstant ¢, si Py(t)< Ep(P1(T)) l'initié pense
que Py (T) < a et investit moins sur Pactif 1 qu'un non-initié. Inversement si
Py (t)> Ep(P;(T)) l'initié pense que P;(T) > b et investit plus sur actif 1.

3éme Cas : P,(T) € [a,b] et Ep(Pi(T)) ¢ [a,b].

L’information est trés pertinente, l'initié sait exactement si P;(T) est plus
grand ou plus petit que sa moyenne. Le gain de I'initié est important. Sa stra-
tégie est la suivante : si Pi(T)> Ep(P;(T)) I'initié investit plus dans actif 4
qu’un non-initié, inversement si Py (7)< Ep(P,(T)).

4éme Cas : P,(T) € [a,b] et Ep(P,(T)) € [a,b].

L’information de l'initié est que P;(7T") est dans un intervalle autour de sa
moyenne. Il hésite et suit le cours de I'actif 1. A I'instant ¢, il investit plus
dans l'actif 1 (par rapport & un non-initié) quand P; (t) est proche de a le bas
de la fourchette (car il sait que P;(T") ne sera pas plus bas que a et donc que le
cours de l'actif 1 va avoir tendance a monter) et il investit moins dans I'actif
1 quand P;(t) est proche de b le haut de la fourchette (car il sait que P; (7))
ne sera pas plus haut que b).

Remarque: Dans certaines simulations il peut arriver que l’initié gagne moins que
le non-initié. En effet les agents optimisent une espérance sous P c’est-a-dire une
moyenne sur les trajectoires. Pour une trajectoire donnée, la stratégie de ’initié peut
étre moins bonne que celle du non-initié, bien qu’elle soit meilleure en moyenne.

12.1.2 L = In(P,(T)) — In(P,(T))

L’initié a une information précise sur le rapport de la valeur finale des prix des

actifs 41 et 7. Nous supposons que les coefficients b et o sont déterministes. Dans ce

cas

b= [ (=) = Sl = o)) s+ [ (o5~ o)) (),

Donc lajloi de L; sachant F; est la loi normale de moyenne

t
me = fo (b = bin) = 5[0 |I* = [low[?)) (s)ds + [y (03, — i) (5)dW (s)
et de variance ¥; := ftT \los, — 04,|[?(s)ds. Par suite,

Zuw:p@L@:\ﬁﬁi)w(—@k—mm4jlwwmy),

S, 2, 25,
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L2 (—(ff(oil — o) (AW () | (y (o = %)(s)dW(s))?)
- P 2%, 2%, '

T
.]; (ail - ai2)(8)dW(8)
Xy
La proposition suivante compare la stratégie optimale d’un initié avec celle d’un

non-initié, dans le cadre d’un marché purement diffusif.

est un scalaire.

pi(t) = (05, —0i,)"(t)a(t) o a(t) =

Proposition 12.1.2 Si l’initié connait Ly = In(P;,(T)) — In(P;,(T)), alors la dif-
férence de la part de la richesse investie par cet initié et un non-initié dans chaque
actif risqué est donnée par

N N composante i, composante iy

~ =~ =
TE ity — Z2(t) = (0, -+, 0, 1 0,40, TT,0,---,0)"
Xk Xo

Dans un marché purement diffusif, la part de la richesse investie dans le bond et
les actifs risqués j (1 < j < d, j+# i1 et j# iy) est la méme pour l'initié et un
non-initié.

Preuve: Puisque %(t) = (0*(t)) '1x(t), dans le cadre d’un marché purement diffusif,
la différence de la proportion de la richesse investie par un initié et un non initié
dans les actifs risqués est donnée par

(0" (1) (k(t) — (1) = (0" (1) P1 (1) = (0" (1)) (03, — 03) (H)a(t)

alt) = o =))W ) 1

ol o est un scalaire. Or (0*(t))~'o}(t) est la iéme colonne
de (o*(t))~to*(t) = (o(t)o(t))™1)* qui est la matrice unité d x d, donc

N N composante 2 composante iy

=~ =~
Tk ) — Z2(#) = (0, -0, 1 ,0,---,0, T ,0,---,0)"
X Xy

La proportion de la richesse investie sur le bond par le k®™¢ agent étant égale a

1-— Z?:l ZE(¢), un initié et un non-initié investissent la méme proportion de leur
k

richesse sur le bond. o

Programme avec utilité logarithmique

Il est semblable au programme précédent 14.1.1, la simulation de Ly, Z; et p* se
faisant comme suit (on a choisi i; = 1 et iy = 2) :

beta=(b(1)-b(2))-1/2*(sigma(l,:)*(sigma(l,:))’-sigma(2,:)*(sigma(2,:))’);
gamma=sigma(1,:)-sigma(2,:);

%valeur de L_k
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L= beta*T+gammaxW(:,N);

%calcul de p et \rho :
p= (sqrt(2*pi*cov*T)) ./(sqrt(2*pikcov*(T-4)))

.*xexp (-gammax* (repmat (W(: ,N) ,1,Tf)-Z)

./ (2xcovx(T-A))) .*x exp(gamma*x(W(:,N))./(2%cov*T)) ;
1=gammax* (repmat (W(:,N),1,Tf)-Z) ./ (2%cov*(T-A));

Pour comparer 1’évolution du portefeuille de I'initié avec la position de la variable
aléatoire L(t) := In(Py(t)) — In(P»(t)) relativement a sa valeur terminale Ly = L(T),
nous avons simulé et tracé L.

L_A=beta*Tab+gamma*W(:,1:N);

figure(10)

plot(Tab,L_A,’b’,Tab,L,’ro’ );

title(’1n(P_1)-1n(P_2)°);

legend(’ (In(P_1)-1n(P_2))(t) ’,’(In(P_1)-1n(P_2)) (T)’,2)
xlabel(’t’); ylabel(’1n(P_1) (t)-1n(P_2)(t)’);

Résultats

Dans notre simulation, on a pris 7; = 1 et 7, = 2, par suite

Ep(Ly) = fo ( —by) — 3(||o1]? = ||o2]| )) (s)ds = 0.0608.

On constate (cf. ﬁgures 14.15 et 14.10) que YL,; croit trés vite et devient trés grand
(de 'ordre de 20 & 1000, voire beaucoup plus). En effet dans ce cas I'initié connait
un événement de probabilité nulle, donc son information est plus précise que dans
le cas 12.1.1. En particulier, plus 'information est précise, plus Yik est grand et plus
il grandit vite & 'approche de la date T. En effet, dans notre deuxiéme simula-
tion, Ly = —0.1949 est plus petit que sa moyenne 0.0608, et un peu aprés l'instant
t = 0.85, L(t) devient plus grand que Ly = L(T) tout en restant plus petit que
0.0608 (cf. figure 14.16). Dans ce cas, l'initié a une information trés importante car
bien que L(t) soit plus petit que la moyenne 0.0608, il sait que L va continuer a
baisser alors qu’un non-initié pense qu’il va monter. Aprés ¢t = 0.85, I'initié diminue
son portefeuille sur Pactif 1 et augmente sur Pactif 2 (cf. figure 14.17) et son gain
(cf. figure 14.15) augmente considérablement et devient trés important (Yik(A) est
de l'ordre de 6000). Dans notre premiére simulation, L, = 0.3833 est plus grand
que sa moyenne 0.0608, et un peu aprés l'instant ¢ = 0.8, L(¢) devient plus grand
que Ly = L(T) (cf. figure 14.12). Dans ce cas, I'initié a une information moins im-
portante que pour notre deuxiéme simulation car il sait que L(t) va baisser mais
la probabilité de cet événement est grande. Son gain est donc moindre (cf. figure

14.10) : Yik(A) est de l'ordre de 200. On est donc porté & croire que plus l'infor-

mation de l'initié est importante, plus Yik, et par la suite son gain, est grand. Par

ailleurs, plus son information est importante, plus la puissance du test statistique
permettant de le détecter est grande (cf. Valéry Fonke [22|. Intuitivement, I'initié
gagne beaucoup plus qu’un non initié donc il se fait remarquer!).

D’autre part, comme nous ’avons montré dans la proposition 12.1.2, la proportion
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de la richesse investie dans le bond et les actifs 3 et 4 est la méme pour un initié ou
un non initié (cf. figures 14.14 et 14.11). Seule change la proportion de la richesse
investie dans les actifs 1 et 2. Le portefeuille de I'initié sur les actifs 1 et 2 & I'instant
t est étroitement lié au rapport —2 : si L(t) > L(T) = Ly alors linitié sait qu’a

I(T)

Pi(T)
Py(T)
ment, donc son portefeuille & instant ¢ sur 'actif 1 (respectivement sur I’actif 2)
est plus petit (respectivement plus grand) que celui d’un non-initié. Inversement si

L(t) < L(T) = Ly, (cf. figures 14.12 et 14.13, 14.16 et 14.17).

I'instant d’échéance T, le rapport In ( ) sera plus petit qu’il ne I'est actuelle-

12.1.3 Simulation avec une information forte progressive

L’initié a une information forte progressive : il connait une fonction linéaire de la
valeur terminale d’'une composante du brownien, perturbée par un bruit indépendant
qui décroit vers zéro. Soit 7 fixé entre 1 et 4.

Lk (t) = ()\WZ(T) + a) + Bg(Tft)a 0 S t S T

ou ¢ est une fonction bornée strictement croissante vérifiant g(0) = 0 et B un
mouvement brownien indépendant de Fr, A et a sont des constantes réelles, avec
A #0. Alors pf = 0si i # j et

e AAWA(T) = Wi(t)) + Byr—p)
w0 =T o

Yik(t) = Yio(t)g (/Ot p’“(S)dW(s)) :

La démarche est ici un peu différente que dans le cas d’une information forte ini-
. . k , . . YO ) .

tiale : le calcul de p® est nécessaire pour exprimer le rapport v, que I’on simule par
1tération.

Programme avec utilité logarithmique

On a pris A = 2 et ¢g(s) = s Vs. On simule p(t) := 5( Otp’“(s)dW(s)) grace a
I'équation différentielle que p vérifie (dp(t) = p(t)p*(t)dW (t), ce qui permet de
simuler p par itération) plutdt que par son expression exponentielle, car la fonction

exponentielle amplifie les erreurs d’approximation. Le programme est une légére
modification du programme 14.1.1 de ’exemple 12.1.1 dans les points suivants :

% simulation du bruit
Bbis=(cumsum(rnorm([N,1],0,sqrt(dt))))’;
Y=fliplr (Bbis);

hcalcul de rho et p
rho= lambda*(lambdax(W(1,N)-Z(1,:))+Y(1:Tf))./((T-A)*(1+(lambda)~2));
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p(1)=1+ lambdax(lambda*W(1,N)+Y(N))/(T*(1+(lambda)~2));
for i=1:Tf-1
p(i+1)=p(i) *(1+ rho(i) *(W(1,i+1)- W(1,i)));
end

% La variable Var intervenant dans le calcul
%du portefeuille de 1’initi\’e devient
Var=repmat ((theta)’,1,Tf)+[rho;zeros(1,Tf) ;zeros(1,Tf) ;zeros(1,Tf)];

Résultats

On constate (cf. figure 14.18) que pour ¢ petit, I'initié ne gagne pas toujours plus
qu’un non initié (parfois un peu moins), mais il gagne plus quand ¢ croit et se rap-
proche de T' (car alors le bruit décroit). Yik reste dans 'ordre de grandeur de 10 & 30
maximum. On constate aussi que cette fois, toutes les composantes du portefeuille
de I'initié (ou plus exactement les proportions de la richesse investie dans les actifs
par I'initié) sont différentes de celui d’un non initié (cf. figures 14.19, 14.20 et 14.21).

12.1.4 Simulation avec une information faible

L’initi¢ a une information faible : il anticipe la loi de Ly, = W, (T') sous la mesure
de probabilité effective P comme étant v, ol v, est la mesure gaussienne

)2
vi(dy) = exp (M> dy, m € R, 2 <T.

252

1
V2ms
Alors (cf. exemple 10.0.8)

1. [ 1 VT v (y-Wi)®  (y—m)’
@@_§?Q_/_EE¢Tffm(ﬁr'2@—@ T 22 )@-

—Wi(t 2 —Wi(t))> —m)?

yTi“eXP(%r—wai? _<%ﬂ)>dy

(le)i(t) = . :
)

fam(%r_WJﬁmﬂ_(me

2(T—t) 252

Programme avec utilité logarithmique
On simule l'intégrale intervenant dans l’expression de Yik par la méthode de Monte-

Carlo : on simule nb (nb = 10* dans notre programme) variables aléatoires (X1, -+, Xp3)

(y—Wi(1))?
2(T—t)

forte des grands nombres entraine la convergence presque stire suivante :

indépendantes de méme loi v,. Soit f : y — exp (% — ) Puisque la loi

% (f( X))+ -+ f( X)) e E[f(X1)],
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—Wi(t)2
on approche [ —L-exp ( L (yQ(VTVI_(f)” — om ) dy par UGt

On procéde par la méme méthode pour la simulation de .

Programme avec utilité logarithmique
cf. section 14.1.4 page 195.

Résultats

On constate que plus m est différent de fo b l(a)fjl(s)(bj —r)(s)ds = 0.4354
(qui est la moyenne de la loi de Wl( ) sous la mesure de probabilité P), plus le
processus Yik de ’agent anticipateur est petit par rapport au processus YLO d’un non-
initié (cf. figures 14.26 et 14.27). Il en est de méme si s est différent de 1 (qui est
I'écart type de la loi de Wy (T) sous la mesure de probabilité P) (cf. figure 14.28). Si
m = fo i=1(0)7; '(s)(b; —7)(s)ds et s = 1, 'agent anticipateur gagne un peu plus
que le non-initié (cf. figure 14.22). On constate aussi que toutes les composantes
du portefeuille de I’initié (ou plus exactement les proportions de la richesse investie

dans les actifs par I'initié) sont différentes de celui d’un non initié (cf figures 14.23,
14.24 et 14.25).

12.1.5 Comparaison du gain d’un initié entre les trois types
d’information privée

Nous souhaitons comparer les processus Yik pour les trois types d’information

privée que nous avons étudiés. Pour cela nous simulons simultanément (i.e. pour la
méme réalisation de w) le processus Yik de quatre agents.

e Le premier est initialement fortement informé, il connait Ly = Wy (7).

Puisque la loi de L sachant & F; est la loi d’une gaussienne N (W1(t),T —t) de

moyenne W, (t) et de variance (T — ¢t), p(t, z) = £ exp ( e=M®F %) et

VTt AT—t)

1 Z B VT (W (T) — Wi (t))?2  Wy(T)?
— avec Z(t) = p(t, L) = N ex <— 2T =1 + 5T ) :

Ve Y

e Le deuxiéme est progressivement fortement informé, il connait

Ly(t) =2Wy(T) + Br_4, 0 <t < T ou B un mouvement brownien indépendant de
Fr (cf. section 12.1.3).

e Le troisiéme est faiblement informe il anticipe que la loi de Ly = W; (T) sera
une gaussienne de moyenne m = fo e 1(0)1_j1 (s)(bj —r)(s)ds et de variance T (cf.
section 12.1.4).

e Nous simulons aussi le processus YLO d’un agent non informé.

Programme avec utilité logarithmique
cf. section 14.1.5 page 200.
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Résultats

On constate (cf. ﬁgurg 14.29) que YLO < Y% < Y% < Y% YLO et y% sont assez proches
I’'un de l'autre et la distance qui les sépare reste relativement constante au cours
du temps, alors que Y% et Y% s’éloignent d’autant plus rapidement de YLO que la date

d’échéance T se rapproche.

12.1.6 Simulation avec une utilité isoélastique

L’initié a I'information forte initiale du paragraphe 12.1.1 :
i, 1<i<d, telque L=1I,uyF(T)), 0<a<b.
Les processus Z et p* ont donc déja été calculés (nous supposons que les coefficients
b et o sont déterministes). Mais ici les agents n’ont plus une utilité logarithmique
mais isoélastique

P

U(t,z) = % (p#£0,p< 1), Y(t,z) € [0,T]x]0, +o00].

La consommation optimale actualisée est alors donnée par (cf. exemple 5.0.17) :

_ Belfy Ge(Her(t)dt|GE] + B(0) Xk(0)
Eelf (Ge(1)) 1 dt + (G (T)) 71 |GE]

Nous ne savons pas exprimer le portefeuille car 'hypothése (3.7) n’est pas satisfaite
dans ce cas (en effet p¥, et par la suite Fk,%, n’est pas GF-mesurable). Nous ne
savons pas simuler la richesse au temps ¢t < A car son expression fait intervenir
une espérance conditionnelle sachant gf et nous ne savons simuler des espérances
que conditionnellement & un nombre fini de variables aléatoires. Nous allons donc
simuler la richesse optimale & I'instant A

o) = Zello Geen(t)drig] + 5(0)Xx(0)
Eelfy (Ge(8)) 77 dt + (Go(T))77|G]

et la consommation optimale ¢;. La difficulté se trouve dans la simulation de ’espé-
rance conditionnelle

& (t) G telo, Al

(G(A))7.

B[ (o) + ()] = e (G dt + (G ()]

Pour simuler une telle espérance conditionnelle, Bouleau et Lépingle [12] (chapitre
2.D) proposent deux méthodes : ’approximation polynémiale ou le calcul point par
point. Bien que la méthode de I'approximation polyndmiale soit plus rapide, nous
avons choisi la méthode du calcul point par point, qui elle nous assure la positivité.
L’idée de la méthode du calcul point par point est la suivante :

Pour simuler E[X|Y]

(i) Faire M reéalisations indépendantes de (X, Y) : (X (w1), Y (w1)), -+, (X (wnm), Y (wum)),
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(ii) Pour kK € Net s =0,---,2¥ — 1, calculer le rapport m; donné par la somme des
valeurs des X (wy,) tels que Y (w,) € [127%, (4 + 1)2 %[, divisée par le nombre de tels
Y (wn),

(iii) Approcher E[X|Y] par 222251 Millycpio (i+1)2-H[-

Nous approchons donc E[X |Y] par

2k _1
Z Zn 1X W)L jia—# (i41)2-#[ (Y (wn))

]I 92—k (5 —k (i )
[12=F,(:+1)2- %]
n 1H[12 k (i4+1)2— k[(I (wn))

Programme avec utilité isoélastique et résultats
cf. section 14.1.6 page 202. Les résultats sont semblables & ceux du paragraphe 12.1.1
qui traite de la méme information mais avec une utilité logarithmique.

12.2 Simulation avec un marché mixte

Dans ce paragraphe nous considérons un marché mixte avec diffusion et sauts.
Dans les exemples 12.2.2 et 12.2.3 (qui sont des généralisations des exemples 12.1.1
et 12.1.2 & un marché mixte), nous supposons que les coefficients b et o sont dé-
terministes. Dans nos simulations, le mouvement brownien est 2-dimensionnel ainsi
que le processus de Poisson, m = n = 2. L’intensité du processus de Poisson est

= (3,2). Nous avons pris le méme taux d’intérét r et la méme tendance b que dans
le cas purement diffusif, mais nous avons modifié la matrice de volatilité o. En effet
nous devons nous assurer que le processus ¢ défini en (1.5) page 23 est bien positif
(sinon le marché n’est pas viable). Or ce n’est pas le cas avec la volatilité définie au
début du chapitre III. Nous avons donc choisi la matrice de volatilité suivante

04 —0.1 -—0.15 0.17
—0.09 —0.4 —0.03 0.035
cM=1 0048 —012 01 —0.12
0075 026 031 —0.28

vt € [0, 7], (12.3)

et ¢ est bien positif avec cette volatilité. Les deux derniéres colonnes de o sont les
composantes (constantes dans notre simulation, et strictement plus grandes que -1)
de la volatilité sur la partie a sauts. Si ces coefficients sont plutét négatifs (ou po-
sitifs), le prix des actifs risqués va baisser (ou monter) a chaque saut. Les agents
(initiés ou non) vont alors gagner beaucoup car leur portefeuille sera en conséquence
plus sur le bond ou les actifs risqués. Ce phénoméne est d’autant plus accentué que
le processus de Poisson saute souvent. Nous avons donc choisi une matrice de vola-
tilité telle que o3; et 04; (i = 1,- - -, 4) soient du méme ordre de grandeur et de signe
opposé afin que le prix de I’actif 7 ne monte pas (ou ne descende pas) a chaque saut.
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T = 1 et I'agent optimise sa consommation et sa richesse terminale sur [0, A]
(A < T), sans ressource et avec une richesse initiale X;(0) = 1. Sa fonction d’uti-
lité est logarithmique ; les consommations, richesses et portefeuille optimaux ont été
rappelés au début de la partie III.

12.2.1 Ly = Ny(T) + No(T)

L’initié connait la somme du nombre de sauts des deux composantes du Poisson
qui ont eu lieu avant T :

Calcul explicite de p(t, )
Soient ki et ko deux entiers naturels.

P[(NI(T) N2(T)) (N (t) N2( )) = (k1,k2)|7t]

exp ( ft k1(s)ds)( ft k1(s)ds)k exp (— ftT KQ(S)dS)(ftT Ka(s)ds)k2
k! ko!

car N;(T) — N;(t), i = 1,2, sont indépendants entre eux et indépendants de F;
et suivent une loi exponentielle de paramétre ftT ki(s)ds. Puisque N;(t) est Fy-
mesurable

P[(Nl( ) Nz(T)) = (kla k2)|7t]

= J (k1 r2)(s)ds) ft ki (s)ds)*b M) (ftT Ko (s)ds)kz N0
| (kl Nl( )) (k2 — Nz(t))! ]Ik1ZN1(t)]Ik22N2(t).

Soit f une fonction mesurable bornée.

Ep [f(N1(T) + No(T))| F]

T k1—N1(t) T ka—Na(t)
= Z Z f(kl + k2)e(*ftT(n1+n2)(s)ds) (.ﬁ /ﬂ(S)dS) 1= (ft KQ(S)dS) 2—Np
k1> N1(t) k2> Na(t) (kl — Nl(t))' (k‘g _ Ng(t))'

T
= ) Y o (J, ma(s)ds)* (J;" ra(s)ds)r+ MO~
' —_
Y 0<k<y—Na(t)—N1(t) k' (y =k = Ni(t) — No(2))!

la derniére égalité provenant des changements d’indices suivants y = ki + ko et
k = ki — Ni(t). Par conséquent

P[L, = y|F]

_ > a1 (5)d)* (7 rio(s)ds)r™h M0N0
A (= k= Ny (8) = Ny(8)!

0<k<y—Na(t)—N1(t)
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Par suite

p(t,y)
P[Ly = y|F]
P[Ly =y

Z (ftT ft H2 dsy k—N1(t)—N2(t)

k! y—k— Nqi(t) — N !
U (k1-+r2)(s)ds) OSk<y—No(t) =M1 (1) ( ) )

Tﬁlsdsk OTKIQSdSy_k
Z(fo (s)ds)* (fy Ka(s)ds)

ey k! (y — k)!

Zi(t) = p(t, N1(T) + No(T')).

Calcul explicite de p¥ et pk

dZ(t) = Zx(t7) 1" ()W (t) + (P5(t) — 1) " dM (t)]
avec p¥ =0, (ph);=1 Vi>3 et

Nz(T)+N1(7%:N2(t)—N1(t) (ftT ft s)ds) No(T)+N1(T)—k—Ni (t)—Na(t)
— (k — 1). (NQ(T) + Ni(T) — k — Ny(t) — No(t))!

Na(T)+N1(T)—N2(t)—N1(2) (ftT ft $)ds) N2+ N1 (T)—k=N1(t)=Na(?)
— k! (NQ(T) + NI(T) k — Ni(t) — Na(t))!

si ni N7 ni Ny ne saute a 'instant ¢, et

(Pa() = (p)a(t) = 2L

p(t”)
NQ(T)+N1(T)—N2(t)—N1(t)(ftT ft Ko(s )ds)N2 VN1 (T)—k—Ni(t)—Na(t)
o (k)! (NQ( )+ Ni(T) = k — Ni(t) = No(1))!
No(T)+N1(T)—N2(t)— N1 (1) +1 (leil(S)dS)k f Ko(s S)N2 Y+ N1 (T)—k—Ni(t)—Na(t)+1
t t

i k! (NQ(T)—i-Nl(T) k— Ny () — No(t) + 1)

si N; ou N, saute & l'instant ¢.
Programme avec utilité logarithmique

Nous avons fait une simulation avec la matrice de covariance constante définie en
(12.3) (cf. section 14.2.1 page 205) , puis une autre simulation avec une matrice de




168

covariance prévisible (cf. section 14.2.2 page 210) :

04 —01 -0.15 017
009 -04 —003 003 | ... . _
oW =1 go48 —012 01 —o012 | SEWE)>0

0.075 0.26 031 -0.28

0.4 0.1 —-0.042 -0.17

0.09 0.4 -0.03 0.135
—0.048 0.12 0.1 -0.2
—-0.075 —-0.26 —-0.21 0.12

o(t) = si Wi(t7) <0

Résultats

On constate a nouveau que l'initié gagne plus que le non initié (cf. figures 14.31,
14.32 et 14.36). Son processus Yik est de 'ordre de grandeur de celui de I'exemple
12.1.1. En effet dans ce cas I'initié connait un événement de probabilité non nulle,
ce qui explique pourquoi Yik n’est pas aussi grand que dans ’exemple 12.1.2. Les
résultats sont donc semblables entre ces deux simulations. Cependant, pour une
volatilité aléatoire, la proportion de la richesse investie par un non-initié dans les
différents actifs dépend du temps (puisque o en dépend) méme si le processus de
Poisson ne saute pas, alors que pour une volatilité constante, elle est constante
dés que le processus de Poisson ne saute pas (cf. figures 14.33, 14.34 et 14.35 pour

une volatilité constante, et figures 14.37, 14.38 et 14.39 pour une volatilité aléatoire).

Maintenant, nous allons généraliser les exemples 12.1.1 (L = L4 4(F;(T))) et
12.1.2 (Ly = In(P;(T)) — In(P;,(T))) & un marché mixte. On note o; les m pre-
miéres coordonnées et o;y les n derniéres coordonnées de o; la i ligne de o :
0; = (oyw, oin). Pour simplifier les calculs, nous supposons x constant.

12.2.2 Il existe s, 1 <i<d, tel que Ly = I, (F(T)), 0<a<b

(R(D) =(PO) + [ 0:(5) = Gl s+ [ o)W (5

+ /0 In(1+ oin(s))dN(s).

PlLy=17] = P[lna <In(K(T)) <Inb|F]
=P [ka(t) < /t oiw (s)dW (s) + In(1 + o;n(s))dN(s) < kb(t)}

car ftT oiw (8)dW (s) + In(1 + o;n(s))dN(s) est indépendant de F; et Vo € R

) =na — W(P0) = [ () = 5llow(9)])ds



169

— </0t oiw (s)dW (s) + In(1 + aiN(s))dN(s)> est Fi-mesurable.

Calculons la loi de ftT o (8)dW (s) + In(1 + o35 (s))dN (s )
Puisque N; est un processus de Poisson d’intensité r;, si 7! est le 7*™ instant de saut
de Nj, les Varlables alétoires (77 1 7'-] ),>1 sont 1ndependantes de loi exponentielle de

;éme

parameétre x;. Ainsi, la loi de (7'1, . Tk) est de densité Lo<y, <y, /-cke kitk ) - - - dt), par
rapport a la mesure de Lebesgue sur R’“. Par suite, si f une fonction réelle mesurable
bornée,

e (1 1+ o (N,
= > > & / f(§ In(1 4 0 (tp4r))) e i v dty - - - dipyp

k>0 p>1 Dt,T,k
k
= YTk / F (1 + 0y5(4))) dty -+~ dty
k>0 Forke =1
ou
Dirp = {(t1, tpn) ERFt <o <ty <8<ty <o <ty KT < tpir},
Forg = {(ti,- - ty) Rt <ty <o <, <T}

avec pour convention thTk Fla+ 5 In(1+03(t))) dty - --dty = f(z) sik = 0.
Puisque les processus de Poisson Ny, -- -, N, sont indépendants entre eux,

Fp ( £( /t (1 + aiN(s))dN(s))> (12.4)

ﬁ 3 e T / iZm 1+ 035(t,)) Hdtﬂ]

j=1k;>0 (Fere;)" j=11;=1 1j=1
ou
(Ft,T,kj)n = {(tjl ) 1<]<n € Rk1+ +k”|v 1< ] <n, t< t]ll <---< tjlkj < T}<12'5)
1<1;k;

ftT osw (s)dW (s) est indépendant de (Ny,---, N,) et suit une loi normale A (0, 3;)
centrée de variance %, = ftT lloiw (s)||?ds  donc

o ( £ /t " o ($)AW(5) + In(1 + o,-N(s))dN(s))>

/HZ@"‘J (T=1) / a:—i-zn:Zln (1 + 03 (i) 2(7:21)d Hdt]l]

j=1k;>0 (F,1.k5) j=1 ;=1
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Par suite

P[P(T) = 1|F]

= [IIZ e |

exp(g3,
I | ) ) TTae
py (e@So+Siey S o (61, )<ku)) /25, H i

J=1k;>0 (Fe1k; 1j=1
p(t, 1)
QEt Hd
4 t
fR H I;) / /(Ft T; ka <w+z?=1 EZ'le ln(l—I—(rij (tﬂ <kb(t ) 1 ]l
p— J_
MY S ][
I . s X tjl
B A VI T Sy (B O<erEi S ey ) sh) LT
p(t,0)
—n] (T—t)— 22 N
fRHZ K,jﬁ LIS a:—l—ZZln 14 045(ts,) dacHdtjl,
j=1k;>0 (e ;)" j=1 zj_l 1j=1

fR H vV 27'('20 K;j' (F, )m ]I[ka(O )k (0)]€ x + Z Z lIl L+ O-U Jl )))ddetjl
j >0 0,T,k;j

j=11;=1 lj=1

Le coefficient de dp(t,1) sur dW (t) est

—k;(T—t) /
HZ s f(tz) a(t)) — f(tl)kb )Hdtgz oiw (t)
j=1k;>0 21y Fy1k; ’ ’ 1j=1
j 220
R;l_‘[]; vV 271'20 FO,T,kj)n (ka(0)§$+zj=1 21].]_1 (1+0w(t]l )<kb(0)) l!;[l
avec pour (tjlj)liS;évl';j € (Firw)"s
—(& = Y5 X In(L + o3 (t,))?
f(tjlj)(x) = exp ( ]221: . (12.6)
De méme, le coefficient de dp(t,0) sur dW (t) est
nJ(T t) k'
H Z m e ) (B00) = i (ke (0) L, ot
t,T, k

1j=1

fRHZ \/27—20 /F | Tk 0) o (0 x+ZZln1+0” i) d:cHdt]l
0,T k; n

j=1 ;=1 1j=1
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Par suite

Pit) =aow(t) et p5(t) —In = a(t) In(1 + oin (1))

ou a(t) est le scalaire

I e (fiy ka®) [
(1) (Kalt)) — y(k ) i, Lir,=1)
1 450 27T2t (F, T,kj)n ity Jl Lo b5 k=
a(t) := -
RIS [ it
K € t
R] o J (Ft,T,kj)n (ka(t)§w+2?=1 Ez 1 In(1405; (¢ il ) <kp(t > i 4l
I e_L(T_” 5 (B () = fi a(0) [t 1
——=N; tq.) (ko(t)) — fit0 ) (Kall ) i, (=0
et oy (Por )" (tj;) (tji;) o gl 2(Lx=0)
+ — 3 .
BipoE e 33 Il
: ¢ Tk / T (z + In(1 + 035 (t,)))dz [ [ dtj,
J=1k;>0 2y ()" j=11;=1 1=1

Zk (t) - p(t, Lk) = p(t: 1)]I(Lk=1) + p(t’ O)]I(Lkzo)'

La différence essentielle avec les résultats de la section 12.1.1 concerne le portefeuille
sur les actifs j (1 < j <d, j # i), comme le montre la proposition suivante.

Proposition 12.2.1 Si l'initié connait Ly = Lj,5(Pi(T)) pour un certain
O<a<b et 1<i<d) alorssi t n’est pas un temps de saut

h T o apet In(1 + oin(2)) *a
20-20 = @) (azw(t), q ) (1)

Dans un marché mixte, la proportion de la richesse investie dans tous les actifs dif-
fére entre un initié et un non initié (cf. figures 14.42 et 14.43) .

Preuve: Soit un instant ¢ tel que le processus de Poisson ne saute pas en t. Alors
puisque & (¢) = (o*(t))~'1x(t), la différence de la proportion de la richesse investie
k
par un initié et un non initié dans les actifs risqués est donnée par
Tk 7o

Ty =B = (W) ) - b)) = (" (1) ((p’f)*me;H?)*) 0

X, X
In(1+ oin(2)) ) o)

q

= (@) (ol

ou a(t) est un scalaire.  Mais cette fois ci,
component ¢

(O-*(t))il (UZW(t)7 M) 7é (O’ : '705 1 7O: oo :0)*



172

Cette différence avec le cas purement diffusif provient de I’expression du logarithme
des prix, qui fait intervenir la fonction In sur la partie & sauts. O

Programme avec utilité logarithmique

cf. section 14.2.3 page 214.

Explicitons les formules trouvées pour p et p* pour o constante, m =n =2et i = 1.
Dans ce cas, Z] 1 Zl i In(1401;(t;)) = ki In(1+ 013) + ko ln(l + 014) ne dépend
que de k; et de ko, on note cette double somme g(k1, k2). Par suite, le numérateur
de p(t, 1) est égal a

—(k1+k Z Z k1, k H H o) =olkik2) o Zﬂzt
€ 1+k2) Kyt Ko? / dt 1 dt 1 /
b ( t 2 g(k1,k2) \/th

k1>0 ka>0 Fomk) =1 lo=1
Or
_t)k1+k2
Hdthdtmz =0
li=1 1 k!
1= 2=1
et

/ O e~ B(ha(t) — ks, ko)) — Fiha(9) — gk, k)
T = F] t) — g(ky, — Fi(ko(t) — gk,
ka(t)_g(kl,k2) 271'215 t\vb 1, 2 t 1, 2

ou F; est la fonction de répartition d’une loi normale N (0, ;) centrée de variance
¥ = ftT llo1w (s)||?ds. Donc le numérateur de p(t, 1) est égal a

e (Rt N =N " e ]52 ;12:1”2 (Fe(ko(t) — g(k1, ko)) — Fi(ka(t) — g(k1, k2)))

k1>0 k2>0
et

p(t,1) = elrrtrt
Zk1>0 D ka0 K1 ’igz%(ﬂ(kb(t) — g(k1, k2)) — Fi(ka(t) — g(k1, k2)))
S k50 Yokaso Kt KE T E (Fo(ky(0) — g(ky, k2)) — Fo(ka(0) — g(ki, k2)))
De méme
p(t,0) = elmtmt
Zk1>0 > k>0 FGIF”?%U — Fy(ko(t) — g(k1, k2)) + Fi(ka(t) — g(k1, k2)))
S0 Dkano K EE T2 (1 — Fy(ky(0) — g(ky, ko)) + Fo(ka(0) — g(kn, k2)))

Y izo kA CEO (£, (ka(t) — g(kv, ko)) — fulks(t) — g(kn, k2))) L)

at) = —E5 R
Deszo £ I (Filko(t) = (ks ka)) = Fulka(t) = g(k, k2)))
Deazn w15 (fulko(t) = 9 (ks ko)) = fulkal®) = 901, 2))) Lo
+ 2

> kizo K1 kz%(l — Fy(ko(t) = g(kn, k2)) + Fy(ka(t) — g(k1,k2)))

k2>0
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ou f; est la densité d’une loi normale N (0, Y;) centrée de variance ;.

Résultats
Dans notre simulation avec marché mixte,

Ep(P,(T)) = P1(0) exp (T(b1 - %||01W||2)> (14 013)" T (1 4+ 014)"T = 0.8971.

Pour les processus Yik et Yio, les résultats sont similaires & ceux de la section 12.1.1

(cf. figure 14.40). Ylk est plus grand que Yio Ce gain est d’autant plus important si
Pi(T) est dans [a, b] et que [a,b] est loin de la moyenne Ep(P;(T)). Plus P(T) est
grand , plus Yik et YLO le sont aussi, d’ordre de grandeur entre 0.5 et 15.

Si Py(T) est plus petit que sa moyenne 0.8971, I'initié (par rapport & un non-initié)
investira moins son portefeuille sur I'actif 1 et plus sur le bond (cf. figure 14.41), et
inversement si P;(T") est plus grand que sa moyenne.

Le fait que les coefficients du marché soient constants implique que, si ¢ n’est pas
un instant de saut, ;;‘(’)(t) d’un non-initié est constant et que les parts de la richesse
investies par I'initié dans le bond et chacun des actifs risqués sont proportionnelles
les unes aux autres.

12.2.3 L = In(P,(T)) — In(P,(T))

Le = I(P,(T)) - n(P, (1)
= [ (- )= loaal? = llowwl)) )

1 + o,y nN

+ /O o — o) (AW (s) + /0 T ( 1 ) (s)dN(s).

+Ui2N
1+Ui1N
1 +0i2N

Lp=my+ /t G — o) (5)AW (5) + /t ' < ) (s)dN (s)

T 1
avec my = /0 ((bi1 —biy) — 5(\\%WH2 - ||%W||2)> (s)ds

1+oiun

+/Ot(0i1W — oiw)(s)dW (s) + /Ot In (m) (s)dN(s).

my est Fi-mesurable. ftT(oiIW — o,w)(s)dW (s) est indépendant de (Ny,---, N,) et
suit une loi normale N (0, X;) centrée de variance ¥; = ftT |oiyw — osw]|?(s)ds. La

loi de ftT In (igi;i) (s)dN(s) se déduit immédiatement de la relation (12.4). Par
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suite, si f est une fonction réelle mesurable bornée

e (5[ G = o)) () (1220 (yano))

Oi,N
n e—nj(T—t)—;Tt . n ki 140 k;
U ; oy Ky’ /Rx(Ft,T,kj)n flz+ ;;ln (ﬁ) (ti;) dxljl:lldtﬂj
ot (Fy ;)" est défini en (12.5).
Ep (f(Li)|F) 2
n e—l{,j(T—t)—%t)— N kj 1+Uzu
— E% VoI Ky /R X(Ft’T’kj)n T+ ;;ln ( ) (tit;) dxlli[ldt]lj
—(u—mt—zg‘:lzszlln(iﬁ—gj)w »? B
S| PIp 7o) ( )duﬁdt
G1 k0 V2ry, R (Fy.k;)" o1 7
Par suite
p(t, )

25

+o;
((w me— E] lzl _11n(1+0
e

)(t], ))2)
n e kj

——— dt]l
-1_[1 k>0 V2T, (Fe,1,1;)" l:][[1 !

k; 4o
~(@=mo-X0_; 5,7_ 1 (1+,, )(tﬂ DE
J inj ks
n e_K'jT 2% J
1> s ¢ 114,
=1 k>0 VAT=0 (Fo,7k;)" =1

pllc(t) = Cll(t) (Uilw — U’izW) (t) et pg(t) - ]In = a(t) In (%) (t)

ou a(t) est la fonction scalaire suivante

n

(135 5 [, Aot~ i 3 w2
= R

j=1 lJ_1 =1

H / f(t], (L, — my Hdt]l
(Ft,1.k;)

j=1k;>0 lj=1

La différence essentielle avec les résultats de la section 12.1.2 concerne le portefeuille
sur le bond et les actifs j (1 < j < d, j # i), comme le montre la proposition suivante.
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Proposition 12.2.2 Si l'initié connait Ly = In(Py,(T)) — In(P,,(T)), alors si t
n’est pas un temps de saut
’ﬁ'\k ’/To % 1 1 (1 + 0i1N> ) *

—=(t t) = (o™ (t Oinw — O t), —In{ ——— | (¢ a(t).
Xk() XO() (0" (1)) ((hW mw)()q T+ oun (t) ) a(?)
Dans un marché mixte, la proportion de la richesse investie dans tous les actifs dif-

fére entre un initié et un non initié (cf. figures 14.47 et 14.48).

Preuve: Soit un instant ¢ tel que le processus de Poisson ne saute pas en t. Alors

;;’;(t) = (0*(t))" "1k (¢). La différence de la proportion de la richesse investie par un

initié et un non initié dans les actifs risqués est donc donnée par

Tk o - O'* 1 - — 0_* -1 K\ * 10]5_]12 * '
Z0-20) = @) 0 —b0) = @) (6 Er) @
« 1 1 1+0i1N *
= @) ((enw O, o1 (T2 1)) ate)

ol a(t) est un scalaire. Mais cette fois ci

1 + O'ZQN
composante ; composante %9
~ =~ =
#(Oa"'aoa 1 aOa"':Oa -1 70:"',0)*'

Cette différence avec le cas purement diffusif provient & nouveau de I'expression du
logarithme des prix, qui fait intervenir la fonction In sur la partie a sauts. O

Programme avec utilité logarithmique

cf. section 14.2.4 page 218.

Explicitons les formules trouvées pour p et p* pour o constante, m =n =2, 4; = 1
et 11 = 2. Dans ce cas,

2 kj
1404, 1+o013 14014
1 L) (t4.) = k1 kol
Zzn(l‘i‘@j)(ﬂ”) 1n<1+ )+ 2n<1+024>

o
=1 1;=1 z

ne dépend que de k; et de ko, on note cette double somme g(k;, k2).
Par suite, le numérateur de p(t, x) est égal a

(w—mt—g(kl,k2)>2)

e~ (m1+k2)(T—1) Z Z ﬁkl k2 / Hdtlh Hdt?lz ( 2354

k1 >0 k2 >0 (Frrk;)? =1 lo=1
Par suite
k1 ko (T t)k1+k2
D k20 KT Ky Thlel fi(w —my — g(ki, ko))

k2>0
plt,2) = el
Zk1>0 K/kl ]292 7;:1;;2 O(x — Mo — (kla kZ))
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ou f; est la densité d’une loi normale N (0, %;) centrée de variance
Y, = ftT |oi,w — daw]|[2(s)ds.  p¥(t) est le processus

3 izo w52 TR £ (0 — my — g(ka, k2)) (L — my — g(ke, ko)) (0iw — 0iw) (2)

k2>0
k1 ko (T—t)k1tk2
Yy Z:li% ”11”227( Ay fe(Lg —my — g(k1, k2))
22

Pk (t) — I est le processus

S iz w5 RSO (0 =y — gl k) (L — = g (s, ko)) In (5222 ) (1)

kZZO 1+0'12N

kl k2
ROV ki ek EOE T F (L — my — gk, ko))

Résultats
Dans notre simulation avec marché mixte,

Be(in(P(T)) = n(Po(T) = (7001 = ) = (lowrl ) = (o))

1 1
+x1T In ( + 013) + k9T In ( + 014)
14 093 1+ o9

= —0.1019.

Pour les processus —k et 3, les résultats sont similaires a ceux de la simulation avec
un marché purement d1ﬂus1f section 12.1.2 page 158. Cependant, bien que l'initié
gagne plus qu’un non-initié (cf. figure 14.44), son gain est moins important que dans
le cadre d’un marché purement diffusif (Yik est de lordre de 0.2 & 10). Ceci peut
s’expliquer par le fait que le prix des actifs peut sauter entre les instants A et T,
donc le ratio des prix des actifs 1 et 2 4 la date A peut étre trés différent de celui
a la date T (plus que dans le cas purement diffusif ou il n’y a pas de sauts). Donc
cette information est moins importante dans le cadre d’un marché mixte que d’un
marché purement diffusif, ce qui explique pourquoi le gain de I’initié est moindre.
La stratégie d’un initié sur les actifs 1 et 2 reste la méme :

si L(t) = In(Py(t)) — In(Py(t)) > L(T) = Ly, la proportion de sa richesse investie
sur l'actif 1 (respectivement sur Pactif 2) est plus petit (respectivement plus grand)
que celle d’'un non-initié, inversement si L(t) < Ly (cf. figures 14.46 et 14.45).



Chapitre 13

Simulation d’un équilibre avec utilité
logarithmique

13.1 Equilibre avec K agents

Nous allons mettre en application les résultats du chapitre 11 pour simuler un
équilibre. Les agents ont différents problémes d’optimisation (consommation et/ou
richesse terminale) mais tous ont pour fonction d’utilité la fonction In : les k; pre-
miers souhaitent maximiser leur consommation (sans richesse initiale et avec une
ressource actualisée déterministe), les ko suivant optimisent leur richesse terminale
(sans ressource et avec une richesse initiale), les autres optimisent a la fois leur
consommation et leur richesse terminale (sans ressource et avec une richesse ini-
tiale). Nous nous plagons sous les hypothéses du chapitre 11. Rappelons la condition
nécessaire et suffisante (11.9) :

iﬂ* = Oga si et seulement si
W AOD [y L+ [ Ligas] + 3 s L
S B0)X,(0) . -
" k:kzm (T+1) [(1 7050 +/0 7}6(8)618}

k1 T K
=Y ([ e+ Y BOX(0), vienT)
k=1 V0 k=ki+1
On se donne K — 1 agents avec leur probléme d’optimisation et leur information

privée, pour chacun desquels nous simulons le processus Yik La relation (11.9) nous

permet de simuler (ou de déduire directement) le processus — du dernier agent

Yieg
afin qu’un équilibre existe. Plus précisement, si cet agent n’optimise pas sa consom-

mation (i.e. k1 < ko < ks), on peut déduire directement de (11.9) son processus
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2 car [; - (s)ds n’intervient pas dans (11.9). Par contre, si cet agent optimise sa
Vig 0 iy

consommation (i.e. kg < k1 ou ko > k2), [, %(s)ds intervient dans (11.9) et nous
0

3 1 Lz . 1 . . iT 1
simulons alors v, bar itération en posant %(0) =1 et en simulant [ v; (8)ds par

L 2321 Yik(%), i=1,---,N (ot L est le pas des itérations).
Pour que ce processus %0
importante aient un petit poids dans le marché (relativement aux autres agents).
Dans notre simulation, nous avons pris 3 agents. Le premier est non initié et optimise
sa richesse terminale. Le deuxiéme connait I}, (P (7)) et optimise sa consomma-
tion et sa richesse terminale. On simule alors le processus YLS du troisiéme agent qui

optimise sa consommation (avec une ressource actualisée constante).

soit positif, il faut que les agents ayant une information

Programme et résultats

cf. section 14.3.1 page 222. Pour mieux visualiser que notre condition d’équilibre est
la nullité de la somme des portefeuilles, nous avons cette fois simulé le portefeuille
de chaque agent, et non pas la proportion de leur richesse investie dans chaque
actif (cf. figures 14.51, 14.52 et 14.53). Nous avons aussi simulé la consommation et
la richesse actualisées optimales du troisiéme agent (cf. figure 14.50) : bien que la
consommation actualisée reste proportionnelle au processus Y%,’ ce n’est plus le cas
de la richesse actualisée dans le cadre d’optimisation de la consommation seulement
(comme on peut le voir grace aux calculs théoriques de ’exemple 3.0.5 page 43).

13.2 Poids maximal d’un initié

Nous allons estimer le poids maximal qu’un initié peut investir dans le marché
pour qu’un équilibre puisse étre réalisé. Plus précisement, nous considérons un mar-
ché avec deux agents. Le premier agent a une information privée. Nous rappelons que
le poids d’un agent 7 dans le marché est proportionnel & a; := fOT B(s)ei(s)ds s'il n’op-
timise que sa consommation et a pour processus de ressource ¢;, & a; := (3(0)X;(0)
sinon (ot X;(0) est sa richesse initiale). La condition nécessaire et suffisante (11.9)
nous donne le rapport Z—; maximal afin que le processus le soit, strictement positif,
donc afin qu’un équilibre puisse exister. Nous simulons ce rapport pour différentes
informations et différents problémes d’optimisation, mais pour la méme réalisation
de w.

Si les deux agents ont le méme probléme d’optimisation, on déduit des relations

—1
tef0,1]" Y1 (t) )) .

) > 1 (sinon le rapport maximal est infini, il n’y a pas de contrainte sur

(11.5) et (11.8) que le rapport 5! maximal est égal & — (1 — max (

S
le poids maximal de I'initié, qui par ailleurs gagne peu dans ce cas).

Si le premier agent (I'initié) optimise sa consommation (respectivement sa consom-
mation et sa richesse terminale) et le deuxiéme optimise sa richesse terminale, on

déduit de la relation (11.9) le rapport ¢ maximal :
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1- L max (L2 / R +/t > 1
_ — m
Tte Ylt Y1 Tte{% 0 1

1+T—t [ 1
ti t —|1- ‘
(respectivemen ( T+1 te[o,T]( Yi(t) / ¥i(s) 8))

. 1 (1 +T -1 n / L ogss),
si ——— max (———— s
T + 1o Yi(t) o Yi(s)
sinon il n’y a pas de contrainte sur le poids maximal de I'initié.
La détermination du rapport ¢+ maximal devient plus délicate quand Y% intervient

sous forme intégrée dans la relation (11.9) car alors il faut simuler Y% par itération.
Par conséquent nous avons choisi dans ces cas 1a de simuler le rapport maximal de la
fagon suivante. Nous avons créé une premiére fonction qui a pour entrée ;- et ‘“ et
qui donne le minimum de <. v; - Nous nous servons de cette fonction dans une deux1eme

fonction qui a pour entrée Yil et qui calcule par interpolation linéaire Z—; maximal
tel que le minimum de Y% soit positif. Nous avons détaillé dans la section 14.3.2
page 226 ces deux fonctions dans le cas ol ’agent initié optimise sa consommation
et le deuxiéme agent sa consommation et sa richesse terminale, les autres fonctions

correspondant aux autres problémes d’optimisation étant tout a fait similaires.

Résultats
cf. section 14.3.2 page 226.
Nous avons simulé quatre informations privées différentes :

information 1  : information forte initiale Ij, 4(P1 (7).

information 2 : information forte initiale In(Py (7)) — In(P(T)).
information 3  : information forte progressive 2W,(T) + a + B(r_y)-
information 4  : information faible de la section 12.1.4.

Nous constatons que plus le processus Y% est grand, plus le rapport ¢+ maximal doit
étre petit. Notamment lors de notre deuxiéme simulation, Yil est trés grand pour
la deuxiéme information et un agent possédant cette information doit investir un
montant dérisoire (le rapport maximal est de I'ordre de 1le-4) pour qu’un équilibre
puisse exister entre les deux agents. Dans nos deux simulations, le processus Yil est
plus grand (et donc le rapport maximal est plus petit) dans le cas de I'information
forte progressive (information 3) que dans le cas de I'information forte initiale 1.
Cela s’explique par le fait que pour l'information 1, I'initié connait un événement
de probabilité strictement positive, alors que pour l'information 3, I’événement que
connait I’'initié, certes de facon perturbée, est de probabilité nulle.

Nous constatons aussi que le rapport maximal dépend du probléme d’optimisation
des deux agents. En particulier, il est d’autant plus grand si I’initié n’optimise pas
que sa richesse terminale et encore plus grand s’il n’optimise que sa consommation.
Inversement, il est d’autant plus petit si le deuxiéme agent n’optimise pas que sa

richesse terminale et encore plus petit s’il n’optimise que sa consommation.
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Chapitre 14

Programmes et Graphiques

14.1 Marché purement diffusif

14.1.1 1 tel que Lk = H[a,b](Pi(T))

clf; clear

T=1; N=1000; t1=1/N; dt=1/N; Tf=N-50;

r=0.02; b=[0.15,0.1,0.084,0.1]°;

sigma=[0.4,0.1,0.042,-0.17;0.09,0.4,0.23,0.035;
-0.048,0.12,0.4,0.2;-0.075,-0.26,0.11,0.4];

cov=sigma(1l,:)*(sigma(1,:))’;

theta=((sigma)~(-1)*(b-r*ones(4,1)))’;

a=1.2; ¢=2;

Xo=1;

Tab=[t1:dt:Nxdt];

A=Tab(1:Tf);

%simulation du Brownien W
W=(cumsum(rnorm([N,4],0,sqrt(dt))))’;
Z=W(:,1:Tf);

%valeur de P_1(T)
S_T= exp((b(1)-cov/2)*T)*exp(sigma(l,:)*W(: ,N))
S_A= exp((b(1)-cov/2)*Tf/N)*exp(sigma(l,:)*W(:,Tf))

%calcul de p et 1
ka=log(a)-T*(b(1)-1/2%cov)-sigma(l,:)*Z;
kb=log(c)-T*(b(1)-1/2%cov)-sigma(l,:)*Z;
ka0=1log(a)-T*(b(1)-1/2*cov) ;
kb0=1log(c)-T*(b(1)-1/2%cov) ;

if (S_T>=a) & (S_T<=c)
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for i=1:Tf
p(i)=(pnorm(kb(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov))
-pnorm(ka(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)))
/ (pnorm(kb0,0,sqrt (T*cov) ) -pnorm(ka0,0,sqrt (T*xcov))) ;
1(i)=-(dnorm(kb(i),0,sqrt((T-Tab(i))*cov))
-dnorm(ka(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)))
/ (pnorm(kb(i),0, (sqrt(T-Tab(i))*cov))
-pnorm(ka(i),0,sqrt((T-Tab(i))*cov)));
end
else
for i=1:Tf
p(i)=(1-pnorm(kb(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov))
+pnorm(ka (i) ,0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)))
/(1- (pnorm(kb0,0,sqrt(T*cov))-pnorm(ka0,0,sqrt(T*cov))) );
1(i)=(dnorm(kb(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov))
-dnorm(ka(i),0,sqrt((T-Tab(i))*cov)))
/ (1-pnorm(kb(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov))
+pnorm(ka (i) ,0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)));
end
end

%calcul de N_0=1/Y_0 et N=1/Y
D_O=exp(theta*Z+1/2*Ax(thetaxtheta’));
D=D_0.x*p;

hcalcul du portefeuille du non initie : il est plus interessant de regarder
% la proportion de richesse investie dans chacun des actifs

PI_ni= (sigma~-1)’*repmat((theta)’,1,Tf);
Jpart de la richesse sur le bond

B_ni=1-sum((PI_ni));

%calcul du portefeuille de 1’initie
Var=repmat ((theta)’,1,Tf) + sigma(l,:)’*1;
PI_i=(sigma~-1) >* Var;

hpart de la richesse sur le bond
B_i=1-sum((PI_1i));

%consommation actualisee
c_ni=Xo/(Tf/N+1) *D_0;
c_i=Xo/(Tf/N+1) *D;
Y%richesse actualisee
X_ni= Xo /(Tf/N+1)*(Tf/N+1-A) .*D_0;
X_i= Xo /(Tf/N+1)*(Tf/N+1-A) .xD;



ATRACES
figure (1)

plot([0,A],[1,D_0],’r-.?,[0,A],[1,D],’Db’);

legend(’1/Y_0,°1/Y’,2);
xlabel(’t’); ylabel(’1/Y’);
figure(2)

plot(A,p);

legend(’Simulation de p’,2);
xlabel(’t’); ylabel(’p(t)’);
figure(3)

plot(A,B_ni,’r -.?, A,B_i,’b’ );
title(’portefeuille sur bond’);
legend(’non-initie’,’initie’)

xlabel(’t’); ylabel(’ portefeuille sur bond

figure(4)

plot(A,PI_ni(1,:),’r-.7, A,PI_i(1,:),’b’

title(’portefeuille sur actifl’);
legend(’non-initie’,’initie?)

xlabel(’t’); ylabel(’ portefeuille sur actifl (t)’);

figure(5)

plot(A,PI_ni(2,:),’r-.7, A,PI_i(2,:),’b’

title(’portefeuille sur actif2’);
legend(’non-initie’,’initie?)

xlabel(’t’); ylabel(’ portefeuille sur actif2 (t)’);

figure(6)

plot(A,PI_ni(3,:),’r-.7, A,PI_i(3,:),’b’

title(’portefeuille sur actif3’);
legend(’non-initie’,’initie’)

xlabel(’t?); ylabel(’ portefeuille sur actif3 (t)?);

figure(7)

plot(A,PI_ni(4,:),’r-.’, A,PI_i(4,:),’b’

title(’portefeuille sur actif4’);
legend(’non-initie’,’initie?)

xlabel(’t’); ylabel(’ portefeuille sur actif4 (t)’);

figure(8)

plot(A,c_ni,’r-.’, A,c_i,’b’ );
title(’consommation actualisee’);
legend(’non-initie’,’initie?)
xlabel(’t’); ylabel(® c¢(t)’);
figure(9)

plot(A,X_ni,’r-.’, A,X_i,’b’ );
title(’richesse actualisee?);
legend(’non-initie’,’initie?)
xlabel(’t?); ylabel(’ X(t)?’);

)

)

)

)

(t)?);
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P/(T) =1.0525, a = 0.85, b= 1.2

cf. figures 14.1, 14.2, 14.3 et 14.4.
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Processus % et v

FIG. 14.1 — P,(T) = 1.0525, a = 0.85, b = 1.2
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FIG. 14.2 — P,(T) = 1.0525, a = 0.85, b = 1.2
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portefeuille sur actifl
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FIG. 14.3 - P,(T) = 1.0525, a = 0.85, b = 1.2
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P,(T) = 0.5096, a = 0.85, b = 1.2

cf. figures 14.5, 14.6.
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FIG. 14.5 — P(T) = 0.5096, a = 0.85, b = 1.2
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P(T) = 2.0798, a = 0.85, b = 1.2

portefedille sur bond (t)

cf. figures 14.7 et 14.8.
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P (T)=18752,a=12,b=2
cf. figure 14.9.

14

-y,
— 1Y

L L L L L L L L L
0 01 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
t

1 1
Processus % et Y,

FIG. 14.9 - P,(T) = 1.8752,a =12, b =2
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14.1.2 Ly = In(P(T)) — In(Ps(T))
L, = 0.3833
of. figures 14.10, 14.11, 14.12, 14.13 et 14.14.
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FiG. 14.14 — L), = 0.3833

L, = —0.1949
cf. figures 14.15, 14.16 et 14.17.
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14.1.3  Li(t) = 2Wi(T) + a) + Bzr_s),

ur actifl (t)

portefedile s

cf. figures 14.18, 14.19, 14.20 et 14.21.
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14.1.4 Information faible

Ly=W, (T) et vy est la mesure gaussienne

Vk(dy) = 252

1
Vams
clf; clear
T=1; N=1000; t1=1/N; dt=1/N; Tf=N-50;
r=0.02; b=[0.15,0.1,0.084,0.1]’;
sigma=[0.4,0.1,0.042,-0.17;0.09,0.4,0.23,0.035;

-0.048,0.12,0.4,0.2;-0.075,-0.26,0.11,0.4];
cov=sigma(1l,:)*(sigma(1,:))’;
Xo=1;
Tab=[t1:dt:N*dt];
A=Tab(1:Tf);
theta=((sigma)~(-1)*(b-r*ones(4,1)))’;
m=theta(l) ;s=1;

%simulation du Brownien W
W=(cumsum(rnorm([N,4],0,sqrt(dt))))’;
Z=W(:,1:Tf);
Wchapeau=Z(1,:)+theta(1)*dt*[1:1:Tf];

%calcul de N=1/Y et de 1_1

nb=10000;

for i=1:Tf
X=rnorm(nb,m,s) ;

int (i)=(mean(exp((X.~2)/(2%T) - (X-Wchapeau (i) *ones(nb,1))."2

/(2% (T-i%dt)))));

int2(i)=(mean( (X- Wchapeau(i)*ones(nb,1))./(T- ixdt)

.+ exp((X.~2)/(2%T)

- (X-Wchapeau (i) *ones (nb, 1)) .~2/ (2% (T-i*dt)))));

end

D= sqrt(T ./(T- [1:1:Tf]*dt)) .*int;
D_O=exp(theta*Z+1/2*Ax(theta*theta’));
1=int2 ./ int;

hcalcul du portefeuille du non initie
PI_ni= (sigma~-1)’*repmat((theta)’,1,Tf);
hpart de la richesse sur le bond
B_ni=1-sum((PI_ni));

hcalcul du portefeuille de 1’initie

PI_i=(sigma~-1)’* [1;zeros(1,Tf);zeros(1,Tf);zeros(1,Tf)];

o — )2
exp (M> dy, meR, §<T.
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%part de la richesse sur le bond
B_i=1-sum((PI_i));

information faible, m = 0.4354, s =1

cf. figures 14.22, 14.23, 14.24 et 14.25.
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portefedille sur actif3 (t)
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information faible, m = 0.3, s=1

cf. figure 14.26.
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information faible, m =0, s =1

cf. figure 14.27.
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information faible, m = 0.4354, s=1ou s=5

cf. figure 14.28.
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14.1.5 Comparaison entre les 3 types d’information privée

Nous considérons les 3 types d’information définis dans la section 12.1.5.
cf. figure 14.29 pour le résultat graphique.

clf; clear

T=1; N=1000; ti1=1/N; dt=1/N; Tf=N-50;

r=0.02; b=[0.15,0.1,0.084,0.1]’;

sigma=[0.4,0.1,0.042,-0.17;0.09,0.4,0.23,0.035;
-0.048,0.12,0.4,0.2;-0.075,-0.26,0.11,0.4];

cov=sigma(l,:)*(sigma(l,:))’;

Xo=1;

Tab=[t1:dt:N*dt];

A=Tab(1:Tf);

theta=((sigma) ~(-1)*(b-r*ones(4,1)))’;

m=theta(1); s=1; lambda=2;

%simulation du Brownien W
W=(cumsum(rnorm([N,4],0,sqrt(dt))))’;
Z=W(:,1:Tf);
Wchapeau=Z(1,:)+theta(1)*dt*[1:1:Tf];

D_O=exp(theta*Z+1/2xA*(thetaxtheta’));

%simulation du bruit Y
Bbis=(cumsum(rnorm([N,1],0,sqrt(dt))))’;
Y=fliplr(Bbis);

%calcul de Nfaible=1/Y
nb=10000;

for i=1:Tf

X=rnorm(nb,m,s) ;
int(i)=(mean(exp((X.~2)/(2%T) - (X-Wchapeau(i)*ones(nb,1))

.72/ (2% (T-i%dt))))) ;

end
Dfaible= sqrt(T ./(T- [1:1:Tf]*dt)).*int;

%calcul de Ninitial
pinitial=sqrt(T ./(T- [1:1:Tfl*dt)).* exp( W(1,N)~2/(2T))

.+ exp(-( W(1,M*ones(1,TE)-Z(1,:)).~2./(2*%(T-[1:1:Tf]1*dt)));
Dinitial=D_0.*pinitial;

hcalcul de rho puis p puis Nprogressif
rho= lambda*(lambdax(W(1,N)-Z(1,:))+Y(1:Tf))
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./ ((T-A)*(1+(lambda)~2)) ;
p(1)=1+ W(1,1)*lambda*(lambda*W(1,N)+Y(N))/(T*(1+(lambda)~2));
for i=1:Tf-1
p(i+1)=p(i) *(1+ rho(i) *(W(1,i+1)- W(1,i)));
end
Dprogressif=D_0.x*p;

figure (1)
plot([0,A],[1,D_0],°’r-.”,[0,A], [1,Dfaible], ’b’,

[0,A], [1,Dprogressif],’g.’,[0,A],[1,Dinitial]l, ’k -%’);
legend(’N_0’,’Nfaible’, ’Nprogressif’,’Ninitial’,2);
xlabel(’t’); ylabel(’N’);
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202

14.1.6 Utilité isoélastique

Ly =l p(Pi(T)), a=0.85etb=1.2.
Ult,a) = 2 (p# 0, p < 1), V(t,) € [0,T]x]0, +oo].
cf. figure 14.30.

clf; clear

T=1; N=200; t1=1/N; dt=1/N; Tf=N-10;

r=0.035; b=[0.15,0.1,0.084,0.1]°;

sigma=[0.4,0.1,0.042,-0.17;0.09,0.4,0.23,0.035;
-0.048,0.12,0.4,0.2;-0.075,-0.26,0.11,0.4];

cov=sigma(l,:)*(sigma(l,:))’;

a=0.85; c=1.2; alpha=1/2;

Xo=1;

Tab=[t1:dt:N*dt];

A=Tab(1:Tf);

M=100;

theta=((sigma) ~(-1)*(b-r*ones(4,1)))’;

P_O=exp(r*4) ;

%CALCUL DE L’ESPERANCE CONDITIONNELLE
%DANS LE MULTIPLICATEUR DE LAGRANGE
for j=1:M
W=(cumsum(rnorm([N,4],0,sqrt(dt))))’;
Z=W(:,1:Tf);
S_T= exp((b(1)-cov/2)*T)*exp(sigma(l,:)*W(:,N));
L(j)= ((S_T>a) & (S_T<c));
ka=log(a)-T*(b(1)-1/2%cov)-sigma(l,:)*Z;
kb=log(c)-T*(b(1)-1/2%cov)-sigma(l,:)*Z;
ma=log(a)-T*(b(1)-1/2%cov);
mb=log(c)-T*(b(1)-1/2%cov) ;
if L(j)==
for i=1:Tf
p(i)=(pnorm(kb(i),0,sqrt((T-Tab(i))*cov))
-pnorm(ka(i),0,sqrt((T-Tab(i))*cov)))
/ (pnorm(mb,0,sqrt (T*cov))-pnorm(ma,0,sqrt (T*cov)));
end
else
for i=1:Tf
p(i)=(1-pnorm(kb(i) ,0,sqrt ((T-Tab(i))*cov))
+pnorm(ka(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)))
/(1- (pnorm(mb,0,sqrt(T*cov))-pnorm(ma,0,sqrt(Txcov))) );
end
end
D_O=exp(theta*Z+1/2xA* (thetaxtheta’));
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D=D_0.*p;
F(j)=(P_0(Tf)*D(Tf))~(- alpha/ (alpha-1))

+1/N * sum((P_0(i).*D(i)) .~ (- alpha/( alpha-1)));
F_0(j)=(P_0(T£)*D_0(Tf))~(- alpha/( alpha-1))

+1/N * sum((P_0(i).*D_0(i)).~(- alpha/( alpha-1)));
end

lambda_O=sum(F_0)/M;

if L==zeros(1,M) lambda(2)=0;
else 1lambda(2)=sum(F.*L)/sum(L);
end;
if L==ones(1,M) 1lambda(1)=0;
else lambda(1)=sum(F.*(1-L))/sum((1-L));
end;

%CALCUL D’UNE TRAJECTOIRE
W= (cumsum(rnorm([N,4],0,sqrt(dt))))’;
Z=W(:,1:Tf);
S_T= exp((b(1)-cov/2)*T)*exp(sigma(l,:)*W(: ,N))
Li= ((S_T>=a) & (S_T<=c));
ka=log(a)-T*(b(1)-1/2*cov)-sigma(l, :)*Z;
kb=1log(c)-T*(b(1)-1/2*cov)-sigma(l, :)*Z;
ma=log(a)-T*(b(1)-1/2%cov) ;
mb=log(c)-T*(b(1)-1/2%cov) ;
if Li==1
for i=1:Tf
p(i)=(pnorm(kb(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov))
-pnorm(ka(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)))
/ (pnorm(mb,0,sqrt (T*cov))-pnorm(ma,0,sqrt(T*cov))) ;
end
else
for i=1:Tf
p(i)=(1-pnorm(kb(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov))
+pnorm(ka(i) ,0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)))
/(1- (pnorm(mb,0,sqrt(T*cov))-pnorm(ma,0,sqrt(T*cov))) );
end
end
D_O=exp(theta*Z+1/2*Ax(theta*theta’));
D=D_0.x*p;

Y%consommation actualisee
c_ni=Xo/lambda_0*(D_0.*P_0).~(-1/( alpha-1));
c_i=Xo/lambda(Li+1) *(D.*P_0).~(-1/( alpha-1));
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%TRACES

figure(1)
plot([0,A],[1,D_0],°r-.?,[0,A],[1,D],’b?);
legend(’1/Y_0’,°1/Y?,2);

xlabel(’t?); ylabel(’1/Y’);

figure(2)
plot(A,p);
legend(’Simulation de p’,2);
xlabel(’t?); ylabel(’p(t)’);

figure(3)

plot(A,c_ni,’r-.’, A,c_i,’b’ );
title(’consommation actualisee’);
legend(’non-initie’,’initie’)
xlabel(’t?); ylabel(’ c(t)?’);
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Fia. 14.30 — Utilité isoélastique, p = 0.5
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14.2 Marché mixte

14.2.1 L = Ny(T) + Ny(T), o constante

Dans notre simulation, L, = 4 : le premier processus de Poisson saute aux
instants 0.0227 et 0.446, le deuxiéme processus de Poisson saute aux instants 0.1875
et 0.718. cf. figures 14.31, 14.32, 14.33, 14.34 et 14.35.

clf; clear

T=1; N=1000; t1=T/N; dt=T/N; Tf=N-50;

r=0.035; b=[0.15,0.1,0.084,0.1]";

sigma=-[0.4,0.1,0.15,-0.17;0.09,0.4,0.03,-0.035;
-0.048,0.12,-0.1,0.12;-0.075,-0.26,0.31,-0.28];

kappa=[3,2]; Xo=1;

Tab=[t1:dt:N*xdt]; A=Tab(1:Tf);

%simulation du Brownien W
W=(cumsum(rnorm([N,2],0,sqrt(dt))))’;

%simulation du Poisson
sautl=cumsum(rexpweib(15,kappa(1),1));
for i=1:N
Poiss1(i)=sum( ( sauti<= (i*T/N) ) );
end
saut2=cumsum(rexpweib(15,kappa(2),1));
for i=1:N
Poiss2(i)=sum( ( saut2<= (i*T/N) ) );
end
Poiss=[Poissl;Poiss?2];

%valeur de L
L=Poiss1+Poiss2;
L(N)

L(Tf)

%hcalcul de p et rho
S=sum(kappa) ;
ind=(0:L(N));
loiL=( sum( ((T)*kappa(1)).~(ind).*((T)*kappa(2)).~(L(N)- ind )
./ (gamma (ind+1) . *gamma (L (N) -ind+1)))) ;
for i=1:Tf
indi=(0:L(N)-L(i));
indil=(1:L(N)-L(i));
sumi=( sum( ((T-i*T/N)*kappa(l)).~(indi).=*
((T-i*T/N)*kappa(2)) .~ (L(N)-L(i)- indi )
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./(gamma(indi+1) .* gamma(L(N)-L(i)-indi+1) ))) ;
p(i)= exp(i*T/N *S) * sumi / loil ;
rho(i)=( sum( ((T-ixT/N)*kappa(1)).~(indil-1) .*
((T-i*T/N)*kappa(2)) .~ (L(N)-L(i)- indil )
./(gamma(indil) .* gamma(L(N)-L(i)-indil+1) ))) /sumi;
end

%calcul de 1/Y_0 et 1/Y
theta=((sigma)~(-1)*(b-r*ones(4,1)))’;
g=-theta(3:4) ./kappa
varl=theta(1:2)*theta(1:2)’;
var2=sum(-theta(3:4)) -sum(kappa) ;
for i=1:Tf
D_0(i)=exp(theta(1:2)*W(:,i)+1/2*i*dt*varl)
xexp( ixdt *var2)*(1/q(1))~(Poiss1(i))
*(1/q(2))~(Poiss2(i));
end
D_0_=[1,D_0];
D=D_0.x*p;
D_=[1,D];
p_=[1,p];

%calcul des sauts de 1/Y et 1/Y_0
sautDO=eye (Tf) ;
sautD=eye (Tf) ;
indsauti=floor(1/dt*sautl) ;
i=1;
while indsauti(i)<Tf
sautDO (indsaut1(i)+1,indsaut1(i)+1)
=D_0_(indsaut1(i)+1)/D_0_(indsautl(i)+2);
sautD(indsaut1(i)+1,indsauti1(i)+1)
=D_(indsaut1(i)+1)/D_(indsaut1(i)+2);
i=i+1;
end;
indsaut2=floor(1/dt*saut2) ;
i=1;
while indsaut2(i)<Tf
sautDO (indsaut2(i)+1,indsaut2(i)+1)
=D_0_(indsaut2(i)+1)/D_0_(indsaut2(i)+2);
sautD(indsaut1(i)+1,indsauti(i)+1)
=D_(indsaut2(i)+1)/D_(indsaut2(i)+2);
i=i+1;
end;
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%hcalcul du portefeuille du non initie
1_0=[theta(1:2),(1/q(1)-1),(1/q(2)-1)];
PI_ni= (sigma~-1)’*repmat(1_0’,1,Tf)*sautD0;
B_ni=1-sum((PI_ni));

%calcul du portefeuille de 1’initie

Var=[repmat ((theta(1:2)’),1,Tf) ;rho/q(1)-1 ;rho/q(2)-1 1 ;
PI_i=(sigma~-1) ’* Var*sautD;

B_i=1-sum((PI_i));

%consommation actualisee
c_ni=Xo/(Tf/N+1) *D_0;
c_i=Xo/(Tf/N+1) x*D;

%richesse actualisee
X_ni= Xo /(Tf/N+1)*(Tf/N+1-A) .*D_0;
X_i= Xo /(Tf/N+1)*(Tf/N+1-A) .%*D;

ATRACES
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14.2.2 Lk = Nl(T) + N2(T), g prévisible

Dans notre simulation, Ly = 2 : le premier processus de Poisson saute a ’instant
0.8666, et le deuxiéme processus de Poisson saute a I'instant 0.9277.
cf. figures 14.36, 14.37, 14.38 et 14.39.
Le programme fait appel a une fonction qui calcule la matrice de covariance a 'ins-
tant ¢ = £.

function[sig]=sigmamat (i, W)
sigmaW=-[0.4,0.1;0.09,0.4;-0.048,0.12;-0.075,-0.26];
sigmailN=-[0.15,-0.17;0.03,-0.035;-0.1,0.12;0.31,-0.28];
sigma2=-[0.042,-0.17;0.03,-0.135;-0.1,0.2;0.21,-0.12] ;
if (i==1)

sig=-[0.4,0.1,0.15,-0.17;0.09,0.4,0.03,-0.035;

-0.048,0.12,-0.1,0.12;-0.075,-0.26,0.31,-0.28];

else

sig=[sigmaW,sigmalN .* repmat((W(1,i-1) >0)’,4,2)

+ sigma2 .*xrepmat((W(1,i-1) <=0)’,4,2)];

end;
return;

Voici le programme. Par rapport au programme précédent 14.2.1 page 205, seul
change la simulation des processus Yio, Yik et des portefeuilles :
%calcul de 1/Y_0 et 1/Y
W_=[zeros(2,1),W(:,1:Tf-1)];
Poiss_=[ zeros(2,1),Poiss(:,1:Tf-1)]1;
for i=1:Tf
theta(:,i)=(sigmamat (i,W))~(-1)*(b-r*ones(4,1));
q(:,i)=-theta(3:4,1i)./kappa’;
end
incchap=[W(:,1:Tf)-W_;Poiss(:,1:Tf)-Poiss_]+dt #*theta;
Ini=[theta(1:2,:);(1./q9)-11;
D_0(1)=1+ (1ni(:,1))’ * incchap(:,1);
for i=1:Tf-1
D_0(i+1)=D_0(i)*(1+ (lni(:,i+1))’* incchap(:,i+1));
end
D_0_=[1,D_01;

D=D_0.x*p;
D_=[1,D];
p_=[1,p]l;

%calcul du portefeuille du non initie
Varni=lni*sautDO;
for i=1:Tf
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PI_ni(:,i)= (sigmamat(i,W)~(-1))’* Varni(:,i);
end
B_ni=1-sum((PI_ni));

hcalcul du portefeuille de 1’initie
Var=[theta(1:2,:);rho./q(1,:)-1 ;rho./q(2,:)-1 l*sautD ;
for i=1:Tf
PI_i(:,i)= (sigmamat(i,W)~(-1))’* Var(:,i);
end
B_i=1-sum((PI_1i));

- 1/YD
— Y
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portefedille sur bond
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14.2.3 4 tel que Lk = H[a,b](Pl(T))

Le programme est une modification du programme 14.2.1 page 205 dans le calcul
de L, p et p. Dans notre simulation, a = 0.7, b = 1.1, P,(T) = 1.5422. Le premier
processus de Poisson saute aux instants 0.7039 et 0.9695. Le deuxiéme processus de
Poisson saute aux instants 0.8280 et 0.9129.
cf. figures 14.40, 14.41, 14.42 et 14.43.

cov=sigma(1,1:2)*(sigma(1,1:2))’;

a=0.7; ¢c=1.1;

%valeur de L

L=exp((b(1)-cov/2)*T)*exp(sigma(1l,1:2)*W(:,N))
*(1+sigma(1,3)) Poiss1(N)*(1+sigma(1,4)) Poiss2(N)

%calcul de p et 1
In1=log((1+sigma(1,3))); 1n2=log((1l+sigma(1l,4)));
ka=log(a)-T*(b(1)-1/2%cov)-sigma(1l,1:2)*Z-1n1*Poiss1(1:Tf)-1n2%Poiss2(1:Tf);
kb=log(c)-T*(b(1)-1/2%cov)-sigma(1l,1:2)*Z-1n1*Poiss1(1:Tf)-1n2%Poiss2(1:Tf);
ka0=log(a)-T*(b(1)-1/2*cov) ;
kb0=1og(c)-T*(b(1)-1/2*cov) ;
M=20;
if (L>=a) & (L<=c)
for ki1=1:M
for k2=1:M
MatO(k1,k2)=kappa(1)~(k1-1) * kappa(2)~(k2-1)
* (pnorm (kb0-(k1-1)*1n1-(k2-1)*1n2,0,sqrt ((T) *cov))
-pnorm(ka0-(k1-1)*1n1-(k2-1)*1n2,0,sqrt ((T)*cov)))
*(T) "~ (k1+k2-2) / (gamma (k1) * gamma(k2));
end
end
sumO=sum( sum(Mat0));
for i=1:Tf
for ki=1:M
for k2=1:M
Mat (k1,k2)=kappa(1)~(k1-1) * kappa(2)~(k2-1)
* (pnorm(kb(i)-(k1-1)*1n1-(k2-1)*1n2,0,sqrt ((T-Tab(i))*cov))
-pnorm(ka(i)-(k1-1)*1n1-(k2-1)*1n2,0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)))
*(T-Tab(i))~(k1+k2-2)/(gamma (k1) * gamma(k2));
Matl(k1,k2)=kappa(1)~(k1-1) * kappa(2)~(k2-1)
* (dnorm(ka(i)-(k1-1)*1n1-(k2-1)*1n2,0,sqrt((T-Tab(i))*cov))
-dnorm(kb(i)-(k1-1)*1n1-(k2-1)*1n2,0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)))
*(T-Tab(i))~(k1+k2-2)/(gamma (k1) * gamma(k2)) ;
end
end
sumi=sum( sum(Mat));
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p(i)=exp(Sxi*dt)*( suml )/( sum0 );
1(i)=(sum(sum(Matl)))/sumi;

end
else
for ki=1:M

for k2=1:M
MatO(k1,k2)=kappa(1)~(k1-1) * kappa(2)~(k2-1)
* (1-pnorm(kb0- (k1-1)*1n1-(k2-1)*1n2,0,sqrt ((T)*cov))

+pnorm(ka0-(k1-1)*1ni-(k2-1)*1n2,0,sqrt ((T)*cov)))
*(T) "~ (k1+k2-2) / (gamma (k1) * gamma (k2)) ;

end
end
sumO=sum( sum(Mat0));
for i=1:Tf
for ki=1:M
for k2=1:M

Mat (k1,k2)=kappa(1)~(k1-1) * kappa(2)~(k2-1)*
(1-pnorm(kb(i)-(k1-1)*1n1-(k2-1)*1n2,0,sqrt ((T-Tab(i))*cov))

+pnorm(ka(i) - (k1-1)*1n1-(k2-1)*1n2,0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)))
*(T-Tab(i) )~ (k1+k2-2)/(gamma (k1) * gamma(k2));

Matl(k1l,k2)=kappa(1)~(k1-1) * kappa(2)~(k2-1)*
(dnorm(kb(i)-(k1-1)*1n1-(k2-1)*1n2,0,sqrt ((T-Tab(i))*cov))
-dnorm(ka(i)-(k1-1)*1n1-(k2-1)*1n2,0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)))

*(T-Tab(i)) "~ (k1+k2-2)/(gamma (k1) * gamma(k2)) ;

end

end
sumi=sum( sum(Mat));
p(i)=exp(S*i*xdt)*( suml )/( sum0 );
1(i)= ( sum( sum(Matl)) )/sumi;

end
end

%calcul du portefeuille de 1’initie
Var=[repmat ((theta(1:2)’),1,Tf)+(1’*sigma(1,1:2))’;
(1+ (1’*1n1)’)/q(1)-1 ; (1+ (1’*1n2)’) /q(2)-1 1] ;
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FIG. 14.40 —a = 0.7, b= 1.1, P,(T) = 1.5422
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14.2.4 L; = In(P(T)) — ln(Py(T))

Le programme est une modification du programme 14.2.1 page 205 dans le calcul
de L, p et p. Dans notre simulation, Ly = —0.316. Le premier processus de Poisson
saute aux instants 0.0227 et 0.466. Le deuxiéme processus de Poisson saute aux
instants 0.1875 et 0.718. cf. figures 14.44, 14.45, 14.46, 14.47 et 14.48.

beta=(b(1)-b(2))-1/2*%(sigma(1,1:2)
*(sigma(1,1:2))’-sigma(2,1:2)*(sigma(2,1:2))’);

gammas=sigma(1,1:2)-sigma(2,1:2);
cov=gammas*gammas’ ;
kappa=[3,2];

S=sum(kappa) ;

Xo=1;

Tab=[t1:dt:N*dt];

A=Tab(1:Tf);
1nl=log((1+sigma(1,3))/(1+sigma(2,3)));
1n2=log((1+sigma(1,4))/(1+sigma(2,4)));

Y%valeur de L
L= betaxT+gammas*W(:,N)+1n1*Poiss1(N)+1n2*Poiss2(N)
L_A=beta*Tab+gamma*W(:,1:N)+1n1*Poiss1(1:N)+1n2*Poiss2(1:N);

hcalcul de p et 1
M=20;
m=beta*T+gammas*W(:,1:Tf)+1ln1*Poiss1(1:Tf)+1n2*Poiss2(1:Tf);
mO=betax*T;
for ki1=1:M
for k2=1:M
MatO(k1,k2)=kappa(1)~(k1-1)x*kappa(2)~(k2-1)
* (dnorm(L-m0- (k1-1)*1n1-(k2-1)*1n2,0,sqrt ((T)*cov)))
*(T) "~ (k1+k2-2) / (gamma (k1) *gamma (k2) ) ;
end
end
sumO=sum( sum(MatO0));
for i=1:Tf
for ki1=1:M
for k2=1:M
Mat (k1,k2)=kappa(1)~(k1-1)*kappa(2)~(k2-1)
* (dnorm(L-m(i) - (k1-1)*1n1-(k2-1)*1n2,0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)))
*(T-Tab(i)) ~(k1+k2-2)/(gamma (k1) *gamma (k2)) ;
Matl(k1,k2)=kappa(1)~(kl1-1)* kappa(2)~(k2-1)
* (dnorm(L-m(i)-(k1-1)*1n1-(k2-1)*1n2,0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)))
*(L-m(1i) - (k1-1)*1n1-(k2-1) *1n2)*(T-Tab(i)) ~ (k1+k2-2)
/ (gamma (k1) *gamma (k2)) ;
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end

end
sumi=sum( sum(Mat));
p(i)=exp(S*ixdt)*( suml )/( sumO );
1(i)= ( sum( sum(Matl)) )/(cov*suml);
end

%calcul du portefeuille de 1’initie
Var=[repmat ((theta(1:2)’),1,Tf)+gammas’*1;
(1+1n1%1)/q(1)-1 ; (1+1n2%1) /q(2)-1 1 ;
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14.3 Equilibre

14.3.1 Equilibre avec 3 agents

Dans notre simulation, nous avons pris 3 agents. Le premier est non initié et
optimise sa richesse terminale. Le deuxiéme connait Ijo.71.3(P1 (7)) et optimise sa
consommation et sa richesse terminale. Ces deux agents ont une richesse initiale égale
a 1. On simule alors le processus Y%, du troisiéme agent qui optimise sa consommation
(avec une ressource actualisée constante égale a 1). Nous avons considéré un marché
purement diffusif, le programme et les résultats étant similaires pour un marché

mixte.
cf. figures 14.49, 14.50, 14.51, 14.52 et 14.53.

clf; clear

T=1; N=1000; t1=1/N; dt=1/N; Tf=N-50;

r=0.02; b=[0.15,0.1,0.084,0.1]°;

sigma=[0.4,0.1,0.042,-0.17;0.09,0.4,0.23,0.035
;-0.048,0.12,0.4,0.2;-0.075,-0.26,0.11,0.4];

cov=sigma(1,:)*(sigma(l,:))’;

a=0.7; c=1.3;

Xo=1;X1=1;epsilon=1;

Tab=[t1:dt:Nxdt]; A=Tab(1:Tf);

theta=((sigma)~(-1)*(b-r*ones(4,1)))’;

%simulation du Brownien W
W=(cumsum(rnorm([N,4],0,sqrt(dt))))’;
Z=W(:,1:Tf);

%valeur de P_1(T)

S_T= exp((b(1)-cov/2)*T)*exp(sigma(l, :)*W(:,N))
%valeur de P_0O

P_O=exp(r*Tab) ;

%calcul de p et 1
ka=log(a)-T*(b(1)-1/2%cov)-sigma(l,:)*Z;
kb=log(c)-T*(b(1)-1/2%cov)-sigma(l,:)*Z;
ma=log(a)-T*(b(1)-1/2%cov) ;
mb=1log(c)-T*(b(1)-1/2%cov) ;
if (S_T>=a) & (S_T<=c)
for i=1:Tf
p(i)=(pnorm(kb(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov))
-pnorm(ka(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)))
/ (pnorm(mb,0,sqrt (T*cov) ) -pnorm(ma,0,sqrt(Txcov)));

1(i)=-(dnorm(kb(i),0,sqrt((T-Tab(i))*cov))
-dnorm(ka(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)))
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/ (pnorm(kb(i),0, (sqrt (T-Tab(i))*cov))
-pnorm(ka(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)));
end
else
for i=1:Tf
p(i)=(1-pnorm(kb(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov))
+pnorm(ka(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)))\
/(1- (pnorm(mb,0,sqrt(T*cov))-pnorm(ma,0,sqrt(Txcov))) );
1(i)=(dnorm(kb(i) ,0,sqrt ((T-Tab(i))*cov))
-dnorm(ka(i),0,sqrt((T-Tab(i))*cov)))
/(1-pnorm(kb(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov))
+pnorm(ka(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)));
end
end

%calcul de N_O et N_1
D_O=exp(theta*Z+1/2+Ax(theta*theta’)) ;
D_1=D_0.x*p;

hcalcul de N_2
int_N1=1/N * cumsum(D_1);
D_2(1)=1/((epsilon) *(T£f/N))*((epsilon) *Tf/N +X1+Xo -Xo * D_0(1)
-X1/ ((T£/N)+1)* (((T£/N)+1-1/N)* D_0(1)+int_N1(1)));
for i=2:Tf
D_2(i)=1/((epsilon)*((Tf+i-1)/N))*((epsilon)*Tf/N +X1+Xo-
(epsilon)/N* sum (D_2(1:i-1))-Xo * D_0(i)- X1/((Tf/N)+1)
* (((T£/N)+1-i/N)* D_0(i)+int_N1(i)));
end

hcalcul du portefeuille du non initie, ie agent O
PI_ni= Xo*(sigma~(-1)) ’*repmat((theta)’,1,Tf)*diag(Xo*xD_0.*P_0(1:Tf));
B_ni=Xo*D_0 .*P_O(1:Tf)-sum(PI_ni) ;
%hcalcul du portefeuille de 1’initie 1
Var=repmat ((theta)’,1,Tf) + sigma(l,:)’*1;
PI_i=(sigma~(-1)) ’*Var*diag(X1/(Tf/N+1)*(Tf/N+1-A) .*D_1.%P_0(1:Tf));
B_i= X1 /(Tf/N+1)*(Tf/N+1-A) .*D_1 .*P_O(1:Tf)-sum(PI_i);
hcalcul du portefeuille de 1l’agent 2
PI2 =-PI_ni-PI_i;
B2=epsilon*(Tf/N-A) .x(D_2-1)-sum(PI2);
hconsommation et richesse actualisee de 1’agent 2
c2=epsilon *D_2;

X2=epsilon*(Tf/N-A) .*x(D_2-1) ;

%TRACES
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14.3.2 Poids maximal d’un initié

Nous considérons un marché avec deux agents. Le premier agent a une informa-
tion privée. Nous simulons le rapport ¢+ maximal afin qu’un équilibre puisse exister.
Nous simulons ce rapport pour différentes informations privées et différents pro-
blémes d’optimisation, mais pour la méme réalisation de w.

[’agent initié peut avoir 'information privée ¢, i = 1,---, 4.
information 1 : information forte initiale Ij, 5(P1 (7).
information 2  : information forte initiale ln(Pl( )) — In(P(T)).
information 3  : information forte progressive 2W;(T') 4+ a + B(r—y).
information 4 : information faible de la section 12.1.4.

Les deux agents peuvent optimiser leur consommation (optimisation numero 1), leur
richesse terminale (optimisation numero 2) ou leur consommation et leur richesse
terminale (optimisation numero 3). Si I'initié a 'optimisation 1 et le deuxiéme agent
I’optimisation 2, les deux fonctions permettant le calcul du rapport maximal sont

les suivantes. Fonction qui a pour entrée - - et > L et pour sortie le minimum de 72 :

function[minD]=minDinc13(D1,rap)

Tf = length(D1) ;T = 1;N = Tf / 0.95;

%Dinc=1/Y_2

Dinc(1)=( 1+rapx(1-D1(1)) );

for j=2:Tf

Dinc(j)=(T+1)*(1+(N+1-3j)*T/N)~-1

*( 1+rap*(1-(1-j/N)*D1(j)-1/N *sum(D1(1:3)))
-T/N*1/(T+1) *sum(Dinc(1:j-1)) );

end;

minD = min(Dinc);
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Fonction qui a pour entrée YLI et pour sortie

soit positif :

a1

o maximal tel que le minimum de Y%

function[minLambda]=rapport13(D1)

T=1; N=1000; t1=1/N; dt=1/N; Tf=N-50;

Tab=[t1:dt:N*dt] ;A=Tab(1:Tf);

Lup =-(1-max(((T-A).* D1 + cumsum(D1)/N)/T))~(-1);

if Lup == 1 then Ldn = 0.5; else Ldn = 1; end ;

Dup = minDinc13(D1,Lup);

Ddn = minDinc13(D1,Ldn);

MaxIteration = 50; minLambda = -10;

for i = 1:MaxIteration

if or(or (abs(Dup-Ddn)<le-6,abs(Dup)<le-6),abs(Ddn)<le-6)

if abs(Dup) < 1le-6 i=MaxIteration; minLambda= Lup;
elseif abs(Ddn)<le-6 i=MaxIteration; minLambda= Ldn;
else minLambda= -10;

end;

else
Lnew = - Dup *(Ldn - Lup)/(Ddn - Dup)+Lup;
Dnew = minDinc13(D1,Lnew) ;

if Dnew < 0 Dup = Dnew; Lup = Lnew;
else Ddn = Dnew; Ldn = Lnew;
end;
minLambda= Lnew;
end;
end;

Le programme est alors le suivant

clf; clear

T=1; N=1000; t1=1/N; dt=1/N; Tf=N-50;

r=0.02; b=[0.15,0.1,0.084,0.1]’;

sigma=[0.4,0.1,0.042,-0.17;0.09,0.4,0.23,0.035;
-0.048,0.12,0.4,0.2;-0.075,-0.26,0.11,0.4];

cov=sigma(1,:)*(sigma(l,:))’;

theta=((sigma)~(-1)*(b-r*ones(4,1)))’;

a=0.85; c¢=1.2;

Tab=[t1:dt:Nxdt]; A=Tab(1:Tf);

beta=(b(1)-b(2))-1/2*(sigma(1,:)*(sigma(l,:))’-sigma(2,:)*(sigma(2,:))’);

gamma=sigma(l,:)-sigma(2,:);

cov2=gammaxgamma’; lambda=2;

%simulation du Brownien W

W=(cumsum(rnorm([N,4],0,sqrt(dt))))’; Z=W(:,1:Tf);

D_O=exp(theta*Z+1/2*A* (theta*theta’));

%INFO1 : a<P_1(T)<b



228

S_T= exp((b(1)-cov/2)*T)*exp(sigma(l,:)*W(:,N))
%calcul de pi
ka=log(a)-T*(b(1)-1/2%cov)-sigma(l,:)*Z;
kb=log(c)-T*(b(1)-1/2%cov)-sigma(l,:)*Z;
ka0=log(a)-T*(b(1)-1/2%cov) ;
kb0=1log(c)-T*(b(1)-1/2%cov) ;
if (S_T>=a) & (S_T<=c)
for i=1:Tf
pl(i)=(pnorm(kb(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov))
-pnorm(ka(i),0,sqrt((T-Tab(i))*cov)))
/ (pnorm(kb0,0,sqrt (T*cov)) -pnorm(kal,0,sqrt (T*xcov)));
end
else
for i=1:Tf
p1(i)=(1-pnorm(kb(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov))
+pnorm(ka(i),0,sqrt ((T-Tab(i))*cov)))
/ (1-(pnorm(kb0,0,sqrt (T*cov))-pnorm(ka0,0,sqrt (T*cov))));
end
end
D1=D_0.%p1;
HINFO2 : diff 1n des prix
L= betaxT+gamma*W(:,N)
%calcul de p2
p2=(sqrt (2xpixcov2*T)) ./(sqrt(2*pi*cov2*(T-4)))
.* exp(-gammax* (repmat(W(:,N),1,Tf)-Z)./(2%cov2*(T-4)))
.* exp(gammax(W(:,N)) ./ (2%cov2*T)) ;
D2=D_0.*p2;
»INFO3 : progressif
%simulation du bruit Y
Bbis=(cumsum(rnorm([N,1],0,sqrt(dt))))’; Y=fliplr(Bbis);
%calcul de rho et p3
rho= lambda*(lambda*(W(1,N)-Z(1,:))+Y(1:Tf))./((T-A)*(1+(lambda)~2));
p3(1)=1+ W(1,1)*lambda*(lambda*W(1,N)+Y(N))/(T*(1+(lambda)~2));
for i=1:Tf-1
p3(i+1)=p3(i) *(1+ rho(i) *(W(1l,i+1)- W(1,i)));
end
D3=D_0.x*p3;
%INFO4 : faible
m=theta(l) ;s=1; Wchapeau=Z(1,:)+theta(1)*dt*[1:1:Tf];
%calcul de N4=1/Y4
for i=1:Tf
nb=10000; X=rnorm(nb,m,s);
int (i)=(mean (exp((X.~2)/(2+T) - (X-Wchapeau(i)*ones(nb,1)).~2/(2*(T-i*dt)))));
end
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D4= sqrt(T ./(T- [1:1:Tfl*dt)).*int;

%0ptil:conso; Opti2:richesse terminale, opti3:consotrichesse terminale
hrapportmax(i,j,k)= rapport max ressource ou richesse pour infoi
h avec optij pour initie et optik pour 2e agent.

hsi les 2 agents ont le meme pb d’opti (11,22 ou 33)
rapportmaxljj=-(1-max(D1))~(-1)
rapportmax2jj=-(1-max(D2))~(-1)
rapportmax3jj=-(1-max(D3))~(-1)
rapportmax4jj=-(1-max(D4))~(-1)

hinitie optil, 2e agent opti2
rapportmax112=-(1-max(((T-A) .* D1 + cumsum(D1)/N)/T))~(-1)
rapportmax212=-(1-max(((T-A) .* D2 + cumsum(D2)/N)/T))"~(-1)
rapportmax312=-(1-max(((T-A) .* D3+ cumsum(D3)/N)/T))"~(-1)
rapportmax412=-(1-max(((T-A) .* D4 + cumsum(D4)/N)/T))~(-1)
hinitie opti3, 2e agent opti2
rapportmax132=-(1-max (((1+T-4) .
rapportmax232=-(1-max (((1+T-4).
rapportmax332=-(1-max (((1+T-4).
rapportmax432=-(1-max (((1+T-4).
hinitie opti2, 2e agent opti3
rapportmax123=rapport23(D1)
rapportmax223=rapport23(D2)
rapportmax323=rapport23(D3)
rapportmax423=rapport23(D4)
hinitie optil, 2e agent opti3
rapportmax113=rapport13(D1)
rapportmax213=rapport13(D2)
rapportmax313=rapport13(D3)
rapportmax413=rapport13(D4)
hinitie opti2, 2e agent optil
rapportmax121=rapport21(D1)
rapportmax221=rapport21(D2)
rapportmax321=rapport21(D3)
rapportmax421=rapport21(D4)
hinitie opti3, 2e agent optil
rapportmax131=rapport31(D1)
rapportmax231=rapport31(D2)
rapportmax331=rapport31(D3)
rapportmax431=rapport31(D4)

D1 + cumsum(D1)/N)/(T+1)))~(-1)
D2 + cumsum(D2)/N)/(T+1)))~(-1)
D3+ cumsum(D3)/N)/(T+1)))~(-1)

D4 + cumsum(D4)/N)/(T+1)))~(-1)

* ¥ ¥ *

Voici le tableau des résultats. Optimisation jk correspond au probléme d’optimisa-
tion j pour l'initié et k£ pour le deuxiéme agent. Nous avons regroupé les résultats
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pour optimisation jj, j = 1---4, car le rapport maximal est le méme pour ces quatre
cas. Nous avons aussi tracé les processus Yll pour les quatre informations privées.

lére simulation : P (T") = 2.2397, In(P (7)) — In(P(T)) = 0.7127

cf. figures 14.54 et 14.55.

information optimisation
ij | 12 | 32 | 21 | 31 | 13 | 23
infol 0.5037 | 0.8791 | 0.6404 | 0.1996 | 0.2544 | 0.7019 | 0.38
info2 0.0092 | 0.1008 | 0.0168 | 6.4122e-4 | 0.0012 | 0.0595 | 0.005
info3 0.0405 | 0.1080 | 0.0597 | 0.0069 | 0.0117 | 0.0806 | 0.0266
info4 0.6637 | 1.235 | 0.8728 | 0.1791 | 0.2474 | 0.9954 | 0.4797
2éme simulation : P,(T) = 1.5826, In(P,(T)) — In(P(T)) = 0.5693.
cf. figures 14.56 et 14.57.

information optimisation

oo 12 | 32 | 20 | 31 | 13 | 23
infol 2.1651 | 2.617 | 2.3697 0.3379 0.4751 | 2.3947 | 1.804
info2 2.438e-4 | 0.0045 | 4.628e-4 | 1.292e-5 | 2.455e-5 | 0.0024 | 1.285e-4
info3 0.4368 | 2.1304 | 0.7249 0.0539 0.0915 | 1.4966 | 0.2557
info4 2.6308 | 3.9503 | 3.5785 0.5004 0.5918 | 3.615 | 1.6328
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