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Résumé : 
 
Ce travail est consacré à l’étude des phénomènes physiques dans les composants à base d’alliage 
SiGe en présence de fort champ électrique donc mettant en jeu des porteurs très énergétiques 
susceptibles d’induire de l’ionisation par choc. A l’aide d’une méthode k.p à 30 bandes, nous 
avons modélisé les structures électroniques complètes du Si, du Ge et des alliages Si1-xGex massifs 
et contraints sur une large gamme d’énergie (11 eV autour de la bande interdite) avec une très 
grande précision sur les paramètres de Luttinger ou les masses effectives. Associée au formalisme 
de la fonction enveloppe, cette méthode nous a fourni les relations de dispersion des sous-bandes 
en bande de valence et de conduction de puits quantiques à base d’alliages SiGe. Pour intégrer les 
structures électroniques dans la simulation du transport, nous avons calculé les densités d’états 
pour des structures électroniques 3D et 2D. Nous avons aussi obtenu les masses de densité 
d’états en fonction de la température dans les alliages SiGe massifs et contraints sur Si. Le 
chapitre 4 est consacré à l’étude du transport dans les alliages SiGe à partir d’une résolution 
déterministe de l’équation de Boltzmann. A l’aide des masses de densité d’états, nous avons 
calculé les mobilités moyennes des trous dans le SiGe. A partir de la simulation du transport à 
fort champ électrique des électrons dans le Si contraint sur SiGe et des trous dans le Ge contraint 
sur SiGe, nous avons obtenu les coefficients d’ionisation par choc dans ces matériaux. Des 
mesures d’électroluminescence réalisées sur des HFET à base d’alliages SiGe ont permis de 
remonter à quelques propriétés de l’ionisation par choc dans ces composants. 
 
 
 
 
 
Summary: 
 
This PhD thesis is devoted to the study of physical phenomena in SiGe devices involving high 
energy carriers which can induce impact ionization. A thirty-band k.p method has been 
developed to model energy band diagrams of bulk and strained Si, Ge and SiGe alloys on the 
whole Brillouin zone in a large energy range (11 eV around the band gap). This method gives 
access to the Luttinger parameters and the conduction band effective masses with a very good 
accuracy. Associated with an envelop function algorithm, the band diagrams of SiGe quantum 
wells have been obtained in the valence and in the conduction band. From these band diagrams, 
carrier densities of states are obtained in bulk and strained semiconductors and in quantum wells. 
Hole density of state masses in bulk and strained SiGe alloys have been calculated as a function 
of crystal temperature. Chapter 4 is devoted to transport study in SiGe alloys with a matrix 
resolution of the Boltzmann transport equation. From the density of state masses, hole mean 
mobilities are calculated in SiGe alloys. From high electric field transport simulation, impact 
ionization coefficients have been evaluated for electrons in strained Si and for holes in strained 
Ge. Electroluminescence measurements have been performed on Si/SiGe and Ge/SiGe HFETs. 
These data give access to experimental study of impact ionization.  
 
 
 
 
 
Mots-clefs : structure électronique, théorie k.p, densité d’états, puits quantiques, transport, 
ionisation par choc, HFET Si/SiGe/Ge, diode IMPATT, électroluminescence. 
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CHAPITRE 1 

Introduction générale 
 

Les composants semi-conducteurs sont devenus le support privilégié de l’information et de la 

communication, en particulier grâce au développement d’Internet. Aujourd’hui, les transistors 

MOS sur silicium dominent très largement le marché des semi-conducteurs, mais la diminution 

de longueur de grille des transistors n’est plus suffisante pour améliorer leurs performances et 

respecter la loi de Moore. En particulier, pour les systèmes de télécommunications à haut débit, 

des composants plus rapides sont nécessaires. C’est pour cette raison qu’ont été proposées des 

structures alternatives : les hétérostructures IV-IV ou III-V. Ils utilisent des semi-conducteurs 

dans lesquels la masse effective des électrons est plus faible que dans le silicium massif, ce qui 

améliore leur mobilité. Les composants les plus performants dans ce domaine sont les transistors 

à effet de champ à hétérojonction (High Electron Mobility Transistor : HEMT) sur substrat III-

V. Leurs inconvénients principaux sont leur coût de fabrication et leur faible tenue en tension. 

Réaliser des hétérostructures sur substrat silicium permet, dans une certaine mesure, de combiner 

les performances de ce type de composant avec l’appui des technologies silicium bien établies 

donc à faible coût. 

Afin d’effectuer les meilleurs choix technologiques, il est nécessaire de modéliser le 

comportement de ces composants : il faut non seulement comprendre le transport dans la couche 

active, en prenant en compte la structure électronique des matériaux et les phénomènes de 

diffusion des porteurs, mais aussi s’intéresser aux processus susceptibles de se produire à fort 

champ électrique, tels l’ionisation par choc. Ce mécanisme consiste en la création d’une paire 

électron-trou par un porteur très énergétique et peut conduire à la destruction du composant par 

effet d’avalanche. Comme la tendance actuelle est de réduire les longueurs de grille, le champ 

électrique augmente localement dans les composants, ce qui les rend plus sensibles à l’ionisation 

par choc. Quantifier ce phénomène dans les composants à base d’alliage SiGe contribue donc à 

une meilleure compréhension des mécanismes susceptibles de conduire au claquage des 

transistors et permet d’améliorer leur fiabilité.  

Ce travail de thèse a pour objectif d’étudier les phénomènes physiques dans les composants à 

base d’alliage SiGe en présence de fort champ électrique donc mettant en jeu des porteurs très 

énergétiques susceptibles d’induire de l’ionisation par choc. 
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La modélisation du transport à fort champ dans les composants à hétérostructures a déjà fait 

l’objet de nombreuses études, avec plus ou moins d’approximations sur la structure électronique. 

Les paramètres intervenant dans les calculs des taux d’interactions apparaissent souvent comme 

des données intrinsèques du matériau que l’on trouve dans la littérature. Dans les années 80, 

Shichijo et Hess, pour les électrons dans le GaAs, et Fischetti, pour les électrons dans le Si, ont 

montré la nécessité de prendre en compte la structure électronique réelle non seulement pour 

avoir accès à la « vraie » relation de dispersion des porteurs de charge, mais ils ont aussi montré 

l’étroite corrélation entre la structure électronique et les paramètres des interactions avec les 

phonons [Shichijo81], [Fischetti88].  

Ce travail s’inscrit dans la même démarche pour simuler le transport dans les composants IV-IV. 

Nous avons développé une méthode de calcul de la structure électronique des semi-conducteurs 

IV- IV massifs, contraints et en prenant en compte le confinement quantique des porteurs, ce qui 

constitue la première étape de ce travail.  

L’étude du transport consiste à prendre en compte l’effet des perturbations de ce potentiel 

cristallin dues au champ extérieur mais aussi aux vibrations du réseau, aux autres porteurs ou aux 

charges fixes. L’équation de Boltzmann permet de formaliser le transport de manière semi-

classique. Dans la littérature, on rencontre de nombreux articles traitant de la résolution de 

l’équation de Boltzmann dans des matériaux divers. Certains s’appuient sur une description des 

bandes simplifiée (bandes isotropes paraboliques), d’autres moins simple (bandes paraboliques 

non isotropes…), d’autres enfin utilisent une structure réelle (« full band »). Il apparaît complexe, 

de nos jours, de choisir les paramètres pour les taux d’interactions dès lors qu’ils ne renvoient pas 

au même niveau de description de la structure électronique. Un des objectifs du présent 

manuscrit est de clarifier le choix des paramètres en fonction de la structure électronique en 

proposant une démarche cohérente et en discutant l’impact des hypothèses sur la structure de 

bande sur le choix des paramètres. Différents niveaux de modélisation de la structure 

électronique ont été utilisés pour résoudre l’équation de Boltzmann pour les trous dans les 

alliages SiGe, pour simplement obtenir les mobilités faible champ ou simuler le transport à fort 

champ. 

A fort champ électrique, les perturbations du potentiel cristallin sont plus complexes puisqu’il y a 

création de porteurs par ionisation par choc. Dans les transistors, ce phénomène est nuisible car il 

accélère le vieillissement des transistors. Il peut cependant être mis à profit pour réaliser des 

capteurs ou des oscillateurs. Le calcul du coefficient d’ionisation par choc, qui permet d’évaluer le 

nombre de porteurs créés, nécessite de connaître la structure électronique et la fonction de 
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distribution des porteurs. La modélisation du transport menée durant ce travail donne accès à ce 

coefficient dans les semi-conducteurs IV-IV contraints. 

Pour donner du sens à la simulation d’un phénomène physique, il est indispensable de s’appuyer 

sur des résultats expérimentaux. Des mesures du signal d’électroluminescence émis par des 

composants à base de SiGe ont été réalisées au cours de cette thèse. Associées à des mesures 

électriques, elles nous ont permis de mieux comprendre le transport en régime d’ionisation par 

choc. 

1) Intérêts de l’étude de la structure électronique des semi-conducteurs 

Développer une méthode de calcul de la structure électronique d’un semi-conducteur en 2004, 

alors que tous les semi-conducteurs usuels sont connus depuis plus de 25 ans, peut sembler 

étonnant. En effet, dès 1966, Cardona et Pollak avaient calculé la structure de bande du Si et du 

Ge à l’aide de la méthode k.p [Cardona66]. En 1976, Chelikowsky et Cohen ont fourni les 

diagrammes de bande de la plupart des semi-conducteurs usuels [Chelikowsky76]. Cependant, 

l’amélioration de la technologie de fabrication a permis, au cours des années 80, l’avènement des 

composants à hétérostructure, d’abord sur substrat III-V, tels les transistors bipolaires à 

hétérojonction (TBH) puis les HEMT. Le concept d’ingénierie des bandes est devenu 

incontournable. Pour les TBH, il s’agit, entre autres, d’utiliser les décalages de bande interdite 

pour favoriser l’injection des porteurs minoritaires dans la base du transistor en limitant la 

diffusion des minoritaires dans l’émetteur. Pour les transistors à effet de champ, l’objectif de 

l’ingénierie de bandes est de séparer le canal des zones dopées pour améliorer le transport en 

limitant la diffusion sur les impuretés ionisées. Tous ces concepts ont été transposés aux semi-

conducteurs IV-IV pour bénéficier du savoir-faire de la technologie silicium bien établie. 

Pourtant, il ne suffit pas de connaître les hauteurs de barrière entre semi-conducteurs pour 

améliorer les composants.  

D’une part, les semi-conducteurs sont des solides cristallins dont le paramètre de maille est fixe. 

Lorsqu’on fait croître un semi-conducteur sur un autre, s’il existe un désaccord de maille, des 

contraintes apparaissent dans la couche épitaxiée, ce qui provoque des dislocations pour une 

épaisseur supérieure à l’épaisseur critique. L’influence de la contrainte sur les structures 

électroniques des semi-conducteurs doit être prise en compte. Elle a été modélisée par Bir et 

Pikus [Bir74] et a été intégrée dans les méthodes existantes de calcul de structure de bande. 

Cependant, le plus souvent, la contrainte est considérée localement : les paramètres de Bir et 

Pikus sont utilisés pour quantifier son influence en centre de zone notamment pour la bande de 

valence. Dans les semi-conducteurs à bande interdite indirecte, des potentiels de déformation 



 4 

locaux dans l’espace réciproque ? u et ? d quantifient l’influence de la contrainte pour la vallée ∆ 

du silicium ou la vallée L du germanium par exemple.  

D’autre part, l’épaisseur des couches utilisées pour la réalisation d’hétérostructures est souvent de 

l’ordre de quelques nanomètres. Les effets quantiques, souvent négligés lors de l’étude du 

transport dans les semi-conducteurs, deviennent incontournables. Non seulement ils modifient la 

relation de dispersion des semi-conducteurs, mais le modèle particulaire de l’électron devient 

caduc au moins dans la direction de confinement. Un accès à la fonction d’onde de l’électron est 

nécessaire. 

La structure électronique des puits quantiques est souvent calculée à partir de l’approximation de 

la masse effective, à l’aide du formalisme de la fonction enveloppe [BenDaniel66]. Ce formalisme 

associé à un modèle k.p à 6 bandes est aussi utilisé pour la bande de valence par Bastard 

[Bastard86]. Récemment, Moustafa El Kurdi a montré la nécessité de prendre en compte un 

modèle k.p à 14 bandes pour modéliser précisément les puits quantiques en bande de valence 

dans les semi-conducteurs à bande interdite indirecte [ElKurdi2003]. 

La méthode k.p à 30 bandes, développée au cours de cette thèse, a pour objectif d’unifier tous 

ces aspects. A partir des diagrammes de bande des semi-conducteurs massifs, l’influence de la 

contrainte biaxiale est modélisée par un Hamiltonien de contrainte qui généralise celui de Bir et 

Pikus. Cette méthode évite l’utilisation de potentiels de déformation locaux et permet de décrire 

l’effet de la contrainte sur toute la zone de Brillouin. Pour obtenir les niveaux confinés dans un 

puits quantique en bande de valence comme en bande de conduction, le formalisme de la 

fonction enveloppe a été associé à la méthode k.p à 30 bandes. 

De plus, elle donne accès à la structure électronique des semi-conducteurs considérés sur une 

gamme d’énergie de l’ordre d’une douzaine d’eV aux alentours de la bande interdite. La 

modélisation du transport en tenant compte de la structure électronique réelle des semi-

conducteurs massifs ou contraints est possible même pour des porteurs très énergétiques 

susceptibles d’induire de l’ionisation par choc.  

2) Prise en compte de la structure électronique pour l’étude du transport 

On peut tout connaître sur la structure de bande et ne pas pouvoir l’exploiter. Pour des 

simulations physiques du transport dans un semi-conducteur, la densité d’états disponibles pour 

un porteur de charge d’énergie donnée intervient fréquemment, notamment dans le calcul des 

fréquences d'interaction. Elle donne accès au taux d’ionisation par choc pour un modèle 

intermédiaire entre celui, rigoureux mais difficile à mettre en œuvre de Kane [Kane67] et celui de 

Keldysh, avec un seuil dépendant de la bande interdite [Keldysh65]. Cette densité ne dépend que 
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de la structure électronique du semi-conducteur considéré sur toute la zone de Brillouin. La 

calculer permet de valider les structures électroniques obtenues à l’aide de la méthode k.p à 30 

bandes par comparaison avec des densités d’états issues d’autres techniques de calcul de bande 

(pseudopotentiel [Chelikowsky76], liaisons fortes [Jancu98]...).  

Dans un puits quantique, la densité d’états est réputée être en « marches d’escalier ». C’est vrai 

dans le cadre de l’approximation parabolique mais prendre en compte la relation de dispersion 

réelle bidimensionnelle la modifie profondément. Les conséquences seront importantes sur le 

transport en gaz bidimensionnel. 

La masse effective reste tout de même un outil simple pour une étude sommaire du transport. 

Mais le choix de cette masse en bande de valence n’est pas évident. Suivant le niveau de 

modélisation souhaité, une masse issue de la densité d’états permet de tenir compte, dans une 

certaine mesure, de la structure électronique réelle du semi-conducteur considéré.  

Calculer la densité d’états est donc une étape clef pour prendre en compte la structure 

électronique dans une étude du transport. 

3) Objectifs de la simulation du transport 

Un des objectifs importants de l'électronique des composants est d'étudier et de fabriquer des 

dispositifs fonctionnant à vitesse élevée et pouvant donc être utilisés, soit en logique rapide, soit 

en hyperfréquence. Afin de réaliser les meilleurs choix technologiques il est indispensable 

d’effectuer des simulations de ces composants. Plusieurs niveaux de modélisation existent. Ils 

réalisent des approximations plus ou moins importantes, sont plus ou moins aisés à mettre en 

œuvre et requièrent des temps de calcul très différents. Les modèles les moins sophistiqués sont 

phénoménologiques. Il s’agit de modèles analytiques électriques (de type SPICE par exemple). 

L’objectif est de reproduire le comportement du dispositif le mieux possible pour simuler un 

circuit. Les temps de simulation sont courts mais on ne peut guère attendre d’explications ou de 

prédictions concernant la physique du fonctionnement des transistors à l’aide de tels modèles. 

Les modèles de type « Dérive Diffusion » ou « Hydrodynamique » permettent déjà d’obtenir un 

certain nombre d’informations sur la physique des dispositifs étudiés et sont des modèles plus 

performants. Des équations plus ou moins sophistiquées sont alors résolues. L’approche 

hydrodynamique est la plus pointue car elle est « non locale » et permet de traduire des effets de 

transport non stationnaire. Enfin, la seule approche qui garantisse des résultats fiables au niveau 

microscopique, consiste dans une résolution directe du transport électronique dans les matériaux 

constituant le composant, notamment les semi-conducteurs. Une telle approche donne accès aux 

grandeurs microscopiques qui caractérisent un matériau soumis à une force externe (un champ 

électrique, magnétique…), l’énergie des porteurs de charge, leur vitesse, leur fonction de 
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distribution. Cette résolution directe dans les matériaux ne permet pas de simuler un composant 

entier mais peut fournir des paramètres pour des modèles phénoménologiques de type « Derive 

Diffusion » ou « Hydrodynamique ».  

La simulation du transport effectuée au cours de cette thèse est fondée sur l’approche 

microscopique semi-classique de l’équation de Boltzmann. Cette équation permet de connaître la 

distribution des porteurs dans l’espace des phases en fonction des forces extérieures appliquées 

au semi-conducteur (champ électrique dans notre cas) et des interactions qu’ils subissent. Elle est 

dite semi-classique car les interactions subies par les porteurs sont traitées des manière quantique, 

en termes de probabilité de passage d’un état à l’autre, mais l’influence du champ électrique ou 

d’autres forces extérieures sur la trajectoire des porteurs est supposée régie par la relation 

fondamentale de la dynamique utilisée en mécanique classique.  

Il existe plusieurs méthodes de résolution de cette équation. La méthode la plus connue est la 

méthode Monte Carlo, qui traite l’évolution de la distribution de porteurs de manière 

stochastique. Cette méthode est assez simple à mettre en œuvre car elle ne nécessite que le calcul 

des termes de sortie. Cependant, elle ne permet pas de modéliser des processus dont les temps 

caractéristiques sont très différents.  

Nous avons choisi une technique déterministe de résolution matricielle directe de l’équation de 

Boltzmann. Cette technique donne accès à un unique état stationnaire, indépendant des 

conditions initiales [Aubert84]. Par conséquent, elle permet la modélisation de processus lents, 

dont la constante de temps est très différente des autres processus pris en compte. Cependant, 

elle exige non seulement le calcul des termes de sortie ou temps de relaxation, mais aussi celui des 

termes d’entrée, c'est-à-dire la probabilité pour une particule d’entrer dans un état. 

Dans les transistors à effet de champ à hétérostructure, le canal peut être considéré comme un 

puits quantique, dans lequel les mouvements des porteurs sont seulement libres dans le plan des 

couches, les niveaux d’énergie étant quantifiés dans l’axe de croissance. Comme nous avons accès 

aux relations de dispersion réelles dans les puits quantiques, une première simulation du transport 

« full band » en gaz bidimensionnel a été mise en œuvre en bande de valence.  

La réduction de la taille des dispositifs, en conservant les mêmes tensions de polarisation, 

entraîne invariablement une augmentation des champs électriques régnant dans les composants. 

Les porteurs peuvent alors gagner suffisamment d’énergie pour induire de l’ionisation par choc. 

Pour modéliser ce processus, il est nécessaire d’avoir accès à la relation de dispersion des porteurs 

à très haute énergie, d’où l’intérêt de la méthode k.p à 30 bandes qui fournit la structure 

électronique des semi-conducteurs considérés jusqu’à 5 eV de chaque côté de la bande interdite. 

Néanmoins, cette relation de dispersion complète est difficile à intégrer dans une modélisation de 
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transport tridimensionnelle, c’est pourquoi des hypothèses plus ou moins fortes ont été utilisées 

pour résoudre  l’équation de Boltzmann en considérant un diagramme de bande simplifié, tout en 

respectant les densités d’état réelles.  

Il existe très peu de données sur les coefficients d’ionisation par choc dans les semi-conducteurs 

IV-IV contraints. La résolution de l’équation de Boltzmann à fort champ électrique mise en 

œuvre au cours de cette thèse donne accès aux fonctions de distribution qui permettent de 

calculer les coefficients d’ionisations par choc et d’interpréter quelques résultats de mesures 

d’électroluminescence réalisées au cours de cette thèse. 

4) Electroluminescence 

Pour la première fois des mesures d’électroluminescence ont été réalisées sur des HFET 

(Heterojunction Field Effect Transistor) à base d’alliages SiGe. Il s’agit d’analyser le rayonnement 

émis par les composants polarisés : le rayonnement qui nous intéresse est lié à la recombinaison 

radiative de porteurs créés par ionisation par choc. L’étude de ce rayonnement peut permettre 

une meilleure compréhension de l’ionisation par choc, en la localisant dans le composant, et en 

analysant la corrélation entre ce phénomène et les performances du transistor. En particulier, une 

étude spectrale de ce rayonnement peut permettre de remonter à l’énergie des porteurs impliqués 

dans ce processus. Comme ces matériaux sont à bande interdite indirecte, la recombinaison 

radiative nécessite l’intermédiaire d’un phonon et y est donc moins probable que dans les semi-

conducteurs III-V.  

Des mesures de spectres d’électroluminescence ont néanmoins été réalisées sur des HFET de 

type p à canal Ge contraint sur SiGe à température ambiante, et sur des n-HFET à canal Si sur 

SiGe à température cryogénique. L’analyse des seuils d’électroluminescence nous a montré que 

l’ionisation par choc se produisait dans des conditions de polarisation assez proches des 

conditions optimales hyperfréquences ou faible bruit. L’intérêt de l’étude de l’ionisation par choc 

est démontré. 

Nous avons aussi réalisé des mesures d’électroluminescence sur des diodes IMPATT SiGe pour 

différents pourcentages de Ge. Associées à des mesures hyperfréquences réalisées par Manuel 

Rodriguez, les mesures d’électroluminescence nous ont permis de remonter au coefficient 

d’ionisation par choc et de comparer finalement expérience et résultats de modélisation. 
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CHAPITRE 2 

Diagrammes de bandes en k.p 
 

Afin d'étudier le transport des porteurs de charge dans un semi-conducteur, il est nécessaire de 

connaître la relation de dispersion, qui lie leur vecteur d�onde et leur énergie. Pour un électron 

dans le vide, cette relation de dispersion s�écrit : 
2 2

02
kE

m
= !  

avec E l�énergie, m0 la masse de l�électron libre, k
"

son vecteur d�onde et ! la constante de Planck 

divisée par 2π. Cette relation ne sera calculée que pour les électrons de valence : les électrons de 

c�ur appartiennent à des orbitales complètement remplies et sont principalement localisés au 

voisinage du noyau auquel ils appartiennent. Cette relation de dispersion est obtenue en résolvant 

l�équation de Schrödinger dans un potentiel périodique formé par les ions supposés fixes. 

L�ensemble de ces fonctions de dispersion des électrons dans l�espace réciproque est appelé 

structure de bande ou structure électronique du semi-conducteur.  

L�objectif de ce chapitre est de calculer cette structure de bande, d�abord pour un semi-

conducteur massif, puis en prenant en compte la contrainte et le confinement des porteurs. Après 

quelques généralités sur les techniques de calcul de la structure électronique, nous étudierons le 

principe de la théorie k.p (§ II) puis les méthodes à 20 bandes (§ III) et 30 bandes (§ IV) seront 

détaillées. Nous verrons ensuite qu�une extension de ces méthodes donne aussi accès à la 

structure électronique des matériaux contraints (§ V). Enfin, comme l�objectif de cette thèse est 

de modéliser le transport dans des hétérostructures, nous verrons que le formalisme de la 

fonction enveloppe associé à la méthode k.p donne aussi accès aux sous-bandes confinées non 

seulement en centre de zone de Brillouin pour la bande de valence mais aussi en bande de 

conduction des semi-conducteurs à bande interdite indirecte (§ VI). 
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I. Structure de bande d’un semi-conducteur 

1) Cristal et zone de Brillouin 

Si on souhaite simuler un phénomène physique impliquant des particules évoluant dans un cristal, 

le premier élément à connaître est la fonction de dispersion de ces particules dans le milieu. La 

dérivée de la fonction de dispersion donne la vitesse de groupe et donc la vitesse d�une particule. 

Pour un semi-conducteur, l�ensemble de ces relations de dispersion des électrons constitue la 

structure de bande.  

Les semi-conducteurs sont des solides cristallins. La plupart s�ordonne selon un réseau cubique à 

face centrée, avec occupation d�un site tétraédrique sur deux. Ils présentent une structure de type 

zinc-blende si les deux atomes sont différents. Dans ce cas, ces semi-conducteurs appartiennent 

au groupe Td. C�est typiquement le cas des matériaux III-V tels GaAs, InP� où les atomes du 

groupe III -cations Ga ou In- et V -anions As ou P- sont situés aux n�uds de 2 réseaux cubiques 

à faces centrées, décalés l�un par rapport à l�autre du quart de la diagonale (fig. 1). C�est aussi le 

cas du Si0,5Ge0,5 dans la famille des matériaux IV-IV. Si les deux atomes sont identiques (Si, Ge, 

C), cette structure est celle du diamant. Les semi-conducteurs qui cristallisent dans ce système 

appartiennent au groupe Oh. 

 

 

 

 

 

 

 
Figure 1 : Structure cristalline des composés III-V 

 

La relation de dispersion ( )E k
"

 s�obtient en résolvant l�équation de Schrödinger en tenant 

compte des interactions avec les atomes du cristal (noyaux et électrons). Dans l�approximation de 

Bloch, où l�électron considéré est soumis à un potentiel moyen périodique dû aux autres électrons 

et au réseau cristallin, l�équation de Schrödinger s�écrit :  

( )
2

02
pH V r E
m

ψ ψ ψ
 

= + = 
 

"  
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où pr  est l’opérateur quantité de mouvement : p i= − ∇
rr h , m0 la masse de l’électron et ( )V rr  le 

potentiel périodique vu par l’électron dû aux atomes du réseau cristallin. Dans le vide, les 

solutions de l’hamiltonien 
2

02
pH
m

=  sont des ondes planes .ik re
r r

. Dans le cristal, les solutions de 

l’équation de Schrödinger sont les fonctions de Bloch, produits d’ondes planes par des fonctions 

périodiques ( ),n ku rr  : 

( ) ( ).
, ,

ik r
n k n kr e u r

r rr r
ψ =  

La structure périodique du réseau réciproque permet de replier l’espace des k
r

 et de restreindre le 

vecteur d’onde à une cellule primitive, la première zone de Brillouin (fig. 2). 

 
Figure 2 : Zone de Brillouin du diamant. 

 

Dans cette zone de Brillouin, on distingue trois directions principales :  

- la direction ∆ reliant les points Γ (centre de la zone de Brillouin) et X ( )2 1,0,0
a
π 

  
 

- la direction Λ reliant Γ et L 2 1 1 1, ,
2 2 2a

π  
    

 

- la direction Σ reliant Γ et K 2 3 3, ,0
4 4a

π  
    

.  

Les points K et U 2 1 11, ,
4 4a

π  
    

 sont équivalents du point de vue cristallographique. Nous 

verrons que respecter cette équivalence est un point clef pour obtenir une description correcte de 
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la structure de bande en théorie k.p. Les structures de bande existantes sont souvent présentées 

dans ces trois directions assez représentatives du la structure totale [Chelikowsky76], mais avoir 

seulement accès à ( )E k
"

 dans ces trois directions ne permet pas de décrire toute la zone de 

Brillouin.  

2) Diverses méthodes de résolution de l’équation de Schrödinger 

Les relations de dispersion des matériaux massifs ont été étudiées par deux types de théories. Le 

premier type contient les théories ayant peu de paramètres ajustables (un seul dans le cas 

minimum), telles par exemple la méthode du pseudo-potentiel [Wang96], ou la méthode de la 

« boîte de camembert » (traduction de muffin-tin) [Willatzen94]. Le deuxième type contient des 

théories avec une série de paramètres ajustables telle la méthode dite CLOA (Combinaison 

Linéaire d�Orbitales Atomiques), en anglais LCAO ou des liaisons fortes (en anglais tight binding) 

[Vogl83], [Jancu98], et bien sûr la méthode k.p. Le nombre de paramètres ajustables dépend du 

nombre de bandes que l�on veut décrire et de la précision recherchée. Typiquement, 5-6 

paramètres sont nécessaires au voisinage de la bande interdite, une vingtaine si plusieurs bandes 

sont utiles. 

3) Histoire de la théorie k.p 

La théorie de la structure de bande basée sur la méthode k.p (ou, en abrégé, théorie k.p) est née 

dans les années cinquante. Elle utilise les propriétés qu�engendre la symétrie d�un certain nombre 

de points de la zone de Brillouin sur les énergies. Les premiers articles [Dresselhaus55], 

[Luttinger55] décrivent en détails le sommet de la bande de valence, via des perturbations du 

second ordre appliquées à un état dégénéré. Le couplage de la bande de valence et de la bande de 

conduction est pour la première fois décrit en détail par Kane [Kane57], qui relie la masse 

effective, la bande interdite et le couplage spin-orbite. Les deux théories de Luttinger-Kohn et de 

Kane seront combinées par Pidgeon et Brown [Pidgeon66], qui définiront les paramètres de type 

Luttinger et construiront un hamiltonien à 8 bandes. Dès lors, la théorie est bien comprise, et la 

méthode k.p permet de décrire la bande de valence et la première bande de conduction des semi-

conducteurs à bande interdite directe au voisinage du centre de la zone de Brillouin. Les 

paramètres de type Luttinger simulent l�influence des bandes non prises en compte. Ajouter des 

bandes permet d�étendre de domaine de validité de la méthode ou offre une meilleure précision 

pour le calcul des fonctions d�onde. Ainsi, Pfeffer et Zawadski [Pfeffer90] passent à 14 bandes 

pour prendre en compte le « splitting » de spin de la bande de conduction.  
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Cardona et Pollak [Cardona66] ont un autre point de vue : ils utilisent une base de 15 fonctions 

(sans spin) pour décrire la structure de bande du silicium et du germanium sur toute la zone de 

Brillouin. Ils n�ont plus besoin de prendre en compte l�influence des autres bandes sur les 15 

bandes du « voisinage » de la bande interdite, séparant la bande de conduction de la bande de 

valence de sorte que l�introduction des paramètres de Luttinger ou même de type Luttinger n�est 

plus nécessaire. Prendre en compte le spin oblige à passer à 30 bandes, ce qui paraissait délicat, 

c�est pourquoi Nicolas Cavassilas et al. ont développé un hamiltonien à 20 bandes 

[Cavassilas2001], en simulant l�influence des bandes d à l�aide de bandes fictives s* et de 

paramètres de type Luttinger aussi en bande de conduction. Ils ont obtenu une description 

précise de la structure de bande de -1 eV à 3.5 eV, l�origine des bandes étant le sommet de la 

bande de valence. Mais finalement, nous verrons que passer à 30 bandes en introduisant 

l�interaction spin-orbite dans l�hamiltonien de Cardona et Pollak permet d�étendre le domaine de 

validité de cette méthode de �6 eV à +5 eV sur toute la zone de Brillouin sans multiplier le 

nombre de paramètres ajustables. Nous constaterons même que le nombre de paramètres 

ajustables diminue. 
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II. Principe de la théorie k.p 

1) Construction de l’hamiltonien k.p en trois dimensions sans spin. 

La théorie k.p est une méthode de résolution de l�équation de Schrödinger qui s�apparente à un 

développement limité de la structure de bande à partir du centre de la zone de Brillouin. Plus on 

considère de bandes, c�est-à-dire plus l�ordre du développement limité est grand, plus le domaine 

de validité de la méthode s�accroît. 

Le point de départ est l�équation de Schrödinger indépendante du temps : 

( )
2

02
pH V r E
m

 
= + = 
 

"ψ ψ ψ  

dont les solutions sont des fonctions de Bloch, produits d�une partie périodique ( ),n ku r"  et d�une 

onde plane .ik re
" "

. 

L�équation vérifiée par les parties périodiques des fonctions de Bloch est la suivante : 

( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

, , , ,
0 0 0

.
2 2kp n k n k n k n k
p kH u r V r k p u r E u r
m m m

 
= + + + = 
 

"! !" " " " "  

Pour résoudre cet hamiltonien k.p, on suppose que les fonctions ( ) ( ),0n nu r u r=" "  sont connues, 

ainsi que les énergies propres en k = 0 : 'n kp n nu H u E=  et les éléments de matrice 'n nu p u" . 

On projette alors l�hamiltonien k.p sur la base des ( ),0nu r" . Les éléments de matrice de 

l�hamiltonien s�écrivent alors :  
2 2

' , ' '
0 0

.
2n kp n n n n n n

ku H u E u k p u
m m

 
= + + 
 

"! ! "δ  

Comme la base des ( )nu r"  est infinie, la résolution des états propres de cet hamiltonien ne peut 

être qu�approchée : on projette cet hamiltonien sur une base restreinte des ( )nu r" . Les valeurs 

propres de cet hamiltonien fourniront les énergies propres 
,n k

E " et les vecteurs propres fourniront 

les coefficients ci tels que : ( ) ( ), ,0n k i i
i

u r c u r=∑" " . 

En pratique, les éléments 'n kp n nu H u E=  sont les énergies des bandes en k = 0, souvent 

connues expérimentalement. Par exemple, l�énergie de bande interdite fournit les positions 

relatives des bandes de conduction et de valence. D�autres différences d�énergie sont connues 
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parce qu�elles sont mesurables optiquement, comme par exemple le couplage spin-orbite de la 

bande de valence. 

La dimension de la base, soit le nombre de bandes prises en compte, détermine le domaine de 

validité de la méthode. 

2) Du modèle de la masse effective à la théorie k.p à 8 bandes. 

Le modèle de la masse effective peut être considéré comme une théorie k.p à une bande, 

l�influence des autres bandes étant traitée comme perturbation. 

Hamiltonien à une bande : 

La matrice k.p se réduit à un seul élément : 
2 2

0 0 0
02kp

ku H u E
m

= + !  

Si on ne prend pas en compte l�influence des autres bandes, on retrouve la relation de dispersion 

de l�électron libre. Au cas où le terme 
0

.k p
m
"! "  est très faible devant les différences d�énergie entre 

bandes, on peut traiter l�influence des autres bandes par perturbation sur la bande i. On obtient 

alors : 

( )
22 2

0
,0 02

i u n n v i
i i u v

u v n i i n

u p u u p ukE k E k k
m m E E≠

 
= + +  − 

∑∑! !  

où , , ,u v x y z= . Cette méthode fait simplement varier la masse effective des bandes, qui restent 

paraboliques, comme le montre la figure 3. 

 

Hamiltonien à deux bandes :  

En considérant deux bandes uc, uv de symétrie s, d�énergies respectives Ec et Ev séparées en 

énergie par EG, on obtient l�hamiltonien suivant, où l�on peut prendre P réel : 

2

2

G
kp

E k Pk
H

Pk k

 +
=  
  

#
#  avec 

2 2
2

02
kk

m
=

# !  et 
0

v cP u p u
m

= !  

Les énergies que l�on souhaite calculer sont les valeurs propres de cette matrice. Il suffit donc de 

la diagonaliser pour les valeurs de k qui nous intéressent. 

On définit l�énergie EP de la manière suivante : 

2

0

2
P v cE u p u

m
=  de sorte que 

2 2
2 2 2

02P P

kP k E k E
m

= =
# !  

Comparons les hamiltoniens à une bande (masse effective) et à deux bandes dans le cas du GaAs 

dont les paramètres sont définis dans le tableau I. 
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Bande interdite EG = 1.519 eV 

Masse effective de conduction mC
* = 0.067 m0 

Energie d�interaction EP = 21 eV 

 
Tableau I : Paramètres du GaAs en théorie k.p à deux bandes. 

 

Si l�énergie d�interaction EP est nulle, on retrouve la relation de dispersion de l�électron libre (k.p 

à une bande), comme le montre la figure 3.  
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Figure 3 : Comparaison des relations de dispersion  

obtenues en masse effective et k.p deux bandes. 
 

Si on considère l�influence de la bande de valence comme une perturbation sur la bande de 

conduction, on obtient l�expression suivante de EC. 

( )
2 2 2 2 2 2 2 2

*
0 0

1
2 2 2

P
C G G G

G G C

Ek P k k kE k E E E
m E m E m

 
= + + = + + = + 

 

! ! !  

Avec les valeurs numériques considérées (tableau I), cette équation permet de retrouver la masse 

effective de la bande de conduction mais la non-parabolicité n�apparaît plus. 

 

Hamiltonien à huit bandes :  

La première bande de conduction du GaAs et de la plupart des semi-conducteurs est de symétrie 

« s ». Elle est notée Γ1 dans le groupe simple et Γ6 dans le groupe double Td. (avec les notations de 

Koster et al. que nous prendrons dans tout le manuscrit [Koster63]). L�effet du couplage spin-

orbite sur cette bande est simplement de remplacer la bande de conduction par deux niveaux 
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dégénérés. En revanche, la bande de valence, notée Γ5, est de symétrie « p ». Sans le couplage 

spin-orbite, cette bande se divise en trois niveaux dégénérés en k = 0 notés X , Y , Z . Ce 

couplage modifie les fonctions de base qui deviennent des mélanges des fonctions X , Y  et 

Z , et lève en partie la dégénérescence en k = 0. L�expression de ces fonctions de base est 

rappelée en annexe. On obtient deux bandes Γ8 et Γ7 séparées par l�énergie ∆. La bande Γ8 est 

dégénérée quatre fois (deux bandes de trous lourds, deux bandes de trous légers) Le couplage est 

décrit par les paramètres de Luttinger (γ1, γ2, γ3). On peut seulement définir une masse effective 

dans une direction donnée.  

Par exemple, la masse effective des trous lourds en unités atomiques est 
1 2

1
2γ γ−

 dans la 

direction [100] et 
1 3

1
2γ γ−

 en direction [111]. La description la plus simple de ce couplage des 

trous lourds et trous légers est donnée par l�hamiltonien 4×4 de Luttinger et Kohn [Luttinger55].  

La figure 4a montre les résultats obtenus avec cet hamiltonien, sans tenir compte du couplage de 

la bande Γ8 avec les bandes de conduction Γ6 et spin-orbite Γ7 supposées paraboliques. 
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Figure 4 : De la masse effective au k.p 8 bandes.  
Figure 4a : les bandes ΓΓΓΓ6, ΓΓΓΓ7 et ΓΓΓΓ8 sont indépendantes et paraboliques.  
La courbure des bandes ΓΓΓΓ6 et ΓΓΓΓ7 est l’inverse de leur masse effective  

et celle des bandes ΓΓΓΓ8 est liée aux paramètres de Luttinger.  
Figure 4b : la bande ΓΓΓΓ6 de conduction, toujours parabolique, est indépendante de la bande de 

valence (ΓΓΓΓ8, ΓΓΓΓ7) mais le couplage spin-orbite est pris en compte. 
Figure. 4c : les bandes ΓΓΓΓ6, ΓΓΓΓ7 et ΓΓΓΓ8 sont couplées. Aucune bande n’est parabolique. 

 

Les paramètres de Luttinger ont le même rôle que la masse effective pour une bande non 

dégénérée : ils permettent de tenir compte de l�influence des bandes non prises en compte dans 

l�hamiltonien considéré. Dans le cas de l�hamiltonien de Luttinger-Kohn, ils modélisent 
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l�influence de toutes les autres bandes. Ce sont les « vrais » paramètres de Luttinger, mesurés 

expérimentalement [Pfeffer90]. 

La description des bandes obtenue figure 4a est valide sur une très faible proportion (environ 5 

%) de la zone de Brillouin pour le GaAs : en effet, la bande des trous légers est couplée avec la 

bande Γ7 donc elle ne la croise pas mais la repousse ; c�est un anticroisement. L�hamiltonien à six 

bandes [Luttinger56] permet de tenir compte de ce couplage : le croisement de la figure 4a 

devient un « anticroisement » sur la figure 4b. La bande de valence n�est plus parabolique.  

Enfin, d�après la figure 4c, si la bande de conduction Γ6 est couplée à la bande de valence par 

l�hamiltonien de Pidgeon et Brown [Pidgeon66], elle devient non parabolique. Les paramètres de 

Luttinger utilisés dans cet hamiltonien sont différents de ceux de l�hamiltonien 4×4 de Luttinger-

Kohn : la bande Γ6 n�est plus seulement considérée comme perturbation : on parle de pseudo-

paramètres de Luttinger (« Luttinger-like parameters »).  

Nous verrons que dans l�hamiltonien 30×30, il n�est plus nécessaire de considérer d�autres bandes 

en perturbation, les pseudo-paramètres de Luttinger considérés seront réduits à leur plus simple 

expression : γ1 = 1, γ2 = γ3 = 0. 

 

En résumé : 

- La masse effective permet de tenir compte des autres bandes par perturbation. Pour obtenir une 

bande non parabolique, elle ne suffit pas. Il faut un terme de couplage de type Pk hors diagonale. 

- Le sommet de la bande de valence est dégénéré : la masse effective est inutilisable même à k 

« petit », d�où l�intérêt des paramètres de Luttinger. Ces paramètres ont le même rôle que la masse 

effective : ils modélisent l�influence des bandes non prises en compte dans l�hamiltonien. 

- Si deux bandes sont couplées, elles ne se croisent pas. Cette propriété, générale, est d�autant plus 

utilisée que le nombre de bandes couplées augmente. 

3) Interaction spin orbite 

L�interaction spin orbite ajoute un terme à l�équation de Schrödinger écrite au début de ce 

chapitre. Elle devient [Luttinger56] : 

( ) ( )
2

2 2
0 0

.
2 4so

pH V r V p E
m m c

ψ σ ψ ψ
 

= + + ∇ × = 
 

"!" " "  

où σ est l�ensemble des trois matrices de Pauli [Cohen-Tannoudji98]. 

On  projette cet hamiltonien sur la base des ( )nku r  : 

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ). . .ikr ikr
nk nkV p e u r e V p V k u r

"" " "" " " " "!σ σ σ ∇ × = ∇ × + ∇ ×   
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Le second terme dépendant de k (linéaire en k) est d�habitude négligé et c�est le premier qui est 

pris en compte pour obtenir l�hamiltonien vérifié par les ( )nku r [Cardona88]. 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
2 2 2

, , , ,2 2
0 0 0 0

. .
2 2 4kp n k n k n k n k
p kH u r V r k p V p u r E u r
m m m m c

σ
 

= + + + + ∇ × = 
 

" "! ! !" " " " " "  

Pour résoudre cette équation aux valeurs propres, on utilise la même méthode que sans les termes 

de spin. On projette l�hamiltonien sur la base complète des ( ),0nu r" . Un terme supplémentaire 

apparaît dans les éléments de matrice qui s�écrivent :  

( )
2 2

' , ' ' ' 2 2
0 0 0

.
2 4n kp n n n n n n n n

ku H u E u k p u u V p u
m m m c

δ σ
 

= + + + ∇ × 
 

" "! ! !" " "  

Théoriquement, la base de fonctions à considérer devient S ↑ , S ↓ , X ↑ , X ↓ , Y ↑ , 

Y ↓ , Z ↑ , Z ↓ . En pratique, « tous calculs faits », l�effet principal de l�interaction spin 

orbite est de lever la dégénérescence des bandes de symétrie p (Γ5) en introduisant un décalage ∆ 

entre les bandes des trous lourds et des trous légers (notées Γ8) et la bande « spin orbite » (Γ7).  

L�expression de ce décalage est la suivante : 

2
0

3
4 y x

V VX p p iY
m c x y

∂ ∂∆ = −
∂ ∂

!  

Pour la bande de conduction, chaque niveau est remplacé par deux niveaux dégénérés en k = 0 

dits « spin up »  symbolisé ↑  ou +  et « spin down » symbolisé ↓  ou − . 

 

La figure 5 résume les effets de l�interaction spin orbite pour la bande de valence et la première 

bande de conduction d�un semi-conducteur à bande interdite directe. La base de fonctions à 

considérer pour la bande de valence en tenant compte du couplage spin-orbite s�écrit : 

3 1 1 3, , ,
2 2 2 2

− −  pour le niveau Γ8 et 7 7,
2 2
−  pour le niveau Γ7. 
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Figure 5 : Influence du couplage spin-orbite sur la bande de valence et la première bande de 

conduction d’un semi-conducteur à bande interdite directe [Kane57].  
 

Sur la figure 5, L et J sont des moments orbitaux effectifs et M un moment magnétique effectif. 

Cette figure précise les notations utilisées dans ce manuscrit. Les relations entre les , ,X Y Z  

et les 1 3 7, ,
2 2 2
± ± ±  sont explicitées en annexe. 

Les autres effets de l�interaction spin-orbite seront détaillés en § III pour la matrice 20×20 et § IV 

pour la matrice 30×30. 

La méthode k.p est connue pour décrire le sommet de la bande de valence, sur 15 % de la zone 

de Brillouin, et le bas de la bande de conduction pour les semi-conducteurs à bande interdite 

directe, à l�aide d�un hamiltonien à 8 bandes. L�objectif des parties suivantes est de montrer que 

cette méthode peut être étendue sur toute la zone de Brillouin pour tous les semi-conducteurs en 

augmentant le nombre de bandes considérées. 

Γ6 : �J� = 1/2 et �M� = ± 1/2  
S+ = ↑  et S− = ↓  

Γ8 : �J� = 3/2 et �M� = ± 1/2, ±3/2  
3 ,
2

M M= → 3 1 1 3, , ,
2 2 2 2

− −  

Γ7 : �J� = 1/2 et �M� = ± 1/2  
7 1 1,
2 2 2

=  et 7 1 1,
2 2 2

− −=  

EG 

∆ 

Γ1 (s) : �L� = 0 
S   

Γ5 (p) : �L� = 1  
, ,X Y Z   
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III. Matrice k.p 20 bandes sp3s*« d » 

Cette matrice a été mise au point par Nicolas Cavassilas dans le cadre de sa thèse sur les semi-

conducteurs III-V [Cavassilas2000]. J�ai contribué à transposer cette méthode pour les IV-IV et à 

introduire la prise en compte de la contrainte. Je donne ici les grandes lignes de sa construction et 

quelques résultats.  

1) Construction de la matrice 

a) Le modèle sp3 

L�objectif est de calculer correctement les deux premières bandes de conduction et la bande de 

valence. Pour le remplir, nous prenons en compte les bandes de symétrie « s » et « p » en bande de 

valence comme en bande de conduction. La figure 6 schématise les bandes prises en compte dans 

ce modèle sp3 et les termes d�interaction entre elles. Les bandes de symétrie « p » sont notées Γ5 

dans le groupe simple (sans prise en compte de l�interaction spin orbite). Elles se séparent en Γ7 

(dégénérées 2 fois) et Γ8 (dégénérées 4 fois) dans le groupe double (cf. figure 5). Les bandes de 

symétrie « s » sont notées Γ1 dans le groupe simple et deviennent Γ6 (dégénérées 2 fois) dans le 

groupe double.  Ces notations sont celles du groupe Td (GaAs, sans centre d�inversion). Nous les 

utiliserons aussi pour le groupe Oh (Si, Ge, avec centre d�inversion).  

 

 
 

Figure 6 : Termes k.p et bandes pris en compte dans le modèle sp3. A gauche : notations sans 
l’interaction spin-orbite ; à droite : notations avec interaction spin-orbite. 
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Le modèle sp3 prend en compte deux bandes de type « s » et deux bandes de type « p » soit 16 

bandes en tout compte tenu des dégénérescences dues au spin. Dans le premier exemple de 

matrice k.p (2×2), nous avions noté P le terme d�interaction entre les deux bandes. Ici, il y a 

plusieurs termes d�interactions mais toutes les bandes n�interagissent pas entre elles. La prise en 

compte des règles de symétrie permet de conclure que certains termes d�interaction sont nuls. 

Seuls les termes d�interaction non nuls sont notés figure 6. Les termes avec un « prime » sont nuls 

dans Oh et non nuls dans Td. L�ordre des bandes présenté figure 6 est vérifié pour la plupart des 

semi-conducteurs qui cristallisent dans le système diamant ou zinc-blende, sauf pour le plus 

commun, le silicium. En k = 0, le minimum de la bande de conduction du Si est constitué par la 

bande Γ5C, de symétrie « p », la bande Γ1 étant située à plus haute énergie ; avec les notations 

définies figure 6, on obtient EGC négatif. 

La structure de la matrice considérée est détaillée dans [Cavassilas2000]. Les valeurs des énergies 

EG, ∆, ∆C, EGC, EGv sont connues dans la littérature. En revanche, les termes d�interaction sont 

des paramètres ajustés de façon à obtenir un diagramme de bande proche de celui donné par la 

méthode des pseudo-potentiels et qui vérifie les données connues de masses effectives et 

d�énergie de bord de zone de Brillouin, de pente moyenne nulle en bord de zone de Brillouin. 

Ce modèle à 16 bandes ne permet pas d�obtenir une bande de conduction décroissante lorsqu�on 

s�éloigne de Γ, comme indiqué figure 7. En effet, pour qu�une bande ait une courbure négative, 

elle doit être couplée avec une bande située au dessus, avec un terme k.p suffisant. Ici, certes la 

première bande de conduction Γ6 est couplée avec la seconde bande (Γ7C, Γ8C) mais le terme P� 

est faible : son seul effet est d�éviter que les bandes Γ6 et Γ7C se croisent en direction [100]. 
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Figure 7 : Diagramme de bande du GaAs obtenu avec le modèle sp3.  
La bande de conduction reste croissante de [000] à [100]. 
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Il est donc nécessaire de prendre en compte d�autres bandes, au dessus des bandes considérées, 

d�où l�intérêt du modèle k.p à 20 bandes. 

b) Prise en compte des bandes supérieures 

Les bandes situées au dessus de celles considérées dans le modèle sp3 sont de symétrie « s » et 

« p » mais aussi de symétrie « d », dont l�influence semble plus difficile à prendre en compte. C�est 

pourquoi Nicolas Cavassilas et al. ont introduit des bandes fictives dites s* à l�instar de Vogl et al. 

[Vogl83] pour le modèle LCAO (Combinaison Linéaire d�Orbitales Atomiques) pour simuler 

l�influence des bandes supérieures sans les prendre en compte directement. 4 bandes de symétrie 

« s » ont ainsi été introduites (une bande liante, une bande antiliante, multiplié par 2 pour tenir 

compte du spin). Comme ces bandes sont fictives, non seulement le terme d�interaction k.p mais 

aussi leur énergie en k = 0 et leur non-parabolicité sont ajustables. Ainsi, le terme diagonal de la 

matrice 20 bandes H20 s�écrit pour une bande s* : 

( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( )

2 2 2 2 2 2 2 2 22 2 2 2

4 2
0 0 0

2 2 22 2 22 2 2 2
2 2 2

2
0 0 0

27 ' 3 ' 1
2 2 2

'' 27 ''' '' ' 3 ''' '' 1 '
2 2 2

x y z x y y z z x
U U U U U U U U U

x y z
U U U U U U U x y y z

k k k k k k k k kkE k E
m m k m k

k k kk k k k k
m m k m

α α α β α α β

α α α β α α β

+ +
= + + − + − − +

           + − + − − +               

! " " "

" " " ( )2 2 2
z xk k+

 
avec U = A ou L pour la bande antiliante ou liante. Les α et β sont des paramètres ajustables qui 

modifient la forme de la bande qui n�est plus sphérique, tout en vérifiant les propriétés de 

symétrie en kx, ky, kz. Comme ces bandes sont fictives, le terme diagonal peut être différent de la 

relation de type électron libre 2 2
02k m"  à condition de respecter la symétrie du cristal. La forme 

de chacune des bandes s* est décrite par 6 paramètres ajustables, y compris l�énergie en k = 0. La 

figure 8 résume les bandes et les termes k.p pris en compte dans le modèle sp3s*. 
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Figure 8 : Termes k.p et bandes prises en compte dans le modèle sp3s*. Nous utilisons les 
notations du groupe Td (sans signe en exposant) mais rappelons celles du groupe Oh pour le 

groupe simple (sans couplage spin orbite) à gauche et pour le groupe double à droite. 
 

Comme précédemment, les termes « en prime » sont nuls dans le groupe Oh (Si, Ge) pour des 

raisons de symétrie grâce à la présence du centre d�inversion et non nuls dans le groupe Td 

(GaAs). L�introduction de ces bandes s* a permis de faire redescendre la bande de conduction du 

GaAs mais des problèmes se posaient toujours en direction [111], c�est pourquoi l�influence des 

bandes « d » a aussi été modélisée à l�aide de pseudo paramètres de Luttinger. 

En bande de valence, les paramètres de Luttinger permettent de décrire l�anisotropie des bandes. 

Comme la masse effective pour une bande de symétrie « s », ces paramètres modélisent 

l�influence des bandes non prises en compte pour une bande de symétrie « p ». Pourquoi ne pas 

en introduire aussi pour la bande de conduction de type « p » ? Les paramètres notés 

( )1 2 3, ,m m m
C C Cγ γ γ  dans [Cavassilas2001] modélisent ainsi en centre de zone de Brillouin l�influence 

des bandes éloignées (d notamment) pour la bande de conduction de type « p ».  

L�hamiltonien sp3s*« d » est intégralement explicité dans la thèse de Nicolas Cavassilas 

[Cavassilas2000]. Voici maintenant quelques résultats obtenus avec cet hamiltonien. 
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2) Diagrammes de bandes du GaAs et du Si en k.p 20 bandes 

Voici tout d�abord figure 9 le diagramme de bande du GaAs obtenu par Nicolas Cavassilas. 
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Figure 9 : Diagramme de bande du GaAs obtenu avec le modèle sp3s*« d ». 
 

Pour le silicium, Nicolas Cavassilas en avait obtenu une première version que j�ai améliorée, 

notamment concernant les masses effectives en bande de conduction. Voici le diagramme que j�ai 

obtenu figure 10. 
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Figure 10 : Diagramme de bande du Si obtenu avec le modèle sp3s*« d ». 
 

Pour les deux diagrammes, les énergies en k = 0 des bandes sp3 sont celles de [Landolt-

Börnstein87]. Les paramètres ajustables ont d�abord été estimés en centre de zone de Brillouin, 
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puis en X [100] et enfin en L [½, ½, ½]. L�allure de la bande de conduction est extrêmement 

dépendante des pseudo paramètres de Luttinger et des valeurs des α et β qui régissent la forme 

des bandes s*. C�est pourquoi certaines valeurs sont données avec trois chiffres significatifs dans 

le tableau II.  

eV GaAs Si eV GaAs Si  GaAs Si  GaAs Si 

Γ8C 4.659 3.40 EP 22.5 25.68
1
m
vγ  -0.65 -1.831 αA -2.35 -2.39 

Γ7C 4.448 3.40 E�P 0.025 0 
2
m
vγ  0.20 0.0108 α�A -1.00 0.33 

Γ6 1.519 4.185 EPX 15 18.2 
3
m
vγ  -0.26 -0.733 α��A 0.18 -0.052 

Γ8 0 0 EPS 2.3 1.025    α���A 0.18 0.01 

Γ7 -0.341 -0.044 E�PS 0.2 0 
1
m
Cγ  -0.15 -0.78 βA 0.78 0.5015

Γ6v -12.5 -12.5 EPA 12 11.5 
2
m
Cγ  0.104 -0.271 β�A 0 -0.90 

EA 7.2 6.24 E�PA 0 0 
3
m
Cγ  -0.267 0.14 αL 1.40 -0.277 

EL 7 6.7 EPL 9.8 14.62    α�L 1.40 0.75 

   E�PL 0 0    α��L 0.35 0.0867

         α���L 0.35 -0.21 

         βL 0 1.54 

         β�L 0 1.22 

 
Tableau II : Paramètres utilisés pour le GaAs et le Si.  

Les énergies en k = 0 des bandes sp3 sont issues de [Landolt-Börnstein87]. 
 

Les structures électroniques obtenues sont en bon accord avec les structures de référence en 

pseudo potentiel [Chelikowsky76] sur une gamme de 6 eV environ. Plus précisément, le haut de 

la bande de valence sur 1 eV, et les deux premières bandes de conduction dans les quatre 

directions ΓX, ΓL, ΓK et XU sur 3,5 eV. Les deux premières directions ΓX et ΓL sont plus 

faciles à obtenir que les directions ΓK et ΓU, en particulier la continuité entre les points K [ ¾, 

¾, 0] et U [1, ¼, ¼] équivalents du point de vue cristallographique mais pas par construction de 

notre matrice. La seconde bande de conduction est bien décrite sur la direction XU,  mais pas 

entre Γ et K. Cette dernière bande provient de la bande d�électrons libres (2π/a) [2−x, 2−x, 0] (0 

< x < ¾) qui est issue du point Γ (2π/a) [220] dont l�énergie est environ à 20 eV au dessus du 

minimum de la bande de conduction, soit en dehors des bandes considérées par notre modèle 

k.p sp3s* « d ». 
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L�allure des diagrammes de bande ne constitue pas un critère pour évaluer la précision de ce 

modèle à 20 bandes. Les énergies en bord de zone de Brillouin (tableau III) et les masses 

effectives (tableau IV) sont des paramètres clefs pour évaluer la fiabilité de la méthode.  

 

  GaAs    Si  

 k.p TB exp  k.p TB exp 

X7C 2.210 2.328 2.35 X5C 1.38 1.35  

X6C 1.945 1.989 1.98 ∆min 1.168 1.17 1.17 

X7V -2.870 -2.929 -2.80 X5V -2.90 -3.15 -2.90 

X6V -2.968 -3.109 -2.88     

L8C 5.625 5.047 5.7 L8C 2.38 2.14 2.40 

L6C 1.841 1.837 1.85 L6C 7.56 4.39 4.15 

L8V -1.585 -1.084 -1.2 L8V -1.27 -1.08 -1.2 

L7V -1.780 -1.33 -1.42 L7V -1.29 -1.12 -1.2 

 
Tableau III : Energies en bord de zone de Brillouin comparées avec des valeurs expérimentales 
(exp) [Landolt-Börnstein87] et des valeurs obtenues en Tight Binding sp3d5s* (TB) [Jancu98]. 

 

Excepté le point L6C pour le silicium, toutes les énergies obtenues sont proches des valeurs 

expérimentales, au moins autant que les valeurs obtenues en LCAO [Jancu98] avec un nombre de 

bandes prises en compte du même ordre. Le problème de la deuxième bande de conduction du 

silicium est une des raisons qui nous ont poussés à développer la méthode k.p 30 bandes. 

Le tableau IV fournit les masses effectives des électrons en vallée Γ, L et X pour le GaAs, ∆ et L 

pour le Si ainsi que les paramètres de Luttinger pour la bande de valence. Nos résultats sont aussi 

comparés avec les valeurs obtenues en LCAO [Jancu98] et les valeurs expérimentales [Landolt-

Börnstein87] quand elles existent (les mesures par résonance cyclotron ne sont possibles que 

pour le sommet de la bande de valence ou le minimum de la bande de conduction). 
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 γ1 γ2 γ3 m(Γ) mt(X) ml(X) mt(L) ml(L) 

Si (k.p) 4.26 0.38 1.42  0.1906 0.9178 0.21 4.17 

Si (exp) 4.26 0.38 1.56  0.1905 0.9163   

Si (TB)     0.22  0.16  

GaAs (k.p) 7.07 2.40 3.05 0.067 0.22 1.19 0.13 1.56 

GaAs (exp) 6.85 2.1 2.9 0.067 0.23(*) 1.3(*) 0.075(*) 1.9(*) 

GaAs (TB)    0.067 0.237  0.117  

 
Tableau IV : Masses effectives obtenues en k.p 20 bandes comparées avec des valeurs 

expérimentales de [Landolt-Börnstein87] ou (*) reportées par [Vurgaftman2001]  
et des valeurs obtenues en LCAO sp3d5s* [Jancu98]. 

 

Les valeurs des masses effectives obtenues montrent l�efficacité de la méthode sp3s*« d » surtout 

pour les minima de la bande de conduction en Γ pour le GaAs et en ∆ pour le Si. Il faut noter 

que les valeurs calculées de γ1, γ2, γ3 sont à l�intérieur de l�incertitude des paramètres 

expérimentaux [Pfeffer96]. 

 

L�inconvénient majeur de cette méthode est non seulement le nombre de paramètres à ajuster 

mais aussi la précision requise sur certains d�entre eux. Une infime variation sur les pseudo 

paramètres de Luttinger ou sur la description des bandes s* induit de grandes modifications du 

diagramme de bande. De plus, comme l�objectif de ma thèse est d�étudier l�ionisation par choc 

dans le Si et les alliages SiGe, il semble important d�avoir accès à la deuxième bande de 

conduction. C�est pourquoi, nous avons développé la méthode k.p à 30 bandes, finalement 

beaucoup plus simple que l�on pourrait croire. En effet, nous allons montrer que la méthode k.p 

30 bandes exige moins de paramètres ajustables que la méthode k.p à 20 bandes.  
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IV. Matrice k.p 30 bandes (sp3d5) 

1) Construction de l’hamiltonien à 30 bandes 

a) Première étape : choix des bandes prises en compte 

Le point de départ de construction de la matrice est l�hamiltonien k.p à 15 bandes de Cardona et 

Pollak [Cardona66]. Cet Hamiltonien ne prend pas en compte l�interaction spin orbite (ils 

introduisent un terme correctif après avoir construit la matrice). Les états de base pris en compte 

sont ceux des ondes planes qui proviennent des points [000], [111] et [200] de l�électron libre ; les 

autres états sont considérés comme trop haut en énergie. La figure 11 représente la relation de 

dispersion d�un cristal 3D. 

 

 
 

Figure 11 : Relation de dispersion d’un cristal zinc blende en première zone de Brillouin [Yu96] 
 

Seules les bandes provenant des points Γ correspondant aux énergies 0, 3 et 4 × 
22

0

2
2m a

π    
"  de la 

figure 11 sont prises en compte dans l�hamiltonien k.p 15 bandes de Cardona et Pollak. 

L�introduction du couplage spin orbite multiplie par deux le nombre d�états considérés, c�est 

pourquoi nous construisons une matrice 30×30. Les 16 premières bandes sont celles du modèle 

sp3 décrit pour la matrice 20 bandes. Cette fois, les bandes supérieures considérées sont des 

bandes réelles de symétrie « s », « p », ou « d ». Le tableau V présente les notations utilisées pour 
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les niveaux d�énergie considérés. Nous utilisons toujours les notations du groupe Td, définies dans 

[Koster63] même pour le Si ou le Ge du groupe Oh. 

 

Groupe simple  Groupe double  

[Cardona66] Oh Td  Oh Td 

2'
uΓ  2q

−Γ  Γ1q 7q
−Γ  Γ6q 

25'
uΓ  5d

+Γ  Γ5d 8d
+Γ / 7d

+Γ  Γ8d /Γ7d 

12'Γ  3
−Γ  Γ3 8D

−Γ  Γ8-3 

1
uΓ  1u

+Γ  Γ1u 6u
+Γ  Γ6u 

15Γ  4
−Γ  Γ5C 8

−Γ / 6
−Γ  Γ8C /Γ7C 

2'
lΓ  2

−Γ  Γ1 7
−Γ  Γ6 

25'
lΓ  5

+Γ  Γ5 8
+Γ / 7

+Γ  Γ8 /Γ7 

1
lΓ  1

+Γ  Γ1V 6
+Γ  Γ6V 

 
Tableau V : Notations utilisées pour les niveaux considérés dans ce modèle 30 bandes 

 

Par rapport au modèle 16 bandes, nous ajoutons deux niveaux de symétrie « s » (soit 4 niveaux en 

considérant l�interaction spin-orbite), un niveau de symétrie « p » (6 niveaux en fait), et un niveau 

d dont les fonctions d�onde ont la symétrie de 2 23zD z r= − et ( )2 23xD x y= − soit 4 niveaux 

Dz↑, Dz↓, Dx↑, Dx↓. Les 30 bandes sont définies. Voyons maintenant les termes d�interaction 

entre elles. 

b) Deuxième étape : détermination des termes d’interaction non nuls [Koster63] 

Termes k.p :  

L�opérateur p a la symétrie des bandes Γ5 dans Td et Γ4
� dans Oh. Dans Td, les seuls termes 

d�interaction k.p nuls sont du type 1 5 1Γ Γ Γ . Tous les autres peuvent exister. Dans Oh, si le 

produit des signes en exposant est négatif (intégrale de fonctions impaires), le terme k.p non nul 

dans Td devient nul dans Oh. 

 

Termes d�interaction spin orbite :  
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L�Hamiltonien représentant l�interaction spin orbite s�écrit ( )2 2
0

.
4soH V p

m c
"! " "σ= ∇ × . 

( ).V p σ∇ ×
" " "  a la symétrie de Γ4 dans Td et de Γ4

+ dans Oh. Dans Oh, les seuls termes non nuls 

sont 5 4 5
+ + +Γ Γ Γ , 4 4 4

− + −Γ Γ Γ  et 4 4 3
− + −Γ Γ Γ . Dans Td, les seuls termes non nuls sont du type 

5 4 5Γ Γ Γ  et 3 4 5Γ Γ Γ . 

 

Termes considérés dans la matrice 30×30 : 

Dans le groupe Oh, il n�y a que 10 termes d�interaction k.p différents, comme le montre la figure 

12.  

 

 
 

Figure 12 : Termes d’interaction k.p et spin orbite pour le groupe Oh. A gauche, les notations du 
groupe simple, à droite, celles du groupe double et les fonctions d’onde associées à chaque 

niveau d’énergie considéré dans le modèle k.p 30 bandes [Richard2004]. 
 

Tous les autres termes sont nuls pour des raisons de parité. En revanche, dans le groupe Td, à 

cause de l�absence de centre d�inversion, 8 termes supplémentaires doivent être pris en compte 

comme indiqué figure 13. 
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Figure 13 : Termes d’interaction k.p ou spin orbite supplémentaires dans le groupe Td  par 

rapport au groupe Oh. 
 

L�interaction spin orbite introduit des termes supplémentaires. Les états de base considérés sont 

de trois sortes, correspondant à la symétrie de la fonction d�onde. Les niveaux Γ1 sont de 

symétrie « s » ; l�interaction spin-orbite les transforme en deux états dégénérés S↑ et S↓ notés Γ6. 

Le niveau Γ3 est associé à une fonction « d » ; l�interaction spin orbite n�introduit pas non plus de 

décalage entre les niveaux Dz↑, Dz↓, Dx↑, Dx↓, de symétrie Γ8 et notés Γ8-3. Enfin, nous avons vu 

l�effet de cette interaction sur le niveau « p » de la bande de valence (Γ5) qui se sépare en deux (Γ8, 

Γ7). Tous les niveaux de type « p » subissent cette transformation. Les fonctions de Bloch qui 

diagonalisent l�interaction spin-orbite dans le multiplet (Γ8, Γ7) sont détaillées en annexe 

[Pfeffer90]. 

 

Dans le groupe Oh, les décalages introduits à l�intérieur des niveaux Γ5 s�écrivent : 

2 2
0

3
4 y x

V VX p p iY
m c x y
! ∂ ∂∆ = −

∂ ∂
 pour Γ5, 

2 2
0

3
4C C y x C

V VX p p iY
m c x y
! ∂ ∂∆ = −

∂ ∂
 pour Γ5C, 

2 2
0

3
4d d y x d

V VX p p iY
m c x y
! ∂ ∂∆ = −

∂ ∂
 pour Γ5d. 

Des couplages interbandes apparaissent aussi. Ils s�écrivent : 

P�dZ

P� 

P�3C 

P�qC 

P�Ud 

P�UX 

P�V

P�Vd

∆�3d 

∆�

∆�Cd 

∆�3X 
Γ6 

Γ7 
Γ8 

Γ7C 
Γ8C 

Γ7d 

Γ8d 

Γ8-3 

Γ6u 

Γ6q 

Γ6V 
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2 2
0

3
4dZ d y x

V VX p p iY
m c x y
! ∂ ∂∆ = −

∂ ∂
 entre les niveaux Γ5 et Γ5d, 

3 2 2
0

1
42C z z y C

V VD p p iX
m c y z

∂ ∂∆ = −
∂ ∂

!  entre les niveaux Γ3 et Γ5C. 

 

Dans le groupe Td, d�autres couplages interbandes apparaissent : 

2 2
0

' 3
4Cd d y x C

V VX p p iY
m c x y
! ∂ ∂∆ = −

∂ ∂
entre les niveaux Γ5C et Γ5d, 

2 2
0

' 3
4 C y x

V VX p p iY
m c x y
! ∂ ∂∆ = −

∂ ∂
entre les niveaux Γ5C et Γ5, 

3 2 2
0

1'
42d z z y d

V VD p p iX
m c y z

∂ ∂∆ = −
∂ ∂

!  entre les niveaux Γ3 et Γ5d, 

3 2 2
0

1'
42X z z y

V VD p p iX
m c y z

∂ ∂∆ = −
∂ ∂

!  entre les niveaux Γ3 et Γ5. 

Tous ces couplages sont aussi schématisés figures 12 et 13 dans lesquelles sont aussi détaillés tous 

les éléments de matrice k.p qui peuvent être non nuls. 

En pratique, pour les semi-conducteurs du groupe Oh, il suffit d�ajuster les 10 termes d�interaction 

k.p. Pour l�interaction spin-orbite, seules les valeurs connues de ∆ et ∆C ont été introduites, tous 

les autres couplages ∆ étant nuls. Dans Td, il a suffi d�ajuster un seul terme k.p supplémentaire 

(P�) et de rajouter le couplage ∆�, entre les bandes Γ5 et Γ5C pour obtenir une structure 

électronique en bon accord avec les données existantes, à l�épaisseur du trait près. La valeur de ce 

couplage ∆� est connue [Pfeffer96]. 

c) Troisième étape : ajustement des paramètres  

Après avoir construit le canevas de la matrice, il s�agit de déterminer les paramètres définis 

précédemment, soit à l�aide de valeurs connues dans la littérature, soit par ajustement sur des 

diagrammes en pseudo potentiel, sur des masses effectives connues ou des paramètres de 

Luttinger, connus eux aussi [Landolt-Börnstein87]. 

Les niveaux d�énergie en k = 0 sont connus pour les 16 premières bandes [Landolt-Börnstein87]. 

Pour les nouvelles bandes, les énergies proposées par Cardona et Pollak [Cardona66] pour Si et 

Ge ont été retenues. Les niveaux d�énergie du GaAs ont été calculés avec la même méthode que 

celle de [Cardona66], basée sur des raisonnements en pseudo potentiel. De toute façon, il n�est 

pas nécessaire de connaître très précisément les grandes énergies en k = 0 : le terme d�interaction 
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k.p est ajusté en ayant fixé cette énergie. Si on modifie légèrement cette énergie et qu�on réajuste 

le terme k.p, la partie utile du diagramme de bande ne sera pas altérée.  

 

Les niveaux d�énergie en k = 0 étant fixés (ainsi que les couplages spin-orbite), la partie la plus 

difficile est l�ajustement des termes k.p. Pour cela, un algorithme de minimisation de fonction (du 

logiciel MATLAB) permet par itérations successives de se rapprocher d�une fonction objectif. Le 

problème est de définir cette fonction afin d�obtenir un résultat suffisamment précis en faisant en 

sorte que l�algorithme converge. 

1) D�abord, la fonction objectif est une série de points issus d�un diagramme en pseudo-potentiel 

[Chelikowsky76] ; environ 10 points par direction ΓX, ΓL, ΓK, XU et par bandes. Un ordre de 

grandeur des termes k.p est ainsi obtenu, mais les masses calculées sont loin d�être satisfaisantes. 

De plus, le diagramme est discontinu en K,U. Eviter cette discontinuité est une contrainte forte 

en k.p. En effet, cette méthode peut être considérée comme un développement limité autour de 

k=0 ; comme le point K,U est le plus éloigné du centre de la zone de Brillouin, il est assez 

critique. Les méthodes pseudo potentiel ou liaisons fortes peuvent au contraire être assimilées à 

des développements en série de Fourier, où la périodicité du réseau (et l�équivalence des points K 

et U) sont obtenues par construction.  

2) L�objectif suivant est encore une série de points, mais avec cette fois un grand nombre de 

points aux endroits où les masses sont connues et autour du point K,U pour assurer la continuité. 

Les intervalles de variation des termes k.p sont restreints aussi pour assurer la convergence de 

l�algorithme alors que la fonction objectif est plus précise. Les valeurs initiales des termes à ajuster 

sont les résultats de l�étape précédente. 

3) La fonction objectif finale n�est plus seulement une série de points ( )E k
"

 mais contient aussi 

des valeurs des masses et des paramètres de Luttinger à obtenir, ainsi que des énergies en bord de 

zone de Brillouin. Cette fois, l�algorithme estime les masses effectives (en calculant la courbure 

obtenue sur le diagramme calculé) et minimise la différence entre les masses expérimentales et 

calculées.  

L�estimation des paramètres de Luttinger est plus simple que celle des masses. En effet, un intérêt 

considérable de cette méthode à 30 bandes par rapport au k.p 20 bandes est l�absence de pseudo 

paramètres de Luttinger car il n�est plus nécessaire de prendre en compte l�influence des bandes 

extérieures au modèle pour obtenir les paramètres expérimentaux. Les paramètres obtenus par la 

méthode 30 bandes s�écrivent directement à partir des énergies d�interaction k.p et des énergies à 

l�origine : 
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' ' '
3

1
5 3 6 6 6

21 1 41
3 3 3 3 3 3 3

PqXPdX P X PVX PuXP PX

G G GC G GC C d q V u

EE E E EE E
E E E E E E E E E E

γ
 

= − + + + + + + − + + + + ∆ 
 

( )
' ' '

3
2

6 6 6 5 3

1 2
6 3 6 6 3

PqX PuX PVX PdX P XP PX

G q u V G GC d d

E E E E EE E
E E E E E E E E

γ
 

= + + − − − +   + 
 

( )
' ' '

3
3

6 6 6 5 3

1 1
6 3 6 6 3

PqX PuX PVX PdX P XP PX

G q u V G GC d d

E E E E EE E
E E E E E E E E

γ
 

= + + − + + −   + 
 

Les numérateurs de ces expressions sont les énergies d�interaction : elles sont reliées aux termes 

k.p par la relation : 
2 2

2 2 2

02P P

kP k E k E
mαβ αβ αβ= =

# ! . Les dénominateurs sont les niveaux d�énergie en 

k = 0. La masse effective mC en Γ en bande de conduction peut aussi s�exprimer directement de 

la même manière : 
'

5

1 1 2 1 21
3 3

PdP P
C

C G G GC GC C d G

EE E
m E E E E E E

γ
   

= = + + − + −   + ∆ + ∆ −   
 

Le calcul d�une structure électronique satisfaisante est loin d�être aussi évident que cette 

description le laisse entendre. Les critères de construction de la fonction objectif sont ceux 

précités, mais l�importance relative à accorder à chacun dépend étroitement des caractéristiques 

de chaque semi-conducteur. Néanmoins, voici quelques structures électroniques obtenues à l�aide 

de cette méthode k.p à 30 bandes  

2) Résultats : diagrammes de bandes de Si, Ge et GaAs 

Cette méthode k.p à 30 bandes donne accès aux relations de dispersion de ces semi-conducteurs 

sur une gamme de [�6 eV, +5eV] autour du maximum de la bande de valence sur toute la zone 

de Brillouin, avec seulement 10 (Si, Ge) ou 11 paramètres à ajuster pour GaAs [Richard2004a]. 

Voilà tout d�abord dans le tableau VI les énergies en k = 0 utilisées. 

 
eV Ge Si GaAs eV Ge Si GaAs 

Γ8C 3.22 3.40 4.569 Γ6q 18.36 13.46 13.64 

Γ7C 3.01 3.40 4.488 Γ8d 17.0 12.78 11.89 

Γ6 0.90 4.185 1.519 Γ7d 17.0 12.78 11.89 

Γ8 0 0 0 Γ8-3 10.47 9.66 10.17 

Γ7 � 0.290 � 0.044 �0.341 Γ6u 7.77 7.07 8.56 

Γ6V �13.14 �12.92 �12.55     

 
Tableau VI : Energies en k = 0 pour Si, Ge et GaAs en k.p 30 bandes. 
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Pour Si et Ge, les valeurs sont celles de [Cardona66]. Pour GaAs, les énergies de la première 

colonne sont issues de [Landolt-Börnstein87], celles de la dernière colonne sont calculées selon la 

méthode exposée par Cardona et Pollak, en utilisant le pseudo-potentiel.  

Le tableau VII donne les énergies d�interaction k.p. 

 

eV Ge Si GaAs eV Ge Si GaAs 

PE  24.60 19.96 22.37 
PdE  0.0051 1.193 0.010 

PXE  17.65 14.81 16.79 
PXdE  12.23 7.491 4.344 

3PE  5.212 4.475 4.916 
3P dE  15.76 9.856 8.888 

2PE  2.510 3.993 6.280 
2P dE  27.59 20.76 23.15 

PSE  1.071 1.092 2.434 
PUE  17.84 16.36 19.63 

'
PE  

0 0 0,0656 ' ' ' ' ' ' '
3 2, , , , , ,Pd P P PS PU PSd PUdE E E E E E E  

0 

 
Tableau VII : Energies d’interaction k.p. 

 

10 paramètres ont été ajustés pour le Si et le Ge. Le fait que seulement 11 paramètres (au lieu de 

18) aient été ajustés pour le GaAs ne semble pas gênant compte tenu de la précision recherchée 

pour le diagramme de bande du GaAs (figure 14). 
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Figure 14 : Diagramme de bande du GaAs massif obtenu en k.p 30 bandes à T = 0 K. 
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Comme en k.p à 20 bandes, la seconde bande de conduction est bien décrite sur la direction XU, 

mais pas entre Γ et K. Cette dernière bande provient de la bande d�électrons libres (2π/a) [2−x, 

2−x, 0] (0 < x < ¾) qui est issue du point Γ (2π/a) [220] dont l�énergie est environ à 20 eV au 

dessus du minimum de la bande de conduction, soit en dehors des bandes considérées par notre 

modèle k.p sp3d5. C�est pourquoi la zone de validité de cette méthode s�arrête à 5 eV au dessus du 

maximum de la bande de valence.  

Le seul terme « en prime » non nul pour ce diagramme, P�, permet l�anticroisement de la première 

et de la seconde bande de conduction en direction [100]. Comme ce terme n�existe pas dans le 

groupe Oh, les deux premières bandes de conduction peuvent se croiser. C�est le cas dans le Si et 

le Ge, comme le montre la figure 15. 
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Figure 15 : Diagramme de bande du Si et du Ge obtenus en k.p 30 bandes à T = 0 K. 

 

La seconde bande de conduction redescend en vallée L (point L8C du tableau VII). L�un des 

objectifs du passage aux 30 bandes est atteint. Finalement, prendre en compte les niveaux d 

directement et non par l�intermédiaire de bandes s* et de pseudo paramètres de Luttinger permet 

d�étendre leur influence à toute la zone de Brillouin et non seulement à son centre. On obtient 

ainsi la redescente de la seconde bande de conduction. De plus, même si on considère 10 bandes 

supplémentaires, la matrice obtenue est plus creuse, et il y a beaucoup moins de paramètres à 

ajuster. En effet, l�ajustement des pseudo-paramètres de Luttinger, ici absents, était de loin l�étape 

la plus difficile dans la méthode k.p à 20 bandes. 
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  Si   Ge    GaAs  

 k.p TB exp k.p TB exp  k.p TB exp 

X5C 1.36 1.35  1.04 1.12 1.30 X7C 2.46 2.328 2.35 

∆min 1.17 1.17 1.17 0.95 1.00  X6C 1.94 1.989 1.98 

X5V �2.90 �3.15 �2.90 �3.99 �3.37 �3.15 X7V �2.62 �2.929 �2.80 

       X6V �2.74 �3.109 �2.88 

L8C 4.50 4.39 4.15 4.01 3.99 4.30 L8C 5.65 5.047 5.70 

L6C 2.35 2.14 2.40 0.74 0.74 0.74 L6C 1.75 1.837 1.85 

L8V �1.10 �1.08 �1.2 �1.62 �1.12 �1.40 L8V �1.25 �1.084 �1.20 

L7V �1.12 �1.12 �1.2 �1.77 �1.37 �1.40 L7V �1.42 �1.330 �1.42 

 
Tableau VIII : Energies en bord de zone de Brillouin comparées avec des valeurs expérimentales 

[Landolt-Börnstein87] et des valeurs obtenues en LCAO sp3d5s* [Jancu98]. 
 

Les résultats obtenus en matière d�énergie aux points de haute symétrie (tableau VIII) sont 

comparables au LCAO sp3d5s* de [Jancu98]. 

 

 m(Γ) mt(X) ml(X) mt(L) ml(L) 

Si (k.p) 0.1759 0.1912 0.9167 1.65 0.128 

Si (exp)  0.1905 0.9163   

Ge (k.p) 0.0380 0.195 0.93 0.0818 1.593 

Ge (exp) 0.038   0.0815 1.59 

GaAs (k.p) 0.0676 0.23 1.16 0.108 1.67 

GaAs (exp) 0.067 0.23(*) 1.3(*) 0.075(*) 1.9(*) 

 
Tableau IX : Masses effectives obtenues en k.p 30 bandes comparées avec des valeurs 

expérimentales de [Landolt-Börnstein87] ou (*) reportées par [Vurgaftman2001].  
 

Les masses effectives des minima de bande de conduction (tableau IX) diffèrent de moins de 1% 

des valeurs expérimentales. Dans le pire cas, la masse transverse en vallée L du GaAs, notre 

résultat est plus proche de la valeur expérimentale que celui de [Jancu98] qui obtient 

mt(L, GaAs) = 0.117 m0 ; dans tous les autres cas,  on obtient avec ce modèle une différence 

inférieure à 10 % entre les valeurs obtenues et les données expérimentales [Vurgaftman2001]. 
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 Si (k.p) Si (exp) Ge (k.p) Ge (exp) GaAs (k.p) GaAs (exp) 

γ1 4.21 4.26-4.28 12.60 13.35-13.25 7.18 6.85-6.98-6.79-7.20 

γ2 0.427 0.38-0.34 3.93 4.25-4.20 2.23 2.1-2.06-1.9-2.88 

γ3 1.42 1.45-1.56 5.39 5.69-5.56 2.99 2.9-2.93-2.681-3.05 

 
Tableau X : Paramètres de Luttinger obtenus en k.p 30 bandes comparés avec des valeurs 

expérimentales ([Landolt-Börnstein87] pour Si et Ge et [Vurgaftman2001] pour GaAs).  
 

Le tableau X montre que la différence entre les valeurs obtenues par notre modèle et les données 

expérimentales est en général inférieure à 5 % ; elle est de 10 % dans le pire cas (γ2 du Si). Pour la 

bande de valence, la précision des paramètres de Luttinger semble moins bonne (tableau X) mais 

la dispersion des valeurs expérimentales existantes montre que les paramètres de Luttinger sont 

connus avec beaucoup moins de précision que les masses effectives [Pfeffer96]. 

3) Comparaison des méthodes k.p 20 et 30 bandes 

Pour obtenir une description complète de toute la zone de Brillouin, introduire directement les 

niveaux de symétrie « d » semblait beaucoup plus compliqué que de les copier, par l�intermédiaire 

de bandes s* et de pseudo-paramètres de Luttinger. C�est pourquoi la méthode sp3s*« d » avait été 

développée. L�hamiltonien correspondant est une matrice 20×20, plus facile à manipuler qu�une 

matrice 30×30. Les propriétés des bandes « s » et « p » sont bien connues donc la structure de la 

matrice est assez proche de celle de l�hamiltonien de Kane [Kane57] puisque les bandes 

considérées ont la même symétrie, y compris les bandes fictives s* de symétrie « s ». Pour la 

première fois, une méthode k.p permet de décrire la bande de conduction d�un semi-conducteur 

à bande interdite indirecte, le silicium, avec des masses effectives très proches des valeurs 

expérimentales (tableau IV). Le problème le plus important est le nombre de paramètres à 

ajuster : 25 pour le silicium. 

L�introduction des bandes « d » pour construire l�hamiltonien à 30 bandes a posé moins de 

problème que ce que nous craignions même si l�article de Cardona-Pollak [Cardona66] montrait 

déjà qu�il suffisait de 10 paramètres pour décrire les diagrammes du Si et du Ge sans couplage 

spin-orbite.  

Le nombre de paramètres ajustables a considérablement diminué. Avec 10 ou 11 paramètres, 

nous avons décrit les diagrammes de bandes de Si, Ge et GaAs sur une gamme d�énergie 

beaucoup plus grande (11 eV au lieu de 5 eV) et avec une précision similaire pour les masses 

effectives et les énergies des points de haute symétrie. 
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L�absence de pseudo paramètres de Luttinger simplifie aussi la prise en compte du confinement, 

grâce à l�absence de termes quadratiques dépendant du matériau dans la matrice. La diagonale de 

la matrice contient simplement une relation de dispersion de type « électron libre » pour chaque 

niveau d�énergie :  

( ) ( )
2 2

0

0
2

kE k E k
m

= = + "  

Bref, la prise en compte de 10 bandes supplémentaires permet d�élargir considérablement le 

domaine de validité de la méthode k.p développée au cours de cette thèse, en diminuant le 

nombre de paramètres ajustables, ce qui constitue un progrès notoire. La prise en compte de la 

contrainte est effectuée de la même manière en 20 bandes qu�en 30 bandes puisque nous ne 

considérons son effet que sur les 14 bandes utiles : la bande p de valence et les bandes s et p de 

conduction. Une autre application de la méthode k.p à 30 bandes abordée  au cours de ce travail 

est le calcul de la relation de dispersion des états évanescents dans la bande interdite 

[Drouhin2003], [Richard2004b]. 
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V.  Prise en compte de la contrainte dans les alliages SiGe 

1) Diagramme de bande du SiGe massif 

Pour construire le diagramme de bande du Si1-xGex, quelques données sont disponibles dans la 

littérature : le paramètre de maille, les constantes A, B, C, reliées aux paramètres de Luttinger, 

décrivant la bande de valence, l�énergie de bande interdite, quelques masses effectives en bande 

de conduction. Schmid, Christensen et Cardona [Schmid90] font aussi remarquer que le SiGe ne 

subit pas seulement une relation linéaire entre Si et Ge : en effet, l�alliage Si0.5Ge0.5 n�a plus de 

centre d�inversion, comme GaAs : ce semi-conducteur fait donc partie du groupe Td et non plus 

Oh comme Si et Ge. Pour le décrire à l�aide de notre méthode k.p à 30 bandes, il y aura donc des 

paramètres « en prime ».  

 

a) Paramètres choisis dans notre modèle 

Paramètre de maille : aSi = 5.432 Å ; aGe = 5.657 Å à 0 K 

1

20.200326 0.0247
x xSi Ge Sia a x x

−
= + +  d�après [Dismukes64] 

Le décalage par rapport à la relation linéaire (bowing) maximal est de 0.44 % (Dans la littérature, 

il varie entre 0.19% [Theodorou94] et 0.58 % [Shen95]). 

 

Niveaux d�énergie : 

La dépendance du gap indirect en fonction de x est bien connue à 300 K [People85] et peut être 

ramenée à 0 K [Van de Walle86]. Le décalage dû à l�interaction spin-orbite en bande de valence ∆ 

est linéaire en x [Schäffler97], [Braunstein63]. Braunstein prédit des relations linéaires en x pour 

tous les niveaux d�énergie en Γ et L, mais pas en X. 

Voici tableau XI les énergies à l�origine considérées dans notre modèle (l�origine des énergies est 

prise au sommet de la bande de valence ; on utilise les notations du groupe Td pour les niveaux) : 
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Niveaux Γ Silicium Massif Germanium massif Si1-xGex 

Γ6q 13.46 [CP] 18.36 [CP] 13.46(1-x)+18.36x 

Γ8d 12.78 [CP] 17.0 [CP] 12.78(1-x)+17x 

Γ7d 12.78 [CP] 17.0 [CP] 12.78(1-x)+17x 

Γ8-3 9.66 [CP] 10.47 [CP] 9.66(1-x)+10.47x 

Γ6u 7.07 [CP] 7.77 [CP] 7.07(1-x)+7.77x 

Γ8c 3.4 [LB] 3.21 [LB] 3.4�0.59x+0.4x² (*) 

Γ7c 3.4 [LB] 3.01 [LB] 3.4�0.79x+0.4x² (*) 

Γ6 4.185 [LB] 0.9 [LB] 4.185(1-x)+0.9x 

Γ8 0 0 0 

Γ7 �0.044 �0.29 �0.044 (1-x)�0.29x 

Γ6V �12.92 [CP] �13.14 [CP] �12.92 (1-x)�13.14x 

 
Tableau XI : Energies en k = 0 du Si1-xGex en k.p 30 bandes.  

[CP] = [Cardona66], [LB] = [Landolt-Börnstein87] ; (*) : Variation parabolique pour ajuster la 
bande interdite du SiGe aux valeurs expérimentales de [People85]. 

 
Toutes ces énergies sont choisies linéaires en fonction de la proportion de Ge. Seule l�énergie 

correspondant à la bande interdite indirecte suit une relation parabolique pour obtenir la bande 

interdite indirecte de [People85]. 

 
Énergies d�interaction (eV): 

 
Énergie Silicium Massif Germanium massif Si1-xGex 

EP 19.963 24.596 19.963(1-x)+24.596 x 

EPX 14.806 17.649 14.806(1-x)+17.649 x 

EP3X 4.475 5.212 4.475(1-x)+5.212 x 

EPqX 3.993 2.510 3.993(1-x)+2.510 x 

EPd 1.193 0.005122 1.193(1-x)2.5+0.005122x2.5

EPCd 7.491 12.230 7.491(1-x)+12.230 x 

EP3d 9.856 15.757 9.856(1-x)+15.757 x 

EPqd 20.757 27.578 20.757(1-x)+27.578 x 

EPuC 16.356 17.845 16.356(1-x)+17.845 x 

EPVC 1.092 1.071 1.092(1-x)+1.071 x 

 
Tableau XII : Energies d’interaction k.p prises pour modéliser le Si1-xGex en k.p 30 bandes. 
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La valeur particulière de EPd (tableau XII) permet d�assurer la continuité du diagramme en K,U : 

elle a été obtenue en minimisant la discontinuité en K,U. 

Le SiGe n�est pas une combinaison linéaire de Si et de Ge : en perdant son centre d�inversion, il 

fait partie du groupe Td . De nouveaux paramètres P� ou ∆� sont pris en compte.  

∆� est l�interaction spin orbite entre les bandes de type « p » de valence et de conduction. Ce 

terme est nul dans Si ou dans Ge et évalué à 0.13 eV dans Si0.5Ge0.5 [Schmid90]. Il ne modifie pas 

sensiblement les bandes. Voici l�expression de ∆� considérée dans notre modèle : ∆�=0.52 x(1-x) 

 

P� couple les bandes « s » et « p » de conduction : par conséquent, un splitting apparaît en X (0.4 

eV sur le diagramme de [Schmid90]) entre ces bandes (dans Ge et Si, ce splitting est nul : les deux 

bandes se rejoignent avec des pentes opposées). L�existence de ce paramètre P� modifie la 

variation des masses de bande de conduction qui ne sont plus linéaires en fonction de x � Ce 

terme P� est donc assez faible pour ne pas modifier visiblement les masses mais fait quand même 

apparaître un splitting en X : EP�=0.02 x(1-x) (eV) 

 

En résumé, la structure électronique de Si1-xGex est issue d�une relation linéaire entre Si et Ge 

pour tous les éléments de matrice k.p sauf EPd, et pour tous les niveaux d�énergie en Γ sauf celui 

de la bande « p » de conduction. Pour ce niveau, une relation parabolique permet d�ajuster la 

variation du gap indirect aux mesures [People85]. Les termes supplémentaires P� et ∆� permettent 

d�obtenir un splitting en X même si l�effet de ∆� n�est pas primordial.  

Avec tous ces paramètres, voici les diagrammes de bande obtenus. 

 

b) Résultats : relations de dispersion, bande interdite et masses effectives 

Voici tout d�abord quelques diagrammes de bande obtenus avec notre modèle : 
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Figure 16 : Diagrammes de bande du Si1-xGex pour x = 0.8, 0.6, 0.4, 0.2 obtenus en k.p 30 bandes.  
 

Pour valider notre modèle, comparons les résultats obtenus aux données expérimentales 

existantes, l�énergie de bande interdite, les masses effectives et les paramètres de bande de 

valence. 
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Figure 17 : Bande interdite indirecte du Si1-xGex (Les points sont extraits des données 

expérimentales à 300 K de [People85], transposées à 0 K par [Van de Walle86],  
et les traits continus sont les résultats obtenus en k.p à 30 bandes). 

 

Pour x < 0.84, le minimum de la bande de conduction du Si1-xGex est en ∆ comme celui du 

silicium ; pour x > 0.84, le minimum de la bande de conduction est en L, comme celui du 

germanium. 

 

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1

1.2

1.4

1.6

1.8

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
x de Si 1-x Ge x

m
as

se
s e

ff
ec

tiv
es

 (m
0)

Vallée L : mlongitudinale

Vallée ∆ : mlongitudinale

Vallée ∆ : mtransverse

Vallée L : mtransverse

 
Figure 18 : Variation des masses effectives du Si1-xGex en fonction de x. 

 

D�après Rieger et Vogl [Rieger93], ces masses de conduction varient, à peu près, linéairement en 

fonction de x, la linéarité est parfaite dans la simulation, sans introduire de paramètre P�, mais 

dans ce cas, le splitting n�existe plus en X. Le paramètre P� non nul est la cause des légères 

variations montrées figure 18. 
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Pour la bande de valence, les paramètres à considérer sont ceux de Luttinger ou les paramètres A, 

B, C, qui s�obtiennent à partir de ceux de Luttinger. Comme le montre la figure 19, nos résultats 

concernant les paramètres de la bande de valence correspondent aux données de [Schäffler97]. 
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Figure 19 : Paramètres de la bande de valence du Si1-xGex obtenus en k.p à 30 bandes.  

Les points pour x = 0 ou 1 sont les données de [Landolt-Börnstein87] sur les 2 graphes.  
Pour les paramètres A, B , C, les points sont ceux de [Schäffler97].  
Les lignes continues sont les résultats obtenus en k.p à 30 bandes. 

 

Notre modèle k.p à 30 bandes permet d�obtenir tous les diagrammes de bande du Si1-xGex quel 

que soit x. Mais lorsqu�on fait croître du Ge sur du SiGe, le Ge est contraint à cause de la 

différence de paramètre de maille entre Si et Ge. Voyons les effets de la contrainte sur le 

diagramme de bande. 

2) Prise en compte de la contrainte en k.p 

a) Origine de la contrainte 

Le désaccord de maille entre le silicium et le germanium est de 4.2 % : l�alliage Si1-xGex suit la loi 

suivante : 

 
1

20.200326 0.0247
x xSi Ge Sia a x x

−
= + +  d�après [Dismukes64] 

A cause de ce désaccord de maille, une couche de SiGe épitaxiée sur silicium, par exemple, subit 

une contrainte en compression biaxiale. Suivant les conditions de la croissance et la proportion de 

germanium, la couche de SiGe peut absorber élastiquement la contrainte, et croître avec le même 

paramètre de maille (dans les directions du plan de la couche) que son substrat (couche 
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pseudomorphique) jusqu'à une épaisseur critique (hc) au-delà de laquelle le semi-conducteur se 

relaxe progressivement et apparaissent des dislocations (figure 20).  

 
Fig. 20 : Représentation bidimensionnelle de l’accord de maille entre une couche SiGe crue sur 

substrat Si, avec relaxation de la croissance à l’hétérojonction, laissant apparaître des dislocations 
ou avec accord pseudomorphique contraignant en compression la couche SiGe. 

 

Entre une faible épaisseur pour laquelle la contrainte ne peut pas se relâcher conduisant à une 

couche « stable », et une grande épaisseur où la couche est « relaxée », il existe une gamme 

d�épaisseur pour laquelle la couche est métastable (fig. 21), pour chaque fraction de germanium. 

Initialement, la couche peut être contrainte, mais tout apport d�énergie favorise la génération de 

dislocations, notamment lors de recuits ou d�implantations ultérieures. L�épaisseur critique est 

plus grande lorsque la couche contrainte épitaxiée est recouverte (« sandwich ») d�une couche de 

composition identique à celle du substrat ou de la couche tampon initiale. 

 

 
Fig. 21 : Variation de l’épaisseur critique (stabilité de l’accord pseudomorphique) d’une couche 

SiGe (non recouverte) sur substrat Si [Ismail93]. 
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 48 

Sur une couche d�alliage relaxée, on peut de nouveau épitaxier du silicium et ainsi obtenir du 

silicium contraint sur SiGe. Le diagramme de bande d�un semi-conducteur contraint non relaxé 

est différent de celui du semi-conducteur massif car la contrainte abaisse la symétrie du cristal. 

L�énergie de bande interdite est modifiée, la dégénérescence est levée en bande de valence� 

L�hamiltonien de contrainte biaxiale présenté ci-après permet de prendre en compte ces 

modifications dans le calcul du diagramme de bande. 

b) Hamiltonien de contrainte biaxiale 

Lorsqu�on dépose une couche de Si1-xGex sur du Si1-yGey relaxé, on induit une brisure de symétrie 

selon l�axe de croissance [001] parallèle à Oz. Le Si1-xGex adopte le paramètre de maille du Si1-yGey 

dans le plan des couches. La différence de maille entre le Si1-xGex et le Si1-yGey se traduit par 

l�établissement d�un champ de contrainte biaxiale à l�intérieur de la couche de Si1-xGex.  

Pour une épaisseur inférieure à l�épaisseur critique, les composantes du tenseur de déformation 

subie par la couche de Si1-xGex sont les suivantes : 

0xy yz zxε ε ε= = =  

1 1

1

//
y y x x

x x

Si Ge Si Ge

xx yy
Si Ge

a a
a

ε ε ε − −

−

−
= = =  

où 
1 y ySi Gea
−

et 
1 x xSi Gea
−

sont respectivement les paramètres de maille du substrat et de la couche 

contrainte déposée. 

12
//

11

2zz

C
C

ε ε ε⊥ = = −  

où C11 et C12 sont les constantes d�élasticité [Landolt-Börnstein87].  

La contrainte biaxiale subie par le Si1-xGex peut se décomposer en une contrainte hydrostatique, 

qui décale les niveaux d�énergie, et une contrainte uniaxiale qui lève les dégénérescences en Γ en 

bande de valence et en ∆ en bande de conduction. 

Les potentiels de déformation ac , av et bv définis en centre de zone par Bir et Pikus [Bir74] relient 

les déformations ε et les décalages des niveaux d�énergie de la couche contrainte. ac est lié à la 

bande de conduction et (av , bv) à la bande de valence. Pour un semi-conducteur à bande interdite 

directe tel GaAs, les bandes les plus utiles autour de la bande interdite sont Γ1C et Γ5V. Les 

paramètres ac et av donnent accès au décalage en énergie de la bande interdite, et  bv fournit le 

« splitting » qui apparaît en bande de valence. Dans un semi-conducteur à bande interdite 

indirecte tel que le silicium, le minimum de la bande de conduction est en ∆ ; la contrainte 

uniaxiale lève aussi la dégénérescence en bande de conduction en décalant les vallées ∆2 dans l�axe 



 

 49 

de croissance des couches par rapport à celles dans le plan des couches ∆4. Jusqu�à présent, pour 

calculer le diagramme de bande du Si contraint, seuls les potentiels locaux Ξd et Ξu permettaient 

de décrire la variation de la bande interdite et le « splitting » en bande de conduction. Mais ces 

deux paramètres ne peuvent être utilisés en k.p dont les fonctions de base sont les fonctions de 

Bloch en k = 0. C�est pourquoi nous avons introduit un paramètre bc qui permet de décrire le 

« splitting » en bande de conduction comme bv en bande de valence. Nous construisons ainsi un 

hamiltonien de contrainte de type Bir et Pikus, aussi valable pour les semi-conducteurs à bande 

interdite indirecte [Richard2003].  

Pour les niveaux de type Γ1, typiquement la bande « s » de conduction, un seul paramètre a1c suffit 

pour décrire le décalage de son énergie à l�origine. L�hamiltonien correspondant est diagonal  et 

s�écrit : 1
1

c
st cH a ε=  où //2ε ε ε⊥= + . 

Pour les niveaux de type Γ5, deux paramètres sont nécessaires, a5c(v) décrivant le décalage en 

énergie de la bande « p » de conduction (respectivement de valence), et bc(v) décrivant le splitting 

entre bandes. Les niveaux Γ5 se séparent en Γ8 et Γ7. Pour les fonctions d�ondes, les raccourcis 

suivants sont utilisés : pour Γ8c,v (J=3/2), , ,3 2 , 1 2c v c v± ±  à la place des notations usuelles de 

Luttinger et Kohn , ,3 2, 3 2 , 3 2, 1 2c v c v± ±  et pour Γ7c,v (J=1/2), ,7 2 c v±  à la place de 

,1 2, 1 2 c v± . L�Hamiltonien de Bir et Pikus correspondant s�écrit :  
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Pour calculer le diagramme de bande du Si1-xGex contraint sur du Si1-yGey relaxé, cet hamiltonien 

de contrainte est ajouté à l�hamiltonien à 20 bandes ou 30 bandes présentés précédemment. Nous 

n�avons pas considéré l�effet de la contrainte sur les autres bandes, d�une part parce qu�aucune 
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donnée n�est disponible dans la littérature, d�autre part parce que leur influence sur les bandes  

utiles Γ1, Γ5c,v est très faible. Cet hamiltonien de contrainte est aussi bien utilisable en 20 bandes 

qu�en 30 bandes. Les valeurs des paramètres a, b sont données pour le Si contraint sur SiGe en 

k.p à 20 bandes dans [Richard2003].  

Le § 3 donne les valeurs utilisées en k.p à 30 bandes pour Si1-xGex sur du Si1-yGey. 

3) Diagramme de bande du Si1-xGex contraint sur du Si1-yGey  

Les constantes d�élasticité C11 et C12 du Si1-xGex  varient linéairement avec xGe d�après Rieger et 

Vogl [Rieger93]. Nous avons donc adopté une variation linéaire entre les valeurs fournies par 

[Landölt-Bornstein87] :  

C11 = 16,772 (1-x)+13,112 x et C12 = 6,498 (1-x)+4,923 x 

Les paramètres a1c, a5c, a5v et le paramètre bv de la bande de valence du Si et du Ge sont 

directement issus de la littérature. Pour le Si1-xGex, une variation linéaire des paramètres a été 

adoptée à l�instar de [Elkurdi2003]. Les décalages des niveaux d�énergie étant définis à une 

constante près, nous avons posé a5v = 0. Les paramètres a1c, a5c fournis par [Blacha84] ont été 

utilisés ce qui donne pour le Si1-xGex :  

a1c = 5,1 (1-x) + 8,8 x ; a5c = 0,2 (1-x) + 3,9 x  

Pour la levée de dégénérescence en bande de valence, une variation linéaire entre les paramètres 

de [Van de Walle86] donne bv = -2,35 (1-x) � 2,55 x. 

Le décalage des vallées ∆2 et ∆4 en bande de conduction est donné dans la littérature par Ξu et Ξd 

+ Ξu/3-a5c [Richard2003]. Un consensus se dégage pour la valeur de Ξu, entre 9,16 [Van de 

Walle86] et 10,5 [Fischetti96] pour Si, et entre 9,42 [Van de Walle86] et 10,2 [Rieger93] pour Ge. 

La valeur de Ξd + Ξu/3-a5c est beaucoup plus incertaine : entre 0,09 [Xu93] et 2,5 [Fischetti96] 

pour Si et entre -1,9 [Rieger93] et 5,75 [Fischetti96] pour Ge. En prenant b5c = 5,1, nous 

obtenons Ξu = 9,17 pour Si et 9,43 pour Ge, ce qui est tout à fait comparable avec la littérature. 

Pour Ξd + Ξu/3-a5c, nous obtenons 0,11 pour Si et 2,41 pour Ge, ce qui est dans la fourchette des 

valeurs existantes. En bref :  

a1c=5.1 (1-x)+8.8 x 

ac=0.2 (1-x)+3.9 x 

bc=5.1 

bv=-2.35 (1-x)-2.55 x 

Voici quelques diagrammes de bande du Si1-xGex contraint sur du Si1-yGey relaxé : 
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Figure 22 : Diagrammes de bande du Si contraint en tension sur Si0.6Ge0.4, du Ge contraint en 

compression su Si0.4Ge0.6, du Si0.6Ge0.4 contraint en compression sur Si et du Si0.4Ge0.6 contraint en 
tension sur Ge. 

 

D�après la figure 22, la contrainte en tension abaisse les vallées ∆2 dans la direction de croissance 

des couches [001] par rapport aux vallées ∆4 (directions [100] et [010]) en bande de conduction, 

alors que la contrainte en compression a l�effet inverse. Pour la bande de valence, très anisotrope, 

il est moins évident de distinguer les effets de la contrainte en tension par rapport à la contrainte 

en compression. Il est usuel de dire que lorsqu�un semi-conducteur est contraint en tension, la 

bande des trous légers passe au dessus de celle des trous lourds et inversement pour une 

contrainte en compression. Cependant, cette assertion n�est vérifiée que si l�on considère comme 

masse effective l�inverse de la courbure des bandes dans la direction de contrainte [001]. Pour un 
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semi-conducteur contraint, les appellations « trous lourds » ( 3/ 2
8Γ ) et « trous légers » ( 1/ 2

8Γ ) n�ont 

plus de sens : une des deux bandes peut avoir une courbure plus importante que l�autre dans une 

direction et moins importante dans une autre. Nous utiliserons donc d�autres notations : la bande 

élevée par la contrainte sera symbolisée 8
uΓ  et la bande abaissée 8

lΓ , la bande découplée par spin-

orbite étant notée Γ7.  

Pour tracer le diagramme de bande d�une hétérostructure, il faut encore connaître la hauteur de 

barrière en bande de valence ∆Ev entre la couche contrainte et le substrat. Cette hauteur de 

barrière n�est pas directement introduite dans l�hamiltonien : en effet, il faut tenir compte du 

décalage en énergie introduit par la contrainte. D�après [Rieger93] repris par [Schäffler97], 

∆Ev = (0,47-0,06y) (x – y) pour Si1-xGex contraint sur Si1-yGey. D�après [Van de Walle86], ∆Ev (Ge 

contraint sur Si) = 0,54 eV et ∆Ev(Si contraint sur Ge) = �0,51 eV. Un décalage moyen de 

0,54 (x – y) eV fournit le diagramme suivant (figure 23) qui correspond à peu près aux données 

fournies par [Schäffler97]. 

 
Figure 23 : Hauteurs de barrière (meV) en bande de valence entre la couche contrainte de Si1-xGex 

et le substrat Si1-yGey. 
 

La méthode k.p à 30 bandes associée à un hamiltonien de contrainte permet donc d�obtenir 

toutes les données nécessaires pour tracer le diagramme de bande de n�importe quelle 

hétérostructure de Si1-xGex contraint sur Si1-yGey. Il reste à tenir compte du confinement induit 

dans la couche contrainte. 
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VI. Confinement 

Si la couche contrainte a une épaisseur de l�ordre de la longueur d�onde de de Broglie associée 

aux porteurs, elle peut être considérée comme un puits quantique dans la direction de croissance 

des couches. Dans ces conditions, le diagramme des bandes n�est plus un continuum de niveaux 

d�énergie d�allure parabolique en bas des bandes mais les niveaux d�énergie accessibles aux 

électrons sont quantifiés pour la composante du vecteur d'onde suivant la direction de croissance 

des couches. L�objectif de cette partie est de calculer ces niveaux d�énergie quantifiés, les sous-

bandes, à l�aide du formalisme de la fonction enveloppe. Le premier paragraphe présente le 

modèle de la fonction enveloppe et précise comment l�associer à la méthode k.p à 30 bandes. Au 

second paragraphe, cette méthode est mise en �uvre pour calculer des sous-bandes de trous dans 

un puits carré de Ge contraint sur SiGe. Enfin, le troisième paragraphe présente le calcul de sous-

bandes d�électrons dans un puits carré de silicium contraint sur SiGe. Le minimum de la bande de 

conduction du silicium n�étant plus en Γ mais en ∆, les fonctions tests choisies sont modifiées 

pour obtenir les sous-niveaux. 

1) Modèle de la fonction enveloppe [BenDaniel66] 

a) Position du problème 

Si on suppose que le mouvement des porteurs est libre suivant les directions du plan x-y et 

confiné suivant z (axe de croissance des couches), on peut obtenir les minima des sous-bandes en 

résolvant l�équation de Schrödinger dans l�approximation de la fonction enveloppe. 

Pour une hétérostructure de type I, le puits de largeur 2a peut être schématisé ainsi :  

 
Figure 24 : Schéma d’un hétérostructure de type I, entre un matériau B de bande interdite Eg et 

un matériau A de bande interdite Eg–Vv–Vc, Vv (resp. Vc) étant la hauteur de barrière en bande de 
valence (resp. conduction). 
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Pour utiliser le formalisme de la fonction enveloppe, il faut supposer que les matériaux puits et 

barrière cristallisent avec le même paramètre de maille et dans la même structure dans le plan de 

jonction, et que la limite entre les deux matériaux est abrupte. Dans chaque couche, la fonction 

d�onde est développée sur la partie périodique des fonctions de Bloch. Les parties périodiques des 

fonctions de Bloch ( )
0,l ku r"  sont supposées identiques dans le puits et la barrière [Bastard96]. Les 

fonctions d�onde s�écrivent de la façon suivante :  

( ) ( ) ( )
0

( )
,

b
b l l k

l
r f r u r=∑" " "ψ  dans la barrière 

( ) ( ) ( )
0

( )
,

a
a l l k

l
r f r u rψ =∑" " "  dans le puits 

Calculer les fonctions enveloppes revient à déterminer 

( ) ( ) ( )( , ) ( , ) ( , ), exp . ( )a b a b a b
l l lf r f z ik z= =

" ""
ρρ ρ χ  avec . x yk k x k y= +

" "
ρ ρ  et ( , ) ( )a b

l zχ  appelée 

fonction enveloppe, continue en A�a et A+a. 

b) Méthode de calcul de la fonction enveloppe 

La fonction d�onde recherchée vérifie toujours l�équation de Schrödinger mais elle ne peut plus 

être factorisée par ( )exp .ik r
" "  :  

( ) ( ) ( ) ( ), , ,exp .n k n k n kr ik z u r=
" "" "

ρ ρ ρρψ ρ χ  

Par conséquent, le vecteur d�onde kz est remplacé par l�opérateur i
z

∂−
∂

 dans l�hamiltonien k.p. 

Les solutions de l�équation à un vecteur d�onde kρ sont de la forme :  

( ) ( ) ( ) ( )
30

, ,exp .
bandes

k n k n k
n

r z ik u r= ∑
" "" "

ρ ρ ρρψ χ ρ  

où n indice les bandes prises en compte dans l�hamiltonien k.p à 30 bandes. 

La méthode k.p revient toujours projeter l�équation de Schrödinger sur la base des un,0. L�équation 

aux valeurs propres vérifiée par la fonction enveloppe χ(z) est la suivante : 

( ) ( ) ( )
2 2

2
, 2

0 0 0

( )
2l m l m l m l z m

kd i dH z V z k u u u p u u p u z z
m dz m m dz

ρ
ρ ρχ χ εχ

   
= + − + − =   
    

!! !

où Hl,m est l�élément de matrice de la l-ième ligne et m-ième colonne de l�hamiltonien à 30 bandes 

et pρ l�opérateur p dans le plan (kx, ky). 

La fonction enveloppe est calculée sur l�intervalle [0, 2A], avec A>>a de sorte que 

χ(0) = χ(2A) = 0. Elle est développée sur une base de fonctions tests ϕ i(z) , qui s�annulent en z = 

0 et z = 2A : 
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( ) ( )j j
j

z a z=∑χ ϕ  avec ( ) ( )0 2 0j j A= =ϕ ϕ  

On cherche à déterminer les coefficients aj, composantes des vecteurs propres de l�Hamiltonien 

sur la base des fonctions tests ϕ j(z). Les valeurs propres correspondent aux niveaux d�énergie 

associés. 

Chaque élément de matrice de l�hamiltonien à 30 bandes Hl,m est développé en une sous matrice 

de dimension N, où N est le nombre de fonctions tests ϕ j(z) prises en compte. La recherche des 

solutions de cette équation se fait par diagonalisation de la matrice de taille 30N×30N. Un 

compromis entre précision et rapidité du calcul permet de déterminer la valeur de N, de toute 

façon inférieure à 80 à cause de limitations internes du logiciel utilisé.  

c) Choix des fonctions tests 

Le choix des fonctions tests dépend de l�endroit où l�on souhaite calculer les sous-bandes, 

forcément en vallée Γ pour les trous, mais les sous-bandes des électrons peuvent aussi être situées 

en vallée ∆ ou L.  

 

En trois dimensions, sans confinement, les fonctions d�onde des électrons s�écrivent : 

( ) ( ) ( ). .
, ,0,

ik r ik r
n k j jn k

j
r u r e e c u r

" "" "
"
" " "ψ = = ∑  

Les cj sont les composantes des vecteurs propres déterminés par la méthode k.p sur la base des 

parties périodiques des fonctions de Bloch en k = 0. 

Soit ek
!

 le vecteur d�onde de l�extremum de la vallée où l�on souhaite calculer les sous-bandes. En 

bande de valence, 0ek =
! !

 : le sommet de la bande de valence est Γ. En revanche, le minimum de 

la bande de conduction varie selon le semi-conducteur considéré : pour le silicium contraint en 

tension, il est en vallée ∆2 dans l�axe z de croissance des couches (en direction [001]) donc 

0

20;0;0,85ek k
a
π

∆

  = =    

! !
, a0 étant le paramètre de maille du cristal considéré. Pour le germanium 

contraint, il est en vallée L (les vallées L restent équivalentes dans le cas d�une contrainte biaxiale), 

0 0 0

; ;e Lk k
a a a
π π π  = =    

! !
. 

Les fonctions d�onde des électrons situés au voisinage de l�extremum considéré ek
!

 peuvent 

s�écrire, avec 0ek k k= +
! ! !

 et 0 ek k$  :  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )0 0. . . .
,0 0 ,0,

e eik r ik r ik r ik r
j j j e jn k

j j
r e c k u r e e c k k u r e

" " " "" " " "
"

" " "" " "ψ = = +∑ ∑ . 

 

Pour un puits carré infini de largeur 2A dans l�approximation de la masse effective, les fonctions 

enveloppes sont des sinusoïdes : 

Energie de la sous bande n : 
2 2 2

* 22 4n

nE
m A

π= ! , Fonction enveloppe : ( ) 1 sin
2n

n zz
AA

πϕ  =  
 

 

Ces fonctions, qui s�annulent en 0 et 2A, constituent une base usuelle des fonctions tests pour 

développer la fonction enveloppe [Fossard2002] : 

 ( ) 1( ) sin
2j j j

j j

j zz a z a
AA

  = =   
  

∑ ∑ πχ ϕ  

Autour de Γ, cette base permet de fournir les sous-bandes de manière tout à fait satisfaisante 

[Elkurdi2003] avec un nombre N limité de fonctions tests comme le montre le paragraphe 

suivant (§ 2). En revanche, elle ne donne aucun niveau confiné en vallée ∆2 dans le cas du silicium 

contraint. En effet, pour donner accès aux niveaux confinés en ∆, N doit vérifier : 

0

20.85
2 ez
N k

A a
π π> =  soit 

0

40.85 AN
a

>   

Si on considère un puits de largeur 2a = 5 nm, on peut prendre par exemple A = 30 nm, ce qui 

donne N > 180 (avec a0(Si)=5.43 Å), impossible à simuler avec notre logiciel. Par conséquent, 

pour obtenir les niveaux confinés en un autre point ( ), ,e ex ey ezk k k k=
"

 de la zone de Brillouin, 

nous avons introduit le facteur ezik ze dans les fonctions tests : 

 ( ) exp( )
sin

2
ez

n

ik z n zz
AA

 =  
 

πϕ  

Les fonctions tests en Γ restent les fonctions sinus usuelles puisque kez = 0, et ce facteur permet 

d�obtenir les sous-bandes en ∆ ou L comme le montre le paragraphe 3. 

Après avoir choisi les fonctions tests, il reste à développer l�hamiltonien à 30 bandes sur cette 

base, c�est-à-dire à calculer tous les termes de l�hamiltonien 2D, de dimension 30N×30N. Ses 

termes sont de la forme : 

( ) ( )
2

, ,
0

exp 1sin sin exp
2 2

A
ez

j l m g l m ez

ik z j z g zH H ik z dz
A AA A

−    =    
   

∫
π πϕ ϕ  

La résolution numérique de cette équation aux valeurs propres s�effectue par diagonalisation de 

l�hamiltonien 2D. Les paragraphes suivants décrivent cette résolution en bande de valence (§ 2) et 

de conduction (§ 3). 
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2) Confinement en bande de valence 

Le sommet de la bande de valence des semi-conducteurs usuels est toujours situé au centre de la 

zone de Brillouin Γ. Pour obtenir les sous-bandes de trous, la base de fonctions tests est la base 

usuelle des fonctions propres du puits carré infini :  

( ) 1 sin
2n

n zz
AA

 =  
 

πϕ  

où 2A est le domaine sur lequel la fonction enveloppe s�étend, avec 2A > 5×2a, 2a étant la largeur 

du puits. La méthode du formalisme de la fonction enveloppe associé au k.p à 30 bandes ne peut 

pas être validée par comparaison avec la masse effective en bande de valence : le couplage des 

bandes élevées et abaissées de Γ8 modifie considérablement l�allure des sous-bandes [Yu96]. C�est 

pourquoi cette méthode a d�abord été comparée au k.p à 14 bandes développé par Moustafa El 

Kurdi durant sa thèse [ElKurdi2003] (§ a), puis elle a été utilisée sur un puits de Ge contraint sur 

SiGe (§ b),  dans lequel a été modélisé le transport en gaz bidimensionnel (Chap. 4, II).  

a) Comparaison au k.p 14 bandes [Elkurdi2003] 

Moustafa El Kurdi a calculé le diagramme de bande d�un puits quantique de 5 nm de large de 

Si0.5Ge0.5 contraint sur Si en utilisant un modèle à 6 bandes et à 14 bandes. Les niveaux d�énergie 

en k = 0 et les paramètres de Luttinger du Si0.5Ge0.5 sont un peu différents de ceux utilisés dans 

notre modèle k.p à 30 bandes comme le montre le tableau XIII. 

 

 Γ6 � Γ8 (eV) Γ7c � Γ6 (eV) Γ8 � Γ7 (eV) Γ8c � Γ7c (eV) γ1 γ2 γ3 

k.p 14 bandes 2.54 0.725 0.165 0.093 5.9 0.9 2.0 
k.p 30 bandes 2.54 0.668 0.169 0.103 6.06 0.94 2.20 

 
Tableau XIII : Comparaison des paramètres utilisés en k.p à 30 bandes et en k.p à 14 bandes pour 

obtenir la relation de dispersion du Si0.5Ge0.5 (en centre de zone pour le k.p à 14 bandes). 
 

Les paramètres utilisés diffèrent de moins de 10 %, mais l�allure des diagrammes de bande en 

deux dimensions est très sensible aux variations des paramètres de Luttinger. La hauteur de 

barrière entre le Si et le Si0.5 Ge0.5 est de 350 meV en bande de valence. La figure 25 présente à 

gauche les diagrammes obtenus par les méthodes k.p à 14 et 30 bandes et à droite une 

comparaison entre les méthodes k.p à 6 bandes et 14 bandes. Pour modéliser cette structure de 

bande, 40 fonctions tests ont été utilisées sur un espace de longueur 60 nm (12 fois la largeur du 

puits). Ces valeurs réalisent un bon compromis entre précision et temps de calcul. 
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Figure 25 : Diagrammes de la bande de valence d’un puits quantique de 5 nm de large de 

Si0.5Ge0.5 contraint sur Si. Sur les deux figures, le diagramme en traits pleins est obtenu en k.p à 14 
bandes [ElKurdi2003]. Sur celle de gauche, le diagramme en pointillés est calculé en k.p à 30 

bandes et sur celle de droite, il est obtenu en k.p à 6 bandes. 
 

Le diagramme obtenu à l'aide de la méthode k.p à 30 bandes est décalé vers le bas de 4 ou 5 meV 

par rapport au diagramme obtenu à l'aide de la méthode à 14 bandes (figure 25 gauche). Les 

différences de niveaux d�énergie en k = 0 sont principalement dues aux différences entre les 

paramètres de Luttinger, les deux courbes ayant été obtenues avec les mêmes potentiels de 

déformation et de confinement. Mais les courbes obtenues sont à peu près parallèles, en tout cas 

beaucoup plus que celles de la figure de droite. Pour la description des allures des sous-bandes, 

les modèles k.p à 14 et 30 bandes sont aussi efficaces en vallée Γ. Il est impossible de décrire les 

sous-bandes ailleurs qu�en vallée Γ à l�aide de la méthode k.p à 14 bandes. L�intérêt du passage à 

30 bandes est donc évident en bande de conduction. Pour la bande de valence, l'intérêt de la 

matrice à 30 bandes réside dans l'absence de termes du second ordre en k², plus difficiles à 

manipuler que les termes du premier ordre en k.p. Ces termes du second ordre sont notamment 

dus aux pseudo paramètres de Luttinger en bande de valence (§ IV,3).  

Cette méthode a été utilisée pour calculer la relation de dispersion des trous dans un puits carré 

de Ge sur SiGe qui constitue le canal d'un transistor à hétérojonction de type p. Cette relation de 

dispersion et les fonctions d'onde obtenues ont ensuite permis de modéliser le transport en gaz 

bidimensionnel dans ce canal (chap. 4, § II). 

b) Modélisation d’un puits carré de Ge contraint sur Si0.5Ge0.5 

Le puits quantique considéré est un puits carré de Ge de 5 nm de large, contraint en compression 

sur Si0.5Ge0.5. L'hétérojonction considérée est de type I mais les électrons en vallée L ne sont 

pratiquement pas confinés. La hauteur de barrière en bande de conduction est de 0.01 eV alors 

qu'elle est de 363 meV en bande de valence. La relation de dispersion dans le plan des couches 
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est présentée figure 26 gauche et les fonctions enveloppes correspondantes dans la direction z de 

croissance des couches figure 26 droite. 
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Figure 26 : Structure électronique et fonctions enveloppes des sous-bandes d'un puits de Ge 

contraint sur Si0.5Ge0.5 de 5 nm, calculées à l'aide du formalisme de la fonction enveloppe associé 
au k.p à 30 bandes. 

 

Les fonctions enveloppes obtenues ont la même allure que celles d'un puits fini dans 

l'approximation de la masse effective mais la structure électronique est profondément accidentée 

à cause du couplage fort entre les sous bandes des trous élevés (HH) et abaissées (LH). Les 

anticroisements entre les différentes sous-bandes rendent leur allure imprévisible. Pour étudier le 

transport d'un gaz bidimensionnel de trous, il est nécessaire d'avoir accès à la structure 

électronique réelle. La présence d'un champ électrique déforme le puits c'est pourquoi une 

perspective de ce travail pourrait être de développer un algorithme couplé Schrödinger-Poisson 

qui fournirait l'allure des sous-bandes en tenant compte de la déformation du puits due au champ 

électrique. Pour l'instant, les premières études du transport bidimensionnel présentées au chapitre 

4 utilisent la structure de bande du puits carré.  

3) Confinement en bande de conduction  

a) Validation de la méthode grâce au modèle de la masse effective 

On se place dans un puits carré fini en bande de conduction. Les matériaux barrière et puits ont 

tous deux une vallée en ∆, dont on connaît la masse effective.  

L�équation test à résoudre est : ( ) ( ) ( ) ( ) ( )1
2zp p z V z z E z
m z

χ χ
 

+ =  
 

 pour chacune des 

bandes. Soient VP le potentiel de confinement, mA  et mB les masses effectives respectivement 
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dans le puits et la barrière. La fonction enveloppe des niveaux confinés est sinusoïdale de nombre 

d�onde k  dans le puits et exponentielle décroissante de coefficient K dans la barrière. 

L�énergie des niveaux confinés vérifie 
2 2 2 2

2 2P
A B

k KE V
m m

= = −! !  et la pulsation k est solution des 

équations : 

( ) ( )2

2 2
tan

2
A P

B A

m Vka ka ka
m m a

= −
!

 ou ( ) ( )2

2 2
cotan

2
A P

B A

m Vka ka ka
m m a

− = −
!

  

Le cas étudié est celui d�un puits de largeur 2a = 5 nm de silicium contraint en tension sur 

Si0.5Ge0.5. La masse à considérer est la masse dans l�axe de croissance des couches, soit la masse 

longitudinale des vallées ∆2 abaissées par rapport aux vallées dans le plan des couches ∆4. Les 

valeurs des masses présentées dans le tableau XII sont extraites des calculs de structures 

électroniques exposés § V,3. 

 
 Vallée ∆2 

potentiel de confinement 308.3 meV 
masse effective longitudinale dans la barrière mB 0. 947 
masse effective longitudinale dans le puits mA 0. 925 

 
Tableau XIV : Masses effectives et potentiel de confinement en bande de conduction pour un 

puits de Si contraint sur Si0.5Ge0.5. 
 

Dans le tableau XIV, le potentiel de confinement est la hauteur de barrière entre les vallées ∆ du 

SiGe et la vallée ∆2 du silicium. Les vallées ∆4 sont situées à 319.7 meV au dessus des vallées ∆2 

soit au dessus des vallées ∆ du SiGe ; elles ne sont donc pas confinées (cf. figure 27).  

 
Figure 27 : Minima de la bande de conduction dans un puits de Si contraint sur Si0.5Ge0.5 

 

Comparons les résultats obtenus analytiquement et numériquement avec A = 12 a et 80 

fonctions tests. 

Sous bande Analytiquement Numériquement 
E1 (meV) 12.23 13.17 
E2 (meV) 48.70 49.57 
E3 (meV) 108.4 109.0 
E4 (meV) 189.2 190.0 

 
Tableau XV : Minima des sous bandes en vallée ∆∆∆∆2 du silicium contraint sur Si0.5Ge0.5. 

∆ (SiGe) 
∆4 (Si contraint) 

∆2  
319.7 meV  308.3 meV  
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D�après le tableau XV, la différence entre les minima des sous-bandes obtenus à l�aide du 

formalisme de la fonction enveloppe en k.p à 30 bandes et l�approximation de la masse effective 

est inférieure à 1 meV. Cette méthode permet donc de calculer les niveaux confinés non 

seulement en Γ mais aussi en n�importe quel point de la zone de Brillouin. 

b) Diagramme de bande et fonction enveloppe des niveaux confinés en bande de conduction. 

Le formalisme de la fonction enveloppe associé à la méthode k.p à 30 bandes permet non 

seulement d�évaluer les minima des sous-bandes en bande de conduction mais aussi d�obtenir la 

relation de dispersion des électrons dans le plan (kx, ky). La  structure électronique du puits de Si 

de 5 nm contraint sur Si0.5Ge0.5 étudié § a est présentée figure 28 gauche. La partie droite montre 

les fonctions enveloppes associées à chaque sous-bande.  
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Figure 28 : Relation de dispersion et allure des fonctions enveloppes d’électrons confinés en 

vallée ∆∆∆∆2 d’un puits quantique Si contraint sur Si0.5Ge0.5 de 5 nm, l’origine des énergies étant prise 
au minimum de la vallée ∆∆∆∆2. 

 

Les sous-bandes obtenues sont parallèles les unes aux autres, et ont la même allure que la vallée 

∆2 du silicium contraint non confiné. En effet, contrairement à la bande de valence, les sous-

bandes considérées sont issues d�une seule bande et non de deux bandes fortement couplées 

comme les trous lourds et légers en bande de valence. C�est néanmoins la premier algorithme qui 

fournit les relations de dispersion et les fonctions enveloppes des niveaux confinés en Γ en bande 

de valence et en ∆ en bande de conduction. 
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Conclusion 

Après avoir rappelé quelques généralités sur les technique de calcul des structures électroniques 

de semi-conducteurs, nous avons construit pas à pas des hamiltoniens k.p à 20 bandes et 30 

bandes qui permettent d�obtenir avec une grande précision les structures électroniques de semi-

conducteurs usuels, le Si, le Ge et le GaAs. La méthode k.p à 30 bandes permet d�obtenir les 

structures électroniques du Si, du Ge et du GaAs sur une large gamme d�énergie (11 eV autour de 

la bande interdite) avec une très grande précision sur les paramètres utiles pour l�étude du 

transport (chapitre 4), tels les paramètres de Luttinger ou les masses effectives en bande de 

conduction. Ces deux objectifs, large gamme de validité et précision locale aux extrema des 

bandes, habituellement difficiles à cumuler, sont ici atteints pour les semi-conducteurs usuels. Les 

structures électroniques des alliages SiGe massifs ont été calculées à partir de celles du Si et du 

Ge, en tenant compte des données expérimentales existantes (variation de la bande interdite en 

fonction du pourcentage de Ge�) 

Nous avons aussi construit un hamiltonien de type Bir et Pikus, qui permet de décrire les effets 

de la contrainte biaxiale subie par un semi-conducteur dans le plan [001], non seulement en bande 

de valence mais aussi en vallée ∆ de la bande de conduction, sans potentiel local de déformation. 

Associé à l�hamiltonien k.p à 30 bandes, il donne accès aux structures électroniques de tous les 

alliages Si1-xGex contraints.  Nous avons ainsi construit une base de données exhaustive sur les 

structures électroniques des alliages SiGe massifs et contraints. L�étude du transport présentée au 

chapitre 4, § I peut donc s�appuyer sur les diagrammes de bande réels. 

La dernière partie de ce chapitre a montré comment cette méthode k.p à 30 bandes pouvait être 

associée au formalisme de la fonction enveloppe pour obtenir les sous-bandes en bande de 

valence et de conduction du puits quantiques à base d�alliages SiGe. Non seulement les extrema 

des sous-bandes sont disponibles, mais aussi les structures électroniques et les fonctions 

enveloppes. Le transport bidimensionnel « full band » est ainsi à portée de main. Les premiers 

résultats obtenus lors de cette thèse sont d�ailleurs présentés au chapitre 4, § II. 

Pour l�étude du transport comme pour le calcul des taux d�ionisation par choc, un paramètre 

important est la densité d�états disponibles dans la zone de Brillouin en fonction de l�énergie. 

C�est l�objectif du chapitre 3. 
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CHAPITRE 3 

Densité d’états 
 

Même quand toutes les données sur la relation de dispersion des semi-conducteurs IV-IV sont 

disponibles, elles ne sont pas directement utilisables pour étudier le transport des porteurs de 

charge. La densité d�états est le nombre d�états disponibles à une énergie donnée pour un électron 

ou un trou. Elle traduit le principe d�exclusion de Pauli pour les porteurs de charge dans le réseau 

réciproque. Cette grandeur est un paramètre clef pour évaluer les fréquences d�interactions entre 

les porteurs et les phonons (vibrations du réseau cristallin) ou les taux d�interaction liés à 

l�ionisation par choc. En effet, dans l�approche de Kane [Kane67] rappelée dans la partie 

suivante, le taux d�ionisation par choc est directement lié au nombre d�états disponibles pour les 

particules créées. Dans notre étude, le calcul de la densité d�états apparaît aussi comme un moyen 

de vérifier la validité des diagrammes de bande sur toute la zone de Brillouin, et pas seulement sur 

des directions privilégiées.  

Pour des simulations « Full Band » du transport, le diagramme de bande est pris en compte 

directement. Cependant, l'approximation de la masse effective est parfois utilisée pour des 

simulations particulaires de dispositifs en Monte Carlo par exemple. La masse effective m* 

permet de simplifier la relation E(k) d'une bande isotrope pour des valeurs de k inférieurs à 2% 

de 2
a
π , a étant le paramètre de maille. Cette relation s�écrit simplement : 

2 2

2 *
kE

m
= ! . 

Pour une bande isotrope parabolique, la masse effective est simplement l�inverse de la courbure 

de la bande considérée. Mais cette définition est inutilisable pour la bande de valence qui est très 

anisotrope : même à proximité du centre de la zone de Brillouin, les surfaces équi-énergie sont 

loin d�être des sphères : la courbure des bandes est différente selon les directions considérées. Les 

masses de densité d�états offrent une description simplifiée du diagramme de bande, valable 

seulement au sommet de la bande de valence. Les simulations de transport qui utilisent ces 

masses pour simplifier la relation E(k) permettent par exemple d�évaluer les mobilités des trous à 

faible champ électrique. 

La première partie de ce chapitre présente la méthode de calcul de la densité d�états en trois 

dimensions, puis les densités d�états du Si, du Ge et du GaAs massifs sont calculées et discutées. 

La partie II est consacrée au calcul de la densité d�états en deux dimensions en présence de 

confinement. La densité d�états calculée en k.p à 30 bandes est très différente de celle obtenue en 
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masse effective. Enfin, (§ III), une étude des masses de densité d�états des trous dans les alliages 

SiGe massifs et contraints est menée dans une large gamme de température (5 à 600 K). 
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I. Densité d’états dans un semi-conducteur massif 

Après avoir rappelé la définition de la densité d'états en fonction de l'énergie, cette partie présente 

la méthode de calcul et les résultats obtenus  pour Si, Ge et GaAs massifs. 

1) Définition 

a) Densité d’états dans l’espace des vecteurs d’onde [Lundstrom2000] 

Les structures électroniques étudiées au chapitre II sont continues. Cependant, si le semi-

conducteur étudié est de dimension finie, un nombre fini de vecteurs d�onde discrets est autorisé. 

En une dimension, si on considère une chaîne de N atomes de longueur L et de distance inter 

atomique a, en imposant des conditions aux limites périodiques, les valeurs de k autorisées 

s�écrivent :  

2 lk
Na
π=  avec l = 1,�,N 

Comme L Na= , chaque état occupe un espace 2
L
π  dans l�espace réciproque. Le nombre d�états 

compris entre k  et k dk+  est 
2
Ldk
π

. La densité d'états correspondante est 
2
L
π

. 

En trois dimensions, le nombre d�états disponible par unité de volume dans l�espace réciproque 

est 
3

38
L
π

. Comme il y a deux électrons par état si on tient compte du spin, le nombre d�états 

disponible dans un volume L3 de l�espace réciproque s�écrit : 
3

34k
LN
π

=  

Cette équation se généralise pour un semi-conducteur à une dimension (fil quantique) ou deux 

dimensions (puits quantique) : 

( )
2

2

d

k d
LN
π

=  

où d est la dimensionnalité et L la longueur caractéristique de l�échantillon. Le facteur 2 introduit 

la dégénérescence de spin. 

Entre les vecteurs d�onde k
"

 et k dk+
" "

, le nombre d�états disponibles s�écrit : 

( )dN f k dk
" "

=  
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où ( )f k
"

 est la densité d�états dans l�espace des vecteurs d�onde. Cependant, il est souvent plus 

utile de connaître la densité d�états en fonction de l�énergie que du vecteur d�onde. 

b) Densité d’états en fonction de l’énergie 

La densité d�états est le nombre d�états disponibles pour une énergie donnée dans l�espace 

réciproque. Elle vérifie : 

( ) ( )dN f k dk g E dE
" "

= =  

Pour chaque bande n, elle est proportionnelle à la surface équi-énergie Sn(E) d�énergie E dans la 

première zone de Brillouin et à l�inverse du gradient de l�énergie en fonction du vecteur d�onde. 

Dans un semi-conducteur massif, en trois dimensions, elle s'écrit [Ashcroft76] : 

( ) ( )( ) ( )( )
3 3

1
4 4

n

n n
S E k n

dk dSg E E E k
E

= δ − =
π π ∇∫ ∫
" "

"  

La densité d�états d�une bande parabolique, isotrope, de masse effective m* est donnée par : 

( )
* *

2 3
2

n
m m Eg E
π

=
!

 

La densité d�états d�une bande réelle est très différente de celle obtenue dans l�approximation de 

la masse effective. Elle ne peut être calculée que numériquement. Pour ce faire, il faut tout 

d'abord évaluer l'énergie propre de chaque bande non seulement en certaines directions 

privilégiées, comme pour tracer un diagramme de bande, mais dans toute la zone de Brillouin. 

L�estimation de la densité d'états apparaît donc comme un moyen de valider notre méthode de 

calcul de structure électronique. 

2) Méthode de calcul 

a) Discrétisation de l’espace des phases 

Pour calculer la densité d'états, il faut dénombrer les états disponibles entre les surfaces d'énergie 

E et E+dE, c'est pourquoi l'espace des phases est discrétisé pour obtenir les surfaces équi-

énergie. 

 

Dans l'espace réciproque d'un semi-conducteur en trois dimensions, les plans d'équation 0xk = , 

0yk =  et 0zk =  sont plans de symétrie. Il suffit alors d'évaluer la densité d'états sur 1/8e de la 

zone de Brillouin. Cette partie correspond aux vecteurs d�onde ( ), ,x y zk k k k
"

 qui vérifient : 
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2 2 20 , 0 , 0

3 2
2

x y z

x y z

k k k
a a a

k k k
a

π π π≤ ≤ ≤ ≤ ≤ ≤

π+ + ≤
 

La dernière relation signifie que le cube considéré est tronqué par le plan 3 2
2x y zk k k

a
π+ + = , 

plan qui passe en L 1 1 1 2, ,
2 2 2 a

π 
 
 

 (cf. chap. II, fig. 2). 

Cet espace est discrétisé en cubes de côté 2b, indicés par i,j,l. L'énergie du milieu de chaque cube, 

( ), ,i j lE k
"

 est évaluée ainsi que le gradient de cette énergie au milieu de chaque cube, ( )
, ,k i j l

E ∇ 
"

, 

vecteur à trois composantes selon les axes x, y, z. Pour tracer la densité d�états sur une large 

gamme d�énergie, toute la zone de Brillouin est découpée en cubes de côté 2b = 4×108 m-1, ce qui 

permet une précision de l�ordre de 50 meV. Une discrétisation beaucoup plus fine sur un espace 

restreint est utilisée pour calculer les masses de densité d�états. 

Cette tabulation du diagramme de bande permet ensuite d'évaluer les surfaces équi-énergie à l'aide 

d'un algorithme développé par Gilat et Raubenheimer [Gilat66].  

b) Surfaces équi-énergie 

Dans chaque cube i,j,l, la surface équi-énergie d'énergie E est assimilée à un plan de normale n"  

parallèle au gradient de l'énergie ( )
, ,k i j l

E ∇ 
"

, situé à la distance 
( )

( )
, ,

, ,

i j l

b
k i j l

E E k
w

E

−
=

∇

"

"  du centre du 

cube.  

 

La forme de l�intersection entre le plan et le cube (i,j,l) est déterminée par cette distance wb et les 

cosinus directeurs du gradient ( )
, ,k i j l

E ∇ 
"

, notés ( )1 2 3, ,a a a , tous positifs et numérotés dans 

l�ordre croissant.  

 

On définit aussi les distances entre le plan de normale n"  passant par le centre du cube et les 

sommets de ce cube qui s�écrivent : 

( )
( )
( )

1 1 2 3

2 1 2 3

3 1 2 3

4 1 2 3

w b a a a

w b a a a

w b a a a

w b a a a

= − −

= − +

= + −

= + +
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Si ( ) ( ) ( ) ( ), , 4 , , 4, , , ,i j l k i j l ki j l i j l
E k w E E E k w E
" "" "

− ∇ ≤ ≤ + ∇  soit 4bw w≤ , on considère que la 

surface d�énergie E traverse le cube (i,j,l). 

Selon la valeur des cosinus directeurs et des distances, l�aire de l�intersection A(wb) entre la surface 

équi-énergie et le cube s'écrivent différemment : 
24b  (a2 = 0) 

2
14b a  (a3 = 0, wb < w1) 

( ) ( )1 2 1 22b b a a w a a + −   (a3 = 0, wb ≥ w1) 

( ) ( ) ( )2 2 2
1 2 1 3 2 3 1 2 32 bb a a a a a a w b a a a + + − +   (a1 < a2 + a3, wb < w1) 

2
14b a  (a1 ≥ a2 + a3, wb < w1) 

( ) ( ) ( ) ( )2 2 2
2 3 1 2 1 3 2 3 1 1 2 33 1 2b bb a a a a a a bw a a a w b a a a + + − + − − +   (w1 ≤ wb < w2) 

( ) ( )2
1 2 1 22 bb a a bw a a + −   (w2 ≤ wb < w3) 

( ) ( )2
1 2 3 1 2 32bb a a a w a a a + + −   (w3 ≤ wb < w4) 

 

Si E ne vérifie pas ( ) ( ) ( ) ( ), , 4 , , 4, , , ,i j l k i j l ki j l i j l
E k w E E E k w E
" "" "

− ∇ ≤ ≤ + ∇ , l�aire de l�intersection 

entre la surface équi-énergie et le cube est nulle.  

La densité d'états en chaque cube est l'aire de l'intersection divisée par la norme du gradient : 

( ) ( )
, ,b k i j l

A w E
"
∇ . La densité d'états globale est la somme des densités d'états en chaque cube. 

3) Quelques densités d'états 

Voici figures 1, 2 et 3, les densités d�états obtenues pour le Si, le Ge et le GaAs. Un huitième de la 

première zone de Brillouin a été discrétisé en 13500 cubes pour les calculer. Ces densités d�états 

sont comparées avec celles obtenues en pseudopotentiel par Chelikowsky et Cohen 

[Chelikowsky76] et d�autres auteurs suivant le matériau. Sur ces figures, les pics de densité d�états 

correspondent aux extrema locaux du diagramme de bande (où le gradient ( )k E
"
∇  est faible). La 

densité d�état dans l�approximation de la masse effective est aussi représentée en bande de 

conduction. 
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Figure 1 : Densité d’états du silicium calculée à l’aide de la méthode k.p à 30 bandes, comparée à 

celles obtenues en masse effective, en pseudopotentiel [Chelikowsky76], [Fischetti88] et en 
liaisons fortes sp3d5 [Ren98]. 

 

Les densités d�états obtenues pour le silicium par la méthode k.p 30 bandes sont en très bon 

accord avec les résultats existants, tant en pseudopotentiel qu�en liaisons fortes avec pour cette 

technique un nombre de bandes prises en compte comparable au nôtre. La densité d�états 

obtenue en masse effective (avec ( )2 31 2* 6 t lm m m= = 1.06 m0, 6 étant le nombre de vallées ∆ 

équivalentes, ml et mt les masses respectivement longitudinale et transverse d'une vallée ∆) est 

inférieure à la densité d�états réelle. L'approximation parabolique est seulement valide jusqu'à 100 

meV au dessus de la bande interdite. Un coefficient de non-parabolicité élargirait le domaine de 

validité jusqu'à 1 eV environ [Kuyiniko94]. 

Les ruptures de pente de la densité d�états correspondent aux endroits où le gradient de l�énergie 

s�annule, ce qui est le cas dans une vallée mais aussi aux maxima locaux de la bande de 

conduction ou minima locaux de la bande de valence. Par exemple, la première rupture de pente 

en bande de valence correspond à l�endroit où la bande des trous lourds et trous légers 

parviennent en L, et le maximum est obtenu quand ces bandes atteignent le point X. Ces points 

ne sont pas des vallées : il n�y a pas d�accumulation de trous en cet endroit même si la densité 

d�états est grande. En bande de conduction, le premier maximum autour de 3 eV correspond à 

l�énergie à l�origine de la bande p de conduction et le deuxième maximum à la vallée Γ de la bande 

s et à la deuxième vallée L. 

Pour le germanium (figure 2) et le GaAs (figure 3), un désaccord plus important existe entre les 

densités obtenues en k.p 30 bandes et par d�autres techniques mais il est du même ordre de 

grandeur que les désaccords des résultats des autres méthodes entre elles.  
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Figure 2 : Densité d’états du germanium calculée à l’aide de la méthode k.p à 30 bandes, 

comparée à celles obtenues en masse effective, en pseudopotentiel [Chelikowsky76], et en 
liaisons fortes sp3 [Tserbak93]. 

 

Pour le germanium (figure 2), les densités d'états issues des différentes méthodes sont 

concordantes pour les énergies comprises entre � 3 et + 3 eV, c�est-à-dire pour les énergies 

auxquelles nous nous limitons pour simuler l�ionisation par choc. La principale différence entre 

les résultats obtenus en k.p à 30 bandes et les données existantes, autour de � 3 eV en bande de 

valence, provient du fait que la bande de valence atteint le point X à � 3.99 eV au lieu de � 3.15 

eV expérimentalement (tableau VII, chapitre 2). C�est pourquoi la densité d�états obtenue en 

pseudopotentiel décroît plus tôt que celle obtenue en k.p. Cette différence aura peu de 

conséquences dans la mesure où elle ne correspond pas à une vallée mais à un minimum en 

bande de valence.  

La masse effective considérée pour l'approximation parabolique s'écrit : 

( )2 31 2* 4 t lm m m=  = 0.553 m0, 4 étant le nombre de vallées L équivalentes (8 demi-vallées), et mt 

et ml les masses respectivement transverse et longitudinale d'une vallée L. Comme pour le 

silicium, cette approximation permet d�obtenir une densité d�états correcte sur seulement 100 

meV au dessus de la bande interdite.  

Le premier maximum en bande de conduction correspond au maximum entre les points Γ et L 

de la première bande de conduction s. La petite pointe suivante est la vallée Γ de la bande p de 

conduction et le maximum absolu correspond à la deuxième vallée L et au maximum de la bande 

s entre les points Γ et X. La différence entre les résultats obtenus en k.p et par d�autres méthodes 

s�explique par la méconnaissance de la courbure de la deuxième vallée L.  
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Figure 3 : Densité d’états de GaAs calculée à l’aide de la méthode k.p à 30 bandes, comparée à 

celles obtenues en masse effective, en pseudopotentiel [Chelikowsky76], [Fischetti88] et en 
liaisons fortes sp3d5s* [Jancu98]. 

 

Sans la multiplier par 10, la densité d�états de GaAs obtenue en masse effective était confondue 

avec l�axe des énergies (figure 3). La très faible valeur de la masse effective en Γ (0.067 m0) 

explique ce phénomène. La première pointe en bande de conduction correspond au maximum de 

la bande s entre Γ et L. La deuxième petite pointe provient de l�anticroisement en direction [100] 

et le maximum autour de 5 eV à la vallée Γ de la bande p. En bande de valence, la première 

rupture de pente correspond au point L, et le maximum correspond au point X. La deuxième 

pointe, dont l�énergie est moins précise, correspond au minimum de la bande des trous légers en 

U,K. 

Pour GaAs, la comparaison entre les densités d�états obtenues en k.p à 30 bandes et d�autres 

techniques telles le pseudopotentiel [Fischetti88], [Chelikowsky76] ou les liaisons fortes [Jancu98] 

montre la validité de la méthode k.p à 30 bandes sur une très grande gamme d�énergie, suffisante 

en tout cas pour modéliser l�ionisation par choc.  

 

L�effet de la contrainte sur les densités d�états est assez peu visible sur la gamme d�énergies 

étudiée comme le montre la figure 4. 
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Figure 4 : Effet de la contrainte sur la densité d’états du Si en bande de valence 

 

Dans le cas du Si contraint en tension sur SiGe, la bande dite des "trous légers" passe au dessus 

de celle des "trous lourds". Le diagramme de bande est modifié de manière conséquente alors que 

la densité d'états semble inchangée. Le principal effet de la contrainte sur la densité d'états est de 

décaler le sommet de la bande de valence Sur le reste de la gamme d�énergie considérée, la 

contrainte a peu de conséquences. Ce phénomène a été observé aussi bien pour le Si que pour le 

Ge, autant en bande de valence qu�en bande de conduction. 

Cependant, dans le calcul du diagramme de bande d'un semi-conducteur contraint, la 

déformation qu'il subit est supposée élastique. Son épaisseur est donc inférieure à l'épaisseur 

critique (de 10 à 50 nm suivant le désaccord de maille, cf. figure 21 du chapitre 2), au delà de 

laquelle des dislocations apparaissent. Si les discontinuités de bandes entre la couche contrainte et 

le substrat sont telles que les porteurs s�accumulent dans la couche contrainte, celle-ci peut alors 

être considérée comme un puits quantique. Les porteurs sont alors confinés dans la direction de 

croissance des couches et leur énergie est quantifiée dans cette direction. Leur relation de 

dispersion, décrite le chapitre 2, § VI, devient bidimensionnelle. La densité d�états du puits 

quantique est très différente de celle d�un semi-conducteur en trois dimensions, comme le montre 

le paragraphe suivant. 

0
0.5

1
1.5

2
2.5

3
3.5

4
4.5

-4.5 -4 -3.5 -3 -2.5 -2 -1.5 -1 -0.5 0
Energie (eV)

D
en

si
té

 d
'ét

at
s (

10
22

 c
m

-3
 e

V-1
)

Si massif
Si contraint 
sur Si0,6Ge0,4

0

0.25

0.5

-0.2 -0.1 0 0.1 0.2

Si 
massif

Si contraint 
sur Si0,6Ge0,4



 77 

II. Densité d’états en deux dimensions 

Cette partie présente la définition et la méthode de calcul de la densité d'états dans une couche 

confinée dans une direction. Cette méthode est ensuite appliquée à un puits quantique de Ge 

contraint sur Si0.5Ge0.5 dans lequel les trous sont confinés. Une comparaison est effectuée entre la 

densité d'états obtenue à l'aide de sous-bandes paraboliques, et celle calculée à l'aide de la théorie 

k.p à 30 bandes. 

1) Définition 

Si la couche contrainte a une épaisseur de l�ordre de quelques nm, et si elle forme un puits de 

potentiel pour les porteurs de charge, elle peut être considérée comme un puits quantique dans la 

direction de croissance des couches. Dans ces conditions, les niveaux d�énergie accessibles aux 

électrons sont quantifiés pour la composante du vecteur d'onde suivant la direction z  de 

croissance des couches. 

Dans le plan ( ),x yk k , la  relation de dispersion vérifiée par chacune des sous-bandes est 

continue. On peut donc définir une densité d'états ( )f kρ

"
 pour chaque sous-bande, avec 

x x y yk k e k eρ = +
" " " . 

Le nombre d'états disponibles sur une surface L2 s'écrit :
2

2
2

4k
LN

ρ π
=  et peut être différencié : 

( ) ( )kdN f k dk g E dE
ρ ρ ρ= =

" "
 

( )g E  est la densité d'états en énergie. 

Pour chaque sous-bande n, elle est proportionnelle à la longueur de la ligne équi-énergie Ln(E) 

d�énergie E dans la première zone de Brillouin et à l�inverse du gradient de l�énergie en fonction 

du vecteur d�onde réduit kρ

"
. Elle s'écrit en deux dimensions : 

( ) ( )( ) ( )( )
2 2

1
2 2

n

n n
L E k n

dk dlg E E E k
E

ρ

ρ
ρ= δ − =

π π ∇∫ ∫
"

"
"  

La densité d�états d�une bande parabolique, isotrope, de masse effective m* est une constante 

donnée par : 

( )
*

2n
mg E
!π

=  
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2) Méthode de calcul 

La méthode de calcul est identique à celle utilisée en trois dimensions : l'idée est cette fois de 

déterminer les lignes équi-énergie. 1/8e de l'espace des phases qui est discrétisé en carrés de côté 

2b. On détermine l'énergie Ei,j et le gradient 
,k i j

E
ρ

 ∇ 
"

 au centre de chaque carré i,j (par la 

méthode des fonctions enveloppe).  

Dans chaque carré, les morceaux de ligne équi-énergie d'énergie E sont assimilés à des droites 

orthogonales au gradient 
,k i j

E
ρ

 ∇ 
"

, passant à la distance 
( )

( )
,

,

i j

b
k i j

E E k
w

E
ρ

−
=

∇

"

"  du centre du carré. 

La longueur de la droite équi-énergie coupant le carré i,j est déterminée par wb et l'angle α entre le 

gradient 
,k i j

E
ρ

 ∇ 
"

 et l'un des vecteurs xe"  ou ye"  (on le choisit pour avoir α<45°) 

On définit aussi les distances entre la droite orthogonale au gradient 
,k i j

E
ρ

 ∇ 
"

passant par le 

centre du carré et ses sommets qui s�écrivent : 

( )
1

4

(cos sin )
cos sin

w b
w b

= α − α
= α + α

 

Si ( ) ( ) ( ) ( ), 4 , 4, ,i j k i j ki j i j
E k w E E E k w E

ρ ρ
− ∇ ≤ ≤ + ∇

" "" "
 soit 4bw w≤ , on considère que la ligne 

d�énergie E traverse le carré  

La longueur du segment li,j équi-énergie compris dans le carré (i,j).s'écrit : 

, 2i jl b=  si 0α = ,  

, 2 cosi jl b= α  si 0α ≠ et 1bw w≤ ,  

( ) ( ), cos sin cos sini j bl b w = α + α − α× α   si 0α ≠ et 1bw w>  

Si E ne vérifie pas ( ) ( ) ( ) ( ), 4 , 4, ,i j k i j ki j i j
E k w E E E k w E

ρ ρ
− ∇ ≤ ≤ + ∇

" "" "
, la longueur de 

l�intersection entre la ligne équi-énergie et le carré est nulle.  

La densité d'états en chaque carré est la longueur de l'intersection divisée par la norme du 

gradient : ( ), ,i j k i j
l E∇
"

. La densité d'états globale est la somme des densités d'états en chaque 

carré. 
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3) Résultats 

La densité d'état des trous a été calculée pour un puits de Ge contraint sur Si0.5Ge0.5 de 5 nm 

d'épaisseur en considérant les trois premières sous-bandes. Le diagramme de bande de ce puits 

est présenté au chapitre 2, VI, 2. Le potentiel de confinement est supposé carré et vaut 363 meV. 

Le tableau suivant rappelle les niveaux des sous-bandes en k = 0. 

 

HH1 47 meV 

LH1 170 meV 

HH2 177 meV 

 
Tableau I : Niveaux des sous-bandes en k = 0, calculés à l’aide du formalisme de la fonction 

enveloppe associé à la théorie k.p à 30 bandes.  
HH1 et HH2 sont les sous-bandes issues de 8Γ

u  et LH1 est issue de 8Γ
l . 

 

Pour valider la méthode décrite précédemment, la densité d'états a d'abord été calculée en 

supposant des sous-bandes paraboliques de masse effective m* = 0.094 m0 pour la bande 8Γ
l  et 

m* = 0.15 m0 pour la bande 8Γ
u  (figure 5). Ces masses sont les masses effectives de densité d�état 

à 300 K présentées figure 12, § III, 3. 
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Figure 5 : Densité d'états obtenue dans un puits de Ge sur Si0.5Ge0.5 de 5 nm en supposant les 

sous-bandes paraboliques. 
 

Théoriquement, en deux dimensions, pour chaque sous-bande n, la densité d'états est constante et 

vaut : 
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 ( )
*

2LH
mg E =
!π

 = 0.396×1014 eV-1cm-2 pour m* = 0.094m0 

( )
*

2HH
mg E =
!π

 = 0.631×1014eV�1cm-2 pour m*=0.15 m0.  

La densité d'états globale est donc composée de marches d'escalier d'amplitude gn(E). Pour 

obtenir la figure 5, l'espace des phases a été divisé en carrés de côté 2.8×107 m-1, la différence 

d'énergie entre deux carrés voisins étant au maximum de 10 meV. Le résultat obtenu ressemble 

fortement aux marches d'escalier prévues théoriquement : l'amplitude des marches est correcte et 

elles sont à peu près constantes. Les oscillations sont maximales autour du sommet de chaque 

sous-bande à cause de la division par le gradient proche de 0. Au-delà de ce point, elles atteignent 

une amplitude de 5% de la valeur moyenne pour la densité d�état globale (0.019×1014eV-1cm-2), ce 

qui est acceptable. Ces oscillations parasites se retrouvent dans tous les calculs numériques de 

densité d'états y compris en trois dimensions. Elles diminuent bien sûr pour un discrétisation plus 

fine mais un compromis est nécessaire entre temps de calcul et précision. Par exemple, si on 

divise l�espace à l�aide de carrés deux fois plus grands, on obtient la densité présentée figure 6. 
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Figure 6 : Densité d'états obtenue dans un puits de Ge sur Si0.5Ge0.5 de 5 nm en supposant les 

sous-bandes paraboliques, avec une discrétisation deux fois plus grossière. 
 

Lorsqu�on divise le côté du carré par 2, on divise par 4 le temps de calcul et l�amplitude des 

oscillations est multipliée par 2 : elles atteignent 10 % de la valeur moyenne pour la sous-bande 

LH1 soit 0.034×1014eV-1cm-2. Pour des sous-bandes paraboliques, le temps de calcul est 

négligeable (inférieur à 1 min) mais c�est loin d�être le cas pour un calcul « full band ».   

Le calcul des sous-bandes en un point à l'aide du formalisme de la fonction enveloppe associé à la 

méthode k.p à 30 bandes avec 40 fonctions tests nécessite de diagonaliser une matrice carrée 
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1200×1200 : il dure environ 40 s. La densité d'états présentée figure 7 a nécessité plusieurs jours 

de simulation, en discrétisant l�espace à l�aide de carrés de 3.7×107 m-1, ce qui donne une 

amplitude d�oscillations d�environ 0.06×1014eV-1cm-2. 
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Figure 7 : Densité d'états obtenue dans un puits de Ge sur Si0.5Ge0.5 de 5 nm calculée à l'aide du 

formalisme de la fonction enveloppe (avec 40 fonctions tests) en k.p à 30 bandes. 
 

La densité d'états obtenue en "full band" est beaucoup plus grande que dans l'approximation de 

la masse effective. Pour chacune des sous-bandes, la densité d'états n'est plus constante. La zone 

où la relation de dispersion des sous-bandes peut être considérée comme parabolique est facile à 

distinguer : il s'agit de la zone où la densité d'états est constante, entre -0.047 et -0.1 eV pour la 

bande HH1 et entre -0.177 et -0.27 eV pour la bande HH2. La bande LH1 n'est jamais parabolique 

comme le montre le diagramme § 2, VI, 2 : le pic obtenu est dû à la zone où le gradient s'annule, 

non seulement au sommet de la sous-bande mais aussi légèrement au-delà de k = 0, puisque cette 

sous-bande n'est pas monotone. La figure 8 présente les courbes iso-énergie à �250meV. 

 

 
Figure 8 : Lignes iso-énergie à -250 meV pour un puits de Ge sur Si0.5Ge0.5 de 5 nm. 

HH1 
LH1 

HH2 
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Dans l'approximation isotrope parabolique, les lignes équi-énergie sont des cercles. Figure 8, 

seule la ligne équi-énergie correspondant à la sous-bande HH2 ressemble encore à un cercle à -

250 meV, alors que les autres sous-bandes sont très anisotropes. L'allure des lignes iso-énergie 

montre bien que l'approximation isotrope parabolique n'est plus valide. Il est donc important de 

considérer la relation de dispersion réelle pour simuler du transport en gaz bidimensionnel. 
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III. Masses de densité d'états 

Cette partie présente une étude des variations des masses de densité d�états dans les alliages SiGe 

en fonction de la température de 5 à 600 K. 

Les masses de densité d�états offrent une description simplifiée du sommet de la bande de 

valence. Les simulations de transport qui utilisent ces masses pour simplifier la relation E(k) 

permettent par exemple d�évaluer les mobilités des trous à faible champ électrique. 

Deux raisons expliquent cette large gamme de températures. D'une part, les composants à base 

de SiGe ont une très mauvaise conductivité thermique, de l'ordre de 0.08 W.cm-1.K-1. Elle est 

divisée par 15 par rapport au Si et de l�ordre de celle de l�InGaAs. Tous les dispositifs à base de 

SiGe sont sujets à l�auto-échauffement. D'autre part, ces composants peuvent être utilisés ou 

étudiés à des températures cryogéniques.  

Quelques allures de surfaces équi-énergie sont d'abord présentées, qui montrent la difficulté de 

modéliser simplement la bande de valence. Le paragraphe 2 rappelle la définition et expose la 

méthode de calcul des masses de densité d'états. Enfin, une étude exhaustive est menée sur les 

masses de densité d'états du Si contraint sur SiGe, du Ge contraint sur SiGe, et du SiGe massif et 

contraint sur Si en fonction de la température et de la contrainte. 

1) Surfaces équi-énergie en bande de valence 

Même en son sommet, la bande de valence est anisotrope. Les surfaces équi-énergie du silicium 

sont loin d�être des sphères même à basse énergie, comme le montre la figure 9. 

 
 

Figure 9 : Surfaces équi-énergie du Si massif pour les trous lourds à gauche et légers à droite. 
L’énergie considérée est 13 meV = kBT/2 avec T = 300 K.  

 

La figure 10 présente les mêmes surfaces mais dans le silicium contraint. 
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Figure 10 : Surfaces équi-énergie du Si contraint sur Si0.6Ge0.4 pour les trous de la bande élevée par 
la contrainte à gauche et abaissée à droite. L’énergie considérée est 13 meV = kBT/2 avec 

T=300K et kB la constante de Boltzmann. La direction de croissance des couches est verticale. 
 

La levée de dégénérescence en bande de valence due à la contrainte diminue l�anisotropie des 

bandes. Comme l�énergie considérée pour calculer les surfaces équi-énergie (13 meV) est 

inférieure au décalage entre les bandes dû à la contrainte (18 meV), la bande élevée subit 

beaucoup moins l�influence de la bande abaissée donc la surface équi-énergie de gauche est 

presque sphérique. Cet effet s�estompe naturellement lorsque l�énergie considérée augmente 

(figure 11). 

 
 

Figure 11 : Surfaces équi-énergie du Si massif (en haut à gauche : trous lourds, à droite : trous 
légers) et du Si contraint sur Si0.6Ge0.4 pour les trous de la bande élevée par la contrainte à gauche 

et abaissée à droite. L’énergie considérée est 100 meV. 

HH LH 

8Γ
l  8Γ

u  
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A plus forte énergie, que le silicium soit massif ou contraint, l�anisotropie des bandes est très 

importante. La différence notable entre le silicium massif et contraint est la dissymétrie entre la 

direction kz (verticale figure 11) et les autres. Cette direction est la perpendiculaire au plan des 

couches. 

Pour le calcul des taux d�interaction en simulation Monte Carlo, le concept de masse effective de 

densité d�états introduit par Fischetti [Fischetti96] substitue aux bandes anisotropes une bande 

parabolique pour une énergie donnée, donc permet d�éviter une discrétisation totale sur l�espace 

des phases. Ce concept est utilisable à faible énergie pour des calculs de mobilité par exemple, 

mais devient tout à fait caduc pour une énergie de l�ordre de 100 meV : la figure 11 montre bien 

que les surfaces équi-énergie ne peuvent plus être assimilées à des sphères. C�est pourquoi les 

masses de densité d�états sont souvent calculées à l�énergie thermique 3/2 kBT. Les masses de 

densité d�états permettent seulement de calculer une mobilité moyenne sans distinguer de 

direction. Elles ne permettent pas de comparer par exemple les mobilités perpendiculaire et 

parallèle au plan des couches.  

2) Définition de la masse de densité d'états  

La masse de densité d�états est la masse effective d�une bande parabolique qui a la même densité 

d�états à l�énergie thermique Eth = 3/2 kBT que la bande réelle. Elle s�écrit [Fischetti96] : 

( )
3 2 1 2 1 2

,
2 3

2d n th
n th

m E
g E

!
=

π
 

où md,n est la masse de densité d�états de la bande n, et gn(Eth) la densité d�états à l�énergie Eth. 

La masse de densité d�états utilise une approximation isotrope de la structure de bande : les 

surfaces équi-énergie sont assimilées à des sphères. Cette approximation n�est valide qu�à faible 

énergie comme illustré § 1. En bande de conduction, il est inutile de calculer des masses de 

densité d�états : soit les vallées sont déjà isotropes comme la vallée Γ du GaAs, soit les surfaces 

équi-énergie sont des ellipsoïdes de révolution définies par deux masses transverse et 

longitudinale, comme dans la vallée ∆ du silicium.  

Le concept de masse effective de densité d�états est donc utile pour calculer simplement un ordre 

de grandeur des mobilités en bande de valence, en résolvant l�équation de Boltzmann par une 

méthode Monte Carlo [Fischetti96] ou déterministe (chapitre 4, § I-3). Le paragraphe suivant 

fournit une base de données de masses de densités d�états en fonction de la température pour le 

Si, le Ge et les alliages SiGe massifs et contraints sur une large gamme de température : 10 à 600 

K correspondant aux énergies thermiques (3/2 kBT) de 1.29 meV à 77 meV. 
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3) Masses de densité d'états dans les alliages IV-IV massifs et contraints 

a) Discrétisation de l’espace des phases 

Pour calculer une masse de densité d�états, il faut connaître très précisément la densité d�états à 

l�énergie considérée, beaucoup plus que pour tracer les diagrammes présentés § I. C�est pourquoi 

le maillage utilisé est beaucoup plus fin. De plus, il est inutile de discrétiser toute la première zone 

de Brillouin : la région intéressante est celle où l�énergie vérifie E ≤ Eth + δE ou δE dépend de la 

discrétisation. Pour effectuer ces calculs, un huitième de cette zone est divisé en 62000 cellules 

cubiques [Richard2003].  

Comme la gamme d�énergies étudiée est très grande, différents maillages ont été utilisés : en fait, 

il y a le même nombre de points dans un cube de côté 1 2
3 a

π  pour les hautes températures 

(T ≥ 250 K) et dans un cube de côté 1 2
30 a

π  pour T ≤ 20 K. Cinq maillages différents sont 

utilisés pour couvrir la gamme 10-600 K. 

b) Masses effectives à température ambiante 

Fischetti et Laux [Fischetti96] ont évalué l�effet de la contrainte sur les masses effectives de 

densité d�états mDOS des semi-conducteurs IV-IV à température ambiante. Dans ce paragraphe, 

nos résultats sont comparés aux leurs avant une étude en température. 
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Figure 12 : Masses effectives de densité d’états dans le Si contraint sur Si1-xGex. Les traits pleins 

sont obtenus en k.p à 30 bandes et les points sont les données issues de [Fischetti96]. 
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Figure 12, dans le silicium massif, la bande 8
uΓ  est celle des « trous lourds » et la bande 8

lΓ  celle 

des « trous légers ». Ces deux bandes semblent se repousser en Γ. Dès que la dégénérescence est 

levée, la masse effective des « trous lourds » diminue et celle des « trous légers » augmente� 

Comme nous l�avions mentionné au chapitre 2, § V, ces appellations sont caduques pour un 

semi-conducteur contraint. Nos résultats de simulation et ceux de [Fischetti96] sont en très bon 

accord. 

Pour le germanium contraint en compression, les masses effectives ne se croisent pas. En effet, 

c�est la bande dite des « trous lourds » qui passe au dessus de celle des « trous légers » comme 

illustré figure 13. 
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Figure 13 : Masses effectives de densité d’états dans le Ge contraint sur Si1-xGex. Les traits pleins 

sont obtenus en k.p à 30 bandes et les points sont les données issues de [Fischetti96]. 
 

La décroissance de la masse effective des « trous » lourds est très rapide dès la levée de 

dégénérescence. En effet, comme le couplage entre les deux bandes diminue, la bande supérieure 

8
uΓ  est de moins en moins repoussée par la bande inférieure 8

lΓ . La validité de la méthode k.p 

est montrée pour les masses effectives à température ambiante, donc l�étude en fonction de la 

température peut être menée. 

c) Masses effectives de densité d’états en fonction de la température 

Voici figure 14 les masses effectives de densité d�états du silicium contraint sur Si1-xGex. 
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Figure 14 : Masses effectives de densité d’états dans le Si contraint sur Si1-xGex en fonction de la 

température calculées par la méthode k.p à 30 bandes. 
 

La figure 14 montre que les masses de densité d�états dépendent beaucoup de la température 

pour deux raisons, la dépendance propre du diagramme de bande et la variation de l�énergie 

thermique considérée pour calculer la masse. Dans le silicium massif (xGe = 0), les masses 

effectives des trous lourds et des trous légers augmentent fortement avec la température : elles 

doublent presque entre 10 et 600 K.  

Il y a une forte discontinuité entre les masses du Si massif et contraint, surtout à basse 

température. Autour de 5K, les masses calculées en k.p 30 bandes sont en bon accord avec les 

valeurs obtenues par résonance cyclotron [Landolt-Börnstein87], alors que dans le silicium 

contraint, toutes les masses tendent vers la valeur mT=0K = 0.24. Seul le paramètre de Luttinger γ1 

(γ1 = 4.26 = 1/mT=0K) intervient sur la courbure des bandes à si faible énergie.  

La masse effective de la bande 8
uΓ  augmente avec la température, avec une pente plus importante 

pour un faible pourcentage de germanium dans le substrat. Entre 200 et 350 K, cette masse 

augmente avec une pente de 1.2 10�3 m0/K pour xGe = 0.1, alors que cette pente est divisée par 10 

pour xGe = 0.4. Lorsque le silicium est fortement contraint, la bande 8
uΓ  reste à peu près 

parabolique alors qu�elle est rapidement couplée avec la bande inférieure pour une contrainte plus 

faible.  

La masse effective de la bande 8
lΓ  augmente avec une pente raide à basse température (entre 100 

et 160 K: +1.75×10�3 m0/K pour x = 0.4 et +8.8×10�4 m0/K pour x = 0.1) puis diminue avec une 

pente plus faible (entre 500 et 600 K: � 3.31×10�4 m0/K pour x = 0.4 et� 1.12×10�4 m0/K pour 

x = 0.1). La transition entre ces deux régions est autour de 250 K pour xGe = 0.1 et 320 K pour 
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xGe = 0.4. Cette température correspond à l�énergie de l�anticroisement des bandes 8
uΓ  et 8

lΓ . En 

tout cas, cette bande 8
lΓ  ne peut plus être appelée bande des « trous lourds », particulièrement 

pour une contrainte faible : sa masse est inférieure à 0.35 m0 dans la gamme de températures 

étudiée. 

La figure 15 présente les masses effectives de densité d�états du germanium contraint sur Si1-xGex. 
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Figure 15 : Masses effectives de densité d’états dans le Ge contraint sur Si1-xGex en fonction de la 

température calculées par la méthode k.p à 30 bandes. 
 

Le germanium est contraint en compression sur SiGe, donc c�est la bande dite des « trous 

lourds », 8
uΓ , qui passe au dessus de celle des « trous légers », 8

lΓ . Par conséquent, la masse 

effective de la bande 8
uΓ  est toujours supérieure à celle de la bande 8

lΓ .  Les masses effectives du 

germanium massif augmentent linéairement avec la température avec une pente de 2×10�4 m0/K  

pour les trous lourds ( 8
uΓ ) et de 3×10�5 m0/K pour les trous légers ( 8

lΓ ). Autour de 5 K, les 

masses effectives obtenues correspondent aux valeurs expérimentales de résonance cyclotron 

[Landolt-Börnstein87]. Dans le germanium contraint, toutes les masses tendent vers la valeur 

mT=0K = 0.09. Seul le paramètre de Luttinger γ1 (γ1 = 12.6 ≈ 1/mT=0K) intervient sur la courbure des 

bandes à si faible énergie, comme pour le silicium.  

A basse température (T < 250 K), la masse effective de la bande 8
uΓ  (figure 15 gauche) augmente 

avec une pente plus forte pour une faible contrainte que pour une forte contrainte : +9×10-

4 m0/K pour xGe = 0.9, et seulement +2×10-4 m0/K pour xGe = 0.5. Au delà de cette température, 

le phénomène s�inverse : la masse effective croît plus rapidement pour une forte contrainte 
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(+2.5×10-4 m0/K pour xGe = 0.9 et +4×10-4 m0/K pour xGe = 0.5). Comme pour le silicium, la 

transition entre ces deux régions correspond à la zone d�anticroisement entre les deux bandes 8
uΓ  

et 8
lΓ . 

La masse effective de la bande 8
lΓ  (figure 15 droite) décroît à basse température puis augmente à 

nouveau au delà de 160 K pour xGe = 0.5 ou 240 K pour xGe = 0.9. Pour une faible contrainte, la 

décroissance observée est plus rapide que pour une forte contrainte : les variations de la masse 

effective de la bande 8
lΓ  du Ge contraint sur Si0.1Ge0.9 se rapprochent de celles de la masse des 

« trous légers » du Ge massif dès que la température augmente. Au delà de 300 K, toutes les 

courbes sont parallèles, l�effet de la contrainte s�estompe. 

Dans le Si1-xGex massif ou contraint sur Si, l�effet de la température sur les masses effectives de 

densité d�états est aussi important (figure 16). 
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Figure 16 : Masses effectives de densité d’états dans le Si1-xGex massif en haut et contraint sur Si 

en bas en fonction de la température calculées par la méthode k.p à 30 bandes. 
 

Tous les phénomènes observés précédemment se retrouvent : une croissance des masses 

effectives du Si1-xGex massif avec la température, croissance similaire à celle observée sur le Si 

pour le Si0.9Ge0.1 et plus linéaire (comme le Ge) pour une plus forte concentration de Ge. Pour le 

SiGe contraint sur Si, l�allure des variations des masses ressemble à celle du Ge contraint sur 

SiGe. La contrainte subie est aussi une contrainte en compression. A très basse température, 

autour de 5 K, les masses effectives observées pour les bandes 8
uΓ  et 8

lΓ  sont identiques pour 

chaque proportion de Ge. Le décalage des bandes dû à la contrainte les rend parallèles en k = 0. 
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Une base de données complète sur les masses effectives de densité d�états est ainsi disponible 

pour des simulations de transport faible champ dans les semi-conducteurs IV-IV. Mais les 

variations de la mobilité ne sont pas seulement liées à celles des masses effectives. Par exemple, 

même si les masses effectives du SiGe contraint sur Si diminuent lorsque la proportion de Ge 

augmente, les mobilités n�augmentent pas en particulier à cause du potentiel d�alliage 

[Richard2004]. C�est pourquoi une étude plus complète du transport s�impose. 

 

Conclusion 

Après avoir rappelé la définition de la densité d�états dans un semi-conducteur en trois 

dimensions, nous avons détaillé la méthode de calcul utilisée pour l�obtenir. Nous avons ensuite 

comparé les densités d�états issues des structures électroniques des semi-conducteurs massifs 

présentées au chapitre 2, à celles fournies par d�autres méthodes, ce qui nous a permis, si besoin 

en était, de valider la méthode k.p à 30 bandes développée dans le cadre de cette thèse. 

Dans les hétérostructures, l�approximation de la masse effective est souvent utilisée pour calculer 

les relations de dispersion dans les puits quantiques. Pour un puits de Ge contraint sur Si0.5Ge0.5, 

nous avons comparé les densités d�états bidimensionnelles obtenues à partir de bandes 

paraboliques et de la structure électronique réelle obtenue au chapitre 2, § VI-2. La densité d�états 

usuelle en marches d�escalier n�est plus valide lorsqu�on considère la structure réelle des sous-

bandes. Cette différence devra être prise en compte pour l�étude du transport bidimensionnel 

(chapitre 4, § II). 

Enfin, nous avons calculé les masses de densité d�états des trous dans les alliages IV-IV, en 

fonction de la température et du pourcentage de Ge. Certes, l�allure des surfaces équi-énergie en 

bande de valence montre qu�un modèle de masse effective est une approximation forte. 

Cependant, ce modèle simplifié de la bande de valence permettra de dégager quelques idées sur 

l�influence de la contrainte sur la mobilité moyenne des trous dans les matériaux IV-IV (chapitre 

4, § I-3). 

La densité d�états, qui dépend seulement de la structure de bande du matériau, est un paramètre 

clef dans les modélisations physiques du transport : elle intervient pour le calcul des fréquences 

d�interaction, pour le taux d�ionisation par choc présentés chapitre 4. Elle permet aussi de 

modéliser simplement les relations de dispersion des matériaux, pour éviter de prendre en compte 

directement la structure électronique lorsqu�une simulation « full band » du transport n�est pas 

nécessaire. 
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CHAPITRE 4 

Transport et ionisation par choc 
 

Le diagramme de bande permet de décrire l�influence du potentiel cristallin à l�équilibre sur les 

porteurs de charge. L�étude du transport consiste à prendre en compte l�effet d�un champ 

électrique extérieur compte tenu des perturbations de ce potentiel cristallin dues aux vibrations 

du réseau, aux autres porteurs, aux charges fixes. 

 

Le formalisme du transport électronique dans les semi-conducteurs est passé par plusieurs stades. 

La théorie classique du transport électronique dans les semi-conducteurs, considère le système 

des porteurs libres en équilibre avec le réseau cristallin comme formant un gaz parfait. Par la suite 

est venue se greffer la physique statistique avec le concept de fonction de distribution, et 

finalement la théorie quantique décrivant les interactions avec le réseau. Il en résulte finalement 

un formalisme semi-classique où trajectoires et champs sont traités classiquement et les 

interactions par la mécanique quantique. L�équation permettant de formaliser le transport est 

l�équation de Boltzmann. 

L'équation de Boltzmann est utilisée dans divers domaines (thermodynamique, neutronique, 

électronique�) car elle permet de connaître la statistique dans l'espace des phases ( )t,r,k !
!

 

(impulsion, position et temps) d'un ensemble de particules identiques (bosons ou fermions), c'est-

à-dire la fonction de distribution des particules en fonction de forces extérieures en prenant en 

compte différentes interactions. La fonction de distribution d'un système de particules permet de 

calculer le nombre de particules en n'importe quel point de l'espace des phases. Pour les électrons 

dans un semi-conducteur on peut en déduire les paramètres de transport du matériau étudié tels 

que les taux de remplissage des différentes vallées des bandes de conduction ou de valence, les 

temps de relaxation du moment et de l�énergie, la vitesse moyenne, l'énergie moyenne en fonction 

du champ électrique... 

Il existe plusieurs approches pour la résolution de l�équation de Boltzmann. Chacune a ses 

qualités et ses défauts et il faut la choisir en fonction du problème que l�on cherche à résoudre. 

Dans le cadre de cette thèse, nous avons développé un modèle résolvant l'équation de Boltzmann 

dans un semi-conducteur pour les électrons et les trous. Ce modèle se place du coté des 

simulateurs permettant l�accès aux phénomènes physiques fins liés aux porteurs chauds. Notre 
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modèle repose sur une technique déterministe de résolution de l�équation de Boltzmann. Notre 

technique utilise la résolution matricielle directe de l�équation de Boltzmann [Aubert84]. D�autres 

méthodes déterministes existent. On peut remarquer en particulier la technique dite « Spherical-

Harmonics Expansion » (SHE) qui consiste à trouver une solution à l�équation sous la forme 

d�une série d�harmoniques sphériques [Vecchi98], [Reggiani98]. Une alternative plus couramment 

employée consiste dans une résolution Monte Carlo de l�équation de transport de Boltzmann qui, 

contrairement à notre approche et à la SHE, est une technique de résolution stochastique. La 

résolution Monte Carlo est une technique « mature » de simulation du transport dans les semi-

conducteurs [Lugli90] mais, étant stochastique, l�incertitude sur la solution dépend du nombre de 

particules considérées. Les techniques dites déterministes donnent un unique état stationnaire qui 

dans notre cas ne dépend d�aucune condition initiale [Aubert 84]. 

La résolution matricielle directe de l�équation de Boltzmann a déjà fait l�objet de plusieurs 

publications [Vaissière92] [Aubert84] et de nombreuses thèses [Vaissière86] [Fadel88] [Hlou92], 

dans lesquelles les porteurs restaient à des énergies relativement faibles dans une structure de 

bande définie analytiquement. Durant sa thèse, Nicolas Cavassilas a étendu cette approche à 

l�étude du transport dans un semi-conducteur III-V dont la structure de bande est décrite jusqu�à 

des énergies importantes (4 eV) de façon non analytique [Cavassilas2000]. Une telle description 

est indispensable pour l�étude de phénomènes liés aux porteurs chauds à champ fort et nécessite 

une adaptation du calcul des termes d'interaction. En Effet, dans un modèle de résolution 

matricielle, les calculs des termes d'interaction sont plus complexes que dans une résolution 

Monte-Carlo où seules les probabilités de sortir d�un état donné sont calculées. Dans notre cas 

nous devons également calculer les probabilités offertes à tous les porteurs d�entrer sur un état 

donné. Ces calculs sont délicats mais ont l'avantage de n�être faits qu�une seule fois pour chaque 

semi-conducteur. 

En revanche, un avantage important de cette technique déterministe, par rapport à la technique 

Monte-Carlo est qu�elle donne accès aux fonctions de distribution dans l�espace réciproque avec 

une grande finesse [Vaissière92]. Cela peut permettre de mieux comprendre certains phénomènes 

physiques fins tels que les transferts de vallée ou tous les phénomènes qui dépendent de 

l�orientation des vecteurs d�onde tel que le passage d�une barrière énergétique. Un autre avantage 

significatif de cette technique est qu�elle donne directement accès à la solution stationnaire et ce, 

avec le même temps de calcul quels que soient les temps de relaxation [Aubert84]. Cela donne 

accès à la prise en compte de processus difficilement accessibles aux simulateurs Monte-Carlo car 

ils mettent en jeu des temps caractéristiques importants, tels que la recombinaison radiative, la 

recombinaison Auger, les effets de piégeage /dépiégeage� 
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En dehors du choix de la technique de résolution de l�équation de Boltzmann, les simulateurs du 

transport dans les semi-conducteurs sont classés en fonction d�hypothèses plus ou moins fortes 

faites sur la structure de bande considérée. Ils y a les modèles dits «bande complète» ou « full-

band » [Shichijo81], [Brennan83], [Fischetti88], pour lesquels la structure de bande du semi-

conducteur est considérée dans son ensemble sur toute la zone de Brillouin. Dans le cas où l�on 

souhaite étudier le transport sous champ électrique intense, les porteurs se dispersent sur toute la 

structure électronique et une description « full-band » est alors souhaitable. En pratique seules 

quelques équipes possèdent un modèle totalement « full-band » [Fischetti88], [Bude92]. En effet 

cela alourdit énormément la résolution de l�équation de Boltzmann car la structure de bande est 

définie sur beaucoup de points et aucune relation analytique ne permet de calculer les taux 

d�interaction simplement. Dans le but d�alléger les calculs numériques on peut utiliser des 

techniques alternatives où l�on ne considère qu�une approximation de la structure de bande. On 

peut considérer des bandes non paraboliques pour l�étude des porteurs froids [Littlejohn77]. Ce 

type d�approximation ne permet en aucun cas de faire l�étude de porteurs chauds. Pour cela des 

descriptions analytiques beaucoup plus complexes peuvent être utilisées. Une technique consiste 

par exemple à calculer une structure de bande analytique qui, une fois intégrée, donne une densité 

d�état proche de la densité réelle. Ce type de calcul est intéressant car il permet de simuler le 

transport des électrons chauds avec des résultats en bon accord avec ceux obtenus par un modèle 

« full-band » sans pour autant devoir calculer la vraie structure de bande [Mouton97]. Nous 

pouvons également remarquer que pour la SHE, Vecchi et al. n�utilisent pas la structure de bande 

mais uniquement la densité d�état (DOS) intégrée sur toutes les directions pour calculer les taux 

d�interactions avec les phonons [Vecchi98]. D�un point de vue dynamique (interactions des 

porteurs) leur modèle est « full-band » alors que d�un point de vue cinétique (relation de 

dispersion des électrons) il ne l�est pas. D�autres équipes ont à leur disposition les vraies 

structures de bandes mais les simplifient dans le but « d�alléger » les calculs de résolution de 

l�équation de Boltzmann [Ong2000]. L�avantage de cette approche est que seuls les états d�énergie 

« intéressants » sont pris en compte. Cela induit des temps de calcul beaucoup plus courts qu�un 

vrai modèle « full-band » tout en donnant des résultats très voisins même pour des champs 

électriques intenses [Ong2000], [Dunn97]. Dans ce type d�approche beaucoup d�hypothèses 

peuvent être faites. Le choix porte sur la prise en compte de la seconde bande de conduction 

[Fischetti91], sur la prise en compte de la non isotropie [Mouton97], sur le fait d�« approximer » 

ou non les bandes par une description analytique pour certaines parties de la zone de Brillouin 

[Fischetti88]� Notre modèle se place selon cette dernière approche c�est à dire que nous 

disposons des vraies structures de bandes des matériaux étudiés (décrites au chapitre 2) mais nous 
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les simplifions. Nous utilisons une description non analytique pour garder certaines subtilités 

telles que la décroissance de la vitesse de groupe avec l�augmentation de k, mais nous ne 

considérons que les vallées dans lesquelles se trouve la très grosse majorité des porteurs. 

La première partie présente la résolution du transport en trois dimensions pour des 

semiconducteurs IV-IV massifs ou contraints mais où l'effet du confinement n'est pas pris en 

compte. Après une présentation du formalisme de l'équation de Boltzmann en trois dimensions, 

la méthode de résolution déterministe est détaillée. Ensuite, plusieurs types de simulations sont 

présentés, avec des hypothèses plus ou moins fortes pour simplifier le diagramme de bande. 

D'abord, les mobilités moyennes des trous dans le SiGe massif et contraint sur Si sont évaluées à 

partir des masses de densité d'états présentées au chapitre 3. Cette méthode, assez simple à mettre 

en �uvre, utilise des bandes paraboliques dont la masse varie en fonction de la température. En 

revanche, son domaine de validité est assez restreint à cause de l'approximation parabolique. Pour 

étudier le transport à fort champ électrique, les modèles de diagramme de bande sont plus 

évolués. Pour le transport des électrons dans le silicium contraint sur SiGe, la véritable relation de 

dispersion des vallées ∆ est utilisée. Comme ces vallées sont des ellipsoïdes de révolution, la 

symétrie axiale permet de simplifier la simulation de transport en ne prenant en compte que deux 

dimensions. Enfin, pour le transport en fort champ électrique des trous dans le Ge contraint sur 

SiGe, une relation de dispersion sphérique qui possède la même densité d'états que la relation 

réelle est prise en compte ; pour les interactions isotropes avec les phonons, cette approximation 

est justifiée : les fréquences d'interaction dépendent seulement de la densité d'états d'arrivée. En 

revanche, pour l'effet du champ électrique, l'anisotropie n'étant pas prise en compte, il est 

impossible, avec ce modèle, de distinguer la direction normale de la direction parallèle au plan des 

couches. 

La deuxième partie présente la résolution du transport en deux dimensions dans un puits de Ge 

contraint sur SiGe. Après une description du formalisme de l'équation de Boltzmann en gaz 

bidimensionnnel, la méthode de résolution déterministe en deux dimensions est appliquée à un 

puits de Ge en utilisant des relations de dispersion dans le plan (kx, ky) paraboliques puis des 

relations réelles. La liaison avec le continuum tridimensionnel n'a pas encore été prise en compte 

c'est pourquoi cette partie présente simplement des mobilités en deux dimensions. 

Enfin, le modèle physique de l'ionisation par choc est présenté, puis les coefficients d'ionisation 

par choc sont calculés pour les électrons dans le silicium et les trous dans le germanium afin 

d�interpréter les mesures d�électroluminescence présentées au chapitre 5. 
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I. Transport tridimensionnel 

1) Présentation de l�équation de Boltzmann 

A l�équilibre, les porteurs de charge peuplent les bandes d�énergie en suivant une statistique de 

Fermi-Dirac. En présence d�un champ électrique, cet équilibre est perturbé : les porteurs sont 

accélérés par le champ selon la relation fondamentale de la dynamique. Cependant, ils 

appartiennent à un réseau cristallin, et y subissent des interactions. Dans le réseau réciproque, ces 

phénomènes limitant le transport sont régis par l�équation de Boltzmann. Cette équation permet 

de connaître la distribution des porteurs dans l�espace des phases en fonction des forces 

extérieures appliquées au semi-conducteur (champ électrique dans notre cas) et des interactions 

qu�ils subissent.  

a) Généralités sur l’équation de Boltzmann 

Soit ( ), ,f k r t
! !  la fonction de distribution des électrons dans le semi-conducteur. Cette fonction 

que l'on appelle également fonction de répartition, est définie comme étant le nombre de 

particules de vecteur d'onde k
!

 à dk
!

 près, situées en r!  à dr!  près au temps t. En d'autres termes, 

le nombre de particules situées dans le volume ( ),r dr! !  ayant le vecteur d'onde ( ),k dk
! !

 au temps 

t s'écrit : 

( ) ( ), , , ,dN k r t f k r t dr dk= × ×
! ! !! ! !  

Dans un premier temps, notre étude sera faite indépendamment de l'espace réel, c'est-à-dire que f 

sera indépendante de r! . 

Pour écrire l'équation de Boltzmann, nous allons raisonner sur un état k
!

 à dk
!

 près. La 

différence de population dans cet état entre les temps t et t + dt, est : 

( ) ( ), - , ff k t dt dk f k t dk dt dk
t

∂+ = ×
∂

! ! ! ! !
 

On peut également voir cette différence comme étant égale au nombre de particules arrivées 

(Terme d'entrée) moins le nombre de particules parties (Terme de sortie) pendant l�intervalle de 

temps dt de la cellule ( ),k dk
! !

. Les phénomènes qui permettent aux particules de changer d'état, 

sont dans notre cas, une force extérieure due à un champ E
!

 selon l'axe z, et différentes 
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interactions q avec le réseau dont les probabilités de transition de l'état k
!

 à l'état k ′
!

, ( ),qP k k ′
! !

 

sont connues. 

b) Champ électrique 

Pour le champ électrique, on a . *.F q E m a= =
! ! ! avec a!  l�accélération. Or on sait que :  

1
* *

dp dka
m dt m dt

= =
!! "!  

On en conclut que la différence de population qu'engendre le champ (terme d'entrée moins terme 

de sortie), est : 

( ), , .  k
qE qEf k dt t dk f k t dk f dt dk

 
− − = ∇ × 

 
!

! !! ! ! ! !#
" "

 

c) Interactions avec le réseau cristallin 

Les interactions subies par un porteur sont considérées comme des perturbations qui le font 

passer instantanément de l'état k
!

 à l'état k ′
!

. Les probabilités de transition par unité de temps 

sont données par la règle d�or de Fermi, qui suppose que la durée des interactions est très 

inférieure au temps entre deux interactions.  

La fonction d�onde du porteur considéré vérifie l�équation de Schrödinger dépendant du temps 

[Lundstrom2000] : 

( ) ( ) ( )
0

,
, ,q

ψ r t
H U r t ψ r t i

t
∂

 + =  ∂

!
! ! "  

où H0 est le potentiel cristallin à l�équilibre et ( ),qU r t!  est le potentiel perturbateur. Les solutions 

de l�équation de Schrödinger à l�équilibre ( )kψ r! !  sont connues (cf. chapitre 2). Pour obtenir la 

probabilité d�interaction, la première étape est le calcul de l�élément de matrice de transition qui 

s�écrit : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )22 22* 3 . '.
' 2

1, ' , 'ik r ik r
q q qk k

c
M k k ψ r U r ψ r d r e U r e R k k

V
−= =∫ ∫
! !! !

! !
!! ! !! ! ! ! !  

où VC est le volume du cristal et ( ) ( )2
, ' , 'R k k G k k=
! ! ! !

 est le carré de l�intégrale de 

recouvrement des fonctions de Bloch. Ce facteur doit être évalué pour toutes les probabilités 

d�interaction. 

Pour les électrons des matériaux IV-IV, les vallées considérées ne sont pas centrées en Γ donc 

( )', kkG
!!

 est pratiquement constante tant pour les interactions intravallées qu�intervallées 
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[Reggiani73]. La valeur de ( )', kkG
!!

 est incluse dans la constante de couplage de l�interaction qui 

apparaît alors comme un paramètre ajustable [Dollfus99]. En revanche, pour les trous, le facteur 

de recouvrement est différent pour les interactions intrabandes et interbandes. Il a été évalué par 

Wiley pour les bandes de trous lourds et de trous légers dans les composés III-V [Wiley71] et est 

utilisé tel quel par Briggs et al. dans les alliages SiGe, y compris pour les transitions impliquant la 

bande découplée par interaction spin-orbite [Briggs98]. Il s'écrit :  

( ) ( )21, ' 1 3cos
4

G k k θ= +
! !

 pour les transitions intrabandes et 

( ) 23, ' sin
4

G k k θ=
! !

 pour les transitions interbandes 

où θ est l'angle entre k
!

 et k ′
!

.  

La probabilité d�interaction par unité de temps pour qu�un porteur aille de l'état k
!

 d�énergie ε à 

l'état k ′
!

d�énergie ε� à l�aide de l�interaction q s�écrit : 

( ) ( ) ( )
22, , ' ' ∆q q

πP k k M k k δ ε ε ε′ = − −
! ! ! !

"
 

où ∆ε est la différence d�énergie due à l�interaction. ∆ε = 0 pour une interaction élastique. 

 

Ecrivons le nombre de particules qui partent de k
!

 pour k ′
!

 à l'aide des probabilités ( ),qP k k ′
! !

 

pendant dt : 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( ), 1 ' ' , 1 ' 'q
q

P k k f k f k dkdk dt P k k f k f k dkdk dt′ ′× × − × = × × − ×∑
! ! ! ! ! ! ! ! ! ! ! !

 

avec ( ),P k k ′
! !

 la somme de toutes les probabilités ( ),qP k k ′
! !

, ( )f k dk
! !

étant le nombre de 

porteurs dans l'état k
!

 et ( )( )1 ' 'f k dk−
! !

 le nombre d'états disponibles dans l'état 'k
!

. Ce nombre 

d'états disponibles est, en toute rigueur, fourni en appliquant le principe d'exclusion de Pauli. 

Néanmoins, dans le cadre de notre étude, la densité de porteurs est faible par rapport à la densité 

d'états disponibles ; le semi-conducteur est supposé non dégénéré donc ( ) 1f k
!
$  et 

( )( )1 ' 1f k−
!
% . 

On en déduit la différence de population sur l�état k
!

 engendrée par ces différentes interactions q 

(terme d'entrée de tous les autres états k ′
!

, moins terme de sortie vers tous les autres états k ′
!

) : 

( ) ( ) ( ) ( )3 3
1 1, ,

8 8k k

P k k f k dkdt dk P k k f k dkdt dk
π π′ ′

′ ′ ′× × × − × × ×∫ ∫! !

! ! ! ! ! ! ! ! ! !
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Le terme 38
1
π

 est un terme de normalisation (volume élémentaire dans l�espace réciproque). 

d) Les différentes collisions 

Les principaux mécanismes d�interaction peuvent être classés en quatre catégories :  

! avec le réseau cristallin 

Les atomes d�un cristal oscillent autour de leur position d�équilibre. Ce phénomène engendre un 

certain nombre de modes vibratoires dans le cristal, caractérisés par leur pulsation ω. A ces 

modes vibratoires sont associées des pseudo-particules nommées phonons qui obéissent à la 

statistique de Bose Einstein. Ils ont des énergies quantifiées : ω" . Les phonons interagissent avec 

les porteurs de charge et obéissent aux principes de conservation de l�énergie et du moment. 

Dans la bande de valence du germanium, ces phonons peuvent induire des transitions intravallées 

et intervallées.  

Dans l'approche simplifiée retenue pour la simulation du transport, on considère deux types de 

phonons, acoustiques et optiques, qui permettent tous deux des transitions intra et intervallées 

entre la bande des trous lourds et celle des trous légers, toutes deux centrées en Γ. Les phonons 

acoustiques sont associés aux modes de vibration correspondant à des atomes voisins vibrant en 

phase. Ceux-ci déforment le potentiel cristallin, ce qui engendre l�interaction acoustique de 

déformation. Cette interaction, à 300 K, se limite à modifier les directions des vecteurs d'onde k
!

 

des porteurs (collision élastique). A basse température ce n�est plus tout à fait le cas.  

Les modes de vibration correspondant à des atomes vibrant en opposition de phase sont associés 

à des phonons optiques. La probabilité d'interaction d'un trou avec un phonon de ce type est 

différente de zéro pour deux états dont la différence des énergies est égale à opω" , énergie du 

phonon optique. 

! avec les autres porteurs 

Lorsque la densité de porteurs est élevée, leurs potentiels coulombiens sont sources 

d�interactions. Ce phénomène est complexe car il dépend de la fonction de distribution des 

porteurs. Nous n'avons pas pris en compte ce processus sauf si l'on considère que l'ionisation par 

choc relève de cette catégorie. 

! avec les impuretés ionisées 

Pour les matériaux dopés, les impuretés ionisées interagissent fortement avec les porteurs de 

charge par l�intermédiaire du potentiel coulombien. Cette interaction élastique est prédominante à 

basse température et est particulièrement efficace pour les porteurs de faible énergie. 

! interaction d�alliage 
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Dans les matériaux ternaires (pour les II-VI ou III-V) ou binaires (IV-IV), à l�échelle 

microscopique, la stoechiométrie du réseau n�est pas respectée : le potentiel cristallin est perturbé, 

perturbation prise en compte par le potentiel d�alliage. Le modèle le plus utilisé est celui de 

[Harrison76] qui repose sur le raisonnement suivant : Un électron qui passe au voisinage d�un 

atome de type 2 sur un site normalement occupé par un atome de type 1 subit un potentiel Eall 

dont l�extension spatiale est r0 telle que :  

0

00
all

all

qU si r r
E

si r r
≤

=  >
 

où Uall est le potentiel d�alliage et q la charge de l�électron. L�extension spatiale r0 est définie 

comme la distance entre deux plus proches voisins : 0
3

4
r a=  où a est la maille du semi-

conducteur [Bufler98]. 

e) Equation finale 

L'équation de Boltzmann à champ constant et indépendamment de l'espace réel, s'écrit 

finalement : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )3

, 1. , , , ,
8k

k

f k t qE f P k k f k t P k k f k t dk
t π ′

∂
′ ′ ′ ′= ∇ + −

∂ ∫!
!

! ! ! ! ! ! ! ! !!
"

  

L�équation de Boltzmann n�est pas soluble analytiquement ; pour sa résolution, il existe deux 

approches usuelles :  

! l�approche particulaire Monte-Carlo. 

! l�approche déterministe matricielle. 

La première consiste à décrire le mouvement des porteurs comme une suite de vols libres, sous le 

seul effet du champ électrique, entrecoupés d�interactions. Si on suppose que les interactions sont 

des processus poissonniens, le temps de vol libre tv est défini à partir d�un nombre aléatoire r 

compris entre 0 et 1 par : 

( )0
exp vtr λdt= −∫  

où λ est la probabilité d�interaction totale par unité de temps. Cette probabilité totale est la 

somme des probabilités relatives à chaque processus d�interaction. La probabilité de chaque 

processus s�obtient en intégrant la densité de probabilité sur tous les états possibles après 

interaction, c�est-à-dire en calculant le terme de sortie pour chaque interaction. On obtient le 

temps de vol libre, puis on détermine la nature de l�interaction suivante, les variations de l�énergie 

et du vecteur d�onde du porteur engendrées à l�aide d�autres nombres aléatoires et de la loi de 
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probabilité de l�interaction. A partir du nouvel état de sortie, on recommence : calcul du temps de 

vol libre� 

Cette méthode est assez simple à mettre en �uvre car elle ne nécessite que les calculs des termes 

de sortie, mais les temps de simulation sont longs car il faut décrire le mouvement d�un grand 

nombre de porteurs pour obtenir des fonctions de distribution précises. D�autre part, si un terme 

de sortie n�est pas du même ordre de grandeur que les autres, comme c�est le cas pour la 

recombinaison radiative, la simulation est encore plus longue voire impossible. 

 

L�approche matricielle est plus difficile à mettre en �uvre mais les temps de simulation sont plus 

réduits : on peut directement obtenir une solution stationnaire. C�est cette méthode que nous 

utilisons. 

 

2) Résolution matricielle de l'équation de Boltzmann 

L'équation de Boltzmann est un système d'équations différentielles. Les inconnues de ce système 

sont les fonctions de distribution pour chaque état (k, θ, ϕ). 

z

x

y

k
!

θ

ϕ

E
!

 
Figure 1 : Coordonnées sphériques utilisées dans l�espace réciproque.  

Le champ électrique est supposé parallèle à l�axe z. 
 

 Soit [f] le vecteur base de l'espace des fonctions de distribution de tous les états électroniques 

( ), ,k θ φ  ( [ ] ( ), , , ,i j li j lf f k θ φ= ). Supposons [A] une matrice carrée dans l'espace de ces 

fonctions de distribution. Montrons qu'il existe [A] tel que : 

( ) [ ][ ]( )
,

A
i

i

f k t
f

t

∂
=

∂

!

 

Le calcul de [A] vérifiant la condition précédente suffira à en prouver l'existence. 
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a) Discrétisation des différents termes 

Les termes de sortie et d�entrée, tout comme les probabilités des différentes interactions, ne 

montrent qu�une dépendance en k, en θ, en k�, en θ� et en d'autres paramètres liés au matériau 

étudié. La dépendance selon l'angle ϕ n'est pas prise en compte : les vallées sont supposées de 

symétrie sphérique ou ellipsoïdales. Pour la bande de conduction du silicium, les surfaces équi-

énergie sont effectivement des ellipsoïdes de révolution au moins jusqu�à 1.5 eV au dessus de la 

bande interdite. Pour la bande de valence, cette approximation est grossière mais la discrétisation 

en trois dimensions est difficile à mettre en �uvre par une résolution matricielle. La taille de la 

matrice serait trop importante. En toute rigueur, l�espace de vecteurs d�onde devrait être 

discrétisé selon les trois dimensions k, θ, ϕ. Le problème est la taille de la matrice nécessaire pour 

résoudre l�équation de Boltzmann : 40 valeurs de k, 16 valeurs de θ (de 0 à π) et 5 valeurs de ϕ 

(de 0 à π/4 en tenant compte des symétries) sur trois bandes aboutissent à une matrice carrée de 

9600×9600, au-delà des limites du logiciel utilisé. 

Pour que [A] puisse exister, il faut discrétiser l�espace (k, θ) (entre 0 et kmax avec un pas ∆k pour 

k, et entre 0 et π avec un pas ∆θ pour θ).  

L�espace des phases est discrétisé de la manière suivante : 

( ) ( )
( ) ( )

max
max1..

1
avec

1 2 1i ii N

i kk k k k
N N=

−
= = +

− −
 

( ) ( )
( )1..

1
avec

1j jj L

j π
θ θ θ

L=

−
= =

−
 

Le choix de L et N se fait empiriquement, en réalisant un bon compromis entre temps de calcul 

et précision du résultat. Il faut ensuite discrétiser les opérateurs « dérivée » et « intégrale ». 

 

Champ électrique 

Le terme de champ électrique s'écrit fgradEq
"

!
 avec zeEE !!

=  soit :  









∂
∂−

∂
∂= θ

θ
θ sin1cos. f

kk
fqEefgradqE

z "
!

"
 

θ∂
∂f  peut être exprimée à l�ordre 4 à l�aide des différences finies de la manière suivante 

[Nougier83] : 
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( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )



 −−−

∆
=

∂
∂

−+−+ 2211 ,,
12
1,,

3
21, jijijijiji kfkfkfkfkf θθθθ

θ
θ

θ
 

Collisions 

Pour chaque type de collision, dont on connaît la probabilité, il est nécessaire de calculer les 

termes d�entrée dans l�état ( )ε,k
!

 et de sortie de l�état ( )ε,k
!

 dont voici les formules générales :  

Terme de sortie : 
( )
( ) ( ) ( ) 3

3 '

1 1 , ' '
8 k

f k
avec P k k d k

πτ k τ k
= ∫!

!
! ! !

! !  (intégration sur tous les états 

'k
!

possibles) 

Terme d�entrée : ( ) ( ) ( ) 3
3 '

1. ' ', '
8 k

C f k f k P k k d k
π

= ∫!
! ! ! ! !

 

Il est donc nécessaire de discrétiser ces opérateurs pour obtenir un système linéaire.  

Phonons acoustiques 

La probabilité qu�un porteur passe de l�état ( )',' εk
!

 à l�état ( )ε,k
!

 grâce à un phonon acoustique 

s�écrit par unité de temps [Jacoboni83] :  

( ) ( )
22, ' ' 'ac

ac ac
πEP k k k k N δ ε ε
ρs

= − −
! !

 

( ) kks
Tk

Tkkks
N B

B
ac !!

"
!!

" −
≈

−
=

''exp
1  

s représente la vitesse du son dans le cristal, ρ la densité du cristal ; Eac est le potentiel acoustique 

en eV/m. Nac est la fonction de distribution des phonons acoustique à l'équilibre 

thermodynamique donnée par la statistique de Bose-Einstein, approchée par une statistique de 

Boltzmann. 

Le terme d�entrée s�obtient par intégration sur tous les états 'k
!

 d�énergie 'ε . En tenant compte 

de l'absorption et de l'émission, il s'écrit :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

3
3 '

' '

1. ' ', ' '
8 'ack

S ε k

dSC f k f k P k k d k A f k
π ε

= =
∇∫ ∫!
!

! ! ! ! ! !
!  

avec 
2

2 24
B ac

ac
k TEA
π ρs

=
"

 et ε'=ε.  

Terme de sortie : τac est le temps de relaxation acoustique : 
( )( )' '

1
'ac ac

ac S ε k

dSλ A
τ ε

= =
∇∫ !
! . 
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S(ε�) désigne la surface équi-énergie d�énergie ε� dans la vallée d�arrivée. Le terme de sortie est 

proportionnel à la densité d�états dans l�état d�arrivée. 

Dans le cas où les vallées sont supposées isotropes, les surfaces équi-énergie sont des sphères. 

Les expressions des termes d�entrée et de sortie se simplifient et deviennent : 

( ) ( ) ( ) ( )
' 2

3 '
3 ''

0
'

1. ' ', ' 2 , ' sin ' '
8

π

ack

kC f k f k P k k d k πA f k θ θ dθ
π dε

dk

= =∫ ∫!
! ! ! ! !

 

' 2

'

'

1 4ac ac
ac

kλ πA
τ dε

dk

= =  

Pour les interactions intervallées ou intravallées si l�espace est anisotrope, k tel que ( ) ( )'ε k ε k=  

ne tombe pas forcément sur kj précisément ; si ] [1, +∈ jj kkk , le terme d�entrée est réparti sur kj et 

kj+1 proportionnellement à la distance en énergie. 

 

Phonons optiques 

La probabilité qu�un porteur passe de l�état ( )ε,k
!

 à l�état ( )',' εk
!

grâce à un phonon optique s�écrit 

[Jacoboni83] : 

( ) ( )opop
op

op
op N

E
kkP ωεεδ

ωρ
π

"∓
"
"!!

±−





 += '

2
1

2
1',

2

 

opω" est l�énergie du phonon optique polaire, Eop est le potentiel de déformation pour ce type de 

collision et 
1exp

1

−







=

Tk

N

B

op
op ω"

  est la fonction de répartition des phonons optiques. Les 

termes d'entrée et de sortie sont calculés de manière similaire aux phonons acoustiques 

[Vaissière86]. Ils s�écrivent : 

Terme d�entrée : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

3
3 '

' '

1. ' ', ' '
8 'opk

S ε k

dSC f k f k P k k d k A f k
π ε

= =
∇∫ ∫!
!

! ! ! ! ! !
!   

avec 
2

2
1 1
2 28

op
op op

op

E
A N = + π ρ ω  

"
∓

"
 et ' opε = ε ± ω"  
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Terme de sortie : τop est le temps de relaxation optique : 
( )( )' '

1
'op op

op S ε k

dSλ A
τ ε

= =
∇∫ !
!  

Que l�interaction soit intravallée ou intervallée, si k tel que ( ) ( )' opε k ε k ω= ±
! !

"  ne tombe pas 

forcément sur kj précisément, si ] [1, +∈ jj kkk , le terme d�entrée est réparti sur kj et kj+1 

proportionnellement à la distance en énergie. 

 

Potentiel d’alliage 

L�interaction avec le potentiel d�alliage est isotrope et élastique. La probabilité est donnée par 

l�expression suivante [Bufler98] :  

( ) ( ) ( )2, ' 1 'all all cellP k k x x Uπ= − Ω δ ε − ε
! !

"
 

où x est la proportion de Ge dans l�alliage considéré, Uall le potentiel d�alliage et Ωcell le volume 

d�une cellule élémentaire du réseau cristallin : 2
//Ω 4cell a a⊥= .  

Les termes d'entrée et de sortie sont calculés de manière similaire aux phonons acoustiques. Ils 

s�écrivent : 

Terme d�entrée : 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( )

3
3 '

' '

1. ' ', ' '
'8 allk

S ε k

dSC f k f k P k k d k A f k
επ

= =
∇∫ ∫!
!

! ! ! ! ! !
!   

avec ( )
2

2 1
8

all
all

UA x x= −
π "

 et 'ε = ε  

Terme de sortie : τall est le temps de relaxation optique : 
( )( )' '

1
'all all

all S ε k

dSλ A
τ ε

= =
∇∫ !   

b) Résolution 

Finalement, une fois l�espace (k, θ) discrétisé et les opérateurs discrétisés, on obtient 
( ),if k t

t

∂

∂

!

 

égale à une combinaison linéaire des fonctions de distribution des différents états où les termes 

de multiplication dépendent de la vallée, de k et de θ. Il ne reste plus qu�à calculer [A] tel que : 

( ) [ ][ ]( )
,

A
i

i

f k t
f

t

∂
=

∂

!

. 

La matrice [A], calculée précédemment, est indépendante du temps. Cette remarque permet 

d'écrire : 
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( ) [ ] [ ]( ),
A

n
i n

n i

f k t
f

t

∂
=

∂

!

 

Il en découle le développement de Taylor de f par rapport au temps : 

( ) ( ) [ ][ ]( ) [ ] [ ]( ) [ ][ ]( )∆ ∆, ∆ , A ... A B
1! !

n
n

i i i ii

t tf k t t f k t f f f
n

+ = + + + =
! !

 

où [ ] [ ] [ ] [ ]∆ ∆B I A ... A
1! !

n
nt t

n
= + + +  

La méthode de résolution qui découle de ce développement est présentée dans [Vaissière86] : On 

calcule la matrice [A] et on en déduit [B], par exemple pour n = 6. Le calcul de [f (t + δt)] est alors 

facile si l'on a [f (t)], et donc celui de [f (t + 2 δt)] ne l'est pas moins, et ainsi de suite. Il faut pour 

commencer ce calcul, donner des conditions initiales pour f (t = 0). On peut prendre par exemple 

une fonction de Maxwell Boltzmann. Le problème de cette méthode est que pour avoir une 

solution stationnaire correcte de l'équation, il faut prendre un δt très petit (par rapport à l'inverse 

de la probabilité d'interaction par unité de temps qu'est le terme de sortie). Ceci entraîne des 

grands temps de calcul (quelques heures) et demande une grande mémoire mais donne tout de 

même des résultats satisfaisants. 

3) Mobilités des trous dans SiGe massif et contraint : utilisation des 
masses de densité d�états 

La masse de densité d�états fournit à une énergie donnée (l�énergie thermique 3/2 kBT) une 

relation parabolique isotrope comme modèle du diagramme de bande. La mobilité des trous est le 

rapport entre la vitesse moyenne des trous et le champ électrique lorsque leur énergie moyenne 

est voisine de l�énergie thermique. Pour chaque température, la relation E(k) est modélisée à 

l�aide de la masse de densité d�états correspondante pour obtenir une mobilité moyenne isotrope. 

Ce paragraphe présente une étude de la mobilité en fonction de la température et du pourcentage 

de Ge dans le SiGe massif et contraint en compression sur silicium.  

a) Paramètres utilisés 

Pour étudier la mobilité dans le SiGe massif et contraint, pour chaque température, la bande de 

valence est modélisée par trois bandes isotropes (deux bandes issues de Γ8 et une issue de Γ7) 

dont la masse effective est la masse de densité d�états à la température considérée. Les trous 

subissent des interactions avec les phonons acoustiques, optiques non polaires, et avec le 

potentiel d�alliage. L�interaction avec les impuretés ionisées n�est pas prise en compte pour deux 

raisons. D�une part, les trous se déplacent dans une couche contrainte constituant le canal non 
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dopé d�un transistor. D�autre part, la modélisation de la diffusion à distance par les impuretés 

ionisées est difficile à mettre en �uvre dans le cadre d�une résolution déterministe de l�équation 

de Boltzmann puisqu�elle nécessite une discrétisation très fine de l�espace réciproque.   

A l�instar de [Hinckley90] et [Bufler98], les probabilités d�interaction par les phonons dans le 

SiGe s�expriment comme la somme pondérée par la proportion de Si et de Ge des probabilités 

d�interaction dans chacun de ces matériaux. Les paramètres des interactions avec les phonons 

considérés pour les trous dans Si et Ge sont détaillés dans le tableau I.  

 

 Germanium Silicium 
Phonons acoustiques Eac = 6,5 eV Eac = 5,5 eV 

Phonons optiques 37op meVω ="  
Eop = 9×108 eV/cm 

63opω meV="  
Eop = 8×108 eV/cm 

 
Tableau I : Paramètres des interactions des trous avec les phonons du Si et du Ge. Les énergies 

des phonons optiques sont issues de [Sze81] et les potentiels de déformation sont issus de 
[Dollfus99]. 

 

Le potentiel d�alliage considéré est de Uall = 0.6 eV [Venkataraman93]. La valeur de ce potentiel 

varie beaucoup suivant les publications, depuis 0.27 eV [Manku93], jusqu'à 1.4 eV [Briggs98]. Elle 

est donc sujette à caution, suivant le facteur considéré entre les mobilités calculées par simulation 

et les mobilités expérimentales de Hall comme l'exposent Fischetti et Laux [Fischetti96]. Toutes 

ces interactions sont supposées intra et interbandes. L�espace réciproque est discrétisé en 30 

valeurs de k entre 0 et kmax, correspondant à une énergie de 400 meV (environ dix fois l�énergie 

thermique à 300 K)et 20 valeurs de θ entre 0 et π.  

b) Fréquences d’interaction 

Ce paragraphe présente les fréquences d�interaction qui correspondent aux termes de sortie 

utilisés dans la résolution déterministe de l�équation de Boltzmann. 3 vallées sont prises en 

compte pour cette résolution. Chacune des interactions considérées est intrabande et interbande 

donc 24 fréquences d'interaction (3 pour les phonons acoustiques, 3 pour le potentiel d�alliage, 9 

pour l�absorption et 9 pour l�émission de phonons optiques) sont évaluées pour le calcul de la 

mobilité. Seules les fréquences d'interaction intrabandes de la première vallées sont représentées 

figure 2 et 3. Les valeurs relatives des fréquences d�interactions dépendent de la température, de 

la composition de Ge dans le SiGe et de la contrainte subie par la couche de SiGe. La figure 2 

montre l�influence de la température sur les fréquences d'interaction subies par les trous dans le 

Si0.6Ge0.4 contraint sur Si. 
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Figure 2 : Fréquences d'interaction subies par les trous dues aux phonons et au potentiel 

d�alliage dans le Si0.6Ge0.4 contraint sur Si à T = 100 K et T = 500 K. 
 

La probabilité d�interaction avec les phonons acoustiques dépend linéairement de la température. 

La fréquence d�interaction correspondante est donc plus importante à 500 K (figure 2 droite) qu�à 

100 K (figure 2 gauche). La dépendance en température de la probabilité d�interaction avec les 

phonons optiques est plus compliquée : l�absorption augmente de plus de deux décades alors que 

l�émission augmente à peine d�une décade. En effet, l'absorption de phonons dépend de la 

densité de phonons "fournis" par le réseau cristallin donc varie beaucoup avec la température. 

L'émission de phonons dépend plutôt de l'énergie de la distribution de porteurs, donc existe aussi 

à basse température si les porteurs sont énergétiques. Le décrochement observé sur l�émission 

correspond aux deux types de phonons pris en compte : celui du Si à 63 meV et celui du Ge à 37 

meV. Seules les fréquences d'interaction sont combinaisons linéaires des fréquences d'interaction 

du Si et du Ge : les énergies des deux phonons apparaissent donc. 

 La probabilité d�interaction avec le potentiel d�alliage ne dépend pas de la température mais la 

fréquence d�interaction varie : ce phénomène est dû aux variations des masses effectives de 

densité d�état qui passent de 0.21 m0 à 100 K à 0.43 m0 à 500K. Dans l�approximation 

parabolique, la masse effective intervient à la puissance 3/2 dans les fréquences d'interaction qui 

sont proportionnelles à la densité d�états.  

A 100 K, l�énergie thermique est de 12.9 meV : c�est donc l�interaction avec le potentiel d�alliage 

qui domine à cette température alors qu�à 500 K, l�énergie thermique est de 64.7 meV, énergie 

correspondant à l�intersection entre les fréquences d'interaction avec le potentiel d�alliage et 

l�émission de phonons optiques. Même à 500 K, le potentiel d�alliage est le phénomène limitant la 

mobilité dans le Si0.6Ge0.4 contraint sur Si. 

La figure 3 présente les mêmes fréquences d'interaction que la figure 2 dans le Si0.9Ge0.1 contraint 

sur Si. 
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Figure 3 : Fréquences d'interaction subies par les trous dues aux phonons et au potentiel 

d�alliage dans le Si0.9Ge0.1 contraint sur Si à T = 100 K et T = 500 K. 
 

Les mêmes dépendances en température des interactions avec les phonons sont observées sur la 

figure 3 par rapport à la figure 2 : l�absorption de phonons optiques augmente pratiquement de 3 

décades lorsque la température passe de 100 à 500 K pour les mêmes raisons que celles énoncées 

précédemment. La fréquence d�interaction avec le potentiel d�alliage n�a pas diminué, 

contrairement à ce qu'on pourrait attendre à cause de la diminution de la proportion de Ge : la 

probabilité d�interaction contient un facteur ( )1Ge Gex x−  qui vaut 0.09 pour le Si0.9Ge0.1 et 0.24 

pour le Si0.6Ge0.4. Cette diminution attendue est contrariée par une forte augmentation de la masse 

effective considérée qui passe de 0.21 m0  pour le Si0.6Ge0.4 à 0.34 m0 pour le Si0.9Ge0.1 à 100K et 

de 0.43 m0  pour le Si0.6Ge0.4 à 0.77 m0 pour le Si0.9Ge0.1  à 500 K. Cependant, comme la densité 

d�état intervient pour toutes les fréquences d'interaction, ce n�est plus l�effet du potentiel d�alliage 

qui domine à haute température mais l�émission et l�absorption de phonons optiques. A 100K, 

c�est toujours le potentiel d�alliage qui domine à l�énergie thermique 12.9 meV. 

Toute cette étude des fréquences d'interaction a été faite pour le SiGe contraint. Elle serait 

similaire pour le SiGe massif pour les interactions intrabandes, excepté la différence des masses 

de densité d�état. Le principal effet de la contrainte est en effet de limiter les interactions 

interbandes à faible énergie à cause du décalage des bandes qu�elle induit, outre une profonde 

modification des masses déjà discutée au chapitre 3, § III. La figure 4 montre une comparaison 

entre les fréquences d'interaction intrabandes et interbandes dans le Si0.8Ge0.2 massif et contraint 

sur Si.  
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Figure 4 : Fréquences d'interaction subies par les trous dues aux phonons et au potentiel 

d�alliage à T = 300 K dans le Si0.8Ge0.2 massif (à gauche) et contraint sur Si (à droite). En traits 
pleins sont représentées les fréquences d'interaction intrabandes pour la bande supérieure et en 

pointillés les fréquences d'interaction interbandes de la première vers la deuxième bande. 
 

Dans le SiGe massif, les deux premières bandes de valence sont dégénérées en Γ : les interactions 

interbandes existent même à très faible énergie. Elles font intervenir la masse de densité d�état de 

l�état d�arrivée, qui correspond ici à la bande des trous légers (LH). Les fréquences d'interaction 

interbandes de HH vers LH (en pointillés sur la figure 4 gauche) sont plus faibles que les 

intrabandes de HH vers HH (en traits pleins) à cause de la différence des masses effectives des 

états d�arrivée (mHH = 0.69 m0 et mLH = 0.17 m0 à 300 K). 

La contrainte lève la dégénérescence en bande de valence : le décalage entre les deux premières 

bandes de valence est de 39.8 meV en Γ. Ce décalage est directement visible sur les fréquences 

d'interactions élastiques (potentiel d�alliage, phonons acoustiques) interbandes qui apparaissent à 

cette énergie, mais correspond aussi au décalage du terme d�émission de phonons optiques. Dans 

le SiGe contraint sur Si, la masse effective de densité d�états de la bande élevée (0.46 m0 à 300 K) 

est supérieure à celle de la bande abaissée (0.22 m0 à 300K), d�où la diminution des fréquences 

d'interactions interbandes par rapport aux intrabandes. 

En tout cas, la contrainte diminue fortement les fréquences d'interactions interbandes à l�énergie 

thermique 38.8 meV à 300K : seule l�absorption interbande existe pour cette énergie dans le 

Si0.8Ge0.2.  

Cette étude des taux d�interaction montre donc l�influence cruciale du potentiel d�alliage et les 

effets bénéfiques, sur la mobilité, de la contrainte qui diminue les interactions interbandes.  

c) Mobilités 

Ce paragraphe présente une étude de la mobilité moyenne dans le SiGe massif ou contraint sur Si 

pour des températures de 80 à 500 K. Toutes les mobilités présentées ici ont été calculées par une 

résolution déterministe de l�équation de Boltzmann prenant en compte les trois premières bandes 
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de valence supposées isotropes et paraboliques. Les masses effectives, différentes pour chaque 

température, sont les masses de densité d�états présentées au chapitre 3. La mobilité des trous 

dans le Si massif a été calculée par cette même méthode et varie de la même manière que 

[Bufler98], atteignant 380 cm²/V/s à 300K.  

Il n'existe, à notre connaissance, aucune étude de la mobilité des trous en fonction de la 

température dans le SiGe, mais des données existent à température ambiante. Les mobilités 

expérimentales des trous dans le SiGe de Busch et Vogt diminuent lorsque le pourcentage de Ge 

augmente [Busch60]. Le problème est de déterminer le lien entre les mobilités mesurées par effet 

Hall et les mobilités de dérive pour un matériau non dopé. De plus, la fiabilité de ces mesures est 

controversée et l'incertitude de mesure est importante [Manku93]. En tout cas, elles montrent 

l'importance du potentiel d'alliage puisque sans cette interaction, la mobilité des trous atteindrait 

950 cm²/Vs dans le Si0.8Ge0.2 et 1300 cm²/Vs dans le Si0.6Ge0.4 [Fischetti96]. Les résultats de 

modélisation varient beaucoup selon la valeur du potentiel d'alliage. Un potentiel de 0.7 eV 

fournit une mobilité à peu près constante de 500 cm²/Vs à 300 K pour le Si0.8Ge0.2 et le Si0.6Ge0.4 

[Briggs98], alors que la mobilité diminue avec la concentration de Ge pour un potentiel de 0.9 eV 

[Fischetti96]. Pour un potentiel d'alliage de 0.6 eV, elle augmente légèrement, comme le montre la 

figure 5, passant de 380 cm²/Vs (Si) à 500 cm²/Vs pour le Si0.8Ge0.2 et à 650 cm²/Vs pour le 

Si0.6Ge0.4, ce qui est en accord avec l'augmentation obtenue par [Manku93].  

 Voici figure 5 la mobilité dans le SiGe massif. 
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Figure 5 : Mobilité dans le SiGe massif en fonction de la température. 

 

Comme les masses effectives de densité d�état du SiGe diminuent lorsque la proportion de Ge 

augmente, les mobilités devraient augmenter par rapport au silicium quelle que soit la 

température. La figure 5 montre que ce n�est pas le cas à basse température : pour T < 220K, la 



115 

mobilité du Si est meilleure que celle du SiGe. Le potentiel d�alliage est la cause de cette 

dégradation de la mobilité. Sa probabilité d�interaction ne décroît pas à basse température 

contrairement à l'absorption de phonons : la répartition irrégulière des atomes de Ge dans le 

réseau de SiGe existe et perturbe le transport des trous même à basse température alors que les 

vibrations du réseau cristallin, qui correspondent à l'absorption de phonons, diminuent comme 

l�agitation thermique. L'émission de phonons dépend, quant à elle, de la température de la 

distribution de porteurs ; elle existe toujours à basse température. 

En revanche, la mobilité du SiGe contraint sur Si est toujours meilleure que celle du Si sur la 

gamme de température étudiée comme le montre la figure 6. 
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Figure 6 : Mobilité dans le SiGe contraint sur Si en fonction de la température. 

 

La contrainte a plusieurs effets bénéfiques sur la mobilité. Elle lève la dégénérescence en Γ donc 

la diffusion interbande est réduite grâce au décalage des bandes. Elle diminue la masse effective 

de densité d�états de la bande supérieure 8Γ
u  ce qui diminue les fréquences d'interaction 

intrabandes proportionnelles à la densité d�états d�arrivée. A basse température, les porteurs 

peuplent surtout la bande supérieure même pour une faible contrainte, l'énergie moyenne de la 

distribution étant très inférieure au décalage des bandes. C'est pourquoi la différence entre les 

mobilités du Si0.9Ge0.1 et du Si0.6Ge0.4 est plus faible à 80 K qu'à 300 K. Une faible contrainte suffit 

pour améliorer la mobilité à basse température. Bien sûr, le potentiel d�alliage a toujours tendance 
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à diminuer la mobilité ce qui contribue aussi à limiter l�écart entre les différentes courbes de la 

figure 6 à basse température. 

A température ambiante, l�augmentation de la mobilité avec la contrainte est cohérente avec 

d�autres simulations issues de la littérature. Par exemple, pour le Si0.6Ge0.4 la résolution 

déterministe mise en oeuvre donne µ=2020 cm2/Vs, en bon accord avec [Hinckley90] qui obtient 

la mobilité du Ge pour cet alliage contraint sur Si. Hormis à température ambiante, très peu de 

données sont disponibles dans la littérature. 

La figure 7 présente une comparaison entre les mobilités du SiGe massif et contraint pour deux 

concentrations différentes de Ge. 
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Figure 7 : Mobilité dans le Si1-xGex massif et contraint en compression sur Si en fonction de la 

température. A gauche, xGe = 0.2. A droite, xGe = 0.4. 
 

La figure 7 montre les effets bénéfiques de la contrainte en compression sur Si : l�augmentation 

de la mobilité dans le Si0.6Ge0.4 contraint par rapport au Si0.6Ge0.4 massif est plus importante que 

pour le Si0.8Ge0.2.  

La mobilité du Si massif augmente avec une plus forte pente lorsque la température diminue que 

celle du Si0.8Ge0.2, qui a une plus forte pente que la mobilité du Si0.6Ge0.4 : c�est l�effet du potentiel 

d�alliage, prépondérant à basse température sur la mobilité. 

Le calcul des masses de densité d�états présenté au chapitre 3, § III a permis une étude de la 

mobilité moyenne en fonction de la température. Cette mobilité est dite moyenne car elle ne 

distingue pas de direction privilégiée, comme la direction de croissance des couches ou le plan 

des couches. Cette étude nous a permis de détailler les effets de la contrainte sur la mobilité qui 

ne sont pas seulement liés aux variations de la masse effective. Comme au § b, le décalage des 



117 

bandes améliore la mobilité en limitant les interactions interbandes particulièrement à basse 

température. Cependant, l�introduction des atomes de Ge crée des irrégularités dans le réseau 

cristallin qui diminuent la mobilité. Ces irrégularités sont modélisées par le potentiel d�alliage. 

Dans les transistors à effet de champ à hétérostructure, si le matériau utilisé pour le canal est un 

alliage, l�amélioration de la mobilité grâce à la contrainte sera limitée par le potentiel d�alliage. De 

ce fait, sans prendre en compte les contraintes technologiques, il peut être judicieux d�utiliser 

plutôt des matériaux purs comme canaux de transistors. Les paragraphes suivants présentent une 

étude du transport fort champ électrique des électrons dans le Si contraint sur SiGe et des trous 

dans le Ge contraint sur SiGe. 

4) Transport électronique dans le silicium contraint 

Ce paragraphe présente une étude du transport des électrons à fort champ électrique dans le 

silicium contraint en tension sur SiGe. La relation de dispersion réelle des électrons, présentée § 

a, est prise en compte pour cette simulation. La couche contrainte de silicium constitue le canal 

d�un transistor à effet de champ à hétérostructure. Elle n�est donc pas dopée. Nous rappelons 

d�ailleurs au chapitre 5 quelques uns des très bons résultats obtenus pour ces structures par 

Mauro Enciso durant sa thèse [Enciso2003]. Seules les interactions avec les phonons sont 

considérées, détaillées § b. Enfin, le paragraphe c présente quelques résultats de simulation : le 

peuplement des différentes vallées en fonction du champ électrique, les vitesses et énergies 

moyennes� Les coefficients d�ionisation par choc seront détaillés § III.  

a) Présentation de la structure de bande utilisée 

Dans le silicium massif, le minimum d�énergie de la bande de conduction se trouve sur l�axe [100] 

en k∆ à 0.85 fois la distance du centre Γ au point X de la première zone de Brillouin. Il existe six 

vallées équivalentes dans les 6 directions [100]. Dans ces vallées, les surfaces iso-énergie sont des 

ellipsoïdes de révolution autour des axes [100] centrés en k∆. Au voisinage de ce point k∆, 

l�énergie est donnée en première approximation par la relation suivante :  

( ) ( ) ( )
2 2

2 2 2
0 ∆ 0 0

l t
0,91 0,19

2 2c x y z l tE k E k k k k avec m m et m m
m m

= + − + + = =
! " "  

L�approximation de la masse effective est valable environ sur 5% de la zone de Brillouin. En 

revanche, les vallées ∆ restent des ellipsoïdes de révolution jusqu�à environ 1.5 eV au dessus du 

minimum de la bande de conduction comme le montre la figure 8. La symétrie de révolution 

étant maintenue, l�espace des phases n�est discrétisé que selon θ et k. L�énergie s�écrit alors : 
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( ) ( ) ( ) 2 2, sin cost

l

mE k E k θ E k θ θ
m

 
= = + 

 

!
 

où E(k) est la relation obtenue en k.p 30 bandes dans la direction transverse de la vallée ∆. 
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Figure 8 : Relations de dispersion réelles pour les vallées ∆∆∆∆ du silicium pour θθθθ = 0 (direction 
[100]), θθθθ = π (direction [-100]) et θθθθ = π/2 (direction [010]), comparées à la relation analytique 
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 avec α = 0.5. 

 

Les autres vallées prises en compte pour la simulation du transport sont récapitulées dans le 

tableau II. Elles sont supposées soit de symétrie sphérique (vallée Γ) soit ellipsoïdales (vallées L). 

 

Vallée L1 ml = 1.65 m0 et mt = 0.128 m0 ∆ - L1 = 1.25 eV 
Vallée Γ m = 0.18 m0 ∆ - Γ = 3.01 eV 
Vallée L2 ml = 1.18 m0 et mt = 0.28 m0 ∆ - L2 = 3.36 eV 

 
Tableau II : Vallées prises en compte pour la simulation du transport fort champ dans le Si. 

 

La contrainte en tension du silicium abaisse les vallées ∆2 dans l�axe de croissance des couches, 

par rapport aux vallées ∆4 dans le plan des couches mais ne modifie pratiquement pas les masses 

effectives [Richard2003]. Les quatre vallées L1 restent équivalentes, de masse effective inchangée 

par la contrainte. L�effet de la contrainte est négligé pour les vallées supérieures. 

Après avoir décrit la structure de bande considérée pour le transport des électrons dans le 

silicium massif et contraint, le paragraphe suivant présente les fréquences d'interaction prises en 

compte pour les interactions avec les phonons. 
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b) Fréquences d'interaction 

Les phonons, qu�ils soient acoustiques ou optiques, interagissent avec les porteurs de charge et 

obéissent aux principes de conservation de l�énergie et du moment. Dans le silicium, ces phonons 

peuvent induire des transitions intravallées et intervallées. Les mêmes probabilités d�interaction 

sont prises en compte dans le silicium massif et dans le silicium contraint sur SiGe. 

Dans les vallées ∆, les transitions intravallées sont permises par des interactions électron-phonon 

acoustique de faible vecteur d�onde. Les transitions intervallées peuvent être induites aussi bien 

par des phonons acoustiques qu�optiques. Le phonon mis en jeu est toujours un phonon de 

grand vecteur d�onde dont le module, pratiquement constant, est égal à la distance entre les 

minima des vallées initiale et finale. Deux types de processus permettent le transfert d�un électron 

entre deux vallées ∆ ; en assimilant la direction d�une vallée à celle de son axe longitudinal, on 

appelle respectivement processus f et g les transferts entre vallées perpendiculaires et parallèles. 

Dans ces deux cas, le transfert se fait par des phonons conduisant à l�extérieur de la zone de 

Brillouin dans laquelle l�électron revient par addition d�un vecteur du réseau réciproque. 

Selon [Dollfus99], les phonons d�ordre 0 ont une énergie minimale trop élevée (46.3 meV) pour 

obtenir un bon accord entre les mobilités théoriques et expérimentales en fonction de la 

température c�est pourquoi il introduit des phonons d�ordre 1, dont l�élément de matrice de 

transition dépend de la différence des vecteurs d�onde 'k k−
! !

, à l�instar de [Ferry76]. Le tableau 

III récapitule les paramètres de ces interactions avec les phonons. 

 

phonons Energie (eV) Potentiel de déformation 
acoustique  9.0 eV 
intervallée f d�ordre 0 46.3 ; 59.1 3.4×108 eV/cm ; 3.4×108 eV/cm  
intervallée f d�ordre 1 21.9 3.0 eV 
intervallée g d�ordre 0 63.2 3.4×108 eV/cm  
intervallée g d�ordre 1 11.4 ; 18.8 3.0 eV ; 3.0 eV 

 

Tableau III : Paramètres des interactions avec les phonons à faible champ [Dollfus99] 
 

Cependant, Hess propose d�autres énergies de phonons tous d�ordre 0, ce qui simplifie la 

modélisation du transport. En effet, les collisions d'ordre 1 sont anisotropes donc les fréquences 

d'interactions associées ne dépendent pas seulement de la densité d'états d'arrivée. Le tableau IV 

récapitule ces autres paramètres [Hess2000]. 
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phonons Energie (eV) Potentiel de déformation (eV/cm) 
acoustique  9.5 eV 
intervallée f 19.0 ; 47.4 ; 59.1 3×107 ; 2×108 ; 2×108 
intervallée g 12.1 ; 18.6 ; 62.1 5×107 ; 8×107 ; 1.1×109 

 

Tableau IV : Paramètres des interactions avec les phonons en vallée ∆∆∆∆ [Hess2000]. 
 

La figure 9 montre les fréquences d'interactions intravallées subies par les électrons d'une vallée ∆ 

dans le silicium massif, en prenant en compte les phonons de [Dollfus99] pour la figure de 

gauche et ceux de [Hess2000] pour la figure de droite. 
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 Figure 9 : Fréquences d'interactions intravallées subies par les électrons d'une vallée ∆∆∆∆ du 

silicium massif, avec les paramètres de [Dollfus99] à gauche et de [Hess2000] à droite. 
 

La modélisation du transport électronique du silicium présentée ici prend en compte les phonons 

de [Hess2000] pour des raisons de simplicité. A faible champ électrique, les deux modèles 

donnent des résultats en bon accord avec ceux de la littérature, mais à fort champ électrique, le 

modèle de [Dollfus99] donne une vitesse de saturation trop faible. 

c) Résultats de simulation du transport 

Pour valider notre méthode de simulation du transport, voici figure 10 une comparaison des 

vitesses et énergies moyennes des électrons dans le silicium massif obtenue par notre méthode, 

expérimentalement [Canali75], et par simulation Monte Carlo [Fischetti88]. 
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Figure 10 : Vitesses et énergies des électrons dans le silicium massif, obtenues 

expérimentalement (losanges) [Canali75], par simulation Monte Carlo à 300 K (triangles) 
[Fischetti88] et par ce travail (traits pleins) à T = 50 K et T = 300 K. 

 

En régime de mobilité, l�énergie des porteurs est une constante 3
2th BE k T=  où kB est la 

constante de Boltzmann, et la vitesse des porteurs croît linéairement avec le champ électrique : 

v µE=
!! . Ce régime est celui des électrons dans le silicium jusqu�à environ 2 kV/cm à 300 K avec 

une mobilité µ = 1400 cm²/Vs et seulement jusqu�à 0.01 kV/cm à 50 K avec µ = 20000 cm²/Vs. 

Au delà de cette zone, la vitesse décroît et sature autour de 107 cm/s à 300 K et 1.15×107 cm/s à 

50 K. Les résultats obtenus par simulation déterministe de l�équation de Boltzmann sont en bon 

accord avec les résultats expérimentaux existants [Canali75]. 

Le principal effet de la contrainte pour la bande de conduction du silicium est de diminuer 

l�énergie des vallées ∆2 dans l�axe de croissance des couches par rapport aux vallées ∆4, sans 

modifier leur courbure. A faible champ électrique, les électrons peuplent donc massivement ces 

vallées ∆2 comme le montre schématiquement la figure 11. 

 

 
Figure 11 : Effet de la contrainte sur les vallées ∆∆∆∆ du silicium contraint à faible champ électrique.  
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Si la couche contrainte constitue le canal d�un transistor, dans la direction du champ électrique, 

les électrons présenteront une masse transverse plus faible que la masse moyenne limitant la 

mobilité dans le silicium massif. De plus, à cause du décalage en énergie des vallées ∆2 et ∆4, les 

interactions intervallée mettant en jeu des phonons f seront réduites. Enfin, avant même 

l'application d'un champ, le peuplement des vallées dépend de la température : à basse 

température, les électrons peuplent presque exclusivement les vallées ∆2 alors que lorsque la 

température augmente, l'énergie moyenne de la distribution à l'équilibre augmente donc les 

électrons commencent à peupler aussi les vallées ∆4. Cette étude sommaire laisse prévoir une 

amélioration de la mobilité grâce à la contrainte. L�objectif de ce paragraphe est de quantifier 

cette amélioration à basse et haute température. La figure 12 présente la vitesse électronique dans 

le silicium massif et contraint en tension sur Si1-xGex à 300 K. 
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Figure 12 : Vitesse des électrons dans Si massif ou contraint sur Si1-xGex pour x<0.4 à T = 300 K, 

pour un champ électrique dans le plan des couches. 
 

D�après la figure 12, la contrainte améliore la mobilité, qui double lorsque le silicium est contraint 

sur Si0.8Ge0.2 par rapport au silicium massif. Les valeurs de mobilité concordent avec les valeurs 

obtenues expérimentalement par [Ismail93] qui obtient 2830 cm²/Vs à 300K pour du Si contraint 

sur Si0.7Ge0.3. Au-delà de 20 % de Ge dans le substrat, augmenter la contrainte ne permet plus 

d�améliorer la mobilité. Pour cette concentration de Ge, le décalage des vallées ∆4 et ∆2 est de 

l�ordre de 130 meV, supérieure à 3 fois l�énergie moyenne de la distribution d�électrons en régime 

de mobilité. A température ambiante, les vallées ∆4 sont entièrement dépeuplées au profit des 

vallées ∆2 donc la mobilité obtenue correspond aux vallées ∆2 seules et ne peut plus être 

améliorée par la contrainte [Rashed95]. L�intérêt d�augmenter encore la proportion de Ge dans le 



123 

substrat n�est plus l�amélioration de la mobilité mais seulement l�augmentation de la hauteur de 

barrière entre zone dopée et canal pour améliorer le confinement des porteurs en particulier à 

plus forte énergie. 

A basse température, l�amélioration de la mobilité sature pour un très faible pourcentage de Ge : 

à 77 K, l�énergie moyenne de la distribution en régime de mobilité est de 10 meV et le décalage 

des vallées ∆2 et ∆4 est déjà de 65 meV pour du Si contraint sur Si0.9Ge0.1 soit 6 fois l�énergie 

thermique [Miyata93]. La figure 13 montre une comparaison des vitesses dans le Si massif et 

contraint sur Si0.6Ge0.4 à T = 50 K. 
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Figure 13 : Evolution de la vitesse électronique et de l�énergie moyenne des électrons en fonction 

du champ électrique à T = 50 K pour du Si massif et contraint sur Si0.6Ge0.4. 
 

La contrainte améliore un peu la mobilité à basse température mais beaucoup moins qu�à 300 K. 

En effet, les interactions avec les phonons sont déjà faibles à cette température. Le décalage des 

bandes les atténue mais ce phénomène a moins de conséquences sur la mobilité. L�énergie 

moyenne des électrons augmente plus rapidement dans le silicium contraint à cause de 

l�amélioration de la mobilité. 

 

A fort champ électrique, quelle que soit la température, la vitesse des électrons dans le Si 

contraint sature au même niveau que celle du silicium massif. L�effet du décalage des bandes ne 

se voit plus sur le peuplement des vallées. La figure 14 présente les fonctions de distribution dans 

les vallées ∆4 et ∆2 du silicium massif et contraint pour un champ de 20 et 100 kV/cm. 
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Figure 14 : Fonctions de distribution dans les vallées longitudinale ∆∆∆∆4 et transverse ∆∆∆∆2 du silicium 
massif et contraint sur Si0.6Ge0.4 pour des champs électriques de 20 et 100 kV/cm à T = 300 K. 

 

A 20 kV/cm, dans le Si contraint, les porteurs peuplent encore essentiellement la vallée ∆2 de 

mobilité plus importante que la vallée ∆4, l�influence de la contrainte est encore visible sur la 

vitesse moyenne des porteurs plus grande dans le Si contraint (1.05×107 cm/s vs. 9×106 cm/s). En 

revanche, à 100 kV/cm, la répartition des porteurs entre les vallées ∆ dans le silicium contraint 

est pratiquement identique à celle du Si massif. La contrainte n�a plus d�effet sur la vitesse à fort 

champ électrique. La figure 15 représente le peuplement relatif des bandes en fonction du champ 

électrique. 
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5) Transport des trous dans le germanium contraint 

Ce paragraphe présente une étude du transport des trous à fort champ électrique dans le 

germanium contraint en compression sur SiGe. La relation de dispersion réelle des trous est très 

anisotrope. Les surfaces équi-énergie du germanium sont aussi accidentées que celles du silicium 

présentées au chapitre 3, § III. Une simulation tridimensionnelle réelle serait nécessaire mais très 

gourmande en taille de matrice pour une résolution déterministe. C�est pourquoi une relation 

E(k) moyenne pour chacune des bandes est prise en compte pour cette simulation. Le calcul de 

cette relation est présenté § a. Comme pour le Si (§ 4), la couche contrainte de germanium 

constitue le canal non dopé d�un transistor à effet de champ à hétérostructure. Seules sont 

considérées les interactions avec les phonons, détaillées § b. Enfin, le paragraphe c présente 

quelques résultats de simulation : le peuplement des différentes vallées en fonction du champ 

électrique, les vitesses et énergies moyennes� Enfin, les coefficients d�ionisation par choc seront 

détaillés § III.  

a) Structure électronique 

La bande de valence du germanium massif est constituée de 3 vallées centrées en Γ, celle des 

trous lourds, des trous légers et celle découplée par interaction spin-orbite. La vallée découplée 

par spin-orbite est réellement de symétrie sphérique sur une large gamme d�énergie. En revanche, 

les deux autres vallées sont très anisotropes, surtout la bande des trous lourds dans le Ge massif, 

ou élevée dans le Ge contraint. La véritable structure de bande est délicate à prendre en compte 

dans le cadre d�une résolution déterministe de l�équation de Boltzmann parce qu�une 

discrétisation selon les trois dimensions ( ), ,k θ φ  imposerait une matrice de trop grande taille.  

En Monte Carlo, le calcul des termes d�entrée est inutile et le calcul des termes de sortie 

(fréquences d'interaction) fait seulement intervenir la densité d�états. C�est pourquoi la mise en 

�uvre d�un véritable calcul « Full Band » en bande de valence semble plus abordable en Monte 

Carlo. Julien Vigroux, stagiaire DEA encadré par Philippe Dollfus, a d�ailleurs commencé à 

introduire la description complète de la structure de la bande de valence du silicium massif 

calculée en k.p 30 bandes (chapitre 2, § IV) dans un algorithme Monte Carlo développé au sein 

du laboratoire. 

Néanmoins, la simulation matricielle du transport des trous dans le germanium prend en compte 

une structure de bande de symétrie sphérique, qui a la même densité d�états que la structure réelle 

à chaque énergie. Autrement dit la relation εn(k) est calculée de façon à vérifier pour chaque 

bande n d�énergie réelle ( )nE k
!

 et de densité gn(E) : 
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( ) ( )( ) ( )( )
( )

22

3 3 3
0 0

1 1 sin
4 4 4

n

n n n
nS E k n

dk dS k d dg E E E k gdE
dk

π π

θ= ϕ=

θ θ ϕ= δ − = = = εεπ π π∇∫ ∫ ∫ ∫
! !

!  

Pour la mobilité des trous dans les alliages SiGe à une température donnée T (§ 3), la relation de 

dispersion utilisée était parabolique de masse effective la masse de densité d�états à cette 

température T. Seule la densité d�états à l�énergie thermique E=3/2kBT est nécessaire pour 

obtenir toute la relation de dispersion utilisée pour le calcul de la mobilité à T.  

L�approche présentée ici pour le Ge est différente : le calcul de la relation de dispersion à une 

température donnée T = 300 K fait intervenir la densité d�états gn(E) sur toute la gamme 

d�énergie discrétisée et pas seulement à E=3/2kBT. La relation ainsi obtenue est, certes, isotrope 

mais n�est plus du tout parabolique. La figure 15 présente l�allure de la structure de bande ainsi 

calculée dans le Ge massif et contraint sur Si0.4Ge0.6.  
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Figure 15 : Relations de dispersion prises en compte pour le transport des trous dans le Ge massif 

(à gauche) et contraint sur Si0.4Ge0.6 (à droite). 
 

Cette structure de bande fournit les mêmes fréquences d'interaction qu�un véritable modèle « full 

band ». En revanche, l�interaction avec le champ électrique, anisotrope par définition, est moins 

bien prise en compte. En particulier dans le Ge contraint, les directions perpendiculaire et 

parallèle au plan des couches ne pourront pas être distinguées. Pour l�étude des propriétés de 

transport à fort champ dans le Ge, ce défaut n�est pas rédhibitoire : la différence entre ces modes 

de transport est surtout visible en régime de mobilité. Le paragraphe suivant présente les taux 

d�interaction pris en compte dans la résolution du transport. 

b) Fréquences d'interaction  

Comme dans le silicium, les seules interactions considérées sont les interactions avec les phonons 

acoustiques et optiques qui provoquent chacun des collisions intra et inter bandes. Les 
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paramètres de ces interactions sont rappelés tableau I (§ 3, page 110). L'allure des fréquences 

d'interaction est présentée figure 16. 
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Figure 16 : Fréquences d'interaction subies par les trous de la vallée supérieure (HH) dans le 

germanium massif (à gauche) et contraint (à droite). 
 

Comme dans le SiGe, la contrainte diminue les fréquences d'interaction à faible énergie, à cause 

du décalage qu'elle provoque. L'allure des fréquences d'interaction est plus accidentée que pour le 

SiGe. Même si la relation de dispersion prise en compte ne traduit pas l'anisotropie de la bande 

de valence, elle n'est pas analytique ce qui se traduit sur les fréquences d'interaction.  

c) Résultats de simulation du transport 

La contrainte modifie fortement la mobilité des trous dans le Ge. Dans le Ge massif, la mobilité 

des trous atteint 1950 cm²/Vs alors qu�elle atteint 4860 cm²/Vs dans le Ge contraint sur 

Si0.4Ge0.6. La figure 17 montre une comparaison entre les vitesses et énergies moyennes dans le 

Ge massif et contraint en fonction du champ électrique. 
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Figure 17 : Vitesse et énergie moyenne des trous dans le Ge massif et contraint sur Si0.4Ge0.6 en 

fonction du champ électrique à T = 300K. Les triangles représentent les résultats de [Yamada94]. 
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La mobilité obtenue dans le Ge contraint en compression sur Si0.4Ge0.6 est comprise entre les 

valeurs de mobilité dans le plan des couches (10000 cm²/Vs) et dans l'axe de croissance des 

couches (4000 cm²/Vs) issues de [Fischetti96].  

Les trous restent en régime de mobilité jusqu'à environ 2 kV/cm dans le Ge massif, mais 

seulement jusqu'à 1 kV/cm dans le Ge contraint. En effet, comme nous l'avons vu pour le SiGe 

(§ 3), la contrainte limite les interactions ce qui favorise le gain d'énergie des porteurs. L'absence 

de potentiel d'alliage permet d'atteindre des mobilités dans le Ge contraint beaucoup plus 

importantes que dans le SiGe contraint. Les transistors à effet de champ à hétérojonction à canal 

Ge contraint sur SiGe par rapport au SiGe contraint sur Si atteignent ainsi des performances 

hyperfréquences et en bruit records [Enciso2003].  

La modélisation le transport dans le canal d'un transistor de quelques nm nécessite de prendre en 

compte le confinement des porteurs. C'est l'objectif de la partie suivante. 
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II. Transport en gaz bidimensionnel 
Dans un transistor à effet de champ à hétérostructure, le canal forme un puits quantique dans 

lequel les porteurs sont confinés suivant la direction perpendiculaire aux couches. Le mouvement 

des trous est libre dans le plan des couches, il est donc limité à deux dimensions. De plus ce puits 

de potentiel entraîne une quantification des états dans la direction z. Il en résulte une structure de 

sous-bandes avec une quantification discrète suivant kz qui est prise en compte par le formalisme 

de la fonction enveloppe.  

Pour simuler le transport des porteurs de charge dans ce canal, l�équation de transport de 

Boltzmann est modifiée pour prendre en compte cette quantification suivant l�axe z (§ 1). La 

résolution déterministe « full band » de cette équation a été mise en �uvre dans le cadre du stage 

DEA de Cédric Renaud pour un puits de Ge contraint sur SiGe. Les premiers résultats sur le 

transport en gaz bidimensionnel sont présentés § 2. Une telle modélisation n'a, à notre 

connaissance, jamais été entreprise. 

1) Présentation de l�équation de Boltzmann en gaz bidimensionnel 

L�équation de Boltzmann en gaz bidimensionnel donne accès à la fonction de distribution 

( ), ,f k r tρ

! !  avec x x y yk k e k eρ = +
! ! ! . kz est fixé pour chacune des sous-bandes. Cette équation 

s'écrit toujours comme un bilan entrée-sortie de porteurs mais l'expression des probabilités 

d'interaction est modifiée pour prendre en compte la quantification suivant kz. Un terme de 

recouvrement des fonctions enveloppes apparaît. L'expression de l'interaction avec le champ 

électrique, supposé parallèle au plan des couches est inchangée. L'équation de transport de 

Boltzmann s'écrit donc en deux dimensions :  

( ) ( ) ( ) ( ) ( )
'

' ' ' '
2

, 1. , ,
4k

k

f k t qE f P k k f k P k k f k dk
t ρ

ρ

ρ
ρ ρ ρ ρ ρ ρ ρπ

∂
= − ∇ + −

∂ ∫!
!

! ! ! ! ! ! ! ! !!
"

 

où 
2

1
4π

 est un terme de normalisation et ( )',P k kρ ρ

! !
 la probabilité par unité de temps qu'une 

particule passe de l'état kρ

!
 à l'état 'kρ

!
. Les interactions envisagées sont les mêmes qu'en trois 

dimensions : collisions avec les phonons et potentiel d'alliage. Les termes d'entrée et de sortie dus 

aux interactions sont détaillés § a. 
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a) Expression des termes d'interactions 

On considère un gaz 2D de porteurs confinés dans un puits quantique carré de longueur 2a. La 

fonction d'onde des porteurs de la sous bande n, développée sur les parties périodiques des 

fonctions de Bloch ( )
0,l ku r! , peut s'écrire sous la forme d'un produit d'une fonction de z 

(fonction enveloppe) par une onde plane dans le plan xy, comme présenté au chapitre 2, § VI : 

( ) ( ) ( ) ( )
0 ,expk l l k

l
r ik z u r

ρρψ ρ χ=∑
! !! !  

On pose  : ),( yxρ = , ( , )r zρ=!  

La probabilité d�interaction par unité de temps pour qu�un porteur aille de l'état ρk
!

 d�énergie ε à 

l'état '
ρk
!

d�énergie ε� à l�aide de l�interaction q s�écrit de la même manière qu'en trois dimensions :  

( ) ( ) ( )
2' '2, , ' ∆q ρ ρ q ρ ρ

πP k k M k k δ ε ε ε= − −
! ! ! !

"
 

où ∆ε est la différence d�énergie due à l�interaction. ∆ε = 0 pour une interaction élastique et 

( )',qM k kρ ρ

! !
 est l'élément de matrice de transition qui vérifie : 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )' 22 22 . .* 3 *
', ' , 'ρ ρik ρ ik ρ

q q m q nk kM k k ψ r U r ψ r d r e χ z U r e χ z dzdρ R k k−= =∫ ∫
! !! !

! !
!! ! !! ! ! ! ! !  

où { },m nχ χ  sont les fonctions enveloppes respectives des sous-bandes m de départ et n d'arrivée 

et ( ) ( )2
, ' , 'R k k G k k=
! ! ! !

 est toujours le carré de l�intégrale de recouvrement des fonctions de 

Bloch. La valeur de ( )', kkG
!!

 est identique à celle considérée en trois dimensions. En revanche, 

l�intégrale de recouvrement des fonctions enveloppes doit être évaluée pour chaque type 

d'interaction. 

Pour les phonons acoustiques ou les phonons optiques d'ordre 0 (les seuls considérés dans le 

cadre de ce travail), le terme de recouvrement des fonctions enveloppes se réduit à l'intégrale du 

produit de leurs carrés [Ando82] :  

( ) ( ) ( )
2 2 2

0, 'q m nM k k K χ z χ z dz= ∫
!!

 

où K0 est une constante dépendant de l'interaction considérée. 

Phonons acoustiques 

La probabilité d'interaction avec les phonons acoustiques s'écrit : 

( ) ( ) ( ) ( )
2

' 2 2
2

2, 'ac B
ac ρ ρ m n

πE k TP k k δ ε ε χ z χ z dz
ρs

= − ∫
! !

"
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où s représente la vitesse du son dans le cristal, ρ la densité du cristal ; Eac est le potentiel 

acoustique en eV/m. 

Le terme d�entrée s�obtient par intégration sur tous les états 'k
!

 d�énergie 'ε . En tenant compte 

de l'absorption et de l'émission, il s'écrit :  

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )
'

' ' 2 ' ' 2 2
2 '

'

1. ,
4 '

ρ

ρ ρ ρ ρ ρ m nk
L ε k

dlC f k f k P k k d k A f k χ z χ z dz
π ε

= = ×
∇

∫ ∫ ∫!
!

! ! ! ! ! !
!  

avec 
2

22
B ack TEA
π ρs

=
"

 et ε'=ε. L(ε') est la longueur de la ligne équi-énergie d�énergie ε' dans la sous-

bande d�arrivée. 

Terme de sortie : τac est le temps de relaxation acoustique :  

( )( )
( ) ( )

'

2 2

'

1

'
ρ

ac m n
ac L ε k

dlλ A χ z χ z dz
τ ε

= = ×
∇

∫ ∫
!
! . 

Le terme de sortie est proportionnel à la densité d�états d�arrivée. 

Phonons optiques 

La probabilité d'interaction avec les phonons optiques s'écrit : 

( ) ( ) ( ) ( )
2

' 2 21 1, '
2 2

op
op ρ ρ op m n

op

π E
P k k N δ ε ε χ z χ z dz

ρ ω
 = + − 
  ∫

! ! "
∓

"
 

opω" est l�énergie du phonon optique polaire, Eop est le potentiel de déformation pour ce type de 

collision et 
1exp

1

−







=

Tk

N

B

op
op ω"

  est la densité de phonons optiques. Les termes d'entrée et de 

sortie sont calculés de manière similaire aux phonons acoustiques. 

Terme d'entrée : 

( ) ( ) ( ) ( )
( )( )

( ) ( )
'

' ' 2 ' ' 2 2
2 '

'

1. ,
4 '

ρ

ρ ρ ρ ρ ρ m nk
L ε k

dlC f k f k P k k d k A f k χ z χ z dz
π ε

= = ×
∇

∫ ∫ ∫!
!

! ! ! ! ! !
!  

avec 
2 1 1

4 2 2
op

op
op

E
A N = + πρ ω  

"
∓

"
 et ' opε = ε ± ω" .  

Terme de sortie : τop est le temps de relaxation optique :  

( )( )
( ) ( )

'

2 2

'

1

'
ρ

op m n
op L ε k

dlλ A χ z χ z dz
τ ε

= = ×
∇

∫ ∫
!
!  
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b) Résolution matricielle 

Pour une résolution déterministe, l�équation de Boltzmann est écrite sur un espace discret. Nous 

utilisons les coordonnées polaires ( ),ρk θ  avec θ  l'angle entre ρk
!

 et le champ E
!

. Le champ est 

dirigé perpendiculairement à la direction z. La figure 18 résume les conventions utilisées dans le 

cas d�un puits de Ge contraint sur SiGe.  

 
Figure 18 : Coordonnées utilisées pour la modélisation du transport en gaz bidimensionnel. 

 

Les états étant quantifiés dans le puits suivant la direction zk , ils ne sont définis que par ),( jik θρ  

avec :  

( ) ( )
( ) ( )

max
max1..

1
avec

1 2 1
ρ

ρi ρi ρi N

ki
k k k k

N N=

−
= = +

− −
 

( ) ( )
( )1..

1
avec

1j jj L

j π
θ θ θ

L=

−
= =

−
 

Pour chaque sous-bande, maxρk  est le module du plus grand vecteur d�onde correspondant à une 

énergie confinée dans le puits (énergie inférieure à l�énergie de la barrière). θ prend des valeurs 

comprises entre 0 et π : la direction du champ est axe de symétrie du système. Les valeurs de N et 

L sont choisies pour obtenir un bon compromis entre le temps de simulation et la précision du 

résultat. Typiquement, N = 40 et L = 20. 

On calcule donc les fonctions de distribution ),( jiij kff θρ=  à l�aide d�une résolution matricielle 

de l�équation de Boltzmann qui s�écrit : 

( ) [ ][ ]( ) ,

, ,
Aρi j

i j

f k θ t
f

t
∂

=
∂
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Contrairement à la discrétisation en trois dimensions réduite artificiellement à deux, la résolution 

matricielle utilisée ici est véritablement « full band » : le vrai diagramme de bande est pris en 

compte dans toute les directions de l�espace. 

Le calcul de la matrice [A] par discrétisation des opérateurs dérivée et intégrale s�effectue de la 

même manière qu�en trois dimensions, notamment pour le choix de l�état d�arrivée. Comme en 

tridimensionnel, que l�interaction soit intravallée ou intervallée, k tel que ( ) ( )' ∆ε k ε k ε= ±
! !

 ne 

tombe pas forcément sur kρi précisément. Si , , 1,ρ i ρ ik k k + ∈   , le terme d�entrée est réparti sur kρi 

et kρi+1 proportionnellement à la distance en énergie. 

2) Premiers résultats dans un puits de Ge contraint sur SiGe 

Ce paragraphe présente une simulation du transport de trous en gaz bidimensionnel effectuée 

pour la première fois par résolution déterministe "full band" de l'équation de Boltzmann. Le 

passage du gaz bidimensionnel au continuum d�énergie en trois dimensions n�est pas, pour 

l�instant, pris en compte c�est pourquoi seul le transport à faible champ est étudié, pour lequel 

tous les porteurs sont supposés confinés. La structure électronique considérée est présentée § a. 

Elle a été calculée à l�aide du formalisme de la fonction enveloppe associé au k.p 30 bandes 

(Chap. 2, § VI, 2) puis tabulée en fonction de k et θ.  

Pour développer une résolution « full band » du transport en gaz bidimensionnel, Cédric Renaud, 

dans le cadre de son stage de DEA, a d�abord effectué une simulation de transport en utilisant 

une structure électronique isotrope parabolique dans l'approximation de la masse effective. Il a en 

fait mené deux simulations en considérant la structure isotrope parabolique : pour la première, il a 

utilisé les relations analytiques fournissant les fréquences d'interaction et les termes d'entrée dans 

l'approximation de la masse effective [Ridley82]. Pour la seconde, il a tabulé cette relation de 

dispersion parabolique de la même manière que la structure "full band" et évalué les termes 

d'entrée et de sortie à partir de cette tabulation. Comme ces deux simulations fournissaient les 

mêmes résultats, il a ainsi validé la méthode de calcul qu'il a ensuite utilisée en « full band ». Une 

comparaison des fréquences d�interactions obtenues pour ces deux modèles est donc menée § b. 

Enfin, les premiers résultats de l�étude des mobilités en fonction de la température sont présentés 

§ c.   

a) Diagramme de bande 

La structure électronique utilisée pour simuler le transport en gaz bidimensionnel est présentée 

figure 9. L�énergie des trois premières sous-bandes a été calculée dans 11 directions [cosθ, sinθ, 0] 

avec θ compris entre 0 et π/4.  
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Figure 19 : Relation de dispersion des sous-bandes utilisées pour la simulation du transport des 
trous en gaz bidimensionnel dans un puits de Ge sur SiGe. La hauteur de barrière entre Ge et 

SiGe est de 0.3637 eV. 
 

L�énergie en chaque point ( ),ρi jk θ  est obtenue par interpolation à partir de la structure de bande 

présentée figure 19. Pour chaque sous-bande, le pas ∆kρ est différent mais constant quelle que 

soit la direction. Certains points du réseau ( ),ρi jk θ  choisi ont donc une énergie supérieure à 

l�énergie de confinement. Pour l�instant, comme la simulation du transport est ne prend pas en 

compte le passage au continuum tridimensionnel, ces points sont supposés vides de porteurs. 

Les fonctions enveloppes de chaque sous-bande ont été calculées à l�aide du formalisme de la 

fonction enveloppe associé au k.p à 30 bandes. Elles sont présentées figure 20. 
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Figure 20 : Fonctions d�ondes des trous dans un puits de Ge de 5 nm contraint sur Si0.5Ge0.5. 
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Pour l�approximation parabolique (figure 21), les masses considérées sont les masses de densité 

d�état à 300 K soit 0.15 m0 pour les trous élevés correspondant aux sous-bandes HH1 et HH2 et 

0.09 m0 pour les trous abaissés correspondant à la sous-bande LH1.  
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Figure 21 : Comparaison des diagrammes de bande utilisés dans l�approximation parabolique et 

calculés en k.p 30 bandes pour θθθθ=0. 
 

L�origine des énergies est identique pour les sous-bandes paraboliques et réelles, ainsi que les 

fonctions enveloppes. 

Après avoir présenté la structure de bande utilisée, voici une comparaison entre les fréquences 

d�interaction obtenues dans l�approximation parabolique et en considérant la structure 

électronique réelle. 

b) Fréquences d'interactions 

Seules les interactions avec les phonons acoustiques et optiques sont prises en compte pour cette 

simulation du transport en gaz bidimensionnel. Comme le puits est constitué de Ge, il n�y a pas 

de potentiel d�alliage. L�interaction avec les impuretés ionisées est négligée pour les mêmes 

raisons qu�en trois dimensions : le canal est supposé non dopé, et la diffusion par des impuretés 

distantes est difficile à prendre en compte. 

Les paramètres des collisions avec les phonons sont les mêmes qu�en trois dimensions (tableau I 

page 110). Toutes ces interactions mènent à des transitions intra- et inter-sous-bandes. La figure 

22 représente les fréquences d�interaction subies par les trous de la première sous bande dans le 

cas parabolique et « full band ». 



136 

1E+11

1E+12

1E+13

0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35
Energie (eV)

Fr
éq

ue
nc

e 
d'

in
te

ra
ct

io
n 

(s
-1

)

Absorption

Emission

Acoustique

 
Figure 22 : Fréquences d'interaction subies par les trous de la première sous bande du puits 
considéré dans le cadre de l�approximation parabolique (traits fin et symboles creux) et du 

modèle « full band » (traits épais). 
 

Les fréquences d'interaction sont proportionnelles à la densité d�état dans l�état d�arrivée. Dans 

l�approximation parabolique, les densités d�état sont en « marches d�escalier », c�est pourquoi on 

retrouve cette allure pour les fréquences d'interaction. Les sauts correspondent à l�énergie des 

sous-bandes pour les collisions avec les phonons acoustiques et à l�énergie des sous-bandes plus 

ou moins celle du phonon pour les collisions avec les phonons optiques. Les fréquences 

d'interaction ont été calculées à partir d'une tabulation de la structure électronique pour 

l�approximation parabolique et pour le modèle « full band ». Dans l'approximation de la masse 

effective, on retrouve bien les fréquences d'interaction en marches d�escalier attendues 

théoriquement.  

Les fréquences d'interaction « full band » montrent aussi des sauts à chaque énergie de sous-

bande mais ne sont pas constantes entre les sauts. Leur allure ressemble à celle de la densité d�état 

bidimensionnelle calculée chapitre 3, § 2. Les pics observés à chaque saut correspondent à des 

artefacts de calcul numérique de dérivée pour une fonction discontinue ; ce phénomène a déjà été 

mentionné pour le calcul de la densité d�états.  

Pour l�instant, seuls les fréquences d'interaction bidimensionnelles ont été calculées. C�est 

pourquoi le paragraphe suivant se limite à une étude des mobilités en gaz bidimensionnel, c'est-à-

dire une étude du transport à énergie suffisamment faible pour que les porteurs restent confinés 

dans le puits quantique. 
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c) Transport à faible champ 

Seules des données expérimentales existent pour le transport bidimensionnel dans un puits de Ge 

[Irisawa2003]. Elles mentionnent une mobilité de Hall de 2100 cm²/Vs pour un puits de Ge de 

20 nm sur Si0.3Ge0.7 à température ambiante. A notre connaissance, aucune simulation « full 

band » de transport bidimensionnel n�a été mise en �uvre pour la bande de valence. La 

simulation effectuée au cours de ce travail fournit une mobilité de 2580 cm²/Vs à 300 K, 

légèrement supérieure aux données expérimentales. 

Voici figure 23 les énergies et vitesses moyennes obtenues à T = 70 K et T = 300 K pour les 

trous de ce puits de Ge contraint sur SiGe.  
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Figure 23 : Energies et vitesses moyennes des trous dans un puits de Ge contraint sur Si0.5Ge0.5 à 

T = 300 K (symboles creux) et T = 70 K (symboles pleins). 
 

En transport bidimensionnel, l�énergie moyenne en régime de mobilité est E = kBT, kB étant la 

constante de Boltzmann. A 300 K, cette énergie est de 25.9 meV et à 70 K, elle est de 6.04 meV. 

Les trous sont donc en régime de mobilité jusqu�à 0.1 kV/cm environ à 300 K, alors qu�à 70 K, 

les trous ne sont déjà plus en régime de mobilité avant 0.1 V/cm. La simulation du transport 

effectuée s�arrête à 2 kV/cm à 70 K et 10 kV/cm à 300 K parce que la distribution de trous 

commence à sortir du puits de Ge pour ces champs électriques. Voici figure 24 les mobilités 

obtenues en fonction de la température.  
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Figure 25 : Mobilités des trous confinés dans un puits de Ge contraint sur SiGe en fonction de la 

température. 
 

La mobilité des trous dans le puits considéré est de 2580 cm²/Vs à 300 K et de 40000 cm²/Vs à 

70 K. A 300 K, cette mobilité  est supérieure à celle du Ge massif (2000 cm²/Vs à 300 K 

[Yamada94]) mais inférieure à celle du Ge contraint en transport tridimensionnel (4400 cm²/Vs 

d�après les résultats présentés en § I-5). La répartition des porteurs dans les sous-bandes est très 

inégale : dans la gamme d�énergie considérée (jusqu�à 60 meV), les porteurs peuplent 

principalement la première sous-bande HH1, la première transition HH1-LH1 étant de 120 meV. 

La figure 26 montre l�évolution de cette répartition de porteurs en fonction du champ électrique à 

300 K. 
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Figure 25 : Répartition des porteurs dans les sous-bandes en fonction du champ électrique. 
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L�allure des fonctions de distribution fait apparaître la topologie des bandes comme le montre la 

figure 26. La base des fonctions de distribution correspond en effet à l�allure des lignes iso-

énergie présentées figure 8 du chapitre 3, page 81. 
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Figure 26 : Fonctions de distribution des trous dans les sous-bandes d�un puits de Ge contraint 
sur Si0.5Ge0.5 pour différents champs électriques en direction [100] à T = 300 K. 

 

Les trous sont principalement situés dans la première sous-bande, d�où l�utilisation de facteurs 

multiplicatifs figures 25 et 26. La courbure de la première sous-bande HH1 est beaucoup plus 

importante que celle de la seconde LH1 malgré leurs appellations. Les trous sont donc beaucoup 

plus confinés en centre de zone de Brillouin dans la sous-bande HH1. L�anisotropie des sous-

bandes se lit sur la forme des fonctions de distribution : la sous-bande HH2 est beaucoup moins 

accidentée que les deux autres, comme le montre la figure 19.  

Pour explorer une gamme d�énergie et de champ électrique plus grande, pour notamment 

modéliser l�ionisation par choc, il est nécessaire de prendre en compte les transitions entre le gaz 

bidimensionnel de trous et le continuum tridimensionnel ce qui n�a pas encore été mené. C�est 

pourquoi l�étude de l�ionisation par choc présentée § III est menée à partir des simulations 

tridimensionnelles du transport présentées § I-4 pour les électrons dans le silicium contraint et § 

I-5 pour les trous dans le germanium contraint. 
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III. Ionisation par choc  

1) Modèle physique de l�ionisation par choc  

Le taux d�ionisation est l�inverse du temps moyen entre deux chocs ionisants pour un porteur 

incident dont on connaît l�énergie. C�est donc la probabilité par unité de temps pour qu�un 

porteur, à une énergie donnée, crée une paire électron trou à l�aide du processus d�ionisation par 

choc. Il existe deux approches bien distinctes pour le calcul du taux d�ionisation. 

La première approche est le calcul dit « ab-initio ». Cette approche consiste à calculer les taux 

d�interaction Rate(E), E étant l�énergie de l�électron incident. Pour ce calcul il faut utiliser la 

théorie des perturbations dépendant du temps. Il faut pour cela connaître la structure de bande et 

les fonctions d�onde. L�interaction prise en compte est l�interaction coulombienne avec écran 

diélectrique [Kane67]. Dans ce contexte pour un électron ionisant, l�expression de Rate(E) est la 

suivante [Kane67] : 
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où V est le volume, n l�indice de bande, r les vecteurs dans l�espace réel, ε la constante 

diélectrique, k1 le vecteur d�onde de l�état 1, E1(k1) son énergie et 1ψ  sa fonction d�onde. L�état 4 

est l�état du trou et l�état 1 celui de l�électron initial. K0 est un vecteur du réseau réciproque 

(différent de 0 pour un processus Umklapp) qui assure que les différents états 1, 2, 3 et 4 sont 

dans la première zone de Brillouin. Les états 2 et 3 sont les états finaux des électrons. Ce calcul 

non trivial ne prend en compte aucune hypothèse simplificatrice. De plus il demande de 

connaître les fonctions d�onde. C�est pour ces deux raisons que très peu d�auteurs font ce calcul. 
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Le moyen le plus simple d�obtenir une estimation du taux d�ionisation est la formule empirique 

de Keldish [Keldish65]. Cette dernière donne la probabilité en fonction de l'énergie et est tirée 

d�un modèle à bande interdite directe et à vallées paraboliques. Cette formule s�écrit de la façon 

suivante : 
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où Eth est le seuil d�ionisation et P est un paramètre d�ajustement. En pratique ces deux termes 

sont des paramètres d�ajustement qu�il convient de choisir afin de coller au mieux avec le calcul 

« ab-initio ». 

En théorie cette formule n�est applicable que si l�on considère deux bandes purement 

paraboliques centrées en k = 0 (bande de valence et de conduction). En pratique un grand 

nombre d�auteurs utilisent cette approche avec certaines variantes. En effet on peut considérer 

plusieurs seuils [Cartier93], ou bien considérer par exemple qu�au-dessus d�une certaine énergie la 

probabilité d�ionisation est infinie [Ong2000]. Le fait d�utiliser la formule de Keldish a comme 

avantage de ne demander aucun calcul. En revanche cette approche ne permet en aucun cas 

d�avoir accès à certaines subtilités liées à la structure de bande des semi-conducteurs. En effet seul 

le seuil d�ionisation différencie ces derniers. Pourtant des considérations reposant sur la structure 

de bande peuvent avoir une grande importance comme par exemple la prise en compte des 

vallées L et X [Bude92]. Ce type de considération est complètement ignoré par la formule de 

Keldish. Il reste toutefois raisonnable de l�appliquer si l�on ne considère que la vallée Γ qui n�est 

pas trop éloignée d�une parabole.  

 

Entre le calcul « ab-initio » et la formule de Keldish, il existe des approches intermédiaires où l�on 

fait des hypothèses qui permettent de calculer les probabilités plus facilement qu�avec le calcul 

« ab-initio ». La première hypothèse est celle où l�on considère l�élément de matrice M (voir le 

calcul « ab-initio ») comme étant indépendant de l�énergie (approximation CME Constant Matrix 

Element). Cette hypothèse se justifie car l�élément de matrice ne varie en effet que très peu avec 

l�énergie de l�électron initial [Harrison99], [Fischetti97]. Une seconde hypothèse simplificatrice 

peut être faite. Elle consiste à considérer que le processus d�ionisation n�est que très peu contrôlé 

par la conservation des « moments » mais qu�il est en grande partie contrôlé par la densité d�état 

des états finaux. Cela revient à dire que par exemple, le vecteur d�onde k4 du trou est une variable 

aléatoire dont la probabilité p(k4) de tomber sur l�intervalle d�énergie dE4 est proportionnelle à la 

densité d�états D(E4). Cela permet d�écrire Rate(E) sous la forme suivante [Kane67] : 
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où l�origine des énergies est prise en haut de la bande de valence, c�est à dire que E4 est négative 

et où Q est tiré de la moyenne de l�élément de matrice. En pratique Q est un paramètre 

d�ajustement. Cette approximation est appelée « random-k » et permet de calculer le taux 

d�ionisation sans connaître les fonctions d�onde. Seules les densités d�états sont indispensables et 

pour cela nous avons les bandes calculées par la théorie k.p. Nous allons à présent discuter de la 

validité de cette approximation. 

Cette approximation est particulièrement bien vérifiée quand un processus Umklapp, qui rend le 

vecteur d�onde aléatoire, est le processus le plus probable de production de paires électron trou. 

Dans le cas des semi-conducteurs à gap indirect, le calcul « ab-initio » et le calcul « random-k » 

donnent des résultats en très bon accord [Fischetti97]. En effet, dans ce cas, un processus sans 

l�apport d�un grand vecteur d�onde K0 est quasiment inexistant. Dans les matériaux à gap direct 

cette approximation n�est pas forcément justifiée. Dans ce cas, le phénomène d�ionisation ne 

passe pas forcément par l�intermédiaire d�un processus Umklapp puisque la conservation des 

moments, si la particule initiale est en vallée Γ, peut facilement être respectée sans l�apport d�un 

vecteur K0.  

Dans ce qui suit, la méthode « random-k » a été utilisée pour évaluer les taux d�ionisation par 

choc à partir des densités d�état d�arrivée calculées au chapitre 3. En résumé, nous allons 

considérer le modèle suivant. 

La fréquence d�ionisation par choc est proportionnelle aux densités d�états disponibles pour les 

particules créées. Si c�est un électron qui ionise un atome du réseau cristallin, il crée une paire 

électron trou et modifie son énergie. On peut donc considérer que trois particules sont créées, 

deux électrons et un trou. La fréquence d�ionisation par choc (inverse du temps moyen entre 

deux chocs ionisants 1/τII) s�écrit alors : 

( ) ( ) ( ) ( )21 II c v c c v v c gap c vk M dE dE g E g E g E E E Eτ = − − −∫
!

 

où Ec, Ev et E�Egap�Ec�Ev sont les énergies des particules créées, gc(v) (E) est la densité d�états en 

bande de conduction (valence) et <M2> l�élément de matrice d�interaction coulombienne. 

Dans le cas où la particule ionisante est un trou (qui crée alors deux trous et un électron), la 

fréquence d�ionisation par choc s�écrit :  

( ) ( ) ( ) ( )21 II c v c c v v v gap c vk M dE dE g E g E g E E E Eτ = − − −∫
!

 

Le coefficient d�ionisation par choc α (cm-1) est l�inverse du libre parcours moyen entre deux 

chocs ionisants. Il s�écrit :  
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Le paragraphe suivant présente les fréquences et coefficients d�ionisation par choc des électrons 

dans le Si contraint sur SiGe et des trous dans le Ge contraint sur SiGe. Les fréquences 

d�ionisation par choc sont calculées à l�aide des densités d�états présentées au chapitre 3 et les 

coefficients d�ionisation par choc sont évalués à l�aide des fonctions de distribution calculées § I-4 

et § I-5 dans ce chapitre. 

2) Coefficient d�ionisation par choc dans le Si contraint sur SiGe 

a) Taux d'ionisation par choc 

Le taux d�ionisation par choc est proportionnel au produit des densités d�état d�arrivée. Le 

coefficient de proportionnalité est le carré de l�élément de matrice coulombienne, supposé 

constant sur toute la zone de Brillouin et identique pour toutes les bandes. Pour ce travail, nous 

avons évalué l�élément de matrice du silicium massif en l�ajustant sur des valeurs issues de la 

littérature [Fischetti97] et nous l�avons supposé identique dans le silicium contraint. 

La figure 23 présente les taux d�ionisation par choc dans le silicium massif et contraint à 300 K, 

calculés par la méthode « random-k » à l�aide des densités d�états présentées au chapitre 3, et les 

taux d�ionisation issus de [Fischetti97], calculés par les méthodes « random-k » ou « constant 

matrix element » qui concordent bien. 
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Figure 23 : Taux d�ionisation par choc dans le Si massif (trait continu : ce travail, triangles : 

[Fischetti97]) et contraint sur Si0.6Ge0.4 (pointillés). Le taux d�ionisation par choc le plus grand 
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correspond aux électrons issus des vallées ∆∆∆∆2 abaissées par la contrainte, et l�autre correspond aux 
vallées ∆∆∆∆4. 

 

La concordance entre nos résultats et ceux issus de [Fischetti97] permet de valider la méthode 

utilisée. Le seuil d�ionisation par choc est plus faible dans le Si contraint que dans le Si massif à 

cause de la diminution de la bande interdite. Cependant, dès 1.5 eV, le taux d�ionisation par choc 

du Si massif devient supérieur à celui du Si contraint. Le décalage des vallées ∆ diminue la densité 

d�états d�arrivée disponibles à une énergie donnée, ce qui diminue le taux d�ionisation par choc. 

Les effets sur le coefficient d�ionisation par choc sont présentés § b. 

b) Coefficient d'ionisation par choc 

La figure 24 présente les coefficients d�ionisation par choc dans le Si massif et contraint sur 

Si0.6Ge0.4. 
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Figure 24 : Coefficients d�ionisation par choc en fonction de l�inverse du champ électrique dans le 
silicium massif (traits pleins) et contraint sur Si0.6Ge0.4 (pointillés). Les symboles représentent des 

coefficients d�ionisation par choc dans le Si massif issus de [Fischetti97] pour les triangles, et 
[Overstraeten70] pour les losanges. 

 

Pour le silicium massif, les données issues de la littérature et nos résultats sont en bon accord.  

A priori, le coefficient d�ionisation par choc dans le silicium contraint devrait être supérieur à 

celui du Si massif : le transport est amélioré donc l�énergie des porteurs est plus importante à 

champ constant dans le Si contraint que dans le Si massif. Un calcul du coefficient d�ionisation 

par choc à l�aide du modèle de Keldysh montre d�ailleurs que le coefficient d�ionisation par choc 

augmente avec la contrainte [Rashed95]. Effectivement, la bande interdite diminue donc le seuil 

d�ionisation aussi.  
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Or, le coefficient d�ionisation par choc décroît avec la contrainte d�après cette simulation. En 

effet, au champ électrique où a lieu l�ionisation par choc, les propriétés du transport électronique 

dans le Si contraint et massif sont équivalentes : l�effet de la contrainte sur le transport est 

seulement visible à faible champ électrique. La seule différence est donc due aux taux d�ionisation 

par choc qui diminue avec la contrainte. Cette diminution du taux d�ionisation par choc entraîne 

donc une diminution du coefficient d�ionisation par choc, ce que le modèle de Keldysh prenant 

seulement en compte un seuil d�ionisation par choc ne peut prévoir.  

3) Coefficient d�ionisation par choc dans le Ge contraint sur SiGe 

a) Taux d'ionisation par choc 

Comme pour le silicium, nous avons supposé le carré de l�élément de matrice coulombienne du 

germanium massif constant sur toute la zone de Brillouin et nous l�avons évalué en l�ajustant sur 

des valeurs issues de la littérature [Fischetti97]. Cet élément est aussi supposé identique dans le 

germanium contraint. 
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Figure 25 : Taux d�ionisation par choc dans le Ge massif (trait continu) et contraint sur Si0.4Ge0.6 

(pointillés). Dans le Ge massif, les bandes des trous lourds et trous légers sont dégénérées en k = 
0, le plus grand taux correspond aux trous issus de ces bandes et le plus faible à la bande 

découplée par interaction spin-orbite. Trois taux sont représentés pour le Ge contraint à cause de 
la levée de dégénérescence en bande de valence. 

 

La figure 25 présente les taux d'ionisation des trous dans le Ge massif et contraint. Le seuil 

d�ionisation dans le Ge contraint est supérieur à celui du Ge massif alors que la bande interdite 

diminue (elle passe de 0.66 eV à 0.62 eV dans le Ge contraint sur Si0.4Ge0.6). Cet effet est dû à la 

faible densité d�états au sommet de la bande de valence lié à la diminution de la masse effective. 
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Le sens de variation de la bande interdite ne permet pas de déduire celui du seuil d�ionisation par 

choc.  Cet effet de la contrainte sur le taux d�ionisation par choc a de fortes conséquences sur le 

coefficient d�ionisation par choc comme le montre le paragraphe suivant.  

b) Coefficient d'ionisation par choc 

La figure 26 présente les coefficients d�ionisation par choc des trous dans le Ge massif et 

contraint en compression sur Si0.4Ge0.6. 
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Figure 26 : Coefficients d�ionisation par choc en fonction de l�inverse du champ électrique dans le 

germanium massif (traits pleins) et contraint sur Si0.4Ge0.6 (pointillés). Les triangles 
correspondent aux données de simulation issues de [Fischetti97], les carrés aux mesures de 

[Decker70], et les cercles aux mesures de [Miller55] pour le Ge massif. 
 

Le coefficient d�ionisation par choc du Ge massif est en bon accord avec les données existantes. 

Nous observons la même tendance que pour le silicium, à savoir que le coefficient d�ionisation 

par choc diminue avec la contrainte. Aux champs électriques où se produit l�ionisation par choc, 

les trous ont atteint leur vitesse de saturation donc l�effet de la contrainte n�est plus visible. 

Comme pour le silicium, la seule différence est donc due au taux d�ionisation par choc qui 

diminue avec la contrainte, ce que le modèle de Keldysh prenant seulement en compte un seuil 

d�ionisation par choc ne peut prévoir.  

Tant pour le Ge que pour le Si, la diminution des coefficients d�ionisation par choc en fonction 

de la contrainte est assez inattendue. Elle semble corrélée à la diminution des taux d�ionisation 

par choc mais une étude plus approfondie des éléments de matrice coulombienne en fonction de 

la contrainte est nécessaire pour confirmer ou infirmer cette tendance. 
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Conclusion 
Dans ce chapitre, nous avons étudié le transport dans les alliages SiGe à partir d�une résolution 

déterministe de l�équation de Boltzmann. Nous avons d�abord mené cette résolution pour le 

transport tridimensionnel, en utilisant plusieurs niveaux d�approximations du diagramme de 

bande.  

Pour le calcul de la mobilité dans les alliages SiGe massifs, ou contraints sur Si, nous avons 

considéré les bandes paraboliques et exploité la variation des masses de densité d�états en 

fonction de la température présentée au chapitre 3, § III. Il n�est en effet pas nécessaire de 

prendre en compte toute la structure électronique pour évaluer une mobilité. Néanmoins, le fait 

de considérer des bandes isotropes ne permet pas de distinguer la direction de croissance des 

couches du plan des couches dans le cas d�un semi-conducteur contraint. L�influence 

considérable du potentiel d�alliage a été démontrée, et nous avons pu détailler l�effet de chaque 

type d�interaction en fonction de la température et de la contrainte. 

Pour simuler le transport à fort champ électrique, les hypothèses sur la structure électronique 

sont différentes selon le type de porteurs considérés : pour les électrons dans le silicium, nous 

avons considéré les vallées ∆ comme des ellipsoïdes de révolution, en vérifiant que cette 

approximation est valable jusqu�à 1.5 eV au dessus de la bande interdite, grâce à la méthode k.p à 

30 bandes présentée au chapitre 2. La symétrie de révolution des vallées ∆ nous a permis 

d�effectuer une résolution seulement bidimensionnelle en conservant l�anisotropie de la structure 

électronique. Les propriétés de transport des électrons se déplaçant dans le plan des couches d�un 

transistor à effet de champ à hétérojonction à canal Si contraint en tension sur SiGe ont été 

dégagées. En particulier, à basse température, nous avons pu comprendre pourquoi il suffit d�une 

très faible contrainte pour améliorer considérablement la mobilité des porteurs, alors que cet effet 

est plus progressif à température ambiante. 

Pour les trous dans le Ge, la méthode de résolution utilisée ne permettait pas de conserver 

l�anisotropie de la structure électronique, c�est pourquoi nous avons utilisé une relation de 

dispersion isotrope, de même densité d�états que la structure électronique réelle. Nous avons 

néanmoins pu dégager l�effet de la contrainte sur la vitesse et l�énergie moyenne de la distribution 

de porteurs.  

Le transport dans un transistor à effet de champ à hétérojonction est essentiellement 

bidimensionnel c�est pourquoi nous avons développé une résolution déterministe de l�équation de 

Boltzmann bidimensionnelle, en prenant en compte la relation de dispersion réelle des porteurs 

calculée au chapitre 2, § 6. Cette résolution a été appliquée à un puits de Ge, pour l�instant 

supposé carré en compression sur Si0.5Ge0.5. La comparaison des fréquences d'interaction dans 
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l�approximation des vallées paraboliques et calculées à partir de la relation de dispersion réelle 

nous a montré la nécessité de connaître cette relation de dispersion pour l�étude du transport en 

gaz bidimensionnel, particulièrement pour les trous dont la structure électronique est très 

éloignée d�une parabole à cause du fort couplage entre les deux bandes supérieures de la bande de 

valence. Pour l�instant, cette étude nous a seulement fourni des mobilités car la prise en compte 

du passage du gaz bidimensionnel au continuum tridimensionnel n�est pas encore effectuée.  

En associant ces études du transport et les densités d�états calculées au chapitre 3, nous avons 

extrait des valeurs de coefficients d�ionisation par choc qui sont utilisés pour l�interprétation des 

mesures d�électroluminescence présentées au chapitre 5. La diminution de ces coefficients due à 

la contrainte est assez inattendue et montre la nécessité d�avoir accès à la structure électronique 

pour modéliser l�ionisation par choc. Une étude plus fine de ce processus semble nécessaire pour 

valider l�approximation de Kane utilisée ici.  
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CHAPITRE 5 
 

Electroluminescence dans les HFET et les diodes 
IMPATT SiGe 

 

Dans un semi-conducteur l�ionisation par choc est le mécanisme de création d�une paire électron 

trou par un porteur très énergétique. Ce porteur peut être un électron ou bien un trou. 

L'ionisation par des électrons apparaît dans les régions des composants semi-conducteurs où des 

électrons atteignent sous l�effet du champ électrique des énergies supérieures à un certain seuil 

d�énergie qui dépend du matériau. L'ionisation par choc est observée aussi bien dans les 

transistors à effet de champ que dans les transistors bipolaires ou dans les diodes. Ce phénomène 

peut conduire à la destruction des composants par effet d'avalanche. Pour les transistors à effet 

de champ (FET), la tendance actuelle est de réduire les longueurs de grille et d�utiliser des semi-

conducteurs de bande interdite de plus en plus petite comme couche active. Cette réduction 

entraîne une augmentation locale des champs électriques. Ceci a comme conséquence de rendre 

les composants plus sensibles à l'ionisation par choc, c'est à dire que les tensions maximales de 

fonctionnement sont plus faibles. L'étude de l'ionisation par choc  dans les transistors est donc de 

première importance car elle permet d'approfondir notre compréhension du fonctionnement 

global de ces structures en régime de fort champ électrique. Cela permet de mieux comprendre 

les mécanismes qui conduisent au claquage. L�objectif final que nous poursuivons, en général, 

pour une technologie donnée est d'améliorer la rapidité du transistor et sa tenue en tension. 

Le moyen expérimental le plus communément utilisé pour l�étude de l�ionisation par choc dans 

les transistors à effet de champ de type N, est la mesure de l�excès de courant grille associé aux 

trous créés par ce phénomène susceptibles de remonter vers la grille. Ce courant donne une 

image de la quantité de trous créés. Or le nombre de trous collectés à la grille ne dépend pas 

uniquement du nombre de trous créés par ionisation par choc. La polarisation du dispositif, 

l�auto-échauffement dont il est le siège, mais également des paramètres physiques (discontinuité 

en bande de valence dans le canal) ou technologiques (longueurs des accès ou niveau de dopage 

des accès) contrôlent la qualité de la mesure. Un moyen alternatif et riche pour l'étude de 

l'ionisation par choc consiste dans l'analyse du rayonnement émis par les composants polarisés. 

Cette technique qui est appelée électroluminescence est notre principal moyen d'étude de 
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l'ionisation par choc. Les premiers travaux d'électroluminescence dans les transistors III-V ont 

été menés sur des MESFETs GaAs [Zappe90], des HEMTs conventionnels AlGaAs/GaAs 

[Zappe90], des TBH sur AsGa [Zanoni93] et des HEMTs pseudomorphiques 

AlGaAs/InGaAs/GaAs [Tedesco93]. Dans le cas de l'étude de l'ionisation par choc le 

rayonnement qui nous intéresse est lié à la recombinaison radiative interbande d'électrons avec 

des trous créés par ionisation par choc. L'étude de ce rayonnement apporte de nombreuses 

informations permettant de mieux comprendre ce mécanisme, de localiser la zone du composant 

où apparaît le phénomène et d'analyser la corrélation entre l'ionisation par choc et la diminution 

des performances des composants ou leur amélioration [Tedesco93]. De façon générale, 

l�électroluminescence est non seulement un outil d�étude de la physique des composants (énergie 

de recombinaison, température électronique, qualité des interfaces [Cavassilas2000]�), mais 

également un outil de caractérisation des conditions de fonctionnement (évolution des spectres 

en fonction de la polarisation, auto-échauffement [Aniel95], délocalisation des porteurs 

[Cavassilas2000]�). L�étude du signal lumineux peut être de nature spatiale [Gaddi99], de nature 

temporelle ou spectrale. Ces différentes études peuvent être couplées. L�étude la plus courante est 

de nature spectrale. Notre dispositif expérimental n'autorise que cette dernière. La lumière émise 

est dispersée par un monochromateur et l'intensité lumineuse mesurée par un détecteur (infra 

rouge, visible). 

 

Le chapitre 5 comprend trois parties d�inégales longueurs. Après une présentation du processus 

d�ionisation par choc dans les composants, nous consacrons quelques pages à l�approche 

expérimentale mise en �uvre à l�Institut d'Electronique Fondamentale pour étudier ce 

phénomène ; ensuite, nous abordons les résultats expérimentaux obtenus avec différents types de 

composants : les p-HFET Ge/SiGe, le n-HFET Si/SiGe en partie II puis la diode IMPATT SiGe 

en partie III. Pour chaque famille de composants nous décrivons la structure, rappelons l�état de 

l�art des performances micro-ondes puis nous discutons des résultats de mesures. Pour cela nous 

nous appuyons sur d�autres types de mesures (statiques, paramètres S) ou sur des modélisations 

numériques. 
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I. Principe et dispositif expérimental 

1) Objectif des mesures : caractériser l�ionisation par choc 

Le phénomène physique d�ionisation par choc est la création d�une paire électron trou par un 

porteur chaud qui peut être un électron ou un trou. Si nous prenons l�exemple d�un électron, ce 

dernier doit avoir une énergie suffisamment importante pour que par interaction coulombienne, il 

puisse faire passer un électron de valence en bande de conduction. L�énergie de l�électron initial 

doit donc être au moins supérieure à l�énergie de bande interdite. Pour qu�un électron puisse 

atteindre une telle énergie, il doit être soumis à un fort champ. En pratique, les champs sont 

suffisamment élevés en sortie de grille des HEMT pour que le processus d�ionisation ait lieu. 

 

Barrière

Buffer

grille

source drain

Canal

Substrat

Ionisation par choc

e-
e-

e-
h+

 
Figure 1 : Schéma de l�ionisation par choc dans un n-HFET [Cavassilas2000b] 

 

Comme présenté figure 1, l�ionisation par choc dans un FET entraîne une augmentation du 

courant par la création d�un électron et d�un trou. L�électron se dirige vers le drain, alors que le 

trou peut remonter le long du canal vers la source ou se diriger vers les couches de SiGe (il n�y a 

pas de barrière de potentiel pour les trous) et rejoindre la grille. Cet excès de courant de trous est 

mesurable et permet en partie de caractériser l�ionisation par choc dans les transistors à effet de 

champ. Les trous qui ne rejoignent pas la grille se déplacent vers la source dans le canal. Ils sont 

alors en présence d�électrons qui font le chemin en sens inverse. Or les électrons et les trous, 

lorsqu�ils sont en présence, ont une forte tendance à se recombiner, radiativement ou par effet 

Auger. La recombinaison radiative implique une émission de photon qui est appelée dans ce cas 

électroluminescence. Le processus ionisation-électroluminescence est représenté figure 2. Dans 
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un pHFET, ce sont les trous qui peuvent créer l'ionisation par choc ; sinon, le processus est 

identique : un trou énergétique fait passer un électron de la bande de valence en bande de 

conduction, le trou créé se dirige vers le drain et l'électron peut soit rejoindre la grille, soit 

remonter vers le source et se recombiner, radiativement ou non. L�analyse du courant grille (excès 

d'électrons) et l�étude spectrale de l�électroluminescence sont nos deux moyens expérimentaux 

d�étude de l�ionisation par choc dans les transistors. 

Barrière

Buffer

grille
source drain

Canal

Zone de fort champ en sortie de grille

électron
chaud

trou

electron
ionisation

trou

électrons

Recombinaison radiative
Electroluminescence

Substrat

 
Figure 2 : Schéma de l�ionisation et de l�électroluminescence dans un HFET de type n 

[Cavassilas2000b] 
 

Ces mesures d�électroluminescence donnent accès à des informations non seulement sur 

l�ionisation par choc, mais aussi sur le spectre énergétique des porteurs (thermalisés ou 

balistiques), sur leur confinement dans les structures de basse dimension, sur la présence 

éventuelle d�états localisés et l�auto-échauffement des structures. 

 

2) Dispositif expérimental 

Le dispositif est constitué de deux modules distincts : le support qui permet de polariser ou 

même de refroidir les composants et le système de collection et de mesure du signal 

d�électroluminescence. Le système de collection et de mesure d�électroluminescence comprend : 

1/ une table optique (marbre) ; 2/différents accessoires : lentille convergente, miroir, binoculaire ; 

3/ un spectromètre ; 4/ un détecteur germanium ; 5/une détection synchrone ; 6/un ordinateur 

  

Quelle que soit la station de mesure, les composants sont polarisés par des pointes 

hyperfréquences reliées à des câbles 50 Ω. Cela permet de faire fonctionner les composants dans 

les meilleures conditions de stabilité. Ils sont alimentés par un signal carré. Dans notre dispositif, 
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la détection sera donc synchronisée sur le générateur. Le générateur d�impulsion utilisé est un HP 

8110A. 

Une fois polarisé, le composant peut émettre de la lumière. Afin de récupérer ce signal lumineux, 

on utilise un montage optique constitué d�un objectif et de miroirs. Les miroirs sont orientés de 

façon à ce que le signal aille vers le système de mesure décrit ci-après. 

 

Le marbre et les accessoires : Une table optique (anti-vibration) supporte le système de guidage du 

signal lumineux, ainsi que le spectromètre et le détecteur germanium. Le signal réfléchi par le 

montage miroirs/objectif est réfléchi par un autre miroir puis est focalisé sur l�entrée du 

spectromètre par une lentille convergente. 

 

Le spectromètre : L�appareil utilisé est un ISA Jobin Yvon HR 460. Le spectromètre est piloté 

exclusivement par ordinateur. Le filtrage en longueur d�onde du signal lumineux est effectué par 

un réseau de diffraction. La résolution du réseau est de 600 traits/mm. Le spectromètre peut aller 

jusqu�à 0,7 eV au minimum (soit environ 1800 nm au maximum). Les fentes peuvent s�ouvrir à 2 

mm maximum. 

 

Le détecteur : Le détecteur placé en sortie du spectromètre est constitué d�un cristal de Germanium. 

Les porteurs créés par photogénération sont accélérés grâce à une tension de 250 V. Ils peuvent 

créer d�autres porteurs par l�ionisation par choc. Le courant est donc amplifié par un phénomène 

d�avalanche. Le détecteur est refroidi à basse température (77 K) ce qui réduit le bruit d�une façon 

considérable et augmente la sensibilité. 

 

La détection synchrone : nous utilisons une détection synchrone numérique EG&G 5209. Cette 

dernière est synchronisée sur le générateur d�impulsions. 

 

L’ordinateur : un PC Pentium équipé d�une carte GPIB 32 bits National Instruments contrôle le 

spectromètre et l�appareil de détection synchrone. Le programme utilisé a été développé sous le 

logiciel LABVIEW. 
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Figure 3 : Dispositif expérimental dans son ensemble pour les mesures à température ambiante.  
 

Pour les mesures à température ambiante, le composant est placé sur une platine aspirante 

horizontale comme le montre la figure 3. Pour les mesures à basse température, un cryostat à 

circulation d'He qui permet de descendre à 1.5 K est utilisé. Il a été mis au point par Stéphane 

Cabaret et Robert Adde. Dans ce cryostat, le composant est fixé sur un support circulaire creux 
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(figure 4) placé verticalement. Comme à température ambiante, il est polarisé à l'aide de pointes 

hyperfréquences 50 Ω. 

 

 
Figure 4 : Porte échantillon creux utilisé dans le cryostat. 

 

A la hauteur du composant, le cryostat possède deux fenêtres si bien que la collection du signal 

lumineux peut aussi bien être effectuée en face avant, côté pointes qu'en face arrière si le substrat 

est transparent aux longueurs d'onde observées. La figure 5 montre le système optique en sortie 

du cryostat. Il est ici composé d'une optique d'appareil photo, d'une lentille et d'un miroir. 

 

 
Figure 5 : Système optique en sortie du cryostat. 
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Le même système est ensuite utilisé pour collecter le signal lumineux à travers le spectromètre 

vers le détecteur germanium. 

Après cette description du dispositif expérimental de mesure d�électroluminescence, les 

paragraphes suivants présentent les résultats obtenus dans des pHFET à canal Ge contraint sur 

SiGe, dans des nHFET à canal Si contraint sur SiGe et dans des diodes IMPATT à base de Si et 

SiGe. 
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II. Résultats expérimentaux sur les HFET Si/SiGe et Ge/SiGe 
Nous décrivons les structures, puis nous faisons un rapide survol des performances 

hyperfréquences et du comportement en bruit de ces composants avant de livrer les résultats 

obtenus grâce aux mesures d�électroluminescence. Il faut rappeler que lorsque cette étude a été 

entreprise, les publications concernant ionisation par choc dans le Ge et Si contraint étaient rares, 

seuls quelques articles sur ce phénomène dans l�alliage SiGe existent dans la littérature 

[Czajkowski92], [Williams96], [Ridley93]. 

1) Les structures 

Rappelons que depuis 30 ans la micro électronique silicium suit la loi de Moore ce qui signifie que 

tous les 18 mois la capacité d�intégration est multipliée par un facteur 2. La feuille de route qui 

structure les avancées technologiques nécessaires afin d�assurer une croissance régulière au 

marché des semi-conducteurs montre qu�un certain nombre de difficultés doivent être dépassées 

pour que l�amélioration de l�intégration et des performances de ces composants se poursuive à un 

rythme important (mais vraisemblablement inférieur à celui de la loi de Moore) [Paul99]. Ces 

difficultés sont nombreuses, citons par exemple : les diélectriques à forte permittivité qui ont 

vocation à réduire le courant de fuite par effet tunnel, ou l�épaisseur des zones actives. Afin 

d�améliorer les performances des MOSFET, une démarche intéressante consiste à utiliser des 

alliages SiGe soit pour générer des discontinuités de bandes (comme dans les TBH SiGe à base 

abrupte), soit pour améliorer le transport grâce à une gradualité de germanium qui induit un 

pseudo champ interne (à l�instar des effets obtenus dans les TBH SiGe à base graduelle) ou bien 

grâce à la contrainte et au confinement. Il est en effet possible de générer de la contrainte et du 

confinement dans le silicium lui-même pour des transistors de type n (n-HFET Si/SiGe) ou dans 

le SiGe ou le Ge pour des transistors de type p (p-HFET SixGe1-x/SiyGe1-y ou Ge/SiGe). C�est 

dans cette démarche prospective que s�inscrivait le contrat IST SIGMUND dans lequel l�équipe 

« phénomènes physiques dans les composants pour les hautes fréquences » où j�ai fait ma thèse 

était partenaire de janvier 2000 à avril 2003. 

Deux types de structures ont été mesurés en électroluminescence au cours de ce travail, le n-

HFET à canal Si contraint en tension sur SiGe et le p-HFET à canal Ge contraint en 

compression sur SiGe. 

 

Dans les HFET étudiés, on fait croître un substrat virtuel de SiGe sur le silicium. L�épaisseur de 

ce substrat est telle que le SiGe est totalement relaxé en surface ou très fortement relaxé quand il 
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s�agit de substrat virtuel ultra fin. Sur cette surface on fait croître une couche tampon de SiGe 

puis les couches actives du transistor dont le c�ur pour les composants de type n, est un puits 

quantique de silicium contraint en tension (figure 6). En bande de conduction la contrainte 

biaxiale se traduit par un abaissement de l�énergie de deux des six vallées ∆. Ces deux vallées ∆ 

(∆2) sont placées dans la direction de croissance des couches de telle sorte que les porteurs voient 

une masse transverse pour un champ appliqué dans le plan des couches comme nous l�avons 

discuté au chapitre 4, § IV. La différence d�énergie ∆2-4 est typiquement de 7 meV par pourcent 

de germanium dans le substrat virtuel relaxé. En régime de mobilité, le transport des électrons est 

bien supérieur à celui du silicium massif. Aussi longtemps que les porteurs restent confinés dans 

les vallées ∆2, le transport est meilleur que dans le silicium massif. Tant que l�énergie d�un électron 

n�est pas de l�ordre de grandeur de la discontinuité ∆2-4 alors les interactions avec les phonons 

optiques non polaires de type f sont inopérantes. Par ailleurs la présence d�un confinement de 

potentiel en bande de conduction dans le système SiGe/Si/SiGe permet d�éloigner les porteurs 

des impuretés ionisés et de l�oxyde si on choisit de faire un canal enterré avec un oxyde. Bref, ce 

système présente bien des qualités. La figure 6 fournit la structure « épitaxiale » typique d�un n-

HFET. 

 

 
 

Figure 6 : Constitution et diagramme de bande d'un n-HFET  
 

Nous avons proposé à DaimlerChrysler AG, notre partenaire dans SIGMUND, de réaliser un 

masque spécifique contentant un grand nombre de transistors unitaires présentant des longueurs 

et des largeurs de grilles variables et une position de la grille dans l�espace « source-drain » 
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également variable, ainsi que de nombreux motifs d�épluchages. DCAG a fait réaliser ce masque 

et l�a utilisé pour la plupart des familles des composants dont nous présentons l�étude ici. 

La figure 7 présente la constitution typique d'un p-HFET étudié au cours de ce travail. 
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Figure 7 : Constitution et diagramme de bande du p-HFET Ge/SiGe. 

 

La mobilité des trous dans le Ge contraint en compression peut être supérieure à celle des 

électrons dans le silicium contraint en tension. Aussi est-il apparu intéressant à DCAG de réaliser 

des p-HFET dont la structure « épitaxiale » est voisine de celle des composants de type n si ce 

n�est que la composition en germanium du substrat virtuel atteint 60% (figure 7). Une 

technologie quasi auto-alignée a également été retenue pour la grille. Il n�y a pas eu de substrat fin 

pour des pourcentages de germanium supérieurs à 50 %. Avec leur substrat épais ces composants 

souffrent des mêmes problèmes thermiques que les composants n sur substrat virtuel épais. Ils 

ouvrent la porte à de futurs composants de type p qui ont vocation à remplacer les p-MOSFET 

standards qui présentent de très faibles mobilités et même les p-MOSFET SiGe qui ne donnent 

pas des résultats aussi élevés que ceux espérés ils y a quelques années. Il est tout a fait 

remarquable de souligner que ces composants ont présenté des caractéristiques excellentes à 

basse température ne révélant aucun effet parasites comme le « collapse » ou l�effet « Kink ». Le 

seul problème qui a été observé sur un nombre limité de dispositifs, est que la valeur de la 

résistance de grille augmente à température cryogénique. L�application d�une polarisation élevée 

sur la grille mettait fin à ce comportement. Ce dernier a été associé à l�absence d�une étape de 

nettoyage de l�oxyde avant le dépôt de grille. Nous n�avons pas étudié les seuils d�ionisation par 

choc dans ces dispositifs. 
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2) Etat de l�art des HFET SiGe à la fin de SIGMUND 

Préambule : 

L�ensemble des résultats expérimentaux (réseaux courant-tension et performances 

hyperfréquences) rappelés dans cette section, ont été obtenus par Mauro Enciso dans le cadre de 

sa thèse soutenue en septembre 2003 [Enciso2003] ; quant aux résultats de modélisation 

numérique sur Silvaco, ils ont été obtenus par Laurent Giguerre qui a travaillé dans l�équipe de 

septembre 1999 à septembre 2002. Il a notamment réalisé des modélisations numériques de 

HFET dans les environnement commerciaux de Silvaco et ISE. 

 

Dans ce paragraphe, nous présentons les performances DC, hyperfréquences et en bruit haute 

fréquence de n-HFET et de p-HFET. Les composants ont atteint des fréquences maximales 

d�oscillation et de facteur du bruit minimum à l�état de l�art des composants sur silicium : pour les 

n-HFETs les meilleures performances ont été : fT = 74 GHz (105 GHz), fMAX = 188 GHz 

(225 GHz) à 300 K (50K) NFmin = 0.3 dB et Rn = 41 Ω @ 2.5 GHz. Tandis que pour les p-

HFET, les meilleures performances obtenues dans le cadre de la thèse de Mauro Enciso ont été : 

fMAX = 135 GHz (180 GHz), fT = 55 GHz (90 GHz) à 300 K (35 K) et NFmin = 0.5 dB et Rn = 

90 Ω @ 2.5 GHz. 

Ces performances (cf. figures 8a-8d) restent modestes en comparaison de ce qui est obtenu avec 

les filières III-V mais si les étapes technologiques deviennent compatibles avec la filière CMOS, 

les HFET sur SiGe sont susceptibles de devenir des structures alternatives intéressantes pour des 

applications jusqu�à une vingtaine de GHz. Les figures 8a et 8b représentent fT et fMAX en fonction 

de VGS à 300 et à 50 K pour les n- et les p-HFET. 

Il est intéressant de souligner les performances en bruit de ces transistors. La figure 8c présente le 

facteur de bruit minimum (NFmin) et le gain associé (Gass) en fonction de la fréquence pour un n-

HFET de LG = 130 nm  et pour un p-HFET de LG = 100nm. On peut observer que NFmin 

augmente avec la fréquence, proportionnellement à f / fTi où f est la fréquence de mesure, et fTi est 

la fréquence de transition intrinsèque du gain en courant. Le p-HFET présente une pente de 

NFmin vis-à-vis de la fréquence, plus élevée que celle du composant de type n, car la fréquence de 

transition du gain en courant est plus élevée dans ces dispositifs. 
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Figure 8a : fMAX pour les n- et les p-HFET à 

300 K et à basses températures (50 K) 
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Figure 8b : fT pour les n- et les p-HFET à 

300 K et à basses températures 
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Figure 8c : Evolution fréquentielle de NFmin et 

Gass pour les n-HFET (VDS = 1.25 V, 
IDS = 70.7 mA/mm, cercles),  pour les p-HFETs 

(VDS = 0.75 V,IDS = 40 mA/mm, carrés). 
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Figure 8d : NFmin et Rn vs IDS à 2.5 GHz pour 
un  n-HFET 130 nm (VDS = 1.25V) et pour un  

p-HFET 100 nm (VDS = 0.75V). 

 

La figure 8d présente le facteur de bruit minimum (NFmin) et la résistance équivalente de bruit (Rn) 

en fonction du courant de drain pour les deux dispositifs de la figure 8c. Le comportement plus 

linéaire du composant de type n est imputable au fort niveau de dopage tant au dessus qu�au 

dessous du canal. La transconductance dont le maximum est largement plus élevé dans ce dernier 

dispositif (715 mS/mm contre 225 mS/mm dans le p-HFET) explique également les meilleures 

résistances équivalentes de bruit relevées pour le n-HFET. Un NFmin  de  0.5 dB (Gass = 14 dB) à 

IDS = -4 mA et VDS = -1.25 V pour le p-HFET, constitue la plus faible valeur jamais rapportée 

pour un transistor FET SiGe. De même, le n-HFET présente un NFmin de 0.3 dB (Gass = 19 dB) à 

IDS = 7.7 mA et VDS = 1.25 V, comme le montre la figure 8d. 
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3) Résultats expérimentaux relatifs à l�ionisation par choc dans les p-
HFET Ge/SiGe 

Etudier l�ionisation par choc dans ces structures HFET est une absolue nécessité car 1/ l�énergie 

de bande interdite du canal de Germanium est assez faible, l�ionisation par choc peut se produire 

pour une polarisation assez proche des conditions optimales hyperfréquences ou faible bruit et 

2/ l�ionisation par choc accélère le vieillissement des transistors, c�est pourquoi nous avons 

effectué des mesures d�électroluminescence sur ces composants. 

 

Les porteurs minoritaires créés par ionisation par choc peuvent soit remonter vers la source et se 

recombiner, soit remonter vers la grille et donner au courant de grille une forme typique en 

cloche un courant parasite de grille. L�électroluminescence donne des informations sur la 

localisation des porteurs (dans le canal Ge ou dans le SiGe) et sur leur énergie. 

Pour ces pHFET, nous n�avons observé aucune augmentation du courant de grille, une des 

signature de l�ionisation par choc, pour des tensions de drain jusqu�à 2 V. Ce comportement peut 

s�expliquer de deux manières : soit cet excès de courant a été écranté par le courant tunnel inverse 

de la jonction Schottky de grille, soit les électrons n�ont pas pu atteindre la grille à cause de la 

barrière de potentiel entre le Ge contraint et le SiGe. Une fois hors du puits, les électrons 

devaient traverser la barrière de potentiel SiGe juste sous la grille si le courant tunnel était plus 

important, ou bien ils devaient passer la barrière Schottky si le courant était plutôt d�origine 

thermoïonique. 

Nous avons en revanche mesuré un signal d�électroluminescence pour une polarisation 

correspondant au transistor passant (canal ouvert). Ce signal apparaît pour une tension de drain 

assez faible. Pour ces transistors, l�électroluminescence apparaît donc, dans le cas précis des p-

HFET Ge/SiGe,  le meilleur moyen pour détecter l�ionisation par choc. 

 

a) Seuils d’électroluminescence 

La figure 9 montre les variations de l�intensité d�électroluminescence en fonction de la tension 

drain-source intrinsèque pour deux tensions de grille. La chute de tension dans les résistances 

d�accès source et drain a été soustraite. L�électroluminescence est plus importante à fort VGS près 

de la tension de seuil (1,0 V), lorsque le canal est partiellement déplété et pour un champ 

électrique tangentiel intense. Le signal d�électroluminescence augmente exponentiellement avec 

VDS comme le coefficient d�ionisation par choc en fonction du champ électrique. La tension VDS 

de seuil d�ionisation par choc (0.85 V) autoriserait un porteur balistique à atteindre l�énergie L-



 167

HH1 du tableau I page suivante. L�ionisation par choc suggère donc la présence de porteurs 

balistiques ou quasi-balistiques dans ces p-HFET Ge/SiGe de longueur de grille de 100 nm. 
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Figure 9 : Intensité du signal d�électroluminescence en fonction de la tension réelle appliquée 
entre les extrémités de la grille (en ayant soustrait la chute de tension due aux résistances d�accès 

grille-source et grille-drain) [Richard2004]. 
 

b) Interprétation des spectres 

Nous avons mesuré les pHFET à température ambiante. La figure 10 représente un spectre 

d�électroluminescence obtenu pour VGS = 0.5 V et VDS = 1.7 V. 
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Figure 10 : Spectre d�électroluminescence obtenu à 300 K pour VDS = 1.7 V et VGS = 0.5 V. 
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La tension de seuil est VTH = 1,0 V. Ce spectre se divise en deux zones : deux bosses centrées 

autour de 0,85 et 1,06 eV. L�ionisation par choc a certainement lieu dans le canal pour trois 

raisons : 1/ le seuil d�ionisation est plus faible dans le Ge par rapport au SiGe ; 2/ le transport des 

trous est meilleur dans la couche contrainte de Ge que dans le substrat SiGe très dopé ; enfin, 3/ 

les trous sont confinés dans le puits quantique : lorsqu�ils en sortent, leur énergie cinétique est 

diminuée de la discontinuité de bande de valence. La tension de polarisation nécessaire pour 

obtenir de l�ionisation par choc dans les couches de SiGe est plus élevée que pour déclencher ce 

phénomène dans le canal de Ge contraint. 

 

Pour toutes ces raisons, l�ionisation par choc a certainement lieu dans le canal, plus précisément 

dans la zone d�accès grille-drain, là où sont les porteurs très énergétiques (communément 

dénommés porteurs chauds) : l�énergie du pic de recombinaison radiative est élevée par rapport à 

l�énergie de bande interdite donc l�ionisation par choc est due à des porteurs chauds. 

 

L�hétérojonction entre le Ge contraint en compression et le Si0.4Ge0.6 est de type I. Mais la 

discontinuité en bande de conduction est très faible et sera négligée. Les électrons sont en vallée 

L et l�énergie de bande interdite EG est 627 meV à température ambiante. Cette énergie est un 

peu plus faible que celle du germanium massif (662 meV). A 300 K, la bande interdite directe du 

Ge massif est de 812 meV alors qu�elle est de 923 meV dans le Ge contraint. A k = 0, non 

seulement les trous mais aussi les électrons sont fortement confinés. 

 

Un algorithme de la fonction enveloppe associé à l�hamiltonien k.p à 30 bandes présenté chapitre 

2, § VI fournit les niveaux d�énergie confinés dans le bande de valence pour un puits carré de 9 

nm. Le tableau I présente les différences d�énergie entre les premières sous-bandes de trous 

(Heavy Hole HH et Light Hole LH), la vallée L et la première sous-bande d�électrons en vallée Γ 

(E1). La gamme d�énergie étudiée est limitée à 1.2 eV, correspondant à l�énergie maximale où la 

recombinaison radiative a été détectée. 
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Transition Energie (meV) Transition Energie (meV) 
L�HH1 646.7 E1�HH1 1005.2 
L�HH2 701.4 E1�HH2 1059.9 
L�LH1 758.1 E1�LH1 1116.6 
L�HH3 785 E1�HH3 1143.5 
L�LH2 822.3 E1�LH2 1172.2 
L�LH3 905.2 E1�LH3 1180.8 

 

Tableau I : Différences d'énergie entre les premières sous-bandes de trous et le minimum de la 
bande de conduction (vallée L) ou la première sous-bande d'électrons en ΓΓΓΓ (E1). 

 

L�analyse du spectre est complexe parce que plusieurs phénomènes antagonistes entrent en jeu : 

1/ la recombinaison radiative qui implique des électrons de la vallée L nécessite un phonon pour 

satisfaire la conservation du vecteur d�onde. L�énergie du phonon optique est de 37 meV. Donc 

le pic de luminescence devrait correspondre à l�absorption ou à l�émission de phonon (à T = 300 

K). 

 

2/ L�auto échauffement du composant à cause de la mauvaise conductivité thermique de l�alliage 

SiGe décale les énergies vers le bas de quelques dizaines de meV. L�auto échauffement est 

difficile à quantifier mais il a lieu à cause de la très forte densité de puissance échangée entre les 

trous et le réseau cristallin en régime d�ionisation par choc.  

 

3/ le champ électrique local augmente la courbure des bandes dans le puits quantique. Si les 

électrons et les trous qui se recombinent appartiennent à des états localisés de la bande interdite, 

la présence de ce champ réduit l�énergie de recombinaison radiative. Pour l�heure, le modèle k.p 

utilisé n�est pas associé à la résolution de l�équation de Poisson. Un algorithme Schrödinger 

Poisson unidimensionnel a été utilisé dans l�approximation de la masse effective mais il n�est pas 

assez précis à cause de l�anisotropie de la bande de valence. 

 

4/ Les porteurs sont très énergétiques : ils ne restent pas au sommet de la sous-bande donc la 

gamme d�énergie où se produit la recombinaison radiative est très large. 

 

De plus, la bande interdite indirecte Γ-∆ de la couche relaxée de SiGe est réduite à cause du fort 

dopage Bore (8×1018 cm-3). Elle passe de 0.89 eV à 0.82 eV [Shi2003]. Cette réduction de la bande 

interdite due au dopage (�band gap narrowing�) augmente le confinement des porteurs ce qui 
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peut favoriser la recombinaison radiative. Là encore, l�auto échauffement décale la bande interdite 

vers des énergies plus basses. La recombinaison indirecte de porteurs situés dans la couche 

supérieure de SiGe contribue certainement au large pic de recombinaison centré à 0.85 eV. Pour 

une polarisation positive de la grille, les électrons peuvent traversent facilement la barrière en 

bande de conduction entre le puits quantique et la couche de SiGe. Mais la bande interdite est 

indirecte et l�intensité de cette recombinaison radiative n�est pas comparable à la recombinaison 

directe dans le puits. La bande interdite directe du Si0.4Ge0.6 est 2 eV donc il ne peut pas y avoir de 

recombinaison directe dans le substrat. 

 

En conclusion, l�électroluminescence observée sur plusieurs composants et pour plusieurs 

conditions de polarisation est attribuée à la recombinaison indirecte entre la vallée L de la bande 

de conduction et les sous-bandes de trous et à la recombinaison directe au centre de la zone de 

Brillouin entre la sous-bande E1 d�électrons et les sous-bandes de trous. L�énergie du pic 

d�électroluminescence est à plus basse énergie que celle attendue pour plusieurs raisons : l�auto 

échauffement, le fort champ électrique, la présence de phonons pour la recombinaison indirecte 

et l�énergie élevée des trous. 

 

Il aurait été extrêmement intéressant de réaliser des mesures sur les p-HFET à température 

cryogénique. Malheureusement au cours de manipulations la totalité des dispositifs dont nous 

disposions ont été endommagés. Le nombre de transistor était très limité. 

4) Quelques résultats concernant l�ionisation dans le n-HFET 

Le courant de grille a été systématiquement mesuré dans les transistors et nous n�avons pas 

observé d�ionisation par choc « canal ouvert ». Cela constitue une surprise car notre expérience 

des HEMTs III-V nous invitait à penser que nous en mesurerions et d�autre part des 

modélisations numériques utilisant le logiciel commercial « Atlas » de Silvaco nous laissaient 

penser que devait se produire de l�ionisation par choc canal ouvert dans les n-HFET Si/SiGe. 

Nous reviendrons sur ces simulations numériques un peu plus loin. 

 

En revanche, quand le canal des n-HFET est fermé il nous est arrivé de noter la présence 

d�ionisation par choc à travers la caractéristique IG (VG). La figure 11 présente l�évolution typique 

de IG avec VGS pour un HFET Si/SiGe de LG = 0.13 µm canal fermé. 
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Figure 11 : Caractéristiques IG (VG) pour un pour un HFET Si/SiGe de LG = 0.13 µm canal fermé 

[Enciso2003]. 
 

Il est intéressant de constater que le pic de courant de trous (créés en régime d�ionisation) 

apparaît pour des polarisations de drain très faibles 0.5 � 1V (parfois voisines de 0 V !). Cela laisse 

à penser que le processus est largement contrôlé par la grille. Les porteurs sont injectés par effet 

tunnel à partir de la grille vers le « cap layer », la zone dopée et vers le canal. Là, ils sont accélérés 

par le champ électrique entre le bord de la grille et la zone implantée du train et peuvent exciter 

par choc un électron de la bande de valence en raison de la faible largeur de bande interdite du 

silicium contraint. Ils générèrent ainsi une paire électron trou. Une nouvelle fois, nos résultats 

expérimentaux nous font penser que la qualité de la surface du « cap layer » et notamment la 

nature des états de surface qui assurent le blocage du niveau de Fermi sont des éléments clefs de 

ce processus complexe car suivant la nature de leur substrat virtuel certains composants 

présentent ou non des signes d�ionisation par choc « canal fermé ». D�autre part, l�ionisation canal 

fermé n�est apparente sur les caractéristiques IG-VG que si la distance grille-drain est petite 

(inférieure à 1 µm). 

a) Simulation hydrodynamique de n-HFET sous Silvaco 

Arrêtons nous un peu sur les résultats de modélisation numérique obtenus par Laurent Giguerre 

dans le cadre de sa thèse. Pour des longueurs de grille inférieures à 300 nm, il est nécessaire de 

résoudre le système d�équations hydrodynamiques en régime permanent. Il s�agit d�un jeu 

d�équations dans l�espace réel satisfaisant aux équilibres du nombre de porteurs et des échanges 

d�énergies entre le milieu et les porteurs qui s�appuient sur des hypothèses lourdes concernant la 

forme de la fonction de distribution dans l�espace réciproque. Cette approche non locale permet 

de prendre en considération le transport non stationnaire. Il s�agit d�une approche simplifiée de 

résolution de l�équation de Boltzmann. Elle fournit des résultats pertinents pour des 

configurations où la distribution de porteurs même très excités est représentée de manière 

satisfaisante par une fonction de Maxwell Boltzmann pourvue d�une température locale Te. Dans 
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les autres cas, elle atteint vite ses limites. Une forte densité d�état constitue un critère d�efficacité 

dans bien des cas. Il est indubitable que s�agissant d�un processus marginal comme l�ionisation 

par choc (pour les gammes de polarisation où nous l�analysons), cette approche est discutable. 

Cependant à titre d�information nous livrons ici quelques résultats. 

 

Afin de modéliser l�ionisation par choc dans les n-HFET SiGe nous avons choisi le modèle de 

Toyabe qui dérive le modèle stationnaire de Selberherr [Selberherr84]. La différence majeure 

réside dans le fait que le modèle de Toyabe calcule le coefficient d�ionisation à partir de la 

température électronique des électrons [Toyabe96]. Lorsque l�étude a été menée en 2001 les 

coefficients d�ionisation dans le silicium contraint en tension sur SiGe n�étaient pas disponibles 

dans la littérature. Les résultats du chapitre 4 n�avaient pas encore été obtenus. C�est donc avec 

les coefficients d�ionisation du silicium massif que Laurent Giguerre a réalisé ses simulations. Cela 

constitue certes une nouvelle approximation importante mais nous allons principalement discuter 

l�existence de l�ionisation canal ouvert et surtout nous allons évaluer des différences entre 

diverses modélisations réalisées sur des structures variées. 

Le taux de  génération de paires électron-trou est donné par : 
q
J

q
JG p

p
n

n αα +=  

où αn et αp sont les coefficients d�ionisation des électrons et des trous. Le paramètres du modèle 

de Toyabe ont été obtenus par simulation particulaires Monte-Carlo de l�équation de Boltzmann 

par Fischetti [Fischetti97] (Figure 12).  Le coefficient d�ionisation est : exp n
n n

eff

BA
E

α
 −=   
 

 

où le champ effectif est donné par : 3
2 .

n
eff

REL

kTE
q L

=  

et la longueur de relaxation est isatREL .vL τ=  

Les paramètres ajustables An, Bn et τi  sont indépendant du temps de relaxation de l�énergie. 

Les paramètres retenus sont : 
5 17.86 10

6.35
0.613

n

n

i

A cm
B V cm

psτ

−= × =
=
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Figure 12 : Coefficients d�ionisation dans du Si massif [Fischetti97] en fonction de 1/E et 

ajustement de ce paramètres avec le modèle de Toyabe en fonction de Te 
 

L. Giguerre a simulé des n-HFET de 0.13 µm à 300K dans Blaze (Silvaco) afin de préciser la 

dépendance du seuil d�ionisation par choc en fonction de la distance grille-drain : LGD , de LG et 

de la polarisation tout en estimant concomitamment les performances micro-ondes. Afin 

d�obtenir le seuil d�ionisation par choc sur les caractéristiques courant tension, il a 

systématiquement calculé la différence entre la conductance de sortie extrinsèque gd sur les 

réseaux pour lesquels l�ionisation par choc a été prise en compte et le gd sur les réseaux renvoyant 

à des simulations n�incluant pas ce processus physique. La différence que nous avons retenue 

pour fixer le seuil est de 2%.  La précision sur le seuil d�ionisation est estimée à  ± 20 mV. 

Les figures 13 représentent les réseaux courant tension simulés de n-HFET de LG = 130 nm 

présentant une longueur d�accès grille source de 250 nm alors que la distance grille-drain varie de 

250 nm à 1 µm avec l�ionisation par choc (courbes croissantes à grand VDS) et sans (courbes 

constantes à grand VDS). On constate que le seuil d�ionisation se produit pour une polarisation 

d�autant plus faible que LGD est petit. La gamme d�utilisation pour le composant de LGD = 250 nm 

est très limitée. Pour ce composant la plus petite valeur de VDS relevée pour laquelle se produit de 

l�ionisation est 1.14 V.  

 
VGS 0.4 V 0.2 V 0 V -0.2 V -0.4 V -0.6 V 

VTh-II 1.7 V 1.52 V 1.14 V 1.14 V 1.2 V 1.5 V 

 
Tableau II : Variation du seuil d�ionisation par choc de VDS noté VTH en fonction de VGS. 
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Le tableau II fournit la dépendance de la tension de seuil d�ionisation (en VDS) pour différents 

VGS. Le seuil de l�ionisation par choc diminue quand VGS augmente de (de −0,6 à 0 V) car 

l�énergie gagnée par les électrons du canal augmente. Mais quand  VGS >0 V, la concentration de 

porteurs devient très élevée et la probabilité d�ioniser diminue car le champ électrique (maximum) 

local diminue. Il apparaît que le minimum du seuil d�ionisation survient alors que la 

transconductance est maximum (i.e. quand le produit de la concentration de porteurs et de leur 

énergie devient maximum). Une recette simple pour augmenter la tenue en tension du transistor 

est d�augmenter la longueur de l�accès grille-drain. 
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Figures 13 : Réseaux courant tension simulés d�un HFET de LG = 130nm pour LGD = 250 nm (a), 
LGD = 500 nm (b), LGD = 1 µm (c). La figure 13d représente la tension de drain seuil en fonction 

VGS pour plusieurs LGD. 
 

Toutefois les variations de VTH-II avec VGS sont petites (250 mV) sur la gamme de tension de 

contrôle de la grille. Nous soulignons que VTH-II ne suit pas la tension VGD. Cela est cohérent avec 

les résultats de mesures de transistors de longueur de grille ultra courte dans lesquels le transport 

est hautement non stationnaire.  

 

c) d) 

a) b) 
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La tension de seuil d�ionisation par choc VTH-II et présentant trois distances grille-drain 250, 500 

nm et 1 µm est représentée figure 13d. On observe que VTh-II vaut respectivement 1.14 V, 1.5V et 

1.6 V à VGS = −0.2V correspondant à gm Max pour un n-HFET de 130 nm. Dans le même temps 

RD  vaut 0.17, 0.39 et 0.81 Ω.mm respectivement pour des densités de courants de  0.286, 0.291 

et 0.233 A/mm.  

La différence de VTH-II  entre deux longueurs LGD = 500 et 1000 nm est seulement de 100mV. 

Une fraction est due à la différence de chute de potentiel  ∆Va dans l�accès drain et vaut ∆Va = 65 

mV. Toutefois la différence de VTH-II pour les composants de LGD = 500 et 1000 nm due à la zone 

active est 35 mV ce qui est presque équivalent à l�incertitude de la tension de seuil de l�ionisation 

(± 20 mV). On en conclut qu�au delà de 500 nm, toute augmentation de LGD n�entraîne pas 

d�augmentation supplémentaire du seuil d�ionisation. 

 

En revanche, il y a une variation significative de VTH-II  lorsque LGD  varie de 250 à 500 nm. La 

différence de seuil d�ionisation est alors de 295 mV ce qui est cette fois très grand devant 

l�incertitude. Les figures 14 montrent les principaux paramètres moyens locaux des électrons dans 

un n-HFET de LG = 130 nm suivant l�axe source-drain au milieu du canal pour trois distances 

grille-drain, respectivement LGD = 250, 500  et 1 µm. La tension de grille est VGS = −0.2 V et celle 

de drain est choisie de telle sorte que VDS � (RS + RD)IDS soit 1.5 V. 

 

La concentration électronique et la vitesse moyenne des porteurs sont voisines dans les trois 

structures ce qui laisse à penser que les performances dynamiques seront voisines. En revanche, 

on peut noter que pour le dispositif de LGD = 250 nm, le champ électrique longitudinal doit 

devenir nul sur le bord de la zone de drain fortement dopé ce qui se traduit par une valeur 

maximale plus élevée (pour un potentiel fixé) que dans les autres configurations. La température 

électronique atteint, elle aussi, des valeurs plus élevées dans cette configuration, cela à cause du 

profil de champ électrique. Ces éléments nous montrent clairement qu�un accès grille-drain de 

250 nm est trop petit. Cela éclaire la discussion sur les seuils d�ionisation en fonction de LGD . 

D�autre part, une longueur d�accès LGD de 500 nm  permet au champ électrique de redescendre 

de manière moins brutale ce qui est profitable à la fiabilité du dispositif puisque cela repousse le 

seuil d�ionisation. Les courbes de champs électriques pour  LGD = 500 et 1000 nm se superposent 

totalement ce qui indique qu�il n�y a aucun intérêt à prendre un accès plus grand que 500nm.  
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Figures 14 : Champ électrique, température électronique, vitesse moyenne et concentration des 
électrons dans l�axe  source-drain au milieu du canal d�un n-HFET de LG  = 130 nm, LSG = 250 

nm et LGD = 250, 500 et 1000 nm pour VGS = -0.2V et [VDS � (RS + RD)IDS] = 0.5 V. 
 

Intéressons nous maintenant aux performances micro-ondes en fonction de LGD. Les paramètres 

S sont calculés sous Silvaco. Les paramètres sont extraits par des techniques mises en place pour 

les mesures. Une distance grille � drain importante se traduit par une augmentation de RD. 

Lorsque  LGD passe de 250 à  500 puis à 1000 nm RD augmente d�un facteur voisin du rapport des 

longueurs LGD comme le montre le tableau III. Cela montre la fiabilité des méthodes d�extraction 

et révèle également que les contributions dues à la métallisation et à la résistance de contact sont 

négligées. La transconductance est maximale pour VGS = -0.2V.  

 
LGD (nm) 250 500 1000 

RS (Ω.mm) 0.17 0.17 0.16 
RD (Ω.mm) 0.17 0.39 0.81 

 
Tableau III : Dépendance de RS et RD  avec  LGD pour LSG = 250 nm. 

 

La figure 15 illustre la dégradation des performances micro-ondes en fonction de LGD, toujours 

pour le n-HFET de 130 nm. La dépendance de  la fréquence de transition du gain en courant fT 
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en fonction de LGD est modeste.  Il diminue de 60 à 56 GHz lorsque LGD passe de 250 nm à 1 µm 

pour VDS = 1V. L�influence de RD sur fT est faible car la fréquence de transition intrinsèque vaut 

la même valeur dans les deux cas : 63 GHz. Le résultat serait tout autre si nous discutions 

l�influence de RS. La fréquence maximale d�oscillation fMAX dépend, quant à elle, bien davantage 

de RD. C�est ainsi que fMAX passe de 160 GHz à 139.4 GHz lorsque LGD augmente de 0.25 à  1 µm 

(pour VDS = 1V).  En conclusion, un compromis entre un faible seuil d�ionisation par choc et une 

fréquence maximale d�oscillation pas trop dégradée serait LGD = 400 nm. 
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Figure 15 : fT et fMAX  en fonction de LGD (RD) (VGS = -0.4V) pour un n-HFET de LG = 130 nm. 

 

Discutons maintenant la dépendance du seuil  d�ionisation par choc en fonction de la longueur de 

grille. Plus la grille est courte plus l�énergie moyenne de électrons augmentent en sortie de grille, 

pour une chute de potentiel identique dans la zone active réduisant concomitamment la tension 

VDS qui constitue le seuil de l�ionisation par choc (notée VTH-II). Le tableau IV montre la 

dépendance de  VTH-II avec LG. 

 

LG (nm) 250 130 100 70 

VTII (V) 1.45 1.14 1.08 1.0 

 
Tableau IV : Dépendance de la tension de seuil  de l'ionisation par choc  VTII  avec LG  pour LSG = 

LGD = 250 nm. 
 

Quand LG passe de 250 à 70 nm, VTH-II diminue de 1.45 à 1.0 V. La gamme de polarisation du 

dispositif se trouve très réduite. 

b) Luminescence des n-HFETs 

Différentes technologies de n-HFET ont été mesurées par électroluminescence à 300K et à 

température cryogénique. Les mesures effectuées à température ambiante n�ont donné que très 

T=300
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peu de résultats significatifs. Cela signifie qu�il a parfois été possible d�obtenir un signal de très 

faible intensité mais qu�aucun spectre n�a été obtenu et que la reproductibilité des mesures était, 

en générale, assez médiocre. A température cryogénique les résultats ont été plus intéressants, 

reproductibles et exploitables. Tous les dispositifs analysés n�ont pas luminescé mais cela n�est 

guère surprenant car les caractéristiques électriques ne révélaient aucune trace d�ionisation par 

choc (on sait depuis l�analyse des p-HFET que ce n�est pas un critère tangible). A température 

cryogénique, certains composants ont fourni des signaux de luminescence « canal ouvert » et 

« canal fermé » alors que d�autres technologies n�ont fourni de signaux de luminescence qu�en 

condition « canal fermé ». Nous détaillons ces résultats dans ce paragraphe. 

 

A température cryogénique, trois technologies ont été analysées. Il s�agit des technologies 2802, 

2798 et 2816. Les empilements de couches des zones actives varient légèrement entre ces trois 

technologies. Fondamentalement elles se distiguent entre elles par des substrats virtuels assez 

différents réalisés grâce à des techniques de croissances diverses. 

 

Les coupes schématiques des empilements de couches constituant les trois technologies sont 

représentées en figure 16. On constate que le substrat virtuel de la famille 2802 a été obtenu en 

LEPECVD (Low energy plasma enhance Chemical Vapor Deposition), celui de la plaque 2816 a 

été réalisé à Stuttgart en MBE (épitaxie par jet moléculaire) à très basse température en utilisant 

de l�antimoine comme surfactant et enfin celui de la plaque 2798 à été réalisé à Jülich par 

implantation d�He. Une description fine et une analyse détaillée de l�influence des substrats a été 

faite dans la référence [Enciso2003]. 
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Figure 16 : Empilement des couches des n-HFET mesurés en électroluminescence. 
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Pour les composants 2816, aucun signal n'a été détecté, que ce soit "canal ouvert" ou "canal 

fermé". La figure 17 représente les courants de grille et de drain ainsi que la tension VDS en 

fonction de VGS pour une intensité de luminescence constante à 20 K pour un transistor 2798. 
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Figure 17 : IG, ID et VDS en fonction de VGS à signal d�électroluminescence constant pour un 

transistor 2798 de LG x WG = 100 nm x 100 µm à T = 20 K. 
 

On constate que la polarisation requise pour obtenir un signal en dessous de la tension de seuil 

(VTH = -1.5V ) augmente régulièrement à mesure que le canal se peuple et que l�intensité de 

courant augmente. Le courant de grille est exactement égal en intensité au courant de drain tant 

que VGS  < VTH. Cela montre que les porteurs qui ionisent sont directement injectés par la diode 

Schottky grille-drain en inverse. Au-delà de VTH, la tension drain autorise une ionisation « canal 

ouvert » et le courant de drain comprend une faible composante lié au courant d�électrons et de 

trous crées par l�ionisation par choc. Quant au courant de grille, le fait qu�il reste négatif montre 

que le courant présente une composante due au courant de trous.  

 

La figure 18 présente l'intensité du signal d'électroluminescence en fonction de VDS à VGS = -2.5 

V, soit lorsque le canal est fermé. Les courants de grille et de drain, aussi représentés figure 18, 

sont égaux et opposés et l'intensité du signal d'électroluminescence est proportionnelle à ces 

courants. L'électroluminescence observée est donc due à l'injection de porteurs chauds par la 

jonction Schottky de grille en inverse vers le drain.  
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Figure 18 : Intensité du signal d�électroluminescence et courants de grille et de drain pour le n-

HFET 2798 à T = 20 K, à VGS = -2.5 V. LG = 0.1 µm. 
 

Pour pouvoir tracer un spectre, l'intensité du signal d'électroluminescence doit être supérieure à 5 

U.A, ce qui est le cas pour le transistor 2798 pour une tension VGS inférieure à la tension de seuil. 

Nous avons donc pu obtenir des spectres d'électroluminescence pour ces transistors, présentés 

figure 19. 
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Figure 19 : Spectres d�électroluminescence obtenus à T = 20 K pour les n-HFET 2798. 

VGS = -2,5V, -2V et -1,8 V, LG = 0.1 µm. 
 

La figure 19 représente trois spectres d�électroluminescence à 20 K d�un n-HFET  de type 2798 

et de longueur de grille LG = 0.1 µm. On constate que  les spectres sont constitués d�un très large 

pic. Qui s�étant de 0.7 à 2 eV. Bien que les spectres ne soient pas corrigés de la réponse du 

détecteur, on constate que le maximum de luminescence est obtenu entre 0.8 et 1.2 eV.  
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L�hétérojonction Si/SiGe est ici de type II. Compte tenu du champ électrique transverse 

localement présent, il nous semble peu probable que nous puissions observer une recombinaison 

entre des électrons localisés dans les sous bandes des vallées ∆2 du canal en silicium et des trous 

situés dans  la bande « des trous légers ».  En revanche et bien que cette recombinaison soit à la 

fois indirecte dans l�espace réciproque et dans l�espace réel, il nous semble plus probable que la 

luminescence soit imputable à des électrons situés dans les sous-bandes de Si et à des trous lourds 

du SiGe. Pour un puits carré de 12 nm de Si entre deux couches de Si0.7Ge0.3, on peut quantifier 

les énergies correspondant aux transitions évoquées ci-dessus. Des électrons localisés aux bas des 

trois premières sous bandes et des électrons situés au sommet de la bande LH donneraient : 

 

E1-LH = 0.886 eV 

E2-LH = 0.894 eV 

E3-LH = 0.924 eV 

 

Ces énergies ne prennent pas en compte la courbure des bandes dues au champ, l�auto-

échauffement et l�effet Franz-Keldysh, qui correspond à une extension des fonctions d'ondes des 

électrons dans la bande interdite à cause de la forte courbure des bandes due au champ électrique 

intense. On peut penser que le pic correspond à ces recombinaisons. Si le minimum du pic 

commence avant ces énergies c�est à cause de l�effet Franz-Keldysh. Si le maximum du pic est 

plutôt vers 800 meV, c�est dû à l�auto-échauffement. Enfin s�il s�étend jusqu�à 2 eV, c�est que les 

recombinaisons impliquent des porteurs chauds. Des électrons mais également des trous très 

énergétiques sont impliqués. Ces porteurs peuvent de surcroît aisément transférer dans les 

couches adjacentes. L�ionisation peut certainement également survenir dans le SiGe même si la 

concentration en électrons y est nettement plus faible que dans le Si. 

 

L�intensité du signal de luminescence obtenu pour les transistors de la technologie 2802 est 

nettement plus faible que celle des composants 2798. A tel point que nous n�avons pu obtenir un 

spectre correct. C�est pourquoi nous nous contentons pour cette technologie de discuter les 

valeurs des seuils d�ionisation et des intensités en fonction des conditions de polarisation. 

 

On constate sur la figure 20 que l�ionisation par choc se produit dans les conditions de canal 

bloqué mais également de canal ouvert. Il se trouve que cette technologie est celle qui a fourni les 

performances HF record ainsi que d�excellentes performances en bruit HF et en bruit BF. Elle a 

donc été beaucoup étudiée à température ambiante mais également à température cryogénique. 
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Or il n�a jamais été détecté de manière électrique un signal prouvant la présence  d�ionisation par 

choc. Des composants ont été mesurés jusqu�à une tension VDS de 3V et nous n�avons jamais 

détecté le moindre pic de courant de trous sur les caractéristiques IG-VG. C�est pourquoi la figure 

20 présente un résultat très original. 
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Figure 20 : Intensité d�électroluminescence en fonction de VGS pour les nHFET 2802 à T = 20 K. 
 

On constate, toujours sur la figure 20 que l�intensité de luminescence augmente avec la 

polarisation VDS, aussi bien canal ouvert que canal fermé. Pour les polarisations de grille positives, 

on constate que l�intensité de luminescence passe par un maximum puis redescend, lorsque la 

densité de porteurs dans le canal devient très élevée ce qui contribue à réduire le champ électrique 

qui engendre le processus. En revanche, pour des polarisations de grille négatives, on voit bien 

que l�intensité ne demande qu�à croître à mesure que VGD augmente. La limite de cette 

augmentation réside dans le claquage du transistor. 
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Figure 21 : Intensité d�électroluminescence pour le transistor 2802 à l�état passant à T = 20 K. 
 

La figure 21 représente l�intensité de luminescence « canal ouvert ». On peut y lire que le seuil de 

la polarisation VDS qui donne lieu à un signal se décale vers des valeurs de plus en plus faible à 

mesure que le canal se peuple. Pour VGS = 0 V le seuil en VDS est voisin de 2.4 V. Ce seuil est très 

supérieur à ce qui a été obtenu par simulation numérique sur Silvaco par Laurent Giguerre. 

Cependant, pour les couches dont le substrat virtuel a été réalisé en LEPECVD nous suspectons 

que le blocage du niveau de Fermi en surface joue un rôle complexe et notamment que s�opère 

une modification sensible du potentiel de surface qui induit un étalement plus important de la 

composante latérale du champ ce qui augmente la tenue en tension du dispositif. Cela n�a pas été 

modélisé sur Silvaco. On peut s�interroger sur le lien entre les états de surface qui assurent le 

blocage du niveau de Fermi et la nature du substrat virtuel. Cela est lié au fait que les couches 

actives étaient toutes « épitaxiées » à Ulm au centre de DCAG quelle que soit la nature du 

substrat virtuel. Les couches actives réalisées en MBE étaient réalisées dans la foulée du substrat 

virtuel. L�échantillon demeurait longtemps dans le bâti d�épitaxie ce qui augmentait les risques de 

pollution. Alors que pour les substrat réalisés en externe (LEPECVB, He implantation,�) après 

un nettoyage de la surface du « buffer », on opérait une reprise d�épitaxie. Le temps passé dans le 

bâti était beaucoup plus court. La densité de polluants présents lors de la réalisation de la surface 

du dessus avant passivation était nettement plus faible. 
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Figure 22 : Intensité d�électroluminescence pour le transistor 2802 canal pincé à T = 20 K en 
fonction de VDS et de VDG. 

 

La figure 22 représente l�intensité de luminescence « canal fermé » . Sur la courbe de droite, on 

constate de l�intensité de luminescence est contrôlé par VGD. Ce qui montre que ce sont des 

porteurs injectés depuis la grille dans le canal qui génèrent l�ionisation par choc. 

 

Les mesures d�électroluminescence réalisées sur les HFET de type n ou p sur substrat SiGe nous 

ont apporté bon nombre de réponses car les mesures électriques ne fournissaient, dans bien des 

cas, aucune indication sur le processus d�ionisation par choc. Quand elles fonctionnaient, 

l�approche expérimentale mise en �uvre à l�IEF autour d�un très récent cryostat en gaz d�échange 

a permis d�obtenir des résultats avec une sensibilité que des mesures électriques ne permettent 

pas. On peut citer : 1/ la mise en évidence de processus d�ionisation par choc canal ouvert dans 

les n-HFET Si/SiGe  et dans les p-HFET Ge/SiGe, 2/ l�analyse de l�ionisation par choc canal 

fermé dans les n-HFET, 3/ l�importance de la nature du substrat virtuel de SiGe dans les n 

HFET. L�analyse des résultats a été grandement facilitée par le calculs des sous-bandes en k.p 

mais nous avons également pu mesurer l�urgence qu�il y avait à chercher à coupler ce k.p à 30 

bandes avec l�équation de Poisson afin d�intégrer les champs électriques internes présents dans le 

puits quantique. La comparaison des simulations hydrodynamiques avec les mesures a également 

révélé la complexité de la modélisation d�un processus tel que l�ionisation par choc (mais il en va 

de même avec l�effet Auger) au niveau hydrodynamique. 
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III. Ionisation par choc dans les diodes IMPATT 

1) Introduction 

Nous allons consacrer quelques pages au rappel du fonctionnement d�une diode IMPATT car 

c�est un dispositif qui est beaucoup moins utilisé aujourd�hui qu�il ne l�était dans les années 80. 

Cela n�en fait pas un composant obsolète même s�il est confiné à des applications spécifiques. En 

effet la diode IMPATT permet de générer des signaux à très hautes fréquences (300 GHz) mais 

ce signal est généralement assez bruité. L�autre oscillateur utilisé pour les très hautes fréquences 

est la diode Gunn qui fonctionne sur un principe totalement différent. La diode Gunn permet de 

générer des signaux moins bruités mais la puissance est, en générale, très faible. L�intérêt pour les 

très hautes fréquences (THz) va sans doute donner un nouvel élan à ces dispositifs. Le 

paragraphe III est assez long. Après avoir rappelé le fonctionnement des diodes IMPATT, nous 

décrivons les quatre diodes qui ont été étudiées. Puis nous passons aux  résultats de luminescence 

en nous appuyant sur les résultats des chapitres 2 à 4 de ce manuscrit. Nous distinguons les 

spectres de luminescence obtenus en polarisation directe et en polarisation inverse. Puis nous 

comparons des résultats expérimentaux obtenus à l�aide de mesures hyperfréquences avec des 

résultats de calculs numériques. 

2) Principe de fonctionnement de la diode IMPATT 

Depuis 1934 (J. Müller), on sait qu�un temps de transit peut donner naissance à une impédance 

complexe à partie réelle négative nécessaire à la génération d�oscillations. Plus tard, ce concept de 

base a été utilisé pour la réalisation de diodes IMPATT (IMPact Avalanche Transit-Time), 

BARITT (BARier Injection Transit Time) ou TUNNETT (TUNNEL injection Transit Time). 

Dans les diodes IMPATT, la génération de porteurs est obtenue par multiplication en régime 

d�avalanche, dans les diodes BARITT, les porteurs minoritaires sont injectés via une barrière de 

potentiel et dans les diodes TUNNETT, un effet tunnel permet de fournir les porteurs pour la 

zone de dérive. 

Nous allons tout d�abord discuter du processus de dérive qui est commun aux différentes 

structures puis nous nous focalisons sur la zone d�avalanche de la diode IMPATT. 

a) Rôle de la zone de transit 

Nous nous référons au schéma 23 dans lequel les porteurs minoritaires (les trous) vont circuler en 

régime de dérive entre les deux abscisses x = 0 et x = d. L�émetteur est polarisé positivement et le 

collecteur négativement. 
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Figure 23 : Structure générale d�une diode à retard en régime d�oscillation. 
 

Hypothèses (très simplificatrices) du calcul : 

- Seul un type de porteurs est décrit (les électrons dans ce cas) 

- La structure est supposée 1D 

- La diffusion est négligeable par rapport à la dérive. 

- Le temps de transit est petit par rapport au temps de vie 

- Il n�y a pas de génération-recombinaison dans la zone de dérive 

 

En régime statique, les équations du transport sont : 

( )nNe
x
E

A +−= −

ε∂
∂  équation de Poisson 

x
J

et
n

∂
∂

∂
∂ 1=   équation de conservation 

evnJ −=   densité de courant 

 

Si on s�intéresse au régime harmonique (ce qui est le cas puisqu�on recherche un régime 

d�oscillation hyperfréquence) les grandeurs J, n, v et E dépendant du temps sont supposées 

suivre :  

 

{ }tjeEEE ω
10 +ℜ=  ; { }tjeJJJ ω

10 +ℜ=  ; { }tjennn ω
10 +ℜ=  ; { }tjevvv ω

10 +ℜ=  

Si on ne considère que les contributions harmoniques et que l�on néglige les contributions d�ordre 

supérieur, on obtient le jeu d�équations : 

1
1 ne
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E

ε∂
∂

−=  ;  
x
J

e
nj

∂
∂ω 1

1
1=  et ( )01101 nvnveJ +−=  

Si on considère que la mobilité est constante : 11 Ev µ=  
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On aboutit à l�équation du second degré : 
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Dont la solution générale est : ( ) baexE kx +=1 avec 
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où k est le nombre d�onde qui est complexe dans le cas présent. 

Le courant total est la somme du courant de conduction et du courant de déplacement :  

)(11 xEjJJT ωε+=  

Par comparaison avec la solution générale de l�équation donnée ci-dessus on déduit : 

ωεj
Jb T=  et ( )

ωεj
Ja 01−=  

La solution pour le champ harmonique est donc : ( ) ( )1
1

0
1kxT
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JJE x e
jωε J
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On peut, dès lors calculer l�impédance de la zone de dérive en intégrant le champ : 

( ) ( ) ( )
1

10 01 1 1 1

d

kd
D

T T

E x dx
J

Z e
J S jCω J kd

 
= = − + 

 

∫
 avec  

d
SC ε=  

S étant la section du composant. 

 

A partir de cette expression, on peut discuter certaines propriétés des composants à retard.  

1/ L�impédance est inversement proportionnelle à la capacité de la diode.  

2/ On distingue l�importance du nombre complexe traduisant le rapport d�injection qui a la 

forme générale : 

( ) ( )ωω Φ−= j

T

eA
J

J )(01  

qui présente une amplitude A et un angle Φ représentant le déphasage entre la densité de courant 

injectée J1(0) et la densité de courant totale JT. Cette expression traduit la nature de l�injection et 

est cause des différences entre les diodes. 

Pour souligner l�importance du terme d�injection, discutons la partie imaginaire et réelle de 

l�impédance de la zone de dérive :  
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Comme ( ){ } )cos()cos( θφφθφφ +−=−ℜ +−− jj ee  et ( ){ } )sin()sin(Im θφφθφφ ++−=− +−− jj ee  

{ } [ ])cos()cos( θφφ
θω

+−=ℜ
C

AZD  et { } [ ]{ })sin()sin(1Im θφφθ
θω

+−+
−

= A
C

ZD  

Sv
dω

θ =  est l’angle de retard, et la propagation a été considérée dans un cas qui correspond à une 

déplétion totale de la zone n, i.e ; à un très fort champ pour lequel les porteurs dérivent à la 

vitesse de saturation vs. 

 

 
Figure 24 : Représentation 3D de la partie réelle l’impédance de la région de dérive en fonction de 

l’angle de retard θ de l’angle d’injection F  [Luy94]. 
 

Les figures 24 et 25 représentent respectivement la partie réelle et la partie imaginaire de ZD avec 

la simplification : 1=
C
A

ω
. On constate que la partie réelle devient négative pour un angle 

d’injection F  supérieur à zéro. 

L’angle de retard optimum pour une partie réelle maximum dépend de la phase du rapport 

d’injection et diminue quand on augmente l’angle de phase, parallèlement la quantité de résistance 

négative augmente. 
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Par exemple, une phase d’injection F  = π/2 dans une diode BARITT impose un angle de retard 

θ = 3π/2 pour obtenir la partie réelle négative de l’impédance la plus élevée. Avec F  = π dans 

une diode IMPATT un angle de retard θ = 3π/4 permet d’avoir la partie réelle de la résistance la 

plus élevée. 

En outre il ressort qu’un mécanisme d’injection qui présente un angle de phase grand et dont 

l’amplitude ne décroît pas en fonction de l’espace est très favorable. De plus, le mécanisme 

d’injection doit assurer que les porteurs sont injectés avec la vitesse de saturation. Une autre 

approche consisterait à laisser F  =0 ou π mais d’assurer A(ω) ≤ 0 (ce qui se produit d’ailleurs dans 

les diodes IMPATT). 

 

 
Figure 25 : Représentation 3D de la partie imaginaire l’impédance de la région de dérive en 

fonction de l’angle de retard et de l’angle d’injection [Luy94]. 
 

b) L’injection 

Read avait déjà perçu qu’on pouvait utiliser l’ionisation par choc et le mécanisme de 

multiplication de porteurs chauds pour réaliser une structure qui oscillait. Les paramètres clefs de 

ce composant sont les coefficients d’ionisation qui correspondent aux nombres de paires 

électron-trou crées par des électrons ou des trous par unité de distance. 

.  
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L’injection de courant dans une diode IMPATT est contrôlée par l’équation de Read [Read58] : 
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la : longueur de la zone d’avalanche 

 

Notons α’ la grandeur différentielle associée au processus d’ionisation: tj
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et donc en régime harmonique l’équation de Read devient : 
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Pour avoir le courant total, il faut ajouter le courant de déplacement : tj
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La densité de courant totale est donc : 1
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Une version simplifiée de la réalité est de percevoir le courant dans la zone d’avalanche comme la 

somme de deux composantes en opposition de phase. Il en résulte qu’il est possible d’obtenir un 

champ E1 et par voie de conséquence une différence de potentiel V1 aux bornes de la zone dans 

laquelle se produit l’ionisation par choc, tous les deux différents de zéro alors que le courant 

alternatif total est nul. De plus une contribution varie en 1/ω et l’autre en ω de sorte  que cette 

zone de la diode est équivalente à un circuit bouchon constitué d’une inductance La en parallèle 

avec une capacité Ca, avec : 
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et donc le rapport d’injection : 
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On en déduit en se référant aux notations du paragraphe précédent que : ( ) 2

2

1

1
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A ω
ω
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−

 et que 
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Des calculs beaucoup plus complexes, mènent à une relation un peu différente :  
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La figure 26 fournit la partie réelle de ZD dans un cas particulier et la figure 27 la partie 

imaginaire. 

 

 
Figure 26 : Partie réelle de l’impédance d’une diode IMPATT en fonction de la fréquence et αααα’ 

vs= 0.65××××107 cm/s, d=250nm, E= 500 kV/cm, densité de courant : 10 kA/cm2,  
surface de la diode : 7××××10-6 cm2 [Luy94]. 
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Figure 27 : Partie imaginaire de l’impédance d’une diode IMPATT en fonction de la fréquence et 

α’ [Luy94]. 
 

c) Schéma équivalent des différentes zones 

Lorsque la diode IMPATT n’est pas montée dans un boîtier, son impédance équivalente 

s’exprime sous la forme de la somme des impédances des zones d’avalanche et de transit, 

auxquelles il convient d’ajouter la résistance équivalente liée aux pertes ohmiques dans les 

différentes régions du composant et des contacts : 

Z = ZA + ZT + RS 

RS : est la résistance série liée aux contacts et aux pertes ohmiques. 

La partie réelle de l’impédance équivalente peut s’écrire sous la forme : 

R = RS + RT 

RT : est la partie réelle de ZT déduite de la relation : 
θ
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3) Description des structures 

Quatre familles de diodes IMPATT réalisées à l’Université de Stuttgart par M. Schöllhorn dans 

l’équipe du professeur Kasper ont été étudiées. Les figures 28 montrent les coupes schématiques 

de ces quatre dispositifs. Sur un substrat P+ de faible résistivité (10 – 20 mΩ.cm), on a fait croître 

un buffer en silicium dopé Bore à 5 1018 cm-3 d’épaisseur variable suivant les échantillons. Puis on 



 193 

trouve une couche au niveau de dopage identique mais en Si1-xGex. x vaut 0, 0.1, 0.2 et 0.46 

respectivement pour les échantillons 738, 740, 768 et 820. 

 

 
Figure 28 : Coupes schématiques des diodes IMPATT. 

 

On trouve ensuite une zone intrinsèque en silicium ou en SiGe  et enfin une couche dopée N+ à 

1020 cm-3. Les épaisseurs des zones p, i et n ne sont pas identiques, ce qui ne contribue pas à 

faciliter l’analyse. Le plus ennuyeux est bien entendu l’épaisseur de la zone intrinsèque. Sa 

longueur est respectivement 330, 315, 520 et 290 nm pour les échantillons 738, 740, 768 et 820. 

 

Pour des raisons technologiques, les zones supposées intrinsèques ne le sont pas du tout ( !). Pour 

la diode Si la zone « intrinsèque » est en réalité légèrement de type N à 1015 cm-3. Pour les autres 

diodes (SiGe) la zone « intrinsèque » est en réalité de type P à 1016 cm-3. 

 

Les diodes présentées ici constituent les premières (et uniques) tentatives de diodes SiGe réalisées 

dans l’équipe de Stuttgart. Les grandes épaisseurs intrinsèques choisies permettaient de réaliser 

des mesures dans des gammes de fréquences assez basses accessibles par bon nombre d’équipes. 

Une diode dont la fréquence d’oscillation est élevée est par définition une diode où la zone de 

dérive est courte. 

 

Les épaisseurs critiques des différents alliages SiGe constituant les zones actives des diodes sont : 

1/ Si0.9Ge0.1 : 32 nm ; 2/ Si0.8Ge0.2 : 13 nm et 3/ Si0.54Ge0.46 : 4.4 nm. On constate que ces 

épaisseurs sont très faibles au regard de l’épaisseur de la zone active (figure 28). Les diodes 

présentent donc des clivages ainsi que d’autres défauts structurels de nature à dégrader le 
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cm-3 (B) 

Si0.8Ge0.2, 520 nm,  

Zone intrinsèque 

Si0.8Ge0.2, 710 nm,  

dopée p, 5×1018 cm-3 (B) 

Diode 768 

Substrat Si p+ 

10-20 mO.cm 

Si0.54Ge0.46, 80 nm,  

dopage n, 1020 cm-3 (Sb) 

Buffer Si, 145 nm, 5×1018 

cm-3 (B) 

Si0.54Ge0.46, 290 nm,  

Zone intrinsèque 

Si0.54Ge0.46, 440 nm,  

dopée p, 5×1018 cm-3 (B) 

Diode 820 
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transport des porteurs et à induire la présence de « raies » parasites dans les spectres de 

luminescence. 

 

4) Etat de l�art de la diode IMPATT 

On trouvera dans la référence [Eisele98] un état de l�art très complet de plusieurs technologies de 

diodes susceptibles de permettre la réalisation d�oscillateurs dans la gamme 30-400 GHz. Les 

deux technologies principales sont les diodes Gunn et des diodes IMPATT. Concernant ces 

dernières Eisele et al rapportent une puissance de 50 mW à 210 GHz pour une diode en Si, et une 

puissance de 20 mW à 160 GHz pour une diode GaAs. Le niveau de bruit à 136 GHz pour la 

diode Si est de 36 dB et de 26 dB pour la diode GaAs. Plus récemment Luschas et collaborateurs 

ont obtenu une puissance de 100 mW à 135 GHz et 45 mW à 150 GHz pour une diode 

IMPATT Si de 23 µm de diamètre et une courant de 250 mA [Luschas2002]. La résistance série 

(voisine de 1Ω) empêche d�atteindre une puissance de sortie plus élevée pour une technologie 

standard. En revanche ils proposent une structure alternative nommée par les auteurs : 

« hermétique » qui devrait permettre d�augmenter la densité de courant et ainsi que de générer 

une puissance de sortie RF plus élevée grâce à une garde dans laquelle les effets thermiques et les 

contraintes mécaniques sont mieux contrôlés et pour laquelle les «bondings » seraient améliorés. 

Söllhorn et ses collègues qui a réalisé les diodes présentées ici, ont proposé dans [Söllhorn2003]  

une diode Si de 8 x 8 µm² qui est quasiment compatible avec les technologies CMOS et dont 

l�originalité est de présenter une impédance négative très élevée ce qui autorise la conception d�un 

circuit résonateur simple pour des tests préliminaires. Dans cet article l�équipe de Stuttgart 

rapporte une puissance de sortie de -10 dBm à 93 GHz sous 30 mA et -12.9 V. Si on améliore la 

dissipation thermique dans la diode et le facteur de qualité du résonateur on peut aisément 

obtenir une puissance de sortie beaucoup plus élevée. 

Dans une publication encore plus récente, Mishra et al. présente une étude volumineuse de diodes 

IMPATT à double région d�avalanche (DAR), de type  n+ pnp+ comprenant une hétérojonction 

InP/Ga47In53As par la modélisation numérique [Mishra2004]. Sept structures différentes ont été 

simulées pour couvrir la gamme de fréquence de 30 à 300 GHz. L�objectif principal des auteurs 

est de réduire le bruit en choisissant une épaisseur adéquate de la couche d�InGaAs. In fine, ils 

aboutissent à un facteur de bruit de 15.7 dB à 40 GHz et de 8.7 dB à 84 GHz pour une épaisseur 

totale de la région active de 1600 nm,  une surface de 100 µm² et une densité de courant de 10 

kA/cm².  
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Une alternative à la montée en fréquence et au faible bruit est une quête d�une forte puissance 

pour des fréquences intermédiaires. Comme on a déjà pu le constater, divers matériaux sont 

expérimentés afin d�améliorer les caractéristiques des diodes IMPATT. Parmi ceux-ci, on trouve 

les matériaux à large bande interdite. Ainsi Arai et collaborateurs obtiennent une puissance de 

sortie de 1.8 W at 11.93 GHz, avec une diode de type  p+ n- n+ SiC [Arai2004]. Cela constitue la 

plus forte puissance jamais rapportée pour des diodes de cette technologie. Une bague en 

vanadium (entourant la diode) et présentant un grande résistivité permet de réduire le champ 

électrique  dans la jonction p-n. Malgré cela, la puissance annoncée ci dessus est encore en retrait 

en comparaison de ce qui est obtenu avec des technologies Si et GaAs plus éprouvées.  

Dans ce contexte on perçoit l�intérêt d�étudier la possibilité d�utiliser le SiGe pour les couches 

actives des diodes IMPATT. 

5) Résultats expérimentaux 

Nous avons réalisé des mesures HF et des mesures d�électroluminescence sur ces échantillons. 

On peut s�interroger sur la pertinence de mesures de paramètres S sur un oscillateur. Cependant, 

dans la mesure où la puissance du signal émis reste très modeste on peut considérer les résultats 

obtenus comme significatifs. Les mesures de luminescence ont été réalisées en inverse et en 

direct. En direct la diode p-i-n est le siège de courant de diffusion de minoritaires ce qui se traduit 

par  des signaux d�électroluminescence intense. En inverse la recombinaison n�existe qu�en 

présence d�ionisation par choc. 

a) Electroluminescence des diodes IMPATT en direct 

L�oscillation dans les diodes IMPATT survient lorsqu�elles sont polarisées en inverse. Il nous est 

cependant apparu intéressant de les faire fonctionner en direct afin d�observer un spectre de 

luminescence n�impliquant pas l�ionisation par choc et correspondant à la diffusion de porteurs 

minoritaires. La figure 29 représente l�allure des spectres obtenus pour les quatre familles de 

diodes IMPATT. 

Le pic associé à la diode silicium est correctement résolu quoique très large. Il n�est est pas de 

même des pics associés aux diodes SiGe. Le signal de luminescence est très large. Les spectres 

révèlent l�existence de pics « centrés » sur 1.075, 0.98, 0.86 et 0.8 eV. Ces données sont bien 

supérieures aux énergies Γ-∆ à 4K données du tableau V. 
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Figure 29 : Spectres d�électroluminescence des diodes 738, 740, 768 et 820 en régime direct pour 

un courant de 40 mA à 4K. 
 

Les structures électroniques des matériaux constituant les zones « intrinsèques » des diodes ont 

été calculées afin d�estimer les énergies de recombinaison radiative et sont reportées en figure 30. 
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Figure 30 : Structures électroniques de Si, Si0.9Ge0.1, Si0.8Ge0.2 et Si0.54Ge0.46 calculées en k.p à 30 

bandes. 
 

Transition Γ � L Γ � Γ Γ � ∆ 

proportion Ge T = 4 K T = 300 K T = 4 K T = 300 K T = 4 K T = 300 K

0 2.32 2.28 3.4 3.28 1.17 1.10 

0.1 2.17 2.12 3.32 3.2 1.12 1.05 

0.2 2.02 1.97 3.26 3.13 1.08 1.01 

0.46 1.59 1.53 2.67 2.60 1.01 0.92 

 

Tableau V : Valeurs des énergies correspondant aux transitions potentiellement impliquées dans 
les spectres de recombinaisons radiatives observées après les mesures d�électroluminescence des 

quatre diodes. 
 

Les contraintes biaxiales dues à l�hétéro-croissance des alliages SiGe sont encaissées dans la 

couche tampon située au dessus du substrat. Il est probable que des défauts se soient propagés 

jusqu�au c�ur de la diode. Des mesures spectroscopiques de bruit basse fréquence vont être 

entreprises par Manuel Rodriguez dans un très proche avenir, afin de trouver les signatures 

d�éventuels défauts. Même pour un pourcentage de 46 % l�alliage SiGe présente une structure de 

bandes voisine de celle du silicium : le minimum de la bande de conduction est en ∆, comme cela 

a été évoqué au chapitre 2. 

 

Le tableau V fournit les différences d�énergies pouvant correspondre à des recombinaisons de 

bord de bande. Ces énergies ne prennent pas en compte l�énergie des phonons. A température 
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ambiante, la recombinaison radiative est accompagnée de l�émission ou de l�absorption de 

phonon. Si l�énergie des phonons impliqués est de 63 meV on observe un signal de luminescence 

à partir d�énergie inférieures de 63 meV par rapport au données du tableau. A température 

cryogénique, on peut négliger l�absorption des phonons, en revanche l�émission reste comparable 

à ce qui se produit à l�ambiante. 

 

Pour interpréter les résultats expérimentaux, il faut encore prendre en considération deux points. 

Le SiGe est un piètre conducteur thermique : pour un taux de germanium de 46% il est presque 

aussi mauvais que In0.53Ga0.47As (7.4 W/Km). Les valeurs de la conductivité thermique relevées 

dans la littératures sont 150 W/Km pour le Si mais seulement de 8 W/Km pour le Si0.9Ge0.1 et 

diminuent encore lorsque la composition de Ge augmente [Yamashita2000]. Aussi les 

échantillons mesurés sont le siège d�auto-échauffement. On sait que lorsque la température du 

réseau cristallin augmente dans un morceau de semi-conducteur, la bande interdite diminue. 

Enfin, si la recombinaison se produit partiellement dans les zones fortement dopées, les énergies 

de recombinaison seront encore différentes de celles du tableau car il faudra prendre en 

considération la percolation des niveaux donneur et accepteurs menant à ce qui est 

communément nommé « Band Gap Narrowing ». Les décalages de bandes interdites auxquels il 

faut s�attendre peuvent être estimés : 

« Band Gap Narrowing » : 

NA = 5×1018 cm-3 ∆EG = 51 meV [Shi2003] 

NA = 1020 cm-3  ∆EG = 92 meV 

 

Si on prend en compte l�énergie du phonon intervallée en bande de valence et en supposant que 

la recombinaison a lieu à l�interface P+-N il faut retrancher 115 meV. Les énergies de 

recombinaison seraient : 1.06, 1.01, 0.97 et 0.90 eV. L�accord est obtenu pour la diode silicium 

mais le désaccord est grand pour les diodes SiGe. Notamment pour les taux de germanium de 20 

et 46 %. On peut bien entendu songer à l�auto-échauffement  pour justifier la différence 

importante. Et il apparaît naturel que l�effet soit d�autant plus sensible que le pourcentage de 

germanium augmente. Cependant il faut prendre les données du tableau V à 300K pour trouver 

des énergies comparables à celle des pics des spectres ce qui ne semble pas raisonnable. Nous 

pouvons donc considérer que les couches actives des diodes SiGe comprennent une 

concentration importante de défauts. Les figures 31 à 34 présentent les spectres obtenus pour 

une polarisation en direct des diodes pour différents courants. 
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Figure 31: Spectres d�électroluminescence de la diode Si en régime direct à 4 K. 

 

On constate que l�intensité de luminescence augmente avec l�intensité du courant. Le spectre est 

composé de trois pics d�inégales importances. Un pic large et de forte intensité centré sur 1.08 

eV, correspondant à une recombinaison de bord de zone. On observe également deux pics de 

part et d�autre de ce pic principal ; respectivement centrés sur 1.02 et 1.12 eV. 

On n�observe aucun décalage important du pic principal en fonction de la puissance. Cela signifie 

que l�auto-échauffement n�est pas très important en polarisation directe dans cette diode. Comme 

nous le verrons, la puissance dissipée en polarisation directe est très inférieure à ce qu�elle est en 

polarisation inverse.  
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Figure 32 : Spectres d�électroluminescence de la diode Si0.9Ge0.1 en régime direct à 4 K. 

 

Sur la figure 32 on distingue un pic principal à 0.96 eV et un fort épaulement à 1,04 eV. Ici 

encore, l�intensité de luminescence croît avec l�intensité du courant. A faible courant seul un 

bosse assez large et centrée sur 0.98 eV existe puis l�épaulement apparaît alors que le courant 



 200

augmente. On n�observe pas de décalage de l�énergie du pic principal vers les basses énergies qui 

pourrait être interprété comme la signature d�un échauffement. 
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Figure 33 : Spectres d�électroluminescence de la diode Si0.8Ge0.2 en régime direct à 4 K. 

 

Sur la figure 33 on distingue un pic principal à 0.84 eV et un épaulement à 0.95 eV. Ici encore, 

l�intensité de luminescence croît avec l�intensité du courant et aucun décalage du pic principal 

n�est repéré ce qui est très surprenant car la conductivité de Si0.8Ge0.2 est mauvaise et la couche est 

épaisse.  
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Figure 34 : Spectre d�électroluminescence de la diode Si0.54Ge0.46 en régime direct à 4 K 

 

Sur la figure 34 on distingue un pic principal à 0.8 eV. Cependant, l�intensité du signal 

d�électroluminescence étant très faible, il est délicat de discuter de son allure. 
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b) Diodes IMPATT 300 K en inverse 

En polarisation inverse, les tensions de coude des diodes sont d�autant plus élevées que les zones 

intrinsèques sont épaisses. On constate que l�allure des courbes de luminescence est voisine de 

celle des courbes de courant.  
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Figure 35: Caractéristiques I-V (en inverse) et intensité de luminescence des diodes 738, 740, 768 

et 820 à 300 K. 
 

Cependant, la courbe de luminescence « décolle » toujours légèrement avant celle du courant ; 

montrant qu�il ne s�agit pas d�un courant tunnel direct à travers la bande interdite (effet Zener) 

mais d�un processus initié par les porteurs présents dans la zone d�avalanche coté P-i. On peut 

apprécier, au passage, la sensibilité de la mesure de luminescence en comparaison de celle des 

caractéristiques électriques statiques. Au delà du coude,  l�intensité du signal de luminescence 

augmente, traduisant une forte concentration de porteurs minoritaires crées par l�ionisation par 

choc. 
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Même si il est difficile de comparer l�intensité de luminescence d�une courbe à l�autre car les 

réglages optique sont différents, on peut affirmer que les diodes Si et Si0.54Ge0.46 ont davantage 

luminescé que les deux autres. 

 

Discutons les spectres de luminescences relevés en polarisation inverse afin d�identifier le lieux de 

la recombinaison radiative, l�énergie des porteurs impliqués. 
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Figure 36: Diodes 738, 740, 768 et 820 en régime inverse pour un courant de 20 mA à 300 K et à 4K 
 

On constate que : 

 1/ Les spectres s�étendent depuis la coupure du détecteur jusqu�à 2 eV. 

 2/ Les spectres ont à peu près la même allure quelle que soit la diode. 

 3/ Les spectres n�évoluent guère en température. Si ce n�est un léger décalage du pic 

maximum de luminescence. 

 4/ La diode Si présente un maximum d�intensité à plus haute énergie. 

 5/ A 300K c�est la diode Si0.8Ge0.2  qui luminesce le plus juste devant la diode Si, à 4K 

c�est la diode Si qui luminesce le plus devant la diode Si0.54Ge0.46. Cela illustre le rôle important 

joué par les processus non radiatifs dans les diodes SiGe notamment à cause de défauts.  

 6/ Les tensions de seuil se décalent de -1.5, -1,8, -1,9 et +1,5 V entre 300K et 4K 

respectivement pour les diodes Si, Si0.1Ge0.9, Si0.2Ge0.8 et  Si0.54Ge0.46. 

 

Remarque : Les réponses observées ne sont pas décorrélées des réponses de la diode Ge 

(détecteur) et du spectromètre. 
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Où la recombinaison radiative se produit-elle ? 
Parmi les observations des figures 36, explicitées ci-dessus les deux plus remarquables sont les 

commentaires 1/ et 2/ Il est en effet très surprenant d�observer des spectres de luminescence 

aussi voisins alors que les zones intrinsèques des diodes sont très différentes. Dans un premier 

mouvement, nous avons imaginé que les recombinaisons radiatives pourraient avoir lieu dans le 

même matériau : le silicium de la zone P+ ou bien des pièges en périphérie de la structures par 

exemple. Mais une analyse fine du fonctionnement interne de la diode et l�observation visuelle de 

signaux lumineux dans le visible sortant du volume de la diode nous ont convaincus que les 

recombinaisons radiatives se produisent localement dans la zone d�avalanche.  

Nous consacrons quelques lignes à l�établissement de cette conviction.  

Comme tous les spectres se ressemblent, on peut penser que les recombinaisons impliquent des 

porteurs (électrons et trous) très énergétiques. Ces recombinaisons sont, de surcroît, indirectes ce 

qui ne contribue pas à augmenter la résolution des spectres.  

Où la recombinaison pourrait elle avoir lieu ? Les porteurs électrons ou trous sont séparés par un 

champ électrique intense. L�oscillation existe car les électrons dérivent jusqu�à la zone N+. Nous 

avons vu que les zones intrinsèques sont soit légèrement N (diode Si) soit légèrement P (diode 

SiGe). Dans ce dernier cas on peut imaginer des recombinaisons électron/trou dans la zone de 

transit. Mais le champ intense balaie les porteurs� Dans le cas de la diode Si ce type de 

contribution ne peut exister. Or les spectres se ressemblent beaucoup� 

Pourrait il s�agir de recombinaisons sur des défauts en volume ou en périphérie dus au clivage? 

Certes mais le comportement thermique serait tout autre. Des diodes présentant des surfaces et 

des rapports périphérie sur surface très différents ont été mesurées sans que cela ne révèle des 

spectres très différents. 

Les recombinaisons pourraient elles avoir lieu dans les zones P+ ou N+ suite à la diffusion de 

minoritaires ? Cela est peu probable en polarisation inverse. 

Le fait que les spectres de luminescence commencent à 800 meV  est imputable à l�effet Franz-

Keldysh   le champ extrêmement intense (voir tableau VI) induit un abaissement de l�énergie de 

recombinaison en dessous de celle de la bande interdite, car les fonctions d�ondes des porteurs 

s�étendent dans le « gap ». 

 

La remarque 6/ est également intéressante car elle montre bien que la dépendance du seuil de 

l�ionisation par choc dans un dispositif est complexe. En effet, non seulement les propriétés 

physiques du matériau dans lequel se produit l�ionisation par choc interviennent, mais aussi le 

fonctionnement de l�ensemble du dispositif. Au chapitre 4, § III nous avons fourni les 
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coefficients d�ionisation par choc de Si et de Ge massifs et contraints, et nous avons vu que 

l�évolution de la largeur de bande interdite ne contrôlait pas, à elle seule, la valeur du coefficient 

d�ionisation. Des études antérieures menées dans l�opération [Cavassilas2000] ont également 

montré que le coefficient d�ionisation pouvait augmenter mais aussi diminuer lorsqu�on 

refroidissait un matériau. Ce qu�indique l�augmentation de la tension de polarisation en inverse de 

la diode Si0.54Ge0.46 c�est que le coefficient d�ionisation semble diminuer aux températures 

cryogéniques (nous disposons de plusieurs analyses de spectres à diverses température entre 

300K et 4K). Le rôle du taux d�interaction d�alliage dans ce matériau exige des travaux 

complémentaires. En revanche dans les diodes Si, Si0.1Ge0.9, Si0.2Ge0.8 les seuils d�ionisation en 

tension diminuent avec la température semblant indiquer que le coefficient d�ionisation diminue à 

basse température dans ces matériaux. 
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Figures 37 : Spectres d�électroluminescence de la diode 820 (Si0.54Ge0.46) à 300K pour deux 
surfaces de diodes : Sd = 1884 µm2 et Sd =19500 µm2. 

 

Les figures 37 montrent que les spectres de luminescence ne dépendent quasiment pas de la 

surface de la diode. Pour des densités de courant comparables, l�échauffement est plus élevé dans 

la diode la plus grande mais comme il est impossible d�identifier un pic de luminescence, nous ne 

pouvons nous en rendre compte visuellement. On observe par ailleurs que si l�intensité de 

luminescence varie avec la puissance électrique imposée aux bornes de la diode, l�allure du spectre 

lui n�évolue guère. Le renforcement de l�intensité de luminescence vers 1 eV au détriment de 
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l�intensité à haute énergie est, en fait, discutable car il s�agit de données brutes n�intégrant pas la 

réponse du spectromètre et celle de la diode Ge refroidie. 

 

0

0.0005

0.001

0.0015

0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

El
ec

tro
lu

m
in

es
ce

nc
e 

(U
.A

.)

Energie (eV)

I
D
 = 20.1 mA, V

D
 = 14.13 V

I
D
 = 18.8 mA, 

V
D
 = 14.06 V

I
D
 = 14.8 mA,

V
D
 = 14 V

 
300K 

 

 

0

0.0005

0.001

0.0015

0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2
El

ec
tro

lu
m

in
es

ce
nc

e 
(U

.A
.)

Energie (eV)

I
D

 = 28 mA, V
D
 = 12.7 V

I
D
 = 20 mA, V

D
 = 12.6 V

I
D
 = 10 mA, 

V
D
 = 12.5 V

 
63K 

0

0.0005

0.001

0.0015

0.002

0.8 1 1.2 1.4 1.6 1.8 2

El
ec

tro
lu

m
in

es
ce

nc
e 

(U
.A

.)

Energie (eV)

I
D
 = 29.4 mA, V

D
 = 12.63 V

I
D
 = 20 mA, 

V
D
 = 12.56 V

I
D
 = 11.2 mA, 

V
D
 = 12.44 V

 
4K 

 

 

 

 

 
Figures  38 : Spectres de luminescence de la 
diode 738 (Si) en fonction de la polarisation 

appliquée au composant,  à trois 
températures. 

 

Les figures 38 montrent les spectres d�électroluminescence de la diode Si à trois températures et 

pour divers points de polarisation. On constate que l�allure des spectres évolue peu. Il apparaît 

toutefois que l�intensité de luminescence à faible énergie (0.8-1 eV) diminue à cause de 

l�augmentation de la largeur de bande interdite et à cause de l�accroissement de la capacité des 

porteurs à gagner de l�énergie. 

c) Résultats Hyperfréquences 

Monsieur Manuel Rodriguez a réalisé des mesures des diodes IMPATT en inverse. Dans une 

première analyse, seules les diodes Si et Si0.8Ge0.2 ont été étudiées. Avant d�accéder aux paramètres 
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S des diodes, il faut réaliser un épluchage des plots et des lignes d�accès aux dispositifs. Dans la 

mesure où le substrat est P+, ce travail est très ardu. Le schéma équivalent que nous avons retenu 

pour réaliser cet « épluchage » est donnée en figure 39. 

 
 

 
Figure 39 : Schéma équivalent petit signal des plots et des lignes d�accès à la diode IMPATT. 

 

Nous avons ensuite cherché les valeurs des paramètres intervenant dans l�impédance complexe 

de la diode IMPATT établie au § III-2 grâce à des méthodes de minimisation de fonction. 

Toutefois, avant d�utiliser ces algorithmes nous avons cherché à fixer analytiquement le plus 

grand nombre de paramètres. Pour cela nous avons utiliser la partie imaginaire et la partie réelle 

de cette impédance Z. La figure 40 montre la variation des parties réelle et imaginaire de cette 

impédance en fonction de la pulsation pour une diode SiGe à différents courants. Le pic étroit 

observé va nous permettre de trouver la valeur de fa qui est la fréquence de résonance de la cellule 

LaCa correspondant à la zone d�avalanche : 
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Figures 40 : Parties réelle et imaginaire des paramètres Z pour 6, 10, 13, 17 et 21 mA pour la diode 

Si0.8Ge0.2 en fonction de la fréquence. 
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Nous avions établi que :  
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vitesse moyenne des porteurs dans la zone intrinsèque (qui s�est avérée être supérieure à la vitesse 

de saturation des électrons dans la zone de transit). 

On peut tirer analytiquement la valeur de  fa à partir de la relation suivante : 
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Puis nous avons extrait de manière numérique la longueur de la zone d�avalanche noté la en 

utilisant la relation : 
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Nous avons ensuite utilisé les algorithmes de minimisation de fonction du logiciel ADS pour 

extraire les valeurs de la vitesse moyenne des porteurs dans la zone intrinsèque ainsi que la 

résistance série de la diode qui est une fraction d�Ohm, comme cela est illustré sur la figure 41, où 

l�on peut voir le coefficient de réflexion de la diode IMPATT (« épluché ») pour un courant de 

10,2 mA. 

 

 
 

 
Figure 41: Paramètres S pour 10,2 mA pour la diode Si0.8Ge0.2 (après « épluchage »). 
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Ces donnés permettent de calculer la valeur de α� et le champ électrique appliqué à la diode dans 

la zone d�avalanche Ea . Pour des raisons de simplification Ea est supposé constant entre le début 

de la zone intrinsèque et la puis nous supposons qu�il diminue linéairement jusqu�à atteindre zéro 

au début de la zone N+. 

Ainsi le champ Ea et le potentiel appliqué à la diode Vd sont liés par la relation : 
( )

2
a a

d
E L l

V
+

=  

(si on néglige la chute de potentiel dans la résistance série). 

Quant au paramètre α� il vaut : 
2 2

0

2' a

m c

επ fα
v J

=  

Où Jco est la densité de courant de conduction continue traversant la diode. 

 

Les résultats obtenus sont reportés dans le tableau VI. Il apparaît que le coefficient α� est plus 

faible dans le Si0.8Ge0.2 que dans Si ce qui n�est guère favorable pour obtenir des fréquences 

d�oscillation très élevées.  

 

Diode Ea (V/m) αααα� (m-2/V)

1.0356e+07 0.30844 

1.0546e+07 0.31586 

1.0622e+07 0.31360 

 

 

IMPATT 738 (Si) 

9.7724e+06 0.31827 

1.9725e+07 0.24160 

1.7312e+07 0.23067 

1.7115e+07 0.23600 

1.6672e+07 0.23290 

 

 

IMPATT 768 (Si0.8Ge0.2) 

1.6311e+07 0.22901 

 
Tableau VI : Ea et αααα� obtenus à partir des mesures HF pour les échantillons 738 et 768 de surface 

Sd = 1884 µm².  
 

Une hypothèse lourde des calculs du § III.1 est que le coefficient d�ionisation est le même pour 

les électrons et pour les trous. Dans la réalité, le coefficient qui est estimé dans le tableau VI est 

une moyenne. En fait, il constitue même une moyenne de valeurs moyennes. En effet en chaque 

point de la zone d�avalanche, le coefficient d�ionisation différentiel apparent est la moyenne des 

coefficients d�ionisation différentiels des électrons et des trous pondérés des populations. Comme 

les populations d�électrons et de trous se modifient le long de la zone d�avalanche nous estimons 
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donc par notre approche expérimentale une moyenne spatiale des coefficients d�ionisation 

différentiels apparents. 

 

Les coefficients α� ont également été calculés pour les électrons et les trous dans Si et dans 

Si0.8Ge0.2 à l�aide des outils de modélisation numérique décrits aux chapitres 2, 3 et 4. Comme cela 

a été discuté au chapitre 4, § III, il faut ajuster le terme constant de la matrice pour une valeur du 

champ électrique (sur une donnée expérimentale) afin d�obtenir des résultats pour toutes les 

autres valeurs du champ électrique.  

La difficulté réside dans le fait que pour le silicium il existe des données expérimentales très 

différentes pour la valeur du '
nα  à 100 kV/cm. On trouve dans la littérature des valeurs qui sont 

comprises entre 0.147 m-2V-1 [Lee64] et 25 [Grant73]. J�ai choisi d�ajuster les αn sur la valeur de 

Van Overstraeten et al. [VanOverstraeten70] qui obtient '
nα =3.9 m-2V-1 à 100 kV/cm. Pour les 

électrons dans SiGe, un article de simulation Monte Carlo [Ershov94] prévoit α(Si0.8Ge0.2) = 

0.41αn(Si) à 250 kV/cm,  j�ai donc utilisé ce facteur (faute de mieux !). Pour les trous dans Si, j�ai 

réalisé un ajustement de αp sur ceux de Fischetti et al. [Fischetti97] à 200 kV/cm. Pour les trous 

dans SiGe j�ai utilisé les données de la référence [Lee95]. 

La figure 42 fournit la variation des coefficients d�ionisation différentiels pour les électrons et les 

trous dans Si et dans Si0.8Ge0.2. Ces coefficients sont des résultats de modélisation du même type 

que ceux présentés au chapitre 4. 
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Figure 42 : '

nα  et '
pα dans Si et dans Si0.8Ge0.2 à 300 K. 
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Le tableau VII comprend les valeurs de '
nα  et '

pα dans Si et dans Si0.8Ge0.2 à 100 et à 200 kV/cm, 

toujours issus de la modélisation. On constate que dans le silicium les données expérimentales 

(tableau VI) sont obtenues pour des champs électriques voisins de 100 KV/cm. Les valeurs de α� 

mesurées apparaissent donc plus proches du coefficient d�ionisation différentiel des trous que de 

celui des électrons. Dans la diode Si0.8Ge0.2, il en est de même car les champs électriques sont 

beaucoup plus élevés que dans la diode Si.  

 

α� (m-2V-1) Electrons Si Trous Si Electrons Si0.8Ge0.2 Trous Si0.8Ge0.2 

E = 100kV/cm 4.4 0.13 2.0 0.024 

E = 200 kV/cm 145 3.4 60 2.9 

 
Tableau VII : '

nα  et '
pα dans Si et dans Si0.8Ge0.2 à 300 K pour 100 et 200 kV/cm. 

 

Il convient de rester mesuré au moment de tirer des conclusions de la comparaison des 

coefficients d�ionisation différentiels issus des mesures et de ceux tirés de la modélisation 

numérique. On peut retenir que l�ordre de grandeur de ces coefficients pour les trous dans les 

deux matériaux est le même que celui des coefficients issus de la mesure. Les mesures et les 

traitements expérimentaux sont entachés d�erreurs ; quant à la modélisation de l�ionisation par 

choc avec la méthode de Kane, elle requiert un paramètre d�ajustement et constitue une 

simplification de la réalité. Des approches alternatives sont à appréhender afin d�approfondir la 

connaissance du coefficient d�ionisation différentiel qui est un paramètre clef pour l�optimisation 

des diodes IMPATT. 

 

En conclusion du § III, nous pouvons rappeler que les travaux présentés ici constituent les 

premières études de luminescence de diodes IMPATT. Les composants étudiés intègrent des 

couches actives SiGe ce qui n�avait jamais été entrepris. Ces réalisations préliminaires ne visent 

pas des records de performances mais visent une intégration, in fine, dans une filière CMOS avec 

laquelle elle a vocation à être compatible. 

 

La question posée par l�université de Stuttgart est : l�incorporation de SiGe dans des diodes 

IMPATT est il de nature à améliorer leurs performances ? 

 

Il faut savoir que les diodes Silicium tiennent le haut du pavé car le silicium présente une bien 

meilleure conductivité thermique que ses concurrents (GaAs, InGaAs et InP). Sur ce volet il est 
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douteux que les composants SiGe puissent le concurrencer car la conductivité thermique de SiGe 

peut être 20 fois plus mauvaise que celle de Si. Et comme la zone intrinsèque est épaisse de 

quelques centaines de nanomètres cela constitue un handicap. Le volet sur lequel le SiGe est 

potentiellement plus intéressant que le silicium est ce qui relève de l�ionisation par choc : la 

tension de seuil �plus elle est faible pour une épaisseur intrinsèque donnée moins la puissance 

dissipée est élevée� et sur le paramètre α� qui joue au premier ordre �tout comme la densité de 

courant� sur la fréquence d�oscillation de la diode. 

 

La diode IMPATT est en outre pour notre équipe un dispositif particulièrement intéressant car 

l�ionisation par choc est au c�ur de son fonctionnement et n�est pas perçue, pour une fois, 

comme un effet négatif mais comme un processus à favoriser et à optimiser. 

 

Après avoir rappelé le principe de fonctionnement de la diode IMPATT, l�état de l�art des diodes 

IMPATT et après avoir décrit les quatre diodes étudiées, nous avons discuté de l�allure des 

spectres d�électroluminescence en polarisation directe et en polarisation inverse, en fonction de la 

température, de la polarisation et de la taille des dispositifs afin d�établir les caractéristiques du 

processus d�ionisation par choc dans chacun des composants. 

 

Nous avons obtenu des spectres d�électroluminescence en polarisation directe conformes à nos 

attentes à l�exception de la localisation du pic principal de recombinaison dans les diodes Si0.8Ge0.2 

et Si0.54Ge0.46. En effet, ces pics sont localisés à des énergies plus basses que l�énergie de bande 

interdite des alliages considérés. Aucune trace d�auto-échauffement n�a été relevée en polarisation 

directe. L�ensemble de ces points semble indiquer que des niveaux accepteurs et/ou des centres 

profonds dus à des défauts structurels sont impliqués dans les mécanismes de recombinaisons 

radiatives dans ces composants SiGe. 

 

Les spectres d�électroluminescence relevés en polarisation inverse sont beaucoup plus 

surprenants. Ils s�étendent depuis la coupure du détecteur jusqu�à 2 eV et présentent à peu près la 

même allure quelle que soit la diode et la température. Pour les diodes Si, Si0.1Ge0.9 et Si0.2Ge0.8 on 

relève un décalage de la tension de seuil d�ionisation qui se décale vers de plus faibles valeurs 

alors qu�il augmente à basse température pour les diodes polarisations  Si0.54Ge0.46. Ces résultats 

indiquent la dépendance du coefficient d�ionisation avec la température. Ce qui présente un 

intérêt fort pour le fonctionnement des diodes IMPATT qui ont une propension à chauffer. 
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La dernière partie de ce § III a également fourni des résultats intéressants. Nous avons comparé 

le coefficient d�ionisation par choc différentiel obtenu grâce aux traitements de données 

expérimentales (mesures de paramètres S) et des calculs de ce coefficients tirés de ce qui est 

présenté au chapitre 4. 
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Conclusion générale 
 

L’objectif de cette thèse était l’étude du transport à fort champ dans les alliages SiGe et plus 

particulièrement du processus d’ionisation par choc.  

Pour simuler le transport à fort champ électrique, il est nécessaire d’avoir accès à la structure 

électronique complète des semi-conducteurs considérés c’est pourquoi nous avons développé la 

méthode k.p à 30 bandes. Nous avons ainsi modélisé les structures électroniques du Si, du Ge, 

des alliages SiGe et du GaAs sur une large gamme d’énergie (11 eV autour de la bande interdite) 

avec une très grande précision sur les paramètres utiles pour l’étude du transport (chapitre 4), tels 

les paramètres de Luttinger ou les masses effectives en bande de conduction.  

Nous avons aussi construit un hamiltonien de type Bir et Pikus, qui permet de décrire les effets 

de la contrainte biaxiale subie par un semi-conducteur dans le plan [001], non seulement en bande 

de valence mais aussi en vallée ∆ de la bande de conduction, sans potentiel local de déformation. 

Associé à l’hamiltonien k.p à 30 bandes, il donne accès aux structures électroniques de tous les 

alliages Si1-xGex contraints.  Une base de données exhaustive sur les structures électroniques des 

alliages SiGe massifs et contraints est ainsi disponible. 

Cette méthode k.p à 30 bandes a été associée au formalisme de la fonction enveloppe pour 

obtenir les sous-bandes en bande de valence et de conduction de puits quantiques à base 

d’alliages SiGe. Elle nous a fourni non seulement les extrema des sous-bandes, mais aussi les 

structures électroniques bidimensionnelles associées et les fonctions enveloppes. 

 

Pour intégrer les structures électroniques dans la simulation du transport, nous avons développé 

un algorithme qui donne accès aux densités d’états pour des structures électroniques 

tridimensionnelles mais aussi bidimensionnelles. Nous avons comparé les densités d’états 

obtenues à partir des diagrammes de bandes calculés au chapitre 2 avec des densités d’états issues 

d’autres techniques de calcul de bande ce qui nous a permis de vérifier l’efficacité de la méthode 

k.p à 30 bandes pour calculer les structures électroniques sur toute la zone de Brillouin. Nous 

avons aussi obtenu les masses de densité d’états en fonction de la température dans les alliages 

SiGe massifs et contraints en compression sur Si. Ces masses ont fourni un modèle simplifié de la 

bande de valence qui a permis de quantifier l’influence de la contrainte sur la mobilité moyenne 

des trous dans les matériaux IV-IV. 
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Le chapitre 4 était consacré à l’étude du transport dans les alliages SiGe à partir d’une résolution 

déterministe de l’équation de Boltzmann. Nous avons d’abord mené cette résolution pour le 

transport tridimensionnel, en utilisant plusieurs niveaux d’approximation du diagramme de 

bande. Le calcul de la mobilité moyenne des trous dans les alliages SiGe à partir des masses de 

densité d’états nous a montré l’importance considérable du potentiel d’alliage.  

Pour simuler le transport des électrons dans le Si à fort champ électrique, nous avons pu 

conserver l’anisotropie de la structure électronique, grâce à la symétrie de révolution des vallées ∆ 

de la bande de conduction. Les propriétés de transport des électrons se déplaçant dans le plan des 

couches d’un transistor à effet de champ à hétérojonction à canal Si contraint en tension sur SiGe 

ont été dégagées. En particulier, à basse température, nous avons pu comprendre pourquoi il 

suffit d’une très faible contrainte pour améliorer considérablement la mobilité des porteurs, alors 

que cet effet est plus progressif à température ambiante. 

Pour les trous dans le Ge, la méthode de résolution utilisée ne permettait pas de conserver 

l’anisotropie de la structure électronique, c’est pourquoi nous avons utilisé une relation de 

dispersion isotrope, de même densité d’états que la structure électronique réelle. Nous avons 

néanmoins pu dégager l’effet de la contrainte sur la vitesse et l’énergie moyenne de la distribution 

de porteurs. 

Nous avons enfin développé une résolution déterministe de l’équation de Boltzmann 

bidimensionnelle, en prenant en compte la relation de dispersion réelle des porteurs calculée au 

chapitre 2, § VI. Cette résolution a été appliquée à un puits de Ge, pour l’instant supposé carré, 

en compression sur Si0.5Ge0.5. La comparaison des fréquences d'interaction dans l’approximation 

des vallées paraboliques et calculées à partir de la relation de dispersion réelle nous a montré la 

nécessité de connaître cette relation de dispersion pour l’étude du transport en gaz 

bidimensionnel, particulièrement pour les trous dont la structure électronique est très éloignée 

d’une parabole à cause du fort couplage entre les deux niveaux supérieurs de la bande de valence. 

Pour l’instant, cette étude nous a seulement fourni des mobilités car la prise en compte du 

passage du gaz bidimensionnel au continuum tridimensionnel n’est pas encore effectuée. 

En associant ces études du transport et les densités d’états calculées au chapitre 3, nous avons 

extrait des valeurs de coefficients d’ionisation par choc utilisés pour l’interprétation des mesures 

d’électroluminescence présentées au chapitre 5. 

 

Pour la première fois, des mesures d’électroluminescence réalisées sur les HFET de type n ou p 

sur substrat SiGe ont été réalisées. Elles nous ont apporté bon nombre de réponses car les 

mesures électriques ne fournissaient, dans bien des cas, aucune indication sur le processus 
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d’ionisation par choc. Elles nous ont permis de mettre en évidence le processus d’ionisation par 

choc canal ouvert dans les n-HFET Si/SiGe et dans les p-HFET Ge/SiGe et d’analyser ce 

phénomène canal fermé dans les n-HFET. L’analyse des résultats a été grandement facilitée par le 

calculs des sous bandes en k.p mais nous avons également pu mesurer l’urgence qu’il y avait à 

cherche à coupler ce k.p à 30 bandes avec l’équation de Poisson afin d’intégrer les champs 

électriques internes présents dans le puits quantique. 

 

Nous avons aussi réalisé les premières études d’électroluminescence de diodes IMPATT. Les 

composants étudiés intègrent des couches actives SiGe ce qui n’avait jamais été entrepris. Ces 

réalisations préliminaires ne visent pas des records de performances mais visent une intégration, 

in fine, dans une filière CMOS avec laquelle elle ont vocation à être compatibles. 

 

L’étude présentée dans ce manuscrit vise à montrer que l’incorporation de SiGe dans des diodes 

IMPATT ne mène pas nécessairement à une amélioration des performances, d’une part à cause 

de la mauvaise conductivité thermique du SiGe (qui peut être 20 fois plus mauvaise que celle de 

Si) d’autre part car son paramètre α’ (coefficient d’ionisation différentiel) qui joue au premier 

ordre –tout comme la densité de courant– sur la fréquence d’oscillation de la diode n’est pas aussi 

élevé que celui du silicium. 

 

Des travaux complémentaires s’appuyant à la fois sur des modélisations numériques plus abouties 

(en ce qui concerne le processus d’ionisation par choc et le transport en gaz bidimensionnel) et 

sur des analyses expérimentales doivent être menées pour confirmer (ou infirmer) les conclusions 

de ce travail préliminaire.  
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ANNEXE 

Fonctions propres de l’hamiltonien à l’intérieur de (Γ8, Γ7) 
 

Sans couplage spin-orbite, les fonctions propres de l’hamiltonien décrivant la bande de valence 

s’écrivent , ,X Y Z . Avec couplage spin-orbite, la nouvelle base de fonctions à considérer 

s’écrit X ↑ , X ↓ , Y ↑ , Y ↓ , Z ↑ , Z ↓ . Les nouvelles fonctions propres de 

l’hamiltonien sont combinaison linéaires de ces fonctions. Elles s’écrivent [Pfeffer90] : 

 

( )

( )

( )

( )

( )

( )

3 3 3 1,
2 2 2 2

3 1 1 2 1,
2 2 2 3 6

3 1 1 1 2,
2 2 2 36

3 3 3 1,
2 2 2 2

1 1 7 1 1,
2 2 2 3 3

1 1 7 1 1,
2 2 2 3 3

i X iY

i Z X iY

i X iY Z

i X iY

i Z X iY

i X iY Z

− = = + ↑  

 
= = ↑ − + ↓ 

 

 − −
= = − ↑ + ↓ 

 

− −  
= = − ↓  

 
= = ↑ + + ↓ 

 

− −  
= = − ↑ − ↓ 

 

 

 

Pour les multiplets (Γ8c, Γ7c) (respectivement (Γ8d, Γ7d)), les relations entre les fonctions propres 

sans couplage spin-orbite , ,C C CX Y Z  (resp. , ,d d dX Y Z ) et les fonctions propres avec 

couplage spin-orbite 
3
2

c , 
1
2

c , 
1

2
c −

, 
3

2
c −

, 
7
2

c , 
7

2
c −

 (resp. 
3
2

d , 
1
2

d , 
1

2
d −

, 

3
2

d −
, 

7
2

d , 
7

2
d −

) s’écrivent de la même manière. 


