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R�esum�eLa mission ESA Planck o�re une opportunit�e sans pr�ec�edent demesurer de mani�ere tr�es pr�ecise la polarisation de l'�emission Galac-tique et extragalactique dans le domaine millim�etrique et sub-milli-m�etrique ; elle devrait notamment permettre de mesurer la polarisa-tion du Fond Cosmique Micro-ondes (FCM). Dans le premier chapitre,nous expliquons bri�evement l'int�erêt scienti�que d'une telle mesure, etrevoyons les technologies instrumentales qui la permettent.Dans le second chapitre, nous mod�elisons les caract�eristiques statis-tiques de l'�emission galactique polaris�ee, en particulier celle des pous-si�eres (plus particuli�erement importante pour l'instrument haute fr�e-quence -HFI- de Planck ).Dans le troisi�eme chapitre, nous pr�esentons une m�ethode de �ltragemulti-fr�equence permettant la s�eparation des di��erentes composantesastrophysiques de l'�emission millim�etrique et sub-millim�etrique, etpermettant de quanti�er les erreurs de la mesure des propri�et�es statis-tiques (spectre de puissance) de ces di��erents processus, en particulierle FCM.Dans le quatri�eme chapitre, nous estimons l'erreur commise sur la me-sure des param�etres cosmologiques, cons�equence des erreurs estim�eesau chapitre pr�ec�edent.Dans un cinqui�eme chapitre, nous estimons la contribution aux aniso-tropies du FCM de l'e�et de lentille gravitationnelle en mouvement,caus�e par une population d'amas et de groupes de galaxies.En�n, dans un sixi�eme chapitre, nous pr�esentons un mod�ele semi-analytique simple de formation de galaxies, o�u le taux de formationd'�etoiles est contrôl�e par la temp�erature du milieu inter-galactique.
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AbstractThe ESA mission Planckprovides us with an unprecedented op-portunity to measure, in an extremely precise way, the polarisation ofthe millimeter and sub-millimeter, galactic and extragalactic emission; it should enable us in particular to measure the polarisation of theCosmic Microwave Background (CMB).In the �rst chapter of this thesis, we brie
y explain the scienti�c mo-tivations of such a measurement, and describe the instrumental tech-nology which will make it possible.In the second chapter, we model the statistical behaviour of the po-larised galactic emission (in particular the one generated by the dust,which is specially important for the High Frequency Instrument -HFI-aboard Planck ).In the third chapter, we describe a multi-frequency �ltering method,allowing one to separate the di�erent astrophysical components con-tributing to the microwave polarised emission, and giving also an es-timate of the errors in the measurement of their statistical properties(power spectra). We estimate these errors for the CMB in particular.In the fourth chapter, we compute the errors on the measurement ofthe di�erent cosmological parameters as a consequences of the errorsestimated in the last chapter.In a �fth chapter, we compute the contribution to the anisotropies ofthe CMB of moving gravitationel lenses, caused by a population ofgalaxy clusters and groups.Finally, in a sixth chapter, we present a simple semi-analytical modelof galaxy formation, where the Star Formation Rate is controlled bythe temperature of the (hot) inter-galactic medium.
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IntroductionQuand on pense �a la cosmologie en tant que discipline scienti�que, ilest frappant de constater que c'est en même temps l'une des plus vieilles etl'une des plus jeunes. C'est l'une des plus vieilles assez naturellement car ellepr�etend apporter des lumi�eres ou, plus humblement, un mod�ele qui expliquenon pas pourquoi notre monde est l�a, mais comment il est devenu tel que nousle voyons. Ayant cotoy�e pendant longtemps la m�etaphysique, elle s'en ests�epar�e r�ecemment dans la mesure o�u elle a acquis une assise observationnellequi l'a promue au rang des sciences exactes. Ainsi, la cosmologie est aussi unedes sciences les plus jeunes car ce n'est que tr�es r�ecemment que les mod�elesth�eoriques portant sur l'univers dans son ensemble ont pu être invalid�es oucon�rm�es par les observations. Une des d�ecouvertes fondamentales de ce si�eclefut l'observation par Penzias & Wilson du Fond de Rayonnement Cosmique.Ce rayonnement est une photographie de l'univers tel qu'il �etait il y aquinze milliards d'ann�ees environ. Pensez �a ce qu'un historien donnerait pouravoir une photographie de Jules C�esar, et pourtant il vivait il y a deux milleans seulement ! Outre le caract�ere sensationnel de cette d�ecouverte, la pr�e-sence du FCM, pr�edit par le physicien russe Gamov d�es 1948 (Gamov (1948)),vient apporter une preuve �eclatante de la validit�e des mod�eles d'univers enexpansion issus de la th�eorie de la Relativit�e G�en�erale, au même titre quel'observation de la r�ecession des galaxies par Hubble quelques d�ecennies plustôt. Par cette d�ecouverte, la cosmologie a r�eellement pris sa place en tantque discipline scienti�que �a part enti�ere. En e�et, la physique qui gouvernele FCM est relativement simple et bien connue des physiciens, ce qui la rendr�eellement pr�edictive. Ainsi, encourag�es par cette d�ecouverte, les astrophysi-ciens ont alors cherch�e dans cette photo les germes des grandes structures quenous observons dans l'univers. C'est en 1992 que le satellite COBE observade tr�es faibles anisotropies dans ce rayonnement, apportant ainsi une con�r-mation que ces grandes structures sont n�ees par l'instabilit�e gravitationnellesde toute petites 
uctuations du plasma primordial. Or, la physique du FCMindique que si des anisotropies sont pr�esentes alors le rayonnement devrait�egalement être polaris�e (voir chapitre 1). Cependant on s'attend, vu le niveau



2 INTRODUCTIONtr�es faible des anisotropies d�etect�ees par COBE, que le taux de polarisationsoit extrêmement petit. De nombreuses observations du FCM n'ont pu queplacer des limites sup�erieures sur ce taux de polarisation. Nous revoyons dansle chapitre 1 la situation observationnelle actuelle, et donnons une descriptionplus compl�ete de la physique du FCM dans l'annexe A.L'observation des anisotropies du FCM, ainsi que de son �eventuelle pola-risation, sont par ailleurs compliqu�ees par la pr�esence de sources d'�emissioncontaminantes (d'origine galactique et extra-galactiques, polaris�ees pour cer-taines) qui s'ajoutent au signal du FCM. Ainsi une des tâches de l'observateurdu FCM est de mesurer le plus pr�ecis�ement possible ces contaminants et leurcomportement en fr�equence de mani�ere �a pouvoir les soustraire e�cacementdu signal observ�e. Ainsi, dans le chapitre 2 tentons-nous, �a d�efaut d'observa-tions, de mod�eliser le comportement statistique des contaminants polaris�es ;et dans le chapitre 3 nous montrons une des m�ethodes que l'on peut utiliserpour soustraire le mieux possible ces contaminants.En�n, la physique du FCM nous laisse penser qu'une observation pr�ecisede ce dernier nous permettrait, tout du moins dans le cadre de certains mo-d�eles, de contraindre les param�etres cosmologiques de fa�con in�egal�ee. Ainsi,dans le chapitre 4 pr�esentons-nous une m�ethode permettant de quanti�er laqualit�e de la mesure de ces param�etres, dans le cas r�ealiste o�u l'observateurdoit d'abord soustraire les contaminants du signal observ�e.Les deux derniers chapitres de cette th�ese portent sur des sujets un peudi��erents. Dans le chapitre 5, nous �etudions l'empreinte sur le FCM du mou-vement transverse des amas de galaxies par le biais d'un e�et de lentillegravitationnelle sur les photons du FCM. Puis, dans le chapitre 6, nous �etu-dions la pertinence d'un mod�ele de formation de galaxies auto-r�egul�e par unMilieu InterGalactique chaud et photoionis�e.En�n, nous discutons des r�esultats obtenus lors de ces di��erentes �etudes,et de leurs am�eliorations possibles ainsi que de m�ethodes alternatives.



Chapitre 1Polarisation du FCM
1.1 Historique1.1.1 Situation th�eoriqueDepuis la d�ecouverte du Fond Cosmique Micro-ondes (FCM) par Pen-zias & Wilson (1965) au d�ebut des ann�ees 60, l'int�erêt pour l'�etude du FCMn'a cess�e d'augmenter, re
�et�e par un nombre exponentiellement croissantde publications. En e�et la d�ecouverte de ce dernier venait apporter unecon�rmation observationelle �eblouissante aux th�eories cosmologiques impli-quant l'existence d'une �epoque o�u l'univers devait être chaud et ionis�e; lesth�eories dites de \Big Bang" faisant partie de ces derni�eres. Une deuxi�emed�ecouverte observationelle fondamentale viendra compl�eter la premi�ere, �a sa-voir la d�ecouverte par le satellite COBE (COsmic Background Explorer) desanisotropies du FCM �a grande �echelle (Smoot et al. (1992)). Voyant dansces anisotropies la trace des 
uctuations ayant donn�e naissance aux grandesstructures de l'univers, les cosmologistes se sont int�eress�es de pr�es �a la phy-sique r�egissant ces anisotropies, parall�element �a l'�etude de la formation desgrandes structures r�esultant de l'instabilit�e gravitationnelle de ces 
uctua-tions initiales de densit�e.Peu apr�es la d�ecouverte du FCM, et bien avant la d�ecouverte de ses aniso-tropies, l'id�ee que ce rayonnement pouvait être polaris�e a germ�e dans le milieucosmologique. Ainsi Martin Rees fut le premier �a voir dans la polarisationune contrainte possible sur l'anisotropie de l'univers, caus�ee par exemple parl'existence d'un champ magn�etique spatialement homog�ene (Rees (1968)).Cette �etude fut reprise en 1980 par Basko & Polnarev (1980) qui re�rent lecalcul de mani�ere plus g�en�erale, mais toujours dans le cadre d'un univers �aexpansion anisotrope. Deux conclusions importantes apparaissent dans leur



4 CHAPITRE 1. POLARISATION DU FCMarticle:{ le degr�e de polarisation est toujours inf�erieur au degr�e d'anisotropie carc'est l'anisotropie elle-même qui produit la polarisation par l'interm�e-diaire des collisions Thomson des photons du FCM avec les �electronslibres du plasma �a l'�epoque de la recombinaison,{ une r�eionisation secondaire plus tardive devrait polariser le FCM defacon importante car l'anisotropie du rayonnement serait alors impor-tante.Ce n'est qu'en 1983 que nâ�t l'id�ee que la polarisation du FCM puissevenir des anisotropies du rayonnement dues aux 
uctuations de densit�e, etnon pas seulement d'une anisotropie globale de la m�etrique (Kaiser (1983);Bond & Efstathiou (1984); Vittorio & Silk (1984)). Naissant, �a travers lescollisions Thomson, du quadrupole de l'intensit�e lumineuse dans le r�ef�erentielde l'�electron, la polarisation est coupl�ee �a l'�evolution des anisotropies detemp�erature du FCM; dans un calcul rigoureux il apparâ�t que les deuxquantit�es ne peuvent être dissoci�ees.Si les 
uctuations de densit�e du plasma peuvent polariser le rayonnement,il en est de même d'anisotropies locales de la m�etrique, �a savoir des ondesgravitationnelles (Polnarev (1985, 1986)). Ce travail a �et�e repris pour estimerla statistique des 
uctuations de temp�erature et de polarisation du FCM(Crittenden et al. (1993a,b, 1995); Ng & Ng (1996)).Ces traitements analytiques ou semi-analytiques de l'�etude statistique desfonctions d'auto-corr�elation de la polarisation et de corr�elation temp�erature-polarisation ont �et�e limit�es par la nature tensorielle de la polarisation et sarepr�esentation sur la sph�ere c�eleste. Ainsi ces fonctions n'�etaient-elles cor-rectement calcul�ees que dans la limite des petites �echelles. S'inspirant destravaux de Thorne (Thorne (1980)) sur les repr�esentations tensorielles surla sph�ere, Kamionkowski et al. (1997b) et Zaldarriaga & Seljak (1997) uti-lis�erent respectivement les harmoniques sph�eriques tensorielles et spinn�eespour d�e�nir des variables de polarisation invariantes par rotation (voir An-nexe A), ce qui leur permit d'obtenir des expressions analytiques exactes desfonctions de corr�elation pour tout angle.Ces traitements statistiques permirent de distinguer deux modes de po-larisation de parit�es di��erentes, dont l'un ne peut être engendr�e que par desperturbations vectorielles ou tensorielles. On vit alors dans la mesure de lapolarisation du FCM un moyen unique de d�etection des ondes gravitation-nelles primordiales, et ceci ind�ependamment de tout mod�ele cosmologique



1.1. HISTORIQUE 5(Kamionkowski et al. (1997a); Seljak & Zaldarriaga (1997); Kamionkowski& Kosowsky (1998)).Il apparâ�t ainsi que la mesure de la polarisation du FCM donne descontraintes suppl�ementaires sur les param�etres cosmologiques. Cela fut quan-ti��e par Kamionkowski et al. (1997b); Zaldarriaga et al. (1997) par une ana-lyse bayesienne du probl�eme, en particulier par l'usage du formalisme de lamatrice de Fisher (voir 4).Ces derni�eres analyses n'ont �et�e possibles que grâce �a l'impl�ementationnum�erique des �equations de Boltzmann d�ecrivant la physique du FCM. Uncertain nombre de codes de transfert ont alors �et�e �ecrits au cours des ann�ees80-90, reposant sur la r�esolution d'un syst�eme d'�equations di��erentielles cou-pl�ees dans l'espace des multipoles ; l'un des plus c�el�ebres mis �a la dispositionde la communaut�e astrophysique fut le programme COSMICS (Bertschinger(1995)). Ce type de codes, num�eriquement tr�es performants, avait le d�esavan-tage cependant d'exiger des temps de calcul prohibitifs pour toute analyseBayesienne. Un autre type de code, utilisant une approche de calcul du type\int�egrale sur la ligne de vis�ee", a �et�e d�evelopp�e r�ecemment, obtenant uner�eduction des temps de calcul d'un, voire deux, ordres de grandeur: il s'agitdu programme CMBFAST (Seljak & Zaldarriaga (1996); Zaldarriaga & Sel-jak (1997); Zaldarriaga et al. (1998)). Ce code, compte tenu de sa rapidit�e,permet une exploration beaucoup plus vaste de l'espace des param�etres cos-mologiques, et permet notamment de pr�edire les spectres d'anisotropies dansle cas des univers non plats. Il est �a noter que le calcul des fonctions de corr�e-lation de polarisation y a �et�e int�egr�e, utilisant le formalisme des harmoniquessph�eriques spinn�ees.Il semble qu'�a l'heure actuelle la physique des anisotropies du FCM (tem-p�erature et polarisation) soit relativement bien comprise, en ce qui concerneles e�ets de \premier ordre" tout du moins. En ce qui concerne la polarisa-tion, les derniers d�eveloppements th�eoriques ont port�e sur:� l'in
uence sur la polarisation d'un champ magn�etique �a l'�epoque de la re-combinaison entrainant notamment une d�epolarisation du FCM par rotationFaraday di��erentielle dans l'�epaisseur de la (( Surface de Derni�ere Di�usion ))(SDD) (Kosowsky & Loeb (1996); Harari et al. (1997)).� l'in
uence des lentilles gravitationnelles faibles ((( weak lensing ))) sur lapolarisation, et notamment le fait qu'elles m�elangent les modes de parit�esoppos�ees (Zaldarriaga & Seljak (1998)).1.1.2 Situation observationnelleLa recherche de polarisation dans les mesures du FCM a commenc�e avec lad�ecouverte de ce même FCM par Penzias & Wilson (1965)). En fait, toutes



6 CHAPITRE 1. POLARISATION DU FCMles mesures du FCM jusqu'�a un pass�e tr�es r�ecent ont �et�e faites avec desr�ecepteurs radiom�etriques sensibles �a la polarisation et qui avaient donc lacapacit�e intrins�eque sinon de mesurer, tout du moins de contraindre le niveaude polarisation du FCM. N�eanmoins seules quelques �equipes ont pris la peinede rendre leurs donn�ees exploitables et ont d�etermin�e une limite sup�erieure�a la polarisation du FCM; il faut se souvenir que la polarisation du FCMn'�etait pas leur priorit�e �a ce moment-l�a (en e�et, la priorit�e principale deces exp�eriences �etait la mesure des anisotropies de temp�erature). Nous allonspr�esenter dans ce qui suit les m�ethodes utilis�ees par les di��erentes �equipesqui apport�erent des contraintes de plus en plus serr�ees sur la polarisation duFCM, ainsi que les m�ethodes envisag�ees dans les missions spatiales futures.R�ecepteurs radiom�etriques polaris�esJusqu'�a maintenant les exp�eriences ayant apport�e une contrainte sur lapolarisation du FCM ont toutes utilis�e le même type de r�ecepteurs, tout enayant des châ�nes instrumentales di��erentes. Le sch�ema type de recepteurradiom�etrique polaris�e contient les �el�ements suivants:� une antenne collectrice,� un rotateur Faraday permettant de changer par commande �electrique ex-terne le plan de polarisation de l'onde incidente,� une châ�ne d'ampli�cateurs radiom�etriques �a bas bruit: Transistors �a e�etde champ (FET) ou plus tardivement des \HEMT" (High Electron MobilityTransistors). Ces ampli�cateurs sont habituellement refroidis par un syst�emecryog�enique pour diminuer leur bruit,� un syst�eme magn�etique appel�e \Dicke Switch", qui permet de faire unemesure di��erentielle entre le signal c�eleste et un corps noir de r�ef�erence.L'avantage de cette technique est de limiter consid�erablement les variationsde gain des �etages d'ampli�cation,� un d�etecteur, qui transforme le signal radio-fr�equence en un courant con-tinu ; il s'agit d'habitude d'une diode �a tr�es faible bruit.Il peut bien sûr y avoir des variantes par rapport �a ce syst�eme de r�ef�e-rence, mais le sch�ema reste essentiellement le même. Les di��erentes limitesexp�erimentales sont r�esum�ees dans la table 1.1.2.Une m�ethode alternative m�erite cependant d'être mentionn�ee, c'est celleutilisant un radiom�etre auto-corr�el�e (exp�erience POLAR, voir Keating et al.(1998)). Il s'agit dans cette exp�erience d'�eviter de perdre du temps d'int�egra-tion sur le corps noir de r�ef�erence, tout en gardant une mesure di��erentielleentre deux directions de polarisation, conservant ainsi l'avantage du \DickeSwitch" quant aux faibles variations de gain lors de l'ampli�cation. Un autre



1.1. HISTORIQUE 7Tab. 1.1: Limites exp�erimentales sur le degr�e de polarisation du FCM (95% deCon�ance)R�ef�erence Fr�equence (GHz) Positionnement c�eleste Limite Tpol=TfcmPenzias & Wilson 1965 4.0 dispers�e 0.1Caderni et al. 1978 100�600 pr�es du centre galactique 0.001�0.01Nanos 1979 9.3 d�eclinaison= +40� 6� 10�4Lubin & Smoot 1979 33 d�eclinaisons 38�, 53�, 63� 3� 10�4Lubin & Smoot 1981 33 11 d�eclinaisons -37�to +63� 6� 10�5Partridge et al. 1988 5 430 � 430 r�egion, d�eclinaison 80� 4� 10�5Wollack et al. 1993 26� 36 pr�es du pôle nord c�eleste 9� 10�6Netter�eld et al. 1995 26� 46 pr�es du pôle nord c�eleste 6� 10�6avantage de cette m�ethode est qu'elle �evite d'utiliser un rotateur Faraday, quiest une source non-n�egligeable de bruit dans le sch�ema classique. Les signauxprovenant de deux directions de polarisation orthogonales, ampli��ees dansdes voies di��erentes, sont ensuite corr�el�es pour la mesure d'un des param�etresde Stokes (par exemple Q, voir A.2.2 pour une d�e�nition). Le syst�eme op-tique entier est alors tourn�e de 45� pour obtenir l'autre param�etre de Stokes(U). Comme dans la m�ethode du \Dicke Switch", l'instrument tourne surlui-même �a quelques tours par seconde, produisant ainsi un signal modul�eentre Q et U �a deux fois la fr�equence de rotation. Cela permet de soustrairedes e�ets syst�ematiques dont la fr�equence n'est pas li�ee �a la fr�equence derotation de l'instrument. Un sch�ema instrumental de l'exp�erience POLARest donn�e en �gure 1.1.R�ecepteurs bolom�etriques polaris�esLes d�etecteurs bolom�etriques ne sont utilis�es pour des mesures millim�e-triques que depuis tr�es peu de temps. Fonctionnant comme des calorim�etres,ces d�etecteurs sont capables d'atteindre une sensibilit�e beaucoup plus grandeque les d�etecteurs radiom�etriques, mais leur inconv�enient majeur est qu'ilsn�ecessitent un refroidissement cryog�enique beaucoup plus pouss�e (ils fonc-tionnent de mani�ere optimale entre 100 et 300mK). Cela introduit d'autressources de bruit qui �etaient absentes des mesures radiom�etriques classiques(microphonie, �emission thermiques des optiques), ainsi que des complica-tions li�ees aux �etages cryog�eniques eux-mêmes (syst�emes �a dilution principa-lement).Du fait de la tr�es faible puissance de refroidissement de ces syst�emescryog�eniques �a tr�es basse temp�erature et du principe calorim�etrique de lamesure, il est imp�eratif que les bolom�etres, ainsi que les optiques froidesassoci�ees, aient des capacit�es calori�ques tr�es faibles. D'autre part, les me-sures bolom�etriques sont adapt�ees �a des mesures dans l'infrarouge lointain
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Fig. 1.1: Sch�ema instrumental de l'instrument POLAR (Keating et al. (1998))



1.1. HISTORIQUE 9et dans le submillim�etrique, contrairement aux r�ecepteurs radiom�etriquesclassiques qui sont d'autant plus sensibles que la longueur d'onde du rayon-nement est grande. C'est pourquoi, outre la mesure des anisotropies du FCM,ces r�ecepteurs ont �et�e utilis�es pour des mesures de l'e�et Sunyaev-Zel'dovich(dont la signature spectrale, comportant une partie positive aux petites fr�e-quences et une partie n�egative aux grandes fr�equences, passe par z�ero autourde 200GHz).En ce qui concerne les mesures de polarisation du FCM, il faut rappelerque par essence la d�etection bolom�etrique, comme son nom l'indique, n'estsensible qu'�a l'�energie du rayonnement, et non �a sa polarisation. Une mesurede la polarisation par une telle technique n�ecessite donc l'ajout de �ltrespolarisants dans la châ�ne optique. A ma connaissance, aucune mesure de lapolarisation du FCM n'a encore �et�e r�ealis�ee avec cette technique. Il existecependant un projet d'observation de la polarisation du FCM au sol, quidevrait être op�erationnel cet hiver ; il s'agit du projet POLATRON, observant�a 100GHz avec un lobe de largeur �a mi-hauteur de 2; 5 minutes d'arc. Cetinstrument sera mont�e sur le radio-t�elescope de 5; 5 m�etres d'Owens Valley(voir http://astro.caltech.edu/ lgg/polatron/ppro.html).Missions spatiales �a venirL'int�erêt croissant pour une mesure �ne des 
uctuations du FCM ontconduit l'Agence Spatiale Europ�eenne (ESA) ainsi que la NASA �a program-mer chacune un satellite d'observation des anisotropies du FCM, respecti-vement Planck et Microwave Anisotropy Probe (MAP). Le premier devraitêtre lanc�e aux environs 2007, et portera deux instruments de technologiesdi��erentes:{ Le LFI ((( Low Frequency Instrument ))), instrument basse fr�equence(30 � 100GHz), est bas�e sur une technologie HEMT d�ej�a test�ee dansl'espace par le satellite COBE. Les mesures seront polaris�ees pourtoutes les voies.{ Le HFI ((( High Frequency Instrument ))), instrument haute fr�equence(100� 800GHz), est bas�e sur des d�etecteurs bolom�etriques, donc nonsensibles �a la polarisation au d�epart. Il est cependant s�erieusement en-visag�e de mesurer la polarisation dans certaines voies par le biais de�ltres polarisants, quitte �a perdre un peu de 
ux et donc de sensibilit�epour la mesure de la temp�erature. J'essaierai par la suite d'apporterquelque lumi�ere sur ce choix par le d�eveloppement d'�etudes quantita-



10 CHAPITRE 1. POLARISATION DU FCMtives du ciel polaris�e submillim�etrique et des capacit�es sp�eci�ques del'instrument �a mesurer la polarisation du FCM.D'autre part MAP, dont le lancement est pr�evu pour l'an 2001, est bas�e sur lamême technologie que l'instrument LFI, avec toutefois une r�esolution angu-laire et une sensibilit�e plus faibles. Pour plus de d�etails sur les sp�eci�cationspr�ecises de ces instruments je renvoie le lecteur au chapitre 3 qui est consacr�e�a l'�etude quantitative de l'extraction du signal polaris�e.1.2 Que pouvons-nous apprendre grâce �a lapolarisation?1.2.1 G�en�eration de la polarisation - Histoire de l'uni-vers ionis�eDans cette section je tenterai d'expliquer de mani�ere intuitive pourquoile FCM devrait être polaris�e. Le lecteur interess�e par une approche plusformelle du probl�eme peut se reporter �a l'annexe (A). Pour comprendre lasp�eci�cit�e physique de la polarisation par rapport aux anisotropies de temp�e-rature, il faut tout d'abord se rappeler que la polarisation nâ�t des interactionsThomson des �electrons avec la composante quadrupolaire du rayonnement (cfA.2.2). Or avant la recombinaison du plasma primordial, ces interactions sontsi e�caces que le libre parcours moyen des photons est n�egligeable devant les�echelles caract�eristiques des 
uctuations de densit�e du plasma. De ce fait, sipour une raison quelconque un �electron du plasma acquiert une vitesse nonnulle relativement au 
uide photonique, cet �electron (( verra )), par e�et Dop-pler, une anisotropie dipolaire du rayonnement qui aura tendance �a le freinerpar le biais des interactions Thomson. Les interactions Thomson agissentdonc comme une force de rappel qui est proportionelle aux mouvements re-latifs des �electrons par rapport aux photons ; autrement dit comme un termede couplage entre les baryons (�electrons et protons principalement, fortementcoupl�es par les interactions coulombiennes) et les photons (cf A.2.3). Dansces conditions, aucune anisotropie quadrupolaire du rayonnement ne peut sed�evelopper, et donc aucune polarisation ne peut être engendr�ee.En revanche, lorsque le plasma commence �a se recombiner pour formerdes atomes d'hydrog�ene neutres, le libre parcours moyen des photons aug-mente tr�es rapidement et l'approximation de couplage fort entre les �electronset les photons devient caduque. Quand ce libre parcours moyen devient com-parable �a la taille des 
uctuations de densit�e du plasma, alors les �electrons(( voient )) des anisotropies quadrupolaires apparâ�tre, et le rayonnement de-



1.2. QUE POUVONS-NOUS APPRENDRE GRÂCE �A LAPOLARISATION? 11vient polaris�e par le biais des interactions Thomson. Il est important de noterque durant cette p�eriode l'approximation 
uide pour la description des pho-tons est invalid�ee, et que l'on doit avoir recours �a des �equations de transfertradiatif pour d�ecrire leur comportement (cf A.2). Tr�es rapidement la frac-tion ionis�ee du plasma devient faible (environ 10�5, cf Peebles (1968)), etla probabilit�e d' interaction Thomson devient n�egligeable : les photons sepropagent alors librement jusqu'�a nous sans interagir avec la mati�ere. A cestade, on peut noter que la polarisation du FCM est engendr�ee pendant unep�eriode tr�es br�eve de l'univers. A l'inverse des anisotropies de temp�eraturedu FCM, la polarisation du FCM est donc un moyen direct d'investigationde la surface de derni�ere di�usion, �a l'exception cependant de la polarisationengendr�ee lors de la r�eionisation de l'univers. En e�et la quantit�e de gazneutre observ�ee �a un d�ecalage vers le rouge (z dans la suite) compris entre0 et 5 repr�esente une fraction n�egligeable de la quantit�e totale de baryonspr�edite par la th�eorie de la nucl�eosynth�ese primordiale (voir Gunn & Pe-terson (1965); Fukugita et al. (1997) pour des revues r�ecentes) ; on s'attenddonc �a avoir une grande partie du gaz sous forme ionis�ee �a bas z, �a cause du
ux UV ionisant des quasars, des galaxies et/ou des chocs engendr�es par lesvents galactiques (voir chapitre 6). Cette r�eionisation, dans la mesure o�u elleest su�samment homog�ene, devrait cependant produire un signal polaris�eaux grandes �echelles (correspondant grosso modo �a l'angle solide comprenantun volume de Hubble 1 �a l'�epoque de la r�eionisation), donc bien distinct dusignal engendr�e aux petites �echelles sur la surface de derni�ere di�usion 2.1.2.2 Modes (( �electriques )) et (( magn�etiques )) de lapolarisationLa polarisation du FCM est donc un traceur du quadrupole local du champde rayonnement �a la surface de derni�ere di�usion. Or ce quadrupole localvient d'une variation spatiale d'anisotropies dipolaires qui sont engendr�eespar la vitesse relative des �electrons par rapport au r�ef�erentiel du FCM. Ainsila polarisation est sensible aux variations spatiales de la vitesse du plasma�a l'�epoque de la recombinaison. De la même fa�con la pr�esence d'une aniso-tropie quadrupolaire locale engendre un gradient de vitesse dans le plasma.1. Il s'agit d'une sph�ere de rayon RH = c=H o�u c est la vitesse de la lumi�ere et H laconstante de Hubble2. Cette appellation est abusive dans le cas d'une r�eionisation dans la mesure o�u la der-ni�ere di�usion advient alors lors de cette même r�eionisation. N�eanmoins pour des raisonshistoriques j'appellerai dans tous les cas surface de derni�ere di�usion la r�egion de l'universcorrespondant �a la transition plasma - gaz neutre, advenant �a un z ' 1000 ind�ependam-ment du mod�ele cosmologique consid�er�e (Peebles (1968)).



12 CHAPITRE 1. POLARISATION DU FCMCeci �etant �etabli, supposons qu'un �electron soit au centre d'une anisotro-pie quadrupolaire de rayonnement, on peut se rendre compte (cf A.1) quela polarisation est align�ee avec l'axe des lobes (( froids )) du quadrupole, etd'intensit�e maximale si la ligne de vis�ee est perpendiculaire �a l'(aux) axe(s)principal (principaux) du quadrupole. L'intensit�e de la polarisation est doncdirectement proportionelle �a l'intersection des lobes du quadrupole avec leplan perpendiculaire �a la ligne de vis�ee passant par l'origine du quadrupole.Prenons maintenant le cas d'un mode de perturbation scalaire (ou 
uc-tuation de densit�e) de vecteur d'onde donn�e ~k. On peut imposer que l'axepolaire soit parall�ele �a ce vecteur. Nous avons donc une succession de planshorizontaux, altern�es, de densit�e maximale et minimale, correspondant �a desmaxima et des minima de la temp�erature e�ective du plasma 3. Dans un pre-mier temps (c.-�a-d. quand les e�ets de pression sont encore n�egligeables)des courants de mati�ere naissent des r�egions (( chaudes )) vers les r�egions(( froides )), ce qui dans notre cas correspond a un quadrupole local dont lecentre est situ�e sur les plans de temp�eratures extr�emales (dont le signe va-rie suivant qu'il s'agit d'un minimum ou d'un maximum) et sym�etrique der�evolution (m = 0).Si maintenant on imagine ces quadrupoles situ�es sur la surface de der-ni�ere di�usion, et que l'on d�e�nit les param�etres de Stokes conform�ementaux coordonn�ees polaires (voir A.2.2), on s'aper�coit que seul le param�etrede Stokes Q est engendr�e, U restant nul. La modulation de cette �gure parl'onde plane associ�ee au mode ~k ne change rien �a ce r�esultat. D'autre part,les param�etres de Stokes n'�etant pas invariants par rotation, le calcul totalde la carte de polarisation impliquerait de d�e�nir un r�ef�erentiel �xe sur le ciel(ind�ependant du mode ~k choisi), d'exprimer les param�etres de Stokes dansce r�ef�erentiel pour chaque mode de perturbation, et en�n d'additionner cesquantit�es. Cette m�ethode n'aboutit pas analytiquement, sauf dans l'approxi-mation des petites �echelles. Il est donc pr�ef�erable de d�e�nir des modes depolarisation qui soient invariants par rotation des axes de coordonn�ees.On peut en e�et d�e�nir des modes de polarisation de mani�ere non locale(�a l'inverse des param�etres de Stokes) qui soient invariants par rotation.Supposons que nous ayons une certaine carte de polarisation sur le ciel; onpeut alors d�e�nir deux quantit�es scalaires dont l'expansion en multipolesa les propri�et�es suivantes : sous une transformation de parit�e, la premi�erevoit ses multipoles multipli�es par (�1)l (multipoles pairs inchang�es, il s'agit3. J'entends par temp�erature e�ective la combinaison suivante de la temp�erature duplasma et du potentiel gravitationnel: ��TT �eff = �TT +	. C'est cette temp�erature e�ectivequi est la source de la dynamique du plasma lorsque les forces de gravitation dominent (cfSachs & Wolfe (1967))



1.2. QUE POUVONS-NOUS APPRENDRE GRÂCE �A LAPOLARISATION? 13des modes (( �electriques )) de polarisation (E)), l'autre voit ses multipolesmultipli�es par (�1)l+1 (modes (( magn�etiques )) de polarisation (B)). De mêmeque les champs �electrique et magn�etique sont respectivement de rotationnelet de divergence nulle, ces modes ont des propri�et�es locales li�ees aux d�eriv�eessecondes de l'amplitude de polarisation (d�eriv�ees secondes car ce sont desquantit�ees de spin 2, voir A.3.1). En e�et pour les modes E l'un des axesprincipaux de la matrice de courbure de l'amplitude de polarisation est align�eavec la direction de la polarisation, tandis que pour les modes B ces axesforment un angle de 45� avec la direction de polarisation.Revenons maintenant au cas de la polarisation engendr�ee par un modescalaire de perturbation, on a un champ Q pur, ce qui signi�e que la pola-risation est align�ee localement avec l'un des deux vecteurs ( @@� ; @@�). Or dansnotre cas l'amplitude de polarisation est modul�ee selon l'axe (Oz), c.-�a-d.parall�element ou perpendiculairement �a la direction de polarisation. On peutdonc en conclure que seul un mode E est engendr�e par une perturbation sca-laire, et comme c'est une quantit�e scalaire (invariante par rotation des axesde coordonn�ees) il en est de même pour la somme de tous les modes ~k d'uneperturbation scalaire quelconque.En revanche, pour un mode de perturbation tensorielle (onde gravita-tionnelle plane), le quadrupole local a ses lobes dans le plan perpendiculaireau vecteur d'onde ~k, ce qui tout d'abord introduit une d�ependance azimu-tale de l'amplitude de polarisation (en cos(2�)), et d'autre part produit lesparam�etres de Stokes Q et U en quantit�es comparables. L'amplitude �etanttoujours modul�ee selon l'axe (Oz) (l'axe du vecteur d'onde), on obtient enquantit�es comparables les modes E et B. Les modes B de la polarisation duFCM sont donc un traceur exclusif de la pr�esence d'ondes gravitationnellesprimordiales. 4Nous verrons dans le chapitre 4 comment les spectres de polarisation et decorr�elation avec la temp�erature d�ependent des di��erents param�etres cosmo-logiques, et quelle est l'in
uence des mesures de polarisation sur l'estimationde ces di��erents param�etres.
4. Cela est vrai dans l'hypoth�ese o�u le 
uide est irrotationnel �a la recombinaison, cequi est g�en�eralement suppos�e dans les mod�eles cosmologiques o�u les perturbations de lam�etrique sont engendr�ees pendant une p�eriode d'in
ation car en l'absence de sources ult�e-rieures (du type d�efauts topologiques) les modes de vorticit�e disparaissent avec l'expansionde l'univers.



14 CHAPITRE 1. POLARISATION DU FCM



Chapitre 2Processus d'�emission galactiquepolaris�ee
2.1 Rayonnement synchrotron2.1.1 Rayonnement d'une particule charg�ee acc�el�er�eeLe rayonnement synchrotron est le processus d'�emission le plus connudes radioastronomes. En e�et ce rayonnement, dû �a l'acc�el�eration centri-p�ete des �electrons lors de leur mouvement h�elico��dal autour des lignes dechamp magn�etique, se situe dans les longueurs d'onde radio pour une largegamme d'�energie des �electrons. A l'instar du rayonnement de freinage ou(( Bremsstrahlung )) dû au freinage d'une particule charg�ee dans son interac-tion coulombienne avec une autre particule, le rayonnement synchrotron est�egalement un rayonnement de freinage et c'est pourquoi il est parfois appel�e(( rayonnement de freinage magn�etique )). Ainsi ces deux processus d'�emissiongalactique sont dus au rayonnement d'une particule charg�ee acc�el�er�ee (en cequi nous concerne des �electrons) et il est bon de rappeler ici le principe decette �emission.En partant de l'expression des potentiels retard�es (ou potentiels de Li�e-nard-Wiechert) pour une particule de charge q et de vitesse ~u (voir Jackson(1975)) on trouve l'expression des champs �electrique et magn�etique d'unecharge en mouvement :~E(~r; t) = q "(~n� ~�)(1� �2)�3R2 #+ qc � ~n�3R � �(~n� ~�)� ~_��� (2.1)~B(~r; t) = ~n� ~E(~r; t) (2.2)



16 CHAPITRE 2. EMISSION GALACTIQUE POLARIS�EE
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au temps retardéFig. 2.1: Particule charg�ee relativiste en mouvement : notationso�u ~� = ~uc , � = 1 � ~n:~�, R = k~r � ~r0(t0)k, ~n = ~RR et les expressions entrecrochets sont calcul�ees au temps retard�e t0 = t�R(t0)=c, voir �gure 2.1 pourune illustration.On reconnait dans le premier terme du champ �electrique une g�en�erali-sation du champ coulombien dans le cas d'une particule en mouvement. Lesecond terme en revanche est un champ purement radiatif qui s'annule lorsquela vitesse de la particule est constante. L'expression de l'�energie irradi�ee parunit�e d'angle solide et par unit�e de pulsation s'�ecrit :dWd!d
 = c4� ����Z hR~E(t)i ei!tdt����2 (2.3)En notant que R(t0) ' r � ~n:~r0 pour r0 � r, on peut la r�e�ecrire ainsi :dWd!d
 = �q2!24�c � ����Z ~n� (~n� ~�)exp fi!(t0 � ~n:~r0(t0)=c)g dt0����2 (2.4)Formule de LarmorDans le cas d'une particule non relativiste (� � 1), on obtient :~Erad = h(q=Rc2)~n� (~n� ~_u)i (2.5)~Brad = h~n� ~Eradi (2.6)Dans ce cas la puissance radiative par unit�e d'angle solide s'exprime ainsi :dWdtd
 = q2 _u24�c3 sin(�)2 (2.7)o�u � est l'angle entre l'acc�el�eration et la ligne de vis�ee. En int�egrant sur lesangles solides on obtient la puissance radiative totale �emise par une particule



2.1. RAYONNEMENT SYNCHROTRON 17non relativiste (Formule de Larmor) :P = 2q2 _u23c3 (2.8)Ces r�esultats vont nous permettre de trouver l'�emission d'une particule rela-tiviste charg�ee.Distribution angulaire de l'�emission d'une particule charg�ee relati-visteEn e�et pour une particule charg�ee relativiste, on peut d�e�nir un r�ef�eren-tiel inertiel(prime) o�u la particule est instantan�ement au repos. Evidemmentla particule ne reste pas au repos dans ce r�ef�erentiel car son acc�el�eration estnon nulle, mais on peut supposer que sur des temps su�samment courts sonmouvement est non relativiste de sorte que la formule de Larmor s'applique.Nous savons d'autre part que la puissance totale �emise est un invariant deLorentz, donc d'apr�es 2.8 nous avons :P = P 0 = 2q23c3 k~a0k2 (2.9)Or dans le r�ef�erentiel prime, la composante temporelle du quadrivecteur acc�e-l�eration a00 = 0 (en e�et a:U = 0 et dans le r�ef�erentiel prime le quadrivecteurvitesse U = (c;~0)), et donc P = 2q23c3 a:a (2.10)o�u a est le quadrivecteur acc�el�eration ; cette expression est manifestementcovariante. Si l'on �ecrit l'acc�el�eration de la particule sous la forme ~a = ~ak+~a? 1on peut r�e�ecrire cette formule sous la forme :P = 2q23c3 
4(a2? + 
2a2k) (2.11)Si l'on s'int�eresse maintenant �a la distribution angulaire de l'�emission dela particule relativiste, il faut prendre garde au fait que les angles solidessont modi��es lors d'une transformation de Lorentz, ainsi si l'on prend l'axepolaire des deux r�ef�erentiels colin�eaire �a la vitesse de la particule, et quel'on apelle dW l'�energie irradi�ee dans l'angle solide d
 autour de la direction(� = cos �; �), on a : dW = 
(1 + ��0)dW 0 (2.12)1. Attention, il s'agit ici du trivecteur acc�el�eration, dans la suite ~x sera toujours untrivecteur, et x un quadrivecteur.



18 CHAPITRE 2. EMISSION GALACTIQUE POLARIS�EED'autre part on a � = �0+�1+��0 , ce qui nous donne d
 = d
0
2(1+��0)2 , et doncdWd
 = 
3(1 + ��0)3dW 0d
0 (2.13)Nous nous int�eresserons dans la suite �a la puissance re�cue par un observa-teur au repos dans le r�ef�erentiel K par unit�e d'angle solide 2. Dans notre casl'intervalle de temps d'arriv�ee de la radiation est �egal �a dta = 
(1 � ��)dt0et donc la puissance re�cue par unit�e d'angle solide s'exprime ainsi :dPd
 = 
4(1 + ��0)4dP 0d
0 = 1
4(1� ��)4 dP 0d
0 (2.14)En utilisant en�n l'�equation 2.7 on obtient :dPd
 = q24�c3 (
2a2k + a2?)(1� ��)4 sin2(�0) (2.15)Deux cas distincts apparaissent alors suivant que l'acc�el�eration de la particuledans le r�ef�erentiel prime est parall�ele ou perpendiculaire �a sa vitesse.� Acc�el�eration parall�ele : dans ce cas �0 = �0 et donc sin2�0 = sin2 �
2(1���)2 , ainsion trouve pour la puissance �emise :dPd
 = q2a2k4�c3 sin2 �(1� ��)6 (2.16)� Acc�el�eration perpendiculaire : dans ce cas nous avons cos �0 = sin �0 cos �0et donc sin2�0 = 1� sin2 � cos2 �
2(1���)2 , ce qui nous donne :dPd
 = q2a2?4�c3 1(1� ��)4 �1� sin2 � cos2 �
2(1� ��)2� (2.17)Dans la limite ultrarelativiste, l'�emission est concentr�ee dans un cône centr�esur l'axe de la vitesse et de taille angulaire ' 1=
 . c'est ce que l'on appellela focalisation relativiste (ou (( beaming e�ect ))). qui sera particuli�erementimportant dans le cas de l'�emission synchrotron (voir �gure 2.2 pour uneillustration).2. Attention, cette puissance est di��erente de la puissance �emise par unit�e d'angle solidedu fait du mouvement de la particule, cf Jackson (1975).
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1/γ 1/γFig. 2.2: Distribution angulaire de l'�emission d'une particule ultrarelativiste. L'ac-c�el�eration est parall�ele �a la vitesse dans le premier cas, perpendiculaire dans lesecond cas. On peut remarquer que l'�emission est restreinte �a un cône de tailleangulaire ' 1=
 (focalisation relativiste).2.1.2 Spectre et polarisation de l'�emission synchrotrongalactiqueEmission synchrotron d'un �electron ultrarelativisteNous allons maintenant nous int�eresser plus sp�eci�quement aux carac-t�eristiques de l'�emission synchrotron. Consid�erons le mouvement h�elico��dald'un �electron autour d'un champ magn�etique uniforme. L'angle que fait lavitesse de l'�electron par rapport au plan perpendiculaire au champ magn�e-tique est constant et sera d�enot�e � (appel�e pas de l'h�elice ou (( pitch angle ))en anglais). En e�et la tangente de cet angle est le rapport des modules desvitesses parall�ele et perpendiculaire au champ magn�etique, or le mouvementde l'�electron est uniforme parall�element au champ, et circulaire uniformeperpendiculairement �a ce dernier. On se place maintenant dans le r�ef�erentieltel que son origine coincide avec la position de l'�electron au temps retard�et0 = 0, et tel que sa vitesse soit le long de l'axe (Ox) �a ce même instant. Ense donnant une ligne de vis�ee ~n , on peut d�e�nir les vecteurs de polarisationsuivants :� ~�? est un vecteur unitaire situ�e le long de l'axe (Oy), et donc perpendicu-laire au champ magn�etique.� ~�k = ~n� ~�?(voir �gure 2.3). On a alors :~n� (~n� ~�) = �~�? sin�vt0a �+ ~�k cos�vt0a � sin � (2.18)o�u l'on a fait l'approximation k~�k = 1 et o�u a est le rayon de courbure de latrajectoire de l'�electron. Ceci nous donne le premier terme de l'�equation 2.4.
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Fig. 2.3: R�ef�erentiel utilis�e pour le calcul de la distribution angulaire de l'�emissionsynchrotron polaris�ee d'un �electron ultrarelativiste.Le second terme peut être estim�e comme suit :t0 � ~n:~r(t0)c = t0 � ac cos � sin�vt0a �' 12
2 �(1 + 
2�2)t0 + c2
2t033a2 � (2.19)o�u on a fait l'approximation 1 � v=c ' 1=2
2 et v=c ' 1 partout ailleurs.D'autre part ce terme de phase devient tr�es grand (et donc l'int�egrale dans2.4 tr�es petite) �a moins que l'on ait 
� �< 1 et c
t0=a �< 1, ce qui nous permetd'�ecrire : dWd!d
 � dWkd!d
 + dW?d!d
dW?d!d
 = q2!24�c2 ����Z ct0a exp � i!2
2 ��2
t0 + c2
2t033a2 �� dt0����2 (2.20)dWkd!d
 = q2!2�24�c2 ����Z ct0a exp � i!2
2 ��2
t0 + c2
2t033a2 �� dt0����2 (2.21)avec �2
 = 1 + 
2�2. En faisant les changements de variables ad�equats, et ennotant que la plus grande partie de l'�emission est concentr�ee autour de � ' 0,on peut montrer que les distributions spectrales respectivement parall�eles et



2.1. RAYONNEMENT SYNCHROTRON 21perpendiculaires �a la direction du champ magn�etique projet�e sur le ciel sont :dW?d! = p3q2
 sin�2c (F (x) +G(x)) (2.22)dWkd! = p3q2
 sin�2c (F (x) +G(x)) (2.23)o�u F (x) = x R +1x K5=3(u)du, G(x) = xK2=3(x), x = !=!c avec!c = 3
2qB sin�2mc (2.24)Il est �a noter �egalement que cette �emission est situ�ee dans un angle solidecentr�e sur le cône des vitesses (cône de r�evolution d�ecrit par le vecteur vitessede l'�electron, de taille angulaire �) et (( d'�epaisseur )) 1=
. En divisant par lap�eriode orbitale de l'�electron, on obtient la puissance par unit�e de pulsation :P?(!) = p3q3B sin�4�mc2 (F (x) +G(x)) (2.25)Pk(!) = p3q3B sin�4�mc2 (F (x)�G(x)) (2.26)(2.27)Emission d'une distribution d'�electrons relativistesConsid�erons maintenant le cas o�u nous avons une distribution (que l'onsupposera homog�ene et isotrope) d'�electrons relativistes de spectre en loide puissance N(E)dE = CE�pdE pour une large gamme d'�energies. Pourobtenir la puissance radiative P de cette distribution, il su�t d'int�egrer les�equations 2.27. Si l'on s'int�eresse maintenant au degr�e de polarisation lin�eaire,on a : � = P?(!)� Pk(!)P?(!) + Pk(!) = R x p�32 G(x)dxR x p�32 F (x)dx = p+ 1p+ 73 (2.28)Il est important de noter que ce taux de polarisation est ind�ependant de lafr�equence du rayonnement. D'autre part, si l'on cherche la puissance totalede l'�emission, on a :P(!) = Z 
p(P?(!) + Pk(!))d
= p3q3CB sin�2�mc2(p+ 1) ��p4 + 1912���p4 � 112�� mc!3qB sin��� p�12(2.29)



22 CHAPITRE 2. EMISSION GALACTIQUE POLARIS�EEOn remarque ainsi que l'indice spectral (�) de l'�emission synchrotron d'unedistribution d'�electrons est reli�e de mani�ere simple �a l'indice spectral (p) decette même distribution 3 : � = p� 12 (2.30)2.1.3 Que nous disent les observations?Si l'on veut maintenant se faire une id�ee plus r�ealiste de l'�emission syn-chrotron de notre Galaxie hors du disque, il faut tout d'abord pr�eciser quelest l'origine des �electrons relativistes responsables de l'�emission synchrotronpour les fr�equences qui nous int�eressent (�> 1GHz). Les �electrons qui contri-buent principalement �a cette �emission ont des �energies �> 1GeV, et doiventdonc être cr�e�es dans des sources astrophysiques tr�es �energ�etiques telles queles supernovae (SNe). Ces sources sont donc locales par essence, entrainantune distribution inhomog�ene et anisotrope des �electrons relativistes dans laGalaxie. Les supernovae engendrent d'autre part, par le biais d'ondes de chocavec le milieu interstellaire, des zones de compression des lignes de champmagn�etique o�u l'�emission synchrotron est beaucoup plus forte. En projectionces r�egions apparaissent comme des boucles ((( loops ))) de forte luminosit�equi s'�etendent loin en dehors du plan galactique. En�n il faut noter qu'aucours de la di�usion des �electrons relativistes le long des lignes de champmagn�etique, l'indice spectral de leur distribution �energ�etique a tendance achanger. Ceci a �et�e observationellement v�eri��e avec la comparaison de deuxcartes �a 408 et 1420MHz (Reich & Reich (1988); Haslam et al. (1982); Reich& Reich (1986)) ainsi qu'en comparant ces cartes avec les observations obte-nues �a 10; 4GHz (Davies et al. (1996)). Ceci dit, les variations importantes del'indice spectral apparaissent surtout entre les r�egions du plan galactique (oudans les boucles) et les r�egions d'�emission di�use �a haute latitude o�u l'indicespectral mesur�e de l'�emission synchrotron est de l'ordre de � ' 1. N�eanmoinsla mauvaise corr�elation entre les cartes basses fr�equences et les observations �ahaute fr�equence indique la n�ecessit�e, pour une mission d'observation du FCM,de poss�eder des canaux d�edi�es �a la mesure de l'�emission synchrotron �a desfr�equences relativement proches des fr�equences int�eressantes pour la mesuredu FCM lui-même (Davies et al. (1996)), c.-�a-d. du domaine centim�etriqueau domaine millim�etrique.Consid�erons maintenant le cas de l'�emission polaris�ee. Même dans l'hy-poth�ese o�u l'�emission Brehmsstrahlung polaris�ee est n�egligeable le probl�eme3. Ce r�esultat est ind�ependant des hypoth�eses d'homog�en�eit�e et d'isotropie de la distri-bution �electronique



2.1. RAYONNEMENT SYNCHROTRON 23est compliqu�e par la d�epolarisation du signal aux basses fr�equences due �ala rotation Faraday di��erentielle interne aux sources d'�emission. Cet e�et atendance �a transf�erer du signal des grandes �echelles (de l'ordre de quelquesdegr�es) aux petites (de l'ordre de quelques minutes d'arc). La pr�esence destructures tr�es complexes dans l'�emission synchrotron polaris�ee �a basse fr�e-quence aux petites �echelles a en e�et �et�e observ�ee (Wieringa et al. (1993)).Dans ce cas, il apparâ�t encore plus n�ecessaire d'avoir des canaux d�edi�es �ala mesure de l'�emission synchrotron �a des fr�equences �> 10GHz car, alors, larotation Faraday devient n�egligeable 4.Si l'on s'int�eresse cependant aux caract�eristiques statistiques de l'�emissionsynchrotron polaris�ee, il est possible d'obtenir quelques r�esultats par une ap-proche analytique (Burn (1966)) �a condition d'�emettre des hypoth�eses quant�a la distribution du champ magn�etique aux �echelles consid�er�ees. Il se trouveque les rares observations que nous poss�edons, �a l'heure actuelle, de l'�emis-sion synchrotron polaris�ee couvrant une r�egion su�samment grande sur le cielsont �a basse fr�equence (l�a o�u le signal est important), cf Cortiglioni & Spoel-stra (1995). La comparaison d'observations �a di��erentes fr�equences illustrebien le ph�enom�ene de d�epolarisation ; d'autre part il est important de noterque la d�epolarisation est d'autant plus importante que la source d'�emissionest loin de l'observateur, ce qui signi�e qu'aux basses fr�equences (typique-ment 400MHz) seules contribuent �a l'�emission polaris�ee les r�egions de notrevoisinage proche (quelques centaines de parsecs au plus). Tout cela rend l'ex-trapolation de cette �emission aux fr�equences du FCM particuli�erement dif-�cile. En revanche, toujours dans l'hypoth�ese o�u l'�emission Bremsstrahlungn'est pas polaris�ee (ou de fa�con n�egligeable), l'observation de cette �emission�a une fr�equence o�u elle est dominante sur le FCM et o�u la rotation Fara-day est n�egligeable (typiquement ' 20�30GHz) devrait permettre une bonnesoustraction de cette �emission lors de mesures polaris�ees du FCM. Ainsi lesmissions MAP et Planck (instrument LFI), avec leurs canaux respectifs �a 22et 30GHz devraient satisfaire �a ces exigences. Leurs canaux interm�ediaires(jusqu'�a 90 GHz) devraient permettre de plus de cartographier les indicesspectraux de cette �emission, ce qui est important pour une soustraction ri-goureuse de cette �emission dans les fr�equences domin�ees par le FCM.En partant des degr�es de polarisation observ�es �a basse fr�equences, nousen d�eduisons que le taux moyen de polarisation lin�eaire aux fr�equences duFCM doit être �> 30%. Devant notre ignorance de la distribution angulairede l'�emission synchrotron polaris�ee �a ces fr�equences, nous prendrons comme4. La rotation Faraday d�esigne la rotation du plan de polarisation lors de la travers�eed'un plasma magn�etis�e, cet e�et est inversement proportionnel au carr�e de la fr�equencedu rayonnement.



24 CHAPITRE 2. EMISSION GALACTIQUE POLARIS�EEhypoth�ese pour la suite que les caract�eristiques statistiques de l'�emissionpolaris�ee sont les mêmes que celles de l'�emission non polaris�ee (voir 3).2.2 Emission galactique polaris�ee des pous-si�eresD�es 1949 on observa que la lumi�ere des �etoiles situ�ees derri�ere des r�e-gions contenant de la poussi�ere interstellaire �etait polaris�ee (Hiltner (1949);Hall (1949)). L'explication de ce ph�enom�ene est le dichro��sme de grains depoussi�ere align�es de fa�con macroscopique. Si maintenant l'on suppose que lesgrains de poussi�ere sont align�es sur les lignes de champ magn�etique (Davis &Greenstein (1951)), on peut en d�eduire une structure g�en�erale du champ ma-gn�etique galactique qui est en accord avec celles issues de l'�etude du rayonne-ment synchrotron galactique et de l'e�et Zeeman (Manchester (1974); Green-berg (1978)). La question de l'alignement des grains (plus pr�ecis�ement de leurplus petit axe principal d'inertie) avec les lignes de champ magn�etique est �al'heure actuelle une question encore tr�es d�ebattue (voir Roberge (1996) pourune bonne revue), mais les d�eveloppements th�eoriques r�ecents indiquent, toutdu moins pour les gros grains, que l'alignement avec le champ magn�etiqueest tr�es bon (Lazarian & Draine (1997)).D'autre part, si la lumi�ere stellaire traversant les r�egions de poussi�ereinterstellaire devient polaris�ee par absorption s�elective des grains de pous-si�ere (dichro��sme), alors il est raisonnable de penser que l'�emission de cesmêmes grains devrait être polaris�ee. Cela fut observ�e en premier par Cudlipet al. (1982) dans l'infrarouge lointain et par Hildebrand et al. (1984) dansle submillim�etrique. D'autre part il est logique de penser que si ce sont lesmêmes grains qui sont responsables de l'absorption dichro��que et de l'�emis-sion polaris�ee, alors la direction de polarisation par absorption de la lumi�erestellaire (parall�ele au petit axe du grain) devrait être perpendiculaire �a ladirection de polarisation en �emission (parall�ele au grand axe du grain), cequi fut con�rm�e lors des premi�eres observations (Hildebrand et al. (1984)).La direction de polarisation en �emission des gros grains devrait donc être �apeu pr�es perpendiculaire aux lignes de champ magn�etique.Ainsi les caract�eristiques de l'�emission polaris�ee des gros grains, �a l'instarde la polarisation en absorption de la lumi�ere stellaire, d�ependent du degr�ed'alignement des grains sur les lignes de champ, de la direction du champmagn�etique lui-même, et en�n des propri�et�es di�electriques des grains. Cepen-dant pour les r�egions di�uses (o�u l'�epaisseur optique � est faible), le degr�ede polarisation est ind�ependant de � .



2.2. EMISSION GALACTIQUE POLARIS�EE DES POUSSI�ERES 25

Fig. 2.4: Degr�e de polarisation en absorption autour de la raie des silicates�a 9; 7�m. Les points observationnels correspondent aux donn�ees mesur�ees dansAFGL 2591 (croix, Aitken et al. (1988)), et dans la n�ebuleuse d'orion (points,Aitken et al. (1985)). Ont �et�e superpos�ees les courbes th�eoriques pour di��erentsrapports d'axes des grains. Figure tir�ee de Cortiglioni & Spoelstra (1995).2.2.1 Emission intrins�eque polaris�ee de la poussi�ereUne m�ethode pour contraindre la forme des grains de poussi�ere est d'uti-liser la forte d�ependance du degr�e de polarisation en absorption, en fonctionde la longueur d'onde, au voisinage des raies d'absorption. En e�et, en suppo-sant une forme de la fonction di�electrique du grain, on peut alors calculer lerapport du petit axe au grand axe d'un grain typique qui reproduise au mieuxles observations. C'est cette m�ethode que Hildebrand & Dragovan (1995) ontappliqu�e �a la raie �a 9; 7�m des silicates en se basant sur la fonction di-�electrique de Draine (1985) ; et ils en ont conclu que les grains devaient êtreaplatis, avec un rapport d'axes de 2=3 (voir �gure 2.4). C'est cette valeur quenous adopterons par la suite. A partir de la forme des grains et de la fonc-tion di�electrique adopt�ees, on peut calculer le degr�e de polarisation lin�eairede l'�emission intrins�eque des grains, c'est le degr�e de polarisation maximumde la poussi�ere qui puisse être observ�e. Dans le cas pr�esent ce niveau atteint� 30% (Hildebrand & Dragovan (1995)). Cette valeur, calcul�ee pour une lon-gueur d'onde de 100�m, est �a peu pr�es ind�ependante de la longueur d'ondedans la mesure o�u cette derni�ere est tr�es sup�erieure �a la taille du grain (Hil-



26 CHAPITRE 2. EMISSION GALACTIQUE POLARIS�EEdebrand (1988)). C'est donc cette valeur que nous adopterons pour l'�etudede l'�emission polaris�ee des poussi�eres dans le domaine submillim�etrique.2.2.2 Mod�elisation de l'�emission galactique polaris�eedes poussi�eresFacteur de r�eduction de la polarisationIl s'agit maintenant d'utiliser les informations que nous avons sur l'�emis-sion intrins�eque des grains pour en d�eduire des caract�eristiques statistiquesde la distribution spatiale de l'�emission polaris�ee des poussi�eres galactiques.Trois facteurs peuvent intervenir pour diminuer le taux de polarisation del'�emission observ�ee par rapport �a l'�emission intrins�eque des grains. Ces troisfacteurs, ins�eparables du point de vue purement observationnel, sont en g�e-n�eral r�eunis en un seul, appel�e facteur de r�eduction de la polarisation (Hil-debrand & Dragovan (1995)) :� = RF cos2(
) (2.31)o�u R d�esigne le facteur de r�eduction de Rayleigh, qui d�ecrit la qualit�e del'alignement des grains sur les lignes de champ magn�etique. Pour les raisonsinvoqu�ees plus haut nous supposerons ce facteur �egal �a 1. F est le facteurde r�eduction dû �a l'addition de directions de polarisation di��erentes le longde la ligne de vis�ee ; ce facteur sera directement calcul�e dans notre mod�eli-sation. En�n cos2(
) rend compte de la projection de la direction du champmagn�etique sur le plan du ciel ; de nouveau ce facteur sera calcul�e dans notreapproche (Prunet et al. (1998)).Mod�elisation de la structure tridimensionnelle des poussi�eresLes cartes de l'�emission HI de notre Galaxie r�ealis�ees �a l'aide du t�elescopeDwingeloo nous o�rent un moyen unique de mod�eliser la structure tridimen-sionnelle de la distribution des poussi�eres dans notre galaxie. Elles couvrentune bonne partie du ciel (r�egions de d�ecinaison sup�erieure �a �30�), avec uner�esolution angulaire � 0; 5�, et une r�esolution spectrale de l'ordre du km=spour 400 vitesses par spectre. En partant du constat de la bonne corr�elationde l'�emission HI et de l'�emission infrarouge des poussi�eres pour les nuagesdi�us �a haute latitude galactique (Boulanger et al. (1996)), on peut faire l'hy-poth�ese que la distribution des poussi�eres suit celle du gaz, tout du moinspour les r�egions di�uses.Le probl�eme est maintenant de passer d'un espace bidimensionnel avecune direction de vitesses �a un espace tridimensionnel. Or la relation entre



2.2. EMISSION GALACTIQUE POLARIS�EE DES POUSSI�ERES 27ces deux espaces n'est pas univoque car les vitesses des nuages de gaz r�e-sultent de la superposition d'une composante li�ee �a la rotation de la galaxie(relativement bien d�etermin�ee) et d'une composante al�eatoire due �a la tur-bulence du milieu interstellaire. Tant que nous restreignons notre �etude �ades mesures de la statistique de la polarisation int�egr�ee sur la ligne de vi-s�ee le choix d'une relation donn�ee pour mod�eliser la structure tridimension-nelle des poussi�eres n'in
uence que peu la validit�e de nos r�esultats, la plusgrande incertitude de notre �etude r�esidant dans le choix de la distributiondes lignes de champ relativement aux nuages.Il n'existe en e�et, �a l'heure ac-tuelle, aucune d�etermination observationnelle �able de la structure du champmagn�etique en dehors du disque galactique. C'est uniquement dans des r�e-gions denses (nuages mol�eculaires) que l'on a pu comparer la disposition deslignes de champ par rapport �a la distribution du gaz, et les r�esultats obtenusindiquent que toutes les situations sont possibles (Goodman et al. (1990);Myers & Goodman (1991)).Nous avons donc fait trois hypoth�eses tr�es di��erentes quant �a la distribu-tion des lignes de champ par rapport aux nuages :� Champ magn�etique align�e avec la direction principale des nuages.� Champ magn�etique dans le plan perpendiculaire �a la direction principaledes nuages ; nous avons alors choisi sa direction de mani�ere al�eatoire dansce plan. Ce cas pourrait être repr�esentatif, par exemple, d'un champ magn�e-tique h�elico��dal enroul�e autour du nuage.� Champ magn�etique constant dans tout le volume consid�er�e (nous avonsalors choisi, pour des raisons de simplicit�e, cos2(
) = 0; 5).Cons�equences pour la distribution spatiale de la polarisationEn partant des consid�erations de la section pr�ec�edente, nous avons puen d�eduire des cons�equences sur la statistique du taux de polarisation del'�emission des poussi�eres d'une part, et sur la distribution spatiale de cette�emission polaris�ee d'autre part. En e�et, en tra�cant l'histogramme des tauxde polarisation obtenus sur le ciel nous pouvons les comparer avec les tauxobserv�es (Hildebrand et al. (1995)). Les histogrammes obtenus pour les dif-f�erentes hypoth�eses concernant le champ magn�etique sont montr�es dans la�gure 2.5. En comparant avec les observations o�u le pic de la distributionse situe aux environs de 2%, les deux premi�eres hypoth�eses sur le champmagn�etique sont en accord avec les observations si l'on prend un facteur der�eduction de Rayleigh de l'ordre de R � 0; 7� 0; 8. Ceci dit les observationsont �et�e faites sur un nuage mol�eculaire qui d'une part pourrait être optique-ment �epais, et d'autre part la structure du champ magn�etique dans de tellesr�egions denses n'est peut-être pas repr�esentative de celle des milieux di�us. Il
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Fig. 2.5: Histogramme des taux de polarisation obtenus dans les trois con�gura-tions du champ magn�etique (respectivement trait continu pour des lignes de champalign�ees avec la direction principale des nuages, pointill�es pour des lignes de champde direction al�eatoire dans le plan perpendiculaire �a la direction principale desnuages, et tirets pour un champ magn�etique constant).
apparâ�t n�eanmoins que le cas du champ magn�etique constant est en d�esac-cord 
agrant avec les observations, ce qui �etait pr�evisible dans la mesure o�ucette hypoth�ese n'a que peu de chances d'être r�ealiste, �a part peut-être danscertaines r�egions tr�es particuli�eres comme les boucles. Il est cependant in-t�eressant de noter que ces histogrammes seuls permettent de discriminer lescertaines hypoth�eses relatives �a la structure du champ magn�etique.Pour avoir une id�ee cette fois-ci des caract�eristiques statistiques de ladistribution spatiale de l'�emission polaris�ee, on peut partir des cartes de po-larisation obtenues pr�ec�edemment et calculer des estimateurs de leur spectre
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Fig. 2.6: Spectre de puissance du param�etre de Stokes Q �a 100�m. Les lignesen pointill�es, tirets, et traits-pointill�es correspondent respectivement aux trois casenvisag�es pour le champ magn�etique. Le spectre de temp�erature (trait continu) estmontr�e pour comparaison.de puissance de la mani�ere suivante :CT (`) = 1N NX1 hT (~̀)T �(~̀)i (2.32)CQ(`) = 1N NX1 hQ(~̀)Q�(~̀)i (2.33)CTQ(`) = 12N NX1 hQ(~̀)T �(~̀) +Q�(~̀)T (~̀)i (2.34)o�u T (~̀); Q(~̀) sont respectivement les transform�ees de Fourier des cartes d'in-tensit�e et du param�etre de Stokes Q, et N d�esigne le nombre de modes deFourier pour chaque valeur de ` = k~̀k. Le spectre correspondant au para-m�etre U est d�e�ni de mani�ere analogue. Ces spectres sont montr�es dans les�gures 2.6, 2.7, 2.8. En ce qui concerne le spectre de temp�erature, on retouvele comportement CT (`) � `�3 mesur�e dans les cartes d'�emission infrarougede la poussi�ere (Gautier et al. (1992); Wright (1998)). D'autre part on peutremarquer que les spectres de Q et U sont beaucoup plus plats, sauf dans
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Fig. 2.7: Même �gure que la �gure 2.6, pour le param�etre de Stokes U.

Fig. 2.8: Même �gure que la �gure 2.6, pour la corr�elation de T et Q.



2.2. EMISSION GALACTIQUE POLARIS�EE DES POUSSI�ERES 31le cas du champ magn�etique constant. Alors que la distribution spatiale del'�emission non polaris�ee d�epend uniquement de la distribution de la pous-si�ere, celle de l'�emission polaris�ee d�epend �egalement de la distribution duchamp magn�etique dont la longueur de corr�elation est tr�es inf�erieure �a celledes poussi�eres : En e�et même si par hypoth�ese les lignes de champ suiventles structures des nuages, l'�emission de ces derniers est beaucoup plus faibleaux petites �echelles, tandis que l'alignement est le même �a toutes les �echelles.Cela a pour e�et d'ajouter de la puissance aux petites �echelles et ainsi derendre les spectres de puissance des param�etres Q et U plus plats que celuide l'intensit�e. Ces e�ets sont �egalement responsables de l'allure des spectresde corr�elation de la polarisation avec l'intensit�e. En e�et, dans le cas duchamp magn�etique constant, la polarisation est compl�etement corr�el�ee avecl'intensit�e, et leur spectre de puissance suit donc une loi en `�3. D'autre part,dans le cas o�u le champ magn�etique varie, la corr�elation aux grandes �echellesest tr�es faible du fait de la d�epolarisation due �a l'addition de directions in-coh�erentes le long de la ligne de vis�ee, et aussi du fait de la faible longueurde coh�erence du champ magn�etique. En revanche, le spectre est plus platpour les mêmes raisons que pr�ec�edemment. L'un dans l'autre, les valeurs desspectres de puissance sont comparables autour de ` ' 100, ind�ependammentde la structure du champ magn�etique adopt�e.2.2.3 Comparaison avec le FCML'�emission polaris�ee des poussi�eres de notre Galaxie sera sans aucun doutel'un des contaminants majeurs de l'�emission polaris�ee du FCM, sp�eciale-ment pour les voies polaris�ees �a haute fr�equence (�> 100GHz) de la missionPlanck . C'est pourquoi il est int�eressant de comparer le niveau de ces deuxsignaux, �echelle par �echelle. La mission Planck , telle qu'elle est d�e�nie �al'heure actuelle, comporte deux canaux pour la mesure de la polarisation duFCM (143 et 217 GHz), ainsi qu'un canal suppl�ementaire �a 550GHz d�edi�e �ala mesure de la polarisation de l'�emission des poussi�eres. Nous reviendronsplus en d�etail sur l'importance de ce canal (( moniteur )) dans le chapitreconcernant la s�eparation des diverses composantes astrophysiques (3).Pour être capable de comparer les signaux provenant de la poussi�ere et duFCM il nous faut exprimer les spectres de polarisation de la poussi�ere dansles mêmes variables que celles qui sont utilis�ees pour le FCM. En suivantSeljak (1997), nous d�e�nissons :E(~̀) = Q(~̀) cos(2�~̀) + U(~̀) sin(2�~̀) (2.35)B(~̀) = �Q(~̀) sin(2�~̀) + U(~̀) cos(2�~̀) (2.36)



32 CHAPITRE 2. EMISSION GALACTIQUE POLARIS�EEo�u �~̀ est l'angle polaire dans l'espace de Fourier. Il est important de noterque ces d�e�nitions sont valables dans la limite des petites �echelles (pourplus de pr�ecisions voir A.3.1). Ce sont les spectres de puissances associ�es �aces variables que nous pourrons comparer au signal th�eorique du FCM pourun mod�ele cosmologique donn�e. Ces spectres de puissance sont d�e�nis de lamani�ere suivante :CE(`) = 1N NX1 ���Q(~̀) cos(2�~̀) + U(~̀) sin(2�~̀)���2 (2.37)CB(`) = 1N NX1 ����Q(~̀) sin(2�~̀) + U(~̀) cos(2�~̀)���2 (2.38)CTE(`) = 12N NX1 h�Q(~̀)T �(~̀) +Q�(~̀)T (~̀)� cos(2�~̀) (2.39)+ �U(~̀)T �(~̀) + U�(~̀)T (~̀)� sin(2�~̀)i (2.40)o�u les di��erents param�etres de Stokes ont �et�e convertis en �K. Pour le casdu champ magn�etique align�e le long des nuages (que nous garderons par lasuite comme un mod�ele g�en�erique pour la comparaison avec le FCM), onpeut approximer ces spectres par des lois de puissance :CE(`) = 8; 9� 10�4 `�1;3(�K)2 (2.41)CB(`) = 1; 0� 10�3 `�1;4(�K)2 (2.42)CTE(`) = 1; 7� 10�2 `�1;95(�K)2 (2.43)Comme on pouvait s'y attendre les contributions des modes (( �electriques )) et(( magn�etiques )) de la polarisation des poussi�eres sont tout �a fait comparables,car une di��erence notable de signal dans ces deux modes r�esulterait d'unesym�etrie particuli�ere du milieu �emetteur (A.3.3) qui est absente dans le casde la poussi�ere.Pour comparer ces signaux avec le FCM, nous avons choisi un mod�ele avecmati�ere noire froide non invariant d'�echelle ((( tilted CDM)))), c.-�a-d. avec unspectre primordial des perturbations scalaires d'indice spectral nS = 0; 9.Dans le cas des mod�eles in
ationnaires �a un champ en (( roulement lent ))(slow roll), l'indice spectral des perturbations tensorielles, ainsi que le rapportdes quadrupoles des deux types de perturbations sont �x�es :nT = ns � 1 = �0; 1 (2.44)T=S = 7(1� ns) = 0; 7 (2.45)
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Fig. 2.9: Spectres de puissance des modes (( �electriques )) de polarisation en uni-t�es de �T=T . En trait continu, le signal du FCM issu des perturbations scalaires.En pointill�es, le même signal issu des perturbations tensorielles. L'�emission despoussi�eres est montr�ee pour les deux fr�equences de PLANCK-HFI utiles �a la me-sure du FCM polaris�e (143GHz, traits et 217GHz, traits-pointill�es). Le spectre detemp�erature du FCM est donn�e en comparaison (trait continu �epais).Ce mod�ele a l'avantage de produire du signal dans les deux modes de polari-sation, qui donnent des informations tr�es di��erentes quant au mod�ele cosmo-logique sous-jacent (voir A.3.3, 4). La comparaison des spectres th�eoriquesdu FCM avec ceux issus de notre mod�elisation de l'�emission des poussi�eressont montr�es dans les �gures 2.9, 2.10, 2.11.En ce qui concerne les mode (( �electriques )) de polarisation, le signal duFCM, pour des ` �> 200, devrait être sup�erieur �a celui de la poussi�ere pourles deux voies (143 et 217GHz). En revanche les modes (( magn�etiques )) duFCM sont, quant �a eux, domin�es par l'�emission de la poussi�ere. Le signalde corr�elation des modes E et de la temp�erature est un ordre de grandeursup�erieur au signal des poussi�eres pour la partie scalaire (au moins pour les` �> 100), la partie tensorielle �etant domin�ee par l'�emission des poussi�eres. Ilest cependant important de noter que le FCM et les poussi�eres di��erent dansleurs comportements spatial et spectral. Même si le canal �a 545GHz a unesensibilit�e inf�erieure �a celle des canaux �a 143 et 217GHz, le niveau de l'�emis-sion des poussi�eres �a cette fr�equence devrait permettre d'en faire un traceur
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Fig. 2.10: Même �gure que 2.9 pour les modes (( magn�etiques )) de la polarisation.Notons que le signal du FCM provenant des perturbations scalaires est identique-ment nul.

Fig. 2.11: Même �gure que 2.9 pour la corr�elation de la temp�erature et des modesE.



2.2. EMISSION GALACTIQUE POLARIS�EE DES POUSSI�ERES 35de cette �emission, et ainsi de l'extrapoler, avec une pr�ecision su�ssante, auxfr�equences plus basses o�u domine le FCM.En conclusion, on s'attend �a ce que le niveau de contamination du FCMpar l'�emission polaris�ee des poussi�eres reste faible pour la corr�elation polari-sation-temp�erature, ainsi que pour les modes (( �electriques )) de la polarisa-tion. Pour les modes (( magn�etiques )) la situation est plus di�cile, mais laperspective d'utiliser la voie �a haute fr�equence pour estimer la contamina-tion aux fr�equences plus basses devrait permettre d'am�eliorer notablement lasituation (sous r�eserve d'une bonne connaissance du comportement spectralde l'�emission des poussi�eres, voir chapitre suivant).
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Abstract. With recent instrumental advances, it might become
possible to measure the polarization of the cosmic microwave
background (CMB), e.g. by future space missions like MAP
and Planck Surveyor. In this paper, we estimate the dust po-
larized emission in our galaxy which is the major foreground
to cope with for measuring the CMB polarization in the Wien
part of CMB spectrum. We model the dust polarized emission
in the galaxy using the three-dimensional HI maps of the Lei-
den/Dwingeloo survey at high galactic latitudes. We use the
fact that the dust emission, for a wide range of wavelengths,
has a tight correlation with the HI emission maps of this survey
(Boulangeret al. 1996). Assuming the dust grains to be oblate
with axis ratio' 2=3, which recent studies support, we de-
termine the intrinsic dust polarized emissivity. The distribution
of magnetic field with respect to the dust grain distributionis
quite uncertain, we thus consider three extreme cases: (1) The
magnetic field is aligned with the major axis of the dust struc-
ture, (2) the magnetic field has a random direction in the the
plane perpendicular to the direction of major axis of the dust
structure, and (3) the magnetic field is unidirectional through-
out. We further assume, as recent observations and theoretical
analyses support, that the dust grains align with the magnetic
field independently of its strength. The polarization reduction
factor from misalignment of the direction of polarization from
the plane of the sky and the differential polarization alonga
line of sight is calculated using these maps, to construct two-
dimensional maps of dust polarized emission. We calculate the
angular power spectrum of dust polarized emission from these
maps and cast it in variables which allow a direct comparison
with the polarized component of the CMB. Our results, at fre-
quencies' 100GHz, suggest that: (a) This foreground con-
tamination is smaller than the scalar-induced polarization of
the CMB at` >� 200 while the tensor-induced polarization of
CMB, which is an order of magnitude smaller than the scalar-
induced polarization, lies below the foreground contamination
level for ` >� 200, (b) the temperature-polarization cross cor-
relation for dust emission is more than an order of magnitude
below the CMB signal for̀ � 200.

Send offprint requests to: S. Prunet

1. Introduction

The COBE-DMR discovery of CMB anisotropies at angular
scales>� 7� signaled a watershed era in modern cosmology
(Smootet al. 1992, Bennettet al. 1996). Ever since then,
the detection of CMB anisotropies has been reported by sev-
eral other experiments at smaller angular scales (for details,
see Bond 1996). Various theoretical studies have shown that
a number of cosmological parameters (e.g.
B , h, etc.) can
be determined (within the context of a given model) with un-
precedented accuracy if the angular power spectrum of CMB
is known from a few arc minutes to a few degrees (Jungmanet
al. 1996). This will become possible with the future satellite
missions like MAP and Planck Surveyor. These future missions
will also open the possibility of measuring the polarization of
CMB and determining its angular power spectrum. Though the
fact that the CMB could be polarized was realized long back
(Rees 1968), there exist only upper limits on the polarized com-
ponent of the CMB from observations (Wollacket al. 1993,
Partridgeet al. 1988, Lubinet al. 1983). It has been shown
that the discovery of CMB polarization, along with its angular
pattern on the sky, could help determine the surface of last scat-
tering with high precision. It will also complement the infor-
mation from temperature anisotropies to better determine cos-
mological parameters by breaking the degeneracy between the
temperature quadrupoleC2 and optical depth to the last scat-
tering surface� (Zaldarriagaet al. 1997).

A major stumbling block in accurately determining the CMB
angular pattern, even with low pixel noise and all sky cover-
age, is the contamination of CMB signal by galactic and ex-
tragalactic foregrounds. The extragalactic foregrounds contam-
inate only the small angular scales which correspond to the
size of the extragalactic object or the typical clustering scales
of these objects; extragalactic sources can dominate the fore-
ground at a few arc minute scales (e.g., Toffolattiet al. 1998,
Bouchetet al. 1995, Tegmark & Efstathiou 1996). The galactic
foregrounds, on the other hand, are present at all angular scales.
This entails a detailed study of all the galactic sources—dust,
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synchrotron, and free-free emission— of foreground contami-
nation of CMB measurements. It has been shown that for the
measurement of CMB temperature anisotropies, experiments
operating at multiple frequencies will be successful in separat-
ing and subtracting the foreground contamination from the pri-
mary CMB signal (for details see Bouchetet al. 1995, Tegmark
& Efstathiou 1996,Bouchet & Gispert 1998). The CMB po-
larization signal is 10 to 100 times weaker than the tempera-
ture anisotropies (Bond & Efstathiou 1984, Zaldarriagaet al.
1997). It is not a priori clear whether the polarized compo-
nent of foregrounds can be subtracted as easily to determine
the CMB polarization as is the case for temperature anisotropy.
In this paper, we estimate the foreground contamination dueto
polarized component of dust emission in the galaxy—which is
likely to be the dominant foreground in polarized channels of
the high-frequency instrument (HFI) of Planck Surveyor— and
its spatial distribution, to address this question.

Like the scalar-induced temperature anisotropies, the scalar-
induced anisotropies in the CMB polarization also peak at an-
gular scales' 1� (` ' 200) (Bond & Efstathiou 1984), there-
fore it is of primary importance to know the foreground con-
tamination at such angular scales. Given the level of CMB po-
larization, we also need to consider ‘clean‘ parts of the skyat
high galactic latitudes where the contamination is minimum.
Unfortunately, no data, with sufficient sky coverage at high
galactic latitudes, on polarized component of dust emission ex-
ist at present (for a recent review on far-infrared polarimetry,
see Hildebrand 1996). However, we believe that it is possible
to construct the polarized component of the dust emission be-
cause of the following reasons:

1. All sky maps of dust unpolarized emission exist which cover
most of the wavelength range from the near-infrared to mil-
limeter wavelengths (Neugebaueret al. 1984, Reachet al.
1995, Hauseret al. 1997) . This in itself is not enough to
speculate on the polarization because the polarization de-
pends on various integrated effects along any line of sight
while the measured temperature maps give information only
of the projected component.

2. The Leiden/Dwingeloo Survey measured the HI emission
in the galaxy with 400 velocity templates, and with a large
sky coverage, along any line of sight which accurately scanned
the differential rotation of the galaxy, thereby providing
valuable information on the three-dimensional distribution
of HI in the galaxy (Hartmann & Burton 1995). It has been
shown that the dust emission at high galactic latitudes cor-
relates extremely well with the HI distribution in our galaxy
for a wide wavelength range (Boulangeret al. 1996) for
column densitiesNHI � 5� 1020.

This information allows us, along with theoretical models of
the dust polarized emission in the galaxy, to construct three-
dimensional maps of dust emission which can be used to study
the spatial distribution of dust polarized emission. In thenext
section we describe the method of generating polarized dust
emission maps in more details. Inx3 we calculate the power
spectra of the dust polarization maps and compare the level

of dust polarized contamination with theoretical predictions of
CMB polarization. Inx4, we summarize our findings.

2. Method

The Leiden/Dwingeloo survey covers the entire sky north of� � �30� with a grid spacing of' 0:5� in both longitude
and latitude. Therefore it can be used to study features of fore-
ground for angular scales' 1� which is of special interest
to CMB studies. In addition it spans the velocity range from�450 km=sec to450 km=secwith a spectral resolution of1:03 km=sec
(Hartmann & Burton 1995). As our aim is to use the velocity in-
formation to infer distances to structures, we avoid using maps
between longitude�10� and10� because in this case one is
looking too close to the galactic centre and the radial velocities
from galactic rotation are nearly zero. For similar reasons, re-
gions with longitudes' 180� are also to be avoided. Also the
correspondence between velocity and distance to a structure in-
verts as one passes from the inner galaxy to the outer galaxy,
i.e., though a greater velocity corresponds to a greater distance
in the inner galaxy, the opposite is true for the outer galaxy.
We therefore avoid line of sights close to longitudes' 90� and' 270�. It should also be pointed out that the velocity-distance
relation is not single valued for lines of sights in the inner
galaxy; a given velocity receives contribution from two points
at different scale heights. We assume that all the contribution
at a given velocity comes from the point at the smaller scale
height. It is justified, especially at high galactic latitudes, be-
cause the probability of finding a structure at large scale height
is exponentially smaller. We use fifteen15�x15� maps from
latitudes between30� and75� for our study.

It should be pointed out here that the turbulent velocity of
the interstellar medium prevents us from accurately inferring
the Galactic HI 3-dimensional structure from the velocity maps
at high latitudes. But as we are interested in understandingthe
statistical propertiesof the dust polarization from these maps,
the results should be weakly affected by this assumption. Inany
case, our uncertainty about the (unknown) turbulence velocity
of the HI gas remains smaller than our absence of knowledge
concerning the magnetic field distribution (see below).

From the HI maps of Leiden/Dwingloo survey one can con-
struct a model of the three-dimensional dust distribution using
the relation between the optical depth for dust emission� at� = 250�m and the HI column densityNHI ( Boulangeret al.
1996):�NHI = 10�25 cm2 (1)

Boulangeret al. (1996) also showed that the galactic dust
emission spectrum can be well fitted with a Planck spectrum
with temperature= 17:5K with emissivity proportional to�2.
We use this spectral dependence of dust emission throughout
this paper. TheNHI–� correlation remains good forNHI �5� 1020 cm�2 which is typical for high galactic latitudes.

As our aim is to construct two-dimensional maps of polar-
ized component of dust emission from these three-dimensional
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maps of unpolarized emission, we need the following informa-
tion: (a) the intrinsic dust polarized emissivity, which depends
on the type and shape of the grain, (b) the strength and direction
of magnetic field in the diffuse cloud, and (c) the polarization
reduction factor.

Intrinsic polarized emissivity. The galactic distribution of
dust grains can be well understood by the silicate/graphitemodel,
with the volume fraction of graphites between0:25 and0:5 of
the silicates in the total grain volume (Lee and Draine 1985).
Assuming spheroidal grains, Hildebrand and Dragovan (1995)
showed that the grains are oblate with the ratio of axis' 2=3.
Assuming no reduction of polarization, the intrinsic polarized
emissivity is' 30% in this case (Hildebrand and Dragovan
1995). It is also independent of wavelength for� � a, a be-
ing the size of the dust grains. This condition is easily met for
the entire wavelength range we consider (for details see e.g.
Hildebrand 1988).

Magnetic field. The dust grains align themselves with the
magnetic field. To estimate the reduction of polarization from
smearing along any line of sight, one needs to know the di-
rection and strength of the magnetic field. There is great un-
certainty in the direction of the magnetic field relative to dust
distribution as the observational evidence show contradictory
indications (Myers & Goodman 1991, Goodmanet al. 1990).
For the purposes of this paper we assume three cases:

(1) The magnetic field is aligned with the major axis of the
structure. This case is relevant for dust filaments aligned
with the field.

(2) The magnetic field lies in the plane perpendicular to the
major axis of the structure, with its direction random in that
plane (valid e.g. for helicoidal field around filaments)

(3) The magnetic field has the same direction throughout the
three-dimensional map.

Case (2) and (3) correspond to the two extremes of magnetic
field distribution. In case (2), the direction of the magnetic field
varies from pixel to pixel while it remain the same throughout
the map in case (3). Also we assume, as recent observations and
theoretical estimates show, that the the dust grains are aligned
with the magnetic field independent of the strength of the mag-
netic field (Joneset al. 1992, Sorrell 1995).

Polarization reduction factor. The reduction of intrinsic po-
larized emissivity due to projection on the sky can be written
as ( Lee & Draine 1985):� = RF cos2 
; (2)

whereR is the Rayleigh reduction factor which gives the reduc-
tion of polarization due to the inclination of grain axes about
the direction of the magnetic field. As discussed above, we as-
sume perfect alignment of the dust grains with the magnetic
field and therefore takeR = 1 throughout. Thecos2 
 fac-
tor accounts for the projection of the direction of polarization
on the plane of the sky. Using the three-dimensional maps, we
calculate this factor by first estimating, for every pixel, the di-
rection of the structure by finding the direction of minimum
gradient in the nearest 27 pixels in the four nearest velocity
templates, which are taken as slices in 3-dimensional space.

After finding the direction of dust structure with respect tothe
plane of the velocity template, the direction of magnetic field
can be fixed for Case (1) and (2) of the magnetic field distri-
bution. Thecos2 
 term (
 being the angle between the direc-
tion of magnetic field and the plane of the velocity template)
can then be easily computed; and by multiplying by this fac-
tor, the projected distribution of polarized emission is evalu-
ated for every velocity template. This procedure is used to con-
struct the projected distribution of the Stokes parametersfor
the first two cases of the magnetic field distribution. For the
third case (the magnetic field having the same direction every-
where), we assume, for simplicity,cos2 
 = 0:5. F term (Eq.
(2)) is the reduction of polarization from summing the con-
tribution of different directions of polarization along any line
of sight (Burn 1966). This factor is estimated directly by vec-
torially adding the contribution from every velocity template
along a line of sight. We neglect the effect of differential polar-
ization across the beam in our analysis. Also neglected is the
differential Faraday rotation (Burn 1966). Though the differen-
tial Faraday rotation can be an important effect on depolariza-
tion for the study of radio synchrotron emission (� <� 1GHz)
in the galaxy (Spoelstra 1984), it is completely negligiblefor
the dust polarized emission at much smaller millimeter wave-
lengths (� >� 100GHz) because the Faraday optical depth is
proportional to�2.
3. Results

An example of two-dimensional15�x15� maps of Stokes pa-
rametersQ(�!x ) andU(�!x ) are show in Fig. 1 and 2 . The values
of the Stokes parameters depend on the choice of the reference
frame chosen to define them (Lightman and Rybicki 1979),
though the net polarizationP = p(Q2 + U2) is of course
independent of the reference frame. In constructing maps ofQ
andU , we take the frames of the square maps, for every veloc-
ity template, to be the coordinate axes.

3.1. Percentage of polarization

An important indicator to verify the correctness of our method
is to compare the distribution of the polarization percentage
with existing observations (Hildebrand 1996). A histogramof
percentage of polarized component (number of pixels per0:5%
bin) is shown in Fig. 3, averaged over all the maps between lat-
itudes300 and450, for all the three cases of magnetic field dis-
tribution. For the first two cases of magnetic field distribution,
a comparison of the expected distribution of the percentageof
polarization with the results given in Hildebrand (1996) sug-
gests a good agreement ifR ' 0:7–0:8. However, it should
be pointed out that the observations reported in Hildebrand
(1996) pertain to molecular clouds which could be optically
thick. Therefore a comparison of our results which are valid
for optically thin dust emission with those results can be mis-
leading, and it is possible that the percentage of polarizeddust
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Fig. 1. A 15�x15� map of the Stokes
parameterQ, generated using the meth-
ods described in section 2.

Fig. 2. A 15�x15� map of the Stokes
parameterU
emission is higher at high galactic latitudes. However, if one as-
sumes the magnetic field to be constant in direction throughout
the map, the resulting distribution of the percentage of polariza-
tion is in violent disagreement with observations. We consider
this case only as a toy model to study the effect of changing the
coherence scale of the magnetic field on the spatial distribution
of the dust polarized emission.

3.2. Angular distribution of dust polarized emission

The maps ofQ(�!x ) andU(�!x ), constructed using the method
described in the previous section, can be directly compared
with simulated maps of the CMB. However, the key quantity
in studying CMB anisotropies is the angular power spectra of

Fig. 3. Distribution of the percentage polarization percentage , aver-
aged over four maps of15�x15� between latitudes30� and45�. The
solid , dashed, anddotted lines correspond to Case (1), (2), (3) of the
magnetic field distribution (see text), respectively.

the relevant variables and their cross-correlation. For estimat-
ing these quantities, we perform a two dimensional Fourier
transform on the maps and obtain the angular power spectra
of the various Stokes parameters defined as:CT (`) = 1N NX1 hT (�!l )T �(�!l )i (3)CQ(`) = 1N NX1 ���Q(�!l )Q�(�!l )��� (4)CTQ(`) = 12N NX1 h(Q(�!l )T �(�!l ) +Q�(�!l )T (�!l )i (5)

HereT (�!l ) andQ(�!l ) are the Fourier transforms ofT (�!x )
andQ(�!x ), respectively;CU andCTU can likewise be easily
defined.N is the number of discrete Fourier modes for each`-bin and� donates the complex conjugate.

In Figs. 4, 5, and 6 we show the estimated power spectra
and cross-correlation between various variables, averaged over
all the maps of size15�x15� between galactic latitudes30� and45�. The` dependence of various power spectra does not de-
pend much on the latitude though the normalization decreases
by nearly an order from latitudes of30� to 75�. We recover
theCT (`) / `�3 behaviour discussed earlier, among others,
by Bouchetet al. (1995), Tegmark and Efstathiou (1996), and
Wright (1998). However, the power spectra ofQ andU is seen
to be much flatter, except in the case of a uni-directional, ho-
mogeneous magnetic field. It can be qualitatively understood as
follows: the coherence scale of dust structures determineCT (`)
while the angular pattern of the polarization variables depend
both on the coherent scale of dust structures and the magnetic
field; it also depends on the depolarization from smearing along
a line of sight. Except in the case of uni-directional, homoge-
neous magnetic field, the magnetic field has a much smaller co-
herence scale as compared to the dust structures. An extreme
example is the Case (2) of magnetic field distribution in which
the magnetic field is almost completely uncorrelated. Theseef-
fects make the polarization pattern more inhomogeneous, as
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Fig. 4. The power spectra of the Stokes parameterQ are plotted for
the three cases of magnetic field distribution at100 �m. The dotted
, dashed, anddot-dashed lines correspond to Case (1), (2), and (3)
of the magnetic field distribution, respectively. The temperature power
spectrum (solid line) is shown for comparison.

Fig. 5.Same as Fig. 4 for the Stokes parameterU .

compared to the unpolarized emission, at small scales, thereby
creating more small scale power. This makes the power spectra
of Q andU flatter as compared toCT (`).

An interesting interplay between these effects can also be
seen in the cross-correlation betweenQ andT (Fig. 6). In the
case of a uni-directional, homogeneous magnetic field, there is
a total correlation betweenT andQ. However because in this
case the cross-correlation power spectrum depends only on the
coherence scale of dust structures, it falls as`�3. In the other
two cases of magnetic field distribution, the cross-correlation is
destroyed by both the depolarization and the small scale mag-
netic fields; this explain the lack of large scale power in these
cases. However, at̀ ' 100, the values of cross-correlation
power spectra are comparable in all three cases of magnetic
field because of the additional small scale power generated
in latter two cases. Therefore, our analysis suggests that theCTQ(`) should not be very sensitive to the distribution of mag-
netic field at̀ >� 100, the scales of interest for CMB

3.3. Comparison with CMB power spectra

The dust polarized emission will constitute an important fore-
ground which could severely affect the extraction of CMB sig-

Fig. 6. Same as Fig. 4 for the absolute value ofQT cross-correlation
power spectrum.

nal, especially for CMB experiments operating at frequencies>� 100GHz. The HFI on the future satellite CMB experiment,
Planck Surveyor, will attempt to measure the CMB polariza-
tion with two channels centered at143GHz and217GHz. In
addition to these channels, HFI will have a channel at550GHz
with polarization capability. In this subsection, we discuss the
feasibility of the detection of CMB polarization signal at these
frequencies in the presence of galactic foregrounds.

For a comparison with the CMB polarized component, it is
convenient to define (Seljak 1997):E(�!l ) = Q(�!l ) cos(2��!l ) + U(�!l ) sin(2��!l ) (6)B(�!l ) = �Q(�!l ) sin(2��!l ) + U(�!l ) cos(2��!l ) (7)

Here��!l is the Fourier transform of the polar angle. Seljak

(1997) showed that these variable are better for a comparison of
foreground polarization with the CMB polarization becauseB-
mode contribution always vanishes for the scalar-induced CMB
polarization. Also the cross-correlation ofB-mode signal with
all the other variables vanishes (for more detail analyses,see
Zaldarriga & Seljak (1996), Kamionkowskiet al. 1997). The
power spectra and cross-correlations are defined as:CE(`) = 1N NX1 ���Q(�!l ) cos(2��!l ) + U(�!l ) sin(2��!l )���2 (8)CB(`) = 1N NX1 ����Q(�!l ) sin(2��!l ) + U(�!l ) cos(2��!l )���2 (9)CTE(`) = 12N NX1 h�Q(�!l )T �(�!l ) +Q�(�!l )T (�!l )� cos(2��!l )+ �U(�!l )T �(�!l ) + U�(�!l )T (�!l )� sin(2��!l )i (10)

In terms of these variables, the estimated power spectra and
the cross-correlation of dust polarized emission can approxi-
mately be fitted by:CE(`) = 8:9� 10�4`�1:3 (�K)2 (11)CB(`) = 1:0� 10�3`�1:4 (�K)2 (12)CET (`) = 1:7� 10�2`�1:95 (�K)2: (13)
The power spectra are normalized at100GHz and are for the
maps between galactic latitudes30� and45� (where the level
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Fig. 7. The power spectra of dust polarized emission is compared
with the theoretical predictions for CMB polarization. Thescalar and
tensor-induced E-mode power spectra (solid anddotted lines respec-
tively) are plotted against the dust polarized power spectra at143GHz
and217GHz (the dashed anddot-dashed lines, respectively). The
CMB temperature power spectrum is shown for comparison (thick
solid line). The power spectra are plotted in the units of�T=T .

Fig. 8. Same as Fig. 7 for B-mode power spectra. The scalar-induced
B-mode power spectrum is identically zero.

of contamination is the highest) for Case (1) of the magnetic
field distribution.

We plot these against the scalar- and tensor-induced CMB
power spectra for various variables in Fig. 7, 8, and 9. The cos-
mological model we adopted to compute the CMB spectra is
a flat, tilted CDM model, which generates tensor-induced B-
mode polarization, with scalar spectral indexns = 0:9. We
take the tensor spectral indexnt = 1� ns = 0:1 with scalar to
tensor quadrapole ratio of7(1� ns). The CMB power spectra
were computed using the CMB Boltzmann code CMBFAST
(Seljak & Zaldarriaga 1996).

In Fig. 7, the scalar-induced E-mode CMB power spectrum
is seen to be above the level of dust contamination for` >� 200
for the two HFI frequency channels at143GHz and217GHz.
However the tensor-induced E-mode CMB fluctuations, which
in any case constitute a small part of the E-mode signal, are
likely to be swamped by the foreground contamination. The de-
tection of B-mode anisotropies is more interesting as it would
unambiguously determine the presence of tensor-induced com-
ponent in CMB fluctuations (see Seljak 1997, Kamionkowski

Fig. 9. Same as Fig. 7 for the absolute value ofET cross-correlation.

& Kosowsky 1997 and references therein). As seen in Fig. 8
the B-mode power spectrum is at best comparable to the fore-
ground level in a small̀-range. Fig 9 shows that the CMB E-T
cross-correlation power spectrum from scalar perturbations is
more than an order of magnitude above the level of foreground
contamination, at least for̀ >� 100 while the tensor-induced
E-T cross-correlation remains below the foreground signal.

However, the level of foregrounds shown Fig. 7, 8, and 9
correspond to regions between latitudes30� and 45�, which
is the worst possible case studied here. At higher galactic lat-
itudes (for maps from60� to 75�), the galactic dust emission
is smaller by nearly an order of magnitude. Therefore, it might
be possible to detect the tensor-induced CMB polarization sig-
nal by deep imaging (to reduce noise) a part of the sky at high
galactic latitudes, though such a measurement might be ham-
pered by cosmic variance.

Also, it is important to note that the foregrounds differ from
CMB in both�- and`-dependence. This fact can be used to re-
duce the level of foreground contamination substantially even
in the presence of noise (for details of this multi-frequency
Wiener filtering technique for extraction of CMB temperature
power spectrum see Bouchetet al.1995, Tegmark & Efstathiou
1996). The HFI on Planck Surveyor will have a channel at550GHz which will be used to study the spatial distribution
of both unpolarized and polarized dust emission in the galaxy,
as the dust emission is much larger than the CMB signal at
this frequency. Though the instrumental noise in this channel
would be higher as compared to the smaller frequency chan-
nels of HFI, it might be possible to usefully extrapolate the
observations at this channel to lower frequencies, to gaugethe
level of dust contamination at frequencies where the CMB sig-
nal will dominate. To get quantitative estimates of errors in var-
ious power spectra in the presence of foregrounds, we are cur-
rently working on the extension of the multi-frequency Wiener
filtering technique to include the CMB polarization and cross-
correlation.

4. Conclusions and Discussion

The detection of CMB polarization is an important goal of fu-
ture satellite missions. While such a measurement is important
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in itself, the measurement of CMB polarization will give im-
portant clues on the structure of last scattering surface. Fur-
thermore, this measurement helps in a better determinationof
cosmological parameters by removing the degeneracy between
the temperature quadruple and the optical depth to the last scat-
tering surface.

The major obstacle in measuring CMB polarization is galac-
tic polarized foregrounds. We estimated the dust polarizedemission—
one of the major foreground—in the galaxy and compared it to
the expected CMB polarization signal. This exercise is impor-
tant for the future CMB experiments like Planck Surveyor’s
HFI which will try to detect the CMB polarization at frequen-
cies143GHz and217GHz. Our results suggest that the ex-
pected scalar-induced E-mode signal and the E-T cross-correlation
power spectrum are likely to be well above the dust contamina-
tion level for` � 100 at the frequencies relevant for the Planck
Surveyor. This is particularly true of the CMB E-T cross corre-
lation signal, which should be more than an order of magnitude
above the dust polarized emission. The tensor-induced polar-
ization signal, however, is less likely to be disentangled from
the foregrounds.

Our analysis showed that the power spectrum of dust polar-
ized emission at large scales (small`) is sensitive to the large
scale distribution of magnetic field in the galaxy. The550GHz
channel of HFI may succeed in either detecting this signal orin
putting useful upper bounds. This could help unravel the mag-
netic field structure of our galaxy. Such a study might also be-
come possible with the launch of proposed satellite missions
like the Polarimeter Infrared Explorer (for details, see Clemens
1996).

Though the dust polarized emission will be the main fore-
ground for high frequency Planck channels, the foregrounds
for small frequency experiments like the ground-based POLAR
(Keatinget al. 1997), satellite experiment MAP, and the low-
frequency instrument on Planck Surveyor will be dominated
by galactic synchrotron emission. Can we anticipate something
about that foreground from the exercise in this paper? Unlike
estimating the dust polarized emission, which is greatly facili-
tated by the dust-HI correlation and the existing three-dimensional
HI map, we do not have much information about the three-
dimensional structure of the synchrotron emission. This syn-
chrotron emission is sensitive to both the spatial distribution of
magnetic field (both strength and direction) and the cosmic ray
particles which have to be simulated based on scanty informa-
tion available about them. An alternative approach would be
to work directly with the Leiden polarized maps of the Stokes
parameterQ andU analysed by Spoestra (1984). Work is in
progress in this direction.
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Chapitre 3Filtrage multi-fr�equences
3.1 MotivationsComme nous l'avons vu dans le chapitre pr�ec�edent pour la polarisation, enplus du FCM, un certain nombre de processus astrophysiques (galactiques etextragalactiques, voir Bouchet & Gispert (1998) pour une revue des processusnon polaris�es) contribuent aux �emissions millim�etrique et submillim�etriquepolaris�ee et non polaris�ee. Le but du �ltrage multi-fr�equences est, moyennantcertaines hypoth�eses quant aux comportements spatiaux et spectraux de cesprocessus, de s�eparer les contributions de ces derniers aux observations �adi��erentes fr�equences. La m�ethode que nous emploierons ici est une exten-sion du �ltrage de Wiener �a des observations �a plusieurs longueurs d'onde,m�ethode introduite ind�ependamment par Bouchet et al. (1996) et Tegmark& Efstathiou (1996) ; nous avons g�en�eralis�e cette m�ethode �a l'analyse desdonn�ees polaris�ees ainsi qu'�a leur corr�elation avec les donn�ees non polaris�ees.Cette corr�elation est importante car, en ce qui concerne le FCM, son spectrede puissance est pr�edit par la th�eorie (pour un mod�ele cosmologique donn�e)au même titre que les spectres de puissance de la temp�erature et des modesde polarisation.Nous allons donc dans un premier temps donner un aper�cu g�en�eral de lam�ethode employ�ee ainsi que des hypoth�eses qu'elle requi�ere, puis appliquercette m�ethode au probl�eme de la s�eparation des composantes astrophysiquesqui devraient être observ�ees par les futures missions satellites telles que MAPet Planck . Nous montrerons que si cette m�ethode n'est qu'une �etape versune m�ethode d'inversion plus r�ealiste, elle repr�esente n�eanmoins un outil decomparaison objectif entre les aptitudes des di��erentes missions �a mesurerles processus astrophysiques �emettant dans le submillim�etrique. Nous com-menterons en�n les r�esultats de cette m�ethode ainsi que ses limitations.



46 CHAPITRE 3. FILTRAGE MULTI-FR�EQUENCES3.2 Filtrage de Wiener: deux formulations3.2.1 Probl�eme bayesienSituons tout d'abord le prob�eme dans un cadre g�en�eral. Supposons quenous avons des observations de tout le ciel �a di��erentes fr�equences sous formede cartes pix�elis�ees. Toutes ces donn�ees peuvent être rassembl�ees dans ununique vecteur ~y. Nous supposerons que ces donn�ees sont lin�eairement reli�ees�a un certain nombre de processus astrophysiques dont les cartes seront demême rassembl�ees dans un unique vecteur ~x. Ainsi cette relation lin�eaire peuts'�ecrire en toute g�en�eralit�e de la mani�ere suivante :~y = A~x+~b (3.1)o�u A repr�esente la matrice de r�eponse de l'instrument (ce qui regroupe aussibien l'e�et des lobes, les bandes passantes de taille �nie ainsi que la d�epen-dance spectrale des di��erents processus astrophysiques envisag�es), et ~b estune variable al�eatoire repr�esentant le bruit instrumental dans les di��erentscanaux et pour les di��erents pixels. On supposera dans la suite que ce bruitob�eit �a une statistique gaussienne et que de plus il est statistiquement ind�e-pendant du signal ~x 1. Le th�eor�eme de Bayes nous permet de relier la distri-bution de probabilit�e a posteriori du signal conditionnellement aux donn�ees 2au produit de la fonction de vraisemblance (distribution de probabilit�e desdonn�ees conditionnellement au signal) par la distribution de probabilit�e quenous avons a priori sur le signal :Pr(~x k ~y) / Pr(~y k ~x)Pr(~x) (3.2)Or dans la mesure o�u l'on suppose que le bruit est de moyenne nulle, lafonction de vraisemblance peut s'�ecrire ainsi :Pr(~y k ~x) / exp��12~byN�1~b� (3.3)/ exp��12 (~y �A~x)yN�1 (~y �A~x)� (3.4)o�u N est la matrice de covariance du bruit (voir Rybicki & Press (1992);Zaroubi et al. (1995)).1. J'entends par l�a que la distribution jointe de probabilit�e du signal et du bruit ests'exprime comme le produit des distributions respectives du signal et du bruit.2. Cette distribution peut être comprise comme la distribution de probabilit�e d'un es-timateur du signal construit �a partir des donn�ees.



3.2. FILTRAGE DE WIENER: DEUX FORMULATIONS 47A ce point nous devons faire un choix quant �a la forme de la distributionde probabilit�e a priori du signal. Nous allons montrer que si nous choisissonsune forme gaussienne pour cette fonction de distribution alors l'estimateurdit du (( maximum de vraisemblance )) (qui, dans notre cas, maximise enfait la distribution a posteriori du signal conditionellement aux donn�ees)est l'estimateur donn�e par le �ltrage de Wiener. Supposons en e�et que ladistribution de probabilit�e du signal s'�ecrit ainsi :Pr(~x) / exp��12~xyC�1~x� (3.5)o�u C est la matrice de covariance du signal. Alors on a :Pr(~x k ~y) / exp ��12 (~y �A~x)yN�1 (~y �A~x)� 12~xyC�1~x� (3.6)En d�e�nissant l'estimateurx̂ = �C�1 +AyN�1A��1AyN�1~y � EAyN�1~y (3.7)on peut r�ecrire cette probabilit�e :Pr(~x k ~y) / exp ��12 (~x� x̂)yE�1 (~x� x̂)� (3.8)Ainsi x̂ maximise cette probabilit�e et en tant que tel peut être appel�e esti-mateur de maximum de vraisemblance. D'autre part on a :x̂ = �C�1 +AyN�1A��1AyN�1~y= CAy �ACAy +N��1 ~y �W~y (3.9)W �etant la matrice de Wiener (voir plus bas). Ainsi le �ltre de Wienerapparâ�t comme la solution du probl�eme bayesien dans le cas o�u le signal estgaussien.3.2.2 Formulation classiqueEn partant des mêmes variables ~y (donn�ees) et ~x (signal que l'on veutestimer), et de la même relation lin�eaire suppos�ee entre elles, le �ltrage deWiener est habituellement d�e�ni comme suit : Nous voulons d�e�nir un es-timateur du signal qui soit lin�eaire dans les donn�ees, x̂ = W~y, tel que lavariance de l'erreur de reconstruction soit minimale :@@W h(x̂� ~x)2i = 0 (3.10)



48 CHAPITRE 3. FILTRAGE MULTI-FR�EQUENCESOr cette variance peut s'�ecrire ainsi :h(x̂� ~x)i = h�W �A~x+~b�� ~x�2i (3.11)= (WA� 1)C (WA� 1)y +WNWy (3.12)En utilisant la sym�etrie des matrices de corr�elation C et N la d�eriv�ee decette variance par rapport au �ltreW s'�ecrit :2 (WA� 1)CAy + 2WN = 0 (3.13)En r�esolvant pourW on trouve :W = CAy �ACAy +N��1 (3.14)En comparant ce r�esultat �a l'�equation 3.9 on v�eri�e que les deux approchesconduisent au même r�esultat. Il faut cependant noter ici que nous n'avonsfait aucune hypoth�ese quant au caract�ere gaussien des variables ; en e�et parsa d�e�nition même le �ltrage de Wiener est (( optimal au sens des moindrescarr�es )), et est donc construit �a partir des statistiques �a deux points. C'estpourquoi l'estimateur de Wiener n'est pas optimal dans le cas de processusnon gaussiens (Hobson et al. (1998)).3.3 Application aux donn�ees polaris�ees3.3.1 Calcul des �ltresNous allons ici expliciter la forme du �ltre dans le cas plus sp�eci�quede donn�ees polaris�ees dans di��erentes fr�equences provenant d'une missionsatellite telle que MAP ou Planck . Comme �a la section pr�ec�edente, noussupposons que les observations sont reli�ees de mani�ere lin�eaire aux processusastrophysiques sous-jacents : yi� = Aij�p � xjp (3.15)o�u les indices fi; jg d�esignent le champ (temp�erature T ou mode E de pola-risation) d'anisotropies, � d�esigne la fr�equence centrale de l'observation, et pd�esigne les di��erents processus astrophysiques contribuant �a l'�emission. Nousprenons les mêmes conventions que Tegmark & Efstathiou (1996) quant auxdonn�ees, �a savoir que� Les donn�ees sont exprim�ees en 
uctutions de temp�eratures (c'est �a dire queles intensit�ees sont divis�ees par (@B0=@T )T=T0, o�u B est la loi de Planck et



3.3. APPLICATION AUX DONN�EES POLARIS�EES 49T0 = 2:726K est la temp�erature du FCM.� Les parties monopolaires et dipolaires des champs sont suppos�ees avoir �et�esoustraites auparavant des donn�ees.On adoptera, d'autre part, la convention de sommation d'Einstein pour toutecette section.L'�equation 3.15 est une �equation de convolution (comprenant notammentles e�ets de lobes de l'instrument, voir Hobson et al. (1998)) , et de ce faitest non locale dans l'espace direct. Cependant, en passant dans l'espace desharmoniques sph�eriques, cette �equation devient locale :yi�(`;m) = Aij�p(`;m)xjp(`;m) (3.16)Dans toute la suite les indices de mode `;m seront sous-entendus. Commedans la section pr�ec�edentes nous d�e�nissons un estimateur lin�eaire dans lesdonn�ees : x̂ip = W ijp�yj� (3.17)tel que l'erreur de reconstruction soit statistiquement minimale (au sens desmoindres carr�es). En supposant le bruit statistiquement ind�ependant du si-gnal, cela conduit �a l'�equation suivante sur les �ltres :Ack�p0W ilp�0Alm�0p00hxkp0xmp00i+W ibp�0hbc�bb�0i = Ack�p0hxkp0xipi (3.18)D'autre part nous supposerons que les processus astrophysiques sont d�e-corr�el�es (on peut toujours s'arranger pour qu'ils le soient), et que les bruitssont d�ecorr�el�es entre champs (temp�erature et polarisation) et entre canaux.D�e�nissant ainsi : hx1p0x1p00i = �p0p00CTp0 = �Tp0p00hx1p0x2p00i = �p0p00CTEp0 = �TEp0p00hx2p0x2p00i = �p0p00CEp0 = �Ep0p00 (3.19)hb1�0b1�i = ��0�BT�0 = NT�0�hb2�0b2�i = ��0�BE�0 = NE�0�hb1�0b2�i = 0 (3.20)on peut r�eexprimer l'�equation des �ltres (3.18) sous la forme de quatre �equa-tions matricielles coupl�ees, o�u les termes de corr�elation entre la temp�eratureet la polarisation aparaissent de fa�con �evidente :W11 �A11�T (A11)y +NT�+W12A22�TE(A11)y = �T (A11)yW12 �A22�E(A22)y +NE�+W11A11�TE(A22)y = �TE(A22)yW21 �A11�T (A11)y +NT�+W22A22�TE(A11)y = �TE(A11)yW22 �A22�E(A22)y +NE�+W21A11�TE(A22)y = �E(A22)y (3.21)



50 CHAPITRE 3. FILTRAGE MULTI-FR�EQUENCESOn peut voir que la premi�ere de ces �equations se r�eduit au cas du �ltre deWiener pr�ec�edemment introduit pour la temp�erature seule (Bouchet et al.(1996)) si le terme de corr�elation est mis �a z�ero. A partir de l'expression des�ltres, on peut d�e�nir di��erentes variables qui nous permettront de quanti�erla qualit�e de l'extraction du signal.3.3.2 Facteurs de qualit�eEn e�et Bouchet et al. (1996) ont d�e�ni la notion de (( facteur de qualit�e )),qui est en fait une fonction fenêtre e�ective pour les spectres des di��erentsprocessus astrophysiques mesur�es apr�es �ltrage. Une g�en�eralisation de cefacteur de qualit�e au cas polaris�e s'�ecrit ainsi :Qijpp0 = hx̂ipx̂jp0ihxipxjp0i = W ikp�Akl�p00hxlp00xjp0i (3.22)Ces facteurs de qualit�e peuvent s'exprimer de fa�con matricielle en fonctiondes �ltres : Q11 = ��T ��1 ( W11A11�T+ W12A22�TE�Q22 = ��E��1 ( W21A11�TE+ W22A22�E�Q12 = ��TE��1 ( W11A11�TE+ W12A22�E�Q21 = Q12 (3.23)Q11 et Q22 peuvent directement être interpr�et�es comme retra�cant la qualit�ede l'extraction des spectres de temp�erature et de polarisation. Comme onpeut s'y attendre dans le cas o�u il y a une corr�elation entre les donn�ees, lareconstruction de chacun des champs en est am�elior�ee. Si la reconstructionde la temp�erature n'est que tr�es peu a�ect�ee par la pr�esence des donn�ees depolarisation, celle de la polarisation est nettement am�elior�ee par la pr�esencedes donn�ees de temp�erature, car ces derni�eres ont un signal sur bruit bienmeilleur. En revanche, le cas de Q12 est un peu plus compliqu�e. On remarqueque num�eriquement ce dernier est tr�es proche de Q11, ce qui peut s'expliquerainsi: comme le �ltrage de Wiener suppose que le spectre de la corr�elationpolarisation-temp�erature est connu pour chaque processus, la reconstructionoptimale de la corr�elation consiste �a jeter les donn�ees les plus bruit�ees, c.-�a-d.la polarisation ! Il faudra donc, pour quanti�er v�eritablement les barres d'er-reur des di��erents spectres, calculer des estimateurs de ces spectres �a partirdes donn�ees �ltr�ees et calculer leur covariance (voir la section suivante). Lesfacteurs de qualit�e des processus polaris�es sont trac�es dans les �gures 3.1 et3.2 pour di��erentes caract�eristiques instrumentales.
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Fig. 3.1: Facteurs de qualit�e des anisotropies de temp�erature. Les courbes entraits pleins, pointill�es et traits-pointill�es correspondent respectivement au FCM,aux poussi�eres et au synchrotron.
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Fig. 3.2: Même �gure que la �gure 3.1, mais pour la polarisation.



3.3. APPLICATION AUX DONN�EES POLARIS�EES 533.3.3 Estimateurs non biais�es des spectres de puissan-ceDans cette section, nous allons d�e�nir des estimateurs non biais�es desspectres de puissance, c.-�a-d. des estimateurs tels que hĈijp i = hxipxjpi. Or,d'apr�es les �equations (3.16) et (3.17), les spectres de puissance relatifs �a x̂ipsont �egaux �a : hx̂ipx̂jpi = W ilp�W jmp�0 �Aln�p0Amq�0p00hxnp0xqp00i+ hbl�bm�0i� (3.24)et peuvent se r�e�ecrire ainisi :hx̂1px̂1pi = �Z11p CTp + b11p � = Q11p CTphx̂2px̂2pi = �Z22p CEp + b22p � = Q22p CEphx̂1px̂2pi = �Z12p CTEp + b12p � = Q12p CTEp (3.25)Le sens de la premi�ere �egalit�e peut facilement se comprendre. En e�et lespectre de puissance, pour un processus et un champ donn�e 3, des donn�ees�ltr�ees est �egal au spectre de puissance r�eel du processus, pond�er�e par lescontaminants (c.-�a-d. les autres processus) et les lobes de l'instrument, au-quel on ajoute un terme de bruit. Il faut cependant noter que ce terme de(( bruit )), en plus du bruit instrumental proprement dit, contient la contri-bution r�esiduelle des contaminants (autres processus et autres champs). Laseconde �egalit�e vient de la d�e�nition des facteurs de qualit�e (3.22).A partir de ces �equations, on peut d�e�nir des estimateurs non biais�es desspectres de puissance des di��erents processus �a partir des donn�ees �ltr�ees :ĈTp = 1Z11p  12`+ 1Xm kx̂1p(m)x̂1p(m)k � b11p ! (3.26)ĈEp = 1Z22p  12`+ 1Xm kx̂2p(m)x̂2p(m)k � b22p ! (3.27)ĈTEp = 1Z12p  12`+ 1Xm kx̂1p(m)x̂2p(m)k � b12p ! (3.28)La donn�ee des caract�eristiques instrumentales (bruit, lobes) ainsi que ducomportement spatial et spectral des contaminants, nous permet, �a l'aidedes �equations (3.28), de quanti�er la pr�ecision avec laquelle les di��erents3. J'entends par (( champ )) la temp�erature ou la polarisation (mode E).



54 CHAPITRE 3. FILTRAGE MULTI-FR�EQUENCESspectres de puissance du FCM devraient être mesur�es. Cela se traduit par lecalcul des covariances de ces estimateurs non biais�es :Cov(ĈTp ) = 22`+ 1 �CTp Q11p =Z11p �2 (3.29)Cov(ĈEp ) = 22`+ 1 �CEp Q22p =Z22p �2 (3.30)Cov(ĈTEp ) = 12`+ 1 �(Q12P )2(CTEp )2 +Q11p Q22p CTp CEp �(Z12p )2 (3.31)Dans le calcul des covariances, nous avons fait l'hypoth�ese que tous les pro-cessus �etaient gaussiens, ce qui n'est pas le cas pour la plupart d'entre eux.Ainsi la covariance r�eelle des spectres devrait être plus grande que celle quia �et�e calcul�ee ici. Il faut donc consid�erer les covariances calcul�ees ici commeune limite inf�erieure aux covariance r�eelles des spectres. Nous avons, d'autrepart, suppos�e que la fraction du ciel observ�ee fsky, �etait �egale �a 1 dans lecalcul pr�ec�edent. Si l'on a une couverture du ciel incompl�ete une tr�es bonneapproximation pour le calcul des covariances consiste �a diviser les �equations(3.29, 3.30 et 3.31) par fsky (voir Hobson & Magueijo (1996)).3.3.4 Qualit�e de la mesure du FCMLa m�ethode d�ecrite pr�ec�edemment nous permet d'estimer la qualit�e desmesures des spectres polaris�es et non polaris�es des anisotropies du FCMpour di��erentes con�gurations instrumentales report�ees dans l'annexe C. La�gure 3.4 montre les erreurs relatives sur le spectre de temp�erature pour lesquatre con�gurations exp�erimentales MAP, Planck {LFI seul, Planck {HFI seul et Planck en entier, ces erreurs relatives �etant d�e�nies commeqCov(Ĉ`)=C` (c.-�a-d. comme le rapport (( bruit sur signal )) pour chaquemode). Cette �gure montre aussi, �a titre de comparaison, les r�esultats pourla meilleure voie de chaque con�guration, ainsi que le r�esultat pour une com-binaison des di��erentes voies (Bond et al. (1997)) dans le cas o�u les conta-minants sont n�eglig�es. On remarque que pour ` �< 300 les r�esultats sontsensiblement �egaux pour toutes les con�gurations exp�erimentales, car alorsle rapport signal sur bruit est tr�es bon et la mesure est limit�ee par le nombre�ni de modes observables ((( variance cosmique ))). Pour les �echelles ` �> 300en revanche, la qualit�e de la mesure d�epend de la taille des lobes et de lasensibilit�e de chaque instrument. Il est �a noter qu'en g�en�eral la courbe cor-respondant au �ltrage de Wiener est situ�ee entre les deux autres courbes, cequi re
�ete le fait que l'�emission non polaris�ee du FCM est largement domi-nante sur celle des contaminants, ou bien que les contaminants sont mesur�esavec un signal sur bruit su�sant pour pouvoir être e�cacement soustraits.
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Fig. 3.3: Figure de gauche : Le spectre de puissance des modes E de polari-sation est trac�e (trait plein) en même temps que les spectres correspondantpour la poussi�ere (tirets) et le sychrotron (traits-pointill�es) �a di��erentes fr�e-quences, 44GHz, 100GHz, 143GHz et 217GHz. Les courbes correspondantesvont de haut en bas (de bas en haut) pour le synchrotron (pour la poussi�ere).Le spectre de puissance de temp�erature est trac�e en (gras) �a titre de compa-raison pour le même mod�ele (CDM standard avec � = 0:1). Figure de droite :Comme celle de gauche, mais pour la corr�elation ET .En ce qui concerne en revanche la mesure des modes E de polarisation etla mesure de la corr�elation de ces modes avec l'�emission non polaris�ee (TE),la pr�ecision obtenue est limit�ee pour des raisons multiples :{ Le signal mesur�e �etant beaucoup plus faible, le rapport signal sur bruitest d'autant moins bon (rappelons que la sensibilit�e de la mesure depolarisation est comparable - voir sup�erieure - �a celle de la mesure del'intensit�e), et donc la pr�ecision de la mesure en est diminu�ee d'autant,{ Les contaminants ne sont plus n�egligeables par rapport �a l'�emission duFCM (voir �gure 3.3), et leur mesure elle-même n'est pas tr�es pr�ecise(en raison de leur faiblesse), ce qui compromet la qualit�e de leur sous-traction. Une fa�con de quanti�er cet e�et est de calculer l'erreur sur lamesure des spectres de ces contaminants eux-mêmes, ce qui sera faitdans la prochaine section.Les erreurs relatives sur ces spectres sont montr�ees dans les �gures 3.5 et3.6. Pour les raisons invoqu�ees ci-dessus, la courbe correspondant au �ltragede Wiener est en moyenne situ�ee au-dessus des autres, et donne donc unevaleur plus r�ealiste de l'erreur commise dans la mesure de la polarisation.



56 CHAPITRE 3. FILTRAGE MULTI-FR�EQUENCESOn voit que les performances de HFI et LFI sont comparables pour des�echelles ` �< 600 car la sensibilit�e de la mesure de polarisation pour la voie�a 100GHz de LFI est comparable �a celle de la voie �a 143GHz de HFI. Pourde plus petites �echelles les performances de HFI sont meilleures grâce �a sameilleure r�esolution angulaire. Quant �a MAP, sa sensibilit�e ne ne devrait paslui permettre de mesurer ces spectres pour des modes individuels (en e�etl'erreur calcul�ee d�epasse � 300% pour la plupart des �echelles consid�er�ees).Si, par ailleurs, on s'int�eresse �a une contrainte (( visuelle )) des spectresune bonne mani�ere de pr�esenter ces r�esultats est sous la forme de puissanceint�egr�ee par bande logarithmique d'�echelles. Ces puissances de bande cor-respondent en fait �a des observables dans la mesure o�u elles constituent ler�esultat de mesures du spectre de puissance �a une �echelle donn�ee convolu�eepar une (( fonction fenêtre )) qui est caract�eristique de la sensibilit�e de l'ins-trument �a di��erentes �echelles. Ainsi les donn�ees accessibles �a l'heure actuellesur le spectre de puissance sont exprim�ees sous forme de telles puissancesde bande (voir Bond (1996) pour plus de d�etails). Nous avons pris, quant �anous, des fonctions fenêtres qui sont �egales �a 1 pour une bande situ�ee autourde chaque `, de largeur logarithmique constante �ln` = 0:2, et �egales �a 0partout ailleurs. L'e�et sur les barres d'erreur est grosso modo de les r�eduired'un facteur p�`. Les r�esultats sont montr�es dans les �gures 3.7 et 3.8.3.3.5 Mesure des �emissions polaris�ees galactiquesJusqu'ici notre connaissance des �emissions galactiques en tant que conta-minants du signal cosmologique sont issues d'observations de r�esolution an-gulaire parfois limit�ee (c'est le cas de l'�emission synchrotron, voir le chapitrepr�ec�edent), et de toute mani�ere situ�ees dans des bandes de longueurs d'ondeassez �eloign�ees des fr�equences int�eressantes pour la mesure du FCM. Ainsil'extrapolation de ces contaminants aux fr�equences millim�etriques restent-elles �a l'heure actuelle assez hasardeuse. Ainsi il apparâ�t comme indispen-sable pour toute mission spatiale d'observation du FCM de pouvoir d�etecterpr�ecis�ement le comportement spatial et spectral de ces contaminants �a deslongueurs d'onde proche de 100GHz a�n de pouvoir les soustraire e�ca-cement. Le fait de d�etecter ces contaminants avec le même instrument quisert �a mesurer le signal cosmologique minimise �egalement les risques d'er-reurs syst�ematiques qui sont �evidemment dangereuses pour toute m�ethodede soustraction.Comme on a pu le constater d�ej�a avec les facteurs de qualit�e, les �emissionsgalactiques polaris�ees ont de bonnes chances d'être mesur�ees aussi pr�ecis�e-ment que leur contrepartie cosmologique par les missions �a venir. En e�et,pour que ces �emissions soient bien d�etect�ees, il faut que chacune d'entre elles
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Fig. 3.4: Erreurs relatives sur les spectres de puissance de la temp�eraturepour di��erentes con�gurations exp�erimentales. La premi�ere montre les per-formances de la mission PLANCK. Les trois autres �gures comparent lesperformances des instruments HFI et LFI seuls, ainsi que celles de MAP re-lativement �a PLANCK. La courbe du �ltrage de Wiener est en traits pleins,tandis que les courbes correspondant respectivement �a la meilleure voie etauxc di��erentes voies combin�ees sont en pointill�es et traits-pointill�es.
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Fig. 3.5: Erreurs relatives des sur le spectre de puissance des modes E de po-larisation du FCM. Les courbes en traits pleins, pointill�es et traits-pointill�escorrespondent respectivement au cas du �ltrage de Wiener, de la meilleurevoie et de l'ensemble des voies combin�ees.
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Fig. 3.6: Comme la �gure 3.5 pour la corr�elation TE des modes �electriquesde polarisation avec la temp�erature. Les grands pics qui apparaissent dans la�gure r�ev�elent seulement les endroits o�u le signal s'annule.
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lFig. 3.7: Puissances de bande des modes E de polarisation. Sont trac�es lespectre de puissance du mod�ele sous-jacent (trait plein) ainsi que les erreurs�a 1� (tirets) pour les instruments HFI et LFI. La largeur logarithmique debande est prise constante et �egale �a �ln` = 0:2.dominent les autres dans une des voies au moins. Or MAP et PLANCKsatisfont tous les deux a priori �a ces conditions. En e�et les voies �a 22 et30GHz de MAP et celle �a 30GHz de PLANCK-LFI seront vraisemblable-ment domin�ees par l'�emission synchrotron polaris�ee (sous r�eserve toutefoisqu'une �eventuelle �emission (( rotationelle )) des poussi�eres ne soit pas tropimportante, ce qui reste �a d�ecouvrir, cf Lazarian & Draine (1997); Draine& Lazarian (1998)). De même le canal �a 545GHz de PLANCK-HFI devraitêtre domin�e par l'�emission thermique polaris�ee des poussi�eres. La �gure 3.9montre que l'�emission polaris�ee des poussi�eres devrait être mesur�ee avec unepr�ecision sup�erieure ou �egale �a la polarisation du FCM, grâce �a la voie �a545GHZ de HFI. De même MAP et LFI devraient pouvoir mesurer la pola-risation du synchrotron pour des �echelles ` �< 100 (voir �gure 3.10) ; en e�et,dans les voies o�u cette �emission domine, les lobes instrumentaux limitentla r�esolution aux petites �echelles. On peut �egalement noter que les erreurssur la mesure de la corr�elation TE de la poussi�ere et du synchrotron sontsyst�ematiquement plus �elev�ees que dans les cas de la polarisation. Cela peuts'expliquer par le fait que ces corr�elations sont m�elang�ees avec celle du FCM(dont le niveau est assez �elev�e) qui apparâ�t alors comme un contaminantpour leur mesure.Il est important de noter que la pr�ecision de ces mesure d�epend de fa�contr�es importante des autres processus. Par exemple, l'�emission non polaris�eedu synchrotron n'est pas tr�es bien mesur�ee parce qu'elle ne domine jamais le
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Fig. 3.9: Erreurs relative sur les spectres E et TE des poussi�eres. Les deuxcourbes du bas correspondent aux modes E de polarisation (trait plein pourPLANCK et pointill�es pour HFI), tandis que celles du haut correspondent �ala corr�elation (tirets pour PLANCK et traits{pointill�es pour HFI).

Fig. 3.10: Erreurs relatives pour les modes E du synchrotron (�gure degauche) et pour leur corr�elation avec la temp�erature (�gure de droite). Lescourbes en trait plein, pointill�es et tirets correspondent respectivement �aPLANCK, LFI et MAP.



3.3. APPLICATION AUX DONN�EES POLARIS�EES 63signal dans aucune des fr�equences d'une part, et d'autre part parce que le ni-veau de l'�emission Bremsstrahlung lui est souvent comparable. Ainsi la qualit�ede la mesure de la polarisation de l'�emission synchrotron d�epend beaucoup del'�eventuelle existence d'une composante polaris�ee de l'�emission Bremsstrah-lung galactique. Les sources d'�emission polaris�ee extragalactique telles que lesradio-sources (To�olatti et al. (1998)) et les galaxies IR (Guiderdoni et al.(1998)) ne devraient être importantes qu'aux petites �echelles (typiquement` �> 1000) o�u les lobes instrumentaux empêchent d�ej�a une mesure pr�ecise dela polarisation du CMB.3.3.6 Mesure des modes (( magn�etiques )) de polarisa-tionLes modes (( magn�etiques )) de polarisation (ou modes B) du FCM re-vêtent une importance particuli�ere ; leur d�etection nous donnerait une preuvede la pr�esence de modes de perturbation autres que les modes scalaires dansl'univers primordial (Seljak (1997); Seljak & Zaldarriaga (1997); Kamion-kowski et al. (1997a,b), voir aussi A.3.3 pour les d�etails). Or les modes vec-toriels de perturbation �etant des modes d�ecroissants, en l'absence de sourcesle plasma devrait être quasi irrotationnel �a l'�epoque de la recombinaison �aune tr�es bonne approximation. L'�eventuelle pr�esence de modes B dans lapolarisation du FCM devrait donc être un traceur de la pr�esence d'ondesgravitationnelles primordiales, et ceci ind�ependamment du mod�ele cosmolo-gique consid�er�e. Cependant les e�ets de lentilles gravitationnelles sur le FCMpeuvent engendrer des modes B dans la polarisation du FCM même si le si-gnal originel ne contient que des modes E ; n�eanmoins cet e�et est tr�es faible,et est maximal aux petites �echelles (` ' 1000) contrairement au signal ten-soriel qui domine aux grandes �echelles (` �< 100) (voir Zaldarriaga & Seljak(1998)). C'est pourqui nous n�egligerons cet e�et par la suite.Il convient de noter que les modes B engendr�es par les ondes gravitation-nelles sont d'amplitude nettement plus faible que les modes E de polarisation,et cela pour une tr�es large gamme de mod�eles d'in
ation compatibles avecles contraintes observationnelles provenant du satellite COBE (Smoot et al.(1992)). C'est pourquoi l'on s'attend que leur mesure soit tr�es di�cile, d'au-tant plus que pour les contaminants galactiques les modes B de polarisationdevraient, a priori, être du même ordre de grandeur que les modes E (voirchapitre 2 et Prunet et al. (1998)). Pour rendre compte de mani�ere plus quan-titative des possibilit�es des instruments de PLANCK quant �a la mesure de cesmodes, nous avons pris par hypoth�ese un mod�ele cosmologique compatibleavec les mod�eles d'in
ation standards. Il s'agit d'un mod�ele CDM tilt�e, avec



64 CHAPITRE 3. FILTRAGE MULTI-FR�EQUENCESun indice spectral scalaire nS = 0; 9, un indice spectral tensoriel nT = �0; 1et le rapport des quadrupoles tensoriel et scalaire �egal �a T=S = 0; 7. Commele montre la �gure 3.11, une d�etection marginale par modes pourrait êtrepossible pour PLANCK aux grandes �echelles. Cependant, comme le signalcosmologique est au mieux comparable avec celui des contaminants galac-tiques, la mesure du premier d�epend de mani�ere cruciale de la mesure dusecond. La �gure 3.11 montre �egalement la pr�ecision de la mesure des modesB pour la poussi�ere et le synchrotron. On peut remarquer que pour ces deuxprocessus, la mesure devrait être pr�ecise dans la mesure o�u ces deux proces-sus sont dominants sur tous les autres pour une voie au moins, le synchrotronsou�rant n�eanmoims d'une mauvaise d�etermination aux grandes �echelles �acause de la largeur des lobes instrumentaux dans les voies o�u cette �emissiondomine (voir 3.3.5).D'autre part on peut remarquer que dans les cas des modesB, les r�esultatsdu �ltrage de Wiener sont tr�es proches de l'estimation donn�ee par la meilleurevoie instrumentale en l'absence de contaminants. Cela est dû �a de multiplesraisons :{ d'une part les contaminants sont bien d�etermin�es et donc leur soustrac-tion est bonne, ce qui fait que la pr�ecision de la mesure est limit�ee parle bruit instrumental,{ d'autre part les modes B du FCM sont d�ecorr�el�es par construction desmodes E et de la temp�erature, et donc leur mesure n'est pas in
uenc�eepar les contaminations r�esiduelles des autres champs.Pour se faire une id�ee plus (( visuelle )) de la qualit�e de la mesure des modes B,on peut recourir, comme dans le cas des modes E et de la corr�elation ET , �aun spectre de puissance par bandes. Ce dernier est montr�e dans la �gure 3.12ainsi que les barres d'erreur associ�ees. On peut noter, grâce �a cette �gure, lafaiblesse du signal consid�er�e (comparer avec ma �gure 3.7).3.3.7 Remarques �nalesNous avons vu dans ce chapitre que la m�ethode du �ltrage de Wienerrepose sur un certain nombre d'hypoth�eses concernant les propri�et�es statis-tiques des processus astrophysiques. En e�et, outre l'hypoth�ese que ces pro-cessus sont gaussiens, nous avons dû pr�eciser leur comportement statistiquepour pouvoir �ecrire la fonction de probabilit�e a priori du signal. Nous allonsmontrer que le probl�eme du �ltrage de Wiener s'ins�ere dans un probl�emebayesien plus g�en�eral o�u l'on ne suppose plus comme donn�ees les caract�e-ristiques statistiques des processus, mais o�u l'on cherche au contraire �a les
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Fig. 3.11: Les erreurs relatives de la mesure du spectre de puissance desmodes B sont montr�ees dans les trois premi�eres �gures. Les courbes en traitplein, pointill�es et tirets correspondent respectivement au �ltrage de Wie-ner, �a la meilleure voie et �a toutes les voies combin�ees. La quatri�eme �guremontre les mêmes erreurs pour les �emissions galactiques (trait plein pour lespoussi�eres et pointill�es pour le synchrotron).
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lFig. 3.12: Spectre de puissance par bandes des modes B du FCM ainsi queses barres d'erreur �a 1�. La largeur de la fen�etre logarithmique est constante,�egale �a �ln` = 0; 2.d�eterminer directement �a partir des donn�ees. Nous allons montrer que le �l-trage de Wiener est coh�erent avec cette approche plus g�en�erale, et que saforme ne change pas quand on recherche �a partir des donn�ees les caract�eris-tiques statistiques des processus les plus vraisemblables.Pour cela, revenons aux notations de 3.2.1. Supposons que pour construirela distribution de probabilit�e a priori du signal (ou de fa�con �equivalente samatrice de corr�elation puisque nous avons suppos�e que les processus �etaientgaussiens) nous ayons besoin de �xer un certain nombre de param�etres,rang�es dans un vecteur ~p. L'approche bayesienne g�en�erale consiste alors �a�ecrire la distribution de probabilit�e a posteriori du signal et des param�etres~p connaissant les donn�ees :Pr(~x; ~p k ~y) = Pr(~x; ~p)Pr(~y k ~x; ~p)Pr(~y) / Pr(~x)Pr(~y k ~x) (3.32)o�u l'on a suppos�e une probabilit�e a priori uniforme sur la valeur des para-m�etres ~p. Or en supposant que les champs consid�er�es sont gaussiens, on peut�ecrire (voir 3.2.1) :Pr(~x; ~p k ~y) / 1pdet(C)exp ��12 �~xyC�1~x+ [~y �A~x]yN�1 [~y �A~x]��� Z exp��12�� (3.33)avec � = ~xyC�1~x + �2. Il faut noter ici que seule la matrice C d�epend desparam�etres ~p. L'estimation simultan�ee des processus et des param�etres ~p est



3.3. APPLICATION AUX DONN�EES POLARIS�EES 67alors r�ealis�ee en maximisant la distribution de probabilit�e a posteriori :� @@~x; @@~p�Pr(~x; ~p k ~y) = 0 (3.34)Si l'on maximise cette distribution par rapport au signal, on obtient l'es-timateur de Wiener du signal (qui d�epend �evidemment des param�etres ~p).Appelons cet estimateur ~xWF, pour d�eterminer les param�etres ~p il nous fautalors maximiser la distribution par rapport �a ~p sur l'hypersurface d�e�nie parl'ensemble des estimateurs de Wiener :�@Pr(~x; ~p k ~y)@~p �~xWF = 0 (3.35)D'autre part on a :�@�@~p�~xWF = @~yy(ACAy +N)�1~y@~p � @�2CV@~p (3.36)o�u �2CV est le �2 qui prend en compte la variance cosmique. Le probl�emerevient donc �a r�esoudre : dd~p �logZ � 12�2CV� = 0 (3.37)Il est important de noter que la solution de cette �equation est celle qui maxi-mise la fonction de vraisemblance :L(~y k ~p) = Zexp��12�2CV� (3.38)Nous pouvons conclure de cette analyse que la d�etermination des pa-ram�etres d'entr�ee se fait de fa�con d�ecoupl�ee de la construction du �ltre deWiener (dont la forme est (( covariante )) dans un changement des param�etresd'entr�ee ~p). Ce point sera particuli�erement important dans l'estimation de lamatrice de Fisher des param�etres cosmologiques �a partir des donn�ees �ltr�ees(voir chapitre suivant).
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Mon. Not. R. Astron. Soc. 000, 000{000 (0000) Printed 30 September 1998 (MN LATEX style �le v1.4)Multi-frequency Wiener �ltering of CMB data withpolarisationF. R. Bouchet1, S. Prunet1;2, and Shiv K. Sethi11, Institut d'Astrophysique de Paris, CNRS, 98bis Boulevard Arago F{75014 Paris France2 Institut d'Astrophysique Spatiale, Bât. 121, 91405 ORSAY, France30 September 1998 ABSTRACTOne goal of CMB data analysis is to combine data at di�erent frequencies, angularresolutions, and noise levels in order to best extract the component with a Plankianspectral behaviour. A multi-frequency Wiener �ltering method has been proposed inthis context by Bouchet, Gispert and Puget (1995) and in parallel by Tegmark andEfstathiou (1996). As shown in Bouchet and Gispert (1998a), this linear method is alsoconvenient to estimate a priori, given a sky model and an experimental description,the residual errors on the CMB power spectrum assuming the foregrounds have beenremoved with this method. In this paper, we extend the method to the case whenadditional polarisation data is available. In particular, we derive the errors on thepower spectra involving polarisation and show numerical results for the speci�cationsof the future CMB space missions MAP and Planck ? when it is assumed that theGalactic synchrotron and dust emission are respectively about 40% and 10 % polarised.We consider two underlying models for our study: we take a standard CDM modelwith � = 0:1 for the extraction of E-mode polarisation and ET cross-correlation ; forB-mode polarisation we consider a tilted CDM model with ns = 0:9, nT = �0:1 andT=S = 0:7. We �nd that: (1) The resulting fractional errors on E mode polarisationand TE cross-correlation power spectra are <� 10{30% for 50 <� ` <� 1000 for Planck.The fractional errors are between 50% to 150% for ` � 50, (2) The correspondingfractional errors for MAP are � 300% for most of the ` range, (3) the Wiener �lteringgive extraction errors � 2 times the expected performance for the combined sensitivityof all the channels of Planck . For MAP, the corresponding degradation is ' 4. (4)if, instead of individual modes, one considers band-power estimates with a logarithmicinterval �`=` = 0:2 then the fractional error for MAP drops to <� 100% at the Dopplerpeak around ` ' 300 for the ET signal, and (5) The fractional error for B-modepolarisation detection is <� 100% with Planck for ` � 100. A band-power estimatewith �`=` = 0:2 reduces the fractional errors to <� 25% for 20 � ` � 100.1 INTRODUCTIONEver since the detection of CMB temperature anisotropiesby the DMR experiment aboard the COBE satellite at an-gular scales � 7� (Smoot et al. 1992, Bennett et al. 1996),there has been a surge of activity on both theoretical andexperimental front. Several detections at smaller angularscales have been reported (for a recent compendium, seeLineweaver and Barbosa 1998). There is great interest inthe upcoming satellite projects MAP and Planck. Theseall-sky experiments, it is hoped, will determine the angu-lar power spectrum of CMB temperature 
uctuations at allscales greater than a few arc minutes. Various theoreticalanalyses have shown under fairly general assumptions thatthis could determine cosmological parameters, 
, 
B , h, etc,with unprecedented precision (Jungman et al. 1996, Zal-darriaga et al. 1997, Bond et al. 1997). In addition, there isgrowing optimism that these satellite projects might detect

the very small expected signal from the polarised componentof the CMB. The information from CMB polarisation couldthen be combined with temperature signal 1) to check theself-consistency of the predictions of the underlying theoreti-cal model, 2) to further break the degeneracy between somecosmological parameters and 3) to help in unambiguouslydetecting a tensor-induced component of CMB 
uctuations(Seljak & Zaldarriaga 1997, Seljak 1997, Kamionkowski &Kosowski 1997).A major hurdle in extracting the primary CMB signalfrom data, apart from noise, is the presence of poorly knownGalactic and extra-galactic foregrounds. However, as theforegrounds di�er from the CMB emission in both frequencydependence and spatial distribution, one can reduce theirlevel by proper combination of the multi-frequency data ofa CMB experiment. Bouchet et al. (1995) and Tegmark &Efstathiou (1996) proposed a particular linear scheme, basedc
 0000 RAS
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2 Bouchet et al.on the traditional Wiener �ltering method to take full ad-vantage of this fact. The performance of the method hasbeen assessed through detailed numerical simulations per-formed in the context of the Planck preparation (Gispert& Bouchet 1996, Bouchet & Gispert 1998b). It was shownthat the residual contamination after cleaning the map ismuch smaller than the CMB primary signal, and thereforethe foregrounds may not be a major obstacle in the extrac-tion of CMB temperature angular power spectrum.The CMB polarisation signal is expected to be one totwo order of magnitudes below the temperature signal. Andit is likely to be comparable to the achievable experimen-tal noise in the current experiments. The presence of fore-grounds should, of course, make this detection even moredi�cult. In our Galaxy, the synchrotron emission is highlypolarised and would constitute a major foreground for mea-surements made in the Rayleigh-Jeans part of the CMBspectrum (e.g. MAP and Low-Frequency Instrument -LFI-of Planck). The Galactic dust emission is also observed tobe polarised and it is the dominant foreground in the Wienpart of the CMB spectrum (case of High-Frequency Instru-ment -HFI- of Planck). Prunet et al. (1998) modelled andestimated the level of dust polarised emission at high Galac-tic latitudes, and compared it to the polarised componentof the CMB signal. They showed that the scalar-inducedpolarisation (E-mode) power spectrum and temperature-polarisation cross-correlation are likely to be much largerthan the dust polarised emission at high Galactic latitudes.However, the tensor-induced (B-mode) signal is at best com-parable to the foreground contamination level. The extrac-tion of such a signal in the presence of comparable instru-mental noise, even with small foregrounds, is trickier thanthe corresponding temperature case, where the signal ismuch bigger than the instrumental noise.In this paper, we extend the multi-frequency Wiener �l-tering method to include the polarisation and temperature-polarisation cross-correlation. The goal of this exercise is toquantify errors in estimating various power spectra whenGalactic polarised foregrounds are present. We describe themethod in detail in next section. In x 3, we give a descriptionof the polarised foregrounds emission which is used in x 4to give the resultant errors on the power spectra estimatesin the case of MAP and Planck. We summarize our resultsand discuss their limitations and applicability in x 5.2 MULTI-FREQUENCY WIENER FILTERINGON CMB DATAWe present here an extension of the multi-frequency Wiener�ltering technique applied earlier on CMB temperature data(Bouchet et al. 1995, Tegmark & Efstathiou 1996, Bouchet& Gispert 1998a, hereafter BG98). The goal of this extensionis to see the e�ect of including polarisation data.Let us denote the observed data at di�erent frequenciesas, yi� , where � indicates the frequency of the instrumentalchannel, and i the nature of the observed �eld (tempera-ture or E-mode polarisation. The B mode polarisation hasa vanishing cross-correlation with both T and E and there-fore can be treated separately). The E and B modes arethe 'divergence' and 'curl' part of the polarisation tensorand are linear combinations of the usual Stoke's parameters

Q and U . The advantage of using these variables is thatthe B mode polarisation vanishes for scalar-induced pertur-bations (for details see Seljak 1997). The data points yi� ,for a given i, take contributions from various Galactic andextra-galactic sources, apart from the primary CMB signaland instrumental noise. Throughout this paper, we adoptthe convention of Tegmark and Efstathiou (1996) and takeyi� to mean the 'observed' temperature 
uctuation, i.e., themonopole part is �rst subtracted from the observed surfacebrightness, which is then divided by @B0=@T0, B0 being thesurface brightness of CMB at T = T0. Let us call xjp thecontribution of the �eld j due to process p, this is the quan-tity we want to recover from the observational data yi� . Weassume there is a linear relation between them:yi� = Aij�p � xjp + bi� ; (1)where Aij�p is the instrument response kernel, and bi� is thedetector noise level per pixel for the full mission time (allrepeated indices are summed over). As discussed in BG98,it is easier to deal with the spherical harmonics transform ofEq. (1), as this non-local equation in pixel space transformsinto a algebraic linear equation in multipole space. Fromnow on, all spatially dependent variables are then expressedin multipole space. Eq. (1) translates into:yi�(l;m) = Aij�p(l;m)xjp(l;m) + bi�(l;m) (2)The problem now is to construct an optimal estimator x̂jp.We chose this estimator to be linear in the observed data:x̂ip =W ijp�yj� : (3)The reconstruction error for a given �eld and process ("ip)2 �j(x̂ip � xip)2j can be written as:�"ip�2 = �W ijp�Ajk�p0 � �pp0�ik� �W ilp�0Alm�0p00 � �pp00�im� hxkp0xmp00i+W iap�W ibp�0hba�bb�0i; (4)W ijp� is chosen so as to make the the variance of the recon-struction error minimal. The derivatives of the error withrespect to the �lters coe�cients W icp� should then be zero.This condition can be expressed as:���jc���Ajk�p0� �W ilp�0Alm�0p00 � �pp00�im�+ ����0�lcAlm�0p00� �W ijp�Ajk�p0 � �pp0�ik�� hxkp0xmp00i+ �����caW ibp�0 + ���0�cbW iap�� hba�bb�0 i = 0: (5)Rearranging terms we get the �nal equation on the �lters:Ack�p0W ilp�0Alm�0p00hxkp0xmp00i+W ibp�0 hbc�bb�0 i = Ack�p0hxkp0xipi: (6)2.1 Implementation of foregrounds removalEq. (6) is valid for the general case in which various pro-cesses, �elds, and corresponding instrumental noises couldbe correlated. We consider here only uncorrelated processesand uncorrelated noises between di�erent �elds and chan-nels. We allow for the correlation between the two �elds Tand E. These conditions can be expressed as:hx1p0x1p00i = �p0p00CTp0 =�Tp0p00hx1p0x2p00i = �p0p00CTEp0 =�TEp0p00hx2p0x2p00i = �p0p00CEp0 =�Ep0p00 (7)c
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Multi-frequency Wiener �ltering of CMB data with polarisation 3hb1�0b1�i = ��0�BT�0 = NT�0�hb2�0b2�i = ��0�BE�0 = NE�0�hb1�0b2�i = 0 (8)With these conditions, Eq. (6) can be written as a systemof four matrix equations:W11 �A11�T tr(A11) +NT �+ W12A22�TEtr(A11) =�T tr(A11) (9)W12 �A22�Etr(A22) +NE�+ W11A11�TEtr(A22) =�TEtr(A22) (10)W21 �A11�T tr(A11) +NT �+ W22A22�TEtr(A11) =�TEtr(A11) (11)W22 �A22�Etr(A22) +NE�+ W21A11�TEtr(A22) =�Etr(A22) (12)These equations can be solved by substitution. One canreadily verify that the equation forW11 reduces to the formearlier derived by Bouchet et al. (1995) and Tegmark & Efs-tathiou (1996) when the cross-correlation between the �eldsis switched o�.Bouchet et al. (1996) de�ned a quantity they termed'quality factor' to quantify the merit of extraction of thesignal corresponding to a given process. A straightforwardgeneralization of this quality factor, valid for multiple �elds,can be written as:Qijpp0 = hx̂ipx̂jp0ihxipxjp0i =W ikp�Akl�p00hxlp00xjp0i (13)where we have used Eq. (6) to write the second equality.Since this is is just the ratio of the spectra of the minimum-variance estimated map to the spectra of the real one, it canbe viewed as the e�ective window function of the experi-ment.Eq. 13 can be expanded to yield:Q11 = ��T ��1 ( W11A11�T+ W12A22�TE� (14)Q22 = ��E��1 ( W21A11�TE+ W22A22�E� (15)Q12 = ��TE��1 ( W11A11�TE+ W12A22�E� (16)Q21 = Q12 (17)Q11 and Q22 can readily be interpreted as the quality ofthe reconstruction of temperature and polarisation maps, re-spectively. As expected in the presence of cross-correlations,the quality factor of either �eld is better than in the casewithout cross-correlations. Although the reconstruction oftemperature maps is only slightly changed by the cross-correlation term (the term proportional toW12 in Eq. (14)),the quality of the polarisation reconstruction gets a bigboost from the presence of temperature-polarisation cross-correlation and almost half the contribution to Q22 comesfrom theW21 term in Eq. (15). However the meaning of theterm Q21 (and Q12) is not apparent. Much of the contribu-tion to Q12 comes from the term with W11, and thereforeit is very close to the quality factor for the extraction oftemperature and is nearly independent of the polarisationnoise. It is not surprising as it merely tells us that to opti-mally reconstruct the cross-correlation one needs to throwout the noisy data, i.e. the polarisation information!

However, the quantity of interest is the error in theextraction of the power spectrum of cross-correlation whichshould not be confused with Q12. To get a real idea of theerror bars of the di�erent spectra, we must de�ne estimatorsof those power spectra from the �ltered data, and computetheir covariances. As we shall see, whileQ11 andQ22 directlygive the covariance of the E and T power spectra, a morecomplicated expression is needed for the covariance of theET power spectrum.2.2 Unbiased estimators of power spectraEq. (3) is the data obtained after performing Wiener �lteringon the multi-frequency maps. Our aim in this section is touse this data to write an unbiased estimator of the powerspectra, which is de�ned such that hĈijp i = hxipxjpi. FromEqs. (1) and (3), the power spectrum of x̂ip can be writtenas:hx̂ipx̂jpi =W ilp�W jmp�0 �Aln�p0Amq�0p00hxnpxqpi+ hbl�bm�0i� ; (18)which can be expressed as:hx̂1px̂1pi = (Z11p CTp + b11p ) = Q11p CTphx̂2px̂2pi = (Z22p CEp + b22p ) = Q22p CEphx̂1px̂2pi = (Z12p CTEp + b12p ) = Q12p CTEp : (19)The meaning of the �rst equality in Eqs. (19) can be easilyunderstood: the Wiener-�ltered power spectrum for a givenprocess can be expressed in terms of the true underlyingpower spectrum smeared by foregrounds (Zijp terms) plusthe noise. However, unlike the case with no foregrounds,The 'noise' terms bijp have contribution not only from theinstrumental noise but also from residual foregrounds fromother processes and �elds. The second equality comes fromEq. (13). These equations can then be used to write unbiasedestimators of the power spectra:ĈTp = 1Z11p  12`+ 1Xm kx̂1p(m)x̂1p(m)k � b11p ! (20)ĈEp = 1Z22p  12`+ 1Xm kx̂2p(m)x̂2p(m)k � b22p ! (21)ĈTEp = 1Z12p  12`+ 1Xm kx̂1p(m)x̂2p(m)k � b12p ! (22)From the unbiased estimators, one can readily compute thecovariances of the various power spectra:Cov(ĈTp ) = 22`+ 1 �CTp Q11p =Z11p �2 (23)Cov(ĈEp ) = 22`+ 1 �CEp Q22p =Z22p �2 (24)Cov(ĈTEp ) = 12`+ 1 �(Q12p )2(CTEp )2 +Q11p Q22p CTp CEp �(Z12p )2 (25)Given the instrumental noise and the expected level of fore-grounds, Eqs. (23), (24), and (25) can be used to estimatethe precision with which the power spectra of various quan-tities can be determined. In the next section, we use thespeci�cations of future experiments MAP and Planck toestimate the fractional errors on the power spectra. In calcu-lating the covariances, we have assumed all the processes|c
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4 Bouchet et al.CMB and foregrounds|to be Gaussian. If a fraction of sky,fsky, is covered then the corresponding expressions for thecovariances can be obtained by dividing the equations (23),(24), and (25) by fsky. Throughout this paper we assumecomplete sky coverage, ie. fsky = 1.3 POLARISED FOREGROUNDSThe most dominant Galactic polarised foregrounds are ex-pected to be the polarised components of synchrotron anddust. In addition, it is possible that the free-free emissionis also polarised at 10% level, which could be a further de-terrent to extracting the CMB polarisation. We neglect thepossibility of polarised free-free emission in this paper (formore details see Keating et al. 1997).The galactic synchrotron radiation originates from theinteraction of cosmic ray particles with the galactic magnetic�eld and is known to dominate the galactic radio emissionfor frequencies � 10GHz. In theory, this radiation can be' 70% polarised, for the observed energy spectrum of thecosmic ray particles (Rybicki & Lightman 1979). However,because of the cancellation due to incoherent addition of po-larised component along any line of sight, Faraday depolar-isation, and non-uniform magnetic �elds, the true polarisedpercentage is observed to be ' 40% with a dependence ongalactic latitude (Burn 1966; Spoestra 1984). The galacticemission in FIR and millimeter wavelengths is dominatedby dust emission. The dust particles align themselves withthe interstellar magnetic, and because the dust particles arenot spherical the resulting FIR and millimeter emission ispolarised (Hildebrand & Dragovan 1995).Polarised dust : The Galactic dust is seen to be polarisedat a small level (<� 10%). This is likely to be the major fore-ground at frequencies at which the Planck HFI will op-erate. Though there exist no observations of polarised dustat high Galactic latitudes, it is possible to model this emis-sion using observations at smaller Galactic latitudes. Prunetet al. (1998) modelled this distribution and computed thepower spectra of polarisation and temperature-polarisationcross-correlation. They showed that the relevant power spec-tra can be �tted as:CdustE (`) = 8:9� 10�4 `�1:3 (�K)2 (26)CdustB (`) = 1:0� 10�3 `�1:4 (�K)2 (27)CdustET (`) = 1:7� 10�2 `�1:95 (�K)2: (28)These power spectra are normalized at 100GHz. They cor-respond to Galactic latitudes between 30� and 45� and aretaken here as representative of the all sky average (for moredetails on this and other related issues, see Prunet et al.1998). The dust emissivity is assumed to be proportional to�2 with a temperature of 17:5K (Boulanger et al. 1996). Forcomparison, we recall that the temperature power spectrumat 100GHz can be �tted by (BG98):CdustT (`) = 176 `�3 (�K)2 (29)Polarised Synchrotron emission: This foreground willgreatly undermine the performance of MAP and PlanckLFI in the detection of CMB polarisation. The existingmaps of polarised component of Galactic synchrotron showsthis emission to be polarised at a level between 20 to 60%,

depending on the Galactic latitude, at radio frequencies� 1:4GHz (Spoestra 1984). These can be extrapolated tomillimeter wavelengths using the frequency dependence ofsynchrotron emission (Lubin & Smoot 1981). However, sucha procedure is fraught with uncertainties: (1) The syn-chrotron spectrum is not well known up to millimeter fre-quencies (for recent attempts to measure the spectrum upto 10GHz see Platania et al. 1997), (2) At low frequen-cies (� 1:4GHz) the polarised emission is not optically thinbecause of Faraday depolarisation. This means that the ob-served emission su�ers from substantial depolarisation (andalso the spatial distribution is a�ected because of the rota-tion of the polarisation axis). The Faraday depolarisationis proportional to ��2 and becomes negligible at millimeterwavelengths. Therefore, the degree of polarisation at thesefrequencies is expected to be higher; in addition it will havea di�erent spatial distribution. So the existing data needsto be corrected for these e�ects when an extrapolation tohigher frequency is performed. It is not easy to do so withthe present data. For the lack of data, we assume the syn-chrotron emission to be polarised at 44% level with the samespatial distribution (`-dependence) as the unpolarised emis-sion. We assume both E and B mode power spectra to cor-respond to this level of polarisation. It is probably justi�edbecause the modelling of dust polarised emission also showscomparable emission for these mode. Furthermore, we as-sume perfect cross-correlation between E-mode polarisationand temperature. This is likely to be the case because boththe polarised and unpolarised emission depend on the squareof the magnetic �eld (its component in the plane of the sky)and the emission at high Galactic latitudes is mostly domi-nated by one structure. We obtain:CsynE (`) = 0:2� CsynT (`) (30)CsynB (`) = 0:2� CsynT (`) (31)CsynET (`) = 0:44 � CsynT (`) (32)whereCsynT (`) = 4:5 `�3 (�K)2 (33)at 100GHz (BG98). One of the aims of taking highlevel of synchrotron polarised emission and perfect cross-correlations is to consider the 'worst possible' case for theperformance of MAP and LFI. This case should be con-trasted with the CMB case in which the cross-correlationis ' 1=3 of the perfect cross-correlation. And therefore theassumed perfect cross-correlation in any foreground meansthat the total signal is biased in favour of the foreground andwould make the extraction of CMB cross-correlation moredi�cult. However, an important goal is also to ask how wellcan these foregrounds be extracted using the same experi-ment that attempts to measure the CMB polarisation. Weaddress this question in a later section. As mentioned above,the free-free emission can also be polarised at a small levelbut for the assumed level of synchrotron emission it will besub-dominant to it at all frequencies.In Fig. 1, we compare the expected CMB E and ET sig-nal with the assumed level of foregrounds. The CMB signaldominates the foregrounds for frequency channels between44GHz and 217GHz. The lower frequency channels of MAP(22 and 30GHz) and LFI (30GHz) and the higher frequencyc
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Multi-frequency Wiener �ltering of CMB data with polarisation 5channels of HFI (545GHz) will be dominated by polarisedsynchrotron and dust, respectively; these channels will helpin an accurate determination of these foregrounds.Recently, it was argued by Draine and Lazarian (1998)that a part of galactic foreground between 10 and 100GHzcould be contributed by non-thermal emission from rotatingdust grains. If this emission is polarized at the same level aswe assume in this paper (Eq. 28) then it could add to thepolarised galactic emission. However, this emission is sub-dominant to the polarised synchrotron emission we assumein this paper. And therefore we neglect the e�ect of spinningdust particles in our discussion in this paper.Apart from the polarised foreground and in addition tothe Galactic unpolarised foregrounds|dust, free-free, andsynchrotron| we include several other extragalactic un-polarised foregrounds in our study: The thermal Sunayev-Zeldovitch e�ect from clusters of galaxies, the infra-red pointsources, and the radio point sources (for details see Bouchet& Gispert 1998a). We do not consider any extragalactic po-larised foregrounds.4 EXTRACTION OF POLARISED SIGNALQuality factors: As mentioned in the last section, a relevantquantity for determining the merit of signal extraction isthe 'quality factor' (Eq. (13)). The quality factors for tem-perature and E-mode polarisation are shown in Figs. (2)and (3) for various processes. It should be noted that inthese �gures we only show the quality factor for unpolarisedsynchrotron and dust though we include several other unpo-larised Galactic and extragalactic foregrounds in our anal-ysis (see x3). Throughout this and the next subsection, wetake the underlying models for calculating various powerspectra to be a variant of sCDM model with ns = 1, the ra-tio of scalar to tensor quadruple T=S = 0 (no tensor signal),and the optical depth the last scattering surface � = 0:1.Finite optical depth to the last scattering surface enhancesthe polarisation signal for ` <� 10, a part of the spectrumwhich is of great interest for breaking degeneracies betweenvarious cosmological parameters (for details see Zaldarriaga,Spergel, & Seljak 1997). Throughout this paper, we use theCMB Boltzmann code CMBFAST to generate CMB 
uctu-ations (Seljak & Zaldarriaga 1996).As expected, the temperature signal can be extractedfar more cleanly than the polarised signal. The quality fac-tor for the extraction of CMB drops exponentially as the` approaches the e�ective beam width of the respective ex-periment. Another noticeable feature in temperature qualityfactors for various experiments is that the spatial distribu-tion of Galactic dust emission can be discerned almost aswell as the CMB signal using Planck HFI. This is largelyowing to the presence of polarised channel at 545GHz. Thesignal at these channels will be dominated by Galactic dustemission; and they have su�ciently low noise levels and highenough angular resolution to allow a good determination ofthe power spectra of the dust emission up to ` ' 1000. Thisshould be contrasted with the extraction of unpolarised syn-chrotron emission, which is one of the dominant contaminantfor � � 90GHz. Unfortunately neither MAP nor LFI can ex-tract this signal well. It is because (a) it does not dominatethe signal at any frequency of either MAP or LFI (b) the

signal is the strongest is the lowest resolution channels, and(c) the unpolarised synchrotron and Galactic free-free emis-sion have very similar spatial distribution (assumed to bethe same in this paper) and nearly the same frequency de-pendence, which makes it di�cult to extract either of them.The oscillating nature of quality factors for CMB polar-isation attests to the fact that the signal is barely above thenoise level. Another important thing to notice in the �guresis the quality of extraction of processes like the polarisedcomponent of dust and synchrotron. For HFI, the polariseddust can be extracted better than the CMB for much ofthe `-range. As in the temperature case, it is possible be-cause of the presence of a polarised channel at 545GHz.Equivalently, the lowest frequency channels of MAP andLFI serve as templates for polarised synchrotron. It shouldbe noted that the synchrotron polarised component can beextracted much better than its unpolarised counterpart, be-cause, whereas the former dominates all other signals at thelowest frequency channels of MAP and LFI, the latter, asdiscussed above, doesn't dominate the total signal at anyfrequency, at least in our modeling.We shall see below how the information on quality fac-tor translates into errors on power spectra for various pro-cesses.4.1 Errors on power spectraWe use Eqs. (23), (24), and (25) to estimate the fractionalerrors in the extraction of the CMB E-mode and TE cross-correlation power spectra. The results are shown in Figs.(4),(5), and (6) for the speci�cation of various experiments. Forcomparison, we also plot the expected errors using the bestchannel (90GHz channel for MAP, 100GHz channel for LFI,and 143GHz channel for HFI and full Planck) and thecombined sensitivity of all the channels of each experiment(Bond et al. 1997).For temperature signal, all the experiments give similarresults for ` � 300. It is expected as the signal of temper-ature 
uctuation is so much above the noise level for allthe experiments in this `-range that additional sensitivitydoes not lead to additional precision in power spectrum es-timation. The only source of error in this `-range is cosmicvariance which is obviously independent of the experiment.This information could also be gleaned from the quality fac-tor plots. For ` � 300, the extraction of temperature signaldepends on the relative beam widths of relevant channelsof various experiments. As expected, HFI performs best be-cause it will have channels with 50 resolution; it is followedin performance, in that order, by LFI and MAP. It shouldbe noted that the results using Wiener �ltering generallylie between the performances of best channel and combinedsensitivity.Unlike the temperature 
uctuations, the extraction ofpolarisation and temperature-polarisation cross-correlationdepends sensitively on the pixel noise, as is evident fromcomparison between fractional errors on these quantities forvarious experiments. (The sharp spikes in ET plots is nota property of the extraction error but merely indicate thatthe signal vanishes at these values of ` in the underlyingtheoretical model.) The performances of LFI and HFI aresimilar for ` <� 600 largely because of comparable polarisedsensitivity of the 100GHz LFI and 143GHz HFI channels.c
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6 Bouchet et al.For larger `, HFI performs better because of its higher angu-lar resolution. Both these experiments should extract boththe E-mode power spectrum and ET cross-correlation to20{30% precision, i.e. signal-to-noise, (C`=pCov(C`)), of4{5, for 50 <� ` <� 1000. The signal-to-noise is much smallerat larger scales, apart from cosmic variance, because theCMB signal becomes comparable to both foregrounds andpixel noise. A comparison with the results from the com-bined sensitivity of all channel shows that the presence offoregrounds degrade the signal extraction by a factor � 2for much of the ` range.From the �gures, it is clear that MAP is hamperednot only by foregrounds but also by its sensitivity. If theforegrounds were neglected the combined sensitivity of allits channels might enable a marginal detection of this sig-nal. However, our analysis shows that the presence of fore-grounds will degrade this detection by a factor ' 4, and theresultant fractional errors on E and ET cross-correlationpower spectra will be � 300% in most of `-range except` � 10. And therefore it seems unlikely that MAP couldgive a positive detection of either E and ET signal for indi-vidual modes.Band-Power estimates : A way to reduce the 'noise' fur-ther is by considering band-power estimates around a given` (see Bond 1996 for relevant de�nitions). Band power takenover a logarithmic interval of �`=` results in the reduction oferrors by a factor of p�` around any `. In Figs (7) and (8),expected 1� measurements are plotted for various experi-ments, with band powers taken over a logarithmic intervalof 20%, i.e. �`=` = 0:2 for Planck HFI and LFI. As isclearly seen in the pictorial representation of these �gures,LFI and HFI should make a fairly accurate detection of Eand TE power spectra for ` <� 750. For MAP these estimatesshow that the errors for ET signal drop to <� 100% near theDoppler peak at ` ' 300.It should be borne in mind that in the absence of anydata on the power spectrum of polarised synchrotron wetook the synchrotron power spectrum to have the sameshape as the temperature power spectrum with 44% polari-sation and a perfect cross correlation between E and T . Byreducing the level of synchrotron foreground and the ETcross-correlation it should be possible to get lower errors.On the other hand, a higher level of polarised synchrotronshould allow a better extraction of synchrotron itself, whichmight be subtracted using methods other than Wiener �lter-ing. Therefore, there is trade-o� between a small and largeassumed level of foregrounds: a sub-dominant foregroundwill give smaller formal errors on the extraction of CMB po-larisation but these foregrounds themselves will be elusive,thereby making it harder to quantify the errors; on the otherhand, a larger foreground can be detected and probably sub-tracted more e�ciently using, for instance, its non-Gaussiannature. These considerations makes it worthwhile to quan-tify the errors on foreground extraction.4.2 Extraction of polarised foregroundsOne of the important goals of future multi-frequency experi-ments is to detect and subtract the foregrounds which hinderthe determination of CMB signal. At present one has to ex-trapolate spectral information on various foregrounds fromradio and FIR wavelengths to millimeter and sub-millimeter

wavelengths at which the CMB experiments operate. A sim-ilar extrapolation is required on the spatial distribution offoregrounds. For instance, the synchrotron spectrum is de-termined only for � <� 10GHz (Platania et al. 1997) whilethe spatial information is known for angular scales � 0:5�from the existing all-sky maps (Haslam et al. 1981). Whiledust maps are available with an angular resolution of 50 oneneeds to extrapolate the dust spectrum from 60 �m to mil-limeter wavelengths for a comparison with the CMB signal(Neugebauer et al. 1984). It has been pointed out that suchan extrapolation, though useful, might result in large errorsin a high-sensitivity CMB experiment (Brandt et al. 1994).Therefore, it is of paramount importance to determine thespectrum and spatial distribution of the foregrounds fromthe same experiment which attempts to measure the CMBanisotropies.As already pointed out in the discussion on quality fac-tors, polarised foregrounds from dust and synchrotron havea very good chance of being extracted as well as the CMBsignal from future experiments. The basic requirement forextracting a process well is that it dominates the total signalat least one frequency of the experiment. Both the future ex-periments MAP and Planck will have frequency channelswhich ful�ll this condition|MAP's two lowest frequencychannels, centered at 22 and 30GHz, and LFI's 30GHzchannel are likely to be dominated by polarised synchrotron;the 545GHz channel of Planck will act as a template forpolarised dust. In Figs. (9) and (10) we plot the fractionalerror on the power spectra of various Galactic polarisedforegrounds. The polarised component of dust can be ex-tracted even better than the CMB using HFI because ofits 545GHz channel. Similarly, the presence of the lowestfrequency channel on MAP and LFI should enable one toextract the synchrotron signal for ` � 100. It should be no-ticed that for all the experiments the fractional errors on ETcross-correlation are larger than the E power spectrum. Itis because the ET cross-correlation of foregrounds is mixedwith a relatively large CMB ET cross-correlation signal andtherefore does not dominate the total signal as the E-modeforeground polarisation. Another noticeable feature of the�gures is that MAP performs as well or even better than LFIand Planck in extracting the polarised component of syn-chrotron. It is because MAP has the lowest frequency chan-nel at 22GHz. Therefore, despite lower sensitivity, MAP hasbetter frequency coverage at frequencies which are domi-nated by polarised synchrotron signal.It should be pointed out that the precision of extractionof a given process depends crucially on the other competingprocesses. For instance, the unpolarised component of syn-chrotron cannot be extracted as well the unpolarised com-ponent not only because the unpolarised component neverdominates the total signal at any frequency but also becauseit is very di�cult to extract it from a comparable level of thefree-free signal. Therefore, the quality of extraction of syn-chrotron polarisation shall depend quite sensitively on thepresence of other sources of polarised foreground like po-larised free-free emission or the extragalactic radio sourceswhich are seen to be polarised at <� 20% level (Saikia &Salter 1988). The dust polarised signal, however, is unlikelyto be a�ected as there are no known sources of polarisedforegrounds in the high frequency range covered by HFI,c
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Multi-frequency Wiener �ltering of CMB data with polarisation 7except infra-red point sources which might be polarised butwill a�ect the signal only for ` � 1000 (To�olati et al. 1997).4.3 Detection of B-mode polarisationAn unambiguous way to infer the presence of gravitationalwaves in the early universe is through the detection of B-mode polarisation (Seljak 1997, Kamionkowski & Kosowsky1997, Seljak & Zaldarriaga 1997). (Gravitational lensing cangenerate a B-mode signal from a purely E-mode primary in-put . However, this signal is weak and peaks around ` ' 1000(Zaldarriaga & Seljak 1998, Bernardeau 1998). We neglect itin this paper.) This signal is much smaller than the E-modepolarisation and is negligible for ` >� 100, but it is poten-tially detectable because of the high sensitivity of Planck.We plot the fractional errors on this quantity in Fig. (11) forthe speci�cations of Planck. The base model is tilted CDMwith the scalar index ns = 0:9, the tensor index nt = �0:1,and ratio of tensor to scalar quadrapole T=S = 0:7. Thissignal is barely above the noise level and is comparable tothe foreground contamination (Prunet et al. 1998). How-ever, Fig. (11) suggests that it might be possible to get amarginal detection with Planck at low `.A noteworthy feature of the B-mode detection is thatthe Wiener �ltering result is quite comparable to the perfor-mance of the combined sensitivity of all the channels. Thisis largely because the B-mode signal does not correlate withany other signal and is therefore free of errors coming fromcross-correlations with foregrounds of other �elds (T andE).Our results suggest that we expect the answer to lie betweenthe case of best channel and the combined sensitivity of allthe channels. With band-power estimates with a 20% loga-rithmic band, the errors drop to � 25% for 20 � ` ' 100.These are shown in Fig. (12).Also, as seen in Fig. (11), the B-mode dust polarisationcan be extracted with much better precision than the CMBsignal. It is because though the CMB B-mode signal is morethan an order of magnitude below the E-mode signal, wetook them to be comparable for foregrounds. This wouldmean that the B-mode foregrounds will dominate the signalat most of the frequencies of the future experiments, andtherefore can be extracted better than the CMB signal. Thesynchrotron B-mode signal, however, is seen to be muchharder to extract.5 CONCLUSION AND DISCUSSIONWe devised a multi-frequency Wiener �ltering method toconsider the e�ect of Galactic polarised foregrounds onthe detection of CMB E-mode polarisation and ET cross-correlation using future CMB missions. Our results can besummarized as:(i) The foregrounds can be subtracted well enough forthe LFI and HFI aboard Planck to detect the E and ETsignal with signal-to-noise ' 2{10 for most of the `-range in50 � ` <� 1000.(ii) The foregrounds are likely to greatly undermine theperformance of MAP. It seems unlikely that MAP could de-tect either E or ET signal for individual modes. However,

by taking band-power estimates with a 20% logarithmic in-terval, noise levels reduce su�ciently to allow a marginaldetection of the ET signal near ` ' 300.(iii) The power spectra of E-mode polarised dust can beextracted for ` <� 1000 range using Planck HFI with signal-to-noise between 1 and 10. The ET cross-correlation of thiscontaminant can be detected with signal-to-noise � 2 for100 � ` � 1000. The E-mode power spectrum of polarisedsynchrotron, on the other hand, can only be determined byeither MAP and Planck LFI for ` � 100. This suggeststhat both MAP and Planck have a fairly good chance ofdetermining the polarised foregrounds which are expected tohamper their performances in the detection of the CMB po-larisation, at least for a small range of `.(iv) The B-mode polarisation, which unambiguously es-tablishes the presence of stochastic gravitational waves fromthe in
ationary era, can be detected with signal-to-noise ' 1by Planck for ` <� 100. However, band-power estimateswith a 20% logarithmic band will enable its detection withsignal-to-noise ' 2{4 for 20 � ` � 100.Another possible way to detect very small signals (Eand ET signal with MAP and B signal with Planck) is toimage a small fraction of the sky at high Galactic latitudesfor longer periods. It is expected that Planck will imagearound 1% of the sky at high Galactic latitudes for periods5{6 times the all sky average. One advantage of this ap-proach is that foreground level at high Galactic latitudes ismuch smaller than the all sky average (e.g. dust emission issmaller by nearly a factor of 10 at Galactic latitudes north of70� as compared to the all sky average we use in this paper).However, this will increase the covariance of power spectraby a factor of pfsky. In light of our results one could askwhether it is preferable to deep-image a part of the sky withsmall foregrounds or one should decrease the covariance bycovering a larger fraction of the sky, albeit with higher fore-ground levels. It is seen from Figs 5 and 6 that the expectederrors on the power spectra of ET and E are, for ` ' 100, afactor of 6 more than the best performance of MAP withoutforegrounds. It might be possible in this case to gain at leasta factor of 2 (in addition to sensitivity gained by decreasein pixel noise from longer integration time) by imaging 10%of the sky at higher Galactic latitudes where the foregroundlevel is expected to be much smaller. However, this is not thecase for the detection of B-mode polarisation by Planck.As seen in Fig 11, Wiener �ltering extracts the signal almostas well as one could get using the combined sensitivity of allthe channels. This means that if 1% of the sky is integratedfor a period ' 5 times more than the all sky average, thefractional error will only increase by a factor of ' 4 becausea decrease in foreground level will not a�ect the fractionalerrors.In going from Eqs. (22) to Eqs. (23), (24), and (25), weassumed the foregrounds to be Gaussian, i.e., the 4-pointcorrelation function was assumed to be expressible as a com-bination of 2-point functions only. This assumption is erro-neous for the foregrounds. The irreducible 4-point functionfrom foregrounds can add to the covariances thereby enhanc-ing the errors. We cannot quantify this increase within theframework of this work. However, as pointed out above someof the frequency channels in the future experiments will bedominated by foregrounds. A direct analysis of these mapsc
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8 Bouchet et al.is likely to reveal the non-Gaussian nature of foregrounds,which could then be used to quantify errors on CMB extrac-tion.Dependence on input model : The results presented inthe paper obviously depend on the choice of model chosenfor generating the CMB 
uctuations. We used a variant ofCDM model with reionization for the E and ET extractions.Reionization suppresses anisotropies at small angular scalesby exp(�2�), which is not a major e�ect for � = 0:1 thatwe choose. The most important e�ect of reionization is togenerate new polarisation anisotropies at ` ' 2{30 depend-ing on the optical depth. In the absence of reionization, thesignal will be smaller by more than an order of magnitudefor ` <� 15. Therefore, the validity of our results will be verysensitive to the underlying model for ` � 15.The detection of polarisation anisotropies at smallerscales should not depend so much on the choice of model, be-cause most variants of sCDM models give comparable levelof these anisotropies for ` � 20. It should be true unless theoptical depth to the large scattering surface is large (� ' 1)or that the large scale anisotropies are dominated by ten-sor anisotropies. However, the current data for temperatureanisotropies already suggest that the �rst Doppler peak iseven higher than predicted by sCDM model (Netter�eld etal. 1997), which rules out the possibility of strong reion-ization and makes it di�cult for the scalar anisotropies tobe sub-dominant to contribution from gravitational waves.Therefore, it is safe to conclude that our predictions for` � 20 will not be seriously a�ected by a change in theunderlying model.For B-mode polarisation we considered a model withtensor to scalar quadruple ratio T=S = 0:7. As mentionedabove, this will lower the contribution from scalar modesand therefore will reduce the signal-to-noise for the detec-tion of E-mode polarisation. However, the B-mode signal isroughly proportional to the value of T=S within the frame-work of in
ationary models which require T=S ' �7nT . Asshown above, the B-mode foregrounds can be subtractedquite e�ciently and for this model the signal-to-noise forCMB B-mode signal is ' 2{4. Therefore, it might be possi-ble to detect a signal with a value as small as T=S ' 0:2{0:3.The Wiener �ltering method assumes a priori knowl-edge of the power spectra of CMB and foregrounds as wellas the frequency dependence of foregrounds. Therefore, theerror of extraction using this method does not include the er-ror in evaluating these input quantities. Future experimentswill make multi-frequency maps with millions of pixels. Thiswill make it di�cult to apply the usual maximum likelihoodtechnique to extract various power spectra. Fast methodsfor tackling this problem are currently being developed (Ohet al. 1998). In future, it should become feasible to quantifyerrors on the extraction of the power spectra from high res-olution multiple frequency maps. It should then be possibleto revise our estimates of the errors.REFERENCESBennett, C. L., et al. 1996, ApJ, 464, L1Bernardeau, F., private communicationBond, J. R., Efstathiou, G., & Tegmark, M. 1997, MNRAS, 291,33
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Figure 1. First Panel : The power spectrum of the expected E-mode CMB signal is shown along with the dust and synchrotronpolarised foregrounds at di�erent frequencies. The dotted lineshow the CMB E-mode power spectra. The dashed lines corre-spond to dust polarised emission (Eq. (28) while the dot-dashedcurves correspond to polarised synchrotron (Eq. (32)). The fourlines for foregrounds give the expected level of contaminationat 44GHz, 100GHz, 143GHz and 217GHz. The correspondingcurves at these frequencies go from top to bottom (bottom totop) for synchrotron (dust) as the frequency is increased. Thethick solid line gives the temperature power spectrum for thesame underlying model, which is taken to be sCDM with � = 0:1.Second Panel : Same as the First Panel for ET cross-correlations.

Figure 2. Quality factors for the temperature 
uctuations. Solid,dashed, and dot-dashed lines stand for CMB, dust and syn-chrotron respectively. As can be seen by comparing the e�ectivewindows in the case of di�erent experiments, despite its lowersensitivity MAP does as well as the LFI at recovering the syn-chrotron emission because of its larger frequency coverage; butsince this emission is relatively weak, the LFI CMB transmissionis better. Also note the improvement on the foreground recoverywhen the LFI and HFI are combined, although the CMB recoveryis not improved by adding the LFI data.c
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Figure 3. Quality factors for the E-mode polarisation. Solid,dashed, and dot-dashed lines stand for CMB, dust and syn-chrotron respectively. Note that all the experiments extract theforegrounds better than the CMB for small `. Planck HFI ex-tracts the polarised dust better than the CMB at almost all `.This suggest that polarised foregrounds are likely to be extractedas well or better than the CMB. Though this is partly due of ourassumed level of foregrounds, this feature re
ects the frequencycoverage of these experiments
Figure 4. Relative fractional error on temperature power spec-tra. The �rst panel shows the expected performance of the fullPlanck mission in extracting this signal. The Solid line illus-trates the Wiener �ltering case, i.e. the foregrounds are includedand subtracted using the Wiener �ltering method described inthe text.The dotted line corresponds to the case if the signalis extracted using only the best channel of Planck (143GHz)neglecting all the foregrounds. The other panels show the perfor-mance of other experiments relative to the Planck-Wiener case(the solid line in the �rst panel). In addition to the Wiener andbest channel case (the same line style as the �rst panel), we alsoshow the errors using the combined sensitivity of all the channels(dashed line) for various experiments in the last three panelsc
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Figure 5. Fractional errors in extracting the E mode polarisa-tion. The solid, dotted, and dashed lines correspond to the ex-pected performances of Wiener �ltering, best channel, and com-bined sensitivity of all the channels of a given experiment, respec-tively. Figure 6. Same as Fig. 5 for the ET cross-correlation. The sharpspikes in the �gure merely indicate the values of ` at which thesignal vanishes.
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lFigure 7. E-mode band power estimates. We plot the E-modesignal for the underlying model (solid line) and show the expected1� measurements (dashed , dotted and dot-dashed line for HFI,LFI and MAP respectively) when band power with a logarithmicinterval �`=` = 0:2 is taken.
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lFigure 8. Same as Fig. 7 for the ET cross-correlation.

Figure 9. Fractional errors on the extraction of dust E and ETpower spectra with HFI and full Planck . The lower two curvescorrespond to E power spectrum (solid and dotted lines are forHFI and Planck respectively) while the upper curves give theerrors for ET cross-correlation, with the dashed line for Planckand the dot-dashed line for Planck HFI.

Figure 10. Extraction of synchrotron E (Left Panel) and ET(Right Panel) power spectra with LFI (dotted line), full Planck(solid line), and MAP (dashed line).
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Figure 11. Fractional errors for B-mode polarisation are shownin the �rst three panels. The solid , dotted , and dashed curvescorrespond to Wiener, best channel, and combined sensitivity,respectively. The forth panel shows the corresponding errors inthe extraction of the B-mode component of the polarised dust(solid line) and synchrotron (dotted line). The underlying modelwas taken to be a CDM model with ns = 0:9, T=S = 0:7, andnT = 0:1
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lFigure 12. The CMB B-mode signal is plotted along with theexpected 1� measurements with band power taken with a loga-rithmic interval �`=` = 0:2 for Planck .
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Chapitre 4Estimation des param�etrescosmologiques
4.1 In
uence de la polarisation4.1.1 E�et de la r�eionisationL'in
uence des di��erents param�etres cosmologiques sur le spectre des ani-sotropies de temp�erature du FCM a �et�e �etudi�ee en d�etail dans ces derni�eresann�ees (Hu et al. (1995); Hu & Sugiyama (1995); Hu & White (1996); White& Hu (1997); Hu & White (1997b). Nous allons rappeler rapidement la fa�condont les spectres de polarisation d�ependent des param�etres cosmologiques(Zaldarriaga et al. (1997)). Tout d'abord il faut se souvenir que la polarisa-tion du FCM est engendr�ee par les collisions Thomson des �electrons avec lesphotons du FCM. Les spectres de polarisation sont donc tr�es sensibles �a l'his-toire ionis�ee de l'univers. D'autre part, puisque la polarisation est engendr�eepar une interaction physique entre les �electrons et les photons, elle est li�ee �aun ph�enom�ene causal et son spectre de puissance ne peut être non nul quepour des �echelles plus petites que l'horizon lors de la derni�ere di�usion 1. Orcette �echelle angulaire, caract�eristique des pics acoustiques du spectre, estapproximativement de 1�. On s'attend donc �a ce que toute la puissance soitconcentr�ee dans les pics acoustiques (voir �gure 4.1). En revanche, si l'universsubit une r�eionisation (due au 
ux UV des quasars ou des galaxies �a grand z,voir chapitre 6), la derni�ere di�usion a lieu bien plus tard. L'�echelle angulairecorrespondant �a l'horizon lors de cette derni�ere di�usion est alors bien plus1. Ceci n'est qu'approximativement exact dans la mesure o�u des e�ets de projectionpeuvent n�eanmoins produire un peu de signal �a des �echelles plus grandes que l'horizon(en projection sur le ciel) ; cependant ce signal reste d'amplitude tr�es limit�ee et tendrapidement vers 0 quand l'echelle augmente (voir Hu & White (1997a))
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Fig. 4.1: Spectres de puissance des modes E de polarisation du FCM pour unmod�ele sCDM standard (trait plein) et un mod�ele r�eionis�e d'�epaisseur optique� = 0; 1 (pointill�es). On peut remarquer la di��erence de puissance aux grandes�echelles.grande (jusqu'�a une dizaine de degr�es). Cela se traduit par un ajout de puis-sance dans le spectre de polarisation aux grandes �echelles (10 �< ` �< 100),illustr�e dans la �gure 4.1. Cette sensibilit�e des spectres de polarisation �a lar�eionisation est tr�es importante car l'e�et de la r�eionisation sur les spectresde temp�erature revient grosso modo �a multiplier tout le spectre par le facteure�2� (o�u � est l'�epaisseur optique Thomson �a la recombinaison), et se confonddonc avec un changement de normalisation globale du spectre. La mesure depolarisation devrait clairement di��erencier ces deux e�ets (Zaldarriaga et al.(1997)).
4.1.2 Modes magn�etiques et param�etres in
ationnai-resLa lev�ee de d�eg�en�erescence entre la normalisation du spectre des pertur-bations et l'�epaisseur optique � se r�epercute sur la pr�ecision de la mesure desparam�etres in
ationnaires tels que l'indice spectral des perturbations tenso-rielles nT et le rapport des quadrupoles tensoriel et scalaire T=S. D'autrepart, comme nous l'avions d�ej�a mentionn�e dans les chapitres pr�ec�edents, lapr�esence de modes (( magn�etiques )) de polarisation du FCM est un indicateurde la pr�esence de perturbations tensorielles, ind�ependamment de tout mod�elecosmologique. Leur mesure devrait ainsi contribuer �a augmenter la pr�ecisionde la mesure des param�etres in
ationnaires tensoriels pr�ec�edemment cit�es.



4.2. MATRICE DE FISHER 854.1.3 Pics acoustiques et param�etres cosmologiquesLa mesure des spectres de polarisation devrait aussi contribuer �a aug-menter la pr�ecision de la mesure des param�etres cosmologiques tels que laconstante de Hubble h ou bien la quantit�e de baryons 
b pr�esente dans l'uni-vers. En e�et, �a la di��erence des spectres de temp�erature qui r�esultent del'addition de deux quantit�es oscillantes (reli�ees respectivement �a la temp�era-ture e�ective et �a la vitesse particuli�ere du plasma) en quadrature de phase,les spectres de polarisation r�esultent uniquement des gradients de la vitesse�a la surface de derni�ere di�usion (voir 1 et A) et pr�esentent donc des (( picsDoppler )) 2 plus �ns. Il faut n�eanmoins noter que le rapport signal sur bruitest nettement plus faible dans le cas de la polarisation, et l'on s'attend donc�a ce que le gain de pr�ecision concernant h et 
b soit faible. C'est ce que nousverrons de mani�ere plus quantitative dans la suite du chapitre.4.2 Matrice de Fisher4.2.1 FormalismePartons du probl�eme g�en�eral ou l'on se donne un ensemble de donn�ees(regroup�ees dans un vecteur al�eatoire ~x) dont la distribution de probabilit�eL(~x; ~�) d�epend de mani�ere connue d'un certain nombre de param�etres ~�. Lebut de l'exercice est de d�e�nir un estimateur des param�etres ~� (qui est doncune variable al�eatoire puisque fonction des donn�ees) qui ait les propri�et�esd'être :{ non biais�e, c.-�a-d. tel que h~�i = ~�0 o�u ~�0 est la vraie valeur des para-m�etres,{ optimal, dans le sens o�u il minimise les variances ��2i = h�2i i � h�ii2.Malheureusement un tel estimateur n'existe pas toujours. Un certain nombrede th�eor�emes mettent n�eanmoins des contraintes sur la nature et la qualit�edes estimateurs des param�etres :i) Pour tout estimateur non biais�e on a ��i � 1=pFii,ii) S'il existe un estimateur non biais�e et optimal, alors il s'agit de l'esti-mateur qui maximise la vraisemblance L(~x; ~�), ou une fonction de cedernier,2. Appel�es �egalements (( pics de Sakharov )), ils re
�etent, dans le spectre de puissance,les oscillations acoustiques du plasma �a la surface de derni�ere di�usion.



86 CHAPITRE 4. PARAM�ETRES COSMOLOGIQUESiii) L'estimateur de maximum de vraisemblance est asymptotiquement nonbiais�e et optimal.o�u l'on a d�e�ni Fij � h @2lnL@�i@�j i (4.1)qui est commun�ement appel�ee matrice de Fisher ou matrice d'information.L'inverse de cette matrice est �egale �a la valeur moyenne de la matrice de cova-riance de l'estimateur de maximum de vraisemblance des param�etres, calcul�eeau point ~� = ~�0 (qui est, rappelons-le la vraie valeur des param�etres). Ellenous donne donc une id�ee raisonnable de la pr�ecision avec laquelle les para-m�etres pourront être mesur�es. En r�ealit�e elle nous donne une limite inf�erieurede la valeur des erreurs 3 commises lors de la mesure des param�etres. Il fautnoter que si l'estimation de tous les param�etres �i se fait simultan�ement �apartir des donn�ees, la borne inf�erieure sur l'erreur commise sur �i devient :��i �p(F�1)ii (4.2)Les deux derniers th�eor�emes nous disent que dans la limite des grands en-sembles de donn�ees (comme ce sera le cas pour le FCM) l'estimateur demaximum de vraisemblance apparâ�t comme un choix au pire quasi-optimal.C'est pourquoi les analyses bayesiennes connaissent tant de succ�es dans l'ana-lyse des donn�ees du FCM (Gorski (1994); Stompor et al. (1995); Tegmark& Bunn (1995); Bunn et al. (1995) par exemple). L'avantage �evident de lamatrice de Fisher est qu'elle ne d�epend que de la th�eorie sous-jacente et nonpas d'une r�ealisation donn�ee.4.2.2 Intervalles de con�anceDans le cas ou les donn�ees sont distribu�ees comme un champ gaussien,trouver le maximum de vraisemblance revient �a minimiser le �2. Supposonsque la fonction de vraisemblance d�epende de N param�etres, et que noussoyons situ�e au maximum de cette fonction. Si l'on permet aux param�etresde changer d'une quantit�e �~� par rapport �a la valeur optimale, on change le�2 d'une quantit�e �egale �a : ��2 = �~�yF�~� (4.3)o�u F est la matrice de Fisher.3. J'entends par erreur sur la mesure d'un param�etre �i l'�ecart type ��i pr�ec�edemmentd�e�ni.



4.3. APPLICATION AU FCM 87D'autre part un th�eor�eme (Press et al. (1986)) nous dit que si l'on �xeun sous-ensemble de M � N param�etres et que l'on minimise la valeur du�2 sur les param�etres restant pour atteindre une valeur �2M , alors la fonctional�eatoire ��2M = �2M � �2min est distribu�ee selon une loi de �2 �a M degr�esde libert�e (�2min �etant la valeur du �2 quand il est minimis�e par rapport �atous les param�etres). Prenons le cas o�u M = 1, c.-�a-d. que l'on �xe un desparam�tres et que l'on minimise par rapport aux autres. Alors on trouve :��1 = �q��21p(F�1)11 (4.4)On trouve donc une relation entre les intervalles de con�ance pour un pa-ram�etre et la matrice de Fisher inverse. Ceci peut se g�en�eraliser au cas deplusieurs param�etres. En e�et supposons que nous �xions un sous{ensemblede M � N param�etres, et que nous minimisions le �2 par rapport aux autresparam�etres. Si l'on d�esire construire les ellipso��des de con�ance de ces Mparam�etres, alors la proc�edure est la suivante :{ Il faut d'abord choisir une limite de con�ance p = 0; 68 ou p = 0; 95par exemple.{ Ensuite, il faut trouver la variation � du �2 telle que la probabilit�equ'une variable al�eatoire, distribu�ee selon une loi de �2 �aM param�etres,soit inf�erieure �a � �egale p.{ Maintenant, il faut prendre parmi les �el�ements de la matrice inversede Fisher ceux qui correspondent aux M param�etres s�electionn�es. Ond�e�nit ainsi une matrice de covariance projet�ee CM sur le sous-espacedes param�etres que l'on veut �etudier.Alors l'�equation de l'ellipso��de de con�ance (correspondant �a une limite �egale�a p) s'�ecrit : �~�0yC�1M �~�0 = � (4.5)o�u �~�0 correspond �a une variation des param�etres s�electionn�es.4.3 Application au FCM4.3.1 Cas du FCM seulConsid�erons tout d'abord le cas ou l'on a des donn�ees du FCM seul (pro-venant par exemple d'un canal �a une fr�equence est largement dominant de



88 CHAPITRE 4. PARAM�ETRES COSMOLOGIQUESsorte que l'on puisse n�egliger les contaminants autres que le bruit instrumen-tal) auquel sont ajout�ees un bruit instrumental gaussien. Nous consid�ereronsalors comme les donn�ees les modes alm de l'expansion en harmoniques sph�e-riques de la carte des anisotropies de temp�erature. Ces modes ont la propri�et�ed'être de moyenne nulle, et de covariance diagonale :Cij = �ij hC` + w�1e�2b `(`+1)i (4.6)o�u �b = FWHM=p8ln2 et FWHM est la largeur �a mi-hauteur du lobe ins-trumental (voir Knox (1995)). Dans l'hypoth�ese que la fonction de vraisem-blance est gaussienne (ce qui est raisonnable �a proximit�e de son maximum)on peut montrer que la matrice de Fisher prend la forme suivante (Tegmarket al. (1997b)) : Fij = trace (AiAj)Ai = C�1 @C@�i (4.7)Dans notre cas, la matrice de Fisher prend donc la forme :Fij = 1X̀=2 2`+ 12 hC` + w�1e�2b `(`+1)i�2 @C`@�i @C`@�j (4.8)dans le cas de donn�ees non polaris�ees.Nous voyons dans ce cas simple que la pr�ecision de la d�etermination desparam�etres cosmologiques d�epend de la d�eriv�ee premi�ere du spectre de puis-sance par rapport �a ces param�etres. Nous avons calcul�e ces d�eriv�ees num�eri-quement en utilisant le code de Boltzmann CMBFAST (Seljak & Zaldarriaga(1996)) par une m�ethode it�erative qui permet de minimiser l'erreur num�e-rique (une variante de la routine dfridr des Numerical Recipies - Press et al.(1986) -).4.3.2 Cas des donn�ees �ltr�eesDans cette section nous allons consid�erer le cas plus g�en�eral de donn�eespolaris�ees ayant �et�e pr�e-trait�ees par un �ltrage de Wiener (voir chapitre 3).Rappelons rapidement les notations utilis�ees : Les donn�ees correspondant �adi��erents champs i (temp�erature ou polarisation), mesur�ees �a di��erentes fr�e-quences �, s'expriment dans l'espace des multipôles commeyi�(`;m) = Aij�p(`;m)xjp(`;m) + bi�(`;m) (4.9)



4.4. R�ESULTATS 89o�u A est la matrice de r�eponse de l'instrument et ~b correspond au bruitinstrumental. L'estimateur du signal est choisi comme �etant le r�esultat d'un�ltrage lin�eaire des donn�ees : x̂ip =W ijp�yj� (4.10)Ces �equations permettent de calculer le spectre de puissance de l'estimateurdu signal :hx̂ipp̂jp0i = (WA)impp00(WA)jqp0p000hxmp00xqp000i+W ilp�W jnp0�0hbl�bn�0i� Qijpp0hxipxjp0i (4.11)D'autre part la matrice de covariance des donn�ees polaris�ees s'�ecrit :C = � Q11CT Q12CTEQ12CTE Q22CE � (4.12)Pour le calcul de la matrice de Fisher, nous avons aussi besoin des d�eriv�eesdes covariances par rapport aux param�etres cosmologiques :@C@�i = XX=T;E;ET;B @C@C(X) @C(X)@�i (4.13)Les d�eriv�ees des covariances par rapport aux param�etres cosmologiques peu-vent être calcul�ees en utilisant l'�equation 4.11. Il est tr�es important de noter�a ce stade que ces d�eriv�ees sont calcul�ees en laissant les �ltres �xes (voirla discussion �a la �n du chapitre 3). En e�et, au chapitre pr�ec�edent, nousavons vu que la d�etermination des param�etres sous-jacents �a la th�eorie (dansnotre cas les param�etres cosmologiques) �etait ind�ependante et cependantcompatible avec le �ltrage de Wiener. Cela implique que dans l'hypoth�ese o�ul'on aurait calcul�e directement les param�etres sous-jacents les plus probables�a partir des donn�ees, l'erreur sur la mesure des param�etres cosmologiquesissue de cette analyse bayesienne directe serait �egale �a celle que l'on peutd�eduire des donn�ees �ltr�ees, en prenant la valeur du �ltre au point le plusprobable 4. Les expressions de ces d�eriv�ees sont donn�ees dans l'annexe B.4.4 R�esultats4.4.1 Trois mod�eles ((classiques))Les intervalles de con�ance �a 68; 3% (1�) sont consign�es dans les ta-bles 4.1, 4.2 et 4.3 pour trois mod�eles cosmologiques ((classiques)), c.-�a-d.4. Le calcul de la variation des �ltres par rapport aux param�etres interviendrait dansle calcul de (( l'erreur sur l'erreur )), autrement dit la covariance de la covariance desparam�etres



90 CHAPITRE 4. PARAM�ETRES COSMOLOGIQUESTab. 4.1: Erreurs sur les param�etres d'un mod�ele CDM standard avec � =0; 1. Les erreurs correspondantes sont montr�ees dans le cas de la meilleurevoie seule en l'absence de contaminants.Param�etres C2 h 
b 
� � nsMod�ele 796(�K)2 0:5 0:05 0:0 0:1 1:0Wiener (PLANCK) 2:4 % 1:36 % 2:3 % 0:039 4:6 % 0:34 %Meilleure voie (PLANCK) 2:1 % 1:06 % 1:82 % 0:03 3:74% 0:3 %Wiener (HFI) 2:48 % 1:39 % 2:37 % 0:04 5:75 % 0:35 %Meilleure voie (HFI) 2:1 % 1:06 % 1:83 % 0:03 3:75 % 0:3 %Wiener (LFI) 3:81 % 2:26 % 3:72 % 0:067 10:3 % 0:54 %Meilleure voie (LFI) 3:6 % 2 % 3:3 % 0:057 6:5 % 0:51 %Wiener (MAP) 4:9 % 4 % 8:9 % 0:12 45:6 % 1:65 %Meilleure voie (MAP) 6:3 % 4:5 % 10:7 % 0:13 43:5 % 1:76 %trois mod�eles dont le spectre des perturbations initiales est invariant d'�echelle.Les sp�eci�cations de ces trois mod�eles sont donn�ees dans ces mêmes tables.La table 4.1 donne les r�esultats pour un mod�ele CDM standard. Sont aussidonn�es les r�esultats correspondant aux performances de la meilleure voie dechaque instrument, en l'absence de contaminants galactiques. On peut noterque les r�esultats sont tr�es semblables dans les deux cas. Nous avons vu auchapitre 3 que la pr�esence de contaminants (galactiques et extragalactiques)ne d�egradait presque pas la mesure de la partie non polaris�ee du FCM ; cequi semble expliquer la similitude des r�esultats obtenus dans le cas de lameilleure voie et du �ltrage de Wiener. N�eanmoins, la qualit�e de la mesuredes param�etres C2 et � est intimement li�ee �a la qualit�e de la mesure de lapolarisation du FCM. Les r�esultats de la table 4.1 indiquent donc que la pr�e-sence des contaminants de la composante polaris�ee du FCM n'a�ecte gu�erela pr�ecision de la mesure des param�etres cosmologiques. Il faut cependantajouter que cette conclusion d�epend du mod�ele cosmologique sous{jacent, etles deux autres mod�eles cosmologiques envisag�es (4.2 et 4.3) permettront dela nuancer.Dans la table 4.2 nous donnons les r�esultats pour un mod�ele cosmologiqueincluant la contribution des ondes gravitationnelles (mod�ele ((tilt�e)) d'indicespectral ns = 0; 9). Nous pouvons voir que les erreurs obtenues sur la me-sure de tous les param�etres ont augment�e. Cela s'explique par le fait que leparam�etre additionnel T=S permet plus de libert�e quant �a la normalisationdes spectres (voir Zaldarriaga et al. (1997)). Les erreurs obtenues pour lesparam�etres C2, h et 
b sont plus grandes que celles obtenues par Zaldarriagaet al. (1997) ; ceci s'explique d'une part par le fait que notre normalisation(C2 = CS2 + CT2 = 796(�K)2) soit inf�erieure �a la leur, d'autre part par le



4.4. R�ESULTATS 91Tab. 4.2: Erreurs sur les param�etres d'un mod�ele incluant des ondes gravi-tationnelles, avec ou sans les modes B de polarisationParam�etres C2 h 
b 
� � ns nt T=SMod�ele 796(�K)2 0:5 0:05 0:0 0:1 0:9 �0:1 0:7Wiener (PLANCK) 8:7 % 1:6 % 2:7 % 0:045 5:5% 0:46 % 81 % 22:4 %+ Modes B (PLANCK) 6:5 % 1:55 % 2:64 % 0:044 4:8% 0:43 % 57:1 % 17:5 %Wiener (HFI) 9:4 % 1:63 % 2:8 % 0:05 7 % 0:47 % 87 % 24:1 %+ Modes B (HFI) 7:7 % 1:6 % 2:7 % 0:05 6 % 0:45 % 70 % 20:6 %Wiener (LFI) 9:8 % 5:3 % 8:6 % 0:15 11:3 % 1:65 % 91:6 % 32:4 %+ Modes B (LFI) 9 % 4:6 % 7:5 % 0:13 9:6 % 1:42 % 83 % 28:2 %Wiener (MAP) 12:3 % 22:3 % 40 % 0:67 52:5 % 7:5 % 91 % 91 %+ Modes B (MAP) 12 % 20 % 36:5 % 0:60 46 % 7 % 90:4 % 81:6 %fait que la pr�esence de contaminants d�egrade la mesure de la polarisation duFCM. D'autre part, la pr�ecision de la mesure des param�etres T=S, � et nTapparâ�t ici meilleure que dans Zaldarriaga et al. (1997). Ceci s'explique parle fait que nous avons pris des valeurs plus �elev�ees de � et T=S. En�n, nousdonnons le r�esultat incluant la mesure du signal de modes ((magn�etiques)) (B)de polarisation. Bien que ce signal soit de tr�es faible amplitude, et par cons�e-quent tr�es di�cile �a mesurer (voir chapitre 3), ce signal permet d'am�eliorer lapr�ecision de la mesure sur la plupart des param�etres envisag�es, particuli�ere-ment les param�etres in
ationnaires. En e�et sa pr�esence même est un traceurdes ondes gravitationnelles dans les mod�eles d'in
ation. D'autre part, les r�e-sultats de la table 4.2 montrent que la relation T=S = �7nT , caract�eristiquedes mod�eles d'in
ation, peut être con�rm�ee ou in�rm�ee par PLANCK. Ene�et ces deux param�etres devraient être mesur�es avec une pr�ecision �< 50%.Ceci dit nous insistons �a nouveau sur l'in
uence du choix du mod�ele cosmolo-gique sous-jacent sur ces r�esultats (comparer avec Zaldarriaga et al. (1997)).La table 4.3 montre les r�esultats obtenus dans le cas ou l'on ajoute leparam�etre 
� . Ce dernier est pris �egal �a 0; 3 dans le mod�ele consid�er�e. Onpeut voir que les erreurs sur la plupart des param�etres restent pratiquementinchang�ees par rapport �a la table 4.2. Le param�etre 
� lui-même devrait êtremesur�e avec une pr�ecision de l'ordre de ' 10% par PLANCK, mais semble nepouvoir être mesur�e par MAP. Ceci dit la corr�elation des donn�ees du FCMavec celles des grandes structures devrait permettre une meilleure d�etermi-nation de ce param�etre (Eisenstein et al. (1998)). Encore une fois j'insistesur l'in
uence du mod�ele sous-jacent sur ces r�esultats. Si, par exemple, nousavions suppos�e que 
� = 0 dans le mod�ele sous-jacent l'erreur sur la mesureaurait �et�e beaucoup plus grande. De même, dans tous les mod�eles envisag�esici, nous avons suppos�e que 
� = 0. Les erreurs sur les di��erents param�etres



92 CHAPITRE 4. PARAM�ETRES COSMOLOGIQUESTab. 4.3: Erreurs sur les param�etres en incluant 
�.Param�etres C2 h 
b 
� � ns nt T=S 
�Mod�ele 796(�K)2 0:5 0:05 0:0 0:1 0:9 �0:1 0:7 0:3Wiener (PLANCK) 8:8 % 1:6 % 3 % 0:045 4:6% 0:95 % 82 % 24 % 10:5 %+ Modes B (PLANCK) 6:4 % 1:45 % 2:65 % 0:04 4:3% 0:81 % 55 % 18 % 9:45 %Wiener (HFI) 9:6 % 1:66 % 3:1 % 0:045 6 % 0:97 % 89 % 26 % 10:8 %+ Modes B (HFI) 7:75 % 1:55 % 2:9 % 0:42 5:5 % 0:9 % 71 % 22:6 % 10 %Wiener (LFI) 9:2 % 3:6 % 6 % 0:098 11 % 2 % 84 % 31 % 26:5 %+ Modes B (LFI) 9:2 % 3:6 % 6 % 0:097 10:8 % 2 % 84:8 % 31 % 26:5 %Wiener (MAP) 12:3 % 18:4 % 27 % 0:69 67:1 % 7:5 % 115 % 75 % 201 %+ Modes B (MAP) 12 % 17 % 25:4 % 0:65 62 % 7:1 % 115 % 70 % 200 %auraient �et�e r�eduites si nous avions pris une valeur non nulle de ce param�etre(voir Zaldarriaga et al. (1997) et la section suivante).4.4.2 Mod�eles BSID�e�nition{MotivationsLes observations pr�esentes des grandes structures de l'univers permettentd�es �a pr�esent d'exclure le mod�ele CDM standard avec un spectre de puissanceHarrison{Zel'dovich car ce dernier produirait trop de structures aux petites�echelles (c.-�a-d. les �echelles galactiques). La variante la plus simple de ce mo-d�ele qui est actuellement favoris�ee par les donn�ees semble être un mod�eled'univers plat avec une constante cosmologique non nulle et un spectre depuissance primordial invariant d'�echelle (voire l�eg�erement ((tilt�e))) (Kofmanet al. (1993); Bagla et al. (1996); Ostriker & Steinhardt (1995); Lineweaver(1998)). Ce mod�ele cosmologique fut coupl�e (Lesgourgues et al. (1998a,b)) �aun mod�ele d'in
ation con�cu par Starobinskii (1992), produisant un spectrede puissance primordial invariant d'�echelle par morceaux (((Broken Scale In-variant)) ou BSI). Les motivations d'un tel spectre de puissance, coupl�e �a uneconstante cosmologique non nulle, sont les suivantes :{ un meilleur accord est trouv�e avec les donn�ees, pour une r�egion pluslarge de l'espace des param�etres.{ D'autre part les donn�ees provenant des grandes structures (galaxies,amas de galaxies) semble indiquer la pr�esence d'un pic dans le spectrede puissance de la mati�ere �a une �echelle k ' 0; 05Mpc�1 (Einastoet al. (1997c,a,b); Retzla� et al. (1997); Gaztanaga & Baugh (1998)).Les mod�eles BSI engendrent un tel pic dans le spectre de puissance,et seraient donc des candidats privil�egi�es si la pr�esence d'un pic �etaitcon�rm�ee par les sondages galactiques �a venir.



4.4. R�ESULTATS 93On pourrait se demander si l'introduction d'un mod�ele d'in
ation nonclassique, r�esultant dans l'addition de param�etres suppl�ementaires, n'est pasun moyen ad hoc d'obtenir un accord avec les donn�ees, perdant ainsi la ca-pacit�e de contraindre pr�ecis�ement les param�etres du mod�ele sous-jacent. Aucontraire ce type de mod�eles d'in
ation a une signature caract�eristique aux�echelles interm�ediaires (de l'ordre de 125 h�1Mpc), et est �egalement contraintaux petites et aux grandes �echelles. Nous allons montrer qu'un satellite telque PLANCK devrait :{ discriminer ce type de mod�eles d'autres mod�eles invariants d'�echelle ou((tilt�es)),{ permettre, en supposant qu'un tel mod�ele BSI soit e�ectivement r�ealis�e,une mesure tr�es pr�ecise des param�etres qui le d�e�nissent.Caract�eristiques des mod�eles envisag�esLes mod�eles que nous allons consid�erer dans notre analyse d�ependentde trois param�etres cosmologiques (h;
�;
b), et de cinq param�etres li�es aumod�ele d'in
ation, qui sont d�ecrits ainsi :{ Le spectre de puissance des perturbations scalaires a un indice spectralconstant nS pour k < k0, subit une rupture �a k � k0 (dont la formene d�epend que d'un seul param�etre p), puis devient plat aux petites�echelles (k � k0). L'amplitude du saut est donn�ee par p�2.{ Le spectre des ondes gravitationnelles n'a pas de rupture �a k0, et l'indicespectral aux petites �echelles (k > k0) n'a pas d'in
uence sur le spectredans la mesure ou la contribution des perturbations tensorielles estn�egligeable �a ces �echelles. En revanche, l'indice spectral aux grandes�echelles (k > k0) d�epend de l'�echelle, et est solution de l'�equation dif-f�erentielle dnT=dlnk = �nT (nS � 1 � nT ). Il peut donc être calcul�e �atoutes les �echelles si nS et nT (k0) sont �x�es.{ L'approximation de ((roulement lent)) (Slow roll) �etant valable aux gran-des �echelles, l'amplitude du spectre de puissance des ondes gravitatio-nelles est normalis�ee �a k = k0 par H2k0G, et celle du spectre des pertur-bations scalaires par H2k0G=nT (k0).En r�esum�e, les cinq param�etres in
ationnaires utilis�es sont :i) H2k0G, facteur de normalisation globale. Ce param�etre est compl�etement�equivalent �a la normalisation Q10 du 10�eme multipole du spectre detemp�erature. C'est ce dernier que nous utiliserons par la suite.



94 CHAPITRE 4. PARAM�ETRES COSMOLOGIQUESii) k0, �echelle de la rupture du spectre des perturbations scalaires.iii) p, li�e �a l'amplitude du saut.iv) ns, indice spectral scalaire, constant pour k < k0.v) nT (k0), la valeur de l'indice spectral tensoriel �a k = k0.Le rapport des amplitudes tensorielle et scalaire T=S n'apparâ�t pas defa�con naturelle dans cette description. En revanche, une fois que nS et nT (k0)sont �x�es, ce rapport l'est aussi. En suivant Lesgourgues et al. (1998a,b),nous �xons 
bh2 = 0; 015 et k0 = 0; 016 hMpc�1 pour obtenir un pic dansle spectre de puissance �a k = 0; 05 hMpc�1 (Einasto et al. (1997a)). Deuxpossibilit�es sont envisag�ees pour l'indice spectral scalaire :{ Mod�ele A : nS ' 1, ce qui implique dnT=dlnk ' n2T .{ Mod�ele B : nS ' 1+nT = cste, ce qui implique nT (k) = nT (k0) = cste.D'autre part, on a normalis�e le spectre de temp�erature aux grandes �echelles�a COBE (Q10 = 18�rmK, Benett et al. (1996)), et le spectre de puissancede la mati�ere aux petites �echelles aux grandes structures (�8 = 0; 60
�0;56,White et al. (1993)). Ainsi, il ne nous reste plus que trois param�etres �a �xerpour d�eterminer compl�etement les deux mod�eles : (h;
�; nT (k0)), ou de fa�con�equivalente (h;
�; T=S). Nous choisissons pour les deux mod�eles A et B lesvaleurs (h;
�; T=S) = (0; 7; 0; 8; 0; 8) en accord avec les observations. En�n,nous consid�ererons un troisi�eme mod�ele ((tilt�e)) (T), sans rupture dans lespectre scalaire, �a titre de comparaison. Les valeurs des indices spectraux etdu rapport tensurs-scalaires sont prises �egales �a celles du mod�ele B.R�esultatsLes incertitudes sur chaque param�etre sont pr�esent�ees dans la table 4.4.2.Les lignes sans croix donnent les incertitudes dans le cas o�u les donn�ees depolarisation ne sont pas prises en compte. On peut remarquer tout d'abordque les param�etres des mod�eles BSI sont presque aussi bien contraints queceux du mod�ele tilt�e pr�esent�e �a titre de comparaison ; cela signi�e que lesparam�etres additionnels (k0; p) n'entrent pas dans une d�eg�en�erescence avecles param�etres (h;
�;
b). Ainsi ces param�etres, dans les mod�eles BSI, de-vraient être aussi bien contraints que dans les mod�eles cosmologiques plusclassiques.En revanche, les param�etres (Q10; nS; nT (k0)), sont moins bien contraintsdans le cadre des mod�eles BSI ; tandis que les param�etres (k0; p) apparaissent



4.4. R�ESULTATS 95Param. cosmo. Param�etres in
ationnaires reli�emodel h 
� 
b Q10 k0 p ns nT (k0) CT10=CS10A 0.7 0.7 0.03 18 �K 0.016 hMpc�1 0.615 1 -0.12 0.8B 0.7 0.7 0.03 18 �K 0.016 hMpc�1 0.51 0.825 -0.175 0.8T 0.7 0.65 0.03 18 �K / / 0.825 -0.175 0.8Incertitude relative �a 1-� (%)A � 0.72 0.94 0.86 3.2 0.82 0.097 6.0 6.3A 0.92 1.2 1.1 4.5 1.1 0.57 15 18B � 0.65 0.85 0.79 3.2 0.75 0.088 9.3 6.0B 0.78 1.0 0.90 3.7 0.90 0.80 44 29T � 0.72 0.93 1.0 0.19 / / 0.29 0.60T 0.86 1.11 1.21 0.24 / / 0.34 0.70Tab. 4.4: Dans la partie sup�erieure de la table sont donn�ees les valeurs desparam�etres pour les trois mod�eles consid�er�es : deux mod�eles BSI avec huitparam�etres et un mod�ele tilt�e avec six param�etres. Nous donnons �egalementles valeurs correspondantes pour CT10=CS10. Les incertitudes �a 68% correspon-dantes sont donn�ees dans la partie inf�erieure de la table. Dans les lignes sans�, la polarisation n'est pas prise en compte.tr�es bien contraints. En e�et pour les mod�eles tilt�es, l'indice spectral scalairepeut être pr�ecis�ement d�etermin�e sur l'ensemble des `, les param�etres restant(Q10; nT ) ont des e�ets similaires aux grands ` (car nT est li�e au rapportT=S) mais peuvent être en partie distingu�es aux petits ` et par les mesuresde polarisation. Dans les mod�eles BSI en revanche, l'indice spectral scalairenS n'a d'e�et qu'aux petits ` car il n'est d�e�ni que pour k < k0, soit essentiel-lement ` < 100. Sa mesure est donc limit�ee par la variance cosmique. Ainsil'ensemble des param�etres (Q10; nS; nT (k0)) est relativement d�eg�en�er�e et cesparam�etres sont donc mal contraints. Les param�etres (k0; p) sont, quant �aeux, tr�es bien mesur�es car ils ne jouent un rôle qu'aux l > 150. De plus,la mesure de la polarisation permet de distinguer l'e�et de p, et donc de lecontraindre avec une tr�es bonne pr�ecision (voir �gure 4.2).Une autre fa�con de comprendre ces e�ets est de diagonaliser la matricede Fisher. On obtient alors les combinaisons lin�eaires des param�etres quisont les mieux contraintes (grande valeur propre) et celles qui sont les plusmal contraintes (ou directions de d�eg�en�erescence, correspondant aux petitesvaleurs propres). Ces combinaisons lin�eaires et leur contrainte associ�ee sontmontr�ees dans la table 4.4.2. On peut voir tout d'abord que le param�etre pn'intervient que dans les quatre combinaisons les mieux contraintes, et ne �-gure ainsi dans aucune direction de d�eg�en�erescence. Les cinqui�eme et sixi�emecombinaisons lin�eaires montrent qu'un petit changement dans k0, r�esultantde mani�ere visuelle dans un changement de la position du premier pic, peut
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with pol.without pol.

�pp (%)
�
 � 
 �(%) 10.80.60.40.20-0.2-0.4-0.6-0.8-1

1.510.50-0.5-1-1.5

1

Fig. 4.2: Ellipse de con�ance �a 68% sur les param�etres p et 
�. Avec lamesure de temp�erature seule le param�etre p entre dans une d�eg�en�erescenceincluant 
�, qui disparâ�t avec la mesure de polarisation.être compens�e par une combinaison de changements sur les param�etres cos-mologiques (h;
b;
�) car ces derniers �xent la position et l'amplitude dupremier pic, soit de mani�ere physique en jouant sur l'horizon sonore �a larecombinaison (h;
b), soit sur la taille de la projection sur le ciel de cet ho-rizon (
�). Ceci correspond donc d�ej�a �a une petite d�eg�en�erescence. Les deuxderni�eres combinaisons, les plus mal contraintes, exhibent la d�eg�en�erescencedes param�etres (Q10; nS; nT (k0)).
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Vecteurs propres Incertitude�hh �
�
� �
b
b �Q10Q10 �k0k0 �pp �nsns �nT (k0)nT (k0) (%)-0.4 0.3 0.1 0.3 -0.1 -0.7 0.2 -0.2 0.03-0.6 0.6 - -0.1 0.2 -0.4 - 0.1 0.05-0.5 -0.2 0.1 - -0.8 0.2 - - 0.10.2 - - 0.6 0.1 0.4 0.3 -0.5 0.20.3 0.3 0.8 -0.1 -0.2 - - - 0.3-0.4 -0.6 0.5 - 0.5 - - - 1.5- - - 0.7 - - -0.2 0.7 4.5- - - -0.1 - - 0.8 0.5 11Tab. 4.5: Vecteurs propres de la matrice de Fisher sans dimensions ~Fij =�i�jFij, ainsi que les limites de con�ance �a 68%. Les premi�eres combinaisonslin�eaires sont les mieux contraintes, les derni�eres correspondent aux direc-tions de d�eg�en�erescence.
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Mon. Not. R. Astron. Soc. 000, 000{000 (0000) Printed 17 September 1998 (MN LATEX style �le v1.4)Parameter extraction by Planck for a CDM model withBroken Scale Invariance and cosmological constantJulien Lesgourgues1;4, Simon Prunet2 and David Polarski1;31 Laboratoire de Math�ematiques et de Physique Th�eorique, UPRES-A 6083 CNRSUniversit�e de Tours, Parc de Grandmont, F-37200 Tours (France)2 Institut d'Astrophysique Spatiale, bât. 121, 91405 Orsay cedex (France)3 D�epartement d'Astrophysique Relativiste et de Cosmologie,Observatoire de Paris-Meudon, 92195 Meudon cedex (France)4 International School for Advanced Studies, SISSA-ISAS, Via Beirut 4, I-34014 Trieste (Italy)17 September 1998 ABSTRACTWe consider a class of spatially 
at cold dark matter (CDM) models, with a cos-mological constant and a broken-scale-invariant (BSI) steplike primordial spectrumof adiabatic perturbations, previously found to be in very good agreement with ob-servations. Performing a Fisher matrix analysis, we show that some free parameters(de�ning the step) of our BSI model could be extracted with remarkable accuracyby the Planck satellite, thanks to the polarisation anisotropy measurements. Further,cosmological parameters could still be found with very good precision, despite a largernumber of free parameters than in the simplest in
ationary models.Key words: cosmology:theory - early Universe - cosmic microwave background.1 INTRODUCTIONCurrent observations of the large-scale structure in the Uni-verse, and of the cosmic microwave background (CMB)anisotropies in particular, allow already a discriminationamong di�erent cosmological scenarios with increasing pre-cision. Nevertheless, many possibilities are still viable, withdi�erent assumptions concerning e.g. the matter content ofthe Universe, and the primordial (initial) 
uctuation powerspectrum. However, most scenarios should be excluded bycross-correlating the forthcoming experiments, like, for in-stance, balloon and satellite measurements of the small scaleCMB anisotropies, and new reshift surveys (Wang, Spergel& Strauss 1998). The most precise scheduled experimentfor the measurement of the CMB anisotropies is the Plancksatellite, whose data will very likely favour a restricted fam-ily of cosmological scenarios, hopefully with a small numberof free parameters.Since the simplest CDM model with a 
at primordialpower spectrum is already excluded, it is necessary to in-troduce some re�nements either in the content of the Uni-verse (i.e., in the transfer functions of matter and radiation),or in the generation of initial 
uctuations (i.e., in the caseof in
ationary models, in the primordial power spectrum).By now, the simplest variant favoured by experimental dataseems to be that of a 
at universe with a cosmological con-stant, 
m + 
� = 1, and a scale-invariant primordial (orslightly tilted) power spectrum (Kofman, Gnedin & Bah-

call 1993; Bagla, Padmanabhan & Narlikar 1996; Ostriker& Steinhardt 1995; Lineweaver 1998). In two recent papers(Lesgourgues, Polarski & Starobinsky 1998a, 1998b, furtherreferred as LPS1, LPS2), the combination of this �CDMscenario with an in
ationary model introduced by Starobin-sky (1992), predicting a breaking-scale-invariant (BSI) step-like primordial power spectrum, was investigated. In LPS1,the case of adiabatic primordial 
uctuations was consideredwhen the contribution of the tensorial 
uctuations to theCMB anisotropies is negligible. In LPS2, the possible con-tribution of gravitational waves to the CMB anisotropieswas taken into account (it is a peculiarity of these modelsthat these distinct cases are possible). Brie
y, the motiva-tions for considering steplike models are the following. First,an even better agreement with the data can be found thanin the case of a 
at or tilted spectrum, inside a wider regionof the cosmological parameter space. Second, a few authorspoint out the possible observational evidence for a spike inthe matter power spectrum at k ' 0:05 h Mpc�1 (Einastoet al. 1997a, 1997b, 1997c; Retzla� et al. 1997; Gazta~naga &Baugh 1998). Since no evidence is found in other data-sets,this is still a point of debate; anyway, our BSI model pre-dicts a similar feature, and would be an excellent remainingcandidate if the spike was to be con�rmed by future redshiftsurveys.One could argue that BSI in
ationary models, by intro-ducing additional free parameters in the primordial powerc
 0000 RAS
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2 J. Lesgourgues, S. Prunet and D. Polarskispectrum, just increase the degeneracy among di�erent sce-narios; that instead of making real predictions, like the sim-plest slow-roll model, they are just introduced ad hoc, inorder to �t any observations; and �nally, that in the case ofBSI primordial spectra, the prospect of extracting the cos-mological parameters at the percent level with Planck wouldcollapse. However, we recall that our model is based on sim-ple assumptions concerning the in
aton potential, and can-not be tailored at will in order to �t any given observationaldata. On the contrary, it predicts a very peculiar observablefeature in the matter power spectrum at intermediate scales(' 125 h�1 Mpc) while it makes of course predictions on allscales both for the matter and the radiation power spectrum.Even when only the radiation power spectrum is considered,we want to show in this work the following points:� the future Planck results should easily discriminate ourBSI model from other scale-free models.� assuming that this model is realized in Nature, in spiteof four additional degrees of freedom in the theory as com-pared to the simplest versions of in
ation, Planck would stillbe able to measure accurately both the cosmological and thein
ationary parameters. Even more, it turns out that oneof the in
ationary parameters, p, which de�nes the heightand shape of the step, would be constrained with remark-ably high precision, which could be of signi�cant interest forbuilding particle physics motivated in
ationary models.2 THE MODELWe assume for simplicity that our universe is known to bespatially 
at, and that neutrino mass and reionisation canbe neglected (relaxing these assumptions would of course in-crease the uncertainties for all parameters). Then, our modelcontains three cosmological parameters (h, 
�, 
b), and �vein
ationary parameters, which can be understood as follows:� the scalar power spectrum of adiabatic perturbationshas a scale-invariant tilt ns on large scale k < k0, undergoesfurther a break at k � k0 (whose shape is de�ned by onesingle parameter p), and is �nally 
at on small scale k� k0.The ratio between the power spectrum on the small scaleplateau and at k0 is given by p�2.� the spectrum of gravitational waves (GW) has no breakat k0, while the tensor tilt on small scale k > k0 is irrele-vant for our purpose, since the corresponding contributionto the Cl's is negligible. Using the slow-roll conditions validon large scales, the scale-dependent tilt nT (k) for k � k0can be found as a function of nS and nT (k0).� since the slow-roll approximation is still valid for largescale perturbations, at k = k0 one can relate the ampli-tude of the GW power spectrum to the dimensionless pa-rameter H2k0G, and the scalar power spectrum amplitude toH2k0G=nT (k0).In summary, the �ve free in
ationary parameters are:1. H2k0G, the overall dimensionless normalization factor.Varying H2k0G (all other parameters being �xed) is ex-actly similar to varying the commonly used Q10, the 10-th multipole of the temperature anisotropy power spectrum(Lineweaver & Barbosa 1998). Hence, we will further usethis parameter instead of H2k0G.

2. k0, the scale of the break.3. p, which de�nes the break's amplitude and shape.4. nS , the scale-invariant scalar tilt on scales k < k0.5. nT (k0), the (e�ective) tensor tilt at k0.The usual tensor-to-scalar ratio CT10=CS10 does not appearnaturally in this description. For �xed values of the cos-mological parameters, there is a non-trivial dependence ofCT10=CS10 on nT (k0) and nS . Therefore, �xing the parametersnT (k0) and nS �xes the ratio CT10=CS10 as well.In previous studies (LPS1, LPS2), 
bh2 = 0:015 wasassumed while k0 was �xed by the Einasto et al. clus-ter data (the spike in the matter power spectrum at k =0:05 h Mpc�1 requires k0 = 0:016 h Mpc�1). Two possibil-ities for the scalar tilt were investigated:A. ns � 1, which implies dnT =d ln k � n2T .B. ns � 1 + nT = constant, which implies nT (k) =nT (k0) = constant.Further, a double normalization was performed to bothQ10 = 18 �K (Bennett et al. 1996) and �8 = 0:60 
�0:56(White, Efstathiou & Frenk 1993). With these constraints,the remaining free parameter space was three-dimensional:(h, 
�, nT (k0)), or equivalently (h, 
�,CT10=CS10). Inboth cases A and B, the preferred regions following fromthe current observations were found. Now, we choosetwo points inside these allowed regions, corresponding to(h;
�; CT10=CS10) = (0:7; 0:7; 0:8) for both cases A and B.Assuming that each of these two points describes the \true"cosmological scenario, we perform a Fisher matrix analy-sis with eight free parameters (h, 
�, 
b, Q10, k0, p, nS ,nT (k0)).3 THE FISHER MATRIXUsing the CMB Boltzmann code CMBFAST (Seljak &Zaldarriaga 1996), we compute the derivative of the Cl'swith respect to each parameter �i; i=1;:;8. The Fisher matrix(Jungman et al. 1996a, 1996b; Tegmark, Taylor & Heavens1997; see also Bond, Efstathiou & Tegmark 1997; Copeland,Grivell & Liddle 1998; Stompor & Eftathiou 1998; Eisen-stein, Hu & Tegmark 1998) is then obtained by adding thederivatives, weighted by the inverse of the covariance ma-trix of the estimators of the polarized and unpolarized CMBpower spectra for the Planck satellite mission , Cov(CX̀;CỲ):Fij = +1X̀=2XX;Y @CX̀@�i Cov�1 �CX̀;CỲ� @CỲ@�j ; (1)where fX;Y g 2 fT;E; TEg (Kamionkowski, Kosowsky, &Stebbins 1997, Zaldarriaga, Spergel & Seljak 1997; Prunet,Sethi & Bouchet, 1998a, 1998b). The meaning of Fij is thefollowing. Assuming that a �t to the Planck data yields amaximum likelihood for the model under consideration (forwhich the derivatives were computed), the 1-� con�denceregion in the eight-dimensional parameter space would beinside the ellipsoid (Press et al. 1989):Xi;j ��i��jFij = 9:3 : (2)Using Fij (or the dimensionless Fisher matrix ~Fij ��i�jFij), one can also compute the allowed region in lowerc
 0000 RAS, MNRAS 000, 000{000
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Parameter extraction for a BSI �CDM model 3dimensional cuts of the parameter space, making no assump-tions on other parameters. In particular, the 1-� uncertaintyon a single parameter is just the inverse of the square rootof a diagonal coe�cient of the inverse Fisher matrix:��i = 1p(F�1)ii : (3)Each multipole will be measured by Planck with a pre-cision of the order of 1%. Since there are much more inde-pendent measurements than free parameters, one naivelyexpects the parameter extraction to be much more pre-cise. However, in general, the parameters are degenerate,i.e., some combinations of parameters produce a very weakchange in the Cl curve. Then, even if some other combina-tions can be measured with an extreme precision, each pa-rameter separately is only constrained at the percent level(unless its e�ect is \orthogonal" to the other's).A usefull way to express the results of the Fisher ma-trix analysis, that does not depend on a particular choice ofbasis in the parameter space, and contains the most re�nedconstraints that can be deduced from the experiment, is todiagonalize ~Fij . The eigenvectors correspond to the axes ofthe likelihood ellipsoid, and the inverse square root of theeigenvalues to the 1-� relative uncertainties on each eigen-vector. Eigenvectors with the smallest uncertainties are thebest constrained combinations of the parameters (they gen-erate maximal changes in the anisotropy curve). Eigenvec-tors with the largest uncertainties are the less constrainedcombinations (they generate minimal changes), and are gen-erally called degenerate directions in parameter space.In computing the covariance matrix of the CMB powerspectra, we accounted for the presence of foregrounds (bothpolarized and unpolarized) in the measurement of the CMBpower spectra (see Prunet, Sethi & Bouchet 1998a, 1998band Bouchet, Prunet & Sethi 1998 for details).4 RESULTSThe uncertainty on each parameter is presented in Table 1.A and B stand for the two models previously mentioned.T is a tilted model, with only three in
ationary parametersinstead of �ve, namely (Q10, nS , nT (k0)), with the samevalues as in model B. Of course, one should keep in mindthat all the uncertainties quoted in Table 1 would increaseif the space of free cosmological parameters was enlarged. Inthe lines without a �-sign, the polarisation measurement isnot taken into account. The main conclusions to be drawnfrom the table are the following.First, the three cosmological parameters are constrainedwith almost the same precision for the tilted and for the BSImodels; this means that the step parameters (k0, p) do not\conspire" with the parameters (h, 
�, 
b) in order to createdirections of degeneracy. Hence, in general, the one percentparameter extraction proposed by Planck is not a�ected inthe case of BSI steplike models.The situation is somewhat di�erent for the in
ation-ary parameters. The normalization and tilts, (Q10, nS , nT ),appear less constrained; on the other hand, the step param-eters, (k0, p), can be predicted with excellent accuracy, upto a 0.09 % 1-� errorbar for p ! These results can be easilyunderstood, especially if one keeps in mind that the best

Figure 1. 1-� likelihood regions in the (�p=p, �
�=
�) plane,with and without including polarisation measurement. The onlydegeneracy involving p is removed by the introduction of polar-ization measurement. Therefore, the ellipse appears vertical in all(�p=p, ��i=�i) plots.
constraints come from high l multipoles, for which the cos-mic variance can be neglected. For tilted models, the scalartilt enters in all multipoles, and can be accurately deter-mined from high l's; the two remaining in
ationary param-eters (Q10, nT ) have a similar e�ect on high l's (since nTis proportional to the tensor to scalar ratio), but measure-ments of the Cl's for small l's and polarisation measurementsreduce the degeneracy. For our BSI models, the scalar tiltcannot be deduced from high l's (it is de�ned at k < k0, i.e.,mainly l < 100); the three parameters (Q10, nS , nT (k0))combine into several degeneracy directions that can be re-solved only by small l measurements, so the precision re-mains poor. The situation is exactly opposite for the stepparameters (k0, p), which have the crucial property of play-ing a role only at l > 150. Hence, they are only marginallya�ected by cosmic variance. Further, p is orthogonal to thedegeneracy directions, and can be extracted with great pre-cision.All these features can be deduced with more accuracyfrom the Fisher matrix diagonalization, given in Table 2.The �rst lines give parameter combinations that are con-strained with great precision; the last lines indicate the di-rections of degeneracy in parameter space. It is straightfor-ward to see that the in
ationary parameter p contributesonly to the �rst four lines. Therefore, it doesn't su�er fromany degeneracy, and is the best constrained parameter. The5th and 6th lines show that a change in k0 (resulting ina slight change in the location of the �rst acoustic peak,through the change in the primordial power spectrum), canbe cancelled by a change in the cosmological parameters(i.e., in the sound horizon scale). The 6th eigenvector has a1.5% uncertainty: this is already a small degeneracy, and h,
�, 
b, k0 are not as well constrained as p. The last two linesshow the large degeneracy between Q10, nS and nT (k0).Let us compare the uncertainties when polarisationmeasurements are taken into account and when they arenot. Usually, the polarisation is known to increase the pre-cision by a factor of order � 1:2, as can be seen e.g. fortilted models, by comparing the (T) and (T�) data in Ta-ble 1. In our BSI model, the precision on (nS, nT (k0), p)increases by a much larger factor, and even up to 10 for theparameter p ! So, measuring the polarisation is even moreimportant when one considers primordial spectra with addi-tional free parameters (i.e., additional potential degeneraciesto remove). One could be surprised by the factor 10 foundfor p in model B. In fact, when polarisation is not takeninto account, p enters into a single combination of param-eters leading to a degeneracy. When polarisation is added,this degeneracy is supressed and, as we saw, p doesn't enterinto any degeneracy at all. This mechanism is illustrated in�gure 1.c
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4 J. Lesgourgues, S. Prunet and D. PolarskiTable 1. In the upper part of the table, we give the parameter values for the chosen mod-els: two BSI models A and B with 8 free parameters, and one tilted model T, with 6 freeparameters. We also indicate the related value of CT10=CS10. The corresponding relative 1-�uncertainties, ��i=�i, are given in the lower part, in percent. In the lines without a �-sign,the polarisation measurement is not taken into account. The uncertainty on CT10=CS10 was notcalculated, but it is of the same order as the one on nT (k0) since in a �rst order description,CT10=CS10 is approximately proportional to nT (k0).cosmological par. in
ationary parameters relatedmodel h 
� 
b Q10 k0 p ns nT (k0) CT10=CS10A 0.7 0.7 0.03 18 �K 0.016 hMpc�1 0.615 1 -0.12 0.8B 0.7 0.7 0.03 18 �K 0.016 hMpc�1 0.51 0.825 -0.175 0.8T 0.7 0.65 0.03 18 �K / / 0.825 -0.175 0.8relative 1-� uncertainty (%)A � 0.72 0.94 0.86 3.2 0.82 0.097 6.0 6.3A 0.92 1.2 1.1 4.5 1.1 0.57 15 18B � 0.65 0.85 0.79 3.2 0.75 0.088 9.3 6.0B 0.78 1.0 0.90 3.7 0.90 0.80 44 29T � 0.72 0.93 1.0 0.19 / / 0.29 0.60T 0.86 1.11 1.21 0.24 / / 0.34 0.70Table 2. Orthonormal eigenvectors of the dimensionless Fisher matrix ~Fij , with their 1-� uncertainty (in percent). The �rst lines show some combinations of the parameters thatcan be recovered with a precision much smaller than 1 %. The last lines correspond to thedirections of degeneracy in parameter space.eigenvector uncertainty�hh �
�
� �
b
b �Q10Q10 �k0k0 �pp �nsns �nT (k0)nT (k0) (%)-0.4 0.3 0.1 0.3 -0.1 -0.7 0.2 -0.2 0.03-0.6 0.6 - -0.1 0.2 -0.4 - 0.1 0.05-0.5 -0.2 0.1 - -0.8 0.2 - - 0.10.2 - - 0.6 0.1 0.4 0.3 -0.5 0.20.3 0.3 0.8 -0.1 -0.2 - - - 0.3-0.4 -0.6 0.5 - 0.5 - - - 1.5- - - 0.7 - - -0.2 0.7 4.5- - - -0.1 - - 0.8 0.5 115 CONCLUSIONIn this letter, we considered an in
ationary model with BSIprimordial spectrum and we investigated the precision withwhich the cosmological parameters and the free in
ation-ary parameters could be extracted by the Planck satellite.We �rst conclude that in the framework of the BSI steplikemodels considered here, the extraction of cosmological pa-rameters can be as precise as in the case of tilted models. Thestep parameters p and k0 can be constrained with excellentaccuracy, especially p, whose e�ect on the Cl's can be eas-ily distinguished from any parameter combinations. Then,there is no degeneracy with tilted models, which are special

cases of our model with respect to the CMB anisotropieswhenever k0 � 0:25 h Mpc�1. Further, if ever this class ofmodels (or some other BSI model) was con�rmed by futureobservations, it would be reasonnable to expect constraintson some of the in
aton Lagragian parameters up to the 0.1%precision level. This is most interesting for building particlephysics inspired in
ationary models. On the other hand, pre-cision is lost for the determination of the scalar and tensortilts on large scales, as well as on the quantity CT10=CS10, re-lated by the slow-roll equations to nT (k). Finally, in usualin
ationary models, the inclusion of polarization measure-ments is known to increase the precision for the parame-ter extraction. In our model however, polarization measure-c
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Parameter extraction for a BSI �CDM model 5ments by Planck are shown to render the extraction of thein
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Chapitre 5Lentilles gravitationnelles enmouvement et leur e�et sur leFCM
5.1 IntroductionDans les chapitres pr�ec�edents nous avons essay�e de quanti�er l'e�et descontaminants, galactiques et extragalactiques, sur la mesure du FCM lui-même, ainsi que sur la mesure des param�etres cosmologiques issue du FCM.Il est important de noter que pour mettre des contraintes pr�ecises sur lamesure des param�etres cosmologiques, une condition n�ecessaire est que nospr�edictions th�eoriques des spectres du FCM soient su�samment pr�ecises.Cela implique en particulier d'aller au-del�a de la physique lin�eaire du FCMrevue dans l'annexe A. Or l'apparition de ph�enom�enes non-lin�eaires dans laphysique du FCM se situe bien apr�es la recombinaison (o�u les perturbationsde la m�etrique, de l'ordre de 10�5, sont encore largement dans le r�egime li-n�eaire). C'est pourquoi ces e�ets non-lin�eaires sont appel�es e�ets secondaires,non pas �a cause de leur amplitude.Ces e�ets ont deux sources distinctes:{ L'interaction Thomson des photons du FCM avec le plasma r�eionis�e,qui donne lieu aux e�ets du type Sunyaev-Zel'dovich (Sunyaev & Zel-dovich (1972, 1980)) dans les amas de galaxies, aux e�ets Doppler surdes nuages ionis�es dans le cas d'une r�eionisation non homog�ene (Agha-nim et al. (1996) par exemple), ou encore �a l'e�et Vishniac dans lesstructures r�eionis�ees (Vishniac (1987)) 1.1. Il s'agit d'un e�et non lin�eaire des structures ionis�ees sur le FCM, couplant la sur-densit�e du plasma �a sa vitesse propre



106 CHAPITRE 5. EFFET ((PAPILLON)){ Les e�ets purement gravitationnels des structures sur les photons duFCM, parmi lesquels on retrouve l'e�et Rees-Sciama li�e �a l'�evolutionnon-lin�eaire des potentiels gravitationnels li�es aux grandes structures,et plus g�en�eralement les e�ets de lentilles gravitationnelles sur le FCM(Rees & Sciama (1968); Kaiser (1982); Nottale (1984); Martinez{Gon-z�alez et al. (1990); Seljak & Zaldarriaga (1996)).Parmi ces derniers, il y a l'e�et des lentilles gravitationnelles en mouve-ment. En e�et, le mouvement d'un lentille gravitationnelle engendre une va-riation du potentiel gravitationnel associ�e (dans une description eul�erienne),et a donc un e�et sur le FCM au même titre que la variation intrins�equedu potentiel gravitationnel due �a l'e�ondrement de la structure (e�et Rees-Sciama). Cet e�et fut �etudi�e pour la premi�ere fois par Birkinshaw & Gull(1983) dans le cas d'un amas de galaxies en mouvement, et par Kaiser &Stebbins (1984) dans le cas d'une corde cosmique. Des simulations ont en-suite inclus cet e�et pour une population enti�ere de ces objets (Bouchet et al.(1988) pour les cordes cosmiques, et Tuluie & Laguna (1995); Tuluie et al.(1996) pour les amas de galaxies).Notre travail a consist�e �a �etendre l'�etude de cet e�et de lentilles gravita-tionnelles en mouvement, entreprise par Tuluie et al. (1996), �a une gamme demasses nettement plus �etendue grâce �a une approche semi-analytique (Press& Schechter (1974)) de la description des grandes structures de l'univers.Nous avons alors d�etermin�e le spectre de puissance de cet e�et pour di��e-rents mod�eles cosmologiques, et �etudi�e l'observabilit�e d'un tel e�et pour unepopulation d'amas de galaxies.5.2 Le cas d'une structure seule5.2.1 L'e�et ((papillon))Si les photons du FCM traversent un potentiel gravitationnel (dû �a unamas de galaxies par exemple), qui varie entre le moment o�u les photons(( tombent )) dans le potentiel et le moment o�u ils en ressortent, alors cesderniers subissent un changement de fr�equence qui s'ajoute au DVR dû �al'expansion de l'Univers. Cette variation du potentiel, comme nous l'avonsmentionn�e dans l'introduction, peut être d'origine intrins�eque ou cin�ema-tique. Dans le cas o�u la structure (et donc le potentiel associ�e) a une vitessenon nulle transversalement �a la ligne de vis�ee, les photons qui croisent lastructure en passant devant elle voient la profondeur du potentiel augmen-ter, et leur fr�equence est ainsi diminu�ee. En revanche, les photons croisant
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Fig. 5.1: Anisotropie de temp�erature cr�e�ee par un amas de masse M =1015M� et de vitesse particuli�ere v = 600 km/s.cette même structure en passant derri�ere elle voient la profondeur du po-tentiel diminuer, et leur fr�equence est augment�ee. Cet e�et r�esulte dans uneanisotropie dipolaire caract�eristique centr�ee sur la structure. Ayant la formed'un papillon, Birkinshaw & Gull (1983) ont ainsi nomm�e cet e�et (voir �-gure 5.1. Le d�ecalage de fr�equence subi par les photons est �egal �a (Birkinshaw& Gull (1983); Birkinshaw (1989)) :��� = �
 sin� cos��(~b) (5.1)Ici � = v=c o�u c est la vitesse de la lumi�ere, 
 = (1� �2)�1=2 est le facteurde Lorentz, � et � sont �egaux respectivement �a l'angle entre la vitesse ~vet la ligne de vis�ee et �a l'angle azimuthal dans le plan du ciel, centr�e sur lastructure. En�n �(~b) est l'angle de d�eviation des photons dû �a l'e�et de lentillegravitationnelle pour un param�etre d'impact ~b. Ce changement de fr�equenceinduit une anisotropie d'intensit�e, qui peut être exprim�ee en anisotropie detemp�erature �T=T .5.2.2 Potentiel gravitationnel de la structurePour calculer l'angle de d�e
ection dû au potentiel gravitationnel, il fauttout d'abord sp�eci�er la forme du potentiel gravitationnel, et donc la distri-



108 CHAPITRE 5. EFFET ((PAPILLON))bution de mati�ere sous-jacente. En nous inspirant de simulations num�eriques(Navarro et al. (1996, 1997)), il apparâ�t que la distribution de mati�ere noiredes halos peut être d�ecrite par un pro�l ((universel)) pour une large gammede masses. Ce pro�l (que nous appellerons par la suite NFW du nom de sesauteurs) s'�ecrit : �(r) = �c�c(r=rs)(1 + r=rs)2 (5.2)o�u rs = r200=c est l'�echelle caract�eristique du halo, �c sa surdensit�e carac-t�eristique, �c la densit�e critique de l'univers et c un param�etre adimension-nel appel�e concentration. Le rayon r200 est le rayon de la sph�ere de densit�emoyenne 200� �c, il est souvent appel�e rayon ((viriel)) du halo. La forme dece pro�l est d'autre part ind�ependant du mod�ele cosmologique consid�er�e, carce dernier agit essentiellement sur l'�epoque de formation du halo, et donc surles param�etres c; rs et �c.A partir du pro�l de densit�e, on peut calculer l'angle de d�e
ection (Bland-ford & Kochanek (1987)) :� = 2DlsDosrr Z �(~r; l)dl (5.3)o�u l'int�egrale est faite sur la ligne de vis�ee. Dls et Dos sont respectivementles distances entre la lentille et la source et entre l'observateur et la source.Pour avoir une expression analytique de l'angle de d�e
ection (et donc del'anisotropie), nous avons remplac�e le pro�l de densit�e NFW par un autrequi est une bonne approximation du premier dans la partie centrale du halo :�(r) = �c�c� rrs��1 exp��rrs � (5.4)On peut noter une di��erence de masse de l'ordre de 20% entre le pro�l expo-nentiel et le pro�l de NFW pour un rayon R = 8rs qui est de l'ordre du rayonde viriel de la structure. Cependant cette di��erence provient essentiellementde la partie p�eriph�erique du halo o�u l'anisotropie est tr�es faible (de l'ordrede 10�8), et cela ne change donc pas signi�cativement le r�esultat.



5.3. G�EN�ERALISATION �A UN ENSEMBLE DE STRUCTURES 1095.3 G�en�eralisation �a un ensemble de struc-tures5.3.1 Synth�ese de populationA�n d'avoir une id�ee de l'e�et cumul�e d'une population de halos, il y adeux voies possibles :{ Simulation �a N corps : cette voie, �etudi�ee par Tuluie & Laguna (1995);Tuluie et al. (1996), donne la description la plus r�ealiste, mais limite lagamme de masses des objets contribuant aux anisotropies.{ Approche semi-analytique : en pr�edisant par des arguments th�eoriquesle nombre d'objets collaps�es �a chaque �epoque, on peut calculer num�e-riquement les anisotropies engendr�ees par la population de structures.Cette approche, moins r�ealiste que la simulation num�erique compl�ete,a cependant l'avantage de ne pas être limit�ee en masse. D'autre part sarapidit�e permet d'explorer une r�egion nettement plus vaste de l'espacedes param�etres.Nous avons retenu la deuxi�eme approche, en utilisant le formalisme de Press& Schechter (1974), pour trois mod�eles cosmologiques :{ un mod�ele CDM plat ((standard)),{ un mod�ele CDM ouvert (
0 = 0; 3),{ un mod�ele CDM plat avec constante cosmologique (
� = 0; 7).Nous supposerons la constante de Hubble H0 �egale �a H0 = 50 km=s=Mpcdans tous nos calculs. L'expression analytique g�en�erale du nombre d'objetsde masse comprise entre M et M + dM �a un DVR z est �egal �a (Press &Schechter (1974); Lacey & Cole (1993)) :dn(M; z)dM = �r 2� ��(z)M2 dln�(M)dlnM �c0(z)�(M) � exp�� �2c0(z)2�2(M)� (5.5)o�u ��(z) est la densit�e moyenne de l'univers �a un DVR de z, et �c0(z) est lasurdensit�e d'une structure calcul�ee selon la th�eorie lin�eaire. La variance demasse �2(M), �ltr�ee �a l'�echelle M , est reli�ee au spectre des 
uctuations dedensit�e par : �2(M) = 12�2 Z 10 k2P (k)W 2(kR)dk (5.6)



110 CHAPITRE 5. EFFET ((PAPILLON))o�uW est la fonction de lissage du spectre et R est l'�echelle associ�ee �aM . Dansl'hypoth�ese d'un spectre de puissance invariant d'�echelle, d'indice spectral n,la variance �a l'�echelle M peut être exprim�ee en fonction de �28, variance des
uctuations de densit�e dans une sph�ere de rayon 8h�1Mpc (Mathiesen &Evrard (1998)) : �(M) = (1; 19
0)��8M�� (5.7)o�u � = (n + 3)=6. Une relation empirique concernant �8 fut �etablie �a l'aidedes comptages d'amas de galaxies (Viana & Liddle (1996)) :�8 = A
B0 (5.8)avec A = 0; 6 et B = 0; 36 + 0; 31
0 � 0; 28
20 pour un mod�ele ouvert etB = 0; 59�0; 16
0+0; 06
20 pour un univers plat de constante cosmologiquenon nulle. D'autre part l'indice spectral apparent �a l'�echelle des amas est pris�egal �a n = �1.5.3.2 Vitesses particuli�eresAux �echelles des amas de galaxies (typiquement 8h�1Mpc) on peut sup-poser que les 
uctuations de densit�e sont encore dans le r�egime lin�eaire. Ainsion peut relier la variance du champ de vitesses particuli�ere liss�e �a une �echelleR au spectre des 
uctuations de densit�e initial, pourvu que le 
uide soitirrotationnel. Cette relation s'�ecrit (Peebles (1993)) :vrms = a(t)Hf(
;�) � 12�2 Z 10 P (k)W 2(kR)dk��1=2 (5.9)o�u a(t) est le facteur d'�echelle, H la constante de Hubble. La fonction f(
;�)est approximativement d�ecrite par la relation f(
;�) = 
0;6 (Peebles (1980)),même dans le cas d'une constante cosmologique non nulle (Lahav et al.(1991)). D'autre part, dans l'hypoth�ese de 
uctuations primordiales gaus-siennes, la distribution des vitesses suit �egalement une loi gaussienne :f(v) = 1vrmsp2� exp� �v22v2rms� (5.10)ce qui est en bon accord avec les simulations num�eriques (Bahcall et al.(1994); Moscardini et al. (1996)). Devant la dispersion des mesures des vi-tesses d'amas de galaxies (Hudson (1994); Moscardini et al. (1996); Giova-nelli et al. (1996)) nous prenons pour vrms la valeur th�eorique du sc�enariocosmologique �etudi�e qui, situ�ee entre 400 et 500 km=s, est en accord avec lesobservations.



5.4. ANALYSE DES DONN�EES{R�ESULTATS 1115.3.3 Simulations num�eriquesPour chaque mod�ele cosmologique, nous fabriquons une carte simul�ee del'e�et ((papillon)) a�n d'analyser sa contribution aux anisotropies de temp�era-ture. Les simulations sont essentiellement bas�ees sur le le travail de Aghanimet al. (1997). N�eanmoins quelques changements y ont �et�e apport�es :{ La normalisation de la fonction de masse a �et�e mise �a jour pour êtreen accord avec les observations les plus r�ecentes,{ Ces normalisations tiennent compte du mod�ele cosmologique sous-ja-cent.Nous prenons en compte la contribution des petits groupes (1013M�) jus-qu'aux amas riches (1015M�). La position des structures, ainsi que la direc-tion de leur mouvement sont engendr�ees de fa�con al�eatoire ; les corr�elationsne sont pas prises en compte dans la mesure o�u l'e�et ((papillon)) est centr�esur chaque amas avec une extension de l'ordre de 100 kpc, tandis que la dis-tance de corr�elation se situe entre 5 et 20Mpc. Le module de la vitesse estchoisi de mani�ere �a suivre une loi gaussienne, de variance donn�ee par l'�equa-tion 5.9. Nous prenons en compte la contribution des structures jusqu'�a unDVR de z = 1; 5, au-del�a duquel leur contribution devient n�egligeable dansles mod�eles cosmologiques consid�er�es ici.En plus de l'e�et de lentille en mouvement, nous calculons les anisotropiesde temp�erature par les e�ets SZ thermique et cin�ematique. A�n de calculerces derniers, nous devons supposer une forme pour la distribution des baryonsdans les structures. Comme dans Aghanim et al. (1997), nous prenons pourle gaz un pro�l de King, donn�e par l'�equation :ne(r) = ne0�1 + � RRc��� 3�2 (5.11)o�u Rc est le rayon de coeur de l'amas, et �, rapport des �energies cin�etiquespar unit�e de masse des galaxies et du gaz, est pris �egal �a 2=3 (Evrard (1990);Jones & Forman (1992); Edge & Stewart (1991)). Notons que les simulationsnum�eriques mati�ere noire plus gaz sont compatibles avec un pro�l NFW pourla mati�ere noire et un pro�l de King pour le gaz (Navarro et al. (1996)).5.4 Analyse des donn�ees{R�esultats5.4.1 Analyse des cartes de l'e�et (( papillon ))Pour avoir une premi�ere id�ee du comportement statistiques des cartesd'anisotropies dues �a l'e�et papillon, nous avons trac�e un histogramme des
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Fig. 5.2: Histogramme des anisotropies de temp�erature engendr�ees par l'e�et((papillon)) int�egr�e d'une population de structures pour trois mod�eles cosmo-logiques. Les courbes en trait plein, tirets et pointill�es correspondent respec-tivement aux mod�eles SCDM, OCDM et �CDM.
valeurs de �T=T pour les trois mod�eles cosmologiques sCDM, OCDM, et�CDM. Ce dernier est pr�esent�e dans la �gure 5.2. Dans tous les cas de�gure les anisotropies de temp�eratures �T=T sont comprises entre �1; 5 10�5et 1; 5 10�5. L'�ecart type des anisotropies varie l�eg�erement avec le mod�elecosmologique, en e�et on trouve (�T=T )CDMrms = 5; 2 10�7, (�T=T )OCDMrms =3; 5 10�7, et (�T=T )�CDMrms = 3; 4 10�7. Ces r�esultats sont en accord avec lesr�esultats de Tuluie et al. (1996). Il est important de noter que l'�ecart typedes anisotropies engendr�ees par l'e�et (( papillon )) est un ordre de grandeurplus petit que dans le cas de l'e�et SZ cin�ematique, et un facteur 30 pluspetit que dans le cas du CMB.D'apr�es la �gure 5.2, on peut voir que la distribution de l'e�et est nongaussienne. Une fa�con classique de quanti�er cet e�et est de calculer la (( kur-tosis )) de l'�echantillon (li�ee au moment d'ordre 4 de l'�echantillon). Cettederni�ere est d�e�nie de la mani�ere suivante. Supposons que nous ayons une



5.4. ANALYSE DES DONN�EES{R�ESULTATS 113ap bp cpSCDM 4; 9 10�13 5; 5 10�13 3; 3 10�3OCDM 1; 8 10�13 7; 6 10�13 4; 9 10�2�CDM 2; 1 10�13 2; 2 10�13 3; 4 10�3Tab. 5.1: Coe�cients de la formule analytique approch�ee pour les spectres depuissance de l'e�et ((papillon)) pour trois mod�eles cosmologiques di��erents.population ~x, alors sa kurtosis est d�e�nie par :K = 1N N�1Xj=0 �xj � �x� �4 � 3� = 1N � 1 N�1Xj=0 (xj � �x)2�x = 1N N�1Xj=0 xj (5.12)Cet estimateur quanti�e l'�ecart �a la forme gaussienne de la distribution. Lesvaleurs trouv�ees pour les mod�eles CDM, OCDM et �CDM sont respective-ment 51, 97 et 41, ce qui signi�e que les distributions sont plus (( piqu�ees ))qu'une gaussienne.Une quantit�e int�eressante �a calculer est le spectre de puissance des cartespr�ec�edentes. Ce dernier nous renseigne sur la mani�ere dont la puissance estdistribu�ee en fonction des �echelles, ce qui sera crucial pour les tentativesd'extraction du signal provenant de l'e�et (( papillon )). Nous avons d�eduit del'analyse des cartes correspondant aux e�ets ((papillon)) et SZ cin�ematiquedes formes analytiques approch�ees de leur spectre de puissance. Les spectresde puissance des anisotropies engendr�ees par l'e�et ((papillon)) suivent la loig�en�erale : `(`+ 1)C` = ap � bpexp(�cp`) (5.13)Les valeurs des coe�cients sont report�es dans la table 5.1. Dans le cas desanisotropies engendr�ees par l'e�et SZ cin�ematique, nous trouvons que leursspectres de puissance suivent la loi suivante :`(`+ 1)C` = aSZ`+ bSZ`2 (5.14)De même, les valeurs des coe�cients sont report�ees dans la table 5.2 pour lesdi��erents mod�eles cosmologiques. En�n, a�n d'avoir une id�ee plus intuitive



114 CHAPITRE 5. EFFET ((PAPILLON))aSZ bSZSCDM 3; 4 10�15 4; 3 10�18OCDM 2; 3 10�15 6; 3 10�18�CDM 2; 6 10�15 2; 5 10�18Tab. 5.2: Mêmes coe�cients que dans la table 5.1, mais pour l'e�et SZ ci-n�ematique.de ces di��erents spectres de puissance, nous les avons trac�es dans la �gure 5.3,o�u nous montrons �egalement le spectre des anisotropies primaires �a titre decomparaison.5.4.2 Interpr�etation des r�esultatsLes spectres de puissance de l'e�et SZ cin�ematiques suivent une loi en`�2, caract�eristique d'un signal engendr�e par des sources ponctuelles. Dansles di��erents mod�eles, les spectres de puissance ont des amplitudes compa-rables aux grandes �echelles, avec cependant un exc�es de puissance aux petites�echelles pour le mod�ele OCDM. Cela vient du fait que dans les mod�eles �afaible 
0, le nombre de structures form�ees est plus grand que dans les mod�elesplats (Barbosa et al. (1996)).Les spectres de puissance de l'e�et papillon ont un comportement biendi��erent. Ces spectres, dans le cas des mod�eles CDM et �CDM, ont unplateau �a ` > 500, avec une l�eg�ere d�ecroissance aux petites �echelles. Enrevanche, dans le cas du mod�ele OCDM, le spectre reste constant pour unetr�es large gamme d'�echelles. D'autre part, la puissance la plus grande estobtenue aux petites �echelles dans le cas du mod�ele CDM, et la plus petite dansle cas du mod�ele OCDM. Aux grandes �echelles la situation est invers�ee. Pourcomprendre un tel comportement, il faut distinguer les ((papillons)) r�esolusde ceux qui ne le sont pas. Comme indiqu�e pr�ec�edemment, le nombre destructures form�ees dans un mod�ele OCDM est plus grand que dans un mod�eleplat. Pour des structures d'extension spatiale su�sante (c.-�a-d. nettementplus grande que la taille des pixels), cela r�esulte en un exc�es de puissancepour le mod�ele OCDM, ce qui est observ�e aux grandes �echelles. En revanche,quand l'extension angulaire du ((papillon)) est inf�erieure ou �egale �a la tailledu pixel, la contribution de la structure aux anisotropies est nulle du fait quele ((papillon)) est de moyenne nulle. Ainsi, l'e�et papillon int�egr�e rend compteuniquement des structures r�esolues et non pas de la population toute enti�ere,comme c'est le cas pour l'e�et SZ cin�ematique.Une comparaison de ces spectres avec les spectres r�esultant des aniso-tropies primaires du FCM montre que ces derni�eres dominent l'e�et papillon
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Fig. 5.3: Spectres de puissance ajust�es des anisotropies de temp�erature duesrespectivement �a l'e�et ((papillon)), �a l'e�et Sunyaev{Zeldovich cin�ematiqueet aux anisotropies primaires (en allant de bas en haut). Les courbes en traitplein, tirets et pointill�es correspondent respectivement aux mod�eles SCDM,OCDM et �CDM.



116 CHAPITRE 5. EFFET ((PAPILLON))jusqu'�a l'�echelle de di�usion (((Silk Damping))), quelque soit le mod�ele cosmo-logique. Comme le montre la �gure 5.3, le mod�ele qui o�re le plus de chancespour l'observation du signal des ((papillons)) est le mod�ele CDM standard, carle spectre des anisotropies primaires tend plus vite vers 0 aux petites �echelles,et que le spectre de puissance de l'e�et papillon y est maximal. Cependantle signal des papillons est largement domin�e par l'e�et SZ cin�ematique aux�echelles o�u les anisotropies primaires deviennent faibles. D'autre part, l'e�etSZ cin�ematique, contrairement �a l'e�et SZ thermique, pr�esente un spectre decorps noir �a l'instar de l'e�et papillon ; cela rend la s�eparation de ces signauxd'autant plus di�cile. Ainsi, aux petites �echelles, l'e�et SZ cin�ematique estla principale source de confusion pour la mesure de l'e�et papillon.Cependant, le spectre de puissance de l'e�et SZ cin�ematique d�epend for-tement de la quantit�e de gaz pr�esente dans les structures. Autrement dit, lesstructures de petite masse tels que les petites groupes de galaxies pourraientavoir une fraction de gaz n�egligeable, et ainsi ne pas produire d'e�et SZ,tout en produisant un e�et papillon. A�n d'�etudier de mani�ere quantitativela variation du spectre de puissance de l'e�et SZ en fonction des hypoth�esessur le contenu en gaz des structures, nous nous sommes restreints au mod�eleCDM standard (celui qui o�re le plus de chances pour l'extraction du signaldes ((papillons))), et avons calcul�e le spectre de l'e�et SZ cin�ematique dansles deux cas suivants :{ Toutes les structures de masse M > 1013M� ont une fraction de gazde 20%, et pr�esentent donc des e�ets SZ thermique et cin�ematiques.{ Seules les structures de masseM > 1014M� poss�edent une telle fractionde gaz.Les spectres SZ cin�ematiques r�esultant ont �et�e trac�es dans la �gure 5.4.Comme on peut le voir, l'e�et SZ cin�ematique est encore largement domi-nant, et reste la source majeure de contamination du signal des papillons.Pour arriver �a un niveau de contamination de l'ordre du signal des papillonseux-mêmes, il faudrait recourir �a des hypoth�eses irr�ealistes concernant lecontenu gazeux des structures.5.4.3 D�etection et extraction de l'e�et ((papillon))Le but de cette section est de d�etecter l'amplitude de l'e�et ((papillon))associ�e �a chaque structure en mouvement. D'apr�es l'analyse pr�ec�edente enterme de spectre de puissance, l'e�et associ�e aux structures de petite tailleangulaire sur le ciel est domin�e par la confusion provenant de l'e�et SZ ci-n�ematique des halos. D'autre part, le signal associ�e aux rares structures de
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Fig. 5.4: Spectre de puissance des 
uctuations primaires du FCM (traitplein) pour un mod�ele CDM standard, compar�e au spectre de puissance del'e�et ((papillon)) (traits{pointill�es) ; le spectre de puissance de l'e�et SZ ci-n�ematique est montr�e dans le cas o�u les structures pr�esentant une fractionde gaz non nulle sont respectivement de masse M > 1013M� (tirets) etM > 1014M� (pointill�es).



118 CHAPITRE 5. EFFET ((PAPILLON))taille angulaire plus grande est domin�e par les anisotropies primaires du FCM(voir �gure 5.3). Il est donc clair qu'il faut trouver un compromis entre cesdeux sources de confusion, et qu'un analyse en terme d'�echelles parâ�t ap-propri�ee. A ces di�cult�es vient se surajouter la confusion spectrale de l'e�etque l'on cherche �a d�etecter avec les anisotropies primaires et l'e�et SZ cin�e-matique. N�eanmoins, les structures donnant lieu �a un e�et cin�ematique ontdonc une fraction de gaz non nulle, et pourvu que leur masse soit su�santeelles donnent �egalement lieu �a un e�et SZ thermique ayant une signaturespectrale sp�eci�que. Cette signature spectrale devrait permettre �a une mis-sion telle que Planckde d�eterminer pr�ecis�ement la position des structuresles plus massives (Aghanim et al. (1997)). L'amplitude de cet e�et thermiquese caract�erise num�eriquement par le param�etre y qui est proportionnel �a l'in-t�egrale de la pression du gaz le long de la ligne de vis�ee. Ainsi le probl�eme dela d�etection de l'e�et ((papillon)) li�e aux structures en mouvement se trouvefacilit�e par le fait que cette d�etection se fait �a une position connue dans leciel, tout du moins pour les structures les plus massives. Nous basons notrem�ethode de d�etection sur ces informations (spectre de puissance d'une part,position connue d'autre part).M�ethodeNotre m�ethode de d�etection de l'e�et ((papillon)) li�e aux structures indi-viduelles doit donc prendre en compte le fait que la position de ces derni�eresest suppos�ee connue grâce �a leur e�et SZ thermique, mais doit aussi prendreen compte le fait qu'il existe une �echelle optimale �a laquelle ce signal doitêtre recherch�e (compromis entre les grandes �echelles o�u les anisotropies pri-maires dominent et les petites o�u l'e�et SZ cin�ematique domine). Une m�e-thode prenant en compte la localisation de l'e�et recherch�e en même tempsqu'une analyse en terme d'�echelles est impl�ement�ee par la transform�ee enondelettes. Cette derni�ere consiste �a transformer une image en une succes-sion d'images de r�esolution inf�erieure et d'images des d�etails associ�ees. Achaque niveau, l'image de r�ef�erence (de basse r�esolution) et l'image des d�e-tails associ�ee permet de reconstruire l'image de r�ef�erence au niveau suivantde r�esolution. Ainsi, cette transform�ee garde la localisation des signaux pr�e-sents dans l'image, et permet par ailleurs, �a l'instar de la transform�ee deFourier, de faire une analyse multi-�echelles de l'image originale. Il existe ce-pendant une grande vari�et�e d'ondelettes di��erentes, et nous en avons choisiune qui a une tr�es bonne r�eponse impulsionelle ainsi qu'un bonne restitu-tion de l'amplitude du signal (Villasenor et al. (1995)). Puisque les e�ets((papillon)) induisent des anisotropies �a des �echelles tr�es petites en compa-raison des anisotropies primaires, nous commen�cons par �ltrer le signal aux
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Fig. 5.5: Amplitude moyenne crête-�a-crête des anisotropies dues �a l'e�et((papillon)) pour des structures class�ees par param�etre y d�ecroissant. La ligneen trait plein repr�esente l'amplitude du signal pour la carte d'entr�ee, celleen tirets repr�esente l'amplitude correspondante pour le signal extrait apr�es�ltrage des anisotropies primaires (pas d'e�et SZ cin�ematique). La ligne entraits-pointill�es repr�esente le signal extrait apr�es �ltrage des anisotropies pri-maires ainsi que l'e�et SZ cin�ematique.grandes �echelles pour nous d�ebarrasser de la majeure partie des anisotropiesprimaires. Nous allons expliciter notre m�ethode dans deux cas, un cas d'�ecoleirr�ealiste mais p�edagogique, et un cas plus r�ealiste.Cas d'�ecoleNous partons ici d'une carte simul�ee contenant les anisotropies primairesdu FCM, ainsi que les anisotropies dues �a l'e�et ((papillon)) (nous n'incluonspas l'e�et SZ cin�ematique), a�n de tester la robustesse de notre d�ecompo-sition en ondelettes. Dans ce cas, la contamination du signal due aux ani-sotropies primaires est e�cacement enlev�ee, et les anisotropies r�esiduellescorrespondent bien aux positions des structures. De plus, l'amplitude des
uctuations associ�ees �a ces structures est tr�es bien corr�el�ee avec le signald'entr�ee dû �a l'e�et papillon (voir �gure 5.5). Dans le cas o�u nous ne prenonspas en compte l'e�et SZ cin�ematique, nous voyons que nous pouvons extraireapr�es �ltrage des anisotropies primaires le signal associ�e �a l'e�et ((papillon))avec une bonne pr�ecision, tout du moins pour les structures les plus massives



120 CHAPITRE 5. EFFET ((PAPILLON))(c.-�a-d. celles qui ont le plus grand param�etre y). Si cette �etude nous indiqueque notre m�ethode d'extraction par ondelettes donne de bons r�esultats pourle �ltrage des anisotropies primaires, elle ne nous dit rien quant �a ses capaci-t�es �a �ltrer e�cacement l'e�et SZ cin�ematique qui est, comme nous l'avionsdit pr�ec�edemment, la principale source de confusion pour la mesure de l'e�etde lentille en mouvement.Cas r�ealisteA�n d'�etudier le probl�eme de la mesure de l'e�et ((papillon)) dans sa glo-balit�e, nous prenons en compte cette fois-ci tous les contaminants de l'e�et((papillon)) ne pouvant être extraits par leur signature spectrale, �a savoir lesanisotropies primaires et l'e�et SZ cin�ematique. Dans ce cas notre tentatived'extraction de l'e�et ((papillon)) a �echou�e, même dans le cas des plus grossesstructures (voir 5.5),alors même que nous avons restreint les structures contri-buant �a l'e�et SZ cin�ematique �a avoir une masse M > 1014M�. Dans notretentative d'utiliser la signature spatiale des e�ets ((papillons)), nous avonss�epar�ement d�ecompos�e la carte des anisotropies des lentilles en mouvementd'une part, et celle r�esultant de l'e�et SZ cin�ematique et des anisotropies pri-maires d'autre part. En ne gardant que les coe�cients d'ondelettes tels quel'amplitude du signal des ((papillons)) soit sup�erieure �a celle des contaminants,nous avons pu extraire l'amplitude moyenne de l'e�et ((papillon)) associ�e auxplus grosses structures (voir �gure 5.6) avec une bonne �d�elit�e. Nous avonssuppos�e que seules les structures de masses M > 1014M� contribuaient �al'e�et SZ cin�ematique. Ce �ltrage d�epend �evidemment d'une connaissance apriori de l'e�et ((papillon)) associ�e aux structures et re
�ete seulement le faitque malgr�e la faiblesse du spectre de puissance de l'e�et ((papillon)) compar�eaux spectre de puissance des contaminants, les anisotropies li�ees �a l'e�et((papillon)) peuvent avoir localement une contribution non n�egligeable auxanisotropies du FCM.ConclusionsNos simulations, �a caract�ere semi-analytique, nous ont permis de quan-ti�er la contribution aux anisotropies du FCM de l'e�et ((papillon)) li�e auxstructures en mouvement orthogonal �a la ligne de vis�ee, cela pour une largegamme d'�echelles. Nous concluons de cette �etude que cet e�et ne saurait êtreun contaminant important lors de la mesure des anisotropies primaires duFCM. Il apparâit de plus que leur mesure, �a cause de la confusion spectraleavec l'e�et SZ cin�ematique, semble impossible même pour les structures lesplus grosses. On pourrait toutefois objecter que notre m�ethode de d�etection
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Fig. 5.6: Amplitude moyenne crête-�a-crête de l'e�et ((papillon)) pour dessources class�ees par param�etre y d�ecroissant. La courbe en trait plein cor-respond �a la carte d'entr�ee. La courbe en tirets correspond �a la mesure apr�esclassement des coe�cients d'ondelettes et �ltrage des anisotropies pri-maires et de l'e�et SZ cin�ematique.



122 CHAPITRE 5. EFFET ((PAPILLON))n'est pas optimale et qu'une meilleure m�ethode pourrait permettre la mesurede l'e�et pour quelques structures au moins. Il faut n�eanmoins se souvenirque nous n'avons pas pris en compte les anisotropies provenant d'e�ets se-condaires tels que l'e�et Vishniac si l'univers est r�eionis�e, ou des e�ets SZcin�ematiques additionnels provenant d'une �eventuelle r�eionisation non ho-mog�ene (Aghanim et al. (1996)). Ces deux contaminants suppl�ementairesont �egalement un spectre de corps noir, et ne peuvent être s�epar�es par uneanalyse multi-fr�equence. Nous avons donc consid�er�e le ((meilleur)) des cas enomettant ces contaminants, et restons pessimistes quant �a l'observabilit�e del'e�et ((papillon)).



5.4. ANALYSE DES DONN�EES{R�ESULTATS 123
A&A manuscript no.
(will be inserted by hand later)

Your thesaurus codes are:
12(12.03.1,12.03.3, 12.07.1)

ASTRONOMY
AND

ASTROPHYSICS

Moving gravitational lenses: imprints on the CMB
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Abstract. With the new generation of instruments for Cosmic
Microwave Background (CMB) observations aiming at an ac-
curacy level of a few percent in the measurement of the angu-
lar power spectrum of the anisotropies, the study of the contri-
butions due to secondary effects has gained impetus. Further-
more, a reinvestigation of the main secondary effects is crucial
in order to predict and quantify their effects on the CMB and
the errors that they induce in the measurements.

In this paper, we investigate the contribution, to the CMB,
of secondary anisotropies induced by the transverse motions
of clusters of galaxies. This effect is similar to the Kaiser–
Stebbins effect. In order to address this problem, we model
the gravitational potential well of an individual structure us-
ing the Navarro, Frenk & White profile. We generalise the ef-
fect of one structure to a population of objects predicted using
the Press-Schechter formalism. We simulate maps of these sec-
ondary fluctuations, compute the angular power spectrum and
derive the average contributions for three cosmological mod-
els. We then investigate a simple method to separate this new
contribution from the primary anisotropies and from the main
secondary effect, the Sunyaev-Zel’dovich kinetic effect from
the lensing clusters.

Key words: Cosmology: cosmic microwave background– grav-
itational lensing – secondary fluctuations – clusters of galaxies

1. Introduction

During the next decade, several experiments are planned to ob-
serve the Cosmic Microwave Background (CMB) and measure
its temperature fluctuations (Planck surveyor, Map, Boomerang,
...). Their challenge is to measure the small scales anisotropies
of the CMB (a few arcminutes up to ten degrees scale) with sen-
sitivities better by a factor 10 than the COBE satellite (Smoot et
al. 1992). These high sensitivity and resolution measurements
will tightly constrain the value of the main cosmological pa-
rameters (Kamionkowski et al. 1994). However, the constraints

Send offprint requests to: N. Aghanim

can only be set if we are able to effectively measure theprimary
temperature fluctuations. These fluctuations, present at recom-
bination, give an insight into the early universe since they are
directly related to the initial density perturbations which are
the progenitors to the cosmic structures (galaxies and galaxies
clusters) in the present universe; but which are first and fore-
most the relics of the very early initial conditions of the uni-
verse.
Between recombination and the present time, the CMB photons
could have undergone various interactions with the matter and
structures present along their lines of sight. Some of these inter-
actions can induce additional temperature fluctuations called,
secondaryanisotropies because they are generated after the re-
combination. Along a line of sight, one measures temperature
fluctuations which are the superposition of theprimary and
secondaryanisotropies. As a result, and in the context of the
future CMB experiments, accurate analysis of the data will be
needed in order to account for the foreground contributions due
to the secondary fluctuations. Photon–matter interactions be-
tween recombination and the present time are due to the pres-
ence of ionised matter or to variations of the gravitational po-
tential wells along the lines of sight.

The CMB photons interact with the ionised matter mainly
through Compton interactions. In fact, after recombination the
universe could have been re-ionised globally or locally. Global
early re-ionisation has been widely studied (see Dodelson &
Jubas 1995 for a recent review and references therein). Its main
effect is to either smooth or wipe out some of the primary
anisotropies; but the interactions of the photons with the mat-
ter in a fully ionised universe can also give rise to secondary
anisotropies through the Vishniac effect (Vishniac 1987). This
second order effect has maximum amplitudes for a very early
re-ionisation. The case of a late inhomogeneous re-ionisation
and its imprints on the CMB fluctuations has been investigated
(Aghanim et al. 1996) and found to be rather important. In
this case, the secondary anisotropies are due to the bulk mo-
tion of ionised clouds with respect to the CMB frame. When
the re-ionisation is localised in hot ionised intra-cluster media
the photons interact with the free electrons. The inverse Comp-
ton scattering between photons and electrons leads to the so-
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called Sunyaev-Zel’dovich (hereafter SZ) effect (Sunyaev &
Zel’dovich1972, 1980). The Compton distortion due to the mo-
tion of the electrons in the gas is called the thermal SZ effect.
The kinetic SZ effect is a Doppler distortion due to the pecu-
liar bulk motion of the cluster with respect to the Hubble flow.
The SZ thermal effect has the unique property of depressing
the CMB brightness in the Rayleigh-Jeans region and increas-
ing its brightness above a frequency of about 219 GHz. This
frequency dependence makes it rather easy to observe and sep-
arate from the kinetic SZ effect. In fact, the latter has a black
body spectrum which makes the spectral confusion between
kinetic SZ and primary fluctuations a serious problem. The SZ
effect has been widely studied for individual clusters and for
populations of clusters. For full reviews on the subject we refer
the reader to two major articles: Rephaeli 1995 and Birkinshaw
1997. These investigations have clearly shown that the SZ ef-
fect in clusters of galaxies provides a powerful tool for cosmol-
ogy through measurements of the Hubble constant, the radial
peculiar velocity of clusters and consequently the large scale
velocity fields.

Besides the interactions with the ionised matter, some sec-
ondary effects arise when the CMB photons traverse a vary-
ing gravitational potential well. In fact, if the gravitational po-
tential well crossed by the photons evolves between the time
they enter the well and the time they leave it, the delay be-
tween entrance and exit is equivalent to a shift in frequency,
which induces a temperature anisotropy on the CMB. This ef-
fect was first studied by Rees & Sciama (1968) for a potential
well growing under its own gravity. Numerous authors have in-
vestigated the potential variations due to collapsing objects and
their effect on the CMB (Kaiser 1982, Nottale 1984, Martinez-
González, Sanz & Silk 1990, Seljak 1996). Similarly, a gravi-
tational potential well moving across the line of sight is equiva-
lent to a varying potential and will thus imprint secondary fluc-
tuations on the CMB. This effect was first studied for one clus-
ter of galaxies by Birkinshaw & Gull (1983) (Sect. 2). Kaiser
& Stebbins (1984) and Bouchet, Bennett & Stebbins (1988)
investigated a similar effect for moving cosmic strings. Recent
work (Tuluie & Laguna 1995, Tuluie, Laguna & Anninos 1996)
based on N-body simulations has pointed out this effect in a
study of the effect of varying potential on rather large angu-
lar scales (' 1�). A discussion of some of these results and a
comparison with ours will follow in the next sections.

In this paper, following the formalism of Birkinshaw &
Gull (1983) and Birkinshaw (1989), we investigate the contri-
bution of secondary anisotropies due to a population of col-
lapsed objects moving across the line of sight, these objects
range from small groups to rich clusters in scale (1013 to1015M�).
In section 2., we first study in detail the case of a unique col-
lapsed structure. We use a structure model to compute in partic-
ular the deflection angle and derive the spatial signature of the
moving lens effect. We then account (Section 3.) for the con-
tribution, to the primordial cosmological signal, of the whole
population of collapsed objects using predicted counts and we
simulate maps of these secondary anisotropies. In section 4.,

we analyse the simulated maps and present our results. We give
our conclusions in section 5.

2. Formalism for an individual moving structure

One of the first studies of the photon–gravitational potential
well interactions is related to the Sachs–Wolfe effect (Sachs &
Wolfe 1967). At the recombination time (z ' 1100) the pho-
tons and matter decouple while they are in potential wells; the
photons are redshifted when they leave the potential wells. This
generates the large angular scale temperature fluctuations.
Other authors have investigated the effect of time varying po-
tentials on the CMB photons after the recombination, namely
the Rees-Sciama effect (Rees & Sciama 1968). If the potential
well crossed by the photons evolves between the time they en-
ter and their exit, the extra-time delay they suffer changes the
temperature of the CMB and induces an additional anisotropy.
The variation of the potential well can have an “intrinsic” or a
“kinetic” origin. The first case describes the evolution with re-
spect to the background density distribution. The second case
is related to the bulk motion of a gravitational potential well
across the line of sight which mimics a time variation of the po-
tential. Photons crossing the leading edge of a structure will be
redshifted because of the increasing depth of the potential well
during their crossing time; while photons crossing the trail-
ing edge of the same structure are blueshifted. This results in
a characteristic spatial signature for the induced anisotropy: a
hot-cold temperature spot.
The specific effect of a moving cluster across the sky was first
studied by Birkinshaw & Gull (1983) (correction to this paper
was made in Birkinshaw 1989) and it was invoked as a method
to measure the transverse velocity of massive clusters of galax-
ies. These authors found that the transverse motion of a cluster
across the line of sight induces a frequency shift given by:��� = �
 sin� cos� �(b): (1)

Here,� is the peculiar velocity in units of the speed of light
(� = v=c), 
 is the Lorenz factor (
 = (1� �2)�1=2), � and�
are respectively the angle between the peculiar velocityv and
the line of sight of the observer and the azimuthal angle in the
plane of the sky, and�(b) is the deflection angle due to the
gravitational lensing by the cluster at a distance equal to the
impact parameterb. This frequency shift induces a brightness
variation which in turn can be expressed as a secondary tem-
perature fluctuation�T=T . In their paper, Birkinshaw & Gull
derived an expression for�T=T in the Rayleigh-Jeans regime,
with some specific assumptions on the gravitational potential
well associated with the cluster. They assumed that the mat-
ter in the galaxy cluster was homogeneously distributed in an
isothermal sphere of radiusR, whereR is the characteristic
scale of the cluster.

In our paper, we basically follow the same formalism as
Birkinshaw & Gull’s using the corrected expression from Birkin-
shaw 1989. We compute the gravitational deflection angle at
the impact parameter�(b), the corresponding frequency shift
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Fig. 1. Characteristic spatial signature of a temperature fluctuation
due to a moving lens with massM = 1015M� and velocityv = 600
km/s.

and then derive the associated temperature fluctuation. The main
difference between our approach in this section and the previ-
ous work concerns the physical hypothesis that we adopt to
describe the distribution of matter in the structures. In fact, in
order to derive the deflection angle, we find the homogeneous
isothermal distribution a too simple and rather unrealistic hy-
pothesis and choose another more realistic description. For the
structures such as those we are interested in (clusters down to
small groups), almost all the mass is “made” of dark matter.
In order to study the gravitational lensing of a structure prop-
erly, one has to model the gravitational potential well using the
best possible knowledge for the dark matter distribution. The
corrections, due to the more accurate profile distribution that
we introduce, will not alter the maximum amplitude of an indi-
vidual moving lens effect since it is associated with the central
part of the lens. However, when dealing with some average sig-
nal coming from these secondary anisotropies, the contribution
from the outskirts of the structures appears important and thus
a detailed model of the matter profile is needed.
In view of the numerous recent studies on the formation of dark
matter halos, which are the formation sites for the individual
structures such as clusters of galaxies, we now have a rather
precise idea of their formation and density profiles. Specifi-
cally, the results of Navarro, Frenk & White (1996, 1997) are
particularly important. In fact, these authors have used N-body
simulations to investigate the structure of dark matter halos in
hierarchical cosmogonies; their results put stringent constraints
on the dark matter profiles. Over about four orders of magni-
tudes in mass (ranging from the masses of dwarf galaxy halos
to those of rich clusters of galaxies), they found that the density
profiles can be fitted over two decades in radius by a “univer-
sal” law (hereafter NFW profile) which seems to be the best
description of the structure of dark matter halos (Huss, Jain &
Steinmetz 1997). The NFW profile is given by:�(r) = �crit �c(r=rs)(1 + r=rs)2 ; (2)

wherers = r200=c is the scale radius of the halo,�c its charac-
teristic overdensity,�crit is the critical density of the universe
and c is a dimensionless parameter called the concentration.
The radiusr200 is the radius of the sphere where the mean den-
sity is200��crit. This is what we refer to as a virialised object
of massM200 = 200�crit (4�=3)r3200.
In addition to the fact that the shape is independent of the halo
mass over a wide range, the NFW profile is also independent
of the cosmological model. The cosmological model intervenes
essentially in the formation epoch of the dark matter halo and
therefore in the parameters of the profile, namelyc, rs and�c.

Using the density profile, one can compute the deflection
angle at the impact parameter which gives the shape of the pat-
tern and the amplitude of the induced secondary anisotropy. In
our work, we compute the deflection angle following the for-
malism of Blandford & Kochanek (1987), which is given by
the expression:� = 2DlsDosrr Z �(r; l) dl; (3)

here, the integral is performed over the length elementdl along
the line of sight.Dls andDos are respectively the distances
between lens and source and the observer and source. In the
redshift range of the considered structures (z < 1:5), the dis-
tance ratiosDls=Dos range between 1 and 0.68 for the stan-
dard CDM model, between 1 and 0.53 for the open CDM and
between 1 and 0.74 for the lambda CDM model. These cosmo-
logical models will be defined in the next section. In Eq. 3r is
the position of the structure and�(r; l) is the associated grav-
itational potential. In order to get an analytic expression of the
deflection angle and hence of the anisotropy, we used a density
profile which gives a good approximation to the NFW density
profile (Eq. 2), in the central part of the structure. This density
profile is given by:�(r) = �crit �c � rrs��1 exp��rrs � : (4)

The fitted profile leads to a diverging mass at large radii and
we therefore introduce a cut-off radiusRmax to the integral.
This cut-off should correspond to some physical size of the
structure. With regard to the different values of the concen-
tration c, we setRmax = 8rs which is in most cases equiv-
alent toRmax ' r200,i.e., close to the virial radius. The in-
tegral giving the deflection angle is performed on the interval[�Rmax; Rmax]. ForRmax = 8rs, our fit gives a mass which
is about 20% lower than the mass derived from NFW profile.
This difference is larger for largerRmax, and forRmax = 10rs
we find that the mass is about 33% lower. However, the larger
radii the temperature fluctuations are at the10�8 level. On the
other hand, the Hernquist (1990) profile is also in agreement
with the results of N-body simulations. Indeed, both NFW and
Hernquist profiles have a similar dependence in the central part
of the structure but differ at large radii where the NFW profile
is proportional tor�3 and the Hernquist profile varies asr�4.
However, the amplitude of the anisotropy at large radii is very
small and the results that we obtain does are not sensitive to the
cut-off.
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Given the peculiar velocity of the structure and its density
profile, we can calculate the deflection angle (Eq. 3). Then one
can determine the relative variation in frequency,��=�, us-
ing equation 1 and thus evaluate the secondary distortion in-
duced by a specific structure moving across the sky. We find
that individual massive structures (rich galaxy clusters) pro-
duce anisotropies ranging between a few10�6 to 10�5; but
within a wider range of masses the amplitudes are smaller and
these values are only upper limits for the moving lens effect.

3. Generalisation to a sample of structures

Future CMB (space and balloon born) experiments will mea-
sure the temperature fluctuations with very high accuracy (10�6)
at small angular scales. In our attempts to foresee what the
CMB maps would look like and what would be the spurious
contributions due to the various astrophysical foregrounds, we
investigate the generalisation of the computations made above
to a sample of structures. This is done in order to address the
questions of the cumulative effect and contamination to the
CMB.

Some work has already been done by Tuluie & Laguna
1995 and Tuluie, Laguna & Anninos 1996 who pointed out the
moving lens effect in their study of the varying potential ef-
fects on the CMB. In their study, they used N-body simulations
to evolve the matter inhomogeneities, from the decoupling time
until the present, in which they propagated CMB photons. They
have estimated the anisotropies generated by three sources of
time–variations of the potential: intrinsic changes in the gravi-
tational potential, decaying potential effect from the evolution
of gravitational potential in
0 6= 1 models, and peculiar bulk
motions of the structures across the sky. They evaluated the
contribution of the latter effect for rather large angular scales
(' 1�) due to the lack of numerical resolution (about2h�1
Mpc) and gave estimates of the power spectrum of these ef-
fects.

With another approach, we make a similar analysis in the
case of the moving lens effect extended to angular scales down
to a few tens of arcseconds. We also simulate attempts at the de-
tection and subtraction of the moving lens effect. Our approach
is quite different from that of Tuluie, Laguna & Anninos, in that
it is semi-empirical and apply the formalism developed for an
individual structure (Sect. 2.) to each object from a sample of
structures. The predicted number of objects in the sample being
derived from the Press–Schechter formalism for the structure
formation (Press & Schechter 1974).

3.1. Predicted population of collapsed objects

An estimate of the cumulative effect of the moving lenses re-
quires a knowledge of the number of objects of a given mass
that will contribute to the total effect at a given epoch. We as-
sume that this number is accurately predicted by the abundance
of collapsed dark matter halos as a function of their masses and

redshifts, as derived using the Press–Schechter formalism. This
approach was used in a previous paper (Aghanim et al. 1997)
which predicted the SZ contribution to the CMB signal in a
standard CDM model. In addition to the “traditional” standard
Cold Dark Matter (CDM) model (
0 = 1), in this paper we
also address the question of a generalised moving lens effect
in other cosmological models. We extend the Press–Schechter
formalism to an open CDM model (OCDM) with no cosmo-
logical constant (
0 = 0:3), and also a flat universe with a non
zero cosmological constant (�CDM model) (
0 = 0:3 and� = 0:7). Here
0 is the density parameter,� is the cosmo-
logical constant given in units of3H20 andH0 is the Hubble
constant. We takeH0 = 100h km/s/Mpc, and assumeh = 0:5
throughout the paper.
In any case, the general analytic expression for the number den-
sity of spherical collapsed halos in the mass range[M;M +dM ] can be written as (Lacey & Cole 1993):dn(M; z)dM = �r 2� �(z)M2 d ln �(M)d ln M �c0(z)�(M) exp�� �2c0(z)2�2(M)� ;(5)

where�(z) is the mean background density at redshiftz and�c0(z) is the overdensity of a linearly evolving structure. The
mass variance�2(M) of the fluctuation spectrum, filtered on
mass scaleM , is related to the linear power spectrum of the
initial density fluctuationsP (k) through:�2(M) = 12�2 Z 10 k2P (k)W 2(kR) dk;
whereW is the Fourier transform of the window function over
which the variance is smoothed (Peebles 1980) andR is the
scale associated with massM . In the assumption of a scale–
free initial power spectrum with spectral indexn, the variance
on mass scaleM can be expressed in terms of�8, thermsden-
sity fluctuation in sphere of8h�1 Mpc size. The relationship
between these two quantities is given by (Mathiesen & Evrard
1997): �(M) = (1:19
0)��8M��;
with � = (n + 3)=6. It has been shown that�8 varies with
the cosmological model and in particular with the density pa-
rameter
0. A general empirical fitting function (�8 = A
�B0 )
was derived from a power spectrum normalisation to the clus-
ter abundance with a rather good agreement in the values of the
parametersA andB (White, Efstathiou & Frenk 1993, Eke,
Cole & Frenk 1996, Viana & Liddle 1996). In our work, we
use the “best fitting values” from Viana & Liddle (1996) which
areA = 0:6 andB = 0:36 + 0:31
0 � 0:28
20 for an open
CDM universe (
0 < 1 and� = 0) orB = 0:59� 0:16
0 +0:06
20 for a flat universe with a non zero cosmological con-
stant (
0+� = 1). We usen = �1 for the spectral index in the
cluster mass regime which is the theoretically predicted value.
Some local constraints on the temperature abundance of clus-
ters favourn = �2 (Henry & Arnaud 1991, Oukbir, Bartlett &
Blanchard 1997) but we did not investigate this case.
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3.2. Peculiar velocities

On the scale of clusters of galaxies, typically 8h�1 Mpc, one
can assume that the density fluctuations are in the linear regime.
Therefore the fluctuations are closely related to the initial con-
ditions from which the structures arise. In fact, in the assump-
tion of an isotropic Gaussian distribution of the initial density
perturbations, the initial power spectrumP (k) gives a complete
description of the velocity field through the three–dimensional
rmsvelocity (vrms) predicted by the linear gravitational insta-
bility for an irrotational field at a given scaleR (Peebles 1993).
This velocity is given by:vrms = a(t)H f(
;�) � 12�2 Z 10 P (k)W 2(kR) dk�1=2 (6)

wherea(t) is the expansion parameter, the Hubble constantH
and the density parameter
 vary with time (Caroll, Press &
Turner 1992). The functionf(
;�) is accurately approximated
by f(
;�) = 
0:6 (Peebles 1980) even if there is a non zero
cosmological constant (Lahav et al. 1991). Furthermore, under
the assumptions of linear regime and Gaussian distribution of
the density fluctuations, the structures move with respect to the
global Hubble flow with peculiar velocities following a Gaus-
sian distributionf(v) = 1vrmsp(2�) exp( �v22v2rms ) which is fully

described byvrms. This prediction is in agreement with numer-
ical simulations (Bahcall et al. 1994, Moscardini et al. 1996).

The present observational status of peculiar cluster veloci-
ties puts few constraints on the cosmological models. Results
from the Hudson (1994) sample using Dn-� and IRTF dis-
tance estimators give respectivelyvrms = 688� 82 and646�120 km/s, a composite sample givesvrms = 725 � 60 km/s
(Moscardini et al 1996). Giovanelli’s (1996) sample gives a
smaller value,vrms = 356� 37 km/s.
In our paper we compute the three–dimensionalrms peculiar
velocity on scale 8h�1 Mpc (typical virial radius of a galaxy
cluster) using Eq. 6 for the three cosmological models. This is
because large scale velocities are mostly sensitive to long wave-
length density fluctuations. This smoothing allows us to get rid
of the nonlinear effects on small scales but it also tends to un-
derestimate the peculiar velocities of the smallest objects that
we are interested in. Nevertheless, with regard to the rather im-
portant dispersion in the observational values (320< vrms <780
km/s), we use the predicted theoretical values, which range be-
tween 400 and 500 km/s, and are hence in general agreement
with the observational data.

3.3. Simulations

For each cosmological model, we generate a simulated map
of the moving lens effect in order to analyse the contribution
to the signal in terms of temperature fluctuations. The sim-
ulations are essentially based on the studies of Aghanim et
al. (1997). In the following, we describe briefly the main hy-
pothesis that we make in simulating the maps of the tempera-
ture fluctuations induced by the moving lens effect associated

with small groups and clusters of galaxies (1013 and1015M�).
The predicted number of massive objects is derived from a
distribution of sources using the Press–Schechter formalism
normalised (Viana & Liddle 1996) using the X-ray tempera-
ture distribution function derived from Henry & Arnaud (1991)
data. This normalisation has also been used by Mathiesen &
Evrard (1997) for the ROSAT Brightest Clusters Sample com-
piled by Ebeling et al. (1997). The position and direction of
motion of each object are random. Their peculiar velocities
are also random within an assumed Gaussian distribution. Here
again, the correlations were neglected because the effect is max-
imum very close to the central part of the structure (about 100
kpc) whereas the correlation length is between 5 and 20 Mpc
(Bahcall 1988). The final maps account for the cumulative ef-
fect of the moving lenses with redshifts lower thanz = 1:5.
We refer the reader to Aghanim et al. (1997) for a detailed de-
scription of the simulation.

In this paper, some changes and improvements have been
made to our previous study (Aghanim et al. 1997). In this paper,
the predicted source counts (Eq. 5, Sect. 3.1) are in agreement
with more recent data. They are also adapted to the various
cosmological models that we have assumed. The standard de-
viation of the peculiar velocity distribution is computed using
equation 6 and is in reasonable agreement with the data. The
advantage of using this equation is that the variations with time
and cosmology are directly handled in the expression. As we
pointed out in section 2, the secondary effects we study here
are associated with the whole mass of the structure, not only
the gas mass. Therefore, the gas part of structures are modelled
using the�–profile (as in the previous case) to simulate the SZ
effect. Whereas the density profile (Eq. 4) is used to simulate
the potential well of the moving lens effect. We note that the
results of the N-body simulations of Navarrro, Frenk & White
(1996) are consistent with the assumption of an intra–cluster
isothermal gas in hydrostatic equilibrium with a NFW halo.

4. Results of the data analysis

We analyse the simulated maps of secondary fluctuations due
to the moving lens effect, for the three cosmological models
described in Sect. 3, and we quantify their contributions. We
also make attempts at detecting and extracting the secondary
fluctuations from the entire signal (primary CMB, SZ kinetic
effect and moving lenses).

4.1. Statistical analysis

We show the histogram of the secondary fluctuations for the
moving lens effect (randomly generated) in the three cosmogo-
nies (Fig. 2). In all cases, the amplitude of anisotropies ranges
roughly between�T=T ' �1:5 10�5 and�T=T ' 1:5 10�5.
Thermsvalue of the anisotropies varies a little with the cosmo-
logical model( �TT )CDMrms ' 5:2 10�7, ( �TT )�CDMrms ' 3:4 10�7
and finally( �TT )OCDMrms ' 3:5 10�7. Our results are in general
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Fig. 2.Histograms showing the distributions of the secondary fluctua-
tions in the simulated maps. The solid, dashed and dotted lines are for
respectively the standard, Open and Lambda CDM model.

agreement with those of Tuluie, Laguna & Anninos (1996). In
all the cosmological models, thermsvalue of the anisotropies
is about a factor 10 lower than therms amplitude of the fluc-
tuations due to the SZ kinetic effect associated with the same
structures, which is about5: 10�6; and is about 30 times lower
than the

� �TT �rms of the primary fluctuations in a standard
CDM model. The distribution of the temperature fluctuations
induced by moving lenses exhibits a highly non Gaussian sig-
nature (Fig. 2). The fourth moment of the distribution, called
the kurtosis, measures the peakedness or flatness of the distri-
bution relative to the normal one. We find that the kurtosis for
the standard CDM, OCDM and�CDM models are positive and
respectively equal to about 51, 97 and 41. The distributions are
thus peaked (leptokurtics).

In the context of our statistical analysis of the secondary
anisotropies, we also compute the fitted angular power spec-
tra (Fig. 3) of the three main sources of anisotropies: primary
CMB fluctuations (in the standard CDM model) and both the
predicted power spectra of the fluctuations due to the moving
lenses (thin lines) and the SZ kinetic effect (thick lines). In fig-
ure 3, the solid lines are for the standard CDM model, dashed
and dotted lines are respectively for the open and non zero cos-
mological constant models. We fit the power spectra of the sec-
ondary anisotropies due to moving lenses with the general ex-
pression:l(l+ 1)Cl = als � bls exp(�clsl); (7)

in which the fitting parameters for every cosmological model
are given in table 1. The SZ kinetic anisotropies are fitted with
the following expression:l(l+ 1)Cl = aSZ l + bSZ l2; (8)

with the fitting parameters for the cosmological models gath-
ered in table. 2.

The power spectra of the SZ kinetic effect exhibit the char-
acteristicl2 dependence on small angular scales for the point–
like source dominated signal. All the power spectra have rather

Fig. 3. Power spectra of the primary fluctuations obtained using the
CMBFAST code compared to the fitted power spectra of the secondary
fluctuations due to the Sunyaev–Zel’dovich kinetic effect (thick lines)
and to the moving lens effect (thin lines). The power spectrafor the
standard CDM model (solid line), open CDM model (dashed line) and
lambda CDM model (dotted line) are shown.

Table 1.Fitting parameters for the power spectrum of the fluctuations
induced by moving lenses as a function of the cosmological model.als bls cls

SCDM 4:9 10�13 5:5 10�13 3:3 10�3
OCDM 1:8 10�13 7:6 10�13 4:9 10�2�CDM 2:1 10�13 2:2 10�13 3:4 10�3

Table 2.Fitting parameters for the power spectrum of the fluctuations
induced by the Sunyaev–Zel’dovich kinetic effect as a function of the
cosmological model. aSZ bSZ

SCDM 3:4 10�15 4:3 10�18
OCDM 2:3 10�15 6:3 10�18�CDM 2:6 10�15 2:5 10�18

similar amplitudes, at large scales, in particular up tol ' 200
where we notice an excess of power at small angular scales
in the OCDM model. This is because low
0 models produce
higher counts than
0 = 1 models (Barbosa et al. 1996).

The moving lens power spectra, for both CDM and�CDM
models, exhibit a plateau atl > 500 with a decrease at larger
angular scales. For the OCDM model, the dependence is roughly
constant at all scales. We also note that the highest and lowest
power are obtained, at small angular scales, for respectively the
standard CDM and OCDM models. At large scales, the oppo-
site is true.
In order to interpret this behaviour, we distinguish between
what we refer to as the resolved and unresolved structures.
The spatial extent of the resolved structures is much greater
than the pixel size (or analogously the beam size). Whereas,
the unresolved objects have extents close to, or smaller than,
the pixel size. At the pixel size an unresolved structure gener-
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ates a SZ kinetic anisotropy which is averaged to a non-zero
value. Whereas the dipolar anisotropy induced by the moving
lens effect is averaged to zero (except what remains from the
side effects). A pixel size anisotropy thus does not contribute
to the signal in the moving lens effect; while it contributes with
its �T=T amplitude in the SZ kinetic effect. As a result, the
distribution of the moving lens anisotropies does not reflect the
whole population of objects, but only the distribution of the
resolved ones. In the OCDM model the structures are more nu-
merous and form earlier than in a standard CDM model. Conse-
quently, the distribution of unresolved objects in OCDM thus
shows a large excess compared with the standard CDM and
there are less resolved structures in the OCDM model than in
the CDM. The excess of power in the the moving lens fluctu-
ations spectrum (Fig. 3, solid line) reflects the dependence of
the size distribution upon the cosmological model.
At a given large scale and for the SZ kinetic effect, there is
more power on large scales in a standard CDM model com-
pared with the OCDM. This is because the contribution to the
power comes from low redshift resolved structures, which are
less numerous in an OCDM model. Consequently, in the case
of the fluctuations induced by the moving lens effect at large
scale, the power in the OCDM model is greater than in the
standard CDM. In addition, at a given large scale the power
of the moving lens effect accounts for the cumulative contribu-
tion from the massive objects, with high amplitude, and from
the less massive ones, with lower amplitudes.

A comparison between the CMB and the moving lens power
spectra obviously shows that primary CMB fluctuations dom-
inate at all scales larger than the cut-off scale, whatever the
cosmological model (Fig. 3). Furthermore in the OCDM and�CDM models the cut-off is shifted towards smaller angular
scales making the CMB the dominant contribution over a larger
range of scales. The most favourable configuration to study and
analyse the fluctuations is therefore the CDM model since it
gives the largest cut-off scale compared to the other cosmo-
logical models and since it gives the highest prediction for the
power of the moving lens effect. The level of spurious addi-
tional signal associated with the moving lens effect is negligi-
ble compared to both the primary and SZ kinetic fluctuations.
Below the scale of the cut-off in the CMB power spectrum, thel2 dependence of the SZ fluctuations is dominant over the mov-
ing lens effect. Moreover, contrary to the thermal effect, the
SZ kinetic, moving lens and primary fluctuations have black
body spectra. This makes the spectral confusion between them
a crucial problem. At small angular scales, the SZ kinetic effect
represents the principal source of confusion.

Nevertheless, the contribution of the SZ kinetic effect is
very dependent on the predicted number of structures that show
a gas component. In other words, some objects like small groups
of galaxies may not have a gas component, and therefore no SZ
thermal or kinetic anisotropy is generated, but they still exhibit
the anisotropy associated with their motion across the sky. We
attempt to study a rather wide range of models. We therefore
use two prescriptions to discriminate between “gaseous” ob-
jects and “non gaseous” ones. These prescriptions correspond

Fig. 4.Randomly generated power spectra of the primary fluctuations
in the standard CDM model (solid line) compared to the secondary
fluctuations due to the moving lens effect (dashed-dotted line) and the
Sunyaev–Zel’dovich kinetic effect with a cut-off at1013M� (dashed
line) and at1014M� (dotted line).

to arbitrary limits on the masses of the structures. Namely: in
the first model, we assume that all the dark matter halos with
masses greater than1013M� have a gas fraction of 20% and
exhibit SZ thermal and kinetic anisotropies; while in the second
model, it is only the structures with massesM � 1014M�
which produce SZ anisotropies. We ran the simulations with
both assumptions in the standard CDM model and computed
the corresponding power spectra (Fig. 4). The power spectrum
associated with the SZ kinetic effect shows, as expected, that
the cut-off in masses induces a decrease in the power of the
SZ kinetic effect on all scales, and in particular on very small
scales with a cut-off atl ' 4000. The power spectrum of the SZ
kinetic anisotropies can be fitted with the following expression:l(l + 1)Cl = �3:3 10�13 + 1:6 10�14l exp(6:2 10�4l): (9)

Despite this cut-off in mass and the decrease in power, the SZ
kinetic effect remains much larger than the moving lens ef-
fect. Therefore at small angular scales, the SZ kinetic point like
sources are still the major source of confusion. In order to get
rid of this pollution in an effective way, one would need a very
sharp but unrealistic cut-off in mass.

4.2. Detection and extraction

We analyse the simulated maps in order to estimate the ampli-
tudes of the anisotropies associated with each individual mov-
ing structure. In such an analysis both primary CMB and SZ
kinetic fluctuations represent spurious signals with regards to
the moving lens. Figure 3 shows that these signals contribute
at different scales and at different levels. The primary CMB
contribution vanishes on scales lower than the cut-off whereas
the SZ kinetic contribution shows up at all scales and its power
increases asl2 on small scales. This indicates clearly that the
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Fig. 5.Plot showing the contours superimposed over a simulated map
of the fluctuations induced by moving lenses in the standard CDM
model (pixel size= 1.5’). The contour levels and grey scalesshown in
the plot are:1:5 10�5;�1: 10�5;�5: 10�6;�1: 10�6
most important problem with the analysis of the maps (extrac-
tion and detection of the moving lens anisotropy) is the confu-
sion due to the point–like sources. This problem is made worse
by spectral confusion. A compromise must be found between
investigating scales smaller than the CMB cut-off, which max-
imises the pollution due to SZ kinetic effect, and exploring
larger scales where the SZ contribution is low (but still 10 times
larger than the moving lenses). The main problem here is that
on these scales the primary fluctuations are 100 times larger
than the moving lenses which makes their detection hopeless.

Nevertheless, the signal has two characteristics that make
the attempts at detection worthy at small scales. The first ad-
vantage is that the anisotropy induced by a moving lens exhibits
a particular spatial signature which is seen as the dipole–like
patterns shown in figure 5. The second, and main advantage is
that we know the position of the center of the structures thanks
to the SZ thermal effect.
In fact, the objects giving rise to a dipole–like anisotropy are
either small groups or clusters of galaxies with hot ionised gas
which also exhibit SZ thermal distortions. The latter, charac-
terised by the so-called Comptonisation parametery, have a
very specific spectral signature. It is therefore rather easy to de-
termine the position of the center of a structure assuming that
it corresponds to the maximum value of they parameter. In the
context of the Planck multi–wavelength experiment for CMB
observations, it was shown (Aghanim et al. 1997) that the lo-
cation of massive clusters will be well known because of the
presence of the SZ thermal effect.
We based our detection strategy for the moving lens effect on
these two properties (spatial signature and known location). We
also assumed that the SZ thermal effect was perfectly separated

from the other contributions thanks to the spectral signature.
The problem is therefore eased since it lies in the separation
of moving lens, SZ kinetic and primary CMB anisotropiesat
known positions. Nevertheless the clusters and their gravita-
tional potential wells are likely to be non-spherical, making the
separation difficult. In the following, we will show that even
in the simple spherical model we adopt the separation remains
very difficult because of the spectral confusion of the moving
lens, SZ kinetic and primary CMB fluctuations. Separation is
even more difficult because of the numerous point-like SZ ki-
netic sources corresponding to weak clusters and small groups
of galaxies for which we do not observe the SZ thermal effect.

4.2.1. Method

In order to clean the maps from the noise (SZ kinetic and CMB
fluctuations), we filter them using a wavelet transform. Wavelet
transforms have received significant attention recently due to
their suitability for a number of important signal and image
processing tasks. The principle behind the wavelet transform,
as described by Grossmann & Morlet (1984), Daubechies (1988)
and Mallat (1989) is to hierarchically decompose an input im-
age into a series of successively lower resolution reference im-
ages and associated detail images. At each level, the reference
image and detail image contain the information needed to re-
construct the reference image at the next higher resolution level.
So, what makes the wavelet transform interesting in image pro-
cessing is that, unlike Fourier transform, wavelets are quite lo-
calised in space. Simultaneously, like the Fourier transform,
wavelets are also quite localised in frequency, or more pre-
cisely, on characteristic scales. Therefore, the multi-scale ap-
proach provides an elegant and powerful framework for our im-
age analysis because the features of interest in an image (dipole
pattern) are generally present at different characteristic scales.
Furthermore, the wavelet transform performs contemporane-
ously a hierarchical analysis in both the space and frequency
domains.

The maps are decomposed in terms of a wavelet basis that
has the best impulse response and lowest shift variance among
a set of wavelets that were tested for image compression (Vil-
lasenor et al. 1995). These two characteristics are important
if we want to identify the locations and the amplitudes of the
moving lenses. Since the moving lenses induce very small scale
anisotropies compared to the CMB, we filter the largest scales
in order to separate these two contributions. We note that this
also allows us to separate the contributions due to the large
scale SZ kinetic sources. In the following we describe our anal-
ysis method, first applied to an unrealistic study case and then
to a realistic case.
Study case

We filter the large scales of a map of CMB+moving lens
fluctuations (no SZ kinetic contribution) in order to test the ro-
bustness and efficiency of the wavelet transform filtering. In
this case, the noise due to the CMB is efficiently cleaned. In



5.4. ANALYSE DES DONN�EES{R�ESULTATS 131
N. Aghanim et al.: Moving gravitational lenses: imprints onthe CMB 9

Fig. 6. The two upper panels show simulated maps: on the left, total map of the fluctuations (CMB+SZ+lens) linear scale between1:4 10�4
(white) and�1:3 10�4 (black). On the right is shown the map of the moving lenses fluctuations (linear scale between1:5 10�5 (white) and�1:2 10�5 (black)). The two lower panels are the result of the wavelet filtering process. The left panel is for a CMB+lens configuration, in
which we notice that the secondary anisotropies are rather well extracted. The right panel represents the case of all contributors and shows
that the moving lenses are completely dominated by the SZ kinetic noise.

fact, Figure 6 lower left panel shows a residual signal (symbol-
ised by the dots) associated with the moving lens fluctuations,
which are simulated in the upper right panel of the same fig-
ure. We have confirmed that the positions of the residual signal
agree with the positions of the input structures. Moreover, we
were able to successfully extract the secondary fluctuations due
to the moving lenses, as well as estimate their average peak to
peak�T=T values. Figure 8 shows the average peak to peak
amplitudes of the input simulated fluctuations (solid line) and
the extracted values (dashed line). The main features are well-
recovered, although the amplitudes suffer from the smoothing
of the filtering procedure. In this study case, with no SZ ki-
netic contribution, we find a correlation coefficient between in-
put and recovered values of about 0.95.

Realistic case
When this method is applied to filter a map containing all

contributions (CMB+SZ kinetic+moving lenses), we are no longer
able to identify or locate the moving lens fluctuations, as shown
in fig.6 lower right panel. Here, the CMB which dominates at

large scales is cleaned, whereas the SZ kinetic effect, which
is mainly a point-like dominated signal, at least one order of
magnitude larger than the power of the moving lenses, is not
cleaned and remains in the filtered signal. We have filtered
at several angular scales without any positive result. On large
scales the extended dipole patterns are polluted by the CMB,
as mentioned above, and on small scales the SZ kinetic fluc-
tuations are of the same scale as the moving lens anisotropies.
We also tried the convolution of the total map (CMB+SZ ki-
netic+moving lenses) with the dipole pattern function but we
were still unable to recover the moving lens fluctuations. In
fact, the combination of two SZ kinetic sources, one coming
forward and the other going backward, mimics a dipole-like
pattern. In order to distinguish between an intrinsic dipole due
to a lens and a coincidence, one needs to know a priori the di-
rection of the motion which is of course not possible. During
our analysis, we investigated two cases for the cut off in mass
as describe in Sect 4.1. For the simulations with cut-off mass1014M� the resulting background due to point-like SZ fluctu-
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Fig. 7. Average peak to peak amplitude of the secondary anisotropies
due to the moving lenses (cut-off mass1014M�) for lenses with a
decreasingy parameter. The solid line represents the amplitudes in
the original simulated lenses map. The dashed line represents the
extracted amplitudesafter sorting the wavelet coefficients and fil-
tering all contributions (CMB+SZ+lenses). The correlation factor is
equal to 0.9.

Fig. 8. Average peak to peak amplitude of the secondary anisotropies
due to the moving lenses (cut-off mass1013M�) for lenses with de-
creasingy parameter. Solid line represents the amplitudes in the orig-
inal simulated lens map. The dashed line represents the extracted am-
plitudes without sorting the wavelet coefficients and afterfiltering the
CBM+lenses contributions (no SZ kinetic). The dotted-dashed line
represents the extracted amplitudes after sorting the wavelet coeffi-
cients and filtering all contributions (CBM+lenses+SZ kinetic).

ations is lower than the cut-off at1013M� case; but we were
still unable to recover the moving lens fluctuations.

In our attempt at taking advantage of the spatial signature of
the moving lens fluctuations, we have located the coefficients in
the wavelet decomposition that are principally associated with
the moving lenses and selected them from all the wavelet co-
efficients. Our study case procedure is the following. We make
the wavelet transform for the moving lens fluctuations and, sep-

arately, we also make the transform for the remaining signals
(CMB+SZ kinetic). We locate the wavelet coefficients for the
moving lenses whose absolute values are higher than the abso-
lute values of CMB+SZ kinetic coefficients. Then, we select, in
the transform of the total fluctuation map (CMB+SZ+lenses),
the coefficients corresponding to the previously located ones.
Finally we perform the inverse transform on the map (CMB+SZ+lenses)
according to the selected coefficients. When we compare the
average peak to peak amplitudes of the recovered (Fig. 7: dashed
line and Fig. 8: dotted-dashed line) and input (Fig. 7 and Fig.
8, solid line) lens fluctuations, we find a very good correlation
between the amplitudes of the original and the reconstructed
moving lens fluctuations. The correlation factor is of the order
of 0.7 for CMB+SZ+lenses with a cut-off mass at1013M�
and higher than 0.9 with the cut-off at1014M�. This differ-
ence between the correlation factors is an effect of the cut-off
in masses. In fact, for the1014M� cut-off, the filtered maps
are cleaner than for the1013M� cut-off. Therefore, in the lat-
ter case some of the lenses have very little or no signature in
the wavelet decomposition, hence they are not recovered and
the correlation factor decreases.

The results of our study case confirm that the moving lens
fluctuations have a significant spatial signature in the total sig-
nal although their amplitudes are very low compared with the
CMB and SZ fluctuations. However, it is worth noting that such
a “good” result is obtained only because we use sorted coeffi-
cients from two separated maps, one containing the lens signal
and the other containing the polluting signals. In a real case,
there is no way to separate the contributions because of the
spectral confusion and therefore there is no a priori knowledge
of the “right” coefficients in the wavelet decomposition. In our
analysis, we tried several sorting criteria for the coefficients but
we could not find a robust and trustworthy criterion to repro-
ducibly discriminate between the wavelet coefficients belong-
ing to the moving lens fluctuations and the coefficients belong-
ing to the noise (SZ kinetic and CMB fluctuations). During the
analysis, we could not overcome the physical limitation corre-
sponding to the presence of sources of SZ kinetic anisotropies
at the same scale and with amplitudes at least 10 times higher
than the signal (moving lens fluctuations).

5. Conclusions

In our work, we investigate the secondary fluctuations induced
by moving lenses with masses ranging from those of groups of
galaxies to those of clusters of galaxies in a simple way, based
on predicted structure counts and simulated maps. This method
allows us to explore a rather wide range of scales (> 10 arcsec-
onds) in various cosmological models. The analysis, in terms
of angular power spectra, show the scales for which the pri-
mary fluctuations are dominant (Fig. 3). In the standard and
lambda CDM models, the primary anisotropies are dominant
respectively for scalesl < 4000 andl < 4500 whereas in the
Open CDM model they are dominant forl < 6000. In prac-
tice, it is thus impossible to detect the secondary anisotropies
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due to moving lenses in the open model. The standard CDM
model shows the smallest cut-off scale with an intermediate SZ
kinetic pollution, compared to the other two models. It is there-
fore the “best case” framework for making an analysis and pre-
dicting the detection of fluctuations and the contributions that
they induce. One must keep in mind that the results quoted in
this particular case represent the “best” results we get from the
analysis.

The results of our analysis are obtained under the assump-
tion of a universe that never re-ionises, which is of course not
the case. The re-ionisation, if it is homogeneous, is supposed
to somewhat ease the task of extraction of the pattern. In fact,
its main effect is to damp the angular power spectrum of the
primary anisotropies on small scales, shifting the cut-off to-
wards larger scales. In this case, the effect of moving lenses
dominates over the CMB fluctuations, and the SZ kinetic is
not as high as it is on very small scales. However, if the re-
ionisation is late and inhomogeneous, it generates additional
SZ kinetic-type secondary fluctuations (Aghanim et al. 1996)
without damping the power spectrum by more than a few per-
cent. Here, the re-ionisation might worsen the analysis at small
scales. In any case, there could be some other additional sec-
ondary fluctuations principally due to the Vishniac effect, that
arise in a re-ionised universe. Our work thus gives a “best case”
configuration of the problem, with all other effects tending to
worsen the situation.

We found that the secondary fluctuations induced by the
moving gravitational lenses can be as high as1:5 10�5; with
rmscontributions of about 5 to3: 10�7 in the three cosmolog-
ical models. Even if the moving lens fluctuations have a par-
ticular dipolar pattern and even if they are “perfectly” located
through their SZ thermal effect, the detection of the moving
lens effect and its separation from the SZ kinetic and primary
fluctuations are very difficult because of the very high level of
confusion, on the scales of interest, with the point–like SZ ki-
netic anisotropies and because of spectral confusion.

We nevertheless analysed the simulated maps using an adapted
wavelet technique in order to extract the moving lens fluctua-
tions. We conclude thatthe contribution of the secondary anisotropies
due to the moving lenses is thus negligible whatever the cosmo-
logical model. Therefore it will not affect the future CMB mea-
surements except as a background contribution. We have high-
lighted the fact that the moving lens fluctuations have a very
significant spatial signature but we did not succeed in separat-
ing this contribution from the other signals.
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Chapitre 6Un mod�ele de formation degalaxies: Milieu Intergalactiquechaud et photoionis�e
6.1 IntroductionLa formation des grandes structures de l'univers est une des questionsfondamentales de la cosmologie moderne. Dans ce cadre, le m�ecanisme del'instabilit�e gravitationnelle est celui qui explique le mieux les observations,quelque soit la physique invoqu�ee pour engendrer les perturbations initiales.Le caract�ere �eminemment non-lin�eaire de la formation des galaxies a conduitles cosmologistes �a d�evelopper des simulations num�eriques de plus en plusperformantes. Cependant la composante baryonique de la mati�ere n'a �et�einclus que r�ecemment dans ces simulations, qui restent limit�ees dans leurgamme de masses. Une approche analytique du probl�eme reste n�eanmoinspossible, �a condition que certaines hypoth�eses soient valid�ees par les simula-tions. Un exemple d'une telle approche est la fonction de masse de Press &Schechter (1974). Cette derni�ere a �et�e valid�ee par les simulations �a N corps(mati�ere noire), quoique de r�ecents r�esultats montrent que ce formalismesurestime la fonction de masse d'un facteur 1; 5� 2 aux petites masses (voirGross et al. (1998)). La bonne pr�ediction analytique de la fonction de massesd�eduite des simulations aux petites �echelles a n�eanmoins ouvert une voie pourexplorer la formation des structures aux �echelles galactique et sub-galactique,jusqu'au probl�eme de la formation des toutes premi�eres structures (Tegmarket al. (1997a)).A ces �echelles, le caract�ere dissipatif de la mati�ere baryonique joue un rôleprimordial, puisqu'il permet la formation des �etoiles. Il a donc �et�e propos�e que



136 CHAPITRE 6. MIG CHAUD ET PHOTOIONIS�Eles processus de refroidissement du gaz soient indispensables �a la formationdes galaxies. L'inclusion des baryons dans les halos de mati�ere noire soumis�a une loi de Press & Schechter a �et�e �etudi�ee en premier par White & Rees(1978). Ils ont essay�e d'en d�eduire la forme de la fonction de luminosit�e desgalaxies et ont conclu que cette fonction devait être en tous les cas pluspentue que la fonction de masse aux petites masses, impliquant une fonctionde luminosit�e beaucoup plus pentue que celle observ�ee. Ce probl�eme fut aussiconstat�e par Peacock & Heavens (1990) dans le contexte du formalisme despics. Depuis l'article de White & Rees (1978), l'ensemble des mod�eles semi-analytiques de formation de galaxies ont tent�e de r�epondre �a ce probl�eme ;Rees (1984) a not�e que la photoionisation du gaz par les premi�eres �etoilespouvait empêcher la formation ult�erieure de petites galaxies. Ce probl�emes'est vu con�rmer dans des �etudes ult�erieures, en e�et White & Frenk (1991)ont construit un mod�ele o�u ce probl�eme �etait r�esolu par l'injection d'�energiedans le gaz au centre des halos de mati�ere noire, au prix d'une productionde m�etaux trop large. Dekel & Silk (1986) supposent quant �a eux que lessupernovae sont capables d'�ejecter le gaz des petites galaxies, �evitant ainsila formation ult�erieure d'�etoiles. Ce type de mod�ele a �egalement �et�e �etudi�epar Cole (1991). A�n d'expliciter la r�ealit�e de ce probl�eme en termes simples,Blanchard et al. (1992) ont �etudi�e l'histoire du gaz intergalactique dans sonensemble. Moyennant de simples crit�eres de refroidissement du gaz dans leshalos, ils en ont conclu que la plupart du gaz aurait dû être froid �a notre�epoque (sous forme d'�etoiles ou de gaz dense), conduisant ainsi �a une quantit�ede gaz froid dix fois plus grandes que celle observ�ee au sein des galaxies. Ilsquali��erent ce probl�eme de sur-refroidissement du gaz cosmologique.Ce probl�eme est di�cile �a appr�ehender lors de simulations num�eriquescar il apparâ�t surtout aux tr�es petites masses. Cependant, la tr�es grander�esolution des simulations de Navarro & Steinmetz (1997) a permis de mettreen �evidence ce probl�eme de mani�ere num�erique, et cela en bon accord avec lespr�edictions issues du formalisme de Press & Schechter compl�et�e d'un simplecrit�ere de refroidissement du gaz. Blanchard et al. (1992) ont propos�e commesolution �a ce probl�eme que le Milieu InterGalactique (MIG) soit r�echau��epar les premi�eres structures �a une temp�erature su�sante pour pr�evenir lecollapse du gaz dans la plupart des halos de mati�ere noire. Ce sc�enario sera�etudi�e de mani�ere quantitative dans la suite de ce chapitre. Il pose �egalementle probl�eme de l'�ejection de l'�energie produite au sein des galaxies dans lemilieu intergalactique, point qui sera bri�evement discut�e.D'autre part, les observations r�ecentes (CFRS, HDF) ont apport�e de nou-velles informations sur la formation des galaxies. En e�et, les donn�ees duCFRS (Lilly et al. (1995)) montrent un accroissement du taux de formationd'�etoiles jusqu'�a z ' 1, tandis que les donn�ees HDFmontrent au contraire une



6.2. SUR-REFROIDISSEMENT 137d�ecroissance apparente de ce même taux �a grand DVR. De plus, le contenuen gaz neutres des objets denses a �et�e observ�e jusqu'�a z ' 4. Il est doncint�eressant de voir si notre mod�ele peut rendre compte de ces observations.Dans un premier temps, nous �etudions le probl�eme du sur-refroidissementdu gaz, et sa sensibilit�e dans les di��erents param�etres. Nous �etudions ensuitel'in
uence de la photoionisation du MIG et son in
uence sur la formationdes galaxies. Nous en concluons que la photoionisation r�eduit sensiblementla fraction de gaz froid, mais de mani�ere insu�sante cependant pour r�e-soudre le probl�eme du sur-refroidissement. Nous �etudions ensuite le cas duMIG photoionis�e, et r�echau��e (probablement de mani�ere collisionnelle) parles structures elles-mêmes. En�n, nous r�esumons les principaux r�esultats decette �etude.6.2 Le probl�eme du sur-refroidissement6.2.1 Ph�enom�enologieUne premi�ere question fondamentale que nous devons nous poser est :Qu'est-ce qui d�etermine physiquement la taille et la luminosit�e d'une galaxietypique? Pour r�epondre �a cette question, Gamov (1948) a recherch�e cette�echelle typique dans la physiques des perturbations lin�eaires avant et apr�esla recombinaison. Or l'�echelle de Jeans est, dans les deux cas, tr�es di��erentede l'�echelle d'une galaxie typique. D'autre part, l'�echelle de di�usion (Silk(1968)) est aussi beaucoup plus grande que celle des galaxies. Un processuscl�e pour la compr�ehension de l'�echelle des galaxies type est le crit�ere derefroidissement : durant le collapse gravitationnel d'une structure l'�energiecin�etique du gaz est transform�ee en �energie thermique, qui doit être �evacu�eed'une mani�ere ou d'une autre pour que le gaz se contracte su�samment a�nque la formation stellaire ait une chance de commencer. C'est pourquoi lesgalaxies L� ont �et�e associ�ees aux plus gros halos dans lesquels le gaz estsusceptible de refroidir en un temps moindre que l'âge typique de l'univers(Binney (1977); Rees & Ostriker (1977); Silk (1977)).C'est dans ce contexte que le probl�eme du sur-refroidissement apparâ�t,et cela probablement dans tous les sc�enarios hi�erarchiques de formation desgalaxies. En e�et dans ces sc�enarios, une bonne partie du gaz devrait seconcentrer dans des halos de mati�ere noire de vitesse circulaire comprise entre20 et 200 km=s. La temp�erature virielle des halos est alors sup�erieure �a 104K,et le gaz est alors su�samment chaud et dense pour que le refroidissementradiatif soit extrêmement e�cace. On s'attend donc �a ce qu'une grande partiedu gaz soit dans une phase froide actuellement (le terme (( phase froide ))



138 CHAPITRE 6. MIG CHAUD ET PHOTOIONIS�Ecomprend �egalement les �etoiles, il s'agit du gaz qui a refroidi au cours de sonhistoire). Or la nucl�eosynth�ese standard pr�edit une densit�e baryonique del'ordre de 
b = 0; 05 h�250 , tandis que toutes les �etoiles observ�ees contribuent�a une densit�e de 
� ' 0; 005� 0; 01.On peut noter �a ce stade que le crit�ere de refroidissement est une conditionn�ecessaire �a la formation des �etoiles, mais a priori pas forc�ement su�sant.Cependant ce crit�ere donne une bonne id�ee de la quantit�e de gaz ayant re-froidi. Or la quantit�e actuelle de gaz froid et dense observ�ee dans l'universest faible, et il est donc raisonnable de penser qu'il a �et�e e�cacement convertien �etoiles. Cependant il se pourrait qu'il y ait plus de gaz froid que nous n'envoyons (Pfenniger & Combes (1994)), ou alors que ce gaz ait �et�e transform�een �etoiles que nous ne voyons pas. Dans les deux cas, on aurait alors descandidats de mati�ere noire baryonique, et le probl�eme du sur-refroidissementdonnerait alors un moyen de cr�eer de la mati�ere noire dans les galaxies. Enparticulier, cela donnerait une explication pour la formation des MACHOsdans le halo Galactique. Si ces derniers sont bien pr�esent en quantit�e dans lehalo de notre Galaxie, et que l'on peut consid�erer le rapport MACHOs/�etoilesest universel, alors leur densit�e serait de l'ordre de 
MACHOS ' 5� 10
�.On pourrait d'autre part tenter de r�esoudre le probl�eme en consid�erantque les pr�edictions de la nucl�eosynth�ese primordiale sont fausses. Cependant,les observations X des amas de galaxies montrent que plus de 80 h1;550 % desbaryons sont sous forme de gaz chaud. Ainsi la fraction de gaz ayant refroidi(sous forme d'�etoiles dans ce cas pr�ecis) reste faible. Plus pr�ecis�ement lerapport masse baryonique dans les amasmasse sous forme d'�etoiles est de l'ordre de 7� 10, et en sup-posant que ce rapport est universel, on trouve que la densit�e de baryons dansl'univers, principalement sous forme de gaz intergalactique, est de l'ordre de
b amas ' (1+(7�10) h�3=250 . Il est int�eressant de noter que cette estimationest en bon accord avec les pr�edictions de la nucl�eosynth�ese primordiale. Ene�et le rapport des masses sous formes d'�etoiles visibles et de la masse debaryons dans les amas est compatible avec le rapport 
�=
bbn ' 0; 05� 0; 2.6.2.2 Formalisation du probl�emeNotre compr�ehension du comportement des baryons lors de la forma-tion des structures a beaucoup �evolu�e durant ces derni�eres ann�ees grâce auxsimulations num�eriques. A part des phases transitoires qui peuvent être com-plexes, il semble maintenant bien �etabli que le gaz est r�echau��e par les chocsqui se produisent lors du collapse, et qu'il �nit dans un �etat proche de l'�equi-libre hydrostatique �a la temp�erature du viriel :Tv ' 5� 105M2=312 (1 + z)K (6.1)



6.2. SUR-REFROIDISSEMENT 139o�u M12 = M=(1012M�). Cependant, cet �equilibre ne subsiste que tant quele gaz ne perd pas une fraction notable de son �energie interne, c.-�a-d. pourune p�eriode plus courte que le temps de refroidissement. D'autre part la fonc-tion de masse de Press & Schechter ne change signi�cativement que pour destemps comparables au temps de Hubble, donc si le temps de refroidisse-ment est sup�erieur �a ce dernier le gaz entrera dans la formation d'une autrestructure avant d'avoir eu le temps de refroidir. Au contraire, si le temps derefroidissement est plus court que le temps de Hubble, le gaz aura refroidide fa�con signi�cative avant que l'�evolution gravitationnelle du halo n'ait pule r�echau�er. D'autre part, si le gaz commence �a refroidir, il se contracte etrefroidit de plus en plus vite, et cette �evolution ne peut être stopp�ee appa-remment que lorsque le gaz atteint de grandes densit�es o�u il est maintenugrâce �a sa vitesse circulaire ou alors transform�e en �etoiles.La fraction instantan�ee de gaz qui peut refroidir se calcule ainsi :fc(z) = 1� Z 10 mN(m)w(m)dm (6.2)o�u w(m) est la fraction du gaz pr�esent dans une structure de masse m sus-ceptible de refroidir ou ayant d�ej�a refroidi auparavant. En pratique, w(m)peut être �evalu�ee en supposant que le gaz est initialement homog�ene dansla structure et en calculant son temps de refroidissement. Si ce temps derefroidissement tc(m) est plus petit qu'un certain temps dynamique d'�evolu-tion gravitationnelle de la structure (que nous prendrons �egal au temps deHubble par la suite), le refroidissement se fait sans r�echau�age dû �a l'�evolu-tion de la structure 1. Dans notre cas le gaz dans un halo de masse donn�ee estsimplement capable ou incapable de refroidir, cela dans son ensemble. Ainsila fraction instantan�ee de gaz susceptible de refroidir peut se r�ecrire :fc(z) = 1� Z m2m1 mN(m)!(m)dm (6.3)o�u !(m) est la fraction e�ective des baryons qui �nissent dans la phase froide,et tc(m1) = tc(m2) = tH .Le probl�eme suivant est de calculer la fraction totale de gaz refroidi. Aussilongtemps que la fraction int�egr�ee reste petite, on peut l'�ecrire ainsi :Fc(z) = Z 1z fc(z)tH dt (6.4)1. Il est �a noter que l'hypoth�ese d'homog�en�eit�e du gaz pourrait être remplac�ee au pro�td'un mod�ele de la distribution du gaz et l'introduction d'un rayon de refroidissement, ce-pendant cela ne changerait pas signi�cativement nos conclusions et rendrait la pr�esentationinutilement compliqu�ee



140 CHAPITRE 6. MIG CHAUD ET PHOTOIONIS�ESi la fraction int�egr�ee devient grande, alors la formule pr�ec�edente est invali-d�ee dans la mesure o�u la probabilit�e que du gaz susceptible de refroidir aitd�ej�a refroidi dans un halo pr�ec�edent devient non n�egligeable. En principe,on devrait alors suivre l'histoire du gaz pas �a pas dans les di��erents halos.Cependant il existe un moyen de contourner le probl�eme. En e�et on pourraitsupposer d'une part que la probabilit�e que le gaz susceptible de refroidir aitd�ej�a refroidi pr�ec�edemment soit universelle, ce qui implique :Fc(z) = 1� exp�� Z 1z fc(z)tH dt� (6.5)On put d'autre part utiliser le fait que les halos de grande masse �a bas zsont essentiellement construit �a partir de halos de petites masses �a grand z,qui �etaient d�ej�a dans la r�egion de refroidissement. La fraction int�egr�ee s'�ecritalors : Fc(z) = 1�b Z 1m1(z) mN(m)dm (6.6)et nous �evitons les complications li�ees �a l'�evolution des halos. Dans un sc�e-nario r�ealiste Fc(z) reste petite cependant, et nous pouvons alors utiliserl'�equation 6.4.Nous avons �evalu�e la fraction int�egr�ee (6.6) pour deux mod�eles CDMde facteur de forme � = 0; 5 et � = 0; 25. avec di��erentes valeurs pour lanormalisation du spectre. Ces r�esultats sont pr�esent�es dans la �gure 6.1. Cette�gure montre que quelque soit le spectre de 
uctuations initiales envisag�e,pr�es de 80% du gaz devrait avoir refroidi �a l'heure actuelle, et illustre bienle probl�eme du sur-refroidissement. La �gure 6.2 montre que le calcul de Fc�a l'aide de l'�equation 6.5 conduit �a des r�esultats similaires, avec cependantune fraction actuelle plus faible. Elle montre �egalement la faible d�ependancedes r�esultats dans la densit�e totale de baryons.L'amplitude du probl�eme du sur-refroidissement du gaz �etant d'un facteur10, il est improbable qu'il soit r�esolu par un ajustement des di��erents para-m�etres. Les �gures 6.3 et 6.4 montrent bien que le probl�eme est r�eel, en e�et �acertaines �epoques la fraction instantan�ee de gaz susceptible de refroidir est del'ordre de 20 �a 50%. Ces valeurs sont d�ej�a sup�erieures �a la fraction int�egr�ee ac-tuelle F� ' 10%. Il est aussi int�eressant de noter que les fractions de gaz froidobtenues �a haut z (z ' 5) sont su�santes pour rendre compte de l'ensembledes �etoiles observ�ees dans l'univers �a notre �epoque ! Or les donn�ees CFRSmontrent que la formation d'�etoiles depuis z = 1 est loin d'être n�egligeable,et les donn�ees HDF ont tendance �a indiquer que le plus gros de la formationd'�etoiles a eu lieu �a relativement bas z, �eventuellement aussi bas que z = 1.
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Fig. 6.1: Fractions int�egr�ees Fc pour deux mod�eles CDM avec � = 0; 5 (traits�ns) et � = 0; 25 (traits �epais). Les fractions ont �et�e calcul�ees �a l'aide del'�equation 6.6. La fraction actuelle de baryons ayant refroidi est relativementinsensible aux param�etres, et est proche de 80%.
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Fig. 6.2: Mêmes quantit�es que dans la �gure 6.1, la fraction int�egr�ee Fc(calcul�ee �a l'aide de l'�equation 6.5) dans deux mod�eles CDM avec � = 0; 5(traits �ns) et � = 0; 25 (traits �epais), pour di��erentes valeurs de 
b. Leparam�etre de biais vaut ici b = 1; 6. L'�equation 6.5 donne des valeurs plusfaibles dans le r�egime des grands Fc, mais est proche de l'�equation 6.6 dansle r�egime int�eressant o�u Fc est petit.
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Fig. 6.3: Fractions instantan�ees fc pour deux mod�eles CDM, � = 0; 5 ( traits�ns) et � = 0; 25 ( traits �epais), avec di��erents 
b. Le param�etre de biais vautb = 1; 6.
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Fig. 6.4: Fractions instantan�ees fc pour deux mod�eles CDM, � = 0; 5 ( traits�ns) et � = 0; 25 ( traits �epais), avec di��erentes valeurs du param�etre de biais.Ici 
b = 0; 05.Si l'on regarde cependant la forme des courbes fc(z) repr�esentant la frac-tion instantan�ee de gaz accessible pour la formation d'�etoiles, il apparâ�t quele pic de formation stellaire devrait se produire �a relativement bas z, ce quisemble être observ�e. Ainsi si la quantit�e de gaz devant produire des �etoiles estbeaucoup plus grande que le taux de formation stellaire r�eellement observ�e,la forme de leurs distributions chronologiques semble proche. Cela nous en-courage �a penser qu'un sc�enario o�u la formation d'�etoiles serait auto-r�egul�eeapporterait une r�eponse satisfaisante au probl�eme du sur-refroidissement, ceque nous �etudierons plus en d�etail dans la suite de ce chapitre.6.3 MIG r�echau��e et formation des structuresS'il n'est pas di�cile de se convaincre que le r�echau�ement du MIG joueun rôle important dans la formation des galaxies, il est cependant beaucoupplus di�cile de dire quelle en est la source et quelle est pr�ecis�ement la phy-sique de ce m�ecanisme d'auto-r�egulation. En suivant l'exemple de Larson



6.3. MIG R�ECHAUFF�E 145(1974), Dekel & Silk (1986) ont construit un mod�ele o�u la formation des pe-tites galaxies �etait r�egul�ee par le r�echau�ement dû au supernovae ; dans cemod�ele le gaz est r�echau��e et �eject�e des petites galaxies, supprimant ainsi laformation d'�etoiles dans les petits potentiels gravitationnels. Le même m�eca-nisme fut repris par Cole (1991). Plus r�ecemment, Tegmark et al. (1993) a�etudi�e ce type de mod�eles de mani�ere plus quantitative, et en a conclus quesi le MIG pouvait être ionis�e par les vents de supernovae et satisfaire ainsi autest de Gunn & Peterson, une grande quantit�e de m�etaux �etaient produitsaussi tôt que z = 5.Dans un sc�enario avec r�echau�ement, l'�etat physique du MIG pourraitbien être non homog�ene et compliqu�e. Dans notre mod�ele, nous allons fairel'hypoth�ese simpli�catrice que le gaz est essentiellement dans deux phases,la premi�ere, condens�ee, consiste en du gaz froid �eventuellement transform�een �etoiles, et la seconde consiste en un MIG suppos�e homog�ene. A grand z,aussitôt que le MIG est ionis�e, ce dernier refroidit tr�es e�cacement, et unm�ecanisme de r�egulation doit être invoqu�e pour le maintenir chaud6.3.1 M�ecanisme de suppression de la formation desstructuresPour que notre sc�enario r�esolve le probl�eme du sur-refroidissement, il fautque deux contraintes soient satisfaites :{ la quantit�e totale d'�etoiles produites ne doit pas être plus grande quecelle observ�ee �a l'heure actuelle,{ la quantit�e de gaz froid ne doit pas être plus grande que celle observ�eedans les syst�emes denses Lyman �.Même s'il existe des moyens de circonvenir ces contraintes (voir l'introductionde ce même chapitre), nous allons nous int�eresser uniquement aux mod�elesqui les satisfont. Pour r�eduire la quantit�e de gaz susceptible de refroidir aucours de l'histoire de la formation des structures, il y a deux m�ecanismes dis-tincts auxquels on peut penser. Le premier a d�ej�a �et�e invoqu�e par Blanchardet al. (1992) ; si le MIG est chaud, de temp�erature TMIG, alors la formationdes galaxies sera supprim�ee aux �echelles de masses telles que :Tv � TMIG (6.7)Ce crit�ere est certainement minimal dans la mesure o�u la suppression pourraita�ecter des masses plus grandes. En e�et lors du collapse d'une structure, legaz pourrait subir une compression adiabatique, menant �a une augmentation



146 CHAPITRE 6. MIG CHAUD ET PHOTOIONIS�Ede sa temp�erature. La suppression interviendrait alors pour des �echelles demasses telles que Tv � �2=3TMIG (6.8)Il est int�eressant de noter que pour une temp�erature TMIG ' 104K, celaconduit �a la suppression de la formation de galaxies de vitesse circulaireVc � 100 km/s. Cependant, l'existence d'un crit�ere de suppression �a vitessecirculaire constante n'est pas particuli�erement attrayant, en e�et les obser-vations montrent l'existence de petites galaxies, et la fonction de luminosit�ene montre aucune particularit�e autour de la magnitude M ' 16. En fait, ilsemblerait au contraire qu'il y ait un accroissement du nombre de galaxiesde faible luminosit�e autour de cette magnitude, plutôt qu'un d�ecroissancecomme l'on pourrait s'y attendre (Zucca et al. (1997)).Le deuxi�eme m�ecanisme auquel on peut penser pour supprimer la forma-tion de galaxies est la photoionisation du MIG. Cette derni�ere ne se contentepas de r�echau�er le gaz aux alentours de 104K, elle change �egalement lafonction de refroidissement du gaz. Les implications de ce second m�ecanismesont discut�ees dans la section suivante.6.3.2 E�ets de la photoionisationL'existence même des quasars �a grand z su�t pour a�rmer que la pho-toionisation joue un rôle important dans l'histoire cosmologique des baryons.En revanche, le fait que le 
ux UV �a grand z soit su�sant pour expliquerles faibles densit�es de colonne de HI le long de la ligne de vis�ee des QSOsest encore une question tr�es d�ebattue (Haardt & Madau (1996); Cooke et al.(1997)). Dans tous les cas, la photoionisation par les quasars permet ais�e-ment de r�echau�er le MIG �a une temp�erature de 104K �a z = 5. D'autrepart, la photoionisation supprime le refroidissement de raie en supprimantles atomes neutres (Efstathiou (1992)). Nous �etudions ce m�ecanisme en cal-culant la fraction instantan�ee de gaz susceptible de refroidir dans un milieutotalement photoionis�e ; nous utilisons pour cela la fonction de refroidisse-ment d'un gaz compl�etement ionis�e. Le r�esultat est montr�e dans la �gure 6.5.En la comparant avec la �gure 6.3 on peut voir que l'e�et de la photoioni-sation est de supprimer e�cacement le refroidissement du gaz �a bas z. Celasigni�e que le processus de photoionisation peut alt�erer substantiellement lerefroidissement du gaz �a bas z, mais n'est pas su�sant en soi pour r�esoudrele probl�eme du sur-refroidissement pour des valeurs raisonnables de 
b. Celavient du fait que la majeure partie du sur-refroidissement survient �a une�epoque o�u le gaz est trop dense pour que la photoionisation empêche un re-
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Fig. 6.5: Fractions instantan�ees fc pour deux mod�eles CDM avec � = 0; 5( traits �ns) et � = 0; 25 ( traits �epais) pour di��erentes valeurs de 
b, dansle cas du MIG photoionis�e.
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Fig. 6.6: Cette �gure montre la fraction int�egr�ee de baryons sous formed'�etoiles en fonction du temps pour deux mod�eles CDM, � = 0; 5 ( traits �ns)et � = 0; 25 ( traits �epais), dans le cas du MIG photoionis�e. Le param�etrede biais vaut ici b = 1; 6. La photoionisation n'empêche pas su�samment lerefroidissement du gaz pour r�esoudre le probl�eme du sur-refroidissement pourdes valeurs raisonnables 
b.froidissement e�cace du gaz. Cela est illustr�e par la �gure 6.6 qui montre lafraction int�egr�ee Fc des baryons sous forme d'�etoiles en fonction du temps.6.4 Formation des galaxies dans le cadre d'unMIG chaud6.4.1 Processus de chau�ageComme la photoionisation ne semble pas su�sante pour r�esoudre le pro-bl�eme du sur-refroidissement, il est n�ecessaire d'invoquer d'autres processusde chau�age. Or la formation stellaire ne produit pas que des photons ioni-sants, elle lib�ere �egalement beaucoup d'�energie par le biais des supernovae soit



6.4. MIG CHAUD ET FORMATION DES GALAXIES 149directement de mani�ere m�ecanique (r�echau�age par des chocs ou des vents),soit par l'interm�ediaire de rayons cosmiques. La premi�ere possibilit�e fut �etu-di�ee par Tegmark et al. (1993). D'autre part, des �etudes th�eoriques indiquentqu'une grande partie de l'�energie des supernovae pourrait être transf�er�ee �ades rayons cosmiques (Malkov & Voelk (1995)). Ceci est �egalement sugg�er�epar la quantit�e de rayons cosmiques observ�es dans la galaxie (Drury et al.(1989)). D'autre part, Prantzos & Casse (1994) ont �etudi�e la possibilit�e quele 
ux de rayons cosmiques ait �et�e beaucoup plus grand lors de la forma-tion de notre Galaxie, en relation avec la formation stellaire elle-même, a�nd'expliquer l'abondance de bore. Ces deux m�ecanismes peuvent ais�ement r�e-chau�er le MIG. Les rayons cosmiques les plus �energ�etiques peuvent de plusse propager loin de leur source d'�emission, fournissant ainsi un m�ecanismede chau�age du MIG relativement homog�ene, ce qui permettrait de validerl'hypoth�ese prise dans notre mod�ele.Dans la suite, nous allons supposer qu'une fraction de l'�energie lib�er�eepar les supernovae est transmise au MIG. Nous pouvons ainsi �ecrire l'�energiere�cue par le MIG sous forme param�etrique :_UMIGk+ = � _��ESN (6.9)o�u _�� est le taux de formation stellaire par unit�e de volume, ESN est l'�ener-gie produite par le biais des supernovae par unit�e de masse d'�etoile form�eeavec une Fonction de Masse Initiale (FMI) standard. En�n, � est un para-m�etre d�ecrivant l'e�cacit�e du transfert. En supposant que le gaz froid est(( instantan�ement )) transform�e en �etoiles, la source de chau�age du MIG estdonc : �b _UMIGfc avec _UMIG = �ESN (6.10)En supposant une temp�erature uniforme TMIG pour le MIG contenant tousles baryons (c.-�a-d. en n�egligeant la petite fraction de baryons sous formed'�etoiles), l'�equilibre thermique dans ce sc�enario auto-r�egul�e s'�ecrit :�2b�(T ) = �b _UMIG1� Z m2m1(T )N(m)mdm (6.11)Dans cette �equationm1�m2 est l'intervalle de masses dans lequel le refroidis-sement du gaz est possible. La massem1 sera d�etermin�ee comme �etant la plusmasse du plus petit halo capable de former des �etoiles dans un MIG chaud.Comme nous l'avons mentionn�e pr�ec�edemment, les baryons ne se concentrentpas dans des halos de temp�erature virielle inf�erieure �a la temp�erature duMIG. En revanche, pour des halos plus gros, les barons suivront le collapse



150 CHAPITRE 6. MIG CHAUD ET PHOTOIONIS�Ede la mati�ere noire (et donneront donc naissance �a des �etoiles) tant que letemps de refroidissement du gaz sera plus petit que le temps dynamique.Ainsi la masse m1 est une fonction de T , et le syst�eme est auto-r�egul�e : si lerefroidissement est important une grande quantit�e d'�etoiles seront form�ees,lib�erant �a leur tour beaucoup d'�energie dans le MIG et supprimant la for-mation d'�etoiles ult�erieures et donc la source de chau�age ... En pratique, lesyst�eme se stabilisera autour d'une position d' �equilibre qui peut être calcu-l�ee. Il faut cependant noter qu'un tel �equilibre n'existe pas forc�ement si lerefroidissement est trop e�cace, ce qui arrive �a grand z o�u le MIG est dense.6.4.2 R�egulation des supernovaeDans cette section, nous allons essayer d'estimer le param�etre de transfert�, et la production de m�etaux dans le MIG. On sait que les �etoiles �nissantleur vie en SNII sont des �etoiles de masse plus grande que 8M�. Or nousdevons calculer l'�energie m�ecanique (thermique ou cin�etique) ESN lib�er�eepar unit�e de masse d'�etoile. Nous devons donc supposer une FMI que nousprendrons �egale �a celle de Salpeter :	(m) = Am�(1+x) (6.12)avec x = 1; 35. On peut de plus calculer le rapport p en masse des SNIIs �ala masse totale des �etoiles form�ees :p = R 1008 m	(m)dmR 1000;1 m	(m)dm = 0; 21 (6.13)pour la FMI adopt�ee. D'autre part la masse moyenne d'une �etoile formantune SNII est hMSNIIi ' 30M�. L'�energie moyenne d�egag�ee par une SNII�etant hESNIIi = 1051 ergs, on peut calculer :ESN = phESNIIihMSNIIi = 3; 5 1015ergs/g (6.14)Une fraction � seulement de cette �energie sera accessible pour r�echau�er leMIG. Cependant, on aurait pu consid�erer une FMI plus plate (x = 1), oubien une formation stellaire bimodale (Elbaz et al. (1995)). En cons�equencenous laisserons varier � dans l'intervalle [0; 125; 2].6.4.3 Le MIG r�echau��e par les SNeDans cette section nous allons nous int�eresser au cas o�u le MIG est r�e-chau��e uniquement de mani�ere thermique par les SNe (on suppose qu'il n'est



6.4. MIG CHAUD ET FORMATION DES GALAXIES 151

Fig. 6.7: Un exemple des temp�eratures (�echelle logarithmique) du MIG auto-r�egul�e dans le cas d'un r�echau�age collisionnel seul, pour � = 2 et 
b = 0; 1.Le trait �n correspond �a � = 0; 5, et le trait �epais �a � = 0; 25. Le param�etrede biais vaut ici b = 1; 6.pas photoionis�e). Les param�etres du m�ecanisme de chau�age se r�esumentalors �a la seule valeur de son e�cacit�e �. La temp�erature du MIG est alorspresque enti�erement d�etermin�ee. Les solutions d'�equilibre sont pr�esent�eesdans la �gure 6.7. A cause de la forme particuli�ere de la fonction de re-froidissement, plusieurs solutions d'�equilibre peuvent coexister (nous n'avonsmontr�e que les solutions d'�equilibre stable). On peut donc voir qu'aucunesolution d'�equilibre continue n'existe sur l'ensemble des z. En pratique, legaz doit ((sauter)) d'une solution �a l'autre, ce qui est appel�e habituellementune bifurcation. Dans ce cas le comportement exact de la temp�erature dugaz ne peut être calcul�e que par le biais des �equations hors d'�equilibre, et onpeut s'attendre que le r�esultat d�epende intimement du processus de chauf-fage (on pourrait �eventuellement avoir un milieu multiphas�e). A�n de pallierce probl�eme, nous supposerons que le MIG reste uniforme et se stabilise au-tour de la position d'�equilibre n�ecessitant le plus petit �echange d'�energie (etdonc la plus petite formation stellaire). Ce comportement est illustr�e dans
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Fig. 6.8: La temp�erature du MIG auto-r�egul�e pour un r�echau�age thermiqueseul, pour di��erentes valeurs de �, et pour � = 0; 5 ( traits �ns), et � = 0; 25( traits �epais). Ici 
b = 0; 05 et b = 1; 6.la �gure 6.8. Entre les z de 15 et 5, la temp�erature crô�t, pour atteindreune valeur de quelques 105K, satisfaisant ainsi le test de Gunn & Peterson.D'autre part, quelque soit l'e�cacit�e du chau�age, les temp�eratures calcul�eesrestent group�ees un peu au dessus de 105K, ce qui indique donc que c'estune pr�ediction g�en�erale du sc�enario envisag�e ici. Les fractions instantan�eescorrespondantes sont montr�ees dans la �gure 6.9. Cette �gure nous montreque le maximum de formation stellaire devrait avoir lieu �a grand z pour leMIG chaud non photoionis�e, ce qui semble en contradiction avec les donn�eesCFRS et HDF qui favorisent un pic de formation stellaire �a bas z (encorel'obscurcissement dû aux poussi�eres puisse être plus grand que pr�evu, voirGuiderdoni et al. (1998) par exemple). Cependant, ce mod�ele a le m�erite depr�edire une densit�e totale d'�etoiles (
�) en accord avec les observations (voir�gure 6.10). Cela signi�e que le probl�eme du sur-refroidissement est r�esolupar l'auto-r�egulation du MIG. Cette �gure nous montre en fait que 
� esten accord raisonnable avec les donn�ees pour peu que 10% de l'�energie des
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Fig. 6.9: Fraction instantan�ee fc pour deux mod�eles CDM, � = 0; 5 ( traits�ns) et � = 0; 25 ( traits �epais) dans le cadre du MIG chaud. On a prisb = 1; 6 et 
b = 0; 05.
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Fig. 6.10: Densit�e int�egr�ee d'�etoiles pour deux mod�eles CDM, � = 0; 5( traits �ns) et � = 0; 25 ( traits �epais), pour di��erentes valeurs de �. Lesautres param�etres sont comme dans la �gure 6.8.SNe soient r�einject�es dans le MIG. Ainsi même avec une e�cacit�e faible leprobl�eme du sur-refroidissement est r�esolu.6.4.4 MIG chaud photoionis�eBien que nous ayons montr�e auparavant que la photoionisation n'est passu�sante �a elle seule pour r�esoudre le probl�eme du sur-refroidissement, elledevrait cependant jouer un rôle important dans l'histoire thermique du MIG(Efstathiou (1992)). D'autre part, d'un point de vue purement observation-nel, la photoionisation ne peut être oubli�ee dans la mesure o�u les quasarsfournissent d�ej�a un 
ux ionisant UV important �a haut z (même si ces der-niers ne fournissent peut-être pas tout le 
ux n�ecessaire �a l'ionisation duMIG). Nous avons donc �etudi�e le cas o�u le MIG est photoionis�e, et r�echau��een même temps par l'�energie des SNe. Notre traitement de la photoionisa-tion a �et�e d�ecrit dans la section 6.3.2, il consiste �a supposer que le MIGest totalement photoionis�e, supprimant ainsi le refroidissement collisionnel
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Fig. 6.11: Temp�eratures d'�equilibre pour le MIG chaud et photoionis�e pourdeux mod�eles CDM, � = 0; 5 ( traits �ns) et � = 0; 25 ( traits �epais), avecdi��erentes valeurs du param�etre �. On a pris 
b = 0; 1 et b = 1; 6.avec les atomes de gaz neutre. La temp�erature du MIG a �et�e calcul�ee commepr�ec�edemment (voir �gure 6.11). La photoionisation, en supprimant le re-froidissement de raies, rend la fonction de refroidissement plus r�eguli�ere etsupprime les ph�enom�enes de bifurcation. D'autre part, si la temp�erature �agrand z est semblable �a celle du MIG r�echau��e non photoionis�e (quelques105K), elle est notablement di��erente �a bas z. En e�et, cette derni�ere d�ecrô�tplus vite, et atteint des valeurs inf�erieures �a 105K �a z = 0. Le fait que latemp�erature d�ecrô�t plus vite dans le cas photoionis�e implique que de pluspetites galaxies peuvent alors se former, contrairement aux interpr�etationstraditionnelles. En e�et, le refroidissement �etant nettement moins e�cace �abasse temp�erature (� 104K), l'�equilibre se fait �a plus basse temp�erature dansle cas photoionis�e, conduisant �a la formation (r�ecente) de petites galaxies. Ladensit�e int�egr�ee d'�etoiles, calcul�ee pour ce mod�ele de MIG chaud et photoio-nis�e, est montr�ee dans la �gure 6.12. On peut voir que dans ce cas �egalementle probl�eme du sur-refroidissement est r�esolu pour des param�etres d'entr�eeraisonnables. Cependant, la situation pourrait être plus compliqu�ee que cela
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Fig. 6.12: Densit�e int�egr�ee d'�etoiles pour deux mod�eles CDM, � = 0; 5( traits �ns) et � = 0; 25 ( traits �epais). Les autres param�etres sont commedans la �gure 6.11.



6.5. OBSERVATIONS 157encore. En e�et, �a haut z, le gaz est au milieu de la zone de refroidissement,conduisant ainsi �a un collapse quasi-isotherme. Ceci n'est plus le cas �a bas z,et l'ine�cacit�e du refroidissement devrait conduire �a une compression quasi-adiabatique du gaz, provoquant alors son r�echau�ement lors du collapse de lastructure. Dans ce cas le gaz ne formerait sans doute pas de petites galaxies,mais viendrait plutôt s'accr�eter sur les grandes d�ej�a existantes. Seules dessimulations num�eriques d�etaill�ees pourraient r�epondre �a cette question.6.5 Comparaisons avec les observationsL'essence de notre mod�ele consiste dans la suppression de la formationde galaxies �a haut z par le chau�age du MIG, et le maintien de cette hautetemp�erature grâce �a l'auto-r�egulation du MIG par la formation d'�etoiles dansles premi�eres galaxies. Les tests les plus directs de ce mod�ele consisteraienten une mesure de la temp�erature du MIG �a grand z, ainsi qu'une mesure deson contenu en baryons. La meilleure mesure de l'�epaisseur optique Gunn &Peterson �a grand z (Giallongo et al. (1994)) sugg�ere que le MIG ne contientqu'une petite fraction des baryons pr�edits par la nucl�eosynth�ese �a z = 5, dansl'hypoth�ese toutefois que les quasars sont la principale source ionisante �a cette�epoque. Les simulations num�eriques, cependant, sugg�erent quant �a elles quela majorit�e des baryons r�eside dans les syst�emes Lyman�. Ainsi la situation�a la fois th�eorique et observationnelle n'est pas claire �a l'heure actuelle, etne permet pas de conclure quant �a l'�etat du MIG �a cette �epoque. Les limitesobservationnelles issues du param�etre de ((comptonisation)) y mettent d'autrepart des contraintes sup�erieures sur la pression du MIG, mais qui sont loind'être assez restrictives pour �eliminer notre mod�ele.6.5.1 Gaz neutre �a grand zLes observations des quasars �a grand z ont r�ev�el�e la pr�esence de syst�emesLyman� denses, qui sont vraisemblablement des nuages denses de gaz rela-tivement froid. On pense que ce sont les prog�eniteurs des galaxies spiralesactuelles. Ces nuages peuvent être interpr�et�es, dans le cadre de notre mod�ele,comme un �etat transitoire du gaz avant qu'il ne forme des �etoiles. Si l'on ap-pelle tg le temps de survie de ce gaz, et que de plus ce temps est court devantle temps de Hubble tH(z) �a une �epoque donn�ee, alors la densit�e de gaz HI �acette même �epoque peut être reli�ee �a la fraction fc :
HI � tgtH(z)g(z)
0 (6.15)
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Fig. 6.13: Densit�e de gaz HI pour deux mod�eles CDM, � = 0; 5 ( traits �ns)et � = 0; 25 ( traits �epais), avec di��erentes valeurs du param�etre de chau�age�. Ici 
b = 0; 1 et b = 1; 6.Dans la plupart des sc�enarios actuellement envisag�es, la formation des �etoiles�a partir du gaz HI est reli�e �a l'�evolution gravitationnelle de la structure, quise produit sur une �echelle de temps typiquement �egale �a tH(z). Ainsi, dansnotre estimation de 
HI choisissons-nous le rapport tgtH(z) de l'ordre de 1.Le r�esultat est montr�e dans la �gure 6.13. Comme on peut le voir danscette �gure, l'�evolution du gaz HI pr�edite est en accord avec les observations,croissant d'abord puis d�ecroissant ensuite. Le mod�ele � = 0; 5 donne un pic deHI �a un z sup�erieur �a celui des observations, en revanche le mod�ele � = 0; 25est en accord avec la position observationnelle de ce pic. A�n de construire unsc�enario compatible avec les observations, nous avons d�ecid�e de s�electionnerles mod�eles qui donnaient une densit�e int�egr�ee d'�etoiles 
� compatible avecles observations. Il est int�eressant de noter que ce sont ces mêmes mod�elesqui reproduisent de fa�con satisfaisante l'�evolution de la densit�e de gaz HI.Ceci n'est pas surprenant dans la mesure o�u l'on sait que la quantit�e degaz HI observ�e est du bon ordre de grandeur pour expliquer la quantit�eactuelle d'�etoiles observ�ees, et justi�e �egalement notre choix d'avoir �x�e le
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Fig. 6.14: La densit�e de 
HI en fonction du z dans des mod�eles s�electionn�espour reproduire la quantit�e actuelle d'�etoiles observ�ees, avec � = 0; 25, dansle cadre d'un MIG chaud photoionis�e. Les mod�eles � = 0; 5 ne peuvent enaucun cas reproduire les observations.rapport tgtH(z) �a 1 ; une valeur plus petite de ce rapport aurait conduit �a unesurproduction arti�cielle d'�etoiles dans la mesure o�u l'apport de nouveau gazfroid est contrôl�e par l'�evolution gravitationnelle des structures. Comme lemontre la �gure 6.14, le mod�ele � = 0; 25 est en accord particuli�erementsatisfaisant avec les donn�ees, tandis que le mod�ele � = 0; 5 ne s'ajuste pasaux donn�ees, quelque soient les valeurs des autres param�etres. On a ainsi unecontrainte (même si elle est impr�ecise) sur la forme du spectre des 
uctuations�a une �echelle beaucoup plus petite que les contraintes habituelles (amas degalaxies, FCM), qui favorise �egalement la valeur � = 0; 25 du param�etrede forme. D'autre part, le cas non photoionis�e reproduit grosso modo lesobservations, mais pas dans les d�etails. En e�et la quantit�e de HI �a bas zd�epasse celle observ�ee d'un facteur 2, et �a z > 4 ce sc�enario pr�edit unequantit�e importante de HI (ceci pourrait en fait ne pas être r�eellement unprobl�eme si l'on consid�ere l'absence d'informations concernant le gaz neutre�a cette �epoque, voir �gure 6.15). En�n, le fait que notre mod�ele reproduise
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Fig. 6.15: La densit�e 
HI en fonction de z pour di��erents mod�eles s�elec-tionn�es de mani�ere �a reproduire la quantit�e actuelle d'�etoiles observ�ees, avec� = 0; 25.



6.5. OBSERVATIONS 161facilement les quantit�es de HI observ�ees �a di��erentes �epoques est sans douteson plus grand succ�es ; nous avons en fait trouv�e qu'un sc�enario de MIG chaudphotoionis�e avec � = 0; 25 reproduit automatiquement les observations deHI si le param�etre d'e�cacit�e � est �x�e de mani�ere �a reproduire la quantit�ed'�etoiles actuelle.6.5.2 Formation d'�etoiles�Etant donn�e le succ�es de ce mod�ele �a reproduire la quantit�e de gaz neutreobserv�e, il est tentant d'aller encore plus loin et de voir si le mod�ele peutreproduire d'autres aspects de l'histoire des baryons. Une des principalesavanc�ees dans les derni�eres ann�ees est l'estimation de la formation d'�etoilescosmique, bas�ee sur les donn�ees du CFRS et du HDF. Bien que la formationdes �etoiles soit un ph�enom�ene tr�es complexe, il est possible que quelqueshypoth�eses simples puissent r�ev�eler une description raisonnable de la r�ealit�e.Pour �etudier la formation d'�etoiles cosmique dans notre mod�ele nous avonsadopt�e une r�egle simple : la fraction de gaz accessible �a la formation d'�etoiles �aune �epoque est convertie en �etoiles avec un retard �t�. Dans cette hypoth�ese,le taux de formation cosmique d'�etoiles s'�ecrit :_�� � 1tH(z) Z tH (z)tH(z)��t� 
bg(z)dt (6.16)Nous avons calcul�e ce taux pour deux valeurs de �t�, 1 et 2Gyr, et trac�eles r�esultats dans la �gure 6.16. Un bon accord avec les observations esttrouv�e dans le r�egime de bas z, pour lequel la photoionisation joue un rôletr�es important ; en e�et le sc�enario non photoionis�e ne reproduit pas bienles donn�ees. Il est int�eressant de noter que cette mod�elisation tr�es simple dela formation d'�etoiles su�t �a reproduire assez pr�ecis�ement les observations,et nous conforte dans l'id�ee que le processus d'auto-r�egulation joue un rôlefondamental dans l'histoire de la formation des galaxies.6.5.3 M�etallicit�e du MIGLe probl�eme de l'enrichissement m�etallique du Milieu Intra-Amas (MIA) a�et�e �etudi�e par de nombreux auteurs (Renzini et al. (1993); Mushotzky et al.(1996); Renzini (1997); Ishimaru & Arimoto (1997); Gibson et al. (1997);Fukazawa et al. (1998)), et il a �et�e propos�e que le MIA soit repr�esentatif duMIG en ce qui concerne les m�etaux (Renzini (1998)). Le principal probl�emeest de contraindre le rapport de la production m�etallique due aux SNIa etaux SNII. En e�et, une SNIa moyenne produit dix fois plus de fer qu'une
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Fig. 6.16: Taux de formation d'�etoiles estim�e d'apr�es l'�equation 6.16, pourdeux valeurs du d�elai �t� = 1Gyr ( traits �epais) et �t� = 2Gyr ( traits �ns).Les donn�ees �a bas z sont celles du CFRS, tandis que celles �a haut z sontcelles obtenues par Madau �a partir des donn�ees HDF, en tenant compte ounon de l'absorption des poussi�eres. Les param�etres utilis�es sont les mêmesque dans la �gure 6.14.



6.6. REMARQUES FINALES 163SNII moyenne (Renzini et al. (1993)), mais leurs prog�eniteurs sont des sys-t�emes binaires dont l'abondance est mal connue. La m�ethode habituelle pourcontraindre ce rapport est de mesurer l'abondance du gaz en �el�ements � etde la comparer �a l'abondance en fer, car les �el�ements � sont produits ex-clusivement par les SNII. Les �echelles de temps tr�es di��erentes (quelquesmillions d'ann�ees pour les SNII, quelques milliards pour les SNIa) ajoutent �ala complexit�e du probl�eme ; en e�et, les populations d'�etoiles jeunes et vieillesn'auront pas le même rapport d'abondance d'�el�ements � comparativementau fer, même si elles ont la même FMI. Comme les populations stellairesdes amas sont vieilles, le MIA a �et�e enrichi par les deux types de SNe, et lerapport �=Fe est typiquement solaire. Dans ce cas les SNIa fournissent 75%du fer du MIA (Renzini et al. (1993)). Renzini (1997, 1998) pensent que cettesituation pourrait être repr�esentative du MIG �a bas z �etant donn�e que lesm�etallicit�es observ�ees dans les galaxies de champ �a bas z sont comparables�a celles des galaxies des amas. En supposant que cette hypoth�ese soit vraie,on peut d'abord calculer l'abondance en fer produite par les SNII puisqueces derni�eres d�eterminent l'�energie lib�er�ee dans le MIG, et ensuite calculerl'abondance totale de fer en incluant les SNIa :ZSNII(z = 0) = 0; 5�B�(z = 0)phMFei=hMSNIIi (6.17)o�u B�(z = 0) est la fraction actuelle des baryons convertis en �etoiles, hMFeiest la masse moyenne de fer produite par une SNII, et le facteur 0; 5 tientcompte du fait que la moiti�e du fer seulement est �eject�e dans le MIG, le resterestant enferm�e dans les �etoiles. En incluant la contribution des SNIa, onobtient : Ztot(z = 0) = ZSNII + ZSNIa = 4� ZSNII(z = 0) (6.18)On trouve des m�etallicit�es typiques de 0; 1 solaire �a z = 0, et de 0; 05 solaire �az = 2; 5 qui sont comparables aux r�ecentes observations des syst�emes densesLyman � (Lu et al. (1997)).6.6 Remarques �nalesNotre mod�elisation simple de l'histoire cosmique des baryons a permis desouligner un certain nombre de points importants :{ La n�ecessit�e de recourir �a une auto-r�egulation de la formation de galaxiepar le biais du contrôle de la temp�erature du MIG par la formationstellaire.



164 CHAPITRE 6. MIG CHAUD ET PHOTOIONIS�E{ Le rôle tr�es important de la photoionisation du gaz dans son histoirethermique r�ecente. Cette derni�ere, dans le cadre de ce sc�enario, permetla formation r�ecente de petites galaxies (au contraire des sc�enarios sanschau�age collisionnel).{ En�n, les rayons cosmiques pourraient jouer un rôle important dans leprocessus d'auto-r�egulation en tant que vecteurs de l'�energie des SNe.Leur rôle pr�ecis demanderait une �etude plus approfondie.Il serait d'autre part assez simple de coupler ce mod�ele �a une analyse dutype ((arbre de merging)), pour avoir une id�ee plus pr�ecise de l'histoire desbaryons au sein des halos. En�n, une analyse spectro-photom�etrique pluscompl�ete (incluant une synth�ese de population stellaire et la cr�eation despectres galactiques �etendus) pourrait être coupl�ee �a ce mod�ele pour avoirdes contraintes plus pr�ecises sur la formation stellaire prenant en comptel'absorption par les poussi�eres. En e�et, si ces derni�eres absorbent la lumi�erevisible et UV des �etoiles, elles r�e�emettent en infrarouge et sont partiellementresponsables du Fond de Rayonnement Cosmique Infrarouge d�etect�e par Pu-get et al. (1996) et ult�erieurement con�rm�e par Guiderdoni et al. (1997);Fixsen et al. (1998). Une analyse pr�ecise de ce transfert de rayonnement per-mettrait de tester plus pr�ecis�ement les pr�edictions de ce mod�ele en terme deformation stellaire cosmique.



Conclusion et perspectivesNous aimerions ici rappeler quels sont les objectifs qui ont �et�e atteint du-rant ce travail de th�ese, et les d�eveloppements possibles de ce travail. Dansle cadre de la pr�eparation scienti�que de la mission d'observation des aniso-tropies du FCM Planck , nous avons explor�e les retomb�ees scienti�ques del'observation de la composante polaris�ee du FCM. A�n de quanti�er de lamani�ere la plus r�ealiste possible l'information que la mesure de la polarisationdu FCM pourrait nous apporter, nous avons fait une mod�elisation de l'undes principaux contaminants de ce signal : l'�emission polaris�ee des poussi�eresde notre galaxie en milieu di�us. Si cette premi�ere tentative de mod�elisationde ce contaminant nous donne seulement un ordre de grandeur de sa contri-bution au signal polaris�e (ce qui d�ej�a est utile pour quanti�er l'erreur que cesignal entrâ�ne sur la mesure du FCM), il semble qu'un analyse plus pouss�eede ses caract�eristiques n�ecessitent l'acquisition de donn�ees plus pr�ecises. Or,si ces donn�ees ne sont pas disponibles �a l'heure actuelle, nous avons montr�en�eanmoins que la mission Planck a �et�e �etudi�ee de mani�ere �a pouvoir mesu-rer cette �emission par le biais de la voie �a 545GHz, et �a permettre ainsi sasoustraction en tant que contaminant.Il en est de même pour l'�emission synchrotron polaris�ee de notre galaxie,pour laquelle il n'existe pas �a ma connaissance de mod�elisation dans lesr�egions de haute latitude, en particulier aux fr�equences millim�etriques, etcela encore une fois par manque de donn�ees sur cette �emission. Une voiecependant pourrait permettre une premi�ere mod�elisation de cette �emission ;il s'agirait d'extrapoler aux fr�equences millim�etriques les mesures faites parBrouw & Spoelstra (1976) de cette �emission sur une assez grande partie duciel dans la gamme de fr�equences [408; 1411];MHz. Une telle extrapolationn'est cependant pas ais�ee �a cause de la rotation Faraday ; cette derni�erene nous permet d'explorer que des r�egions d'�emission proches aux bassesfr�equences. Ce travail est actuellement en cours.En ce qui concerne les m�ethodes d'extraction du FCM des futures ob-servations, nous avons g�en�eralis�e la m�ethode du �ltrage de Wiener multi-fr�equences au cas du signal polaris�e. Cela a permis d'obtenir une premi�ere



166 CONCLUSION ET PERSPECTIVESestimation de la qualit�e de la mesure de la polarisation du FCM par les fu-tures missions satellites telles que Planck . Nous voudrions insister ici surune di��erence majeure avec le cas de la temp�erature : le rapport signal surbruit est ici beaucoup plus faible, et en cons�equence le signal extrait apr�es�ltrage d�epend beaucoup plus des hypoth�eses prises pour construire le �ltre.C'est pourquoi une estimation la plus pr�ecise possible des contaminants po-laris�es du FCM, conjointement au d�eveloppement d'une m�ethode d'inversiong�en�erale de type bayesien sont n�ecessaires pour quanti�er la qualit�e de lamesure de la polarisation du FCM de mani�ere vraiment �able. Ainsi, lesr�esultats obtenus dans la pr�esente �etude ne peuvent être qu'indicatifs �a cestade. D'autre part, nous avons montr�e la puissance d'une mission telle quePlanckpour la mesure des param�etres constitutifs des mod�eles d'in
ation,même quand ces derniers impliquent des formes non triviales du spectre depuissance primordial.Dans la deuxi�eme partie de la th�ese, nous avons pr�esent�e la physique del'e�et ((papillon)) (ou de lentille gravitationnelle en mouvement), ainsi quel'empreinte d'une population de telles lentilles sur le FCM. Nous en avonsconclu que cet e�et cumul�e ne sera pas pr�ejudiciable �a la mesure des ani-sotropies primaires du FCM, et nous avons d'autre part �echou�e dans notretentative de d�etection de cet e�et dans le cas r�ealiste o�u l'on y superpose lesanisotropies primaires et l'e�et Sunyaev-Zel'dovich cin�ematique. Une compa-raison simple des amplitudes des signaux aux di��erentes �echelles, ainsi quela confusion spectrale de ces di��erends e�ets nous rendent pessimistes quant�a une �eventuelle d�etection de cet e�et pour une structure individuelle.En�n, nous avons pr�esent�e un mod�ele semi-analytique de formation degalaxies, bas�e sur le formalisme de Press & Schechter, dans lequel le milieuintergalactique est maintenu chaud et photoionis�e par la formation stellairedes galaxies. Ce mod�ele auto-r�egul�e reproduit avec succ�es la densit�e actuelled'�etoiles en termes de la densit�e critique, ainsi que l'histoire de la densit�e degaz froid, apportant ainsi une r�eponse au probl�eme du sur-refroidissementdu gaz qui est susceptible de se produire dans tout sc�enario hi�erarchique deformation des structures. Consid�erant la simplicit�e (et donc le petit nombrede param�etres) de ce mod�ele et sa facult�e de reproduire les observations,nous pensons que ce mod�ele m�erite d'être coupl�e �a des mod�eles spectro-photom�etriques qui permettraient de calculer les fonctions de luminosit�e dansdi��erentes longueurs d'onde, ce qui nous donneraient un test direct de la ca-pacit�e de ce mod�ele �a reproduire les taux de formation d'�etoiles r�ecemmentobserv�es. D'autre part, le probl�eme du sur-refroidissement ayant �et�e observ�edans les simulations num�eriques, il serait int�eressant d'y appliquer les prin-cipes de base de ce mod�ele, o�u l'on pourrait tester le comportement de la



167formation stellaire suivant que l'�energie est r�einject�ee dans le MIG de ma-ni�ere locale ou homog�ene.



168 CONCLUSION ET PERSPECTIVES



Annexe ALa physique du FCMNous allons pr�esenter dans cet appendice les �equations fondamentalesgouvernant la physique du FCM, ainsi que les outils statistiques permettantde d�e�nir les observables pertinentes pour son �etude.A.1 Les �equations d'EinsteinElles gouvernent la dynamique de l'espace-temps et incluent indistincte-ment toutes les contributions �energ�etiques (mati�ere baryonique, non baryo-nique, rayonnement, �energie du vide). Dans l'approche perturbative adopt�eeici, il faut distinguer les �equations gouvernant la (( m�etrique de fond )) de cellesgouvernant les perturbations de celle-ci. Nous supposons que la m�etrique defond est de type Friedmann-Roberson-Walker (FRW), et si ��(�); �P (�) d�e-signent respectivement la densit�e d'�energie et la pression de l'univers nonperturb�e, alors le facteur d'expansion a(�) est donn�e par :� _aa�2 = 8�3 Ga2��� � (A.1)dd� � _aa� = �4�3 Ga2(��+ 3 �P ) (A.2)o�u � d�esigne le temps conforme, et �, courbure r�eduite de l'univers, est posi-tive, nulle ou n�egative pour un univers ferm�e, plat et ouvert respectivement.Nous nous restreindrons ici au cas des univers plats (
 = 1), donc � = 0.Nous rappelons que ces �equations incluent la possibilit�e d'une constante cos-mologique, qui est une forme de mati�ere ayant l'�equation d'�etat suivante :��� = � �P� (A.3)



170 ANNEXE A. LA PHYSIQUE DU FCML'�evolution de la m�etrique de fond est compl�etement d�ecrite par les �equationsci-dessus.A.1.1 Perturbations de la m�etriqueEn ce qui concerne les �equations gouvernant les perturbations de la m�e-trique, un choix de jauge s'impose, nous �ecrirons donc toutes les �equationsdans la jauge synchrone qui part d�e�nition ne comporte que des perturbationsd'espace. D'autre part les �equations suivantes concernent des perturbationsscalaires (les perturbations tensorielles seront trait�ees par la suite). Com-men�cons par d�e�nir les perturbations dans la jauge synchrone. La m�etriqueperturb�ee s'�ecrit de fa�con g�en�erale ainsi :ds2 = a2(�) ��d� 2 + (�ij + hij)dxidxj� (A.4)Cette perturbation peut être d�ecompos�ee en plusieurs parties, d'une part satrace (au sens matriciel du terme) h � hii, et d'autre part une partie sanstrace comportant trois sous-parties. On a donchij = h�ij=3 + hkij + h?ij + hTij (A.5)avec les conditions suivantes :�ijk@j@lhklk = 0 ; @i@jh?ij = 0 ; @ihTij = 0 (A.6)Les perturbations scalaires sont donc repr�esent�ees par h ; hk, tandis que h?et hT d�esignent les perturbations vectorielles et tensorielles respectivement.On peut r�e�ecrire une perturbation scalaire en terme de modes de Fourier :hij(~x; �) = Z d3kei~k:~x�k̂ik̂jh(~k; �) + (~ki~kj � 13�ij)6�(~k; �)� (A.7)avec ~k = kk̂.Nous pouvons maintenant �ecrire les �equations d'Einstein lin�earis�ees pourles perturbations scalaires dans la jauge synchrone :k2� � 12 _aa _h = 4�Ga2�T 00 (A.8)k2 _� = 4�Ga2(��+ �P )� (A.9)�h + 2 _aa _h� 2k2� = �8�Ga2�T ii (A.10)�h+ 6�� + 2 _aa � _h + 6 _��� 2k2� = �24�Ga2(��+ �P )� (A.11)



A.1. LES �EQUATIONS D'EINSTEIN 171o�u l'on d�e�nit(�� + �P )� � ikj�T 0j ; (�� + �P )� � �(k̂ik̂j � 13�ij)�ij (A.12)o�u �ij � T ij� �ijT kk=3. Ecrivons maintenant l'�equation correspondante pourles perturbations tensorielles :�hTij + 2 _aa _hTij + k2hTij = 16�G�Tij (A.13)o�u �Tij est la partie transverse sans trace et de divergence nulle (tensoriellepure) du tenseur d'�energie-impulsion. Nous remarquons qu'il s'agit, �a la dif-f�erence des autres �equations, d'une �equation d'ondes, il s'agit en e�et del'�equation des ondes gravitationnelles.A.1.2 Cas du 
uide parfaitUn 
uide parfait de densit�e d'�energie � et de pression P , le tenseurd'�energie-impulsion prend la forme suivante (par d�e�nition) :T �� = Pg�� + (�+ P )U�U� (A.14)o�u U� = dx�=p�ds2 est le quadri-vecteur vitesse du 
uide. Si de plus lavitesse spatiale vi = dxi=d� du 
uide est petite, elle peut être trait�ee commeune perturbation du même ordre que �� = � � �� et �P = P � �P . Doncau premier ordre de ces perturbations le tenseur d'�energie-impulsion peuts'�ecrire : T 00 = �(�� + ��) (A.15)T 0i = (�� + �P )vi (A.16)T ij = ( �P + �P )�ij + �ij (A.17)D'autre part, comme cons�equence des �equations d'Einstein, ce tenseur conserv�e(i.e. de d�eriv�ee covariante nulle). Cela nous donne :_� = �(1 + w) � + _h2!� 3 _aa ��P�� � w� � (A.18)_� = � _aa(1� 3w)� � _w1 + w� + �P=��1 + w k2� � k2� (A.19)o�u w = P=� est l'�equation d'�etat du 
uide. Ces �equations sont valides pourun 
uide parfait isol�e des autres. Nous verrons par la suite que pour la ma-ti�ere baryonique, le couplage avec le rayonnement introduit un terme sup-pl�ementaire correspondant au transfert d'�energie-impulsion entre les deux



172 ANNEXE A. LA PHYSIQUE DU FCMcomposantes. D'autre part, pour des perturbations isentropiques, nous avonsla relation suppl�ementaire �P = c2s��, o�u la vitesse du son adiabatique estd�e�nie par c2s = dPd� = w + �dwd� . Pour les baryons et les photons, w est uneconstante (�egale �a 1=3 pour les photons, et approximativement 0 pour lesbaryons), ce qui implique que �P�� � w = 0 : (A.20)L'entropie engendr�ee par le couplage des deux composantes par collisionsThomson avant la recombinaison est inclue dans les termes de collision ad-ditionnels mentionn�ees plus haut.A.1.3 Application : CDMLa mati�ere noire froide, (en anglais (( Cold Dark Mater )) ou CDM), estd�e�nie comme un 
uide parfait non collisionnel. Elle peut servir de r�ef�erentielde base pour la jauge synchrone (i.e. la vitesse particuli�ere de cette derni�ereest choisie nulle). Les �equations la gouvernant se simpli�ent alors �a l'extrême :_� = �12 _h (A.21)� = � = 0 (A.22)w = _w = 0 (A.23)Pour les perturbations tensorielles, on obtient l'�equation homog�ene (sanssources) pour les ondes gravitationnelles :�hTij + 2 _aa _hTij + k2hTij = 0 (A.24)A.2 L'�equation de BoltzmannLes composantes relativistes de la mati�ere (neutrinos l�egers, photons) nepeuvent être d�ecrits comme des 
uides, et c'est pourquoi il faut recourir �aune description d'espace des phases.A.2.1 Espace des phasesL'espace des phases est habituellement d�e�ni par les trois coordonn�eesd'espace xi, ainsi que par leurs moments conjugu�es Pi. Cependant en rela-tivit�e g�en�erale il faudrait en toute rigueur inclure inclure le temps (et son



A.2. L'�EQUATION DE BOLTZMANN 173moment conjugu�e) comme quatri�eme coordonn�ee. Nous allons n�eanmoinsgarder le temps comme une variable �a part, au prix de briser la covariancedes �equations et donc de devoir sp�eci�er en terme d'observables les variablesd�ependantes de la jauge choisie, et cela pour pouvoir partir de la forme del'�equation de Boltzmann que nous connaissons et l'�etendre au cas g�en�eral-relativiste. Les moments conjugu�es sont simplement �egaux �a Pi = mUi o�uUi = dxi=p�ds2. Les moments propres pi = pi mesur�es par un observateurde coordonn�ee spatiale �x�ee sont reli�es aux moments conjugu�es par :Pi = a(�ij + 12hij)pj (A.25)dans la jauge synchrone. On peut alors d�e�nir la densit�e de particules dansl'espace des phases :dN = f(xi; Pj; �)dx1dx2dx3dP1dP2dP3 (A.26)o�u la fonction de distribution f est un scalaire invariant sous les transforma-tions canoniques. La fonction de distribution d'�equilibre s'�ecrit :f0(�) = gsh3P 1e �kBT0 � 1 (A.27)o�u � = a(p2 + m2)1=2 = (P 2 + a2m2)1=2, T0 = aT est la temp�erature ac-tuelle des particules, gs le nombre de degr�es de libert�e de spin, et en�n +et � correspondent respectivement aux fermions et aux bosons. Même si lesvariables xi et Pj restent canoniquement conjugu�ees sous des perturbationsde la m�etrique, on leur pr�ef�erera les variables xi et qj � apj, car ainsi lesperturbations de la m�etrique n'interviennent plus dans la d�e�nition des im-pulsions; de plus on d�e�nit qj = qnj o�u nj est un vecteur unitaire. Il fautnoter ici que ce jeu de variables ne constitue plus une ensemble de variablescanoniquement conjugu�ees, et donc que fd3qd3x ne repr�esente pas en g�eneralla densit�e de particules.L'expression g�en�erale du tenseur d'�energie-impulsion est donn�ee par :T�� = Z d3P 1p�g P�P�P 0 f(xi; Pj; �) (A.28)o�u g est le d�eterminant de la m�etrique g��. Ecrivons maintenant la fonctionde distribution de mani�ere perturbative :f(xi; Pj; �) = f0(q) �1 + f1(xi; q; nj; �)� : (A.29)



174 ANNEXE A. LA PHYSIQUE DU FCMDans la jauge synchrone nous avons (�g)�1=2 = a�4(1 � h=2) et d3P =(1 + h=2)q2dqd
, o�u d
 est l'angle solide �el�ementaire associ�e au vecteur ni.L'�equation A.28 donne alors :T 00 = �a�4 Z q2dqd
pq2 +m2a2f0(q)(1 + f1) (A.30)T 0i = a�4 Z q2dqd
qnif0(q)f1 (A.31)T ij = a�4 Z q2dqd
 q2ninjpq2 +m2a2 f0(q)(1 + f1) (A.32)au premier ordre dans les perturbations.L'�equation de Boltzmann gouverne l'�evolution de l'espace des phases :DfD� = @f@� + dxid� @f@xi + dqd� @f@q + dnid� @f@ni = �@f@� �C (A.33)o�u le terme de droite d�epend des collisions Thomson et sera explicit�e ult�e-rieurement.L'�equation g�eod�esique des moments implique qu'on ait en jauge syn-chrone : dqd� = �12q _hijninj ; (A.34)et que dni=d� soit d'ordre 1 dans les perturbations. Ceci implique que leterme dnid� @f@ni est d'ordre 2 dans les perturbations et peut donc être n�eglig�epar la suite. Dans l'espace de Fourier, l'�equation de Boltzmann prend doncla forme suivante :@f1@� + iq� (~k:n̂)f1 + dln f0dln q  _� � _h + 6 _�2 (k̂:n̂)2! = 1f0 �@f@� �C : (A.35)Il a �et�e suppos�e que la perturbation poss�ede une sym�etrie axiale de sorte quela d�ependance en ~q = qn̂ se traduit par une d�ependance en q et en le cosinusdirecteur k̂:n̂ uniquement. Cela n'est en revanche pas le cas pour les per-turbations tensorielles. Nous expliciterons donc les d�ependances angulairesult�erieurement. L'�equation de Boltzmann perturb�ee pour les perturbationstensorielles s'�ecrit donc :@f1@� + iq� (~k:n̂)f1 � 12 dln f0dln q � _hTijninj� = 1f0 �@f@� �C : (A.36)



A.2. L'�EQUATION DE BOLTZMANN 175A.2.2 Collisions ThomsonNous allons pr�eciser dans ce qui suit la valeur du terme de droite del'�equation de Boltzmann, terme dû �a l'interaction Thomson entre les �electronsdu plasma et les photons.D�e�nition des param�etres de StokesUne onde plane �electromagn�etique polaris�ee elliptiquement peut être d�e-crite par la donn�ee des composantes (transverse) du champ �electrique suivantdeux axes : Ex = E0x sin(!t� �1) (A.37)Ey = E0y sin(!t� �2) (A.38)o�u E0x;y et �1;2 sont des constantes. On peut alors d�e�nir les param�etres deStokes comme suit : I = �E0x�2 + �E0y�2 = Ix + Iy (A.39)Q = �E0x�2 � �E0y�2 = Ix � Iy (A.40)U = 2E0xE0y cos(�1 � �2) (A.41)V = 2E0xE0y sin(�1 � �2) (A.42)I est proportionnel �a l'intensit�e de l'onde, V mesure le rapport des axes del'ellipse tandis que Q et U donnent l'orientation de l'ellipse par rapport auxaxes de r�ef�erence (x; y). Les param�etres de Stokes o�rent donc une descriptioncompl�ete de l'onde polaris�ee. Lors d'une rotation d'un angle � des axes fx; yg,le vecteur (Ix; Iy; U; V ) subit l'op�erateur suivant :L̂(�) = 0BB@ cos2(�) sin2(�) 1=2 sin(2�) 0sin2(�) cos2(�) �1=2 sin(2�) 0� sin(2�) sin(2�) cos(2�) 00 0 0 1 1CCA (A.43)Evolution des param�etres de StokesPour de la lumi�ere di�us�ee faisant un angle � avec la direction d'incidence(cf �gure A.1) on a :Esx = p3=2�TE0x cos � sin(!t� �1) (A.44)Esy = p3=2�TE0y sin(!t� �2) (A.45)
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diffuséeFig. A.1: Collision Thomson entre un photon et un �electronce qui se traduit sur les param�etres de Stokes par :Isx = (3=2)�T Ix cos2� (A.46)Isy = (3=2)�T Iy (A.47)U s = (3=2)�TU cos� (A.48)V s = (3=2)�TV cos� (A.49)Cela peut se r�e�ecrire sous forme matricielle, ~Is = �T R̂~I avecR̂ = 320BB@ cos2 � 0 0 00 1 0 00 0 cos� 00 0 0 cos � 1CCA (A.50)Il faut noter que cette expression des param�etres de Stokes de la lumi�eredi�us�ee n'est pas donn�ee dans le même rep�ere que les param�etres de la lumi�ereincidente. Pou rem�edier �a cela regardons la �gure A.2. Un rayon incidentpasse par P1, entre en collision avec l'�electron situ�e en O, et di�use en passantpar le point P2. Pour exprimer la variation des param�etres de Stokes dansle r�ef�erentiel de la �gure A.2, il faut appliquer L̂(�i1) au vecteur ~I. Nousobtenons alors les param�etres de Stokes dans le r�ef�erentiel du plan de collision(cf �gure A.1). Il faut ensuite leur appliquer l'op�erateur ~R pour obtenir lesparam�etres de Stokes de la lumi`ere di�us�ee, toujours dans le plan de lacollision. En�n, on obtient les param�etres de Stokes de la lumi�ere di�us�eedans le r�ef�erentiel de d�epart en appliquant l'op�erateur L̂(� � i2). R�esumons,nous obtenons : ~Is(�; �) = 14� Z P̂ (�; �; �0; �0)~I(�0; �0)d
0 (A.51)
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178 ANNEXE A. LA PHYSIQUE DU FCMaveĉP = Q̂ hP̂0(�; �0) +p1� �2p1� �02P̂1(�; �; �0; �0) + P̂2(�; �; �0; �0)i(A.52)
Q̂ = 0BB@ 1 0 0 00 1 0 00 0 2 00 0 0 2 1CCA (A.53)

P̂0 = 340BB@ 2(1� �2)(1� �02) + �2�02 �2 0 0�02 1 0 00 0 0 00 0 0 ��0 1CCA (A.54)
P̂1 = 340BB@ 4��0 cos(�� �0) 0 2� sin(�0 � �) 00 0 0 0�2�0 sin(�� �0) 0 cos(�� �0) 00 0 0 cos(�� �0) 1CCA (A.55)

P̂2 = 34 0BB@ �2�02 cos 2(�0 � �) ��2 cos 2(�0 � �) �2�0 sin 2(�0 � �) 0��02 cos 2(�0 � �) cos 2(�0 � �) ��0 sin 2(�0 � �) 0��02� sin 2(�0 � �) � sin 2(�0 � �) �0� cos 2(�0 � �) 00 0 0 0 1CCA(A.56)o�u � et �0 sont respectivement �egaux �a cos � et cos �0.A.2.3 Equations de Boltzmann polaris�eesRemarques pr�eliminairesA la place de la distribution totale f dans l'espace des phases, nous allonsd�e�nir une variable r�eduite (int�egr�ee sur les impulsions) dont la signi�cationphysique sera plus claire. Regardons les �equations A.32, d�e�nissonsF (~k; n̂; �) � R q2dq qf0(q)f1R q2dq f0(q) � 1Xl=0 (�i)l(2l + 1)Fl(~k; �)Pl(~k:n̂) (A.57)



A.2. L'�EQUATION DE BOLTZMANN 179o�u Pl(�) est le polynôme de Legendre d'ordre l. Avec cette d�e�nition de lavariable F , nous avons�
 = 14� Z d
F (~k; n̂; �) = F0 (A.58)�
 = 3i16� Z d
(~k:n̂)F (~k; n̂; �) = 34kF1 (A.59)�
 = � 316� Z d
 �(k̂:n̂)2 � 13�F (~k; n̂; �) = 12F2 (A.60)La nouvelle variable F repr�esente donc l'anisotropie d'intensit�e lumineuse.Prenons maintenant pour chaque mode ~k un rep�ere qui lui soit associ�e,i.e. dont le troisi�eme axe soit collin�eaire �a ~k. En d�e�nissant maintenant,dans ce rep�ere, l'�equivalent de F pour tous les param�etres de Stokes (soitFQ; FU ; F V ), on peut �ecrire le terme de collision pour ce vecteur ~F comme @ ~F@� !C = ane�T � ~Fscat: � ~F� (A.61)Perturbations scalairesOn doit tout d'abord remarquer que les perturbations scalaires, dans lerep�ere li�e au mode ~k d�e�ni plus haut, sont ind�ependantes de l'azimut �. Doncl'int�egration sur cet angle montre que seule P̂0 donne une contribution nonnulle. Ainsi dans ce rep�ere, le param�etre de Stokes U n'a pas de source;on peut donc le prendre nul. Dans ce cas l'�equation de Boltzmann pour lesvariables r�eduites F et FQ devient :@@� � FFQ �+ ik�� FFQ �+ � 23 _h+ 43( _h+ 6 _�)P2(�)0 �= ane�T �Z 1�1 M̂s(�; �0)� F 0F 0Q � d�0 � � F + 4i�b=kP1(�)FQ ��(A.62)o�u M̂s correspond aux deux premi�eres lignes et colonnes de P̂0 dans la base(I; Q; U; V ). Cette �equation se traduit en deux �equations pour les quantit�esF et FQ : _F + ik�F = �23 _h� 43( _h+ 6 _�)P2(�)+ ane�T ��F + F0 � 4i��bk + 2P2(�)�� (A.63)_FQ + ik�FQ = ane�T ��FQ + 2(1� P2(�))�� (A.64)� = F2 + FQ2 + FQ0 (A.65)



180 ANNEXE A. LA PHYSIQUE DU FCMEn d�eveloppant ces �equations sur les modes de Legendre on obtient_�
 = �43�
 � 23 _h_�
 = k2�14�
 � �
� + ane�T (�b � �
)_F2 = 2 _�
 = 815�
 � 35fF3 + 415 _h+ 85 _� � 95ane�T�
 + 110ane�T (FQ0 + FQ2 )_Fl = k2l + 1 [lFl�1 � (l + 1)Fl+1]� ane�TFl_FQl = k2l + 1 hlFQl�1 � (l + 1)FQl+1i+ ane�T ��FQl + 12(F2 + FQ0 + FQ2 )��l0 + �l25 �� (A.66)Ce sont ces �equations de transfert radiatif qui sont r�esolues num�eriquementdans les codes de Boltzmann. Nous verrons par la suite qu'une int�egrationdirecte de l'�equation de Boltzmann A.65 sur la ligne de vis�ee est beaucoupplus rapide que la r�esolution compl�ete num�erique des �equations de modesde Legendre coupl�ees ci-dessus. C'est pourquoi il est important de garder lesdeux formes de l'�equation en m�emoire.Evolution de la mati�ere baryoniqueLes baryons, comme nous l'avons mentionn�e pr�ec�edemment se comportentcomme un 
uide non relativiste, et leur �evolution est d�ecrite par les �equa-tions A.19. Etant vraiment non relativiste �a la p�eriode qui nous int�eresse,on a �Pb=��b = c2s = w � 1, et ces contributions peuvent être n�egli-g�ees partout sauf dans le terme acoustique c2sk2� qui devient non n�egli-geables pour des grandes modes; d'autre part leur pression est n�egligeabledevant leur densit�e d'�energie (de masse). Avant la recombinaison ils sont deplus coupl�es avec les photons, ce qui introduit un terme suppl�ementaire detransfert d'impulsion. Le transfert d'impulsion dans l'�equation de Boltzmannpour les photons prend la forme ane�T (�b � �
) (cf Eq. A.66). La conserva-tion de l'impusion dans les collisions Thomson implique l'addition du terme(4��
=3��b)ane�t(�
 � �b) �a l'�equation sur _�b. On obtient donc les �equationssuivantes pour l'�evolution des baryons :_�b = ��b � 12 _h (A.67)_�b = � _aa�b + c2sk2�b + 4��
3��b ane�T (�
 � �b) (A.68)



A.2. L'�EQUATION DE BOLTZMANN 181La vitesse du son est calcul�ee comme suit :c2s = _Pb_�b = kBT� �1� 13 d logTd log a� (A.69)Quant �a la temp�erature, le premier principe de la thermodynamique donneson �evolution : _Tb = �2 _aaTb + 83 �me ��
��b ane�T (T
 � Tb) (A.70)o�u l'on a suppos�e que les collisions �electrons-ions sont su�samment rapidespour assurer l'�equilibre thermique entre les deux esp�eces.Perturbations tensoriellesDe la même fa�con que pour les perturbations scalaires, on peut �ecrirel'�equation de Boltzmann pour les perturbations tensorielles :@@� 0@ FFQFU 1A + ik�0@ FFQFU 1A+0@ _hT+(1� �2) cos(2�)� _hT�(1� �2) sin(2�)00 1A= ane�T 0@Z M̂T (�; �;�0; �0)0@ F 0F 0QF 0U 1A d
04� �0@ FFQFU 1A1A (A.71)o�u les perturbations tensorielles de la m�etriques ont �et�e d�ecompos�ees sur lesmodes + et � comme suit : hT11 = hT22 = hT+ et hT12 = hT21 = hT�. La matriceM̂T est compos�ee des trois premi�eres lignes et colonnes de la matrice P̂2.Nous voyons que malgr�e le choix du rep�ere li�e au vecteur ~k, l'�equation deBoltzmann A.71 d�epend encore de l'azimut �. Cependant le changement devariables suivant va nous permettre de nous d�ebarasser de cette d�ependance(cf Polnarev (1985)). D�e�nissons tout d'abord les variables suivantes :h1 = (h+ � ih�)=p2 (A.72)h2 = (h+ + ih�)=p2 (A.73)On peut alors d�e�nir les nouvelles variablesF = �(1� �2)e2i�h1 + (1� �2)e�2i�h2� ~F (A.74)(FQ + iFU) = �(1� �2)e2i�h1 + (1 + �2)e�2i�h2� ~F P (A.75)(FQ � iFU) = �(1 + �2)e2i�h1 + (1� �2)e�2i�h2� ~F P (A.76)



182 ANNEXE A. LA PHYSIQUE DU FCMEn suivant toujours Polnarev (1985) ces nouvelles variables ~F et ~F P ob�eissentaux �equations de Boltzmann suivantes :_~F + ik� ~F = �4 _h� ane�T ( ~F � �) (A.77)_~F P + ik� ~F P = �ane�T ( ~F P + �) (A.78)o�u hTij = heij et � = � 110 ~F0 + 17 ~F2 + 370 ~F4 � 35 ~F P0 + 67 ~F P2 � 370 ~F P4 �.Intensit�e vs Temp�eratureNous avons vu que des perturbations de la distribution des photons dansl'espace des phases correspondent �a des 
uctuations d'intensit�e lumineusedans une direction donn�ee. Comment sont d�e�nies alors les 
uctuations detemp�erature (plus usuelles) du FCM? De mani�ere g�en�erale, elles se d�e�nissentcomme suit : f(xi; q; nj; �) = f0� q1 + �T � (A.79)o�u par d�e�nition �T � �T=T , et f0 est la distribution de Bose-Einstein demasse nulle.L'�equation A.29 nous donne au premier ordre en f1 :�T = ��dln f0dln q ��1 f1 (A.80)Or, en regardant les �equations A.35 et A.36, on voit que le terme de per-turbation de la m�etrique ainsi que le terme de collision au premier ordrene d�ependent de q qu'�a travers dln f0dln q , et donc �T ne d�epend pas de q. Cecin'est vrai qu'au premier ordre pour le terme de collision. En e�et dans lecas o�u la temp�erature des photons est tr�es di��erente de la temp�erature des�electrons, le spectre de corps noir subit une distorsion (un bon exemple estl'e�et Sunyaev-Zel'dovich dans les amas, o�u la temp�erature des �electrons estde l'ordre de quelques keV, alors que celle des photons n'est seulement dequelques K).Dans notre cas les anisotropies en temp�erature sont tr�es simple-ment reli�ees aux anisotropies de la fonction de distribution int�egr�ee, en e�et�T = F=4.A.3 Statistique du FCMNous allons ici suivre l'article de Zaldarriaga & Seljak (1997). Il s'agit toutd'abord de d�e�nir les fonctions math�ematiques n�ecessaires �a la repr�esentationde la polarisation sur la sph�ere.



A.3. STATISTIQUE DU FCM 183A.3.1 Harmoniques sph�eriques spinn�eesLes fonctions harmoniques sph�eriques spinn�ees sont d�e�nies th�eorique-ment comme les modes propres d'une �equation de Poisson tensorielle sur lasph�ere. Comme les harmoniques sph�eriques classiques, elles constituent unerepr�esentation du groupe des rotations, mais de plus elles permettent de re-pr�esenter sur la sph�ere non plus des quantit�es scalaires, mais des variablesde spin non nul. Principalement appliqu�ees dans le pass�e �a l'�etude des ondesgravitationnelles (cf Thorne (1980)), nous verrons que leur utilisation esttout indiqu�ee dans le cas de la repr�esentation sur le ciel de la polarisation duFCM.D�e�nissons tout d'abord ce que nous entendons par une variable de spin.Sur la sph�ere rep�er�ee par ses coordonn�ees (�; �), on d�e�nit le vecteur radialn̂, ainsi que deux vecteurs tangents (ê1; ê2), d�e�nis �a une rotation autourde n̂ pr�es. Une fonction sf(�; �) est dite de spin s si, par une rotation d'unangle  des vecteurs (ê1; ê2) dans le sens des aiguilles d'une montre, elle setransforme de la fa�con suivante :sf 0(�; �) = e�is sf(�; �) (A.81)Ces fonctions peuvent être d�ecompos�ees en harmoniques spinn�ees sYlm(�; �)qui ont les propri�et�es d'orthogonalit�e suivantes:Z 2�0 d� Z 1�1 d cos � sY �l0m0(�; �) sYlm(�; �) = �ll0�mm0 (A.82)Xlm sY �lm(�; �) sYlm(�0; �0) = �(�� �0)�(cos � � cos �0)Comme en m�ecanique quantiques, les harmoniques spinn�ees sont obtenues �apartir des harmoniques scalaires par l'action d'op�erateurs de spin 0@ et �0@ ,respectivement montant et descendant. Ainsi par la rotation d'un angle  des vecteurs tangents on obtient :( 0@ sf)0 = e�i(s+1) 0@ sf (A.83)( �0@ sf)0 = e�i(s�1) �0@ sf (A.84)Leur expression est donn�ee par :0@ sf(�; �) = sins(�) � @@� + i csc(�) @@�� sin�s(�) sf(�; �) (A.85)�0@ sf(�; �) = � sin�s(�) � @@� � i csc(�) @@�� sins(�) sf(�; �) (A.86)



184 ANNEXE A. LA PHYSIQUE DU FCMLes variables de polarisation, Q� iU sont d'autre part de spin �2. Or pourdes fonctions �2f(�; �) telles que @� sf = im sf , on a :�0@ 2 2f(�; �) = ��@� + m1� �2�2 �(1� �2) 2f(�; �)� (A.87)0@ 2 �2f(�; �) = ��@� � m1� �2�2 �(1� �2) �2f(�; �)� (A.88)o�u � = cos �. Finalement les harmoniques spinn�ees sYlm peuvent s'exprimer�a partir des harmoniques scalaires :sYlm = �(l � s)!(l + s)!� 12 0@ sYlm (A.89)sYlm = �(l � s)!(l + s)!� 12 (�1)s �0@ �sYlm (A.90)Ces fonctions spinn�ees ont d'autre part les propri�et�es suivantes :sY �lm = (�1)s �sYl�m (A.91)0@ sYlm = p(l � s)(l + s+ 1) s+1Ylm (A.92)�0@ sYlm = �p(l + s)(l � s + 1) s�1Ylm (A.93)�0@ 0@ sYlm = �(l � s)(l + s+ 1) sYlm (A.94)En�n, on peut donner une forme explicite de ces fonctions :sYlm = eim� �(l +m)!(l �m)!(l + s)!(l � s)! 2l + 14� � 12 sin2l(�=2) (A.95)�Xr � l � sr �� l + sr + s�m � (�1)l�r�s+m cot2r+s�m(�=2)A.3.2 Modes de polarisationA partir de maintenant nous ne consid�ererons plus que les anisotropies detemp�erature du FCM, et les perturbations des param�etres de Stokes associ�ees.Nous rappelons que ces anisotropies sont tr�es simplement reli�ees �a la fonctionde distribution perturbative int�egr�ee par �X = FX o�u X d�esigne un desparam�etres de Stokes I; Q; U . Nous rappelons que lors d'une rotation dans lesens des aiguilles d'une montre des vecteurs tangents (i.e. perpendiculairesau vecteur de direction n̂), les param�etres de Stokes se transforment ainsi :Q0 = Q cos(2 ) + U sin(2 ) (A.96)U 0 = �Q sin(2 ) + U cos(2 ) (A.97)



A.3. STATISTIQUE DU FCM 185Nous pouvons donc construire deux quantit�es de spin �2 :(Q� iU)0 = e�2i (Q� iU) (A.98)Ces quantit�es peuvent donc être d�ecompos�ees sur la base des harmoniquesspinn�ees : �T (n̂) = Xlm aT;lmYlm(n̂) (A.99)(�Q + i�U)(n̂) = Xlm a2;lm2Ylm(n̂) (A.100)(�Q � i�U)(n̂) = Xlm a�2;lm�2Ylm(n̂) (A.101)La di�cult�e principale dans le calcul des spectres de puissance de polarisationvient du fait que les param�etres de Stokes ne sont pas invariants par rotation.Or si ces derniers sont facilement calcul�e pour chaque mode de Fourier ~k,ils doivent être recalcul�es dans un rep�ere �xe lorsque l'on int�egre sur cesmodes de Fourier, ce qui rend le calcul analytique impossible sauf dans lecas de petites �echelles o�u certaines approximations rendent le calcul possible.L'avantage de la d�ecomposition en harmoniques spinn�ees est qu'elle permetde construire �a partir de ces param�etres de Stokes des quantit�es invariantespar rotation grâce aux op�erateurs de spin. En e�et�0@ 2(�Q + i�U )(n̂) = Xlm �(l + 2)!(l � 2)!� 12 a2;lmYlm(n̂) (A.102)0@ 2(�Q � i�U )(n̂) = Xlm �(l + 2)!(l � 2)!� 12 a�2;lmYlm(n̂) (A.103)sont des variables de polarisation scalaires. Les coe�cients s'expriment doncainsi : aT;lm = Z d
Y �lm(n̂)�T (n̂) (A.104)a2;lm = Z d
2Y �lm(n̂)(�Q + i�U)(n̂)= �(l + 2)!(l � 2)!�� 12 Z d
Y �lm(n̂) �0@ 2(�Q + i�U )(n̂) (A.105)a�2;lm = Z d
�2Y �lm(n̂)(�Q � i�U )(n̂)= �(l + 2)!(l � 2)!�� 12 Z d
Y �lm(n̂) 0@ 2(�Q � i�U)(n̂) (A.106)



186 ANNEXE A. LA PHYSIQUE DU FCMOn peut alors d�e�nir les combinaisons suivantesaE;lm = �(a2;lm + a�2;lm)=2 (A.107)aB;lm = i(a2;lm � a�2;lm)=2 (A.108)qui ont les propri�et�es d'être respectivement paires et impaires (au sens d'unetransformation de parit�e). Par analogie avec les propri�et�es des champs �elec-trique et magn�etique ~E et ~B, ces variables seront appel�ees parties (( �elec-trique )) et (( magn�etique )) de la polarisation. Il est �a noter que par construc-tion même, B n'est corr�el�ee ni avec E ni avec T car ce sont des variables deparit�e oppos�ee. Nous pouvons donc d�e�nir les spectres de puissance suivants :CT l = 12l + 1Xm ha�T;lmaT;lmi (A.109)CEl = 12l + 1Xm ha�E;lmaE;lmi (A.110)CBl = 12l + 1Xm ha�B;lmaB;lmi (A.111)CCl = 12l + 1Xm ha�T;lmaE;lmi (A.112)Il est important de noter que ces nouvelles variables E et B ont �et�e d�e�niesdans l'espace des modes spinn�ees. Pour les calculs dans l'espace r�eel on peutd�e�nir les deux variables scalaires de polarisation :~E(n̂) = �12 h �0@ 2(�Q + i�U) + 0@ 2(�Q � i�U )i= Xlm �(l + 2)!(l � 2)!�1=2 aE;lmYlm(n̂) (A.113)~B(n̂) = i2 h �0@ 2(�Q + i�U )� 0@ 2(�Q � i�U)i= Xlm �(l + 2)!(l � 2)!�1=2 aB;lmYlm(n̂) (A.114)Ces variables sont simplement reli�ees �a E et B dans l'espace des multipoles :a( ~E; ~B);lm = �(l + 2)!(l � 2)!�1=2 a(E;B);lm (A.115)



A.3. STATISTIQUE DU FCM 187A.3.3 Spectres de puissance des perturbations scalairesNous rappelons que pour un mode Fourier ~k, on peut choisir le rep�ere pourles param�etres de Stokes de telle mani�ere que ~kkz. La sym�etrie azimutale dumode scalaire de perturbation implique que seul le param�etre de Stokes Q estg�en�er�e dans ce rep�ere (cfA.2.3). L'�equation d'�evolution pour les param�etresde Stokes est donn�ee par A.65. Pour obtenir les solutions du transfert radiatif,nous devons faire �evoluer les variables �T (�; k; �) et �Q(�; k; �) jusqu'autemps pr�esent �0 et int�egrer sur les modes de Fourier :�(S)T (n̂) = Z d3~k�(~k)�(S)T (� = �0; k; �) (A.116)(�(S)Q + i�(S)U )(n̂) = Z d3~k�(~k)e�2i�k;n�(S)Q (� = �0; k; �) (A.117)(�(S)Q � i�(S)U )(n̂) = Z d3~k�(~k)e2i�k;n�(S)Q (� = �0; k; �) (A.118)o�u �k;n est l'angle de rotation permettant de passer du rep�ere li�e �a ~k; n̂ �aun rep�ere �xe sur le ciel ; et �(~k) est une variable al�eatoire d�e�nissant laperturbation initiale dans le mode ~k, telle queh��(~k1)�(~k2)i = P (k)�(~k1 � ~k2) (A.119)En�n la mention (S) pr�ecise qu'il s'agit de perturbations scalaires. Pourobtenir les spectres de puissances on int�egre l'�equation de Boltzmann scalaire(A.65) le long de la ligne de vis�ee :�(S)T (�0; k; �) = Z �00 d�eix�S(S)T (k; �) (A.120)�(S)Q (�0; k; �) = 34(1� �2) Z �00 g(�)�(k; �) (A.121)S(S)T = g �(S)T0 + 2 _�� _�bk2 + �4 + 3��4k2!+ e��( _� + ��) + _g �� �bk2 + 3 _�4k2!+ 3�g�4k2 (A.122)� = �(S)T2 +�(S)Q2 +�(S)Q0 (A.123)o�u � = ane�T , g(�) = _�e�� est la (( fonction de visibilit�e )) ou distribution deprobabilit�e de derni�ere collision, � = (_h + 6 _�)=k2 et en�n x = k(�0 � �). Ordans ce rep�ere ~kkz, U = 0 et Q est ind�ependant de l'azimut donc l'�equation



188 ANNEXE A. LA PHYSIQUE DU FCMA.88 nous donne �0@ 2(�Q+ i�U) = 0@ 2(�q� i�U ), soit a2;lm = a�2;lm, et doncles modes B de polarisation sont identiquement nuls pour des perturbationsscalaires. En agissant deux fois avec l'op�erateur montant 0@ sur l'�equationA.123 on obtient :�(S)~E (�0; k; �) = �34 Z �00 d�g(�)�(�; k)@2� �(1� �2)eix��= 34 Z �00 d�g(�)�(�; k)(1 + @2x)2(x2eix�) (A.124)Comme les spectres de puissance d�e�nis en A.112 sont invariants par rotation,ils peuvent être calcul�es dans le rep�ere o�u ~kkz pour chaque mode de Fourier,et int�egr�es ensuite sur ces modes qui sont statistiquement ind�ependants. Ainsipour la temp�erature on obtientC(S)T l = 12l + 1 Z d3~kP (k)Xm ����Z d
Y �lm(n̂) Z �00 d�S(S)T (k; �)eix�����2= (4�)2 Z k2dkP (k) �Z �00 d�S(S)T (k; �)jl(x)�2 (A.125)o�u jl(x) est la fonction de Bessel Sph�erique d'ordre l. Le calcul du spectreC(S)El est men�e de mani�ere analogue :C(S)El = 12l + 1 (l � 2)!(l + 2)! Z d3~kP (k)Xm ����34 Z d
Y �lm(n̂) Z �00 d�g(�)�(k; �)[1 + @2x]2(x2eix�)����2= (4�)2 (l � 2)!(l + 2)! Z k2dkP (k)�34 Z �00 d�g(�)�(k; �)[1 + @2x]2(x2jl(x))�= (4�)2 (l + 2)!(l � 2)! Z k2dkP (k) �34 Z �00 d�g(�)�(k; �)jl(x)x2 �2 (A.126)o�u on a utilis�e l'�equation di��erentielle v�eri��ee par les fonctions de Bessel,j 00l + 2jl0=x+ [1� l(l + 1)]jl = 0. Si l'on d�e�nit de plus�(S)T l (k) = Z �00 d�S(S)T (k; �)jl(x) (A.127)�(S)El (k) = s(l + 2)!(l � 2)! Z �00 d�S(S)E (k; �)jl(x) (A.128)S(S)E (k; �) = 3g(�)�(k; �)4x2 (A.129)



A.3. STATISTIQUE DU FCM 189on obtient les expressions suivantes pour les spectres de puissance des per-turbations scalaires :C(S)T;El = (4�)2 Z k2dkP (k) h�(S)T;El(k)i2 (A.130)C(S)Cl = (4�)@ Z k2dkP (k)�(S)T l (k)�(S)El (k) (A.131)A.3.4 Spectres de puissance des perturbations tenso-riellesD�e�nissons tout d'abord les variables al�eatoires repr�esentant l'amplitudedes perturbations tensorielles :�1 = (�+ � i��)=p2 (A.132)�2 = (�+ + i��)=p2 (A.133)telles que h��1(~k1)��1(~k2)i = h��2(~k1)��2(~k2)i = Ph(k)2 �(~k1 � ~k2) (A.134)h��1(~k1)�2(~k2)i = 0 (A.135)On peut alors, comme pour les scalaires, int�egrer l'�equation de BoltzmannA.78 sur la ligne de vis�ee :�(T )T (�0; n̂; ~k) = h(1� �2)e2i��1(~k) + (1� �2)e�2i��2(~k)i Z �00 d�eix�S(T )T (k; �)(�(T )Q + i�(T )U )(�0; n̂; ~k) = h(1� �2)e2i��1(~k) + (1 + �2)e�2i��2(~k)i Z �00 d�eix�S(T )P (k; �)(�(T )Q � i�(T )U )(�o; n̂; ~k) = h(1 + �2)e2i��1(~k) + (1� �2)e�2i��2(~k)i Z �00 d�eix�S(T )P (k; �)avec S(T )T (k; �) = � _he�� + g(�)� (A.136)S(T )P (k; �) = �g(�)� (A.137)



190 ANNEXE A. LA PHYSIQUE DU FCMEn appliquant deux fois les op�erateurs de spin aux termes contenant �1 onobtient :�0@ 2(�(T )Q + i�(T )U ) = �1(~k)e2i� Z �00 d�S(T )P (k; �)��@� + 21� �2�2 [(1� �2)(1� �)2eix�]= �1(~k)e2i� Z �00 d�S(T )P (k; �)[�Ê(x)� iB̂(x)][(1� �2)eix�] (A.138)0@ 2(�(T )Q � i�(T )U ) = �1(~k)e2i� Z �00 d�S(T )P (k; �)��@�� 21� �2�2 [(1� �2)(1 + �)2eix�]= �1(~k)e2i� Z �00 d�S(T )P (k; �)[�Ê + iB̂][(1� �2)eix�] (A.139)o�u nous avons introduit les op�erateurs Ê = �12 + x2(1 � @2x) � 8x@x etB̂ = 8x+2x2@x. Des expressions similaires sont obtenues de la même mani�erepour les termes en �2. En terme de ces op�erateurs on obtient :�(T )T (�0; n̂; ~k) = h(1� �2)e2i��1(~k) + (1� �2)e�2i��2(~k)i Z �00 d�S(T )T (k; �)eix��(T )~E (�0; n̂; ~k) = h(1� �2)e2i��1(~k) + (1� �2)e�2i��2(~k)i Ê(x) Z �00 d�S(T )P (k; �)eix��(T )~B (�0; n̂; ~k) = h(1� �2)e2i��1(~k)� (1� �2)e�2i��2(~k)i B̂(x) Z �00 d�S(T )P (k; �)eix�Le spectre de puissance de temp�erature est alors obtenu facilement dans cetteformulation :C(T )T l = 4�2l + 1 Z k2Ph(k)Xm ����Z d
Y �lm(n̂) Z �00 d�S(T )T (k; �)(1� �2)e2i�eix�����2= 4�2 (l � 2)!(l + 2)! Z k2dkPh(k) ����Z �00 d�S(T )T (k; �) Z 1�1 d�P 2l (�)(1� �2)eix�����2= (4�)2 (l + 2)!(l � 2)! Z k2dkPh(k) ����Z �00 d�S(T )T (k; �)jl(x)x2 ����2 (A.140)



A.3. STATISTIQUE DU FCM 191o�u nous avons utilis�e le fait que Ylm = [(2l+1)(l�m)!=4�(l+m)!]1=2Pml (�)eim�et que Pml (�) = (�1)m(1� �2)m=2dm� Pl(�). De la même fa�con on onbtient :C(T )El = (4�)2 Z k2dkPh(k) ����Z �00 d�S(T )P (k; �)Ê(x)jl(x)x2 ����2 (A.141)= (4�)2 Z k2dkPh(k)�d�S(T )P (k; �) ��jl(x) + j 00l (x) + 2jl(x)x2 + 4jl0(x)x ��2C(T )Bl = (4�)2 Z k2dkPh(k) ����Z �00 d�S(T )P (k; �)B̂(x)jl(x)x2 ����2 (A.142)= (4�)2 Z k2dkPh(k)�Z �00 d�S(T )P (k; �) �2jl0(x) + 4jl(x)x ��2En int�egrant par parties les termes en jl0 et j 00l on obtient�(T )T l = s(l + 2)!(l � 2)! Z �00 d�S(T )T (k; �)jl(x)x2 (A.143)�(T )E;Bl = Z �00 d�S(T )E;B(k; �)jl(x) (A.144)S(T )E (k; �) = g �� ��k2 + 2�x2 � _�kx!� _g 2 _�k2 + 4�kx!� 2�g �k2S(T )B (k; �) = g 4�x + 2 _�k !+ 2 _g�kLes spectres de puissance sont alors donn�es par :C(T )T;E;Bl = (4�)2 Z k2dkPh(k) h�(T )T;E;Bl(k)i2 (A.145)C(T )Cl = (4�)62 Z k2dkPh(k)�(T )T (k)�(T )E (k) (A.146)



192 ANNEXE A. LA PHYSIQUE DU FCM



Annexe B
D�eriv�ees des estimateurs �ltr�es

En partant de l'�equation donnant le spectre de puissance des estimateursde Wiener

hx̂ipp̂jp0i = (WA)impp00(WA)jqp0p000hxmp00xqp000i+W ilp�W jnp0�0hbl�bn�0i� Qijpp0hxipxjp0i



194 ANNEXE B. D�ERIV�EES DES ESTIMATEURS FILTR�ESon trouve : @hx̂Tp x̂Tp i@CTp = (W 11p�A11�p)2 (B.1)@hx̂Tp x̂Tp i@CTEp = 2� (W 11p�A11�pW 12p�A22�p) (B.2)@hx̂Tp x̂Tp i@CEp = (W 12p�A22�p)2 (B.3)@hx̂Ep x̂Ep i@CTp = (W 21p�A11�p)2 (B.4)@hx̂Ep x̂Ep i@CTEp = 2� (W 22p�A22�pW 21p�A11�p) (B.5)@hx̂Ep x̂Ep i@CEp = (W 22p�A22�p)2 (B.6)@hx̂Tp x̂Ep i@CTp = (W 11p�A11�pW 21p�A11�p) (B.7)@hx̂Tp x̂Ep i@CTEp = (W 11p�A11�pW 22p�A22�p) + (W 12p�A22�pW 21p�A11�p) (B.8)@hx̂Tp x̂Ep i@CEp = (W 22p�A22�pW 12p�A22�p) (B.9)@hx̂Bp x̂Bp i@CBp = (W 33p�A33�p)2 (B.10)



Annexe CSp�eci�cations instrumentales
C.1 Spectres de puissance du bruitNous allons montrer ici comment calculer les spectres de puissance dubruit (suppos�e bruit blanc gaussien) sur les modes de polarisation E;B ainsique sur la temp�erature, �a partir des sp�eci�cations instrumentales.Appelons �T;P les �ecarts type du bruit par pixel pour la temp�erature et lesparam�etres de Stokes Q;U respectivement. Les spectres de puissance du bruits'expriment simplement en fonction de ces quantit�es (voir Knox (1995)) :NT;P (l) = 4��T;PNpix = w�1T;P (C.1)D'autre part, comme le montrent Zaldarriaga & Seljak (1997), on a :wT;E = wP (C.2)Il s'agit maintenant de d�eterminer ces quantit�es �a partir des tables de sp�eci-�cations instrumentales. Or ces derni�eres se contentent de donner les �ecartstype du bruit par r�ecepteur polaris�e et non polaris�e. Le calcul de �T;P d�ependdonc de la con�guration instrumentale choisie pour mesurer les param�etresde Stokes. En reprenant les r�esultats de Couchot et al. (1998), on peut mon-trer qu'il existe des con�gurations optimales des d�etecteurs polaris�es o�u lavariance du bruit sur la mesure de T;Q; U sont minimis�ees, et o�u d'autrepart les bruits sur leur mesure sont d�ecorr�el�es. Ces con�gurations consistent�a mesurer des directions de polarisation r�eparties �a angle �egal sur le ciel.Alors on peut montrer que pour nT d�etecteurs non polaris�es et nP d�etecteurs



196 ANNEXE C. SP�ECIFICATIONS INSTRUMENTALESpolaris�es, on a : �2T = 4�2polnP  1 + 4nTnP � �pol�unpol�2!�1 (C.3)�2P = 8�2PnP (C.4)o�u �pol et �unpol sont les moyennes harmoniques des variances du bruitpar d�etecteur respectivement polaris�es et non polaris�es.



C.1.SPECTRESDEPUISSANCEDUBRUIT
197PLANCK

Planck instrument characteristics# (TBC)

# Table last updated 10/6/1998
* Sensitivity to polarized signal is marked with a P

Telescope  1.3+0.2 m. (projected aperture) Gregorian; shared focal plane; system emissivity 1%

 Viewing direction offset 80-85o from spin axis.

Center Frequency (GHz) 30 44 70 100 100 143 217 353 545 857

Detector Technology HEMT radio receiver arrays Bolometer arrays

Detector Temperature ~20 K 0.1 K

Cooling Requirements H2 sorption cooler H2 sorption cooler + 4K J-T stage + Dilution system

Number of Detectors 4 6 12 34 4 12 12 6 8 6

Angular Resolution (‘) 33 23 14 <13.1 10.7 8.0 5.5 5.0 5.0 5.0

Optical Transmission 1 1 1 1 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3 0.3

Bandwidth (∆ ν/ ν) 0.2 0.2 0.2 0.2 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25 0.25

∆ T/ T Sensitivity per

res. element (12 months,

1σ, 10-6 units)*

1.6

(P )

2.4

(P )

3.6

(P )

4.3

(P )

1.7 2.0

(P3.7)

4.3

(P8.9)

14.4 147.0

(P208)

6670.

Fig.C.1:Sp�eci�cationsinstrumentalesdelamissionPlanck.Voir

http://astro.estec.esa.nl/SA-general/Projects/Planck/



198 ANNEXE C. SP�ECIFICATIONS INSTRUMENTALES
MAP Instrument Description

Frequencies (GHz) 22 30 40 60 90

Wavelengths (mm) 13.6 10.0 7.5 5.0 3.3

# of channels 4 4 8 8 16

Resolution - spec. (FWHM,
degrees)

0.90 0.65 0.53 0.39 0.29

Resolution - current design 0.93 0.68 0.47 0.35 0.21

Sensitivity - spec. (uK, 0.3x0.3
pixel)

35 35 35 35 35

Sensitivity - current design 26 32 27 35 35

Fig. C.2: Sp�eci�cations instrumentales de la mission MAP. Voirhttp://map.gsfc.nasa.gov/Default.html
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