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Introduction

Problématique

L'analyse mathématique issue de ce travail prend sourceldatomaine de la
physique mésoscopique. Trés brievement, disons que lagpieymésoscopique est
la physique des petits objets constitués d’assemblagéesntEs. Cette terminolo-
gie s’applique a des systémes provenant de domaines atiésigae la biochimie
ou I'électronique pour ne citer que ceux-la. Le point natadst qu'a cette échelle,
les longueurs caractéristiques des systémes étudiés esdiordre du nanométre
(Inm= 10—Y m), et que ce sont les propriétés ondulatoires de la matiéirsont
prépondérantes.

Dans le domaine de I'électronique par exemple, cette petigpeoffre d’'un
point de vue technologique la possibilité, largement dxdoaujourd’hui, de réa-
liser des dispositifs aux propriétés inédites.

Dans ce travail, on propose une description des phénomeriemdport d'élec-
trons dans des semi-conducteurs, tels que les hétérasesict'exemple peut-étre
le plus connu est celui de la diode a effet tunnel résonarit Mathématiquement,
le probléme est en soi intéressant puisqu’on verra qu'itladra I'analyse de pro-
priétés spectrales d’opérateurs de Schrédinger 1D poupatestiels présentant
des sauts et des puits quasi-ponctuels.

L'objectif ici est de proposer des modeles réduits effeetfbien fondés pour la
description de ces phénomeénes non-linéaires de tran§popoint de vue mathé-
matique, cela consiste en 'analyse de systemes d'éqsatiotype Schrddinger-
Poisson.

Pour étre pertinents, ces modeles doivent notamment pieerdetretrouver les
phénomeénes mis en évidence et bien connus des physicigiasn(nent phéno-
meénes d’hystérése, apparition de courants stationnasa@kants, [JLPS], [Bo]).
Par ailleurs ils doivent permettre de proposer des algungthde calcul implémen-
tables et peu colteux : en effet, dans I'analyse numérique tigpe de problémes,
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la difficulté structurelle réside dans I'existence de dechdlés caractéristiques due
au phénomene de résonance. Ainsi, la finalit¢ de ce modétkoabte : fournir
d'une part des renseignements qualitatifs (nombre deispfjtdiagrammes de
bifurcation), c’est le caracténgrédictif du modéle, et d’autre part de fournir des
données quantitatives assez précises (premiére logatis#es solutions pour un
calcul plus fin par la suite a I'aide de méthodes plus somhiégs) : c'est le carac-
tereeffectifdu modeéle. D’autres travaux dans la méme logique ont étécasoio-
tamment dans [PrSj] ou [Pe], mais pour 'instant on peutraffirqu’aucun modéle
satisfaisant sur le plan mathématique n’a été avancé pooregtee un traitement
systématique. Cette thése propose un point de départ daradyse théorique du
probléme, les aspects algorithmiques étant pour leur gpaseés dans [NiPa].

Modele

Le propos de cette thése n’'étant pas d'aborder les proprigtgsiques des
semi-conducteurs, on renvoie le lecteur par exemple a,[[Bte] ou [Ka] pour
ces aspects. Il est néanmoins bon de savoir que dans cetegheexmodeles uni-
dimensionnels sont pertinents et font intervenir asseareléement des sauts de
potentiel dans les structures. Par ailleurs le systémej8iciger-Poisson étant fai-
blement non-linéaire, le gros de I'analyse consiste a cengre le probleme li-
néaire. L'étude dite hors-équilibre de ces strucutreseas su le systéme est loin
de I'équilibre thermodynamique (afin d’engendrer un couédectronique), repose
en grande partie sur une étude assez précise de quantibéskgsequi jusqu’a pré-
sent n’ont pas bénéficié d’analyse systématique, tellefegdenctions du moment
asymptotique. En outre la présence de puits de potentiérgéles résonances et
qui jouent un réle crucial dans I'asymptotique. Enfin, il @stoter que bien que le
cadre particulier de la dimension 1 autorise des calculs @hplicites et simplifie
certains aspects techniques, il demeure suffisammentajéer mettre en évi-
dence le type de difficultés spectrales dans le contexteutorealjoint sous-jacent.

Potentiel

Il est pertinent de s'intéresser a des potentiels du typts puiantigue dans
une ile avec barriéres franches. Dans une telle situatieunx dchelles entrent en
jeu : d’'une part, les dimensions caractéristiques du systeammenées a l'unité, et
d’'autre part les dimensions du puits quantique qui sontdé&r > 0, h petit. Dans
I'objectif d’obtenir des modéles réduits simples au semg&@é précédemment, on
se placera dans le régime asymptotique ou le pararhéted vers 0.

Ainsi, dans le cas d'une diode a effet tunnel résonant panpbe on observe
typiguement le genre de potentiels de la figure 1, c’esré:di

Vo(z) = V(z) — Wh(z) (0.0.2)



Figure 1. Profil du potentiel électrigue dans une diode a effet tunnel.
En pointillés, le profil lorsqu’une différence de potentst appliquée.

ou V est une fonction positive & support compact dans lintéeval b] (qui
représente les extrémités de la diode) tandislfiteest une fonction représentant
le puits quantique

Wh(z) :=w((x —¢)/h), c€la;b], h>0,we C>(a;b]) (0.0.2)

qui se concentre & I'echelle La fonction /" est la version lisse du saut de po-
tentiel dans la structure.

Remarque importante. A ce stade de la description il faut déja bien noter que la
situation envisagée n’entre pas dans le cadre d’'une étudenput semi-classique
par la présence du puits quantigidg®.

La différence de potentiel appliquée au dispositif estitipar la fonctions :

r—a

B(’L‘) = —B (ﬂ[a,b}ﬁ + ]1{7‘>b}> s B > 0. (003)

Hamiltonien

Enfin, il convient d’ajouter au potentiel total un terme rovaire V%, , I'n-
connue du probléme (on I'explicite dans le paragraphe jesi que le hamiltonien
total d'un électron est donné par :

2
H(h) := —hQE +V-Wh+ B+ VL. (0.0.4)
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Probleme hors-équilibre

Dans le probléme non-linéaire étudié, la physique a déesteelle d’'un dis-
positif électronique (diode, hétérostructuetc) dans lequel sont injectés des élec-
trons suivant une certaine distribution en moment. En ce samparle de probléme
non-linéaire hors-équilibrepar opposition aux problemesl’équilibre, ou la sta-
tistique d'injection dépend seulement de I'énergie : sisdamdernier cas les états
bornés de I'hnamiltonien fournissent une description adéxdu systeme, dans le
probléme hors-équilibre, ce sont les états de diffusion.

Equation de Schrodinger

Dans ce type de problémes quantiques, la distribution enlsigm des élec-
trons est décrite par un opératext, postif borné a trace sut?(a; b),p" appellé
matrice densité. L'analogue quantique de I'équation dasgsde Liouville (qui dé-
crit I'évolution temporelle d'une distribution dans I'esge des phases) vérifiée par
p" est alors :

iopph = [H", ph). (0.0.5)

Dans cette thése, on se propose détudier le probléme staitiensoit

[H" p"] = 0. (0.0.6)

Equation de Poisson

Précisons la nature du termh@, . Ce terme non-linéaire décrit les interactions
électrostatiques entre les porteurs de charges, dans pnexapation de champ
moyen (modéle d'Hartree) : dans cette description statisti le potentieV]’\}L,
appelé potentiel auto-consistant, est di a la répulsiairéstatique d’'une parti-
cule dans le champ créé par les particules voisines. AinsotentielV?, vérifie
une équation de Poisson :

*AV/\?L = "ha VNhL(a’) = V]GL(b) =0 (0.0.7)

ou la densité de charged est une mesure finie sur I'intervalle; b]. Elle est défi-
nie par dualité par la formule (0.0.8).

Couplage Schrodinger-Poisson

Le couplage entre les équations de Schrddinger et Poisséait se travers
I'opérateurp”, puisque la mesure” est définie par

Ve € C2([a:), /[ P = Tr (). (0.0.8)
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Ainsi la connaissance du potentiel non—Iinéairf)éL permet par I'équation de
Possion (0.0.7) de calculer la densité de chargest permet, retrouvani” par
(0.0.8) de verifier si I'équation de Liouville quantiquetgianaire (0.0.6) est satis-
faite.

La question naturelle dans la limike— 0 est alors la suivante : peut-on décrire
de facon simple I'asymptotique des solutions au problémelinéaire ? Peut-on
alors calculer ces solutions ?

Résultats connus

Les résultats d’'existence de solutions stationnaires atesye Schrodinger-
Poisson sont bien connus ([BenDegMar], [Nil]). Toutefdisya pas été établi
d’estimations uniformes par rapporh.aur le potentiel. On obtient ce genre d’'es-
timations dans cette thése. Ensuite, I'idée directricel’agymptotique des solu-
tions, et qui provient de la physique, est que I'ensembleétits du systéme est
déterminé par un ensembii@i de parametres : la premiere étape dans 'analyse
qualitative du systeme est de ramener le systeme dynanfgi®) a un systeme
de dimension finie.

Plus précisément, les physiciens prétendent que la dyo@ndgt gouvernée
par 'ensemble des résonances du systéme. Conformémette idée, la concen-
tration enh des puits quantiques ne devrait générer qu’'un nombre finése-r
nances, et on verra dans l'analyse théorique du problérdaitay que les réso-
nances jouent effectivement un rble déterminant dansriasytique du probléme.

Plan de lecture. Résultats

Dans cette thése, on s’est limité a I'analyse du probléntestaire. Néan-
moins le texte est trés long. On a souhaité faire de cetteeéindlocument auto-
contenu et en un sens, didactique. Certaines partiesssabliinévitablement des
résultats bien connus mais ainsi rassemblés dans ce docubiedies-ci peuvent
étre par conséquent passées. Le programme est découpé@deriafiivante :

Premiére partie

On fixe les notations et hypotheses une fois pour toutes.

Deuxieme partie

Cette partie contient des résultats treés classiques. Noémtnon établit :

— un principe d’absorption limite pour le Hamiltonien (c8r17 p.42).

— l'existence d’'un développement en fonctions propres igdisées, et la dé-
fintion des états de diffusion (chapitre 5).
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— un cadre adapté au traitement des résonances dans l@situatimension-
nelle par l'introuction de conditions transparentes (dnep 6 et 7).
On notera également la présence de calculs explicites desds diffusion
faits dans le cas de la barriére de potentiel, ainsi que dema@ices dans le cas
d’un puits de potentiel ponctuel (prop. 6.10 p.65 et 7.12p.8

Troisieme partie

— On rappelle au chapitre 8 les techniques d’Agmon qui s’epplsur des
égalités d’énergie. Le chapitre 9 rappelle certaines igoles utiles d’ana-
lyse fonctionnelle.

— Le chapitre 10 estimportant dans la mesure ou I'on y présere série d’es-
timations en norme trace. On en tire en particulier le résulé finitude du
nombre de valeurs propres pour le probléeme de Dirichlet{0dt3 p.108).
Ony trouve également les résultats pour la théorie nomailiaga savoir :

B Théoréme.La famille de mesuregin”); -~ définie par (0.0.8)
est uniformément bornée (cor. 10.19 p.114). En outre, lalam
de potentiels{V]’\} 1. )n>0 €st relativement compacte dans I'espace
de HolderC%*(I), « € (0, 1) (cor.10.20 p.115).

L'obtention de ces résultats repose sur des arguments detomig, a savoir
gu'une fonction du moment est dominée par une fonction deefge, et
que, dit trés grossierement, le nombre moyen de particstesne fonction
décroissante par rapport a la hauteur des barriéres (Odpp1l11).

Quatrieme partie

Cette partie renferme tous les résultats relatifs a laikatabn des états propres
du probléeme de Dirichlet sur I'ile, le calcul des positioinsiles des valeurs propres.
Cela permet de définir la notioné&hergie résonanta € &g et depuits résonant
associees a cette enerdié },c ). Grossierement, disons que les energies réso-
nantes, qui ne dépendent que du potentiel, sont les énergiear lesquelles les
particules envoyées sur I'lle semi-classique atteigresplits. On y trouve enfin
les estimations ponctuelles de résolvante.

Cinquieme partie

Cette partie compléte la théorie linéaire puisque par dgsaents perturbatifs
(type probleme de Grushin), on donne une expression de ktéepectrale ainsi
gu’un résultat important sur son asymptotique, a savoir :
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B Théoréme.Soitd € C.(0;inf V — B) une fonction positive. Soit
dng une valeur d’adhérence de la famille de mesures Kunotées
(dng(H (h)))n>0, et définies par la relation

b
Vo C'aitl), [ pladnols) = Tr6(H")p).
Alors, en restriction &a; b) :

dng = Z Z t?‘)()‘)(gcm

Aesuppdnéresie J ()

et les coefficients} sont égaux a 1 (théoréme 16.4 du chapitre 16).

Sixieme partie

Cette derniére partie regroupe la plupart des résultatée@ox sur I'étude des
fonctions du moment asymptotiqy¢K" ), avecg de la forme (cf. notations pré-
cédentes) :

gk)=0 VE<O0, g(VX) =0(N).

La matrice densité prend alors I'expression :

— dk

) = [ k0" (a0 ()

ot " (k,x) est un état de diffusion du Hamiltonigi”. Un corollaire immédiat
du théoréme précédent est que

B Théoréme.Soitdn” une valeur d’adhérence de la famille de me-
sures(dn) ;. Alors, en restriction a;b) :

dn’ = > ) #0(Né.,,

AesuppInéresicJ(N)

et les coefficients} sont dans l'intervallgo; 1] (prop. 17.4 p.217).

Ce résultat donne avec I'équation de Poisson le

B Corollaire. En particulier, toute valeur d’adhérence datg-* (1)
de la famille de potentiel§/; ).~ est une fonction affine sur chaque
intervalle [¢;; ¢iq1].
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Les résultats présentés ensuite sont partiels en ce seliagyumptotique des
fonctions du moment est établie pour certaines configursitites puits dans l'ile.
On distingue le cas des puibéen groupéu isolés dans la situation ou ceux-cCi
sontalimentésou non-alimentégnotions définies pp.219, 221, 225).

B Théoréme.On fixe une énergie résonante On suppose ou bien :
a) que les puits résonants a cette énergie sont bien groopdsien

b) que tous les puits quantiques sont strictement isolés.

Soit ensuitedn® une valeur d’adhérence de la famille de mesures
(dn") 0. Alors :

Dans la situation a), si les puits résonants sont tous ali@®iiresp.
tous non-alimentés), les coefficienfssont égaux a 1 (resp. égaux a
0) (théoreme 17.19 p. 221).

Dans la situation b), si tous les puits quantiques sont atitée (resp.
non-alimentés), les coefficient$ sont égaux a 1 (resp. égaux a 0)
(théoréme 17.25 p. 226).

On ne met ainsi en évidence que des solutions de type classigusens ou les
coefficientstiA ne prennent que les valeurs 0 et 1. Qui plus est, ces sol@de
raissent dans des cas non-critiques, au sens ou les puifsssahement d’'un cété
de I'le (situationa)), ou confinés loin du bord (situatidn).

On met enfin en évidence, dans le dernier chapitre, la pessitidtence de so-
lutions non-classiques dans les cas particuliers d'un aled& puits :

B Théoréme.ll existe des cas ou les coefficiemfssont dans l'inter-
valle]0; 1[.

Cet énoncé assez vague est précisé dans le dernier chApifrassage ony établit
une formule de Breit-Wigner identique a celle de [GeMa] et tarmule du type
regle d’or de Fermireliant la partie imaginaire de la résonance a des grandeurs
géomeétriques (théorémes 18.5 et 18.14). Dans cette sityatn parvient méme a
donner une formule explicite pour les coefficiettgthéoréme 18.33 p. 248).

Conclusion

Cette analyse asymptotique a permis de mettre en évidertieelsité, ainsi
que la complexité de I'ensemble des solutions stationsgicssibles pour le sys-
téme Schrddinger-Poisson présenté dans cette thése,stituw®mine étape préa-
lable au traitement de la dynamique. Si 'asymptotiqudstatire est assez claire
dans les cas cités précédemment, certaines confuguratemguits quantiques
peuvent donner lieu a des résonances multiples, sinondre&eotrées : dans ces
cas éventuels de non-diagonalisabilité ou de mauvais ttondément de la dia-
gonalisation du probléme non-autoadjoint sous-jacestniéthodes utilisées ne
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permettent malheureusement pas d'étendre nos résulatiacbn générale, une
analyse systématique de ces cas dégénérés, déja peréinesais mais nécessaires
dans notre contexte, pourrait offrir une meilleure compréion des phénoménes
en jeu ici, et soulever des problémes spectraux originaux.

Signalons enfin que des aspects algorithmiques ou numériquequés dans
[NiPa], sont en cours de développement.
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Introduction




Partie |
Position du probleme






Le probleme des puits quantiques dans
une 1le semi-classique

Dans ce bref chapitre, on introduit les principaux objets Epn étu-
diera dans I'analyse linéaire.

1.1 Notations

B 1.1. Notation.Dans tout le texte] := [a; b] désignera un intervalle
deR non vide.

On considére I'opérateur différentiel

d d?
Prs(h,z,h—) = Pei(h) := —h’— + B, (1.1.1)
dzx dzx
ou la fonctionB, qui représente la différence de potentiel appliquée alodisf

est définie par
Ve € R,  B(z):= By(z) + Boo(z — b). 1.1.2)

Les fonctions3; et B, sont elles-mémes données par (cf figure 1.1) :

r—a

Vi € Ra BOO(T) =-B- HTZO(T)’ BU(T) =-B- ]l[a;b} ’ ﬁa

(1.1.3)

B étant une constante positive donnée. L'opératégrcorrespond au probleme de
référence. De facon similaire, on introduit I'opératdty (k) défini par

d d?

Py (h,z,h—) = Py (h) := —h*— + Boo(- — b), (1.1.4)
dx dz
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T ay

Boo(- — b) B
Figure 1.1.FonctionsBy, By etB := By + Boo.-
si bien que
Py(h) = Py (h) + Bo. (1.1.5)

L'opérateurP, (h) correspond au probléme de la marche ou du saut de potentiel.
Ensuite on définit I'opérateur

N d . d. -
P(h,z,h—) = P(h) := Py (h,z,h—) + V". (1.1.6)
dz dz

qui correspond au probléme dit “avec puits bouché’. Le pikl” se décompose
lui-méme en :

Vh= vV + VA, (1.1.7)

eton adonc
P(h) = P (h) + Vo + V2. (1.1.8)

Explicitons chacun des termes et faisons quelques hypsthes

W 1.2. HypothéseLa fonctionVj est une fonction lipschitzienne po-
sitive ou nulle donnée, a support compact dans [a; b] :

Vo e Whe(I), Vo> 0. (1.1.9)
On suppose que
Ag = ir[lfb}‘/g(.’lf) > 0. (1.12.10)
TE|a;

Typiquement, le potentidl; est de la formd/, - 1; + B, (cf. figure 1.2) pour une
constantel; > 0. Dans I'étude du probléme, on fixera un domaine spectral (on
dira parfois d’énergie) compact bien choisi :

B 1.3. HypothéseOn fixe ensuite des réels,, et A* tels que

0 <Ay < A* < Ay
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=Y

Figure 1.2.Exemple de potentiély, Vo = Vg - 1; + By, Vo € R

La bande d'énergi@\.; A*] est fixée, et I'on s’intéressera a des fonctions du Ha-
miltonien localisées dans cette fenétre. Noter que I'onit# &energie zéro.

B 1.4. HypothéseLa famille de fonctiongV{; )~ est une famille
de fonctions positives ou nulles dais!>>°(I) et uniformément bor-
née :

3C > 0telle quevh > 0, ||[VE, |y < C. (1.1.11)

Le potentielV{; esta priori inconnu. Dans le probléme non-linéaire, c’est le terme
contenant la non-linéarité. Introduisons a présent lelprob du puits dans ['le.

B 1.5. Notation.On fixe un entietNV. € N*, ete; < -+ < ey, N
points danga; b[. On introduit pouri = 1... N, N fonctionsw; €
C>*(] — 1;1]), w; > 0. On notera

Woo = Max ||w;||eo-
13

H 1.6. HypothéseOn suppose que les puits de potentiels sont donnés
par

N
Ve eR, Wh(z):=Y w (T - ") , (1.1.12)
i=1 '

et on notera
U" .= suppw™. (1.1.13)
U" sera appelé 'ensemble des puits quantiques.
Ainsi les puits quantiques consistent en la reunion\dé-voisinages compacts

des points;. Les fonctionsw; sont connues. Elle définissent le profil du puits de
potentiel (cf. figure 1.3).
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—_Wh

Figure 1.3.Les puits quantiques.

W 1.7. Notation.On désignera pai’(h) 'opérateur
P(h) := P(h) — Wh = Py (h) + V', V':=Vh - W", (1.1.14)

et qui correspond au probléme des puits quantiques dandeiseri-
classique.

a cp ¢y |b B

Figure 1.4.Exemple de potentiel lorsqué = Vj - I EPAAR Vi =0.

Les opérateurs introduitBy, (h), Prt(h), Pso(h), €t Px(h), vus comme opé-
rateurs non-bornés siif (R) et de domaind??(R), sont auto-adjoints, cf. [ReSi2].

W 1.8. Notation.On noteraH (h) (resp.H (h)) le hamiltonien opérant
sur I'espace de Hilbert := L?(RR) par

(respH (h)u = P(h)u) etde domaind(H) = H*(R) (resp.D(H) =
H?(R)). On définit enfin de fagon similaird, (h) par

Ho(h)u = Po(h)u, wu€ D(HJ(h)) D(H.(h)) = H(R),
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ol e = réf, oo.

1.2 Propriétés spectrales

Remarquant qué/ (h) est une perturbation relativement compactertg, il
suit par le théoreme de Kato, cf. p. ex. [ReSi2], que les speetssentiels de ces
deux opérateurs sont les mémes. On a ainsi

esd H(h)) = 0esd Hoo(h)) = |- B; +00), (1.2.1)

la derniere égalité étant établie dans le corollaire 3.16hdpitre 3. On verra éga-
lement (cf. corollaire 4.10) que I'on a

oad(H (h)) = oes{ H(h)).

Ainsi dans le plan spectral, le demi-akeB; +oc) est une coupure pour la
résolvante en tant que fonction méromorphe définieCs(af. figure 1.5).

AImz C

Figure 1.5.Dans le plan spectral, le demi-axe B; o) est une cou-
pure pour la fonction méromorphi(z; h).

On souhaite dans un premier temps calculer les fonctionsasilkbnien pour
des fonctions supportées dans un domaine [A,; A*] du spectre continu, c’est-
a-dire plus précisément, d’aprés le calcul fonctionnel

M) = [ F0G kA v ecn),  @22)

ol on a notg E/(A; h)), la résolution spectrale dé (h). Pour cela, on cherche a
obtenir une formule asymptotique précise pour la résobBit; h) de I'opérateur
H (h). En effet, d’apres la formule de Stone et le principe d’abondimite (voir
[ReSi3]) rappelé au chapitre 3, (cf. corollaire 3.18 p.4&)densité spectrale est
reliée a la résolvant®&(z; h) de I'opérateurH (h) par la formule suivante :

OF
2 h) = % [R(A+i0; h) — R(A— i0: h)] . (1.2.3)
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Ainsi la densité spectrale est fournie par les valeurs ad Herla résolvante.
Une fagon de les calculer consiste a obtenir le prolongemm&momorphe de la
résolvante de part et d’autre de la coupure spectrale. Hoseveé que ce prolon-
gement méromorphe fait apparaitre des pbéles qui sont préeist les résonances
de l'opérateurP (h, x, hd/dx). Cela étant, il peut étre utile de considérer la résol-
vante comme une fonction méromorphe définie sur le revéteandaux feuillets
deC — [~ B;oc) (cf. figure 1.6). .

A

- =
274 feyillet

Figure 1.6.Revétement a deux feuillets. Cette variété holomorphe est
une surface non plongée dais puisque la détermination de la ra-
cine se fait au signe prées (on revient au point 1 apres deus}ollire-

vient au méme dans le plan complexe de considérer a la fqisdém-
gements méromorphes de la résolvant€de= {z € C|Imz > 0}
versC_ (1— 2) etdeC_ versC, (3—4) que de considérer la fonction
définie sur le revétement.

Dans le chapitre 7, on expligue comment, pour la situatiotiqudiére qui nous
intéresse on peut, en introduisant des conditions auxdgmibnvenables détecter

ces résonances.



Systeme Schrddinger-Poisson

Ce systéme consiste en fait en un couplage entre une éqdatldau-
ville stationnaire et une équation de Poisson. On rappedledsultats
d’existence, aprés avoir decrit ce couplage.

2.1 Les équations

La partie non-linéaire consiste en I'analyse du problennei-¢i@eéaire suivant,
d’inconnueV}, € L>®(I):

[H(h).p"] =0

H(h) = Higi(h) + V" = W"
Vi = Vi +VE,

V]GL = V[:Oh]a

(2.1.1)

le potentielViy, € W'>°(I) étant une donnée du probléme (typiquemnt est
une fonction constante sui Il s’agit d’'une équation de Liouville stationnaire.
L'opérateur p” est appelé matrice densité. Il prescrit la répartition enmeat
(ou en vitesse) des particules injectées dans I'lle. Remoajque le Hamiltonien
H (h) ci-dessus peut s’écrire par définition Hess(h)

H(h) = Hy(h) + V" —W"  avec V' =V" 4 B,.

Faisons alors des hypothéses

W 2.1. HypothéseLe potentielV; := Viy + By satisfait 'hypothése
(1.2).
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On verra en effet que le potentiel inconnu Bst:>° & cause du couplage non-
linéaire. L’hypothése spectrale suivante est commode |gooaractérisation des
solutions de (2.1.1).

H 2.2. HypothéseOn suppose que potr=1... N,ona
infa( - A —wi) > —infVj,

—A désignant le Laplacien libre suR.

En dimension 1, et sous I'hypothése 2.2 permettant d’ébmlies états bornés, les
opérateurs commutant avec le Hamiltonien sont les foretthnmoment asymp-
totique [Nil]. Le noyau est alors donné par

L

—— dk .
Plali= [ gt ko (k) 5 g€ COR - BY)
R*,k);ﬁ*B 27Th/
(2.1.2)

ol g est une fonction arbitraire, §t" (k,-)}, sont les fonctions propres généra-
lisées du Hamiltonier# (h), ou états de diffusion. Grossiérement, disons que les
fonctions propres géneéralisées, sous réserve d’existdiagonalisent le Hamilto-
nien sur le spectre continu : elles jouent le rble vis-a-eigidh) le méme rdle que
les ondes planeg”* pour le Laplacien. Celles-ci sont définies de fagon rigoseeu
a partir des formules (4.1.5)-(4.1.6), voir déf. 5.2 p.8%ermettent de donner un
sens rigoureux a (2.1.2).

Bl 2.3. HypothéeseOn suppose que la fonctignest de la forme :

g(k) = f(K?) - Lgpsoy, [ € CUAGAY), f>0.

A partir de maintenant, la fonctiog est une donnée du probléme fixée
une fois pour toutes.

La fonction g représente un faisceau d'électrons incidents provenantxde
répartis en énergie suivant la densftéDans ce genre de problemes, dits ouverts,
I'état quantique d'une particule incidente n'est pas cor®m procede a une des-
cription statistique, donnée par la dengjtéDans les applications concréteest
une statistique de Fermi-Dirac (cf. figure 2.1) :

1 g2
o(k) = 5 (1 4 Bk >) Agsgy, B> 0. (2.1.3)
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Figure 2.1. Le courant entrant dans la diode est représenté par une
superposition d'états de diffusion (k,-) pondérés par la mesure
FOM(K))dk.

Noter néanmoins que dans notre étude, on s’est placé lolgrdie (k) =
0, puisqueX € [A,; A*].

La non-linéarité est contenue dans le teriig"], et le potentielV,, qui est
connu et donné, satisfait 'nypothése (1.1). Dans ce ctataxmatrice densitg”
vérifie la propriété suivante :

W 2.4. Proposition.La matrice densit¢” € £(#) est un opérateur
positif, et localement a trace, i.e. pour toute fonctiga support com-
pact dansR, I'opérateur ¢p” ¢ est a trace.

2.5. Remarque.La condition de normalisation usuelle de la matrice denaita-
voir Tr[p"] = 1 m’'a pas de sens dans le contexte des systémes ouverts,elasqu
quantité totale de particules est infinie.

On définit alors une densité de charges hors-équilibre patdsion suivante :

W 2.6. Définition.On noteradn|p"] la mesure de Radon positive dé-
finie par la relation :

Vo € CO([asb),  Tr[Mjup Ly ] = /[  Pinle'(2).
D’aprés (2.1.2) la mesure bornde[p"](z) est donnée par la formule

anl)w) = [ 1) o) K (2.1.4)
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En particulier, & > 0 fixé, la mesurein[p"] est a densitd.".

Le couplage non-linéaire de (2.1.1) avec I'équation dedooise fait a travers
le potentielV [p"], obtenu comme solution de I'équation de Poisson

~AVY;, = nlp"]
{ Vz’h(g)r: 0=V, (). (2.1.5)

Ce potentiel est le potentiel électrostatique créé parhesges incidentes elles-
mémes. On I'appelle potentiel auto-consistant.

2.7. Remarque.Noter que la mesure[p"] étant positive, I'équation de Laplace
entraine que la fonctiol [p"] est concave et positive.

2.2 Cadre fonctionnel. Existence

Dans [Nil] et [BenDegMar] notamment, I'existence de solusi pourh > 0
fixé a été démontrée. La preuve repose sur un argument ddigeidu type Leray-
Schauder. Ceci étant acquis, on voudrait établir I'existegiune asymptotique des
solutions dans la limitds — 0. Il se trouve que les estimatioras priori obte-
nues dans [Nil] et [BenDegMar] ne sont pas uniformes en 0, ce qui justifie
I'étude ultérieure (cf. chapitre 10, sections 10.6 et 1Qritjoduisons I'espace sui-
vant adapté a notre analyse.

W 2.8. Définition.Notons(M, (1), || ||l.») 'espace de Banach des me-
sures boréliennes complexes guOn introduit I'espace suivant :

BVE(I) :=={V e CUI)|V" € My(I), V(a)=V(b)=0.},

que I'on munit de la norme :
V12,00 := VLo + IV |-
En conséquence des injections classiques des espacesctierfdof. [Bré]),
ona

W 2.9. Proposition.L’'espaceBVZ(I) est un espace de Banach. On a
de plus les injections continue suivantes

BVZ(I) — Wh>(I), et BVZ(I)— C*(I), «a€]0;1]

ot C%2(TI) désigne I'espace de Holder sut En outre, I'injection
dansC%“(I) est compacte.
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La premiére partie de cette theése consiste en I'analysait@du probleme. Le
systeme Schrédinger-Poisson présenté ici est faiblenoenliméaire puisque I'in-
connue est le coefficierit, de I'équation (on parle de probléme semi-linéaire).
Dans le chapitre suivant, on commence par poser les quadtitécattering néces-
saires a I'étude.
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Chapitre 2 Systeme Schrddinger-Poisson




Partie Il
Scattering. Résonances






Principe d’absorption limite

On commence par mettre en place les quantités du scatterirsgif
nécessaires a I'étude du probléme : en effet, si les étateddtes
vecteurs propres) fournissent une description adéqudteple/sique

a I'équilibre thermodynamique, ce sont les états de diffusjui dé-
crivent la situation hors-équilibre. Les états de diffmsitu Hamil-
tonien H(h) s’expriment a l'aide des valeurs au bord de la résol-
vante R(z; h). On voit ainsi le lien avec la théort@me-dependendu
scattering. Par définition du spectre, ces valeurs au bogbnepas
des opérateurs bornés slif, tandis que la divergence de la norme
est contr6lée, d’apres le théoréme spectral|parz|~'. Néanmoins,
vues comme opérateurs sur des espdces poids, ces valeurs au
bord sont bien définies : les poids en question absorbentifnife |

z = X € oac(H(h)) 'explosion de la norme de la résolvante.

Dans ce chapitre, et jusqu’a mention contraire, on fixeradegmeétre
h alavaleurh = 1.

3.1 Rappels sur le saut de potentiel

On commence par des calculs classiques sur I'opérateurarag huto-adjoint
H g défini pourB > 0 par (cf. figure 3.1)

&
D(Hp) := H(R), et, Yue D(Hgp), Hpu:= —d—g + B -u. (3.1.1)
M

ou la fonctionBB., est, rappelons-le, donnée par

Boo(z) == =B - 1,50, Bo € C°(R*) N L™(R). (3.1.2)



34 Chapitre 3 Principe d’absorption limite

A

=y

Figure 3.1.Le saut de potentiel

Dans une premiere étape, on établit un principe d’absaorpimite pour cet
hamiltonien. Pour cela, on calcule sa fonction de Greest-éalire le noyau dis-
tribution de la résolvante

C — [-B,+00) — L(L*(R),H*(R)) =z~ Rp(z):=(Hg —2)" "

Puisque la résolvante opére également ehtré (R) et H'(RR), et qu’en dimen-
sion 1 la mesure de Dirac est un élémenfdie', on dispose de la relation suivante

Rp(z;2,y) = (0p, wy) g1 g (3.1.3)
ou w, est la solution de I'équation
(Hp — z)wy = 4. (3.1.4)

On verra dans le paragraphe suivant que la résolvante esuateur intégral.

3.1.1 Préliminaire : noyau de la résolvante
On s'intéresse a I'équation d'inconnuec H*(R) :
"+ (B —2)u=f, feL?*R), zcC-R (3.1.5)

1. Choix d’'une racine carrée holomorphe adaptée.
On travaille sur 'ouvertC — R qu’il sera commode de partitionner de la
facon suivante :

Bl 3.1. Notation.L'ouvertC — R est noté
Q=0,UQ_,
ouy :={z€Q,|[Imz 2 0}.
Pour ce probleme, il est bon de considérer la déterminatiologharithme
avec coupure suR, , et coincidant danQ, avec le logarithme usuel. C'est-

a-dire :
log(2) := In|z| + ia,
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ou « est 'argument de dans|0; 2x]. Il est également bon de noter qu'avec
la définition de la racine carrée qui en découle, c'est-a-dir

vzt i=exp <[°92(Z)> . 2eC-Ry, (3.1.6)

la partie imaginaire de/EJr est positive. En particulier, ¢ est un nombre
réel, on a/kZ £i0 = +|k|, cf. figures 3.2- 3.3.

Figure 3.2.Lorsque 'argument de tend ver22r, I'argument de\/E+
tend versr. La partie imaginaire de\/E+ est positive ou nulle.
C

i\/x 0 = ivV=X i\/x Fi0 =V

|

{ Rt

~B 0
Ter—i\/—_)\ Ter——\/X

Figure 3.3.Pourz := A+tie, A €]— B, 00), A # 0, et suivant la position

de X = Re(z), les valeurs au bord dg/z" prennent des expressions
différentes.

2. Solutions particuliéres de I'équation homogéne.
Par unicité locale du probléme de Cauchy pour les équatiagsites, il
est clair que toute solution distribution de (3.1.5) dans laquellg = 0
coincide respectivement si etR’, avec des solutions maximales sir
de I'équation
—u" — zu =0, 3.1.7)
etde

—u" — Bu — zu = 0. (3.1.8)
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Cela donnea priori une famille a quatre paramétres de solutions. Comme
I'ensemble de ces solutions sdf.(R) par ellipticité, la condition de rac-
cordC' enz = 0 montre qu’en fait elles forment un espace vectoriel de di-
mension au plus 2. Pour des raisons qui apparaitront cliamresla partie 5.1

du chapitre 5, on considérera des solutions particulieves & normalisa-
tion suivante :

B 3.2. Définition. Pour B > 0 et z non réel, on introduit les
fonctionsu., définies suiR par

—i Z+B+$ 7 Z+B+m .
ug(z) = € + 74 (2)e siz >0

t(z)e" e siz <0,
et .
t (z)eVEtB siz >0

u_(x) =

.+ p— .
eVET L (z)e”"VET siz <0,

ou pourz fixé, les constantes (z), ¢4 (z) sont déterminées par
la condition :u estC! enz = 0.

3.3. Remarque Ainsi par un calcul explicite on a

bo(z) = %\/z TB (Var B - i) (3.1.9)
b (z) = %\/E+(\/z A (3.1.10)
re(z) = ti(z)—1. (3.1.112)

Noter que le produit, (z)¢_(z) est non nul. De plus;4 (z) prend I'expres-
sion plus symétrique suivante

Vz+ B /a2 V2T Vzr B 3112
7n-|-(Z _\/Z—I——B+—|—\/E+’ 7(2)_\/E+—{—\/,Z—|——B+’ ( )

2 2
ol on a utilisé queB = (\/z + B+) - (ﬁ+) . On a également les
propriétés suivantes powamon réel
(@) uy € HE(R).
(b) —u'l + B - u+ = zuq au sens des distributions.
©) uy(z) "==C0 et u, e HX(R).

(d) u_(z) TPEC) et wu_ € H?(R,).
u(z) u{z) oy ) JEt =2t ()T BT

©) [u,u]:= uly (z) u(v)
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Pour la derniére propriété en effet, il suffit de voir que l®mgkien est une
fonction continue suR et dérivable suiR: de dérivée nulle, puis de le cal-
culer en un point. On a alors le résultat suivant

B 3.4. Proposition.Pour z € C — R, la fonction de Green de
I'opérateur H g est donnée par la formule suivante :
1
Rp(z2,y) = ———[I,spu (@)u(y)+y<ou (z)uy (y))-
[u+7 u*]

Preuve.C’est une simple vérification compte tenu de (3.1.4) : appel,
le second membre dans la formule ci-dessus. Fixprs R, et calculons
—|uy,u_](Hp — z)w, ; dérivant au sens des distributions, on obtient

—[ug,u]0pwy = —u (Y uy (y)dy + L_oopyu—(y)u'y
b ()8 + Ty oo
= Il(foc;y} — (U)“—F + Il[y +oc)“+(7/)“ )

et il s’agit bien d’une fonctiorfZ!. Similairement

_[U+7Uf]8£wy - [u+7u*}5y+u*(y)]l[y§+oc)ui
"

tuq (y)]l(fooy}u—
Utilisant le point (b) de la remarque précédente, on a bieridinent
ug,u)Pw, = [uy,u]dy — [ug,u](Boo — 2)wy,
et par suite Rp(z;z,y) = wy(x). [ |
3.5. Remarque Puisque pour tout non réel, et & fixé, z — Rp(z;z,y) est une

fonction H', on déduit de la relatiolR(z; z,y) = Rp(Z;y,z) que pour toute
fonction f dansL?, et pour toutz réel, l'intégrale

l/ Ris(z:2, ) f (y)dy
yeR

a un sens, lintégrande étant le produit de deux fonctibhsdonc une fonction
L'. Par suite,Rp(z) est bien un opérateur intégral. En outre, une utilisation de
théoremes de Morera et de Fubini fournit que la solution de.%3 donnée par
I'intégrale ci-dessus dépend elle-méme analytiguementdé&—] — B; oo|.

3.1.2 Principe d’absorption limite pour le saut de potentié

C’est un corollaire de ce qui précéde. On énonce avant devermtéer :
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B 3.6. Proposition.Pour s > 1/2, la fonction définie poue € Q.
par
z€Qy — L*(R), z— (z) *Rp(z)(z)"*

est a valeurs Hilbert-Schmidt, holomorphe g, et continue sur
Q4 \ {0, — B} en norme Hilbert-Schmidt.

3.7. Remarque.ll revient au méme de dire que podre R*, A # —B, les va-
leurs aux bord de la résolvante opérent entre les espacédsh p&(R, ()2 dr) et
L?(R, () ~25dz). Noter par ailleurs qué?(R, (x)?* dz) est un sous-espace dense
de L?(R).

Hl 3.8. Notation.On pose poui € R*, A £ —B,

(Hg — (A xi0)) ' :=s—1lim (Hp — (A £ie)) !,

e—=0
>
définie surl.?(R, (z)% dx).

Preuve.ll revient au méme d’'étudier les propriétés du noyau suivant

(2,y) &8 (2)*Rp (2, ) (y)*.

W 3.9. Lemme.Pour z € C quelconque, le noyaG z(z; z,y) est un
élémentL? (dr ® dy) et définit une application holomorphe sgr.
continue sui)..

Preuve. PuisqueG (z,y; 2) = Gg(y,;Z), on examine le caractérg? en par-
titionnant le plan(z,y) en les ensembles dessinés sur la figure 3.4. On conclut
a l'aide de I'expression du noyau (proposition 3.4) qui éstsa0 ((x)*(y)~*)
localement uniformément en les fonctionsi (z), 4 (z) étant elles-mémes bor-
nées d'aprés (3.1.9)-(3.1.11). Quant a I'holomorphieuffisde vérifier la faible
holomorphie ([ReSil] p.189), qui est encore une conséquienmédiate des théo-
remes de Fubini et Morera, I'intégrande dépendant elle-enéofomorphiquement
dez. |

Il est courant que le principe d’absorption limite fourmisen sous-produit le
résultat d’absence de spectre singulier :

'Rappelons que par définitiqe) = (1 + «2)%/2.
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AY
y—T
0<y<z
0 ™
y<0<zx
y<z<0

Figure 3.4.Le noyau symétrique de la résolvante est borné.

H 3.10. Corollaire.On a
0(Hp) = 0ac(Hp) = 0esd Hp) = [~ B; ).

Preuve.CommeB,, > —B, on alinclusiono(Hpg) C [-B; ), tandis que I'uti-
lisation de la formule de Stone et du principe d'absorptionité (proposition 3.6)
permet de calculer explicitement la résolution spectralél@ (voir la preuve du
corollaire 4.9 page 54 ou un calcul identique est détail&la donne alors que

cac(Hp) D] — B;oo) — {0}.

On déduit donc que
osd(Hp) C {-B,0}.

Par suiteos(Hg) = @. Il est en outre facile de voir quH 3 ne posséde pas de
valeur propre en résolvant explicitement I'équation aurwes propres, ce qui dit
queopp(Hp) = @, et queH g n'a que du spectre continu. [ |

3.11. Remarque.Le résultat est bien entendu valable péur- 0 quelconque. II
suit que I'opérateuf .. (h) (cf. chapitre 1, notation 1.8 jouit des mémes propriétés.
En particulier, d'aprés le théoréme de Kato, on a égalengenmime annoncé dans
le chapitre 1, éq. (1.2.1) :

oesd H(h)) = [-B;0).

3.2 Principe d’absorption limite pour H = H,, +V

Dans cette partie, on établit également un principe d'gqtgor limite pour
l'opérateurH (1) = H,.(1) + V' (h est toujours égal a 1). Ensuite, on calcule sa
résolution spectrale, ce qui permet d'une part de détemtineature du spectre
de H(1) et de mettre en évidence I'existence d’'un développemenbectibns



40 Chapitre 3 Principe d’absorption limite

propres généralisées. On utilisera des techniques expdags [Yal] p.15 et [Ya2]
p.53 et suivantes.

3.12. Remarque Ayant obtenu une expression exacte de la résolvanfé glainsi
gu’un principe d’absorption limite, I'existence d'un déwgpement en fonctions
propres généralisées po#f(1) est une conséquence du fait qb&1) peut se
voir comme perturbation a support compactiig. Cela dit, cet argument fournit
I'existence d’un isomorphisme entre les sous-espaceduahsnt continus de ces
opérateurs sans pour autant les identifier.

Il s’agit d’utiliser une formule de la résolvante adaptée.gart pour cela de la
relation suivante

Hoc(l) :TbHBTb*, (321)

I'opérateurr, désignant 'isométrie d&? définie parn, — u (- — b). Ainsi on a avec
les notations du chapitre 1 (on a toujodrs- 1) :

H(1) = n,Hgr + V' (3.2.2)

3.13. Remarque Avec les résultats de la section précédente, on a de facdaréei
les résultats suivants :

1. Le noyau de la résolvante dgf g7, est donné par :

Gyla,y:2) = —ﬁ[ﬂynui(fﬁ)ub (9) + 1yl () (y)],

ou les fonctions:’. sont définies pan’. := ryu-..
2. 0 = Ogc — Oess— [7B, OO)

3. D’aprés le principe d'absorption limite pour le saut deeptiel (proposi-
tion 3.6), pours > 1/2, la fonction

2 (2) " (mHpry — 2) a) " = (2) "ny(Hp — 2) 'ry ()

est a valeurs Hilbert-Schmidt, holomorphe Sur, et continue suf).,

M 3.14. Notation.Soitz € Q, ets > 1/2. On pose

RY(2) := (z) *mpRp(2)7 (z) %, R(2):= (x) *R(z;1)(z) *.

On a alors le résultat suivant (cf. [Yal])



3.2 Principe d’absorption limite pour H = Hy, + V 41

W 3.15. Proposition.Pourz € C — R, ets > 1/2, 'opérateur borné
As(z) défini par

Ay(z) =14 RY(2)(z)?V
est inversible et on a
R(z) = Ay(2) "Ry (2).
De plus, la fonction du membre de droite est a valeurs Hillgatimidt,

holomorphe suf)., continue su).. — {—B,0}.

Preuve.
1. On part de l'identité résolvante, découlant de (3.2.2) :

R(z;1) = nyRp(2)1; — yRp(2)7; VR(2; 1),
que 'on multiplie droite et gauche pé&r) *, ce qui donne ensuite
(1+ Ry (2)(2)*V)R(2) = R(2).

On remarque alors que I'opérateRf, (=) étant de classe Hilbert-Schmidt
(c’est le point 3 de la remarque précédente), il est comfasffit donc de
prouver que—1 n'est pas valeur propre d(z)(z)*V, ce qui montrera
gue l'inverse de la proposition a bien un sens powon réel. Sz est une
solution Z? non triviale de I'équation

f+RE(2)(2)*V - f =0, (3.2.3)
en posant
w(z) := Ry (2)(z)*VF, (3.2.4)

qui a bien un sens, et eBt? puisque(z)*Vf € L?, un calcul direct donne,
utilisant (3.2.3)
H(Dw(z) = zw(z). (3.2.5)

Commez n'est pas réel et (1) auto-adjoint, cela donne(z) = 0, puis
Vf =0etenfinf =0 par (3.2.3).

2. Pour obtenir le deuxiéme point du lemme (qui donnera lecjre d’absorp-
tion limite) on prouve le résultat suivant :

B 3.16. Lemme.Soit V. I'ensemble des € R*, A\ # —B tels
que l'opérateurl +R% (A £10)(x)?*V n’est pas inversible. Alors

N+:N7:®.
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Preuve.Puisque les opérateurd; (A+i0) sont compacts, la non-inversibilité
del + RY (X £ i0)(z)?*V équivaut a sa non-injectivité. Pour une solution
f non triviale de I'équation sous-jacente (3.2.3) dans ldgue= X + i0,
considérons la fonctiom(z) € L? N HZ. définie en (3.2.4). Le calcul
conduisant a (3.2.5) se traduit en termes d’équationsrdiftielles par

P(1)w(X £+10) = dw (X £ 40),

et en dehors di; b[, puisquew(z) estL?, une résolution explicite donne, en
ne conservant que les modes exponentiels admissiblegjred@®constantes
complexesy., S+ convenablesiim \/EJr >0:

. - +
ﬁieiz\/)\:tzU-I—B T o> h

w(\ £ 0 o = (3.2.6)
( ) aieizx/z\iw_'_m a.

Il est bon de noter que ces problemes se reformulent comnbéepres aux
limites surla; b] (cf. figure 3.3), par :

w'(a) —ivA £ 720+w((1,) =0
w'(b) +ivVA+ B Ei0 w(b) = 0.
(3.2.7)

(P(1) = Nw(A£i0) =0 et

On verra dans la proposition 7.17 p.83 que ces probléemes d@ames n'admettent
pas de solutions non triviales. Par suite\ +i0) =0 et f = 0. |

W 3.17. Corollaire. Pour A € 4, la fonction
z+— (z) *R(z;1)(z)"*
est a valeurs Hilbert-Schmidt, holomorphe $ur, continue jusqu’au

bord sauf el = —B et = 0.

Preuve.C’est un corollaire des propositions 3.6 et 3.15. |

Bl 3.18. Corollaire.Pour tout compacK C R, larésolution spectrale
en restriction aK :

] - B;joo] — {0} 5 A ﬂKg—f(A)ﬂK

est une fonction continue a valeurs Hilbert-Schmidt.
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Preuve.ll suffit de remarquer que pour toute C — R,

IgR(z;1)1g = U (z)® - [(z) °R(z;1)(z) *] (z)°1 k.

Appliguant ensuite la formule de Stone, cf. (1.2.3), et Imtiaire précédent, on
a le résultat, 'opérateuti x (z)° étant borné, et par stabilité de I'idéal Hilbert-
Schmidt par multiplication. |

B 3.19. Corollaire. Pour toute fonction continug € CO(R* —{— B}),
et K C R un compact, 'opérateurf (H (h))1 i est de type Hilbert-
Schmidt.

Preuve.Appliquer le corollaire précédent.
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Résolution spectrale. Absence de spectre
singulier

On donne ici une expression exploitable de la résolutiorctsple
du Hamiltonien H (k). Celle-ci permet d’identifier son spectre. La
guestion de I'absence de spectre singulier est naturefie tigtude
d’opérateurs de Schrodinger. En effet,/siest le Hamiltonien d’un
systéme quantique (par exemple celui d’'un électron ereiatien avec
un proton), le spectre discret décrit les états liés dedtéda, tandis
gue le spectre absolument continu ne décrit les états desidiff. Le
spectre singulier continu ne traduit pas de situation pente dans
notre contexte. Il est donc important de traiter la questiorspectre
singulier.

Comme dans le cas du saut de potentiel (sections 3.1-3.2 apitrehpréce-
dent), une facon de procéder consiste a calculer explieitéha résolution spec-
trale et d’identifier alors les sous-espaces spectrauxiahsat continu, propre,
etc. Le principe d’'absorption limite ayant été établi dansdction 2.3 du chapitre
précédent, il suffit d'obtenir une formule exploitable pdarésolvante. C'est ce
que I'on fait dans la suite.

4.1 Fonction de Green

On reprend les calculs faits poHfs. A cet effet on s'intéresse poamon réel
aux solutions distributions de I'équation

P(l)v = zv, (4.1.2)

qui sont, & cause de la régularité du potentiel, de classsurR, et C? surR —
{a, b}. Il est raisonnable, puisque les opératefiret P, ne différent que suf
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d’en chercheam priori des solutions particuliéres sous la forme
V4 1= Tpu+ + o4, (4.1.2)

les fonctionsp étant a déterminer, les fonctian. ayant été introduites dans la
définition 3.2. On remarque dans ce cas que d'aprés (3.2(3)21), o4 Vérifie
I'équatiorf au sens des distributions :

2
T fd_ + Bso | T + v, Yt = 7]}]77,11,:&. (4.1.3)
dz?

Le second membre de cette équation étant une fon&ttonn obtient par suite en
se souvenant de (3.1.1) et de nouveau par (3.2.2) :

9o+ = —R(z; 1)V'nu., (4.1.4)

ety. sont donc des fonction&?. Il est facile de résoudre I'équation ci-dessus en
dehors dda; b], ce qui donne de fagon générale pour les fonctions

Ot exp (7\/§+ . T) + B+ exp <77I\/2+ . T) , T — —00, a4,f+ €C
opexp (Ve + B -x) +fhexp (—ivz+ B ox), o 400, . BLeC

La conditiony.. € L? permet d’éliminer les modes exponentiellement croissants
ainsiay = p. = 0. Cela donne, compte tenu de (4.1.2) et de la défintion 3.2 de
U4 -

; (x) _ efi\/z+B+m 4 p+(z)ei\/z+B+m siz>b (4 1 5)
" 7. (2)e " o siz < a, o
i\/z+B+m i
v (z) = T (2)e Siz >b (4.1.6)

s ot ,
eEVET L p (2)e”VET siz <a,

pour des constantes., i, déterminées par la condition,. € H,%C(R).
Il est également bon de noter les points suivants :

1. D'aprés (4.1.2), (4.1.4) et le principe d'absorptionitanles distributions
vy dépendent holomorphiquement get possedent des valeurs au bord au
moins au sens des distributiohgAinsi, pour A € R*, A # —B, on peut
parler des quatre fonctions. (A £ i0), toutes les quatre solutions au sens
des distributions de I'équation a coefficients réels

Plyv= "+ (V' +Bv=X v, AR, X#-B. (4.1.7)

2|] s’agit de I'équation de Lippmann-Schwinger, cf. [ReSig] 98.
30n peut le voir plus simplement d’aprés I'expressiondeet le fait que les fonctionsy. et p.t
sont méromorphes.
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2. Les propriétés (a)-(e) énoncées en remarque 2, page B&éifites en
remplacantd z par H(1), uy parvy etty parry.

3. En patrticulier, les fonctions, (z) et 7_(z) admettent des valeurs aux bord
sauf pourh € {—B;0}. De plus, d’aprés la propriété (e) du Wronskien, pour
z € Qu, 7.7 (2) # 0, sinon quoiv, etwv_ seraient des fonctions propor-
tionnelles, ce qui n’est pas possible compte tenu de la Amatian (4.1.5)-
(4.1.6) adoptée.

La derniére remarque permet de définir les fonctions suggant

W 4.1. Définition. Pour z non réel, on introduit les fonctions/?
suivantes :

Uy(z,-):= vi(z,-), et¥_(z,-):=v_(z-). (4.1.8)

On a en particulie] ¥ (z,-), ¥_(z,-)] = 2iyz .

Rappelons que la notation ci-dessus désigne le Wronskién de -) etdeV (z, -).
Il a en effet la propriété d’étre constant @onné. Plus généralement :

B 4.2. Lemme.Soitz ¢ R. Le Wronskien¥, (z,-), ¥_(z,-)] est
constant. De plus, pour € R*, A\ # — B, les quatre fonction® 4 (A+
i0, -) sont bien définies. Enfin, le Wronskien de deux quelconqeease!’
les fonctions¥ . (A + 0, -) est constant.

Preuve.En effet, pourz non réel, lest vérifient 'équation différentielle (4.1.1).
Par régularité de¥, le Wronskien est une fonction dérivable & {a, b}, de dé-
rivée nulle. Ainsi il est constant. D’autre part, pauréel,z ¢ {— B, 0}, les points
1 et 3 de la derniere remarque permettent de parler desdosdti. (A £ :0), éga-
lement solutions de (4.1.7). On conclut alors par les mémgsreents. |

Par suite on obtient la valeur du Wronskien en le calculapti@iement dans
les régions non bornées de la droite réelle. Le fait suivanat stile dans les calculs
de la résolution spectrale :

H 4.3. Lemme.Soitu une solution maximale non nulle de I'équation
différentielle donnée par (4.1.7) avec> —B. Alors les zéros de
sont isolés.
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Preuve. La fonctionu est en restriction a chacun des ensembles< a}, {a <

z < b}, {z > b} solution d’'un probléme de Cauchy classique. Il suffit emsuit
de noter que sk est un point d’accumulation dans I'ensemble = 0}, alors
u'(z9) = 0. Ainsi u vérifie un probléme de Cauchy e avec données initiales
nulles. Par unicité au probleme de Cauchy= 0 sur 'unique ensemble des trois
ci-dessus contenant,. Commeu est H2_ par ellipticité, on déduitz = 0 par
continuation. [ ]

B 4.4. Corollaire. L’'opérateur H (h) n’a pas de valeurs propres dans
[~ B;o0) :
opp(H (h)) C (—o0; —B].

Preuve.En effet dans ce cas, un vecteur propre assoéigéant dand.?, il est iden-
tiqguement nul pour: > b. On conclut avec le lemme précédent. [ |

4.5. Remarque On a vu que le spectre essentieldéh) est précisémerit- B; oo)
(cf. corollaire 3.10 p.39). En particulier le corollaireépedent dit qued (k) ne
possede pas de valeurs propres plongées.

Enfin le méme calcul que dans le cas de la marche de potenifglifite noyau
de la résolvante :

W 4.6. Proposition.Pourz € C, z non réel, le noyau de la résolvante
de I'opérateurH (1) est donné par

1

R(w,y;2;1) = L]

o0 () () ¥ (2) T ().

4.2 Reésolution spectrale

On peut & présent calculer la résolution spectralé&/¢e).

W 4.7. Proposition.SoitA > — B, XA # 0. La résolution spectrale de
H(1) est donnée par

dA

2v/A+ B
—1 (A+140;z)v_ (A +1i0;y) 1 —d)\

v_ 10;2)v_ 10; .
2 ; 1Y )‘>02\/X

1 -
dE(A)[Ta ,‘/} = %U-F()‘ + 40, 'T)U-F()‘ + 10, U)
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Preuve. D’aprés la formule de Stone et le principe d'absorption témicorol-
laire 3.17 p.42),on a:

dEN)[z,y] = R\ +i0;z,y;1) — RN —i0;z,y;1)], AeR* A > —B.

2i7r[
Avec la derniere proposition, cela donne :

VA il o) (Atiy) T (A+i0x) Ty (A +i0;y)

dE(\) = 1,5 -
y=r Ar/A 0 =t Amv/A 0T
1 U, (A—i0;2)¥ (A —10;y) 1 U (A —i0;2)V (A —1i0;y)
- > - < .
=t Amy/A =70 =t Ary/X =70

Et finalement

Uy (A +i0;2)U_(A+i0;y)  Ty(A—i0;z)T_ (A — i0;
drdB) = 1y | 2 AL'OE’ y) T A> 'oi u)]
Vv ? — 1
b1 U_(A+i0;2)T (A+140;y)  T_(A—i0;2)T (A —i0;y)
<z - .
et NI Vo=

Il suffit ensuite de passer convenablement & la limite d4ns (cf. figure 3.3). On
pour distingue pour cela deux cas.

B Premier cas : A €] — B;0[. Dans ce cas on a
VA0 =Va—i0 =i\, 4.2.1)
et la formule précédente se réécrit

dim/INAEy = N5, [V 4 (A +i0; 2) ¥ (A +i0;y) — Uy (A —i0;2)T_ (A — i0; y)]
Dy [T (A +i0;2) 0, (A +i0;y) — T (A —i0;2) Ty (A —i0; y)].

On souhaiterait factoriser chacun des termes entre cidmétoduisons la nota-
tion suivante :

B 4.8. Notation.On pose, poun € [—B;4oo[, A # 0,

K\ z,y) =Y (A+i0; 2) ¥ _ (A+i0; y) — ¥ 1 (A—i0; 2) ¥ _ (A—1i0; y).
(4.2.2)

Si bien que I'équation précédente s’écrit :
dim\/|NdEy = Ly>, K (X2, y) + Ly< . K(A; y, ) (4.2.3)

Commencons par le premier terme, le second se traitant emgeant les réles
de z ety : remarquons dans ce cas que les fonctigng A + i0) prennent les
expressions suivantes
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1 _—ix/AFBz | p+(AFi0) i/A¥Bx :
U, (A+i0;z) = T+ (Ari0) © + 0T € Siz > b
eV siz < a,
| AR p(i0) i/ATBr
Uy(A—i0;z) = T+(=i0) © T Ho0° siz >b
eV siz < a,
—(A+0)e"VATET siz>b
¥ (Atitn) = | OF0e | o
e VAT L (N +i0)eVINE siz <a,
. (A= i) VAT Sia> b
U_(A—i0;x) = )\ . - '
e VI ‘m+p,(>\—20)e Az §ig < a.

En considérant I'expression de, (A + i0) pourz < a, on voit que ces deux
fonctions coincident. Avec le lemme 4.4, on déduit :

VieR, U (A+i0;z) =V, (A—i0;z), A<0, A#-B. (4.2.4)

De méme en regardant paur> b, on obtient :
VzeR, U, (A+i0;z) =T, (A —i0;z), A<0, \#-B, (4.2.5)

qui donne au passatien regardant pour > b
74X +10) = 7 (X — 40). (4.2.6)

Par ailleurs, on remarque que pauK a, on a
U_(A+i0;y)—U_(A—i0; y) = [p— (A+i0) — p_ (A—i0)] W (A+i0;y), (4.2.7)

et le méme argument que précédemment donne I'égalit®.slliisuit que (4.2.2)
devient avec (4.2.4) et (4.2.7) :

KAz, y) = [p— (A +i0) — p_ (A — i0)] W (A +i0; 2) W, (A +i0;y), (4.2.8)
forme symétrique sous laquelle on voit que
v,y e R, K\z,y) = K(\y,z), A<0, \#-B, (4.2.9)
et (4.2.3) prend la forme plus simple

dimr/|A\|dE\ = K(X\;z,y). (4.2.10)

“En particulier la fonction¥ ;. (A + i0) est réelle poun < 0, et p (X +i0) = % C’est
T+ 1
donc un nombre complexe de modile




4.2 Résolution spectrale 51

On souhaite obtenir des expressions indépendantes déisienés ., 7. Il suffit
pour cela de calculer les Wronskiens de plusieurs fagoféreliftes, et d'utiliser le
lemme 4.2 : ainsi avec I'expression @e pourz < a on a

[U_(A+10;), T _(X—10;)] = =24/|A|[p— (A +i0) — p_ (A —i0)], (4.2.11)
tandis que les expressions de ces fonctions parrb donnent

(W (A+i0;), T (A —i0;)] = —2ivVA+ Br_ (A +i0)7_ (A —i0), (4.2.12)

soit
ivVA+ B
p_(A+i0) — p_(A—i0) = %T(A L0 (A i0)  (4.2.13)
Onrelier_ a7, en calculant de deux fagons le Wronskien ci-dessous
‘ . ‘ +7_ (A +10)
W (A410;), ¥y (A 4+ 10; = -2WA+B ———=
[ ( +Z /)7 +( +Z /)] sz ? + 7_+(>\+20)
= 2VIAL

et on obtient la relation suivante entre et :

I |
T_(A+10) = z' >\+B+T+(>\+ZO). (4.2.14)

De méme, en calculant le Wronskigh_ (A — i0; ), ¥, (A — :0; )] on trouve
T (A —i0) = - —L VIA|T+(,\ —i0). (4.2.15)
ivA+ B

En combinant (4.2.13), (4.2.14) et (4.2.15), on obtiemxgdiession suivante de
(4.2.8):

v IA
K(\z,y) = _ﬁ7+(>\ +i0)W (A +i0;2)7 (A —10) ¥ (A —i0;y),

ce qui donne pour la densité spectrale (4.2.10), en se santvda la normalisation
deVv,,

1 -

dE(N) = ———=v (A +1i0, A+1i0,y), A<0, X#DB. (4.2.16

( ) 471_\/>\_'_—B,U+( ? .’E)’U+( ? y) 7é ( )
Cela achéve le premier cas. |

B Second cas A > 0. Dans ce cas

VA0 = —vVa—i0 = /). (4.2.17)
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La densité spectrale est donnée par :
A\ /INdEy = 1,5 K' (N y, 2) + Ty K'(A;z,y) YA >0, (4.2.18)
ou cette fois
K'(X\z,yy) =V (A 4+i0;2) 0 (A +i0;y) + T (X —i0;2) ¥ (X — i0;y).
(4.2.19)

Noter que le projecteutE, étant auto-adjoint, cela donne la relation de symé-
trie surK' :

K'(\z,y) = K'(\y,z) Vz,y e R VA>0. (4.2.20)

Les fonctions¥ prennent les expressions suivantes pous 0 :

1 —ivA+Bz | p+(A+i0) i/ A+Bz
\IJ+()\ + 40; LE) _ T+()\+i0) € + 74+ (A+140) € Slz > b
e~V siz < a,
1 iVA+Bz  p+(A—i0) —iv/A+ Bz g
\If+()\ —40; LE) — T_f_(/\in) € + T4 (A—10) € Sz >b
VAT siz < a,
V(A +i0z) — 7 (A +i0)e!VA+BT Siz > b
- 7 eV 4 p (A +i0)e VA siz < a,
V(A —ilz) — 7 (A —i0)eIVATBT Siz >b
- 7 e~iVhz 4 p—(A— iO)ei‘/XI siz < a,

Ce qui donne en particulier
Ty (A —i0;-) = T (A +i0; ), (4.2.21)
et aussi
7o (A —i0) = 7 (A +140), pyr(X—i0) = pi (X +i0). (4.2.22)

Similairement, en échangeant les rolesideet ¥, dans la normalisation par !,
on obtient

T (A—i0) =7 (A+1i0), p_(A—i0)=p_ (X +i0), (4.2.23)

et enfin
U_ (X —i0;+) = ¥_(\+i0;-). (4.2.24)

Les identités (4.2.21) et (4.2.24) donnent que le nayaest réel

K'(\z,y) = K'(\z,y) Vz,y €R, VA >0, (4.2.25)



4.2 Résolution spectrale 53

d’ou I'on tire par (4.2.20)
K'(\z,y) = K'(\y,z) Vz,y e R, V>0, (4.2.26)
puis avec (4.2.18)
dr/INdEy = K'(A\;z,y) YA > 0. (4.2.27)
Transformons a préseit’. On note que l'identité :
W_(A—i0;y) — Uy (A +i0;y) = p_ (A — i0) T (X —i0; ), (4.2.28)

vraie poury < a est vraie pour touy réel, si bien qu’en réinjectant cette expression
deW¥, (A +10;y) dans I'expression d&’(\; z, y), on trouve

K'(Nz,y) = T (A+i0;2)[T- (A —i0;y) — p— (A —i0) ¥4 (X = i0; y)]
+¥ (A —i0;2)V (A —1i0;y)

puis en factorisant pab (A — i0; y)

K'Nzyy) = U_(A+i0;2)T_(X —i0;y)
H[P_(A —i0;2) — p— (A —i0)T_ (A +140; 2)] V4 (A — i0; y)
= U (A4i0;2)T_(A+i0;y)
H[U_ (A —i0;3) — p_ (A — i0)W_ (X +i0;2)] Uy (A + i0; 4)
(4.2.29)

la derniere égalité découlant simplement de (4.2.21) 2t24).
Or, on remarque que pour< a, le terme entre crochets ci-dessus s’écrit

U_(A=i0;-)—p_ (A—i0)¥_ (A+i0;-) = [1 — p— (A —i0)p_ (A + 10)] ¥ (A+10;-),
(4.2.30)
et I'identité est finalement valable sRr

De méme que dans le cas précédent, on souhaite identifieeffecant entre
crochets del; (A + i0; -) dans (4.2.30). On calcule, d’aprés les expressions, de
(4.1.5)

[0 (A +10,-),v4(A—10;)] = 2i(1 —p_(A+1i0)p_(A—i0))VA+ B
= 2t (A +i0)7 (A —i0)VA,
d’ou I'on tire

VA

I —p_(A+140)p_ (A —1i0) = 7 (A +40 A —10
po(A+i0)p- (A = i0) = T (A i0) (A — i0) o

. (4.2.31)



54 Chapitre 4 Résolution spectrale. Absence de spectre sinlgpr

et qui donne, partant de (4.2.29) puis se souvenant de laatisation de¥ . don-
née en (4.1.8)

K'(Xz,y) = v_(A+1i0;2)v_ (A +1i0;y) (4.2.32)
o)
——v (A +10;2)v (A —10;y). 4.2.33
On obtient la forme explicite suivante pour la résolutiorcple pout > 0 :
dE(\) L1 O4i02)0s (0 y)
= ————0 10y x)v 20);
21 2/A+ B T Y
1 1 ) —_—

%mv,()\ +i0;z)v_ (A +1i0;y), VA>0. (4.2.34)

|
Cela donne I'expression des fonctions de I'énergie pourfanetion f conti-
nue a support compact daRs— {—B, 0} :

fHD)(z,y)

1 —_— dA
— Ao (A +140,2)ve (A +140,y) ———
o )\>7Bf( ) +( ) +( y)2\/>\—i-—B
1

= A>0f(A)v,(A+zo,x)v,(wrzo,y)ﬁx. (4.2.35)

4.3 Spectre deH.

L'identification du spectre est alors assez directe :

W 4.9. Corollaire. Le spectre continu d& (h) est absolument continu.

oe(H(h)) = oac(H(R)), ie. os(H(h)) = 0.

Preuve. Le calcul précédent a été fait avkc= 1. Pourh > 0 quelconque, les
calculs sont semblables a normalisation pres. C’est urmaggticlassique. Soft
un domaine d’énergie inclus dahs B;oo) ne contenant pa et f une fonction
continue a support compact dafisComme pourk € £ le calcul précédent est
licite, on déduit que pous > 1/2, et tout vecteun € F := L*(z,(z)*) N L2,
la mesure spectraléu, associé a. est absolument continue en restrictiorf a
puisqu’elle est donnée par

dptye(X) = [log (A 4140, Yul® + [[o- (A +140, Jul? - Lyso] dX.  (4.3.1)
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On observe ensuite la chaine d’inclusions ci-dessous :
F Cllg(H(h))-H C Hae C L*(R).

Par densité du sous-espaEelansL.?(R), et le fait que le sous-espace absolument
continu est fermé, on dédudt,étant quelconque, quec(H (h)) D]—B;00)—{0}.
Finalemenbs(H (h)) C {—B,0}. Ainsi le spectre singulier est vide. [ |

W 4.10. Corollaire.les valeurs propres éventuelles Héh) sont dans
(—oo; —BJ. De plus on a

oesd H (h)) = oac(H (h)) = [-B; 00).

Preuve.La premiere assertion découle du lemme 4.4. Par définitioa, &n outre
o(H(h)) = oc(H(h)) Uopp(H(), et oo(H(h)) C oesd H(h)).

D’aprés (3.2.2) et le corollaire 3.10, le théoréme de Katon@wesd H(h)) =
[—B;00). On conclut avec le corollaire 4.9. [ |
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Etats de diffusion

Le calcul de la résolution spectrale du Hamiltoni#) sous la forme
donnée dans la proposition 4.6 dédfitomme une superposition aun
parameétre continu de projecteurs de rang 1 en un sens failslgue

les fonctions en questions ne sont #&s. En ce sens, on obtient une
diagonalisation dé7(h) sur le spectre continu : ces fonctions jouent
vis-a-vis du Hamiltonierf (1) le méme role que les caractérés®/"
pour —h%A. On va voir que les fonctions propres généralisées, ou
états de diffusion, sont essentiellement un reparamétragdee famille

de projecteurs en question.

5.1 Définition. Relation de dispersion
Revenons sur les solutions de I'équation aux valeurs psopre
H1W)Yp=Hpp+V'p=Xxp, 2€R, N€E[ B;ox). (5.1.1)

1. Onavu gqu’en dehors de l'intervalle; b] et pourA > 0, (ou alors en dehors
de(—oc;b] siA € [ B;0]), les solutions de I'équation différentielle associée
a (5.1.1) sont des ondes planes, c’est-a-dire de la fetffiek ¢ R*,

2. Par ailleurs, les fonctions, (A + i0) de (4.1.5)-(4.1.6) en sont des combi-
naisons particuliéres pour des valeurs admissibles dé figure 5.1.

3. Il est commode de paramétrer les solutions de (5.1.1)epaedteur d’onde
(ou moment), k£ € R*. Dans I'expression de la densité spectralddié),
on a fait le choix de travailler avec les valeurs bord de lalé@nte en pro-
venant du demi-plan spectral supérieur. Du point de vue dtiesing, cela
revient a travailler avec des ondes planes entrantes awsseast : si 'on
revient en effet aux expressions(4.1.5)-(4.1.6) des fonst 4 (A + :0) , on
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remarque que celles-ci ont étés choisies avec la normalisstiivante dans
'espace des phases :

vy (A(k)+i0) = 1-* fpe ™ |z| > 1, (z,k) € {(2,8) |z <0},
(5.1.2)

ou

| k*sik >0

| k> - Bsik<0, k*>+#B.

4. Larégion{z-¢ < 0} est appelée région entrante : dans la vision dynamique
du probléme, le potentiel jouant le role d'obstacle, la famrcv décrit une
onde plane progressive d’énergiearrivant de la région entrante. Une par-
tie est réfléchie avec un tayxtandis qu’une partie est transmise avec un
coefficientr (cf. figure 5.2).

5. En dimension il n’y a que deux directions d’incidende € S°. Ainsi dans
la région entrante, on peut faire la dichotomie suivantkjse0 avecv.

(k)

N\ -
VTN

k=-VAX+B<0 k=vVA>0 k=-VA+B<0

Figure 5.1.Forme asymptotique des ondes planes pi(r) : les fonc-
tionsvy sont des combinaisions normalisées dans I'espace desghase
des ondes planes **. Noter la dissymétrie des situations atk 0 (&
gauche) et otk > 0 (a droite).

6. Ainsi, pour résumer, en termes kldes fonctionsv,. sont solutions de

P(1)ve(A(k) +40) = Xk)ve(A(Ek) +10),
k*sik >0 (5.1.3)

vecA(k) = | 1o " Bk <0 K £ B.

La relationk — X = A(k) s’appelle I'équation de dispersion : elle donne la distri-
bution en énergie en fonction du moment.

H 5.1. Définition. La fonction définie par

E2sik >0

ko A(k) ::‘ k2 Bsik <0, k2+ B,

est appelée relation de dispersion.
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pkefikm/h

oY

Figure 5.2.Réflexion de I'onde représentée par(J, -).

W 5.2. Définition.Pourk € R, et A(k) # 0, on notey_(k, -) 'unique
solution distribution de I'équatioP (1), = A(k)y, normalisée par
la condition a l'infini (5.1.2). On I'appelle fonction proprgénéralisée
entrante (ou état de diffusion) de I'Hamiltonié#(1).

5.3. Remarque.
1. Noter quep (k,-) € L*(R, (z)**dx) pours > 1/2.
2. Ainsipourk 2 0,onay_(k,-) = vy (A(k) + 10).

3. Il est a noter que, contrairement au cas)oast une énergie négative, la
valeur A > 0 est atteinte pour deux valeurs distinctes du paranmiétréa
région du spectre € R, est de multiplicité double (cf. figure 5.3), comme
on peut le voir sur I'expression des fonctions de I'énergie.

Figure 5.3. Relation de dispersion. Pouxr €] — B;0[, la multiplicité
du spectre est simple tandis qu’elle est double pour 0. Les valeurs
A = —Bet) =0 sont appelées seuils.

4. Les fonctions propres généralisées sortantes s'oletigren considérant les
valeurs au bord de la résolvante en provenant du demi-plapleae infé-
rieur.
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5.2 Fonctions du moment

Par définition, les fonctions du moment asymptotidae(h) entrant sont les
opérateurs donnés par

oK)z = | s 900 ) o s2

Evidemment, dans le cas particulier glest une fonction de I'énergie, c’est-a-
direg(k) = f(M\(k)), on s’attend a retrouver (4.2.35). C’est effectivement kg ca
puisque la relation de dispersion donne :

A
dk
et fait le lien entre (5.2.1) et (4.2.35). Si I'on garde eretBimage de la situa-

tion physigue sous-jacente, les fonctiagnslu momentk décrivent la densité en
impulsion d’électrons hors-équilibre.

2k,

Figure 5.4. Le courant injecté en = a est décrit par la distribution
FA(k))dE.

Dans notre probleme, afin de modéliser le courant injecté @adiode (par le
pointa, cf figure 5.4), il est naturel de s'intéresser a des fonctaportées dans
le domaine{k € R’ }. On étudiera le cas particulier ou

g(k) = Lipersy - f(A(K)) (5.2.2)
et les fonctions du moment représentant un courant entéurivent alors :

—— dk
gK_(zyl= | FE—(ko)p_(k.y) 5 (5.2.3)
k>0 2m
Cette expression explique pourquoi on emploie parfoigtaitelogie de trans-
formation de Fourier généralisée pour la représentatiaessus.



Conditions aux bords transparentes

Dans le probléme hors-équilibre que I'on étudie, on s'edée a des
fonctions de la forme(k)®¢(z), avecy supportée dank La connais-
sance des états de diffusion duest ainsi suffisante. Il se trouve que
la caractérisation des états de diffusion 68e raméne a un probléme
aux limites non homogeéne sur; b[.

Dorénavant, > 0 n’est plus fixé a l'unite.

6.1 Conditions a I'infini

Commencons par consigner les résultats sur 'asymptotigaéonctions) (z, -)
du chapitre précédent dans la

B 6.1. Proposition.La solution entrante) (&, x) satisfait les condi-
tions pourk > 0 :

b (kyx) = eolh g g ekl g

_(k,z) = meVEEBRh >

etpourk <0, k> # B :

P _(k,x) = eikalh | o=ika/h s> b
v_(k,z) = e VR Ba/h g2 s B oy
—\kyxr) = Tke\/rlﬂx/h’ k2 < B r < a,

pr €tr;, étant des constantes complexes uniquement déterminées.
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6.2. Remarque.
1. Rappelons que les constanggset 7, sont en effet déterminées comme les
valeurs au bord des fonctiops (z) et7. (z) introduites dans (4.1.5)-(4.1.6).
Noter également que poufk) > 0, d'aprés la relation (4.2.31) p. 53 on a

VA

Y2 =1, 6.1.1
A(k)+B‘ | ( )

VE, tg. Ak) >0, |pp>+
ainterpréter comme le fait que la matrice de diffusion dub®(H 5 (h); H(h))

est une isométrie.
2. Ces conditions de radiation sont les versions unidimamaltes des condi-

tions de radiation de Bohr-Sommerfeld.

VAV

Tkei +Bz/h Tkeii k2—|Bz/ pkefikx/h
b T a b T
—-B —-B

Figure 6.1. Etat de diffusion)_ (k, z) pourk > 0, (& gauche) et pour
k < 0, (& droite). Sur cet exemple,(k) > 0. D’aprés la relation de
dispersion, les oscillations sont modulées suivant le sensaversée

de la barriére.

La caractérisation des états de diffusion en dimension fLg)écrire de facon tres
simple en se ramenant a un opérateur définf @awec conditions aux limites adap-
tées. Commencons par introduire une autre déterminatimmioophe de la racine
carrée qui a l'avantage d’'étre définie au voisinage compleX , ce qui sera utile
dans le chapitre consacré aux résonances.

W 6.3. Définition. On introduit la fonction suivante

| Vz siRe(z) >0
2= Vz© siRe(z) <0 (6.12)

qui est la détermination holomorphe de la racine carrée@ur iR .
Regardons a présent comment s’écrivent les conditionsiatite$ : il suffit

de remarquer que pour > 0, ¢ est en dehors dé de la forme annoncée si et
seulement sj)_ satisfait les relations suivantes :

iku(a) + hu'(a) = 2ike™ /" i\/k2 + Bu(b) — hu'(b) = 0. (6.1.3)
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Pourk < 0, les conditions correspondantes sont synthétisées par
i(k* = B)?u(a) + hu'(a) = 0, iku(b) + hu'(b) = 2ike™/" . (6.1.4)

Ainsi a l'aide de la relation de dispersion (5.1.3) p.58, @&mes de\, I'équa-
tion (6.1.3) est équivalente a:

iAE))?ua)+hd (a) = 2ike™ " i(A(k)+B)"?u(b)—hu'(b) = 0, (6.1.5)
tandis que (6.1.4) équivaut a
iAE) Y ?u(a) + hi'(a) =0 —i(A(k) + B)Y?u(b) + hu'(b) = 2ike’™®/".
(6.1.6)

6.2 Opérateur transparent. Probleme affine de la diffu-
sion

La derniére remarque motive I'introduction de l'opératsuivant :
W 6.4. Définition. Soitz € C*, z # —B, et soitT(z) I'application
linéaire continue définie par :
T(z) : H*(a;b) — C?,

u (hu'(a) + iz 2u(a); hu'(b) — i(z + B)]/Qu(b)) .

6.5. Remarque.Noter que la définition d&(z) est consistante puisque les injec-
tions de Sobolev en dimensidrgarantissent que pourc H2(a,b) les valeurs au
bord deu etw’ sont bien définies et dépendent continiment de

B 6.6. Notation.Notons pourz complexeS(z) 'ensemble des solu-
tions surla; b de I'équation au sens des distributions
(P(h) — 2)|(apyu = —h%u" + (VP — 2)u=0.

On noteraT (z) la restriction deT(z) & S(z).

6.7. Remarque.La théorie standard de Cauchy nous dit di(e) est un espace
vectoriel complexe de dimension 2. Par ailleurs, les élésnéaS(z) sontH? sur
Ja; b[, si bien que I'on a les inclusions

S(z) € H*(a;b) C L?, VzeC.
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L'application
T(2): S(2)—C% uw T(2)u

est donc bien définie et agit entre 2-plans. D’aprés lesoak(6.1.5)-(6.1.6) on a
donc

B 6.8. Proposition. La fonctiony_(k,-) est, en restriction & la
solution du systéme affine d’'inconnue&onné par :

ue S(AK)), e T(AKk))u=(2ike™/";0), sik>0

u € S(A(K), e T(Ak))u=(0;2ike*") sik <0,k* # B.

Réciproquement, si pour > 0 (resp.k < 0, k* # B), u € S(\(k))
vérifie

T(A(k))u = (0:1) (resp.T(A(k))u = (1;0)),

alorsu est, a constante multiplicative prés, la restriction dev (%, ).
Enfin, la fonctiony_ dépend continiment dec R, A(k) # 0.

6.9. Remarque.
1. En particulier la proposition dit que poar> 0, 7 () est un isomorphisme.

2. La continuité par rapport au paramétrgeut se voir en formulant I'équa-
tion différentielle linéaire suf sous-jacente de facon intégrale pour la base
canonique de&§ (A(k)), puis en utilisant 'opérateuf (A(k)).

3. Onverra dans le chapitre suivant que ce probléme homay&eeconditions
aux limites est la version affine du probléme résonant dangele\(k) est
pris complexe.

4. Noter que si I'on dispose explicitement d’'une baseSde), le calcul des
fonctions propres généralisées se réduit a la résolution slystéme affine
matriciel.

6.3 Calcul des états de diffusion sur un cas particulier

L'introduction de I'opérateur transparent permet de réslile calcul des états
de diffusion a un probléme du plan affine. Dans le cas du peterinstant sur
1, on dispose d’'une base explicite du plan, ce qui permet unlcetenplet. On
considere le Hamiltonied| () défini par

D(H|(h)) = H*(a;b), H(h)u := —h*u" + Vu, (6.3.1)
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Aol- _

Figure 6.2.Hamiltonien pour le potentie¥|.

ouV| € L* est donne par (cf. figure 6.2) :
V‘(T) =Ag- Il[a;b}(.T) + B(x —b).

En effet, en tant que perturbation compactefig(h), on déduit, avec les ré-
sultats de la section 1.2 podf(h), I'existence d’un principe d’absorption limite
et d'un développement en fonctions propres généralisées.

On a alors I'asymptotique suivante pour les fonctions memgeénéralisées :

W 6.10. Proposition.Pour le Hamiltonient| (h), les fonctions propres
généralisées s’écrivent localement uniformément en 0, lorsque
h—0:

2ikekalh

—S(z—a)/h 1 —2S5(b—x)/h
s _ i © (1+0(e )

Y (kyz) = —

b

avecsS := v/Ay — k2 et pourk < /B par

Qikjeikb/h
S +ik

ou cette foisS := vAg — k% + B.

’L/),(—k;x) _ eS(mfb)/h,(l + 0(6725'(,7“,7(1,)/17,))

)

On s’intéresse aux énergigse [A,; A*] C]0; Ag[, A étant relié & par I'équa-
tion de dispersion (5.1.3) p.598— X\ = A(k). Les fonctionsy)_ sont données a
la constante multiplicative prés, (u; = 2ike’™ /" sik > 0, et = 2ike™/h s
k < 0) par le systeme

*h‘Q’(p* (, ')” + (Ao — A(k))yp—(k,-) = 0. (6.3.2)
' T Y—(k,) = (1;0)  sik > 0, (6.3.3)
' T Y— (ky ) = (0;1)  sik < (6.3.4)

Dansla; b] on décompose_ sur la base ci-dessous :
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P (k,z) = ageVhoAr/h Lo e=VAe=Aa/h e .
Posant (cf. (5.1.3))
A=Xk), S:=+Ao— A, Lg:=exp(Sa/h), Ly:=exp(Sb/h)

les relations (6.3.2)-(6.3.3) se traduisent par un syst@ém@aire sur(a.; o) dont
la matrice est

(S +ivX) Lg —(S — VNI, ) , (6.3.5)

Alh) = ( (S—ivVA+ B)Ly, —(S+ivVA+B)L;"
et de déterminant :
det A(h) = (S — iVA)(S —ivVA+ B)L — (S +iVA)(S +ivVA+ B)L ™

ou I'on a posé
L:=LyL," =S/t

On remarque ensuite que pdur> (0 assez petit on a
D(h) := det A(h) ~ (S~ iVA)(S — ivA+ B)ed-al/h, (6.3.6)
—

et ceci uniformément eh € [A,; A*]. Ainsi, A(h) est inversible et les coefficients
(aq; ) sont alors donnés, compte tenu de la normalisation (6(8.3)3) et
modulo i, respectivement pout > 0 etk < 0, par les premiére et deuxieme
colonne deA~!(k). Un calcul direct donne

A(h)1_L((5+é\/>\+B)Lb1 (Siﬁ)Lal)
" D)\ —(S—iVAFB)Ly, (S+ivVNL, )’

D’ou I'on tire pourk = /X > 0, en écrivant selon (6.3.6)(h) = d(h)eS(-a)/h

-1, ika/h
S (s AT Bt

+ (S — iV + B)e S/t

P (Vaz) =

(6.3.7)
etpourk = —vA+ B <0:

2k b)/h : S(z—2a+b)/h
P (—VA+ B;z) = d(h) (S — iV N)eSE 0/ 4 (G 4 4y/\)e S@-2atb)/h ]
(6.3.8)

Factorisant (6.3.7 pard 5(#—t)/" et (6.3.7) pare®(*~®)/" on obtient, utilisant
I'équivalent (6.3.6) les expressions asymptotiques tnm&s en\,z poury_,
lorsqueh — 0 :
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Qéﬁeiﬁa/h 5

C(Whiz) = =2V oSama)/h(1 4 (e 250-D)/h)) (6.3.9
VA S—ivA (140 ). (639

2V A + BelVATBY/h
(~VA+Bjz) = - S@=b)/h (1 L O(e25@—a)/hy).
vt ) S_isB (1+0( )

6.11. Remarque.

1. On constate que I'onde représentéeypaiarrive a I'entrée de I'lle avec une
amplitude d’ordre 1, tandis qu’elle est exponentiellen@nortie a la sortie
de I'lle au tauxe 5(-9)"  c'est-a-dire par le diamétre d’Agmon de I'le &
I'énergie ).

- (VX )P

Figure 6.3. L'onde représentée pat)_, qui est exponentiellement
amortie dans I'lle, se concentre au bord.

2. L'équivalent (6.3.6) obtenu uniformément ere [A,; A*] est encore valable
pour A devenuz appartenant a un voisinage complexale [A,; A*]. On
verra dans le chapitre suivant (prop. 7.2) guest une résonance podi(h)
si et seulement gD (h) = 0. Ainsi on a prouve qué?|(h) ne possede pas de
résonances dans

3. Cette expression asymptotique permet de calculer latdeatigtats locale
pour cet Hamiltonien (cf. prop. 10.12, p.106). A la limite— 0, on s’attend
a ce que la densité soit nulle dans I'lle puisque la barrigéteupe région
classiquement inaccessible. Néanmoins, il y a accumulat@ocharges au
bord de I'lle : c’est 'effet de peau.
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Résonances quantiques en dimension 1

Dans cette partie, on introduit trés sommairement la nadi@méso-
nances et on indigue un moyen de les détecter dans notréigitua
unidimensionnelle. On verra en particulier que cela se nen& la
guestion de l'inversibilité d’'un opératenon auto-adjoindéfini surl
avec conditions aux limites dépendant du parameétre sheCimafait
également le lien avec les états de diffusion définis danbdeitre
précédent, et a la fin du chapitre, on complete la preuve donegi16

p. 41.

7.1 Plusieurs approches

Il'y a différentes facons de présenter les résonances. &nlafn que la notion
de résonance soit connue depuis longtemps (années 30rgneietie-ci est assez
difficile & définir.Grosso modoon peut penser les résonances comme les mémoires
de valeurs propres plongées d’un Hamiltonien perturb,. &x [ReSi4] ou cet as-
pect est abordé sur I'exemple de I'absorption de lumiéraipatome d’Hélium.

Une premiére approche consiste a recourir aux dilatatioal/éques, cf. par
exemple [HiSi], chap.12 et 16, qui reprend le point de vuel&teur de Combes
dans sa these et I'approche de Aguilar-Baslev-Combes, ghgBaCo], ou encore
[ReSi4], pp.51 et suivantes. On peut brievement dire quepsiocipe consiste a
conjuguer I'opérateur dont on cherche les résonances jgafaonille a parametre
analytique de transformations linéaires, ce qui permegégéader la coupure spec-
trale. Ainsi on fait apparaitre dans la région spectralevatbement accessible les
pdles du prolongement méromorphe de la résolvante : ce semésonances, cf.
figure 7.1. Il est remarquable que ces pdles ne dépendentepasdéformation.
On peut également rattacher a ce type d’approche la métlieddecboite noire de
Sjostrand et Zworski.
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On peut adopter aussi le point de vue de Helffer et de Sjaktrewir [HeSj1].
L'idée cette fois est de conserver le méme opérateur, maigicke opérer sur
d’autres espaces. En outre, I'article de A. Martinez et Aarbar-Benbernou [LaMa]
propose une version quelque peu simplifiée qui n'autorigedgfiormations en de-
hors d’'une partie compacte de I'espace des phases. Pouyniese des diffé-
rentes approches, on pourra se reporter a l'article deételfaartinez [HeMal].

Toutes ces méthodes ont été jusqu’a présent appliquéesinlaadre purement
semi-classique conduisant a des asymptotiques parfeipréeises des résonances
exponentiellement proches de I'axe réel (Helffer-SjgatrdMartinez-Benbernou).
Ces estimations nécessitent toutefois une régularité’qnané peut espérer dans
le contexte non-linéaire qui nous intéresse, qui plus est &vprésence d'un po-
tentiel quantique. Enfin, le cadre de la physique du soliddaanodélisation uni-
dimensionnelle par des barrieres franches est pertiniiee & adopter une me-
thode plus explicite : celle-ci consiste a ramener le prokléur la droite réelle
a un problémes aux limites sur le segmenb| dépendant du paramétre spectral.
Néanmoins certaines techniques de Helffer-Sjostran&jHdHeSj2], ou Gérard-
Martinez, [GeMa], notamment, telles que I'approche pédtive (cf. chapitre 15),
sont reprises ici afin d’obtenir une bonne asymptotique éesnmances.

Imz Imz

\ C \ C

>y
o
>

A = Re(z)

Figure 7.1.Dans la zone en blanc, on peut calculer le prolongement
méromorphe de&k(z; h) : les pdles apparaissant sont les résonances.

7.2 Comment détecter les résonances ?

Une fagon de définir les résonances d’'un opérateur condesevbtenir comme
valeurs propres d’'une déformation complexe de celui-@eltrouve que ces va-
leurs propres (qui ne sont pas a proprement parler des sglenpres pouf (h))
sont & une distance d’ordie ¢/ de I'axe réel, et que les singularités des ré-
solvantes associées ont un effet sur I'évaluation de oextajuantités spectrales
associées &/ (h) (cf. notamment la formule de Breit-Wigner [ReSi4], ou liek
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de [GeMa])).

Les résonances apparaissent lorsque I'on fait opBfér, pourt > 0, sur
lespacel? := L2(xR + ¢ (1 — x)R), ol la fonctiony est une fonction plateau
valant 1 sur le support dé.

B 7.1. Définition.On appelle résonance dé(h) toute valeur propre
de I'opérateurA non borné sur.? et défini par :

D(A) ={uc L}|P(h)u € L}}, Au= zu.

On verra que ces valeurs propres ne dépendent ni du paraméiree la
troncaturey. En pratique, cela revient a chercher les solutions digtabs surR
de I'équation

P(h)u = zu, z¢€C,

et qui s’étendent holomorphiquement sur un voisinage de lféel.

Dans notre cas, on remarque qu’en dehors du suppoyt deest combinaison
des modes exponentiels :

1/2

u(@) = et 70 4 u,efizu%, (= —o0 (7.2.1)
u(¢) = )\+e+i(z+B)1/2C —|—,u+efi(Z+B)1/2<, ¢ = +00, (7.2.2)

ou I'on a choisi la racine carrée définie dans la partie 6.1hdyitre précédent,
holomorphe au voisinage d& .
De cette forme explicite, il est immédiat de voir quedéfinie pour¢ réel a
encore un sens poygrnon réel par prolongement holomorphe.
La conditionu € L? permet de sélectionner les modes admissibles. Afin d’expli-
citer cela, on pose
(=¢'z, z€R |z|—= oo

Puisque 'on cherche les résonances proches de I'axe raat@gu— 0, on fixe
donct > 0 et on suppose que l'on a

<2t, zeC, t>0. (7.2.3)
Re z

On distingue alors suivant le signe de la partie réelle.de

Imz

B B < Rez < 0. Dans ce cas il convient de poser :
z:=re' a=n4+6, |9 <2 0<r<B.

(attention a la détermination de I'angle), et on étudie Importement a I'infini de
la fonction«(¢). Un calcul direct donne :

Re (7\/§+C) = Re (em/Q\/Fem/Qeitm) = —v/rzcos(t+0/2), Re(() — —oo,
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tandis que pouRe({) — +o0, (z+ B) est un complexe de partie réelle strictement
positive. Posons alors
24+ B:=p, p>0, |d|< g
Par suite
Re (z(z + B)I/QC) = Re (ei”/Q,oem//Qe”:v) = —zpsin(t + o' /2),
ol 'angle«’ est controlé pa2t. Comme onu € L2, cela impose

U = eiizwc.
1(¢) RO o0 "

B Rez > 0. On pose dans ce cas :
z:=re' €] - 2t;21]

Puisquez et z + B sont de partie réelle positive, on est ramené au premier
calcul du cas précédent poute z| — oc. On conclut immédiatement

)

u(() = AeHizHB)%C

et par symétrie

_ 77:Z1/2<
“(C) Re(¢)——oc He '

Figure 7.2. Détection des résonances.

Ceci appelle deux remarques importantes

1. L'onde planeu est ainsi caractérisée par le fait de ne pas posséder de com-
posante entrante, au sens ol pAdrC > 0, u est de la forme+i=+8)""*¢,
et de la forme:—#(*)""*¢ pour Re ¢ < 0.

2. Une fois révélée pour une valeiotu paramétre, ni la fonctiomni le nombre
z ne dépendent du choix de> t.
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7.3 Opérateur avec conditions aux limites résonantes

Il se trouve qu’en dimension 1, cette condition aux limit&sst trés simple-
ment. On énonce :

W 7.2. Proposition.Soit H (z; h) 'opérateur non borné fermé défini
sur L?(a, b) par les conditions dites résonantes

D (H(z;h)) = {u € H*(a,b) | iz'%u(a) + ha!(a)) = 0,
i(z 4+ B)"2u(b) — hu'(b) =0},

et H(z;h)u = P(h)u.

Alors z est une résonance dH (h) si et seulement si 'opérateur
H(z;h) — z n'est pas injectif.

Preuve.Le sens direct a été établi. Réciproquement,saite solution non triviale
de I'équationH (z; h)u = zu. Etendons: a toute la droite réelle par continuité par
les modes exponentielsia)e 2"/*(@~0)/h pourz < a etu(b)etiC+B)*(@-b)/h
pourx > b.

Il est immédiat qu’on définit en fait par ellipticité un pralgementH? . deu
qui vérifie P(h)u = zu, et c’est bien un élément de’. [ |

W 7.3. Définition. Un élément, € D(H(z;h)) vérifiant I'équation
H(z;h)u = zu est appelé état résonant associé a la résonance

7.4. Remarque.
1. Entermes de I'opérate((z) introduit dans la définition 6.4, on a donc :

D(H(z;h)) = KerT(z).

2. Par définition un état résonant est un élément non triaD@dH (z; h)) N
S(z). CommeT (z) est la restriction d&'(z) a S(z), la proposition 7.2 dit
que z est une résonance si et seulemenf &) n'est pas injectif,ce qui
équivaut a sa non bijectivité, tandis que la propositionr&@s dit que pour
A > 0, T(X) est bijectif.

3. Un état résonant est donc un élément du noyau de I'applicat z). Comme
celle-ci n'est jamais identiquement nulle (regarder somoacsur la base
canonique deS(z) pour données de Cauchy ey son noyau est toujours
contenu dans une droite vectorielle §iez) : deux états résonants associés a
la méme résonance sont donc liés. Autrement dit, la muiigliyéométrique
d’'une résonance est toujours égale @n verra que ce n'est pas le cas de la
multiplicité algébrique(cf. corollaire 15.4.3 p. 191).
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4. Entermes de projecteurs spectraux, on peut égalememit ¢kfiotion d’'état

résonant généralisé comme un élément du projecteur sigssoié a I'opé-
rateur A introduit précédemment. Le point 6 ci-aprés garantit eateft’'a
h > 0 fixé, les résonances forment un ensemble de points isolés.

. Cela pose le probléme de la diagonalisabité de I'opératewalors que

celle-ci est acquise dans la situation non-déformée, dquae®-adjointe.
D’ailleurs des cas d’existence de blocs de Jordan en été mévieence
dans un cadre semi-classique, voir p.ex [Am-Se] ou [GrMalea]quantités
spectrales pertinentes, car robustes sous perturbatinhles sous-espaces
caractéristiques (qui sont bien les sous-espaces progmedalsituation non-
déformée), obtenus comme images des projecteurs spectraux

. On peut voir que la non-inversibilité d&(z) équivaut a I'annulation d’'une

fonction holomorphe: — F(z) : par exemple, on peut considérer la base
de S(z) de solutions{ug(z,-),u1(z,-)} vérifiant les conditions de Cauchy
suivantes en: = a

& o
wuz(za ')\:B:a = 5i,_ja 1,7 € {07 1}7
et la matriceM (z) de 7 (z) s'écrit alors sur cette base

12

1/2 h
A“”:(muamu+3r%m@m muamw+BV@u@w>'

Il reste a voir que cette application matricielle est holgphe. Pour cela, en
posant pout € C, etz € [a; D]

20) Aem= (w0 )

on sait qud/(z, -) est déterminé par I'équation au point fixe :

uo(z, ) uq(
ug(z, ) uh

Ue.a) = (

Ulz,z) =1+ /T A(z,8)U(z,s)ds.

La méthode des approximations successives et la dépentalwaorphe
de l'intégrande (dominée localement uniformément par aepdpz par une
fonction L.) donnent que la fonction matricielle :

C— My(C), z—Ul(z,b)

est entiére, et avec le point 3 ci-dessus, on conclutggst une résonance si
et seulement si annule la fonction holomorphe— det M (z).

. En pratique, I'équatiodet M (z) = 0 est rarement exploitable, dans la me-

sure ou elle exige la détermination explicite d’une baseotigions dépen-
dant holomorphiguement de Toutefois, dans le cas de potentiels simples,
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comme par exemple le cas du potentiel constant/s{r.65 et le point 2.
de la remarque a la fin du calcul), ou celui de la charge poletdans un
champ de potentiel constant (section 7.5), c’est préciaéreite approche
qui est suivie.

8. Enfin, pour faire le lien avec les calculs des fonction$z, ) du chapitre
précédent, 'ensemble degpour lesqueld’(z) s’annule correspond a I'en-
semble exceptionnel des pdles des fonctions méromorphesp. a cause
de la normalisation adoptée, et du fait que ces coefficiemsrsliés par un
systeme linéaire a coefficients méromorphes. Cela reviadopter le point
de vue des résonances comme pdles de la matrice de diffusion.

7.4 Lien avec l'opérateur H (h)

Pourz non réel, la question de la résolution de I'équatiét{h) — z)u = f,
ou f est supportée dankpour I'étude de la résolvante sili non déformé, ou
f = 0 pour la recherche de vecteurs propres sur I'esgdcgéformé, conduit a la
sélection de certains modes exponentiels admissiblesitlddnc y avoir un lien
entre ces deux problemes. C’est effectivement le cas pelisqu

B 7.5. Proposition.Pourz € C, I'm z > 0, on a la relation suivante
1 (H(h) —2) ' = (H(z:h) —2) ",

Autrement dit,pourf dansL?(I) (et prolongée par zéro en dehors de
I), la restriction a7 de la solution a I'équatiof H (h) — z)u = f sur
L?(I) est(H(z; h) — z) " 'f.

7.6. Remarque Ainsi pourz non réel, et sur I'lld, les opérateur# (h) et H (z; h)
sont interchangeables. C’est pourquoi on emploie égalepumir les conditions
résonantes le terme de conditions transparentes. Celapdenraiter simultané-
ment la résolvante d& (h) et les résonances.

Preuve.Considérons I'équation
(H-2u=f z€eC, felL*I). (7.4.1)

On voit gu’en dehors dé, puisque les parties imaginaires ¢& et dev/z + B
sont positives et qué¢ est supportée darfsqu'il faut éliminer les modes exponen-
tiels entrants dans I'expression de la solutiorPar régularité elliptique, on sait
quew estH? sur tout compact. Il en découle que cette fonction est dasseine
de H(z; h) et qu’elle résout le problém@’(h) — z)u = f. [ |

PourIm z < 0, la sélection des modes exponentiels admissibles en dehors
du support dé” pour la solution de (7.4.1) conduit a considérer |'opénataiec
conditions aux limites spécifiant 'absence d’onde sogaati anti-résonantes :
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W 7.7. Définition. Soit H'(z; h) I'opérateur non borné fermé défini
sur L?(a, b) par les conditions dites anti-résonantes

D (H'(z;h)) = {u € H*(a,b)| hu'(a) — iv/zu(a) = 0,
hu'(b) +iVz + Bu(b) = 0},

et H'(z;h)u = P(h)u.

De méme que pour la proposition précédente, on montre

B 7.8. Proposition.Pour Im z < 0,0n a:
1 (H(h) —2) "y = (H' (23 h) — 2) .

Il est facile de relie’(z; h) a H(z; h) :

B 7.9. Proposition.PourImz < 0,etRez > 0,0n a
H'(z;h) = H(z;h)*.

Preuve. Il suffit de remarquer que dans le premier quadrant du planptsde,
(cf. figure 3.2 p.35), on §/z = /z. Enstuite pour calculer I'adjoint déf (z; h),
il suffit de remarquer que la forme linéaifé' (1) > u — wu(a), Nadmet pas de
prolongement suf.?. [ |

Bl 7.10. Corollaire. Pour tout réelx > 0, les opérateurg§ H (\; h) —
A)~tet((H(Mh) — A)~1)* sont de type Hilbert-Schmidt, et sont des
fonctions continues dk.

Preuve.En effet, il suffit d’écrire poue non réel,/mz > 0ets > 1/2:

(H(z:h) —2)"' = Wp(H(h) —2) '
= Mr{z)* - () (H(h) = 2)"(2)"* - (2)°1p,

et d’appliquer le principe d’absorption limite (corollaiB.17), 'opérateufz)*1;
étant borné, et le membre de gauche étant une fonction hghvasur un voisi-
nage complexe de— B; oo (cf. corollaire 15.18 p.191). Quant a f'adjoint, utiliser
que l'idéal Hilbert-Schmidt est stable par adjonction. |
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7.5 Calcul explicite sur un exemple

Dans cette partie, on donne un calcul explicite de résomsasuweun cas parti-
culier, ce qui permet de mettre en évidence les propriétésums résumees apres
la proposition 7.15 p.82.

M 7.11. Notation.Soitc €]a; b] et Ey > (0. On pose
V(z) = Eo - 1a;b] — 2qhd,—, (7.5.1)

Ey, q, étant des constantes positives donnéég-etdésignant la mesure de Dirac.
Il faut bien entendu comprendre la définition de I'opératewrd? /dz? + V ci-
dessus au sens des formes(cf. [ReSi2] sur cette notios);&'dire ici au sens de
H'(a;b) :

b b
_ _ _1b _
Yu € H'(a,b), / hap'ha' + / (V — Eo)¢u — h [hy'a], = 2qhy(c)u(c),
‘ ‘ (7.5.2)
équation obtenue en multipliant (7.11) paet en effectuant une intégration
par parties.

Y

0 a e b T
—2hgq

Figure 7.3. Potentiel avec puits ponctuel.

7.5.1 Remarque préliminaire sur le probleme sur la droite r&lle

On peut chercher les valeurs propres de la réalisationadjtinte surl?(R)
de I'opérateur avec le potentiel ci-dessus étenth) éest-a-dire :

—h*Y" + [Ey — 2qhdp_c]p = Mp, =z € R. (7.5.3)

On obtient directement

P = aieY FEo—A(z—c)/h +a_eV Enf)\(avfc)/h7 < c
Q,b = b+e\/m(’r7(’)/h + b,ﬁ’im(mfc)/h" x> ec.
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On a alors, puisque la solutidr doit étre dand.?,
a_ = b_|_ =0.
Par ailleurs, la condition de saut en= ¢ de la dérivée se traduit par les équations

a+:b,

—b_\/Ey — M\h—as\/Ey— \/h=—2q/hb_,

d’ou la condition spectrale :

—2VEy—\=gq, ie X=Ey—q’

(0

Y

0l c T

Figure 7.4.Décroissance exponentielle des fonctions propres.

Revenons au probleme initial : si I'on tronque le potentielsegmenta; b],
I'ellipticité du probleme suggere que le spectre ponctuettle peu (cf. chapitre 12,
théorémel2.9). Si I'on se souvient par ailleurs que lesnasces sont les mé-
moires de valeurs propres plongées, il est naturel de femliblypothése suivante :

W 7.12. HypothéseOn suppose quiy := £y — ¢> > 0,
et de chercher une résonance prés de I'énéevgie

7.5.2 Calculs

Compte tenu de ce qui a été décrit dans la section 7.3, on aleuler explici-
tement sur ce cas particulier une base de solutions de €esjfa ), pour A devenu
z complexe , et écrire la matrice de I'applicati@r(z) introduite, le parametré
étant pris ici égal a zéro.

Explicitons une base dg(z) : siy € S(z) alors vérifie

—h*" 4+ (Ey — 2)yp = 0, r €la,b], z#ec, (7.5.4)

°0n peut noter que la fonction associée décroit exponeattielht par rapport au parametréh
dans les régions elliptiqudd” — X > 0}, cf. figure 7.5.
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avec les conditions de raccord en= ¢ dues a la présence du potentiel ponc-

tuel (reprendre la formulation variationnelle (7.5.2) tguation différentielle, et
décomposer l'intégrale siu; c[ et]c; b[), on a

Ble) = le) = h(o). (75.5)

h' () — bl () = 209 (c) (7.5.6)

que I'on réécrit plus symétriguement
hp'(ch) = b’ (c7) = —q[9p(cT) +4p(c)]- (7.5.7)

H 7.13. Notation.On pose pout € C,

=VEy—z L=L(z) =00/ g.— Z_ ‘ €)0; 1],
—a

et (+(z2) := S(z) + iy/z, la racine carrée ici désignant la racine
usuelle holomorphe ramifiée shr_.

Noter que pour = Ao, S = ¢, Si bien que poue voisin de), (+(z) # 0,
S + g # 0. Passons aux calculs :

1. Pourz €]a; c[ ¢ est de la forme

p(z) = A_e 1D ALen®) AL €C, (7.5.8)
et . <
Y'(x) =SA_e n(e®) — G4 en(c2) (7.5.9)
2. De méme, pout: €]c; b[, ¢ s'écrit
$(z) = Boer @9 1 B e 2@ 9 B, eC, (7.5.10)
et < <
h' (z) = SBoen (¢ — §B_e¢ % (@), (7.5.11)
3. Les conditions de raccord (7.5.5) et (7.5.7) s’écrivefinige de (7.5.8)-
(7.5.11)
A +A_-B,-B_ =0 (7.5.12)

S+9Ar —(S—qA-+(S+¢By —(S—¢)B_-=0. (7.5.13)

Ce systéme est visiblement de rang 2, on prend comme incepnneipales

par exempled, etB,,. A . B_ devenant des parametres. On trouve alors

que A, etB, sont donnés par

Ay = 1/2(w+1)B_ +1/2(w — 1)A_, (7.5.14)
B, = 1/2w+1)A_+1/2(w—1)B_, (7.5.15)
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w étant défini par
S—q
W= —.
S+q
On choisit alors la base de solutiotis et ¢» données respectivement par
(A_,B_) =(1,0) et(A_,B_) = (0,1) ce qui donne poup; :

q S
A =1, B =0, Ay =—"—=-03, B, =—=:q,
* S+q b T S+y¢ “
(7.5.16)
(noter quex + 3 = 1), et pouryy; :
A =0, ,B. =1, A, =a, By=-p. (7.5.17)

4. On calcule les matrices des formes linéaifes— hy'(a) + i\/z1(a) et

1 — hi)'(b) —iy/21p () sur la basg 1,12}, dont les éléments sont connus
explicitement. Cela donne la matrice de I'applicatibfz) sur cette base, a
savoir :

( L% + BLOC —aLf )

(J/,L]iec, 7L9714+ 7BL]79C7

5. La nullité du déterminant de cette matrice traduit le dai¢ 7 (z) n’est pas

injectif, c’est-a-dire que: est une résonance (point 2. de la remarque 7.1.
p.73). Un calcul direct donne, en utilisant qluiel . = F), puis en divisant
parL,

CL 24 BB (L7 + L2070y 4 (82 — ?)2 =0 (7.5.18)

Multipliant I'équation parS + ¢, et revenant aux définitions de et de s
(7.5.16), on obtient enfin

- ¢°Eo —20 —2(1-0) Ct ’ -2 _
q S(z)+c—2<L +L )+ &) LP=0 (@519)

7.5.3 Analyse asymptotique de I'équation (7.5.19)

Comme suggéré dans I'analyse du probléme sur la droiteréeatiere, plagcons-

nous alors dans I'ouvert

U(h) = {Z eC, ‘ ‘Z — )\0| < h}, A =VEy— q2.
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Posant
2
F(z):=8(z)—q, G(z):= qz@(L% + L7200 4 (2—+> L2, (7.5.20)
I'équation (7.5.19) s’écrit :
F(z)—G(z) =0, (7.5.21)

et on applique ensuite le théoreme de Rouchd&&ur) : on voit immédiatement
queF()\g) = 0 et que), est la seule racine deé dansU (h). Par définition deS,
surgU (h) on a pourh > 0 assez petit uniformément en

5(2) = S(h) + O(h) = g + O(h),
et par suite on obtient aussi
I — ¢S@b—a)/h _ ,0(1) S(o)(b—a)/h

. h—0. (7.5.22)

Comme
Ca(2) = Ce(No) + O(h) = g £ i/ Ao + O(h) (7.5.23)
on déduit que

G(z) =0 (e* mi“(”(AO)/”(‘3*”’)?23(’\0)/”(”*“”) , VzedU(h) (7.5.24)
tandis que pouh assez petit, par analyticité :
F(z) = F(z) — F(X\) = F'(Mo)(z — M) + O(h?), h —0. (7.5.25)
PuisqueF’(X\g) = 1/2g # 0,0n a
|F(2)| > |G(2)|, Vze€dU(h), h—0. (7.5.26)

et on déduit que :

Il y a exactement une résonance déng).
En outre, une analyse directe de (7.5.19), réécrite sousrzef
S—q=0G(2)
donne a l'aide de (7.5.24) et du principe du maximum :

S=q+0 (e* min(QSO(r:fa,)/h,;QSO(bfc)/h,)) . VzeU(h).

Commez = Ey; — S?, on obtient finalement
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B 7.14. Proposition.Soitz, I'unique résonance autour de . Alors

5 =FEy— >+ 0 (e* min(2\/E‘nf/\n(cfa)/h;Q\/Enf/\n(bfc)/h))

En particulier, la résonance est de partie imaginaire exgutielle-
ment petit&.

Poursuivons le développement asymptotique. On écrit sim@ht que

S(z) = q + G(2)

puis en élevant cette égalité au carré :

z=Ey—q° = 29G(2) + G*(2),

que l'on réécrit, utilisant (7.5.24) :
3
efmin(2\/Eo*)\o(cfa)/h;Q\/En*/\n(bfc)/h) (Z B (EO - q2)) _ 72q—E‘0(1 + 0(1))

2 (2)

Prenant la limite quandl tend vers zéro, on obtient que le membre de droite de
I'équation ci-dessus tend, puisque— \g, vers

3
.= —2q (i> (g+¢* — Eo + 2/ Ey — ¢2).

Ey
Ainsi
W 7.15. Proposition.On a

(&

4
Zy NO EO _ qZ + 2q_a *min(2\/Eong(cfa)/h,;Z\/Eof)\O(b,c)/h)’

h— Eg
ou
a=(Ey—q—q¢*) —2ivVEy — q2. (7.5.27)
En particulier, la partie imaginaire de est négative. |

Cet exemple a mis en évidence les propriétés résumées ici :

1. Décroissance exponentielle des fonctions propres diéme de Dirichlet.
Ce fait sera précisé dans le chapitre 11.

®0n peut préciser : la quantitéin(v/Eo — Ao(c —a); vVEo — Xo(b — ¢)) S'interpréte comme la
distance du puits au bord de I"lle pour la métrique d’Agmdrsection 8.2 du chapitre 8, et aussi le
corollaire 15.18 p.191.
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2. Les résonances sont de partie imaginaire exponentiiiepetite et néga-
tive. Ces résultats sont établis dans les propositions31s.191 et 15.22
p.191.

7.16. Remarque Si au lieu de considérer I'opérateflii, on s’intéresse aux formes
linéairesy — 1 (a) ety — 1(b), on obtient la matrice

(S + q)efHL/h _ qeeh/h Se(lfa)h/h
SefL/h (S + q)e—(l—ﬂ)L/h _ qe—(l—())L/h, )

et la nullité de son déterminant se traduit par I'équation
S—q+ q(€720L/h + eQ(lfﬂ)L/h) . (S + q)672L/h =0,

éguation dont les racines sont les valeurs propres du pnetdé Dirichlet. Par rap-
port au probléme sur la droite réelle, on a donc une fluctnaigonentiellement
petite des valeurs propres du méme ordre que le terme résiel@ proposition
précédenté.

7.6 Fin de la preuve de la proposition 3.15

On termine ce chapitre par la preuve d’une version faibleatuaidr point pré-
cédent, et qui permet de compléter la preuve de la propos3titb du chapitre 6.

W 7.17. Proposition.SoitA € R*, A > — B etw € L%(a;b) tel que
w € D(H(X\h)) et (P(h)—XNw=0 sur]a;b[.
Alorsw = 0.
Preuve.Par hypothése on a
Im(((H()\; h) — )\)111,11)>Lz) =0,

mais par ailleurs, cette quantité vaut apres intégratiorppeies (licite canw €
H?), et en utilisant les conditions aux limites

h
Im [; (()\ + B)'?|w(b)|? + )\]/2\111((1,)\2) - A+ ||h,w'H%2},
et on obtient la relation suivante :

0=—h [Re(A + B)Y2|w(b)? + ReAl/ﬂw(a)\?} .

"Cette erreur est de I'ordre @& 250/" | S, s'interprétant comme la distance d’Agmon du puits &
I'ensemble des points ou le potentiel a été modifié.
8Le calcul détaillé est fait dans (14.1.2) p.160.
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Comme est réel et ques > —B, le terme entre crochets est somme de deux
termes positifs ou nuls. En particulier, puisque- B > 0, |w(b)|?> = 0, et a cause
des conditions mixtes homogenes définissant le domairfé(deh), w'(b) = 0.
Ainsi, w est solution d'un probléme de Cauchy standard avec donniiadeis en

b nulles. Cela démontre la proposition. [ |
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Méthodes d’énergie (Agmon)

Dans l'image de la mécanique classique, si un systéeme ac@tiser
possede une énergie mécaniqueonnée, on sait que les régions de
l'espaceV > E, dites classiquement interdites ne lui sont pas acces-
sibles. En mécanique quantique cependant, le support dadadn
d'ondew solution du systemé/u = Ewu peut rencontrer les régions
classiquement interdites : c’est ce que I'on appelle courant I'effet
tunnel : au niveau quantigue, une particule peut passereansgions
classiguement inaccessibles. Néanmoins, a la limite, attesd a ce
que I'on ait :

/ lul> = o(1), h— 0.
V>E

La méthode d’Agmon (cf. [Agl], ou [He] [DiSj]) permet notanemt

de quantifier ce résultat. En fait, de facon plus génératte oséthode
fournit des estimations a poids pour des problémes ellipgcdu type
Hu = f avec conditions aux limites. On développe ici cet aspedt, qu
sera utile tout au long du travail. On donnera ensuite urie dérco-
rollaires.

8.1 Le point de départ

Le point de départ est I'identité suivante :

B 8.1. Lemme.Soit{) :=]a;B[C I = [a;b], V une fonction dans
L*>(9), z un nombre complexe et une fonction réelle lipshitzienne
sur [a, (], et P := —h2d?/dz? + V. Alors pouru;,us dans H?((2)
on a, en posant; := %/, :
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8 8 B
/ e2<p/h,(P — 2)ujtisdz _/ hv’lh@éd;p + / (V—-2z- (pl2)v]@2d$

B
+/ he' (vivg — v10h) d

2 ( PO/ () EQW(ﬁ)/h“’]aQ(ﬁ)) .

Rappelons encore que par les injections de Sobolev, learsadel bord de:, v’
pouru € H?(Q) sont bien définies.

Preuve. |l suffit de partir de la relation de conjugaison suivante

d d
plhp Z o o—wlh o !
¢ dmp dr

et d’écrire ensuite

B B
/ eQW/h(P — z)urugdr = / [P‘p/h’( )Pﬂp/h} v1v2dT
0]

B
o(hd/dz — ¢')?v; + / (V = 2)vy09dx

-/
g
= / ( —) v + / (V -z — (plQ)'U]’DQdLE
(6] e%
b d
+ / h(pv]vng—l-/ voh— (¢'vy )dz.
o o dz

On effectue alors une intégration par parties sur les pireetidernier termes du
membre de droite de la derniére égalité. On obtient :

8 p s
/ e?(p/h(Tiz)uleIqu; = / hq)]hq)QdT h? [7)27)1]
Ja T
8 B
+ / (V—z—¢'2)v1v2d$+/ hip' vy vada
«

«
b B
— / h(p”l)] 17’2 dr + h[(,O,’U] 62]04’
Ja

et utilisant que
h = e?!? (Q'uq +u)),

on obtient I'identité annoncée aprés regroupement desterm |
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8.2. Remarque Cette formulation variationnelle de I'équati¢® — z)u = f avec
conditions aux bords est utile pour établir I'existence aedsolvante, ainsi que
pour obtenir des estimations a poids exponentiel. Paugdlei le poidsy satisfait
une équation eiconale adéquate, on peut obtenir des estisate la norme !
dee?/Mu. La présence du paramétkeincite a introduire une norme adaptée pour
toutes ces estimations.

W 8.3. Définition.Pourw € H'(I) et0 < h < 1, on pose :

\uﬁ,h = |ults + |h'|7,, ‘“g,h = |ul3s + |h'|3s + [W2u"|7,.

On définit ainsi des normes équivalentes &lir et H? aux normes
standard.

8.4. Remarque.Signalons que I'on a les inégalités :

W <1 ljn <1 lgs, VjEN (8.1.1)

8.2 Metriqgue d’Agmon

W 8.5. Définition.Soit2 un ouvert deR etV une fonctionL*°e surf?,
et une énergie\ € R. On appelle métrique d’Agmon pour le potentiel
V et 'énergie) la métrique (dégénérée)

ds* := (V — \)pdz?

et on noted la distance associée :
Yy
Vo) €02 o<y dloyViA) = / V() =N, do

(échanger les bornes si > y). On omettra éventuellement dans la
notationV et A s'il n'y pas d’'ambiguité.

Ainsi définie, pourr fixé, d(z, -) est une fonction dg qui estiv > et qui satisfait
I'équation eiconale

¢ (y) = (V(y) — N+ (82.1)
8.6. Remarque.

1. Si F désigne une partie d@, la fonction distance a la parti# jouit des
mémes propriétés de régularité et satisfait la méme équeatmnale que

(-, {x}).
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2. Comme toute distance (méme dégénérée), la distance digex a F' est
une fonction lipschitzienne, remarque qui sera utile pauige (cf. preuve
dei) du théoréme 11.4).

3. Il'y a une confusion dans la terminologie : usuellementr(go ex [Ag2]
ou [HeSjl]), on désigne par puits, I'énergieétant donnée, les ensembles
0, := {V < A}. Ainsi, la métrique d’Agmon est dégénérée dans les puits.
En particulier chaque composante confed@0),, est de diamétre d’Agmon
nul.

4. Dans ce texte, on a fait le choix d'appeler puits I'ensenibt (cf. cha-
pitre 1). Cependant, il est bon de remarquer que padans[A., A*], on a,
pour les puits de potentiel relatifsi&?, au sens usuel, l'inclusio®, c U"

(cf. figure 8.1), qui est une conséquencevde> A*. Cependant, pour cette
distance, toute composante conrié&deU", est de diamétre d’Agmon stric-
tement positif. Néanmoins, puisque le diametre euclideeolthque compo-
sante de/" est2h, avec la remarque 1, on voit qu'on ne commet dans la
définition ded qu’une erreur d’ordré, en remplacan®,, parU”.

VV h
A LN\ /
| S
| |
o {v<a
| IR | T
| I C]‘ I Uh‘

Figure 8.1. Les régions classiquement autorisd&s < A} sont conte-
nues dang/".

Dans la suite, on sera amené a faire des estimations emautiline versior'>° de
d satisfaisant une équation eiconale plus forte. C’'est cd’'gnenet en place dans
le lemme général suivant.

W 8.7. Lemme.SoitV une ~f0nctionW]’OO sur un intervalleQ2 C
[a;b]. SoitA < Ay := infq V. Considérons la distance d’Agmaeh
définie par

Ve,y e Q, z <y d(z,y):= /U \/(]}(a) — Wh(o) — )\ do.
o (8.2.2)

Pour la distance usuelle.
pour la distance usuelle encore !
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Alors, sip € [a;b] est un point fixé, pour tout > 0, il existe une
fonctiony, € C?(Q) vérifiant pour touth > 0 assez petit

: \ 2 %
;ggV(T) — ¢y — AN >e>0, (8.2.3)
et telle que
Sug d(z;p) — pp(z)| < e. (8.2.4)
e

Preuve. L'idée est assez simple : étant donné> 0, pour le potentiel) + ¢,

la condition (14.2.1) est satisfaite poyr = d(-,p). Ce potentiel approche &
prés la fonctiony — W" sauf dand/", dont le diamétre euclidien tend vers 0.
L'approximation sera donc uniforme slrpourh > () assez petit.

Comme par hypothésk, — A > 0, on peut supposer, quitte a réduireque I'on a

0 < e < Ay — X. On considére alors la fonction définie par

VreQ, z>p, dz)i= /T \/(fz(a) te— A)+do, (8.2.5)
Jp

(siz < p, échanger les bornes dans la défirlitionideloter aussi que l'argument
de la racine est strictement positif. La fonctidest continue et mém@' surf2 et
ona

V(z) = A= (0,d)> = (V(z) - A) —~(9($) +€)+
— (V(z) +£— N\

I
o<
5
>~

Par ailleurs on a:

Vo€ Q, |dpz) - dlx)| =

IN
al\g_

On découpe l'intégrale en

/ad (0,d)( ds—/ /
Q—Uh Uh

et on voit par définition dée (cf.8.2.2) que la premiere intégrale se majore @ar
a l'aide des accroissements finis tandis que 'intégrandsedand terme se majore
grossiérement par'h. Ainsi on obtient pourh assez petit

(D) ( 8d)()‘d,

sup [d(p; ) — d()| < Ce,
Q
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et la fonctiond satisfait (14.2.1). Il reste & la régulariser. Quitte & sis@p au départ
€ encore plus petit, supposons que

sup |d(p;-) — d| < /2. (8.2.6)
Q

Si I'on veut de plus que soit C*, il suffit d’approcher(d,d) par une fonction

lisse¢ (ce qui est possible c&b,d) est continue) telle que

sup € — (8T(i)| < £ —, (8.2.7)

2(1 + 2sup|(9,d)|)

Ensuite on écrit
VA= =V-X=(0:d)? - (& = (0,d)%),
et utilisant I'identité

X2 -Y?= (X -Y)(2Y + (X - Y)),

on obtient
VoA=g > VoA (8:d)" — [€— (0:d)|(2/(0rd) oo + 1€ — (9rd) o)
> VA= (0:d)” — |€ — (0:4)|(2/(0nd) |0 + 1)
> e—¢/2,
et enfin la fonction .
)= [ €(s)d
op() / ()ds
convient ]

8.8. Remarque.

1. On peut remplacer le potenti®l par une famille(V"),-, de potentiels
pourvu que celle-ci soit bornée dah¥° et quel soit choisi de sorte que

A\ < inf inf V"
h>0 Q

2. Noter également que 3 < X9 sont deux réels satisfaisant la condition
ci-dessus, on a dans ce cas pour towgt |

Vo) Whie) — M)s 2/ (D(0) - Whio) ~ ra)..
si bien qu'avec des notations évidentes, on a
M<X=>Vpel, Vexel, do(z,p) <di(z,p) (8.2.8)

remarque qui sera utile afin d’obtenir des estimations mmiés lorsquex
décrit un petit domaine d’énergie.
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8.3 Corollaires directs

On peut déja tirer des conséquences de ces remarques. emdégs notations
du lemme 8.1.

B 8.9. Corollaire. Soit V un potentiel L>° sur un intervalleQ? =
Joi; B[C I, A un réel,u est une fonction déf?((2), et ¢ une fonction
lipschitzienne suf) satisfaisant

i —¢? - A>m>0. 3.
melsr&gpuv ® A>m >0 (8.3.1)

Supposons qug := (—h*u" +V — z)u € LP(Q), p € [1; o0, et soit
gtelquel/p+1/g = 1. Alorson a

A\

© m, e 20
h(eFu) o+ Teuls < ¥ fluslule

R2e2¢(a)/h |Re[u'(a)u(a)]|
+h%e2? )R Re[u! (B)u

IN

=
=

8.10. Remarquell suffit en effet que I'hypothése (8.3.2) soit satisfaite keusup-
port deu, puisque I'opérateuP (h) est local.

Preuve.ll suffit d’appliquer I'identité de départ. Toutes les exgs®ns ont bien un
sens puisque estC! d’'aprés l'injectionH? — C. [ |

W 8.11. Corollaire. SiV est un potentiel.>° sur un intervalleQ? =
Ja; B[C I, X un réel,u est une fonction déf?(2), et ¢ une fonction
lipschitzienne suf? satisfaisant

. 2
melsr&gpuv ® A>m >0, (8.3.2)
alorsona
1
h(efu) |2, + %\e%u\%g < gfef (<" 4V = )l
< W22/ Reu! (a)u(a)]

()]
+h2e20B0)/M Relu! (B)u(B)].
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Preuve.Posonsf := (—h?u" +V — 2)u, F =V — ¢2 — )\, et appliquons le
lemme 8.1 avee = A, u; = us = u. Celadonne:

B B , p
/‘eawmfu _ /’(haWhu)de+-/’(v-z-¢0>wW”%02dx

+ B2y (@) (o)
W2l (B)a(B).

Noter que la premiere ligne du membre de droite de I'équatieshessus est un
nombre réel. On prend les parties réelles, ce qui donne

IN

g dz
e/hfilee/hy 122
Ae lle?/ |

+ R2e29OP| Relu! (a)a(a)]]
b RO/ Relu! (B)a(B)]).

8 , 8
/ (he?"u) %dx + / (V= z — ¢?)(e?/"u)?da

[0}

Par ailleurs I'inégalité de Cauchy-Schwarz donne pour lenbre de droite de la
derniere inégalité :

g d 1
/ |e‘p/hf\|e‘p/huF|—; < E‘e‘p/h’f‘rz\e‘p/h’thz

A

1
o (e 1 + e R )

tandis que I'on a la minoration du membre de gauche

5 , 8
/ (h,e‘p/hu) 20r + / V—z— (p’Q)(e‘p/hu)Qdm > \h(e‘p/hu)'\%g +m|e‘p/hu\QLz.
J

Ja

Mettant bout a bout ces estimations on obtient :

1
(e M) [Fo 4 mle?Mulfy — o |efMulfl, < WA Relu! (a)u(a))]
+ 2O/ Relu! (B)u(B)]
1
+ %\ew/hf\i%
d’ou le résultat. ]

8.12. Remarque.

1. Ici aussi, on peut remplacer le potentiélpar une famille de fonctions
(VM- satisfaisant 'nypothése (8.3.2) avec une constaniadpendante
deh > 0.

2. Ainsi le controle des valeurs au borddet’ permet d’estimer la taille de
u dans Ille en fonction dé’w.



Méthodes d’analyse fonctionnelle

Le premier outil introduit est un outil souple de calcul fooonel,
puisqu’il s’agit de la formule de Dynkin-Helffer-SjostrénlLe second
outil reléve de méthodes Hilbertiennes, il s'agit de laatise en sous-
espaces d'un espace de Hilbert. Dans notre cas, il permgirdeher
les sous-espaces spectraux de Hamiltoniens de Dirichiéh,®©n fait
de brefs rappels sur les propriétés des opérateurs a tradsguna-
nipulera souvent par la suite. Notamment on énonce le théode
Mercer. L'étude des traces fait I'objet du chapitre suivant

9.1 Calcul fonctionnel

On introduit la formule de Helffer-Sjostrand qui permet@vee certaine flexi-
bilité d’estimer des fonctions du Hamiltonien a I'aide dergaolvante. Il s’agit
d'une version opérateurs de la formule de Cauchy-Pompedtie Gection n’est
utile qu'au lecteur peu familier avec cette formule. Notae gpar cette approche
on peut définir le calcul fonctionnel auto-adjoint, voir amtment [Da].

W 9.1. Lemme.Soit¢ une fonctionC> a support compact dans.
Alors il existe une fonctiofl € C°(C) telle que :

i) Og=0.

a0

i) YneN, |=—(z)] =On(Imz|").
0z

B 9.2. Définition. une telle fonction sera appelée extension presque
analytique dé.
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Ainsi la fonction9;0 s’annule a 'ordre infini sur I'axe réel.

C Y
suppd

L

|
0" suppd '

-

Figure 9.1. Supports dé et de son extension presque analytique.

Une telle extension se construit par exemple par un procéd®mhmation de
type Borel :

— )" Yy
. L & n :
0(z + iy) == Z:l 0" (@)@ <€—> ,
ou ® est une fonction plateau au voisinage «e= 0 et (¢,) une suite décrois-
sant suffisamment vite vers zéro. Si on a besoin d'une anowlat 'ordre N,
seulement, on peut considérer \-eme somme partielle de la série définie ci-

dessous.On a alors

W 9.3. Théoréme (Dynkin-Helffer-Sjéstrand) Soit € C°(R) etd
une extension presque analytiquetd&oit A un opérateur non-borné
auto-adjoint sur un espace de Hilbéit. Alors on a:

1 a0

g(A) = — | &
( 2271'@82

(2)(z — A) "tz A Z,

I'intégrale étant convergente dany?)).

9.2 Distance entre sous-espaces

L'objet de cette partie est de rappeler un résultat permietta localiser le
spectre d'un opérateur par un principe de comparaison. besns définies ici
ainsi que le théoreme 9.7 proviennent de [HeSj2] ou [He]r Rsudémonstrations,
se reporter a [HeSj2], ou encore [DiS]].

W 9.4. Définition. Soit F et F' deux sous-espaces fermés d’'un espace
de HilbertH. SoitTly etIl les projecteurs orthogonaux st et F'
respectivement. On définit la distance Eleéa F' (attention a l'ordre,

ce n'est pas une distance symétrique), nd(é’é; F) par:

-

d(E; F) == ||[(1 = ) g
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9.5. Remarque.On a les propriétés suivantes :

1. J(E; F) est la norme de la restriction/ du projecteur orthogonal su#,
et0 < d(E; F) < 1.

2. d(E; F) =0sietseulementdt C F.

3. SiG est un troisieme sous-espace ferméHieon a une inégalité triangu-
laire :

— — -

d(F;G) <d(E;F)+d(F;Q)

-

4. Sid(E;F) < ¢, alors pour tout vecteur, € E, on alu — pu| < elul.
Autrement dit,u est proche d’'un vecteur dé

FL

Figure 9.2.La norme d’un projecteur est le diamétre du projeté de la

-

sphére unité. Ici(E; F) = e.

On a la propriété suivante :

—

W 9.6. Proposition.Sie := d(F; F) < 1, alors la restriction dellp
a F induit un isomorphisme linéaire sur son image d’'inversetican

De plus, si par ailleurs, on d(F'; E') < 1, alors les deux distances en
guestion sont égales. En particuliéret F' sont de mémes dimensions.

En particulierE s'injecte dang? via I'applicationTI. L'intérét de cette notion
de distance réside dans le principe suivant de localisatiospectre :

W 9.7. ThéorémeSoit A un opérateur auto-adjoint non borné sur un
espace de HilberH etA := [A_; A, ] unintervalle compact d&. On
suppose qu'il exist&v vecteursy; ...y linéairement indépendants
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dans le domaine dd ety . .. uny des nombres complexes dangels
que :
Vi=1.N, Av;=pp;+rj,
avec
rjl <e.

On suppose que :
da>0,] o(A)N(A- —a;A_[UA ;AL +a]) =2, (9.2.1)

Alors en notantE le sous-espace engendré par ieset F' le sous-
espace spectral dd associé &(A) N A,ona

. 1/2
d(B; F) < (g) 2 (9.2.2)

ou p, désigne la plus petite valeur propre de la matrice de Gram
M = (i ¥5)); ;

9.8. Remarque.

1. L'opérateurA étant auto-adjoint, des vecteurs propres approchés rméai
ment indépendants doivent étre quasiment orthogonaus (daas de sous-
espaces propres de dimension u par exemple). Les valeymeprde la ma-
trice de Gram mesurent le défaut d’'orthogonalité entre eeteurs, ce qui
explique la présence du facteptfl/2 : px €st le plus petit angle entre les

vecteursy;.
2. L'hypothéese (9.2.1) garantit qu’il n'y a pas de spectrdesibords déA _; A |.

3. Le théoréme dit en particulier quesiA) N I est discret (ce qui est le cas
pour le probléme de Dirichlet) et si le membre de droite d2.29.est stric-
tement inférieur &, alors F' est au moins de dimensia¥ : ainsi A posséde
au moinsN valeurs propres danfd _; A4 ].

9.3 Opérateurs a trace

Cette notion est bien connue, il serait inutile dans le cadreette these de
refaire la théorie. On renvoie le lecteur a [ReSi3], ou agapdice de [Shu].
Rappelons seulement les deux résultats suivants qui sssonent utilisés.

B 9.9. Proposition(Cyclicité de la trace). Soifl et B deux opéra-
teurs bornés sur un espace de Hilb&ft A étant a trace, ef3 étant
borné. Alors on a

Tr(AB) = Tr (BA).
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W 9.10. ThéoremgMercer). SoitK (z, y) une fonction continue sur
[a; b] x [a;b], et Tk 'opérateur intégral borné sur.?(a; b) associé.

On suppose qué&x est auto-adjoint et positif. Alorx est a trace et
on a de plus

Tr[Tk] = K(z,z)dx.
;0]
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10

Traces. Densité d’états locale

Le calcul de traces est récurrent en mécanique quantigegquiliper-
met d’exprimer les valeurs moyennes d’'observables pouystgme
guantique dont I'état n’est connu que statistiquement.oigimontre
gue pour les problémes qui nous intéressent, tels que liégtrah de
fonctions de I'énergie, elles ont un sens. Cela permet divbhotam-
ment une premiére majoration de la densité d'états loaale(6.13),
et avec le principe de monotonie rappelé (prop. 10.5) das&sdns
a priori utiles pour le probléme non-linéaire.

10.1 Définition

Ici, H désigne un Hamiltonien suk?(£2), Q étant un segment dg
ouQl =R

B 10.1. Définition.Soitd € CY(R), On appellera traces locales de
O(H) les quantités, lorsqu’elles ont un sens, définies par :
Ly(p) :==Tr[0(H)p(z)], » € C().
10.2. Remarque.
1. Ainsi, Ly(p) mesure la valeur moyenne de I'observa®{é] ).
2. Noter que poué > 0 fixée ety > 0, on a formellement :

Lolp) = Tri9(H)p7y?]
= Trlp:0(H)p?]
= Trlpz0(H):(6(H)2?)]
= Tr[(03(H)p2)" (07 (H)p?)]

v
o
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si bien que par dualité la fonctionnelje— Ly () définit une mesure posi-
tive sur€Q.

10.2 Estimations traces

Les résultats qui suivent s’appliquent a une classe assgzajé de potentiels.
On commence par un lemme qui sera a plusieurs reprises atila puite.

W 10.3. Lemme.Soit©2 = R ou © un segment d&. Soit (v")},5¢
une famille de potentiels uniformément bornée dafy(2) et deux
fonctions & supports compactse C> ety € L>°(9). NotonsP (v")
'opérateur différentiel

P = —h2d?/dz? + o,

et soitA,,, sa réalisation auto-adjointe sur?(2) de domaine ?(2)N
Hy ().

Alors pour toutz ¢ R I'opérateur (A,» — z)*lap(x) est a trace et on
a l'estimation suivante :

—1 O 72
An— < —nh"“
H( vh Z) Lle > |Imz\ ‘Lp‘oo,

la constante” ne dépendant pas de> 0.

Preuve.On écrit que
(z = Ap) Ho = [(z = An) "z = Ao)ll(= — A0) e,
ol Ay désigne I'opérateud , pourv” = 0 (c’est le Laplacien standard).

Le premier facteur, aprés avoir noté que, = Ay + ", se récritld — (z —
Ag)~ 1", et est donc controlé en norme d’opérateur d’aprés le catmtionnel
parC supy, |V"]| s /|Im 2|, C indépendante dk.

Quant au second terme, on montre que c’est un opérateurea @adistingue
suivant que2 = R ou quef2 est borné : dans le dernier cas, on connait le spectre
de Ay. C’est une suitd «, (h) }« donnée par

71.2

o(Ag) = {an(h)},en- s OO ap(h) = W’I’LQhZ Vn € N
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Q2| désignant le diamétre de. Par le théoreme spectral, on déduit que I'opérateur
[(z — Ag)~'| est donné par une série de projecteurs orthogonaux de ragds
valeurs singuliéres sont les

su(h) == |z — a(n)| 1,
suite manifestemertt', ce qui montre qué¢z — Ay) ! est a trace.

Quant au probléme sur la droite, il suffit de noter que I'ofgra(z — Ag) 'y
est de la formeg(—ihV)f(z), et d'utiliser le théoreme XI.20 de [ReSi3] p. 47
avecs €]1/2;2/3[. On obtient alors que I'opérate[(z — Ay) ! ¢] est a trace avec
I'estimation suivante :

Iz — 40) ]ll, < Ch™' 2|, (10.2.1)

ce qui prouve lemme. |

W 10.4. Proposition.Soit{2 = R ou un segment d&. Soit(v")},
une famille de potentiels uniformément bornée daf{2) et deux
fonctions a supports compactse C> ety € L>(Q2). NotonsP(v?)
I'opérateur différentiel

P(W") := —h?d?/dz® + v,
et soit4,, sa réalisation auto-adjointe sur?(2) de domaingi?(Q)N
Hg (9).
Alors l'opérateur (A, »)p(z) est & trace et on a 'estimation sui-

vante :
10(A,) el < Ch21Blcr - |¢]oo.

la constanteC' ne dépendant pas de> 0.

10.5. Remarque.
1. Noter en effet qué#(v") est semi-borné, la proposition a bien un sens.

2. Dans les cas qui nous intéressent, on verra que I'on pesitbdéement amé-
liorer cette estimation assez grossiere (cf. propositibti L et corollaire 14.8
p.166).

Preuve.D’apres la formule de Helffer-Sjostrand ( théoreme 9.3 ), 66 a

1 [ 00 - _
0(An)p = %in C%(Z)(Z_Ayh) Ydz A dz.
1 [ 00

— | = — A ! z
2im e 82(2’)(2’ o) pdz Ndz,
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la derniere égalité par continuité de l'intégrale. Notee gatte intégrale est en fait
a support compact, parce gaesst a support compact. D'apres le lemme 10.3, et
la définition de I'extension presque analytique, I'intégia pourz non réel, est
contrblée par (distinguer suivant quen z| § 1) en norme trace path 2|61 -
|¢loo. Il suffit ensuite d'intégrer sur le support de

|

B 10.6. Corollaire. Soit2 = R ou €2 un segment d&®. Soitf €
C2°(R) une fonction positive donnée,un potentiele L>°(Q2), et A,
la réalisation auto-adjointe suf.?(Q2) et de domainéf?(Q2) N H} ()
de I'opérateur

—h2d?/dz® + v.

Alors I'application suivante :
Ce() — R, ¢ L(p) :=Tr[0(A)¢]

est bien définie et définit une mesure de Radon positive.

Preuve.D’aprés la proposition précédente(p) est bien définie et continue. Mon-
trons que sip > 0, L(¢) > 0, ce qui montrera la positivité. Le calcul formel de
la remarque 2. est licite puisqlﬁf{aA,,)ap% est a trace, tandis que [la multiplication
par] ap% est [un opérateur] borné (sii(Q2)), ce qui permet d'utiliser la cyclicité
de la trace et d'achever le calcul. |

10.7. Remarque.D’aprés la proposition, la fonctionnellg, 0 — Tr[x(A,»)¢]
définit par extension une distribution d’ordréutiliser la densité des produits ten-
sorielsd ® ¢). Par ailleurs, s est positive également, la quantité[¥(A,»)y] est
positive. On définit ainsi par extension une mesure pos#iN& x ().

B 10.8. Notation.Soit 2 = R ou £ un segment d&. Soitv un
potentiel dansL.>°(2), et notonsA, la réalisation auto-adjointe sur
L%() et de domainéd?(Q) N H{ (£2) de 'opérateur

—h2d?dz® + v.

Pourf € C>*(R) une fonction positive donnée, on notetiay[A, ] la
mesure de Radon positive définie par

Vo € Cu(Q),  TrO(A)g] :/Qgpdng[A,,}.
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H 10.9. Définition.La fonctiond étant fixée, on appellera densité de
particules la mesurény[A,].

10.10. RemarqueSi le hamiltonienA, est celui d’'un systéme quantique, la me-
suredny[A, ] donne la valeur moyenne de I'observable classi#tfug)¢(z), ou E
désigne I'énergie (classique) du systéeme.

W 10.11. Proposition.Soit2 = R ou 2 un segment d& contenant
lintervalle ]a, b[. Soit(7");,~¢ une famille de potentiels uniformément
bornée dand.> (), v" := v"—W" et A, (resp.A,:) laréalisation
de Dirichlet surL?(€2) de

~h2d?)dz?® + " (resp.  — h2d®)dz?® + 7).

Alors, pour tout compack” C R, il existe une constant€'y indépen-
dante deh > 0 telle que

OS/ d’n,g[A,jh}S/ dng[Azn] + Ck.
K K

Preuve.La seconde formule de la résolvante donne poarC non réel
(2= An) Mg — (2= Agn) Mg = (2 — Apn) " W(z/h)(z — Ap) g,

sur L2(€2). Le membre de droite se récrit, en notaht la réalisation de Dirichlet
de —h2d?/dz?*

(2 = Ayn) " W (2 /h) (2 = Ag) [z = Ao) (2 — Apn) 1k

Comme dans la preuve du lemme 10.3, le premier facteub@gtn z| 1), et le
dernier est borné indépendammentde 0 parC(z)|Imz|~'. Quant au facteur du
milieu, il est unitairement équivalent par isométrie déinduite parz — z/h &
I'opérateuriv (z4 A) !, qui est a trace et de norme trace bornée indépendamment
deh > 0 (utiliser encore le théoreme spectral ou le théoréme XI2(ReSi3]

p. 47 suivant qué est borné ou non). Il ne reste plus qu'a appliquer la formele d
Helffer-Sjostrand (théoréme 9.3) pour conclure. |

10.3 Calcul explicite dans le cas de la barriere de potentiel

Il 'est aisé d'obtenir une expression de la densité d'étataldopourH,(h)
le Hamiltonien au potentiel constant slir puisque I'on a calculé ses fonctions
propres généralisées. Rappelons que :
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D(H|(h)) = H*(R), H|(h)u:= —h*u" + Vju, (10.3.1)

ou V| € L estdonné par (cf. figure 10.1) :
Vi(z) = Ag - Ljgypy(2) + Bz — b),

et que I'expression des fonctions propres généraliséaaatge par les équa-
tions (6.3.9)-(6.3.10) p. 67.

Aol _

0 a b T

Figure 10.1.Hamiltonien pour le potentieV].

Onaalors :

W 10.12. Proposition.Soit F € C?(—oc; A*), et K C [a;b] inter-
valle compact. Alors, pour toute fonctigne C?(K) positive, I'opé-
rateur F'(H(h))y est a trace et on a I'estimation :

IE(H ()¢l et = O(e LR | Fl il b =0,

d. désignant la distance d’Agmon a I'énergie pour le potentielV].

En particulier, la famille de mesure(sinp[H‘(h,)])h>0 est bornée et
converge faiblement, a extraction prés, vers une mesulié\eato-
mique chargeant le bord de I'll&1.

Preuve. Le fait que I'opérateur en question est a trace découle dedpopi-
tion 10.4 appliquée &" = Vi € L*). Notons ensuite que la derniére assertion
découle de I'estimation de la proposition appliquée avee 1l i, pour K Cla; b|

un compact quelconque. Il en découle que lorslytiend vers zéro, le support de
la mesure est contenu daig. Il reste a établir 'estimation en question. Pour cela,
on fixe une fonctiony continue et positive ou nulle sur On utilise ensuite la cy-
clicite de la trace, et que dans cette situation, I'operat&(u?, (h))p'/? est a trace
(encore la proposition 10.4).Cela donne

Tr(F(H|(h)p] = Tr[F(H|(h)p'? o'
Tr"2F (H ()],
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puis écrivant que” = F1/2F1/2 et d’aprés le calcul fonctionnel, en posant
T = F'2(H|(h)p'?,
on obtient que :
Tr[F(H|(h)p] = Tr(T*T).
On est donc ramené a calculer la trace d’un opérateur botaédioint positif.

Mais 'opérateurT*T = ¢'/2F(H|(h))p'/? =: K est un opérateur intégral &
noyau continu sufa; b] x [a; b]. En outre, le noyau est donné par

Kyl = @) FO0R)Y- (ol nl g (o)
JEERA(K)#£0 2mh
o) [ PO®)- (k2 ) e )

dk

Ak 12
57 % (y),

s @) [ FOW) (k)P TR
k<0,k2#B

puis, posant le changement de variables A(k) dans les intégrales, on ob-
tient :

K[.T,y} _ (p1/2($) '/)‘>U F(}\) lbf(\/X, T\)/’(,;(\/Xﬂ/) 4(’]I_r>\h<pl/2(y)
/2(y - (—VA+B,z)yp-(—VA+ B,y) d\ 4
+ (pl 2() //\>BF()\) v 47rh(pl 2(1/)

Apparemment, l'intégrande présente des singularités, emais il suffit de re-
venir aux expressions (6.3.9)-(6.3.10) p. 67 des fonctieng, =), pour lever ces
singularités, puisque I'on voit que

‘wf(\/xam)w _ \/X672S(m7(1,)/h,

e o (1+ O 250-A)/hy) (10.3.2)
T 7T

W_(—VAX+B,z)? VX
dmv/A + B ~ 7w(A* + B)

On applique ensuite le théoreme de Mercer 9.10 p.99 pouwnévial trace, qui

25/ (1 4 (e 25(@)/h)) | (10.3.3)
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donne :
Tr[F(H|(h))p] = /KTT
e
_ Y- (- VX +B,z)]?
a // 47Th\/_ + 4rhv/A + B FNpla)drds
0 A+ B
+ // V- 4ﬁh\/;+_BT) F(\)o(z)dAdz. (10.3.4)
Ensuite, avec Fubini, et poyrsupportée dangy; 5] C [a;b] :
AT B VAT B,z)?
TrF(H, / / |w47rh\/_ v iwh\/;—z’;) FX)plw)drds
Al (—vVA+ B, z)|?
/ / 47rh\/A+_B F(\)p(z)dM\dz. (10.3.5)

Utilisant les expressions (10.3.2)-(10.3.3), on obtiarg tintégrale intérieure est
bien, d’apres la monotonie de la distance d’Agmon par ra@pldénergie, majorée
uniformément em par O (e~ % OLIK)/MY|| B . |l¢llo. En intégrant (10.3.5), on
trouve le résultat. [ |

10.4 Application au nombre de valeurs propres

On obtient de la proposition précédente une premiére esimsur le nombre
de valeurs propres pour le probleme de Dirichlet sur un dwasegc puits quan-
tiques.

Bl 10.13. Corollaire. SoitQ2 = R ou © un segment contenaft; b|,
(#")n>0 une famille de potentiels bornés dah¥ () et soit

s . ~h
fo = jmh o)

Notonsv” = " — W et soit A, la réalisation de Dirichlet sux?
de I'opérateur
—h2d?Jdz? + " (z).

Enfin pour toutA € R, désignonsV(A) le nombre de valeurs propres
de A, inférieures aA :

N(A) :=#{ e a(A,n) | X <A}
Alors pour toutA < Ag, on a

N(A) =O(1), h—0.
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Preuve. |l suffit de calculer le rang du projecteur spectral
ﬂ(foo;A}(Auh) = ]1(700;/\}(’41/”') : ]IQ(x)

de I'opérateurA . sur 'ensemblg—oc; A], puisque le spectre dé, . est discret
et constitué de valeurs propres. Noter que le spectré deest par hypothése sur
v" borné inférieurement par

A=Ay — W
Comme le rang du projecteur est donné par sa trace, on a :
N(A) = Tr(Loo;n)(Apr)) = Tr(p o) (Apr)).

Soit ensuited une fonction lisse positive & support compact valastr [A_; A].
Ona

]I[A,;A}(A) < H(A)a VA ER,

d’ou par le calcule fonctionnel :
Il[A,;A}(féluh) < H(Auh)
puis en conjuguant par le projecteur orthogohal

Ila]l[Ai;A}(Ayh)]lQ <UGO(An)1q.

Chacun de ces deux opérateurs est a trace. Le premier ataitgpuisqu’il est
de rang fini. Quant au second, cela découle de la proposifigh Enfin en prenant
la trace, et utilisant sa cyclicité, on obtient

N(A) < Tr(o(Ayh)nQ):/ang[Ayh}.

On conclut en utilisant la proposition 10.11, ce qui donne
Tr(0(A,n)lq) < Tr ((Azn)1lq) + C,
et par choix de\ et par hypothése sut*, A, n'a pas de spectre dans l'intervalle
(—oo; A |
10.5 Principe de monotonie

Ici, on rappelle le résultat démontré dans [Ni2]. Il s’aditrdprincipe de mo-
notonie qui permet notamment de borner la famille de mesures
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W 10.14. Proposition.Soit H,, (k) le hamiltonien de domain&?(R)
opérant par
Hoo(h)u = —h*u" + Boo(- — b)u.

Pouri = 1, 2, soity; deux potentield.*([a; b]) et H; := Hy(h) +v;.
Fixons une fonctiorF' € C* positive, & décroissance rapide e,
et supposons de plus que est décroissante pour € [0;1] sur le
spectre der (tH; + (1 — t)Hs). Alorson a:

/ (vy — v1)dnp[Hy) < / (vo — v1)dnp[Hy],
Ja;b] Ja;b]

TBOO(-b)

‘O b

Y

|
o

Figure 10.2. Potentiel pour le hamiltoniett (k).

10.15. Remarque.

1. Cette propriété de convexité traduit que le nombre décpéets décroit lorsque
le potentiel augmente.

2. Par choix ded; les hypothéses de [Ni2] sont bien vérifiées.
3. Noter que pour tout € [0; 1], eth > 0, on a, d’apres le corollaire 4.10 p. 55

o(tHi+(1—t)Hs) = oess(tH1+(1—t)Hs) = oac(tH1+(1—t)Hy) = [- B, 00).

4. Signalons enfin que ce principe de monotonie fournit untatylobal, en ce
sens gu'il donne un contrble de la masse totale des mesurgmrkculier,
on n’obtient par ce principe aucun renseignement sur lestdps mesures.

W 10.16. Corollaire.Soit(v"); ¢ une famille de potentiels uniformé-
ment, bornés dank>(I), et posons

o=+ wh,
supposons que I'on ait :

inf inf 7 (z) =: Ag > 0.
h>0zel

Considérons le hamiltonien défini sif*(R) par

H,, = Huyo(h) + V"

v
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Alors pour toute fonctiorf lisse positive a support compact dans
| — B; Agl, la famille de mesures finigging[H,.])n~0 €st uniformé-
ment bornée par rapport & > 0. On a la méme conclusion pour la
famille de mesure&ing[Hn])n>0-

Preuve. D’aprés la proposition 10.11 dont les hypothéses sont gésfiil suffit
de prouver la derniére partie de la proposition. Comme latfon 6 est a support
compact, on peut trouver une fonction a support compambsitive et décroissante
sur[—B; oo) telle que

VA €[-B;x), 6\ < F()N.

Figure 10.3. Fonctions# et F.

Par suite on a d'aprés le calcul fonctionnel :
0(H,n) < F(Hu), (10.5.1)
puis en conjuguant pak,.
) [0 (Hon ) L] < Wy [F/(Hpn)) Ljgup)-

En utilisant le fait que les opérateurs entre crochets stmatca (proposition 10.4),
ainsi que la cyclicité de la trace, il vient

0<Tr [O(Hﬂh)ﬂ[a;bﬂ < Tr [F(Hﬂh)ﬂ[a;b}]
0 S/ dng[Hzn] < / dnp[Hyn). (10.5.2)
[asb] [as0]

On veut ensuite borner le membre de droite de (10.5.2) encaiapit le principe
de monotonie : Fixons pour cela. > 0 tel queA_ < Ay, etintroduisonsd,_ le
hamiltonien surf/?(R) défini par

Hy = Hoo(h,) + A_1,.

Ecrivons alors
Hyn — Hy ="~ A 17 =06V,
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et par hypothése, on a donc

0<Ag—A_ <6V (x) < (z) <sup|idh|e =: Cp < +o0. (10.5.3)
h>0

=y

a b

-B

Figure 10.4.Principe de monotoniez” > Ay > A_ > 0.

On applique alors le principe de monotonie ( la propositidrslavea, = ",
etv; = A_1,, ce qui donne

Og/ (deF[H,;h}g/ OV dnp[Hy_],
[a;b] [asb]

puis avec (10.5.3)

0<(A0—A)'/

J[a;b]

et enfin avec (10.5.2)
0< (Ao —A_)-Tr{0(Hpn) gy < Co-Tr[F(Hr )lgy)]

La trace de I'opérateur dans le membre de droite de l'intgalidessus a été

calculée : elle est bien bornée par rapport & 0 d’apres la proposition 10.12
p.106. |

10.6 Application au probleme linéaire du puits dans l'ile.

On rappelle queH (h) = Hyo(h) + VP, Vh =V, - Wh + Vi,
avec les notations et hypothéses (1.1.1)-(1.1.12).

Les résultats qui suivent sont des corollaires issus dectiosgorécédente.
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W 10.17. Proposition.Soit(V}, ) une famille bornée dans>(7) de
potentiels positifs e € C>°(A,; A*) positive. Alors I'application

Cola; b] 3 ¢ = Tr(0(H(h))e]
définit une mesure positive bornée §urb]. De plus la famille de me-

sures{dng[H (h)]}r>0 st uniformément bornée.

Preuve.La bien définition delny[H (h)] découle du corollaire 10.6 appliqué avec
v = VP 4+ B. Le caractére borné de la famille de mesures découle du corol-
laire 10.16 appliqué avec aveé = V. [ |

10.7 Application au systeme Schrodinger-Poisson
Le probléme a été défini dans le chapitre 2. Ici
H(h) = Hoo(h) + Vi + Bo =W + VI, Vi =V]ph],
V[p"] satisfaisant I'équation de Poisson
~AV[p" =dnlp"], Vp"l(a) = V[p"](b) = 0. (10.7.1)

Il est alors facile de prouver les résultats suivants :

W 10.18. Proposition.Considérons le probléme non-linéaire donné
par (2.1.1) et (2.1.5), p.25. Alors, poar> 0 assez petit, la famille de
potentiels{V [p"]} 1o est bornée dang>.

Preuve.Introduisons la notation suivante, qui sera commode dapielase : pour
un potentiels € L>([a; b]) on définit le hamiltonier [v] sur son domainéf?(RR)
par

Hlv] :Hréf(h)‘f‘ﬁnt_wh-f—u, et Hyi(h) = Hy(h) + By.

(la définition deH . (h) est rappelée dans la proposition 10.5, ou cf. figure 10.2)
et on noteraidny[v] la densité de particules (def 17.1.1) définie par I'obsdevab
6(H][v]) (Qui a un sens d’aprés le corollaire 10.6).

Notons ensuite que d'aprés I'expression (2.1.4) p. 27 déstatsition n[p", ]
c’est une fonctionl!, si bien qu'avec I'équation de Poissdi|p"] estH, et par
suite, (10.7.1) se récrit aprés multiplication pgp”] et intégration par parties :

b b
%/a V[,oh]IZd:E = /a VIp"n[p"da. (10.7.2)
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Par hypothése 2.3 p.26 sur la fonctignon peut trouver une fonctiof lisse
positive a support compact dajis,; A*[ et décroissante siir B; co) telle que I'on
ait :

0 <g(k) <O(\(k)), VEeR, Xk)#£O. (10.7.3)

CommeV [p"] est positive, en utilisant (10.7.3), il suit de la définit1® p.27 de
n[p"], et de la définition 17.1.1 dey[V2, ] que :

b b
/ Vipnlpdz < / VI ng[Vi, ldz. (10.7.4)

On montre alors que la famille de mesurdes;[V 2, ]}1>0 est bornée. Pour
cela, appliquons la proposition 10.5 avec

V9 ::B[-F‘N/O*Wh—l-V[,Oh} et 1 :BH—%—W".
On obtient, puisques — vy = V[p"]
b b
[ Vi < [ vimlols (10.7.5)
< /[ l0lds Vil 107.6)
ab
Par définition de/,, v, = B; + Vi — W", si bien que :
sup [v1] < [Volleo < 400 €t inf || > Ay, (10.7.7)
h>0 h>0

on déduit du corollaire 10.16 appliqué avet= vy, A\ = Ag, 0 étant supportée
dans|A,; A*[:

sup ||ng[v1]||m =: C < o0, (10.7.8)
h>0
et mettant bout a bout (10.7.2), (10.7.4), (10.7.6), etAB), on obtient :
1 b
3 [ @V < C Vil <O VI (1079

la derniére inégalité découlant de I’ injection de SobdiEvC L et de I'inégalité
de Poincaré. On conclut en remarquant que le premier ternteed@ine se récrit

1/2(V[p" 172 u

W 10.19. Corollaire. La famille de mesure&dn[p”]}),~o est bornée
dansMy(1).

Preuve. Comme la famille de potentiel§V [p"]} est bornée dang>, on peut
appliquer le corollaire 10.16 H(h). La famille de mesure$dn[H (h)]} est donc
bornée, et avec (10.7.3), il en est de méme pour la familleeines dn[p"]} 0.
Cela déemontre le résultat. [ |
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W 10.20. Corollaire.La famille de potentiel§V [p"]} ;>0 est bornée
dansBVZ(I). En particulier, pour toutx > 0, c’est une famille rela-
tivement compacte dag’< (7).

Preuve.C’est une conséquence du corollaire précédent et de l'équde Laplace
(2.1.5) p.28 vérifiée par [p"]. [ |
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Partie IV
Analyse du probleme de Dirichlet






11

Décroissance des fonctions propres

On montre dans ce chapitre une premiére estimation desd&tdd$
richlet pour le probléme du puits dans I'lle. Essentiellamé&s fonc-
tions propres se concentrent dans les puits quantiques.cGetorde
bien avec I'image de la mécanique classique : la probalulktéoreé-
sence de la particule représentée par la fonction propre léanré-
gions classiquement interdite est exponentiellementepgtiand le
parameétré: tend vers zéro.

Dans tout ce chapitre désigne un intervalle ouvert (non vide) contenu

dans Ilel = [a;b], et (V"), _  une famille de fonctions dai '>(€2).

11.1 Fonctions propres du probleme de Dirichlet

M 11.1. Notation.On notera$}(h) = H}! laréalisation de Dirichlet
sur 2 de l'opérateur

P(h) := —hd?/dz* + V" — W".
D(Hp(h)) = H*(QNH(Q), Yue D(Hp(h)), Hp(h)u:= P(h)u.

Rappelons que du point de vue spectral, ce hamiltonien gerlidise en base
orthonormée, et que le spectre consiste en une suite devgleypres simples qui
tend vers+oo.

W 11.2. Hypotheseon suppose que la famille de fonctioﬁéh)

h>0
est dang.,*°(2) et on suppose en outre que :

inf inf V"(z) > Ag > 0. (11.1.2)
h>0x€eN
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ainsi, la famille de potentiels est uniformément minorée.

A yh
Ao |
OIS B
o U" b "

Figure 11.1.PotentielsV” (en pointillés) et — W,

W 11.3. Notation.Pourh > 0, soit A\(h) < Ay une valeur propre de
H$(h) dansZ(ep), eté(h) un vecteur propre unitaire associéh)

Hp(h)p(h) = A(h)p(h),  ll¢(h)]r2 = 1.

On a alors les résultats de localisation suivants :

B 11.4. ThéoremeFixonsA* < Ay, et soitA(h) < A* une valeur
propre deH$(h), #(h) un vecteur unitaire de associé. Posons

Vh >0, a(h):=Ay— A(h) > 0.

Alors, il existe une constant® > 0 telle que pour tout > 0 assez
petit, on a les résultats suivants :
i) Pour touth > 0 assez petit, on a |'estimatican priori suivante

2M
—&)d(-,UP)/h —&)d(-,UP)/h €
| (he(1=2)d0U")/ d(h))' %5 + |e(1-e)dC- U/ p(h)2, < Qwoom’
ou d désigne la distance d’Agmon au puits pour le potentiel égal a
Vi — W alénergie(h).
i) Si en outre\(h) converge vers un rée\l(0) alorsi) a encore lieu
en remplagani(h) par A(0).

11.5. RemarqueRappelons qué/" = >~ w;((-—c¢;)/h), et quews, = max; [|w; |-
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Preuve.La preuve originale est dans [He]. Néanmoins, dans notrat&n quan-
tique, celle-ci est assez directe. On se contentera de @réaipoint:) qui reprend
les mémes ideées : la preuve consiste d’abord a appliquentilé du lemme 8.1
p.87 aved/ = VI — Wh, 2 = A(h) etu; = uy = ¢(h), ce qui donne

0-—(/]hew/h )| dx—%j/(vf——A(h)——¢Q)eW/h¢(h)2dx, (11.1.2)

puis a considérer pour> 0 assez petit la fonction continu@' par morceaux :

o(z) == (1 — e)d(z,U") = (1 —¢) pler}]f d(z,c),

dont la dérivée vérifie
P = (1= (V" = Mh))4.
On remarque ensuite qu'en dehorside on aiWW" = 0, et donc pourz €
I—-uh
Vi(z) — A(h) — ¢(z) = V(z) — A(h) — (1)’ (V" — A(h))4
= £(2-¢e)(V" — A(n)) (11.1.3)
> (Ao — A(h)) >0, (11.1.4)
ceci poure et h assez petits, tandis que paue U” on a la minoration :

VP —A(h) — ¢"(2) V= A(h) = W' — (1 =)’V = A(h) - W")4
— )2 —

> fzhfx(h)fwh (1-¢) A(h) — W™
> (11— )" = AB)] — wloo — (1~ &)*Jwlx
> 2w + (Ao — A(h)) = 2w + ea(h).
A

Ao

A*
A(h) |- U
AL TR

Figure 11.2.¢(h) ne peut étre grande en dehors de la région elliptique
I-U"

Ainsi (11.1.2) donne avec les minorations précédentes,

/|he“’/h '(h)] dr+m(h)/ |e?/" g(h)|Pda < / (V= A(h) — ¢"%) [e?/"¢(h)|*dz
1 Uh

—_Uh
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puis
/he‘p/h h)|?dz + eau(h /P‘p/h h)dz < 2|w|ocsup62‘p/h/h|d)(h,)Qdm
U

Uh

< 2w sup e/t .1,
Uh

la derniere inégalité parce quéh) est normalisée. Ensuite on utilise que pour tout
pointz dansU", z est dans un-voisinage d’un:;. Commeyp(c;) = 0, en écrivant
o(z) = pl(cj) + (p(z) — ¢(c;)) et en utilisant le caracter®f -lipschitzien dep

(la constantel/ pouvant étre prise indépendante/de- 0 puisque le potentiel est
uniformément borné), on trouve

/hew/hgzs;(h)ﬁdﬁm(h) /e‘p/hqﬁn(hﬂ?d:ﬁ < (2we + 1)e*M,
JT JT
et il est aisé ensuite de conclure. [ |

Avec les injections de Sobolev on tire des estimations petiets des fonctions
propres. Par régularité elliptique, on tire également démations ponctuelles de
la dérivée. Ainsi :

B 11.6. Corollaire. Pour toute > 0, il existe une constant€. >
0 telle que pour tout\(h) < A* et ¢(h) vecteur propre normalisé
associé on a la majoration ponctuelle suivante :

Vz € [a;b], |¢(h)(z)] < C.e (@ UM =e)/h

En outre, I'estimation s’applique également a la dériyée).

11.2 Estimations uniformes par rapport au potentiel

L'estimation du corollaire fait intervenir le potentia!” et la valeur propre
A(h). Toutefois, puisque led’ puits sont de diamétizh, et queV” —\(h) > «a(h),
on voit, en revenant a la définition de la distance d’Agmonlturea la minoration
suivante :

i,y € Q, diz,y) > a(h)Plz —y| — Nha(h)'/?,
de laquelle on obtient
Vo, y € Q, e d@W/h < geclzul/h - p 5, (11.2.1)

la constanteC’ ne dépendant pas deet olicy = (Ag — A*)'/2. Le corollaire
précédent fournit les deux résultats suivants :
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W 11.7. Corollaire. Il existe une constant€, > 0 telle que pour tout
h > 0 assez petit on ait

Vo€ Q, |g(h)(@)| < Cee/" min o colrel/h,

ou cop = (Ao — A*)I/Q.

W 11.8. Corollaire. A extraction prés, la famille de densitég (h)|[2dz} o
converge faiblement vers une mesure atomique chargeaptitss:

N
‘¢(h)|2d$ E Zaj5$:Cj7
j=1

Lesa; sont des réels satisfaisant de plus

N

Vi, o >0 et Zaj =1
j=1

Autrment dit la limite faible est une combinaison convexendsses
de Dirac sur les puits ponctuels.

11.9. Remarque.

1. Ainsi les fonctions propres se concentrent exponeeaiiedht dans les re-
gions classiquement accessibles.

2. Dans le cas ou la valeur propkéh) a une limite, on a une estimation du
méme type avec le poirt) du théoréme.

3. Lafonction propre est priori délocalisée dans le¥ puits, ce qui explique
la présence des coefficients. Ces coefficients sor priori indétermings.
Cet aspect sera développé dans le chapitre 13.

Dans la suite du texte, on sera souvent amené a faire desatistimma un
préfacteure”/" prés, la constante ne dépendant pas de C’est pourquoi on
introduit la

W 11.10. Définition.Soit f(h), et g(h) deux fonctions positives ou
nulles. Pour le parameétrg €]0; no[, no donné, on écrira

f(h) Sng(h)
si il existe une constante> (0 telle que

v €)0;mol, 3C, >0, tq. f(h) < Cpetg(h) h—o0.
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On écrira parfois )
f(h) =0O(g(h))
si pour toutn > 0 assez petiton &(h) <, g(h).

11.11. RemarqueAinsi d'aprés le corollaire 11.6 on a

p(h) = O (e UMM

On verra dans I'étude détaillé du probleme multi-puits fosition 13.14 p.144)
gue I'on peut préciser les puits dans lesquels la fractiopi(d¢ présente est signi-
ficative quandh — 0.
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Etude du probléme & un puits

Dans ce chapitre, on aborde deux aspects sur le problemeidbl&ti
du puits dans l'lle : le premier est purement spectral. Ooutalles
positions limites des valeurs propres du probléme de Daickous
I'hypothése que la famille de potentiel¥ est bornée dani/'->° et
converge dang’. On définit pour cela la notion d’énergie asymp-
totiguement résonante. Celles-ci s’expriment a l'aidea@dsurs a la
limite du potentiel dans le puits quantique, et détermitamtosition
limite du spectre. Le second aspect est géométrique : oneddes
estimations ponctuelles du noyau de la résolvante, obsesssentiel-
lement par des méthodes d’énergie.

Dans tout ce chapitre? désigne un intervalle ouvert (non vide) contenu
dans I'flel = [a; 0], et(V"), _, une famille de fonctions dang > (1).
Ici, le nombre de puits est fixé/d = 1 et on noterac = c;.

12.1 Hypotheses

W 12.1. Notation.On noteraH(h) = HY} laréalisation de Dirichlet
sur ) de 'opérateur

P(h) := —hd?/dz® + V" — W".

D(H(h)) = HX(Q)NHL(Q), Yue D(Hp(h)), HL(h)u:= P(h)u.
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W 12.2. Hypothéseon suppose que la famille de fonctio(*léh)h>0
est dang¥ - (Q), et uniformément bornée damg!»>°(£2). On sup-
pose en outre que :

inf inf V" (z) > A 12.11

HEAGUES (1214

Etque la famille(V"), _ | converge dan&’(£2). Notons)® la limite :
lim [V — V|| = 0. (12.1.2)
h—0

On se restreint ensuite a un domaine d'énergie compact :

B 12.3. HypothéseOn fixe un segment\,; A*] C (—oo; Ag] et on
étudiera pour tout, > 0 'ensemble :

o (HH(R)) N [As; A",

12.2 La stratégie

La stratégie est fondée sur les remarques assez simplast&asv

1. Contrairement a une situation purement semi-classiglesoaleurs propres
peuvent se concentrer dans un ensemble de €jltg, (voir [He], ou [HeSj2]),
la présence d'un puits quantique se concentrant avec umntauxloit bien
séparer le spectre. En effet, 'opératevk?d? /dz? — w(x/h) est unitaire-
ment équivalent a 'opérateurd? /dz? + w par

T(h) : L(R) — L*(R), u— h~"2u(-/h), (12.2.1)

et dont le spectre ne dépend paside

2. Lellipticité hors du puits suggére que si 'on modifie ledeurs du potentiel
assez loin du puits, on perturbe assez peu le spectie( dg

3. A l'échelleh a laquelle se concentre le puits de potenti€{- — ¢)/h), vu
du puits, le potentieP” semble quasiment constant et égal’dc; ). Ainsi,
si 'on remplace le potentiel par ce potentiel constant, evrait a la limite
trouver les positions des valeurs propres.

Ce sont ces idées que I'on va mettre en place dans la suite gpefgues rappels
de théorie spectrale.

12.3 Spectre limite de Dirichlet. Energies résonantes

Rappelons que par hypothése on est dans le cas ou il n'y a gewnpuits
quantique :
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Whiz) =w ( C> ., weCXT([-1;1]), w>0, ce.

Conformément au point 1. de la stratégie développée darestmis 12.2, on
s'intéresse au spectre de I'opérateur dilaté®uwtont le potentiel n'est constitué
que d’'un puits :

W 12.4. Lemme SoitH, le hamiltonien sur.?(R) de domaine4?2(R)
opérant par :

Hyu = —u" — w(z)u,
et soitd > 0. Alors o (Hy) N (—oo; —d] est constitué d’un nombre fini
de valeurs propres simples.

Preuve.Comme perturbation compacte du Laplacien libre, le spestsentiel est
R, . Si\ < —|w|, alorsi n'est pas dans le spectre. Il suit qugH) N (—oo; —d]
est discret sans points d’accumulation : il est fini. Quard &implicité des va-
leurs propres, c’est encore un argument de dimension deabesdes solutions de
I'équation différentielle sous-jacente. |

M 12.5. Notation.

On désignera pate;) la suite ordonnée (éventuellement finie) des
valeurs propres négatives dé, :

o(Ho)N(—o00;0[:={e; <ex < ---<ep <...}, keKcCN.
Ces nombresy;,, connusa priori si le profilw est connu, permettent de définir des
guantités asymptotiques essentielles dans la suite :
W 12.6. Définition.Notons pour touk € K entier
ed = e, +V°(c).

les valeurs propres,, de H, shiftées de la valeur du potentiel limite
dans le puits. On notera

E(H(h)) == {ef}rex, (12.3.1)

et on dira que:;, est une énergie asymptotiquement résonante (ou plus
simplement énergie résonante) du Hamiltonié(n).
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12.7. Remarque.
1. Noter que I'on a pour tout couple d’indicés, k')
ey — ey = e — €y,
et que I'ensemble des énergies résonantes forme une sigtersent crois-
sante.
2. Noter que I'ensemblé€(H (h)) peut s'interpréter comme le spectre discret
du hamiltonienH, + V0 (c) - 1.
3. Vu de cette maniére, on constate que la notion d'énergimptstiquement

résonante ne dépend que du potentiel limite et non pas dultdaien H$(h).
En particulier, si’ est un autre ouvert contenanton obtient les mémes
énergies asymptotiguement résonantes, et la définitioccoasistante.

B 12.8. Définition.On dira que le puits: est asymptotiquement
résonant a I'énergie\ pour touth € £(H (h)). Six ¢ £(H(h)),

on dira que le puits: n'est pas résonant a I'énergig. On dira
enfin que le puitg est résonant si il est résonant pour au moins
une énergie\ € R.

On peut a présent établir le résultat annoncé au début ditrehdans le cas d’'un

puits.

W 12.9. ThéorémeSoitQ Cla; b[ un ouvert contenantet H(h) la
réalisation de Dirichlet suf) de

P(h) := —h2d*/dz® + VP — Wh.

On suppose que la famille de potentie{l\%”')h>0 est bornée dans

W1°(Q) et converge dang’ vers une fonctio’. Soit \g := e
une énergie résonante dafs,; A*| et définissons :

3e_ =X —e] >0, et 3ey:=el; — A >0.

Alors pourh > 0 assez petit :

i) HS}(h) posséde une unique valeur propkéh) dans lintervalle
[)\0 —E_; )\0 + E+}.

i) Hp(h) ne posséde pas de valeurs propres dans l'interviiie—
2e 5 h0 —e_[UJAg + 450 + 264

i) (A(h))n>o converge etimy_,g A(h) = Ao.

12.10. Remarque.
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1. Ainsi, les positions limites des valeurs propres sont b#e valeurs propres
du probleme pour le potentiel égal au puits seul ramen&sat shiftées de
la valeur limite du potentiel total avec puits bouchéres c.

2. Siej , (resp.e;_,) n'est pas defini, on peut prendrg = max{1; A* —ef}
(resp.e_ = max{1;e) — A, }).

3. Par choix de=, 'ensemble des intervalles\, — 2¢_; A\ + 2¢.], quand
k décrit K, est un recouvrement dé ,; A*], si bien que I'on a entiérement
identifié le spectre dé&lp(h) dans[A.; A*].

| | | | R

A*

0
€r41

Figure 12.1. Par choix des intervalles autour d€, on identifie dans
un voisinage compact dd.,; A*] le spectre deH$}(h).

Bien que les idées de la preuve, évoquées au début de lansestiont simples,
celle-ci est un peu longue. Elle repose bien évidemmentapplication du théo-
reme 9.7.

Preuve.

1. Notations. Soit {\1(h),..., Ay (h)} 'ensemble des valeurs propres de
H$Y(h) dans[\g — 2¢_; Ao + 2¢4]. C’est un ensemble fini &h) éléments,
mais d'apres le corollaire 10.13 p. 108 estimant le nombreatiaurs propres
pour le probléme du puits dans I'lle, on obtient gui&é) est uniformément
borné

s(h)y=0(1) h—0. (12.3.2)

Considérons également une base orthonormée de vecteprepassociée
a{ri(h)... Agny(h)}, soitgi(h),...,gs(h) . Soit ensuites > 0 et x une
fonction plateau”*® comme sur la figure 12.2, avecchoisi de sorte que
I'on ait

e=ce(h), limh 'e(h) = +oo. (12.3.3)
Dans la suite on choisira en effetdépendant dé&. Remarquons que par
choix dey, les vecteurseg; vérifient d’apres les résultats de décroissance
des fonctions propres :

(xgi(h), xgj (1)) = 8,5 + O(e™ /™). (12.3.4)
Considérons a préseitf(h) la réalisation auto-adjointe sl de I'opéra-
teur : )
d - -
P(h) = —h* 2w (28 £ k(o) - 1. (12.3.5)
dz? h

Remarquer quenodulole puitsw, le potentiel est constant.
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€ € €
| : | ! ! -
I I I I I
a T_ c T4 b T

Figure 12.2.Fonctiony du lemme 12.9. sur cette figure, on a n@fé =
{24}

2. Spectre deH (h) dans[\g — 2¢_; Ao + 2¢.]. Par définition deH, I'opé-
rateur H (k) est unitairement équivalent a I'opérateit + V" (c) - Id. Son
spectre se déduit de celui d& : par définition de!) en effet, pourk € K,
les nombres

ue(h) = ef + (V'(c) = V'(c)

sont les valeurs propres isolées (simples et classées ¢har @oissant) de
H(h). On veut établir qu'il y en a qu'une dand; — e_; A\g + £4].
Par hypothése su#”, on peut, quitte & réduire > 0, supposer que

V" = V0| < €0 := min{e_;ey}. (12.3.6)
Dans ce cas, d'apres I'expression;ggh) on a
VE e K |ug(h) —ef| < eo. (12.3.7)
Or, par définition de\y et decg, on au;(h) € [A\g —e_; Ao + 4] et
i (h) = Xo +3e 4+ (V) —V(c)) > Ao + 2¢4, (12.3.8)
et
p1(h) = Xo —3e_ + (V') =V () < Ao — 2. (12.3.9)
Autrement dit :
Vh > 0, h assez petitH (h) posséde exactement une valeur
propre dansA := [A\g — e_; Ao + &4, et

o(H(h)NAg — 263 Ao — e_[UJXg + €43 Ao + 264 [= @.
(12.3.10)

3. Vecteurs propres approchés.
Remarquons maintenant que l'on a:

P(h) = P(h) — V"(z) + V"(c) - 1. (12.3.11)
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Comme pour touf = 1...s(h) xg;(h) est dans le domaine dé(h), avec
I'identité précédente, il vient
H(h)xg;j(h) = P(h)xg;(h)

= Aj(h)xg;(h) + [P(h),x]g;(h) + r;(h)12.3.12)

ou

ri(h) = (V'(c) = V" (x) ) xg;(h). (12.3.13)

L'idée est alors d'utiliser les propriétés de décroissaiesy; loin du puits
et le caractére borné d& dansiw >°. Le corollaire 11.7 sur les estimations
de décroissance uniformes par rapport au potentiel desidosgropres du
probleme de Dirichlet, donne, pour toyt avec par exempled €]A* +
ey;No[, etenposany := A — (A* +¢e4) >0:

6( 9 4e*M
hqj( ) [2s + \P hq]( h)|7: < 2ws _— (12.3.14)

la constanteV ne dépendant pas de et désignant la distance d’Agmon
pour le potentiel égal A, — W" al'énergieA.

Comme les coefficients dé>(h), x| sont supportés dans yravoisinage du
bord def2, on déduit que

[P(h), x)g; (B)] 2y < Ce™ 7OO%=), (12.3.15)
la constante&”’ ne dépendant ni dee ni dec. Explicitons cette majoration. Si
I'on note

L, := inf |z — ¢
€0

la distance euclidienne du puitsau bord def2, alors (12.3.15) fournit la
majoration, indépendante ¥, & savoir

[P(h), X1g; ()] 12y < Ce A=)/, (12.3.16)

la constante&” ne dépendant ni die ni dee, ce qui finit d’estimer (12.3.15).
Ensuite, on décomposeg(h) en

T (h) = (Il\wfc\gs + Il\wfc\>5) ’I“j(h). (12.3.17)

En revenant a la définition (12.3.13) dg et en utilisant le caracteére lisp-
schizien du potentiel, on voit que le premier terme de (1Z)3se majore
dansL?(€2) par

\ﬂ\m,cggr,j(h)|Sasgpnv”nww Ixgj(h)l12(0) < Ce,  (12.3.18)
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tandis que le second se majore a l'aide de (12.3.14) par
[Ljpepserj(h)| < C'exp[=d(c; {|z — ¢ > e}/h],

la constante”’ ne dépendant ni d& ni de . Mais il est clair que par hy-
potheése sut, et par définition de la distance on aé(c; {|z — ¢| > €}) >
n(e — h) et donc

Ly ojserj(h) < C"e /M, (12.3.19)

Lions alors les variablek et ¢ par :
e:=h" a€]0;l] (12.3.20)

Dans ce cas pout > 0 assez petit, (12.3.16) e€t(e~“/"), (12.3.18) est
O(h*), tandis que (12.3.19) e€(e</"' ). Ainsi, (12.3.12) se récrit :

H(h)xgj(h) = Xj(h)xg;(h) + p;(h) (12.3.21)

ou le terme résiduel; (h) satisfait dand?(£2) I'estimation
lpj(h)|120) = O(h®), 0<a<l. (12.3.22)
4. Application du théoreme 9.7. Appliquons ensuite le théoréme 9.7 avec
A:=H(), [A ;A ]:=[h—¢e ;X +e], a:=g =minfe,, e },

N:=s(h), wpj:=Xj(h) €A AL ;= xg;h),

de sorte que les hypothéses sont veérifiées d'apres (12&1(1)2.3.4). On
obtient, en notant’ le sous-espace spectral associé (&) sur[A_; A, ] et
E le sous-espace engendré paryes(h) :

oo s(h)/2 \ e
d(E; F) < (1 +0(1)) -, (12.3.23)

Utilisant enfin la premiére majoration (12.3.2) €lé) et par choix (12.3.20)
dee , on obtient :

-

d(E; F) < Ch®, Ya €]0;1], (12.3.24)
d’'ou il suit d’aprés les propriétés de distance entre sepsees : quand
h—0

s(h)y <1, h—=0 (12.3.25)

5. Preuve des(h) > 1 et deii). Pour cela on applique encore le théoreme 9.7
avecA := H$(h), de la fagon suivante :
on commence par remarquer quajsést un vecteur propre unitaire d#,
pour la valeur propre;, la fonction

2o p(h)(@) = (F)),
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est vecteur propre unitaire poﬁf(h) pour la valeur propreu(h) = ef +
V'(c) — V9(c). Comme en dehors du support de la fonction) décroit
exponentiellementy)(h) satisfait une inégalité du type (12.3.21) :

H(h)xy(h) = pp(h)xp(h) + O(hY), 0<a<l, (12.3.26)

I'égalité ayant lieu dang.?(92), et « étant arbitraire. On applique le théo-
reme de comparaison en prendat= 1, ¢, = x(h), Ay = pux(h). Reste &
choisir l'intervalle[A _; A ].

Choix de l'intervalle[A_; A ] et vérification de I'hypothese (9.2.1 ’est
un argument de décompte. Soit ¢ < min{e_, 4 } et supposons, puisque
pr(h) = Xo + V"(c) — V(c), que pourh > 0 assez petit on a

|k (h) — Xo| < 2e.
On pose pouy > 1 entier
Lu(j) :=] — 3h*%; = = DAPTU LG — 1DA?; jhe?]

Noter que les ensemblds, (j) sont deux a deux disjoints. On considére
ensuite l'intervalle

2
L(h) == [Xo — &5 00 + €] + | -La(5),
j=1
avech > () assez petit de sorte qui€h) soit contenu dang\o —e_; A\g+¢e4 ]
(figure 12.3). Comméi$}(h) posséde au plus une valeur propre dags-
£_;Xo + 4], 'un des Ly (4) ne contient pas de valeur propre 88! (h).
Ainsi, quitte & élargir\y — €; Ao + €] de h*/2, on obtient un intervalle
[A_;A,] convenable, et dans ui*/?-voisinage du bord de cet intervalle,
H$(h) n'a pas de valeurs propres. Cela permet de premgre= he/2,

T t |
Ao —E_ Ao (_))\(h) Ao+ et
2 a(h)
ke s |
)\0 —E_ Ao X(hj_) A(] + g4
2e a(h)

Figure 12.3.Choix de l'intervalle[A_; A;]. On peut prendrei(h) =
hel?.

Le théoréme de comparaison 9.7 donne alors, en ndétdet sous-espace
spectral de Dirichlet sU\ _; A | pour H (h) :

o 1 1/2 he
d(Vect{yy(h)}, E) < (1—1—0(1)) o = o), b0, (123.27)
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Ainsi pour h > 0 assez petit, il y a au moins une valeur propué) de
Hp(h) dans[\g — €; Ao + €] + O(h*/?). Finalement, on a:

s(h)>1, h—0 (12.3.28)

et avec (12.3.25) on obtierth) = 1. Enfin on a aussi

limsupA(h) < Ao +¢, et liminfA(h) > Ay —¢, (12.3.29)
h—0 h—0
ce qui acheve la preuve du théoremeétant arbitraire. |

12.11. Remarque.

1. Noter que les positions limites ne dépendent pas du cheikodvert
contenant. Ainsi, ou que I'on mette les conditions de Dirichlet autoer d
c, les valeurs propres se positionnent asymptotiguement de&tae facon
sous I'hypothése de convergence du potentiel total.

2. On voit que dans la preuve, le caractere borné de la fal{fﬁr”e}h>0 dans
W°(T) est cruciale, puisqu’elle permet de d’obtenir des vectpuspres
approchés : d'ailleurs, on vérifie facilement que le théardst faux si on
I'applique avecV” = W". Dans ce cas en effet, onld’ = V", et comme
H$(h) est alors semi-borné pdy > A, il 'y a sGrement pas de valeurs
propres pour touk.

3. La preuve a mis en évidence un taux de convergefcgverifiant
r(h) = O(max (V" - V°|;n).

avecs quelconque danf); 1], ce qui est optimal, comme le montre le cas
particulier otV" () = |Inh| ! par exemple.

4. Remarquer enfin que I'on peut affaiblir la condition “Léh#tz-borné" par
“localement Lipschitz-borné”. On peut enfin remplacer pbyhese “borné
dansiW1:>°” par “borné dans un espace de Holdgt*”, ce qui modifie le
terme résiduel du point 3 précédent.

12.4 Estimations sur la résolvante

Si (¢n(h))nen désigne une base orthormée du probléme de Diridiféth)
pour le probléme a un puits, on sait que la résolvante est ératgur intégral
(puisque la résolvante est de type Hilbert-Schmidt). Sgran@st donné par

(Hp(h) - 2) = 5 = h TP (@)dn(v) (12.4.1)

n=1

Si on s’intéresse aux € C sur un contour a distance finie d’une valeur propre
An(h) < Ag on voit d’aprés la décroissance des fonctions propres, quelp
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fonction propreg,, correspondante, en notastla distance d’Agmon a I'énergie
An(h):

b (2)fn (y) = O(e(A@Hdem)/hy — G(e=dlww)/hy, (12.4.2)

C’est ce que I'on va démontrer pour le noyau de la résolvatitarents de
preuve issus de [HeSj2] ou [DiSj]) :

W 12.12. Notation.On fixen > 0 et soityx” une fonction platea@
supportée dans-n; n]. Pourp €]a; b[, on notera

xp(z) == x"(z — p).

Avec ces notations, on a alors

W 12.13. Proposition.Soitz € C et := Re z. Supposons que
r(h) :=dist(z;0(Hp(h))) > 0.

Alors, pourn > (0 assez petit, et pour tous), yo dansS2, 'opeérateur
X (H(R) = 2)~Lxy, estborné dd.? dansH' et

Xt (HB(h) — 2)~"x, | Sy e o)/ [ (h).

Rappelons que pour > 0, la notationf (h) <, g(h) signifie que pouh — 0,
f(h) < Cne“(’"/”‘g)(h), la constante;; ne dépendant pas de

12.14. Remarque.

1. Ainsi, pourr(h) uniformément minoré par rapport /& pour un second
membref localisé autour dgo, la solution du probleméH(h) — z)u = f
décroit d’autant exponentiellement vite qu’elle s'élagtey.

2. Ce résultat est intéressant dans la mesure ou du pointedgéamétrique,
seule la région hors puits est elliptique. Une estimatigkgdion directe ne
donne pas d’'information autour de= ¢ sur le comportement de

3. Néanmoins, la proposition permet de dire que pour degj&sevoisines
d’une valeur propre\ < A la traversée de la régiati” colte un facteur
dist(\;o(Hp))~ !, dans les estimations ponctuelles de décroissance cf. fi-
gure 12.4,

Preuve.On se raméne au probleme de Dirichlet hors-puits, qui etgrfant ellip-
tique. SoitQ2 := Q \ {|z — ¢[ < n} et Hg(h,) la réalisation de Dirichlet d&(h)
surQ2. Noter que pouf. > 0 assez petifV" — W”')‘f2 = Vh,
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|

Figure 12.4.plus z s’éloigne du spectre d&$(h), plus la solutionu
de(H$(h) — z)u = f est petite dans les régions non-elliptiques.

‘
| c | | €T
-
2 m

Figure 12.5.Fonctionsd et 6.

Soit ensuited, § deux fonctions platea@> & support respectivement dans
{lz —¢| < 2n} et{|z — ¢|] < 4n}, et valant 1 respectivement gl — ¢| < n} et
au voisinage du support de

Comme pour toutg € L2(Q), (1 — 0)f € L*(Q),on a

vi= (HX(h) — 2) Y (1 - 0)f € DHL(h)). (12.4.3)
Par suite(1 — 0)v est dans le domaine déf(h), et
(P(h)—2)(1—0)v = (1—0)(P(h) — z)v — [P(h),0lv = (1—0)fv—[P(h),0]v,
(12.4.4)
ayant utilisé qugl — 0)(1 — ) = (1 — ). Finalement, pour tout¢ € L*(1) :

(1=0)0 = (H(h) = 2) "' (1=0)f = [P(h), 0)(HF (h) - 2) " (1-0) f, (12.4.5)

ce qui donne

(1=0)(H(h)~2) " (1-0) = [H(h)—2] "' (1—é>—[P<h>,e](H%(h>—zz] (1—;5»

12.4.6
Ajoutant & 'équation le term@H < (h)—z) 16, et écrivant quéP(h), 6] = 6[P(h), 6],
on obtient la relation

(Hp(h) —2)" = (Hp(h) —2) "0
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Ceci étant, fixong, dansf2, yo ¢ suppé et appliquons la relation ci-dessus
axy0 Cela donne, en posanf), := (H(h) — 2) 1xy,, etag, = (HL(h) —
Z) Xyo .

wl = (1-0)a) + (Hp(h) —z)'0-[P(h), 0]

Yo Yo*

(12.4.8)

Il est aisé d’obtenir des estimations ponctuelles pdyr En effet, appliquant
I'égalité d’énergie (corollaire 8.9 p. 93) stiravec le poidsy := (1 —n)d(z, yo), d
désignant la distance d’Agmon a I'énergie= Re z, etp = 1 on obtient, puisque
i), est nulle au bord de :

"Xyoll 7.1 Hew/hﬂzo [ 7,005 (12.4.9)

la constanten ne dependant que dpAvec I'injection H' — L, cela donne

mHe‘p/hu

le?/Mad [in < Ch e XD || (12.4.10)

Sur le support dey,, ¢ est d'ordre(1 — n)n > 0, d’ou I'on tire I'estimation
ponctuelle suivante, uniforme en> 0, etyy € 2\ suppd :

A C
Vz € Q, J|u (z)] < 7"||X||L1 e~ (1=md(z,y0)/h
S llxl e dmwol/h (12.4.11)

Avec l'ellipticité et en revenant a I'équation différeriteedéfinissantiy),, on a les
mémes estimations pour la dérivée.

Estimons ensuite le deuxiéme terme du membre de droite dé.8).20n re-
marque quey,, := [P(h),0)]a,, est supportée dans la couronfie< |z — ¢| <
2n}, est nulle au bord d&. Comme elle s'exprime a l'aide d€);, et sa dérivée,
elle vérifie, d'aprés (12.4.11), I'estimation ponctuellmiforme par rapport g et

Yo)

Ve eQ, Jup|< %Hxn,ﬂe*ﬂﬂn)d(aw)/h. (12.4.12)

Appliquant cette fois I'égalité du corollaire 8.11 (p. 93ua= (H(h) —
z) " luy, etavecpy = (1 — n)d(z, c) on obtient que pour tout € (2 :

(H(h) — 2)" 0[P (h), )], ()]

= 77||X||Il€ (1—4n)(d(c,yo0)+d(z,c))/h

Sy x| e dlew)td@e/h (12 4.13)

Il reste & effectuer les estimations pgyre suppd. On prendp(z) := d(z;y),
etu dans?(Q), avec|ju| < 1. On écrit ensuite, en posant

Ao (2) = X (HB(h) — 2)'x7,
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1A o (2)ull 2 < e @0l ool oo | (H (h) = 2)~" X ull-

Par choix dexg ety on a clairement sur le support gé,,
p(z) = —d(zo;90) + O(n), (12.4.14)

et ceci uniformément eh > 0. Par ailleurs, d’apres le théoreme spectral,

1
dist(z, o(H$(h))

I(HB(h) — 2) ' xpoulle < Ix2 ull - (12.4.15)

Mettant bout a bout ces deux derniéres estimations, on ajtaatian de (12.4.14)

IHD(h) — 2) XDl Sy e %P fr(h) [ ool 2.

~

Cela donne I'estimation annoncée et par régularité ejligj on a la méme
estimation de.? dansH?. Cela achéve la preuve. [ |

W 12.15. Corollaire. Soitu € L?(£2). On a alors, pour tout) > 0,
on a I'estimation ponctuelle suivante quahd- 0 :

efd(m;suppu,)/h,

vz e, |[(HB(h)—2)"u] ()| <y TH“”L%

our(h) = dist(z,o (H}})), etd désigne la distance d’Agmon a I'éner-
gie A = Re z pour le potentieM” — W,

Preuve. Il suffit, pour 7 fixé, de considérer un recouvrement fini du support.de
par des boules,, = [yo — 7;y0 + 1), yo € €2, puis une partition de l'unitéy,),)
subordonnée. On applique enfin la proposition {kaén:e pour estimer la nornié!
de chaquect, (H(h) — 2)~'xp,u, z¢ étant un point quelconque @k [ |
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Etude du probléme aN puits

Ce chapitre reprend fortement les résultats et notions apitth précé-
dent. Le plan d’étude est le méme. On montre en particulierlgsi
fonctions propres du probléme de Dirichlet pour une éneagienp-
totiquement résonante ne se concentrent que dans les ¢sgtsants
(notion introduite dans ce chapitre), ce qui améliore $dasient les
résultats de décroissance du chapitre 11, ou les fonctiopsgs pou-
vaienta priori se concentrer dans tous les puits.

Dans ce chapitre, 'intervallé? sera égal aIlel = [a; b], et (V"), _
est une famille de fonctions daig'->° (). Ici, le nombre de puits est
égalaN > 1.

13.1 Hypotheses

M 13.1. Notation.On noteraHp(h) = Hp la réalisation de Dirichlet
sur I de l'opérateur

P(h) := —hd?/dz® + V" — W".
D(Hp(h)) = H*(I)nHy(I), Yu € D(Hp(h)), Hp(h)u:= P(h)u.

W 13.2. HypothéseOn suppose que la famille de fonctiofig"), _

est dansiv (I, et uniformément bornée damg'->°(I). On sup-
pose en outre que :

inf inf V(z) > Ag > 0, (13.1.1)
h>0xzel
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et que la famille(V"), _ | converge dang’(7). Notons)" la limite :

lim [[V" — V|| = 0. (13.1.2)
h—0

L'idée est de découpler le probleme\apuits enN problémes a un puits. On
peut d’ores et déja introduire les énergies résonantesghagiue puits, dont on sait
gu’elles ne dépendent que de la limité, et non de I'ouvert sur lequel on pose des
conditions de Dirichlet (cf. le point 1. de la remarque 12.itapitre précédent).

W 13.3. Notation.Pouri = 1... N, soit H;(h) le hamiltonien défini
par

Hi(h) == H(h) + > wy ( th> = —RA+ V" —uwy; ( hci) .

On note&; I'ensemble des énergies asymptotiquement résonantes de

Vi=1...N, & ={e}+V"(c;)}rek,,

ou, rappelons-le(et ).k, désigne la suite strictement croissante (éventuel-
lement infinie) des valeurs propres négatives du Hamiltoilig =
—d?/dz? — w; sur L2(R). On pose alors

pi(0) :=et +V%¢;), i=1...N, kelk,.

13.4. Remarque.

1. Lesel étant des valeurs propres simples, on sait que palonné dans
{1...N}, les i (0) sont deux a deux distincts :

Vie {1..N},Vk € K, k' € Ky, k #K = pb(0) # ubi(0).

2. Néanmoins, pour deux indiceés’ distincts on peut tout a fait avoir deux
indicesk, £’ tels quep},(0) = u;f,(o). D’aprés le point précédent, le nombre
d’indices k par puits ne pouvant excéder un, on déduit que le nombre total
d’indicesk en question ne peut excéder le nombre total de puits, c’dsta
N.

3. Cette derniere équation peut s'interpréter comme undittom de compati-
bilité sur le potentiel limite, & savoir

VO(Ci)—ﬁo(ci/):eZ,fe};, kEKi,kIE]KQ‘/.
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4. Cette condition est satisfaite dans le cas tres simpleodblé puits syme-
trique : N = 2, V" constant sud. On peut se reporter p.ex. pour une in-
troduction au phénomeéne a [Ba] p.56, ou a l'article de [Hal],.eocore a
[HeSj2].

5. Cette derniére remarque pose le probleme suivant : sidlesing propres
s'approximent bien en découplant 185 puits (.e. la somme directe des
problemes a un puits est une bonne approximation spectcalelecouplage
ne rend pas compte de la géométrie globale puisque lesdosgiropres de
Hp(h) se délocalisent dans Iéé puits (ce qui n’est évidemment pas le cas
des fonctions propres du probléme a un puits!).

13.2 Energies résonantes. Multiplicité. Puits résonants
Le point 2. de la remarque précédente souligne la questida cheltiplicité,
ce qui incite a introduire la
W 13.5. Définition.Pour A € R, on pose
JA)={ie{l...N} tqg. e},
m(A) := Card J(A).

L'entier m(\) s’appelle la multiplicité asymptotique de I'énergie

13.6. Remarque D’aprés le point 1. de la remarque précédente, si pdixe, il
existe un indicek; € K tel queX = p; (0) € &, il est unique.

Cela permet de définir les énergies (asymptotiquementhaéses poud (h) :

W 13.7. Définition.SiJ()) est non vide, on dira que est une éner-
gie résonante poufi (h). En outre, pour tout € J(\), on dira que
le puitsc; est résonant pouff (h) a I'énergie \.

W 13.8. Notation.On notera (H (h)) 'ensemble des énergies réso-
nantes poutH (h) :

EHM) ={ eR, | J(\) #o}

13.9. Remarque.
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1. La encore, la définition est consistante puisque I'ensefmfH (h)) ne dé-
pend que du potentiel limitg?, des puits:; et des fonctionsy;. Par ailleurs,
dans le cas olN = 1, on retrouve la méme définition 12.6 dd H (h))
introduite p. 127.

2. Une facon plus formelle de définir les notions de puitsméats et de multi-
plicité consiste a introduire la projectidih définie sur une réunion disjointe

par
N

I : |_|5i — R, (N\i) =\
=1

La multiplicité deX est définie comme le cardinal de la fibre au-dessus de
et les puits résonants comme les puits associés aux poitadides.

3. En particulier, si/ ¢ {1...N},ona

£ (H(h,) +3 w, ( h")) —1I (ﬂs) .

icd i¢J

D’aprés le théoreme 12.9 p.128 du chapitre précédent pquoldéme a un puits,
on a la caractérisation suivante des puits résonants

B 13.10. Proposition.Le puitsc¢; est résonant a I'énergie. pour
Hp(h) si et seulement si il existe un ouvertontenant; tel que pour
tout ouvertw; C  contenante;, la réalisation de DirichletH [ (h)

de P(h) surw; possede une valeur propre convergeant vers

13.11. RemarqueDans ce cas cette valeur propre est la seule valeur propfg dle)
dans un voisinage indépendant kale ) : appliquer le théoréme 12.9 p.128 a
H7)'(h) sur un petit compact contenakt

On se restreint ensuite, comme au chapitre précédent, anaink d'énergie com-
pact :
Bl 13.12. HypothéseOn fixe un segmeiif\,; A*] C (—oc; Ag| eton

étudiera pour tout > 0 'ensemble :

o (Hp(h)) N [A.; A*].
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D’aprés I'étude du probléme a un puits du chapitre précédentse doute que
les énergies résonantes dans; A*] vont correspondre aux positions limites du
spectre dei(h) dans cet intervalle. Pour chaque indicen remarque que I'en-
semble&; est, par définition des;, un ensemble discret admettant comme seul
point d’accumulation éventuel le poit®(¢;) > Ay > A,. Par suite, pour chaque

i = 1...N, les ensembles; N [A,; A*] sont finis, et&(Hp(h)) N [A,; A*] est
lui-méme fini.

Cette derniére remarque incite a effectuer la partition donaine d'énergie

[A,; A*] suivante :

W 13.13. Notation.On pose&es := E(Hp(h)) N [AgA*], r =
Cardé&,es, €t on notera

Eres:={ M1 <A <~ <A}, A< <A < AN
Enfin on posera pour todt=1...r — 1,
3e; = >\l+1 — XN >0, 3g:= diSt()q,g(HD(h)) \Erésl) >0
e, 1= dist(A; E(Hp(h)) \ Ees) > 0,

le symbole dist désignant la distance euclidienne usuelle.

Ainsi les intervalleg\; — 2e;_1; A\ + 2¢;] pourl = 1...r forment un recou-
vrement d’un voisinage compact fe,; A*|(figure 13.1).

A, A* =)\,
oo oo
E(Hp(h)) M Ao1N Aly1 Ar—1 E(Hp(h))
_ _———_ _——————=
3€0 3e1_1 g 3,1  3e,

Figure 13.1.Définition des nombres.

13.3 Effet tunnel aux puits non résonants

La terminologie employée dans la section précédente dift§agar le résul-
tat suivant, qui précise le résultat énoncé de décroissdesdonctions propres
(théoréme 11.4 p. 120) :
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W 13.14. Proposition.SoitA € £(Hp(h)) N [A.; A*], et soite; un
puits non résonant a I'énergig. Alors il existe un voisinagey; de
{¢;}, un voisinageA de )\ et une constante > 0 tels que pout, > 0
assez petit et pour toute valeur propxéh) de Hp(h) dansA on ait :

Vo € wi, |p(h)(x) < e /P, (13.3.1)

ol¢(h) est un vecteur propre normalisé dah$pour la valeur propre
A(h).

Autrement dit, la fonction propre est exponentiellementitpalans les puits
non-résonants et se localise dans les puits résonants.

Preuve. Notons H) (h) la réalisation de Dirichlet d& (k) & un ouvertw; C I
qu’on peut supposer ne contenir que le seul pyitSoit ensuited; une fonction
plateauC'> supportée dans; et valant 1 sur uj-voisinage de;, n > 0 petit fixe.
Fixons ensuite un voisinage de A de la forme/\ — 2¢; A + 2¢] tel que

o(Hp(h) NA =2, h—0.

Un tel A existe puisque d’'aprés la proposition 13.10 que I'on pepliqper a
HY{i(h) (quitte a réduirev’) : les valeurs propres dé;) (h) dans[A,; A*] se posi-
tionnent quand, — 0 par définition sug;(V°) N[A.; A*], qui est un ensemble fini
ne contenant pas. On a alors pour un vecteur propre normaligé) de Hp(h),
associé a la valeur propegh) € A,

P(h)0i¢(h) = A(h)0ip(h) + [P(h), b:]¢(h). (13.3.2)

Comme)(h) < A, < Ay, le terme résiduel satisfait dadg (1), d’aprés le
corollaire 11.7 (p.123)

I[P(h), 0:]p(h) |l r2ry < Ce ™", g >0, h—0. (13.3.3)

Le vecteurd;¢(h) n'est pas nul, sinon quoi il N’y a rien & montrer (de toute
facon par unicité de Cauchy, une fonction propre du probléenBirichlet ne peut
s’annuler qu’en des points isolés). En appliquant le théer®.7 (p.97) &4 =
Hpi(h) sur[A —e; A + €|, avecN = 1, ¢ = 6;¢;(h) eta = ¢ > 0, on obtient,
compte tenu de (13.3.3)

o 1 C e cnlh
d(Vect{0;¢:(h)}; F;) < ! ;
(Vectibids (W) B) < gl a

(13.3.4)

ou I'on a notéF; le sous-espace spectral H¢' (h) sur[A —e; A+¢]. Or, le puitsc;
n'est pas résonant, on déduit donc dqueest réduit a zéro. D’apres les propriétés
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de la distance entre sous-espaces (proposition 9.6 p.&t¢, derniére est alors
minorée par 1. On a donc

P ! 1 (1335)
i} <= < S
c, P = JVect{0:6;(h) }; F)

Revenant a I'’équation différentielle (13.3.2), on obtidas estimations ponc-
tuelles par ellipticité. Cela prouve la proposition. [ |

13.4 Spectre limite de Dirichlet

On choisit des ouverts convenables afin d’approcher le @noblaN puits par
N problemes & puits.

H 13.15. Notation.On fixe dans toute la suite une énergie résonante
Al € &rgs, €t on noterad la distance d’Agmon pour le potentiel total
Vh — Wh arénergie);. On pose :

S1 :=mind(c;:cp).
1:= min (¢j;cr)

On pose alors poui = 1... N etn > 0 assez petit fixé

Q; = I\ U{.T € [a;b} |7 d(:v,c]-) < 77}7
J7i

eton noteraH%i(h,) la réalisation de Dirichlet deP(h) & l'ouvert ;.

13.16. Remarque.

1. Noter que les ouvertQ; ne sont pas deux a deux disjoints, et que chaque
; contient un seul puits¢;. Ainsi les positions limites des valeurs propres
de Hgi(h) dans[A,; A*] sont lesy’ (0) dans&es On a de plus linclusion
canonique et isométriqgue avec domaines

L) — L*(I),

qui permet de voitH%’?(h,) comme opérateur non borné sii(7).

2. Sur le choix de5; : il est curieux de faire intervenir dans la définition gle
les puits non-résonants a I'énergig Si I'on souhaite les éliminer, il faut
étudier plus finement la résolvante Hg) (h) pour améliorer les estimations
de décroissance des fonctions propres. Ce travail, queémepiHeSj2], est
effectué dans la derniére section de ce chapitre.
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3. Sur le choix des ouvertg; : on aurait pu prendre poudr= 1... N, Q; =
{z € I'|d(c;,z) < S1/2}, qui sont disjoints deux a deux. On disposerait de
méme d’une inclusion isométrique

O, L2 () = AU ) = L2(1),

la somme étant de plus orthogonale. Cela permet de consalérs I'opé-
rateur fortement découpté’Y , Hg (h). On obtiendrait un résultat analogue
au théoréme 13.22 ci-aprés a ceci prés que le terme résidngld serait
moins bon.

Appliguant le théoreme 12.9 (p.lZSH%"(h,) pour: € J(X), on obtient :

B 13.17. Proposition.Soit\; € s, €ti € J(A;). Alors pourh > 0
assez petit :

i) Hg’?(h,) possede une unique valeur progigh) dans l'intervalle
[N — e A+ &)

ii) Hg (h) n’a pas de valeur propre dans l'intervalle; —2¢;_1; A\; —
er1[UIA + e A + 2]

i) wui(h) converge dan§\,; A*] etlimy o pi(h) = A

B 13.18. Notation.Pour i € J()\;), on notera;(h) un vecteur
propre normalisé associé a la valeur propig(h) :

Vie J(N),  Hp (hi(h) = ma(h)wi(h),  Ivi(h)ll 12, = 1.

Cela étant précisé on peut écrire le théoreme correspopdante probléme a
N puits.

B 13.19. ThéoremeSoit)\; € £rgs. Alors pourh > 0 assez petit :

i) Hp(h) posseden();) valeurs propres dans l'intervalle\j—e;—1; A+
6[].

i) Hp(h) n"apas de valeurs propres dans l'intervallg, —2e;_1; A\ —
8171] U [)\[ +en A+ 25[].

iif) Notons A1 (h) ... Ay, () les valeurs propres d& p(h) données
par i). Alors pour toutj = 1...m(X;), Aj(h) converge dangA,; A*]
etlimy,_,q )\J(h) = A

iv) Si® désigne le sous-espace spectralffig(h) sur [\ —e;—1; N\ +
e1,] et ¥ le sous-espace engendré parieggi = 1....m()\)),ona

d(®; ) = d(T;®) = O(e /"), h—0.
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Preuve. On utilise de nouveau le théoréme de comparaison, mais aeedifié-
rence par rapport a la preuve du théoreme dans le cas d'un puit

1. Notations. NotonsA(h) ... As(h) les valeurs propres d&p(h) dans I'in-
tervalle[\; — 2e;1; A + 2g], ¢1(h) . .. dy(n)(h) un systeme orthonorme de
vecteurs propres associésdet= Vect{¢i(h)... dyn)(h)}.

D’apreés I'estimatiora priori de la proposition 10.13 p. 108 sur le nombre de
valeurs propres, on a
s(h) =0(1), h—0. (13.4.1)

Introduisons une fonction plate@uC ™ et paire supportée dans un voisinage
de[—3n; 3] valantl sur[—n;n] (rappelons qué); dépend de) et soit (cf.
figure 13.2)

N
Vi=1...N, 6i(z):=0(x—c), xi(z):=1-) 0i(z). (13.4.2)
JFi

Remarquer que pouy assez petit, les supports dgssont deux a deux dis-
joints. Notons enfilX W := Vect{x;vi(h) }icsn)-

! “ “

Xi

|
I
a

Cj [6F3 C‘j/

S

Figure 13.2.0uvert(; (en gris) et fonctiory;.

Commencgons par montrer que les sous-espdcet X ¥ sont interchan-
geables dans les estimations, au sens ou :

- -

V>0, d(¥,XV)=d(XU,0)=0,(e MM ho.
(13.4.3)
Remarquons en effet qu’avec les propriétés de décroissiere;(h), la
valeur propreu; (h) tendant vers,;, on a dand.?(I) (cf. i) du théoréme 11.4
p. 120)

V>0, Vi e {l...m)},  (@i(h) i (h) = b+ (e 1D/
(13.4.4)

ainsi que I'estimation ponctuelle suivante :
Veel, Yi=1...m(\), |(1-x)vi(h)(x) S,e /" (13.4.5)

De la il découle bien

A0, X0) <, e <1, b0, (13.4.6)
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et on obtient (13.4.3)

. Majoration de s(h). On montre ques(h) < m();). Il suffit de montrer, &

étant de dimensiom();) que

—

d(®, W) <1 h—0, (13.4.7)

en appliguant le théoreme de comparaison 9.7 p.97.

Pour prouver (13.4.7), revenant a la définitionddd suffit de prouver pour
h assez petit, (puisque lgs(h) forment une base orthonormée @¢ que
l'ona:

¥j=1..s(h), [I(1—Tly)g;(R)| <1 (13.4.8)
ouTITy désigne le projecteur orthogonal siur On analyse pour cela le com-

portement dep; (k) puits par puits. Soi; une fonctionC> positive définie
par la relation :

1=0y(z)+ > Oi(z) Vzel (13.4.9)
ieJ(\;)
Avec le choix ded, il est clair, ¢;(h) étant exponentiellement petite sur un
voisinage des puits non résonants a I'énekgi@roposition 13.14), que I'on
a
180 (M) 72(r) < Cre ™" =o(1), h— 0, (13.4.10)

ce qui élimine les puits non-résonants. Par ailleurs, oruape J(\;)
P(h)0;;(h) = \;(h)6:;(h) + [P(h), 8;]¢; (h) (13.4.11)

et le commutateur est majoré dabispar C,,e /" Fixons alorsx > 0 tel
que

a—dn <O0.
a est en quelque sorte I'étalon du taux de concentratior;de) dans un
puits. On distingue donc deux cas :

(@) Si¢;(h) a significativement de la masse dans le puifs.e. :
16i5 (m)] > e=", (13.4.12)

alors en appliquant le théoréme de comparaisoh & H%’(h) sur
[\l — 13N + &), aveca = min{e;_1;6} > 0, N = 1, ety =
f;¢;(h), on obtient, compte tenu de (13.3.3) et (13.4.12)

. 1 1/2 )
d(Vect{0;¢;(h)}; Vect{y;(h)}) < (T/h) %e,c n/h = (1),
e < !
(13.4.13)
puisque A ne posséde que la valeur propre simpjéh) dans[\; —
13N + 6[}.
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On obtient donc par définition de la distance

11— )0 (W2 < o1) - 1065 (R)]l 2 = o(1) <1, h =0,
(13.4.14)
etllyf¢;(h) est une bonne approximation de;(h).

(b) Sia contrario [|0;¢;(h)|| < e~*/", comme le projecteur — Ty est
orthogonal, on a
|1~ 110)0¢; (M)llz> < [6¢(R)| = o(1) <1, h—0,

et le vecteur nul est une bonne approximation darmef¢;(h).

Dans tous les cas, on a donc, pour tput 1. .. s(h) et avec (13.4.10) :
(1 — H)@l(]sj(h)ﬂfz =o(l), VieJN)U{0} h—0. (13.4.15)

On déduit (13.4.8) a l'aide (13.4.15) et (13.4.9), l'indjcétant quelconque.
Cela donne finalement (13.4.7) et la majoration :

s(h) <m(\), h—0. (13.4.16)

3. Minoration de s(h). On remarque alors que poue J(\;) eth > 0 assez
petit, lesp;(h) sont dang\; — g;-1; \; + £ et lesx;;(h) sont dans le
domaine deH p (h).

Hp(h)xivi(h) = mi(h)xii(h) + [P(Rh), xi]vi(h). (13.4.17)

Avec encore les propriétés de décroissance des fonctigmepees dd{g" (h)
rappelées plus haut, on a

Vie J(N), I[P, xilvi(h) 2o Sne /M, (13.4.18)

les coefficients dgP(h), x;] €tant supportés autour des puispour j #

i. Toujours d'apres ces propriétés de décroissance, la matedsram des
xiti(h) est,moduloe—51/h 41/ |a matrice unité d’aprés (13.4.4).

Soit alorse > 0 petit donné. Appliquons le théoreme de comparaison avec
Avec

A=Hp(h), N=m(N), vi=xi(h), = p(h).

On apu;i(h) € [\j —e; N\ + €] pourh > 0 assez petit puisque lgs(h)
tendent vers\;, et comme on a une majoration indépendanté.de 0 du
nombre de valeurs propres dedans[\; — ¢;_1; A, + ¢;], le méme argument
de décompte que dans la preuve du théoreme 12.9 dans le capudts
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fournit a(h) = h pour lequel on peut appliquer le théoréme sur l'intervalle
[\l — €; A\ + €] éventuellement élargi d@(h). On obtient

- ) 2
d(X¥; ) < (17:(0()1)> T"e*"”/”*“"/h < et (13.4.19)

qui donne pouk > 0 assez petit :

m(XN) < s(h), h—0, (13.4.20)
et avec (13.4.16)
m(XN) = s(h), h—0, (13.4.21)
et que les valeurs propres(h) de Hp(h) sont dans\; —«; >\1+s] Cela dé-
montres) eti:) Montronsiii). |l suffit de remarquer que poyr=1...m()\;),
limsup Aj(h) < A\ +¢€, et liminf);(h) >\ —e, (13.4.22)
h—0 h—0 -

et quee est arbitrairement petit.

Quand &wv), par inégalité triangulaire vraie porTr ona

d(T;®) < d(T; XT) + d(XT; D).

Utilisant les majorations (13.4.19) et (13.4.6), on olitlémégalité “<” annon-
cﬁée dangv). L'inégalité inverse découle de (13.4.7) et des propriéegmdistance
d (cf. proposition 9.6 p. 97). |

13.20. Remarque.
1. Le pointiv) du théoréme exprime le fait que les vecteurs propred géh)

sont,modulo une erreur exponentiellement petite, des combinaisomaaror
lisées dand.? desy;(h). Autrement dit la matrice du projecteur orthogonal
restreint ab ecrite entre la base dég(h) deV etlabaseb; (h) . .., 1\ (h)
est, & un exponentiellement petit prés, une matrice uaitair

. En particulier, pour tout= 1, .., m(\;) sil'on pose

pi(h) := (4i(h), ¢;(h)), (13.4.23)

alors la quantitép; (h)|? est une approximation exponentiellement bonne du
taux de concentration dg; () dans le puits résonanet on a

Z Ipi(h))* = 14 O(e 51/") (13.4.24)

pour toutn > 0 assez petit. En particulier on a dabh$

Vi=1---(N), &l Z;m O(e 51/  (13.4.25)
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3. Dans la suite, on verra que I'on peut remplagepar

SON) = inf dlepics) > Sy
) JkJRET(N) (crics) 2 5

13.5 Estimations sur la résolvante

Ayant fait des estimations assez précises dans le cas a s @uipeut faire
des estimations semblables pour le ca@é puits.

On reprend les ouvert?;, les fonctionsd; et y;, ainsi que lesV problemes a
un puitsH%’?(h) de la section précédente,> 0 étant fixé. On introduit a présent
des fonctionsgy; C*° a support dang;, telles que

N
» xi=1 (13.5.1)
=1

On reprend ici des éléments de démonstration issus de [H&Bj3onstruit par
approximations successives l'inversedg (h) — z. Un bon candidat semble étre :

N
Ro:= Y xiTi(2)xi: Ti(z) =T;:= (Hp(h) — 2)". (13.5.2)
i=1

Rappelons (cf. prop. 12.13 p. 135) que I'on a établi au chapitcédent que :

e~ (d(zo,y0)—con)/h
dist(z; o(H}) (h))))

(13.5.3)
la fonctiond désignant la distance d’Agmon pour le potentiél— " & I'énergie
X = Re z. Rappelons également que = x(- — p), pour une fonction plateay
fixée valantl sur le support dé, et supportée darjs-4n; 4n]. Avec ces notations
ona:

Vi=1...N lopérateur x.,T;i(z)xy, est (9,7<

W 13.21. Proposition.Soitz € C et X := Re z. Supposons que
r(h) = dist(z;a(Hp(h))) >0, et r(h) > e 51/

Alors, pourn > 0 assez petit, et pour tous,yo dansl = [a; b,
l'opérateur x., (Hp(h) — z) ' xy, est borné d&.? dansH' et
e—4(Tosy0)/h

Ixan (Hp () = 2) ™ x| S0 — 75—

d désignant la distance d’Agmon pour le potenti&l — W & I'éner-
gie \.
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Preuve.On a par calcul direct

(HD *Z RU ZX7X7+Z >~(7

Commey;x; = X;, pour touti, on a bien

(o) — B0 =1+ S P AT = 1 3 S IP). 0T,

1=1 1=1 k#i

(rappelons en effetqug = 1— Zk# 0:). Appelonse le second terme du membre
de droite de la derniére équation. On étudie la convergeada dérie de terme
généralRyc", pourn € N.

Remarquant que;[P, 6;] est toujours nul sauf si = 4, et dans ce cas le
produit vaut| P, 6;], un calcul direct donne :

N N N
Roe" = Z Z Z Xio Lig [P, 0i1}7—'i1[P7 9i2]Ti2 e [P 0; ] o Xin
10=111#%0 InFln—1
(13.5.4)

On écrit alors pous = 0... N — 1, en utilisant que;, est localisée autour du
puits ¢y,

[Pv 97s]T7s(Z)[Pa 9is+1] = [Pv 9115]Xc,;s is ( )Xﬁ

D’apres (13.5.3), on a en norme d’opérateur

[P, 0;,,,]. (13.5.5)

s+1

Xer, Ty (2)Xer | = Op (e s Cing)=eom/P o))

s+1
Par composition on trouve que I'opérateur, Roc"x,, Vérifie I'estimation en
norme d’opérateur

HX:I:(]R[JEanOH = O" (efipn(wﬁzyﬁ)/h+ncan/h/r(h)n+]) (1356)

ou

on(T0,y0) = }.Tlind(yoa ci,) +d(ci,sci,_ )+ - +d(ci;ciy) + dlcig; o).
L0 n
Noter ¢, (z,y) est la longueur du plus court chemin parcouru pour alley der
en passant pat puits deux a deux distincts, et que

on(T0,y0) > d(z0,y0) + nSi. (13.5.7)

Ainsi, en appliquant le corollaire 12.15 p. 13&a:, u désignant une fonction
arbitraire deL?(I), on trouve que le terme général est donc en norme d’opérateur
O, (e~ mSi/htncon/hy 1(R)™  qui est manifestement convergent.

Finalement, on a bien
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o

(Hp(h) —2)7' = Ro(1+ ) _¢e"). (13.5.8)

n=1

On obtient donc le résultat powt,, (Hp(h) — z)~xy, €n écrivant (utiliser la
continuité de composition des applications linéaires) que

Xao(Hp(h) = 2)""Xyo = ) X Roe" Xy (13.5.9)
n=0
et on majore chaque terme a I'aide de (13.5.6) et (13.5.7). |

13.6 Estimation améliorée des fonctions propres

Bl 13.22. ThéorémeSoit)\; € £¢sune énergie résonante pokfy (h),
I € {1...r}etA(h)une valeur propre déf,(h) convergeant vers,.
Soit¢(h) un vecteur propre normalisé dardg (1) associé,et soif la
distance d’Agmon pour le potentigl* — W" & I'énergie ;. Alors

Va € I, [g(h)(x)| = Ofc MO

ouU(N) := Usesn{ci}- Onales mémes estimations pour la déri-

vée dep(h).

13.23. RemarqueCe résultat précise celui de la proposition 13.14 puisgeit
met de prendre la constant&gale &c = d(U(\;); {ci}i—; \ U(N))-

Preuve.SoitA;(h), ... Ap(x,) (h) lesm();) valeurs propres dB , (h) convergeant
vers \;. Soit ¢(h) un vecteur propre de Dirichlet unitaire associé a une de ces
valeurs propres. Posons ensuite

a(h) = max {|)\( ) — A}, et a(h) :=max (h;a(h)),

i=1..

et considérons le rectangle

A= P\l —eg_nuN+ 2a(h)} C P\l —e_1 N+ 8[].

D’apreés le pointiv) du théoréme 13.19 I'imagé du projecteur spectral (h)
de Hp(h) vérifie .
d(®, W) = d(V,®) = O(e~51/"). (13.6.1)

Par ailleurs pouh > 0, on ax(h) — A, on peut donc supposer qgeh) € @. Or,
d'aprés (13.4.3) et I'inégalité triangulaire siiron a poum > 0 assez petit

d(®, XT) < d(®, XT) + d(X T, ) = O, (e~ S -M/hy, (13.6.2)



154 Chapitre 13 Etude du probléme aN puits

ou, rappelons-leX ¥ = Vect{x;(h) }ic.s(r,)- Ainsi, en restriction aX ¥, 11 (h)
est injectif, donc surjectif par égalité des dimensiongxiste un vecteuy de X ¥
tel que

¢(h) =Hp(h)y, + € ¥ =Vect{ti(h)}icsn)- (13.6.3)

Commety = ¢(h) + (1 — Hp(h))y = ¢(h) + (1 — Hp(h))xwy, on a par
définition de la distance entre sous-espaces

192 <1+d(®; XU)[p?, de [P =140, (e 51 /hten/hy (13.6.4)

la constante: ne dépendant pas de Par définition deX U, il existe des scalaires
a1 ... oy, (dépendants de > 0) tels que

(A1)
Y = Z ;i xitpi(h), (13.6.5)
i=1

et avec (13.6.4) et le caractére quasi-orthonorméxglég k), on obtient la majo-
ration dec;, a savoir

m(A;)
M Jail? <1+ Oy (e /ety < o, (13.6.6)
=1

Il suffit donc d’apres la décomposition (13.6.5) et la repnéation (13.6.3) de
¢(h) de prouver que :

Vie J(N), Yoel, Tp(h)xi(h)(z) = O, (e (d@e/h=con/hy (13 6.7)

Cette estimation ponctuelle n’est pas claire car elle delmate passer du
niveau spectral (norm&? du projeté) au niveau géométrique (estimations ponc-
tuelles). Ce passage s’effectue par les estimations divaés® : on remarque pour
cela que

(P(h) = z)xivi(x) = (ni(h) — 2)xihi + [P(h). xil¢i
D’ou pourz # p; :

(ni(h)—2) txipi = (Hp(h)—2) 'xapi+(pi(h)—2z) (Hp(h)—2z) '[P(h), x|t

L'intéret de cette écriture réside dans le fait que la farcfiP(h), xi]¢; est
bien localisée. Intégrons sur cette expression sur ledpdrdrectangle\ x [—ih; ih]
(cf. figure 13.6). Le choix de ce contour est motivé par les faiivants :

1. Pourtout sur ce rectangle, la distance dau spectre dé/,(h) est minorée
parl/h.
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Figure 13.3.Contour+y. Les valeurs propres d& , (h) se positionnent
sur les énergies résonantes et sont donc a distance unifoemgmi-
norée parh du contoury, I'écart entre deux énergies résonantes étant
indépendant dé > 0.

2. Pour cesz les estimations de résolvante en termes de distance d’Agmon
sont toutes valables & I'énergle (car A\(h) — A; et on a la propriété de
monotonie de la distance par rapport a I'énergie, cf. (342.82.

On obtient

(1= T ()it = 5 [ (slh) = 2)7' (= = Hp(h) " [P(B). xali =

! (13.6.8)

I suffit ensuite d’avoir une estimation de := [P(h), x;]v;, et d'utiliser les
estimations de la résolvante : on remarque pour cela quadtido r; est localisée
dans la réunion d&n-voisinages des;, (et donc disjointsy étant petit) pouk = i.
En outre, on sait que; (et sa dérivée) egd, (e~4(*:1))) (théoréme 11.4 p. 120).
Soit alorsz € suppr;, et soitcy(,) le centre de la boule dans laquelle se trouve
Alors pour touty dans cette boule :

d(z;ci)) = d(z,y) +d(y;ci) + O(n)
= d(z, cp)) + d(ck(a); ci) + O(n)
> ]iéléfd(mack)"“d(ckici) —0(n),

la derniére égalité découlant du fait quezsvarie dans le support de, k(z)
parcourt les indiceg # <. Ainsi on a

Ve eI, |ri(z)| < C’nef‘s"(m)/hﬂn/h, di(z) := 1171éf d(z,c) + d(cg, ¢;).

k

(13.6.9)
Remarquer queé;(x) s’interpréte comme la longueur du plus court chemin: &l
puits¢; en passant par un autre puis En particulier on a toujours

Veel, VieJ(A), 6;(x)>dz,c) (13.6.10)
On obtient a I'aide du théoreme précédent sur la décroissdmnoyau et (13.6.8)
1 : .
Vo € I |(1=TipW)xithi(a)] < 5 Cpe/er M/ (y))
s

. e~ Infrzi(d(z,cx)+0i(er)) /b

(13.6.11)
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Fixonsk # i. Alors par définition

VE' £ 0i(z) d(z,cpr) + d(cpr; ;)

<
< d(z,cp) + d(cgs ) + d(cps c;)

donc

VE' #i bi(z) —d(z, cr) +d(ck; cpr) + dlew; ci)

inf d(cp;cp) + d(ep; ¢
I;ln# (Ck,ck)—i— (Ck,Cz)

<
<

et par suite, puisque le membre de droite n'est autrejgug), et quek # i est
quelconque

Vk #i 6i(x) < d(z,cp)+ 6i(ex),

et finalement (13.6.11) devient :

1 / i (z —0;(z
veel, |(1-Tph))xiti(z)] < =—CpetMhe 5i@/h < =0i@)/h

= oxh "
(13.6.12)

On conclut alors en notant quép (h)x;v; = xi%i — (1 — I p(h))xivi, les
estimations de décroissance e);, et (13.6.10). |
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14

Probleme des puits bouchés

La méthode destinée a calculer le prolongement méromorpHha d
résolvante consiste en une approche perturbative fordealie fa-
con adaptée dans le cadre d’'un probléme de Grushin. Ellatsenfa
construisant par approximations successives la réselvaatpoint de
départ est assez intuitif, et est semblable dans la méthogeiat de
départ de la section 14.6 : siI'on pense aux résonances coilmes
propres perturbées d'un probléme de Dirichlet, il est rdtypour une
énergie fixée, de remplacer le probléme initial par le proleléle Di-
richlet avec les puits résonants. En dehors des puits s peut
remplacer le potentiel par le potentiel ot I'on a bouché leisspré-
sonants. On étudie dans ce chapitre le probléme avec aoglittso-
nantes avec puits (partiellement) bouché. On y recourt@drament
aux méthodes d’énergie (présentées au chapitre 9).

14.1 Existence de larésolvante pour le probléme avec puits
complétement bouché

Ici, on étudie le probléme linéaire introduit dans le chapil.
Dans le but de calculer le prolongement méromorphe de ldvadge, on se
concentre sur les autour de I'axe réel.
B 14.1. Notation.On définit 'ensemble
Qeg;h) :=={2z € C|Rez € [Ax —e0; A" +¢e0], |[Imz| <h},

ouey € [0;Ag — A*[N]0; A,[, est un paramétre donné. On notera
également :
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I(&‘U) = Q({io; h) NR.

Imz

FIG. 14.1 -DansQ(eg; h), H(z; h) — z est inversible.

On montre

W 14.2. Proposition.La résolvantg H (¢; h) — 2]~ est bien définie
pour tout{ dans2(eg; h), et est de plus est uniformément bornée en
2,C € Q(eg: h).

Preuve.On s'intéresse par définition d&(¢, h) au probléme aux limites :

R+ (VR — 2w =f, feL¥(a,b]), ¢ € Qeo;h),

by = T+ Bu =50 (14.1.1)
%u' = —/Cu T = a.

On applique le théoreme de Lax-Milgram : multipliant I'étjoa ci-dessus pais
aprés avoir changé enw;, on obtient par le lemme 8.1 p. 87 la forme bilinéaire
sous-jacente (faire = 0 et utiliser les conditions au bord), a savoir

b b
Alug,ug) = / hu'y huydz +/ WV — 2 — ?)utigdx
—ih/Cu (a)tig(a) + ihr/C + Bui(b)ug(b). (14.1.2)

Cette forme est manifestement continue Burx H' d’aprés la continuité sur
H' de la forme linéaire: — u(p) pourp € I. Précisons la dépendance en norme
H" :on écrit que

ul?(a) =l (p) + [ 2Reu(Byute)at,
P

puis [u|*(p) < |u*(z) + 2|u|.2|u'| 12, et enintégrant suw, b, il suit
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(b—a)|ul*(p) < |ul?> +2(b — a)|u|p2|u'| 2,
d'ou
|ul 7,2

2
P < e (1222 + Fihucls2).

Cela donne donc pour suffisamment petit

2
\U|2(10) < E\U|L2|U 1,h

Reste a voir que la formd est coercive. Comme

b b
Re (A(u,u)) = /(hu')QdaH—/ (V" — Re(z))|u|?dz

+ hIm (\/aul(a)|2 — \/C“‘—B‘“(b)F) ’

on obtient en remarquant que
Vi > A etRe(z) < A" + ¢,

et en utilisant poup € {a, b} I'estimation deju(p)|? précédente :
b
Re (A(u,u)) > |hu'| 72 + / (Ag — A" — 60)\u|2d:17 + O(hl/Q)\uh’h,
et par hypothése suv*, la forme A est bien coercive.

On déduit par le théoreme de Lax-Milgram qu’il existe un weiq: dans
H'(]a, b)) tel qu’on ait pour touv dansH ' (Ja, b[), A(u,v) = (f,v) . Lathéo-
rie des distributions fait ensuite le pont avec le probléntb# sous-jacent (trés
classique) : sb € C§°(Ja, b[), la formulation variationnelle dit que vérifie au
sens des distributions I'équation

b2+ (V- 2)u=f, x€lajb.

Commeu € H'(Ja,b]), etu” = (V" — 2)u/h? — f/h? € L?, on en déduit que
est dansi?(Ja, b[). En particulieru. € C'([a,b]). Maintenant si on prend dans
H'(]a, b[), on voit par une intégration par parties, puisqu:, v) = (f,v), que

VI + Bu(b)o(b) + /Cula)v(a) = Q(U'(b)f)(b) —u/(a)v(a)),

A

ou encore que pour toutdansH *(]a, b|)
v(b) |Vz + Bu(b) — ﬁu'(b)} + v(a) [\/Eu(a) + ﬁu'(a) = 0.
? ?

Commeu(a) etv(b) sont des complexes quelconquesérifie les conditions aux
limites etu est bien solution du probléme (14.1.1). |
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14.2 Estimation pondérée de la résolvante
On énonce :
B 14.3. Proposition.Soit z € Q(so, ). Il existe une constanté’

indépendante dé dansQ(sy; h)? telle que pourh > 0 assez petit, et
pour toute fonction f dan&?([a, b]) :

v, ~ o »
len (H(C:h) — 2) " flon < Clet flre,
¢ étant une fonction réelle de clas€e par morceaux telle que

Vh >0, inf(V" — Re(z) — ¢'*) > ¢ > 0. (14.2.1)

a,b

14.4. Remarque Ce genre d’'estimations a poids fournit le méme type de itsult
de décroissance du noyau de cette résolvante que pour le@melkle Dirichlet,
puisque sif est a support compact dans un petit voisinage de diamelttan point
yo € I, lafonctiony := (1 — e)d(x, yo; V"; Re(z)) satisfait 'hypothése 14.2.1.
On tire alors des injections de Sobolev I'estimation poelu

(H(C;h) — z)’lf} () = O. (f(yo)e*(d(m;yo)+e)/h,> ‘

Preuve. Il suffit d'introduire v := ¢#/"u, ol u est solution du probléme (14.1.1)
et d’écrire le probléme vérifié par, que I'on reformule de fagon variationnelle ;
appliquant le lemme 8.1 avd¢ = V" on obtient, avea; = u, etu, quelconque
dansH'(I) :

b b
/e‘p/h’fe‘p/h‘UQdiv _ /h(ecp/hu])/h(etp/hUQ)/ah7
1 ab
b [ e ) )

b
+ h,/ ¢ ((f"p/hul)'(f"p/hﬂg) (e‘p/hul)(e‘p/hﬂg)') dx
( 20@)/hi [Cuq (a)tg(a eQw(b)/h\/C—{—Bul(b)ﬂ,g(b)),

ce qui conduit a considérer la forme

b b b
A(vy,v9) = / hv' hvbhdx + / (Vh — 2 — ") 0152 + h / ¢’ (v} 09 — v10y)dx

77h\/_1)1 a)vg(a) + ihy/C + Bvy(b)va(b
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qui est bien continue, et coercive puisque

b b
Re A(v,v) = / hvy hvhdx + / (V" — Rez — ¢")v109dx
a a

+ hIm (\ﬁ) o1 ()| — hIm (\/c n B) 01 (B)[2,

et que I'hypothése sup permet de conclure comme dans la preuve de la proposi-
tion précédente. Appliquant le théoreme de Lax-Milgramegenant a I'équation
différentielle, on obtient la proposition aprés avoir reqmet que les estimations
sont uniformes en, ¢ € Q(eq; h). |

14.2.1 Densité d’'états locale pour le puits bouché
Terminons cette section par un résultat de décroissanctoaetions propres
généraliséeg _(k,-) dans! pour le hamiltonien

H(h) = H(h) + Wh.

Sur le calcul explicite du potentiel constant duflait dans la section 10.3 p. 105,
on a constaté que sur Illé_(k,-) a le comportement d’'une onde plane expo-
nentiellement amortie au taux de la distance d’Agmon autgbéntrée de I'lle a
I'énergie A\(k) (prop. 10.12). Rappelons qu€k) est déterminé par la relation de
dispersion :

ME)=Ek* k>0 et Mk)=k B, k<0, k# B.

Le résultat de décroissance des fonctigngk, -) est alors le suivant :

W 14.5. Proposition.Soitk € R tel queA(k) € [A.; A Notonsd la
distance d’Agmon pour I'énergi®(k) et le potentiel” :

'/:\/f/h’(t) - A(k)dt‘.

Alors, uniformément em € I etk € A '([A,; A*]) [¢_(k,z)| est
borné. De plus, on a les estimations ponctuelles suivantes :

Vo,y e 1, d(z,y) =

_(k,z) = O(h~ 2 dan)/hy  sik >0
b (k,z) = O(h~ 2 dbD)/hy ik < .

<

Preuve.ll s’agit d'utiliser des estimations d’Agmon. Faisons lapve poutk > 0,
celle-ci étant la méme pour < 0 en échangeant les réles detb. Commencons
par le
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W 14.6. LemmePourk > 0 (resp.k < 0) tel queA(k) €
[A.; A*], la fonction la fonctiondy, : = — |4 (k,z)|? est
convexe et décroissante (resp. croissante) sube plus,
_ est uniformément bornée siiforsqueh — 0.

Preuve.On fait également la preuve polir> 0 seulement. Un calcul direct donne
pour toutz € I, puisque la fonctiom,, estC? surT :

d - ) o
hﬂ\iﬁf(k,x)p — 9Re (q/;,(k,x)hq/;g(k,x))

d2 ) " ~ —_—
Wl (ko) = 2hg! (k,z)|* + 2Re (@b,(k’x)hgwg(k’m))’

et en utilisant I'équation différentielle vérifieée slion obtient

d2

h?—
dz?

ok, 2)|? = 2h (k)2 + 200" — AR (k,2)> > 0. (14.2.2)

Ainsi la fonctionh A}, : x + hd/dz| (k,z)|* est croissante sur. On remarque
alors gu’enz = b, (rappelons qué > 0) on a

hAL(b) = 2Re (@Z,(k,b)hig(k,b)) = 9Re (273k|7,5,(k,b)|2) —0. (14.2.3)
Et finalement, 'amplitude de I'onde est décroissante. Eoima

= 1+ |Pk‘2 + QRG(kaQZka/h)
2
11+ |pkl|”.

A\

Or, on dispose de la relation (6.1.1) p. 62

Ak
ol ey (14.2.4)
k) + B
et par suitelpy|” < /1 + 5y
|

Pour en venir & la preuve de la proposition : appliquons lerer8.1 p. 87 avec

V=V" z=Ak)eR, u=v=1v¢ (k), o) =da;z)

(sik < 0, prendred(z; b)). Noter que 'on & "(z) — A(k) > 0 surl, si bien que
¢ ainsi définie est de clasge' surl. On a ensuite

V—ap'Q—zzo
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et aussi )
P(h)u = 0.

Ainsi, en prenant les parties réelles :

heF (k)Y [F: < K2 |Relf (k, a)p(k,a)]|

+ o p2e2e0)/h ‘Re [ (k. b)ip_ (k. b)] ‘ .

A cause des conditions au bord vérifiées pack, ), on a, pour — 0

hp'(k,b)gp (k,b) = 2iklip_(k,b)|* ¢ R, et ¢ (k,a),h (k,a) = O(1),
si bien que l'inégalité précédente devient, puisgie) = 0,

He‘i(“?)/hzﬁ,(k, ) = O(h).

[y
Hy'"(a:b)
Sachant qu@ﬁ,| est bornée avec le lemme précédent, cela suffit a obtenir des
estimations ponctuelles, puisque

NNk, w) = (k,a) +h ! / h(eFap(k, ) dr,
et par suite, pour tout € T (appliquer l'inégalité de Cauchy-Schwarz)

|e‘i(a;$)/hqﬁ,(k, )2 < 2019_(k,a)|? +2n72(b — (I,)He‘i(“;')/hzz,(k, II? LA (i)
Hy" (a;
|
14.7. Remarque.

1. Le résultat du lemme est donc sensiblement amélioré pagdémations
d’Agmon. On peut d'ailleurs remarquer que taux de décraisseaobtenu
n’est pas optimal, comme le montre le cas du poteffietonstant.

2. On obtient toutefois en sous-produit de cette estimaitgs®ez grossiére (elle
sera ameéliorée dans la proposition 18.39 p.257) que

o (k,B)| = || = O(h~ /2~ d@d/hy,

Commer;, # 0, sinon quoiy_ serait nulle, on déduit par(14.2.4) que

Vh>0, |pul <1, et |ppl =1+0h 2 e/t (14.2.5)

3. La présence du puits quantique, qui du point de vue spéctraduit des
pbles pour la résolvante, amplifie pour des valeurs exaeptites de\(k)
I'état de diffusions (%, -) au voisinage du puits. C'est ce qui avait déja été
abordé avec I'opératelf(A(k)) (points 6. et 8. de la remarque p. 73).
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- (k,z)[? [ (k. 2)”
> A=y,
‘a b r a b x

Figure 14.2. Amortissement des états de diffusidn> 0) : lorsque
le puits est bouché, I'onde est amortie. La présence du puiglifie
I'onde pour lesk tels queX(k) est proche d’une résonance.

On peut enfin donner en corollaire le résultat correspongant la densité
d'états locale :

B 14.8. Corollaire. Soitf € C%(A,;A*), et K C [a;b] intervalle
compact. Alors, pour toute fonctign € CY(K) positive, I'opérateur
O(H (h))p est atrace et on a I'estimation :

IO(H (h)glllzr = Ole™ TR 0]l oo b — 0,

d, désignant la distance d’Agmon a I'énergie, pour le potentiel
constant égal &,. En particulier, la famille de mesurdging[H (h)]), . ,
est bornée et converge faiblement,a extraction prés, vegsnuesure
positive atomique chargeant le bord de I't.

Preuve. |l suffit de reprendre le calcul du cas de la barriére de pitiegttd’utiliser
les approximations des fonctiogis. de la proposition précédente en prenant
d(dI,0K) > 0. Ainsi les termes résiduels dans la proposition (14.5) dmeat
O (e~ WOLIK)/hy "On utilise enfin le fait qué” — A(k) > Ay — A* pour remplacer

d pard,. ]

14.3 Probléme des puits partiellement bouchés

14.3.1 Existence de la résolvante

Ici, on se place de nouveau dans un probléme multipuits ekenufie énergie
résonante\. On veut prouver que I'opérateur avec conditions résonaelspour
lequel le potentiel est égal au potentiel total auquel onuehé les puits résonants
est inversible sufA — e; A + ¢] x [—h; k], € indépendant dé. Ceci n'est pas
direct puisque des estimations d’'énergie du type Agmon nee&laient rien dans
les régions non-elliptiques.
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B 14.9. Notation.On fixe \; € &s Une énergie résonante pour
Hp(h). On pose

Whg=W"= " wi(- —ci/h), Wp=W"-Wipg
ieJ(N)
Enfin on posera
U]}\L,R 1= supp W]}\‘;R, UI}% ‘= supp WII%.

Rappelons que ces énergies sont en nombre fini et qu'a l& imit 0, les va-
leurs propres dél (k) se positionnenent sur ces énergies (théoreme 13.19 p.146).

W 14.10. Définition.On considére I'opérateur non borné ferr@é z((; h)
du probléme au puits partiellement bouché défini par

Hyr(C;h) == H(C:h) — Whg = H(C:h) + W
14.11. Remarquela définition de I'opérateur avec puits partiellement beudi-

pend de I'énergie considérée.

On introduit ensuite le probléme de Dirichlet pour lequebdmouché les puits
résonants egalement :

W 14.12. Définition.SoitH ;j (k) la réalisation de Dirichlet de I'opé-
rateur pNE(h) == —h%d? /dz?® + V' — Wl surl :

HN®(h) = Hp(h) + Wh.

Par définition des énergies résonantes gdgi(h), il est clair que I'ensemble
des énergies résonantes péls (h) dans/A.; A*] est précisemerdss\Ujc.1(x,)Ei-
L'application du théoréme 13.19 et la proposition 13.21 hamiltonien donne la

W 14.13. Proposition.Pour A € [N\, — 2¢;_1; \; + 2¢;], 'opérateur
HNE(h) estinversible. De plus, il existe une fonctiath) > h ten-
dant vers), telle que pourh > 0 assez petitd 5 (k) ne posséde pas
de spectre sur l'intervalleé\;(h) = [A\;_1 + a(h); \; + a(h)], et telle
que pourz € Q(eg; h),

Rez € Aj(h) = diSt(z,a(HgR(h))) > h.

Enfin, pourn > 0 assez petit, et pour tous), yo dansl =]a; b[, on a
en norme d’opérateur

oo (I () = 2) " x| Sy e 00/,
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d désignant la distance d’Agmon pour le potenti8l — W" & I'éner-
gie \;. L'estimation subsiste pouRe(z) € [N + a(h); A + 2¢; @
condition de remplacer I'énergig; par I'énergie A, ;.

Preuve. On sait que les valeurs propres @€} (h), en nombre fini autour de
[A.; A*], se positionnent a la limite sur I€s € &, \ Ujcs\,)Ei- EN particulier
A—In’'est pas une énergie limite. Il existe donc une fonctioh) tendant vers zéro
telle que pour: assez petit, le spectre d&) (k) autour dg/A,; A*] est contenu
dans la réunion des boules de rayefh), et centrées sur lek;, k& # [. Quitte
a augmentery(h) en le remplacant pdt, on peut alors supposer qugh) > h,
ce qui donne l'implication de la proposition. Quant a I'esttion de la norme
d’opérateur, il suffit d’appliquer la proposition 13.21 féeteurh—! étant absorbé
dans les estimations,, . On peut ensuite remplacer I'énergiz: z par I'énergie
A+a(h) en utilisant la décroissance de la distance d’Agmon paraiad’énergie
(8.2.8 p.92). On peut enfin remplacer cette énergie\ppuisquex(h) — 0.

|

On établit alors I'inversibilité de I'opératedd ¥ (¢; h), en suivant toujours la
méme idée : hors des puits résonants on est ramené au pratlgpuits complé-
tement bouché qui est inversible, tandis qu'autour des pain-résonants on peut
approcher I'opérateur par le probléme de Dirichlet.

H 14.14. Notation.On pose
Snr = d(SUppWy ; OI)

d désignant la distance d’Agmon pour le potenti@l-W" a I'énergie
ALyl

H 14.15. Notation.
On introduit pourn > 0 petit fixé deux fonctions plateguet sup-
portées dang (voir figure 14.3.1) telles que

X€E€CX(I), 0<x<1, x = 1dansB(Ufg:Snvr 1)
("ZEO(?O(I)’ OS(‘?ZS L, ";Z = ldansB(U]’{;R;W)’

SNr+1
,lp .

" 2

0 dansB(U% ).

B 14.16. Proposition.Pour { € Q(eo; h) tel que Re(z) € [N —
2e;1; N\ + 2¢;] l'opérateur (Hy r((; h) — z) estinversible. En outre
la norme de de l'inverse est uniformément bornée pourzcés— 0.
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SNRrR/2SNR/2

Figure 14.3. Supports des fonctionget ).

Preuve.On pose comme inverse approché a droite
R:=(H(Gh) —2) ' (1= 4) + x(HR(h) —2) "9, (14.3.1)
Un calcul direct donne
(HYE(Ch) =2)R = (H((h) =2 = WRR)(H(Ch) = 2)’1(1 — )
+H(HNR(C:h) = 2)x(HD"(h) = 2)"'9  (14.3.2)
= 1-9—Wig(H(Gh) —2)7 (1 9)
+(Hp " (h) — 2)x(Hp™(h) —2)"'9  (14.3.3)
= 19~ Whp(H(Gh) —2) "' (1~ ) +xd

Hp(h) XI(HR " (h) = 2) ' (14.3.4)
= 1= WRg(H(Gh) —2)7' (1= 9)
+Ip(h), XI(Hp ™ (h) — 2) 9, (14.3.5)

ol on a utilisé successivement qUH yz((;h) — z)x = (HN™ — z)x et que

X = .

Avec les estimations sur les résolvan{és(¢; h)) =" — z)~ et (HN(h) —
z)~!, dont le spectre se concentre pdur— 0 vers les énergies résonantes dis-
tinctes de\, si bien quez est uniformément loin du spectre @83 %(h), on trouve
que les deux derniers termes de (14.3.5) sont en norme at@pé0, (e~ (Sve—cm/2h),
ce qui montre que pour assez petit, uniformément eret(, (Hyg(¢; h) — z) est
surjectif.

Construisons ensuite un inverse a gauche. Similairemempse

L= (1= ¢)(H((h) —2) ' +g(HY () —2) " (14.3.6)

En calculant directement de la méme facon que gturn obtient (décomposer
en[l+x —1])
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L(HNgr(Gh) —2) = 1= —(1=9)(H((h) —2) 'Whp
+ipx — Y(HYR(h) — 2) '[p(h), X]
Hp(HY(h) — 2) 1 (1 = x)(HNr(C h) — 2)
1= (Hp(h) = 2) ' [p(h),x]
+p(HR*(h) = 2) ' (1 = x)(HNR((h) — 2).
(14.3.7)

Encore avec les estimations de résolvante pour Dirichjmtiet bouché H 5 (h)—
z) est un opérateur borné ,on aboutit a :

L(HNR(C;R) — 2) = 1 4 O (e~ Svrem/2hy), (14.3.8)

On en déduit qué¢H v (C; h) — z) est aussi injectif, il est donc bijectif et son
inverse est donné, en reprenant (14.3.5) par

o

(Hvgr((h) —2) ' =RY e", (14.3.9)

n=0

ou on a posé

e:=Whp(H(Gh) —2) " — (1= 9)[ph), xJ(HYE(R) —2)" "4 (14.3.10)

14.3.2 Estimation sur la résolvante

Comme dans la notation 12.12 p.135, on fixe, ppus 0 fixé mais petit une
fonction x plateau valant sur[—n/2;7/2] et nulle en dehors de 7; 5] et pour un
pointp dansja; b[ on noteray,, := x(- — p).

W 14.17. Proposition.Pour ,z ety dans]a; b[ 'opérateur
Xzo (HNR(C; h) — 2) ~Lxy, Vérifie I'estimation

%20 (HNR(CiR) = 2) gl Sy e Umovo)/h

uniformément eq € $2(ep; h) et Re z dansA,(h), d désignant la dis-
tance d’Agmon pour le potentigt® — W a I'énergie ;.

14.18. Remarque.Comme dans le cas de la proposition 14.13, I'estimation est
valide également sRez € A, 1(h) & condition de remplacer I'énergig par
I'énergie )\, ; dans la distance, ceci toujours par monotonie de la distance d’Ag-
mon par rapport a I'énergie.
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Preuve. Estimons chaque terme de la somme dans (14.3.9), en commgraza
n = 1, puisqu’il est clair que
Vao,yo € I, L'opérateurx., Rx,, estO, (e~ (d@oyo)=en/hy) (143 .11)

Un calcul direct, utilisant quél — ¢)W , = 0, ete[p(h), x] = 0 donne :

Re = —(H(G:h) = 2) [p(h), x)(HR"(h) =)'
+x(HNE(h) —2) '"WRR(H(C ) —2) ' (1 — 9). (14.3.12)

En multipliant gauche et droite cette identité respecteenpary,, etyx,,, on

voit que

Xz ReXyoll < Cpec!/ e (duoidN)+d(@T o)) /h 4 o= (dlyoiUR g)+d(UR giwo))/h)
<

QCnecn/hefd(yo;mO)/h_

Ensuite, partant de (14.3.12), et composantspan trouve :

Re’ = —(H((;h) —2) ' [p(h), XI(HY " (h) — ) WR(H(Gh) —2) (1~ )
~x(H5™(h) = 2) "Wy glp(h), X)(Hp " (h) — 2) "4,
(14.3.13)

ce qui donne que

HXmoREZQXyOH < Cnecﬂ/he*%’(%;yo)/h’
ou la fonctiony, donnée par :
¢(z,y) = min ( d(y: Up ) + d(Uy g; O1) + d(01; v);

A(y: O1) + d(OT; Uk ) + d(Ulegi )
> d(zo;yo) + Snr

peut s’interpréter comme la longueur du plus court chemgngntz ety en pas-
sant par les puits non-résonants et le bord de I'lle.

De facon générale, en itérant le procédé, on voit que si lasep

eo = WRR(H(GR) —2) (1= 9), e :=—[p(h), x|(HNE(h) — 2) "¢
(14.3.14)



172 Chapitre 14 Probléme des puits bouchés

alors on & # k' = e = 0, k désignant la classe dedansZ/27. Comme
on aausst = gg + €1, il suit que poum > 2,

Re" = (H((;h) —2)! H er + (HNB(h) — 2)7! H er7(14.3.15)
k=1 k=1

Finalement

V> 2, |[XaRe"%poll < [Cne(f"/h}"f] ¢ #n(mowo)/h (14.3.16)
ou cette fois

pa(@,y) =min ( d(y:Uhp) + (0~ 1)Swn + (91 2);

Aly; O1) + (n = 1)Sx g + d(Uk i 2))
> d(z;y) + (n —1)Sng. (14.3.17)

La série de terme générgl,(Hyr((;h) — z)”f(yo est finalement conver-
gente et on a avec (14.3.16) et (14.3.17) I'estimation acé®n |
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Prolongement méromorphe de la
resolvante. Résonances

Le travail du chapitre précédent permet de calculer de fageaz pré-
cise le prolongment méromorphe de la résolvante par despoiani
tions algébriques, conjuguées a des méthodes d’Agmon : chrit ré
dans un premier temps la question de I'inversibilité du [gnote avec
conditions aux limites résonantes a un probleme matridighc de
dimension finie, en adoptant un point de vue perturbatitidéi étant
toujours la méme : du point de vue spectral, les conditiondiautes
sur le probléme elliptiqgue entrainent peu de fluctuatiomspeut donc
approcher les conditions résonantes par les conditionsridBt. Par
ailleurs, du point de vue géométrique, on peut penser dsaperé-
sultats du chapitre précédent, par des estimations d’Agiopas loin
des puits résonants, les opérateti&:; h) et HVE(z; h) sont inter-
changeables. Le formalisme du probléme de Grushin esté@daygtte
situation. Il sera aisé ensuite de déduire une formule @oédolvante
de I'hamiltonienH (h) pourz € Q(eg, h). En outre, cette analyse fine
permet de localiser avec précision les résonances, etrdeivet les
résultats du cas particulier de la proposition 7.15 p.82.

15.1 Hypotheses de travall

Si I'on pense aux résonances comme fluctuations de valeamas; il est
naturel de partir du probléme de Dirichlet. On commence par fine énergie
résonante\; dans[A,; A*] et on s’intéresse aux valeurs propres du probléme de
Dirichlet associé & ,(h) convergeant vers,.
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W 15.1. Notation.On noteraH ,(h) = Hp laréalisation de Dirichlet
sur I de I'opérateur

p(h) == —hd?/dz? + V" — W,

D(Hp(h)) = H*(I)nHy(I), Yu € D(Hp(h)), Hp(h)u := p(h)u.

W 15.2. HypothéseOn suppose que la famille de fonctiofis"), .,
est dansiv (1), et uniformément bornée damg'->(1). On sup-
pose en outre que :

inf inf V(z) > Ag > 0, (15.1.1)
h>0x€el

et que la famille(V"), _ converge dan&(7). Notons)° la limite :

h>0

lim [V — V'|| = 0. (15.1.2)
h—0

B 15.3. HypothéseOn fixe un segment\,; A*] C (—oo; Ag[ et on
étudiera pour tout, > 0 'ensemble :

o(Hp(h)) N [A.; A*].

W 15.4. Notation.On pose€i¢s := £ (Hp(h))N[A.; A*], r := Card&s.
On notera
EréS::{)\1<)\2<"'<)\r}, A*§>\1<)\TSA*.
On pose également
3eo := dist(A, E(Hp(h))\Ewss) > 0,  3e, :=dist(A\; E(Hp(h))\Ees) > 0,

le symbole dist désignant la distance euclidienne usuelle.

Dorénavant, on fixera
g4 := min{eg; e, } > 0,

et on travaillera sur 'ouve®(e,; h). Noter que les intervallels\;; A;11], pour
[ =1...r—1,auxquels on ajoutp\, +¢.| et]A\; —e.; A\1] forment un recouvrement
du voisinage compacE(e,) de [A,; A*]. Comme pour touf = 1...r, Hp(h)
posséde dans un voisinage fixeXdexactementn(\;) valeur propres convergeant

toutes vers\;, on introduit aussi :
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W 15.5. Notation.On note pout =1...r,

ki(h) == {)\1(’7/)’ o )‘m()\l)(h’)} )

'ensemble des valeurs propres He, (k) dansZ (e, ) convergeant vers
A, et on désigne pati(h), ..¢y, () (h) un systeme orthonormé de
vecteurs propres associés. On posera alors pourkoeutl ... r

aj(h) :==2max{h; max |\ —A;a(h)}, ag:= ¢y,
)\Gh‘,l(h)

le nombrex(h) ayant été introduit dans la proposition 14.13 p. 167.
Enfin on considerera les ouverts du plan complexé) définis par

wi(h) :==[N_1+a1(h); N +a(h)] x[-h;h], I=1...r

15.6. Remarque.
1. Noter que I'on a les inclusions (cf. figure 15.1)

r r
Qe h) € Jwi(h), o(Hp(h)) NI(e.) = rm(h),

=1 =1

la derniére réunion étant méme disjointe phus 0 petit.
2. Le choix des; (k) garantit I'inversibilité de I'opérateutl ¥ *(¢; h) — z pour

z dans le domainey;(h) explicité ci-aprés avec de bonnes estimations de
résolvantes, puisque dans ce cas la proposition 14.17 ps'agplique. Par
ailleurs les estimations d’Agmon a I'énergig sont uniformes dans;(h).

Afin de calculer le prolongement méromorphe de la résolvdeté (h) sur
toutQ(e,; h), & énergie résonante fixée, on travaillera dans I'ouvgrt).

15.2 Situation de référence

Pour un exposé plus explicite sur le formalisme de Grushigi @jue sur les
propriétés basiques des coefficients de la matrice de Grushpourra se reporter
a l'appendice de [HeSjl1] ou a I'article consacré [SjZw].

Afin d’alléger I'écriture, on posera := m(},;), la multiplicité asymp-
totique de I'énergie résonante.

A présent, considérons alors le probléme de Grushin suivant

{ (Hp(h) —z)u+ Ryu™ =wv (15.2.1)

Rfu =,
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wi—i(h) wi(h) o
T O(h)
Ai—1 " A
,,,,, Ta(p "l LL
Q(ew, h)

Figure 15.1. Ensembley;(h) : Les estimations sont uniformes pour
la distance d’Agmon a I'énergig;. Pour z sur le bord dew;(h), la
distance de: au spectre déi (k) (localisée dans la zone en gris) est
minorée parh par définition desu, (k). Enfin lesw;(h) recouvrent la
région$2(e,; h) du plan complexe.

avec
(u,u”) € D(Hp) xC", (v,vT) e L*(I) x C",
(23] n
R :C" — L*(I), w :=| : |[+=Ryu =) u ¢i(h), (15.2.2)
Up, =1

et
(u, ¢1(h))r2
Ri:L*(I) —C", uw Rfu:= : : (15.2.3)

(ua ¢n (h)> .2

PosantE” := Vect{¢;(h)}", et E' ;= (E")*, dans cette décomposition, le
systéme (15.2.1) est équivalent avec des notations éeslant

(Hp — 2)u”" + (Hp — 2)u’ + > )y u; (k) =0" + 0
{<“a¢l(h>:?)l+, I=1...n e (15.2.4)
Ou encore
(Ni(h) = 2)(u, g1 (h)) +u; = (v, ¢y), l=1.n
(Hp — z)u’ =o' (15.2.5)
(u, p(h)) = Ul+, l=1..n

Si H), désigne la restriction d& a E', la solution(u, u~) unique s’écrit :

u' = (Hjy — 2)~ "'
{ u = 30 (s g = D00, v u(h) (15.2.6)
u, = (v, 1)+ (z—N(R)v", I=1...n



15.3 Construction d’un inverse approché 177

En termes d’opérateurs, on récrit cela

{ u= FEy(2)v+ Ej (2)v" (15.2.7)

u~ = Ey (2)v+ By T (2)vt,
avec

Eo(z)v = (Hj — 2) 'Tlv,  Ef (2)vt = Zv?’d)l(h),
=1
(Ey (2)v) = ((v, d1(h)..(v, pn(h)), Ey T (2)vt =diag(z — A\(h))vt,

ouII désigne le projecteur orthogonal dufr:

o = (1 -y |¢z(h)><¢z(h)> v,
=1

Noter que I'on a

Ey =R{, Ef =R;, (R{) =Ry.

H 15.7. Notation.On pose

et aussi

z + ]
ED(Z) = ( gg( ) §g+(z) > :,HD(Z)i .

Ce qui donne les relations de Grushin

(Hp — 2)Eo(2) + Ry E, (2) = Id (15.2.8)
(Hp — 2)Ef (2) + Ry E; 7 = 0 (15.2.9)
R{Ey(z) = 0 (15.2.10)
R{Ef(z) = Id (15.2.11)

15.3 Construction d’un inverse approché

D’aprés la proposition 7.5 p.75, il revient au méme Sute remplacei (h)
par H(z; h). Par ailleurs, d’apres la proposition 7.2 p.73, les résoesueH (h)
sont caractérisées comme les pdles de la fondtidte; h) — z)~'. On va donc
interpréter le probleme :

uw€ D(H(z:h)), (H(zh)—2)u=f feL*U) (15.3.1)
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a l'aide d’'une matrice a coefficients holomorphes et pro&® gd(z), ce qui four-
nira une expression def (z; h) — z)~' sous forme de série perturbative du pro-
bleme de Dirichlet. Simultanément, un argument de décotypteRouché permet
de localiser les résonances Héh).

B 15.8. Définition. On fixe I'énergie de référence & = A, et on
noterad la distance d’Agmon relativement au potentil — W" et a
I'énergie \; :

Yy =
V'Tay € Ia z <y, d(’l’I,Q/) = / \/(Vh(T) o Wh(T) - )‘l)+d7—'
o (15.3.2)
On pose
Sy :=d(dI;UR),

la distance des puits résonants pour I'énergjea la mer. Rappelons
queUh = Uiesn)lci — hici + h]. Enfin on notera pour > 0 et
FcI

B(F;r):={xel|d(z,F) <r},

'ensemble des points dea distance (d’Agmon) au plusde F.

On introduit ensuite les fonctions de troncature qui gartitent I'espace en
régions puits/hors-puits :

W 15.9. Notation.Pourn > 0 petit fixé soient deux fonctions lisses
de troncaturey et supportées dans (voir figure 15.3) telles que

x €C®(I), 0<x<1, x = ldansB(UL:Sy—1),
PpeCX(), 0<¢<1, ¢ = 1dansB(Up; 502_ m,
¢ = 0dansB‘(U"; SO;”).
On pose a présent :
H(C, 25 h) = ( HGh =2 Xk ) CeQesh),  (1533)
0

la matrice de Grushin dont on souhaite calculer l'inverseaierpréter comme
matrice d’'une application linéaire continue enfpg¢H ((;h)) x C" et L%(I), le
domaine deH (¢; h) étant équipé de la norme du grapheg
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So/2 So/2

Figure 15.2.Supports des fonctionget .

15.3.1 Inverse approché a droite

On s’attend a ce que cet inverse ressembfi, ). Conformément a l'idée
exposée au début du chapitre, on pose

RB) — )11 — n
F(C % h) = F(C, 2) = ( éf’(;;/ﬁL(HNR(Qh) )11 — ) éf[i )
(15.3.4)

15.10. RemarqueUne construction directe, et analogue a celle de (14.3ul), q
consisterait a ne travailler qu’avec le bloc supérieur bauet en remplacari (=)
par(Hp(h) — z)~! est sans espoir : pourvoisin de);, (Hp(h) — z) n'est pas
injectif. Le procédé de Grushin consiste précisément gerdgé sous espace spec-
tral de(Hp(h) — z) dansw;(h), (et obtenir I'injectivité) et & compenser le défaut
de surjectivité par le facteur dire&t’.

Un calcul direct, trés similaire a celui démontrant la psipon 14.16, donne en-
suite, notamment d’apres la définition 14.12

e snrcan =6 p )

avec
A == 1-— ng(HNR(Ch) - 2)71(1 - ¢) + [P(h)aX]Eow
B = (H((h) — 2)XEf + xRy By *
C = R{(xEop+ (H((h) —2) ' (1—1))
D = RjxE].

L'expression ded a été obtenue avec (15.2.8) et le fait degh)x = Hpy. Utili-
sant ensuite qu&an(E;) C D(Hp) et (15.2.9) on trouve

B = [P(h), x| Ey .
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Par (15.2.10) on peut changéren
C = R{(x ~ 1)Eyy + Rf (Hvr((:h) — 2) (1~ 9),
et de méme poub on obtient avec (15.2.11)
D=1+R{(x—-1)E].

Si bien que I'on a
Hp(2)F(C,zh) =14+ K(C, 2 h), (15.3.5)

oy [ (a)+(b) (c)
K(¢, 2z h) = ( (d) + (e) (f) )

et les coefficients d&(¢, z; h) sont donnés par

avec

(@) = —WR(HNR(GR) —2) ' (1 =4)
(b) = [P(h), x]Eoy

(c) = [P(h),X]Ey

(d) = Ry(x—1)Eo

(e) = Rg(Hwr(CGh) —2)7'(1- )
(f) = Ri(x-1E;.

Il suffit encore de montrer que les coefficients du reste, z; 1) sont petits uni-
formément par rapport@e€ w;(h). On peut établir ensuite (cf. définition 15.8)

B 15.11. Proposition.K((, z; h) vérifie uniformément par rapport &
z,¢ dansw(h) pourh — 0

) @(e*STP

) O(e )

Preuve. On utilise les estimations a poids du chapitre 8, ainsi ger'famctiony

comme dans le lemme 8.7 approchant a moing.dee caractére’> de ¢ permet
d’effectuer des estimations en norfne, ;. La commutation de la dérivation avec
/" ne colite que des puissanceshdeandis qu’ échangep etd induit un facteur

S

~—

O(e~

Wl W
So Tlo
M)
)

O(e

/M. Comme on travaille moduld, cela est sans conséquence dans les estima-

tions.

A présent, effectuons les estimations :

1. terme(a) : Vg € L2,

(Wh(Hyr(Ch) —2) "' (1= 4)g]

IN N

Clem Wh|p=le” 7 (1 - 4)g,

eFWhe F (Hyr(Gh) — 2)7' (1 $)g)
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Or, sur le support dé — 1, ¢ > % + O(n), si bien que

Wh(Hyr(Cih) — 2) "' (1 — 9)g] = Oe )],

et B
(a) = O(e ). (15.3.6)

. terme(b) : Vg€ L2,

[P(h). xEog| = [[P(h),x](Hp(h) — 2)~ Tlgg],

Il est facile d’établir une estimation pondérée du type die cke la proposi-
tion 14.3:
W 15.12. LemmeOn a uniformément par rapporta€ w(h) :
le® Eo(2)ulo, = O(leTul2), h > 0assez petit (15.3.7)

Preuve.l suffit d’écrire la relation suivante, valable pour tgu¢ o (Hp(h))
d’'aprés le formalisme de Grushin :

(Hp(h) — €)' = Bo(¢) — By By T (&) "B, (15.3.8)

puis de multiplier pafé — z)~!. On remarque ensuite que pour t@uton
peut trouver un rectangle entourdret«;(4), dont les points sont a distance
> h du spectre défp(h). En intégrant sur ce rectangle on obtient

wii(h) wh)
3 T O(h)
e _A’.@ L -
,,,,,, ar-1 () al ¥V
Q(es, h)

Figure 15.3. Pour tout{ € w;(h), on peut trouver un rectangle en-
tourant¢ et k;(h), dont les points sont a distance h du spectre de
Hp(h).

s | €2 (Hp() - &) de = Bo(). (15.3.9)
T JoRr(h)

On applique ensuite la proposition 13.21 estimant le noyauH, (h) —
¢)~!, puisque dans ce cas pausur le bord du rectangle(h) > h. |
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Pour en revenir al'égalitgP (h), x| Fotbg| = |[P(h), x](Hp(h)—z) 'Tg|
vu la régularité dep et le fait que[P(h), x| est un opérateur différentiel
d’'ordre 1 & coefficient€®>°, on peut faire commuted, avece®, ce qui
donne

2 C e C ¢
R [P(h). X]Eotgl < I[P(h), xleT Bogl + -[eF Eotg]

C, ¢
< E|eﬁE0¢g|H1.
Avec le lemme 15.12, on obtient
R [P(h), x| Botpg| = O(lepg)).
Sur le support de coefficients gB(%), x| ¢ est de I'ordre de5,. On obtient
~ S,
I[P(h), X] Eotpg| = O(e™2)|g],

et

S

(b) = O(e 7). (15.3.10)

3. terme(c) : comme pouts = (uy, .., u,) € C,

[P(h), XJEq ul <) lu[P(h). X1¢;(h)],
i

on conclut que
(c) = O(e 7). (15.3.11)

(d) = O ) (15.3.12)
() = O ) (15.3.13)
(f) = O ™), (15.3.14)
ce qui achéve de prouver la proposition. |

15.3.2 Inverse approché a gauche

On vient donc de prouver que polassez petitH (¢, z; h) est surjectif.
Il s’agit maintenant de trouver un inverse a gauche approeh@ ((, z; h), en
employant la méme méthode, I'égalité

ED(Z)HD(Z) =1
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conduit aux nouvelles relatiokisde Grushin

Eo(z)(Hp(h) —2) + Bf (2)Rf = 1 (15.3.15)
Ey(2)R, = 0 (15.3.16)
Ey (2)(Hp(h) —2)+ E, Y (2)Rf = 0 (15.3.17)
E; ()R, = 1, (15.3.18)
et on pose :
G(C,2h) = ( gE + (1= ) (Hyr(Gh) = 2) ! E;E‘i ) |

qui donne de nouveau par un calcul direct

6.zt = (& )
avec
A = 1—9—(1—P)(Hyp((h) —2) ' Wh+$Ey(H(( h) — 2)
+x(1 = Ey(Hp(h) — 2))
B = YEy(x— )Ry + (1 —9)(Hnr(h) —2) 'xRy
C = EyH(Ch) — EyHp(h)
D = 14+E;(x - 1)R,.

Arrangeons les terme$ et C' : pour le termeA on écrit que
PE(H (G h) — 2) = Eo(1 = x + x)(H(C h) - 2),
puis que
X(H(Ch) = 2) = =[P(h), x] + (H(C; h) — 2)x = —[P(h),x] + (Hp(h) — 2)x,
et en utilisant (15.3.15) on obtient
A = 14+9E(1—x)(H(Gh) = 2z) = pEo[P(h), X]

—(1L—)(H(C;h) —2) ' Wh
—yE{ Ry x + xE{ R{,

et enfin on regroupe les deux derniers termes de la somme palerfient arriver
a

A = 14+ ¢E(1—x)(H((h) — 2) — $Eo[P(h), ]
~(1—9)(Hnr((h) —2) ' W
+x((1 ) B BY + 9B R (1 - X))

1Noter que la relation (15.3.17) entraine qig(z)(Hp(h) — z) s’étend en une forme linéaire
continue sutL’, carE; *(2) Ry = .7, (2 — A (h)){¢n(h)]
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Quant au termé&’, en écrivant également = (1 — x + x)u, et en introduisant le
commutateur, il vient

C=Ey (1 - x)H(Ch) — By [P(h),x] — Eq Hp(h)(1 — X),

qui donne avec (15.3.17) en se souvenantdje) est vecteur propre dé p(h)

n

C = Ey (1= x)H((h) = By [P(h), x] + > A (h)((1 = x)¢5(R)-
j=1

Finalement
G(¢, zh)H(C, zh) =1+ K/ (¢, 2 h),

etK'(¢, z; h) vérifie :

B 15.13. Proposition.On a uniformément par rapport &, ¢) dans
wi(h) x Q(e4; h) en norme d’opérateur

K'(¢,z3h) = @(67‘;—2)_

Preuve.Commencons par exemple par le terfie= ¢ Fy(1 — x)(H((; h) — 2).
Pourg dansD(H (¢;h)), ona

e Tgle = le FyEy(1 - x)(H(Ch) - 2)gla
= Je R E(1 - x)(H(C;h) — z)gl2.n
(

C ¢
< ople (LX) (H(Gh) -~ 2)gle,

la derniere égalité découlant du lemme 15.12.Par suite

-7 < — min z
e FYBy (1 = X)(H(G ) = 2)glzs < (e ™m0 ) gl

et ¢ étant, moduld?(n), d'ordre S, sur supd1 — x), on a bien en norme d’opé-
rateur

le” FpEo(1 — x)(H(CG:h) — 2)] = Ofe ™). (15.3.19)

Enfin en faisant commuter la dérivatiGravece #/"4), on voit que le membre de
gauche de (15.3.19) est

1 _¥# _¥ _¥
O (5 (1o Bl +1e Bz + le B2 ).

12| a commutation colte des puissances négatives,de qui est sans conséquence pour des
estimations modul@®
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Comme sur le support dg, ¢ est au plus d’ordré,/2 moduloO(n) on aboutit a

_e ~ 1 sg
e FUBA(L— (G) ~ gl 2 O (e ) Tl h—o.
(15.3.20)
Mettant bout a bout (15.3.19) et (15.3.20), on obtient fimediat
~ S,
P B (1 = X)(H((;h) = 2)| gz = Ofe 24), (15.3.21)

En reproduisant le méme genre d’arguments on montre sieE@sst que

‘wEO[P(h)aX] = @(67:2_/)’
(1= §)(HNr(Gh) —2) 'WE = O(e ),
X(1 = $)Ef Rf| = Ole =),
WESR{(1-x)| = O(e 7),

ce qui finit d’estimer le premier coefficient d¢. De méme,
WEs(x — )Ry| = O™ ),
(1 =) (Hnr(Gh) — ) xRy | = Ofe3h),

By (1-x)P| = O(e ),
By [P(h),x]] = O(e ),
20((1=x)gll = O 7,

Quantak, (x — )R, ,
_ s s
By (x —1)Ry| =0O(e *),

et la proposition est démontrée. |
On a trouveé un inverse approché Hé(, z; h), ce qui permet d’énoncer :

W 15.14. Proposition.Pour ¢ € Q(e,; h) et pour toutz dansw (h),
I'opérateurH (¢, z; h) : D(H(¢;h)) x C* — L2 x C" est inversible
et

o0

H(C zh) " = F(Czh) Y (1)K (¢, 25 h).

J=0
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En outre la norme dé{(¢, z; h) ! est uniformément bornée par rap-
portaz, (. EnfinH (¢, z; h) ! dépend holomorphiquement det de

C.

W 15.15. Notation.On pose

. -l .= E(Ca'z,h’) E+(C3Z,h’)
MGz )= ( E (C.z:h) B *(C.zh) >

et aussi
H(zh) = H(z, 2 h) ",

Méme chose avec les matric8%¢, z; h), K(C, z; h), et E*((, z; h),
olle =+, —, —+.

15.3.3 Estimations améliorées

On avait remarqué dans le cas particulier du calcul mené ldgpesrtie 7.5.2

25
du chapitre 6.3 que la partie imaginaire de la résonand@(easTTO). On voudrait
obtenir une estimation de cet ordre. Pour cela, on calcuést@iment a partir de
I'expression établie juste aprés (15.3.5). On pose

K?(@::(? g)

Oulona

Q = [P() B[P, X]Boy, - [P(h) B Wh(Hx (G ) —2) (1)
(1) (2)
S WHH(GR) — 2) (1= ) [P(h). ] Eoy

+ Wi(HNr(Gh) —2) "' (L= p)WR(H(Gh) —2)"' (1~ ¢)

(1)
+[P(h), X)Ef Rf ((x — V) Eoy + (Hyr(¢;h) — 2) "1 (1 —9)).

(5) (6)

1. (1) est nul can) et les coefficients dgP(h), x| sont a supports disjoints.
2. (2) estégal dP(h), x| EoWE(H(C;h) — 2) ' (1 — o) carpWh = Wk

3. (3) estégal &V (Hnr(C:h) — 2) ' [P(h), x] By car (1 — 9)[P(h),x] =
[P(h), x]-

(

4. (4) est nul caiV % et (1 — 1) sont a supports disjoints.
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Finalement,

Q = —[P(h),x|EWh(HNR(GR) —2)" (1 =)
~WHh(HNR(C h) — 2) 7 [P(R). x] By
+[P(h),X|Ef RS ((x — 1) Eop + (Hnr(C;h) — 2)7' (1 — ).

Similairement on trouve
R = —Wph(HNgr(CGR) —2) ' [P(h),X]ES
S = —Ri(x— 1DEWR(HNr((H) —2) (1 -)
+R{ (Hyr(C;h) — z) ' [P(h). x| Eot),
(

R (x — VEJ R{ ((x — DEyy + (Hyr(h) — 2)7 (1 — ),
T = R{(H((h) —2) '[P(h),X]Ef + Rf(x — VES R{ (x — )E].

_|_

A présent on peut affiner les majorations.

1. Termes deQ).

@) ~[P(h), X|EoWH(HNr(Ch) —2) ' (1 —4) :
en le récrivant{—[P(h), x]Eow) (WE(H (¢; h) — 2) 71 (1 =), il suffit
d’appliquer les majorations d@) et (a) pour conclure que ce terme
estO(e ).

(b) Wh(HNr(Ch) — 2) ' [P(h), x]Eot :
en utilisant les majorations de) et de(b), on voit que ce terme est
~ S
aussio(e= 7).

(©) [P(h), x]Eg Ry (x — 1) Eoy :
a l'aide des majorations del) et de(f) on obtient que ce terme est

0(67%).

(d) [P(h), x]Eq Ry (HNr(C:h) —2)7 1 (1 — ) :
directement avec les majorations @¢ et de(e) on voit que ce terme
~ 35
estO(e o).

En conclusion :
Q=0(7). (15.3.22)

2. Estimation de R. Sil'on exploite naivement les majorations (dg et de(d)

on trouve quek = @(e*%), ce qui est insuffisant pour le résultat visé. On
écrit plutdt pour un vecteur complexe= (u;...u,) quelconque que si l'on
note

L(u) := ~Wp(Hnr(G;h) — 2) ' [P(h), X]E u,
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ona

=
S
A

Cluloo Y | =€ FWH(H((;h) — 2) ' [P(R), ]2
J

Cluloo Y le” *(H(Ch) = 2) ' [P(R), X145

IN

So
A

Ofe”

IN

J
)(Z |¢‘H1(supp(1fx)))‘u|oc|a
J

et on a finalement

25q

R=0(e r). (15.3.23)

3. Estimation de S. On obtient que tous les termes Sl@xcepté le second sont

@(e*%). Il suffit pour cela d’utiliser pour chacun de ces trois termes
pectivement les majorations ¢e) et (a), (g) et(e), et de(g) et(f). Quant

~ S
au second terme il n’est qarpriori O(e~ 7). Pour obtenir une majoration
~ 3S
S = O(e*Thn), on écrit que pour g dans? (on fait j = 1 ici pour alléger
I'écriture) :

Ry (Hnr(Ch) = 2)7 ' [P(h), X] Egthg]

b
/ S(Hxn(C;h) — 2) 1 [P(h), X Eotg

< Cllet ¢ll - lle” F[P(h). X] Botby|
< O )|+ IIP(h), X) Eothg]
< @(e*%)ngﬂ (majoration de (b))

on passe a la premiére inégalité en appliquant la proposi#o3 sur la ré-
N . P . N L
solvante a puits bouché, puis a la seconde en se souvenafit qugl| =

O(1), et en utilisant la majoration (15.3.10) de la norme d’opEratde
[P(h), x]Fo1. On est finalement parvenu a

35

S =0 ). (15.3.24)

~ 4S
4. Estimation deT. Le second terme dE estO(e~ = ) d’aprés la majoration
~ 35
faite de (g). Quant au premier terme, il @gpriori O(e*TIP). Mais on peut
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améliorer cela. Il suffit d’écrire

Ry (Hnr(Gh) = 2) 7' [P(h), X B
[R§ (HNR(C;h) = 2) 7 [P(h), x|

b
[t - Z)I[P(h),xw‘

b
[ dete Einn(cin —2)][P(h),>d¢‘

< e gll - fle”® (H(¢:h) — 2) ' [P(h), X]¢ll

Le premier facteur du membre de droite de la derniére inégeditO (1) par
la proposition 2. Quant au second facteur, il a été esting&ddeta majoration
de R. On trouve donc

25

T=0( 7). (15.3.25)
On a alors les majorations améliorées :
O 1) O
h h
K*(¢, 2 h) :< f{; ~(67250) ) (15.3.26)
Oe r) Oe &)

qui donnent, combinées avec le résultat de la propositichl15

A, 3%, = 55

K3(C, 2 h) = ( Ote 2w ) Ole ) ) (15.3.27)
Oe”=21) Ofe =)

et qui vont nous permettre de localiser la résonance. Em, ¢ffgtant de I'ex-

pression de l'inverse dans la proposition 15.14 et utitidarProposition 5 ainsi

que (15.3.26) et (15.3.27), il vient par un calcul direct dunier coefficient de

H(¢,z;h)~ !, avec la notation 15.15

25q

E (¢ zh) = Eyt(2) — Faukis — Byt (2)0(e m) + Oe 1) Ey 9
+Ey F(2)0(e ) + O ). (15.3.28)

Commey et les coefficients diP, x| sont a supports disjoints, le coefficiehi ; I 2
est nul, ce qui donne

z — )\] (h) bs
E (¢ 2 h) = +O0(e 7). (15.3.29)
z— Ap(h)

15.4 Détection des résonances

15.4.1 Localisation des résonances

D’aprés la formulation de Grushid{ (¢; k) — z est inversible si et seulement
si la matrice de dimension finiB~* (¢, z; h) I'est. On conclut donc :
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W 15.16. ThéorémePour tout( € €(e; h), il existem(A;) nombres
complexes dans;(h), 21((; h),.., 2mr,) (€ h), répétés avec multipli-
cité pour lesquels I'opérateu ((; h) — z n'est pas inversible.
NotonsZ((; h) := {z1(¢;h), .., 2z, ((;R)}. On a uniformément par
rapport a¢

m(Ar) 250
Z¢h c | {z e Cllz — M(h)| = @(e*T)}. (15.4.1)

i=1

15.17. RemarqueAu voisinage d’'un péle simple d& ((y; h) — z) !, la dépen-
dance est holomorphe par rapport.a

Preuve.Considérons le contour orient (k) (voir figure 15.4), et récrivons (15.3.29) :

z — Al(h)
E~F(C,zh) = + F(C, 2 h),
z — Ap(h)

25q

ol F est une matrice & coefficents holomorphes dont les coefficsemtO (e~ = ),
et ceci uniformément par rappor aOn remarque en suite, avec des notations évi-
dentes que

n

det(B~*(C.z:h) = [[z=X)+ D el0) [] ((z=Xi(B)di o)+ Fioqi))-

i=1 0€G,;0£Id =1
(15.4.2)
wi—1(h) wi(h) o
A T O(h)
_ - L S--
,,,,,, a-fi () ah) ¥V
ew, h) v(h)

Figure 15.4. Application du théoréme de Rouché : il y autantde
(avec multiplicité) que d&. Onay(h)NR = {X\_1+a;—1(h)/3; N+
ai(h)/3}.

Surdv(h), le premier terme de la somme, qui est une fonction possédant
zéros danss(h), se minore, par le choix de (k) parC - h tandis que le second se
majore pa@(h”*l)@(e*%), le tout uniformément par rapportiaLe théoréme
de Rouché dit alors quB~ (¢, z; h) posséder valeurs singuliéres dang(h), ce
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qui démontre la premiére assertion du théoréme.

~ 2S
Par ailleurs, on voit directement que si pour tgutz — A;(h)| > Olew),
alorsE~ (¢, z; h) estinversible et on obtient I'estimation du théoreme. W

En liant les variableg et z par{ = z, on voit que les valeurs singulieres de
E~"(z, z; h) sont lesz pour lesquels I'opérateut (z; h) — z n’est pas inversible :
ce sont les résonances Heh) d'aprés la proposition 7.2. On obtient :

B 15.18. Corollaire. Dansw;(h), 'opérateur H(h) posséde exac-
tementm();) résonanceszi (h) . .. zy,(x,)(h) répétées avec multipli-
cité. Notons

R(h) :={z1(h), .., zmn)(h) } -
Alors :

=
=
N
—
N
m
a
~
|
e
=
I
G}

(e*%)} . (15.4.3)

15.19. RemarqueNoter en particulier que I'on &;(h) = z(z;(h); h).

B 15.20. Définition.On appellera multiplicité algébrique de la réso-
nancez; (h) I'ordre d’annulation de la fonctionlet £~ *(2) enz;(h).

15.21. RemarqueCette notion ne dépend que de I'opératéi(t) dans le sens ou
I'on peut relier la multiplicité algébrique de la valeur pre z;(h) pour I'opérateur
déforméA introduit dans la définition 7.1 p.71.

15.4.2 Signe la partie imaginaire des résonances

W 15.22. Proposition.Soitz;(h) une résonance d# (k) dansw(h).
Alors z;(h) vérifie en outre

Im(z;(h)) < 0.

Preuve. Soit v;(h) un vecteur non nul dé.?(]a, b]) tel que H(z;(h); h)v;(h) =
zi(h)vi(h). Un tel vecteur existe puisquB (z; h) est un opérateur de Fredholm
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d’indice nul. CommeH (z;(h); h) — z;(h) n'est pas inversible, il n’est pas injectif.
Ona
I (((H (2 (h); ) — zi(h)Yoi (B)wi ()12 ) = 0,

mais par ailleurs cette quantité vaut également d’apréslenlanalogue a (14.1.2)
p.160

I (5 (VAT + Bl @ + VAW @)]?) 2 (8) + [k (1)),

et on obtient la relation sur la partie imaginaire de la résoe :

Im(zi(h)) = —hRe(y/zi(h) + B)|vi(h)(b)|* = hRe(y/zi(h))|vi(h)(a) .

qui est négative ou nulle. On ne peut avpif(h)|> + |v,(a)|?> = 0, auquel cas,
a cause des conditions mixtes homogénes définissant le memet (z;(h); h),
v;(h) serait la solution d’'un probléme de Cauchy standard aveoéksminitiales
ena nulles, et donc serait identiquement nulle, ce qui n'est Gata démontre la
proposition. |

15.4.3 Minoration de la partie imaginaire

B 15.23. Proposition.Soit A € &gs €t A(h) une valeur propre de
Hp(h) convergeant vera. Soitz(h) une résonance d# (h) dans la
boule de rayor®(e2%/") centrée em\(h), etv(h) un état résonant
normalisé associé :

v(h) € D(H(2(h); b)), H(z(h); h)v(h) = z(h)v(h), [v(R) | r2(r) = 1.
Alors on a I'estimation ponctuelle suivante
v(h)(z) = O(e M),

d désignant la distance d’Agmon pour le poteni#la I'énergie \, et
U I'ensemble des puits résonants a I'énergie

Preuve. Le principe de la preuve est identique a celui du théorém2213.153.
Supposons qua = \; € &g et soitC(h) le rectangle[\; — g;-1; A + ] %
[—ih;ih]. Considérons alors l'intégrale de contour :

,]ﬁ

2’

I, ) = / (H(z(h);h) — () (15.4.4)
ac(h)

qui définit le projecteur sur la somme des sous-espacegséastiques de (z(h); h)

sur I'ensemble des valeurs propres entouréeg (far. D’apres le théoréeme 15.16

p. 190 appliqué ave¢ = z(h), on sait que danQ(e,; h), le spectre déi (z(h); h)
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est discret et constitué de valeurs propres. L'image de gegieur contient en
particulier la direction propre définie path). Avec la proposition 15.14 p. 185
appliquée ave¢ = z(h), on obtient la relation

dg

2’
(15.4.5)

et d'aprés I'expression en série perturbative des élénmatsciels ci-dessus, on

obtient, similairement a (16.3.7) p. 209 I'estimation emme d’opérateurs

M = - / B (2(h), G h) B~ (2(R), ;) B (2(h), G )
Jac(n)

MLy = XEy By e + O(e 50/, (15.4.6)
qui dit en particulier que

—

d(IMIL, ), IMIIp(h)) = d(ImIp(h), IM L) = O(e 5/2"),  h — 0.

(15.4.7)
Soit maintenantX® := Vect{x¢i(h)... xon(h))} oU les¢, engendrent le
sous-espace de Dirichlet IR]| £, = Im Il (h) (ainsin = m(X) ). On alors le

B 15.24. LemmePourh > 0 assez petit, la restriction de
I, () @ X ® est surjective.

Preuve. Appliquer I'inégalité triangulaire suf a partir de (15.4.7) et
d’une comparaison immédiate entrelltp (h) = Vect{¢1(h) ... ¢pn(h)}
et X ®. Utiliser pour cela la décroissance des fonctions propred

Il existe donc, puisquiv (h)|| 2 (1) = 1 etque les¢p;(h) sont quasi-orthonormés
des nombres complexes(s) uniformément bornés tels que

= (W) xi(h). (15.4.8)
=1
On écrit ensuite
Z ai(h)[xi(h) — (Id = T xbi ()], (15.4.9)

Le premier terme entre crochets vérifie clairement I'ediomade la proposi-
tion (décroissance des fonctions propres). Quant au seoontcrit sous forme
intégrale :

(Fd=T ) i) = 5 Joe W= = H () ) [p(h). Xl gi(h)C.
(15.4.10)
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On conclut en remarquant que l'intégrande est localiséedquéord et encore avec
les estimations de décroissance. |

15.25. Remarque.Tout comme pour le probléme de Dirichlet, une application
des méthodes d’énergie d’Agmon donnerait I'estimationaderbposition, avec
toutefoisU}% remplacé pat/”, ce qui est moins bon (utiliser les conditions au bord
vérifiées paw(h) ainsi que l'injectionH! C L pour absorber les termes de bord
par la normeH ! dee?/"v(h)).

B 15.26. Notation.Pour une énergie résonantefixée, on appelle

SU = Imax d((ji;(,‘j), S[ = d((] b)
e
les diamétres d’Agmon de I'ensemble des puits résonantnarjie
A, et le diamétre d’Agmon de l'ile.

|

Figure 15.5.Puits résonants (traits pleins) et puits non résonants (en
pointillés) a I'énergiel.

W 15.27. ThéorémeSoitz(h) une résonance convergeant vers I'éner-
gie résonante\ € Egs. Alors il existe une constant@ > 0 indépen-
dante deh telle que pourh > 0 assez petit

—Im (2(h)) > Ce 2SotSu)/h,

15.28. RemarqueLa quantitéS, + Sy peut s'interpréter comme la distance du
bord de I'lle au puits résonant le plus éloigné du bord.

Preuve. Pour un état résonant assoeigh) normalisé?, on a d’aprés un calcul
déja rencontré (proposition 15.22 p 191) :
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—Imz(h) = hRe(\/z(h) + B)|v(h)(b)|* + hRe(\/z(h))|v(h)(a)|*. (15.4.11)

Noter queRe(+/z(h) + B) et Re(+/z(h)) sont non nuls. En outre, la fonction
v(h) vérifie le probléeme aux limites :

—h%u(h)" + (Vh —z(h))v(h) = zel
{ hv'(h)(a) + i/z(h)v(h)(a) = 0 (15.4.12)
( h)(b)

ho'(h)(b) —iv/z(h) + Bu(h)
et noter que I'on a par unicité de Cauchiy)(a) - v(h)(b) # 0.

L'idée est ensuite simple : si la partie imaginaire de lamésae est trop petite,
v satisfait un probléme de Cauchy avec conditions initiatésines de zéro a cause
de 'homogénéité des conditions aux limites. Sa nofii@e peut alors étre égale
a 1 d'aprés la dépendance continue de la solution par rapdartonné initiale.
Cela se quantifie par le lemme de Grénwall. On pose donc

F(z) = ( hv((fzg()) )

et F satisfait le systeme différentiel

dF ( 0 1

Waw == =2 0

dx ) F(z) = A(z; h) F (). (15.4.13)

MunissantC* de la norme’” : || X||7, = |z1|* 4 |22|?, on a par suite :
T AT Y Al 2
|nF )| < o (A ) Az 1)) 1F (@)1, (15.4.14)

la norme#? de A(x;h) n’étant rien d’autre que la racine du rayon spectral de
YA(z; h) A(z; h). Appliquant le lemme de Gronwall, on obtient la majoration va
lable pour toutz € I :

F(@)ler < min {[|F(a) el M OF I () b V0120
(15.4.15)
Remplacant’(a) et F'(b) par leurs valeurs, la derniere inégalité se récrit :

|F(z)|22 < min {|1)( ) (@) (1 + |z(h)])e2/ " I (Vh—z(h)|/2dt

w(B)(B)|*(1 + | 2(h) + Bl)e2/n Js V" —=( )\1/2(11}
(15.4.16)
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D’apreés la proposition précédente, on sait g(#) se concentre dans les puits
resonants. Commgu(h)| 72y = 1, il existe un entier € {1... N} tel que la
normeZ? dew(h) en restriction & := [¢; — h;¢; + h] est au moins égale a
1/N. Intégrons alors I'inégalité précédente §ift. Cela donne

1/N < min {v(h)(a)2(1—|—|2(h))/ 2/ 3 V=)t 2dt/h g,
Juh

v [

2/ [ V”'z(h)l/Zdt/hdx} _ (15.4.17)
Jup

Puisque la fonction sous l'intégrale erest continue, on a :

Bl /C”+h G2/ [T V=2 (W) 2dt/h g, 920k [T \Vhfz(h)\l/zdt/h_i_o(l)’ b= 0.
Je; —h
' (15.4.18)
Ensuite, on note que(h) tend vers), et que les puits quantiques sont de
diametre euclidier2h : on peut remplacemoduloune constante multiplicative
VP — 2(h)|'/? par \/(Vh — \), dans I'estimation (15.4.17). Cela donne donc
pour une certaine constanté> 0

hlo(h)(a)|?, hlo(h)(b)|?> > Ce2So+Su)/h 5 ), (15.4.19)

et on conclut avec (15.4.11) |

15.29. Remarque.

1. Cette estimation est assez grossiere car elle fait enérle puits résonant
le plus éloigné du bord de I'lle. Néanmoins, dans le cas ouubiplicité
asymptotique de\ est égale d, elle est excellente, puisque dans ce cas
Sy = 0.

2. Une analyse plus précise requerrait une étude de ladradiétat résonant
présente dans chaque puis résonant. On étudiera des desligastau cha-
pitre 18.

15.5 Norme de la résolvante aux conditions transparentes
Avec I'écriture fournie par le probleme de Grushin, cetténestion consiste

essentiellement en celle de la partie méromorphe :

W 15.30. Proposition.Soitl € {1...r}, \; € Egs, €A € wy(h) NR.
Soit Z(h) := {z1(h) ...z, (h)} les résonances convergeant vers
Ai, (répétées avec multiplicité). Alors on a I'estimation onifie en\

4 S A (m(A)—1)S /h;
[E=F()) Ho(e o dist(A;Z(h)))’
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le symbole dist désignant la distance euclidienne usuelle.

Preuve.Rappelons que I'on a établi (cf. (15.3.29) p.189) I'estimrauniforme en
A

A= Ai(h)
E-T(\) = + F(\;h), (15.5.1)
A=Ay (h)
la fonction matricielleF'(\; k) étant holomorphe et ses coefficients vérifiant :
Vij e {l...m(\)}, |Fi (k)| =0 (e*”n/h) , (15.5.2)

et que les valeurs singulieres de la matriget sont lesz;(h). On écrit sous la
forme plus explicite suivante I'inverse :

E~t(\)! com’ (E~F())) (15.5.3)

" detE-T(\)

ot com’ (E~*()\)) désigne la transposée de la matrice des cofacteurs.

Bl 15.31. Lemmell existe une fonction holomorph&z; h)
définie surw;(h) telle que pour tout € w;(h) on ait

m(\)
det B (2) = ] (zi(h) = 2) f(2; 1),
i=1
et avec
= inf inf i h 0.
" Iir>10z61£(h,) Jzh) >
Preuve. On sait que dans;(h) les seuls zéros de la fonction holo-
morphez — det E~ 1 (z) sont lesz;(h). La fonction

m(A)
f(z:h) = det B (2)/ [] (z:(h) - 2)
i=1

est donc méromorphe sur(h) avec singularités effacables et sans
zéros, ce qui donne la premiére partie du lemme. Par suiteeise
définit une fonction holomorphe sur(h). On lui applique alors le
principe sur maximum. Sur le bord dg(h), reprenant (15.4.2) p.190,
et la majoration des résonances (corollaire15.18 p.19bptant suc-
cessivement

>

m(

1)

det B~ *(2) = (z — Ai(h)) + O(e250/hy

=

3
>

)
= (z = 2i(h)) + O(e 250/M),

Q
Il
—
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et comme subw;(h), |z — zi(h)| > C - h, on obtient la deuxieme
partie du lemme. [ |

On explicite a présent les cofacteurside™ : revenant a la définition des co-
facteurs et du déterminant, par homogénéité du déetermimanbfacteur’; ;(A; h),
pouri,j € {1...m(\;)—1}, estune somme den()\;) —1)! mondbmes homogénes
d’ordrem(A;) — 1 de la forme

k m(\)—1—k
[T -2+ Fah) I Faowomy, k=0...m\) -1,

s=1 g=1
(15.5.4)
les indicesi;, étant deux a deux distincts, @tdésignant une permutation sur I'en-
semble{1...m(N\;) — 1} \ {41 ...4x}. Ainsi une premiére majoration fournit que
chaque terme est contrélé par

k
I (X =z, (R) + O(e25/M)) O (e~ 2mA0) =1 =k)So/hy (15.5.5)
s=1

Prenons ensuite par exemple comme norme matricielle d'watéa@ A le maxi-

mum des normeg' des lignes del. D’aprés (15.5.3), il s'agit donc de majorer un
terme de la forme

[T5—) (A = 2, (h) + O(e 250/ O(e2m)-1-K)So/h) (15 5 6)
1Y (A~ zi(h)) f(As h)

YA h) =

»
\

$ Ch]2672(50+511)/h

Figure 15.6.Les résonances sont confinées dans la région en gris.

On apparie un facteu\ — z;, (k) + O(e 2%/")) par le facteur( A — z;, (h))
apparaissant au dénominateur en écrivant

(A = zi, () + O(e250/m)) Ofe /)
(A — 2, (h)) (A — 2, (1)’

et avec la minoration des résonances, on obtient (théor&ra@)1:

(15.5.7)
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()\ — 2 (h) + @(67250//1)) . @(67250/11)

_ M (,2Su/h
(A — 2z, (h)) Chre Setsom ~ OLe v/h). (15.5.8)

Quant aux autres facteurs du dénominateurs, on peut égetl@meminorer
m(X\;) — 1 — k en les appariant avec le facteur gafe—2(m(\)—1-k)So/h) - j| reste
au dénominateur un facteur de la fortne- z(h), ce qui donne finalement

(15.5.9)

WO R)| (7)< e(mA)—1)Sy /h )

minzez(h) A — 2|

et finit de prouver la proposition. |
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16

Fonctions de I'énergie

On dispose d’apres les résultats du chapitre 14 d’'un remseignt

qualitatif assez précis sur densité d'états locale danadeda puits

complétement bouché (corollaire 14.8 p. 166) : a savoir gt cler-

niére converge (a extraction prés) vers une mesure atoroigugeant

le bord de I'lle, ce qui est cohérent avec I'image classiqueésque

l'intérieur de I'lle est une région interdite aux énergiessidérés. Par
ailleurs, I'introduction de puits quantigues modifie sbtesnent la si-

tuation : du point de vue spectral d’une part, celle-ci gérntas poles
pour [le prolongement méromorphe de] la résolvante (lemnasces),
et du point de vue géométrique d'autre part, elle entraimastence
“d'états bornés” localisés dans les puits. L'applicatianla formule

de Stone fera apparaitre ces deux aspects : ils sont cordangde

développement en série perturbative de la résolvant& @de de la

proposition 15.14. Il est explicité dans la section 16. 2dlenfin que
la formule de Stone, comme représentation intégrale desiéms du

Hamiltonien, met en jeu des quantités holomorphes. Le ktdéfonc-

tions de I'énergie consiste essentiellement en un calctésidds.

16.1 Situation de départ

Concentrons-nous dans un petit domaine d'énergie automednergie réso-
nante)\, et soit®, := Vect{ ¢ (h), ..., dn(h)} le sous-espace spectral Hg)(h)
sur ce domaine d’énergie. Sil'on not&), (h) la restriction deH ,(h) a® et que
I'on revient aux calculs de la section 2 du chapitre précédema pour le probléme

3Noter d'ailleurs que sur le spectre discret d’'un opérateto-adjoint, le projecteur spectral est
obtenu comme résidu de la résolvante
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de Dirichlet etz € C, z ¢ o (Hp(h)) :
N o ~ 1
(Hp —2)' = —Ey Byt (2) ' Bf =) ~ o il
i=1 !
et donc poue > 0,e — 0, on obtient

n

N
(HY — A —ie)™ ' — (HY — A+ie)! = Z( *©

o) el

=1

— nmdry, i) (pil,
e—0

qui n’est qu’un cas particulier de la formule de Stone.

Avec I'approche perturbative envisagée pour I'étuddfdé), on espére abou-
tir a une formule similaire. C’est en effet le cas puisque

W 16.1. ThéorémePour A dansZ(e.) la densité spectrale d&/ (h)
sur I est donnée par :

B 0emny = o [ -0 (oo - )]

De plus, ah > 0 fixé, et pour touth € Z(e,), 1;0FE/OX(A;h)1; est
un opérateur de type Hilbert-Schmidt et de norme localeratior-
mément bornée ek

1

Preuve.Soit\ € Z(e,) et appliquons les propositions 7.5 et 7.8. Cela donne pour
e > 0 assez petith > 0 étant fixé :

W [(H(h) — (A+ie)) " — (H(h) — (A —ie) "l = (H(A+iesh) —A) !
—(H'(\—igh) —2) .
Il ne reste plus qu’a faire tendeevers0, et a appliquer le corollaire 7.10 du
principe d’absorption limite, la limite existant dans lame Hilbert-Schmidt. B

On dispose dongjia I'expression du théoreme 16.1 d’'un moyen de calculer la
densité d’'états locale.

16.2. Remarque.La partie polaire de la fraction rationnelle ci-dessus (@was
opérateurs) fait intervenir des singularités, qui sontés®nances; (h) et qui ap-
paraissent sous la forme :

n

1 1 _ 2iIm z;(h)
; A—z(h)  A—z(h) ; (A — Re zi(h))? + (Im zj(h)?) (16.1.1)

n
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D’aprés le corollaire 15.18 p.191, la mesure spectraleaitefaire apparaitre une
densité limite quand — 0 en

n
E TON=) s
i—1

et qui est une forme approché de la situation de départ. €éestrgument que I'on
va mettre en forme dans le calcul de la densité d’états locale

16.3. RemarquelLa mise en évidence de cette densité en énergie est étabie da
le cas particulier du théoréme 18.5 p. 233.

Enoncons le résultat relatif a la densité d’états localeésqra démontré dans
la section 16.3.

B 16.4. ThéoremePour toutes fonctiond € C.(]A,; A*[) ety €
C°([a; b]), les traces locales Tt0(H (h)) | sont bien définies, la fa-
mille de mesuregdny[H (h)]}nr~o est bornée. Soitlny une valeur
d’adhérence. Alors pour toute fonctigne C°([a; b]), on a

b
/ 2)dng(z) = ¥ 29 p(ci) + La(0) Lal)

A€&esic I (A

ou Ly et L, sont des mesures bornées positives respectivement sur
[A.; A*], et]. Enfin la mesurd., est dominée par la mesurg); su-
perficielle surol.

16.5. Remarque.

1. Rappelons que les traces locales sont bien définies andeita proposi-
tion 10.6 p.104.

2. Dit autrement, la mesurtng|H"] converge faiblement (quitte a extraire) et

[e@dniat) —s Y et 0 )

h=0 Ares€Er6s i€ J (Args)
+<L)\ R L, 0Q® (p).

A présent, fixons la fonctiofl supportée danis\.; A*[, ety € CY(I) positive.
Commed(H (h))p = [0(H(h))11¢] - 11, par cyclicité de la trace, on a

Tr [0(H(h))g] = Tr [1;6(H (k)11 ]. (16.1.2)
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On travaillera donc désormais avec 'opérateéw ( H (h))1 ;. D’aprés le cal-
cul fonctionnel, on a

1,0(H(h)1;p = n,éa(x)i—f(x;h)dx-n,w (16.1.3)

oF
= T;—(X:h)1
/RH()\) 5y (A h) T ppdA,

T / OON[(H (A +iesh) = X — ie) !
JR

(16.1.4)

lintégrale pouvant étre comprise au sens de la normeCs(E?(R))) d’aprés le
théoréme 16.1 (ce qui justifie la derniére manipulation).

16.2 Forme précisée

Le calcul des traces locales T#(H (h))¢] de H(h), peut se faire sur des
sous-intervalles recouvrapt,; A*] :

B 16.6. HypotheseOn fixe une énergie résonanke € [A,; A*], et
on considerd; := [\;—2¢;_1; \;+2¢], de sorte qu&(e,) C ) I

D’apreés les propriétés du probleme de Grushin, et la priposl5.14 appli-
quée avee € w;(h), ¢ = z, etles notations 15.15 p,186, on a :

Vz € wi(h), [H(z;h) =2zt =FE(zh)— EY(zh)E " T(2;h) 'E" (z;h),
(16.2.1)
les coefficientss® (z; h) étant ceux de la matrick (z; z; h) ~'. Toujours d’aprés
la proposition 15.14 et les estimations de la propositiod1,5n a en outre :

H(z; h)f] =F(z;h)(1 +€e(z;h)), e(zh)| = @(6750/2]1), (16.2.2)

la matrice F(z; h) est donnée par (15.3.4). Cela permet de récrire I'égalité ci
dessus, en introduisant les coefficients de la matride fagon plus explicite :

E(z;h)  EY(zh) \ _ o 1+e(zih) et (z;h)
( E~(z;h) E~*(2:h) ) = Flah) ( e (z:h)  1+e T(zh), ) ’
avec @(efSO/Qh) @(efsn/h)
€(z;h) = ( Oe50/2h) (e 250/h) >
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Revenant a la définition de la matri¢eet en explicitant le développement en série
de la prop. 15.14 p.185, on obtient avec les estimations geojosition 15.11
p.180

E(zh) = (Hyr(z,h) = 2)7' (1= 9)(1 +¢) + xBo(2)9(1 + €) + xEf e
(16.2.3)
Et(z:h) = xEf + (Hyr(z,h) —2)7'(1 —)e™ + xEfe T + xEgype™
(16.2.4)
E (zih) = Ey+Eyye+E; e
(16.2.5)
E " (zh) = Ejt(z)+ O(e 25/h,
(16.2.6)

Les estimations étant uniformes dangh), et dans chaque coefficient on a
mis en premier le terme principal.

16.7. Remarque Avec ces expressions ainsi développées, la formule ()&t
terprete de la maniére suivante : la résolvantéfdg) en restriction & se décom-
pose en :

1. une partie réguliere, a savoir

(Hnr(z.h) = 2) 7' (1 =) + xEo(2)9),

puisque sur un voisinage complexeZlec’est une fonction holomorphe.

2. une partie polaire de rang fini. Celle-ci est exponewteént proche du pro-
jecteur sur les états propres du probléme de DiricE]?t(Eg*)*] Ey,
pour peu quer soit assez loin, d’'apres (16.2.6), des p()les:(Eg’“L)*1 et
(E-+)~'. On va voir que I'on peut se ramener a cette hypothése, lelcalcu
de fonctions de&7(h) se ramenant & un calcul de résidus.

3. Noter enfin que cette décomposition, tout comme pour lel@noe de Diri-
chlet, correspond a une décomposition en sous-espacesgdraes de |'es-
pace de Hilbert.

16.3 Preuve du théoreme 16.4

La preuve consiste & interpréter la formule de Stone (1)6€tdte pourH (h)
comme une intégrale de contour sur un ouvert du revétemeft de (H (h))
d’'une fonction holomorphe. Ce contour sera pris homotopa ayale entourant
les résonances et évitant les anti-résonances.
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Figure 16.1.Les résonances (poles (& (z, h) — z) ') ainsi que les
anti-résonances (poles dé/’(z, h) —z) ') sont sur le second feuillet.

16.3.1 Lemmes préparatoires

Il sera utile dans la suite de se ramener au probleme du puitplétement
bouché. Cela a été fait dans la proposition 14.17, en (14.3.9

(HN®(z,h) —2)"" = [(H(¢h) —2) (1 —9)
+x(HY(h) = 2) 9]l + O(e *¥7/")116.3.1)

W 16.8. Lemme.Soity € C%(Ja;b]). Pourz € Q(e,; h) eth > 0 as-
sez petit, 'opérateutH (z; h) — z) ' ¢ est & trace et on a |'estimation
uniforme

I(H(z:h) = 2) Lol = O(h™?).

Preuve.On écrit que pour tout € Q(e,; h)

e(H(z;h) —2)"" = (Ho(h) +1i) 'y ) )
— (Ho(h) +i) " [o(W" = (z + 1)) (H(z;h) — 2) "
+ (Ho(h)+i)'[P(h),@l(H(z;:h) —2)""  (16.3.2)

H(h) désignant le Laplacien de Dirichlet sur I'intervalte b]. Les deux premiers
termes du membre de droite sont des opérateurs a trace pérdteur( Hy(h) +

i)~ ! I'est, avec estimation de la norme kn? (cf. fin de la preuve de la prop. 10.4
p.103). On a aussi utilisé que I'opératdif (z; h) — z)~' est uniformément borné
par rapport & (prop.14.2 p.160). Pour ce qui est du dernier terme du membre
de droite, on utilise encore quél,(h) + i)' est a trace tandis que I'opérateur
(H(z;h) — z)~! opére continiment entrd? et H' (prop. 14.3 p.162), et cela
uniformément par rapport 2 On conclut par adjonction, I'ouvef®(e,; h) étant
stable par conjugaison complexe. |
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W 16.9. Lemme.Soith > 0 etQ(h) := Z; x [—h;h]. Soit ensuite
O(h) I'ouvert défini par

O(h) :=Q(h) \ [N\ — 2ay(h); \; + 2a;(h)] x [~h/2;h/2]. (16.3.3)
Alors il existec > 0 telle que

VzeO(h), E T(2)'=E;"(2)"" +G(2) (16.3.4)

G désignant une fonction méromorphe vérifiant uniformémant p
rapport az.
IG(2)|| = O(e~/™).

O(h)

A a(h)/2

Figure 16.2.SurO(h), la série de Neumann 16.3.5 est convergente.

Preuve. Fixons n’'importe quelle norme matriciell&”. Par monotonie de la dis-
tance d’Agmon par rapport a I'énergie, I'estimation (16)2st valable en prenant
Sp égale a la distance d’Agmon pour I'énerdige. Avecrn = Sy/2 > 0, on a donc
uniformément erx dansl; x [—h; h]

E~"(2) = E;T(2)+R(z), avec |R(z)| < Ce o/t
= (14+RR)E;"(2) WE; (2), VzeQh), z#\(h),

de sorte que par prolongement analytique

E T ' =E,T(2) ' [A+RRE; T(2) )Y, VzeQh), z#z(h).

(16.3.5)
Le terme entre crochets est une fonction méromorphe avemeargros leg =
Ai(h) et comme poles les = z;(h). On obtient alors pout ¢ O(h), et d’aprés
I'expression deF, T(z) ! :

IR(z)Eq * (2) 7'l < [R(2)]] min |Xi(h) —2|~".
ZGJ(AI)

Orona

Vi€ J(\), = Ailh)] 2 2 = Al = A= di(h)] 2 2ai(h) — a(h)) 2 h/2.
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Ainsi, pourh > 0 assez petit, on peut utiliser la représentation en sérieedeldnn
dans (16.3.5) pour obtenir pour tout O(h)

(1+R(2)Ey " (2)7) ' =1+ F(2),
et le termeF’ est une fonction matriciellméromorphesatisfaisant I'estimation

IRGEHE o sn
STR@E @ T

1P < 5

qui donne, combinée avec (16.3.5)
VzeO(h), E T(2)'=E,"(2)"" +G(2) (16.3.6)
ou cette fois encor&’ désigne une fonctioméromorphevérifiant

IG(2)]| = O(e=*/2"), 2 € O(h).
Le lemme suivant est classique, on se contentera de le citer :

B 16.10. LemmeSoitH,, Ho, deux espaces de Hilbert, 4t B deux
opérateurs bornés tels que

B:Hl—)Hg, A:Hg—)Hl.

Supposons qu®& est de rang fini deV. Alors I'opérateur AB est a
trace et
|AB|, < NJA[l||B]|.

16.3.2 Reésidus

On peut a présent expliciter le calcul de (16.1.3) pour abauwt théoreme.
Puisque pour toute fonctiap € C.(I) positive, la fonctionnell® — Tr [0(H (h))¢]
définit une mesure positive (cf. remarque 10.7 p.248), fitqudr densité des fonc-
tions polynomiales suf, de calculer son action sur ces fonctions, qui sont ho-
lomorphes, sur un voisinage complexe e On supposera donc queest une
fonction polynomiale sut;.

En outre, puisque I'on sait que la mesyre— Tr[0(H (h))y] est bornée, on
peut se contenter d’étudier la mesure sur I'ouVerb[, le bord de I'le consistant
en la réunion de deux points. Dans la suite, on supposeragime est une fonc-
tion positive a support compact dajasb|.

Puisque(H'(z;h) — z) ! désigne le prolongement méromorphe de la résol-
vante depuis le demi-plafm z < 0, il revient au méme de considérer (16.1.4)
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| Cc*
C. i€

|
|
|
| ye :
2e; 4 ! 2e;
|
i
|
|
|

Figure 16.3. L'application de la formule de Stone conduit a consi-
dérer l'intégrale du prolongement méromorphe de la résoteasur

le revétement. Dans la zone hachurée, les résonances (sectad
feuillet), exponentiellement proches du contour limite 0) lorsque

h — 0.

comme l'intégrale du prolongement sur le revétement a deuildts deC\| —
oo; B], sur le contour de la figure 16.3.

On effectue alors la déformation indiquée sur la figure su4d.6.4.

Ona

Vz € wi(h), [H(zh)—2z]""=FE(zh)— EY(zh)E T(z;h) "E~ (z;h),
(16.3.7)
la fonction holomorphe®(z; h) n'ayant pas de péles a l'intérieur du contour
~v(h), son intégrale est nulle.

, Ct 1
| v(h) |

e 4 [ 2¢;

Figure 16.4.Le contourC. est homotope a la réunion du cerejéh)
centré en)\; traversant la coupure,et du contod’, la contribution
sur les arcs de cercle en pointillés étant nulle.

Enoutre, d'aprés les développements (16.2.4)-(16.206)tiksant la définition
des coefficientg®, on voit qu’on a en norme d'opérateur, et uniformément par
rapport az

E~(2) = Ey (2)3 + O(e /21, E*(2) = xEf (2) + O(e~50/?1). (16.3.8)

A l'aide du lemme 16.10 , ces estimations sont en fait vatakle norme trace.
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Ensuite, on voit par choix de(h), que
Vzen(h), E T(2)"'=E,"(2)"' +G(2), (16.3.9)

avec
G(z) =0(1), h—0.

Revenant alors a (16.3.7), on voit en utilisant ces troigiéezs estimations que

[H(Zl h,) — Z]il — E(Zl h,) _ XE(‘)FEO*‘F(Z’ h)*lEU*,(p + 0(6750/217,)‘

En intégrant sufy(h), on trouve, utilisant qué(\;) = 0(\;(h)) + o(1) :

[0 ~21 g = 0+ 8(NXE] By o+ o)l (16.3.10)
Sy (h) i

c’est-a-dire le projecteuii, (k) = E; E, sur 'espace des fonctions propres de
Dirichlet surw;(h) N Z(e,). Prenons la trace membre & membre : on écrit par
cyclcité de la trace que

TrixIIp(h)ypel = Tr{llp(h)pex]

= Tr{lp(h)ye]
m(Ar)

- Z (95 (h), ¢j(h)e)rz.

Jj=1

D’aprés la remarque 13.20 p.150, et en décomposant lesdnaet; (/) suivant
les sous-espaceB et ¥, correspondant aux problémes & un puits, on obtient &
I'aide de (13.4.24)-(13.4.25)

m(Ar)
T [ 0@ g =600 3 wle) +o(Dllpl. (16310
v(h)

=1

De méme utilisant que sur la branctg N C_, l'adjoint de £~ (z) ' est
O(h~1), on obtient que pouk tendant vers O :

dz

[ oI R - g = O e (16.3.12)
Joinc. v

Il reste a calculer l'intégrale d&(z; h) surC.. Puisque dans le disque bordé par
v(h), E(z; h) n'a pas de pdles, le contodr’ est homotope &', ce qui fait que
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I'on est ramené a calculer l'intégrale de(z; h) sur C.. Mais par définition de
E(z;h), on a, revenant & (16.3.1)

E(zh) = (H(zh) —2) " (1= 9)(1+£(2)) + x(HY () — 2) "1 + &(2))
+ xEo(2)y(1 +¢) + xEf e

oU les opérateurs et sont uniformément bornés par rappot ét vérifient
IE)Il, [E(2)]| = O(e=S¥n/2hy, (16.3.13)

pour la distance d’Agmon a I'énergig ., ;. Noter que les opérateutsl § #(h) —
z)~! et Fy(z) sont & trace. Quant RE ¢, il est O(e~%0/?") en norme trace
d’apres le lemme 16.10 et (16.2.2). Ensuite, on note égaleque pour tout sur

C., les opérateur$ HN"(h) — 2)~', Ey(z) et (H(z, h) — z)~" et Ey(z) sont &
trace, et ceci uniformément ern les deux premiers d’aprés le lemme 10.3 p.102,
et le dernier d’aprés le lemme 16.8. Ainsi paur 0 fixé, on a

Tr/ 0(z)E(z; h)pdz = TrLH(z)(ﬁ(z,h)—z)1(1—$)<pdz

0(2)(H (z,h) —2)"' (1 = §)é(2)pdz

€

+ Tr

>

+ Tr (2)x(HR(h) — 2) " "ppdz

€

O(2)x(Hp " (h) — 2) "' Pé(z)pdz

€

0(2)x Eo(2)ppdz + Oe=50/2h).,

€

+ Tr

+ Tr

—— e

(16.3.14)

Si maintenant — 0, h > 0 étant fixé, les premiére, troisiéme et derniere inté-
grales convergent d’apreés la formule de Stone respectivevees Ti{o(H (h))(1—
b)), Tr(O(H YR (h)) o] et Trix8(Hp(h) g1 )1be], ol @ désigne le sous-espace
spectral de(h) sur[\; — 3¢;_1; A\, + 3¢]. Il est clair que sur le support de les
opérateurdi p(h) 5. et Hpy"(h) n'ont pas de spectre, donc

O(Hp(h)je1) = 0(H} (b)) = 0.

Quant au premier terme, il suffit d’appliquer le corollaile8p. 166 : la masse de
la mesure se concentre sur le bord de I'tle, et par suite neeteand vers zéro. Enfin
pour ce qui est des deux intégrales résiduelles, on majaalement utilisant
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notamment le lemme 16.8 et (16.3.13)
|Tr [, 0(2)(H (2,h) = 2) 1 (1 = )é(2)e

+Tr [o, 0(2)x(HYR(h) — 2) 'pé(2)pdz|
— O (supscany [ICHYE() = 2) 7y + 1 (2,h) = 2) 41 ]| ) OfeSwnr2h)

= O(h2e /") = 0.
(16.3.15)
Ainsi (16.3.14) tend faiblement vers 0 quahd— 0. Cela détermine donc, avec
(16.3.11), et pour toute fonctianla mesure lorsqué est polynomiale. On conclut
pourf continue puisque la mesure est déterminée par son actite Sows-espace
des fonctions polynomiales. Cela achéve la preuve. |

16.11. Remarquela preuve a mis en évidence quidixé on a :

m(X;)
Tr[6(h)¢] = O(A)Tr [T (h)ex] + o(1) = 0(\) D (|4} ()[*dz, o) + o(1).
=1
’ (16.3.16)
Avec la décomposition de quasi-orthogonale (13.4.25), @hque si la den-

sité d'états locale converge faiblement alors les coefftsip?j aussi. O n peut
donc toujours supposer que les mes¢¢§$x)|2dx convergent faiblement, ce qui
n'enleve rien a la généralité de la situation.



Partie VI
Asymptotique hors-équilibre






17

Fonctions du moment asymptotique

Aprés avoir analysé les fonctions de I'énergie, on tra@syimptotique
des fonctions du moment. La situation est plus complexedqus le
cas précédent, puisque celle-ci est anisotrope (cf. pitipod7.1).
On donne une réponse compléte a la question de I'asympgosigus
des hypothéses de répartition des puits sur Ile (puitneaités ou
non-alimentés, bien groupés ou isolés).

17.1 Remarque préliminaire

Rappelons que les fonctions du moment asymptotique emffamint été défi-
nies dans le chapitre 5 (p.60) comme des opérateurs a nogaletoyau (continu)
est donné par

sl = [ g (ke g g€ CUR). (7.L)
JkeR A (k)20 s

Dans le cas particulier ogi(k) = G(\(k)), c’est-a-dire celui d'une fonction
de I'énergie (ou du Hamiltonien}, — \(k) étant la relation de dispersion, on a

g(K") = G(H(R)). (17.1.2)

Rappelons que I'asymptotique des fonctions de I'énergig2aaralysée dans le
théoréme 16.4 p.203. Dans le cas encore plus particulies fanttionG est sup-
portée dans les énergies positives, c'est-a-dire

G e C.(RY),
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on peut récrire (17.1.1)

| B —__dk
oK) = [ G kiR

dk

G(k* — B)yp_(k,z)¢p_(k,y) —
S BRI TR T

= g4 (K")[z, 9] + g (K")[z,y], (17.1.3)
ou on a posé
9+ (k) = G(K) - Lyyogy, 9-(H) =GO~ B) Ly g, (17.1.4)
si bien que pour toute fonctiop € C.(a; b) positive
Tr[G(H (h))¢] = Tr g+ (K" )] + Trg- (K")¢], (17.1.5)

les quantités écrites ayant un sens d’aprés le théoreme eMen énonce donc

W 17.1. Proposition.Toute fonction de I'énergie supportée dans les
énergies positives est somme de deux fonctions du momemptasy
tique supportées respectivement dans I'ensemble des nwpositifs

et négatifs.

17.2 Hypotheses. Résultat immédiat

Dans le probléme non-linéaire étudié, qui est en fait sem@aire, la densité de
chargesin|[p"] est définie comme une fonction du moment asymptotique. Amsi
densitég(k)dk étant prescrite, on cherche de fagon générale, a déterrpmarun
Hamiltonien du type puits dans une ile avec potentiel inapfiasymptotique de
la fonctionnellep — Tr[g(K" )] :

dng[K"] oo 9 dk
SR oen [ b (b a)Pg(k) o)
—oo JkeERA(k)#0 ™
(17.2.2)
Dans le probléme non-linéaire en question, le potentigrina VI’\}L s'obtient
avec I'équation de Poisson. On se limitera au cas suivantragluit dans les ap-
plications en vue le fait que le flux de particules dans lacsiing provient de-oc.

CeI)

B 17.2. HypothéseOn suppose que la fonctigf(k) est supportée
dans les moments positifs et de plus que I'on peut la mettre o
forme :

g(k) = G(k*) - L0, G € CJ(JA A"
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17.3. Remarque Avec I'écriture (17.1.5), en échangeant les roles @tb (ou en
changeant le signe dg I'étude deg_ est symétrique de celle de .

Puisque la fonctiog est dominée par la fonction de I'énergiéA (%)), surRR,
on déduit directement :

W 17.4. Proposition.Soitg comme dans I'hypothése 17.2. Alors la
famille de mesures positivesing[K"]},~o définie par (17.2.1) est
bornée. Soitly, une valeur d’adhérence. Alors, il existe des nombres
Ga, @y > 0,1} € [0;1],4 = 1... N et X € &gs tels que pour toute
fonction positive ou nulle € C°(1)

/ edig = 3 3 2GNp(er) + qap(a) + ao(b).

A€&resicJ(N)

On introduit la terminologie suivante :

W 17.5. Définition.On appelle solution classique toute valeur d’adhé-
rence de la famille de mesurégn,[K"]},~, pour laguelle tous les
coefficientst? valent0 ou 1. On dira sinon que cette valeur d’adhé-
rence est une solution quantique.

Preuve. On sait que la fonctionnelle — Tr[g(K")¢] définit une mesure de
Radon positive suf, g étant fixée. Puisque 'on @k) < G(A(k)), d’apres I'ex-
pression des fonctions du moment asymptotique, on dédeit qu

Yo >0, 0<Trlg(K")p] <Tr[G(H(R))e] (17.2.2)

Il suffit enfin d’appliquer le théoréme 16.4 p.203 avee G, et de faire tendre
h vers zéro : une mesure dominée par une mesure ponctuelle efteelle méme
une mesure ponctuelle. |

H 17.6. Corollaire. Si le support dg ne contient pas d’'énergie réso-
nante, alors la mesure — Tr[g(K" )] en restriction al converge
faiblement ver$).

Dans le cas du probléme non-linéaire Schrodinger-Poissooptient I'asympto-
tique suivante sur le potentiel inconmit{, :
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B 17.7. Corollaire. Posonsc, := a,cy41 = b. A extraction pres, et
pour o« €]0; 1] fixé, le potentiel/, converge lorsqué: — 0 dans
I'espace de HolderC”*(I) vers un potentiel affine par morceaux
sur I. En particulier, les points limites de la famillg’; )~ sont
dans le sous-espacé C BVZ(I) des fonctions affines siit;; c;1 1]
(i=0...N):

Vi, Ve e A h—0,

~

ou

A:={veBVi(I), Vi=0...N, v est une fonction affije

CiiCit1]

17.8. Remarque.

1. Puisquey € A est nulle erry et ency 1 par définition deBV?, v est codée
par le vecteuw de RN défini parv := (v(cy),...v(cn)), C'est méme un
isomorphisme linéaire entrd et R™.

2. Ce résultat asymptotique sur le potentiel non-linéa@euit considérable-
ment la complexité du probléme de calculer asymptotiquéneepotentiel
inconnuV{;, puisque celui-ci vit a la limite dans un espace de dimension
finie.

3. Ce résultat conforte I'intuition des physiciens, au rsaians le cas station-
naire, qui supposent que le comportement du systeme espaodé nombre
fini de parametres, a savoir les résonances du systémer, ekgraple [PrSj].

Preuve. D’aprés le corollaire 10.19 p.114, la famille de mesués|p"]);,-q est
bornée, et donc la famille de potentigl&, )~ aussi dansBVZ(I) d'aprés
I'équation de Poisson. On conclut a I'aide de la proposifichde compacité (p. 28)
pour établir la convergence du potentiel dafs® (1), quitte a extraire. Le fait que
la limite est affine par morceaux découle de la propositié@t@rente et en passant
a la limite au sens des distributions dans I'équation des@anisvec conditions de
Dirichlet. |

17.9. Remarque Dans la suite, on s’attachera a déterminer ces coefficigrits
coefficientsq, etq, n’'influencant en rien 'asymptotique du potentié;@L d'aprés
I'équation de Poisson.

Revenant alors a I'expression des fonction du moment (1)7.R suffit donc
d’obtenir une bonne approximation &¢(£2) uniforme locale par rapport Ades
fonctions propres généraliségs (k, -), 2 étant un voisinage fixe et petit des puits
guantigues. On peut méme se restreindre par rappbrd an voisinage fixe des
VA, X désignant une énergie résonante dansA*], ce que I'on fait dans la suite.
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W 17.10. HypothéseOn suppose en plus de I'hypothése 17.2 que le
support de la fonctiory ne contient qu’une seule énergie résonante
)\ S grés.

17.3 Calcul des fonctions du moment

Avec le résultat de convergence du potentiel dans le cadimésire, on peut
toujours se placer dans une situation linéaire ou le patientonnu converge dans
un espace de Holder.

W 17.11. HypothéseOn suppose que le potentigl" ets uniformé-
ment borné dans¥V !> (I) et converge dans un espace de Holder
C%e o €]0; 1] vers une fonction?.

Le point de départ est le suivant : au vu de I'expression deelwitE hors-
équilibre 17.2.1, on souhaite obtenir une bonne approiimate la normel.? des
fonction propres généralisé¢g_(k,-)} du HamiltonienH (k) dans un voisinage
fixe des puits résonants. Séip™V % (k, )} les fonctions propres généralisées pour
le hamiltonienHN®(h) = H(h) + WE. On a vu que la densité d'états locale
pour ce Hamiltonien converge faiblement vers zéro (thmnd@d@03). Puisque les
fonctions du moment sont dominées par les fonctions dertgmen a

W 17.12. Proposition.La mesuren,[K VE"](z)dz ot
h dk

ml K@) = [ g )
JEERA(k)#£0 n

en restriction da; b[ converge faiblement vers zéro quaind- 0.

|
On remarque ensuite que la fonction
U(k, ) = T/L(ka ) - T/JNR(ku )
est pour touk > 0 dans le domaine d# (k2; h), et que
(H(K* h) — k) u(k,z) = WiV (k,z), k> 0,z €I, (17.3.1)
si bien que
u(k, ) = —(H(E*; h) — k) " WhyNE(k, ), k>0, (17.3.2)

et on se rameénera a I'étude dg, -).
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17.4 Puits résonants alimentés/non-alimentés

La discussion se fait & partir des quantités asymptotiques.

W 17.13. HypothéseOn fixe une fois pour toutes une énergie asymp-
totiquement résonant® € &, et on rappelle que pour la métrique
d’Agmon a I'énergie\, on noteS; la distance de la réunion des puits
ponctuels résonants au bord de I'll§; le diameétre de la réunion des
puits résonants e$; le diameétre de I'lle :

Sy = d(Ujcsontcit;0I), Sy := max d(cjicx), Sr:=d(a;b),

JkET(N)
(17.4.1)
la distanced désignant la distance d’agmon pour le potentiel limite
VO & I'énergie\.

B 17.14. Définition. Soit A\ € Egs Une énergie résonante ef un
puits résonant a I'énergi@. On dira que le puitg; est alimenté (resp.
non-alimenté) par la gauche si(c;;b) > d(ci;a) (respd(ci;b) <
d(c;; a)). On dira enfin que le puits est critiquedic;; a) = d(c;; ).

Figure 17.1.Le puits résonant; est non-alimenté sur la figure de
gauche, et alimenté sur la figure de droite.

17.15. RemarqueDans la suite, on dira plus brievement alimenté ou non-aiife
Cette définition privilégie I'un des bords de I'lle, le chalr la terminologie étant
motivée par le fait que la densité d’impulsig(¥) est supportée daris; . Sig est
supportée dan®* , on parle de puits (non)-alimenté par la droite.

On se se placera sous I'hypothése plus forte suivante, epagté sur I'en-
semble des puits résonants pour une énergie donnée :
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W 17.16. HypothéseOn suppose qu’a l'énergik, les puits résonants
al'énergie A sont tous alimentés ou tous non-alimentés. Autrement dit
pour cette énergie :

d(Uiesn{ci}i 0) = d(Uie s {citia), et 2(Sg + Su) < S,
ou
d(Uieson{ei}; 0) = d(Uie g {eitsh), et 2(Sy + Su) < Si,

17.4.1 Cas ou les puits sont groupés

B 17.17. Définition.Soit A une énergie résonante. On dira que les
puits résonants a I'énergig sont bien groupés si l'on a

253 + Su) + (m(\) = DSy < S1.

oum(A) désigne la multiplicité asymptotique de I'énergie

17.18. Remarque.

1. Sy = 0 siet seulement sh(\) = 1.

2. Si la multiplicité de I'énergie résonante est simple, le puits résonant a
I'énergie \ est donc connexe. Dans ce cas il est bien groupé.

3. Sim(\) > lalorsSy; > 0 etl'hypothése de bien groupement est strictement
plus forte que I'hypothése 17.16.

4. Laterminologie employée vient du fait que si les puitsom pas trop éten-
dus sur I'lle, c’'est-a-dire5;; > 0 est suffisamment petit, alors I’hypothése
est vérifiée.

On aalors:

W 17.19. ThéorémeSoit A une énergie résonante. On suppose que
les puits résonants a I'énergiesont bien groupés. A extraction pres,
on a les résultats suivants quahd— 0 :

i) Si les puits résonants sont non-alimentés, alors la meguy[ K" ],

en restriction aja; b, converge faiblement vers 0. Autrement dit, les
coefficients; de la proposition 17.4 sont tous nuls.

i) Si les puits résonants sont alimentés, alors la mesgurg K], en
restriction ala; b[, converge faiblement vers la mesure

© G(Me(ci).
icJ(A)

Autrement dit, les coefficients de la proposition 17.4 sont dans ce
cas égaux a 1.
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17.20. RemarqueOn peut faire l'interprétation suivante du résultat ; lersdgous
les puits sont alimentés, I'effet tunnel des puits au poasdrtieb est expoten-
tiellment petit en comparaison de I'effet tunnel du poirgrdréea des particules
aux puits. Asymptotiguement, la charge injectée reste giggée dans les puits,
ce qui explique la valeur du coefficiett

Preuve.Commencons par le lemme suivant :

H 17.21. Lemmelocalement uniformément én> 0, on
a I'estimation ponctuelle suivante sir

YRk, ) = O(e M),

Preuve.On combine les résultats de décroissance des fonctionsagrop
généralisées pour le probléme complétement bouché avestiesa-
tions de résolvante aux puits partiellement bouchés : letimm

e(k,z) =N E(k, ") — (K, )

est, pour tout > 0, dans le domaine d& NV ®(k?; h), et

w—NR(ka ) = 1;,(/{,‘, ')7 (HNR(kQ; h‘)ik“Q)i] W]’\lfR((Z* (ka ')a k> 0.
(17.4.2)
D’apres la proposition 14.5 p.163 ona:

b (k,z) = O(e Wam)/hy, (17.4.3)

mais on peut remplacer dans I'estimatiénla distanced par la dis-
tanced puisque les puits quantiques sont de diametre euclidieh éga
a2h. Avec I'estimation de résolvante pour le probléme des puts p
tiellement bouchés de la proposition 14.17 p.170, on obkiEm pour
rzel:

YN (k) = (k) + O N UR TR - (17.4.4)

Pour en venir a la preuve du théoréme : soi= A\ € Egs UNe énergie réso-
nante, soitp € C.(I) non-négative supportée autour des puits quantiques,et
fonction de densité comme dans I'hypothése 17.10. Quittgppaserh > 0 assez
petit, on peut supposer que

VA(h) € o(Hp(h)) Nsuppg, A(h) — X, CardA(h)} =m(N). (17.4.5)
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Puisque la distance d’Agmon dépend continlment du pararhdees inégalités
limites sur les distances ont lieu aussi paurt- 0 assez petit en remplacanif

par V". Placons-nous dans un premier temps dans le cas ou les puitsco
alimentés. Montrons alors que

dk h—0
// (k) Pg(R) ppl)d 0. (17.4.6)
kEER (K 2mh

On écrit pour cela :

9N (k) + 9 (R, ) = NPk,
= |9k, ) + u(k, )
S 2‘¢—NR(,<’T)|2+2‘“( ‘a')‘Q

- (k. )|

et donc

0 < Trig(K")y]

IN

2Tr [g(KVE") ]
—I-Z//kERA 7m\ukr)| q() ()d
2Tr [g(K" x r)¢]

g(k)dk
+2lle 7 / lu(k, )l = 5= A74.7)
keR,A(k)#0 m™h

IN

la derniére majoration d’aprés FubidiV ?" désignant naturellement le moment
asymptotique associé au Hamiltoni&th) + W};. Le premier terme de la somme
ci-dessus tend vers zéro d'aprés la proposition 17.12. Cawasecond terme, on

se souvient de la définition (17.3.2) dék, z) et on écrit en vertu de I'expression
(16.2.1) p.204 déH (k*; h) — k*]~

u(k,) = —E&*;h)WapNT(K,-)
+EY (K2 R E- (K% h) T B (K2 )Wy VR (k, ), (17.4.8)
puis
lu(k, )72 < 2ABE: WiV (K, )17

+2| BT (K h) B (K% ) ET (K2 )Wy N (K, )17
(17.4.9)

Le premier terme se majore en utilisant que 'opératé(i?; h) estO(1) en norme
tandis quew N E (k,-) estO(e~UaUR)/) dansL.>. Par ailleurs sous I'hypo-
thése de non-alimentatlon des puits, on a

d(a;Up) = Sr — (S} + Sy) + O(h), h—0. (17.4.10)
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Ainsi, on a uniformément par rapport:a
1E(k? w)WhpN B (K, |2, =0, h—0. (17.4.11)

Quant au second terme, on utilise que les opératBdrg?; h) et E~ (k?; h) sont
en norme d’opérateur uniformément bornés par rappbrtandis que la norme de
E-*(k?;h)~! se majore a l'aide de la proposition 15.27. Cela donne, earpos

(k% k) = EY (k%R E~ T (K2 h) L E~ (K% h) :

62(m()\l)*])SU)/h

IR MW AN, )2, = O ( 62<SI<33+SU>>/h> .

minzez(h) k2 — z|?
(17.4.12)

Posons alors pour toute résonangg) € Z(h) :

zi(h) == E;j(h)—iT;(h), E;(h),T;(h) € R*, lim E;(h) = A, lim T;(h) = 0.
h—0 h—0

Le dénominateur de (17.4.12) est de la forie— E;(h))?+T;(h)%. En réinjectant
(17.4.11) et (17.4.12) dans (17.4.7) il vient

~ —2(Sr—(S3+Su))/h 2(m(N\)—=1)Su ) /h (k)dk
0<Trlg(K" < 02 200/ ‘ J
>~ [g( 7)<P] = ( ||<p||L Jsuppg (k2 — Ez(h))g n Fz(h)g 2h

+o()(llell + llel*),
(17.4.13)

I'indice i dépendant dé&. Néanmoins, on peut toujours écrire quelque soit
{1...m(XN)} l'intégrande ci-dessus :

e~ 2(S1—(S3+5v))/h 2(m(X)—1)Su ) /h e~ 2(S1—(S3+5v))/h g2(m(X)—1)Su)/h T;(h)

(k% — E;(h))?* + T'i(h)? B (k2 — E;(h))?* + T';(h)? Li(h)

On utilise alors la minoration des parties imaginaires dssmances (prop.15.27),
. . s , . A .
pour majorei’;(h) ! dans la derniére équation par'e2(5 +5v)/"  ce qui donne

e~ 2(S1=(S3+50))/h g2(m(X)—1)Su) /h _ e—2¢/h T;(h)
(k* — Ei(h))* + Ti(h)? - C (k2= Ei(h)*+Ti(h)?

ole = Sr—2(S3 + Sy) — (m(N\;) —1)Sy > 0 par hypothése 17.16. On reconnait
dans la derniére majoration une densité de Cauchy centrég(ghde paramétre
I';(h), qui est bornée dans'. Cela permet de majorer l'intégrale de (17.4.14) par :

—92¢/h L'i(h) q(k)dk)

< "ol < O T oo 2 :
0< Ttk < O(2plin [ e s

+o(1)([lell + llel®),
= o(1), (17.4.14)
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cela prouve le point) du théoréme. Pour le poiit), on a d’aprés (17.1.5)
Tr[G(H(h))g] = Trig(K™" )] + Tr[g_(K")¢]. (17.4.15)

On sait d'une part que T6G(H (h))y] converge quand tend vers zéro vers la
guantité annoncée dans le théoreme d’aprés le théoréme.203. D’autre part,

en changeant en —k (ou en échangeant les réles det b) on peut considérer
pour la densitgy_ (k) que les puits alimentés sont des puits non-alimentés : le cas
i) démontré entraine que [fr (K")¢] tend vers 0. Cela démontre le résultal

Dans le cas ou le nombre de puits quantiques est égal a 1, arcamosque
I'hnypothése 17.17 est automatique le

B 17.22. Corollaire. Si le nombre de puits quantiques est égal a 1,
alors pour toute énergie résonante ddis; A*], les limites possibles
de la famille de mesurgdn,[K"]},~¢ sont de la forme

dny[K] = td,,

avet = 0sid(a;c1) > d(ci;b) ett = 1sid(a;c1) < d(ei;b).

La discussion sera complétée au dernier chapitre dans kitigae d’égalité des
distances d’Agmon, dans le cas particulier)oést la plus petite énergie résonante
pour le Hamiltonien (thm.18.36 p.254 et prop. 18.37 p.255).

17.4.2 Cas ou les puits sont isolés

W 17.23. HypothéseSoit\ € £gsune énergie résonante On pose
Sy :=sup max [V'(z)=M"%(cx—c1), So:=d(UN {c;}); 1),
h>0 z€[c1;en]
et on suppose que .
So > Sp.

On dit alors que les puits quantiques sont strictement ssqléur
I'énergie \.

17.24. Remarque.

1. Noter que contrairement au cas des puits bien groupépothese d'isola-
tion, qui fait intervenir I'énergie\, porte sui’ensembledes puits quantiques.

2. Si l'on introduit Sy := supyg d(c1,en; V5 A), le diamétre d’Agmon de
'ensemble des puits, la conditiosy > Sy traduirait le fait que la région
d’extension des puits résonants est confinée loin du borflele |
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3. Ainsi on travaille avec le maximuiiv” () —|'/2 plutdt qu'avec sa moyenne,
ce qui est plus restrictif.

Les résultats du théoreme 17.19 subsistent dans ce cas :

W 17.25. ThéorémeSupposons que I'hypothése 17.23 est vérifice. A
extraction prés, on a les résultats suivants :

i) Si les puits résonants sont tous non-alimentés, alorsgumedn [K"],
en restriction aja; b[, converge faiblement vers 0. Autrement dit, les
coefficients; de la proposition 17.4 sont tous nuls.

if) Si les puits résonants sont alimentés, alors la mestug K" ], en
restriction aja; b[, converge faiblement vers la mesure

Q> G(N)p(ci).
i€ J(\)

Autrement dit, les coefficientsde la proposition 17.4 sont égaux a 1.

Preuve. Remarquons encore que les comparaisons de distances d"sgnioa-
duisent par des conditions ouvertes dépendant continGdegnt> 0. Si celles-ci
sont satisfaites pous?, elles le sont aussi pod”, h assez petit. L'idée est d’amé-
liorer 'estimation de la résolvante (prop. 15.30) en premtwque I'on peut se rame-
ner au casn(A) = 1 de simplicité des résonances, puis de reproduire les argasme
de la preuve du théoreme 17.19. La premiere étape se faitngaminoration du
splitting des valeurs propres d&p(h) :

B 17.26. Proposition.Soit A\;(h) < --- < Ay (h) les

m(\) valeurs propres déf(h) convergeant vers, h —

0. Alors il existe une constante > 0 telle que pour tout
h > 0 assez petit, on ait :

Vi=1...m(\) =1, Xig1(h) = Ni(h) > ce Su/h,

En particulier, il exister > 0 tel que chaque boule de
centre \;(h) et de rayonre Sv/h contienne exactement
une seule résonance.

Preuve.On interpréte pour cel& ,(h) comme une perturbation d’un
probléme auto-adjoint pour lequel le splitting entre |dewes propres

se calcule assez précisément. Séith) le Hamiltonien de domaine
H?(R) opérant par

Yu € H*(R), H(h)u = —h*u" + V'u,
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Vhoo= Iy - v+ ﬂ]*oo;a} ’ Vh(a) + ]1[5500[ ) Vh(b)'

Le potentielV" coincide aved” sur I'le et est raccordé de fac@i’
en dehors de cet intervalle a des fonctions constantesdfigue).

A

Vh
Ag .
A* ph
A,
by
L -
a C1CN b
|
|
|

Figure 17.2.Potentiel étendu &, et fonctiony, n étant arbitrairement
petit.

Introduisons également la fonction plateau régulj¢okja rencontrée
(figure 17.2;7 > 0 étant arbitrairement petit). Par hypothése 1.2, on a
V' > Ay, pour touth > 0, on a par construction

et d’aprés le corollaire 10.13 p.108 sur le spectre du problde Di-
richlet, on sait que le nombre de valeurs propreéldb) sur un petit
intervalle A indépendant dé autour deX est uniformément borné
pourh > 0 assez petit.

D’aprés le théoreme 2 de [KiSi] appliqué ajech] = [c1 —h; ey +h],
eta? = A, on dispose d’'une minoration du splitting entre les valeurs
propres deff (k) dans un voisinage disons de tailigl) de ) :

30 >0, | [Ah) - N(h)|>CeSu/h, (17.4.16)

A(h), et \'(h) désignant deux valeurs propres distinctegkié) dans
cetintervalle. Si maintenant #) désigne une valeur propre @&, (h)
convergeant vers, et ¢(h) un vecteur propre normalisé dan$ as-
socié, on a

H(h)xp(h) = Mh) - x¢(h) + O(e 50/M),

Comme on dispose pour > 0 assez petit den(\) vecteurs quasi-
orthonormés satisfaisant cette derniére estimationéréme de com-
paraison 9.7 p.97 donne (utiliser un principe des tiroinmic® dans
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la preuve du théoréme 12.9 p,133) qti¢h) posséde au moins ()
valeurs propres convergeant verguandh — 0.

Inversement, si (k) est une de ces valeurs propres avec un vecteur
unitaire¢(h) associé, on a

Hp(h)x$(h) = A(h) - x$(h) + Oe=5/).

Appliquons alors le théoreme de comparaisoH @(h) dans chaque
boule de centre\(h), et de rayon: := Ce 5v/"/3, la constante’
étant celle de (17.4.16). Ces boules sont deux a deux disgo@t en-
core avec un principe des tiroirs, et la finitude du nombrealeurs
propres deH (h), on dispose d'uru(h) = ae v/" o > 0, pour
appliquer le théoréme de comparaison dans chaque boubedGehe

. X 1
d(C- xp(h); @) < (1_‘_0(1))&67511/’1

@(675'0/}7,)

et par hypothése 17.23 dit en particulier par cardinalit dgns cha-
cune de cesi(\) boules,Hp (h) posséde exactement une valeur propre.
Cela montre la premiere partie de la proposition. Le secarct plé-
coule du corollaire 15.18 p.191 de localisation des résmempuisque

gU <5 < 256\ [ |

Pour en venir & la preuve du théoréme : on se place dans laigitua de
I'énoncé. D’aprés la proposition précédente, on peut efézaune subdivision du
support dey telle que sur chaque sous-intervalle, la matfice™ ()\) est un scalaire.

Ap(h) Apt1(h)

-
L

e e
2p+1(h) zp(h)

Figure 17.3.Sous I'hypothése de Kirsch Simon, il y a une bijection
naturelle entre les\ et lesz.

Dans ce cas la norme d& *()\) ! vérifie

[ 1
EtTN =0 — ], (17.4.17)
1=+ () (Z |A2i(h)|>
et par suite

n

_ _ ~ 1
IE=F (k)72 =0 (Z CEADIE F,;(h,)2> : (17.4.18)

: 4 )
i=1
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toujours avec l'écriturez;(h) = FE;(h) — iT';(h). Il suit que la majoration
(17.4.12) devient ici

[ 1 e
Tk RYW RN R (K, )2, = 0(2 R 28 (S“S””/h),
i=1 ¢
(17.4.19)

qui se récrit a l'aide d’une “astuce” déja rencontrée

n B F(h) e*Q(SI*(SO‘*‘SU))/h
2. h,iNR A2 — ?
IR = 30 (k S O] R——y

(17.4.20)

Dans chaque terme de la somme, le premier facteur est bonsd.datandis que
le second se majore par2(51—2(50+50))/h _, (. on obtient bien que I'intégrale
enk du membre de droite de (17.4.20) tend vers 0, ce qui doneetermine la
preuve. |

17.27. Remarque.

1. Notons que I'estimation du splitting de [KiSi] repose das propriétés glo-
bales du potentiel, ce qui expligue pourquoi I'hypothése23 porte aussi
sur la position des puits non résonants.

2. Il est artificiel dans I'hypothése 17.23 de comparer dasdgurs sur le po-
tentiel limite mettant en jeu d’une part son maximsn, et sa moyenne .
la distance d’Agmon). Toutefois, il est probable que I'otspa (cf. fin de la
preuve du thm. 2 de l'article [KiSi]) remplacer dans les ahhes modifiées
de Prufer le paramétre par \' := fab |V — E|'/? et d'appliquer le lemme
de Gronwall pour faire apparaitre dans la minoration dutsgdila distance
d’Agmon, ce qui est plus satisfaisant.

3. Toutefois, cette hypothese affaiblie ne donne pas deigmsment nouveau
sur 'asymptotique de la mesure hors-équilibre, puisqumidiguration des
puits est qualitativement la méme. Il est plus intéressariadyser les cas
critiques, cf. chap. suivant, qui mettront en évidenceis®nce de solutions
guantiques.
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18

Solutions quantiques

L'objectif de ce dernier chapitre est d’étudier des casiqaiers pré-
sentant une asymptotiqgue non-classique au sens de la idéfibit.5
p.217. Autrement dit, on met en évidence des cas ou les deaffic
t} de la proposition 17.4 p.217 sont dans l'intervdllel[. On conti-
nuera de travailler pour cela sous I'hypothése que les guistiques
sont strictement isolés, ce qui permet de traiter les résmsaune par
une, tout en conservant néanmoins la complexité géométdguro-
bleme (délocalistion des fonctions propres du probléme ideHbet
dans les puits quantiques). On commence pour cela parrétalié-
sultat utile en soi : la formule de Breit-Wigner, puis la eglor de
Fermi. Cela donne ensuite une expression plus transpatesteoef-
ficientstiA de la proposition 17.4 p.217 en lien direct avec la configu-
ration des puits sur I'lle. Les cas particuliers de solugignantiques
sont mis en évidence dans les situations élémentaires dugmivue
de la complexité N = 1 ou N = 2. En particulier on compléte le
résultat du corollaire 17.22 p.225.

Dans ce chapitre, on fixera une fois pour toutes une énergienante
A € [A,; A*] pour le HamiltonienH (h). Sauf mention contraire]
désignera la distance d’Agmon pour le potenti#l a I'énergie \.

18.1 Hypothese de simplicité

Pour plus de simplicité, on oubliera I'aspect non-linéaiteprobléme. On se
place dans un contexte ou la famille de fonctidn'},~, est donnée et vérifie
certaines propriétés régularité et de convergence.
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W 18.1. HypothéseOn suppose que le potentiel totaf est unifor-
mément borné dand’':>°(I) et converge dans I'espace de Holder
C%*(I) pour una €]0; 1], vers un potentieV?. Soitd, la distance
d’Agmon pour le potentieb?, & I'énergie . On suppose l'on a

sup max \Vh_)\|1/2(czv—c1) =: S'U < 8y := dO(Ufil{Ci}};al),
h>0 T€[e15en]

c’est-a-dire que les puits résonants sont strictemenégsol

En particulier, on a5y := dy(ecq,en) < Sy < So. D’apres la définition de la
distance d’Agmon et du profil des puits quantique$z/h), si h > 0 est assez
petit, on a aussi

max (V" — M2 (en — 1) =: S < St = d(U"; 1), (18.1.1)

z€lc1;en]

puisque ) .
St =Sy +o(1), St=S8y+0(1), h—D0. (18.1.2)

Soitn := m()\) le nombre de valeurs propres pour le probléme de Dirichleten
geant vers\ (n ne dépend pas depourh assez petit, thm. 13.19 p.146). D'aprés
la proposition 17.26, si on note ces valeurs propres (qui Bmm sdr simples)
A< <A

3C>0, p#q= |\ -\t >CeSH/h i ph, (18.1.3)

Par ailleurs, le corollaire 15.18 p.191 de localisation ssnances donne que
pour toutS €]S% — n; S, pourj = 1...n, ily a dans les ensembles disjoints

Bjs:={z €Cllz - M| <e 29" = pl},

une et une seule résonanz(_‘;e puisquer’ > pf pourn assez petit.

Y

Figure 18.1. Séparation des valeurs propres et des résonances.
pl /eS6/M — 0 exponentiellement vite quard— 0.

18.2. RemarqueLa régulartié supposée d# dans I'hypothése 18.1 sera renfor-
cée dans certains cas particuliers.
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18.2 Formule de Breit-Wigner

L'hypothése 18.1 de simplicité, qui permet de traiter lesor@nces séparé-
ment sans exclure le cas ou les fonctions propres du probigri&irichlet sont
délocalisées dans les puits, conduit a I'analogue de ladleremi-classique de
Breit-Wigner établie dans un cadre purement semi-classilguns [GeMa].

B 18.3. Hypothése On suppose que led puits sont résonants a
I'énergie A et on renforce I'hypothése 18.1 en supposant que

SU < 50/2.

18.4. Remarque.En particulier on &/l = U" et Hygr(¢;h) = H((R). La
premiére partie de I'hypothése est une commodité d’éeritar tous les résultats
de cette section et de la suivante seraient vrais sans rppes lesV puits sont
résonants a I'énergik. Il faudrait remplacer alorsf (h) par HV%(h). La seconde
partie de I'hypothese garantit que pdur- 0 assez petit, on a auséj} < Shy2.

B 18.5. Théoreme.On se place sous I'hypothése 18.3. Pgue=
1...n, soit ¢§’r un vecteur propre unitaire pour la valeur proer{,?’
de Hp(h). Le noyau de la densité spectrale poHi(h) est donnée
pour X €]\ — 2 \P 4 rh[ et pourz € T par

de dée 1 Z" 1
—_— . N = —_— N . — —I h h
+K(z,y; \; h),

oude/oA désigne le noyau de la densité spectrale du Hamiltonien aux
puits bouchédd (h), et ou le noyau résiduek satisfait I'estimation
uniforme

K(z,y; A\ h) = O <62§[’}/h640fmin(v(m,y)w(y,m))/h)
la fonction~ étant définie par
V(z3y) = d(z,01) +d({c1 ... en}iy).

18.6. Remarque.

1. On sait en effet que la résolution spectraleftig) dans la région spectrale
étudiée et en restriction a I'lle est un opérateur intégralpyau continu.
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2.

La distance intervenant dans le terme résiduel est laungdu chemin le
plus court joignant: ety en passant par les puits et le bord de [I'ile, corrige
par un facteur?5t /%

. Cette formule peut également s’interpréter comme umetite perturbative,

au sens o l'introduction de puits quantiques au potetieinduit dans la
densité spectrale une perturbation de rang fini portée Eaus-espace des
états de Dirichlet, et donc localisée en énergie et en espace

Preuve.Elle consiste a écrire un probléme de Grushin dans une déxsitiop de
I'espaceL? adaptée aux éléments propresiéz; h), puis d'utiliser des estima-
tions d’Agmon. On établit au préalable le résultat utilevant :

18.8.

W 18.7. Lemme.Fixons(, € Q(e,; h), et plagcons-nous sous I'hypo-
these 18.3. Pouj = 1...n, notonsC;(h) le cercle de centré\_’;r etde
rayonr" /3 = e~ 50/" /3. Soit alors®! (o) Mélément deD(H (¢o; 1))
défini par :

1

U (¢o) = 2% Cj(h)(H(Co;h) —2) " 'xd}dz,

la fonction plateauyy étant celle définie fig. 17.2 p.227. AI011§'(CU) €
D(H (Cos 1)), et

H (Cos h) ! (Go) = 2(¢0) P (<o),

z(¢) étant 'unigue nombre complexe voisin M?pour lequel I'opé-
rateur H(C; h) — z(¢) n'est pas injectif (théoréme 15.16 p. 190). De
plus, on a I'estimation ponctuelle uniforme ere I et(y € Q(e4; h)
suivante :

Vo eI, [W(C)(w) — xo) ()] Sy e HmONES 250,

Remarque.

. Noter que pouh > 0 assez petit, en vertu de I'hypothése 18.3, dnf;‘é -

St < 0. Par suite 'approximation est exponentiellement bonnetsute
I'le, et le vecteul ¥ (¢y) n’est pas nul.

. Dans le cas particulier ol = 1, la multiplicité des énergies asymptotique-

ment résonante est simple, et la formule est valable 8yee 0.

Preuve.La premiere assertion découle de la défintion du projeciaectsal. Pour
le reste, on utilise la formule (15.4.10) p.193 déja vue :

Xo

1

—U3(G0) = 5 [ (2(G0)=0) (= H (o b)) [P(R), X9} dC, (18.2.1)

22'7'[' . Cj (h)
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ou z((y) est l'unique z dansB;?;S pour lequel H({y; h) — z({p) n'est pas in-
jectif (théoreme 15.16 p.190). Par ailleurs, pour desur C;(h), la méthode de
construction d’un inverse approché fournit I'estimationiforme en{ du noyau de
(H((o: h) — ¢)~ ! semblable a celle de la proposition 14.17p.170, et unifceme

Co -

o—d(w0,50)/h

V¢ € Ci(h),  [IXao (H(Coih) — €)™ Xyl Sn NSV (18.2.2)

J
On obtient finalement I'approximation de la propositionispue I'on al¢ — )\";| >
Ce S0/h /3. et en utilisant la décroissance des fonctions propfes [ |

A présent, considérons la version non auto-adjointe dulgmod de Dirichlet
introduit dans la section 2 du chapitre 15. L'hypothése depkcité permet du
point de vue algébrique, et podre Q(e.; h), de traiter les résonances une par
une. Cela conduit a poser, poue Q(e,; h), l'indice j étant fixé :

{ (H(Gh) = 2)u+u"T)(() =v (18.2.3)

(T2(0), u)r2 = 0¥,
ollu € D(H((;h)), v € L2(I), u ,vy € C, et \I/"}(C) est donné par le lemme
précédnent. Rappelons aussi que le veoiegt(g“) est vecteur propre pour I'adjoint
de H(¢; h) — z(¢) (qui nest autre quéd’ (¢; h) — z(¢) d’aprés la proposition 7.9
p.76). D’aprés le lemme 18.7 on dispose pbus 0 assez petit de la décomposition
de L%(I) adaptée a ce probléme, a savoir :

L*(I) = Vect{¥}({)} @ Vect{¥}({)}' = E" @ E'. (18.2.4)

Renormalisonslf?(() par la condition
NAGIIFESE (18.2.5)

et remplacons ['état anti—résonaﬁf(g‘ ) par

X vh(¢)
Uh(() = J , (18.2.6)
! SAGRZES)
de sorte que )
(T2(¢), Th(Q)) = 1. (18.2.7)

En inversant le systéme suivant cette décomposition, darghé solution(v, v™)

E(¢;2)v:=(H((;h) — z)‘*El,v'
BHG 2t = vt Wh(Q) = BH(Oot taos
(G2 = (PO, 0) = B (O (16.28)
(
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Cela donne alors pour la résolvante dans le formalisme dshiru
1
z(¢) — 2
qui devient, en composant a droite (& (¢; k) — 2)(H(C;h) — 2)~' = Id —

W"(H(¢;h) = 2)7"
(H(Gh) —2)"" = (H(Gh) =2 = BGAW(H(Gh) - 2) 7

T OE QWG - 2)

on récrit dans le dernier termi&” sous la forméV" = [H((; h) — 2] — [H(C; h) —
z], et utilisant la relation

E-(QIH(Gh) = 2] = (2(C) = 2)E(¢)

qui traduit queifg’r(g“) est vecteur propre déf (¢; h) —z]*, on aboutit a I'expression
finale :

(H(¢h) —2)7" = B(G2) + ET(QE (), (18.2.9)

)l (AR — )
(H(Ch) = 2) (H(Gh) =2)" = — 5

E(QW"(H (¢ h) —2)!
~ET(QE (QO(H((h) —2) !

On a aussi une expression similaire pour le probléme adjBieliant ensuite les
variables¢ etz par{ = z, etz = XA € R, et appliquant la formule de Stone,
on obtient la nouvelle expression de la densité spectraie iée pour H (h) (cf.
théoréme 16.1 p.202) identique a celle de [GeMa], c’'esté:d

de oe
]lfﬁ(xagﬁ)‘)]lf = ﬂlﬁ(

ET(QOE Q)

1 1
(L
:Ey’)lwm)\fzh

, q’?(x)\ﬁjh(y))-i-]\f(x,y; A).
j

(18.2.10)
Ici, N(z,y; \) désigne le noyau de I'opérateur

EMNWMHMAh) — A7 (Hh) — )]
+(BE(A) — E* )W HAh) —A)
+ETE T (H(Mh) - N !

—EYE (H(\h) — X)L

Si (E,)» désigne la résolution spectrale du Hamiltonigii), alors on peut
récrire N comme le noyau de

oF

B

+ (B — E*O))W"(H(Ah) —A) "
+ [EV*E*(H\h) — A" —ETE (H(\h) — N1
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Il reste & estimer les termes du noyau résiduel. Cela censsstentiellement
en une amélioration des estimations d’Agmon dues a la présgs termes de la
forme A — A* avecA faiblement non auto-adjoint.

Ainsion a

W 18.9. LemmeUniformément en € [\;(h) —r"/2; X;(h)+7r" /2],
et uniformément localment ém, y) €]a; b[x]a; b[, le noyau de I'ope-
rateur 2£ estO (e~ (@ 0N +d(y,d0)/h)

18.10. Remarque Cette estimation est bien meilleure que I'estimatepriori
dont on dispose avec la proposition 14.3 p.162.

Preuve.On introduit le Hamiltonienf (k) de domaineH?(RR) pour lequel le po-
tentiel coincide avec celui d& (k) sur I, et étendu & la droite réelle par des
constantes de sorte que le potentiel ainsi obtéfiest continu (construction ana-
logue a celle indiquée sur la figure 17.2 p.227). Soit alorpaint y, dans/ et
appelonsi et les solutions respectives des problémBgz; h) — z)u = Xyo €t
(H(h) — z)u = x,,, 2 €tant un complexe de partie imaginaire strictement pesitiv
de partiel réelle dang\" — " /3; \ — 1" /3]. Par des estimations de résolvantes
déja vues on sait queestO (e~ (4¥0:2)) | Soit alorsy := @ — 11 ;4. Alors v est so-
lution du probléme elliptiqué®(k)u = 0 avec conditions aux limites siirdonnées
paru. Encore par une égalité d'énergie, il suit que I'on a

Ve el, (a—1ja)(z) = O(e W0 dD/he=d0La)/hy (18.2.11)

On peut reproduire ce raisonnement pour I'adjointHéz; h) —z). On obtient une

fonction v* satisfaisant I'estimation ponctuelle uniforme du(18.2.11). Faisant

tendre la partie imaginaire devers 0, on aboutit avec des notations évidentes a :
oe oé

P (@ yos A h) — 1,55
(xuy[h ) ) [({9>\

3 («T,y0§ A, h) _ (5(efd(yn,8])/hefd(61,$)/h)7 (18.2.12)

et puisque\ n'est certainement pas une valeur spectralé{(ﬂb), le second terme
du membre de gauche de (18.2.12) est nul, ce qui prouve ledemm |

W 18.11. Corollaire.Pour A € [A;(h) — rh/2; X; +r(h)/2], le noyau
de B\ W"2E est (¢ (53— 25% +d(@.U")+d(y.0D)/hy ocalement uni-
formément elfz, y) dans|a; b[x]a; b|.

Preuve.En effet, il suffit de considérer la représentation intéggalivante de I'opé-
rateurE(\), obtenue a partir de la formule

(HX;h) —2)7' = B\, 2) — ——=
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a savoir
B = o [ ) 2 2
2im Jo, z—=A
ou C) désigne un contour contenu dafée,; h) entourant) et situé au moins
a distancefe =50 /h des\;(h), avech €)0;1] ce qui est toujours possible avec
I'hypothese 18.3. On utilise ensuite le résultat de désavise (18.2.2) du noyau
de(H(\;h) — z)~ !, valable également pourc C). Cela donne que le noyau de

E()) estO(e~(d@9)=257)/h _On conclut avec le lemme précédent. u

W 18.12. Lemmele noyau d&<(\) — E*()\) est également

@(67(5‘(’}72.§‘{}+d(m,(]h)+d(y,81)/h)

uniformément en € [, (h) —r"/2; \; +r(h)/2], localement unifor-
mément ez, y) dansja; b[x]a; b].

Preuve. En effet, pour) fixé et avec le contou€’, introduit dans le corollaire
précédent, on a

B — £ = %/p (B =) = () = O 255,
avec le lemme 18.9, on a
E()\) — E*(\) - % ; (I;T(A;h) —¢) - (ﬁ*(/\;h) _ C)lcd_CA

= (7)(6*(5‘6"725‘{}'+d(m,U”')+d(y,6[)/h).

De nouveau parce quen’est pas un pole pour la résolvante Héh), I'n-
tégrale du membre du gauche de la derniére équation est oellgui donne le
lemme. |

W 18.13. Corollaire. Le noyau deE(X) — E*(A)]W"(H (X h) —
A)~1*] est égalemert® (e~ (55 —25¢ +d(@.U")+d(y.01)/h) yniformément
enX € [\;(h) —r"/2; X (h) + r(h)/2].

Il reste enfin a estimer le dernier terme MeOn le récrit plutdt
EYE*(H(\h) —A) "' —EYE-(H(\h) — )
= (BTN —ETO)E TN (H (Ah) — A
+E)(E (N — B H (Ash) — 2!
OF

—2itET (A E*(N) o
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et on conclut en se souvenant de ce que sont les opéradtéues avec les estima-
tions de décroissance du lemme 18.7 p.234. |
Enfin, on note qu'avec le lemme 18.7 , on peut remplacer pmmb\tdl?(k) par

d)"; sans modifier la taille du terme résiduel. Comme les estimatsont valables
sur des petits intervalles autour de chao}:jequi recouvrent le segmed} —
r; A 4 ], cela achéve la preuve du théoréme 18.5.

18.3 Regle d’or de Fermi

La formule qui suit est en effet & rapprocher de la régle déoFdrmi (cf. p.ex.
[ReSi4]) au sens ou elle donne une expression de la partiginaiee de la réso-
nance, c’'est-a-dire de la largeur du pic en énergie de lauieroiu théoreme 18.5.
Elle s’obtient en calculant la mesure spectrale du Haméto#i (k) associée a la
fonction propreqs’; restreinte a l'le.

W 18.14. ThéoremeOn suppose que I'hypothese 18.3 est vérifiee, et
on fixe0 < o < Sy/2 — Sy . Fixons une valeur propre du probléme de
Dirichlet A"} convergeant vera € &g, €t notons

A= Bl Tt Th >0, Th =02, BF o

Alors uniformément dans I'ensembf® := {\ € R[]\ — E}| <
h,o/h

e/}, ona
b W) 80P (W (—VA+ B ), )

Iy = + + o(Th).
J 4h /X 4h\/X + B (5

Preuve.Par I'hypothése 18.3, les ensembﬂéj‘ssont deux a deux distincts, si bien
que I'on peut supposer que = 1. On calcule de deux facons la mesure spec-
trale d,.u,?()\) en restriction &/ C oad(H (h)) du vecteuru = x! /|Ix#1l ()
associée & (h) :

Co(Ll) 3 F s (ul}, F (H(R)) u}).

On peut se restreindrerapositive ou nulle. Comme? est normalisé, si on désigne
parH"; le projecteur orthogonal sur la droite portée p?;on a

(ul, F (H (h))ult) = Tr F(H(h))nﬂ —Tr [HQ*F(H(h))Hﬂ . (18.3.1)
la derniére égalité d'aprds) = (11})* = (I117)? et par cyclicité de la trace. Sous

cette forme, on voit que I'on peut appliquer le théoréme deckle(p.99), puisque
I'opérateur ci-dessus est auto-adjoint positif.
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1. Calcul par les fonctions du moment asymptotiqueles fonctions de I'éner-
gie étant un cas particulier de fonctions du moment (cf.chapes états de
diffusion p.57) la mesuréy()) est & densité’ () et celle-ci est donnée
d'aprés (5.2.1) p.60 par

h AL .
B0y = /”[w(ﬁ., WX Y)

uj (@)uf (y)

Arhv/ ) J

AT Bt VAR BY) o oy

Arhv/A + B J /
_ |<¢]i(\/x3 )5 “‘_’7‘l>L2(I)|2 " |<¢Ii(*\/ A+ B; ')a“?)LQ;igslz)
4hv/ X Arh/AX+ B
(18.3.3)

¢ désignant les fonctions propres généralisées du HanglaHi(h). Il
est utile d'utiliser la relation (17.4.4) p.222 faisanteintenir sous I'hypo-
thése 18.3 les fonctions propres généraliséesie H (h), a savoir

P (k) = P8 (k, ) = (HA(R); B) = A(R) "' WPE (,),  (18.3.4)
k — X(k) désignant la relation de dispersion. On pose alors

”i(A) = W’i(\/xé‘)a“?ﬁ?([)a &ﬁ()‘) = @Ii(\/x?)a?lg’jl)m(l)
a"(\) = <1/f}1(—V>\+B§‘)aU?>L2(1)= a" (\) = @}i(—VA‘i‘B;')aug‘)LZ(U

bi(N) = (Hh) = X)W (V) uly o
b-(N) = (H(\h) = X)W (—V/N+ B;-), ulf) 2y

de sorte que 'on a pour € E’;

oy b P e (V)]
dmhy(A) = N R v (18.3.5)

at (\) =alk(\) —bL(N) (18.3.6)

qui conduisent avec des notations évidentes a

. VEO2 b (V)2
47rh77_;-1()\) = 47Th’l7;-l(>\)+ | +\5X)| + L/%

—2Re <(~"+(A)b+m 4 a-b M) . (18.3.7)
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Noter qu'avec les estimations de décroissance/éuie la proposition 14.5
p.163 et le fait que la fonctlon" se concentre autour des poiafson a par
Cauchy-Schwarz I'estimation unlforme ean

at(\) = O(e 5o /hy. (18.3.8)

2. Avec la formule de Breit-Wigner. D'apreés le théoréme 18.5 et poure E?,
onad’une part :

(H\h) = A=A "t=E) - hl )\E“L()\)E*()\) (18.3.9)
Zy —
J
et d’autre part
de 0é 1
Sy @) = So(eyiaih) - —Tmo— h¢h( )} (4)
+Kj(z,y; A h),

le noyau résiduek’; satisfaisant la méme estimation que celle du noifau
du théoréme 18.3. Cela donne que la dem%](é\ ) est donnée par

- 1
77;"@) = 77;']'0‘) - ;Imm ‘(d{’;m?)‘ + (K (A h), “ - Quy e 2(IxT)-
J
(18.3.10)
Pour touth les expressions (18.3.10) et (18.3.7) sont des fonctionsmes de

A. Elles sont donc, au coefficiedtrh pres, égales partout. Cela donne pour tout
Xe Lh
77

b (V)] N 6" (X) 2 9Re &+(A)m+fu(k)m
4\ \/>\+B ’ VA VA+ B

_ *4“"',\ r (@ 7)‘ + Arh(K; (- A ), ul @ Ul -
.7

(18.3.11)
A l'aide de (18.3.9), on précise I'expression g \)

) = BOIGR WA ), ) + = (WA ), g (00,

1 _,h
J
(18.3.12)
et on a une expression semblable pblut)) en remplacany/\ par —v/A + B.
Utilisant ensuite les estimations du noyai\) (cf. preuve du cor. 18.11) et les
résultats de decrmssance@e Pl et K, on ales estimations

(BOW"GH (V) 1)), (BOWGH(—VA+ Bs ), uf) = Ofe (58 2500/m)
(18.3.13)

(B (5 A b)) © 1) a1y = Ol BSE2500/M),
(18.3.14)
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Cela donne alors pour € L) par définiton de\ € £
A= 2B = (WM (VR ), ) ), ) + O(T e (5250,
puis, en utilisant quéW 1" (-, -), ut — j) = O(e= 5o /h),

) = (W), gl )| O(nge 25825 m

+(§(F367(25(’)"745{’;720)/h)7

et méme genre d’estimations poklr()\). D’autre part en multipliant le second
membre de (18.3.11) pan — z_;?|2 on obtient avec I'estimation (18.3.14) et la

défintion deﬁ_’}’

PR = 23) N PR = )P

Vv A+ B
i (Nbe(N)  a_(Nb_(V)
9\ — 2"2R a4 (A)by +
A= e( VA A+ B
2 - -
_ 4hF.7‘< 'I;’u_};)‘ + O(I2e (281250 -20)/h), (18.3.15)

et réexplicitant le membre de gauche de I'équation ci-dgessuaboutit, aprés avoir
simplifié par|(u”, ¢")|> = 1 + o(1) & la formule suivante :

(W (V) o2 [(Whaph (= X+ B;-), o) 2

4hV/X " Ahv/A+ B
= T ‘<¢?,ug>‘2 N @(F367(2.€3r72.§‘572a)/h) n @(F567(2S3725~‘{",—2(7)/}7,)
= Tj+ol(ly), (18.3.16)
ce qui termine le calcul, et la preuve. m

18.15. RemarqueDans le cas du probleme de Dirichlet, la mesure spectrale cac
lée est une mesure de Dirac centrée sur la valeur progfg. On obtient ici une
version approchée de cette mesure pour le Hamiltohiéh) par une densité de
Cauchy de paramétiig! centrée erf}', comme le montre (18.3.10).

18.4 Calcul de solutions quantiques

W 18.16. HypothéseOn rappelle que I'on se met sous I'hypothése 18.1.
On fixe comme énergie résonarke la plus petite énergie asymp-
totiquement résonante podf (h), et on suppose que sa multiplicité
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asymptotique est égale au nombre total de puits, c’estédli On
suppose enfin que pour cette énergie on a

gU <So/6.

18.17. Remarque.Par définition des énergies asymptotiquement résonakjes,
est bien définie (cf. notation 13.3 p.140 et déf. 13.5 p.1Bg)plus, avec I'hypo-
thése 2.2 p. 26, on est garanti du fait quec [A.; A*], domaine d’énergie auquel
on s’est restreint dans tout le texte. Enfin, noter jug) — A, est par hypothese
la plus petite valeur propre dép (h).

L'expression (18.3.3) dans la preuve du théoréme 18.14esaggie les quan-
tités suivantes poyf = 1... N :

FEO) = W), 8, f)O) == (W (VA + B; ), ) (18.4.1)

doivent jouer un role dans I'asymptotique des fonctions duent.

Bl 18.18. Définition.Soit A € [A,; A*]. On appelle densités de flux
partiel par la gauche (resp. par la droite) les fonctions tinnes

j=1...N X fi(A) (resp. A f1(N).

18.19. RemarqueCes fonctions sont bien continues enar les états de diffusion
dépendent continlment de

18.4.1 Réduction a une analyse puits par puits

L'hypothése 18.16 autorise une analyse en énergie valeprge Dirichlet
par valeur propre de Dirichlet (cf. prop. 17.26 p. 226). Laairt des résultats utili-
sés proviennent du théoreme 13.19 p.146 sur 'asymptosipeetrale du probléme
multi-puits, et autorise une approche du méme type en espace

Pourj = 1... N soit ng(h,) la réalisation de Dirichlet d&(h) I'ouvert Q;
défini p.145, et soip’} la valeur propre correspondante convergeant xgravec

un vecteur proprd;;-’ unitaire assorti.

D’aprés la remarque p.150, on sait que les fonctions pro@'elsHD(h) pour
les valeurs propres voisines dg (et il y en a exactemeny linéairement indépen-
dantes puisque la multiplicité de, est N) s'obtiennentvia une transformation
linéaire quasi-isométrique définie surdeplan F' engendré par Ie$_;?. On a donc
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W 18.20. Proposition. |l existe une matrice unitairda;’;)1<1,j<n
telle que dand.?(7) on a

N

Vi=1...N, ¢?:Zaﬁ.j¢£1+(7)(e*51/h)_
=1

Autrement dit les densité$;"\2 sont, modulo un exponentiellement pe-
tit, des combinaisons convexes d’approximations des eg&ur

18.21. Remarque.

1. Noter que la matrice matric@zf’j) est, a une perturbation exponentielle-
ment petite pres, l'inverse de la matrice de la projectiothagonale du
sous-espace spectral de Dirichlet sufc’est bien en effet un isomorphisme
linéaire).

2. Noter également qu'avec les estimations amélioréegstmhctions propres
(thm.13.22 p.153), on a une égalité ponctuelle du méme ypei. étant, on
commencera donc par étudier les quantités de (18.4.1) dsaqgdlles Ie$?
sont remplacées par lgg'.

W 18.22. Définition.Soit\ € [A,; A*]. On appelle pouyj =1... N
densités de flux partiel local aizieme puits la fonction continue défi-
nie par

®F(N) = (W (VA ), 9 12
(resp. @A) == (W' (—v/ X+ B,-),9})12).

Bl 18.23. Notation.On rappelle que pouj = 1..., N on note
h._ mh _ ;7h h h h
zj = Eyj —ily,  Ej € R Ej = A, T >0

les résonances autour dg, et pour un parametre > 0 qui sera fixé
par la suite, on pose :

Lh={X e Rtq.|x - B} <The/M}

On démontrera plus tard (cf. partie 18.6.2) la
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Bl 18.24. Proposition.On se place sous I'hypothése 18.16. Supposons
en outre que le potentid!” est de class€? surI, et est uniformément
borné par rapport & dansC?(I). Fixonsj € {1... N}, et soitA un

réel dansﬁ’}. Alors, pourj = 1... N, il existe une constante; ()

de limite non nulle telle que

B3N] ~ af(h)h!/2edil)n (18.4.2)
: h—0 -
olle = a,betd; est la distance d’Agmon pour le potentiél & I'éner-
gie E)!.

18.25. Remarque.

1. Ce résultat n’est pas surprenant dans la mesure ou leiofupropres gé-
néralisées décroissent exponentiellement a un taux mesuré distance
d’Agmon du point d’entrée de I'onde sur I'lle tandis que Ieadtionswg"
des problémes a un puits se concentrent autour du puits stiaueOn peut
faire aussi le lien avec la remarque p.222 en termes d’effetdl.

2. Onverra dans la preuve de ce résultat que :

1
S, Gl VA el [ e (o)

h—0 1

el étant la plus petite valeur propre de\ — w;(x), surR, ets, une fonc-
tion propre normalisée associée positive, et la constaptest celle de la
proposition 18.39. Bien entendu, on a une expression siimiimurag(h).
La positivité de la fonction propre est garantie par la fai¢ ¢, est la plus
petite énergie résonante.

3. Dans le cadre purement linéaire de ce chapitre, la régukarmpplémentaire
demandée au potentiel, notamment par rapport a celle gueé&at attendre
dans le probleme non-linéaire (cf. cor.10.19 p.114 et stjuaest pas res-
trictive. Elle permet d’écrire I'équivalent ci-dessus. (pfartie 18.6.1). Par
ailleurs, cette situation, au demeurant assez générakesgulement a mettre
en évidence des asymptotiques non triviales sur des exsmpattculiers.

18.4.2 Le résultat précisé

Comme on le verra dans le théoréme suivant, les flux partiéterminent
I'asymptotique des fonctions du moment. Le théoreme 17.22@, qui est valide
sous une hypothése Iégérement moins forte que I'’hypott&$é,Ipeut étre raffiné
sous cette nouvelle hypothése, notamment en considérarsitdations non trai-
tées jusqu’a présent, ou les puits ne sont pas tous aliment®sis non-alimentés.
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H 18.26. HypothéseOn suppose en plus de I'hypothése 18.16 que :

d*(a,c]) Sd*(C],b), d*(CNub) Sd*(a,CN).

18.27. Remarque.

1. Autrement dit, en langage imagé, le premier puits est glgauche qu'a
droite sur I'lle (resp. plus a droite qu'a gauche), cf. figlige2.

2. Noter également que ce cas de figure n’entre pas dans ldsscags dans
les théoremes 17.19 ou 17.25. Dans le cas d'un seul pNits=(1), cette
hypothése signifie que le puits est & équidistance des pointetb. Ainsi,
on traite complétement (pour la plus basse énergie résmnientas du po-
tentiel & un puits.

L
xr

a 1 C be T

Figure 18.2.Les deux puits sont résonants et isolés a I'énekgiandis
que seuk; est alimenté par la gauche.

Le résultat asymptotique de la proposition 18.24 suggeedajuepartition de
charges est déterminée par le rapport des flux partiels, idacjte a adopter un
point de vue homogéne. Cela conduit a poser :

W 18.28. Notation.Pour1 < 5 < N, etA > 0, on pose

PO = 1) ) Loy (WA (VA ). )
1= R ) T W VAT B, )

€ CU{oo}.

Cette quantité est bien définie car les nomhfgs\) et f;’(A) ne sont pas si-
multanément nuls :

W 18.29. LemmePourh > 0 assez petit, et poux € L7, 0"()) est
bien défini.
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Preuve. En effet d’aprées la régle d'or de Fermi (thm.18.14), on a latien sui-
vante, valable pouk € £ :

a 2 b A 2
oy = O HOP
4hv/X  4hV/A+ B
et commeF;’r > 0, on ale résultat. [ |

W 18.30. Définition.On définit surR, avec les notations de la propo-
sition 18.20, et pout < j < N IafonctionTJ’? par

or (N[

Z\z|
7 \/A+B+|9h

™™(\) := 1sinon.

€ [0;1]sid}(\) € C

W 18.31. Lemme.Pour touth > ( assez petit, la fonctiomj’-' ainsi
définie est continue sut/.

Preuve.En dehors de I'ensemble des poinisou f;’(A) est nulle, il est clair que
7" est continue. Mais sk tend vers un tek, on voit que|¢” ())|* tend vers+oo.
On conclut en se souvenant que la matficg;) est unitaire. |

On fixe une maintenant une fonction-te$t) ® () positive ou nulle, et on
souhaite calculer les limites possibles de la famille deuressdéfinies par

dkdx
2rh

o o THg(K ")) = /k W (k, 2)]2g (k) () (18.4.3)

D’aprés la proposition 17.4 p.217 et (17.1.5), on peut, pan® de généralité, faire
I'nypothese suivante.

H 18.32. HypothéseSupposons qugest de la forme

g(k) = G(K?) - 150

la fonctionG () étant supportée dans I'ensemidlg := [\, —d; A\ +
d] C [As;A¥], 00 > 0 est fixé petit mais arbitrairement petit, de
sorte que l'intervalle ne contienne que comme énergie résonante.
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On aalors :

B 18.33. ThéoremeToujours sous I'hypothese 18.16. Sgit) une
fonction du moment fixée, comme dans I'hypothése 18.32 [(posel
queSy < So/6, et que le potentieP” est de class€?, et est unifor-
mément borné par rapport & dansC?(I). Considéronsin, une va-
leur d’adhérence de la famille de mesures définies par (38.Alors
dn,g est, en restriction da; b[, de la forme :

N
dng =Y " t;G(\)de,
j=1

et (t1...tn), est une valeur d’adhérence de la famille de vecteurs
{(t} ... th)}n>0, t étant donné par :

e d\
t;-l = /77]1()\) L 5— € [0;1].
: Jr (A—Ef)2+F? 4

18.34. Remarque.

1. Ce résultat précise celui de la proposition 17.4 p.213qu les coefficients
t’; sont donnés de facon plus explicite : ils s’obtiennent commagennes de
la fonction 7';7‘, (a valeurs dans le segmét 1]), par la densité de Cauchy
centrée erfZ) et de parametrg’;.

2. Si 'on montre que parmi les valeurs d’adhérence possiklda famille
{(#" ...t ) h0, il €n existe hors de 'ensembl@, 1}V, on aura mis ainsi
en évidence la possibilité de solutions asymptotiquesatassiques. C’est
I'objet de la section suivante.

Preuve. L'hypothése ci-dessus autorise a utiliser la formule deitBkégner et

la régle d’or de Fermi (théorémes 18.5 et 18.14). $0¢it) une fonction-test de
la position continue et positive ou nulle supportée dang-unisinage du point
¢;j, mettonsX;. En réexprimant la trace (18.4.3) en termes\den a d'apres la
relation de dispersion

h T 2
Tr[g(K—h)<p]—/A ~ %G(A)@(m)(ﬂdm. (18.4.4)

Pour calculer cette quantité, on utilise la relation (148.9.240,

(VX ) = PR (VIN ) = (H(Ah) — X)W (VA ). (18.4.5)
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Figure 18.3.Découpage en avec la résolutiorfj’?'. En gris foncé :
cas 1 (dont cas 1(a) en clair ). En dehors, cas 2.

L'expression diagonalisée (18.2.9) p.236 suggere I'dppard’une densité de Cau-
chy de parametr€, la partie imaginaire de la résonance. Cela incite, avecde-th
reme 18.14 p.239 a effectuer une subdivision du domaineedj@n adapté a la
résolutionl :

1. X e [N —r"/2; X+ +"/2]. On utilise la représentation de la résolvante du
théoreme 18.5

X 147, CACHITZAONIE (18.4.6)

(H(\h) — )" = BO) -

le vecteur\I/_’;(A) ayant été défini dans le lemme 18.7 p.234 puis normalisé
dansL?(I) (ce qui ne change pas I'estimation du lemme), et on récrit

W= @ B 7zh<\yg(x),whzﬁ’i)\p7(x)
J
(18.4.7)
1

)
Z]

A\ x) — B(\ ),

E()\) désignant I'inverse de la restriction d&(\; h) — A aVect{m}i.
Par suite poun € [\ — r/2; X + 7" /2]

B\ #)|”
(A — EI?2 410

B\, z)(A — Bl + ir?))

O BTy

(VX ))P = AN D))+

—2Re (A()\, x)
(18.4.8)

Noter qu'avec la proposition 14.5 p.163 et l'inégalité deuCtay-Schwarz
d’'une part, et avec le lemme 18.7 p.234 d’autre part on a tmément en
Al

Vi€ X5, |B(A )| = Oe 50/m)|¢gh (). (18.4.9)
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Montrons d’abord que la contribution des premier et detsienes de (18.4.8)
est nulle. Traitons le premier terme de (18.4.8). Pour a#lgcrit que pour
ze Xsethe [N —rh/2; N0 e /2]

(VN @)+ [EQOW (VX)) ()

f < 2[g" (VX.z)

+o2 \[E(A)W%E(Wﬂ(m)

On peut éliminer le premier terme du membre de droite dedafieé précé-
dente d’aprés la proposition 17.12 p.219 sur 'asymptetibors-équilibre
pour les puits-bouchés. Quant au second terme, avec lezaéstis de dé-
croissance de” (prop. 14.5 p.163) et du noyau @#)), (fin de la preuve du
corollaire 18.11 p.237), on obtient apres que pouw Ss et uniformément
eni,

‘ 2

‘ 2

AN, )| = O(el58250)/hy, (18.4.10)

et la contribution de ce terme dans l'intégrale (18.4.4Ytdonc vers O.
Traitons ensuite le dernier terme de (18.4.8). Pour celaéorldppe

. (A(A x)B(A,x)(A - E'+ iF{;)) (A — EN

(A — EI? 4 T T (- B2 F?QRG (4B @)
;
E})?

m (AB(\,z)).

( + I“h?

On utilise ensuite la majoration suivante, découlant ded(83 et (18.4.8)
Vo€ X5, [AQ\2)B(\, )| = Oe (S8 -250)/m) gl ()|,

toujours uniformément eA. Intégrons. Par Fubini, commencons par regar-
der l'intégrale enr. Puisqueg; est bornée dans?, on peut écrire avec la
derniére majoration

/XJ AB(\z)

O(e S8 =250)/my g

= Oe 56 250M) gl 1
— (’5(@*(53*2‘%)/”'),
et finalement, la contribution du troisieme terme de (18.dahs (18.4.4)
est, en minorant/A par une constante non nulle indépendanté de 0 (p.

ex.v/A,)

) . (A — EN Iy
O ‘—(S(]}fZSU)/h G(\ o J ‘7 dA

(18 'a11)
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lintégration se faisant sun\} — r”/2; M + 7" /2]. Il est ensuite facile de
voir que l'intégrale est bornée én ce qui donne bien que la contribution du
troisiéme terme de (18.4.8) est nulle quanténd ver).

Traitons ensuite le second terme de (18.4.8), qui est lect@népondérant.
Pour cela on subdivise la région d'énergie A" := [} —r"/2; X 77 /2]
avec les notations du théoreme 18.14 en

A= (AN chyu Ll

et on distingue donc deux sous-cas.
@ e E’; La contribution correspondante dans (18.4.8) s’écrit

|B(A, 2)PG(N)p(x)
/ﬁg"xX(; 47Th\/X[(>\ — E';’) + FhQ}(D‘dT

- (RO), W () (@) PGV g (a)
cxy  AThVA - BRI

dXdx.

Pourz dans le support d&”, on peut, d’aprés le lemme 18.7 p.234,
remplacer\If_’}(A) parq&_’}, ce qui introduit une erreur uniforme ern

[0, Wty = (@l Wiy |+ o (18 W)
la non-nullité de léquivalent étant garantie par la projpmsil8.24,
vraie sous I'hypothése 18.16. Par suite
/ [ (N), W™ )l (V) (2) PG (V) ()
£hx X 4rhV/A[(\ — E‘;’)2 + F;’-‘Q}

/ (8, W) ) (2) (1 + 0(1) GV ()
Lhx X 4rh V(X — E_;.z)? + p?ﬂ

dA\dz

dNdz.

Posons alors

(DH ), WhPh (VAN [FE (V]2
4hv/A oAbV

th(N) =

B = B0\, W (—V/X+ B, )12 [FP())?
b 4hv/X + B 4N+ B

(remarquer que’, ¢ > 0) si bien que l'intégrale ci-dessus s'écrit

th(NG(N) h
/thX(; 0= B+ 177 |97 (2)]*(z) (1+0(1))dAdz. (18.4.12)
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D’aprés I'expression dE"} dansﬁ"}) (thm. 18.14) on a uniformément
eni e L)

0 <Th =20 + 1PN +o(h), (18.4.13)

et le terme principal de (18.4.12) devient

() r*G(x) )
./c;rxxé (th(N) + th (V) 7[(X — jg;z)z T |5 () * p(2)dAda

a(\)|?
- /h ! )L G(A)Cj(WA/ 8] (2) P ()da,
L+ xegl (V)2 X5

ou on a noté&’;(A) la densité de Cauchy de paraméIl;é et centrée
en E;’ Par ailleurs, noter que pour towt € E?‘ la fraction sous la
premiére intégrale est égale a

[ZHCIE

Vs o)

Utilisant enfin la décomposition dﬁg de la proposition 18.20, et écri-
vant que pouf. > () assez petit7(\) = G(A.) +o(1), on obtient bien
que

G(Np(z)drdz = thG(A,) + o(1).

/ P (VA )
JLhx X 4hv/ A

(b) X ¢ L’; On utilise le lemme facile suivant :

B 18.35. LemmeSoit(z,)nen UNe suite réelle convergeant
Versz, € R ete, une suite de réels positifs de limite nulle.
Soit(ay), (b,) deux suites de réels >0 telles que

by Gnp

lim — = 400, lim— = +o0c.
00 Qp +oo £y
Alors on a
/I"“’" epndT En
Jota, (@ —zp)?+€2 noooay
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Onrevient a I'expression (18.4.12) dans laquelle cetlfioitégration
se fait sur(A” \ L") x X;5. On utilise alors le fait que I'on a pour cés

th(\) = O(e 255 /h) et on écrit de méme que précédemment :

th(\) AR I}
h h21 h h h2
r(A—Ef)2+ 177 Ty al(h - Bf)? + T

et on utilise la minoration dE? du théoreme 15.27 p.194, ce qui donne

h
fald) _ pestimy h o,
rh
J

L'intégrale enz étant clairemen® (1), on obtient avec le lemme énoncé
précédemment que lintégrale a8{e250/m—/h). Mais avec I'hypo-
these du théoreme, on peut choisir> 0 vérifiant simultanement,
puisqueSy > Sy -

o< Sy/2 Sy, o>2Sy,

et la contribution de I'intégrale syn \ £%) x X est bien nulle.

2. WX ¢ [N —1"/2; X + r"/2]. Dans ce cas le noyau déf(\;h) — A) !
est uniformément) (e~ (d«¥)-255)/h) En effet, pour ces\, un probléme
de Grushin pour lequel le bloc de dimension finie est nul. Damzas,
'expression de (18.4.6) se réduit/(\), et la contribution de l'intégrale
(18.4.4) pour ces s’évalue de la méme fagon que le pour le premier terme
de (18.4.7) : elle est bien nulle et cela termine la preuve.

18.5 Calculs explicites

Pour ces calculs particuliers, on prendra pour taut> 0 le potentiel
V" égal & un potentiel constant sur | :

Vh >0, VYzel, V'(z)=V,>0.

18.5.1 Le cas d'un puits

On aurait pu directement traiter le cas de deux puits, maisxplicite ce cas
pour traiter assez complétement le cas du probléme a un(pliitorollaire 17.22
p.225, qui est un résultat partiel).
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W 18.36. ThéoremeOn fait I'hypothése 18.16. Pour I'énergie asymp-
totiquement résonantg,, les limites possibles de la famille de me-
sures{dn,[K"]},~o sont de la forme

dny[K"] = té.,, avec

i) t=0 si d(ajer) > d(ep;b)
i) t=1 si d(a;er) <d(ci;b)
i)y t€]0;1] si d(a;c1) = d(ep;b).

Preuve. Les cas(i) et (ii) ont déja été vus dans le corollaire 17.22 p.225. Pour
le cas(iii), on applique le théoréme 18.33 : puisqlfe = 1, la matrice(a,?’j)

est réduite a un nombre complexe de module 1, et la distanegmibn prend
I'expression tres simple :

Va,y € I, di(w;y) = S(h)le—yl, S(h) =/Vo— i (h).

Par ailleurs, avec les notations 18.28, on a par la propaosit8.24

o) ~ 1) o _(di(ae)-di(erb)/h atal £0,

)

>
d
[en)
A
—c
=
>
J
[en}
Q
—c

et ce, uniformément ek € L.
La distance d’Agmon étant différentiable par rapport adiéme, on peut écrire,
pour A € £, par une formule de Taylor, et uniformémenteny € I,z < y

.) = dulay) = 57t = )01 (1) = A1)+ OO () = A)2)

(18.5.1)
L'égalité asymptotique des distances d’Agmon se traduiteotait que|b — ¢, | =
\c1 — a|, et comme on a, d’apres la remarque a la fin de la preuve du thédt2.9
p.128
A = M (R) 4+ 04 (h*Y),  «a€]0,1],

on en déduit que pour toute L},

O (\) =0 eC,

Quant & la la fonction{*()), celle-ci s’écrit sur’; :
161 (M)

h
) =
Y s
\+B 1

€ [0; 1],

on conclut en appliquant le théoreme 18.33.
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18.5.2 Le cas de deux puits

D’aprés les faits rappelés dans la partie 18.4.1 sur leswigasitions suivantes
des fonctions propres dép(h) dansL?(I), on a
¢ = 11y (h) + ) ppa(h) + O(e™ /1) (18.5.2)
¢ = 1 pr(h) + 95 ppa(h) + O(e™ /1) (18.5.3)
la matrice de coefficient générp,fr;j n'étant autre que l'inverse de la matrice
de la projection orthogonale de sur le sous-espace spectralig (k) autour de

X« Noter en effet que dans le cas de deux puits &y a= S;. Quitte a permuter
1 (h) etyy(h), écrivons :

h h h : h
Pl Plo cos " —singp A —Su/hy b )
' ' = . +0O(e VM), €|—m;m. (18.5.4
( pg’l p'jg ) ( singp  cos " ) ( ), €] J- )

Les flux partiels sont reliés aux flux partiels locaux par tdations linéaires
(fm) fg“'(A)):(fb?(A) B5(\) ) (p’f,l P34 ) (185.5)
OV 10y oi(A) D5(N) pla P

Par définition desQ;.‘ (cf. notation 18.28), cela conduit a considérer I'action de
I'homographie dé?' (C) de matrice :

(0 42)

sur les points de coordonnées homogépks : p/),].

B 18.37. Proposition.Soittan ¢, une valeur d’adhérence de la fa-
mille (tan ¢™),~o et supposons quen ¢, € R*. Soitd, la distance
d’Agmon pour le potentiel limit® & 'énergie \,. Pourj = 1,2 et
uniformément et dans.” :

(i) Sidy(c2,b) > di(a,cy), alors 9?()0 — 00.
(ii) Si d.(c2,b) < du(a,c1), alors (X)) — 0.
(iii) Si d.(c2,b) = d(a,c1), alors 87 (X) — 69 € C*.

En particulier dans le casiii), les coefficients; du théoréme 18.33
sont dans lintervallg0; 1].

Preuve.Noter que d'aprés (18.5.4), on a

<p’1l,1 plf,Q > N ( COs Yo _Sin<P0 > (1856)

h h :
Pa1 P22 Smeo  €OS Qo
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on peut, pourh > ( assez petit, quitte & renormaliser les points proje{;b'[’;‘g‘f :
p},], supposer que
[P}f,1 ZP?,Q] = [1 : tan ®"], [pgj : ag,Q] = [~ tan ®" : 1]

et
" €] — n/2:7/2], tan ®" tan ®" — tan .
Par définition, on a poux dans.?
01 () = fEA)  @F(A) + ®4(N) tan "
PATO) T ) + B tan o

et on a une expression du méme type piu).

(18.5.7)

Utilisant la proposition 18.24 et mettant en facteur less principaux par
hypothése 18.26, on obtient, aprés simplification/gat :

01(\) ~ a_ze(dl(cz,b)*dl(a,cl))/h 1+ tan q)haé”/a?’e*(i“ (”"‘32)*?1 (a,c1))/h |
h—0 o tan &M + a’{/age*(dl (c1,b)—di(c2,b))/h
(18.5.8)

et on a encore une expression similaire p@{f\), puisquetan g, ¢ {0,00}.
Remarquer enfin que les exponentielles du dernier factews ltEquivalent se ré-
duisent & Sv/h,

Sous cette forme, on voit donc que pgue 1,2 les conclusions de la propo-
sition sont immédiates, puisque I'on a encore (18.5.1)r Bewqui est des valeurs
des coefficients, ceux-ci sont reliés dans le cas= 2 aux9§1 par

61 (N)]? Oo(N)|?
) = cost IO e 16200
pen- R LOYIE o5 + 16N
61 (N)]? Ba(N)[?
YO S 1| GO VS - c|
xp )2 g + 1020
Cela achéve la preuve. |

18.38. Remarque.

1. Lhypothése surp, correspond au cas ou les fonctions propres a la limite
restent délocalisées dans les puits. Ce cas de figure n'esigm puisqu'il
arrive dans le cas du double puits symétrique par exemple.

2. On pourrait aussi prouver que dans le casvo@ {0, 1} les valeurs limites
desf; peuvent ne pas étre daff oo} : il suffit pour cela d’étre plus complet
dans la comparaison des ordres de grandeunn@” et dee 5v/". Tou-
tefois, le résultat établi suffit a prouver I'existence éuetie de solutions
guantiques.
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3. Ces calculs certes particuliers visent également igrstapproche algo-
rithmique présentée dans [NiPa]. Par des simulations nguoes faites dans
le cas de deux puits, les résultats obtenus suggérent lengeése solutions
stationnaires asymptotiques non-classiques. On renedaxieur a ce texte
pour la description de ces algorithmes et la confrontateEsrésultats quali-
tatifs obtenus avec ceux de [PrSj].

18.6 Preuve de résultats auxiliaires

18.6.1 Approximation WKB des états de diffusion

Observant (18.4.1), on commence par dégager le terme pairdans le résul-
tat asymptotique de la proposition 14.5 p.163 sur les fonstpropres généralisées
pour le probléeme des puits bouchés. Lile étant semi-aassicela se fait par un
développement WKB des fonctions (, )

W 18.39. Proposition.Mémes hypotheses et notations que celles de
la proposition 14.5 p. 163. Si I'on suppose que le potentiekstC?,
il existe une constante non nullé, (k) telle que pour tout: € I :

2 09) = s e ko) ik >0
Pk = (fzh(x)c i(i)(k))vfj(b’m)/h(l to(1) sik<0

les constantes étant données par

9 keikalh (11/2 ~
Culk) = - ZRCT0w o (DR (a) — k)2

o, — 1k

9;Leibalh 1/2 ~
J;T? oy = (VR (b) — k% + B)'/2,
b

Cy(k) =
etd désignant la distance d’Agmon a I'énergi¢k) pour le potentiel
yh

18.40. Remarque Avec la normalisation des états de diffusion et (14.2.5p9,1
on sait en effet que pour toat> 0, C (k) est non nulle. Ici la constante est expli-
citée. Le résultat de cette proposition est a rapprocheede abtenus dans le cas
ou le potentiel est constant slicf. prop.6.10 p.65).
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Preuve. Rappelons brievement le principe de la méthode WKB (cf. gubus de
détails [Mel] et [He], ou encore [DiS]j]) : elle consiste a idter une solution
approchée de I'équation

(—thi; +Vh - A(k)) P (k) =0, (18.6.1)

A(k) étant donné par la relation de dispersion (5.1.3) p.58,noleteen posand
priori .
¥ (k,z) = A(z; h)eS®)/M, (18.6.2)

'amplitude A et la phaseS étant a déterminer. Typiquement,est cherché sous
forme d’'un symbole formel développé en puissancek.d@n se limitera a I'ordre
un dans notre situation :

A(z;h) = ag(z) + a1 (z)h. (18.6.3)

L'équation (18.6.1) dans laquelig” (k,-) est remplacée par son ansatz (18.6.3)
fournit, par annulation des termes d’ordr& une équation eiconale satisfaite par
S (j = 0), etune équation, dite de transport, satisfaite pad Je<On vérifiea pos-
teriori, en utilisant les propriétés de I'équation différentiediee I'approximation
obtenue ainsi est bonne.

Faisons le calcul poux(k) € [A—d; A+4], et pourk > 0 (et donch(k) = k?).
Il serait identique pouk < 0 en échangeant les rbles deet b. On se contentera
pour nos besoins d’'un développement a 'ortire’est-a-dire :

A(z) := ap(x) + hai(z).

On a en conjuguant par la phase et ppuf 0, 1 :

d? d
_p2 S/h —  _S/hpp 2 n2. .
h . (a]e ) e [hdm + S'%a;

= —e¥"(ha]) +28'ha); + S* + hS"a;).

Pour cela, il faut supposer que le potentiel est au moins figsixiérivable, ce que
I'on fait dans un premier temps. Par suite (18.6.1) devientipéarité :

(P(h) — k) A(z)eSIh = ¢5/h [—ho(f)h ~ 8”2 A(k))ag
+h'[28"al + S"ag — (V" = (k) — §"P)ai]
+h%ay + 28'a} + " a1
+ hal] . (18.6.4)

On veut annuler le terme d’ordre zéro. On obtient I'équagmonale :

S =V — A(k),
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ce qui donne deux choix possibles péyymettons, pour fixer les constantes d'in-

tégration
S(z) = i/ VP = Xk)dt si k>0, (18.6.5)
S(z) = i/ SV - Akt sk <0, (18.6.6)
Jb

Il s’agit bien entendu au signe pres de la distance d’Agmaoéreetgie \(k) pour
le potentielV” entrez et le point d’entrée de 'ondeé (&, -) dans I'fle. Noter égale-
ment que I'argument de la racine est positif, et que la déril&S ne s'annule pas.
L'annulation du terme d’ordre un fournit I'équation linéai

25'ag + S"ag = 0,
qui s'intégre aisément aprés avoir mis en factyfS’|. On obtient donc

Co(k) Co(k)

ag(x) = 5@)] - (Vh(z) — A(k))V/4

pour une constanté (k). Enfin 'annulation du terme d’ordre deux donne

d a ay
— =— , 18.6.7
NV W (een
qui s'intégre aussi pour donner
T 1
ai(z) = /|9 |C1(k) — / ; a051|dt] : (18.6.8)
Noter que si on pose
1 _
F(2) = 5I8'(@)| '/,
on voit que
ar(z) = /|9 [Cﬁ(k) —2Cy(k) / FF”(x)dt} , (18.6.9)

expression qui, une fois intégrée par parties ne fait iet@inque)” et sa dérivée.

On décide ensuite de combiner les deux solutions WKB ob&respective-
ment avecS = d(a,-) etS = —d(a,-) (k > 0). On pose donc avec des notations
évidentes

w*,(k,T) — aaefdj(a,m)/h, + a(—)’,-e(i(a,m)/h + h[aike(i(a,,m)/h + afef(i(a,m)/h}
= Ao(z) + hAi(z). (18.6.10)
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On choisit de normaliser les fonction;?(x) de la méme facon qué” . Précisé-
ment

hAl(a) +ikAg(a) = 2ike™ /" (1 — h) et hA}(b) —ivk2 + BAy(b) = 0,
(18.6.11)
hA" (a)+ikA; (a) = 2ike™™ /" et hA!(b)—ivVE? + BA;(b) =0, (18.6.12)

si bien que la fonctiom := ¢* — 4_ vérifie :
hu'(a) = —iku(a), hu'(a) = —iVk? + Bu(b). (18.6.13)

Cette normalisation conduit ensuite a résoudre deux sestdiméaires de deux
équations a deux inconnué!a‘t(k), 4 =0,1. Pourj = 0 cela donne, en posant

"
Spi=d(a;b), o04:=1/Vh(e) — k2, &,:= 5 (.), e =ua,b,
Oe

un systeme tres semblable a celui obtenu dans le cas duipbtornstant (cf.
prop.6.10 p.65) :

cy (k) /od'? ( 9ikeika/h )
M| “o - 18.6.14
( i (k) foa? 0 ( :

ou la matrice du system& est donnée par

( —0q + 1k — he,y 0, + ik — he, )

(_Ub —ivVk?+ B — hEb)efg’/h‘ (Ub —ivVEk?+ B — hgb)eﬁl/h
(18.6.15)

Le déterminant du systéme est

det M = —e51/" (5 — ik) (o — iV/E2 + B)(1 + O(h)), h— 0,

dont on sait qu'il est non nul puisque I'opérate®ith) n'a pas de résonances. Cela
donne, uniformément par rapporta

1/2 2ike™* /" (o}, — ivVk? + B — hsb)e‘éf/h’
Ua

() —
Co (k) det M

2ikeika/hgl/?
= 2% 14 0), h—0 (18.6.16)

oq — 1k
et
172 2ike /" (o + iVE2 + B + hey) (04 + ik — hey)
b

det M
Qikeikb/hU;/Q

(04 —ik)(op — iVE? + B)

¢ 251/h (1+0O(h). (18.6.17)
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Noter en particulier qué]g“(k) est exponentiellement petit. Poue= 1 on obtient
un systéme formellement semblable au précédent, puisqdedetionSali, sont,
regardant (18.6.9), uniformément bornéesceh h — 0. Cela donne donc

Oy (k) =0(1), C;f (k) = O(e 251/ (18.6.18)

A présent on montre qué* et une bonne approximation uniforme sude
w_. Appliquons pour cela le lemme 8.1 p.87 avec

V=V z=£k, p=da-), u=v=9¢" —1_.

Cela donne, en prenant les parties réelles, et compte taraodditions aux limites
mixtes homogenes (18.6.13) :

b ~ -
/edw-)/h(p(h,)k?)u.ef“ hi = (e @) Py 1. (18.6.19)

Comme les conditions aux bord verifiées paont mixtes homogenes Par construc-
tion W K B dey™* on a,

(P(h) = Ak)u = —h3(af"el@)/h 4 g "emdla)/hy = _p3 .
(18.6.20)

L'application du lemme donne donc
. b
Hh(ed("”')/h‘u)'ﬂ%z = —h3Re/ /hf e/ Miidy

O R PR [l P

W3
S e 2 ) T ) 32).

(18.6.21)

IN

IN

Par ailleurs, la méme inégalité d’énergie donne avec ceitesf= 0, en prenant
la partie imaginaire :

hklu(a)|? + hvV/'k2 + Blu(b)|* = —Im / — k)udz.  (18.6.22)
Commey” (k, -)h est uniformément borné siirpar rapport &, k d'aprés la pro-
position 14.5 p.163, et qu'il en est de méme pduon déduit en particulier que
hlu(a)* = O(R). (18.6.23)

En écrivant toute fonctio/ ! comme intégrale de sa dérivée, on a facilement des
inégalités type Sobolev : pour des constamt&s > 0 indépendantes de

d(a,) d(a,)
le“Fullr < chL|(he

w)llz> + Clu(a)l
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et donc
d(a

1)
o u)'[|72 + 2C u(a)|?.

d(a,")
le™ " ull72 < 2¢*h™?||(he

Par suite, pouh, > 0 assez petit, en mettant bout a bout I'inégalité qui précéde
avec (18.6.21), on obtient, utilisant (18.6.24)

- 3 _ _
(e )7, < %Hed(“")/hfu;+th,Hh(ed<a">/hu,)'”%2
+ C*hPlula)l. (18.6.24)

Par suite, le second terme du membre de droite de (18.6.24disaat absorber par
le membre de gauche pohr> (0 assez petit, on obtient finalement

(@ huy 3, = 0 (Bl p |3, ) + O(hS). (18.6.25)
Revenant a la définition dg on voit que

2 il = (|24 @ g 4o e, (18.6.26)

I(e

D’apres I'expression (18.6.9) dﬁt et les estimations (18.6.16)-(18.6.18), on voit,
puisque2(d(a, z) — d(a,b)) = —2d(b, z), que le membre de droite de (18.6.26)
estO(h?). Ainsi

d(a,)

|hi||2 = OR®?), avec a:=e & u. (18.6.27)

On revient enfin a des estimations ponctuelles en écrivardre comme inté-
grale de sa dérivée

Ve e, |a(x) < |a(a)|+ (b—a)h™||hd'|| 2,
et en utilisant (18.6.22). |

18.41. Remarque.

1. On aurait pu calculer un développement WKB a I'ordre @:dék, -). Dans
ce cas, le membre de droite (18.6.26) est seulerf¥¢ht/2), ce qui est in-
suffisant pour le but visé.

2. Noter que la fonctiom e®)/" est, d'aprés (18.6.18), une fonction ponc-
tuellement (e~ 2((@:b)+d(a.2))/hy | 'argument de I'exponentielle s'interpréte
comme la distance deab en passant par. C’'est aussi ce qui a été mis en
évidence dans le cas du potentiel constant (prop. 6.10 p.6&)s ce cas
particulier en effet, la méthode WKB est exacte.
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18.6.2 Preuve de la proposition 18.24

B Enoncé.On se place sous I'hypothése 18.16. Supposons en outre
que le potentiel” est de class€? sur I, et est uniformément borné
par rapport ah dansC?(I). Fixonsj € {1... N}, et soitA un réel
dansﬁg’r. Alors, pourj = 1... N, il existe une constante(h) de
limite non nulle telle que

@SN~ a(n)h!Pe e, (18.6.28)
~

olle = a,betd; est la distance d’Agmon pour le potentiél & I'éner-
gie Bl

Preuve.Faisons les calculs posr= a. Par définition, on a
LN = (W™ (VX ), 9 2, (18.6.29)
qui se récrit d’aprés la proposition 18.39,

e—d(a;-)/h -
~7)1/27 WhTP_?) 2

|25 (N)] = [Ca(VA)]
0, d(a,

( (1+0(1)), h—0, (18.6.30)

d désignant la distance d’Agmon a I'énergie Avec I'expression de&’,, on voit
que pourx € £, ona

VAE L [Ca(VA)| = (GBI +0(1). R0,

et ceci uniformément par rapport\a
Noter ensuite que pour assez petit, la fOﬂCtIOId)h est nulle sur le support
dec; (1 # j) puisque les ouverts de Dirichlet correspondants sonoidtsj par
construction. Par suite I'expression ci-dessus est irgéusi 'on remplacéV”
h
pal’wj .
Par changement de variables, on est ramené a étudier

1 e—dla,c;+hy)/h
I(h) = / : i () (e; + hy)dy. (18.6.31)
~1 0yd(a,cj + hy)

Le vecteur propra/;h est associé a la plus petite valeur proprefﬂ]%
(hypothése 18.16), le membre de droite de (18.6.31) estplaund: > 0 fixe, non
nul (théoréme de Perron-Frobenius). Montrons ensuite le
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W 18.42. Lemmell existe une constantienon nulle telle que

[t wl ()9l (@) e
I(h) := /Ch de e ch

v Cj

uniformément par rapport & € E;’

Preuve.Par changement de variables, on est ramené a étudier

Y wily)y ((‘J + hy)
Ith) = / (0xd(a, cj + hy))'/? -

Pour cela, on companﬁh a la fonction propre normaliség” correspondant &
la plus petite valeur proprﬁh du hamiltonien approch# (h ) défini par (12.3.5)
p.129 (rappelons que son potentiel est constant eg&ﬁl ) modulow;). Ainsi
ona

$() = h 1%( h"ﬂ), (18.6.32)

pour une fonction signée, ne dépendant pas de En outre, par définition des
énergies asymptotiquement resonan,tés— A + (Vh( i) — V(cp)). On consi-
dere ensuite une fonction de troncatyrevalant1 sur IouvertQJ prive d'unn-
voisinage des points de borg,> 0 arbitrairement petit. Soit enfii le projecteur
orthogonal sur la droite engendrée p/djf On montre que(jaﬁh est une borne
approximation uniforme d&? autour dec;. Pour cela on écrit que :

P — X = (P — TIx ") + (Tx 9" — x;9"). (18.6.33)

Si v est le petit cercle dans le plan complexe centré gat de rayor (qui a été
choisi pour ne contenir que I'énergie résonakigon a pourh > 0 assez petit les
formules d’'un type déja rencontré (cf. p.ex. p.235 et p.155)

o=t = o [ =27 e (18639
) Y
et
(T Td)" = 5 / (") (Hp —2) 7 (Poxg 9"+ (V! () -V (ej) )" dz.
T Jy
(18.6.35)

Avec le caractere uniformément lipschitzien des fonctiBhsla décroissance
exponentielle de)” et I'estimation du noyau de la résolvante du corollaire 52.1
p. 138, on obtient que le membre de droite de (18.6.33Dékt) poura € [0, 1]
arbitraire (utiliser les arguments (12.3.13)-(12.3.1.72)34).
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Il reste a étudier alors :

Hy /q uﬁ@”XjQ%‘%hy)wh@?—%hy)d’
—1 (0zd(a, c; + hy))'/?

puisque R
I(h) = I(h) + O(h"), VYae€0;1].

Mais revenant & la définition (18.6.32) ¢, on a

) .
. 312 U’i(y)Xj(Cj + hy) . (y)
I(h) = h /] (Bnd(a, c; + hy))1/? d

_ p1/2 - wz(y)iﬁ*(y)
h /1 (8pd(a, c; + hy))L/2

L
g

la fonction x; valant 1 autour du puits. On achéve ainsi la preuve du lemme,
puisque l'intégrale ci-dessus convergeant lorsgue 0 vers la méme expression
dans laquellel est remplacée pat, et ceci uniformément par rappor\ae E;?, la
fonction

(2,3) = (Bpd(a, 2)) 112 = (D (z) — 21/

étant lipschitzienne en la seconde variabIeS’p,ret ce uniformément par rapport
arel. ' u

Pour finir la preuve, on revient a (18.6.31) et on appliquédéateme des ac-
croissements finis au facteur exponentiel enjretc; + hy. Cela donne que

I(h) = e*fi(a:f»’j)/h[(h) + (’)(6*5/")7 (18.6.36)

et puisque\ = E;? + O(F]-e”/h), on peut remplacer sans douleijpardj, pourvu

qued < o < 25, cela induisant un facteuie”/")/h = 1 4 (1), ce que l'on
peut supposer. On conclut avec le fait que

DLV = [C/EDTMI +0(1), 0.
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Développement de modéles macroscopiques pour des systemeantiques
non-linéaires hors-équilibre

Résumé. Cette thése a pour objectif de proposer un modéle mathémegpiour le trans-
port électronique hors-équilibre dans des systémes mdsigses tels que les hétéros-
tuctures ou les super-réseaux. On est amené a faire uneasychptotique de systéemes
non-linéaires stationnaires 1D du type Schrddinger-Baisors-équilibre. Le potentiel
présente des sauts ainsi que des puits quantiques porictadisnite.

PourI'étude non-linéaire a proprement parler, on étakhistence de solutions asymp-
totiques, et que celles-ci sont déterminées par un nombrédiparamétres. Néanmoins,
le gros de I'étude consiste en une compréhension des piépsigectrales de I'équation de
Schrédinger linéaire associée, le systéeme non-linéaidié&étant semi-linéaire. La nature
du probléme nécessite une analyse sur le spectre contimluglest la présence des puits
engendre des résonances quantiques.

Apreés avoir établi I'asymptotique des fonctions du Hammilem, on s’attarde sur les
fonctions du moment. Leur analyse, plus complexe, esttéimant liée aux résonances de
I'opérateur. On fournit une réponse compléte dans les ctsrépartition des puits permet
un traitement de ces résonances, notamment lorsque lespaoitbien groupés ou confinés
a l'intérieur de I'lle et suivant qu'ils sont alimentés oumdette discussion met en évi-
dence I'existence de solutions stationnaires dites ¢jassi par opposition aux solutions
de nature quantique. On termine I'étude en mettant en év@dbexistence de solutions
quantiques dans des cas particuliers.

Mots-clés.Systeme Schrédinger-Poisson, problemes hors-équiphits, quantiques,
résonances quantiques, moment asymptotique.

Macroscopic models for nonlinear out-of-equilibrium quantum systems

Abstract. This document proposes a mathematical framework to anédyZeom-equil-
ibrium electronic transport in mesoscopic devices, likeerastructures or superlattices.
This leads to study the asymptotics of nonlinear-1D-Scimgit-Poisson systems. The
potential is made with quantum wells in a semiclassicahidhaith cliffs.

The main result for the nonlinear theory is the existencesgifrgtotical steady states.
Moreover we show that they lie in a finite-dimensional sulsspat continuous functions.

Besides, one focuses on the understanding of spectral piexpef the linear Schro-
dinger Operator for this semilinear problem. In this frameawe lead the analysis over
the continuous spectrum. The quantum wells generate guar@sonances. First we give
results about functions of the Hamiltonian.

Next, we focus on the more delicate case of functions of thmptotical momentum.
Results are given when the distribution of the wells oveidtend ensures good treatement
of the resonances : for instance, whenever the wells aregatlor confined far from the
boundary of the island. This establishes classical-liketems, and we finish our analysis
by showing the possible existence of quantum-like solstion

Keywords. Schrodinger-Poisson-systems, out-of-equilibrium peoid, quantum wells,
guantum resonances, asymptotical momentum.



