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C'est un probléme concret et précis qui nous amené 3 entreprendre ce tra-
vail. Le probléme du codage des automates asynchrones est, en effet, un probléme
non résolu d'une mani&re satisfaisante en théorie comme en pratique et qui se
pose au cours de la recherche de la synthé&se d'un tel automate. On peut chercher
soit & éviter ce probléme en cherchant des solutions universelles tré&s simples,
qui seront forcément onéreuses, soit & améliorer les solutions heuristiques
existantes. On se reportera & [261 pour la contribution apportée au probléme de

la recherche de solutions universelles. Seul le deuxiéme probléme sera examiné

ici.

L'outil de choix pour l'étude du probléme de codage semble avoir &té,
jusqu'a présent, la théorie des partitions (LIU [lg] ; TRACEY [3@1 , etc...).
Néanmoins, les limites pratiques de cet outil qui sont celles des méthodes de
couverture sont bien connues. Il nous a semblé qu'un outil avait &té trop vite
abandonné&, dans ce domaine : la théorie des graphes. Nous avons donc reformuléd
le probléme d'une maniére adéquate (Chap. 1 et Chap. 2). Deux méthodes d'im~
mersion d'un graphe connexe dans le n-cube sont proposées dans les chapitres
3 et 4 et la méthode de codage qui en ré&sulte exposée au Chapitre 5. Nous
avons tenu 3 vérifier, en pratique, par des prégrammes, certes rudimentaires,
la compétitivité de cette méthode par rapport aux précédentes et l'amélioration
en temps d'obtention et en dimension de la variable interne sur les exemples

traités dans la littérature.

Un chapitre spécial (Chapitre 6) a &té consacré & un point qui nous
parait 8tre 1'intér8t essentiel d'une méthode fondée sur la théorie des parti-

tions : la forme systématique des &quations de la variable interne.

B




Nous avons également consigné les résultats obtenus relatifs au probleéme
de la recherche d'un isomorphisme entre 2 graphes. L'algorithme proposé&, nous

semble améliorer tré&s nettement ceux proposés par UNGER [32:[ ou STEEN [_28_—[.




CHAPITRE - e

I - AUTOMATE CONSIDERE

I-1 - Si nous reprenons la nomenclature d'Hartmanis [13 | , un automate sé-

quentiel est défini par le quintuplet M = (S,E,0,8,A)
avec S : ensemble fini d'états
E : ensemble fini d'entrées
O : ensemble fini de sorties
§ : application S x E 8 S appelée fonction état suivant
A : une des 2 fonctions S A 0

S x B & 0

§ s'étend naturellement & S x EX > 5 od BN est le monoide libre engendré

par E.

I-2 - Automate asynchrone

Les circuits séquentiels réalisant, en pratique, le fonctionnement
d'automates séquentiels, sont habituellement classés en 2 catégories
les circuits synchrones et les circuits asynchrones. Les cibcﬁits
asynchrones sont caractérisés par l'absence d'horloge, et aprés appli-
cation d'un signal d'entrée évoluent d'une fagon autonome et continuel-

lement dans le temps.

3




Un automate séquentiel peut &tre réalisé par un circuit séquentiel

séquentiel asynchrone si

pour tout couple (s,e) s € S, e & E il existe un entier r tel que

r+l

d r ~ 2 Z
S(s,e” ) = 8(s,e ) ot el représente une séquence d'entrée € € ... €

r termes

L'état G(S,er) sera appelé état stable successeur du couple (s,e).

Un automate séquentiel possédant cette propriété sera appelé un

automate asynchrone.

I-3 - Automate asynchrone proprement dit

Tout automate asynchrone peut &tre ramené d un automate tel que
pour tout S € S et pour tout e € B 8(s,e”) = 8(s,e) ; tout successeur
d'un état est un état stable. Nous considérerons donc de tels automates

dans cette étude.

1-4 - Extension de la définition des automates séquentiels ; automates

incompl&tement définis

Nous considérons dans cette étude, le cas général, effectivement
rencontré en pratique oll la fonction §(s,e) peut n'étre pas définie pour
certains couples (S,e) . Si 1l'ensemble de tels couples est vide, nous
sommes ramends au cas particulier d'automates complétement définis. Dans
la suite de cette étude, nous désignerons donc par automate séquentiel,

le cas le plus général d'automates incomplétement définis.




IT - ENSEMBLE DE PARTITIONS {ﬂi} RELATIVES AUX DIFFERENIES ENTREES D'UN AUTOMATE

II-1 - Définition

Considérons une entrée Ej d'un automate séquentiel asynchrone ; soit

SE. © S, l'ensemble des états de l'automate tel que, pour tout s € SE.’
] J

6(S,Ej) est défini. On définit la relation d'équivalence sur SE
J

s =t <=> d(s,Ej) = 6(t,Ej).

Soit ﬂj la partition de SF ainsi définie, appelée partition relative 4

1L'entrée Ej de Z'automate.JEn considérant les entrées E1"’Ei°"En de 1l'au-

tomate, on obtient ainsi un ensemble de partitions Myewslyoent = {Wi}

appelé dans la suite de cette étude, ensemble de partitions relatives aux
différentes entrées

II-2 - Exemple

Soit 1l'automate dont le tableau des successeurs ou "tableau des &tats"

est le suivant

successeurs
etats . E1 E2 , E3
1 2 3 (1)




Remargue :

Les états encerclés représentent les états stables ;

Nous avons

my = (12,345)
m, = (136,24,5)
Ty = (134,256)

Cet ensemble de partitions joue un rdle fondamental pour le probléme étudié.

IIT - CONTRAINTES DE CODAGE D'UN AUTOMATE SEQUENTIEL ASYNCHRONE

III-1 - Définition du codage

Dans 1l'ensemble des travaux exposés ici, coder un automate consiste a
associer injectivement & chaque état de l'automate un sommet et un seul

d'un n-cube. Nous aurons donc a associer d chaque état s, une image I(Si)

sur le cube telle que

s. # 5 <=> I(si) # I(sj).

Remarque :

Dans d'autres travaux [151, on associe 1 un &tat un scus-ensemble de som-

mets du cube.

I11-2 - Contrainte impérative

I1I-2~1 -~ Définition

e s e e i o

La contrainte exposée ci-dessous est nécessaire au bon fonctionnement

du circuit séquentiel obtenu aprés codage.




Considérons une entrée Ei de 1l'automate et soit U la partition rela-
tive 3 cette entrée (définie au chapitre précédent). Si pour l'entrée E; »
nous avons ( états stables, la partition my contiendra ¢ blocs
(B. ,B. ...B: ).

1 1 1
Le Codage de % automate (ou application I) est compatible avec le fonction-

nement désiré, si, quelque soit l'entrée E;, on peut associer & chaque

bloc Bi un sous-graphe partiel Gi du n-cube tel que
j j

o) I(B; ) . {somets de G; !
J J

R) Gi est connexe

) G Gi est un graphe vide pour j # k ;
j k

on se référera d Berge [SJ, pour la définition des termes graphe partiel,

sous graphe, sous-graphe partiel employés ici.

On appelle ensemble de sommets supplémentaires associés d Bi et

J

noté Xi , l'ensemble défini par

J

X, = {sommsts de Gi.} - I(Bi_)
J J J
Un sommet de Xi, peut &tre 1'image par I d'un &tat de l'automate, n'ayant
pas de successedr pour llentrée Ej, soit 1'image d'aucun état de 1'auto-~
mate. On prolongera l'application I en créant des états artificiels, dans

le second cas. On appelera, alors, états supplémentaires Si associés a
Bi , l'ensemble défini par J
i




Si est donc composé soit d'états de l'automate n'ayant pas de succes-

setrs pour Ej, soit d'états artificiellement créés.

Bemarguq :
Si peut &tre vide

Si N Sk (1 # k) est, en général, non vide.
i K

Exemple :
Soit l'exemple tiré de TRACEY Eﬁj qui sera rvepris ultérieurement :

E; E, Eq E, les partitions {m;} associ€es sont :
a 5 c d c ny = {abe, fc}
b|a £ c (/:I:D m, = {ca, de, fb}
clf (© (& (o m, = (cbe, dal
al- @ @ v 1, = bd, ca, ef}
e | a d c (e)
£ ’@ (f) - e

Les blocs 4 1'intérieur d'une partition sont rangés dans 1'ordre alpha-
24 P

bétique des états stables y Fflgurvant.

Montrons que le codage suivant a b, ¢ d e f
o 4 1 2 3 5

oll le code d'un &tat sur le 3-cube est donné par son équivalent décimal,

est compatible avec 1l'automate.




Tableau des sommets supplémentaires

E, By | B | B
B. 2 - 5 6
1
1 |
B, - - - - -~ "
i, /
B. - 7 C
13 /} ///
ds a

- On vérifie qu'd chaque bloc est ainsi associé un sous-graphe partiel connexe
du 3-cube.

- 1'image de 1'état d dont le successeur n'est pas défini pour E.I est utilisé com-

me élément de X1 .

1

III-3 - Autres contraintes

IT1-3-1 - Minimalité du nombre de composantes de la variable interne ; ce nom~
bre est directement 11& au nombre de mémoires nécessaires pour la réali-

sation du circuit,

III-3-2 - Temps d'obtention du codage.
Ce temps peut se chiffrer en temps homme, ou temps machine et est, bien

slir, proportionné a la dimension du tableau d'états de l'automate considéré.

IT1I-3-3 - Temps de transition.
On peut s'imposer ce critére comme critére impératif et rechercher des
codages a temps de transition unitaires (S.T.T. assignments). Dans ce tra-

vaill nous ne minimiserons ces temps de transition que dans un second temps.
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II1-3-4 - Simplicité des équations obtenues.
Ce critdre est particulidrement important en vue des véalisations
modulaires ou de réalisations avec des &léments donnés (mémoire
et opérateurs logiques). Il serait souhaitable d'en tenir compte

au moment du codage, mais le probléme est alors trés complexe.

IV - CODAGES UNIVERSELS ET CODAGES SPECIFIQUES

Un codage universel pour les automates dont le tableau d'états 4 n lignes
est un codage respectant la contrainte impérative ci-dessus, quelque soit l'au-
tomate particulier, dont le tableau d'états & n lignes, considéré.

Néanmoins, l'ensemble des sommets supplémentaires utilisés (Xj') est en général,

J

redéterminé spécifiquement pour chaque tableau d'états donné.

On ne considérera dans ce travail que la contribution apportée a 1'étude des
codages spécifiques. On trouvera dans [2¢l la contribution au probléme du codage

universel.

V - NOTATIONS

Au cours de la synthdse d'un automate, nous noterons Y la variable interne,
qui est une variable booléenne générale. Soit Yt = f(Yt_1,E) 1'équation de la

variable interne ol Yt représente la valeur de Y a l'instant t

i1 représente la valeur de Y d 1'instant t-1. .
Pour alléger cette écriture, nous écrirons cette équation sous la forme

Y = f(y,E) ol i. est remplacée par Y

Yo q est remplacée par y.




Nous ncus proposons, dans ce chapitre, de rechercher comment traduire le
fonctionnement d'un automate asynchrone au moyen d'un graphe ; le probléme posé

est indépendant, & ce stade, du probléme du codage.

I - RECHERCHE DE TELS GRAPHES

I-1 ~ Fnsemble de somuets

On associe bijectivement d l'ensemble des états de l'automate, un

ensemble de sommets X; on note X le sommet image de 1'état s.

1-2 - Graphe des transitions directes

Une idée élémentaire consiste d associer & chaque transition de .1l'au-
tomate ($,8), S étant un état stable pour une entrée donnée, distinct de S,
une aréte (X,x) du graphe ; X étant 1'image de 5. En considérant toutes les
transitions de ce type, pour toutes les valeurs d'entrée, nous obtenons un
graphe G(X,U), U étant l'ensemble des arétes. Ce graphe sera appelé graphe

des transitions directes,




Nous obtenons le graphe :

1

B By By
1|2 3 4
2 3?1 4 <2> 5 g
502 ® 8
s O ® 4t
5 |2 4 4

Propriétés de ce graphe

a) Nous définissons ainsi un graphe non orienté ; cette perte apparente

d'information est justifiée par le traitement ultérieur ; en effet,

nous chercherons une immersion possible dans un N-cube qui est un

graphe non orienté.

b) Décomposition de ce graphe

Ce graphe peut &tre considéré comme la réunion de graphes partiels ou

sous~graphes partiels (dans le cas d'automates incomplets) relatifs aux

différentes entrées. Un état stable isolé pour l'entrée considérée est

représenté par un sommet isolé, une transition pour cette valeur d'entrée

par l'aréte correspondante.

Exemple précédent :

Entrée El Entrée E,

]“ 1 \
& o2
| \ 2 | %
W ! 5 &‘ ‘ﬁi
\\w/"f <\

' 3

4

Entrée E3

1
GZ




Le graphe (ou sous-graphe) partiel relatif 3 une entrée donnée peut, 3 son
tour, etre considéré comme la réunion de sous-graphes partiels relatifs aux

blocs de la partition associée a cette entrée.

Le sous-graphe partiel relatif a un bloc Bi R (|Bi | > 1), de la partition

U associde a Ei est un arbre dans lequel 12 sommetjimage de 1'état stable de

Bi est de degré (|Bi | - 1), les autres sommets étant de degré 1. Cet
arbre sera appelé 1'arbre des transitions directes associé & Bi .
Si IBi | = 1 nous avons vu que cet arbre se réduit 3 un sommet so1s.

j

Exemple précédent

Arbre associé a Bl Arbre associé 3 B2
1 2
15 3
2 5
4 4
2

Le graphe des transitions directes peut donc &tre considéré comme la réunion
des arbres de transitions directes associées aux blocs Bi-’ i décrivant les
. . - . ) .
différentes entrées, j les blocs de la partition relative d l'entrée consi-

dérée.

On suppose que tout état de l'automate a, au moins, un successeur défini.




I-3 - Ensenmble de graphes traduisant le fonctionnement d'un automate asynéhrone

Le graphe des transitions directes n'est pas le seul graphe traduisant
le fonctionnement d'un automate asynchrone. La transition d'un état a l'état
stable d'un bloc peut se faire, par 1'intermédiaire d'autres états de ce

bloc.

I-3-1 - Ensemble d'arbres A associés _a un_bloc B d'une partition

prestpnpufiiipirgipmaguai i puiapt et e préspudio=utipni sty R s it - o — v s o Y s 2o

Y '3
’Tri.
Exemple
Soit une partition ™y = (1345, 2678) d'un automate a 8
états. En s'imposant des transitions directes, on associera
a B. et B. les 2 arbres
1 a
1 2
1 4 5 J
v
¢S
'
4
3

En ne s'imposant pas des transitions directes, on peut avoir
les 2 schémas suivants

4 1 5
v

§

/

/

¢
3 | 8

g O S

lLa transition de 1'état 7 a8 1l'état stable 8 se fait par 1'in-

termédiaire des états 6 et 2 de ce bloc.




I
—
[

3

En netenant pas compte de l'orientation, l'ensemble des transitions
des é&tats d'un bloc Bj a l'état stable de ce bloc, se traduit, en

J

terme de graphe par un”arbre dont les sommets sont les images des
états de ce bloc. Il suffit de remarquer que tout état d'un bloc

a un successeur et un seul a l'intérieur de ce bloc.

On peut donc associer a un bloc Bi- de n états l'ensemble des arbres

de n sommets, ces sommets &tant 1'Image des n états.

Remarque :
Nous avons vu (Chap. I, 8 I-3) qu'un automate asynchrone peut tou-
jours se ramener 3 un automate tel que le successeur de tout état
soit un état stable. Nous considérons ici la propriété inverse 3
savoir que dans un automate asynchrone la transition d'un état a
1'état stable du bloc correspondant peut se faire par 1'intermédi-

aire d'autres états du bloc.

On peut donc plus généralement, associer 3 un automate asyn-
chrone une famille de graphes Gi(X,Ui) ; un graphe élément de cette

famille est obtenu comme suit :

!
Qs

tout état de l'automate est associé bijectivement un sommet de X

- & tout bloc Bi- de la partition ms relative d l'entrée Ei est

. J d@ . . .
associé un arbbe is dont les sommets sont les images des états
de Bi" . L'ensemble des ar8tes du graphe est la réunion des arbres,

obtenls en considérant +tous les blocs Bi .

J




I-4 - Caractéristiques de temps de transition attachées 4 un arbre d&
]

Congidérons 1'ensemble des arbres pouvant &tre associés a Bi
Tous ces arbres ne présentent pas le méme intérét relatif au fonctionnethent de
l'automate. En effet soit X 1'image de l'état stable de bloc. A un &tat s

de ce bloc, ayant comme image X , on peut associer indépendamment du codage ulté-

rieur un temps de transition égal a la distance (X,X) sur l'arbre. Posons :

ZT(U%:.L ) = somme des temps de transition &tendue & tous les états
J du bloc.

TMAX(O%’L ) = valeur maximale des temps de transition pour le bloc

J considéré.
Exemg&g g
4 @ —4 ey S = 342414 LIAL = O
xl x2 }‘3\// x4 XS T
Y TM = 3

I-5 - Intérét d'un arbre par rapport au fonctionnement

On dira qu'un arbretﬁ% associé a Bi’ est plus intéressant qu'un

/ _ i .
arbreé@; si nous avons l'une des 2 pOSSlblllté;

a) ETCO%) < ZT%?)

D) k) - 3@ ot Ty oh) < ek




Nous nous proposcons donc d'é&tudier 1'ensemble des arbres pouvant &tre
attachés a Bj en les classant selon lYVintéret défini ici.
¥ .

II - ETUDE DE L'ENSEMBLE DES ARBRES DE n SOMMETS DANS LEQUEL ON A DISTINGUE
UN SOMMET PRIVILEGIE

I1-1 - Représentation

Un tel arbre sera représenté par l'arbre des distances relatives au
sommet privilégié. Nous aurons un graphe en couches ; la couche O sera
constituée par le sommet privilégié, la couche i par les sommets de

1'arbre 3 distance i de ce sommet référence.

II-2 - Définition

Un arbre sera dit du type (pl) (p7)o.u(pq) si 1l'arbre des dis-
tances d g couches et si la premiére couche contient pl sommets

la deuxiéme couche contientfpz sommets., - -

Propriété : | | |
2 arbres de N sommets qui sont de méme type ont méme.ZT (somme
des temps de transition) et méme TMAX (temps maximal de temps
de transition). A
Ceci est évident puisque ZT-= p1+2pé+.,“ qpq

Ty = ¢

2 arbres de méme type présente donc le méme intérdt par rapport

au codage selon les critéres fixés.




Remarque e

I1-3 -

2 arbres de méme type ne sont pas obligatoirement isomorphes.

Exemple

e —_

s S

Etude de ces types d'arbres

I1 existe n” % arbres distincts de n sommets (RIORDAN [25], BERGE [37).

Ces n “ arbres se rangent en 2n—2 types d'arbres précédem-
ment définis. En effet, rappelons que dans l'ensemble des arbres
précédemment définis, on a distingué un sommet référence fixée (cor-
respondant & 1'état stable du bloc). Les différents types d'arbres de
n sommets correspondent aux partitions en une suite ordonnée de blocs
des (n-1) sommets distincts du: sommet vréférence (ces partitions
sont appelées compositions dans Riordan [25]). I1 existe donc 2n—2

types d'arbres de n sommets.

11-3-2 - Génération de ces_types_d'arbres

pnsecdyeirghiporipotogisonsio it guaippuipuagipial oot s s e o s s e m o

I1 est facile degénérerB par récurrence, ces différents
types.
Supposons donnée la liste des types d'arbres de n-1 sommets,” chaque
type étant donné sous la forme (pl) (pz).o.
Les types d'arbre de N peuvent s'obtenir a partir des précédents

par les 2 opérations suivantes




_]9.-

0) Ajouter un sommet en couche 1 aux types précédents.

B) Mettre un sommet unique en couche 1 et reproduire d partir de la

couche 2 les types précédents.

Exemple Py P, Pz
n =4 il existe 4 types 3
2
1
1 1
n=15 1l existe 8 types Py P, Pz Py
4
P 3
opération o
2
2 1 1
1 3
opération B 1 2
1 1
1 1 1 1

De méme, on aurait pu considérer les opérations a' et B

a') Ajouter un sommet en dernidre couche existante,

B') Créer un sommet 3 droite.
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|

|

Si ces 2 groupes d'opérations engendrent de fagon irrédondante les typeﬁ
d'arbres de n sommets, ils ne donnent pas le rangement souhaité de ces |
types d'arbres a partir du rangement des types d'arbres de n-1 sommets. |

Nous allons indiquer 2 procédés pour obtenir le rangement souhaité.

e st S ey < B e s Lk R R

Supposons donnés les types d'arbres de n-1 sommets dans un tableau Tn_1
Ces types d'arbres sont rangés suivant un intéré&t décroissant pour

le codage si la condition suilvante est remplie

Soient 5 et¢Q', 2 types figurant dans 2 lignes consécutives de Tn-T’

nous avons une des 3 possibilités

2s

2) (6 ) < (!

b) () = Ep(B") et Ty(¥) < Ty(¥")
c) ZT('{?) = ZT((@I) _e_i__:_ TM(C;) _ TM(Q;!)

Premier procédé

Générons les éléments de T a4 partir des &léments de Tn—1 par les
opérations ¢ et B . Chacune de ces opérations génére un sous-tableau
de Tn respectant le rangement souhaité. En effet, 1l'opération a ajoute

13 ZT et conserve TMAX' L'opération B ajoute n-1 3 ZT et 1 3 TMAX'
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Exemple Tpee hix
T5 4 4 1
31 5 2
22 6 2
13 7 2
211 7 3
121 8 3
1172 9 3
1111 10 4
Opération o Opération B
ZT TMAX ZT TMAX
5 5 1 14 9 2
41 6 2 131 10 3
372 7 2 122 11 3
23 8 2 113 12 3
311 8 3 1211 12 4
221 9 3 1121 13 4
212 10 3 1112 14 4
2111 i1 4 11114 15 5

Il reste 3 interclasser ces 2 tableaux selon les critéres fixés

(Comparaison des TMAX » puls de ZT)Q
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Si ce procédé permet de générer les types de fagon irrédondante,
il oblige néanmoins a interclasser les 2 sous-tableaux. L'algorithme
suivant donne immédiatement le rangement souhaité mais ne génére

pas de facon irrédondante les types d'arbres.

28me procédé

Considérons le tableau Tnml 3 a chéque type d'arbre est associé la
grandeur ZT correspondante. Nous allons générer les types de Tn dans
un ordre croissant de ZT noté X au cours de la procédure
Xinitial = n=1 (arbre des transitions directes) ; soit X la valeur
de ZT considérée.
Nous considérons dans Tnml les types d'arbres dont la grandeur as-
sociée L| est inférieure 3 X . Soit (pl) (pz)...(pq) un tel type.
Nous ajoutons une unité au dernier (pi) non coché et cochons le
(pi) corpespondant. Le nouveau type est rangé dansTn s'il n'y
figuré pas déj3 ; il suffit de vérifier les éléments dont la carac-
téristique ZT = X . Aprés épuisement des possibilités, on fait

X = X+1 . Le processus est terminé si tous les types de_Tn__1 sont
épuisés, en ayant soin d'ajouter le dernier type de Tn a savoir
1) @ ... (D)

N

n-1 termes

X est alors égal a 1+2+3+...+(n-1).

’

Exemple
Ly
CSoit T4 3 1.3
21 |4 "’
1 2 5
1 1 1| 6




Cherchons T5

TS

TS5

T5

I}
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Lp
A 4

Ly
4 4
31 5

Ly
4 4
31 5
22 6

I
4 4
31 5
22 |6
13 7
211 |7

. finalement on cobtient :

T4

T4

T4

T4

1}

]

21

12

111

Z1

12

111

P

12

111

Z1

17

111
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=\ Tvax
To = | 4 4 1T

31 5 2
2 2 6 2
13 7 2
211 7 3
121 8 3
112 9 3
1111 10 4

On vérifie facilement que 1l'on obtient le rangement souhaité.
En effet, ZT est bien considéré d'une fagon croissante ; de

meéme T se conserve par passage de | aT.
eme TMAX par passag n-1 ¢ 'n

Rappelons que le sommet référence fixé de l'ensemble étudié
des arbres de N sommets est image de l'état stable du bloc des états
considéré. Aux autres sommets pourront donc &tre affectés les états

restants du bloc.

Dans l'ensemble des arbres de N sommets du type (pl) (pz) ce (pr)

avec Py *eeot Py = n-1
Py =1

T
nous aurons donc T C i=1 é1léments distincts.
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I1 suffit de remarquer que

- Ayant affecté les é&léments des couches 1,...,i~1, nous aurons

i .. . . 8me
Cpl combinaisons possibles dans la i couche,
n=p =...=p. :
o] i-1 _
- Que les possibilités de connexions reliant chaque sommet de la
.éme N . . iéme
i couche & un sommet, au choix, de la (i-1) couche sont
au nombre de pg}l.

Cette expression peut se simplifier en remarquant qu'elle peut en-

core s'écrire

ﬁ (pi+pi+l+°°' pr)! p3
pPiZ
=1 pi!(pi+1+"'+pf)! i-1

soit en explicitant ce produit

pi
r Pig
(n-1)! T
o i=1 Py-

Ce rappel combinatoire nous indique que nous serons rapidement devant
un grand nombre de solutions et qu'il ne sera certainement pas intéres-
sant de générer tous les arbres possibles.

Nous allons néanmoins indiquer les applications immédiates suivantes :

’

IIT - APPLICATIONS

ITI-1 - Génération de tous les graphes possibles traduisant le fonctionnement

d'un automate asynchrone.




Soient Bl, BZ’°°°Brla liste des blocs des partitions T relatives aux dif-
férentes entrées E;. Nous excluons de cette liste les blocs comprenant tous
les états de l'automate, d'une fagon générale, de tels blocs, ne posant au-
cun probléme relatif & la contrainte impérative du codage, ne sont pas
considérés dans de telles études.

Nous avons vu ?uvé un~bloc Bi , on peut associer 1l'un parmi les n; arbres

(ni = IBil(|Bi ‘2)), ces arbres étant rangés suivant un intérdt décroissant.
On notera ce choix possible par une somme bocléenne ; chaque arbre sera repré-
senté par un mondme booléen daﬁs lequel figurent les arétes de cet arbre

sous forme de variables booléennes. Tous les graphes de fonctionnement de

1'automate considéré, sont alors donnés par le produit booléen
T 1

1oz )

i=1 j=1 7j

Rappel : dans un produit bocléen, nous avons X.X = X.

Exemple :

o0

Soit llautomate

E] E2 E3 - Appelons les arftes, comme suit
1| 4 2 3 | 1| 2] 3] 45
20 5 @ 4 1 a; |2, |ag | g
3 5 5 @ 2 ag ag a-
4| @ 5 @ 3 ag aq
51 & © 4 4 210
5 %%§“B

les graphes cherchés sont donnés par chaque terme de 1'expression ;
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n v
( § d@g.) = a1.az.aS(a7a9fa5a7+a5a9)(aga1d¥a§aqb+a8a9)(a6a10+a6a7+a7a10).

Remarque :
Les blocs de 2 éléments sont représentés par une aréte unique et placée

en téte de cette somme.

ITI-2 - Graphes de fonctionnement d'un automate asynchrone ayant un nombre
' minimal d'arétes. '

I1 suffit, dans les termes effectués ci-dessus, de choisir ceux qui

sont un nombre minimal de lettres.

" Exemple :

Dans 1'exemple, ci-dessus nous trouvons un terme minimal 3 savoir

a1a2a3a7a9a10 correspondant au gr?phe de 6 aretes :

2

1

III-3 - Choix d'un graphe minimal (défini au § ci-dessus) ayant des carac-

téristiques optimales de temps de transition.

Supposons que nous ayons trouvé plusieurs graphes ayant un nombre
minimal d'arétes. On peut chercher parmi ces solutiomns, une solution donnant
de bonnes performances de temps de transition. Considérons un tel graphe

il est la réunion des arbres (d@j) associés a-'chaque bloc B. .




Soit ZTQﬁ%j) et lMAxﬁﬂgﬁ) les 2 caractéristiques temps de transition as-

sociées &
J ZT

nombre de sommets

On peut associer d chaque arbre TMAX et un temps moyen =

Au graphe sera alors associé les caractéristique : Max (temps moyen)
Max (TMAX)' On pourra ainsi définir si une solution trouvée
j est plus intéressante qu'une autre, compte tenu des temps

de transition.

IV - PONDERATION DES GRAPHES DE FONCTIONNEMENT ATTACHES A UN AUTOMATE ASYNCHRONE

IV-1 - Définitions préliminaires

Soit une entrée Ei d'un automate asynchrone. Considérons un graphe
de fonctionnement de cet automate (défini ci-dessus).
Une aréte (X,X') correspondant aux états (S,S') est dite aréte obligatoire
pour cette entrée si (S,S')constituent un bloc de 2 éléments de la partition
T..Une arete (X,X') est dite aréte directe si S ou S' est un état stable
pour cette entrée. '
Une aréte (X,X') est dite aréte indirecte si S et S' appartiennent a un

meéme bloc de Wi et sont tous deux 'distincts de l'éfat stable de ce bloc.
IV-2 - Pondération

Soit un graphe de fonctionnement associé a un automate asynchrone.

On associe & une aréte a un poids p.défini comme suit :

soit n le nombre d'entrées pour lesquelles cette aréte est obligatoire.

soit q le nombre d'entrée pour lesquelles cette aréte est directe sans

gtre obligatoire.

soit T le nombre d'entrées pour lesquelles cette aréte est indirecte.
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On pose p = an+Bg+yr ou o, B, Y sont des coeffirients de pondération tels

que o > B > v > 0.

V - GRAPHE DES TRANSITIONS DIRECTES D'UN AUTOMATE ASYNCHRONE ET REDUCTION DE CET
AUTOMATE

V-1 - Tableau d'états non réduit

Un tableau d'états d'automate asynchrone non réduit posséde la pro-
priété suivante : il existe un état stable et un seul dans une ligne de ce
tableau. D'autre part, au cours de l'écriture de ce tableau, on s'impose
un codage booléen des variables d'entrée tel que 2 valeurs successives des
valeurs d'entrée ne différent que d'une composante. On en déduit la propriété

suivante
PROPRIETE

Le graphe des transitions directes d'un automate asynchrone non rédult

ayant un codage acceptable des variables d'entrée est bipartite.

Il suffit de remarquer que toute aréte d'un cycle correspond d une

variation des valeurs des variables d'entrée.

V-2 - Réduction des tableaux d'états

I1 est intéressant de distinguer 2 types d'équivalence entre lés états

d'un automate asynchrone non réduit.

a) L'équivalence entre 2 états ayant méme valeurs d'entrées (apparais-

sant dans la méme colonne du tableau d'états).

b) L'équivalence entre 2 états ayant des valeurs d'entrée différentes.
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En effet, aprds réduction du nombre des états par l'équivalence du
premier type, le tableau d'états ne perd pas les propriétés mentionnées
au paragraphe V-1. Ce qui n'est plus obligatoirement vrai pour l'équivalence
du 23me type. (La réduction de ce 28me type est plus spécifiquement appelée

"fyusionnement" des lignes d'un tableau d'états).

La propriété d'atre bipartite étant nécessaire en vue du traitement
ultérieur (codage de ces graphes), il convient de ne procéder gqu'aux

réductions du premier type.
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Dans ces préliminaires aux chapitres III et IV, nous définirons essentiel-
lement les repré€sentations de graphes adoptées. Nous définirons, dans un
premier temps, la représentation choisie d'un n-cube et d'un sous-graphe
partiel d'un graphe d'un n-cube. Nous définirons dans un deuxiéme temps
1'immersion cherchée d'un graphe connexe dans un n-cube, et enfin, nous

définirons la représentation choisie d'un graphe connexe.

I - GRAPHE D'UN n-CUBE

I-1 - Représentation habituelle

2 LW 4 P e 1’1
Un nN-cube est, en général, considéré comme la représentation des 2
valeurs d'un vecteur booléen d N composantes.
Le graphe Cn(X,F) , o X est l'ensemble des sommets, I' la relation d'adjacence,

associé au n-cube est défini comme suit :

- a chaque valeur du vecteur booléen est associé bijectivement un sommet
de X.

- X,x'" € X et T(x,x'") <=> les valeurs du vecteur boolden associbes 3 X

et X' différent d'une composante et d'une seule.

Propriétés de ce graphe

. . ~ - n Pl
- C'est un graphe bipartite et homogéne ; les 2 sommets sont de degré n .
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- Etant donné un graphe Cn(X,T) , 11 existe 2" 1 fagons différentes d'asso-
cier 4 1l'ensemble des sommets X les valeurs du.vecteur booléen 3 N composan-
tes. A un sommet gquelconque du graphe est associé le vecteur (0,0,...)

I1 existe n! fagons d'associer aux n sommets adjacents les N valeurs adja-
centes de ce vecteur,

La valeur du vecteur booléen associée d un sommet du graphe est appelé coor-
données de ce sommet.

L'ensemble des affectations de coordonnées aux sommets de Cn(X,T) défini

ci-dessus est appelé ensemble de représentations équivalentes du n-cube.

I-2 - Représentations relatives

I-2-1 - Indice_de_direction d'une_ar€te d'un n-cube

. Ut Yt e W R Y W S 200 G400 T WA YR S, L PR, W G, Bt T O WA, T, W S L Y, WA ) §58 e e o

Soit une représentation habituelle d'un n-cube. Nous dirons qu'une
aréte de ce graphe est de direction p si les vecteurs booléens associés

aux extrémités différent par la p idme composante:

I-2-2 - Ensemble_caractéristique d'indices de direction d'un couple de

v a0 A0 O s Y Sk A7 A T T T . SR, VS, WA ek e T X i e . O e F S YO T YA S B €V W S i L300 e s o PR P Sk e e S S o B o o e e e o

somnets

Soient 2 sommets X et X' d'une représentation habituelle d'un
N-cube. Associons & chaque aréte son indice de direction. On note
EC(X,X') = {al,...,ai} 1'ensemble des indices de direction figurant

en nombre impair sur une chaine (Xx,x").-

jf&C(X,X') ne dépend pas de la chaine gonsidérée. Cet ensemble peut se
définir 3 partir des coordonnées de X et X' : les composantes du vec-
teur disjonction des vecteurs booléens associés a X et X' valent 1
dans les positionS'al,az,...,ai.

—|€E(X,X')] est la distance de X et X' sur le n-cube. Cette distance est
égale au nombre de composantes dont différent les coordonnées de X et X'
ec(x,x') sera appélé ensemble caractéristique d'indices de direction

du couple de sommets (X,x').
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I-2-3 - Coordonnées relatives des sommets d'un n-cube

s o~ - T o " 0, =l S (i T T T 77 P o T} e = T o o YA A e A M S S s B €Y ot T Y, o

Soit S un sommet quelconque du n=¢iibe (le graphe du n-cube
étant un graphe régulierr ce choix n'implique aucune restriction).
Associons d chaque sommet X 1'ensemble aC(S,X) = {al,...,ai}

appelé coordonnées relatives de X par rapport 3 S.

Exemple :

001 011 13 123

101

23

~ i

peut &tre représenté |
par Jo 4 -

1

12

[ uuipinghodigiipiaitipuiguis AiQnsgudptoghruipiepudy nyighdpupuiyim P ghaphdedpaiighs g aphatudpuipt paduipin gy ipurpuy

Cette relation s'écerit
x,x' € X et T(x,x') <=> |ec'(S,x) ® eC(S,x‘)| =1

® étant la disjonction ensembliste habituelle.

o o e vt ol e e e e et v e i et s e ik e S B S o O

La représentation relative précédente peut aussi &tre considérée
comme le diagramme d'un treillis de Boole dont S est le minimum.
. . : . . i
Ce diagramme comporte n+l niveaux, le iéme niveau comportant Cn

éléments, appelés éléments de rang 1 .

bxemple :

123
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rappelons que ce treillils est isomorphe au treillis des sous-ensembles de
1'ensemble de N &léments ; le sous-ensemble attachd 3 un sommet étant les
coordonnées relatives par rapport & S. La relation d'ordre se traduit

par

x < x' <=>¢g (5,x) ce.(5,x")

e s s e e T AR S WA R PR . o, e S S i, o (A S, K S . 05w R, UL A . Yy v G,

A partir d'une représentation relative d'un n-cube, on génhére les
P > g

Il . . : . s .
27!  représentations équivalentes par les 2 opérations suivantes

0) On prend successivement tous les sommets du graphe comme sommet de

référence S.

B) Pour un sommet S choisi, on permute entre eux les N indices de direc-

tions qui constituent les coordonnées relatives des sommets de rang 1.

II - SOUS-GRAPHE PARTIEL CONNEXE D'UN n-CUBE

II-1 - Représentation habituelle

Considérons un sous-graphe partiel connexe de Cn(X,P)
Les vecteurs booldens associés satisfont a la relation suivante qui n'est plus
cette fois, une relation d'équivalence.
x,x' € X et T(x,x') => les vecteurs associés différent d'une composante et

d'une seule.

Exe@g&g :' :
110

010
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1I-2 - Représentations relatives

En choisissant un sommet S arbitraire du sous-graphe partiel connexe,

la remarque précédente se traduit par la relation
x,x' € Xet T(x,x") =>|&C(S,x) ® ec(S,x')| =1

Les représentdtions équivalentes sont obtenues comme précédemment (opérations

0 et Bdu §I.2.6).

11-3 - Représentations ordonnées

Un sommet arbitraire S é&tant considéré comme minimum, on peut faire

correspondre le diagramme d'un ensemble ordonné avec la relation
x 4 x' (x' cowre x) <=> [I'(x,x') et £.(5,%) c:&C(S,x')]

Exemple précédent

Cet ensemble ordonné n'est plus en général un treillis.

Remarques
o) Considérons un sous-graphe partiel de Cn(X,T) , sur lequel ne figurent
pas les coordonnées des .sommets X. On peut alors faire correspondre en

général plusieurs diagrammes d'ensembles ordonnés.
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Exemple : Au graphe
A C S
S g E peut Correspondre par exemple,

<:> <=

ce probléme sera repris dans le chapitre suivant.

B) En d'autres termes un graphe Cn(X,P) définit biunivoquement un N-cube.
Les différentes affectations de coordonnées possibles aux sommets ont été
définies comme équivalentes. A un sous-graphe partiel de Cn(X,P) peut
etre affectée, en général, une famille d'ensembles de coordonnées sur

laquelle on peut définir des classes d'équivalentes distinctes.

IIT - DEFINITIONS GENERALES DE L'IMMERSION ETUDIEE

III-1 - Soit un graphe connexe G(X,I') et le graphe Cn(X',T') du n-cube.
Immerger ce graphe G dans un n-cube revient 3 chercher une application injec-
tive de X dans X' respectant la relation d'adjacence.
Soit x € X

1l'application I cherchée est telle que
xX,x' € X X #x' <=> I(x) # I(x")
I(x,x') => T'(I(x), I(x"))

Plus simplement on cherche: un sous-graphe partiel de Cn(X',F') isomorphe

3 G(X,I).
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111~2 - Immersion en terme de coordonnées relatives

Soit S un sommet arbitrairement distingué de X.
L'immersion précédente peut alors &tre définie comme la recherche d'une
application
X + aC(S,x) telle que

x,x' €X, x#x' <=>e (5x) # e (5x")

I'(x,x') => IaC(S,x) ® aC(S,x')| =1

IV - REPRESENTATION DES GRAPHES CONNEXES

IV-1 - Représentation en couches ‘associée a un graphe connexe

Soit un graphe connexe G(X,T) . Soit un sommet S de X arbitrairement

choisi. Ce sommet sera appelé sommet source. Considérons la partition de X .en

une suite ordonnée de classes Cl’CZ""’Ci"°' telle que X € Ci <=>d(S,x) = 1

d(S,x) est la distance (S,x) au sens habituel a savoir la longueur de la
plus courte chaine (§8,x) de G . '

Ci est appelé iéme couche de la représentation.

On vérifie facilement que nous avons bien une relation d'équivalence

xg =X <= d(S,x;) = d(S,xj)-

Le graphe sera alors représenté en faisant figurer sur des verticales suc-
cessives les sommets appartenant respectivement a Cl’CZ"" Sur une méme
verticale, les sommets d'une méme couche sont représentés dans un ordre |
arbitraire. m

Cette construction est tout-a-fait semblable d la construction de l'arbre

des distances au sommet S du graphe.
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Exemple
Soit le graphe

si nous prenons a comme sommet source nous obtenons

C; = (b,h)
Cz = (e’c’g’f)
C; = (@)

avec la représentation suivante

IV-2 - Propriétés d'une représentation en couches. associée 4 un graphe connexe

S étant le sommet source, nous avons les propriétés sulvantes

. Pour tout X € C;, il existe une chaine (S,ul,az,...,ai_l,x)
.o € C <i ‘
ol 3‘16 q (q < i)

. Toute aréte a ses extrémités, soit dans la méme couche, soit dans des couches

voisines.

. Tout cycle de longueur impaire contiendra au moins une arete dont les extré-
mités appartiennent & une méme couche ; dans 1'exemple précédent, il existe

4 cycles de longueur impaire: ebahF, cbahg, ghF, eFgcd.

. Un graphe est bipartite si et seulement si, pour un sommet S choisi arbitrai-
rement, la représentation en couches correspondante ne contient pas d'aréte

dont les extrémités sont dans une méme couche. (Théoré&me de Kdnig).




...40...

IV-3 - Remarque et applications

. pour supprimer les cycles de longueur impaire, il suffit d'ajouter
un sommet supplémentaire sur toute aréte dont les extrémités appar-

tiennent & une méme couche.

. en prenant tous les sommets du graphe comme sommet source, on obtient
chaque fois une solution, c'est-d-dire un ensemble d'ar@tes a

dédoubler pour supprimer les cycles de longueur impaire.
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CHAPITRE-_III

ALGORITHME D'IMMERSION D'UN GRAPHE CONNEXE DANS UN n-CUBE

Soit un graphe connexe G(X,I') que nous cherchons 3 immerger dans un
n-cube. Un sommet source S étant arbitrairement choisi, ce graphe sera repré-
senté en couches. Si dans cette représentatim il existe une arete ayant ses
extrémités dans une méme couche, nous pouvons conclure a la non existence
d'une solution cherchée. En effet (§ III.2 des préliminaires) G(X,T)
est non bipartite et ne peut étre isomorphe d un sous-graphe partiel d'un

n-cube (§II.1 des préliminaires). Supposons éliminés de tels graphes.

Nous cherchons les immersions de G(X,I) en termes de coordonnées
relatives, le sommet source S étant choisi sommet référence pour les

coordonnées relatives.

Les immersions possibles, non équivalentea de G(X,T) seront générées
en procédant couche par couche. Plus précisément, étant donnée une immersion
possible pour les j premidres couches, nous générerons les immersions

possibles pour la (j+1)é&me couche.

Dans un deuxidéme temps, nous en déduirons un algorithme pratique

cherchant une solution possible.
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‘I - GENERATION DE TOUTES LES IMMERSIONS. POSSIBLES

I-1 - Rappel

 Soient 1,2,...n les n indices de direction du cube considéré.
Soit un sommet X, dont 1'ensemble des coordonnées relatives EC(S,X)
est fixé. Si X! est un sommet adjacent 3 X dans G(X,I) , l'ensemble
des solutions ﬁossibles pour‘ 8C(S,X') est 1'ensemble { EC(S,X) ® k}
ol k décrit les valeurs 1,2,...,n . Cette famille de solutions pos-
sibles pour X' en tenant compte ¢ la relation d'adjacence avec X sera

notée P(xf]x).
Exemple n = 4
.&C(S’X) = {1,2}
x> P(x']x) = [(2}, 113, {1,2,3}, {1,2,4}]

Notations

Pour des raisons de simplicité, nous noterons ‘5C(S,X) = {al,...,ui}
par la concaténation OyeesOy et appelerons un tel ensemble, coordonnées
de X. Dans 1'exemple précédent, nous aurons donc P(xt|x) = {2,1,123,124}

comme ‘ensemble de..coordonnées possibles pour X'.

I-2 - Généralisation

Soit un sommet X € X ; soient XqpeeesXy les sommets de G, adjacents
3 X, dont les coordonnées sont fixées. Alors l'ensemble des coordonnées
possibles pour X, en tenant compte de sa relation d'adjacence avec XpgeeesX,

n
sera

P(x|x1,...,xn) = P(xlxl)ﬂ P(x|x2) e P(x|xn)




- 43 -

Le symbole N est 1'intersection ensembliste habituelle, un &lément de P(X|X1)

est une solution possible, rappelons le, pour %EZTS;X)

Supposons que EC(S,A) =1
&.(S,B) = 2
€.(5,0) =3

P(D[A)

{12,13,14} en omettant de cet ensemble 1'élément vide cor-

respondant aux coordonnées deS§.

P(D|B)

{12,23,24}

P(D|A,B) = {12,13,14} N {12,23,24} = {12}

Remargues

. P(X|X1) est de cardinalité égale a n.

. P(Xlxl,xz) est vide ou contient 2 éléments. En effet, si une solution existe,
les 2 sommets correspondants sont respectivement la borne supérieure et la

borne inférieure de X et X, en terme de treillis. de Boole.

. P(xlxl,xz,...,xm) avec m > 2 contient, au plus, un élément. Le sommet
correspondant est alors la borne supérieurd des &léments XpseeeXpe

Cet &lément. est unique.

. Les &léments de P(X|X1...) - sont des ensembles d'indices de direction ;

. , s'ils existent, considérés comme

J

des ensembles d'indices de direction. sont tels que |{pi ® pj}l =2

2 éléments distincts de P, p; etp

en d'autres termes, p; et pj diffarent par 2 indices de direction. Le

couple (pi,pj) peut étre de 2 types




- 44 -

]
]

Soit p; = Gq.-.0p 2 soit Py = OpeeeOy

o]
1]

j Qv e O b P ° Oy e v 20 ab

ou 05 s a, b sont des indices de direction ; le sous-ensemble al..;uk

peut étre vide.

Exemple :

|
=

e.(8,x)) = P(x\xl,xz) = {¢,12}

EC(S,X

{
[N}

) =

1-3 - Algorithme d'immersion

Le nombre de sommets de la premidre couche est supposé infé-
prieur ou égal 3 n. On affecte respectivement 1,2,...,J,... comme

coordonnées a ces sommets.

e e e e e i o T e et e o e ey Bt at. v e et e B S o ot

Soit une immersion donnée des (j-1) premiéres couches. Soit X
un sommet de la jéme couche et X; , Xy,... les sommets de la (j-1)éme
couche adjacents a X. P(xlxl,xz...) 'est 1'ensemble des coordonnées
possibles pour' X. Notons P(xlxl’XZ"') = {pl,pz,...pr} cet ensemble.
Associons 3 X Ia somme des variables X_ +X_ +...

On associera de méme au sommet Y de la c%uché Cj la somme des variables
Y.ty y +.. Les immersions de la jéme couche sont alors données par le

P, P

produi% des sommes relatives a chaque élément de la couche

il (X +X_ *eo ) (Yo tY +...)(...
x,y..€C;  P1 P2 Py Py
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Ce produit a la propriété habituelle de distributivité par rapport a

la somme et posséde en outre la propriété suilvante

Soient X et j, 2 sommets distincts de C.

ey

(injectivité de 1'immersion ; P; et_pj sont des sous-ensembles de

1'ensemble des indices de direction).

En posant X = {X_ ,X_ ...} Y = { I Z=....
p pl, pZ yp‘i ,ypé
On peut encore dire que les solutions seront 1l'ensemble des éléments

non nuls (régle (1)) de X x Y X Z ...

e o e i e e ot e e S 2.t e R e o s e e e e ke . ke R Y e . .

Pour une immersion donnée des (j~-1) premiéres couches, on fait
le produit T de cette immersion par les immersions possibles de la jéme
couche. ‘

Nous avons donc un ensemble de choix ayant la structure classique‘d'une

arborescence.

Exemple complet
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immersion de la premiére couche : AlBZCS

immersion de la 2&me couche :

P(D|A,B) = {12,13,14} n {12,23,24} = {12}

P(E|C)

n

{31,32,34}
P(F|C) = {31,32,34}

les immersions de la 2éme couche sont données par
Dy 2 (B31 37 Eys) (F3p*Fsp*Fay)

soit 6 immersions

AqBoCaDy pBgq Fap #A ByLaDpE 4 T

+ .

34

immersion de la 3é&me couche

Appelons Cl’CZ""C6 les 6 immersions trouvées des 2 premiéres couches.

Immersion C1 :

R I

On trouve :  P(G|D,E,F) = {2,1,123,124} n {3,123,134} N {123,3,2,234}

it

{123}

Immersion C2 :

o002 ao e o

On trouve P(G|D,E,F)

= ensemble vide

(2,123,124} n {3,123,134} n {134,234,4,3}

1'intersection étant vide signifie qu'il n'y a pas de codage

possible pour G.
Immersion C3 :

ooooo e e v o0

On trouve P(G|D,E,F) = {123}

Les immersions C4,C5,C6 ne donnent aucune solution pour G.
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immersions du graphe

Nous trouvons donc 2 solutions, sous forme de la somme :

AyBoCaD1 o F3p01 03

B,C.D, ,E.,F,.G

A1ByCoDypEoF 7y

123

I-3-4 - Existence

Si aucune solution n'est trouvée, le graphe n'est pas immergea-

ble dans le n-cube considéré.

IT - ELIMINATION DES IMMERSIONS EQUIVALENTES

II-1 - Rappel

Nous avons vu que 2 immersions équivalentes, en termes de coordonnées

relatives se déduisaient l'une de l'autre par les 2 opérations suivantes :

o) en changeant de sommet référence S

B) en permutant entre eux les indices de direction, pour un sommet référence

S donné.
On en conclut

"1i-2 - Proposition 1

Soit n la dimension du cube dans lequel on réalise les immersions.
Soit Nl le nombre de sommets de la couche Gy du graphe G(X,T)
considéré. Si Nl =n L'ensemble des immersions générdes par l'al-

gorithme précédent ne contient pas d'éléments équivalents.
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I1 suffit de remarquer que le sommet S a été fixé dans la représentation en
couches de G(X,I) et que les n indices de direction ont été associés;
bijectivement, d'une fagon unique aux éléments de C1 3 les permutations

de ces indices sont donc éliminées.

Exemple :

Les 2 choix pour EC(S,G) 3 savoir 123 et 124 donnent 2 immersions non équi-
valentes, car les indices 3 et 4 ne peuvent &tre permutés dans C1.

II-3 - N, <N

1
Au cours de l'algorithme précédent, considérons 1'ensemble des immer-
sions’ possibles pour les j-1 premiers sommets (produit effectué des sommes

relatives d ces sommets).

Nous allons montrer comment, d partir d'une immersion donnée des
j~1 premiers sommets, on génére un ensemble d'immersions non équivalentes

pour les j sommets.
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“Soit Xj, le jéme sommet que nous voulons lmmerger et supposons donnée une
immersion des sommets S, Xl’XZ”"’Xj—l' Soitu”ﬁgm= {(1,...,k), (k+*1,...,n)}

la partition des indices en 2 blocs telle que

- les indices du premier bloc sont les indices de direction déjad utilisés

pour. L'immersion des sommets Xl,.,.,xj_l,
-les indices du 28me bloc sont les indices non encore utilisés.

PROPOSITION 2

i au cours de 1'immersion de X. nous remplagons L'expression
. . = {&€ (S

P(xJ[xr) par PX(XJ|xr) { -(S,x) @ ql}

on q déerit maintenant le sous—ensemble 1,2,...,K,k+l, nous ne

générerons pas d'immersions équivalentes pour les j sommets a

partir de 1'immersion considérée des (j-1) premiers sommets.

En effet, l'expression Px(xj Xr) évite de générer les immersions équi-

valentes obtenues par permutation des indices k+1,k+2,...,n.

Exemple : n = 4

LS S
5 D
) G
B ,
\\7;//*/”

- 1'algorithme. initial donne

Sp1B2C12(Do5+Dyy)

et nous amdnera aux 2 immersions équivalentes aux permutations de 3 et

4 prés
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Sty B,Cy 2 (537D, (Byz*E) ) =

G

SpP1B2C12P23E 240034 +

Sg182C12P24E236734

Le théoréme 2 nous domne Tgy = {12,34}
d'ou

X

P*(D|B) = 23

soit 1'immersion unique

G

Sy B,C12023E 246734

I1-4 - Conclusion

Si, au cours de l'algorithme d'immersion, on tient compte de la pro-
position 2, 1'ensemble des immersions générées ne contient pas d'éléments

équivalents.,

III - RECHERCHE D'UNE IMMERSION POSSIBLE

IIT-1 - T1 est intéressant en pratique, de chercher non pas toutes les im-
mersions possibles mais de savoir le plus rapidement possible si le graphe

est immergeable et de déterminer une immersion possible.

A partir du méme algorithme, on recherche le premier terme complet
~de la somme précédente, donnant toutes leslimmersions° Cela Suppose_lé
mémorisation a chaque étape des choix possibles (noeud de l'aréte de 1'arbo-
vescence des solutions). I1 faut se reporter au dernier choix effectué (ou
au dernier noeud rencontré de 1'arborescence des solutions) en présence
d'un terme ne donnant pas de solution et recommencer le calcul. A chaque

noeud ne seront considérés que les choix non équivalents.
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Exemple
A D -
B G
S
C F
Nous obtenons
S®A1B2C3D12(E31+E32+E34) choix mémorisé
S¢A1B2C3D12E31(F32+F34) | choix mémorisé
S¢A1BZC3D12E31F32G123 calcul arrété

l'arborescence des choix pourrait se représenter de la fagon suivante :

A e o e ‘»* 1
s X orientation du haut vers le bas
Com e e e — 3
D — — — —}12
E— o — o h
/ﬁ?\“m\\\ ,
" 32 54\\
F . _:\;M TR
G -~ -

solution
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A chaque sommet du graphe est associé un niveau de 1'arborescence, compre-
nant une ou plusieurs images. Sur les arcs iS5Sus d'un sommet donné, figure
les différents choix possibles non équivalents pour les coordonnées du

sommet correspondant 3 ce niveau. En cas d'impossibilité, il faut remonter
au dernier noeud d'ol partert des chemins non encore explorés. Le demi-degré

extérieur d'un sommet X est égal au nombre d'éléments de P(X!Xl..,).

III-2 - Accélération du processus

Nous allons examiner dans quels cas nous avons retour en arridre
au dernier choix effectué. Dans chaque cas nous chercherons une accéléra-
tion du processus qui consiste 3 retourner non pas au dernier choix effec-

tué mais au choix antérieur pouvant conduire & une solution.

Supposons qu'au cours de la recherche d'une immersion possible,

P

un sommet X soit impossible d immerger. Nous avons 2 cas d'impossibilité :
I111~2-1 - P(x[xl,...,xm) est vide ; (dans ce cas n > 2)

Le processus deretour en arriére aux choix précédents
doit se faire & partir de Xm . Xﬁ étant le dernier sommet immergé,
adjaceht 3 X. Tout choix postérieur 3 celui-ci ne change rien a
1'ensemble P(X|X1,...,xm).

Cette remarque accélére considérablement le processus dans le cas

de graphes importants.

IIT-2-2 = P(X|Xq,000,: est non vide mais ses éléments ont déja
1’
utilisés pour 1'immersion de sommets considérés avant X. Rappelons

que




o) Sim > 2 , cet ensemble contient un &lément et un seul

2 cet ensemble contient 2 &léments.

B) Ssim

it

Y) Sim=1 cet ensemble a n éléments.

Soient (Xj ,Xj yees) les sommets antérieurement codés dont les
coordonnée% so%t les éléments de P(x|xla..).

Le processus de retour en arriére doit se faire a partir du der-
nier sommet immergé parmi les sommets (Xj ,xj ""’xl’XZ"")

. . - . . .02 - . s
Tout choix postérieur laissera nul le proéult T (condition d'injec-

tivité).

En pratique, cette deuxiéme remarque est facilement uti-
lisable et efficace pour m > 2.

P(X|Xl...) contient alors un ou 2 &léments.

I1I-2~2 - L'algorithme de recherche d'une immersion possible accé-
1éré par la premiére remarque et par la deuxiéme remarque dans le
cas m > 2 a été programmé de fagon élémentaire sur ordinateur et
donne des résultats acceptables pour des graphes d'une trentaine

de sommets.(voir chapitre Programme).

v - CAS D'UN_ARBRE

La recherche des immersions d'un arbre, au moyen de 1'algorithme précédent,
est trés simple. Dans une structure en couches donnée, tout sommet eéf adjacent
d un sommet et un seul de la couche précédente. L'ensemble des coordonnées pos-
sibles d'un sommet X est donc de la forme P(x|x') et a n éléments.

La condition d'injectivité seule é€limine certains termes (produit T nul).
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On en déduit qu'un arbre est toujours immergeable dans un n-cube en prenant
assez grand. Le nombre d'immersions possibles non équivalentes dans un n-cube
est, en général trés important. Cet ensemble d'immersions sera donné par 1'expres-

sion trés simple

T PY(x|x")
XO

x €

ol X' est le sommet adjacent a X de la couche précédente et X° est 1'ensemble

des sommets d partir de la 2éme couche.

V - RECHERCHE DE L'ISOMORPHIE ENTRE UN GRAPHE DONNE ET UN n-CUBE

Ce probléme, trds simple, peut &tre résolu par l'application de conditions
nécessaires successives, procédé employé usuellement dans la recherche de 1'iso-

morphie de 2 graphes (UNGER LB?], STEEN [13]).

Il semble plus intéressant dci’d'utiliser 1l'algorithme de recherche d'une

immersion précédemment décrite.

Au cours de l'application de cet algorithme, on peut conclure a l'isomorphie

cherchée si et seulement si

9 . i o L] i ”
. la iéme couche d'une représentation en couches ( S quelconque) a Cn &léments.

. P(XIX1'°') a un et seul élément pour tout x € X.

. Le produit T de cet élément et de la solution unique trouvée pour les som-
mets antérieurement codés est non nul. Autrement dit, d chaque &tape nous

aurons une solution et une seule.

Ce procédé est donc trés efficace.
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VI - DIMENSION DU n-CUBE CONSIDERE

VI-1 - Borne inférieure de n

Soit dM le degré maximal d'un graphe G(X,I') dont nous voulons réa-
liser 1'immersion.

Soit q = I?ng nS] ou ng est le nombre de sommets de G. Il est clair
que G(X,T) ne peut &tre isomorphe d un sous-graphe partiel d'un n~cube ou
n < max(q,dwp.

Les essais d'immersion par l'algorithme ci-dessus doivent donc se faire a
partir de n_ = max(q,dM) et la solution trouvée, si elle existe, sera

une immersion dans un cube de dimension minimale.

VI-2 - Borne supé€rieure de n

I1 s'agit de déterminer le nombre d'essais 3 effectuer avant de pou-
voir déclarer qu'un graphe est non immergeable dans un n cube, quel que
soit n.

Pour un graphe donné, on cherche DVAX  ° tel que si le graphe n'est pas
immergeable dans le cube de dimension OyAX ° il ne sera pas immergeable

dans un cube de dimension supérieure.

Remargue :

Etant donné un graphe, on peut se demander quel est le nombre maximal d'in-
dices de direction différents pouvant figurer sur ce graphe aprds ilmmersion.
si nMAX est ce nombre, toute immersion dans un cube de dimension supérieure
a nMAX n'utilisera que HMAX indices de divection différents. Si nous trou-
vons une borne supérieure de nMAX , ce sera a fortiori = une borne supérieure

de nMAX'
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I =T e e e

Sotent X chaines de p arétes (p > 3) n'ayant en commun que
leurs extérmités A et B. La borne supérieure du nombre d'in-
dices de dirvection différents utilisés pour coder ce graphe
est atteinte quand A et B sont 4 une distance minimale sur

le cube. Cette borne supérieure est égale a4

Max[p, 1+ 3(—@:2—1—1} si p impair
(1)
Max[p, 2+ —)—(-(RE—Z—)—;] si p pair

Remarque : si p =2 , alors X < 2 pour un graphe immergea-

ble et la borne supdrieure cherchée est 2.

Démonstration

si x =1 1la borne supérieure cherchée est P.

Supposons X > 1.

a) A et B sont mis 3 distance p sur le cube (X < Pp).

Nous aurons P indices différents.

b) A et B sont mis a distance p-2 (p-2 > 1).

Nous aurons, au pius (p-2)+X indices.

c) A et B sont mis a distance (p-q) sur le cube 3 (P-q) Z,i'

Nous aurons, au plus, (p-¢q)* %-X indices de direction dif-

férents.
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En effet | EC(A,B)| = p~q 3 tout indiee-n'appartenant pas a Et(A,B)

doit figurer, au moins, 2 foils sur une chaine.
Nous aurons donc p+-% (x-2) , au plus, indices différents.
Comme X > 2 , cette expression est maximale quand q est maximal, donc
si A et B sont & distance minimale sur le cubee
si p est pair la borne supérieure de q est p-2 -
)

si p est impair la borne supérieure de q est p-1 .

En remplacant ( par ces expressions, on trouve les limites énoncées.

Exemple X = 4 p=6 distance 2
34 1 2 .
AN B
Nl 2 T
V5\;1,0_1, 29 10

On peut mettre, au pilus, 10 indices de direction différents.

Corollaire
- Soient x chaines (x > 2) de p ar@tes n'ayant en commmn que leurs extré-
mités A et B. Si € (A B) est déterminé&, nous pourrons introduire, au
plus 5:-m—l-)—-(p 1mpa1r) ou.«ip 2) (p pair) indices de direction n' ap—
partenant pas SC(A,B) en coddnt ces x chaines. Les termes 1 ou 2 ne
sont plus d considérer.
En effet, nous nous plagpns dans le cas ou |'£C(A5B)| =1 (p impair)
ou | €t(A,B)| = 2 (p pair)} si x < Z, aucun nouvel indice ne pourra

gtre introduit.
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VI-2-3 - APPLICATIONS: Recherche de HMKX”; minimisation‘de nMAX

On cherche une couverture des arétes de G(X,T) par un ensem-
ble de chaines simples (chaqué aréte appartenant a une chaine et une
seule). A toute chaine ou tout ensemble de chaines de méme longueur
entre 2 sommets appartenant a cette couverture, on associera le
nombre maximal d'indices de direction différents pouvant y figurer.
La somme de ces nombres serune limite supérieure de HMAX'

I1 est clair que cette évaluation dépend de la couverture choisie
et méme. de 1'ordre dans.lequelAles chaines ou ensembles de chaines
sont considérés. En effet le corollaire énoncé ci-dessus s'applique

ainsi

Soit une chaine A o B de la couverture considérée.

S'il existe une chaine A o' B distinct de la précédente.
dont toutes les ar@tes appartiennent déja a la couverture
on associe a A o' B le terme E%l ou E%E (suppression'du
terme 1 ou 2). ‘
En effet, aprés considération de la chaine A o B,

8C(A,B) est fixé.

Exemple 1 :
Soit le graphe

On associe aux 2 chaines {SYBA) et (SBA) .3 indices différents ;
on associe a la chaine (B,C,E,S) 2 indices différents ;
on associe i la chaine (C,D,F,S) 2 indices différents ;

(remarque précédente).
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La remarque précédente nous permet d‘affirmer qu'aucun nouvel indice
ne pourra étre introduit sur S o B ou y § A.

. . -
Soit Nyax 7.

Exemgle 2

On associe aux 2 chaines A,B = 3 indices différents ;
b

on associe aux 2 chaines (,D 3 indices différents.

On peut, cette fois, associer 2 indices différents 3 la chaine (ASC),

qui ne remplit plus la condition de la remarque précédente.
Soit my,y =8 qui est le diamétre du graphe

Chalne pendante

Considérons une chalne dont une extrémité est de degré 1, une extré-

‘mité de degré quelconque, les sommets restants &tant de degré 2.

Exemple : La chaine EF dans le graphe suivant
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le calcul précédent nous fait associer-un-nombre d'indices différents
P

égal 3 la longueur de cette chaine pendante,

On peut remarquer que de telles chaines n'appartiennent d aucun cycle,
et la seule contrainte d'immersion sera la contrainte d'injectivité
ou d'encombrement sur le cube considéré. On affectera d une telle
chaine, un hyperplan de dimension suffisante ou un nombre d'indices

o tel que o = [logz 2] si & est la longueur de la chaine (ol le

nombre de sommets d considérer de cette chaine).

- Exemple précédent

On associe un seul indice & la chaine EF.

Au graphe complet est alors associé une grandeur nx telle que
n X nx < DY ae
MAX — — "MAX
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CHAPITRE -_IV

ETUDE ALGEBRIQUE DE L'IMMERSION D'UN GRAPHE BIPARTITE
DANS UN n-CUBE

I - GRAPHE ET SOUS-GRAPHE PARTIEL D'UN n-CUBE

I-1-GRAPHE D'UN n-CUBE -

Nous allons nous intéresser spécialement d la représentation du n-cube par

un treillis de Boole (définie au chapitre précédent).
Rappelons les propriétés suivantes

I-1 - Cette représentation ordonnée comprend n+l niveaux. Le niveau O
e . . . . i Pl L]
étant constitué par le minimum S. Il existe Cn élément dans le niveau

i (i <n) appelés éléments de rang 1.

I-2 - Tout élément de vang j s'écrit d'une fagon unique comme union irrédon-
dante de C; (i,j < n) et (i < j) éléments de rang 1% 3 2 éléments

distincts, de méme rang, correspondent 2 &critures distinctes.

I-3 - La section commencante d'un élément de rang j est isomorphe 3 un (n-j)-cube ;
la section finissante d'un tel &lément est isomorphe 3 un j-cube..On en
déduit, par exemple, que un élément de vrang i, a i prédécesseurs (élémenté
adjacents de vang i-1 ) et n-i successeurs (éléments adjacents de

rang i+l ).
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Remarque e
La définition de la section commengante d'un élément d'un: ensemble ordonné
est la définition habituelle, 3 savoir, l'ensemble des é&léments y, tel que

y '?_ XO

I1-2 - Sous-graphe partiel d'un n-cube

Nous avons vu qu'un sous-graphe partiel d'un n-cube, auquel ne sont
pas associées les coordonnées des sommets, admet, en général plusieurs re-
présentations ordonnées. On choisira de méme un sommet fixé S comme minimum
de ces représentations ordonnées. A chaque représentation ordonnée peut alors

&tre associé 1l'ensemble des coordonnées relatives non équivalentes.

I-3 - Application au probléme de 1' immersion

Soit un graphe blpartlte connexe dont on recherche 1'isomorphie avec
. un sous-graphe partlel d'un n-cube, Un sommet S etant arbltralrement choisi
dans le graphe, on associe 1l'ensemble des representatlons ordonnées de ce
graphe, ayant un minimum S. Etant donné une représentation ordonnée du gra-
phe, il sera facile de rechercher 1'isomorphie avec un sous-graphe partiel
d'un trelllls de Boole.

Nous etudlerons le probléme de l'lmmer81on en 2 temps :

a) étude des représentations ordonnées d'un graphe bipartite ayant un
minimum.

b) étude de 1'immersion d'une représentation ordonnée dans un treillis
de Boole.

" Le premier probléme, se heurtera, d des difficultés combinatoires clas-
siques. Il ne s'agira donc pas en un premier temps de générer toutes les
représentations .ordonnées mais de rechercher pour chague représentation

trouvée, 1'isomorphie cherchée.
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IT - ENSEMBLE DES REPRESENTATIONS ORDONNEES D'UN GRAPHE BIPARTITE

II-1 - Partitions de X en niveaux

Soit un graphe bipartite G(X,I) et un sommet S arbitrairement choisi

dans X ; soit une partition de 1l'ensemble des sommets X en une suite de

blocs CO’Cl""’Ci""Cq telle que :
a) Co contient le sommet unique S
b) I'(x,x') => x,x' appartienﬁent 3 des blocs adjacents de la suite précé-

dente.

S' étant fixé, nous noterons {?%;, 1'ensemble des partitions de X remplis-

sant ces 2 conditions.

Exemple
seit G(X,T)

B A
C
®
35 - (»,,P,} A .
avec
P; = (S,AB,CE,D) S D
B
P, = (S,ABD,CE)
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I1I-2 - Représentations ordonnées d'un graphe.bipartite

A chaque élément de 6?8, on associe une représentation ordonnée du
graphe. Les &léments de CO,Cl...Ci,.. sont représentés sur des verticales
ou niveaux successifs. Un sommet Ci sera appelé élément de rang 1.

Deux sommets adjacents appartiennent & 2 niveaux successifs. Orientations
chaque aréte dans cette représentation de gauche a droite et soit la rela-
tion d'ordre définie par 'x < X' <=> il existe un chemin (X,X').

A chaque élément de G% correspond ainsi une représentation ordonnée du
graphe bipartite, Un algorithme simple donnera ultérieurement 1'ensemble
des représentations ordonnées ayant un minimum d'un graphe bipartite donné.
I1 est clair que nous avons ainsi associé toutes les représentations ordon-

nées de G(X,I') ayant un minimum § .

III - IMMERSION D'UNE REPRESENTATION ORDONNEE D'UN GRAPHE BIPARTITE DANS UN TREILLIS

DE BOOLE A n-ATOMES

I1I-1 - Définition

Etant donnée une représentation ordonnée d'un graphe bipartite G(X,T)
nous cherchons un sous-graphe partiel d'un treillis de Boole isomorphe a
cette représentation.
En utilisant comme précédemment les coordonnédes relatives par rapport a un
sommet minimum S €X , la recherche de cette immersion sera la recherche
de l'application injective : x = é%(S,X) pour tout'¥x;;§ telle que
, Ne

a) r(x,x') => |{ St(Sx) ® Et(S,x')}{ =1

b) X < x' dans la représentation ordonnée de G(X,T)
=> € (S, < €(5,x").
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Conséquences e

On en déduit immédiatement que si X est de rang i alors | 8C(S,X)I = i.

III-2 - Conditions nécessaires d'immersion d'une représentation ordonnée

d'un graphe bipartite dans un treillis de Boole.

Nomenclature : nous appelerons représentation ordonnée d'un graphe

bipartite plus briévement graphe bipartite ordonné ; de méme la représen-
tation d'un n-cube par un treillis de Boole d N atomes sera appelé plus

simplement n-cube.

III-2-1 - Condition nécessaire 1

Pour qu'un graphe bipartite ordonné soit immergeable dans

un N-cube, i1 faut que '

- le nombre d'éléments de rang 1, Ni , vérifie Ni f_C;

- un élément de rang 1 ait, au plus, (n-i) successeurs (éléments
adjacents de rang 1+1) et i prédécesseurs (&léments adjacents de

rang i-1 ).

Remarque

La condition nécessaire portant sur le nombre de prédécesseurs d'un

éléments est indépendante de la dimension n du cube.

Cette condition se déduit directement de 1'étude de la structure d'un

treillis de Boole.

" o ot 1 o e S o ek i et S

Pour qu'un graphe bipartite ordonné, soit immergeable dans

un n-cube, il faut que 2 &léments distincts de rang i, aient, au
plus, un majorant (minorant) de rang i+l (i-1).
Si cette condition n'est pas vérifiée, une complétion en treillis

sera impossible.
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Exemple : graphe non immergeable dans.un N-cube.

Remarque
- cette condition nécessaire est indépendante de n.
- pappel : il n'existe pas nécessairement une borne supérieure pour

tout couple d'éléments d'un graphe immergeable dans un n-cube.

Exemple : graphe immergeable dans le 4-cube.

T1II-2-4 - Condition nécessaire 3

proguiiapuiumghumph eV iphiaghrputarpr e Y

Si un graphe bipartite ordonné est immergeable dans le

n-cube alors

- la section commengante d'un élément de rang j est immergeable dans

le (n-j) cube.

- la section finissante d'un élément de rang j est immergeable dans
g .

le j-cube.

Remarque

La. 28me partie est indépendante de n.
On peut donc réappliquer la condition nécessaire 1 (comptage sur

les sous-ensembles définis ici).
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Conséquences B

De la condition nécessaire 3, on peut déduire

- Soient 2 sommets immergéé de rang j 3 si d est la distance de
ces 2 sommets sur 1'hypercube (d < 2j) , alors l'intersection des

sections finissantes de ces 2 éléments est immergeable dans le

(- %0 -cube comprenant S. Si d = 2j , cette intersection doit

se réduibre. d S.

I1 suffit de remarquer que les coordonnées relatives de ces 2
sommets ont des indices (ul...aj d)en commun. L'intersection de
A

leurs sections finissantes sera immergeable dans le cube (ul...aj_ g)

2

Cette condition 3 peut etre renforcée.

Condition nécessaire 3 bis

Définition prélim%naire

Considérons la section finissante d'un élément X de rang j. Si 2
éléments distincts de rang k (k < j) appartiennent a cette sec-
tion finissante et ont une borne supérieure de rang k+l , ajou-
tons cette borne supérieure & la section finissante de X. On ap-
pelera section finissante complétée de X, l'ensemble obtenu en
complétant, de toutes les fagons possibles, par l'opération définie

ici, la section finissante de X.

Condition nécessaire 3 bis

Si un graphe bipartite ordonné est immergeable dans un n-cube,
alors la section finissante complétée d'un élément de rang j est

immergeable dans le j-cube.
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Démonstration e

Supposons le graphe immergé ; soient EC(S,Xj) = ,{ul...aj}

les coordonnées relatives d'un sommet X. de rang J.

Soient X X 2 sommets de rang k (k < j) et appartenant a la
section finissante de X.

J

X < X5 => 8C(S,Xkl) c E‘lC(S,Xj)
X <Xy = EC(S,XkZ) < &.(5:x5) 3

si la borne supériéure de X et X existe et est de rang k+l,

1 2

alors
8C(S,xkl u xkz) = eC(S,xkl) U EC(S,ka) g;eC(S,xj)

Ce sommet utilisera donc les seuls indices de direction {al...uj}.

I1 appartient donc par définition au j-cube défini par (al...,uj).

Remargue

Cette condition nécessaire et indépendante de n .

Exemple : soit le graphe bipartite ordonné :

La section finissante de Sj est
immergeable dans le 3-cube mais la

j section finissante complétée ne l'est
plus (nombre d'éléments de rang 2 trop

grand).

Ce graphe bipartite ordonné n'est donc pas immergeable dans un

n-cube, quel que soit n.
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111-2-4 - Condition nécessaire 4 e

e i e i e Tt e e St P S o o o e it s B

Si un graphe bipartite ordonné est immergeable dans un
n-cube alors pour tout couple (Xk,xm) (k < m) oﬁ’Xk et X sont res-
pectivement de rang Kk et.m l'intersection de la section commengante
de X et de la section finissante de X, est immergeable dans un

(m-k)-cube.

Démonstration

Supposons un tel graphe immergé ;

=> X3 € chemin (x4 >X)

. >
X5 7 X

Un chemin (Xk,xm) a m-k arétes et les seuls indices de direction

. . . ,
figurant sur un chemin (Xk,xm) sont {alf""%n—k} . L'ensemble de
ces chemins est donc immewpable dans le (m-k)-cube défini par

fog,... ,ocm_k}.

Exemple :
Soit le graphe

Si on considére le couple (Xk,th , le sous-graphe partiel défini
précédemment (en pointillé) n'est pas immergeable dans le 3-cube ;
le graphe considéré ne sera pas-immergeable:dans un n-cube, 'quelque

soit n.
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III-2-5 - Il est possible d'énoncer des conditions nécessaires, serrant
le probléme de plus en plus prés. On péut par exemple rechercher des
conditions nécessaires, déduites de. la distributivité : "Un élément

de rang j est union, au plus, de C} éléments de rang 1" ; en pratique,
il est plus simple de vérifier ces conditions nécessaires plus restric-
tives en associant aux sommets leurs coordonnées relatives, par l'al-

gorithme suivant.

III-3 - Algorithme d'immersion d'une représentation ordonnée d'un graphe

bipartite dans un n-cube (n fixé)

On proposera un algorithme trés efficace recherchant une immersion
possible. On peut appliquer, au préalable, ou non les conditions nécessaires
précédentes. Un algorithme plus complet comportant 1'application préalable

de ces conditions nécessaires sera donné ultérieurement.

e e o e s o e e S e o s i . T o T T ot o T Y B W o it ok o e et Y T o WD W T . e S S P o b S0 A gt

e e e e e e S ey e e . . o T o s e S S . .

On opdrera comme précédemment par niveaux successifs, les
&1éments d'un méme niveau étant considérés dans un ordre fixé arbi-
trairement.
De la définition de 1'immersion d'une représentation ordonnée
(§ III.1 de ce chapitre), on tire les 3 conséquences : la régle R

et les 2 types d'impossibilités de codage.

o) Régle R
Si un sommet X a été codé (ul...dm) , on assignera a tout som-
met X' appartenant & la section commengante de X, (ul...ahg

comme -sous~ensemble de ses coordonnées relatives.
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Impossibilités de codage S

B) si au cours de 1'immersion, il existe 2 sommets X et X' , de rang
k, tels que
el = letsan] =
et
€.(5,x) = & (S,x'),
nous sommes en présence d'une impossibilité de codage (injecti-
vité non respectée) ; remarquons que cette impossibilité peut
étre réalisée au cours de 1'immersion de sommets de rang infé-

rieur & k.
Y) soit X un sommet de rang k, si au cours de 1'immmersion de som-
mets de rang inférieur 3 k | Et(S,X)I > k,

il y a impossibilité de codage.

Enoncé de l'algorithme

o) on affecte 1,2,... comme coordonnées relatives aux éléments de
rang 1 (le nombre de ces éléments est supposé inférieur a n ;
la dimension du cube sera discutée ultérieurement).

On applique la régle R ; s'il y a impossibilité de codage, le

graphe n'est pas immergeable dans un n-cube.

B) Supposons codés les (j-1) premiers niveaux.
On considére les éléments du jéme niveau (dans un ordre fixé,
qui sera l'ordre d'introduction en machine). Soit X 1'élément

z

a P
considéré.

- sille code d'un élément est détermind (] E'C(S,X)] = i), -~

on passe a 1'élément suivant.
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- si | €C(S,X)| <3, ( 8C(S,X) peut étre vide), nous avons plu-
sieurs choix possibles pour le~codage de X. Ces différentes
solutions sont obtenues en complétant 8C(S,X) en un ensemble
de j indices (ou en générant cet ensemble si SC(S,X) est vide).
Les indices générés sont considérés dans un ordre lexicographi-
que (l'ordre des entiers 1,2,... ). g'il existe une solution
qui, aprés application de la régle R, n'entraine pas d'impos-

sibilité de codage, on passe au sommet suivant.

- s8'il y a impossibilité de codage, aprés épuisement de toutes les
possibilités de codage de X, on retourne au dernier sommet, pour
lequel tous les codages possibles n'ont pas été considérés (les
choix possibles sont mémorisés pour chaque sommet).
Soit Y ce sommet. On remet & jour (par application de la régle
R), les contraintes sur les sections commengante.des éléments
dont le code est conservé (sommets codés avant y). On recom-

mencera 1'étape B.

-~ si, aprés épuisement de toutes les possibilités de codage pour
chaque sommet, aucune solution n'est trouvée, le graphe n'est

z

pas immergeable dans le cube considéré.

Soit le graphe bipartite ordonné que nous voulons immer-

ger dans le 4-cube.

o) Codage du premier niveau avec les contraintes sur les sections

commengantesde ces éléments.

1

ey 12

ST 2 123
\\?;3 &3
| 2

A chaque sommet figure soit 1l'ensemble des coordonnées relatives

de ce sommet, soit un sous-ensemble de cet ensemble.
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Y)

...73..

Sommets du 2éme niveau

Les 2 premiers sommets sont codés ; le 38me sommet de ce niveau sera

codé 13 (le code112 étant déja utilisé, conduit 3 une impossibi-

1ité de codage) ; un choix sera indiqué par un code encerclé ;

1

12

123

les contraintes, portant sur le 2éme sommet du 4éme niveau, sont

indiquées.

Sommets du 3éme niveau

Le seul choix ne conduisant pas une impossibilité pour le 2éme

sommet sera 134 d'ou le codage final.

11I-3-3 - Cet algorithme programmé en ALGOL sur IBM 7044 s'aveére
trds rapide et trés efficace. Des temps de calcul seront donnés .

dans l'appendice consacré aux programmes.
P g
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I1I-4 - Dimension du cube

I11-4-1 - Borne_inférieure

Soit dy le degré maximal du graphe considéré.
Soit q = [logz nsl ou ng est le nombre de sommets.
Soit T le plus petit entier tel que

¥j, nombre d'éléments de rang j : N. < c)

On prendra comme borne inférieure n

o = Max(dy,q,r)-

e i e e o . et s e Ak e S o

On cherchera, comme précédemment, une limite supérieure
du nombre d'indices de direction distincts que 1'on peut introduire
au cours du codage du graphe ; cette limite étant a fortiori, une
limite de la dimension du cube dans lequel on fera des essais d'im-
mersions du graphe. L'évaluation d'une limite supérieure est, ici,

rapide.

0.) Soient Xl""Xj 1'ensemble des sommets, &léments maximaux du
graphe ordonné. Soient Rl""’Rj , respectivement le rang de ces
sommets. Soit N1 = R1+...+Rj , la somme des rangs de ces som-
mets. Il est clair que N1 constitue une limite supérieure du nom-
bre d'indices de direction distincts pouvant apparaitre au cours
du codage. En effet, rappelons que dans un graphe ordonné, le
rang d'un sommet est égal au nombre d'indices de direction figu-
rant dans 1'ensemble des coordonnées relatives dé ce sommet. Dans
1'évaluation de Nl’ on suppose que les sections finissantes de Xj

et Xy (k#j) n'ont pas d'éléments communs. La limite supérieure

du nombre d'indicesde direction distinects, pouvant apparaitre

au cours du codage, peut donc &tre diminuée comme suit
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B) On considére successivement les termes de Nl'

Le terme R1 est conservé.

Le terme Ri : on considdre l'ensemble E des sommets de la sec-
tion finissante de Xi qui ont une intersection ensembliste non
vide avec 1l'ensemble des sections finissante de Xl...Xi_l.

Si 1'ensemble E est vide, on passe au terme suivant. Soit RM.
la valeur maximale prise par le rang dans cet ensemble E. L
On remplacera dans la somme N1 le terme Ri par (Ri—RM_);
cela revient & dire que dans le codage de Xi’ les RM. premiers
indices de direction sont déja choisis et seuls les l(Ri—RM.)
derniers indices peuvent &tre choisis arbitrairement. Ce tetme
-constitue donc une limite supérieure du nombre d'indices que l'on

peut introduire en codant Xi; On procé&dera ainsi pour tous les

termes de la somme N1 3 on obtient ainsi une nouvelle limite

N, <N

Exemple :

Les éléments maximaux sont {Xl’XZ’XS’X4}

o) Nl = R1+R2+R3+R4

4+4+5+3 = 16

R2 est remplacé par R2—3 =1 , le rang de o étant 3.
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En effet o est le sommet "le plus d droite" appartenant a la fois

d la section finissante de Xl et XZ'
R3 est remplacé par R3~3 » le rang de a étant 3.

R4 est: remplacé par R4-2 , le rang de B étant 2.

Soit N0 = 4+1+2+]1 = 8.

Cette limite supérieure est donc considérablement diminuée et devient

trés utilisable.

Donnons un codage utilisant effectivement 8 indices de directions

différentes

234,

12367

N\ 367

~1367
128

28

I1I-5 - Immersions équivalentes d'une représentation ordonnée

Nous opérons comme précédemment. Etant donnée une immersion des (j-1)

premiers sommets, nous ne considérerons que l'ensemble des immersions non

équivalentes pour le jéme sommet.

Considérons la partition ﬂj = {(al,.,.,uk), (qk+1’f"’an)}
de 1l'ensemble des indices de direction. Rappelons que (ml,u,.,uk) est 1l'en-

semble des indices de direction figurant, au moins une fols, dans les
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coordonnées relatives des sommets Xl,...xj_l . Dans l'ensemble des coordon-

nées possibles pour X:, on définira des classes d'équivalence : 2 coordonnées

relatives étant équivilentes, si elles se déduisent l'une de l'autre par per-
mutation des indices ak+l""’un . On réduira donc l'ensemble des coordon-
nées possibles pour Xj d 1'ensemble quotient ; le représentant choisi étant,
par exemple, le premier dans un ordre lexicographique des indices de direc-

tion 1,2,...n.

Exemple : n = 5.

ensemble de coordonnées possibles pour E : 13, 14, 15, 24, 25, 45.
classes d'équivalence : (13), (14,15) (24,25), (45). ,
ensemble quotient constituant les différents choix considérés pour E :

13, 14, 24, 45.

IV - APPLICATION AU PROBLEME GENERAL DE L'IMMERSION

IV-1 - Présentation générale de 1'algorithme

Soit un graphe bipartite connexe G(X,I') donné par sa représentation
en couches. On. lui appliquera dans un premier temps une condition néces-
saire d'immersion indépendante de n et de la représentation ordonnée consi-
dérée (cf § IV~4). On géndre successivement les représentations ordonnées de

G(X,T) (§ 1V.3) ; & chaque représentation’ générée, 'sont appliquées dans un

premier temps les conditions nécessaires d'immersion indépendantes de n (§IV-4).
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Les essais d'immersion se feront ensuite entre-la borne inférieure n et la
borne supérieure NO définies au chapitre précédent. .

8i une solution est trouvée, la dimension correspondante n; est mémorilsée.

si n; est jugée satisfaisante, l'algorithme est arrété, sinon on ne recherche-
ra ultdrieurement que des immersions dans un cube de dimension inférieure a

n . T1 existe donc la possibilité d'un compromis entre le temps d'obtention
d'une solution et la minimalisation de la dimension du cube. Si.on s'intéres-
se 3 une immersion dans un cube de dimension minimale, "nL acceptable™ doit

8tre remplacé par 'n; =N, 7.

IV-2 - Organigramme de recherche d'uné'immersiOn‘possible d'un graphe

bipartite dans un n-cube.
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IV-3 - Génération des représentations ordomnnées de G(X,I)

Générer une représentation ordonnée de G(X,I') ou une partition deX
(cf § II.1 de ce chapitre) revient a associer d chaque sommet X un rang

R(x) tel que

o) R(S) = 0, R(x) # O pour tout x € X et # S
8) R(x) = a
=> R(x') est égal 3 o+l ou o-l.
I'(x,x*')

On note l'ensemble des rangs possibles pour X' compte tenu de sa relation
d'adjacence avec X par ER(X'|X) = {o+1, o-1}.

Et nous aurons
ER(xlxl,xz,...) = ER(X|X1) n ER(x|x2) n...

si X est adjacent aux sommets X15Xpseee

Cet ensemble a donc, au plus, 2 élémentsy d'ol l'algorithme de génération de
ces représentations : nous considérons un &lément particulier de @@é dont

la représentation est la structure en couches définie au chapitre 3 ; nous
procédons couche par couche & partir de cette structure particulidre et
développons, comme précédemment, l'algorithme combinatoire suivant : étant
donnée une solution pour les j premiéres couches (& chaque sommet a été

affecté un vang), on cherche les solutions possibles pour la (j+1)° couche.

- Couches Co’ Cl’ C2
S étant choisi comme sommet unique de rang O, il existe une seule ‘solution

pour les sommets de ces 3 couches

i

R(x) =1 pour tout xE€ Cy

1

R(x)

2 pour tout . x € C2
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- couche j o
Si un sommet X de la couche ] est adjacent aux sommets Xl,xz,... de la
couche (j=1), ER(X!Xl,Xz,...) est 1l'ensemble des rangs possibles pour X.
Si cet ensemble n'est pas vide, associons au sommet X la somme des varia-

bles XR1+XR2 ol R1 et R2 sont les'?2 rangs possibles pour X. Les solutions

pour la jéme couche:sont alors donnéess par le produit I (XR.+XR2)(yRi+yRé)"g

x,y..ECj 1

Ce produit est distpibutif par rapport a la somme précédente.

si X = {XRl,XRZ}, Y = {yRi,yR%}.... les différentes solutions sont

tous les éléments de X X Y X....

Exemple :

Soit le graphe dont la structure en couches est

. A Co &
S'<::::::::f “///”,,/JG
B D < F

En faisant figurer le rang en indice du sommet, on obtient

2 premidres couches

A1B1C2D2

3 premidres couches

A1B1C2D2(E1+E3)(F1+F3) soit4 termes.

Pour chacun de ces Y4 termes on obtient les solutions suivantes pour le

graphe
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AyB1CoDoE F Gy

A B, CoDyESF Gy

AlBlczDZElFSGZ

- - ¥ [ -
AlBlczDZESFB(G2+G4) soit 5 solutions que 1'on peut représenter

par 1'arborescence des choix avec les mémes conventions que dans le chapitre

précédent.

§—— — — — —40

A— — e — ~$1

B— — — — — —41

O T I/

D— ~— — — 42

E

F

1 3
G /
2| %/\ﬁ

f ;N
f ; \

Comme précédemment, on géndre une solution possible (un chemin complet) et
on retourne au dernier noeud de l'arborescence origine d'un arc non exploré

si 1'algorithme d'immersion requiertune autre représentation.
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Remargue 1

Il est évident que le nombre total de représentations ordonnées d'un graphe

bipartite est trés important. Un graphe de 34 sommets a été &tudié par un
programme ALGOL récursif de 720 unités syntaxiques. Cette étude a été

arrétée aprés obtention de 3000 solutions.

Remargue 2

La difficulté de 1'algorithme étudié étant dle au grand nombre de représen-
tations ordonnées d'un graphe bipartite, il est intéressant de rechercher
des conditions nécessaires s'appliquant & toutes les représentations ordon-

nées et quelque soit n.

IV-4 - Classification dés conditions nécessaires

e .t ot S e B T S WA, S o S S W, S T T Tt YR . P e i it o . S o S S . o . S T e S . B . S S T o S Y

Si dans un graphe bipartite G(X,I') , il existe un sous graphe

partiel isomorphe au graphe :::::Zggif

aucune représentation ordonnée de G(X,I') ne sera isomorphe a un
sous-graphe partiel d'un treillis de Boole. En effet, dans toute

pd . P o °
représentation ordonnée, ce sous-graphe partiel aura comme diagram-

=< - X <=

Les 2 premiers diagrammes ne remplissent pas la condition nécessaire

m

2 (structure de treillis affaiblie), le 3éme ne remplit pas la con-

dition nécessaire Uu.
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Il sera donc intéressant d'éliminer des graphes comprenant de tels
sous-graphes partiels ; l'application préalable de cette condition
évite pour de tels graphes la génération de toutes les représenta-

tions ordonnées.

IV-4-2 - Conditions nécessaires d'immersion d'une_représentation

o i . S b iy T Y @ P o o, o o Yo € L G S T G 0 G L T T B . MR VS e s R L T o v v e o

piuthuielopi-puias iR mgdopuighult Wphuinhaguitaauipipnip Patpuiy S pun

Ces conditions nécessaires énumérées précédemment sont :

. Condition néecessaire 1 partielle : un élément de rang 1 doit avoir,

au plus, 1 prédécesseurs.

. Condition nécessaire & : structure de treillis affaiblie.

. Condition nécessaire 3 partielle : La section finissante d'un élé-

ment de rang j doit &tre immergeante dans le j—cube;ce qui
permet l'application de la conditdon nécessaire 1 sur cette
section finissante : comptage des éléments d'un rang donné,
nombre de précédesseurs, nombre.de successeurs d'un élément
dans cette section. Cette section finissante peut &tre com-

plétée comme indiquée dans la condition nécessaire 3 bis.

. Condition nécessaire 4 : Elle permet l'application de la condition

nécessaire 1 complétesaukx sous-graphes partiels définis.

- S 2 S i P T i T o Pt S (o e i T, G e PR St PR i o (i o et A . ) e S S ok Nt ST G P T W v T




. Condition nécessaire 1 partielle : Tout &lément de rang i doit avoir

n-i successeurs.

. Condition nécessaire 3 partielle : La section commengante d'un 81&-

ment de rang i doit &tre immergeable dans le n-i cube d'ol

application de la condition nécessaire 1 3 cette section.
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CHAPITRE - V

METHODE PROPOSEE DE CODAGE DES AUTOMATES ASYNCHRONES -

PRINCIPE GENERAL

Les étapes de cette méthode sont les suivantes :
a) Le fonctionnement de 1l'automate considéré est traduit par un graphe.

b) On extrait de ce graphe un graphe partiel immergeable dans le ng ~-cube
ce qui suppose un choix préalable de n,. On considére une immersion pos-
sible (3 chaque é&tat de l'automate est alors associé son image sur le

no—cube ou son ''code").

¢) On considére la contrainte impérative de codage (chap. 1§III) qui nlest
pas en général respectée pour l'ensemble de 1l'automate. On déterminera
donc, dans cette étape, l'ensemble des sommets supplémentaires associé

3 1l'automate.

Ces étapes seront successivement considérées et les critiques et amende-

ments possibles examinés dans une deuxiéme partie.




I-1 -~ Famille de graphes associée 3 un automate asynchrone

L'ensemble de ces graphes classés sulvant un intérét décroissant pour le
codage a été étudié au chapitre TII. Le nombre de ces graphes est important et
il est impossible, en pratique, de générer tous ces graphes en vue de recher-
cher une isomorphie éventuelle & un sous-graphe partiel d'un no—cube ou l'ex-

traction d'un graphe partiel réalisant cette isomorphie.

Cas particulier : automate d 24 états ; recherche d'un codage 3 g composantes

Soit un automate & 24 &tats. La vecherche d'un codage a (q composantes de
la variable interne se fera en générant 1l'ensemble des graphes de fonction-

nement attaché 3 cet automate dans 1l'ordre décrit au chapitre II.

Pour chacun de ces graphes, on recherche 1'isomorphie avec le (-cube.
Nous avons vu (chap. ITI) que cette recherche est rapide. Le processus est
arrété si un graphe remplit cette condition, il s'agit alors d'un codage a

nombre minimal de composantes de la variable interne.

Exemple Haring LlQ]

E1 E2 E3 E4
1 2
2 4 2 5 8
3 1 6 7 3
4 4 2 7 3
5 1 6 5 3
6 4 6 5 8
7 4 6 7 8
8 1 2 7 8




un des graphes de fonctionnement obtenu est le suivant, isomorphe au 3-cube

Dans le cas général, il ne sera pas possible, a fortiori, de rechercher dans

cette famille de graphes, ceux ayant un nombre minimal d'arétes. De plus, une
adjonction éventuelle de sommets supplémentaires diminue 1'intérét de ces

éléments.,

I-2 - Choix d'un graphe : graphe des transitions directes pondéré

Nous chercherons, dans un premier temps, au cours de cette méthode de
codage, a réaliser un. nombre maximal de transitions directes de 1'automate.
Nous considdrerons donc le graphe des transitions directes, obtenu direc-
tement d partir du tableau de fonctionnement de l'automate. Ce graphe sera
pondéré comme indiqué au chapitre II. Rappelons que ce graphe posséde une
propriété importante : si le tableau des états de l'automate n'a pas été ré-

duit parfusionnement, ce graphe est bipartite.

II - BXTRACTION D'UN GRAPHE PARTIEL IMMERGEABLE DANS LE nO~CUBE

a)

b)

Cette extraction se fera en 2 temps
choix d'un arbre complet de poids maximal ; évaluation de n,.

complétion de cet arbre.
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IT-1 - Arbre complet

Un arbre est un graphe toujours immergeable dans un h-cube. Il suffit
de prendre N assez grand (chapitre III). On choisira un arbre complet de
poids maximal du graphe précédent. En effet, la pondération du graphe initial
traduit 1'intérét des areétesdu graphe. Une aréte est d'autant plus intéres-
sante qu'elle réalise un plus grand nombre de transitions (pour des entrées
différentes). Soit ng la dimension minimale d'un cube dans lequel cet arbre

soit immergeable.
: minimi i n
Remarque : minimisation de o

Nous avons vu que la borne inférieure de la dimension du cube dans
lequel on essaie d'immerger un graphe G(X,I) est max([logZ]X|], dM)
ol dM est le degré maximal de G. On peut donc chercher d minimiser cette
borne inférieure en recherchant un arbre complet de degré maximal
dM = [10g2!X|1. R
Soit q = [logZIXIl . En pratique, en vue d'une solution compléte de coda-
ge dans un (-cube, il est intéressant de limiter le degré de 1l'arbre a g-1.
En effet, soit un sommet de degré supérieur & q dans le graphe initial.
Par 1'arbre complet, nous réaliserons (-1 transitions directes. Le qiéme
sommet adjacent non utilisé du G-cube pourra servir pour les transitions
restantes non réalisées si ces transitions se font pour des valeurs d'entrée

différentes.

Algorithme pratique

La détermination d'un arbre complet de poids maximal [Loberménn [19]]

se fera par l'algorithme pratique suivant : -

- Le graphe initial est entré sous forme d'une liste d'ar@tes rangées dans
un ordre d'intérét décroissant ; a chaque aréte est associé un ensemble
de 2 sommets 3 au début de l'algorithme, ces 2 sommets sont les 2 extré-

mités de l'arete
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aréte sommets associés
a. X X
{ 11 12 —
a; X; X4
1 2

- les arétes sont sélectionnées dans cet ordre pour l'arbre cherché ; une
ardte a; étant choisie, le sommet figurant en X, est remplacé par le
sommet figurant en Xi ,» pour toutes les ar&tes non encore considérées,
oll apparait le sommet figurant en X5, Une aréte est non choisie ou éli-

minée si les 2 sommets associés sont identiques (fermeture d'un cycle).

Remarque

On peut, au cours de l'algorithme précédent, mémoriser aprés chaque choix
d'aréte, le degré des sommets du graphe, et par suite, limiter ce degré.

Une solution n'existera pas toujours.

II-2 - Complétion de cet arbre

On considdre les ar8tes du graphe n'appartenant pas d l'arbre complet
choisi dans 1'étape précédente ; ces ard@tes sont considérées dans un ordre
d'intérét décroissant. Une aréte est rajoutée si, aprés adjonction de cette
aréte, le graphe partiel obtenu est immergeable dans le no~cube. On teste
dans un premier temps si le graphe partiel est bipartite et dans l'affir-
mative on applique un algorithme d'immersion dans le no—cube.

’

II-3 - Immersion du graphe partiel ainsi obtenu

La dernidre immersion trouvée (test de la dernidre aréte rajoutée)

est considérée. On peut donc remarquer qu'il s'agit d'une immersion arbitraire




(celle trouvée par l'algorithme du chapitre 3), non nécessairement optimale
pour 1l'étape suivante. Il est & remarquer que~trds fréquemment dans les
exemples traités, il existe une seule immersion possible. En effet, 1l'arbre
complet initial est complété par fermeture de cycles et le nombre des im-
mersions possibles non équivalentes se réduit.

A la fin de cette étape est donc associée d chaque sommet X (ou état de

l'automate), son image I(X) sur le cube (ou code de 1'état)

III - RESPECT DE LA CONTRAINTE IMPERATIVE, RECHERCHE DE SOMMETS SUPPLEMENTAIRES

Dans cette recherche, on considérera les critéres suivants dans 1'ordre

indiqué

- Minimalité de la dimension du cube ; une solution est d'abord cherchée
dans le M -cube (nO étant défini dans 1'étape précédente).

- Dans un deuxiéme temps, les temps de transition seront considérés ; chaque
état d'un bloc est relié & 1'état stable en utilisant un nombre minimal
d'états intermédiaires. Il semble en effet plus important de minimiser
chaque transition (performance en temps de l'automate) que de minimiser
la cardinalité de 1'ensemble des &tats supplémentaires associés 3 un bloc

donné.

Rappelons que cette recherche se fait en considérant séparément chaque
entrée. Nous avons vu, en effet, que la contrain%e impérative de codage s'exprime
pourune entrée Ei donnée. Soit Ei une valeur d'entrée et m o= (Bi ""’Bi.""Bi )
la partition associée & Ei' On associe au bloc Bi. de T, une arbotescence’ sur lel
no—cube ayant comme racine 1'image de 1'état stable et nous donnant 1l'ensemble
des solutions possibles pour relier 1'image des états du bloc a 1l'image de 1l'état
stable correspondant suivant les critéres énoncés. Cette arborescence est définie

et construite comme suit
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II1I-1 - Arborescence associée a4 un bloc Bi de TTi
j'q,,m.rm .

Soit S 1'état stable de Bin° soit X 1'image de S dans le N -cube.
On génére une arborescence de racife X de chemins d'origine X sur le n-cube
(initialement n = n, ). Cette arborescence est représentée par sa struc-
ture en couches (sommet source X ) et construlte couche par couche en res-

pectant les régles suivantes

a) non fermeture de cycles : on ne fera pas figurer comme successeur d'un

sommet, un &lément qui est déja ancétre de ce sommet.
Cette seule restriction ferait générer 1l'arborescence de tous les che-

mins du n-cube issus de X et comporterait n-1 couches.

Exemple n = 3 x = 000
010 — 110
o< 10
TN <
\ 101
1o |
001 101\\\\\
111 ’
011
000 ——010""_ i
110
101

1
410

b) 8implification dlle au 2éme critére

Soit un sommet o, de cette arborescence appartenant d la niéme couche et

soit (X, ul,...,ui,...,an) le chemin (E’un) de l'arborescence. Le sommet

O +1 successeur possible de o dans la couche n+l ne sera pas considéré
s8i ce sommet est successeur d'un ai € (§)an) » dans la couche de rang )
(i+1). o e %41
L A
02/,; e %i+1 = %n+1
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I1 suffit de remarquer que l'ensemble des descendants de ce sommet figurant
en couche nt+l est inclus dans 1l'ensemble des—descendants de ce sommet figu-
rant en couche i+l . Tout chemin (Ejan+1,...,k) de 1l'arborescence sera

multiple du chemin (z:qi+l,..k) de l'arborescence et ne sera jamais consi-

déré dans cette étude.

Exemple n = 3 x =000

1l'arborescence précédente est alors réduite a

o1l 111 110
001

/ 101 111 110

- __on 111 101
000 010

110 - 111 101

0

10 111 11
100<__

110 111 011

c) Respect de la contrainte impérative de codage

Si on rencontre un sommet appartenant a (I(Bi£)~(l <2<aq, et & #3)
alors le sommet est supprimé et la construction du chemin correspondant
arrétée.

(Rappel : I(Bi.) ﬂ'I(Bi

) = @ pour j # k)
j k '

Exemple : n = 3 x = 000 si 110 € I(Big) 2 # ]

alors l'arborescence associée a Bi se préduit 3 :

J
o 111
001 :
S T~aa01 111
e N
O(D Z - OlO RES— 011 <o e 111 [, 101

100 101 ——em 111 ormene=Q11
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d) Arret de la construction de cette arborescence

Cette construction est arrétée soit

o) apres épuisement des possibilités,

B) soit aprés une couche donnée si tous les éléments de I(Bi.)
distincts de X , figurent au moins une fois dans l'arbore%cence.
En effet, le deuxidme critére nous fera considérer que 1'en-
semble des chemins de longueur minimale entre 1'image de 1'état
stable et 1l'image d'un état donné du bloc Biu.ﬂans le cas 0, la
~ dimension du cube est augmentée d'une unité %t la construction

des arborescences B, ,B.
l1 1

«+s reprise.

2

Nous nous supposons donc placés dans le cas B .

III-2 - Fonction attach&e a 1'arborescence des chemins associée 3 un bloc

B. .
1.

J

Soit X un mmmet € Bi- et disctinct de X ; considérons 1'ensemble
des chemins (§}X) de l'arboréscence,de longueur minimale. Chacun de ces
chemins sera donné par la concaténation considérée comme un produit des
sommets supplémentaires (distincts de I(Bib)) y figurant. On associe a X
la somme Sx de ces différents chemins. La %omme.SX traduit, donc, les
différentes possibilités de relier X & X. On associe & l'arborescence le
produit des sommes relatives a tous les sommets du bloc : soit

Fi = il S(x) ol les opérations (sur l'ensemble des sommets) ont
j XxE€ I(Bi ) '

les propriétés suivantes :

- associativité et commutativité de la somme et du produit.

1

distributivité du produit par rapport & la somme
- 00 = 0
- o+oB = aoou I+IR =T ou I' est la concaténation d'un ensemble de som-

mets.
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Exemple : e
Soit {§,X1,X2,X3} le bloc considéré et l'arborescence associée la
suivante
Xy g
— X,
o <X2
x *3
\<X3
8
Sx = o
1
S, = oa+af+dy = a+Sy
X2
SX3 = oB+dyY
F=S8_.5 .S, = a(«atdy)(aB+dy)
1 %2 %3

= (o+ady) (ap+8yY)
= afap+dy) = aB+ady

Ensemble de solutions associé 3 Bi .

J

L'ensemble des solutions pour Bi est l'ensemble des termes de la somme Fi .
Nous noterons 5{ cet ensemble. Un &lément de fﬁa est donc un ensemble J

de sommets supplémentaires pouvant &tre affectés % Bi,.

J

Exemple précédent : f;g = {aB,ady}.
J -
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II1-3 - Solutions pour ume entrée E;

L'ensemble des solutions possibles pour une entrée Ei (de partition
associée (Bi ,.a.,Bi',...,B.1 ) ) est l'ensemble des suites (fl,...,fj,...,fq)

remplissant }es 2 co%ditionsq:

. fj € ;fi . (solution pour le jéme bloc Bi )
j j

. fi etvfj (1 #3J) n'ont pas de sommets communs.

Si cet ensemble est vide, c'est-a-dire si une telle suite n'existe pas,
la dimension du cube doit &tre augmentée d'une unité et 1'étude pour

cette entrée reprise.

III-4 - Solutiors globales pour 1'automate

Les contraintes de codage é&tant indépendantes pour 2 entrées données,
la solution globale consiste en la juxtaposition des solutions obtenues pour

chaque entrée, les différentes solutions présentant le méme intérét pour le

codage. On peut alors soit choisir arbitrairement, soit tenir compte d'autres

critdres comme la simplicité de 1'équation de l'automate obtenue en utili-

sant ces différents codages.

I11-5 - Solution accélérée et programmée

Considérons une entrée Ei ; un algorithme accéléré consiste a
choisir arbitrairvement une solution de cardinalité minimale pour Bi R
puis & choisir de méme une solution de cardinalité minimale pour‘Bi
disjointe de la précédente etc... En cas d'impossibilité, la dimension
du cube est augmentée d'une unité et le bloc étudié est reconsidéré, les
solutions pour les blocs précédents étant maintenues (la nouvelle compo-
sante étant supposée nulle).
Cette solution est programmée sans difficulté ; il convient de rentrer
1'arborescence étudiée sous une forme adéquate permettant d'éviter les

problémes d'encombrement.
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IV - EXEMPLES TRAITES PAR ORDINATEUR

IV-1 - Exemple 1 tiré de Hazeltime [iu ]

Le fonctionnement de 1'automate considéré se traduit par le tableau

suivant :
El E2 E3 E4
1 2 5 1 4
2 2 3 4 2
3 4 3 1 3
sl a | 8] a| 1
5 6 5 4 2
6 6 3 7 4
7 8 5 7 4
8 8 8 1 3
les partitions {ﬁi} sont : Ty = (12,34,56,78)
m, = (236,157,48)
Ty = (138,245,67)
Ty = (25,38,1467)

L'ordre des blocs choisi est déterminé par 1l'ordre des états stables y
figurant (ordfe des entiers naturels).

Dans cet exemple N, sera pris égal 3 4 (le nombre de sommets étant 8,
[10g2 ng] = 3 )., Eneffet, la présence des arétes obligatoires 34, 48, 38
suffit 3 exclure la possibilité d'une isomorphie entre un graphe de fonc-

tionnement et un 3-cube.
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Graphe pondéré des transitions directes

On prendra comme coefficients de pondérationa = 3, B =2, y = 1.
Ce graphe comprend 19 arétes considérées dans 1l'ordre suivant (cet ordre

est arbitraire entre arétes de méme poids).

aréte | poids ar€te | poids
6,7 4 | 7,5 | 2
2,5 4 2,3 2
3,8 4 3,6 2
1,2 3 1,3 2
3,4 3 1,8 2
5,6 3 | 2,4 2
7,8 3 4,5 2
4,8 3 1,4 2
1,5 2 » 4,6 2
4,7 2

Choix d'un arbre complet de poids maximal

Les arétes étant considérées dans l'ordre précédent, on trouve 1'arbre com-

let de polds maximal suivant (dans ce cas particulier il s'agit d'une chaine)
P P g

1 2 5

 Jo)
~J
o
N
=

Complétion de cet arbre

Les arétes suivantes de la liste initiale peuvent &tre rajoutées

(2,3) (3,6) (1,8).
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Le graphe partiel obtenu est alors le suivant :

L'adjonction de ces arétes a été testée par 1l'algorithme du chapitre 3, et

1'immersion trouvée, aprés adjonction de la derniére aréte, par cet algo-

rithme est donnée en terme de coordonnées relatives (no = 4)

3

R

- Pt

P

23

ou en terme  d'équivalents décimaux

états ou sommets ‘ 1 2 3 4 5 6 7 8

CODE ‘ o 1 311 5 7 6 2

Adjonction de sommets supplémentaires

L'application de 1'algorithme du 6 III.5 nous donne le résultat suivant

blocs E1 E2 3 A
B, - - - -
B, - 4 9 - décimaux.
BS - 10 —4 19,3,;5

les sommets supplémentaires sont

donnés par leurs équivalents
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Donnons a titre d'exemple 1'arborescence asseeiée au bloc

B, = 1467

45

les sommets du cube encerclés, donnés

///// \\\\\\ Mﬂﬂ»ﬂ,lz en équivalents décimaux, sont images

T—— d'états du bloc B, .
® 4

possibilités de relier 4 3 1 (de code 11 et O) : 10.8+9.8

[~
o,

a 6 (de code 11 et 7) : 15

|~
Q7

7 (de code 11 et 6) : 10.14+15.14+15 = 15+10.14

fonction associée 3 ce bloc : (10.8+9.8) (15)(15+10.14)

= 15(10.8+9.8) = 15.10.8+15.9.8

Une des 2 solutions est donc choisie soit 15,10,8.




- 101 -

Temps de calcul total (3 1l'aide de programmes-précisés en annexe : 27").

Remargues

Le sommet supplémentaire de code 10 est utilisé pour 2 entrées différentes

E2 et E4 .

Nous avons gagné 2 composantes par rapport a la méthode d'Hazeltine.

IV-2 - Exemple II tiré de TRACEY [30]

les partitions associées
sont :

El : a be, fc

E, : ca, de, fb
E3 : che, da
E

: bd, ca, ef

1 2 3 4
a| a c d c
b a f c b
c| £ c < <
d - d d b
e a d C e
f| £ f - e
résultats
a) CODE états abcde f
041235
b) Sommets supplémentaires
blocs El E E
B.
iq 2 5
B, _ ) i}
2
E. e =
iz T - -
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Remarques
Les sommets supplémentaires utilisés pour les entrées El et Es‘sont images
d'états n'ayant pas de successeurs définis pour cette entrée.

Temps de calcul : total 7"

IV-3 - Exemple 3 tiré de Morpurgo [9]

ala c¢c e £ a a b m m
bfa b ¢ b b ¢ b b b
cle ¢ ¢ ¢ b ¢c ¢ b b
d{f d d g £ a d g d
ele e e e 1 e £ m e
f1f e d £ £ 1 £ g m
£ h g h g d g h
hyh b h b h g h h h
1yl e m m 1 1 1 1 m
mil m m m 1 m 1 m m

Les partitions associées sont :

E1 : ab, Fdg, Im, ¢, e, h
: bh, ca, dg, eFl1, m
E, : cb, dF, ea, hg, ml

E4 : bh, c, e, fa, gd,ml




Résultats

code
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E5 : a, bc, Fd, hg, lem

E6 . ad, cb, e, gh, 1f, m 7
E7 : ba, ¢, dg, Fe, h, Im

E8 : bc, gdF, h, 1 mae

Eq : bc, d, e, hg, mafl

sommets a b c¢c d e £ g h 1 m

CODE 01 5 310 211 9 6 4

Sommets supplémentaires

blocs EZ E3 E4 E5 E6 E7 E8 E9
8,12
1 - - | - - |13,15 | - - -
7
13,12 _ _ _ _ R _ _
2 8
3 - g8 | - - - - - -
4 — - — - - — - -
5 - - | - - - 8 -
e R R e
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Temps de calcul : 25"

IV-4 - Exemple 4 tiré de FLORINE [ 6]

000 100 010 001
1 1 19 10 11
2 | 2 12 10 20
3 | 3. 13 10 9
4 | 4 14 10 9
5 | 5 15 10 22
6 | 6 16 10 9
7| 7 17 10 9
8 | 8 18 21 9
91 3 12 - 20

10 | 4 13 - -

1 | 5 14 - -

12 | 6 15 - 22

13 | 7 16 - -

14 | 2 17 - -

15 | 7 18 . -

16 | 7 19 - -
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Les partitions associées sont :

E1 : {1;2,14;39;4,10; 5,11 ;6,12 ; 7, 13, 15, 16 ; 8}
E, : {9, 2; 10,3 ;11,4 ;12,5 ; 13, 6 ; 14, 7 ; 15, 8 ; 16, 1}
E; : {1, 2, 3,4, 5,6, 7; 8}
By : {1358,3,4,6,7;09,2;12,5}
Résultats
C 1 2 3 4 5 6 7 8 9101112 13 14 15 16
ode

0 61215 910 3 5 41413 811 2 7 1

Blocs E

Remargue

Les états supplémentaires sont tous des états de l'automate n'ayant pag de

sucesseur défini pour l'entrée considérée.




Temps de calcul 1' 21"
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IV-5 - Exemple 5 tiré de NASLIN [2u]

B, B, B, B E B B, B
101 4 5 7 . - - -
212 4 6 7 10 - - -
303 4 5 8 9 - - -
41 - 1 - - - - - -
513 - 5 - - - 15 -
6 | 2 - 6 - - - 16 -
7| 2 - - 7 - - - -
8 | 3 - - 8 - - - -
9 | - - - - 13 15 18
10 | - - - - 10 14 16 17
11 | 2 - - - 1 13 - -
12 | 3 - - - 12 1 - -
13 | - - - - 9 13 - -
14 | - - - - 10 14 - -
15 | - - - - 9 - 5 -
16 | - - 3 - 12 - 16 .-
17 | - - - - 10 - - 17
18 | - - - 7 1n - - 18
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Les partitions associées sont :

E, :1;2,6,7,11;3,5,8, 12

EZ 4,1, 2,3
E3 t 5, 1,3 ;6,2
E4 : 7,1, 2, 18 ; 8, 3
E5 9, 3, 13, 15 ; 10, 2, 14, 17 ; 11, 18 ; 12, 16
E6 : 13, 9, 11 ; 14, 10, 12
E7 : 15, 5, 9 ; 16, 6, 10
ES : 17, 10 ; 18, 9
Résultats
a) code

états 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 1z 13 14 15 16 17 18

code O 5 3 1 2 7 41114 21 13 19 15 17 6 23 20 12

b) Sommets supplémentaires

Un seul sommet supplémentaire pour le premier bloc de la partition associée
a E5 : le sommet de code 11, soit le code d'un état n'ayant pas de successeur

défini pour E5°

c) temps de calcul global 1' 11",
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IV-6 - Exemple 6 tiré de FLORINE | 6 |

E E, E. E, E. Ec E, Eg
1 1 4 2 5 3 6 7 8
2| 1 4 2 5 3 6 7 8
3l 1 4 2 5 3 6 7 8
41 9 4 - 5 - 6 13 8
5/ 9 4 2 5 3 6 13 8
6/ 9 4 2 5 3 6 13 8
70 1 4 11 14 12 15 7 8
8 9 4 - 14 - 15 13 8
9 9 10 2 5 3 6 13 16

10| 1 10 - 5 - 6 7 16

11| 9 10 11 14 12 15 13 16

12| 9 10 11 14 12 15 13 16

13| 9 10 11 14 12 15 13 16

14 1 10 11 14 12 15 7 16

15 1 10 11 14 12 15 7 16

16 1 10 - 14 - 15 7 16
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Les partitions associées sont :

B :1,2,3, 7,10, 14,15, 16 ; 9, 4, 5, 6, 8, 11, 12, 13
B,:4,1,2,356,7,8;10,9, 11, 12, 13, 14, 15, 16
By :2,1,3,5 6 9;11, 7,12, 13, 14, 15
B, :5, 1,2, 3 4,6,9,10; 14,7, 8, 11, 12, 13, 15, 16
B :3,1,2,5,6 9; 12,7, 11, 13, 14, 15
B, :6, 1,2, 34,5 910;15,7,8, 11, 12, 13, 14, 16
B, :7,1,2, 3, 10, 14, 15, 16 ; 13, 4, 5, 6, 8, 9, 11, 12
By : 8, 1,2, 34,5 6, 7; 16, 9, 10, 11, 12, 13, 14, 15
a) Code .
" Somets 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16
Codle O 1 2 7 319 42311 9 14 10 15 12 8 13

b) Sommets supplémentaires

Les sommets supplémentaires suivants sont donnés :

entrée E4 : Z&me bloc sommct supplémentaire de code 31

" E6 : 28me bloc " " o3l
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c) temps de calcul global 15' S

Remarque sur ce temps de calcul

Le graphe des transitions directes comporte 76 arétes. L'arbre complet
comprenant 15 arétes, on teste dans la premidre partie l'adjonction de 61

aretes en 11' 52",

La suppression d'une aréte impossible, que 1l'on détecterait manuel-
lement ramdne ce temps de calcul a 2' 9" ., Il s'agit de 1l'aréte (13,15),

testée dans le graphe qui est le suivant

L'algorithme d'immersion (chapitre III) détecte que ce graphe n'est pas
immergeable danslGS—CUbe en un temps relativement long (10') . Le. graphe
comporte en effet peu de cycleset de nombreuses possibilités sont testées.

On envisage 2 solutions
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a) Une visualisation des arétes testées sur écran ; une impossibilité du
type rencontré ici, dans un graphe, par aill&Urs trés pauvre est facile-

ment détectée.

b) Application préliminaire de la condition nécessaire développée dans l'al-
gorithme du chapitre IV, détectant de telles structures ("condition néces-
saire et indépendante de la représentation ordonnée choisie"). Cette détec-
tion ne sera un gain de temps par rapport & l'application directe de
l'algorithme du chapitre III que si le graphe est pauvre en arétes et

si cette structure est présente dans des couches de rang élevé.

V - CRITIQUES ET AMENDEMENTS DE CETTE METHODE

Cette méthode appliquée aux exemples traités par d'autres méthodes donne
des résultats meilleurs en temps d'obtention, en dimension de la variable inter-
ne ; les exemples pratiques de dimension importante se traduisent en général par
des tableaux d'états relativement vides et peuvent alors €tre traités par cette

méthode en des temps acceptables.

En théorie, certains points apparaissent génants. Nous allons citer 2 de ces

points.

V-1 - Nous avons vu que la méthode proposée consiste a partir du graphe des
transitions directes, d'en extraire un arbre complet ; cet arbre é&tant im-
mergeable dans le no—cube, onajoute des arétes d cet arbre si le graphe

obtenu reste isomorphe a un sous-graphe partiel d'un no—cube.

On peut penser partir du graphe des transitions directes et chercher
un algorithme supprimant des arétes au fur et d mesure des impossibilités

d'immersion dans le n -cube ; n, étant choisi au départ.

Cecl pourrait se falre en 2 temps .:

1
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- le sommet de référence S étant arbitraivement choisi, on supprime dans
la structure en couches correspondante toute aréte ayant ses extrémités
dans une méme couche.

Cette étape est supprimée dans le cas d'un graphe bipartite ; ce qui est
effectivement le cas dans le graphe des transitions directes que nous

avons choisi.

~ soit ng la dimension du cube choisie ; si au cours de 1'application de
l'algorithme d'immersion, un sommet ne peut &tre codé, duelque soit

z 2

le codage des sommets considérés préalablement, on supprime successive-
ment les arétes reliant ce sommet d un sommet codé antérieurement ,
jusqu'd obtention d'une solution. Si la dernifre aréte de cet ensemble

ne peut &tre maintenue, la dimension n est augmentée de 1 .

Exemple :

Soit ny = [iogz nsl =4

Le procédé précédent est trds rapide et améne la suppression des 2 arétes
hachurées.
Néanmoins, la suppression des ar@tes de l'ensemble considéré se fait dans

un ordre arbitraire.
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V-2 - Ayant extrait un graphe partiel du graphe des transitions . divectes, il
semble arbitraire de considérer la premiére immersion obtenue qui ne sera
donc pas forcément optimale pour 1'étape suilvante (recherche des sommets sup-
plémentaires). Comme il est impossible en pratique de générer et de considé-
rer toutes les immersions possibles, on peut penser tenir compte au couprs

de 1'algorithme 4'immersion des contraintes de 1'étape suivante.

Soit un sommet X que nous voulons coder, au cours de 1l'algorithme d'im-
mersion du graphe. Considérons 1'ensemble dés sommets adjacents 3 X dans le
graphe des transitions directes et soit {yl,.o.,yi,...}les éléments de cet
ensemble codés avant X. Considérons les différents choix non équivalents pour
le codage deX , non plus dans un ordre lexicographique mais en considérant

dans un ordre croissant la quantité § d(x,yi) ol d est la distance (X,yi)
i
sur le cube. Cette immersion avec contrainte semble moins arbitraire, mais

il faut remarquer qu'il existera pas nécessairement un chemin direct (X,yi)

~

sur le cube pouvant &tre affecté 3 cette transition.

De plus, comme nous l'avons fait remarquer, les exemples traités ont

-,

montré qu'il existait souvent une seule immersion du graphe complété.
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CHAPITRE - VI

RS mEmTmET

FORMES DES EQUATIONS DE LA VARJABLE INTERNE APRES
CODAGE D'UN AUTOMATE ASYNCHRONE

Ce probléme est d'une importance fondamentale, en pratique. En effet,
il est souhaitable que la réalisation technologique de ces fonctions

puisse se faire par modules simples et identiques.

Nous rappelerons dans un premier temps les structures algébriques
définies dans Hartmanis permettant 1'approche de cette question. Nous
montrerons dans le cas du codage classique de LIU, les formes systé-

matiques des équations de la variable interne.
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I - DEFINITIONS

I-1 - Rappelons (cf. Chapitre I) qu'un automate a été défini par le quintuplet
M(S,E’O,G:X) 5 5
Si 1'application & :SXxE + S est définie sur tout SXE , nous parlerons

d'automate complet ou complétement défini.

I-2 - Sous—automate relatif 3 une entrée Ej

Soit un automate M(S,E,0,8,A) ;

1'automate M'(S,E.,0,8, ,A) ou
J Ej

. Ej est une valeur particuliére de E

. GE "est la restriction de l'application §

J
GE,
au sous—ensemble SXE : SxE. . ) s

est appelé sous-automate de M relatif d l'entrée Ej'

I-3 - Automate partiel

On appelle automate partiel attaché a un automate (S,E,0,8,1),
la donnée du triplet (S,E,§) ; en effet, nous serons souvent amenés d ne pas

prendre en considération la fonction de sortie.

I-4 - Homomorphisme d'automates partiels

Un homomorphisme d'un automate partiel (Sl,E,Gl) dans un automate par-
tiel (SZ,E,GZ) est une application @: S1 > 82 telle que
m(Gl(sl;e)) = 62(¢ (Sl),e) pour tout Sq € S1 et e € E.

- si 1l'application @ est surjective, l'homomorphisme est dit surjectif et A2

est alors un automate partiel homomorphe a Al par © .

- si 1l'application ® est bijective, A2 est un automate partiel isomorphe a Al.
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II - STRUCTURES ALGEBRIQUES UTILISEES DANS LE CAS D'AUTOMATES COMPLETS

Les structures citées sont définies par Hartmanis |13J et rappelées briéve-
ment ici. Ces structures sont relatives & l'ensemble des partitions de 1l'ensemble
des états d'un automate ; ces partitions se confondent avec les équivalences sur

cet ensemble, réticulé pour l'ordre suivant

Soient 2 telles partitions M et T . Nous avons

1

m< T six=y(m =>xzy(D).

On notera T+T et T.T respectivement la borne supérieure et la borne inférieure
de ™ et T. On notera 0, la partie triviale pour laquelle chaque bloc est composé

d'un seul état, et I la partition composée d'un seul bloc.

I1I-1 - Couple de partitions permis

C'est un ensemble ordonné de partitions (m,m') de S tel que
s = t(m) => 8(s,e) = §(t,e) (') pour tout e € E.

I1-2 - Homomorphisme et couple de partitions permis

Soit AZ un automate partiel homomorphe & Alpar 1'homomorphisme ©;
alors 1'équivalence T sur S1 définie par 8 = t(m) si o(s) =.m(t)
est telle que (m,T) est un couple de partitions permis pour Al'
En effet

(6,(5,0)) = 8,( (5),¢) = 6, w(t),e) = (b, (t,e))

pour tout e € E.
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PROPRIETE

I1-3 -

Sotent 2 couples de partitions permis (m,m'), (T,T")
alors (m.T, m'.T') et (mrT, T+T')  sont des couples de

partitions permis.

Couple de partitions Mm

o - T T T

Soit une partition m de S ; on définit

Dl(ﬂ) {mv 5 (w,m") est un couple de partitions permis}

D, ()

{m; (mw*,m) est un couple de partitions permis} ;

Les 2 opérateurs m , M sont définis par

m(m) = 1 !
oo EDl(TT)
M(m) = 2 7!

T € Di(ﬂ)

EaR= oyl Py

- Dl(ﬂ) et DZ(W) ne sont jamais vides ; en effet
la partition O € DZ(W)

la partition I € Dl(ﬂ)
~ (m,m(n)) et (M(m),m) sont des couples de partitions permis.

-y >m(x) <=> (X,y) est un couple de partitions permis

X < M(y) <=> (x,y) est un couple de partitions permis,
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e e e e e o e o i o 2 7 e G et e S s e it o P g, o o e o i

Un couple de partition (X,y) sera un couple de partitions
Mn si vy =mx) et x = M) . Compte tenu des remarques précé-

dentes, un tel couple est un couple permis.

II-4 - Partition relative & une entrée Ej

Cette partition définie au chapitre I, peut &tre définie de la maniére
suivante pour un automate complet : la partition relative a une entrée Ej d'un
automate est la partition ﬂj telle que (ﬂj,O) soit un couple de partitions v
Mn pour le sous-automate relatif a Ej .

Notation : On notera (ﬂ,ﬂ')E un couple de partitions du sous-automate

relatif a Ej d'un automate cgmpletg

I1-5 -Théorame sur 1'écoulement de 1'information (Hartmanis).

II-5-1 - Définitions_préliminaires

oo e o e . o T e i . L 0 (L, e S VSR N P 0 o .

Nous dirons qu'une composante Yi d'une variable booléenne
géndrale Y est codée sulvant une partition de 2 blocs (Bl,BZ) d'un
ensemble d'états si Yi = 0 pour les états d'un des 2 blocs, Yi =1
pour les états du 28éme bloc.

Généralisation.

Soit T une partition d'un ehsemble d'étatsen q blocs.
Soit ¥ = [10g2 q] . Nous dirons que T composantes d'une variable boo-

léenne générale Y sont codées suivant T si
~ ces T composantes ont la méme valeur pour les états d'un méme bloc de T

-~ 3 2 blocs différents de T correspondent 2 wvaleurs distinctes de 1l'en-

semble des ¥ composantes.
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Remarque sur les notations

Nous avons noté (cf. chapitre I), la variable interne (variable boo-
léenne générale) au temps t par Y, et cette méme variable au temps t-1
par Y. Un sous-ensemble de composantes de Y, qui peut se réduire d une

P

seule composante, sera notée Yi ou y; suivant 1l'instant considéré.

I1I-5-2 - Théoréme sur 1'écoulement de 1'information

1
Soit un automate complet donné ; la composante Yi de la
variable interne Y est codée suivant une partition Ti s soit P un
sous~ensemble de l'ensemble des composantes de Y

Yi sera une fonction des composantes de P, seules, si et seulement si

I (1.) < M(T.
( J) ( 1)
Oou encore

)

5

est un couple de partitions permis.

III - METHODE DE LIU (cas des automates complets)

III-1 -~ Enoncé de la méthode

).

Soit un automate asynchrone complet a N entrdes (El,...,Ei,...,En
Sotlt m la partition relative d l'entrée Ei‘
Soient q; le nombre de blocs de m, et r; = [log, qij.

Soit Yi la variable booléenne de T, composantes codées suivant ms

n ‘

57 I ™y o= 0 , alors la variable interne constituée par la con—
i=]1 -

caténation (Yl’YZ""’Yn) est codée d'une fagon acceptable pour

L'automate considéré.
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Démonstration

Il suffit de remarquer, en se.reportant & la contrainte impérative é&noncée

au chapitre I, que le sous-graphe partiel Gi est l'hyperplan Yi = uj si

uj est la valeur de Yi spécifique au bloc Bi de .
J
n

La condition 1l moE O assure simplement un code différent pour chaque
P i=1
etat.

Si ce produit n'est pas nul, 1l convient d'ajouter une partition d nombre

minimal de blocs annulant ce produit.

Exemple Haring [121

1 2 5 3

2 @ > 8 T, = (1358, 2467)
6 7 ® m, = (1248, 3567)

4 2 7 3 = (1256, 3478)

5 ® 3 m, = (1345, 2678)

Tl existe donc un codage d 4 composantes
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i, Yo Yy Yy
1 0 0 0
2| 1 0 0 1
3] 0 1 1 0
4] 1 0 1 0
51 0 1 0 0
6| 1 1 0 1
7] 1 1 1 1
8| 0 0 1 1

Les équations obtenues étant :

¥y = By *Ey*Eayg
Y, = By *EgtEyyy
T3 = By tEy sty
Yy = ExrBays*Eyyy

II1-2 - Théoréme 1

Sott un automate asynchrone complet ;'soit'{ﬂi} L'ensemble des
partitions associées aux différentes entrées ;

sott Y la variable interne codée par la méthode précédente ;
soit Yj les composantes de Y codées suivant ﬁj E'{ﬂi} R

Yj peut s'éerire sous la forme
Yj = E1y1+E2y2+...+Enyn

oul ?i représente une fonetion des seules composantes de Vi 3

<R

=0oul, Yio yi si y; est réduitt a4 une seule composante.
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Démonstration

a) Considérons le sous-automate relatif a 1'entrée Ej' Yj est codée sulvant
Wj, c'est-d-dire (ﬂj,O)E " est un couple de partitions Mm. Ceci entraine
que (ﬂj,ﬂj) est un coupie de partitions permis. Le théoréme sur 1'écou-
lement de 1'information nous permet alors d'affirmer que pour ce sous-
automate : Y. = E. y..

J J 7

b) Considérons le sous~automate relatif & une entrée Ek avec k # j.

Pour ce sous-automate (ﬂk,O)Ek est un couple de partitions Mm et &
fortiori (Wk,ﬂj) est un couple de partitions permis. Ce m@me théoréme

[P =N = 7
nous permet d'affirmer que Yj Ek Vi

Exemple 1

On vérifie que dans 1'exemple du paragraphe précédent, les équations ont

la forme annoncée,

Exemple 2

Soit l'automate

B, E, Ee
1| 2 3 )
2 | @ g 3
305 @
4] 5 @ 3
51 ®  © 1

les partitions sont

my o= 12, 345
m, = 13, 24, 5
T, = 15, 234
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Y1 sera codée suivant ﬂl

Y2 = (Y?,Y?) sera codée suivant Ty

<

3 sera codée suivant s
Soit le codage

états Y

et les équations peuvent s'écrire :

Yy = By rEp*Esys
Y5 = EyyptEyyy

Y= B By

Y, = BB,y tEgys

Remarques

a) ces équations ne sont pas uniques 3 11 existe plusieurs codages de Yi
suivant hi’

b) le nombre des états dell'automate est, en général, différent de 24
Les valeurs non utilisées de Y correspondent d des états supplémentaires
dont les successeurs sont choisis de fagon d conserver la forme des
équations de Y . L'expression "Y peut s'écrire" peut s'énoncer
"Il existe un surisomorphé de 1'automate donné dont les équations sont

de la forme ..."




- 124 -

IV - METHODE DE LIU ETENDUE AUX AUTOMATES INCOMPLETS

IV-1 - Soit un automate asynchrone incomplet ; 7. , partition relative 3 E.
est maintenant une partition de SE (SE c S) cfi Chap. I.
J J
L'énoncé du codage de LIU (6 III.1l) reste inchangé dans ce cas.

En effet, les &tats n'ayant pas de successeur pour Ej n'engendrent aucune

contrainte impérative. Les composantes Yj des états deFS—SE ne sont
pas définies au cours du codage. J
Exemple
1'automate E1 EZ E3 peut &tre codé

1] 2 3 @ Y., Y

2|1© 4 3 1] 0 0 0

515 © O 2| o 11

ils @ 3 3] 1 0 1

1@ - 1 4] 1 1 1

5 1 - 0

En particulier les états de (S—SE ) n'ayant pas de successeurs définis pour
Ej , peuvent &tre inclus dans un %loc quelconque de ﬂj. Cette remarque donne

lieu aux 2 régles de simplification énoncées par LIU.

o) Soit ﬂj une partition obtenue d partir d'une partition incompléte ﬂj par
application de la remarque précédente. Si ﬂj est une partition figurant déja
dans l'ensemble {ﬂi} , appelée ﬂk' on dit que ﬂk couvre Wj 5 ﬂjiest alors

supprimé de 1l'ensemble {ﬂi}.

Exemple

=3
it

{12, 345} s = {1,2,3,4,5,6}

fl

{126,345}
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B) si 2 ou plusieurs partitions incompléte peuvent &tre remplacées par une

partition unique par la remarque précédenfg;cgétte partition est appelée

intersection des 2 partitions initiales.

Exemple :

S = {a,b,c,...,m}
™y o {aF, bl, éeg, dhm}
my {aFj, blk, ceg, dhm}

peuvent &tre remplacées par (aFj, blk, ceg, dhm).

IV-2 - Forme des équations dans le cas d'automates incomplets

PROPOSITION 1

Dans le cas d'automates incomplets, L'application de la méthode de LIU
permet de trowver des équations de la variable interme conformes au
théoréme 1.

Il suffit de choisir les successeurs non définis de maniére d conserver

une telle forme.

PROPOSITION 2

Dans le cas d'automates incomplets ol le nombre de partition {Wi} a
été véduit par application de la régle de simplification, Ll'application
‘de la méthode de LIU permet encore de trouwver des équations de la

variable interne conformes au théoréme 1.

Démonstration

Soientﬂ'k une partition intersection des partitions M. 2T 2o

Wi est obtenue en ajoutant aux blocs de ﬂk

1

des éléments dont les successeurs

sort non définis pour cette entrée.




a)

b)
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ﬂi est une partition de S.

I1 suffit d'attribuer des valeurs aux successeurs non définis tels que

(W;O)L - soit un couple de partitions permis, ce qui est tdujburs possible.
Ky

Trl'( est une partition de S' ¢ S

Dans un premier temps, les successeurs de S' sont déterminés comme précédem-

ment en considérant la partition de S'. Les états de S-S' n'ont leur suc-

cesseur défini pour aucun Ek- . Dans le codage de la composante Yk’ ces

états sont rattachés 3 un bldc quelconque de ﬂi. TI1 est intéressant dans

ce choix de tenir compte du produit 'ﬁ ms qui, rappelons-le, doit &tre

. 1=1
nul.

Exemple tiré de [ 1 (cas a)

Bl By B By
a | © & 1u 15
b @_7 12 @ m = f{af ; bl ; ceg ; dhm}
c | ® 5 -9 15 m, = {ac ; bd ; ej ; ghk}
a | o -,10 13 m, = fafj ; bkl ; eg ; hm}
e 3 @ 16 my = facl ; bd ; ejm ; hk}

7
®

£ 1 @ 11 =13
8

!
Jut
(@)
= o]
©O®
—
(o)
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T et Tz sont inférieures a la partition ﬂi = {afj ; bkl, ceg ; dhm}

m, et T, sont inférieures a la partition ﬂé = {acl ; bdf ; ejm ; ghk}

Nous sommes alors ramenéds a l'automate complet obtenu en remplagant les

tirets par les états indiqués dans le tableau.

Si on code ﬂi par Xp = (yl,yz) = 00, 01, 11, 10
pour les blocs énumérés de ﬂi

Si on code Wé par X, = (ys,y4) = 00, 01, 11, 10

pour les blocs énumérés de ﬂé , on obtient les équations

Yy = BBy +(By*E )y,
X1
Y, = (Bp*Eg)y *Eyys*Eyys
( Yz = EpygtEgth,y,
XZ {!
LYy s

g = By(yq 8 ¥ )*Eyy*Ex(y) 8 y)) "By,

V - CONCLUSION

Si l'on cherche une synthdse rapide d'un automate asynchrone, a l'aide de
circuits simples, nous disposons essentiellement de 2 méthodes : le codage de LIU
et le codage utilisant une composante de la variable interne par ligne. Si l'auto-

mate possdde un grand nombre de valeurs d'entrées la méthode de LIU s'avérera moins

intéressante. I1 convient d'évaluer rapidement une borne supérieure du nombre de com-

posantes de la variable interne pour cette méthode.

Quand aux méthodes de codage plus élaborées tendant d minimiser le nombre de com-
posantes de la variable interne (méthode du chapitre V) ou d minimiser les temps de
transitions (méthode TRACEY [ | ), il semble trds difficule d'introduire lors de

choix possibles, ce critére de simplicité des équations.
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Les méthodes actuellement proposées (essentiellement UNGER, STEEN) pour

rechercher 1'isomorphie de 2 graphes, consiste a étudier
Les structures des 2 graphes ("fonctions de structure").

A faire correspondre a chaque sommet suivant la structure étudiée (nombre
de descendants d'ordre successif, nombre de boucles etc...) un nombre ou

une suite de nombres ("fonctions intrinséques" ou "fonctions nodales').

. A répartir les sommets en classes suivant les résultats en tenant compte

des renseignements de 1'étape précédente (intersection de partitions).
. A comparer les résultats ainsi obtenus pour les 2 graphes.

A pratiquer des essais successifs (appelés hypothéses) si les fonctions
de structure étudiées ne permettent pas de conclure (procédure ENUM

(UNGER) ).

Nous proposons une méthode plus souple en plagant éventuellement, une
hypothése de niveau 1 dans une étape quasi initiale, ce qui nous permet l'emploi

de fonctions de structure & la fois plus élaborées et plus simples a établir

et nous améne 3 des conclusions plus rapide que les autres méthodes.
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I - RAPPEL DE DEFINITIONS

I-1 - Isomoxrphismes

Soient 2 graphes G(X,I) , G'(X',T') ; G et G' sont isomorphes s'il

existe une correspondance biunivoque entre X et X' respectant les

relations I' et T' ; c'est-d-dire

pour X,y €X, x' €X'

[x <=> x' et T(x,y)] => [Fy' €X' tel que y <> y' et T'(x',y")]

et pour x € X, x',y' €X'

[x <=> x' et T'(x',y")] => [Fy €X tel que y'<->y' et T(x,y)]
Rappel

Comme précédemment I'(X,y) signifie qﬁe les sommets X et ¥ de G

sont relids par une aréte de G, G é&tant supposé &tre un graphe non

marqué.

I-2 - Automorphismes

Un automorphisme d'un graphe est un isomprphisme de ce graphe sur
lui-méne.
Les automorphismes d'un graphe forment un groupe ; c'est le sous-groupe

du groupe des permutations des sommets du graphe respectant la relation ['.
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1-3 - Isomorphismes et automorphismes

Tout isomorphisme entre 2 graphes, se construit en faisant le produit
d'un isomorphisme donné entre les 2 graphes par un automorphisme quelcongue

de 1'un des 2 graphes.

I-4 - Classes d'équivalence entre les sommets définis par le groupe d'auto-

morphismes H d'un graphe

2 sommets x, y d'un graphe sont dits H-équivalents s'il existe un
automorphisme de H qui fasse correspondre X et Y. ‘
Si 2 graphes sont isomorphes, les classes d'équivalence définies ici sont

isomorphes.

Cas particulier : S-€quivalence

2 sommets X et Yy de X sont S-8quivalents si la permutation de X et Yy, tous

les autres sommets &tant invariants, constitue un &lément de H.

IT - ISOMORPHISME DE 2 GRAPHES

Nous les supposerons dans un premier temps connexes et non marqués. En effet,

1'étude de graphes non connexes nous aménera 3 étudier les différentes composantes
connexes, l'étude des graphes marqués (graphes orientés, pondérés, etc...) faci-

litera les méthodes employées par un supplément d'information.

II-1 - Représentation d'un graphe G(X,I') ; Automorphismes de ce graphe:

Noug adopterons une représentation déjad employée précédemment et qui

donne trds rapidement certains renseignements sur la structure du graphe.




- 131 -

II-1-1 - Structure en couches associée 3 un_sommet S € X

praiupudhuipmpuspuigaieiiipuiinpiipu e puipipuipniiparpiipiphapueanay g pap g

S étant un sommet distingué dans X, nous associons a G(X,I) , la

représentation en couches {Co""ci"'°} définie par

S € C6

x € C, <=> d(s,x) = i

d étant la distance au sens habituel (S,x) dans G.
Dans cette preprésentation, chaque sommet peut €tre relié a des sommets
de la couche précédente, 3 des sommets de la méme couche, 3 des sommets de

la couche suivante.

Triplets associés aux sommets {X} dans_une représentation_en _couches

feipeipung wusutdPonu g uiiuibaneiiatgulguinipuighdys gripwiphipu Ry Aulgapinapuipuupuiyisgutpiupudyparpest MpSApuii 4 g et R R B

A chaque sommet on associe une suite de 3 nombres (& ,B , Y) ol a est le
nombre de liaisons avec la couche précédente, B est le nombre de liaisons

avec la méme couche, Y est le nombre de liaisons avec la couche suivante.

Exemple

Soit le graphe suivant (Vilcoq [33J ) dont tous les sommets sont de degré 3

g 1

DS
= \‘ﬂ ~l

§ ’ j , 2(//

10 Y o,

S8i 5 est choisi comme sommet S, nous avons la structure et les triplets

suivants :




4 7 ‘
7 d)?’rawd‘mw ) ) A,:/ ’ o :“;"'y”m‘\ﬁ;’
L 7 { 2 - e
5 /1:,, N - \.t: .;ium::w e “\: . P /’g ’ 3
N\“w,, H I [0 /"‘"M
‘66 e, Y @ﬂ”
(1,1,1) 7 ¢ (1,1,1) 1 (2,1,0)
(1,1,1) 9 : (1,1,1) 3 (2a1’0)
(1,0,2) 2 (1,0,2)
(1,2,0)
Remarques

- i tous les triplets sont de la forme ( @,0,8) le graphe est bipartite
(cf. Chap. 3).
- A des sommets de méme degré dans le graphe initial peuvent &tre affectés

des triplets différents.

o e e e s e s oo e e S o i s e e P e o e i 0 o e o P Aot puiuinp i puiguagorperpue Puspenp S PR

R e e et

Soit H le groupe des automorphismes de S. Le sous-groupe de H ap-
pliquant S sur lui-méme sera noté HS . Nous avons les propriétés suivantes

(conditions nécessaires pour que 2 sommets appartiennent a4 une meéme chlasse)

C.N.1.
x, x' €X
si X <-> X'par un automorphisme de HS alors X et X' appartiennent & une

méme couche (de la représentation associée a 5).

C.N.2.

gl X—- X' alors les triplets associés d X et X' sont les memes .

h€ Hy
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A chaque condition nécessaire ainsi énoncée;-cerrespond une partition de X.
La condition nécessaire 1 donne la partition de X en couches. La condition

nécessaire 2 peut affiner cette partition, exemple précédent :

C, + (4,6) (8)

C2 : (7,9) (2) (10)

C, : (1,3
A 1'application de plusieurs conditions nécessaires correspond l'intersec-
tion des partitions correspondantes.
Nous appelerons {PO’P1"'°’Pi’°'°} les partitions des sommets des couches
{CO,C1,..,,Ci,..,} obtenues, soit aprés application de conditions néces-

saires, soit aprés hypothése arbitraire.

Signification de ces partitions

Nous supposons que 2 éléments de la iéme couche, appartenant a 2 classes
distinctes de Pi ont été distingués entre eux, soit par des propriétés dif-

férentes (condition nécessaire), soit arbitrairement (par hypothése).

Conséquence de ces partitions

Supposons que 2 sommets X et X' appartiennént d 2 classes distinctes defPi
(ont pu étre différenciés par une certaine propriété). Cette distinction
engendrera des distinctions dans l'ensemble des sommets adjacents d X ou X'
(voisinage de rang 1, de rang 2, etc...) et peut engendrer un ensemble de
partitions Pé,...,Pi,... plus fines que les précédentes. Nous allons donc
étudier un algorithme rapide donnant 3 partir d'un ensemble de partitions
{Pi} , un ensemble de partitions {Pi} (avec Pi < Pi ) obtenu en étudiant
les conséquences des partitionsk{Pi} au voisinage d'ordre 1, 2,... jusqu'ad

staticnnarité.




)

g)
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piiyend o> Drifnipanghutuiopivghudfhua o duneniplouiyiefpsnpviiipuupibpuiquspibgh Auiapuipuiptiynipuap sl P 4 SEMES gt st b piveds

Soit un ensemble de partitions {Pi} initiales. Numérotons les classes
de chacune de ces partitions ; CO,C1,C2,--- A chaque classe, corres-

pond, par exemple, un triplet défini au paragraphe précédent.

Associons 3 chaque sommet d'une couche une suite de 3 mondmes (m1,m2,m3)

Le mondme m1 sera constitué par la concaténation des classes de som-

mets de la couche précédente, adjacents & ce sommet. Le mondme m, tra-
duira de mé@me les liaisons avec les é&léments d'une méme couche, le

mondme m3 avec les éléments de la couche suilvante.

ExemEle
) %’L C1
N
!
|
|
{
i
]
Cj+1

4 X sont associés les 3 mondmes (C1C1C2C3,C2C2,C1C1). .
On définit ainsi une nouvelle partition Pj < Pj par la relation : 2
d1éments sont dans une méme classe si et seulement sl les suites de 3

monomes (m1,m2,m3) sont les mémes pour ces 2 éléments.
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Y) La partition relative d une couche, ayant été affinée par le proces-
sus précédent, les partitions relatives aux couches voisines sont

examinées.

8) Si aucun affinement n'est plus possible, par le processus précédent,

les dernidres partitions trouvées constituent 1'ensemble {Pi}.

Signification des partitions {Pi}

Elles traduisent les distinctions les plus fines que l'on peut faire,
d partir des distinctions traduites par les partitions initiales,

par étude des volsinages successifs.

I1-1-4 - Exemples d'application de cet algorithme ; analyse_des_résultats

e v e o e e e e i o e e s i et e o o (e 2 e e S 1t ey o e o s St oo et e Gt i Mt ot . v A o T o WY $08 W Pt

Dans les 2 exemples traités, les partitions initiales sont les par-
titions générées par les conditions nécessaires 1 et 2 : partitions par cou-

che selon le triplet défini.

Exemple 1

] sy

- [ I——_L s g A AT RN 5D Kj\
“"‘N R
in BRI )
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couche 1 couche 2 1. couche 3 couche 4
Partition |ABCD EHIJIM, FGK NPQ, O
initiale C1 C1 , C2 C1 , C2
mondmes A CTCZCZ
associés B C1C1C2
C: C1C2C2
D: C1C1C2
nouvelle AC, BD
partition C1, C2
E: C1, C1 ,
menomes o Cz, CZ
1:¢C,, C
associés 2’z
J C1, C1
L: CZ’ C1
M: CZ’ C1
F: C1C2, C1
G: C1C1, C2
K: C1C2, C1
nouvelle EJ, HI, IM, FK, G
partition Cq» CZ’ CS’ C
o A C1C4C5 N : C1C4, C1
associés 2 : 222224 Z : 2124’ 21
Y1475 U3
D : C3C3C4 0 : CZCZCS’ C1
nouvelles |AC, B, D NP, Q, O
partitions C1, CZ, C3 C1, CZ’ C3
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couche 1 couche 2 e, couche 3 couche 4
E : C1, C1 R : C1
H : CZ’ C3
I: CZ’ C3
mondmes g C1 C1
associés L CS’ CZ
M : CS’ C2
F C1C2, C1
G : C1C1, C3
K. C1C3, C1
nouvelle EJ, HI, IM, F, G, K
partition C1, CZ’ CS’ C4, CS’ C6
A C1C4C5 N:: C1C4, C1
mondmes B : C2C2C4 P : C1C6’ C1
associés C: C1C5C6 Q : CSCS’ C1
D : C3C3C6 0 : CZCZCS’ C1
nouvelle A, B, C, D N, P, Q, O
partition C1, CZ’ CS’ C1 CZ C3 C4
E : C1, C1
H : CZ’ C4
mondmes E : 22, 24
associés L : CS, CZ
R S
M: C4, C3
F . C1C2, C1
G : C1C3, C4
K :'C3C4, C2
nouvelle. A, B, C, D B, J, IH, IM, F, G, X |N, P, Q, O R

partition

résultat
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Exemple 2

SO ]
i { R ST
v R

' i,

!/

74

s (Y

g
g
o,

"\h el a2
o —
o ey 2

o
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couche 1 couche 2 B couche 3
partition (2,3,4) (5,6,8,9) (7) (10) (11,14) (12, 13)
initiale | C1 C1 CZ CS C1 CZ
mondmes L C1C1
. s 3 : C,C
associés 172
4 C1C3
nouvelle (2) (3) (4)
partition C1 LZ CS
5: C1, C2’ C1
mondmes o C1’ CZ, CZ
associés Z : 22’ 21, 22
I S I
7 = CZ’ C1C1, @
10: C3, @, C1C2
nouvelle (5) (6) (8) (9) (7) (10)
partition C1 C2 C3 C4 C5 C6
mondmes 11 i 21, 2122
associés 12 : Céé 1C2
tU2T4 M
13 c3C6) C1
nouvelle (1) (14) (12) (13)

partition
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Remarques

- Dans l'exemple 1, les classes trouvées sont les SS ~classes 3 on peut donc

affirmer que les distinctions les plus fines ont été opérées pour caracté-

riser ce graphe.

- Chaque classe finale est caractérisée par une suite de 3 mondmes. Il est
important, lorsque l'on opérera sur 2 graphes, que cette suite de 3

mondmes soit définie biunivoquement & partir des classes des partitions

initiales ; ce qui permettra d'établir une correspondance biunivoque entre

les classes finales d partir de la correspondance biunivoque entre les

classes initiales.

11 suffira pour cela de respecter la régle suivante

Soit une partition P s'affinant en une partition P' < P.

En numérotant les classes de P', on respectera

. 1'opdre des classes de P : seront d'abord considérés les sommets de la

premidre classe de P etc...

. au cours de 1l'édclatement d'une telle classe, on respectera un ordre lexi-
cographique des variables (CT’CZ""°’Cn) figurant dans la suite des 3

mondmes .

Exemple 1
La partition initiale de la 2éme couche :
EHIJIM, FGK donnera a 1'étape suivante .

¢y Cy

la partition en classes ordonnées comme suit
BJ, IM, HI, G, FK ; en effet IM est caractérisé par CZ’ C1

c, ¢, C; ¢, C HI " " " C,, C -

1T 72 73 7475 2’ 72

Exemple 2

Cet ordre est respecté.
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En fait, a chaque étape (nouvelle partition & partir des mondmes associés),
nous avons une écriture unique des nouvelles classes et une caractérisation
unique de ces classes. En opérant sur 2 graphes, la correspondance biunivoque
possible pourra étre vérifiée d chaque pas (d partir de la correspondance

initiale).

I1-2 - Isomorphie de 2 graphes

Considérons 2 graphes G et G' dont nous recherchons 1'isomorphie éventuelle.

La recherche proposée se fera par les é&tapes suivantes.

A - ETUDE PREALABLE DES 2 GRAPHES

Cette étude rapide comprendra

- le dénombrement des sommets, des arétes, l'établissement de la partition
‘de l'ensemble des sommets suivant la valeur de leur degré (généralisation
aux graphes marqués tiendra compte des demi-degrés etc...) et des boucles
pouvant éventuellement figurer dans le graphe. Dahs les cas les plus défa-
Vorables, cette partition se réduira 3 une seule classe.
Si les mémes résultats sont trouvés pour G et G' 1'étape suivante est
considérée (les classes se corres?ondent biunivoquement, chaque classe
étant caractérisée par les quantités teiles que : degrés, nombre de

boucles),

A cette étude préalable, peut &tre substitué une étude plus poussée, (pro-
posée par UNGER, STEEN, VILCOQ), le résultat final étant toujours une
correspondance biunivoque entre les classes des partitions de l;ensemble
des sommets de G et G' . Une é&tude rapide et grossiére nous semble- plus

rentable pour la méthode proposée.
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B - DEUXIEME ETAPE ' o

Considérons une classe C, ayant un nombre minimal d'éléments, de la par-
tition précédemment trouvée de 1'ensemble des sommets de G et 1'image C' de
cette classe dans G'.

Soit S un sommet de C 3
% choisissons un sommet S' dans C' ; nous cherchons si S' peut &tre image
de S par une isomorphie cherchée. Pour cela, étudions les structures en

couches associbes 3 S et S' dans G et G' .

o) Ces structures en couches doivent avoir

. méme nombre de couches

. méme nombre d'éléments dans une couche

. méme partition initiale des &léments d'une couche suivant la valeur
du triplet associé. On numérotera de la méme fagon les classes corres-

- pondantes de G et G' ayant méme valeur de ce triplet.

Si ces conditions ne sont pas remplies, retour a % (nouveau choix de S').

B) Les partitions initiales sont affinées & l'aide de 1'algorithmeénoncé au
paragraphe II—1~3; |
S'il n'y a pas correspondance biunivoque entre les partitions obtenues
3 chaque étape (méme ensemble de mondmes caractéristiques pour les clas-
ses obtenues), retour a # (choix de S'). Supposons cette correspondance
possible.
Si les classes ainsi obtenues se réduisent 3 un seul sommet, 1'isomorphie
cherchée est établie. Dans le cas contraire, il s'agit soit de Hs—classes
maximales de plus d'un élément, soit d'une partition supérieufe d cette

partition en HS~classes maximales. .
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Y) Hypothdses d'ordre supérieur : identification progressive des classes

de plus d'un élément.

On considére dans la lére couche (puils 28me etc...) une classe de plus

d'un élément dans G , et la classe image dans G'.

%% Soient X et X' 2 éléments de ces 2 classes, que nous essayons de
mettre en correspondance.
Ce choix correspond 3 un affinement des partitions dans G et G' ( X
et X' constituent une classe unique dans G et G' numérotée de la méme
fagon dans G et G'). Ces partitions sont affinées par 1l'algorithme
du § IT~-1-3. Si. les classes finales se correspondent biunivoquement

nous avons

- soit résultat final cherché si ces classes se réduisent a un seul
é1ément
- soit passage d l'hypothése suivante (2 éléments sont mis en corres-

pondance dans 2 classes correspondantes).

Si les classes finales ne se correspondent pas, retour a 1l'hypothése
précédente : nouveau choix de X et X' ou retour 3 2 classes précédemment
considérées pour lesquelles les hypothdses possibles n'auront pas été

P o 2 '
épuisées.

Si les hypothdses de 1'étape Y sont épuisées sans avoir trouvée une

correspondance biunivoque cherchée, retour au choix de S' (%x).

D'ol 1'organigramme suivant
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~&tude préalable de G et G'

partitions finales se correspondent ?

oui

[ choix de S dans C |

non isomorphie

choix épuisé

| Choix de S' dans C'}

non isomorphie

N
Ztude 1mmédiate des structures en couches
correspondantes

correspondance ?

- oul,

triplets associés

y
affinement des partitions générées par les

correspondance ?

ouil

14

S
e
non
%
non
!
! impossible
) T

plus d'un élément

. N
identification progressive des classes de

oul

\
isomorphie trouvée
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I1-3 - Exemples

G et G'sont homogénes, chaque sommet étant de degré 3

Choisissons le sommet 1 de G comme sommet S
La représentation en couches associée est :

2

et la partition

Co ' o -
2 3
des sommets suivant la valeur du triplet :
(2,14,13)  (3,5,7,8) (4) (12) (10,11) (6,9)
(1,0,2) (1,1, (1,2,0) (1,0,2) (1,2,0) (2,1,0)




Choix deS'
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. Le sommet 1 de G' considéré comme sommet S' donne une représentation en

couches comprenant 5 couches.

. Les sommets 2, 3, 4, 5 de G' donnent une couche C2 comprenant 5 gléments

(au lieu de 6) dans la structure en couches correspondante.

. Le sommet 6 donne le méme nombre d'éléments par couches mais une réparti-

tion différente suivant la valeur du triplet dans la 2éme couche.

. Le sommet 7 de G' donne une 2&me couche a 5

7 Pl

éléments.

. Le sommet 8 donne une représentation en couches avec méme nombre d'éléments

par couches et méme partition initiale.

Affinement des partitions initiales

Graphe G
P (2, 13,14) (3,5,8,7) (4) (12) (10,11) (6,9)
C1 C1 C2 C3 C1 C2
2:0; 0, C1C1
13: @, @, C1C3
14: @, @, C1C2
nouvelle (2) (14) (13)
partition C1 C2 C3
3 :Cp, Gy €
5 C1, CZ’ C2
7 i Gy €y G
8 : CZ’ C1, C2 -
4 CZ’ C1C1, )
12 : C3, @, C1C2
. nouvelle (3) (5) (8) (7)) (4 (12)
partition C; G, C; G CS Ce
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10 2 Cpy CiCy, @
11 C6’ C1C2, 1)

6 : C2C4, C1, @

9 : C3C6’ C1, )
nouvelle (10) (11) (6) (9
partition C1 C3 C3 C4

L'ordre lexicographique défini précédemment a été respecté dans 1'écriture

des nouvelles classes.

Graphe G'

(les classes initiales sont numérotées comme dans G suivant la valeur du

triplet)
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(7,9,14) (6,10,12,1) (13) (4) | (2,3) (5,11)
o ¢ 2 &1 &4 &
7 C1C2, @
9 C1C1, ?
(9 (7 (14)
Cp Gy Gy
6 :C, Cp, G,
10: ¢, Gy, €
1 CS’ CZ’ L1

les suites de mondmes associées d ces 4 sommets ne sont pas les mémes que

dans G ; correspondance impossible : retour au choix de S'.

. Les sommets 9, 10, 11, 12 donnent un nombre de sommets en couches C

as

5 égal

. Le sommet 13 donne un méme nombre de sommets par couche mais unepartition

initiale suivant la valeur du triplet différent.

. Sommet 14 de G' mBme nombre d'éléments par couche, méme partition initiale.

Affinement de cette partition
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(1,4,8) (13,3,5,7) (2) (9) (11,10). (6,12)
Cy G G G > C,
: CTCZ
: CTL,‘
: CTC‘S :
4) (1) (8)
¢, €, C
155 €y, Cpy €
3 C1, (‘2’ C1
5: Cy, Cy, C,
7:Cg, Cpy Gy
21 Cy, C,Cps @
91 Cy, 9,C,C,
(3) (5) (13) (1) (2) 9
C, G G G G Cf
11 ¢y, GGy, @
10 : Cgr C,Cyy O
6 : C2C4, C1, )
12 1 CCq, Cqs O
(11) (10) (6) (12)
c, ¢, C €,

Les mondmes caractéristiques sont les m@mes d'ol 1'isomorphie cherchée :

Glt 2 14 13 3 5 8 7 4 12 10 11 6 9
G* ‘14 4 1 8 3 5 13 7 2 9 11 10 6 12
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Nous nous plagons donc comme dans STEEN dans le cas le plus défavorable
oll le sommet S' satisfaisant est testé en dernier lieu. Les procédés de
comptage sur les structures en couches correspondantes et la partition

initiale ne laissent subsister que 2 sommets (8 et 14) de G'. Le sommet

8 est éliminé par 1'algorithme d'affinement. Cet algorithme donne la

solution pour 1.

Graphe G

Soit 2 graphes G et G' ayant méme nombre de sommets, d'ar&tes et méme par-
tition de 1'ensemble des sommets suivant la valeur du degré. Supposons ces
2 graphes isomorphes et cherchons le nombre maximal d'étapes nécessaires

B » a i o ' o . vd °
pour reconnaltre cette isomorphie. Le choix de S et S'" est ici évident.
L'étude immédiate des structures en couches donne une partition en classes
identiques aux couches et ne permet pas d'affinement possible. L!étape

est donc immédiatement abordée.

Pour comprendre ce qui se passera par application de l'algorithme,

étudions un tel graphe.
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a) Nous pouvons considérer comme systéme de générateurs de HS :

o) [abc][123]

8) [a][46][57]

v) [eg] [45] [67]

8) [deFg][4567]

&) [al[o]...[1 2]

les Hq classes maximales étant
-

(abc) (deEg)
(123) (4567)

b) Distinguons un sommet parmi les sommets de la premiére couche ; aux 7
possibilités correspondent les 7 partitions suivantes, qui, aprés affi-

nement donnent les résultats suilvants :

P_ = (a,bcdeFg) - Couche 1 a,bc,deFg Couche 2 12,3,4567
Pb = (b,acdeFg) > b,ac,deFg. 13,2,4567
PC = (c,abdeFg) > c,ab,deFg 23,1,4567
Pd = (d,abcdFg) > abc,d,eg,F 123,45,67
Pe = (e,abcdFg) - abc,dF,eg 123,46,57
Pp = (f,abcdeg) . abc,d,eg,f 123,45,67
Pg = (g,abcdef) > abc,dF,ef 123,46,57

Application de l'algorithme

- Supposons que le sommet @ soit considéré dans G.
Si dans G', nous essayons de mettre en correspondance les sommets images
de d, e, £, g nous obtenons des partitions affinées non comparables.

Seuls les sommets images de &, b, C donneront mémes partitions affinées.
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L'hypothése suilvante portant sur la classe bc sera toujours satisfaisante

et permettra de mettre en correspondance les sommets a, b, c, 1, 2, 3.

- Classes restantes
Par le méme raisonnement que précédemment, nous aurons 2 images possibles
pour d (sommets correspondant a d ou f). Une image étant choisie, toutes
les hypothdses suivantes (classe eg) sont satisfaisantes et aménent a

une isomorphie cherchée.

II-4 - Comparaison avec les autres méthodes

P N

- L'écriture des triplets associés & un sommet, revient a considérer comme
fonction de structure les liaisons d'un sommet 3 distance 1 de S avec les
sommets a distance i, i-1, i+1 de S. La fonction intrinséque (STEEN) ou
fonction nodale (UNGER) associée n'a pas été traduite par un seul nombre
(difficulté d'une correspondance biunivoque évoquée par Unger) mals par
des suites de nombres. Néanmoins, 1'introduction de ces suites de nombres

en machine doit &tre résolue.

- L'écriture de mondmes caractéristiques revient & considérer la méme
fonction de structure. La fonction intrinséque ou nodale tiert compte
des partitions précédentes des couches voisines (intersection de parti-
tions chez STEEN) et se traduira de méme par des suites de nombres ou

de classes.

- Le processus d'affinement qui consiste a &puiser les conséquences des
distinctions faites sur une couche, revient 3 considérer comme fonction
de structure les voisinages successifs des classes d'une partition en
tenant compte a chaque pas des informations précédentes (intersection

de partitions ou "affinement'" de la partition).
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La méthode proposée se différencie des précédentes par

- une hypoth&se initiale de niveau 1 (STEEN) ou une correspondance évidente

(S et S') sans avoir épuisé les autres moyens d'investigation.

- ce choix de S et S' permet alors l'emploi de fonctions de structures beau-
coup plus élaborées et de fonctions nodales faciles a établir, donnant
des conclusions rapides. En particulier, nous évitons les fonctions
"ancestors" et "descendants' spécialement longues & calculer pour N 2 4
(Unger) ; seule, la recherche de "shells" identiques aux couches subsiste

et pour certains sommets seulement.

- les hypothdses finales (essals successifs avec back-tracking, "procédure
ENUM" chez Unger) sont diminudes par rapport aux autres méthodes et

souvent supprimées.

En conclusion, pour tous les exemples traités, le gain en nombre d'opérations
et en temps est trds net. A titre d'exemple, nous traitons, d nouveau,

1'exemple 1 par la méthode de Unger.

1) Entrée des graphes G et G' par la liste des successeurs de chaque sommet

partition PNPL (suivant les degrés des sommets )

1,20 eeene, 14 (1,2, 000000,14)
v

GMMV ”G|
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2) N=2

. Nombre de successeurs de chaque sommet & la distance 2 ("fonction

ancestor, desceniants')

G : 1(7) 2(6) 3(6) 4(6) 5(6) 6(7) 7(7) 8(7) 9(6) 10(6) 11(6) 12(6)...
G': 1(7) 2(6) 3(6) +evrvunens

partitions obtenues (les classes sont mises en correspondance)
PNPL : 1,6,7,8,13,14 (1,6,7,8,13{14) 2,3,4,5,9,10,11,12(2,3,4,5,9,10,11,12)
G L é(“,
. Nombre de sommets 3 distance minimale 2 ("shell")

G 2 1(6) 2(5) 3(5) vvoonn
G's 1(6) 2(5) vevnoennnnn

PNPL : inchangé
, Nombre de circuits de longueur 2 : néant.

., Fonctions extend

- les classes de G et G' sont numérotées ; chaque sommet est représen-

té& par sa classe j; a savoir

G | 1(1) 2(2) 3(2) 4(2) 5(2) evvne.
G | 1(1) 2(2) 3(2) 5(2) 6(1)
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fonction extend (somme des numéros des semmets adjacents)

G | 1(4) 2(5) 3(6) 4(5) «oeons
G' | 1(4) 2(5) 3(6) 4(5) «vvs.n

d'ol partition 'PNPL" :
1,8,13,14(1,8,13,14)2,4,5,6,9,11,12(2,4,5,6,9,10,12)3,10(3,11) 7(7)

3) N=3

Fonction ancestor et descendant (trés longues d calculer)

G : 1(12) 2(10) 3(9) 4(9) 5(9) 6(9) +unen.
G': 1(11) 2(9) 3(9) 4(10) 5(9) 6(9) ......

partition résultante

1,13(8,14) 8(13)14(1) 2,12(4,9) 4,5,6,9,11(2,5,6,10,12) 3(3)...
NS

1 2 3

les classes sont numérotées dans cet ordre ; aux sommets correspondent

alors les nombres suivants :

G | 1(1) 2(4) 3(6) 4(5) 5(5) 6(5) 7(8) 8(2) 9(5) 10(7) 11(5) «ven.. |
G | 1(3) 2(5) 3(6) 4(4) 5(5) 6(5) 7(8) 8(1) 9(4) 10(5) 11(7) +vrnn

Fonctions EXTEND

G | 1(8) 2(12) 3(16) 4(14) 5(14) 6(18) 7(8) ......
G| 108) 2(74) 3(16) 4(12) 5(14) 6(18) 7(8) +.....
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partition résultante
1(14) 13(8) 8(13) 14(1) 2(4) 12(9) 4,5(2,5) 6(6) ...

fonction shell nombre de sommets 3 distance minimale 3

1(4) 2(4) wevnncd(8) 5(4) ceeen.
cer 2(8) eerineees 5(4) cenns

G|
G|

n'affine plus la partition (ne permet pas de distinguer 4 et 5 de G ).

Fonction circuit ~ pas de résultat.

4) Hypotheése

2 hypothéses possibles .
1'hypothdse 4(5) 5(2) donne des fonctions EXTEND incompatibles pour
G et G' '
1'hypothdse 4(2) 5(5) donne la solution.

En conclusion, nous avons des recherches de structure beaucoup plus longués
(recherche de tous les descendants d'ordre n, pour tous les sommets, des
descendants 3 distance minimale n, de tous les circuits de longueur n),

et nous aboutissons, néanmoins, a une obligation de choix.

Le méme exemple, traité par la méthode STEEN étudie 1k hypothéses avec

établissement de 55 partitions.




La méthode reste la méme que pour les graphes non marqués. L'ensemble

des marques conduit 3 des comparaisons plus fastidieuses (comparalson de suites

de nombres) mais permet de conclure plus rapidement grice a des suppléments

d'information.

I - DEFINITIONS

I-1 -

I-2 -

Graphe marqué

Un graphe marqué est un graphe dans lequel d chaque liaison entre 2
sommmets est associé un ensemble de caractéristiques ou marques (sens,

pondération etc...).

Caractérisation des liaisons

L'ensemble des caractéristiques d'un graphe est ordonné préalablement
(ex : on considérera d'abord le sens, puis telle pondération etc...).
Aux n 8tats possibles d'une caractéristique donnée sont associés n nom-
bres entiers distincts, l'absence: de cette caractéristique est traduite

par le symbole @ .
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Soit un graphe G ; soit p le nombre de caractéristiques associées d G ;
d chaque liaison peut &tre associée une suite de P symboles (nombres ou
symbole ) ul.ocainnnup ou o, traduit 1'état ou l'absence de la iéme
caractéristique. Cette suite est appelée suite caractéristique de la

liaison.

Exemple :

\/H
/
I

Nous considérons les 2 caractéristiques dans 1'ordre sulvant : sens,

poids. Codons ces caractéristiques de la fagon suivante

sens : gauche droite : 1

droite gauche : 2
pondération : entiers indiqués sur la figure.

A l'aréte (a,b) est alors associé le doublet (1,1)
A 1'ardte (c,d) est alors associé le doublet (2,5).

Rangement lexicographique d'un ensemble de suites caractéristiques

Considérons 2 suites caractéristiques distinctes S = (u1,...,ap) et
St o= (ai,.,.,uﬁ) . Dans 1'ensemble ordonné des caractéristiques™ du gra-
phe, considérons la premiére caractéristique dont différent ces 2 suites

solent 0y et ui les symboles de cette caractéristique dans S et S'.

2
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si o, < ui (nombres entiers) ou o, = ¢p-—--S-sera rangée avant S'
Si ui = @ ou ui <oy S' sera rangée avant S.

Un ensemble de suites caractéristiques peut &tre rangé suilvant cette
régle. Ce rangement ne sera pas unique s'il existe des suites identiques.

Un tel rangement sera appelé rangement lexicographique des suites.

I-4 - Structures en couches, partition initiale, rangement des sommets 3 1'inté-

rieur d'une couche

I-4-1 - La structure en couches d'un graphe marqué, par rapport & un som-
met S est établie comme précédemment sans tenir compte des marques. Un
sommet donné, aura O liaisons avec la couche précédente

B liaisons avec la méme couche

Y liaisons avec la couche suivante.

comme suit
2 sommets d'une couche appartiennent au méme bloc de la partition de

1'ensemble des sommets de cette couche si et seulement si

a) les triplets associés a,B,Y sont les mémes

b) l'ensemble des suites caractéristiques des o liaisons (respec-

tivement B,Y) est le méme pour les 2 sommets.

’

e v o 3 b Tt (ot P S T oy P e o R e S (et S v e o ot Pt W v S e (i (Y B Sl Pk

Pour faciliter la comparaison de 2 graphes, les sommets d 1l'intérieur

d'une couche sont rangés d'aprés les régles suivantes

a) dans un ordre lexicographique des triplets (a,B,Y) associés (méme

définition que § I.3).

b) si ces triplets sont les mémes, on considérera un rangement lexico-
graphique des o suites caractéristiques des liaisons avec la couche

précédente.
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c) Si les caractéristiques a et b sont les mémes on considére un range-
ment lexicographique de B suites caractéristiques des liaisons avec

la méme couche.

d) Si les caractéristiques a.b.C sont les mémes, on considére les Y

suites caractéristiques.

e) L'ordre des sommets & 1'intérieur d'une classe de la partition

initiale est arbitraire.
Exemple 1

Soit le graphe

(R
L Q” ‘3”m N kﬂh
7 —\L ,,,,,,,,,,,,,,, - ) 3 v
g ek S 01 .
1 ¥
"‘ld .

Considérons les caractéristiques dans l'ordre : sens, pondération ; le sens

étant codé comme suit :

..
—_

arc aboutissant au sommet considér

P4

arc partant du sommet considéré :

N M
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Sommets o 8 y
Couche C S 41,1 0 —4
1,1
2,1
2,1
Cp | @ 1(1,1) 1(2,2) 1(2,2)
d 1(2,1) 1(1,2) 1(2,2)
b (,n 21,2 21,3
2,2 1,3
¢ 1(2,1) 21,2 2[1,2
2,2 1,3
Cay @ 211,2 1(1,1) 1(2,2)
2,3
g 21,2 12,1 12,8
2,3
f 212,2 2|1,1 2(2,2
2,3 2,1 2,4
C; | h 2]1,2 0 0
1,4
1 211,2 0 0
1,4

d'ol la partition initiale S
(a) (d) (b) (c)
(e) (g) ()
(hy)

A chaque liaison est attribuée une caractéristique supplémentaire : la
classe du sommet constituant l'autre extrémité. Une liaison est alors
caractérisée par une suite de p+1 nombres. Le processus d'affinement
est conduit comme précédemment, d partir de la partition initiale en

tenant compte de cette nouvelle caractéristique, jusqu'd stationnarité.
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Exemple précédent

partition initiale (2) (b) () (d) | (&) () (2) | (h)

T1 C2 C3 C4 C1 C2 C3 C1

Considérons la derniére couche

1, 2, C1
h:2

1, 4, C2

1, 2, C2
132

1, 4, C3

La partition triviale est alors trouvée.

I1 - RECHERCHE DE L'ISOMORPHIE DE 2 GRAPHES MARQUES

o)

1 ] . - £ 2
L'organigramme reste le méme que précédemment

L'étude préliminaire consistera & compter le nombre de sommets, de liaisons,

3 établir la partition initiale suivant le degré des sommets (sans tenir compte
des marques).

Néanmoins, en présence d'une marque ne prenant que 2 états possibles (ex : sens),
il est facile d'en tenir compte & cette étape et d'affiner cette partition pré-
liminaire (partition suivant les demi-degrés). Le résultat étant le méme pour
les 2 graphes on procdde au choix de S et S' dans 2 classes correspondantes

ayant un nombre minimal d'éléments.




B)

Y)
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Pour un choix de S et S' » les structures en couches sont construiltes ;
- on compare le nombre de couches, le nombre d'élé&ments par couches dans

les 2 graphes.

- on établit pour les 2 graphes, les partitions des sommets d'une couche
suivant la valeur des triplets 0,B8,Y. Pour faciliter la comparaison, on
pourra ranger les blocs d'une telle partition dans l'ordre lexicogra-

phique de la suite de nombres (a,B,Y) (cf. § I-3).

- on affine les partitions précédentes en considérant pour un bloc donné
les a(puis B,Y) suites caractéristiques ;3 on rangera, également, en vue
de faciliter la comparaison entre les 2 graphes ces llaisons dans l'or-

dre lexicographique des suites caractéristiques (cf. § I-3).

Une correspondance impossible dans 1'une de ces é&tapes renvole au choix
de S et S'.

A la fin de cette étape, les partitions initiales sont établies et les clas-

ses des 2 graphes sont mises en correspondance.

Affinement des partitions initiales

On procéde a 1l'affinement des partitions initiales pour les 2 graphes,
les comparaisons portant cette fois sur des suites caractéristiques de p+1

termes.

- Comme précédemment, 1l'ordre des blocs de la partition de départ est

respecté,

- Au cours de 1'éclatement d'un bloc, on rangera selon l'ordre lexicaegra-

phique des mondmes assoclés ; un mondme associé 3 un sommet est consti-

tué par la suite des (p+1)€ caractéristiques des liaisons, les liaisons

z

étant rangées comme indiqué au cours de 1'établissement des partitions

o

initiales.
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Une correspondance impossible renvoie au cheix.-de S et S' ; si la corres-
pondance sommet d sommet n'est pas trouvée, 1l'étape des hypothéses est

abordée.
§) Les hypothéses se font, comme pour les graphes non marqués, en mettant en
correspondance arbitraire 2 sommets appartenant d des classes de plus d'un

élément .

Exemple 2 (tiré de STEEN)

GI
6 4
3 7 | 4 > "6
A \ N \/
2 1M,
v P 3
. > P =
Nt
. Choix de S et S' : évident ici, par la présence d'une boucle pour les
sommets 5 et 6
. Représentation en couches : (il est inutile de faire figurer les boucles)




partitions initiales le sens est codé comme dans 1'exemple 1)

Graphe G

Graphe G'

couche CO

couche C1

couche C

couche CO
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o B Y
sommet 6 : 311 0 0
1
2
sommet 5 @ 1(2) 0 L 1
2
sommet 3 :  1(1) 1(2) 1(2)
sommet 1 1(2) 1(1) 2 1
2
. 1 1
sommet 4 : 2 2 0
2 2
1
) 1
sommet 2 : 311 ‘2 0
2
1
sommet 5 3] 1 0 0
| 2
sommet 3 : 1(2) 0 ) 1
' 2
sommet 4 @ 1(1) 1(2) 1(2)
somet 2 1(2) 1(1) 2- 1
2
. 1 1
sommet 6 : 2 2 0
2 2
1 1
sommet 1 301 2 2 0
2
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Ces partitions initiales (partitions triviales) donnent immé&diatement

1'isomorphie cherchée, a savoir

Exemple 3

Soient les 2 graphes G et G'

Graphe G
2 P, 3
e
Y R
1 B 2, e F %“, M/ETL
\Ll& 1 N ‘ OG 3 w /,JL
\'\\S e o V '; Ei4
5 "fn

-~ les sommets S sont facilement distingués dans G et G' et mis en corres-
pondance (ce sont les seuls sommets de degré extérieur 3, les liaisons

correspondants étant de poids 1).

- les structures en couches de G et G' de sommet référence S ont méme

nombre de couches, méme nombre d'é&léments par couches.
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sommets o B Y
S (2,1)
30 (2,1) 0 0
1(2,1)
1,3,
A 101,1)¢, 0 2
2,2,C,
1,3,C
B 1(1,1)C 0 2 > C,B,A
1 2,2,C c.c.C
St 1¢2%3
1,3,C
C 101,1¢, 0 2 3
2,2,C,
E 1(1,2)C; 101,8)C, 1(2,3)C,
G 1(1,2)C, 101,8)C, 1(2,3)C,
D 1(1,2)Cy 1(2,8)C, 1(2,3)C;  GED,LHF
I 1(2,3)(31 1(1,@(34 1(2,3)(31 < C2C3C4C5C6
F 1(2,3)C; 1(2,0)C, 1(2,3)C,
H 1(2,3)C, 1(2,0)Cy 1(2,3)C,
(1,3)C,
J 2| 0 102,1)
(1,3)Cs
(1,3)C,
K 2 0 1(2,1) > K,J,L
(1,3)Cq €192
(1,3)C,
L 2 0 1(2,1)
(1,3)Cc
(1,1
M 31 (1,1) 0 0
(1,1)
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En tenant compte de l'ordre indiqué, la partition initiale est :

R T T
s, ABC, EG,D, I, FH, JKL, M
C1 C1 C.I C2 C3 C4 C1 C1
Graphe G'
=Lapne » v
Sommets o B
| (2,1)
S 30(2,1) 0 0
(2,1)
1,3 ¢,
A 1(1,1)C, 0 2
2,2 C,
1,3 C4
B 101,1)C, 0 2
2,2 C
1
1,3 C,
C 1(1,1)¢, 0 2
2,2 C,
F 1(1,2)C, 101,0)C, 102,3)C,
H 1(1,2)C, 101,8)¢, 102,3)C,
D 1(1,2)Cq 1(2,0)¢, 1(2,3)C,
1 (1,2,3)C, 1(1,8)¢, 1(2,3)C,
E 1(2,3)Cy 1(2,9)C, 1(2,3)C,
G 1(2,3)C, 1(2,0)C; 1(2,3)C,
(1,3)C,
J 2 0 1(2,1)
(1,3)Cs
(1,3)¢,
K 2 0 1(2,1)
(1,3)C,
(1,3)C,
L 2 | 0 1(2,1)
(1,3)C;
(1,1)
M 30(1,1)
(1,1

> C,B,A

€1¢2%3

+ H,F,D,1,G,H

C1C2C

.3C4C5C

> K,J,L
€1¢2¢3




~ 169 -

d'ol la partition initiale

Co G C) Cz Gy

; T s g P R,

~
S, ABC, ©FH, D, I, EG, JKL, M

C C C c, C

1 1 1 2% % ¢

Les partitions initiales des 2 graphes se correspondent, les ensembles de

sultes caractéristiques étant les mémes.

Affinement des partitions initiales

On se sert des tableaux précédents en portant une 3&me caractéristique,

la classe du sommet constituant l'autre extrémité.

fgwﬁ (voir tableau)

. en opérant sur la premidre couche, on obtient la partition C,B,A

C4Cqys €40,

.
b

1'ordre des blocs étant donné par les mondmes C3C1, 4

on obtient alors pour la deuxiéme couche la partition G,E,D,I,H,F ;

. pour la troisiéme couche K,J,L.

Graphe G'

la premiére couche donne la partition C,B,A ; la correspondance entre

+

G et G' est possible (mémes mondmes).
. la deuxiéme couche donne la partition H,F,D,I,G,E
la troisiéme couche la partition K,J,L d'ou 1'isomorphie

G | CBAGEDIHFKJL

G |CBAHFDIGEKJL

s




PROGRAMMES

I - REMARQUE GENERALE

L'ensemble de ces programmes a été écrit en ALGOL et les temps de passage
indiqués sont des temps de passage sur I.B.M. 7044. Il convient d'accorder
une valeur relative 3 ces temps de passage. Ces programmes n'ayant pas été
écrits par des spécialistes de programmation, il est clair que ces temps
peuvent &tre diminués de fagon considérable. Ces programmes ont simplement
été écrits en vue d'avoir une premiére idée de la maniabilité des algorithmes
proposés et de la dimension des exemples que 1l'on peut espérer traiter ainsi.
Fn vue d'applications industrielles, il conviendrait de reprendre les dif-
férentes solutions proposées et d'écrire de nouveaux programmes. Nous join-
drons néanmoins les listings des 2 algorithmes d'immersion (graphe bipartite

quelconque et graphe bipartite ordonné) & titre d'exemple.

II - PROGRAMME D'IMMERSION D'UN GRAPHE BIPARTITE CONVEXE DANS UN n-CUBE

II-1 Un programme de 1500 unités syntaxiques ALGOL réalise l'algorithme

proposé au chapitre III.

Les temps de passage restent trés réduits jusqud 1'immersion dans le

5-cube (= 25 sommets) mals augmentent trés rapidement ensuite. De plus,
ces temps d'immersion sont trés variables pour des graphes ayant sensi-
blement le méme nombre de sommets d{arétes et dépendant du nombre d'es-

sais nécessaires dans 1'algorithme précédent.
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II-2 Entrées, Sorties

On considdre la structure en couches associée 3 un sommet référence S
L'ordre des sommets est arbitrairement fixé 3 1'intérieur d'une couche.
Ses sommets sont considérés couche par couche. Le graphe est rentré par
sa matrice d'adjacence, les sommets étant considérés dans 1l'ordre
cl-dessus.

Le code d'un sommet, est donné, a la sortie par son équivalent décimal.

II-3 - Résultats

a) Graphe et code trouvé par le programme

14 sommets, 18 arétes, nzi
1 12 124

8.

1234

temps de compilation et de calcul : 1'i"

temps de calcul » ¢ 2"

b) 25 sommets, 32 arétes, n=5

12 123 1234

b 12345

temps de calcul 16"
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c) 31 sommets, 42 arétes, n=6

temps de calcul 22"

256 1356

d) 35 sommets, 46 ard@tes, n=6

123456

temps de calcul 4' 50"
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On notera donc la grande différence des temps de calcul sur ces 2 exemples
comportant sensiblement les mémes nombres d'arétes, de sommets et immergea-
bles dans le méme cube.

En appliquant manuellement l'algorithme aux 2 exemples, on remarque en ef-

fet un nombre d'essais nécessaires trés supérieur dans le 2éme cas.

e) Ce dernier exemple montre qu'en augmentant le nombre d'arétes (le nom-

bre de sommets restant du meme ordre) on peut s'attendre d une diminution

47 sommets, 71 arétes, n=6 temps de calcul 1725"

125 v
.< ”//:45

1245

\ 12345

123456

234

II-4 - Listing du programme correspondant
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'DEBUT' 'ENTIER' I,J,NS, NC ,N :: N est la dimension du cube considéré ;
LIRE(NS, NC N) N est le nombre de sommets; NC le nombre de couches
du graphe ;
'DEBUT' 'ENTIER' 'TABLEAU' MATRADJ.(1:NS,1:NS), ce tableau est la matrice
d'adjacence du graphe ;
NEC. (1:NC) . ,NOC. (1 NS) . ,COD. (0:NS) .
MASQUE.(1'36) le tableau NEC donne le nombre d'éléments dans une couche ;
NOC le muméro de couche des sommets ;
'A' NS 'FAIRE'
'A' NS 'FAIRE' MATRADJ. (I,J).:=EDONNEE::
'A' NC 'FAIRE' NEC.(I).:=EDONNEE ::
'A' NS 'FAIRE' NOC.(I).:=EDONNEE ::

'POUR' I:=1 'PAS!
'POUR' J:=1 'PAS!
'POUR' I:=1 'PAS'
'POUR' I:=]1 'PAS'
MASQUE. (1) .:=1 ::
'POUR' I:=2 'PAS' 1 'A' 35 'FAIRE'
MASQUE. (I) . :=2%xMASQUE. (I-1). ::
MASQUE. (36).:=-0 ::
'DEBUT!
'PROCEDURE' IMMERSGRAPH(MATADJ,NBS,NBEC,NOC,COD,N) ::
'"ENTIER' 'TABLEAU' MATADJ,NBEC,NOC,COD :: 'ENTIER' NBS,NBC,N ::
'DEBUT' 'ENTIER' I1,J,K,X,U,Z,COMPT,W,U1,U2,C1,C2,C3 ::
'BOOLEEN' BOOL1, BOOLZ Tl
'ENTIER' 'TABLEAU‘ TADJ. (1:NBS, 1 N).,TAP. (1:NBS) .,CHOIX.(1:NBS,0:2).,
TV.(1:3). , SOM.(O: NBS) e
'"PROCEDURE' ADJ(A,T,X) :: 'ENTIER' A,X :: 'ENTIER' 'TABLEAU' T
'DEBUT' 'ENTIER' T ::
'POUR' I:=1 'PAS' 1 'A' N 'FAIRE'
T.(X,I).:=DJ(A,MASQUE(I).)
'FIN' @@ , '
'PROCEDURE' VERIFCOD(T,X,U,B1) :: 'ENTIER' X,U ::
'ENTIER' 'TABLEAU' T :: 'BOOLEEN Bl ::
'DEBUT' 'ENTIER' I,J ::
Bl:= 'VRAI' ::
'"POUR' I:=0 'PAS' 1 'A' X-1 'FAIRE'
'DEBUT' 'SI' T.(I).=t.(X). 'ALORS' 'DEBUT' Bl:= 'FAUX' ::
U:=I 'FIN' 'FIN'
'FIN' ::
'"PROCEDURE' INTERTABL(P,TP,B2,V) :: )
'"ENTIER' P :: 'ENTIER' 'TABLEAU' TP,V :: 'BOOLEEN' BZ ::
'DEBUT' 'ENTIER' I,J,K,C1,C2,C3 ::
Cl:=0 :: C2:=0 ::
INT12Z:
'POUR' I:=1 'PAS' 1 'A' N 'FAIRE'
'POUR' J:=1 'PAS' 1 'A' N 'FAIRE' .
'DEBUT' 'SI' TADJ.(TP.(1).,I).=TADJ.(TP.(2).,J).'ALORS'
'DEBUT' Cl:=C1+1 i
V,(C1).:=TADJ. (TP.(1).,I).'FIN'
1 .

i

I

FIN' :: _
'SI' C1=0 'ALORS' 'DERUT' B2:='FAUX' :: 'ALLERA' IMPOSS 'FIN' ::
1ST' P=2 'ALORS' 'ALLERA' SORTIE ::
INT23:

"POUR' I:=1 'PAS' 1.'A! N 'FAIRE'
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'DEBUT' 'SI' TADJ.(TP.(3).,I).=V.(1). "ALORS'
'DEBUT' C2:=1 :: V.(3).:=V.(1). :: 'ALLERA'-SOR23 'FIN' ::
'SI' TADJ.(TP.(3).,I).= V.(2). 'ALORS'
'DEBUT' C2:=1 :: V.(3).:=V.(2). :: 'ALLERA' SOR23 'FIN' ::
'FIN' ::
SOR23: 'SI' C2=0 'ALORS' 'DEBUT' B2:= 'PAUX‘ i
'ALLERA' IMPOSS 'FIN' ::
'SI' P=3 'ALORS' 'ALLERA' SORTIE ::
C3:=3
INTAN:
'POUR'I:=4'PAS'1'A'P'FAIRE!
"DEBUT' 'POUR'J;=1"'PAS'1'A'N'FAIRE!
'DEBUT' 'SI' TADJ.(TP.(I).,J).= V.(3).'ALORS' 'ALLERA' IBOUCL 'FIN'::
B2:="FAUX'::'ALLERA' IMPOSS: : -
IBOUCL ‘FIN‘ :
SORTIE: BZ 'WRATI' ::
IMPOSS:
'FIN' ::
COD.(0).:=0  ::
T&R'Kﬁl'ﬂﬁ'l'A'M&.ﬂL 'FAIRE!
'DEBUT' COD. (K).:=MASQUE.(K). ::
ADJ (COD. (X).,TADJ,K) 'FIN' ::
SOM. (0) .:=1  ::
'POUR' I:=1 'PAS' 1 'A' NBC 'FAIRE' SOM.(I).:=SOM.(I-1).+
NBEC. (I). :: ,
X:=80M.(1).::
TRAVAIL:
'POUR' I:=X 'PAS' 1 'A" NBS 'FAIRE'
'DEBUT!
ECRIRE(''I'',I)::
COMPT : ~O : _
'POUR' J'-I+1 'PAS' 1 'A' NBS 'FAIRE' CHOIX.(J,0).:=0 ::
'POUR' K:=SOM, (NOC.(I).-2). 'PAS' 1 'A'(SOM.(NOC.(I).-1).-1)
'FAIRE'
'DEBUT' 'SI' MATADJ.(I,K).=1 'ALORS' 'DEBUT' COMPT:=COMPT+1 ::
TAP, (COMPT) .:=K 'FIN'
ECRIRE(''K'',K)::
YFIN' ¢
'SI' COMPT=1 'ALORS' .
'DEBUT' 'POUR' K:=( 'SI' CHOIX.(I,0).=0 'ALORS' 1 'SINON'
CHOIX.(I,0).) 'PAS' 1 'A' N 'FAIRE'
'DERUT' COD. (I),:=TADJ.(TAP.(1).,K).::
ECRIRE(''COD'',COD.(I).)::
VERIFCOD(COD,1,U,BOOL1) ::
'SI' "NON' BOOl 'ALORS' 'ALLERA' KBOUCLE ::
CHOIX.(I,0).: :
ADJ(COD.(I). ,TADJ 1) :: 'ALLERA' CHF1 ::
KBOUCLE: 'FIN' ::
'SI' I 'NONEG' NBEC.(1).+1 'ALORS' 'DEBUT' W:=I-1 ::
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ECRIRE(''W'',''CHOIXPREC'',W)::
'"ALLERA' CHOIXPREC 'FIN'::
'ALLERA' CODIMP ::
CPF1: 'ALLERA' SUITE
'EFIN' ::
INTERTABL (COMPT ,TAP,BOOL2,TV) ::
'SI' 'NON' BOOL2 'ALORS' 'DEBUT' W:=TAP.(COMPT). ::
ECRIRE(''W'',"'CHOIXPREC'',W)::
'"ALLERA' CHOIXPREC 'FIN'::
'SI' COMPT=2 'ALORS'
'"DEBUT' CHOIX.(I,1).:=TV.(1). ::
CHOIX.(I,2).:=TV.(2). ::
COD.(I).:=TV.(1). ::
ECRIRE(''COD'',COD. (I).)::
VERIFCOD(COD,I,U1,BO0LL) ::
'SI' BOOL1 'ALORS' 'DEBUT' CHOIX.(1,0).:=100 ::
ADJ(COD. (D)., TADJ,T) ::
'ALLERA' CHF2 'FIN' :
COD.(I).:=TV.(2). ::
ECRIRE(''COD'',COD. (I).)::
VERIFCOD(COD,I,U2,BO0L1) ::
'SI' BOOL1 'ALORS' 'DEBUT' CHOIX.(I,0).:
ADJ(COD.(I).,TADJ,I) ::
'ALLERA' CHF2 'FIN' ::
'SI' Ul 'SUPER' U2 'ALORS' K:=Ul 'SINON' K:=U2 ::
'SI' K 'SUPER' TAP.(COMPT). 'ALORS' W:=K
'SINON' W:=TAP.(COMPT). ::
ECRIRE(''W'', ' *CHOIXPREC'' ,W)::
'ALLERA' CHOIXPREC ::
CHF2: 'ALLERA' SUITE
'FIN' ::
COD.(I).:=TV.(3). ::
ECRIRE(''COD'',COD. (I).)::
VERIFCOD(COD,I,U,BOOL1) ::
'SI' 'NON' BOOL1 'ALORS' 'DEBUT'
'SI' U 'SUPER' TAP.(COMPT). 'ALORS' W:=U 'SINON'
W:=TAP. (COMPT). :: '
ECRIRE(''W'', ' 'CHOIXPREC'',W)::
'ALLERA' CHOIXPREC 'FIN' ::
ADJ(COD. (I).,TADJ,I) :: 'ALLERA' SUITE ::
CHOIXPREC:
'"POUR' K:=W 'PAS' -1 'A" NBEC.(1l).+1 'FAIRE'
'DEBUT' 'SI' CHOIX.(K,0).=0 'ALORS' 'ALLERA' K2BOUCLE ::
'SI' CHOIX. (K,0).=200 'ALORS' 'ALLERA' K2BOUCLE ::

200 ::

'SI' CHOIX. (K,0).=100 'ALORS'- 'DEBUT' CHOIX.(K,0).:=200 ::

COD. (K) . : =CHOIX. (K,2). ::
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ECRIRE(''COD'*,COD. (I).)::

VERIFCOD(COD,K,U,BOOL1) ::
'SI' BOOLL 'ALORS' 'DEBUT' ADJ(COD.(K).,TADJ,K) ::

'SI' K 'NONEG' NBS 'ALORS' 'DEBUT' CHOIX.(K+1,0).:=0 ::

X:=K+1 :: 'ALLERA' TRAVAIL 'FIN'

'"ALLERA' ECRITURE 'FIN' ::

'ALLERA' K2BOUCLE 'FIN' ::

'SI' CHOIX.(K,0).=N 'ALORS' 'ALLERA' K2BOUCLE::
CHOIX.(K,0).:=CHOIX. (K,0).+1 :: X:=K ::

'ALLERA' TRAVAIL ::

K2BOUCLE: 'FIN' ::

CODIMP: ECRIRE(''CODAGE IMP'') :: 'ALLERA' TERMIN ::
SUITE: 'FIN' ::

ECRITURE: 'POUR' I:=1 'PAS' 1 'A' NBS 'FAIRE'
ECRIRE(COD. (I).) :: tableau des codes des sommets
TERMIN: 'FIN' ::
IMMERSGRAPH (MATRADJ ,NS,NC,NEC,NOC,COD,N) ::

'FIN!

'FIN'

U.S.1627 "FIN' ::

‘FALGOL
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IIT - IMMERSION D'UNE REPRESENTATION ORDONNEE D'UN-GRAPHE BIPARTITE

III-1 - Entrée-Sortie

v Le graphe est rentré, comme précédemment, par sa matrice d'adjacence,
l'ordre des sommets étant déterminé de la méme fagon. En vue de réduire l'en-
combrement de cette matrice, chaque élément de cette matrice sera le contenu
d'un bit d'une mémoire! de méme, 3 la sortie, le code d'un sommet S sera

.
donné par le contenu d'une mémoire dans laquelle le 1€ bit vaut 1 si

i€ qt(S,S), S étant le sommet de référence.

ITI-2 - Ce programme comprend 2.200 unités syntaxiques ALGOL et

est compilé sur IBM 7044 en 1' 20".
Les temps de calcul sont trés acceptables ; le graphe, exemple e) du
paragraphe précédent immergé en 4' 50", est immergé, cette fois, muni
de la relation d'ordre en 1' 25". On peut donc.facilement immerger des

graphes bipartites ordonnés d'une cinquantaine de sommets.

III-3 - Listing du programme correspondant
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'DEBUT' 'ENTIER' NS,NC,N :: les symboles sont les mémes-que dans le programme précédent.
'"PROCEDURE' RCH ::
'COMMENTAIRE' RETOUR A LA LIGNE ::

'CODE!

TRA ZIMAX+1

EXTERN JOBOU
ZJOBOU SXA ZLISTE+1,2

SXD ZLISTE+1,4

PXD 4

ADD Z1

STD 71

CLA ZIMAX

SUB Z1

TPL ZJOBLI

PXD ,4

ADD ZBLANC+1

STD YA
ZJOBLA CALL JOBOU(ZBLANC)
ZJOBLI CALL JOBOU(ZLISTE)

TRA 1,1
ZBLANC PZE 1

PZE x+1,1,1

BCI 9,

BCI 9,

BCI 4,
ZLISTE PZE 1

MZE *x,1,%%
ZI BCI 1,022000
ZIMAX BCI 1,022000

CLA =H022000

ST0 ZI
'FOCDE!' ::
"PROCEDURE' SORCHAINE(I,J,X) :: 'VALEUR' I,J :: 'ENTIER' I,J,X ::
'COMMENTAIRE' ECRIT UN TEXTE DE I SYMBOLES DONT LE PREMIER EST DANS
LA MEMOIRE X EN POSITION J . LE TEXTE S'IMPRIME A LA SUITE DES
TEXTES PRECEDENTS , S'IL Y A SUFFISEMENT DE PLACE. AUCUN ESPACE N'EST
PREVU . i '

'CODE!

TSX P2-3,4
LXA F2+1,4

CLA F2+2

LAS 3

SAC ZLISTE+1,,3
TSX ZJOBOU, 1




- 180 -

'"FCODE' ::
LIRE(NS,NC,N) ::
'"DEBUT' 'ENTIER' C,P,R,I,J,K,L,M1,M2 :: '"BOOLEEN' B ::
'ENTIER' 'TABLEAU' NEC. (1 NC) MASQUE (0:36).,NB. (0:NC) .
NOC. (0:NS).,COMB .(1:N).,SOMME. (O:N).,TK. (1: N) ,RANGNB. (1 2%xN) . ::
MASQUE. (1) .:=1 :: MASQUE.(36).:=—O -
'"POUR' I:=2 'PAS' 1 'A' 35 'FAIRE'
MASQUE. (I).:=2%¥MASQUE. (I-1). ::
'"POUR' I:=1 'PAS' 1 'A' NC 'FAIRE' NEC.(I).:=EDONNEE :: }
P:=(NS'/'37)+1 :: R:=NS-36%x(P-1) :: 'SI' NS=36xP 'ALORS' R:=0 ::
NB. (0).:=0 :: NOC.(0).:=0 ::
'POUR' I:=1 'PAS' 1 'A' NC 'FAIRE'
NB.(I).:=NB.(I-1).+NEC.(I). ::
'POUR' I:=1 'PAS' 1 'A' NC 'FAIRE'
'"POUR' J:=(NB.(I-1).+1) 'PAS'" 1 'A' NB. (I) 'FAIRE' NOC. (J).:=1
'POUR'I: 1'PAS'1'A}NS'FAIRE'ECRIRE (NOC (I)

- COMB.(1).:
T&R‘I Z'MS'l'A'N'HHMT
'DEBUT' C:=N :: :
"POUR' J:=2 'PAS' 1 'A' I 'FAIRE' C:=Cx(N-(J-1))/J ::
COMB. (I).:=C ::ECRIRE(C) : ¢
'FIN' ::
SOMME . (O)

'"POUR' 'I: 1 'PAS‘ 1 'A' (N-1) 'FAIRE'
SOMME. (I).:=SOMME. (I-1).+COMB.(I). ::
'"POUR' I:=1 'PAS' 1 'A' N 'FAIRE' TK.(I).:=1
'POUR'I:=1 'PAS'1l 'A' (2xN)-1
'FAIRE' 'DEBUT' J:=POIDS(I)::
RANGNB. (SOMME. (J~1).+TK.(J).) .+=1
TK. (J).:=TK.(J) .+1
'FIN' 0
'POUR'I:=1 'PAS'1 'A' (2xxN)-1 ‘
'FAIRE' ECRIRE. (RANGNB.(I).):: ' ,
'"DEBUT' 'PROCEDURE' ETABLISC(DN SC) :: 'ENTIER' 'TABLEAU' DN,SC :
'DEBUT' 'ENTIER' I,J,K,L :: procedure recherchant la section commengante
des sommets d'un graphe bipartite ordonné ;

'POUR' I:=1 'PAS' 1 'A' NS 'FAIRE'
'POUR' J:=1 'PAS' 1 'A' P 'FAIRE' SC.(I,J).:=DN.(I,J). ::
'POUR' I:=1 'PAS' 1 'A' NS 'FAIRE'
'POUR' J:=1 'PAS' 1 'A' P 'FAIRE'

'"POUR' K:=1 'PAS' 1 'A' 36 'FAIRE'

'DEBUT' 'SI' BIT(SC.(I,J).,K)=1 'ALORS' : .
'DEBUT' 'POUR' L:=1 'PAS' 1 'A' P 'FAIRE'

SC.(I,L).:=0U(SC.(I,L).,DN.(36%x(J-1)+K,L).) 'FIN'

t FIN' .

'FIN' &
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'PROCEDURE' COMPLETSC(CD,SC,X) :: 'ENTIER' X ::
'ENTIER' 'TABLEAU' CD,SC :: e
'DEBUT' 'ENTIER' I,J ::
'POUR' I:=1 'PAS' 1 'A' P 'FAIRE'
'POUR' J:=1 'PAS' 1 'A' 36 'FAIRE'
'DEBUT ' 'SI'BIT(SC. (X,I).,J)=1"ALORS'
COD. (36x(I-J).:=0U(COD. (36%x(I-1-+J).,COD.(X).)
'FIN!
'FIN' ::
'PROCEDURE' IMPCOD(COD,B) :: 'ENTIER' 'TABLEAU' COD ::
'"BOOLEEN' B ::
'DEBUT' 'ENTIER' I,J ::
B:= '"VRAI' ::
'POUR' I:=(NEC.(1).+1) 'PAS' 1 'A' NS 'FAIRE'
'DEBUT' 'SI' POIDS(COD.(I).) 'SUPER' NOC.(I). 'ALORS' 'DEBUT'
B:= 'FAUX' ::
'ALLERA' SORPRO 'FIN' ::
'FIN' =
'POUR' I:=(NEC.(1).+1) 'PAS' 1 'A' (NS-1) 'FAIRE'

'POUR' J:=I+1 'PAS'1l 'A'NS 'FAIRE'

- 'DEBUT"' 'SI' ((NOC.(I).=NOC.(J).) 'ET' (POIDS(COD.(I).)=NOC.(I).)
'ET' (POIDS(COD. (J).)=NOC.(J).) 'ET' (COD.(I).=COD.(J).))
' 'ALORS' B:= 'FAUX' ::
'FIN' : o
SORPRO: 'FIN' ::
'ENTIER' 'TABLEAU' DONNEE.(1:NS,1:P).,SECTCOM.(1:NS,1:P).,
COD. (1:NS).,CHOIX.(1:NS). ::
'POUR' I:=1 'PAS' 1 'A' NS 'FAIRE'
'DEBUT' 'POUR' J:=1 'PAS' 1 'A' (P-1) 'FAIRE'
" 'POUR' K:=1 'PAS' 1 'A' 36 'FAIRE!'
'DEBUT' 'SI' EDONNEE=1 'ALORS' DONNEE(I,J).:=OU(DONNEE.(I,J).,
MASQUE. (K).) 'FIN' ::
"POUR' K:=1 'PAS' 1 'A' R 'FAIRE'
'DEBUT' 'SI' EDONNEE=1 'ALORS' DONNEE.(I,P).:=0U
gggﬁyEE.(I,P). ,MASQUE. (K).) 'FIN' ::
ETABLSC (DONNEE , SECTCOM) ::
'POUR' I:=1 'PAS' 1 'A' NS 'FAIRE'
'POUR' J:=1 'PAS' 1 'A' P 'FAIRE'
'DEBUT' 'POUR' K:=1 'PAS' 1 'A' 36 'FAIRE'
SORCHAINE(1,6,BIT(SECTCOM. (I,J). ,K))::
RCH'
'FIN' ::
'POUR' I:=1 'PAS' 1 'A' NEC.(1). 'FAIRE'
'"DEBUT' COD.(I).:=MASQUE.(I). ::
COMPLETSC(COD,SECTCOM, I) ::
IMPCOD(COD,B) ::
'SI' 'NON' B 'ALORS' 'ALLERA' IMPOSS ::
'EIN' & )
'POUR' I:=1 'PAS' 1 'A' NS 'FAIRE!
'DEBUT' '"POUR' K:=1 'PAS' 1 'A' 36 'FAIRE!
SORCHAINE(1,6,BIT(COD.(I ).,K))::
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RCH'FIN':: e
M1:=NEC.(1).+1 ::
'POUR' L:=Ml 'PAS' 1 'A' NS 'FAIRE' CHOIX,(L).:=1 ::
INIT: 'POUR' I:=M1 'PAS' 1 'A' NS 'FAIRE'
'"DEBUT' K:=NOC.(I). ::
'SI' POIDS(COD.(I).)=K 'ALORS' 'ALLERA' SORTIE ::
'SI' COD. (I).=0 'ALORS'
'"DEBUT! ' POUR'
J:=(SOMME. (K-1) .+CHOIX. (I).) 'PAS' 1 'A' SOMME.(K).
'FAIRE!
'DEBUT' COD. (I).:=RANGNB.(J). ::
ECRIRE(COD. (I).)::
COMPLETSC(COD,SECTCOM, I) ::
IMPCOD(COD,B) ::
ECRIRE(B) ::
'SI' B 'ALORS' 'DEBUT' CHOIX.(I).:=J-SOMME.(K-1). ::
ECRIRE(CHOIX. (I).)::
, 'ALLERA' SORTIE 'FIN' ::
'"POUR'L:=(I+1) 'PAS'1'A'NS'FAIRE'COD. (L) .:=0::
'"POUR'L:=1"PAS'1'A' (I-1) 'FAIRE' COMPLETSC(COD,SECTCOM,L)::
'SI' J=SOMME. (K). 'ALORS'
"DEBUT' Ml:=I-1 ::
'ALLERA' RENVOI 'FIN' ::
: 'FIN'
'FIN':: .
'"POUR' K:=CHOIX.(I). 'PAS' 1 'A' N 'FAIRE'
'DEBUT' 'SI' BIT(COD.(I).,K) =0 'ALORS'
'"DEBUT' COD. (I).:=0U(MASQUE.(K).,COD.(I).) ::
ECRIRE(COD. (I).)::
COMPLETSC(COD, SECTCOM, I) ::
IMPCOD(COD,B) ::

ECRIRE(B)::

'SI' B 'ALORS' 'DEBUT' CHOIX.(I).:=K ::
ECRIRE(CHOIX. (I).)::
'ALLERA' SORTIE 'FIN' ::

COD. (I).:=DJ(MASQUE. (K).,COD.(I).)::
"POUR'L:=(I+1)'PAS'1'A'NS'FAIRE'COD. (L) .:=0::
'"POUR'L:=1"'PAS'1'A' (I-1) 'FAIRE' COMPLETSC(COD,SECTCOM,L)::

'FIN'
'FIN' ::

Ml:=(I-1)::
RENVOI:
'SI' MI=NEC.(1). 'ALORS' 'ALLERA' IMPOSS ::
'POUR' L:=(M1+1) 'PAS' 1 'A' NS 'FAIRE' CHOIX.(L).:=1 ::
'POUR' L:=M1 'PAS' 1 'A' NS 'FAIRE' COD.(L).:=0 ::

@ 'POUR' L:=1 'PAS' 1 'A' (Ml1-1) 'FAIRE'

COMPLETSC(COD,SECTCOM, L) ::
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'SI' POIDS(COD.(M1)).)=NOC.(M1l). 'ALORS' -
'DERUT' M1:=Ml-1 ::
'ALLERA' RENVOI
TFIN' ¢
"SI ((COD.(M1).=0) 'ET' CHOIX.(M1).=SOMME.(POIDS (M1) ).)
'ALORS' 'DEBUT' M1:=Ml-1 :: 'ALLERA' RENVOI 'FIN' ::
'SI' CHOIX.(M1).=N 'ALORS' 'DEBUT' Ml:=Ml-1 ::
YALLERA' RENVOI 'FIN' ::
CHOIX.(M1). := CHOIX.(M1). +1 ::
'ALLERA' INIT ::
SORTIE: 'FIN' ::
'POUR' I:=]1 'PAS' 1 'A' NS 'FAIRE'
'"DEBUT' 'POUR' K:=1 'PAS' 1 'A' 36 'FAIRE'
SORCHAINE(1,6,BIT(COD.(I). ,K))::
RCH ::
'FIN' :: _
'ALLERA' FINAL ::
IMPOSS: ECRIRE(''CODAGE IMP'') ::

FINAL: 'FIN'
U.S.2208 FIN!
'FIN' :

FALGOL
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IV - RECHERCHE D'UN ARBRE COMPLET DE POIDS MAXIMAL ;. RECHERCHE DES SOMMETS
SUPPLEMENTAIRES

IV-1 - Recherche d'un arbre complet de poids maximal

L'algorithme utilisé a été explicité et se programme sans aucune
difficulté ; un programme de 300 unités syntaxiques recherche en quelques
secondes un arbre complet de poids maximal pour un graphe d'une vingtaine

de sommets.

IV-2 - Recherche des sommets supplémentaires

La difficulté de ce programme (2000 unités syntaxiques) est liée
dans certains exemples 3 des problémes d'encombrement de l'arborescence
des chemins. Cet encombrement est proportionnel a la quantité E;Es
ol n est la dimension du cube, n, le nombre de sommets du bloc 3 cette quantité
nous donne, en effet, la proportion des sommets inoccupés du cube.

Des performances ont été données au cours des exemples traités.
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