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Introduction

L’objectif de cette thése est d’étudier le comportement asympto-
tique de certaines suites d’objets mathématiques issus de la théorie
des processus empiriques. Nous distinguons deux types d’objets. D'une
part, nous étudions des objets dérivés du processus empirique uniforme,
d’autre part, nous nous intéressons aux accroissement du processus em-
pirique indexé par un classe de fonctions (ou processus empirique gé-

néralisé).

0.1 Le processus empirique uniforme

Dans un premier temps, nous établissons quelques résultats concer-
nant le processus empirique uniforme, noté a, (), et défini de la fagon
suivante. Soit (U;);>1 un suite i.i.d. de variables aléatoires uniformément

distribuées sur [0, 1]. Pour tout entier n > 1, on pose

F(t) :=n""{1<i<mn, Uy <t}, te[0,1], (0.1.0.1)
an(t) :=n'?(F,(t) — t), t €[0,1]. (0.1.0.2)

Ainsi, ay(+) est un processus stochastique sur [0, 1] décrivant Iécart
entre la fonction de répartition empirique F,(-) et la fonction de ré-
partition d’une loi uniforme sur [0,1]. Nous définissons également le
processus des quantiles (3,(-) de la fagon suivante, pour tout entier



E7L(t) :=inf{u € [0,1], F,(u) >}, t €0,1], (0.1.0.3)

n

Bu(t) :==n 2 (E7Y(t) — 1), t €[0,1]. (0.1.0.4)

n

Ces quatre processus on été beaucoup étudiés, principalement pour leur
intérét statistique (voir par exemple les livres de Shorack et Wellner [91]
et de Csorgd et Revesz [17]). En effet, de nombreuses statistiques basées
sur des échantillons i.i.d. de variables aléatoires réelles peuvent s’expri-
mer comme des fonctions de ces quatre objets. Citons, par exemple,
I’estimation de la densité par la méthode du noyau, par projection tron-
quée ou par la méthode des k points les plus proches (voir par exemple
[11] et [89]), les L-statistiques [56], 'estimateur de Hill pour les lois de
type Paréto (voir, par exemple, [37, 31]), ou la méthode du bootstrap
(voit, par exemple, [90, 58|). Notre étude de «, et 3, se présente comme
suit.

Chapitre 1.

Dans ce chapitre, nous faisons plusieurs rappels concernant la géo-
métrie gaussienne, ou théorie des mesures gaussiennes dans les espaces
de dimension infinie. En particulier, nous donnons la définition d’es-
pace autoreproduisant et d’énergie gaussienne (ou norme hilbertienne)
associés au processus de Wiener W (-) sur [0, 1], ainsi que de la boule
de Strassen Sj.

S = {f : f(0) =0, % = [’ existe, et / f(t)dt < 1}.
[0,1]
(0.1.0.5)
Enfin, nous citons les résultats issus des travaux de Grill [55], Gorn
et Lifshits [54], De Acosta [2] et Berthet et Lifshits [9]. Les travaux
de ces chercheurs ont abouti & I’établissement d’inégalités de "petites
boules". Par inégalités de petites boules, nous entendons des inégalités
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de controle, lorsque T" — oo, des probabilités de type

(|l -l < vm),

ol
lim V(T) =0,
T—o0
et ou
| f]:= sup | f(t)].
t€[0,1]
Chapitre 2.

Dans ce chapitre, nous établissons deux types de résultats.
Les travaux de Finkelstein [49]|, Deheuvels |27, 25|, Mason [76], et De-
heuvels et Mason [33] ont abouti a des résultats appelés lois fonction-
nelles standard du logarithme itéré. A titre d’exemple, Mason a
établi le résultat suivant. Posons logy(t) := log(log(t Ve)), t > 0.

Théoréme (Mason, 1988)
Pour toute suite de constantes strictement positives (ay),>1 vérifiant,
lorsque n — o0,

0<a,<l1, a,|0,
na, T oo,

na,/logyn — oo,

on a presque stirement

ay,(ay-)
\/2a,logsn

signifie que l'’ensemble d’adhérence de la suite

- 8. (0.1.0.6)

Ici, le symbole "~»"

(2a,, logy n)~1/2

an(ay+), m > 1, pour la norme uniforme || - ||, est
égal & Sy.

En nous inspirant des travaux de Berthet [7], nous établissons, dans
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un premier temps, des vitesses de recouvrement dans certaines lois
fonctionnelles standard du logarithme itéré (voir le théoréme 2.2.2 dans
le §2.2 et le théoréeme 2.2.3 dans le §2.2.2). Par exemple, nous montrons
qu’il existe un réel positif €y > 0 tel que, pour toute suite de constantes

(an)n>1 vérifiant, lorsque n — oo,

0<a,<1,a,lO0,
nay, T 0o,

nay /(logyn)™?

— OQ,

on a presque stirement

oy (an)

\/2a, logy n

Ce résultat donne une idée de la vitesse 4 laquelle la suite (2a, logy n) ™2y, (ay,"),

lim sup eg(logy n)*? inf — gH < 1.

n—00 9gES

n > 1 est attirée par son ensemble d’adhérence S;. Nos travaux s’ins-
pirent de ceux de Berthet 7], et se basent essentiellement 1'approxi-
mation forte de Komlos, Major et Tusnady [66, 67| ainsi que sur une
inégalité de recouvrement pour le processus de Wiener due & Talagrand

[95].

Dans un second temps, nous établissons des lois de type Chung-
Mogulskii pour le processus empirique local ay,(a,-) (théoréme 2.3.3
dans le §2.3.1). En utilisant les inégalités de "petites boules" présentées
dans le chapitre 1, ainsi que "approximation forte de Komlos, Majors
et Tusnady, nous montrons que, pour certaines fonctions f € &y, il
existe une constante x; > 0, et une suite (7}, f)n,>1 qui tend vers oo,

telles que, sous certaines conditions sur la suite (ay)n>1, On a presque

stirement )
ay(a
lim inf 7, H Al —szx.
nooo \/ 2a, logy n I

Ce résultat généralise un résultat établi par Deheuvels [26], en couvrant
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le cas ou f € &y vérifie, en plus de certaines conditions de régularité,

1
/f’2(t)dt = 1.
0

0.2 Accroissements du processus empirique géné-
ralisé

Malheureusement, ’étude du processus empirique uniforme devient
plus délicate dans R?, & cause de problémes liés a la transformation des
quantiles. Un cadre théorique permettant I’étude de variables aléatoires
i.i.d. a valeurs dans un espace mesurable plus général (par exemple
R?, d > 1) est la théorie des processus empiriques généralisés.
Nous définissons maintenant cette notion, restreinte au cas multidi-
mensionel.

Soit (Z;)i>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires & valeurs dans R?
et soit G une classe de fonctions réelles boréliennes sur R%. Pour tout
entier n > 1 on pose

n

10)= Y (o(2) - B(4(2) ), 9 € 6

i=1
Pour n > 1 fixé, T,,(+) est un processus stochastique indexé par G.
Nous étudierons dans cette thése une classe d’objets mathématiques
dérivés de T,,(+), appelés accroissements du processus empirique
généralisé. Ce type d’objet, que nous définissons ci apres, a été in-
troduit pour la premiére fois par U.Einmahl et Mason [45]. Pour tout
z € RY, pour tout réel A > 0 et pour tout entier n > 1, on pose

Gnlg, h,z) = z”:g<z;-l;dz) - E(Q(%)) g€eg.

i=1

Il d’agit 1a de 'estimateur a noyau de la densité classique (& une norma-
lisation pres), dont le noyau g varie dans la classe G. Ainsi, si G est une
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classe de fonctions uniformément bornées, les G, (-, z,h), z € R?, h >
0, n > 1 peuvent étre considérées comme des trajectoires aléatoires
bornées sur G. Nous traitons donc les Gy, (-, z,h), 2z €RY, h >0, n>1
comme des variables aléatoires & valeur dans un espace vectoriel de fonc-
tions réelles bornées B(G), convenablement choisi pour des raisons de
mesurabilité (voir la définition 4.1.3 dans le §4.1.3), et muni de la norme

sup usuelle :

10 lg:= Sup [ W(g) |

g€
Dans [77|, Mason a établi une loi fonctionnelle uniforme du logarithme
itéré pour ces suites de processus, lorsque la taille de fenétre h := h,,
décroit avec n en satisfaisant les hypothéses de Csorgo-Revesz-Stute
suivantes, lorsque n — oo,

(HV1) 0<h, <1, hy, 10, nh, T oo,
(HV2) nh,/logn — oo,
(HV3) log(1/hy)/logyn — oo,

et sous des conditions sur la taille de la classe de fonctions G (voir
(HK1)-(HK5) dans le §4.1.1).

Théoréme (Mason, 2000)
Soient H un compact de R? d’intérieur non vide, (h,),>1 une suite
de constantes strictement positives satisfaisant les hypotheses (HV1)-
(HV3) (voir §4.1.1), et G une classe de fonctions vérifiant (HK1)-(HK5)
(voir §4.1.1). Soit (Z;);>1 une suite de variables aléatoires i.i.d dont la
loi sur R? admet une densité f (par rapport & la mesure de Lebesgue),
telle que f est continue et strictement positive sur H. Supposons qu’il

existe a > 0 tel que f soit uniformément continue sur I’ensemble suivant

(dilaté d’ordre o de H) :

H® .= {z e RY, ing || 2 — 2" ||ga< oz}, (0.2.0.7)
z'e
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oil || - ||« est la norme euclidienne canonique sur R?. Alors on a presque

stiirement
Gn K 7hn
(5) lim sup inf || b2, ) Y| =0 (0208
"0 ce YER (2 (2)nhy, log(1/hy)) g
n\" ahn
(i6)V¥ € K, lim ian SAGERLD, 1/2_\1;H — 0.
oo 2B (2f(2)nhy, log(1/hy)) g

(0.2.0.9)

Ici, K est un compact de (B(G),|| - |lg ), explicité dans le chapitre

1.

Notre contribution a I'étude des G, (-, hy,, 2), 2 € H, n > 1 lorsque

h,, converge vers 0 lorsque n — oo est présentée comme suit.
Chapitre 1.

Dans ce chapitre, nous donnons quelques détails sur I’ensemble limite
K apparaissant dans (0.2.0.8) et (0.2.0.9). En effet, cet ensemble K est la
boule unité de I'espace autoreproduisant associé au processus gaussien
(Wg(9))geg, centré, dont la fonction de covariance est définie par

COV(Wg(f),Wg(g)) ::/f(z)g(z)dz, f.geG.  (0.2.0.10)

Les notions d’espace autoreproduisant et d’énergie gaussienne (notée J)
associés a un processus gaussien ayant la forme de W (-) sont définies.
Ainsi, K peut étre vu comme l'ensemble des fonctions ¥ € B(G) dont

I’énergie gaussienne J est inférieure a 1.
Chapitre 3.

Dans ce chapitre, nous donnons quelques rappels sur la notion de
principe de grandes déviations. En particulier, nous citons un résultat
dit & Arcones [3] (théoreme 3.3.1). Ce résultat donne un critére néces-
saire et suffisant pour qu’une suite de processus stochastiques satisfasse

15



un principe de grandes déviations. Ce critére est trés semblable au cri-
tere le plus utilisé pour montrer la convergence en loi d’une suite de
processus stochastiques.

Nous introduisons ensuite la notion de principe de grandes dévia-
tions uniforme pour les tableaux triangulaires de variables aléatoires.
Par exemple, nous dirons qu’un tableau triangulaire de variables aléa-
toires (Xi,)n>1, i<p,, & valeurs dans R? satisfait le principe de grandes
déviations uniforme pour un tableau triangulaire de réels strictement
positifs (€,i)n>1,i<p, €t pour une fonction réelle J sur R?, lorsque

lim maxe,; =0,
n—oo i<p,

pour tout ouvert O C R? on a

liminf min €,;log (]P’ <Xn,2~ € O)) > —inf J(z).

n—oo 1<i<p, z€0

pour tout fermé F C R? on a

ligl%sogp 1225,1 €n.i log (IP’ (XW- € F)) < — 2116115 J(2).
Cette notion n’apporte, en elle méme, rien de nouveau dans la théorie
des grandes déviations. Cependant, elle s’avére étre un outil trés utile
dont nous faisons usage dans les preuves des théorémes 4.2.3, 4.3.2
et 5.2.1. En nous inspirant directement des travaux de Mason [77],
Lynch et Sethuraman |75, Arcones 3], Cramér |15] et Chernoff |13,
nous établissons plusieurs critéres permettant de conclure qu’un tableau

triangulaire (X, )n>1,i<p, satisfait un principe de grandes déviations
Chapitre 4.

Ce chapitre comporte deux résultats principaux. Ces résultats sont
des extensions du théoreme de Mason cité plus haut (voir (0.2.0.8),
(0.2.0.9)).
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Dans un premier temps, nous étudions le comportement joint des couples

Gﬂ('7hn,1az) Gn('7hn,27z) H
172 iz ) €
(2nhy1log(1/hn1)) "™ (2nhy2log(1/hn o))

lorsque n — oo, et lorsque les deux suites (hy, 1)n>1 €t (hp2)n>1 vérifient
les trois conditions (HV1)-(HV3), tout en étant significativement diffé-
rentes. Par "significativement différentes", nous entendons qu’il existe
0 <d; <1 tel que

(HV4) lim,, o0 log(hn,l)/log(hnag) = dl, 0<d <1

Cette hypotheése est vérifié, par exemple, lorsque hy, 1 et hy, 2 sont des
puissances de n d’indices différents. En nous inspirant des méthodes
développées par Mason [77] et Deheuvels [27], nous établissons le théo-

réme suivant.

Théoréme 4.2.3.
Soient H un compact de R? d’intérieur non vide, (hn1)n>1 €t (hn2)n>1
deux suites de constantes strictement positives satisfaisant les hypo-
theses (HV1)-(HV4) (voir §4.1.1), et G une classe de fonctions vérifiant
(HK1)-(HK5) (voir §4.1.1). Soit (Z;);>1 une suite de variables aléatoires
i.i.d dont la loi sur R? admet une densité f (par rapport & la mesure
de Lebesgue). Supposons qu’il existe a > 0 tel que f soit continue et

strictement positive sur I’ensemble suivant :

H® = {z eRY, inf || z— 2 ||ga< a/},
z'eH
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oil || - ||« est la norme euclidienne canonique sur R?. Alors on a presque

siirement

(¢) V(¥q1,¥2) € K, lim inf

n—oo z2e€H

))1/2 ‘ ‘g} =0,

Gn '7hn y % Gn '7hn y 2
mae { ||, - Gnletnr D)y g, Gl )
(27’Lhn71 IOg(l/hnyl)) (2’n,hn72 IOg(l/th

SR
Gn 'ahn y % GTL '7hn y 2
mae{ ||, - Gnletob D)y g, Gl )
(2nhn’1 10g(1/hn’1)) (2nhn72 log(l/hn’g

(0.2.0.11)

Ce résultat est présenté et prouvé dans le §4.2. Le compact K’ est
un ensemble dérivé de I'ensemble K.

Dans un second temps, nous étendons le résultat de Mason (voir
(0.2.0.8) et (0.2.0.9)) en montrant que ce résultat est vrai uniformément
et h, < h < hy, lorsque (hy)n>1 et (hy)n>1 vérifient (HV1)-(HV3).

Ainsi, nous montrons le théoréme suivant.

Théoréme 4.3.2.
Soit (hy)n>1 et (Ay)p>1 deux suites de réels vérifiant (HV1)-(HV3), et
soit G une classe de fonctions réelles sur R? vérifiant (HK1)-(HK5). Soit
H un hypercube fermé d’intérieur non vide, et soit (Z;);>1 une suite
de variables aléatoires i.i.d dont la loi sur R admet une densité f (par
rapport a la mesure de Lebesgue). Supposons qu’il existe az > 0 tel que

f soit continue et strictement positive sur I’ensemble suivant :

H%:{zeRah%Hz—iHW<a} (0.2.0.12)
Z'e
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oil || - ||« est la norme euclidienne canonique sur R?. Alors on a presque

stirement
Gn(-, h
(¢) lim sup H (,5,2) — H =0,
O <h<hyn,z€H wek \/2f nhlog(l/h)) g
 hy 2)

(#7) VU € K, lim sup inf H \IIH
N0 b h<h, “€H \/Zf nhlog (1/h) G

Ce résultat est présenté et prouvé dans le §4.3.

L’outil principal des preuves des théorémes 4.2.3 et 4.3.2 est I'établis-
sement de principes de grandes déviations uniformes pour les tableaux
_1/2Gn(-, hy,z), n >
1, z € H. Grace aux méthodes proposées par Mason [77], et avec les

triangulaires de processus (2f(z)nh,log(1/hy,))

outils développés dans le chapitre 3, nous montrons que ce tableau tri-
angulaire vérifie, sous (HV1)-(HV3), le principe de grandes déviations
du processus gaussien (Wg(g))geg (voir (0.2.0.10)). Ainsi, sans utiliser
de théoreme d’approximation forte, il est possible d’établir ce genre de
principe de grandes déviations. Ces derniers constituent I'outil principal
pour établir des lois fonctionnelles du logarithme itéré.

Chapitre 5.

Ce chapitre est consacré a 'étude du comportement de G, (-, z, hy,)
dans le cas suivant. Tout d’abord, la suite (hy,),>1 ne vérifie pas (HV1)-
(HV3), mais les conditions suivantes.

(HVEl) 0<h,<1, h, {0, nh, T oo
(HVE2) nh,/logn —c>0,

Ce domaine de vitesses de convergence pour la suite (hy,),>1 est appelé
"domaine de non invariance" ou "domaine d’Erdds-Rényi". En effet,
Erdos et Rényi ont établi le premier résultat dans ce domaine [48], puis
ce résultat a été étendu par de nombreux chercheurs. En particulier,
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Deheuvels et Mason [33] ont établi une loi fonctionnelle uniforme non
standard du logarithme itéré pour les accroissements du processus em-
pirique uniforme, dont une application importante en statistique non
paramétrique est un théoréme de non consistance forte uniforme de
I'estimateur a noyau de la densité sur R. En nous inspirant des tra-
vaux de ces chercheurs, nous donnons une loi limite non standard pour
Gn(+, 2z, hy), sous les hypotheses (HVE1)-(HVE2), et en se restreignant
au cas ou la classe de fonctions G est

G = {1[0,51]x...x[0,8d]7 (51,...,5q) €0, 1[d}-

En enlevant le parameétre de centrage (qui n’a plus aucun role sous

(HVE1)-(HVE2)), notre étude se porte finalement sur l'objet suivant.
Pour tout z € R? vérifiant f(z) > 0 et pour tout s = (s1,...,84) €
[0, 1], on pose

Zl 110,51]x...x[0,54] (%)
An ) hna = =
(2 fon, 8) cf(z)logn

En utilisant les résultats du chapitre 3, nous établissons un principe de

(0.2.0.13)

grandes déviations uniforme non standard pour le tableau triangulaire
de processus (A (2, hp'))n>1, 2em. Il est ainsi montré que ce tableau
triangulaire de processus suit le principe de déviations modérées d'un
processus de Poisson standard sur [0, 1[%. Nous établissons alors la loi

fonctionnelle uniforme standard suivante.
Théoréme 5.2.1.

Soit (Z;)i>1 un échantillon i.i.d dont la loi sur R? admet une den-
sité f. Soit H un compact d’intérieur non vide de RY, et soit o > 0.
Supposons que f est continue et strictement positive sur ’ensemble

suivant :

H® = {z' R’ inf || 2/ — 2 |lpu< a}, (0.2.0.14)
FAS
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ol || - ||re désigne la norme euclidienne sur R?. Soit (hy,),>1 une suite
de constantes vérifiant (HVEL) et (HVE2). Alors on a presque stirement
(i) Vz € H,¥g € T'ops, lim inf{ | Ap(' ) — g ||, 2 € H} —0,

)
n—oo

(0.2.0.15)
(#) lim sup mf{ | An(z, by ) — g ||, g € Fcf(z)} 0. (0.2.0.16)

n—oo 2eH

Ici, les ensembles I'cp(;), 2 € H sont des compacts issus de la théo-

rie des déviations modérées d’un processus de Poisson standard sur
[0, 1]%(voir le §5.1).
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Chapitre 1

Rappels concernant les variables
aléatolires gaussiennes

Si cette thése concerne le processus empirique, nous aurons a utili-
ser des outils mathématiques issus de la théorie relative a la géométrie
gaussienne. Dans ce chapitre, nous avons pour but de donner un cadre
théorique suffisant pour définir les objets et les outils que nous utili-
serons dans les preuves des lois du logarithme itéré présentées dans ce
document. Le premier sous-chapitre établit un cadre théorique pour les
mesures gaussiennes de Radon dans un espace de Banach séparable. On
y définit la notion d’espace autoreproduisant ainsi que I'énergie gaus-
sienne. Dans le second sous-chapitre, nous montrons qu’'un processus
stochastique peut induire une mesure gaussienne de Radon sur un es-
pace de Banach de fonctions uniformément continues. Nous considérons
un cas particulier de processus gaussiens indexés par une classe de fonc-
tions, et nous donnerons des expressions de l'espace autoreproduisant
et de ’énergie gaussienne associés a ce type de processus. Dans ces deux
premiers sous-chapitres, nous nous contenterons de donner des défini-
tions et des résultats déja bien connus en géométrie gaussienne. C’est
pourquoi il y aura peu de preuves. Nous renvoyons par exemple & |73]
pour des résultats étendus ainsi qu’a leur preuves. Enfin le troisiéme

sous-chapitre concerne les inégalités dites de "petites boules" pour le
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processus de Wiener. Ce sous-chapitre énonce les résultats issus des
travaux de De Acosta 2], Gorn et Lifshits [54], et Berthet et Lifshits
[9]. Ces résultats seront utilisés dans la preuve de lois limites de type
Chung-Mogulskii pour le processus empirique local, dans le §2.3.1

1.1 Mesures gaussiennes sur un espace de Banach

La notion de mesure gaussienne s’étend aux espaces vectoriels topo-
logiques localement convexes. Nous nous limitons au cas des espaces de
Banach séparables.

1.1.1 Définitions

Définition 1.1.1 (Mesure gaussienne sur un espace de Banach séparable)

Soit (E,|| - ||) un espace de Banach séparable. On dit qu’une mesure de
probabilité p sur les boréliens de (E, || - ||) est une mesure gaussienne
lorsque toute forme linéaire continue sur (E,|| - ||) suit une loi gaus-

sienne sous p. On dit que la mesure gaussienne p est centrée lorsque

toute forme linéaire continue sur (E,|| - ||) suit une loi centrée sous p.

Une mesure gaussienne a des propriétés de concentration particuliéres

lorsqu’elle est de Radon. Nous définissons ici cette notion.

Définition 1.1.2 (Mesure de Radon) On dit qu’une mesure de pro-
babilité p sur un espace topologique (E, Q) est de Radon lorsque pour
tout borélien B de (E,Q), et pour tout € > 0, il existe un compact K
de (E,O) inclus dans B vérifiant

u(B) < u(K) +e.

On dit que p est réquliére lorsque pour tout borélien B de (E,QO), et
pour tout € > 0, il existe un fermé F de (E, Q) inclus dans B vérifiant

u(B) < u(F) +e.
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On dit que p est tendue lorsque, pour tout € > 0 il existe un compact
K de (E, Q) vérifiant
p(K)>1—e.

1.1.2 Noyau associé a une mesure de Radon gaussienne

Les propriétés de linéarité des mesures gaussiennes permettent de

définir les notions suivantes.

Définition 1.1.3 Soit u une mesure gaussienne centrée sur un espace
de Banach séparable (E,|| - ||). Nous notons E' le dual topologique
de (E,|| - ||), et, comme E' C L*(p), nous définissons E* comme la
fermeture de E' dans 'espace de Hilbert L?(u).

Propriété 1.1.1 Pour tout z € E*, il existe un unique élément de E
noté I(z) tel que, pour tout g € E*, on ait

g(1(2)) :=E,(g2). (1.1.2.1)
I(-) définit une application linéaire injective L*(u)-continue sur E*.
Définition 1.1.4 (Energie gaussienne) Soit z € E* , et h=I(z). On
définit ’énergie gaussienne de h par
J(h) = Ju(h) =|| 2 HQLQ(H) .
Par convention, pour h € E — I[(E*), on pose
J(h) = 0.

Définition 1.1.5 (Espace autoreproduisant) On appelle espace au-
toreproduisant d’une mesure gaussienne (noté H,) l'adhérence de l'image
de E* par I, adhérence prise au sens de la norme /J(-).

Définition 1.1.6 (Noyau d’une mesure gaussienne) Pour une me-
sure gaussienne [, on définit le noyau associé a

K= {heH, J(h)<1}.
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1.1.3 Variables aléatoires gaussiennes de dimension finie

Nous considérons ici des mesures gaussiennes dans RP, p > 1 entier.
La propriété suivante nous sera utile dans le §3.4.

Propriété 1.1.2 Soit p une mesure de Radon sur un espace de Banach
séparable (E,|| - ||g), et soit L un application linéaire continue de
(E,|| - ||g) vers un autre espace de Banach séparable (F,|| - ||r). Soit
u” la mesure image de p par L. Alors p* est une mesure de Radon
gaussienne dont [’espace autoreproduisant est

H, = L(H,),

et dont [’énergie gaussienne est

Ju(l) ==inf {J,(e), e€ E, L(e) =1}, l € L.

La proposition suivante donne I’énergie gaussienne et ’espace autore-

produisant d’une mesure gaussienne de dimension finie.

Propriété 1.1.3 (Noyau associé & un vecteur gaussien) Soit X
un vecteur gaussien sur RP de matrice de variance-covariance X, et

soit px la mesure gaussienne induite par X. On a
H,, =Im(x?),
Jux(z) =inf {ySy, Sy =z, y € R?}, v € R”.

1.1.4 Inégalité de concentration, formules de translation

L’espace H,, est une direction privilégiée qui détermine les propriétés
de concentration d’une mesure de Radon gaussienne. Nous donnons ici

deux propriétés de cet espace.

Théoréme 1.1.1 [Formule de translation| Soit h=I(z) € H,. La me-
sure pp, tmage de p par la translation de vecteur h est absolument

continue par rapport a p, de densité

dup, 1 2
% = exp <Z() 3 | 2 HLz(M) )
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Inégalité 1.1.1 [Inégalité isopérimétrique gaussienne/ Soit p une me-
sure gaussienne sur (E, || - ||). On a, pour tout A borélien de (E, || - ||),

u(f € B,inf || f =g |I< U) > <I>(u+ CD‘l(M(A))),
9
ot ® est la fonction de répartition d’une loi normale centrée réduite.

Preuve : Le chapitre 11 dans |73] donne une preuve détaillée et pro-
gressive de ce théoreme. []

Le théoréme précédent n’est pas exactement l'inégalité isopérimé-
trique gaussienne, mais seulement une conséquence qui, dans les usages,

a hérité de son nom.

1.2 Processus gaussiens réguliers

Dans ce sous-chapitre, nous définissons la notion de processus gaus-
sien, et nous montrons que certains processus gaussiens peuvent induire

une mesure de Radon sur un espace de Banach séparable.

1.2.1 Définitions
Nous donnons ici une série de définitions.

Définition 1.2.1 (Processus stochastique) Soit T un ensemble quel-
conque, et soit (2, A, IP) un espace probabilisé. On appelle processus
stochastique indexé par T toute famille de wvariables aléatoires réelles

définies sur € indexée par T

Définition 1.2.2 (Processus gaussien) On appelle processus gaus-
sien (resp. gaussien centré) indexé par T, tout processus (X (t))er tel
que, pour toute famille finie (t1,...,t,) de points de T, le vecteur aléa-

toire (X (t1),...,X(ty)) suit une loi gaussienne (resp. gaussienne cen-
trée) dans RP.
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Définition 1.2.3 (Semimétrique intrinséque) Soit (X (t))ier un pro-
cessus tel que
vVt e T, X(t) € L*(P).

On définit la semimétrique swivante sur T

px(s,8) = \/E(X () — X(s))2

Définition 1.2.4 (Modification d’un processus) Soit (X (t))ier un
processus défini sur un espace (2, A, IP) . On dit qu’un processus (Y (t))ser,
défini sur (2, A,IP) est une modification de (X (t))ier lorsque, pour
toutt €1 on a

X(t) =Y (t) p.s.

Remarquons que deux processus modification 'un de 'autre ont la

méme semi-métrique intrinseéque.

Définition 1.2.5 (Processus séparable) On dit qu’un processus (X (t))er
indexé par un espace métrique (T,d) est séparable s’il existe un sous
ensemble dénombrable T' C T tel que, pour tout ouvert O de (T,d), on

ait

sup X (t) = sup X(¢t)
te0 teONT"

avec probabilité 1.

Proposition 1.2.1 Soit (X (t))ier un processus stochastique. Si (T, px)
est séparable, alors (X (t))ier admet une modification séparable.

Définition 1.2.6 (Normes de Orlicz) Soit ¢ une fonction convexe
croissante sur [0, 00] , telle que ¢(0) = 0. La quantité

| X ||s= inf{C >0 E(qﬁ(%)) < 1}

définit une norme appelée norme de Orlicz engendrée par ¢, ou ¢-

norme.
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Exemples :
Pour p>0, le choix de ¢ : t — tP aboutit & la norme L? classique. Nous

noterons la fonction particuliére suivante.
¢(z) = exp(z?) — 1. (1.2.1.1)

Les ¢-normes issues de fonctions convexes croissant rapidement vers oo
permettent d’établir des bornes supérieures de queues de distributions

trés fortes, comme le montre la propriété suivante.

Propriété 1.2.1 (Inégalité de Markov pour les ¢ -normes) On a,

pour tout t>0
1

P(\X\>t>§m

des lors que cette norme est finue.

Preuve : Pour tout ¢t > 0 on a

e(1x 1) <e(o(i7) 2 ¢(rx)

La propriété est ainsi démontrée. [

1.2.2 Une condition suffisante pour la continuité des trajec-
toires

Nous rappelons ici une condition suffisante pour qu’un processus
gaussien (X (t))ier ait des trajectoires réguliéres sur I'espace semimé-
trique (T, px), ol px est la semimétrique intrinséque de (X (¢))er (voir
la définition 1.2.3).
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Définition 1.2.7 (Nombre d’emboitement) Soit (T',d) un espace
semi-métrique. Soit € > 0 fixé, on définit

N(e, T,d) := min{nz L: A(ty,...,t,) €T, Ve T, Jie{l,...,n}, d(t,t;) <6}

Cette quantité est appelée nombre d’emboitement de la classe T pour le
rayon € et la semi-métrique d. La notion suivante est primordiale pour

contréle la régularité d’un processus stochastique.

Définition 1.2.8 (Intégrale de Dudley) Soit (T, d) un espace semi-
métrique. On définit

D(T,d) := / V1og(N (e, T, d))de.

Cette quantité est appelée intégrale de Dudley de la classe T pour la

semimétrique d.

Théoréme 1.2.1 (Une condition suffisante de continuité des trajectoires)
Soit ¢ une fonction convexe croissante nulle en 0, telle qu’il existe une

constante strictement positive ¢ > 0 vérifiant

¢(z)P(y)

lim sup ——% < >
w,y—>oop ¢(C$y)

Soit (X (t))ter un processus séparable sur un ensemble T muni d’une

semi-métrique d, et tel que
Vs,t €T, || Xs — X3 ||p< Cd(s,t).

Alors il existe une constante K ne dépendant que de ¢ et C telle que,

pour tous n > 0,0 > 0 on ait

Ui

sup | Xy—X; | H¢ < K[/¢_1(N(6,T, d))d€+5¢_1(N2(n,T, d))}

s,t: d(s,t)<d

’ (1.2.2.1)
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Corollaire 1.2.1.1 Sous les hypothéses du théoreme précédent, on peut
choisir K, fonction de ¢ et C seulement , tel que

diam(7T,d)
sup |X5—Xt\H <K / N (e, T,d))de.
s,teT?
Preuve : En choisissant n = § = diam(7,d) , on remarque que
N(n,T,d) =1. Ainsi
diam(7T',d)
sup | X, — X, | H <K / N (e, T, d)))de + diam(T, d)¢~*(1)
stel?

dlam T,d

)
=K / (gb_ (N (e, T,d)) +¢—1(1))de

dlam T,d)
< 2K / N (e, T,d))de.

En effet, ¢~ 1(N (-, T,d)) est décroissante. O]

Corollaire 1.2.1.2 Soit (X;)ier un processus d-séparable vérifiant
o0
/qb YW (e, T, d))de < oo,
0

et vérifiant, pour tous s,t € T,
| X — X, [lo< Cd(s,t).

Alors (X (t))ier admet presque siirement des trajectoires uniformément

continues sur (T, d).

Preuve : En minimisant en 7 puis en § I'expression (1.2.2.1), on montre
aisément qu’il existe une fonction A(§) de limite nulle en 0 et telle que,
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pour tout 6 > 0 on ait

H sup | Xy — X, | H < A(5).
d(s,t)<é ¢

Soit € >0 fixé, et soit n > 1 un entier fixé. Nous appliquons l'inégalité
de Markov pour les ¢-normes (propriété 1.2.1) pour obtenir 'existence
de d,(e) > 0 vérifiant

]P’( sup | Xy — X, |> 6) < 27",
d(s,t)<dn(€)

Ainsi, pour € > 0 fixé, on a

Z]P’ sup \Xt—XS\26)<oo.
S1 d(s1)<6,()

En appliquant successivement le lemme de Borel-Cantelli & une suite
€ tendant vers 0, on obtient le résultat voulu. ]

Corollaire 1.2.1.3 Soit (X;)ier un processus gaussien centré, de se-
mimétrique intrinséque px, tel que

/\/log(N(e,T, px))de < oo. (1.2.2.2)

Alors (X (t))ier admet une modification dont les trajectoires sont p.s
uniformément continues sur T (pour la semimétrique pyx ), et

diam(7',d)

<K / Vs (N (6, T px) de.
0

sup |Xt—XS\‘

s,t€T?

ot K est une constante universelle.

Preuve : Si l'intégrale de Dudley (1.2.2.2) est finie, alors T" est bien str
précompact pour pyx, donc séparable. (X;)ier admet donc une version
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séparable d’apres la proposition 1.2.1. De plus, un calcul direct montre
que, pour tous s,t € T,

8
| Xt — X |[g,= \/;PX(SJ)-

Puis on applique les deux corollaires précédents. [

1.2.3 Mesure gaussienne engendrée par un processus gaus-
sien régulier

Nous donnons ici notre définition de "processus gaussien régulier".

Définition 1.2.9 (Processus régulier) Soit (X;)ier un processus gaus-
sien de semimétrique intrinséque px. On dit que (X¢)ier est régulier

sl est séparable et si

/\/log(N(e,T, px))de < .

D’aprés le corollaire 1.2.1.3, nous savons qu’un processus gaussien régu-
lier (X¢)ter a des trajectoires presque strement & valeur dans l'espace
UC(T, px), espace de Banach des fonctions uniformément py-continues
sur 7', muni de la norme sup usuelle

| 2 [lr:=sup | 2(2) | .
teT

Nous allons montrer que (X;)¢er induit une mesure gaussienne de Ra-
don sur les boréliens de (UC(T, px), || - |7 )

Propriété 1.2.2 Dans (UC(T, px), || - |lr ), la tribu des boréliens est

engendrée par la famille d’applications {Ht, t € T}, ou, pour tout
t €T on a posé

11, - <UC(T,pX),H-HT> 5 R
U — ().
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Preuve : Soit Tj un sous ensemble dénombrable dense dans le pré-
compact (T, px). Soit ¥y € UC(T,px) et € > 0. Par continuité des
trajectoires, il y a égalité des sous-ensembles suivants de UC(T, px).

{ | =Wy [lr< 6} = { | W(t) — W (t) |< 6—}
= ) {m(®) & (@) - (W) + ]}

teT,
Ainsi, la tribu engendrée par les boules fermées est incluse dans la
tribu engendrée par les I1;, ¢t € T. Comme (Z/{C(T, px), || - |lr ) est
séparable, la tribu des boréliens est engendrée par les boules. On conclut
alors aisément la preuve de la propriété 1.2.2.0]

La propriété précédente nous assure donc qu’un processus régulier

(X(t))ter induit une mesure de probabilité px sur les boréliens de

(ue@.px),1l- v ).

Propriété 1.2.3 Soit X (-) := (X(t))ter un processus régulier, et soit
L une forme linéaire continue sur UC(T, px). Alors L(X(-)) suit une

loi gaussienne.

Preuve : Toute forme linéaire continue sur F = UC (T, px) s’écrit sous

la forme

L=1L, : VelUC(F,px) —>/\I’(f)dl/(f)a
F

ou v est une mesure de Radon sur (7, px). Pour tout entier n > 1 fixé,
construisons une partition de (F, px) d’ensembles disjoints (A;,)i=1..p,
dont les px-diameétres sont tous inférieurs a 1/n. Dans chaque A, ,,, nous
choisissons un élément noté f; ,,. On définit alors I'application.

L, :UC(T,pX) — R
Dn
v — ;‘I’(fm)V(Azn)
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Comme X(-) := (X(t))ter est un processus gaussien, L, (X(-)) suit
une loi gaussienne. De plus, pour tout ¥ € UC(T, px) on a
lim L,(¥) = L(¥).

n—oo

Ainsi, L(X(-)) suit une loi gaussienne en tant que limite presque sire
de variables aléatoires gaussiennes. []

Lemme 1.2.1 Soit (X (t))ter un processus gaussien régulier. Pour tout

€ > 0, il existe un compact de (UC(T, px), || - HT> vérifiant

P(X()eK)>1-¢

Par conséquent, (X (t))ier induit une mesure tendue sur les boréliens

de (UC(T, px), 11+ IIr )

Preuve : Soit € > 0 fixé. En appliquant I'inégalité de Markov pour les
¢-normes (voir la propriété 1.2.1) conjointement au théoréme 1.2.1, on
peut, pour tout entier k£ > 1, choisir un ¢; > 0 suffisamment petit pour

avolr

1
]P’( sup |Xt—Xs\>E>§e2_k.

pX(SJt)S(Sk
Notons
~ 1
K:ﬂ{ sup \Xt—XS\S—}
p=1 = Px(s,t)<dk k
En appliquant le théoréme d’Arzela-Ascoli, K a pour adhérence un

compact, et
0

IP(X(-) ¢ K) <Y et=
k=1
ce qui conclut la preuve du lemme. [

Lemme 1.2.2 Un processus (X (t))ier réqulier induit une mesure ré-

guliere sur les boréliens de (UC(T, px), ||+ |lr )
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Preuve : Un raisonnement classique montre que la sous collection des

boréliens suivante est une tribu :
{B, Ve> 0, 30 ouvert, F fermé, O C B C F, ]P(X(-) c F—O) < e}.

Il suffit donc de montrer, d’aprés la propriété 1.2.2, que toute boule fer-
mée est dans cette tribu, ce qui est une conséquence directe du fait que
(X (t))ter induit une mesure tendue et que, pour tout ¥y € UC(T, px)
et tout €e > 0 on a

v eue(T.px). |00, |lr< e} = () {¥ cUC(T.px). || 2T, || e+%}.

n>1

[

Définition 1.2.10 Pour une processus régulier (X (t))ier, nous note-

rons px la mesure gaussienne de Radon induite par (X (t))ier.

Définition 1.2.11 (Processus gaussien indexé par une classe de fonctions)
Soit (E,B, m) un espace mesuré, et F une classe de fonctions réelles
définies sur E, et de carrés m-intégrables. On définit alors (a une ver-

sion pres) le processus gaussien indexé par F noté (X(f)) comme

fer
le processus centré ayant pour fonction de covariance

Cov(Xy, X,) = [ fodm, fig€ F,

Nous donnons quelques exemples de processus gaussiens indexés par
des classes de fonctions.
Exemples :

1. Soit A la mesure de Lebesgue sur [0, 1]. Une construction du mou-
vement brownien sur [0, 1] est faite en considérant comme espace

mesuré ([0, 1], B[0, 1], \) et comme classe de fonctions

F = {1[0,7?]; t € [0, 1]}
Ainsi
W(t) = X(l[O,t])a t e [0, 1].
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2. Le pont brownien peut étre construit de la méme maniére en consi-
dérant

F = {1[0,15] — tl[O,I]a t e [0, 1]},

classe de fonctions définies sur 'espace mesuré ([0, 1], B[0, 1], \).
Ainsi on peut définir

B(t) = X(l[ojt] — tl[oyl]), t e [0, 1].

3. Soit (H,B,P) un espace probabilisé, et F une classe de fonctions
de carrés P-intégrables sur H. On définit le P-pont brownien sur
F en considérant la classe de fonctions

F o= {f _ E]p(f)}.
On définit alors

Bp(f) :== X(f —Ee(f)), f€F.

1.2.4 Noyau associé a un processus régulier

Un processus régulier (X (t))ier induit une mesure gaussienne de
Radon px. Nous allons donner une expression plus aisée a manier de
. . : ) :

I'énergie gaussienne J,, de 'espace autoreproduisant H,, et du noyau

K, ., notions définies dans le §1.1.2.

KXo

Théoréme 1.2.2 Soit y une mesure gaussienne de Radon centrée sur
un espace de Banach séparable (E,|| - ||). Soit (L, < -,- >1) un espace
de Hilbert, T un opérateur linéaire de (L,< - >1) dans (E,|| - |])
et I* son opérateur adjoint. Supposons que ['on ait, pour tout couple

(L1, Ls) de formes linéaires continues sur (E, || - ||),
L1 (77* (L2)> == COVH(Ll, L2)

Alors



De plus

Vhe Hy, Ju(h)= inf [lullf.
uel-1(h)

Corollaire 1.2.2.1 Soit (H, B, m) un espace mesuré, et soit, F C L =
L*(H,B,m) une classe de fonctions. Soit (X (-)) un processus gaussien
centré indexé par F, basé sur un espace probabilisé (£2, A, IP), ayant

pour fonction de covariance

Cov(X(f),X(g)) ::/fgdm.

Supposons que (X(+)) est réqulier. Soit px la mesure de Radon gaus-
sienne induite par (X (-)) sur UC(F, px). Alors on a

H,, = {W e UC(F,px), T € L(H,B,m), ¥f € F, W(f) = /fldm L
H

et

T (W) = inf{/z2dm, I € L*(H,B,m), Vf € F, U(f) = /lfdm}, ¥ € UC(F,,

H H
(1.2.4.1)

avee, par convention, inf () = oo.

Preuve : Posons
L:= L*(H,B,m)

muni de son produit scalaire canonique que I’on note < -, - >. Posons

(Bl 1) = (UeF, px). |l - 11 ).

Soit maintenant L une forme linéaire continue sur (E, || - || ), néces-

sairement de la forme

Ly ¥ [ w(pany),
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ol v est une mesure de Radon sur (.7: : pX). Remarquons que, pour
toute mesure de Radon sur (f, ,OX), on a

B (XY artr) = [ 11 F By ) <00 (1242
F

f
En effet, comme, X (+) est régulier, il s’ensuit que (f : pX) est précom-
pact. Comme v est finie, et que, pour tous f,g € F,

P(f.9) = Var (X(F) = X(9)) =1l £ = 9 |Es(ar

on en déduit (1.2.4.2). Pour L,,, L,, deux formes linéaires continues, re-
marquons que, par application du théoréme de Fubini (grace a (1.2.4.2)),

Cov,, (L L) = Ep (L,,l (X)) L, (X(-)))

— e [ XDl [ X (D)
F

]
_ / / Ee (X(HNX () din(f)dm(f
F F

_ //(/ff’dm)dul(f)dyg(f’). (12.4.3)
FF

En vue d’appliquer le théoréme précédent, posons

~

I:L — E
I — U:U(f)=<l,f>=[lfdm, f€F.

Par application de I'inégalité de Cauchy-Schwartz pour < -, - >, I est
bien une application continue de (L, < -,- >1) vers (E,|| - ||). Posons
maintenant
I*(L,) := /fdu(f) € L.
F
Ici, 'intégrale est prise au sens de Bochner dans I'espace L?(m) muni de
sa norme canonique et de sa tribu de boréliens. Cette intégrale est bien
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définie d’apres (1.2.4.2). On constate ensuite quel* est bien Iadjoint de
I pour (L,< ;- >1) et (E,||-|]). En effet, pour toute forme linéaire
continue L, sur UC(F,px) et l € Lon a

< I*(L,) 1>L_/ /fdu (u)dm(u)

= /<f,l>L dv(f) (1.2.4.4)

f ~
- L, ().
La permutation d’intégrales dans (1.2.4.4) est licite en conséquence de
(1.2.4.2). On a alors, d’apreés (1.2.4.4),

II*(Ly) : f= <T'(Ly,),f>1

— [ an(s)

].—
(1.2.4.5)
Puis, d’aprés (1.2.4.3),
L, (IT*(L // < f, f' > dvi(f)dva(f)
- LV1(K(LV2))'

I vérifie donc bien les hypothéses du théoréme 1.2.2. Ainsi, en notant
px la mesure gaussienne de Radon induite par (X (¢))er, on a

H,, = {W e UC(F, px), T € L(H,B,m), ¥f € F, W(f) = /fldm, L

H
et ’énergie gaussienne associée & py est définie par
Sy (U) == inf{/ﬂdm, | € L*(H,B,m), Vf € F, U(f) = /lfdm}, U e UC(F,/

H H
(1.2.4.6)

avec, par convention, inf ) = co. [J
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Remarque 1.2.1 Sil'on note L*(F) le sous-espace de Hilbert de L?(H, B, m)
engendré par F, ['expression précédente peut étre réduite a

J(T) = inf{/lem, L€ LXF), Vf € F, U(f) = /lfdm}, U € UC(F, px),

H H
(1.2.4.7)

ot l'ensemble apparaissant dans (1.2.4.7) est soit un singleton, soit
I’ensemble vide. De cette expression de [’énergie gaussienne, nous dé-
duisons aussi que le noyau associé a pux est

K, = {\If =13l € L'(F), /deg 1, Vf € F, U(f) = /zfm}.

H H
(1.2.4.8)

Exemples

1. L’espace autoreproduisant associé au mouvement brownien sur

[0, 1] est (A désignant la mesure de Lebesgue)

t
HMW:{f: t—>/f’d)\, f’eLQ([O,l],)\)},
0

dont la boule unité (que nous appelons "noyau" dans cette thése)
s’écrit de la fagon suivante.

1
Ky =: 81 = {fE Hyy - /f’QdAg 1}.
0
2. L’espace autoreproduisant associé au pont brownien est

HMB:{f: t—>/tf’d/\—t/f’d)\, f’eLQ([O,l],)\)}
0

[0,1]

o}.

={feH, 1)



1.3 Inégalités de petites boules pour le processus
de Wiener

Dans cette annexe, nous donnons des détails sur la boule de Strassen

S1 définie par

1
31:{ /f )du, t € [0, 1], /f’2 dt<1
0

Pour tout f € RSy, posons
1
)i= [ £
0

Il s’agit de I'énergie gaussienne associée au processus de Wiener sur
|0,1]. Posons aussi, pour une fonction f réelle bornée sur [0, 1],

| f{l:= sup [ f(t)].

te[0,1]
Nous donnons également des égalités exponentielles qui décrivent 1’ef-
fort que doit produire un mouvement brownien pour approcher les élé-
ments de I'ensemble de Strassen Sy. Ces outils sont le fruit des travaux
de Cséki [16], Grill [55], Gorn et Lifshits [54], Berthet et Lifshits [9], De
Acosta [2] et Lucas [74], et seront utilisés pour obtenir les lois de type
Chung-Mogulskii (§2.3.1).

1.3.1 Intérieur la boule de Strassen

Les fonctions dont I’énergie est strictement inférieure a 1 sont traitées

en premier lieu ici.

Définition 1.3.1 (Intérieur de S;) On pose

1
S={fes: /f’?(t)dt< 1.
0
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Dans [2], De Acosta a établi les bornes exponentielles suivantes.

Proposition 1.3.1 Soit f une fonction de RSy, noyau associé au pro-
cessus de Wiener W. Pour tout r > 0, on a, lorsque A — 00

P W = V2Af I @) = exp (- (%; +J(F)X(1+0(1)))

Preuve : Voir [2], théoréeme 3.3.00

Le résultat précédent ne peut constituer un outil complet pour 1’éta-
blissement de limites inférieures exactes que si ’argument de ’exponen-
tielle peut prendre les valeurs (1 4+ 6)A? et (1 — §)A? en faisant varier
r > 0. Ceci n’est possible que lorsque J(f) < 1, et la vitesse d’approche
d'une telle fonction f par (27 logy(T))~Y2W (T.) est alors de I'ordre
de logy(T) ™! lorsque T — 0 .

1.3.2 Bordure de la boule de Strassen

Le critére qui détermine la fréquence des visites de W (+) dans une
petite boule autour d’une fonction f est le comportement de la perte
d’énergie globale autour de f.

Définition 1.3.2 (Perte d’énergie globale) Nous posons, pour f €
51 ete >0 :
orle):=1— inf J(g
) o e 79
Si la perte d’énergie a rayon € > 0 autour d’une fonction f est grande,
alors le processus de Wiener aura peu de difficulté a approcher f. Ainsi,
pour établir des inégalités de petites boules, le comportement de ¢ en
zéro semble jouer un role crucial. Dans [55], Grill a donné un premier
controle de la vitesse d’approximation d’une fonction par un processus
de Wiener en fonction du comportement de ¢¢ en 0. Ceci est décrit

dans le théoréme suivant.
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Définition 1.3.3 (Fonction de Grill) Pour tout T' > 0 fizé, on dé-
finit T ¢(T') comme l'unique solution de ’équation en I' suivante

71'2

-2 -1\ __

Théoréme 1.3.1 (Grill, 1991) Soit f € Sy. Pour tout § > 0, il existe
v > 0 tel que, lorsque T'— oo on a

(1.3.2.1)

P(Ff(T)H\/%—fH < (1—5)) Sexp(—T—v—

2T
([ o] < 249) 2o 75TAD)

Preuve : Voir [55].0

On peut aisément vérifier que I't(T)) — 0 si T" — oco. Remarquons
que I'¢(T) vérifie, en conséquence de sa définition :

Ff(T)3¢fé£{;€)) == (1.3.2.2)
¢s(D)

Or nous allons maintenant voir que la limite de ¢ 5

est toujours non nulle. Nous noterons V(f) la variation totale d’'une

lorsque D — 0

fonction réelle sur [0, 1].

Proposition 1.3.2 (Talagrand) Une fonction f de Sy telle que J(f) =
1 peut s’écrire f = 1(z), z étant une forme linéaire continue, si et
seulement si f' admet une Lebesque version & variation finie. Une telle

version est alors unique, et continue sur [0,1]. De plus, on a

lim @ =2(| /(1) [ +V(f)) > 2.

D—0

Enfin, si f s’écrit f = I(z) avec z non continue et si J(f) =1, alors

lim —¢f(D) = 00
D—0

on a
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Preuve : Pour les résultats sur le comportement de ¢y en 0, nous
renvoyons a [69]. O

Le théoréeme précédent, en conjonction avec (1.3.2.2), nous permet
déja d’établir la propriété suivante
lim T72/3T4(T) < oo.
T—o0
De plus, (1.3.2.1) nous assure que, pour une fonction de la bordure de
Si, on a
lim T 1Ff(T) 0.

T—o0
Définition 1.3.4 Nous notons S l'ensemble des fonctions de Sy d’éner-

gie 1, dont le dérivée admet une Lebesque-version a wvariation bornée
sur [0, 1].

Les travaux de Gorn et Lifshits on permis d’affiner les bornes exponen-
tielles du théoréme 1.3.1 lorsque f € SP. D’aprés la proposition 1.3.2,
les fonctions de 8% sont les seules & vérifier la condition suivante

lim 77230 4(T) =: x; > 0. (1.3.2.3)

T—o0

On posera, pour f € SP
VH(T)=T"3 T >0. (1.3.2.4)

Dans [54], Gorn et Lifshits ont donné une expression de x, et ont établi
I'inégalité exponentielle plus précise que celle du théoréme 1.3.1. Ainsi,
si f € S, alors f' est identifiable & une fonction de répartition de
mesure signée a variation finie sur [0, 1], que nous notons v¢. On note
v, Vs la, décomposition de Lebesgue de vy en la somme d’une mesure
absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue A (notée vy ‘)
et d’une mesure étrangére & A (notée v%). D’aprés les travaux de Gorn
et Lifshits [54], la constante x s est l'unique solution de I’équation en x

A (f' (1) + V(1)) /l/ ))du
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Ici, p(+) est la fonction de Cséaki (voir par exemple [54]). [9] ont ensuite
amélioré de la méme fagon I'inégalité du théoréme 1.3.1 lorsque f admet

une dérivée i variation localement infinie.

Déﬁnition 1.3.5 On appelle Si* lensemble des fonctions f de S
telles que ff’ t)dt = 1 et telles que f' admette un version ayant

la propmete suivante : il existe xy1,...,xx € [0,1] tels que, pour tout

e >0 on ait

k k
V( > f’l{[o,l]—[mi—e,me]}) < V( 2.1 '1{[%—6@#6]}) -

On posera, lorsque f € St
ViT):=T4T), T>0, x4(T) :=1. (1.3.2.5)
Définition 1.3.6 On appelle S l’ensemble
S; =Sy sk, (1.3.2.6)

Inégalité 1.3.1 (Inégalités de petites boules) Soient f € S et
§ > 0. Il existe yv© = vT(0,f) > 0 et v— = v (6, f) > 0 tels que,
pour tout T' > 0 suffisamment grand, on ait
T2 V2(T?/2
T
2 T2
(1.3.2.7)
T Vi)
2

T2
(1.3.2.8)

PV 7o < 0 o) 2w (-

(O | < 000 <o (-

Preuve : Ce résultat est une synthese des travaux de Grill [55], Gorn
et Lifshits [54] et Berthet et Lifshits [9]. Cette synthése est faite dans
8]. O
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Chapitre 2

Le processus empirique uniforme sur
[0,1]

Nous considérerons dans tout ce chapitre une suite de variables aléa-
toires i.i.d. de loi uniforme sur |0,1], que nous noterons (U;);>1. Nous
définissons alors, pour n € N, les variables aléatoires suivantes.

E,(t):=n"'{1<i<n, U; <t}, n>1,t€[0,1], (2.0.2.1)
Fy(t) :==0, t e [0,1],

F7Yt) :=inf{u € [0,1], F,(u) >t}, t €[0,1], (2.0.2.2)
ay(t) :=n'?(F,(t) - t), n €N, t € [0,1], (2.0.2.3)
Bu(t) :=n'2(F (t) —t), n > 1t €[0,1]. (2.0.2.4)

Dans cette partie nous récapitulons un ensemble de résultats utiles
concernant le comportement asymptotique presque str de a,(+) et 8, (+),
ainsi que de leurs accroissements. Bien entendu, nous ne pouvons pré-
tendre a ’exhaustivité, et nous ne mentionnerons que les lois limites
fonctionnelles les plus classiques. Nous présentons ensuite de nouveaux
résultats concernant les vitesses exactes de convergence dans certaines

lois du logarithme itéré.
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2.1 Lois fonctionnelles du logarithme itéré

2.1.1 Relative compacité

La notion "relativement compacte" prend deux sens bien distincts

dans cette thése. La premiére concerne les suites d’un espace métrique.

Définition 2.1.1 Soit (E,d) un espace métrique et K un compact de
(E,d). On dit qu’une suite de points (z,)n>1 est relativement compacte,
d’ensemble d’adhérence K, ce que 'on notera x,, ~ K, lorsque les deux

conditions suivantes sont remplies.

lim, o d(z,, K) = 0,
Ve € K, liminf,_, d(z,,z) = 0.

Nous définissons maintenant la notion de relative compacité pour une

suite d’ensembles

Définition 2.1.2 Une suite d’ensembles (Oy,)n>1 d’un espace métrique
(E,d) est dite relativement compacte vers un ensemble K lorsque les

conditions suivantes sont remplies.

limy, oo SUP,eq, d(z, K) = 0,
SUp e liminf, o d(z,0,) = 0.

Remarque 2.1.1 L’ introduction de ces notions en théorie du proces-
sus empirique a €té réalisée par Deheuwvels (voir en particulier [33]).
"7 sont implicitement associés a la to-
pologie uniforme sur B0, 1], espace des fonctions CADLAG sur [0, 1],

que ['on a muni de la norme sup usuelle

| fll:=sup{|ft) |, te[0,1]}. (2.1.1.1)

On rappelle qu'une fonction est dite CADLAG sur [0, 1] lorsqu’elle est
continue a droite sur [0, 1] et qu’elle admet une limite & gauche en tout
point de 0, 1].

Dans ce chapitre, les termes
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2.1.2 Lois fonctionnelles standard du logarithme itéré pour
le processus empirique uniforme : quelques résultats
fonctionnels déja connus

La loi fonctionnelle du logarithme itéré (LFLI) obtenue par Finkel-
stein [49] concerne le processus empirique uniforme sur [0, 1]. Rappelons
que l'ensemble de Strassen &7 est la boule unité du noyau associé au
mouvement brownien sur [0, 1] (pour plus de détails, voir le §1.2.4)

df

S = {f : f(0) =0, i f' existe, et / f2(t)dt < 1}, (2.1.2.1)
[0,1]

tandis que l'ensemble de Finkelstein (boule unité du noyau associé au
pont brownien) est défini par

Sy = {f €S, f(1) = 0}. (2.1.2.2)

Définition 2.1.3 (Norme hilbertienne) Pour f € RSy, on notera
| fli= [ f(@)de.

[0,1]

La LFLI de Finkelstein s’énonce comme suit.

Théoréme 2.1.1 /LFLI pour le processus empirique, Finkelstein, 1971]

Awec probabilité 1, on a

o7

\/2logsn

~ 82.

Preuve : Voir [49].00

Ce résultat est d’'un grand intérét statistique, puisqu’il permet d’ob-
tenir sans effort des lois du logarithme itéré pour toutes les statistiques
qui s’expriment comme une fonction continue (pour la norme || - ||) du
processus «a;,. On peut donc obtenir ainsi des intervalles de confiance
presque-siirs pour de telles statistiques. L’étude de I'estimation de la
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densité fait naturellement intervenir la notion d’accroissements du pro-
cessus empirique. Nous citons a cet effet un important résultat de De-
heuvels et Mason ([33]) qui décrit le comportement des accroissements

du processus empirique sur un intervalle d’intérieur non vide.

Théoréme 2.1.2 (Deheuvels, Mason, 1992) Soit I=[a,b] un inter-
valle de [0,1] d’intérieur non vide. Soit a, une suite décroissante vers

0 satisfaisant les hypothéses suivantes (appelées conditions de Csirgd-
Révész-Stute).

(CRS1) 0O<a,<1,a,l0, na,T oo,
(CRS2) nay/logn — oo,
(CRS3) log(1l/ay)/logyn — oo.

Posons

oyt ay) — ag(t)
On = { 2anlog(Ljay) '€ 2,6 = “"]}'

Alors on a, avec probabilité 1, ©,, ~~ 5.

Preuve : Voir [33| .0

Remarque 2.1.2 Le théoréme précédent établit qu’une suite d’ensembles
de fonctions aléatoires est relativement compacte. De tels résultats sont

appelés lois fonctionnelles uniformes du logarithme itéré (LFULI).

Application : intervalles de confiance uniformes pour ’esti-
mateur a noyau de la densité

Le théoréme précédent a permis d’établir la loi du logarithme itéré
suivante qui améliore le résultat similaire obtenu par Stute en 1982.

Corollaire 2.1.2.1 Soit (X;)ien une suite i.i.d de v.a.r admettant une
densité strictement positive et uniformément continue sur un intervalle
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I=[a,b] d’intérieur non vide. Soit K un noyau de Parzen-Rosenblatt a
support compact et a variation finie. Notons

i) = e K () —(1e(F5)),

1=

Sous les hypotheses CRS1-CRSS3, on a presque sdrement :

i VI NTE _ [ [

e 21og(1/ar) /
f V0 eer fulo) (V@) / K2d).
n—00 2log(1/ay) J

(2.1.2.3)

Preuve : Voir [33].00

Enfin, Mason a obtenu une loi du logarithme itéré concernant un

seul accroissement du processus empirique uniforme

Théoréme 2.1.3 [LLI pour le processus empirique local, Mason, 1988]

Soit a, une suite de réels positifs décroissante vers 0 vérifiant :
nan ] o0,

na,/logsn — oo.

Alors avec probabilité 1, on a

oy, ()

\/2aylogsn

~ 81.

Preuve : Voir [76]. O
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2.1.3 Représentation de Bahadur-Kiefer et conséquences sur
le processus des quantiles

La représentation de Bahadur-Kiefer permet d’exprimer le processus
des quantiles 3, en fonction de «,. En effet, on a presque siirement

_ 1
sup | F,(F, (1) —t|= =
te[0,1] n

J

ce qui conduit a
Bn(t) 1
tzlﬁ] o (t + n1/2)+6n(t) = (2.1.3.1)
Or on peut voir graphiquement que || 5, ||=|| ax || presque strement,

ce qui conduit, en appliquant une version étendue du théoreme 2.1.1,
au résultat suivant :

Théoréme 2.1.4 (Kiefer, 1969) On a presque siirement :
lim sup n*4(log n) "2 (logy n) Y4 || au + B, ||= 2714,

n—oo

Preuve : Voir [65].00
En conséquence, la loi du logarithme itéré suit immédiatement pour
B, ce qui est énoncé dans le théoréme suivant.

Théoréme 2.1.5 (LFLI pour le processus des quantiles) On a presque

stirement :

En ce qui concerne le processus des quantiles local, Mason et Einmahl
[43] ont établi un théoréme du méme genre que celui de Kiefer. Pour
0 < a, <1, on définit

R, := sup | ay,(t) + B,.(t) |,

tE[O,an]

ainsi que

rn = (n/a,) Y4 (logy n)4(log(nay) + 2 logy n)"/2.
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Théoréme 2.1.6 (Représentation de Bahadur-Kiefer locale, Einmahl, Mas
Soit (ay),., une suite de constantes vérifiant na, /* 0o, a, v € [0,1]
et nay,/logyn — oco.

1. Si~v =0, alors on a presque stirement

lim sup r;an < 2174,

n—oo

2. Si de plus on a log(nay,)/logen — 0o alors la majoration précé-

dente est une éqalité.

3. 8510 <~y <1/2, alors on a presque sirement

limsup r; R, = 2Y/4(1 — )4

n—oo

4. 811/2 <~ <1 alors on a presque sirement

limsupr; 'R, = 274y~

n—oo

Preuve : Voir [43] . O

On retiendra du théoréme 2.1.6 que, sous les hypothéses du théoréme

~1/2

2.1.3, on a r,(2a, logy n) — 0 lorsque n — o0, et donc presque

stirement

lim R, (2a,logyn) Y?=0.

n—oo

Ainsi le théoréme 2.1.3 combiné avec le théoréeme 2.1.6 implique le co-

rollaire suivant :

Corollaire 2.1.6.1 Sous les hypothéses du théoreme 2.1.3, on a presque
stirement
Bn(an)

~ 8s.
(2a,, logy n)1/2 ?
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2.1.4 Applications des LFLI en statistiques

L’'intérét statistique des LFLI est montré dans la proposition sui-

vante

Proposition 2.1.1 Si (z,)n>1 est une suite de points de (E,d) relati-
vement compacte vers un ensemble K, et si ¢ est une fonction continue
de (E,d) vers un espace métrique (E',d'), et si (¢,)n>1 est une suite
de fonctions convergeant uniformément vers ¢ sur un voisinage de K,
alors ¢p(zy,) ~ ¢(K) dans (E',d').

Preuve : Il s’agit 1a de topologie élémentaire L.

On peut alors établir les lois du logarithme itéré pour toutes les
statistiques T}, := ¢ () ou T, := ¢,(5,) par exemple. Ainsi des
résultats ont été obtenu pour la statistique de Kolmogorov-Smirnov,
la statistique de Cramér-Von Mises, les tests d’ajustement ([84]), le
bootstrap (|90], ([58]), 'estimateur & noyau de la densité (processus
empirique local), l'estimateur de la densité basé sur les k points les
plus proches ([11], [89], [33]), certaines L-statistiques (voir [5]), ou les
tests de rang (]56]).

2.2 Vitesses de recouvrement dans les LFLI stan-
dard

Notons ici, pour deux ensembles A et B de B([0, 1]),
| A,B|:=if{||f—gll, fEA g€ B} (2.2.0.1)

Il s’agit 1& d'un abus de notation, car la notation (2.2.0.1) ne définit

pas une norme.

Définition 2.2.1 On notera By la boule unité de (B[0, 1], - || ).
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Le théoréme 2.1.2 nous assure que, presque stirement,

lim || ©,,8 ||=0.

n—oo

Berthet [7] a trouvé une borne supérieure de vitesse pour || ©,,S; ||.
Ainsi, il a établi le théoréme suivant :

Théoréme 2.2.1 Soit a, une suite vérifiant, en plus des conditions
du théoréeme 2.1.2, la condition

) nay
lim

n—00 (]og n)7/3 -

Alors existe une constante universelle e1 > 0 telle que :
Ve > €1, P(©, C 8 +elog(1/a,) By a.cr) =1
Ou a.c.r signifie "a partir d’un certain rang”.

Ce type de résultat rentre dans la catégorie de I'étude des "vitesses de
recouvrement". Dans ce paragraphe, nous poursuivons le travail com-
mencé par Berthet en établissant des vitesses de recouvrement pour
d’autres lois du logarithme itéré déja connues en topologie uniforme.
L’outil fondamental de toutes les preuves est une inégalité de recouvre-
ment pour les processus de Wiener et le pont brownien (propositions
2.2.2 et 2.2.1). Les outils "classiques" seront utilisés : approximation
forte par des processus gaussiens, Poissonisation, et lemmes d’associa-
tion par blocs. Nous commencons par établir des vitesses de recouvre-
ment pour la LLI de Finkelstein.

2.2.1 Vitesses de recouvrement dans le théoréme de Finkel-
stein

Nous établissons ici des vitesses de recouvrement dans le théoréme
2.1.1.
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Théoréme 2.2.2 ]| existe une constante universelle Ly >0 telle que,
pour tout choix de € > Lg , on ait avec probabilité 1

Op
\/2logyn

Preuve : Posons

€ Sy + e(logyn) 3By a.c.r.

bn = (2 10g2 n)1/27
fixons € > 0 quelconque, et considérons la suite

€, = e(logyn) 23,

La preuve sera divisée en plusieurs sous-parties.

Construction "KMT"

En se basant sur les travaux de Komlos, Major et Tusnady (voir [66]),
nous pouvons supposer que les U; sont basés sur un espace (€2, A, IP),
sur lequel est basée une suite de ponts browniens B, vérifiant, pour
trois constantes universelles C4, Cy, C5 strictement positives, et pour
tous n > 1 et z > 0, 'inégalité suivante :

logn + 2

P( [l aw—Bu |z =207

) < Cyexp(—Csz). (2.2.1.1)

Grace a cette inégalité, nous pourrons ramener 1’étude des vitesse de

recouvrement concernant o, a celle de B,,.

Une suite sous-géométrique

Si les démonstrations de LLI classiques mettent a profit les proprié-
tés de suites géométriques, I’étude des vitesses de recouvrement néces-
site 1'usage de suites sous-géométriques, dont les propriétés sont plus

intéressantes, comme nous allons le voir plus loin.
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Définition 2.2.2 (Une sous-suite) On définit la suite en k suivante

ng = [exp (k exp ( — (log k)1/6>>], k>1,ny:=0. (2212

Rappelons ici que [u] est la partie entiére de u, ¢’est a dire [u] < u <

[u] + 1.

Ce type de suite posséde les propriétés intéressantes des suites géomé-
triques ( logy ny se comporte comme un log k), mais ses termes sont
moins espacés, ce qui accroit suffisamment la précision dans les lemmes
d’association par blocs pour considérer une suite décroissante de ¢, au

lieu d’un € fixé.

Propriété 2.2.1 La suite ny a les propriétés suivantes, lorsque k —

0.0

1.
U2

1— :eXP(_ (108;k)1/6(1+0(1))>

Ng4+1

logy ni = log k — (log k)% 4 o(1)

3. 81 (ap)n>1 est telle que na,, 7 et a, N\, alors on a, lorsque k —
m?
an

1< < B e (exp (— (log )o(1+0(1))) ).

Anyyy N

Preuve : Les points 1 et 2 découlent d’analyse de routine. Le point 3
est une conséquence des points 1 et 2, de la croissance de na, et de la
décroissance de a,, . [

Lemmes d’association par blocs

Pour k£ > 1, on définit

Ny = {nk ¥, .,nk+1} (2.2.1.3)
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lorsque n; + 1 < ngy1, et N := () sinon. Remarquons que, par crois-
sance de ng, les N, k € N sont disjoints deux a deux, et

UM:N

k>0

Remarquons également que, pour tout k suffisamment grand, Ny # 0.
Nous pouvons donc, pour n € N fixé, définir k(n) comme étant 'unique
entier k tel que n € Ni. Nous allons dans un premier temps étudier la
suite de fonctions suivante :

1
gn = WHH, k=k(n),
nk+1 Tt1
avec
H,(t) := n(Eu(t) — 1), € [0,1]. (2.2.1.4)

Les lemmes suivants mettent a profit les propriétés stochastiques du
processus empirique pour se ramener a I’étude d’une sous suite.

Lemme 2.2.1 Soient p1 > 1 et ¢4 > 1 deux réels conjugués, c’est a
dire vérifiant pll + qll = 1. Notons, lorsque Ny # 0,

. 1 1
My, k := min ]P)(l/z— | Hy,., — Hy, ||< p—lenHl).

Ng+1
N,
e nk+1bnk+1

Alors .
P(U{m—H g S +en.bo})

neN, nk+1bnk+1

1 1 1
< kP< 1/2 anﬂ ¢ 82 + _enkJrlBO)'

m
p1, nk+1bnk+1 n

Preuve : Soit k un entier assez grand pour avoir Nj # (). Notons, pour
n € Nk,

1
Ay = { 12

N1 190441

H, ¢ S+ enk+1Bo)}, ne Ny,
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et
B, := A, — U A;.

n+1<i<n

On a

1
mpl,kﬂ”< U {1/2—Hn # 52+€nk+1Bo}>

neN; nk+1bnk+1

=mp ¥ P(By)

nENk
1 1
< Y PBIP(—— || Hupy — Ha I~ )
neN; nk+1 TNg+1 p1
1 1
== P(Bn N {1/2— | H,., — H, ||< —enk+1)}). (2.2.1.5)
neN; nk+1 Mk+1 P

La ligne (2.2.1.5) découle du fait que, pour n > 1, p > 0, H,4, — H,
est indépendant des H;, ¢ < n. On remarque ensuite que

1 1
Bu || Hopyy — Ho |1 e}
Ny g bnyy P
1 1
N 19n04a au

Ceci conclut la preuve du lemme. [
Il reste a controler my, . , ce qui est 'objet du lemme suivant.

Lemme 2.2.2 Pour tout choix de py > 1 et ¢ > 1 conjugués, on a,
pour k suffisamment grand,

mpl’k 2 1/2.

Preuve : Soit k un entier tel que Nj # 0, et soit n € N, quelconque.
Si n = np41 , alors trivialement my, = 1. Si n < ng41, alors, comme

H

Ng+1

- Hn —loi H

Ng+1—7
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il s’ensuit que

1 1
P(pe 1 H— 12 e,
1/2 k41 - k1
nk-l—lb”k-H p1
1 Nk+1
:IP’( R | D S LU 2 S )
I s 12 e | b
1 1
< P( | = |12 —€ny 1_—n_kbnk+1> (2.2.1.6)
p1 e
26% 5 1
<2exp | — e ( ) ) (2.2.1.7)
by PAL = ng/ngi

L'inégalité (2.2.1.7) vient de 'inégalité de Dvoretsky-Kiefer-Wolfowitz
(proposition 5.5.1). Enfin, en se rappelant €, := e(logy n)~%/3, les pro-
priétés de ny (propriété 2.2.1) nous assurent que, lorsque k — oo,

262 5 1
exp(— p§+1b"’“+1(1—n /n >>
1 k/Tk+1

—exp ( — 4—622((10g k)—1/3 exp ((log k)1/6) (1+ o(l)))).

exp((log k)/%)(log k)~1/* = o
lorsque k£ — 00, on en déduit que

lim 1—my, =0.
k—o0

Ceci qui conclut la démonstration du lemme []

Utilisation de ’approximation KMT et des inégalités de recouvrement
pour le pont brownien

Au vu des lemmes 2.2.1 et 2.2.2, nous nous intéressons maintenant

a la suite de probabilités suivante

Q 1
(2 25t Lo m)

Nk+1 1

60



Nous allons montrer que cette suite est sommable, afin d’appliquer le
lemme de Borel-Cantelli. Soient po > 1,92 > 1 deux réels conjugués.
On peut décomposer les probabilités précédentes en

Olpy sy 1
P(bi ¢ SQ —|- q_enk-s-lBO)

Ne+1 1
1 1
< ]P)( H Xnjypr — Bnk+1 ||2 —enk+1bnk+1) + P<Bnk+1 ¢ bnk+182 + —enk+1BO>
P2q1 4241
=- PgMT(e)pla qi1, P2, QQ) + Pgal(€7pla qi, P2, q2) (2218>

Les deux lemmes 2.2.3 et 2.2.4 qui vont suivre montrent que les deux
termes de (2.2.1.8) sont sommables en & .

Lemme 2.2.3 Pour tout choix de p1 > 1,q1 > 1 conjugués et de py >
1,q2 > 1 conjugués, on a

Z]Pé(MT(Qpla q1, P2, QQ) < 0.

k>1
Preuve : Rappelons que b, := (2logyn)'/2. Comme

logn
nl/2

lorsque n — oo, et en appliquant l'inégalité (2.2.1.1), nous avons, a

= o(€epby)

partir d'un certain rang,

1
P?MT(67P17Q17p2’q2) :]P)< H O‘nkﬂ - Bnk+1 HZ —EnkﬂbnkH)
p2g1
log(nk—f-l) + nllcflﬁenkﬂ bnk+1
SP(HankH_BnkH HZ 1 1/2 — )
Nyt

nte b
§02 exp ( . Cg k+12;];+q11 NE41 ) .

Puis les propriétés asymptotiques en k de ngiq (propriété 2.2.1) nous
assurent que, lorsque k — o0,

2 b 1
C5 exp ( — C3nk+12€;i;1 nk“) = Cyexp < — an}c{fl%e(log k)01 + 0(1))).
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Nous concluons alors la preuve du lemme 2.2.3 en remarquant que n; >
exp(k/2) a partir d’un certain rang. [J

Pour la preuve du lemme suivant, nous aurons besoin d’une inégalité

de recouvrement due a Talagrand.

Proposition 2.2.1 [Inégalité de recouvrement pour le pont brownien/
Soit B(-) un pont brownien. Il existe deux constantes universelles K et
L ainsi que €y >0 telles que, pour tous 0 < € < €y et c¢>0, on ait
L c ¢
P(B Q_chg—I—eBo) < K exp (6—2—5—§>

Preuve : Il s’agit 1a d’une conséquence directe des résultats de Tala-
grand dans [95], en supprimant la premiére coordonnée dans la décom-
position dyadique de B(-) Pour plus de détails, voir [1], annexe F.OJ

La constante L apparaissant dans la proposition 2.2.1 apparait dans

le lemme suivant.

Lemme 2.2.4 Supposons que € > (2L)'/3. Alors on peut choisir p >
1,q1 > 1 conjugués, ainsi que ps > 1,q2 > 1 conjugués tels que

ZPgal(67p17QI7p27q2) < Q.
keN

Preuve : En appliquant la proposition 2.2.1, nous avons, pour tout
entier k suffisamment grand,

1
Pgal = P<Bnk+1 §é bnk+182 + —enk+1bnk+1BO)

7192
€ L 2
< Kexp| — ( — ((JlZQ) )(log2 1) — logy nper .
9192 2¢€

Si e > (L/2)'/3, alors on peut choisir q; > 1 et go > 1 suffisamment
petits de telle sorte que

€ L(q192)°
V2¢12 €2
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Ainsi, grace aux propriétés de la suite (ng)g>1 (propriété 2.2.1), on a,
lorsque k — o0,

Pl — O(exp ( —(log k)Y3(1 + 0(1)) — log k + (log k)V/6 + 0(1))> .

Comme, lorsque k — oo,

1(log k)13 — (log k)*/6
2 IOgQ(k)

— 00,

on en conclut que la suite ]P’;‘gal est sommable. []

Premiére conclusion. En appliquant le lemme de Borel-Cantelli,

1/3

nous pouvons d’ores et déja affirmer que pour € > L/2)"/° | la suite de

fonctions définie par

(gn)nzl = <b

Oy

Te+1

vérifie, avec probabilité 1,
gn € 8o+ €,By a.c.r.

I reste a controler la distance entre g,, et b lay, , en montrant que celle
ci est négligeable devant (log, n)_z/ 3. Ceci est ’'objet du lemme suivant.

Lemme 2.2.5 Avec probabilité 1, lorsque n — oo on a

an —
190 — 3= lI= o((logy ) ~*"%).
Preuve : On a
o b o
T _1> n
e e Gt L el

Une application du théoréme de Finkelstein (théoréme 2.1.1) montre
que le second terme de la relation ci dessus tend est borné par 2 lorsque
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n — oo. On constate ensuite que, lorsque k£ — oo, uniformément en
n € Ni, on a
1/2

< by, B 1) < (10g2nk+1) 1
b log, ng;
1
T2
1

Tg41
(108;2 Ng+1 1)

log, ng,
Net1
ny

~ §log ny logy ny
Au vu du point 1 de la propriété 2.2.1, ce terme est clairement un
o((logy 1) ~2/3) lorsque n — oo. O

Grace au lemme précédent, on compléte aisément la preuve du théo-
reme 2.2.2. [

La représentation de Bahadur-Kiefer (théoréme 2.1.4) nous permet
d’établir un théoréme similaire au théoréme 2.2.2, concernant cette fois
ci le processus des quantiles [, défini par (2.0.2.4)

Corollaire 2.2.2.1 [Vitesses de recouvrement pour le processus des
quantiles| La constante Ly définie dans le théoréme 2.2.2 est telle que
pour tout choix de € > Lo, on a presque sirement,

Bn
\/2logyn

Preuve : Il suffit d’appliquer I'approximation de Bahadur-Kiefer (théo-

€ Sy + e(logyn) 3By a.c.r.

réme 2.1.4). Ainsi nous avons presque stirement, pour tout € > 0 fix¢,
I B i Qp | (1 + 6) (log n) 12
V2logyn  /2logyn T 23/4nl/4(logy n)l/A
Or, lorsque n — oo,

(1+¢€)(logn)'’2 —2/3
23/4n1/4(log, n)1/4 = o((logy n)~*/%).

a.c.r.

On en déduit aisément le résultat annoncé. [
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2.2.2 Vitesses de recouvrement dans la LFLI pour le proces-
sus empirique local

Dans ce sous-chapitre nous établissons des vitesses recouvrement
pour le processus empirique local a;,(a,-). Rappelons que S; est défini
par
df

S = {f: f(0) =0, e f’ existe, et / 2 (t)dt < 1}.

[0,1]

Notre résultat s’énonce comme suit.

Théoréme 2.2.3 [Vitesses de recouvrement du processus empirique
local] Soit a,, une suite de constantes réelles positives vérifiant les condi-

tions suivantes.
na,

(logy n)7/3

Alors il existe une constante universelle Ly > 0 telle que , pour tout

na, /" 0o, — 00, a, \,0.

choix de € > Ly, on a, avec probabilité 1,
an(an')
\/2a, logy n

Remarque 2.2.1 L’hypothése na,(logyn)~"3 — oo est plus restric-

e i+ e(logyn) 2By a.c.r.

tive que celle du théoréeme 2.1.3, c’est a dire na,/logyn — 00. Nous
sommes "obligés" ici de faire cette hypothése, afin de pouvoir appli-
quer ’approrimation KMT et se ramener ainsi a un raisonnement sur
un processus de Wiener. Le comportement asymptotique presque sir de

~1/2

(2a,, logs n) ™ 2ay, (ay-) lorsque na,(logyn) ™" — oo et na,(logyn)~ 7/ A

oo n’est pas couvert par nos résultats et demeure un probléme ouvert.
Preuve : Nous posons encore une fois
by = \/2logym,
et pour € > 0 fixé,
€n = €(log, n)_2/3.

La preuve du théoréme sera divisée en plusieurs parties.
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Arguments de sous-suites, association par blocs

Nous considérons la sous suite ny définie par (2.2.1.2), ainsi que les
"blocs" correspondants Vg, définis par : Nj = {nk +1,... .,nkH}
lorsque nj + 1 < njyq, et Nj := 0 sinon.

Nous établissons deux lemmes d’association par blocs similaires aux
lemmes 2.2.1 et 2.2.2. Nous rappelons que H,(+) est défini par H,(t) =
n(F,(t) —t),t € [0,1].

Lemme 2.2.6 Soient p1 > 1,q1 > 1 deux réels conjugués. Soit k un
entier tel que Ny # 0, et soit n € Nj. Notons

1 1
.= mi ]P( H V—H )< = )
e = I i g, | ) O 1S

On a alors

Hn (an ')
(U {2l g
nEJJVk Ng+1An,,. bnkJrl H

1 H, S 1
< ]P)( k+1 (a k+1 ) ¢ S] _|_ _enk+l BO)
mkapl

\ nk+1ank+1 b’nk+1 Q1

Preuve : La preuve est similaire a celle du lemme 2.2.1, en remplacant,

pour n € Ny, H,(-) par aflklan(ankH-).D

Lemme 2.2.7 Soit p1 > 1 un réel. Sous les hypothéses du théoréme
(2.2.3), il existe un rang k > 1 a partir duquel my,, > 1/2.
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Preuve : Soit £ > 1 un entier suffisamment grand pour avoir Ny # 0.
On a (en remarquant que la cas n = nj41 est dégéneéré)

1 o mk:pl
H ) — H . 1
— sup ]P) ( | ‘ Ng+1 (ank+1 ) 1T/L§ank+1 ) ‘ | Z _6nk+1 bnk_H (nk+1ank+1 1/2)
nEN,nFN 41 (nk+1 — n) D1 N1 — N

! Nk+10 1/2
< SU.p I[D( Sup ‘ ank+1_n(t) |2 _enk+1bnk+1 (w / )

nENy, n#ng4q tE[O,ank+1] y4I Nkg+1 — N
Oy —nlt 1 Nk+1Q
< sup ]P( sup | Ny 1 n( ) ‘ > _enkﬂbnkﬂ( k+1Wn; 1/2>-
n€Ng, n#ng11 te0,an, ] -t P1 Ng41 — Nk
(2.2.2.1)

Or, comme le soulignent Shorack et Wellner (voir |91], p.133, propo-

sition 1), (1 — )"y, (t) est une martingale en ¢ € [0,1] pour tout

entier n fixé. Rappelons ici I'inégalité de Doob-Kolmogorov pour une

sous-martingale positive M(-) presque sirement "CADLAG" sur un

intervalle [0, ¢] (voir la remarque 2.1.1). Pour tout € > 0 on a
2

) < Bler)

€2

]P’( sup M(t) > e (2.2.2.2)

t€[0,]
Pour n € Ni, n # ni4q fixé, nous appliquons l'inégalité précédente a
la sous-martingale positive (1 — )71 | o, (¢) |, € [0, 1]. Ainsi

‘ Qp —n(t) | 1 Nk4+1ap 1/2
IP’( sup ol > — b — )
t€l0an,,] 11 py T (nk+1 — nk)
gy g —n(@ny ) 2) 2
B( () )y
~2€2(log, nk+1)—1/3ﬁank+l
2(1 _ 1 1/3
:p1(1 nkil)(lo& Mk+1) (2.2.2.3)

262(1 - ank+1)2
Au vu de la propriété 2.2.1 (points 1 et 2), ce terme tend vers 0 lorsque
k — oo. Ainsi, en combinant (2.2.2.1) et (2.2.2.3), il vient

lim 1-— mey, k= 0,
k—o0
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ce qui implique le résultat souhaité. []

"Poissonisation" et approximation KMT

Considérons le processus empirique "Poissonisé"

I, (t) - 1/2( ZIOt ) (2.2.2.4)

ol 7,, est une v.a. indépendante de I'échantillon (U;);en, et suivant une

loi de Poisson d’espérance n. Par convention nous posons >, = 0. On
0

définit aussi II comme un processus de Poisson standard centré, c¢’est-
a-dire

t):=t{i > 1, i:uj <t}—t t>0 (2.2.2.5)

ou les v;,¢ > 1 constituent une suite de variables aléatoires indépen-
dantes suivant une loi exponentielle d’espérance 1. Nous allons utiliser
le lemme de "Poissonisation" suivant. Nous appelons ici 7 la tribu en-
gendrée par les boules de (B([0,1]),]| - || ). Nous aurons besoin du

lemme suivant.

Lemme 2.2.8 Soit 0 <y < 1/2 . Pour tout ensemble A € Ty , on a
P(an(y-) € A) < 2P(TL, () € A).

Preuve : Ce lemme est une simple conséquence d'un lemme de Pois-
sonisation bien connu (voir par exemple [33]), que nous avons mis en

annexe (lemme 5.5.1) OJ .

Dans le but d’appliquer le lemme de Borel-Cantelli, nous nous inté-
resserons aux probabilités de type

~

IP’(H 1(/%) ¢ S+ enBo) k> 1 (2.2.2.6)
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Par "construction KMT", nous faisons référence aux travaux de Komlos,
Major et Tusnéady [66], et de Deheuvels et Mason [31]. Ces travaux nous
permettent de supposer que le processus 1T défini par (2.2.2.5) est basé
sur un espace probabilisé (€2, A, IP), sur lequel est basé un processus
de Wiener W (-) tel que, pour trois constantes universelles strictement
positives Cy, Cy, C5 , on a, pour tous 1" > 0, z > 0,

IE”( | TI(T-) — W(T-) ||> Cilog T + z) < Cyexp(—Cyz). (2.2.2.7)
Remarquons aussi que

(Ia(#)) ¢y =to (n™T1(08)) (2.2.2.8)

L’inégalité (2.2.2.7) va nous permettre de ramener I’étude du comporte-
ment des suites de probabilités définies par (2.2.2.6) a celle du processus
de Wiener. Pour ce faire, nous effectuons la décomposition suivante :
soient p; > 1,91 > 1 et py > 1,¢2 > 1 deux couples de réels conjugués
deux a deux (1/p;+ 1/, = 1, I = 1,2). Nous avons, a partir d’un

certain rang,

1

P(ank+1 (ank+1') ¢ 81 +

1/2
Ay, /2b

6"k+1 BO)

Ng41

My, (G- 1
< 2]P< k41 ((Z k41 ) §é Sy + enk+1BO)
a1

1/2
Angiy / bnk+1

ﬁ (nk+1ank+1 )

(2nk‘+1ank+1 log, nk+1)

1
:2]?( 172 ¢81+q Enk+1BO)

~ 1
< B W ki, ,) = Tgran, ) 12— riiaan,) 2o, )

W(ngi1a . 1
+19>( (1 ’;;;) ¢ S+ e)
(nk+1a”k+1) bnk+1 41492
=: PEMT (e, p1, a1, 02, @2) + Pi e, p1, a1, 02, 42). (2.2.2.9)

Les deux lemmes suivants vont montrer que les deux suites définies en
(2.2.2.9) sont sommables.
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Lemme 2.2.9 Soient py > 1,q1 > 1 et pos > 1,92 > 1 deux couples de
réels conjugués deuz a deur (1/py+1/q =1, 1 = 1,2), et soit € > 0.
Sous les hypothéses du théoréeme 2.2.3 on

PRV < o,
E>1

Preuve : Remarquons que, lorsque k£ — oo,

1/6
/Tt 10ny 1 Oy sy €y B (\/ 2eny1an, )

1/3
(nk+1ank+1) (1+O(1))
log (nk+1ank+1 ) IOgQ Nkg+1

log(ny+1an,,,)
(2.2.2.10)

— Q.

Ainsi, a partir d’'un certain rang, on a
’P?MT(Qpl: q1, P2, QZ)
< B(|| W (niian,.,) — Hneran,,, ) 12

V2eC _
2q1p23 VEk+10n; (1Og2 nk—l—l) 1/6) .

Comme il a 6té supposé que na,, /(logy n)™/* = oo, on voit que le terme

v/ Tk+10ny 4 bnk+1 €ngi

2paq1

+ C(1 1Og(nk+1 Anyyq }

< C’gexp(—

précédent peut étre majoré asymptotiquement par exp(—2logy(ny)) .

[

La preuve du lemme suivant se base sur une inégalité de recouvre-

ment établie par Talagrand [95].

Proposition 2.2.2 [Inégalité de recouvrement pour une mesure de Wie-
ner (Talagrand)] Il existe des constantes universelles strictement posi-
tives L, aq et ¢y telles que, pour tous 0 < a < ag et 0 < ¢ < ¢y on
a:

L ca 02)

P<W¢CS1—|—(XBQ> gexp(?—g—g

La constante £ apparaissant dans la proposition précédente va interve-

nir dans le lemme suivant.
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Lemme 2.2.10 Pour tout choiz de € > Ly = (£/2)'3 il existe q1 > 1
et qo > 1 suffisamment petit pour avoir, sous les hypothéses du théo-
reme 2.2.3,

> PEUe p1,q1p2ga) < 00

k>1

Preuve : Rappelons la propriété d’homogénéité suivante :
ATV2W () =10 W (). (2.2.2.11)

On déduit de cette propriété que pour tout entier k suffisamment grand,

1
PTal(e b1, q1, P2, QQ) (W ¢ bnk+181 + q Enk+1bnk+1 BO) .
qi192

Nous appliquons la proposition 2.2.2, pour k u entier suffisamment
grand, ¢ := b, = (2logy 1) et a i= €, bn,., /0132 = (V2€/q142) (logy nger1) ™
Il vient alors

€ _/3(611612)2
9192 2¢?

PT@I(G P1,q1, P2, q2) < Kexp ( ( )(108;2 nk+1)1/3_10g2 nk—i—l)-

Les propriétés asymptotiques de ny, (propriété 2.2.1) nous assurent en-
suite que cette derniére suite est sommable. []

En appliquant le lemme de Borel-Cantelli, on voit que, pour tout
e > Ly := (L£/2)'/3, on a presque stirement

H, (ank+1 )

\/2nk+1ank+1 10g2 Nk41

€ 81 + Boey,,, a.c.r. (2.2.2.12)

Pour achever la preuve , il nous reste a controler les termes entre les

ng.

Lemme 2.2.11 [Contréle entre les ng| Sous les hypothéses du théo-

reme 2.2.3, on a presque sarement

1/2

lim max(logy nj41) /

‘ ‘ ank+1 ) ()
k—o00 neNy

| =

2nk+1ank+1 logy N+ 1) (2nan log2 n
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Remarque : Nous avons fait ici la convention
max ) = —oo.

Si I'on démontre le lemme 2.2.11, alors la preuve du théoréme 2.2.3
s’achéve en combinant ce dernier avec (2.2.2.12).

Preuve : Notons, pour k > 1 tel que Ny, # () et pour n € Ny

ro—1_ ( na, logs n )1/2

Nk4+10n, ., 1089 NE41

Nous décomposons la différence en appliquant I'inégalité triangulaire.

Ainsi
Hﬂ (ank+1') . O571(an ‘ ‘
(2np41an,,, logy nyy1)/? (2nan log2 n 1/2
||_anlan) | anten) - m1 0 (o) H
~ 11 (2a, logyn)t/2 "

(2nk—l—1ank+1 log, nk+1) V2
Uy, (n) — iy, ank+1 ‘ ‘

(2, o8y mir)
= A,+ B, +C,.

|

Controle de A,

Clairement, on a

1 1/2
max logy ng 4117, < <1 — ( Py 052 Tk ) ) (logy 1g41)*/®
neN N+10n, ., 108y NE 11

ni log, n 1/2
§(10g2nk+1)2/3<1—< k052 Tk ) >

Npt11089 Ny

Quelques calculs classiques d’analyse et la propriété 2.2.1 montrent que

| 1/2
lim <1 - ( M 082 T ) )(log2 nie1)?P =0, (2.2.2.13)
k=00 Nk+1108y N1
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Puis, en combinant le théoréme 2.1.3 avec (2.2.2.13), il vient

lim (1 2/3 A, =0 p.s.
kl_{go(o&nkﬂ) TILDG%E n p.s

Controle de B,
Soit € > 0 fixé. En remarquant que a,, < ap,, n € Ni, nous déduisons
qu’il nous suffit de controler la probabilité suivante, lorsque Ny # 0.

(nk+1an log, nk+1)1/2
1/2 (ank) ||2 c k41 )

]P’( 1/2 N—

Remarquons que, pour tout n € Ny,
M s (@) = 0 (@, ) = oy (@0) = Halan,). (22.2.14)

Nous allons utiliser I'inégalité maximale suivante, due a Montgomery-
Smith et Latala.

Proposition 2.2.3 [Inégalité de Montgomery-Smith-Latala Soit (E, ||

- ||) un espace de Banach. Il existe une constante ¢ telle que, pour toute

suite X1, ..., X, de variables aléatoires i.i.d. dans E, mesurables pour
la tribu engendrée par les boules ouvertes de (E,|| - ||), et pour tout
A>0o0na
1 n
]P( X ||> ><“]P< X ||> ~>.
zr:nla}szZl ill=A) <c HZ1 jlI=A/e
j= j=

Preuve : Voir [82] ou [71].00

Nous appliquons la proposition précédente a l'espace de Banach
(B([0,1]), ]| - || ), défini dans la remarque 2.1.1, aux variables aléatoires
Xi(") = L, 1(Ui), i@ € Ny lorsque Nj # 0, et A := €(pr1an,.,,) " (log ngi1) VS,
I1 existe donc une constante ¢ telle que, pour tout entier £ suffisamment
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grand (en se rappellant I'égalité (2.2.2.14) et que a,, )

IP)(nme?”vX(log2 nin) | nllffl U (@n) = n'% on(an-) ||> €(2np i1, logy mis1)"
k
S]PD( e || Hnan,) = Hugy (@n,-) |12 E(nk+1ank+1)l/2(10g2 nk+1)_1/6>
n€Ny, n#ng1
Ng41
= > 1/2 —1/6)
P(nk—klnglgi{nkﬂ H ZXJ H— e(nk+1ank+1) (10g2 nk+1)
j=n
Ng+1 ¢
<TB(1 Y0 X112 Someran, ) P log ) )
J=ng+1

~ € _
=C P( H an+1 (ank) - an+1(ank°) HZ é(nk+1ank+1)1/2(log2 nk+1) 1/6>'
(2.2.2.15)
Posons vy, := ng+1 — ny. Rappelons que II(+) a ét¢ défini par (2.2.2.5) et
rappelons I'égalité en loi (2.2.2.8). Nous appliquons l'inégalité de Pois-
sonisation du lemme 2.2.8 et 'approximation forte (2.2.2.7). Ainsi, il

existe un processus de Wiener W (-) tel que, pour tout entier k suffi-

samment grand,

P( | Huper (an) = Hupo1(an) |12 =10, (l0gy mi) ™7°)
= P( || Hoplan) 12 Z(nes1an,..) " (logy misa) ™)

< 2P( | o/ 112 Snenan..) " ogyneer) )
= 2P ( || M(vkan,) |12 =(mis1u,,) " (logs min) ™°)

< 2P( || M(vean,) = W(van,) |12 5
+2P( || W (vkan,) |12 =(nas1an,..) " (logy mia) ™1°).

(2.2.2.16)

(nis10m,,) V2 (logy msn) 0

En faisant un raisonnement similaire a celui de le preuve du lemme
2.2.9, on montre aisément que le premier terme de l'inégalité précé-

dente est asymptotiquement majoré par exp(—2logy ni+1) et est donc
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sommable en k. Pour controler le second terme de I'inégalité précédente,
nous utilisons maintenant une inégalité bien connue. Pour tous T" > 0
et A>0on a

)\2

]P’( W (T >)\><2 AN
IW(T) [[ZA) <2exp (= 5)
Ainsi
€
P( Il W (0kan) 112 S resran,.,) 2 (0gs min) )
€ -1/3
<2exp < — mnk+1ank+l (logy m+1) ) (2.2.2.17)

Or la propriété 2.2.1 nous assure que, lorsque k — o0,

Pl Sy (log, nk+1)_1/3 = exp ((log k)1/6(§+0(1))) (log k)_1/3(1+0(1))'

Uk' ank

On en déduit alors aisément que la suite

€ _
P W (0kan,) 12 = (es100,..) 2 (10gs misa) /0, k> 1

est sommable. En se rappelant (2.2.2.16) et (2.2.2.15), on en déduit que
la suite de probabilités

1/2
Nk+10n,., , 10ga N
P(max I nllcflo‘nkﬂ(ank')—nl/Qan(ank-) > 6( F+10n,,, 1083 Mk 11) )

n€ Ny (10g2 nk+1)2/3

est sommable. Ainsi, en appliquant le lemme de Borel-Cantelli, il vient

que, presque stirement,

limsup B,, <e.

n—oo

Comme € > 0 a été choisi arbitrairement, il s’ensuit que

lim B, =0.

n—oo
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Controéle de C,

a
Posons py := —%. On a
Angt1

P(}}é?\[};(logQ nk+1)2/3 I Uy (An) — iy (A7) > 6)

\/zank-H 10g2 NEk+1
< ]P( sup (10g2 nk+1)2/3 H Onyy (ank+1p') — Oy (ank+1') ||Z 6)
Pp<pi /20, logy iy

~ ~ 2N 10, 10gy ki1
<2]P’(su I[I(ngi1a ) — (ngr1ay, . >e\/ s )
> pg/ﬁ H ( k+1 nk+1p) ( k+1%n; 44 ) H— (10g2 nk+1)2/3

_ € \/ 2Nk 4100, 1089 Npy1
< 2]P’( || H(ngr1an,) — W(nggian,-) [[> 8 (logynp )2 )

+ 2JP>( ( Wloe) Z W) ¢ ) (2.2.2.18)

V2logonprr  4(logy ngyr)?3

Gréace & (2.2.2.7) on montre que le premier terme de (2.2.2.18) est som-
mable, en faisant un raisonnement similaire & celui de la preuve du
lemme 2.2.9. Pour controler le second terme dans (2.2.2.18), nous uti-
lisons I'inégalité suivante pour les accroissements du processus de Wie-
ner, que l'on retrouve par exemple dans [91], p.536.

Inégalité 2.2.1 Soit0<a<letO<u<1 Ona VAER

64 A2
IP( W(t+h) —W(t) |> A >< (— 1— 2—)
tgsf,l;%a‘ (t+h) = W(t) |2 Wa) < —rexp - (1-u)'5
Preuve : Voir [91], p536.00.
Nous appliquons cette inégalité avec a = pr — 1, X := (pr —

1)"Y2(logy ngy1)"Y%¢/4 et u = 1/2 pour obtenir, pour k suffisamment
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grand,

P( H W(pk) — W() H> € a’nk+1)
V2logyngrr  A(logy )23 ay,
1024 —-1/2 1/6 62
< P (Pk - ]-) (10g2 nk-l—l) exp ( - 128(pk . 1)(10g2 nk+1)1/3>
< 1024 ( ¢ ) (2.2.2.19)
exp ( — 2.2.
T € P 256(pr — 1)(logy npsq1) /3

Dans (2.2.2.19), nous avons utilisé le fait que (logy nj41)'3(pr—1) — 0
lorsque k& — oo. Un raisonnement d’analyse élémentaire montre que

(2.2.2.19) est le terme général d’une suite convergente.

Nous avons donc montré que, presque stirement

lim sup (An + B, + C’n> =0,

n—oo

ce qui achéve la preuve du lemme 2.2.11.]

Grace a la représentation de Bahadur-Kiefer locale (théoréme 2.1.6),
nous sommes en mesure d’établir un théoréme similaire au théoréme
2.2.3, mais concernant cette fois ci 8, (ay-) au lieu de ay, (ay,-). Rappelons
que B, a été défini par (2.0.2.4). Dans le corollaire suivant, la constante
L est celle donnée par le théoréme 2.2.3.

Corollaire 2.2.3.1 [Vitesses de recouvrement pour le processus des
quantiles local] Si a,, satisfait, en plus des hypothéses du théoréme 2.2.3,
la condition

, (na,)

alors pour tout € > Ly on a presque sirement

Pulaw) € 81 + e(logyn)*3By a.c.r.

\/2logsn
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Preuve : En appliquant le représentation de Bahadur-Kiefer locale
(théoreme 2.1.6), on remarque qu’il suffit de démontrer que, lorsque
n — 0o,

1/2

() ) = O((ogen) ).

En faisant le rapport des deux termes, on voit que le seul terme "posant

1/4

(log(nan) + 2logy
2logyn

" est le terme log(na,) dans le deuxiéme facteur, terme qui

probléme
pourrait ’emporter relativement & logsn au point de faire tendre le
deuxieme facteur vers co. Cependant, log(na,,) est vraiment plus grand
devant log, n seulement si a, n’est pas trop petit, et dans ce cas le
premier facteur va tendre plus vite vers 0.

Formalisons cette idée : si na, < (logn)® et n > 4, alors

(logy n)'/4+2/3 <log(nan) + 2 log; n) 1/2
Up =
(na,)'/4 2logyn
(log, n)11/12 1/2

(510g2n>

(na,)* \2logyn
11/3\ /4

_ § (logyn)

V2 na, '

Le terme de droite tend bien vers 0 griace a I’hypotheése (2.2.2.20). Main-
tenant, si na, > (logn)3, et n > 4, alors, comme log(na,) < logn on

a
(logy n)'/12 <log n + 2log, n) 172
U'n =

(logn)3/4 2logyn

(log, n)11/12 1/2
< —==TY1 /
ol ici
I = sup logn + 2log, n

n>1 2logonlogn
On a donc majoré u, par une suite qui tend vers 0, ce qui conclut le

preuve du corollaire 2.2.3.1.01
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2.2.3 Applications des vitesses de recouvrement en statis-
tiques

Les résultats obtenus dans le paragraphe précédent peuvent étre uti-
lisés pour obtenir des lois limites du méme type pour certains estima-
teurs. Dans un premier temps, nous allons voir que les théorémes 2.2.2
et 2.2.3 "se conservent" par composition a gauche avec une application
continue. Dans un second temps nous donnerons quelques exemples

d’applications possibles en statistiques.

Transport des vitesses de recouvrement par une application continue

Nous allons voir comment les résultats de vitesses de recouvrement
peuvent aboutir a des résultats du second ordre pour les lois du lo-
garithme itéré d’estimateurs. Voici une proposition autour de laquelle
s’articulent toutes les applications de vitesses de recouvrement pour les
statistiques.

Proposition 2.2.4 [Transport des vitesses de recouvrement| Soit (E, ||

- ||) un espace wvectoriel normé, K un compact de (E,|| . ||) et ¢
une fonction continue de (E,|| . ||) vers un espace vectoriel métrique
(E |- ))- Soit (fn)n>1 une suite de points de E et €, une suite posi-

tive telle que
fn € K +¢€,By a.c.r,

ot By est la boule unité de (E,||.]|) . Alors

1. 1l eziste une fonction A(-) = As i () continue en 0, et telle que

li_r)r(} Ae) =0,
sup | ¢(z) — o(y) ||< Ale).

z€K, yek, |lz—y||<e

2. On a de plus
o(fn) € ¢(K) + A(e,)B) a.c.r.,
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ou By est la boule unité de (E' || - ||').

Preuve : Il s’agit 1a de topologie élémentaire. [

Remarque 2.2.2 Nous savons que €, est de lordre de Lo(logyn)=2/3
(ou Li(logyn)~%3 selon le théoreme impliqué). Trouver une borne su-
périeure pour ces deux constantes parait indispensable pour réellement
parler d’application statistiques. Cela reste encore un probléme ouvert.

Intervalles de confiance presque sirs

Voici plusieurs exemples d’intervalles de confiance asymptotiques
presque strs pour des statistiques dans un cadre non paramétrique.

On considére dans ce sous-paragraphe un échantillon i.i.d (X;),>1 de
loi F'sur R

La statistique de Kolmogorov-Smirnov
En appliquant directement le théoréeme 2.2.2, il vient que pour tout
6 > 0 on a presque sfirement & partir d’un certain rang

1/2 21/2L0(1—|—9)
n1/2(logy n)1/6"

sup | Fy(z) — Flz) |< (21°g2”)

zeR n

Une classe de L-statistiques
En reprenant les travaux de Bhaskara Rao et Tomkins [5], nous pouvons
établir des vitesses de recouvrement pour certaine L-statistiques.

Proposition 2.2.5 (Vitesse de recouvrement pour certaines L-statistiques)
Soit (Xin)i<i<n la statistique d’ordre basée sur un échantillon i.i.d. de

loi F. Soit J une fonction lipschitzienne sur [0,1] et H une fonction

réelle telle que la fonction K(-) := H(F‘l()) vérifie, pour une certaine

fonction n de limite nulle en 0

vt €[0,1], Yh €[0,1 ], | K(t+ h) — K(t) — hK'(t) |< hn(h).
(2.2.3.1)
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Soient pu et o lespérance et la variance de la v.a. J(U)K(U), o U
suit une loi uniforme sur [0,1], et soit

- / | K1) () | dt. (2.2.3.2)

Supposons qu’il existe § > 2/3 tel que
lim 7(h)(log(1/h))° = 0. (2.2.3.3)
h—0

Alors la suite de statistiques

1l _ i
L,:==Y J)H(X;,), n>1
n; (n) (Xin), n

satisfait presque strement, pour tout 6 > 0,

2logyn\ Y2 212yLo(1+6)
_ 2(2 292 7
| L, —p|<o ( - ) + n172(log, n)1/5 a.c.r.

Preuve : En appliquant la transformation des quantiles, nous savons
qu’il existe une suite i.i.d (U;);>1 de loi uniforme sur [0,1] telle que 'on
alt pour tout 7z > 1,

X; = F ().

Soit (U;n)i<n I'échantillon ordonné basé¢ sur (Uy,...,U,). On a alors
Xin=F (Ui

On en déduit que
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Controlons d’abord A,,. Comme J est lipschitzienne, on a

IRAIRS
| An | > 2N | K(Xin) |

1=1
1 n
=) | KX
=1

En appliquant la loi forte des grands nombres, il vient que, presque

siirement, lorsque n — oo,

1

[ Aul= O(). (2.2.3.4)

Puis, en mettant & profit I'hypothése (2.2.3.1), on a
1 1
B, - / T (06, (1t < | / V28, () (n V28, () ) dt
0 0
=: C,.
(2.2.3.5)

En appliquant le corollaire 2.2.2.1, et au vu de(2.2.3.3), il vient que

presque siirement, lorsque n — oo,

2logy n, M/
C’n:o<( 52 ) (logyn) 2/3). (2.2.3.6)
Enfin, la fonctionnelle
1
§i= [ 1OIOK @, 1 € Bo,1),
0
est y-lipschitzienne sur (B(0,1), || - || ) (v est défini par (2.2.3.2)). On

applique alors le corollaire 2.2.2.1 pour en déduire que, pour tout 8 > 0,

(0 <L) € \11(52)+[—’)/L0(1—{—9) (]Og2 n)—2/3, 7L0(1+9) (10g2 n)_2/3]a.c.r.

/nlogon

(2.2.3.7)
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Nous renvoyons a l'article de Rao et Tomkins [5] pour la preuve du fait
que U(S;) = [—o,0]. Ainsi la preuve s’achéve en combinant (2.2.3.4),
(2.2.3.6) et (2.2.3.7). O

2.3 Lois fonctionnelles de type Chung-Mogulskii

Une autre classe de problémes concernant les lois fonctionnelles du
logarithme itéré est la suivante. Supposons qu’une suite f, satisfasse
fn ~» K dans un espace métrique (F,d). Cela implique que pour tout
point f € K on a

liminf d(f,, f) = 0.

n—oo

On cherche alors a trouver la vitesse de convergence dans cette limite.
Autrement dit, on cherche une suite v, — oo et un réel x > 0 vérifiant.

liminf v, d(f,, f) = x

n—oo

De tels résultats constituent des raffinements dans les LFLI, et sont sou-
vent appelés lois limites de type Chung-Mogulskii, ces deux chercheurs
ayant chacun établi des résultats pionniers dans ce domaine (voir [14]).
Pour ce genre de travaux, 1'outil fondamental est le controle précis des
probabilités de "petites boules", c¢’est & dire, pour f € &y fixée, les

P(1l 7~ /1l o).

avec T, — oo et v, — oo lorsque n — oo. Le choix pertinent de v,

probabilités

dépend de la fonction f choisie au préalable, ¢’est pourquoi nous in-
vitons le lecteur & prendre connaissance préalablement & la
lecture de ce paragraphe des notations et des résultats dé-
taillés dans le §1.3. Dans [8], Berthet a obtenu les vitesses exactes
de convergence de I'ensemble ©,, défini dans le théoréme 2.1.2 vers sa
limite. Ces résultats ont été établis dans un cadre plus général, car
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I'intervalle ouvert dans lequel varie ¢t est ici remplacé par une suite
monotone d’intervalles T;,. Pour f € &1, on définit

f . Aan(an, t)
w) = inf ||
teT " /2(log(1/an) 4 logy n)

_fH7

ou
Aay(an,t) = ap(t + an) — an(t).

Nous donnons ici la restriction du résultat de Berthet au "domaine d’in-

variance" classique. Rappelons que S} est défini dans le §1 (définition
1.3.6).

Théoréme 2.3.1 Soit f € 7. Supposons que, en plus des hypothéses

du théoreme 2.1.2, la suite a,, satisfait les conditions suivantes

o los(1/A(T,)
n—oo  log(1/ay)

=0,

’ na,
im = 0
n—oo lognV¢(log(1l/ay)) ’

1 n 1 n
liminfM >3 ou limsupM < 00.
n—oo  logsm nooo  logomn

Si, de plus, f € S U SI™, supposons que

L Vyllog(1/a,)
v Tog(1/ay) logy n

Alors, avec probabilité 1, on a

lim V;(log(1/ay))w! = x;.

n—oo

Preuve : Voir [8]|C.
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2.3.1 Lois fonctionnelles de type Chung-Mogulskii pour le
processus empirique local

Dans [26], Deheuvels a établi des lois fonctionnelles de type Chung-

Mogulskii pour le processus empirique local ay,(a,-) lorsque f € Sy,
1

c’est & dire lorsque [ f(t)dt < 1 (voir annexe2) , avec une condition
0
sur a, un peu plus contraignante que celle imposée dans le théoréeme

2.1.3.

Théoréme 2.3.2 [Deheuvels, 2000 Soit a, une suite de constantes
strictement positives vérifiant, en plus des hypothéses du théoreme 2.1.3
la condition suivante

na,

li — = 0. 2.3.1.1
5% Togympp ™ (23.1.1)

Soit f € §;. On a, avec probabilité 1,

Op (an) s

(Zanloan)1/2 /= 41— J(f)

lim inf(logy ) ||

n—oo

Preuve : Voir [26].00

Nous présentons ici une extension du résultat ci dessus, concernant
cette fois ci les fonctions de Sf (voir (1.3.2.6) dans le §1.3). Les fonc-
tions V et les constantes x s utilisées dans le théoréme ci dessous sont
définies dans le §1.3 (voir aussi, par exemple, [8]). Les conditions sur ay,
dépendent de f, mais sont toutes au moins aussi faibles que celles du
théoréme précédent. Dans [8], ces hypothéses ont déja été conjecturées.

Théoréme 2.3.3 [Lois de type Chung-Mogulskii généralisées pour le
processus empirique local] Soit f € Sf, et a, une suite de réels vérifiant,
en plus des hypothéses du théoreme 2.1.3, les conditions suivantes.

na,

lim

— 0, 2.3.1.2
n—oo logy nV7(logy n) ( )
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et
lim a, logs n = 0. (2.3.1.3)

Alors on a , avec probabilité 1,

-1l =x
2a, logy n I

Remarque 2.3.1 On sait (voir §1.3) que pour toute fonction f € S;—

lim inf V ¢(log, n

n—oo

SBY on a, lorsque L — oo,
Vi(L)/ L = oo,
et que pour f € SPV on a
V(L) L*? = x > 0.

Ainsi, la vitesse de recouvrement du théoréme 2.2.3 apparait comme
vratsemblablement optimale, puisque c’est la vitesse la plus lente que
'on puisse avoir dans le théoréme 2.3.3, lorsque f € SPV. Le probleme
du calcul exact de la constante L1 dans le théoreme 2.2.3 n’est pas

encore résolu.

Remarque 2.3.2 La condition (2.3.1.2) est nécessaire pour utiliser
Uapprozimation forte (voir [66]), ce qui laisse le probléme suivant ou-
vert. St a, est une suite de réels telle que

na,/logyn — 0o, nay/(logyn)Vi(logyn) 4 oo,

alors le théoréeme 2.1.3 est valide, tandis que les lois de Chung-Mogulskii

associées au théoréme 2.1.3 demeurent inconnues a notre connaissance.

Remarque 2.3.3 Il semble impossible de se passer de I’hypothese (2.5.1.5),
car nous ne pouvons nous en passer pour ramener ['étude de o, (ay-)
a étude de sa wversion "Poissonisée”. Nous ne pouvons dire si cela
est juste un probleme technique, ou si d’autre phénomenes s’observent

lorsque (2.3.1.3) n’est pas vérifiée. Cela reste un probléme ouvert.
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Preuve. Rappelons tout d’abord deux propriétés asymptotiques de Vy
(voir §1.3).

Jim L7'V(L) <1, (2.3.1.4)

—00

lim L723v (L) > 1. (2.3.1.5)
—00

Le principal outil utilisé dans cette preuve est I'inégalité suivante.

Inégalité 2.3.1 [Probabilité de petites boules autour d’une fonction
cible] Soient f € S; et § > 0. Il existe v© = ~1(6,f) > 0 et
v~ =47 (6,f) > 0 tels que, pour tout T > 0 suffisamment grand,

on ait
i 2 VAT?/2
PV 1~ < (4 00) > exp (= 07 L2,
(2.3.1.6)
2 2 v2 T2 2
PV 1%~ fll< (- o) < e (2 - - TP
(2.3.1.7)

Preuve : Ce résultat est une synthese des travaux de Grill [55], Gorn
et Lifshits [54] et Berthet et Lifshits [9]. Cette synthése est faite dans
18]. O

Nous divisons la preuve en deux parties distinctes.

2.3.2 Preuve de la borne inférieure dans le théoréme 2.3.3

Soit f € &j. Nous allons montrer dans ce sous-chapitre qu’on a

presque stirement :

lim inf V7 (log, n)H (@) o fH > x;. (2.3.2.1)
nmeo (2a, logyn)
Fixons € > 0.
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Etape 1 : Poissonisation et approximation forte

Soit II défini par la relation (2.2.2.5), et soit W(-) un processus
de Wiener construit pour vérifier les inégalités de (2.2.2.7). Pour tout
n suffisamment grand, nous appliquons l'inégalité de Poissonisationdu
lemme 2.2.8. Ainsi, en se rappelant la définition de II,, dans (2.2.2.4) et
'égalité en loi (2.2.2.8), on a, pour tout entier n suffisamment grand,

ap(an)
P(V,(log,n H
( (logy ) rnlogw
)
\/ anloan

- 1) £ vs1-20)

< 2]P’(Vf logym) H — fH < xf(1— 26))

— <Vf logym) H (na,) — fH < xf(1— 26))

\/2na, logy n
<2P(Vf (logym) H Wina,) —fHSXf(1—€)>

\/2nay, logon

~ \/ 2nay 1
+2P<HW(nan.) _H(nan)H Z € na Og2 n)
V¢ (logyn)
=: 2Py, + 2P, (2.3.2.2)
Par hypothése, on a
lim v/ na, logsn e

n—oo V¢(logyn)logyn

et, d’aprés (2.3.1.4)

\/na, logsn > lim \/ na,

log, nlog(na,)

li
e V ¢(logy n) log(nay,) — n—oo

Or d’aprés (2.3.1.5) et (2.3.1.2), on voit que

na,
lim

wro (loggm)
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Ceci assure donc que

lim € +/2nay,logyn ) € \/ 2na,,
im

> lim —
oo 2V f(logyn) log(nay,) = n0o 2 logy nlog(nay,)

= Q.

(2.3.2.3)
Ainsi, en appliquant (2.3.2.3) avec I’approximation KMT, c’est a dire
Iinégalité (2.2.2.7) avec T := na,, il vient qu’a partir d’un certain rang

<)

Poun §P< | W (nay) —T(na,) || (log(nan) + 2V (logy n

Csev/2na,,

<Cyexp | — —=——F———

2 ( 2Vf(log2n)>
<exp(—2logyn). (2.3.2.4)

La derniére inégalité a lieu pour n suffisamment grand, en vertu de
I'hypothese (2.3.1.2). Pour controler asymptotiquement P ,, nous ap-
pliquons I'inégalité 2.3.1 en conjonction avec (2.2.2.11). Ainsi, lorsque
n — 00 on a

Pr =P (V;(logy n) HQIOan - fH <xs(1-9)) (2.3.2.5)
:O<exp < — logyn — v (e, f)%;;?)) (2.3.2.6)

Nous allons maintenant utiliser des techniques d’association par blocs.
Considérons une fois de plus la sous-suite ny définie par (2.2.1.2). En
appliquant des lemmes d’association par blocs similaires aux lemmes
2.2.6 et 2.2.7, il vient que, pour k suffisamment grand, (voir (2.2.1.4)
pour la définition de H,,),

H,(a,,-
p(U [l = - 50)
neNy, (anank log nk) o
< 2]P)<H nk(ank ) i fH > Xf(l _ 26))
anank log, nk) 00
<4P1n, +4Pay,. (2.3.2.7)
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Ici, inégalité (2.3.2.7) est due a I'inégalité (2.3.2.2). En tirant profit des
propriétés de ny (propriété 2.2.1), et grace aux majorations (2.3.2.4) et
(2.3.2.6), il vient que, lorsque k — oo

Pin, + Pon, = O(eXp(— log k — 2log, k:))

Nous appliquons alors le lemme de Borel-Cantelli, et en déduisons que,

pour tout € > 0, presque stirement,

am )

‘ ‘ \/anam log, ng,

hmlnf V ¢(logy ng, — fH > xf(1—3e). (2.3.2.8)

Etape 2 : Controle des oscillations entre les 7.

Nous rappelons que H,(t) = n(F,(t) —t),t € [0,1]., et que Ny =
{nr +1,...,nk41}. 1l nous reste a controler, pour ny < n < ngyq la

distance
Hn(ank) an(an

‘ ‘ (anank log, n)l/2 (2an log2 n /2 ‘ ‘

Pour cela, nous allons établir un lemme similaire au lemme 2.2.11.

Lemme 2.3.1 Sous Uhypothese nay/(logyn)Vi(loggn) — oo, on a
presque sdrement

Hn(ankJrl ) - ay, (an

lim V¢(logy ng41) max
k—o0

1/2 2 H
(2nk+1ank+1 log, nk+1) / (2nan log2 n /
(2.3.2.9)

Preuve La preuve suit un schéma trés similaire a celle du lemme 2.2.11.
Notons, pour k > 1 tel que Ny # 0 et pour n € N,

Py 1o (—Tmlonn Y2
Ng+1Qn, ., ]Og2 Nk+1
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En appliquant I'inégalité triangulaire, nous avons presque stirement

H,(an,.,")  an(aw) ‘ ‘
(2np41an,,, logy ng1)/? (2na, logy n) 1/2
_[|__enlan) ‘ ‘nl/ i (an-) = /2y, (an) ‘ ‘
— 11(2ay, log, n)1/2 ! (2nk+1ank+1 log, nk+1) 12
N ‘ ‘ ey (@nt) — ankﬂ ‘ ‘
(2an,,, log, nk+1
= A, + B, +C,.

Controle de A,

Clairement, on a

max(logy ng41)l < (logy ngy1) <1 — (

neNy,

NgQn, logs N )1/2>
Ng+10n;, 1Og2 Nk+1

1 1/2
S(logznk+1)<1—< T 082 T ) )

Nk+1108y N1

Ce terme tend presque strement vers 0 lorsque & — oo d’apres la

propriété 2.2.1. En appliquant ensuite le théoréeme 2.1.3, il vient que,
presque srement, on a

lim (1 A, =
Jim (logy m+1) max 0.

Controéle de B,
Soit € > 0 fixé. Nous cherchons a controler la probabilité suivante,
lorsque Ny # () (rappel : a,, < ay,, lorsque n € Ng).

1/2
Nf410n,,, 108y nk‘H)
(s I o)l L),

En appliquant I'inégalité de Montgomery-Smith-Latala (voir la preuve
du lemme 2.2.11) il existe donc une constante ¢ (indépendante de ¢)
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telle que, pour tout entier k suffisamment grand (en se rappellent que

an )

1/2

P( max V¢(logy ng+1) || nkfl ey (@n) — 2 g (ay) ||> €(2nky1an,.,, logy ngi1)®

neNy

nENy, n#ng 11

Ng41

-1
max | Z X [I> 6(2nk+1ank+1 log, nk+1)1/2 (Vf(log nk+1)) )
j=n

ng+1<n<ngyq

:P( max || Hn(ank) o an+1(ank') HZ E(an+1a‘nk+1 IOgQ nk+1)1/2 (Vf(log nk+1:
P

1
<C < H Hm+1 (a’nk) - an+1(ank°) H> (2nk+1a”k+1 10g2 nk+1) 12 (Vf(log nk+1)) )
(2.3.2.10)

Posons v := ngy1 — ni. Rappelons que ﬁ() a été défini par (2.2.2.5)
et rappelons I'égalité en loi (2.2.2.8). Nous appliquons l'inégalité de
Poissonisationdu lemme 2.2.8 et "approximation forte (2.2.2.7). Ainsi,
il existe une processus de Wiener W(-) tel que, pour tout entier k
suffisamment grand,

P( | Hupeo (@) = Hut (@n,7) |12 Z@ni1an,., ogy misr) (Vs (log min) ™)
= P( | Huy, (an,) 12 (2nk+1ank+1 log, ni41)"/? (V4 (log nk+1))_1>
< 2]P’( || vy, il I, |[> (2nk+1ank+1 logy 1)/ (V ¢ (log nk+1))_1>
= 2[[”( || (vpan,-) ||> = (27’Lk+1ank+1 logy ny.+1)"/? (V¢ (log nk+1))_1)
< 2P( || W(vran,r) = W (vran, ) |12 (201, 10ga misn) (Vs (log mis)) ™)
+ 2P (| W(okan,) 1> = @nesrn, . logy mis)? (Vslog nisn) ™).
(2.3.2.11)

En appliquant '’hypothése (2.3.1.2), il vient que exp(—2logynyi1) et
est en k (pour plus de détails, voir (2.3.3.9), (2.3.3.10) et (2.3.3.11), ou

un raisonement similaire est effectué) . Pour controler le second terme
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de I'inégalité précédente, nous appliquons l'inégalité

2

IP’( | W(T) ||> A) < zexp(—;—T), T>0, A>0.

Ainsi, d’apreés (2.3.1.4), nous avons
€ -1
IP)( || W(Ukank) HZ 4—5(2nk+1ank+1 10g2 nk+1)1/2 (vf(log nk+1)) )
€
SP( | W (vran,) ||> 4—fcv(2nk+1ank+1 log; nk+1)1/2(10g nk+1)_1)

62

<2exp (- Pty (10g 1) ™) (2.3.2.12)

16c%vyay,

Or la propriété 2.2.1 nous assure que, lorsque k — o0,

nz—:”t;—:l(log nk+1)—1 = exp <(log k)1/6(1_|_0(1))> (log k)_1(1-|-0(1)),

On en déduit alors aisément que la suite

€
P W (vkan) |12 2 (mestan,.,) 2 (0gnes) ™), k> 1

est sommable. En se rappelant (2.3.2.11) et (2.3.2.10), on en déduit que
la suite de probabilités
(nk+1ank+1 lOgZ Nk+1

1/2
]P’( 1/2n n._1/2nn. > ) )
{L%E]l\?:”nk+1a k+1(ak) noa (ak)H_e Vf(logznk—H)

est sommable. Ainsi, en appliquant le lemme de Borel-Cantelli, il vient
que, presque strement,

limsup V(logyn) B, < e.

n—oo

Comme € > 0 a été choisi arbitrairement, il s’ensuit que

lim Vy¢(logyn) B, = 0.

n—oo

Controéle de C,

Q. A . N 2
Posons py := —%. Le controle de C;, suite le méme schéma que dans la
g1
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preuve du lemme 2.2.11. Ainsi, nous majorons la probabilité suivante

]P( H W(pk) — W() H> € /ank+1)
v/ 21ogy N1 B 4Vf(10g2 nk+1) py,

1024 _1/2 1/2 ( 62 )
S B (pk - ]‘) (logQ nk?+1) exp |\ — 128(pk; _ 1)(10g2 nk;+1)
1024 €2
< e ( - ) 2.3.2.13
€ b 256(pr, — 1)(logy 141 ( )

Dans (2.3.2.13), nous avons utilisé¢ le fait que (logy nji1)(pr — 1) — 0
lorsque k& — oo. Un raisonnement d’analyse élémentaire montre que

cette suite est le terme général d’une suite convergente.

Ainsi, nous avons donc montré que, presque strement
lim sup V¢(logy n) (An + B, + C’n) =0,
n—o0
ce qui achéve la preuve du lemme annoncé.[]

Remarquons que V¢(logy n) < V(logy(ng41)) pour n € Ny, car Vy
est croissante (voir §1.3). Ainsi, en combinant (2.3.2.8) et (2.3.2.9), il

vient que, presque stirement,

) gl 50030

liminf V (lo nH
k—00 f(logym) \/2nay, logsn

La preuve de (2.3.2.1) s’achéve en faisant tendre € > 0 dénombrable-

ment vers 0.

2.3.3 Preuve de la borne supérieure dans le théoréme 2.3.3

Nous allons maintenant montrer que

H oultn) 2 fH < Xf- (2.3.3.1)

liminf V¢(log, n)
(2an log, n)

n—oo

94



Nous posons pour tout entier £ > 1 :

= k2

Uk 1= Npy1 — Ng

g = T D BT (T (2.3.3.2)
(25k+1aﬁk+1 log, ﬁk-l—l) 12

Notons, pour un usage ultérieur, les propriétés suivantes de (n;)x>1 qui

nous seront utiles. Lorsque £ — oo on a

ny 1

~ ~ 7
Ng+1 e2k?

logy 1y, = log k + logy (k) + log(2) + o(1).

Etape 1 : Etude de g,

Remarquons que les g, £ > 1 sont mutuellement indépendants, et
que, pour tout entier k£ > 1,

U]i/2 Ay, (aﬁkﬂ )

\/2nk+1aﬁk+1 logs g1

9k =loi

Notons 7p la tribu engendrée par les boules de (B([0,1]), || - || ). Nous
ramenons ’étude asymptotique de g; a celle d'un processus de Poisson

~ ]

() :=8{i > 1, Y v; <t} —t, t > 0(voir (2.2.2.5)) grace au lemme
j=1

suilvant :

Lemme 2.3.2 [Poissonisation inverse/
Supposons que les hypotheses du théoreme 2.3.3 sont vérifiées, c¢’est a
dire, lorsque n — 00,
ap 4 0, na, 1 oo,
na,
logy(n)V f(logy n)?
a, logon — 0.

— 00,
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Alors il existe deux suites de constantes positives (bg)g>1, (b))r>1 Vé-
rifiant
Z br + b;g < 00,

k>1

ainst qu’un entier ko tel que, pour tout k > kg, on a, quel que soit

AeT

P(ﬁ(vkaﬁkﬂ-) € A) — b — b, < QIP(v,i/Qavk(aﬁkH-) € A).

Remarque 2.3.4 L’hypothése a,logyn — oo joue un réle important
dans la preuve de ce lemme. Or, st on regarde les hypothéses du théo-
reme 2.1.3, on voit que ['on rajoute une hypothese contraignante par
rapport a ce dernier. Ainsi on se demande naturellement si cette hy-
pothese doit étre imposée pour une raison fondamentale, ou juste pour

des raisons techniques. Le probléme reste ouvert a ce niveau de notre

ctude.
4 logy g
U — o ——
Nk+105, .,

Sous I’hypothése (2.3.1.2), on sait que ux — 0 lorsque k — oo.

Preuve : Posons

Notons également

~

TI(t) := TI(t) + ¢, t > 0,

Rip = (veas,,,), Rop:=(v) — H(vkaz,,,)-

Pour £ fixé, ces deux variables sont indépendantes et suivent des lois de
Poisson de parameétres respectifs viag,,, et vi(1 — ag,,,). Soit A € Ty
fixé. Notons :

Ey = {ﬁ(vkaﬁk+l-) € A}.
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Pour tout £ > 1 entier, posons

by = P(Rl,k < (1- Uk)vkaﬁk+l>

= P(Rl,k > (1+ Uk)’l)k&ﬁk+1)
On a alors
Puﬂ)gm(Emmya$eK1—uww@mﬂx1+uww@mﬂ§)+ak+@

Nous allons montrer que by et b) sont sommables en k. Pour cela,
nous rappelons tout d’abord l'inégalité de Chernoftf pour une variable
aléatoire de Poisson X, d’espérance N > 0. Pour tout ¢ > 0 on a

szmywﬁgm%—Nm+@mu+qﬁ»,@wm
et pour tout 0 < e < 1on a
MXgMLfngm%—Nm—QMQ—QH».@%@

Nous appliquons l'inégalité (2.3.3.3) avec X := Ry, N = vpap,,, et
€ := uy, pour k > 1. Ainsi

ap < exp ( — URQs,,, ((1 + ug) log(1 + ug) — uk>)

Comme (1 + u)log(l 4+ u) —u ~ %2 lorsque u — 0 et up — 0 lorsque
k — oo, il s’ensuit que, lorsque k — o0,

2

exp < — UG, ., ((1 + uy) log(1 + ug) — Uk)) = €Xp ( - Ukaﬁkﬂ%(l + 0(1))>

(2.3.3.5)

= exp ( — 2logy ni(1 + 0(1))).

(2.3.3.6)

Ceci montre bien que by est sommable. De la méme maniére, on montre
que b, est sommable en appliquant I'inégalité (2.3.3.4) & X = Ry,
N = vpay,,, et € := uy.
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D’aprés la remarque de Shorack et Wellner (voir par exemple [91],

p. 339), il nous reste & montrer que
P({EkﬂRLk € [(1—uk)vkaﬁk+1, (1—|—uk)vkaﬁk+l]}> < QP(Ek ‘ H(’Uk) = ’Uk),

a partir d'un rang ky indépendant de A € 7. Posons (j désignant

un entier)
. (P(Rop =vp—J) .
K = f{ : , 1 - i (1 5 }
k m ]P)(H(’Uk) _ Uk) J € [( uk)vka E+1 ( + uk)vka k+1]
(2.3.3.7)
On a, par l'indépendance de R;j et Ry,
P(Ek N{Ruix € [(1 — up)viaz,,,, (1 + Uk)vkaﬁk+1]})
[(1+uk)vkaﬁk+1]+1
< Y PEN{R=j})
J=l—ug)vraz, |
[(14ug)vgay 1]+1 )
. P(Ryj = v — j)

—1 .
S Kk Z ]P)(Ek; N {RLk = ]}) P(H('Uk) — Uk‘)
j=l(—ueyonan, ]

[(14ug)vkaz,, |+1 . )
_ -l Zk+ P(ExN{Rip =7} N{Rep =vi — )}
’ P(Il(vg) = wy)

J=[A—uk)vraz, ]
< K, 'P(Ey | H(vy) = ).

Il est donc suffisant de montrer que K} — 1 lorsque k — oco. En posant
| = v, — j dans (2.3.3.7), nous avons

, P(Ryy =1)
K} = inf {]P’(H(vk) — )’ [ € [Uk(l—aﬁk+1)—vkaﬁk+1w,vk(l—aﬁk+1)+vkaﬁk+1w€}}-
Par souci de notation, posons vj, := vi(1 — az,,,), en se souvenant

que Ry, suit une loi de Poisson d’espérance vj. Par application de la
formule de Stirling, on sait que
1

N

P(I(vg) = vg) ~
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Puis, une étude de variations de la suite

(P(Ra) = 1)

te{or(1-an, )~ vrarup e vp(l-am, | )+opagus }
montre que
P(II(vg) = vg) Kj, = min(Py g, Pog),
ou
Py :=P(Roy = [v), — VG, Uk)),
et
Py, :=P(Roy, = [v}, + vkas,, up) + 1).

Puis, en appliquant la formule de Stirling, et en posant uj, := as,., urvi /vy,
on a, lorsque k — oo,

l['U k™ Ukank+luk]

Py =

/
exp(—v
[Uff — Uk-ank—i-luk]' (Zor)

vy (1—uy,) oy
) ORI (o)
exp(—vy, + vuy)

N(U (1 —u)
~ (2me) A1 = ) exp(— o)
= (27v},) "2 exp ( — V' ((1 = k) log(1 — u'y) + u}c))

Comme (1 —€)log(l —¢€) + €~ % lorsque € — 0, et en se rappelant la
définition de ug, on en déduit que lorsque k — oo

Py = (27rv§€)_1/2 exp ( — 2a5,,, logy g1 (1 + 0(1))).
Ainsi, en se rappelant 'hypothese (2.3.1.3) on a, lorsque k — oo,

Pyj ~ (2mv}) Y2,

~1/2

De la méme facon, on montre que Py ~ (27v},) lorsque k& — oo,

ce qui achéve la démonstration du lemme 2.3.2.[]
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Nous appliquons le lemme 2.3.2 en conjonction avec l'approximation
KMT. Rappelons que II,, est défini en (2.2.2.4) par

ﬁn 1/2( Z 0. (U )

et rappelons I'égalité en loi (2.2.2.8). Soit W(+) un processus de Wiener
construit pour vérifier les inégalités (2.2.2.7). Soit § > 0 fixé. On a,
pour tout entier k suffisamment grand,

P(V(loga i) || g — £ IS (1+26)xy)
1/2
Uk/ Hvk (a’ﬁk-&-l-)

\/2nk+1aﬁk+1 logs 1g11

1 ~ ) 2n ag 110 n
> _§P<HH(UW%+1')_W(Ukaﬁk+1')HZ Xf\/ k4107, 1082 k+1>

1 1 1
> PV (logy i) | £ (L 26)x7) = 5bs — 5B

V¢ (logy ng+1)
1 - W\ /v 1 1
4 2B(V oz i) | e — £ |[< X514+ 9)) — 2hi— 3b
2 \/2nk+1 logy N1 2 2
1~ 1~
=: — §P1’k + §P2 k— bk — —b/ (2338)

Nous allons dans un premier temps montrer que ﬁl,k est sommable.
D’apreés, (2.3.1.5) nous avons, lorsque k — oo,

Vi, N Mt 1077y,
V% (logy vk) logy Tk 41 V% (logy ng+1) logy Tt

>1 Nk+107,
= 2\ (log, fi11)7/3
082 Mk+1
VkAny 44

" (logy vr)

et ainsi, lorsque k — oo, nous avons, d’aprés 'hypothése (2.3.1.2),

. Ugap
hm k+1

— 7 = 0. 2.3.3.9
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De plus, d’apres (2.3.1.4), nous avons, lorsque k — oo,

(log vpaz,,, )V s (logy Me1) _,, (108 Vras,, ) 10gy M

\/2ﬁk+1aﬁk+1 (10g2 ﬁk'i‘].) - \/2ﬁk+1aﬁk+1 (10g2 ﬁk'i‘].)
—9 (1Og UkaﬁkH) 2ﬁk+1aﬁk+1
(Mkr1ai,,, )M\ (logy 1) ™/?
Nous en déduisons, d’aprés (2.3.3.9) que, lorsque k — oo,
OXf \/Qﬁkﬂaﬁ logs M4
log(n 7 = A . 2.3.3.10
g(nk+1ank+1) o < Vf(10g2 nk—+—1) ( )

Il vient que, pour tout entier k suffisamment grand (rappelons que Cy
est définie dans (2.2.2.7)),

5Xf \/27’:ik+1a’ﬁk+1 log, ﬁkﬂ) < (5Xf \/2ﬁk+1aﬁk+1 log, ﬁk+1>
2V (logy ngy1) N Vs (logy Mk s1) ’

<Cl log(Tg+1a7,,, )+

ce qui implique que (Cy et C3 sont les constantes strictement positives
apparaissant dans (2.2.2.7))

OXf\/2Mk+105,,, 108y T
2Vf (10g2 ﬁk+1)

ﬁl;k < P(‘ ‘ﬁ(ﬁlﬂ-laﬁkﬂ') - W(ﬁk+1aﬁk+1') H > C1log(na,) +

(2.3.3.11)

) 2np1az, ., logan
SCgexp<—C'3 Xf\/ k+1a7,, ., 1082 k+1>-

QVf (IOgQ ﬁk+1)

La derniére inégalité est une application de (2.2.2.7) avec

o 5Xf \/2ﬁk+1aﬁk+1 IOgQ ﬁk-}-l

2V ¢(logy nk+1)
Puis, (2.3.1.2) nous assure que, pour tout entier k suffisamment grand
on a
P <exp ( — 2log, ﬁkﬂ)-
Or

logy fig+1 = log(k + 1) + logy(k + 1) + o(k*(logk)™").  (2.3.3.12)
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Ainsi, la suite (Pyz)s1 est sommable.

Nous allons maintenant montrer que la suite (]32;6) k>1 est non som-
mable, ce qui nous permettra de déduire que, par (2.3.3.8),

ZP(Vf(logQ een) g6 — f11< (1 + za)xf) — 0. (2.3.3.13)
E>1

Comme v ~ nyy1 lorsque k — oo, il vient que, pour tout k suffisam-

ment grand on a

|44
| 1] < w1+ 9)
vV 2nk+1 logy ng11

5
H < ys(1+ )) (2.3.3.14)
vV 210%2 Nk+1

Pour un entier £ suffisamment grand, nous appliquons I'inégalité 2.3.1,

Py =P (Vf(logg N+1)

ZP(Vf(IOgQ Tkt1) ‘ ‘

et ainsi
Py > exp(—logy ng41)-

Ceci nous assure, d’apres (2.3.3.12), que §27k n’est pas sommable, et
donc (2.3.3.13) est vraie. Comme les gx, k& > 1 sont mutuellement
indépendants, nous pouvons appliquer la deuxiéme partie du lemme de
Borel-Cantelli. On en déduit que, presque stirement,

fim nf Vs (logs k1) | 9 = £ 11 x- (233.15)
Nous rappelons que g est défini par (2.3.3.2).

Etape 2 : Quasi-indépendance

Cette étape a pour but de controler la suite suivante.

‘ ‘ Ofigiq (aﬁkﬂ ) ‘ ‘
gk — = .
/26, 1ogy Mg 41

~1/2

Ceci montrera que (2n441a5,,,) ' “05,,, (a7,.,-) a un comportement

asymptotique presque str trés similaire a celui des gx. Nous appelons
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ce phénomene "quasi-indépendance", car les g sont mutuellement in-

dépendants.
Lemme 2.3.3 [Quasi-indépendance] Nous avons presque sirement :
oz, . (ag
lim (logy 1) Hgk e (G ) H —0. (2.3.3.16)
k—o00

\/2ank 1 10g2 nk?+1
Preuve : Remarquons d’abord que, presque stirement

[on - pmellid_| - || ot
/20, logy Tg 41 \/2nk+1ank logy gt

Soit maintenant € > 0 quelconque. Nous appliquons I'inégalité de Doob-

Kolmogorov (2.2.2.2) a la sous martingale (1 —1)"1 | a,(¢) |, t € [0, 1].

Ainsi

k Qg (ank+1 ) H > €>

Q|
\/2nk+1ank+1 logy Nk 41

< ]P)( sup ‘ O, (t) ‘ > 6\/2nk+1aﬁk+l 10g2 ﬁk—}-l)
~ Nost<ap,,, | 1—t V1 logy Mg 41

~ ~ 2
ng 10g2 Nk+1 Ay, (aﬁkJrl)
<o E( (=
2¢e nk‘-’-la’ﬁk_;,_l 1-— aﬁk-‘rl
ﬁk 10g2 ﬁ]ﬁq

C 201€2(1 — ag,,,)

Comme, lorsque k — 00,

ny 1

;':ik; ) 62k27 et 10g2 ﬁk-ﬁ-l ~ logk?
+

nous pouvons donc appliquer le lemme de Borel-Cantelli, et en déduire

le résultat souhaité.[]

Fin de la preuve de la borne supérieure dans le théoréme 2.3.3

En se rappelant (2.3.1.4) on voit que (2.3.3.16) implique que, presque
stirement,
Qi gy (aﬁkﬂ )

\/2aﬁk+1 10g2 nk+1

lim V¢(logy g4 Hgk — H =0.

k—o00
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En combinant ce dernier résultat a (2.3.3.15), il s’ensuit que, presque

stirement,

g, (ag, )
liminf V¢(logy, H Dkt 37T+t H < vrp.

Ceci conclut la preuve du théoréeme 2.3.3.01
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Chapitre 3

Principes de grandes déviations
uniformes

Ce chapitre traite des principes de grandes déviations pour des suites
de variables aléatoires. En effet, il s’agit la de I'outil principal dont nous
nous servirons dans les preuves des différents résultats présentés dans
la suite de cette these. L'objectif de ce chapitre est double. En premier
lieu, nous donnerons quelques rappels concernant certains résultats de
grandes déviations déja connus et, par la méme occasion, le lecteur
pourra se familiariser avec ces notions. En second lieu, nous présentons
la notion de principe de grandes déviations uniforme (GDU). Cet outil
est du méme type que les principes de grandes déviations, a la diffé-
rence prés qu’il permet de controler uniformément les probabilités de
grandes déviations de tableaux triangulaires de variables aléatoires.
Conventions. Dans tout ce chapitre, nous faisons, par souci de sim-

plicité de calculs, les conventions suivantes

sup ) = max ) = —o0, (3.0.3.1)

inf ) = min ) = oco. (3.0.3.2)
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3.1 Définition du principe de grandes déviations

Le premier résultat que 'on peut qualifier de principe de grandes
déviations est le théoréme de Cramér-Chernoft.
Soit X7 une variable aléatoire réelle. On définit la fonction de Laplace
(pouvant prendre des valeurs infinies) de la fagon suivante :

Ly, (t) = E(exp(tXl)), tER, (3.1.0.3)
et pour t € R, on définit la fonction de Cramér-Chernoft de la fagon
suivante :

Jx, (t) = sup tu —log(Lx, (u)), t € R. (3.1.0.4)

ueR, Lx, (u)<oo

Enfin, pour un ensemble A quelconque et pour une fonction réelle J
sur A, on définit

J(A) :=inf {J(z), z € A}. (3.1.0.5)

Théoréme 3.1.1 (Principe des grandes déviations de Cramér-Chernoff)
Soit (X;)i>1 une suite de v.a.r i.i.d dont la loi admet une fonction de

Laplace Lx, finie sur un voisinage de 0. On a, pour tout F' fermé de
R

7

1 _
limsup — log (P(X, € F)) < —Jx, (F),
n

n—oo

et, pour tout O ouvert de R,

1 —
liminf — log (P(X, € 0)) > —Jx, (0).

n—oo N

Preuve : Voir [15] et [13].

Remarquons que Jx, est convexe, positive ou nulle, et que J(F) > 0
pour tout fermé F' séparé de la moyenne théorique des X;. Ainsi, la
probabilité que X,, appartienne a cet ensemble décroit de facon quasi
exponentielle. J(F) mesure asymptotiquement cette vitesse. Ainsi, J
peut s’'interpréter comme un "cotlt stochastique" : plus un ensemble F

106



est coliteux, plus la probabilité que X, visite F décroit rapidement.
Depuis, de nombreux résultats ont été établis pour des variables non
i.i.d dans R? (Ellis [47]), et également pour les processus stochastiques
a accroissements indépendants (Varadhan [99], Lynch et Sethuraman
[75]). Commencons par définir de fagon plus générale le principe des
grandes déviations pour une suite de variables aléatoires.

Définition 3.1.1 (Fonction de cotit) Soit (E,O) un espace topolo-
gique. On dit qu’une fonction réelle J sur E est une fonction de coit

lorsque, pour tout M > 0, [’ensemble
{z€E, J(z) <M},
est un compact de (E,O).

Définition 3.1.2 (Principe de grandes déviations) Soit (X,,)n>1
une suite de variables aléatoires a valeurs dans un espace topologique
(E,0) , muni de sa tribu Borélienne. Nous supposons que les (Xp)n>1
sont mesurables pour une sous-tribu T de la tribu Borélienne. Soit J
une fonction de coit de (E,Q), et soit (€,)n>1 une suite de constantes
strictement positives qui tend wvers 0 lorsque n — oo. On dit que
(Xn)n>1 satisfait le principe de grandes déviations pour (€p)n>1 et J

relativement a T si les deux conditions suivantes sont remplies :

1. Pour tout F' fermé de (E,Q) appartenant a T , on a

lim sup e, log <IP’(Xn e F)) < —J(F). (3.1.0.6)

n—oo

2. Pour tout O ouvert de (E,Q) appartenant ¢ T , on a

lim inf , log <IP>(Xn € 0)) > —J(0). (3.1.0.7)

n—oo

Cette définition peut convenir aux suites de processus stochastiques
indexés par un ensemble T, dont les trajectoires sont bornées. Ces der-

niers peuvent étre vus comme des variables aléatoires a valeurs dans
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Lo (T), ensemble des fonctions réelles bornées sur 7', muni de la norme
sup classique, c’est a dire

|0 [|p:= sup | U(t) | . (3.1.0.8)
tel

Remarque 3.1.1 Par commodité, siT n’est pas précisée dans l’énoncé
d’un principe de grandes déviations (GD), il sera sous entendu qu’il
s’agit de la tribu des Boréliens de [’espace topologique (E,Q) dans le-
quel on s’est préalablement placé.

Une propriété clé des principes de grandes déviations (GD) est le prin-
cipe de contraction énoncé dans le théoreme suivant. Ce théoréme
montre que les principes des grandes déviations sont conservés par les

applications continues.

Définition 3.1.3 (Tribu engendré par les boules) Dans un espace

métrique (E,d), on définit Tq comme la tribu engendrée par les boules
ouvertes de (E,d).

Théoréme 3.1.2 (Principe de contraction, Donsker, Varadhan,1966)
Soit (E,d) un espace métrique. Soit (X,,),>1 une suite de v.a mesu-
rables pour une sous-tribu T des Boréliens de E, contenant Ty. Suppo-
sons que (Xy)n>1 satisfait le principe de GD pour une suite (€p)n>1 €t
une fonction de coit J, relativement a T. Soit f une fonction conti-

nue de (E,d) dans (E',d') mesurable de T wvers une sous-tribu T' des
Boréliens de (E',d') contenant Tg. Alors la suite

(Ya)nz1 = (F(Xn))nx1

satisfait le principe de GD relativement a T', pour (€,)n>1 et pour la

fonction de codt suivante.
J¢(y) = inf {J(m), f(z) = y}

Preuve : Voir [39]. O
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3.2 Variables aléatoires de dimension finie

Ce sous-chapitre traitera exclusivement des principes de grandes dé-
viations pour des suites de variables aléatoires dans un espace vectoriel
normé de dimension finie. Pour tout entier d > 1 et pour tous z,y € R?

on pose
d
<z y>= ) miyi,, (3.2.0.9)
=1
d 1/2
|z [[ge= (D _xf) " (3.2.0.10)
i=1

3.2.1 Fonction de Laplace et grandes déviations

Un théoréme utilisé trés fréquemment dans cette thése est da a Ellis.
Il donne une condition suffisante pratique a vérifier pour qu'une suite de

variables aléatoires satisfasse un principe de grandes déviations (GD).

Théoréme 3.2.1 (Ellis 1984) Soit (X,,)n>1 une suite de v.a a va-
leurs dans R, Soit (€,),>1 une suite strictement positive tendant vers
0. Supposons que

1. Pour toutt € RY | on a

lim e,log (E(exp(e,' <t,X,>))) =:1(t),

n—oo
(la limite peut étre infinie).

2. Le vecteur nul appartient a lintérieur de [’ensemble de définition

de 1.
D(l) := {t cRY: I(t) < oo}

3. 1 est une fonction semi-continue inférieurement et convexe sur RY.

4. 1 est différentiable sur lintérieur de D(l).
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5. Pour toute suite t,, dans lintérieur de D(l) convergeant vers un
point frontiere de D(l), on a

|| V I(t,) ||ge = oo.

ot V désigne le gradient.
Alors (Xp,)n>1 satisfait le principe de GD pour (€,)n>1 et pour la fonc-
tion de cott

J(a) :==sup < a,t> —I(t).
teRd

Preuve : Voir [47]|. O
Les suites de variables aléatoires gaussiennes sont simples & étudier du
point de vue des grandes déviations : il suffit d’étudier la suite des

variances et des espérances.

Théoréme 3.2.2 (Principe de GD pour les vecteurs gaussiens)
Soit (X,,)n>1 une suite de vecteurs gaussiens a valeurs dans R, d’es-
pérances et variances p, et 3,. Soit (en)n21 une suite positive qui tend

vers 0. Les deux conditions suivantes sont équivalentes :

1. Il existe p € R? et ¥ matrice d x d tels que, lorsque n — oo,
Ly —> by €520, —> 2.

2. (Xn)n>1 satisfait le principe de GD pour (€,)n>1 et la fonction de
cotit
J(t) := inf {(u — 1) S(u— p), 25(u) = t}.
Preuve : 1l s’agit 1a d’'une conséquence du théoréme 3.2.1. Pour plus
de détails, voir [3]. O

3.2.2 Principe de grandes déviations uniforme pour les v.a.
gaussiennes

Afin d’établir des lois uniformes du logarithme itéré, nous aurons,
dans la suite de cette these, a travailler simultanément sur plusieurs
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variables aléatoires et controler uniformément leurs probabilités de dé-
viations par rapport & un ensemble limite. Dans ce paragraphe, nous
développons une théorie des grandes déviations uniformes pour les va-
riables aléatoires de dimension finie, et ce dans le but d’avoir les outils
nécessaires pour les besoins de cette thése. Les résultats présentés ici
se basent sur les résultats de Lynch et Sethuraman [75].

Définition 3.2.1 (Tableau triangulaire de vitesses) On appelle ta-
bleau triangulaire de vitesses tout tableau triangulaire de réels stricte-

ment positifs (em) vérifiant

n>1,i<py,

lim maxe,; = 0.
n—oo i<p,

Définition 3.2.2 (Principe de GDU) Soit (X,,i)n>1, 1<i<p, un ta-
bleau triangulaire de v.a. a valeurs dans un espace topologique (E, O),
mesurables pour une sous-tribu T des Boréliens de (E,Q), et soit
(€n.i)n>1,1<i<p, un tableau triangulaire de vitesses. On dit que le ta-
bleau triangulaire (X, ;)n>1,i<p, Satisfait le principe de grandes dévia-
tions uniforme (GDU) pour (€ni)n>1,i<p, €t une fonction de coit J,
relativement a T lorsque les deux conditions suivantes sont remplies :

1. Pour tout fermé F € T, on a

lim sup max €, ; log (]P’(XW- € F)) < —J(F). (3.2.2.1)

n—oo 1<Pn

2. Pour tout ouvert O € T, on a

lim inf min e, s log (P(X,.; € 0)) > ~J(O). (3.2.2.2)

n—oo  i<p,

Remarque 3.2.1 Dans le cas ou T n’est pas spécifiée, nous considé-

rons alors implicitement la tribu des Boréliens de (E, Q).

Le premier résultat présenté ici concerne les espaces mesurés produit,
c’est a dire la facon dont les principes de grandes déviations uniformes
(GDU) sont conservés en faisant le produit tensoriel de mesures. Pour
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cela nous introduisons les notions de "principe de GDU faible", et "prin-
cipe de GD-tension uniforme". Ces notions sont inspirées des notions
introduites par Lynch et Sethuraman [75].

Définition 3.2.3 (Principe de GD-tension uniforme) On dit qu’un

tableau triangulaire (Xn,i) a valeurs dans RY wvérifie le prin-

n>1,i<py
cipe de GD-tension uniforme pour le tableau triangulaire de wvitesses
(€n.i)n>1,i<p, lorsque, pour tout M > 0, il existe un compact K tel que
lim sup max €, ; log (]P’(Xw- ¢ K)) < —-M.
n—oo t<Pn
Définition 3.2.4 [Voisinage d’un ensemble] Soit (E,d) un espace mé-

trique. Pour z € E, on note
2° = {z' € FE, d(z,7) < e},

et pour tout A C E, on note

A = U 2.
z€A
Propriété 3.2.1 Si (X, ;)n>1,i<p, Satisfait le principe de GD uniforme
pour un tableau triangulaire de vitesses (€,)n>1,i<p, €t une fonction de

coit J, alors, (Xni)n>1,i<p, verifie le principe de GD-tension uniforme

pour (Gn,i)nzl, 1<pn-

Preuve : Soit M > 0 fixé, et soit (r7);eny une énumération d’un en-
semble dense dans R?. Comme J est une fonction de cofit, les ensembles

Ty = {J <2kM}, k>1

sont des compacts de R Soit k& > 1 un entier. On peut recouvrir
[y d’'un nombre fini de boules de rayon 1/k et dont le centre est un

i, 1 € N (en effet, | rll/k = RY). Tl existe donc un ensemble fini I, C N

leN
tel que

Iy C A(k) = | Jn'"
lely,
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Ainsi, nous avons

1unsupnmxenzmg(P(X¢igfuk») < —J(R? = A(k)) < —2kM,

n—oo 1<Pn

et donc, pour tout entier n suffisamment grand on a, pour tout ¢ < p,,
P(Xn; ¢ A(k)) <exp(— egikM)
On peut donc trouver un recouvrement plus grand

I'y C B(k) = U rll/k, Iy, C Jg,
leJy

tel que pour tout n > 1 entier et pour tout ¢« < p,, on ait
P(X,; ¢ B(k)) <exp(— e, ;kM). (3.2.2.3)
L’ensemble
g _—
= ( B(k
k=1
est un fermé précompact, donc un compact de R% De plus, pour n
entier et ¢ < p,, on a, d’apres (3.2.2.3),

P(X,: ¢ K) <> P(Xi, ¢ B(k)) <
k=1
La preuve se conclut alors aisément. []

La notion de GD-tension uniforme sera utilisée en conjonction avec
la notion de GDU faible (explicitée ci apres).

Définition 3.2.5 [Principe de GDU faible] Un tableau triangulaire
(Xn,i)n>1,i<p, 0 valeurs dans R? satisfait le principe de GDU faible pour
un tableau triangulaire de vitesses (€ni)n>1,i<p, €t pour une fonction

de codt J lorsque les deux conditions suivantes sont remplies :

1. Pour tout compact K de R? on a
lim sup maxemlog (]P)(Xn,i € K)) < —J(K). (3.2.2.4)

n—ooo 1<Pn
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2. Pour tout ouvert O de R on a

lhnhﬂnﬁnemﬂog<P(Xﬁ¢€(70 > _J(0). (3.2.2.5)

n—oo  i<py,

Les deux notions introduites précédemment se combinent dans la pro-

priété suivante.

Propriété 3.2.2 Soit (X, ;)n>1, i<p, un tableau triangulaire de v.a. vé-
rifiant a la fois le principe de GD-tension uniforme et le principe de
GDU faible pour une fonction de coit J et un tableau triangulaire de
vitesses (€ni)n>1, i<p, - Alors (X n>1,i<p, satisfait le principe de GDU

pour (€ni)n>1,i<p, €t J.

Preuve : Soient F' un fermé tel que J(F) < oo, I < J(F) et M > 1
fixés. Choisissons K un compact tel que

lim sup max €, ; log (IP’(XW- ¢ K)) < —-M. (3.2.2.6)

n—oo 1<DPn

Nous appliquons alors le principe de GDU faible vérifié par (X, i )n>1, i<p,
au compact F'N K. Ainsi, comme [ < J(F) < J(F N K), et grace a
(3.2.2.6), on a, pour tout entier n > 1 suffisamment grand, et pour tout

t < P,
P(X,, e F) <P(X,; e FNK)+P(X,; ¢ K)
< exp ( — egjl) + exp ( — eﬁjM).
Comme M > [, il vient aisément que

lim sup max €, ; log (]P’(Xn,i € F)) < —1.

n—oo <Pn

La preuve est achevée pour, car [ < J(F') est arbitraire. [J
Nous allons maintenant montrer que ces deux notions s’étendent faci-

lement au produit tensoriel de deux mesures.
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Propriété 3.2.3 Soient (X, i)n>1,i<p, (@ valeurs dans RY) et (Yoi)n>1, i<p,
(0 valeurs dans RY ) deus tableauz triangulaires de v.a. satisfaisant cha-
cun le principe de GDU faible pour un méme tableau triangulaire de
vitesses (€ni)n>1,i<p, €t les fonctions de coit respectives Jy et Jo. Sup-
posons de plus que

Vn>1, i <p, X, LY,

1 désignant l'indépendance stochastique.
Alors le tableau triangulaire ((XW-, Yn,i)) vérifie le principe de
n>1,i<p,
GDU faible pour (€ni)n>1,i<p, €t la fonction de coit suivante
J(Zl, 22) = Jl(Zl) + JQ(ZQ), 21 € Rd, 29 € Rdl.
Preuve : Il est aisé de vérifier que J est bien une fonction de coiit. Soit
maintenant O un ouvert de R? x RY, § > 0 et (21, 22) € O tel que

Il existe un ouvert produit O; X Oy contenant (21, 22) et inclus dans O.
Ainsi, par indépendance,

P((Xn,z-,yn,z-) = O) > P(X,; € 01)P(Y,; € Os).
Remarquons que
J(Ol X 02) = J(Ol) + J(Og)

Nous appliquons le point (3.2.2.5) du principe de GD faible uniforme

de (Xni)o1, i<y,
du principe de GD faible uniforme de (Ynai)n>1 i<p a l'ouvert Oy. On

a l'ouvert Oy, et nous appliquons le point (3.2.2.5)

a alors, & partir d’un certain rang n, et uniformément en ¢ < p,,,
P((Xui Yni) €0) > exp (= 6 1(1(O1) + Jo(02) +9))
= exp ( —€,;(J(O1 x Og) + 5))
> exp (= 64(J (21, 22) + ) )
> exp(_e;}(J(O) +25)).
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Ainsi,

liminf min e, ; log (P((XW-, Y,i) € O)) > —J(0) — 24.

n—o00  1<py,

Comme O et 6 > 0 sont arbitraires, on en déduit que le point (3.2.2.5)
du principe de GDU faible de ((Xn,z-, Ym)) __est vrai.

n>1,i<p,
Soit maintenant K un compact, et [ < J(K). Pour p > 1 entier, et pour

A C R?, notons A 'adhérence de A dans R?. Pour tous (21, 22) € K, on
a Ji(z1) + Ja(z2) = J(z1,22) > [. Ainsi, par semi-continuité inférieure

de Jy et Jy, on peut trouver deux ouverts Olz ) et 022 ) contenant

2‘2 Zz

respectivement z; et zo, et tels que

J1(O,, ) + 12(OF, .)) > L. (3.2.2.7)

21,22 21,22

Choisissons ensuite un ouvert produit NV (121’Z2) X N(2Z1,Z2) tel que

aArt N 2
N(z1,22 C O (21.22) N(zm) c O ) (3.2.2.8)

(21,22)

Ainsi, en notant N, .,) = N( N(2 ,)» on a le recouvrement sui-

Al Zz)
vant

K C U N(zl’@).
(21,22)€K

On extrait du recouvrement ainsi obtenu un recouvrement fini, que ’on

notera

e Ui
-y

j N
Zlaz2 1a32)

Ainsi, pour tout entier n > 1 on a, par indépendance entre X, et Y,

P((Xo o) € K) < Z]P’(Xm €N, )P(Yi€ N2 ).

)
j=1
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Soit € > 0 quelconque. Pour 1 < 5 < N fixé, nous appliquons le
point (3.2.2.4) du principe de GDU faible pour (Xm)

le compact Nzlj - Ainsi, pour tout n suffisamment grand, et pour tout
1,72

n>1, i<p, ¢ POU

1 < p,on a

De la méme fagon, nous obtenons, pour tout n suffisamment grand et
pour tout ¢ < p,,

P(Vaie N2, ) <exp (=6l (B(NZ, ) —¢).  (32210)

En combinant (3.2.2.9) et (3.2.2.10), il vient que, pour n assez grand,
uniformément en ¢ < p,, on a
-1 1 7O
P((Xos Yoi) € K) < N max exp (—e, 3 (h(NE, )+ R(VE, )=2))
(3.2.2.11)
Or d’aprés (3.2.2.7) on a, pour tout j =1... N,

(NG ) + B(NE, ) = 26> 1= 26

(27,23)
et ainsi, d’aprés (3.2.2.11) on a

lim sup max €, ; log <IP’<(X”,Z-,YH,Z-) € K)) < —(I — 2e).

n—oo 1<Pn

La preuve se conclut en remarquant que [ < J(K) et ¢ > 0 sont
arbitraires. [

De la proposition précédente, nous pouvons conclure que le principe
de GDU faible est conservé en faisant le produit tensoriel de mesures.
Or le principe de GD-tension uniforme se conserve lui aussi par produit
tensoriel de mesures, comme nous allons le voir plus loin. Nous pouvons

alors en déduire la proposition suivante.
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Proposition 3.2.1 Soient (X, )n>1, 1<i<p, €t (Yni)n>1,1<i<p, deuz ta-
bleauz triangulaires de v.a. a valeurs dans R et R respectivement, et
tels que

Vn > 1, i < pny, Xop Y.

Supposons de plus que ces deux tableauz triangulaires vérifient le prin-
cipe de GD uniforme pour le méme tableau triangulaire de wvitesses

(€n.i)n>1,i<p,, €t pour les fonctions de cott respectives Jy et Jo. Alors

le tableau triangulaire ((XW-, Ym)> satisfait le principe de GD

n>1,i<p,
uniforme pour (€ n)n>1.i<p, €t la fonction de codt :

J(Zl, Zg) = Jl(Zl) + JQ(ZQ), 21 € Rd, 29 € Rdl.

Preuve : On remarque d’abord que le tableau triangulaire ((Xm, Ym))

n21i<pn
satisfait le principe de GD-tension uniforme pour (€; ,)n>1, i<p, - En effet,

soit M > 0 quelconque, et Ki, Ky, compacts de R? et RY respective-
ment, tels que

lim sup max log (IP’(XM ¢ K1)> < —2M,

n—oo  1<Pn
lim sup max log (]P’ (Yn,i ¢ Kg)) < —2M.
n—oo <Pn
Le compact K; X Ky vérifie donc, pour tout entier n suffisamment grand
et pour tout 2 < p,,

P(((Xoi Vo) ¢ Ko x o) < 2exp (6,1M)

Ainsi, ((XW-, Ym)) satisfait le principe de GD-tension uniforme
n>1,i<p,

pour (€ n)n>1,i<p,- On applique ensuite les deux propositions précé-
dentes. [

Corollaire 3.2.2.1 Soit X une variable aléatoire gaussienne sur R?,
centrée réduite. Soit (€ni)n>1,i<p, un tableau triangulaire de wvitesses.

Posons, pour tout entier n > 1 et pour tout 1 < p,,

Xpi= 2 x

n,g <"
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Alors le tableau (X, ;)n>1,i<p, Ssatisfait le principe de GDU pour le
tableau triangulaire de vitesses (€,i)n>1,i<p, €t pour la fonction de codt
suivante

d

1
J(x1,....,xq) =5 E 2, (z1,...,2q) € RY
j=1

Afin de généraliser le principe de GDU a des suites de v.a gaussiennes,
nous établissons les propositions suivantes. Rappelons que 7; est définie
dans la définition 3.1.3.

Proposition 3.2.2 (Principe de contraction) Soit (E,d) un espace
métrique. Soit (Xn7z-)n>1 i<p

pour une sous-tribu T des Boréliens de E contenant Ty;. On suppose

un tableau triangulaire de v.a mesurables

que (Xn,i)n>1 i<p satisfait le principe de GDU pour un tableau trian-
gulaire de vitesses (€ )n>1,i<p, €t pour une fonction de codt J. Soit f
une fonction continue de (E,d) dans (E',d’) mesurable de T wvers une

tribu T" contenant Ty. Alors le tableau triangulaire

(Ynai)nzl,igpn = (f(X”’i))nzl,iﬁpn

satisfait le principe de GDU relativement a T', pour (€ni)n>1,i<p, €t

pour la fonction de codt suivante.

J¢(y) = inf {J(a:), f(z) = y}
Preuve : La preuve suit les mémes principes que dans [39] OJ.

Nous établissons un principe de contraction étendu qui nous sera
utile par la suite. Rappelons que, pour tout entier p > 1, || - ||re est
la norme euclidienne usuelle sur R?. Rappelons également que 7)), est
définie dans la définition 3.1.3.

Proposition 3.2.3 (Principe de contraction étendu) Soit (E,|| - ||g
) un espace vectoriel normé. Soit (¢n.i)n>1,i<p, wn tableau triangulaire
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d’applications lipschitziennes de (E, || - ||g) dans R? et ¢ une applica-
tion de (E,|| - ||g) dans RP, telles que

|| éni(z) — Pni(y) ||re

sup sup sup =(C < oo, (3.2.2.12)
n>1 i<p, z,y, z#y |z —ylle
et
Ve e E, lim sup || ¢ni(z) — ¢(z) ||ge= 0. (3.2.2.13)

Soit (Xpni)n>1,i<p, un tableau triangulaire de v.a & valeurs dans E,
satisfaisant le principe de GD uniforme pour un tableau triangulaire
de wvitesses (€ni)n>1,i<p, €t une fonction de codt J, relativement a

une tribu T contenant la tribu engendrée par les boules Ty.. Alors

(qﬁn,i(Xn,i)) satisfait le principe de GDU pour le tableau trian-

n>1,i<p,
gulaire de vitesses (€ni)n>1,i<p, €t pour la fonction de coit

Jo(y) == inf J(z).

r€d1(y)

Preuve : Notre preuve se décompose comme suit : nous montrons

d’abord que (qsn’i(Xn’i))nZl,iSpn
(€ni)n>1,i<p, €t pour la fonction de cott Jy (voir la définition 3.2.5).

satisfait le principe de GDU faible pour

Ensuite, nous montrons que (¢M(Xm)) satisfait le principe de

n>1,i<p,
GD-tension uniforme pour (€,,)n>1,i<p, €t pour la fonction de cott J.
Ainsi, la proposition sera démontrée en appliquant la propriété 3.2.2.
Soit O un ouvert de RP tel que J4(O) < oo, et solent & > 0 et yy tels
que

J¢(O) < J¢(y0) < J¢(O) + 0. (3.2.2.14)

Comme Jy(yo) < 0o, on en déduit yp a au moins un antécédent par
¢. Par définition de Jy, nous pouvons donc choisir g € £ vérifiant
d(z0) = yo, et vérifiant

J¢(y0) < J(.QT()) < J¢(y0) + 0. (3.2.2.15)
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Soit vp > 0 tel que yo° C O. Rappelons que y]° est défini dans la défini-
tion 3.2.4, en considérant la norme euclidienne || - ||ge. Par hypotheése
(3.2.2.12) on a

o Y0
o =20 l|5< 55 =l $ui(@) = dui(wo) o< 3,

et, pour n suffisamment grand, on a, d’aprés 'hypotheése (3.2.2.13),

70
max || ¢ni(z0) — ¢(20) |[re<
1<pn 2

Ainsi, par transitivité on a, pour tout entier n suffisamment grand et

pour tout ¢ < p,,

P(ni(Xn) € 0) > P($ni(Xns) € 1))
= P( 1l 6ni(X) = 620) llar< 70)
> Pl 60i(Xos) — dualao) [fr< 2)
ZIP’(HXM x0||E<2’Vg)

Y0/2C

Soit 24" * la boule ouverte de (E, || - ||g) de rayon 7y/2C. Nous appli-

quons le point (3 2.2.2) du principe de GDU que vérifie (X, i)n>1, i<p,
Y/2C

a l'ouvert z . Ainsi

lim inf min e, ; log ( (¢n,i(Xn,i) € O)) J( %/20)

n—oo  1<p,

Puis, d’apres (3.2.2.14) et (3.2.2.15) on a
J(23") < J(w0) < Js(yo) + 6 < J4(O) + 26,

ce qui permet de conclure le point (3.2.2.2) du principe de GDU a
démontrer dans cette proposition.

Nous allons maintenant montrer que pour tout compact K de R? on a
(rappelons que A désigne I'adhérence de A)

lim J(K9) = J(K). (3.2.2.16)
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Soit K un compact, et [ < Jy(K). La compacité de K et la semi-
continuité inférieure de J4 permettent d’obtenir le recouvrement fini

suivant :
N
9;
K C LJy2 :
i=1
avec, pour tout t =1... N,
26,
Js(y:%) > L.

Ainsi, en choisissant d := min;—;_xy d;, il vient que

N

=3 20

Ko C LJyZ ,
i=1

et donc
J¢(ﬁ) > min{J(z,(yi%i), 1= 1M} > .

Ainsi (3.2.2.16) est démontrée.
Soit maintenant K un compact de RP. Soit M > J(K). D’apres la
propriété 3.2.1, (X, i)n>1, i<p, vérifie le principe de GD-tension uniforme
pour (en,i)n>17i<pn (voir la définition 3.2.3). Nous pouvons donc choisir
K' un compact de (£, || - ||g) tel que

lim sup max e, ; log (IP’(XW- ¢ K')) < —2M. (3.2.2.17)

n—oo  1<Pn

Un raisonnement d’analyse montre que, lorsque n — oo, ¢,(z) —
é(z) uniformément en z € K’ et en i < p,. Ainsi, pour tout § > 0, il
existe un rang ng a partir duquel

Yn > ng, Ve € K', Vi < p,, ¢ni(z) € K = é(z) € K°.
Ainsi, pour n > ng, et pour tout 7 < p, on a
P(60i(X0) € K ) <P({ni(X01) € K} 0 { X5 € K'}) + (X, ¢ K')
<P(¢(X,) €K7) +P(Xoi ¢ K'). (32.218)
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En appliquant le principe de contraction de la proposition 3.2.2, il vient

que, pour tout entier n suffisamment grand on a, uniformément en

© < Pn,
P(¢(X,0) € K0) <exp (- 1 J5(K)). (3.2.2.19)

Comme M > J(K?) et en se rappelant (3.2.2.17), on a, pour tout entier
n suffisamment grand et pour tout ¢z < p,,

P(XW- ¢ K’) < exp ( - e,;jM)
<exp (=1 Jo(K)). (3.2.2.20)
En combinant (3.2.2.19) et (3.2.2.20) dans (3.2.2.18), il vient que

lim sup max €, ; log (P(qbn,i(Xn,i) € K))) < —J¢(ﬁ).

n—oo SPn
En appliquant (3.2.2.16) et en faisant tendre ¢ vers 0, nous pouvons
1. i<p, satisfait le principe de GDU faible.
Il reste & montrer que (gbm(Xm))

conclure que (ngm(Xm))
vérifie le principe de GD-

n>1,i<p,

tension uniforme pour (em) .So0it M > 0 quelconque. D’apreés la

n>1,i<pp
propriété 3.2.1, (X, i) n>1, i<p, vérifie le principe de GD-tension uniforme

pour (€n4) -, i<p, W existe donc un compact K de (E,|| - ||g) vérifiant
lim sup max e, ; log (IP’(XW ¢ K)) < —M. (3.2.2.21)
n—soo 1<Pn

K est borné en norme par un réel L. On conclut que ¢, ;(K) est borné
par 2C L. Ainsi

P( || 6ni(Xni) llew> 2CL) < P(Xpi ¢ K).
Ainsi, grace a (3.2.2.21), le compact de R?

K = {:c ER? || z ||re < 2C’L}
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vérifie
lim sup max e, ; log (]P’ <<I>m(Xm) ¢ [?)) < —M.
n—oo  1<Pn
Ceci permet de conclure a la GD-tension uniforme de (qbn’z-(XW-))n>1 i<
et de conclure ainsi la preuve. [] -

Nous allons maintenant établir un principe de GDU pour un tableau
triangulaire de v.a. gaussiennes sur RY.

Proposition 3.2.4 Soit (Xn,i)n>”<p un tableau triangulaire de v.a.

gaussiennes centrées sur RY, dont les matrices de variance sont (Em)

Soit (en,i)

n>1,i<p,’

. un tableau triangulaire de vitesses tel que
n>1,i<pp

. -1
Jim max || €75 = % [|ge =0,

ot ¥ est une matrice de variance-covariance sur R? strictement posi-
tive. Alors (Xpi)n>1, i<p, satisfait le principe de GDU pour (€ni)n>1, i<p,
et pour la fonction de coit suivante

1
J(z) = izlz_lz, z € RY

Preuve : Posons, pour tout entier n > 1 et pour tout 2 < p,,

Wi =52 X,

n,i

de facon a voir la relation

Xy = 6_1/221/261/2Ww-

n,i n,g N,

=: Pn,i (6111/12 Wm)
Or les ¢, ; vérifient les hypotheses de la propriété 3.2.3, avec pour li-
mite ¢ = XY2. 11 suffit donc de montrer que ((En,i)l/QWn;i)nx,Kpn
satisfait le principe de GDU pour (€,,)n>1,i<p, €t pour la fonction de

colt sulvante.
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Ceci est vrai grace au corollaire de la propriété 3.2.1 en remarquant
que les W), ; sont gaussiens centrés réduits. Ils induisent donc une me-
sure gaussienne qui est le produit tensoriel de loi normales centrées
réduites.]

3.2.3 Fonction de Laplace et principe de grandes déviations
uniforme

Nous établissons maintenant un outil qui nous sera utile dans la

démonstration du théoréme 5.2.1, dans le chapitre 5.

Proposition 3.2.5 Soit (X”ai)n>1i<p un tableau triangulaire de v.a.

réelles et (enﬂ-) un tableau triangulaire de wvitesses satisfaisant,

n>1,i<pn
pour une fonction de coit J strictement convexe, positive, et s’ annulant

en une valeur p,

Ya > p, lim max €, log <]P’<XW- > a)) — J(a)‘ =0, (3.2.3.1)
n—oo i<p,

Va < p, lim max | € log (IP’(XW- < a)) — J(a)‘ =0. (3.2.3.2)
n—oo i<p,

alors (ani)n>1 i<p satisfait le principe de GDU pour (en,i)n>1 i<p et

pour la fonction de coit J.

Preuve : Soit F' un fermé strictement séparé de u (cas non trivial).
Notons g := inf(F N [u, 00]) et t1 := sup(F N [—oo, u]). Alors , par
convexité de J, J(F) = min <J(t0), J(tl)).

Nous appliquons (3.2.3.1) & a := ¢y > p et nous appliquons (3.2.3.2) a
a =ty < p. Ainsi, pour € > 0 fixé, a partir d'un certain rang n, on a,

uniformément en ¢ < p,,
P(Xos € F) < P(Xos € [to,00] ) +P( X € [~00, 1))
< exp(—el(J(to) — o) +exp (- el ((h) — o))
<2exp (= H(I(F) = ¢)).
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On en déduit que

lim sup max e, ; log (]P (XW- € F)) < —J(F) +e,

n—oo  1<Pn
ce qui permet de conclure le point (3.2.2.1) du principe de GDU a
démontrer pour (X, ;)n>1,i<p,. Pour prouver le point (3.2.2.2), remar-
quons qu'il suffit de montrer que pour tout intervalle ]a, b[ on a

lim inf min e, log (]P’(Xw- e}a,b[)) > _J(a,b).  (3.2.3.3)

n—oo0  1<py,

En effet, soit O un ouvert de R tel que J(O) < oo. Pour § > 0 arbi-
traire, il existe z €]a, b[C O tels que J(x) < J(O)+4§. Alors, pour tout
entier n > 1 et pour tout ¢+ < p, on a

IP’(XW- e O) > IP’(XW- cla, b[).
Ainsi, en appliquant (3.2.3.3) on a

liminf min e, ; log (]P’(Xn,i € O)) > —J(]a, b]).

n—0o0 1<p,

On peut alors conclure au point (3.2.2.2) en remarquant que J(]a, b]) <
J(z) < J(O) 46, 6 > 0 étant arbitraire.

Nous allons donc montrer (3.2.3.3). Soient a < b quelconques.

Si u < a, alors par stricte convexité et par continuité de J on a
J(Ja,b[) = J(a). Puis, pour § > 0 fixé, en appliquant (3.2.3.1) et
(3.2.3.2) on a, pour tout entier n suffisamment grand,

min]P)(Xn,i E]a,b[) > min]P(Xn,i > a) — maX]P’(Xn,i > b)

h > exp (- i) +6>_)n— exp (= 21 (6) = 9))
> %exp (— i@ +9)). (3.2.3.4)

La derniére inégalité a lieu si 6 > 0 est suffisamment petit pour avoir
J(a) < J(b) — 24, ce qui est possible car J(a) < J(b) par stricte
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convexité de J, fonction atteignant son minimum en pu<a<b. Ainsi
(3.2.3.3) est vérifice. Le cas b < u se traite de fagon similaire.
Il nous reste donc a traiter le cas o u €]a, b . Remarquons que, pour
tout € > 0 suffisamment petit, on a Ju + €,b[Cla, b[. En appliquant
(3.2.3.4), il vient que

lim inf min en, i log (]P (Xn cla, b[))

n—oo  i<py,

> lim inf min en, 7 log (]P (Xn,i elp +e, b[))

n—0o0 1<pp

> — J(p+e). (3.2.3.5)
Comme € > 0 est arbitrairement petit, que J est continue en u et
que J(u) = 0 = J(]a,b]), le point (3.2.2.2) du principe de GDU pour

(Xo.i)n>1, i<p, est bien vérifié. Ceci conclut la preuve de la proposition
O

3.2.4 Un principe d’invariance pour les lois de dimensions
finies

Le controle fin de la distance entre deux suites de mesures est un
outil trés utile pour I'étude des grandes déviations. Ainsi, si deux suites
de v.a.r ont des lois suffisamment proches et si 'une d’elles satisfait un
principe de GDU, alors I'autre suite satisfait aussi le méme principe de
GDU. Définissons d’abord la distance de Lévy-Prokhorov. Rappelons
que A€ est défini dans la définition 3.2.4.

Définition 3.2.6 (Distance de Lévy-Prokhorov) Soient F' et G deux
distributions sur R¥, muni de la distance euclidienne usuelle. On note

w(F.G0)= sup max{ | F(A) — G(AY) |, | G(A) — F(A°) | }
(3.2.4.1)

On notera aussi (distance de Lévy-Prokhorov)

n(F,G) = inf{e, 7(F,G,e) < e}.
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Proposition 3.2.6 Soient (X, i)n>1.i<p, €t (Yni)n>1.i<p, deus tableaux
triangulaires de variables aléatoires sur R¥ | dont les lois sont respec-
tivement (P, ;) et (Qn;). Faisons les hypothéses suivantes :

1. (Xpi)n>1, i<p, satisfait le principe de GDU pour un tableau de vi-

tesses (€ni)n>1,i<p, €t pour une fonction de codt J.

2. Pour tout e >0 on a
lim maxe, ;log (7r (Pm-, Qm,e>) = —00.
n—00 1<py,

Alors (Yoi)n>1,i<p, satisfait le principe de GDU pour (€ni)n>1,i<p, €t

la fonction de codit J.

Preuve : Soit O un ouvert de R¥. Soit M > J(O), et z € O tel que
J(x) < M. Il existe € > 0 tel que 2% C O. Par hypothése, pour tout

entier n suffisamment grand, on a
Vi < pny ani = 1(Pri, Qni,€) < exp ( — 2M6;j). (3.2.4.2)
Posons, pour n > 1 et 7 < p,,
by = Pi(z%),

ol z¢ est définie dans la définition 3.2.4 (nous munissons ici R* de sa
norme euclidienne usuelle). On a, pour tout n suffisamment grand, et

pour tout ¢ < p,,

1
Qn,z(O) 2 Qn,i(x2€) 2 bn,i — An, 2 §bn,z

La derniére inégalité & lieu a partir d’un certain rang, et découle du fait
que
lim maxay,;/b,; =0. (3.2.4.3)

n—o00 1<p,
En effet, en appliquant le principe de GD uniforme pour (X, ;)n>1, i<p,

et pour l'ouvert z¢, on a

liminf mine, ; log (Pn,i(xe)) > —J(zf) > —M,

n—o00 1<p,
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ce qui, en conjonction avec (3.2.4.2), nous assure que (3.2.4.3) est vraie.
On en déduit alors que

liminf min ¢, ; log (QW(O)) > lim inf min en, i log by, ;
n—oo i<p, n—00 1<pp

> —J(z) > —J(z) > —M.

Comme M > J(O) est arbitraire, le point (3.2.2.2) du principe de
GDU pour (Yn,i)n>1 i<p
dans le principe de GDU pour (Ym)

est démontré. La preuve du point (3.2.2.1)

w1, i<py 5 fait de facon similaire,

en utilisant de plus le fait que, pour F' fermé,

F:ﬂFD

Les travaux de Zaitsev sur la fonction génératrice des moments ont
permis le controle de la distance de Lévy-Prokhorov entre une mesure
P sur R” et son analogue gaussienne, c’est a dire la mesure gaussienne
sur R* ayant les mémes moments d’ordre 1 et 2 que P. Rappelons que
|| - ||ge et < -, > ont été définis respectivement par (3.2.0.10) et
(3.2.0.9).

Définition 3.2.7 Soit k > 1 un entier. On définit Ay(7) comme l’en-
semble des mesures de probabilité P sur R vérifiant les conditions sui-

vantes :

1. La fonction en z

dp(2) := log/eq’”d]?(:z:)

Rk

est finie et analytique sur [’ensemble

D::{zeRk:HzHRkT<1}.
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2. Pour tous u,v € R¥ et pour tout z € D on a

0 0?
%wQSP(Z) SH Uu H[Rik T < EU,’U >,

ou X est ['opérateur de covariance de P, et

(’%%(z) = lim dp(z+ou) - ('bp(z), ueRF, z€eD.

a—0 (o)

On notera aussi By(T) U'ensemble des mesures sur RF dont la fonction

caractéristique H s’exprime sous la forme suivante : pour tout t € R¥,

. 1 - i<z t>\14 |2 ]|
H(t) := exp (z < a,t>—=Q(t)+ / e <t 1 dG(x)
2 ( 1+\|$|\2> |z |2

0<]lz||<T
o G est une mesure finie concentrée sur {|| = ||< 7} \ {0}.

Nous pouvons énoncer le théoréme suivant :

Théoréme 3.2.3 (Zaitsev, 1987) Soit 7 > 0 et P € Ai(7). Soit
®(IP) la mesure gaussienne ayant mémes moments d’ordre 1 et 2 que
F. Ona

(P, ®(P)) < ci(k)7(| log(7) | +1),

et, pour tout € > 0

ﬂﬂ¢myq§@wnm(_%@ﬁ)

ot ¢ (k), m =1,2,3 ne sont fonction que de k .
L’énoncé du théoréme reste vrai si on suppose que P € Bi(T) au lieu

de Ak(T)
Preuve : Voir [101] et [102].0

Corollaire 3.2.3.1 Soit (IP,;)n>1,i<p, un tableau triangulaire de me-
sures de probabilités sur R¥ tel que (CID(]P’n,Z-))n>1 i<p

cipe de GDU pour un tableau triangulaire de vitesses (en,i)n>”<p et

satisfait le prin-
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une fonction de coit J. Supposons qu’il existe un tableau triangulaire
de vitesses (Tni)n>1,i<p, VETifiant

. Tn,i
lim max — =0,
n—oc 1<pp en,i

et tel que , pour tout n > 1 et pour tout © < p,, on ait
Pn,i S Ak(Tn,i)-

Alors (P, i)n>1,i<p, vérifie le principe de GDU pour (em) et

n>1,i<pnp
pour la fonction de coit J.

Preuve : 1l suffit de combiner le théoréeme précédent avec la proosition
3.2.6. [

3.3 Principe de grandes déviations uniforme pour
les processus stochastiques

Le sujet de ce paragraphe est de rappeler la notion de principe de
grandes déviations pour les processus stochastiques bornés, puis d’énon-
cer un critére caractérisant ce type de principe de GD. Ensuite, nous
établirons des théorémes de grandes déviations uniformes pour les ta-
bleaux triangulaires de processus stochastiques, outils qui seront utilisés
dans les preuves de la plupart des résultats de cette these.

3.3.1 Principe de grandes déviations pour les processus sto-
chastiques bornés

Rappelons que pour toute fonction z bornée sur un ensemble 7', on
note
| z||r:=sup | z|.
teT
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Nous notons Lu,(7") 'ensemble des fonctions réelles définies et bornées
sur 7.

Hypothése : A partir de maintenant, nous appellerons B(T") un en-
semble fermé de (Loo(T), || - ||7), muni de la distance issue de || - ||7.
Pour ¢t € T, on définit 'application projection coordonnée en t de la
facon suivante :

IL;: B(T) — R
z — z(t).

Nous appellerons 7 la tribu de B(T) engendré par la famille {Ht, t e
T}, et Ty, la tribu engendrée par les boules ouvertes de (B(T), ]| - ||z
). Nous supposerons dans tout le reste de ce chapitre que

T C To.

Définition 3.3.1 (Processus stochastique) Nous appellerons ici pro-

cessus stochastique toute application basée sur un espace probabilisé

(Q, A, IP), a valeurs dans B(T), et mesurable pour A et Ty.

Définition 3.3.2 (Probabilité extérieure) Soit X (-) un processus
stochastique indexé par un ensemble T', et basé sur un espace probabilisé

(2, A, IP). Pour tout ensemble A C L*(T') on note
P*(X € A) :=inf {P(X € B), B€ Ty, AC B}.

Remarque 3.3.1 Bien sir, si A € Ty, alors P*(X € A) =P(X € A).
Ce sera toujours le cas dans les preuves des résultats présentés dans

cette theése.

Dans toute cette thése, les principes de grandes déviations que nous
énoncons pour des suites de processus sont implicitement associés a la
tribu 7y. Ainsi, nous reformulons la définition de principe de GD pour
les processus stochastiques de la facon suivante :
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Définition 3.3.3 (Principe de GD pour les processus stochastiques)
Soit

(Xn(-)>n>1 une suite de processus stochastiques a trajectoires bornées
indexés par un méme ensemble T. Soit J une fonction de coit sur

(B(T), || - llr), et soit (€y)n>1 une suite de constantes strictement po-

sitives convergeant vers (. On dit que (Xn()> ) satisfait le principe
n>
de GD pour (6")n>1 et pour la fonction de codt J lorsque les deux
conditions suivantes sont vérifices :
— Pour tout fermé F € Ty, on a
lim sup €, log (]P’(Xn(-) e F)) < —J(F). (3.3.1.1)

n—oo

— Pour tout ouvert O € Ty, on a

liminf e, log (P(X,() € 0)) > ~J(0). (3.3.1.2)

n—oo

Ici les termes "ouvert” et "fermé" font référence a l'espace métrique
(B, Il ).

Arcones [3] a récemment décomposé le principe des grandes déviations
pour ces processus en deux conditions : un principe de grandes dé-
viations pour les lois marginales de dimension finie, et une condition
d’équicontinuité asymptotique. Ainsi, I’étude des grandes déviations
peut suivre une démarche similaire a celle de ’étude de la convergence

en loi de suites de processus.

Théoréme 3.3.1 (Arcones, 2000) Soit (X,,(-)) n>1 une suite de pro-
cessus stochastiques indexés par un ensemble T', basée sur un espace
probabilisé (Q, A, IP), et soit (e,)n>1 une suite de réels strictement po-

sitifs qui tend vers (. Faisons les trois hypotheéses suivantes :
1. 1l existe une semi-métrique p sur I’ qui rend T' précompact.

2. (GD pour les coordonnées) Pour tout entier p > 1 et pour tout

(t1,...,ty) € RP la suite de variables aléatoires (Xn(tl), e Xn(tp)) )
n2
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satisfait le principe des GD pour (€,)n>1 et pour une fonction de
cott
Jtl,...,tp : RP — R.

3. (Equicontinuité asymptotique) Pour tous T > 0 et M > 0, il
existe n > 0 tel que

lim sup €, log (P*( sup | X (t) — Xo(s) |> 7‘)) < —M.

n—00 ts: p(t,s)<n
Alors (Xp(+))n>1 satisfait le principe de GD pour (€n)n>1 et pour

la fonction de coit

J(z) = sup Ji,o (2(t1), .., 2(t)), z € B(T).

pEN, (t1,...,tp)ERP

Réciproquement, supposons que (X,,(+)) n>1 satisfait le principe de
GD pour une fonction de coit J. Alors les trois assertions sui-

vantes sont vraies.

4. Pour tout entier p > 1 et pour tout (t1,...,t,) € RP la suite de
variables aléatoires (Xn(tl), . ,Xn(tp)> 1 satisfait le principe
n>

de GD pour (e,)n>1 et pour la fonction de coit

oot (U1, 11y) = inf{J(z), (2(t1), ... 2(t,) = (uy, ... uy), z € B(T)}.

5. On peut trowver une semi-métrique p sur'l’ qui rend T" précompact.

Plus précisément, on peut choisir p de la fagon suivante.

p(s,t) := Z k_2/0k(37 t),

k>1

ou, pour k > 1 on a posé
pr(s,t) := sup{ | ug —ug |, Jsi(ug,ug) < k}
6. Pour tous 7 > 0 et M > 0, il existe n > 0 tel que
limsup ¢, log (P*( sup | X, (t) — X,.(s) |> 7')) < —M.

n—00 t,s: p(t,s)<n
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Preuve : Voir [3| .0

Remarque 3.3.2 Montrer le principe de GD pour une suite de pro-
cessus revient donc a étudier d’abord les marginales de dimension finie
de ces processus. Puis, si ces marginales satisfont le principe de GD,

alors il reste a prouver le critére d’équicontinuité asymptotique.

Nous donnons ici un théoréme d’extension pour les suites de couples de
processus indépendants.

Théoréme 3.3.2 (Principe de GD pour les couples de processus indépendz
Soient (Xn(-))n21 et (Yn(-))nZl deux suites de processus indexés res-
pectivement par T et T', et définis sur un méme espace probabilisé
(Q, A, IP). Soit (€,)n>1 une suite strictement positive tendant vers 0.
Supposons que

1. (Xn(")), ., satisfait le principe de GD pour (€,)n>1 et une fonction

de codt Jy.
2. (Yn()) 1 satisfait le principe de GD pour (€,)n,>1 et une fonction
n> o

de coit Js.

3. Pour toutn>1ona X, LY,.

Alors, en posant || - ||:= max(|| - ||z, || - ||z), la fonction
(f,9) = J(f,9) == Ji(f) + Ja(9)
est une fonction de coit de (B(T)xB(T"),|| - || ). Dans cet espace mé-

trique, la suite ((Xn(), Yn())) satisfait le principe de GD pour €,
n>1

et J, relativement a la tribu engendrée par les projections coordonnées.

Preuve : On vérifie aisément que J est une fonction de coiit. Pour

prouver le point (3.3.1.2) de ce principe de GD, il suffit de reprendre

mot pour mot la preuve de la proposition 3.2.1. Nous allons main-
tenant montrer le point (3.3.1.1) du principe de grandes déviations
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pour (Xn(-),Yn(-)> - Soit Fun ferme de (B(T) x B(T"), || - || )
n>

tel que J(F) > 0 (cas non trivial). Soit 0 < a < J(F'). Le compact

K = {(f, g):J(f,g9) < a} est disjoint de F'. Il existe donc 7 > 0 tel

que

inf —fg—4")||> 3r. 3.3.1.3
(f,g)eF,(f',g')eKH(f fr9—9) = ( )

Rappelons que P* a été défini dans la définition 3.3.2. En appliquant le
théoreme 3.3.1, nous savons qu’il existe deux semimétriques p et p’ sur
T et T" telles que

V7 > 0, limlimsupe, log (IP’*( sup | X,(s) — X, (¢) |[> 7')) = —00,

=0 nooo ps,t) <6
V7 > 0, limlimsupe, log (IP’*( sup | Yu(s) — Ya(t) |> 7‘)) = —00,
020 n—oo p'(s,t)<6

et telles que (7', p) et (17, p) soient précompacts. Soit donc § > 0 et ng
tels que pour tout n > ng, on ait

IP’*( sup | Xo(s) — Xn(t) |> T) <exp(-—2ae;'),  (3.314)
p(s,t) <o

IP’*( sup | Yu(s) = Yu(¢) [> 7') <exp (— 2ae,). (3.3.1.5)
p'(s,t)<6

Or T x T" est précompact pour la semi-distance d := max(p, p'). On
recouvre donc cet ensemble d’une réunion finie de d-boules de rayon
d et de centres (t1,51),. ..., (tp, sp). Pour chaque (¢t,t') € T x T" on
choisit et on définit II(¢,¢") = (I11(¢,t), [Ia(¢,¢')) comme égal & 'un
des (t;,s:),5 = 1...p, tel que d((s,1), (t;,s;)) < . Considérons alors
I’application suivante :

Ui (f,9) =+ (W1(£,9), 92(,9)) == ((F(0), - F8)): (9(s0), - 9(5,)) ).

Rappelons que K7 est défini par

KT .= {(\111,\112) € B(T)xB(T"), w inJl{f)eK | Wy — W, Uy =05 || < T}-
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D’apres (3.3.1.3) on a, pour tout entier n suffisamment grand, par sous-
additivité de P*,

P((X.(),Ya() € F)
<P((X0(), Yal) & K
<P(v((X,,7,)) ¢ W(KD))

+ IP’*( sup  max ( | X (8) — Xo(IL(4,8) || Ya(t) — Yo (£, ) | ) > T).

(t4)eTXT"
(3.3.1.6)

Or, d’aprés (3.3.1.4) et (3.3.1.5), on a, par sous-additivité de P*,

P ( S mas ( | Xo(t) — Xu(IL (£, 8)) |, | Ya(t) — Yo(Ia(t, ) | ) > T)

gp*( sup | Xn(s) — Xn(t) |> T) + IP’*( sup | Yo(s) — Yo (t) |> T)
pls,t) <0 P (3,6)<6

<2exp ( - 2ae;1) (3.3.1.7)

Nous savons, d’apres le théoréme 3.3.1 combiné avec la proposition 3.2.1
que la suite (\Il (X (), Yn())) 1 satisfait le principe de GD dans R%
n>

pour (&,)n>1 et pour la fonction de cofit suivante :

Tt rtyssirsy (T1y - Tpy YLy - - Yp)
= inf{J1(2), z € B(T), Vi < p z(t;) = z;} + inf{Ja(2), 2’ € B(T"), Vi < p 2 (s;) =
= inf{J1(2) + Jo(2'), z € B(T),z € B(T), Vi < p, (2(:;),2'(s:)) = (zi,y:) }.

Remarquons que si 'on munit R? de la norme || z |[:= max{| =; |
,1 < 4 < 2p}, alors on a V(K7) = V(K)" (voir la définition 3.2.4).
Remarquons aussi que, par définition de J et de J;, 4 4.5, OD &

_ 2p
U(K) = {u € R, Jy s, () <.
Par semicontinuité inférieure de Jy, 4 4 .. s, on sait que
15-e+9lpsS15---35p?

Jtl ..... tp,Sl ..... Sp (RQP - \II(K)T) > a.
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Ainsi, en appliquant le principe de GD vérifié par (\Il (Xn(-), Yn())>

n>1
au fermé R?? — U(K)T on a, pour tout entier n suffisamment grand,
P(0((X0,Y2)) ¢ W(KT)) <exp (- €;'a). (3.3.1.8)

En combinant (3.3.1.6), (3.3.1.7) et (3.3.1.8), on déduit qu’a partir d’un

certain rang, on a

P((X,(),Ya() € F) < 4exp (&'a).
Ainsi
lim sup €, log (P((Xn(),Yn()) € F)) < —a.

n—oo

La preuve est achevée car a > J(F') est arbitraire. O

3.3.2 Grandes déviations uniformes pour les tableaux trian-
gulaires de processus

Pour les travaux de cette thése, nous avons établi un principe de
grandes déviations uniforme (GDU) pour les tableaux triangulaires de
processus stochastiques. Rappelons que la notion de tableau triangu-
laire de vitesse est définie dans la définition 3.2.1. Nous faisons les
mémes hypothéses que dans le début du §3.3.1.

Définition 3.3.4 (Principe de GDU pour les processus stochastiques)
Soit (Xm()) ) un tableau triangulaire de processus stochastiques

n>1,i<pn
a trajectoires bornées indexés par un méme ensemble T, et définis sur

un méme espace probabilisé (2, A,IP). Soit J une fonction de coit sur
(B(T),|| - |lr). On dit que (XW()) ) satisfait le principe de
n>1i<pn

GDU pour un tableau triangulaire de vitesses (em) et pour la

n>1,i<pn
fonction de coit J lorsque les conditions suivantes sont vérifiées.
~ Pour tout fermé F € Ty, on a
lim sup max €, ; log (]P’(Xm() € F)) < —J(F).

n—oo 1<Pn
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— Pour tout ouvert O € Ty, on a

lim inf min €, ; log (IP’(XW-(-) c 0)) > —J(0).

n—00 1<pp

Ici, "ouvert" et "fermé" font référence a l'espace métrique (B(T), |

ir ).

En regardant de pres la démonstration du théoréme 3.3.1, on peut re-
marquer que cette preuve peut étre reprise entiérement dans un contexte
de grandes déviations uniformes. Ainsi, nous pouvons énoncer le théo-
reme suivant :

Théoréme 3.3.3 Soit (X,(-)), ., i<p, Un tableau de processus sto-

chastiques indexés par un méme ensemble T', basé sur un espace proba-
bilise (2, A, 1IP), et soit (€n,i)n>1, i<p, un tableau triangulaire de vitesses.

Faisons les hypotheses suivantes :
1. 1l existe une semi-métrique p sur T qui rend T précompact.

2. (GD pour les marginales de dimension finie) Pour tout en-
tier p > 1 et pour tout (t1,...,t,) € RP, le tableau triangulaire de
variables aléatoires

(Xnilta), - Xailty))

n>1,i<py

satisfait le principe de GDU pour le tableau de vitesses (€ni)n>1, i<p,

et une fonction de coit
Jtl,...,tp : R? — R.

3. (Equicontinuité asymptotique) Pour tous 7 > 0 et M > 0, il
existe n > 0 tel que

lim sup max e, ; log <IP’*< sup | Xpi(8)—Xni(s) |> T)) < —M.

n—oo 1<Pn t,s: p(t,s)<n
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Alors (X5 (+))n>1, i<p, Satisfait le principe de GDU pour (€n7i)n>1 i<p

et pour la fonction de coit suivante :

J(z):=  sup {Jth,_,,tp (2(t1), .. .,z(tp))}, 2 € B(T).

pZL (tlaatp)e]Rp

Réciproquement, supposons que (X, i(+))n>1,i<p, Satisfait le prin-

cipe de GDU pour (em) et pour une fonction de codit J.

n>1i<pn
Alors :
. Pour tout entier p > let pour tout (ti,...,t,) € RP, la suite
de variables aléatoires (XW- (t1)y .-y Xoni (tp)) satisfait le
n>1,i<p,

principe de GDU pour le tableau de vitesses (€yi)n>1,i<p, €t la
fonction de coit

oot (1, ) = inf{J(z), 2 € B(T), (2(t1),...2(t)) = (ui,. ..up)}.

. On peut trouver une semi-métrique p surl qui rend T" précompact.
Plus précisément, on peut choisir p de la facon suivante.

p(s,t) = Z k™2 pr(s, 1),
E>1
ot

Pk(S,t) = Sup{ | Uy — Uz \, Js,t(ul,u2) < k‘}

. Pour tous 7 > 0 et M > 0, il existe n > 0 tel que

lim sup max €, ; log <IP’*< sup | Xni(t)—Xni(s) |> 7')) < —-M.

n—oo 1<Pn l,s: p(t,s)ﬁn

Preuve : Il suffit de reprendre mot pour mot les arguments d’Arcones

dans la preuve du théoréme 3.3.1, et remplacant les bornes de probabi-

lités, pour n fixé, par des bornes de probabilités uniformes en ¢ < p,,.

Une autre formulation du théoréme 3.3.3

Nous nous intéressons aux points 1, 2 et 3 du théoreme 3.3.3. Il s’agit
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la du critére dont nous nous servons dans plusieurs preuves des résul-
tats de cette these. Les conditions 2 et 3 peuvent s’interpréter de la
facon suivante : on controle les probabilités de grandes déviations des
processus discrétisés sur une grille (¢1,...,t,) (condition 2), que 'on
choisit suffisamment fine pour que le terme d’oscillations entre les ¢;
soit négligeable (condition 3). Ainsi, on peut légitimement s’attendre
a pouvoir relacher les conditions 1, 2 et 3 en trois conditions faisant
intervenir une suite de grilles denses dans T'. Nous énongons ces trois

conditions.

Proposition 3.3.1 (Un autre écriture du théoréme 3.3.3) Soit (X,,;(-))

un tableau triangulaire de processus stochastiques indexés par T, basés

n>1,<y

sur un méme espace probabilisé (Q, A, IP), et soit (€y;)n>1,i<p, un ta-

bleau triangulaire de vitesses. Supposons que (Xm) : et T véri-
) n>1,i<p,

fient les trois conditions suivantes :

1. 1l existe une semi-métrique p rendant T précompact.

2. I existe une suite de grilles emboitées (T,)n>1, sous-ensembles

finis de T tels que \J T, est dense dans T pour la semi-métrique
p>1

p. De plus, pour tout p > 1, en notant T}, := {t1p,... ,ty,p}, le
tableau triangulaire

(Xnai (tl;p)7 LI Xn,i(tkp,p))

satisfait le principe de GDU pour (€yi)n>1, i<p, €t pour une fonc-
tion de codt J, sur R.

3. Pour tous 7 > 0 et M > 0, et pour tout entier n suffisamment

grand, il existe une partition

telle que pour tout ¢ < ky, il existe un unique élément de T, noté
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t(A;), appartenant a A;, et telle que
lim sup max €, ; log (P*(max sup | X, (t)— X (t(A:)) |> T)) < —M.

n—oo <Pn i<k, TeA;

Alors (Xy.i(+))n>1,i<p, satisfait le principe de GDU pour (€ni)n>1, i<p,
et pour la fonction de coit
J(z) :=sup J, (z(tlyp), s z(tkp,p)).
p>1

Preuve : La preuve suit les mémes principes que celle du théoréme
3.3.1.

Nous donnons également un théoréeme d’extension d’un principe de
GDU a un tableau triangulaire de couples de processus indépendants,
outil utilisé dans les preuves des théorémes du §4.

Théoréme 3.3.4 (Principe de GDU pour les couples de processus indépen

Soient (X”ﬂ'('))nzl,is;an et (Y"’i('))nzl, i<pn
de processus indexés par T et T" respectivement, et définis sur un méme

deux tableaux triangulaires

espace probabilisé (2, A, IP). Soit (€n)n>1, i<p, un tableau triangulaire
de vitesses. Supposons que

1 (X0i(+), oy i<p, Stisfait le principe de GDU pour (€ni)n>1,i<p,
et une fonction de codt Jy .

2. (Yni(4), oy i<p, Sotisfait le principe de GDU pour (€ni)n>1,i<p, €t
une fonction de coit Jo.

3. Pour toutn > 1, 1 < p,, on a X, ; 1Y, ;.
Alors, en notant || - ||:= max(|| - ||, || - ||7v), la fonction
(f,9) = J(f,9) = L(f) + J2(9)
est une fonction de codt de (B(T) x B(T"),|| - || ) Dans ce méme
espace, le tableau triangulaire <(Xn,z~, Yn,i)) satisfait le principe

n>1,i<p,
de GDU pour (€n;i)n>1,i<p, €t J relativement & la tribu engendrée par

les projections coordonnées.
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Preuve : Il suffit de reprendre la preuve du théoréeme 3.3.2.01

Nous donnons maintenant un principe de contraction légérement
étendu. Il s’agit de ’analogue de la proposition 3.2.3 pour les processus
stochastiques.

Proposition 3.3.2 Soit (X”ai)n>1,i<pn un tableau triangulaire de pro-
cessus stochastiques indexés par T'. Soit (U, ;)n>1,i<p, une suite d’ap-
plications de (B(T),|| - ||r) vers (B(T"),|| - ||r") (avec T" précompact
pour une semi-distance p) satisfaisant , pour une fonction lipschit-

zienne W,

| Woi(z) — Uoi(y) ||

sup sup sup = ¢ < 00, (3.3.2.1)
n21 i<p, wy,z#y |z —yllr
et
Vr € RY lim max || ¥, (z) — ¥(z) ||7= 0. (3.3.2.2)

n—oo  1<p,

On suppose que (Xp,i)n>1,i<p, satisfait le principe de GDU pour un ta-
bleau triangulaire de vitesses (€,)n>1.i<p, €t pour une fonction de codt
J. Supposons aussi que les ¥, ; sont mesurables par rapport a Ty et
Ty, tribus engendrées par les projections coordonnées de B(T) et B(T")
respectivement (voir le début du §3.3.1). Alors (\Ifn,i(Xn,i))nN’ i<p, SO
tisfait le principe de GDU, relativement a T, pour (€,)n>1, i<p, €t pour
la fonction de coit

Ju(z) :=inf {J(2), 2/ € B(T), ¥(z) = z}.

Preuve : Pour tout entier p > 1 et pour tout (¢,...,t,) € T, consi-
dérons ’application projection suivante :

=Tl . X € B(T) (X(t’l), .. ,X(t’)).

P
On voit aisément que le tableau triangulaire (H o \I!n,i)n>1 i<p vérifie
les hypotheses de la proposition 3.2.3, avec (E,|| - ||) == (B(T),||

Nlr ) Ainsi, en appliquant la proposition 3.2.3, il vient que le tableau
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triangulaire (II(0,,;(X,,))) vérifie le principe de GDU pour

n>1,i<py

(Enai)nzl,i <pn et pour la fonction de cotlit suivante

Jiew(ut, ..., uy) :=1inf {J(2), z € B(T),I1(¥(2)) = (u,...,up)}

Ainsi le point 2 du théoréme 3.3.3 est démontré. Il nous reste & montrer
I’équicontinuité asymptotique c’est a dire le point 3 dans le théoréme
3.3.3. Soit M >0 quelconque, et soit K le compact de (E', |- I|e ) défini
par

K = {f e B(T) : J(f) < M}.
Remarquons que par semicontinuité inférieure de J, on a, pour 7 > 0

quelconque (voir la définition 3.2.4 pour la définition de K7, pour la

norme || - ||7),
J(B(T) - KT> > M.
Ainsi
lim sup IAX €p log <]P’(XW- ¢ KT)> < —M. (3.3.2.3)
n—oo Pn

Un raisonnement d’analyse montre que, sous I’hypothése (3.3.2.2), on a,
lorsque n — o0, ¥, ;(z) — ¥(z) uniformément en z € K et en i < p,.
Ainsi, pour tout entier n suffisamment grand, et pour tout 2 < p,, on a

ye K= U,y € UK. (3.3.2.4)

Puis ’hypothése (3.3.2.1) combinée avec (3.3.2.4) nous assure que, pour
tout entier n suffisamment grand, et pour tout ¢ < p,, on a

re K =V, (z) € (K)o (3.3.2.5)

Or U(K) est un compact de (B(T’), |- ||z ), et T" est précompact
pour une semi-distance p par hypothése. D’aprés le théoréme d’Arzela-
Ascoli appliqué a ¥(K) dans 'espace (B(T"),|| - || ), il existe n > 0
tel que

sup | Flt) = f(12) | < 7

fG\II(K)v t )tZGTla P(t1;t2)§77
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Ainsi, par contraposées successives on a

IP’( sup || (W i(X ) (t1) — (Wi (X)) (£2) [|lor> (3 + 20)7)

ty ,tQGTla p(t,t')gn
< P(Wy0(Xa) ¢ W(K) )
<P(Xi ¢ K7).
Ainsi, d’apres (3.3.2.3),

limsupmaxlog (P( sup [ (Wyi(X00))(b1)— (Zni(X00)) (82) [> (440)7) ) <
n—oo  1SPn t1, b2 €T, p(tt")<n

Le point 3 dans le théoréme 3.3.3 est donc démontré. En appliquant

alors le théoreme 3.3.3, nous pouvons conclure que (\IJW-(XW-))H>1 i<p

satisfait le principe de GDU pour (em) et pour la fonction de

n>1,i<p,
cofit

J'(Z) = sup JHt, ,,,,, y o\II(Z(tll), ... ,z(t;))_
p>1, (t],...,t0)€TP 1otp

Remarquons que cette fonction de cotit ne dépend pas des ¥, ;, mais
uniquement de leur limite W. Ainsi, la suite (¥(X,1)), ., satisfait le
principe de GD pour (€,,1)n>1 et pour la fonction de cott J' relative-
ment & la tribu 7. Or, d’aprés le principe de contraction (théoréme

3.1.2), nous savons que la suite (¥(X,1)) _, satisfait le principe de

n>1
GD pour (€,1)n>1 €t pour la fonction de cott J relativement a la tribu
7, - Par unicité de la fonction de cotit dans un principe de grandes dé-
viations (voir [3]), on en déduit que J = J', ce qui conclut la preuve de

la proposition 3.3.2. [
3.4 De la dimension finie a la dimension infinie :
forme explicite de la fonction de coft

Dans I’étude des grandes déviations d’une suite de processus, la dé-
marche préconisée par le théoréme 3.3.1 est la suivante : on étudie
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d’abord les lois de dimensions finies des processus, puis on vérifie la
condition d’équicontinuité asymptotique. La fonction de colt pour la
suite de processus est alors entiérement définie par
J(z) = sup Jtyt, (z(tl), e z(tp)), z € B(T).
p>1, (t1,...,tp)€TP
Cette définition de J n’étant pas tres explicite, il serait intéressant d’en
trouver une forme plus commode pour les calculs. Or, dans certains cas,

on peut exprimer Jy, _; de la fagon suivante :

Tyt (U5 -2 Up)
= inf { / U (y(x))dm(z) : V5 < p, / (@) (z)dm(z) = ug},

(3.4.0.6)

ou (H,B,m) est un espace mesuré, m est mesure positive, ¥ une
fonction convexe, et (fi)ier est une collection de fonctions mesurables
pour (H,B). L’infimum précédent est donc pris en faisant varier -y
dans l'ensemble des fonctions mesurables pour (H, B), et par conven-
tion inf () = co. La proposition suivante donne une forme explicite de

SUPp>1, ty,...t,€T Jtl,...,tp-

Proposition 3.4.1 (Forme explicite de J) Supposons que Jy, . ; s'ex-
prime comme en (3.4.0.6), et que WV est la fonction conjuguée d’une

fonction @ satisfaisant

et

Supposons de plus que

1. Pour tout a < oo

sup{/qf(\ (@) )dm(z) /\If(fy(x))dm(x) <a} <o

H H
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2. Pour toust € T et A > 0,
[ ®01 fi(e) D) < o
H

3. (T,d) est précompact, ot

= i 2% min(dy (s, ), 1),
k=1
et
di(s,t) == sup{‘ /(ft—fs)(a:)’y(x)dm(x)‘ : /\If(fy(a:))dm(a:) < k, 7y borélienn

Alors on a, pour tout z € B(T),

sup  Jy .t (2(E1), -, 2(2))
p>1 bty

::J(z):inf{/ () - VteT‘/ft 2)dm(z)| < oo, et /ft 2)dm(z)

H
Preuve : Voir [3| .0

Exemple 1 : I’énergie gaussienne d’un processus gaussien
régulier
Nous invitons le lecteur & prendre connaissance des définitions du §1.2
préalablement & la lecture de la suite de ce paragraphe.

Soit (H, B, m) un espace mesuré, et soit F C L := L*(H,B, m) une
classe de fonctions. Soit (X (+)) un processus gaussien centré indexé par
F, basé sur un espace probabilisé (€2, A, IP), ayant pour fonction de

cov( / fodm.

Notons py la semi-métrique intrinséque associée a (X (-)). Supposons

covariance

que (X (+)) est régulier.
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Soit px la mesure de Radon gaussienne induite par (X(+)) sur <L[C(f, px), ||

| F ) D’aprés le corollaire 1.2.2.1, nous savons que

T (W) = inf{/ﬂdm, | € L*(H,B,m), Vf € F, U(f) = /lfdm}, U € UC(F,

H H
(3.4.0.7)

avec, par convention inf () = co. Soit p > 1 un entier, et soient (K, ..., K,) €
FP quelconques. L’application

Il (UC(]:,pX),H-Hf> &R
T o (\If(Kl),...,\I!(Kp)>

est continue et linéaire. Ainsi, en appliquant la proposition 1.1.2, nous
savons que I’énergie gaussienne associée au vecteur gaussien | X (Ky), .. ., X(Kp))

, que nous notons Jg, . k,, est donnée par

.....

JK1 _____ Kp(ul,...,up)
:inf{JuX(\If), U € UC(F, px), (\I/(Kl),...,\IJ(Kp)> — (ul,...,up)},
(u,...,upy) € RV (3.4.0.8)

En combinant (3.4.0.7) et (3.4.0.8), il vient que, pour tout (uy, ..., u,) €
RP,

T, vty) = it { [ g, Vi <, [ gfidm =i}
H H

On retrouve bien l'expression de (3.4.0.6). Puis on voit facilement que
les hypothéses de la proposition 3.4.1 sont vérifiées et ainsi, pour tout

U e B(F), on a
sup {JKl,...,KP (\I’(Kﬂ, cey \I/(Kp)>, p>1, (f1,-.-, fp) c f‘p}

= inf{/’yQ(aj)dm(zB), VfeF, ¥(f) = /f(:z:)’ydm(a:)} (3.4.0.9)

H

148



Exemple 2 : la fonction de coiit associée au processus de Pois-
son standard Notons

h(z) :=xzlogz —z+ 1, z > 0. (3.4.0.10)

Soit d > 1 un entier. On notera M ([0, 1[?) I'ensemble des fonctions de
répartitions de mesures positives finies sur [0, 1[%. Soit f € M([0,1[%).
Pour une fonction f € M([0,1[?), on notera, pour tout Borélien de
0,1

£(A) = / af. (3.4.0.11)
A

Si f € M([0,1]?) admet une dérivée f par rapport a la mesure de
Lebesgue A, alors on pose

I(f) = / oy (3.4.0.12)

Pour p > 1 entier et pour i = (i1, ...,13q) € {1,...,2P}9 on pose

AL = [27P(ip — 1),27P0y [ x .ox [27P(ig — 1),27Pig].

A

On définit également la fonction I, sur R?" de la facon suivante. Pour

tout = = (z11,..1,--+, w1, 15+, T2, 201, ., T2w_ 20) OLl POSE

IL(z) := Z 2_pdh(2pd:cihm,z~d).

1<i <20, 1<i4<2p

Proposition 3.4.2 Pour toute fonction f € M([0,1[%), on a

I(f):SUPIp(f(Alfl 1) [(AS 1),...,f(A§p7_'_72p71),...,f(Agp 2p)>-

p>1
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Preuve : Remarquons d’abord que, lorsque g € M([0, 1[¢) admet une
dérivée de Radon-Nikodym ¢’ par rapport a la mesure de Lebesgue A,
on a pour tout entier p > 1, par application de I'inégalité de Jensen,

L= Y 2h(2 / gar)

1<i1 <22, 1<i4<2p ht:
[

< ) / h(g)dX

1<i1 <29, 1<0g<2P
:I(g). (3.4.0.13)

Nous aurons besoin du théoréme suivant.

Théoréme 3.4.1 (Approximation d’une dérivée de Radon Nikodym)
Soient P et (Q deux mesures positives finies sur un espace mesurable
(x,T). Soit (Tp)p>1 une suite de sous tribus de T, croissante, de li-
mite T. Pour tout entier p > 1, notons respectivement P, et Q, les
traces de P et Q sur T,. Supposons que, pour tout entier p > 1, @), est
absolument continue par rapport a P,, de dérivée de Radon-Nikodym
notée f,. Alors, f, converge Q+ P presque partout vers une fonction f,

cventuellement infinie, lorsque p — oo. De plus le couple de mesures

Q(-N{L < }), Q-N{L=00})

est la décomposition de Lebesgue de Q) en la somme d’une mesure abso-

lument continue par rapport & P (4 gauche) et d’une mesure étrangére
a P (a droite).

Preuve Voir [18|, page 63.0]

Suite de la preuve
Soit g € M([0,1[?). Notons @ la mesure associée & g, et Considérons
P comme égale & la mesure de Lebesgue sur [0, 1[¢ dans le théoréme
précédent. Pour p > 1, notons 7, la tribu de [0, 1[? engendrée par la
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partition
{Ag,’, iedl,..., 2p}d}.

Clairement, la tribu engendrée par |J 7, est la tribu des Boréliens de
p>1

[0, 1[%. De plus, pour tout entier p > 1, @, est absolument continue par
rapport & P,, dont la dérivée de Radon-Nikodym est (voir 3.4.0.11)

d
f =g
= Z 1A§($)QP(A§)
ie{l,...,.20}d
= > lLp(x)g(A). (3.4.0.14)

ie{1,...,.2r}d

D’aprés le théoréme 3.4.1, nous savons que f, converge () + A-presque
partout vers une fonction f. Remarquons que, pour tout p > 1 on a

/ h(f,)d\ = L(g). (3.4.0.15)

[0,1[¢

Premier cas

Supposons que g est absolument continue par rapport a A, et que I(g) >
0 (cas non trivial). D’aprés le théoréeme 3.4.1, on sait alors que f est
A+ Q-presque partout finie et qu’il s’agit de la dérivée de g par rapport
a A. Soit [ < I(g) quelconque. Il existe 0 < € < 1 tel que

/ h(f)dA > 1.
e<f<1/e

Par continuité de h, sur [¢,1/€], et comme f, — f X + @Q-presque
partout lorsque p — oo, il vient que

liminf h(fp)Liecr,<1/ey = h(f)Liecp<1/e}

p—0o0
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A + @Q-presque partout lorsque p — oo. En appliquant le lemme de
Fatou, il vient que

lim inf / (f,)dA > limint / h(f,)dA = / B(F)dr > 1.

p—00
e<f<l/e e<f<l/e e<f<l/e

On en déduit d’apres (3.4.0.15) que I,(f) > [ pour tout entier p suf-
fisamment grand. Comme | < I, et en se rappelant (3.4.0.13), on en
déduit que

sup I(g9) = I(g)-

p—00

Deuxiéme cas

Supposons maintenant que g n’est pas absolument continue par rapport
a A. D’apres le théoréme 3.4.1, on sait que, lorsque p — oo, f, converge
A + @Q-presque partout vers une limite f telle que Q(f = oc0) =: 7 > 0,
Soit /() la fonction définie par

((z) ==z h(z) =log(z) — 1 +2' = >0.

Clairement, lim,_,, ¢(z) = oco. Soit [ > 0 quelconque, et soit A > 0 tel
que

inf {(z) > 2—l

z>A T

Comme f, converge A + QQ-presque partout vers f lorsque p — oo, il
s’ensuit que, pour tout entier p suffisamment grand, on a

Qfy > A) > 1/2.
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Ainsi, comme f, est la densité de @), par rapport & A, on a

L= [ h(f)ar

]0,00]
- / g(fp)fp d)‘p
fp€]0,00]
> [ s,
fo

€]0,00]

> / (f,)dQ
fr€]A 00

>20(, > 4)

>1.
Ainsi, comme [ > 0 est arbitraire, il vient que
lim I,(f) = +o0.
p—00

La preuve de la proposition 3.4.2 est donc achevée.[]
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Chapitre 4

Une étude des accroissements du
processus empirique généralisé

4.1 Introduction

4.1.1 Objet étudié

Dans cette partie, nous considérons toujours un échantillon i.i.d
(Zi)i>1 & valeurs dans RY. On définit, pour 2 € R4 A > 0 et K une
fonction réelle Borélienne sur R,

(KR, 2) E:K(hyd)—E(K(%ﬁf>) (4.1.1.1)

Il s’agit 1a de l'estimateur & noyau de la densité, a un terme multipli-
catif pres. U. Einmahl et Mason [45] ont eu récemment l'idée de faire
varier K dans une classe de fonctions G, pour faire de G,(+, h, z) un
processus empirique indexé par une classe de fonctions. Nous étudions
ici exclusivement ces processus, que nous appelons accroissements du
processus empirique généralisé.

Remarque 4.1.1 En choisissant

gy:{quogt§1} (4.1.1.2)

et en considérant les Z; comme des v.a. uniformes sur [0,1], le pro-
cessus Gy (-, h, ) s'identifie clairement & n'*(a, (2 + h+) — a,(2)). On
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reconnait ici les accroissements fonctionnels du processus empirique
uniforme.

Le probléme principal dans I’étude du comportement asymptotique des
Gn(-, z,h) est quiil n’existe pas de construction de type K.M.T (voir
(2.2.2.7) et (2.2.1.1)) pour le processus empirique indexé par une classe
de fonctions. Cependant, les recherches sur le processus empirique de ces
deux derniéres décennies (citons les travaux de Talagrand [97], Mason
[76], U.Einmahl et Mason [45, 43|, et Arcones [3]) ont permis la mise au
point d’un nombre suffisant d’outils pour établir un principe de grandes
déviations pour les processus Gy (-, by, 2) lorsque (hy,)n>1 satisfait les
conditions de Csorgs-Révész-Stute, c’est a dire

(HV1) 0<h, <1, h, |0, nh,?T oo,
(HV2) nhy,/logn — oo,
(HV3) log(1/hy)/loggn — oo.

Définition 4.1.1 Soit F une classe de fonctions sur R?. Pour une
mesure de probabilité Q sur R%, et pour une fonction réelle f sur R?

on pose

a = [ f)aa()
Rd
et pour € > 0 on pose
N(e, F,Q) ::min{pz L 3(f1,..., fp) e F,VfeF, 31 <k <p,
QUIf - i) < e,

Ainsi, N'(e, F,Q) est le nombre minimal de boules de L*(Q)-rayon e

nécessaire pour recouvrir F. Enfin, pour € > 0 on définit

N (e, F) := sup {N(e, F.Q), Q probabilité}.
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Les résultats présentés dans cette partie se basent tous sur les hypo-
théses suivantes concernant la classe G. Posons

1" :=10,1, (4.1.1.3)

ainsi que
Fi={K(\(-2), 2R, x>0, K €G}. (4.1.1.4)
Notons ici || - ||ge la norme euclidienne sur RY. Nous faisons les hypo-

théses suivantes.

(HKI) lim||u||Rd—>0 SUPgeg _];(K(JZ) - K(SU + U))Qd.fc = 0,
R
lim)_1 supgeg | (K (Az) — K(:c))Qdcc =0,
Rd
(HK2) VK e€g, sup,cre | K(z) |< 1,

(HK3) VK € G, Vz ¢ 1% K(z)=0,
(HK4) 3C >0, v >0, V0<e<2, N(e, F) < Cpe ™.

Pour palier le probléme de mesurabilité, nous faisons également I’hypo-
thése usuelle

(HKD5) G est séparable point par point.

Par "séparable point par point" nous entendons qu’il existe un sous-
ensemble dénombrable Gy de G tel que pour tout K € G il existe une
suite de Gy qui converge point par point vers K.

Remarque 4.1.2 La classe

g2 = {1{[0,t1]><...><[0,tp]}7 (th s 7tp) € [07 1}d}
vérifie les hypothéses (HK1)-(HK5). En particulier, Gy vérifie (HKS)

car la classe

F ::{K(%), A>0, z¢€ Rd}

:{1{[0,t1]><...><[0,tp]}a (t1,...,tp) € Rd}
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est identifiable & une classe de Viapnik-Cervonenkis (voir [98], chapitre
2.6).

Remarque 4.1.3 Si K est une fonction réelle sur R? a variation bor-

née, bornée par 1, et telle que

Ve ¢ 1% K(z) =0,
alors la classe de fonctions { K} vérifie les hypotheses (HK1)—(HK5).
En particulier, G3 := {K} vérifie (HK5) car la classe de fonctions

Ty = {K(_TZ) 2R A > o}

est relice a deux classes de fonctions dont les sous-graphes forment
une classe de Vlapnik-Cervonenkis. Pour plus de détail concernant cet

argument, nous renvoyons a [87], chapitre 2.

4.1.2 Processus gaussien associé aux G,(-,h, z)

Pour une classe de fonctions F quelconque, et pour ¥ une fonction
réelle bornée sur F, on notera

10 ||r=sup | 9(f) | . (412.1)
feF

Les résultats que nous allons présenter plus loin montrent que, sous
certaines conditions, les processus Gy (-, h, z) convenablement norma-
lisés se comportent comme le processus gaussien que nous définissons
comme suit. Nous invitons le lecteur & prendre connaissance du §1.2,
et nous noterons Ly (G) 'espace des fonctions réelles bornées sur G.

Définition 4.1.2 (Processus Wg(-)) Nous appelons Wg(+) le proces-
sus gaussien indexé par G, centré, et dont la fonction de covariance est

Cov(Wg(K), Wg(K')) = / Kt K'(t)dt, K,K' € G.
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Si G vérifie (HKY), alors Wg(-) est un processus régulier (cf definition
1.2.9). Nous notons J := Jg l'énergie gaussienne associée & la mesure
induite par Wg(-). Nous appelons K := Kg le noyau associé a Wg(+),

c’est a dire ['ensemble
IK:{WewaLﬂ@yg@.

Nous soulignons les deux propriétés suivantes de J. La notion de fonc-
tion de colt est donnée dans la définition 3.1.1.

Propriété 4.1.1 (Propriétés de J) Soit L*(G) l'espace de Hilbert

engendré par G, pour le produit scalaire suivant :

<g,9 >0=0(9,9) = /g(z)g'(z)dz.
R

Alors on a, pour tout ¥ € L (G),
J(¥) = mf /f2 Ydz, f € L*(G), Vg€ G, ¥(g) /f

(4.1.2.2)

En conséquence, le noyau K = Kg est l’ensemble des fonctions (voir

§1.2.4)
\Iff: g — R
g = [ Ittt (4.1.2.3)

pour f wvariant dans L*(G), et vemﬁant

/F t)dt < 1.

Enfin, J est une fonction de coit sur Uespace de Banach (Loo(G), ||

g )

Preuve : Le point (4.1.2.2) est une conséquence de la remarque 1.2.1,
en choisissant H := R?, muni de ses Boréliens, et en choisissant m
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comme la mesure de Lebesgue. Le fait que J soit une fonction de cofit
vient du fait que, comme Wg(-) est régulier on a (voir §3.4)

JW) = sup  Jg..x (\IJ(Kl), o \IJ(Kp)>.
p>1,(Ky ... K,) €GP

Ainsi, J est semi-continue inférieurement sur (Loo(G),|| - |lg ) en
tant qu’enveloppe supérieure de fonctions semi-continues inférieures sur
(Loo(g), |- Ilg ) Soit a > 0 quelconque. Par application de 'inégalité
de Cauchy-Schwarz pour le produit scalaire < g, ¢’ >¢, on déduit que
I’ensemble

{\I/ e L, J(¥) < a}

est uniformément équicontinu sur Pespace métrique précompact (F, ||

1o ). || - [lo étant la norme issue de < g, ¢ >¢. O

4.1.3 Processus empiriques et mesurabilité

Si les G,(-,h,2), h > 0, z € R? sont indexés par une classe de
fonctions G vérifiant (HK2), ces processus ont des trajectoires presque
sirement bornées sur G. Nous pouvons donc les considérer comme des
variables aléatoires a valeurs presque strement dans L. (G). Le pro-

bléme est que nous voudrions considérer des événements du type

{ | Gn(-,hy2) = W [|g< e}, (4.1.3.1)

ol € > 0 et ot ¥ appartient a l'ensemble Kg. Ainsi, il faut s’assurer
que les boules ouvertes apparaissant dans l'expression (4.1.3.1) sont
bien mesurables pour les G, (-, h, z). C’est ici que 'hypothése (HK5)
joue un role. En effet, pour ¥ € Kg, il est aisé de constater via le
théoréme de convergence dominée que, si une suite (Kp)m>1 € GV
converge point par point vers K € G, alors, pour tout entier n > 1 et
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pour tous h > 0, z € H on a

lim U(K,,) — U(K)

m—0o0

lim G, (K, h,z) = G,(K, h, z).

m— 00

Ainsi, grace a ’hypotheése (HK5), on a pour tous h > 0,e > 0et z € H
et n > 1 entier,

{lGutn ) =il e} = N {16, 2) - w(K) < €

Kegy
(4.1.3.2)
Définition 4.1.3 (Définition de B(G)) On appelle B(G) l'ensemble
des fonctions ¥ réelles bornées sur G, telles que si | Ky, , — K point

n>
par point lorsque n — 00, alors

lim ¥(K,)=VU(K).

n—oo

Remarque 4.1.4 Notons, pour f € G, lapplication projection coor-
donnée

[y (¥) == (f), ¥ e B(9),

et notons Ty la tribu engendrée par les applications projections coor-
données {Hf, f e g}. Nous pouvons considérer les Gy, (-, h, z) comme
des variables aléatoires dont Uespace d’arrivée est (B(G),To). Grice
a Uhypothese (HK5) et a Uégalité (4.1.5.2), les boules ouvertes de la

forme
U= {qf e B(G), || T — T ||g< e}, e>0, VeK, (41.3.3)
ainsi que les ensembles de la forme

A=) ¥ ACK, e>0, (4.1.3.4)
UecA

appartiennent a la tribu Ty.
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Remarque 4.1.5 L’espace B(G) est sous-espace vectoriel fermé de
(L=(G), |l - llg ), ensemble des fonctions réelles bornées sur G, muni de
sa norme sup usuelle. D’apres Uhypothése (HK5) et légalité (4.1.3.2),
nous déduisons que la tribu Ty, de (B(G),|| - |lg ) engendrée par les
boules est bien incluse dans Ty. Ainsi, Uhypothése faite au début du

§3.5.1 est bien vérifice, et nous pourrons donc appliquer les théoréemes
du §5.5.

4.2 Comparaison de deux tailles de fenétre signifi-
cativement différentes

Nous citons ici un résultat établi par Mason. Soit H un compact de
R?. Nous notous ici
G(-, h,2)
(2nhlog(1/h))Y/?’

Onp 1= { z € H}

rappelons que l'espace B(G) est spécifié dans la définition 4.1.3, et que
la norme || - ||g est définie dans (4.1.2.1). Enfin, K est défini au début
du §4.1.3, et le symbole 7 ~» 7 signifiant "relativement compact avec
ensemble d’adhérence...", est défini dans le §2.1.1.

Théoréme 4.2.1 [LFULI pour les accroissement du processus empi-
rique généralisé, Mason, 2002] Soient H un compact de R? d’intérieur
non vide, (hp)n>1 une suite de constantes strictement positives satis-
faisant les hypothése (HV1)-(HV3) (voir §4.1.1), et G une classe de
fonctions vérifiant (HK1)-(HK5) (voir §4.1.1). Soit (Z;)i>1 une suite
de variables aléatoires i.i.d dont la loi sur R? admet une densité f (par
rapport a la mesure de Lebesque), telle que f est continue et strictement
positive sur H. Supposons qu’il existe a > 0 tel que f est uniformément

continue sur [’ensemble suivant

H® = {z R’ inf || 2= 2 ||pe< a}, (4.2.0.5)
z'e
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otr || - ||re est la norme euclidienne canonique sur R, Alors avec
probabilité 1 on a

Opn, ~» K
dans (B(G), ] - |lg )-
Preuve : Voir [77]. O

Nous allons maintenant nous intéresser a I’étude simultanée des ac-
croissements généralisés du processus empirique pris en un méme point
z, mais avec deux tailles de fenétre (hy1)n>1 €t (hp2)n>1 significati-
vement différentes (voir (HV4) plus loin), et vérifiant toutes deux les
hypothéses de Csorgs-Révész-Stute (HV1)-(HV3). Par exemple, il peut
s’agir de deux fonctions puissances d’indices différents. Nous étudierons
I’objet suivant :

0, = {( bf?;((z)f/)Q bf;féz)’f@ zeHY, (4.2.0.6)

avec

1/2

bpy = (27’Lhn’g log(l/hn’g)) L, 0=1,2,

et

Gni(K, 2) =G (K, hy g, 2)
iK(Z _ Z) - ]E(K(Z;L;;)), (=1,2. (4.2.0.7)

1/d
hn,é n,l

4.2.1 Hypothéses sur les tailles de fenétre, ensemble limite
de ©,

Nous supposons que (hp1)p>1 €t (hp2)n>1 vérifient (HV1)-(HV3)
(voir §4.1.1), et nous faisons 'hypothese que (hy1)n>1 €t (hn2)n>1 ont
des vitesses significativement différentes dans les sens suivant.

(HV4) im0 log(hn1)/log(hns) =di, 0 < dy < 1.
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Rappelons que &; est la boule de Strassen définie par (2.1.2.1), que

|| f [l:== sup | f(?) |

t€[0,1]

et que, pour f € Sy,

1
17 By= / F7(t)dt.
0

Deheuvels [27] a établi le comportement presque str de ©,, dans le cas
réel, c’est a dire lorsque G = Gp (voir (4.1.1.2)). Ainsi, il a établi la
LUFLI suivante. Pour des raisons d’identification (voir (4.1.1.2)), nous
posons, pour (fi, f2) € T, les fonctions

~

fg:[o, 1] — R
t — fi([0,¢]), £=1,2.

Théoréme 4.2.2 (Deheuvels, 2000) Supposons G = Gy, que les (Z;)
sont uniformément distribuées sur [0,1], et que (hp1)n>1 €t (hp2)n>1
vérifient (HV1)-(HV4). Posons

= {(fuf) €S, dill Al +1 f2 <1},

On a presque sirement

. / . . . s . ry . —
(i) Yo, 02) € 8’ liminf inf  max{ || fi—gu ||| g || } =0,

1) lim  sup inf max{ £ : ra }:0.
" n0 (g1,92)€0, (f1.f2)€8 I fi—g [kl fa— g2 |]

Preuve : Voir [27].00

Notre but est ici d’étendre le théoréme 4.2.2 a une classe de fonc-
tions G satisfaisant (HK1)-(HK5), et reprenant les outils utilisés par
Mason dans la preuve de son théoréeme 4.2.1. Pour cela, il nous faut
d’abord avoir une idée de 'ensemble limite de ©,,, qui doit étre une
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généralisation de I'ensemble &’ lorsque G est quelconque (au lieu de G
définie par (4.1.1.2)). La norme hilbertienne || f ||% peut s’interpréter
comme 1’énergie gaussienne associée au mouvement brownien W sur
|0,1] (voir le §1.2.4), et cette énergie détermine les propriétés grandes
déviations de W. De plus, K est le noyau associé au processus gaussien
Wg(-), dont I'énergie gaussienne est J (voir la définition 4.1.2). Ainsi,
comme J détermine les propriétés de grandes déviations de Wy(+), il
parait naturel de définir I’ensemble limite de ©,, de la fagon suivante

K = {(11/1,\112) € K2, dyJ(T) + J(T,) < 1}.

4.2.2 Enoncé du résultat

Nous énoncons maintenant une loi fonctionnelle uniforme du loga-
rithme itéré pour ©,,. Pour (¥, ¥y) € B(G)?, on pose

1l (21, %) = masx { || 1 [lg, || @ lg }. (422.1)

Théoréme 4.2.3 Soient H un compact de R d’intérieur non vide,
(hn1)n>1 €t (hp2)n>1 deus suites de constantes strictement positives sa-
tisfaisant les hypotheéses (HV1)-(HV4) (voir §4.1.1), et G une classe de
fonctions vérifiant (HK1)-(HK5) (voir §4.1.1). Soit (Z;)i>1 une suite
de variables aléatoires i.i.d dont la loi sur R? admet une densité f (par
rapport & la mesure de Lebesgue). Supposons qu’il existe o > 0 tel que

f est continue et strictement positive sur ’ensemble
H® = {z eRY, inf || z — 2 ||ga< a},
zeH

oty || - ||ge est la norme euclidienne canonique sur R?. Alors on a
presque sirement

(1) Y(¥q, ¥3) € K, lim nf maX{ | Uy — W) flg; || T2 — 05 ||g } =0,
€0,

n—oo (W, 05)

1) lim  sup inf max{ Uy — U ||g: || Ty — T }:0'
( ) N0 (§,,W,)€0, (7,945)ek! H 1 Hg H 9 Hg
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En d’autre termes, ©,, est presque sirement relativement compacte
(voir §2.1.1) d’ensemble limite K' dans Uespace métrique (B(G)% |||

I

Avant de prouver le théoréme 4.2.3, nous faisons quelques remarques
concernant les hypothéses (HK2) et (HK3).

4.2.3 Une remarque sur les hypothéses du théoréme 4.2.3

Les hypotheses (HK2)-(HK3) peuvent étre rendues moins restric-
tives, moyennant quelques efforts supplémentaires. Cependant, nous
avons choisi de les renforcer, et cela dans un souci de clarté unique-
ment. Ainsi, par des arguments de translation et d’homogénéité, on
constate que les théorémes 4.2.3, 4.2.1 et 4.3.2 (voir plus loin) restent
vrais si les hypotheses (HK2) et (HK3) sont remplacées par les deux

hypotheéses plus générales suivantes :

(HK2') 3M >0, VK € G, sup,cpre | K(z) |< M,
K(z

(HK3) 3IM >0, VK € G, Vz & [-M, M]¢, ) =0.

A titre d’exemple, nous montrons que le théoréme 4.2.1 reste vrai sous
ces deux hypotheses.

Soit G une classe de fonctions vérifiant (HK1), (HK2), (HK3’), (HK4)
et (HK5). Il existe donc M > 0 tel que

VK € G, sup | K(z) |<M,

zeR4

VK € G, Yz ¢ [-M, M]%, K(z) =0.

Notons M := (M,...,M) € R Pour toute fonction réelle g sur R?,

on notera g la fonction suivante

),zERd.



Alors, la classe de fonctions
G':= {7, g € G|

vérifie les cing hypothéses (HK1)-(HKS5) du théoréme 4.2.1. Soit mainte-
nant (Z;);>1 une suite i.i.d. de variables aléatoires, dont la loi commune
sur R? admet une densité f continue et strictement positive sur une
ensemble H%, avec H un compact d’intérieur non vide, et o > 0. Soit
également (hy,),>1 une suite de constantes strictement positives véri-
fiant les hypotheses (HV1)-(HV3). Clairement on a, pour tout entier n
suffisamment grand,

H — hlM c 72, (4.2.3.1)

Un raisonnement d’analyse montre que I’ensemble K¢ peut s’exprimer

en fonction de K¢ de la facon suivante.

K = {\If1 € Ko, 30, € Kg, Vg € G, U,(7) = (2M)d/2M_1\112(g)}.

(4.2.3.2)
Remarquons enfin que, pour tout entier n > 1, pour tout h > 0 et pour
tout z € R? on a, presque slirement pour tout g € G,

B 1 (<& /Z— 2+ hYiN Z: — 2+ hYIM
60.0) =37 ( L oAt ) - (o (i)
1

1=

_ dy . p1/d 73}
MGn(g,(QM) h,z—h M). (4.2.3.3)

Considérons maintenant la suite (hy,)p>1 := ((2M)dhn> . Cette suite

n>1

vérifie les hypotheses (HV1)-(HV3) a partir d’un certain rang. D’apres
(4.2.3.1), (4.2.3.2) et (4.2.3.3) nous savons que, pour tout entier n suf-
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fisamment grand, on a presque stirement

G (g,hn,Z)
sup inf _\I}?H
Ll V2K \/2f nh log(1/h,) g
g,hn,Z)
=Ssu lnf S ‘ - v ‘
zEII;‘II2EKg geg V2f(z)nhy, log(1/hy,) 2(9)
B/
| a2 Go(g Bz —ml“a) (20M)"”
=su f a v
T Ry em | M M o
zeH V1€Kg geg \/Qf(z) og ((2M)¥/?/hy,)
d/2
< sup inf 2M H Gn( . 2) _\Ijl‘ ;
sera/2 T1€Kg \/2 f (2 + /"M Ry log ((2M)4/2 /) ’
(4.2.3.4)

Nous appliquons le théoréme 4.2.1 4 la suite (h,),>1, la classe de fonc-
tions G’ et le compact d’intérieur non vide H*/2. Comme f est continue
et strictement positive sur H, on en déduit aisément que, presque sii-

rement,

‘ G-y hp,y 2)
V2nf (= + /"3 R log (2M)42 /)

lim sup inf
n—oo zEHO‘/z \I’le g

|

Enfin, d’apres (4.2.3.4) nous déduisons que, presque siirement,

Gn(g, hna Z)
(2nh, log(1/hy)) "

lim sup inf
n—00 eq ¥26Kg

~ \111‘ ‘g 0.  (4235)

Posons maintenant, pour tout entier n > 1, hy, := (2M)~h,,. La suite
(hn)ns1 vérifie les hypotheses (HV1)-(HV3) pour tout entier n suffisam-
ment grand. Soit maintenant H C H un hypercube non vide vérifiant,
pour un réel v > 0, H' C H. Un tel ensemble H existe car H est
supposé d’intérieur non vide. Clairement on a, pour tout entier n suf-

fisamment grand,

HC H+hYM. (4.2.3.6)
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Soit maintenant Uy € Kg. D’aprés (4.2.3.2), nous savons que applica-
tion réelle ¥y définie sur G’ par la relation

Ui(g) = M) M (g), g €G (4.2:3.7)
est un élément de Kg. D’apres (4.2.3.7), (4.2.3.6), et (4.2.3.3), on a,
presque siirement a partir d’'un certain rang,
zeH \/Znh log(l/hn) g
_ hMd Nt
= inf Sup‘ Cnlgo o, 2~ For WD) —‘1’2(9)‘
2€H+hY M geg \/an( _ h,l/dM)hn log(1/hy,)
v e @)
“@myae S“p‘ 1/d M \1;2(9)‘
zeH+hy? g€ M\/Qf z—h/M)nh log (1/(2M) )
M Gnl(g, (2M)?h,, 2 2M)*
SW nf sup 51 d(" N) ) 7 _( M) \112(9)‘
2€H geg M\/an(z — hn/ M)hn log (1/(2M)dhn)
Mo G (g, 1n. 2) 7
2€H geg M\/an(z— M)hylog (1/(2M)h,,)
g e,
(2M)%? zem M\/Q f(z = b/ “M) Ry log (1/(2M )R, ’
(4.2.3.8)

En appliquant le théoréme 4.2.1 a la classe G’ a la suite (%n)nZI et au
compact de R? d’intérieur non vide H, et en se servant de la régularité
de f sur H®, nous concluons que le majorant dans (4.2.3.8) converge

presque strement vers 0. Ainsi, on a presque stirement

H Gy hn, 2)
(2nh,, log(l/hn))l/2

lim inf (4.2.3.9)
n—oo zeH

—\IJQH.
g
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En combinant (4.2.3.5) et (4.2.3.9), nous concluons que le théoréme
4.2.1 est vrai lorsque G vérifie (HK1), (HK2"), (HK3’), (HK4), (HK5).

Pour démontrer le théoréme 4.2.3, nous allons prouver séparément
la partie (i) et la partie (ii) du résultat énonce.
4.2.4 Preuve de la partie (i) du théoréme 4.2.3

La preuve de la partie (i) du théoréme 4.2.3 sera divisée en plusieurs
étapes.
Etape 1 : Subdivision de H.

Dans le but d’appliquer un lemme de "Poissonisation" (voir, plus
loin, le lemme 4.2.1), nous choisissons un sous-hypercube ouvert non

vide H' de H tel que :
P(Z1 € Hl) < 1/2

Un tel choix est possible car H a été supposé d’intérieur non vide.

Soient (a1, ..., aq) les dimensions de H'. Fixons
0 <d < min ay, (4.2.4.1)
k=1..p
et 0 <e<L

Définition 4.2.1 (Une relation d’ordre partiel) Pour deuz vecteurs
i= (i1, .. .,1,) € R et § = (j1,--.,Ja) € R on notera i < j lorsque,
pour tout Ll =1,...,p on a1 < J;.
Dans tout ce chapitre, i et fdésigneront des éléments de (N —
{0})?. Par un argument de translation, nous pouvons supposer que le
vecteur nul (0,...,0) € R? est le "coin inférieur gauche" de H', c’est a
dire
0,...,0) €H’
Vze H', (0,...,0) <z.
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Posons

Tg:=(1,1,...,1)(d — fois).

Nous divisons ensuite H' (de fagon incompléte) en sous-hypercubes
disjoints, notés

1/d

st b1 1Y Ty <7 < M, (4.2.4.2)

ou

2= 01+ WV (1 +0)i, Ty <7 < M, (4.2.4.3)

et

- ap — 0 ad — 9
iy = 0 = ([ 0] o [0 )

(4.2.4.4)
Remarquons que, comme h,; — 0 lorsque n — o0, et en vertu de
(4.2.4.1), la subdivision précédente comporte au moins un élément pour
tout entier n suffisamment grand, c’est a dire 1 < Mn Puis chaque
hypercube zz+ h,, / L I? est lui méme divisé en sous-hypercubes disjoints,

notés
Zrz+ hl/dld
avec
5 / d—= = - N
77 = 27— C—Zthj, 1g <7 < my, (4.2.4.5)
avec
o dhn 1/d]| =
My, = (mn,l, ce ,mn,d) = [( A ’1) / ]1d (4246)
n,2

D’aprés 'hypothése (HV4), on sait que, pour tout entier n suffisamment
grand, les subdivisions décrites précédemment comportent au moins un

élément, c’est a dire 1; < m,. Remarquons que, lorsque n — o0, les
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quantités suivantes vérifient

IIMM—% ) = et (4.2.4.7)

WM.—-IInmk::Hh1+d) (4.2.4.8)

Nous attirons 'attention du lecteur sur le fait que la subdivision de H’
vérifie la propriété suivante.

(@0, 0) # @, 7) = {23+ /s T 0 {255+ B/5T7 =0, (4.2.4.9)
i £ 7 = {z+ /T 0 (b =0, (4.2.4.10)

Enfin, pour tout ld <1< Mn, 1d << Mn, ld <j < m, on a
{273+ hy/s T} 0 {5+ B{ T = 0. (4.2.4.11)

Choisissons maintenant (¥, Uy) € K’ quelconque. Posons, pour n > 1
entier, pour h > O et z € H,

bt = St S (B n( ()
(4.2.4.12)

Rappelons que ¥ et U5 sont les boules de || - ||g-rayon € et de centres

respectifs ¥ et Wy (voir (4.1.3.3)). On définit ensuite les événements

suilvants.
E = (\111, Uy, €,0)
:{Lnl E \Ije} U {Ln,Q(azZJ) € \IJS}, Td < ;'< Mna
j=1
(4.2.4.13)
E, =E,(Uy,Ty,¢,6)

M, N

= JE, - (4.2.4.14)
i=1
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Etape 2 : Controle de P(FE,) par "Poissonisation"

Pour n fixé, soit n,, une variable de Poisson d’espérance n, indépen-
dante de la suite (Z;);>1 . On considére alors la version "Poissonisée"

du processus empirique

L, (K, 2) == ZK( l/d)—]E<K<Zi1—7dZ)),KEQ,z€H,

n ¥ hn,é

et plus généralement on définit

Zg 7)), g €G, (4.2.4.16)

avec par convention
0

Définissons maintenant les événements suivants.

En 7 :En ;’(\Ill, \112, (S, 6)

Hn mn Hn ',Z;“-’ . . .

f(Z*)l/Qb = U (z7) 2
]: b
(4.2.4.17)
En :En(\Ijla \1127 57 6)
M,
-|JE,; (4.2.4.18)

1

N.l
I

Nous allons nous servir du lemme de Poissonisation suivant.

Lemme 4.2.1 (Poissonisation) Soient (Fi, ..., F,) des classes de fonc-
tions de R? et soit A C R? un Borélien tel que

Vi<i<p VfeF, Veé¢A fz)=
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P(Z, € A) <1)2.
Soit B un événement mesurable pour le p-uplet de processus suivant :

(La(g)ers s (Halgy)gyez )

Alors on a

B(B | n, = n) < 2P(B).

Preuve : Notons

Tn Tn
My = Z 14(Z), ), = Z (1—14(Z)).
1=1 1=1

Ces deux variables suivent des lois de Poisson de parametres respectifs
np et n(1—p),oup:= P(Z; € A). De plus, presque stirement, n/, 4+, =
N,- On a alors

SSP((B N {n, =n—k}) N {if! = k})

Par indépendance (voir le lemme 4.2.3 plus loin), il vient que
> P(BN{m, =n—k})P(n, = k)
P(B | n,) =
Bim) B, = n)
(X P(BN{n, =n—k})) maxicpzn Py, = k)
k=1

P(n, =n)
Une étude de suite appliquée conjointement & la formule de Stirling

<

montre que

max P(n, = k)/P(n, =n) < 2.

k<n
Ainsi

P(B|n,=n) <2) P(BNm,=n—k)
k=1
<2P(B).
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Nous avons prouvé le lemme 4.2.1. [

Remarquons maintenant que, d’aprés 'hypothése (HK3), on a, pour
tout K € G, pour tout entier n > 1, et pour tous 1y < i < M,, 14 <

J = 1,
- — 2z
supp(K( hl/dl>> C z;+ hi{fld,
n,1

C— 27
supp(K( hl/‘;,]>> C 27+ h;{gld.

n,2

Ici supp(f) := {f # 0} et I9:=[0,1]%. De plus

—

({ze+mirb ol g+ mlsr}) c

1 j=1

=

n

@.l
1

et P(H'") < 1/2. Nous pouvons donc appliquer le lemme de Poissonisa-
tion 4.2.1 et obtenir la majoration suivante

P(E, ) <2P(E, ), n>1. (4.2.4.19)

Ici, pour un événement A, on note A¢ I’événement complémentaire de

A.

Etape 3 : Un principe de grandes déviations

Pour controler En, nous allons utiliser un principe de grandes dé-
viations uniforme di & Mason. La fonctionnelle J apparaissant dans
la proposition suivante est I’énergie gaussienne associée au processus
Wg. Pour plus de détails sur J, nous renvoyons a la définition 4.1.2.
Rappelons que 7j est défini dans la remarque 4.1.4.

Proposition 4.2.1 (Mason, 2003 ) Considérons le tableau triangu-

laire
< Hn,l ('a Z;)

bn’lf(z;)l/Q ) n>1, Ty<i<M,
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Considérons la topologie induite par la norme uniforme sur B(G). Sous

les hypotheéses du théoréeme 4.2.3, on a
1

Hn( Z)
Y O t: Ll f — 1 Pl ———Y—- €0 > —J(O
€ To ouver 151'_1)})13 ldirzl-lj]l\/[ oz (1/hn1) Og( ( baf ()12 = )) > (0),

1 ()
V F €Ty fermé: limsu max ——————log (P M) )Y < —J(F).
o fermé - timawp o, oo (P (g < F)) < ()

Ce principe de grandes déviations uniforme est vrai pour le tableau

triangulaire

(mf(Z**) V2L (, 2:7)
en remplagant log(1/hy, 1) par log(1/hy,.2).
Preuve : Voir [77]. O

b o m o 3
>n21,1d<i<Mn, 14=<j<my,

Un résultat analytique sur K

Rappelons que K est caractérisé par (4.1.2.3). Nous aurons besoin

du lemme suivant :

Lemme 4.2.2 Supposons que G vérifie (HK2). Soit U = Uy € K telle

que
= /ff(z)dz <1,
Rd

J(T9) < (1 —€)2J(T). (4.2.4.20)

et soit 0 < e < 1. Alors

Preuve : En remarquant que fo := fi(1 — €) vérifie J(¥y,) = (1 —
€)2J(¥y,), il suffit de montrer que || 1y, — 9y, ||g< € . Cela vient du
fait que, sous (HK2), pour toute fonction K € G on a, en appliquant
I'inégalité de Cauchy-Schwarz,

‘/f1 NEKdA| <1 x e
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Etape 4 : Preuve de la partie (i) du théoréme 4.2.3

Nous allons utiliser une propriété du processus de Poisson défini par
(4.2.4.16). Cette propriété est une généralisation de la propriété d’indé-
pendance des accroissements d’'un processus de Poisson standard. Rap-
pelons que, pour une fonction réelle f définie sur R?, supp(f) désigne

I'ensemble {f F+ 0}.
Lemme 4.2.3 [Indépendance] Soit Fi, ..., Fn une collection finie de

classes de fonctions réelles sur R? telles que

Vi # 4, V(f,9) € Fi x F;, supp(f) Nsupp(g) = 0. (4.2.4.21)
Posons 1 < g < N, et pour un entier n > 1

( fe]—‘ Zf Z))

Alors les (I1y)g=1.n sont mutuellement indépendants dans le sens sui-
vant. Pour ¢ < N, soit T, la tribu de B(F,) engendrée par les coor-
données de 11,. Alors pour tous Ay € Ty,... A, € T, on a

P(ILi() € Ar,..., TL,() € 4,) = P(I() € A1) x...xP(TL,() € 4,).

Preuve : Il suffit de montrer I'indépendance des projections coordon-
nées. Choisissons arbitrairement un jeu de fonctions f; ,, ¢ =1... N, ¢ =
1...n4 telle que V1 < ¢ < N, f;, € F,. Nous devons montrer que

{ (H1(fi,1))z-§n1; * (HN(fi,N))Z-SnN}

forme N "blocs" mutuellement indépendants. Notons ¢ la fonction ca-
ractéristique de ce vecteur aléatoire, et , pour 1 < ¢ < N fixé, notons
¢q la fonction caractéristique du vecteur aléatoire (IL;(f;4))i<n,. Il nous
suffit donc de montrer que, pour tous (t11, ..., tn, 15+« LIN, -« -y tnym) €
R™ x ... x R™ on a

A(t11, - tny 1y TN, ooy by N Hgbq Tlgy ey nqq) (4.2.4.22)
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Soit £ > 1 un entier. Comme les (Z;);>1 sont indépendants de 1, il
vient que, conditionnellement a n,, = k, le vecteur aléatoire

(Hl(fi,q))quv,ignq

suit la loi d’'une somme de k vecteurs aléatoires i.i.d de loi commune

celle de
(fia(Z1))g<nNi<n,-

Notons v la fonction caractéristique de ce vecteur aléatoire, et pour 1 <
q < N, notons 9, la fonction caractéristique du vecteur (f;,(Z1))i<n, -
Il vient, aprés application de la Formule de Bayes, en conditionnant par
rapport aux valeurs de 7,

¢(-) = exp (n(y(-) — 1)),
V1< q<N, ¢, =exp(n(yp, —1)).

Il nous suffit donc de montrer que

N

Vi = (1,15 s L ), ¢(£> —1= Z(¢Q(t;) - 1),

q=1

ol t; = (t1,g)--rtngg)s ¢ =1,...,N. Notons, pour 1 < ¢ < N fixé,

Zq = U supp( fiqg),
i=1

N
Ay =R"— (| J A
q=1

Posons aussi p, = P(Z; € A;), 1 < ¢ < N+ 1. Pour tout 1 < ¢ < N

on a donc
Yy(ty) = E(e™IE> | L7, € A} )py + (1 — py).
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En effet fy(21) = (f14(21); -, fu,a(Z1)) = (0,...,0) si Z1 & A,. De

la méme facon, en notant f = (fi1,..., fuy.n) on calcule :
P(t) = ZE M2 2y € Ag)py + P(Z1 € Ayi).
SiZy € Ajona < f, =< fq,t > par définition des A De plus,

par hypothése (voir (4.2.4.21)), on a P(Z; € Ay41) =1 — Z pg- On a
q=1
donc

,E) Z]E Z<qu1t>‘Z equ (1_qu)

q=1
N
=1+ Z(¢q(t2) -
q=1

Ceci prouve le résultat souhaité, ¢ étant arbitraire. O

Notons de fagon générale A° comme le complémentaire de 1’événe-
ment A. Rappelons que E,(Uy, Uy, d, €) est définie par (4.2.4.18) et que
E,(¥1,¥s,6,€) est défini par (4.2.4.14). Les trois étapes précédentes

nous permettent d’établir le lemme suivant.

Lemme 4.2.4 Sous les hypotheses du théoreme 4.2.3, pour tout choix
dee>0,6>0 et (V,Vy) €K ona

P( N U Eo(w,9s,6, e)) —0. (4.2.4.23)

m>1n>m

Preuve : En partant de la majoration (4.2.4.19), on a
P(ES) < 2P(E,°), n > 1.

Or, en se rappelant (4.2.4.17), on sait que

PES=F( () Bf)

1,<i<M,
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Remarquons que, d’apres (4.2.4.9), (4 2.4. 10), (4.2.4.11), pour tout
i,

Kegetpourtousld< 7<Mn, 1d<]] < m,, on a

@9 # @3 = swp( K(—22) ) nswwn (56(— 7)) =0

n,2 n,2
(4.2.4.24)
1 £ 1 supp hl/d supp hl/d ) 2.4,
n,1 n,l
et
B . L . R Z‘-"-' c— 23
VI, <7 <1y, 7.0 < M, supp(K( 1/d ))ﬂsupp<K< 1/dl>) = (.
h hn 1

(4.2.4.26)

Ces propriétés sont des conséquences du fait que pour tout K € G on a
supp(K) C [0,1]¢, d’aprés (HK3). Ainsi, (4.2.4.25) combiné au lemme
4.2.3 nous assure que les événements En’;, fd <1< Mn sont mutuelle-
ment indépendants. Il s’ensuit que, comme 1 — u < exp(—u), u > 0,

IP’( N Enf): I1 (1—P(En,z)>

on a

Ty<i=<M, Ty=<i=<M,
§exp(— Z P(Enﬂv))
Ty<i<M,
< exp( M, min_ IE”(E )) (4.2.4.27)

ld-<2-<M

De plus, (4.2.4.26) combiné avec le lemme 4.2.3 nous assure que

nin) X P(E,75),
ou ici

win = A ) € vt

Bio= U {FG) P05l 7)€ w5 ).

fd<f<7ﬁn
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Posons maintenant

o { £(22) 2 (-, 255) € \IJ} (4.2.4.28)

n,t,) 1,) 7,0
Rappelons ici que b, := (2nhn,glog(1/hn’4))1/2, ¢ = 1,2. D’apres

(4.2.4.24) combinée avec le lemme 4.2.3, nous savons que

P(E,72)=1- ] (1-P(&,z;)

Td-<5"<7_ﬁ,n
> 1— exp ( — Z P(En,f,f))
T =<j<ii,
1
> g m (1 my, X min P(En;]))

1d-<]-<m

L’inégalité précédente se déduit de I'inégalité classique 1 — exp(—a) >
1/2 min(1, a) pour tout a > 0. Ainsi,

M, min P(E, ) > M, min P(E, :)P(E, ;)
Ty=i=<M, Ty<i<M,, T4=<j<in ™ Y
1
>M, min P(E =) X —min{l,mn min_ min ]P’(Emﬁ)}
Ty=i<M, T 2 Ty=<i=< M, T4=j<mn o
1
=5 min {Mnan, Mnmnana;}, (4.2.4.29)

avec
ap 1= _min_ ]P)(En,{,l)’
14<i<M,,

, — 1 ] - =
a, = min_ _min P(E ;7).
1d<Z<Mn 1d<]<mn

Comme J(Uy) < 1et diJ(¥1) + J(¥y) < 1 (voir la définition de K’
dans le §4.2.1), il existe € > 0 suffisamment petit pour avoir

max {dl((1—e)2J(qf1)+2e'—1); (1—6)2(le(xpl)+J(qx2))+2e'—1} < —¢.
(4.2.4.30)

Nous appliquons ensuite les deux principes de grandes déviations de la

proposition 4.2.1 aux boules ouvertes respectives U§ etW§ (rappelons
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que ces deux ensembles sont définis par (4.1.3.3)). Ainsi, pour tout

entier n suffisamment grand on a

an 2 exp = (J(¥]) +¢)log(L/hn)),

> exp (= (J(W5) +¢) log(1/hn2) ).

De plus , au vu du lemme 4.2.2 et de (4.2.4.29), il vient que, pour tout
n suffisamment grand,

]_ _ ! _ p ! _ !

M, win P(E,2) > 2 min { Muh{T 7O 1, b0 00 1S 0,
1y<i<M, ’ 2 ’ ’ ’

De plus, en se rappelant (4.2.4.7) et (4.2.4.8) il vient que, pour tout

entier n suffisamment grand,

{hd1 (1-02r(w)+2¢—1) 10 (dvT(01)+7(22)) +2¢-1 }

n,2 » 19,2

1
M, min P(E > > -min

— n,t
Tg=i=M, ’ 2

On a ainsi, grace au choix de € > 0 par (4.2.4.30), pour tout n suffi-

samment grand

1.
M, min P(E :) > -h,5.
1 <i<M, ’ 2"

En revenant au début du calcul (4.2.4.27), il vient que

P(E,°) < exp ( — M, min_ P(E,;))

Ty<i<M,
<exp(—h59).

En se rappelant (HV3) on a

lim h;%/logn = oco.
n—00 ’

Ainsi, la suite (P(E5)), ., est sommable, et donc (]P’(l’i‘;))n>1 est aussi
sommable, d’aprés (4.2.4.19). La preuve du lemme 4.2.4 se conclut en
appliquant le lemme de Borel -Cantelli. [

182



Pour conclure la preuve de la partie (i) du théoréme 4.2.3, il nous
reste & controler la distance entre Ly1(+,2;) et Ly(+, 277), uniformé-
ment en Td << Mn, Td < ; < m,,. La proposition suivante jouera
un role fondamental dans cette démonstration, ainsi que dans de nom-
breuses démonstrations qui suivront. Pour une fonction réelle g sur R,
on pose

To(g) = Zg(Zi) ~E(9(Z)), g € F. (4.2.4.31)

Rappelons que N (e, F) est défini dans la définition 4.1.1.

Proposition 4.2.2 Soit F une classe de fonctions réelles boréliennes
sur RY telle que

sup Var(g(Z1)) < 7°h,
geF

avec T > 0, et telle qu’il existe trois constantes strictement positives
M, C et v vérifiant
N(e, F) < Ce™,
sup sup |g(z) |< M.
geF z€eRH

Soit p > 0 quelconque. Il existe une constante universelle Ay > 0 et un
parameétre Di(v) > 0 ne dépendant que de v tels que, pour tout n > 1

entier et pour tout h > 0 vérifiant les deuz conditions

AMvVo+1 M ho\?
Ky = max{ iy p} g( n ) L, (4.2.4.32)
T 72 log(1/h)
PR
K5 := min {T2M’ T } >h, (4.2.4.33)

on a

IF’( max || T(-) || (T+p)D1(nhlog(1/h))1/2) < dexp (—A2(§)21og(1/h)).

1<m<n
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Preuve : La preuve de cette proposition s’inspire grandement des tra-
vaux de U.Einmahl et Mason, et est basée sur deux résultats, I'un ob-
tenu par Talagrand [97] et 'autre obtenu par U.Einmahl et Mason [45].
Par la suite, (¢;);>; désigne échantillon (de Radenmacher) suivant une
loi uniforme sur {—1, 1}, indépendant des (Z;);>1.

Théoréme 4.2.4 (Talagrand, 1994) Soit F une classe de fonctions
réelles boréliennes sur R? telle que, pour un certain M>0, on a

sup sup | g(z) [< M.
gEF zeRd

Alors il existe des constantes universelles strictement positives Ay et Ay
telles que, en supposant que tous les ensembles apparaissant ci dessus
sont mesurables,

P(mmx 1Ty 172 At + E( sup | S c(Z) )))

9€F =1

< 2<exp(—A2t2/n02f) + exp(—Aﬂ/M)),
ot

0% = sup Var g(Z;).
geF

Théoréme 4.2.5 (Einmahl, Mason) Soit F une classe de fonctions
réelles boréliennes sur R?, et soit G une enveloppe mesurable de F, ¢’est

a dire une fonction vérifiant, pour tout z € R?,

sup | f(2) [< G(2).
feF

On suppose que les conditions suivante sont vérifiées pour certaines
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constantes B,v,C > 1,0 < 1/(8C).
B(G*(21)) <8
N(e, F) <Ce™”, 0 <e< 1,

0% = ElelgE( (Zl)>

1
sup su 2) [<——(no?/lo vV 1/0))Y2.
gefpzeﬁglg()\_2m( /log(BV 1/0))

Alors il existe une constante universelle Az > 0 telle que, si

sup ‘ Z €ig(Z

geF

est une variable aléatoire Borélienne, alors

E(sup | Zezg ) 1) < As(ona?log(8V 1/0)) 2

geF i—1

Dans la preuve de la proposition 4.2.2, nous utiliserons les notations
introduites dans les deux théorémes précédents. Remarquons que si

1/2
(log?lh/h)> > K1, h < Ky < 1/M7?% et h < Ky < 72, alors les deux

conditions suivantes sont vérifiées :

log(M V 1/7%h) = log(1/7-2h) < 2log(1/h), (4.2.4.34)

2M

2 1/2
nrh )) (4.2.4.35)

_2\/1) +1 <log(1/h
En combinant (4.2.4.34) et (4.2.4.35), il vient que

1/2

1 nt?h )

M= <log(M v 1/72h)

Ainsi, en choisissant 8 = M et o = 72h dans le théoréme 4.2.5, on a

< 1 no
~ V2u+ 1\ log(BV1/e)
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Ainsi, en appliquant le théoreme 4.2.5, on a

E(sup ZQ‘Q(ZZ’) ) SAgT(vnhlog(M \/ 1/72h))1/2
i=1

geF

=Asvr(nhlog(1/7°h)) 2

Le derniére égalité vient de I’hypothése (4.2.4.34). En appliquant le
théoreme 4.2.4 et en choisissant

Dl = maX(Al, A1A3\/E),
on a pour tout p > 0,

]P’( max || Ty () |[7> (7 ,0)D1(nh10g(1/h))1/2)

1<m<n

+
max || Tn(-) || 7> A1<A3¢ vnhlog(M V 1/(2h)))"/? —I—p(nhlog(l/h))1/2>)

o
1<m<n
<P max || T.(-) || >A1<E sup|Zeg —l—p(nhlog(l/h))l/Q)
- 1<m<n F !
p*nhlog(1/h) pnhlog(1/1))!/*
SQexp( Ag 2 )—I—Qexp( M )
(4.2.4.36)

Or, en supposant que Mp/7?> < K; < (nh/log(1/h))?, alors le

deuxiéme terme de 'expression (4.2.4.36) est inférieur au premier terme,

et ainsi
1/2 P’ log(1/h)
P( sup || To() [l> (r+p)As(nhlog(1/h)"?) < dexp (— 4,752,
1<m<n T

ce qui conclut la preuve de la proposition 4.2.2. []

Etape 5 : Controle d’oscillations

D’aprés 'hypothése (HK1), nous savons qu’il existe un "module de
continuité" A(J), & > 0, croissant en ¢, et vérifiant (|| - ||ge désignant
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la norme euclidienne usuelle sur RY)

iy A0 =0
sup / (K(z4wu) — K(z)) dz <A(6)%, 6§ >0
Keg, ||U||Rd§5
sup sup/ (K(Xz2) ))2dz <A(8)? 6> 0. (4.2.4.37)
1/(14+8)<A<(1+9) Keg

Rappelons que Ly, ; est défini par (4.2.4.12), que D;(-) est un parametre
apparaissant dans la proposition (4.2.2), et que H/? st la couronne
autour de H de rayon «/2 pour la distance euclidienne (voir (4.2.2.2)).

Proposition 4.2.3 Sous les hypothéses du théoreme 4.2.3 on a presque
stirement

limsup  sup || Lya(2) = Lua(s 2+shy}) [lg< 8D1(20)A(6).

n—00  zeH/?, ||s|[pa <0
Preuve : Nous appliquons la proposition 4.2.2. Posons 7, = 2% et
N, ::{nk +1,..., TLk_H}.

Pour tout entier £ > 1 posons

Fr= {f(z1)1/2 (g<.h:/5>_g(- - (Zhle/dShn’l)»’ 9€G, z€ H'P || s|lmsd me.
n,1

n,1

Soit 8 > 0 un minorant de f sur H*/2. Un raisonnement simple montre
que d’apres 'hypothese (HK4), pour 0 < € < 1, on a (voir la définition
4.1.1)

e 2
N(e, Fy) < (N(?f))
S (0222116—211) 6—21)
= Cle. (4.2.4.38)
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Soit maintenant g € G, z € H, s € R? tel que || s ||ge< 6, et n € N;,
quelconque. On a

. B 1/d
on(g, 2, 5) ::%Var<g<z;ll/d ) — g(Zl (}ZLI—/ZShn,l))>

n,1

A oAl

n,l

)=o) s

1@ / G
:;gy/(ﬂw—wmw+®Yf@+h%@Mw

Dans 'égalité précédente, nous avons effectué le changement de variable
u= h;’ll/d(y—z). Supposons sans perte de généralité que 6 < 1. Comme
supp(g) C [0, 1]¢ (hypothése (HK3)), on a

f(z+ ul[})
on(g, z,5) <A(8)? sup — | hy,
( ) ©) u€0,1]4 f(z) '

f(z + uh/
<A(5)? sup = 2h, 1
©) uel0,1)4 f(2) et

L’inégalité précédente est due au fait que d’aprés (HV1), pour k > 1
entier et pour n € Ng,
nhoy _ Mg, 1 Neerhig

hn,l = < < ~ = 2h
n n ng

Ty1,1

Par régularité de f sur H®, on a, pour tout entier n suffisamment grand

4 uptd
sm>f@f{3“” < 2. (4.2.4.39)
ueld <



Ainsi

sup Var(f(Z)) = sup o.(9,2,5)
feFr n€Ny, z€H/2, g€G, ||5||ga <0
§4A(5)2hﬁk+1,1'

Nous appliquons alors la proposition 4.2.2 avec p = 7 = 2A(J), en se
rappelant que, d’aprés (HV1) on a, pour tout n € N,

an,l Z b

Nk+1?

avec b, := (2nhy,¢log(1/hue))'/?, € = 1,2, n > 1. Rappelons que,
pour toute fonction réelle Borélienne ¢ sur R, on a posé

o) = Y o(%) - B(91%)

D’aprés les hypothéses (HV1)-(HV3) on déduit aisément que h := hy, 3
satisfait asymptotiquement les conditions (4.2.4.32) et (4.2.4.33) de la
proposition 4.2.2, avec p = 7 = 2A(9), n :=ngp1, M = 1/8, et C',
définis par (4.2.4.38). Ainsi, pour tout entier n suffisamment grand, on

a
Pk
::]P’( | sup | Lt (s 2) = Lot (-, (2 + shn1)) 16> spl(z/)A(a)bn,l)
~ zeH/?, seR, ||s||pa<d
neN
P(U s 1 Lual2) = Lol =+ shur)) [l63 Da(@))(p+ 71200,
~ zeH/?2, seR, ||s||pa<d
neN
<P(max s || Lua(o2) = Lual (e + shan)) g2 Da@')(o+ 7)bi

ne€Ny ze H/2, s€R?, ||s]|pa <6

(. max || T |52 Di(v))(p + ) (nsah, ., log(1/hs, ) 2)

1<n<ngq1

< 4exp ( — Ay log(l/hnkﬂ,l)).

IA
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L'hypothése (HV3) nous assure que log(1/hz, 1)/ logk — oo lorsque
k — oo. Nous concluons la preuve de la proposition 4.2.3 en appli-
quant lemme de Borel-Cantelli & la suite sommable (Py5)k>1, et en se

rappelant que v’ := 2v. [

Fin de la preuve de la partie (i) du théoréme 4.2.3 : Nous
rappelons que

1191, @ ||l:= max{]| €1 |lg, || T [lg}, 91, % € B(G).

Tout d’abord, remarquons que ’ensemble limite K’ est un compact de
B(G)? muni de la norme uniforme produit ||| - ||| définie par (4.2.2.1).
Soit maintenant 0 < e < 1 arbitraire. On choisit ensuite § > 0 suffisam-
ment petit pour avoir 8D;(2v)A(6/9) < €, ott Dy(-) est le paramétre
"universel" apparaissant dans la proposition (4.2.2). On inclut ensuite
K’ dans une réunion finie de boules de rayon € > 0 pour la norme

| - |||, que nous écrivons

p
K' C | B((W1, Ua)), (4.2.4.40)
k=1

avec 1C1

o~

BA((W1, W) := { (¥}, W) € B(GY" ||| 1 — W}, Wy — W [|< e},

Nous divisons ensuite I'hypercube H' de la fagon décrite dans I'étape 1
(§4.2.4). Pour 1 < k < p fixé, nous appliquons le lemme 4.2.4 au couple
de fonctions (V1 g, ¥a) pour en déduire que, presque sirement, pour
tout entier n suffisamment grand,

min  max { || Lua( 2) =W llg, || Zna( 225)—Tar llg | < e
(4.2.4.41)

Ensuite, remarquons que 'on a découpé H' suffisamment finement (voir

(4.2.4.5)) de fagon a ce que, pour tout entier n suffisamment grand, et
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pour tous Td -, Mn, Td < ; < m,, la relation suivante soit vérifiée

35, || 5 ||ga< 6Y% Loa(-, 27) = Lo (-, 24 shi/?).

) Z:] n’l

Au vu de la proposition 4.2.3 nous concluons que presque siirement,

pour tout entier n suffisamment grand,

max || Lna( %) — Lua(s 2757) llg< 8D1(20) A(6'9) < e.

-

Ty=i<M,, T;<j<,

(4.2.4.42)
Ainsi, en combinant (4.2.4.41) et (4.2.4.42), on a presque stirement,

pour tout entier n suffisamment grand,

» 4,9 77,

(4.2.4.43)
Soit maintenant (¥, Uy) € K’ quelconque. D’aprés (4.2.4.40), il existe
1 <k <ptel que

(U, ¥9) € Ee(\lfl,k,quk), 1<k<p.

Ainsi, en appliquant l'inégalité triangulaire dans (4.2.4.43), on a presque

siirement, pour tout entier n suffisamment grand,

i max{ 10, — Wy (g, || W — Wy [|g } <3e. (4.2.4.44)

La preuve de la partie (i) du théoréeme 4.2.3 se conclut en répétant
(4.2.4.44) successivement & une suite (€,,)mnm>1 tendant vers 0 lorsque
m — oo. L.

4.2.5 Preuve de la partie (ii) du théoréme 4.2.3

Nous fixons d’abord € > 0 une fois pour toutes.

Etape 1 : Discrétisation de H

Rappelons que, par hypothése, f est strictement positive et continue
sur un voisinage de H noté H* (voir (4.2.2.2)). Soit 0 < § < a/4 un
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parameétre que nous ajusterons en fonction de e. Notons (ay, .. ., aq) les
dimensions de H. Par commodité de notations seulement, nous suppo-
sons que H est un hypercube. Il s’agit en fait du pire des cas, car le
nombre de subdivisions sera le plus important. Rappelons que la rela-
tion d’ordre < est définie dans la définition 4.2.1. Par un argument de
translation, nous pouvons supposer que le vecteur nul (0,...,0) € R?
est le coin "inférieur gauche" de H, c’est a dire

(0,...,0) eH
Vze€ H, (0,...,0) <z.

Pour v > 0 fixé on pose
n) = [(1+7)", (4.2.5.1)
et

Ny ::{nk_l +1,... ,nk} sing_1 < ng (4252)

Ny, :=0 sinon.

Nous soulignons que, pour tout v > 0, I’ensemble Nj est non vide
pour tout entier k suffisamment grand. Posons ensuite ([u] désignant

la partie entiére de u)

- da da
Mk: (Mk,la-")Mk‘,d) = <|:T1d] —|-1,”_7 [Tdd} _|_1),

Ohy,, 1 Oy, 1
(4.2.5.3)
1/d 1/d
n = = nk’l 1 nk’l 1 (d _f 1 )
mg (mkyl,...,mk,d). hl/d +1,..., 1/d + 01S).
Ng,2 ng,2
(4.2.5.4)

Nous rappelons que dans tout ce chapitre, i et ;’désignent des éléments
de (N— {0})d, et que Ig:= (1,...,1) € R%. Pour Iy < i < Mj, on pose



Remarquons que, d’aprés (HV1), pour v > 0 fixé, et pour tout entier
k suffisamment grand, on a (avec I? := [0, 1]%)

Hc ) z+oni1tc (4.2.5.5)
1 =i=< M,
Pour Ty < i < My et pour 1 < j < 1, on pose

Z_:.; = Z;_ Ehnk; ‘7

Ainsi, pour tout 1; < i < Mk, on a

1/d +4 1/d rd
ﬁ_|_dhnk 1“ C U z~~+dhnk’1.

1d<.7 <My,

Remarquons que, lorsque k£ — oo,

d

My, = [[ M = 1,770 = 570, (4.2.5.6)
1=1

mp = H mg; = hi;,_21+0(1). (4.2.5.7)

Remarque 4.2.1 A partir de maintenant, tous les résultats seront
Vras pour tout choix de 6 > 0 dans la construction des z, Ty <<
M, ot Iy < j < . & > 0 sera choisi en fonction de € > 0 a la fin
de la preuve.

On introduit ensuite une suite auxiliaire d’ensembles discrets, qui sera
trés proche de (©,),>1 (au sens de || - ||g), dés lors que v > 0 a été
choisi suffisamment petit. Pour tout entier k£ suffisamment grand pour
avoir Nj # (b, pour tout entier n € N, pour tout K € G,z € H et
pour £ = 1,2 on pose

H, (K, 2) = 1/22 ( W)—E(K(%)). (4.2.5.8)

nlm
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Remarquons que, si l'on pose, pour n € N,

hn /
ng = 4.2.5.9
p 76 hn’e ( )
et
Ko(-) == K(-/8Y"), 6 >0, K € G, (4.2.5.10)

alors on a l'égalité suivante pour tous K € G,z € H, { =1,2 :

Hn,K(K7 Z) ::f(z)_lﬂGn,ﬁ(Kpn,m hn,éa Z)
=by Lo (K,, ,, 2).

On pose ensuite, lorsque Ny # (), et pour tout entier n € Ny,

e :

n

_ {(Hn,l(-,zz) Ha(, 25)

)

), ne€ Ny, Tg<i=< M, Ig<7j< mk},

bTLk,l bnk72

oll nous rappelons que
by = (2nhy o log(1/ha )2, £=1,2.

Lorsque k est tel que Ny = (), on pose O/, := ().

Etape 2 : Controle de la distance entre O,et O,

Rappelons que ©,, est défini par (4.2.0.6) et que L, s, £ = 1,2 est
défini par (4.2.4.12). Rappelons aussi que D(v) > 0 est un paramétre
"universel", ¢’est & dire ne dépendant que de v.

Lemme 4.2.5 On a, pour tout choiz de v > 0, avec probabilité 1,

lim sup sup | Lyo(Kg, z) — Ly o(K, 2) |[< 2D1(v)A(y),
n—00  1/(14v)<0<1, z€H*/2, K€G
(4.2.5.11)
limsup sup || Lne(-, 2) |[g< 8D1(v), £=1,2. (4.2.5.12)

n—00  eHa/?
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Par conséquent, pour £ =1,2 et0 <y <1 ona

I inf T, -V U, —
ISP wco T apee, | 01T T T2 Bl
1
< 16D U<A2 LA + 1——). 49.5.13

Preuve.
La preuve de |” assertion (4.2.5.11) est trés similaire a la preuve de la
proposition 4.2.3, en considérant cette fois ci, pour k& > 1 entier, les

classes de fonctions suivantes :

Fia ={ f(2) 1 (K('h:/;f) K h:—/ff))

2" <n <2 (149) T <p<L KeEQ, ZEHQ/Q}’
F2 ::{f(z)_1/2 (K(.h:/§> B K(p -h:—/5>>’

n,2

ok <2 (144 <p<l, Keg, zeHa/Q}.

Nous allons maintenant prouver I’assertion (4.2.5.12). Posons pour tout
entier k > 2, n;, := 2*, et considérons la classe de fonctions

-—Z

jfk,l = {f(z)_1/2K<hl/d), KegG, ze H?, 7, <n§ﬁk+1}.

n,l1

En utilisant des arguments similaires & ceux de la preuve de la pro-
position 4.2.3, il vient que, pour tout entier k suffisamment grand on
a

sup Var(f(Z1)) < 4h
fefk,l

(4.2.5.14)

Npy1-
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Soit 8 > 0 un minorant de f sur H*/2. Un raisonnement simple montre
que d’aprés 'hypothese (HK4), pour tout 0 < e < 1, on a

2
N(e, F) < (N(%f))
S (0222116—211) 6—21)
—:C'e™". (4.2.5.15)

Nous rappelons que N (e, F) est défini dans la définition 4.1.1. D’apres
(HV1) et (HV2), et dapres (4.2.5.14), Fjq vérifie les hypotheses de
la proposition 4.2.2, avec M := 1/, h := hy, 1, T := 2, p := 2, pour
tout entier £ suffisamment grand. Nous appliquons alors la proposition
4.2.2 pour avoir, dés que k est suffisamment grand, (7), est défini par
(4.2.4.31), G, 1 est défini par (4.2.0.7) et L, 1 par (4.2.4.12)),

Py =P( | SSEHLn,ngstl(v))

N <n<mji1

P( U sl ) CualK,2) llo= 4Da(v) x 20,.1)

N <n<Tji1

(4.2.5.16)

gP( max || T,(g) ka’lZ Di(v)(p + T)bﬁk-i-l;l)

1<n<ngy

§4€Xp ( — A log(]‘/hﬁkJrl))

D’apres (HV3), log(1/hs,,, )/ 1ogy(Ng41) — oo lorsque & — co. On en
conclut aisément que IB;W est sommable en k. En appliquant le lemme
de Borel-Cantelli, (4.2.5.12) est démontrée lorsque ¢ = 1. La preuve
pour £ = 2 est identique.

Nous prouvons maintenant (4.2.5.13). Soit k un entier tel que Ny # (),
soit n € Ny et soit z € H. D’apres la construction des z; et des Z 7

(voir §4.2.5), il existe Iy < i = i(2) < My et Ty < 7 = j(2) < 17 tels
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que
| 2 — 27 |lre<Ohn, 24 < 6hna', 2, € HYP, (4.2.5.17)
|2 = 21, 70 || gt <Ry, 2" < Shi o', i 7)€ HY?. (4.2.5.18)

En appliquant I'inégalité triangulaire, nous avons, pour tout K € G, en
se rappelant que pp1 := hy, 1/hn 1,

Hﬂl(K’ ZT) Gn I(K) Z)‘ bnl
) v > : Ln K y B2 —Ln K’ o
bt P Py | by | LaBen ) = Loalf )
bn
+(1-5 L) | Loy (K, 2) |

Ngt1,1
- =

+ | L1 (K, ) — Lyi(K, 2) |, @ =i(2)
=:A,(K,2) + B,(K, 2) + C,(K, 2).

Nous controlons d’abord A, (K, z). Remarquons que, dés lors que k est
suffisamment grand, on a, d’apres (HV1), (1+2y)™' < p,1 < 1 pour
tout n € Nj. Ainsi, par croissance de b, 1 et d’aprés (4.2.5.11), on a,
pour tout entier k£ suffisamment grand et pour tout n € Ny,

sup  An(K,z) < sup | Ly (K, 2) — Ln i (K, 2) | .

Keg, 2eH Keg, 2€H,(1+2y) 1 <p<1
(4.2.5.19)

Ainsi, en appliquant (4.2.5.11), il vient que, presque stirement,

limsupmax sup | A,(K,z2) |< 8D1(v)A(27). (4.2.5.20)
k—oo TE€ENk KeG, zeH

Pour controler B, (K, z), remarquons que, pour tout k suffisamment
grand et pour tout n € Ng, on a

(1 o bnk_l,l) S (1 . bn,l

nk,l nk,l

) <1 (4.2.5.21)

De plus, en se rappelant que ny := [(1—|—7)k], k> 1, et d’apres (HV1),
on a b .
lim inf —4=t1 >

k— o0 bnk,l _\/1—|—’)/‘
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En combinant (4.2.5.21) et (4.2.5.22), il vient que, pour tout entier &
suffisamment grand et pour tout n € N, on a presque stirement,

1
su B,(K,z) |< (1l — ————)sup || Lyi(-, 2 .
Lo BK,2) | (1= ) sup | Lua( )
En appliquant (4.2.5.12), il vient que
1
limsupmax sup B, (K, z) |<8Di(v)(1 — . (4.2.5.23
koo "N Keg, zeH‘ (5.2 1@)( 1+27) ( )

Nous contrdlons maintenant C), (K, z). Pour cela nous rappelons la rela-
tion (4.2.5.17), et nous appliquons la proposition 4.2.3 pour en déduire
que, presque stirement,

limsupmax sup | Cy(K,z2) < 8D;(v)A(9). (4.2.5.24)
k—oo NENk K€G, zeH

Puis en combinant (4.2.5.20), (4.2.5.24) et (4.2.5.23), on en déduit que

presque strement

>Zz<z>)_ Gpa(2)
k1 f(2)1/2by

‘ < 8D1(’U)(A(5)+A(2’)/)—|—(1—
(4.2.5.25)

Par un raisonnement similaire, on montre que, presque siirement,

lim max sup H
k—o0 nGNk 2eH

7))

n2( % <z>,f(z>)

nk2

lim maxsup H

<8D1(v) (A(d) + A(27) + (1

mb ol
(4.2.5.26)

V14 2*)/)>
En combinant(4.2.5.25) et (4.2.5.26), on voit que (4.2.5.13) est démon-
tré. U

Etape 3 : Etude de ©/,
Nous définissons le sous-ensemble suivant de B(G)>.

K = {(\1;1,\1/2) € B(G)?, diJ(0y) + J(T,) < 1}.
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Rappelons que 'on a défini la norme suivante
1191, s [[J:= maxc { || @1 [lg, || 2 |lg }, 1,05 € B(G)®

Nous définissons le voisinage de X pour la norme ||| - ||| de la fagon
sulvante :

/Cﬁ::{\p,xp B(G)?, inf |[|U -V U,V <}.
(W1, ¥y) € B(G) (mgﬂi)en‘|| 1 — U, Uy =0 [[< €

Rappelons que Di(v) est un parameétre ne dépendant que de v (v est
défini dans (HK4)), dont Iexistence est assurée par la proposition 4.2.3.
Nous allons montrer dans un premier temps que, pour tout choix de
~v > 0 suffisamment petit et pour tout choix de § > 0, on a, presque

siirement & partir d'un certain rang,
/ 4D (v)e
0, CK :

Nous utilisons les notations de la proposition 4.2.3. Définissons les évé-
nements suivants, pour k > 1 tel que Ny # 0, et pour n € N

= = Hpa(, %) H"Q("Z?J) 4Dy (v)e
B, 5= Buse _{( o )gé/c } (4.2.5.27)
U3 ng,
E,=E...= |J | E.iz (4.2.5.28)
Td<Z<Mk de<mk
E,=E,. = |J E. (4.2.5.29)
’nENk

Pour tout entier k tel que Nj # () et pour tout n € Ng, on définit

Hn,2 ('7 Z;J

)

An = An,e
= { max ‘anﬂ,l('azf) . Hn,l('azf), Hn’“H’Q(.’ZZJ?) _
Td<Z<Mk, Td-<.;-<’l’?lk bnk,l bnk,l bnk,Q
< 2D1(v)e}. (4.2.5.30)

Nous commencons par établir le lemme préparatoire suivant. Rappelons
que ny, == [(1+7)*], k> L.
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Lemme 4.2.6 Soit € > 0 fizé. Sous les hypothéses du théoreme 4.2.5,
il existe yo(€) > 0 tel que, pour tout choiz de 0 < v < vo(e), il existe
un rang ko, tel que

Vk > ko, Vn € Ni, P(Ay,) > 1/2.

Preuve : Soit k un entier tel que Ny # (), et soit n € N quelconque.
Notons A¢ le complémentaire d’un événement A. Rappelons que M, et
my, sont définis respectivement par (4.2.5.6) et (4.2.5.7). On a
P(A) < M _max P( | Hupa(,2) = Hoa(2) > 2D1(0)ebi, 1)

1d-<l-<Mk

+ my, max P( | Hp,2(-, 277) — Hyo(s, 222) ) > 2D1(U)6bnk,2>

- - ST S 77, ’ 7,
1d<Z<Mk,1d<]<mk

=: Ma,, + myc,. (4.2.5.31)

Nous allons montrer que, si I'on choisit v > 0 suffisamment petit, alors
cette quantité tend vers 0 uniformément en n € Ny, lorsque k — oc.
Pour cela, considérons la classe de fonctions suivante :

Fo={re K (), K eg,z e mo).

nk,l

Soient K € G et z € H. En effectuant le changement de variable
wi=h (y — 2), il vient que

nkl

Var(f(Z)_1/2 K(Zlil/_dz>> S/ (K<hl/d ))2;836@

nk,l

1/d

f(z+h,' ju
_hmlfKQ ’;“ ) tu

Comme f est continue est strictement positive sur H¢, et d’apreés
(4.2.4.39), (HV1), (HK2) et (HK3), on a, pour tout entier k suffisam-

ment grand,

sup Var(g(Z1)) < 2hy, 1. (4.2.5.32)
geF,
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Soit A > 0 un minorant de f%/2 sur H*/?. Remarquons que JF;. vérifie,
pour tout 0 < e < 1, la condition (d’aprés (HK4))

N(e, FL) < N(e8,F) < CB " := Ce . (4.2.5.33)

De plus, pour tout entier k suffisamment grand, et pour tout Ty <1<
Mk, comme z; € H? on a

P(‘ ‘an,l('? Zf) - Hn,l('? Z?)

G > 2D1(U)Ebnk’1)
Ny,
S]P’( sup | Z 9(Zy) |> 2D1(’U)€bnk’1>.
9€F; k=n+1

Ainsi, d’aprés (4.2.5.31) on a, pour tout entier k suffisamment grand,

uniformément en n € Ny,

i
a, < IP’( sup | Z 9(Zx) |> 2Dlebnk’1).
S k=n+1

Rappelons que
Tug) =Y 9(Z) —E(9(2)), g€ 6.
i=1

Choisissons 0 < v < €2 pour avoir €(1 4 4)¥2471/2 > 1. On a alors,

pour tout entier k suffisamment grand, uniformément en n € N,

N

an SIP’(sup > 9z |2
9€F% k=n+1

2D (v)e(1+ Y2, v (12
) bn 1

n

e(1+ 7)1/ v \1/2
(g 55 s (2

(14 )12 Y oo\1/2
SIP’( | T || 71> (T + 1>D1(U)(T’y) / buy1 |-
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Dans l'inégalité précédente, nous avons utilisé 1’égalité en loi suivante.

=t (Tun(9))

Ng

( > Q(Zz')>

cFl
i=n+1 9"k

geF,,
Remarquons ensuite que, lorsque & — o0,

N — Np_1 ~7Y N, (4.2.5.34)
(L2, 1 o (g — eV, 1 log(L b)) e (42535
) e (e = mia 1 Tog(1 /o) (42539
D’aprés (HV1)-(HV3), et d’apres (4.2.5.34), il existe un rang k; , tel
que, pour tout entier k > ky . h := hy, 1 vérifie les hypotheses (4.2.4.32)
et (4.2.4.33) de la proposition 4.2.2, avec M := 1/5, n := ny — ngp_q
pi=2e(1+ )27 12 1= 2t C,v définis par (4.2.5.33), ainsi que
I'inégalité suivante (d’aprés (4.2.5.35)) :

Yoo\1/2 1/2
(=), 1 < 2<(nk - nk_l)hnk,llog(l/hnk,l)) . (4.2.5.36)
L+~
Il vient que, pour tout entier & > k1, on a, uniformément en n € Ny,

e(1+7)?
12

2¢(1 + v 1/2 1/2

< IP’( | ((71—/2) + 2) D1 (v) (g — ni—1) B 1 log(1/ B 1)) / )

= IP’( max || T 17> (p+ 7)D1(v) ((nr — 1p—1) Ay 1 log(l/hnk,1))l/2>

m=1,...ng—nk_1

Qnp SP( H Tnk—n Hf,gZ ( + 1)D1(U) (L)I/ank,l)

14+

Nous appliquons ensuite la proposition 4.2.2. On obtient ainsi, pour
tout entier k suffisamment grand,
P2
<aexp (= Az(2)"10g(1/ ) )
maxa, <dexp ( — Az(7)" log(1/ 1)

e(1+7)

<4 exp ( — Ay log(l/hnkyl)).

Si 0 < 7y < 2¢2/As, alors lorsque k — 0o on a

_ 2
max ay = 0(hy, 1),
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et donc, d’apres (4.2.5.6),

lim max Mga, = 0. (4.2.5.37)

k—o00 neN

Remarquons ensuite que les mémes arguments peuvent s’appliquer en
remplacant hy,, 1, b, 1 Par hy, 2, by, 2, ce qui permet de déduire, par une
méthode similaire, que, si v > 0 est suffisamment petit, alors

lim maxmyc, = 0. (4.2.5.38)

k—o0 nEN;

La preuve du lemme se conclut en combinant (4.2.5.37) et (4.2.5.38).0

Le lemme précédent a été établi dans le but d’appliquer une in-
égalité maximale classique de type Ottaviani. Nous rappelons que les
événements F,, ., E;’e et A, sont définis respectivement par (4.2.5.28),
(4.2.5.29) et (4.2.5.30).

Lemme 4.2.7 Sous les hypothéses du théoréeme 4.2.3, pour tout choix
de 0 < v < yole), il existe ky tel que

Vk >k, P(E}) < 2P(E,, /).

Fixons 0 < v < 7y(€). Grace au lemme 4.2.6, on choisit ko(7y) tel que,
pour tout entier k > ko(y), on ait

Vn € Ng, ]P’(An,e) > 1/2. (4.2.5.39)
Posons
B, = En’e — U E.
np+1<l<n-—1

En vertu de (4.2.5.39) on a, pour tout entier k > ko(7),

1 — 1 & =
n=ng_1+1 n=ng_1+1
Puis remarquons que A,, et B,, sont indépendants, et que
A,NB, CE,_ NB,.
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Ainsi

R _
SP(E) < 5P(Busen J Bu) SP(Eyep)0

n=np_1+1

Nous allons maintenant établir un principe de grandes déviations
uniforme (voir la définition 3.2.2 dans le §3.2.2) pour un tableau trian-
gulaire de couples de processus empiriques "Poissonisés". Considérons

les versions ""Poissonisées"
’ N :
(an,l(-, z2), iy 2(- ,z;;)) de (Gnk,1(-, 27), G, 2+, z;};)), c’est a dire

Nny,

ZZ'—ZT*
nka K z ZK( l/d ) ]E(K( hl/d Z))’
nk,l ng,1
—z—»—» ZZ—Z;;
I, 217) = zK< ) ~E(K (5 )
nk,2 N ,2

Nous soulignons que, d’aprés la construction des 27, 27 Iy <7 <

My, Tq < j < iy, et dapres (HK3), on a , pour tout entier k suf-
fisamment grand, pour tous Ty <1< Mk, T, < ; < my, et pour tout

K eg,
supp (K(}L:/dzg)) N supp <K<;TZ;U>> = ().

Nk, 1 nk,2

En en déduit d’apres le lemmeq4.2.?i que, pour tout entier k suffisam-
ment grand et pour tous 14 <7 < My, 14 < 7 < my,
I, 1(, 27) L1, 0(: ,z;;) (4.2.5.40)
Pour (¥, Uy) € (B(g))Q, rappelons que
1| W1, @y [[|:= max { || Y1 [lg, || P2 [|g }-

Rappelons aussi que la fonction de cotit J est définie dans la définition
4.1.2. La proposition suivante est vraie quel que soit le choix de v > 0,
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et quel que soit le choix de 0 < < a/4 pour construire la subdivision
de H (voir §4.2.5).

Proposition 4.2.4 Dans [’espace (B(Q)Q, lixnii ), le tableau trian-
gqulaire

<(Ih““”zﬁ Hmﬂﬁ7%ﬁ))>
bnk,lf(zf)l/Q, bnk,Qf(Z;’j)l/Q n>1, fd<Z<Mk, Td<]<mk

satisfait le principe de grandes déviations uniformes pour le tableau
1

— la fonction de
log(l/h”k’2) ) n>1, ]Td<i<Mk ,fd<j<n'ik}

triangulaire de vitesses
cott

Jl(\Ifl, \Ifg) = dlj(qfl) + J(\Ifg),
et pour la tribu engendrée par les projections coordonnées de (B(g)Q, i

|| ) (voir remarque 4.1.4).

Preuve : En appliquant la proposition 4.2.1, et en se rappelant que,
par 'hypothese (HV4), lorsque k — oo,

log(1/hn,1) = (14 0(1))d1 log(1/hn, 2),
il vient immédiatement que les tableaux triangulaires

( an,l('v ZZ)

by 1f (2)Y 2>n21, <7<y, Ty<j<ie

et

( o2, 21 )
b 2f (273)V2) 021, Taxi<it, Ta<j i

satisfont le principe de grandes déviations uniforme (GDU) pour le ta-
bleau triangulaire de vitesses (voir la définition 3.2.1) (log(1/hn, 2)). -, T <P<il,. Ty<i<ii
et pour les fonctions de coftit respective J et diJ. Puis nous appliquons

le théoréme 3.3.4, ce qui est possible d’apres (4.2.5.40).00
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Comme J est semi-continue inférieurement sur (B(G), || - ||g ). on
en déduit que J est semi-continue inférieurement sur (B(G)2, ||| - ||| ).
Ainsi pour € > 0 fixé il existe ay > 0 tel que

J (B(g)2 - IC2D1<“>E) > 1+ 2a;. (4.2.5.41)

Posons £, z=et &, comme les analogues de E, =~ et E,, (voir (4.2.5.27)
et (4.2.5.28)), en remplagant les processus empiriques par leur versions

Poissonisées, c¢’est a dire

6z = Ennge o= { (Rt Toe2U 5Dy g jeancl 495,09

n JZ.J-
kot bnk,l bnk,2

En=e= | U &, (4.2.5.43)

Ty<i<M;, Ta=<j<miy

(4.2.5.44)

Nous appliquons le lemme 4.2.7, il vient que, pour tout choix de 0 <

7 < Yo, et pour tout entier k suffisamment grand, (Mk et my sont
définis par (4.2.5.6) et (4.2.5.7))

IF’(E,’%6> < 21P><Enk,€/2) (4.2.5.45)

<oMpmy max  P(E,i5)-  (42.546)

Tg=<i< My, Tg=<j =i,
1, <

i < Mk, 1; < ; < my, il vient que, pour tout entier £ suffisamment

En appliquant le lemme de "Poissonisation" 4.2.1 & chaque Enk PFe/2

grand,

P(E,g(d) < 4Mpmy ~ max P(Enk ;;6/2).

T =<i= My, Tg=7=<m

D’aprés la proposition 4.2.4 et d’aprés (4.2.5.41) on a, pour tout entier
k suffisamment grand,

A Mimy, _ . max ]P)(g k;;€/2) < 4Mkmkh(1+al)-

_ 5 - n ’I’Lk,2
1g=<t<Mjp ,14<3<mg
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Or Mymy = h;klgo(l) lorsque k — oo (voir (4.2.5.6) et (4.2.5.7)).
D’aprés (HV3) on déduit que, pour k suffisamment grand
4
P(Ei(e) < 2o
hnllf,l
D’apres (HV3), nous savons que, pour tout entier k suffisamment grand,

on a
4 1

]P’(E,’c(e)) < % < =X
Nous rappelons la définition des trois ensembles suivants :
K ::{\IJ € B(G), J(¥) < 1},
K ::{(xpl, U,) € B(G)?, diJ(Ty) + J(Ty) < 1},
K/ ;z{(xpl,\lfg) € B(G), J(0)) < 1, dyJ(Ty) + J(Ty) < 1}
:<K X B(g)) nK.

Nous soulignons que K est un compact de (B(G),|| - ||g ) et que K et
K’ sont des compacts de (B(G)% ||| - ||| ), d’aprés la propriété 5.1.1. En
appliquant le lemme de Borel-Cantelli a la suite sommable (P(E}, )r>1),
on conclut que, pour € > 0 fixé, si 0 < v < ., alors on a presque

siirement, pour tout entier n suffisamment grand,
/ 4D
e c Kwe,

En appliquant le point (4.2.5.13) de la proposition 4.2.5, nous dédui-
sons, via l'inégalité triangulaire, que 'on peut choisir v > 0 et § > 0
suffisamment petits pour avoir presque stirement, pour tout entier n

suffisamment grand,
e c KD,
Autrement dit, on a presque stirement,
limsup sup inf ||| (¥ — ¥}, Uy — ) |||< 8Dy (v)e.

n—oo  (Iy,0,)€0, (¥1,¥5)eX
(4.2.5.47)
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D’autre part, en appliquant le théoréme 4.2.1, nous savons que, presque

stirement,

Gn1(° Z)
——\IJH —0. 42.5.48
H b g~ (42.:5.48)

lim sup inf

n—o00 e YeK n,1

Nous allons montrer qu’en combinant (4.2.5.47) et (4.2.5.48), on peut
conclure la preuve de la partie (ii) du théoreme 4.2.3.
Soit (¥q,¥s) € B(G)? quelconque vérifiant a la fois

inh (=0, 0 — W) [[|< 8D (v)e (4.2.5.49)

et
inf || U3 — ¥ ||< 8Dy (v)e. (4.2.5.50)
ek

Par définition et par compacité de K, et d’apres (4.2.5.49), il existe
(U}, W) € B(G)? vérifiant diJ(¥)) + J(¥h) < 1 et tels que

I (1 = W5, Uy — Wy) [[[< 8Dy (v)e.
Si J(¥]) < 1, alors on a automatiquement (¥}, U}) € K', et donc

il (0= W % — ) < 8D (v)e.

Si J(\If’l) > 1, alors, d’apres (4.2.5.50), et par compacité de K, il existe
U, € B(G) vérifiant

| Uy — Uy ||g< 8Dy (v)e.

Or, comme 0 < J({Ivfl) < 1J(¥y), il vient que ({Ivll, U)) € K et, d’apres
(4.2.5.49) et (4.2.5.50), on conclut que

1| (1 — Ty, Wy — Th) [||< 8Dy (v)e,
ce qui implique que

im0 = W, % — ) [|< 8D (v)e.
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On a donc montré que, si (Uq, ¥q) vérifie a la fois (4.2.5.49) et (4.2.5.50),
alors

i (= 9,0 — ) 1< 8D (v)e

On en déduit donc, en combinant (4.2.5.47) et (4.2.5.48), que l'on a
presque stirement

lim su su inf U, — 0, Uy — U |||< 8Dy (v)e.
mawp s it (0 ¥ ) 1< 8D

(4.2.5.51)
La preuve se conclut en remarquant que € > 0 est arbitraire, et que
D;(v) ne dépend aucunement de € > 0 (voir (HK4) ainsi que la propo-
sition 4.2.2 pour plus de détails).]
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4.3 Uniformité en la taille de fenétre

4.3.1 Présentation du probléme

Dans ce sous-chapitre, nous continuons 'étude de G, (-, h, z), objet
défini dans le §4.1.1. Nous invitons le lecteur & prendre connaissance
des définitions et notations que nous avons introduites dans les §4.1.1,
4.1.2 et 4.1.3. En pratique, la taille de fenétre n’est pas choisie a priori,
mais plutdt en fonction des données, dans le but le plus souvent d’amé-
liorer le biais de l'estimateur a noyau de la densité. Ainsi, la taille de
fenétre devient une variable aléatoire dont on ne connait pas a priori le
comportement. C’est pourquoi il parait intéressant d’étudier la consis-
tance uniforme et la vitesse de convergence de 'estimateur a noyau de
la densité centré, en s’autorisant de faire varier la largeur de bande h
dans un intervalle [hy, h,,] C]0, 1] le plus large possible. U. Einmahl et
Mason [46] ont établi un résultat pionnier dans cet axe de recherche en
établissant le résultat de consistance suivant pour une classe d’estima-
teurs construits selon la méthode du noyau. Rappelons que N (e, F) est
défini dans la définition 4.1.1.

Théoréme 4.3.1 [Einmahl, Mason, 2000/ Soit ((Xi, Yl)> une suite
i>1
ii.d de v.a. & valeurs dans R telle que Xy admette une densité

bornée. Soit K une fonction réelle sur R¥™". Pour z € R? et h > 0,
POSONS

1 i T — Xz
gn,h(x) = %;K(W,Y;) (4.3.1.1)
On suppose de plus que la classe
F = {K(z ), zeRY A 0}

satisfait

N, F)<Ce’ 0<e<]1,
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pour deuz constantes C' > 0 et v > 0. Alors pour tout choix de ¢ > 0,
il existe une constante G(c) > 0 telle que, presque sirement, on a

¥ vh | gnn(z) — E(gnn(2)) |
im sup
N clogn p oy peRd V/1og(1/h) +logyn

=G =:G(c).

Preuve.
Voir [46]. O

Nous nous intéressons au cas de l'estimation de la densité, c’est a
dire au cas ot K est constant par rapport a son second argument. On
sait, d’apres le théoreme 4.2.3, que lorsque l'on ne considére qu’une
suite de tailles de fenétre (hy,),>1 vérifiant les conditions de Csorgs-
Révész-Stute (HV1)-(HV3) (voir §4.1.1), on a presque strement, sous
les conditions du théoréme 4.2.3,

Gl b,
lim sup M Cnl A lle g (4.3.1.2)
n—00 zeH V2f(z)nhylog(1/h,)  wek

Ainsi, lorsque les G(-, hy, z) sont indexés par la classe {K}, ou K
est une fonction réelle & support compact et a variation bornée, alors
(4.3.1.2) devient

. | Gu(K b, 2) |
lim sup =
n=% e \/2f(2)nh, log(1/h, )

/K2(z)dz = G. (4.3.1.3)

Rd

Cette constante G ne dépend pas de la vitesse h,, sous les conditions
(HV1)-(HV3). Nous allons montrer que (4.3.1.3) reste vraie uniformé-
ment en h, < h < hy, ot (hy)n>1 et (hy)y>1 sont deux suites vérifiant

(HV1)-(HV3) (voir §4.1.1). Autrement dit, sous les hypothéses du théo-
réme , on a presque sirement 4.2.1,

- h ~
lim sup 1GuCh2) e /K2(z)dz =G.
N <h<hy, 2€H \/2f (z)nhlog(1/h)

]Rd

(4.3.1.4)
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Le résultat que nous présentons est un résultat fonctionnel, dont (4.3.1.4)
sera une conséquence. Nous rappelons que, pour une classe de fonctions
G vérifiant (HK4), 'ensemble K := K¢ est décrit dans le §4.1.3, et qu’il
s’agit de la boule unité de I'espace autoreproduisant associé au proces-

sus gaussien centré dont la fonction de covariance est

Cov (Wg(K), Wg(K')) / K(2)K'(2)dz, K, K' € G.

Pour plus de détails, nous renvoyons a la définition 4.1.2. Rappelons
également que, pour toute une fonction réelle ¥ définie sur une classe
de fonctions F, on a posé

| U ||z:=sup | ¥(f) | . (4.3.1.5)
feF

Théoréme 4.3.2 Soient (hy)ps1 et (hy)ps1 deuz suites de réels ve-
rifiant (HV1)-(HV3), et soit G une classe de fonctions réelles sur R?
vérifiant (HK1)-(HK5). Soit H un compact de R? d’intérieur non vide,
et soit (Z;)i>1 une suite de variables aléatoires i.i.d dont la loi sur R
admet une densité f (par rapport a la mesure de Lebesgue). Supposons
qu’il existe a > 0 tel que f est continue et strictement positive sur
[’ensemble

He = {z €RY, inf || 2= 2 |jpa< a}, (4.3.1.6)
z'e

oti || - ||ga est la morme euclidienne canonique sur RY. Alors on a
presque sirement

(¢) lim sup H G, 1 2) — H
0 <h<h,,2€H wek \/2f nhlog(l/h)) g

"k
(@) V¥ €K, lim  sup H %) \I!H
N0, L i sen \/2f nhlog (1/h) g

Preuve.

La preuve est naturellement divisée en deux parties. Dans le §4.3.2
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nous démontrons le point (i) du théoréme 4.3.2. Dans le§4.3.3 nous
démontrons le point (ii) du théoréme 4.3.2.

4.3.2 Preuve de la partie (i) du théoréme 4.3.2

Nous éviterons de donner trop de détails dans les parties de démons-
tration similaires & celles du théoréme 4.2.3. Fixons € > 0 une fois pour
toutes. Nous allons montrer que, presque stirement,

Gn " ha
lim sup inf H ( ?) — \IJH
n00  <h<hyeH TEK \/2f(z)nhlog(1/h) g

< de. (4.3.2.1)

Etape 1 : Subdivision

Nous introduisons les parameétres suivants, que nous ajusterons en-
suite en fonction de € > 0 pour obtenir le résultat voulu. Soient v >
0, 0 <d < a/4 (voir (4.3.1.6)) et 1 < XA < 2 des paramétres que nous
ajusterons en fonction de € > 0. Posons, pour tout entier & > 0,

ng = [(14+ 7). (4.3.2.2)

Pour tout entier £ > 1, nous considérons la discrétisation suivante de
Vintervalle [hy,,, by, ] D [P, o).

hv(”LRk) ::/I\'/Lnkfl
h) =Nh,, 1=0...Ry -1, (4.3.2.3)

ol R;. vérifie la condition

Ao, < h, < Ah, (4.3.2.4)

Nk—1

c’est a dire, [u] désignant la partie entiére de u,

. [log(%nk—l /hn,)
L Tog(V)

| +1. (4.3.2.5)
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Pour 0 < [ < Ry, on inclut H dans une réunion de cubes disjoints,
1/d
d’arréte d_l(éhg,z) , NOtes

/

1/d
Traj o= {zny +d 7 (0R)0,1)%} 1 < j < (4.3.2.6)

de fagon a avoir les inclusions suivantes pour tout entier k > 1 et
pour tout entier [ = 0... Ry (rappelons que 0 < 0 < «/4 et que
h, <1,n>1).

Jy
H C U Fk,l,j C Ha/2. (4.3.2.7)
j=1

Remarquons que, comme la construction (4.3.2.6) impose que les I'y; j, 1 <
7 < J; soient disjoints pour tout entier £ > 1 et pour tout 0 <[ < Ry,

on a toujours
C

Jl S R
hY

k>1,0<1<Ry, (4.3.2.8)

ou C := C(6) dépend uniquement de 6 > 0 et des dimensions de H.
Pour tout entier £ > 1, posons

Np = {nk_l +1,... ,nk}, (4329)

lorsque ni_1 < ng, et Nj := () sinon. Nous soulignons que, quel que
soit le choix de v > 0, 'ensemble V; est non vide pour tout entier k£
suffisamment grand. Pour € > 0 et A C B(G), nous rappelons que

€ .__ . o\
A = {qfezs(g), inf || w—v |\g<e}.
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Notre preuve commence par la décomposition suivante, pour k > 1 fixé,
suffisamment grand pour vérifier Ny, # (Z)

ner U (e a)

NEN WE [ on] € H (2f(= ”hlog(l/h))

Gn(-, h,2) i
T ] zeHneN {(Qf(z)nhlog(l/h))1/2 PE })

0<I<Ry, 1<]<Jl, neN (2f(zk,l,j)nkhnk log(1/hn,

<=(,
P( { GTL(.JZ(%)ZIS,ZMJ) (l)))l/2 # K26}>
(

o hy 2)
+P max sup H 7z
nEN,0<I<R,—1,1<j<J; hif,)cghgh%,j”,zerk,u nhlog(l/h))
Gn(7 h7(1l]3) Zkl])
- 0101/ 1/2Hg > 2
(2 (2k.0.5) 18Ty Log (1/ hary))
=: Pl,k + ]P)2,k. (4.3.2.10)

Notre but est de montrer que la suite (P;)z>1 est sommable, pour en-
suite appliquer le lemme de Borel-Cantelli. Pour cela, nous procéderons
en deux temps. Nous allons d’abord montrer que, pour tout choix de
~v > 0 suffisamment petit dans 'expression des ng, k > 1, et pour tout
choix de A > 1, 0 < § < a/4, la suite (P ;)g>1 est sommable. Ensuite,
nous montrons que, pour un choix judicieux de vy > 0, A > 1, § > 0
suffisamment petits, la suite (Pgx)r>1 est sommable.

Etape 2 : Controle de P, » par Poissonisation

Nous controlons ici P1j, en appliquant des techniques d’association
par blocs et des techniques de Poissonisation. Le lemme suivant nous
permettra d’appliquer un raisonnement de controle par blocs similaire
a l'inégalité d’Ottaviani (voir proposition 5.6.1).

Lemme 4.3.1 Sous les hypotheses du théoreme 4.5.2, pour tout choix
de € > 0,0 > 0,\ > 1, il emiste yo, > 0 tel que, pour tout choix
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de 0 < v < Yo, ol existe un entier ko, vérifiant, pour tout entier
k Z kO,(—:,’y:

P Gm('vhgzzazk,l,j)
0<I<R 1<'<I51a}1(< < —Tip_ (1) (1)
Stehy, 1<y, Ismsng=ng— (2f (#zk1,5) i, log(1/ hn,

ng

))1/2Hg ” 6) <1/2

Preuve. Il suffit de montrer que, pour tout choixdee > 0,9 > 0, \ > 1,
il existe 79 > 0 tel que, pour tout choix de 0 < v < g, il existe un
entier ko .. vérifiant, pour tout entier & > kg -,

G-, hglz, 2k15)

1/2
(2f (z10)nh D log (1/R0)) Y
Pour tout entier £ > 1 et pour tous 0 <[ < Ry, 1 < 5 < J;, posons

max IP’( max H > 6) < 1/2.

0<I<Ry, 1<5<J, 1<m<ng—ng_1

. —Z .
.7:1;1,] = {f(Zk,l,j)—lﬂK(Tk/’ld’]), Keg, z€ H}
h

ng

Soit A > 0 un minorant de f'/2 sur H*/2. Un raisonnement de comptage
de boules montre que, pour tout entier £ > 1 et pour tous 0 < [ <
Ry, 1<j<J,ona

N (e, Fipj) S N(eB, F) < (CB7")e™" = Ce ™, 0<e< 1.
(4.3.2.11)
Nous renvoyons a 'hypothése (HK4) et & la définition 4.1.1 dans le
§4.1.1 pour plus de détails. Posons

Vg 1= sup
z€H, ue(0,1]¢

f(z+h7lz{cd1 )
o

Les propriétés de régularité de f sur H® nous assurent que

li = 1.
Jim,
Soient maintenant £ > 1, 0 < | < Rp,1 < 53 < Jyet K € G quel-

~1/d
conques. Un changement de variables classique u = hﬁf,? / (u — 2k15)

216



montre que, sous (HK3),

_ 21 — 2k I 2 f(zklj+Uhnk )
Var(f 21 1/ZK(—”J)> gh;? / K= (u a du
( J) hglzl/d k d ( ) f(zk,l,j)
[0,1]
l

La derniere inégalité vient de la définition de vy, de (HK2), ainsi que du
fait que, d’aprés la construction (4.3.2.3) on a hl) < Fn,_,. Reprenons
maintenant les notations de la proposition 4.2.2, avec 7 := 2 et p := 2,
M =1/ et C, v définis par (4.3.2.11). Quel que soit le choix de 0 <
dans la définition de ny nous savons, d’aprés (HV'1) et (HV2), que,
pour tout entier k suffisamment grand, on a

. 1/2 -
((nk n 1)hnk) > Ky, fny . < Ko,
log(l/hnk)

ou Ki et Ky sont deux parameétres apparaissant dans la proposition
4.2.2. On a donc, pour tout 0 <1 < Ry,

B () 1/2
<("’“ "’“‘ll)h"’“> > K, hl) < K,.
log(1/h4))

Ainsi, d’apres la construction (4.3.2.3), pour tout entier £ > 1 suffi-
samment grand, et pour tout choix de 0 < [ < R, 1 < 35 < J, la
classe de fonctions Fy; ; vérifie les hypotheses (4.2.4.32) et (4.2.4.33)
de la proposition 4.2.2, avec h := h,(ll,z et n := np — ni_1. De plus, en
choisissant v > 0 suffisamment petit, on a, a partir d’un certain rang
k(7),

4Dy (v)v/ng —nj—1 < € Zlngff(z)"k

Nous rappelons que D1 (v) est un paramétre ne dépendant que de v > 0
(voir la proposition 4.2.2), et que v > 0 apparait dans (4.3.2.11) et dans
I'hypothese (HK4). Ainsi pour tout entier & > k() on a, pour tout
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choix de 0 < I < Ry, 1 <5< J,

Byo=P( max || Gl b, z1g) llg> €(2f (z11)m dog(1/h(0) )

m<ng—ng—1

<P(max 1] G, 0,) llo AD1(0) (20ms — me1)HD log(1/H0)) ).

m<ng—ng_1

Rappelons que, pour toute fonction réelle Borélienne g définie sur R,

= 3" o(%) - B(s1).

Nous appliquons la proposition 4.2.2 a la classe Fy, j, avec 7 := p = 2,
n:=ng—ng1, h := th,Z, M = 1/3, et C,v définis par (4.3.2.11).
Ainsi, pour tout k > k(7), on a

Py, < max m |lg= (p+ 7)D1(v) ((ng — ng—1 og(1
Pr <P T |l D hOlog(1/h1))"/*

MM —Tg—1

< 4exp ( — A2(§)2 log(l/hg,f))
< 4exp ( — A log(]‘/,ﬁnkfl))'

on a poseé

Ainsi, aprés avoir fixé v > 0 suffisamment petit, il existe un rang k()
a partir duquel on a

l
Gm('a h7(113: Zk,l,j) H > 6) < 1/2
(2f (z14)nihis) log(1/RA))2 16—/

ce qui conclut la preuve du lemme 4.3.1. [

max IP’( max
0<I<Rg, 1<5<; m<ng—"ng—1

En appliquant la proposition 5.6.1, nous concluons que, lorsque Ny #
0, pour tous 0 <[ < Ry, 1 <4 < J, si la condition

l
max (H G, hég’zk’m) H >e> <1/2
tsm<me=nims N2 f (2 )nehl) log(1/h4))1/2 1

N

est vérifiée, alors on a

B0
P( U { ool 7an’ 2 (l )12 £ K26})

e L (2f (zag)nehii) log(1/hs)
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Gnk(‘, hg,f, Zk,l,j) ¢ K€>
(2 (zragmiha log(1/R)) V2~ /-
Nous appliquons alors le lemme 4.3.1. Ainsi, pour tout choix de € >
0,6 > 0,1 < A < 2, il existe 9 > 0 tel que, pour tout choix de
0 < 7 < 70, on peut appliquer asymptotiquement en & l'inégalité
(4.3.2.12) pour tous les 0 <[ < Ry, 1 < j < J;, et obtenir ainsi (IPy
est défini par (4.3.2.10))

Ry Ji RO
P SZZP( U { G 7?711“ kLj) (l))))l/Q ¢ K%})

l
1=0 j=1 neNy (2f(zk,l,j)nkhn2 log(1/hu,

(1) ,
S el St )

=0 j=1 (Qf(zk,l,j)”khnllz log(l/h%Z))l/Q

< 2]P>( (4.3.2.12)

Ry, )
n '7hn ) j
=2 % max P . 0 i) o ¢ K)
=0 b YSIST N (2f (2, kg Log(1/ huy))
(4.3.2.13)
k
::22 0 y max P
1=0 "t
La ligne (4.3.2.13) découle de (4.3.2.8).
Posons, pour K € G, n > 1 entier, h >0 et z € H,
) Zl —Z
(K B, 2) ZK( o ) —]E(—hl/d ) (4.3.2.14)

N, étant une variable de Poisson d’espérance n indépendante de ’échan-

tillon (Z;)i>1, avec par convention Y = 0. Comme f est bornée sur
0

H? et comme En — 0 on a, pour tout entier k suffisamment grand,

Z _ .
max P(l—lzl;’l’] € [0, 1]d) <1/2.
0<I<Ry, 1<j<Jy pOY

ng,
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Nous pouvons donc appliquer le lemme de Poissonisation 4.2.1 & chaque
Prij, 0 <1< Ry, 1 <7 <J. Ainsi, en posant

/ o Nk ) k) 12Y) €
by P( (1) (Dy\y1/2 K )’
(2 (2r.15)nPny log(1/ hay))

on a, pour tout entier k£ suffisamment grand,

(4.3.2.15)

Py < 22 —~ max Py, < 42 — max P},  (4.3.2.16)

B0 1< ) 1<5<0

Afin de controler uniformément les Pk,l nous allons établir un principe

g
de grandes déviations uniforme (voir la définition 3.3.4 dans le §3.3.2).

Etape 3 : Un principe de grandes déviations uniforme

Rappelons que 7; est la tribu de lespace de Banach (B(G), || - |lg )
engendrée par les projections coordonnées (pour plus de détails, voir
la remarque 4.1.4 et la définition 4.1.3). Nous rappelons également que
J est I'énergie gaussienne associée au processus gaussien centré Wg(+)
(voir la définition 4.1.2), et que

K={veB@), J(v) <1}
Nous allons établir le principe de grandes déviations uniforme suivant :

Proposition 4.3.1 (Un principe uniforme de grandes déviations)
Considérons un tableau triangulaire d’éléments de H, noté (zk,l,j) )
Sous les hypotheses du théoréeme 4.3.2, les deux assertions suivantes

sont vraies :

1. Pour tout fermé F appartenant a Ty, on a

1 G (- DY), 20
limsup  max —— X log <]P’( (- (l)'” 28) 0 € F))
koo USISHISi< T og(1/hyy) (2f (250, i hony 1og (1) oy ) )12
< — J(F). (4.3.2.17)
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2. Pour tout ouvert O appartenant a Ty , on a

énk ('7 hglz7 Zk,l,j)

lim inf min

k 0<I<Ry, 1<j<J (1) x log (P( (1) (D\\1/2 <
—oo OB 15i< Jog(1/ hny) (2f (zh,,)nihay, (log(1/hay )Y

> —J(0).

Ici les termes "ouvert” et "fermé" renvoient a ['espace de Banach
(BG) 1l - lg ).

Preuve.
Cette proposition est en fait le principe de grandes déviations uniforme
(GDU) pour le tableau triangulaire

( G, (-, hff,i, 2k1) )
(2f(2k,l,j)nkh7(zllz 108;(1/hgg))1/2 F21L0SISRe SIS

pour la fonction de cotit J, et pour le tableau triangulaire de vitesses
1

~ log(1/h)

Pour plus de détails sur ces notions, nous renvoyons au §3.3.2 ou sont

€rij: JE>1,0<I<R,1<j<J. (43218

données les définitions adéquates. Nous allons appliquer le critére suffi-
sant donné dans le théoreme 3.3.3 (voir §3.3.2). Il nous faut donc vérifier
les points 1, 2 et 3 de ce théoreme 3.3.3.

Grandes déviations uniformes pour les coordonnées Nous allons mon-
trer que le point 2 du théoréme 3.3.3 est bien vérifié. Soit (K7, ..., K))
une collection finie quelconque de fonctions de G, que nous supposons
sans perte de généralité non liées par une relation linéaire. Notons, pour
tout £ > 1 entier, et pour tous 0 <[ < Ry, 1 <35 < J,

1
1/2
(2f (205 )il log(1/RIN)
X (énk (K17 h1(1l,27 Zk,l,j)7 ceey énk (Kp, h7(1l27 Zk;’l’j)> . (43219)

Yiij =
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Pour tous k > 1, 0 <35 < R, 1 <1 < J;on définit Wy, ; comme
I'analogue gaussien de Y} ;, c’est & dire la variable gaussienne ayant
les mémes moments d’ordre 1 et 2 que Y ;. Ce vecteur aléatoire est

centré, de matrice de variance-covariance
~ (1) ~ (1)
COV (Gnk (KT7 hnk; Zk,l,j); Gnk (KT"7 hnk7 Zk,l,j)

2f (2105 )nihiss (log(1/h))

Or, un conditionnement par n,, conduit a 'égalité

Ygai(rr) = L (rr) e {1...d)}2

Ty ng’ T7 ng’

COV(G (K hb 2k1.5) G, (K ) Zk,l,j))

:]E <COV (énk (Kr, hglz, ZkJ,j) G (Kr X h7(112’ Zk,l,j)) 77%) + COV (E (énk (Kr, hglz, Z]%l,j:

—E (1, Cov (G1 (K,), G1(Kr)) + Cov (10, G (Ky ), o, G (K )
—niCov(Gh(K,), Gy (K,)).

Ainsi,

Cov (Gl(KT, WY, 20s), G(Kp, B, zk,l,j))

2 (2115 hi) (log(1/hi)))

1/d
Aprés un changement de variable u = h,(l,z / (y—=z), on a, sous (HK3),

Srag(r ') = (2f (2r0g) log(1/RD)) ™

(/K () (s + K0 ) s

1/d 1/d
— hgz / Kr(u)f<2k,l,j + hgz / u)du X / KT’(U)f(Zkl] + h() / )O

[0,1]¢ [0,1)¢

Sgag(r,r’) = , (ryr') e {1...d}%

(4.3.2.20)

Posons maintenant

:% / K. (2)K.(2)dz, (r,7') € {1...d}27
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et rappelons que €, ; et défini par (4.3.2.18). Clairement on a, d’apreés
(4.3.2.20), pour tous (r,7") € {1...p}?

| er1 Sk (') = S(r, ) |

1/d
f(Zli +h) )
< / Kr(u)Kr/(u)< — 1) du
o f(zr5)
/ K, ( zk’l,j + hg}gl/du>du X / K (v )f(zkl,] + h(l)l/d )dv
Zk,]l
[0,1]¢ [0,1)¢
:IekJ,j. (43221)

Soit L un majorant de f sur H*? et soit § > 0 un minorant de f
sur H*/2, D'apreés (4.3.2.21), (4.3.2.7) et (HK2) on a, pour tout entier
k>1etpourtous 0 <I< Rp, 1<y <J,

f(zk,]l ‘I‘Uhg,z i )

L2
| €kt [< sup - 1‘ + —h)
uG[O,l]d f(zkala.j)
f(z +uhid?,) 12
<  sup — 1‘ + —hy, | 4.3.2.22
z€H, ueg(0,1]¢ f(Z) ﬁ * ( )
=. ’77k

La derniére inégalité est une conséquence du fait que, d’apres la construc-
tion (4.3.2.3), on a toujours hg,z < hp, ,,0 <1 < Rg. Comme f est

strictement positive et continue sur H¢, il vient que

lim ”l?k = 0.
k—o00

On en déduit alors que

li 1y ¥ _
kinéolo 0§l§gklfllxgj§e]l H ek;l;J kil H]Rp2 0

Ainsi, en appliquant la propriété 3.2.4, on déduit que (Wi )k>1, 0<i<R,, 1<j<J;
satisfait le principe de grandes déviations uniforme pour (ex ;) k>1, 0<i<r,, 1<j<J;
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et pour la fonction de coit

.
JKl,...Kp(xla ] xp) -:(aj]_, “9 -rp)liz 1(1‘1, . .. I‘p)

—inf {y'Zy, Yy = (21,...,2), Yy € Rp},

=inf {ylya yc IRp7 (22)1/2y = ZC},, (.171, <. 7'2717) € R”.
(4.3.2.23)

Ici, y' désigne le vecteur transposé de y. Dans 'expression (4.3.2.23),
on reconnait I’énergie gaussienne associée au vecteur gaussien dont la
matrice variance-covariance est 2% (voir §1.1.3). C’est donc I'énergie
gaussienne associée au vecteur gaussien (Wg(Kl), e Wg(Kp)) (voir
la définition 4.1.2). Nous allons maintenant appliquer le corollaire du
théoréme 3.2.3, en montrant que Yy, ; et W ; ; ont des lois suffisamment
proches pour la distance 7 (voir (3.2.4.1) pour la définition de 7). Nous
invitons le lecteur & prendre connaissance de la définition 3.2.7 dans le
§3.2.4, préalablement a la lecture de la suite de cette preuve.

Nous allons montrer que, pour tous k > 1, 0 <[ < R, 1 < 3 < J,
on a (voir la définition 3.2.7)

Loi(Yiy;) € Ap(Thyj),

avec
—1/2
Teay = B(2nkh log(1/p0)) 72,

B étant une constante qui ne dépend que de f. Définissons, pour k >
1, 0<I< R, 1<j<J,levecteur aléatoire de R? suivant :

- Z — Z ; Z — 2z . °
Xty = (2 (o ik og(1/00) (Ko (Lot (K, (2= 2kid))
RO / 10 / )

Ly,5(t) r=E<eXp (<t, X > )) t € R,

< -, - > désignant le produit scalaire canonique sur R”. Un calcul direct
en conditionnant par rapport a n, (voir (4.3.2.14)) montre que, pour
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tous k> 1, 0 <I< Rp, 1 <3 < J et pour tous t € R?,

Pk, (t) == log <E(exp ( < Yo, t> )))
. (ﬁk,m(t) - 1), (4.3.2.24)

ot I'on a posé par convention log(co) := oo. D’apres (HK2) et le fait que
f a un minorant strictement positif sur H, les fonctions ¢y ; et Ly ;
sont finies et analytiques sur R?. De plus, en appliquant le théoréeme de
convergence dominée, on a, pour tout t € R?,

g 02 o 02

() =gy ——— Ly (¢

o 02
= N E(a(av)2 (exp ( < t,Xk’lJ' > )))

= nyg E( < ’U,Xk,j’l >2< Uan,l,j > exp (3 < t,Xk’l’j > ))
(4.3.2.25)

Soit 4 > 0 un minorant de f1/2 sur H. D’aprés I'hypothése (HK2), et
en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwarz, on a presque siirement,
pour tout t € RP,

1
B(2ny log(1/hi))
En utilisant (4.3.2.26) dans (4.3.2.25), il vient que, pour tout ¢ € RP,

|<t, X >I<|[ t||re

75 (4.3.2.26)

| [[re
B(2nx log(1/h{)) "

12 [[re )

2N log(l/fh(zl,z))l/2 .
(4.3.2.27)

Ici, v’ désigne la transposée de v. D’aprés (HV1) et (HV2), nous savons

()] <

V'Y jvexp (3
du (Ov)? g ( 5(

que, pour tout k suffisamment grand on a, uniformément en 0 < [ < Ry,

e < S <1 (43229)
B(2nk(log(1/hny))) B(2n1(log(1/hn,_,)))




Ainsi en utilisant (4.3.2.28) dans (4.3.2.27), on voit que, pour tout entier
k suffisamment grand, pour tous 0 <[ < R, 1 < j < J; et pour tout
t € R? tel que || ¢ ||re< B(2n4 log(l/hnk))l/2, on a

o 0? e || u||re
_—Qbk,l,'(t)‘ < V'Sg 0.
Qu (0v)* " 7 g(amy og(1/A0)) 2

Ainsi, en posant 73, 1= 636_1(2nk(log(1/hg,3)))_1/2, il vient que, pour
tout k suffisamment grand, et pour tout 0 <[l < R, 1 <7< J;, on a
(voir la définition 3.2.7)

Vi € Ap(Thiy)-

Puis remarquons que

iy _ € | log(1/hi)
e*log(1/hy))

By/2mh log(1/h1)

< 6_3 log(1/hy,)

Or, d’aprés (HV2), on sait que ce majorant tend vers 0 lorsque & tend
vers oo. On peut donc appliquer le corollaire du théoréme 3.2.3 dans
le §3.2.4, et en déduire que (Yiy;)k>1.0<i<r,1<j<J, satisfait le prin-
cipe de grandes déviations uniforme pour le tableau triangulaire de
vitesses (€x,j)k>1,0<i<Rs,1<j<J, €t pour la fonction de cotit Jg,, . g, (voir
(4.3.2.23)), et ceci quel que soit p > 1 entier et (K7,..., K,) € GP.

Equicontinuité asymptotique Nous allons montrer simultanément que

les points 1 et 3 du théoreme 3.3.3 (voir §3.3.2) sont vérifiés. Nous
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choisissons la semi-métrique suivante :

d(K,K')? = / (K — K')%

[0,1)7

Remarquons que d est la distance L? issue de la loi de probabilité
uniforme sur [0, 1]%. Ainsi, d’aprés (HK4), nous déduisons que F et G
sont précompactes pour d, et le point 1 du théoréme 3.3.3 est vérifié
pour d. Il suffit maintenant de montrer que pour tous M > 0, a > 0,
il existe § > 0 tel que

lim sup max  €pj
kooo OSISR1<j<,

~ (1) N 13 (0) ,
y log (P( sup Gnk (Ka hn}m Zk,l,]) G”k (K ’ hnk’ Zk’lJ) ‘ > OZ))
K,K'€G, d(K,K')<d \/2f(2k,z,j)h7(zl,z 1og(1/h£f,2)

< —M.

Rappelons ici que e est défini dans (4.3.2.18). Fixons M > 0 et
a>0.Pourk>1,0<I< Ry, 1<j<J,etpourd >0, on définit la
classe de fonctions suivante :

— T Zk,l,' ~
Frjis = {f(zk,l,j) V2K~ K')(W)a d(K, K') < 5}.

Soit D1(2v) le paramétre "universel" apparaissant dans la proposition
4.2.2, et v > 0 la constante apparaissant dans (HK4). Nous avons, pour
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tousk>1, 0<I< Ry, 1 <5<,
~ l
Py, ::P< sup i G (£, h%]z’%l’j) Gy (R héz’zm’]
K.K1€G, d(K,K1)<o \/2f(2k,l,j)”kh7(zk log(1/hi))
(| gne h%’,i,zm) ‘
2 b log(1/hi))) /211,

( k,l,5,0
= m\’ hg) ]
ZP<nnk B m) (H G z( ; k,zk,zl,y) y > 2D1(2v)a>
(anhgl,z log(l/h%,z)) Fy15

‘ > 2D1(2v)a>

> 2D1(21))a)

m=1
G, hff) :
SIP’( max s Zk’l"?)l/z‘ > 2D1(2U)a> + P(nnk > 2nk)
m=le2m A1 (2, log(l/hnk))) B
—=Prsjn1+ Prijo. (4.3.2.29)

Pour k > 1 entier fixé, nous appliquons l'inégalité de Chernoff (voir
(2.3.3.3) et (2.3.3.4) dans le §2.3.3) a la variable de Poisson 7,,. Ainsi,
pour tout entier £ > 1 on a

Prrje < exp(— (2log2 —1)ng), 0< 1< Ry, 1 <j < Jp. (4.3.2.30)

Soit A > 0 un minorant de /2 sur H. Un raisonnement de comptage

de boules montre que, d’aprés (HK4) (voir la définition 4.1.1 pour plus

de détails),

N (e fkﬂé) (N (eB/2, .7-"))2 < B = O, 0 <e< 1.
(4.3.2.31)

Rappelons que, d’aprés (HK1), il existe une fonction réelle positive
croissante, notée A(+), telle que

lim A(6) =0

sup /(K(z +u) — K(2))%dz <A(6)%, § > 0
K. lullus ),

sup sup/ (K(A2) — K(z))2dz <A(6)? 6> 0. (4.3.2.32)
1/(146) <AL (1+6) Keng
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Soient maintenant £ > 1, 0 < [ < R, 1 < 5 < J; des entiers
quelconques et soient K, K’ € G quelconque tels que d(K, K') < 6.

: —1/d
Un changement de variables u = h{) (y — 2x,,;) montre que, sous

(HK3),

1/d 1/d
2kl + h,(ll,z uh,(f,z )

1= Zklj ! , 2f
Var((K — K') (W)) <h{) / (K(u) - K (u)) ( o] (

(l)l/d
f(Zk,l,j + Iy U)
<A(5)2h(llz sup ‘

B " e, f(2h1)
127 (1) / (z + Ell{ﬁlu)
<A(9)*h,)  sup ‘
¥ lem, uel0,1]¢ f(z)

La derniére inégalité vient du fait que hg,z < EH,H par construction.

La régularité de f > 0 sur H® montre qu’il existe un rang k a partir
duquel on a, uniformément en 0 <[ < R, 1 <5 < Jj,

sup Var(g(Zl)) < 4A(6)2hW), (4.3.2.33)

Nk
9€F 15

Supposons sans perte de généralité que 5 > 0 est suffisamment petit

~

pour vérifier 2A(§) < «. Reprenons maintenant les notations de la
proposition 4.2.2; avec p 1= «, T := 2A(6), M := 1/5, n := 2ny et
C’,v' définis par (4.3.2.31). D’aprés (HV1) et (HV2), nous savons que,

pour tout entier k suffisamment grand, on a

A\

2nkhnk 71

K —, h,
P\ log(1/R,,)7 T

< Ko,

o K et K5 sont deux parameétres apparaissant dans la proposition
4.2.2. Ainsi, lorsque k est suffisamment grand, on a, pour tout [ =
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0,..., Ry (en vertu du fait que h,, < hff,? < ’fVLnkfl),

0
an—hnkl, h(l? < K.
log(1/hi))

ny,
Ainsi, toutes les classes Fkljg, 0 <I< Ry, 1<j5 < J vérifient les
hypothéses (4.2.4.32) et (4.2.4.33) de la propriété 4.2.2 avec n := 2ny,

h = h,(f,z, T:=2A(0), p:=a, M :=1/3, et C',v' définis par (4.3.2.31)
(en particulier, ' := 2v). Rappelons que, pour toute fonction réelle

Borélienne ¢ définie sur R?, on a posé
Tulg) = (%) — E(9(%)).
i=1

En appliquant la proposition 4.2.2; il vient que, pour tout entier k
suffisamment grand, et pour tous 0 <[ < Rpet 1 <5 < J,

Briga <P max (| Tulls,,,> Di(v')(a -+ 24(3))y/ 200 f ()0 og(1/h)

m=1..2n kil,.6 =

042

< dexp ( - A22A(,5)2 1og(1/h,<j,g)). (4.3.2.34)

Ici, Ay > 0 est la constante universelle apparaissant dans la proposition

4.2.2. Nous soulignons que (4.3.2.34) est vraie pour tout & > 0 vérifiant
2A(0) < . En choisissant § > 0 suffisamment petit, on a

AQOKQ

2A(0)
Ainsi en combinant (4.3.2.30) et (4.3.2.34), il vient que, pour tout entier

k suffisamment grand,
I/Pv’km < 4exp ( — Mlog(l/hffi)) + exp ( — (2log2 — 1)nk)
Puis, comme, lorsque k& — oo,

1 &
log(1/h) _ los(1/hy,)
1=0...R;, Nk ng

— 0,
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il vient que, pour tout entier k£ suffisamment grand, et pour tous 0 <
[ <Ry, 1<J;,ona

exp ( — (2log2 — 1)nk) < exp ( — Mlog(l/hglz)),
ce qui entraine
E”k,l’j < Hexp ( — Mlog(l/hglz)).
Ceci permet aisément de conclure que le point 3 du théoréme 3.3.3 est

vérifié.

Fin de la preuve de la proposition 4.3.1 En appliquant le théoréme
3.3.3, nous déduisons des deux paragraphes précédents que le tableau

triangulaire

( G, ('7 hgg, Zk,l;j) )
(2 (2545 Log (1 ) 1/2/ K2LOSISReASsS
satisfait le principe de grandes déviations uniforme pour la fonction de

cotit

I(V) = sup k.. x,(¥(K1),...,¥(K,)), ¥ € B(G)
pZ]_, (Kl,...,Kp)Egp

et pour le tableau triangulaire de vitesses

((10g(1/h552))_1)k21, 0<I< Ry 1<5<J;"
Or, pour tout p > 1 et pour tous (Ki,...,K,) € G, la fonction de
coiit Jg, . x, définie par (4.3.2.20) et (4.3.2.23) est I'énergie gaussienne
associée a (Wg(Kl), e Wg(Kp)>, ot Wg(+) est le processus gaussien
centré et régulier défini dans la définition 4.1.2. Nous renvoyons au §3.4
pour la preuve du fait que, pour tout ¥ € B(G), on a

sup Jxn (U(EY), . U(E,)) = J(T).
le, (Kl,...,Kp)Egp

La preuve de la proposition 4.3.1 est donc achevée.[]
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Etape 4 : Sommabilité de (Pr.1)k>1

Toujours pour € > 0,0 > 0,A > 1 fixés, et 0 < v < 7, nous
appliquons le principe de grandes déviations uniforme de la proposition
4.3.1 a 'ensemble suivant, fermé de (B(g), |- |lg )

B(G) - (K) == {w e B@), jnf || ¥—¥'[lg>c].

Par semicontinuité inférieure de J (voir la propriété 4.1.1), il existe
a1 > 0 tel que

J(B(g) = (K6)> =1+ 20,
Ainsi l'inégalité (4.3.2.16) devient, pour tout entier k suffisamment
grand, (rappelons la construction (4.3.2.3))
C
(1

Py x <4l§;h—mzexp < — <J<B(g) — (Ke)) - al) 1085(1/hg,2)>

Ry,
ca0 3y
=0

Ry,

< AChE Y A
=0

4C

= A — 1
Nous rappelons que C' > 0 est ici un paramétre ne dépendant que de 6 >
0 et des dimensions de H. En se rappelant que Ry < log(hy, , /hy,)/ log(A)+
1 par définition, il vient que

hoq )\al (Rk +1)
ng .

4C N —
ol
e

Or d’apres (HV3), on a ﬁg;fl < log(ng_1)"2 pour tout entier k suffi-
samment grand. En se rappelant que ny := [(1 + fy)k}, k > 1, nous en

Pir <

déduisons que la suite (Py1)g>1 est sommable, et ceci, quel que soit le
choix de v > 0,de 6 > 0 et de A > 1.
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Conclusion 1 La conclusion des étapes 1 a 4 est la suivante : quel que
soit le choix de e > 0,6 > 0,1 < A < 2, il existe 79 = 7o, (voir le
lemme 4.3.1) tel que, pour tout choix de 0 < 7y < 7, la suite (P1x)r>1
soit sommable.

Controle de Py,

Nous rappelons que Py est défini dans (4.3.2.10). Dans ce sous-
chapitre, nous allons montrer que, pour ¢ > 0 fixé, on peut choisir
d >0, A > 1ety > 0 suffisamment petits pour que la suite (Po)r>1
soit sommable. Nous rappelons que Vg, hﬁ,} et I'y; ; sont définis respec-
tivement par (4.3.2.9), (4.3.2.3) et (4.3.2.6). En appliquant I'inégalité
triangulaire, nous avons, pour tout entier k > 1 vérifiant Ny # 0,

Py
Gn('a h7 Z)
z)nhlog(1/h))/?

::]P’( sup sup H(Qf(

n€N,0<I<SRE—1,1<5<J; h%,lghghif,j”,zeuu

Gn('7 hglza Zk,l,j) ‘ ‘ 26)
(2f (zr,)nahis) Tog(1/hiL)))1/2

< IP’( sup sup
neN 0<SISRe—1,1<j<J;  p) <h<h7(1lzr1),z€I‘,c 1,j

H G ( h Z) G ”k?zk,l,] H )
(Qf(zkzj)nkh%k log 1/h 1/2

Gn(-, h, 2z
+ IP’( sup sup Bynh, (.5 2) H
RENOKISRLISI<T 30 <heplFD sery (2f(2 )nkhnk log(1/hy,))Y/?

nk 9
=: Py 1+ Pooi,

otl 'on a défini, pour k£ > 1 suffisamment grand, pour n € N, 0 <[ <
Ry —1,1<j <Jj, z€Thyj, hil) <h < A,

2f Zkl] nkhnk log(l/hnk)
by = — 1. 4.3.2.35
B ‘\/ (z)nhlog(1/h) ( )
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Controle de P,; . Nous voudrions que PPy 1 , soit le terme général d'une
série convergente en k, pour peu que 6 > 0 et A > 1 aient été choisis
suffissamment petits pour construire les subdivisions de [hnk,%nk,l] et
de H (voir (4.3.2.3) et (4.3.2.6)). Pour démontrer cela, décomposons

GTL 'aha G h7(1 )
Pk < Z P(mz}vx sup ‘ (R 2) = 0 k Z’”i 2H > 6)
vciciicien €N el 1 (2f (2 nihi) log(1/h4))Y

= Y Pairg (4.3.2.36)

0<ISRg, 1<5<Ji

Considérons, pour tout entier & > 1 suffisamment grand pour avoir
Np # 0, et pour tous 0 < [ < R, —1let 1l < j < J la classe de

fonctions suivante :

_ C— gl F— 2
Fraa = {Farag) (K i) K G ), # € Thay, b <h < AR, K €G

N

Remarquons que, par construction des I'y; ; (voir (4.3.2.6)), on a, pour
tout z € Fk,l,j;

| 2 — 2z ||za< B 51 (4.3.2.37)

|| - ||ge désignant la norme euclidienne usuelle sur R?. Un changement

: —1/d
de variable u = h%l,z (y — 21,4,) montre que, pour tous 0 <1 < Ry,

1<j< Jet Ke€ G, ona

_ AREIAR =z
Var (f(zk,l,j) 12 (K(h(T/dJ) - K(W>)

Ny
1/d (/4
a0 it — 2N\ 2 f (2 + )
<h(l)/ K(u) — K% i L du.
< nk[o | (u) < h ut hl/d ) f(2h) ’
(4.3.2.38)

Or d’aprés inégalité (a + b)? < 2(a® + b?), on a, pour tous 0 < [ <
Rp, 1 <j < J, z€Thyy, hﬁ,ﬂ < h< Ahg,z, en se rappelant (4.3.2.37)

234



et le fait que A < 2,

h(l) l/d ; ; 2
N k,l,' -
/ (K(“) - K((T) 7 )) du
[0,1]4
1/d 2
h)
<2 / <K(u) — K((f) u>> du
0,1)4
1/d n l/d 2
hg,z h%g 2k lj — z
T2 / (K((T> “) _K(<T> “+W> e
0,14
2 h
<  sup / (K(u) — K(pu)) du + sup —
igps ), Isllga <l 5/m)"" e 2,
h
<2AP(\4 1) 4 9 A3 ((h/n (D) 51
A
<2AX(AYT 1) 4 4A%(26Y4), (4.3.2.39)

Nous rappelons ici que A(d), § > 0 est croissante en § et est définie

par (4.3.2.32). De plus, comme par construction on a hg,z < Enkfl, il

vient que
)1/d B
f(Zk,l,j + hnk u) ‘ - f(Z + h%b{:flu)
werl ) weoneen| F)
=V (4.3.2.40)

La régularité de f sur H* nous assure que

lim v, = 1.
k—o00

Ainsi, en combinant (4.3.2.39), (4.3.2.40) et (4.3.2.38), il vient que, pour
tout entier k suffisamment grand, on a, pour tous 0 <1 < R, 1 < j <
Jl;

sup Var(f(Z1)) < 5(A? (A — 1) + A%(26Y/1)). (4.3.2.41)

9€F41,
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En se rappelant le raisonnement appliqué pour obtenir (4.3.2.34), on
voit que le méme raisonnement peut étre appliqué aux f,g’l,j. Ainsi,
choisissant § > 0 et A > 1 suffisamment petits (0 < § < J,, 1 <
A < A, on a, pour tout entier k suffisamment grand, et pour tous
0<I<Rpetl1<j<Jp,

Py 10 < 4exp (— 2log(1/h))). (4.3.2.42)

Nous ne donnons pas ici les détails du raisonnement pour aboutir a
(4.3.2.42), car celui ci est trés similaire au raisonnement utilisé pour
aboutir a (4.3.2.34). En se servant de (4.3.2.42) dans (4.3.2.36), il vient
que pour tout entier k suffisamment grand, on a (rappelons la construc-
tion (4.3.2.3))

2
Poa <4 > h)

0<I<RE—1,1<5<J,
l
<4 > Onf
0<I<Rp-—1
<h, x4C Y X
0<I<Rp—1
M 1
A—1

=hy, x 4C

4C\ ~

< h

—A—-1

Ng—1-

L’inégalité précédente est une conséquence du fait que, par construc-
tion, N
log(hn, ,/Pn,)
log(p)
Rappelons également que C' est un paramétre ne dépendant que de
d > 0 et des dimensions de H. D’aprés 'hypothése (HV3), il vient que

R <

+ 1.

D Py < o (4.3.2.43)
k>1
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Controle de P,,; Rappelons que, pour tout entier k£ suffisamment
grand, on a posé

P ::IP’( sup

’rLENk,OSlSRk—l,lSJSJl

sup Bk,n,h,z
h%,)cghghg;rl);zerk,l,j

Ve
(2f (2)nhii) log(1/hy, )12 116 )

olt By pp. est défini par (4.3.2.35). Décomposons tout d’abord, pour
tout entier k vérifiant n,_1 < ny,

Poor < E P22 ki,
0<I<Ry—1, 1<j<J;
ol 1cl

Gn('7 h7 Z)

Pookij = P(%?VX sup B,z
neNy,

Soit k un entier suffisamment grand pour avoir N # (), et soient 0 <
| < Rpet1<j<J, bl <h<Ml, 2€TyjetKeg
quelconques. On a, en utilisant la relation ab— 1= (a —1)b+ (b — 1)

B B 2f(2k717j)nkhg,z log(l/hv(zl;z) 1
knoh,z = 2f(z)nh(log(1/h)
< < 2f (240) log(1/h4) 1) \/nkhnk \/n whi) 4
T\ 2£(2) log(1/00D)
_ < 2f(2k;,l,j) ]og(l/hg,z) B 1) )\nk /\nk _ 1l
< D
\ 2sGtogany Ve |V

(4.3.2.44)

Or on sait que, lorsque &k — oo, on a ng/ni_1 — (14 ). De plus, on
peut supposer sans perte de généralité que 1 < A\ < 2. Ainsi, pour tout
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entier k£ suffisamment grand et pour tout 0 <1 < Ry, on a

ANy,
Nk—1
<2(1 + 29) Y2
<2(1 4+ 2v) (4.3.2.45)

De plus, f est strictement positive et continue sur H® et

lim max A = lim h,,
k 1
k—oo [=0...R; k—o00

= 0.

Ainsi, par construction des I'y; ; (voir (4.3.2.6)), on a

f(Zk,l,j)
f(z)

Enfin, pour tout entier £ > 1 entier fixé et pour tout 0 <[ < Rj; on a

_ log(1/hn))
~log(1/Ahi)
log()
log(1/AhY)
log(A)
log(1/ A, )

Nous en déduisons, d’aprés (HV1), que

lim max sup
k—oo O0<ISRy, 1<j<Ji zely

- 1‘ ~0. (4.3.2.46)

<1+

log(1/h
lim max og(/ k)

Logl/hn) _ 1l = o. (4.3.2.47)
k—oo 0<I<Ry log(l/)\hnk)

En se servant de (4.3.2.45), (4.3.2.46) et (4.3.2.47) dans (4.3.2.44), nous
déduisons que lorsque k est suffisamment grand, on a, pour tous 0 <
[ < Ry, 1<5<J,

Bk,n,h,z < 2’7(1 + 2’7) + 2. (43248)
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Ainsi, il existe v1 > 0 tel que, pour tout 0 < 7y < 71, on ait

lim inf inf eBj vy, > 2(1+27121,Dy(v), (4.3.2.49)

k—oo neny, z€H, hnkghgﬁn,%l

ol As et Dq(v) sont définis par la proposition 4.2.2; et ot v > 0 est
donné dans 'hypothése (HK4). Considérons, pour tout entier £ > 1 et
pour tous 0 <[ < Rj et 1 < 5 < J;, la classe de fonctions suivante :

Frpj = {f( )" 1/2K( hl/d)’ 2 €Ty, hij) <h < Ahgﬁ}-

Soit k un entier suffisamment grand pour avoir Ny # (), et soient 0 <
[ <Rrpetl<yj<lJ, hS{,Z <h< /\hg,z, z € 't 5, K € G quelconques.
Un changement de variables u := h~'/9(y — z) montre que, d’aprés
(HK2) et (HK3),

1—2 Z-|—h1/d)
Var(K( 117 <h/K ) du

S/\h() sup
2€H, u€[0,1]4, hi}) <h<Ahi})
1/d
f(z A+ Tl alf
f(z)

f(z+ h' ) ‘
f(z)

§2hg2 sup
2€H, ug(0,1]¢

La derniére inégalité découle du fait que A < 2 et que hg,z < Enkfl par

construction. Ainsi, par régularité de f sur H®, et d’apres (HV1), il
vient que, pour tout entier k suffisamment grand et pour tous 0 <[ <
Rpetl1<j3<J,ona

sup Var(f(Z1)> < 4n). (4.3.2.50)

QE?k,l,j

Soit 8 > 0 un minorant de f1/2 sur H. Un raisonnement similaire a
celui de la preuve du lemme 4.3.1 dans le §4.3.2 montre que, pour tout
entier k assez grand, toutes les classes ?k,l,j, 0<I< R 1<j53<
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vérifient les hypothéses (4.2.4.32) et (4.2.4.33) dans la proposition 4.2.2,
avec T 1= 2, p:= 21/2A2_1/2, M :=1/8,n:=ng, h:= hg,z et C, v définis
par (4.3.2.11). Supposons que 0 < 7y < 71, de facon a vérifier (4.3.2.49)
Il vient alors que, pour tout entier k£ suffisamment grand et pour tous
0 <I< Ry, 1< 75 <J,en appliquant la proposition 4.2.2,

Poonts <P( 11 T llz,,,> 4D1(v) (2ng log(1/A()) )
<P( 11T Il5,,,> Dr(v)( + p) (21 log(1/h{)) "*)
2
P l
<4 exp ( - AQ; 10%(1/h1(z,3)>
—4p 0%,
Nk

En poursuivant le calcul de la méme facon que pour le controle de [Py 5 £,

on conclut que, si 0 < v < 7, alors

D Py < oo (4.3.2.51)
k>1

Conclusion 2 En combinant (4.3.2.43) et (4.3.2.51), nous concluons

que pour tout choix de e > 0, il existe d, A, 71, tels que pour tous
choix de 0 < 6 < d., 0 <7 <71, 1 <A< A, 0n ait

> Poy < 0. (4.3.2.52)
E>1

Etape 6 : Fin de la preuve de la partie (i) du théoréme 4.3.2

En combinant les conclusions 1 et 2, on voit que pour € > 0 fixé, il
existe d¢ > 0, vz > 0, A¢ > 1 tels que, pour tout choixde 0 < v < 73,
0>0<d., 1< A<\, on ait

Z (Pl,k + P2,k> < 0.
E>1
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En appliquant le lemme de Borel-Cantelli, dans (4.3.2.10), on en déduit

que
h
lim sup H Gnl1 1, 2) — \IIH < 4e. (4.3.2.53)
N0 < h<hy, z€H wek V/2f(z)nhlog(1/h) Y

La preuve de la partie (i) 4.3.2 du théoréme est alors achevé car € > 0
est arbitraire. U

Remarque 4.3.1 Un coup d’oeil attentif a la preuve de la partie (i)
du théoréme 4.3.2 montre que l'hypothése (HK3) peut étre remplacée
par [’hypotheése plus générale suivante

(HK3') 3IM >0, VK € G, Va ¢ [-M, M]?, K(z) = 0.

4.3.3 Preuve de la partie (ii) du théoréme 4.3.2

Comme K est un compact de (B(G), || - ||g ) (voir la propriété 4.1.1),
cet ensemble peut donc étre recouvert d’un nombre fini de boules de
rayon €, pour € > 0 arbitraire. La preuve de la partie (ii) se raméne
donc a montrer que, pour tous ¥ € K et € > 0, on a presque stirement

h
lim sup inf ?)

H \IIH < 4e.
ooy g 2EH \/2f nhlog (1/h) g

Nous fixons donc ¥ € K et € > 0 une fois pour toutes.

Etape 1 : Subdivision
Considérons un cube d’intérieur non vide
H = [al,bl] X ... X [ad,bd] C H,

tel que P(Z; € H') < 1/2. Un tel choix est possible car H est supposé
d’intérieur non vide. Soit A > 1 un paramétre que nous fixerons plus
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tard. Pour tout entier n > 1, nous construisons le maillage suivant de
Vintervalle [hy,, hy].

D =Xhn, 1=0...R, -1, (4.3.3.1)

avec (ici [u] désigne la partie entiére de u)

R, = [log(ﬁn/hn)/log()\)] +1

de facon a avoir

Monlp < b, < A,

~

d
Pour tout n suffisamment grand pour vérifier h,' ] (b, — a,) > 2,
—1

posons, pour tout 0 < [ < R,
— 1
Jp:[——fﬂ@—aﬁ]—1zl (4.3.3.2)

Pour 0 <[ < R, fixé, on divise H' en sous-hypercubes disjoints inclus
dans H' (ici I? := [0,1]%)

Toij =2y + WO 1< 5 < 7). (4.3.3.3)

Etape 2 : Un résultat intermédiaire

Nous allons montrer que, quel que soit le choix de A > 1, on a

presque stirement

A
limsup sup i, 2) —\I/H <e (4.3.34)

1nf H
n%e 0iR, \/2f D log(1/n)
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Nous avons, pour tout entier n suffisamment grand,

_ n),z)
P, :=P| sup mIEH —\IJH > €
0<I<R, z€ \/2f 1 og 1/h ) g
R, J ) . )
< IP( s Znt —\IJH Ze).
(2n1,j)nhi log(1/hi)

(4.3.3.5)

Rappelons que én(, h, z), défini par (4.3.2.14), est la version "Poisso-
nisée" de G, (-, h,z). Pour tout entier n > 1, et pour tous 0 < [ <
R,,1 < j < J;, nous définissons I'événement suivant.

hg)azn,l,j) _\IJH < 6}
g .

G
wa wig ) log(1/h)

Enl]—Enl]‘lle:{

(4.3.3.6)
Nous appliquons le lemme de Poissonisation 4.2.1 a chaque terme de
(4.3.3.5). Ainsi, dés lors que n est suffisamment grand on a, A¢ désignant
le complémentaire d’un événement A,

n),zn j
( Anhd l()l/h )‘PHQZE>

o)

Or, d’apres le lemme 4.2.3, et comme les I';;, 1 < 5 < J; sont

:')%I
I/\
M 5

M:u\

disjoints deux & deux pour n suffisamment grand et 0 < I < R,, fixés,
nous déduisons que les événement F,,;;, 1 < j < J; sont mutuellement
indépendants. Ainsi, pour tout entier n suffisamment grand et pour tout
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Ji oo(. pW
PO =2l ] o)
=1 \/2f an] nh lg(l/h )
J;
:P((]E@J>
j=1
T
j=1
Ji
<exp (=Y P(E,.;)) (4.3.3.7)
j=1
< exp ( —J 12111<nj P(En,l,j))
S)SJ

L’inégalité (4.3.3.7) est une conséquence de l'inégalité 1—u < exp(—u), u €

R. Remarquons que

A0,
]P)(Enjl’j) _ ]P)< Gn( ) hn ) Zn,l,]) 6 \I]6> ’
V27 (2)nh tog(1/m{)

avec

- {qf e BG), ||V — T ||lg< e}. (4.3.3.8)

Rappelons que la fonction J est I’énergie gaussienne associée au proces-
sus gaussien Wg(+) (voir la définition 4.1.2). La semicontinuité inférieure
de J (voir la propriété 4.1.1) nous assure qu'il existe ay > 0 vérifiant

J(T) =1 — 20 (4.3.3.9)

Nous allons maintenant appliquer un principe de grandes déviations
uniforme similaire a celui décrit dans la proposition 4.3.1. Rappelons
que Ty est la tribu de (B(G),|| - |lg ) engendrée par les projections
coordonnées (pour plus de détails, voir la remarque 4.1.4).
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Proposition 4.3.2 (Principe de grandes déviations uniforme)
Sous les hypotheses du théoréeme 4.3.2, les deux assertions suivantes

sont vraies.

1. Pour tout fermé F appartenant a Ty, on a

1 G (bW o
limsup max —(l)log <]P’( e l  Znlg) R F))
n—oo I<R,, 1<j<J; ]Og(l/h ) (2f(zn,l,j)nh7(1) log(l/h,(l)))

< —J(F).
2. Pour tout ouvert O appartenant a Ty , on a

liminf min —(l)log (P( ( ’(l) S8 ORNIE € O))
n=00 <R, 1<j< 1 log(1/hy) (2f (zn1,5)nhn’ log(1/ha))

> J(0).

Ici les termes "ouvert” et "fermé" renvoient a la topologie engendrée

par || - |lg.

Preuve : La preuve est trés similaire a celle de la proposition 4.3.1,

nous n’en donnerons donc pas les détails.[]

Nous appliquons la proposition précédente a la boule ouverte O :=
U définie par (4.3.3.8). Ainsi, pour tout entier n suffisamment grand
on a, d’apres (4.3.3.9),

min  P(Epy) > A0

— — — n
0<I<Ry, 1<j <7,

Rappelons que
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I1 s’ensuit alors que, pour tout entier n suffisamment grand, en notant
d

C:= [[(by, — ap) (voir 4.3.3.2),

p=1

=

P, < exp ( — 7lh,(j)1_“2>
0

o (= (i~ ™)
hn

<@+ Vesp(-Sh )

D’apres (HV2), log(1/h,) = O(logn) lorsque n — oo, et, d’aprés
(HV3), pour tout n suffisamment grand, on a $h,® > (logn)? >>
2logn. On en déduit que

IA
T =~y
jes)

ZE<OO’

ce qui prouve (4.3.3.4), par application du lemme de Borel-Cantelli.

Etape 3 : Controle des oscillations

Il reste donc & montrer, pour € > 0 fixé que, pour A > 1 suffisamment
petit, on a presque stirement

I Gn(s h, 2) G-, b, 2) H

1m max su -

1% 021 H, epp 0 nend| CFERALg(LM)  (2f () log(1/nD))72 o
<3e. (4.3.3.10)

Pour p > 1 fixé et pour K € G, posons
K,() = K(—)
p /d
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Pour n > 1 entier fixé et pour h € [hg), )\hg)], pPOSOnS
1< XN =XN(h,n):=h/hD <\

0<u =4u'(h,n):=1/log(1/h).

On a alors, presque stirement, pour tout entier n > 1 et pour tous
he W MY, ze H Keg

GulK, 1 2) _<h55’log<1/hff>>>”2 Gy, hD, 2)
(2f(z)nhlog(1/h))1/2 ~\ hlog(1/h) (2f(z)nh,(11) log(l/hg)))l/Z

1/2 G (K, B, 2)
(2f (2)nhid log(1/hi)) /2
Gn(Ky, hd, z)
(2f(z)nh{ log(1/AY)))

()\'_1 (1+ log()\')))

=:a(\N,

1/2°
(4.3.3.11)

Remarquons que
lim  a(N,u)=1. (4.3.3.12)

AN—=1,u'=0

Notons, pour plus de commodité,
Gn(K,h, z)
(2f(z)nhlog(1/h))

Supposons que 1 < A < 2, et considérons la classe de fonctions

g’::{KP,KEQ, 1§p§2}.

U, (K, h,z) =

1/2°

Rappelons que I'hypothése (HK3’) est formulée dans la remarque 4.3.1.
Clairement, G’ vérifie les hypotheses (HK1), (HK2), (HK3’), (HK4) et
(HK5). On peut donc appliquer la partie (i) du théoréme 4.3.2. Ainsi,

on a presque strement

lim sup inf
n—o00 hnghgﬁn,zeH YeKg

U ( b, 2) — \If‘

=0, 4.3.3.13
o ( )
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ot K¢ est le noyau associé au processus gaussien Wi (-), centré, indexé
par G, et dont la fonction de covariance est

Cov(Wg(K), Wg(K")) = /K(z)K’(z)dz, K, K ed.

Pour plus de détails sur la construction de Kg/, nous renvoyons a la
définition 4.1.2 et & la propriété 4.1.1. Soit o« > 0 et 1 < N < 2, et soit
U € Kg. Par définition de K¢ (voir le §4.1.3), il existe f € L*(G),
sous espace de Hilbert de L?(R? m) engendré par G’ (m désignant le
mesure de Lebesgue), telle que

/fz(Z)dz <1, (4.3.3.14)
]Rd

et telle que, pour tout g € G’ on ait
¥(g) = [ Fl2)g(2)dz
]Rd

Ainsi, pour tout K € G on a

QW (Ky) = W(K)| <[ | o= 1] (K| +|¥(K) - 9(K)]

—(a— 1)‘ / F(2) K (2)dz +‘ / f(2) (KX(Z) _ K(z))dz_

(4.3.3.15)
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Remarquons que, comme G vérifie (HK2) et (HK3), on a

/KQ,(z)dz:/Kz(/\j/d>dz

<2. (4.3.3.16)

Nous appliquons alors 'inégalité de Cauchy-Schwarz dans (4.3.3.15).
Ainsi, en se servant de (4.3.3.16) et de (4.3.3.14), il vient que

o 1]] [ Ferku@az] + | [ 7o) (Kulo) - K(2))ds

<2|a—1] +(/ (K(ﬁ) - K(z))de) v (4.3.3.17)

]Rd

En se rappelant que G vérifie (HK1), on en conclut que

lim sup
=1, N=1 geg

QU(Ky) — \I!(K)‘ ~0. (4.3.3.18)

Ainsi, en se rappelant (4.3.3.12), nous pouvons choisir A > 1 et u > 0

suffisamment petits pour avoir

sup sup sup | a(N, W)U (Ky) — ¥ (K) |<e (4.3.3.19)

De plus, pour tout entier n suffisamment grand, on a

~

Vh € [hn, ha), 0 < /(h) = log(1/h) ™" < log(1/h,) " < w.
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Ainsi, pour un choix convenable de A > 1, on a, presque siirement
(d’apres (4.3.3.11)) a partir d’un certain rang,

a S ‘ Gul' b, 2) Gn('ahg)’z) H
max up —

1<I<By e openn® | (2F (2)nhlog(1/R)V2 (2 f (2)nh{ log(1/n))1/2 116
< sup sup sup | a(N, u' )W, (Ky, h,2) — Y, (K, h,z2) |

1NN, 0<u'<u pg[hy i), zeH KEG

En appliquant (4.3.3.19), l'inégalité triangulaire pour la norme || - ||g
conduit & la majoration suivante, presque siirement (d’apres (4.3.3.11))

a partir d’un certain rang.

G-, b, 2) G-, BV 2)

limsup max Sup
n—oo  1<ISEn e g pO<prp?)

< 2e+ sup sup sup | a(N, v )¥(Ky) — ¥ (K) |
VeKg 1<N<A, 0<u'<u Keg
< 3e.

Ceci prouve (4.3.3.10). La preuve de la partie (ii) du théoréme 4.3.2 est
alors conclue en combinant (4.3.3.10) et (4.3.3.4).0

4.4 Applications du théoréme 4.3.2

Dans ce sous-chapitre, nous donnons deux applications du théoréme
4.3.2 pour connaitre le comportement asymptotique presque str d’esti-
mateurs a noyau. Dans le §4.4.1, nous appliquons le théoréme 4.3.2 pour
connaitre le comportement asymptotique presque stir de I'estimateur a
noyau de la densité, lorsque la largeur de bande est aléatoire, mais dont
on connait "a peu prés" le comportement presque sir. Dans le §4.4.2,
nous donnons une méthode pour estimer la densité de copule d’une loi
jointe par la méthode du noyau, puis nous établissons un résultat de

consistance uniforme presque siire de cet estimateur.
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4.4.1 Une application a ’estimation de la densité sur R¢

Nous donnons maintenant une application possible du théoréme
4.3.2 a l'estimation de la densité, lorsque la suite de largeurs de bande
(h})n>1 est aléatoire. Nous nous restreignons au cas ou la classe G ap-
paraissant dans le théoréme 4.3.2 est un singleton {K}, ol K est un
noyau borné, a support compact, et a variation finie sur R% D’aprés
la remarque 4.1.3 et d’apres le §4.2.3, les théorémes 4.2.1 et 4.3.2 sont
applicables a la classe {K } Notre idée est la suivante : soient (hy)n>1
et (Ap)p>1deux suites de constantes vérifiant (HV1)-(HV3). Sous les
hypothéses du théoréme 4.3.2, nous savons que, presque stirement,

_ Gn(K, h,2)
lim sup sup

K?(z)dz. (44.1.1
N0 zeH g <h<h, ‘ (2]‘"(z)nhlog(l/h))l/2 ]R/d 2z )

Si (h})n>1 est une suite aléatoire vérifiant, presque stirement & partir
d’un certain rang h,, < h} < hn, alors on pourrait se servir de (4.4.1.1)

pour avoir une borne supérieure pour la quantité
‘ Gn(K, b’ 2) ‘
(20 log(1/h3))

(4.4.1.2)

Il est cependant nécessaire de lever une ambiguité qui apparait dans
I'expression (4.4.1.2). En effet, dans le §4.1.1, nous avons défini G, (K, h, z)
pour toute constante A > 0 de la fagon suivante :

(KR, 2) ZK( o ) —E(K(%)) (4.4.1.3)
—ZK hl/d /K )f(z+ RV %) du.  (4.4.1.4)

Bien entendu, si b’ dépend stochastiquement des (Z;);>1, alors les ex-
pressions (4.4.1.3) et (4.4.1.4) prennent un sens différent, et I'expression
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(4.4.1.4) fait apparaitre un "parameétre de centrage aléatoire", & savoir
Zi — 2
* x1/d 1

Pour appliquer le théoréme 4.3.2 & I'estimation de la densité pour une
largeur de bande aléatoire A’ nous devons prendre 'expression (4.4.1.4)
pour définition des G,,(K,h,2), n > 1, h >0, z € R? ce qui revient
a centrer I'estimateur & noyau de la densité autour du parametre (aléa-
toire) Ey(K, b}, z). Nous énongons un premier résultat.

Proposition 4.4.1 (Un résultat de consistance uniforme) Soient
(hn)nus1 €t (hn)ns1 deus suites de réels vérifiant (HV1)-(HV3), et K
une fonction réelle sur R%, bornée, a support compact et a variation fi-
nie. Soit H un hypercube fermé d’intérieur non vide, et soit (Z;);>1 une
suite de variables aléatoires i.i.d dont la loi sur R% admet une densité
f (par rapport & la mesure de Lebesque). Supposons qu’il existe o > 0

tel que f est continue et strictement positive sur [’ensemble suivant :
H® .= {z eRY, inf || 2 — 2 ||ga< oz}, (4.4.1.5)
z'eH

ot || - ||ga est la norme euclidienne canonique sur R?. Soit (h*),>1 une
suite de variables aléatoires vérifiant, presque sirement a partir d’un
certain rang,

hn < h; < hy,.

Alors on a presque sirement, selon la définition (4.4.1.4),

K, h;
lim sup G (K, Py 1 = /K2 (4.4.1.6)
n—00 2

€l (2nf(z)h log(l/h*

. Gn(K, hy, 2)
lim inf
noo0 2l (2n f(z) ki log(1/h))

T / K2z)de. (44.17)
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Preuve.
Notons

o? = /KQ(z)dz.
Rd
Nous appliquons d’abord le théoréme 4.3.2 aux suites (hy,),>1 et (ﬁn)nZI
et & la classe de fonctions G = {K } L’ensemble Kg est alors un en-
semble de fonctions définies sur la classe {K }, qui peuvent donc sim-
plement étre identifiées a des réels. Cet ensemble Kg peut étre identifié
de la fagon suivante :

K¢ := {)\02, Mo? < 1}.
Ainsi, en appliquant le théoréeme 4.3.2, on a presque stirement

Gn(K, h,2)

lim sup sup inf 7 )\02‘ =0,
N0 <h<h, €HA0<1 (2f(z)nh log(l/h))
(4.4.1.8)
Gn(K,h,
VA€ [—o Y o7Y, im sup inf ( ?) 73~ /\02‘ =0
"m0y <h<h, “SH 1 (2f(2)nhlog(1/h))
(4.4.1.9)

Soit A un événement de probabilité 1 sur lequel se réalisent (4.4.1.8),
(4.4.1.9) ainsi que, pour tout entier n suffisamment grand,

hy < ht < hy,. (4.4.1.10)

Alors, lorsque I'événement A est réalisé, on a, en combinant (4.4.1.8),
(4.4.1.9) et (4.4.1.10),

Gn(K, R}, 2)

lim sup inf —= 1/2 _)‘02‘ 0
1200 sett ¥o*<t (2 f (2 nhy log(1/h3))
(4.4.1.11)
G, (K, hy,,
Vie[-o7! 07!, lim inf o 2) /2 )\02‘ =0
(4.4.1.12)
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En combinant (4.4.1.11) et (4.4.1.12), avec A = + — o~ !, il vient alors
que, presque stirement,

1. Gn(K7 h;? Z)
Jn, Sup 2=
2€H (2nf(2)h;'; 10%(1/}%))
lim inf Gu(K, s 2) = —0.

n=00 €l (9 f(2) b log(1/hy)) 2

La preuve de la proposition 4.4.1 se conclut alors. []

Nous savons que les suites de tailles de fenétre de la forme h, :=
n~% n > 1, avec a €]0, 1], vérifient les conditions (HV1)-(HV3), de
méme que toute les suites déterministes (hy,),>1 vérifiant les conditions

log(1/h,,
lim sup —og( /hn)
n—00 log n
lim inf M > 0
n—00 logn

<1,

La proposition suivante montre que les deux conditions précédentes
constituent un critére suffisant pour qu’une suite aléatoire (h}),>1 vé-
rifie presque stirement (4.4.1.6) et (4.4.1.7).

Proposition 4.4.2 K une fonction réelle sur R, bornée, & support
compact et a variation finie. Soit H un hypercube fermé d’intérieur
non vide, et soit (Z;)i>1 une suite de variables aléatoires i.i.d dont la
loi sur R? admet une densité f (par rapport & la mesure de Lebesgue).
Supposons qu’il existe a > 0 tel que f soit continue et strictement

positive sur ’ensemble suivant :
He = {z e RY, inf || 2 — 2 ||ga< a}, (4.4.1.13)

Z'eH
ot || - ||re est la norme euclidienne canonique sur RY. Soit (h%),>1 une
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suite de variables aléatoires vérifiant, presque sirement

log(1/h
lim sup 284/ (4.4.1.14)
n—oo  logm
log(1/h
lim inf 2280/M0) (4.4.1.15)

n—00 logn

Alors on a presque sirement, selon la définition (4.4.1.4),

K *
lim sup Gu(K, iy, 2) 1 /K2 (4.4.1.16)
n—00 2
€l (2nf(z)hi log(1/h))
lim inf Gl K, P, 1/2 /K2 (4.4.1.17)
nooo 2€H (onf(z)h log(l/h*

Preuve. Rappelons que

_ / K2(2)dz

Pour k£ > 1 fixé, posons

hk) .= n_(l_ﬁ) AR = e g > 1.

n ° ) n )

Clairement, les suites (h%k))nzl et (E(f)) vérifient (HV1)-(HV3). Ainsi
d’apres , (4.4.1.8) et (4.4.1.9), les événement suivants ont une probabi-
lité de 1 :

Gn(K, h,2)
(2f(z)nhlog(1/h))

B ::{V)\ € [—0_1,0_1], lim sup inf GulK b, 2) 7
" <n<P F T (2f (2)nhlog(1/h))

Ay, ::{ lim sup  sup inf — )\02‘ = O},

~ 242
n—00 h) < <) 2eH A?0°<1

— )\02‘ = 0}.

Enfin, si une suite (hy,),>1 vérifie

1 log(1/h,, log(1/h,, 1
nsoo  logn nooo  logn k
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alors on a, pour tout entier n suffisamment grand,

~

hk <R, < hP, (4.4.1.18)
Pour tout entier £ > 1, posons
log(1/hy) 1}

1 log(1/h}
Cr = {—<liminfM§hmsup <1l-—-
k n—oo  logn n—00 logn k

D’aprés les hypotheses (4.4.1.14) et (4.4.1.15), on a

p(Ja) =1

k>1

63:UCkﬂmAkﬂﬂBk-

k>1 k>1 E>1

Posons enfin

D’aprés les remarques précédentes, on a IP(CV’) = 1. Soit maintenant
w € C quelconque. Il existe donc k > 1 entier tel que w € AN By NCY.
D’aprés (4.4.1.18) et d’apres les définitions de Ay, et de By, il vient que

K *
lim sup inf Gl K P 2) 1/2 _)‘02‘ =0,
100 el Yo <UL (2 f (2)nh log(1/hy))
(4.4.1.19)
n (K, hy,
VA€ [-ot07Y, lim inf Gul 1, 2) /2 )\02‘ =0
(4.4.1.20)

En combinant (4.4.1.19) et (4.4.1.20), avec A = + — o1, il vient alors
que,

Gn(K, R}, 2)

lim sup — w) = o,
oo el (2nf(z)hy, log(l/h;;))l/2

o G (K By, 2)

lim inf 1/2 w) = =0,

n—oc zeH (an(z)h,"; log(l/h;))

ce qui prouve le résultat annoncé. [

256



4.4.2 Application & l’estimation de la densité de copule :
construction et étude d’un estimateur & noyau

Dans ce sous-chapitre, nous nous intéressons a l’estimation de l'objet

suivant :

Définition 4.4.1 (Fonction de copule, densité de copule) Soit (X,Y)
un couple de v.a.r. de loi jointe donnée par une fonction de répartition

H, et notons F' et G leurs fonctions de répartition marginales respec-
tives.

On appelle fonction de copule la fonction de [0,1]* dans [0,1] définie

par

C(u,v) := H(F ' (u), G (v)).

Cette fonction donne une mesure de la dépendance. En effet, si X 1Y
alors on a

Y(z,y) € [0,1)%, C(z,y) = zy .

On suppose que H admet une densité strictement positive fxy sur un
carré [a,b] X [c,d]. Notons fx et fy les densités des marginales F' et G.
Alors C est dérivable sur |F(a), F(b)[x]G(a), G(b)[. On appelle densité
de copule de H sur |F(a), F(b)[x]G(a), G(b)| la fonction

c(u,v) := (93{%0(u’v)’ (u,v) €]F(a), F(b)[x]G(a),G(b)][.
Remarque 4.4.1 Remarquons que, pour tout (u,v) €]F(a), F(b)[x]G(a), G(b)],
o ) - Jor ). G )

- (P ) fr (GTH(v)).
On reconnait alors le rapport entre la densité du couple (X,Y) et le

produit des densités, avec une échelle modifiée par F~1 et G™1.

L’'intérét de la densité de copule c est que cette fonction permet de me-
surer la dépendance locale entre deux variables. En effet, de nombreux

phénomeénes ne sont stochastiquement liés entre eux que s’il prennent
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des valeurs extrémes, ou alors seulement quand il prennent des valeurs
moyennes. Un valeur élevée de ¢ signifie qu’il y a une forte dépendance
locale entre X et Y, tandis qu'une valeur faible de ¢ signifie une faible
dépendance locale.

Construction d’un estimateur de ¢

De la méme facon que pour l'estimation d’une densité de probabilité,
I'idée naturelle pour construire un estimateur d’une telle densité de
copule est d’étudier I'estimateur de la fonction de copule sur une fenétre
dont les dimensions convergent vers (. Dans cette partie, pour une

fonction réelle ¢ sur R?, on notera
clu, v, v, 0" = (c(u',v")—c(u,v))—(c(u,v")—c(u,v))—(c(u', v)—c(u, v)).

Nous rappelons que

E,(t):=f{1<i<n, X;<t}, teR, n>1,
Gu(t) =f{1<i<n, V;i<t}, teR, n>1,
F'(t):=inf{u € R, F,(u) >t}, teR, n>1,
G, (t):==inf{u € R, G,(u) > t}, tER, n> 1.

Deheuvels (voir par exemple [19, 20]) a proposé I'estimateur empirique
suivant pour la fonction de copule

Cyp(u,v) := Hn(F_l(u), G_l(v)).

n n

Le premier estimateur naturel de ¢, en se basant sur C,,, est construit

en considérant les accroissements de ce dernier, ¢’est a dire
cn(u,v) := Cplu,u + hy,v,v + hy),

ol (hy)n>1 est une suite de largeurs de bande convergent vers 0 lorsque
n — 0o.

Puis, comme pour l'estimation & noyau de la densité, 'idée vient de
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"convoler" cet accroissement de H, par un noyau plus régulier que
I'indicatrice de [0, 1]2. On obtient ainsi la classe d’estimateurs suivante :
pour tout "noyau" K, on pose

1 Xi— F7'(u) Yi-G'(v)
(K, 0) '__M;K( Pna(w) " Tna(v) )

ou

bt = F Y u+ hy,) — F; Y (u) = Xnetnha) _ xnud) =y e 0, 1]

) n

et

hno = G v+ hy) — G Hv) = Ylrutnhal) _y () oy 10, 1),

) n n n

sont des variables aléatoires dépendant de u et v. Rappelons que X,gi)
désigne la i-ieme observation de l’échantillon (X;);=1 5, classé dans

I'ordre croissant en valeurs.

LULI pour ¢, autour d’un paramétre de centrage.

Notons bien que hy, 1(+), by 2(+) sont des largeurs de bande dépendant
du point d’estimation (u,v), et que ce sont des variables aléatoires
dépendant des (X, Y;)i>1. Ainsi, le biais de lestimateur c, est trés
délicat & étudier. Nous avons décidé de changer le parameétre de centrage
en rendant d’un certaine maniére les hy, 1(+), by 2(+) "indépendants" des
(X;,Y;)i>1. Nous posons, pour tout (u,v) €]0,1[%,

™ L F_l(u) —u' G_l(v) — v I r g
E. (K, u,v) := /K( @) ) )fx,y(u,v)du dv

R2

et

~

(K, u,v) = cp(K,u,v) — B, (K, u,v).

La proposition suivante est une application des lois fonctionnelles uni-
formes du logarithme itéré pour les accroissements du processus des
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quantiles, obtenues par Deheuvels et Mason [33]. On obtient ainsi le
comportement presque siir de (hn,l(u), hn,g(v)>, asymptotiquement en

n et uniformément en (u, v).

Proposition 4.4.3 Supposons que (h2),>1 satisfait (HV1) — (HV'3).
Supposons que fx et fy sont uniformément continues et strictement
positives sur des intervalles respectifs [a—-y, b+7] et [c—~,d+~] C [0, 1]
avec vy > 0 . Alors F' et G sont des bijections de [a, b] vers [F(a), F'(b)]
et de [c,d] vers [F(c), F(d)] respectivement. De plus on a presque si-

rement
I 5 fin 1‘ 0 (4.4.2.1)
im up — — 1| =0, 4.2.
=00 yerp(a).p®)] | n1(w) fx (F~1(u))
h
I n _ 1‘ —0 4422
o o hn,Q(U)fY(G_l(U)) ( )

"0 welGle) G(d)]

Preuve.

En utilisant la représentation des quantiles, nous pouvons supposer qu’il
existe une suite i.i.d (U;);>1 uniformément distribuée sur [0, 1], basée
sur le méme espace probabilisé que les (X;);>1, et vérifiant, pour tout
entier ¢+ > 1,

Notons

Fot) =t{1<i<n, U<t} n>1,tec01],
E7Yt) :=inf {u>0, F,(u) >t}, n>1, t €[0,1],

n

Bu(t) s=n*?(B(1) —1).
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On a, pour tout u € [F(a), F'(b)], en appliquant I'inégalité des accrois-
sements finis,

B (utha) = By (w) = F (Bt b)) = F7H (B ()

B fX(F_ll(Un)) (ﬁ"_l(u ) = ﬁf(u))
= ey (et ha) = o),

avec u, = u,(u) € [u,u + h,]. En appliquant la LEULI pour les ac-
croissements de 3, (voir [33]), il vient que, presque siirement,

hn + n_1/2 (ﬁn(u + hn) - Bn(u))
hn,

lim sup ‘
" ue[F(a),F(b)]

—1‘:0
et

lim sup | u, —ul|=0.
N0 uelF(a),F ()]

Comme fx est uniformément continue sur [a — 7, b+ ], il vient que

h
lim sup u — 1/ =0.
n=00 yerp(a),F)] | Pt (W) fx (F~(w))

Ainsi, (4.4.2.1) est prouvée. La preuve de (4.4.2.2) est similaire.(]
La proposition précédente nous permet d’établir le résultat suivant.

Proposition 4.4.4 Soit (hy,),>1 une suite de constantes telle que la
suite (h%),>1 satisfait (HV1) — (HV3), et soit K une fonction réelle

Borélienne sur R%, a support compact et & variation bornée. Soit ((Xi, Y;))
i>1

une suite de wvariables aléatoires i.1.d. dont la loi jointe admet une

densité uniformément continue et strictement positive sur un rectangle

261



la — v, b+ y[x]e—~,d+~] oty > 0. Alors on a presque siirement

2 -1 -1 /
lim sup sup \/nhan(F (u)) fr (G=H(w))e, (K, u,v)
wv uelF(@ FO) veieo.6 ) /2y (B u), G 1(0)) log(1/h2)

< /KQ(z)dz, (4.4.2.3)

o . Vb fx(F~1(u)) fy (G-1(v))c, (K, u,v)
lim inf inf
n—00 u€[F(a),F(b)], ve[G(c),G(d)] \/ZfX,y(F—l(u), G~1(v))log(1/h2)

> — /KQ(z)dz. (4.4.2.4)

Preuve.

Comme fxy est continue est strictement positive sur Ja—-y, b+~y[x]c—
v, d+7[. on en déduit qu’il existe ' > 0 tel que fx (F7(-)) soit conti-
nue et strictement positive sur |F(a)—v/, F(b)++'[, tel que fy (G7'(+))
soit continue et strictement positive sur |G(c) — v/, G(d) + 7', et tel
que fxy (F‘l(u), G_l(v)> soit continue en (u,v) et strictement posi-
tive sur |F(a) — ', F(b) + +'[x]G(c) — +', G(d) + ~'[. Soit € > 0 fixé.
Pour tout (u,v) € [F(a), F(b)] x [G(c), G(d)], il existe un cube fermé
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d’intérieur non vide T, = Tl ' x T2 vérifiant les conditions suivantes

2 2 2
(4.4.2.5)
(F_l(ul))
sup — 1| <e/2, 4.4.2.6
ul,uQEI‘}W ‘fX (F_l(u2)) / ( )
fr (G™(v1))
sup ‘ 1| <e/2, (4427
v1,v2€l% , fY (G_l(v2)) / ( )
fxy (F‘l(m), G_l(m))
sup — 1] <e/2. (4.4.2.8)
(Ul,’Ul)EFuW, (’U,Q,Ug)eruﬂ, fX,Y (F_l(UQ), G_l(U2)>
On a donc le recouvrement suivant :
[F'(a), F'(b)] x [G(c), G(d)] C Lo

Comme [F'(a), F(b)] x [G(c), G(d)] est compact, on extrait de (4.4.2.9)

un recouvrement fini, que 1’on note

[F(a), F(b)] x [G(c), G(d)] €| Tuy v,
clF(@) - TEw) + Lixiote) - La@ + 1|
(4.4.2.10)
Pour tous p1, p2 > 0, nous notons
K, (u,v) = K(% %) (u,v) €]0, 1[2.
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Pour 1 < p < P fixé, considérons la classe de fonctions suivante :

P1
gp, { P1,P2 fX (F‘l(up))

P2
€ [1—¢, 1+€], (G o) € [1—e, 1—{—6]}.
(4.4.2.11)

Notons

= / K?(u,v)dudv.

Remarquons que, pour tout pi, po > 0, on a

/K2 E g dudv = p1pao?.

On en déduit que

sup /K'Q(u,v)dudv =o?(1+ e)QfX( (u ))fy( (’Up))

K'€G,,
]RQ

Rappelons que Kg  est défini dans la définition 4.1.2. L’inégalité de
Cauchy-Schwarz combinée avec la définition de Kg nous assure que

sup sup ¥(g) = sup /KIQ(Uav)dUdU
‘I’GKgp’e gegp,e Klegpaf

=o(1+ )/ fx (FL(w,)) fy (G2 () (4.4.2.12)

f f U(g) =— K dud
‘I/Elﬁgpe gé%pe ( ) KS/.lElg;E / (u,v) uaw

—o(1+ O/ Fx (FH ) fr (G2 (wy)).
(4.4.2.13)

Clairement, la classe de fonctions G, vérifie les hypotheses (HK1)-
(HK"2)-(HK’3)-(HK4)-(HK5) (voir le §4.2.3). Nous appliquons le théo-
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réme 4.2.1 &4 G, et & la suite (h2),>1. On a donc, presque stirement,

lim sup inf
n—00 (U,U)Gf(up,up) ‘I’EKgne

N Gy (9, (F7(w), G (), 2) i
gegi (2nh2 fxy (F_l(u)a G_l(v)) log (I/h%))l/2

\Il(g)‘ —0.

(4.4.2.14)
On en déduit alors, en utilisant (4.4.2.12) et (4.4.2.13), que

lim sup Sup
n—00 - -
()€ (up,up) ¢ (F*l(u;o)) 1)p1€[1—6,1+€]a fy (G*(vp)) 1)p2€[1_6’1+6]

G (K (F (), G (0), B

(2nh%ﬁ&y(ﬁh4@0,6“400)log(l/hgnlm

= sup
‘I’G}Kgﬂ6 , 9€Gp.c

—o(1+e), 4.4.2.15
(1+¢€) ( )
lim  inf B inf L

n7roe (wEhup ) b (o)) ) preli—eltd, fy (G 1(0) ) preli—e,lte]

G (s (F (), G (), 12)
(200 o (P10, G40 o (1/35)

= inf
‘I’G}Kgl076 , gegp,e

= —o(1+4e). (4.4.2.16)

Soit maintenant A, un ensemble de probabilité 1 sur lequel se réalisent
(4.4.2.1), (4.4.2.2), (4.4.2.15) et (4.4.2.16). Soit w € A, quelconque.
On a donc, d’apreés (4.4.2.1), pour tout entier n suffisamment grand et

pour tout (u,v) € T'y 4,

fin1 () (w)
fX (F_l (U)) hn

€[l—¢/2,1+¢/2].
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Ainsi, d’aprés (4.4.2.6), on a, pour tout entier n suffisamment grand,

hna(u)(w)
fX( (Up))h

De la méme fagon, en combinant (4.4.2.2) et (4.4.2.7), on a, pour tout

el—e1+¢. (4.4.2.17)

entier n suffisamment grand,

hn2(u) (W)
fY( (Up))h

En combinant (4.4.2.17) et (4.4.2.18), on a, pour tout entier n suffisam-
ment grand et pour tout (u,v) € I'y

(1, u0,0) €4 Gu( Ky, (F71 (), G (), 12),

fx(F~ (Up))_l)Pl ell—el+6, fr(G (Up))_l)pz el —el+ e]}

€l —el1+¢. (4.4.2.18)

Ainsi, d’aprés (4.4.2.15) et (4.4.2.16), on a, pour tout entier n suffisam-
ment grand et pour tout (u,v) € I'y ,

c (K, u,v)
(2nh2 fyy (F—l(u), G—l(v)> log(1/h2))"?

< sup

ix (F1w)  meli-etvd, fy (G710)  poeli-elrd
G (K (7 (1), G (0)), 2)
(2nh2fxy( ), G (v)) log(l/h2))1/2
o(l+e) \/fX uy)) fr (G~ (vp)) (4.4.2.19)
() f

o(l+e) \/fX

La ligne (4.4.2.19) est une conséquence de (4.4.2.12) et (4.4.2.12), et
la derniére ligne est une conséquence de (4.4.2.6) et (4.4.2.7). Comme

(w)

v (G- ). (4.4.2.20)

1 < p < P est arbitraire, il vient que, presque stirement, pour tout
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entier n suffisamment grand, on a

VI (F1(w) fr (G (0)) &, (K, u,v) :
sup <o(l+4e€)".

(1:0)€T a0y \/2nh,%fx,y (F—1(u), G—l(v)) log(1/h2)

Comme € > 0 est arbitraire, il vient que, presque stirement,

VP (F1(w) fr (G7(0)) ¢4 (K, u,v)

limsup sup <o.

n—=00  (u,0)€ly, 4, \/th%ny (F_l(u), G_l(v)) 10%(1/}%%)

De la méme facon, on montre que, presque siirement,
V Fx (F=1(w) fr (G7(0)) ¢y (K, u,v)
liminf  inf

n=00 " (u,0) €T p,u, \/th%fx,y (F—l(u), G—l(v)) log(1/hy)

> —0.

La preuve de la proposition 4.4.4 est alors achevée.[]
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Chapitre 5

Domaine de non invariance pour les
accroissements du processus
empirique multivarié

5.1 Introduction et notations

Dans ce chapitre, nous allons étudier le comportement limite des
accroissements du processus empirique multivarié sur R%, dans le cas
ot la suite de tailles de fenétre (hy,)n>1 est dans le "domaine de non
invariance", ou "domaine d’Erdos-Rényi". Nous entendons qu’une suite
de réels (hy,)n>1 est dans le domaine de non invariance lorsqu’elle vérifie,

lorsque n — o0,

(HVE1l) 0<h,<1, h, |0, nh, 1T oo,
(HVE2) nhy,/logn — c> 0.

Soit (Z;)i>1 une suite i.i.d. & valeurs dans R? dont la loi commune
admet une densité f. Pour tout z € R? tel que f(z) > 0 et pour tout
s=(s1,...,5q4) €[0,1[%, on définit
n
1 Zi—Z
[0,51]><...><[0,3d]< L7d )

cf(z)logn

Az, by, s) = = (5.1.0.1)
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Remarquons que, pour z et n fixés, A, (z, hy,, +) est presque stiirement la
fonction de répartition d'une mesure positive finie sur [0, 1[2. Pour tout
Borélien A C [0, 1[%, on notera la mesure de A associée & A, (2, hy, *)
de la fagon suivante.

Aoz, o, A) = / 1a(3)dA (2, B, 5).
o1

Nous notons B([0, 1[¢) 'espace vectoriel des fonctions réelles bornées
sur [0, 1[, et pour tout f € B([0, 1[?), nous notons

| fll:== sup [f(2)]- (5.1.0.2)

z€[0,1[¢

Il nous sera plus pratique de considérer les processus A, (z, by, ), n >
1, z € RY f(2) > 0 comme des fonctions de répartition aléatoires,
plutdt que comme des variables aléatoires & valeurs dans B([0, 1[%).

Définition 5.1.1 On définit M ([0, 1[%) comme le cone des fonctions
de répartition de mesures positives finie sur [0,1[%. Pour A C [0,1[ et
g € M([0,1[%), on notera

g(A) = /dg. (5.1.0.3)

A

M([0,1[%) est un fermé de (B([0,1[%), ] - ]| ).

Remarque 5.1.1 A partir de maintenant, nous considérons les Ay (-, hn, 2)
comme des variables aléatoires o valeurs dans M([0,1[%), muni de la
tribu engendrée par les projections cooronées.

Le comportement asymptotique en n des A,(z, hy, ) lorsque (hy)n>1
vérifie les conditions (HVEL) et (HVE2), est déterminé par les proprié-
tés de déviations modérées d'un processus de Poisson homogéne sur
[0, 1[%. Ces déviations modérées sont décrites par la fonction de coiit
suivante (voir la définition 3.1.1 pour plus de détails).
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Définition 5.1.2 (Fonction de cotit I) Soit ¢ > 0. Pour une fonc-
tion réelle g € M([0,1]?) admettant une densité g’ par rapport a la
mesure de Lebesque X\, on pose

I(g) == / h(g')d, (5.1.0.4)

01l

h(z) :=xzlogz — z + 1, = €]0, 00|, (5.1.0.5)
h(0) = oo.

Pour toute autre fonction g € M([0,1[?), on pose

I(g) := oc.
On définit ensuite pour tout ¢ > 0,
Le={g € M([0,1[%), I(g) < 1/c}. (5.1.0.6)

La propriété suivante montre que I est bien une fonction de cofit sur
(M0, [, 1] - I)-

Propriété 5.1.1 (Propriétés de I) [ est une fonction de coit sur
(M([0,1[9),]] - || ). Autrement dit, pour tout ¢ > 0, I est un compact
de (M([0,1[H), ] -] )-

Preuve. Pour p > 1 entier et pour ¢ = (iy,...,iq) € {1,..., 2p}d on
pose

AL = [27P(i; — 1),27P0y [ x ... x [27P(ig — 1),27Pig].

7

On définit également la fonction I, sur [0, oo[2pd de la facon suivante :
Pourtout o = (x11, 1, T 1,15+, T 201y, o ) € [0, oo[2pd,
on pose

I(z) = Z 2_pdh(2pd:cihm,id).

1<iq <20, 1<i,<2p
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En appliquant la proposition 3.4.2, nous savons que, pour toute fonction
g € M([0,1[%), on a (voir la notation 5.1.0.3)

.........

I(g) =sup, (9(A’f,1

p>1

En conséquence, I est une fonction semi-continue inférieurement sur
(M([0,1[9),]] - || ) en tant que limite croissante de fonctions semi-
continues inférieurement sur (M([0,1[%),|] - || ). Comme M([0, 1[%)
est un fermé de (B([0,1[%),]| - || ) et que I est semi-continue inférieu-
rement sur (M([0,1[%),]] - || ), nous en déduisons qu’il nous suffit de
montrer que, pour tout a > 0, I’ensemble I', est relativement compact
dans (B([0,1[%),]] - || ). Pour cela, nous allons appliquer le théoréme
d’Arzela-Ascoli. Nous munissons [0, 1[¢ de la norme suivante.

I lloi= maxc |, 5= (51,50 €0,1[% (5,107

—1,...

Rappelons que A est la mesure de Lebesgue sur [0, 1[?. Clairement on
a (h est défini par (5.1.0.5))

lim M = 00. (5.1.0.8)

T—r00 T

Soit € > 0 quelconque et soit A > 0 tel que

i 22 1 (5.1.0.9)

r>A I CLE.

Clairement on a, pour tout g € I,

/ /
/ Tax < / —h(? )

ae g
{g’ZA} {g'ZA
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Ainsi
/ gd\ <e. (5.1.0.10)
g'>A
Posons 1 := A71de. Soient s, s’ € [0, 1[? tels que || s — 5" ||o< 1 (voir
(5.1.0.7)), et soit g € T, quelconques. On a, en notant s = (s1,. .., Sq)
et s’ = (s),...,5)),

o) g = [ g [ ga)

[0,51]%...x[0,84] [0,s7]x...x[0,s!,]

gdX, (5.1.0.11)

(VAN
—~

[0,51]x...x[0,54]A[0,s]]x...x[0,s,]

Ici, A désigne la différence symétrique, c’est a dire AAB := (A—B) U
(B — A) pour deux ensembles A et B. Or, comme || s — s’ ||o< 7, il

vient que
A([O, s1] % ... x [0, 54 A0, 81] X ... % [o,s;]) <dn< %.
Ainsi, en combinant (5.1.0.11) et (5.1.0.10), nous avons
| 9(s') — g(s) = / (1ycat g'1ya) A

[0,51]x...x[0,54] A[0,5} ] x...x[0,s!,]

SA)\([O,sl} % x [0, s A0, 8] X ... % [o,sg]) te

=2e.
Ainsi, T', est un ensemble uniformément || - ||~ équicontinu, et donc
relativement compact dans (B([0,1[?), || - || ) ce qui conclut la preuve

de la propriété 5.1.1. [

En s’inspirant des travaux d’Erdos et Rényi [48], Deheuvels et Ma-
son ont établi une loi fonctionnelle uniforme du logarithme itéré non

standard pour le processus empirique uniforme c¢’est a dire dans le cas
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ou d = 1 et ou les Z; suivent une loi uniforme sur [0, 1]. Nous rappe-
lons que, pour toute fonction f définie et bornée sur [0, 1[¢, nous avons

défini la norme

| f == sup [F(2)].

t€[0,1[¢

Théoréme 5.1.1 (LFULI non standard, Deheuvels Mason, 1992)
Soit (Z;)i>1 une suite i.i.d. uniformément distribuée sur [0,1]. Soit
(hp)suite une suite de constantes vérifiant (HVE1) et (HVEZ), avec

d = 1. Alors on a presque stirement, pour d = 1,

lim sup inf || A,(z, hy, ) — f||=0,
g [ A b ) 1
Vfel, lim inf ] || An(z, hn, ) — f ||=0.

n—o0o z€[0,1—h,

Preuve.
Voir [33]. O

En nous inspirant de leurs travaux, nous établissons un théoréme

similaire dans le cas multivarié.

5.2 Enoncé du résultat

Voici ’énoncé de notre résultat.

Théoréme 5.2.1 (LFULI non standard) Soit (Z;);>1 un échantillon
i.i.d dont la loi sur R? admet une densité f. Soit H un compact d’in-
térieur non vide de RY, et soit a > 0. Supposons que f est continue et

strictement positive sur ['ensemble suivant.
H® = {z' e RY, inf || 2 — 2 ||pe< a}, (5.2.0.12)
zeH

oti || - ||ge désigne la morme euclidienne sur RY. Soit (hy)p>1 une
suite de constantes vérifiant (HVE1) et (HVE2). Alors on a presque
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strement

@vzeﬂwgenﬂwﬁgﬁm{HAﬂzmmq—gnwyeH}:m
(5.2.0.13)

(44) lim sup inf{ | An(z, o) — g I, g € Fcf(z)} 0. (5.2.0.14)

Remarque 5.2.1 L’expression de (i) et (i) est moins claire que dans
le théoréeme 5.1.1 du fait que le processus empirique multivarié n’est
pas homogeéne : le nombre de points capturés dans une fenétre de taille
Wl qutour dun point z est en moyenne de nh,f(z) ~ cf(z)logn.
Cette moyenne varie avec z € H, ce qui n’est pas le cas dans le théo-
reme 5.1.1, ot les (Z;)p>1 suivent une loi uniforme, et o f est donc

constante.

La preuve du théoréme 5.2.1 sera naturellement divisée en deux parties,
consacrées la premiére & la preuve de la partie (i) du théoreme 5.2.1 et
la seconde a la preuve de la partie (ii) du théoréme 5.2.1.

5.3 Preuve de la partie (i) du théoréme 5.2.1

5.3.1 Swubdivision de H

Soit z € H, g € T'¢y(»), et € > 0 fixés. Rappelons que

gs:{yeA«m@m,ny—gw<§. (5.3.1.1)
Par semicontinuité inférieure de I dans (M([0,1[%),]| - || ) (voir la
propriété 5.1.1), on sait qu’il existe un réel a3 > 0 tel que
1— 30(1
1(g°) = . 5.3.1.2
=" 5312
Considérons un hypercube d’intérieur non vide H' := [a1,b1] X ... X

[ap, by] tel que ]P’(Zl € H') < 1/2, et tel que

/ R
inf /(Z) > = 2051-
z'eH’ f(Z) l—o

(5.3.1.3)
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d
Nous divisons ensuite H' en cubes disjoints z; ,+]0, h,i/d] , 1 <3< m,,

oll m,, est le nombre maximal de cubes disjoints que I’on peut construire

tout en vérifiant

My

d
U{z+]0.m/"} cm. (5.3.1.4)
i=1
Remarquons que, lorsque n — oo, on a
my, = h o), (5.3.1.5)
Pour tout entier n > 1, notons AIll, la version "Poissonisée" de A,,
cest a dire, pour s := (s1,...,s,) € [0,2[¢,
I
2 1{0,51]x....x[0,54] (%)
AL, (2, by, 8) == = , 5.3.1.6
(=, 5) cf(z)logn ( )

ol 1, est une variable aléatoire de Poisson d’espérance n, indépendante
de I'échantillon (Z;);>1. En appliquant une technique de Poissonisation
(voir par exemple |77]), il vient que, pour tout entier n > 1 suffisam-

ment grand,

PN {2 ) ¢ 0 }) <P {20l ) ¢ 9°})

z'eH Z'eH'
S HD( ﬂ {An(zi,m hm ) ¢ ge})
1<i<m,,
<2P( () {AMu(zinha) € 9})
1<i<m,,
. 21?(1§an En> (5.3.1.7)

Notons pour une fonction f sur [0, 1[%, supp(f) = {f # 0}. Re-
marquons que, pour tout entier n suffisamment grand, et pour tous
1 <i#4 <m, et pour tout s = (sq,...,5q4) € [0,1[¢, on a

T ZZ,TL T Zi/an —
SUPp(l[O,sl]x...x[O,sd] (W)) N SUPp(l[O,sl]x...x[O,sd] (W)) = 0.

(5.3.1.8)
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Ainsi, d’aprés un propriété élémentaire des processus de Poisson com-
posés, nous déduisons que, pour tout entier n > 1, les événements
E,;, 1 <1 < m, sont mutuellement indépendants. Ainsi, d’apres
(5.3.1.7), nous avons, pour tout entier n suffisamment grand,

P {2 k) go'}) <2 T B(E)

z'eH 1<i<m,,
<2 [T (1-P(al(ih,) € g7))
1<i<m,,
< 2exp < — My lgllzlgur}ln]P)(AHn(Z“ h’m ) cg >)

(5.3.1.9)

Pour aboutir a I'inégalité (5.3.1.9), nous avons utilisé la relation 1 —u <
exp(—u), u > 0. Dans le but de controler le majorant dans (5.3.1.9)
nous allons établir le principe de grandes déviations uniforme suivant.

5.3.2 Principe de grandes déviations

La proposition suivante fournit I’outil principal de la preuve du théo-
réme 5.2.1. Nous renvoyons aux définitions 3.3.4 et 3.2.1 pour les défi-
nitions des notions qui apparaissent dans la proposition suivante.

Proposition 5.3.1 (Principe uniforme de grandes déviations)
Soit (2in)n>1, 1<i<m, un tableau triangulaire quelconque de points de H.
Sous les hypothéses du théoreme 5.2.1, le tableau triangulaire

(AHn(zi,n; P, ))

n>1, 1<i<m,,
satisfait le principe de grandes déviations uniforme dans (M([0, 1[2), ||
- ||) pour le tableau triangulaire de vitesses

1

Cni = cf(zin)logn’

et pour la fonction de codt I.

n>1,1<i<my, (5.3.2.1)
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Remarque 5.3.1 Nous soulignons que la proposition 5.3.1 est valable
quelle que soit la valeur de ¢ > 0 dans ['hypothése (HVE1).

Preuve.

Nous allons appliquer la proposition 3.3.1. Pour cela nous devons mon-
trer les hypotheéses 1, 2 et 3 de cette proposition sont vérifiées. Nous mu-
nissons [0, 1[? de la norme euclidienne usuelle. Pour tout entier p > 1,
on divise le cube [0, 1[? en petits cubes disjoints d’arréte 277, notés

[0, 1[%:= U Cs

1<i <29, 1<i4<2p

oll, en notant 7 = (1,...,14), on a posé
=1 -1 Ly
C:, = ( T ) +1]0,277[". (5.3.2.2)

Clairement, la réunion d’ensembles

U{(Z_lz—d) 1§z'1§21’,...,1§z‘d§2”}
2P 2P
p>1

est dense dans [0, 1[.

Un lemme préliminaire

Rappelons que h est définie par
h(z) :==zlogz —z+ 1, z > 0, h(0) := oo,

et rappelons aussi que, pour tout g € M([0, 1[%), et pour tout Borélien
A C 0,17 on a posé

g(A) = / 1, dg. (53.2.3)

[0,1[¢
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Lemme 5.3.1 Supposons que les hypotheéses du théoréme 5.2.1 sont
vérifices. Alors, pour tout p > 1 et pour tout = {1,...,2p}d, le
tableau triangulaire de v.a. réelles

(AHn(zm, i, C-

“”p))nzl, 1<i<m,

satisfait le principe de grandes déviations uniforme sur [0, 00[ pour le

tableau triangulaire de vitesses

1

2in) log TL)nZl, i<m,

(€n,i)n>1,i<m, = (cf(

et pour la fonction de coit

~ o . d x

Iy(x) =277 h(ﬁ), z > 0. (5.3.2.4)
Preuve : Soit p > 1, et soit ig € {1,..., 2p}d. Nous allons appliquer la
proposition 3.2.5. Nous montrons (3.2.3.1), puis la preuve de (3.2.3.2)
suivra un schéma identique. Pour un entier n fixé, et pour tout 1 <17 <

m,, définissons la variable aléatoire suivante (voir (5.3.2.3)).

V;,n,fo = Cf(zl,”)(log n)AHﬂ(zl,na hm C )

20,p

Posons aussi

i =P(Z1 € 2 + h/IC; ). (5.3.2.5)

pi,n,io 20,P
Clairement, pour tout entier n > 1 et pour tout 1 < ¢ < m,,, la variable
aléatoire V;,n,?o suit une loi de Poisson d’espérance np; i - Comme f est
uniformément continue et strictement positive sur H* (voir 5.2.0.12),
et comme A(C; ) = 2774 il vient que

. pZ.,TL,ZO o o
nh_)rgo  ax FCon)2 P 1| =0. (5.3.2.6)

Ainsi, pour tout a > 277 et pour tout entier n suffisamment grand, on

a

min 2¢/Gin)logn (5.3.2.7)

1<i<m,, np; .7,
) b
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Nous appliquons ensuite I'inégalité de Chernoff pour une variable de
Poisson de parametre np, niy - Ainsi, pour tout entier n suffisamment
grand pour vérifier (5.3.2.7), on a, pour tout 1 < i < my,

P(Aﬂn(zm, hy,, C’;O’p) > a) = ]P)(Vi,n,fo > acf(zin)log n)
acf(zin)logn )

npi,n,ZO

(5.3.2.8)

< exp ( — npi,n,goh(

Or d’apres (HVE2) et (5.3.2.6), on a

limsup max 0 h(acf(z, ) ogn) <2 pdh<i). (5.3.2.9)

En combinant (5.3.2.8) et (5.3.2.9), et en se rappelant la définition de
I, dans (5.3.2.4), il vient que

) 1 ~
S e f (s log % (B(AT(zin, . Cr,p) > @) ) < ~Fyfa).
(5.3.2.10)

Soit maintenant y > a quelconque. Si on montre que

.. ) 1

imint i e iogn %8 (P(AThteia b Gy ) 2 )) 2 (),
alors comme y > a est arbitraire, et par croissance de I sur [a, 00|, on
aura bien

. : 1

hggf 1<i%m, cf(zin)logn log (P<AH"(Zi’”’ iny G ) 2 a)) > —hla).

Notons ¢ la fonction de Laplace d'une variable de Poisson standard,

c’est a dire
¢(t) == exp (exp(t) — 1), t € R. (5.3.2.11)

Notons que A est la fonction conjuguée de log ¢, c’est a dire, pour tout
z > 0,
h(z) = sup zu — log (¢(u)), (5.3.2.12)

u€R
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ou le sup est atteint quelque soit z > 0. Soit donc ug 'unique réel

vérifiant

h(2P%y) =sup 2*'yu — log (¢(u))

u€eR

=2""yug — log (¢ (uo)), (5.3.2.13)

c’est & dire, aprés calcul, e® = 2P%y. Soit F' la loi d’une variable de
Poisson standard, et F{y la mesure définie par la densité suivante

dFy(x) := gb(uo)_l exp(upz)dF(x). (5.3.2.14)

Notons "*" 'opérateur de puissance convolution pour les mesures infi-
niment divisibles, c’est a dire, pour tout L > 0 et pour tout £ € R,

/Ooexp(it:v)dF*L(:I:) = (76Xp(itm)dF($)>L

Remarquons que, pour tout L > 0, on a
dF;" () = ¢(uo) -t exp(ugz)dF*E (x). (5.3.2.15)

Remarquons aussi que, pour tout entier n suffisamment grand et pour

tout 1 <7 <m,, on a

/ wdFy(x) =¢(up) ™ / z exp(uoz)dF (z)

R R
= qb(uo)_ exp (exp(uo) — 1+ uo)
= euo
= 2Py, (5.3.2.16)

La derniere égalité vient de la définition de wgy (voir (5.3.2.13)). Soit
d > 0 arbitraire tel que [y — d,y + 6] C [a,o00[. Pour tout entier
n > 1 suffisamment grand, et pour tout 1 < ¢ < m,, on sait que
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cf (zin)(logn) All,(zin, ho, C;, ) a pour loi F™"™indo ot p; = est dé-
fini par (5.3.2.5). 1l s’ensuit que

P( AL, (210, b, G, ) > a)
> ]P’(AHn(zi,n, hi, C3, ) € ly — 6,y + 5])

= dF*"Pindo (1)

cf(zij) logn € [y_(s’y+§]

exp ( — up(y + 6)cf(zin) log n) X / exp(uox)dF " Pinio (1)

T s €= 0y+0]

exp (= ef (zi0) (o n)uoly + 8) + 5, og (6(u)))
S B

€ly—0,y+9]

AV

'V

- &
Cf(zi,n) log n

=q. = s X bi’ni‘o’&, (53217)

1,510,

La ligne (5.3.2.17) est une conséquence de (5.3.2.15), avec L := np;, , = .
Soit m > 1 un entier suffisamment grand (d’apres 5.3.2.6) pour vérifier

npianvg()

max
1<i<mn, 1 27Pdcf(z;,,) log n

_ 1‘ < uplog (p(ug)) 6. (5.3.2.18)
Soit 1 < ¢ < m,, quelconque. On a

cf (zin) (log n)ug(y + ) — np; , 7 log (¢(uo))

< 27 f(z;,) logn <u02pd(y +6) — log (¢(uo)) + u05>
cf (in) logn< (2°%y) + uo (27 + 1)5)

) (D) + 272 + 1) ugd)

< cf(2in) (Ip(y) + 25u0> (5.3.2.19)
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Ainsi, quelque soit 6 > 0, on a,pour tout entier n suffisamment grand
et pour tout 1 <1 < m,,

;75 > €XP ( —cf(zin) logn(z,(y) + 2u05)>, (5.3.2.20)
ol ug ne dépend que de y > a. Nous allons maintenant montrer que,
quel que soit le choix de > 0, on a

lim min b, -, =1. (5.3.2.21)

n—oo 1<i<m,, 115100

Soit & > 0 quelconque. Soit n un entier suffisamment grand pour véri-
fier, d’apres (5.3.2.6),

y - (5 < . npll,’n,;o < a npi,nazo < y + 5
—~——— < min max :
Y+ 271§ 1<i<m, 27Pcf(z;,, logn) T 1<i<m, 27PAcf(z;,, logn) oy — 27P46

(5.3.2.22)

On a alors, pour tout 1 <17 < m,,

npl‘,n,;o

27Pdcf(z; ) logn

x [y — 2776,y + 2778 C Jy — 6,y + 6[. (5.3.2.23)

Ainsi, pour tout entier n suffisamment grand, et pour tout 1 < i < m,,,

oIl a

*npim,,;
bz’,n%},,é - / dF °(z)

- €ly—d,y+9]

Cf(zi,n) logn
*npi,n,zo
/ dFy (z)

et €ly—027P y+6277]

IV

i,m,1(

= / ngnpi’"’zo (z).

o €200y —6,20y+]

np. 7
pz,n,zo

Or d’apreés, (5.3.2.16), nous savons que y2P? est I'espérance de la loi
Fy, et donc, par convolution, a2P%y est I'espérance de F§* pour tout
a > 0. De plus, Fy admet un moment d’ordre deux, car F' a tous ses
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moments exponentiels finis. En notant, vy la variance de la loi Fjy, nous
en déduisons que, pour tout a > 0, la variance de la loi Fy* est avy,
par convolution. Pour n suffisamment grand, et pour tout 1 < i < m,,

nous appliquons l'inégalité de Bienaymé-Tchebychev a la loi Fo Winio
Ainsi
I=b ~ (5.3.2.24)
i,n,ig,0 — 571]?2-%;0 . s I/

Soit 8 > 0 un minorant de f sur H. Rappelons que A désigne la mesure
de Lebesgue sur [0, 1[%. Pour tout entier n et pour tout 1 < i < m,,, on

pi,n,fo - / fd)\

2 n+h1/d0

a

>Bh,A\C; )
—=Bh, 277, (5.3.2.25)

En combinant (5.3.2.24) et (5.3.2.25), il vient que (5.3.2.21) est démon-
tré. En combinant (5.3.2.17), (5.3.2.20) et (5.3.2.21), nous concluons
que, pour tout choix de § > 0 vérifiant [y — 6,y + 6] C [a, o], on a,

pour tout entier n suffisamment grand et pour tout 1 <i < m,,,

IP’(AHn(zl-,n, P, C’;O,p) > a) > %exp ( —cf(zin) logn(z,(y) + 2u06)).
(5.3.2.26)

Ainsi en se rappelant que
1
€ni = ,n>11<1<m,,,
o cf(zin)logn’  — - ="

on a

liminf min €,,;log (P(AHH(ZZ"”, h, C, p) > a)) > —Tp(y) — 2uq0.

n—oo  1<i<m,
(5.3.2.27)

La preuve du point (3.2.3.1) de la proposition 3.2.5 se termine comme
suit. Pour I > I,(a) on choisit d’abord y > a tel que I(a) < L(y) <
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[ (rappelons que fp est continue et strictement croissante sur [a, 0ol.
Notons que wug ne dépend que de y > a. On choisit ensuite 6 > 0
suffisamment petit pour avoir I,,(y)+2upd < let [y—d,y+4] C [a, 0o].
On alors, d’apres (5.3.2.27),

liminf min e,,;log (P(Aﬂn(zijn, hn, Cs. p) > a)) > .

n—oo 1<i<m,,

Comme [ > I(a) est arbitraire il sensuit que

ligg}fé%i%n €n.i log (IP’(AHH(ZZ-,”, o, C5, ) 2 a)) > —1I(a).
(5.3.2.28)
En combinant (5.3.2.10) et (5.3.2.28), on en déduit que le point (3.2.3.1)
de la proposition 3.2.5 est vérifié. Par une méthode similaire, on montre
que le point (3.2.3.2) de la proposition 3.2.5 est vérifié. Nous appliquons
alors la proposition 3.2.5 pour en conclure que le tableau triangulaire

(AHn(zm, i, C-

“bp)>n21, 1<i<my,

satisfait le principe de grandes déviations uniforme pour le tableau
triangulaire de vitesses (€ ;)n>1,i<m, €t pour la fonction de cotit E,. Le
lemme 5.3.1 est donc démontré.[]

Principe de grandes déviations uniforme pour les marginales

Nous rappelons que AIL,(-, hy, z) est la version "Poissonisée" de
A, (¢, by, 2), définie en (5.3.1.6). En appliquant le lemme 5.3.1, nous
savons que, pour tout ;0 = (i1,...,0q), 1 <13 <22/ ...,1 <y < 2P
le tableau triangulaire

(AHn(zm, h, C

Zo’p)>n21, 1<i<m,
satisfait le principe de grandes déviations uniforme (voir la définition

3.2.2) pour (€,,;)i<i<m, et pour la fonction de coit Tp. Or, pour tous
n>1,4i#u€{l,...,2°Y ona

C- NC: =1.

10,D 11,p
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Nous en concluons, d’aprés les propriétés élémentaires d’un processus
de Poisson composé, que les variables aléatoires

- d
AHn(ZZ',n, hn, Cgo,p)’ 10 € {1, Ceey 2p}

sont mutuellement indépendants. Pour tout entier n suffisamment grand

et pour tout 1 <1 < m,,, définissons le vecteur aléatoire a valeurs dans
d

[0, 00> suivant :

Xin ::<X_" ).,
’ 0/ ie{1,...2v}"

::(AHn(zi,n,hn,Cf n>1,1<i<m,.

Z071’))E’Oe{l,...,zp}””

Ainsi, nous pouvons appliquer la proposition 3.2.1, et déduire que le
tableau triangulaire (X, ;)1<i<m, satisfait le principe de grandes dévia-
tions uniforme sur [0,00[2pd pour (€ n)i<i<m,, €t pour la fonction de
colt suivante :

L= 3 2—Pdh(;§d),xe[o,oo[2pd. (5.3.2.29)

ie{l,...,20}¢

Dans I'expression précédente, on a noté x := (x7);, <o __;,<2. Rappelons
que les C; , p > 1, i e {1,...,2°}* sont définis par (5.3.2.2). Nous
définissons maintenant la fonction suivante :
d
Ry 0,00 = (M([0,11%), 1] - | )
r — Ry(x)(s1,...,5q) := > xz, (81,...,84) € [0, 1"

C7,Cl0,51]x...x[0,5,)]

Il est & noter que pour n > 1, 1 < i < m,, le processus R,(X;,) sur
[0, 1[ vérifie presque stirement

[2p81] [2p8d]
Rk

De plus, les R, sont des applications continues, ce qui nous permet

Rp(Xi,n)(Sh ceey Sd) = AHTL (Zi,n7 hn7

d’appliquer le principe de contraction de (voir par exemple [39]). Ainsi,
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on en conclut que le tableau triangulaire

AT (s, 2200 222
n\ <t,ns ''n, op 7777 9p n>1, 1<i<m,,

d
[

satisfait le principe de grandes déviations sur [0, co[” pour (€,;)n>1, 1<i<m,,

et pour la fonction de cofit suivante :
L(f) := inf{Jp(az), z €[0,00", Ry(z) = f}, (5.3.2.30)

avec par convention inf () = co. Ainsi, lorsqu’une fonction f s’identifie
a une mesure positive purement atomique dont les atomes sont dans

I’ensemble

{(2_17"'72_(1)7 1§i1§2p7"'a ]-SldSZp}a
op op

alors f admet un antécédent unique par R,, et au vu de (5.3.2.29) on
a (voir (5.3.2.3) pour plus de détails)

(G,
W= Y (I
i1<2P,... g <2P

Dans les autre cas, f n’admet pas d’antécédent par R, et donc

L(f) = oo.

Nous renvoyons au §3.4 pour la preuve du fait que, pour tout f €
M([0,1[%) on a
sup I,(f) = I(f). (5.3.2.31)

p>1

Equicontinuité asymptotique

Nous allons maintenant montrer le point 3 de la proposition 3.3.1.
Pour p > 1, nous considérons la partition suivante.

o= U G,

ie{1,...,.20}"
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ou

11— 1 1qg— 1 _prd
C;}p::( 5 o )+[0,2 [,

Notons, pour touti = (iy, ..., i) € R?
i—1:=(iy—1,... 04— 1).

Pour prouver le point 3 de la proposition 3.3.1, il nous suffit de montrer
que, pour tous 7 > 0 et M > 0, il existe un entier p > 1 tel que

limsup max €,

n—oo 1<i<my

log (]P’( max  sup | AHn(zi,n, h,, s) — AHn(zm, I 2_p(;— 1)) |> T))
ie{1,...20}" s€C;

< — M. (5.3.2.32)

Or, pour tous entiers strictement positifs n et p, et pour tout 1 <1 <

My, ON a

IP’( max ~ sup | AHn(zi,n,hn,s) — AHn(zi,n,hnﬂ_p(Z— 1)) |> 7')

ie{l,..20} seC;

<2 max IP’( sup | AHn(zi’n,hn,s) — AHn(zi,n,hn,Z_p(;— 1)) |> 7').

ie{1,..2r} \seCy,

(5.3.2.33)

Comme All,(z, h, s) est presque siirement croissante en sy, ..., sq, il
vient que, pour tout n > 1, pour tout 1 < 7 < m,,, pour tout entier
p > 1 et pour tout i € {1,..., 2p}dj

]P’( sup | AHn(zi,n,hn,s) — AHn(zi,n,hn,Q_p(;— 1)) |> T)
SECap
_ P(Ann(zi,n, B, 2797) = ATL (210, iy 277(0 — 1)) > T)
(5.3.2.34)
(5.3.2.35)

Z7n77’7p.
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Notons 7 = (i1, ...,14), et posons

Zi— 2 . : 1 1
=P 11—2’€<[0,2—1[x...x[0,2—d[—[0,“ [x...x[o,zd
pi/d op op op oW

(5.3.2.36)
et

: - =1 g — 1
V> ::A([O,Z—l[x...x|:0,Z—d|:—|:0,21 [X---X[07Zd [)
ip P P 2 2P

Clairement cf(z;)(logn) (AHn (zl-,n, ho,, 2‘@) — AlIl, (zi,n, h,, 2_1’(1_"—

1) ) suit une loi de Poisson d’espérance ny, nip- De plus, comme f est
) .

continue et strictement positive sur H%, on a

cf(zin)(logn)v-
lim min fzin)log n)ry, = 1. (5.3.2.37)

n=00 <i<m,, ie{l,..,.20}" G nip

Enfin, on a, pour tout entier p > 1,

max vy <d2°F. (5.3.2.38)
ief1,.. ot P

Soit p un entier suffisamment grand pour vérifier

4277 < % (5.3.2.39)

En combinant (5.3.2.37), (5.3.2.38) et (5.3.2.39), il vient que, pour tout
entier n suffisamment grand, pour tout 1 < ¢ < m, et pour tout
i€ {1,...,2p}d, on a

cf(zin)Tlogn ST

n. -=» o 21/-.'
MZ,”,Z,p Z7p

> 1. (5.3.2.40)

Nous appliquons alors I'inégalité de Chernoff a la variable aléatoire de

Poisson cf(z;,) logn (AHn (zl-,n, b, 2_@) — AlIL, (zm, h,, 2_p(;— 1)) .
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Il vient alors que, pour tout entier n suffisamment grand, pour tout
1 < i< m, et pour tout 7 € {1,...,21’}d7 on a

i,n,f,p
= P(cf(zi,n)(log n) (AHn (zi,n, b, 2_1’;) — AII, (zm, hy,, 2_p(7,7— 1))) > 1cf(2in) log
< exp < _ nuin;ph<cf(z’ I Og")). (5.3.2.41)
n nlui,n,;,p

Ainsi, si p vérifie d27P < F, alors, d’apres (5.3.2.37) et (5.3.2.40), pour
tout n suffisamment grand, et pour tous ie {1,..., 2p}d, on a

1
P, .7, < exp ( — ¢S (zin)vg, (log n)h T ))_

Vip
Il vient, d’apres (5.3.2.33)et (5.3.2.35)

]P( max  sup | AHn(zi,n,hn,s) — AHn(zi,n,hn,Q_p(Z— 1)) |> 7‘)
ie{1,...,2r}" s€Cy
1 T
d
<2 [ naxexp ( — 5VipCf (zin)(log n)h(QV;,p)> (5.3.2.42)

Or, lorsque * — 00, on a h(z) ~ xlogz. Il existe donc Ay, > 0 tel

que

M
e M2 8 (5.3.2.43)

xZAM,T T T

D’aprés (5.3.2.38), nous pouvons choisir p suffisamment grand pour

avolr

> A 5.3.2.44
fe(1,..2n}1 207, ’ ( )

I1 vient alors que, pour tout entier n suffisamment grand, pour tout
1 < i < m,, et pour tout i € {1,...,2p}d on a

P, 7, < exp (= cf(zin)2Mlogn). (5.3.2.45)

U
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En combinant, (5.3.2.45) avec (5.3.2.33) et (5.3.2.35), on a, pour tout
entier n suffisamment grand et pour tout 1 <7 < m,,,
IP’( max  sup | AHn(zi,n,hn,s) — AHn(zi,n,hnﬂ_p(z?— 1)) |> 7')
ie{l,..20} seC;

<exp ( —2Mcf(zip)logn + log(2pd)).

Soit 8 > 0 un minorant de f sur H. On a, pour tout entier n suffisam-
ment grand et pour tout 1 <7 < m,,,

2Mcf(zi,)logn — log(27?) 5 log(2r?)

Mcf(zin)logn ~ 7 MBclogn
> 1. (5.3.2.46)

On en déduit alors que, pour tout entier n suffisamment grand et pour
tout 1 <2 < m,, on a

]P( max  sup | AHn(zi,n,hn,s) — AHn(zi,n,hn,Q_p(Z— 1)) |> 7‘)

ie{1,..,27}" s€Cy

<exp ( — Mcf(zin)log n)

Ceci montre que (5.3.2.32) est vraie. La preuve de la proposition 5.3.1
est alors achevée, en appliquant la proposition 3.3.1 avec (5.3.2.31)0

5.3.3 Fin de la preuve de la partie (i) du théoréme 5.2.1

Rappelons que
g = {f e M(0,1[), [| f —gll<e}.

En revenant & (5.3.1.9), nous appliquons le principe de grandes dé-
viations uniforme de la proposition 5.3.1 a 'ouvert ¢¢. Ainsi, d’apres
(5.3.1.9) et (5.3.1.2), il vient que pour tout entier n suffisamment grand,
on a

F(z4.5)
IP)( ﬂ {An(,z/’ hn’ .) ¢ g€}> S 26Xp < —my, mln n_f(z)(l_Qal)).

1<i<m,,
z'eH
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En se rappelant (5.3.1.3) et (5.3.1.5), il vient que, pour n assez grand,

. A
exp ( —m,; mmn n /& ( al)) < exp (nal).
1<i<m,,

Il s’agit 1a du terme général d’une série convergente. On peut donc
appliquer le lemme de Borel-Cantelli pour la suite de probabilités

P {2 ) ¢} ), n>1

z'eH

et en déduire que, presque stirement,
lim inf{ | An(Z' by ) —g ||, 2" € H} <e.

n—oo

La preuve de la partie (i) du théoréme 5.2.1 se conclut alors aisément,
car z € H, g € I'zy(,) et € > 0 sont arbitraires.

5.4 Preuve de la partie (ii) du théoréme 5.2.1

Fixons € > 0 et posons, pour tout entier £ > 1,
ny, = [(1+7)"]. (5.4.0.1)
Posons aussi, pour tout entier k£ > 1,
Ny = {np—1+1,...,n4}, (5.4.0.2)

lorsque ny_1 < ng, et N = () sinon. Nous soulignons que, quel que
soit le choix de v > 0, I'ensemble N} est non vide pour tout entier k

suffisamment grand. Nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 5.4.1 Pour tout € > 0 et pour tout L > 0 il existe n > 0 tel
que, pour tout L' € [(1+n)~'L, L], on ait

Ty cTy. (5.4.0.3)
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Preuve : Soit 0 < € < 1 et L > 0 fixés. Un étude des variations de h(-)
(voir (5.1.0.5)) montre que h(-) est strictement décroissante sur |0, 1]
et strictement croissante sur [1, 00[. De plus, h(-) est une bijection de
[1, 00[ vers [0, oco[, dont la bijection réciproque hy(-) est lipschitzienne
sur [h(1 + €), 00[. 1l existe donc A; > 0 vérifiant

l+e<z <y, h(y)— h(z) < A1 (y — 2) (5.4.0.4)

De la méme fagon, h(-) est une bijection strictement décroissante de
10, 1] vers [0, 00[, dont la bijection réciproque ho(-) est lipschitzienne
sur [h(1 — €), oo[. Il existe donc Ay, > 0 vérifiant

O<y<z<l-—g h(y)—h(z) <A (z —vy). (5.4.0.5)

Posons

1
7 := min {§EL min{A;}, 45!}, 1}.

Soit L' € [(1 + n)7'L, L] quelconque , et soit g € Tz quelconque.
Rappelons que A désigne la mesure de Lebesgue. Posons

h(g') h(g')
gl —h1< + )1{g’>1} + h2<1 + )1{0<g/<1}, (5406)
g1(s) = / gid\, s = (s1,...,5q) € 0,1[% (5.4.0.7)

[0,51]%...x[0,84]

293



On a alors

Rappelons que || g ||:= sup,cp i | 9(2) |, g € M([0,1["). Tl reste donc
a prouver que || g1 — g ||< 2¢, et le lemme sera démontré, car € > 0 est
arbitraire. D’aprés (5.4.0.4) et (5.4.0.5), nous avons

/ lgi—9¢ | dX= / g — g1dA

g'>14e g'>14e
<t [ hlg) - highdx
g'>1+e
1
—_ , —_— —_—
—A,, / h(g)(l Hn)d)\, et (5.4.0.8)
g'>1+e
/ | g1 — ¢ | d\= / g -9
0<g’'<1—e 0<g’'<1—e
<A, / h(g') — h(g))dA
0<g'<l—e
1
—A,, h(g)(1— ——)dA.  (5.4.0.9
o [ M1 )a G409)
0<g'<l—e



Enfin, lorsque 1 < ¢’ < 1+ € on a, par construction, 1 < ¢] < ¢’ <
(1+¢€). De méme, lorsque 1 —e < ¢ <l,onal—e<g¢ <gj <1.
On en déduit avec (5.4.0.8) et (5.4.0.9) que

I\gl—g\IS/ | gi— g | dX

0
1
< / max{ v, Ay Hhlg) (1= )dA +e (54010)
n
0
max{ A, As. _
e X = 2ed 14y
ax{ A1, Ao

<o Xt z 2 }n
<2e.

La derniére ligne découle du choix de min {3eL min{A;}, A;1},1} au
début de la preuve. La preuve du lemme 5.4.1 est donc terminée. []

5.4.1 Deécoupage de H

Rappelons que (M([0,1[%),[| - || ) est le cone des fonctions de ré-
partition de mesures positives finies sur [0, 1[%. Rappelons également
que, pour tout A C M([0,1[%) et pour tout € > 0, on a défini

€ .__ d : o
Af = {gEM([O,l[ ). inf |19~ g |\<e}. (5.4.1.1)

Rappelons enfin que I est semicontinue inférieurement dans (M ([0, 1[), ||
ol ) (voir la propriété 5.1.1). Ainsi, pour tout z € H, il existe a, > 0

tel que 143
ay
I(M([O,l[d) - Zf(z)) T of(e)

comme f est continue et strictement positive sur H¢, et grace au lemme

(5.4.1.2)

5.4.1, on peut trouver un cube ouvert H, non vide contenant z, et

vérifiant

H, c HY*, (5.4.1.3)
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f(z1) S 1+,

f 5.4.1.4
zl,zgleH f(zQ) - ]__|_2az’ ( )
U Tre €T (5.4.1.5)
Z'eH,
IP’(Zl e J {z+r.""0, 1[d}) <1/2. (5.4.1.6)

z€H,
Ainsi, on a le recouvrement suivant :

Hc|JH,cHM
z€H

Comme H est un compact de R?, on peut en extraire un recouvrement

fini, que nous notons

L
Hcl|JH, c HM, (5.4.1.7)
=1
ou tous les H,, vérifient (5.4.1.3), (5.4.1.2), (5.4.1.4) et (5.4.1.5), avec
z := z;. Notre probléme est donc réduit a montrer que, pour tout
[=1...,L, on a, par exemple
limsup sup inf || Au(z, hy, ) — g ||< 10e p.s. . (5.4.1.8)

n—oc z€H, gGFcf(kl)

Fixons 1 <[ < L, et renommons H, en H; pour moins de lourdeur de
notations. Nous allons maintenant découper H;.

5.4.2 Deécoupage de H,

Notons
Hl = HZl :]al,bl[x ce X]ad,bd[.

Soit 0 < § < a/4 un paramétre que nous fixerons plus tard en fonction
de €. Pour tout entier n > 1, nous construisons un recouvrement de H;
par des pavés disjoints deux a deux

mc {z o (8h) 0,1 } c HO?, (5.4.2.1)

1<z<mnk
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avec
d

b, —
M, = H [wz;zn—,ﬁl] T, (5.4.2.2)
p=1

ol [u] désigne la partie entiére de u. Remarquons que m,, est le nombre

minimal de cubes nécessaires pour parvenir a (5.4.2.1).

5.4.3 Associations par blocs

Rappelons que Ny, := {ng_1+1,...,ng_1} si ng_1 < ng et N = ()
sinon. Nous posons maintenant, pour tout entier k tel que ny_1 < ng,
et pour tous n € Ny, z € H, s € [0,2[¢,

n

1 i — 2z
o(28) = oS Wi (). (543
Hu(z, ) cf (=) log ny, [0,81]%...x[0,54] hylléd ( )

i=1
Nous allons d’abord montrer que, quel que soit les choix de § > 0 et

v > 0, on a presque stirement

limsup sup inf || Ho(zin,, ) — 9 ||< 26 (5.4.3.2)

n—00  1<i<my, 9€les(z)

Pour cela, considérons les probabilités suivantes, pour tout entier k
suffisamment grand :

Po=B( ) U Halinn) € %50 )

1<i<my, n€Ny

On a, pour tout entier k£ suffisamment grand,

Py < m; max IP( | Holzim ) ¢ rgf(zl)). (5.4.3.3)

LISy neN,
k

Nous allons maintenant appliquer une technique d’association par blocs
classique basée sur l'inégalité d’Ottaviani. Pour cela, nous établissons

le lemme suivant.
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Lemme 5.4.2 Pour tout choiz de 0 < v < €¢/8 dans la définition des
ng, on a, sous les hypotheéses du théoreme 5.2.1, pour tout entier k
suffisamment grand,

1
]P’( ) — > ) <=
supmax P || o, (2,-) = Ha(z, ) |12 €] < 5
Preuve Soit 0 < v < €/4. Pour tout entier £ > 1 et pour tout z € H,

posons

1 — z
Py = P(—ll/d € [0, 1[d>.
hnk

Comme f est continue est strictement positive sur H¢, et d’apreés
(HVEL), on a

lim sup

NEkPny,z ‘
— = — 1] =0.
cf(z)log ny

Ainsi, pour tout k suffisamment grand, on a

SUp — kP <9 (5.4.3.4)

zeH Cf( )log ng
De plus, comme n; = [(1 + fy)k}, k > 1, on a, pour tout entier k

suffisamment grand,
g — Ng—1

< 2. (5.4.3.5)
n,

Soit k > 1 un entier tel que Ny, # 0, soit n € Ny vérifiant n # ny, (cas
non trivial) et soit z € H quelconques. On a

P( 1| Foy(27) = Ha(2) |12 €

:]P( sup Z 170,51]x....x[0,54] (Z;;d ) > ecf(z )lognk)

(81-,84)€[0, 1[4, — 1
i Zi—z
SP( Z 1[0,1[d (ll—/d> Z ECf(Z) log ’I’Lk) .
1=n+1 hnk
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En appliquant U'inégalité de Markov, et en se rappelant (5.4.3.4) et
(5.4.3. 5) il vient que, pour tout entier k suffisamment grand,

( Z Lio 1 ( Ak ) > ecf(z )10gnk> S(nk—n)pnk,z

ecf(z)logny

1=n+1

nNg —Ng—1 NkPny,z

<

~  n,  ecf(z)logng
4

<2 (5.4.3.6)
€
1

<-.

2

La ligne (5.4.3.6) est une conséquence de (5.4.3.4) et (5.4.3.5). Le lemme
5.4.2 est donc démontré. [

En appliquant le lemme 5.4.2 et en appliquant une inégalité maxi-
male issue de l'inégalité d’Ottaviani (voir par exemple [33]), il vient
que, pour tout entier k suffisamment grand et pour tout 1 <¢ < m,,,
on a

1@( U Halzim ) ¢ rg;(zl)) < QP(HHk(zi,nk, DET ) (5.4.3.7)
neN;
Nous rappelons que, pour tout entier n > 1, All,(z, hy, -) est la version
"Poissonisée" de A, (z, hy,-) (voir (5.3.1.6)). En se servant de (5.4.3.7)
dans (5.4.3.3), il vient que, pour tout entier k suffisamment grand,

Pk S ka max P(an (Zi,nka ) ¢ Fcf (z1) )

1§i§mnk

= 2m,, max P(Ank(zi,nk, ney*) & Fcf(zl))

1<z<mnh

< 4m,, max P(Aﬂnk(zmk, P ) & T ) (5.4.3.8)

1<z<mnh

Le derniere ligne est obtenue en utilisant une technique de Poissoni-

sation (voir par exemple |76]). Nous appliquons ensuite la proposition
5.3.1 au fermé de (M([0, 1[9), ]| - H ) suivant :
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Ainsi, pour tout entier k suffisamment grand, on a (en se rappelant
5.4.1.2)

f(zi;nk)
f(z1)

De plus, d’apres (5.4.1.4), il vient que, pour tout entier k suffisamment

Py, < 4m,, maxexp ( — (14 2a,) log nk>
1§mk

grand,
Py, < 4m,,, exp ( — (14 ay,) log nk)

Or, lorsque k — oo on a, d’aprés (5.4.2.2),

_ p—1+o(1) _  1+o(1)
My, = h, ()—nk :

et ainsi, Py est le terme général d’une série convergente. On applique
ensuite le lemme de Borel-Cantelli, ce qui prouve que (5.4.3.2) est vraie
presque stirement, et ceci, quel que soit le choix de v > 0 dans 'expres-

sion des ny, et quel que soit le choix de > 0 dans le découpage de H;
(voir (5.4.2.1)).

5.4.4 Controdle des oscillations entre n;_; et n;

Rappelons que n; := [(1 + 7)’“], k> 1et que Ny := {ny_1+
1,...,n.} pour tout entier k suffisamment grand. Notre but est main-
tenant de montrer que, presque stirement,

limsup sup min max || Hpu(zin,, ) — An(z, by, ) ||< Te, (5.4.4.1)

k—oo  z€H; 1<i<mn, neN;
par un choix judicieux de 6 > 0 dans le découpage de H; (voir (5.4.2.1),
et par un choix judicieux de v > 0 dans I'expression des ng, & > 1.

Nous aboutirons & ce résultat en établissant deux lemmes.

Lemme 5.4.3 [l existe . > 0 tel que, quel que soit le choix de 0 < § <
de dans la discrétisation de H (voir 5.4.2.1), et quel que soit le choix
de v > 0 dans la définition des ng, k > 1, on ait presque strement

lim sup max . max sup
<<
koo NENE <t<mp, Zezi,nk+(5hnk)1/d[0’1[d

Hn(z,)H < e.
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Preuve : Pour tout entier k tel que Ny # ), on a

]P’(max max sup %n(zi,nk, ) - f(Z) 7‘[n(za )H > 6)
neNy 1<i<my,, Zezi,nk'f‘((Shnk)l/d[O:l[d f(zi,nk)
z
:IP’( U U sup Ho(Ziggs ") — f( ) Hou( 7)H > 6)
1<i<m,,, n€Ny zEzi,nk—F(&hnk)l/d[O,l[d f(ziaﬂk)
<m,, max IED( U sup Ho(Zim,, ") — f(2) Hn(z,)H > e)
1<i<my, e, 2€2; 1y, + (0N, )1/4[0,1]4 f(Zi,nk)
(5.4.4.2)

Soit k > 1 un entier, soit 1 < i < my,, et soit z € z;,, + (6hy, )40, 1]
quelconques. Notons z; ,, 1= (z}nk, . sznk), 2= (24, . 2% et Z; :=

(Z}, e Z]C-l), j > 1. Remarquons que, pour tout p = 1...d, on a 2, <
2P < zf,nk + (5hnk)1/d. Ainsi, pour tout entier 7, on a presque siirement,
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pour tout (sq,...,sq) € [0, 1[4

Zj -z Zj — Ziny
0 <‘1 051 X ... X [O,Sd] ( h}éd ) o 1[0’31] % x [O,Sd} ( hl/d )‘

Ty

=L, Touitfn st [ortsa] (Z3) = Ly Tomttts, ] oo [0t ] ()]
1 Z,
{{ovfonten] eox it }-Lomes it o oo } 17

1 Z;

Lo it eon oo b for it o oo 1 1

(5.4.4.3)
d
<) 1 i , _—
_lzzl {|:Zl7zl+3lhr}z§cd:| [Zink’znk+h1/d ]}( ]) lgzj!i[#gd [Zp,2p+hnédsp]( ])
d
r L, o e 120
; {[zink’mk*hl/d ] [ZlaZ’ﬂLhi/dsz } 1<1£[l<d znkwn,ﬁh s ]( J)

d
Slz_; S L e ] (Zl) H 1[0 P (s8] (Z7)

k "in 1§p7§l§d 'Lnk

(5.4.4.4)
d
+ Z 1 |:Zl +51/dh1/d H 1 0 P +h711/d } (Z)
=1 g0 znk ]_<p7él<d znk k Sp
=. Xj,k,i,(;(s). (5445)

Pour aboutir & la ligne (5.4.4.3), nous avons utilisé le fait que | 14 —

lp |= 1a—p + 1p_4. Pour aboutir & (5.4.4.4), nous avons appliqué la
relation zfm <A< zfm + 51/dh,11£d, [=1..d.
D’apreés (5.4.4.5), et comme les X1, ; 5(+) sont positifs, il vient que, pour
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tout entier £ suffisamment grand et pour tout 1 <7 < m,, . on a

n(%’,nm ) - f(zi,nk)

IP’( U sup
e, 2%y (Ohn, )1/4[0,1[4
S]P’( U sup sup
neN, 2€2j .y, + (R, )1 /4[0,1[¢ s€[0,1]
Zi—z Zi— Zine
) — ].[0,51]><...><[0,5d]< / hl/d% ’”)‘ > ecf(zin,)log nk)
Ny

Z‘losl]x X08d< hl/d

S]P)( U sup ZXJIM§ > ch(zi,nk)lognk)

nen, s€(0,1[?
ng n
SP( U sup ZX Kio(s) > €Cf(2i,nk)10gnk>
n=1 SE[O,l[d j=1
ny
<P( 11D Ko |12 ecf () log ) (5.4.4.6)
=1

z € R Pour tout s =

Rappelons que || ¢ ||oo:= max=1__q4 | z; |,
(51,...,84) €[0,1[* et pour tout | = 1,...,d, notons
5(1) :(817 ey 81-1, 0, Sl+1y -+ Sd))
§o (V5 ¢ R
5 =(1g=y0"%, ... Ly 8.

Remarquons que, pour tout entier k suffisamment grand pour avoir
my, > 1 (voir (5.4.2.2) et pour tout 1 < ¢ < m,,, on a presque
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stirement, pour tout s € [0, 1[%,

ng
0< ZXj,k,i,d(S)
j=1

d

= Cf(zz,nk)(log nk) ( Z (Ank (zi,nka hnk7 S + 5) - Ank (Zz',nka hnka S + g_ 5})
I=1

+ Ank (Zivnlﬂ hnk? 8(1) + 5}) - Ank (Zi,nka hnlm S(l))>>

< 2dcf(zipn,)(logn) sup

Sasl€[072[da ||SI_5||OO<51/d

Ank (Zi,nka hnk7 Sl) - Ank (Zi,nka hnka S) *

(5.4.4.7)

Nous rappelons que, pour tout entier n > 1, AlIlL,(z, h,, -) est la version
"Poissonisée" de A, (2, hy, ) (voir (5.3.1.6)). En combinant (5.4.4.7) et
(5.4.4.6), il vient que, pour tout entier k suffisamment grand et pour
tout 1 <7 <m,,,

f(2)

Hn(ziv”k’ ) N f(Zz n)

IP’( U sup
neN, 2€2j 1y, +(8hp, )1 /[0, 1[4

%n(z,-)H > e)

SP( sup Ank (Zi,nka hnk7 S,) - Ank (Zi,nk: hnka S) > E(Qd)_1>
5,8'€[0,2[4, || 8’ =8| 0o <61/
§2]P( sup Ally, (zing, hngy 8') — ALy, (2ing s g, 8)| > 6(2d)_1>.

5,8'€[0,2[4, ||8' =8| o <61/

(5.4.4.8)

Pour aboutir a la ligne (5.4.4.8), nous avons utilisé une technique de
Poissonisation (voir par exemple [77]), (5.3.1.6), ainsi que (5.4.1.6) pour
plus de détails). Remarquons maintenant que, pour tout £ > 1 et pour
tout 1 < ¢ < m,,, on a presque sirement, pour tout s € [0, l[d,

Aan (Zi,nk7 hnka 25) — Aan (zi,nky zdhnk; S)- (5449)

Posons h,, := 2%h,,. Nous invitons le lecteur & prendre connaissance de
la notion de principe de grandes déviations uniforme (voir définitions
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3.3.4 et 3.2.1). Clairement, h,, vérific les hypothéses (HVE1) et (HVE2),
avec ¢ := 27 %. Nous pouvons donc appliquer la proposition 5.3.1, et
en déduire que le tableau triangulaire

(szan (s o 2-))

k>1, 1<i<my,

satisfait le principe de grandes déviations uniforme dans (M([0, 1[?), ||
- || ) pour la fonction de cotit I et pour le tableau triangulaire de

vitesses

((cz—d F(zim) log nk)_1>

Notons (M([0,2[), ]| - |[paq ) Vensemble de fonctions de répartitions
de mesures positives finies sur [0, 2[?, munie de la norme sup usuelle

k>1, 1<i<my,,

sur [0,2[P. En appliquant le principe de contraction (voir par exemple
|39]), nous en déduisons que le tableau triangulaire

LN E )

k>1, 1<i<m,,,

satisfait le principe de grandes déviations uniforme dans (M([0, 2), ||
+|]2 ) pour le tableau triangulaire de vitesses

((c2—d F(2in,) log nk)_1>

)
k>1, 1<i<m,,,

et pour la fonction de coiit suivante.

I(g) :==inf {I(f), f € M([0,1[), f(2) =g(-)}

63)

Soit 4 > 0 un minorant de f sur H. Comme I est une fonction de corit
sur (M([0,2),]] - ||2 ), Vensemble



est un compact de (M([0,2[),]] - |2 ). En appliquant le théoréme
d’Arzela-Ascoli, il existe 6. > 0 tel que

sup sup | g(s') — g(s) |< (4d) . (5.4.4.10)

g€e27IT 5,5'€[0,2[%,]|s"— 5] |00 <Oe

Choisissons 0 < § < . quelconque dans la construction des z;,,, k >
1,1 <4 < m,, voir (5.4.2.1). Pour tout A C M([0,2[%)) et pour tout
e > 0, posons

A= {g e M([0,2["), inf || g—g'[12< e}.
g'eA
Par semicontinuité inférieure de I, nous savons que le fermé
Qde

F = M([0,2]%) — s
vérifie
. 4

2-dg3

Ainsi, en combinant (5.4.4.8) et (5.4.4.10), pour tout entier k suffisam-
ment grand et pour tout 1 <¢ < m,,, ona

I(F)

]P’( U sup f(z)

neN; 2€2ipy, +(0hn, )1/4[0,1[¢ f(zi,nk)

gzlP( sup AL, (zing, Pngy 8') — ALy, (255 By s)‘ > e(2d)_1>

5,5'€[0,2[4, ||s'— 5|00 <O/

Mo (2ims ) — Ho(z, )H > e)

§2IP) (Aan (Zi,nm hnka ) ¢ (2_dF)8€d)
=2P <2dAan (Zimir by +) € F )

<2exp < — ET(F) 02_df(zi,nk) log nk>

CQ_df(zi,nk)

<2exp ( — 3 X
- B2~

log nk>

<2exp ( — 3logny (5.4.4.11)
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En combinant (5.4.4.11) et (5.4.4.2), nous obtenons que, pour tout en-
tier k suffisamment grand,

/()
f(zi,nk)

%n (Zz',nk ) ) -

IP’( max max sup

| Holz,)|| > €) < 2mam
neNy 1§z§mnk ZEZi,nk'F(fShnk)l/d[O’l[d
(5.4.4.12)

Or, quel que soit les choix de § > 0 et v > 0, on a, lorsque k — oo,

My, = h;kl—f—o(l) — ’I’LkH_O(l).
La preuve du lemme 5.4.3 se conclut alors en appliquant le lemme de
Borel-Cantelli a la suite sommable en k dans (5.4.4.12). O

Lemme 5.4.4 Sous les hypotheéses du théoreme 5.2.1, il existe 1 > 0
tel que, pour tout choiz de 0 < v < 7y, dans l'expression des ny, k > 1,
et pour tout choiz de 6 > 0 dans la construction des z;,,, k> 1, 1 <

i < my, (voir (5.4.2.1)), on ait presque strement

limsup max sup max
k—oo 1SISMay oz 4 (Shy, )H/d[0,1[¢ €N

Ay(z, by, )— f(2) Hn(z, )H < Ge.

Preuve : Soit v > 0 fixé. Pour tout entier k suffisamment grand, pour
tout 1 < i < my,, pour tout z € zi,, + (h,,)4[0, 1[4, pour tout
n € N et pour tout s € [0, l[d, on a presque stirement

z ogn l/d zZ
A (2, By ) — f(2) %n(z,-)—lg k?—ln<z (%) s)— f(2) Ho(z,s).

f(zz,nk) B logn hn f(zi,nk)
(5.4.4.13)
L’ensemble T'.f(,,) est un compact de (M([0,1[%),[| - || ) (voir la pro-
priété 5.1.1). On en déduit que
lim  sup || Tg(p*%) —g(") ||=0. (5.4.4.14)

T—1,p—>1 gGch(z,)

D’aprés (5.4.3.2) et d’aprés le lemme 5.4.3, nous savons que, presque
stirement, pour tout entier k£ suffisamment grand, pour tout 1 < i <
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My, POUr tout z € 2, + (6hy, )0, 1% et pour tout n € Ni, on a

f(2)
.f(zhnk)

Ainsi, en appliquant I'inégalité triangulaire, et d’apres (5.4.4.13), on a

inf
gercf(zl)

Ho(z, ) — gH < 3e.

presque siirement, pour tout entier k suffisamment et pour tout n € Ny,

|80 ) = 21,2,

§5e—|—g€sru]5 L sup | Tg(p"") —g(-) ||
S0 <<k Sk <p<]
<5e + sup 1 Tg(p"") = g() Il

f(zi,nk) log ny, hnk
f(z) log nE_1 ’ hnk_l

gercf(zl)a I<T< <p<l1

(5.4.4.15)

La derniére ligne est une conséquence de la décroissance de (hy,)p>1.
D’apres (HV E1), on sait que, pour tout entier £ > 1 on a "T’”L—;l <

hh”’“ < 1. De plus, on a, par régularité de f sur H* et par définition
ME—1
des ny,
i) 1
lim max sup fim) log e _ (5.4.4.16)
' 1
koo 1SiSMuy ez, +(5hn, )1/4[0,1[¢ f(z) log ng—1
lim 5= =(1+44)"L (5.4.4.17)
k—oo TN

Ainsi, en choisissant v > 0 suffisamment petit, le terme dans (5.4.4.15)
devient inférieur a 6e¢, pour tout entier £ suffisamment grand et pour
tout 1 <14 < my, . Le lemme 5.4.4 est démontré. [

Fin de la preuve de la partie (ii) du théoréme 5.2.1

En combinant les lemmes 5.4.4 et 5.4.3, nous concluons qu’il existe
d > 0 et v > 0 suffisamment petits pour que (5.4.4.1) soit vérifiée
presque stirement. Nous combinons ensuite (5.4.4.1) avec (5.4.3.2), pour
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obtenir que, presque stirement, pour tout entier n suffisamment grand,

sup inf || Au(z, by, ) — g |1< e
2€H; 9€ ()

D’aprés (5.4.1.5), nous en concluons que presque stirement on a, pour
tout entier n suffisamment grand,

sup inf || Au(z, by, ) — g ||< 10e.
z€H; 9 es(2)

Nous répétons cet argument pour tout { = 1... L (voir (5.4.1.7)). Ainsi,
presque stirement, pour tout entier n suffisamment grand, on a

sup inf || An(z, hy, ) — g || < 10e.
zeH 9€Les(z)

La preuve de la partie (ii) du théoréme 5.2.1 est donc achevée car € > 0
est arbitraire.[]
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Annexe : Inégalités concernant le
processus empirique

Dans cette partie, nous citons des inégalités concernant le processus
empirique, que nous utilisons dans 1’établissement des LFLI de cette
these.

5.5 Inégalités concernant le processus empirique réel

La premiére inégalité, due a Dvoretsky, Kiefer et Wolfowitz, montre
que la norme uniforme du processus empirique a une distribution "sous-

Gaussienne.

Proposition 5.5.1 (Dvoretsky-Kiefer-Wolfowitz) Il existe une constante
C > 0 telle que, pour toutt > 0, on ait

P(usel[l()}?l] |, (u) |> t) < Cexp ( — 2t2>.

Preuve.
Voir [41]. Massart a montré que 'on peut choisir C = 2. [

Une technique trés souvent utilisée dans la manipulation du proces-
sus empirique est la Poissonisation. En effet, il est remarquable que
nkF, (voir (2.0.2.1)) soit distribué comme un processus de Poisson sur
|0,1] (noté IL,,(+)) d'intensité n, conditionné par I1,,(1) = n. Ainsi, si on
s'intéresse au processus empirique partout sauf autour de 1, on peut se

ramener a I’étude d'un processus de Poisson qui a la propriété agréable
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d’avoir ses accroissement indépendants. Rappelons que B([0,1]) dé-
signe lespace des fonctions continues & droite sur [0, 1], et admettant
une limite a gauche en tout point de |0, 1].

Lemme 5.5.1 (Poissonisation de «;,) Soit 0<a<1. Il existe une constante
C, telle que, pour tout ensemble A C B0, 1] qui rend F,, mesurable,

on a

P(nF, € A) < C,P(II, € A).

Preuve.
Voir par exemple [33].00

5.6 Inégalités concernant le processus empirique in-
dexé par une classe de fonctions

Rappelons que (LOO(T), |- |7 ) est l'espace de Banach des fonctions

réelles bornées, définies dur 7', muni de la norme sup usuelle

|| 2 [lr:=sup | 2(2) | .
teT

L’inégalité maximale suivante, due & Ottaviani, constitue un outil im-

portant dans I’établissement de lois du logarithme itéré.

Inégalité 5.6.1 (Inégalité d’Ottaviani) Soient Xi,... X, des pro-
cessus stochastiques indépendants, indexés par le méme ensemble T.

Alors pour tous \,u > 0 on a

; (1| Xi> Al )

P(I?EXHZXZ'HT>/\+,U)S = n ’

= ming<, P( || 3 X |lr< )
i=k

dés lors que toutes ces probabilités sont définies.
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Preuve.
Voir par exemple [98], A.2.11.00.

L’inégalité suivante sera énormément utilisée dans les diverses preuves
de cette thése. Elle constitue 1'outil de base des lemmes d’association

par blocs.

Proposition 5.6.1 (Inégalité de type Ottaviani) Soit (X,,(:))n=1. N
des processus stochastiques a valeur dans L®(T), vérifiant, pour tout
n=1,...,N, et pour tout 1 <i<n-—1,

(Xy — X)) L X, (5.6.0.18)
Soit A C L™(T) et e > 0 quelconques. Supposons que

1
min_ P( || Xx — X, [|r< e) = (5.6.0.19)

n=1,...,

Alors on a

N
i — > < 1 — > €.
P inf || Xu — g [|r> 2¢) < 2P( inf || Xy — g [|r> )

Preuve Voir, par exemple [27].00
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