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Introduction

Cette thése a pour objet I’étude de la mesure harmonique associée a une marche
aléatoire sur un groupe hyperbolique ou sur un sous-groupe discret d’'un groupe
semi-simple. Dans ces deux cadres, les groupes sont munis d’un bord géométrique
naturel, qui porte la mesure harmonique ; on étudie les relations entre celle-ci et la
structure métrique du bord. Plus précisément on s’intéresse a la dimension de la
mesure harmonique ainsi qu’a ses relations avec deux autres quantités associées a la
marche aléatoire : I'entropie asymptotique et la vitesse de fuite.

Précisons un peu les objets de cette étude (des détails sont fournis dans le Cha-
pitre 1 ainsi que dans les parties préliminaires respectives de chaque chapitre).

Etant donné un groupe dénombrable I" et une mesure de probabilité y sur I', on
appelle marche aléatoire sur I" associée a p le processus (z,,),>0 défini de la maniére
suivante : xy = e, et, pour n > 0, x,, = hy - - hy, (h;)i>1 étant une suite de variables
aléatoires indépendantes de loi p. On note H(A) Pentropie usuelle de la mesure de
probabilité & support dénombrable A. Lorsque H(u) est finie, on définit 'entropie
asymptotique de la marche ([Ave76]) par :

n
B, ) — tim

n—o0 n

™ désignant la convolée n®™ de p, c’est a dire la loi de z,,. Si ' agit par isométries
sur un espace métrique (X, d), muni d’un point de base o, on définit, pour une
mesure de probabilité A,

LX) =" Xg)d(o, go) ;

gel

et lorsque p admet un moment d’ordre 1, c’est a dire L(u) < 0o, on définit la vitesse
de fuite de la marche aléatoire (|Gui80|) par :

L’entropie asymptotique mesure le taux d’accroissement asymptotique de 'entro-
pie de la loi de x,, la vitesse de fuite 'accroissement asymptotique de la distance
moyenne de z,0 a o.

La notion de frontiére de Poisson a été introduite dans ce cadre par Furstenberg
([Fur63]). On peut la définir comme un espace probabilisé (B, v) sur lequel ' agit,
tel que v soit p-stationnaire, c’est a dire p *x v = v, et qui est, en un certain sens,
maximal possédant cette propriété. Une définition comme espace probabilisé abstrait



a été introduite dans [KV83|. La mesure v est alors appelée mesure harmonique. Ce
vocabulaire est di a ’analogie avec la "formule de Poisson" classique : pour toute
fonction f bornée p-harmonique sur I', c’est a dire vérifiant pour tout x

> () f(zg) = f(x)

gel

il existe une unique fonction F' dans L>®(B, v) telle que

f(9) = /B F()dgu(€) |

Les groupes auxquels on va s’intéresser sont d'une part les sous-groupes d’iso-
métries des espaces hyperboliques au sens de Gromov agissant proprement discon-
tiniment (Chapitre 2), d’autre part les sous-groupes discrets des groupes de Lie
semi-simples, qui peuvent étre vus comme les sous-groupes discrets d’isométries des
espaces symétriques (Chapitres 4 et 5). Décrivons alors briévement leurs frontiéres
de Poisson.

Dans le cas d’un espace hyperbolique X, si le groupe I' engendré par le support
de p est non-élémentaire, alors la marche aléatoire (x,) converge presque stirement
vers un point z,, du bord géométrique 90X . Si de plus p posséde un moment d’ordre
1, alors 0X muni de la loi de 7, s’identifie a la frontiére de Poisson (|Kai00]).

Dans le cas d’un groupe de Lie semi-simple sans facteur compact a centre fini G,
lorsque le support de i engendre un sous-groupe discret Zariski-dense " et p posséde
un moment d’ordre 1, cette frontiére s’identifie & G/ P muni de son unique mesure y-
stationnaire v, P étant un sous-groupe parabolique minimal de G (|Kai85|, |Led85|,
|GR85|, |GM89]). Dans le cas ou G = SL(d,R), il s’agit de I'espace des drapeaux
complets.

Remarque. On sait en fait décrire ces frontiéres sous des hypothéses plus faibles
(voir [Kai00]). On peut par ezemple affaiblir ’hypothése de moment, mais comme
on va travailler avec la vitesse de fuite, on supposera tout le temps que p admet un
moment d’ordre 1. De méme dans le dernier cadre on sait décrire le bord de Poisson
lorsque le sous-groupe T n’est pas Zariski-dense : c’est un quotient de G /P ; mais
pour ne pas alourdir le propos, on supposera cette hypotheése vérifice.

Dans certains cas particuliers comme les groupes libres finiment engendrés, on
peut décrire le bord hyperbolique comme un ensemble de mots infinis. On peut
alors, pour une marche aléatoire aux proches voisins, décrire la mesure harmonique
de maniére explicite ([DM61]) ou montrer des propriétés de mesure de Gibbs de
cette mesure (|Led01]). C’est le cas également pour les produits libres de groupes
finis ([MMO04]). Cette approche sera celle du Chapitre 3. Pour une marche aléatoire
sur SL(2,R) un exemple de description explicite est fourni dans [CLM84].

Dans un cadre plus général, une telle approche n’est plus possible. On peut
cependant décrire certains aspects de la mesure harmonique. Son support est, sous les
hypothéses faites précédemment, ’ensemble limite (notion & préciser selon le cadre)
associé au groupe I' engendré par le support de p. En utilisant juste sa propriété
de p-stationnarité, on montre qu’elle n’a pas d’atome. Soulignons que la dimension
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de la mesure précise en quelque sorte ces caractéristiques. En effet la dimension
ponctuelle d'une mesure v en un point x, notée dimp v(x), est définie comme la
limite, lorsqu’elle existe (sinon on regarde les limites inférieure et supérieure, voir
Appendice) de la quantité
logvB(z,¢€)
loge

lorsque € tend vers 0. Elle mesure donc la vitesse de décroissance de la mesure des
boules lorsque leur diamétre tend vers (. Une mesure atomique est de dimension
nulle, tandis que sur une variété, une mesure lisse est de dimension maximale.

Remarque. On utilisera plusieurs définitions de la dimension d’une mesure, ces dé-
finitions donnant des quantités égales sous certaines conditions. En particulier, on
peut également définir la dimension d’une mesure de probabilité v comme la dimen-
siton de Hausdorff minimale d’un ensemble de mesure 1, on la note alors dimpy v.

On a la relation importante suivante entre I'entropie asymptotique h et la vitesse
de fuite [ ([Gui80]) :

h<lv; (1)

v désignant la croissance des orbites du groupe I' dans l'espace métrique (X, d)
dans lequel on a défini la vitesse de fuite. Une question naturelle est alors celle de
'existence d'une mesure y telle que I'on ait égalité dans I'inégalité (1), ou du moins
telle que I'on s’en rapproche autant que voulu. Lorsque l'on se fixe un ensemble
de générateurs comme support de u, ce probléme est appelé dans [Ver00| probléme
d’extrémalité de ce systéme de générateurs. On peut le reformuler de maniére plus
informelle de la fagon suivante : l’ensemble générateur en question engendre-t-il
de maniére optimale, d’un point de vue statistique, le groupe I'? Ce probléme est
abordé dans le Chapitre 3 dans le cadre des produits libres de groupes finis.

Dans certains cadres, on a une relation entre la dimension de la mesure harmo-
nique, h et [ (|[Led84| pour SL(2,R), [Led01] et [Kai98| pour les arbres) du type

dimpv = % ; (2)

la notion de dimension étant & préciser selon le cadre. La dimension du support de
la mesure harmonique coincidant dans certains cas avec la croissance v intervenant
dans (1), 'équation (2) montre que le probléme de ’égalité dans (1) est relié a celui
de la maximalité de la dimension de la mesure harmonique, et plus généralement
a celui de son type. Ce probléme du type de la mesure harmonique a été abordé
dans d’autres cadres, par exemple celui de la dynamique complexe ([PUZ89|). On
I'aborde ici dans le cadre des groupes hyperboliques (Chapitre 2) et dans celui des
sous-groupes discrets des groupes de Lie semi-simples (Chapitres 4 et 5).

Dans le cas d’une marche aléatoire sur G = SL(d, R), on sait que si la mesure p
définissant la marche aléatoire contient dans son support un voisinage de 1’élément
neutre, alors la mesure p-stationnaire sur I'espace des drapeaux G/P est équiva-
lente & la mesure de Haar. On va s’intéresser au cas des sous-groupes discrets de



G. Un des premiers résultats de singularité dans ce cadre est celui concernant les
fractions continues ([Cha66|); la distribution de ces fractions, avec des coefficients
indépendants, peut en effet étre vue comme la distribution limite d’'une marche
aléatoire sur SL(2,7). Toujours dans ce cadre, il est démontré dans [KPWO01]| que
non seulement la distribution des fractions continues avec coefficients indépendants
est singuliére, mais que sa dimension est majorée uniformément par une constante
strictement plus petite que 1. On s’intéressera plutot ici au rang supérieur. Dans ce
cadre, Furstenberg a montré (|[Fur71]) que I'on pouvait construire sur tout réseau I'
de G une mesure ; admettant un moment d’ordre 1 telle que la mesure harmonique
v soit lisse. Un des principaux buts de cette thése est de montrer que ce n’est pas
toujours le cas : on peut construire sur tout réseau une mesure telle que la mesure
harmonique associée ne soit pas lisse (Théoréme 5.1).

Citons quelques sujets reliés au caractére lisse (ou non) de la mesure harmonique
pour une marche sur SL(d,R). Dans [Fur98|, une propriété de rigidité ("stiffness")
de T'action du réseau SL(d,Z) est étudiée. Afin de prouver cette propriété pour
'action de SL(d,Z) sur le tore T?, Pauteur doit se restreindre au cas ot la mesure
harmonique est lisse. Un autre sujet est celui des mesures invariantes pour le flot
des chambres de Weil. Dans [Kai90], il est démontré qu’en rang 1, on sait construire
a partir de la mesure harmonique (ou plutot de son carré) une mesure invariante
par le flot géodésique sur la surface G/T". Dans [KS96], il est démontré qu’en rang
supérieur, pour un réseau I', les mesures invariantes pour le flot des chambres de
Weil sur G/T" doivent, sous certaines hypothéses, vérifier des conditions d’absolue
continuité par rapport a la mesure de Haar. On peut donc envisager que la singularité
de la mesure harmonique soit un obstacle a une construction similaire a celle du rang
1.

Une autre question naturelle, que I’on n’abordera pas, est celle de la positivité de
la dimension de Hausdorff de la mesure harmonique. Dans [K1.90|, un résultat de ce
type est prouvé dans le cas du mouvement brownien sur une variété riemannienne
a courbure négative pincée. Dans |Gui90|, cette propriété est démontrée dans le cas
des sous-groupes discrets de SL(d, R) sous des hypothéses de moment exponentiel.
Remarquons que, sous les hypothéses que 1’on fera, la frontiére de Poisson n’est pas
triviale. Or sa trivialité est équivalente au fait que h est nulle ([KV83], [Der80]).
Ainsi dans le cas des arbres, la formule dim v = h/l implique que la dimension de v
est strictement positive.

Décrivons maintenant plus précisément les résultats démontrés.
Dans le Chapitre 2, I est un sous-groupe discret non-élémentaire du groupe des
isométries d'un espace hyperbolique X, p une probabilité dont le support engendre
[ admettant un moment d’ordre 1. On étend partiellement 'égalité dimv = h/l au
cas général. Le bord 0X étant muni d’une distance d, paramétrée par le réel a, on
a la relation suivante :

Théoréme 2.1 Pour v-presque tout &,

1

dim < —.
impy(§) < logal
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On construit ensuite des mesures p telles que le rapport h(L, ) /I(T, ) soit aussi
petit que voulu. Et on se sert de la majoration de la proposition qui précéde pour
construire des mesures harmoniques de dimension petite :

Théoréme 2.2 Soit (X, d) un espace hyperbolique. Soit T’ un sous-groupe d’isomé-
tries agissant proprement discontinument sur X, non élémentaire. Alors quel que
soit € > 0 il existe sur I' une mesure de probabilité y symétrique admettant un
moment d’ordre 1, dont le support engendre I', et qui a la propriété suivante : la
dimension ponctuelle de la mesure harmonique associée a la marche aléatoire (T, u)
est v-presque sdrement plus petite que €. Si de plus I est finiment engendré, on peut
prendre j a support fin.

Ce théoréme conduit, dans les cas ot la mesure de Hausdorff sur I’ensemble limite
de T est finie et non nulle (par exemple le cas des groupes hyperboliques) a mon-

trer 'existence de mesures harmoniques singuliéres par rapport a cette mesure de
Hausdorff (Corollaire 2.5.1).

Dans le Chapitre 3, on se place dans le cadre d’'un produit libre de ¢ groupes
finis. On aborde le probléme de 'extrémalité des systémes de générateurs et plus
précisément la question suivante : étant donné un systéme de générateurs S, existe-
t-il une mesure p de support S telle que la mesure harmonique associée soit de
dimension maximale, c’est a dire telle que h = [v. On se base sur l'expression
dans [MMO04]| de la mesure harmonique dans ce cadre. La méthode utilisée est de
se ramener a utiliser le principe variationnel classique de la dynamique symbolique,
le fait que la mesure harmonique soit de dimension maximale étant relié au fait
qu’'une mesure associée soit d’entropie maximale (Proposition 3.4.1). Dans le cas
ou le systéeme de générateurs est la réunion X des groupes constituant le produit
libre privée de I’élément neutre, on obtient le résultat suivant, qui précise le résultat
d’existence contenu dans [MMO4].

Théoréme 3.1 Lorsque le nombre q de groupes constituant le produit libre est
supérieur ou €gal a 3, il existe une unique mesure p de support X telle que l'on ait
l’égalité h = lv.

Soulignons que, bien que les produits libres de groupes finis soient un cas particulier
de groupe hyperbolique, les techniques employées dans ce chapitre (on se base sur
I'identification du bord hyperbolique a un ensemble de mots infinis) sont différentes
de celles, géométriques, employées dans le précédent.

Les Chapitres 4 et 5 concernent les marches alétoires sur les groupes semi-simples
et leur but principal et de montrer le théoréme suivant :

Théoréme 5.1 Soit I' un sous-groupe discret Zariski-dense de SL(d,R). Il eziste
sur I une mesure p symétrique dont le support engendre I' et admettant un moment
d’ordre 1 telle que la mesure harmonique associée v soit singuliére par rapport au
type de mesure lisse sur l’espace des drapeaux complets. De plus si I' est finiment
engendré, | peut étre choisie a support fini.

Décrivons les étapes de la démonstration de ce théoréme. On connait dans le cas de
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SL(2,R) un résultat reliant la dimension de v & h et a 'exposant de Liapunov A de
la marche ([Led83]) : on a une convergence en probabilité, lorsque € tend vers 0 :

1 T, € )
ogrB(z,¢) R h .
loge 2\

Dans le Chapitre 4, on étend partiellement ce résultat au rang supérieur en utilisant
les représentations usuelles de SL(d,R). En notant (Aq,---,\g) le vecteur des ex-
posants de Liapunov de la marche, P; le sous-groupe parabolique maximal tel que
G/ P, soit 'ensemble des drapeaux homogénes de rang i, et v la projection de v sur
G/ P;, on montre :

Théoréme 4.1 Sous les hypothéses précédentes, on a

h

dimg() < ————
5(V) < Ad—i — Nd—it1

Ensuite dans le Chapitre 5, on construit une suite de mesures (u) telle que (h(p))x
reste bornée tandis que pour un certain i , (Ag_; — Ag_;11)(px) est aussi grand que
I'on veut. Notons v la mesure harmonique associée a py. Le théoréme précédent
entraine alors que pour un certain 4, si k est assez grand, la projection vi de v, sur
G/ P; est de dimension strictement inférieure a celle de la variété G/ P; qui la porte.
Donc v} est singuliére par rapport au type de mesure lisse. On en conclut que vy
elle-méme est singuliére.

On étend également ces résultats a des groupes semi-simples plus généraux (Théo-
réme 4.2 et Théoréme 5.2).



Chapitre 1

Marche aléatoire et quantités
asymptotiques

On présente ici quelques définitions et propriétés concernant les marches aléa-
toires dont nous aurons besoin pour la suite.

1.1 Définition

On se donne un groupe I' dénombrable ainsi qu’une mesure de probabilité p sur
I". On définit alors la marche aléatoire associée = (x,),>¢ de la maniére suivante :
(hn)n>1 est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement distribuées
de loi y¢; on pose xy = e et, pour n > 1, x, = hy - - - h,,. La suite (h,),>1 est appelée
suite des accroissements et, (z,) celle des trajectoires. Il s’agit d’une chaine de Markov
homogéne. L’opérateur associé est P :

Pf(z) = ulg)f(zg) .

ger

On note P la loi de x et T" le décalage dans I'V. La loi de la suite des accroissements
dans '™ est u®Y: elle est invariante sous 7. Au décalage dans I'espace des accrois-
sements on fait correspondre une transformation U de 'espace des trajectoires : si
Ty =hy hy, (Ux), = hy--h,yyq; cest a dire

(Uz), = 2, Ty -

Cette transformation U préserve la mesure P.

On étend la marche aléatoire (x,),>o en une marche bilatére de la maniére sui-
vante : (h,)nez est une suite de variables aléatoires indépendantes identiquement
distribuées de loi i ; pour n > 0, on ne change pas la procédure et pour n < 0, on
pose x, = ha]hj e h;}r]. La relation x,,,1 = x,h,,1 reste vraie pour tout n dans
Z. On étend également la mesure P ainsi que les transformations 7" et U. On note
fi la mesure définie par ji(g) = p(g~'). La suite (z_,)n>0 est la marche aléatoire
associée a la mesure /i ; on la note (%) .

11
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1.2 Frontiére de Poisson

On considére la relation d’équivalence suivante sur I’espace des trajectoires :
!
z~z < 3IE>0:Tr=T"x".

Notons Ay la tribu constituée par les unions mesurables de ~-classes (mod 0), c’est
a dire la tribu des ensembles T-invariants (mod 0). Comme (I',P) est un espace
de Lebesgue, il existe un unique (a isomorphisme prés) espace mesurable (B,7T)
(I'espace des composants ergodiques) et une unique application bnd : I'N — B telle

que Ay = bnd '(T).

Définition 1.2.1. ([KV83] pour cette présentation, voir aussi [Fur73]) On appelle
mesure harmonique l'image v de P par bnd. L’espace (B,v) est appelé frontiére de
Poisson de la marche aléatoire (T, p1).

[’action (coordonnée par coordonnée) de I' sur I'N commute avec T'; ainsi elle
induit une action de I' sur B; et bnd est [' équivariante, c’est a dire quels que soient
g et z, bnd(gz) = gbnd(zx).

Rappelons que si I', muni d’une mesure p, agit sur un espace ¥ muni d’une mesure
m, on définit la convolée de m par p de la fagon suivante : pour toute fonction f ,

[ s m) = [ sandulgyimiy)
Y I'xy
autrement dit, lorsque I" est dénombrable,
prm =" pulg) gm;
gel
gm étant la mesure définie par gm(A) = m(g'A).
Proposition 1.2.1. La mesure harmonique v est p-stationnaire, c¢’est a dire

U*V =1 .

Démonstration. On part du fait que TP = pxP. Or, vue la définition de la frontiére,
bnd(TP) = bnd(P). Ainsi bnd(P) = bnd(u * P) et comme bnd est I'-équivariante,
bnd(P) = u * bnd(P). O

On dit qu'une fonction f sur I' est py-harmonique si elle vérifie Pf = f et on note
H>(T", 1) 'ensemble des fonctions harmoniques bornées. La proposition suivante
justifie le nom de "frontiére de Poisson" ([Fur63|, voir [Kai00]) :

Proposition 1.2.2. Awvec les notations précédentes, les formules

F(bnd(z)) = lim f(z,), f(g) —/B F(&)dgv(€)

n— o0
établissent un isomorphisme isométrique entre H*(T', u) et L>(B,v).

Dans les cadres qui nous intéressent (groupes hyperboliques et sous-groupes dis-
crets des groupes semi-simples), la frontiére de Poisson a été décrite explicitement
(voir les parties 2.1.5 et 4.1.3). C’est de ces descriptions que I'on va se servir pour
aborder les problémes de dimension et non pas de la définition de la mesure harmo-
nique telle qu’elle est présentée ci-dessus.
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1.3 Quantités asymptotiques

Définition 1.3.1. On suppose que le groupe I' que l’'on s’est donné agit par isomé-
tries sur un espace métrique (X, d). On suppose fizé un point o de X. On définit
alors la jauge |.| associée a cette action en posant |g| = d(o, go).

Remarquons que cette définition recouvre le cas d’un groupe finiment engendré
agissant sur son graphe de Cayley (vis a vis d'un systéme symétrique de générateurs
S) et que dans ce cas, le point de base étant I’élément neutre, |.| correspond a la
métrique des mots associée a S.

On se fixe pour la suite de cette section un tel espace métrique (X, d). On suppose
également que p posséde un moment d’ordre 1 vis a vis de la jauge induite, c’est a
dire :

Z/‘ )9l = /(OJ.GO)du(g)<+oo.

gel
On note p™ la loi de la position de la marche au temps n, c’est a dire la convolée
n®™® de p. La suite (L(u")), est sous additive; en effet, en utilisant le fait que p"
est la loi de x,, on a

L) = /r (0,70 o) P(z)
< /FN (d(o, x,0) + d(zp0, mmo))d]P’(m)
< /rN (d(0, zn0) + d(0, x;, ' 2m0)) dP(z)

< / (d(0, 2,0) + d(0, (U"Z),,0))dP(z) .
JTN
Et comme U préserve P, on obtient
L(p™™™) < L(u") + L(p™) .
On peut alors définir la vitesse de fuite de la marche :

Définition 1.3.2. On appelle vitesse de fuite de la marche aléatoire (x,),>0 la
quantité

1
[T, p) =lim —L(p,) -
non

Remarquons que 'on a en fait utilisé une inégalité vérifiée par chaque trajectoire :
en notant f,(x) = d(o, x,0),

Jram(@) < fu(@) + fro 0 U (2)
En utilisant le théoréme ergodique sous-additif de Kingman, on obtient alors, en plus
de la convergence L' utilisée dans la définition, une convergence P-presque siire :

1
—d(0, xn0) — (T, p) -
n

Par ailleurs, le fait que p posséde un moment d’ordre 1 entraine que g a une
entropie H(p) := ) —u(g)log(u(g)) finie ([Der86]), et on peut définir de la méme
maniére I'entropie asymptotique :
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Définition 1.3.3. On appelle entropie asymptotique de la marche aléatoire (2,,)n>0
la quantité

1
BT, 1) = lim —H (") .
n n

En remarquant que
Hi) =~ [ log(u" ()

et en utilisant le théoréeme ergodique sous-additif de Kingman, on obtient (|Der80|)
également une convergence P-presque sire

%mgwxn)) = h(Tp)

S’il n'y a pas d’ambiguité, on notera h et [ ces deux quantités.

Le théoréme suivant établit un lien important entre le bord de Poisson et I’en-
tropie asymptotique :

Théoréme 1.3.1. (/KV83/, [Der80]) Soit T un groupe dénombrable et soit p une
mesure de probabilité sur I'. On suppose que [ a une entropie finie. Alors la fron-
tiere de Poisson associée a la marche aléatoire (x,) définie par p est triviale si et
seulement si h = (.

La croisance v(I") du groupe ' (ou plutot de ses orbites dans (X, d)) est définie
de la maniére suivante :

1 dlgel :d <R
(1) = s 070 €T dlo.g) S ).
R—o0 3

Cette définition recouvre bien siir celle de la croissance d’'un groupe finiment engen-
dré muni de la métrique des mots.

Comme on 1’a souligné dans 'introduction, la relation A < lv (voir [Ver00| pour
une démonstration) est fortement reliée aux problémes de dimension de la mesure
harmonique que 'on va traiter.

1.4 p-frontiéres

Supposons que I" soit plongé de maniére équivariante dans un espace topologique
X, et que I'image de presque toute trajectoire x = (z,) de la marche aléatoire
converge vers une limite 7(z). Alors I'application 7 est T-invariante, de sorte que X
muni de 7(PP) est un quotient de la frontiére de Poisson par rapport & une certaine
partition I'-invariante. Un tel quotient est appelé p-frontiére. La frontiére de Poisson
est alors la p-frontiére maximale. Une notion similaire a été introduite dans [Fur73].

On note toujours (B,v) la frontiére de Poisson. Une formule relie I’entropie
asymptotique de la marche aléatoire et les déviations de Kullback-Leibler de la
mesure harmonique ([KV83]) :

-1

b= nto) [ 1og L L)) (1.1)

gel B
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Par analogie, on peut regarder des quantités similaires sur chaque p-frontiére X (en
fait introduite avant que la formule précédente ne soit connue, voir [Fur73|) :

h=Yulo) [ s 2w (12)

gerl X dA

On sera ammené a ne pas considérer uniquement I'entropie asymptotique, mais aussi
ces quantités, définies pour des quotients de la frontiére de Poisson.
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Chapitre 2

Singularité de la mesure harmonique
sur le bord d’un groupe hyperbolique

On s’intéresse ici aux marches aléatoires sur les sous-groupes d’isométries d'un
espace (X,d) d-hyperbolique au sens de Gromov. Notre objectif principal est de
construire des mesures harmoniques de petite dimension sur le bord d’un groupe
hyperbolique.

La premiére section est consacrée a des préliminaires sur les espaces hyperbo-
liques et leur frontiére de Poisson. Ensuite on établit dans la section 2.3 un lien entre
la dimension de la mesure harmonique et les quantités asymptotiques associées a la
marche (vitesse de fuite [ et entropie a asymptotique h) du type : dim v < h/l. Afin
de construire des mesures harmoniques de dimension aussi petite que voulue, on
introduit dans la section 2.4 une suite de marches aléatoires dont ’entropie asymp-
totique reste bornée tandis que leur vitesse de fuite tend vers I'infini. Vue la relation
établie entre la dimension, A et [, ceci nous permet de conclure dans la section 2.5.

2.1 Préliminaires et notations

On rappelle ici la base de la théorie des espaces hyperboliques au sens de Gro-
mov ainsi que certaines propriétés dont on aura besoin. Les sources principales sont

[CDP90] et [GdIHO0].

2.1.1 Espaces hyperboliques

Soit (X, d) un espace métrique et o un point de X. On définit le produit de
Gromov relativement a o sur X2 :

(aly)o = 5ld(0.7) + d(0,9) — d(.y)]

Rappelons qu’on appelle géodésique (resp. rayon géodésique, resp. segment géo-
désique) de X toute isométrie de R (resp. [0, 00, resp. [a,b]) dans X, ainsi que
'image d'une telle isométrie. On dit que 'espace métrique (X, d) est géodésique si
deux points quelconque de X peuvent étre reliés par une géodésique. On dit qu'un
espace topologique est propre lorsque les boules fermées sont compactes.

17
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Définition 2.1.1. Un espace métrique géodésique et propre (X, d) est dit 0-hyperbolique
st le produit de Gromov sur X vérifie : quels que soient o, x, y, z dans X,

(512)o > min (2ly)or (y]2)o} — 0 - 2.1)
On dit que (X, d) est hyperbolique s’il existe § tel que X soit -hyperbolique.

Exemples : Les arbres réels (0-hyperboliques), le demi-plan de Poincaré H?.

Une autre classe d’exemples importants est celle des groupes hyperboliques :
on considére un groupe I' finiment engendré et on se donne un systéme fini S de
générateurs. Le graphe de Cayley de I est le graphe (non-orienté) dont les sommets
sont les éléments de I' et dans lequel deux sommets = et y sont reliés par une aréte
lorsque 'y appartient 4 SUS~'. On munit ce graphe d’une métrique en imposant
que chaque aréte soit isométrique au segment [0, 1]. En restriction a I', cette métrique
est celle des mots : d(x,y) = |z 'y|, ont |.| est définie sur T par

gl =inf{k>0:3s1,---,5, € SUS L g=s51-"5:} .

Bien stir cette métrique dépend du choix de S'; mais pas le fait que le graphe de
Cayley de I' muni de cette métrique est hyperbolique. Dans ce cas, on dit que I’
est un groupe hyperbolique. Remarquons que le groupe I' agit (par translations a
gauche) de maniére isométrique sur son graphe de Cayley.

On se donne pour la suite un espace d-hyperbolique (X, d) dans lequel on fixe
un point o .

2.1.2 Bord hyperbolique

On dit qu'une suite (x,) d’éléments de X converge a U'infini lorsque le produit
de Gromov (z,|z,,) tend vers l'infini lorsque n et m tendent vers 'infini (cette
définition, ainsi que celles qui suivent, ne dépendent pas du point o choisi). Parmi
les suites ayant cette propriété, on dit que deux suites (z,,) et (y,) sont équivalentes
lorsque (z,|ym) tend vers U'infini lorsque n et m tendent vers I'infini. On définit le
bord hyperbolique 0X de X comme le quotient de I’ensemble des suites convergeant
a 'infini par cette relation d’équivalence. Si un élément & de 90X est la classe de
(x,), on dit que (z,) converge vers &.

On prolonge le produit de Gromov & X U 90X en posant, pour x, y dans 0.X,
(z|y) = inf{lim inf(x, |y,)} ; (2.2)

la borne inférieure étant prise sur I’ensemble des suites (x,) et (y,) qui convergent
respectivement vers z et y. La relation (2.1) reste vérifice. On a de plus (voir
|GdIH90]), si (z,) converge vers z et (y,) vers y,

(xly) < lim inf(z, ya) < (2ly) + 26 . (2.3)

Une suite (z,) converge alors vers un élément £ de 0X si et seulement si

lim (¢|x,) = 400 .

n—oo
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On munit alors X U0X d’une topologie compatible avec celle de X en prenant pour
chaque point £ de X comme base de voisinages les ensembles, pour R > 0,

{r e XUOIX : (&) > R} .

On peut définir le bord hyperbolique d'une autre maniére. Si h; et hy sont deux
rayons géodésiques, on dit qu’il sont équivalents (h; ~ hy) s’il existe une constante
D telle que pour tout ¢, d(hy(t), hao(t)) < D. Le quotient de I'ensemble des rayons
géodésiques par cette relation d’équivalence est le bord défini précédemment. Si
¢ € 0X est la classe d'un rayon h, on a bien, si (,) est une suite qui tend vers
Uinfini, lim, o h(t,) = £ et on écrit h(+oc) = £. De méme a une géodésique 7 sont
associés deux point du bord : y(+00) et y(—00).

Remarquons enfin que I'action du groupe d’isométrie de X se prolonge en une
action continue sur le bord.

2.1.3 Meétrique sur le bord

Dans le cas d’un arbre, on peut définir une métrique sur le bord en posant, pour
& et & dans 0X,
dist(&1, &) = e @118

Dans un espace hyperbolique général, cette formule ne définit pas une distance, mais
on peut effectuer une construction qui s’en rapproche. Pour a > 1, on définit la a-
longueur d’un chemin continu de X comme étant l'intégrale le long de ce chemin
de la fonction a~%°%) . Puis on définit la a-distance entre deux points z et y de X
comme la borne inférieure des a-longueurs des chemins joignant x a y. On montre
(voir [CDP90]) qu’il existe une constante ag > 1 (qui ne dépend que de ¢) telle que
si 1 < a < ag, alors le complété de X pour la a-distance d, construite ci-dessus soit
X UOX et telle que la métrique ainsi définie sur X U 0X induise la méme topologie
que celle définie précédemment.

On fixe un tel a pour la suite. On aura besoin de la propriété suivante, qui montre
'analogie entre d, et la distance définie pour les arbres (voir [CDP90]).

Proposition 2.1.1. [l eziste une constante X > 0 telle que
~ Vr,y € XUOX, dy(z,y) < Aa” W) ;
vxay € aX, dar(.’lf, U) Z Aflaf(m‘y) .

2.1.4 Ensemble limite associé & un sous-groupe d’isométries

On se donne un sous groupe I' du groupe des isométries de (X, d) qui agit de
maniére proprement discontinue. La référence pour cette partie est [Co090)|.

Définition 2.1.2. L’ensemble des points d’accumulation dans 0X de lorbite d’un
point x de X sous I' ne dépend pas de ce point x. On ['appelle l'ensemble limite du
groupe I et on le note Ap.

Cet ensemble limite est destiné a étre le support de la mesure harmonique (voir
la partie 2.1.5); c’est pourquoi on a besoin, pour étudier celle-ci, de connaitre un
certain nombre de ses propriétés.
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Définition 2.1.3. Le groupe I' est dit élémentaire si le cardinal de Ar est inférieur
ou éqgal a 2.

Si I' est non-élémentaire, on montre que Ar est non-dénombrable.

Définition 2.1.4. Soit g une isométrie de X. On dit que g est de type hyperbolique
st (g"0)nez est une quasi-géodésique ; c’est a dire s’il existe des constantes A et ¢
telles que quels que soient n et m dans 7,

At n—m| —c¢<d(g"o,g™0) < Aln—m|+c.

Proposition 2.1.2. (/Co090]) Soit n une (A, ¢)-quasi-géodésique. Alors n(t) ad-
met des limites n(+oo) lorsque t tend vers £oo. Si o est une géodésique telle que
o(£o0) = n(£o0), alors les images de o et n se trouvent a une distance de Hausdorff
finie K l'une de l'autre, K ne dépendant que de \, ¢ et 0.

En particulier si une isométrie g est de type hyperbolique, alors il existe g™ et ¢~
dans 0X tels que (¢g"0) tende vers g™ et g~ lorsque n tend respectivement vers plus
ou moins l'infini. En fait quel que soit x dans X, les suites (¢"x) convergent vers
les méme limites. Les points ¢t et ¢~ sont des points fixes pour g, qui sont dits
respectivement attractif et répulsif.

Proposition 2.1.3. (/Co090]) Un groupe non-élémentaire contient des éléments
hyperboliques.

Dans [Co090] sont démontrées également des propriétés de minimalité de I’ensemble
limite :

Proposition 2.1.4. Supposons I' non-élémentaire. Alors tout compact non vide I'-
invariant de 0X contient Ar.

Ceci a pour conséquence :

Proposition 2.1.5. Supposons I' non-élémentaire. Soit U un ouvert de 0X qui
rencontre Ay. Alors on a
0x = JoU;
ger
et méme : il existe un nombre fini d’éléments g1,--- , g, de I tels que

Arc | aU - (2.4)

1<5<r

On va par la suite étudier la dimension de la mesure harmonique. Il est donc
intéressant de connaitre la dimension de son support Ar. On définit la croissance de
base a de I :

1 d{gel :d <R
va(T") = lim sup og, card{yg (0,90) < R} |
R—oc R
On a alors (|Co093|) :
Proposition 2.1.6. Si [ est quasi-conveze-cocompact (voir [Coo93] pour la défini-

tion) alors Ar est de dimension de Hausdorff v, (1)) (vis a vis de la distance définie
a
précédemment a partir de a) et la mesure de Hausdorff sur Ar est finie et non nulle.

On ne s’étendra pas sur cette notion ; on utilisera juste le fait qu'un groupe hyperbo-
lique agissant sur son graphe de Cayley est quasi-convexe-cocompact (voir [Co093]).
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2.1.5 Comportement des marches aléatoires

On s’est donné un espace d-hyperbolique (X, d) (géodésique et propre). On se
donne de plus une mesure p portée par le groupe des isométries de (X, d); et on
suppose que le support de p engendre en tant que semi-groupe un sous-groupe I’
agissant proprement discontinuement sur (X, d), et non-élémentaire. On s’intéresse
a l'orbite de o sous la marche (z,,) : (x,0), que I'on appellera aussi marche aléatoire.

Proposition 2.1.7. ([Kai00]) Sous les hypothéses précédentes, (x,0) converge P-
presque sirement vers un élément xo, de 0X. Notons v la distribution de x.. Si de
plus - admet un moment d’ordre 1, alors (0X,v) est la frontiére de Poisson de la
marche aléatoire (T, ).

Le support de v est bien siir contenu dans I’ensemble limite Ar de I'. En fait, comme
I’ensemble limite est minimal, le support de v lui est égal. On peut le montrer par
exemple a I’aide de la Proposition 2.1.5 via la propriété suivante :

Proposition 2.1.8. Soit U un ouvert de 0X qui rencontre Ap. Alors v(U) > 0.

Démonstration. Soient vy, --- v, € [" tels que
AI‘ C U 71U7
1<i<r
et soit s tel que vy, -+, 7, € supp(p®). Comme v est u-stationnaire, on a
v(U)= Y wgv(gU) .
g€supp(p®)
Et si on avait v(U) = 0, on aurait v(Ar) = 0. O

2.2 Une formule intégrale pour la vitesse de fuite

2.2.1 Fonctions de Busemann

On va définir des fonctions qui nous permettrons d’exprimer la vitesse de fuite.
Soit h un rayon géodésique. Quel que soit x dans X, la fonction t — d(x, h(t)) —t
est décroissante et bornée (c’est juste une conséquence de l'inégalité triangulaire).
On peut donc définir la fonction de Busemann associée a un rayon géodésique h de
la maniére suivante :

fu(z) = tlgglo d(x, h(t)) —t .

Puis on définit un cocycle sur X? en posant :

Bu(x,y) = fuly) — fulz) .

Remarquons que si h; ~ hy avec une constante I, alors

‘5}11 (ZL‘,U) - /Bh2 (.’L’, U)‘ <2D. (25)
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Remarque 2.2.1. Supposons de plus que l’espace X ait la propriété (P) suivante :
étant donnés deux rayons équivalents hy et ho, il existe Ty tel que

t—o00

On a alors, si hy ~ ho,
By (@, ) = By (2, 9) =0 ;

et donc par passage au quotient ce cocycle en induit un autre sur 0X, appelé cocycle
de Busemann. Le plan hyperbolique H2, les arbres, et plus généralement les espaces
CAT(-1) ont cette propriété. On ne la supposera pas vérifiée par la suite.

Lorsque X ne vérifie pas la propriété (P) de la remarque précédente, l'inégalité
(2.5) ne suffit pas a faire passer le cocycle au quotient. Cependant, deux rayons
convergeant vers un méme point & linfini vérifient en fait la propriété suivante
([Co093]) : il existe Tp tel que limy_,o d(hy(t), ha(t + Tp)) < 166 . On en déduit :

Lemme 2.2.1. Soit hy et hy deux rayons géodésiques de méme extrémité £. Alors
pour x et y dans X, on a

‘517,1 (.’E,U) - /ghQ(ny)‘ < ;

ot C1 est une constante qui ne dépend que de 0.

On peut alors poser, pour £ dans 0X et x, y dans X,

Be(z,y) = sup{Bn(w,y)} ;

ol la borne supérieure est prise sur tous les rayons d’extrémité £&. En particulier, si
h un rayon géodésique d’extrémité &, alors

| B¢ (2, y) = Bulz,y)| < Ch (2.6)

Ce ne sera plus un cocycle mais on aura

[Be(w,y) = (Be(w, 2) + e(z,9)) | < 3Cy -
On aura besoin du lemme suivant (|Co093|) :

Lemme 2.2.2. Soit £ un point de 0X, h un rayon d’extrémité &. Soit x1, xo des
points de X. Alors il existe un voisinage V de & tel que sty e X NV,

Bu(@1,2) — (d(z2,y) — d(z1,y))| < C";

ot C" est une constante qui ne dépend que de 5. En particulier on a
‘ﬁf(xlaxQ) - (d(‘rQJU) - d(.’El,U))‘ S C’ + Cl = 02 .

Remarque 2.2.2. On gardera les notations C; dans ce qui suit.
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2.2.2 Vitesse de fuite

On va maintenant exprimer la vitesse de fuite d’'une marche aléatoire a 1’aide du
"quasi-cocycle" de Busemann. On se donne une mesure g portée par un sous-groupe
[' du groupe des isométries de (X, d), admettant un moment d’ordre 1. Pour plus
de clarté, on se restreint tout d’abord au cas ou X vérifie la propriété (P).

Proposition 2.2.1. On suppose que X vérifie la propriété (P). Supposons de plus
que la marche aléatoire (x,0) associée a u converge presque sirement vers un élément
Too de 0X, dont la distribution est notée v. On a alors

1w =3 o) / Belo.g o)du(6)

Démonstration. On note toujours P la loi de la marche (z,,) dans 'espace des tra-
jectoires, (h,) la suite de ses accroissements et

L,= /d(o,xno)d]P’ :

On sait que

L
I(r = lim =2 :
(I, ) im—= ;

par conséquent, si la suite (L, — L,) admet une limite, celle-ci vaut (T, ). Or on
a

Lot = / d(0, v0)du™(+)
T

=> " ulg) /d(oamo)dﬂnm

9

— Z w(g) /d(o, 97,0)dP ;

9

et donc

L,y — L, = Z 1(g) / (d(o, gz,0) — d(0, x,0))dP

:ZM(g) / (d(g~"0,2,0) — d(0, z,0))dP .

Et comme (d(g "o, X,,0) — d(0, X,,0)),, converge presque stirement vers 3, (0, g o)

et est majoré pour tout n par d(o, go) qui est une fonction intégrable pour y ® P,
on peut appliquer le théoréme de convergence dominée qui donne :

i (Lo = L] = 32 o) [ filo.g o)in(e)
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L’hypothése de convergence de la marche aléatoire exigée dans la proposition précé-
dente sera vérifée dés que I'on suppose le sous-groupe engendré par le support de p
non-élémentaire (Proposition 2.1.7). On revient maintenant au cas général, ou 'on
n’aura seulement une formule approchée.

Proposition 2.2.2. On suppose que la marche aléatoire (,0) associée 4 p converge
presque sirement vers un élément xo, de 0X, dont la distribution est notée v. On a
alors

rn) Y nlo) | Gelog "oldvle) < Cu
. oX
Cy étant la constante introduite dans le Lemme 2.2.2.

Démonstration. On a dans ce cas

liminf(L,1 — L,) < I(T, pu) < limsup(Lyy1 — L) - (2.7)

n

Et I'égalité
L1 — Zu / (97 "0, 2,0) — d(0, 7,0))dP

démontrée précédemment reste valable. Le théoréme de convergence dominée donne
alors :

liminf(L,q — L) > Z,u /lim inf (d(g~ "0, 2,0) — d(0, 2,0))dP .

De plus d’aprés le Lemme 2.2.2,

‘ lim inf (d(gflo, zn0) — d(o, xno)) — Ba.. (0, gflo)‘ <Oy

n

Zu /BTmoq Lo)dP — C; .

On procéde de méme pour la limite supérieure. ]

2.3 Lien entre les quantités asymptotiques et la di-
mension de Hausdorff de la mesure harmonique

On se donne un sous-groupe I' du groupe des isométries de (X, d) qui agit pro-
prement discontinument, non élémentaire. On se donne également une mesure y sur
[' admettant un moment d’ordre 1 et dont le support engendre I' en tant que semi-
groupe. Rappelons également qu’on s’est fixé dans la partie 2.1.1 un réel a > 1 et la
distance d, associée sur X U dX. On adopte par ailleurs les notations de la section
précédente.
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Dans |Kai98]| il est démontré que dans le cas d’un arbre, la dimension de Haus-
dorff de la mesure harmonique (voir I’Appendice sur la dimension dimension pour les
définitions) est égale & h/l. On étend ici ce résultat au cas des espaces hyperboliques,
du moins partiellement. En effet, on aura juste une inégalité du type dimv < h/I.
L’inégalité inverse semble plus difficile & obtenir dans le cas général car sa démons-
tration utilise le fait que dans le bord d’un arbre, les boules forment une partition.

On a P-presque stirement

(Tn—1]zn) 1l
n
et ] .
logp(am)
n

On définit pour € > 0 et N I'ensemble Q des trajectoires telles que pour n > N,
(Tp_1]zn) > (I —€)n
—log " (xy) < (h — €)n.

Pour 7 > 0 il existe alors un entier N, tel que

VN >N, , PQN)>1-n;

N. , . . X
on note {2, = Q¢ “". Notons également C] l'ensemble des trajectoires dont la n®"*
position coincide avec x,. On a alors :

Lemme 2.3.1. (/Kai98/) Sur un ensemble A., C ., de mesure plus grande que

1 —2n, la quantité
P(Cy N Qe y)

1" (n)
admet P-presque sirement une limite strictement positive lorsque n tend vers 'infini.
En particulier, sur cet ensemble, on a

log P(C™ N €, 1 "(xy,
lim sup 08 P(C3 ) = lim Sllpm .
n n n n

Notons, pour £ € 0X et r > 0,

D r)y={z 2, €BET)}.

Lemme 2.3.2. Les réels 1) et € étant fizés, on a, pour x € A, et, n > N,

2)\a(le)(n+]))

C, N, CD (moo, ==

A étant la constante introduite dans la Proposition 2.1.1.

Démonstration. On fixex € A, ,. Soit £’ € C N2, ; on a alors, si n est assez grand,
(! _,lxl) > (I — €)n; donc, d’aprés la Proposition 2.1.1,

do(z! | 2h) < Aa7m0=9)

L _154p
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D’oti, pour m > n,

—1
da(.’L" z ) < )\af(n+1)(lfe) afk(lfe) .

n<’m )
0

3

i

et donc

Ag- (D (1-0)
! !
do (1, 7)) < R p——

Comme x appartient clairement a Cj N €2, ;. on obtient
2)\a7(n+1)(175)

/
da(ﬂ?oo,m ) S W .

o

O

Le lemme précédent nous donne une minoration de la v-mesure des boules de 0.X,
ce qui nous permet d’obtenir :

Théoréme 2.1. Pour v-presque tout &,

- h
dimpr (&) < —
O logal
Démonstration. Soit £ dans A.,. On a
—— logvB(Ts, 1 logPD (s, T
dimpv (1) = lim sup M = lim sup M :
r—0 IOgT r—0 logrr
et en remplacant r par %,

logPD (x M)

]7a7(l75)

dimpv (o) =i
mpy(oc) = S = e D)~ )

En appliquant le lemme précédent, on obtient donc

_ log P(C? N,
dimpv(zs) < limsup & ( e "n)
nooe  —loga (n+1)(1 —€)

]

puis en appliquant le premier lemme,

—— . —log pu" (w,,) h
dimpr(zs) < lim su = )
PV(oe) S Hmsup g N = T Toga (=9
Comme ceci est vrai pour tout € sur un ensemble de mesure 1 — 27 quel que soit 7,
on obtient le résultat. ]

En appliquant le Théoréme 2.1 et la Proposition 6.2.1, on obtient alors un résultat sur
la dimension de Hausdorff proprement dite et non plus sur la dimension ponctuelle :

Corollaire 2.3.1. Sous les hypothéses faites au début de la section, si de plus T’
est quasi convexe-cocompact, la dimension de Hausdorff de la mesure harmonique
associée & la marche aléatoire (T, u) est magjorée par h/(lloga).
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2.4 Construction d’une mesure harmonique de pe-
tite dimension

On se donne un sous-groupe [' du groupe des isométries de (X, d) qui agit pro-
prement discontinument, non élémentaire. On se donne également une mesure y sur
[' admettant un moment d’ordre 1 et dont le support engendre I' en tant que semi-
groupe.

On va a partir de p construire une mesure harmonique de dimension aussi petite
que voulu.

2.4.1 Introduction de la suite (u;)
On fixe un élément hyperbolique (voir la Définition 2.1.4) 7o de T'; et on note
Ve = 73“0 et 74+ = limy_, 1o 7. On pose ensuite, pour chaque £ > 0,

1
= Ght g ((Sk+(5—k).

Remarquons que chaque py vérifie les hypothése de la section 2.1.5. On note v, la
mesure harmonique associée a chaque puy. Notre but dans cette partie va étre de
montrer que h(T, py) /(T ug) tend vers 0 lorsque k tend vers I'infini.

Proposition 2.4.1. La quantité h(T, py) est bornée par une constante qui ne dépend
pas de k.
Démonstration. On sait que h(T', ;) est majorée par H () et on a

H (i) = —% p(g)log (%u(g) + %(5%(9) + 577,“(9)))

11 (1 ( )+1) 11 (1( )+1>
4 0og 2# Yk 1 1 og 2# Y-k 1
1 1 1 1
5 Xt (guta) ~ 105 (5)
<32 1(g) log 2#(9) 5 108
Dot 3log?2 1
0g
h(T, ) < 5 EH(M)

O

I va donc nous suffire de montrer que [(T", yy) tend l'infini. Pour cela, on utilise la
formule de la Proposition 2.2.2, qui donne :

T, ) > pklg) /aX Be(0, 9™ 0)dvy(€) — Cs .

Or

Z,uk /Bgoq Lo)duy (& Zu /ﬁgoq Lo)du(€)

1

e ,/;,X [Be(0, ) + Be(0,v—x) | dvi(€)
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et comme ‘55(0, g’lo)‘ < d(0, go), le premier élément de cette somme est majoré en
valeur absolue par L(u)/2; d’ou, en notant Cy = Cy + L(p)/2

0T, ) > 3/ [Belo. ) + Belo. -] n€) ~ O (2.8)

On va par la suite estimer la quantité entre crochets dans I’équation qui précéde.

2.4.2 Estimation de [B¢(o, v) + Be(0, v-1)]

On va tout d’abord montrer une inégalité de convexité basée sur la proposition
suivante :

Proposition 2.4.2. (/CDP90]) Dans l’espace §-hyperbolique (X, d), la distance vé-
rifie la propriété de quasi-convexité suivante : soient x1 et xo deux points de X et
s:[0,1] = X un paramétrage a vitesse constante du segment joignant x, & xo. Alors
sty est un autre point de X, on a pour tout t dans [0, 1],

d(y, s(t)) < td(y,x) + (1 — t)d(y, z2) + 49 .
On en déduit la propriété suivante :

Proposition 2.4.3. [l existe une constante Cy ne dépendant que de 0 et o telle que
quels que soient k > 0 et £ € 0X,

Be(o, k) + Belo,7-1) > Cu.

Démonstration. Soit o une géodésique joignant v, a v_, K la distance de Hausdorff
entre o et la quasi-géodésique associée a 7y (voir prop. 2.1.2). Soit o' sur o tel que
d(o,0") < K +1, v, sur o tels que d(vig,7y,) < K + 1. On note mj, le milieu du

segment [, 7).
On a, pour y dans X,

d(y, vk)—d(y, 0)+d(y, v-x)—d(y, 0) > d(y. ) —d(y, o) +d(y, v ;) —d(y, o) —4(K+1) ;
et
d(y, vi) —d(y, o) +d(y, 7 ) —d(y, o) > d(y, i) +d(y, v_p) —2d(y, mi) —2d(0', my,) .
En utilisant la propriété de convexité de la distance on obtient

d(y, vi) + d(y,7"y) — 2d(y, my) > —80 ;

et comme d(0,vx) = d(0, 7 k),

‘d(ola f)/;c) - d(ola ’V,fk)‘ = ‘ [d(ola ’Vllc) - d(O, f)/;c) + d(O, f)/;c) - d(O, ’Vk)]

[d(0',74) = d(0,7) + d(0,7",) = d(0,7-1)]
< 2d(0,0") + d(v, W) + d(Vop, k) < AK + 1) 5
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ce qui donne

(o', miy) < 2(K +1) .

Ainsi on obtient
et le Lemme 2.2.2 nous permet de conclure, en notant (K +1)+8/+Cy = C,. O

On va ensuite montrer que sur un ensemble "assez gros" (vis a vis des mesures
vy) du bord, [BE(O, Vi) + Be (o, v,k)] tend vers plus 'infini lorsque & tend vers I'infini.
On a, si y est assez proche de &, toujours en se servant du Lemme 2.2.2,

Bﬁ(oa f)/k) + BE(OJ fyfk) > d(U: fYk) - d(U: O) + d(ij, ’ka) - d(U: O) - 02 ;

et donc

Be(0, ) + Be(o, k) > d(o,m) + d(o, v &) — 2(ylm) = 2(ylv-—&) —Ca;  (2.9)

et comme les deux produits de Gromov qui se trouvent dans cette somme sont bornés
uniformément en £ lorsque £ ¢ {v,,7v_}, on a bien alors

lim B(0, %) + B (o, 7-1) = +o0c .

Mais pour pouvoir conclure a I’aide de la formule (2.8), il faut montrer que la quantité
[B¢(0,7k) + Be(0,7-x)] tend vers Uinfini de maniére uniforme sur un ensemble dont
la vp-mesure reste plus grande qu’une constante. On va pour cela utiliser le lemme
suivant :

Lemme 2.4.1. Soit U un voisinage de vy dans 0X. Alors il existe une constante
C > 0 et un entier K tels que si k > K, on ait pour tout & ¢ U

) <C.
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Démonstration. On a vu que la topologie sur 0X était définie par les voisinages du
type {&' : (£[€') > C'}. Soit C' tel que si (&|yy) > €' alors £ € U. Soit K tel que
si k > K, alors (k|vs) > C' + 6. Soit alors & ¢ U ; si on avait (v,]|¢) > C' 4+ 6, on
aurait

(€lv+) > min { (7)), (el } —6 > C";
d’ou le résultat en prenant C' = C’' + 4. O

Evidemment on a une propriété analogue avec vy_.

On a vu dans la partie 2.1.5 comment on pouvait montrer a I'aide de la Proposition
2.1.5 que la mesure harmonique d’un ouvert était strictement positive. On va voir
que 'on peut de la méme maniére minorer la v,-mesure d'un ouvert uniformément
en k.

Proposition 2.4.4. Soit U un ouvert rencontrant Ar. Il existe une constante o > ()
(qui dépend de U et de u) telle que quel que soit k,

v(U) > a .
Démonstration. On prend vq,---,7, € I' tels que
Ar C U YU ;
1<i<r
et s tel que vy,---,v € supp(,w“’). On fait alors la remarque suivante : on a une

sorte de stationnarité uniforme des v;. En effet, comme v, = py * v, et pour tout k

fte > 1/2p, on a

1 S
v 2 e v

et donc

Vk(U)>% Y. w9l

gEsupp(u®)

%ZMS(%)W(%U)

vV

1 . .
% miln w1 (i) -

vV

O

Comme I' est non-élémentaire, Ar contient un élément distinct de vy, et v_; on
choisit un ouvert U rencontrant Ar et ne contenant ni 7, ni 7_. On utilise ensuite
le Lemme 2.4.1 appliqué au voisinage 0X \ U de v, (et v_), on prend Cj et K tels
quesi k> Ket&eU,

(Elrew) < Cs
D’aprés la formule (2.9), on a, pour k£ > K et £ € U :

Be(o,vk) + Be(o,v-k) > 2d(0, ) — 4C5 — Cs .
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De plus la formule (2.8) et la Proposition 2.4.3 nous donnent

1 Cy

I(T, p) > Z/U [Be(0: ) + Belo,v-#) | dvi(€) — - + Ciy ;

ainsi en utilisant la proposition précédente (avec a associé a U) on obtient

C
[Qd((), '}/k) - 405 - CQ] B 03 .

l(rnuk) > 4

!
4
Puisque le premier élément du membre de droite de I'inégalité précédente tend vers
I'infini, cela nous donne :

Proposition 2.4.5. Avec les notations adoptées précédemment,

r

=0.

2.5 Reésultat principal

En rassemblant la Proposition 2.4.5 et les résultats de la section 2.3, on obtient
le résultat suivant :

Théoréme 2.2. Soit (X, d) un espace hyperbolique. Soit T un sous-groupe d’isomé-
tries agissant proprement discontinument sur X, non élémentaire. Alors quel que
soit € > 0 il existe sur I' une mesure de probabilité p symétrique admettant un
moment d’ordre 1, dont le support engendre I', et qui a la propriété suivante : la
dimension ponctuelle de la mesure harmonique associée a la marche aléatoire (T, u)
est v-presque stirement plus petite que e.

Remarque 2.5.1. Vue notre construction, on peut bien sir, lorsque 1" est finiment
engendré, imposer dans le théoreme précédent que le support de pu soit fini.

On se restreint maintenant au cas ou (X, d) est le graphe de Cayley de I, cadre
dans lequel la dimension de Hausdorff du bord hyperbolique OI" pour la distance d,
est v,(I") et ont la mesure de Hausdorff est finie non nulle ([Co093|). En prenant en
compte le Corollaire 2.3.1, on obtient alors une comparaison entre les dimensions de
Hausdorff de la mesure harmonique et celle de I’ensemble limite :

Corollaire 2.5.1. Si en plus des hypotheses précédentes X est le graphe de Cayley
de T, alors il existe sur I une mesure de probabilité p a support fini, dont le support
engendre 1", et qui a la propriété suivante : la dimension de Hausdorff de la mesure
harmonique associée a la marche aléatoire (', ) est strictement inférieure a la di-
mension de Hausdorff v,(I') de OU. En particulier la mesure harmonique est alors
singuliere par rapport a la mesure de Hausdorff sur le bord du groupe.
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2.6 Comportement asymptotique de la suite (1)

On reprend dans cette section la construction de la section 2.4. On souhaite
préciser le comportement asymptotique de la suite de mesures de probabilité (vy).
Dans le cas général, on va montrer que toute valeur d’adhérence (on considére la
convergence faible) de (1) posséde des atomes. Ensuite en se restreignant au cas du
groupe libre on a un résultat plus précis : la suite (v4) converge faiblement vers une
mesure atomique.

2.6.1 Cas général

Puisque 0X est compact, il existe une sous-suite de (v), que nous appellerons
toujours (v), qui converge faiblement vers une mesure de probabilité v.

Lemme 2.6.1. Il existe une constante C' > 0 telle que pour tout voisinage ouvert
Uy de v+ on ait
v(Uy) > C .

Démonstration. Prenons un ouvert U dans X qui rencontre Ar et dont la fermeture
ne contient pas v_. En utilisant la Proposition 2.4.4 on obtient une constante a > 0
telle que pour tout k v (U) > «. Comme U est contenu dans un compact de 0X
qui ne contient pas v_, la suite (7€) converge uniformément vers v, sur U (voir
[C0090]). Alors si k est assez grand,

ve(Uy) > v (VEU)

et en utilisant I’égalité v, = u; * v, on a alors

1
v (Uy) > 7 wu(U) >

o
4 4

Puisque c’est vrai pour tout k assez grand, on obtient le résultat. O

Proposition 2.6.1. Tous les points des orbites de v, et v_ sous I sont des atomes
pour la mesure v.

Démonstration. Le lemme précédent implique que 7, est un atome pour v car

v(y4) = inf{w(U4)} ;

ou I'infimum est pris sur I'ensemble des voisinages ouverts Uy de y+. Si g € supp(p),
comme vy > Tpu% vy,

ve(gUy) > 1/2p(g)vi(Uy) ;

ainsi le lemme précédent reste vrai avec les voisinages de gv,. Cela reste vrai pour
tout g dans ' car supp(u) engendre T. O

Remarquons qu’'une conséquence de cette proposition est que v ne peut pas étre une
mesure harmonique associée a une certaine mesure g’
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2.6.2 Cas d’un groupe libre finiment engendré

On se restreint au groupe libre & deux générateurs F, = (a,b). On considére
toujours une suite (u;) de mesures comme dans le section 2.4 avec 7y = a; on a
alors 7, = aaa - --. On utilisera le fait que dans ce cas le bord hyperbolique 0F; est
I’ensemble des mots infinis réduits. Pour un mot fini w, on note C, '’ensemble des
mots infinis réduits commengant par w. On veut montrer que la suite () converge
faiblement vers une mesure atomique v. Choisissons une valeur d’adhérence v de
(vk) comme dans la partie précédente.

Afin de déterminer v, on va considérer une marche aléatoire sur F3 = (a, b, ¢) et
ensuite la projeter sur Fy = (a,b). On définit sur F3 la mesure g par f(w) = 1/2p(w)
si w est dans {(a,b); et ji(c) = j(c™') = 1/4. On note (4,,) la marche aléatoire
associée, v la mesure harmonique associée. Pour chaque k£ on note @, le morphisme
de F3 vers Fy qui coincide avec I'identité sur Fy = (a, b) et tel que ®x(ct!) = a**. On
a alors py, = @ (1) et (Pr(2,)) est la marche aléatoire associée a pg. On va exprimer
v a l'aide de v.

Pour un mot infini £& -+, & € {at', 0%, '}, de OF3, on note (&, )i>o la sous-
suite constituée par les & € {b*'}. Pour i > 2, on note w;, le mot de (a,c) qui se
situe entre &, et &, _,, et w;, le mot situé avant §,. L’ensemble Q sur lequel (&;,);>0
est infini est de r-mesure 1. De plus sur cet ensemble on peut étendre @, en une
application de dF; vers dF, ; et 1'on a alors v, = O (V).

Notre idée est d’utiliser le fait que quand k tend vers l'infini, la mesure v, se
concentre sur les orbites de v, et v_. Afin d’ éviter les situations ot les a* s’annulent
les uns les autres, on introduit quelques notations supplémentaires. Chaque w;, est
de la forme w;, = ¢'a™ - -- ¢ a™, avec €; et n; dans {—1,0,1}. Lorsque l'on projéte
ce mot par ®; on va obtenir

aFlertFer) gmt-tne

Sie;+---+¢€ =0, les a* s’annulent les uns les autres; ¢’est pourquoi on considére
. , . . .

le premier 7 tel que ¢ + --- + ¢ # 0, que l'on note iy. Les €; et n; désignent

maintenant ceux associés a wy, . En utilisant les notations qui précédent, on définit

une application ¢ de OF; vers 0F; par

V(&) = Pp(& - &y )Vsign(er++er) -
Notons que ? ne dépend pas de k. Prenons un exemple :

Y(beac tbeach - -+ ) = baby,. .

Lemme 2.6.2. Pour tout g dans Fy dont la derniére lettre n'est pas a™',

v(gy+) > v{€ € OF3 1 (&) = g+ } -

Démonstration. Notons S ={£ € Q:9(§) =g74} . Si{ €S, ona

(I)k(é-) _ gak(61+~~~+er)am+~~+ﬂrbi1 cee
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avec €; +---+¢, > 0. Rappelons que les ¢; et n; désignent ceux associés a wy, (voir
ci-dessus). Ainsi si U est un voisinage de gy, et lorsque 7, + - - - 4+ 1, n’est pas trop
proche de —oo, si k est assez grand, ®(£) € U. Plus précisément, fixons 6 > 0;
comme la mesure  ne charge aucun point, il existe un entier positif NV tel que

v({€eS; im+-+n <—-N}) <6.
Pour chaque voisinage U de g, il existe K tel que si £k > K
v(U) =0(®, ' (U)) 2 0(S; n{€eS) :m+---+n<—-N})>0v(S;))—4.

Puisque cela est vrai pour tout voisinage U of gy, et tout > 0, on obtient le
résultat. O

Puisque la réunion des S_j et S, est de v-mesure 1, la seule possibilité est que
I'inégalité du lemme précédent soit en fait une égalité. Ainsi il y a une unique
possibilité pour la valeur d’adhérence v, et on obtient le résultat qui suit.

Proposition 2.6.2. La suite (v) converge faiblement vers la mesure atomique v
definie par

v(gys) = v{€ € OF3 1 (&) = g4} -

Remarque 2.6.1. L’estimation qui précéde est basée sur l'idée suivante : comme
c est envoyé par ®; sur a®, lorsque k tend vers linfini la mesure se concentre sur
un mot infini de la forme gaaa---. Ce qui peut poser probleme, c’est que ’on ait
qui, lorsque 'on envoie ¢ sur a®, ne concentre pas le bord. Les détails techniques
traités précédemment sont destinés a controler cette situation. Dans un cadre général,
cela correspond a avoir une séquence che™' avec h dans le stabilisateur de v,. En
effet, la suite 'yé“hvgk est alors bornée. Ce qui fait qu’on ne peut pas étendre le
raisonnement précédent est qu’en général cette suite ne sera pas constante. On a
utilisé la particularité suivante des groupes libres : si un élément stabilise aa - - -, il
commute avec a (il est en fait égal G une puissance de a). Cependant notre calcul
peut étre appliqué au cas d’un produit libre fini de groupes finis. En effet dans ce cas
le stabilisateur d’un point est trivial.



Chapitre 3

Probléme des générateurs extrémaux
pour les produits libres de groupes
finis

On aborde dans ce chapitre le probléme de I'extrémalité des systémes de généra-
teurs. Précisons de quoi il s’agit. On se donne un groupe G finiment engendré, muni
d’un systéme fini de générateurs S. La longueur (relativement & S) |z|g d'un élément
x de G est alors le nombre minimum d’éléments de S nécessaire pour écrire x ; et
G est muni d’une distance dg(z,y) = |z 'y|s. On considére une marche aléatoire
(x,) associée & une mesure y sur G, possédant un moment d’ordre 1. L’entropie
asymptotique h, la vitesse de fuite [ et la croissance v du groupe G sont alors reliées
par I'inégalité fondamentale suivante ([Gui80]) : A < [v; ou, si I'on veut préciser de
quoi dépend chacun de ces termes :

h(p) < U(p, S)o(S) .

La quantité h/l mesure en quelque sorte la "bonne répartition" des trajectoires.
Dans (|Ver00]), Vershik propose de considérer

h(p)
v(S)I(p, S)
la borne supérieure étant prise sur I’ensemble des mesures de probabilité u dont

le support est contenu dans S et engendre GG, comme une mesure de la qualité du
systéme de générateurs S ; et de dire que ce systéme est extrémal lorsque Q(S) = 1.

Q(S) = sup

On va considérer dans ce chapitre le cas d’un produit libre de groupes finis :
G=G *---xG,.

Fixons quelques notations. Pour « € {1,--- ¢}, on note

So=Ga\{e}, ko=card(S,), T=|[%..

On se donne également un systéme symétrique de générateurs S inclus dans 3.
Siz € ¥,, onnotera T = a. Un mot ¢;---¢,, g; € X, est dit admissible si pour

35
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i=1,---,n—1,G; # giz1. Le groupe G est alors la réunion de {e} et de I'ensemble de
ces éléments admissibles. Le bord hyperbolique 0G de G s’identifie alors a4 I’ensemble
Y% des mots infinis (& droite) admissibles. Si € et £ sont dans G, on note £ A &'
leur partie initiale commune. On définit alors une distance dg sur G en posant

0s(& &) = exp(=[EnE]s) -

On notera [£], 1'éléments de G constitué des n premiére lettres du mot infini & et,
pour g dans G, C, le cylindre constitué des mots infinis commencant par g, c’est a
dire '’ensemble des mots infinis tels que [{] 4, = g.

En I'absence de précisions, on supposera toujours par la suite que le support de
la mesure p engendrant la marche aléatoire est inclus dans S et que ce support
engendre (G en tant que semi-groupe. On notera v la mesure harmonique associée a

L.

Dans le cas du groupe des isométries d'un arbre, il est démontré dans |Kai9§]
que l'on a dimv = h/l. Cette démonstration s’adapte a notre cadre :

Proposition 3.0.3. La dimension étant relative a ds et la vitesse de fuite a S, on
a:

dimv = — .
[
Cette derniére proposition montre que le probléme d’extrémalité des générateurs est
un probléme de maximisation de la dimension de la mesure harmonique. Ainsi il
est relié & ce que l'on a fait dans le premier chapitre. Cependant, alors que dans ce
chapitre on se placait dans le cadre général des groupes hyperboliques et que 1'on
utilisait des méthodes géométriques, on va ici se restreindre aux produits libres de
groupes finis et utiliser des méthodes plus combinatoires.

On va chercher a déterminer, S étant fixé, s’il existe une mesure p dont le support
est inclus dans S et telle que

h(p)
v(S)l(n, S)

et si celle-ci est unique. On dira également qu’une telle mesure est extrémale. En
particulier, I'existence d’une telle mesure assure que S est extrémal. Dans [MMO04|,
des exemples ot une telle mesure existe (ou non) sont fournis, a I'aide d’un calcul
de h/lv (lorsqu’il n’y a pas d’ambiguité, on note simplement [ et v la vitesse de
fuite et la croissance relatives au systéme de générateurs S ambient). On propose
ici une approche plus systématique qui relie ce probléme a un probléme d’entropie
maximale pour un systéme dynamique symbolique. Plus précisément, on introduit
un sous-shift dont I'entropie topologique est e”, et ’'on montre que 'on a h = [v si
et seulement si une certaine mesure v associée a v est d’entropie maximale pour ce
sous-shift (Proposition 3.4.1).

=1; (3.1)

Dans la premiére partie, on effectue des rappels sur la forme de la mesure harmo-
nique dans ce cadre. Ensuite on envisage le cas o S = ¥. On démontre dans ce cas
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'existence et l'unicité de la mesure extrémale (Proposition 3.1), précisant ainsi le
résultat d’existence contenu dans [MMO04]. Dans la partie 3.4, on envisage le cas ou
S est quelconque. On obtient dans ce cas seulement un résultat partiel (Proposition
3.4.1). La partie 3.3 est consacrée a I’estimation de la croissance du groupe. On se
place pour cela dans le cadre naturel des groupes fortement markoviens.

3.1 Mesure harmonique

On rappelle ici les résultats de [MMO04] sur la mesure harmonique. Soit r une
mesure de probabilité sur ¥ chargeant tous les éléments de X. On appellera me-
sure markovienne multiplicative de base r la mesure markovienne m, sur 2> de
distribution initiale r et de probabilités de transition

po) =TT (3.2

Proposition 3.1.1. Lorsque le nombre q de groupes dans le produit libre est supé-
rieur ou égal a 3, deur mesures markoviennes multiplicatives m, et m, de base r et
r' ont les mémes probabilités de transition si et seulement si r = r'. Lorsque ¢ = 2,

cela reste vrai si, pour i = 1 et i = 2, les restrictions normalisées de r et ' a %;
sont égales.

Démonstration. Supposons ¢ > 3. Soient r et r' telles que m, et m, sont équiva-
lentes, c’est a dire ont les mémes probabilités de transition :

' (y) r(y) -
= : . 3.3
o) Tor(my 7Y (33)
On a alors en particulier, quels que soient « et 5 dans {1, - ,q}, a # 3,

r(Xa) _ r'(3a)
L—7r(Z5) 1-7"(3)"

ce qui entraine (c’est ici que 'on se sert du fait que ¢ > 3) que pour tous « et
dans {1,---, ¢},

r(Sa) _ r(Xs)

r(Za)  r(Es)
et comme par ailleurs la somme des 7(X,) ainsi que celle des r'(X,), a € {1, -+, ¢},
vaut 1, cela entraine que pour tout « € {1,--- ¢}, r(3,) = r'(X,). On en déduit,
en réutilisant I’égalité (3.3), que pour tout x € X, r(z) = r'(x).
Lorsque ¢ = 2, (3.3) est équivalente au fait que que pour tout = € X,

r'(x) _ r(r)
(X)) r(3z) ]

c’est a dire au fait que les mesures r et r' restreintes a ¥; et Y5 et normalisées, sont
égales. O
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Remarquons que la mesure harmonique n’est pas en général invariante par le déca-
lage car r ne coincide pas en général avec la mesure stationnaire.

On revient maintenant a la marche aléatoire. Dans [MMO04| une relation est établie
entre la mesure p et la mesure harmonique associée v :

Théoréme 3.1.1. La mesure harmonique v est la mesure markovienne multipli-
cative dont la base r est déterminée par le systéme d’équations (dites équations de
trafic) : pour tout x € X

s(y™!)
1—5(Xy)

s(o) = pl@) (1= s(32) + Y py)s(y'e)+ Y uly)

yEXz\z Y¢Sz

s(x) . (3.4)

3.2 Cas ou 'ensemble générateur est X

On considére la matrice A de sous-shift dont I'espace des états est ¥ et telle que

pour tous x et y dans X :
1 siz#7y
A, - { %7

0 siz=7y

Clairement 1’espace des trajectoires de ce sous-shift est 3°°. On note o le décalage
dans l'espace des trajectoires. Etant donnée une mesure g, la mesure harmonique
v n’est pas en général o-invariante ; mais il existe une mesure v o-invariante possé-
dant les mémes probabilités de transition que v (et donc équivalente) : il suffit de
remplacer la distribution initiale de v par la mesure stationnaire. On conserve cette
notation r pour la suite.

Les deux lemmes qui suivent vont nous permettre de relier le probléme d’extré-
malité de p a un probléme variationnel pour ce sous-shift.

Lemme 3.2.1. Soit m une mesure de probabilité o-invariante sur X°°. L’entropie
de m pour le décalage (notée h,,) est égale a la dimension de m (X°° étant muni de
la distance dy; ).

Démonstration. D’aprés la formule de Shannon-MacMillan-Breiman, on a, pour m-
presque tout & € ¥,

1
by = lim ——logm(Cl,) -

n—oo N

Or on a également

| log m(B(&, e ")
— - logm(Cyg,) = log(e™)

O

Le second lemme sera prouvé dans un cadre plus général dans la section suivante
(voir Proposition 3.3.1).

Lemme 3.2.2. L’entropie topologique du sous-shift o est vs,.
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Du premier lemme on déduit, comme v ~ v, que
h; =dimv .

Ainsi on déduit du second lemme que dimv est égale a v si et seulement si 7 est
d’entropie maximale. Rappelons que la mesure d’entropie maximale est unique et
markovienne ; on la note 7,,,. On a donc, en utilisant la Proposition 3.0.3, :

Proposition 3.2.1. La mesure p est extrémale si et seulement si v est la mesure
d’entropie maximale, c¢’est a dire si et seulement st v a les mémes probabilités de
transition que Umpayx.

Pour répondre totalement a la question, il faut cependant discuter de 'existence et
de I'unicité d’une mesure yu telle que v ait cette propriété.

On peut dans ce cas déterminer la mesure d’entropie maximale de maniére assez
simple. On note pour la suite de cette section p = e".

Proposition 3.2.2. Les probabilités de transition de la mesure d’entropie mazimale
sont données par

Py = Agy— 77— -

Démonstration. Notons 7 la solution de 1A = pr. Pour des raisons de symétrie, si
T =7, alors m, = m, ; pour chaque j dans {1,--- ¢}, on note 7; la valeur commune
des m,, T = j. L’équation mA = pr se traduit alors par :

\V/] € {17 o Jq}J Zﬂ-vkv = pTy .

i#j

Or comme ), m;k; = 1, Z#j mik; = 1 —m;k;; on obtient donc, pour j € {1,--- ¢},
1
= —.

Toptky
De plus comme A est symétrique, le vecteur invariant a droite est le méme. On en
déduit py,. ]
Remarquons que 'équation ) k;/(p + k;) = 1 détermine p de maniére unique.

Remarquons également que l'on a ici une expression simple de la mesure d’entropie
maximale. En effet, notons m la mesure stationnaire associée aux probabilités de
transition de la mesure d’entropie maximale; vue la proposition précédente, si un
mot g s’écrit g = g1 gr, Gi # Giy1, T > 2, alors

1 kg+p . 1 km+p:m(g]) " 1 kg+p .
p kg +p p kg +p P kgt p

ﬁmax(cg) =m(g1) X

Lemme 3.2.3. Les probabilités de transition de la mesure d’entropie mazimale sont
bien celles d’une mesure markovienne multiplicative.
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Démonstration. On a, lorsque T # 7,

p! 1

= X
L+p kg 1—k

pa:y

T s
T1+p71k?

soit, en posant

r(z) = H—ppilkm : (3.5)
r(y)
Pay = 10 (50
O

Théoréme 3.1. Lorsque q > 3, il existe une unique mesure extrémale pour X,

donnée par
1

_P“‘kf’

p(x) reX.

Démonstration. Lorsque ¢ > 3, v a les mémes probabilités de transition que ¥,y
si et seulement si elle est markovienne multiplicative de probabilités de transition
données par la Proposition 3.2.2, et donc, d’aprés la Proposition 3.1.1, de base
donnée par (3.5). D’aprés le Théoréme 3.1.1, cela est équivalent au fait que p vérifie
les équations de trafic associées, qui deviennent dans ce cas :

p =)+ ) o)+ Y puly), reX. (3.6)

yelz\{z} y¢rw
Si l'on fixe o dans {1,---, ¢} et que l'on fait la somme sur les z tels que T = «a, on
obtient
kap ' = p(Xa) + (ke = 1)p ' p(30) + kap 2 (1 = p(3a))
puis
~1
P ka
Yo)=——. 3.7
i) = T2 (3.7
Or le systéme (3.6) peut s’écrire
-1 _ —1 —2 )
pt =)+ () — (@) +p (1 pu(Er) . wEX; (3.8)

et en utilisant (3.7) il devient

—1 —1
1 1 P kz 9 p ks
L + 1--L = P 3.9
p = p(r)+p (1 Py M(@) P < 1 plkf> , v€X; (3.9

ce qui donne, aprés calcul




Chap.3 Générateurs extrémaux dans les produits libres 41

Considérons maintenant le cas oi1 ¢ = 2. Pour 7 = 1, 2, on note Uy, la probabilité
uniforme sur X;.

Proposition 3.2.3. Lorsque q = 2, les mesures extrémales sont les mesures pu de
la forme p = tUs, + (1 — t)Us,, t €]0,1].

Démonstration. Dans ce cas, les probabilités de transition de la mesure d’entropie
maximale sont uniquement caractérisées par le fait que, lorsque T # ¥, p,, est
uniforme en y. Or si p est uniforme en restriction a chacun des deux ¥;, pour des
raisons de symétrie, les probabilités de transitions v,, de la mesure harmonique,
T # 7, seront uniformes en y et ainsi la mesure harmonique aura bien les mémes
probabilités de transition que la mesure d’entropie maximale.

Vérifions que ces mesures p sont les seules a avoir cette propriété. Remarquons que,
d’aprés I'expression (3.5), la base de la mesure d’entropie maximale est uniforme en
restriction a Y, et Y. Ainsi d’aprés la Proposition 3.1.1, les mesures markoviennes
multiplicatives ayant une base du type AUs, + (1 — A\)Us, ont les mémes probabilités
de transition que la mesure d’entropie maximale et ce sont les seules. Ainsi d’apreés
le Théoréme 3.1.1, si la mesure harmonique associée & une certaine mesure j a
les mémes probabilités de transition que la mesure d’entropie maximale, il existe
A €]0, 1] tel que, pour = € ¥,

A A 2
=) 1A+ Y uy)—+ Y )
kq K+ Ak
yeXi\z yeX,
et pour x € Xy,
1— 2 11— A1
= p(xr)A !
@ > uly) T > T 5
yeXo\z ISN]
La premiére équation peut se réécrire
A A 1—A
== p(@)(1 =) + = (=) — plx) + (1— u(=)
k4 Ky k1ky
c’est a dire ) ) 1
u(z) {1 - k—]] - [1 . u(zl)] {k—] s } . (3.10)

On obtient une équation silaire pour € ¥, en remplacant A par 1 — A et k; par
k. Si ces équations ont des solutions (ce qui dépend du paramétre \), la mesure pu
solution est nécessairement constante sur chaque ;.

O

Remarque 3.2.1. On peut se demander pour quels parameétres X il existe u telle

que la base de la mesure harmonique associée soit \Us, + (1 — N\)Us,,. Remarquons

que si la condition [1 - A= k’\—l} > 0 est remplie ainsi que la condition symétrique
[\ — %] > 0, l’équation (3.10) donne bien une valeur strictement positive a u(x)

pour © € ¥y (de méme pour x € ¥y). Ces deux conditions se traduisent par

ko ky
<A< :
1+ ky 14k’
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. . ke kq . s . 5. .
(on a bien toujours 1 s < 1+k1). Si A n’est pas dans cet intervalle, ’équation

3. n’admet pas de solution positive, et donc \Us, + (1 — s, n'est pas la base
3.10) n’admet de soluti 17 td AUs, 1 — AUy, nlest la b
d’une mesure harmonique.

3.3 Groupes fortement markoviens

Afin de démontrer le Lemme 3.2.2 qui relie la croisance du groupe au rayon
spectral d’une matrice associée, on se place dans un cadre plus général, naturel pour
cette propriété.

On suit la présentation du Chapitre 9 de [GdIH90).

Définition 3.3.1. Une grammaire de Markov G est formée des trois ingrédients
sutvants :
Un ensemble fini E d’états dont un élément particulier x est appelé état initial ;
— Un ensemble fini d’arétes A et deux applications o : A - E et w: A - F
(origine et extrémité) ;
— Un ensemble fini S, Ualphabet de G, constitué de lettres et une application
d’étiquetage A : A — S.

On appelle langage engendré par G, £(G), le sous-ensemble de I’ensemble £ des
suites finies d’éléments de S formé des éléments (A(aq),- -, A(ay)), ot (ar,--- ,an)
vérifie :

alay) = *;

w(a;) = a(a;yr) pour 1 <i<n-—1.
Si G est un groupe de type fini et S un systéme fini symétrique de générateurs, on
définit I'application

- { L—G

(S]a"' 73n) = S1---Sp

Définition 3.3.2. Soit G un groupe de type fini. On dit que G est un groupe de
Markov s’il existe une grammaire G dont 'alphabet S est un systéme de générateurs

symétrique de G, et telle que la restriction de m a L(G) est une bijection entre L(G)
et GG.

Définition 3.3.3. Un groupe de type fini G est dit fortement Markov si, pour tout
systéme fini S de générateurs de G, il existe une grammaire G dont 'alphabet est S,
telle que la restriction de m a L(G) est une bijection et de plus préserve les longueurs
naturelles.

Revenons momentanément au cadre des produits libres de groupes finis. Si 'on
considére le systéme de générateurs X, on peut lui associer une grammaire de la fagcon
suivante. En plus de x, 'ensemble des états E est formé de g éléments (eq,--- ,e,)
(un pour chaque élément du produit libre). On ne met aucune aréte d’un élément de
E vers lui méme; et d’'un élément quelconque de E (y compris x ) vers un élément
e; différent, on met k; arétes étiquetées par les éléments de ;. La restriction de =
au langage engendré par cette grammaire est bien une bijection sur GG et la longueur
d’un mot de cette grammaire est bien égale a la taille (pour |.|y) de I’élément de G
correspondant.
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De maniére générale, les groupes hyperboliques sont fortement Markov (voir
[GdIHI0]). Un des intéréts de cette notion est de fournir un moyen d’estimer la
croissance de ces groupes. Soit G un groupe fortement Markov muni d'un systéme
fini symétrique de générateurs S et de la grammaire associée. On note

cs(n) = card{g € G :|g|s = n} ;

et vg la croissance de G muni de |.|g. Soit M la matrice dont les lignes et les colonnes
sont indexées par E, avec, pour e et f dans F,

M. = card{arétes de e a f} .

On a alors

Cs(n) = Z M:},e

eck

Pour des raisons pratiques, on prend plutdét pour M la matrice définie de la méme
maniére mais indexée par E \ {*}. On a alors

cs(n) = ||M" [ ;
ou uy est le vecteur indexé par E \ {x} avec

uo(f) = card{arétes de x a f} .

On peut alors estimer vg a l'aide de M.

Proposition 3.3.1. Notons p le rayon spectral de la matrice M. On a
vg = logp .

Démonstration. La matrice M est a termes positifs et irréductible. On peut alors ap-
pliquer le théoréeme de Perron-Frobenius. Soit u, I'unique vecteur tel que Mu, = pu,,.
Décomposons ug = Au, + u', v’ appartenant a I'espace invariant par M complémen-
taire de la droite engendrée par u,. Une autre conséquence du théoréme de Frobenius
est que comme ug est a termes positifs, la composante A est strictement positive.
On en déduit que

lim %log [ M™ Yug| |y = logp ;

n— o0

et on en déduit que 'on a également

lim logcard{g € G : |g|s < n}

n—00 n

=logp .
O

Remarque 3.3.1. Lorsque la matrice M est une matrice de sous-shift, log p cor-
respond a ’entropie topologique de ce sous-shift.
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Revenons & nouveau au cadre d’'un produit libre de groupes finis, muni du systéme
de générateurs Y. Le langage que 1'on a construit ci-dessus ne donne pas une matrice
de sous-shift. Pour en obtenir une, il faut adapter ce langage en prenant pour espace
des états la réunion de * et 3. On relie alors par une aréte les éléments de ¥ qui
ne sont pas dans le méme ¥;, et on étiquette cette aréte par I'élément d’arrivée. On
retombe bien alors sur la matrice introduite au chapitre précédent. On déduit alors
le Lemme 3.2.2 de la proposition qui précéde.

Remarque 3.3.2. On ne peut pas espérer étendre de maniére simple la méthode
de la Section 3.2 a ce cadre plus général car on a utilisé de maniére essentielle
l'identification du bord avec un ensemble de mots infinis.

3.4 Cas ou ’ensemble générateur S est quelconque

On se donne dans cette section un ensemble générateur S C ¥ symétrique. On

ne va pas obtenir un résultat complet comme dans le cas ou S = ¥ ; mais on va
dans cette section montrer comment on peut étendre la méthode employée dans la
Section 3.2.
Pour cela on veut, comme le suggére la Définition 3.3.3, définir une grammaire, dont
I’ensemble des états sera X, et dont les arétes seront étiquetées par des éléments de
S'; de sorte que pour chaque élément g de G, il y ait un unique élément de £(G) (un
"chemin"), de longueur |g|g, qui soit envoyé par 7 sur g.

Prenons tout d’abord I'exemple suivant : G = Z/4Z x 7. /57, avec 7Z./AZ = {(a) et
Z/5Z = (b). On prend S = {a,a ', b,b~'}. On met des arétes entre :
— chaque élément de Z/4Z \ {e} et les éléments de longueur 1 de Z/5Z \ {e} (b
et b 1), étiquetée par élément d’arrivée;
chaque élément de Z /57 \ {e} et les éléments de longueur 1 de Z/4Z\ {e} (a
et a '), étiquetée par I'élément d’arrivée;
a et a?, étiquetée par a; b et b?, étiquetée par b; b~ ' et b2, étiquetée par b .
On obtient bien ainsi un unique chemin pour joindre e a chaque élément de G'; et
ce chemin a pour longueur |g|s. En fait on obtient un arbre inclus dans le graphe de
Cayley (par rapport a S) de G, ce qu’illustre la figure qui suit.
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En symbolisant par des 1 et des 0 les passages autorisés entre les éléments de X, on
obtient la matrice de sous-shift suivante (en indexant par (a,a™',a? b,b',b% b7?)) :

N

Il
e e i =l == =]
e e i =l == =]
OO oo oo~
O OO O =
O OO D =
O OO = OO O
OO = OO o O

On peut adapter ceci au cas général. L’espace des états est X. Soit o un élément

de {1,--- ,¢q}. On met une aréte entre chaque élément de 3, et tout élément de
S\ S, étiquetée par I’élément d’arrivée. Ce sont les seuls "passages" autorisés entre
deux ¥, distincts. A l'intérieur d'un Y, la régle est un peu plus compliquée. On
ordonne (arbitrairement) les éléments de S, : aj,ap = a; ', -+, a9, 1,09, = ay," ;.
Soit maintenent b un élément de X, \ S, ; |b| est le nombre minimal de lettre de S,
avec lequel on peut écrire b. Parmi ces écritures, on choisit I'écriture b = a;, - - - a;, la
plus petite pour l'ordre lexicographique (vis a vis de l'ordre que 'on vient de choisir
entre les lettres) ; et 'on met une aréte de a;, ---a;,_, & b= a;, - - - a;,, étiquetée par
Qj, -
On vérifie qu’il y a ainsi un et un seul chemin donnant chaque élément g de GG et
que la longueur de ce chemin est égale a la taille de g : |g|s. De plus, il y a au plus
une aréte passant d’un élément a I’autre ; on obtient donc bien, par le procédé décrit
sur ’exemple précédent, une matrice de sous-shift.

Précisons maintenant l'espace des trajectoires, noté R, associé au sous-shift
que l'on a défini.

Ce n’est plus X car un élément & = & ---&,--- de X peut étre obtenu via
différentes trajectoires infinies : si on note & = st ---sl (sl € S, |§|s = ), alors

S,
toutes les trajectoires s!---s! s?---@Q -+, 1 <4 < 1, conviennent (et ce sont

i T1 “ro
les seules). On peut ainsi identifier R a I'ensemble des couples (£,i) de ¥ x N*
vérifiant 1 < i < |£|s. On note og le décalage. Avec la présentation ci-dessus, ce

décalage prend la forme suivante :

N (&i+1) sii< &
05(572){ (Uf,l) Sii:|§]\
On définit une distance sur R en posant, pour deux trajectoires so, et s._,

O

Soo N st désignant la longueur de leur partie initiale commune.
Dans ce cadre les Lemmes 3.2.1 et 3.2.2 restent valables :

Lemme 3.4.1. Soit m une mesure de probabilité og-invariante sur RY. L’entropie

de m pour le décalage (notée h,,) est égale a la dimension de m (R étant muni de
m S

la distance dg ).

Lemme 3.4.2. L’entropie topologique du sous-shift considéré est vg.
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On se donne maintenant une mesure y portée par S. On a besoin d’un ingrédient
supplémentaire pour relier la mesure harmonique v a une mesure og-invariante sur
RZ. Pour cela, on remarque que le décalage og sur R est en fait une suspension
du décalage o sur >°°. On a alors :

Lemme 3.4.3. Les formules

m(Cle,,)
ZCL‘EZ m(CfIJ)

m®(Crg, x {i}) =

T

et
S
m?(Cyg,, x {1})
S
D wes M (Ca x {1})
établissent une correspondance bijective entre [’espace des probabilités o-invariantes
sur X°° et celui des probabilités og-invariantes sur RS .

m(Clg,) =

Il est de plus important de remarquer que, vues les formules reliant m a m®, ces

deux mesures ont méme dimension (pour dg et dg).

Ainsi & la mesure markovienne v sur X on peut associer une mesure o-invariante
sur ¥*° équivalente a v puis, a I’aide du lemme précédent, une mesure v og-invariante
sur R qui a la méme dimension que v. On obtient alors, comme dans la Section
3.2 la proposition suivante :

Proposition 3.4.1. La mesure p portée par S est extrémale si et seulement si la
mesure U associée a v est la mesure d’entropie maximale du sous-shift associé a S.

Les calculs dans ce cas n’aboutissent pas a des expressions simples comme dans la
section 3.2.



Chapitre 4

Marche aléatoire sur un groupe
semi-simple : estimation de la
dimension de la mesure harmonique

Dans ce chapitre on considére une marche aléatoire sur SL(d,R) (d > 2). On
cherche a estimer la dimension de la mesure harmonique, ou plutot la dimension de
mesures stationnaires sur certains quotients de la frontiére de Poisson, en fonction
de I'entropie asymptotique (ou de I'entropie associée a ces mémes p-frontiéres par
la formule (1.2)) et du vecteur des exposants de la marche. On étend également les
résultats a certains groupes de Lie réels semi-simples.

Dans la premiére partie du chapitre on rappelle ce dont on aura besoin sur
les groupes semi-simples, les espaces symétriques; on se place dans cette partie
dans un cadre trés général, dans lequel s’énonce le théoréme sur le comportement
asymptotique de la marche aléatoire (|[Kai89] pour cette présentation). Ensuite on
se restreint a SL(d, R) pour démontrer le résultat principal de ce chapitre; puis on
regarde dans quelle mesure 1’on peut I'étendre a des groupes plus généraux.

4.1 Préliminaires et notations

On se donne pour cette section un groupe de Lie réel G semi-simple connexe a
centre fini, sans facteur compact.

4.1.1 Généralités

On note g 'algébre de Lie de G, ad sa représentation adjointe, exp I'application
exponentielle de g dans G. Soit # une involution de Cartan de g et g = €@ p la
décomposition de Cartan associée : ¢ = {X € g: 0(X) = X} et p={X € g:
O(X) = —X}. Soit K = exp(€); c’est un sous-groupe compact maximal K de G.
Pour des précisions sur ces faits généraux et ce qui suit, on peut voir par exemple

[Hel78|.

47
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Racines, chambres de Weyl

Soit a un sous-espace commutatif maximal de p. On pose, pour a dans a*,
go={Xeg:VWealY X|=a)X}.

L’ensemble ¥ = {a # 0 : g, # 0} est appelé systéme de racines restreintes de g.
Notons m le centralisateur de a dans € et gg = m + a. On a alors la décomposition

suivante de g :
g=00+ Y fa-

a€eX

Chacune des racines s’annule sur un hyperplan de a. On appelle chambres de Weyl
de a les parties connexes de a privé de ces hyperplans. On se fixe une de ces chambres
noté at. Une racine « est alors dite positive si elle est positive sur a™. Un élément de
a est dit régulier s’il est contenu dans une chambre de Weyl, c’est a dire s’il n’annule
aucune des racines. On dit que deux chambres de Weyl sont en opposition si toute
racine positive sur 'une est négative sur 'autre.

Le groupe W engendré par les symétries par rapport a ces hyperplans est appelé
le groupe de Weyl (on parle ici de symétries orthogonales par rapport au produit
scalaire associé a la forme de Killing sur a). Vue sa définition, il agit transitivement
sur les chambres de Weyl. On peut préciser sa structure : il est le quotient du
normalisateur de A = exp(a) dans K par son centralisateur M = exp(m).

Une racine positive est dite simple si elle ne peut pas s’écrire comme la somme
de deux racines positives. L’ensemble A (qui dépend du choix de at) des racines
simples forme une base de ¥ au sens ot :

— les éléments de A forment une base de a*

— toute racine € R s’écrit [ = ZaeA ma, ol les m,, sont des entiers qui sont

soit tous positifs, soit tous négatifs.
Remarquons qu’alors

ot ={X€a: VaeA, aX)>0}. (4.1)

Explicitons tout ceci dans le cas de SL(d,R). L’algébre de Lie g est alors ’en-
semble des matrices a trace nulle, K = SO(d), p C g est I’ensemble des matrices
symétriques et on choisit pour a ’ensemble des matrices diagonales a trace nulle.
Si 'on note ¢; Papplication qui & un élément de a associe le 1“™ coefficient de la
diagonale, les racines sont de la forme €; —¢;. On choisit le systéme de racines positif
suivant :

Rt ={ej—€:j<i};
I’ensemble des racines simples est alors
A:{Gi—GH_lZi:l,"' ,d—l}

On peut représenter le groupe de Weyl par les matrices de permutation (M est
I'ensemble des matrices diagonales dont les coefficients valent 1 ou —1).
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Décomposition polaire

Notons AT = exp(a™). Le groupe G admet alors la décomposition suivante (dé-
composition polaire) :

G=KAYK .

Etant donné g dans G, on notera par la suite r(g) 'élément de a™ tel que la décom-
position polaire de g soit g = kexp(r(g))k'.

Décomposition d’Iwasawa

On note

nzzg(x;

aexXt

c’est une algébre de Lie nilpotente. Pui on pose N = exp(n) et A = exp(a). Chaque
élément g de G peut alors s’écrire ¢ = kan, avec k € K, a € A et n € N. Cette
décomposition G = KAN est appelée décomposition d’Iwasawa de G. On note
également P := M AN, M = exp(m) étant le centralisateur de A dans K.

4.1.2 Espace symétrique

On garde les notations qui précédent.

Définition

On peut munir le quotient S = G/K d’une métrique riemannienne d telle que G
agisse de maniére isométrique sur I’espace (S, d) (voir [Ebe96]). On note o la classe
de I'identité dans G/ K. La métrique d est définie a partir de la forme de Killing B
sur g :

B(X,Y) = trace(ad(X)ad(Y)) .

L’espace tangent & S en o s’identifie au sous-espace p; en restriction a p, B est un
produit scalaire; et la structure riemanienne est définie en translatant ce produit
scalaire sur S. La distance entre o et go est alors égale a ||r(g)||, la norme étant
celle associée a la forme de Killing. Le groupe GG hérite une jauge de cette distance :
lg| = d(o, go).

Dans le cas de SL(d,R), la forme de Killing B est donnée par

B(X,Y) = 2d trace(XY) .

On a alors, si g = kexp(r(g))k’,en notant exp(r(g)) = diag(r1,--- ,74),

1

d(o, go) = <2d Z(log n)2>
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Bord de visibilité, ensemble limite

[’espace symétrique S étant de courbure sectionnelle négative ou nulle, on peut
construire une compactification de S par la sphére de visibilité ([Ebe96]) 05 en défi-
nissant celle-ci de la maniére suivante : deux rayons géodésiques sont dits équivalents
lorsqu’ils restent a une distance bornée I'un de 'autre; S est alors le quotient de
I’ensemble des rayons géodésiques par cette relation d’équivalence. La sphére de vi-
sibilité s’identifie en fait a la sphére unité de 1’espace tangeant en o a S en faisant
correspondre & chaque élément £ de 0S le vecteur de norme 1 tangeant en o au rayon
géodésique partant de o et se trouvant dans la classe de €. Une suite (z,,) d’éléments
de S converge alors vers un élément & de dS si d'une part d(o, z,,) tend vers I'infini
et d’autre part le vecteur directeur du segment géodésique reliant o a x,, converge
vers celui du rayon reliant o a &.

Décrivons plus précisément ce bord de visibilité. Pour H € a, on note

g = lim exptH .
t—+oo
Le bord 0S5 est alors la réunion, H parcourant a, des orbites GE&p. Sil’on considére la
réunion de ces orbites lorsque H € a™, on obtient ’ensemble 05" des éléments ré-
guliers du bord ; I'union est alors disjointe. Le stabilisateur d’un élément de 057 est
isomorphe a P. Chaque orbite G¢y, H € a™, est donc isomorphe a G/P. Soulignons
par ailleurs que K agit transitivement sur ces orbites.

Soit I" un sous-groupe discret de GG. On définit '’ensemble limite de ' dans la
compactification de visibilité de la maniére suivante :

Comme on I’a vu précédemment, S" est en fait égal au produit a™ x G/P. Dans
[Ben97], il est montré que pour H € a™, Gy N Ly est soit vide, soit égal & un sous
ensemble A de G/ P, qui ne dépend pas de H € a™ : I'’ensemble limite est lui méme
le produit d’un sous-ensemble connexe de a® et de Ar.

4.1.3 Comportement asymptotique de la marche et frontiére
de Poisson

On se donne une mesure de probabilité ;4 dont le support engendre en tant que
semi-groupe un sous-groupe discret I' de G' et on suppose que p posséde un moment
d’ordre 1, c’est a dire

> u(g)d(o, go) < oo .

geG
On sait alors caractériser le comportement asymptotique de la marche aléatoire
grace au théoréme d’Osseledets; on sait également décrire sa frontiére de Poisson
(|Kai85], [Led85]). On adopte ici la présentation, utilisant la géométrie des espaces
symétriques, introduite dans [Kai89| (voir aussi [Kai00]).

La suite (r(x,)/n) converge vers un élément p, de a*, appelé le vecteur des
exposants de Liapunov. Le comportement de la marche aléatoire est alors décrit par
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la propriété suivante : pour P-presque toute trajectoire z, il existe g dans G tel que

d(x,0, gexp(pun)o) = o(n) . (4.2)

Si p, # 0, les trajectoires (z,,0),>0 convergent alors presque siirement vers un élé-
ment z,, du bord de visibilité 0S5 de S. Plus précisément, les trajectoires convergent
vers des éléments de l'orbite de £, sous G. Dans ce cas, G§,, muni de la distribution
v de ., est isomorphe a la frontiére de Poisson, que I’on notera (B, v). De plus, si l'on
note P, le groupe laissant fixe £,  (un sous-groupe parabolique), alors G¢,, ~ G/P,.
En définissant une application bnd de 1'espace des trajectoires vers G/P, qui a x
associe la classe d’un élément ¢ vérifiant la relation (4.2), on a v = bnd(P). De plus,
comme K agit transitivement sur G§,,, on peut transformer la relation précédente
en : il existe k € K tel que

d(zy0, (kexp(p,)k~")"0) = o(n) . (4.3)

On supposera de plus par la suite que G est un groupe linéaire algébrique. Si le
sous-groupe I est Zariski-dense, alors p, est dans a™ (|[GM89]) : les exposants sont
séparés. Le sous-groupe P, est alors égal & P (un sous-groupe parabolique minimal).
Remarquons qu’une hypothése plus faible que la Zariski-densité, hypothése que I’'on
peut faire sans se placer dans le cadre des groupes linéaires algébriques, assure
également que les exposants sont séparés (|[GR85]). Pour des raisons pratiques (et
parce qu’on aura a nouveau besoin de la Zariski-densité au Chapitre 5), on se placera
néanmoins dans ce cadre.

Dans le cas ou G = SL(d,R), P est le groupe des matrices triangulaires supé-
rieures et SL(d,R)/P est isomorphe a 'espace des drapeaux complets. Si le sous-
groupe ' n’est pas Zariski-dense, la frontiére de Poisson est isomorphe & un quotient
(pas forcément strict) de cet espace des drapeaux complets.

4.1.4 Compactifications de Furstenberg

L’ensemble limite dans la compactification de visibilité Ly n’est pas trés adapté a
notre probléme car on a vu que les trajectoires de la marche aléatoire convergeaient
vers des éléments d’une seule orbite G¢ C L. On suppose pour la suite que I’
est Zariski-dense. Si I'on identifie S au produit a* x G/P, le support de la
mesure harmonique est donc contenu dans 'ensemble {p,} x Ap. On va envisager
des compactifications plus adaptées au probléme.

On appelle sous-groupe parabolique standard tout sous-groupe fermé de G conte-
nant P. Si P’ est un tel sous groupe, la mesure harmonique v sur G/P se projéte
en une mesure v’ p-stationnaire sur G/P’. On va définir un ensemble limite de T’
dans G/P'. L’espace X = /P’ est muni de la mesure de Haar (K-invariante) notée
m. On envoie S dans l’ensemble Proba(X) des mesures de probabilité sur X en
associant a s = go € S la mesure gm. L’espace Proba(X) est compact en topologie
faible et il contient X, identifié aux mesures de Dirac.

Définition 4.1.1. Lorsque l’application définie précédemment qui envoie S dans
Proba(X) est injective, on appelle compactification de Furstenberg relativement a X
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de S ladhérence, pour la topologie définie précédemment, de S dans P(X). On la

—X
note S~ .

Dans |[GJT98| (ch. 4), les conditions de 'injectivité de cette application sont discu-
tées. La marche aléatoire converge également dans ces compactifications, vers des
éléments de X (voir |GR85]) ; on définit alors :

Définition 4.1.2. ([Gui90]) On appelle ensemble limite d’un sous-groupe T' dans
X = G/P' la partie fermée de X définie par

AY =T.oNnX .

Si X = G/P, on retrouve 'ensemble Ar défini précédemment ; et les AX sont les pro-
jetés de Ap. Parmi les propriétés des projetées v’ de v, citons la suivante (|[GM89]) :
on peut plonger X dans un espace projectif et dans celui-ci, / ne charge aucun sous-
ensemble algébrique strict. En particulier 2/ ne charge aucun point. Les propriétés
géométriques de l'action de G sur G/P’ entrainent également que la mesure v/’ est
I'unique mesure p-stationnaire sur G/P’. Ce sont ces p-frontiéres avec lesquelles
on va travailler (en pratique les grassmanniennes dans la section 4.2 ainsi que l'es-
pace projectif dans la partie 5.1.3). Une autre propriété des ensembles limites sera
importante par la suite :

Proposition 4.1.1. ([Gui90]) Supposons le sous-groupe I' Zariski-dense. Alors T’
agit de maniére minimale sur A} .

On se servira de ce résultat sous la forme suivante :

Corollaire 4.1.1. Supposons le sous-groupe 1" Zariski-dense. Soit U un ouvert de
X tel que UNAY # 0. Alors il existe des éléments y1,--- , 7y, de T tels que

Démonstration. L’ensemble qur gU est un ouvert I'-invariant. Son complémentaire

est donc un compact I-invariant et vue 'hypothése U N Ay # 0, il ne contient pas
. . . C .

Af¥. Comme A est minimal, Iintersection de ({J o gU) avec A est donc vide

et on a
Ay C U qgU .
gel
Comme A} est compact, on peut extraire un sous-recouvrement fini. O

Comme on va s’intéresser a la dimension de la mesure harmonique, dont le sup-
port est I'ensemble limite, une question naturelle se pose : peut-on connaitre la
dimension de Ar 7 Un cas ot 'on peut dire quelquechose est celui des réseaux : I'en-
semble limite est alors G/P tout entier. Par ailleurs, il est démontré dans |Gui90]
que si I' est Zariski-dense, la dimension de Ar est strictement positive.

En rang 1, si I' est convexe-cocompact, cette dimension est égale a 1'exposant de
croissance du groupe. En rang supérieur, on peut adapter ce résultat. Pour chaque
H € a*, on définit 'exposant de croissance dans la direction de H : vy (T') ; on définit
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également un sous-ensemble de I’'ensemble limite appelé ensemble limite radial L7e?
(voir [Lin04]). Tl est alors démontré dans [Lin04] que I'on a I'estimation suivante de
la dimension de Hausdorff :

avec égalité sous certaines conditions. Cependant cette dimension de Hausdorff n’est
pas celle relative a la distance que I’on va utiliser par la suite mais & un systéme de
"boules" défini d’une autre maniére (voir [Lin04]).

Questions : Peut-on établir un lien entre ces deux notions de dimensions? L’en-
semble limite radial est-il de v-mesure pleine ?

Remarque 4.1.1. On doit pouvoir préciser dans ce cas l'inégalité h < lv et montrer
que h < lv, (I).

4.2 Lien entre h, les exposants et la dimension de
v : cas de SL(d,R)

On se donne un sous-groupe discret I' de G = SL(d,R), Zarisky-dense, ainsi
qu'une mesure g dont le support engendre I' en tant que semi-groupe et qui admet
un moment d’ordre 1. On note A = diag(e’', -, e*) la matrice diagonale des
exposants de Liapunov (” exp(p,)” dans (4.3)). On adapte ici la démarche utilisée
en rang 1 dans [Led83)|.

4.2.1 Minoration de h

On fait tout d’abord une remarque simple : en utilisant la p-stationnarité de la
mesure v, on a, si v(C') > 0,

v(z,C) = ZM”(Q) gv(2,C) ;

et donc
v(2,C) 2 p"(zn) zov(2,C) = p" (2,)0(C) -
Ainsi on a

1 1 1
——logv(z,C) < —=logu"(x,) — —logv(C) ;
—logv(z,C) < ——log p"(xa) — —logv(C)
et en faisant tendre n vers l'infini on obtient

lim sup 1 logv(z,C) < h . (4.4)
n—oo n
On va avoir besoin de regarder 'action de la marche sur la grassmanienne des
sous-espaces vectoriels de rang i, notée B;, ¢ étant compris entre 1 et d. On a une
projection naturelle m; de I'espace des drapeaux complets G/P sur celle-ci. Plus
précisément, on identifie B; & une partie de I'espace projectif 73(/\1 ]Rd). On ne
prend pas en fait pour 7; la projection naturelle mais la suivante. Notons

Vo = €d—i+1 N Neg
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et g la classe d'un élément g de G dans B. Alors si p € P, (p~ ')y = Uy ; et on peut
donc poser

— AN\ N

mi(g) = ((97)") 7 .
Le groupe G agit ainsi de maniére naturelle sur les sous-espaces de rang 7 et m;
est équivariante; on récupére donc une mesure v’ = m;(v) sur B;, et celle-ci est p-

stationnaire. Par conséquent, on peut dans 1’équation (4.4) remplacer v par v*. On
aura en fait besoin de cette équation sous une forme un peu différente.

Lemme 4.2.1. On a la minoration suivante de [’entropie asymptotique :

1
h > limsup —— log ' (z,,'C) ; (4.5)
n

n— 00

ceci €tant vérifié pour presque toute trajectoire x et pour tout C' C B; tel que

7(C) > 0.

Démonstration. 11 suffit de reprendre le calcul fait au début de cette section en
utilisant I’équation de stationnarité de ¥ pour écrire :

(z,'C) = Zu ) g 'z, 'C) .

O

Afin de relier h et la dimension de »’, on va maintenant relier ces ensembles z,'C
a des boules dans B;.

Proposition 4.2.1. Quel que soit € > 0, pour presque toute trajectoire x, il existe
un entier N et un ensemble de v -mesure non nulle C tels que pour tout n > N on
ait

2.'C C B(x, 'mi(bnd(z)), e "PimiAamisn =20y

Démonstration. On fixe une trajectoire £ dans ’ensemble de mesure 1 ou les rela-
tions (4.3) et (4.5) sont vérifiées. On a alors

d(z,0, (kAk™")"0) = o(n) ;

et donc

(2, (kAR Y)Y = d, ,  avec  log|dy|| = o(n) - (4.6)

Rappelons que 'on a défini la fonction bnd dans la partie 4.1.3; avec les notations
ci-dessus, bnd(z) est la classe de k dans G/P. Posons v = kv ; on a alors

m(bnd(z)) = (k™)) "5 =7 .

En utilisant I'expression de z,,' de I'équation (4.6), on obtient (on note maintenant
action de G sur A\, R? sans ") :

—1 o —-n
r, v=d,kA "y
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Or dans le groupe linéaire de A, R?, la matrice A devient :

6)‘1 6’\2 . .e/\i
A/\i —
Ad—ipAd—it+2 .. .pAd ’
e e + e
e)‘dfi+'l P e)‘d
et par conséquent,
log ||, "v]|
li 7”:*()\,171414—"'4-)\,1) ;
n—oo n

et, lorsque u € vt,

-1
At

n—00 n

Ni—i + Ad—iva + -+ ) -

On prend la distance suivante sur P( A\, R?) : si Wy et W sont dans P( A\, R?),

§(wy, ws) = |sin(L(wq, w))| ;

39

la notation £ (ws, wy) désignant la mesure de I’angle entre les droites engendrées par
les deux vecteurs (voir aussi section 6.3). Soit alors w = v + u de norme 1 dans

N, R? avec 8 non nul et u € v*-. On a

tan (£(z,'v,z, w)) <

et donc
tan (£(z,'v,z,'w))

1+ tan (£L(z, v,z 'w))

R El

18] [l oIl

<

Ainsi quel que soit €, si n est assez grand

tan (£(z, v, 2, w)) 1 e "Ra—itAa—itat+ra—e)

1+ tan (£(z, 10,2, w)) ~ [B] e izttt

n
| S
e TL( d—i d—i+1 25) .
3

]

IN

et donc

M

§(m;(bnd(z)), z, @) = 6(x;,'0, 2, ‘W) < —e "PimiAamiva=2)

— 18

ot M est une constante apparaissant dans la comparaison en 0 des fonctions

et sin.

tan
1+tan

Comme on a supposé le sous-groupe I' Zariski-dense, on sait que ' ne charge aucun
point ; donc on peut trouver un ensemble C' de mesure strictement positive sur lequel

|3] est plus grand qu’une constante.

O
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La conséquence de la proposition précédente est que ’on a pour presque toute tra-
jectoire x

1 .
h > limsup —— log 7' B(z, 'm;(bnd(x)), e "Ya=imAa=it1—29)
n

n—o0

Le choix de translater des ensembles par x,' plutot que par z,, peut paraitre arbi-
traire. Il s’explique par le lemme qui suit.

Lemme 4.2.2. La variable aléatoire x.,'m;(bnd(x)) a pour distribution v'.

Démonstration. Rappelons que 7; et bnd sont GG-équivariante. De plus, on remarque
que T"z 'z = Uz ; donc bnd(x,'z) = bnd(U"z). On a donc

x, tmi(bnd(x)) = mi(bnd(U"z)) ;
On conclut en utilisant le fait que P est invariante sous U. ]

Corollaire 4.2.1. Quels que soient n > 0 et x > 0, il existe dy tel que si § < dp,

yi{t: log 7' B(t, 9) < h

>1—v.
log 0 T Ad—i — Adig1 * 77} - X

Démonstration. Un e > 0 étant fixé, notons

1 )
A= {m :lim sup —— log ' Bz, 'm; (bnd(z) ), e "= damis129)) < h} ;
n

n—0o0

et pour n > 0,
1 .
A, = {:r: N, Vn > N, ——log 7' B(z, 'mi(bnd(x)), e "Pa=i A=ix1 729} < ]y 4 n} :
n

Comme A C A,, on a P(4,) =1 et on peut écrire

A, = U ﬂ {:1: : % log 7' B, 'mi(bnd(z)), e’"()‘d*i”\d*i“’%)) <h+ 77} ;

N n>N

donc quels que soit n > 0 et x > 0, il existe NV, , tel que pour tout n > NN, , on ait
IP’{:L' : % log 7' B(x,, ' mi(bnd(z)), e*"(’\d*i*’\d*i“*%)) < h+ n} >1-x;
c’est a dire, en se servant du lemme précédent
y’?{t : —% log ' B(t, e "Pamimdamini =29y < ]y 4 n} >1—y.

Et on obtient ainsi le résultat. O
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4.2.2 Traduction en terme de dimension

On suppose dans cette partie que p = fi; et donc v = . Le lemme suivant est
une conséquence du lemme de Bésicovich (voir la définition 6.3.1) :

Lemme 4.2.3. [l eziste une constante D et un 8y > 0 tels que pour 6 €]0,dy] et
pour tout sous-ensemble 7 de B;, il existe un recouvrement de 7 de multiplicité D
par des boules de rayon & centrées dans Z.

Théoréme 4.1. Sous les hypothéses précédentes, on a

h

dimp(V) < ————
) Ad—i — Ad—it

Démonstration. Notons E, = {t : v'B(t,§) > §"/Pa-i-da-ix1)4n} " Rappelons que
'on note N(E,,J) le nombre minimal de boules avec lequel on peut recouvrir FE,.
D’apres le lemme précédent, il existe un recouvrement de F, de multiplicité D par
des boules centrées dans F;. La somme des mesures des boules de ce recouvrement
est plus petite que D. Et comme le cardinal du recouvrement est plus grand que
N(FE,,§), cette somme est plus grande que N(E,,§)§"/Pi-i—da=i+1)41 On a donc

D > ]\[(E777 6)6h/()\d—i*/\d—i+1)+ﬂ

)

ce qui entraine

log N(E,,0) h
< TN+
log1/0 Ad—i — Nd—it1 log1/6
et donc "

Ad—i — Ad—it1
Ainsi en se servant du Corollaire 4.2.1 on obtient que quel que soit 7,

h

dimg(V) < —————
¥) Ad—i = Nd—it1

+n.

O

Remarque 4.2.1. Pour [l’extension au cas général, il est important de remarquer
qu’en notant p, = (A1, -+, Aa) et «; la racine simple €,—€; 41, on a \i—Xiy1 = ;(p,)-

4.2.3 Remarque sur I'inégalité inverse

Définition de I’entropie de la marche aléatoire sur la grasmanienne de
rang ¢

Pour espérer obtenir I'inégalité inverse, il faut affiner un peu I'inégalité (4.5). On
définit I'entropie associée a la grasmanienne de rang i (voir la derniére partie du

Chapitre 1) : .
dg—v* ;
— =l / tog Y (b)) (47)

geaG

La propriété suivante est un fait général ; on la démontre dans ce cas particulier.
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Proposition 4.2.2. Quel que soit i compris entre 1 et d, on a h; < h.

Démonstration. On a pour chaque ¢

dg— ' 4 dg~'vi
| - b)dv'(b) = 1 2 ; dv )
/ 08 g~ 0 (0) /Bog o (m(©)dr(€)

Or pour v-presque tout £ on a

dg— ' dg~'v .

ce qui donne le résultat. Montrons cette derniére inégalité. Pour tout ensemble me-
surable C' on a

/c dgd,yliw (mi(€))dv(€) = ,/m-(c) dgd,,,lz'yi (b)dv' (b) = v (gmi(C)) -

Et comme 7; est G équivariante,

/c dgd,ylz'yi (m:(€))dv (&) = v (mi(9C)) .

Il reste a remarquer que
Vi(mi(9C)) = v(r; " omi(9C)) > v(9C) = g~ 'v(C)

pour conclure que

Cocycles

Dans cette partie Y désigne un espace sur lequel G agit, ;1 une mesure de pro-
babilité sur G et v une mesure de probabilité sur Y.

Définition 4.2.1. Une application o de (G,Y) dans R est appelée cocycle si elle
vérifie :
Vg1, g2 € G, yeY,  a(g192,y) = (g1, 92y) + (92, ) -

Définissons alors une application T de (GN,Y) dans lui-méme par :

T((gn)n>1,9) = (T((gn)n>1), 919) ;

T désignant le décalage dans GM. Un calcul montre alors que la mesure de probabilité
1N @ v est T-invariante si et seulement si v est p-stationnaire. De plus, s'il existe
une unique mesure p-stationnaire v sur Y alors u®" @ v est ergodique. On suppose
maintenant que ’on se trouve dans ce cas.
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Soit o un cocycle sur (G,Y); on note

7 ((gn)n>1,y) = o(g1, ) -

L’intéret de cette notion de cocycle vient ici de 1’égalité :

—_

n—

&(Tk((gn)nzlvy)) = U(gn e 'glay) .

=~
Il

Ainsi, lorsque (h,,) est une suite de v.a.i.i.d. de loi p, d’apres le théoréme de Birkhoff
on a presque stirement et dans L' :

.1 _
lim —o(h, - hi,y) = / 5 ((9n),v)d (" @ v) ((gn). y) ;
n—oc N JGNxyYy
c’est a dire .
lim —o(hy, -+ hy,y) = / / o(g,y)du(g)dv(y) . (4.8)
n—oo 7, aly

Minoration de h;

On a un analogue de I'inégalité (4.5) :
Proposition 4.2.3. Soit C C B; tel que 7'(C) > 0. On note h; lentropie associée

comme précédemment (formule (4.7)) a fi. Alors on a

. 1 .
h; > limsup ——log ' (z,,'C) .

n—oc n

Démonstration. L’application qui a (g, b) dans (G, B;) associe — log dg ' (b) est un

v’

cocycle. Rappelons que x,, = hy---h,, chaque h; étant de loi . Ainsi chaque h;l
est de loi f1; donc, d’aprés ce qui précéde (formule 4.8) et la définition de h;, la suite

1. dh'---hyH 1. de, i
Ut T A AN ;” (b)
Vl

n dit n

converge vers h; presque stirement et dans L'.
Si C est de mesure non nulle, on obtient alors

et en utilisant l'inégalité de Jensen,

. 1 .
h; > limsup —— log ' (x,,' C) .
n

n—oo

O

Supposons maintenant que p est symétrique. En se servant de la Proposition
4.2.1, on aboutit a la méme conclusion que celle du Théoréme 4.1, en remplacant h

par h; :
hi

<
Ad—i — Ad—iv1
Question : Peut-on obtenir une égalité dans I'inégalité ci-dessus ?

%B(l/l)
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4.3 Extension de la majoration de la dimension a
un cadre plus général

Dans cette partie G est un groupe linéaire algébrique réel semi-simple connexe a

centre fini, sans facteur compact. On se donne un sous-groupe Zarisky-dense discret
I' de G, ainsi qu’une mesure de probabilité p sur I' dont le support engendre I' et
qui admet un moment d’ordre 1.
Rappelons tout d’abord le principe de la démonstration dans le cas de SL(d, R). On
a utilisé la projection de G/P sur une grassmanienne B;; et on a remarqué que B;
était une partie de I'espace projectif P( A Rd). On a ensuite utilisé les propriétés
de la représentation de SL(d,R) dans A\, R? pour démontrer la Proposition 4.2.1.
Pour étendre cela & GG, on a besoin de quelques compléments.

4.3.1 Représentations et sous-groupes paraboliques

Définition 4.3.1. Une représentation de [’algébre de Lie g est un morphisme d’al-
gébre de Lie de g dans sl(V'), V' étant un espace vectoriel de dimension finie, réel
ou compleze.

Définition 4.3.2. Une représentation (resp : représentation projective) du groupe
semi-simple G est un morphisme différentiable de G dans SL(V') (resp : PSL(V)),
V' étant un espace vectoriel de dimension finie (réel ou complexe).

Une représentation est dite irréductible si V' n’admet pas de sous-espace strict G(ou
g)-invariant. A toute représentation de G correspond la représentation tangente de
g. Les représentations projectives irréductibles de G sont ainsi en bijection avec
les représentations irréductibles de g (|GJT98|, Prop. 4.6). On notera de la méme
maniére une représentation projective et sa représentation tangente.

Soit 7 une représentation irréductible de g sur un espace vectoriel V. Pour A
dans a*, on note

Vi= {7) eV:VX €ar7(X)(w) = )‘(X)U} :

Si V) # 0, X est appelé poids de la représentation 7; on note A I'ensemble de ces
poids. Parmi ceux-ci, il y en a un (dit plus haut poids), noté A, qui est caractérisé
par la propriété suivante : tous les autres poids A s’écrivent

)\:)\T—ana;
a€EA

A désignant ’ensemble des racines simples défini dans la Section 4.1 et les ¢, étant
des entiers positifs ou nuls. Remarquons que I'on a alors également

V =&eaVh -

Exemple : le plus haut poids de la représentation de SL(d,R) dans A\;R? est
A = €1+ -+ ¢ ; et les autres poids A s’écrivent

)\:)\T*Ozi*
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Le fait que —a; = —(¢; — €;41) apparaisse dans chaque poids autre que le plus haut
poids va étre important pour la suite.

contient P.

Il y a une correspondance bijective entre les sous-ensemble I de A et les sous-
groupes paraboliques standards (voir [GJT98|, 2.7).
Le lien entre représentations et sous-groupes paraboliques standards est le suivant
(|GJT98|, Prop. 4.18 et 4.24). Soit 7 une représentation irréductible de G dans un
espace vectoriel V. Soit A, son plus haut poids et V; := V,_. Alors le stabilisateur
de V, est un sous-groupe parabolique standard, noté P,. De plus, on peut supposer
V; = vect(v;) de dimension 1 (sans changer P;). Alors 7(G)v, est une sous-variété
compacte de P (V') isomorphe a G/ P,. Tous les sous-groupes paraboliques standards
peuvent étre obtenus ainsi ([GJT98|, Prop. 4.27); la représentation obtenue n’est
pas toujours fidéle.

4.3.2 Application

Appliquons maintenant les propriétés rappelées dans la partie précédente. Etant
donnée une représentation irréductible 7 sur un espace vectoriel V', on peut effectuer
la méme construction que dans la Section 4.2.1 : on a une projection 7, de G/P sur
G/P;; et la mesure v7 := 7,(v) est p-stationnaire. On a donc toujours l'inégalité
du Lemme 4.2.1 : .

h > lim sup—ﬁlog v (7(2,) ' C0) (4.9)

n— 00

pour P-presque tout (z,,), lorsque o7 (C') > 0. De méme on peut définir une distance
d sur G/P, en utilisant le fait qu’il est contenu dans P(V) (voir Appendice), le
produit hermitien qui définit cette distance restant a choisir.

Il reste & choisir correctement la représentation 7 afin d’obtenir un analogue de la
Proposition 4.2.1.

On se sert tout d’abord de la correspondance entre les sous-groupes paraboliques
standards et les I C A : on fixe une racine @ € A et on choisit I = A\ {a}; on
note P, le sous-groupe parabolique correspondant. Puis on choisit la représentation
irréductible 7, telle que P, = P, soit le stabilisateur de V,_ . On adopte alors les
notations A, , --- comme précédemment.

La Proposition 4.19 et le Lemme B.8 de [GJT98| nous permettent alors de déterminer
plus précisément les poids de 7,.

Lemme 4.3.1. Les poids A\ de 1, distincts du plus haut poids \;, sont de la forme
)\:)\Ta—(x—Zcﬂﬁ;
BeA
les cg étant des entiers positifs ou nuls; de plus ., — a est bien un poids.

Il nous reste a préciser le produit Hermitien sur 1’espace vectoriel V' portant cette re-
présentation servant a définir la distance 6 sur P(V'). On choisit celui dont I’existence
est assurée par la proposition suivante (voir [GJT98|, Prop. 4.32) :
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Proposition 4.3.1. Etant donnée une représentation irréductible T : g — PSL(V),
il existe sur V. un produit hermitien, noté (.,.), tel que, si u* désigne l'adjoint de u
par rapport & ce produit hermitien, pour tout X dans g,

7(0(X)) = —7(X)* .
Rappelons que 0 désigne l'involution de Cartan sur g.
En particulier, les éléments de K seront envoyés par 7 sur des éléments orthonormaux
vis a vis de (., .).
Pour des raisons techniques, on ne travaille pas avec 7, mais avec la représentation

; ou l'on a noté, pour tout g dans G, 7'(g) = (7(g)~")*. Pour alléger les nota-

o’

tions, on note provisoirement 7 = 7.,. On adopte les mémes notations P, --- que
précédemment. On est maintenant en mesure de montrer la proposition suivante :

7_!

Proposition 4.3.2. Quel que soit € > 0, pour P-presque toute trajectoire (x,), il
eriste N et C C G/P; (0;(C) > 0), tels que quel que soit n > N,

T(m;])C’ C B(T(mﬁ])m(bnd(m)), e—n(a(p“)7€)> ‘
Démonstration. On fixe une trajectoire x telle que
d(zy0, (ke k")"0)) = o(n) .

On a alors 7(x, ' (ke®*k~")"0)) = d,,, avec log ||d,|| = o(n) (c’est une conséquence de
I'équation (5.1)). On pose v = 7(k)v, ; remarquons que 7 = 7, (bnd(z)). On a alors
7(z, Yo = d, (ke "*)v, ; ce qui donne

rla o= dar (1) ((rale ™) )
= d,7(k) (o (e")) v,
= d,7(k) exp (nA-, (pu))vr -

On obtient donc

[, 1 exp (nAr, (pu) < |17 (2, o]l < [ldnl] exp (nAr, (pu)) ;

et donc 1
lim = log [l7(z ol = Ar. (0,) - (4.10)

n—oo M,

Par ailleurs si u € @x\yx,}Vh, vu le Lemme 4.3.1,

.1 B
lim = log||7(, ul| < A, (p,) — alp,) (4.11)

n—oc N,
On reprend maintenant I’estimation faite dans la preuve de la Proposition 4.2.1 de

maniére plus formelle. Si w = v + u, u € Gy \yr,} Vi, est un vecteur de norme 1
dans V, on a

(7 () 0, Br () o+ 7(2) )|
| 7(zn) 20 12| B7(20) "o 4+ 7(20) "t |2

sin® 0 (7 (z,) "0, 7(2,) " Tw) =1 —
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Or
(@) "0, Br () 0+ 7)) > B 7)1 — 7)o ] )]
de méme

| Br(en) ™" v+ 7(wa) " P<B I (wa) o]
7)1 428 | aa) Mo ] 7(n) Mu ]

ce qui entraine, aprés simplification,

_ AN () o Il () M ||
|67 (wn) "0+ 7(n) a2

4B || ()" |I? [ 7 (n) "u ]

— B () o+ () T P [ () e |

sin® 6 (7 (zn) 10, 7(2,) Tw) <1

Vues les équations (4.10) et (4.11), le premier terme de ce produit est borné et, pour
tout € > 0, si n est assez grand, le second est plus petit que e ™@P)=9: Q’on le
résultat. O

On abandonne maintenant la simplification de notation 7 = 7/,. La suite de ce que
I'on avait fait dans le cas de SL(d, R) s’applique sans modification, a(p,) jouant le
role de A\y_; — Ag_;+1; et on obtient ainsi :

Théoréme 4.2. Pour toute racine simple v on a, sous les hypothéses précédentes,
et en supposant de plus que p est symétrique,

dimp(v) <

alpu)
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Chapitre 5

Marche aléatoire sur un groupe
semi-simple : construction d’une
mesure harmonique singuliére

Dans ce chapitre, G est un groupe linéaire algébrique semi-simple connexe, sans
facteur compact, et a centre fini. On considére des marches aléatoires sur un sous-
groupe discret Zariski-dense I" de G. On a vu au chapitre précédent qu’étant donnée
une mesure p, sous certaines hypothéses sur I' et sur p, la mesure harmonique
associée v est portée par G/P, P étant un sous-groupe parabolique minimal. Notre
but est de construire une mesure p telle que la mesure harmonique associée v soit
singuliére par rapport au type de mesure lisse, c’est a dire par rapport a la mesure
de Haar.

Pour caractériser le fait que la mesure harmonique est singuliére, on va utiliser
sa dimension de Hausdorff. Notre démarche va étre la suivante : on a montré dans le
Chapitre 4 que la dimension de certaines projections de v est majorée par le quotient
de h par la différence de deux exposants; on construit ici une suite de mesures
(ug) pour lesquelles lorsque k devient grand, la différence entre deux exposants est
aussi grande que 'on veut tandis que ’entropie asymptotique reste bornée ; et ainsi
on obtient un exemple de marche aléatoire dont la mesure harmonique n’est pas
de dimension maximale. On remarque ensuite que si une mesure est absolument
continue, sa dimension est la dimension de la variété qui la porte ce qui permet de
conclure.

On se restreint tout d’abord au cas de SL(d,R). La section 5.3 est consacrée
a un point de vue plus géométrique sur cette construction; ce qui nous permettra
d’étendre la conclusion a certains groupes semi-simples.

5.1 Construction : cas de SL(d,R)

On se donne un sous-groupe Zarisky-dense discret I' de G = SL(d, R).

65
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5.1.1 Introduction de la suite ()

Définition 5.1.1. Un élément de SL(d,R) est dit R-régulier s’il est semi-simple
(ie : diagonalisable sur C) a valeurs propres réelles simples.

Définition 5.1.2. Un élément de SL(d,R) est dit hyperbolique (resp : elliptique)
s’il est semi-simple a valeurs propres réelles strictement positives (resp : semi-simple
a valeurs propres de module 1).

Lemme 5.1.1. (/BL93]) Tout sous-groupe Zariski-dense de SL(d,R) contient des
éléments R-régquliers.

En fait on peut méme montrer qu’'un tel groupe contient un élément dont les modules
des valeurs propres sont distincts. Quitte a prendre le carré d’un tel élément, on peut
le supposer hyperbolique. On fixe pour la suite un élément v R-régulier hyperbolique
dans I'.

Remarque 5.1.1. En prenant le carré, on a escamoté une matrice diagonale avec
des 1 et des —1, c’est a dire [’élément elliptique qui apparait dans la décomposition
d’un élément semi-simple en le produit d’un élément hyperbolique et d’un élément
elliptique qui commutent (voir partie 5.5.4 ).

On se donne pour la suite de cette section une mesure y symétrique admettant
un moment d’ordre 1 et dont le support engendre I'.
On définit, pour tout k£ dans N, la mesure suivante :

1 1
i = 5” + Z((S,Yk + (3771«) .

Remarquons tout d’abord que chaque py vérifie les hypothéses de l'introduction
et de la section 4.2. On notera vy la mesure harmonique associée a jui; et v} les
projections.

On cherche & montrer que la dimension d’une de ces projections devient petite
lorsque k tend vers I'infini. Rappelons la formule du Théoréme 4.1 :

h

dimv/' < ——————
Ad—i — Ad—it

Comme dans le cas des espaces hyperboliques on a la propriété suivante :

Proposition 5.1.1. La quantité h(G, py) est bornée par une constante qui ne dépend
pas de k.

Il va donc nous suffir de montrer qu’il existe un ¢ tel que (A;11 — ;) (G, i) tend vers
I'infini lorsque k& tend vers I'infini. Pour cela, on va utiliser la formule de Furstenberg
et estimer le premier exposant de Liapounov.
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5.1.2 Une remarque sur la formule de Furstenberg

On se place momentanément dans le cadre général de ce chapitre.
On se donne une représentation irréductible 7 du groupe GG sur un espace vectoriel
V', dont on note A, le plus haut poids, V;. Le groupe G agit alors sur P(V). On
suppose qu'il n’existe sur P(V') qu'une seule mesure p-stationnaire v7.
On peut alors appliquer le résultat sur les cocycles rappelé dans la section 4.2.3, qui
nous donne :

lim llogw’;])v|| = Z/l(q)/ logw v’ (z) ;

n—o0 1 o]l p P(V) ]

pour P-presque toute trajectoire et o7-presque tout v. On a fixé une norme ||.|| sur
V'; on peut la choisir de telle sorte que si k € K, alors 7(k) soit unitaire.

On peut également donner une autre expression pour cette limite. Rappelons que
la formule (4.3) régissant le comportement des trajectoires de la marche aléatoire se
traduit par : pour presque toute trajectoire (z,,),

2, (ke k) = d,,

avec d(o, d,0) = o(n). Remarquons qu’alors on a aussi d(o, d, '0) = o(n). On se sert
alors du fait suivant : comme 7 est une représentation irréductible, il existe une
constante C' > 0 telle que

[ log ||7(9)Il = A (r(9))| < C; (5.1)

oil 7(g) € at est la partie "polaire" de g. Cette inégalité entraine d'une part que
log||7(dy)| = o(n) .

D’autre part, on a
(o) = T(dn(ke’"p“k’])>7) = 7(dp)r (k)7 (™) T (k) v ;
et donc, d’aprés ce qui précéde,

1 .1
lim —log||7(z,")v|| = lim —log||7(e ™" )7 (k) v .
n—o0o M n—oc 1y

Rappelons que si v € V;, T(e*"p“)u = A (—pu)"u; que les sous-espaces associés
aux différents poids sont en somme directe; et que si v est dans un autre de ces
sous-espaces associé au poids A, T(e*"p“)u = AM—pu)"u (u est alors moins dilaté que
les éléments de V). Or, comme " ne charge aucun sous-ensemble algébrique strict,
la composante u, selon V; de 7(k)~'v est pour presque tout v non nulle et on a donc

1 1
fim log [r(,)ol| = Jim Llog]fr(e ™)
n—o00 1, ©

I'inégalité (5.1) a alors pour conséquence

[ (x, oll

1
lim — log = A (r(e ")) .

noo o]l
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On en déduit la formule suivante :

Ejmmﬁ%fo“)”, (@) = A(r(e ™)) (52)

]

Remarque 5.1.2. La formule de Furstenberg "fonctionne” avec une marche aléa-
toire "a gauche"”; ¢’est pour cela qu’ayant défini le vecteur des exposants de Liapunov
a partir de la marche "a droite” on se retouve avec des "~ " dans la formule. On
peut cependant remarquer que r(e P+) est juste le vecteur —py "réordonné” (le pre-
mier exposant devient le dernier --- ) ; et qu’il correspond au vecteur des exposants
"classique" de la marche aléatoire (a gauche) définie par fi.

5.1.3 Estimation des exposants

On note toujours p, = (A1, -+, Ag). En considérant la représentation de G dans
lui-méme, la formule (5.2) nous permet d’exprimer le "premier" (voir Remarque
5.1.2) exposant de Liapounov :

. ol
AdZu(g)/ log T V' (7)

, P(RY)

7 désignant la classe de z dans P(R?) et #!, comme dans la section précédente, la
mesure de probabilité ji-stationnaire sur P(R?).

Pour ne pas alourdir ce qui suit, on suppose ici que p est symétrique. On a alors
—Xa = A1. Notons A; (k) I'exposant associé a pug. On a

1 gzl 4y, 1 |7 z]] Iy 2l
M(k) == u(g)/ log ——— dv (m)+—/ (log +log )dl/ (7).

22; ey 8 all T g U8 T A

(5.3)
La valeur absolue du premier terme de cette somme est bornée par
1 _
=5 D ulg) max{log lg|. log]lg "I} ;
9

quantité qui est finie car g admet un moment d’ordre 1.
On diagonalise v : v = heh™ !, ¢ = diag(cy, -+ ,¢q) € AT.
Lemme 5.1.2. La quantité (log HH HH + log @ [ Tl H) est bornée inférieurement par

log ||h= 1| 72]|A]] 2.
Démonstration. On a

[l Py * | =ik b P e b ]
> {02 R 2l e a2

kg2l gl > (et = (3 e u) =l

i
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donc
| P Iy 2| = Y h ]|t > ([ R ]

Fixons > 0 et posons
_ (h'z,e) (h~', eq)
U :{mEP(Rd):7>Bet7>,B}.
’ I [1h]]

L’ouvert Ug est non vide si 3 est suffisamment petit. On va voir que cela entraine
qu’il est chargé uniformément par les v}.

Lemme 5.1.3. Il existe une constante Cz > 0 telle que pour tout k,
1
Vi (Uﬂ) 2 Cp .
Démonstration. Notons Al I'ensemble limite associé a la compactification de Furs-

tenberg dans P(R?). D’aprés le Corollaire 4.1.1, il existe des éléments vy, - - - , 7, de
I' tels que

A%‘ C U*y,UB .
i
Soit alors s tel que ces ~; soient dans le support de p°. En utilisant la p-stationnarité
de v}, on obtient que
1 > 1 S 1 .
Vp 2 ?M * Vg s
ce qui donne

T

Léa%)zgg§:u%%ﬁiﬁﬂ%)

i=1

A (Us) 25 minfu o bk (U ts) = 5 min{a (o)} > 0

Proposition 5.1.2. La suite (A (k)) vérifie
lim Ay (k) = 400 .
k—o0

Démonstration. Si T € Ug, on a

952 l] = e h "l > 11 e ih o) > A8 ]
et donc ! i |
s 11 ~1p.k
> [[n ][Rl Bed
||| '
De méme, on a
||y * | IR T
||TH Z ||h’ 1|| 1||h'|| lﬁcdk'

On déduit alors de Iégalité (5.3) et des deux lemmes précédents :

1 ) 1 )
Aﬂk)EiZC%(log&a)+ﬁog&a1Dk-—A41—-§GothH+-bth i)

d’on le résultat. O
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Comme la somme des A; vaut 0, on déduit de la proposition précédente :

Corollaire 5.1.1. Il existe i compris entre 1 et d — 1 tel que

k—+o00

5.2 Conclusion : cas de SL(d,R)

La conclusion repose sur le fait que si la mesure harmonique v est de type lisse
sur l'espace des drapeaux complets, alors pour chaque 7, la mesure % construite
dans la section 4.2 est de type lisse sur la grassmanienne. Sa dimension est alors
égale a la dimension d; de cette variété (voir I'appendice a ce sujet). Or en utilisant
le Théoréme 4.1 et le Corollaire 5.1.1 on voit que I'on peut construire un exemple
tel qu’il existe 7 avec

%B(l/) <d; .

De plus, comme G agit transitivement sur G/P, le type de mesure lisse est ergo-
dique, et comme la mesure harmonique l'est également, si elle n’est pas absolument
continue, elle est singuliére. On en déduit :

Théoréme 5.1. Soit I' un sous-groupe discret Zariski-dense de SL(d,R). Il existe
sur I une mesure p symétrique dont le support engendre I' et admettant un moment
d’ordre 1 telle que la mesure harmonique associée v soit singuliére par rapport au
type de mesure lisse sur l'espace des drapeaux complets. De plus si I' est finiment
engendré, | peut étre choisie a support fini.

Remarque 5.2.1. Bien sir le théoreme précédent n’a d’intérét que lorsque [’en-
semble limite est G/P (lorsque T est un réseau par exemple), sinon la dimension
de l’ensemble limite, qui porte la mesure harmonique, est strictement inférieure a
celle de G/ P et la mesure harmonique ne peut pas étre lisse. Dans ce cas, il serait
intéressant de montrer que [’on peut rendre la dimension de la mesure harmonique
aussi petite que ['on veut. Pour cela, il faudrait pouvoir rendre tous les "N\ — Xijz1"
aussi grands que 'on veut, et non pas un seul comme on l’a fait.

Remarque 5.2.2. En fait, ’hypothese selon laquelle 1" est discret ne sert pas, sauf
pour savoir que l’espace des drapeauxr complets muni de la mesure p-stationnaire est
bien la frontiere de Poisson. Le théoréme précédent est donc toujours valable sans
cette hypothese et en remplacant la mesure harmonique associée | par la mesure
w-stationnaire sur [’espace des drapeauz complets.

5.3 Un point de vue géométrique sur cette construc-
tion
On revient dans cette section au cas général évoqué dans l'introduction de ce

chapitre. On se donne un sous-groupe Zarisky-dense discret [' de G. On va construire
une suite (ug) similaire a celle utilisée dans le cas de SL(d,R). Dans ce cas, on a
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montré que la différence entre deux exposants tend vers 'infini (Corollaire 5.1.1),
c’est a dire qu'une des racines simples évaluée sur le vecteur des exposants p, tend
vers l'infini. Vue la formule du Théoréme 4.2, c’est également ce qu’il faut faire dans
le cas général si I'on veut montrer que la dimension de la mesure harmonique (ou
plutot d’une de ses projections) devient petite. Un autre moyen de montrer cela est
de montrer que la vitesse de fuite I(G, ) de la marche aléatoire devient grande.
En effet, vu le comportement de la marche aléatoire décrit par la formule (4.3),
L(G, i) = ||py]]; et on a vu que 'ensemble des racines simples constitue une base du
dual a*.

Afin d’estimer cette vitesse de fuite, on va envisager le probléme sous un angle
plus géométrique : le groupe G est, au centre prés, la composante connexe de l'iden-
tité du groupe des isométries de I'espace symétrique S = G/K. Cet espace est de
type non-compact car G est sans facteur compact (voir [Ebe96|). Aprés avoir donné
une formule pour la vitesse de fuite, on va utiliser les propriétés de ces espaces afin
d’estimer la vitesse de fuite des marches associées des mesures p construites de
maniére similaire a celles de la Section 5.1.

5.3.1 Une formule intégrale pour la vitesse de fuite

Dans cette partie, on peut élargir encore le cadre et supposer que G est le groupe
des isométries d’un espace de Hadamard. On peut alors définir le cocycle de Buse-
mann associé a un rayon géodésique y comme étant la fonction qui a = et 2z dans S
associe la limite lorsque ¢ tend vers +o0o de la quantité [d(z,y(t)) — d(z,y(¢))]. En
fait, on sait (|Bal95]) que cette limite ne dépend que de la classe de y dans la sphére
de visibilité. Ainsi on peut définir le cocycle de Busemann sur celle-ci en posant,
pour & dans 9S et z et z dans S :

Be(w,z) = lim [d(2,y) — d(w,ya)] :

n— 00

(y,) étant une suite d’éléments de S ayant pour limite £. Si l'on fixe la premiére
coordonnée (par la suite souvent o), les lignes de niveaux {z : f¢(0,2) = ¢} sont
appelées horosphéres.

Horosphere en rang 1
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La démonstration de la Proposition 2.2.1 s’applique alors de maniére inchangée
et I'on a :

Proposition 5.3.1. Soit u une mesure de probabilité sur G ayant un moment
d’ordre 1 et telle que les trajectoires de la marche aléatoire associée (x,) convergent
presque strement vers un élément ro, de 0S, dont on note v la distribution. Alors
la vitesse de fuite de cette marche est donnée par la formule

Zu ﬁf 0,9 'o)dv(€) .

5.3.2 Frontiére de Furstenberg, cellules de Bruhat

On aura besoin de voir la frontiére de Poisson sous un autre angle. Donnons tout
d’abord quelque définitions complémentaires.
On appelle plat de S tout sous-espace géodésique isométrique a un espace euclidien
et qui est de dimension maximale. Cette dimension est appelée le rang de S; c’est
également la dimension de a; en effet, les plats de S sont Ao ainsi que tous ses
translatés. Via I'application exponentielle, on fait correspondre aux chambres de
Weyl dans a des chambres de Weil dans Ao ; Ao est la chambre de Ao correspondant
a at. L’ensemble des chambres de Weyl de S est ’obite de A*o sous G (les notations
sont celles introduites dans les préliminaires du Chapitre 4).
Un élément de a est dit régulier s’il est contenu dans une chambre de Weyl, c’est a
dire s’il n’annule aucune des racines. Un vecteur tangent quelconque a S est régulier
s’il est I'image par un élément de G d’un élément régulier de a. Une géodésique
est dite réguliére si ses vecteurs directeurs le sont. Elle a alors la propriété d’étre
contenue dans un unique plat. Un élément & de 9S est dit régulier si la géodésique
joignant o a & est réguliére.

Définition 5.3.1. ([Mos73], voir aussi l’appendice 5 de [BGS85]) On appelle fron-
tiere de Furstenberg, notée F, l’ensemble des classes d’équivalence des chambres de
Weyl pour la relation suivante : deux chambres sont équivalentes si elles se trouvent
a une distance de Hausdorff finie l'une de [’autre.

Cet espace va nous étre utile pour appréhender la frontiére de Poisson ; en effet :
Proposition 5.3.2. ([Mos73]) La frontiére de Furstenberg est isomorphe a G/P.

Explicitons le passage de la frontiére de Poisson vue comme une orbite G¢,, (section
4.1.3) a cette méme frontiére vue comme F. On peut le faire de la maniére suivante :
si £ est un élément régulier de 05, et si y est la géodésique joignant o a &, y est
contenue dans une unique chambre de Weyl basée en o; on note f(§) la classe
de cette chambre dans la frontiére de Furstenberg. Si I'on munit I'ensemble des
classes des chambres de Weyl de l'action naturelle de (G, on a ainsi construit un
isomorphisme G-équivariant entre GG§,, et cet espace. L’espace F muni de I'image
par l'application précédente de la mesure v, que 1’on notera toujours v, est alors
isomorphe a la frontiére de Poisson de la marche.
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On précise maintenent la structure de F en utilisant la décomposition de Bruhat :
G= U PwP ;

I'union (disjointe) étant prise sur I'ensemble des éléments w du groupe de Weyl (on
choisit un représentant pour chaque). On note fy I’élément de F asocié a la chambre
Ato. Cette décomposition induit alors une décomposition de F = G/P selon les
orbites sous P des chambres w f;. Ces orbites sont appelées cellules de Bruhat.
Deux éléments de f et ' de F sont dits en opposition s’il existe un plat dans lequel
une chambre ¢ est dans la classe de I'un tandis que —c est dans la classe de 'autre ;
un tel plat est alors unique, on le note F(f, f’). On va s’intéresser ici a la cellule
dite principale Pwgfy, ot I'on a noté wy un représentant de 1’élément de W qui
envoie fq sur la chambre en opposition contenue dans Ao. La cellule Pwy fy est alors
I’ensemble des classes des chambres en opposition avec fj .

Dans le cas de SL(d, R), wy correspond a la matrice de permutation qui a des 1 sur
I'antidiagonale et des 0 ailleurs (avec éventuellement un —1 suivant la parité de d
pour que le déterminant reste égal a 1).

Proposition 5.3.3. L’application de P dans Pwqyfy qui a p associe pwy fo induit un
homéomorphisme entre N et Pwgfy.

Ceci nous permet en particulier de connaitre la dimension de cette cellule. On montre
(voir [Hel78|) que cette cellule est 'unique cellule de dimension maximale et qu’elle
forme un ouvert dense de F, I'ensemble des cellules formant un complexe.

On définit maintenant la fonction & sur F :

Do (f) = { d(o, F'(fo, f)) si f € Puwgfy

+oo sinon
On a alors :
Lemme 5.3.1. Les ensembles {f € F dy(f) > C’} sont des fermés.

Démonstration. La fonction @y est finie sur la cellule principale Pwyfy associée a
fo. Vue la Proposition 5.3.3, on peut alors relever ®; en une application Py de N
dans R. Quelle forme prend alors ®; 7 On remarque que le plat joignant fy a nwq fo
est en fait nAo. Donc on a

do(n) = d(o,nAo) .

Compte-tenu de la continuité de la section de Pwy fy et de celle de 'action de G sur
S, on en déduit que @y est continue sur Pwy fy.

Il faut ensuite s’assurer que lorsqu’une suite (f;) d’éléments de Pwy fy converge vers
un élément d'une autre cellule, alors ®q(fx) tend vers U'infini. Si cette quantité est
bornée, alors (avec les notations précédentes) (d(n, 'o, Ao)) est bornée et (ny,) reste
dans un compact de N donc (f;) reste dans un compact de Pwy fo. O]

Remarque 5.3.1. On a défini les cellules de Bruhat associées a fo, mais ce qui
précede reste valable si l'on five un autre élément f de F, la cellule principale étant
définie comme [’ensemble des classes des chambres de Weyl en opposition avec f.
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Revenons a la mesure harmonique : sous I’hypothése selon laquelle le sous-groupe
[ engendré par le support de p est Zarisky-dense, la mesure harmonique v posséde
la propriété suivante (|[GR85|, voir aussi [Kai00]) :

Proposition 5.3.4. Si l'on fize f dans F, la cellule de Bruhat principale associée
est de v-mesure 1.

Cette propriété est également une conséquence du fait que le complémentaire de la
cellule principale est un sous-ensemble algébrique strict, qui est donc de v-mesure
nulle (|[GM89]). Dans le cas de SL(d, R), il s’agit de ’ensemble des drapeaux qui ne
sont pas en opposition avec celui associé a f.

5.3.3 Une illustration : le cas du bidisque

On illustre ici ce qui précéde sur la distance entre o et les plats dans le cas de
G = SL(2,R) x SL(2,R), I'espace symétrique associé étant le bidisque H? x H? muni
de la structure riemanienne produit. Cet exemple présente I'avantage que 'on peut
dessiner le bord de Furstenberg et visualiser la cellule principale.
¢! Ei

+

Dans ce cadre, les plats correspondent au produit riemanien de deux géodésiques :

EZ

&

Les chambres de Weyl de ce plat sont les 4 quartiers délimités par les géodésiques
initiales. Un élément du bord de Furstenberg est représenté par un couple dans
OH? x OH?. Ainsi ce bord est un tore.

Fixons nous un tel élément (£1,£7) du bord de Furstenberg identifié a 0H? x 9H? ;
et notons €2, la cellule principale associée. Les chambres en opposition avec celles
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dont la classe est (£1,£3) sont celles dont la projection (£',€%) dans le bord de
Furstenberg vérifie : £! # &1 et €2 # €2. Cela revient a dire que Qf est la réunion
de deux cercles dans le tore : £, x OH* et OH* x &£7.

Caractérisons maintenant le fait qu’un plat soit loin de l'origine. Si la classe
d’une chambre, notée (£', £?), est proche de QF, cela signifie que &' est proche de &}
et que £ est proche de &5 (car la topologie sur le bord de Furstenberg coincide avec
la topologie produit). Supposons par exemple que ﬂ_ = o0o. Si l'on écrit un élément
de OH? \ £} (c’est a dire R) sous la forme n.0, n € N, on a n.0 = ¢, ol on a noté

(1t
"=\o 1

Et pour que n.0 — oo, il faut t — oc. Mais alors d(0,nAo) — oo (ce qu’illustre le
dessin qui suit) et par conséquent la distance entre o et le plat joignant (£!,£?) a
(&1, &%) tend vers Dinfini.

0

5.3.4 Choix de I’élément ~

On se donne pour la suite de cette section une mesure de probabilité g sur I'
symétrique, dont le support engendre I' et admettant un moment d’ordre 1. On va
utiliser comme dans le cas de SL(d,R) une suite de mesures de la forme

1 1
He = S5H + Z((Sv’“ +d,yk) -

On a besoin de précisions sur I’élément v choisi. On étend pour cela les définitions
de la partie 5.1.1.
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Définition 5.3.2. Un élément de G est dit semi-simple si Ad(g) est semi-simple en
tant qu’élément de GL(g).

Définition 5.3.3. Un élément semi-simple de G est dit hyperbolique (resp. ellip-
tique) si les valeurs propres de Ad(g) sont réelles (resp. de module 1).

Tout élément semi-simple g se décompose : g = fh, avec f elliptique, h hyperbolique,
et fh = hf. On aura besoin de connaitre la facon dont ces éléments agissent sur
S. Pour cela, on définit la fonction de déplacement associée & une isométrie g :

dy(p) = d(p, gp).

Définition 5.3.4. On dit qu’une isométrie g est aziale si d, a un minimum (atteint)
strictement positif.

On a alors (voir [Ebe96]) :

Proposition 5.3.5. Une isométrie g est axiale si et seulement si elle est semi-simple
non-elliptique.

Si g est axiale, le lieu ol d, atteint son minimum est un convexe totalement géodé-

sique (voir [Ebe96]|) sur lequel g agit par translation, appelé son axe.

Définition 5.3.5. Une isométrie hyperbolique h s’écrit h = el avec H € p. On dit
que h est réqulier si H est conjugué a un élément de a™.

Définition 5.3.6. ([Ben97]) Un élément de G est R-régulier si et seulement si sa
composante hyperbolique (dans la décomposition de Jordan) est réquliére.

Comme I' est Zariski-dense, il existe dans I' un élément R-régulier (|[BL93|) (en

fait, 'ensemble de ces éléments est Zariski-dense). Or les éléments R-réguliers sont
semi-simples; il existe donc dans I" un élément v semi-simple dont la composante
hyperbolique est réguliére. On fixe un tel v pour la suite.
Notons C l'axe de 7; C est la réunion de géodésiques paralléles, translatées par +.
De plus, C est en fait un plat car v est R-régulier. Pour tout point x de S, (y"x)
admet lorsque n tend vers plus ou moins l'infini une limite dans dS ne dépendant
pas de z, que I'on note ;. Comme v est R-régulier, ces points sont dans 0S5".

5.3.5 Estimation de la vitesse de fuite

Les hypothéses de la Proposition 5.3.1 sont bien siir vérifiées par la marche
aléatoire associée a g ; ce qui nous donne :

UG, ) = Zuk 55 0,9 0)dvi(§)

-5l / Belo.g” () + 1 [ (Belo20) + Belor0)) nle)

Comme |f¢(0, g~ '0)| est majoré par |g|, le premier terme de cette somme est majoré
indépendament de k. Il existe donc une constante M; telle que

UG, ) > %/ (55(0,%) + B¢(o, %k))dl/k(f) — M . (5.4)

On va s’occuper par la suite du premier terme de cette somme.
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Minoration de 53¢ (o, V) + Be(0, v-k)

On reprend les notations du 5.3.4. On note par ailleurs dy 'amplitude de la
translation de vy sur son axe C', w le projeté de o sur C, o la géodésique joignant .
a v_ telle que 0(0) = w. On note v4;, = vFo.

g

On montre tout d’abord, grace a la convexité de la distance, que cette quantité est
bornée inférieurement par une constante :

Proposition 5.3.6. Pour tout k et pour tout & dans 0S, on a
/86(07 f)/k) + 66(07 ’y*k) Z _4d(w7 0) . (55)

Démonstration. On a

Be(0,vk) + Be(0,7—x) = lim [d(y, vi) + d(y,v—x) — 2d(y,0)] -

=1
y—E
En se servant du fait que
d(ya P}/k) > d(ya O—(kdO)) o d(O, w) 3

on obtient
d(y, ) + d(y, v-x) — 2d(y,0) = d(y, o (kdo)) + d(y. o(—kdo)) — 2d(y,w) — 4d(w, 0) .

Or pour chaque y, la fonction = — d(x,y) est convexe; en particulier la fonction
t+— d(o(t),y) est convexe et donc

d’ou
Be(0, ) + Be(o,7-k) > —4d(w,0) .
O

On va ensuite montrer que sur un ensemble dont la vi-mesure reste "assez grande"
quel que soit k, cette quantité tend vers ’'infini.
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Estimation de 53¢ (o, vx)

Posons
Qp = {f € F : f est en opposition avec f(’)/i)} :

et 2 =0, NQ . On avu (Proposition 5.3.4) que quel que soit k, v (Q) = 1.
Rappelons qu’étant donnés deux éléments f et f' de F en opposition, on note
F(f, f") le plat pour lequel f et f’ sont les classes respectives de deux chambres
opposées.

On va se ramener & calculer la croissance des quantités [¢(o,7;) dans des plats
adaptés. En effet, on sait estimer le cocycle de Busemann dans R” :

Lemme 5.3.2. Dans R, si & est un point de la sphére a l'infini et y un rayon
géodésique passant par o faisant un angle a avec le rayon géodésique joignant o a &,
alors

Be(0, y(t)) = cos(m — a)t .

La proposition suivante utilise le fait que pour l'estimation de S¢(o, ) on peut,
moyennant une erreur qu’il faudra controler, se placer dans le plat F'(f(v4), f(£)).

Proposition 5.3.7. Soit & dans 2 ; on note o le projeté de o sur F(f(vy), f(§))
et a l'angle entre les rayons géodésiques joignant o' a v, et . Alors quel que soit
k>0, ona

Be(0,vk) > cos(m — a)kdy — 2d(0,0") — 2d(0,w) .
Démonstration. On note o’ le rayon géodésique joignant o' a v, dans F/(f(v4), f(£))-
On a alors

Be(0,7k) = Be(o', 0" (kdy)) — d(yx, o' (kdy)) — d(0, 0") .
Or
Be(0, o' (kdy)) = cos(m — a)kdy ;
et
d(vk, o' (kdy)) < d(vk, Yow) + d(o' (kdy), o (kdy)) .

En se servant du fait que la fonction ¢ — d(o(t),o'(t)) est décroissante, on obtient
d(ve, o' (kdy)) < 2d(o,w) + d(0,0) .
U
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F(F(v.), 1(2))

=—— Axedey

Notons que dans I'inégalité de la proposition précédente, cos(m — «) dépend de & ;
or on veut une croissance uniforme de f¢(0,v,) sur un ensemble dont la v4-mesure
reste plus grande qu'une constante. On fait alors la remarque suivante : dans le plat
F(f(v4), f(£)), les rayons géodésiques joignant o' a & et o' a v, sont dans deux
chambres de Weyl opposées; or on a :

Lemme 5.3.3. Etant donné un rayon géodésique intérieur a une chambre de Weyl,
un rayon situé dans une chambre opposée fait avec le précédent un angle minoré par
une constante strictement supérieure a w/2.

Démonstration. Tous les plats et les chambres de Weyl étant isométriques, on peut
se ramener au cas de a™ et de sa chambre opposée. Notons, pour chaque racine o, H,
'élément de a tel que pour tout X dans a, «(X) = B(X, H,). Rappelons (relation
(4.1)) que la chambre a*t est définie par :

ot ={X€a: VYaeA, B(H,X)>0};

et la chambre opposée par la condition inverse. Or on connait la position relative de
ces racines (voir par ex. [Ebe96]|) : pour tous «, § dans A, B(H,, Hz) < 0. On note
maintenant Hq,---, Hy_ ¢ les éléments de A.
On se raméne tout d’abord au cas ou les racines font des angles 7/2 entre elles.Pour
cela, on orthogonalise la base (H;) par la méthode de Gramm-Schmidt : H, = H;
puis
i1 /

Hj=H; =) DUL T

B(H;, Hj)

J=1
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On montre alors par récurrence que r; est une combinaison linéaire & coefficients

positifs des Hj, j < i (c’est ici que sert notre connaissance de la position relative

des racines).

Prenons maintenant un élément v de at et un élément v~ de la chambre opposée.

On a .

11— !

B(H],v*") = B(H;,v") = BUHj, H)
B(Hj. Hj)

J=1

+ .
B(Hj,v") ;

et vue la remarque précédente, on a B(H!,v") > 0; de méme B(H/,v~) < 0. En
termes géométriques, on a inclu le cone at (et son opposé) dans un cone dont les
parois sont des hyperplans définis par un systéme de vecteurs orthogonaux.

On se place maintenant dans ce cas : Hy,---, H; 1 sont supposés orthonormés. Si
vt vérifie B(H;,v") > 0 pour chaque i et v~ vérifie B(H;,v~) < 0 pour chaque i,
alors

B, v) = ZB(Hi,7)+)B(Hi,1F) <0.

De plus si on fixe v™ et si v~ parcourt la chambre opposée a a™ et reste de norme
1, alors la quantité B(vt,v~) est majorée par une constante ¢ < 0 et donc I'angle
entre v et v~ est minoré par une constante ag > /2. U

Ainsi il existe une constante C' > 0, qui ne dépend pas de k, telle que dans la Propo-
sition 5.3.7, quel que soit & dans €2, cos(m — ) > C'. Par ailleurs, on a une propriété
analogue a celle de cette proposition avec v_. On obtient ainsi une constante C' >
telle que, lorsque £ est dans € et pour k£ > 0,

Be(0, 1) +B¢(0, 7-1) = Cdok—=2d(o, F(f(74), £(£)))—=2d(0, F(f(7-), f(f)))—4d(?, w))-
2.6

Vue I'équation précédente, il nous reste a controler la quantité d(o, F/(f(v+), f(£))),
plus précisément a montrer qu’elle reste bornée sur un ensemble dont la v;-mesure
reste plus grande qu’une constante.

Remarque 5.3.2. Remarquons l'analogie avec le cas hyperbolique : dans ce cas,
le Lemme 2.4.1 et la proposition qui suit servent a majorer le produit de Gromov
(74 1€) ; mais ce produit peut étre vu, a4 une constante prés, comme la distance de o
a la géodésique (qui joue le role de plat en rang 1) joignant vy a &.

On définit pour cela, comme dans la partie 5.3.2, les fonctions &, et & sur F :

o, (f) = { d(o, F(f(v+), f)) sif€ Qs

+00 sinon

Puis on pose O, = {®_ > ¢} U{P, > ¢}. On va montrer qu’il existe ¢y tel que quel
que soit k, vg(F \ O,,) est minoré par une constante strictement positive. Grace au
Lemme 5.3.1, on sait que les O, sont des fermés.

Proposition 5.3.8. [l existe ¢ tel que 'intersection de F\ O, avec [’ensemble limite
Ar associé a T soit non vide.
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Démonstration. Supposons que quel que soit N, (F\ Oy) N Ar = ). Alors on a,

comme Ar est le support de v,
N

Or cette union est égale a l'intersection de I’ensemble des chambres en opposition
avec f(v4) (€24) et de 'ensemble de celles en opposition avec f(y_) (€2_), qui sont
deux ensemble de v-mesure 1 (Proposition 5.3.4). O

En se servant de la minimalité de ’ensemble limite on obtient alors :

Proposition 5.3.9. Avec les notations précédentes, il existe ¢ et une constante
L > 0 tels que quel que soit k

Vk(f\Oc) 2 L.

Démonstration. On prend ¢ comme dans la proposition précédente; puis on utilise
le Corollaire 4.1.1 qui donne I'existence d’éléments ~,,--- , v, de G tels que

Ag [ JwF\O. .
i
Comme iy = %/L + %((S,Yk + (S,y—k) et v, est py-stationnaire, on a pour tout s

W(FNO) = 5 Y wlan(eF\ O

gEsupp(p®)

et si on choisit s tel que tous les v; soient dans le support de u*,
1 s .,
v(FNO) > 55 > i (v (6F \ Oc) > o min i’ (7).

D’ou le résultat en notant 1

L= 9s iiﬂ,us(%:) .

Retour a la vitesse de fuite
On déduit de ce qui précéde, en adoptant les mémes notations :
Proposition 5.3.10. La suite des vitesses de fuite de (uy) vérifie
ler{)lol(G,uk) = 400 .

Démonstration. On a en effet en utilisant (5.4) et (5.5)
1
G = 5 [ (Belo.w) + Belo.r-a) )dal€) = My = dlo. o).
Ong

Puis, en utilisant (5.6, d’ou vient la constante C') et la Proposition 5.3.9 (qui associe
LaNy),

1
Z(G,Nk) 2 ZLCdOk - M] - 2d(0,w) — NO .
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5.4 Conclusion dans le cas général

On a remarqué dans l'introduction de la Section 5.3 que la proposition précé-

dente entraine que pour une des racines simples a, la suite (a(p,, ))r tend vers I'infini
lorsque k devient grand.
Etant donné un groupe G linéaire algébrique semi-simple connexe, sans facteur com-
pact, et a centre fini, en se servant de ce qui précéde et du Théoréme 4.2, et en
appliquant le méme raisonnement que dans la Section 5.2, on obtient ’analogue du
Théoréme 5.1 :

Théoréme 5.2. Soit ' un sous-groupe discret Zariski-dense de G. Il existe sur
I' une mesure p symétrique dont le support engendre I' et admettant un moment
d’ordre 1 telle que la mesure harmonique associée v soit singuliére par rapport au
type de mesure lisse sur G/P. De plus si I est finiment engendré, pu peut étre choisie
a support fini.



Chapitre 6

Appendice : dimension

La dimension la plus couremment utilisée est celle de Hausdorff, mais on aura
besoin d’en utiliser d’autres. On rappelle ici ces diverses définitions de la dimension
d’un ensemble ou d’une mesure. La référence principale est [Pes97|, dont on adopte
les conventions.

6.1 Généralités

6.1.1 Dimension des ensembles

On se donne un espace métrique complet (X, d).
Pour a > 0, Z C X et € > 0, on considére la quantité

inf{ Z (dmm(U))a} ;
Ueg.

la borne inférieure étant prise sur 'ensemble des recouvrements G, de Z par des
ouverts de diamétre inférieur ou égal a e. Clairement c’est une fonction croissante
de €. On peut donc poser

mu(Z,a) = liminf{ Z (diam(U))a} :

e—0
Ueg.
On montre ensuite qu’il existe aq tel que
— si a > ag, alors my(Z,a) =0;
— si a < ay, alors my(Z, a) = +oc.
On pose alors
dimy(Z) = inf {o: mp(Z,a) =0} = sup{a: my(Z,a) = +oo} . (6.1)

Cette quantité est appelée dimension de Hausdorff de Z.
On considére ensuite la quantité

inf{ Z (dmm(U))a} ;

Ueg.

83
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la borne inférieure étant cette fois prise sur I’ensemble des recouvrements G, de Z par
des ouverts de diamétre égal a e. Il n’est plus clair que c’est une fonction croissante
de €. On pose alors

my (7, ) = limsup,_,,inf { > vea. (diam(U))a} ;

my (7, @) = liminf_,qinf { > vea. (diam(U))"
Puis on définit de la méme maniére qu’en (6.1) les "upper et lower box dimension"
de Z, dimp(Z) et dimg (7). Ces définitions ont pour conséquence directe

dimy(Z) < dimg(Z) < dimp(Z) .
On dispose d'un premier moyen d’estimer ces "box" dimensions (voir |Pes97|)

Proposition 6.1.1. Notons N(Z,¢€) le nombre minimum de boules de diamétre e
nécessaire pour recovvrir Z. On a alors

log N(Z
dimy(Z) = liminfogi(’g) ;
€0 log1/e

- log N(Z, e
dimp(Z) = lim supm
30 log1/e

6.1.2 Dimension des mesures

Soit p une mesure (borélienne) de probabilité sur (X, d). On pose :
dimgv = inf{dimyZ - v(Z) = 1} ;
dimgy = limin f{dimp 7 : v(2) > 1~ 0} ;
dimgv = lim inf{dimpZ : v(Z) >1— 6§} .

On a également
dimy < dimgv < dimpgv .

L’estimation de la dimension d’un ensemble, et a fortiori de celle d’'une mesure vue
les définitions précédentes, est généralement compliquée. Afin d’évaluer plus directe-
ment la dimension d’'une mesure, on introduit les dimensions ponctuelles inférieure
et supérieure en un point x :

logvB(z, ) logvB(z,r)

dimpv(x) = liminf et dimpr(xz) = limsu
pv(2) r—0 logr rv() ot log r
Ces dimensions ponctuelles nous permettrons d’estimer celle de Hausdorff moyen-
nant une condition sur (X, d) :

Définition 6.1.1. Un espace métrique (X, d) est dit de multiplicité finie s’il existe
K > 0 et ¢ > 0 tels que pour tout € €0, €| et pour tout Z C X, il existe un
recouvrement de Z par des boules centrées en Z de rayon e de multiplicité K (c’est
a dire tel que tout point soit au plus dans K boules).
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Proposition 6.1.2. Soit (X,d) un espace de multiplicité finie. Soit v une mesure
de probabilité sur X. S'’il existe une constante d telle que dimpv(x) < d v-presque
stirement, alors dimgr < d .

Démonstration. Notons A I'ensemble de v-mesure 1 sur lequel dimpr(z) < d. Pour
tout & > 0 et pour chaque x dans A, il existe rs(z) tel que si r < rs(z), alors

logvB(z, 1)

<d+9;
log r

et donc vB(x,r) > r¥* Notons alors As, = {z : r5(x) > p}; on asip < p,

Asy C As,. Et comme
V( U A57p> =v(A)=1,

p>0

quel que soit n > 0, il existe ps,, tel que si p < ps,,
’/(A&p) >1=n.

Soient €y et K les constantes intervenant dans la définition de la multiplicité finie.
On peut supposer que 7 est tel que p;, < €. Soit alors r < ps, et G un recouvrement
de multiplicité K de A;, par des boule B(z,r). On a

ZrdM < ZI/B(.’L‘,T) <K ;
g

g

donc dimp(As,) < d+06 et inf{dimgZ : v(Z) > 1 —n} < d+ 4. Ceci étant vrai
pour tout 0 et tout 7, on obtient dimpr < d. O

De méme si dimpv(x) > d v-presque stirement, alors dimpgy > d. Une mesure
de probabilité telle qu'il existe une constante d telle que dimpv(x) = dimpv(z) = d
v-presque stirement est dite exacte dimensionnelle. Vues les inégalités précédentes,
toutes les dimensions sont alors égales.

6.2 Cas du bord d’un groupe hyperbolique

Dans le Chapitre 2, on majore la dimension de Hausdorff de la mesure har-
monique grace a la dimension ponctuelle; on a donc besoin que (0X,d,) soit de
multiplicité finie. Remarquons que si X est un arbre, et qu’on munit X de la dis-
tance dist(&1,&) = e~ (&1€) alors les boules de taille € forment une partition de
0X, qui est donc bien de multiplicité finie.

Proposition 6.2.1. Soit G un groupe hyperbolique. Alors son bord hyperbolique 0G,
muni d’une métrique d, définie au (2.1.1) est de multiplicité finie.

Démonstration. Soit Z un sous-ensemble de 0G. Remarquons que si des rayons
géodésiques joignant o & deux points &; et & de Z passent par un méme point x tel
que d(o, ) = n, alors (&|&) > n et donc (voir Prop. 2.1.1) dy (&1, &) < Aa™".
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Pour chaque mot w de longueur n par lequel passe un rayon géodésique [o, ],
avec £ € /, on choisit un certain £, ayant cette propriété et I’on considére la boule
centrée en &, de largeur ¢ = Aa™". D’aprés ce que 1'on vient de dire, ’ensemble de
ces boules constitue un recouvrement de 7.

On va maintenent montrer que ces recouvrements sont de multiplicité uniformé-
ment bornée en n. Soit n > 0; posons € = Aa~". On fixe une boule centrée en un
certain point & du bord de taille € : B(£,¢€); on note w le mot de longueur n par
lequel passe le rayon [o, £[. Soit alors £ un autre point dans B(,€) et w' le mot de
longueur n par lequel passe le rayon [o, £'[. Comme d, (€, &) < e, A 'a €8 < \a™";
et donc

(&€") > n—2log, A .

Or on a
(w|w') > min {(wl€), (£|¢"), (§'lw)} — 26 ;

et comme (w|€) = ('|w) = n,

(w|w') > min {n, (£¢")} — 20
>n—2log, A — 26 .

Or (wlw') =n — d(w,w") ; on déduit donc de ce qui précede
d(w,w") < 2log, A+ 26 .

Or comme G est finiment engendré, il n’y a qu'un nombre fini de mots w' a une
distance bornée de w. 0

Remarque 6.2.1. Cette propriété s’étend dans une certaine mesure dans le cas
général ou X n’est pas le graphe de Cayley d’un groupe hyperbolique et ot G est un
sous-groupe d’isométries de X. En effet, si l'on suppose que G est quasi-convexe-
cocompact (voir [Coo93[), alors l'orbite de o sous G est quasi-isométrique au graphe
de Cayley de G, et la démonstration qui précéde s’applique donc également.

6.3 Cas des Grassmanniennes

On désigne par P’ un groupe parabolique quelconque d’'un groupe semi-simple
G ; G/P' est alors un variété lisse compacte. On définit le type de mesure lisse sur
G/P' de la maniére suivante : on munit G/P’ d'un atlas (U;, ¢;);cr; et on dit qu'une
mesure m sur G/ P’ est lisse si quel que soit i, I'image de la restriction de m a U; par ¢;
est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue. C’est en particulier
le type de la mesure de Haar. Si d est une distance sur G/P’ qui rend les cartes
localement lipschitzienne ainsi que leurs inverses (avec dans RI™ G/P" 1a distance
euclidienne), comme G /P’ est compacte, on peut en extraire un recouvrement fini
sur lequel les cartes seront lipschitziennes, et ainsi obtenir une constante de lipschitz
uniforme. Deux distance ayant cette propriété sont donc équivalentes et induisent
par conséquent les mémes dimensions pour les ensembles. On a cependant besoin de
préciser la distance utilisée afin de pouvoir estimer ces dimensions.



87

Lorsque G = SL(d,R) et P; est un sous-groupe parabolique maximal, on définit
sur G/P; une distance § (K-invariante) en le considérant comme un sous-ensemble
de 1" espace projectif 73( A Rd). En effet, si V' est un espace vectoriel réel muni d’un
produit scalaire, la valeur absolue du sinus de I'angle entre deux droites = et de y
définit une distance §(Z,7) sur P(V). On a en fait :

(z,y)?

5T, g) =1 - Y
||| [*]y]?

Lorsque (V,(.,.)) est un espace vectoriel complexe hermitien, la formule

(z,y)(y, )

sin (0T, 7)) = 1= e e

définit également une distance (distance de Fubini-Study) sur P (V') (voir par exemple
[Gol99]).

On aura besoin de certaines propriétés "de recouvrement" de ces espaces.

Définition 6.3.1. Un espace métrique (X,d) est un espace de Besicovich si pour
tout sous-ensemble Z de X et toute fonction bornée r : Z — RT, le recouvrement

G ={B(z,r(x)):x € 7}

contient un sous-recouvrement dénombrable dont la multiplicité est bornée par une
constante ne dépendant que de (X, d).

Le lemme de Besicovich affirme justement que les R” munis de la distance euclidienne
sont des espaces de Besicovich. Remarquons qu’un espace de Besicovich est un espace
de multiplicité finie.

Comme on I'a dit précédemment, on peut choisir des cartes sur G/P’ (muni de ¢)
A-lipchitziennes ainsi que leurs inverses, A étant uniforme. Les espaces (G/P’,J)
héritent donc de la propriété de Besicovich de RY™G/P" Cela a également pour
conséquence, comme la dimension telle qu’on I’a définie est invariante par homéo-
morphisme lipschitzien d’inverse également lipschitzien, que les mesures lisses ont
pour dimension celle de I'espace qui les porte (sur RI™ G/P" est une conséquence
du théoréme de Lebesgue).
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