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Introduction

Les progres scientifiques permettent de mieux comprendre Bavironne-
ment. Ainsi, certaines activités humaines basées sur desigas naturels jus-
gu’'a présent mal compris sont, aujourd’hui, en partie détégs et les acteurs
sont identifiés. Il est donc possible de formaliser et dioper ces activités avec
des outils scientifiques. La part de I'empirisme bien queniirée, joue cependant
encore un rble fondamental dans la formalisation.

Une part importante des nombreux phénomeénes actuellemeaélisés s’ex-
prime sous forme de systémes dynamiques. La modélisatiosyggeme dyna-
mique est quasi transversale a tous les domaines scieatifigelle s’applique,
par exemple, aussi bien au guidage de missile qu’a la craissde bactéries.
Plus simplement, supposons que l'on s’intéresse a I'éiaoludans le temps de
I'état d’'un objet, caractérisé par une ou plusieurs vaesidbouvent, la complexité
des phénomenes considérés ne permet pas de mesurer daeckesnvaleurs de
I'état. Il faut alors se contenter de quantités auxiliaappelées variables d’obser-
vations. Ce contexte définit le domaine d’application dudie. Le terme filtrage
est intuitif, en effet, les données observées sont filtréas gxtraire de I'informa-
tion sur I'état.

Le cas des bioréacteurs de dépollution, notre objet d’eaipdin privilégié, donne
une illustration concréte d’'un contexte de filtrage. Le &amteur fonctionne de
la fagon suivante : I'eau polluée alimente le réacteur, s&tdries contenues dans
le réacteur consomment les polluants pour se développeencdégageant diffé-
rents gaz. Le réacteur restitue ainsi en sortie de I'eaypfigfoLe filtrage consiste
ici a estimer les concentrations de biomasses et pollugrése a des quantités
mesurables, indirectements liées a ces concentratidles, gqeie les débits de gaz,
le pH du réacteur, ..

Souvent I'objectif n'est pas seulement de connaitre I'étatsysteme mais de
contrbler son évolution. Si on revient a I'exemple du messdtteindre la cible
est plus important que de connaitre précisément sa poaitbaque instant. Pour
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le bioreacteur, il est impératif que la concentration ddyawits en sortie reste
toujours inférieure a une norme européenne. Les estingatiea concentrations
des biomasses et polluants servent donc a réguler le bietggmour que cette
contrainte soit toujours respectée.

Les problémes de filtrage sont donc souvent au centre decanasede contréle et
d’automatisation de taches. Cependant ce mémoire se Briieude des filtres.
Le domaine du filtrage se divisent en deux grandes catégories

-Les systémes linéaires, situation la plus simple : Kal@j) a construit un
algorithme récursif de filtrage qui, lorsque le bruit sur ysteme est additif et
gaussien, fournit la meilleure estimation de I'état, ledilbptimal. Si le bruit n’est
pas gaussien, le filtre n’est plus optimal, mais il garde denbs propriétés. Il
est actuellement, pour cette raison, le filtre le plus @iés pratique dans le cas
linéaire.

-Les systemes non linéaires constituent le cadre de rduherovilégié en fil-
trage car il n'existe pas de solution de dimension finie({1GE travail de these
se situe au coeur de ce contexte. Dans la pratique, les engénitilisent le filtre
de Kalman étendu (FKE), méthode dérivée du cas linéaire gie les résultats
obtenus soient généralement satisfaisants, sa justiiicttéorique (Picard[108])
repose sur des hypothéses vérifiées seulement par quejgteEsiss particuliers.
Mais si le filtre est mal initialisé ou le systeme fortement hioéaire, la qualité
du filtrage en patit. De nombreuses variantes du FKE visamirdger ces de-
faillances sont apparues, cependant aucune d’elles @'défrgarantie théorique
de résultat.

Des méthodes basées sur un maillage de I'espace d’étag@died87]) ont été
développées; les performances sont globalement satistagssur des systemes
de petite dimension. Le nombre de points nécessaire a utagaitie qualité
constante croit rapidement avec la dimension de I'espagatdl utilisation en
ligne de ce type de procédures est donc a proscrire.

D’autres approches basées sur les méthodes de Monte @arliifries particu-
laires et leurs variantes sont recemment apparues. Eeatva estimer la distri-
bution du filtre optimal par des particules simulées dontdlgtion est liée aux
observations. C’est une approche intéressante car efpls@asur des résultats
théoriques (Del Moral[42]) autres que la loi forte des gseandmbres. De plus,
les performances de ce type d’approche surpassent générdleelles du FKE.
Mais elles connaissent aussi quelques défaillances harertlines hypotheses,



Introduction 11

notamment lorsque le bruit sur le systéme est trop faible.

La piste explorée par cette these se classe parmi les métlded&lonte Carlo
puisque les approches proposées s’appuient sur la g@medadin grand nombre
de variables aléatoires. Cependant, elles difféerent dessfiparticulaires en plu-
sieurs points.

La loi de probabilité du filtre optimal est supposée admetire densité que I'on
cherche a estimer, alors que I'approche usuelle par filiagicplaires estime la
mesure associée au filtre optimal. Certes les filtres péatres régularisés ([104])
fournissent une estimation de la densité mais qui est baséme approximation
par la mesure empirique de la loi du filtre optimal. Ce prieadife régularisation
est notamment recommandé pour des problemes de filtrageos®s fi.e. rapport
signal sur bruit trop petit ou trop grand, cf. Del Moral & Mac]34]).

La différence fondamentale avec les filtres particulaiéssde dans le role joué
par la densité associée au bruit sur le modéle d’observdiorffet, la mise en
pratique des filtres particulaires requiert un bruit addiir le modéle d’observa-
tion : ainsi peut-on évaluer la vraisemblance d’'une paiet batir une mesure
empirique. Ces méthodes particulaires sont alors défééitasi les observations
sont faiblement bruitées et deviennent impraticablesssbleservations ne sont
pas bruitées. Pour nos approches, des systemes de partonhiplets, c’est-a-
dire des états et des observations, sont générés pouruwonigs filtres. Le pro-
bleme de filtrage peut alors se traiter comme un problemsiglzes de régression.
L’'avantage principal est de s’autoriser ainsi a filtrer deté&mes dynamiques plus
généraux : la faiblesse du bruit sur le systéme ne dégrada pasliteé, bien au
contraire, et il n’est pas nécessaire de connaitre la fomalytique de la vraisem-
blance des observations. Les systemes dynamiques, dobgsitsenon additifs,
ne posent ainsi aucune difficulté, tant sur plan pratiqueig@erique.

Plus précisément, nos filtres sont basés sur une technigagndation fonction-
nelle par noyaux de convolution. Depuis un certain nombaaigées, ces outils
sont utilisés au Laboratoire d’Analyse des Systemes et Bioe) de I'INRA a
Montpellier,pour I'étude de systémes dynamiques inaestaour leur identifica-
tion Hilgert & al. ([76]) ou pour leur controle Hilgert([7h]Wagner ([127]).

Ce mémoire se divise en guatre grandes parties. Les traisignes consti-
tuent la thése proprement dite et la quatrieme regroupatesxas.

La premiere, propose un état de l'art dans le domaine dugdtrhes ap-
proches usuelles sont rapidement présentées dans le pobiapétre, notamment,
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les filtres de Kalman et ses dérivés, les approches issué&seaux de neurones
et les méthodes de type Monte Carlo.

Le second chapitre est I'occasion de présenter, plus eil,dégfiltres les plus
courants dont le filtre de Kalman, le FKE, ainsi que les filjppesticulaires. La
partie se rapportant aux filtres particulaires est la pltaili&e puisque notre ap-
proche se classe parmi les méthodes de Monte Carlo. De phisésultats de
convergence vers le filtre optimal des filtres particulaiesspositionnent comme
références, en théorie du filtrage non linéaire.

La seconde partie rassemble les développements méthagledsgpriginaux
de ce mémoire, pour les problemes de filtrage non linéairasdoésentons tout
d’abord, au troisieme chapitre, différentes techniquas gstimer la densité du
filtre optimal ainsi que les résultats théoriques obtenus.

Comme souvent, en pratique, le filtrage consiste a fourrdragtimation de la va-
leur de I'état, et non une densité, nous étudions cet aspditrdge au quatrieme
chapitre. En particulier, nous proposons des techniquestidiation de I'espé-
rance conditionnelle et du mode conditionnel de I'étattud® théorique de ces
estimateurs est aussi réalisée.

De plus, il est assez courant que les systemes dynamiqueEsiteds en pratique
ne soient pas parfaitement connus. Généralement, cettenmaissance s’ex-
prime sous forme de parametres inconnus, qu’il est alor®itapt de pouvoir
estimer. Le cinquieme chapitre porte sur ce délicat probldbeux types d’ap-
proches sont étudiées : une par optimisation d’'une fonctiervraisemblance ou
de somme de carrés conditionnels, I'autre par des techslopygsiennes.
Précédemment, il a été mentionné que les problemes de dils@gt souvent au
coeur d’'une procédure de contrble d’'un systeme dynamicgues Dette optique, le
cas de I'introduction d’'une variable de commande dans lE&eys dynamique est
envisageé au sixieme chapitre. Nous proposons seulemepiusigective d’adap-
tation de nos approches, a la commande de systémes dynamiquoeine étude
théorique n’est réalisée pour ce contexte.

Enfin, la parenté de nos approches avec les filtres partieslatant assez forte,
nous éclaircissons ce point lors du septieme chapitre Quiakeconde partie.

La troisiéme partie de la thése est consacrée aux apphsatim premier lieu,
dans le huitiéme chapitre, nos procédures de filtrage sompaces a celles cou-
ramment rencontrées dans la littérature sur difféerenteByss dynamiques ar-
tificiels. Il ressort que les performances de nos filtres,gnéaleurs hypotheses
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d’utilisation plus faibles, sont tout a fait comparableselles des filtres particu-
laires usuels. Le cas des systemes dynamiques, avec desep@sinconnus a
estimer, y est aussi considéré. L'approche bayésiennelsd¢rab prometteuse, au
regard des exemples considérés.

Le neuvieme chapitre est entierement dédié a I'applicatémtrale de cette thése,
I'étude d’un bio-réacteur de retraitement d’eaux uséegrlreipale difficulté est
liée aux nombreuses incertitudes sur le systeme dynamiqdélimant ce biopro-
cédé. De plus s’ajoute, pour le traitement des donnéesiexgétales, le probleme
de la fiabilité des capteurs.

Une présentation détaillée du bio-réacteur de retraitédieaux usées est donnée
en annexe.
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Premiere partie

Etat de 'art






Chapitre 1

Un point sur le filtrage non linéaire
en temps discret

1.1 Problématique

Le theme central de ce mémoire est le filtrage non linéairemps discret.
Les premiers travaux relatifs a ce domaine sont dus aux iegémn |l existe en
effet, de nombreux problémes pratiques qui relevent de tetbrie. Notamment,
toutes les situations pour lesquelles il est difficile, ampossible, pour des rai-
sons physiques ou financiéres, de mesurer I'état d’'un sgstéou il faut alors se
contenter de mesurer des quantités auxiliaires. Souvdiitdge est utilisé a des
fins de contrdle dans le but de faire évoluer I'état du systéomeobservé dans le
sens que 'on désire.

Parmi les nombreux exemples, citons un type de bioprocagiéasogs intéresse
plus particulierement, la dépollution biologique : lesiahles d’états du sys-
teme sont les concentrations des polluants (substratesdiattéries (biomasses)
contenus dans un bioréacteur. Il est impossible de les mresams stopper le bio-
réacteur. Les variables observées sont par exemple dds déljaz en sortie du
bioréacteur. Le contrdle s’effectue ici sur le débit d'éetdu fluide pollué dans le
réacteur, de maniére a maintenir la qualité de I'effluentatesa un seuil donné
et ceci quelles que soient les variations de la charge pulen entrée. Cette opé-
ration est continue dans le temps, mais comme il est souugsdge en pratique,
le systéme est discrétisé puisque les mesures ne s'effé@u& intervalles de
temps réguliers.

Plus généralement, tous les phénomenes physiques, clesnau biologiques
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pouvant étre modélisés par un systéeme de la forme (1.1)emléle la théorie
du filtrage en temps discret.

vy = fi(Ti-1,61)
{ Yt = ht(iUt,ﬁt) (1)

Description des variables :

-lesz, € IR¢ sont les variables d’état

-lesy; € IR? sont les variables observées

-lese; sont les bruits du modele d'état

-lesn; sont les bruits du modeéle d’observation

Les bruits sont indépendants des autres variables, ilsseavmodeéliser les aléas
du systeme. Comme il a été expliqué précédemment, I'objétadrail est d’esti-
mer les densités conditionnelles des variables d'étatobearvéesy,, connais-
santyy, - - - , y; les valeurs des variables observées jusqu’a l'ingtdre probleme
ne se ramene pas simplement a une inversion des fonéti@as d’'une part, elles
ne sont pas toujours injectives et d’autre part, le bjueingendre de 'incertitude.
Le fait de considérer toutes les observations du passé peemaieux prendre
en compte I'effet du bruit sur le signal, ce qui idéalementpt d’aboutir a une
estimation dex; qui soit la plus vraisemblable étant donné les observations

1.2 Solution théorique

La solution théorique du probleme constitue le filtre optimia loi condi-
tionnelle de I'étatr; sachant toutes les observations jusqu’a I'instag, . . . , ;.
Mais en pratique, il est souvent intéressant d’estimer lawade I'étatz; plu-
t6t que toute la loi conditionnelle. L'estimation de I'étdépend alors du critere
choisi. Par exemple, pour le critére classique de I'erraiadgatique moyenne
I'estimation optimale est I'espérance gdeconnaissanty;, - - - ,y1) :

E[xt|y17 e 7yt]

Dans de nombreux cas, il est suffisant d’estimer seulemétatt.’'Mais pour les
cas plus complexes, ou la loi de;|yy, - - - ,y;) est multimodale, il est préférable
d’estimer la loip(x;|yi, - - - ,y;) elle-méme. Cependant, la plupart du temps, il
faut se contenter d’estimer seulement la moyenne, la \@ian de localiser les
modes.

Bien entendu, excepté pour quelques cas particuliersaj@vés par la suite, il est
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tres difficile voire impossible, de déterminer le filtre opél de maniére exacte.
De nombreuses méthodes d’approximation de ce filtre utllidéférents outils
mathématiques ont émergé. Quelques unes sont évoquéeekesigpasagraphes
suivants.

1.3 Solutions actuellement proposées

1.3.1 Filtre de Kalman

Dans le cas ou les fonctiorfset 4 sont lin€aires et les bruits blancs gaussiens,
le probleme a été résolu par Kalman[84] en 1960. Il a cortstruialgorithme
itératif, appelé filtre de Kalman, qui a chaque instafgurnit un z; minimisant
I'erreur quadratique moyenne.

L'utilisation de cette méthode s’est donc généralisée aitudie sa simplicité de
mise en oeuvre, de sa tres bonne performance et du faiblecd@mps de calcul.
De plus, en supprimant I’lhypothése de bruit gaussien, totégtant dans le cadre
du systéme dynamique linéaire, le filtre de Kalman fournitaee I'estimation
linéaire de variance minimale de I'état du systéme, c’'edir@, une estimation
sous-optimale d&[z;|y;, - - - ,y;]. Cette robustesse du filtre de Kalman, par rap-
port a la nature du bruit, est la principale raison de la g@dis&tion de son emploi
en pratique.

Cependant, quelgues inconvénients demeurent. Il estsgoesle connaitre

les variances des bruits blancs et des informationggpour assurer une bonne
initialisation du filtre, car celle-ci joue un réle importashans la convergence du
filtre quand I'état initial n’est qu’approché.
Lorsque ces quantités sont totalement ou partiellemewinimees, il est encore
possible de les estimer en cours de filtrage. Dans ([21])arvéara quelques ar-
ticles relatifs a ces problemes. Mais il ne subsiste alocsiauésultat théorique.
Il ressort de la pratique de ces méthodes que la convergehsewvent liée a la
stabilité du systeme.

1.3.2 Filtre de Kalman étendu

Dans le cas général ou les fonctigith; sont non linéaires, 'approche clas-
sigue de Kalman ne peut plus s’appliquer telle quelle. Conerfiire de Kalman
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est optimal pour les systemes linéaires, il est naturelrdaliser a chaque pas de
temps le systeme (1.1) pour se ramener a un contexte ou lidr'ptliser. Cette
démarche donne globalement de bons résultats. Elle esdgeeaue la méthode
la plus couramment utilisée dans la pratique. Dans la ditige, trés riche sur ce
sujet, elle est connue sous le nom de filtre de Kalman étendugsat notée FKE.
Quelgues résultats fondamentaux sont présentés dansy94Rp Pour des va-
riantes du FKE, on peut se référer a [21].

Pour utiliser le filtre de Kalman étendu, il est donc nécess#e rajouter I'hypo-
these de dérivabilité sur les fonctiofiset h; du systéme (1.1).

Le premier probléme soulevé par cette démarche est le clugpoiht en lequel
s’effectue, a chaque pas de temps, la linéarisation, ce’gnenbmme techni-
guement la trajectoire nominale. En général ce point cpoed a I'estimation
obtenue au pas de temps précédent.

En pratique, c’est I'unique procédé utilisé par les ingérégoour les problemes
non linéaires. Il est rapide et donne de bons résultats praudoup de systemes.
Cependant, s'il y a de fortes non-linéarités ou s'il est mélalisé, il est mis en
défaut. De plus, l'utilisation du filtre de Kalman étendust'@ustifié théorique-
ment que pour certains cas particuliers ([108]).

1.3.3 Filtre de Kalman étendu dual

Il existe aussi des méthodes développées a partir du filtkatitean étendu
pour le cas ou les fonctions et h; du modéle dynamique dépendent de para-
metres inconnus. Les approches naives consistant a nd@sifsrametres incon-
nus comme variables d’états du systeme entrainent gémenaida divergence du
filtre. Une autre approche consiste a coupler deux filtresalsin étendus, 'un
estimant I'état du systéme et l'autre les parameétres. Gedtbode donne de bons
résultats dans des domaines d’application tres variés;pjos de détails on peut
se référer aux travaux de Wan([72],[128]). Bien entendmroe pour toutes les
généralisations du filtre de Kalman, il n’y a pas de résuttadsriques assurant la
convergence vers le filtre optimal. Cependant, sous lesthgpes de bruits gaus-
siens, la phase d'estimation des paramétres revient a ris@xiome fonction de
vraisemblance conditionnelle marginale de I'état du systel’estimation peut
étre alors considérée comme de type maximum de vraisenghlarstifiant ainsi
cette approche.
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De nombreuses méthodes ont été développées pour conarrteriiitre de
Kalman étendu et ses variantes, sur lesquelles on ne statpad (cf. Chen[21]).
A présent, donnons quelques précisions sur les altersai%@lman : les filtres
particulaires et les filtres a réseaux de neurones, qui stanbase de notre ap-
proche.

1.3.4 Approches par les méthodes de Monte Carlo

Un des objectifs courants du filtrage est la déterminatic gtemiers mo-

ments ou des modes de la distribution conditionnglig|y,, - - - , y;). La méthode
de Monte Carlo pondérée fut 'une des premiéres méthodesatgeMCarlo uti-
lisées a cet effet. Ces méthodes basées sur des simulatigramties quantités
de variables aléatoires, fournissent une estimation deskurne associée au filtre
optimal. Leur utilisation est justifiée par la loi forte dasugds nombres.
Les premiers articles relatifs a ce sujet sont assez andlsratent des années
70(Akashi & al.[3], Handschin[71]). Cependant les ordaast de I'époque étant
relativement peu puissants, la recherche sur ce théme nimeacé a se déve-
lopper qu’a partir des années 80 ([26],[87],[43]). Les perfances actuelles des
microprocesseurs ont favorisé le développement de norsdsepproches dont la
plupart sont rassemblées dans Doucet & al.([56]).

Nous ne donnons ici qu’une description sommaire des difféseeméthodes
introduites. Pour plus de détails sur ces méthodes et |leotaténs, on peut se
référer a Oudjane([104]) ou Doucet([59]).

Filtres de Monte Carlo Pondérés

L'idée de la méthode est d’approcher par simulation la loiditionnelle con-
jointe des états. Elle consiste a faire évollérrajectoires indépendantes sui-
vant la loi du processus d’état et a les pondérer a chaquaninstiivant leurs
vraisemblances par rapport a I'observation courante. Otire@minsi une distri-
bution conditionnelle empirique de I'état. La loi forte dgsands nombres, per-
met de caractériser I'erreur commise par rapport a la vohieodnditionnelle, elle
est d'ordreO(1/v/N). Cependant en pratique, cet algorithme n’est pas satisfai-
sant car on observe une dégénérescence des pondératisris tlanps : toute la
masse se regroupe sur une seule particule, entrainantaathgergence du filtre.
Des variantes a mémoire limitée ont permis de supprimeratdgme. Un résultat
de convergence uniforme vers le filtre optimal a été démaarédel Moral[39]
sous des conditions d’ergodicité du modéele. Il existe adesivariantes a oubli
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exponentiel avec des résultats de convergence uniformsedasuconditions plus
fortes. Cependant, hors du cadre de leurs hypotheses, riastga ne permettent
pas d’améliorer les performances du filtre de Monte Carlalpod Ces méthodes
ont donc été abandonnées avec I'apparition d’'un nouvel, desi filtres particu-
laires avec interactions. Ces filtres améliorent I'expiorade I'espace par les
particules et ralentissent la dégénérescence des poids edinitialisant régulie-
rement. Ces filtres sont présentés brievement dans lasactivante.

Filtres Particulaires avec interaction

Les filtres particulaires avec interactions, constituentérniére génération
des filtres de Monte Carlo. lls ont été introduits simultarétrpar Gordon &
al.([68]), Kitagawa([88]) et Del Moral & al.([34]) dans leilieu des années 90.
La particularité de ces filtres, réside dans le fait que |lesquées simulées n’évo-
luent pas indépendamment les unes des autres. En effetatésufes les plus
vraisemblables au regard des observations se voientustrlbs poids les plus
forts, elles sont donc multipliées en conséquence aux gépes particules peu
vraisemblables. De ce fait, le systeme de particules seectrecdans les régions
intéressantes de I'espace d’état. L'exploration de I'espast ainsi orientée par
les observations. Des résultats de convergence vers &djtimal sont obtenus
sous des hypotheses assez fortes. Les tentatives visdathiiralies hypothéeses
n'ont pas permis d’obtenir un filtre efficace en temps long.ples, lorsque le
bruit d’état est faible ou nul, les ré-échantillonnagescsssifs appauvrissent le
systeme des particules ce qui entraine encore une dégésriresles particules.
Certaines théories heuristiques de bruitage artificielpdecules ont été déve-
loppées mais aucune méthode systématique n’a émergeé.

1.3.5 Approches par réseaux de neurones

De nombreux auteurs ont cherché a utiliser cet outil a desdérfdtrage ou
contrble de systemes non linéaires. De fagon généraletdldeenontré ([25],[79])
gue les réseaux de neurones a couches posseédent des psogia@proximateurs
universels : toute fonction réguliére a valeurs dans un @mt)peut étre appro-
chée a un degré de précision fixé par un réseau de neuronegedpexceptron
multi-couches.

Cependant, 'usage des réseaux de neurones souléve tblempes majeurs : le
choix de l'architecture, le nombre de neurones et I'optati® des poids du ré-
seau. Pour les deux premiers problémes, des critéresquassile sélection de
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modeles peuvent étre utilisés; pour plus de détails on paeméférer a [125].
Quant au troisieme, les algorithmes de minimisation de grp€ient et les mé-
thodes quasi-Newton sont conseillés, mais ils nécessleegtos temps de calcul.
Ceci a cause la disgrace des réseaux de neurones avant Eerearguissance des
microprocesseurs.

L'article d’'Haykin [73] rassemble et compare les dernig¥sultats intéressants
obtenus en filtrage avec différents types de réseaux de mesiroperceptrons
multi-couches, réseaux récurrents et réseaux a basetesadilmus donnons ci-
dessous, quelques précisions sur l'utilisation de cegreifits types de réseaux
pour le filtrage non linéaire.

Réseaux de type perceptron

Les perceptrons sont les premiers réseaux de neuronesiappasont consti-
tués d’une ou plusieurs couches cachées contenant chatweetain nombre de
neurones. Les flux entrants dans les neurones de la premigchescachée sont
des combinaisons linéaires des entrées du réseau. Enwapplchaque neurone
une fonction de transfert de type sigmoidal sur les flux etdranous obtenons les
flux sortants. L'opération se répéte ainsi d’'une couche@aeéh’autre.

L'idée d'utiliser un réseau comme filtre fut logiquement enen avant, notam-
ment par Parisini et Zoppoli [105]. s utilisent pour I'agmtissage du réseau une
fonction de codt différente a chaque itération, basée starlaaissance du modele
et des observations. Pour détermingle filtre doit prendre en comptg, - - - , v;.

Le réseau doit donc avoir une entrée de plus a chaque itér&téxi conduit a un
réseau différent avec plus de parameétres a estimer, a chérateon. Ce procédé
n'est donc pas adapté au filtrage en ligne.

Parisini et Zoppoli ont contourné le probleme (cf. [4]) emsidérant un filtre
a mémoire tronquée. Le réseau garde alors la méme strudturne itération a
I'autre. lls ont proposé deux méthodes d’apprentissagéskau, une en cours de
filtrage et I'autre non. Les résultats expérimentaux oldesmnt souvent meilleurs
que ceux obtenus par le filtre de Kalman étendu, mais il n'ysaderésultats
théoriques.

Réseaux récurrents

Réduit a I'estimation d’état, le filtre optimal est 'espéca de I'état connais-
sant toutes les observations passées. Plutdt que de Bapynoen restreignant la
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mémoire, il est possible d’utiliser une structure récueeayui fera par conséquent
intervenir toutes les observations du passé. C'est ce gdaiepar Lo[99]. Les
réseaux qu’il utilise n’ont qu’'une couche cachée mais ledlrtant des neurones
au tempst — 1) est ré-injecté dans le flux entrant des neurones au tenius
a démontré qu'’il est possible d’approcher, a une précisi@efile filtre optimal
par un réseau de neurones récurrent, en faisant tendream@ulent 'ensemble
d’apprentissage et le nombre de neurones vers linfini. Papprentissage des
réseaux récurrents, il utilise les méthodes développées[d30] et [107]. En pra-
tique, cela souléve plusieurs problemes : comme toujowkdé&x du nombre de
neurones, mais aussi et surtout celui des données pourdiagsage, puisqu’en
filtrage I'observation de I'état; du systeme est a priori difficile ou impossible.
Cependant, sur les exemples évoqués dans [99], ces réseangubnes récur-
rents donnent de meilleurs résultats que le filtre de Kalnbemdél, et ce, pour des
réseaux a peu de neurones, mais avec un trés gros ensenpipeedtssage.

Réseaux a bases radiales

Une autre famille de réseaux est aussi utilisée a des finstamél| les ré-
seaux a bases radiales. La particularité de ces réseauneeshgque neurone de
la couche cachée est caractérisé par un noyau, fonctionearbdmle. Le flux
entrant dans un neurone est formé des entrées du réseauxlsoftant est la
valeur de I'application du noyau sur le flux entrant. La sodu réseau est une
combinaison linéaire de tous les flux sortants. Les par@asetestimer sont donc
les centres des noyaux ainsi que leurs dispersions et |f&cmods de la combi-
naison linéaire. L'ouvrage de Yee [133] donne une idée dunghd’application
de ces réseaux ainsi que de leurs bonnes propriétés thésrign effet, ils sont
asymptotiquement équivalents aux estimateurs a noyawpéuNgdaraya-Watson.
La démonstration faite dans [133] est basée sur les traaXud132].

Pour utiliser ces réseaux de fagon pratique en filtrage uil &ssi tronquer la
mémoire du filtre, de fagon a bénéficier de la méme structuréskau a chaque
itération, car le nombre d’entrées est alors constant. Bassravaux [133], Yee,
compare les performances des réseaux a bases radialeseflescda filtre de

Kalman étendu et des réseaux récurrents de Lo. Les résqitatebtient sont

intéressants puisque sur les exemples traités le réseasea tmliales se com-
porte mieux que le filtre de Kalman étendu et presque aussidue le réseau
récurrent. De plus, la taille de I'échantillon d’apprestige utilisé par Yee est ac-
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ceptable(N = 800) en comparaison de celle de IL&/ = 200000), mais il n'a
pas de résultats théoriques.

1.4 Objectifs et pistes explorées

L'objectif principal est la mise en place d’une méthode dedfije, en temps
réel, basée sur la connaissance du systeme dynamique ehdéedoobservées

Yis o Yt

Dans un premier temps, la construction d’un filtre a l'aide@seaux de neu-
rones a été envisagée. Les procédures mises en place pa@l)ef Yee([133]),
n'utilisent pas les fonctiong; et h; (qui caractérisent le modele) ni les propriétés
statistiques des bruits, mais nécessitent des échastillon, y;),i = 1,--- ,t}
de données de taille assez grande, voire tres grande pooe lgoii n’est pas réa-
liste dans de nombreuses situations. L'approche de Pagtsfioppoli ([105]) est
différente. lls supposent connaitre uniguement les fonstf, et i, et cherchent
un réseau de neurones de type perceptron minimisant ungdiorme colt. Ce-
pendant ils n'ont aucune garantie qu’un tel réseau soitrvdis filtre optimal.
Cette approche utilisant des hypothéses en adéquationnawex objectif, une
technique similaire a donc été envisagée. Les résultaenobtavec les réseaux
de neurones, qu'ils soient de type récurrent ou perceptovent toujours bien
inférieurs a ceux obtenus par Lo([99]) ou Yee([133]). Parsémuent, les investi-
gations dans cette direction n’ont pas été poursuivies.

Ce travail de prospection dans l'univers des réseaux denesy s’il n'a pas
abouti a la construction d'un réseau capable d’estimer tie fidptimal, nous a
permis, en revanche, d’approfondir nos connaissancessuédeaux de neurones
a bases radiales. La manipulation de ces derniers nous aaraezoncevoir le
principe des filtres présentés dans cette thése.

Les réseaux a bases radiales récuperent les bonnes premét’estimateur a
noyau de Nadaraya-Watson mais, comme pour tous les réseamweudones, ils
nécessitent une phase d’apprentissage. Or, on souhadeirobn filtre unique-
ment a partir du systeme (1.1), sans base de données d’'tippage. Un moyen
naturel de régler le probléme est de générer des donnéesralpaysteme (1.1)
et de procéder ensuite a I'apprentissage. Mais il demewors ahe autre diffi-
culté, I'apprentissage d’'un réseau de neurones est génmeat lourd en terme de
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temps de calcul. Ainsi, pour notre approche du filtrage pseag a base radiale,
les données simulées ne servent pas pour effectuer I'agsage, mais sont uti-
lisées comme paramétres du réseau : pour fixer les centrésmbti®ns de base
de chaque neurone. L'avantage de cette méthode est de sksmntoute opti-
misation de parameétres et du coup de s’autoriser a filtreigar | Bien entendu,
pour obtenir des résultats théoriques, il est nécessasirdder un grand nombre
de données et de connaitre la nature statistique exacteuesdu systeme dy-
namique.

Cette démarche fournit une estimation consistant&de |y, --- ,y;] a l'aide
d’une fonction de la forme d’'un réseau a bases radiales. hérgksation de ce
principe, nous a permis de construire plusieurs filtres pstimen(z; |y, . . ., yi)-
La mise en place de tels filtres reléve de deux domainestgjags : les filtres de
Monte Carlo et I'estimation de densité par la méthode du n@gaconvolution.
En pratique, des particules sont générées de maniere ddenlaelle des filtres
de type Monte Carlo, sauf qu’'une particule n’est pas seuiktmge succession,
au cours du temps, d’étatg mais une succession, au cours du temps, de couples
états-observationg;, 7;). De plus, aucune pondération n’est directement affectée
a ces couples de particules qui constituent un maillagerelade I'espace. Pour
obtenir les estimations dB[z;|y1, - - - , v:] ou dep(x¢|y1, - - - , ;) il suffit d’appli-
guer un noyau de convolution sur les variables obseryges- ,y; par rapport
a ce maillage. Cette approche connait bien sir les mémekepreb que le filtre
de Monte Carlo pondéré : lorsque le tem@igmente, la dimension de I'espace
augmente aussi. Comme le nombre de particules ( ou le norstmeealids de la
maille ) est constant il est tout a fait possible qu’aucune uherticules simulées
ne soit “proche” du véritable état, ce qui entraine inévé@atent la divergence
du filtre. Heureusement, certaines variantes, comparabbesariantes des filtres
de Monte Carlo, permettent d’éviter cette situation dédick’étude de ces diffé-
rentes variantes, pour le filtre par noyau de convolutiarsiajue leurs propriétés
théoriques, la convergence vers le filtre optimal et sa sétesonstitue la part
principale de I'apport méthodologique de cette thése. lutea aspects métho-
dologiques portent sur le probléme de l'introduction, darsystéme dynamique,
de paramétres inconndsa estimer.

Enfin, sur un plan pratique, I'objectif visé est I'applicatides techniques de
filtrage, développées durant cette thése, au modéle d'udditeur de retraite-
ment d’eaux usées.



Chapitre 2

Filtres usuels

La premiere partie de ce chapitre est bien sir consacréeraudil Kalman
([84]), puisque cette méthode est la référence pour legsyest dynamiques li-
néaires. Ce filtre sera utile par la suite pour évaluer lefopaances de nos diffé-
rentes approches.

Il est démontré qu’il est impossible d’avoir une solutiondilmension finie ([19])
aux problemes de filtrage non linéaire. Les méthodes dépétsppour résoudre
ces problemes sont donc approximatives. Leurs qualitésitjues sont alors liées
a leur convergence asymptotique vers le filtre optimal.

Bien qu’il ne bénéficie pas de résultats théoriques, le filreKalman étendu
(FKE) est couramment employé par les ingénieurs pour letrent de systémes
dynamiques non linéaires, ce qui en fait 'approche de e@i@& pour ces sys-
téemes. La seconde partie de ce chapitre lui est logiquenoastcrée. L objectif
de toute nouvelle méthode de filtrage non linéaire est dosmod en pratique un
comportement supérieur a celui du FKE.

Le comportement imparfait du FKE a engendré un grand nondvadantes plus
ou moins robustes. Tout comme le FKE, ces variantes ne repsseaucun ré-
sultat théorique. La littérature disponible sur ce sujetreés vaste, [83], [72] ou
[21] en fournissent un bon apergu.

Les parties suivantes de ce chapitre sont consacrées aex filrticulaires.
Bien que ces filtres ne soient pas encore trés répandus chamtmieurs, leur
apport a la théorie du filtrage est incontestable. En effetekiste pas d’autre
méthode dotée de résultats de convergence, utilisablegmesn ICependant, le
comportement en pratique n’est pas toujours trés bon. Lesesasont identi-
fiées et comme pour le FKE un certain nombre de variantes oatgé&mLeur
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comportement en pratique est sensiblement supérieur edespremiers filtres
particulaires. Ceci est en particulier vérifié pour les ddtibootstrap([67]), les
filtres particulaires avec interaction([39]) ou les filtnearticulaires régularisés
([1041],[95],[102],[129],[81]) qui font I'objet des dereéres parties du chapitre.

2.1 Filtre de Kalman

Soit le systeme linéaire suivant, cas particulier du systéiril) :

{ v = F_jx+ a1+ Giig
Yy = Hyxy+di+mn,

ou:

- Iy, ¢, Gy, Hy, d; sont des coefficients déterministes, a valeurs respeativem
dans]RdXd, ]Rd, ]Rdxk7 ]qud7 R¢

- Les bruits blancs; etn, sont gaussiens, & valeurs respectivement @hst
IR?, avecQ), et R, comme matrices de covariances. De plus, ils sont mutuetieme
indépendants et indépendants de I'état initial du systéme

- 1o est gaussien de moyenmget de covarianceg,.

Le contexte du systeme linéaire avec des bruits additifsglans permet de
construire le filtre optimal & chaque instant. En effet, lctere linéaire conserve
la nature gaussienne du bruit, la distributiorgey,, - - - , y, est donc gaussienne.
Il est ainsi facile de calculet;, = IE[z;|y1, - - - , v, 'estimateur généralement uti-
lisé en pratiquez; et sa matrice de covarianc&ssont alors déterminées par les
eéguations récurrentes suivantes :

Conditions initiales du filtre

{ To = T
Py = Qo
Etape de prédiction
{ T, = Fafi 1+
Py = K P F  +G1Qi1Gi_,

Etape de correction

Ty = & + Ky — (Hely + dy)]

Pt = [[ — KnHt]Pti

Kt — Ptng[HtPtin + Rt]_l
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Le terme K est appelé gain de Kalman. Les suites des covariahegset
des gaing K.} étant indépendantes des observations il est donc possibesd
pré-calculer, le temps de calcul durant le filtrage en seranlié.

2.2 Filtre de Kalman étendu

A présent considérons un systéme dynamique non-linéaites eas particu-
lierde (1.1) :
{ Ty = fo(x) + gi(x) Wy
Y = hy(ze) + 1
Les fonctionsf; et h; sont supposées dérivables. On se raméne au contexte

précédent en linéarisant les équations du systeme. Paurarelse donne une
suite{z,} appelée trajectoire nominale. Puis on effectue les apprations :

12

fi(@) + V fi(@) (x — )
g:(7y)
hi(xz) =~ h(Z) + Vh(Z)(x — 7y)
Remarque : Pour le choix dez,, il est préférable de prendre un estimateur de
x¢, en général on utilisg,, I'estimation obtenue a I'instamt
A partir des approximations précédentes et en posant

12

F, = Vfi(z)

a = filZ) — By
Gy = gi(%)

Hy, = Vh(z)

dy = hy(x) — Hizy

nous obtenons une approximation du systeme non linéaicggeét par le sys-
teme linéaire suivant

{ T = B+ + G W
Yt = Hyxy+di+

Il est maintenant possible d’appliquer le filtre de Kalmaemshard a ce sys-
teme linéaire.
C’est l'unique procédé utilisé en pratique par les ingérsguour les problemes
non linéaires. Il est rapide et donne de bons résultats prawdoup de systémes
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non linéaires. Cependant s’il y a de fortes non-linéarités’sd est mal initialisé,
il est mis en défaut. L'utilisation du filtre de Kalman étendast justifié théori-
guement que pour certains cas particuliers (Picard [108]).

2.3 Filtres de Monte Carlo classiques

Le principe de base des filtres de Monte Carlo est présengate partie.
Comme toute méthode de Monte Carlo, ces filtres s’appuientrsgrand nombre
de simulations. Dans le cas du filtrage, les quantités sieswdént des particules
émulant une trajectoire possible du systeme dynamiqust @aurquoi les filtres
de Monte Carlo sont souvent appelés filtres particulairee €tude détaillée des
filtres particulaires simples et des filtres particulairescanteraction est réalisée
dans Oudjane([104]), Del Moral & Miclo([34]), Del Moral(@) ou encore Dou-
cet & al.([56]). Les résultats de convergence et de stahijite nous évoquons,
dans la suite, y sont notamment démontrés.

Les filtres particulaires ou filtres de Monte Carlo sont bamésles procédures
SIS :“Sequential Importance Sampling” (filtre particuegimple) et SIS-R : “Se-
guential Importance Sampling-Resampling” (filtre paraite avec interaction).
Un état de I'art des méthodes de filtrage basées sur ces decgdores est réa-
lisé par Doucet([58]). Liu & Chen ([97]) effectuent le mémmavail de synthése
de I'emploi de ces deux procédures mais dans le cadre d’'uide genérale des
systemes dynamiques.

Ces approches considerent le probleme du filtrage d’'un peimtie plus probabi-
liste. Dans cette optique, le filtre optimal est la loi de @doitité de I'étatz, condi-
tionnée par les observations, i€x|y1, - - - , y;). Le probléme est alors d’estimer
cette loi. A cette fin, des trajectoires d’état sont génésaesnt le systeme dyna-
mique, a partir desquelles une mesure empirique est citestus’appuyant sur
les observationsg,, - - - , y;. Généralement, la loi forte des grands nombres assure
la convergence de cette mesure empirique vers la mesu@&sso, |y;, - - - , ;-
Le filtre de Monte Carlo pondéré est la premiere approche ded®/Garlo utilisée
pour le filtrage non linéaire. Des les années 70, I'idée de &voluerN trajec-
toires indépendantes suivant le processus d’état et deheper a chaque instant
t par leurs vraisemblances calculées pour I'observatipast exposée dans plu-
sieurs articles. Les capacités de calcul des ordinateams &ors tres limitées, ces
approches ne furent pas développées.

A partir des années 80, I'évolution rapide de l'informagga donné un regain
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d’intérét a ces méthodes. En effet la convergence étantsyioue, il faut gé-
nérer un grand nombre de trajectoires pour avoir une estimde qualité. Ce-
pendant, les filtres de Monte Carlo pondérés ont montré gaeldéfaillances en
temps long. Par exemple, il est assez courant que, parnastdes trajectoires
simulées, une seule hérite de tout le poids attribué pard@emblance en I'ob-
servation. Cette dégénérescence des poids entraineainiéwitent la divergence
du filtre.

Toutefois I'étude de ce filtre est trés intéressante carietleduit de maniére
naturelle le principe de base des filtres particulaires. fitess de Monte Carlo
pondérés classiques ont été améliorés pour obtenir lessfiftarticulaires avec
interaction. Ces derniers different essentiellementgedesl prédécesseurs, par la
nature de I'évolution des trajectoires. Elles n’évoludnsgndépendamment les
unes des autres, mais subissent une sélection : certairgsgduisent et d’autres
meurent. L'esprit de cette approche s’apparente aux ahgoes génétiques (Cf.
Cerf[16], Del Moral & Miclo[35] ou Holland[77]) qui sont dgsrocédures d’op-
timisation calquées sur I'évolution des genes lors de lactién naturelle des
especes.

Dans cette partie du chapitre, quelques uns des princigdénes fparticulaires sont
détaillés. La présentation débute par les plus anciensayqiid’ailleurs les plus
simples, et se termine par les plus récents, les filtres ave@ction.

Au préalable, pour simplifier la description de ces filtrestaines notations sou-
vent employées par les auteurs de ce domaine seront iniesdua procédure
“Sequential Importance Sampling” ou, en francais, “tiragquentiel suivant une
fonction d’'importance” étant le coeur de tous les filtres denké Carlo simples,
est rappelée en premier lieu.

2.3.1 Procédure “Sequential Importance Sampling” (SIS) ou
Importance Sampling” (IS) pour le filtrage

La procédure “ Importance Sampling” est couramment ugligéur amélio-
rer la qualité des estimations d’intégrales par les méthaldeMonte Carlo. La
démarche est naturelle. Elle consiste simplement a doumedpmportance aux
points les plus cruciaux. Cette procédure souvent désigagtBayesian Impor-
tance Sampling” dans la littérature, posséde de bonnesigrepthéoriques puis-
gu’elle est asymptotiquement sans biais et vérifie le thderéentral limite. La
procédure “Sequential Importance Sampling” est 'adamtatle I"“Importance
Sampling” (IS) au probléme du filtrage.
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Avant d’exposer la procédure SIS, rappelons le principeiige suivant une
fonction d’'importance (IS). Ainsi, 'ordre chronologiquiintroduction des dif-
férentes approches est respecté et I'introduction de Sksaders plus naturelle.
Pour une présentation plus détaillée de ces méthodesategnon pourra se re-
porter par exemple a Doucet([58] ou [59]). Les développamsmivants en sont
largement inspirés.

Le tirage suivant une fonction d’importance est une des au&h classiques
de Monte Carlo pour les chaines de Markov cachées. Rapptlond’abord le
principe des procédures de Monte Carlo pour I'estimati@spérance.

Le contexte d’application est tout a fait en adéquation axvdie cadre de travail :
- Le signal non observé est un processus markotign: € IN) de distribution

initiale 7, et de probabilité de transitigin(z;|z;_;) connue.

- Les observationgy;, t € IN), sont indépendantes conditionnellement ayx
avec comme distributiop(y,|z;) connue.

Soit f une fonction intégrable par rapport & la fdico.|yo..). Son espérance
est notée

I(f) = Ep(mO:t|y0:t)(f(x01t)) = /f($0:t)P($0:t|?Jo:t)d$0:t

Pour estimef (/) par I'approche classique de Monte Carlo, il suffit de généfer
trajectoirest),,i = 1, ..., N suivantlaloip(z.|yo.¢ ). Ces trajectoires permettent
alors de calculer une mesure empiriquep@de.;|yo.¢) :

N

R 1

PV (zo4|yos) = N Z 0z,
i=1

Il est alors possible d’estiméi f) :

N
_ 1 y
In(f) =~ D f(@)
=1
et par la loi forte des grands nombres

lim In(f) =I(f) ps.

N—oo

Cette méthode d’estimation est tout a fait satisfaisantpaiat de vue théo-
rique. Elle bénéficie d’'un théoreme de limite centrale. @ejpat un probléme se
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pose en pratique. Dans la plupart des cas, il est impossibigdérer des trajec-
toires suivanp(zo.|yo..) & chaque instant car la loi a posteriorp(zo.¢|yo.:) €st
connue a un coefficient de normalisation pres.

Le tirage suivant une fonction d’importance (IS) est la 8olualternative a ce
probléme. Puisqu’il n’est pas possible de générer direetehes trajectoires sui-
vant p(xo.|yo.), il suffit de les générer suivant une autre 1Qj,,(xo.:|yo.), 1a
fonction d’'importance. La seule contrainte pour le choixrgg, est :

p(xO:t|yO:t) > 0 = 7Tim]o(xO:t|yO:t) > 0

Sous cette condition, I'espérance flg’écrit :

I(f) = Ep(xoztwo:t)(f(xO:t))

= /f($0:t)p($0:t|f90:t)d$0:t
= [ o) 2 o
7szp 370t|3/0 t) Timp . ’ .

= /f p(Yo:t|To:)p(wo:t)

Timp \L0:t|Yo: dZC:
yOt 71-2777,p(x0t|y0t) p< Ot| Ot) o

Bl (w0(1)]
B, ()

avecw(xo,) = p(yO:t‘xO:t)p<xO:t>/7Timp<xO:t |Y0:¢)-

Pour estimei (f), il suffit de générerV trajectoiresi),, i = 1,..., N suivant
la loi d'importancer;,,,, (xo.:|yo.t), de les pondérer a I'aide depuis de normaliser
ces poids :

= XL f(@)w
)= % Ez]il w’

= XL f(@)w

avec pour les poids d’'importance :

~ ~d N
Timp (L0.¢|Yo:t) -
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L’estimatioan(f) de I(f), bien que biaisée, est, elle aussi, consistante par
la loi forte des grands nombres (Geweke[64]). Dans la #ittée statistique, cette
procédure est généralement dénommeée “Bayesian importangaing”.

La procédure SIS est simplement la généralisation séalierde la procédure
IS présentée ci-dessus. La mise en oeuvre est simple, tofaiLd’abord choisir le
nombre de particuled’ et la probabilité qui va jouer le réle de la fonction d’im-
portance m;m,(zo¢|yo.:). PUiS, il suffit d’appliquer I'algorithme suivant, d’apres
Doucet[58] :

- Initialisation au tempg = 0

Génération déV particulesz) ~ iy, (zolyo), i =1,--- | N

p(yolZ5)p(T4)

Pondération des particuleg, = L
Timp(Zo|Yo)

Normalisation des poids; =

- Pour les instants > 1

Evolution desV particulesi ~ 7, (Z¢| 4,1, Yout)
ou'%%):t = (iézt—lv 571@5)

p(yt‘j:ff)p(féff |5i’i—1)

71-imp (ji|f6:t71 ) yO:t)

Pondération des particuleg = w;_,

)
o W
N (4)
j=1Wt

Normalisation des poid&; =

A chaque instant, il est ainsi possible d’estimer la mesure de probabiltité
des états sachant les observatidmg,|yo.) :

N
N _ ~is
my’ =D by,
i=1
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Les filtres particulaires que nous présentons dans la sxitepté les filtres avec
interaction, sont des cas patrticuliers de cet algorithnnéigé. Le grand avantage
de cet algorithme est qu'il est parallélisable, donc un irtgpd gain de temps est
potentiellement envisageable. Les performances de aeriétrsont toutefois pas
tres bonnes. En effet, la convergence en fonction du nombpadiculesV est
assez lente et dépend de 'instariDes précisions seront données lors des descrip-
tions des filtres particulaires. De plus en pratique, il djeesouvent et le choix de

la fonction d'importance est fondamental pour sa perforcean

Remarque : Le probleme du choix de la fonction d’importance a été étaidiée
maniere a empécher la divergence de I'algorithme : Doug#f)[détaille le pro-

bleme. La divergence de l'algorithme est la conséquencedeudlation progres-
sive des poids de toutes les particules excepté d’'une seule€cupére tout le
poids de la mesure. Une premiere tentative pour empéchir deergence a
consisté a contréler la variance des poids. Mais Kong & &R]j[ ont montré

gue la variance des poids ne peut que croitre (stochastentgm@vec le temps.
La divergence de cet algorithme est donc inévitable. Toigepour retarder la
divergence on peut choisir la fonction d’importance quiimise la variance des
poids. Il faut alors prendre (cf. [59Bim, (24| Zh., 1, vot) = p(ze|Zi_, y:). Cette

fonction d’'importance n’est pas calculable analytiquetrean général mais on
peut toujours I'approximer par des méthodes de Monte CBHe .est notamment
utilisée dans ([43],[92]). L'étape de pondération de l@ithme devient alors :

w}/' = wi—lp(ytﬁ?i—l)-

A présent, avant de décrire plus en détail les filtres pddis usuels, intro-
duisons les notations souvent employées par les auteuesatEntaine.

2.3.2 Notations et objets utilisés en théorie du filtrage pdicu-
laire

Dans cette partie, sont seulement évoqués, les objets matig@es a la base
de cette approche. La présentation s’appuie sur le tragdfiadtoli et Del Moral
([6]), auquel on peut se référer pour de plus amples détails.

Soit une suite de variables aléatoir&s= {X,;;n € IN}, a valeurs dans un espace
mesurablé £, £).

Définition 2.3.1 (Noyau markovien) Une transition markovienne ou un noyau
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de Markov surE’ est une famille de probabilités
{Q(zx,.) mesure de probabilité sur; z € £}

indexée par les points d&, telle que pour toutl € &, I'applicationz — Q(z, A)
soit mesurable.

Transposons a la suité : pour toute valeuX,,_; = x, la probabilité de tran-
sition Q,,(z, .) caractérise les transitions possibles de I'éfat; vers un nouvel
étatx,, :

Qn(z,dy) = P(X, € dy|X,,_1 = )

oudy voisinage infinitésimal de € E.

La définition suivante est importante, car I'hypothese déangeance inter-
vient dans de nombreux résultats de convergence des filirésiaires.

Définition 2.3.2 (Noyau mélangeant)Le noyau positi€) défini surE est dit mé-
langeant, s'’il existe une constante< ¢ < 1 (constante de mélange) et une
mesure positive non nulletelles que

cA(A) < Q(z, A) < 1A(A)
C
pour toutr € F, ettoutA € £.

Définition 2.3.3 (Chaine de Markov) SoitQ) = EN = E x E x ---, alors la
suiteX = {X,,;n € IN} définie sur(2, £, P,) telle que

PM(XO € AQ,...,Xn € An):/ / M(dl‘o)@l(l‘o,dl‘l)"'Qn(ZL‘n_l,dZEn)
xoE€Ap Tn€An

est une chaine de Markov a valeurs daftisde loi initiale ;. et de transition
{Qn;n > 0}.

De plus, lorsque les transitions de probabilité ne dépehges den, la chaine
de MarkovX est homogéne.
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Formalisation du systeme dynamique

Soient(E, &) et (F, F) deux espaces mesurables. On suppose que le couple
signal-observationX,Y) = {(X:Y;);t € IN} est une chaine de Markov sur
E x F de loi initiale 1, et de transition de probabilitg/;; ¢t € IN*}, toutes deux
définies par

Mo(d(v”(?o’yo)) = go(zo,yo)vo(dzo)vo(dyo)
Mt((xt—laytfl)ad(l’t’yt)) = Ge(@e, y) Qe (r4—1, dwy) e (dyy)
avec
-v;, respectivement,, ¢t € IN une suite de mesures de probabilité Burespecti-
vementrt.
-g;, t € IN, une suite de fonctions mesurables positives/sur F
-Q;, t € IN*, est un noyau markovien Sir.

Plus précisément, le processus d’état du systeme dynamique { X;;t € IN}
est une chaine de Markov inhomogéne a{@¢, ¢t € IN*} comme noyau de tran-
sition. c’est-a-dire :

P(Xt S dl‘|Xt_1 = Tt—1,.- .,XQ = IL’Q) = P(Xt S dl‘|Xt_1 = ZEt_l)
= Qi(x-1,dz).

Sil'on note Xy, = (Xo, -+, X;) etvy, sa distribution de probabilité alors on a
P(Xos € daoy) = vou(dwos) = vo(dae) Q1 (2o, dzy) - - - Qp(@—1, day)

La distribution des observation$ conditionnellement a I'étaX, s’écrit alors

P(Y; € dy|X; = 1) = g:(x, y)7:(dy)

Dans la suite pour simplifier les expressions on considé@letion de vraisem-
blance marginale définie pour taute E :

‘I’t(x) = gt(an;t)-

Les observationgY;;t € IN*} étant indépendantes conditionnellement aux va-
riables d’état{ X,;;¢ € IN*}, la distribution deYy,, = (Y;,---,Y;) conditionnée
par X.;, sS’écrit comme le produit des vraisemblances marginales :

t

P(Y1.: € dyr4| X14) = H W, () vi(dy;)

i=1
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Le filtre optimal, i.e. la loi conditionnelle de I'étaf; sachant les observations
du passé’.;, est noté

Wt(d.r) = P(Xt € de/lt) te IN*

avecry(= 1) la distribution de I'état initialX,.

2.3.3 Distances utilisées pour évaluer les filtres

Diverses métriques sont considérées car le probleme dubiemnte I'erreur
des filtres varie de I'une a l'autre. Oudjane([104]) en doonedéveloppement
complet.

Les filtres particulaires fournissant une approximatiodadmesure associée au
filtre optimal, il est nécessaire de considérer les dissageles ensembles de me-
sures. Bien que certaines des distances évoquées soiemsiélir des domaines
plus vastes, I'étude est restreinteVd( F), 'ensemble des mesures positives sur
'ensembleF.

Définition 2.3.4 (Distance moyenne faible)

Dy(p, i) = sup El<p— ¢>]

pour toutes mesures, ' € M(E), éventuellement aléatoires. Ou la fonction
est mesurable suf, normée a 1 et le produit scalaire 11, ¢ >= [ ¢dp.

Définition 2.3.5 (Variation totale)

|l — ]| = 2sup |u(A) — i/ (A)|  pour toutes mesures, i’ € M(E)
A

ou A est un borélien dé.

Définition 2.3.6 (Taux de contraction sous la variation totée) Soit () un noy-
au markovien défini sufF. Le taux de contraction d€ pour la variation totale

et 1Qp — Ol
1= Qu

3Q) = sup 12—

o' EM ”M_NH

Cette quantité?((Q) s'appelle aussi coefficient de Dobrushin est vérifi€)) <
0, 1] (cf. Bartoli & Del Moral [6]).
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Proposition 2.3.1 (contraction de I'erreur) Pour toutes mesures de probabilité
w, 1 € M(E) et pour toute fonction positive et bornée suk alors

1Qu—Qu'|| < BQ)|lu— ]
U p =W < min{y, v }Hu — /||

avec o — ]| ot - — ]|
TS LTS

Ou Vv - i désigne le produit projectif entre la fonctidnet la mesure: définit par

W()p(ds) | W()p(da)
<, U > [U(z)u(d)

(¥ - ) (de) =

Démonstration : Une démonstration de la premiére inégalité est proposég dan
Oudjane([104]) p40. Une démonstration de la seconde inégadt obtenue par
Hurzeler([80]) p99-100.

Remarque : Sous les hypothéses de mélangeance de la définition 2.32, on
B(Q) <1 — c(cf. Del Moral & al.[30] ou Del Moral[28]).

2.3.4 Filtre de Monte Carlo pondéré

Le filtre de Monte Carlo pondéré est un cas particulier dgggethme SIS
avec pour fonction d'importance,,, = );. Ce choix est naturel, puisque les par-
ticules sont ainsi générées suivant la dynamique du systéeplus, la phase de
pondération de l'algorithme est simplifiée. Mais cette tamtd’importance a un
défaut : les particules sont générées sans prendre en clawpigservationg, ;.

La loi de I'état initial, supposée connue, est natge X, ~ m,. L'objectif est
encore d’estimer la mesure, le filtre optimalr, (dz) = P(X; € dz|y1, -+, y)-

L'étape initiale consiste a générar particules,(z}, - ,zl’) idi.d. ~ m.
Avec cesN particules, on peut calculer une estimationge

1

N
ﬂéV:Zwéé% aveng:N, 1=1,---,N
i=1
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A présent, il possible d’entamer la procédure récursive lthe file Monte Carlo
pondéré. On la décrit pour un instant 0 quelconque :

(i) Evolution de chacune des particules suivant le noyaukowaen : pour
chaquei on géneérer: ~ Q,(#!_,,.). On considere a présent la nouvelle particule
#., = (&b, ,,71), qui est la concaténation de tous les états successifsifiégfla
trajectoire.

(i) Correction des poids associés aux particules suivaurslvraisemblances

respectives :
i Uy () wi 4

t = N AW
> Ye(@wi
On obtient ainsi les approximations

N N

N _ is N _ is

To:t = § wioz, et m = E w0z
i=1 i=1

Le schéma suivant synthétise bien les deux étapes de ladomecécursive :

N N N
; évolution ; correction ;
= E W0z —— ﬂﬁr”t = g Wiz ——— Wﬁrl = E Wyy105i
t t4+1 t+1
i=1 @) i=1 i) i=1

L'évolution du filtre d’'un temps a l'autre est donc régie papErateur linéaire
R, = U,Q, défini surM(FE). Ainsim, = R;(m;_1) et en généralisant I'expression,
T = Ry mo.

Avant de préciser les propriétés du filtre de Monte Carlo po@édl reste une
derniere notion a introduire : le coefficient de transporteieeur. Ce coefficient
est souvent utilisé pour caractériser les majorants desliedes filtres de Monte
Carlo.

Le coefficient de transport de I'erreur

_ SUDgep ()
"= < Qemp—1, Uy >
ou le produit scalairec Q;m;_1, V; >= fE U, (2)(Q¢m—1)(dz). Par extension, le
produity, - - - 4, est notéy,.;.
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Ce coefficient caractérise I'apport de I'observation sun&sure prédictive. Glo-
balement;y; est grand lorsque I'observatignmodifie sensiblement la prédiction

Tt —1-
Propriétés du filtre de Monte Carlo pondéré

Une majoration de I'erreur selon la distance moyenne faibléestimation de
7o, la loi de toute la trajectoireXo, . .., Xy|y1, - . ., y;), €St obtenue en appliquant
la loi des grands nombres :

Théoréme 2.3.1

sup IEU < Tt — 7T(]]\:[t7¢ > ||1/1t} S 2 b1

ll#ll=1

=

Démonstration : Voir ([104] p79)

Il existe d’autres résultats, de convergence, intéresskamts la littérature, par
exemple : Del Moral([41]) pour la premiére preuve en nofigDel Moral([38])
ou Del Moral & Miclo([34]) pour les norme&?, . ..

L'avantage de cette approche est que la qualité de I'apmation n’est pas liée
a la dimension de I'espace d’état ni a la nature des non ié8€atu systeme. Il
suffit d’étre capable de générer et de faire évoluer descpéat. Le temps re-
quis pour cette tache peut étre plus ou moins important suli@alimension ou la
complexité du systeme. Mais il reste toujours tres raisblagour les ordinateurs
actuels.

Cependant, en pratique, cet algorithme fonctionne trés iplals ou moins rapi-
dement, toute la masse se regroupe sur une seule particod®gpant ainsi la
dégénérescence des pondérations. La conséquence dgedtme la divergence
du filtre. De plus, toutes les particules possédant des ppidsi nuls continuent
a évoluer et donc a gaspiller du temps de calcul.

Ce probleme s’explique bien d’un point de vue théorique ;demb du théoreme
2.3.1 peut croitre tres vite dans le temps pour un nombrde particules fixe.
L'approximation n’est donc pas uniforme en temps.

Pour contourner cette difficulté, plusieurs variantes drefdle Monte Carlo pon-
déré ont été introduites. La premiére consiste a limiteréanmire du filtre. Ainsi

les particules ayant un poids quasi nul en début de filtraggneplus condam-
nées a garder un poids insignifiant a tous les instants ssitxedne autre va-
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riante, moins brutale, consiste a oublier progressiverngepassé : plus une ob-
servation est ancienne, moins elle a d’influence sur lesspibéd particules. Ces
deux approches sont rapidement exposées dans les paivestss.

2.3.5 Filtre de Monte Carlo a mémoire limitée

L'idée est simple, on utilise uniqguement Igsobservations les plus récentes
pour estimer le filtre optimal. On s’intéresse alors ala®idy;, - - - , y;_r. C'est
une idée assez ancienne, elle est apparue avec les extedsitilire de Kalman
([83]) pour stabiliser le filtre lorsque le systeme est mairan
Le filtre limité auxT derniéres observations se note

rop(dr) = { PEe€dalVia] s ¢ <T
" | P[X; € dz|Y,_74] sinon

Le filtre de Monte Carlo & mémoire limitéeZaobservations se note", il est
construit a I'aide de I'algorithme suivant :

L'initialisation est identique a celle du filtre de Monte @aa mémoire com-
pléete :
Génération deV particules :

(Zg,--+, @) did. ~m

Calcul du filtre :

N
) ) 1
Wé\fT:Zwééfié avengzﬁ, i1=1,---,N

=1
(i) Evolution 7t ~ Qq (7t 4, .).
(ii) Correction :

o Ve (z}) i
A Uy (T wi_ _ : V(@ )
Wi = — (#) 1 sit< T, Wi = — d J*(Tii) sinon
oy} 1 t 3
Zizl \I]t(xt)wt—l Zi:l \pt_T(i«zf_T)wzszl

ainsi on obtient

N

N _ 15

T = § w0z
1=1
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Propriétés du filtre de Monte Carlo a mémoire limitée

P. Del Moral a montré, sous des conditions d’ergodicité asultat de conver-
gence uniforme en temps du filtre de Monte Carlo a mémoiradeniers le filtre
optimal. Le théoreme suivant précise ce résultat.

Théoréme 2.3.20n suppose le systeme homogéne avec un bruit additif sur les
observations : a chaque instantle noyau de transitior); = (@, la fonction
d’observationh; = h et les bruitsV; sur les observations sont identiguement dis-
tribués. Supposons de plus que les deux conditions sug/aotent vérifiees :

(1)  Le noyau de transitio) possede une unique mesure invarigmte
telle que pour toute fonctio mesurable bornée sutr (espace
des états), et toute mesure de probabilitgur P(E),

lim; oo | < Qv —p, ¢ >|=0et limy oo sup < p, ®; >=0
oud(z) =| < Q' — p,¢ > | pourtoutz € E.
(17) Lafonction d’'observation est telle que

supyso B[R (X;) — E[R(X)]]? < oo, i.e.Var(h(X;)) < oo

Alors il existe une fonction croissantée: IN — IN telle que

lim sup E| < ﬂfVT(N) — T > =0
N—oo tzo ’

Démonstration : La démonstration est I'objet de I'article (Del Moral [39]).

La limitation de la mémoire assure une plus grande stalilitdltre, mais en
dehors du cadre des hypotheses fortes du théoréme, lesnpanices demeurent
insuffisantes.

2.3.6 Filtre de Monte Carlo a oubli exponentiel

Comme pour le filtre a mémoire limitée, I'idée de réduire pesgivement
I'influence des anciennes observations date des extendiofiire de Kalman
([83]). Cette fois la mémoire du filtre n’est pas tronquédgdlament mais la part
des anciennes observations dans la vraisemblance esé&@agressivement.
L'implémentation est tout a fait similaire a celle du filtre Monte Carlo pondéré,
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excepté I'introduction du coefficient d’oulali € [0; 1] dans I'étape de correction :
(i) Evolution : T~ Qu(T_ ).

(i1) Correction :

ainsi on obtient
N
a,N i )
=3
=1

De cette maniére, plus le facteur d’oubliest proche de un, moins la mé-
moire est écrasée. Réciproquement, plest proche de zéro, plus la mémoire est
écrasée.

Propriétés du filtre de Monte Carlo a oubli exponentiel

Tout d’abord nous donnons un résultat genéral pogy e filtre a oubli ex-
ponentiel sans approximation particulaire. Il assuresstifortes conditions, la
convergence uniforme vers le filtre optimal lorsque- 1, c’est-a-dire lorsque la
mémoire augmente.

Théoréme 2.3.3Si pour tout entiet > 1 il existe

- Deux constante8 < m,; < M, telles que pour tout € £ :
my < W(Z) < M. Soity, = M, /my,

- Une constante de mélange> « > 0 et une mesure positive
telles que pour tout € E: g, < Qu(E,.) < 2. (i.e. le
noyau de transition du systéme dynamique est mélangeant)

- Une constant€’ > 0 telle quelE[log ;] < C

Alors pour tout facteur d’oubl) < o < 1,0na
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Démonstration : La démonstration du théoréme, basée sur des techniques hil-
bertiennes, repose fortement sur les hypothéses de métanigevraisemblance
bornée strictement positive (voir [104] p87-88).

Pour I'approximation particulaire, le corollaire suivam découle. Afin de ca-
ractériser la convergence en fonction du nombre de paggeulest défini comme
une fonction deV telle quelimy_,o a(N) = 1.

Corollaire 2.3.3.1 Sous les mémes hypothéses que celles du théoréme précédent
ona

1 4C

a(N),N

sup [E| <7 —m, 0> | < +8C| + —77
ll=1 = dad Viog N [log(3)€4 I+ Fm
aveca(N) =1 - o

Démonstration : Une démonstration est donnée dans [104] p88-90.

Comme pour le filtre a mémoire limitée le comportement n’astgatisfaisant
lorsque le systeme dynamique ne vérifie pas les hypothégbgdeme.
D’une maniére générale, les filtres de Monte Carlo pondané&gmoire limitée ou
oubli progressif sont victimes du défaut de la fonction giortancer;,,, = Q: :
les particules sont généréees a partir du systéme dynamaqeeenir compte des
observations. Il est donc peu probable qu’elles explozbhe intéressante de
I'espace. Les filtres particulaires avec interaction onmtadété introduits afin de

régler ce probléme.

2.4 Filtres avec interaction

La principale innovation des filtres avec interaction est kgtape d’évolution
des patrticules va se faire en tenant compte des observations
Des 1993, Gordon & al. ([68]) proposent de prendre en conga®bservations
lors de la phase d’évolution des particules, suivant lagutaoe SIR : “sampling
importance resampling”. Le filtre ainsi obtenu, nommé “Istratp filter”, surpasse
largement le FKE. Le “bootstrap filter” rencontrant les mérdéfaillances que
les filtres de Monte Carlo, Gordon propose une version rifi@esempiriquement
([67]). Dans le méme temps, Kitagawa([88]) proposa un “Mddarlo filter” basé
aussi sur la procédure SIR. Les résultats obtenus sur dixeraples furent tres
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encourageants et confirméerent notamment la supérioritéttie @pproche sur le
FKE.

Cependant, pour tous les filtres évoqués ci-dessus, lasipastne sont plus gé-
nérées de maniére indépendante. Il n’est plus possibléistutdirectement la loi
forte des grands nombres pour obtenir des propriétés théxwi

Mais parallelement a ces travaux, Del Moral ([44],[43]]4&oposa le filtre par-
ticulaire avec interaction, également basé sur le SIR, iithe en résultats théo-
riques : pour I'étude de sa convergence on peut se référel Maral([41]), Le-
Gland & Oudjane([95]), pour la démonstration du théorenrdre¢ limite a Del
Moral & Guionnet ([36]) ou Del Moral & al. ([32]) et enfin poutétude des
grandes déviations a Del Moral & Guionnet ([37]). Del Morabde plus, réalisé
des extensions de ces travaux au cas ou I'observation estrgas tcontinu. Mais
ceux-ci sortent du cadre de cette thése.

Pour une étude complete des méthodes particulaires, dasentexte plus large
gue le filtrage, on peut consulter Del Moral([28]) ou Del Ma&aMiclo([34]).

Avant de présenter le filtre particulaire avec interactibapparait intéressant
de développer la procédure SIS-R qui, de par son caractegrajgenglobe la
plupart des filtres par interaction de la littérature.

2.4.1 Procédure SIS-R ou “Sampling Importance Resampling”
pour le filtrage

La mise en oeuvre est semblable au filtre SIS, mis a part tajaune étape
de “bootstrap” avant I'évolution vers l'instant suivartfdut a nouveau choisir le
nombre de particuled’ et la loi de probabilité qui va jouer le role de la fonction
d’importance 7, (ot |yo.t). On applique ensuite I'algorithme suivant :

- Initialisation au tempg = 0
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Génération déV particulesz) ~ i, (zolyo), i =1, - -

p(yolZH)p(7h)

Pondération des particuleg, = )/
Timp(TH|Yo)

i
Wy

Normalisation des poidé;, = —x——
Zj:l Wo

- Pour les instants > 1

- Etape SIS :

Evolution desV particulest) ~ 7, (2| Zh.,_1, Yo) €t

"z.g]:t = (j%):tfh ji)

p(yt |fzzt)p(fzzs|ffe71)

Pondération des particuleg = w!_, U
Trimp('ri‘x%):t—h yO:t)

i
Wy

Normalisation des poids; = —x——

Zj:l wy

Estimation de la mesure de probabilité de (z¢.;|yo.¢)
N =i

mY =370 W0z

- Etape Ré-échantillonnage :

Génération déV trajectoiresii, ~ m¥

Cet algorithme réduit les problémes de dégénérescencenteés par l'al-
gorithme SIS, mais en contrepatrtie, il souleve plusieuobl@mes. Du point de
vue pratique, les calculs ne sont plus parallélisablesefpaint de vue théo-
rique, les particules générées ne sont plus indépendaptes Bétape de ré-
échantillonnage. Cependant Berzuini & al. ([13]) ont &tablthéoréme centrale

limite pour la procédure SIS-R lorsque I'étape de ré-écthamhage est effectuée
a chaqgue instant.
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Remarques : Il existe de nhombreuses variantes (Pitt & Shephard [109ka@r
& al.[24]). Parfois, certaines n’effectuent pas systématiment I'étape de ré-
échantillonnage car celle-ci cause une perte de divesitpaoraire au sein des
particules.

Plusieurs travaux concernent le nombyede particules a utiliser, par exemple
Doucet([58]), Liu et Chen([97]). En effet, I'étape de réhéatillonnage permet
de changer le nombre de particules d’'une étape a l'autreritémecindicateur du
niveau de dégénérescence, introduit par Kong & al.([92]Jwe{[96]), permet de
le déterminer.

Le caractére sélectif de certaines étapes de l'algoritht8eRS rappelle le
principe des algorithmes de minimisation tels que les #lymes génétiques ou
de recuit simulé. L'étude d’objets mathématiques plus g@né comme les pro-
cessus d’évolution, permet de caractériser ce lien. Qaeslguécisions, sur ce
sujet, sont données dans la partie suivante.

2.4.2 Arbres généalogiques et processus d’evolution

Tout au long de ce mémoire, nous concentrons notre etudeestimation
de I'état du systéme a l'instant courant. Cependant, comous Hévoquerons
par la suite, il est possible de s’intéresser a tous les éeaténstant initial jus-
gu’a l'instant présent, et ainsi considérer des trajeetoiDans ce cadre, les par-
ticules deviennent des processus dont I'évolution esernggi un principe de mu-
tation/sélection. Le probleme peut alors étre formaligéupaarbre généalogique
représentant I'évolution ancestrale des particuleseGetmalisation est exposée
en détail par Del Moral([28, 29]). Son principal intérét dst donner un cadre
théorique unifié & de nombreuses techniques d’estimatarvesnt empiriques,
issues de domaines variés : physique biologie, mathéneatiqu_a grande va-
riété des champs d’application provient du fait qu’'unedaggmme de problemes
peut s'interpréter en terme de modéle d’évolution.

Sur le plan statistique, le mécanisme au coeur du processusiution : muta-
tion/sélection, s’assimile a une technique de simulat®ty@e acceptation/rejet,
voir Del Moral & Doucet[31]) pour une étude récente de ceeasp

Pour plus de détails, sur tous les domaines d’applicateobjbliographie et les
résultats asymptotiques de cette généralisation des @ms@articulaires aux
processus d’évolution, on peut consulter Del Moral([28]).
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Aprés cet apercu du caractére général des approches farésunous re-
tournons vers le probléme particulier du filtrage non linéalous poursuivons la
présentation des filtres usuels, par le filtre particulareeanteraction qui fut I'un
des premiers filtres avec ré-échantillonnage a avoir éigos

2.4.3 Filtre Particulaire avec interaction

Le filtre particulaire avec interaction introduit par Del kat([44]) est aussi
un cas particulier de l'algorithme SIS-R avec, comme farcti’'importance,
Timp = Q¢ C'est la méme fonction d’'importance que les filtres de Mddbéglo
classiques, mais sa spécificité est de faire interagir lggpkes entre elles lors
de I'étape d’évolution.

Cette famille de filtres est actuellement une des plus padates en matiere d’es-
timation de la mesure associée au filtre optimal. Comme riausHs expliqué
précédemment pour le cas général du filtre SIS-R, I'évatuties particules au
temps suivant est soumise a un critere de sélection : lesyled les plus vrai-
semblables au regard des observations ont une forte ptivdakgvoluer et, bien
sar, les moins vraisemblables risquent de disparaitre.dwiter que le nombre
de particules diminue, une particule peut ici avoir plussedescendants. C’est en
général le cas pour les plus vraisemblables. Ainsi au cautsrdps, les particules
se positionnent naturellement dans la partie intéressintespace.

Le phénomene de sélection décrit ci-dessus se ramene @upratune phase
d’échantillonnage avant la phase d’évolution :

Linitialisation est identique a celle du filtre de Monte @aa mémoire com-
plete :
Génération deV particules

Calcul du filtre

1

N
ﬂéV:Zwéé% aveng:N, 1=1,---,N
i=1
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() Echantillonnage : on généfe; ,,--- V) ~ 7).
(i) Evolution des partlcules;z:t‘t L~ Qu(E_y,)

(i) Pondération des particules :

Wy (T t\t 1)
Zizl \Ilt( t\t—l)

on obtient ainsi I'approximation du filtre optimal

N
N i
T = E Wi
t t x;‘t_l
i=1

Comme pour les filtres précédents, la représentation soosefde schéma
synthétise bien le principe de la procédure récursive :

i
Wy =

N N

N ; bootstrap evolutlon
T = g Wy O —
t\t 1 N t+1\t
t

i=1

N

1 Z(S ponderatlon Z

_ i = W

N Tiv)e Wi ( t+1 t+1 $t+1\t
i=1

Le premier résultat de convergence de cet algorithme a éenolpar Del
Moral ([41]). Nous donnons dans le théoréme suivant les gnes majorations
obtenues dans la littérature

Théoreme 2.4.1Si pour toutt > 1, sup,.p Vi(x) = M, < oo alors

t

1
sup E[| < m — 7T1:,N7 ¢ > ||Y14] < —= 2t+1_kﬁt:k+17t:k
= VN ,;

et si de plus, pour tout entigr> 1,0 < m; = inf,cp < Qy(x,.), ¥, > alors les
deux inégalités suivantes sont satisfaites :

”51H1p E[| <m—7, 0> ||V < —= Zﬁtkﬂ%k
#ll=1

1
IIstHlp IE[|<7Tt—7TfV,¢>|p|Y1tP§ Z%k
#l|l=1



2.4 Filtres avec interaction 51

ou v, = My/mi, ek = Hleﬂz, Ber = Hfzkﬁz, Br = [(Qr) est le taux

de contraction du noya); sous la variation totale (voir Def 2.3.6) &, =
2[%851“(1’—;&)]1/1’. En rajoutant I'nypothése : pour tout entiér > 1, il existe
une constante de dominatiopet une mesure de probabilitg € P(E) telle que

Qr(z,.) < cxvy, On al'inégalité suivante :

2
sup B[] < 1 — 7, ¢ > [[Vi] < 2

B Fo4+1Ye:k Vk—1Ck
léll=1 VN \/_ Z

Des résultats avec des bornes plus fines et de convergerioemmidans le
temps sont présentés dans Del Moral([28]), Del Moral & M{34d]). lls ne sont
pas retranscrits ici, car cela nécessiterait I'introdurct’un certain nombre de no-
tions, qui ne sont pas nécessaires aux développementsdokibmues de cette
these. Cependant, afin de donner une intuition de I'améitrae la vitesse sous
I'hypothese de mélangeance, on peut remarquer que tousdffiientss; veri-
firaient alors une condition du typg < 1 — e avece €]0, 1[. Ainsi, la tendance
“explosive” des coefficients;., serait compensée par I8s;..

Ce filtre se comporte mieux que les variantes du filtre de MGatéo pondéré,
mais il connait les mémes difficultés. Dans les situation$edruit sur les obser-
vations est faible ou absent et ou le bruit sur le modele t&sigfaible, il diverge
aussi. Cette divergence du filtre est encore due a la dégé&ediee des particules.
Le ré-échantillonnage systématique a chaque instant sepalfois favoriser la
dégeénérescence. Pour améliorer le comportement du fiédraics auteurs (voir
par exemple Kong & al. [92]) ont proposé des méthodes aveanditionnage pé-
riodique. Cependant, malgré leurs résultats théoriquesjree de ces méthodes
ne semble s'imposer, le comportement du filtre demeurardifaip.

Selon certains auteurs dont Oudjane([104]), le caractis@al du filtre est un

facteur déterminant dans ce phénomeéne de divergence.r&aapproches esti-
mant la densité du filtre optimal, et non sa mesure, ont dahpr@Eposées : une
étape de régularisation est ajoutée dans I'algorithmee@é&gularisation consiste
a construire une estimation de la densité a partir de I'appration discréte de

la mesure. Le caractére diffus de la densité assure une @uosl diversité de
particules et ainsi réduit les risques de divergence. Lala@égation peut se faire
de plusieurs maniéres différentes ; deux sont détaillées ldgpartie suivante.
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2.5 Filtres particulaires régularisés

L'intérét pratique de la régularisation évoqué ci-dessud pe caracteériser du
point de vue théorique. Lorsque le modéle dynamique est os#d,[’est a dire
lorsque le rapport signal sur bruit est soit tres grand,tegst petit, les filtres par-
ticulaires sont en difficulté (cf. Del Moral & Miclo[34]). Rm contourner ce pro-
bleme, il est possible de travailler sur le méme modeéle enifrantisimplement
I'amplitude des bruits. Bien que I'on commette une erreunetravaillant pas sur
le bon systeme, si le systeme est suffisamment stable (cMbwll & Miclo[34]),
on obtient encore des estimations convergentes. Une teltification, de I'am-
plitude des bruits, revient a régulariser les mesures égugis produites par les
filtres particulaires usuels.

Larégularisation des mesures empiriques peut étre effectliaide de noyaux de
convolution. Ce type d’approche a des fins de filtrage esséfilar Warnes([129]),
Hurzeler & Kinsch ([81]), Musso & al.([102]), LeGland & Owdje ([95]) ou
encore Oudjane([104]). L'apport d’Oudjane en la matieen&tonséquent, une
large part de cette section est inspirée de ses travaux.

La premiere partie du troisieme chapitre étant consacré&s@nhation fonction-
nelle par noyaux de convolution, on pourra s’y reporter panae pour obtenir
des précisions sur les objets considérés dans la sectiangel Détaillons seule-
ment les notations introduites.

SoientX le noyau de convolutions : IR — R : a = (zy,- -+, x4) — K(z),
h le facteur de dispersion ou la “fenétre” du noyaus= (g, - - - ,aq) € INY, et
D, f = 0f J0x; lai®mdérivée partielle d’une fonctiofi deIR“ :

Ku(z) = 1/hK(z/h)

|Oé| f— a1+...+ad
a! = ap! - ay!
o — xflxl_,_xgd
Daf _ Dfﬂ_,_ngf

W21 est 'espace de Sobolev des fonctions mesurableR&utont les déri-
vées jusqu’a I'ordre 2 sont daiig, et enfinr,"" est le filtre particulaire régularisé
avec le noyaus,.

Le filtre particulaire avec interaction est au coeur de cgdigroche. Pour ga-
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rantir une plus grande diversité des particules, Oudjand{) propose de rempla-
cer I'étape “bootstrap” par une étape de simulation a pditine densité. Cette
densité est la régularisation par convolution de 'appr@tion de la mesure du
filtre optimal. Il est possible de régulariser I'approximatde la mesure du filtre
optimal a deux étapes de I'algorithme : avant ou aprés l&thpcorrection. Nous
décrivons dans ce qui suit la mise en place de ces deux ags.och

2.5.1 Filtre particulaire pré-régularisé

Le filtre particulaire pré-régularisé repose sur une réggdtion de la mesure
empirique avant la correction des pondérations des p&eticLe passage déi?
any " se résume en quatre étapes synthétisées par le schémd suivan

N

N
N,h Echantillonnage 1 S Prédiction N h 1 S
- s i - = — ~i
M1 N Z Ti_y Q: 7TW—1 N Z Ty, q
i=1 i=1

N,h Régularisation N p

N,h  Correction N,h N,h
Ty ————V T =Y v
|t—1 Kr tlt—1

= —_——
Ky # 1y~ v, He—1

L'avantage de cette approche est que la fonction de vraised s’applique a
tout le support d@jﬁ’fl. En contrepartie la phase d’échantillonnage est trés éourd
a mettre en oeuvre. Il faut avoir recours a des procéduregeacceptation-rejet,

ce qui augmente considérablement le temps de calcul.

Les résultats suivants donnent un apercu des propriétésdbés du filtre
pré-régularisé. lls sont tirés de Oudjane([104]) ou Le@l&rOudjane([95]).
Les deux théorémes suivants assurent la convergence faible

Théoréme 2.5.1Si pour toutk = 1,--- ,t:

- La vraisemblance moyenne définie commeé),(z, .), ¥, > est bornée in-
férieurement, et la vraisemblance est bornée supérieurenieexistem,, > 0 et
My, < oo tels quemy, = inf,ep < Qi(z,.), Uy > €t My, = sup,cp Vi(x). Soit
Yk = Mk/mk et’}/n:m = TYnVn+1" " Vm

- Pour toutz € F, Qk(z,.) est absolument continue par rapport & la mesure
de Lebesgue, avec comme densgijté:,.) € W21, vérifiant|q(z,.)|s1 < Dy
avecD;, constante positive g, (z, .)]a1 = ([ 22 |4=a [D gk (2, w)[?du)'/?.
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Alors

t

1

h 2

sup ]EH < Ty — 7TtN’ 7¢ > Hyl:t] S 2[h a2Dmam + —] ﬁkJrl:thk::t
lél=1 VN ;

avecD,,q; = maxy—i.. ({ Di} €tas = 2max|q|—o fle || K (z)dx

Le théoréme suivant donne un résultat plus fort sous unethgpe de domi-
nation du noyau de transitiapy,

Théoréme 2.5.2Si pour toutk = 1,--- ,¢:

- La vraisemblance moyenne est bornée inférieurement, wlliaemblance
est bornée supérieurement : il existe > 0 et M, < oo tels quemy, = infcx <

Qr(z,.), ¥y, >etMy = sup,.p Vi(z). Soity, = My /my, €1nm = Yo Ynt1 - Ym

- Le noyau de transitio(z, .) est dominé : il existe une constamjeet une
mesure de probabilité, telles queR),(z,.) < cxv.

- Le filtre optimal prédictifr, ., est absolument continu par rapport a la me-
sure de Lebesgue, avec comme den&ité, € W21, vérifiant| fy_1|21 < Dx
avecD, variable aléatoire positive mesurable par rapport &da algebre engen-
drée parYi.,_i.

Alors
g bl
N,h 2 _
sup E[| <m — 7w " ¢ > ||Yi4] < 2[h a2 Dpas + —=] E Blot1: Vie:t Ye—1Che
lol=1 VN —

Le théoréme suivant montre un résultat de convergence etivartotale pour
le filtre pré-régularisé. Les hypotheses font interveninddion de classe d'un
noyau, la définition précise de cette notion est donnée @apemiere partie du
chapitre 3. A titre indicatif, les noyaux de convolution cants, tels que le noyau
gaussien ou d’Epanechnikof sont de classe 2.

Théoréme 2.5.3Soit K un noyau de régularisation de classe 2. Si pour tout
k=1,---,1:
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- Le filtre optimal prédictifr, ., est absolument continu par rapport a la me-
sure de Lebesgue, avec comme dengité, € W21, vérifiant| fy ;1|21 < Di
avecD, variable aléatoire positive mesurable par rapport &laalgébre engen-
drée parYy.,_: .

- Pour toutz € E, I, = sup,cp [ga [u™|Qr(z, u)du < co
Alors

-SiK € L? et [pa [¢TK?(x)de < oo

t

{7 — m,"[[Yi4) < [h*a2Dpmaa +2d/2Ad( th . Zﬁk kst

-SiK € LP et [pa oK (x)dr < 0o

t

1+1 HKHW
_ p 1/p 2 ( mam
(IE [||7Tt 7Tt H Y1 ]) SQ[h a2 Doz + Cpa \/N1/4hdp /) § Ble:t Viort

avecl,,,, = maxj<x<; Iy, Aq constante uniquement dépendanteNdetC, ; =

1/(2p)
aars (22r(e) @,

Le terme enl /v N1/4pd»-1)/(2p) dans la borne supérieure ci-dessus, résulte
de I'utilisation des résultats de Holmstrom & Klemela [78].

2.5.2 Filtre particulaire post-régularisé

Le filtre particulaire post-régularisé repose sur une @ggdtion de la mesure
empirique apres la correction des pondérations des plasidLe passage dé\i?
any " se résume en quatre étapes synthétisées par le schémd suivan

N N
N,h Echantillonnage 1 Prédiction N h 1
vy R, N gy, SN N — 2>
t—1 Q tlt— N tlt—1
i:1

i i=1

N,h  Correction ~N h N,h Régularisation ~N h
T _— =V, -7 —_— =Ky *xT7
tlt—1 Thjt—1
v, K

L'inconvénient de cette approche est que la fonction deserablance ne
s’appliqgue uniqguement qu'au¥ particules. En contrepartie la phase d’échan-
tillonnage est plus rapide. En effet, I'estimation s’ohti@ partir d’'un mélange
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de noyaux. Elle est donc facilement simulable, lors de Bétilonnage au pas
suivant.

Comme pour le filtre pré-régularisé, les résultats théasgsuivants sur le
filtre post-réegularisé sont tirés de Oudjane([104]) ou laet@ & Oudjane([95]).
Des résultats analogues, au cas précédent, ont été obtesudeux théoremes
suivants sont donc relatifs a la convergence faible :

Théoréme 2.5.4Si pour toutk = 1,--- ,t:

- La vraisemblance moyenne est bornée inférieurement, wialaemblance
est bornée supérieurement : il existe > 0 et M, < oo tels quemy, = infcx <

Qk('ra ')7 \I[k > eth = SupmGE \I]k(x) SOIt’yk = Mk/mk et’yn:m = TYnVYn+1" " Vm

- Pour toutr € F, Q(z,.) est absolument continue par rapport a la mesure de
Lebesgue, avec comme dengjtér,.) € W21, vérifiant||qx(z, .)||2.1 < Dy avec
D,, constante positive.

- My = max{[| W[, 230, (1D, 3o, [1D:D; Wk} < oo, soity' =
M} /my, ety = M /my,.

Alors

t

2

h 2 /
sup E[| < m — Wiv’ 0 > ||Y14] < 2[h*a2 D + —=] Bret1:tViem
lgll=1 VN ;

avecDy g, = maxg—1.... { Di} €tay = 2max|q—s [a 2% K (z)d

Théoréme 2.5.5Si pour toutk = 1,--- ,t:

- La vraisemblance moyenne est bornée inférieurement, wialaemblance
est bornée supérieurement il existe > 0 et M, < oo tels quem,, = inf,cp <

Qi(z,.), ¥y >etMy, = sup,cp Vi(x). SOity, = My /my €nm = YnVYnt1* Ym

- Le noyau de transitio(z, .) est dominé : il existe une constamjeet une
mesure de probabilitg, telles queRx(z,.) < cpvg.



2.5 Filtres particulaires régularisés 57

- m, est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesaues,
comme densitd, € W21, vérifiant|| fi||o; < Ds, avecD, variable aléatoire
positive mesurable par rapport a ta—algebre engendrée paf;.,_;.

Alors

t+1

sup B[l < m — 1", ¢ > [|V14] < 2[h%as Doz + —== Zﬁk-ﬁ-l Vkin Vh—1Ck

loll=1 VN

Comme pour le filtre pré-régularisé, le cas de la convergenceariation to-
tale a aussi été étudié :

Théoréme 2.5.6Soit K un noyau de régularisation d’ordre 2. Si pour tdut=
1’ R A

- La vraisemblance moyenne est bornée inférieurement, wliaemblance
est bornée supérieurement : il existe > 0 et M}, < oo tels quem,, = inf,cp <
Qi(z,.), ¥y, >etMy = sup,.p Vi(x). Soity, = Mi/mi, €1nm = YnYnt1 - Ym

- m, est absolument continue par rapport a la mesure de Lebesaues,

comme densitd;, € W>!, vérifiant || fx|..1 < D, avecD,, variable aléatoire
positive mesurable par rapport a la—algébre engendrée paf;.;_;.

- Pour toutz € E, I}, = sup,cp [ga [u™|Qr(z, w)du < oo
Alors
-SiK € L? et [pa [¢TK?(x)de < oo

1+ Lnaa) || K152, &
[||7Tt 71-t |||Y1 t] S [h2a2Dmax+2(d+1)/27maxAd( h”d ”2 Zﬁkt,}/kt

SiK e LP et [pq ¢ K (2)dr < oo

/2t
3 y 2 : (1 + Inaa)| !KH
(IE[||7Tt 7TtNa h||p|Yit]) P S 2[h af2Dmax+27max \/N1/4h,d(p D/ Zﬁk t’th

avecl,q, = maxi<p<t Ik, Ymax = Maxi<p<: Yk, Aq CONStante uniquement dépen-
p 1/(2p)
dante deN etC) , = 2<d/2+1>\/§<%1“(’i1)> Ay

2
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Remarque : Oudjane([104]) et LeGLand & Oudjane([95]) ont aussi étudié
cas ou le noyau d’évolution du filtre optimal est mélangelsitobtiennent des
résultats de convergence uniforme.

2.6 Conclusion du deuxieme chapitre

Dans ce chapitre, les differentes approches utiliséeslpsyroblemes de fil-
trage ont été présentées. Hors du contexte des systemeanidyea linéaires ou
le filtre de Kalman est la solution du probléme, il n’est pasgilole de calculer
exactement le filtre optimal. Le recours aux approximatiestsdonc inévitable
pour le probleme général du filtrage non linéaire. La preenégaproximation in-
troduite est le filtre de Kalman étendu qui peut fonctionrerectement ou tout
aussi bien diverger. Comme il ne s’appuie sur aucun rédiéatrique, il N’y a
aucune garantie de comportement. Les nombreuses varthntiéises de Kalman
étendu (cf. Chen [21]), visant & stabiliser son comporténpméont pas été présen-
tées ici, car elles aussi ne possedent pas de support thé@tioqne sont d’aucun
intérét pour notre approche.

Parmi les autres approximations du filtre optimal, les 8ltde Monte Carlo ou
filtres particulaires tiennent une place importante. Cethates ont été présentées
de maniére détaillée pour plusieurs raisons. D’'une pdets ebnjuguent proprié-
tés théoriques et bonnes performances en pratique etralfaart, notre approche
est batie suivant le méme principe d’approximation par ftman.

Cependant, ces filtres particulaires ont quelques faibged2our les filtres clas-
siques, tels que le filtre de Monte Carlo pondéré ou tous leediissus de la
procédure SIS, pour un nombre de particules constant daemies, il est qua-
siment inévitable d’observer la divergence du filtre en tethopg. Les filtres de
deuxiéme génération issus de la procédure SIS-R, tels diileréeparticulaire
avec interaction, réduisent ce probleme de divergence nele corrigent pas
complétement, surtout pour les systémes faiblement lstdiggphénoméne de di-
vergence étant attribué au caractéere discret des appriiaimedournies par les
filtres, la derniere amélioration des filtres consiste adoregulariser la mesure
empirique obtenue. La dégénérescence des particulessséuitée, puisque les
étapes d’échantillonnage s’effectuent sur des densités.

Les filtres particulaires régularisés constituent donéilkess particulaires les plus
performants. Malgré tout, comme leurs prédécesseursnlissemsibles a la fai-
blesse du bruit. Pour le cas extréme, ou I'observation pastbruitée aucun des
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filtres particulaires ne peut étre rigoureusement calculé.

Notre approche, présentée dans le chapitre suivant, esbllengement naturel
de cette idée de régularisation. Plutét que de passer paneggres discrétes,
nous proposons de travailler directement sur des denkggsproblémes liés au
caractére discret des mesures sont ainsi haturellemet#sdai de plus, il est pos-
sible de filtrer, en toute rigueur, des systémes dynamiqaeslds observations
ne sont pas bruitées. Mais I'avantage essentiel de notreampest d’affaiblir les
hypothéses de mise en oeuvre. En effet, pour tous les filagplaires, il est
nécessaire de connaitre la forme analytique de la vraisgrobldes observations

alors que, pour nos approches, il est seulement nécessgi@udoir générer des
observations selon une loi donnée.
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Deuxieme partie

Utilisation des noyaux de
convolution en filtrage particulaire






Chapitre 3

Estimation de la densité du filtre
optimal pour un systeme dynamique
non linéaire

L'objectif du filtrage est d’estimer la densité conditiofieale I'état sachant
les observations, c’est a dire la densitéwgd;, - - - , ;. Les nouveaux filtres que
nous proposons s’appuient sur des estimateurs a noyauffeErselon la théorie
de I'estimation fonctionnelle, en convoluant des noyaugsrdesures empiriques,
il est possible d’estimer de maniére convergente des @srobt probabilité.

Dans un premier temps, les objets fondamentaux de I'estm#bnctionnelle
sont donc introduits, leurs propriétés théoriques utilassapproches sont don-
nées dans I'annexe A.1.

Puis, dans le reste du chapitre, sont présentés les dif§éiltres que nous avons
construits a partir de noyaux de convolution. Le premiele§ttre par noyau a
mémoire compléte. Il est 'analogue du filtre de Monte Cadagére. Le second
est une variante a mémoire limitée, 'analogue du filtre detddarlo a mémoire
limitée. Ensuite, le filtre avec sélection est introduit jpsaticularité est d'effec-
tuer un tri sur les particules simulées. La présentationodditires se termine sur
le filtre par noyau avec ré-échantillonnage. Il correspandfitres issus de SIS-R
et plus particulierement aux filtres régularisés.

Avant d’entamer la présentation des filtres a convolutibasi important de
préciser un dernier point. Nous avons pris le parti d’estilm@ensité condition-
nelle de I'état a I'instant, p(z;|y:, - - - , 1), Mais toutes les approches présentées
s’adaptent immédiatement a I'estimation de la densité itonaelle de toute la
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trajectoire des étatg(z;, - - -, x1|ys, - -+, y1). Sur le plan théorique, cela n’a qua-
siment aucune conséquence, la seule différence majeuseardst plan pratique.
En effet, il est alors nécessaire de conserver en mémoins (@adinateur), tous
les “ancétres” de I'état de chacune des particules, ce quigevenir probléma-
tigue en temps long.

De plus, en suivant le méme principe d’estimation fonctella il serait possible
d'estimerp(x.|ys, - -+, v1), la densité prédictive de I'état/gpas en avant.

3.1 Notations relatives a I'estimation non paramé-
trigue par noyaux de convolution

Les noyaux de convolution forment une famille d’applica@daptée a I'es-
timation de fonctions. lls sont souvent not€sde I'anglais Kernel.

Définition : Un noyauk est une application d&? — IR, bornée, positive,
symétrique, intégrable par rapport a la mesure de Lebesglietgrale 1.

La contrainte de positivité imposée ici au noyau n’est pdgatoire. Il est
possible d'utiliser des noyaux négatifs sur une partie de $epport. Les esti-
mateurs a noyaux de convolution étant utilisés dans cetetbomme des outils
au service du filtrage, il n’est pas nécessaire de se plaosridaontexte le plus
général. Une grande variété de résultats est ainsi plunargé@accessible.

Définition : Un noyau de Parzen-Rosenblatt est un noyau vérifiant

| lﬁm |2||?K (z) = 0

Définition : L'estimateurf, associé a de la densitéf des variables aléa-

toires Xy, - - - , X,, indépendantes identiguement distribuées, est

ule) = =2 SK(

ou h, estun réel lié &, souvent appelé largeur de la fenétreygt= % Sor . 0x,
est la mesure empirique associée aux- - - , X,,. En d’autres termes,, est la

X,
xh ) = (Kp, * pin)(x) r e R?

densité empirique obtenue en régularisant la mesure equpidesX, - - -, X,
par convolution avegidK(E). Par commodité, la notation suivante est introduite
1 Y d
K = —K(— e R".
() = KGS)
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Les résultats de convergencesfjevers f, sous différents modes, sont obte-
nus en rajoutant différentes hypothéses sur le noyau. Neuappelons ici que
les résultats utiles a notre approche du filtrage.

Avant d’énoncer des résultats précisant la vitesse de ogenee, il est nécessaire
d’introduire comme dans ([51],[78]) quelques notations@tions particulieres.
Pour clarifier la lecture rappelons qdest la dimension de.

Soienta = (ay, -+ ,aq) € N, 2 = (21,--- ,24) € RYetD;f = 0f/0x; la
i®me dérivée partielle d’une fonctiofi deIR?, rappelons les notations :

‘Oz| = o1+t g
ol = !y
(0% _ aq Qg
:L' — :L'l -.-l‘d

Daf — D?l---ngf

Enfin, 'espace de Sobolev des fonctions dont les dérivéeeelbas au sens des
distributionsD“ f, avec|a| < s, sont intégrables, est not&*:!.

Définition 3.1.1 (Noyau de classe) Soits > 1. Un noyau de classe est une
fonction Borel-mesurabl& telle que
() K estsymétrique, i.eK(—z) = K(z), z € R?
i) JK=1
(i) [2*K(z)dz=0sil1<|a|<s—1
(iv) [2*|K(z)|dz < ocosila|=s
K peut étre négatif, ce n’est donc pas forcément une densité.

3.2 Filtre par noyau a mémoire complete

Le type de formalisation du systéme dynamique discret n&ayvardle im-
portant pour notre approche, elle est tres souple, il daivpiw s’écrire sous la
forme :

) T Qe(T4-1, ")
o { Y ~ Gy, ) (1)

Plus précisément, il n’est pas nécessaire de connaitrerteefanalytique de
Q: etG;. Il suffit d’étre capable de simuler des couples v;).
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Par exemple, il est possible de considérer un systeme denfee folassique
Suivante :

) Ty = Je(w_1,60)
o { Yo = he(xe, 1) (3:2)

Les objets suivants du systéme (3.2) sont toujours supgosgsIs, a chaque
instantt :

o la distribution de probabilité de I'état initial,.
fi la fonction d’évolution du modéle d’état.
hy la fonction d’observation.

e, ~ L., laloide probabilité, simulable, dg.
n ~ L, laloide probabilité, simulable, dg.

Remarque : Ces hypothéses sont semblables a celles requises parrkes filt
de Monte Carlo, a I'exception de la derniere qui est pludéaibn effet, la mise
en place des algorithmes de Monte Carlo suppose que I'oratssgtoujours la
forme analytique de la densite df, .

Conservons les notations utilisées dans la partie relatnefiltres particu-
laires :m, désigne la mesure de probabilité ggy, ., c’est a dire le filtre opti-
mal. Pour notre approche, supposons que cette mesure adendensité notée
p(z¢|y1.). Or par définition, la densité conditionnelle est le qudtiknla densité
conjointe dex;, y;.; par la densité marginale dg; :

Pxy (T, Y1:¢)
P(we|y1:e) v (1) .

Notre approche consiste donc a estimer les densitét py- par la méthode
des noyaux de convolution. Les estimateurs construitsté garces méthodes né-
cessitent beaucoup d’observations pour étre de bonndéuat général, dans les
situations de filtrage, les couplés,, ;) ne sont pas accessibles puisqua’est
pas observé. Mais on a suffisamment d’information sur leesyst(3.2) pour en
générer autant qu’on le désire. La formalisation du proklésion le point de vue
de I'estimation fonctionnelle permet d’éclairer ce point :

—Notonsz; = (x4, y14)
—Pour toutt, il existe une mesurg;, telle quez; ~ u;
—Pour toutt, il existe une mesure;, telle quey;.; ~ v;
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Pour calculep, une estimation par noyau de convolution de la densité,
il faut générem représentants de.. On procéde de la maniére suivante :

- Génération de états initiauxz) (i = 1,--- ,n), suivant la loir.
- Evolution desn états initiauxz}, suivantS (3.2),¢ fois successivement et géné-
rations “d’observations” correspondanigs = ¢¢, . . ., 7, selon le modelé.

On obtient ainsh, z! = (zi, ¢¢.,) qui sont des représentants,de Grace a ces
derniers, on construit une estimation empirique:gde

1 n

Pour obtenir I'estimation de la densité il suffit de convoluer cette mesure
empirique avec un noyalf :

Py (2) = Kn, * 1/ (2¢) = ZKhn

L'estimation dep,- s’effectue de la méme maniére avec les mémes observations
simulées. Ainsi I'estimation empirique degest définie par

1 n
=1
et celle de la densitg, par

Py (We) = K, % 17" (Y1) ZKhn Y1t = Pra)-

Finalement, on obtient une estimation e |y;.;) en effectuant le quotient
des deux estimations précédentes :

Py (Zt)
Py (Y1:e)

> iy K, (2 — 2))
Z?=1 Kh, (yl:t - Cgi:t)

Les noyaux convolutiork,,, intervenant au dénominateur et au numeérateur
bien que notés de la méme fagon sont différents=((z,, y1.) € R ety,, €

pn($t|y1:t) =
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IR'). On ne les a pas différenciés jusqu’a présent car ils jdeenéme réle. Mais

pour I'étude de certaines propriétés théoriques il estss&ire de les différencier.
NotonsK'! le noyau mis sur les, et K2 le noyau mis sur leg;.;, ce qui donne

pour I'estimation de la densité conditionnelle:desachanty, ; :

pn<x ‘yl ) . Z?:l K%" (xt - ff&)Ki%" (yl:t - git)
t it) — n ~3
Z¢:1 K/%n (Y1t — Uiy)

L'expression ci-dessus est la conséquence du choix d’'uawngy, (z; — z¥)
de laformeK, (z; — &) K} (Y1 — i)

Convergence ponctuelle

Les démonstrations réalisées dans cette partie génétdbserésultats obte-
nus par Youndjé ([134],[135]) et les adaptent au contextiitiage. Les résultats
de Youndjé s’appliquent exclusivement au contexte deilregtion fonctionnelle
classique a partir d’'une base de couples obse&s, Y1), .. ., (X,, Y,) € R?*}.
De plus, il est utile de préciser que les résultats de Yousi)épirent des idées
développées par Bosq et Lecoutre ([14]).

Théoréme 3.2.1 (convergence ponctuelle en moyenne quadcpte)

Si les noyaux<! et K2 sont de Parzen-Rosenblatt;si est positive et conti-
nue au pointy;., et sip(z;|y;.) est bornée alors

lim h, =0 . )
nh_;lo DAt — 5o — T}LIEOIELPTL(%H/LQ — p(elyre)]" =0

L'espérance est calculée ici par rapport a toutes les Vesaimuléesi:, 7 ,),
pouri = 1,...,n, pour une trajectoire d’observations; fixée.

Démonstration :
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P(welyre) — p(welyne) = % (E[pﬁ(ylzt)] - P@(yu))

pSL(Y (xtu yl:t)

DETRI

+

- pn(xt|y1:t> n n
= Bt oy E )] = 28 (1))

+p§(Y(xta yl;t) - pXY(SCu yu)
IELP?(QM)]

pXY(!Et,yu) _ pXY(!Et,ylzt)
+( E[py (y14)] py (Y1:t) )

D’aprés le Lemme A.1.1 (Bochner) on a

lim h, — 0= lim EpL(y.)] = py (Y1)

n—0o0 n—0o0

ce qui entraine

pxy (T4, Y1) _ Pxy (T, Y1:t) -
( E[py (y1:4)] py (Y1) ) -

De plus le théoréme A.1.1 prouve que

lim

n—oo

lim A, — 0, lim nthJ’d — 00 = E[pYy (24, Y1) — pr(:Et,ylzt)]Z =0

n—oo n—oo

Soit encore

lim ]E[pxy(ﬂft, ylzt)n_ pXY($t7y1:t)]2 0.
n—oo E[py (y1:4)]
Il ne reste plus qu’a étudier le comportement de

P (Y1) 2
(2 15001500
E[p? (y1:1)] ( [Py (y1:0)] — Py-(11 t))
Majorons tout d’abord I'estimation de la densité conditiete :
Pl = Kj, (@ — T) K5, (y1a — Gi)
t it - n —
Ei:l Kf2zn (ylzt - ylzt)

= Z?:l VVZ'K%H (2, — )



70 Estimation de la densité du filtre optimal

avec ) B
Kiy (Y1t — Ji4)
E?:l K]?Ln (Y1t — Uiy)
En appliquant I'inégalité de Jensen, on aboutit a

V[/Z-:

i=1,---.,n

p"(:ctlyl;t)z < Z VViKlin(xt - ﬁ)Q

i=1

on obtient alors

|1 (w1ly1)* (Blp¥] — 5 10h - 67
< S wi( Bl - o) B[KL (7))
=1
= S Wi - ) [ K G el
=1

= dZW IE[pY /K1 P(Tt + why|yr)du

M (y1.4) "] 1
S IELp /K

ou M (y1.¢) = sup,, p(x:|y1..). Et d’aprés la démonstration du théoreme A.1.1

nhITE []E[P?/(yl:t)] - p?(ylzt)]z — py(y1e) | K*(u)?du.

On en déduit finalement

Py 2
htq+dIE | Elp2] — p»
niv, [E[Pﬁ(yu)]( [pY] pY)}
M(ylt)nhff]E []E[pﬁ(yu)] p yl it :| f Kl du
Elpy (y1:)]?
M(yre) J K (u)?du | K(u)*du
py (Y1)
ce qui acheve la démonstration.

<
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Théoréme 3.2.2 (convergence ps$i les deux noyauk! et K2 sont de Parzen-
Rosenblatt, positifs et bornés, 5si- est positive et continue au poinpt.; et si
p(z¢,y1.4) €St continue au pointe,, y;..) alors

lim,, o by, =0
nhﬁ;}*%d

— TLILTI(DIOpn(xﬂylzt) :p($t|ylzt) bs

lim,, o oo = OO

Démonstration : On a
P (e, Y1:t)
pn(yl:t)
Le théoreme A.1.2 assure que sous les hypotheses du thédr2ide

pn(xt‘ylzt) =

pn(%a yl:t) - p(xtaylzt) bs
P (Y1e) — (Y1) ps

Comme par hypothésgy;.,) > 0 on en déduit le résultat.

Convergence uniforme

Théoreme 3.2.3 (convergencé, ps) Si les noyauxk® et K2 sont de Parzen-
Rosenblatt, positifs et bornés, jsi- est positive et continue au poipt.; et si
x; — p(xy, Y1) €St continue presque partout, alors

nhtatd = lim [ [p"(x¢|ly1e) — p(x¢|y1e)|dz, =0 ps

lim,, oo Toan~ — X n—00

Démonstration : Le résultat découle du théoreme 3.2.2 et du théoréme de Glick
A.l.A4.

Pour I'étude de la vitesse de convergergeintégrée, dans le théoréme ci-
dessous, nous considérons le noyat = K'K?2, utilisé pour estimer la loi
conjointe de(x, y1.4) = .

Théoréme 3.2.4 (vitesse de convergenég intégrée) Si les densitégy etpxy
appartiennent 3V*! et les noyauxs! € L;(R"“"%) et K* € L,(IR") sont de
classes > 1. Si pour certaing > 0 on a pour (K, f,a) = {(f(l,pxy,tq +
d), (K% py,tq)}, [ |lz||*"K(z)*dz < oo et [(1 + [Jz]|*") f(z)dz < oo alors
pour touth,, > 0ona

E[/|pn($t|ylzt) —p(xt|y1:t)|dxt] = O(hi) +O(1/ nhz;Lq+d)
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L'espérance est calculée ici par rapport a toutes les \agaéatoires simu-
lées(z, 3i.,) et aussi par rapport a la trajectoire d’observatigns

Démonstration : Il n’est pas nécessaire de restreindre I'espérance a l'en-
sembleB, = {yi. : py(y1..) > 0} car il est facile de voir que

]E[/ p" (e|yn:t) —p(f’ft|3/1:t)|d37t} = ]EB+[/ p" (xe|y1:e) — p(xe|yne)|day |

Cependant, dans la suite, nous supposeronggue B, :

Py (%) _ pxy (21)
Dy (yl:t) Dy (yu)

P (@e|yre) — p(2e|y1e) =
Pxy _ Pxy
Dy Dy

DxyPy — DxyYDy
Dy DY

PxyPy — PxyPy + PxyDy — PxyDy
p@py

Py (py — p¥) + 0y (0%y — Pxv)
Py Py

1 7 n n
= — [pxy —pxy + (py — py)p)qy]
Py
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On en déduit que

|P"($t|y1:t) - p($t|y1:t)| < |P7;(Y(9Ct,y1:t) —pxy@t, ylzt)|

py (Y1:t)
+py (Y1) — Y (Y1) [Py (@2 y1:¢)

ce qui entraine

1
[l = pladyoldn < [ [ Iy () = oo ) da
Py (Y1)

+py (Y1) — Py (y14)| / Py (@e|y1e)de

1
= [/|p}Y(xtay1:t) —pXY(fEt,ylzt)|d$t
Y<y1-t>

Hor () — 28 ()

3

Finalement on obtient

yu /|p Ty ylt SL’t ylt)|d37t}

/ D" (@l y1) — p(elyne) [depy (yra)dyra

S/ 1%y (T4, Y1:e) — Dxy (Te, y1:e) |[dwedyr
+/ Py (y1:6) — Py (Y1) |y
ce qui s’écrit aussi
Ey.. [IP%y = pxy 1] < 0%y — pxv o + 195 — pyllo
On en déduit
E[|p%y — pxvlle:] < Elllpky — pxylla] + Elllpy — pylloal-

d’apres le corollaire A.1.10.1

E[pky —pxivliz] = Ohy) + O/ Vahi™) + O(h;) + O(1/Vnhil)
= O(h;) +O0(1/Vnhi ")
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Remarques :La qualité de I'estimation est liee au nombral’observations
simulées. Plus la dimension des observations est grande ghit étre grand. Or,
ici, la dimension des observatiops, augmente avec le temps, ce qui s’exprime
au travers des conditiorts, — 0 etnh!*t? — oo lorsquen — oo. Ainsi, pour
avoir une gualité stable dans le tempgjoit donc croitre lorsquécroit. En pra-
tique, cela est problématique car le temps de calcul augntntc aussi avec le
temps.

Il est donc impératif de modifier cette approche pour stediilie temps de cal-

cul. Une premiere idée naturelle est de limiter la mémoirdilthe : ainsi pour

un nombre constant de données simulées la précision reste stable au cours du
temps. Une autre idée, est de faire en sorte que les obsaEvaenérées soient
dans la zone intéressante de I'espace. Ce qui conduit dweffame sélection sur

les observations simulées.

Nous détaillons ces deux approches dans la suite de cerehapit

3.3 Filtre par noyau a mémoire limitée

La formalisation du systeme dynamique discret est la méragqur le filtre
a mémoire complete :

g . { zy = fi(Ti1,€t)
. Yt = ht(xhnt)

Les quantités suivantes sont supposées connues :

o la distribution de probabilité de I'état initial,.
fi la fonction d’évolution du modele d’état.
hy la fonction d’observation.

gy ~ L., laloide probabilité, simulable, dg.
m ~ L, laloide probabilité, simulable, dg.

La limitation de la mémaoire utilisée pour estimer le filtretiogal, bien que
souvent effectuée en pratique (cf. 82.3.5), n'est en gémp@sa rigoureuse. La
justification de cette démarche nécessite I'ajout d’uneotiygse sur le systeme
dynamique. Nous proposons I'’hypothése suivante :
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Ve>0, dTelN : VtelN¥,

sup / (@l 90 — p@lyers s y)lday < €

Y1,---5Yt

Le théoréme suivant permet de faire un lien entre la mélarggedu systeme
dynamique et la limitation de la mémoire du filtre.

Théoréme 3.3.1Si les fonctions d’évolution de I'étaf,, admettent des constantes
de mélange; €]0, 1] (au sens de la définition 2.3.2), telles que infycn ¢; > 0
alors

sup / ‘p(xt‘yla e 73/15) - p(xt‘yth, cen ,yt)\d:ct < (1 - C)T

Yty Y1

Démonstration : Ce résultat est démontré dans Del Moral([28]) p509-510.

Sous cette hypothése forte, il est tout a fait 1égitime dest p(z;|y;_7.¢) =
p(ze|yer, - . ., y¢) plutdt quep(z|y, - - ., v ). Par définition,

Pxyr\Tt, Yt—1:
CATI g 2 LA €2
pYT(yt—T:t)

On va donc estimer les densitgsy.. et py,. de la méme maniére que dans le
cas a mémoire compléte. On utilise des notations et des ngpes analogues :

_Zt,T = (.’L‘t, yth:t) pOUI’t > T etZt7T = (.fCt, yl:t) Sinon
—Pour toutt il existe une mesurg, ;- telle quez, r ~ pr
—Pour toutt il existe une mesure, r telle quey,_7.. ~ v

Pour calculen?,, etpy. les estimations par convolution des densjigs,. et
Py, ON applique exactement la méme procédure que dans la pagtiédente :

- Génération de états initiauxz), (i = 1,--- ,n), suivant la loir.
- Evolution desn états initiauxz, suivantS (3.2),¢ fois successivement et géné-
rations d’observations correspondanjgs;, = 4, r, - - ., 4;, selon le modelé.

On obtient ainsi réalisations; ,, = (Z, 7;_.,) qui sont des représentants de
7. Grace a ces derniers, on construit les estimations ernpsidey; ety r :

n

1O 1
n_ _ - » no_ _ L
Mt7T - n Z 5ZZ,T et I/t7T n Z 6yt—T:t
i=1

i=1
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Pour obtenir les estimations des densjigs.. et py.., il suffit de convoluer ces
mesures empiriques avec un noysu

Pyy (zem) = Kn, * 1 (ze7) ZK’M (zer — th)

et
Py (Ye-rit) = K, = vir(Ye-1:) Z K, (-1t — Ti_pp)-
i=1
Finalement, en effectuant le quotient de ces deux estimgtan obtient une esti-
mation dep(x:|y—r.) :

p}YT (Zt,T)

P (e yp—re) = o
pYT (yt—T:t)

" y
> i K, (2o — Z;T)
- —
Zi:l K, (Ye—1:t — Uy 1)
Pour I'étude de la convergence, travaillons a un instdixé et avec une mé-

moire de longueuf’ fixée. Soit I'estimation de(z;|y,_r..) définie a I'aide des
noyauxk! et K? de maniere semblable au cas a mémoire compleéte :

p}y(zt,T)
pgbf (yt—T:t)

Z?:l K/%,n (xt - '%IZE)K]%n (yth:t - gz%:fT:t)
Z?:l K}%n (yth:t - ngT:z)

p" (lft‘yth:t) =

Convergence ponctuelle

Théoréme 3.3.2 (convergence ponctuelle en moyenne quadcpte)
Si les noyauX<! et K2 sont de Parzen-Rosenblatt,si est positive et conti-
nue au pointy;_r.; alors

lim A, =0 ‘ 2
nl?nio ’I’Lth+d = 00 - nlglgo E[pn('rt‘ytf’f:t) - p(xt‘yt,T:t)] — 0

L'espérance est calculée ici par rapport a toutes les dasaimulée$z:, g .,),
pouri = 1,...,n, pour une trajectoire d’observatiops r.; fixée.
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Démonstration :
La démonstration est la méme que celle du théoréme 3.2.1.

Théoréme 3.3.3 (convergence ps$iles noyauxX! et K2 sont de Parzen-Rosen-
blatt, positifs et bornés, iy est positive et continue au poipt 7., et Sip(x¢, yr—7.¢)
est continue au poirtc;, y;_7.;) alors

phTatd - Tllijgop”(ﬂft\ym;t) = p(x|ye—r4) ps

Démonstration : C’est la méme démonstration que pour le théoréme 3.2.2.

Remarque :L'avantage évident dans le cas a mémoire limitée est quailpse
t n’intervient plus sur le nombre de trajectoirea générer pour assurer la conver-
gence asymptotique. Cependant, I'erreur commise en teoricuinsi la mémoire
du filtre est difficile a quantifier et dépend beaucoup de lameatu systeme étu-
dié.

Convergence uniforme

Théoréme 3.3.4 (convergence; ps) Si les noyauxk'! et K? sont de Parzen-
Rosenblatt, positifs et bornés, st est positive et continue au poipt_r.; et si
x; — p(xy, yo—74) €St CONtinue presque partout alors

lim, o h, =0 ) "
phTatd . - nhi& |p (xt‘yth:t) - p(l’t|yt—T:t)|dlUt =0 ps

logn

lim,, o0

Démonstration : Le résultat découle du théoréme 3.3.3 et du théoreme de Glick
A.lA4.

Comme précédemment, pour I'étude de la vitesse de conveademntégrée,
nous considérons le noyai' = K'K?, utilisé pour estimer la loi conjointe de

(l’u yth:t) = Zt-

Théoreme 3.3.5 (vitesse de convergence L1 intégrée)
Siles densitésy etpxy appartiennent 3/*! et les noyau¥’! € L, (IRT4+4)
et K? ¢ L;(IR™) sont de classe > 1. Si pour certainss > 0 on a pour
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(K, f,a) = {(K", pxy, Tq+d), (K?, py, Tq)}, [ |la]|*" K (2)*dz < coet [(1+
|z]|*T€) f(x)dz < oo alors pourh > 0 on a

IE[/ IP"(@e|ye—1.4) — p($t|yt—T:t)|dl‘t] =0(h)+0(1/ nhz:qud)

L'espérance est calculée ici par rapport a toutes les \agadéatoires simu-
lées(z:, yi +.,) et aussi par rapport a la trajectoire d’observatigns.;.

Démonstration : C’est la méme démonstration que celle du théoréme 3.2.4.

Remarque :Le principal avantage de cette méthode est que la dimens®n d
noyaux XK est fixe. Le nombre: de trajectoires a générer peut rester constant au
cours du temps.

Cependant, I'hypothése, émise en début de partie, autbitsaroncature de la
mémoire, est tres difficile a vérifier en pratique. L'erreamenise par la troncature
de la mémoire est donc difficile & quantifier. De plus, en gtegj comme pour le
cas précédent, le filtre peut diverger si aucune des doniméakess n’est voisine
de la trajectoire observée.

La méthode la plus simple pour remédier a ce dernier prohlestiede générer
des trajectoires qui soient voisines de la trajectoire ofése A cette fin, il faut

effectuer une sélection sur les trajectoires simuléessNmons bati suivant ce
principe le filtre présenté dans la partie suivante.

3.4 Filtre par noyau avec sélection

L'approche par filtres particulaires avec interaction §2.4.3) consiste gros-
sierement a sélectionner les particules qui ont le droita#icuer a vivre : a
un instantz, les particules ont une probabilité d’évoluer au temps 1 liée a
leur vraisemblance par rapport aux observations. Comogig une particule tres
vraisemblable au tempsaura plusieurs descendants au tempsl et une parti-
cule peu vraisemblable a de fortes chances de ne pas en avoir.

Le probléme pratique de cette approche est gu'’il faut étreesure de calculer la
vraisemblance d’une particule. Des que le bruit sur le mod&bservation n’est
plus additif cela peut étre tres compliqué. A fortiori I'&@inge de bruit est rédhi-
bitoire. Un autre probléme est que, si aucune des particol@santes n’est inté-
ressante (vraisemblance nulle), le filtre va inévitablendarerger. Si le nombre
de particules est grand, cet événement est peu probabkaméi du temps cette
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probabilité augmente.

Nous avons choisi une méthode de sélection plus simple stpliale pour
construire ce filtre. On cherche a estimer la dengfté|y,.;) pour la suitey; .,
observée et elle seule. L'idéal serait de générer des toies avecy.,, = vi.,
la séquence précisément observée. Malheureusementjéeddiis considérées
sont des variables aléatoires continues, cela est doncssiipe. Mais il est tout
a fait possible de générer et de sélectionner des trajestdont les observations
sont dans un voisinage dg.;. Ainsi on s’assure de toujours générer des trajec-
toires intéressantes et utilisables a des fins d’estimation

Considérons toujours le systéme suivant :

g . { Ty = fi(Ti1, &)
. Yt = ht(xhnt)

A chaque instant, il existe une mesurg, telle que(zy, y1.;) ~ p. Pour esti-
mer la densité(z;|y,.;) cherchons, réalisations de;, (7%, ¢,,) olui=1,--- ,n
telles queyt,, € B.(y1.) avec

Be(ylzt) = {glzt S IRth V= ]-7 e 7t ||gl - yl” S 6}

Les étatsr!, permettent de construire une estimation de la densitéitoomd
nellep(:ct|86(y1;t)) qui est d’autant plus proche de la densité recherphiééy;.,)
quee est proche de zéro. Nous proposons dans la suite, une mé&tadde en
temps de calcul, intuitive et simple produisant de telssétat

Geénération d'observations sous contraintes

Une fois le nombre: de données fixé, une méthode naive pour les générer
consiste a simuler des trajectoires de longuesuivant le systemé' jusqu’a en
obtenirn telles que leur vecteur d’observation respectif verifie € B.(y1.).
Evidemment une telle approche n’est pas optimale, puisga&d’'une des ob-
servationsy, de la trajectoirey;., ne vérifie pad|y, — ui|| < €, ce n'est pas la
peine de continuer a la faire évoluer puisqu’elle sera éejett’algorithme (tab.
3.1) prend en compte cette considération.



80 Estimation de la densité du filtre optimal

Soit un instant fixé, posong = 1 :

Tantque: < n
k=1 Initialisation
Xy ~ T
S xy — (21, y1)
Sillyp —wyil| <e:k=k+1
Sinon : retour a 'intialisation

k>1
Stay_y = (20, k)
Silly, — il <eetk=t:ii=a) eti=1i+1
Silly, — | <eetk<t:k=k+1
Sinon : retour a l'intialisation
fin du Tant que

TAB. 3.1 — Algorithme de filtre avec sélection simple

Remarque : Nous avons ainsi construit un algorithme qui évite de faue e
luer certaines des trajectoires inutiles. En effet, desmgibbservation de la trajec-
toire sort du tube on cesse de la faire évoluer. Cependamésente un probleme,
le temps de calculs requis augmente atjee qui n’est pas compatible avec le
filtrage en ligne.

En conséquence, en pratique il serait préférable de moddiealgorithme. Par
exemple, en considérant simultanément un ensemble d'étatie ne pas faire
évoluer systématiquement tous les éfgts, « = 1,...,n vers l'instant suivant
mais plutdét d’effectuer un tirage aléatoire de tatlgparmi ceux dont les obser-
vations sont dans le tube. De cette maniére le temps de it stabilisé par
rapport a, mais un autre probleme est introduit : les particules ajgserées ne
seront plus indépendantes.

Bien que les variantes de l'algorithme semblent plus is&anete en pratique,
I'étude des propriétés théorique est seulement réaliséeljadgorithme simple
(tab. 3.1).

Les réalisations d'états obtenues a l'aide de I'algorititab. 3.1),7%, i =
1,...,n sont des représentants de la mesutdx) = P(X; € dz|B.(y1.)). On
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peut ainsi construire I'estimation empirique

n
. 1
n t
=1

On est alors en mesure d'estimer la dengité;|B.(yi.)) en convoluant cette
mesure empirique. On obtient ainsi I'estimation :

1 & .
P (] Be(y1)) = = Z Ky, (v — T})
=1

n “—

L'obtention du résultat suivant est immédiate :

Théoréme 3.4.1 (convergence en moyenne quadratique)
Si le noyauk est de Parzen-Rosenblatt, alors

lim h, =0 . )
nli_)nionhd = 00 = nh_{goIELpn(xABe(ylzt)) _p(xt|86(y1:t))] =0

L'espérance est calculée ici par rapport a toutes les dagaimulées pour
une trajectoire d’observatian ; fixée.

Démonstration :
Ce résultat est une application directe du théoréme A.1.1

Remarque : Il est possible, en ajoutant quelques hypothéses, de omestr
une estimation de(x;|y;..). Cette approche est développée dans la suite. Pour
ce faire, il faut caractériser la proximité entpém&(yl:t)) et la densité que
I'on cherche a estimerp(xt|y1:t). Dans cette optique, exprimons tout d’abord
p(2:|Be(y1.)) comme une densité conditionnelle ponctuelle :

Lemme 3.4.1Sipy etpxy (z;,.) SOntcontinues sus, (y;.;) alors il existee;, e €
B.(0R¢) tel que

Pxy (T, Y1 + €2)
x Be : -
p( t| (ylt)) py(y1;t+€1)

Démonstration : D’apres le théoreme de Bayes

flg Pxy (T4, Ure)dugy
e(yl:t) )

p{T Be Y. =

( t| ( 1t>) fBe(th)pY(ul:t)dULt
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Par définition d’'une intégrale

vol(Be(y14)) inf  py (u1.) S/ Py (t14)dury < vol(Be(yi:)) sup py(ui:)
e\Y1:t Be(yu) Be(ylzt)

Commepy est continue sur le compabt(y,.), il existey,,, ynr € Be(y1.) tels

quepy (Ym) = infa.(y..,) Py (V1) €Dy (Yanr) = SUPB (4. Py (1) L'€XPression
précédente s’écrit aussi

Vol(Be(y1:4))py (Ym) < /B( | )pY(Ul:t)dul:t < vol(Be(y1:4))py (Ynr)-

Soit la fonction
D: [0,1] — R

6 = pY(ULt)dULt - UOZ(BE(yllt))pY(ym X (1 - Oé) + ym X Oé)
Be(y1:t)

elle est continueP(0) > 0 et D(1) < 0. Il existe d’apres le théoréme des valeurs
intermédiairesqy € [0, 1] tel queD(ay) = 0. CommeB,(y;.;) est convexey =

(1 —ap) X ym + g X yar € Be(y1) €6 AONCY — Y14 = €1 € Be(ORe).

Donc

/ Py (ur.)dure = vol(Be(yr4))py (Y14 + €1).
Be(y1:t)

Ce qui achéve la premiére partie de la démonstration.
De méme :

UOl(Be(ylzt)) inf pXY(%,Uu) S/ pXY(xt,Uu)duu
Be(y1:t)

e\Y1:¢

et

/ Py (2, ) duire < vol(Bu(yra)) SUp prcy (21, )
Be(y1:t) Be(y1:t)

En appliqguant exactement le méme raisonnement que préoggieimon en
déduit qu'il existec, = e3(z;) € B.(0:) tel que

/ pxy(%, ul:t)dulzt = UOZ(BE(yltt))pXY(xta Y1t + 62)-
Be(y1:t)

Ce qui termine la démonstration du lemme 3.4.1.
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Théoreme 3.4.2Si pour toutz;, py et pxy(xs,.) sont continues suB.(yi.),
alors

lim [p(e[ys.e) — p(2e] Be(yr)) | = 0

Démonstration : D’'aprés le lemme 3.4.1 on a

| _ |pXY(fEt>?/1:t) o pXY(xtaylzt + 62)|

Ip(x|y1e) — p($t|BE(?/1:t)) Py (Y1) py (Y14 + €1)

commelim,_¢; = 0 et que pour tout;, lim._, e, = 0 on a le résultat.

Théoréme 3.4.3Si pour toutz;, py et pxy(z;,.) sont continues suB.(yi.;),
alors

iy [ p(ailyne)  plalB(yr)) o =0
Démonstration : D’'aprés le lemme 3.4.1 on a
D(xi,€) = plae|yre) — p($t|Be(?/1:t))

pxy (T, y1:t) _ Pxy (Te, Y14 + €2)
pY(yl:t) pY(yl:t + 61)

Toujours d’apres le lemme 3.4liln, 5 ¢; = 0 et pour toutr;, lim._oe; = 0o0n a
donclim,_.o D(x, €) = 0 pour toutz;.
D’apres le théoréme de Scheffe (Devroye[47] p2-p25)

/|D(:Et,e)|dxt = Q/D(xt,e)+dxt

avec
D(z¢,€)  SiD(xy,€) >0
0 sinon

D) = {

or pour toutz, lim._.o D(z4,€)4 = 0 et D(xy, €) < px)y le théoréme de conver-
gence dominée entraine le résultat.

Comme nous l'avons évoqué précédemmp’?(tm&(yl:t)) est aussi un esti-
mateur dep(x;|y1.¢), & condition que — 0.
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Convergence ponctuelle

Corollaire 3.4.3.1 Sile noyauk est de Parzen-Rosenblatt alors

1 = 0 = m]E[(|())(\)]2
nee d __ li pn Ty Be Y1:t)) — P\ Te|Y1:t =0
Jggonhn =00 e 0

n — 00

L'espérance est calculée ici par rapport a toutes les dagabmulées pour
une trajectoire d’observatiap .; fixée.

Démonstration :

Ep" (| Be(y10)) — plaelyrd))? < Elp™ (2:lBe(yre)) — p(:|Be(yr)))?
+p(2lBe(y14)) — plaelyr))?

Or d’'apres le théoreme 3.4.1, pour tewt IR+ on a

lim nhi = 0 n— o0

n—0o0

lim h, =0
n—sc0 } = lim E[p" (2|Be(y1.1)) — p(2:] Be(y14))]* = 0

et d'apres le théoreme 3.4.2 on a aussi

hm[ (ﬂft\B (yu)) — p(aiyr)]? = 0

On en déduit le résultat.

Ces résultats sont trés intéressants puisqu’ils ass@eonnkvergence du filtre
avec sélection vers le filtre optimal. De plus, 'asymptoé&gle la convergence est
indépendante du tempsCependant il ne faut pas perdre de vue que ce gain théo-
rigue se traduit par une augmentation significative du tetepsalcul en pratique.

Le résultat du corollaire précédent peut aussi s’'obtening’autre maniere.
Il suffit de considérep™ (:Ct|B€(y1;t)) comme une forme particuliére de I'estima-
tion de la densité conditionnelle de sachanty,.;. Soit N le nombre de données
qu'il a fallu générer pour en obtenir, (z¢, 7 ,) telles quey:, € B, (y1.1) pour
1 = 1,...,n. Cest a direN correspond au nombre d’étape d'initialisation de
I’algorlthme (tab. 3.1). Alors en prenant pokli’ la densité uniforme sur la boule
B1(01.;) ethy = ¢, 'estimation dep(z;|y;.¢) Suivante :
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N 5 ~i
>in K%N (z — xt>K}%N (Y1t — Ui.p)
N ~i
Zi:l K,%N (ylzt — ?/1:1&)

correspond bien &' (z|B.(y1.)) . Cette estimation (3.3), étant un filtre & mémoire
compléte, sa convergence est assujettie a I'hypothese . ., Nhj@*d = 0. Ce
nombreN est aléatoire mais dépend deet c. Le lemme suivant précise le lien
entren et IV, ce qui permettra, par la suite, d'obtenir certains résutia conver-
gence du filtre avec sélection. A présent, on va faire déeroiters zéro en fonc-
tion den, on introduit donc la notatioa,.

p%y(xt‘yl:t) = . (3.3)

Lemme 3.4.2 Soit N le nombre de données qu’il aurait fallu générer pour en
obtenirn, (z¢,7,) telles quejt,, € B, (y14+) pouri =1,... n.

Si la densité des observatioi$ est continue sufS., (yi.;) et positive eny,., Si

K? est un noyau symeétrique a support compact alors on peutérduy de la
formehy = ¢,/4 tel queK,,, soit nul en dehors dB., (y;.;) et lorsquen — oo,

il existeb € IR* tel que

lim =b ps
n—oo N
log N
lim —~ 98- % _ b ps

Démonstration :

Tout d’abord, sik? est un noyau a support compact symétrique, il existe)
tel que pour toufjz|| > §, K*(x) = 0 et si|jz|| < § alorsK?*(z) > 0. En prenant,
hn = €,/6, on a bien qud(,?w est nul en dehors dB.(y;.;), ce qui montre le
premier point.

D’aprés la loi forte des grands nombres peftixé,

lim n/N = lim P(B.(y1+)) ps
Autrement dity /N correspond a I'estimateur empirique de la proporfigiB. (y1.;) ).
Pour s’assurer de la convergencerde&’ vers P(B., (y1.¢)), lorsquee,, il est né-
cessaire que la convergence de I'estimateur de la proposbd uniforme. Le
lemme suivant garantit ce résultat :
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Lemme 3.4.3 Soitp,, I'estimateur empirique d’'une proportign on a

2

ne
P(sup |p,—p| >¢) <8(n+1)exp{——=}
pe[O,l} 32

i.e. p, converge uniformément p.s., grversp.

Démonstration du Lemme : Le résultat repose sur le théoréme de Vapnik &
Chervonenkis (cf . Devroye & al. [50]). On a

P(sup |p, —p| >¢€) = P(sup [vn(A) — v(A)| > ¢)
p€[0,1] AcA

ou
A= {[0,p];p € [0, 1]}
v(A) = P(Z; € A|Z; ~U[0,1]) =p
vn(A) = %E?:l WA(Z;) = pn

D’apres le théoreme de Vapnik & Chervonenkis, on a l'inégauivante

P(ilelg|yn(A) —v(A)| >¢e) <8s(A,n) exp{—%}

ous(A,n) = n+ 1 est le coefficient de recouvrement de(“the shatter coeffi-
cient”).

Comme la série de terme génégah + 1) exp{—%} est convergente, on a que
la convergence dg, versp est presque sdrement uniformegen

Fin de la démonstration du Lemme

D’autre part, d'apres le théoreme de Lebesgue, on a

Sy Pr(®)de - P(Be, (y1))

el el
n n
— py(y1.) lorsquen — oo

Commen/N — P(Ben (yl:t)) presque srement, on en déduit

n
7
Net

— py(y14) p.s. lorsquen — oo



3.4 Filtre par noyau avec sélection 87

Sion posé = py(y1.4), Ona

n
lim ; = b ps
n—00 Nenq
d
ne
n _
lim o = b e
€n
d
ne
. n - tq+d
nh_{go Nptatd b e
N

Montrons a présent le second point: on a
~o t ~
n~ bNe! p.s. lorsquen ~ oo
on en déduit

log N ~ log % —logb p.s. lorsquen ~ oo
€En

Soit encore
. logN
lim — =1 p.s.
n—oo log ﬁ
Finalement
n log N
lim — —=b ps
n— oo log g Nh]gf

Théoréme 3.4.4Les observations sont supposées générées suivant I'tgui
de sélection sur la boulB,, (y1.¢). Si les hypothéses suivantes sont vérifiées :
- Les noyauxs* et K2 sont de Parzen-Rosenblatt

- La densité des observatiops est bornée et est continue sfir, (yi.)

- K2 est un noyau symétrique a support compact

- hy est tel queK,fN soit nul en dehors d8., (y1.;)

Alors presque srement

lim ¢, =0 ‘ )
N a (= S B (@B, (yie)) = plyi)) =0
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L'espérance est calculé par rapport a toutes les variabtadées, pour une
trajectoire d’observationg,.; fixée.

Démonstration :
Lesn observationsz:, 7i,,) utilisées pour construirg” (z;| B, (y1.¢)) sont issues
de la loiu; mais ne sont pas de bons représentants puisqu’elles soasidsin
tri. Soit N le nombre d’observation&z!, 77 ,) simulées pour en obtenir dans
B.(y1.:). En prenant un noyal® a support compact €ty tel que toutes les
observations en dehors #, (y;.¢) aient un poids nul on peut écrire

P (welBe, (y14)) = p§|Y<xt‘y1:t)
Zﬁil K%N (z — ji)[(]?w (Y16 — Zﬁ:t)

N i
Zi:l Kf2LN (ylzt - ?/1:1&)

avec(z:, it.,) de bons représentants dg c’est a dire non triés. Cette démonstra-
tion s’'inspire de la démonstration du théoreme 3.2.1 :

P el = llne) = FASP (i (0] — )

p%Y(ZEta ylzt) - pxy(ﬁ, ylzt)

+

Epr(ylzt)]
(pxy(ﬁt, ylzt) _ pxy(xt, ylzt) )
]E[pxjy(ylzt)] Py (Y1:4)

Comme d’apres le lemme 3.4e2 = dhy etlim,, . #fgd — b e R+ p.s.,on
N

alim, .. hy = 0p.s. etlim,,_,, Nh’}% = oo P.S., en appliquant le Lemme A.1.1
(Bochner) on a que

T}LIEO]E[Pg(CUl:t)] =py (Y1) p-s. (3.4)
En effet :
Epr(ylzt)] = E[E[py(ylzt”NH

E[E[K (g%:t — y1:1)| V]|
CommelE Ky, (71, — y1.¢)|[N] < sup,,, , py (y1.4), d'apres le théoréeme de conver-
gence dominée on a

lim E[py (y1.)] = B[ lim E[K)y (51, — y1) | V]

n—0o0 n—oo
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commelim,, .., hy = 0 p.S., on en déduit (3.4). Et (3.4) entraine

. pxy (T, Y1) . pxy (T, Y1:t) _
2 (IEW(yu)] py (Y1) ) -0

Le théoreme A.1.1 entraine qudisi,, .., hy = 0 etlim,, Nh'ﬁ = oo alors

n—0o0

]\}iglooE[Pﬁy(xt,yu) — pxy (20, Y1) [N]? = 0
Il existe donc unM/ > 0 et unN,, tel que pour toutV > N,
E[P%Y@tayl:t) _pXY(xtaylzt)|N]2 <M
D’aprés le théoreme de convergence dominée on a

hmnﬁoo E[p%y(«rh yl:t) — Pxvy ('rtu yl:t)]2
= IEllim, .« ]E[pﬁy(xt, Y1) — Pxy (T, yl:t)‘N]Q]

Commen — oo entrainehy — 0 p.s. etNhY — oo p.s., on en déduit

lim E[pYy (74, 1.0) — pxy (26, y10) N2 =0 p.s.

n—oo

soit encore
nh_{glo E[ng(xtvyl:Q - pxy(ﬂft, y1;t)]2 =0 ps.
On en déduit
hm E[p§Y(xt7 yl:t)N_ pXY(%&; yl:t)]Q _ O D.s.
n—09 E[py (y1:4)]

Il ne reste plus gu’a étudier le comportement de
N
P (e|y1a) N N 2
— v 7 UE Yi1:t)| — Py Y1 ]
IEpr(th)] ( [pY( 1t)] Y( 1 t))

D’aprés la démonstration du théoréeme 3.2.1, il existe uite pasitiveAy —
A € IR+ telle que

E|

p%\y
Epr(ylzt)]

On peut donc encore utiliser le théoréme de convergencendenst le lemme
3.4.2 permet de conclure la démonstration.

N (B - )| V)7 < A
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Théoréme 3.4.5 (convergence pd)es observations sont supposées générées sui-
vant I'algorithme de sélection sur la boulg, (y,.;). Si les hypothéses suivantes
sont vérifiees :

- Les noyauxs! et K2 sont de Parzen-Rosenblatt positifs et bornés

- La densité des observatiops est continue suB., (y;.;) et positive eny, ;.

- La densité conjointg(z,, y;.;) €st continue au poirtr;, y;.;)

- K2 est un noyau symétrique a support compact

- hy est tel queK,?LN soit nul en dehors dB., (y1./)

Alors
lim ¢, =0
lim "o (= Jmp"(@lBe () = plaily) ps
n—o0o OgTq

Démonstration : Le résultat s’obtient de la méme maniére que la démonstra-
tion du théoreme 3.4.4. On se raméne a

p" ($t|BEn (ylzt)) = p§|y($t|ylzt)

Puis le lemme 3.4.2 et le théoréme 3.2.2 permettent de aenclu

Convergence uniforme

Comme pour le cas précédent on s’intéresse aux propriétésstienation
p" (24| Be, (y1:¢)) définie par (3.3).

Théoréme 3.4.6 (convergencé; ps) Si les noyauxk! et K2 sont de Parzen-
Rosenblatt, positifs et bornés, 55 est positive et continue au poipt.; et si
xy — p(zy, y14) €St continue presque partout alors

lim,_ o €, = 0 .
lim, o —% =00 7 lim [ |p" (xt‘Ben (Y1:0) — p"(ze|yr)|dwy =0 ps

n_ —
log = n— o0
n

Démonstration : Le résultat découle du théoréme 3.4.5 et du théoréme de Glick
A.1.4.
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Théoréme 3.4.7 (vitesse de convergence L1 intégrée)
Les observations sont supposées générées suivant I'tdgmride sélection
sur la bouleB,(y1.;). Si les hypothéses suivantes sont vérifiées :

- Les densitépy etpyxy appartiennent &1

- Les noyauxs! € L (IR"*%) et K2 € L,(IR") sont de classe > 1.

- Pour certainss > 0 on a pour(K, f,a) = {(K', pxy,tq+ d), (K? py,tq)}
[ lz||*Te K (z)*de < oo et [(1 + ||z]|*t) f(z)dz < oco.

- Le noyauK? est symétrique a support compact,

- hy esttel quel(;  soit nul en dehors dB., (y1.1)

Alors presque sdrement pour tat > 0,

]E[/ p" (%‘Ben(yl:t)) — p(@e|yre)|dae | = O(€;) + O(l/\/@)

L'espérance est calculée par rapport a toutes les varialstegdées ainsi que
par rapport a la trajectoire d’observatians.

Démonstration :

D’apres les considérations faites dans la démonstratidhéreme 3.4.4, si
N désigne le nombre d’observations qu’il aurait fallu géndrour en obtenin
dont I'observation soit dans,, (y,.;), d’aprés la démonstration du théoréme 3.2.4,
ona

E,,., [/ " (24| Be,, (y14)) —p(xt\ylzt)\d:ct} < |Ip¥y — pxyllzs + 1Py — oyl
On en déduit

E[llp% 5., v — pxiv 1] < Elllpky — pxv o] + Elp5 — py [l

d’apres le corollaire A.1.10.1

B[y —pxwla] = Ok2) +O0(1/V NI + O(h;) + 001/ VN)
= O(l) +O(1/V NI

le lemme 3.4.2 permet de conclure.

Ce filtre avec sélection est plus satisfaisant que le filtreéenoire tronquée
puisqu’il n’est pas nécessaire d’ajouter une hypothéséesmodele. De plus, la
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gualité de I'estimation est liée@dont le choix est a la charge de I'utilisateur et
comme nous le montrerons dans la suite, le nombdiobservations a générer
n’est pas dépendant du temps.

Cependant, avant d’envisager son utilisation pour eféctiu filtrage en ligne,

il est impératif d’étudier le choix de la valeur de plus ¢ sera petit, plus I'es-
timation sera de qualité, mais, plus le temps requis pouisegdes générations
d’observations, et donc calculer I'estimation sera long.

Cette inconstance du temps de calcul du filtre avec sélestivant les valeurs
dee va a I'’encontre du filtrage en ligne. Un filtre construit adi@id’une procédure
de sélection moins brutale ne devrait pas connaitre cesulifis. Le dernier filtre
gue nous proposons, dans la partie suivante, s’appuie donme procédure de
sélection comparable a celle des filtres particulaires mtecaction.

3.5 Filtre par noyaux avec re-échantillonnage

Nous envisageons une méthode de sélection des trajectodies violente
que la précédente, inspirée des filtres particulaires avecactions développés
par Pierre Del Moral ([40][38]). Pour ces derniers, toussttajectoires n’ont pas
les mémes chances de continuer a évoluer. Il en est de mémédagthode que
nous proposons maintenant, a la différence prés que latisdlexeffectue sans
utiliser la vraisemblance des observations. En effet, detie cas, la sélection
peut encore s’effectuer avec I'estimation par noyau de @otion de la densité
de 'observation.

Cette approche semble a priori avoir les mémes avantagdsgtikres particu-
laires avec interactions : les trajectoires conservéésnmedans la zone de I'espace
intéressante au vu des observatigns Ainsi la qualité du filtre devrait se dégra-
der moins vite dans le temps.

Cependant, notre méthode, s’appuyant sur un échantiggsavant I'estimation
de la densité, offre plusieurs avantages : la diversité descples est conservée
et aussi leur indépendance.

Décrivons a présent une procédure de filtrage par noyauxri@lmion avec
une étape de ré-échantillonnage a chaque pas de tempggaves, ett > 0 :
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Etapel : Génération deétats
T~ plpouri=---.n
Etape2 : Geénération desparticules
Pour touti = - -- ,n on obtientz}, ; = (T}, J;.1)

en appliquant le systeme (3.2)a

Etape 3 : Estimation du filtre optimal :

n _ Z?:l K, (ze41 — 5§+1)
pt+1(xt+1|y1:t+1) - Zn Kh (yt+1 _ gz )
=1 n t+1

t =t + 1 puis retour a I'étape 1

Remarque : dans ce filtre, le conditionnement par;, non explicite dans la
construction de I'estimateur de la densité, est pris en ¢terap travers de la loi
py qui sert a I'étape 1, a générer les particules.

Un grand nombre de variantes sont envisageables, notanemeetjui concerne
le ré-échantillonnage a I'étape 1. Plus précisément, $aloature du systeme dy-
namique, il n’est pas forcément utile de ré-échantillormehaque instant. Pour
répondre a cette question, dans le cadre des filtres paitiesy Liu([92],[96]) a
introduit un critere de décision basé sur la variance dedspagsociés aux parti-
cules, une adaptation a cette approche est certainemesagesble.

Les théoréemes suivants garantissent la consistance éuwafittc ré-échantillonnage.
Tout d’abord introduisons la variation totale entre le dilaptimal et son estima-
tion obtenue par le filtre avec ré-échantillonnage a l'instaSoit

1
Api = §||p?($t|y1:t) — pe(@, [y1:) | 21 (3.5)

Théoreme 3.5.1Si K est un noyau de Parzen-Rosenblatt positifygiy;.;_1) est
continue et positive ep pour toutt, sih/ ., = o(A,,) alors

nhdta

li n—00 2t = : n

M=o Togn = % — lim ||pl (2] y1e) — pe(@e, [yre) |1 =0 ps
lim,, oo hpt =0 n—00
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Démonstration : Montrons le théoreme par récurrence suPourt = 1 le
résultat est vrai d’'aprés le Théoreme 3.2.3. Supposonissgit'vrai jusqu’a l'ins-
tantt, montrons le pout + 1.

D’aprés I'hypothése de récurrence on a

Jim 8, =0 ps
Soit p7, la densité construite a I'aide de I'échantillap, . .., z7" tiré suivant
p*. Nous allons montrer qu'il existe un sous-échantillgh . ..,z qui com-
plété par un nouvel échantillaif, . .., !V, constitue un échantillon dg. La
technique employée s’inspire d’'une démonstration de B&(f47] p46-49) as-
surant la robustesse des estimateurs a noyaux.
Considérons les trois fonctions suivantes :

£, = min(p},pt)
n -2,
—  py—min(pype)
In = N
L — pemin(py.pr)
n An

alorson a
Py = An'gn+(1_An)'fn

Ainsi chaqueri généré suivant! est une réalisation dg, avec une probabilité
A,.. Soient les variables aléatoirgsqui valent 1 sic; ~ g,, et 0siz} ~ f,.LesZ;
suivent donc une loi de Bernouli; ~ B(A,) et N,, = >_ Z; suit une binomiale
N, ~ B(n,A,).

Soit M,, = n — N,, le nombre dexr; générés suivant qui sont des réalisations
de f,. Notonsz', ..., z;* ce sous échantillon, < i; < --- < iy < n. Soient
Iy ={iy, ..., i} etiy ={1,...,n} — I,. Considérons a présent I'échantillon
défini par

; 7 siiel .

xiz{ f 'Z.M . pouri=1,...,n

T, avecr; ~ ky, Sii € Iy

Donc i}, ..., &} est un échantillon de lgi; qui a M,, éléments communs avec

Ty, ..., 77, I'échantillon de loip?.
En appliquant le systeme dynamique atx...,z} et auxz?, pouri € Iy, on
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obtient(zy, 1, yi1), - - -, (2}, yi) et(Zh,, 9y, ), pouri € Iy. Ainsion peuten-
core construire deux échantilloqs! ,, v/, 1), . . ., (271, u'1) €H(Z 1, Jigr), - - -
.., (@4, 97,) avecM,, couples en commun.

Le premier sert a construire I'estimateur du filtre optin@alrhi par le filtre avec
ré-échantillonnage :

Z?:l Khn (xt‘f'l - xllf-‘rl)Khn (yt+1 - yz-ﬁ-l)
E?:l K, (Ye1 — Y1)

p?+1($t+1 |y1:t+1) =

Le second, sert a construire I'estimateur a noyau classiguitre optimal :

P (e |yre) = it K (@ — 2440 K (o1 — Gis)
+ t+1) — - —
" Z’iil Khn (yt+1 - yt+1)

L'expression ci-dessus, donne une estimation de la defhsitg ; conditionnelle-
ment auxyy.., 1, la seule présence, de la derniére observation, dans I'expres-
sion découle du fait que tous les couple$, ;,y;,,), i = 1,...,n, sont générées
a partir dep(x|y1.¢). Les anciennes observations; interviennent donc de ma-
niere implicite.

Cet estimateur du filtre optimal sert a décomposer la distdncentre le filtre
optimal et son estimation par le filtre avec ré-échantilboym:

|’P?+1(50t+1|y1:t+1) - pt+1(5€t+1|y1:t+1)HL1 < Hp?+1(37t+1|y1:t+1) - 25?+1(37t+1\y1:t+1)HL1
+||ﬁ?+1($t+1|y1:t+1) — Per1 (o1 |Yras1) | 2,

Le Théoréme 3.2.3, assure que
nhiﬁq

logn
lim,, o0 hn,t =

lim,, oo =00

= T}ljglo ||ﬁ?+1(xt+1|y1:t+1)_pt+1(xt+1|y1:t+1)||L1 =0 ps
il reste donc uniqguement a étudier le cas de

||p?+1(xt+1|y1:t+1)_ﬁ?—|—1($t+1|y1:t+1)||L1 :/|p?+1(xt+1|y1:t+1)_ﬁ?—|—1(xt+1|y1:t+1)|dxt+1

Soit

Dy (r441) = P?+1(5’5t+1|y1;t+1) - 15?+1(5’5t+1|y1:t+1)
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alors, par définition :

Z?:1 K, (Te41 — xé—‘,—l)Khn(yt‘f’l - ?/§+1)

D, (x = m A
( Hl) Ez’:l Kh, (yt+1 - 3/2+1)

. 2?21 Khn (xtJrl - 'fi‘iJrl)Khn (Ayt+1 - ggﬂ)
Z?:l Khn(yt—f—l - ?ﬂﬂ)

Z?:1 K, (Te41 — xiJrl)Khn(yH—l - ?/iﬂ)
E:‘L:l Khn(yt—l—l — y§+1)

o Z?:l Khn (xt‘f'l B xllf-‘rl)Khn (yt+1 - ytz-f—l)
Z?:l K, (Yer1 — 3?§+1)

+Z?:1 K, (ﬂft+1 - $§+1)Khn (yt“ - y§+1)
Yot Ky (Y — 9141)

_Z?:l Khn (xtJrl - 'fi‘iJrl)Khn (yt+1 - ggﬂ)
Z:‘L:l Khn(yt—f—l - ?jféﬂ)

il suit

[ Dy ()] < Z K, (241 — xi+1)Khn(yt+1 - CUZ+1)

i=1

1 1
X ’ n i - n ~i
Zi:1 K, (?/t+1 - yt+1) Zi:l Ky, (yt+1 - ?/t+1)

1

s it K, (x40 — 22 )V Kn, (o1 — yi )
Zi:l Khn (yt+1 - yt+1) — + t+1 + i1

— Z Ky, ($t+1 - fi+l)Khn(yt+1 - @iﬂ)

i=1
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Du fait que(z}, ,, Ji,,) = (2,1, yi,1) pouri € Iy, il découle

< 2?21 Kh, (55t+1 — 37%+1)Khn (3/t+1 - y§+1)
N Z?:l Kh, (Y441 — ?ﬂﬂ) Z?:1 K, (i1 — y§+1)

| Dn(141))]

X’ Z K, (Ye+1 — yi+1) - Z K, (Y41 — ?ji+1)
iEIN iEIN
1

+ n ~i Khn (:Et+1 — l‘i )Khn (yt—i—l _ yz )
> it K (e — Ui Zezj;v t+1 i1

= K, (@1 — F) K, (Y1 — Ti4)

i€lN

Comme le noyau est une densité, on en déduit

| Sieny K Wesn = via) = Ciery K (w1 = i)
2?21 Ky, (yt+1 - gé-@-l)

/ Dy(re))|dzeey <

ZieIN K, (Yer1 — y§+1) + ZieIN K, (Y1 — ﬂf+1)

+ = por
Zi:l K, (Y41 — ?/t+1)

Finalement on obtient

/‘D (.’L‘ )|d.T < 2ZiEIN Khn(yt-i-l _y§+1)+ziell\] Khn(yt—i—l —ngrl)
n\tt+1 t+1 X o -
: : > i1 K (i1 — ym)
< 2 NL" ety Khn (Yer1 — Jir) + N%L Dicty Kno (Y1 — Yir1)

n % Z?:l Ky, (yt+1 - ngﬂ)

N, 2max K
S 2 q 1 n ~
nhn 2> 2 Kny (i1 — Jii)

Le Théoréme 3.2.2, assure que

1 &
n Z K, (Y41 — Yt41) = P(yearlyre)  ps
i=1

et par hypothesg(y;1(y1.t) > 0.
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Donc pour assurer la convergence|dg, ||, il suffit de montrer queV,,/(nh;, . ;)
tend vers zéro presque sirement. Qy/n est I'estimation fréquentiste de la pro-
portion A, ;. CommeA,,/h} ., — 0 ps, pour queN, /(nh; ) tende aussi
vers zero presque sarement, il suffit de s’assurer que lsecgence de I'estima-
teur empiriquep,,, d’une proportion proportiory, est uniforme emp. Comme le
lemme 3.4.3 assure ce résultat, on en déduit donc

N,
|— —Au[—0 ps
n

commeAh,, — 0 ps On a encore

n

— =0 ps
n

ce qui achéve la démonstration du Théoréme.

Le théoreme 3.5.1 garantit la consistance du filtre avechésdillonnage.
Cependant, il n’est pas aisé de déterminer une gjifevérifiant les conditions
du théoréme. En ajoutant, une contrainte de bornitude sunalaemblance des
observations du modele, il est possible d’établir ce résplbur une une largeur
de fenétreh,, homogene au cours du temps. ce résultat est établi par leethéo
Suivant :

Théoréme 3.5.2Si K est un noyau de Parzen-Rosenblatt positify(diy;.;—1) est
continue et positive ep pour toutt, s'il existeM > 0 tel quep(y,|z;) < M pour
toutt, s'il existea €]0, 1] tel quenh?? = O(n®) alors

d+q
] nhy _
{ lim,, op — O

lim,, o Ay, =

= I [pf(2ilyre) = pe(@e [yra) |l =0 ps
Démonstration : Le début de la démonstration est identique au début de la
démonstration du théoreme 3.5.1, jusqu’a I'inégalité :

ZieIN K, (Y41 — yfﬂ) + ZieIN K, (Y41 — @fﬂ)
Z?:l K, (yt+1 - gzszrl)

IN

/ ‘Dn(xtJrl) |d$t+1 2

2N, N%L ZieIN K, (Ye1 — @iﬂ) + NL" EieIN K, (Yr1 — ygﬂ)

- n % Z?ﬂ K, (?/t+1 - ﬂgﬂ)

s i
Yt+1 Y441 Yt+1 Y441
KU i KU

1 1
R — 2L 2N — hn
2NnhNn Np ZzeIN h(ll\fn + N, EzeIN h(ll\fn
q 1 n ~
nhn P > it K (Ye1 — yt—l—l)
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Le Théoréme 3.2.2, assure que

1 ~
n Z K, (Y1 = Gi1) = P(yealyre) - ps
i=1

et par hypothesg(y1y1.) > 0.

K(yt+1*z7i+1 K(yt+1h*yi+1)

s L) 1
Montrons a présent qug- >, # ety icry ——,— sont
presque slrement bornées asymptotiguement. Considéraind’ abord le pre-

mier terme et par alléger les notations soit

K (2t

Xi -
hY,

pour touti € Iy. SoientM,, = E[X;|F;] etZ; = X, — M,, avecF, 'ensemble les

variables simulées jusqu’a l'instahtLes variableZ,, . . ., Z, sont identiquement

distribuées et indépendantes conditionnellemeht a

Ona

No(N, —

Z 7)Y = N, E[Z}] + ‘UIE[Zl?]?

carlE[Z,;Z;Z,Z)| = E[E|Z;|F)E|Z;Z,Z)|F]] = 0 pour tout triplet(j, k,1) de
{1,...,n} —i. On en déduit, d’aprés I'inégalité de Markov-Tchebychev

gt

Ny,
P(’NLZZZ">€) < @
" oi=1

B[z{]  E[Z?
— N3t 2NZet

(3.6)

Etudions a présent les termsZ?] etIE[Z}] :

E(Zf] = E[E[Z}|7]]
E[B[X?|F] - E[X|F]%]
E[E[X?]F]]

IA
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Or

Yer1—Tii1\2

p K(=5=24)" i
IE[X1|~7:t] = —P(yt+1|?/1:t)dyt+1

2q
h N,

hn K (w)? _
= /#P(ytﬂ — huly;.)du
hNn

IA

~ by,
avecM, = M [ K*. M est la borne supérieure de la vraisemblance d'une obser-
vation connaissant I'étaly/ existe par hypothese. On a bigf,1|y:.) < M car
bien que cette densité dgs.; découle d’'une loi jointe(T,.1, ¥ri1|y1.¢) l€ lien
entrez, . ety est conforme au modéle. En effgt, ; s'obtient en appliquant
I'équation d’observation du systeme:a ;. Ainsi on peut écrire

ﬁ(gtJrl‘yl:t) = /ﬁ(5t+17§t+1|y1:t)d5t+1
= /p(ﬂtﬂ‘i’tﬂ)ﬁ(i’tﬂ|y1:t)di’t+1

/Mﬁ(ft+1|ylzt)dft+1
M

IN

IN

On obtient finalement \
E[Z7] <

q
Nn

(3.7)
A présent étudions le cas @& 7] :
E[Z{] = E[E[Z!|F]
— E[EX!|F] - 4EX}|FJEX 7] - ABLX R )
+OE[X?|FELX|F]? + B[X, 7]
(X + CELX2 B F )

IN
=

Or v
E[X?|F] < —

= 74
hy,
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Mhi
E[X,|F] < -

hy
et
K(yt-H Yitr1\4
EX{|F] = /h+ﬁ@t+1|y1:t)dﬂt+1
Nn
hi K (u
= /%p(yﬂ—l—hlﬂyl t)
Nn
K 4
< (?)u) Mdu
hy,
M,

avecM, = M [ K*. On obtient

M, M, M?h?
E[Z]] < + 6 n (3.8)
h3q h?\]n h?\?"

En appliquant (3.7) et (3.8) a (3.6), on déduit finalement

M, 6.M; M? M}
P(l— Zi| > <
( N ; > 9 < N3h N, & 2N2hy et

Comme par hypothese, il eX|s<he> 0 tel queNh3 = O(N?) la série de terme

genera'N3h33 -+ A%‘izM + 2N2h§q — est convergente. D’aprés le lemme de Bo-

rel Cantelli, on en déduit qugfL vaz”l Z; converge presque sdrement vers zéro
lorsqueN,, tend vers l'infini. Soit encore

K(yt-klfgz.ﬂ ) K(yt+1 yt'+1 )

1 .
am 5 s — Bl A= 0 s
i€ln n n
comme ;
K(yt-H yt+1) th
0<E———"—> <
— [ hq ‘ft] — h/N"

K('Ut+1 'Ut+1 )

N q 1
ouh, < hy . DoncN—"E
ment borné.

iery —1—— est presque s(rement asymptotique-
N"
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i
Yt+1~Yiq1
K (U

En appliquant le méme raisonnemerg}—éz on aboutit exacte-

iEIN h?Vn
ment a la méme conclusion.
Ainsi pour NV, grand on a
Mhd Mhd
2Nnh§1\7n e + e
|Dn(xt+1)|dxt+1 S hq 1 n K ~i
nhn & > i K, (Y1 — yt—l—l)
4N, M

n % > iy K (Ye1 — 944)
Soit finalement poun et NV,, grands

Ny
[ 1Daarildzis =032 ps

Comme on I'a montré lors de la démonstration du théoremel 3dn a que
% — 0 presque slrement. Ce qui termine la démonstration du timé&oBe5.2.

Comme pour les autres filtres, il est possible de préciseitdase de conver-
gence. C'est I'objet du théoréme suivant.

Théoréme 3.5.3 (vitesse de convergence L1 intégrée)

Si pour toutt les densité?(yt|y1:t_1) = py etp(xy, y|y1e-1) = pxy appar-
tiennent a*! etles noyauwk* € L;(IR"™) et K? € L,(IR?) sont de classe >
1. Si pour certaing > 0 on a pour(K, f,a) = {(K',pxy,q+ d), (K% py,q)},
[ lz||*TeK (z)*dz < o et [(1+ |Jz]|*"€) f(x)dz < oo alors pour touth,, > 0 on
a

E[ [ 16"l = placlynolda] = w(00:5) +O(1/y/nit'™)

avecu, = 2! — 1.

L'espérance est calculée par rapport a toutes les varialniegées et a la trajec-
toire d’observationg; ;.

Démonstration : Tout d’abord, effectuons une décomposition comparable a
celle de la démonstration du théoreme 3.2.4 :
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p?{y(%, yt|y1:t—1) _ pXY(fEta ?/t|y1:t—1)
p@(yﬂyl:t—l) py(yt|y1:t—1)

PU(@e|yre) — p(2e|y1e) =

Pxy  Dxvy

Dy Py

Py Py — PxyPy
Py Py

PxyPy — PxyPy + PxyDPy — DxyDy
Py Py

Py (py — py) + oy (P%y — Pxy)
PyPy

1 n (0 T
= — P&y —Pxvy + Py — py)px\y]
Py
On en déduit que

|P}Y($ta yt|y1:t—1) - pXY(fEta ?/t|y1:t—1)|
pY(?/t|y1:t—1)

‘pn(%‘yl:t) - p(%‘yl:t)‘

n Py (Yely1:4-1) — pgl/(yt“/l:t—l)|p7)l(|y($t|y1:t)
Py (Yelyre-1)

Finalement on obtient

]Eyt\ylzt—l [”pSL(\Y - pX|YHL1] < Hp?(Y _pXY”Ll + Hpg - pY”Ll

On en déduit

E[p%y — pxyllz] < Elllpky — pxvllea] + ElpY — py |-

Considérons a présent I'estimati@h(z; |y, .;) introduite lors de la démonstra-
tion du théoréme 3.5.2, dont les variables de bé&ggg!) sont générées exacte-
ment suivanpxy (¢, y¢|y1..—1). Alors on a les décompositions suivantes :

Elllp%y = pxvlla] < Elllpky — D%y ll] + Elllpky — pxyll]

et
Elllpy — pylla] < Elllpy — 5% [l 2] + E[I55 — py [l 4]
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D’aprés le corollaire A.1.10.1

E[||fxy — pxy 1] = O(h) + O(1/\/nhi™)

et
E[||py — py 1] = O(h;,) + OQ/@)

A présent, étudion®[||p%y, — D%y |/z1]- Considérons & nouveau, la quantité
A, (3.5) introduite précédemment :

1
A, = §I|p?_1(xt_1|y1;t_1) — Pe—1(@e-1; [Y1e-1) | 1

Rappelons qug’y,- etp%, ont N, couples différents avel,, ~ B(n, A,). Ainsi
ona .
I = Bl = o [ 1 Koo = ) 30— )

i€lN

— K, (2 — fi)Khn(yt - ?dextd?/t

2N,
n
or[E[22|A,] = A, donc on en déduit

<

IE[HP?(%, yt|y1:t—1) — ﬁ?(fft, yt|y1:t—1)||L1]
< E[|pf (@i-1|y14-1) — pe—1 (@11, [y14-1) || 21
Par le méme raisonnement, on obtient
E[||pg(yt|y1:t—1)_ﬁ?(yt|y1:t—1)||L1] < IE[Hpg—l(xt—l|y1:t—1)_pt—1(xt—1v |y1:t—1)||L1'
Il en découle
| Ip" (elyr) = paalyn)lle, | S2E(p (ve-alyre-1) = Pt (e, lyra-) o
+O(RE) + O(1/v/ nhit?)

Comme pout = 1, d'apres le corollaire A.1.10.1, on a

B[l (@alyn) = ploly)ls, | < O5) +O(1/y/nit™)
On en déduit le résultat.

Cette démonstration termine la partie de ce chapitre coésacla présenta-
tion de nos filtres par convolution. Avant de conclure le atnapil est important
de discuter du fait que les observations considérées postroire nos filtres sont
souvent de grandes dimensions ce qui pose généralemerrotdesnpes aux esti-
mateurs de densité par noyaux de convolution.
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3.6 Le fléau des grandes dimensions

Tous les filtres proposés dans ce chapitre sont construigstéi ge noyaux
de convolution. Or, les estimateurs de densité a noyau nereca des difficultés
lorsque les données sont de grandes dimensions. Ce prqlaasse appelé fléau
de la dimension, est lié a la dispersion des données dananesa grande di-
mension. Sur le plan théorique cela se traduit par les dongdith? — oo et
h,, — oo lorsquen — oo, avec la dimension des données.

Nos filtres devraient a priori étre victimes de ce probléme.|8 plan théo-
rique c’est le cas, puisque la dimension des données, dépendu temps dans
le cas des systemes dynamiques, intervient dans les tésiMtais, comme le
montre Del Moral([28]), la dimension intervient aussi ddasonvergence des
processus empiriques. Ce probléme n’est pas liée a latitis de noyaux de
convolution pour construire nos filtres.

Cependant, comme on pourra le voir au travers des applsaties derniers cha-
pitres, nos filtres ne sont pas victimes du fléau des grandesndions. La pre-
miere raison que I'on peut évoquer pour expliquer le bon cmement de nos
filtres est que le nombre d’observations utilisées pour ¢esituire n'est pas li-
mité. Ainsi, méme pour de grandes dimensions, en générarsigrand nombre
d’observations, on peut pallier le probleme de la rareté&desées.

Cependant, ce raisonnement ne tient pas pour le filtre paotdion a mémoire
compléte. En effet, la conditiotim,, .., nh!*? = oo fait que, quel que soit le
nombren de particules prises au départ, il sera forcément insuffésgartir d’un
certain instant. Mais encore une fois, en pratique, la qualité du filtre neée d
grade pas comme on aurait pu le craindre.

Aucune justification théorique rigoureuse de cette proprmédéressante n’est don-
née dans ce mémoire. Nous proposons uniqguement une expliempirique a
cette délicate question. Lhypothése que I'on peut avaesémue le cadre du
filtrage est différent du contexte usuel de I'estimation dagité. Les particules
utilisées pour construire les filtres sont toutes génénéears le méme systeme
dynamique, donc pour de nombreux modéles elles ne vont pasér disperser.
En effet, bien que la dimension des observations augmepitieraent, le volume
de la zone de I'espace les contenants augmente beaucous viteinPar consé-
quent, il N’y a pas de probléme de rareté des données et lidoged estimations
reste correcte au coeur de cette zone.

Mais, si le modele considéré accroit systématiquementistantes entre parti-
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cules, c’'est a dire s'il n’est pas stable, 'augmentatiohed@ispersion des parti-
cules va inévitablement entrainer, a court terme, leutéatans I'espace et causer
ainsi la divergence du filtre. Les filtres modifiés, comme lesfih mémoire tron-
gué ou avec écrasement du passé atténuent ce probléme sgpistement le
régler.

Seuls, le filtre avec sélection et le filtre avec ré-échamtilhge contournent dé-
finitivement le probleme du fléau de la dimension. Le filtrecasélection can-
tonne les observations dans une boule, ainsi le volume derla de I'espace
contenant les particules associées reste stable dans pe.t@wour le filtre avec
ré-échantillonnage, I'étape de ré-échantillonnage a pfierimmédiat de réduire
le volume de la zone contenant les particules, évitant dp ¢awdlispersion des
particules dans le temps.

3.7 Conclusion du troisieme chapitre

Les filtres par convolution présentés dans ce chapitre deaséous des pro-
priétés de convergence théorique vers le filtre optimale@dant, les conditions
garantissant la convergence ne sont pas toutes équival@ueme on I'a évoqué
dans la section précédente, le filtre & mémoire completeggadieinévitablement
au fil du temps s’il est construit avec un nombre constant depées. La variante
avec écrasement du passe ralentit, en pratique cette dégéagce mais comme
les conditions théoriques assurant la convergence soniéeses la dégradation
du filtre est encore inévitable en temps long. A cause, de ifésutlés, on ne
peut que déconseiller 'utilisation pratique du filtre & nodéra compléte et de sa
variante a mémoire écrasée.

Les hypotheses de convergence de l'autre variante, le dilin@moire tronquée,
permettent d’obtenir un filtrage de qualité correcte au fiedps, avec un nombre
constant de particules. Mais ceci est vrai a condition qaar fe systeme dyna-
mique considéré, seules les observations récentes appdeidinformation sur
I'état.

En admettant cette forte hypothése, plusieurs problemessent alors : com-
ment varie au cours du temps la profondeur de la mémoire sa@icesu filtrage ?
Existe-il une profondeur optimale ? Si oui, comment la ten®/

Avant d’envisager I'utilisation pratique du filtre a mémmironquée, il serait né-
cessaire d’approfondir ces questions. Nous n’avons pasta#f cette étude car
les autres filtres que nous avons développés ne sont passsaes difficultés.
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Les hypothéses assurant la convergence du filtre avec isél@grantissent la
stabilité de la qualité du filtrage au fil du temps, avec un nengonstant de par-
ticules. Cependant, en pratique, le filtre avec sélectis® puelques difficultés.
L'étape de sélection de I'algorithme peut parfois étre egigeante, c’est-a-dire
avoir un taux de rejet tres élevé, et ainsi prendre beauceugerdps. Une utilisa-
tion en ligne de ce filtre, tel gqu’il est présenté, n’est doas pecommandée, mais
il reste trés intéressant pour une utilisation hors ligne.

Pour 'employer en ligne, il faudrait étudier la propagatae la boule de sélec-
tion au travers du systeme dynamique afin d’en définir le radapté a chaque
instant. Mais l'introduction d’une telle étape dans I'aligfame fait sortir le filtre
du cadre de la démonstration que nous avons établi.

Le filtre par convolution avec ré-échantillonnage est dleiment le plus intéres-
sant de tous les filtres que nous avons proposés dans cereh@piéoriquement,
il se dégrade moins vite dans le temps que le filtre a mémoimplede. Bien qu'il
nécessite plus de particules que le filtre avec sélectiom, atbeindre la méme
qualité d’approximation, le temps de calcul requis est tamtsa chaque instant
t. Il est donc aussi bien adapté pour le filtrage en ligne, que lgne. Finale-
ment il est doté des mémes atouts que le filtre de Monte-Caedo iateraction.
Mais de plus, il a 'avantage de se passer de la connaissaabgigue de la vrai-
semblance des particules, avantage fort appréciablel parmet de traiter plus
rigoureusement les systemes dynamiques issus de modeélesDé plus, grace
au ré-échantillonnage a partir d’'une densité (estimé@)aihtient la diversité et
I'indépendance des particules.






Chapitre 4

Estimation de I'état d'un systeme
dynamique

Le filtre par noyau de convolution développé dans le chapiieédent met a
notre disposition une estimation de la densit@@e|y;, - - - , y;). A partir de cette
estimation, il est possible d’approximer I'état du system@ide de différentes
quantités. Nous développons deux procédures au coursftlreidies parties de
ce chapitre. Elles sont basées sur des estimateurs classqustatistique : I'es-
pérance conditionnelle, et le mode conditionnel.

Nous avons choisi de ne pas considérer le cas de la médiadd@iconelle
pour les raisons évoquées dans le paragraphe suivant.
Les estimations de médianes sont connues pour offrir ureegpande robustesse
que les estimations de moyennes. Il est trés pertinenfidartune estimation de
médiane dans des contextes ou il est probable d’observeloteges aberrantes.
Dans notre cadre de travail, les particules sont simulé&sdeldu systeme dy-
namique modélisant le probleme. Il est donc peu probableteior des données
aberrantes. En pratique, la médiane et la moyenne sont dém@itoches. En
conséguence, nous ne réalisons aucune étude des profitédgues de la mé-
diane conditionnelle ou de son estimation.
Toutefois, afin d’illustrer nos propos, quelques exempkesiltage avec la mé-
diane sont présentés dans le chapitre des applicationpeRag que le calcul de
la médiane empirique d’'un échantillon dont les donnéesd®iimension supé-
rieure a un est problématique car il n’y a pas unicité de landi&fh de la médiane
spatiale. On est ainsi confronté au probleme du choix de tHané.
Les premieres définitions, pour les espaces euclidiengténntroduites par Mi-
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lasevic & Ducharme([100]), puis une généralisation, ayaess de Banach, a été
faite par Kemperman([85]). De nombreux autres travaux oint.dJn éventail des
médianes et quantiles multi-dimensionnels existantsm@sentés par Chaudhuri
([20].[18]).

Pour les applications, nous avons utilisée la définitioradaédiane la plus simple
a calculer, laL; —Médiane. En pratique, il suffit de calculer indépendammant |
médiane pour chacune des dimensions des observations.

4.1 Espeérance conditionnelle

A partir du contexte du filtre par noyau de convolution, il&seg de construire
un estimateur de I'espérance. Il est aussi possible dercinestet estimateur de
maniére totalement indépendante, c’est-a-dire sansifa@evenir I'estimation de
la densité du filtre optimal. En effet, I'estimation de I'ésance conditionnelle
peut se formaliser comme un probléme de régression clasdipus proposons
de traiter aussi ce probléeme de régression avec les mémiés aastimation
non parameétrique : les estimateurs a noyau de convolutions xposons tout
d’abord les résultats classiques de régression par estinsad noyau puis nous
les adaptons au contexte du filtrage.

4.1.1 Régression par la méthode des noyaux

Le cas de la régression non linéaire se formalise de la mém&meajue I'es-
timation de densité : soitX, Y') un couple de variables aléatoires dejoiCette
fois, I'objectif est de trouver une application mesurablelle quer(Y') soit le
plus proche deX au sens des moindres carrés. La solution de ce probléme est
IE[X|Y] lorsque cette quantité existe. Pour assurer I'existence dlest néces-
saire de supposer quE|X| < oo. r est une version déterminée de la fonction
y — IE[X|y]. La question de son unicité est ici éludée.
Pour estimer par la méthode des noyaux, il faut supposer que la tigY admet
une densitg. Alors en tout point oy est non nulle

¢(y) /
r(y) = —= avec = [ xdpu(x,
() () o(y) (@, y)
Il est alors possible de construire les estimateurg de¢ associés au noyau
K:
gn(y) = (K, *vn)(y)
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avec
1 — 1 —

n=—2Y Ox,v) €t v, == 0y

H n;(xz,m v, n;Y

Les mesures empiriques et ., sont les estimations naturelles des mesures
i, associées aux observatiof{s(y, Y1), -+, (X, Ya) }-

Nous obtenons alors I'estimateur de-,,(v) = ¢.(y)/g9.(y), soit, sous forme
plus explicite
B D it XiK(y;:—"Yi)

S K ()
Dans la littératurer;,, est souvent rencontré sous le nom d’estimateur de Nadaraya-
Watson. Les propriétés des estimateurs a noyau pour lssgégnedans le contexte
statistique classique ou des couplé§, Y;), i = 1,...,n sont donnés, ont été
abondamment étudiées. En effet, selon les hypothéses émpaal noyauy,
la convergence en probabilité, presque compléte ou en nafmversr ont été
démontrées (cf. Bosq [14], Sarda & Vieu[118] ou Gyorfi & a9]p Ferraty &
Vieu[62] propose une étude compléte et pédagogique desi@iepde-,,.
L'étude des propriétés, pour nos estimateurs construitarér plu filtre a mé-
moire compléte et du filtre a mémoire tronquée, s’appuie staims de ces tra-
vaux. Plus précisément, pour ces deux cas, nous avons amamentexte du
filtrage avec simulation de données, des résultats préspatéles auteurs pré-
cités ([14],[118],[62],[69]). Ces propriétés utiles a moapproche sont données
dans I'annexe A.2. ( les notations employées dans I'annesen conforme aux
standard de I'estimation non paramétrique, c’'est a dierdées der ety sont
inversés).

(Y

4.1.2 Estimation de I'espérance par le filtre a mémoire com-
plete

Placons-nous dans le méme cadre d’hypothéses que le filalden : les
fonctionsf; et h; du systeme sont supposées connues. Il en est de méme des pro-
priétés statistiques des bruits etrda loi de probabilité de I'état initiat,. Pour
simplifier, notre approche est exposée, sans perte de ¢jghgraur un systeme
temps-invariant. Soit le systéme de la forme de (1.1) :

{ Ty = f(iUtfl,é“t)
Yo = h(xe, me)



112 Estimation de 'état d’un systeme

Pour toutt, on suppose qu'afixé, la fonction ci-dessous est continue :

(yla e 7yt) = E(xt|y17' T 7yt)'

Cette fonction correspond donc au filtre optimal au senseateclur quadratique
moyenne.

Le couple de variables aléatoir@s ., z;) suit une loi que I'on note,. Le filtre
optimal peut alors aussi s’écrire sous la forme suivante

E(z|yi, - u) = 19?:((;/115))

ouy(Y) = [ xdu(Y,z) etg, la densité de la distribution dg.,.

Il sS’agit & présent de déterminer des estimateurg det g;, notés respective-
menty; et gy, a partir den trajectoires indépendantes du processus (1.1). Pour
construire ces estimateurs par la méthode des noyaux delation, il est donc
nécessaire de disposer dereprésentants dg;. Ce n’est pas le cas, mais la
connaissance de (1.1), nous permet d’en générer. La méthibdée ici, pour
générer les données, est semblable a celle développéeptrepaécédent, pour
I'estimation de la densité du filtre optimal. Afin de facitita lecture nous la rap-
pelons rapidement dans le paragraphe suivant.

Génération des données

Soit un représentant de I'état initia) ~ . En lui appliquant (1.1} fois,
deux séquences iy, o, -+, Z;) €t(gy, - -+, ;) SONt engendrées. Il est alors pos-
sible de former le coupl@y;.;, 7;) qui est une réalisation de la lpj. En répétant
fois cette opératiom réalisations de la lgi, : (91.,,2}), -, (7, £') sont ainsi
générees. Ces derniéres permettent de construire I'égiimeampiriquey; de ;.
Les méthodes de convolution usuelles permettent, a paribed mesures empi-
riques, d’estimef[z;|y;, - - - , ). Soit K un noyau de convolution de dimension
qt, alors

UP() i K () X

En T R = = ~i
( t‘yl yt) n(yl:t) %Z?:1 K(ylrth*yht)

correspond a I'estimateur de Nadaraya-Watsolcde, |y, - - - ,y;). ¥ etg sont
respectivement les estimateurseet g; construits avec le noyau de convolu-
tion K et les estimateurs empiriques dg p; = %Zz;l Ozt & €tdevy, vt =

1\ ,
S el Ogi , -
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Avant d’établir les propriétés de convergence de cet estunail est intéres-
sant de remarquer gqu’il est possible de lui conférer une dgparticuliere : celle
de la sortie d’'un réseau de neurones a bases radiales, ffigisrte de celle cor-
respondant a I'approche neuronale de Yee([133]) déja.citée
Cette formalisation n’est pas indispensable pour étutistimateur. Cependant,
comme elle est a 'origine de nos recherches sur les filtres@gaux de convo-
lution, nous pensons que sa présentation conserve untintéré

Formalisation en réseau de neurones a bases radiales

Construisons un réseawmaeurones. Legi ,,7 = 1,-- - ,n, sont leurs centres
et lesz: sont les coefficients de la combinaison linéaire de sorté. S la fonc-
tion noyau commune a chacun des neurones. Les variablesétesont les ob-
servationgyy, - - - , ;. La sortie du réseat;’ a la forme :

S K () <
S K (Rt

qui correspond a notre estimateur de Nadaraya-Watsof; dea figure (4.1)
donne une représentation symbolique d’un tel réseau demes.r

]En(xt|y17"' 73/15) = (41)

IETX¢ | yn>

s

Fic. 4.1 — Schéma d’un réseau a bases radiales
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Mise en place de I'algorithme décrit selon I'approche “Résau”

En théorie, il donc possible a chaque instamte construire un réseau de neu-
rones a bases radiales qui fournisse une estimation dudptimal. Pour que le
temps de construction d’'un tel réseau reste compatible lavidtrage en ligne,

il est nécessaire que la structure du réseau évolue de mdndaursive” : les
centres des neurones doivent évoluer dans le temps, panadiét a I'état du sys-
teme. Afin d’expliciter I'algorithme, décrivons, sans getle généralité, les étapes
principales qui le constituent, pour des état®t des observationg de dimen-
sion 1.

Initialisation
La loi de probabilité de I'état initiat,, 7, est connue.
n points,z}, 2, - - - , i sont générés suivany. lls sont les états initiaux des tra-

jectoires de références au centre des noyaux.

L'application du systéme 1.1, a cespoints initiaux, engendre les couples :
(@), ., (&, 7). |

Le poids associe a I'état de reférengedans la combinaison linéaire de sortie du
réseauk (y“h;ny“) est notéu, ; . Du fait de 'absence d’'information pour les états
initiaux, tous les poids initiaux sont pris égaux aw,; = 1 pouri =1,---  n.

Il est a présent possible de commencer le filtrage. Le tempepart est = 1,

puisque, pout = 0, tous les éléments intervenant dans l'algorithme ont é&é pr
cisés ci-dessus.

- Etape 1

Calcul desw,; pouri =1,--- ,n:
Wi; = Wi—1,4 X eXp{ - ||%H2}

- Etape 2 _

Calcul de I'estimation de I'étatlE" (z,|yy, - - - ,y,) = % d’aprés (4.1).
=1 5

- Etape 3
Mise a jour des trajectoires de référence : application dtésye (1.1) aux couples
(Z},9;) pour obtenir(z;_,,y; ), pouri =1,--- n.

t =t+ 1 etretour al'étape 1.
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Remarque : En pratique, comme pour I'estimation de la densité du fittpe
timal au chapitre précédent, il est préférable de modifigénément les étapes
2 et 3. Par exemple, a I'étape 2, il est possible d’ajouteragfficient d’amor-
tissement du passé a €]0,1[. Cette démarche se justifie empiriquement par
le fait que le systéme est bruité. L'expression de I'étapeVdeat ainsiw;; =
Yo — Gil1?/ hn)-

De plus, d’apres la structure de I'étape 1, si un état deegéér a un poids nul;
tous ses successeurs auront aussi un poids nul, cettednaggeerd donc tout in-
térét. Il est alors intéressant dans I'étape 3, de cherekgydids tres faibles et de
remplacer leurs états de référence par un de ceux qui onbigs les plus élevés.
Cette démarche est tres voisine de celle utilisée dansregiitparticulaire avec
interaction.

a
Wy_q; X exp(—

Etude de la convergence ponctuelle

Le mode de convergence &€& (x|yy,- - ,y:) versIE(z|y, - -+, y;) quand
n tend vers l'infini est lié aux conditions imposées au noyaousNdémontrons
la convergence en probabilité dans ce qui suit. Pour plusttielsl sur les autres
modes de convergence, on peut se référer a ([14]).

Théoréme 4.1.1Supposons que(||z;||?) < oo et posona(yi.) = V(z¢|yi.).
SilE"(z¢|y1, -+ - ,y;) st associé & un noyau de Parzen-Rosenblatt, alors en tout
point de continuitéy,.; de g;, IE(x|y1, - -+ ,y;) et dev, tel queg;(y1./) # 0 nous
avons

hn - 07 nhiq — 00 = En(xt|y17 e 7yt) - E(xt|y17 U 7yt) en prObablllté

Démonstration :

Ona

n A ) V(Y1)
B (@ly ) 9t (Y1:0) 9t(Y1:1)

avecg; I'estimateur de la densité des; associé au noyald. D’apres le théoreme
A.1.1 nous avons que

et E(zyr, - ,u) =

gy — g €en moyenne quadratique
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lorsqueh,, — 0 etnhld — .

Il reste a démontrer que;" tend versy;. Pour cela, mettons en évidence que
V(1) tend vers zéro et QUB[Y (y1.)] — Yi(y14). (E[Y7 (y1..)] désigne I'espé-
rance de la fonction aléatoitg’ appliquée au point conny.;) :

Bf ()] = Bty S0, aK (2]
(24 K, (Y16 — 1)
[E[ZKn, (Y1 — 1) | T1:4]]
(K, (Y16 — J1:0) E[Z¢]G1:¢]

(Kh, * Gi)(yre)
avecGy(71+) = g1(y1.4)IE[Z¢|71.¢). D’apres le lemme de Bochner (cf. A.1.2), on a,
lorsqueh,, tend vers 0

E
= E
E
E

(K, + Go)ona) = (ona) Eflns] = s on) 225
donc
B[V (Y1:0)] = ¢e(yi)
Par ailleurs,
VI (yie)] V2K, (12 — Gt
= S| EBEHEE (Yo — G14)] — B2 K, (14 — G1:1)]
<E[E K, (10— 1) |
or

B2 K} (yi:e — )] = EBIKF (y1e — 910 IB[2:3471:0]
(K7, * Hy) (Y1)
= h%g[hiq(Kﬁn/fKﬁndglzt) * Hy(y14) [ K5 dijia

avecH,(71.+) = g:(114)IE[Z:2;]714]. En appliquant le lemme de Bochner au noyau
MIK; /[ K7 diji. on obtient

WA [E, 7, K, (yie — G14)] — 9e(yr) B[zt yr.d] /KQdﬂlzt
ce qui permet d’écrire

nhiqv[wf(ylzt)] - gt(yl:t)IE[xtxHyl:t] /Knglzt_higt(yl:t)zE[xt‘ylzt]E[xt‘ylzt]l

Comme les deux termes du membre de droite sont finis, on erit de&désultat.
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Théoreme 4.1.2 (Vitesse de convergence ponctuelle sousditan de dériva-
bilité) Siles hypotheses suivantes sont vérifiées :

H1 - g, estun point fixé d&R™ tel queg,(yi./) > 0.

H2 - limy, o by = 0 €tlim, oo P20 =

H3 - Le noyauk estborné, intégrable et a support compact.
H4 - |zl < M <0

H5 - IE(z:|y1+) etg; sonts > 0 fois continment différentiables

au voisinage de; ;.
H6 - Le noyauk estd’ordres.

Alors

logn
nhtd

Démonstration : Adaptation du théoreme A.2.1 au contexte du filtrage.

En($t|?/17 T 7yt) - E($t|yla T ayt) = O(hs) + O(

), peo

Théoreme 4.1.3 (Vitesse de convergence ponctuelle sous diban de Lip-
schitz) Si les hypothéses H1-H4 du théoreme 4.1.2 sont vérifiéedtrsiy ;)
et g; sontG—lipschitziennes alors

[logn
‘]En<'rt‘y17"' 7yt> _E<xt|y17"' 7yt>| :O(hﬁ)—i_O( n;gltq% p.co

Démonstration : Adaptation du théoreme A.2.2 au contexte du filtrage.

Etude de la convergence uniforme

Pour I'étude de la convergence uniforme, je suppose quebksreations.;
appartiennent & un compact

Théoreme 4.1.4 (Vitesse de convergence uniforme sous cdiah de dériva-
bilité) Si les hypotheses suivantes sont vérifiées :

H1 - llexistem > 0 tel queinf,,,cc gi(yi4) > m.

H2 - limy, o by = 0 €tlim, o 2 =

H3 - Le noyauk estborné, intégrable et a support compact.

H4 - | < M < o0

H5 - Le noyauk est lipschitzien su€'.

H6 - IE(z|y:.) etg, sonts > 0 fois contindment différentiables da6s

H7 - Le noyauk estd’ordres.
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Alors
n < logn
sup |E™(zilyr, -+, 41) — Bladyy, -, u)| = O(hy) + O(| — ), p-co
y1:¢€C nhn

Démonstration : Adaptation du théoreme A.2.3 au contexte du filtrage.

Théoreme 4.1.5 (Vitesse de convergence uniforme sous cdrat de Lipschitz)
Siles hypothéses H1-H5 du théoréme 4.1.4 sont vérifiee&étgiy;.,) etg, sont
G—lipschitziennes suf’ alors

logn

sup |En(xt|y17 e 7yt) - E(xt|y17 Tt 7yt)| - O(hg) + O(

), D-Co
y1:.€C nhy

Démonstration : Adaptation du théoreme A.2.4 au contexte du filtrage.

Corollaire 4.1.5.1 (vitesse optimale)Soit

n _4-_H1q
hn:a( ) ,0<a< o
logn

alors sous les hypotheses du théoreme 4.1.2 on a

n _—8
]En(xt|y17 e 7yt) - E<xt|y17 e 7yt) =0 ((logn)25+tq) p.co

et sous les hypothéses du théoreme 4.1.4 on a

sup [E"@ilyr, - oy0) — By - 90| = O ((

yl:tec

)25+Stq) p.co

logn

Théoréme 4.1.6 (vitesse optimale de la convergence en mogemuadratique)
Supposons les conditions suivantes vérifiées :

- 9i(y14) > 0, y1.; point fixé delR".

- IE(x|y1.) etg, sont deux fois continGment différentiables

au voisinage de; ;.

- lim, . hy, = 0 etlim,, ., nh!? = .

- u — IE[z?|u] est continue au poiny; ;.

- K esthborné, intégrable, positif, symétrique et a supportgach

- K estun noyau d’ordre.
Alors en prenant

—1
h,=an 4, ()< a< oo
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ona
E[E" (zelyr, -, y0) = Eladys, - y0)]* = O(n” )

Démonstration : Adaptation du théoréme A.2.6 au contexte du filtrage.

4.1.3 Estimation de I'espérance par le filtre a mémoire tron-
quée

Rappelons qu’en considérant un filtre avec une mémoire t@mde longueur
T, on suppose implicitement, que pour détermifés,|y;.,) 'estimation de I'état
x4, il est suffisant de connaitrg, v;_1,-- - ,y;_7. Cette hypothése peut se justi-
fier empiriquement par le fait que le systeme est bruité : phesobservation est
ancienne moins elle est influente syr 1l existe alors url’ tel que I'informa-
tion apportée pay,,--- , ;71 €st négligeable comparée a celle apportée par

Ye—15 " 5 Yt

Sur le plan pratique cette troncature est trés bénéfiqualans le cadre de
I'approche par réseau a bases radiales, il est alors pesildonstruire un réseau
avec une structure fixe dans le temps. De ce fait, la dimemg&emoyaux, appli-
qués en chaque neurone, est constante.

Le probleme se formalise de la méme facon que précédemmiénblltion de
I'état du systéme; est régie par (1.1) et seules les variablesont observées :

{ ry = f(2-1,0)
yr = h(ws, )

Le filtre tronqué optimal au sens de I'erreur quadratique enog est

]E(xt‘yth, s 73/15)

Le couple de variables aléatoir@g_r.., ;) Suit la loi de probabilitg, r. Le filtre
optimal tronqué peut, par conséquent, s'écrire sous lad@uivante :

(0 T\Yt—T:
E($t|yt—T,“' 7yt) = ( : t)
gt,T(yt—T:t)

ou Yy r(Y—1:t) = fxt xdper(Ye—1, v¢) €L gor la densité de la distribution des

Yt—T:t-
Comme précedemment, on construit a I'aide des noyaux deokdion, ;' et
gi, estimateurs respectifs de - et g, . Pour ce faire, on génére un échantillon
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de couples utilisés pour obtenir les mesures empirigie®ty; -, ce qui conduit

hY

a.

n Yt—1: 73?'_ : ~1
n iﬁZT(yth;t) nhl{q Ei:l K( e thn =) X T
Bl ) = ) T s e
Gy T\Yt—T:t 1 Zz‘:l K( : t—T:t)

nhl hn

Etude de la convergence ponctuelle

Nous supposons ici qu'’il est possible de restreindre la niénacune profon-
deurT € IN™.

Théoréme 4.1.7Supposons quB(||z;||?) < oo et posons (y; r.1) = V (z¢|yi_7.1)-
SiF}'r est associe a un noyau de Parzen-Rosenblatt, alors en tottgeconti-
nuitéy,_r., deg; r, F; r et dev, tel queg; r(y;—r.:) > 0 nous avons

hy — 0, nhl? — oo = E"(x4|ys_1:¢) — E(2¢|yi—1.) €N probabilité

Démonstration : La démonstration est identique a celle du théoréme 4.1.1.

Théoreme 4.1.8 (Vitesse de convergence ponctuelle sousditian de dériva-
bilité) Siles hypotheses suivantes sont vérifiées :

H1 - y_r. estun pointfixé dR’ tel queg, (y,—71.) > 0.

H2 - limy, oo by = 0 €tlim, oo 2t =

H3 - Le noyauk estborné, intégrable et a support compact.

H4 - |zl < M < 0

H5 - IE(2:|yi—r.) etg,r sonts > 0 fois continGment différentiables

au voisinage de;_7.;.
H6 - Le noyauk estd’ordres.
Alors
logn
" (2:lye—1) — E(@i|yr0) = O(hS) + O %), p.co

nhn

Démonstration : Voir théoreme 4.1.2.
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Théoreme 4.1.9 (Vitesse de convergence ponctuelle sousditon de Lip-
schitz) Si les hypothéses H1-H4 du théoréme 4.1.8 sont vérifieeEétgiy; r.;)
et g, r sontg—lipschitziennes alors

logn

T
nhn?

" (2 ye—14) — E(2e|ye—724)] = O(hE) + O(

), p.co
Démonstration : Voir théoréme 4.1.3.

Etude de la convergence uniforme

Pour I'étude de la convergence uniforme, en plus de resir@ila mémoire a
une profondeufl” € IN*, on suppose que les observatignsr.; appartiennent a
un compact’'.

Théoreme 4.1.10 (Vitesse de convergence uniforme sous ciiath de dériva-
bilité) Siles hypotheses suivantes sont vérifiées :

H1 - Il existern > 0 tel queinf,, ,.,cc g7 (Yi—ra) > m.
H2 - Timy oo iy = 0 €tlimy, oo 220 = oo,
H3 - Le noyauk estborné, intégrable et a support compact.
H4 - ||zl < M < o0
H5 - Le noyauk est lipschitzien su€'.
H6 - IE(z:|yi—r.) etg.r sonts > 0 fois continGment différentiables daas
H7 - Le noyauk estd’ordres.
Alors
sup |IE" (z4|ys—7:) — B(2e|ye—7.0)| = O(h;,) + O( long% b.co
Yi—7:4€C nhp?

Démonstration : Voir théoreme 4.1.4.

Théoreme 4.1.11 (Vitesse de convergence uniforme sous cibioth de Lip-
schitz) Siles hypotheéses H1-H5 du théoreme 4.1.10 sont vérifieeset Sy, 7.,
et g, r sont3—lipschitziennes suf’ alors

logn
sup | IE" (we|ye—7.e) — B(zelye—10)| = O(h7) + O( gTq
Yi—1::€C nhn

), peo
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Démonstration : Voir théoréme 4.1.5.

Corollaire 4.1.11.1 (vitesse optimale)Soit

1

n \ i
hn:a( ) , 0<a< oo
logn

alors sous les hypotheses du théoreme 4.1.8 on a

En($t|?/t—T:t) - E($t|?/t—T:t) =0 (( )MST“) b.co

logn

et sous les hypothéses du théoreme 4.1.10 on a

sup B (@olye 1) — Ewelyera) :0(( >) Do

Yt—1:¢€C logn

Théoréme 4.1.12 (vitesse optimale de la convergence en maye quadra-
tique) Supposons les conditions suivantes vérifiées :

- Gur(We_7:) > 0, i1 poINt fixé deR™7,

- E(z¢|yi—r.t) etg.r sont 2 fois continGment différentiables

au voisinage de;_.;.

- lim, o by = 0 €tlim,, o nhl9 = co.

- u — IE[z?|u] est continue au poiny;_r.;.

- K esthborné, intégrable, positif, symétrique et a supportgach

- K estun noyau d’ordre.
Alors en prenant

hn:aniﬁ%q7 0<a<oo
ona
—_4_
E[En(xt|yt—T:t) - E(xt|yt—T:t)]2 = O(’I’L 4+Tq)

Démonstration : Voir théoreme 4.1.6

4.1.4 Estimation de I'espérance par le filtre avec sélection

Dans cette partie, les particulés, 3. .,), aveci = 1,...,n, sont générées
de maniére a ce qug., € B.(y1.). Les variables d'observation des particules
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simulées, sont ainsi contenues dans un tube de largeentré sur les vraies ob-
servationsg; ;.
A partir de telles données, I'estimateur naturel est

1 . ~1

- ; i
Cet estimateur a I'avantage d’étre simple a calculer, naaggiantité qu’il estime
estlE[x;|B.(y1.+)]. Pour assurer sa convergence \Efs;|y;.|, la largeur du tube
e doit impérativement tendre vers zéro.

Remarquons que, cet estimateur naturel est en fait un casupiar de I'estima-
teur général :
n Doy K, (W1 — 914) X 7

E"(we|yr, - ye) = Z?:l Kn (yrs — ?H:t) (4.2)
avecKk  un noyau a support compactiettel, que sij; ., ¢ B.(y1.;) alorsKp, (y1..—
gi:t) = 0.
L'étude des propriétés de cet estimateur est plus délicsteelle des deux pré-
cédents.

Etude de la convergence ponctuelle

Théoreme 4.1.13 (Vitesse de convergence ponctuelle sousditton de déri-
vabilité) Siles hypothéses suivantes sont vérifiées :

H1 - ., estun pointfixé d&R" tel queg,(y.;) > 0.

H2 - lim,_.. €, =0etlim, . m = 00.

H3 - Le noyauk est symétrique, borné, intégrable et a support compact.
H4 - hy esttel quek;,, estnul en dehors dB., (v1.:).

H5 - |l <M < o0

H6 - Ladensité des observatiopsest continue suB., (y1.;)

H7 - IE(z|y1.) etg, sonts > 0 fois continment différentiables

au voisinage de; ;.
H8 - Le noyauKk est d’ordres.

Alors presque srement

log(ne,™
B (alyn,- un) — By, 1) = 0(eh) + 0(y/ B2y,

n
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Démonstration : D’aprés les considérations de la démonstration du théoréme
3.4.4

En('rt‘yla e 7yt) = ]EN(xt|y1:t>
D’aprés le théoréme 4.1.2,
log N
NR

F (yre) = Blwelys, -, ye) = O(h3) + O( ),

le lemme 3.4.2 donne donc le résultat.

Théoréme 4.1.14 (Vitesse de convergence ponctuelle sousditton de Lip-
schitz) Si les hypothéses H1-H6 du théoréme 4.1.13 sont vérifiéeEer gy ;)
et g, sontg—lipschitziennes alors presque sGrement

log(ne, ')

[E" (welyr, - 9e) = Ezly, -+, y0)| = O(e) + O )

Démonstration : Mémes arguments que pour la démonstration du théoréme
4.1.13.

n

Etude de la convergence uniforme

Pour I'étude de la convergence uniforme, les observaijpnsont supposées
appartenir a un compact.

Théoreme 4.1.15 (Vitesse de convergence uniforme sous ciioth de dériva-
bilité) Siles hypotheses suivantes sont vérifiées :

H1 - Il existem > 0 tel queinf,, ,cc g:(y14) > m.

H2 - lim, .. €, =0etlim, . m = 00.

H3 - Le noyauk est symétrique, borné, intégrable et a support compact.
H4 - hy esttel quek,, estnulen dehors dB,, (yi.).

H5 - ||zl < M < 0

H6 - Le noyauk est lipschitzien su€.

H7 - IE(zy:.) etg, sonts > 0 fois contindment différentiables daas

H8 - Le noyauK estd’ordres.

Alors presque slrement

log(ne,
sup (B @lyn, -+ 1) — By, -« 290l = O(es) + 0(y | &)

yl:tec

)
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Démonstration : Mémes arguments que pour la démonstration du théoréme
4.1.13.

Théoreme 4.1.16 (Vitesse de convergence ponctuelle sousditton de Lip-
schitz) Si les hypothéses H1-H6 du théoréme 4.1.15 sont vérifiée®et gy, .)
et g, sonts—lipschitziennes suf’ alors presque sirement

" [log ney, "
SUPC\]E (elyrs - 9) — By, -+, ue)] = O(el) + O( T)
yl:te

Démonstration : Mémes arguments que pour la démonstration du théoréme
4.1.13.

Corollaire 4.1.16.1 (vitesse optimale)Soit
(tq)"*
nl/(2s)

alors sous les hypotheses du théoreme 4.1.13 0n a

€n = O<a<oo

tq
" 24+ 1)logn
IE (xt|y17' o 7yt) — E(xt|y1’ ce 7yt) =0 % s

et sous les hypothéses du théoreme 4.1.150on a

" (t—g +1)logn
sup |IE™(@e|yr, -, yr) — E(zelyr, -, u)[ = O ~2s 2 | ps
yl:tec n

Théoreme 4.1.17 (vitesse de convergence en moyenne quailpad¢) Suppo-
sons les conditions suivantes vérifiées :
H1 - gt(?/l:t) > 0, Y1t p0|nt f|Xé dthq.

H2 - IE(z|y:.) etg; sont deux fois continlment différentiables
au voisinage de;.;.

H3 - lim, ..€, =0.

H4 - wu~— IE[2?|u] est continue au point.;.

H5 - K estborné, intégrable, positif, symétrique et a supportgach
H6 - hy esttel quek;,, estnul en dehors dB., (y1.).

H7 - K estunnoyau dordr@.
Alors

E[E"(zy1, - s y) — E(xdy, - y)]? = O(e) + O(1/n)
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Démonstration : D’apres le démonstration du théoreme A.2.5 et les considé-
rations du début de la démonstration du théoréme 3.4.4 on a

BE" (zyr, - v) — Blzdy, - u)]? = EFY (i) — By, - we)]
O(hy) + O(1/(NRY))

le lemme 3.4.2 permet de conclure.

Corollaire 4.1.17.1 Supposons les hypotheses du théoreme 4.1.17 vérifiées, alor
en prenant,, = O(n~"/*) on a

E[E"(z|y1, - ye) — By, -+ )] = O(1/n)

4.1.5 Estimation de I'espérance par le filtre avec ré-échaimt
lonnage

L'estimation de I'espérance peut se faire indépendammefiestimation de
la densité pour le filtre avec ré-échantillonnge. Cependianalcul de I'estimation
de I'espérance s’intégre, aisément, dans l'algorithmeiddans la partie 3.2.4 du
chapitre précédent. Il suffit de calculer, juste apres katgantillonnage de I'étape
1,00z},...,7% ~ pi:

1 ‘
==Y 1 (4.3)
=1
Théoréme 4.1.18Sous les hypotheéses du théoréme 3.5.2, si pout tesupport
dep(z|y,..) est contenu dans un compactconnu alors

lim h, =0
nhatd = lim (7} — E[z|y14]| =0 ps

lim —— =0 n—00

n—oo logn
Démonstration : NotonsE,, [z|yi.:] = IE[z:|y..+] 'espérance du filtre opti-
mal etlE,.[x|y,.] 'espérance du filtre a convolution avec ré-échantillornag
Commez € RY, notonsz = (uy,...,uy) €12} = (agy,...,az,). Par défini-
ton,IE,, [z|y1.1] = (IE,, [u1|y1], - - -, IEp, [ualyi]), nous devons donc montrer

lim |af; — B, [ui|y1]| =0 p.s. pouri=1,....d (4.4)

n—oo

Sans perte de généralité prouvons (4.4) pgur

|@Z1 - ]Ept [u1|y1:t” < ‘ﬁ?J - ]Ep? [u1|y1:t” + ‘]Ep? [u1|y1:t] - IEpt [ul‘ylzt]”
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Tout d’abord étudions le comportement du second terme :

[y [u1|y1:4] — IEp, [ua|y14]] = |/U1 Pt (ur|yre)dug — /Ul Pe(u1|y1:)dus |

Raisonnons par I'absurde : supposons que

lim sup | [ wy p}(uy|yre)du; — /u1 pe(ur|yr)dus| = a >0

n—oo

Alors comme le support dg(z;|y;..) est contenu dans le compact connu, il
en est de méme des estimatigfisz;|y,.+), puisqu’on attribue alors un poids nul
aux particules extérieures@. Si on noteC}, la restriction deC; a la premiére
composante de;, u; on a alors :

a = lim sup | Ulpg(uﬂyl:t)dul_/ wy pe(ur|yr.e)du |

n— o0 Ctl Cp

< timsup [l unlona) i)l
C

n—0o0 h

< lim sup max ui| [ [P} (u1lyre) — pe(u|yre)|du
n— oo h Cp

< nhj)lo max lua] [P (walyr:e) — pe(wa|yae) [l 2,
= 0 a.s., dapreslethéoreme 3.5.2

ce qui contredid < a.
On adonc

nh_{rolo [Epp [ua|y14] — Ep, [ur]yre][ =0 p.s.

Comme par hypothese la densiféest restreinte a un compact connu, il existe
un M > 0 tel quelE, [uf[yr,] < M etIE,; [uf|y:.] < M.

Il reste & montrer que
|y — Epp[ur|yr]| — 0 pes. (4.5)
Nous avons

|7l?,1 - ]Ep? (1] Y]] i=1 ai,l - ]Ep? (1| Y14
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ouZ; =y, — B, [uly:.]. Les variableZ: , . . ., Z, sontidentiquement distribuées
et indépendantes conditionnellemetfa; 'ensemble les variables simulées jus-
qu'a linstantt — 1. On alE[Z?] < M, E[Z}] < M etIE[Z;|F;,_1] = 0 car en
toute rigueurt,» [uy1.)] = E,» [uly1., Fi—1] puisque cette espérance dépend de
Fi_1 au travers dey'.

On obtient

Zz | = nE[Z3] + #E[Zﬂ?

carlE[Z,Z;Z,2)) = [ \Zi|Fi1|IE[Z; Z 21| Fi—1]] = 0 pour tout triplet(y, k, )
de{1,...,n} —i. On en déduit, d’'aprés l'inégalité de Markov-Tchebychev

n 1 4
PILY z)>e < LEodl
i=1

o4

_ Bzl B[z

- n3ed 2n2et
M M?

<

—+—
n3et  2n2ed

Comme la série de terme gene;g%_lz + 597 2n2€4 est convergente, d’apres le lemme de
Borel-Cantelli, on a qu% >, Z; converge presque srement vers 0. Le résultat
(4.5) est ainsi prouvé.

4.2 Mode conditionnel

Contrairement a la médiane, l'utilisation du mode de lariistion comme
estimateur de I'état présente certains avantages. Tooblac’'est un estimateur
plus robuste que celui de la moyenne mais, comme il a étégesépfprécédem-
ment, cette qualité est moins critique dans ce contexte tilagid. Le mode est
plus avantageux que la moyenne, essentiellement lorsalisttdoution d’intérét
est multimodale, avec un mode plus grand que les autres.d@ares, la moyenne
empirique peut fournir des valeurs totalement improbaf@esiprises entre deux
modes) alors que le mode empirique fournit un des modes dsttébdtion.
L'estimation du mode d’'une densité de probabilité est ubl@me ancien de la
statistique, (voir Sager([115]) pour une revue mathémmatigt historique), qui
pose des difficultés hors du cadre des modéles paramétrigopiasnment, pour
I'estimation de densités a I'aide de noyaux de convolutigestimation du mode
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de la densité du filtre optimal, au travers de nos filtres, eatdissez délicate.
En effet, au probleme de I'estimation du mode pour I'estenata noyau de la
densité, s’ajoute celui que la densité génératrice degcplas n’est qu’'une ap-
proximation de la densité du filtre optimal.

Un des premier a considérer ce probleme pour le cas univgriéarzen([106]).
Il a montré, que sous certaines conditions, le maximum ggf@ximation de la
densité par noyau de convolution est un estimateur convegjeasymptotique-
ment normal du mode pour des variables indépendantesgdentient distribuées
(i.i.d.). La plupart des nombreux développements congfécutes travaux, s'in-
teressent a la normalité asymptotique, par exemple on jtentSamanta ([116])
pour le cas multivarié, Eddy ([60]), Romano ([114]) pour dfaiklissement des
hypothéses. Vieu ([126]) en 1996, a comparé les estimaéenoyaux du mode
globaux et locaux (choix di,).

Les propriétés de convergence et de normalité asymptobigiLeussi été établies
pour le mode conditionnel par Samanta & ThavasneswararT|j[1De méme,
des résultats ont aussi été obtenus pour des données défEsndzomme ce cas
sort de notre contexte, nous ne nous étendrons pas sur de Poim davantage
d’information, on peut se référer, par exemple, a Berlinetl &[8]).

La plupart des estimateurs du matlproposés dans la littérature, dont ceux évo-
gués ci-dessus, s’expriment sous la forme

~

0, € arguiax fn(6)

ou f,, est la densité estimée de I'échantillen . . ., z,,. Parfois, ils sont aussi ex-
primés comme le zéro de la dérivée flg les hypothéses de convergence sont
alors modifiées. Le principal probleme est donc, qu’en quatj le temps de cal-
cul est tres élevé. En effet, une procédure de maximisati@me optimisée, re-
quiert toujours de nombreux calculs de la fonctfgret, pour minimiser le risque
de tomber sur un maximum local il est préférable de renoudlesieurs fois la
maximisation avec des points de départ différents. De plusme I'a remarqué
Devroye ([49]), ces méthodes usuelles de recherche denfatyfonctionnent
correctement seulement lorsqfieest assez réguliere : continue, unimodale,
Finalement, en pratique, 'argmax est approximé par uneimmaation sur un
maillage de I'espace. Mais, lorsque la dimension de I'esghétat augmente, le
nombre de noeuds de la grille augmente exponentiellemem¢nhps de calcul
devient donc considérable.

Une telle technique n’est donc pas du tout adaptée au fileaggne d’'un sys-
téeme dynamique puisqu’elle est trop colteuse en terme destemncalculs. Par
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contre une nouvelle approche du probleme, proposée pahAtra: al. ([1])
semble bien mieux convenir. Ces auteurs proposent plutdtetelre

0, € argmax  f,(6).

0c{z1,....tn}

Cela revient a prendre le maillage le plus naturel qui saitsque les points
x1,...,T, sont naturellement concentrés autour de leur mode. Ainatique-
ment, il est seulement nécessaire de calculfmis, f,, pour obtenir I'estimateur.
Cette qualité numérique permet d’'introduire I'estimatihnmode en cours de fil-
trage. De plus, cet estimateur du mode a d’aussi bonnesigepthéoriques que
ses concurrents (Abraham & al. [1],[2]).
Une adaptation de cette derniere approche est proposédusdegl'approche
classique, pour nos filtres par convolution, dans la suite.

Pour le contexte du filtrage, le modeest défini par
m € argn;?Xpt(xtlyu)-
Naturellement, les estimations proposées sont de la forme
Tty € argmax py (zefyre)-

oup;(z¢|y1.+) est une estimation de la densité du filtre optimal.

Selon la nature du filtre, a ré-échantillonnage ou pas,d&tles propriétés théo-
riques de I'estimation du mode sera différente. Ces deugaatsdonc abordés au
travers des deux sections suivantes.

4.2.1 Estimation du mode par les filtres a convolution simple

Tous les développements de cette section sont réalisédepfilre & convo-
lution simple. Cependant, ils restent totalement valaptasg le filtre a mémoire
tronquée, pour lequel il suffit de restreindre les dimersion
Nous généralisons au cas multivarié et adaptons au comtefiteage, 'approche
proposée par Samanta & Thavaneswaran ([117]).

Nous supposons que pour toutes observatignsp;(z:|y1..) est uniformé-
ment continue en; et admet un unique mode défini par

Dt (m(yl:t)|y1:t) = max py(@¢|y1:4)
Tt
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L’ hypothése d’unicité du mode peut sembler forte, cepetydarchoix du mode
comme estimateur de la valeur de I'état n’est pas pertimedébors de ce contexte.

Tout d’abord, rappelons la forme de I'estimation du filtréimyl fourni par le
filtre & convolution simple :

Doy Kn(we — 3) Kn(y1e — 91.4)
22;1 Kh(ylzt - gi:t)

L'estimation dem, m,, est donc définie par

ﬁ?(xt“/l:t) =

Py (mn‘ylzt) = Irxltaxﬁ? (xt‘ylzt) (4.6)

Théoréme 4.2.1Soitz = (x4, 41.), Si le noyauK est une densité bornée, si de
plus

— sup, [|2] "MK () < 00
— llexisteC > 0, tel quesup, |K(z +v) — K(2)| < C|jv||, v € R
— Ladensité conjointg yy est uniformément continue et vérifie
[ Iz["pxy (2)dz < oo pour certainsy > 0
— Ladensité marginalgy est positive et continue au poit;
— Ladensité du filtre optimal(z;|y,.;) est bornée pouy .

alors
lim, .. h, =0 o
Ll — lim m, =m ps

lim,, oo Togn~ — O n—00

Démonstration : Soientpyy (x4, y1.1) la densité conjointe de; etyy.;, py (y1+) la
densité marginale dg ;. Suivant ces notations, leurs approximations respectives
sont

pXY(xtv ylt Z Kh xt - xt)Kh(ylt - yl t)
et

v (Y1) ZKh Y1t = Yie)

Ona

SUpP,, |pt(xt‘y1:t) - ﬁ?(xt‘ylzt)‘ < sup |pXY(33t7y1:t) - ﬁSL(Y<'rt7 ylzt)‘

]5751/ (yl:t) Tt
pY(ylzt)

ATV

pY(ylzt)

+ sup pe(@e|y1e) |1 —
Tt
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D’apreés le théoréme A.1.3, on a

lim sup [pxy (2, y1:t) — Py (21, Y1) =0 ps

n—oo Tt

de plus, selon le théoreme A.1.2 on a aussi
T}Lrgloﬁ)n/(ylt) = pY(ylzt) ps
Comme par hypothésg,(z;|y;..) est bornée, on en déduit

Tim sup |py(zefyre) — pf' (zelyre)| =0 ps

Tt

d’ou le résultat.

Comme nous I'avons évoqué dans l'introduction de la parrdes mode, il
est possible de considérer un estimateur du magene faisant pas intervenir de
procédure d’optimisation. Il est défini par :

P} (nly1:t) :mltré%}(ﬁ? (e y1:e) (4.7)

avecs,, = {ii}i:h_,n. Le gain en terme de temps de calcul d'un tel estimateur
est évident, puisqu’il suffit d’évalugi’, n fois pour I'obtenir.

Cet estimateur (4.7), comme le montre le théoreme 4.2.3gplesd’aussi bonnes
propriétés théoriques que le précédent (4.6). Avant d'émone résultat, il est
nécessaire d’'introduire, conformément a Abraham & al., (]), les ensembles
“ligne de niveau”A(e) :

Ve>0, Ale) = {x € RY : pi(z|yre) > pe(m|yrs) — €}
ainsi que leurs diametres diaf) :
diamA(e) = sup{|lz — | : =, y € A(e)}

Théoreme 4.2.2Sous les hypotheses du théoreme 4.2.1, si de plus,
vérifie A(¢) — 0 lorsquee — 0 alors

yl:t)

lim,, oo hy, =0 L
pptatd — lim m, =m ps
= 00 n—00

hmn_’oo logn

Démonstration : La preuve s’inspire de Abraham & al. ([1]) et Romano ([114]).
Elle utilise les deux lemmes suivants, dont la preuve esliétdans Abraham &

al. ([1]).



4.2 Mode conditionnel 133

Lemme 4.2.1Si A(e) — 0 lorsquee — 0 alors pour toutd > 0, supyc(,, pr <
pt(m|y1:t)

Lemme 4.2.2 Sip,(z|y1.¢) vérifie A(e) — 0 lorsquee — 0 alors, presque sdre-
ment, pour toud > 0, maxg, (v m) P+ — P+(m|Y1:4)

avecVs(m) la boule ouverte de rayoncentrée enn et V¢(m) son complémen-
taire.

Pour toutd > 0, d’apres le lemme 4.2.3§upvéc(m) pr < pe(mlyr). Soites =
pe(m[y1:¢) —supye () pe, comme d'apres le théoréeme 4.2.1, omp [p, —py'| — 0
lorsquen tend vers l'infini, il existeN (¢5) tel que pour tout: > N(e5) on a

sup |p — py'| < es/2
Vgc(m)

et donc

sup py < pi(mlyi)
Vgc(m)

par consequent
lim sup sup py < pi(m|yi.e)

n—0oo Vac(m)
Soit encore

lim sup sup p; < p(mlyi+)
n—00 VE(m)NSy

Comme d'aprés le lemme 4.2 2axg, v, (m) Pt — P(m|y1) €t que d’apres
le théoréme 4.2.5up |p; — p;'| — 0, on en déduit

lim sup sup p; <limsup sup py
n—00 VE(m)NSy n—0o00 Vs(m)NSy

Comme ceci est vrai pour toat> 0 on en déduit le résultat.

4.2.2 Estimation du mode par le filtre & convolution avec ré-
échantillonnage

La situation est plus délicate pour le filtre avec ré-échiantiage. Il n’est
pas possible d’appliquer le méme raisonnement que pouttkes t convolution
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simple, considérés précédemment, puisque I'estimatidiltcRioptimal ne s’ex-
prime pas comme le quotient d’'une densité conjointe et diersité marginale.
Elle est de la forme suivante
pn<xt‘y1-t) — Z?:l Kh<3~jzlt - xt>Kh(g§ B yt)
t ' > i1 Kn(7i — )

avec les couple$§(z, 9;) }:=1. ., obtenus en appliquant le systéme dynamique a
Pour simplifier I'étude théorique, nous ne prenons pas coesti@mateur du mode,

la valeurz, maximisan®} (z;|y;..) mais, nous le calculons a partir de I'étape sui-
vante dans l'algorithme de filtrage. Plus précisément, pstimer le filtre optimal

a l'instantt + 1, on génere tout d’abord états{(z;};—1__, suivantp} (z;|y.;).

Ces états intermédiaires, sont utilisés comme éléments de base pour estimer le
mode. Par nécessité théorique, on suppose en générer umengnpouvant étre
différent den. Ainsi on considere une nouvelle approximation du filtreropt

1 &

P (wlyr) = — 3 Kilag — ) (4.8)
moi=1
Ou K est un noyau éventuellement différent/dele noyau utilisé pour construire
le filtre. L'estimateur du mode est ainsi défini par rappotapproximation (4.8) :

T (@ yaee) (4.9)

M., € argmMax p;
Tt
La consistance asymptotique dg, ,,,, est assurée par le théoreme qui suit.

Théoréme 4.2.3Si le noyauk, utilisé pour le filtrage, est de Parzen-Rosenblatt
positif et borné, sp(y;|y1.4—1) > 0 et sip(y:|y1..—1) €St continue e, pour toutt,
si le noyauk, utilisé pour estimer le mode, est une densité bornée, siude p

— sup, ||z[|*K(z) < oo
— llexisteC > 0, tel quesup, |K(z +y) — K(z)] < C|y|l, y € R?
— Pour toutn, p}(x|y1..) est uniformément continue et vérifie

[z P} (xe|yr.)dae < oo pour certainsy > 0

alors
lim, o h,, =0
lim nhit %)
n—X logn li y —
= - m Mg, =M ps
hmnm_,oo hnm =0 T, M —00
3 nt"m J—
lim,,, oo Togn- = 00
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Démonstration :

sup [py"" (ely14) — pe(@elyne)| < sup 9" (@elyre) — B[ (el yra) )|+
Tt e

sup ‘]E[ﬁ?’nm (wely1e)] — Ky, * pe(xe|y1e)]|
Tt
+sup |Kh * pt<xt‘y1:t)] - pt(lft‘ylzt)‘

Le lemme de Bochner (A.1.1) assure que
}Lii% sup ‘f(h *pt(:ctly1;t)] - pt(:ctly1;t)| =0

Pour toutn fixé, d’apres le corollaire A.1.3.1, on a aussi

lim sup [p;""" (@¢|yre) — B[P (2e]y14)]] =0 ps

Nm—00 g,
Etudions le cas du troisieme terme :

IE[D; "™ (xely1:0)] — Kn o pe(@elyn)]l = | [ Kn(we — w)pp (ulyre)du

- ff(h(fUt — u)pe(ulyr¢)dul

| En(z —w)|pp (ulyre)

—pe(ulyre)|du

< [ K(u)|pf(u— hxi|yr)
—pi(u — h 2¢|y1,)|du

< maXKHﬁ? - ptHLl

IA

Or d’aprés le théoréme 3.5.2, on|g — p:||L, — 0 presque sGrement lorsque
n — oo. On en déduit

lim  sup [Py (xy1.¢) — pe(@e|yre)] =0 ps

N,Nm—00 g,
d’ou le résultat.
De méme que pour les filtres a convolution simple, il est ssie considé-

rer un estimateur du mode ne faisant pas intervenir de puoeé&tioptimisation,
comme celui proposé par Abraham & al. ([1], [2]). S@it, ,,,, un tel estimateur :

M n,, = TG max D" (2| yie)- (4.10)

TtEOnm,

avecS,,, = {Z_, }ic1...np-
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Théoreme 4.2.4Sous les hypotheses du théoreme 4.2.3, si de plus,
vérifie A(¢) — 0 lorsquee — 0 alors

yl:t)

lim nhi
n—0o0 logn - . ~
] 2 = lim Mm,,, =m ps
hmnmﬂoo hnm =0 N, N —00 ’
. nmhd =~
lim,,, oo Togns = 00

Démonstration : La preuve, proche de celle du théoréme 4.2.2, s'inspire da-Ab
ham & al. ([1]) et Romano ([114]).

Pour toutd > 0, d'aprés le lemme 4.2.]311pV6c(m) pe < pe(m|yi). Soites =
pt(m|y1:t)—supvgc(m) pi, comme d’apres le théoreme 4.2.3, op |p,—p,"""| —
0 lorsquen etn,, tendent vers l'infini, il existeV(s5) tel que pour tout > N(g4)
et N,,(es,n) tel que pour toutr,,, > N,,(¢5,n) on a

sup |py — b < es/2
Vgc(m)

et donc

sup p;"" < pe(mlyr)
Vgc(m)

par conséquent
lim sup sup 9" < pi(m|yr)

1, Ny, — 00 V(SC (m)

soit encore

N, Nm

lim sup sup Py
n,Mm—00 VE(m)NSy,

< pt(m|y1:t)

Comme d'aprées le lemme 4.2:8axg, v, m) Pt — Pi(m|y1:) €t que d’aprés
le théoreme 4.2.3up |p; — p;""™| — 0, on en déduit
lim sup sup P <lim  sup sup  p;m

7,Mm —00 VE(m)NSn,y, n,nm—00 Vs(m)NSn,,

Comme c’est vrai pour tout > 0, on en déduit le résultat.

4.3 Conclusion du quatrieme chapitre

Ce chapitre propose deux alternatives pour estimer la vdieliétat du sys-
teme dynamique, I'espérance et le mode de la densité dudptimal. En géné-
ral, 'espérance est préférée au mode car elle a la progt&tdinimiser I'erreur
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quadratique, cependant comme nous I'avons précédemmamiévie mode est
intéressant pour des densités multimodales avec un moderpngant.

Les estimateurs de I'espérance et du mode sont batis a gadtrmations de la
densité du filtre optimal présentées dans le troisieme tieajyiestimation du
mode, par le biais des noyaux de convolution, requiert sauveaucoup plus
de temps de calcul que I'estimation de I'espérance, ce quiesdissuasif pour
du filtrage en ligne. Ce probleme, d’ordre pratique, a pu ébr@ourné, grace
a I'emploi d’une technique d’estimation rapide et efficaicspirée des travaux
d’Abraham & al. ([1],[2]).

Finalement, nous avons établi, dans ce chapitre, deuxitpamd’'estimation de
I'état d’'un systeme dynamique a base de noyaux de convoluBies deux ap-
proches ont I'avantage d’étre utilisables en ligne touttantéconsistantes.

Ces estimations découlent toutes deux, de la densité estioidtre optimal. Plus
généralement, il est possible d’utiliser cette densitérgst pour batir des estima-
teurs de I'état d’autres natures, tels que des intervaledfiance ou des quan-
tiles. L'étude des propriétés théoriques de tels estimaiaste a réaliser, mais
elle semble toutefois accessible, au vu des résultats dueimee chapitre et des
nombreux travaux, dans la littérature, relatifs aux esdma non paramétriques.
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Chapitre 5

Estimation conjointe
états-parametres d’un systeme
dynamique

Les paramétres d’'un systéme dynamique et en particulierrdadéle de bio-
procédé sont souvent trés mal connus, sinon totalementmoso D’un point de
vue pratique il est donc trés pertinent en filtrage de cher@lpeendre en compte
cette méconnaissance, et d’estimer simultanément les &té¢s parametres in-
connus.

Le systéme dynamique plus général, ci-dessous, nous paaseu tel contexte :

Ti41 = ft(xtaexagt)
51
{ Yt = ht(SCt’@yaﬁt) 61

Dans la suited = (6,,6,) € IR? désigne 'ensemble des parameétres inconnus.
La nature statistique des bruits aléatoiest ), est supposée totalement connue.
Cependant si les variances des bruits sont inconnuesfill dafsupposer qu’ils
sont réduits et de mettre leurs écarts-types en parametres.
L'estimation de parameétres de systemes dynamiques esédne souvent diffi-
cile, car les données sont dépendantes. Dans le contextiéragefi c’est encore
plus difficile puisque seulement une partie des données; les- , y; sont dispo-
nibles.
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5.1 Approche empirique

Il est parfois possible, pour certains parametres, de gepaes fonctions de
codt a minimiser. C’est par exemple le cas, quand le bruadditif sur le modéle
d’observation et que les paramétres inconnus sont uniquedams le modele
d’état :

{ Tip1 = filz,0,¢) (5.2)
ye = h(x) + e
Pour un tel systéme, la fonction coQt définie par I'exprassio

2 2
(o) = (73 [w—m@®)] - 2)
t=1
avecz,(6) un estimateur d&[z,|y, ., 6], est naturelle. En effet, si, remplace
74(0), par la loi forte des grands nombres on a que— 0 lorsque7” — oc.
Comme il est raisonnable de supposer @ué#) est d’autant plus proche de
qued est proche de sa vraie valeur, il semble donc pertinent demisierC'(0).
En pratique, pour notre approche, la minimisationCdé) n’est pas évidente car
7,(0) est aléatoire, puisque dépendant des particules généréseg.donc avoir
recours a des procédures de minimisation spéciales, tregei®en terme de temps
de calcul et qui visent la minimisation d€[C'(¢)]. De plus, théoriquement, il est
trés difficile, voire impossible, d’étudier I'erreur consei en minimisant cette
fonction, sa justification n’étant qu’empirique.
Nous préférons donc proposer une adaptation des estirmatiistiques clas-
siques a nos filtres, plutét que de chercher des fonctiono@eariginales et
d’étudier leurs propriétés.
Cependant, les résultats de la minimisation’tj€) sur quelques exemples sont
donnés, a titre indicatif, dans le chapitre portant sur pgsieations.
Le probléme théorique de la minimisationd¢€)) est essentiellement di au terme
7:(0). En effet, les propriétés statistiques®l€)) sont inconnues et il en serait de
méme si on le remplagait p&t(z;|y;.;, #]. Un moyen simple pour éluder cet obs-
tacle est d’utiliser uniquementlgs, - - - , y; observeés pour estimer les parametres.
Toutes les méthodes proposées par la suite sont baséessunogee.

En premier lieu les estimateurs usuels en statistique smsidérés : les moin-
dres carrés et le maximum de vraisemblance. Le calcul deaes estimateurs
fait appel a une étape de minimisation ou maximisationgcpkiase est assez
problématique pour nos filtres. En effet, comme il a été éegopécédemment
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certaines quantités considérées dans les deux cas sawiraaApres une dis-
cussion autour de ce probleme, est proposée une autre raétiestimation, dans
I'esprit de Monte Carlo, évitant cette phase d’optimisatio

5.2 Estimateurs des Moindres Carrés conditionnels

L'estimateur des moindres carrés usuel n'est pas ici agiglicpuisque seuls
les i, sont a disposition et ils sont, de plus, dépendants. Camsidé&lonc un
estimateur des moindres carrés conditionnel, introduit praiter les séries chro-
nologiques (Tong [124]).

5.2.1 Estimateur théorique

Cette généralisation des moindres carrés, permet dans ecaariables dé-
pendantes, d’estimer des paramétres inconnus de leubdigin. Ces résultats
présentés par Tong([124]) sont issus des travaux de Klimkiekson ([90]). Leur
caractére général leur donne un grand intérét, mais lelgadatique de cet esti-
mateur est souvent mal aisé.

Soit le processus stochastique ¢ = 1,2, -, défini sur un espace proba-
bilisé (2, F, Py), dont la distribution dépend du vectetir= (6,,---,6,) ap-
partenant a un ouvert d’'un espace euclidien. Dans la saiterdie valeur des
parametres est notég. Soit F} la tribu engendrée pak, - - - , v,

9(97 Ft) = ]Ee[ytJrl‘Ft]
et

Ut(e) = yt_g(eaFt—l)-

Le processugu,;(6y)} introduit ci-dessus, est une différence de martingales, le
propriétés de ces objets sont étudiées en détail par SIAR]|[

Etant donnésy,, - - - ,yr, pour estimerd selon ce critére, il faut minimiser la
somme des carrés conditionnels définie par

T-1

Qr(0) = Z(ytJrl —9(0,F))?

t=1
L'estimateurd; ded,, est donc solution du systeme d’équations

9Qr(0)
00;

=0 i=1,---,p.
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La démonstration de la convergencefdeversé, repose sur le contrdle du dé-
veloppement de Taylor a I'ordre 2 dgr. Il faut donc supposer quis[y; 1| F]
est deux fois différentiable par rapport a chacun des paras(@,,--- ,6,). Les
hypothéses du théoréme étant faites sur des éléments doplgerment de Taylor,
nous allons d’abord I'expliciter. Il existe uh, vérifiant||6y — 0.|| < ||6p — 0| tel
que:

Qr(0) = Qr(en) + (0 — oy 2 T gy T g g
= Qrlt) + (0 — 0y P 20— gy vieo — 60)

%(9 — 00) Ry (6°)(6 — o)

avec

*Qr (o)
r =
* aQQT(e*)
RT(Q ) - W — VT.
L'hypothése fondamentale du théoreme est
%VT —V ps (5.3)

ou V' est une matrice constante définie positive. Cependanthtifm ()1 consi-
dérée ici, donne plus d’'information sur cette hypothesadamrquant que

T-1

L, (N 09(0.F)dg(0.F), - P90 Fy)
/T = 2 80, 80, Jy =1 96,06,

Ut+1(90)L7]—

t=1 t=1

I'ajout d'une hypothése d’intégrabilité, entraine pardafbrte pour les martin-
gales ([123])

= —a s w+(fo) =0 ps

Il reste alors seulement a montrer, pour satisfaire I'hgpse 5.3, que

1~ g0, Fy) 9g(6, Fy)
Tl 20, 00, J=Vv

ps

A présent que les notations sont précisées, énonc¢ons lethéale Klimko et
Nelson ([90]) :
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Théoréme 5.2.1Supposons que

(i) lmp_osups_o(Rr(6s):;/nd) < oo ps, aved,j < p
(i) 5.3 est vérifiée
(i) T710Qr(0y)/00; — 0, ps aved < p
Soients > 0, 6 > 0 donnés etV; la sphere centrée ey de rayons. Alors pour
certainsé*, 0 < 6* < 4, il existe un événememt avecP(F) > 1 — ¢ et un entier
Ty tels que, pour tout” > Tj, Qr atteint un minimum relatif efl; € Ns-

La démonstration s’appuie sur le théoreme d’Egorov (vdij)[@t utilise les
hypothéses pour majorer les termes du développement derTalé est détaillée
dans ([124]) et ([90]). Toutefois, il estimportant de najatelle reste valable pour
toute fonctionQ+ vérifiant les hypotheses (i)-(iii).

Corollaire 5.2.1.1 Sous les hypothéses du théoreme précédent, il existe tee sui
d’estimateur®r — 6, ps, et pour > 0, il existe un événemeiit avecP(E) >
1 — e etunTy tels que sulE pourT > Ty, Q7 atteigne un minimum relatif efy.

Des résultats de vitesse de convergences et de normalitgptasiques sont
aussi donnés dans ([90]) sous I'ajout d’autres hypothéses.

Cet estimateur est intéressant, mais en général, et sdegogtnotre contexte,
la quantitéy (0, F;) = IEq[y.+1|Fi] estinconnue. Il faut donc se contenter de I'esti-
mer. Or, les noyaux de convolution appliqués sur les trajexs simulées suivant
le systeme nous permettent de construire un estimatetudéé&le I'impact sur
O de la substitution d@,[y; 1| F;] par un estimateur, lors d’un calcul pratique,
est réalisée dans la section suivante.

5.2.2 Lestimateur en pratique

Dans le contexte du filtrage, la quantit®[y,.1|F;] n'est pas accessible; il
faut alors la remplacer par un estimateur nat&, ,,(¢). Dans un premier temps,
nous précisons la forme de;, ,,(6) pour notre approche par noyaux de convo-
lution. Le n ,différent du temps, représente I'asymptotique de I'eateuar. Dans
notre casy correspond au nombre de trajectoires simulées. Dans urieeex
temps, nous étudions l'effet de cette substitution surda phéorique.
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Construction de I'estimateur

Rappelons tout d’abord la forme du systéme de notre cadmeaslt

{ Ti41 = ft(%, Haragt) (5.4)
Ye = ht(xtveyant)'

Soit un instant + 1 fixé. Supposons que les paramette®nt connus, les obser-
vations(y,, - - - , y;11) Suivent alors une lai,. ;. Si la densité de;., est notéey,

et (yie) = f?/t+1d7/t+1(?/1:t,?/t+1) alors

Elyesi|yr, -,y = Ve (Y, u)
9e(y1, -+, ye)
Mais les deux fonctions; et ,; dépendent des parameétieLette dépen-
dance est prise en compte au travers des notatigns, et go,. La quantité a
estimer peut alors s’écrire sous la forme :

Eolyecilyr, - m] = Poarrlb ;4
9o.t(Y1, -+ s Yt)
Il suffit de construire des estimateurs dg;, et go;. Or les fonctionsf,,h;
et la distribution de I'état initial, sont connues. Donc pour #hdonné, il est
possible de générer trajectoires(z, §;) out € IN* eti = 1,--- ,n suivant le
systéme 5.4. Etpourtout=1,--- ,n, (G14, - - » Ge+14) ~ Vort1. LEStimateur de
Eglyes1lyr, -+ 5 vi)s mes1,(6), construit & partir de ces trajectoires est défini par

wnﬂ,t—i—l (?/Lt)

Myt1m (0
i ( ) gn,@,t(ylzt)

Z?:l K, (@i:t - yl:t)ljiﬂ

> i Ko, (T — y:t)
ou ¥, 044+1 €t g, 0 SONt respectivement les estimateursyge et g, construits
avec le noyau de convolutidki et I'estimateur empirique d& ¢, v,, g, = % Yor,o

=i
Y1

L'estimation de la fonctiord) est ainsi définie par

T

Qra(®) = 3 (41 — men(9))?

t=1

et I'estimateur des moindres carrés associé est

1 = argmin Qr,u (0)
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Etude de ses propriétés théorigues

Pour obtenir des résultats de convergence, il est nécessaitroduire une
hypothése de type convergence uniformetsde @Tm versQ@r, car on a besoin
de la convergence des “argmin”. On sera confronté au ménedggprobléme
pour le maximum de vraisemblance.

Comme on utilise un nombre fini d’estimateuss , (), . . ., mz,,(#) pour construi-
re @Tm, il suffit donc d'imposer la contrainte a ces derniers.

L'approche la plus simple consiste a introduire I'hypo#hes
H : VteN, my,(0) converge uniformément eéhversiEy|y;.1|F;] ps

Théoreme 5.2.2SousH et sous les hypothéses du théoreme 5.2.1

Il existe une suite d’estimateu@s,n — 6y ps, lorsquel’ etn tendent vers linfini,
et poure > 0, il existe un événemeiit avecP(E) > 1 — ¢ et unTj tels que sur
E pourT > Ty, @Tm atteigne un minimum e@n

Démonstration : D’apres le théoréeme 5.2.1, on sait que le résultat est vrai
pour la suite d’estimateu,, minimiseurs de&),. Comme pour tout” fixé, Qr,
dépend d’'un nombre fini d’estimateurs ,,(¢) uniformément convergent§)r,
converge uniformément ve€g,. Et donch;,,, converge veré, ps.

Cette hypothesg est difficile a vérifier en pratique puisqu’elle dépend essen
tiellement du systéme dynamique considéré et du role tenle parametre. Il est
aussi possible, d’utiliser une hypothese moins forte basedes propriétés d’épi-
convergence. La propriété d’épi-convergence pour une deifonctions, garantit
la convergence des-gmin vers I'argmin de la fonction limite. Nous donnons ici
uniguement les éléments utiles a notre problématique ; plasrde détail sur ces
notions, on peut se référer par exemple a Rockafellar & \Neit8{ ou a Dal Maso

([271).

Définition 5.2.1 Soit une suite de fonctiofy, d’'un espace métriquéZ, d) dans
IR. S'il existe une fonctiorf telle que pour tout: € E,

sup liminf inf f,(y) = sup limsup inf f,(y) = f(x)
Oey, noo yeo 0eV, n—oo Y€O

avec), ensemble des voisinages ouvertsdansF, alors on dit que la suitg,,
est épi-convergente veys
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Le théoréme suivant précise la propriété des suites épiecgantes qui nous
intéresse.

Théoreme 5.2.3 ( Corollaire 7.20 dans Dal Maso ([27]Boient une suitg, épi-
convergente verg et x,, un minimiseur def,,. Siz* est un point d’accumulation
de(z,) alorsz* est un minimiseur d¢ et

f(@®) = limsup fo ().

n—~0o0

Si(x,) converge vers*, alorsz* est un minimiseur d¢ et

f(z*) = lim f,(z,).

n—0o0

Comme, dans notre contexte, les estimations sont ponetoefit convergentes
sous certaines conditions, le résultat du théoreme 5.2ldssous est intéressant.

Définition 5.2.2 Une suite de fonctiorf, d'un espace métriquéF, d) dansiR
est dite équi-continue si pour toat> 0 , il existe uny > 0 et unN tel que pour
toutn > N, tout couple(x, y) vérifiantd(z,y) < nona|f.(x) — fu(y)| <€

Théoréme 5.2.4 ( Proposition 5.9 dans Dal Maso ([27]¥i une sulitd/,, est équi-
continue surF, alors les deux propositions suivantes sont équivalentes :

(1) f, est épi-convergente veys

(7i) f, convergence ponctuellement vers

Ainsi on peut remplacer I’hypothégé par la suivante
H' : ViteN, my,(0) est équi-continue eh

Théoréme 5.2.5SousH’ et sous les hypothéses du théoreme 5.2.1, si

- les observationg; sont contenues dans un compact G.

- le noyaukK est positif lipschitsien.

- lim, oo h = 0 €tlim,, ., nh!?/logn = cc.

Il existe une suite d’estimateu@s,n — 0y ps lorsquel” etn tendent vers l'infini,
et poure > 0, il existe un événemeitt avecP(FE) > 1 — ¢ et unTj tels que sur

o~

E pourT > Ty, @T,n atteigne un minimum efy,,.

Démonstration : D’aprés les théoremes énoncés au chapitre 4, gjles- , y;
sont contenus dans un compétet le noyauk™ est positif lipschitsien, alors les
conditionslim,, .., » = 0 etlim,,_,,, nh'?/logn = oo entrainent la convergence
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presque sOre deu1.,(0) vers Eg[yri1|y1, -« -,y sur G pour toutk < ¢ et
pour toutd. Donc aT fixé, QT,n convergence presque sdrement v@rs pour
toutd. Ainsi, d’aprés I'hypothésé{’ et le théoreme 5.2.4, on a q@&m est épi-
convergente presque surement v@rs Le théoréme 5.2.1 permet de déduire le
résultat.

5.3 Maximum de vraisemblance

Pour faciliter la lecture, rappelons la forme générale diiespe au coeur de
notre étude :
{ T = fi(w, 0p, 1)
Yt = hu(@r, 0y, 1)

ou les fonctiongf;,h; et la nature statistique des bruits sont connues.

L'idée de maximiser la vraisemblance de= (6,,6,) € IR” est naturelle, elle
est donc apparue tres tot. Kitagawa([87],[88]) notammeproposé une estima-
tion de la vraisemblance. Bien entendu, la vraisemblanest was généralement
calculable, il faut alors avoir recours a des estimationde®approches de type
Monte Carlo fournissent des estimations aléatoires. Lanmmaation est ainsi tres
lourde en terme de temps de calcul. Doucet([55]) a récemétadié la question.
Il propose deux méthodes de maximisation de type gradiestrésultats obtenus
sur différents exemples sont encourageants malgré quefiyoblémes de varia-
bilité du gradient.

Les estimateurs de la vraisemblance, présentés dans agite pont construits a
partir de nos filtres par convolution. Le probleme de la masation est discuté
dans la section suivante.

La vraisemblance des observatighsst par définition :

L) = plys, -, y:l0)

t

= p(y1|9) Hp(yi|?/1, T ,?/z‘—h@)-

=2

Suivant le filtre & noyau de convolution utilisé, I'estimatele la vraisem-
blance varie. Les différents cas sont détaillés dans lémassuivantes.
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Estimation du maximum de vraisemblance pour un filtre a mé-
moire complete
Le cas du filtre a mémoire compléte est trés simple; il n’estyide de dé-

composer la vraisemblance en produit de densités condél@s puisqu’une es-
timation immédiate est disponible :

En(e) = p (y17 7yt|9)

= — Z hn yl;t - yi:t)

Ainsi comme estimateur du maximum de vraisemblance on prend

0, = arg max L.(6)

Estimation du maximum de vraisemblance pour un filtre a mé-
moire tronquée

Dans cette partie, on suppose que le filtre optimal ne relgpaes toute la
mémoire (cf. 83.3). Concretement, il est suffisant de cdred@sT dernieres
observations p(z¢|yy, - - -, ye) = p(@e|ye—r. -, Ye)-

Lorsque la mémoire est tronquée, il est nécessaire de paslardécomposition
en produit de densités conditionnelles. Plus précisément :

L(e) = pyz|y17 7yi—170)’

p yz'|3/1, T 73/1'7179) H p(yz'\yzeTf“ 73/1'7179)-

1=T+1

[I»(
JJEL

= p(yh ce 7yT|9) H p(yi|yi—T7 s ,yi—h@)
i=T+1
L'estimateur s’obtient naturellement en substituant, darsités, leurs estima-
tions :

t
Ln,T(e) = p”(yh s 7?/T|0) H p:?(?/ﬂyi—Ta s 7yi—170)
i=T+1

n t
1 ~i Z 1Khn(yz T:4 yz Tz)
= EZKhn(yLT Yi.r) H =
i=1

i=T+1 Z] 1 hn(yz T:i—1 yz T:i— 1)
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Ainsi comme estimateur du maximum de vraisemblance on prend

~

0,1 = arg HglaX En,T(H)

Estimation du maximum de vraisemblance pour un filtre avec
sélection
La situation est plus complexe a formaliser pour le filtrecas&lection. Dans

ce cas il est nécessaire d'introduire gémtermédiaires dans I'algorithme de gé-
nération. Il faut procéder de la maniére suivante :

- Au tempst > 1.
- Soientz;_,, oli = 1,--- ,n des réalisations de(z;_1|Be(y1:1-1))-
- Par évolution des réalisations suivant le systéme dynamique sans séleation o

obtient(z},y;),oui =1,--- ,n.
- Ainsi lesy;, aveci = 1,- - - ,n sont des réalisations ggy,|B.(y1.:—1)).

On peut alors construire un estimateur de la vraisemblaace&gnvolution
desy! :

¢
L,.(0) = Hpn(yi|Be<y1:i71))-
i=1
= ﬁ L z": K, (7] = vi)
i1 v

Mais les variables ainsi simulégs, i), ne sont pas utilisables pour continuer
le filtrage. Il faut simuler de&z:, 77), telles quej: € B.(y.1)-

L'estimateur du maximum de vraisemblance est alors

A~

0, = arg max /[:M(@)

Estimation du maximum de vraisemblance pour un filtre avec
ré-echantillonnage

Comme pour le cas précédent, la formalisation n’est pas oateé Mais |l
n'est pas nécessaire, dans ce cas, d’introduire des esiattermediaires. Toutes
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les quantités nécessaires au calcul de I'estimateur stmti€as au cours de I'al-
gorithme de filtrage par noyau avec ré-échantillonnage.ftet @lacons-nous a
un instant fixé :

- Soitp™ (z¢|y1, - -+, y¢) I' estimation du filtre optimal fournie par I'algorithme.
- Génération des:, pouri = 1,--- ,n suivantp™ (z|y., - - -, y¢)-

- Evolution desz; suivant le systeme dynamique pour obtefaif,, 7 ,) ou
1=1,---,n.

- Ainsilesg; ,, aveci = 1,-- - ,n sont des réalisations @& (y;1|yi.).

En appliquant & chaque instantin noyau de convolution au, ,, on obtient
I'estimation de la vraisemblance suivante :

20) = T1 - > i~ w)

i=1 " j=1

On prend donc comme estimateur du maximum de vraisembndéfini
comme suit :

~

0, = arg max L’ (6)

Propriétés théoriques des estimateurs

Pour montrer la convergence de ces différents estimatewtts 6,,0,, 7, 0,
oud’, il est nécessaire d'introduire, comme pour I'estimateas shoindres carrés
conditionnel, une hypothése de type convergence unifornfie @e I'approxima-
tion de la vraisemblance. Ainsi chacun des estimateursa@m@s converge vers
le maximum de la vraisemblance associé adrnnéeyy, . . ., y;, lorsquen tend
vers I'infini et le maximum de la vraisemblance converge guessirement vers
0 (sous les hypotheses usuelles) lorsgtend vers l'infini.

Ce qui précéede peut se résumer par le théoréme suivant

Théoréme 5.3.1Soit §, I'estimateur du maximum de vraisemblance &deSoit
0,+ = argmax L, (0), avecL,, estimation de la vraisemblandg6) poury, . .., y:.
Si L,, converge uniformément érvers L pour toutt alors

lim 0,, =60, ps

n—oo
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Démonstration : Par hypothése, pour tout> 0, pour toutt, il existe unN
tel que, pour tout > N, on ait||0; — 0,,:|| < e.

Cette hypothése de convergence uniforme est tres foreesalifficile a étudier
en pratique. Comme dans le cas de I'estimation des moindressaconditionnels,
pour certains de nos filtres a noyaux de convolution, on pengidérer une hypo-
thése plus faible d’équi-continuité. Il est possible disér cette hypothese plus
faible seulement pour les filtres convergeant ponctuelten@r les résultats de
convergence ponctuelle presque slre ont été établis posrlés filtres consi-
dérés ci-dessus, excepté le filtre avec ré-échantillonnaggehypothéses varient
légerement suivant I'estimateur considéré :

Théoreme 5.3.2Soit 0, I'estimateur du maximum de vraisemblancefd&i En
est équi-continue efy, si K est un noyau de Parzen-Rosenblatt positif et borné, si
L est continue au poinj, . . ., y; alors
lim,, oo by, =0 .
nh'd — lim en = 925 pS

n—0o0

limy, o0 logn ~—

Démonstration : Comme la vraisemblance correspond a la densité conjointe
desyi, ...,y L(O) = p(y1,-..,y:0), les hypothéses du théoreme 3.2.2 étant
vérifiées, on a la convergence ponctuelle presque sire pot# te L, vers L.
Ainsi, d’'aprées le théoreme 5.2.4, on a qugest épi-convergente vefs D'ou le
résultat.

Remarque : Dans ce théoreme on suppose implicitement I'existence d’un
unique maximum pour la fonction de vraisemblance. Méme an’est pas le
cas, la propriété d'épi-convergence assure la convergimée vers un élément
de 'argmax de la vraisemblance.

Théoréme 5.3.3Soitd, I'estimateur du maximum de vraisemblance9d8ifn,T
est équi-continue efy si i est un noyau de Parzen-Rosenblatt positif et borné, si
L est continue au poinj;_r, ..., y; alors
lim,, oo by, =0 A
Wl — lim 0,7 =0, ps

logn ~—

Démonstration : Idem théoréme 5.3.2.
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Théoreme 5.3.4Soitd, I'estimateur du maximum de vraisemblance9d§ifme
est équi-continue efy, si i est un noyau de Parzen-Rosenblatt positif et borné, si
L est continue au poinj, . . ., y; alors

hmnﬂoo €n =0 ~
n — lim 0, =0, ps

log %q = n—00

n

lim,, o0

Démonstration : Méme raisonnement que pour le théoréme 5.3.2, mis a part que
I'on s’appuie sur le résultat de convergence ponctuelleltta &vec sélection éta-
bli par le théoréme 3.4.5.

5.4 Problemes d’optimisation relatifs a I'estimation
de parametres

L'estimation des moindres carrés et toutes les estimatieria vraisemblance
proposeées précédemment sont aléatoires conditionneitemae observations. En
effet, pour les calculer avec des observatignsfixees, il est nécessaire de gé-
nérer des particules, suivant des lois de probabilitésrifgpees de la valeur de
6. Pour obtenir des estimations classiques des moindresscamr du maximum
de vraisemblance, il faut donc faire appel a des procéduoggimhisation sto-
chastique pour minimiser I'espérance de I'estimation desdres carrés ou pour
maximiser I'espérance de I'estimation de la vraisemblance

L'étude des problémes d’approximation et d’optimisatitothastiques est as-
sez ancienne. La premiere approche est due a Robbins & Mfrrd]). Ils ont
proposé une méthode pour calculer la solution d’'une équdtidypeM (z) = m
lorsque de¥ (z) tels quelE[Y (x)] = M (x) sont uniquement observés. Parmi les
nombreux travaux visant a étudier les propriétés théosiges algorithmes d’ap-
proximation stochastique, on peut citer parmiles plusmts;eeux de Delyon([45])
ou de Chen & al. ([22]). Pour une étude plus générale de l@ppration stochas-
tiqgue on peut se référer a Delyon([46]). A noter que les wavde Chen & al.
([22]) ont pour but de régler les problemes de stabilité digdrithme initial de
Robbins-Monro.

Cependant, notre objectif est Iégérement différent. Ndwesahons a minimiser
ou maximiser I'espérance d’une fonction aléatoire. Peled®t aprés Robbins-
Monro, Kiefer & Wolfowitz ([86]) ont été les premiers a inttoire une pro-
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cédure de maximisation stochastique. Ces deux procédaresad’origine de
nombreuses proceédures d’optimisation stochastique laiteshnique récemment
élaborée par Doucet([55]) est elle une modification de ¢athme de Robbins-
Monro. Le principal défaut de ces approches est la lentelguteconvergence ;
plusieurs procédures d’accélération de la convergenceant été proposées.
Lors des applications, nous avons comparé les approchgsailés et 'approche
avec accélération de la convergence mise au point par Rggii3n Les perfor-
mances observées pour la procédure de Fabian sont supériewelles de la
méthode standard de Kiefer-Wolfowitz. Les principes de s&erman oeuvre sont
exposes en annexe. Cependant, le temps de calculs reqtosijesirs tres lourd
et certains parameétres étant au choix de I'utilisateurit®e@en main de cette pro-
cédure de minimisation n’est donc pas aisée.

Comme un des objectifs de cette thése est de fournir desigeesd’estimation
suffisamment rapides pour une utilisation en ligne, nougamsa pas poussé plus
avant les investigations sur cette voie.

Bien entendu, pour une estimation des parametres hors ligieetelle approche
est envisageable. Dans ce cas, pour chaqgue systeme cérikglna nécessaire
de réaliser une étape préliminaire pour régler les parasnete I'algorithme de
minimisation stochastique.

Pour contourner le probleme lié au caractere aléatoireatesions a minimi-
ser ou maximiser, une approche, utilisable pour certaimsoddiltres, est envisa-
geable. Il s’agit de s’affranchir du caractére aléatoinagstant sur une réalisation
du hasard fixée. Cette approche s’apparente a des techmigyisnisation sur
des estimations MCMC, voir Geyer ([63]), pour une revue autie cette ques-
tion. Le principe est le suivant : pour tous les instadmis passeé, les quantités aléa-
toires simulées sont identifiées a leurs réalisationst idless possible d'utiliser
les algorithmes de minimisation classiques de type Gas#dh. L'estimation
des parametres est ainsi obtenue pour une réalisatiooiadedbnnée.
Malheureusement, cette technique, qui consiste a figemalgsbles aléatoires du
passé n’est pas applicable a tous les filtres par convolptmposés. Elle peut uni-
guement s’appliquer au filtre a mémoire complete et au filtreénoire tronquée
car aucune seélection n’est effectuée sur les particulesee maniére, la fonc-
tion & optimiser n’est plus aléatoire. Pour le filtre aveestbn ou le filtre avec
ré-échantillonnage, les étapes de sélection ou de ré-@#@tramage maintiennent
un caractere aléatoire a la fonction a optimiser. Bien gsi@léas soient figés, on
reste dans le cadre de la minimisation stochastique.
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En contrepartie, cette technigue d'aléas figés semblecphétiement bien adap-
tée au cas des systemes dynamiques contrdlés évoqué ddrapitecsuivant.
En effet, la recherche du contrdle optimal dans le cadrenagimue, consiste a
minimiser I'espérance d’'une fonction aléatoire. Or, leact&re aléatoire est lié a
la génération de particules utilisées pour prédire les dtatirs du systeme. Par
conséguent, toutes ces générations de particules sostasabans aucune sélec-
tion. Ainsi, quel que soit le filtre utilisé, il est possibladpliquer cette technique
pour chercher la commande optimale.

L'étude des propriétés théoriques de cette technique pasteéalisée ici. Il est
important de noter que des résultats sur la moyenne d’éspinsacalculés sur un
ensemble de réalisations données, ne serait pas d’'un gremdtipuisque I'ob-
jectif de cette technique est de gagner du temps. Pour aesterl’esprit de cette
approche, il serait intéressant d’étudier le comporterdentestimateur du para-
meétre (sur une réalisation du hasard), lorsque le nombiesdivations tend vers
l'infini. Il semble donc que I'ajout d’'une hypothese d’erggité soit nécessaire a
I'obtention de tels résultats théoriques.

De plus, il est peut-étre envisageable, d’adapter une adgra@omparable a celle
de l'approche plus générale présentée dans les paragrsyotasts.

Des travaux de Hurzeler & Kinsch ([82]), inspirés de techaegyd’approxi-
mation et de maximisation de vraisemblance par des métihda@d4C présentées
par Geyer([63], offrent un cadre théorique général pouetles démarches.
L'idée est que les variables aléatoires, générées pouwrlealestimation d’inté-
rét, restent valables lorsque les paraméfrearient et qu'’il suffit de faire varier
leurs poids respectifs. Afin de préciser ce concept, soitfanetion coltu(6) a
optimiser définie par

u(6) = Eglg(6,Y)] = / 9(6,4)dPs(y)

ou la fonctiong est connue et la loi de probabilité dedépend de&). Soient
Y1, ..., Y, un échantillon deP, alors une estimation MCMC de(¢) est donnée
par

() = > 4(0.Y)

Pour optimisen,,(6), il faut donc avoir recours a des techniques d’optimisation
stochastique. Mais si I'on suppose qu'il existe une loi dabpbilité ) indépen-
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dante d¢, telle queP, admette une densitg par rapport &), alors on a

u(6) = / 9(0,9) Fo(y)AQ()

SoientYy, ..., Y, un échantillon de&) alors
1 n
un(0) = ~ ;gw, Y)fo(Y)

ainsi il est possible d’'optimiser, (#) grace aux techniques classiques (non sto-
chastique). L'étude des propriétés théoriques de cetteadétd’ optimisation sta-
tique est réalisée dans Geyer([63]).

Une adaptation au contexte séquentiel du filtrage non liegpour la maximisa-
tion de la vraisemblance, est réalisée par Hirzeler & Kuf[8&)) . Plusieurs pro-
blemes se posent en pratique ; par exemple, pour certaileesyvdes parametres,
tous les poids associés aux variables peuvent étre faiblasyissant alors une
estimation de mauvaise qualité. Cependant, cette appdacheure tres attractive
car elle permet de réaliser des optimisations a l'aide deud échantillon. De
plus, elle reste tout a fait valide lorsque la valeur desmpetees varie peu. Ainsi
Cérou & al. [[17]) ont proposé une estimation du filtre débasée sur ce principe.

Bien entendu, Il est aussi possible d’utiliser une versiostgstique de l'al-
gorithme EM pour ce type de probleme d’optimisation. Hiezé&l Kiinsch ([82])
proposent quelques références sur cette alternative sadifficulté d’implémen-
tation la rend rédhibitoire.

5.5 Estimation des parametres par une approche ba-
yésienne

L'idée d'utiliser des méthodes particulaires a des finstdiesion de para-
metres n’est pas nouvelle. Pour une revue de la questiorewrcpnsulter Dou-
cet ([55]) ou Liu & West ([98]). Le principe général est siraplle parametre
6 est muni d’'une loi a priori initialepy(¢) et le parametre est ajouté dans I'état
2 = (x4, 0). De maniéere analogue au filtre de Monte Carlo pondéré, a ehagu
tant la loi def est estimée. Plusieurs problémes se posent alors poututiéro
desdi générés, d'un instantat + 1.

La premiére approche consiste & ne faire subir aucune éolatxd;,, = 6.
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Cette technique parait assez rigoureuse théoriquemesnt erapratique, elle est
catastrophique. L'exploration de différentes valeursrgbast uniquement réali-
sée dans I'étape d'initialisation. On aboutit donc quel goi le filtre de Monte
Carlo utilisé a une divergence de I'algorithme. En effetyide filtre pondéré clas-
sique tout le poids est rapidement attribué & une valeur geuale chances d’étre
la bonne. Pour le filtre avec interaction, la diversité ddswa def? baisse inévi-
tablement a chaque instant.

L'idée naturelle pour éviter cette perte de diversité cstiesa perturber un peu
les valeurs de8, pour continuer & explorer différentes valeurs des para&méitn
cours de l'algorithme. Leur évoluticéj+1 — 6! 41, est donc artificiellement brui-
tée (voir par exemple Liu & West ([98]). Ce type de méthode ieiaupe peut étre
englobé dans un cadre plus rigoureux ou I'on impose une dignenartificielle
aux parametres (Kitagawa[89],Higuchi[74]). Une autrerappe, proposée par
Gilks & Berzuini ([65]), n'utilise pas de dynamique artiftie, mais un modéle
de Markov caché. Mais cette derniére approche ne permetgstsuer la valeur
des parameétres et souléve quelques problemes théoriques.

A notre connaissance, les méthodes de filtrage de type Moeutie-ne sont globa-
lement pas efficaces, pour estimer les parametres d’umsgstgnamique. Cela
est, essentiellement, di au caractére discret de la mesupeobabilité empi-
rique associée aux parametres. Plus simplement, ces presédouffrent des
mémes problemes que les filtres de Monte-Carlo. Pour camtowe probléme
West([131]) a proposé de lisser la mesure empirique obtdale loi a posteriori
des parametres, avec une loi normale. Dans une certaingenéapproche que
Nous proposons ici, est une généralisation de cette idée.

En effet, la procédure de filtrage par noyau de convolutiomrfd uniquement
des densités de probabilités. Le probleme di au caractmeetest ainsi naturel-
lement éludé. Dans notre approche, le noyau peut bien siudé loi normale,
d’ou le lien avec West([131]). Mais tout autre fonction ¥i@nt les conditions im-
posées aux noyaux peut convenir.

Il est vrai, que la convolution par un noyau peut étre vue cenum bruit arti-
ficiel. Ainsi, notre approche pourrait s'apparenter a aeflegcitées. Cependant,
il demeure certaines différences a son crédit. Notre démeareste totalement
rigoureuse, puisque nous utilisons le modele natral = 0;, les résultats de
convergence sont établis dans la suite. Ce qui, en termeudad® artificiel de la
dynamique, signifie que I'on a identifié toute une famille deits acceptables et
gue I'on a caractérisé la fagon dont leur variance doit deergers zéro.
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En pratique, le probléme va se présenter comme pour le fdiragyau avec
ré-échantillonnage. Une densité de probabilité des paramé' (0|y;.;) est es-
timée & chaque instantet a 'instantt + 1, un échantillon de est tiré suivant
P (0]y1+) avant d’effectuer I'évolution des particules ainsi régéeé. Puis, en te-
nant compte de la nouvelle observatign,, une nouvelle estimation de la densité
conditionnelle des paramétres est construite. Il suffit@sle recommencer les
mémes opérations a chaque instant.

Cette procédure d’estimation des’integre facilement a tous les filtres par noyau
de convolution proposés. Afin de clarifier la formalisati@nagtte procédure, un
algorithme permettant son implémentation est proposé ldgrestie suivante.

Avant de développer cet algorithme, précisons les quanditéstimer dans
le cas d’un systeme dynamique contenant des paranteinesnnus. La densité
cible est toujours(x; |y ), il faut 'exprimer en fonction dé :

p(zlyi) = / p(0, 0lyr.)d6

Les particules sont générées de maniere a estimer la deosjeéntep(x, 0|y;.¢).
Cette densité jointe joue un rble central dans I'algorithktais pratiquement, afin
d’estimer des valeur de I'état et des parametres, les ésnsiarginalep(z:|yi.;)
etp(f|y,.+) vont aussi étre estimées.

L'algorithme exposé dans la partie suivante, construisiaites estimations de
plz¢|y14) et dep(f|yi1..) en appliquant un noyau de convolution & des particules
générées suivam(x;, 0]y;.).

Remarque : Les parameétres8 étant des valeurs fixées, il peut paraitre sur-
prenant de leur appliquer une densité de probabilité. Cettsité représente en
fait une connaissance a priori. Cette approche s’inscnis iadébat entre les sta-
tistiques bayésiennes et les statistiques classiquese@fétendra pas ici sur le
sujet. Cette question est notamment discutée par RobE2{j[bu Bernardo &
Smith ([11]).

5.5.1 Algorithme de filtrage pour des systemes dynamiques pa
rametrés

Soit py(0) la loi a priori des paramétres. Elle représente I'inceditsur les
vraies valeurs inconnues def,. Son choix pose un probléme théorique et pra-
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tique. Mais il est raisonnable, de supposer que les sp&teialayant fourni le
systeme dynamique a étudier, aient une idée sur la natuieldg bu soient au
moins en mesure de proposer un intervalle, ou une boulesicant les valeurs des
parametres. Dans ce dernier cas, un choix naturel pgdy est la loi uniforme
sur l'intervalle ou sur la boule.

L'algorithme ci-dessous, permet de calculer des estimatd®ep(z;, 0|yi..),
p(ze]yr4) €tp(flyr). La premiéere loi est I'élément clé de I'algorithme. Elletser
de générateur de variables aléatoires et est mise a jougaelstant. Les deux
dernieres loi de probabilité servent uniquement pour estimet .

Cet algorithme est proposé pour le filtre par convolutiorcageéchantillonnage
car il en est I'extension naturelle. En pratique, I'utitisar doit choisir la loi a
priori po(0) des paramétres, le nombre de particules la largeur de la fenétre

Initialisation : ¢t =1
- Génération des trajectoires : paue 1,--- ., n

i%] ~ po(SC), Q_f) ~ pO(G)’ 56 ~ ‘CEO’ ﬁi ~ ‘Cm
izl = fl(%a%a%)
b = 0

- Estimation des densités :

S K, (55— y1) x K, (00 — 0) x K, (8% — )

ﬁn(xvmyl) = n ~i
! Ei:l Kh,, (3/1 - yl)
"KL (5 — ) x K, (68 — 6
ﬁf(9|y1) _ Zz_l hngyl y1>~i hn( 1 )
Ei:l Kh,, (3/1 - yl)
i K, (0 — 1) X K, (3 — @
ﬁ’f(xlyﬁ _ Z 1 E@l 1)~@' ( 1 )
Zi:l Kh,, (3/1 - yl)
t=t+1
Etapet:t > 1

Et, - Génération des trajectoires : paut 1,--- ,n
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(‘?é—l? 92—1) Nf@q(_xa Olyrie-1), €11 ~ Loy sy Ty ~ Ly,
Ty = ft(ff;—1_3 92—17@—1)

Gi = ha(i, 01y, )

0y = 0,1

E't, - Estimation des densités :

POK (G — ) X Ky (00— 0) x K (7 —x
Pz, Olyr) = >ic1 K (9 yt1)1 B (~z't ) n, (T8 — )
Zi:l K, (1t — y)

Sy Ko (6= ) X K, (0 = 6)
E?:l Kh, (Cgi - yt)

iy Ko, (0 —ye) X K, (3 —
ﬁ?(xwl:t) _ Z 1 Ezt t)~i ( t )
Ei:l K, (Gt — yt)

-t =t + 1 etretour ab't;.

prOlyie) =

Remarques : Cette technique d’estimation des paramétres peut s’adapte
une grande variété de filtres, notamment ceux de Monte Qasleels ou avec
interaction. Cependant, I'étude théorique réalisée dmasite est uniquement va-
lable pour le filtre par convolution avec ré-échantillonaag
De plus, il semble que cette approche puisse aussi s’ajgplégdes systemes dy-
namiques dont les paraméetmesarient dans le temps. Plus précisément dans les
cas trés généraux ou la forme de I'évolution n’est pas conmais est supposee
assez lente.

5.5.2 Etude des propriétés théoriques

L'étude des propriétés théoriques est effectuée pourdfdlgne présenté ci-
dessus, c’est-a-dire lorsque I'on couple I'estimation deameétres inconnus au
filtre par convolution avec ré-échantillonnage.

Théoréme 5.5.1Sous les hypothéses du théoreme 3.5.2,

. nh%+d+q o
{ lim,, o S =

. = lim ||p}'(z, 0y1:t) — pe(, Oly14) |21 =0 ps
lim, o hy, =0 n—00
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Démonstration : Ce résultat se démontre de la méme facon que le théoréme
3.5.2 en augmentant I'état, devientz; = (z;,6) et en prenant comme noyau
d’évolution surd, I'identité. Le noyau d’évolution de; est alors)); = [Q; 1,].

Comme pour le probléme du filtrage au chapitre 3, il est ptessié préciser
la vitesse de convergence, pour cela il faut considérer yaun&! utilisé pour
estimer la densité conjointe deg, y;, 6).

Corollaire 5.5.1.1 (vitesse de convergende intégrée) Si pour toutt les den-
sitésp(yi|yi.e—1) = py etp(zy, yi, 0ly14-1) = pxy appartiennent davs! et les
noyauxi’' e L;(IR%*P) et K* € L;(IR?) sont de classe > 1, si pour certains
e>0onapour(K, f,a) = {(K2 p(yelyre-1), @), (K, p(x, 0, yelyre—1), d +p+

O} [ lz)|*TeK (z)2de < oo et [(1 + ||z]|*t¢) f(z)dz < oo avech, > 0, sile

noyauk? est borné, on a

]E[/ ‘ﬁ(«r; 0|y1:t> - pt(ff, G‘ylzt)‘dg;t} — ut[O(hZ) + O(l/ nh(r]Lerer)]
avecu, = 2! — 1.

L'espérance est calculée ici par rapport a toutes les \agaiéatoires simulées
et par rapport a la trajectoire d’observations.

Démonstration : De méme que pour la démonstration précédente, pour mon-
trer ce résultat il suffit d'adapter une démonstration dypiha 3. Ici il faut se
rapporter a la démonstration du théoréme 3.5.3.

Le théoréme 5.5.1 assure la convergence des quantitéswgiimtéressent le
plus, les lois marginales.

Corollaire 5.5.1.2 Sile noyauk est borné, si pour tout, p(y:|y1, - .., y-1) > 0,
alorslim,, o h,, = 0 etlim,,_,o, nhZ"4*?/logn = oo entrainent

limy, oo |27 (@|y14) — pe(@|¥1:4)|| 1 =0 ps
limy, oo |27 (01:6) — Pt (Oly1:e)||21 =0 ps

Démonstration :

f‘ﬁ?(ﬂyl:t) — pe(x|yre)|de f PP, 0ly1e) — pe(z, 0]y1))dO|dz
/\n

= J
< f Yz, 0)y1e) — pe(, O)yr)|dOd
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Le théoreme 5.5.1 permet de conclure. Pour la convergengg(dgy,.;) c’est
exactement la méme démarche.

La vitesse de convergence des lois marginales est dondesuigéa celle de la
loi conjointe. Le corollaire suivant est immédiat :

Corollaire 5.5.1.3 (vitesse de convergenck; intégré) Sous les hypothéses du
corollaire 5.5.1.1

E[p7 (zlyre) — pe(@lyre) | 2.] = w[O(h;) + O(Wﬂ
E[[|pF (0ly1t) — pe(Olyre) | 2,] = w[O(h;,) + O(W)]

avecu, = 2! — 1.

Pour certains problemes, il est plus intéressant de foun@restimation de la
valeur des paramétres plutdt que la densité a posterians Pacas, un estimateur
obtenu par cette procédure, peut étre la moyenne de |'ajppation de la loi
conjointe. Soientz:, §!) générés a partir d&*(z, 0|y,.;), notons

nn 1 En Nt
Ht — g — Ht
et

i=1

Remarque : 1l est possible d’améliorer ces estimatitﬁjsetf? par réduction
de la variance d’échantillonnage (cf 82.3.1).

Certains résultats établis au chapitre 4, permettent deodiger la conver-
gence d&; etx} vers respectivemettit[0|y;.,] etIE[z;|y1.).

Théoréme 5.5.2Si Var[z,, 0,|y1.,] existe et est finie, alorEm,, .., h, = 0 et
lim,, o, nh3T9*? /logn = 0 entrainent

JLHC}O‘@ —Ef|y14)| =0 ps

Tim |7 — Efzi[yra][ =0 ps
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Démonstration : La démonstration est une adaptation de celle du théoréme
4.1.18.

Remarque : Les théoremes précédents assurent que nos estimatiorsgemt/
vers la loi a posteriori des parameétres ou \iéf8|y, ], selon le cas considéré. Ces
guantités sont les estimateurs bayésiens tleest alors essentiel de préciser leurs
propriétés théoriques. C’'est I'objet du paragraphe stivan

Consistance des estimateurs bayésiens

Les premiers résultats de consistance des approches érayesisont dus a
Doob ([53, 54]). Pour une étude plus compléte on pourra sertepa Schwartz
([2120]). Le résultat que nous énoncgons est démontré pam8shg[119]) sur la
base des travaux de Doob ([53, 54]).

Théoréme 5.5.3S’il existe un estimateur consistant@ec © lorsque le nombre
d’observations, . . ., y; tend vers l'infini, alors toute loi a posteriori est consis-
tante au sens suivant :

Pour tout élément de la tribu F associée &, alors

tlgélo P(Alyie) = 1a(6y) ps

ou |4 est la fonction indicatrice del.

Enfin, le résultat suivant est démontré dans Schwartz (J120]

Théoréme 5.5.4S'il existe un estimateur consistant@ec © lorsque le nombre
d’observationsgyy, . . ., y; tend vers l'infini, alors

lim B[f]y.] = 6o ps

Ces deux théoremes assurent donc que les estimationsdepani notre algo-
rithme convergent vers la vraie valeur des paramétres. Wa sendition est que
les observationsgy, . .., y; contiennent suffisamment d’information pour estimer
les parametres. Cette condition peut s’interpréter commeecondition d’obser-
vabilité des parametres.
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5.6 Conclusion du cinquieme chapitre

Les différentes approches d’estimation de parameétreopéms dans ce cha-
pitre illustrent bien la grande capacité d’adaptation de filtres a convolution.
Les premiéres, basées sur la maximisation de la vraisect&stimée et la mini-
misation des moindres carrés conditionnels estimeés pessédpendant plusieurs
défauts. Tout d’abord, ceux d’ordre pratique : le temps dtmutast trop élevé pour
autoriser une utilisation en ligne, il faut choisir arbitesanent le nombre d’obser-
vations sur lequel on fait la minimisation. Celui d’ordrethique : on a besoin
d’'une hypothese de convergence uniforme, difficile a vérifie
Pourtant, comme on I'a évoqué, il est possible d’envisageralternative a I'opti-
misation stochastique, moins colteuse en terme de temdaig. Jout d’abord,

il n'est pas certain que le temps de calcul soit suffisamméhiit pour une uti-
lisation en ligne car, il est tout de méme nécessaire dsetilun nombrd” d’ob-
servation conséquent pour que les estimations puissenémr. En supposant
gue l'optimisation soit suffisamment rapide pour travaite ligne, il est alors
impossible de filtrer tant qué < 7', ce qui peut étre ennuyeux dans certaines
situations. De plus, les propriétés théoriques de cetienggation alternative ne
sont pas clairement établies.

L'approche bayésienne d’estimation des paramétres, ieesen dernier lieu, est
parfaitement adaptée a un usage en ligne et ses propriétages sont claire-
ment établies, sans I'ajout d’hypothése supplémentaioaczette derniére ap-
proche semble a premiere vue la plus intéressante.

Toutefois, afin d’évaluer d’'un point de vue pratique, le ptied de ces différentes
approches, une étude comparative est réalisée dans léretdgs applications.
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Chapitre 6

Perspectives d’application au
controle de systemes dynamiques

Ce chapitre est I'occasion de proposer une adaptation de fite a noyau
de convolution au cas des systemes contrdlés. L'intéréetele de ce type de
systéme n’est plus a démontrer, puisque une grande vadgigbllemes réels se
présente sous la forme d’un systéme dynamique mal obseomtdler. Pour les
systémes dynamiques contrdlés, le filtre fournit une esiimale I'état qui aide a
déterminer la commande a appliquer au systeme, par la \@dalzontrole, pour
lui imposer le comportement désiré.

L'introduction d’'une variable de contréle dans le systéme dynamique ne pose
pas de difficulté particuliere. Elle s’intégre facilemenahd nos algorithmes d’es-
timation du filtre optimal. Nous proposons une maniéere deduer dans la pre-
miére partie de ce chapitre.

La question du calcul d’'un contrdle optimal, pour un objedé contrdle donné,
est bien plus délicate. Nous I'abordons dans la seconde patt travers d’ap-
proches comparables a celles utilisées pour I'estimatqredametres au chapitre
précédent.

6.1 Introduction d’'une commande prédéterminee

Considérons toujours la méme classe générale de systemasdyies a la-
quelle on applique a chaque instanun contréleu, dont les valeurs sont déja



166 Perspectives de contrdle de systéemes

connues pour tout

Ty = ft(xtflyuta €t>
{ Yr = hy(we,mp) (6.1)

Description des variables :

-lesz, € IR sont les variables d’état

-lesu, € C, C IR' sont les variables de contréle, av@g un compact
-lesy; € IR? sont les variables observées

-lese; sont les bruits du modele d'état

-lesn; sont les bruits du modele d’observation

Le systeme peut se traiter exactement comme un systeme nodléppour
tout ce qui concerne les générations de particules. En &feystéme (6.1) est
équivalent au systeme suivant

Ty = ft(%—l, ) 7
avec fi(.,.) = fi(., us, - 6.2
o Z Jes) aves i) = g ©2)

Comme la valeur de la variable est déterministe et connue a chaque instant
t, cette formalisation est tout a fait valide. L'emploi de $das filtres a noyaux
de convolution présentés au troisieme chapitre est doatetoent justifié pour

le filtrage de ce systemes. A fortiori, tous les résultatsate/ergence sont aussi
valides.

Intéressons nous maintenant au probléme rencontré plussirgment et d’in-
térét pratique considérable, la détermination des valkdeita suite des controles
ug, en fonction d’un certain objectif. En général, I'objeatdt de suivre une tra-
jectoire de référence ou de minimiser un critere. On se ramérs souvent a un
probléeme de minimisation par rapporta, . . ., u,.7) d’'une fonction codt objec-
tif Cy(w, ..., wer, o4, . .., zeor). Selon la situation pratique a laquelle se référe le
systeme, on peut, soit vouloir par exemple minimSg,, . . ., uyir, Ty, - . ., Tpr)
a chaque instartt soit minimiser la moyenne dé$ (u, =;) sur un horizon fini ou
infini, ou encore minimiser la variance dé$§(uy, . .., Uy 7, Ty, . . ., i) SUF UN
horizon fini ou infini. . .

Toutes ces problématiques relevent de la théorie du cemti@imal. Dans le pa-
ragraphe suivant nous illustrons I'application de nosefdta convolution a un
probléme type de contrdle optimal prédictif a horizon girgs
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6.2 Estimation d'un contrGle optimal predictif

Considérons le cas, assez général, d’'un contrdle prédietifin horizon glis-
sant de longueul . La commande optimale a I'instahéestu, avec

t+H
(ﬁt, st aﬁt+H) = argmin Z Ck(uk, E[xk|y1:t—1a ut:k])
e, £

Bien entendu, notre approche s’adapte au cas ou la somnessislest pondérée.
Aprés application de la commande optimaleainsi calculée, on résout un pro-
bleme d’optimisation analogue a I'instant- 1, et ainsi de suite.

Un exemple classique d’un tel probléme de contrble est ka dei consigne
par contrble prédictif. On cherche a mainteniau plus pres d’'une trajectoire de
référencer;. La fonction de codt associée est :

t+H
_ _ . 2
(U, -+, Ugpy) = argmin Z 2}, — [k yre—1, uer]
Uty U+ H
k=t
La recherche déu,, - - - , u,. ) peut donc étre réalisée en faisant intervenir les
techniques développées au Chapitre 5. Pour des valeursiends,,.,, donné, et
pourk =t, t+1,...,t+ H,E[xk|y14_1, uex] pourra étre estimée par une généra-

lisation immédiate (prédiction d’état) des algorithmedilleage par convolution
présentés dans le troisieme chapitre.

Ce calcul sera inséré dans une boucle d’optimisation dereripar rapport a
ug, -+, U . ON peut évidemment craindre une augmentation conséqdeante
temps de calcul.






Chapitre 7

Positionnement par rapport aux
filtres particulaires

Nos filtres par noyaux de convolution sont proches des filbasiculaires
usuels car, comme eux, ils sont basés sur une génératioiivendssvariables
aléatoires, appelées particules dans le contexte du élti@gpendant, les deux
approches sont fondamentalement différentes, puisquéttes par convolution
sont basés sur une estimation de la densité conjointe lgsat\ation, alors que les
filtres particulaires estiment la mesure empirique det, &a pondérant judicieu-
sement les particules générées. Toutefois, en modifiatgugipeu la présentation
des filtres par convolution, on peut mettre en évidence lamérentre les deux
approches. Cette démarche est réalisée dans la suite dduelpar convolution
avec reé-échantillonnage, mais il est tout a fait possibledeener avec les autres
filtres par convolution.

7.1 Formalisation de type filtre particulaire de I'al-
gorithme du filtre par convolution avec ré-échan-
tilonnage

Soit 7" I'estimation du filtre optimalsr,, construite avec la méthode de ré-
échantillonnage. Utilisons aussi les notations emplogéefiitrage particulaire :
Q; désigne le noyau d’évolution markovien, désigne la fonction de pondéra-
tion d’une particule définie, pour le filtre a convolution saféré, par), (7i) =
Ky, (y: — 9i). Ainsi notre filtre avec ré-échantillonnage peut se résienejuatre
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étapes semblables a celles des filtres particulaires mégpdgproposés par Oud-
jane([104]) :

- Etape d’échantillonnage

I ~ar pouri=1,...,n
— estimation de la mesure empiriqug ; = £ > | 6

CH
- Etape d’évolution

T~ Qu(Ti_y,.) ety; ~ hy(Ti,m) pouri =1,...,n
— estimation de la mesure prédictiug, ;| = Ly 0

- Etape de pondération

1 n n
i=1 i=1

i K, (ye — ng)
Wy = =5 o
Zj:l K, (ye — 97)
— Approximation de la mesure empirique du filtre optimal:= >"" | w}d

avec

- Etape de régularisation

m) = (Ko@)
= Y Wik, (v — 1))

Z?:l Khn (yt - gti)Khn (.Z' B ji)
Z?:l Khn (yt - gtz)

Ainsi on peut écrire

Wf = Kp, * (Q/Jn : Qt,u?—l)

Cette formalisation dénature quelque peu les filtres pavatotion, puisque
I'idée de base, d’estimer la densité conjointd dey,) est dissimulée pour mettre
en lumiére I'aspect pondération de particule. Cepend#atpermet de faire ap-
paraitre la différence essentielle entre les filtres padices courants et nos filtres
par convolution : la nature de la fonction de pondératigrdes particules. Pour
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les filtres particulaires, il s’agit de la fonction de vrargg@dance des observations,
alors que pour nos filtres, on peut utiliser n’importe quslawovérifiant quelques
hypothéses peu contraignantes. Ainsi, I'hypothese deaissaince de la forme
analytique de la vraisemblance n’est plus requise.

Il est important de noter, que Del Moral & al. ([32],[33]) daan contexte dif-
férent et pour d’autres raisons, ont utilisé une fonctioppdedération autre que
la vraisemblance car elle était inaccessible. lls proposea fonction de pondé-
ration pouvant s’apparenter a un noyau sur des observaj@mérées, mais leur
objectif n'est pas toutefois d’estimer la densité conjeiétat-observation.

Pour résumer, Del Moral & al. ([32],[33]) ont proposé unesien ou les ob-
servations sont réegularisées. Hirzeler & Kiinsch([81])Gland & Oudjane([95])
ou encore Musso & al.([102]) propose de régulariser lesabsées d’états.
L'intérét de ces régularisations est de stabiliser en guatie comportement du
filtre. Théoriquement, cela s’interpréte comme travaifier le méme systeme,
mais avec des bruits d’amplitudes différentes, vérifiansiaiin bon rapport si-
gnal/bruit assurant un meilleur fonctionnement des méth@articulaires.

En présentant les choses sous le méme angle, les filtresmpar@tion introduits
dans ce mémoire, consistent a régulariser tout le systemanyue, c’est a dire
les états et les observations. Il est ainsi possible de ikseutsur des systémes
dynamiques mal supportés par les autres filtres puisqueldarésation de tout
le systeme, nous amene toujours a considérer un systemmiuyrea proche du
vrai, ayant un bon rapport signal/bruit.

En effet, la régularisation par noyau de convolution peuttefpréter comme
I'ajout d’'un bruit dont I'amplitude est caractérisée parfémétre du noyauh,,.
Ainsi en pratique, les coefficients,, utilisés avec les noyaux pour régulariser les
états et les observations, modifient le rapport signakbltwsystéme non régula-
risé.

Les démonstrations établies peuvent alors s’interpréene suit : lorsque I'er-
reur que 'on commet par rapport au vrai systeme tend vers, z&est a dire
h, — 0 (en fonction de 'augmentation du nombre de particulesfiltie par
convolution converge.

Afin de comparer sur le plan théorique le filtre particulaveainteraction et
le filtre par convolution avec ré-échantillonnage, noustms une des propriétés
théoriques du filtre particulaire (Del Moral & Jacod [33]) :
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Théoréme 7.1.1Pour toute fonction borélienng bornée on a

<n cill flloo
E[l7(f) = m(f)]] < —Jn
ou m; est la mesure associée au filtre optimal a l'instant’ son estimation
obtenue par le filtre particulaire avec interaction avecparticules,,(f) =

E[f (2¢)[y1:e] €T (f) = Bap[f (1) |y1:4]-

D’apres Del Moral & Jacod ([33]) p53, les constanteévoluent typiquement
commeexp(ct?) avecc > 0. Pour le filtre avec ré-échantillonnage on peut étudier
la méme quantité :

Théoreme 7.1.2Sous les hypothéses du théoréme 3.5.3, pour toute fonaion b
réliennef bornée on a

A
E[57 (f) = 2] < well flloo[Arhy, + ——==]

nhi,

avecu, = 2! — 1, A, et A, positifs indépendants dg n ett.
Ou p; est la densité associée au filtre optimal a l'instanp? son estimation
obtenue par le filtre par convolution avec ré-échantillogagourn particules.

Démonstration : Elle découle du théoréme 3.5.3.

Bien que pour les deux filtres, les majorations de vitess@nesrgence soient
trés mauvaises par rapport au tempeelle du filtre avec ré-échantillonnage est
tout de méme meilleure lorsquedevient grand. Cependant, dans la mesure ou
ces majorations sont obtenues assez grossierement, oruhpgserigoureuse-
ment conclure a la supériorité de I'un ou I'autre des filti2sl Moral & Jacod
([33]) conseillent de se reférer au théoréme central lirafbe de mieux appré-
hender I'erreur commise par le filtre avec interaction. Ca@muaus n’avons pas
encore établi ce type de résultats pour nos filtres, nous neops les comparer
sur ce plan-la.

Pour résumer, les filtres particulaires sont convergesddiltres avec convolution
le sont aussi, mais grace a I'hypothése d’existence de laitdeon peut mon-

trer des résultats théoriques plus forts pour ces dern@ssgue, par exemple, la
convergence en nornig .

Au vu de la nature actuelle des résultats théoriques de oggvee de nos dif-

férents filtres, pour les comparer aux autres filtres pddis, il est nécessaire
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de les tester en pratique sur différents systémes dynamigugans différentes
conditions. Nous réalisons ce type d'étude au travers tiegipns sur des sys-
temes simulés, au chapitre suivant.

Comme cela a déja été évoqué, le principal avantage de mes 8kt de ne pas
exiger la connaissance de la forme analytique de la vraiserod des particules.
Or, en rajoutant une étape d’estimation de la vraisembleans I'algorithme de
construction des filtres particulaires, il est possible e rhettre en place sous
cette hypothese moins forte. Bien, qu’une telle démarcliteesapirique, il est
possible de récupérer les résultats de convergences des filtrticulaires grace
aux résultats de Del Moral & al. ([32],[33]).

Afin d'illustrer la remarque, cette adaptation des filtregipalaires au cas ou la
forme analytique de la vraisemblance est inconnue, estiléétdans la section
suivante.

7.2 Filtres particulaires construits a partir d’'une ap-
proximation de la vraisemblance

Les filtres particulaires avec interaction, ayant largendémontré leur supé-
riorité sur les filtres de Monte Carlo usuels, sont doncséitomme supports a
tous les développements réalisés. Cependant, il est taittgoEsible d’envisager
les mémes modifications sur les filtres de Monte Carlo posdéré

Tout d’abord rappelons la forme standard de I'algorithméilthe particulaire
avec interaction :

Génération de: particules
(Zg, -, a0) di.d. ~ m
Calcul du filtre

n
_ 1
ﬂg:Zwééié avengzg, i=1,---,n
i=1
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() Echantillonnage : on généfe; ,,--- i ) ~ 7" |.
(i) Evolution des particules®?, | ~ Q;(7i ,,.)

tlt—1

(i) Pondération des particules :

W@,
S ()

i
Wy

on obtient ainsi I'approximation du filtre optimal

n
n i
Ty = g W0~
t t x;‘Fl
=1

Comme nous sommes sous I'hypothéBgjnconnue, il est impératif de mo-
difier I'étape (iii). Afin d’étre au plus proche de nos filtresrgonvolution, nous
proposons d’estimeb,; par des noyaux de convolution.

Pour simplifier les explications, considérons a un instdixé, une observa-
tion y; donnée et une particule a pondérer.
Nous sommes en mesure de générer une ou plusieurs obsesvairoespondant
az; gt ...,yY. A partir de ces observations, on peut estimgr|z;) a I'aide
d’'un noyau de convolution :

N
1 .

~N ~ N\ E ~1

p (yt‘xt> - th — Kh<yt - yt)

Comme la quantité qui nous intéresse@gtry, ) = p(y:| 7}, ,) il suffit de
substituen™ (.|, ,) @ ¥(Z},_,) pour obtenir une approximation dg dew;

dans I'algorithme précédent.

L'introduction de cette modification dans l'algorithme diiré particulaire
avec interaction peut se transcrire comme suit :

Génération de particules iz}, - - -, 2f) i.i.d. ~ m
Calcul dufiltre img = 377 widz:  avecwy=+, i=1,---,n

n?
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() Echantillonnage : on génefe; ,,---, 7" ) ~ 7 |.

(i)  Evolution des particulesz;, | ~ Q.(7}_,,.)

(i) Pondération des particules :
Etape 0 i=1
Etape 1 Génération d¥ observationg;/, ...,y associées a
la particulezy,
Etape 2 Calcul de lapproximation® (y:|,_,) = w7 25—t Kn(y: — 77)
Approximation du poids d&;, , @ w; = p" (v:| T}, ;)
Etape 3 i=i+1. Sii>n étape 4, Sinon étape 1
Etape 4 Normalisation des poids: = fi’fl
i=1%t
On obtient finalement I'approximation suivante du filtreioyzl

n
7 )
= E Wi~
t t mft‘til
=1

Il n’est pas nécessaire d’expérimenter ce filtre en simaatipour savoir que
le temps de calcul, requis par ce dernier, sera beaucou@i@ws, que celui re-
quis par les filtres particulaires ou par nos filtres a noy&mxeffet, pour chacune
desn particules, il faut généreN observations, concréetementx N opérations
supplémentaires sont a effectuer, a chaque instant
Cependant, cet argument de temps de calcul excessif, eredéfte ce filtre parti-
culaire modifi€, ne conservera pas sa pertinence bien lopgtguisque la vitesse
de calcul des microprocesseurs double tous les ans.

Sur le plan théorique, il conserve des propriétés de coanerysimilaires a
celles des filtres particulaires. En effet, Del Moral & affJ8 ont établi des ré-
sultats pour diverses situations. Or, le cas le plus gérp&al-364), plus pré-
cisément le théoreme 5.1, fournit des majorations, poultte fiarticulaire avec
interaction;, construit a partir d’'un fonction de pondération autre cuerhi-
semblance :

Théoreme 7.2.1 (Théoreme 5.1, Del Moral & al([32]))Sous des conditions de
régularité du systeme dynamique, pour toute foncfidrorélienne bornée, on a

o I
Bl (f) = m(HI] < 7wy I
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avecrk} exponentiels err.

Le filtre approximationt}( f) est construit & I'aide d’'une fonction de pondé-
rationV,, définie par

\I’n(y) _ nq/(2+q)\y<y nl/(2+q)) y € R?

et U une fonction borelienne bornée vérifiant

/W(y)dy =1 et /|y|\1’(y)dy < o0
L'estimation du filtre optimal s’écrit ainsi :

L Valy — D)
W)_ﬁ; SN oy — )

Dans notre contexte, si 'on pogé = ¥ eth,, = n'/+9 onav, (y) = K,(y).
Donc I'estimation fournie par le filtre particulaire modi&&crit aussi

R = Y i)

Kn(y — yt(itl)
- TRy

Zj Ky — Ut)

1 1 Y v (y—ﬂf)f(Ni\t 1)
- ”Z Z S Uy — )

1 al 1 (y_gi)f(i’fe\t 1)
N Nznz Z] Uy — yt)

Ainsi le filtre 77 correspond & une moyenne fefiltres 77", On peut donc
utiliser le résultat du théoréme 7.2.1, il sS’ensuit

E[77 () —=m(H] = Ellg S 7" () = ()]
NE L 7 () = m()l]
el 7)) = ml )]

el ]

VA VA VAN
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Ce résultat, bien qu'il assure la consistance du fittfe est un peu décevant,
puisque le fait qu’on moyennd& fois, n’intervient pas dans la borne de majo-
ration. Il est certainement possible de 'améliorer afinadesfapparaitre un terme
en Nn au numérateur a la place du. Nous ne réalisons pas cette étude car, la
borne étant explosive enl’amélioration obtenue ne serait pas réellement signi-
ficative. Toutefois, dans la suite, nous comparons ce filtee g&s autres sur des
applications, afin d’évaluer empiriguement, si le tempsaleut supplémentaire
gu’il requiert se répercute sur la précision.
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Troisieme partie

Applications






Chapitre 8

Applications sur des simulations

8.1 Problemes de filtrage

Pour les simulations de cette partie, la nature statistiggdruits est toujours
supposée connue. Les fonctions d’évolution et d’obsamatu systéme dyna-
mique sont elles aussi connues.

8.1.1 Systeme linéaire

Le systeme considéré vérifie les hypothéses assurant lergamece du filtre
de Kalman. Le filtre optimal est donc calculable, il pernsetinsi d’évaluer les
performances de nos filtres.

Soit le systéeme

0.2 0.2
s { 0.5 —0.5 } ze +0.2¢,
yt = [1 1].1'15 +017]t

oue; ~ N3(0,1) etn; ~ N(0,1). En rajoutant, I'hypothese, ~ N5(0,0.1) on
est dans le cadre ou le filtre de Kalman est optimal. Il est daarel de I'utiliser
comme référence.

On s’est intéressé a I'estimation de la densité pour I'msta= 50. Kalman étant
optimal, la vraie densité est donc connue. |l s'agit d'urigjussienne dont I'es-
pérance et la variance sont fournies par le filtre de Kalman.

Nous étudions le comportement de I'estimation pour le fat@nvolution avec
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ré-échantillonnage. Le tableau suivant rapporte les eyreuobtenues en fonc-
tion du nombre de particules utilisées.

Nombre de particules Erreur, estimée

1000 0.3843
5000 0.3244
10000 0.2821
20000 0.2609
50000 0.2428
100000 0.2366
1000000 0.0695

Afin de faciliter I'interprétation de ces résultats, lesmsttions de densité de
guelques cas sont représentées sur la figure 8.1.

Vrai densite Estimation : n=1000000
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FiIG. 8.1 — Estimation du filtre optimal a I'instaht= 50
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La convergence peut sembler assez lente, mais sur la figlr@n8constate
gue le support de la densité est correct méme avec peu deubestill est donc
certainement possible d’améliorer les performances eaitlant sur le choix de
la largeur de la fenétre.

8.1.2 Systemes non linéaires
Exemple 1

Le systeme dynamique ci-dessous a été considéré par Lpgoege([133]) :

(8.1)

Ty = lLlexp(—2z2) —1+0.5 X &
Yt = a2} +0.1xn

aveczry ~ N (—0.5,0.1%) ete,, n; des bruits gaussiens centrés réduits indépen-
dants. Pour évaluer les performances de leurs filtres a msésdaux de neu-
rones, Lo et Yee calculent la racine de I'erreur quadratigogenne (RMSE) sur

N = 500 trajectoires de = 120 pas de temps :

t

N
1 1 L 2y1/2
RASE = 3 37 (( Dl = aual)?)

k=1

Pour cet exemple, les RMSE sont aussi calculées\sut 500 trajectoires
det = 120 pas de temps. Lo utilise pour les meilleures situationsPQ0@lon-
nées d’apprentissage sur un réseau récurrent complétareerdonnecté (NFFN,
table 8.1) et un réseau récurrent en anneau (NFRN, tablet8ug deux a 8
neurones. Yee([133]) a aussi traité cet exemple avec uauésdases radiales
(RBFN, table 8.1) mais seulement avec 800 données d’'apgsage et une me-
moireT = 2. De plus, du travail de Yee, il ressort qu’en prenant un néseac
une mémoirel’ = 1 le résultat obtenu est sensiblement identique aultas2.
En fait, cet exemple reléeve plus de l'inversion de fonctimajs nous I'avons tout
de méme utilisé pour comparer le comportement d’'une largengade filtres.
Les autre filtres considérés sont le filtre de Kalman éten®iEfFainsi qu’'une de
ses versions robustifiées, le filtre de Kalman étendu ité&&(Fpuis la plupart
des filtres particulaires évoqués précédemment : le filtrédete Carlo pon-
déré (MCP), le filtre de Monte Carlo pondéré a mémoire troedddCPT), le
filtre particulaire avec interaction (IPF) et le filtre avetaraction post-régularisé
(PostReg). Pour nos filtres, nous avons testé le filtre parotation simple (CF),
le filtre par convolution a mémoire tronquée (CFT), le filtve@asélection (CFS)
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et le filtre par convolution avec ré-échantillonnage (CFR).

Pour tous les filtres particulaires et nos filtres par corti@ti nous avons utilisé
seulement 500 particules, un noyAugaussien et une fenéthg = std(z")n 2.
Pour les filtres a mémoire tronquée nous avons’Pris 2 comme Yee. Pour le
filtre avec sélection, nous avons pess 0.1, pour la largeur du tube. Les résultats
obtenus pour tous les filtres sont rassemblés dans la tdbte-8essous.

Filtres RMSE
FKE 1.3905
FKEI (Lo) | 0.2806
RBFN (Yee)| 0.2260
NFFN (Lo) | 0.2120
NFRN (Lo) | 0.2122

Filtres | RMSE Filtres | RMSE
IPF 0.2135 CFR | 0.2199
PostReg 0.2137 CFS | 0.2191
MCP div CF |0.3791
MCPT div CFT | 0.2761

TAB. 8.1 — RMSE pour I'exemple 1

D’apres la table 8.1, les réseaux récurrents de Lo obtigrniegmeilleurs ré-
sultats, suivis de tres pres par les filtres particulaires ag-échantillonnages ou
sélection et le réseau de neurones a base radiale de Yeeltlessdarticulaires
classiques divergent complétement, le filtre de Kalmandétesst totalement en
échec, et sa version robustifiée, le filtre de Kalman éterdu@,is’en tire correcte-
ment.

Le temps requis par I'apprentissage, avec 200000 obsengatdes réseaux de
neurones récurrents ne justifie pas, a notre avis, le gagnalpar rapport aux
filtres particulaires, d’autant plus que le modéle (8.1)cimnsidéré est relative-
ment simple, invariant dans le temps et a une dimension. Bounodeéle plus
complexe, il est Iégitime de craindre une augmentationifsigiive du temps
d’apprentissage du réseau. Les approches particulainéspso contre, peu sen-
sibles a ce facteur, puisqu'il suffit d’augmenter le nombeepdrticules, ce qui
n'engendre pas d’augmentation de temps de calcul comgsaai®lle nécessaire
aux réseaux récurrents.

De plus, les filtres particulaires sont calculés seulemest 800 particules, il est
donc certainement possible de se rapprocher des perfoesdes réseaux récur-
rents en augmentant le nombre de particules. Nous n'avangqessé davantage
I'étude de cet exemple car la nature bijective de la fonafiobservatiom réduit
son intérét. Toutefois, il ressort de cet exemple que leboaets particulaires sont
tout a fait compétitives avec les techniques employéesrglemdent en pratique.
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Exemple 2

Soit le systéme non linéaire considéré par Mendes & al.{)1B&agawa([87],
[88]), Doucet([56],[58]).. . .

{ Ty = %%4 + 12—5;?%:11 + 8cos(1.2t) + v,

it
Yo = ot we

aveczy ~ N(0,5). Nous comparons les filtres particulaires et nos filtres a
convolution sur trois situations différentes :

Casl : v, ~N(0,1)etw, ~N(0,0.1%)
Cas2 : v ~N(0,1)etw, ~N(0,1)
Cas3 : v ~N(0,10) etw; ~ N(0,1)

Les résultats sont présentés dans les tables 8.2, 8.3 €e8sént les moyennes
des erreurs quadratiques, MSE, $ur= 100 trajectoires ave¢ = 120 pas de
temps, suivant le nombre de particules employées : 25, 3,500, 1000, 2500
et 5000.

1en /1 &
TR SES ST
P2 (5 2 b=

Pour tous les filtres a convolution, nous avons utilisé urandy gaussien et
une fenétreh,, = std(z*)n""2. Pour les filtres a mémoire tronquée nous avons
prisT = 3 et pour le filtre avec sélection, nous avons pris; 1, pour la largeur
du tube.

Nb particules| MCP MCPT IPF Post-Reg CF CFT CFS CFR
25 div div div div div div div 23.62
50 div div div div div. 15.34 10.87 14.81
100 div div div div 14.15 13.82 9,50 10.30
500 div div div div 11.69 10.43 9.26 8.08
1000 div div div div 11.80 9.95 923 791
2500 div div div div 10.75 9.27 9.23 7.59
5000 div div div div 1096 9.01 9.26 7.66

TAB. 8.2 — Cas 1 : Moyennes des erreurs quadratiques
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Il ressort de I'examen des résultats du tableau 8.2, comnpmowait s’y at-
tendre, que les filtres particulaires sont mis en défauglardes observations sont
faiblement bruitées. Nos filtres par convolution, par ceyge comportent correc-
tement excepté lorsque le nombre de particules est trds faib

Nb particulesf MCP  MCPT IPF Post-Reg CF CFT CFS CFR

25 2260 18.75 23.93 19.37| 18.82 18.22 15.31 18.92
50 19.04 1536 16.62 14.14| 16.78 15.04 12.48 15.02
100 16.09 13.21 13.23 11.31| 1477 13.23 10.92 12.59
500 1293 11.02 10.26 10.36 | 13.45 11.49 10.58 10.49

1000 12.13 10.50 10.18 10.15 | 1351 11.39 1047 10.26
2500 11.24 10.14 10.14 10.13 | 13.25 10.97 10.51 10.15
5000 10.89 10.11 10.12 10.18| 13.57 10.95 10.52 10.10

TAB. 8.3 — Cas 2 : Moyennes des erreurs quadratiques

Nb particulesf MCP  MCPT IPF  Post-Reg CF CFT CFS CFR

25 53.06 div 44.84 46.36 | 41.99 37.84 32.76 37.50
50 48.18 40.43 33.62 32.97| 36.52 32.82 25.61 29.48
100 4499 36.32 27.91 27.62| 33.77 29.79 23.51 27.43
500 39.11 29.67 23.80 2288 | 3151 26.72 2331 23.38

1000 36.67 26.84 2295 2231 |31.43 25.69 23.02 23.46
2500 32.86 25.23 22.57 22.66 | 33.23 2492 2290 22.70
5000 30.98 2405 2234 22.45| 33.31 24.38 2295 22.33

TAB. 8.4 — Cas 3 : Moyennes des erreurs quadratiques

On constate que le filtre a sélection, CFS, obtient les mesleésultats pour

de faibles nombres de particules. Cependant, il ne s’anedfitus significative-
ment au-dela de 100 particules, cela est certainement dditaque la largeur du
tube est fixée a 1. De plus, il requiert beaucoup plus de temgsldul que tous
les autres filtres.
Plus généralement, on remarque que les filtres a convolotient de meilleures
performances que les filtres particulaires, pour les prttabres de particules.
Les performances deviennent comparables lorsque le nomebparticules aug-
mente.
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L'intérét principal de nos filtres par convolution, par rapjaux filtres particu-
laires, est de ne pas exiger la connaissance de la formeigoalyge la vraisem-
blance des observations. Cet affaiblissement des hypshésmme on a pu le
voir au travers des exemples précédents, ne semble paea#gmificativement
les performances. De plus, pour le traitement de ces exsmguleun effort n'a
été fait pour le choix di. En travaillant sur ce point, il est certainement possible
d’améliorer encore les performances des filtres par cotieolu

8.1.3 Choix de I'estimateur de I'état

Différents estimateurs pour la valeur de I'état ont été ps#s au quatrieme
chapitre : I'espérance conditionnelle, le mode condit@ret la médiane condi-
tionnelle. Ces trois estimateurs, calculés a partir defdtrec ré-échantillonnage,
sont comparés sur le méme systeme dynamique que I'exenguédent :

T = %%—1 + fig;%:ll + 8cos(1.2t) + vy
1‘2
Yo = 35 T w

aveczy ~ N(0,5), v, wy ~ N(0,1). Le filtre & convolution avec ré-échantil-
lonnage est construit avec un noyau gaussien et une felétee std(z')n "2,
Nous avons évalué les trois estimateurs, sur 500 trajestde 100 pas de temps,
sous deux critéres : I'erreur quadratique moyenne, MSHe(talb) et I'erreur
absolue moyenne, MAE (table 8.6),

MAE—EZ(iim _ 2 |)
_t N £ i,k k| |-

t
k=1

Nb particules| Espérance Meédiane Mode
50 15.5084 18.5363 20.1440
100 13.1587 16.0070 17.7311
500 11.1939 14.1842 15.8261
1000 10.8949 13.7804 15.3724
5000 10.6176  13.4938 15.0608

TAB. 8.5 — Moyennes des erreurs quadratiques
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Nb particules| Espérance Médiane Mode
50 1.9910 1.8211 1.8993

100 1.8332 1.6441 1.7116
500 1.6746 1.4885 1.5372
1000 1.6444 1.4568 1.5023
5000 1.6066 1.4260 1.4706

TAB. 8.6 — Moyennes des erreurs absolues

Les résultats des tableaux 8.5 et 8.6, sont en accord avpmlesétés intrin-
séques de ces estimateurs, a savoir que I'espérance nariaenisur quadratique
moyenne et la médiane minimise 'erreur absolue moyennestidonc raison-
nable de penser que les estimations des densités fourniedittee sont de bonne
qualite.

Ces résultats illustrent de plus, le fait que I'estimatesil’état doit nécessaire-
ment étre choisi en fonction du probleme considéré.

8.1.4 Filtre particulaire avec la vraisemblance estimée

Lors du chapitre 7, relatif au positionnement de nos filtresr@volution par
rapport aux filtres particulaires, nous avons proposé uaptation du filtre par-
ticulaire avec interaction (IPF) au cas ou la vraisemblade® observations est
inconnue. Cette derniére application de type filtrage séplujours sur le méme
systéme, lui est consacrée :

1+mf_1
o
Yo = 55t wy

{ Ty = %xt_l 4 B 8 cos(1.2t) + vy
aveczy ~ N(0,5), v, wy ~ N(0,1). Nous comparons donc le comporte-
ment de I'lPF, 'lPFm sa version modifiée avec vraisemblastenée et le filtre a
convolution avec ré-échantillonnage (CFR). Dans tousdssles noyaux utilisés
sont gaussiens avé = std(z")n"%2. Les résultats présentés dans le tableau 8.7,
sont les moyennes des erreurs quadratiqued/sur 500 trajectoires de¢ = 100
pas de temps, suivant le nombre de particules utilisées.
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Nb particules| IPF IPFm CFR
50 16.6865 17.3465 14.4432
100 12.4404 12.7122 12.3516
500 10.4035 10.5074 10.6455
1000 10.2259 10.2277 10.2820

TAB. 8.7 — Moyennes des erreurs quadratiques

Les performances affichées (table 8.7) par le filtre IPFm teor& fait conve-
nables. Mais sur cet exemple, on ne peut pas affirmer que |estdmcalcul sup-
plémentaire qu'il requiert soit justifié par rapport a sedgrenances. Une étude
plus appronfondie, sur différents modeles, semble nécegsaur I'établir de ma-
niere precise

8.2 Problemes d’estimation de parametres en cours
de filtrage

Dans ce sous-chapitre, nous allons comparer les perfoeaatiestimation
complémentaires de paramétres inconnus selon les troiecms envisagées au
chapitre 5 : le maximum de vraisemblance, les moindres sa&tréa technique
bayésienne. De plus, en préamble, nous étudions I'apperdip&ique par mini-
misation d’'une fonction de co(t. De cette étude prélimmalressort que I'em-
ploi de techniques d’optimisation stochastiques néaeshttrés gros temps de
calculs. Pour contourner ce probleme, nous appliquonsteigue avec “aléas fi-
gés” pour construire les estimateurs du maximum de vraikerob et des moindres
carrés. De ce fait (cf. chapitre 5), seuls les filtres a cartiah a mémoire com-
pléete et a mémoire tronquée restent utilisables. Leurd@muds de divergence en
temps long ne constituent pas ici une difficulté puisquetitojsation est systé-
matiquement réalisée sur un nomidréixé d’observations.

8.2.1 Minimisation stochastique d’'une fonction de cout

Considérons dans cette partie un systeme de la forme saivant

Tpr = [z, 0,¢)
{yt = Ty(xe) + (8:2)
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Soit7,(6) un estimateur d&[x;|y;.;, 0], ainsi la fonction de colt définie par I'ex-
pression

2 2
0O = (73 [ m(@®)] - 2)
t=1
est naturelle . En effet, si, remplacez,(6), par la loi forte des grands nombres
on a queC' — 0 lorsqueT — oo. Comme il est raisonnable de supposer que
7;(0) est d’autant plus proche dg quef est proche de sa vraie valeur, il semble
donc pertinent de minimisér(f). Or, cette fonction est aléatoire puisquedg®)
sont aléatoires. Il faut donc utiliser des algorithmeslsastiques pour minimiser
E[C(0)].

Dans les situations réelles, les bruits sur le systeme ri@sawent pas connus,
surtout pour le modele d'état. Il est en effet, plus fréquEntonnaitre les carac-
téristiques de 'erreur d’observation ( par exemple, sdlle I'erreur d’un appareil
de mesure ). Pour nous situer dans ce contexte, nous avagusssugue les bruits
sont blancs et gaussiens, que la variance;d& bruit sur le modéle d’état) est
inconnue et celle dg; (bruit d’observation) est connue.

Estimation de la variance du bruit sur le modéle d'état

Le systeme considéré comme support d’application est delub([99]) :

{ i1 = Llexp(—222)—1+0x¢
Yt = @} +0.1xn,

avecry, ~ N(-0.5,0.1%) ete;,n; des bruits gaussiens centrés réduits indé-
pendants. Le parametre inconnu@st o.. La vraie valeur dé estf, = 0.5.

Dans un premier temps§;(6) est minimisée par la procédure de Kiefer-Wol-
fowitz([86]) pourT = 50. LesZz;(#) sont obtenus suivant le filtre par convolution
simple avec 800 particules et un noyau gaussien.

Les résultats des deux situations étudiées, un point dertdépigné de la
vraie valeur et un point de départ proche de la vraie valent iprésentés sur
la figures 8.2. L'abscisse des figures représente les érate I'algorithme de
minimisation.
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FIG. 8.2 — Estimation de., déparis.=2 et5.=0.6

Dans les deux cas le processus semble aller dans la bonegafirmais il
est tres lent. Il faut toujours compter plusieurs jours dewtapour un processeur
de type Pentium IV a 2Ghtz, pour effectuer les 10000 iténatisans étre sar de
la convergence. Comme |'objectif est de travailler en ligoes ne pouvons pas
utiliser cette méthode.

Nous avons alors mis en place une procédure de minimisaitchastique
plus raffinée, la méthode de Fabian([61]), détaillée enxar@omme on peut le
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voir sur la figure (8.3) la convergence est bien plus nette.

L L L L L
o 50 100 150 200 250 300 350 400

FIG. 8.3 — Estimation de., départs.=2

Cependant, le temps de calcul est toujours assez long cdemutele la com-
plexité des itérations de la méthode de Fabian. De plusuyildhoisir plusieurs
parametres de réglage trés influents sur la vitesse de gema et la qualité du
résultat.

8.2.2 Estimateur des moindres carrés conditionnels

Le systeme considéré est encore celui de Lo([99]) avecnagid’état incon-
nue :
i1 = Llexp(—22?) —1+0 x g
{yt = 2} +0.1xn,

avecry, ~ N (-0.5,0.1%) ete;,n; des bruits gaussiens centrés réduits indépen-
dants. La vraie valeur deest encoréd, = 0.5.
L'objectif est de minimiser la fonction suivante

@T,n(‘g) = Z(yt - mt,n(‘g))Q
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avecm () I'estimation delE[y,|y,.—:] fournie par un filtre & convolution &
particules. Cette fonction de coQtr,, et I'estimateurm,,(¢) sont plus ample-
ment détaillés au cinquieme chapitre.

Comme la fonctiord — m ,(0) dépend des particules, elle est aléatoire.
Pour contourner les difficultés inhérentes aux algorithoesninimisation sto-
chastiques, illustrées dans la section précédente, nitigsns ici la technique de
minimisation avec “aléas figés” exposée au cinquiéme deapgivant de donner
les résultats, nous en rappelons rapidement le principe,qeocas particulier.

Il est toujours supposé que les variables aléatejrets); sontindépendantes entre
elles et de tout le reste. Donc, pour une valeu dennée, les bruits;, . .., &7 et
nt,...n" générés pour construire legrajectoires, nécessaires au filtre a mémoire
complete, sont théoriquement valides et utilisables (mi@m@our une autre va-
leur ded. Ainsi en conservant ces valeurs pour les bruits, la fonctie- m, ,, ()
n'est plus aléatoire, il est alors possible de la minimisecdes algorithmes clas-
sigues. Intuitivement, cela peut s’interpréter comme um@misation sur une
réalisation du hasard donnée.

A présent que le principe de la minimisation est rappelé&ipo@s le contexte
des simulations. L'initialisation de I'algorithme de nmmisation, fonction native
de Matlal®, requiert la borne minimale et maximale p@duyrmous avons pris 0 et
2, la vrai valeur étam, = 0.5.

Afin de caractériser leur impact, nous avons fait vanigde nombre de particules
employées ainsi qué, la longueur de la trajectoire considérée. Les résultats pr
sentés dans les tableaux, Tab. 8.8, Tab. 8.9 et Tab. 8.X0upsEnt : le maximum,
I'écart type et la moyenne des erreurs absolues des esimsatu parameétre sur
500 trajectoires différentes, pour respectivement T=2G0let T=100. Pour com-
pléter cette description des résultats, chacun des tabksttaccompagné d’'une
figure, respectivement Fig. 8.4, Fig. 8.5 et Fig. 8.6, regam les histogrammes
des erreurs absolues pour différentes valeurs.de
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Nb particules Max Ecart-Type Moy.
n =20 1.0792 0.1706 0.1812
n = 50 0.7413 0.1552 0.1621
n = 100 0.8186  0.1605  0.1694
n = 200 0.8342 0.1612 0.1729
n = 500 0.8640  0.1722  0.1755
n = 1000 0.8853  0.1819  0.1866
n = 5000 0.7924  0.1818  0.1787
TAB. 8.8 — Erreurs absolues sur 500 estimations avec T=20 (MC)
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FIG. 8.4 — Histogrammes des erreurs absolues avec T=20 (MC)
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Nb particules Max Ecart-Type Moy.
n = 20 0.5642 0.0889 0.1095
n = 50 0.4722 0.0810 0.0991
n = 100 0.5180 0.0753 0.0939
n = 200 0.6752 0.0835 0.0928
n = 500 0.7408 0.0993 0.0975
n = 1000 0.7333 0.1106 0.0985
n = 5000 0.9456 0.1217  0.1254

TAB. 8.9 — Erreurs absolues sur 500 estimations avec T=50 (MC)
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FIG. 8.5 — Histogrammes des erreurs absolues avec T=50 (MC)
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Nb particules Max Ecart-Type Moy.
n =20 0.4059 0.0731 0.0951
n = 50 0.3135 0.0597  0.0787
n = 100 0.3565 0.0658 0.0823
n = 200 0.4425 0.0716 0.0866
n = 500 0.7056 0.0854  0.0877
n = 1000 0.5005 0.0909 0.0992
n = 5000 0.4589 0.1019 0.1456
TAB. 8.10 — Erreurs absolues sur 500 estimations avec T=100 (MC)
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FIG. 8.6 — Histogrammes des erreurs absolues avec T=100 (MC)
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Les résultats présentés, cf. Tab. 8.8, 8.9, 8.10 et Fig8.8.8,6, sont globa-
lement en accord avec les propriétés théoriques obtenuga@uieéme chapitre.
Plus précisement, la qualité des estimations s’améliosg|iee la taille de la mé-
moire’l" augmente, mais ce n’est pas clairement le cas lorsque lereatelparti-
culesn augmente, alors que ¢a devrait I'étre. En effet, il appanaétdégradation
lorsque le nombre de particule dépasse 1000. Plusieurssaesivent expliquer
ce phénomene, le choix dy, n’est pas optimal et est peut étre mal adapté pour
de grands,, le filtre a mémoire compléete se dégrade peut étre trop parand.
Cependant, la qualité des estimations demeure correctelemdifférents cas de
figures et le temps de calcul requis est sans comparaisories/egnimisations
stochastiques, pour lesquelles il faut compter plusieaussjde calculs pour une
estimation.

L'intérét de cette technique d’estimation, les moindresésaconditionnels avec
“aléas figés”, est donc double. D’une part, les estimatidrisries sont correctes
et d’'autre part, le temps de calcul est tout a fait acceptable

Cependant, I'estimation est dépendante des réalisatienmsars particuliéres. La
validité de I'estimation requiert une hypothése d’ergddicsinon, il conviendrait
de faire des estimations paralléles et de les moyenner.

8.2.3 Estimateur du maximum de vraisemblance

Le systeme considéré est toujours celui de Lo([99]) aveanee d’état in-

connue :
T = Llexp(—22?) —1+60 x &
vy = z+01xm

avecz, ~ N (-0.5,0.1%) ete,,n, des bruits gaussiens centrés réduits indépen-
dants. La vraie valeur deest encoréd, = 0.5.
L'objectif est de maximiser 'approximation de la vraisdarice suivante

T 1 ¢ ~i i
Ln(e) = E Z Kh(ylzt - yl:t)
i=1

fournie par le filtre & convolution a mémoire compléte, carnist avecn parti-
cules. La fonctiorfn(e) est aléatoire, d’aprés les mémes considérations que pour
I'estimateur des moindres carrés conditionnels, nousatis la technique de mi-
nimisation avec “aléas figés” exposée au cinquiéme chapittaminimisation
étant effectuée sur une réalisation du hasard fixée, topsdbemes soulevés par
I'optimisation stochastique sont ainsi contournés.
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Le contexte des simulations est le méme que pour les moigdress condition-
nels. L'algorithme de minimisation, fonction native de Ma® est initialisé avec

0 et 2 comme bornes minimale et maximale péuNous avons aussi fait varier
le nombre de particules employéest la longueur de la trajectoire considérée
T'. Les résultats présentés dans les tableaux, Tab. 8.118T&h.regroupent : le
maximum, I'écart type et la moyenne des erreurs absoluesstiesations sur 500
trajectoires différentes, pour respectivement T=20 etOT £5omme pour les cas
précédents, chacun des tableaux est complété d’'une figas@eativement Fig.
8.7, Fig. 8.8, regroupant les histogrammes des erreursditbérentes valeurs de
n.

Nb particules] Max Ecart-Type Moy.

n = 20 1.5000 0.1820 0.2069
n = 50 0.8583 0.1382 0.1717
n = 100 0.6924 0.1383 0.1707
n = 200 0.8113 0.1353 0.1683
n = 500 0.7848 0.1451 0.1757

n = 1000 0.9012 0.1545 0.1908
n = 5000 0.8397  0.1798 0.2235

TAB. 8.11 — Erreurs absolues sur 500 estimations avec T=20 (EMV)
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FIG. 8.7 — Histogrammes des erreurs absolues avec T=20 (EMV)
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Nb particules Max Ecart-Type Moy.

n = 20 1.0191  0.1624  0.2268
n = 50 0.7588  0.1324  0.2006
n = 100 0.6954  0.1377  0.2070
n = 200 0.7090  0.1378  0.2289
n = 500 0.7469  0.1494  0.2699

n = 1000 0.7581  0.1587  0.3052
n = 5000 1.0323  0.1896  0.4004

TAB. 8.12 — Erreurs absolues sur 500 estimations avec T=50 (EMV)
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FiG. 8.8 — Histogrammes des erreurs absolues avec T=50 (EMV)
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Les résultats, Tab. 8.11,8.12 et Fig. 8.7,8.8, sont netiem&rieurs a ceux
des moindres carrés conditionnels. lls sont d’autant plwgrenants que le fait
d’avoir augmentd’ n’a pas amélioré le comportement, comme on pouvait s’y at-
tendre mais I'a dégrade.
Afin d’établir si ce phénomeéne est lié au filtre a mémoire catgylnous le rem-
plagcons dans la suite par le filtre & mémoire tronquée ( 2 vasens du passeé),
puisqu’il affiche de meilleures performances sur ce mod#lera@b 8.1). Les ré-
sultats obtenus, pour I'estimateur du maximum de vraisandd, estimé par le
filtre a mémoire tronquée, sont présentés dans les tabled@x 814, 8.15 et

leurs figures associées 8.9,8.10,8.11.

Nb particules)] Max Ecart-Type Moy.
n =20 0.7035 0.1281 0.1534
n =50 0.7826 0.1322 0.1537
n = 100 0.9101 0.1271 0.1749
n = 200 0.5000 0.1282 0.1854
n = 500 0.8285 0.1277 0.1956
n = 1000 0.5000 0.1362 0.2109
n = 5000 0.5000 0.1369 0.2363

TAB. 8.13 — Erreurs absolues sur 500 estimations avec T=20 (EMV)
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FIG. 8.9 — Histogrammes des erreurs absolues avec T=20 (EMV)
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Nb particules Max Ecart-Type Moy.
n = 20 0.5000 0.1216 0.1588
n = 50 0.5000 0.1257  0.1958
n = 100 0.5000 0.1273 0.2128
n = 200 0.5000 0.1190 0.2229
n = 500 0.5000 0.1266 0.2517
n = 1000 0.5000 0.1244 0.2691
n = 5000 0.5000 0.1210 0.3035
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TAB. 8.14 — Erreurs absolues sur 500 estimations avec T=50 (EMV)
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Nb particules Max Ecart-Type Moy.
n =20 0.5000  0.1340  0.2095
n =50 0.5000  0.1157  0.2186
n = 100 0.5000  0.1190  0.2546
n = 200 0.5000  0.1198  0.2646
n = 500 0.5000  0.1161 0.2858
n = 1000 0.5000  0.1108  0.3034
n = 5000 0.5000  0.1060  0.3258
TAB. 8.15 — Erreurs absolues sur 500 estimations avec T=100 (EMV
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FIG. 8.11 — Histogrammes des erreurs absolues avec T=100 (EMV)
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Les performances de I'estimateur obtenu par le filtre a ménimnquée, cf.
Tab. 8.13,8.14,8.15 et Fig. 8.9,8.10,8.11, sont Iégéresgrerieures a celles de
I'estimateur obtenu par le filtre a mémoire complete. Cepatcklles demeurent
encore nettement inférieures a celles de I'estimateur desdres carrés condi-
tionnels et I'incohérence sur I'évolution des performanseivant les valeurs de
n et subsiste.

La technique par minimisation des moindres carrés sembie déférable a la
maximisation de la vraisemblance. Toutefois, une étude ahancée permettrait
certainement d’identifier la cause du mauvais fonctionmgnde maximum de

vraisemblance et d'y remédier.

8.2.4 Approche bayésienne

Afin de compléter la comparaison des différentes méthodestidiation de
parametres, nous considérons une derniére fois le systérhe(fp9]) avec va-
riance d’état inconnue :

{ T = Llexp(—22?) —1+60 x &
vy = x+0.1xn

aveczry ~ N(—0.5,0.1%) ete;, 1, des bruits gaussiens centrés réduits indé-
pendants. La vraie valeur deest encoré, = 0.5.

Pour I'estimation des parameétres par approche bayésigsndfjt de donner
une loi a priori aux parameétres inconnus. Pour garder deditboms comparables
aux cas précédents, nous prenons, comme loi a priori ddfo, 2], la loi uni-
forme surf0, 2].

Cette approche est difféerente des précédentes a baseni%gtion, car le para-
meétre est estimé tout au long du filtrage. Ainsi la questionlthix de la longueur
de la trajectoirel’ ne se pose plus. La valeur retenue pour I'estimatiof, asst,
IAE[0|y1:120], I'estimation de I'espérance deconnaissant toute la trajectoire des
120 observations. Cette estimation est obtenue par I'adaptdu filtre & convo-
lution avec ré-échantillonnage, au cas de modeéle contelesarametres incon-
nus, introduite au cinquiéme chapitre.

Comme pour les autres approches, le tableau 8.16, rassern@lmaximum,
I'écart type et la moyenne des erreurs absolues sur lesagims de 500 tra-
jectoires au 129 pas de temps, suivant le nombre de particules utilisées. Ce
tableau est complété par la figure 8.12, regroupant lesgnestames des erreurs
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absolues pour différentes valeursrde
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Nb particules Max Ecart-Type Moy.
n =20 1.6224 0.2154 0.2408
n = 50 1.1848  0.1560  0.1757
n = 100 1.0135  0.1127  0.1339
n = 200 0.9181 0.1069  0.1160
n = 500 0.5257  0.0764  0.0924
n = 1000 0.3930  0.0667  0.0836
n = 5000 0.4472  0.0513  0.0562

TAB. 8.16 — Erreurs absolues sur 500 estimations (Bayes)
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L'approche bayésienne affiche de meilleures performardde3ab. 8.16 et
Fig. 8.12, que toutes les approches précédemment étubiégsus, le compor-
tement suivant le nombre de particules, est en totale atiéquevec les résultats
théoriques puisque l'erreur baisse lorsguaugmente.

Mais cette technigue bayésienne, en plus de ces bonnesmparfces, posséde un
gros avantage sur ses concurrentes, elle s'utilise “em’lighest donc possible
de filtrer immmédiatement, sans attendre d’avoir, comme [gsLeiutres approches,
une estimation de la valeur du parametre afifggs de temps.

Sur le plan du temps de calcul, I'introduction d’'un paramétconnu ne ralentit
guasiment pas le filtre. La méthode est encore plus rapidéeguapproches avec
“aléas figés”.

Cette approche bayésienne semble donc la mieux adaptégsaemnss contenant
des parametres inconnus. En effet, elle les estime, toutr@maant le filtrage et
sans augmentation significative du temps de calcul.

Etudes complémentaires sur I'approche bayésienne

Afin de mieux cerner le potentiel de cette approche bayésjemous I'étu-
dions de maniére plus approndie sur un autre systeme dynanhipus pourrons
ainsi évaluer, sa robustesse par rapport aux nombres de¢taea inconnus, et
I'impact de I'introduction de paramétres inconnus sur lalié@ du filtrage.

Le systéme considéré est celui de I'exemple 2, aussi étadidendés & al.([103]),
Kitagawa([87],[88]), Doucet([56],[58]),. .

{ Ty = %%4 + 2% + 8cos(1.2t) + v,

1+x%71
z7
Y = %+wt

aveczy ~ N(0,5), vy, w, ~ N(0,1).

Les paramétres inconnus sont introduits progressivemams tb systeme.
C’est toujours la procédure d’estimation bayésienne, ldgp€e au chapitre 5,
qui est utilisée pour estimer ces parametres.

Introduction du premier paramétre inconnu

Un parametre inconnu est introduit dans le systéme qui dealers

{ T = %%—1 + iﬁ;;;_ll + 8cos(1.2t) + vy

it
Yo = 55t w
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La vraie valeur de& estfd, = 25. La loi a priori pourf utilisée est une loi
uniforme sur{15, 30], po(¢) = U[15,30]. Les figures 8.13, 8.14, 8.15 et 8.16 re-
présentent I'évolution, sur 500 pas de temps, de I'estomaled, fournie par le
filtre avec ré-échantillonnage.

190 5‘0 160 1%0 260 2%0 360 3é0 460 4%0 500
FiG. 8.13 — Estimation dé, = 25, avecn = 500 particules
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FIG. 8.14 — Estimation dé, = 25, avecn = 1000 particules
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FIG. 8.15 — Estimation dé, = 25, avecn = 2000 particules
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FiG. 8.16 — Estimation dé, = 25, avecn = 5000 particules

Introduction d’'un deuxiéme paramétre inconnu

Apres l'introduction d’'un second parameétre inconnu, laéays devient

1
T = %xt_l + 10+3;tf:11 + 0% cos(1.2t) + vy

o
Yo = 55t wy
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La vraie valeur dé estf, = (6},62) = (25, 8). La loi a priori pourf utilisée
est une loi uniforme sut 5, 30] x [0, 15], po(6', 6%) = U([15, 30] x [0,15]). Les
figures 8.17, 8.18, 8.19 et 8.20 représentent I'évolution560 pas de temps, des
estimation de)} et6? fournies par le filtre avec ré-échantillonnage.

35
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FIG. 8.17 — Estimation dé} = 25 et63 = 8, avecn = 500 particules
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FIG. 8.18 — Estimation dé} = 25 etf? = 8, avecn = 1000 particules
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FIG. 8.19 — Estimation dé} = 25 et = 8, avecn = 2000 particules
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FIG. 8.20 — Estimation d&} = 25 et§2 = 8, avecn = 5000 particules

Introduction d’un troisieme paramétre inconnu

Enfin, un troisiéme parametre inconnu est introduit dany$tésne qui de-

vient : )
{ ry = Oz + 1642%111 + 0% cos(1.2t) + vy

zf
Yo = 55t wy
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La vraie valeur dé estf, = (6}, 62, 03) = (25,8,0.5). La loi a priori utilisée est
une loi uniforme surf15, 30] x [0,15] x [—5,10], po(0*,62,6%) = U([15,30] x
[0,15] x [—5,10]). Les figures 8.21, 8.22, 8.23 et 8.24 représentent I'é\aiuti
sur 500 pas de temps, des estimatioi&? et 63 fournies par le filtre avec ré-
échantillonnage, pour respectivement 500, 1000, 2000G4 particules.

30 T T T T T T T T T
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FIG. 8.21 — Estimation dé} = 25, 62 = 8 et§3 = 0.5, avecn = 500 particules
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FIG. 8.22 — Estimation dé} = 25, 2 = 8 etd3 = 0.5, avecn = 1000 particules
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FIG. 8.23 — Estimation dé} = 25, 2 = 8 et = 0.5, avecn = 2000 particules
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FIG. 8.24 — Estimation dé} = 25, 2 = 8 et = 0.5, avecn = 5000 particules

Pour les trois configurations envisagées, un, deux ou tersnpetres incon-
nus, il semble, d’apres les figures précédentes, que lemptaes soient globa-
lement bien estimés et ce, des 500 particules. De plus, iesat®ns atteignent
toujours trés rapidement, apres une ou deux observationgisinage dé.
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Afin de caractériser, de maniere quantitative, I'impact’degrbduction des
parametres inconnus sur la qualité du filtrage pour le fillegonvolution avec
ré-échantillonnage, nous avons réalisé une série de giondaPour les trois cas,
nous avons évalué I'erreur commise par le filtre avec ré+édlmnage, avec
et sans paramétres inconnus, pour différents nombres teubes. Les résultats
sont rassemblés dans les tableaux (8.17), (8.18) et (8.19).

Ces tableaux s’interprétent de la fagon suivante :

- La premiere colonne désigne le nombrde particules utilisées.

- La seconde colonne donne la moyenne des erreurs qua@stigu’état, calcu-
lées sun 00 trajectoires de 00 pas de temps, sans parameétre inconnu.

- La troisieme colonne donne la moyenne des erreurs quadestde I'état calcu-
lées surl00 trajectoires dd 00 pas de temps avec 1,2 ou 3 parametres inconnus,
selon le cas considéré.

- Les colonnes suivantes donnent la moyenne des erreursiebsm dernier ins-
tant (t=100) pour chacun des paramétres inconnus.

Nb particules| CFR CFR-lparanH Param
n =20 24.35 32.10 3.63
n = 50 13.49 19.04 3.11
n = 100 12.61 16.82 2.69
n = 200 11.05 14.10 2.08
n = 500 10.51 12.72 1.71
n = 1000 10.57 11.90 1.28
n = 5000 11.05 12.27 0.87

TAB. 8.17 — Filtre avec ré-échantillonnage pour 1 paramétrenng

Nb particules] CFR CFR-2parani Param1 Param2
n =20 23.81 73.94 4.80 2.45
n = 50 15.31 46.03 3.64 1.69
n = 100 13.28 25.86 3.15 0.80
n = 200 11.99 19.90 2.73 0.61
n = 500 10.42 17.31 1.89 0.51
n = 1000 11.25 15.54 2.00 0.46
n = 5000 10.09 13.24 1.19 0.31

TAB. 8.18 — Filtre avec ré-échantillonnage pour 2 parameétiaminus
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Nb particules CFR CFR-3paranm) Paraml Param2 Param3
n =100 13.14 95.45 5.02 3.43 0.17
n = 200 11.92 46.65 2.44 1.63 0.10
n = 500 10.72 29.37 2.12 0.86 0.04
n = 1000 12.00 24.70 1.67 0.55 0.03
n = 5000 10.30 18.79 1.28 0.48 0.02
n = 10000 9.79 16.59 0.96 0.45 0.02

TAB. 8.19 — Filtre avec ré-échantillonnage pour 3 paraméti@minus

Naturellement, plus il y a de parameétres inconnus, plusdigrcommise est
grande. Mais dans tous les cas, la perte de qualité induitepparametres incon-
nus s’atténue lorsque le nombre de particules augmenteludel@s estimations
des parametres, réalisées simultanément, sont aussi de qoalité, et ce, méme
avec un nombre de particules raisonnable. Ces résultatslsoa conformes aux
propriétés théoriques obtenues dans les chapitres préséde

8.3 Conclusion du huitieme chapitre

Les filtres développés a partir des noyaux de convolutiorosgportent plus
gu’honorablement sur les exemples considérés, puisquenésultats surpassent
largement ceux du filtre de Kalman étendu et égalent ceux ([82p et des filtres
particulaires.

Les hypotheses nécessaires a leur convergence sont pplles fgile celles de Kal-
man puisqu’on n’exige pas que les bruits soient gaussidles &ont aussi plus
souples que celles des filtres particulaires :

- Il n’est pas nécessaire de connaitre la forme analytiqua deisemblance
du bruit d’observation. Il suffit d’étre en mesure de génées variables suivant
cette loi.

- Il est possible de filtrer des systemes dynamiques dontuie sur les ob-
servations est trés faible, situation dans laquelle legdilparticulaires sont en
difficulté. 1l est méme possible de filtrer des systemes dygaes dont les ob-
servations ne sont pas bruitées et pour lesquels les filargisylaires ne sont pas
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rigoureusement calculables.

Les exemples de problémes d’estimation de paramétresnnsan cours de
filtrage ont mis en avant la supériorité de la technique bagyés. En effet, les
minimisations stochastiques sont trop codteuses en teentendps de calcul et
les estimations de qualité médiocre. Les alternatives ‘@téas figés” offrent des
temps de calcul acceptables, mais sont de qualités inégalesonséquent, elles
conservent un intérét. Toutefois une étude plus approémdin d’améliorer leur
comportement et de définir une stratégie pour le choix dempatres!” etn, est
nécessaire avant d’envisager une utilisation pratique.

L'approche bayésienne demeure donc la plus attrayanteff&én elle s’integre
facilement dans la procédure de filtrage et ne provoque semiequ’une légere
augmentation du temps de calcul car il faut prendre plus depkes. Cette pro-
cédure reste suffisamment rapide pour étre utilisable er kg, comme on I'a vu
sur les exemples, elle fournit des estimations de bonnétéuaht pour I'état que
pour les parametres.

De plus, elle semble trés bien supporter des systemes dgnascontenant plu-
sieurs parametres inconnus. Cette qualité est d’autastiplportante que les es-
timateurs a base d’optimisation sont en difficulté dans ceecae.



Chapitre 9

Application a un bio-procedé de
depollution

Ce dernier chapitre est I'occasion d’analyser le compoetagnde nos filtres
sur un probléeme réel a l'origine de ce travail méthodologidtin I'occurrence,
le systeme dynamique considéré, tout au long de ce chapitéélise le fonc-
tionnement d’un bioréacteur de retraitement d’eaux ugEgayn procédé de type
digestion anaérobie. Il est important de préciser que cectaast le fruit de plu-
sieurs années de recherche du Laboratoire de BiotechealediEnvironnement
(LBE) de I'INRA a Narbonne.

D’autre part, cette thése se situe dans la continuité dedé&tpar des approches de
statistique non paramétrique, de problématiques liéedmprocédés, du Labo-
ratoire d’Analyse des Systémes et Biométrie de 'INRA a Mwetiter. Les travaux
précédents de Hilgert ([75]) et Wagner ([127]) nhotammeiissrivent dans cet
axe de recherche du laboratoire.

Les bioprocédés de dépollution consistent en la transftomaau sein d’'un
réacteur, de matieres organiques (substrats), par des onganismes (biomasses).
Il est fréquent que les capteurs a disposition, souvent chudn prohibitif, ne me-
surent que certaines des variables (concentrations) se@oes au contrdle. Il est
alors indispensable d’estimer les autres variables, cetepuu du modéle du pro-
cédé, c’est-a-dire de réaliser une opération de filtragdesuvariables de sortie
mesurables. Cette opération est aussi souvent appeléesteation d’état du sys-
téme dynamique considéré par les automaticiens.

Dans un premier temps, nous présentons le systeme dynamapédisant le
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bioprocédé de digestion anaérobie au centre de I'étude.

Puis nous présentons la partie des résultats de comportelmaros filtres par
convolution sur des simulations réalisées a partir de ceéeodette seconde
partie permettra aussi d’évaluer le potentiel des filtresiajue leur robustesse
par rapport aux parametres incertains du modéle.

Finalement, la derniére partie du chapitre est consacréditraige sur des don-
nées recueillies par le LBE. La difficulté principale, pgopart aux simulations,
réside dans l'instabilité de certains capteurs qui géngrarois des observations
aberrantes.

9.1 Présentation du probleme

Dans ce chapitre, nous donnons seulement les informatasves au bio-
procédé permettant de comprendre le systeme dynamiqueprésentation plus
générale des bioprocédés technologiques et de leurs rsaiildtis est proposée
en annexe.

Modélisation de la bioréaction considérée

Ce modele est de conception récente (Bernard & al. [9]).tlLBksé au La-
boratoire de Biotechnologie de I'Environnement (LBE) d&IRA a Narbonne.
Il porte sur un procédé de type digestion anaérobie modplséine approche
bilan-matiere. Une description détaillée du réacteur stabpteurs est réalisée
par Steyer & al.([122]).
Ce type de réacteur ne peut étre utilisé directement erostdtépuration car
son temps de réaction aux variations de concentrationsalleispts est trop lent.
Cependant, il est bien adapté a des taches spécifiques plestaomme, le trai-
tement des boues de vinification apres vendanges car, date$ contexte, la
concentration en polluant est totalement sous contréle.
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Le modéle :
( 31 = (Ml - OéD)Bl
52 = (MQ - OéD)BQ
Z = D(Zi” —7)
Sl = D(S{'” - Sl) — k11 By (9.1)
Sy = D(S —Ss) + kop1 By — k3o Bo

Crr = D(Ciy — Crp) + kapy By + kspiaBo
\ —Qco,

C’est un systeme dynamique continu, défini par des équatdidiésentielles.
Or, tous les systemes considérés jusqu’a présent étagametsi. Cela ne pose au-
cun probleme sur le plan théorique, pour nos filtres par datien. En effet, il
suffit d’étre en mesure de générer des états et des obsessativant le modele.
Donc, rien n'empéche que cela soit fait en calculant degiatés. La seule dif-
ficulté est alors pratique : le temps de calcul risque d’augarePour simplifier
le probléeme, dans la suite, tous les traitements numérgpaséalisés avec une
version discrétisée, selon le schéma d’Euler, de ce modelQl
Il y a une autre difféerence fondamentale avec les system@tiedement consi-
dérés. Le modele est ici supposeé refléter parfaitement lidérézar il est le fruit
d’'une approche déterministe. Il faut donc ajouter quelguegtirbations a ce sys-
téme pour étre dans le contexte d’application des filtreqodatires, justifiées de
plus par la discrétisation opéree.

Ce travail de discrétisation et de perturbation du systérheséra réalisé par la
suite. Nous continuons la présentation du systeme, darsetd#®ns suivantes,
par la description de ces éléments.
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Description des variables

Toutes les variables d’état sont des variables de contemsa

B, Concentration en bactéries acidogénes.

B, Concentration en bactéries méthanogenes.

Z Concentration dans le milieu en ions forts.

Sh Concentration en polluants quantifiée par leur demandeighen
en oxygene.

So Concentration en acides gras volatils.

Cr;  Concentration totale de carbone inorganique.
D Taux de dilution.
Q002 Débit dECOQ.

Les variables3;, B, sont relatives aux biomasses. et S,, sont relatives aux
substrats.
Les deux variables restant&set C'r; servent d’indicateurs de I'état du bioréac-
teur. Comme elles sont mesurables, elles peuvent étre atiléltrage.
D est la variable de contrdl€)-o, est une variable de sortie.

Les lois de croissance des bactéries

Les taux de croissangg et ., des biomasses sont modélisés respectivement
par des lois de Monod et d’Haldane ([121]) :

Si

U1 = Umazl m

et
So
Ks, + S5+ ($2)?

M2 = HUmaz2
avec

Imaz1 = 1.2 Tx de croissance max des biomassgs
Imaze = 0.74  Tx de croissance max des biomassgs
Kg, = 8.875 Parameétre de saturation du subsfat
Kg, =25 Parameétre de saturation du substfat
K; =16 Constante d’inhibition associé%.



9.1 Présentation du probleme 219

Description des parametres

Comme pour le modéle, les valeurs des paramétres intervdaan le sys-
téme sont justifiées par Bernard & al.([9]) :

a=05 proportion du taux de dilution relatif
a I'hétérogénéité du procédé.

ki1 = 42.14 rendement de conversidgf — B;.

ke, = 116.5 rendement de conversidfy — Bs.

ks = 268 rendement de conversidi — Bs.

ks = 50.6 rendement de conversidfi — COs.
ks = 343.6 rendement de conversidfy — CO,.
ke = 453 rendement de conversiagfy — C H,.

Les variables d’état d’intérét sont les substigitsS, et, a un degré moindre,
les biomasse®;, B,. Leurs mesures en ligne sont délicates. Des capteurs per-
mettent de mesurer les variablést Cr; et, avec encore plus de fiabilité le débit
de gaz du bioréactedy,,. et le pH du milieu. Il s’agit donc d’estime,, S, B;
et By, connaissant au moins certaines des quatre variablederées.

Dans I'opération de filtrage, nous comparons les valeurSy;, pH et Q.
mesurées, a celles calculées a partir du modele. Les valagiatdées deZ et Cr;
sont directement données par le modele. Popfleon peut utiliser une équation
relative a I'équilibre sur le carbone. Ainsi, a chaque instale pH du réacteur
est donné par

Ou Kco2 = 4,9.1077 est la constante de dissociation.

La calcul du débit de gag),,. est plus compliqué. Ce debit est la somme
des débits de gaz carboniqU€0,) et de méthan¢C H,) dégageés (y..(t) =
Qcoz (t) + QCH4 (t)

Le débit de méthane dégagé peut se calculer par :

QCH4 (t> = kk9<t)QCH4 (t)/1000/24

OUqgep,(t) =V X kg x ua(t) x Bo(t) etkk9(t) = RT/P,(t) (RT constante des
gaz parfaits)) désigne le volume du réacteur Btdésigne la pression mesurée
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en ligne.
Pour le débit de&”O, dégageé :
Qco,(t) = kla(Crr(t) + Sa(t) — Z(t) — Kh x P.(t))

Ou Kh = 16, constante de Henrjt/a = 19.8, échange” O, dissous-gazeux par
jour spécifique a ce réacteut, s’obtient a I'aide des deux équations suivantes :

_ 0(t) = Vo(t)? — 4Kk x B(t)(Crr(t) + S(t) — Z(1))
Pc(t) - 2Kh

et
kgpua (1) Ba(t)
kla
A présent que le systéeme modélisant le bioréacteur estldgetaous consa-

crons la section suivante aux problemes de filtrage y afféran

o(t) = C(t)+ So(t) — Z(t) + Kh x Py(t) +

9.2 Filtrage du bioprocédé

Dans la premiére phase, nous évaluons le potentiel du fétregnvolution
avec ré-échantillonnage sur ce modele. Ainsi, nous ladtiis sur différentes confi-
gurations de variables observées sur des données simylaes du bio-procédé.
Puis dans la deuxieme phase, nous travaillons sur des doniges mesurées
sur un bio-réacteur de 'unité LBE de I'INRA Narbonne. Le gpage sur données
réelles nécessite de faire face a deux grosses difficuli@exactitute du modele
et 'imprécision temporaire de certaines mesures.

9.2.1 Phase de simulations du bioprocédé

Le modéle de ce procédé peut bien sir s’écrire sous la formérgjé (1.1).
Soit Xy = (B4, Bs, Z, 51, Se, Cry) €t f; le systeme dynamique discrétisé modéli-
sant le bioréacteur. OnJg,,; = f,(X).

Les filtres stochastiques, et donc par convolution, suppagee le systéme dyna-
mique est bruité. Or, comme le modéle considéré n’est pas,ek@st raisonnable
de le bruiter artificiellement pour se rapprocher de la sitnaréelle. Le modele
que I'on considere dans la suite est alors de la fodpga = f;(X;) + €/41-
Comme le modele, bien que non exact, est supposé de “bonli€foaus avons
choisi, arbitrairement, pour les simulations, des petitéte gaussiense;, e? ~
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N(0,0.01), &3 ~ N(0,0.5), e} ~ N(0,0.1), > ~ N(0,0.3) ete’ ~ N(0,0.5).

Comme nous 'avons expliqué précédemment, pour évaluamngortement
du filtre avec ré-échantillonnage, nous avons considéférdifts cas de figures :
nous avons fait varier pour chaque cas, 'ensemble dedesid’états observées
et celui des variables a estimer. Cependant, comme lesmiwatiens en substrats
S; et .S, sont toujours a estimer en pratique, nous les avons tougupposees
non observées. De plus,}éf et le débit de gaz du bioréacteijy,. étant mesu-
rés avec une assez grande fiabilité, nous les maintenomsitsujans 'ensemble
des variables observées.

Pour évaluer les performances de filtrage, nous présergdalsleau des moy-
ennes des erreurs quadratiques (MSE), entre les valeues etHiltrées, des va-
riables a estimer, su¥ = 50 simulations d’'une journée, avec des mesures toutes
les deux minute§t = 1,...,720). Afin de donner une idée plus intuitive des per-
formances, nous représentons graphiguement une des Stsims, a savoir :
les courbes de vraies valeurs de chacune des variablegras Icontinues (-),
juxtaposées aux courbes des valeurs estimées par le filtignes brisées (- -).
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Cas1

Variables observéesy: = [ pH, Qga.] + 1

Variables estiméesB,, B,, Si, Ss, Z etCry.

Variable MSE
B, 0.0495
B, 0.0369
Z 0.6936
Sh 1.7188
S 5.9692

Crr 0.7656

O L L
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FIG. 9.1 — lllustration du Cas Iy = 500 particules
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Cas 2
Variables observées: = [ pH, Qgazy Z, Crr |+ 1
oun, 12, 13 €tny ~ N(0,0.25).
Variables estiméesB,, B,, S etS,.

Variable MSE

By 0.0493
By 0.0361
Sy 1.7091
S 5.9420

FIG. 9.2 — lllustration du Cas 2, = 500 particules
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Il ressort des deux premiers cas, que la qualité du filtrageesspeu affectée
par la suppression des observatighst C;. De plus, le fait d’estimer un état a
six dimensions pour le cas 1 ou un état a quatre dimensiondgoas 2, n’affecte
pas le filtre. On retrouve ainsi la robustesse, par rappartianensions, caracté-
ristigue des méthodes de Monte Carlo.

Afin de tester notre filtre en situation de forte erreur de nedéans les deux
cas suivants, nous simplifions le modéle postulé pour lequi®cen supposant que
les biomasses restent constantes (approximations frésguen pratique).

Bl - 1
By, = 125

Cependant, les évolutions vraies (simuléesBdet B, restent comme dans
le modéle (9.1). C'est-a-dire, la trajectoire a estimem@sterée avec un systeme
dynamique dont les biomasses sont dynamiques, alors gtrajexstoires du filtre
sont générées avec des biomasses contantes.

Cas 3

Variables observéesy: = [ pH, Q.| +1n  oUny, 12 ~ N(0,0.25).
Variables estiméesS;, S,, Z etCyy.

Variable MSE
Z 49.5482

Sh 2.9866
S 142.5208
Crr 117.1285
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100
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70 1 1 1 1 1 1 1 1 1 |
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Temps (j)
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FIG. 9.3 — lllustration du Cas 3, = 500 particules

Cas 4

Variables observées: = [ pH, Qgazy Z, Crr |+ 1
oun, 12, N3 €tng ~ N(0,0.25).
Variables estiméesS; et.Ss.

Variable MSE
S 2.2941
So 25.7809
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0 | | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Temps (j)

FIG. 9.4 — lllustration du Cas 4, = 500 particules

Cette fois, I'apport d&Z et Cr; est plus significatif, puisque les résultats sont
nettement meilleurs dans le cas 4 que dans le cas 3.
On remarqgue aussi que les MSE deet deC'r; sont beaucoup plus élevées que
pour les cas 1 et 2. La raison principale est, bien sdr, qubitesasses sont, a
tort, supposées constantes pour les cas 3 et 4.

Les performances obtenues dans les quatre cas précédmrgsgssurent que
le filtre & convolution avec ré-échantillonnage fonctiomoerectement avec ce
systéme dynamique. Comme le montrent les cas 3 et 4, il esemémste aux
erreurs de modéles. Cette qualité est nécessaire pour passgaitements des
vraies données, puisque le modéle est nécessairement faux.
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9.2.2 Traitement des données réelles

Le modele du bioprocédé, présenté au début du chapitréenbdé nombreux
parametres inconnus. L'ajustement de ces parametres pasedup de difficultés
en pratique. Les valeurs que nous utilisons sont cellesiabgedans le cas ou les
biomasse®, et B, sont supposées constantes. Cette hypotheése, bien diste¢a
simplifie le probléme d’estimation des parameétres.

Présentation des données

Les données considérées correspondent au fonctionnern@nbidréacteur
sur 30 jours, avec des mesures toutes les deux minutes ratopéde filtrage se
déroule donc sur 21600 pas de temps de 2 minutes. Les figuvasit®s repré-
sentent I'évolution des différentes variables du modéle$8 jours. Les courbes
en trait plein (-) sont obtenues a I'aide du modéle détemsterfourni par le LBE.
Les courbes en pointillés (.-) sont les valeurs mesuréeepdaifférents capteurs
(un ou plusieurs par variable).
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FiGc. 9.5 — Evolution des biomasses
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FiG. 9.9 — Evolution d&Z
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FIG. 9.10 — Evolution du débit de gaz

FiG. 9.11 — Evolution du débif'O,
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FiG. 9.12 — Evolution du débit dé€'H,

Comme on peut le voir sur les figures précédentes, le modéendéiste
utilisé produit des trajectoires assez €loignées des rsataasurées. De plus, les
données mesurées ne sont pas de trés bonne qualité exceptren repreé-
senté). Comme on I'a vu lors des simulations, lorsque le heatdést pas exact il
est nécessaire de prendre un maximum de variables d’olisexvaNous utilisons
donc, le pH, Z,C;;, le débit deC'O, et le débit deC' H, dans un premier temps.
Ensuite, nous tenterons de réduire un peu le nombre de legiabservées. Tou-
tefois, si en un instant donné, I'une d’elle prend une valherrante, elle n'est
pas prise en compte a cet instant-1a.

Modélisation stochastique

La prise en compte des incertitudes de modele et des immnésides mesures
se fait au travers de I'ajout de petits bruits sur le modetaut ™Wabord, nous
introduisons de Iégeéres perturbations sur les lois desanie des bactéries :

ol +a; X g1

1
1 = Mmazl KSI + Sl
et
Sy
Ks, + S + (22)

I

Mo = [maz2 5 T a2 X &

puis aussi sur le systeme :
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Bi(t+1) = Bi(t)+T x (ug —ax D(t)) x By(t) + ag X €3

By(t+1) = Bo(t)+T X (2 —a x D(t)). x Ba(t) + a4 X &4

Zt+1) = Z({t)+T x (D(t) x (Zi"—Z))+a5 X €5

Sit+1) = Si(t)+ T x (D(t) x (8" — Sy (t)) — k1l x puy X By(t)) + ag X €6
So(t+1) = Sy(t) +T x (D(t) x (S — So(t)) + k2 x pul x Bi(t)

—k3 % Mo X Bg(t)) + a7 X €7
Cu(t+1) = Cyu(t) +T x (D(t) x (CF — Cui(t)) — Qco(t)
—H{;4><,u1 XBl( )+k5XM2XB2( ))+G8X€8

avece; ~ N (0, 1) eta; I'écart type associé, pour=1,. .., 8.

Comme nous ne possédons seulement qu’une vague idée sie [t gran-
deur des valeurs des écarts types des braits,, . . . , ag, nous les considérons
comme des paramétres inconnus a estimer en cours de filkage avons choisis
les lois a priori suivantes :

ai, asz, as, a4, ag, ay ~ U0 0.3]
as, ag ~ U[1 4]

Filtrage sur données réelles

La procédure de filtrage est réalisée sur 10 jours de fonotioent du bio-
réacteur. Nous utilisons le filtre par convolution avec cbahtillonnage avec :
5000 particules, un noyau gaussiemgt= std(z*)n~%2 pour chaque variable et
parametre.

Le systeme compte six variables d'ét&,, Bs, S1, S2, Z, Cy; et huits parametres
ai, ag, ... ,ds.

Les données filtrées sont toutes les variables d’état noernadss. Cependant,
pour les experts du bioprocédé, les variables importamieslias biomasses;,
Bs, et surtout les substrats;, S;. L'appréciation de la qualité du filtre se fait
donc par rapport a ces variables. Toutefois, seuls lesrabstont mesurés par
capteurs. Les représentations graphiques sont réaliséestiellement pour ces
derniers. Les courbes en trait plein épais () sont celleenoles a I'aide du filtre.
Les courbes en pointillés <) sont, comme précédemment, les valeurs mesurées
par les différents capteurs, deux ou trois selon les cas.

Comme pour les simulations, le nombre de variables obsemaiée : 5, 4 ou 3,
pour respectivement, le premier, le deuxieme et le troigiéas considérés.

Le dernier cas propose une prise en compte de l'incertitudies nombreux pa-
rametres du modele.
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Cas1

Ce premier cas, correspond au contexte le plus favorabsevargables obser-
vées sont : pH, Z(;, le débit deC'O, et le débit deC' H,. Lorsque les mesures
de certaines variables sont incohérentes, par rapportéalités biologiques ou
physiques, elles sont temporairement exclues du procdsss&lection. Seuls les
parameétresa, ao, . . . , ag du systeme dynamique sont ici estimés.
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FiG. 9.13 — Evolution de5;
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FIG. 9.14 — Evolution de&,

Le résultat obtenu par le filtre (voir figures 9.13 et 9.14)est a fait correct.
Il reconstitue relativement bien les substsaet .S, sur toute la durée du procédé.
De plus, il fournit des estimations par filtrage des biomassm mesurées, non
représentées ici car il est impossible d’apprécier leulitgu&emarquons que les
procédures déterministes sont incapables d’estimer éesdsses.
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Cas 2

Considérons a présent une situation moins favorable. Nap@osons que’
n'est plus observée. Les seules variables observées sompthCy;, le débit de
CO, et le débit deC' H,. La variableZ est donc a estimer. Et comme pour le cas
1, seuls les paramétres, a., . . . , ag du systéme dynamique sont estimés.
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Fic. 9.17 — Evolution d&Z

Il ressort des figures 9.15,9.16 et 9.17 que la qualité desa&sbns se dégrade
dans le temps. De plus, une certaine variabilité des estnsbpparait lorsque
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I'on répete I'opération. La suppression de I'observatienZdest donc préjudi-
ciable au filtrage. Comme on I'a constaté en simulation, estacaractéristique
d’erreurs dans le modéle. Avant d’essayer d'y remédiersémant de nouvelles
valeurs pour les parametres, nous examinons les conségusinde filtrage de la
suppression dd’;;.

Cas 3

Nous restreignons encore le nombre de variables obsery#¢sle débit de
CO, et le débit deC' H,. Le filtrage est ainsi réalisé dans une situation peu favo-
rable.
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FiG. 9.18 — Evolution de5;
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FIG. 9.21 — Evolution de&;;

Les figures 9.18,9.19,9.20, et 9.21, illustrent la dégiadatignificative de la
qualité du filtrage. Cependant, malgré le peu d’'informatitifisée, les estima-
tions proposeées par le filtre ne sont pas incohérentesusyoar les substrats.
Comme pour le cas précédent, une assez grande variab#itéstienations est
constatée lorsque I'on répéte le filtrage.

Cas 4

Les valeurs utilisées pour les parametres étant forcémeanvarses, puis-
gu’elles sont établies sous I'hypothése que les biomassgscenstantes, nous
procédons donc maintenant dans ce cas a leur estimatiotefarent au fil-
trage.

Pour simplifier ce travail, nous pouvons nous appuyer sumi@mations sui-
vantes établies dans la littérature (Bernard & al.[9, 10]) :
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Paramétres Valeur Ecart-type

Hmaz1 1.2 1

Limaz2 0.74 0.9

K, 7.1 5

Ks, 9.28 13.7 Ratio Valeur Ecart-type
K2 256 320

o 198 - ko/ky  2.72 2.16
. 05 0.4 ke/ks  1.62 0.12
ks 4214  18.94 257;3 i'ig g'cl)z
ko 116.,5 1135 e = :
ks 268 52.31

ki 50.6 143.6

ks 343.6 75.8

ke 453 90.9

Toutes ces contraintes sur les parameétres s’integrennargédans l'algo-
rithme du filtre avec ré-échantillonnage avec parametresninus. En effet, sur
le plan théorique, cela signifie que les lois a priori desip@taes ont des supports
compacts, dont les bornes sont précisées a partir des talpeaceédents : la va-
leur plus ou moins son écart-type associé.

Sur le plan pratique, il suffit d’attribuer un poids nul auxtpaules dont les para-
metres ne sont pas dans leurs supports respectifs.

Cette souplesse d'intégration de contraintes n’est pasifepé&e a nos filtres;
c’est, en fait, un des avantages des méthodes de Monte @agknéral.

Le résultat du filtrage des substrats, avec I'estimatiorpdeameétres, est présenté
sur les figures 9.22, 9.23.

E
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FIG. 9.22 — Evolution de5,;



9.3 Conclusion du neuvieme chapitre 237

ao

o
>
30

o 1 = 3 a s
Temps 0

FiG. 9.23 — Evolution de5;

Il semble que le fait d’estimer 13 parametres au cours dadiétrn’ait pas
affecté sensiblement la qualité des estimations des shstomme le montrent
les figures 9.22 et 9.23. Quant aux estimations des parasmneties se stabilisent
rapidement, en général aux environs d’'une cinquantaineadedp temps. Ce-
pendant, si on recommence le filtrage, les valeurs obtenuasl@s paramétres
peuvent varier, sans toutefois, que ces variations ne seadent sur les estima-
tions des substrats. Il existe donc différents jeux de patas equivalents pour
ce systeme, qui semble étre fini d’apres nos expérimengatiotitre indicatif le
tableau 9.1 resitue une des estimations possible des paesreéles écart-types
utilisés.

9.3 Conclusion du neuvieme chapitre

Plusieurs aspects importants, sur le plan pratique, paue fitire a convolu-
tion avec ré-échantillonnage, ressortent de cette apjpiica un procédé de di-
gestion anaérobie. Tout d’abord, I'étape de simulationisaem avant une double
robustesse : par rapport aux grandes dimensions de I'étistjyil était de di-
mension six, et par rapport aux erreurs de modeles. Cepenaaingue I'on reste
dans le cadre des simulations cette robustesse peut semiikerelative.

Or, le traitement de données réelles a confirmé les quabiéstatées en simula-
tion.

- Tout d’abord sur I'aspect robustesse par rapport aux exreéel modéles et er-

reurs de mesures puisque, le modéle considéré pour refgékehioréaction est

nécessairement entaché d’erreurs et que la qualité degelorarie sensiblement
dans le temps.
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Paramétre EstimationParametre Estimatiop
Hmaz1 1.0695 k1 41.2381
Hmaz2 0.4713 ko 130.6217

Kg, 6.5279 k3 260.7891
Kg, 9.6898 k4 50.1992
K? 314.4378 ks 324.0013
kg 20.3468 ke 423.7462
a 0.5582
Ecart-type Valeur utilisé¢ Ecart-type Valeur utiliséé

as 0.025 as 1.00

as 0.05 ag 0.02

as 0.01 ay 0.05

a4 0.01 ag 2.00

TAB. 9.1 — Estimations des parametres et écart-types utilisés

- Ensuite, dans les cas 1 a 3, les variables d’états consg&létéient de dimen-
sion huit et il y avait huit parametres inconnus. Les réssilidtenus sont assez
convaincants dans la mesure ou les approches détermig&tésalement utili-
sées sur ce type de problemes ne permettent pas d’en faarg.aut

Le dernier cas traité, ou I'incertitude sur les valeurs d@pdrametres du modele
est prise en compte, sans causer trop de nuisances suméést, donne une
bonne idée du potentiel du filtre.

Globalement, il ressort que les filtres & convolution, esgénéralement les
filtres particulaires, peuvent apporter une aide signifieat I'étude de ce type de
bioprocédé. Cependant, il n’est pas raisonnable de cangluils doivent rempla-
cer les approches déterministes utilisées en pratiquetfénle bon fonctionne-
ment des filtres particulaires nécessite une bonne commaisgiu modéle. Dans
notre cas, cette connaissance a été obtenue par des appdétbeninistes. Les
filtres particulaires sont donc, dans le cas des biopro¢cééésoutils complémen-
taires pertinents pour les approches déterministes.



Conclusion

Les travaux présentés dans ce mémoire répondent a desrpesdie filtrage
non linéaire, en s’appuyant sur la théorie de I'estimation paramétrique. Les
filtres a convolution proposeés, pour traiter ces probléraent étudiés tant sur
le plan théorique que sur le plan pratique. La validationlsiplan pratique de
la technique étaient indispensable, car I'application aéacteur de retraitement
d’eaux usées était I'une des motivations de ce travail.

Le probléme du filtrage, a savoir, I'estimation de I'étatrd'systeme dynamique
connaissant toutes les observations du passe, est abarsldifférents aspects :
I'estimation de la loi conditionnelle de I'état, I'estiniam de la valeur de I'état et
I'estimation de paramétres inconnus lorsque le modeéleesttain.

Parmi les différentes techniques de filtrage existantggses dans la premiére
partie, nos filtres a convolution se classent dans la famdiefiltres particulaires.
Les filtres a convolution sont étudiés sur le plan théorigusiele plan pratique
pour ces diverses problématiques de filtrage. Il est impbda rappeler que les
résultats théoriques de consistance de nos filtres som@uts, par rapport a
ceux des filtres particulaires, car ils s’appuient sur lati®éde I'estimation fonc-
tionnelle. Lutilisation des noyaux de convolution permeat outre, de se passer
de I'hypothese de connaissance de la forme analytique deisemblance des
observations, requise pour contruire les filtres partioega Malgrés, leur fonc-
tionnement sous des hypothéses plus faibles, les filtreevkdion révelent des
performances comparables, en simulation, a celles desfjarticulaires, lorsque
ces derniers fonctionnent. En effet, certains systemeétefaent bruités mettent
en défaut les filtres particulaires usuels alors que ce paste cas pour les filtres
a convolution. Leur capacité a supporter des systemes dgoamplus généraux
que les filtres particulaires usuels, montre I'intérét de filtres & convolution.

De plus, I'adaptation du filtre a convolution avec ré-échiamnage, au cas de
systémes dynamiques contenant des parametres inconaust f;me estimation
conjointe convergente état-parametres, réalisable ar.lifyn’existe pas d’équi-
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valent, associant rigueur théorique et bonne performamgeatique.

L'application du filtre a convolution avec ré-échantill@ye sur les données réelles
issue du fonctionnement d’un bioréacteur du LBE de I'INRAaxibbnne, a mis en
avant plusieurs points intéressants. Tout d’abord, last@sse du filtre par rapport
aux erreurs de modeéle, aux incertitudes sur le modele, aonéds de mauvaise
gualité et aussi a la dimension des variables d’états. Enofin l|ps approches par-
ticulaires en général, les résultats obtenus, laissergepajue ces méthodes ont
toute leur place aux c6tés des méthodes déterministesajeémé&nt utilisées sur
les bioprocedes.

Citons a présent, sans prétention d’exhaustivité, quslgaespectives de tra-
vail, pour compléter notre contribution :

En premier lieu, nous avons rarement évoqué le probléme @i dio noyau
K et de la fenétréh a utiliser. Pour tous les cas traités dans ce mémoire, nous
n'avons fait aucun effort sur ces questions dans la mesulesa@sultats obtenus
avec des valeurs standard étaient déja satisfaisantsn@apeil serait certaine-
ment profitable a nos filtres d’optimiser ce choix, sans toigeperdre de vue
gu’une utilisation en ligne n'autorise pas des procédus ¢colteuses en terme
de temps de calcul.

Ensuite, une étude théorique complémentaire, en vue dioldes résultats
de type théoréme centrale limite, permettrait de donnes gluprécision sur le
positionnement par rapport aux filtres particulaires.

L'extension aux systéemes dynamiques controlés, préseniéixieme cha-
pitre, est un prolongement naturel de nos filtres. Lintiichn de la variable
de commande ne pose techniquement aucune difficulté. Capena recherche
d’'une commande optimale souléve le probléeme de 'optindead’'une fonction
aléatoire ainsi que la question des propriétés théorigggsammandes ainsi ob-
tenues.
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Annexe A

Eléments de théorie de I'estimation
non paramétrique par noyaux de
convolution

A.1 Estimation de la densité

Il existe de nombreuses références sur les estimateursaramgptriques de
densité ou de régression. Les travaux de ce mémoire radatiésdomaine, s’ap-
puient essentiellement sur Bosq et Lecoutre ([14]), Bo$g]){[ Devroye ([47]),
Rao([110]) et Gyorfi & al. ([69]). Mais avant d’évoquer I'@s@ation non paramé-
trique, nous rappelons la définition des différentes foraegonvergences sto-
chastiques rencontrées dans cette thése.

A.1.1 Convergences stochastiques

Nous considérons des suiteys,, ).+ de variables aléatoires définies sur un
méme espace probabilis@, A, P).

Définition : On dit que la suit¢.X,,),,~; converge en probabilité vers 0 lorsque,
n tend vers l'infini, si pour tout > 0 on a

lim P(|X,|>e)=0

n—oo

Soit une variable aléatoit® sur(€2, A, P), alors on dit qug X,,),,>, converge
en probabilité vers, si la suite(X,, — X),,>1 converge en probabilité vers 0.
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Définition : On suppose qu'il existe > 0 tel que pour tout: > 1 le moment
IE[|X,,|"] soit fini. On dit que la suitéX,),>; converge en moyenne d’ordre
vers 0 silE[| X,,|"] — 0 lorsquen tend vers l'infini.

Soit une variable aléatoir& sur (€2, A, P), alors on dit qug X,,),,>1 converge
vers X en moyenne d’ordre, si la suite(X,, — X),>; converge en moyenne
d’ordrer vers 0.

Remarque : Cette convergence est surtout considérée pedr2, auquel cas
on parle de convergence en moyenne quadratique.

Définition : On dit que la suit¢ X,,),,~; converge vers 0 presque sirement, et
'on écrit X,, — 0 p.s., s'il existe un ensembl&—négligeableN € A tel que
pour toutw €  — N, on aitX,,(w) — 0 lorsquen tend vers I'infini.

Soit une variable aléatoir& sur (2, A, P), alors on dit qug X,,),>1 converge
vers X presque sirement, et I'on éciif, — X p.s., si la suite(X,, — X),>1
converge vers 0 presque s(rement.

Définition : On dit que la suitg X,,),,~1 converge vers 0 presque compléte-
ment, et I'on écritX,, — 0 p.co., Si pour touts > 0
D P(IX,| =€) <0
i>1
Soit une variable aléatoir& sur (€2, A, P), alors on dit qug X,,),,>1 converge
versX presque complétement, et I'on éckit, — X p.co., sila suite(X,, — X ),,>1
converge vers 0 presque complétement.

Remargue :On ales implications suivantes entre les différents typasotver-
gnce :p.co =— p.s. = proba et convergence en moyenne d'ordre
—> proba.

A.1.2 Notations et formalisations
Les noyaux de convolution forment une famille d’applica@daptée a I'es-

timation de fonctions. lls sont souvent not€sde I'anglais Kernel.

Définition : Un noyauk est une application d&? — IR, bornée, positive,
symeétrique, intégrable par rapport a la mesure de Lebedglietgrale 1.
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La contrainte de positivité imposée ici au noyau n’est pdatoire. Il est
possible d’utiliser des noyaux négatifs sur une partie de $eipport. Comme
les estimateurs & noyaux de convolution sont utilisés datte these comme des
outils au service du filtrage, il n’est pas nécessaire deamepbans le contexte le
plus général. Une grande variété de résultats est ainsajg@ment accessible.

Définition : Un noyau de Parzen-Rosenblatt est un noyau vérifiant

lim ||z||*K () =0

[[]|—o0

Définition : L'estimateurf,, associé & de la densitéf des variables aléa-
toires Xy, - - - , X,, indépendantes identiguement distribuées, est

Ay

1 - r — d
falz) = ”—WL;K( . Ky, * pn)(x)  z€R

n

ou h,, est un réel lié &, souvent appelé largeur de la fenétre.gt= % dor o 0x,

est la mesure empirique associée atx- - - , X,,. En d’autres termes,, est la
densité empirique obtenue en régularisant la mesure emupidesX;, - - - , X,

par convolution aveg; K (;7-). Par commodité, la notation suivante est introduite

Ki) = 1 KG5) yeR:

Les résultats de convergence flevers f sous différents modes, sont obtenus
en rajoutant différentes hypothéses sur le noyau. Nous ppelans ici que les
résultats utiles a notre approche du filtrage.

A.1.3 Quelques résultats de convergences

Lemme A.1.1 (Lemme de Bochner)(i) Soit K un noyau de Parzen-Rosenblatt
etg € L', alors en tout point: ol g est continue

lim (g + 1) () = g()

(ii) Soit K un noyau quelconque, gic L! est uniformément continue, alors

lio sup | (g # 16, (x) — g()| = 0
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Démonstration : La démonstration proposée est tirée de Bosq & Lecoutre

([14])
(i) Comme l'intégrale dé€<;, vaut 1, nous avons
(9% K@)~ 9(0) = [ lo(a — 9) — g Kalw)7y

En découpant I'intégrale par rapporva> 0 nous déduisons la majoration sui-
vante :

(g * Kn)(z) —g(x)] < s lg(z — y) — g(2)] o K(9)|ds
[ el v
T Siss Il 15 15 (5 )dy

+[g(z)] nyH>5 | Kn(y)dy

< sup lg(x —y) — g(a) / K|
lyll<é
4 / gl swp [2I9K(2)ldz
|z]|>6h—1

Hg@) f)z s 1K (2)ld2

Or ay¢ fixé, lorsqueh tend vers zéro, les deux derniers termes tendent vers
zéro. Enfin, lorsqué tend vers zéro, le premier terme tend vers zéro, d’ou le ré-
sultat.

(ii) Le résultat découle de la majoration suivante

sup,, |(g * Kn)(x) —g(x)] < sup,supy, < l9(z —y) — g(x)| [ |K]
+2sup, [g()| f||z|\>5\h|—1 | K (2)|d=

Théoréme A.1.1 (convergence en moyenne quadratiqueSi f,, est associée a
un noyau de Parzen-Rosenblatt, on a

hyn — 0, nh — 00 = fu(z) — f(z) en moyenne quadratique

Démonstration : La démonstration proposée est tirée de Bosq & Lecoutre)([14]
L'erreur quadratique d¢, (z) s’écrit

E[fa(z) = f(2)]* = [Efa(z) = f(2)] + V fa(2)
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or Ef,(x) = (K, * f)(x). D’apres le lemme de Bochner il en découle que le
biais[IEf,,(x) — f(x)] — 0 lorsqueh,, — 0. De plus, par un calcul direct de la la
variance def,,(z) on a

1

Vinla) = o (KF,  f)() — T2y, (X, — )

n

On en déduit
nhlV fo(z) = (K * f)(z) — WEK;, (X1 — )

en appliquant le lemme de Bochner au noyg{l / [ K(y)*dy on obtient finale-
ment :

nwvnmreﬂw/kﬂw@

d'ou le résultat.

Théoréme A.1.2 (convergence ponctuelle psSi K est noyau de Parzen-Rosenblatt,
positif (i.e. K est une densité) et borné alors

lim,, o h,, =0 )
nhd = lim f,(z) = f(z) ps
n— 50

n—oo
logn

lim,, o

en tout pointz ou f est continue.

Démonstration : voir [52] ou [110] pour une démonstration.

Théoréme A.1.3 (convergence uniforme ps¥pi le noyauk’ est une densité bor-
née, si de plus

— sup, ||z]|?K(z) < oo
— llexisteC > 0, tel quesup, |K(z +y) — K(x)| < C|ly||, y € R?
— Ladensité objectif est uniformément continue et vérifie

[ llz||" f(x)dz < co pour certainsy > 0

alors

lim,, oo by, =0

el = Tl f@) — f@)] =0 ps
1My, 0 @ = 0 n—oo 4
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Démonstration : Ce résultat a été établi simultanément par plusieurs ajtene
des formes les plus intéressante est due a Bertrand R&&j)).(Une démonstra-
tion standard de ce théoreme est réalisée dans ([110]).

Corollaire A.1.3.1 Sous les hypotheses du théoréme A.1.3 on a aussi

lim, .. h, =0 ]
mi = T sup|fu(e) ~ B[, @) =0 ps

hmng,oo @

Démonstration : voir [110] pour une démonstration.

Le théoréme suivant (Glick[66]) permet de passer de la ageviee ponc-
tuelle a la convergenck, .

Théoréme A.1.4 (Théoreme de Glick)Si une suite de densités estimggsonverge
presque partout vers une densiféen probabilité (ou presque sdrement) alors
| f» — fllz; — 0 en probabilité (ou presque sGrement).

Démonstration : Voir (Glick[66]) ou (Devroye[47]).

Le théoréme de Glick nous sera utile par la suite. Nous etdiss aussi le
théoréme suivant qui garantit la convergegesous des conditions plus faibles.

Théoréme A.1.5 (équivalence des convergences (Devroy&pit f,, un estima-
teur & noyau, avec un noyau-densité arbitraieet i la largeur de la fenétre
ne dépendant uniquement querdeilors les propositions suivantes sont équiva-
lentes :

() [ 1fn— f| — 0en probabilité pour certaines densités

(i) [ |fa— f| — 0en probabilité pour toutes densités

(i) [ |fn— f| — 0 presque sGrement pour toutes densjtés

(iv) Pour toute > 0, il exister, ny (r indépendant d¢ et K) tels que

P(/|fn—f\ >¢€) <exp(—rn), n>ng, Vf

(V) lim,_oo b =0, lim,_,o nh? = oo.

Démonstration : La démonstration de ce résultat est'objet de I'article @efoye([48]).
Elle est aussi présentée dans (Devroye[47]).
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Etude de la vitesse de convergence

Etablir un taux de convergence est un probléme souventatiélie cas de la
dimension 1 est traité par Devroye([47]) ou encore Devroy@yorfi([51]). Or
dans notre cas, la dimension est toujours supérieure a grirdveaux de Holm-
strom & Klemela ([78]) généralisent ceux de Devroye & Gyoffl]) au cas
d’'une dimension quelconque, ils nous serviront donc detpbappui.

Avant d’énoncer des résultats précisant la vitesse de ogenee, il est néces-
saire d’introduire, comme dans ([51],[78]), quelques tiote et notions particu-
lieres. Pour clarifier la lecture rappelons quest la dimension de.

Soienta = (ay,- -+, aq) € N, & = (21, ,2s) € Rt D f = 0f /0, la
i®medérivée partielle d’une fonctiofi deIR¢, on note :

‘Oz| = a1+t
! = ol -y
(6% _ aq Qg
:L' — :L'l -.-l‘d

Daf — D(fq”_ngf

Enfin, 'espace de Sobolev des fonctions dont les dérivéemelbas au sens des
distributionsD“ f, avec|a| < s sont intégrables, est not&*1.

Définition A.1.1 (Noyau de classe) Soits > 1. Un noyau de classe est une
fonction Borel-mesurabl& telle que
() K estsymétrique, i.eK(—z) = K(z),z € R?
(i) JK=1
(i) [2*K(z)dr=0sil<]|a|<s-—1
(iv) [2*|K(z)|dz < ocosila|=s
K peut étre négatif, ce n’est donc pas forcément une densité.

La distancel, entre une densité et son estimation par noyau de convolution
se décompose de la maniéere suivante

[15=1< [15=fxmnl s [1f = f et
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ou seulement le premier terme du membre de droite est stimplasEn consé-
guence on a

B[ 1= < B[ 15 = £r800 )+ [15 =15 Ei,

Le terme[ |f — f = K}, | est appelé biais de I'estimateuret [ |f,, — f * Kj,|)
la variation de I'estimateur a noyau.

Les premiers théoremes présentés caractérisent la bqueeewre du biais.
La notion de noyau de classe été introduite, car elle constitue la base de tous
ces théoremes. Mais avant d’exposer les résultats de gama, il faut définir la
notion de noyau associé car elle intervient dans la bornéreupe du biais.

Définition A.1.2 (Noyau associé)Soients > 1 et|a| = s, on suppose qu& est
un noyau de classe Le a-noyau associé & est défini pour tout € IR? par

00 _ 1)\lal-1
LY(x) = (—1)“'/1 %td_lxalﬂm)dt

= (-1)° /100 7(2;_1;_! 42 K (tr)dt

Théoréme A.1.6 (Holmstrom & Klemela [78]) Soients > 1 et K un noyau de
classes. Pour toute fonctiory € W*!eth > 0ona

/|f*Khn _f| §h5¢1(57K7f)

avec

|
oK) =X 5 [ oms [ e

lal=s

On a toujoursp (s, K, f) < oo ety (s, K, f) > 0 sauf sif = 0 presque partout.

Holmstrom & Klemel&([78]) ont aussi démontré les deux autésultats, plus
fins, présentés ci-dessous.

Théoréme A.1.7 Soients > 1 et K un noyau de classe Pour toute fonction
f c Ws’l,

. ., _ s! a «
i /|f*Khn—f|—/|z|: S e
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Corollaire A.1.7.1 Soients > 1 et K un noyau de classe Pour toute fonction
f € W#!etpourh proche deb,.

/wa—ﬂzOW)

Théoreme A.1.8 Soients > 1 et K un noyau de classe. Pour toute fonction
f c Ws,l’

(7) Sis estimpair, alors pour, > 0,
[ 1958, = 11 = swe
oud(h) — 0 quandh — 0.
(ii) Sis est pair et| K (x)dx # 0 pour certainsla| = s alors pourh > 0,
155 K, = 1= (1= 8ol K. P
avecé(h) — 0 quandh — 0, et

62(5, K, f) :/| 3 Z_"/]R D [ K (a)aal
laj=s

On a toujourspy (s, K, f) < oo etgq(s, K, f) > 0 sauf sif = 0 presque partout.

Corollaire A.1.8.1 Soients > 1 et K un noyau de classe Pour toute fonction
f € W#!etpourh proche deb,.
(1) Sis estimpair,

/V*Km—ﬂ:oww

(ii) Sis est pair et[ z* K (x)dx # 0 pour certainsa| = s,

/wa—ﬂzOW)

Afin de caractériser completement I'espérance de I'erfguil reste encore a
énoncer un résultat sur la variation de I'estimateur.
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Théoréme A.1.9 Soient une densitg € L;(IR%) et un noyauk € L,(IR%). Si
pour certainss > 0 on a [ ||z||**“ K (z)*dz < co et [(1 + ||z|*T¢) f(z)dz < oo
alors pour touth > 0,

/‘f"h_ 5 I, ] < (1+ 6(h))(nh?) 1/2\/?/\/

oud(h) — 0 quandh — 0.

Corollaire A.1.9.1 sous les mémes hypotheses,
B[ |fan— 50, = O(L/Val?)

Il est enfin possible de préciser la vitesse de convergendesperance de
I'erreur L1, d’un estimateur de densité a noyau de convolution.

Théoréme A.1.10 (vitesse de convergenc&oient une densité € W*! et un
noyauK € L;(IR%) de classe > 1. Sipour certaing > 0ona |lz||* K (z)*dz <
oo et [(1+ ||z]|?*) f(z)dz < oo alors pour touth,, > 0 on a

E| / o= £ < Baas, K. ) + (1 8(ha) ()2, | / K2 / VT

Corollaire A.1.10.1 Sous les mémes hypotheses,

E| / o — f1] = O(h2) + O(1/+/nh)

A.2 Estimation de I'espérance

Le cas de la régression non linéaire se formalise de la mém&meajue I'es-
timation de densité : so{tX, Y') un couple de variables aléatoires deoiCette
fois, I'objectif est de trouver une application mesurablielle quer(X) soit le
plus proche d&  au sens des moindres carrés. La solution de ce probleme est
IE[Y'|X] lorsque cette quantité existe. Pour assurer I'existence dlest néces-
saire de supposer qUB|Y| < oco. r est une version déterminée de la fonction
x — IE[Y|z]. La question de son unicité est ici éludée.
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A.2.1 Notations et formalisations

Pour estimer par la méthode des noyaux, il faut supposer que la lbé X
admet une densité. Alors en tout point otf est non nulle
¢(x) /
r(x) = —= aveco(x) = [ ydu(z,y
@)= () ()
Il est alors possible de construire les estimateurg de¢ associés au noyau
K
fal) = (K, * vy)(2)

ou v, etu, sontles mesures empiriques associégsa, ), ..., (X,,Y,)}:

1< 1<
Hn = ;5(&,%) et v = — ;5&

Nous obtenons alors I'estimateurde-,, (z) = ¢,.(x)/ f.(x), soit sous forme plus
explicite
XL YK ()

S K (55
Dans la littératurer;,, est souvent rencontré sous le nom d’estimateur de Nadaraya-
Watson ; cet estimateur a de bonnes propriétés asymptstigueeffet, selon les
hypothéses imposées au noy&y la convergence en probabilité, presque com-
pléte ou en normé? versr ont été démontrées (cf. Bosq [14], Sarda & Vieu[118]
ou Gyorfi & al.[69]). Ferraty & Vieu[62] proposent une étudentplete et péda-
gogique des propriétés ag.

()

A.2.2 Quelques résultats de convergence

Les théorémes énoncés dans cette partie sont tirés de Gyétfje®]). On
peut s’y référer pour les démonstrations qui sont aussilidémdans ([62]) .
Sauf indication contraire, les hypothéses suivantes sofours supposees Veri-
fiees dans les théorémes qui suivent :

H1 - 2 est un point fixé d&R“ tel quef(z) > 0.
H2 - litm, oo by = 0 €Llim,, g 225 = o0,

H3 - Le noyauk est borné, intégrable et a support compact.
H4-|Y| < M < o0
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Comme pour le cas de I'étude de la vitesse de convergencstitesteurs des
densités, la notion de noyau de classst une hypothése fondamentale.

Théoreme A.2.1 (Vitesse de convergence ponctuelle sous dibion de déri-
vabilité) Si H1-H4 sont vérifiées, siet f sonts fois (s > 0) contindment diffé-
rentiables autour de: et si K est de classe alors

logn

ro(z) —r(z) = O(h;) + O( hd

),  p.co

Le termep.co désigne la convergence presque compléte.

Remarque : Il est possible d’affaiblir 'hypothése H4, en la remplataar une
hypothése de bornitude slif|Y|] (cf. Gyorfi & al.[69]).

Avant de donner le théoréme suivant, rappelons la définitione fonctiong
G—lipschitzienne :
36 >0, 3a<oo, 3e>0 : Vyele— ez +c, [o(x) - 6(y) < alz -y’

Théoréme A.2.2 (Vitesse de convergence ponctuelle sous dibion de Lip-
schitz) Si H1-H4 sont vérifiées et siet f sonts—lipschitziennes alors

logn

|rn(x) —r(z)| = O(hﬁ) + O( hd

), peo

Vitesses de convergence uniforme

Les théoremes énoncés dans la suite précisent des vitessesvergence
uniforme. A présenty appartient & un compa€tdeIR¢. A 'hypothése H1, émise
pour les convergences ponctuelles se substitue I'hypetiBgiéfinie ci-dessous.
Une hypothése sur le noyau est aussi ajoutée :

H5 - Il existerm > 0 tel queinf,cc f(x) > m
H6 - Le noyauk ests—lipschitzien suiC' :

38 >0, 3 < oo, : Va,y € C, |[K(x) — K(y)| < allz -y’
Théoréme A.2.3 (Vitesse de convergence uniforme sous cata de dériva-

bilité) Si les hypothéses H2-H6 sont vérifiéesy @t f sonts fois, (s > 0),
contindment différentiables danset si K est d’ordres, alors
logn

igg\rn(:v)—r(x)\ZO(hn)JrO( n—hg)’ p-co
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Théoréme A.2.4 (Vitesse de convergence uniforme sous camat de Lipschitz)
Si les hypothéses H2-H6 sont vérifiées et st f sontF—lipschitziennes su€’
alors

logn

sup ra(x) (@) = O(1) + O 227,

p.co

Vitesse optimale em,

Le choix d’unh optimal se fait en cherchant fe qui minimise les vitesses
établies par les théoremes A.2.3 ou A.2.4. Pour cela, ildauver par rapport a
h les expressions des vitesses et chercher le zéro des dérivée

Corollaire A.2.4.1 (vitesse optimale)Soit

—1

n \ T4
h:a( ) , 0<a <o
logn

alors, sous les hypotheses du théoreme A.2.1 on a

rn(a:)—r(x):O(( )—+) peco

logn

et sous les hypothéses du théoreme A.2.3 on a

zeC logn

sup\rn(g;)—r(x)\:o<( n )—+) poco

Sarda & Vieu ([118]) établissent aussi les vitesses de eggenee en moyenne
guadratique :

Théoreme A.2.5 Supposons les conditions suivantes vérifiées :
- f(z) > 0, z point fixé deR".
- r et f sont deux fois continment différentiables au voisinage.de
- lim, .. h, = 0 etlim,,_, nh‘fl = 00.
- u — IE[Y?|u] est continue au point.
- K estborné, intégrable, positif, symétrique et a supportgach
- K estun noyau d’ordre.

Alors

Elra(z) — r(2)]* = O(hy) + O(1/(nhy)) + ok, + 1/ (nhy))
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La vitesse optimale s’en déduit facilement :

Théoréme A.2.6 Supposons les hypothéses du théoreme A.2.5 vérifiées :

Alors en prenant
-1
h=an i 0<a< oo

ona



Annexe B

Algorithmes

B.1 Minimisation Stochastique de Fabian

Cet algorithme généralise 'algorithme d’optimisatioactastique de Kiefer-
Wolfowitz, premier du nom. Il se définit de la fagon suivar@. (Fabian [61]) :

SoitV (x) la fonction & minimiser. On ne peut qu’observer des réatinatdes
fonctions aléatoires de, Z(z), telles quelE[Z(z)] = V(z). Soit le processus
itératif suivant, avea:, point de départ :

Try1 = Tk + CLka T € RrR™

e {a;} est une suite positive décroissante de la forme= a/k* aveca > 0
etl<a<l1

oW = Zlhzl ;Wi
avec
h, tel que les dérivées partielles Ué.) soient bornées jusqu’a l'ordé# + 1

Wi, gradient stochastique de dimensianou pourj = 1,---,m, W,ﬁi est
défini comme la moyenne deg variations stochastiques :

ng

; 1
Wi = — Z[Z(:ck + cpuze;) — Z(xy — cpuse;)]/2c
[t
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cr = c/kYUh ) avece > 0, {u;} 1 0 < uy < --- < uy, < 1 ete; le j*™evecteur
canonique déR™.

v=(v1, - ,u) = U 'eavecU = [{u'}) pouri,j =1,--- hete =
(1,---,1) € R".

Pour déterminer les coefficients, une maniére approximativement optimale
est définie selon Fabian par les équations

w; = cos[(h—i)mr/(2h—1)] i=1,---,h

pi = [2h(h —1)4+1/2) u;?(1 — 6:/2) i=1,---,h
pi = ni/N
N = E?:lni

Les parametres, ¢, ,«, N et h sont au choix de l'utilisateur. La prise en
main de cette procédure de minimisation n’est donc pas.disgégrand nombre
d’essais est nécessaire avant d’obtenir de bons résultats.

Pour I'étude des propriétés de converge de I'algorithmerabian([61]).

B.2 Algorithme du filtre avec sélection

Soit le systéeme dynamique :

g . { zy = fi(Ti1, &)
. Y = ht(xt,m)

L'algorithme suivant, fournit une estimation convergeuée (z|B.(y1.¢)) :

Soit un instant fixé, posong = 1 :
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Tantque: < n
k=1 |Initialisation
Xy ~ T
St ah — (2, 47)
Si|lyp —wi|| <e:k=k+1
Sinon : retour a l'intialisation

k>1
Sta = (T, )
Silly, — il <eetk=t:ii =) eti=i+1
Si|ly, —ykl| <eetk<t:k=k+1

Sinon : retour a l'intialisation
fin du Tant que

B.3 Algorithme du filtre avec ré-échantillonnage

Soit le systeme dynamique :

g . { Ty = ft(xtflagt)
' Yy = ht(xtant)

L'algorithme suivant, fournit une estimation convergeé® (z;|y.) :

Py =poett >0:
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Etapel : Geénération deétats
T~ plpouri=---.n
Etape 2 : Geénération desparticules
Pour touti = - -- ,n on obtientz,, , = (7}, ¥,)

en appliquant le systeme (3.2)a

Etape 3 : Estimation du filtre optimal :

n o 2?21 Khn(ZtJrh 5§+1)
pt+1(xt+1|y1:t+1) - Zn Kh (yt+1 ?]l )
=1 n » Jt+1

t =t + 1 puis retour a I'étape 1

B.4 Algorithme de filtrage pour des systemes dyna-
miques parametrées

Soit le systéeme dynamique :

g . { Ty = ft(xt—laexaet)
Ly = halwy, 0y, 1)
Soité = (6¢,,6,). L'algorithme suivant, fournit des estimations convergsn
dep(xe, 0lyre), p(we|yre) €tp(Olyr:e) :

Initialisation : ¢ =1
- Génération des trajectoires : paue 1,--- ., n

i%] ~ po(SC), Q_f) ~ p0<9>’ 56 ~ ‘CEO’ ﬁi ~ ‘6171
izl = fl(iz]v‘%véz))
b = 0

- Estimation des densités :
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>ty (i — y1) X K0 — 0) x Ky (7] — 2)

pi(z,0ly1) = A -
i Ol > Kl — 1)
ﬁ"(ﬁ\yl) _ E?:l Kh(gi _ yl) _X Kh<9~21 B 9)
' > i Kn(Gt — w1)
ﬁn(:dyl) — E?:l Kh(gi - yl) AX Kh<3~jll B SL’)
' 2 i1 Kn(ii — 1)
t=t+1
Etape 1:¢ > 1
- Génération des trajectoires : paue 1,--- ., n

(iiflv 91%71) Nf@fl(%‘v Olyr:e-1), €11 ~ Loy 1o T ~ Loy,
ji = ft(jZ—y 91?—17‘5;—1)

Gi = ho(&, 0y, 7))

0 =04

- Estimation des densités :

S K — ) x K (08— 0) x Ky (31— )
> Kn(gi — we)

ﬁ?(za 0|?/1:t) -

St Kn (G — ) x Ki(0; — 0)

ﬁn(myl ) = n ~i
! ' Ei:l Kh(yt - yt)
Pl = S Kn (G — ) % Ky (%, — )
! ' > i Kn(0t — )
d=t+1

Retour a I'étape 1.
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Annexe C

Présentation des procedes
biotechnologiques

Les grands principes des procédés biotechnologiques sposé&s dans cette
annexe. Pour une présentation plus détaillée, on peut seee@ Bastin & Do-
chain ([7]).

Fic. C.1 — Bioréacteur de retraitement d’eaux usées
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C.1 Description d’'un bioprocedé

La présentation, inspirée de Hilgert ([75]) et Wagner ([).2Va se limiter au
cas d’'un processus conduit en bioréacteur : enceinte adséaguelle se déroule
un ensemble de réactions biologiques dans un milieu lig(@fierig. C.1). Ce
type de processus est schématisé par la réaction généuigaats :

Substrats — Biomasses + Produits

Les substrats sont des nutriments introduits dans le liteees, la matiere
polluante dans le cas d’'une dépollution biologique . Lesraisses sont consti-
tuées de micro-organismes présents dans le bioréacteisrd8s conditions physico-
chimiques appropriées (pH, température), les biomasses se développent en
consommant les substrats et en générant divers produits.

Ce type de bioprocédé peut avoir des finalités assez vapéegxemple :
la production de biomasse (levure), la production d’'un coségprincipal (alcool,
yaourt, antibiotique, .), la dépollution biologique (consommation des substances
polluantes par la biomasse),

Dans la pratique, on rencontre trois principaux modes opiées, caractérisés
selon le mode d’alimentation en substrat :

- Le mode discontinu ou batcha totalité des éléments nutritifs est introduite
au lancement du procédé. Aucune modification n’est réaiséde contenu du
réacteur, jusqu’a lI'arrét du procédé par épuisement destrsuib. L'opérateur agit
seulement sur les conditions environnementales du miéiactionnel.

- Le mode semi-continu ou fedbatdse distingue du précédent par un apport
étalé des différents élément nutritifs en fonction d’obifeade conduite. Méme
principe d’arrét que le mode batch

- Le mode continul’alimentation du réacteur (substrat en solution) egefai
en continu. Un flux volumique équivalent est retiré en sotteecontenu du réac-
teur conserve ainsi un volume constant.

Ce mode de fonctionnement permet de traiter de gros voluwess des réac-
teurs de taille modeste. Il est tres répandu dans les domagr®-alimentaire,
pharmaceutique, .
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C.2 Modélisation par bilan de matiere
Les equations d’états

Pour simplifier la présentation, considérons le cas d’'uhsgustrats, trans-
formé par une seule biomassge Soit V' le volume réactionnel. Le principe de
conservation de la masse permet de modéliser I'évoluticsudstrat et de la bio-
masse par le systéme d’équations différentielles suigante

( d(BV
(dt ) = TBV_QoutB
d
(SV) = _TSV + anszn - QoutS
dt
dV
L % - Qin - Qout

S et B désignent les concentrations en substrat et en biemass

Qin, Qour SONt les débits d’alimentation et de soutirage du réacteur.

S;, est la concentration en substrat entrant dans le réacteur.

rs etrp sont respectivement les vitesses de croissance de la lserabsonsom-
mation du substrat.

V est le volume du contenu du réacteur.

Les débits);, et Q,,; sont directement caractérisés par le mode de fonction
du procédé :

Procédé discontinu Qin=Qout =0
Procédé semi-continu  :Q;, # 0, Qo =0
Procédé continu " Qin = Qowt # 0
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La figure C.2 présente un schéma de réaction type avec unudmstiat et une
seule biomsse.

Qin
S

n

- g Qout

L Produit

Fic. C.2 — Schéma d’un bioréacteur

Les parametres cinétiques
La vitesse de croissaneg de la biomasse, introduite ci-dessus, est définie par

T_nlaBV)
BV

Le taux de croissancspécifique,. est la vitesse ramenée a l'unité de bio-

masse :
_ 1 d(BV)

=BV &

La vitesse de consommation du substrgt, est généralement exprimée en

fonction dery :
B

-
our €]0, 1] est le rendement de conversion substrat-biomasse.

rs =
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A l'aide de ces nouvelles quantités, il est possible de né2tas équations
caractérisant I'’évolution des concentrations en biomassebstrat :

( dB Qout
- (- B
p” (v ==7)
ds _ :UB Qin Qout
at T + \% Sin \%4 S
dV

\ E - an - Qout

Le taux de croissance joue un réle important. Les microbiologistes se sont
attachés a le modéliser. Il est dépendant de nombreux factee paragraphe
suivant présente les modéles de taux de croissance leg@duemment utilisés.

Le taux de croissance de biomasse

- La loi de croissance la plus couramment utilisée, est éstteduite par
Michaelis & Menten en 1913 et reprise par Monod([101]) en2194

S

o= Mmaxm

OU umq. €St le taux de croissance maximalf€t la constante de saturation. La
particularité de cette loi est d’étre nulle lorsqu’il 'y lup de substrat a consom-
mer.

- Pour prendre en considération les phénomeénes d’inhib@taausés par de
trop fortes concentrations en substrat, Haldane([70])980 1puis Andrews([5])
en 1968, proposent la loi suivante :

S

M:,umaar—
S+ Ks+ 5

ou K est la constante d’inhibition.

- Afin de prendre en compte les effets conjoints de la biomeisda substrat,
Contois([23]) a proposé en 1959 un nouveau modéle :

S

,u:,umamS+KSB
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Un trés grand nombre de lois de croissance plus spécifiquegpsmposées
dans la littérature. Bastin & Dochain([7]) recensent |gpal d’entre elles.

Principale difficulté

Les modéles obtenus par bilan de matieres contienneninsgstgiement un
grand nombre de parametres inconnus liés au probléme éoést aux condi-
tions environnementales, par exempleji e, Ks, K;, . ... Lorsque, selon les
réactions, le nombre de biomasses ou de substrats augneemtenbre de para-
meétres augmente en conséquence. Une grande partie du tiavabdélisation
doit alors étre consacrée a I'estimation de ces parametres.

Les filtres par convolution que nous avons introduits sogressants dans cette
perspective. En effet, ils offrent la possibilité, comme’arvu au neuviéme cha-
pitre, d’estimer de maniere globale tous les parameétremmes ou de filtrer avec
de “mauvaises” valeurs de parameétres sans grande incideinda qualité des
estimations d’état recherchées.
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